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" INTRODUCTION

Le CAPES de Mathématiques est un concours devenu difficile qu'il s’agit de
préparer maintenant de la méme maniére que tout autre grand concours. Aussi
nous a-t-il semblé opportun de présenter sous forme systématique un trés large
échantilion d’exercices posés & I'oral ces derniéres années (trés exactement entre
1973 et 1977) afin de constituer par 13 un lot important d’archives de base utili-
sables par tout candidat sérieux, comme cela se fait depuis de trés nombreuses
années pour les autres concours, par livres ou revues spécialisées.

Le Rapport Officiel du CAPES 1977 (SEVPEN, 13, rue du Four, Paris 6°) cerne

d’ailleurs trés précisément ce qu’il est attendu des candidats, tous au moins licenciés
&s Sciences Mathématiques, et il nous a paru extrémement instructif d’en donner
ici les extraits les plus significatifs 3 cet égard : S '

« La diminution rapide, au cours des derniéres années, du nombre des places.
mises au concours (1400 en 1974, 1260 en 1975, 1000 en 1976, 780 en
1977, 574 en 1978), le nombre de candidats restant presque constant,
a transformé le CAPES de Mathématiques en une sélection de plus en plus.
. sévére: des épreuves orales trés largement supérieures & la moyenne sont
désormais nécessaires ‘pour étre requs... Il s'ensuit qu’un entrainement -
systématique & la recherche des exercices est donc indispensable pour réussir .
la deuxiéme épreuve. : :

Le jugement du Jury, lors des épreuves orales, s’appuie essentiellement sur
les deux critéres suivants: connaissances et culture mathématique du candi-
dat, et comportement face & un public. Clest pourquoi il semble possible
de donner aux candidats 4 venir les conseils suivants. .

Exercice — Le candidat doit trouver, en vingt-cinq minutes environ, un ou’
plusieurs ¢xercices dont la résolution ne dépasse pas la compétence d’un bon -
bachelier. Le Jury aide ou n’aide pas le candidat, cela dépend de la difficulté

de I'exercice, du caractére déroutant de I'énoncé, des réactions du candidat

(en cas de «blocage» de celui-ci, par exemple).

“Un futur professeur doit étre capable de résoudre seul les exercices qui seront
posés 2 ses éléves. Cela suppose une bonne connaissance des mathématiques
. classiques ‘du second degré, un certain nombre de «tours de main »,.du dyna-
misme et de "imagination. : ' _ '
Les conseils -donnés ci-dessus pour ’énoncé restent valables. Voici d’autres
éléments positifs d’appréciation : . - .
— candidat actif, qui essaie de sa propre initiative diverses voies, méme si .
celles-ci se révélent trop longues ou infructueuses _ o
— candidat n’hésitant pas 4 faire des dessins, de maniére a se servir le plus :
efficacement de son intuition. Dans le méme ordre d’idées, un candidat
qui teste I’énoncé par des exemples simples convenablement choisis
est trés apprécié; :

— capacité & voir et A citer correctement les théorémes nécessaires ;
— connaissance des méthodes et « astuces » courantes. '

Au contraire, que peut penser le Jury d’un candidat muet ou se 1aissant;

© passiverticnt guider ?»




- . ‘ ’ Introduction

1l est bien clair que beaucoup de questions ici rassemblées feraient bonne figure
3 loral de nombre de Grandes Ecoles, et sont donc réellement du niveau de la

- classe de Mathématiques Spéciales (ou DEUG de nos Un1vers1tés) Pour étre plus
clair et plus concret, donnons un exemple de ce qui peut se passer pratiquement

. A I'oral avec un bon candidat. Considérons un certain exercice classique sur les
séries, par exemple celui odt 'on prouve que: X1/n?=n2/6. Au CAPES, il est
inenvisageable de poser telle quelle cette question. Mais on pourra commencer
par demander de prouver linégalité: u, =1+ 1/2241/3%+...+1/n*<2.
Si le candidat franchit victorieusement ce premier pas, on lui demandera trés
certainement de prouver I'existence d’une limite £ pour la suite (1,,), ce qui devrait
se passer sans trop d’encombres.” Aprés cela, si tout a été expédi€ en cing minutes,
tout devient permis... dans le cadre du programme de Terminales C'! Par exemple,
d’'un coup d’intégration par parties astucieux, laissé 2 la sagacité du candidat,
pourquoi ne pas envisager 'intégralé fo ™2 2 cos2R ¢ dt 7 De 1A découlera la formule
explicite de Dexercice 14.23.10 de [a page 125 de ce livre; et alors, §'il restait
quelques-unes . des precieuses vingt-cinq minutes imparties au candidat vraiment
valeureux qui en serait arrivé 13, il va de soi qu’on demandera de prouver que

" & =172/6, ce qui découle d’une simple majoration du reste ‘sous forme intégrale ..
Et voﬂﬁ !

L’exemple précédent, s’il est un peu tendancieux, est 14 pour montrer comment
le désossement d’un exercice trés classique de nos «taupes» peut devenir, & la
rigueur, un exercice de Terminales C. L’exemple est donné d’ailleurs depuis

. quelques années par plusieurs problémes de Baccalauréat! A I'opposé, des exer-
cices extraordinairement faciles, recueillis dans ce livre, ont été donnés sans suite
3 des candidats faibles, faute d’initiatives.

Soyons sérieux, il ne fait pas 'ombre d’uri doute que, pour franchir le cap de 1’oral
du CAPES, il faut avoir assimilé plus que le programme de Terminales, et ce n’est

slirement pas critiquable si Pon songe que les Jauréats du concours, dont la majorité

n’a passé aucune éprewve écrite (les candidats IPES), trouvent 13 la seule épreuve

les jugeant sur piéce devant un exercice, ce qui sera un an plus tard leur pain quoti-

dien de Professeur de Mathématiques.

La situation ainsi instaurée ne doit pas pour autant entamer le moral des canchdats,"

car il faut avoir aussi constamment présent & ’esprit que beaucoup des exercices

recueillis ici ne furent jemais entiérement résolus an concours pendant les vingt &

vingt-cinq minutes que dure normalement ’épreuve. Le Jury, de trois personnes,

est 12 pour juger non pas seulement des connaissances, condition nécessaire, mais

aussi et surtout la valeur de réflexion du candidat et ses réactions devant la
‘nouveauté et 1’imprévisib1e choses devant lesquelles il sera constamment confronté’

au cours de sa future carriére.

Depuls que les concours existent en France, des milliers de personne subissent chaque

année l’epreuve d’Exercice de Mathématiques sans traumatisme excessif et fournissent

par 13 un lot @’é1éves de trés grande valeur & nos Grandes Ecoles, et il en sera probable- .

mentdésormais ainsi pour le CAPES,Ceci admis,toutétudiant travailleur pourra affron-

ter I’épreuve d’Exercice, avec calme et sécurité, ¢’il en connait d’avance un trés vaste

pa.norama,ce a quoi le présent petit livre I'aidera trés efficacement, nous le pensons.
e

L.M.«/‘anv:er 1978. - T
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CHAPITRE 1

Ensembles et logique

1. LES OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

On désigne par T (X) I’ensemble des parties de X. ' Est-il vrai ou faux que

FANB) = T(A)N T(B) pour deux parties quelconques 4 et B d’un .

ensemble E? 'Méme question pour (4 UB) = FA)U T(B). -

Tracez rapidement la courbe (C) d’équation y = x3, et étudiez l’applicaﬁon de
(C) dans (C) qui, & un point M associe le point M’ d’intersection de la tangente
en M a (C) avec (C). - 7( ‘

Soit f une application de X dans Y, et A et B des parties de X, et Cet D des
parties de Y. (1) Montrer que f (A UB) = f(A) U f(B). (2) Montrer que
(4 N B)C f(A) Nf(B), égalité ayant lieu  pour tout couple (4, B) ssi f est
injective.  (3) Prouver aussi que [fI(CUD) = fHC)VU (D),
FUCNDY=FOND), fFUNFIEC)=f)NC

Dans I'ensemble des personnes vivantes, chaque personne a serré la main d’un
certain nombre d’autres personnes. Montrer que le nombre de personnes qui
ont serré la main d’un nombre impair de personnes est un nombre pair.

Pour 4 et B C X, on pose AAB = (A\B) U (B\4). Démontrer les propriétés

suivantes: () AA@ =4, 2QJAAB=BAA.(3)A A(BAC) (A ABYAC.

g;AﬂwAQ unmamno (5) AAB= ®@
AAC=BAC=>A=

Supposant démontré que la différence symétrique A AB (A\B) U (B\4)
est une opération associative, montrer que A; AA, AA3A...AAy est I'en-
semble des éléments appartenant & un nombre impair de A;.

Soit F ’ensemble des parties finies d’un ensemble £. On note |A| le nombre

d’éléments de toute partie 4 € F, et A AB la différence symétrique. Montrer

.que lon’ deﬁmt une dzstanee sur F par d(4,B) = |4 AB|



Chap. 1. Ensembles et logique .

Soit (#n) une suite réelle, # > 0. Appelons D) une suite exrraite de (uy), :
en ce sens qu’il -existe une application ¢, strictement croissante -de IN -dans
IN, telle que, pour tout n >0, on ait u{) = u,q. On appelle (@) une
suite aussi extraite de gu,(})), puis (#$) une suite extraite de (u(), etc. Mon-
trer que Ia suite (4o, ufD), uP), u), ...) est extraite de u,,. :

2. LES ENSEMBLES DENOMBRABLES

Montrer que l’apiilication r de IN? dansIN , définie par:
1

est une bijection. Etant donné n €IN, déterminer Ie couple“(x, ») dont il est
Iimage par f. : - ’

Montrer que L’enserﬁ_ble des parties & k éléments deIN est dénombrable.
3 Montrer que ’ensemble des parties finies de IN est dénombrable.

" On se propose de numéroter explicitement les éléments deIN . Pour cela, le
triplet (000) regoit le numéro 0. Les triplets (001), (010), (100) regoivent
les numéros 1, 2, 3. Les triplets (002), (011), (020), (101), (110), (200)
regoivent les numéros 4, 5,6, 7, 8, 9. Plus généralement, les triplets (xyz), tels
que x+y+z =n, seront numérotés dans Pordre lexicographique, clairement
décrit par les exemples précédents. Déterminer le numéro f(x,y,z) SINV.

Etant donné n €IN, quel est alors I"'unique triplet (x,y,z) dont il est I'image? o

Démontrer que INN, ensemble des suites & valeurs entiéres non négatives, -
n’est pas dénombrable. : .

Soit A, I’ensemble des réels qui sont racines d’une équation algébrique de
degré n, a coefficients entiers (€Z). (1) Montrer que 4, est dénombrable.
(2) M&me question pour A,. (3) Méme question pour A,,. (4) En déduire
que I’ensemble U A,, des nombres algébriques est dénombrable.

Une partie de IR ayant un nombre fini de points d’accumulation est
dénombrable.

3. RELATIONS

Soit P I’ensemble des nombres complexes z = x + iy tels que y > 0. Montrer
que la relation R définie par z'Rz ’il existe 8 E€R tel que
,  zcos®+sind '

~ —zsinf +cosd S S
est une relation d’équivalence sur P dont on reconnaitra la nature géométrique
des classes. R : ’




' 4. Le raisonnement par récurrence ' 3

2 Soit E un ensemble non vnde Montrer que, pout qu’une relation R d’ordre

10

1

n
- 2 Montrer que zkzo @

soit totale, il faut et il suffit qu'elle soit maximale (au sens de Pinclusion de R
dans E X E). :

Etudier, dans IR, la relation S définie par uSv < P(u) = P(v), od
P(cos 8) =cos (70).

Soit A un anneau commutatif et D la partie de A constituée des x tels que
x? = x. Montrer que la relation définie dans D par x <y ssi xy=x’est une
relation d’ordre. On aura un treillis en posant x Ay =x +p — Xy etxvy = xy.

Sur ’ensemble des fonctions de la variable réelle, on pose fRg s'il existe une
bijection / telle que A Cf = g o h. (1) Montrer que R est une relation d’équi-
valence. (2) Les fonctlons cos x et sin x sont-elles équivalentes ? (3) Condition
sura et b pour que x2 et x> +ax + b soient équivalentes.

Soit § un ensemble de parties de E. On définit.1a relation binaire R dans E
par: xRy si VAES, {x,y1 C4 oulxyic( 4. Montrer que R est une rela-
tion d’équwalence dont on décrira les classes.

Soit £ un ensemble non vide, et /& un ensemble de parties de E, tel que:
(1) (Xek Yeh)=> (XUYEA)
(2) (YeEA XCY) = (XEA)

On définit dans Pensemble des parties de F la relation binaire R par:
(XRY) & (XA Ye#h), ‘

o A désigne la différence symetnque Montrer que R est une relation d’équi-
valence.

Soit ¢, le nombre de relations d’équlva]ence sur un ensemble an eléments
Montrer que ¢; =1, e, =2, ey = S, eq =15, es =52.

Soit dy, le nombre de relatlons d’ordre sur un ensemble é n éléments. Montrer

qued; =1, d; =3, ds =19, dy =219.

Dans I'ensemble E des applicafions de IR dans IR on définit la relation S
par fSg ¢'il existe 7 €E telle que g = f 0 h. Etudiez les diverses qualités de S.
Comparez-la 4 la relation T telle que fTg sil existe h telle que g=hOf.

4. LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

1 1 1 - _n@n+t3)
Montrer gue 133 2—.3.4 .t nr+D@n+2)  4a+Dn+2)°
k '_1 1
+D)! 7T (DY
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'3 Mbntrerqﬁe z:=0k.k!=(n+1}!~i.

13 33 53 (2n +1)° n+1
1*+4 7 3%+4 MG SR e 2n+1)*+4 = (‘1)"4(n+1)2+1

4 Montrer que

. ~Nr-1
5 Montrer que 15— 26+3%_ .+ (-1)n-1p% = % (n®+3n°—5n%+3n).

6 Soient a5, 23, ..., a, des réels tous > 0. Posant s = a, +a, +... +a,,, montrer

que: .
. s
(l+ﬂ])(1 +a2)...(1+an) 1+F+2' + .. +n_! .
Cas d’égalité ? ’
7 La somme 1% + 2k + .+ nk n et k entiers 21, k impair, est divisible par
n(n+1)2.
8 On désigne par 1X] le nombre d’éléments de tout ensemble fini X. Alors, pour
- _tout systéme de parties 4, A, ..., A, 0na;: )
VAU Udnl= D) Mi— 3 N+ D A4y nAkl—
1<x<n 1IG<j<n ISi<j<k<n -

-9 :Soit (F,,) la suite de Fibonacci, Fy = F, =1, Fyap= F,H.1 +Fy, n20. Alors
DBy < (7/4)'z pour tout entier 7 > L. '

10. Montrer que pour tout entier 7> 2,

H,,_1+ +;+ +l

est le quotlent d’un nombre impair par un nombre pair (donc ne saurait étre
entier). ‘

11 Soit £ une application de IN * dans Iui-méme, telle que, pour tout 7, on ait

z d nf(d) = n, le symbole d/n signifiant «d divise n». Montrer que f est 'indi- o
catnce d’Euler. ’

5. LOGIQUE

- 1 Ecrivez une phrase clane signifiant la négation de la phrase «presque tous les
enfants aiment les chansons ».

2 Montrez que la formule suivante du calcul proposmonnel est une tautologxe
(r>q)~> ((q >~ (p—>7).




‘5. Logique ' ) . . ’ o - 5

3 Pour quelles valeurs (0 ou 1) des variables propositionnelles p,q,r la formule

8

suivante est-elle vraie :
((pAT19)~> (pvr))—> < pvaalgvr).

Mettez 1a formule (p A g)v(T1r)sous la forme normale disjonctivéd

Vis-A-vis des variables prdpositionnelles D1, D2y - , Pn, mettez la formule
(p1 = p2) A(py = p3) sous la forme normale disjonctive.

Dans IR?on ‘définit les propositions py : [x + ¥ < 1, py: 1x-pI1 <1, p3: x| < 1.

Quelle est la partie de IR* (que I'on dessinera) pour laquelle la proposmon
Di1A1p, ©p3 estvraie? .

Montrer en quoi le proverbe: «toutes les régles ont des exceptions » se
contredit lui-méme.

Un coffre-fort est muni de » serrures différentes et ne s’ouvre que si ces

- n serrures sont ouvertes  la fois. On considére cing personnes 4, B, C, D, E.

On demande de choisir # le plus petit possible et de distribuer des clés & ces

“cing personnes afin que le coffre-fort ne puisse étre ouvert que par. 4 et B

ensemble, ou bien parA C, D ensemble, ou bien par B, D, E ensemble.

Parmi douze piéces de monnaie identiques d’aspect on sait que I'une d’entre
elles est contrefaite, et a donc un poids différent. Montrer quon peut la
déceler au moyen de frois pesées avec une balance de Roberwal, pat simple
comparzuson de poids de certains sous-ensembles de ces douze p1éces




CHAPITRE 2

'Combin"atbire

1. DENOMBREMENTS DIVVERS

Donner plusieurs démonstrations du fait qu’mi ensemble & # €léments posséde
27 parties. : :

Quel est le nombre de parties & 2 éléments non consécutifs de £ ={1,2,...,n}?
Généraliser aux parties 4 k éléments dont deux quelconques ne sont pas
consécutifs. .

- De combien de maniéres peut-on vider un tonneau de # litres avec un pot de
un litre et un autre de deux litres ?

Montrez, de diverses maniéres, que le nombre de solutions en entiers x;20
* de Péquation:

' Xy Xyt Fxy =k

n+k—1

est égal 2 ( &

) (combinaisons avec répétitions).
Soit £ un ensemble 2 n éléments. Déterminer le nombre de couples (A,B) de
parties de £ dont 'intersection est vide.

Soit £ un ensemble A n éléments. Quel est le nombre de couples (4,B) d¢
parties de E'telles que AC BCE. * Généraliser 4 k parties 4,C A4,C ...
CArCE. ' .

Soit E un -espace vectoriel de dimension d sur X, avec K = Z/pZ, p premier.
(1) Quel est le nombre de familles libres & k éléments? (2) Quel est le
nombre de bases ? (3) Quel est le nombre de droites vectorielles ? (4) Quel
est le nombre de sous-espaces ? :

Combien y a-tl de relations de préordre possibles sur un ensemble 2
4 éléments ?

Démontrer que Ie nombre S (n,k) de relations d’équivalence 2 k classes sur
un ensemble & n éléments vaut :
k. :
1 ok L
Snk) =— —DE=i (") jn.
R = gy 2, D41 ()7




3. Arithmétique binomiale : 7

1

2, DENOMBREMENTS D’APPLICATIONS PARTICULIERES

Montrer que le nombre des applications strictement croissantes de
E ={1,2,...,m} dans F = {1,2,...,n} vaut (J}). Résoudre une question
analogue pour les applications de E dans F qui sont croissantes au sens large.

Montrer que, sur un ensemble fini 3 »n éléments, il y a (n—l)' permutations
circulaires. :

Montrer que les mots de longueur 7, formés des deux lettres « et b et dans
lesquels deux lettres 2 ne se suivent pas, sont en nombre

WEE
To<i€mayizN 1T

Montrer alors, avec la formule et par énumération, qu’il y a 144 tels mots
de longueur 10, - :

Calculer le nombre d’applications f de £ ={1,2,3, ..., n} dans IN telles
que > %=17(k)=q.

Soit py, le nombre des applications f de IN dans IN telles que x>0 kf (k) = .
Montrer que p,, est une suite croissante convexe, tendant vers I'infini.

Montrer que le nombre total d’arrangements d’un ensemble & n éléments,
c’est-a-dire
n

ay = ZO nn—1)...(n-k+1)

est égal A entier le plus proche de e.n!

On considére la suite (a,) d’entiers ainsi définie :
ay=1, a;=0, anyy =n(en +an_;).

s
Montrer que @, est le nombre de permutations sans points fixes (dérange-
ments) d’un ensemble fini & r éléments. .

Le nombre de permutations de N, |[N| = n se décomposant en k cycles
vaut le coefficient de xk dans le polyndme x(x+1)(x+2) L(x+n-1).

3. PROPRIETES ARITHMETIQUES
DES COEFFICIENTS BINOMIAUX

Montrer qu’il existe une infinité de couples (n,k) pour lesquels :

() =21+ ()}
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Montrer que (1 + 1) divise toujours (2")

Montrer que pour tous entlers a et b > O le nombre (2a) 1(2b)!fa'b (@ +b)!

est entler

-Détenmner tous les entiers n> 0 tels que, pour tout %, 0 <k <n, le coeffi-

cient (%) soit impair.
Montrer que sont premiers entre eux, pour tous £ et 1, les entiers:
n (n+l) (n+2 n+k\ .
NESNVE SN E "f"( k)
Si n et k sont premiers entre eux, alors n divise (k)

Montrer que, pour tout nombre premier p,ona (7 p)= [—] (mod D).

Supposons que T'on connaisse les écritures p-adiques de a et b, avec p premier:

a=agt+aptap’+..., b=bot+bp+bp*+..
Montrer que:

ay_ {ao ay a '
(6)=() () () - ot
Cherchez des entiers 7 et k tels que (%) = (¢ +1)

Pour tont nombre premier p tel que # <p< 2n, on a (2") 0 (mod p), mais
éh#o (mod p?).
4

Smest de la forme 6k £ 1, alors n?—n divise (3. AR f“ a

{7 e
i . + &x ,2‘ N
4, le,ENTITES COMBINATOIRES

Démontrer la périodicité et calculer simplement le terme général de la suite’
suivante :

0= Dy )

LSk (n/2)

Donner une preuve combinatoire de I'identité (3) = (EZ{)-}- ("gl), ol k
et n=1. e

3 Donner une preuve combinatoire de I'identité (}) = (n/k)( k-i) onketnz>1.

4 Démontrer de diverses maniéres 1’identité P+ +. Gy = (2,,").

é (M{: C’;tz r‘MM-.
“Paasy ,f

RPN ;;f - :




5. Réductz’gn d’expressions _ _— : 9

5 Donner deux démonstrations de ’identité :

-

n n\, (n n n n
(0)+(2)+(E)+-=()+G)+(5)+ |
Pune utilisant la formule du bindéme {preuve «analytique»), I’autre montrant
quil y a autant de parties d’effectif pair que de parties d’effect:f impair,
directement, par une bljectlon (preuve «combinatoirey).
Démontrer de diverses maniéres I'identité : .
r\ 1(n\,1/n 1.1 1
(1) -‘§(2) +§(3) T e — 1 +‘i +§ + e +;.
Prouver l'identité :

n my [ 1
= 2n=2 4 2(nf2)-1 Iy 4= .
o<hnls (4k) 2n 2 cos <n 4) + 2 80,n

Démontrer I'identité suivante, ot ¢ =min (7, 5):
n\(n\ zq s r+s—k> ( n
rf\s) k=0 k r-k r+s—-k

5. REDUCTION COMBINATOIRE
DE CERTAINES EXPRESSIONS

Combien imprime-t-on de chiffres pour numéroter les n pages d’un livre?
Combien de fois aura-t-on utilisé un certain chiffre 7 €[0,9}?
Calculer simplement les trois sommes:

R R R M I

Posant Z; = 17 + 2r + ...+ n’, montrer que Zyz_1 est un polyndme en Z,,
et que Zp/Z, est aussi un polynorne en Z r

Posant Z, = Z,(n) = 17 + 2 + ... + n7, montrer que Z,(n) est un polyndme
de degré (r +1) en n. Montrer aussi que ce polyndme est divisible par le
polyndme Z3 si 7 est impair > 3, et par le polyndme Z, si n est pair >2.

Montrer que, pour tous entiers positifsnetr,ona:

r
N n+k
Zy=Zy(n)=1+2+3r+ . . +n =k§15("‘,k) <r+1)’

od les entiers positifs S(r, k) satisfont 2 la récurrence :
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S(r+1,k) = S(r k 1)+ k8@, k),
avec 8¢, 1) =S¢ =1, r =1, k>2. En déduire les valeurs de Z,4 et Zs

Calculer, pour tout réel x, l’express;on :

n

> (z) (k — nx)xk (1 — x)nFk.

k=0
Désignant par [n] I’ensemble {1,2,3, ..., '}, montrer que:

2 D i= 2"-2n(n+1)

Ac[n] i€cA

6. DENOMBREMENTSGEOMETRlQUES

Dans le plan n cercles déterminent au plus n?>—n + 2 régions. Ce nombre
est atteint.

Les (%) droites joignant 7 points du pian se recoupent en n(n ~D{(n—-2)(n— 3)/ 8
autres points, et partagent le plan en (n—1)(n®—5n>+18n—8)/8 régions,
dont n(n-1)ne sont pas bornées. ‘ :

Dans un polygone convexe 4 1 sommets, les dlagonales et les cotés découpent
intérieur en (1/4D)(n—1)(n 2)(n —3n+12) régions. Calculez aussi le
nombre de régions extérieures. ‘

Deux d:mtes distinctes peuvent partager le plan affine selon u, =2 modéles
non homéomorphes selon qu’s e]les sont sécantes ou paralléles. Montrer que-
u; =4. Calculer u,. _

.L’espace est divisé par » sphéres en au plus n(n? —3n+8)/3 régions.

Le nombre de triangles différents, dont les longueurs des cotés sont des
nombres entiets et dont le périmétre vaut #, est égala:

— — -1
48(n +3n+21:+( r-1.3n)t.

Pour tout entier 7 > 0, appelons E,, I'ensemble des points M(x, y) a coordon-
nées entiéres, telles que 0<x<n, 0<y<n (1) Quel est le nombre de seg-
ments MM’ paralléles 4 la droite x=y, tels que M et M’ EE, ? (2) Calculer
la somme des carrés de ces segments. '

- Soit E ’espace - vectonel K7, ol K est un corps fini & g éléments (g = p7).

Montrer quil y a (g#— 1)(qﬂ—q)(q"—q’) . (gn—qn—k+1) suites de



7. Inégalités combinatoires . 11

k vecteurs mdépendants En déduire que le nombte (k) de sous-espaces
vectoriels de dimension ¥ dans E vaut :
n) _ @ —1D@" - a)a" —q*) ... (a" — g*-1)
@ D - 9@k -4%) ... (@F - ¢+ 1)
Si g =1, on retrouve, par passage 2 la limite, les coefficients bmomlaux ordi-
naires ( k) Prouver aussi les identités suivantes:

0= (e (=), (5,

Démontrer enfin P’identité polynomiale eny:

n

o= 2 () G-DO-D-4*) .. (y—q?-l)-

k=0

7. INEGALITES EN ANALYSE COMBINATOIRE

1 Soit N un ensemble de n objets, non nécessairement distincts. Pour n > a? +1,
a entier >0, montrer que I'un au moins des deux cas suivants se présente:
() 2 +1 objets sont identiques, (II) 2 +1 objets sont distincts.

2 On considére k parties distinctes d’un certain ensemble, chacune 4 b éléments.
Exprimer en fonction de & et b le nombre minimum d’éléments de leur réunion.

3 Déterminer le maximum de parties d’une partition d’un ensemble A 7 éléments,
sachant que les effectifs de chaque partie de cette partition sont tous différents.

4 Soit Ay, A, ..., Ap des parties finies. On note |B| le cardinal de B. Posant :

Si = 2 ld;. O Ay, O 04|
16, <ip < Lig&n 1 fa Ay .
démontrer les inégalités :

A, UA,U... U4, <8,

e >8,—8,
do . <S;—S2+S3, etc.
5 On considére, dans £ ={1,2,3, n}, un systéme de Kk paires d’entiers

{ay, by}, ... ,{ag, bg} toutes dls301ntes et telles que les k sommes a; + by, ...,
ay + by sofent toutes différentes et < 7. Montrer que la plus grande valeur
possible de k est comprise entre (21/5) — 3 et (2n — 3)/5.

6 Sur 100 points du plan en position quelconque, montrer que, parmi les (§)
triangles possibles, il y a au plus 70% de triangles dont tous les angles sont -
aigus.



CHAPITRE 3

Probabilités et statistiq»uQ

' 1. ESPACE DE PROBABILITE
ET VARIABLES ALEATOIRES EN GENERAL

Toute tribu sur un espace fini est finie et est engendrée par une partition. -
Toute tribu finie est engendrée par une partition finie.

I1 n’existe pas de tribu infinie dénombrable; une tribu est donc, soit finie,
soit de pu'issance au moins égale 4 celle du continu.

4vMontrer qu’i il y a bijection entre les. tribus (de £2) et les. algebres sur Z[27Z.

Soit A,, Az, ey A,, des événements, On considére les 27 événements de la

forme Z,;UZ,V...UZ,, od Z;=A; ou A; (complémentaire de A;),

i=1,2,...,n. Montrez que la somme des probabilités. de ces 27 événements
vaut 27 —1. o

‘Montrer que ]P(A AB) IP(A) + IP(B) 21P(AB). Plus généralement
P Ady A Ady) = 8y~ 28, + 225y — ...

ol T
- Se= P(d; Ay, ... A
k 1€41<i,< . i< “i 4, i)

Etant donnés n événements 44, A,, ... , Ay, montrer que la probabilité pour
que r exacternent d’entre eux soient réailsés vaut

r+2
IPir] Sr—( 1 )Sr+1+( 2 )Sr+2-

oit les Sk ont été définis dans ’exercice 6.

2. CALCUL DE CERTAINES PROBABILITES CONCRETES

Un sac contient 6 jetons numérotés de 1 & 6. On en extrait 3 simultanément.,
Quelle est la probabilité pour que la somme des points tirés soit supérieure 4 la
“somme des points restants? Tenter de generahser le probléme au cas de
2n jetons numetotes de1a2n




3. Evénements indépendants - » ' - 13

2

Dix livres sont placés n’importe comment sur une étagére. Quelle est la proba-
bilité pour que trois livres donnés soient placés I'un & c6té de 'autre ?

Invité chez des amis que I'on sait avoir deux enfants, la porte vous est ouverte
par une petite fille. Quelle est la probablhte pour que "autre enfant soit aussi
une fille ? .

Un sac contient six jetons numérotés de 1 4 6. On en tire successivement trois,
sans remise. Quelle est la probabilité pour que la suite ainsi obtenue ne soit
pas monotone ?

Un tiroir contient 5 paires de chaussures noires, 3 paires de vertes, 2 paires de_
rouges. On tire deux chaussures au hasard. (1) Quelle est la probabilité pour
que les deux chaussures soient de la méme couleur ? (2) Quelle est Ia probabi-
1ité pour avoir un pied gauche et un pied droit? (3) Quelle est la probabilité
pour avoir une vraie paire de chaunssures ?

Combien de raisins secs faut-il mettre dans 1 kg de pate afin que la part de
50 g de gitean contienne au moins un raisin avec une probabilité > 0,99 7

Si Pon ne tient pas compte des années bissextiles, montrer qu'a partir de
23 personnes présentes dans une salle, il y a plus d’une chance sur deux pour
que deux d’entre elles, au moins, aient méme anniversaire. Traiter ensuite

 cette questlon en tenant compte cette fms des années bissextiles.

Une ume contient ¢ boules noires et b boules blanches, a +b =n. On tire
successivement deux boules, sans remise. Calculer la probabilité pour que la
seconde soit noire. Généraliser au cas ol ’on extrait successivemnent k£ boules. -

Quelles conditions nécessaires et suffisantes trois nombres réels x, y,z doivent-
ils satisfaire afin qu’il puisse exister deux événements 4 et B tels que X = ]P(A)

~y=1P(B),z=TP(ANB)? (on régionnera 'espace ]R ).

10

Dans un jeu de 52 cartes, montrer que la probablhte pour qu’un valet et
une dame soient cote-a-cote vaut 0,486.

3. EVENEMENTS INDEPENDANTS

Critiquez le raisonnement suivant: « Avec un certain canon, j’ai une chance sur
deux de toucher Pobjectif. Si j’envoie deux coups, je toucherai donc certame-
ment Pobjectif ».

On jette un dé équilibré trois fois de suite et 'on obtient les points X, Y, Z.
Quelle est la probabilité pour que 2 divise le produit XYZ ? Généraliser 4 n jets.
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'3 SidetB sontvindépendants, A et Ble sont aussi,
4 Si P(B|A) =TP(B|4), alors A et B sont indépendants.

5 Montrer qu’il peut exister trois événements indépendants deux a deux, et non
- mdependants entre eux cependant.

6 SmtA et B deux événements indépendants. Posant x =IP(4 nB) y =IP(4AB),
C *‘z -IP(4 N B), montrer que Pun au moins de ces trois nombres est > 4/9.

4. PROBABILITES CONDITIONNELLES

1 On considére # umnes numérotés de 1 & 7, 'urne X contenant # boules noires
et k£ boules blanches. On choisit au hasard une ume, et dans cette urne
une boule. Queile est la probabilité d’obtenir une boule noire ? Que vaut cette
probabilité, approximativement, si # est grand ?

2 Le quart d’une population a été vacciné contre une maladie contagieuse. Au
cours d’une épidémie, on constate qu’il y a parmi les malades un vacciné pour
quatre non vaccinés. On sait de plus qu’an cours de cette épidémie, il y avait
un malade sur douze parmi les vaccinés. Quelle était la probabilité de tomber
malade pour un individu non vacciné ? Le vaccin est-il efficace ?

3 Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels p,q,7,s afin qu’il
puisse exister deux événements A4 et B tels que p = IP(AIB) q= IP(AlB)

r =P(Bl4), s =P(BIA).

4 Une urne contient deux boules rouges et quatre boules noues On tire au
* hasard une boule et on la remet dans 'umne. Si cette boule était rouge, on
tire 4 nouveau trois boules, et si elle était noire, on en tire seulement deux.
L’expérience - aboutit donc ainsi & trois ou quatre boules extraites au total,
en deux tirages. (1) Quelle est la probabilité pour que Pexpérience fournisse
exactement trois boules noires (et aucune rouge)? (2) Quelle est la proba-
bilité pour que le nombre de boules noires du second tirage soit exactement

~ de deux? (3) Calculer la moyenne (c’est-a-dire ’espérance mathématique)
- de la variable- aléatoire egale au nombre de boules rouges extraites au cours

de 'expérience.

5 Si P(41B)>P(4), alors P(B|4)>P(B).

5. VARIABLES CLASSIQUES : BERNOULLI, B{NOMIIALE, POISSON

1 Une ume contient » —1 boules blanches et une boule noire. On effectue
_n tirages au hasard successif d’une boule, avec remise. (1) Quelle est la
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probabilité p, que la boule noire ne sorte & aucun des tirages ? (2) Quelle
estla hrmte de p, ? .

Un certain conducteur a, en moyenne, un accident par 10000 km. (1) Quelle
est la probabilité pour qu’il n’ait aucun accident en 20000 km ? (2) Il achéte
une voiture neuve. Au bout de combien de kilométres la probabilité pour qu’il
ait eu au moins un accident sera--elle > 0,99 ?

Comparer les probabi]ites des deux événements: « avoir au moins un as avec
6désy» et « avonr au moins deux as avec 12 dés ».

So1ent deux réels xety de [0 1]et X et Y'les variables de Bernoulli mdependantes
définies par P(X=1)=x, P(X=0)=1-x, P(Y=1)=yp, ]P(Y 0)=1-y
Introduisant la variable Z =X + ¥, on pose x'=P(Z=0), y’ ]P(Z = 1)
z’=1P(Z =2). Aprés avoir démontré qu’il n’est pas possible que x’'=y’=2z’
(=1/3), on déterminera x et y afin que max (x’, y’, z’) soit l¢ plus petit
possible.

Une ume contient # jetons numérotés de 1 & n. On en extrait, au hasard, une
poignée. Etudier la variable aléatoire égale 4 la somme des pomts extraits,
moyenne, variance. Que pensez-vous de sa loi ?

Soit X la variable aléatoire aux trois valeurs -1, 0, +1 équiprobables (1/3),

et soit Z, = z k=1 Xk, les Xy étant 1ndependantes et de méme loi que X:
Quelle est la probabilité pour que |Z] soit minimum ?

Etudier la variable aléatoire définie par Yy, _z x=1 (Xi/2K), 00 (X) est une
suite de variables de Bernoulli, de méme loi, indépendantes. Déterminer la
moyenne, la variance et la fonction de distribution de Y,,.

6. AUTRES VARIABLES ALEATOIRES PARTICULIERES

Dans cette section et toutes les suivantes de ce chapitre, on a constamment

abrégé « variable aléatoire » en « VA».

~1 Une VA, soit X, prend les valeurs k=1, 2, 3, 6 avec les probabilités

P(X =k) =M. Calculer A. Ceci fait, calculer IE(X), V(X). Soit alors Y-
la VA égale 4 (X —3)*. Calculer le coefficient de corrélation entre X et Y.

D’un sac contenant n jetons numérotés de 1 & n, n>>3, on en extrait 3. On
appelle X la VA égale au point tiré dont la valeur est intermédiaire entre les
deux autres. Déterminer la loi de X, sa moyenne et sa variance.

D’un sac contenant » jetons numérotés de 1 & n, on en tire successivement 3,
et 'on appelle X la VA lue sur le troisiéme jeton. Determmer sa distribution,
sa moyenne et sa variance.
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4 Un trousseau contient 10 ciés dont une seule convient pour ouvrir une porte.
On les essaie I'une aprés autre. Etudierla VA égale au numéro d’ordre du bon
essai. Méme question quand on prend une clé au hasard parnii les 10, 4 chaque
essai, sans avoir isolé celles des essais précédents. .

- B Soit X une VA equn’epartle sﬁr ses trois valeurs 0, 1, 2. On pose
Y= X;+X,+ ...+ X,, ol les X; sont indépendantes de méme loi que X.
Calculer l’espérance etlavariance de Y. -

6 Soit X une VA équirepartie sur{0,1,2,...,n}, avec donc P(X = k) = 1/(n +1),
-k =0,1,2,...,n et soit Y une VA de méme loi, indépendante de X Etudler
la répartmon de Z=X+Y, N

-7 Soit X, X,, ... , Xk des VA de méme loi, . mdependantes, uniformément
réparties sur {1, 2 ..,n}. On pose ¥ =max(X,, X,, ..., Xg). Etudier la loi
de Vet calculer sa moyenne : o :

7. VARIABLES ALEATOIRES DANS UN ESPACE PRODUIT‘

1 Dans le _]et de trois dés s1mu1tanément soit X le minimum des trois points mar-
qués, et ¥ le maximum. (1) Quelle est la loi du couple (X,Y)? (2) Les
~ variables X et Y sont-elles indépendantes ?

2 Deux variables aléatoires indépendantes X et Y définies sur un méme univers
ont pour fonction de répartition respectives F(x) et G(x). Exprimer, en fonc-
tion de F et G, les fonctions de répartition H et X des variables ¥ = min(X, ¥)
et W= max(X Y). Généraliser.

3 Une ume contient b boules blanches et r boules rouges. On tire une boule et
I’on définit alors la VA X par X =0 ou 1 selon que I’on a tiré une blanche ou
une rouge. Si la boule tirée est blanche (resp. rouge), on la remet, accompagnée
de n autres boules blanches (resp. rouges). On tire 4 nouveau une boule et Ton

- définit ¥ comme on I'a fait pour X. Etudier la loi du couple X, Y).

4 Montrer que feey) =2(e—1)'xer si 0<x,y<1,et f =0 ailleurs, est
la densité de probabilité d'un couple aléatoire (X, ¥). Calculer les densues
_marginales pet Y. Les variables X et Y sont-¢lles indépendantes ?

5 Sous que]le condition la somme de deux variables de Poisson mdépendantes
est-elle de Poisson ? .

6. Sous queile condltlon la somme de deux vanables binomiales mdependantes
~ estelle binomiale ? : .
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8. SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES,
/ OU CHAINES

"~ 1 Un jeune homme écrit chaque jour i une jeune fille, avec la'probabilité 19

ne lui a pas écrit la veille, et la probabilité 1/2 s’il lui avait écrit. Montrer qu’il
écrit, en moyenne, 266 lettres par an.- v

Une bactérie se divise en deux au bout de chaque seconde. Pendant ce laps de
temps de 1 s qui sépare les instants de division, la probabilité pour qu’elle
meure est p. (1) Calculer Pensemble des effectifs possibles, au temps 7, de la
population issue d’une bactérie depuis le temps 0. (2) Trouver la loi de Ja VA
égale a l'effectif de la population au temps n. :

Une ume U; contient initialement deux boules blanches et une ume U,
contient deux boules rouges. Chaque seconde, on choisit une boule dans
chaque urne et on les interchange. Quelle est la probabilité d’avoir au bout
de » échanges exactement deux boules rouges dans U, ? Quelle est la limite
de cette probabilité pour # — oo ?

On considére le graphe & quatre sommets 4,B,C,.D et quatre arétes AB, BC,
CD, DB, constitué par un triangle équilatéral BCD auquel est accroché le
segment AB. A linstant O, un mobile M quitte 4 et va vers B, ou il arrive
4 Pinstant 1. I repart immédiatement vers 4 ou C ou D équiprobablement,
etc., la régle étant qu’d chaque bifurcation, ce mobile choisit une aréte au
hasard, équibrobablement, la durée du parcours d’une aréte étant toujours
égale 3 1. Calculer la probabilité pour que M se trouve en A & Pinstant 2.
Méme question pout B, Cet D. ’ '

9. PROBABILIT\ES GEOMETRIQUES OU CONTINUES

Un plancher est composé de lames de parquet de largeur d. On laisse tomber
par terre une aiguille de longueur /. (1) Supposant d’abord I <d, calculer la
probabilité pour que I'aiguille s'immobilise en coupant une rainure. (2) Méme
question en supposant cette fois [>d. '

Un plancher est composé de carreaux de c6té . On laisse tomber par terre
une pidce de monnaie de rayon 7. (1) Supposant d’abord r <a/2, calculer la.
probabilité pour que la piéce immobilisée recouvre un coin de carré. (2) Méme
question si r = af2. . ' '

On partage un segment en trois parties par deux points pris au hasard. Quelle
"est la probabilité pour que I’on puisse construire un triangle avec les trois mor-
ceaux pour cotés ?
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On partage un segment en deux par un point placé au hasard, puis on partage
a4 nouveau en deux le plus grand des deux morceaux. Montrer que la proba-
bilité pour qu’on puisse construire un triangle avec les trois morceaux pour
cotésvaut 2In2—1.

On pose k+1+1 points indépendamment sur [0,1]. En calculant de

deux maniéres la probabilité pour que le (k + 1)-iéme point & partir de la
gauche appartienne au segment [x, x + Ax], démontrer la formule : ‘
1 kit
k{1 —x) =7
Jo xk (1 —x)tax TEFIFD!

On choisit au hasard X et ¥ dans [0,1]. Calculer Ja moyenne de |[X-Y¥]|.

10. INEGALITES PROBABILISTES
L’inégalité de Bienaymé-Tchebicheff dit que :

X- 1
od u=IE(X) et 0® =V(X) (>0). Appelant X la VA égale au point obtenu

- lors du jet d’un dé équilibré, étudiez dans ce cas la fonction g(z) — £(¢) et,

plus précisément, déterminez sup;>; (g(?) — £ ().

On considére une suite de 4000 épreuves de Bernoulli, de probabilité p
inconnue, et comprenant 2040 succés. Utiliser I'inégalité de Bienaymé pour
estimer p avec une probabilité > 0,95.

{@ Montrer que pour tous #>0 et a>0, ona P(X]> t)<3E(‘|X |“)/t°‘ .

4

Soit X une VA telle que B(X)=0et var X = o> 0, et soit F(x) sa fonction -
de répartition. Montrer que F(x)< ¢*/(0® +x?)six <0, et F(x) > x?/(0?+x?)
si x > 0, ces inégalités étant les meilleures possibles.

Si la variable aléatoire X admet une densité f unimodale en Xo, alors I’inéga-
lité de Tchebicheff s’améliore en : : ’

P(X - x0|>1a) < ﬁ;
ol 'on a posé @ =var X + (x, — E(X)).
1. CELEBRES PROBLEMES DE PROBABILITES

Sur les quinze sidges d’une rangée, au théatre, s’assoient au hasard huit gar-

- cons et sept filles. Quelle est, en moyenne, le nombre de couples gargon-fille

I'un & coté de I'autre ?
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Vous demandez successivement 4 des personnes différentes la date de leur
anniversaire. Montrer qu’il faut, en moyenne, interroger plus de 250 personnes
afin d’avoir plus d’une chance sur deux que I'une d’elles ait méme anniversaire

que vous. ' '

Des invités, en (grand) nombre- n; laissent leur chapeau au vestiaire et en
reprennent un au hasard 2 la sortie. Montrer que la probabilité pour qu’aucun
invité n’ait son propre chapeau est (& peu prés) /e,

On choisit au hasard une corde d’un cercle. Quelle est la probablhte pour que
sa longueur soit supéneure a celle du rayon du cercle ?

Combien faut-il acheter, en moyenne, de tablettes de chocolat contenant
chacune une image, afin de se constituer la collection compléte qui comporte
n images ?

Quelle est la probabilité pour que deux nombres entiers = 1, choms au hasard
soient premiers entre eux ?

Deux candidats A et B s’affrontent & une élection 01) ﬁnalement ils
obtiennent respectivement p et g voix, avec p <q, ce qui fait que B est donc
élu. Montrer que la probabilité pour que, au cours du dépouillement, le can-
didat B ait constamment la majorité est @ - p)/(q + p).

12. STATISTIQUE

13 table suivante donne le nombre x de véhicules, en millions, en usage au
1er septembre de chaque année et le nombre y d’accidents, en centames de
milliers, pour ’année civile correspondante

Années | 1971 1972 1973 1974 1975 1976

X.... 58 64 69 715 79 8,6

y.... | 24 27 2,7 2,7 29 3,0

Estimer I’année au cours de laquelle le nombre de véhicules dépassera 11 m11
lions, et calculer le nombre d’accidents correspondants.

Lexaminateur — Soit (x;, i), i =1, 2, ..., n, un nuage de points expérimen-
taux, résultats d’une enquéte, ol on veut vérifier quune certaine fonction
y «dépend » d’une certaine variable x. Par exemple, le poids y en fonction
de la taille x dans une certaine population. On se propose d’approcher au
mieux ce nuage par une droite ¥ =ax + b, de fagon 2 rendre l1a plus petite
possible la somme des carrés des «erreurs», & savoir Z, 1 Oi—ax;—b).
Vous allez essayer de me montrer qu’il existe, en général, un unique couple

" (a,b) de réels répondant a la question.
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Le candzdat — 0u1, je sais, il s’agit de la]ustement linéaire de Gauss, qui

- g’enseigne en Terminales, *

E — Exact, veuillez le rétablir.

C —D’accord !

Quelques instants aprés, le probléme est résolu, y compris le cas d’ahgnement

E — Je vais vous poser un autre exercice, voisin de celui-ci, puisqu’il nous reste

du temps. Existe-t-il une parabole d’ajustement, cest-a-dlre des -réels a, b I
minimisant ’éxpression : :

‘21 (yi —ax? — bx; —eP
I=

On donne la série statistique suivante, correspondant & la répartition des quoti-
diens de :province d’aprés Pimportance du tirage moyen; de 5000 & moins de
10000: 16; de 10000 & moins de 30 000: 24; de 30000 & moins de 50 000 :°
16; de 50 000 A moins de 70000: 14; de 70000 2 moins de 100000: 14;
de 100000 4 moins de 150000: 10; de 150.000 & moins de 200000 4

“ plus de 200000: 2. Construire par cette série statistique (2) le polygone des

fréquences cumulées; (b) I'histogramme; (c) le polygone des fréquences.

- On exphquera comment on passe du polygone des fréquences cumulées 4 ’his-

togramme, puis de I’histogramme au polygone des fréquences.




CHAPITRE 4

Trigonométrie, nombres

complexes et applications

1. ENTIERS DE GAUSS

Dans cette section, on notera ¢ Pensemble des nombres complexes de la forme -

x +iy,ol x et y €Z, et 'on posera G*= G\{0}.

1

Démontrer que; dans G* la relation binaire définie par «« divise g et 8 divise a»
est une relation d’équivalence. Chercher les éléments de G* qui sont équi-
valents A 1, puis ceux équivalents 2 1 +1i.

Démontrer que, pour tout z € €, il existe au moins un o € G tel que |z—a] < 1.
Cet élément « esi-il unique? Calculer « pour z=12+3i, puis pour
z=(5/2)(1 +1). En déduire que, quels que soient les éléments « et § de G*, il
existe des éléments & et p de G tels que I'on ait @ =88 + p, avec |pl <Bl.
A titre d’application, calculer & et p poura =—2 + 5i et §=3 -+1i.

" On appelle diviseur strict de o dans G* tout diviseur de aqui n’est ni élément

unitaire, ni le produit de & par un élément unitaire. Un &lément de G* est dit
premier dans G pour exprimer qu’il n’admet pas de diviseurs stricts. Dans le cas
contraire, il est dit compose dans G. Démontrer que si a =x +iy €EG est
tel que n(a) =x>+y® est un nombre premier dansIN, alors a est premier
dans G. La réciproque est fausse: on monirera, par exemple, que 3 est premier
dans G. A titre d’application numérique, montrer que 1 +i est premier,
mais que 2, 5, 3—i et 3 +4i sont composés.

Montrer que tout élément de G est décomposable en un produit de facteurs
premiers dans @, chacun étant défini & un facteur unitaire prés, et cela d’une
fagon unique. Par exemple, 3 —i = (2+i)(1 —i) et 9+7i = (1 - )2 +i)(2+31).

‘Montrer qu’il n’est pas possible qu'un triangle equllateral ait ses sommets

dans G.
Est-il possible qu’un pentagone régulier ait ses sommets pris dans G ?

Montrer que les solutions dans G de x +y +z = xyz = 1 sont les 6 permuta-
tions de (1,1, —i).
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8 Toute somme de carrés d’entiers de Gauss est une somme de trois carrés
de tels entiers.

2, RACINES DE L'UNITE

1 Soit a et b deux nombres complexes différents, et # un entier positif.
Résoudre, dans @, Iéquation (z—a)” = (z—b)#. Condition pour que les
racines sojent réelles ? Les déterminer alors. _

2 Résoudre I’équation en 0 réel : ]_[Z=1 (cés k0 +isinkd)=1.

3 Soit w =exp (27i/5). Alors:
Gty +2)e+yurtzio)(x+yw’+ze? ) x+yi 2+zw’)(x+yw+ zw) =
=x°+y5+ 25 5x%yz — 5xy?z?.
4 Soit c une racine #-iéme de I'unité. Calculer Q(w) pour:
' Q(x) =1+ 2% +3x%+ ... + nxn-1,

5 Montrez que:
m=1

x2m_ » kn ' x2m+1 _1 2
= [T o), (0 oo kT ).
En déduire : , v
ﬂs \/m " - kn A 2m¥1
2m =om-1 D MomF1= " am -

- n-1 » : n-1 . .
6 Calculera, =nk=1 sin(kn/n), by, =I—[ k—osin{a+kn/n), ¢, =nk:0 tg(a+kn/r).
7 Résoudre I’équation, ol & €]0,2 7] :

21V  fz+ 1\ _ .
(Z‘!‘l) +(Z_—_1) =2cosa.

'8 Montrer que la courbe |27 —1| = 1 .est une « marguerite » d’équation polaire
ph =2 cosnd. ' : S

9 Soit wg, W, .. , wn 1 les racines n-lémes de Punité, et Q(x) le polynome
1+2x+3x%2+ ... +nxn—1, Calculer ]—[ Q(w,)

10 Résoudre ’équation (z2+1)7 + (z -—1)2'1 =

11 Soient A, Ay, . , A, les sommets d’un polygone régl.'ﬂier inscrit -dans le
cercle unité. Montrer que, pour tout point P du plan,ona . P 1PA}‘ZC:n(I +0P?).
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13

14

Trouver une CNS pour que toutes les racines de (1 + ix)/(1 — 1x))" =a s01ent
réelles, et les déterminer alors.

Résoudre I’6quation z ko e +D/E-)n =0

3. EGALITES, INEGALITES ET INCLUSIONS DANS €

Démontrer quev izl + 2’| <jz+z’|+ |z —'z’l. Cas d’égalité ? -

On a toujours |Re z| + thnz|<]z|\/§. Cas d’égalité ?

‘Montrer que Re(1—z)™ < 1/2 implique [z]> 1.

Soit (z,5) € €2 et 7> 0. Calculez max |az + b|, sachant que |z|<r.
Montrer que Re z <1/2 implique |z/(1 —2z)| < 1.

Pour tout z€C,ona |z®—1{>1oujz—1|<loul|z - ]|<10u |z - ]2|<1

“Interprétation géometnque ?

Calculer sup Jz*+ 5z+1| sachant que 1< |z|<6.

Pour tout nombre complexe de module 1, dn all+z|>=1 ou |l +2z2*|>1.

Pourtout z€Q, ona [1+z[>1/2 ou |1+2z3[>1.

Pour tout %G(E ona |2z+1|>1 ou |22+z+1]

Si Rez>0,alors |1 +2z|>1,et, plusgeneralement ’zk Ozkl >1. ?“09 = _)a( et
La seule solution de |z2+1|<1 et {22 —1{<1 est z=0.

Si la|={b|=1,alors 2|la+b[{1+al|l +b|<]2+a+bl2.

Pour tous nombres complexes a, b, ¢, ona toujours':
ja+b|+|b+c|+ |c+a[ laj+ |bl+ el + la+b+e].
Cas d’egahte ?

4. L'EQUATION DU SECOND DEGRE DANS C .

Soit z’ et z” les racines de z2—2()\ +iu)z +2ax+2bpu+ec =0, 004, b, ¢, )\,'u
sont des réels tels que —a® <c <b%. Appelant M’ et M” les images de z” et z”,
déterminer I'ensemble des points $2(cw) pour 1esquels QM’ et M ont des
directions indépendantes de A et .
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Résoudre z*—(5 —141)z2 - 2(5i+12)=0.

Soit z(M) et z’(M’) les racines de 2% — 2(a+if)z—2(1 +i)=0,o0 aet fER.
Déterminer le lieu de A(a +ip) de sorte que la’ drmte MM’ soit de pente 1.
Méme question pour que MOM’ soit droit.

Résoudre I’équation (1. —i)z%> —(6 —4i)z+9 —7i = 0.
Soient z’et z” les racines de 2> —2(A +iu)z +aX + bu+c =0,004a, b, ¢, A, i
sont réels. Condition pour que P, milieu de GM (z”) et M”(z"") appartienne

aux axes.

Déterminer les nombres g €€ tels que les images OM’ et OM” des racines z’
etz”dez2 — 2(i + 2)z + ¢ =0 soient orthogonales.

Quelle est 1a CNS sur a, b, c €€ pour quelesracinesz’etz” de az?+ b_z +e=0

soient imaginaires conjuguées ‘?

Décrire géométriquement I'ensemble des racines de z2— ¢z + 1=0 quand o

t décrit IR,

Une CNS pour que les équations az” + bz +¢ =0 et ¢’z + b’z + ¢’ = 0 aient

au moins une racine commune est que :

10

1

AW N -

acl

ab bc
ac’

“lewl v e’

Que vaut alors ceite racine ?

Les nombres complexes e, b, c forment un tnangle éqmlatera.l ssijetj sont i
racines de ez’ +bz +¢=0. -

Soit c=a +1ib, ol a, b €ER. Alors:

{ / a¥+a +b2+1 o(5) / —a+ 2+b2}

ol 0(b)=1si b=0 et U(b)=—1 sinon,

5. EQUATIONS DIVERSES DANS C o

Déterminer les racines de |z]=]1—z|=|1/z|.
Déterminer les z €€ tels que i,z, iz soient alignés.
Résoudre, dans €, le systéme: z2 — 2> =22 -22,(z—a)z —a) = 4aa.

Résoudre le systéme: [z —i|l=[z+ 1], |z+i]l=]z-2].
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Résoudre le systéme |z| = [(2 +i)/z| = [z —-1].
Résoudre, dans €, le systéme 1 x +y+z =1, |x|=|y{=|z| =1, xyz =1.

Résoudre, dans €, z5=z - z.

‘Résoudre, dans €, et discuter selon (¢,b) € Z*, Péquation z2 = zb,

Résoudre dans €, et discuter selon ¢ € R, ’équation :
(1 +e¥)z +(e2lv 1)z +1—i=0.

Déterminer tous les ensembles de trois nombres complexes x, ¥, z, distincts,
tels que {x?, 7, zz} Clxyz }

UTILISATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES
DANS L’ETUDE DU TRIANGLE

Des CNS pour que A(a) B(b) C(c) sont un triangle équilatéral sont:
(1) a* +b2+c =ab+bc+ca, (2)jger > @nbracines de az*+bz+c =0,
@) st o =0, v

‘,(k B- 4
C—a a—b ! !

Laire du triangle M,(z,), M,(2,); M3(z5) vaut (1/2) im (2,2, + ;223 +z42,).

Si, sur les cotés d’un triangle ABC, on trace extérieurement des tnangles
équilatéraux ABC’, BCA’, CAB’, les centres de ces triangles sont les sommets
d’un autre triangle équllateral qui 2 méme centre de gravité que ABC.,

En se servant des affixes, démontrez que, dans un triangle, les hauteurs sont
concourantes.

L’équation générale d’une droite, dans €, est de la forme az +a2z=tonrER.
Soit ABC un triangle équilatéral, et M un point quelconque de son plan.
Montrer que Pon peut construire un triangle dont les cétés aient pour lon-
‘gueurs MA,MB,MC,. et ce triangIe est aplari si M, A, B, C sont cocycliques.

Etant donné le triangle A4(a), B(b) C(c), construisez geometnquement le
pomt Z(z)telquez =a +jb +j%c

' Etant donné quatre nombres complexes &, b, ¢, d, on a toujours:

b—al® +|e—b*+ld—c|*+|a—d|* =lc—ai*+{d—b|* +la—b+ec—d|?.

Sur les cotés d'un triangle ABC, extérieurement, on _construit des es_triangles
PBC, QCA RAB tels quePBC_Sa PCB =2a, QCA =2a QAC=3a,
RAB = RBA = «. Montrer que PR et OR sont ﬁerpend;culalres et égaux.



26

10

Chap. 4. Nombres complexes

Soit 2, b, ¢ des nombres complexes, &, 8,y des réels et z’, z” les racines de:

LIS Y
z—-a z-b z—c

Montrer que les couples de droites (4B, AC) et (AM AM”) ont leurs bissec-.

. trices communes.

11

Soit P(z) un polynéme du troisiéme degré, de racines a, b, ¢, et P’(z) son
dérivé, de racines f, f”. Montrer qu’il existe une ellipse de foyers fet f” inscrite
dans le triangle (g, b, ¢). .

UTILISATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES
DANS L'ETUDE DE CERTAINS POLYGONES :

Connaissant les afﬁxes a et b de deux sommes opposés d’un carré, déterminer
les affixes des autres sommets. v

On considére un hexagone inscrit dans un cercle, tel que un sur deux de ses
six cotés soit égal au rayon du cercle. Montrer que les milieux des trois autres
cOtés sont les sommets d’un triangle équilatéral. (Donner deux solutions.)

Une CNS pour que ies images des racines complexes d’'un polynémevP(z) de
degré 4 forment un parallélogramme est que les équations P (z) =0 et
P’’(2) = 0 aient une racine commune. ,

Déterminer une CNSsura et bel pour que lesracines de z* +z3+az +b =0
forment un losange.

Etant donné un quadrilatére ABCD, on a toujours AC. BD <AB.CD+BC.AD,
’égalité ayant lieu si les points ABCD sont cocycliques.

Si toutes les racines d’un polyndme P(z) sont d’un méme cdté d’une certaine
droite (D), il en est de méme pour les racines du polyndme dérivé P’(z). En
déduire Ie théoréme de Lucas: les racines de P’(z) =0 sont’ dans l’enveloppe
convexe de 'ensemble des racines de P(z) = 0.

On suppose (21| = |z,} = |z3].= |z4| = 1. Alors Zz,, = 0 équivaut 2 chre
que z,, 2z, Z3, Z4 sont les sommets d’un rectangle.

Montrer que I'aire (algébrique) enclose par le polygone z, 2, 25... 2, 2, vaut:
%Im(zlzz'FEzZa"‘ ot Zn_12Zp F Zp2y).. ' R
Si les quatre nombres complexes @, b, ¢, d sont tels que a +¢ = b +d,

a+bi=c+di ilexiste alors z tel que z —a, z —b z — ¢, z — d aient mémes
modules.
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Sur chaque c6té dun- quadﬁlatére convexe ABCD, extérieurement, on
construit quatre carrés de centres P, O, R, S. Montrer que les milieux /, J, X, L
des cotés de PORS forment un carré.

. UTILISATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

DANS L'ETUDE DU CERCLE

Une CNS pour que g, b, ¢, d soient cocychques est que le birapport (a, b,c,d)
soit réel. ‘

Une CNS pour que le quadrangle a, b, ¢, d soit harmonique et que le birapport
(@b, c,d)=-1.

~Montrer que le cercle d’Apollonius [(z—a)/(z—b)] = %k -"a pour rayon

la—b | k/(1—k?) et pour centie {a—Kk2B)/(1 —k?).

Soit A(a), B(d), C(c) un vrai triangle, de cercle circonserit (T%) et de centre de
gravité G(g). On appelle A'(2°), B’(p"), C’(c’) les points d’intersection de (I")
avec les droites AG, BG, CG. Montrer que :
Ly 4 1 o
g-a g-b g-c¢

Déterminer, par deux méthodes au moins, 'ensemble des zE€C tels que
(z + 1)/(z — 1) soit imaginaire pur.

Déterminer, par diverses méthodes, I’ensemble des points dont les affixes
satisfont 3 laz +b|<k.

Déterminer I'affixe du centre du cercle inscrit & un triangle dont les sommets
ont pour affixes a, b, ¢. (N.B. — On n’utilisera que 4, b, ¢, et leurs modules.)

Le ‘point M(z) décrit un cercle ssi existent 2€C et fER tels que
zz+az+az+t=0.

Déterminez z tel que 1,z, 1/z, 1 —2z soient cocycliques.

Soient ¢ et u deux réels variables. Quel est i’ensemble des pomts M(z) tels
que z =eif + ein,

Soit 7 la transformation z’ = (az + b)/(cz +d), ol les nombres complexes
a, b, c,d satisfont & ad —be # 0. Le transformé par T d’un cercle (C) sera
désigné par (C”). (1) Quel est le lieu des centres des cercles (C) concentriques
avec (C). (2) Quel est le lieu des centres des cercles (C) tels que (C?) soit
orthogonal 4 (C) et passe par O.-

-



28

10
11

Chap. 4. Nombres édmplexes‘

9. ENSEMBLES DE NOMBRES COMPLEXES DEFINIS
PAR DES COND!TIONS GEOMETRIQUES

Quel est Pensemble des z tels que (z—a)* (z— b)? soit imaginaire pur ?
Quel est Pensemble des z tels que (z—a)(z— b) soit réel ?

Caractériser les z tels que z, 22, z° représente un triangle rectangle en z.
Déterminer les z tels que z, z2, z° soient alignés.

Quel est 'ensemble des z alignés aveciet iz ?

Quels sont les 2 €C tels que les racines de z®+az +1 =0 soient les som-
mets d*un triangle équilatéral ?

Déterminer les, z tels que z, 22, 25 soient alignés (on trouve une droite et une
hyperbole).

Caractériser les points 4, B, C, distincts, doﬁt les affixes a, b, ¢ sont telles que
b(c—-a)e(b—a)ETR.

Quelle est la figure représentée par les M(z) tels que G/a) + (@/z) =r, ota EC
est donné, et r est réel variable = 2.

Caractériser z afin que Porthocentre de z, z2, z3 soit origine O.
q !

Caractériser z afin que le centre du cercle inscrit A z, z*, z* soit 4 'origine O.

10. TRANSFORMATIONS DE C

Etudier la transformation z’ = (2 + i)z + (1 —3i).

2 Etudier lapplication f: € ¢, telle que f(z) —az + bz, ol a>0 et b ER,

[~ T ) T Y )

[b{ =a. On la considérera comme une application de €, espace vectoriel sur IR,
dans lui-méme. On montrera qu’elle est linéaire, et on déterminera son noyau
et son u-nage

Etudier la transformation z’=z>~2jz —1. Transformée de x =1 et de x>+y%=
Soit A>0 et |u|=1, u€C. Btudiez z’=z +|uz — uz|w
Etudier z’ =z +/°z.

Etudiez-moi la transformation z =iz + (1 —i)z ... Je vous interdis de faire -
une étude analytique (sic f). .

.
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Etudiez Pimage par f(z) =(z—1—4i)/(z —4—i) du contour 01i0, constitué
par le segment 01, I’arc de cercle unité [z} =1, de 1 2 i, puis Ie segment i0.

~

o0

Etudiez f(z) =(1/2)(z +4*z), oi a est donné dans C.

9 Déterminer les applications ¢ de C dans C telles que f(¢(2)) = f(2), avec:

z?+az+b
f(z)““" zz_'_a;z_!_b"

11. SOMMES TRIGONOMETRIQUES

—

Calculez cos 8 + cos 3 6 + --- + cos (2n —1) 0.

Calculez zzzo (F)cosko ‘et Z:ﬂ(Z)sinkG.

N

n
3 Calculez . k=1 cosk 9 .cosk@.

4 Mettez sous une forme trés réduite chacune des expressions :

z coskx L sinkx & coskx
% Tn = ik ! n= Py
=0 coskx ’ k=0 sinkx k=0 sinkx
5 Ona: ‘
Z cos?kx =2 498 (n—T)x.sin nx . Que vaut nil sin?kx ?
2 2sinx - k=0 . )
6 Calculez 1 cos 0 +(n—1)cos 20 + -+ cos nd.

~5

Démontrez que cos nx peut s’exprimer sous forme d’un polyndme en cos X:

2cosnx = kgnlz(—l) {( )+ (n;_’ffl) (2»cosx)n'—2k.

8 Démontrez que sin (n + 1)x/sinx peut s’exprimer sous forme d’un polyndme
encosx:

sin(n+1)x Z

= _nr (" ~2k
sin x 0<k<n/2( D¥ k ) (2 cos xyn-2k.

9 Montrez que Zcos (Xa,zay,+---*ay)=2"cosa; cosd, ... COSdy.

> 10 N km
w1 .“Démontrezque. 2o cotg? (2—-+—) =nm-1).




CHAPITRE 5

Arithmétique

1. CALCULS DANS LE SYSTEME BINAIRE

~Appelons x, = 1000 ...001 Ientier & » chiffres tous égaux a O sauf ceux
des bouts qui valent 1, en base 2. Déterminer Pécriture binaire de x et x,,
Quelle est l’ecnture de x} — xn +xuy?

Soit uy l’entler positif dont I’écriture binaire consiste en & chiffres 1 suivis de
k +1 chiffres 0, suivis encore d’un seul chiffre 1. Ainsi, #, = 110001. Montrer
que ug est le carré d’un certain entier vg dont on déterminera I’écriture binaire. -

Calculer le cube, base deux, de I’entier ug qui s'écrit, dans cette base, avec
k chiffres 1 consecutlfs

Soit x, ’entier d’écriture binaire 10101 . 101 constitué de 2n + 1 chiffres 0
et 1 alternés. Quelle est I'écriture binaire de X3 ‘7 et celle de x3?

Soit x, I’entier d’écriture binaire 111 ... 111, constitué de » chiffres 1 juxta-
posés, et y, lentier d’écriture binaire 10101 ... 101, constitué de 2» + 1
chiffres 0 ou 1, alternés. Quelle est I’écriture binaire de y, — x, et de X, ¥, ?

 Soit X, I'entier d’écriture binaire 111 ... 11, constitué de 7 chiffres 1 juxta-
posés. Quelle est I'écriture binaire de Uentier y, = x; + X, + --- + x,, , connais-
sant cellede n?

n
Connaissant ’écriture binaire de 'entier n, déterminez celle de Z k=0 F+1) 2k,

Pour 7 fixé et k variable, k =0, 1,2, ..., n,le nombre de coefficients bino-
miaux (%) qui sont impairs vaut 24, ou q est le nombre de 1 de l’écnture
binaire de n.

2. CALCULS DANS LE SYSTEME DECIMAL

- Montrer qu’ uh nombre zmpatr non divisible par 5, posséde toujours en base 10
un multiple qui ne s’écrit qu’ avec des 1. Par exemple, 15873 X 7 = 111 111,
3367 X33 =111111.
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Déterminer les couples de carrés parfaits-(A B), A = a%, B = b?, tels que tout
chiffre de B égale le chiffre de méme rang de A augmente de 1. Par exemple,
A =2025 =45%, B=3136 =56%; A—13 225—1152 B = 24336*1562.

Trouver tous les enners x=>1 dont le prodult des chlffres base 10 est égal
a x?—10x — 22

En base 10, determmer les entiers dont les deux demniers chiffres sontvles
mémes que ceux de leur carré. Généraliser & plus de deux Chlffl'es (exemple:
.. 181787 109 376).

En base 10, déterminer un entier se terminant par 4 et dont les cinq derniers
chiffres soient les mémes que ceux de son cube.

Soit 4 la somme des chxffres de 4444%% 4 B Ta somme des chiffres de A,
) base 10. 'I'rouver la somme dgs chiffres de B.

Montrer qu'un entier écrit avec &k chiffres en systéme décimal nécessite au
moins 3 & — 2 chiffres et au plus 4%k chiffres en systéme binaire, ces megahtes
n’étant pas d’ailleurs les me:lleures poss1b1es

Trouver, base 10, un entier x a trois chiffres, tel ue les entiers x, 2x, 3x
utilisent ensemble exactement une fois les chiffres ?l, 2,3,4,5,6,7,8, 9}.

3. CALCULS EN BASE QUELCONQUE

Soit gy P’entier qui, en base g 2 2, séerit 111 ... 11, avec k ch1ffres 1 Juxta- v
posés. Calcmerlasomrne a,vaz+as+-- +‘12n 1 S

En base » >4, on a toujours 11> = 1331, Généraliser. :

En base b > 2, on a le développement : (b—1) =0,0123 ... (5 —1)0123 ...
-1 .. '

Le nombre U (@) qui, en base a > 2, s’écrit avec k chlffres 1 ]uxtaposes peut-il
€tre un carré parfait ?

En base »>4,o0natoujours 10.11.12.13 = (131)?. Généraliser.

Montrer qu’en base b = 5, les nombres 121, 12321, 1234 321 sont des carrés
parfaits. Généraliser. ' , :

On insére 48 ou milieu de 49, ce qui donne le nombre 4 489 qui est encore v
un carré parfait. On recommence, d’ou 444 889, etc. Montrer qu’on obtient
toujours des carrés parfaits. Généraliser en base quelconque.
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Montrer qu’en base quelconque (>2), l’entler 10000 100 001 n’est jamais
premier.

Le chiffre des unités en base 12 de tout carré est lui-méme un carré. Quelles
sont les autres bases jouissant de cette propriété ?

Pour tous entiers g et s> 2, appelons f(n) la somme des puissances s-iémes des
chiffres de P'écriture base g de #n (> 0). Montrer que la suite #, £ (), f(f (7)),
F(F(f(n))), ... , est périodique & partir d’un certain rang. Par exemple, si

£ =10, s =2, on trouve les deux périodes: {1} ou {4,16,37,58,89,145,42,20}.

4. EQUATIONS EN NOMBRES ENTIERS
ISSUES DE PROBLEMES DE NUMERATlON

Exlste-t-ll des entiers 7 tels que n et n* aient mémes chiffres des dizaines et

" des unités ?

Déterminer le plus petit entier n, s'il existe, pour lequel 7 divise le nombre ay,
d’écriture base 10 constituée de n-chiffres 1 juxtaposés.

Résoudre aabbyo = x*.

Trouver un nombre de 4 chiffres abed qui, en base 10, soit un carré parfait
ainsi que son retourné deba. Par exemple 1089 =332 et 9801 = 992,

Révsoudre XYZys = Xyz0s.

Résoudre (2k 1)+ (2k+ 1)+ (2k+3)? = xxxxy0.

Trouver une permutation (a, B, ¥) des chiffres (g, 5, ¢) telle que abcy =afy,;. )
Résoudre xyz;=zyxy;.

Résoudre 34110 = 2331,.

Le nombre 276 peut-il étre un carré parfait dans une certaine base ?

5. REPRESENTATIONS PARTICULIERES
'~ DES NOMBRES ENTIERS

Montrer que tout entier x >0 s’écrit de maniére unique :
x=1x, + 21, +3xy+ oo,

~ ot chaque entier x est tel que 0<xg <#%.
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Soit % un entier donné > 1. A tout entier n>>1 est associée une suite unique
d’entiers b; tels que n = (bl) + (1722) + ...+ (bk) o0 0<p,<5,<...<bg.

Soit k£ un entier donné > 1. A tout ent1er nz1 est assoclee une suite unique
d’entiers ¢; tels que » —("1+ )+ ("'2 Y+ oo+ (ck+ ), ot 0<e; <0< ... g

Etudier la représentation de tout entier 71 ou une somime d’entiers x;,
Xa. ..., Xk, k dépendant de n, de telle sorte que 0<x,, x}<x,, x3<xs,
. xk_1 <xk

Appelons p(n) le nombre de représentations de I'entier n > 1 comme somme
d’entiers strictement positifs, croissants au sens large. Par exemple, p(2) =2
car 2=1+1, p(3)=3car3=1+2=1+1+1, p@)=5car 5=1+4=
=2+3=1 +2+2 =14+1+1+1+1. Montrer que p(n) tend vers Pinfini
en croissant et est convexe.

n
Soit 4;, le nombre de solutions de )y k—_n KXk =0, ol xx = 0 ou 1. Montrer
que &, > oo. ' :

Montrer 'existence, pour tout entier x €Z, d’une suite unique d’entiers
€{-1,0, 1} tels que xx #0 (k dépendant de n) et x = xo+ 3x;+3%%,+

-+ 3" Xk = XgXg—1 ... X1Xo. Cest I'écriture base 3 symétrique de x.

On notera T pour —1, de sorte que, par exemple, 8 = 101. L’opposé d’un
nombre s’obtient alors en échangeant les 1 et 1. Le signe de x est le signe
de son premier chiffre xx. On peut d’alﬂeurs aussi 1ntroduue des développe-

ments avec «virgule»: 1/2 =0,1111, ,32% =1170,1
Pour tout entier g< —2 et nEZ, on a une écriture unique n=co+cig+

+e,g*+-- +eygl, ob, pourtout k=0,1,2,...,N,les entiers rationnels
cx satisfontd 0< || <—g.

6. DIVISIBILITE ET ECRITURES EN CERTAINES BASES

Montrer que, dans toute base a3, l’entler 11211, n’est jamais premier.
Enoncez et démontrez les preuves par 9 et par 11 de la mutltiplication.

Pour tout entier 3> 1, montrer que le reste de la division de (¢*-+(@a—1)%)
par 4a* est (2a—1).

Montrer que, pour tout entier 7n=>1, existe un nombre premier dont la
représentation binaire a pour dernier chiffre 1 précédé de n zéros.

Soit @ un entier =2, et m et n deux entiers 2> 1. Montrer que m divise n si
am —1 divise a —1. En déduire: (@M —1,a% —1) =almn) -1,
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Soit 2 un entier > 2, et m et 1 deux entiers > 1. Montrer que si m et # sont

premiers entre eux, il én est de méme pour 1+a +g?+ o gm-1 ey -

14+a+a®+... +an-1, Réciproque ?

Soit 2 un entier > 2, et metn deux entiers > 1. Est.il vrai que:
@m+1,an+1) = atmn) +1 2

(1) Tout nombre d qui d1v1se la base d’un systéme de numération, diminuée
d’une unité, ainsi que la somme des chiffres d’un nombre #, écrit dans ce sys-
téme, dmse aussi ce nombre. (2) Tout nombre d qui divise la base et le
chjffre des unités de n, écrit dans cette base, divise aussi ce nombre 7.

7. DIVISION EUCLIDIENNE, IDENTITE DE BE,ZOUT,
: ALGORITHME D’EUCLIDE

1 Déterminer lesvventiers n-pour lesquels le reste de la division de 197 par 7 est 2.

Tout br’ationnel r=afb>0 admet une décomposition du type «égyptien»:

a_ il 4 L
b q, q, qn’
ol (qz) est une suite strictement cro1ssante dentiers. La décomposition n est

pas unique.

Si Ton réduit en fraction décimale une fraction irréductible a/b, qui donne
naissance & un développement périodique simple, la longueur de la période
est le plus petit entier # tel que b divise 10"—1 Il est par conséquent indé-
pendant du numérateur a. '

Si b est un nombre premier, et si la fraction irréductible a/p posséde un déve-
loppement périodique de longueur 2#, la somme du nombre formé par les »
premiers chiffres de la période et du nombre formé par les # derniers sera un
nombre dont les n chiffres sont des 9.

Soit 1<'a;< a,< a3 < ... une suite infinie d’entiers. Démontrez que, pour

. une infinité d’indices m, ex1stent deux indices distincts p et g, et deux entlers

xety=1,tels que am = Xap +yag.

On se donne A CIN et deux entiers p et g positifs, ptermers entre eux. Mon-
trez que les trois conditions suivantes: (1)0€A4; (2)(n€A)=>(n+p€A4);
@3)(n >q, ne€A)=(n-—q€c€A) impliquent que 4 =IN,

Soient @ et b deux entiers > 2, premiers entre eux. On pose:
§={ax +by|x €N, y €N}

Montrer qu’il existe un entier m,, le - plus petlt possane tel que -
(m = mg) = (m €S5). Prouver que mg=(@—-1)(-1).
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8. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
ET ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX

On notera habituellement (@,b) le PGCD de g et b.

Soit 6 le PGCD des entiers @ et b. Calculer le PGCD de a2, ab, b?, puis celui
de a°, a®b, ab?, b>.

On définit les entiers ay et by par (1 +/2)% = ap+ by /2. Montrer qu’ils
sont premiers entre eux et étudier la limite de a,/bj,.

Quelles sont les diverses valeurs possibles du PGCD de Sn®—-n et n+2,
ouw nE Z?

Soit Fp; =227+ 1. Alors, si m#n, (F,',,, F,)=1. Prouver aussi que Fn
divise 2Fn 2.

Soit M, =27n-1 la suite des nombres de Mersenne. Montrer que
My, Mi) =M1y

Résoudre et discutef, dansIN*, le systéme: x +y =5, (x,¥)=d.

Résoudre et discuter, dans IN*, le systéme: xy =p, (x,y)=4d.

Quel est e PGCD de g™ + 1 et de an +1? '

Soit N _{al, s, ... , @y} un ensemble de » entiers tous =1, 'Appel'a.nt Prle

produit des ( ) PPCM de chaque partie 4 k éléments de N, montrer que le
PGCD de N vaut . .

P PP ...
Py PP,

9. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

On notera habituellement [a, b] le PPCM de a et b ‘

Montrer la distributivité du PGCD par rapport au PPCM,-} et vice-versa. -
Résoudre et discuter, dans ]N*, x+y=s [x¥]=

Résoudre et discuter, dans IN*, xy =p, [x,¥]=

Résoudre et discuter, dans IN*, (x,») =d, [x,y]=

Résoudre, dans IN*; [x, y]—(x,y) =243.
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.6 Résoudre, dans IN*, [x,y] —3(x,y)=135.
7 Résoudre, dansIN*, x +y =84, [x,y]= (JE, »).

8 Le PPCM de 1,2,3,...,2n—1,2n est égal d cehnide n+1,n+2, ..., 2n

10. PROPRIETES DE L'ANNEAU 2Z/nZ
Dans cette section, on écrira souvent 7%, au lieu de Z|nZ, pour abréger.
1 Montrer que a®+ 5%+ ¢ =0, mod 7, entraine abc = 0, mod. 7.
2 Si 7 divise a® + b?, alors 7 divise 2 et b.
3 Si9divise 4®+ b3+ c?, alors 3 divise 2 ou b ou c.

4 Montrer que toute application f de Z, dans lui-méme, p premier, coincide
avec une application polynomiale. (!l::tudier d’abord le nombre de telles
applications.) v "

5 Calculer, dans Z,, le produit de toutes les classes non nulles.

6 Connaissant la décomposition en facteurs premiers de n, n=pilp32 ... p3k,
déterminer le nombre de diviseurs de zéro de I’anneau Zy.

7 Sig et b sont premiers entre eux, il existe un isomorphisme entre Z;, et Z, X Z,.
8 Dans Zp, p premier, étudier la suite (u,,) telle que tp,y =1 —1uy, uy #0, et
montrer qu'elle est périodique. En déduire le nombre de racines, dans Z,, de
x*—-x+1=0, o :
9 Les éléments inversibles de Z/27Z sont de la forme + 5%, ou & €IN.

10 Les éléments inversibles de Z/37 Z sont de la forme + 2% o0 k €N,

11. QUELS SONT LES ELEMENTS D’UNE SUITE
D!VISIBLES PAR UN CERTAIN ENTIER?

T Déterminer les entiers n €Z tels que 7 divise n* +n —2, puis les entiers n
tels que 3 divise n®+n —2. R

2 Pour tout entier 7 impair, 512 divise n'2—n® —n*+1.

3 Pour quelles valeurs de #E€Z ’entier n?+(n v+1)2+ (n+3)? est-ilun niultip!e de10?




ey -

4
b
6
7
8
9
10
11
12
13

14
15

o ~N O O s~ W N

Autres divisibilités ’ 37

Montrer que 121 ne divise jamais n*+3n+5.

Montrer que 65 ne divise jamais 4 n* + 1.

La somme des cubes de trois entiers consécutifs quelconques est divisible par 9.
Montrer que 25 divise 27+2.37+5n—4, n=>1. |

Montrer que 7 divise 327+1 +21+2, n>0.

I\iiontrer que 52 divise toujours 103742 +4(-1)1, n=0.

Montrer que 11 divise 267+1 + 32742, n >0,

Montrer que 169 divise 337 — 261 — 1 pour des entiers 7 que 1’on déterminera.
Montrer que 7 ne divise jamais 27 +1.

Montrer que 10 divise 22" —6, n=>2.

Montrer que 41 divise S 72Dy £ 230, n>0.

Montrer que 21 divise 24" + 5.

12. AUTRES PROBLEMES DE DIVISIBILITE

Montrer que 56 786 730 divise toujdurs mnr(m®® — n®), oum et n €IN.
Montrér que 13 divise 27 +3™.

Déterminer le quotient et Je reste de la division de n> +3n+1 par n—1.
Montrer que 11.31.61 divise 20%° —1.

Montrer que ‘3"1‘2 divise 1037 —1.

Pour tout entier n=>1, 27+1 divise £((1 + 3/3)2"*'1).

Déterminer tous les entiers n 2> 1 qui sont divisiibles paf tous les entiers <+/7.

Montrer que tout entier positif a au moins autant de diviseurs de la forme
3k +1 que de diviseurs de la forme 3% —1.
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- 13. DETERMINATION DU DERNIER CHIFFRE. = .
DE CERTAINS ENTIERS ET RESTE DE CERTAINES DIVISIONS

—

Le chiffre des umtes base 10, de uy =1 +4 +42 + +4" vaut 1 si n est
- pair, et 5 si n est impair,

2 Déterminer le chiffre des unités, base 10, de up, =1+6+6%+ ...+ 6n.

3 Toutes les puissances d*un nombre terminé par 12890625 se termment aussi
de la méme fagon. Probléme analogue au binaire.

4 Montrer que le chiffre des dlzames de mille d*une pulssance quelconque de 5
n’est ni 3 ni 8.

" Déterminer le chiffre des unités et des dizaines de 21900

Quel est le reste de la division de 1952 par 8 ?

Quel est le reste de la division par 7 de 1 97337914 3 791 1973 9

@ N o O

Soit (¢, b)) EZ? et une suite (u,) définie par up =auy,_y +buy_ 5, ou I'on
connait les va]eurs initiales (4o, #,) EZ*. Montrer la périodicité de (uyn).

9 Quel est l¢ reste de la dmsmn de 43147 par 97

14. EQUATIONS DU PREMIER DEGRE
'~ EN NOMBRES ENTIERS ‘

1 Resolvez dans]N Péquation: 10x + 15y + 6z =73.

2 Resolvez dansIN, le systéme: x — 2y +z =0, x+2y 2z=1.

3 Résolvez le systéme de congruences: x = 1, mod 2; x= O, mod 4.

4 Résoudre, da.nsZ,,,lesysteme 2x -3y =1, 3x+5y=5.

5 Résoudre,’dans Z,lesystéme: 2x + 5y —11z=1, x —12y+7z=2.

6 Une CNS pom- que ax =b, mod m, soit soluble est que (g, m) divise 5. Dans
ce cas, il y a (a,m) sol‘utions mod . : .

7 Résoudre et dlscuter dans Z;, le systéme: ax +y =2, x + ay =3.

'8 'So1ent my, My, ..., mk des entiers positifs premiers entre eux deux 3 deux.
Alors, le systéme: x=a,, modm,, ..., x =az, mod my., admet une solution

Ve -
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unique dans Z,, 00 m = m M, ... Mg (théoréme « chinois»). Plus généra-
lement, une CNS pour que le systéme x =a;, mod m;, o i =1, 2, ..., k, soit
soluble est que, pour tout 1 <i<j<k, on ait (m;, my) divise ¢;—a;; la
solution, si elle existe, est unique, modulo le PPCM de m,, m,, ... , mg.

15. EQUATIONS DU SECOND DEGRE
- EN NOMBRES ENTIERS

Le produit de trois entiers consécutifs n’est jamais un carré parfait.

Résoudre, en entiers positifs, 'équation x? + y? = 22,

Résoudre x> —x +1=0,mod 7.

Résoudre x% +x + 1 =0, mod 13.

On vous donne une feuille de papier quadrillé. Peut-on construire un triangle
équilatéral dont les sommets appartiennent aux croisées du quadrillage ?
Méme question avec un triangle isocéle dont les angles sont a/5 et 2a/5.

Si n>5, il existe toujours au moins un carré parfait entre n et 2n, strictement.

Résoudre, dans Z, x? —2y* = 1. En déduire une suite de rationnels enca-
drant /2.

Résoudre, dans IN, Péquation (x — y)/(x* +xy +y2) = 2/67.
Résoudre, dans IN¥, I’équation : (1/x) + (1/y) = 1/z.

Peut-il exister un quadrilatére & cotés entiers et & diagonales pefpendiculaires ?

16. EQUATIONS ALGEBRIQUES EN NOMBRES ENTIERS
DE DEGRE >3

Résoudre, dans IN*, (1/x) + (1/y) + (1/z) = 1.

Montrer que i’équation x*+y* = z* n’a pas ide solutions dans IN*,
Résoudre x°®— 1 =0, mod 19. | |

Les seules solutions de X3+ y® =% dans IN? sont (0,0) et (0,1).

Pour a entier > 1, le seul cas oit 1+a +a®*+a®+a* est un carré parfait
est celui ot 2 = 3. C
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6 Pour a entier =0, le seul cas ol 5 +2a+ 24+ 24+ a* est un carré parfait
est celui ot @ = 2.

7 Résoudre x*+3x%+3x —7=0, mod 8.

8 Si a est racine de f(x) =0, mod m, ol f est un polyndme a coefficients entiers,
alors x — a divise f(x), mod m, et inversement. En déduire qu’il y aura au plus
un nombre de racines égal au degré de f.

9 Montrer que x°+ y® =23 n’a pas de solutions dans IN*.

17. EQUATIONS EN NOMBRES ENTIERS
DANS LESQUELLES L'INCONNUE INTERVIENT EN EXPOSANT

1 Déterminer les entiers # tels que 7 divise 227 4 27 + 1

2 Déterminer les entiers n tels que 3 divise 5272 + 572 + 1.

3 'ARé_soudre, dans IN, le systéme : 2% — 5¥ =1, mod 24; 2X — 5¥ =—1, mod 24.
4 Déterminer les entiers n =2 qui divisent ZZ:I kn

5 Résoudre dans IN I’équation x* — 10x — 22 = p(x), ol p(x) désigne le produit
des chiffres de I’écriture de x dans le systéme décimal.

6 Déterminer les.n tels que 3 divise n27 4+ 1. Méme question avec 5.

7 Résoudre dans IN I’équation x¥ = yx. Dans Q, les solutions sont de la forme
x=QQ+(/n)ret y=(1+(1/n))"4, o0 n EWN*,

8 Résoudre 197=2,mod 7.
9 Résoudre 27 =1, mod 9.

10 Résoudre dans IN I’équation. x¥ = z!.

18. PROPRIETES DES NOMBRES PREMIERS

. Dans cette section, IP désigne Densemble des nombres  premiers,
P ={py, P2, P3,.-.}=1{2,3,5, ...}

1 Pour tout entier positif k existe un entier n tel que Dintervalle
{n, n+1,...,n+k—1} ne contienne aucun nombre premier. (En d’autres

termes, SuPn (Pn+1 Pn) =+).
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Pour m#n, montrer que (22™ +1,22" +1)=1. En déduire que TP est
infini.

-Soit £(CIN) I’ensemble des entiers qui sont multiples de 2 ou de 3. Montrer

que E est constitué d’intervalles alternativement de longueur 1 et 3. Généraliser.
Montrer que pp.q < 227,

Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers de 1a forme 47 — 1.
Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4n+ 1.
Montrer que pyp, . pn Pnsl +Pn+2 si n=>3.

Soit p un nombre prermer Montrer que, pour q 2 p, tout diviseur premier de
(g7 —1)(g!' —1)"" est congru & 1 modulo p. En déduire 1’ex1stence d’une

infinité de nombres premiers congrus a I modulo p.

Soit g, le plus petit nombre premier ne divisant pas n. Alors lim (g,/n) =0.

19. LA DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS

Pour ¢ et n entiers, 2 >0, n>2, Pentier (1 +a+a* +-.- +a#)? —a” est
COmposé. ‘

Soient m et n deux entiers positifs tels que n? — m?* soit premier. Montrer
qu’ils sont consécutifs.

Le nombre de maniéres de séparer n = p}! p‘? ... DF¥ en facteurs premiers
entre eux est 2k-1,

Quelle que soit la base de numération, les nombres représentés par 10101,
101010101, 1010101010101, etc. sont tous composés.

Montrer que tout entier » 2 1 satisfait 4 » =2, [V 7/k], la sommation ayant
lieu sur tous les entiers £ 2> 1 qui sont «libres de carrés », c’est-a-dire dont la
décomposition en facteurs premiers a tous ses exposant égaux 4 1.

Montrer que le rationnel (5 #)!/(407. n!) est entier.

Prouver que si 'un des deux nombres 2% — 1 et 27 + 1 est premier, n >3,
I"autre est composé.

Prouver que si p et 8p” + 1 sont premiers, alors 8p® — 1 est aussi premier.

Prouver que si p et 8 p — 1 sont premiers, alors 8 p + 1 est composé.
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Formule de Legendre — L’exposant du nombre premier p dans la décompo-
sition de #! vaut :

ep(n!) =[n/p] +[n/p*1 + In/p*] + -

En utilisant la formule de Legendre, ou autrement, montrer que

- Zm){(2n)!
min!(m+n)!
est entier.

En utilisant la formule de Legendre, ou autrement, montrer que tout coeffi-

cient binomial (), dans lequel 2 <k <# —2, ne saurait étre égal & une puis-
sance de nombre premier,

20. CONGRUENCES SELON UN MGDULE PREMIER

Soit p un nombre premier > 17. Alors 16 320 divise p'¢ —1.
Soit p un nombre premier et k un entier tel que 2 <k <p—1. Montrer que p

divise (g ). En déduire le théoréme de Fermat, n? =n, mod p, en utilisant les
congruences, modulo p: '

@@+bP=apP +5bp, s@itayt-+ay)p=af +af+ ... +ab.
Démontrer le théoréme de Wilson: p est premierssi p divise (p —1)! +1.
Montrer que x% =1,modp, x# 1, x> # 1 entraine (x +1)° =1.

Si p est premier, x(x —1}{(x —2) ...(x —p+1)=xP — x, mod p.
Etudier l’applicétion de Z, dans Z, telle que x> x?.

St a et b sont des entiers naturels et p un nombre premier, on a gP —bP =0,
mod p*, ou aP — bP % 0, mod p. ‘

Pour tout nombre premier p existent des entiers x et y tels que :
x*+6xy +y? =2, modp.

Tout norhbre'premi,erp divise (pgl) + (—1)k~-1,
Tout nombre premier p divise [(2 + +/5)7] — 2p+1.
Tout nombre premief p divise (;) —{n/p}.

Pour tout nombre premier p = §, montrer que le numérateur de la fraction
égale 2 zz;} (1/k) est divisible par p?. Par exemple :
1+(1/2)+(1/3)+(1/4) = 25/12.

;
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21. LA SUITE DE FIBONACCI ET SES PARENTES

Pour. cette suite, deux notations sont utilisées: soit (Fy), ol Fo=F, =1,

Fri9=Fy,1+ Fy, soit (fy), od fo=0, f;=1, fr+2=fns1+fn. Evidemment Fy=fns1.

1

N

w

B

(=2 4 |

7
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1

La suite f, est le nombre de parties de {1,2,3, ..., #} dont deux éléments quel-
conques ne sont pas consécutifs.

Soit fo=0,f1=1, fns2 = fas1 +fr. Pourque fj =(1/2D(f; + fr), il faut et il
suffit que k=j+1 etiz}—z. '

Soit u;=u,=1, Upp=1un +2up. Alors u, est toujours impair et
(Un, tn.1) = WUn, Uns2) = 1. :

Quel est le nombre de suites finies (xo, Xy, ... , xk), k variable, x; =1 ou 2,
avec 2.uj=n-+1?

Montrer que Fy = zk (";k).

St (uy) satisfait & uy.3 = @Un.1+ by, alors vy = uptin,g ~ u2,; satisfait 2 une
récurrence extrémement simple. Généraliser.

Posant a=(1-+/3)/2 et 8=(1+ \/5)/2, montrer que f, = (87— an)/ /5.

Montrer qu’il existe une infinité de valeurs de f;, se terminant par quatre zéros.
Montrer que 2, 3, 5, 10 divisent respectivement f3,, fan, fsn, fisn-

Montrer que F2_j + F? = Fyp. Peut-on aussi «lindariser» Fjy_y + Fj_( +Fy?

Montrez que les solutions dans IN de x +y = z, |xz —»*| = 1 sont de la forme
(an; an+l aﬂ+2) Oﬁ ao= 1’ ay :0’ n+2 = Ensl +an-

Montrer que 2 est la limite de:

up = fot (f1/2) + (f2/22) +oeF (ful27).
Montrer que fan = 2, () f.
Etudier la suite (u,) définie par uo=u;=1, Up.2 =Upsy +(—1)"u,, n=>0.

Calculer S, = (fz/fl f3)+ (fa/f2f4) +o.- (fn;l/fnfmz)-

.22. FONCTIONS ARITHMETIQUES

Soit d(n) le nombre de diviseurs de , d(1) = 1,d(2) = 2,d(3) = 2,d(4) = 3,...
Connaissant la décomposition de 7 en facteurs premiers, calculer d(n). En
déduire que d{agb) =d(@)d(®) si (g, b)=1.
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Appelant- o(r2) la somme des diviseurs de n, montrer que o(ab) = o) o(d)
si (g,8)=1.

Le produit de tous les diviseurs de  vaut nd®)/2.
Etudier le nombre de solutions en entiers x et y=>1 de (1/x)+(1/y)=1/n

Soit u(n) la suite définie par u(#) =0 si # posséde au moins un diviseur qui
est carré parfait > 1, et u(n) =(—1)% si n=p,p, ... pg, ol les p; sont des
nombres premiers distincts. On pose u(l)=1. (1) Montrer que

u(@d) = u@)u) si (@, b) =1. (2) Montrer que zd/n u(d) =0 pour tout
nz=2.

La somme des diviseurs des nombres 1, 2, 3, ..., # vaut la somme des plus
grands multiples de ces nombres inférieurs ou égaux & n. :

Déterminer les entiers positifs dont le produit des diviseurs vaut 2042,
Pour tout entier n 2> 1 et tout nombre premier p, montrer que » divise p(p” —1).
Soit d(n) le nombre des diviseurs de n, et s(#1) leur somme. Alors s(n)/d (n) >/,

n
Soit d(n) le nombre de diviseurs de #. Alors zk=1 dF)~nr.Inn

23. UTILISATION DE LA PARTIE ENTIERE
EN ARITHMETIQUE

La partie entiére de x, c’est-a-dire le plus grand entier < x, se note E(x) ou [x].

Soit r>0 et T le nombre de points entiers dans le disque x>+ y’<r
Montrer que :

T=1+4[r]+ 80<xg;/ﬁ[\/r‘~' % — 4[N3R

Pour n € N¥, soit T le nombre de points entiers dans le domaine x >0, y >0,
xy <n. Alors:

T= 2'<§\f[n/x]—[ﬂ2

Soit n=1 et m=2 des 'entiers. Si x décrit tous les entiers >0 qui ne sont
divisibles par aucune puissance m-iéme d’entiers > 1, on a:

;[m\/ n/x ] = [n].
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4 Déterminez les entiers rationnels a et b, et les entiers positifs x tels qué
x = [(? +ax + b))}

5 Etudier u, = E((1/2)(1 + E(v/ 81 —7))).

6 Si p est un nombre premier de la forme 47 + 1, alors:

VPl + [V2p] + [V3p] +--- + [ﬁ] _ P21—2'1 |

7 Soit m et n deux entiers positifs impairs premiers entre eux. On pose
m’=(m —1)/2, n’= (n — 1)/2. Montrer que:

B e MOl o B G
m m m n n n
8 Soit m et # deux entiers pontifs premiers entre eux. Alors:

Bl ] e

m m m m 2

9 Démontrer la formule suivante concernant I'indicatrice d’Euler:

n

o) = kizll [(TIF)] g
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Algebre generale
et polynémes

1. LOIS DE COMPOSITION

%‘T Montrer qu’est une loi de groupe la loi suivante, définie pour x et y € 1-1,1[:

2 Etudier la loi, définie sur IR par xxy = (1/2)(x +y+[x— yl)

3 Soit @, B, v des réels. A tout couple (x, y)E€IR?, on associe x # ¥ = a(x +y) +
+8xy+y. (1) A quelle condition (x %y =x*z) entraine-t-il (¥ =2)?
..(2) A quelle condition a-t-on une loi de groupe?

4 Dans IR?, oni pose (x, ) = (x’, ") = (xx’, xy'+ »). Etudler cette loi et l'inter-
préter geometnquement en construisant le composé des points M(x, y) et
M, y).

5 Etudier, dans R, laloi: @%b =a~/1+52+b~/1+a.

6 Etlldlel‘, -du pomt de vue des structures, ’ensemble Ay des réels de la forme

atboy + cak, ol ok ==cos (2kn/7), et a,b,c sont des rationnels variables.

7 Peut-on affecter & tout réel x un coefficient a(x) afin que soit associative
laloi = telle que z=x x p est le barycentre de x et y affectés des coefficients

a(x) et a(y)?
8 Soit EC GE I’ensemble des nombres complexes z tels que |z]=1 et z# %1,
Montrer que: '

_a+b+ab—1
Ta+b—ab+1

définit une loi de groupe commutatif.

as+h

9 Soit A4’ et BB’ les axes focaux et non focaux d’une ellipse (£). Pour M et

N E(E), on appelle I lintersection de MN avec A4’ et P I’ intersection de

. BI avec (F). Etudierlaloi P=M «N,

‘ 10 Tout rhagma associatif fini est un groupe si tout élément est simplifiable.
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2. GROUPES

Sur IR?, on définit laloi  par (g, b) = (&} 5°) = (aa’, ba’ + b’f(@)). .Détgrminer
les fonctions f continues pour lesquelles cette loi définit un groupe.

On considére, dans IR, les deux fonctions f&x)y=1-xetglx)=1/x. Etudiez
le groupe engendré par la composition de ces deux fonctions.

Déterminer les sous-groupes de (IR, +). [Indication donnée par 'examinateur :
Montrer que si un tel sous-groupe G 2 un point d’gccurmuliation, on peut
extraire de G une suite convergeant vers 0. En déduire que G est dense dans IR,
Si par contre G n’a pas de point d’accumulation, il est de la’ forme G=wZ,
ol w>01]

4 Soit G un groupe tel que x* =e pour tout x. Alors, il est commutatif.

5 Pour deux sous-groupes 4 et B d’un groupe G, 4 UB est un sous-groupe si

ACB ou BCA.

Déterminer toutes les lois de groupe possibles sur un ensemble 2 trois éléments.

Soit (H) une hyperbole du plan affine, et- 4 €(H). A tout couple (M, M,)
de points de (H), on associe le point M; €(H) tel que AM; soit paralléle
4 M\M,. Montrer que. M3 =M, %+ M, est une loi de groupe abélien isomorphe
ou groupe (IR*, X).

Trouver les groupes d’ordre 2n pour lesquels existent deux sous-groupes H
et K d’ordre n, satisfaisant 8 H N K ={e}.

3. ANNEAUX

Dans £ =1R?,0n définit les lois T et | par:
@) T(@,b)=(@+a,b+b"), (ab) | (a,b’)="(aa’,ab’ +a’b)

‘Montrer que (E, T ) est un groupe abélien et que (E, T, | ) est un anneau
commutatif unitaire non intégre.

Soient g, b, ¢ trois réels. Montrer quea+b+c =0 entrame a*+b3+ ¢ =3abe.
Réciproque et cas o0l ¢, b,¢ sont dans un anneau.

Montrer que quatre réels x,y,z,¢ vérifiant x +y +z +t=x3+3y3+23+3=0
‘sont deux 4 deux opposés. En application, résoudre le systéme.
x +y +z + t=0
x2+y2+22+£2 =10
x +y3+z:’+t3 =0
x4yt 2+ 1 =26,
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A tout élément & d’un anneau A (+,.), unitaire, on associe la partie £, C A
des x tels que x =ax =xa. Etudiez E, et donnez une CNS, d’abord pour -
que E, #1{0}, puis pour que E, # A.

Démontrer les deux isomorphismes d’anneaux : Zog/6Zos = Zget Zag/4Zag~Zy .

Montrer que tout homomorphlsme d’anneau de R dans lui-méme est soit nul,
soit 'identité.

Soit K un corps et § un automorphisme de K. A tout b €K, on associe la suite
0% (by =6 (8"1(b)) pour n=>1, avec 6°(b) =b. Sur Iensemble R des poly-
nomes 3 une indéterminée sur K on définit 'addition comme d’habitude, et
la multiplication * par:

(l_g(:) 'a,-xl) *(]';0 bjxj) = kZ::O (i jzkaiﬂi(bj)) xk.

Ainsi, on retrouve la multiplication ordinaire dans le cas ol 8 est ’identité.
Montrer que R (+, ) est un anneau unitaire non intégre.

Appelant entiers algebnques Pensemble des réels qui sont racines d’une équa-
tion algébrique & coefficients entiers (€ Z), le mondme de plus haut degré
ayant 1 pour coefficient, montrer que cet ensemble est un anneau.

4. CORPS

Déterminer toutes les lois de corps sur un ensemble & trois éléments.

Montrer que ’ensemble K des réels de la forme a +b+/2 +¢j + d]\/_ ol
a, b, ¢, d sont rationnels, et ] =exp (i.2n/3), ést un sous-corps de IR.

Déterminer tous les automorphismes de IR considéré comme un corps.
Tout anneau fini et intégre est un corps.
La caractéristique d’un corps est nulle ou égale & un nombre premier.

Si K est un corps infini, un espace vectoriel sur X ne peut étre réunion finie
de vrais sous-espaces vectoriels.

Soit X 'ensemble des réels de la forme a + & \3/_2_ +¢ Y13, ol g, b, ¢ sont des
rationnels. Montrer que K est un corps, et un espace vectoriel de dimen-
sion 3 sur @.

Montrer que /2 ne saurait s'écrire sous la forme (z + & v/¢)/(d + e \/F), out
a, b, c d, e [ sont rationnels.
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Soit F une partie de Q qui soit un corps pour + et X. Alors F = Q.

Le cardinal d’un‘corps fini est un nombre primaire p" (p premier, n 3 0).
Le groupe additif d’un tel corps est la somme directe de sous-groupes de
cardinal p.

5. IDENTITES ALGEBRIQUES

Démontrer 'identité de Lagrange :
2

n ' n n .
Y N (2 y2),
(kgl xkyk) 1<i<j<n ey =x171) <,§1 x') (];1 y’)

et en déduire Pinégalité de Cauchy-Schwarz.

On pose ug=a, u,—ax+b Uy =ax? +2bx+c uy=ax®+3bx*+3ex +d.
Démontrer que u?u; — 3ot Uy + 215 ne dépend pas de x. Généraliser.

Démontrer I’identité :

n n n
ar ) . by)=n Z ay by — z ai—a; b _b;
et en déduire, pour deux suites réelles monotones de méme sens (an) et (bn)

l'inégalité de Czebyszew :

"2 & >(Z ?'s) (kz ”k);

Soit x =a+b+ec+d, y=a+b—-c—d, z=a—b+ec—-d, u=a—-b-c+d
Alors, égalité ab(a* + b2) =ecd(c*+ dz) implique .xy(x +y?) =zu(z® + u?).

Prouver Pidentité : 1

|
(1+r)(1+t2' P20y (L e 2 e m Y S 2

et p(maDI-1
Prouver I’1dent1te '
Ak n
1+x k? Z
KZ1 1—xk =1 1-x!

7 Prouver I'identité :

" .
aoga,y...qk -} dg Aoly...0n

* k=1 (a0+x')(a1+x)...(ak+‘x) Taotx (@ot+x)a;tx).. (ap+x)’
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Prouver P’identité:
) 2

R n n
2Za 2, Fa,+ tag)= ay | + a% .
2t ) (121 k) 'kZ:l *

Pr'ouver Iidentité :
) n
2k (1 — x2k
x2n+1 l—[ ( ) (- x) rl ( x (12 x ))
Prouver I'identité : ’ ’
X371 1 "
— kl;ll Cr +x +1).

Mettez sous forme explicite d’un polyndme en a,b,¢ la fraction rationnelle: -

114 b4 4

@-5)@-9  G-00G-0) (0 a)(c b)’

et généralisez & n lettres a,, a,, ... , 2.

6. LE CALCUL AVEC RADICAUX

Montrer que si trois réels positifs a,5,¢ sont en progressmn anthmethue 11
en est de méme pour:

1 i1
VEAvE' Vetva' VarvE

Soit ¢ =£1,aeth &€ Q*,+/b ¢ Q. Trouver une CNS pour qu’il existe x,y € Q*
tels que:

Va+eVb \/_+e\/_

Soit [a]et [b| <1, |a| # |b|. Alors: . - -
Vi-a.V1-b +ab  i-a \/l—b’—ab _ 2/ 2b%1)
a1 -b*+hb/1—0a? a\/l bz—b\/l—a b2—a® :

Pour a,b,¢,x,,2>0, ona:

\/—7c+\/_—+\/—z—\/(a‘+b+c)(x+y+z) %:

On a toujours: - ‘
a*+b%+c*—2b%? - 20%0 2% b = (a+b + cYa—b+c)(a+b—c)a—b—c).

o
oln

. Pouvez-vous appliquer ce résultat pour « chasser les radicaux » de l’equatmn

VPE)+VOE) + VR (x)
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Expliquez comment traiter le cas général de: |
n ——
> /Pr(x)=0.
k=1

Soit k et I deux entiers.>> 1, et et b des réels donnés. Eliminer x entire les
“deux équations:

xk+Q/xk)=2a, x!+QixDH=2b.

Régionner le plan des (x, ) € R? pour lesquels:
arcsinx +arcsiny = arcsin (x /1 —3*+y+/1—x?)

7. COEFFICIENTS DES VPOLYNGMES

Calculer les coefficients de: ‘
(1+x+x2+- +x")2 et de (1 —x+x?— -+ (=1)nx")?,

Calculer les coefﬁcients de (1+2x+3x2+ .. +n+1)x")2.
Développer (1+x +x?+ - +x")(1—x +x? —x>+... + (—1)"x").

Désignant par j le nombre complexe exp (i . 27/3), développer:
' (1+x+x2+...+xn)(1+jx+j2x2+.--+,inxn)(1+j2x+j4x2+...+j2"x").

Soient 4 et BEZ[x]. Siles coefficients de 4 sont premiers entre eux, ainsi
que ceux de B, il en est de méme pour ceux de AB. '
Calculez les coefficients @z du polynome

(I+ 1)1+ Pu) .. QA+ tmu) = D apuk.

7 On définit la suite de polyndmes P, par Po(x)=x, et, pour n=1,
Pu(xy =P 1(x) —2)* =a, +bpx+cyx® +dyx®+ - Calculer ces quatre
premiers coefficients a,, by, ¢u, dn.

Pour tout entier n>> 0, on définit la suite (ag) par (1 +x + x2)" = kzﬂ-akxk.

Montrer que cette suite est unimodale (d’abord croissante, puis décroissante).

Montrer que la suite pg = pg (#) des coefficients du polynodme:
(1+2x +3x?)" =7 prxk

est - unimodale et que son maximum, pour z fixé, a lieu en un. k = k(n)
tel que k(n)~ (4/3)n si n->oco.
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8. .DIVISIBI-LITE,DES POLYNOMES ’

1 Factoriser le polynﬁme 12x* +x + 15x — 20x + 4 sachant quiil y a deux
racines ratlonnelles

2 Siles polynomes A et B sont premiers entre eux, il en est de méme pour toute
‘ puissance de A4 avec toute puissance de B. .

3 Soit A(x) =x> +x 2, de racines 1, a, ﬁ Déterminer un polyndme B(x) du ,
second degré tel que B(1) =1, B(oz) 8, B(ﬂ) «. Montrer qu’alors
BB(x)) —x est divisible par A (x) :

Déterminer le quotient de nx"*! — (n +1)ax” + a1 par (x —a)*.
Déterminer le quotient de x27 — n?x™*1 4+ 2(n% —1)x” — n?x"~! par (x —1)*.

Déterminer le quotient de (x —1)2% —x27+2x —1 par 2x* —3x* +x.

Déterminer le quotient de (x + 1)>7*1 + x"#2 par x> + x + 1.

X N & A

Determmer le quotient de n?x™*2 —(2n*+2n —1)x™! +(n+1)*x"—x—1 par

(x—1)°.
9 Determmer le quotient de x” — a" —na"l(x—-a) par (x—a)*.

10 Si P(z)#z, alors P(z)—z divise P(P(z)) — z. De méme P— Q divise
‘ PoP-QoQ et POQ-QOP C

9. POLYNOMES A COEFFICIENTS ENTIERS

1 Montrer que e polyndme x(x —a)(x - b)(x — o) + 1, a, b, cEZ,est toujouré
irréductible sauf dansle cas de x(x + Dx — D(x+2)+1 =(x?+x ~ 1)2 '

2 Si Péquation polynomiale P(x) =0, & coefficients entiers, admet la racine
a ++/b, ot a et b sont rationnels, mais b non carré de ratxonnel alorsa — /b .
est aussi racine. '

I3

'3 St P(x)EZ[x] pi'end la valeur 7 en quatre valeurs entiéres différentes de x,
P(x) ne prendra jamais la valeur 14 pour aucune valeur entiére de x.

4 Si P(x)EZ[x], deg P =7, vaut +1en sept vaieurs entiéres dnstmctes de la
variable x, alors P(x) est irréductible sur Z. .

5 Montrer qu’il ne peut exister P € Z [x] tels que foutes les valeurs P(O) P(1),
P(2), ... soient des nombres’ premlers
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Pour tout polyndme A4 € Z[x], appelons y(4) le PGCD des valeurs absolues
de ses coefficienis. Montrer que pour tous P et @ dans Z[x], on a
¥(P.Q) =y(P).¥(Q). En déduire quun polynéme & coefficients entiers
irréductible sur Z est aussi sur Q.

Si les entiers a,, a,, ... , @, sont tous distincts, le polyndome
1+@x—-a)(x—a3) .. (x —an)? ne sauralt étre égal au produit de deux
polyndmes & coefficients entxers

Critére d ’Etsenstem — Soit P(x) = o +ax'+.- Vaxn€Z [x]. S’ﬂ existe
un nombre premier p divisant @o, @4, ... , @y_1, Mais pas ay,, avec p? ne divi-
sant pas non plus a,, alors P est méductlble sur Z, et donc sur Q. En déduire
que P(x)=1+x+x>+-.. +xP1est irréductible sur @ si p est premier, en
considérant P(x +1). Prouver aussi Iirréductibilité de x” + p, si p est premier.

10. DETERMINATION DE POLYNOMES

g

Déterminer les polyndmes P tels que P(2x) = P’(x).P"(x). e 3

2 Déterminer les polyndmes P divisibles par leur:dérivée seconde P

3 Si un polyndme réel P(x) est tel que P(x) = 0 pour tout x réel, alors il est la

somme de deux carrés de polynomes réels.

Trouver tous les polynomes P et Q A coefficients réels tels que:
P(x =1+*-1)0x).

Déterminer les polyndmes P, 0, R, a coefficients réels, tels que:
P2 =x(Q*+R?). ‘

L’ensemble des polyndmes P & valeurs entiéres sur les entiers, C’est-d-dire
tels que P(Z) C Z, sont des combmalsons linéaires & coeff cients entzers des

" polynémes binomiaux.

(x)=x(x—1)(x_ 2).. (x k+1)
k kY

En utilisant la base de polynomes ), montrer que si un polynéme a coeffi-

" cients réels de degré g prend des va]neurs entiéres sur g -+ 1 entiers consécutifs,

8

il a valeurs entiéres sur Z tout entier. Peut-on:supprimer le mot «consécutifs »
et le remplacer par «distincts» dans cet énoncé ? -

Déterminer tous les polynomes P tels que P (x?) = P(x) P(x —1).

9/ Déterminer tous les polynomesP tels que P(xz) Px)P(x+1). Z {#-0

'l j ' Déterminer tous les polynomes P tels que P(x) d1v1se P(e*+ 1)




CHAPITRE 7

Algébre linéaire

1. SOUS-ESPACES VECTORIELS

Lunion de deux sous-espaces vectoriels 4 et B (d’un espace E) est un sous-
espace vectoriel 55iAC B ou BC A

Dans I’espace vectoriel des polyn()mes a coefficients réels et de degré <n,
‘étudiez le sous-espace des polyndmes sannulant en £, et trouvez-en un
supplémentaire.

Le sous-ensemble de IR™R constitué par les fonctlons prenant un nombre fini
~ de valeurs est-il un sous-espace vectorlel ?

Dans I'espace vectoriel des matrices 2 X 2, étudiez le sous-espace des matrices
qui commutent avec une matrice donnée. :

Soit P et I'les ensembles de fonctions de R dans R respectlvement paires et
impaires. Montrer que ce sont. des sous-espaces et que R® = Pel
Généraliser. :

-Si A et B sont deux sous-espaces de dImensmn finie d’un espace vectonel E,
alors

dim 4 + dimB = dim (4 + B) + dim (4 N B).

Etant donné trois sous-espaces vectoriels 4,, 4,, 45, de dlmensmns finies,
on a: :
dim(A4, +4,+A4,) < dim A; +dim 4, +dim 4, — dim U, nA3)—
—dim (43N A )—dim{@4;N Az) +dim(4,N4,N A3)

Detenmner lesquels des 15 sous-ensembles suivants de fonctions de IR dans R
sont des sous-espaces vectoriels: (1) les fonctions bornées sur [a,5]; (2) les
-fonctions continues sur [¢,b] ;- (3) les fonctions positives sur [z,5]; (4) les
fonctions paires; (5) les fonctions impaires; (6) les fonctions périodiques;
(7) les fonctions monotones; (8) les fonctions affines par morceaux; (9)les
fonctions discontinues en un point donné x,; (10) les fonctions convexes;
(11) les fonctions polynomiales de degré n; (12) les fonctions polynomiales;
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2. Systemes libres o - 55

(13) lip «; (14) les fonctions f pour lesqueﬂes existe uneihomographie H telle
que f(H(x)) = f(x); (15) les fonctions qui sont de la forme o(g), x - 0.

Etant donné une fonction g, de IR dans IR, définie dans un voisinage de + oo,
montrer que I'ensemble des fonctions f de la forme O(g),x -+ oo, est un sous-
espace vectoriel.

L’ensemble des suites réelles (1) satisfaisant & une récurrence du second ordre,
a coefficients constants ou non, 4 (#)uy.p + B(n)up,1 + C(n)ty =0, est un
espace vectoriel de dimension deux en général.

2. SYSTEMES LIBRES

Dans IR, considéré comme Q-espace vectoriel, montrer que 1, V2, \/5 sont
libres.

Dans IR, considéré comme ‘D-espace vectoriel, montret que 1, ¥/3, /9 sont
libres.

Montre»r que les racines de x> —x2_2x+1=0 sont toutes réelles, dans
1-2,2[, distmctes, irrationnelles. Appelonsles a, 8, v; @ <8 <vy. Montrer
que Qa)={u+va+wa?|y, v, wEQ} est un Q-espace vectoriel de dimen-
sion 3. La somme Q(a)+Q(B)+Q(7) est-e].le directe dans le Q-espace
vectoriel R ?

Montrer que les fonctions f, =sin x, f,=sin (x ), f3=sin (x3) constituent un
systéme libre.

Appelons E I’ensemble des fonctions définies sur I = ]a, oo[ 4 valeurs réelles,
indéfiniment, dérivables, pour lesquelles existe g=g7>1 tel que
lim,, f(x)/g* =o°. Montrer que E est un sous-espace vectonel de R! et prou-
ver que, pour toute fEE, la suite des denvees £, 7 ... constitue un
systéme libre.

Soit P(x) un polynome de degré », & coefficients réels, et soit 2y <ay <... <&,
une suite de n+1 réels. Montrer que le systéme f;(x) = P(x -4;),i=0, 1,
2, ..., n, est libre de IR [x].

Montrer que la suite mﬁme de fonctions f,, (x) = cos nx, n €N, constitue un

systéme libre de R

Soit une suite infinie a4, <a2 <a3<... Montrer que le systéme e%1%, e42%,
e?x ., est libre dans RR P

Soit une suite ‘infinie a1<a2<a3< .. Montrer que le systéme x%1, x2z,
x93, ..., est libre dans IR0, : : o
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Soit une suite infinie 2, <a,<a3<... Montrer que le systéme cosa,x,
COS 4, X, COS a3 X, ... estlibre dans lR

3. BASES, DIMENSION

On se donne les deux matrices:

- /000 - /000
A4={300), B=l100
450 010

Etant donné alors un endomorphisme f de IR® qui, dans la base canonique,

a pour matrice A, déterminer I’ensemble des bases de 1IR3, dont un vecteur est

encore (1,0, 0), et vis-é-vis desquelles f a pour matrice B.

Montrer que lespace vectoriel des applications continues de IR dans R n’est
pas de dlmensmn finie.

Etant donnés n nombres réels a,<a,<a;<...<da,, n=>2, on appeile E
Pensemble des fonctions continues sur [ay, ay] et affines sur chaque intervalle
lai_1, a,~[’-, i=2,3, ..., n Bref, ce sont les fonctions «linéaires par morceaux »
du bon vieux temps ol j’étais étudiant. Montrez-moi que £ est un IR-espace

vectoriel et ‘que le systeme de fonctions lx—a,[, i=1,2, , M, en constitue
une base.
Soit P = x*(1 - x)" ~k k=0,1, 2, ...,n Montrer que ces Py constituent

une base de IR,[x]. Calculer les coordonnees, dans cette base du polyndme
d"/dx"{x" (1 —x)"}. Retrouver ainsi la formule ) , (¥)* = M.

Montrer que la dimension de 1’espace vectonel des polyndmes & k indétermi-

. nées, a coefficients réels, et de degré < n, est )

Soit (rn),,>g un numérotage des ratlonnels 10,11. Montrer qu’est une base
de R[x] le systéme suivant: rg, x +7;, (x +7,)?, (x +r3)t, (x+ra)t, ..
G +rj)?%, on 2k L<j2k,

Quelles sont les coordonnées du polyndme ("*Z_l) dans la base (z), kelN?

Montrer que, dans IR considéré comme Q-espace vectbriel, l’enselﬁble A, des-
nombres algébriques de degré < 2 (racines d’une équation algébrique a coeffi-

cients entiers et de degré < 2) n’est pas un sous-espace vectoriel. Le sous-

espace engendré par A, estil alors le sous-espace tout entier des nombres
&algebnques savoir A, UA,UA4;U .

Si un polyndme & coefficients réels, de degré n, prend des valeurs entiéres en
0,1,4,09, , n?, alors Lrend-il des valeurs entieres pour tout autre carré
parfalt 7 Généraliser.
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4. PUISSANCES ET POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

1 Soit £ un espace vectoriel de dimension 2 et f un endomorphisme tel que

f*=—I. Montrer que z (Ca 6) et f (;1}) forment une base. Généraliser 2 la -
dimension 2#.

2 Soit f un endomorphisme en dimension 3. (1) Si f#0, et f 2= 0, alors la
000\
matrice de f est semblable 2 ? 8 8~ . (2)Si f2+#0, £2=0, alors la matrice
0 00 L . B
de f estsemblable & ((1) (l) 8) . (3) Généraliser.

3 Soit £ un espace vectoriél complexe, et u un endomorphisme tel que u®=1,
sans qu’il existe de polyndme P du second degré tel que P(u) = 0.Introduisant
les sousespaces suivants: 4 = {x[u(x) = x}, B = {xulx) = jx},
- C={xlu(x)=;>x}, od j=exp(i.27/3), thontrerque E=A®oBoC -

4 En dimension 3, soit FEL(F) tel que f2+#0, f3=0. Montrer que tout
2EL(E) telque gof=fog est combinaison linéaire de 1, f, f2. .
Soit f& L(E), tel que f2+4 f—21 =0, f5 M. Alors E=ker(f-Iyeker(f+2I).

6 Soit £ un endomorphisme en dimension 3, tel que f2=f3, f+£0, f#I Montrer
que la matrice de f est semblable 2 "une des cinq matrices suivantes :

' 000\ /000 000 000 1-1/a0
L 000}, {010}, {000}, {100}, [« =1 O].
' 100/ \001 001/ \oo1 00 1

7 Soit u € £(E) tel que (u — I)(u — 20)* = 0, sans annuler aucun polyndme du
second degré. Montrer que ker (u —I) ® ker(u — 2I) #E. s

; 5 Soit £ de dimension n. Alors ker f=imf imblique f?=0,n pair, 15 f = k/2.
1

8 Sur K[x], espace des polyndmes 2 coefficients dans le corps K, on définit les
_ . endomorphismes A4 et B par A(P(x))=P’(x), le polyndme dérivé, et
_ B(P(x)) =xP(x). (1) Déterminer AB —BA. (2) Plus généralement, si 4 et
BeL(E) et AB—BA=1 alors pour tout entier n=>1, on aura
A"B — AB™ = n4"~1.  (3) En dimension finie, il est impossible que
AB — BA =T pour deux endomorphismes A et B,

| 9 Soit  f€ L(E), involutif, cest-d-dire tel que f2=I Démontrer que

| A=ker (f—I)=im(f+1), B=ker(f+I)=im(f—I) et E=A®B

: Réciproquement, 4 toute décomposition. £ =A @B, correspond une seule
involution f pour laquelle 4 =ker(f—7) et B =im (f-I).

10 Si fe £ (E) est nilpotent, alors f4imE _ .
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5. AUTRES EXERCICES SUR LES ENDOMORPHISMES

Démontrer que deux endomorphismes p et g sont des projecteurs de méme
noyausi- pog=p et gop=aq. : :

Montrer que I'application A qui, & tout polyndme P(x)€E€R[x] associe
P(x +1) — P(x), est linéaire. Est-elle bijective?

‘Etant donné un endomorphisme ¢ d’un espace vectoriel £ de dimension 2,

peut-on trouver un endomorphisme f tel que pof +fo@=17

Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension 2, et soit u et v deux endo-
morphismes de cet espace vectoriel. Déterminer la structure de I’ensemble

des endomorphismes f de E tels que fou=uo f et fov=vof Méme

question si, en outre, Au+ur est injectif, pour tout (u,v) EK*—(0,0).

A tout polynéme P =P(x,y)ER[x,y], on associe Q= f(P), tel que

0y = L8+ 28
Y= :

dans le cas ol ’on se téstreint aux polyndmes P de degré <n.

Déterminer le noyau de f et en préciser la dimension

A toute FERR =F, on associe g=¢(f), avec g(x)=f(x)+ f(2x).

(1) L’application ¢ est-elle bijective? (2) Méme question pour sa restriction
3 E,, espaces des fonctions f continues en 0.

Soit £ un espace vectoriel di dimension 3, et # # 6’._) Caractérisez les
FEL(E) tels que le systéme { &, X, f (X))} soit li¢ pour tout X .

Soit f et ‘g deux endomorphismes de £, dont la dimension est n. Alors,
g(fog)=mgf+gg —n

Soit E, F, G, H quatre espaces vectoriels et u EL(E, F), vEL(F, G),
w € L(G, H). Alors:

igou)+rg(wov)<rgv+rg(wovou).

6. FORMES LINEAIRES

Soit f la forme lindaire qui, & tout polyndme P € IR [x] de degré < 2 associe
P(a), « €R. Montrer que les formes fg, f3, f,, sont indépendantes ssi @, B,y
sont distincts.

A tout polyndme PEIR[x] on associe f(P)=P(0)+P(1)+ P2+ -
Montrer que f est une forme linéaire et chercher ses coordonnées dans la base
duale de Ja base canonique de IR [x].
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3 A tout polynome P a coefficients réels, de degre 2, on associé:
@)= [y du (J; P@yar).

Montrer que f est-une forme linéaire et calculer ses coordonnées dans la base
€1, €2, €3 telle que ¢, (P)=P(1), e, (P)=P(2), es(P) = P(3).

4 Montrer que sin formes lindaires d’un %gpace 4 n dimensions sont simultané-
ment nulles pour un méme vecteur ¥ # elles sont dépendantes.

5 Pour que p formes linéaires soient indépendantes, il faut et il suffit qu’il
existe au moins un vecteur de I’espace pour lequel ces formes prennent dés
valeurs arbitrairement données.

6 Montrer que l’apphcatlon ® qui, & tout polynome P & coefficients réels de
degré < 3, associe f P(z)dr est une forme linéaire. Appelant ft la forme

linéaire P - P(§), montrer qu'il existe quatre réels 4, B, «, B tels que .
P =Af, +Bfp. De méme, peut-on déterminer -&, B, 7 tels que
® = (1/3)(fa+fg+fy)” ’ ' o

7 On considére (n + 1) formes lindaires f;, fg; -ev s Jn. £ Montrer que :
" . n '
(_ kerf}-Ckerf) = (37\,,7\2,...,,)\,,, = 21 ?qf,').
= i=

8 Montrer que toute forme cubique d’ordre 2,3 coefficients complexes
®(x,y) =Ax*+3Bx*y +3Cxy*+ Dy? .
peut &tre considérée comme la somme des cubes de deux formes linéaires

fx,y)y=ax+by et g(x,y)=cx+dy, que 'on obtient comme facteurs du
premier degré du Hessien H de &, ainsi défini:

. o | P2 @3y
‘ H(x,y)“— q);y q);z

7. CALCUL MATRICIEL
, ' . ' ‘ 01 1
1 Calculer les puissances B”, n €Z de lamatrice B=| 101 ..
: 110
» 110V
2 Calculer, pour tout entiern<€ Z,| 011 ).,
001

3 Calculer (11 (1))" pour tout n € Z.

4 Calcu]er, dans C, une matrice X telle que X? = (i (1))-
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Chap. 7. Algébre linéaire

Si trois matrices 4, B, C d’ordre n, non nulles, sont telles qixe ABC =0, alots
deux d’entre elles au moins, sont singuliéres.

Combien y a-t-il de matrices 2 X 2 inversibles 4 coefficients dans le corps
Z|pZ, p premier? Méme question en ajoutant la condition qu’elles ont un
déterminant égal & 1.

Pour tout entier n € Z, calculer: n

Pour tout entier n € Z, calculer: (x)

Pour tout entier n € Z, et tout x convenable, calculer:

Pour tous réels x et y, étudiez la structure de I’ensemble des matnces de la
forme :

: ~x+y) ¥ x
M(x,y)= x —x+y) ¥y .
y X —(x+y)

Pour tout entier n € Z, calculer (_g é)".

Soient A et B deux matrices réelles carrées de méme format. Montrer que

dét (4B — xI) = dét -(BA — xI). [On traitera d’abord le cas ol lune des

matrices, A par exemple, est inversible. Puis, sinon, on remplacera A par
A —tl, et1’on fera tendre £ vers 0.} .

Déterminer les matrices X, de format 2 X 2, & coefficients réels, telles que
X?=1

Soient 4 et B deux matrices carrées d’ordre n, telles que AB =0 et A+B
soit inversible. Montrer alors que 184 +rgB=mn.
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2

W

4]

[=]

Si une matrice A carrée d’ordre # satisfait & A."+1 =0, alors A" =0

Soit 4 une matrice 2 X 2 satisfaisant 3 A% = J pour un certain entier 7 > 0.
Montrer que, nécessairement, ona A*=1 ou A6 =1

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES SANS DETERM-I.NA-NTS

Résoudre et discuter par un régionnement des (z,5) € R? le systéme

xtay-bz=1
bx —z=5h
by taz=20.

Déterminer et discuter Pexistence d’un polygone du plan & n cbtés dont on
connait les milieux des c6tés. [On pourra utiliser un calcul dans C].

Résolvez, dans C, le systéme z,=az,+5, 23 azy+b,...,zy =az,_ 1 +b,
z,=az, + b. Interprétation géométrique ?
Déterminer a, b, ¢, a’, b’, ¢’ réels tels que, pour tout x réel, on ait :

sin 2x = (@ cosx + bsinx + ¢)(@’cosx + b’sinx + ¢).

Montrer que, dans le systéme suivant, & coefficients réels,

a11%, Fa13%y +ay3%3=0

@21%y tagXx, +a33%3=0

a31x1+a32x2 +a33x3=0, .
il 1’y a que la solution banale (0, 0, 0) si les conditions suivantes sont réalisées :
(1a; >0, i=1,2,3; (2)a5j<Osii=#j; (3)2,a5>0, i=1,23.

Soient Py, P,, ..., P, les sommets d’un polygone plan et G, les isobarycentres
des triangles success1fs PiP;,1 Py 7, avec la convention que P,,; = P;. Montrer
que la donnée des G; détermine les P; ssi # n’est pas divisible par 3.

En décomposant en éléments simples la fraction rationnelle ;
E+DE+2) ... (x+n)
xx-1Dx-2)...(x-n).’

ou autrement montrer que le systéme d €quations linéaires aux inconnues X,
X 1y vve s . i

i X _ s=1,2,....n
r=0r+S_ T Ty Ly e Th
: f
a pour solutions: X, = (— 1)”*’—(’2& , r=0,1,2,...,n
r®m—r) -

Montrer qu’alors Z X, =1.




CHAPITRE 8

Espaces affines
en général

1. BARYCENTRES

Deux points variables P et Q décrivent deux segments [AB] et [CD]. Quel est
P’ensemble de leurs milieux ? )

Chaque point 4A;, 4,, ... , Ay d’une partie finic £ d’un espace affine réel
étant affecté de coefficients a,, &y, ..., ay de somme nulle, oy +ay+---+0, =0,
montrer que toute partition en deux de E, telle que chacune des deux parties
admette des barycentres P et O, a la propriété que le vecteur@ garde une
direction constante. .

Quatre points £, Q, R, S décrivent respectivement les segments [AB], [BC],
[CD}], [DA], cotés d’un certain quadrilatére. Quel est ’ensemble des isobary-
centresde P,Q, R, S ?

Soit Sxyz un triédre et G un point quelconque. Montrer qu’il existe un plan
passant par G et coupant les arétes Sx, Sp, Sz du triédre en 4, B, C, de telle
sorte que G soit I'isobarycentre de 4, B, C.

Si les diagonales AD, BE, CF d’un hexagone ABCDEF ont méme milieu, les
- ¢Otés opposés de 'hexagone sont paralléles.

Soit Ao, Ay, A, un triangle. On définit une suite de points (Anj par le fait
que A, est isobarycentre de Ap_j, Ap_3, Ap—3 pour 7 =3,4,5, ... Btudier
cette suite et sa limite. :

Dans-le plan affine P, on se donne un triangle ABC. A partir de My €P, on
définit M, comme milieu de 4M,, puis M, milieu de BM;, puis M, milieu
de CM,, puis M, milieu de AM;, etc. Montrer que la suite de points (},)
‘admet trois points limites que I’'on déterminera.

On se donne deux plans (P) et (P’) et, dans (P), un triangle fixe ABC.
Trois points mobiles A°, B’, C’ décrivent (P’). Déterminer 'ensemble des
isobarycentres des points a, 8, v, milieux de A4°, BB’, CC".

Sur les cotés d’un triangle ABC, on choisit P €[BC], Q&[CA], RE<[A4B].
Déterminer I’ensemble des isobarycentres de P, 0, R quand ces trois points .
varient.
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10 On se donne trois droites formant un vrai triangle. Montrer que I’ensemble

des isobarycentres des points d’intersection de ces droites avec une droitg
variable est Pextérieur d’une certaine ellipse.:

2. REPERE AFFINE

Soit ABC le triangle de référence, A°, B’, C’ les milieux de BC, CA, AB.
Appelant P, 0, R les symétrigues d™un certain point M par rapport 4 4°, B’, C’,
montrer que-tes droites AP, BQ, CR sont concourantes. Appelant M’ le point
de concours, étudier I'application M >M".

Soit 4, B, C des points non alignés d’un plan affine réel. Une droite coupe
les droites AB, BC, CA respectivement en R, P, Q. Les poings /, J, K étant
définis par AT A_Q’-E-A?f BJ = BR +BP C CP+CQ montrer leur
alignement. ' :

Etant donné un repére affine ABC, on associe & tout point M tel que les droites

(AM) et (BC) se coupent en L, un point M, aligné avec 4 et M, et tel que la

d1v1s1on (AM’LM) soit harmomque Etudier la transformation f telle que
= ron).

Théoréme de Menelaiis — Soit ABC un vrai triangle, et «, B, v des points
situés respectivement sur les droites (BC), (C4), (4B). Montrer qu'une CNS
pour que ces points soient alignés est que :

ozB ﬁC v4

== = +1.
&C " BA " B 1

Théoréme de Céva — Soit ABC un vrai triangle, et @, 8, v des points situés
respectivement sur les droites (BC), (CA), (4B). Montrer qu'une CNS pour
que les droites (4 ), (BB), (C) soient concourantes est que:

a_BﬁC YA

aC BA  yB

Soit & ={A4,, 4,, ... , Aps} un sunplexe c’est-3-dire (n+ 1) points dun
espace affine euchdlen de dimension 7. Appelons r-médiane de # tout segment
joignant tout isobarycentre de 7 points de /& 2 Iisobarycentre des (n +1—r)
points restants, avec r <(n +1)/2. Montrer que la somime des carrés des
(";1} r-médianes vaut la somme des carrés des cdtés du simplexe multipliée
par le nombre : : .

1 n+l
nr(n+1fr)

On se donne deux repéres affines. Discuter de I’ensemble des pomts qui ont
mémes coordonnées dans chacun d’eux.
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3. CONVEXITE

Montrez que toute intersection d’ensembles convexes est convexe.
L’union de deux convexes est-¢lle convexe ?

Soit 4 et B deux parties convexes d’un espace vectoriel. La partie 4 + B
est-elle convexe ?

Soit 4 et B deux ensembles convexes. Si P décrit A et Q décrit B, I'ensemble
des milieux de PQ est un ensemble convexe.

P’image par une application affine d’un ensemble convexe est-elle convexe ?

On considére 7 ensembles convexes plans Cy, C,, ..., Cy ayant la propriété
que toute triade extraite C; i,» Ci,, Cy, ait une: mtersectlon non vide. Montrer
que Pintersection de fous les ensembles C], j=1,2, ..., n,est non vide aussi.

Appelons « points extrémes » d’un ensemble convexe C tout 'pointh €C tel
que C privé de M encore convexe. Ainsi, les points extrémes d’un triangle
en sont les trois sommets. Montrer que les points extrémes de I’ensemble -
des matrices bistochastiques A =(g;7)1<;j<n, ¢'est-d-dire telles que Vi,
Vi, a;=0 et Z a,, = Zi a;; =1, est constitué pgr les matrices de per-

- mutation.

4. APPLICATIONS AFFINES

Etudier, du point de vue de la structure, l’ensemble des bljectlons affines
1alssant invariante y? = 2x. , :

Si A B, C, D ne sont pas dans un méme plan, ainsi que A’, B’, C’, D’, il
existe une transformation affine envoyant les premiers sur les seconds

Que pensez-vous de la transformation :
x'=x+y+z+a
y=x+y+tz+b
Z=x+y+z+c ?

Etudiez la transforma,tiqn :
x'=1+1/DBx +2y —62) ;
y'=—-1+{/T)(2x+6y+3z) |
z' =2+ (/D(~6x+3y —22)..

‘Dans Iespace affine K2, ot K = Z/3Z, montrer quune CNS pour que

quatre points soient les sommets d’un parallélogramme est que trois quel-
conques d’entre eux ne soient pas alignés.
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5. TRIANGLES ET PARALLELOGRAMMES

Une droite coupe les droites (4B8), (BC), (CA) en C’, A, B Montrer que les
milieux de A4, BB’, CC” sont alignés. (En d’autres termes, les milieux des
diagonales d’un guadrilatére complet sont alignés.)

_On considére, dans le plan affine, trois points non alignés 4, B, C. Une droite.
variable coupe AB, BC, C4 en R, P, Q. Quel est 'ensemble des barycentres
de P(1),Q(2),R(3)? :

Sur les cotés d’un triangle comme diagonales, on construit des parallélo-
grammes ayant leurs cotés paralléles & deux droites données. Montrer que les
autres diagonales sont concourantes. Généraliser.

Sur chaque coté AB, BC, CA d’un triangle, on choisit respectivement les
segments DE, FG, HK, de mémes milieux que les dits cotés. Montrer que les
médianes A4A°, BB’, CC’ des triangles ADK, BFE, CHG sont concourantes.

Toute droite qui ne passe par aucun des sommets A, B, C d’un vrai triangle,
ou bien ne rencontre pas le périmétre [AB]U [BC] U [CA], ou le rencontre
en deux points.

On joint les sommets 4, B, C, D d’un parallélogramme respectivement aux
milieux des cotés BC, CD, DA, AB. On forme ainsi un petit paraliélogramme
dont I’aire vaut le 1/5 de celle de ABCD. Sil’on avait joint A, B, C, D respec-
tivement aux milieux de CD, DA, AB, BC, on aurait obtenu un autre
parallélogramme dont l'intersection avec le précédent est un octogone a centre,
que I’on montrerait avoir une aire égale au 1/6 de celle de ABCD.

Etant donné deux vecteurs Zeth indépendants, on prend _Eour_;mité d’aire
dans le plan affine l'aire d’un parallélogramme construit surd et b . On consi-
dére alors le «lattisy L des points «entiersy M, du type OM = Id + mb , o
1 et mEZ, Montrer que laire de tout contour polygonal C, simple, dont les
sommets sont pris dans L, vaut ¢/2 +i — 1, ol ¢ est le nombre de points de L
situés.sur le bord de C, et i le nombre de points de L situés a I'intérieur de C.

6. TETEAEDRES ET PAéALLELIP!PEDES

Etant donné un quadrilatére gauche ABCD, montrer que les milieux des cotés
AB, BC, CD, DA sont les sommets d’un paraliélogramme.

On se donne un tétraddre ABCD et une droite (A) qui rencontre les plans des
faces de ce tétraédre en 4°, B’, ", D', avec A € (BCD), etc. Démontrer que
les milieux des segments 44°, BB’, CC’, DD’ sont coplanaires.
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Lorsque les droites qui joignent les sommets correspondants de deux tétraédres
sont concourantes, les intersections des faces correspondantes sont dans un
méme plan, et réciproquement.

Si trois droites paralléles 4 un méme plan sont rencontrées par trois autres
droites, ces trois derniéres sont paralléles 2 un méme plan.

Par les sommets d’un tétraédre ABCD on méne des paraliéles & une direction
quelconque. Ces droites coupent les faces opposées en des points 4°, B’, C’, D’
qui sont les sommets d’un tétraédre de volume triple de celui de ABCD.

Trouver le lieu des points de concours des diagonales des parallélogrammes
inscrits dans un quadrilatére gauche,

Soit ABCD un vrai tétraédre et M un point non situé sur les faces. Le plan MAB
coupe CD en P, MBC coupe AD en Q, MCD coupe AB en R, et MAD coupe
BCen S. Montrer que P, Q, R, S sont coplanaires.

Etant donné deux tétraédres, il existe en général un seul point ayant mémes
coordonnées barycentriques vis-2-vis de ces tétraédres.

Théoréme de Menelatis dans l'espace — Etant donné un tétraédre ABCD,
soient a, 8, v, 6 des points situés respectivement sur les droites (4B8), (BC),
(CD), (DA). Montrer qu'une CNS pour que ces points soient coplanaires
est que: .

ad BB yC

~aB BC YD 54

1%

=+1.

Il existe en général trois plans partageant dans le méme rapport quatre seg-
ments arbitraires de 'espace.




CHAPITRE 9

Espaces vectoriels
euclidiens

1. PRODUITS SCALAIRES GEOMETRIQUES

> > - .
Soit i, J,, K trois vecteurs unitaires dg I'espace euclidien R?, indépendants.
On pose j.k =cosa, k [, =cosf, I.]=cosv. Trouver la relation 2 laquelle
s . . Z >3 bvd -
doivent satisfaire x =v.I1, y =7.j, z=V.k afin que le vecteur v soit
unitaire. o ‘

. » 3 . .a_ o - > = ..
On considére, dans JR? euclidien, trois vecteurs unitaires u, v, W tels gue
-> S>> > > .z 3 .
7. V=v.W=w. t=cos a. Ayant déterminé la CNS sur « afin qu’ils consti-

tuent une base, on leur appliquera le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

Etant donné trois vecteurs a, b, ¢, étudier 'ensemble des vecteurs v tels que
- -+ -Db)p-c)+tF-c)v-a)=0.

Soit £ un espace vectoriel réel de dimension finie. (1) Si g et i sont deux pro-
duits scalaires, alors  + ¥ en est encore un. (2) Soit ¢ un produit scalaire, et
u4 une isométrie, pour ce produit. Alors, ¢(x,y) = @(u(x),u(y)) est encore
un produit scalaire. (3) Soit G un sous-groupe fini de GL (E), et ¢ un produit
scalaire. Alors W(x, ) =, ¢ g #((x), u(¥)) est un produit scalaire.

A toute matrice réelle A, carrée d’ordre deux, on associe s(4), somme de ses
coefficients. (1) L’application (M,N)->s(MN) est-elle un produit scalaire?
(2) Sinon, (M,N) - s(MN + NM) en est-elle un ?

->

—>
Dans IR® euclidien, on se donne les vecteurs a, b,_) Résoudre et discuter

en¥ ot 7, lesystéme: 7.X=0, b.y=0, x+y=¢, IXi=I¥1.

-
c.

Démontrer la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique entre
«cotésy @, b, ¢ et «angles» A, B, C d’un triangle sphérique (c’est-a-dire
«faces» et «diédres» du triedre au centre générateur):

cosa —=cosh. cosc+sinb.sinc. cos A.
Dans un triangle sphérique équilatéral, si I’on représente le coté par a et I’angle
par A, ona:

cos A - co8a sinA = L
T 1+cosa’ 277 2cos(@f2)
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. 2. PRODUITS SCALAIRES DE POLYNOMES
ET DE FONCTIONS

On définit sur Iespace vectoriel des polyndmes 3 coefficients réels, de
degré <2, laforme:
#(7,0) = [ P(x) Q(x)dx.

Montrer que c’est un produit scalaire et déterminer 'orthonormalisée de la
base (1, x, x?).

‘Dans R, [x], soit p(P, Q)= f 4 — 22y P()Q(£)de. Montrer que c’est un

produit scalaire et déterminer une base orthonormale.

Dans IR, [x], soit ¢(P,Q) = _/o xP(x)Q(x)dx. Montrer que c’est un produit

 scalaire et orthonormaliser 1a base x?, x(1 —x), (1 —x)2.

On pose: :
1
Pn(x) 5l cbcn ( " n=1, Py)=1.

1 .
Montrer que pour tous entiers m et n différents, on a £ Py (x) Py (x)dx = 0.

En déduire alors que si R(x) est un polyndme de degré » pour lequel, pour

tous polynémes T(x) de degré <m on a f‘ TxX)R(x)=0, alors
R(x) = APy (x), o0 A est une constante réelle.

Soit £ I'espace vectoriel des fonctions f de la forme f{x) = @ cosx +bsinx +¢,
a, b, ¢ € R. Montrer que ®(fg) = fo f(Hg(t)dt, ou £, g €E, est un pro-
duit scalaire. Etudier Pendomorphisme f=5f+f’+ f”.

Soit £ Pespace vectoriel des fonctions continues, de [0, 7] dans R. Pour f
et gE€E, on pose <f,g>= f fHgnde (1) Montrer que c’est un produit

scalaire. (2) Montrer que Ia’ suite de fonctions e, = cos nx, n =0, est un
systéme orthogonal. (3) Pour toute fEE, on pose yp =<f, ¢x >. Démon-
trer existence d’une constante C > 0, telle que, pour tout » > 0, '

> @ < C SR
k=0
3. EGALITES ET INEGALITES PARTICULIERES

DANS LES ESPACES EUCLIDIENS

Pour tous réels a,, a,, ... , ay, positifs, on a toujours :

g tayto tay [ a}+ai+... +al

i n-
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Soit f(x) positive et - intégrable sur {0, 1] Posant I, = f f"(t)dt on a
L <Iy_y. Iy, n>1.

Pour tous réels a4, a,,...,a; >0,0ona: |

a; 2
——Z2Zn
1<ij<n 4~

A tout opérateur orthogonal T de IR® dans IR?, on associe:

T = supy =1 I TG
Montrer que I’on définit ainsi une norme venﬁant en outre:
llSoTm < HiSI- M.

Toute norme euclidienne satisfait & |jx +y{? +[x—p1* = 2(lx 1> + Iy 1?).
Réciproquement, si une norme satisfait & cette égalité (dite du parallélo-
gramme) pour tous vecteurs x et y, alors elle dérive d’un certam produit
sca]alre que "on déterminera.

Démontrer, dans un espace euclidien, 'inégalité de Ptolémée :
flzil. e =y i< Nxlb. iy =zl + iyl Alx -z

Soit @, b, A, B des réels positifs tels que ¢ <<A4 et b <B. On s¢ donne deux
suites (xy, X2, ..., Xp) et V1, Y2, .. y,,) telles que ¢ < <xk <Aetb<yp<B
pour tous k. Demontrer

@ +ai+ - +al)BI+ b3+ - +b7) (\/(AB/ab) +\/(ab/AB)) :

\

(a,b +a,b,+- -i—‘a‘,,bj.,)2 : 2

1<

Cas d’égalité 7

Dans tout espace euclidien, on a:
lal2 + 15112 + lleliZ+ lla+5 +cil* = lla+B1* + b +cli? +{le +alf. -

»Sont N une application d’un espace vectonel sur IR dans IR, telle que:

(VG + )P+ -9 = 2V + VO,
pour tous vecteurs x et y. Prouver qu alors : »
N+ y) < N() +N@).

Dans un espace euclidien tous vecteurs non nuls a et b satisfont a:

la—b)=> (!IalI+Hb") ||al| uiu’

P'égalité ayant lieu si llalj =115l
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4. TRANSFORMATIONS DES ESPACES E_UCLIDIE‘NS

Soit g une isométrie de IR? euclidien, et # un entier > 1. Déterminer les isomé-
tries f telles que fn =g

v -
_]))étegniner la rotation vectorielle d’axe dirigé par T+ 2}"—1— 2k qui transforme

jenk,

= S —>
Rqunna_gre la tra.g)sforn_ngtlon‘ f _telle ue, f_;(t) =aitaj+bk, f(j)=
=bi+taj+ak, f(kK)=ai+bj+ak,on(i,], k)est une base orthonormée.

- Dans [R® euclidien, on appelle s,, s,, 55 les symétries orthogonales par rapport

aux plans d’équations y =z, z =x, x =y. Dresser la table de multiplication

‘du sous-groupe engendré par s,, s,, 5, dans le groupe orthogonal.

Etudier les endomorpl'ﬁsnies fa tels que f,(x)=x—2{(@x)/a)*a ou
a#0. : ,

Soit u et v deux vecteurs de R® euclidien, de mémes normes. (1) Quel est
'ensemble des rotations vectorielles faisant passer de % 4 v ? (2) Méme ques-
tion pour les retournements. ’

Soit U une transformation orthogonale et P un polynome. 8l existe un
entier k2> 1 tel que (P(U))¥* =0, alors P(U) = 0.

Soit E un espace vectoriel euclidien. Démontrer qu’une CNS pour que f soit
une projection orthogonale est que f soit linéaire, satisfasse 3 f ’ =f, et
diminue la norme, en ce sens que ||f (x)!l <{lx|| pourtout x €E,

5. MATRICES ORTHOGONALES

sl 4 7 4

Etudier I’endomorphisme dont la matrice est : , (-8 4 1)
1 48/

Quelle est la nature de la transformation de IR3 euclidien de matrice (0 0 I)
’ 100
9

Pour ¢ € 10, 7/2[, étudier ’endomorphisme de R® de matrice :
—cos? ¢ sin? ¢ ~+/2singcosp
sin? ¢ —cos? p —+/2sinpcos g
—+/2singcosy —+/2sin g cos cos? ¢
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4 Reconnaitre la transformation :

x’ 1 2 -1 2 X .
y = 3 2 2 -1 )y}
z’ BN | 2 2/ \z

5 Déterminez (g, b, c) € R® de telle sorte que la matrice:
5 (-1 /2 bfa cla \
M= -3 afb —1/2  ¢/b
afc b/c —1/2
représente une isométrie de IR3.

6 Dans [l'espace vectoriel euclidien de dimension trois, on considére I’appli-
cation linéaire f telle que x’= -z, y’=x, z’=y. Montrer que I’on peut
mettre f sous la forme rOs=1507r ol r est une rotation d’axe D, et s une
symétrie par rapport 2 un plan P, avec D et P orthogonaux.

7 Exprimer, dans RR® euchchen rapporté a sa base canomque la matrice d’une
rotation vectorielle d’axe # (a, 8,7), a®+B2+y> =1, et d’angle .

i abce
8 A quelle condition les réels a, b, ¢ rendent-ils la matrice (c a b)matrice de
rotation 7 Déterminer alors I’axe et I'angle. bea

6. LE PRODUIT VECTORIEL

1 Montrer de diverses maniéres que a ZA (b A c) —b (Z Z) c(a b)

2 Pour quatre points queiconques d’un espace afﬁne euclidien de dimension trois,
ona touJours

BCABD = ABAAC +ACAAD + ADA AB.

3 Simplifier expression :
> > > >
@rDB).erd)+(Brc).@rd)+(Cna).Brd)
4 Résoudreet discuter: x+y =5, XAy =D, X.¥=a.

5 Smt R une rt_;)tatgm d’angle & autour de # unitaire. Calculer R (x) en fonction
de @, X et UAX,

6 Appelant H et H' les projections orthogonalgs_*de M sur les droites (D) et (D),
déterminer I’ensemble des points M tels que OM A HH’ soit constant.

7 Etant donné trois points A, B, C, déterminer le lieu de M tel que:
— —>  — -
MA A (MBAMC) = O
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-> -
On se donne 2 et » de IR®. Quel est le noyau de:
- i N e
g (a.b)v+(aAv)Ab ?

Soit dimg £ =3 et u(x) =kA x ol |[k || = 1. Montrer que f= Zk OukIZk
est un automorphisme, et le reconnaitre.

. B T e

Résoudre et discuter: x + a2 Ax = b.
. N -> > > -
Résoudre et discuter: x A (x A 2) = b.

Etant donné quatre points 4, B, C, D, déterminer I’ensemble des points M
tels que: MAAMB = MCAW)’

7.  LE TRIEDRE

Dans un triédre, les plans passant par chaque aréte et contenant la bissectrice
intérieure de la face opposée ont-ils une droite commune ?

Les bissectrices extérieures des trois faces d’un triédre sont coplanaires.

Les plans menés perpendiculairement aux faces d’un triédre par les bissec-
trices de ces faces se coupent suivant une méme droite.

Les plans menés par chaque aréte d*un tnédre perpendlculalrement au plan
de 1a face opposée ont une droite commune.

Dans deux triédres supplémentaires, toute face de I'un est supplémentaire
du triédre correspondant de Iautre.

La somme des diédres d’un tri¢dre est comprise entre deux droits et six droits.

Tout diédre d’un tri€dre augmenté de deux droits est supérieure 4 la somme
des deux .autres.

-La somme des faces d’un triédre quelconque est inférieure & quatre droits.

Dans tout tridgdre, une face quelconque est inférieure 4 la somme des deux
autres.

La somme des angles que fait avec les trois arétes d’un triédre une demi-droite
issue du sommet du triedre et intérieure a celui-ci est comprise entre la somme
des faces du triédre et la moitié de cette somme.




CHAPITRE 10

Géométrie plane
(affine euclidienne)

1. COORDONNEES BARYCENTRIQUES
EN GEOMETRIE PLANE EUCLIDIENNE

1 Démontrer que les pieds des trois bissectrices extérieures d’un triangle sont
alignés.

2 Montrer que les coordonnées barycentnques de Porthocentre du triangle de’
référence sont tg 4, tgB, tgC.

3 Déterminer des coordonnées barycentnques des centres des cercles inscrits
et exinscrits.

4 Queltes sont les coordonnees barycentnques du centte du cercle d’Euler du
triangle de référence ? o

5 Soit ABC un triangle de longueurs de cotés a b, c Quel est l’ensemble des
points M tels que: a. MA*+b. MB*+ ¢. MC? =gbc ? v

6 Etant donné un triangle équilatéral ABC, déterminer une CNS pour que I’iso-
barycentre des points P, O, R, alignés, tels que P €(BC), Q €(CA), RE(A4B),
smt sur le cercle cuconscnt a ABC.

7 Quelle est I’équation du cercle circonscrit au triangle dont les cotés ont pour
€quations cartésiennes: x cos o + y sin o— p 0, xcosf+ysing—g=0,
xcosy+ysiny—r=0?

'8 Montrer que les coordonnées barycentnques du point de Lemoine du tnangle
de référence sont (22, b2, c?). .

9 Montrer que’ l’equatlon barycentnque du -cercle clrconscnt au triangle de
référence ABC est de la forme a’yz + bixz + ¢? xy =0, ou g b, ¢ sont
les longueurs des cotés.’ :

10 Quelle est ’équation barycentrique du cercle inscrit au triangle de référence ?
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2. BARYCENTRES DANS LE PLAN EUCLIDIEN

1 Soit 4, B, C, D des points du plan_affine, et k réel. Déterminer I'ensemble
des points M satisfaisant 3 ||MA +kMB| = |MC+ kMD|.

. 2 Btant donné cmq pomts du plan, et un reel k, déterminer les pomts M tels que:
WMA + 2MB + kMC || = \MA’+ MB".

3 On se donne le cercle unité (I') de centre O, un point G, et trois réels e, 8, 7,
de somme non nulle. Peut-on trouver sur (I') trois points 4, B, C qui, affectes
des coefficients «, §, ¥ aient G pour barycentre ?

‘4 Soit G le barycentre de 4, A,, A, affectés des coefficients Qy, &, 0. Mon-.
trer que les aires algébriques des triangles GA,45, G434,, GA,A, sont pro-
portionnelles & ces coefficients. Généraliser.

‘5 Etant-donné un carré ABCD, déterminer ’ensemble des isobarycentres des
quatre points P, @, R, S sachant que ces points décrivent respectivement les
segments [AB], [BC], [CD], [DA].

6 Soit (C) un cercle donné de diamétre AB. Quel est 'ensemble £ des milieux M
de PQ, ol P décrit le segment [AB] et @ la circonférence (C)?

7 Soit F un ensemble de n points Ay, 4,5, ..., Ay, tous situés sur un cercle de
centre O. On pose a; = OA, A toute paire {i,j} d’entiers, 1 <i<j<#, on
associe le centre de gravité Gy des n—2 points de E\{4;, 4;}, et la droite Ay

perpendiculaire abaissée de Gj; sur A,A, Montrer que les (") droites Ay
ont un point commun que ’on caractérisera.

3. CONVEXITE DANS LE PLAN EUCLIDIEN

1 Montrez que Pintérieur d’une parabole est convexe.
2 Montrez que I'intérieur d’une ellipse est convexe.

'3 Montrez la convexité de la partie du plan délimitée par une branche d’hyper-
bole et contenant le foyer correspondant.

4 Etant donné trois points 4, B, C, montrer que I'ensemble E, des points M
du-plan tels que MA + MB + MC < A est convexe,

5 On se donne n droites du plan. Montrer que I’ensemble des points dont la
somme des distances 4 ces droites est < C est convexe. '
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6 Soit E, I’ensemble des (x, y) EIR? tels que x2 +ya < 1. Montrer que E, est
convexesi a2 1. ‘

7 Soit E(c) Pensemble des points M du plan tels que MF. MF’<¢?, ot ¢>0,
et F et F” sont deux points donnés. Montrer que E(c) est convexe si ¢ est
suffisamment grand. C

8 Laboule unité de toute norme sur IR? est convexe.

4. ISOMETRIES AFFINESPLANES ‘

1 Soit ABC un triangle équilatéral et «, 8, v les rotations de centres respectifs
A, B, C, toutes d’angle #/3. Déterminer Y080 a.

2 Soit A;A,A, un triangle et Ry, R,, R, des rotations de centres 4, 4,, 43
et angles 8,, 0,, 05. Peut-on choisir 8,, 6,5, 65 afin que R30R,0R, soit
I'identité 7 i

3 Etant donné quatre points 4, B, C, D, étudiez le produit des quatre symetnes
orthogonales par rapport aux droites AB, BC, CD, DA.

4 On considére deux rotatmns RO, o) et R’ (0’ ac), ol g varie. Quel est le R
lieu du centre de la rotation composée oR? ol et TE e af oy, @

5 Soit sp la symétrie par rapport au point P Partant du tnangle AeBoCy, On
definlt A BICI sAo(AUBOCO) A Bng SBI (A B,C;), A3B303 Scz
(A4,B,C,), etc. Montrer que:

,SCS OSB4OSA308C‘20 SB1 OSAQ = Id.

6 Sur les cotés d’un triangle ABC, & I'extérieur, on construit deux triangles rec-
tangles isocéles ABB,, AB = AB, et ACCy, AC=AC,. Appelant M, H, K
les milieux de BC, BB,, CC,, montrer que I'on passe de H 4 K par une rota-
tion de centre M, que ’on précisera.

5. SYMETRIES PAR RAPPORT A UNE DROITE

1 On considére les symétties orthogonales s; et s, par rapporf 3 deux droites
concourantes D; et D,. Déterminer le lieu des points M tels que la distance
de s, (M) & s,(M) demeure constante. .

2 Soit 54, $,, 53, 54 les symétries orthogonales par rapport aux cotés d’un parallé-
logramme, parcourus dans cet ordre. Que vaut §,05305,05, ?
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Etant donné un parallélogramme, construisez un quadrilatére hyant les cotés
de ce parallélogramme pour bissectrices de ses quatre angles au sommet.

On considére les droites Dy passant par O et faisant avec Ox lefs angles kn/2n,

- k=0,1,2,...,n—-1, et I'on appelle Sy, S;, 83, ..., Sp—1 I:es symétriques

d’un point donné A par rapport a Dy, D,, D,, ..., Dy_1. Montrer que I'iso-
barycentre de ces points (Sp, Sy, ..., Sp-1) tend vers une ceri(faine limite que
I’on déterminera. i

On notera sa (F) la symétnque orthogonale d’une figure F par rapport A une
droite A. Soit ABC un vrai triangle, dans le plan euclidien, ide bissectrices
intérieures (@), (8), (v), issues respectivement de 4, B, C. A tout point M
du plan, on associe les droites sp(4M), sg(BM), 5,(CM). Montrer que ces
droites sont concourantes en un point M’, et étudier quelques propriétés
de ’application: M - M. !

Ecrire l’equatlon de la droite jozgnant les symétriques de My(x, yo) par rapport
aux droites ax?+ 2bxy +cy? =0 ot b2—ac>0.

Montrer que les droites Ax +By + C =0 et (Ax + By)* — 3¢Bx - Ayy=0

forment un triangle équilatéral. i
|

|
On donne deux points 4 et B et une droite D. Trouver sur D, le point M tel
que la somme des deux segments AM et BM soit la plus petite possible. -

On donne deux points 4 et B a l'intérieur d’un angle xOy. "f’rouver sur Ox
un point M et sur Oy un point N tel que la somme AM +MV + NB soit la
plus petite possible.

6. SIMILITUDES PLANES DIRECTES |
On se donne deux similitudes ‘s, et s,. Caractériserzla transforffnationM P
telle que 0P=OM1+0M2 ol M1=31(M), M2=52(M). :

i

i
On considére dans le plan trois cercles de rayons différents. Tracer leurs fan-
gentes intérieures et extérieures et décrire avec précision la ﬁguré ainsi obtenue.

Soit C; et Cz deux cercles du plan affine euclidien, de centres O, et O,,

. de rayons R; et R;. Déterminer I’ensemble des similitudes directes s telles

que s(C 1) C,, en précisant ’ensemble de leurs centres.

A tout triangle ABC duplan on associe 4’B’C’ tel que:

|
A =8p /2,414 A) B'=8¢ /3, 1a®B), C=84 /3, 14 €
oll 80 A0 désigne la similitude de centre O, rapport A et a.ngle 6. Montrer
que la correspondance entre (4, B, C) et (4’, B, C") est bijective. |
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5 On considére la similitude s = 80 k6, et A, B deux points alignés avec 0,
d’images A’ et B’ par 5. Peut-on détermmer s afin que C=(A'B)yN({AB’ )
appartienne 3 une droite donnée Aa)?

6 Se donnant trois points 4, B, C, on appelle respectivement s,, §,, §5 les simi-
litudes de centres 4, B, C, telles que s;(B)=., sz(C) A, s3(4) = B. Etudier
51032083 et 5305,035,.

7 Les sousgroupes H duvgroupe des similitudes directes, tels que chacun de
leurs éléments ait au moins un point invariant, sont commutatifs. -En déduire
que si HF{id}, il existe un, et un seul point 4 tel que, pour tout fEH,
on ait f(4)=A. ’ : o ’

7. AUTRES TRANSFORMATIONS AFFINES

1 Etudier la nature, selon (g, ») € R?, de la transformation :
X' = (@—2)x—-y/2
y' =x{2+@-2)y+5.

2 Etudier la transformatior :

(x*= —x cos 2a— ysin2a+2cosa
y' = —Xxsin 2a+ycos 2 ~2sina.

3 Etudier la transformatlon qui, & tout point M du plan, associe M’ ainsi défini:
* les projections orthogonales P et O de M’ sur Ox et Oy forment avec M un
triangle équilatéral, avec (MP, MJ) = — /3.

4 Etudier z’'=({—1)z +3.

5 Soit & une similitude indirecte de centre' O et d’axe A, et soit P un point
"donné. Déterminer le lieu des points alignés avec. P, et leur image S (P).

6 Une bijection du plan est une homothétie-translation si tout couple (4, B) se
transforme en (A’,B) tel que les drmtes (AB) et (A’B’) soient paralléles.

7 Soit ABC un trlangle et A’ , B’, C’ les milieux des cotés BC, CA, AB A tout
peint M du plan, on associe les points P, O, R tels que 4°, B’, C’ soient les
milieux respectifs de MP, MQ, MR. Montrer que les droites AP, BQ, CR ont
un point commun M. Etudier la transformation M -M", .

8 Soit ABC un thle équilatéral. Etudier;la tr}a.nsformation M~ M’ tel que
MM’ — 2MA + MB + MC. é ‘

9 Par le théoréme sur la composition des homothéties, démontrez les théorémes
de Mene]aus et de Céva.
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8. TRANSFORMATIONS NON AFFINES
DU PLAN EUCLIDIEN

Etant donnés deux points fixes A et B, étudier f: M ->M’, ot M’ est diamé-
tralement opposé & M sur le cercle ABM. :

Soit E le plan euclidien muni d’un repére orthonormé, et B le point de coor-
données (O, »), b > 0. On considére la transformation M’ = (M) qui, A M,
associe M’ tel que B, M, M’ soient alignés, et OM et OM’ perpendiculaires.
(1) Déterminer les coordonnées (x°, ¥*) de M’ en fonction de celles (x, y)
de M. (2) Quel est Pensemble de définition de ¢? (3) ¢ est-elle injective ?
(4) Peut-on en définir une réciproque ? (5) Montrer que ¢ échange l'intérieur
du cercle de diamétre OB avec le demi-plan y > 0. (6) Discuter I'image par @
d’une droite.

Pour tout point M du plan rapporté & des axes rectangulaires (x’x)(y’y),

- montrer qu’il existe PE(x’x) et @ E(¥’y) tels que le triangle MPQ soit

équilatéral, Ceci fait, étudier la transformation qui & M associe M’, centre
de gravité du triangle MPQ.

Etudier ’application qui 4 M (x,y) associe M’ (x ") tel que (OM oM Y =a/2
et x'=—2x.

Etudiez la transformation x’=(4x2+ p*)/8x2, y’'=(x?+4y?)/8y%

Etant' donnés deux points A et B, on associe au point M le point M’, ortho-
centre du triangle MAB. Etudier la transformation f telle que M’ = f(M).

Etant donné un vrai triangle ABC, et un point M dans son plan, on appelie
a, 8, v les intersections des droites (AM), (BM), (CM) avec les droites (BC),
(CA), (AB) respectivement. Sur (BC), on définit &’ tel que aa’ et BC aient

méme milieu. Sur (CA) et (4B), on définit les points B> et ¥’ de maniére.

analogue. Démontrer que les droites (Aa), (BB), (Cv) sont concourants en
un certain point M, et étudier application M — M,

On se donne A(a,0), A’(—a,0), a>0. On considére M’ = f(M), centre

du cercle inscrit & MAA’ Etudier analytiquement et géométriguement la
transformation f.

9. SUITES DE POINTS DANS LE PLAN EUCLIDIEN

Désignons par S¢,a,¢ la similitude de centre C, rapport A et angle 8. On
définit la suite (A,,) de points par Ay, A; et,avec A€ ]0,1][:

Apsy = SA,,,A,(fl)" nf2 (An-1), n>1.
Montrer que la suite (4,) converge vers un point que 1’on précisera.
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Partant de Ay, A,, A,, on définit 4, comme étant le pied de la perpen-
diculaire abaissée de A,_; sur la droite (4,_2, An_3), 7> 3. Etudier la suite
(An), en passant au besoin aux nombres complexes.

Soit f:M(@x,y)>M(y,p), telle que x’=2Ax+y, p =2y, od [A|<1.
Partant de Mo (xo,¥o), on définit M, = fMy_1), n=1. Etudier la limite
éventuelle de P, tel que OFy, _2 k=0 OMn- :

Sment A et B deux points distincts du plan. A tout point My on associe
= f(M,), centre du cercle inscrit au triangle ABM,. Montrer gue
Mn = f(M,_1), n>1, tend vers u E[AB] tel que Au/Bu= ABM,/BAM, .

Montrer que Varc Cp, de la courbe y = cqsﬁx, x €[0, 1r/2], n=2, admet un
seul point d’inflexion I, dont on déterminera la limite.

A tout triangle T'= ABC on associe le triangle 7’ = f(T) dont les sommets
sont les points de contact 4°, B’, C” du cercle inscrit 4 T avec les cotés BC,
CA, AB. A partir d’un certain trangle T, on définit alors la suite de triangles
emboités T,=f(To), T.=f(T}), etc. Montrer que les trois angles de
Ty tendent vers @/3. Vers quel pomt de 1"0 tendent les trois pomts Ay,
B,, C, ? v

Soit P et Q les projections orthogonales de M sur les axes et M= f(M) la
projection orthogonale de M sur la droite PQ. Montrer que la suite des
points My, = f(M,,_1), n=1, M, donné dans le premier quadrant, non sur
la premiére bissectrice, converge toujours vers un point des axes positifs, dont
on calculera la distance a l’origine.

10. LE TRIANGLE EUCLIDIEN

1l n’existe pas de triangle équilatéral dont les sommets soient 2 coordonnées
entiéres,

Les sommets d’un triangle décrivent les droites y=x1tgf;, y=x1tgf,,
y =x tg 84, de sorte que l'origine O demeure le centre du cercle circonserit
A ce triangle. Quel est le lieu de 'orthocentre ?

Si d’un point on méne des rayons aux trbls sommets d’un triangle, les droites
menées par ce méme point perpendiculairement & ces rayons vont rencontrer
les cotés opposés en trois points alignés.

Sur les cotés [BC], [CA], [AB] d’un tria.tigle on choisit des points A, B, C.
Montrer que les cercles circonscrits & AB'C’, A’BC’, A’B’C ont un point
commun. Quel est I’ensemble de ces points quand 4°, B’, C’ varient ?
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5 Un triangle ABC est rectangle ssi sin”4 + sin?B +sin? C = 2.

6 Par Porthocentre H d’un. triangle ABC on fait passer deux droites perpen-
diculaires D et D’ qui coupent les c6tés de ce triangleen P, P, Q, Q" R, R’
avec £, 0, RED et P, Q’, R’ €D’ Montrer que les milieux des segments
PP’, Q0’, RR’ sont alignés.

7 Les droites de Simson relatives & deux points diamétralement opposés du
cercle circonscrit 4 ABC sont perpendiculaires et le liew de leur point de
- concours est le cercle des neuf points de ABC.

8 Des sommets 4, B, C d’un triangle, on abaisse sur une droite quelconque A
de son plan des perpendiculaires A4’, BB’, CC. Démontrer que les perpen-
“diculaires abaissées respectivement des points 4} B’ C’sur les cotés BC, CA, AB
sont concourantes en un point appelé l’arthopéle de A.

9 Etant donné un triangle 4, 4,45, on appelle 4] le pied de la hauteur issue
de A;, o; son milieu, &} le milieu du cdté opposé 4 4;, i =1, 2, 3. Montrer
‘que les trois droites (¢; f) concourent au point de Lemoine de A;4,4,.

11. RELATIONS METRIQUES DANS LE TRIANGLE

Dans cette section, a, b, ¢ sont les longueurs des cotés, 4, B, C les angles au
sommet, S la surface, r, r,, 75, o les rayons des cercles inscrit et exinscrits, R le
rayon du cercle circonscrit, p=(@ + b + c)/2 hg, hp, he les hauteurs, miy, mp,
m, les médianes.

1 Dans un triangle tel que B = 24, alors 5% — a® =ac.

2 Dans un triangle, la propriété m.cos B.cos C =cos 4, ol m+# — 1, est-équi-
valente atgB.tgC=m+1.~

3 La relation a+b =(ig (C/2))(zz tg A + b tg B) implique que le triangle est
isocéle.

4 Si dans un triangle deux bissectrices intérieures sont égales, ce triangle est isocéle. A

5 Appelant m,, mp, m, les longueurs des médianes, montrer que:
m; +mj + m = (3/4)a® + b + ¢?)
. mi +m} +mf;—(9/16)(a4+b4+c4)
' Montrer plus généralement l'existence d’une suite de rationnels 7, tels que:
man + mgn +m2t = r,(a2" + b7 + o27),

"6 Prouver que abe =4 RS.
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7 Prouver que S =+/p(p—a)(p —b)(p—c) =/rrarpre.

8 Ona cosd +cosB+cosC=1+4sin (4/2) sin (B/2) sin (C/2)

©

10
11

et sinA +sin B + sin C =4 cos (4/2) cos (B/2) cos (C/2).
De méme: ) )
tgA +tgB+tgC=tgA.tgB.1gC.

Montrer que 1/r, + 1frp + 1/rp = 1/r.
Montrer que Vrg +1/hg =1/hp + I/hc.,
Appelant d la distance du centre inscrit au centre du ‘cercle circonserit, on a:

d*=R(R-— -2r).

12. INEGALITES ET PROBLEMES DE MAXIMUM
OU MINIMUM DANS LE TRIANGLE

Dans tout triangle, on a toujours: >+ b*+¢2 > 45+/3.
Dans tout triangle, on a toujours: az(b+c%a)+b»2(c+aﬁb)+cz(a+b~c)< 3abe.

Dans tout triahgle, on a toujours:
@+b)p+ce)et+a)=8(—a+b+e)a—b+eo)at+bd o).

Déterminer un triangle inscrit dans un cercle donné et dont la somme des
carrés soit maximale. ‘

Quel est le maximum du produit AB. BC CA quand 4, B, C decnvent un

cercle ? Méme question s’ils décrivent un arc de cercle.

De tous les triangles inscrits dans un cercle, c’est le tnangle equllateral dont
Iaire est la plus grande.

Dans un triangle, c’est le centre de gravité dont la somme des carrés des dis-
tances aux sommets est la plus petite.

. Dans un triangle, déterminer le ou les points dont la somme des distances

aux cdtés est minimum.

Deux points M et M’ varient indépendamment sur deux cercles (C) et (C?)
tangents extéreurement en A.  Quel -est le maximum de Paire du
triangle AMM’ 7
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Dans un triangle ol tout angle est < 120 °, le point dont la somme des dis-
tances aux trois sommets est nnmmum est le -point intérieur au tfriangle qui
voit chaque c6té sous un angle de 120 °

Dans’ un triangle, le point dont la somme des carrés des distances aux
trois cotés est minimale est le centre des symédianes, ou point de Lemoine.

13. CONSTRUCTIONS DE TRIANGLES

Régionner le plan des (x,¥) €ER?, 0<x <y, afin que 'on puissé construire
un triangle dont les cdtés ont pour longueurs y —x, y +x, +/ y;— x?

Conditions pour que 1'on puisse construlre un triangle connaissant le cercle
inscrit et le cercle circonscrit.

Déterminer les triangles dont les cdtés sont des nombres entiers et dont le
rayon du cercle inscrit vaut 2.

Construire un triangle rectangle connaissant son hypoténuse et sachant que
la médiane issue du sommet de I’angle droit est moyenne géométrique des
deux c6tés de I'angle droit.

Il existe un seul triangle ayant pour longueur de coté des entiers consécutifs
et dont deux angles sont doubles I'un de l'autre. :

Construire un triangle connaissant un coté, I’angle opposé et la somme des
deux autres cotés. :

Construire un triangle connaissant les trois médianes.

Construire un triangle connaissant le périmétre et les angles.

14. POINTS REMARQUABLES DU TRIANGLE

Montrer que la droite passant par le centre du cercle exinscrit dans I’angle 4
d’un triangle 4BC, orthogonale a (BC), et les deux autres droites analogues
sont concourantes,

Un triangle ABC n’a que des angles aigus. Les hauteurs recoupent le cercle
circonscrit en 4°, B” . Les cotés des triangles ABC et A’B’C’ déterminent
un hexagone désigné, en suivant le périmétre, par DEFD’E’F’, Montrer que
les droites (DD”), (EE’), (FF’) passent par I'orthocentre de ABC".

A partir d’un triangle ABC de cercle circonscrit ('), on construit le triangle
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A’B’C” dont (T') est le cercle inscrit (donc 4’°B’est tangente 4 (T") en C, etc.).
Montrer que les droites A4, BB’, CC’ concourent en un certain point K
(appelé centre des symédianes, ou point de Lemoine). On montrera également
que K est I'isobarycentre de son triangle podaire, dont les sommets sont les
pieds des perpendlculalres abaissées de K sur les cotés de ABC.

Montrer que toute droite partageant un triangle en deux domaines d’alres
égales et de méme périméire passe par le centre du cercle inscrit. Déterminer
les droites convenables. '

Etant donné un vrai triangle ABC, montrer qu’il existe un point O intérieur tel
que: (AO AC)=(BO,B4) = (CO CB) = x, avec cotg x = cotg A + cotg B +
+eotg € Cest le le premier point de Brocard, Montrer aussi I'existence d’un
point O tel que (40°, AB) = (B0, BC) = (CO’, CA) = x.

Les droites issues des sommets et les joignant aux points de contact du cercle
inscrit avec les cOtés opposés concourent en un point appelé point de Gergonne.
Le point de Nagel, lui, est le point de concours des droites joignant chaque
sommet au point de contact sur le cdté opposé du cercle exinscrit
correspondant.

15. LE QUADRILATERE EUCLIDIEN PLAN

Dans un quadrilatére, la somme des carrés des diagonalés est au plus égale 2 la
somme des carrés des cﬁtés. Cas d’égalité ?

L’aire d’un quadrilatére plan articulé est maxnnum quand le quadrilatére est
inscriptible.

Soit ABCD un quadnlatért_a/\convexe On donne les angles B:l?’=60 °
CAD 20°, ABD 50°, DBC =30 °. Calculer 'angle ACD.

Si ’on construif des triangles rectangles isocéles ABA’, BCB’, CDC’, DAD)’,
A’A = A’B, etc., extérieurement sur les cotés d’un quadnlatere convexe
ABCD, alors A C’ est égal et perpendlculaue a B'D’.

Soit ABCD un quadrilatére inscrit dans un cercle de centre O et A, B, C,D,
son image par une certaine rotation de centre O. Montrer que les intersections
de AB et A,B;, BC et B,C,, CD et ClDl, DA et DA, forment un
paraliélogramme.

Etant donnés quatre points distincts A, B C, D, montrer que’si les segments
[4B] et [CD] se coupent, alors ni [AC] et [BD], ni [AD] et [CB] ne se coupent.

Soient quatre droites en position générale.; Montrer que les cercles circonscrits
aux quatre ' triangles qu'elles forment ont un point commun dont les
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. projections sur ces droites sont alignées. Montrer aussi que les quatre ortho-

centres sont alignés.
Soit &, b, ¢, d les longueurs des cotés d’un quadrilatére convexe, et S sa surface.

Alors 45 < (a + c)(b + d), Iégalité ayant lieu pour le rectangle.

16 ENSEMBLES FINIS DE POINTS ET DE DROITES
- DANS LE PLAN EUCLIDIEN

Etant donnés n points distincts, déterminer une droite D telle que la somme
des carrés de ses distances 4 ces points soit minimum.

Etant donnés n points, montrer qu’il existe au moins une droite dont la somme
des distances & ces points soit minimum.

)
{3;0n donne n droites dans le plan. Montrer que 1’ensemble des points, dont

les projections orthogonales sur ces droites sont les sommets d’un polygone
d’aire constante, est un cercle.

Comment choisir une conﬁguratlon de n droites du plan afin que le lieu des
points dont la somme des carrés des distances & ces dro:tes est constante
soit un cercle ?

Soit £ un ensemble fini de points du plan affine euclidien, tel que, si 4 et B
en sont deux éléments quelconques, il existe alors un troisiéme point C de E,
aligné avec A et B. Montrer que tous les points de £ sont alignés.

On donne 4n points en position générale dans le plan. Montrer qu’on peut
les partager en n groupes de quatre points qui soient sommets de # quadri-
latéres disjoints deux & deux.

On se donne n points dans le plan, n > 3, et on appelle d la_distance maxi-
mum de deux d’entre eux. Appelant «d1ametre » tout segment de longueur d
joignant deux de ces » points, montrer qu’il y a au plus # diamétres.

Si f (x) est le maximum de points de distances mutuelles toutes 1 dans le
carré de c6té x, montrer P’existence de A et B > 0 tels que:

2 F)< B(x +1).

Soit 4 un compact du plan complexe €. On pose :

dp = sup : [_I lz; — z;l.
Z],ZQ_,-u.zneA 1<l<i<ﬂ

Montrer que d2/7("=1) converge.



17.

10

Conditions sur.les distances ‘ , ' 85

17. ENSEMBLES DEFINIS AU MOYEN
DE CONDITIONS SUR DES DISTANCES

Soient D et D’ deux droites sécantes du pIan affine euclidien. Quel est

Pensemble des pomts M dont la somme des distances a ces deux droites est
<I?

Soient D et D’ deéux droites sécantes. A tout point M on associe ses projections
orthogonales H et H’ sur ces droites. Quel est ensemble des points M tels que
IMH - MH|< 1?7

On se donne deux segments OA et OB perpendiculaires. Décrire Pensemble
des points M équidistants de ces deux segments,

Etant donné trois droites formant un vrai triangle, montrer que I’ensemble
des points dont la somme des distances a4 ces droites est constante est en
général constituée par le bord d’un polygone convexe, dont on discutera la
forme selon la valeur de la constante.

Déterminer I'ensemble des points dont la somme des distances & un point
donné et & une droite donnée est constante.

Ensemble des points -équidistants de 0(0 0) et A(2,4) pour la norme
e, ) = max (Ix 1, 1y 1)

A tout ¥ = (x,y) €R?, on associe N(I_/)) =max (|x|, |x + »|). Montrer que
N est une norme et déterminer, au sens de cette norme, ’ensemble des (x,y)
équidistants de 4 (g, 0) et de ’axe y’0y.

Soit 4 un point du cercle unité. En utilisant la trigonométrie, ou autrem‘ént,
construire une droite (D), passant par A, et telle que le segment MN découpé
sur elle par les axes Ox et Oy ait une longueur donnée 1.

Discuter la forme de I’ensemble des points équidistants d'un cercle et d’un
segment.

Soient Py, P,, ..., Py des points du plan. Montrer qu’il existe un point 4 du
cercle unité de centre 0,04 =1, tel que I_I k=1 APk = 1.
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CHAPITRE 11

Géomeétrie dans lI'espace
(affine euclidienne)

1. DEPLACEMENTS: TRANSLATIONS, ROTATIONS,
VISSAGES .

Montrer que la transformation x’=y+1, y’=z—-2, z’=x+3 est un
vissage dont on précisera ’axe, I’angle et le vecteur translation.

Donner une CNS pour que la composée de trois symétries-droites soit une
translation,

Etant donné un plan P et une droite D, coupant P en O, on demande
Pensemble des droites X telles que la symétrique axiale de D par rapport & X
appartienne a P,

Donner une CNS de permutabilité de deux vissages.

On donne trois droites D,, D,, D, en position quelconque dans I’espace.
Déterminer deux vissages d’axes respectifs D, et D, dont le composé soit un
vissage d’axe Dj. [On utilisera le fait que tout vissage est le produit de
deux retournements.]

Etant donné un tétraddre régulier 0ABC, étudier la composée des trois demi-
tours d’axes OA4, OB, OC.

Montrer que la composée de deux rotations dont les axes ne sont pas copla-
naires n’est pas une rotation.

Etant donnés quatre points 4, B, 4°, B’, tels que |£E | = Ilﬁll, montrer
qu’il existe en général une rotation par laquelle (4,B8) a pour image (4°,B").

Soit ABCD un tétraédre régulier, et E, F,-G les milieux de CD, DB, BC. On
note s, §°, 57 les demi-tours d’axes 4E, AF, AG. Etudier le déplacement
s”os’cs.

Soit ABCD un tétraédre régulier, et 5, s’ les demi-tours d’axes (48), (CD).
Etudier s’0 5.
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Soit v le vissage d’axe D, d’angle 8, de vecteur V) -(1) Déterminer le poth
d’image M’, tel que le milieu de MM’ soit un point A donné. (2) Si A varie
sur une droxte quel est alors I’ensemble des points M ?

2. ISOMETRIES LAISSANT INVARIANTS
CERTAINS ENSEMBLES

Etudier I'ensemble des isométries laissant mvanante la réunion de deux plans
affines sécants non perpendiculaires.

Etudier les isométries de ’hélice circhlajre. :

Déterminer le groupe des isométries de l’espace laissant invariant la réunion
de deux droites paralléies. : .

Déterminer le groupe des lsometnes de E, lalssant mvanante la réunion de
deux plans paralléles.

Etudier le groupe des isométries laissant invariant un parallélépipédé le plus
général. .

Etudier le groupe des isométries laissant invariant un parallélépipédﬁ droit.
Etudier levgroupe des isométries laissant invariant un parallélépipéde rectangle.

Etudier le groupe des isométries laissant invariant un parallélépipéde rectangle
é base carrée.

Montrer que le groupe des isométries qui lmssent invariant un cube comporte

une symétrie-point, neuf symétries orthogonales par rapport a des plans,
neuf demi-tours, quatorze rotations et I'identité.

3. DIVERSES TRANSFORMATIONS
' DE L'ESPACE AFFINE EUCLIDIEN

Etudier x’=x+y — 2z, ’-y': —x+y+z, Z=x-y-+tz

Trois droiteés Dy, D,, D3 rencontrent orthogonalement Oz. Etudier le produit
des retournements parrapport & ces trois droites.

Nature de I’application : : ;
x'=3x+2p—2z+2, ¥y =2x+3y-2z+2, z’=2x+2y-z+2.
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Montrer que fa composée de trons symétnes pomts est une symétrie point.:
Déterminer son centre. i :

La composée de n symétries orthogonales par rapport & n plans deux 3 deux
distincts peut-e]le avoir des points invariants ?

Esqmsser une théone de P’itération de’ l’apphcatlon affine la plus générale
de R? .

x'=ax+by+tcz+d

y=ax+bytcz+d

2'=g"x+b"y+c’z+d",

On se donne un ensembie fini de points 4,, A,, ... , A, affectés de coefficients

@y, Q, ... , Oy, dans un espace affine euclidien £. A tout point M €E, on

associe la fonction scalaire de Leibniz f, définie par:
n

foy = Z ay MAZ,

Si Zak #0, montrer que I’ensemble L des points M ol f) (M) est constante

- est v1de ou est une sphére. Si Zﬂlk 0, on trouve un plan en général.

On donne un point M et P, @, R ses projections orthogonales sur les axes Ox,

Oy, Oz. Soit M'= f(M) la projection orthogonale de M sur le plan PQR.
Partant de My, étudier la suite de points My, = f(My_1), n>1.

4. FIGURE FORMEE PAR PLUSIEURS DROITES
DE L'ESPACE

Déterminez la distance de deux droites. (D) et (E‘) données par Pintersection
de deux plans
0) ax+by+tez+d=0 @®) x+qy+rz+s_0
ax+by+tez+d =0 " px+qy+rz+s’ —0

Déterminez la perpendiculaire commune aux droites (D) et (D) d’équation:
X-y+z+1=0 x+2y+z_0
(D)I2x+y~z=0 , @ ,) -2y —-2z—-1=0"

Soit un cube ABCDA’B’C’D’. Déterminer I'ensemble des milicux des segments
XY sachant que X décrit le segment diagonal [4C] et Y le segment dlago-
nal {B’D ]

Determmez la distance de deux droites données chacune par un point et un
vecteur directeur.
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L’ensemble des points dont la somme des carrés des distances & deux droites
de I’espace est constante peut-il &ire une sphére 7 et pour n droites ?

Mener une droite s’appuyant sur trois droites données et ciui soit partagée
en deux segments égaux par elles.

Quel est I’'ensemble des droites intersections de deux plans perpendiculaires
variables contenant chacun une droite donnée ?

En général, il existe deux droites s appuyant sur quatre droites dormees de
Pespace.

On donne trois droites (), (), (v)de l’espace sur lesquelles se meuvent des
points 4, B, C. Etudier la configuration de ces trois points correspondant au
minimum de AB*+ BC*+ CA*.

Configuration de Morley-Petersen — On cousidére, dans I’espace, trois droites
D\, D,, D, en position-générale. On appelle 4, A,, Ay les perpendiculaires
communes & D,D;, D\D;, DD,, et §,, §,, &; les perpendiculaires com-
munes & D, A, D,A,, D3A;. Montrer que §;, 8,, § ; admettent une perpen-
diculaire commune.

" 5. LE TETRAEDRE EUCLIDIEN -

Un plan P coupe les arétes d’un tétraédre ABCD en six points. Les six symé-
triques de chacun de ces points par rapport au milieu de I’aréte qui le contient
sont situés dans un méme plan. -

Combien peutdl y avoir de points équidistants de quatre plans? Discuter.

Les quatre hauteurs d’un tétraddre sont concoui'antes (en’orthocentre) ssi les
q ! S

~ arétes opposées sont orthogonales, auquel cas le tétraédre est appelé ortho-

centrigue. Montrer que, dans ce cas, les centres de gravité et les orthocentres
des quatre faces, ainsi que les points situés au 1/3 & partir de 'orthocentre
des segments joignant cet orthocentre aux sommets sont sur une sphére,
appelée sphére des 12 points. Montrer enfin que le centre de gravité du
tétraédre, l'orthocentre, le centre de la sphere circonscrite et le centre de la
sphére des 12 pomts sont alignés.

De tous les tétraédres dont les aires des faces sont données, le tetraedre de
volume maximum est }orthocentrique. -

Si Pon choisit arbitrairement un point sur chaque aréte d’un tetraédre les
quatre sphéres passant respectivement palj chaque sommet et par les points
choisis sur les trois arétes adjacentes ont un point commun.
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Un tétraédre a ses arétes opposées égales. Comparer ses faces et montrer que
les droites passant par les milieux des arétes opposées sont des axes de symétrie
du tétraédre.

Les plans qui bissectent extérieurement les diédres d’un tétraédre rencontrent

les arétes opposées en six points coplanaires.

Pour que les arétes opposées d’un tétrasdre ABCD soient orthogonales, il
faut et il suffit que :

AB%+ CD? = AC?+ BD? = AD*+ BC?.

Les plans menés par les milieux des arétes d’un tétraédre perpendicuiairement‘

* aux arétes opposées concourent en un point, et ce point coincide avec le milieu

du segment joignant le centre de gravité au centre de la- sphére circonscrite
au tétraédre (on I’appelle «point de Monge »).

6. LA SPHERE

Quel est I’'ensemble des points de 1’espace d’oll un cosmonaute verrait la Terre
et la Lune sous un méme angle ?

On considére deux cercles C; et C, de Pespace. Quel est I’ensemble des centres
€2 du cercle intersection de sphéres variables S, et §,, contenant respective-
ment C; et Cy ?

Etant donnés deux points 4 et 4’ et un vegteur unitajre u déterminer
’ensemble des points M tels que AM. AM = (AM q). (A M, u)

Etant donné un cercle (C) de T'espace, de centre O et de rayon R, montrer
que I’ensemble des points qui sont sommets d’un triédre trirectangle ayant
ses trois faces tangentes 2 (C) est une sphére de centre O et de rayon R+/2.

" Quel est le nombre maximum de points sur terre dont les distances mutuelles

sont > 10000 km ?

Etant donnés n points sur une sphére () de rayon R, >3, on en choisit
deux, et I'on construit le plan perpendiculaire & leur segment et passant par
Pisobarycentre des n—2 restants. Montrer que ces (3) plans ont un point
commun, et que la puissance de ¢e point par rapport 4 (§) vaut:

; 2 2
oo {4 1R -K b
ot K2 est la somme des carrés des distances mutuelles des z points.

Etant donné un vrai triangle ABC, déterminer les points § de I’espace pour
lesquels existe un point M du segment [BC] tel que 'angle ASM soit droit.
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8 On considére 'ensemble des sphéres: passant par deux points A4 et B et tan-
- gentes & un plan (P) (ne séparant pas ces points!). (1) Quel est I'ensemble de.
leurs centres ? (2) Quel est ’ensemble des pomts de contact avec (P) ?

Si 1es arétes opposées d’un tétraédre sont orthogonales, les nnheux des arétes,
les pieds des perpendiculaires communes aux aretes opposées sont douze points
d’une méme sphére.

7. SURFACES DIVERSES

Soient 1, ], j* les racines cubiques de Tunité. Quel est Iensemble des
(x,y,2)€ R tels que: :

(x +y +2)x +jy +j? z)(x+] y+;z)> 0°?

Montrer que la surface d’équation xy +yz +zx =0 est un cone de révolution
dont on déterminera le sommet, I’axe et Pangle.

On se donne une sphére (S) et un disque diamétral (D). Deux points P et Q
varient respectivement dans (S) et (D). Déterminer 'ensemble des mlheux
de PQ. .

La somme des angles plans d’un polyédre convexe est égale 2 autant de fois
4 droits qu’il y a de sommets moins 2. :

Montrer que 1es quadriques passant par les quatre sommets d’un repére afﬁne :
-ont une equatlon barycentrique de la forme :

Ax®+ By? + Cz* + 2Dyz + 2Exz + 2Fxy = 0.
Montrer que tout plan bitangent 4 un tore le'coupe selon deux cercles.

Etant donné un, tetraedre le lieu des points de P’espace dont les quatre projec-
tions orthogonales sur les faces sont coplanaires n’est pas la sphére circonscrite,
comme on pourrait s’y attendre un peu par analogie avec la propriété de la
~droite de Simson. C’est en fait une surface du troisiéme ordre, souvent appelée
surface de Sartiaux. Cette surface est-elle bomee ?

Etant donnés six plans quelconques il existe en général dix points de Pespace
dont les projections sur ces six plans sont coplanaires. : :

Etudier la surface d’équation :
‘ inf (xcosd + ysinf + z)=0.
8 E€R :
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- 8. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

Trouver dans un plan un point de cote et d’éloignement donnés.

Construire les traces d’un plan défini par deux dro:tes qui se coupent en un
point de ia ligne de terre.

- Construire une horizontale de longueur donnée s’appuyant sur deux droites
-situées dans un méme plan. :

Construire la projection frontale d’un hexagone plan, connaissant sa projection
proj p! proj

horizontale qui est un hexagone reguher et les pro_lectzons verticales de
trois sommets.

Mener par une droite donnée un plan dont les traces font avec la ligne de terre
des angles égaux.

Construire un plan qui soit 4 égales distances de quatre points donnés.
Mener par quatre points donnés quatre plans paralléles équidistants.

Par un point, faire passer une droite qui rencontre une droite donnée et qui
soit paralléle & I’un des bissecteurs.

Construire l’mtersectlon d’une droite et d’un plan paralléle au prermer
bissecteur.

Construire une droite paralléle 4 une direction A et s’appuyant sur deux droites
données, au moyen d’une pro;ectlon oblique sur le plan horizontal faite
parallélement & A,




CHAPITRE 12

Cercles et coniques

1. LE CERCLE

Déterminer I’ensemble des pomts du plan par !esquels passe al moins une
droite coupant deux cercles donnés exténeurs I'un a l'autre.

Un point M décrit une corde [AB] d’un cercle (C). Déterminer le lieu des
points d’intersection des cercles (a) et (8) tangents a (C) en A et B respecti-
vement, et passant ’un et U'autre par M.

On se donne deux points A et B du plan et deux réels « et g dans ]0, 7r/2[
Quel est 'ensemble des centres M des cercles vus de A sous I'angle « et de B
sous l'angle. 8?

On se donne un demi-cercle (C) de- diamdtre AB. Déterminer e lieu des
centres des cercles tangents & (C) et 4 4B,

Soient A et B deux points du plan, et o un réel >O Etud:er I’ensemble des
pomtsM tels que MA/MB < a.

Quatre droites du plan déterminent en général quatre triangles dont les
quatre cercles circonscrits ont un point commun M (appelé point de Miquel). .
Les centres de ces quatre cercles sont cocycliques. Les pieds des perpen-
- diculaires abaissées de M sur les quatre droites sont alignés, et cette propriété
appartient exclusivement & M.

Si I'on circonscrit des circonférences aux triangles formés par chacun des’
cotés d'un pentagone et les prolongements des cotés adjacents, les cing pomts
d’intersection de ces lignes sont sur une méme circonférence.

Trois cercles égaux ont un point commun- et se recoupent deux 4 deux en
A, B, C.- Montrer que le cercle clrconscnt 34 ABC est égal aux cercles
precedents ,

Etant. donné un vrai triangle ABC, détemlfﬁez P’ensemble des pieds des‘j)ér-
pendiculaires abaissées de A sur les droites qui séparent les points B et C.
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2. POINTS COCYCLIQUES

Montrer que les cercles circonscrits aux quatre triangles déterminés par un

quadrilatére complet ont un point commun. On donnera de ce résultat
trois démonstrations: 1’'une basée sur des considérations d’amgles, 'autre
utilisant les nombres complexes associés aux sommeis du quadrilatére, la
derniére avec les similitudes.

Soit ABC un triangle d’orthocentre H et de cercle circonscrit (I'). Montrer
qu'une CNS pour qu’un point M appartienne & (I') est que ses projections
orthogonales sur les cotés de ABC soient alignés, et qu’alors le milieu de MH
est aussi dans I’alignement (droite de Simson de /).

Sur chaque ¢oté d’un quadrilatére inscriptible pris pour corde, on décrit une
circonférence; les quatre circonférences se coupent deux i deux en
quatre autres points qui appartiennent 3 une méme circonférence.

Les centres des cercles inscrits auX quatre triangles que déterminent les
deux diagonales d’un quadrilatére inscrit sont les sommets d’un rectangle.

Les projections orthogonales des pieds des hauteurs d’un triangle sur ses
cbtés sont six points cocycliques.

Soient A, B, C, D quatre points cocycliques. Les points B et D se projettent
sur (AC) en B’ et D’, les points 4 et C se projettent sur (BD) en A’ et C".
Montrer que 4°, B’, C, D’ sont cocycliques.

Etant donné, dans le plan, deux droites sécantes (D) et (D’) et un point A4
ne leur appartenant pas, montrer que Pon peut en général mener par 4
quatre sécantes interceptant sur (D) et (D) des segments de longueur / donnée
a lavance. Les milieux des quatre segments appartlennent 3 un cercle dont

_le centre ne dépend pas de /.

On considére trois points alignés 4, O;, O, et (Cy), (C;) les cercles centrés
en O,, O,° et passant par 4, (T) la tangente commune en 4, P un point
variable sur (T). Soient (T,) et (T,) les autres tangentes menées de P a (C)
et (C,), de points de contact 4, et A2 Montrer que A A, passe par un
point fixe,

Un quadrilatére convexe ABCD est inscriptible ssi:
AC.BD = AB.CD + BC. AD.
Soit ABCD un quadrilatére inscriptible convexe, de longueurs de cotés ¢ = 4B,

b=BC, c=CD,d=DA. Appelant p le demi-périmétre, p ={a+b +c+a‘)/2
montrer que aire S du quadrilatére vaut:

S=vV@-a)p-b)p-o)p-d).
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3. ENSEMBLES FINIS DE POINTS SUR UN CERCLE

1 Soit AA’BB’CC’ un hexagone inscrit dans un cercle de rayon R et tel que
AA’=BB’=CC’=R. On appelle U, V, W les milicux des cotés B'C (4,
A’B. Montrer que le tnangle UVW est équllatéral

2 Soit F; l'aire d’un polygone convexe inscrit dans le cercle unité et £, Iaire
du polygone circonscrit dont les points de contact avec le cercle sont les
sommets du polygone inscrit. Montrer que F;+ F, > 6, I'égalité ayant lien
pour le carré. :

3 Soit A’B’C’D’E’ les milieux des ¢btés d’un pentagone convexe ABCDE,
inscrit dans un cercle. Montrer que:
2 . Aire (A’B’C’D’E”) > Aire (ABCDE).
4 Dans le plan euclidien, on considére »n points Py, P, ..., Py, 1 zmpazr tous
situés d’un méme cdté d’une droite D passant par O. Montrer que:

|OP, + OBy +-.. + 0P, || >1 si[|OBll>1 pour tout k=1,2,...,n

5 Soit 7 vecteurs E),, E)z’, . an, tous de nor_gle 1, avec z, +az+ +a,, =O
Montrer que Pon peut les réordonner en b, bﬁ, E‘ de telle sorte que
pourtout k=1,2,...,n onait:
k » )
i 2. bill < 2.
=1

6 Un polygone réguher de n cotés et un polygone régulier de n + 1 cotés sont
inscrits dans le cercle unité. Montrer que I'on peut choisir un sommet du
premier polygone et un sommet du second, de telle fagon que la mesure de

- T'arc de cercle joignant ces deux points soit <2 n/n (n+1).

7 Soit un polygone convexe & n sommets véiont tous les angles aux sommets
sont égaux. Montrer que si les longueurs des n cotés consécutifs forment
une suite croissante a partir de 'un d’entre eux, le polygone est régulier.

8 Montrer qu’il. est toujours possible de disposer autant de points que l'on
© veut sur le cercle unité tels que leurs distances mutuelles soient rationnelles.

: . 9 Etant donné un ensemble fini de points dans le plan, montrer Pexistence d’un
disque (fermé) de rayon minimum les contenant tous, et imaginer un aigo-
rithine pour le déterminer.




96

o B W N

Chap. 12, Le cercle et les coniques

4. LES CONIQUES EN GENERAL

Discuter 1a nature de 15x2 —10y? —30ax + 942 =0 selon s € R,
Lieu des sommets et des foyers de: y2 =2x — Ax%, 00 AE]1,00f.
Lieu des sommets des coniques: Ax? + (1 +2A%)p? — 22y =0.

Etudier la famille de coniques: x2+my?+2m?x —2m*y+m*+m3—m+3 =0.

. En géométrie affine, I’équation généraie des coniques passant par les trois som- =

mets du triangle de référence est de la forme barycentrique:
Ayz +uxz +exy =0.

L’équatlon genéraie barycentrique des coniques tangentes aux trois cotés du -
triangle de référence est de la forme ’

ANx2 4+ @2y + o2z 2uuyzi 2avxz £ A uxy =0.

'On se donne un quadrilatére dont les cdtés ont pour équations: P =0,0 = 0;

R=0,§=0,00P, Q, R, S sont du premier degré vis-a-vis des variables. Mon-
.trer que I’équation générale des coniques circonscrites & ce quadrilatére est de - -
la forme APQ + uRS =0.

En coordonnées barycentriques, toute conique inscrite dans un quadrilatére
dont les trois diagonales sont les cotés du triangle de référence a une équation
de la forme (x%/A)+ (¥%/1-A)=2z% (les équations des cdtés sont alors

L xtytz=0).

Les coniques dont les équations sont de la forme :

x? »?
AritEax = b

ol A varie, sont des ,comques homofocales.

5. L'ELLIPSE

La tangente en un point M variable sur une ellipse coupe en P, P’ les tahgentes
aux sommets 4, A’ du grand axe. Montrer que le produzt AP, A’P demeure
constant.

La courbe qui, vis-d.is d'un repére orthonormé, a pour equandn:
x*+xy+y?=1, est une ellipse dont on précisera le centre, les aXes, les
sommets et les foyers
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3 Construire une ellipse connaissant son cercle principal, un pomt et une
tangente. :

Caractérisez les triangles-inscrits dans une elhpse et dont le centre de graVIte
soit au centre de ellipse. .

Déterminez la courbe orthoptique de l’eihpse (lleu des points d’ou T'on voit
I’ellipse sous un angle droit).

On donne 7 droites dans le’ p]an Montrer que le lieu des points dont la somme a
des carrés ‘des distances & ces droﬁes est ¢constante est une elhpse en général

L’examinateur — Connaissez-vous la generatwn de l’elhpse par la méthode de -
la bande de papier ? N'ayez crainte, cela n’est plus au programme de Termi-
nales C maintenant, et ’on peut vivre sans le savoir. Mais.nous allons en faire
un exercice qui... Le candidat — Je crois savoir de quoi il s’agit car un de mes
assistants en a parlé un peu un jour... (Suit un long bredouillage analytique
ol la méthode est correctement retrouvée) L’examinateur — Splendide!
Trés, trés bien... Euh! Seulement, vous nous avez fait ¢a en cing minutes,
et il nous en reste, vingt! Pourriez-vous démontrer, plus généralement, que
si deux points z et b, solidaires d’une plaque mobile, déCriven_t respectivement
des droites Ox et Oy, non nécessairement perpendiculaires, alors tout point m,
solidaire de cette plaque mobile, décrit une ellipse... ce qui généralisera, vous
en conviendrez, la méthode que vous venez de nous exposer. D’ailleuss, s’il
reste encore du temps, vous regarderez dans I'espace une génératlon analogue
de Pellipsoide.

Quel est le lieu des points. dont la somme des carrés des distances aux drmtes_
y=xy=-xy=1est constante ? On d1scutera

Un point M décrit une ellipse de foyers F et F'. Quel est le lieu du centre
du cercle inscrit au triangle MFF’? a o

6. L'HYPERBOLE _

Panm tous . les triangles ABC d’aire S et d’angle A donnés, déterminer celui
pour lequel BC est minimum. . .

Tout cercle passant par deux points d’une hyperbole (J€), symétriques par. -
rapport au centre de (JC), recoupe (JC) en deux points diamétralement -
opposés. .

Etant donné une hyperbole d’excentricité 2, tout cercle passant par un sommet
" et le foyer opposé la recoupe en trois points formant un trangle équilatéral.
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Soit ABC un triangle isocéle, 4B = AC. On appel]e A’, B, C’ les projections

orthogonales d’un point M sur les droites (BC), (CA), (AB). Montrer que
'ensemble des points M satisfaisant 3 MB’2 +MC’? =2MA’? est une hyper-
‘bole équilatére passant par les centres des cercles exmscrlts et dont on
déterminera les sommets.

On se donne deux points A et B. Montrer que le lieu des points M tels que
la tangente en M au cercle MAB soit perpendiculaire & AB est-une hyperbole
équilatére;

Soient I et D’ deux droités concourartes. Déterminer Pensemble des points
du plan dont le produit des distances 4 ces droites est constant. En déduire

" la nature du point intérieur A un triangle 48C dont le produit des distances

aux c6tés est maximum.

On se donne deux points 4 et B. Montrer que le lieu des points M tels que

les bissectrices de (M4, MB) aient des directions fixes est .une hyperbole
équilatére. .

Soient P et P’ deux points d’une hyperbole équilatére (H), symétriques par
rapport au centre de cette hyperbole. Montrez que le cercle centré en P,
passant par P’, recoupe (H) en trois autres points qui sont sommets d’un
triangle équilatéral.

7. LA PARABOLE

 Montrer que (a.x +hy+)P 2+ @x+by+te )1/2 =1 représente en général
un morceau de parabole. Dlscuter ,

Determmer les pieds des normales abalssees de A(g, 0)sur la parabole x = y*.

Méme questlon avec la parabole y = x?

Soit M, un point fixe sur une parabole. Deux droites perpendiculaires en M,
recoupent la parabole en N et N. Montrer que la droite NN’ passe par un
point fixe.

Dlscuter la construction des paraboles de directrice donnée et passant par
deux pomts donnés. '

Quel est le lieu des projections du foyer d’une parabole sur ses normales ?

Les tangentes d’inflexion & la courbe y =X cotgx touchent une certaine: ‘b

parabole que I’on déterminera.

Etant. Jdovnnévs deux points O et A, on considére I'ensemble des paraboles (P)
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de sommet. O et passant par A. Quel est le lieu de l’mtersectxon de l’axe de (P) -
avec la tangente en A a (P) ? .

8 Determmer 1’1ntersect10n de deux pataboles de foyer commun F et d’axes
perpendiculaires. - e

8. LES CONIQUES PAR FOYER ET DIRECTRICE
T Quelie est Pexcentricité de I’hyperbole équilatére ?

2 Déterminer ensemble des foyers des cdniques d’excentricité et de directrice
données, et passant par un pomt donné.

3 Démontrer que deux comques de méme excentnc1te sont deux ﬁgures direc-
tement semblables. .

4 On considére toutes les coniques du plan qui passent par deux points donnés
et ont une directrice donnée. Trouver le lieu du foyer correspondant et dis-
tinguer sur ce lieu les points qui définissent une ellipse, une hyperbole ou
une parabole. v

5 Construire une conique ayant pour directrice une droite donnée et passant
par trois points donnés.

6 On considére toutes Tes coniques du plan qu1 passent par deux points donnés
et ont un foyer donné. Examiner comment varient leurs directrices, distingant
entre les directrices qui définissent une ellipse, une hyperbole ou une parabole.

7 Construire une conique ayant pour foyer un point donné et passant par
trois points donnés.

8 La distance d'un point quelconque d’une';hyperbole a son foyer F est égale
3 la distance du méme point ﬁ la directrice (D), comptée parallélement
4 une asymptote.

9 Trouver le lieu des points qui divisent en trois parties égales tous les arcs de
cercle ayant deux extrémités données dans le plan. Applxcatlon dla tnsectlon
de I'angle.




CHAPITRE 13

Nombres réels
et éléments de topologie

1. L'ENSEMBLE DES NOMBRES REELS

T-Montrer qu’il existe un entier n tel que les décimales de +/n commencent par
1976. Plus généralement, montrer que I’ensemble des parties fractionnaires
de /n, n €N, est dense dans [0,1].

2 Pour deux parties 4 et B de']R, posons 4 + B = {a¥ bla€A, bEB}. Mon-
trer que: ,

sup (4 +B) =sup A +sup B.

3 Quel est 'ensemble des points d’accumulation de I’ensemble £ des rationnels
de la forme 1/m + 1/n, o4 m et # varient dans IN* ?

4 Montrer que Pensemble des réels de la forme m +n+/2, ot m et n €7, est
dense dans R.

5 Montrer que R n’est pas dénombrable.
6 Caractériser les sous-groupes additifs de R.

7 De quelle nature sont les parties 4 C IR pour lesqﬁelies est continue la fonction :
f(x)=inf |x—al?
acA

8( Montrer que:
o 3
( .inf - sup i‘_sinna]=\—/_—.
ZER nezZ 2

: 91 Pour Pensemble triadique de Cantor E, montrer que £+ ¥ = [0,2].

101M0ntrer qw’il ‘n’existe aucine partition dénombrable du segment [0,1] en
sous-ensembles fermés non vides. :

11 Montrer que O et e sont lés. deux seuls points d’accumulation de ’ensemble
des réels de la forme ((1/m) + (1/n))™* ot met n EIN*.
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2. DISTANCES

1 Soient quatre points A4, B, C, D d’un espacé affine euclidien. Montrer que:
AD +BC<AB+CD + AC+ BD.
Cas d’égalité ?

2 Six,p, 2zt sont quatre points quelconques d’un espace métrique, on a touj ours:
|d(x,y)—d (@ DHI<dx,z)+d (1)
3 Suf IN2, on définit d et & par:’
: lx—yl
A&V =T 1

‘S(x x) O et, pour x #y, §(x,») = 2"‘, o k est le plus grand entler tel
que 2% divise x—y. Montrer que ce sont. des distances. Sont-elles
équivalentes ? v

4 Soit (B) le bord d’un carré ouvert (C) donné. On définit sur (C)? 1a fone-
tion f par f(4,4)=0 et f(4,B) = Iln(AP/BP)I, oll P est I'intersection
de la demi-droite ABP avec (7). Montrer que f est une dlstance

5 Soit d la distance euchdxenne dans IR?. Décrire les boules ouvertes pour
8 =min (1,d). '

4

6 Sid et & sont deux distances, il en est de méme pour +/ d*+82.

7 Montrer que, dans €, on définit une distance en posant d(z,z’)y=1z-2’|
si argz=argz'ousiz=0,0usiz’ =0,e¢t d(z,z’)y=|z|+|z’| sinon. Méme
question pour d(z,z)=|z—-2'| si |z|= Iz! et d(z,z’)=|z]|+|z’| sinon.

'8 Dans €, montrer que:

12— z|

VA Iz +1z7)

d(z,z") =
est une distance. ﬁ
9 Soit § (V) Pensemble des permutatlons ‘d’un ensemble fini N. Pour toute

permutation o €3S(N), on désigne par N (@) 'ensemble des points mobiles
de . Montrer que:

. d(a, ) =card N(ap~1)
> . définit une distance sur & (V).
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3. NORMES

A tout polyndéme P i coefficients réels, on associe ;
I1PY = [PO)] +|P (1)l +|P"(D +|P7"(3)] + -
Montrer que I’on définit ainsi une norme sur Pespace vectoriel IR [x].

Déterminer le plus simplement possible la norme NV sur R? dont la boule unité
est Phexagone: x| <1, |y[<1, |y-xi<]1.

Soit £ un espace normé sur R. Pour a et 5 €F, on pose f(¢)={la+1bl],
ol tE€R, . (1) Montrer que f est continue pour tout £ (2) Montrer que
lim; 4= f(f) =+ . (3) Montrer que Pensemble des t ER tels que 2 + b
appartlenne a la boule unité ouverte est vide ou est un intervalle ouvert.

Dans R?, toutes les normes sont équwalentes

Soit P un domaine polygonal convexe fermé de R?, dont O est centre de
symétrie. Montrer qu’il existe une norme N sur IR? dont la boule unité est P,
et 'lona N (V) Nx,y)= Z)\,I JiGx,»)|, ot les f; sont des formes linéaires,

fi(x.y) = ajx + b;y.

Montrer que, sur R?, en posant pour chaque V= (x,»),
—>
IVIl= sup [x+yti,
te [&1] 7

on obtient une norme. Dessiner la boule unité.

= A
A tout ¥=(x,y) ER?, on associe [|7ll= | |x+yt|dr. Montrer que I'on
obtient une norme et dessiner la boule unité. ,

A toute fonctlon f€ C0,1}, on associe p(f) = {f O+ [ ui ’2(t)dt}1/2.
Montrer que p est une norme. "e '

On se donne une norme sur un espace vectoriel réel E, et Ion appelle B et S

la boule et la sphére unités. Soit a>0, >0, a+f=1, et z=ax+8y,
ol x et y €B. Montrer que siz €35, alors aussi x et y €S,

4. REPRESENTATIONS D'UN NOMBRE REEL

Peut-on déterminer « et § rationnels tels que: (7+54/2)3=a+p/2?

Pour tout entier n>1, il n’est pas possible que soit décimal le rationnel:

1
+2°

1 1
n +n+1 +n
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3 Ecrire en base 4 le réel d’éeriture décimale 0,93 1977 1977 1977 ...

4 Prouver lirréductibilité, pour tout entier n=>1,de la fraction : )
(n® +2n)/(n* +3n% + 1).

5 Déterminer les entiers m et n 3> 1, tels que mn = 900 et m/n soit décimal.

6 Déterminer les entiers n>1 tels que le rationnel (2n+1)/n(n+1) soit
décimal.

7 Montrer que tout rationnel r > 0 peut s’écrire sous la forme :
r=e+(@/p)+ @/p?) + - + (@x/pk) + - \

ol p est un nombre entier donné =2, et e, a; sont des entiers, tels que
0<a; <p.

8 Déterminer, si possible, un entier n dont la partie décimale de la racine cubique
commence par 1975. )

9 Montrer que, pour tout x €]0,1], il existe une seule smte infinie croissante
d’entiers g, =2 telle que:

N

1
x = lim _—
N->e nzl q142.--9n

De plus, x €Q, si (qp) est constante 2 partir d’un certain rang.

10 Soit (ex)n>0 une suite de nombres égaux alou-l1. Montrer que le nombre

réel:
—eo\/2+el\/2+52\/2+ +€n\/_
est deﬁm et égal 4:

. zsm (E Z edel...ek).

En déduire que lim x,, existe et que, pour tout réet x €[—2, 2], il existe une
suite (ey,) telle que x soit égal 4 la limite de la suite (x,) correspondante. Pour
quelles valeurs de x la suite (&) est-elle unique ? Pour quelles valeurs de x
est-elle penodxque 7

5. VALEURS APPROCHEES D'UN NOMBRE REEL

1 Soit m/n une valeur approchee de /2, avec m et 1 entiers positifs. (1) Montrer
que (m.+2n)/(m +n) est une meilleure approximation de /2 que m/n.
(2) Montrer que /2 se trouve entre ces deux approximations.
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2 Soit p/q une valeur approchée rationnelle de </ 2. Aloss:
1+4*/(p* +pq +q%) , .
est une meilleure approximation de ce nombre, qui se trouve d’ailleurs entre
ces deux approximations.

3 On suppose que 72 et 150 sont des valeurs approchées de x et y avec des
erreurs relatives respectives.de 40% et 25%. Quelle est l'incertitude sur la
valeur 594 de 2x + 3y ? ' :

4 Les réels x et y sont connus I'un et l’autre avec une erreur re]atlve de 4%.
Que peut-on dire de xy ? :

5 Les réels a et b ont pour valeurs approchées 10 et 8 avec des erreurs relatives
de 2% et 3% respectivement. Entre quelles limites sont nécessairement
a*b — b%a et (@®—b*/(@—b)?

6 Vous lisez dans une certaine table numérique la valeur approchée d’un réel g,
avec une erreur absolue < 5.10-9, Quelle incertitude aurez-vous, selon #, {
surle réel: Sp,(@)=1+a+a®*+...+a" 17 , :

7 Que pensez-vous de approximation: 217 # 1+ (n+/2)~1 2

rieure 4 1/25

6. MONTRER QU'UN CERTAIN NOMBRE
EST OU N'EST PAS ENTIER

1 Prouver, de diverses maniéres, que :

V2+V5+Y2-5=1.

2 Soient a et b des entiers > 1. Montrer qu’est entier le rationnel :

~_(ab)!
alt(®hHe”

3 Quels sont les entiers # pour lesquels la fraction (n®+ 3)/(n+2) est

'8 Si 0<a<b, onaa?+b:= 042+096b avec une erreur relative infé-
irréductible ?

4 Pour tout couple {m, n) d’entiers premiers entre eux, (m2 + n?)/mn n’est pas
entier, ni (m? + n?)/(m* — n?).

5 Soit x un réel tel que, pour. tout entier 2> 2, x” soit entier. Montrer que x
est entier,
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Soit 2 un réel non nul, et S = a” +a—n,n €EIN*. Démontrer que s’il existe
k tel que Sg et Sg41 soient entiers, alors Sy, est constamment entier.

Pour tout n €IN*, 1a fraction (217 + 4)/(14 7 + 3) ‘est irréductible.

Soit 0<a, <a; <a, <-.-<ay une suite d’entiers. Prouver le caractére
entier de : :
ap— ay,

o<k<ign -k

Pour n 2> 2,il n’est pas posmble que soit entie le rationnel :
H, =1+Q0Q/2)+Q/3)+ - +(1/n).

7. MONTRER QU'UN CERTAIN NOMBRE
EST OU N'EST PAS RATIONNEL

Déterminer le chiffre des unités, soit u,, de 77 ? en base 10, puis montrer que
le réel x d’écriture décimale O, 1, u,u5 ... est rationnel.

Pour tous entiers m et n 20, le réel % est entier ou irrationnel.

Si cos 2a est ifrationnel, ii en est de méme pour cosa, vsin a et tga. | .
Montrer que sin (10°) est irrationnel.

Montrer que logm S+1log;e3 est'irrationne]. .

Soit u,, le chiffre des unités, base 10, de (k) k fixé. Alors x =0, u, u us..
est rationnel.

7 Pour tout entier n>1, \/n(n + 2 )est 1rrationne1

Montrer que log;e 2 est irrationnel. »
Si ¢ et d sont des entiers positifs différents, alors logq (2¢ 59) est irrationnel.

Si g, b, ¢ sont des entiers impairs, les racines de ax? +bx + ¢ = 0 sont irration-

- nelles. Récipreque ?

Montrer que 1 ++/2++/3+/4+ ...+ \/E est irrationnel. .

Commencez par prouver l’encadrerrient, pour tout entier n => 1,
1,1 i 1.1 1 i
-+ = e R
14yttt <e<l+{i+3 R

et utilisez-le afin de prouver que e est irrationnel.
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8. NOMBRES ALGEBRIQUES

1 Montrer que \/_i est irrationnel et qu’il est solution d’une equatlon a coeffi-
cients entiers de degré 3, et pas de degré moindre. :

2 Montrer que a=+/3 + +/5 est racine d’une certaine équation A coefficients
entiers de degré 4, mais pas de degré inférieur.

3 Montrer que a=<+/2+ /4 est racine d'une certaine équation algébrique,
4 coefficients entiers, de degré 5, et pas de degré inférieur.

4 Montrer que @ =~/2 + /2 + /2 est racine d’une équation algébnque A coef-
ficients entiers, de degré 6, et pas de degré inférieur,

5 Montrer qu’il ne peut pas exister de rationnels.a, b, ¢, d, e, f tels que:
\3/§ a+b \/_
d+e \/_

6 Montrer que 1/4/3 ne saurait étre le cosinus d’un multiple rationnel de . :

Montrer que cos (27/7) est uratlonnel et est racine d’une équation algébrique .
de degré 3.

8 Montrer que le réel (1 ++/2)” est égal & la somme de la racine carrée d’un
certain entier et de la racine carrée de I’entier suivant. Etudier cet entier en
fonction de n.

’

9 Soient p et ¢ deux nombres premiers. Poura, b,c€Z, a+b+/p+c/qg=0
implique 2 =b=¢=0.

10 Soient m et n des entiers > O tels que \/m soit irrationnel. Alors /m + /n
est irrationnel aussi.

11 Une équation algébrique A coefficients entiers f(x) 0 na pas de racihes
entiéres si f(0) et f(1) sont impairs. :

12 Etant donnés deux entiers positifs ¢ et b tels que ni g, ni b, ni ab ne soient
: des carrés parfaits, on définit les suites x,,, ¥,, Zn, t, par:

(1 + Va++/b ++ab)" = xu+y,/a + 2y /B + t, \/ab.

‘Montrer -que ces suites satisfont a la méme récurrence linéaire et que:
Xntp — Ynzp =0. Etudier la suite u, = xj +yj + 25 + 7.

13 Montrer que le nombre e ne saurait étre algébrique de degré 2. ‘}
14 Déterminer tous les rationnels 2 et b tels que' b = cos (an). '

- 15 Soit £ un réel (algébrique) solution d’une équation & coefficients entiers de
degré n, £ €A,. Montrer que si 'entier ¢ est suffisamment grand, on 4, pour
tout entier p: | £ — (p/g)| > (1/q™*1). -




CHAPITRE 14

Suites"”

1. LES SUITES REELLES EN GENERAL .

Soit ¢ une application injective de IN dans IN. Montrer que limu (1) = .

Une suite () pour laquelle :
Ye>0, AN>0, V=N, lupy —upl<e
est-elle nécessairement de Cauchy ?

Si a, >a et by @, alors max (a,,,b,,’)—>max (a, B).

Si la suite (gy) croit, il en est de méme pour la suite (bn) de terme general
by =(a; ta,+ .- +ay)n. Laréciproque est-elle vraie ? :

Montrer que si la suite (z,/5,), o b,, >0, est croissante, il en est de méme

pour
4 +a,+ - +ay

T byt byttt by

Soit (4,) une suite'a termes strictement positifs, ayant 0 pour valeur d’adhé-
rence. Montrer qu’il existe une infinité d’entiers n pour lesquels u, est plus
petit que tous les termes qui le précédent, c’est-d-dire ug, uy, #g, ..., Un_1.

Soit p,/qn une suite de rationnels tendant vers le réel &, avec p, et. gy
entiers premiers entfe eux, g, > 0. Montrer que |pn| et g, tendent vers
+oo si £ estirrationnel. La réciproque est-elle vraie ?

Soit (1) une suite réelle telle que, pour tout n=> 1, on ait:

Up S (un—l + tpa1).

Une telle sulte est-elle nécessairement bornée ?

) n - n o o
Soit a, et b,>0, avec Ay ?Zk: ag, By =Zk=1bk-' Montrer que si
g~ by, etsi Byt + oo, alors 4y ~é C ' '

(*) Pour les suites définies par tine intégrale‘, voyez le chapitre 1‘6,A Intégrales.
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10 Si une suite (a,) satisfait & oy +ap — 1 <apun <am +ap+1 pour tous m
etn=1, aiors existe g =lim(a,/n) etlon a,de plus, gn —1<ap <gn-+1.

11 Soit (un) une suite telle que .y <um +u, pour tous entiers m, n;’o '
Alors (u,/n) tend vers —eo OU vers une limite finie.

2. LA SUITE HARMONIQUE

Dans toute cette section, on appelle suite harmonique et 'on note (Hy) la -
suite ainsi définie pour tout enﬁer n=>1:

i, 1 L
H,,_1+2+3+ e

1 Prouver la double inégalité : lh(n +D)<H; <1+hn

2 Montrer que la suite C,;, = H, — In n décroit vers une certaine limite C, stric-
tement positive (appelée constante d’Euler). Plus précisément, C > 1/2.

3 Prouver lidentité: Hy =y ._q (—1)"-1 ()%
4 Prouver 1’1dent1te (—-1)" Yn =3 re k—o (1Y% () Hp k-

5 Demontrer, pour tout entler a>0,la formule:

a
(% n+1 1
;Zl (a)H" = (a +'1) (H"ﬂ ‘7;+—1)°

6 Appelant C la constante d’Euler (déﬁnie dans P'exercice 2 plus haut), démon-
trer que C<Hm + H, — Hy,,,, <1 pour tous entiers m et n > 1.

7 Montrez que pour n = 2, H, n’est jamais un entier, La méme propriété tlent,
encore potur le ratlonnel ainsi défini avec des entiers @, b,n > 1 : v
' 1 1 1

atb + a+2b- et a+nb’

8 Pour tous entiers @ et r > 1, soit g,-(a) =H(rad) —H (r) Démontrer 1’1néga11té
gr(ab) gr(a) g < 1/r.

9 Montrer que a, =(n—1)1Hy_3, n=>2, ‘est un entier, égal, pour un ensemble
4 n éléments, au nombre de permutanons qui se décomposent en deux cycles
exactement. . :

~ 10 Montrer qu’ll est possible d’empiler les unes sur les autres des piéces de mon-

~ naie identiques de fagon & obtenir une tour penchée dont la derniére 1 plerre du

- haut soit complétement en porte-2-faux vis-d-vis de la premiére pierre du bas.
Quel est le nombre minimum de pléces nécessaires ? :
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3. SUITES CONVERGENTES

Soit (u,) une suite telle que les suites extraltes (u2n), (u2n+1), (ug,n)
convergent, Montrer que (4,) converge

Pour z €C fixé, quelle est Ia lm_ute de la suite z#/n!?
Montrer que la suite (n1)Y/?/n tend vers 1/e.

Appelant E(x) la partie entiére de x, montrer que x/2 est la limite de la suite:

E)+EQ@x)+E@Bx)+ ---+ E(nx)
n* )

Ftudier la suite u,(x) =n ({/x —1), o x est fixé>0.

Une certaine suite u, est telle que les suites 'extraifes'an =U3pe2, by = Udnal,
Cn = U5p,3 convergent. La suite u, converge-t-elle ?

Soit ay, et b, deux suites positives tendant vers 0. Que peut-on dire des suites:
2 2 2

aj +b a,+b

2 et dy = ’;—" ?

ap + by n + bp

Cp =

Montrer que chacune des quatre suites @, =cosn, b, =sinn, ¢y _tgn
dy = cotgn est divergente.

4, SUITES (RECURRENTES) :
DEFINIES PAR ITERATION D'UN POLYNOME .
OU D'UNE FRACTION RATIONNELLE .

Etudier, selon ), la suite (&) définie, pour # >0, par:

(1) tns1 =y — 2)un +4); (2 tne1 = (tn — DIGu, + 5);

() tinay = 20tn — 1(tn + 5); @) 1 = Gup— D Qun +1);
(5 s = (Stin — Dt + D) (6) ey = —4(un +4);
(7) Upsl =(2un + 1)/(“}1 + 2) > ' ) (8) Upsl = (3un —‘1)/'(4%1 + 1).

10

Etudler la suite définie par uo = 1/2 et Up,1 = uy + (3/16)

Smt (xp) la suite deﬁme par X, et X _(Ax,,+B)/(Cx,,+D), C#0,
A, B, C,.D réels. Si l’equatlon Ax +B= x(Cx +D) a deux racines distlnctes -

. a et B, onaalors:

= MG DY (xo + B) — B(CB— D)”(xo+a)
"7 (Ca— D) (xo +B) —(CB- Dyt(xo + @)
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Si ‘ ‘ ; '
PO 4 4+ DYxg + n((4 - D)xo + 2B)

*n = A+D-—n(A-D+2Cx,)

1 Etudier, pour a >0, la suite définie par: ‘
X0 >0 et Xpu1 =xp(x3 +3a)/(3x} +a).
12 Soit xo=5, Xps1 = xn +1 /x,, Montrer que 45 < X000 < 45,1. Plus généra-
lement, prouver que X, — x3 +2m)1/2 tend vers 0.
13 Soita un réel > 0. Montrer que la suite (x,) définie par:

X020, Xpop =(1/2)(xy +afxy)

tend vers v/a. Prouver aussi qu'a chaque pas de I’itération, on double appro-
ximativement le nombre de chiffres «exactsy de x,. En application de cela,
déterminer le nombre de pas fournissant v/2 avec au moins 100 décimales,

xo=1. Imaginer un processus « triplanty les chiffres exacts & chaque pas.

14 Soit A un nombre complexe et g 'une de ses racines carrées, On définit alors
(un) par ug €C et uy,g = (1/2)(wy + Afu,). (1) Pour quelles valeurs de uy
les uy sont-ls tous définis? (2) Calculer (upy1 — a@)/(Un.1 +4a) en fonction
de #y,. (3) En déduire une discussion de la convergence de ().

15 Montrer que la suite X,,1 =Xxp +x3, X,>0, tend vers +oo, Plus précisé-
ment, montrer Pexistence de £ = £(xo) >0 tel que xy ~ £2”.

16 Soit (x,) définie par x, €10,1[ et Xpsl = Xn — X5 . Montrer que X, ~ 1/,

5. SUITES (RECURRENTES) DEFINIES PAR ITERATION
- D'UNE FONCTION NON RATIONNELLE

1 Etudier la suite (4p,) définie par up,i =+/1 +up, ug>—1.
Etudier (u},) telle que u,,; = Arctgu,.

Quelle est la natgie, selon u,, de lasuite u,,1 =cosuy, 7

- W N

Soit 2 €IR. On définit (u,) dela maniére suivante: up,; =/, +4, avecla

convention que. la suite est finie et sarréte & u,, si n, est le premier entier

- ~pour lequel uy, +a<0. (1) Donner une CNS afin que la suite (u,) soit finie.

+ -~ (2) Dans le cas 01) elle est infinie, étudier sa limite éventuclle 3) Etud1er son
o sens de vanat:on en fonction de @ et uq. .

“-5_Etant donné Uo=a € ]0 11, étudier uj,; = a“
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6 Soit f une fonction réelle continue sur ]0,1[, et telle que, dans cet intervalle,
0 < f(x) <x. Montrer que, pour tout x €10,1[ lasuite f,(x) =f(f—1 (),
n=1, fo(x)=x, converge vers 0. Montrer, par un contre-exemple, que cette
assertion peut étre fausse si f n’est pas continue.

7 Soit A>0 donné. Montrer que la suite x, >0; Xne1 = In(e¥n +A) tend
vers + oo et calculer explicitement x,, en fonction de x, et &

8 Etudier la suite (u,) définie par uq >0 et up, =1 —e %7, n20.

9 Etudier (u,) telle que 0<uy <1 et uy,y = uz. E(1/uy). .

6. SUITES DEFINIES PAR DES RECURRENCES
DU PREMIER ORDRE AVEC LA VARIABLE n

1 Etudier la suite (1, ) donnée par uo €10,2[ et:

Une) =V 2+ (=1)"u,.

2 Etudier la suite (un) donnée par uo €R et:
au, + (=1)*b

Unel ="——"—‘“—cun +(—1)"d'

3 Montrer que —1/4 est la limite de (i) telle que:
(n+ 1) upy —(1—1Yup +n=0, n>2, u, donné.

4 Etudier (up) telle que Uy €RR et uy,; =énf/(n+1), n>0. Equivalent
simple de un

5 Etudier (i) telleque uo €R et uy =uj_1+(-1)""1.n, n>1.

6 Soit (x,) telle que x, = L+xy_y/fn, n>1, xo donné. Montrer ’existence
de réels a, b, ¢, d tels que:

= a+ (b/n) + (c/n®) + (d/n?) + o(1/n%).

7 Montrer que 1 est la limite de la suite (x,) donnée par x, >0 et, pourn>0:

1
Yl = ———1~

R

8 On se donne (x,) par x, =1 et X,,1 =1+n/x, pour n>1. Montrer que
Xy croit et que xn — n1/2 tend vers 1/2.
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.. 7. COUPLES DE SUITES DEFINIES
'PAR DES. RECURRENCES DU PREMIER ORDRE

1 Etudier la suite (¥,) définie par uy,1 = (/2 (uy + 2/u,), ue=2. Quel
rapport voyez-vous entre cette suite et les suites (2), (by) telles que:

ansi = @f + 2%, bus = 2anbn, ag=2, bo=11

2 Soit (u,) 1a suite donnée par u, et up.1 =2uj —1. (1) L’étudier du point
de vue de la convergence. (2) Montrer-qu’il existe quatre valeurs de u, pour
lesquelles -elle est périodique. (3) Si uy > 1, il existe alors &= E(uo) > 1
tel que 4, ~ £27,

3 Soient u et v deux réels > 0. Pour tout réel x >0, on pose:
u* + 1,x) i/x
— .

(1) Montrer que F se prolonge en une fonction f continue sur R. (2) Si
u#v, [ eststrictement croissante. (3) Déterminer les limites de f en + oo
et —oo. (3) On définit les suites (u,) et (vy) par  ug=u, vo=v et par
Upe1 = F(xsuy, vy), vpei = F(V;uy, vy), o0 x et y sont des réels donnés
tels que x<y. Montrer que u, <v, pour n=1, et que y, croit et v,
décroit. (4) Déduire de ce qui précéde que (4,) et (v,) ont méme limite.

F(x; ‘u, v)=F(x)=(

4 Etﬁdier les svites (uy) et (v5) données par g, vy et up,y =Quy, +v,)/3,
Vsl = (Un + 2vn)/3. . :

‘8. COUPLES DE SUITES ADJACENTES

1 Etudier les suites u, =(1 + 1/n)" et v, = (1+ 1/m)"+L.

2 Montrer que les suites (z,) et (by) définies par ag=1, @, =ap_1 + 1/n!,
bp=ap+1/n.n! si n>1 sont adjacentes.

3 Montrer que sont adjacentes les suites (#,) et (v,) ainsi définies:

3 2up + v,
0<uy <y, un+1=\/“rzt?n, Vn+1=_3m—-

4 Montrer que sont adjacentes les suites.(u,) et (v,) telles que, pour toutn>1,
on ait: ’ : ' L
e =1+ L o T =it e L ok
p=lF— , V=l b — ek — 0
VI VR m VI VE A
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5 Montrer que sont adjacentes les suites () et (v4) définies par:

1 1 1 1
un =(1+1—2‘) (1+?) ven (l +;2'), Vn = (1 +"‘1')un.

6 Montrer que sont adjacentes les suites (i,) et.(vy,) telles que:

. 1 1 1 1)
in= (1 31) (4 551) - () e (1+n_.n!)u,,.

7 Etant donnés @ et b > 0, déterminer #, et v, afin que les suites:

un+1=\/a+bun, Ppel = ‘\/a+an

soient adjacentes.,
8 Pour x € ]0,7/2[, étudier les suites 2, = 2"*! sin (x/2") et b, = 2"*1 tg (x/2").

9 On définit deux suites (up) et (vy;) par o, vy €t:

Uy +avy - upt+byy,
Ul =Tyg c Yml T TUEp

Peut-on choisir z et b de telle sorte qu’elles soient adjacentes ?

10 Les suites: : ‘ B
tp = (1 +%)'z (1 +—i‘;) vn = (1+%)" ( +%)

sont adjacentes si x<1 [2<y.

11 Montrer que e se trouve dans le second quart de I'intervalle:

[
9. TRIPLETS DE SUITES

1 Etudier les suites (), (¥n), (Wy) telles que:
un+1 = (1/3)(2% + Wn)
Vae1 = (1/3)Qwy +uy)
Wnel = (1/3)Quy + vy).

2 Etudier les suites (@), (by), (cn) telles que:
" apst =Gnten)2, bpa =(cntan)2, cna = (an +bp)l2.
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3 Partant de 0<u, < voﬂiwo, on définit les suites (#y), (¥n), (Wn) par:

3fups1 = (I/un) + (1/vn) + (1 fwy)
Vel = un YWy
Wyl = (1/3) (@ + vy + wy).

Montrer qu’elles ont une limite commune.

4 Partant de 0 <up <vg < Wy, on définit les sultes (n), (vn) {wy) par:
3upvywy
VpWn t+ Wyt + Unvp

Ups+l =

YWy T Wyt +up vy

Tl = T T, Ty
Uy + vy + Wy
Wnel =———3 -

On montrera que U, vywy = UgVoW, €t que chaque suite tend trés rapide-
ment vers (uoVoWo)l/3.

5 Soita; j, 1 < i,j <3, neuf nombres réels > O tels que:
aytaptap=a;tangtaps=a,ytagptan= - 1.
On définit les suites (x,), (n), (2n) par:
Xn+l = all-xh tapyntanzy,

Ynsl =anXptanyntaniy
Zpe] =AnXn ta3¥n t a332n.

Démontrer qu’en général, ces trois suites ont une limite commune que I'on
déterminera. :

6 On définit les suites (5), (bn), (cn) par leurs premiers termes @g, bo, Co 6t
les récurrences: dn.1 = by — cpl, bpal = len — anl, €ns1 = lan — byl. Etablir
la convergence de ces suites, puis déterminer leurs limites,

10. SUITES DEFINIES PAR UNE RECURRENCE .
DU SECOND ORDRE

1218 Etant donnés uo=a et u,=b, calculer u, pour chacune des sultes suivantes
et déterminer leur limite éventuelle: :

(1) 4upyy =4up, +3uy; - @) Oupyr =Supy1 —Upn;
(3) 3Bup =4up, - Un; | - (4)  dupay =4upy1 — Un;
(5)  upya =3Ups —2up; . 6) . upsa=—Stp, +6uUy;
(7) dupya=un; @) 2un.2=2Uns1 —Un;

(9)  Bdupyy =2ups1 — Un; . (10) 4upsd =4upay + 3u‘n +12;
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20

21
22
23
24
25

26
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(11) 6up,y = Supy —up + 8; (12) 3upsz =2ups1 + tin;

(13) 3ups2 =2up,1 +up+8; (14) 4up,p =dup,; —uy +2;

(15) upsa =2upyy —up+1; (16) dupa=up+3;

(17) 2up.y =2Up.y — iy +3; (18) 4uup.y = 2upsy — up + 3.

Soit up,y = auy,q + buy,. Se donnant u, et #;, on peut calculer u,, us, ta, ..
Calculer aussi #_j, #_5, u_3, ... Cas de Fibonacci? A-t-on un résultat ana-
logue si I’on se donne up etug ?

Calculer le terme général de la suite (i) telle que up =3u,_j — 2u,, a+n
si 22, uy et uy donnés,

Calculer u, sachant que 2fu, =1/up_1 — I/un__z sin>2,uy et u, donnés.
Calculer uy et v, sachant que uy = Upy_1Vp_2, Yp=US_{Vri1.

Etudier (up) telles u, et uy € ]0,1[, et up.p =ty (1 — —Up,1)-

Etudier (un) données par o et u;, et telles que 2y, <.u',,_1 +uy_osinz=2.

Calculer (4,) sachant que tp,p = (Uns1 u,,)l/2 si n2>0, avec uo et “ >0
donnés. . C

Etudier p.2 = Vtne1 + Vs, étant donnés u, et u, >0.

11. RECURRENCES D'ORDRE SUPERIEUR '

Calculer u;,, en fonction de n, ug, u,, u,, sachant que:
Upe3 —OUpsy + 11 upyy —6u,y =0,

Calculer u,, en fonction de 7, g, u,, U,, sachant que:
Upag — 2ina3 + 2,y — 2utpn,q Fup = n°.

Calculer u, en fonction de »n, u,, 4, sachant que:
Upep — by, + bty =27,
Déterminer les suites (x,) et (ypn) satisfaisant &
Xpel —2Xp T Ypad Yy =1
Xpel tXn+Yne2+3ypa1 =1
Déterminer les suites (x5, ) et (y,,) satisfaisant & :

Xpsl —3¥n —4xpn = 12 :
Xpel T Vnsl t¥n=n".
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6 Déterminer (¥5) Sach_zlnt que:

VnVier = Poal. Ymazs Vo=(2m) V2, yi=Quey 2, y,=(Qne’y 2.

7 Déterminer (¥y) sachant qUE: Vnsd.VSi2. Vn= Vhel. V3 ,et connaissant
un nombre suffisant de valeurs initiales.

8 Montrer que I'élimination de la suite (y,) entre:

2XpXpel =Yn—Yne1 T 1
, n=0,
Xh+Xia =YntIna—1

conduit 3 une récurrence du second ordre pour (x,,) que ’on étudiera.

12. SUITES OU CHAQUE TERME DEPEND
DE TOUS LES PRECEDENTS

1 Etudier, du point de vue de la limite, les suites (#,) telles que uo > 0, pour
tout n=0:

DUy Ut uyFu,t - Uy,

2 Etudier, du point de vue de la limite, les suites (uy) telles que u, > 0 et:

st > Vi + i + Vi + o i,

3 Prouver que la suite 4y > 0, Upyy = Uty tuy+--- + u,,)l"2 tend vers + oo,

4 Que pensez-vous de la suite (x,) donnée par x, > O et:

X1 =V Xo, x2=\/xo+’\/;1, x3=\/;o+ X+ Vxp,...?

5 Etudier la suite (x,,) donnée par x, > 0 et, pour tout n>1,
Xnel = X1+ (x2/2) +.(x3/3) + -+ (xp/n).

6 Etudier (x,) telle que Xp. = X X3x3... x7.

7 Etudier (x,,) telle que:
X+l = (llnz)(x.l +2x5 +3x3+--- + nXy).

8 On définit (a,) par ao=0 et ay,1 valant le plus petit entier > a, et différent
de tous les az +k, pour k=0, 1, 2, ..., n Ainsi,a,=1,a,=3, a; =4,
a4 =6, ... Montrer que:

an_[1+\/§n].

2
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13. AUTOUR DE LA FORMULE DE STIRLING

Démontrer d’abord que, pour tout x >0,ona:
In(Q+x)<x<(+x)In(1+x).
Ceci fait, en déduire la double inégalité :
n

1\ o1
kF:]l (1+2) <e(1<kl;11 (1+

k
et ’"équivalent asymptotique (1)1 ~ n/e.

)k+1

Pour tout entier n>6,ona n! < (n/2)".

Quel est le plus grand des deux nombres 300! et 100°%° 7

Démontrer que,ﬂ pour tout entier >3, on a:
@D >n((r-1)HnL. '
Montrer que la suite de terme général n”*1/2¢=/n! admet une limite stric-
tement positive. .
Pour tout entier n2>1, ona:

1 1 3 5 m—i_ 1
< .
2/n - 2n /3l

Pour tout entier n>>0, on a:

4.7.10.....(Gn+4) 1, 1
2.5.8....0n523) T3 <1+ +3+“'+n+1)

La formule de Stirling ordinaire affirme que:

n!~(nfe)? \/27n, 1> oo,

Démontrez ce raffinement, di a Binet:

(n/e)n\/2mn <n! < (nfe)?~/2un. el/12n

_ 14. SUITES S'EXPRIMANT COMME
UN PRODUIT VARIABLE DE FACTEURS VARIABLES

Pour tout z €C, montrer que Hh@=0Q +z/n)" admet une limite, notée
exp z. Prouver alors que exp(z+z’)=expz.expz’

Soit (a,) une suite telle que 0<ap,<letAy= z k=12 admet une limite.
Montrer qu’alors, B,, nk 1(1 —ak) admet une limite >0. Réciproque ?
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. n .
3 Etudierlalimite de:  u, = kﬂl (1+ n—kl) .
4 Etudier le comportement, au voisinage de I’infini, dela suite :
I 2 ' n
g = (14 =) (1+) . (1+).

5 Soit (vx) une suite telle que vg.) = vl?c si k=1, v,>0. Que pensez-vous de
la suite : :

6 Etudierlasuite: wuy; =

=
=

bl
!
-

1l
s
=
Il—i
+
LS

7 Etudierlasuite:

an
1l
—

I

:]a
—_

+
AR
S

8 Etudierlasuite: 1,

B
1l
-

15. SUITES S'EXPRIMANT COMME
UNE SOMME VARIABLE DE TERMES VARIABLES

' n
1 Etudier lasuite sy = =1 & an—ky-1,

2 Soit f une fonction continue et décroissante sur [1,o[. Montrer I’existence
d’une limite & la suite: ’

n
Cu= 2 10— f{ Fa.

A la lumiére de ce résultat, ou autrement, déterminer un équivalent simple de:

n
In(1+%)
Sy = _
? kgl Vi
3 Etudier la suite :
. : 1 | 1
unzexpv(n——l) +§Xp(m)+---+exp (_n)_n_

4 Montrer que:
e

3 l R ny —
Jim o (n 2 ) =

-
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4e
Montrerque lim —(#7+324+57+...+Q2n-1Y)= .
n->c0 ( ( ) )= (e-1)ve
Etant donnés des réels a4, as, ..., @y >0, montrer que:

hm(a +al +... +a”)1’"_ max ag.
1<k<n

Soit upey =+/1+ 1y, uy>0, et s, =Zk=0 ey l. (1) Montrer que s,
tend vers + oo, (2) Plus précisément, s, ~ 2/7.

Etudier 4y =Y. ¢_, f(k/n?), ob f(x) = x//TFx. |

16. SUITES DEFINiES IMPLlCITEMENT .

Etudier, du point de vue de la monotonie et d’une limite éventuelle la racine
=&y, dans 10,1[,de x +x*+x3+--- +x7 =1,

Etant donnés deux réels 2 et 5>>0, on d’éﬁnit u, comme I'unique racine
de x®"=ax +b, n=2. Montrer que u,->1 et déterminer un équivalent
simple de u, —1. : ' ‘

Soit My = sup x” cos ((n/2)x), od x €{0,1]. Montrer que lim My, =0.

Soit f(x) =x%/6 + bx? — nx, ot b >0 et n €IN. Montrer qu’en un certain
X =ap, la fonction f, admet un minimum b, que I"on montrera étre équlo
valent, pournz +o0, 4 shnf ol 5 et t€ Q.

Aprés avoir montré que, pour » assez grand, l’équation»l(x_n) Inn=xIn(x—n)
a une seule racine £, dans lintervalle Ju+1, n+2[, étudier §,—n—1.

: n
Soit fy(x)=In{1—x|+ ,_,x*/k. Etudier la racine £,, proche de 1, de

fn(x) =0. On montrera que &, décroit et qu’il existe b €[0,37;0 38] tel
que £, =1+b/n+ o(l/n).

Montrer que, pour n = 2, 'équation x* — nx + 1 =0 a une seule racine £,
dans ]0,1[, tendant vers zéro, et dont on déterminera un équivalent simple.

Soit dy la distance de Porigine 3 I'arc de courbe y =cos®x, x €{0,n/2].
Montrer que dy, tend vers 0 et en trouver un équivalent simple.

Aprés avoir montré que, pour tout entier  suffisamment grand, 'équation
e*¥ —x" =0 posséde deux racines positives, on appellera &, la plus petite,
et 'on montrera que &, iend vers une certaine limite /. Donner alors un
équivalent simple de 1, — [.
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. 17.- ETUDE DE SUITES
OU IL Y A DES «PARTIES ENTIERES»,
OU DES FONCTIONS PARENTES

Dans toute cette section, la partie entiére de X, ¢ est-é—dlre le plus grand entier

K

o a W N

rationnel <x, est notée, indifféremment, [x] ou E(x)

Appelant ||x|| Pentier le plus proche de X, avec la convention que || (2k-1 ) 2||—
si k€ Z, démontrer la formule, pour tout n €IN,

o b1l 1 e 1 T A
Quevautlasulte [\/'+\/nT-1+\/nT]~[\/T+1}9

Calculer Zk _o [VEL
Calculer zk 0[\/_ 1.

' Decme ttés 51mplement les valeurs de la suite :

tip = ( (I +EG/1+8E(/n—1 ))))

Montrer que, pour tout entier >0, on a:

lgl [Vn—i] 71:%1 [%] i n

Démontrer qﬁe [x] ={Cc+1)/2]+ [x/2]. En déduire alors:
k1. . :
N [ﬁi%_] _
k>0 | 2k+1 |7 h.

18. SUITES ISSUES DE L’ARITHMETIQUE

Soit ¢, le nombre de chiffres base 10 de n €IN. Montrer que lim ¢u/n =0.

Soit.¢(#) la somme des chiffres base 10 de » € IN. Etudiez la suite :
un = (1/n) {e)+e(2)+--- +e(n)}.
On pose x,, =1 si 7 est un carré parfzut et x, = O sinon, 73> 1. Montrer. que:

I =)y + Xy + oo+ xy)
tend vers zéro. Trouvez-en un €quivalent simple.
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4 Montrer que Sy = 2(1)(1)‘1 est constahte si la sommation a lieu surfes -
entiers (p, g) telsque 1<p< q < m, p +q>m, les ent1ets p et q étant auss1 .
premiers entre eux. o :

5 On considére le développement décimal périodique d’un certain rationnel =~

r=0,xix,x3 ...€]0,1{ L Etudier la suite vy,, = (x,l ‘-I-.vc‘2 +...+ x,,)/n.

6 Appelons d(n) I'exposant de 2 dans la decomposltlon de n en facteurs pre- ,
miers, d(1) =0, d(2),—1 d(3)=0,d@d)=2, ..., et x,, la moyenne arithmé-
tique des d(k), k _l 2, ...,1 Alors x, > 1. v

7 Appelons 7, le reste de la division de ' par k €IN*, et soit C la constante
&Euler. Démontrer que : '

’n1+"n2

Yn,n
T _2+ 4 )_i—

19, PROGRESSIONS ARITHMETIQUES
ET GEOMETRIQUES ' -

Dans cette section, on a abrége « progressxon anthméthue » en PA et « progres-, »
sion géométrique» en PG. , o v

1 Si a2, b, ¢? sont en PA, il en est de méme pour a/(b + ¢), bf(c + a), c/(a +b).
Remproque ?

2 Trouver x, y, z en PG avec x+y+z=s x*+y*+z2=r, Application:
S.=21, t=189. ‘

3 Silesréelsa, b, csontenPA, 0<e<b <g, il en est de méme pour:

(VB ++/e) 1, (\f+\f)‘1 - (Va+ /byl
4 Pour toute suite anthmethue (a,,) on a, pour tout n EIN et si chaque ax # 0:
1 oat1 & I (t)aotana)
- K=0 @kl - a9 en+i ? k=0 Qkak+1 k2 - -~ 2a0a, an+1“an+2 v '
Tichez de g'énéraliser. ' T '

n

b Calcu]er exphcltement uy tel que up=auy 1 +b, n>1, a, b, up donnes o

. complexes. Chercher 4 quelles conditions deux termes de rangs distincts de -
la smte sont égaux. Montrer que, dans ¢ ce cas, la suite est périodique.
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Détermmer les réels x pour lesquels ]a suite (2x/(x — 3))" converge

Pour une PA positive (“k)k>-0 ,ona toujou:s

Pl

3 1
kl\/ak1+\/_k \/_+\/a-n

Si (g,b,c) sont S PA il en est de méme pour (@?-be, b? —ca, ¢*—ab) et -
(b2+bc+c c?+ca+a®, a* +ab+b?), Lare<:1proqueestvraxes1a+b+c;&0

- 20. TRANSFORMATION DES SUITES

Si une suite (a,,) est telle que les sultes (a,,) et (an) convergent, elle converge

Si deux suites (un) et (vy) sont telles que hm(u,, +y,)= 0et hm(un —v)= 0
alors limu, =limvy, =0. Generahser

Soit (u,) et (v,,) deux suites a valeurs dans {0 1] St lim (u,v,) =1, adlors
hmu,, 1 et limy,; =1. ‘

-Si une suite uy tend vers + oo 11 en est de méme pour

Vp = (1/’7)(“1 ‘uy+-- + un)

- La réciproque est-elle vraie ? v

On suppose lim u, = 1. Montrer que, pour certams a€R que I’on détermi-
nera, o1 a alors: ' :

lim ul+2¢u2+3¢u3+---+n“u}, _ 1
- p-y00 : . n¢+IA C at1

Si limiy — 1, établir que 1/2 est la limite de:

1 My Al Ly .
I __nzn{(l) X, +2 ( )x;+3 (3) X3+ +n ( ) xn}.
Soit @y >0 et Ay = zz 19k - Montrer que By, = (1/2)(B, + (B2 + an)l/z)

deﬁmt une suite (B,) convergeant en méme temps que (4,). :

Si une suite (u,,) aux termes tous non nuls, est telle que (.1 /uy) est a]ter-
nativement égal a ap et b,,, et si lim a = o et lim by, = {3 alors lim (uptin =

— (aﬁ)l 2

-Soit (@y)n>1 une suite de sommes partielles A;, _zk 1%. On pose

by =Ap/n et B, = Zk 1 bk. (1) Si Ay converge, B,, converge vers la méme

limite. : (2) Recxproquement si By, converge et si nay tend vers 0, alors Ay
converge vers la méme limite que B,,
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10 Si deux suites réelles (u,) et (v,) sont telles que 2 +u,v, +v2 -0, alors

Uy >0 et v, 0.

21. SUITES QUI SONT, DE MANIERE NATURELLE,

DES SOMMES- PARTIELLES DE SERIES A TERMES POSITIFS

1

’ n
Soit (@n)n>>1 une suite décroissante de réels positifs. On pose 4, = . PRY

On suppose qu'il existe ¢ > 0 et une infinité d’indices # pour lesquels 2, = ¢/n.
Montrer qu’alors ‘A4, tend vers + oo, '

Soit p;=2, p,=3, p3=5,...,1a suite des nombres premiers. Mbntr_er que:
n C '

:+°°.

im -
n-—>oo k=1 Pk

Soit (ry, 74, 73, ...) une numérotation des rationnels de [0,1]. Montrer qu’il se
peut que la série z n>1 rn/n converge ou diverge. :

Soit o une permutation de IN*. Montrer que la série z n>1 a(n)/n? diverge.

Soit (@y)p>>1 une suite & termes >0. On pose by =(a, +a,+--- +ay)/n.
Montrer que si la série ) aj converge, il en est.de méme pour la série > ba.

Soit (@n)p>1 une suite & termes >0. On définit b, par:
LS S
bp a a an

Montrer que si la série z 2y converge, il en est de méme pour la série an.

Soit (@4)n>1 une suite & termes 20 On définit b, par:
bn = Vn A a,...4a,.

Montrer que si la série ) a, converge, il en est de méme pour la série 2 by, et,

- de surcroit :

Soit &(x) la distance de x € R ‘2 lentier le plus proche, pourvu que
x+1/2¢ Z. Par exemple, 5(1) =0,314 ... et 5(¢) =0,281... On se donne
deux entiers positifs 2 et b tels que v/ soit irrationnel et |z — /5] < 1. Mon-
trer la convergence de la série:

2 5(@+vby")
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et dire comment on calculermt sa ‘somme. Tacher de généraliser A certains
nombres algébriques & et 2 la série correspondante ZB (E” ). :

-22. SUITES QUI SONT, DE MANIERE NATURELLE,
DES SOMMES PARTIELLES DE SERIES A TERMES QUELCONQUES

1' On pose ug =(@k+b) 1+ (ck+d)"l. Comment fautil choisir les
Vconstantesa b, ¢, d afin que lasuite Uy, = Z',: | Uk converge ?

2 Peut-on choisir les réels a, b, ¢ afin que U,, = Z =14k converge ol
up=alnk+bln(k+1)+cln (*+2).

3 Dans la mesure ot la sére Za,, converge, discutez sur des exeniples puis
en général de ’éventualité : .

fo" (;’_xngo a,,'—.m-‘)dxzk 2. an.

nz=0

4 Soit (ax)k>>1 une suite périodique de période T>2. On pose uy=an/n
et Uy =y y_j4k. Montrer que U, converge ssi a;+a,+--- +ar=0.

5 Aprés avoir montré la convergence pour tout entler n=2 de l’mtégrale
J cos (x")dx, on montrera la divergence de la suite:

Ap = f (cos (x*) + cos (x3) + .. + cos (x 7)) dx.
6 Soit (X,,),,>0 une suite de variables aléatoires de Bernoulli, indépendantes,
o de méme loi (1/2, 1/2); demontrer la convergence partout de la suite :

Sn = Xo+ (X1/2) + (X2/22) + oo (X /27).
7 Etant donné une suite (Xp)y >0 de vanables aléatoires indépendantes, pre-

nant toutes les valeurs 0 ou 1 avec les probabilités 1/2 1/2 on consndére
dans C, lasuite:

& X+ (1 - Xp)i
Zn= z e ————
k=0 2n

Montrer que cette suite converge, quelle que soit la réalisation de la suite
(Xy), et que la limite appartient & un certain segment de droite, dans €,
que ’on déterminera. :

8 Déterminer les réels s>0>pourr lesquels a lieu la convergence de la suite
U=y k> 0 ug = (~DIVE/ks,

‘l‘:§9-fchtemuer la nature de la suite Uy = » 4 k=1 Uk, O ug = ( 1)[1“ k]/ k.
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23. CALCUL EXPLICITE DE LA LIMITE DE sumss
" QUI SONT, DE MANIERE NATURELLE,

DES SOMMES  PARTIELLES DE SERIES A TERMES POSITIFS

1

4 6

10

Calculer simplement Uy, = Zk | Uk, o e = (1+3+5+ +(2k-1)" -1,
En déduire lim Up,.- »

Calculer simplement U,, = z k1 Uk,00 ug = (k(k + 2)(k + 5))—1 En déduire
Hm U,.

Calculer simplement Uy, = zk 14k, OO0 ug = (1 +224+3%+... + kYL,
En déduire lim Uy.

Calculer explicitement U,, = zk 1Yk, OO up = Arc tg (1/k%). En dedulre
lim U,. :

Calculer explicitement U, = Z k—1Uks OO ug = Arc tg (2/k2) En déduue
lim U,.

On définit (a,) par @, =3, ay.1 =aj —2, et

P S RS T T
&y @14, Q148,404 & aqz... An

Montrer que S, tend vers (3 —/5)/2.
n -
Soit a, = xE(‘/'_') etd, = zk 0@k Calculer lim A, pour. Ix[<1.

Déterminer le polyndme P, (x) dont les racines sont xz = cotg (kn/(2n+1)),
k=1,2,...,n, ettel que Pp(0)=(-1)". Calculez P,(cotg> 6)et aussi:

n
Z cotg 2 S S
2n+1 k=1 ... km
TS

En déduire le résultat connu Zl (1/n?) = 7/6.
n=

Déterminer deux constantes e et b telles que, pour tout entier n:2=1; on:ait::
i .
fo (at+bt*)cos nt dt = 1/n?.
n v
En déduire la valeur de U, = Zk: 152, puis lim Uy.

Par des intégrations par partiés judicieuses, montrez que: » .
7 /7 1 1 -1 _(@emt 2 , Mg g
L ) Gn=D1 Jo "t ostrear:

En déduire que z 1k -2 =2/6..
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24. CALCUL EXPLICITE DE LA LIMITE DE SUITES :
QUI SONT,DE MANIERE NATURELLE,DES SOMMES PARTIELLES
DE SERIES A TERMES DE SIGNES NON CONSTANTS

@ Etudier la suite S,, = z £y Uk, o0 ug =In (1+ (—1)¥/k), et calculer sa
limite. _ ) k=117

@) On pose :
n—1

U"=k§o( Fi* 35T )

3k+1 3k+2 3k+3

Déterminer la limite de Uy apréé avoir prouvé que:

U, = —_— —_—
" 1+x+x2 1+x +x?

3 Appelant {(s) la somme de la série a1 75, ol s> 1, calculer, grice
a elle, la somme de la série ) 51— 1y 1n-s, ‘

. _
4 Siug =(—1)*/(2k + 1), montrer que Uy, = zk:o“k tend vers n/4.
‘ ) _
5 Si up =(-~1)*/(3k+1), montrer que U, = zk:o uy tend vers (In 2)/3 +
+7/3+/3 et que, pour vgp=(—1)¥/(3k+2), Vp= 2,’::0 vg tend vers
—(n 2)/3+n/3+/3.

6 Montzer que:

P )i S (n+21n “Z+1).

7 Montrer que:
3 o _
n=2 n —1 4
'8 Montrer que :-
=n* _ 3
n>1 n*—4k*  16k%°

n#2k

9 En utilisant le résultat anl (—=1)"1/n =1n 2, montrer que:

- Zl (-D"Yn(+1)=2In2-1.
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10 En utilisant le résultat 3, _ (—~1)"~1/n =1n 2, montrer que:
1 1.1 1 1.1 1 1.1 1

25. SUITES DIVERSES

1 Pour tout nombre complexe z, la suite z”/n! tend vers zéro.
2 Pour quelles valeurs du réel  la suite z1” }/n* tend-elle vers zéro ?

3 Pour tout nombre complexe ¢ tel que IcI <1 montrer la convergence de
1a suite :

Zy=c+ (c2/2) +(B)+ + (C"/n)

Appelant L(c) la limite ainsi trouvée, prouver que, pour ¢ et ¢’ de modules
<1, ona:

LE@+L(E)=Lc+c-ec).
4 Etant donné une suite (z,) de nombres complexes tendant vers zéro, montrer
- que 'on peut créer une suite (e,) de + 1 pour laquelle la série ZE,,Z,I
converge.

5 Etudier la suite (2,) dont le terme général est donné, en fonction de ¢ €C, par

=140 (1+5) (1+5) .. (1+£).

6 Montrer Pexistence d’entiers positifs @, ai, a,,... telsque:

1 : a, ,a,  a
n—!,(0!.+1!+2!+...+nz)wo : —1+—& ;73‘*
et vérifier que do=a;=a,=1, a3=2, a,=5, as=185,.

7 Soit .uy =sup, -+ 7%/ . Etudier cette suite.

8. Montrer que:

up=+ntn—1+vn-2+ - +3+V2+V1 ~ vVn.

et trouver un équivalent simple de u, — /7.

9 Montrer que:

Up =1 +/2 43+ +/n

' tend vers £=1,757932..., avec [y — £ < ((n—1))"V2,
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CHAPITRE 15

Fonctions

1. PARITE, PERIODICITE

Soit £ I’espace vectoriel des fonctions de IR dans IR, P I’ensemble des fonotions
paires, I 'ensemble des fonctions impaires. Aprés avoir prouve que Pet Isont”
des sous-espaces, montrez que E=Pel. .

Si f est paire et dérivable, montrer que f(x)—xf’(x) est paire aussi.
Réciproque ? ’

Soit f*continue de 1R dans ]R telle que let \/5 soient des périodes. Montrer
que [ est constante.

Déterminer les périodes de f(x) =cosx et g(x) =cos(x \/— 2). Montrer que

- [ +g n'ést pas périodique.’

5 .

On juxtapose les entiers successifs 1 234567891011 1213 ...et l'on
appelle u, le n-iéme chiffre de cette écriture. Par exemple u#,5= 2. Montrer
que la suite (#,) n’est pas périodique.

2. FONCTIONS MONOTONES, FONCTIONS CONVEXES
'FONCTIONS RECIPROQUES

Déterminer si les propriétés suivantes concernant une fonctlon deﬁme sur
[,b] sont vraies ou fausses:

(P)) (f strictement croissante) = (f injective);

(P,) (f continue) = ( f surjective sur [ f(a), F(B)]); -

(P3) (f strictement croissante et continue) =>(f dérivab]e)

Si £, définie sur [,b], est strictement croissarite ¢t surjective sur [ f (a), f (b)]
alors elle est continue.

' Smt I un intervalle de R et f une application de 7 dans R. Démontrer l’équl-

valence des propriétés suivantes: (1) f est strictement monotone et f (I ) est

" unintervalle; (2) fest continue et m]ectNe
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Soit f une fonctlon croissante de [2,5] dans- lul-méme Montrer qu’il existe

xo E{a,b] tel que fxp) =x,.

Soit y = cos®x +sinx. Montrer qu’il existe une fonction réciproque g de f,
sous certaines conditions, et que son expression est & prendre parmi les
branches suivantes :

x=g(y)= +Arc cos (/2 cos (M§+_2k£)) + 2‘111, ,nNeZ.
“3. LIMITE EN UN POINT D’'UNE FONCTION
Etudier les limites éventﬁe]les enQet n/2,de f(x)= Isin x|t8%,

Discuter, selon les valeurs de ¢ €IR, la limite eventuelle pour x>0, de

F(x) = (cos x)x%.

Soient @ et b deux réels non nuls. Déterminer:

Him tgax —sinax
x>0 igbx —sinbx’

X ‘
Soit F(x)= [, (e/f)dr alors limyjo F(x)/lnx=1.

Etudier limy_,.(3.21/% —2.31/%)x,

Cherchez la limite, pour x = 1, de F(x) = xil fl _L__; .

4. LES FZ: NCTIONS CONTINUES

Soit f:[a, b]»]R pour laquelle existe B>0, telle que, Vx,x e{a b1,
1fx) — FEN<B|x3- x3i Etudier la continuité de g(x) = )+ Ax3.

Déterminer les réels a pour lesqueis fa(x) = [x]% sinx . sin (1/x), f2(0)=0,
est continue. .

Soit f:]0,[ +R telle que, pour 2% <x<2k“1 k entler>0 on a:
F(x) = 2% (x — 2%)? + 2k Cette fonction est-elle continue ?

Si fet g sont continues sur [a,b], ¢(x) =max (f (x),g(x)) l’est aussi.

Si f, g h sont continues sur [g,b], ¢(x) = méd (f(x), g(x), h(x)) I’est aussi,
ol méd (a, b, ¢) désigne le réel intermédiaire, ou médian, des trois réels a,b,c

Soit fEC(0,1] et F(x) =max, [O,x] f). Moptrér que FEC[0,1 ] .
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5. LES FONCTIONS DER'IVABLE'Sr

‘8i f est dérivable en 0 avec f(0) =0, alors Uy = zk 1f(l/(n + k)). tend
vers une certaine limite. ,

Si f est dérivable en 0, avec f(O) 0, alors u, = Z k=1 L f(k/n?) tend vers
aro. .

Si, pour x>0, £(x)> 0 et limy 4o FG)fx I, alors
hm,,_) < f@f@/2)... fla/n)tin = I.-

Soit f(x) —exp( (1/x*)exp(— (l—x) 2y) si x€]0,1[ et f(x)=0 ailleurs.
Montrer que f ceC “(R).

Sdit‘ fG)=exp(1/(x*~1)) six €]-1 'i[ et f(.i) — 0 sinon. Alors re C°(R).

Soit f(x) =exp(1/x2) si x#0, avec f(0)=0. Alors feC (R) et
FU0) =0 pour tout entier 7.

Si ‘une fonction f, définie sur [g,b], est dérivable et convexe, alors sa dérivée
est continue,

-6. LES FONCTIONS DERIVEES
Supposons qu'une fonction f dérivable sur |, b soit telle que lim 15 S (x)=" .
A-t-on nécessairement limy4p f7(x) =+ o0? Réciproque ? '

Soit f(x) = (sinx)/x, f (0) =1. Montrer que f est indéfiniment dérivable, et
que |f"(x) < (n +1)-L v .

On suppose >0, avec ‘existence de f’et f, et 1’on pose g =1n f Alors, si

- & est convexe (on dit souvent que f est loganthrmquement convcxe), néces-

5

sairement f est convexe. Réciproque ‘7

Smt f contlnument dérivable, de 1—1,1f dans [ 1,1]. Posant:

=inf]. 10]If @) et my =infloy[1£ (), -
montrer que m; <2 et” m, < 2,

(1) Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires et donner des exemples
de fonctions le vérifiant. . (2) Le théoréme  des valeurs intermédiaires

 entraine-t-il la contmulté ? (3) Montrer. que toute fonction dérivée satisfait
© A -ce théoréme. .

.Sii f ¥ ! 'tend vers [ pour x =+, il en est de méme pbﬁr f Généraliser.
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7. AUTOUR DU THEOREME DE ROLLE

1 Montrer que f(x)= (d/dx)(x(x —1))* posséde au moins une racine entre
Oet 1.

2 On suppose que ’équation f(x) =0 posséde n racines sur 7 = ]0, «[. Montrer
que, pour tout a« € R, g(x) =af(x) + f’(x) en posséde au moins n—1 dans
ce méme intervalle. Si, de surcroit, lim_e® f(x) =0, il y en aura au moins ».

3 Si f est dérivable sur [a, b] non constante f (@)= (b) =0, il existe £ € ]a,b]
pour lequel :

I @> —— f £(x) dx.

(

4 On donne f dérivable deux fois sur [0,1], avec:
fO)=£©=f)=r)-1=0.
Montrer Pexistence de a €]0;1[ tel que |f (@) =4.

o 2 : 2 - ' N
5 La dérivée niéme de e~*" est de la forme e ~*" Py, (x), ot Py est un polynome
B de degré n ayant ses # racines toutes réelles et distinctes.

6 Montrer que la fonction R, (x), n €N, x > —1, définie par:
AN = Ox (DA e+ (@A Ry ()
ne s’annule qu’en x =0,

8. AUTOUR DE LA FORMULE
DES ACCROISSEMENTS FINIS

1 Soit f continue et derlvable sur }0 I[ et telle que, pour tout x de cet 1nter~
val]e, (<1, Montrer que limyyq f(x) existe. .

2 On suppose la fonctxon f contmue et dénvable sur 1a, b[, _et telle quexiste
limy },f’(x) = 1. Montrer que f est prolongeable par continuité en x =a
et que la nouvelle fonction admet une dérivée 4 droite valant L

3 Montrer que, pour |x|, assez peﬁt, il existe un seul @ =@ (x) tel
sinx =x — (x*/6) cos (f.x). Prouver ensuite que limy..of(x)=1/

4 Pour tout x-> O,onal +x/2' X8 <A1+ x <1+ x/2. Plus precﬁemeht
montrer existence d’une fonction 6 =6 (x) que l'on étudiera, te]le que,
pour certains x, on ait v/1+x =1 +x/2 (xz/8)6

"B’ Si |x|<1/2, on aura ln(l +x) x— x2/2+u x3 01‘1 |u|<7/12 Cette iné-
" galité-est-elle la meilleure possible ? -
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9. CALCULS DE DERIVEES SUCCESSIVES

Calculer la dérivée n-iéme de e*(ax?+bx + ¢).
Calculer la dérivée n-iéme de cos®x + sin®x.
Calculer la dérivée n-iéme de exp (?).

Soit f(x) = x/(l —x%). CaIculer en moins de 10 secondes £("(0). Puis en un
temps encore assez court f™(x), pour x quelconque.

Soit f(x) =x sin llx) {0 =0. Montrer que f n’est pas dérivable en O.
Montrer que f€ C”(R*), et calculer Fa

Pour tout entier n>>1, ona:

——-(x" lel/xy —(— l)n

m~1 )

10. OPERATEURS DE DERIVATION

Une généralisation possible de la formule de Leibniz est: pour tout poly-
néme P, ona:

k
PD)Yuv) = égo % P& (D)(v).'

Soit T I’opérateur xD. Calculer T comme polyndme de D.

Posant (m)y = m(m —1)...(m —h + 1), montrer que: "
DPF(x?) = 2x)"FM(?) + 2(5)(2x)r2F =D (%) +
+ @), )(Zx)” 4F(n- 2)(xz) + (6)3 (F)2x)r -6 Fn=3)(x%) +..

Montrer I'existence d’entiers s(r, k), que l’on calculera par récurrence, avec
lesquels:

. .
D"F(]n x)=x" kZ} s k). F®(@nx).

Montrer que:

. FORR) n@=1) FOD5)  (tDne-1)-2) FED/x )
D= T G 2 ey
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11. THEORIE DU LOGA_R‘.THME, '
ET DE L'EXPONENTIELLE

Prouver, sans usage d’une table de logarithme, que:

Ll sy o !
log, 7 logsrr logz log,r

>2.

Par des procedes elementalres sans aucune mactune et cependant trés rapi-
dement, comparez e et 7°.

Montrer que la courbe d’équationv: ((ax +D)/(cx +d)) admet en général un :
centre de symétrie. , S

Montrer que In n’est pas une fraction rationnelle. Méme question pour eX.
On donne @ et # >0. Montrez que a* = x® posséde 0, ou 1, ou 2 »racings.

Montrer gue 'on a, pour tout x>0, avec une erreur relative <1%:
log,x # Inx + log,X, ce qui permettra de calculer grossidérement, mais rapide-
ment, des logarithmes binaires A partir d’une table de loganthmes vulgalres et
d’une table de loganthmes naturels. v .

| 12. ETUDE DE FONCTIONS RATIONNELLES
PARTICULIERES

Determmer e lieu des extrema de la fam;lle de courbe d’equatzon '

¥ = Fa0) = x7 + NG ~ 1), .

Commeht faut-il choisir (d, b, C)GIR3 afin qué, pc}ur 'tou_t-xé']R, on- ait:

Nax?+bx + ¢

<i?
x4 S I

Déterminer les constantes 4, B, C, A’, B’, C’ de telle sorte que la fractlon'
rationnelle suivante soit le carré d’une autre fracuon ratlonnelle '
A B .. C A B’ c

‘._x_—a+x btz c+(x a)“+(x b)2+(x ey

Soit £ un polynome é cgefﬁcnents réels, tel que P(x) > 0 pour tous reels X.

: Démontrer la méme propriété pour le polyndme Q P +pP +P”+
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B Soit £ un polynf)me a coefﬁcxents réels, tel que P(x) >0 pour tous réels x.
Démontrer la méme propriété pour:

- k+1 _ k+1) pE) ().
Q(x)_kéo(s +( !1)?2 PO

13. ETUDE DE FONCTIONS ALGEBREQUES
PARTICULIERES

143 Reconnaltre ‘

Q¥ )—" 22k @ @)=VERT] ..(3)f(x)=IIXIm1I-||'x+1| + 131l
4 Montrer que f(x)= \/x+2\/_ I +/%—=24/x—1 vaut 2 si xE[l ,2] et

| 2/x—lsix>2.
" 5312 Etudier les fonctions f (x)b suivantes:
| YV e RN O = NI

() VxTtax+1++/x2—ax+1;  (8) (x+1)2/3+(x——1)2/3,/

©) x+1y°x2B; (10) /x¥+1; :

1y Y1t (12) (1 —x—x* ... —xn-1)-1/2,
13216 Etudier les fonctions y = f{x) déf' nies par: '

(13) x2n+p2n -1, (14) x*—y* =x? - 2y%;

(15) x*=p*+xy=0; (16) y*—x*+x6=0.

14, ETUDE DE FONCTIONS PARTICULIERES
AVEC LOGARITHMES OU EXPONENTIELLES

1 Soit £ =lnx, £, =1n (n3), ., S = (fi0fn1)), n>2 Quel

“est le domaine de définition de f, ?

2 Montrer que l'on peut choisir les réels # et b > 0 de telle sorte que les courbes
représentatives de y = a¥ et de x = bY soient tangentes. Déterminer alors le
lieu du point de contact.

' 3320 Etudier les fonctxons f (x) sulvantes

(3) In |x}/n |x —21; _ ' (4) xx Al

(5) x(x 2)1nx S (6) logz(l—-logl/g(x —5x+6));
(7 xlx; T (8) x*

©)  * ——l)ln (1+x)/(1 —x) o (Q0) x. exp (x/(x*=1));

(11). (1 +ifx)*; - T (12) In(x* —3x+ 2);

(13) e 1/x j . (14) 1/2{1n(1+ex)+1ﬁ(1+e—x)}
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(15) x*—7; (16) x/(e*-1);
Qa7) (tgx)exp (llsmx) : (18) x1nje¥ —1];
A9 x/(Q 4=ty o (20) log, (x?+1).

15. ETUDE DE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES
PARTICULIERES

Etudier les fonctions f (x) suivantes: ,
(1) Arctgtgx; . ‘ (2) Arc cos (cos x);

(3) Arcsin (cosx); . (4) tg(sinx);
(5) Ginx)/x; ‘ (6) xcotgx; '
(7) ltgx|cosx; - (8) sinx+(1/2)sin2x+(1/3)sin3x;
©) Arc 1gx + Arc tg 1/x (10) Arc sin (x?);
(11) x? sin 1/x; (12) (1 +tgx)sinx;
(13) va+sinx ++/z—sinx; (14) ‘|sinx|te*;

(15) +/1+sinx.

Etudier f(x) = Arcsin+/(1/2) +x + Arcsin~/(1/2) —x et résoudre I’équa-
tion f(x) = f(»).

Placer les uns vis-a-vis des autres les arcs G, d’équationv:
y=In(l —2a cosx +a?).

Calculer tg9° +tg27° +1tg63 °+ tg 81 °.

Montrer que cos (m/7) — cos (27/7) + cos 3 #/7) = 1/2.

16. ETUDE DE FONCTIONS PARTICULIERES _
DANS LESQUELLES INTERVIENT LA PARTIE ENTIERE

Etudier les fonctions:

(1) [2x]-2{x]; (D X+ - [xl)2
3) x-[x]; : @ D& -[xD;
() x*—x[x]; 6) sin (x{x]7/2).

Quel est I'ensemble des couples (x,y) € R? tels que [v¥]=+[x]1?

Montrer que [x+y]=[x]+ [y] +e,00 e=0o0ul. De méme [2x] + [2y] =
={[x]+[x+y]+[y]+ 8, ol § est une fonction dont on déterminera les
valeurs. '
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9 Pour tout réel x, et tout entier n>>1,0ona:

[x}+ [x+1] [x{.;]{g-.+[x+y:—l];[nx]. |

10 Démontrer, pour tout réel x > 0, I'identité de Liouville :

[VX] + Wx =171+ [Vx—22] + = [x/1]-[x/3] +[x/5] = [%/7] + ---

17. ETUDE DE FONCTIONS PARTICULIERES
COMPORTANT DES VALEURS ABSOLUES

133 Etudier et reconnaitre graphiquement les fonctions f(x) suivantes:

1) [x—1+x=3+ [x=-5[; (2) Ix,—ll—l(x—l)/xll;_ () Vx2—|x|-x

. n
4 Pour ¢, <a, < ---<dy, étudier fr(x) = ,_, Ix—agl.

5 Etudier f,(x) =Z:_O(—1)".|x ~kl. v

- 6 Montrez que I'ensemble des (x,y) satxsfalsant a:|x]+ ll y|-3[~3| =1 affecte

1a forme d’un «huit anguleuxy.

18. ETUDE DE FONCTIONS PARTICULIERES .

DONNEES PAR L'INTERMEDIAIRE DE DIVERS ALGORITHMES

1
2
3

Etudier f(x) =supse[.11](#x +v1-£).
Etudier la fonction f qui, & x € R, x +1/2 € Z, associe I'entier le plus proche.

Etudier f qui, & x ER, de .développement x. =0, X;X,X3X4X5... associe
fx) =0,x,%,%3%4Xs... (permutation des deux premiéres.décimaes)..

Pour tout x €[0,1], de développement propre en base 2: x =0, X;X,X3...,.
on définit f(x) comme ayant le méme développement, mais en base 4. Montrer
que f est continue A droite, n’est constante dans aucun intervalle, et admet
une dénvée a droite partout nulle.

Soit x = 0 X1X2X3.. .le developpement décimal propre de x€ [0 1. On lui
associe :

f(x) (x%/ 100) + (x2/ 1002) + (xg/ 1003) + ..

- Montrer que f est monotone et est contlnue -pour toute valeur de x representee :

parun développement fini.
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Soit o une perrutation de IN*. A tout x = 0, x;X,%,... €[0,1(, dont le.déve-
loppement décimal est propre, on associe g(x) 0 xo(l)xa(g)x,,(g) . Montrer
que f FOydx =1/2.

19. FONCTIONS DEFINIES AU MOYEN D'UNE SERIE

} o
A tout x €[0,1] de représentation diadique propre 2 n>1x,,/2” on associe
HOEDY nz*lxn/y‘. La fonction est-elle injective ? continue 3 gauche ?
continue a droite ?

Soit (rx)n>>0 une numérotation de I'ensemble @ des rationnels. (1) Montrer
que la série dont le terme général u, vaut 277 si r, <x, et 0 sinon, converge.
(2) Appelant f(x) sa somme, montrer qu’elle est continue ssix EQ.

Etudier la fonction f(x) = En _gX"sinmx pour x €[0,1].

Montrer le caractére non borné de la fonction f définie sur IR par:

fx)= g — sm%

La fonction de Darboux:
x
£6) = 2 sin (713)

n’est dérivable nulle part, bien que continue partout.

| 20. SUITES DE FONCTIONS

X '
Etudier Fn(x)= J, (1 +1*)"dz,

Soit fr(x)=n 008”.?72 sinx, x€[0,7/2]. Etgd;er fn(x) et sa limite pour
n -, Comparer f Fn(x)dx et lxm,,_,_,f" T () dx.

Etudier f,(x) =exp (—n'x +31?, ) A-ton:
lim [ fuGe)dx = [ lim fp(x)dx ?
n—>e Ry
i x
Soit Fp(x) = fo e~ttndt. Montrer que limy_,..Fy (x) existe et vaut n!.

Soit f; (x) =nx"sin m.c, x €10,1]. Etudier by =sup [0.1] (%), A-t-on:
lim Jyf()dx = fy lim £, (x)dx ?
n—>e n—re
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- Soit ¢ :[0,11=[0,1] telle que w(x) = x/2 si xE’[O,2/3} et o(x)=2x—1 si
x €12/3,1].- (1) Construire le «graphey de ip.  (2) On pose f,=
L=vew ..., fn=wofn_1, n22. Expliciter 1es fonctions f, et fj et les
représenter graphlquement (3) Etudier limy—..fn (x) sur [0,1].

Grace a-son expression intégrale, determmer la limite f(x) de la suite de
fonctions

: sin kx
f" (x?.: kgl Tk

21. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Montrer que I’ensemble des valeurs prisespar: ‘
Y R
Fé, V> 2% = x+y+r+x+y+z +y +z+t'+x+z+t .

pour x,y,z,t>0 est [1,2[.

Soit f(x,y) = (x*—»)(3x>—y). Montrer que pour tout chemin radial, y = £x,
ily a un minimum en x = 0, mais cependant pas pour la fonction f.

f}’ sin ¢

Montrér "que la fonction f(x,y) = [, —— df est bornée sur (R*)?,

Pour 0<x <y, déterminer la meilleure approximation affine de In ¢ pour
t € [x,p], au sens de la convergence uniforme, c’est-2-dire les coefficients
A =A(x,y), B=B(x,y), pour lesquels

sup _|Int— At —B} = inf sup |lnt—at—>b|.
te[x} _ - a,beR tex,y] : v

22. PROGRAMMATION LINEAIRE

‘Déterminer le mlmmum de y — 2x sachant que [3x +5 yl ~8et2x -3 y>12.
Trouver les extrema de f(x,y) = x— 23/ sur (x| + |y{

Trouver les extrema de f(x, y) x—y  dans Densemble des (x, _]))E]R2
définis par les inégalités x> +4y* —4x>0, x> +y?-5<0, x—y—-1<0,.

Trouver le: minimum de f(x, ) =2x +y, sachant que 3}c +y2=6, x+y>4,
‘x+3y=6.

Determmer les extremums de f(x, y) x+2y—1 sachant .que x+ y<4
x+2y>2-2, x-y>-2, x<3.




CHAPITRE 16

Intégrales

1. FONCTIONS INTEGRALES

La fonction f(x) =cos(1/x) si x #0, b (0) =0 est intégrable sur [0,1]. horase

Si f et g sont intégrables sur [e, b}, il en est de méme pour h(x)—
= m.m{f (x), g(x)}, etl’ona:

[} eyax < min {f} r@e)ax, [, )

 Soit £ une fonction intégrable sur [a, b1, et soit £ une fonction llpsch.&zwnne
sur un intervalle / contenant f([g,b]). Montrer que go [ est mtégrable
sur [e, b]

La fonction f(x) E(~{xsin(1/x)}}), f(0)= O est- elle mtégrable sur [0, 1] ?

Lafonctlon f(x) (~1)E /), f(O) 0, est- el]e intégrable sur [0,1]?

2. VALEUR MOYENNE ET SOMMES DE RIEMANN

Chercher la limite de uy, = (1/n) (2 + Y4+ 8 +... +Y27). . | G2

Pour f€C[0,1], étudier la limite / de: 4 L
un =2 (o) 7 ) + £ () +- +f(2;n1)}. A 4L

Calculer de diverses fagons la limite de :

-1 o : ; o
1 "  kx ',’__’f.‘_o._w‘
un _—— sin —, . 2C
Rk=0 no .

Montrer que la suite uy, = zk 1 1/\/117 T ki a pour hmlte I=In (\f+ 1).
Donner un éqmvalent sunple de u,— L '
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“Peut-on déterminer les réels a,‘b, ¢ de sorte que

Chap. 16. - Intégrales

- n )
Pour n entier. >1, on pose s = » ., n{n®+¥*)~1. (1) Montrer que s,
converge vers un certain réel s que 1’on déterminera.  (2) Prouver que, pour
n->o, ona s—sy~(@4n)-L.

3. INTEGRATION PAR PARTIES

1
Calculez I = j;) x"sin wx dx.
On a fuv’:uv— fu’v, fuv":uv’—u’v +fu"v. Généraliser a fuv(’"l).

. /2 .
Calculer par récurrence Jy, = _ﬂ) cos™x. sin”x dx, od m,n&NN.

S |

Calculer I, = fo x(Inx)?dx.

o 1 '
Calculer I, = fo exp (—x /") dx.

w4 cos 2x /4 cos nx
Calculer f dx et, plus généralement, I, = fo o dx, n€MWN.
cosPx

Démontrez de diverses maniéres que fO cosnx. cosx dx = /2" oune€N.

4. CALCUL DE PRIMITIVES ET D'INTEGRALES

Déterminer les réels @, b, a, # tels que, pour tout polyndme P de degré <3,
on ait ;
=1
Jo P(®)dt =P (@) + BP (D).

x¥tax?+bx+e

i o
PR IS Al

rationnelle ?

Par récurrence, ou autrement, montrer que, pour tous entiers m et n>>0,
on a:

7r/2 )
f cos 2mx. cos2hx, dx =

0 22n+1 (m-}-n)

Pour tout polynome P de degré <S5,ona:

1 4,1 (A=VB3I5) | p (LB
fOP(t)dtzaP( )+1_8{P > )+P( ) )
‘ 2 sin nx\k
On pose, pour (k,n) EIN?: I, x = f()' (smx ) dx

Calculez I, ) et I, 2. Comment entamenez-vous le calcul de 1), r ?
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: ‘5, SUITES PARTICULIERES. DEFINlES Ce
COMME INTEGRALES D'UNE FONCTION ALGEBRIQUE

1+1/n
1 Montrer que I, = f v/1+x"dx tend vers 0. Plus précisément I,, ~ Afn,
et Pon calculera A

2 Soit I, = f x7(1+x +x2) Ldx. (1) 1,,->o @) .r,,~1/3n (3) Calcul de Iy,

3 Etudler I, = fo dx/(l +x7) du point de vue de la monotome Montrer que
I, +a que I'on déterminera. Plus précisément, prouver: :

2, @ | 1,
h=a-=Ctpmt0(5).

i S S
4 Montrer que f;z 2(1 +x%)~1/2 dx tend vers 0 et en trouver un équivalent.
5 Smt I,, - fox"(l +x) lndx Lumte récurrence, caicul

6 Démontrer la formule f V1 +12dr=1 +l (2 1112+ > )+ 0(%) -

6. SUITES PARTICULIERES DEFINIES
PAR UNE INTEGRALE
COMPORTANT DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

1 Pour 0 <z <5, montrer que I}, = f cos (nt?) dt tend vers zéro

2 Montrer que la suite fO (cosx)ll *dx tendvers m/2. . .
3 Justifiez Pexistence et caleuléz les suites ' g
’ 2. .3
7 sin nx .. B sin nx sin nx
f sinx % B'.’_ fo (su‘x ) - fo (smx )

4 Intégrales de Wallzs - Pour n entler > 0, on pose Iy = fo sin” x dx. Eta-

blir les résultats suivants: (1) On a [ >0, I décroissante, lim I, = 0.
Qn+Dly=n+ I)I,,, n=0; expliciter I,, 3)Ona hm (I,M/In) =1,

(4) La suite (n + l)InIml ‘est constante et I,l ~ (n/2n)1’ . \Q w Faen g e o

5 Pour A E 11,1, on considére : » ’ ““:“

COS”x.
In = fO " 2hcosx T2 ¥

Trouver une récurrence entre fp.1, In, In-1, et en déduire la valeur de 7,,.
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7. SUITES PARTICULIERES DEFINIES COMME INTEGRALES
NI ALGEBRIQUES, NI TRIGONOMETRIQUES

1
1 Etudier et calculer [, = fc x (Inx)” dx.
1
Montrer que la suite 1, = fO t" In(1+¢%)dr tend vers 0.
.2 .
Etudier /,= J| (ln#)"dr.
oA 2 .
Montrer que vJ;) e dx ~ e"|2n, n-soe.

Soit I, = fl exp (—x")dx. Montrer Dexistence de 4 >0 tel que I, ~A/n.

=2 B &) I S I

Montrer que 1 est la limite de la svite () ainsi définie:

L=y (14%) 2% ax.

8. SUITES RESULTANT DE TRANSFORMATIONS INTEGRALES
DE FONCTIONS NON PARTICULIERES

1
1 Si f est intégrable sur [0,1], montrer que f FOQ+ne)-tar tend vers 0.

2 Soit S(x) =4E(x)-2E(2x)+1. Etudier la suite wu,= f f(I) S(nt)dt
ol f est continue sur [0,1].

-) 3 'SOI-'IZ f:R+-R, aveclim f(x) =C Montrer que, si f est continue,
n .
Jo r@yar

n-ye

&

. b » v
4 Soit uy, = f f(t)sin nt df. Déterminer la limite de u#, quand. f est en
escalier, puis quand [ est mtegrable

5 Si foest continue sur [0, l] alors la suite u, =n f t”f(t)dt tend vers f ).

9. FONCTIONS DEFINIES PAR L'INTEGRALE
D'UNE FONCTION ALGEBRIQUE, LA VARIABLE APPARAISSANT
DANS LES BORNES DE L’ INTEGRALE

x* tdt
1 Etudier F(x) = fx Sk

2 Pour 0<b<a, étudier F(go)_ fO \/bzcos t+a?sin? t dz..
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3 Soit fO=1-1tsi t€[0,1], f(©)=0 si t=1, et f(~1) = f(¢). Etudier

F{x)= fo F(Odr et montrer que F(x +y)< F(x)+F(y) pour tous x et y.

2x ;
Etudier F(x): f;c 7% .

Si fest conltmue sur un voisinage de 0, étudier la limite éventuelle en x = 0 de
F)=x [, f(t).+72de.

10. FONCTIONS DEFINIES PAR L'INTEGRALE
D’UNE FONCTION ALGEBRIQUE,
LA VARIABLE ETANT SOUS LE SIGNE D’'INTEGRATION

.
Etudier F(x)= fo x—13 dz.
1 .
Etudier F(x) = fy V1 +x27dz.
. 1 3
Etudier F(x) = f, ¥/1+xz%dz.

Pour x>0, on définit F()= [ —— .
’ . 0 x3+4 43

. Montrer qu’il existe 4 > 0 tel que, pour x 4 0, on ait F(x) ~ A/x?.
ds

tion e(x), tendant vers 0 avec x, tels que F @)=l (1/x)+ A+ e(x).

v ) _ . )
Soit F(x) = fo Montrer qu’il existe une constante A et une fonc-

~ 11. FONCTIONS DEFINIES PAR L'INTEGRALE
D‘UNE FONCTION NON ALGEBRIQUE, LA VARIABLE
APPARAISSANT DANS LES BORNES DE L’INTEGRALE

2
X .
Etudier F(x) = fx Inz. dt.

» in2x cos?x
Etudier F(x)= |, ¥ Arcsin Jede + | Arc cos\/tdz.
1o 1ty

Déterminer les limites en O et 1, si elles existent, de:

Flx) = fx lar tl

Etudier F(x) = fl/x 5 dt. :

x ‘ 3 ‘
Calculez f(x) = [,z (tnf)~1 dt afin d’en déduire limyy [z (Inr)~Ldr.
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12. FONCTIONS DEFINIES PAR L’INTERMEDIAIRE
, ‘D'UNE FONCTION NON ALGEBRIQUE, = -
LA VARIABLE ETANT SOUS LE SIGNE D’ INTEGRATION

1 Soit F(x) = fo smx tdt, x> —1. Montrer que {(x + I)F(x +1)F(x) est
. constante ’

Code

X cost’
f sin 8 dé
o \/1 2xcos9+x

3 Etudier F(x)=

4 -Soit f conﬁn’ﬁe . La fonction F(x) = fa fGc+1)dt estelle dérivable ? '
- wf2 ‘

5 Etudier F(x)= fo cos (x sin ) dz.

6 Etudier F(x)= fo+/x ¥ cos?dr.

1 —cost

N /2
- 7 Déterminer lim J’O - ___dt
T T

13. TRANSFORMATIONS INTEGRALES |
1 Etudier la transformation T qui, & FEC [i——l,l]‘assbocie g TF telle que:
5= [ e-lx-mr@ac.

2 A toute fonction f& C(IR), on associe g= T, définie par g(x)= f f (r)de.

(1) On a Img CImf (2) Sifest bornée, il en est de méme pourg. (3) La
qualité «monotone» se transmet aussi. (4) Ayant montré que T est linéaire,
déterminer son noyau (5) Si I:mm =1, auss1 lim. g 1. (6)La réczproque
est fausse..

Etudler la tra.nsformation qui,a f€C {0 1] associe g(x) = f min G, 0).f()dr.
Si f et g sont continues dénvables alors F (x) f f (x - t)g(t) df P’est aussi.

Soit g(x) = f f(t) smtxdr o feClo, 1], alors lim.g(x)=0.

O)O'L-P-w

A toute fonction f continue sur 10,0[ on associe F(x)=(1/x?) f f(t)dt

et 'on appelle T Papplication faisant passer de f 4 F. (1) Montrer que T est .
un endomorphisme de C ]0,o0[. (2) Montrer que si lim..f =/, on a aussi
lim.. F =1, (3) Calculer aussi loin qu’il vous est possible 7%(1). (4).Montrer
que F(x) est dérivable et calculer sa dérivée. (5) L’application T est-¢lle
~-injective 7 : S



CHAPITRE 17
Equations

1. L'EQUATION DU SECOND DEGRE
1 Etudier la (ou les) fonction(s) y = f(x) telles que €2 — 20X 4 e2% — 1.
2 Résoudre et discuter graphiquement sur (,q) € R? ’équation :
9cos’x +6(p+q)cosx +p2+q?=0.

3 Pour b et ¢ réels, résolvez x* — 2(b%+ c*)x? + b* + ¢* — 2b%c% =0. Ceci
falt -vous en déduirez les pomts A coordonnées entiéres sur la surfaoe,
—2x? (zz+y2)+y +z4 -2y =1,

4 Soit ax®+bx +¢ =0, ol a,b,c €Z, a#0, ¢ #0. Prouver que si cette équa-
tion posséde une racine rationnelle, alors 'un au moins des coefficients est pair.

5 Résoudre et discuter e2¥ —2ae* +b =0 par régionnement des (z,b). . ‘
6 Si ax?+bx +c =0 esta coefficients réels et & racines réelles, alors: '
a+b+c¢<(9/4). max (g, b, c). .
2. EQUATIONS ALGEBRIQUES

1 Montrer que I'équation x> + 3x + 3 =0 n’a pas de racine ratlonnelIe

2 Chercher les entiers de Gauss racines de 2%+ 222+ 32z + 65 = 0.

n ‘ '
3 Si le rationnel irréductible p/q est racine de > k:Oa.kx" =0, ax €Z, alors
p divise g, et g divise a,. o S
" 4 Si le rationnel irréductible p/q est racine de f(x)= zzzoakxk=0, ol
ay €Z, alors p—q divise f(l) et p+q divise f(—1). '
B Résoudre de maniére algébrique, puis trigonométrique, l’équatlon

3x - x3 _ 3a-a°
1-3x% 1-34°

6 Tracez rapidement la courbe y =x> et discutez du nombre de tangentes
que ’on peut lui mener d’un point varlable de son plan.

7 Pour tout réel a, zs+ z+a=0 aune racine complexe dans chaque quadrant.
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3. EQUATIONS AVEC RADICAUX

Résoudre et discuter: bx\/; + \/xa—— =m

Résoudre ét discuter : m = X. )

Résoudre dans R et discuter selon 0 <a < b: \/_ =va—x+
Résoudre et discuter dans R: x — \/:m =A(x —3).

Résoudre et discuter, dans R: 3+2x = A+/1 +3c.

4. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
A UNE INCONNUE

- Caleuler . cos 37/ 8) et cos{m/5).

Montrer que :

sin (3°) = 1 { (V6 +vVDE/3-1)~2(/3- 1)\/5+ }

: Résoudre et discuter:_ \/cosk +4/sinx =X, AER, x€[0,n/2].

Résoudre : - cos®x.cos3x — sin®x .sin3x = —1/8.
Résoudre: 2 cosx + 4 sinx = A/ 15.
Résoudre: cos®x +sin’x =1.

Montrer que I’équation tgx +tg 2x +tg 3x + tg4x =0 posséde 18 racines
{modulo 21r)

5. EQUATIONS DIVERSES A UNE INCONNUE

Résoudre: 9% —2x+1/2 — 2x+7/2 _32x-1
Résoudre Péquation: 24%08'x+1 4 16 2dsin’x-3 _ 59

Quelles sont les heures de la journée ol les aiguilles d’une montre sont
superposées ? .

Déterminer les couples d’instants (x, ) de I’aprés-midi, de midi & minuit, pour
lesquels il suffit d’échanger la petite et la grande aiguille en position. :

Résoudre: |x+1| —ix[+3|x—1]|-2|x~2(=x+2.

Chap.17. Equations g
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6. SYSTEMES DE DEUX EQUATIONS ALGEBRIQUES
‘ NON LINEAIRES

XS4yt 121
3+y? 137

Résoudre dans IR : x+ty=2.

Résoudre et discuter dans R: x+y =a+b, x3+3® =a®+b3.

Résoudre et discuter dans R: x*=ax+5by, »° =ay+bx.

Résoudre et discuter dans R: x? —3xp? = x> —3ab?, »* - 3x%y =b3_34%h, -

Résoudre et discuter dans R: x+/1—y2=4a, y+/1-x2=b.

SYSTEMES DE PLUS DE DEUX EQUATIONS ALGEBRIQUES
NON LINEAIRES

Résoudre dans C: x* =y, 2=z 2?==x.

Résoudre: x+y+z=1, 1/x+1/y+1/z=1, xyz =—4.
Résoudre dans R: x+yztr=2, y+xzt=2, z+xyt:2, t+xyz=2.

Résoudre et discuter dans R: x+y+z=a, x*+y>+z? =52, 3€J’=22 .

Résoudre dans €: x=y+z, x=y>=23.

Résoudre dans €: x+y+z=1, xyz =1, Ix!; |y = |z|.
Posant Sy, =xn + y# +z" + (7 résoudre S; =0, S, =10, §;=0, S4=726.

Résoudre et discuter dans IR :
yityz+z2=4% 224zx +x2 =02 x*+xy +yi=c>

8. SYSTEMES D'EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Résoudre et discuter dans R: cosx + cos y=a, sin x +siny = b.
Résoudre et discuter dans R: cosx +cosy =4, cos2x +cos2y = b.‘
Résoudre et discuter dans R: cosx + cosy=a, tg2x+tg2y=>~
Résoudre et discuter dans R: tgx +tgy=a, cos2x +cos 2y =b.
Résoudre et discuter dans R: tgx +ig2y=a, tg2x+tgly=0>.

Résoudre et discuter dans R: cosx + cos )"=a, cos®x +cos’y = b.
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7 Déterminer une CNS pour que les équations :
’ acosx +bsinx=¢, a’cosx +b’sinx = ¢’
aient au moins une solution commune.

9. SYSTEMES D’'EQUATIONS TRANSCENDANTES
NON TRIGONOMETRIQUES

1 Résoudre: 7 (logyx +logyy) =50, xy =256.
2 Résoudre et di:écutér ‘da.ns R: xy =a, In’x + In2 y =b.

3 Les entlers positifs m et 1 étant donnés, dlscuter le systéme :
xx+y =y " : yx+y _xm

4 Résoudre et discuter dans IR:_e“"*by =¢ Xy=p.

5 Pour n€N,q eth> 0,’ résoudre et discuter :
a*hY = ehx-1 4 enx+1, aVb* = eny—1 4 gny+l

6 Discutersurleséelsaet b, 0 <a < b, du nombre de solutions de :
y= dx, X = bY. »




CHAPITRE 18
Inégalités et inéquations

1. INEGALITES CONCERNANT LES SUITES
EN GENERAL

1 Appelons oy, o,, o3, ... les fonctions symét,n'que'svélbémerﬂltairesv des 'réels
" ay,as, as, ..., tous dans [0,1]. Donc:

(1 -i-alt)(l ta,)(A+a3t)...=1+0g,t+ 0,8+ 0383+ -+ :
Posant p _]_Ik 1 (1 —ag), montrez que r<l1, p> 1—-0y, pz <l- arl + g,,
P3zl—0,+03—0;,...

2 Soit x =(x, ), > une su]te de réels > 0. Posant 4, (x) = (x, +x, +. +x,,)/n
et Gu(x)= (xlxz LX), montrez d’abord, de proche en proche, que
G,(x)<A,(x), Go(x)<A,;(x),...; G 2x() <A (x). En déduire alors que
Gp(x)<A,(x) pourtout n>1,en observant 1’ex1stence d’un plus petit entier
k tel que 2% >n, avec leque] posant pour abrégé a = A,(x), on aura, grice
ace qui précéde

Xy +xy x5+ -+ xp (26 -n)a
Xpaaa _4)1/2"< 1 27A3 2k n ( ) ,

. ce qui fournira, aprés réduction, I'inégalité demandée.

(x1x2x3 o

3 Si a,,a:,...,é,,>0, montfer que(:z;_lak) (22—1 a,;l) >n?,

4 Si une suite a, > 0 satisfait pour tout n > 0a: ai, >agta+- + a,,, alors
existe une constante C>0 telle que a, = Cn pour tout n.

2. INEGALITES CONCERNANT CERTAINES SUITES

PARTICULIERES
Z
1 Pour tout entier n>1,0ona: 1+ ! +31,+ + < 2. S““ ( },\

2 Pour tout entier 73> 1, 0na: 2(/n+1 /7 <1/\/—<2 Vn—/n-1).
En déduire la partle entlére de 14 12+ 1/4/3 +- -+ 1/4/10000. .

3 Pour tout entier n>>1,0na: 1/(n +I)+I/(n+2)+~--+1/(3n+1)> 1.
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4 Pour tout entier n > l,ona:

1 1 1 1 1 2
PR TS IR PR LI Sy ey e

5 Pour tout entier n>>1,0n a: \/7.‘{’/1.\8/?? EVELES TSN

3. INEGALITES RATIONNELLES

a+b
b+c cta a+b

1 Pour tous réels a, b, ¢ > 0, on a:
a=b=c¢

2— , avec égalité ssi

2 Si a b, ¢, d sont des réels non nuls satisfaisant & ¢+b+ec+d =0 et '
a®*+5b%+¢3+d3 =0, alors deux sont positifs et deux sont négatifs.

- 3 Pour tout réel x >0 et tout entier n=>1,on a:
1 1+ 2% +3x24 .. + nxn—1

n nt+@m-1Dx-+.. +2x"—2+xn-1

Cas d’égalité ?
4 Pour 0<a<b<e et xv>0, on a toujours:

. . 2 3 ’
@+bx+ex??<(@+b+c) (1+545 +E +59)

| 37272
Généraliser.
4, INEGALITES ALGEBRIQUES
IRRATIONNELLES
1 Pour tout x>0, ona: 0<“\3/ 1+x—1 —%x +é~x2< 8—51x3

2 Pour tout réel x >0 et tout entier n>>3,0na:
x4 (1 + 2)M2< (1 +x)",

3 Montrer que:

x,‘ivl’go\/xé“‘y(?*“T) 2\/—

4 On considére toutes les fonctions polynomiales f(x) = ax3+ bx?+cx +d,
réelles, telles que |f(x)| <1 si |x|<1. Montrer qu’il existe une constante _
C>0 telle que |g] <C, dont on déterminera la meilleure valeur possible.
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5. INEGALITES LOGARITHMIQUES
ET EXPONENTIELLES

1 Montrer qu’il existe 6 >0 tel que, pour tout x € [0, 8] on ait:
In (1 +x)
1+x < — n(l— )<1+x+x
Comment déterminer le sup de ces & ?
2
2 Pour toutréel x, ona |e* —1—x| <£2~. elxl,
3 Pour tous réels positifs x et y, ona:

(1 +§)y <ex< (1 +%)x+y

4 Pour x suffisamment grand, on a (¥ + 1) < x**1. Comment déterminer
Iinf de ces x ?

6. INEGALITES TRIGONOMETRIQUES

1 Pour tout x réel, on a cos (sin x) > sin (cos x).

2 Déterminer la plus petite constante C >0 pour laguelle, quels que soient les
réels x et p, onait: |sin?2x —sin® 2yI < Clsinx —siny].

3 Pour tout x €10,7/3[, ona: x +x3/3 < tgx < x+x3.

4 Montrer que, pour tout entier n2>1, ona:

1

Z(Icos 1| +|cos 2 + .-+ |cosnl) = e

7. INEGALITES DE L’ARITHMETIQUE

1 Sid(n) désigne le nombre de diviseurs de #, alors d(n) <2v/n.
2 Soit p; <p,<p;<--- lasuite des nombres premiers. Alors I—[ pi<n pi< 47,

3 Lindicatrice d’Euler.¢(n) joult de la propriété ¢(n) <n—+/n pour tout entxer
nz2.

4 Soit d(n) le nombre de diviseurs de '1’entvier n=1, et zé(n) Pindicatrice
d’Buler. Alors, pour tout n=>2,0na ¢(n).d(n)=>n.
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INEGALITES AVEC LA PARTIE ENTIERE

1 Pour tout réel x >0 et tout entler n>1,ona:

[nx]> [x] +5'[2x1 +§[3x1 + ....+; [nx].

2 Pour toqu entiers positifs ¢, b, , I, n, ona: ‘
et [ fexd) [a+k] B [b+k] +[£] }20
k=0 n n n n '

3 Si p, g, n sont des entiers, p,g=>1, n=>2, ona:
)< A <

4 Prouver l'existence ou la non-existence de constantes A et B strictement
positives telles que, pour tout entier 7> 1, on ait: :

no
2 nin 2
s 3, )<

9. INEGALITES INTEGRALES

1 Pour e<a < b, oAri‘a : J; m < I_ Tachez d’affiner cette inégalité. ‘

2 Si pour x €R on a |f(x)+ )< 1 alors |f(x)—e*fO) <[l —e~X|.

3 Soit f une fonction continue strictement croissante sur [0,a], avec f(0) =0.
Appelant g sa réciproque et b = f(a), montrer que pour tout x €[0,a] et

y€[0,b], ona: xy < IO f(@®)de + fog(u)du

4 Soit fo(x)> 0 pour tout x3>0. On posef,,(x) fof,, 1 (#)df pour n=1, 2 3,.
Montrer que, pout tout x >0, ena:

In (x) fn-l-l (63] .

xn x el

0. INEQUATIONS ALGEBRIQUES A UNE I‘NCONNU’E 7
3154 Resoudre et dlscuter dans R: ('1) Vmx '>x l (2) \/x ~—1 <x+m
3V 7x—13 >\/3x—19+\/5x 27. (4)\/x+6>\/x+I+\/2x 5.
5 “Résoudre /% + /x T1. f ‘
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11. INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES - -
A UNE INCONNUE

1234 Résoudre: (1) cosx -+ cos 2x.+ cos 3x > 03 (2) cos x. cos 2x. cos 4x >1/8;

(3) tgx+sinx<1; (4) cosx eos?x +cos3x+cos x sinx +sin’x +sin3x +sin*x.

546 Résoudre et discuter:

(5) sinx +% sin 2x +% sin 3x = m.; {6) sinx +% sin 3x +l5 sin Sx =m.

12. INEQUATIONS NI ALGEBRIQUES, NI TRIGONOMETRIQUES |
S A UNE SEULE INCONNUE o

1 Résoudre, dans R: [2x+6]+13x —12/+x <20.

2 Pour tout entier 7 3> 0, résoudre I'équation:
bl + e 1| + lx—2] +oo ok x—nl <.

e~

{;ﬁRésoudre et discutér, dans IR, l’iné_qmtion: [2x]+ [33}_< p.

435 Résoudre dans R: (4) [x—11+pe+/x =10. (5) Ix’—lzi+|x2._22i+ix2—32[é .

& Désignons la distance de x & Pentier le plus proche par 5(x). Résoudre et -
discuter Vinéquation: 8(x?) +8()<A.

E: INEQUATIONS A PLUSIEURS INCONNUES

1 Déterminer les couplés d’entiers;(x, y) tels ctue :
Cy—Ix2-2x|Z0 et yHix—l<2. .

‘2 Déterminer les régions du plan pour lesquelles logy (logyx) >0.

3 Discuter Pensemble des couples (g, b) tels que ’équation @ cos x + bsinx =1 '
posséde deux solutions x, etx, dans [0,27], pour lesquelles fx,—x;| = 7f3.

4 Quel est I'ensemble .des points {x,») du plan i:our- lesquels, quel que soit
8 €[0,7],. on ait: ;x+ycos(i+cos26>0,? ] o

5 Représenter graphiquement dans le plan, pér des hachures, les solutions de:
{cosy—cos‘x>0' ' S ' o
tgy —tgx > 0.

6 Régionner le plan par 1z +11 — [y~ <. el
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- Equations fonctionnelles

ET LEURS PARENTES

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1 Résoudre: 4xy”+ 2y’-y =0,en posant x = ;2.

_ 2 Montrer que le polyndme P, (x) = Z k=0 ( zkk )xk satisfait & une certaine équa-
tion différentielle du premier ordre que I’on déterminem.

3 :Déte'm'liner les fonctions [, de R dahs R,'telles que ]a‘ta’ngénte en M, (xo, ¥,)
de la courbe représentative coupe Oy en un point d’ordonnée —x,, .

4 vEtavnt donné a et b, réels, résoudre F'&x)=bf(a —-x). -

‘5. Déierﬁﬁqer les .fonétions [ telies que f (.ic) éf 7(~x).

6 Déterminer toutes les fonctions f (x), dérivables sur R, et telles que:
’ o). f(—x)=1. : o :
- 2. EQUATIONS FONCTIONNELLES
) AVEC UN ‘SEUL ARGUMENT ‘
1 Quel]és sont les fonctions continues f de R dans IR telles que f(x)+f (2x)=0

pourtout x? - ; ‘ " ‘
2 Les seules fdnctions FEC(R), telles que f(2x)=f (¢), sont _Ies cons‘iaf;tes‘.3 -
3 Quelles sont les fonctions £ € C ([o, o) telles que F(x2) = fF x) pour'tout:x ?

4 On suppose S continue de [0,1] dans [0,1], telle que fof=f et ’soitv K.
Pensemble des points fixes x de f:f(x) =x. (1) Montrer qQueXK#¢. (2)K
est-il un intervaile ? (3) Si f est dérivable, montrer que X est soit réduit & un

- point, soit €gal 4 [0,1] tout entier. : , . S

5 Dé'tetl‘nﬁiiei les foncﬁons’déﬁvables'f telles que 2f2(x)+f((7r/2)f2x) v=1,b .
pour tout x. S o a S

6 Déterminer toutes les fonctions f, coritini}mént dérivables, de R dans R, telles
que (fo F)x)=ax + b, pour tout x, avec z et b donnés, différents de —1 ,0;1.
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Soit @ et b des réels > 0. Déterminer la forme générale des fonctions f telles
que f(ax)=bf(x) pour tout x >0. :

3. EQUATIONS FONCTIONNELLES
AVEC DEUX ARGUMENTS

On se propose d’étudier les applications f de R dans R telles que, pour tous x
et y réels, on ait f(x+y)=f (x).f (). - Démontrer les propriétés suivantes:
(1) 8l existe un point ot f n’est pas nuile, alors f est non nulle partout.

- (2) S'il existe un point ol f est continue, alors f est continue partout. (3)La

seule fonction £, continue en 0, telle que £(0) =1,est 1a fonction exponentielle.

Soit f, définie sur [0, =[, & valeurs strictement positives, décroissante, telle 'qvuev
f(x+y)=f(x).f(y) pour tous x-ety positifs. Montrer que f(x) a la forme
2e~Y% od g et b sont des constantes >0... » ‘

Déterminez de plusieurs maniéres les fonctions £, de IR dans R, continues en 0,
et telles que, pour tous x et y, on ait: o

Fe)+ )
fEN=TIF® 70V

Déterminez les solutions dérivables f de f(x+»)+f (e —y) =2f(x)cos y.

4. EQUATIONS FONCTIONNELLES
DEFINIES AU MOYEN D'UNE INEGALITE

Déterminer les fonctions f, de R dans 1R, satisfaisant & F(x + N FE) +FO)

- pour tous x et y, et telles que f(x)/x admette une limite égale 2 1 enx =0.

Sur [0,1], on suppose que f(x)? o ef,f(ll)‘:_l. De fplus, pour x >0, x'=0, ‘
x+x'<1, ona f(x) -iff(x’)%f(x+,x’).' (1) Montrer que f(x)<2x..

(2) Peut-on améliorer ce Tésultat ?

Soit f une fonctionb positive, définie et ’con}inué sur [0,1], pour laquelle existe
une constante C >0, telle que f(x)<C fo f()dt pour tout x. Montrer que f
est la fonction nulle. ' _

Montrer que f(x) = |sinx]| satisfait 3 f(x+y) <)+ fO) Chercher plus
généralement les solutions f de Pinégalité précédente sachant que f(0)=0
et f(2) =0 pour un certain @ >0. ) :

Toute. fonction f continue de {0,1] dans {0,1], satisfaisant & | fx) - =
> |x — y| pour tous x ét y, est nécessairement Pidentité. ) :
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6 Etudler fes fonctlons f de ]R dans lR telles qu’11 ex1ste C Cf> 0 avec lc ™
pourtous x ety ona: L o

lf(x) f(y)l < (. Ismx—smyl

7 Soxt a un réel > 0 et soit E l’ensemble des fonctlons continues f telles que,
pour tous réels ¥ et ¥, on ait; A
If+v) —fw) - o)< . . S
D’autre part soit F ensemble - des fonctions continues g pour lesqueiles existe
. c._cg>0 aveclequel ona, pour tout x : ‘ R
G —exl<a
. Montrer que ECF. La reczproque est-elle vrale ?

| 75. EQUATinst INTEGRALES

’Determmer les fonc‘uons f contmues de IR dans R, veriﬁant,' pour tous xve,t »: ’
x+ y ; )
= x)f( 2 )= f f(z)dr ;

: »Détermmer les fonctlons f contmues de R dans R, telles que, pour tous x
ety, on ait L B

| f.(x)*—'f(v)f” fmy f(t) dr.
' Détermmer les’ fonctxons f contmues de ]R dans IR telles que, pour tout x :
fyroa =%+ 2f(0))
‘ La fonctlon g etant donnee détermmer f telle que

(x) g(x) + f tf(t) dr.

'Determmer toutes les fonctions contmues de R dans R telles que:

(x)f(y) Jx yf(f)dt




CHAPITRE 20

fFonctlons vectorlelles
et cmemathue

1. FONCTIONS VECTORIELLES

1 Les fonctions #(f) et V(f) étant dérivables, montrer que:

du-> —>dv
dt(Av)_ AV +u dt

2 Soit f: [O 27} > R3 telle que x = t Y =cost, ¥ =sint.’ Montter que Pon ne
peut pas écrire de formule des accroissements finis pour:

f(@/2) - FOY=(®/2)f"(c), ou c€]0,n/2.
Y a-t-il des couples (g, b) o c’est possible pour f(b) —f(a)? .

3 Ecrivant (a, b, ¢) pour le produit mixte, montrer que:
i dg da
rem- ( L) + (142, 0) + (rs dt)

4 La tangente 4 une conique A centre est toujours I'une ‘des bissectrices des
rayons vecteurs focaux. Généraliser & d’autres courbes.

2. MOUVEMENTS RECTILIGNES

1 Deux mobiles M et M’ se déplacent A vitesses constantes vt ¥’ sur une droite.
Le point M envoie chaque seconde un projectile vers M. Montrer que M’
regoit en general les projectiles & intervalles de temps reguhers que l'on
détermmera

2 Solent D et D’ deux droites sécantes, d’angle a, sur lesquelles se déplacent
deux points M et M’, animés d’un mouvement umforme Quel est le minimum
de la distance MM’ ? .

3 Montrer qﬁe le mouvement rectiligne d’équation :

=ay cos (wt + ;) +a, cos (wi+,)

k ost un mouvement smusmda.l sunple ‘dont on determmera amplitude et phase,
“géraliser.
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. un parcours de 250 km. La distance est- finalement couverte en
voiture étant conduite par la femme. Or, pendant tout le traje
observe avec stupeur que, sur tout laps de temps d’une heure, qu-
sa compagne effectue 90 km exactement. Que faut-il penser de la cc
et de sa conduite ? S i '

5 Devant vous, & un passage A niveau, arrive 4 grande vitesse un ra';
" moment du passage, le son émis passe brusquement de sol; 3 mib; (i
Doppler-Fizau). Quelle est la vitesse du train ?

3. MOUVEMENTS CIRCULAIRES

1 Deux points M et M’ décrivent deux cercles égaux de centres O et O’,.tangent
extérieurement, 3 vitesses égales, de telle sorte que (OM, O’M’) = n/2. Etudie
te mouvement du milieu de. MM". '

2 Deux points M et M’ décrivent deux cercles égaux A vitesses égales. Quel e
le lieu du milieu de MM’ ? ’

3 Un dibsque blanc porte un rayon noir OA4. 1l effectue 60 tours & la second
et il est visible grace A des éclairs qu’il regoit périodiquement & raison de 5
3 la seconde. Déterminer le mouvement apparent de OA.

4 Dans le plan, un carré roule sans glisser sur une droite. Déterminer la traje
toire du centre de ce carré, et, plus généralement, de tout point qui lui ¢
solidaire. En supposant que la trajectoire du centre du carré est parcouru
d’'un mouvement uniforme, étudier la vitesse de rotation instantanée du pla
de ce carré mobile en fonction du temps.

' 4. MOUVEMENTS DIVERS
1a3 Etudiez le mouvement: ' :
L (Dx =0+ y=@-1)*; (2)x =cos2t, y=cos 3¢; (3)x =312, y =311

4 Un point M a pour ‘mouvement X = & ¢os £, y =a sin t, z = bt, et M’ le mouy
“ment x = A cost, y =Asint, z=Bt. Commentez le mouvement du milie
de MM’ ‘ ' : C

- 5 Quel est‘ l’ilodo‘graphe d’un mouvement hélicoidal uniforme. Réciproqu

"6 Etant donné un cercle (C) de diamétre AB vertical, B en bas, de centre O
de rayon R, on tire d’un point M de ce cercle avec un canon pointé vers |
de teile sorte que l’obus vienne -toucher B sous Peffet de la pesantel
‘Négligeant la résistance ‘de l'air, montrer que le temps mis par l’obus
‘atteindre B est +/2R/g pour tout M €(C). ' ;

i
/
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\ Calculer Z .

Exercices supplémentaires poi_tr la 2¢ édition

donnés depuis 1978

'ENSEMBLES ET LOGIQUE

-'v_Soxt E un ensemble infini et A la diagonale de £ X E. Montrer que £ X ENA
‘ne saurmt étre une union finie de pavés.

Toute fonction de R dans ]R monotone a un ensemble de discontinuités au
plus dénombrable.

Toute fonction de [a,b] dans R est intégrable (R) si l’ensemble de ses pomts E
de discontinuité est au plus dénombrable. '

Si dans une galerie de n tableaux, n 2 3, il existe, pour chaque ensemble. de
3 tableaux, une position d’oli I'on peut voir ces 3 tableaux, alors il existe une
position d’oul ’on peut voir les n tableaux. :

COMBINATOIRE

Montrer que le nombre 4’ apphcatlons f dun ensemble an elements dans "
lui-méme, telles que £0 f=f, vaut Z () k%,

- PROBABI LITES ET STATISTIQUE

Quatre points sont choisis au hasard sur une sphére. Montrer que la probablhte
pour qu'ils appartiennent & un méme hemlsphere vaut 1/8.. .

TRIGONOMETR]E NOMBR-ES COMPLEXES ET APPLICATIONS

Determmer aeth >0 tels que les racines de z? + az + b + iz = 0 soient de
parties réelles < 0.

Quelle est, selon r > 0, la forme des ensembles £, des z tels que Iz — ; l=p9
n : N :

© k=1 coskx.cos(k+1)x ’
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n .
- k-1 _.{X
®  Calculer kg:l 3 sin \?A/
n

1
n Calcmer kgl m

ARITHMETIQUE
B Si 27 + 1 est composé, 2" + 1 =ab, alors a et b ont méme exposants de 2.

m  Par combien de zéros base se termine 1 000 ! base 10.

ALGEBRE GENERALE ET POLYNOMES
m L’opération * sur IN définie par 2 * b=g + b + 2 {\/t;] .[\/5] est associative.
w Il existe 5 groupes d’ordre 8. |
® 11 ne peut pas exister de corps 2 6 éléments.

® Soit P (x)=1+xP2_; (x),n =1, P, =1.Montrer que le coefficient dans
x* dans P, (x) vaut L'(21‘). ‘ |
n (%) Pl
- mDéterminer le quotient et le reste de (x2 — 1)" par x2 — 2x cos p+1.

® Montrer qu'il y a 13 polyndmes P(x) = (x — a) (x — ) divisant P(x3)
(dans C). : ' » ‘

L L’erﬂdomorp}ﬁsrnev ¢ =S (P) qui a tout polyndme P(x) associe Q(x) =
Z a,,P(") (x) est bijectif ssi' @, # 0. Explicitez P en fonction des ™
dans les cas suivants : (1) ¢,=1; (2) ap=n+1; (3)a, =—1'—.

AR B

ALGEBRE LINEAIRE

m Déterminer les matrices 3 X 3 orthogonales & coefficients rationnels.

ESPACES AFFINES EN GENERAL

w Préciser la transformation qui du point M de coordonnées barycentriques
(ag ﬁ: 7) fait passer a M’(ﬁ + Y, Y + o, o + ﬂ)_

ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS
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GEOMETRIE PLANE (AFFINE EUCLIDIENNE)
B Déterminer les isométries conservant I'astroide. » v

¥ Jes 3 points d’intersection des trisectrices d’un triangle forment un triangle
équilatéral. o :

GEOMETR[E DANS L'ESPACE (AFFINE EUCLIDIENNE)

B Intersection d un cone de révolutlon d’axe vertical avec un plan de bout
paraliéle 2 une génératrice. :

m Etude S, 0 §, o §,, cofnpositidn des demi-tours autour des droites
D, (y=a,2=2),D, (z=a,x= 2a),D; (x=a,y=2q).

® Comment faut-il choisir @ pour que les symétriques de M (1, 1, a) par rapport
auxplans xty=Ly+tz=1z+x=1x-y+z=10, smentcopia-' )
naires ? v

W On se donne un parallélépipéde rectangle 4BCDA ’B’CD’ Déterminer le
produit des 3 demi-tours d’axes AB, B’C’, DD". -

® Peut-on choisir 2 et (A, 1) afin que f(u) )\(a u) 7+ p(a A u)/\a soit
une isométrie vectorielle ?

CERCLES ET CONIQUES

® Ensemble des isobarycentres des triangles dont les cétés sont orthogonaux a
une parabole donnée.

® Quel est ’ensemble des milieux des cordes de 1’arc de parabole y = x2, 0 <x < 1?
m Quel est Pensemble des milieux des cordes d’un demi-cercle ?

® ]’ensemble des foyers des paraboles tangentes 4 3. droites donnees decnt le
cercle circonscrit au tnangle de ces droites. :

' @ Les tangentes d’inflexion de y =% touchent une certaine ellipse.

X.

NOMBRES REELS ET ELEMENTS DE TOPOLOGIE

w Calculer inf { sup (Ix2—ax—2dl))}
@,b)ER? x€[0,1]

® Toute norme vérifiant I'identité du parallélogramme est une norme euclidienne.



162 v Exercices supplémentaires

SUITES

. 1 wi2 .
w  Etudier la suite (x,) telle que X, >0etx,, =5 fo, e XpSnt gr
ap +b;

2 2
ay +b,
lim a,, = lim b,, = 0, et lim ¢,; = O sont-elles équivalentes ?

= Soit (a,) et (b, ) deux suites > 0 : on pose Cp = ; les propositions :

n 2 - X8
®  Ftudier les suites I,,=f; Zil..:.x_"dx et Jn =f; —i +x - dx.
—X X

n
®  Soit fj (x) =kZI x* sin (kx) et D la partic de R ou cette suite de fonctions

converge. Montrer que la fonction limite est elle-méme bornée sur D.

®  Montrer I'existence pour tout entier n > 1 de Xy > 0 tel que :
f”

*n dt=In(1+
f°l+t =In {1+ xp).

3 1

k=1 n
2+ECE
(o)

B Ftudier u, =

B

W On se donne (a,) et (by) telles que la,| + 15,/< C< 1. Etudier (un) et (v,)
telles que :

un,“= an un+bn Sin Vn, vn+l=a"l’n +bnsinun.

n n

w2

B Soit u, = f . sin” x dx. Etudier les suites u, ,Z U, Z kuy,.
k:l k:‘l

s Pour f:[0,1] ->an , continue, étudier :

=] Ta+x sy,

® Soita=v2 -1 ; montrer qu’il existe, pour tout entier # > 1 un entier k tel
que " =vVk - V& 1. _

m  Pour n € IN¥, on appelle S(n) la somme des chiffres de n. Etudier :

St+1) o J5m).
S () :

1

N
® Calcul numérique de lim Z par accélération de la convergence.
N 1 n!
n=
Im z,

Argz,

| Soijt f(z)=%(z+ iz ), z, €C¥, Zyo1=F(2y). Alors z, -
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n
Etudier X, ; =Vn +x, pourn>1, avec x, >0.

Etudier la suite X, » =V2x, + 3%, , I<x, <x,.

n
Etudier u, =n"? E(—k-\

k=1 \Wn/

FONCTIONS
Etudier x= x (¢) telle que x3 + rx — e’ = 0.

1 =X, y étant le plus grand

Etudier y =7(x), telle que L+ -1+ 14 _1
oY y-1l y-2 y-3

possible. .
Etudier H(x) = llna.x [£(®) +xg@)],on f(t)=¢t*—2¢, g(t) =412,
It <1 \x
Etudier f)= |x—x2| " -
)
11 existe une unique fonction £ continue telle que f y € dr=1.

. v4 ’
Etude de f:QJ ~R, telle que £ (£)= p+,1 ,00 2 est irréductible. Btudier
' q g q '

lim f(x).

‘Une entreprise fabrique des coupes et des trophées avec desbénéﬁcesrespec}tifs
de 10 F et 20 F a Punité. Trouver la production qui maximise le bénéfice,
connaissant diverses contraintes (stock, proportion, etc.). .

e

Formule de Taylor avec reste intégral. Application 3 &*= 2 i' .
. o nl

¥l existe 2 = lim fO) —f(x , f est-elle dérivable en 0 ?
: . ,

x—=0

Si f(x) >0 est uniformément continue sur IR, il en est de méme de V. -

INTEGRALES

n

Etudier f(x) =f isinz —xtlde
0

x2

Etudier f(x)=[ &
X 3t3 —_ 1
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2 Fiudier f(x) =f 01 £** dr. Discuter d’un développement en série.

£
® Atout x= ) 2, e,—Ooul,onasocie f(x)= 2. -2 Intégrabilité de f?
n=1 2 n=1 3” )

= Calculer I, -—_]; %dx en discutant.

® Etudier (f;) telle que f, = letf,,, (x)=1 +_f fn @@ — ) dt, pour tout
x€[0,1].
m Soit £ Pensemble des fonctions continues f > Qsur [0, 1].0n pose C(f)=

(f f@t)dr). (f f-(-)) Calculerfénf C() et ;gp c{.

8 Si f a sa dérivée quatriéme f (4) continue sur [0, 1], de bome supérieure

Ilf'(4)ll et avec a—-1---~——- b=1,c=L+-1_ ona:
2 22 2 2 22

5. fw e =L@ +1@) + 5001 | < UL

1000

W A toute fonction f indéfiniment dérivable sur [0, 1], on associe F(x) =
1
J &t ar, x>o.

Montrer, par des intégrations par parties successives, que pour tout entier
k>1,en posant' (xf =x(x+1(x+2).(x+j—1),ona:

_ I-1 f(’ D6 CDE 1 g e
Flx)= Z ) o, 00k

Appllcatmn de cette formule au développement limité de F(x) pour 1.o.
. ’ x

EQUATIONS

& Déterminer les couples (¢, b) € R? tels que les racines de 22 + bz +c= 0
soient de modules < 1.

® Montrer que : v
cosa +cosh +cosc=0 implique fcos2z +cos2b +cos2c=0
sing +sinb +sinc=0 sin 22 + sin2b + sin 2¢=0

. : x
m Déterminer 2 1072 prés la valeur de x telle quefo et dar=1.
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' INEGALITES ET INEQUATIONS '

m Pourmetne!N*momrerque min(\/_ :7_)<\/-

w En utilisant l’étude de Inx.In(1 —x), montrer que, pour x et y >0, l’mégahté
i <1 . '
i+x 1 + y
impligue la suivante

Lo L
Sty <L

w On appelle d(x) la distance de x ©R 2 Z, et I'on pose :

n
fa=2 p_ kd(&).
Alors f(x)<n.

EQUATIONS FONCTIONNELLES ‘
& Déterminer f sansfalsant af(x+y) < f(x) + f(¥) pour tout (x, ), et telle que
lim .11_1— 1.
x—=-0 X
® Déterminer les f telles que f*? (x) =4f(x).
™ Résoudre y'+ yl=-1.

s Résoudre y”+ 1y!1=0.

FONCTIONS VECTORIELLES ET CINEMATIQUE

» Btudier le mouvement de tra]ectmre y2= 2px et d’hodographe :
x? +y? —~2ax=0. .



