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Introduction

L’algebre linéaire est au centre de mathématiques a la fois pures et ap-
pliquées. Par exemple, 'algeébre abstraite se pose en relaxant les axiomes
d’un espace vectoriel, ce qui conduit a un certain nombre de généralisations.
L’analyse fonctionnelle étudie la version de dimension infinie de la théorie
des espaces vectoriels. Combinée avec le calcul, l'algebre linéaire facilite la
solution des systémes linéaires d’équations différentielles. Les techniques de
lalgebre linéaire sont également utilisées dans la géométrie analytique, de
I'ingénierie, la physique, les sciences naturelles, I'informatique, ’animation
par ordinateur, et les sciences sociales (en particulier dans 1’économie). Parce
que l'algeébre linéaire est une théorie bien développée, des modeles mathéma-
tiques non-linéaires sont parfois approchés par les linéaires. Bref, bien que
I’algebre linéaire est un sujet relativement neuf par rapport a d’autres pra-
tiques mathématiques, ses utilisations sont tres répondues.

L’algebre linéaire n’est 1'objet d’aucune étude générale avant 1840. Le
concept des déterminants est initié des 1748 par Maclaurin colin (Ecosse,
1698 - 1746), Et Gabriel Cramer (Suisse, 1704 — 1753). Ce sont surtout Van-
dermonde Alexandre Théophile (France, 1735 - 1796) et Laplace Pierre Simon
(France, 1749-1827) qui développent la notion.

En 1841, le mathématicien anglais Arthur Cayley (1821 - 1895) publie la
premiere contribution anglaise a la théorie des déterminants. Dans cet article,
il a utilisé deux lignes verticales de chaque c¢6té du tableau pour désigner le
déterminant, une notation qui est devenue la norme.

On considere souvent Arthur Cayley comme l'inventeur des matrices.
Surtout avec la publication de I'un de ces articles sur les matrices en 1858
dans « Philosophical Transactions (Londres) » journal, que la notion de ma-
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trice prend tout son sens. Les matrices deviennent alors une entité distincte
du déterminant et sont étudiées comme telle. Il définit la somme et le pro-
duit de deux matrices, la transposée, donne l'inverse d’une matrice (3,3) &
I’aide des cofacteurs et introduit les matrices symétriques et antisymétriques.

Avec le tournant dans le 19éme siecle, le mathématicien allemand Jo-
hann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) a introduit une procédure & suivre
pour résoudre un systeme d’équations linéaires. Les travaux de Gauss sont
maintenant nommés la méthode du « pivot de Gauss » ou « élimination de
Gauss-Jordan ». Aussi en 1801 dans « Disquisitiones arithmeticae », il a tra-
vaillé sur les formes quadratiques.

Pour préparer son enseignement a 1’école polytechnique, le mathématicien
francais Cauchy Augustin-Louis ( 1789 — 1857) introduit en 1826 le polynéme
caractéristique d’une matrice, et il a donc trouvé les valeurs propres comme
racines de ce polyndme et a donné les résultats sur une diagonalisation d’une
matrice particuliere. Cauchy a aussi introduit la notion de matrices sem-
blables. Il a également, dans le cadre des formes quadratiques, prouvé que
chaque matrice symétrique réelle est diagonalisable.

Le mathématicien Alemand Ferdinand Goerg Frobenius ( 1849 — 1917),
en 1878, a écrit un important travail sur les matrices concernant les substitu-
tions linéaires et les formes bilinéaires. Ce papier de 1878 contient également
la définition du rang d’une matrice qu’il a utilisé dans son travail sur les
formes canoniques et la définition des matrices orthogonales. Il a aussi donné
la premiére démonstration compléte du théoréme de Cayley-Hamilton.

Ce livre a été élaboré a partir des cours et travaux dirigés de 1'algebre
linéaire donnés par I'auteur. C’est le fruit de plusieurs années d’expérience
de I'enseignement de ’algebre linéaire en licences scientifiques et de réflexion
sur cet enseignement. L’accent a été mis sur la clarté et la simplicité de la
présentation des notions abordées. On a donc fait en sorte que sa lecture ne
demande pas d’autres connaissances que celles qu’on pourrait acquérir dans
un Baccalauréat scientifique.

Le livre est divisé en six chapitres. Le premier chapitre est consacré a la
notion d’espace vectoriel. Le second aborde la notion d’application linéaire.
Au chapitre trois, on étudie les matrices et le chapitre quatre traite la notion
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du déterminant. Ensuite, le chapitre cing traite les systémes d’équations li-
néaires. Enfin, au chapitre six, en traite la réduction des endomorphismes et
des matrices carrées.

Notons que chaque chapitre est achevé par des exercices solutionnés. Tous
les cas typiques y sont réunis et ces exercices sont corrigés en détail. Bref, ce
livre est un outil qui se présente pour vous aider en permanence.

Je remercie vivement mes doctorants du Laboratoire “Modélisation et
Structures Mathématiques" de la Faculté des Sciences et Techniques, Univer-
sité Sidi Mohamed Ben Abdellah, Fes, Maroc, pour leurs grands soutiens, et
tout particulierement Adam Anebri.

Que tous ceux qui, d’'une maniere ou d’une autre, m’ont soutenu dans
la réalisation de ce livre, trouvent ici I’expression d’une profonde gratitude,
spécialement les Professeurs Mohamed Agalmoun, Mounir El Ouarrachi et
Rachida El Khalfaoui.




Chapitre 1

Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

1.1 Notion d’espace vectoriel

1.1.1 Groupe commutatif

Définition 1.1.

Soit E un ensemble non vide.
On appelle loi de composition interne dans E toute application :

f:ExE—E.

Dans ce cours, on va adopter la notation additive, c’est-a-dire que si
x,y € E, on note f(z,y) par x +y.

1. On dit qu’une loi de composition interne dans E est associative
st pour tout x,y,z € K, on a :

(z+y)+z=2+ (y+2).

2. On dit qu’une loi de composition interne dans E est commuta-
tive st pour tout x,y € I/, on a :

rT+y=y-+x.
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\

~ Définition 1.2. N

1. On dit qu’une loi de composition interne dans E admet un élé-
ment neutre e € E si pour tout x € E, on a :

r+e=e+x=ux.

St [’élément neutre existe, on le note 0.

2. Soit (E,+) un ensemble muni d’une loi de composition interne
admettant un élément neutre 0 et soit x € E. On dit que x
admet un symétrique (ou opposé), s’il existe y € E tel que :

r+y=y+x=0.

Siy existe, on le note —x.

~ Définition 1.3. .

Soit E un ensemble non vide. Un groupe commutatif (E,+) est un
ensemble muni d’une loi de composition interne commutative, asso-
ciative et admettant un élément neutre 0 et tout élément de E admet
un symétrique (ou opposé).

Exemples :

1. (Z,+) est un groupe commutatif.

2. (R?,+) est un groupe commutatif admettant (0,0) comme élément
neutre et le symétrique (ou opposé) de (x,y) est (—x,—y) € R? on
+ est définie par :

(x+y)+(2,t) = (x +y,2+1).

Najib Mahdou e
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1.1.2 Loi externe

Définition 1.4.

Soit E un ensemble non vide.
Une loi de composition externe sur E de base K est une application

K x E — E. La loi sera notée “ -7 et l"image du couple (o, z) sera
notée o - x.
Exemples :
1. L’application de RxR™ — R" définie par a.(zy1, ..., z,) = (a1, ..., qz,),
pour tous x1, -+ ,T,,« € R est une loi de composition externe sur R”
de base R.

2. L’application de R x C — C, définie par a.z = az est une loi de
composition externe sur C de base R.

3. Soit X un ensemble non vide et E l’ensemble de toutes les fonctions
de X a valeurs dans K. Pour a € K et f € E, notons a.f la fonction
définie par (a.f)(x) = af(x). Alors application :

KxE—FE | (of)—a.f

définie une loi de composition externe sur E de base K.

1.1.3 Espace vectoriel sur un corps

~ Définition 1.5. N

On appelle K-espace vectoriel ou espace vectoriel sur K un triplet
(E,+,.) tel que

1. (E,+) est un groupe commutatif.

2. . est une loi de composition externe sur E de base K vérifiant,
pour tous z,y € E et a, 5 € K :

(a) 1o =z,

(b) (a+p).x=az+ .z,
(c) a(x +y)=ax+ay;
(d) a.(B.2) = (af).x.

Najib Mahdou @
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Exemples :
1. (K™, +,.) est un K-espace vectoriel, avec les lois :

(.’El,...,l’n) + (ylv"wyn) = (-Tl +y17'~'7$n+yn)
A-(xlv 7ITL) = ()‘x17 c 7)\xn)

ou z;,y;, A\ € K pour i = 1,--- ,n. En particulier (K,+,.) est un K
espace vectoriel.

2. L’ensemble R¥ des applications de R vers R muni des lois :

{ (f +9)(x) = f(z) + g()
(Af)(x) = Af(x)

pour f,g € RE et A € R est un espace vectoriel sur R.

3. (C,+,.) est un R-espace vectoriel, c’est aussi un C-espace vectoriel.

Notation : Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel.

SiaeKetxe E, 'élément a.x sera noté ax.

Siap,...,a, € Ket xy,...,z, € E, I'élément ayx; + ... + a,x, sera noté
n

Z ATl
k=1

Terminologie : Les éléments de E sont appelés des vecteurs, et les élé-
ments de K sont appelés des scalaires.

1.1.4 Regles de calcul dans un espace vectoriel

—~ Propriétés 1.6.

Soit (E,+,.) un K espace vectoriel. Pour tous x,y € E et a, 5 €
K, ona :

1. ax =0 si, et seulement si, « =0 ou x =0,
2. (o — p)r = ax — pz,
3 alz—y)=ar—ay;

4. (—a)z = a(—z) = —az.

Najib Mahdou @
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Preuve :

1. Sia =0, alors 0z = (0+0)z = 0z + Oz et donc Oz = 0. Si z = 0, alors
a0 = a(0+ 0) = a0 + a0, et donc a0 = 0.
Inversement, supposons que az = 0 et a # 0 et montrons que x = 0.
Comme « est non nul dans K, alors on a :

alar = aax)
= a0
= 0.
D’ou z = 0.
2. Ona:

(@=Plz+pz = (a—L+P)

= .
Done (o — )z = ax — fz.
3. Méme raisonnement que dans 2.

4. On a:
(—a)xr+ax = (—a+a)x
= Oz
= 0.
Donc (—a)x = —ax.
De méme, on a :
a(—z)+ar = a(—z+zx)
= al
= 0.

Dot a(—z) = —ax.

1.1.5 Espace vectoriel produit
Soit (i, +, .)i=1,..n 1 < < n une famille de K espaces vectoriels. Pour
x= (21, ,2),y = (Y1,--,Yn) € [[n; E; et & € K on pose :

r+y=(T1+y,. . Tn+ Yn)
et a.x = (axy,...,ax,)

Ainsi + est une loi de composition interne sur [[_, E; et . est une loi externe
sur [[i, F; de base K

Najib Mahdou @
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Proposition 1.7.}

Avec les notations précédent, ([T, Ei, +,.) est un K espace vec-
toriel appelé espace vectoriel produit des F;.

Exemples :

1. (K™, +,.) est un K-espace vectoriel produit.

1.2 Sous espace vectoriel

1.2.1 Combinaison linéaire
Définition 2.1.

Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et x, x1, ..., x, € E. On dit

que x est une combinaison linéaire des x;, s’ils existent ay ..., o, € K
n
tels que x = Z oT;.
i=1

Exemple : Dans R? on a (2,3,-2) = 2(1,0,0) + 3(0,1,0) —

2
Donc (2,3, —2) est une combinaison linéaire des vecteurs (1,0, 0), (0
(0,0,1).

1).

(0,0,
1,0) et

)+

0
0

1.2.2 Sous espace vectoriel

Définition 2.2.

Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle sous espace vectoriel
de E toute partie non vide F de E, telle que les lois induites sur F,

c’est a dire les restrictions des lois a F', conférent a F une structure
d’espace vectoriel.

Najib Mahdou @
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,—[Proposition 2.3.} N

Soit F' une partie d’'un K-espace vectoriel E. Alors F est un sous
espace vectoriel de E si, et seulement si, :

1. F#0,
2. F est stable pour les deux lois, c’est a dire que pour tous x,y €
EFetheK ona:x+yeF et rvel.

Ce qui est visiblement équivalent o dire que pour tous x,y € F
et AeK: x4+ yeF.

Preuve :
Un sous espace vectoriel F' de E est visiblement non vide (car 0 € F') et stable
pour les deux lois. Inversement, on vérifie facilement qu’un sous ensemble

F # () de E qui est stable pour les deux lois est un sous espace vectoriel sur
K. O

Exemples :

1. Soient £ un K-espace vectoriel, z1,...,2, € E et F = {M\z; +... +
Ay / A € K} On vérifie que F est un sous espace vectoriel de E dit
espace des combinaisons linéaires des z;. Si y = 37 \jz; alors les \;
sont appelés coefficients de la décomposition de y sur les vecteurs z;.

2. {0} et E sont des sous espaces vectoriels de E.

1.2.3 Sous espace vectoriel engendré par une partie

Définition 2.4.

Soit A une partie d’un K-espace vectoriel E. On appelle sous
espace vectoriel engendré par A le plus petit sous espace vectoriel de
E contenant A. Cet espace vectoriel est noté (A) ou Vect(A).

Najib Mahdou @
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—~ Théoréme 2.5.

Soient (E,+,.) un K espace vectoriel et A une partie non vide de
E. Alors on a :

<A> = {Z ozizi/n eN. o, €K, z; € A}

=1

)
En particulier on a (z1,...,z,) = {D_ Max / M € K}
k=1

Preuve : N
Posons B = {}_ ax;/n € N",a; € K, x; € A}. Pour montrer que B = (A),
i=1
on doit montrer que B est un sous K-espace vectoriel de E, B contient A
et que si H est un sous K-espace vectoriel de E' contenant A, alors B C H
(c’est a dire que B est le plus petit sous espace vectoriel de E contenant A).
Montrons que B est un sous K espace vectoriel de E. On a B # ) car
n n n
0= Z()xl € B. De plus, si Zaixi,Zbizi € Bet A€ K, alorson a :
i=1 i=1 i=1
n n n n n
SNoaimi+ Y b= (a;+b)r; € B et N> a;m; =Y (Ma;)z; € B.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
D’ou B est un sous K-espace vectoriel de E.
Montrons que A C B. Soit z € A. On a, z =1.x € B. D’'ou A C B.

Finalement, soit H un sous K-espace vectoriel de F contenant A et soit
n

Z a;x; € B. Comme z; € H qui est un sous K-espace vectoriel, alors a;z; € B

i=1 n

et par suite Z a;x; € H. D’ou le résultat. O
i=1

Najib Mahdou @
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—~ Propriétés 2.6.

Soit (E,+,.) un K espace vectoriel. Alors on a :

1. Si A C B alors (Ay C (B),

2. A est un sous espace vectoriel de E si, et seulement si, (A) = A.
3. ({(4)) = (4).

4. Sixy,...,x, € E, alors (xy,...,x,) ne change pas si :

(a) On change Uordre de deux éléments x; et ;.

b) On remplace un x; par une combinaison linéaire de la
j
forme Azj 4+ Na; avec X # 0.
i7#]

Preuve :

1. Si AC B, alors A C B C (B), comme (B) est un sous espace vectoriel
et il contient A, (A) C (B).

2. Si A est un sous espace vectoriel de F, alors c’est le plus petit sous
espace vectoriel de F contenant A, et donc (A) = A.
Réciproquement si (A) = A, alors A est un sous espace vectoriel de E.

3. On sait que (A) est un sous espace vectoriel de E. Dés lors, d’apres la
propriété précédente, ((A)) = (A).
4. (a) Par la commutativité de 'addition dans E.
(b) Posons 2y = Az; + Y \iz;. 1l s’agit donc de montrer que

i#]
/
<(x17"'7xj7"'7xn)> = <(.T1./. . '71'1'7"'7‘/'571))'
Puisque T; est une combinaison linéaire des éléments 1, ..., x;,. .., Ty,
toute combinaison linéaire des éléments z1, ..., 2, ..., ¥, est aussi
combinaison linéaire des éléments z1,...,2;,...,z,, ainsi on a :
!
<(.T1,.. '7xj7' . .,fL'n)> < <(1'17...7$Cj,...7.rn)>-

Par définition de 7, on a z} = Az; + Z/\imi, puisque A # 0,
i#]

1
;= T(a:; — it \ix;), c’est-a-dire x; est une combinaison linéaire
AY

Najib Mahdou @
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des éléments x4, . .. ,m;, ..., Tp. Ainsi, toute combinaison linéaire
des éléments x1,...,2;,..., %, est aussi combinaison linéaire des
éléments x4, ...,2%,...,2,. Dol :

(@1, my, ) © (21,02, ).

D’ot le résultat. O

1.3 Espace vectoriel quotient

Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous espace vectoriel de E. On
considére la relation d’équivalence R (dans E associée a F') définie pour
x,y € F par :

TRy x—yeF.

On vérifie que ensemble des classes d’équivalence E/R, noté E/F;= {x +
F | x € E} est un K-espace vectoriel dit espace vectoriel quotient de E par
F. Les lois sur E/F sont définies pour z,y € E et A € K par :

(z+F)+(y+F)=(x+y)+F,cest-a-dire: T+7 =7 +y.
Mz + F) = (Ax) + F, cest-a~dire : A.@ = Az.

1.4 Famille génératrice, famille libre et base

1.4.1 Famille génératrice et famille libre

Définition 4.1.

Soient E un K espace vectoriel et A une partie de E.
1. On dit que A est génératrice de E si (A) = E.

2. L’espace E est dit de dimension finie s’il admet une famille
génératrice finie A = (x1,...,Ty,).
Dans ce cas, tout élément x de E est combinaison linéaire des
éléments xq, . .., z, (mais la décomposition de x sur les x; n’est
pas en général unique).
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Définition 4.2.

Soit E un K espace vectoriel. Alors on a :

1. Une famille (x1,...,2,) est dite libre ou linéairement
indépendante si pour tous Ay, ..., \, € K on a :
n
i=1
2. On dit que la famille (z1,...,x,) est liée lorsqu’elle n'est pas
libre, c’est-a-dire lorsqu’il existent des scalaires Ay, ..., A\, non
n
tous nuls tels que Z Aixz; = 0.
i=1

Exemples :

1. Dans K™, on consideére les vecteurs e; = (1,0,...,0), ea = (0,1,...,0),
., e, =1(0,0,...,1). Alors la famille (ey,...,e,) est libre.

En effet ; soient A\q,..., A, € K tels que Z/\iei = (0,0,...,0) € K.

i=1
Done (A1,0,...,0)+(0,A,...,0)+...4(0,0,...,1) = (0,0,...,0), ou
encore (A1, Aa, ..., A,) =(0,0,...,0). Dot Ay =Xy =..., A\, =0.

2. La famille des fonctions (1, cos,cos?, ..., cos") est libre.

En effet, soient Mg, A1, ..., A\, € R tels que :
Aol + Ajcos+...+ A, cos" =0.

Donc, pour tout & € R, A\g + A cos(z) + ... + A, cos™(z) = 0.

On considére le polynéme P & coefficients dans R définie par P(X) =
Ao+ MX + ...+ A X" On a donge, pour tout = € R, P(cos(x)) = 0,
par suite pour tout o € [—1,1], P(«) = 0 (car tout élément o € [—1, 1]
s’écrit sous la forme « = cos(z), ot € R). Donc P est un polynéme
ayant une infinité de racines, d’ou P = 0. Il vient alors que,

M=M=...=),=0.
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Proposition 4.3.}

Soit (x1,...,x,) une famille libre. Si x est combinaison linéaire
des x;, alors la décomposition est unique.

Preuve :
Soient deux combinaisons linéaires des x; du vecteur x :

T=MNT1+ ... F\Tp = UTy + ..+ UpTy,.

Alors on a (A\; —uy)xy + ...+ (A — uy)z, = 0 et par suite A\j —uy = ...

An — uy, = 0. Ainsi Ay = uq, ..., A\, = u, et la décomposition est unique.

—~ Propriétés 4.4.

Soit E un K espace vectoriel. Alors on a :
Pour tout v € E, (x) est libre si, et seulement si, x # 0.
Toute famille qui contient le vecteur nul est lice.

Les €éléments d’une famille libre sont tous non nuls.

e oo~

Toute famille ot l'un des éléments est combinaison linéaire non
nulle des autres éléments est liée.

5. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

6. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Preuve :
Laisser au lecteur.

1.4.2 Base

Définition 4.5.

Soient E un espace vectoriel et B = (ey, ..., e,) une famille d’élé-
ments de E. On dit que B est une base de E si B est a la fois libre
et génératrice de

ol
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Exemple : Dans K", les vecteurs e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,
en = (0,0,...,1) forment une base de K. Si x = (x1,...,2,) € K", alors
T =x1€61 + Toeo + ...+ TpEy.

—~ Théoréme 4.6.

Soient E un espace vectoriel et B = (ey, ..., e,) une famille d’élé-
ments de E. Alors B est une base de E si, et seulement si, Vo € F,

n
ay, ..., an) €K™ tel que z = aje;.

k=1
Si c’est le cas, la famille (o, ..., an) est appelé les coordonnées ou
les composantes de x dans la base B.

Preuve :

Supposons que B est une base de E. Si x € F, alors x est une combinaison
linéaire des vecteurs de B puisque B est génératrice, I'unicité des coefficients
est une conséquence du fait que B est libre.

n
Inversement, supposons que Vz € E, (ay, ..., a,) € K" tel que z = Z ;e;.

k=1
Il est clair que B est génératrice. Si A1, ..., A, € Ktels que Adje;+...+ e, =
0, donc Ajer+. . .+A e, = 0e+. . .+0e, = 0, par 'unicité de la décomposition
du vecteur nul, A; =0,..., A, =0. O

Proposition 4.7.}

Soit S un systéme générateur fini d’un espace vectoriel E. Alors
on peut extraire de S une base de E.
En particulier, tout espace vectoriel de dimension finie admet une

base finie.

Preuve :

Soit S = (x1,...,,) un systéme générateur de E et {z;,...,x; } un sous
systeme de S comportant le plus grand nombre possible de vecteurs li-
néairement indépendants et F' = ((;,,...,2;,)). Montrons que E = F(:=
((xi,, ..., x,))) pour conclure que (z;,,...,x;,) est une base de E.

Par 'absurde, supposons que E # F et soit x € E'\ F avec x € S. On va
montrer que (x, %, ..., ;) est libre et cela sera une contradiction puisque
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(@i, .., ;) contient le plus grand nombre possible de vecteurs linéaire-
ment indépendants de S et (z;,,...,%;,) C (x,2,...,2;,). D'out B = F et
(@4, ..., ;) est une base de E.

Il reste donc a montrer que (z,;,,...,;,) est libre. Soit alors une combi-

naison linéaire :
P
X + Z ajry; =0

j=1
avec ap, o, , 0, € K. Si ag # 0, on aura z = ?:1 ;—‘foi] € F, absurde.
Donc ag = 0 et par suite on a 21;:1 a;z;; = 0, ce qui implique que a; = 0,
Vj=1,---,p (car (z;,..., ;) est libre). D’olt le résultat. O

Théoréme 4.8. (Théoréme de la base incompléte)

Si A est un systéme libre d’un espace vectoriel de dimension finie,
le raisonnement précédent montre que 'on peut compléter A en une
base de E.

1.4.3 Base infinie
,{Proposition 4.9.} ~

Soit A une partie d’un K espace vectoriel E, non nécessairement
finie. Alors (A) est l’ensemble des combinaison linéaires finies des
éléments de A c’est-a-dire que :

fini

Si E = (A), on dit que A est un systéme générateur de E.

Preuve :
On montre facilement que {Z Aix; | A € K et a; € A} est un sous espace

finie

vectoriel de E contenant A, et qui est contenu dans tout sous espace vectoriel
contenant A. D’oti, (A) = {>_ N\z; |\ €K et z; € A} 0
fini
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(Définition 4.10.

Soit A une partie d’un K espace vectoriel E.

1. On dit que A est libre si, et seulement si, toute sous-famille
finie de A est libre.

2. On dit que A est une base de E si elle est libre et génératrice.

Proposition 4.11.}

Soit A une base d’un K-espace vectoriel E. Alors tout élément x
de E s’écrit d’une maniére unique comme combinaison linéaire finie
des €éléments de A.

Preuve :
Laisser au lecteur. 0

Exemple : Soit K[X] I'anneau des polynémes sur K. Muni de la loi ex-
terne :

Alag+ a1 X + ...+ a, X") = dag + A1 X + ... + Aa, X"
et la loi interne somme, K[X] est un K-espace vectoriel et on vérifie immé-

diatement que A = (1, X, X? ..., X",...) est une base de K[X].

1.5 Dimension d’un espace vectoriel

,—[Proposition 5.1 } N

Soit E un espace vectoriel engendré par n vecteurs, avec n > 1.
Alors tout systéme libre dans E comporte au plus n vecteurs.
Autrement dit, si T est un systéme libre de E et S est un systéeme
générateur de E, alors on a :

Card(T) < Card(S).
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Preuve :
Soient S = (x1,...,x,) un systéme générateur de F et T' = (y1,...,Yn) un
systeme libre dans E. Vu que y; # 0 car y; € T et T est libre, on peut écrire :

Y1 =011+ ...+ Ty
ou les «; ne sont pas tous nuls, par exemple on peut supposer que «; # 0. Dés

lors, on a 21 = a7 'y; — a7 ez, + ... 4+ auzy,) de sorte que (y1, o, ..., Ty)
est un systeme générateur de E. D’ou,
Yo = Biyn + Pawa + ... + BuTn

ot B1,..., B, ne sont pas tous nuls, par exemple B # 0 et zo = By 'y, —
[3{1([31y1 + Bsxs + ... + Buxy). 1l en résulte que (y1,ye,23,...,2,) est un
systéme générateur de E. Si m > n, on peut, substituer ainsi (z1,...,2,)
par (y1,...,yn) qui serait un systéme générateur de E, d’ott y,1 serait une
combinaison linéaire de yi, ..., y,, absurde. D’ou on a

m = Card(T) < n = Card(S).

Corollaire 5.2.

Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont
le méme nombre d’élément.

Preuve :

Soient S; et Sy deux bases d'un K-espace vectoriel F de dimension finie.
Alors on a Card(S;) < Card(Ss) puisque S; est libre et Sy engendre E. De
méme on a Card(Ss;) < Card(Sy) car Sy est libre et Sy engendre E. D’ot le
résultat. O

Définition 5.3.

1. Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie. Le
nombre d’éléments de toute base de E s’appelle la dimension
de l’espace vectoriel E. On la note dimg E ou dim F.

Un espace vectoriel qui ne posséde pas de base finie est dit de
dimension infinie. On note dim E = co.

2. L’espace vectoriel nul n’a pas de base et on dit qu’il est de di-
mension z€éro.
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Exemple : Les vecteurs e; = (1,0,...,¢,),...,¢, = (0,0,...,¢,) forment
une base de K" comme K-espace vectoriel. Donc dim K" = n.

Remarque : La dimension d’un espace vectoriel est un entier dépendant
du corps de base. Par exemple E := C est un C-espace vectoriel et est aussi
un R-espace vectoriel, et on a :
- En tant que C-espace vectoriel, dimg C = dimg C* = 1 (d’apres I'exemple
précédent).
- En tant que R-espace vectoriel, la famille (1,4) est une base de C et
donc dimg C = 2.

Proposition 5.4.}

Soient E un K espace vectoriel de dimensionn et S une famille de
E de cardinaln. Alors, S est libre si, et seulement si, S est génératrice
de F si, et seulement si, S est une base de E

Preuve :

Supposons que S est libre. D’aprés le théoréme de la base incompléte il
existe une famille S’ de F tel que S U S’ soit une base de E. Or comme
card S = dim E = n, alors card 8’ = 0 et S = (), c’est-a-dire que S est une
base de F donc génératrice en particulier.

Supposons maintenant que S est génératrice de F. On a vu qu’il existe une
sous famille S” de S qui soit une base de E. Or on a :

card S’ = dimFE
= n

= cardS.

Par suite S = 5’ est une base de E.
Pour finir les équivalences, on sait que si S est une base de F, alors elle est
libre. 0

1.6 Somme de sous espaces vectoriels

Soient F;, Fy deux sous espaces vectoriels de E. Tandis que E; N Fy est
un sous espace vectoriel de E, il n’en est pas de méme pour F; U Fj.
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Par exemple, soit E = R?, B} = {(},0) | A € R} et By = {(0,)\) | A € R}.
E1 U E5 n'est pas stable par la somme car (1,0) + (0,1) = (1,1) € E1 U Es
et (1,0) € F et (0, 1) € k.

On peut par contre considérer 1'espace vectoriel engendré par E; U Fs.

—[Théoréme et définition 6.1.]

Soient By et By deux sous espaces vectoriels de E. On pose :
E1+E2 = {.’1}14’3)2 / xr, € E1 , T2 S EQ}

Alors on a :
<(E1 U E2)> = E1 + EQ.

FEy + E5 est appelé la somme de By et Es.

Preuve :

On vérifie facilement que E7 + E est un sous espace vectoriel de F contenant
Fy U Esy et contenu dans tout sous espace vectoriel de E contenant F; U Es.
D’ou E1 + E2 = ((E1 U E2)> a

~ Théoréme et définition 6.2. ]

Soient Ey et By deux sous espaces vectoriels de E et F' = F1+ Es.
La décomposition d’un élément de F' en somme d’un élément de E
et d’un élément de Ey est unique si, et seulement si, Ey N Ey = {0}.

On écrit alors F' = Ey ® Ey et lon dit que F est somme directe
de E1 et EQ.

Preuve :

Supposons que la décomposition de tout élément de F en somme d'un
élément de E; et de Fs est unique et soit x € F; N Ey. Alors, comme 0 =
0+0=x+ (—x), alors x = 0. D’ou, £y N Ey = {0}.

Inversement, soit © = x1 + x2 = y; + y» deux décomposition de z, ol
x1,y1 € By et @9,y2 € Fy. Alorson a @y —y; = —xa+y2 € By N Ey = {0} et
donc 1 = y; et 9 = ys et la décomposition de z est unique. O
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Ce résultat se généralise au cas de m sous espaces vectoriels d'un espace
vectoriel F. On a en effet le théoréme suivant :

r—[Théoréme et définition 6.3.]

Soit E; des sous espaces vectoriels de E, ou i = 1,--- ,n. On
appelle somme de Ey, ..., E,, le sous espace vectoriel de E :

F=EFE+..+E,={z€F|z=x1+...,2, ol z; € E;}.

On dit que F' est somme directe des sous espaces vectoriels Ey, ..., E,,
si la décomposition de tout vecteur de F sur les sous espaces vectoriels
E; est unique. On écrit alors :

F=F6&.. . 0FE,.

On a F est une somme directe des sous espaces vectoriels
m

Ei,...,Ey si, et seulement si, B; 0 (Y E;) = {0}, pour tout

J=1j#i
t=1,....,m
Preuve :
Par récurrence en utilisant le méme raisonnement que pour £y & FEs. U

Définition 6.4.

Soient Ey et Ey deux sous espaces vectoriels de E. On dit que Fy
et By sont supplémentaires dans E si By + Ey = E et E1 N Ey = {0},
c’est-a-dire que By @ Fy = F.

Exemples : Soient £ =R?; By = {(z,y) |z =y}, Fa = {(z,y) | v = —y}.
AlOI‘S, E1 (&) E2 =F.

Preuve :
On a Ey = {(z,z) | z € R} et E5 = {(z,—z) | € R}. Montrons que
El @ E2 = RZ.
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Montrons que Ey N Ey = {(0,0)}. Soit alors (z,y) € By N E,. Onax =y car
(z,y) € By et onax = —y car (z,y) € Fy. Dés lors, on a x =y = —y et par
suite (z,y) = (0,0). Do, E1 N Ey = {(0,0)}.

Montrons que E; + Ey = R2. On sait, par construction, que E; + Ey C R2.
Inversement, soit (z,y) € R% Cherchons (z,2) € F; et (t,—t) € Fy tels que
(z,y) = (2,2) + (t,—t), avec z,t € R. On a donc le systéme :

2+t = x

z—1t =y
soit encore

2z = x4y

2t = xz—y

de sorte que z = % ot t = %
D'otton a By ® E, = R2, .

Théoréme 6.5.

Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de E.
F et G sont supplémentaires dans E si, et seulement si, pour tout
z € B, il existe un unique (z,y) € F X G tels que z = x + y.

Preuve :

Supposons que F'® G = F et soit z € E. Alors il existent x € F et y € G
tels que z = x + y. Si de plus on a une autre décomposition z = x’ + 1/ avec
¥eFety €Galorse—a2'=y —y,donce—a2' € Fety —y e G. Dés
lors, onax—a2' =y —y € FNG = {0} et par suite t =2’ et y = ¢/'.
Inversement, la propriété d’existence implique que £ = F'+G. Soit z € FNG,
onaz=uxz+0=0+ z et puisque I'écriture est unique alors x = 0. O

Théoréme 6.6. (Existence du supplémentaire)}

Tout sous espace vectoriel By de E de dimension finie admet au
moins un supplémentaire dans E.
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Preuve :

Soit {ai, ..., a,} une base de E;. D’aprés le théoréme de la base incompleéte, il
existe une famille libre {a,11, ..., a,} de E telleque B = {ay,. .., ap, Gpi1, ..., a0}
soit une base de E. Posons Fy =< ap41, ..., a, >. Tout élément x de F s’écrit

d’une maniere unique sous la forme z = Ajai+. .. +Apap+Apr1apri+. .. Apay
car B est une base de E. Donc z s’écrit d’une maniere unique comme somme
d’un vecteur de E; et d'un vecteur de Es; c’est-a-dire £ = F; @ Es. g

On en déduit les corollaires suivants :

— Corollaire 6.7. <

Soit By et Fy deur sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel
E. Alors, E = E1® Ey si, et seulement si, la réunion de toute base de
E1 avec toute base de Fy forme une base de E si, et seulement si, la
réunion d’une base By de E; avec une base By de Ey avec BiNBy = )
forme une base de E.

. J

— Corollaire 6.8. ~

Soit Fy et Ey deuz sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel
E de dimension fini tels que E = E1 ® E,. Alors, dim E = dim E; +
dim FEs.
En général, si E = B\ ®. .. ®FE,, est de dimension finie, alors dim £ =
dim Fy + ... +dim E,,.
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1.7 Exercices avec solutions

Exercice 1.1: On munit R? de 'addition composante par composante dé-
finie par :
(.I',’Ll/.‘Z) + (71'77]7“}) = (I+u,y+v,z +w)
1. Dans R3, on considére la multiplication externe & opérateurs dans R
définie par :
c.(z,y,2) = (cz,0,0).
R3 est-il un R-espace vectoriel pour les deux lois définies ci-dessus ?
2. On munit R? de la multiplication externe & opérateurs dans R définie
par :
c(z,y, 2) = (cx, ey, cz).
a) Vérifier que R? est un espace vectoriel pour I'addition composante
par composante et cette derniére multiplication.
b) Q? est-il un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel R? ?

c) Les ensembles £ = {(v,y,2) € R® tel que zz = 0} et F =
{(z,y,2) € R® tel que x+y = 0} sont-ils des sous-espaces
vectoriels de R3. Si oui, calculer leurs dimensions.

Solution:
1. Pour les deux lois définies dans 1), R?® n’est pas un R-espace vectoriel
car, par exemple, 1.(1,1,1)(= (1,0,0)) # (1,1, 1).
2. a) D’apres le cours.

b) Q3 n’est pas un sous R-espace vectoriel de R? car, par exemple,
V2 eR, (1,1,1) € Q% mais v2.(1,1,1) = (v2,v2,V2) ¢ Q°.

c) L’ensemble E n’est pas un sous R-espace vectoriel de R® car, par
exemple, (0,0,1) € E et (1,0,0) € E, mais (0,0,1) + (1,0,0) =
(1,0,1) ¢ E.

D’autre part, on a :

F={(z,y,2) €R®/z+y=0}
={(r,—7,2) €R® /2,2 € R}
={z(1,-1,0) + 2(0,0,1) / z,z € R}
=<{ey, e} >
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qui est un sous R-espace vectoriel de R?® engendré par {e;,es},
avec e; = (1,—1,0) et e5 = (0,0,1).

On vérifie que {e1, e2} est un systéme libre, et comme on a

F =< {ey,ea} >, c'est a dire que {eg,ea} engendre F, alors c’est
une base de F. Ainsi, dim F' = 2.

Exercice 1.2: Soit RR le R-espace vectoriel des applications de R vers R
muni des lois :

(f +9)(x) = f(z) + 9(z), (rf)(z) = rf(z),

avec f,g € R® et r € R.

1. Montrer que F, = { L’ensemble des applications paires de R} est un
espace vectoriel sur R.

2. Montrer que F; = { L’ensemble des applications impaires de R®} est
un sous-espace vectoriel supplémentaire de F, dans RE.

Solution: Soit RF le R-espace vectoriel des applications de R vers R muni
des lois :

f(x) +g(x)

——
—
(S
_l’_
@
~
—~
o>
I

avec f,g € RR et r € R.

1. Soit F, l'ensemble des applications paires de RE. Cest clair que si
frge FyetreR alorsona f4+g€ F,et rf € F,. D'ou, F, est un
sous R-espace vectoriel de RE.

2. On montre de méme que ensemble des applications impaires de RF
est un sous R-espace vectoriel de RE.

Montrons que F, ® F; = RE. Pour cela, on doit montrer que F, N F; =
{6} et F, + F; = R®, ou 0 est I'application nulle.

Soit f € F,NF, et x € R. On a f(—z) = —f(x) (car f € F}) et
f(=z) = f(x) (car f € F,) de sorte que f(x) = —f(x) et donc f = 6.
D’ott F, N F; = {6}.

Reste a montrer que F), 4+ F; = RE. Cest clair que F,+F C RE.
Inversement, soit f € R®. On a :
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1) = 5 (1@ + 1)) + 5 (50) = (=)

et %(f(x)Jrf(—x)) € F,et %(f(x)—f(—m)) € F.Dou F,@F; = R:

Exercice 1.3: Soit H = {az? + bx + ¢ tel que a,b,c € R}, ot x est une
indéterminée sur R.
1. Vérifier que H est un R-espace vectoriel.
2. Soient fi, f2 et f3 des fonctions de H définies par :
fil@) =22, fale) = (z = 1, fola) = (@ +1)2
a) Montrer que (fy, f2, f3) est une base de H.

b) Déterminer les coordonnées des fonctions g et h dans cette base
ot g(z) = 12 et h(z) = 322 — 1.

Solution:

1. Ona H C RF qui est un R-espace vectoriel. De plus, H =< {1, z, 2%} >
est donc H est un sous-espace vectoriel de RR engendré par B =
{1,z,2%}. On vérifie facilement que B est libre et donc B est une base
de H. Ainsi, dim H = 3.

2. a) On a Card{f1, fo, f3s} = dim H (= 3). Ainsi, pour montrer que

S = {f1, f2, f3} est une base de H, il suffit de montrer que S =
{f1, fa, f3} est libre.

Soit alors a, b, c € R tel que af; +bfy + cfs = 0, c’est a dire que :
ar? +b(x —1)2+c(z+1)? = § et donc (a+b+c)z? +2(=b+c)r+
(b+c)1 = 0. Ainsi, et comme (22, z, 1) est libre, alors on a :

a+b+c =0
—b+c =0
b+c =0

de sorte que a =b=c=0.
Ainsi, S = {f1, f2, f3} est une base de H.
b) Cherchons les coordonnées (a, b, ¢) de la fonction g(x) = 12 dans

la base S = {f1, fo, f3}. On a :
12 = az® + b(z — 1)? + ¢(x + 1)?
=(a+b+c)ax* +2(=b+c)x+ (b+c).

D’ou le systéme :
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a+b+c =0
2(=b+c) =0
b+c =12

c’est a dire que :

b=c=6
a=—-b—c=-12.

Ainsi les coordonnées de g(z) = 12 dans la base S sont :
(a,b,¢) = (—12,6,6).
Par le méme raisonnement, les coordonnées de h(z) = 3z% — 1

dans la base S sont (4, —%, —%)

Exercice 1.4: Soient E un espace vectoriel et n un entier naturel non nul.
Montrer que toute partie de n + 1 vecteurs de E, combinaison linéaire de n
vecteurs, est liée.

Solution: Soient E un espace vectoriel et n un entier naturel non nul.
Soit S une partie de n + 1 vecteurs de E qui est combinaison linéaire d'une
partie B de n vecteurs. Montrons que S est liée par un raisonnement par
absurde.

Supposons que S est libre. Donc S est une base du sous-espace vectoriel
engendré par S et < S >C< B >, de sorte que :

n+1 = Card(S)
dim < S >
dim < B >
n

IAIA

(car Card (B) = n et B engendre < B >), absurde. Ainsi S est liée.

Exercice 1.5: Soient E un espace vectoriel sur R et a,b, ¢ € E. On pose :
u=b+c, v=a+c, w=a+b.

1. Montrer que < {a,b,c} >=< {u,v,w} > .

2. Montrer sans calcul que {a,b,c} est libre si et seulement si {u,v,w}
est libre.
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Solution: Soient E un espace vectoriel sur R et a,b,c € E. On pose :
u=b+c,v=a+c, w=a+b.

1.Ona:u=b+ce<{abc}> v=a+ce<{ab,c} >et
w=a+be<{a,b,c} > desorte que < {u,v,w} C< {a,b,c} > .
Inversement, on a : a = 3(—u+v+w) €< {u,v,w} >, b=3(u—v+
w) €< {u,v,w} > et ¢ = J(u+v—w) €< {u,v,w} > de sorte que
< A{u,v,w} >=<{a,b,c} >.

2. Supposons que {a, b, c} est libre. Donc {a, b, c} est une base de
< {a,b,c} > et par suite on a dim < {u,v,w} >= dim < {a,b,c} >=
3. De plus, {u,v,w} engendre < {u,v,w} > et Card{u,v,w} =
dim < {u,v,w} > . des lors, {u, v, w} est une base de < {u,v,w} > et
donc {u, v, w} est libre.
Par un raisonnement analogue, on montre que si {u,v,w} est libre,
alors {a,b, c} V'est aussi, ce qui achéve la preuve de lexercice.

Exercice 1.6: Soit E le R-espace vectoriel définie par E = {az?® + bx? +
cx +d tel que a,b,c,d € R}, ot x est une indéterminée sur R, et soient
F={(x—1)*(az+D) tel que a,b € R} et G = {(z+1)*(az +1D) tel que a,b €
R}.

1. Montrer que F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de F.

2. Donner une base By de F' et une base By de G.

3. En déduire que £ = F & G.

Solution: On remarque que E est un R-espace vectoriel de dimension 4
dont {z3, 2% x,1} est une base.

1. Ona:

F={(x—1)>%ax+b) /abeR}
= {ax(x —1)> +b(x — 1)* / a,b € R}
=<{a(x—-1)%(z - 1)’} >

qui est donc un sous-espace vectoriel de E.
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De méme, on a :

F={(z+1)>2(ax+b) /abecR}
= {az(z +1)> + bz +1)* / a,b € R}
=<{z(z+ 1) (z+1)%} >

qui est donc un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit By = (e1, €s), avec e; = z(z—1)% et e3 = (z—1)% On a B; engendre
F' et on vérifie facilement que B; est libre. Donc B; est une base de F.
De méme, on vérifie que By = (f1, f2) est une base de G, avec f1 =
r(z+1)2et fo = (z+1)%

3. Pour montrer que F = F®G et puisque ByNBy = (@, il suffit de montrer
que B; U By est une base de E.

Montrons que By U By = {ey, ea, f1, fo} est libre.
Soit alors a, b, c,d € R tel que ae; + bey + cf1 + dfs = 0. Or :

aey +bey + cfy +dfs = ax(x — 1)2 + b(x — 1)* + co(z + 1)? + d(x + 1)?
=(a+c)2® + (—2a+b+2c+d)a® + (a —2b+c+2d)x + (b+d).

Des lors, on a le systéme suivant :

a + c =0 a =-—c
—2a +b +2c+d =0 b =-d
ou encore
a —2b+ ¢ +2d =0 4c
b + d =0 4d =0.

Cest adirequea=b=c=d=0.
Ainsi, By U By est libre. De plus, Card (B; U By) = 4 = dim E, donc
By U By est une base de F, ce qui acheve la preuve de l'exercice.

Exercice 1.7: Soit E le sous R-espace vectoriel de R? engendré par
{(1,2,0),(0,1,1), (1,0, —2)}. Déterminer une base de E et déduire la dimen-
sion de F.
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Solution: Soit E le sous R-espace vectoriel de R® engendré par S =
{e1,ea,e3}, avec e; = (1,2,0), e; = (0,1,1) et e3 = (1,0, —2).
On vérifie que S est lié, par exemple on remarque que e; — 2e; — ez = 0.
Ainsi, § engendre E et n’est pas libre. Donc dim £ < 2.

Aussi, on vérifie facilement que Sy = {ey, ea} est libre et done dim < Sy >= 2.
Comme < 8 >C F, alors dim F > dim < §y >= 2 de sorte que dim F = 2.
Cela montre que dim £ = 2 = Card (Sp) et par suite Sy est une base de E
car Sy est libre.

Exercice 1.8: Soit E = {ae” + be™™ tel que a,b € R} le sous ensemble du
R-espace vectoriel R® des applications de R vers R, ol  est une indéterminée
sur R.

1.
2.

Montrer que F est un R-espace vectoriel.

On désigne par i et j les éléments de E définies par i(z) = e* et
j(x) = e™*. Montrer que {7, j} est une base de F.

On désigne par r et s les éléments de F définies par r(x) = e” 4+ e et
s(x) = e® —e™®. Montrer que {r, s} est une base de FE.

Calculer les coordonnées de i et j dans la base {r, s}.

Solution:

1.

Ona FE ={ac"+be ™ / a,be€ R} =< {e*, e} > est le sous R-espace
vectoriel de R® engendré par {e®, e™}.

On a {1, j} engendre le R-espace vectoriel E, oni(x) = e et j(z) = e™*.

Pour montrer que {i, j} est une base de E, il suffit de montrer que {7, j}
est libre.
Soit a,b € R tel que ai + bj = 6 (ou 0 est Iapplication nulle), c’est &
dire que ae® + be™® = 0 pour tout € R. D’oul ae?* + b = 0 et donc
b = —ae®®. Supposons que a # 0. Donc :
. 2z
bt (o) - 3

suivant le signe de a, ce qui est absurde. Donc a = 0 et par conséquent
b= 0. Ainsi {4, j} est une base de E.
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3. On désigne par r et s les éléments de E définies par r(z) = e* 4+ e % et
s(z) = e* — e~ et montrons que {r, s} est une base de E.
On adim F =2 = Card {r, s}, ainsi, il suffit de montrer que {r, s} est
libre pour déduire que c’est une base de F.
Soit a,b € R tel que ar + bs = 0 I'application nulle. D’ott § = ar +bs =
a(i+7)+b( —j) = (a+0b)i+ (a—b)j de sorte que a +b=a—b=10
puisque {i,j} est libre. D’ott @ = b = 0 et donc {r, s} est une base de

L.
4. Soit (a,b) les coordonnées du vecteur ¢ dans la base {r, s}, c’est & dire
que :
i=ar+bs
=a(i+j)+b(i —j)
=(a+b)i+ (a—0b)j.
Ainsi, on a :

c’est & dire que @ = b = . Ainsi (3, 3) sont les coordonnées du vecteur
i dans la base {r, s}.

) sont les coordonnées du vecteur j dans

On vérifie de méme que (3, —3

la base {r, s}.

Exercice 1.9: Soit H le sous-espace vectoriel de R* d’équation :

H- $1+1‘2+$3+$4 =0
’ XT1— To+ T3 — T4 =0.

Posons v = (1,1,1,1) et v = (1,0,0,0). Notons L =< {u,v} > .

1. Déterminer le sous-espace vectoriel H N L. Puis préciser une base de
H.

2. Montrer que H et L sont deux sous-espaces supplémentaires de R*.

3. Soient a, b, ¢, d quatre réels. Préciser la décomposition du vecteur (a, b, ¢, d)
de R*, comme somme d’un vecteur de H et d’'un vecteur de L.
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Solution:

1. Soit w € HN L. Comme w € L, il existe a et b réels tels que :

w = au+ bv
=a(1,1,1,1) +5(1,0,0,0)
=(a+b,a,a,a).
Comme w € H, ses coordonnées vérifient les équations de H. On ob-
tient :
(a+b)+a+a+a =0
(a+b)—a+a—a =0.
Soit 4a +b =0 et b= 0. Ainsi, a = b = 0 et w = 0. Nous avons ainsi
montré que H N L = {0}.
2. Le vecteur (z1,x9,x3,24) € H si et seulement si :
T+ To+ X3+ Ty =0
Ty —To+x3—2x4 =0
ou encore si et seulement si :
1+ To+ X3+ 24 =0
2.732 + 2.’134 =0

ou encore si et seulement si :

Ainsi, H = {23(—1,0,1,0) + 24(0,—1,0,1) tels que z3,24 € R}. La
famille {(-1,0,1,0),(0,-1,0, )} ebt donc une famille génératrice de
H. Elle est libre, car si

xg(—l,O, 170) + x4(0, —1,0, 1) =0
on obtient :
(*3537 *55471’37954) = (0707070)

et 3 = x4 = 0. Ainsi, {(—1,0,1,0),(0,—1,0,1)} est une base de H.
En particulier, dimg(H) = 2.

On montre facilement que la famille (u,v) est libre. Elle engendre L
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par définition. C’est donc une base de L et dimg(L) = 2.

Ainsi, nous avons H N L = {0} de sorte que H & L C R*. De plus, on a
dimg(H @ L) = dimg H + dimg L = 2 + 2 = dimg R*. Cela assure que
H @ L =R* cest-a-dire que H et L sont deux sous-espaces vectoriels

supplémentaires de R%.

. Comme H et L sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de

R, le vecteur (a,b,c,d) de R* s’écrit de fagon unique :

(a,b,c,d)=1+h avec l€L et heH.

Comme [ € L, il existe a et /3 réels tels que :

l=au+Pfv=0a(l,1,1,1) + 5(1,0,0,0) = (a + 5, a, @, @).

On obtient :

h=(a,b,c,d) — (a+ f,a,a,0) = (a—a—B,b—a,c— a,d — ).

Exprimons que h € H, on obtient :

{aaﬂ+bo¢+ca+da20
(a—a=-0)—(b—a)—(c—a)—(d—a)=0

ou encore :
{a+b+c+d —4a+ 8
a—b+c—d =p.
11 vient :
f=a—b+c—d
{a;(b—i-d).

Nous en déduisons que :
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Applications linéaires

2.1 Définition et propriétés
Soient F et E' deux K espaces vectoriels.

Définition 1.1.

Une application f : E — E' est dite linéaire si pour tous x,y € E
eta€eK, ona:

L flx+y) = fl=)+ fy),
2. flax) = af(z).

Exemples :
1. L’application f : R* — R, définie par f(z,y, z) = z+y+22 est linéaire.

2. Soit E l'espace vectoriel des application de R vers R. L’application
f+ E — R définie par f(g) = g(1) est linéaire.

Propriétés 1.2.

Soit f : E — E' une application linéaire. Alors :
1. f(0)=0,
2. flz—y)=flx) = fy).
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Preuve :

1. On a:
f(0p) = f(0x.0p) = Ok f(0g) = Og.

2. Soit z,y € E. On a :

flz—y) flx—y)+ fly) = fly)
= flz—y+y) - fly)
= f(z) = f(y).

Proposition 1.3.}

Soit f : E — E' une application. On a ’équivalence entre :
1. f est linéaire,
2. flx +ay) = f(x)+ af(y), pour tous x,y € E et a € K.

Preuve :
Supposons que [ est linéaire et soient x,y € E et o € K. Alors :

flx+ay) = f(z)+ flay)
= f(z)+af(y)

Inversement, supposons que f(z + ay) = f(z) + af(y), pour tous x,y € F
et o € K. Pour @ = 1, on obtient f(z +y) = f(z) + f(y); et pour z = 0
flay) = af(y) et ceci est vrai pour tous z,y € E et a« € K. D’ou f est
linéaire, ce qui acheve la preuve. u

Remarque : si f: E — E’ est linéaire, alors on a :
f(Z Oéixi) = Z aif(fi)-
i=1 i=1

pour tous x; € F et o; € K.
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~ Définition 1.4. N

L’ensemble des applications linéaires de E dans E' se note
L(E,E"). Soit f € L(E,E") :
1. [ est dite un isomorphisme si f est bijective. L’ensemble des
isomorphismes se note Isom(E, E'),

2. f est dite un endomorphisme de E, si E = E' entant que espace
vectoriel. L’ensemble des endomorphisme se note L(E).

3. [ est dite un automorphisme de E si f est un endomor-
phisme de E et bijective. L’ensemble des automorphismes se
note Aut(E),

4. [ est dite une forme linéaire si E' = K. L’ensemble des formes
linéaires se note L(E,K) ou E* appelé duale de E.

\ J

On vérifie facilement que 1’ensemble des applications linéaires de E dans
E', L(E,E"), a une structure d’espace vectoriel sur K par les lois :

o ftg:E—Esa— f(z)+g(r),
e \f:E— E'; x— \f(x).
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2.2 Application linéaire et sous espace vecto-
riel

~ Théoréme et définition 2.1. ]
Soit f € L(E,E"). Alors on a :

1. L’image d’un sous espace vectoriel de E par f est un sous espace
vectoriel de E'.
En particulier f(E) est un sous espace vectoriel de E' appelé
image de f et se note Im(f) :

Im(f) = {f(x) / @ € E} C E.

2. L’image réciproque d’un sous espace vectoriel de E' par f est
un sous espace vectoriel de E.
En particulier f=1({0}) est un sous espace vectoriel de E appelé
noyau de f et se note ker f :

ker f:={ze€E / f(z) =0} CE.

Preuve :

1. Soit F' un sous espace vectoriel de E. Soient z,y € f(F) et a € K il
existent 2/, y' € F tels que x = f(2') et y = f(3/). Dés lors on a :

rtay = [f(@)+af(y)
f@' +ay').

Or, F est un sous espace vectoriel de E, donc 2’ + ayf € F, par suite
z+ay = f(z' +ay) € f(F).

2. Soit G un sous espace vectoriel de E'. Soient x,y € f~1(G) et @ € K.
On a f(z+ ay) = f(z) + af(y), et comme f(z), f(y) € G et G est un
sous espace vectoriel de E’, alors f(z+ay) = f(z)+af(y) € G, et par
suite  + ay € f7H(G).

0
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Proposition 2.2.}
Soit f € L(E,E'). On a :

1. f est surjective si, et seulement si, Im(f) = E,

2. f est injective si, et seulement si, ker(f) = {0}.

Preuve :
1. f est surjective si, et seulement si, f(F) = E’ si, et seulement si,
Im(f) = F".

2. Supposons que f est injective, et soit « € ker f. Alors f(z) = 0, et donc
f(x) = f(0), c’est-a~dire que x = 0. D’ot, ker f = {0}.
Inversement, supposons que ker f = {0}, et z,2’ € E tels que f(z) =
f(2'). Alors f(z — ') = f(x) — f(2/) = 0 et par suite x — 2z’ € ker f =
{0}, c’est-a~dire que x = z’, ce qui termine la preuve.

O
Théoréme 2.3.
Tout espace vectoriel E de dimension n est isomorphe a K",
moyennant le choix d’une base de E
Preuve :
Soit B = {z1,...,z,} une base de E. Tout vecteur z de E s’écrit d’une fagon

unique : . = Az + ... + Az, ou les \; € K. Soit ¢ 1 E — K” tel que :

90(1‘) = ()‘17 .- '7>\n)7

ol x = A\x1+ ...+ \,z,. Cette application est bijective et 1'on vérifie faci-
lement que c¢’est un homomorphisme. a

Corollaire 2.4.

Deuz espaces vectoriels de dimension finie sur le méme corps K
sont isomorphes si, et seulement si, ils ont méme dimension sur K.
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Théoréme 2.5. ( d’isomorphisme)}

Soient E, E' deux espaces vectoriels sur le méme corps K et f :
E — E' une application linéaire. L’application V¥ : E/ker f — Im f
telle que U(x) = f(x) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
(Notation : E/ker f =Z1Im f)

Preuve :
La correspondance ¥ est surjective par construction. Elle est aussi injective,
puisque si z,y € E, alors :

U(z) = ¥(y) f(z) = f(y)
fla—y)=0
x—y€kerf
r=1.

ttee

De plus W est linéaire car :

VAT +uy) = YAz +uy)
= f(\x+uy)

Af (@) +uf(y)
= AU(z) + u¥ (7).

Ce qui achéve la preuve. O

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.6.}

Soient Fy et Ey deux sous espaces vectoriels de E tels que Fy N
E, = {0}. Alors :

(El@Ez)/El %EQ et (EI@EQ)/EQ gEl

Preuve :
Soit W : Ey @ Ey — FEs telle que W(z) + @3) = 2. On a ImV¥ = Ey et
ker ¥ = F. D’ou la proposition puisque W est linéaire. O
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Corollaire 2.7.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K et F' un sous
espace vectoriel de E. Alors dim(E/F) = dim £ — dim F'.

Preuve :
Soit G un supplémentaire de F' dans E :

E=FaG.
Onadonc E/F =(F®G)/F=G;dou:

dim(E/F) = dim G = dim £ — dim F.

2.3 Rang d’une application linéaire

Théoréme 3.1. (du rang )}

Soient B, F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur le méme
corps K et f: E— F une application linéaire. On a :

dim F = dim(Im f) + dim ker f.

Preuve :
C’est une conséquence du corollaire précédent et du fait que E/ker f = Im f.

Attention : Ne pas en déduire que E est somme directe de ker f et Im f!.
Par exemple, soit £ = R?> et f: E — E telle que f(z,y) = (0,z). Dans ce
casona: ker f =Im f = {(0,z) | x € R}. O
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—~ Théoréme 3.2.

Soient B, F deux espaces vectoriels de méme dimension finie sur
le méme corps K et f: E — F une application linéaire. Alors on a :

f injective < f surjective
& f bijective.

Preuve :

Supposons que f est injective, c’est-a-dire ker f = {0}, ou encore dim ker f =
0. D’apres le théoréeme du rang on a : dim Im f = dim F = dim F et par suite
Im f = F et f est surjective.

Supposons maintenant que f est surjective, c’est-a-dire Im f = F', ou encore
dimIm f = dim F' = n. Alors le méme théoréme du rang montre que :

dimker f = dimE —dimIm f
= dim F' — dimIm f
=0

et donc ker f = {0} ; c’est-a-dire f est injective. D’ou f est bijective.
Enfin trivialement on a si f est bijective, alors f est injective ce qui termine
la preuve du théoreme. U

Définition 3.3.

Soit f: E — F une application linéaire. On appelle rang de f et
on note rg f ou rang(f) la dimension de Im f : rg f = dim Im f.
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2.4 Espace dual

Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle forme linéaire définie
sur E toute application linéaire de E dans K.
L’ensemble des formes linéaires sur E est un espace vectoriel sur K,
noté B*, dit dual de E :

E* = L(E,K).

Notation Soit E un espace vectoriel et E* son dual. Si f € E* et © € F,
le scalaire f(x) se note (f,z). Pour tous f,g € E*, x,y € E, « € K;on a:

L (fix+y)={f,2) +{],9)

2. (f,ax) = a{f,z)
3. (f +9.2) = {f.2) + {g,2)
4. {af,2) = alf.x).

,-[Théoréme et définition 4.2. (base dual)}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et E* son dual.
On appelle base duale de la base (eq, ..., e,) de E la base (01,...,60,)
de E* définie par :

1 osioi=j
91(6]){0 si Z#]

ou aussi d’'une fagon équivalente ; si x = Aje; + ...+ A\pen, alors :

Notation : 6, =e;.

Preuve :
On doit montrer que (y,...,60,) est une base de E*. Soit f € E*, alors on
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a:
(o) = (fiher+ .o+ Aen) 5i 2= Ney)
i=1
= > Alfe)
=1
= Z<91a l’)f(&)
i=1
= <Z f(ei)017x>
=1
D’ou .
i=1
et (01,...,60,) est un systéme générateur de E*. C’est aussi un systéme libre

car pour toute combinaison linéaire \16; + ...+ A\,0,, = 0, on a : pour tout
i=1,...,n, (MO + ...+ M\, e;) = 0, clest-a-dire pour tout i = 1,...,n,
Ai = 0. Ainsi (64, ...,0,) est une base de E*. a

Conséquence : Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors on a :
dim £* = dim E.

Définition 4.3.

Soient E un K espace vectoriel, f € E* et x € E. On dit que f
et x sont orthogonaux lorsque (f,x) = 0.
SiM C E et M' C E*. On dit que M et M’ sont orthogonauz lorsque
tout vecteur de M est orthogonal a tout vecteur de M.
Notations :
Mt ={f€E*| {f,x) =0; pour tout x € E}.
Mt ={zeFE|(fx)=0; pour tout f € M'}.

On vérifie immédiatement qu’on a la proposition suivante :
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,{Proposition 4.4.}

Soit E un K espace vectoriel.

1. 8i M C E, M* est un sous espace vectoriel de E*. De méme
si M' C E* ; M' est un sous espace vectoriel de E*.

2. 8t My C My C E alors on a :
M3+ C M C E*.
De méme si M] C M) C E* alors on a :
M C M CE.

3. SiXCE,ona:
Xt =< X >

ot < X > est le sous espace vectoriel de E engendré par X .

.

,-{Théoréme 4.5. (Formule des compléments)}

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et M un sous
espace vectoriel de E de dimension p. Alors on a :

1. dim M +dim M+ = dim E.
2. (MYt =M ;
3. Il existe S := (f1,..., fap) libre dans E* tel que M = S*+.

Preuve :
1. Soit (ey,...,ep) une base de M. On peut la compléter en une base
(€15 €p,€pt1,...,6,) de E. Tout f € E* s’écrit sous la forme [ =

Aej+ ...+ e, ou N\ € K Depluson a:

feEM™ & (fa)=...=(fe)=0
S M=...=X=0
& f=Xnepn o+ e
& fe<{eg, ..., >.
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Des lors on a : M+ =< {e,,,...,ep} > et dim M+ =n —p.
2. Ona M C (M*)* avec dim M (+)* = dim E — dim M+ = dim M, cela
implique que M(+)* = M.

3. On considere une base S = (fi,..., fu—p) de M*+. On a :
M = M(H)*
= (<«S>)*
= S+

Conséquence
L’orthogonalité est une bijection décroissante de ’ensemble des sous es-
paces vectoriels de F sur celui des sous espaces vectoriels de E*.

2.5 Applications linéaires et familles

Proposition 5.1 }

Soient f,g € L(E,E"), G = (€;)1<i<m une famille génératrice de
E. Alors f = g si, et seulement si, f(e;) = g(e;) pour tout 1 <i < m.

Preuve :
Le sens direct est évident. Inversement, supposons que f(e;) = g(e;) pour

m
tout 1 <7< metsoit x € E. Alors v = inei, pour certain x; € K. On a :
i=1

J) = (3 we)
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Théoréme 5.2.

Soit (e;)1<i<n une base de E et (u;)1<i<n une famille d’éléments
de E'. Alors il existe une unique application linéaire f : E — E' tel
que pour tout 1 < i <mn, f(e;) =uy

Preuve :
n

Pour x € E, x s’écrit d’'une maniere unique sous la forme z = sz—ei7 ou
n i=1

z; € K. Alors, Dapplication f définie par f(z) = > z;u; est visiblement
i=1

I'unique application linéaire telle que f(e;) = u; pour tout i =1,--- ,n. 0O

,{Proposition 5.3.} ~
Sotent f € L(E,E') et F = (u;)1<i<n une famille d’éléments de
E. On note f(F) = (f(wi))i<i<n, alors on a :
1. Si f(F) est libre alors F est libre,
2. Si F est liée alors f(F) est lice.
3. Si F est libre et f injective alors f(F) est libre.

Preuve :

n

1. Soient A1, ..., A\, € K, tels que Z Aiu; = 0. Donc Z Aif(u;) = f(z ;) =

i=1 i=1 i=1
f(0) =0 et par suite on a Ay = ... =\, = 0 puisque f(F) est libre.
2. D’apres 1.
3. Soient Ay,..., A\, € K tels que Z)\Lf(ul) = 0. Alors f(z Aivg) = 0
i=1 i=1

n
implique que ZAiui = 0 puisque f est injective et donc A\ = ... =

i1
A, = 0 car F est libre.
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Proposition 5.4.}

Soient f € L(E,E') et F = (wy,...,u,) une famille d’éléments
de E. Alors :

f(«F>)=<f(F)>.

En particulier, si F est génératrice de E alors ITm f =< (f(u;); >.

Preuve :
Soit y € f(< F >). Alors, il existe z €< F > tel que y = f(z); et puisque

r €< F >, il existe ay,...,a, € K tels que x = Zaiui et par suite on a :
i=1

y = f(ﬁ:l%uz)
= Y auf(w)

=1
€ < f(F)>.
Réciproquement, si y €< f(F) >, alors il existe aq,...,a, € K tels que
n n
y =Y a;f(u), cest-a-dire y = fO_ ;) € f(< F >). 0
i=1 i=1

Proposition 5.5.}

Soient f € L(E,E') et G = (ui)1<i<n une famille génératrice de
E. Alors [ est surjective si, et seulement si, f(G) est une famille
génératrice de E'.

Preuve :

On a f surjective si, et seulement si, f(E) = E’ si, et seulement si,

f(< G >) = F'si, et seulement si, < f(G) >= E’ si, et seulement si, f(G)
est une famille génératrice de E’. D’ou le résultat. ]

Najib Mahdou @



Chapitre 2 : Applications linéaires

Remarque : D’apres la proposition précédente, une application linéaire
est surjective si, et seulement si, il transforme une famille génératrice en une
famille génératrice.

Proposition 5.6.]

Soient f € L(E,E') et B = (e;)1<i<n une base de E. Alors f est
un isomorphisme si, et seulement si, f(B) est une base de E'.

Preuve :

Si f est un isomorphisme, alors f est surjective et par suite f(B) est une
famille génératrice de E'. Comme f est injective et B est libre alors f(B) est
libre. On en déduit que f(B) est une base de E.

Réciproquement, on suppose que f(B) est une base de E’. En particulier, f
transforme une famille génératrice en une famille génératrice, et donc elle est
surjective.

Soit x € ker f. Comme B est une base de F, il existe zy, ..., z, € K tels que
n n
=Y me;. Dotonal=f(zx)=> zf(e) et puisque f(B) est libre, on a
i=1 i=1
x1=...=x,=0,dou z=0. Ainsi ker f = {0} et f est un isomorphisme.
O

En d’autre terme, une application linéaire est un isomorphisme si, et seule-
ment si, il transforme une base en une base.

2.6 Projecteurs et symétries

2.6.1 Projecteurs

Soit E un K espace vectoriel.
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~ Définition 6.1. .

Soient F' et G deuz sous espaces vectoriels supplémentaires dans
E, c’est-a-dire que E = F & G.
L’application E(= F ® G) = E, x(=zp + zg) — xp, ol xp € F et
zg € G, est appelé la projection sur F parallélement a G. On la note
PrG-

\ J

—~ Propriétés 6.2.

Soit p=prq. Alors :

1. p est un endomorphisme de E et p* = p.
2. kerp=G etImp=F.

3. Pour tous x,y € E, y = p(z) si, et seulement si, y € F et
y—z€Qq.

4. F =ker(p —Idg).

Preuve :

1. Soit z,y e Fet a € K, et v =xp+2g, y = yr + yg avec xp,yr € F
et g,yg € G. On a donc :

plx+ay) = p((xr+ayr)+ (z¢ + ayg))
= ap+azg = p(z) + py).
D’olt pr¢ est linéaire. De plus, on a :
p(z) = p(
(zp
(xr +0)

().

2. Soit z € G. Alors © = 0 + z, donc p(z) = 0 et par suite € kerp.
Réciproquement, si © = xp + xg € kerp, alors 0 = p(x) = zp et par
suite x = xg € G. 1l vient alors que kerp = G.

[T

S
=
=

Il
=
8
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Soit x € E. On a p(x) = zp € F et donc Imp C F. Réciproquement,
six € F (dans ce cas x = zp), alors = x + 0, et donc p(z) = z, par
suite x € Imp. D’ott Imp = F.

3. Soit z,y € E et supposons que y = p(x) et notons x = xp + x5 avec
xp € F et z¢ € G. La condition y = p(x) est équivalent & y = xp, d’ott
y=zp€Fety—orv=ar—ax=-26€G.

Inversement, supposons quey € Fety—z € G. Alorsz = y +(z —y)
- ——

er eG
et donc p(z) = y.
4. Ona:
re€F & pla)=z
< plx)—z=0
& (p—Idg)(z)=0
&z € ker(p — Idg).
0

~ Définition 6.3. N

Soit p € L(E). On dit que p est un projecteur de E si p* = p.

\ J

—~ Théoréme 6.4.

Soit p un projecteur de E. Alors E = kerp & Im p.
p est la projection sur Imp parallélement a ker p.

Preuve :

Soit & € kerp N Imp. Alors il existe 2’ € E tel que z = p(z’) et p(x) =0 de
sorte que = = p(2') = p*(2') = p(p(2’)) = p(z) = 0. D’ott ker p N Imp = {0}.
Soit maintenant z € E. On a z = p(z) + (z — p(z)), et p(xz) € Imp ,
z — p(z) € kerp (car p(z — p(z)) = p(z) — p(p(z)) = p(z) — p(z) = 0). D'on
le résultat. O

Najib Mahdou @



Chapitre 2 : Applications linéaires

2.6.2 Symétries

~ Définition 6.5. N

Soient F' et G deux sous espaces vectoriels supplémentaires de E,
c’est-a-dire que E = F @ G.
L’application E = F &G — FE, x = xp + xg — T — g est appelée
la symétrie par rapport a F parallélement @ G, on la note spc.

\ J

,{Proposition 6.6.]

Soit s = sp. Alors :

1. s est un endomorphisme de E et s* = Idp.

2. ker(s —Idg) = F et ker(s +1dg) = G.

3. Pour tous x,y € E, y = s(x) si, et seulement si, x +y € F et
r—yeq.

(la réciproque sous la condition que la caractéristique de K est
différente de 2).

Preuve :

1. On vérifie simplement que s est une application linéaire et que s? = Idg.

2. Avec les notations précédente, on a :
x € ker(s — Idg) s(x) ==

T —Tg = Tp + Xq

rg = 0

xr € F.

ttte

et x € ker(s + 1dg) s(x) = —x

ITp —Tg = —Tp —Xg
Tp = 0

z €G.

ttte
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\

~ Définition 6.7. \

3. Soit x,y € E tels que y = s(x). Alors y = xp — x¢, et donc z +y =
20 € Fetx—y = 2xg € G. Réciproquement, siz+y € Fetxz—y € G,
alors s(x +y) =x +y et s(x —y) = —x + y de sorte que :

s2z) = s(z+y+z—y)
sz +y) +s(x—y)
r+y—xr+vy

= 2y,

et par suite s(z) = y.

Soit s € L(E). On dit que s est une symétrie si s* = Idg.

—~ Théoréme 6.8.

Soit s une symétrie de E (K de caractéristique différente de 2).
Alors E = ker(s — Idg) @ ker(s + Idg).

Preuve :

So

it = € ker(s — Idg) Nker(s+ Idg). Alors s(z) = —x, s(x) = x de sorte que

x=—xet doncx:().1 .
Soit . € E.Onax = 5(93 + s(x)) + E(zr — s(z)), avec :

x1 x2

(s —Idg)(z — s(x))
s — Idg)(s + 1dp))(z)
2 _Idp)(x)

N | —

(s =Idp)(z1) =

Il
—
wn

Il
[an RN

)

par suite z; € ker(s—Idg). Par un méme raisonnement, on a x5 € ker(s+Idg).
D’ou le résultat. 0

N
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2.7 Exercices avec solutions

Exercice 2.1: On considere les applications linéaires :
f: R3 — R? définie par f(z,y,2) = (v +y, 7 — 2)
g : R? — R? définie par g(x,y) = (v +2y,3z —y,z +y)
1. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

2. Déterminer une base de Ker(g) et une base de I'm(g).

Solution:
1. Ona Ker(f) ={(z,y,2) € R®/ f(z,y,2) = (0,0)}.

Ainsi, on a :

(z,y,2) € Ker(f) <= (v +y,x—2)=(0,0)

r=2Zz.

D’ou, on a :
Ker(f) = {(v,—v,2) € R?/x € R}
={z(1,-1,1) /Jz € R}
=<(1,-1,1) >.

Puisque (1,—1,1) # 0 alors le systeme {(1,—1,1)} est libre et ainsi
c’est une base de Ker(f).

D’aprés le théoréme du rang, dim Im(f) = dim R — dim Ker(f) =
3—1 = 2. Sachant que Im f est un sous-espace vectoriel de R? on déduit
que Im f = R? puisque dim Im(f) = dim R?*(= 2). Une base de Im f
et donc une base de R?, par exemple la base canonique {(1,0), (0,1)}
de R2.

On pourra raisonner autrement. Soit { f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1)} un
systéme générateur de Im(f), avec

F(1,0,0) = (1,1) , £(0,1,0) = (1,0) , £(0,0,1) = (0, —1).

11 suffit de choisir deux vecteurs libres du systeme {(1, 1), (1, 0), (0, —1)},
soit S = {(1,0),(0,—1)}. En effet, pour tous a, 3 € R, si «(1,0) +
£(0,—1) = (0,0) alors & = = 0. D’ott on a card(S) = dim(Im f) et
S est un systeme libre de Im f, par conséquent S est une base de Im f.
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2. Ona Ker(g) = {(z,y) € R* / g(x,y) = (0,0,0)}.
Ainsi, on a :

(z,y) € Ker(g) <= (v +2y,3z —y,v+y) = (0,0,0)

r+2y=0
<= 3z—y=0

r+y=0

T =2y
<= —7y =20

r=-Y
e =0

y = 0.

D’ou Ker(g) = {(0,0)}.

Cherchons une base de Im f. On sait que S = {g¢(1,0), ¢(0,1)} est
un systéme générateur de I'm(g), avec :

9(1,0) =(1,3,1)
{g(()7 1)=(2,-1,1).

Du théoréme du rang on a :

dim Im(g) = dim R? —dim Ker(g)

= 2.0
= 2
= card(S),

D’ot, S est une base de Im g car S est un systeéme générateur de
Img.

Exercice 2.2: Soit £ = C3[X] = {P € C[X] : deg(P) < 3}. Soit f I'appli-
cation de F dans F définie par f(P) = P(X +«) — P(X + ), a et 3 étant
deux complexes distincts.

1. Montrer que f est un endomorphisme de F.
2. Déterminer Ker(f) et Im(f).
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Solution:
1. I est clair que pour tout P € E on a f(P) € E. En outre, soit n € C
et soient P,Q € E; alors

FP+Q)=P+Q)(X+a)—(P+Q)(X+5)
=PX+a)+PX+a)-P(X+8)-Q(X+p0)

=f(P)+f(@Q)

et
fP)=mP) (X +a) = 0P) (X +5)
=nP (X +a)—nP(X+0)
=nf(P)
D’ou f est un endomorphisme de E.
2. Ona Ker(f) ={P(X)=a+bX +cX?+dX3 € E/ f(P) =0}, ainsi
ona:
PeKer(f)«<= PX+a)—P(X+5)=0
= [a+b(X+0a)+c(X+0a) +d(X +0a)’]
—latb(X+B) +e(X+8) +d(X+5)°] =
[ +ba+ca2+da3) <b+20a+3da2)X—|—(c+3da)X2+dX3]
a+ b3+ e +dB%) + (b+2¢8 + 3dB?) X + (c+3dB) X* +dX*| =0

(a

-[(

{b - + c(@®=p8% 4+ d*-p8) =0
—

a
2c(a—fB) + 3d(a*>-p5% =0
3d(a—B) =0
b(a— -p% =0
e2?) 20(04—6) =0
d =0
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{b(a—ﬂ) =0
— c =0

d =0
b=
= c=0
d=0.

Ainsi Ker(f) ={a/a € C} =<1 > et puisque 1 n’est pas nul, {1} est
libre et donc c’est une base de Ker(f).

Cherchons une base de Im f. On sait que {f(1), f(X), f(X?), fF(X?)}
est un systéme générateur de Im(f), et que dim I'm(f) = dim F —
dim Ker(f) = 3. Il suffit alors de choisir trois vecteurs libres. On a :

f(X)=a-5,
fX)=(X+a)’ - (X+8)=2(a—-p) X +a? -2,
FX) = (X +0a)’ = (X+8)"=3(a—B)X*+3(a? = 82) X +a* — §°.

Soient I,m,n € C, alors si
o= Bl+m[2(a—B) X +a® = B2 +n[3(a - B)X* +3(a® - B*) X +o° — ] =0,
alors on a :

o= B)+m (a? = B2)+n (o® — ) +[2(a = B)m+3n (a® = 62)] X+3n (a — B) X2 = 0.

Donc,

2(a=pB)m + 3n(a*-p4%) =0

n(a—pF) =0
=0
m =0
n=_0.

Dot S = {f(X), f(X?), f(X?)} est un systéme libre de Im f, et donc
c’est une base de I'm(f) puisque dim(Im f) = card(S).

{l(a—ﬁ) + m@®—=p%) + n@-p% =0

et par conséquent,
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Exercice 2.3: Soit E l'espace vectoriel des polynémes réels de degré infé-
rieur ou égal & 2 et B = (1, X, X?) sa base canonique. Soit f : & — E
I’application définie par :

flap+ a1 X +asX?) = ag(X + X?) + a1 (X? + 1) + ag(X — 1).
. Montrer que f est un endomorphisme de F.
. Déterminer une base de Ker(f).

1

2

3. Déterminer une base de Im(f).

4. Montrer que E = Ker(f) ® Im(f).

Solution:

1. L’application f est un endomorphisme de E puisqu’on montre facile-
ment que pour tous «, 8 € Ret pour tous P,Q € Fona f (aP + Q) =

af(P)+Bf(Q).
2. On a Ker(f) ={ap+ a1 X + asX?/ f(ap + a1 X + a2 X?) = 0}, ainsi

ag+ ar X + a; X? € Ker(f) <= ao(X + X?) + a1 (X?>+1) +a(X —1)=0

a; = ay
<~ apg = —a1 = —ay
apg — —Aag

de sorte que :
Ker(f) = {(—a2) + aa X + ayX?/ ay € R}
= {(a2) (-1 4+ X + X?) /a, € R}
=<-1+X+X*>.
Posons f; = =1+ X + X2, {fi} est libre (car f; # 0) et engendre
Ker(f), donc c’est une base de Ker(f).
3. D’apres le théoréeme du rang, dim Im(f) = dim £ — dim Ker(f) =
3 —1=2. Posons :
fo = X+X% € Im(f)
f3 = 1+X2 < [m(f)
On vérifie que {fo, f3} est libre, donc dim < {fs, f3} >=2 et {fo, f3}
est une base de < {fs, f3} >.

Or < {fa, f3} >C Im(f) et dim Im(f) = dim < {fs, f3} >. Do,
Im(f) =< {fs, f3} > et par suite {fs, f3} est une base de Im(f).
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4. On sait que E = Ker(f) ® Im(f) si et seulement si {f1} U{fe, f3} =

{1, f2, fs} est une base de E puisqu’on a {fi} N {fs, f3} = 0.
On vérifie que { f1, f2, f3} est libre dans E avec dim E = card{ f1, f2, f3} =
3, donc {fi1, fa, f3} est une base de E. D’ou le résultat.

Exercice 2.4: Soit f: R3 — R? avec f(z,y,2) = (v +y,x +y,x +y).
1. Montrer que f est un endomorphisme.
2. Trouver une base de Ker(f).
3. Trouver une base de Im(f).
4. Montrer que R = Ker(f) @ Im(f).

Solution:

1. On montre facilement que pour tous «, 8 € R et pour tous X,Y € R?
ona f(aX+p8Y)=af(X)+Bf(Y). Dou f est un endomorphisme.

2. Ona Ker(f) = {(,9,2) € R/ f(z,4,2) = (0,0,0)}. Or on a ;
(z,y,2) € Ker(f) <= (z+y,z+y,x+y)=(0,0,0)
— T =Y.
Par suite, on a :
Ker(f) = {(z,—x,2) € R* )z, € R}
={z(1,-1,0) +2(0,0,1) /z € R}
=< (1,-1,0),(0,0,1) > .
De plus, on vérifie que {(1,—1,0),(0,0,1)} est libre de sorte que le
systéme {(1,—1,0),(0,0,1)} est une base de Ker(f).

3. Onsait que dim Im(f) = dim R*~dim Ker(f) = 1. De plus, f(1,0,0) =
(1,1,1) € Im f et {(1,1,1)} est libre (puisque (1,1,1) # (0,0,0)).
Des lors, {(1,1,1)} est une base de Im f puisque card{(1,1,1)} =
dim Im(f).

On pourra aussi remarquer que : :
Im(f) = {z+y.e+yr+y) /zycR}
= {@+yL11) /2,y eR}
< (1,1,1) >
et du fait que {(1,1,1)} est libre (car (1,1,1) # 0) alors c’est une base
de Im(f).
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4. Puisqu'on a {(1,1,1)} N {(1,-1,0),(0,0,1)} = 0, alors on a E =
Ker(f) @ Im(f) si et soulomcnt si {(1,1,1)} u{(1,-1,0),(0,0,1)} =
{fi==01,1,1), fo:=(1,-1,0), f5 := (0, 0 1)} est une base de R?,

On vérifie que S = {f1, fa, f3} est libre de R® avec dim R® = card(S)(=
3), donc S est une base de R3. D’otl le résultat.

Exercice 2.5: Soit 'application :
f:R? — R?

Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

Solution: On a Ker(f) = {(z,y) € R*/ f(z,y) = (0,0,0)}. Or on a :
(z,y) € Ker(f) <= (x+y,x—y,z+2y)=(0,0,0)

r+y=0
= r—y=0

r+2y=0
e =0
y = 0.

D’otl f est injective. Donc, si (e1, e2) est la base canonique de R? (e; = (1,0),
alors {f(e1), f(e2)} est une base de Im(f). On a :

{ fler) = (1,1,1)
flea) = (1,-1,2).
D’on {(1,1,1),(1,—1,2)} est une base de Im(f).

Exercice 2.6: On considere 'application :
f:R? — R?
(z,y,2) — (x —y, 2y + 2).
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer une base et la dimension des sous espaces vectoriels Ker(f)

et Im(f).

3. [ est-elle injective 7 surjective ? bijective ?
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Solution:

1. On montre que pour tous «, 3 € R et pour tous X,Y € R3 on a :

faX +8Y) =af(X)+Bf(Y).

D’ou f est une application linéaire.
2. @ Ona Ker(f) ={(z,y,2) € R®/ f(z,y,2) = (0,0)}, ainsi

(z,y) € Ker(f) < (z—y,2y+2) =(0,0)

e {T7y=0
2y+2=0

T=y
= { 2y = —=z.
Ainsi Ker(f) ={(z,z,—2z) /z e R} =< (1,1,-2) >.
Puisque (1,1,—2) # 0 alors le systeme {(1,1,—2)} est libre et
ainsi il est une base de Ker(f). D’ou, dim Ker(f) = 1.

e On adimIm f = dim R® — dim Ker(f) =3 — 1 =2 = dim R2 Dés
lors, Im(f) = R? puisque Im f C R2. Ainsi, la base canonique de
R? est une base de Im f.

3. Ker(f)n’est pasréduit a {0}, donc f n’est pas injective. f est surjective
puisque Im(f) = R2. Finalement f n’est pas bijective.

Exercice 2.7: On considere I'application suivante :
f:R* —R?
(1'71,/72) — (Z—y.,Z—{L’,Z).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.

2. On désigne par i 'endomorphisme identique de R3. Expliciter les ap-
plications (f — i) et (f +1).

3. Déterminer une base de Ker(f — i) et une base de Ker(f + 1i).

4. Montrer que R3 = Ker(f —i) ® Ker(f +1).
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Solution:

1. On montre que pour tous «, 3 € R et pour tous X,Y € R3 on a :

faX +5Y) = af (X) + Bf(Y).
D’olt f est un endomorphisme de R3.
2. Les deux applications s’écrivent :
f—i: R3 — RS
(,y,2) — (cz—y+2z-2-y+20)

f+i: R — RS
(,y,2) Y— (@-y+z-v+y+z22).

3. @ Pour Ker(f —i),on a:
('Tvy>z)eKer(f_i) — (_I_y+zv_x_y+zvo):(07070)
<= —r—y+2=0
< z=x+ty.
Ainsi Ker(f—i) = {(z,9,2+9) / 2,y € R} =< (1,0,1), (0,1,1) >.

On montre que le systéme {(1,0,1),(0,1,1)} est libre et ainsi il
présente une base de Ker(f — ).

e Pour Ker(f+i),ona:

(z,y,2) € Ker(f+1) <= (t—y+z,—c+y+222) =(0,0,0)

r—y+2=0
<~ —z+y+z2=0
2z2=10
T=y
{zO.

Ainsi Ker(f —i) = {(z,2,0) /Jz € R} =< (1,1,0) >.
On a (1,1,0) # Ogs de sorte que {(1,1,0)} est libre et ainsi c¢’est
une base de Ker(f +1).
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4. 11 suffit de montrer que le systeme S = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} est

libre puisque card(S) = dim R3. Pour cela, soit o, 3,7 € R. On a :

a+y=0
a(1,0,1) 4+ 5(0,1,1) ++(1,1,0) = (0,0,0) <= { f+7=0
a+p8=0
a+pP+2v=0
— B+y=0
at+p=0
7=0
= 5=0
a=0

D’ou le résultat.

Exercice 2.8: Soit F I'espaces vectoriel défini par
E={P(X)=aX?+bX*+cX +d/a,b,c,d € R}

et soit I'application

T:-F—F
P(X) —> %P(X) - %P(—X).

1. Montrer que f est un endomorphisme de F.

2. Trouver une base de Ker(T) et une base de Im(T).

Solution:
1. On montre que VP € E, T'(P) € E; en effet,

1 1
T(ax3+bx2+cx+d)=§[ax3+bx2+cx+d] —5[—aX3+bX2—cX+d
=aX*+cX€EE
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Soient maintenant &« € Ret P,Q) € E, on a :

T(aP) = J (@P)(X) -  (aP) (-X)
1 1
= iaP(X) - iaP(—X)
=aoT'(P)
T(P+Q) =3 (P+Q)(X) - 5 (P+Q)(-X)
= § (P-X) + QX)) ~ 5 (P(=X) + Q(~X)
= [1P00 - 53] + [0 - Je-x)
=T(P)+T(Q).

D’ou T est un endomorphisme de E.
2. o Une base de Ker(T) :

On a Ker(T) ={P(X) =aX?+bX*+ cX +d € E/T(P) =0}.

Orona:

aX?+bX?+cX +de Ker(T) <= T(aX?+bX*+cX +d) =0
= aX’+cX =0
— a=0

c=0.
Donc Ker(T) = {bX? +d/b,d € R} =< 1,X? >, et puisque
{1, X2} est libre (évident), donc c’est une base de Ker(T).

e Une base de Im(T) :
On sait que S = {T(1),T(X),T(X?),T(X3)} est un systéme gé-
nérateur de I'm(f), et que dim I'm(f) = dim EF—dim Ker(f) = 2.
11 suffit alors de choisir deux vecteurs libres de S. Or on a :

T(X) = JX — J(-X) =X
T(X?) = %X3 - %(—X3) = X°

Comme card{X, X3} = dim Im(T) et puisque {X, X3} est libre
(évident) alors c’est une base de Im(f).
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Exercice 2.9: Construire un endomorphisme g de R?® vérifiant ¢° = 0 et

g #0.

Solution: Essayons de chercher la forme d’un tel endomorphisme g. Puisque
g% # 0, il existe u € R® tel que :

g*(u) # Ogs.

On pose :

S = {u,v,w}
ol
v=g(u) et w=g*(u).

Les vecteurs u, v et w sont tous non nuls, car sinon g?(u) = Ogs.

Montrons que le systéme S est une base de R?.
Soit a, 3, v € R tels que :

au + v+ yw = Ogs. (2.1)
Puisque g est linéaire, on a :

glau + fv +yw) = ag(u) + Bg(v) + vg(w)
= Ogs.

Du fait que, v = g(u) et w = g*(u),
ag(u) + Bg*(u) +79°(u) = Ogs.
Cependant ¢® = 0. On obtient,
ag(u) + Bg*(u) = Ogs. (2:2)
On applique encore une fois g,

glag(u) + Bg*(u)) = ag®(u) + Bg*(u)

Donc,
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Finalement, puisque g2(u) # Ogs,

a=0
La relation (2.2) implique
Bg*(u) = Ogs
et par suite
p=0
La relation (2.1) implique
79%(u) = Ogs
et par suite
v=0.

En conclusion, S est libre. Puisque Card (S) = 3 = dim R?, le systéme S est
alors une base de R3.

On a:

9(u) = v, g(v) = w et g(w) = 0.

L’endomorphisme ¢ est parfaitement défini par I'image d'une base de R?® qui
est S.

Ainsi, la construction d’un tel endomorphisme g est comme suit : étant don-
née une base quelconque B = (ey, es, e3) de R?, I'endomorphisme g est défini
par :

gler) = ez, glea) = es et g(es) = 0.

Exercice 2.10: Soient £ un R-espace vectoriel, e € E et g un endomor-
phisme de E tel que ¢ = 0. Résoudre dans E 1’équation :

e=x+g(x).
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Solution: Soit z une solution de 1’équation E. Puisque g est une applica-
tion linéaire, alors :

et par suite :

Or

Donc,

Deés lors on a :
r=c—g()
=e—(g(e) - 5*(e))
=e—gle) +g*(e).
Finalement,

S={e—gle)+g%(e) }.

Exercice 2.11: Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et g un
endomorphisme de E. Montrer les équivalences suivantes :

Ker(g) = Ker(g*) <= Im(g) = Im(g%)
<= E = Ker(g) ® Im(g).
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Solution: Commengons par montrer les deux inclusions suivantes :

Ker(g) C Ker(g*) et Im(g?) C Im(g).

Ona:

x € Ker(g) <= g(z)=0
= ¢(x)=0
< 1z € Ker(g°).

Ainsi,
Ker(g) C Ker(g%).
Ona:
z€Im(¢g®) <= € E, z=g*(z)
— Jy=yg) € E, z=9g(y)
> z € Im(g).
Ainsi,

Im(g*) C Im(g).

Montrons I’équivalence :
Ker(g) = Ker(g?) < Im(g) = Im(g%).
Puisque
dim E = dim Im(g)+ dim Ker(g) et dim E = dim Im(g*)+ dim Ker(g?),
on obtient,
dim Im(g) + dim Ker(g) = dim Im(g*) + dim Ker(g?).

Si Im(g?) = Im(g) alors dim Ker(g) = dim Ker(g?). Dans ce cas, puisque
Ker(g) C Ker(g?), on obtient :

Ker(g) = Ker(g?).

Si Ker(g) = Ker(g®) alors dim Im(g) = dim I'm(g?). Dans ce cas, puisque
Im(g®) C Im(g), on obtient :
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Montrons maintenant 1’équivalence :
Im(g) = Im(¢*) <= E = Ker(g) @ Im(g).
On suppose que Im(g) = Im(g?). Montrons que :
E = Ker(g) ® Im(g).

Puisque dim F = dim I'm(g) + dim Ker(g), il suffit de montrer que :

Ker(g) N Im(g) = {0p}-
Soit z € Ker(g) N Im(g). Il existe € E tel que :

9(2) =0p et 2= g(x).
Ainsi,

Donc,
r € Ker(g?).

Cependant, puisque I'm(g) = Im(g®), on a Ker(g) = Ker(g?). Par suite,
z € Ker(g) et z=g(z) = 0g. On en déduit que :

Ker(g) N Im(g) = {0g}.
On suppose maintenant que E = Ker(g) @ Im(g). Montrons que :
Im(g) = Im(g?).
D’apres ce qui précede, il suffit de vérifier que :
Im(g) € Im(g%).

Soit z € Im(g). Il existe y € E tel que z = g(y). Or E = Ker(g) ® Im(g),
donc il existe z; € Ker(g) et xs € E tels que y = 21 + g(x9). Ainsi,

z=g(x1 + g(22)).
Du fait que g est linéaire, on obtient :
z=g(z1) + (g0 9)(z2)
= g*(w2)

puisque g(x;) = 0 car 7; € Ker(g). Finalement, z € I'm(g?), ce qui acheve
la preuve de 'exercice.
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Exercice 2.12: Soient £ un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de
E. Pour k entier naturel donné, on pose Nj, = Ker(f*) et I, = Im(f*) (avec
la convention f° = Idy ).

1. Montrer que : pour tout k € N, (Ny C Nyyy et Iy C I ).
2. Montrer que : pour tout k € N, (N, = Nyy1 = N1 = Ny ).

A partir d’ici, on suppose de plus que F est de dimension finie n.

3. a) Montrer que : il existe p € N tel que pour tout k € N, on a :

k<p= Nk;Nk-H
et k>p= Nj = Niy1.

b) Montrer que p < n.
4. Montrer que :
k< p = Ik 2 Ik+1
etk2p2> Ik:-[k+1-
5. Soit dy = dim Ij,. Montrer que la suite (dy — dgy1)ken est décroissante

(en d’autres termes la suite des images itérées décroit de moins en moins
vite ou aussi les noyaux itérées croit de moins en moins vite).

Solution:

1. Soient k un entier naturel et x un élément de E. On a :
= f(f*(x)) =0
— f"z) =0
— T € Nk+1-

On a montré que : Vk € N, N, C Njo;. Ensuite,

z €l = ek, z= ()
— Jz(= f(y)) € E, z = f¥(2)
— X c Ik

On a montré que : Vk € N, I C Ii.
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2. Soit k un entier naturel. Supposons que Ny = Npi1 et montrons que
Niy1 = Nigio. On a déja Ni1 C Niyo. Montrons que Niyo C Niyq.
Soit  un élément de E. On a :

3.

a)

b)

T € Nypyo = f¥2(2) =0
= fM(f(2)=0
= f(z) € Ngy1 = Ny,
= f*(f(z)) =0
= fM)=0
==z € Ny

On a {0} = Ny C N; C N,... Supposons que chacune de ces
inclusions soient strictes. Alors,
0 =dim Ny < dim Ny < dim Ny ---

Donc dim N7 > 1, dim Ny > 2 et par récurrence, Vk € N,
dim N > k. En particulier, dim N,y > n+1>n=dim F, ce
qui est impossible. Donc, il existe k entier naturel tel que N, =
Nk+1.
Ainsi, 'ensemble {k € N, N, = Nji1} est une partie non vide
de N. L’ensemble {k € N, Ny = Ny} admet donc un plus petit
élément. Soit donc p le plus petit des entiers & tels que Ny = Nyyq.
Par définition de p (et méme si p = 0), pour k < p, N & Nii1.
D’autre part, d’aprés 2) et puisque N, = N,.;, on montre par
récurrence que pour tout & > p, on a N = N,,.
Si p =0 (ou encore si f est surjectif ), on a p < n. Sinon,

0 <dim N; <---<dim N,
et donc, par récurrence, pour k < p, on a dim N > k. En parti-
culier

p <dim N, <n.

4. Puisque Ny C Niy1, Ipy1 C I et que dim E < 400, on a :

Ny = Nk+l <= dim N, = dim Nk+1
= n—rg(f*)=n—rg(f*
<= dim I, = dim [},
<~ I, = Ik+1.

Donc, pour k < p, I 2 Iy et pour k > p, I, = Ly,
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5.

Soient k un entier naturel puis g, la restriction de f a Ip. D’apres le
théoreme du rang,
dy = dim I, = dim Ker(gg) + dim Im(gy).

Maintenant, Im(gx) = gx(Ix) = f(Ix) = Ix+1 et done dim I'm(gy) =
dy1. D'autre part, Ker(gr) = Ker(f,1,) = Ker(f) N 1.
Ainsi, pour tout entier naturel k,

dk - dk+l = dlm(K@T(f) n Ik)

Puisque la suite (I )gen est décroissante pour 'inclusion, la suite d’en-
tiers naturels (dim(Ker(f) N I))ken = (di — dit1)ken est décroissante.

Exercice 2.13: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u
un endomorphisme de E.

On dit que u est nilpotent s'il existe k& € N* tel que u* = 0 et on appelle
alors l'indice de nilpotence de u le plus petit de ces entiers k.

Par exemple, le seul endomorphisme u, nilpotent d’indice 1 est ’endomor-
phisme nul.

1.

Soit u un endomorphisme nilpotent d’indice p. Montrer qu’il existe un
vecteur 7 de E tel que la famille (zq, u(zo), -+, uP~!(x)) soit libre.

2. Soit v un endomorphisme nilpotent. Montrer que u™ = 0.

3. On suppose dans cette question que u est nilpotent d’indice n exacte-

ment. Déterminer rg(u).

Solution:

1.

Soit p € N* I'indice de nilpotence de w.

Par définition, uP~! # 0 et plus généralement, pour 1 < k < p—1, uF #
0 car si ¥ = 0 alors u?~! = u* o uP~1=% = 0 ce qui n’est pas le cas.
Puisque uP~! # 0, il existe au moins un vecteur g tel que u?~1(zg) # 0,
et en particulier xy # 0.

Montrons que la famille (u*())o<r<p_1 est libre.

Soit (Ag)o<k<p—1 € KP tel que :

p—1
Z M (z0) = 0.
k=0
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Supposons par 'absurde qu’au moins un des coefficients A, ne soit pas
nul. Soit i = Min {k € [0,p— 1] / M\ # 0}.

p—1
Z )\ku CE(]) =0= Z )\ku CL‘()) 0
k=0 k=i

= P17 ZMU (x0) ) =0

p—1
- Z )\ku%l*”k(xo) =0
k=i

= N’ N(z0) =0 (car pour k >i+1,p—1—i+k>p
et donc uP~' "R =)

= X\ =0 (car v’ *(xo) £0)

ce qui contredit la définition de 7. Donc tous les coefficients A, sont nuls
et on a montré que la famille (u*(x¢))o<r<p_1 est libre.

2. Le cardinal d’une famille libre est inférieur ou égal a la dimension de
I’espace et donc p < n. Par suite,

u' =uPou" P =0.

3. On applique I'exercice précédent. Pulsque u" 1 £ 0,0na N, ; S C N,.
Par suite, les inclusions Ng C N; C ... C N,, = E sont toutes strictes
et donc

0<dim N <dim Ny < -+ <dim N,, = n.

Pour k € [0,n], notons dj, est la dimension de N. Par récurrence, pour
ke[0,n—1],onad; > k.

Mais si de plus, pour un certain indice 7 élément de [1,n — 1], on a
d; = dim N; > i, alors, par récurrence, pour i < k < n, on a d, > k
et en particulier d, > n ce qui n’est pas le cas. Donc pour tout k =
0,1,

D’aprés le théoréme du rang, rg(u*) = n — k pour tout k =0,1,--- ,n
et en particulier rg(u) =n — 1.
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Exercice 2.14: Soient E; et Fy deux sous espaces vectoriels d'un espace
vectoriel F de dimension finie.
1. Montrer que :
(Ey+ By))t = Ef nEy.
2. Montrer que si F; et Fy sont deux sous espace vectoriels de E* de
dimension finie, alors on a :

(Fy+ Byt =F-nF-

3. Montrer que :
E=E & F, < E*=Fi ¢ FE;.

Solution: Soient F; et Fy deux sous espaces vectoriels d’un espace vecto-
riel £ de dimension finie.

1. Comme FE; + Fy =< E; U Ey >, alors on a :

fe (EH-FEE)L =2 f€< FEi1UFE, >+
& fe(BEyUEy)t
& (Vze Ey, f(xz) =0) et (Vo € Ey, f(x) =0)
& feEBletfekbEsy
& feELfNE;.
Dés lors on a :
(Ey + By))t = Ef N Ey.
2. Le méme raisonnement que 1) aboutit & :
(Fy+ Byt =F-nF-
3. Supposons que E = E; @ F,. Alors d’aprés 1) on a :
EfnEf = (B + Ey)*
EL
{0}
ot € est la forme nulle de £*. De plus on a :
dim(Ef © Ef) = dim Bt 4+ dim Ey (car E{- N Ey = {0})
= (dim F — dim E) + (dim F — dim E»)
= 2dimFE — (dim E; + dim E»)

= dimE (car E = E) & E»)
= dim E*.
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Dés lors on a : E* = E{ & Ey puisquon a Ef ® B C E* et dim(Ef @
Ef) = dim E*.
Avec le méme raisonnement et en utilisant 2), on montre l'autre sens.
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Matrices

3.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.

Soient n et p deux entiers naturels non nuls et K égal a R ou
C. On appelle matrice a n lignes et p colonne (ou de type (n,p)) d
coefficients dans K, toute application de [1,n] x [1,p] dans K. Les
images a;; des couples (i,7) sont appelés coefficients ou termes de la

matrice.
La matrice A est notée (aij)lgign ou sous forme de tableau rectangu-
1<5<p
laire :
ap; a2 ... Gip
az1 Q22 ... Az
A= |
ap1 Ap2 ... anp
La suite (ai1, Gia, - - -, aip) €st appelée i-éme ligne ou i-éme vecteur
ligne de la matrice, c’est un élément de KP.
La suite (a5, agj, . . ., ay;) est appelée j-éme colonne ou i-éme vec-

teur colonne de la matrice, c¢’est un élément de K™. Si tous les coeffi-
cients de A sont nuls, on dit que A est la matrice nulle et se note 0.
L’ensemble des matrices de type (n,p) est noté M,, ,(K).
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Exemples :

1. <_11 g g) est une matrice de type (2, 3), et & coefficients dans R.

2. (6 144 0 0 —z') est une matrice de type (1,5), et a coefficients
dans C

» Matrices carrées :

~ Définition 1.2. ~

1. Une matrice de type (n,n) est appelée matrice carrée d’ordre
n. La suite (ajy,ag, ..., an,) est appelée diagonale principale.
L’ensemble des matrice carrées d’ordre n a coefficients dans K

se note M,(K).

2. On appelle matrice identité de M, (K), notée I,, , la matrice
dont les coefficients diagonauz sont égaux a 1 et les autres son
nuls, c¢’est-a-dire que :

1 0 . 0

01 . 0
I, = ..

0 0 . 1

3. On dit qu'une matrice A = (a;;); j=1,.. n est triangulaire supé-
rieure st a;; = 0 pour tout i > j.

4. On dit qu’une matrice A = (a;j);j=1,.. n €st triangulaire infé-
rieure st a;; = 0 pour tout 1 < j.

5. Une matrice carrée est dite diagonale si a;; = 0 lorsque i # j.

6. Une matrice diagonale dont tous les termes diagonauzr sont
égaux est appelée matrice scalaire.

7. Une matrice carrée est dite symétrique (respectivement antisy-
méltrique ) si a;; = aj; (respectivement a;; = —aj;) pour tous
i,7 de [1,n].
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3.2 Exemple fondamental (matrice d’une ap-
plication linéaire)

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et u €
Lg(E,F). Soient By = (ey,...,e,) une base de E et By = (f1,..., f,) une
base de F. On appelle matrice (a;;);; de u par rapport aux bases B; et By
la matrice dont les coefficients sont déterminés par les égalités :

n
]) :Zaijfi ot j=1,...,p
i=1

La matrice (a;;);; est de type (n,p). Le nombre de colonnes est égale a la
dimension de E et le nombre de ligne est égale a la dimension de F'. Le
schéma suivant illustre la formulation de la matrice :

uler) ... ule) ... ulen)
f1 a1 e a1j . A1p
fi a;1 s Ajj cee Qin
b\ an .. ap ..

Notation : [u]p, B, = (aij)i;-

Relation entre les composantes d’un vecteur et de son image :
p n

Soient x = ) Aje; un vecteur de E et u(z) = Y u;fi son image. Comme
=1 i=1

u(@) = u(}_ Ae;)

on a :
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n
alorsona :| u; = Z/\jaij Vi=1,...,n.
Jj=1

» Bijection entre Ly (E, F') et M, ,(K) :

Une base B; étant fixée dans E et une base B, étant fixée dans F, I'ap-
plication de Lg(E, F) sur M, ,(K) qui associé a u sa matrice [u]g,p,, est
visiblement une bijection. Cette bijection dépend essentiellement du choix
des bases dans E et F.

3.3 Espace vectoriel M,, ,(K)

Lois de composition :

Choisissons deux K-espaces vectoriels E' et F' de dimensions respective-
ment p et n, une base By = (ey,...,¢,) de E et une base By = (fi,..., fn)
de F. On peut transporter la structure de K-espace vectoriel Lx(F, F') sur
M, (K) par la bijection précédente. Cette bijection devenant alors un iso-
morphisme de K-espaces vectoriels.

Soient (a;j)i; et (bi;)i; deux matrices de type (n,p). Elles sont associées res-
pectivement a deux applications u et v de Lg(E, F'). Leurs somme est donc
la matrice associée a la somme u + v. Nous avons :

icﬁfi = (u+0)(es) = uley) +oley)

doaiifi+ Y biifi
i=1 i=1
= Yiti(ay +bij) fi-

Donc Cj; = a;; + b;; :
(@ij)ij + (bij)ij = (@i + bij)i;-
De méme pour la loi externe, nous trouvons :
Maij)ig = (Aaij)i ;-

Ces résultats montrent que la structure de K-espace vectoriel ainsi définie
sur M,,,(K) est indépendante des choix initiaux de E, F' | By et Bs.
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Base canonique de M,,,(K) :

Désignons par Ej; la matrice de type (n,p) dont tous les termes sont nuls
sauf le terme situé a la k-ieme ligne et la [-ieme colonne qui vaut 1. Toute
matrice (a;;);; s'écrit de fagon unique sous la forme > a;;Ej;.

1<i<n
1<j<p

La famille (Ej;) (i j)ef1,n)x[1,p] €st donc une base de M,, ,(K). On I'appelle base
canonique. Ainsi on a en particulier :

dim L(E, F') = dim M, ,(K) = np(= dim E. dim F).

3.4 Produit de matrices

Soient trois K espaces vectoriels F, F, G de dimensions respectives p, n, m,
une base (e;); de E, une base (f;); de F', et une base (g3), de G. Ces choix
étant faits, les ensembles L(F,G), L(E, F), L(E,G) sont respectivement en
bijection avec M., ,(K), M,, ,(K), M, ,(K).

Soit A = (ap;)p,; une matrice de type (m,n) et B = (b;;);; une matrice
de type (n, p). Elles sont associées respectivement a un élément u de L(F,G)
et & un élément v de L(E, F).

On appelle produit de A et de B dans cette ordre, la matrice C' = (cp;)p; de
type (m,p) associée a 'élément u o v de L(E,G). Nous avons :

m

> cnign = (uowv)(e;)
h=1

= U(i bij fi)
= ibuu(ﬁ)

m

= > by Y anign
h=1

i=1

= i(zn: bijahi)gh~

h=1 i=1
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Donc :

n
(@ni)ni(big)iy = (Crj)ny avec cpy =D aniby;.
i=1

Le schéma suivant illustre la formulation du produit :

ap1 Qp2 ... Qpi ... Qpp :

bij ... ... Chj

by;
Ce résultat montre que la matrice produit est indépendante des choix initiaux
de E7 F7 G7 (ej)j7 (fZ)H (gh)h‘

Remarque : Le produit de la matrice A par la matrice B, dans cet ordre,
n’est défini que dans le cas ot le nombre de colonnes de A est égale au nombre
de lignes de B.

Les propriétés ci-dessous sont conséquences des propriétés correspondantes
des applications linéaires :

1. Si A est une matrices de type (n,p) alors I, A = A = A,

2. Soit trois matrices A, B, C, si 'un des produits (AB)C et A(BC) est
défini, 'autre 1'est aussi et ils sont égaux.

3. Soit trois matrices A, B, C, si 'une des expressions A(B+ C) ou AB +
AC est définie, Pautre 'est aussi et elles sont égales. On a une propriété
analogue avec (B4 C)A et BA+ CA.

2
Notation Matricielle : Soient # = Y Aje; un vecteur de E, u(z) =
=1
n ! P
Zuifz- son image, et [u]p, B, = (a;;). Alors la relation u; = Zaij)\j (Vi =
j=1

i=1
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...,n) peut s’écrire matriciellement sous la forme :
1, , ts’ t 11 t la fi
(75} aig ... ... Qip )\1
. Ao
Ui | =\ a1 .. ... Qi
Uy, pi v oen Gy An

3.5 Algebre M, (K)

Une K-algébre est un ensemble E muni de trois lois de composi-
tion ; deux internes notées + et x et une externe notée . tel que :

1. (E,+, x) est un anneau.

2. (E,+,.) est un K-espace vectoriel.

Exemple : M, (K) est une K-algebre.

Dans M,,(K) le produit des matrices est une loi de composition interne. Avec
l'addition et cette multiplication, M, (K) a une structure d’anneau unitaire
non commutatif et non intégre isomorphe & L(F, E). L’élément unité est la
matrice identité I,,.

Groupe linéaire Le groupe multiplicatif des unités, c’est-a-dire des élé-
ments inversibles de M,,(K), est isomorphe au groupe des unités des GL(E)
de L(E). Il est dit groupe linéaire et noté GL,(K) ou GL(n,K).

Une matrice A est inversible, c’est-a-dire qu’il existe B € M,,(K) telle que
AB = BA = I, si, et seulement si, il existe B € M,,(K) telle que AB = I,
ou BA = I,,. Ceci résulte du fait que si u et v sont deux éléments de L(E),
alors wov = Idg équivaut a v ou = Idg.

Définition 5.2.

Le centre de M, (K) est l’ensemble noté C'(M,,(K)) et défini par :

C(Mu(K)) = {A € M, (K) / AB = BA, VB € M,(K)}.
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Proposition 5.3. (Centre de Mn(K))}
Ona :

C(M,(K)) = {kI, | k € K}.

Preuve :

Soit A = (aij);; € C(M,(K)) c’est-a-dire que A se permute avec toutes les
matrices Ey; éléments de la base canonique de M,,(K). Or 1'égalité AFEy, =
EA est équivaut aux n? égalités a;d; = a0 ; pour tous 4,5 = 1,...,n.
Pour ¢ = k quelconque on a ayd;; = a5, donc si j # l; a;; = 0, de sorte
que les coefficients non diagonaux d’un élément du centre sont nuls. De plus,
pour j = [ quelconque on a a; = agx de sorte que les éléments diagonaux
sont égaux. Un élément du centre est donc une matrice scalaire a,,.
Réciproquement, une matrice scalaire al,, ou a € K est évidement un élé-
ment du centre de M,,(K). 0

3.6 Transposée d’une matrice de M, ,(K)

Soit A = (aij)1<i<n € My p(R). On appelle matrice transposée de

1<j<p
A la matrice de Mpn,(R), notée ‘A définie par *A = (aj;)1<i<p ot
1<j<n
aj; =aj pour L<i<petl<j<n.

tA s’obtient en permutant les lignes de A par les colonnes de A.

Exemple : Si A= <

1 2
; i 2>,alorsonatA 3 4
5 6
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—~ Propriétés 6.2.

1. Pour tous A,B € M,,,(R), ona :'(A+ B)="A+"'B .
2. Pour tous A € M, ,(R) et « € R, on a : {(ad) = o' A.
3. Pour tous A € M, ,(R) et B € M, ,(R), ona :*"(AB) ='B'A.

En particulier, Uapplication ¢ : M,(K) = M, (K), A p(A) =*A
est un K-automorphisme d’espace vectoriel M,(K).

,—[Proposition 6.3.} N
Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Alors'A est inversible.
Preuve :

Comme A est inversible dans M,,(K), alors il existe B € M,,(K) telle que
AB =1,. Dot :
In = t]n
"(AB)
tBtA7

et donc ‘A est inversible. O

3.7 Exemple d’application des matrices

Dans la Faculté des sciences X de la ville V', il y a cinq sections qui sont :
la mathématique, la physique, la chimie, la biologie et la géologie. Les études
dans cette Faculté sont de trois niveaux : un premier cycle, un second cycle
et un troisieme cycle. Le nombre des étudiants inscrits a cette Faculté est
donnée par le tableau suivant :

Faculté X Maths | Physique | Chimie | Biologie | Géologie
Premier cycle X 65 80 110 156 75
Seconde cycle X | 34 45 85 103 59
Troisieme cycle X | 3 1 2 0 0

Retenons que les ligne du tableau ci-dessus désignent les cycles et les
colonnes désignent les sections, de la faculté X. Les informations du texte
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ci-dessus peuvent étre données par la matrice :

65 80 110 156 75
A=134 45 85 103 59
3 1 2 0 0

Si le nombre des étudiants inscrits par cycle et par section, a la Faculté Y
de la méme ville V', est donnée par la matrice :

40 85 132 112 85
B=127 40 8 86 59
0 0 O 0 0

et si la question est de savoir combien il y a d’étudiants inscrit par section
et par cycle dans I'ensemble des deux Facultés X et Y, alors il suffit de
considérer la matrice :

105 165 242 268 160
A+B=|61 8 170 189 118
3 1 2 0 0

Supposons que chaque étudiant de ces deux Facultés re¢oit une bourse men-
suelle de :

1. 600 DH s’il est en premier cycle.

2. 800 DH s'il est en deuxieme cycle.

3. 1200 DH s'il est en troisieme cycle.

Pour évaluer la somme d’argent, en dirham, versée mensuellement & chaque
600
section, on peut procéder de la maniere suivante : Posons S = | 800
1200
S’il s’agit de la Faculté X, il suffit d’évaluer le produit matriciel P = *AS,
et s'il s’agit de la Faculté Y, il faut évaluer Q = *BS.

Pour i =1,...,5, la somme p;; (respectivement s;1) indique la somme versée,
a la section correspondante & la ligne i de ‘A (respectivement *B). D’ou

65 34 3 69800 D1

80 45 1 600 85200 Dai
P=tAS=|[110 85 2| | 800 | = |136400 | = | pa1

156 103 0] \1200 176000 Da1

75 59 0 92200 P51
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40 27 0 45600 S11
85 40 0 600 83000 S91
Q='BS=1132 8 0 800 | = | 147200 | = | s31
112 86 0] \1200 136000 A
8 59 0 98200 S51

Ainsi, par exemple, on a versée la somme de 69800 DH a la section de ma-
thématique de la Faculté X.

3.8 Matrice de passage

Soit E un K un espace vectoriel de dimension n et soit By = (e;); et
By = (€]); deux bases de E. On appelle matrice de passage de B; a B, la

matrice notée ng = (pij)i,; dont les coefficients sont définis par les égalités
n

¢ = Z pije;. Autrement dit la j-éme colonne de PBBf est formée par les
i=1

composantes de e; dans B;. On peut interpréter la matrice de passage de la

base B; a la base By des deux manieres suivantes :

- Comme matrice par rapport a la base By de 'automorphisme u défini par
u(e;) =€, Vji=1,...,n.

- Comme matrice par rapport aux bases By et B; de 'application identique
de F.

La matrice de passage P de la base B; a la base By étant matrice d'un auto-
morphisme, donc inversible. Son inverse est la matrice de passage de la base
B, alabase By : (Pp?)~' = Pg.

Soit & = Z Ajej = Z /\;-e;- un vecteur de E. Considérons les matrices uni-

j=1 =1
colonnes :
A A
X=]:]lea X =]":
An AL

La matrice P étant interpréter comme matrice par rapport aux bases Bs et
B; de I'application identique, le résultat s’écrit X = ngX’. On a aussi :

X'=(PP)'X =P X.
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—~ Théoréme 8.1.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies res-
pectives p et n. Soient By = (e;); et By = (€); deuz bases de E et
By = (f:)i et By = (f!); deux bases de F', P = ng et Q = PBBE et
u € L(E,F). Posons A= [u]p, B, et A" = [u]p; p,. Les deur matrices
A et A" vérifient :

A =Q'AP.

Preuve :
Cette égalité résulte de u = Idp ou o Idg, de la définition du produit de deux
matrices, et du schéma suivant :

Ep, —“>Fp,

lsz lmF

Ep —~ Fp,

Cas d’un endomorphisme : Soient F un K espace vectoriel de dimension
finie, © un endomorphisme de E, B et B’ deux bases de E et P = Pg’. Posons
A=lulpet A =[u]p. Alors on a :

A = P'AP.

3.9 DMatrices équivalentes matrices semblables

Définition 9.1.

1. Deuz matrices A et B de type (n,p) sont dites équivalentes s’ils
existent deux matrices carrées R et S inversibles d’ordres res-
pectives n et p telles que B = RAS.

2. Deux matrices A et B carrées d’ordre n sont dites semblables
s’ll existe une matrices carrée T inversible d’ordre n telle que
B =T1AT.
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Remarque : Deux matrices semblables de M,,(K) sont aussi équivalentes,
mais la réciproque est fausse.

On a les caractérisations suivantes :

—~ Propriétés 9.2.

1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finies
respectives p et n. Le théoréme précédent montre que deux ma-
trices de type (n,p) sont équivalentes si, et seulement si, ce sont
les matrices d’une méme application linéaire par rapport a des
bases différentes.

2. Soit E un K espace vectoriel de dimension finie p. Le théo-
reme précédent montre que deux matrices carrées d’ordre p sont
semblables si, et seulement si, ce sont les matrices d’un méme
endomorphisme par rapport a des bases différentes.

3.10 Rang d’une matrice

r—[Théoréme et définition 10.1.]

Soit A une matrice de type (n,p). Soit E et F deur K-espaces
vectoriels de dimensions finies respectives p et n. Toutes les applica-
tions linéaires de E dans F' ayant par rapport a des bases convenables
pour matrice A ont le méme rang. De plus, ce rang est indépendant
du choix de E et de F. Il est appelé rang de la matrice.

Preuve :

Soit u une application linéaire de E dans F' dont la matrice est A par rapport
a une base By = (¢;); de E et & une base By = (f;); de F. Soit (¢;); et (¢;);
les bases canoniques respectives de K? et de K" et ug I'application de KP
dans K™ dont la matrice par rapport a ces bases est A. Soit r I'isomorphisme
de K? sur E définie par r(g;) = e;, pour tous j = 1,...,p et s 'isomorphisme
de F' dans K" défini par s(f;) = ¢4, pour tous ¢ = 1,...,n de sorte qu'on a
le diagramme suivant :
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P uo n
K,y — K

Les applications linéaires de K? dans K", uy et souwor, ont méme matrice
A par rapport aux bases canoniques, elles sont donc égaux. Par suite, u et
up ont le méme rang car r et s sont des isomorphismes. U

Remarques :

1. Par définition, le rang d’une matrice est égal au rang de la famille de
ses vecteurs colonnes.

2. Si A € M, (K), alors A est inversible si, et seulement si, rg(A) = n. En
effet, si u est associé a A; u € L(E) alors :

A est inversible < u est bijective
< u est surjective
< rglu)=n
< rg(A) =n.

r—[Théoréme 10.2.]

Toute matrice de type (n,p) d coefficients dans K de rang r est
équivalente a la matrice I1™P) avec :

1 0 00 ..0
0 1 0 ... 0
S ) .0
I, 0
(np) _ 17 _
I —<0 0)— 0 ... ... 10 ...0
0 ... ... 00 ... 0
0 0 0 0

Preuve :
Soit A une matrice de type (n,p) et de rang r. Choisissons deux K espaces

Najib Mahdou @



Chapitre 3 : Matrices

vectoriels £ et F' de dimensions respectives p et n. Soit u I'une des appli-
cations linéaires de matrice A. Soit (e1,..., €, €r41,...,€,) une base de E
dont les p — r derniers vecteurs forment une base du noyau de u. Alors, les
vecteurs u(ey), . .., u(e,) forment une base de I'image de u que I'on compléte
par des vecteurs de f,.,1,..., f. en une base de F. Par rapport a ces bases,
la matrice de u est la matrice ("), 0

Proposition 10.3.}

Deux matrices de méme type sont équivalentes si elles ont méme rang.

Preuve :

Si deux matrices sont équivalentes, elles sont matrices d’'une méme applica-
tions linéaire, donc ont le méme rang. Réciproquement ; deux matrices de
méme type et de méme rang r, sont toutes équivalentes a If,”vp) ; donc équi-
valentes entre elles. (]

Proposition 10.4.}

Soit A une matrice de M, ,(K), alors rg(*A) = rg(A). Cela veut
dire que le rang d’une matrice est aussi le rang du systeme de ses
vecteurs lignes.

Preuve :

Soit 7 = rg(A). Alors d’aprés le théoréme précédent; A est équivalente
a I(P): cest-a-dire qu’il existe deux matrices carrées R et S inversibles
d’ordres respectives n et p telles que RAS = IT(”’I’), d’ott

1pm = (1)
t(RAS)
tStTATR.

et comme ‘S et ‘R sont inversibles; alors ‘A est équivalente & I®™ et par
suite rg(*A) = r. 0

Corollaire 10.5.]
Si A e M, ,(K), alors rg(A) < inf(n,p).
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Exemple : Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 3 4
s (30
135 7 9
2. B_<2 4 6 8 10)'
Solution

1. lére méthode :
Soit u = (1,2), v = (3,4) et w = (4,6). On a rg(A) = dim{(u, v, w)).
Comme w = u + v alors ((u,v,w)) = ((u,v)). De plus on vérifie que
(u,v) est libre dans R?, d’out (u,v) est une base de {(u, v, w)) = {(u,v)).
Dot rg(A) = dim{(u,v,w)) = 2.
2eme méthode :

1 2
On a rg(A) = rg(*A), avec 'A = (3 4. Posons x = (1,3,4) et y =
4 6

(2,4,6). On vérifie que (z,y) est libre dans R? et par conséquent c’est
une base de {(z,y)). Ainsi on a rg(A4) =rg(*A) = dim(z, y) = 2.

1 2
3 4
2. On arg(B) =1g(*B), avec B = |5 6 |. Posons z = (1,3,5,7,9) et
7 8
9 10

t = (2,4,6,8,10). On vérifie que (z,t) est libre dans R5 et par consé-
quent c’est une base de {(z,t)). D’ot, rg(B) = rg(*B) = dim((z,t)) = 2.
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3.11 Exercices avec solutions

Exercice 3.1: Soient By la base canonique de R? et By = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}.
1. Montrer que B; est une base du R-espace vectoriel R3.

2. Donner les matrices de passage de By a By et de By a By.

Solution:

1. On montre que By est libre. De plus, dim R?® = 3 = Card(B;), donc
Bj est une base de R3.

2. La matrice de passage de By a By notée ng‘ est :
101
Pgi=1011
110
PBBP = (PBB;)’I. On calcule les coordonnées des vecteurs de B, dans la

base Bj :

(1,0,0) = a;(1,0,1) 4 a(0,1,1) + a3(1,1,0)
(0,1,0) = B1(1,0,1) + B2(0,1,1) + f5(1,1,0)
(0,0,1) =~(1,0,1) +72(0,1,1) + 43(1,1,0).

On calcule les oy, B; et 7; et on obtient :

[e71 ﬁl T 1/2 *1/2 1/2
Pl=|ay By 7 |=| —-1/2 1/2 1/2
g ﬂ:s V3 1/2 1/2 _1/2

111
Exercice 3.2: Soit A=I3+B,ouB=| 1 1 1 |, et I3estla matrice
1 11
identité d’ordre 3.
1. Calculer A? et A3,

2. Montrer par récurrence que B" est un multiple de B.
3. En déduire A™.
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Solution:
1. On calcule A” et A% (produit matriciel).
2. On a B? = 3B, d’ou par récurrence, on obtient que B"® = 3" 1B,

3. A" = (I3 + B)". Comme I3B = BIj3, la formule de bindme de Newton
est applicable. On a :

AP = Z Crlin(Ig)n—k
k=0
=> B
k=0

=3+ O3 'B
k=1

=13+ (113) (Z Cr3k1mr — 1)
3 k=0

1
=13+ §B[(3 +1)" —1]
4" —1

=13+ B.

Exercice 3.3: Soit E 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal
a 2 a coefficients réels.
1. Montrer que E est un R-espace vectoriel et que B := {1, X, X%} est

une base de E. Soit f I'application linéaire de F vers E définie pour
tout P :=a+bX +cX? € E par :

f(P)=a(X +X?) +b(X*+ 1) +c(X —1).

2. Calculer la matrice A de f par rapport a la base B.

3. Soient Py =1— X — X% P, =X+ X2%et P, = X? + 1. Montrer que
S :={P,, P, P,} est une base de F.

4. Calculer la matrice de passage P de la base B a la base S.
5. Déterminer la matrice P!,

6. Soit N la matrice de f par rapport a la base S. Ecrire N en fonction
de A, P, P~! et puis calculer N.
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Solution:

1.Ona FE={a+bX+cX?/abceR}=<(1,X,X?) > est un sous
espace vectoriel de R[X]. B := (1, X, X?) étant libre, c’est une base de
E.

2.0na f(1)=X+ X2 f(X)=X?>+1et f(X?) =X —1. Doy,
01 -1

A=Mat(f,B)=| 1 0 1 |.

11 0

3. On vérifie que S est libre. De plus, Card (§) = 3 = dim E, donc S est
une base de E.

4. On a :
P =1-X-X?
P = X+X?
P, = 1+X2
1 01
D’oﬁ:Pg: -1 1 0 |.
-1 11
5. On doit chercher les coordonnées des vecteurs de la base B dans la base
S.Ona:
P = 1-X-X? Po+P =1
P = X+X? s P=X+X?
PQ — 1+X2 P2:1+X2
1 == P0+P1 1 == P()+P1
= X = Pl—X2 54 X = R+2P -5
X? = P—1=P,— P,— P,. X? = —By— P, + P,

D’otton a:

1 1 -1
pPrtl=11 2 -1].
0 -1 1

6. Ona: N =P 1AP, on calcule alors le produit de ces 3 matrices pour
obtenir N.
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Exercice 3.4: Soit le R-espace vectoriel R? rapporté a la base canonique
B = (i,j,k) et f P'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base B est :

5 3 -3
A=(1 3 -1 |.
00 2

1. On considere les vecteurs e; = (1,0,1), ea = (—1,1,0) et e3 = (3,1,0).
a) Montrer que By := (e1, es, €3) est une base de R®.
b) Déterminer la matrice C' de f dans la base B;.
c) Calculer C™ pour tout entier naturel n.
2. a) Déterminer la matrice de passage P de B & By.
b) Calculer P~1.

¢) En déduire A™ pour tout entier naturel n.

Solution:
1. a) On montre que B; est libre. De plus, dim R? = 3 = Card (B,),
donc B; est une base de R3.
b) On a:
f(€1)
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Donc,
200
C=Mat(f,Bi)=(0 2 0
006
2" 0 0
c) On obtient par récurrence que C™ = 0 2" 0 ), car C est
0 0 6"

une matrice diagonale.

2. a) La matrice de passage P de B & B est :

1 -1 3
P=10 1 1].
1 0 0

b) Calculons P! qui est la matrice de passage de B; 4 B. On a :

e = Z+k‘ e = Z+k‘
€9 —Z+] 54 44 —eg + e3

€3 = 3’L+] 4] = 3€2+€3
1 —i€2 + ieg

g ] = %62 + %63
k el—i:61+i€2—l€3.

1
0 0 1
Pl=|-1/4 3/4 1/4
1/4 1/4 -1/4
¢) Comme A = PCP~!, alors pour tout entier naturel n on a :

A" = PC"P

Donc on a :

D’ou,

1 -1 3\ /2" 0 0 o 0 1
Ar=1f0 1 1|[0 20 o|[-1/4 3/4 1/4

1 0 0/\o o0 6"/ \1/4 1/4 —1/4

2n2(1 4 3nH) 3.2772(—1 4 3") —3.2772(—1+3")

= (zn—2(—1+3n) 327 2(1 43" 27 2(~1+3") )
0 0 2"
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Exercice 3.5: Soit £ = {M(a,b,c) € M3(R) / a,b,c € R}, ou :

a b c
M(a,b,c)=1| 3¢ a—3c b .
3b 3¢c—3b a—3c

1. Trouver deux matrices J et K de E indépendantes de a,b et c telles
que toute matrice de E s’écrit sous la forme : M = alz + bJ + cK.

2. Montrer que E est un sous espace vectoriel de M3(R). Quelle est sa
dimension ?

3. Calculer J2, JK, et K2

4. En déduire que le produit de deux éléments de E est un élément de F.

Solution:
1. Ona:
a b c 100 0 1 0 0 0
3¢ a—3c¢ b =a|l 01 0 |+b] O 0 1 |+c| 3 -3
3b 3¢—3b a—3c 001 3 =30 0 3
0 1 0 0 0 1
Donc, M = als+bJ+cKouJ=| 0 0 1 |eteK=|3 -3 0
3 -3 0 0o 3 -3

La matrice J appartient a E pour ¢ = 0, b = 1 et ¢ = 0. De méme pour
Kpoura=0,b=0et c=1.

2. L’ensemble E est un sous espace vectoriel de M3(R) car ¢’est un groupe
pour 'addition matricielle et il est stable par loi externe, c’est a dire
que pour tout a € R et toute matrice M(a,b,c) € E, aM(a,b,c) =
M(aa, ab, ac) € E.

Le systéme générateur de E, {I3,J, K}, est un systéme libre donc F
est de dimension 3.

3. Ona:
0 1 0 0 1 0
(]2—(0 0 1)(0 0 1)

3 =30 3 -3 0
0 0 1

=13 -3 0)
0 3 -3

=K
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0 1 0 0 0 1
JK =10 0 1 3 -3 0
3 =30 0 3 =3
3 -3 0
= 0 3 -3
-9 9 3
=3(I3—J)

3
Kz:(

Remarquer aussi que JK = KJ.
4. Soient M et N deux matrices de E.

Ils existent a, b, c et ', V', ¢’ des éléments de R tels que M = alz3+bJ+cK
et N=dIs+bJ+K.Ona:

Il
—

|
©©O

|
— L o w

co
|
@C\'}w
\_/

MN = (al3 + bJ + cK)(d'I3 + V' J + ¢(K)
ad'ly +ab'J + ad K + ba'J + 00/ J* + b JK + ca' K + &V K J + o K*
ad' Iy +ab'J + acd K + ba'J + bb'K + 3bc' (I3 — J) + ca’ K+
3t/ (I3 — J) + 3¢d (J — K)
= (ad’ + 3bc + 3cb') I3 + (ab' + ba' — 3bc’ — 3cb’ + 3cc) J+
(ad +bb' + ca’ — 3cd) K.

D’ou M N € E, ce qui termine la preuve de I'exercice.

Exercice 3.6: Soit E le R-espace vectoriel M3(R).

a b b 011
1. Soit M(a,b)=| b a b |,aveca,be Ret A= 1 0 1 |[.
b b a 1 10

Exprimer M (a,b) en fonction de I3 et de A.
2. Soit F I'ensemble des matrices de la formes M (a,b). Montrer que F est
muni d’une structure d’espace vectoriel. Donner une base de F'.
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3. Soit f I'endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base canonique
est M(a,b). Soient f; = (1,1,1), fo = (—1,0,1), f3 = (0,—1,1). Mon-
trer que {f1, fo, f3} est une base de R? et donner la matrice de f dans
cette base.

4. Calculer (M(a,b))™ puis A", pour n € N.

Solution:
1. Clairement, on a M (a,b) = al3 + bA.

2. F est un sous espace vectoriel de M3(R). En effet, on vérifie que
pour toutes matrices M(a,b), M(a',b') € F et pour tout @ € R on
a M(a,b) + M(a',V) € F et aM(a,b) = M(aa,ab) € F. Donc F est
muni d’'une structure d’espace vectoriel. Une autre facon de voir cela
est que F' = ({I3, A}) est le sous espace vectoriel de M3(R) engendré
par {I3, A}.
La famille {I3, A} est une famille libre et génératrice de F' et donc c’est
une base de F.

3. On montre que la famille {f), f2, fs} est libre. De plus, dim R?® =
Card ({ f1, f2, f3}), donc c’est une base de R3.
On note par {4, j,k} la base canonique de R?. On a :

o f(fi)=[fli+]j+k)
= f(i)+ f(4) + f(k)
= (a,b,b) + (b,a,b) + (b,b,a)
= (a+ 2b,a + 2b,a + 2b)
= (a+ 2b)fi.

o J(f2) = F(=i+K) = f(=0) + F(F)
= (—a,—b,—b)+ (b,b,a)

=(b—a,0,a—0b)
=(a—"0)f.
o f(fs)=f(—j+k)
= f(=5)+ f(k)
= (=b,—a,—b) + (b,b,a)
=(0,b—a,a—0b)
=(a=0b)fs
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La matrice de f dans la base By = {f1, fa, f3} est :

a+2b 0 0
0 0 a—b

Czﬂfat(f,Bl)z( 0 a—-0b 0

4. En calculant la matrice de passage P de la base canonique By a la base

B, = {fh f27f3}, on trouve :

1 -1 0
P=(1 0 -1/[.
1 1 1

On cherche les coordonnées des vecteurs de la base canonique By dans
la base B, on trouve la matrice P~! qui est :

1/3  1/3 1/3
Pt=|-2/3 1/3 1/3 |.
1/3 —2/3 1/3
On a M(a,b) = PCP~!. Par récurrence on a :
M(a,b)" = PC"P!,

Pour tout n € N. En effectuant les calculs on trouve :

(a+20)"+2(a—0b)" (a+2b)"—(a—b)" (a+2b)"—(a—b
M(a,b)" = = ( (a+2b)"—(a—b)" (a+20)"+2(a—b)" (a+2b)"—(a—0
(a4+2b)" = (a—=b)" (a+20)"—(a—b" (a+2b)"+2(a—b)"

Soit encore,

M(a,b)" = %M((a +20)" + 2(a — )", (a+ 2b)" — (a — b)").
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Ona A= M(0,1). Donc,

A" = M(0,1)"

= IM(2" +2(—-1)", 2" — (=1)").

Exercice 3.7: Soit E l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal a 2.
Soit 'application de F vers E définie pour tout P € F par :

1 o 1" -
f(P) =51 =X =XP+ XOP + (1= X)P' + (14+ X + X*)P

ou P’ et P" désignent respectivement la dérivée premicre et seconde de P.
1. Montrer que f est un endomorphisme de F.

2. Déterminer la matrice A de f relativement & la base canonique (1, X, X?)
de E et calculer A™ pour tout n € N*.

Solution:
1. Soit P = aX?+bX + c € E. Montrons que f(P) appartient & E.

f(P) =11-X—-X3+X"(2a) + (1 — X*)(2aX +b) + (1 + X + X?)(aX? + bX + )
a+b+c)X?*+(a+b+c)X +a+b+c

=
=(a+b+c)(X?+ X +1).

Donc f(P) € E.
Soient P et ) deux éléments de E et a et § des réels, alors :

flaP+5Q) = 3(1-X = X*+ X (P +5Q)" + (1 - X*)(aP + 5QY
+(1+ X + X?)(aP + Q)
= 1= X = X*+ X (P +BQ") + (1 - X*)(aP' + Q)
+(1+ X + X?)(aP + BQ)
= af(P)+Bf(Q).

f est donc un endomorphisme de E.
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2. Ona f(1) = f(X) = f(X?) =

, par suite :

Donc,
3 3 3
A*=1|3 3 3
3 3 3
et par suite, A% = A.A%? = 3A4% = 32A.
Supposons que A" = 3" A. Alors :
An+1 — A" A

— 3n71A2
=3"A.

111
Par conséquent, A» =3""'| 1 1 1 | pour tout n € N*.
1 11

Exercice 3.8: Soit £ un espace vectoriel réel de dimension 3 et soit (eq, ez, €3)
une base de E.
Soit a € R*, on définit 'endomorphisme u par :

uer) =alez +e3)
ues) =a(er +es)
ulez) = aler + eq).

1. Ecrire les matrices des applications linéaires u, u + Idg et u — 2aldg.

2. Déterminer une base (f1, f2) de Ker(u + aldg) et une base (f3) de
Ker(u — 2aldg) telles que la premiére composante de chaque vecteur
fi soit égale a 1 sur (eq, eq, €3).

3. a) Vérifier que (f1, f2, f3) est une base de E.
b) Ecrire la matrice B de u par rapport & la base (f1, fa, f3).

4. Calculer B™ pour tout n € N. En déduire que les éléments de la matrice
B™ tendent vers 0 lorsque n — 400 si et seulement si |a| < %

5. Soit A la matrice de u par rapport & la base (eq, es, €3). Etudier la limite
pour n — +o00 de chaque élément de la matrice A™ lorsque |a| < 3.
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Solution:
1. Ona:
(u+ aldg)(er) = uler) + aey
=ale; + €3+ e3)
(u + (L[dE)((:’z) = a(61 + €9 + 63)
(u+aldg)(es) = aler+ex+e3)
(u—2aldg)(e;) = —2ae; + aey + aes
(u—2aldg)(ea) = ae; — 2aes + aes
(u—2aldg)(es) = ae; + aex — 2aes.

Par suite les matrices de u, u+aldg et u—2aldg dans la base (ey, 2, e3)
sont respectivement :

0 a a a a a —2a a a
a 0 a |, a a a et a —2a a
a a 0 a a a a a —2a

2. Soit = x1e1 + T2e9 + x3e3 un élément de E. On a x € Ker(u+ aldg)
équivaut a

a a a T 0
a a a zo | =1 0|,
a a a T3 0

c’est-a-dire que x1 + x9 + 23 = 0.

Par suite z € Ker(u + aldg) si et seulement si © = (—zy — 23)e; +
Toey + x3e3 = —xa(e; — €2) — w3(ey — e3).

Si on pose fi = e; — ey et fo = e — e3 alors f; et fy appartiennent
bien & Ker(u + aldg) (car (u+ aldg)(fi) = 0 = (u + aldg)(f2)) et
Ker(u+ aldg) est engendré par fi et fo.

Soient «aq et ap deux réels tels que aqf1 + asfo = 0, c’est-a-dire que
(a1 +ag)er—area—azes = 0. Comme {ey, €3, e3} est une base de E alors
a1 = az = 0. D’ou la famille {f1, fo} est une base de Ker(u+ aldg).

De la méme maniere :

721‘1 +To+23 = 0
x € Ker(u — 2aldg) équivaut a { ©1 — 229 +ax3 =0
1+ 20 — 2.’1’)‘{ =0.
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C'est-a-dire x; = 29 = 3.
Donc = € Ker(u — 2aldg) si et seulement si @ = x1(e; + e + e3).

Sion pose f3 = e;+egtes, alors f3 € Ker(u—2aldg) et Ker(u—2aldg)
est engendré par f;. Comme ce dernier est un vecteur non nul, alors
(f3) est une base de Ker(u — 2aldg).

3. a) Soient ay, ag, ag trois réels tels que ay f1 + aofo + azfz = 0, ce qui
équivaut & (ay + ag + az)e; + (a3 — ag)ea + (a3 — az)ez = 0, d’ont
o] = Qig = (3 = 0.
Par suite { f1, fa, f3} est un systéeme libre de E. Comme dim F =
card{ f1, fa2, fs}(= 3), alors {f1, f2, f3} est une base de E.

b) Comme f; et fo (resp., f3) appartiennent & Ker(u + aldg) (resp.,
Ker(u — 2aldg)), alors on a :
u(f1) = —afi
u(f2) = —afs
u(f3) = 2afs.
Et la matrice B de u par rapport a la base {f1, f2, f3} est :

—a 0 0
B = 0 —a O
0 0 2a

4. Montrons que B" = 0 (—=a) O pour tout n € N.
0 0 (2a)"™
La propriété est évidente pour n = 0.
Supposons que la propriété est vraie jusqu’au rang n alors on a :

(=) 0 0 —a 0 0
Bl = B"B = 0 (=)™ 0 0 —a 0
0 0 (2a)" 0 0 2a
(_a)nJrl 0
— 0 (_a)n+1 0
0 0 (2a)" !

On a donc 'expression de B™ pour tout n € N.
Les éléments de B™ tendent vers 0 si et seulement si lim,,_,(2a)" = 0
ce qui équivaut a |2a| < 1, cest-a-dire |a| < 3.

5. La matrice de passage P de la base (e, e2, e3) a la base (f1, fo, f3) est :
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1 1
P=| -1 0 1
0 -1 1
On a A = PBP~! de sorte que A" = PB"P~! pour tout n € N. I
en résulte que les éléments de A™ sont des combinaisons linéaires des
¢léments de B". Si |a| < 3, les éléments de B™ tendent vers 0 lorsque
n — o0, il en est de méme des combinaisons linéaires de ses éléments
et donc des éléments de A™.

Exercice 3.9: Soit A la matrice de M3(R) définie par :

0
A=

o O =

1
11
0 1
On pose :
B=A-1I.
1. Chercher B? et B3.

2. En déduire que A est inversible, et calculer son inverse A~! en fonction
de B. Déterminer A~!,

Solution:
1. On a:
0 0 010 00
B?2=1(0 0 00 = 01,
000 000 000
et
00 010 000
B*=10 0 0 00 1l=(0 00

2. Puisque B? = 0, alors on a :

(A—1I3)* = 0.
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Comme Alz = I3A, la formule de binéme est applicable et on a :
AP —3A2 4+ 3A—-I;=0.

Donc,
AP —3A% 4+ 3A =14

et par suite on a :
A(A2 - 314 + 3]3) — 13.

Finalement, A est inversible et

A71 — A2 - 3A + 3[3.

Puisque
110 11
A2 =10 1 1] ]0 1 1
0 01 00
1 21
=10 1 2].
0 01
Alors on a :
1 21 110 100
A7t =101 2[=-3]01 1[+3]0 10
001 0 01 001
1 -1 1
=]0 1 -1
0 0 1

Exercice 3.10: Soient Uy, Vy et Wy trois nombres réels donnés. On consi-
dere les suites (Up)nen; (Vi)nen et (Wh)nen lies par les relations de récur-
rence :

Un = Unfl + anl

V;L = Vn,1 +2 VVR,I Vn € N*.
Wn = I/anl

Najib Mahdou @



Chapitre 3 : Matrices

On pose pour tout n € N :

Un
Xn = ‘/n
WIL
1. Déterminer la matrice M € M3(R) qui permet d’écrire le systéme sous
la forme :
X, =MX,_.
2. Calculer les puissances successives de A, ou A = M — I3.
3. En déduire, pour tout entier naturel n, la valeur de M™.

4. En faisant un raisonnement par récurrence, déterminer pour tout n €
N*, U,, V, et W,, en fonction de Uy, Vg et Wy.

Solution:
1. Ona:
U, 110 U,_1
VIL = 01 2 ‘/nfl
W, 001 Wh_1
En posant
U, 110
Xpo=| Vol et M=|0 1 2
W, 0 01
on arrive a :
X, =MX,_;.

2. En posant A = M — I3, on trouve :

A=

o O O
[
O N O

Puisque
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o
NN O

0
A% = 0 2 00)—000

o
o
o
o
o

et

0 00 0 00

alors pour tout n > 3, on a :

00
A3=10 0 0 00 2=]10200{,

000
A"=10 0 0
0 00
3. Puisque A et I3 commutent, la formule de bindme est applicable et on
a:
M"=(A+ L))"

=Y Cr AF (L) k
k=0

=C0 A"+ Cr At 2 A2
car AF = 0 pour tout k > 3. Ainsi,

1
M":13+nA+MA2.

2
Donc,
100 010 00 2
MY =01 0[+n |00 2{+"1]0 00
0 01 000 000
1 n nn-1)
=01 2n
0 0 1
Montrons que pour tout n € N on a :
Xn = M"Xp.
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Pour n = 0, la relation est bien vérifiée. Par récurrence, on suppose que
X,, = M" X, et montrons que X, = M"1X,.

Puisque X,,.; = MX,, on trouve facilement que X, = M"*"1X,.
Ainsi, pour tout n € Non a X,, = M"X, et donc on a :

U, 1 n nn-1) Uy
Vi =0 1 2n Vo
W, 00 1 Wo
Uy +nVy + n(n — 1),
= Vo + 2nW
Wo

Finalement, pour tout n € N, on a :
U,=Uy + nVy +n(n—1)Wy
Ve=VW+ 2nW,
W, = W.

Exercice 3.11: Soit ¢ un endomorphisme non nul de R? vérifiant g> = 0.
1. Montrer que Im(g) C Ker(g).
2. Calculer la dimension du noyau et celle de I'image de g.
3. Montrer qu’il existe une base de R? dans laquelle 'endomorphisme ¢ a

pour matrice
001

M=|[000
0 00

Solution:

1. Soit y € Im(g). Par définition, il existe x € R? tel que y = g(x). En
appliquant g, on obtient g(y) = g*(x) = Ogs. Ainsi, y € Ker(g). En
conclusion,

Im(g) C Ker(g).
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2. D’apres le théoreme du rang, on a :
dim Ker(g) + dim I'm(g) = dim R® = 3.
Puisque 'endomorphisme g est non nul, alors dim I'm(g) > 1. Ainsi,
dim Ker(g) < 2.
Montrons que dim Ker(g) = 2. Par ’absurde, on suppose que :
dim Ker(g) < 1.
Puisque Im(g) C Ker(g), on a :
dim I'm(g) < dim Ker(g).

Ainsi,
dim I'm(g) <1.

Donc,
dim Ker(g) + dim Im(g) < 2.

Contradiction avec le théoréme du rang car dim R? = 3. En conclusion,
dim Ker(g) = 2.

Puisque
dim Ker(g) + dim I'm(g) = 3.

Alors,
dim Im(g) = 1.

3. Puisque dim Im(g) = 1, il existe u € R?, u # 0, tel que :
Im(g) =<u>.
Par définition, il existe w € R3, w # 0, tel que
g(w) = u.
Puisque Im(g) C Ker(g), on déduit que u € Ker(g). Cependant,

dim Ker(g) = 2.
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Il existe alors un vecteur non nul v € Ker(g) tel que le systéme {u, v}
est une base de Ker(g) et donc libre. On pose :

S ={u,v,w}.

Montrons que le systéme S est une base de R®. Soit «, 3, v € R tels
que :
au + Bv + yw = Ogs.

Puisque g est linéaire,
ag(u) + Bg(v) +7g(w) = Ogs.
Du fait que, © = g(w) € Ker(g), on a :
Bg(v) + yu = Os.
Cependant, v € Ker(g) et par suite g(v) = 0. Comme u # 0, on a :
v=0.

Ainsi on a :
au + fv = Ogs.

Par construction, le systéme {u,v} est libre, et par conséquent o =
B = 0. Donc, S est une famille libre de R?. On déduit que S est une
base de R? car Card(S) = dim R3.

La matrice M de ’endomorphisme ¢ dans la base S est :

g(u) g(v) g(w)

0 0 1\ u
M—(o 0 O)v-

0 0 0/ w

En effet, puisque u € Ker(g) et v € Ker(g), on obtient g(u) = 0,
g(v) =0 et g(w) =u.
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Les déterminants

Dans ce chapitre, on va s’intéresser au coté pratique de la notion du
determinant.

4.1 Déterminant d’une matrice carrée

4.1.1 Existence de la fonction déterminant

Notation Soit M,,(K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n sur K avec
K=R,C. Si A = (a;;) € M,(K), on note aussi A = (Ci,...,C,), ot C; est
la jéme colonne de A.
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—~ Théoréme 1.1.

1l existe une unique application de M, (K) vers K, appelée déter-
minant et notée det, vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout scalaires «,B dans K, pour tous wvecteurs

Cl,...,Cj,C;,...,Cn € Mnl(K),
det(Cy,...,aC; + BC;,...,Crn) = adet(Ch,...,Cj,...,Cn)+
Bdet(Ch,...,Cl... C).

L’application det est linéaire par rapport a chaque colonne.

2. 87l existe deux indices j # k, avec C; = C, = C, alors on a :
det(Cy,...,C,...,C,...,C,) = 0.

L’application det est dite alternée.
3. det(l,) = 1.

On dit que lapplication det est n linéaire alternée.

Notation : Si A = (ay)ij=1,n € My(K), son déterminant det(A) est
noté :

ayr ... Q1 ... ... Qlp
L7 R ¢ N 77
Qp1  -o. Apj ... ... Gpp

4.1.2 Calcul des déterminants d’ordre un et deux

On a le résultat suivant :
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Théoréme 1.2.

1. Si A= (a) € Mi(K), alors det(A) = a.

2. St A= (Z cci € My(K), alors det(A) = ad — be.
Exemple : Soit A= (é }) € My(K). On a det(4) =1.1-0.1=1.

4.1.3 Calcul des déterminants d’ordre supérieurs

Notation : Soit n un entier naturel supérieur ou égala 2 et A = (a;;)i j=1,.n €
M,,(K). On note A¥ la matrice d’ordre n — 1 obtenue & partir de A en sup-
primant la ligne i et la colonne j de A.

-2
4 |.OnaAll = 347A12: 2 4 et
0 6 0 5 0

1
Exemple : Soit A = (2
5

10
23 _
A _<5 6).

S w o
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—~ Théoréme 1.3.

Soit A = (aij)ij € Mn(K), n>2. Alors on a :
1. Pourtouti=1,---,n, ona:
det(A) = Z(—l)”jaij det(AY).

j=1
C’est le développement du déterminant par rapport d la ligne i.
2. Pour tout j=1,--- ,n, ona:
det(A) = Z(—l)zﬂai]‘ det(A"Y).

=1

C’est le développement du déterminant par rapport a la colonne

P
1 -1 2
Exemple : Calculons le déterminant de la matrice A= -2 1 3
4 3 5

M;3(R) par rapport a la premiére ligne :

det(A) = (-1 x1x L3y (=) x (=1) x 23 (1) x 2 x
3 5 4 5
= —4+(-22)+2(-10)
= —46.
Par rapport a la deuxiéme colonne :
2 (L =2 3|y L2042
det(A) = (=1)'" x(-1) x 4 54—(1) ><1><45+(1) X 3 X
= —-22-3-21
= —46.

D’apres le théoréme précédent, on obtient :
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— Corollaire 1.4. <

Soit A = (aij)ij=1, n € Mup(K) une matrice triangulaire infé-
rieure (ou supérieure). Alors on a :

det(A) = H Q.
i=1

. J

Pour n = 3, on a une autre méthode pour calculer le determinant, dite
méthode de Sarrus et elle est comme suit :

aip G2 413
Méthode de Sarrus : Soit A = | a9 @92 as3 | une matrice carrée d’ordre

a31 a3z Aasg
3. On ajoute les deux premieres lignes de A en bas :

@ FO,

\a“«\ a‘? ,au
@l ¥o)
a,‘\\ P a,\ a
. f©
a. a. a.
' = 'Y

o a,

et on calcul le déterminant comme suit :

det(A) = Q11022033 + (21032013 + 031012023 — Q13022031 — A23A32011 — A33G12021 -
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Exemple : Par la méthode de Sarrus, calculer le determinant de la matrice

1 -1 2
A= -2 1 3 |.On ajoute les deux premieres lignes de A en bas :

4 3 5

1 -1 2

-2 1 3

4 3 5

1 -1 2

-2 1 3

On obtient :

det(A) = 115+ (=2)32+4.(=1)3—214+33.1—5.(-1).(=2)
= 5-12-12-8-9-10
= —46.

Remarque : Attention, la méthode de Sarrus n’est applicable que pour les
matrices d’ordre trois, ¢’est-a-dire les matrices A € M3(K).

On a les corollaires importants suivants :

Corollaire 1.5.

Soit A = (a;;) € M, (K) une matrice carrée d’ordre n > 2. Alors on

. det(A) = det(*A),

ot tA est la matrice transposée de A.
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— Corollaire 1.6. <

Soit A € M, (K) et A :=det(A) sont déterminant. Alors on a

1. Si on multiplie une ligne (respectivement une colonne) de A par
un scalaire X\, la valeur de A est multipliée par \.

2. Si une ligne (respectivement une colonne) de A est nulle, alors
la valeur de A est nulle.

3. Si deux lignes (respectivement deuz colonnes), d’indices diffé-
rents, de A sont identiques, alors la valeur de A est nulle.

4. Si on échange deux lignes (respectivement deuz colonnes) de A,
alors la valeur de A est multipliée par —1.

5. La valeur de A ne change pas en ajoutant a l'une des lignes
(respectivement des colonnes) de A une combinaison linéaire
des autres lignes de A.

6. La valeur du déterminant A est nulle si, et seulement si, les
vecteurs lignes (respectivement colonnes) de A forment une fa-
mille liée.

. J

On utilise 5) du corollaire précédent pour faire apparaitre des zéros et le
calcul devient plus simple, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple :
1 2 3
1. Calculer le déterminant de la matrice A= 1 4 5
2 47
2. Soit B = (ey,eq,e3) avec 1 = (1,1,2), ea = (2,4,4) et e3 = (3,5,7).
Montrer que B est une base de R3.
Solution :
1. On a:
1 2 3
det(A) = 145
2 47
L2 s L2 — L1 1 2 3
L3+ L3 — 21, 0 2 2.
= 0.0 1
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On a remplacé la deuxiéme ligne Ly par la deuxiéme ligne moins la
premiere Ly — Ly et on a remplacé la troisieme ligne L par la troisieme
ligne moins deux fois la premiere ligne L — 2L4.

D’otton a :
det(A) =1.2.1 =2

12 3
car la matrice [ 0 2 2 | est triangulaire supérieure.
001

2. B est libre car det(B) = det(A) = 2 # 0, d’apres Corollaire 1.6(6). De
plus, card(B) = dimR?. Dés lors, B est une base de R?.

Concernant le déterminant du produit de matrices, on a :

,{Proposition 1.7.} N
Soit (A, B) € M, (K)? ot n € N*. Alors :

det(AB) = det(A) det(B).

. J

— Corollaire 1.8. N
Soit A € M,,(K), alors on a :

1. A est inversible si, et seulement si, det(A) # 0.
1
"~ det(A)

. J

2. Si A est inversible alors det(A™1)

-1 1

Exemple : Soit A = < ) Alors det(A) = 2 # 0. Donc A est

inversible et det(A™!) = =
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4.1.4 Inverse d’une matrice inversible

Définition 1.9.

Soit A = (aij)ij=1, n € Mn(K) une matrice carrée d’ordre n > 2.
Si (3,7) € {1,...,n}?, on appelle mineur du coefficient a;; le déter-
minant, det(AY), de la matrice AY, obtenue en supprimant dans A,
la iéme ligne et la jéme colonne. Le scalaire (—1)"7 det(A%Y) noté
A;j, s’appelle le cofacteur du coefficient a;;. La matrice dont les coef-

ficients sont les cofacteurs s’appelle la comatrice de A et on la note
com(A).

1 -1 2
Exemple : Soit | -2 1 3| € M;3(R). Calculons les cofacteurs et la
4 3 5
comatrice de A.
(1)1 iy _ (3] _ 12 2y _ |72 3
AH = ( 1) det(A ) = 35 = 47 A12 ( 1) det(A ) = 4 5 22,
- 143 By _ 2 1 _
A13 = (71) det(A ) = 4 3 = 7107

Agl = (—1)2+1 det(A21) = 11‘ AQQ = (—1)2+2 det(A22) = —37 A23 = (—1)2+3 det(A23) = —77
Agl = (—1)3+1 det(A?’]) = —57 A32 = (—1)3+2 det(A32) = —7, Agg = (—1)3+3 det(A?’g) =—1.

D’ou la comatrice de A est :

-4 22 -10
com(A)=[11 -3 =7 ].
-5 -7 -1
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—[Théoréme 1.10.]
Soit A = (aij)ij=t1, n € Myp(K). Alors on a :
1. A(com(A)) = (com(A))A = det(A)L,.

2. A est inversible si, et seulement si, det(A) # 0, et dans ce cas,
on a:

_ 1
A7l = detAt(com(A)).

Exemple : Montrer que la matrice suivante de M3(R) est inversible, puis
calculer son inverse par la méthode des cofacteurs :

Solution : On a det(A) = 1. Ainsi la matrice A est inversible. De plus ,
on a:

1 2 0 2 50 1
Ap = (=D 0 1‘ =1 A= (D™ 0 1' =0 A = (=)™ 0 0' -
0,
1 -1 1 -1 31 1
AZI = (71)2+1 0 1 ' = 717 A22 = (71)2+2 0 1 ‘ = la AZS = (71)2%& 00
0,
1 -1 391 —1 31 1
Az = (-1)* 9 ' =3, Agp = (—1)*? 0 2= "% Agz = (—1)*+ 0 1
1.
1 0 0
Ainsi, com(A) = | =1 1 0| et par suite 'inverse de la matrice A est la
3 -2 1
matrice : 1
At = t A
Jer 4 (com(A))

I
~
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Exemple : Si A= <Z ccl) telle que A est inversible.

1
ATl = dCtAt(com(A))

_ 1 d —c
T oad—be\-b a )’

4.1.5 Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

,—[Proposition 1.11.}

N\

Soient n,p et q des entiers naturels tels que p + q = n. Soit
A € M, (K) une matrice triangulaire par blocs, ¢’est-a-dire A s’écrit
sous l'une des deux formes :

(B C (B 0
A<0qp D> ou A(C D>’

ot B € M,(K), D € M(K), C' € My(K) et 0, est la matrice nulle
de My, (K). Alors on a :

det(A) = det(B) det(D).

Exemple : Calculer det(A), ou :

1 2 100 201 17

-1 2 4 3 5
A=|(0 0 1 2 2
0 0 0 -1 1

0 0 0 0 3

-1 2 4 3 5

Solution: Iciona B = ( ! 2),0 = <100 201 17),etD = (
Ainsi on a det(A) = det(B) det(D) = 4.(-3) = —12.

O O =
ol
—
[SCI N
v
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4.2 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition 2.1 }

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie. Soient B, B’ deuz
bases de E. Soit f un endomorphisme de E. Alors on a :

det(M(f, B)) = det(M(f, B)).

Définition 2.2.

Soient E un K espace vectoriel de dimension finien et f : E — FE
un endomorphisme de E. On appelle déterminant de f, et le note
det(f), le déterminant de la matrice de f par rapport & une base
quelconque B de E ; det(f) = det(M(f, B)).

Déterminant et composition :

,—[Proposition 2.3.}

On suppose que E est un K espace vectoriel de dimension n > 1.

1. Si f et g sont deux endomorphismes de E alors :

det(g o f) = det(g) det(f).

2. [ est un automorphisme de E si, et seulement si, det(f) # 0.

1
3. Si f est un automorphisme de E alors det(f~!) = et ()’
Preuve :
Utiliser les résultats des matrices. ]

4.3 Systéme de Cramer

Quand un systéme linéaire de n équations a n inconnues admet une solu-
tion unique, il existe une formule explicite qui relie la solution (x1, Z9, -+, Zy)
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aux coefficients. Elle est connue, au moins pour les faibles valeurs de n, depuis
longtemps, méme si elle est attribuée traditionnellement au mathématiciens
genevois Gabriel Cramer (1704-1752).

A un systeme de n équations a n inconnues et a coefficient dans K :

anTy + appry + ... GpT, = b

anT1 + Qs + ... AT, = b2
()4 . .

Ap1T1 + Ao + ... GpmT, = b,

on associe la matrice M définie par :

aip ... Gip
azy ... G2p
M =
An1 Qnp
et le second membre b défini par :
b
ba
b= .
by,

Définition 3.1.

Soit (S) un systéme linéaire & n équations et n inconnues et soit
M la matrice associée au systéme (S).

On dit que (S) est un systéme de Cramer lorsque det(M) # 0, c’est-
a-dire que M est une matrice inversible.

Exemple : Montrer que le systeme :

20 —y+4z = —4
3r+2y—3z = 17
5z —3y+8z = —10
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est un systéme de Cramer.

La matrice M associée au systeme est :

2 -1 4
M=13 2 =3
5 =3 8

D’ou le systeme est de Cramer vu que det(M) = —23 # 0.

—~ Théoréme 3.2.

Soient (S) un systéme de Cramer. Alors le systéme (S) admet un
T

seul n-uplet solution X = | ... |, tel que, pour touti=1,--- ,n, on
Tn

_ det(Cl, cee 702’717 b, Ci+1, ceey Cn)
B det(M) ’

ot M est la matrice de (S), Cy,...,C, sont les colonnes de M, et b
est le second membre de ().

a

T

Exemple : Résolvons dans R? le systéme (S) suivant :

20 —y + 4z —4
3xr+2y—3z = 17
5c —3y+8z = —10
Le déterminant de la matrice associée au systeéme est :
2 -1 4
A=det(M)=|3 2 —3|=-23 Onadonc:
5 =3 8
-4 -1 4
17 2 =3
-10 -3 8
r=———"=2
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z =

2
3
5

2

w

5

-4 4

17 =3

—-10 8
A

-1 —4

2 17

-3 —10

—Qx .
D’on 'ensemble des solutions de (9) est Sol(S) = {(2,4,

-1}
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4.4 Exercices avec solutions

Exercice 4.1: Soit A € M,,(K) une matrice carrée et A € K. Montrer que
det(ANA) = \"det(A).

Solution: On a:
det(AA) = det(A,A) = det(\],,).det(A)
car AI, est une matrice diagonale.

Exercice 4.2: Soit a, b, c,d € R. Calculer les déterminants suivants :

0 a b
1. ]a 0 c
b ¢ 0
a b c
2. 1c a b|.
b ¢ a
a a a a
a b b b
5 a b c c|
a b c d
Solution:

1. En développant suivant la premiere ligne, on obtient :

0 a b
0 e aac+ba0
a - _
b 0 b
b ¢ O
= abc + abc

2abc.
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2. En sommant les colonnes sur la premiére et en factorisant, on obtient :

a b c 1
¢c a bl=(a+b+c) |1 a
1 c

b ¢ a a

En retirant la premiere ligne au suivante et en développant sur la pre-
mieére colonne, on obtient :

a b ¢ 1 b c
c a bl=(a+b+¢c)|0 a—b b—c
b ¢ a 0 ¢c—b a—-c
a—b b—c

=(a+b+c)
c—b a—c

= (a+b+c)(a® + b+ — (ab+ bc + ca)).

3. En retranchant a chaque ligne la précédente, en commengant par la
derniere, on obtient :

a a a a a a a a

a b b b 0 b—a b—a b—a
abocc |0 0 c¢c—b c—bd
a b c d 0 0 0 d-—c

=a(b—a)(c—0b)(d—c).

Car c’est le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure.

Exercice 4.3: Soient a,b,c € R. Calculer :
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Solution: En factorisant les colonnes, on obtient :

a b c 1 1 1
a’> b Al=abcla b c
at v & a® b 2
1 1 1

. (: ) abc |0 b—a c—a

Lil(fﬁ) 0 B®—a? 2—a?

1 1 1

=abc |0 b—a c—a

0 (b—a)b+a) (c—a)(c+a)

= abc [(b—a)(c—a)(ct+a)—(b—a)(b+a)(c—a)]
=abc(b—a)(c—a) [(c+a)—(b+a) ]
= abe(b—a)(c—a)(c =)

avec, L;;(a) veut dire remplacer la ligne L; par la ligne L; + aL; (la ligne L;
plus « fois la ligne L;).

Exercice 4.4: Soit A une matrice antisymétrique réelle d’ordre 2n + 1.
Montrer que det(A) = 0.

Ce résultat est-il encore vrai lorsque A est d’ordre pair ?

Solution: Comme on a ‘A = —A car A est antisymétrique, alors on a :
det(A) = det(*A)

det(—A) = (—1)** det(A)

—det(A).

de sorte que det(A) = 0.

Si la matrice A est d’ordre pair, le résultat n’est pas toujours vrai. En effet,

la matrice :
0 1
A—
(50)

est antisymétrique et det(A) =1 (£ 0).
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Exercice 4.5: Pour n > 2, soit A € M,(C) vérifiant pour tout X €
M, (C),
det(A + X) = det(A) + det(X).

Montrer que det(A) = 0 puis A = 0.

Solution:
Pour X = A, la relation det(A + X) = det(A) + det(X) devient :

2" det(A) = 2 det(A)
de sorte que det(A) = 0.

Soit 7 le rang de la matrice A. Alors r < n car la matrice A n’est pas inversible
(car det(A) = 0). Pour montrer que A = 0, on doit montrer que r = 0.

Raisonnons par absurde et supposons que 7 # 0.
On peut écrire A = Q J,. P avec P, (@ inversibles et :

(10
\o 6.,

avec I, la matrice identité d’ordre r et 6,,_, la matrice nulle d’ordre n — r.

Posons alors X = @ J] P, avec :

g 6. 0
N0 L)
Puisque A+ X =Q I, P = Q P, la matrice A+ X est inversible et donc
det(X) = det(X) + det(A) = det(A + X) # 0.

On en déduit que la matrice X est inversible et donc J.. est Iidentité et par
suite r = 0, absurde.

Des lors, le rang de A est nul et donc A = 0.

Exercice 4.6: Soient A, B,C, D € M, (K) avec D inversible.

1. On suppose que C' et D commutent. Montrer que :

B = det (AD — BC)
(] CD = de — .
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2. Montrer que :

det A B =det (AD — BD™'CD
et c D = det ( - ).

Solution:

1. On a
A B D 6,\ [(AD-BC B
C D) \-C I,) 0, D
et en passant au déterminant, on obtient :

det < é’ f;) det(D) = det(AD — BC') det(D)

de sorte qu’on obtient le résultat voulu puisque det(D) # 0.

2. On a:
A B I, .\ (A-BD'C B
C D -p ¢ 1,)] 6, D

et en passant au déterminant, on obtient :
det A B = det(A — BD'C) det(D)
e o pl= e e
=det(AD — BD™'CD).

Exercice 4.7: Soient A, B,C, D € M, (K) avec AC' = CA.

Montrer que :

A
det ( C) =det(DA — BC).
B D
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Solution: Pour commencer, supposons que la matrice A est inversible. Le
produit des matrices par blocs donne :

A C I, —-A"'C (A 0
B D 0 I, ) \B D-BA'C
de sorte qu’on obtient :

A C 1
det ( B D> =det(D — BA™'C) det(A)

— det(DA — BA™1CA)
= det(DA — BC)

car les matrices A~! et C' commutent puisque A et C' commutent.

Supposons maintenant que A n’est pas inversible. Comme dans 1’exercice
6.18 de la diagonalisation, la matrice A, = A + L7 est inversible. De plus,
A, commute avec C puisque A commute avec C'. Des lors, et d’apres ce qui
précede, on obtient :

A, C
det ( Bp D> = det(DA, — BC)

de sorte qu’en passant a la limite quand p — +o00, la continuité du détermi-
nant donne :

A C
det ( 5 D) = det(DA — BC).

Exercice 4.8: Soient A, B € M,(C) deux matrices qui commutent. Mon-
trer que les comatrices de A et B commutent.

Solution: Pour commencer, supposons que les matrices A et B sont inver-
sibles. Puisque A et B commutent, leurs inverses commutent aussi de sorte
quon a :

1 t 1 t
(7det ( A)) (Com(A)) ( o (B)) (Com(B))

1 : 1 .
:(m) (Com(B)) (m) (Com(A)).
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En simplifiant et en transposant, on obtient :
Com(A) Com(B) = Com(B) Com(A).

Supposons maintenant que les matrices A et B ne sont pas forcement inver-
sibles. Comme dans l’exercice 6.18 et pour p assez grand, les matrices A+ %In

et B+ %In sont inversibles et commutent de sorte qu’on obtient :

1 1 1 1
Com(A+ -1,) Com(B + ~1,) = Com(B + ~-1I,) Com(A+ ~-1,).
p p p p
En passant a la limite quand p — +00, on obtient :
Com(A) Com(B) = Com(B) Com(A),
ce qui acheve la preuve de I'exercice.
Exercice 4.9: Soient a, b, c et d des éléments de R deux a deux distincts.
Montrer que le systeme suivant est de Cramer et le résoudre :
x +y +z =1
ar +by + cz =d
a’r + by 4z =d%

Solution: La matrice associée au systéme a pour déterminant :

1 1 1
a b cl=0b-a)c—a)(c—b)#0
a’ b P

et donc le systeme est de Cramer. Les formules de Cramer nous donnent :

_ (b=d)(c=d)(c=b)
T = (—a)(c—a)(c-b)
_ (d=a)(c=a)(c=d)
Y = o—a)(c—a)(cb)
L _ (ma)d—a)d-b)

— (b—a)(c—a)(c—b) "
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Exercice 4.10: Soit

1. Calculer le rang de P et déduire que P est inversible.

2. Calculer P~! par la méthode des cofacteurs.

Solution:

1. Pour calculer le rang il y a plusieurs méthode pour le faire.
On va le calculer par le calcul du déterminant de P. Alors,

-1 1 1
det(P)=| 1 -1 1
1 1 -1
-1 1 1 1 1
a3 e
=4=£0.
Donc rg(P) = 3. Ainsi P est inversible.
2. Le calcul de P! par la méthode des cofacteurs.
1 I
P~ = Com(P
derp) <o)
avec
Py Pp P
Com(P)=| Po1 Py Pos
P31 Py P33
-1 1 1 1
Ona:P“’ 1 1'0,P1,2— 1 1'2,P1,3
1 -1
B
1 1 -1 1 -1 1
P2,1—‘1 _1‘27]32,2 1 _1‘07132,3— 1 1'
2,
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Ps1= _11 1_27133,2_—‘ 11 1‘_2,P3,3_ 11 _11‘_0
On trouve :
1 02 2
P'=-120 2
412 20

Exercice 4.11: Soient m € R, F un R-espace vectoriel de dimension 3 et
fm Vendomorphisme de E dont la matrice par rapport & une base de E est :

—m

1
A, =1 2 1
1 2

._.30

1. Déterminer le rang de f,,.

2. Pour quelles valeurs de m, f,, est-il un automorphisme ? Déterminer
dans ce cas, la matrice A L.

Solution:
1. Ona:
-m 0 1 —m 0 1 24
Ve m m
det(Ap)=| 2 m 1| 7= | 24m m 0 = =2(1-m?)
Ls—2L, 14+2m 1
1 1 2 1+2m 1 0

Si m est différent de 1 et —1, alors rg(f,,) = 3.

Sim = #£1, alors rg(fn,) < 2. L’application est de rang 2 si on peut
-m 0

m

trouver un mineur non nul d’ordre 2; c’est le cas, puisque

—m? est non nul. En conclusion,
rg(f1) =rg(f-1) =2.
2. L’endomorphisme f,, est un automorphisme si et seulement si
m ¢ {—1,1}. Dans ce cas,
1
Al = ———'Com(A,).
n = era, ComAm)

Or
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m 1 21 2 m
120 |12 11
01 -m 1 -m 0
Com(Am) =1 =11 o ‘ 12 ’ 11
0 1 -m 1 ‘—m 0
m 1 2 1 2 m
Donc,
2m —1 -3 2—m
Com(A,,) = 1 —2m—-1 m
-m m+2  —m?
Par conséquent,
2m —1 1 —m
tCom(Ay,) = -3 —2m-1 m+2
2—m m —m?

Finalement, en divisant par det(4,,) = 2(1 — m?), on trouve :

_ _2m—1 _ 1 m
2(m2-1) 2(m2-1) 2(m2-1)
A,I o 3 2m+1 __m+2
mo 2(m2-1) 2(m2-1) 2(m2-1)
m—2 _ m m?
2(m2-1) 2(m2-1) 2(m2-1)
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Chapitre 5
Systéemes d’équations linéaires

Dans ce chapitre, on expose la résolution d’'un systeme d’équations li-
néaires par les transformations élémentaires. Cette méthode de résolution des
systémes est appelée par certains auteurs la méthode des pivots de Gauss.

5.1 Transformations élémentaires-lignes

Définition 1.1.

On appelle transformation élémentaire-lignes de Mpmn(K) l'une
des trois applications : L;;, Lij(a) et L;(a), définies de My, (K) dans
M (K), dont limage d’une matrice A € M, (K) est donnée pour
chaque a et 5 dans K par :

1. Li;j(A) := la matrice obtenue d partir de A, en permutant sa
1eme ligne L; avec sa jéme ligne L.

2. Lij(«)(A) := la matrice obtenue a partir de A en remplacant la
iéme ligne L; de A par L; + aL; (c’est-a-dire la iéme ligne de
A plus a fois la jéme ligne de A).

3. Li(a)(A) := la matrice obtenue d partir de A en multipliant sa
iéme ligne par a.

Remarque : Si la matrice A est bien connue, on note, par abus, L;;(A),
Lij(a)(A) et Li(a)(A) par L;;, Lij(«) et L;(«) respectivement.
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Chapitre 5 : Systéemes d’équations linéaires

21 3 11 1
Exemple: Soit A=(1 1 1 |[.OnaLy,=(2 1 3 |et
01 =2 01 -2
0 -1 1
Lin(-2)=[1 1 1
0 1 =2

~ Définition 1.2. N

Une matrice A de M., (K) est dite échelonnée-lignes si elle vérifie
les deux conditions suivantes :

1. Aprés une ligne nulle de A, il n’y a que des lignes nulles.

2. Le nombre de zéros consécutifs commengant une ligne non nulle
de A, augment strictement de ligne en ligne.

Exemple :
1 2 3 -1 0
1. La matrice A= |0 —2 5 2 5 | est échelonnée-lignes.
0 0 0 4 -3
2135
2. La matrice A= |0 0 2 0] n’est pas échelonnée-lignes.
00435

~ Définition 1.3. .

Soit A une matrice échelonnée-lignes de M, (K). Alors :

1. Si L est une ligne non nulle de A, le premier coefficient non
nul de L est appelé le pivot de la ligne L.

2. La matrice A est dite échelonnée-lignes réduite si tous les pivots
des lignes non-nulles de A sont égauzx d un.

1 3 2
. 01 -1 L L
Exemple : La matrice A = 00 1 est une matrice échelonnée-lignes
00

réduite.
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Remarque : Les transformations élémentaires-lignes L;;, L;;(«) et L;()
sont des automorphismes de M,,,,(K). Moyennant ces automorphismes, toute
matrice est équivalente a une matrice échelonnée-lignes réduite.

5.2 Systeme d’équations linéaires

A un systéeme de m équations a n inconnues et a coefficients dans K :

11T + @192 + -+ Q1pTy = by
(2121 + 9T + -+ + G2y, = by
(S) o
A, 121 + A, 202 +---+ AmnTn = bm~

On associe la matrice élargie Ag du systéme (S) définie par :

a1 Qi ... G b
az A ... Gz by
Am1 Gm2 .. (mp bm

On cherche ensuite une matrice échelonnée-lignes réduite A% a partir de Ag
et on réécrit le nouveau systeme du bas en haut pour avoir la solution du
systéme (.9).

On va exposer ce chapitre sous forme d’exemples.

Exemple 1 : Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

r+2y+3z = 6
2x+3y+z = 6
3x4+y+2z = 6

Solution : La matrice élargie du systéme est :

1 236
A=12 3 16
3 1 2 6
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Cherchons une matrice échelonnée-lignes réduite équivalente a la matrice A,
ona:

a9\ 5 —7 —12
B 123 6
Ll 015 6
05 7 12

12 3 6

La(s) |01 5 6

00 —18 —18
1236
La(~1/18) 0156
0011

On réécrit le nouveau systéme obtenue a partir de la derniére matrice, du
bas en haut, en obtient :

z =1
y+5z = 6
r+2y+3z = 6
c’est-a-dire que
z =1
y = 6—-5z=1
r = 6-2y—3z=1

Donc le systéme admet une solution unique, a savoir S = {(1,1,1)}.

Exemple 2 : Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

r—3y+2z+1t =1
3r -9 +10z+2t = 0
20 —6y+4y+3t = -1
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Chapitre 5 : Systéemes d’équations linéaires

Solution : La matrice élargie du systéme est :
1 -3 2 1 1
A=1]3 -9 10 2 0
2 6 4 3 -1
Cherchons une matrice échelonnée-lignes réduite équivalente a la matrice A.

Ona:

1 -3 2 1 1

A = 3 -9 10 2 0
2 -6 4 3 -1

1 -3 2 1 1
Lai(~3) 0 0 4 -1 -3
P20 0 0 1 -3

1 3 21 1

Log(1 0 4 0 —6

0 01 -3

1 —3 21 1
(/49 |0 0 1 0 —=3/2

0 0 01 -3

Le nouveau systeme, du bas en haut, devient :
t = -3
z = —=3/2
r—3y+2z24+t =1
soit
t = =3
z = —=3/2
r—3y =T

Ainsi, on a une infinité de solutions, a savoir :

S ={By+7.y,—3/2,-3)/y € R}.

Exemple 3 : Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

r—3y+2z+t =1
3r—9y+102+2t = 0
2v —6y+4z+3t = -1
20 — 6y + 8y +t =1
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Solution : Cherchons une matrice échelonnée-lignes réduite équivalentes a
la matrice du systeme. On a :

1 -3 2 1 1
3 -9 10 2 0
A - 2 -6 4 3 -1
2 -6 8 1 1
1 -3 2 1 1
L21£—3; 0 0 4 -1 -3
L1 (-2
ij(ﬂ) 0 0 0 1 =3
0 0 4 -1 -1
1 -3 2 1 1
~ 0 0 4 -1 -3
Laal=1) 00 0 1 -3
0 0 0 0 2
1 -3 2 1 1
Wi |00 1 —1/4 —3/4
L2 |0 0 0 1 -3
0 0 0 O 1
Le nouveau systeme, du bas en haut, devient :
0z+4+0y+0z4+0t = 1
t=-3
z—(1/4)t = =3/4

r—3y+2z+t = 1

L’ensemble de solution est ’ensemble vide, il n’y a pas de solution.

Exemple 4 : Une personne A a dit & une seconde B : J'ai deux fois I'dge
que vous aviez quand j'avais I’dge que vous avez et quand vous aurez 1'dge
que j’ai la somme de nos ages sera de 99 ans. Déterminer I’age des personnes
Aet B.

Solution : Soit z 'dge de A et y 'dge de B. Quand A avait 'dge de B, qui
est y, la personne B avait I'dge y — (z — y). La premieére phrase du texte se
traduit donc par 'équation z = 2(y — (z —y)), ou encore 3z — 4y = 0. Quand
B aura I'age de A, qui est z, alors la personne A aura 'dge « + (z — y). La
seconde phrase du texte se traduit donc par : x + (z + (z — y)) = 99, ou

Najib Mahdou @



Chapitre 5 : Systéemes d’équations linéaires

encore 3r —y = 99.
La réponse au probleme est donc une solution du systeme :

3x—4y = 0
3 —vy 99

Cherchons une matrice échelonnée-lignes réduite équivalente a la matrice
élargie du systeme. On a :

3 -4 0
4= 3 -1 99
~ 3 -4 0

In=0) {0 3 99

1.(/3) 1 —4/3 0
L2(1/3)  \0 1 33

Le nouveau systeme, du bas en haut, devient :

{ y = 33
r—(4/3)y = 0

La réponse est donc x = 44 et y = 33.

5.3 Inverse d’une matrice

Pour calculer I'inverse d’une matrice A d’ordre n, dont on sait qu’elle est
inversible, on proceéde de la fagon suivante :

1. On consideére la matrice E de type (n, 2n), dont les n premiéres colonnes
sont celles de A et les n derniéres colonnes sont celles de I,, (la matrice
identité).

2. On applique a E des transformations élémentaires de sorte que les n
premieres colonnes de F se transforment en I,,, dés lors les n dernieres
colonnes de la matrice transformée forment la matrice inverse de A.

1 20
Exemple 1 : Calculer I'inverse de la matrice A= |0 1 2
011
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Solution : Ona:

E = (A4 1)
120100
= 012010
011001
12 0 1 00
Ly (01 2 0 1 0
00 -10 -11

12010 0

Ly {01201 0
00101 —

0

1201
L2 |0 100
0010
1001 2 —4
Lol (0100 -1 2
0010

Donc :

Exemple 2 : Calculer 'inverse de la matrice :

O O N =
O = =
|
[N}
— e O =
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(4 1)

Ona:

Chapitre 5 : Systéemes d’équations linéaires

Solution :

—
O O O
o O~ O
S — O O
—\ O O O
— O <t
~o o
— - O
— AN O O
/|\

-2 100
-2110
0 001
2
-2
1
00 -1
-2 10 2
-2 11 =2
-3
0
-2
1
-3
0
-2
-1
-1

0 00
-1 11
-4 21
-2 11
0 00
-5 3 2
-4 21
-2 11
3
-2
-1

0

-2 10
-2 11

-2
2
1

1 0
-1 0
0 1
0
1 0
-1 0
0 0
0 0
-1 0
1
0 0
0 0
-1 0
-5
2
0

-1
0 0
-1
0
0
0
0
0
001

0

0
0100 4

1000
0010

0

|

L21(-2)
L32(1)
L34(—2)
L24(2)
Lia(-1)

Donc :

-3

2

-1
-1
0

3
-2
-1

0

-5
4
2
0
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5.4 Recherche d’une base a partir d’un sys-
teme générateur

Soient £ un K espace vectoriel admettant B = (e;)1<;<, comme base et

(f1,--., fy) un systéme générateur d’un sous espace vectoriel F' de E. Sup-
n

posons que f; = Zaijej pour tout ¢ = 1,...,p. On considere la matrice
j=1

.....

base B d’une base de F'.

Exemple : Soient £ = R? et B la base canonique de R3. Cherchons une
base du sous espace vectoriel F engendré par la famille {f1, fa, f3} avec f; =
(1127 1)a f2 = (1>0a 1) et f3 = (272,2)

Solution : On a:

121
A = 101
2 2 2
N 1 2 1
aiy o 2o
‘ 0 -2 0
1 2 1
Ll |0 =2 0
0 0 0
121
i (0010
000

D'on, {f] = (1,2,1), f; = (0,1,0)} est une base de F'.

5.5 Rang d’une matrice

D’apres le chapitre des matrices, le rang d'une matrice est le rang de la fa-
mille des ses vecteurs lignes. En particulier, le rang d’une matrice échelonnée-
linges réduite est le nombre de lignes non nulles.
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Comme deux matrices équivalentes ont le méme rang, donc on va chercher
une matrice échelonnée-lignes réduite S d’une matrice donnée A et on va
conclure que le rang A est le rang de S qui n’est rien autre que le nombre de

lignes non nulles de S.

Exemple : Calculer le rang de la matrice :

[ e R S,

Solution : Ona:

Lzl?*l)

L41?’71)

~

La(-1)
Ls(-1/3)

1 0 4
0 -1 0
3 0 -—12
1 0 4
11 0 4
10 -1 0
03 0 -—12
11 0 4
11 0 4
0 -1 -1 -4
0 3 0 -12
1 1 0 4
1 1 0 4
0 -1 -1 -4
0 3 0 -—-12
0 0 O 0
11 0 4
0 -1 -1 -4
0 0 -3 —-24
0 0 0 0
1104
011 4
001 8
0000

Ainsi, le rang de A est 3 : rg(A) = 3.
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5.6 Exercices avec solutions
Exercice 5.1: Soit m € R. On consideére le systeme suivant, :

20 + 3y + 2z =1
Sr + 2y + 3z 4

3v — y + 22 =m

Résoudre le systeme en utilisant la méthode des échelonnements lignes en
fonction du parametre m.

Solution: La matrice élargie associée au systéme est :

2 3 11

A=| 5 2 3 4

3 -1 2 m

On a:

1 3/2 1/2 1/2
1 2/5 3/5 4/5
—1/3 2/3 m/3

()7Lz% Ls(3)

A

1 1/2 1/2
far(2) = ( 0 —11/10 1/10  3/10
0 —11/6 1/6 (2m—3)/6
1 3/2 1/2 1/2
Falin) ( 1o~y —3/1
71 1/11 (2m — 3)/11
1 3/2 1/2
FaD g g —1/11 —3/11
00 0 (2m—6)/11

Si m # 3 alors I’ensemble des solutions du systéme est vide.
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Sim =3 alorson a :

L3 11
T4 sy = ——z— =
2 2779
13
_ 1. 3
Y 17 11
Par conséquent,
71
T = ——z—
17 11
13
= —z— —
y 11" 1

Ainsi, 'ensemble des solutions est infini et est :

7 1 1 3
Sf{(—ﬁz—lfﬁz—ﬁ,z) /ZGR}.

Exercice 5.2: Résoudre le systeme suivant en utilisant la méthode des
échelonnements lignes :

r + 2y —z =1
20 + y + 62 = 2
r —4dy + 7z =3

Solution: La matrice élargie associée au systéme est :

2 —-11
A= 2 1 6 2
—4
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Ona:
1 2 —-11

AT 112 31

1 -4 7 3
1 2 =11

0 —3/2 4 0

0 -6 8 2
13/2 1/2 1/2

TR 0 1 —8/3 0

0 —1 4/3 1/3
132 1/2 1/2
0 1 -83 0
0 0 —4/3 1/3
13/2 12 1/2
B 0 1 g3 0

00 1 -—1/4
1.3/2 0 5/8

0 1 0 -2/3

0 0 1 —1/4
100 31/24

010 —2/3
001 —1/4

L2y (—1)/,\}[:31 (-1)

L23(8), Lia(5H)
~
Lia(F)
~

= (3L =2 -1
En conclublon,S—{(24, 5 4)}.

Exercice 5.3: On consideére le systeme linéaire :
mr + y — (l-m)z = m+2
(Sm): S+m)z — y + 2z = 0
2x - my + 2z = m+2

1. Pour quelles valeurs du parameétre m, le systeme (S,,) est-il de Cramer ?

2. Résoudre le systéme (S,,) pour m = 0.
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3. Résoudre le systeme (S,,) pour m = —4.

Solution:

1. On consideére la matrice M associée au systeme (S,,) :

m 1 1—-m
M=|[14+4m -1 2
2 —-m 2
Calculons son déterminant :
m 1 1—-m
det(M) =|14+m -1
2 —m
B -1 2 (1+ ) 1—m 5 1 1—-m
I P [ . 12

=—Tm+2m? +4+m?
=(m—1)*m+4).
Du fait que le nombre de variables est égal au nombre d’équations, le

systéme (S,,) est de Cramer si et seulement si m est différent de —4 et
de 1.

2. Si m =0, alors le systéme (S,,) devient :

y + z = 2
(So) : r —y + 2z =0
2x + 2z = 2

Le systéme admet une solution unique car det(M) # 0. On pourra
donc le résoudre avec la méthode des échelonnements lignes ou par la
méthode de Cramer. On va le résoudre par la méthode de Cramer.

Donc on a :
2 1 1 0 21 0 1 2
0 -1 2 10 2 1 -1 0
2 0 2 1 2 2 2 3 2 0 2 1
i — E——; Y s S R B—:)
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En conclusion,

{35

3. Sim = —4 donc det(M) = 0 et le systéme n’est pas de Cramer. Il nous
reste la méthode des échelonnements lignes. Le systéme (S,,) devient :

—4r + y + 5z = =2
(S_4) : —3r — y + 2z = 0
2c 4+ 4y + 2z = -2

La matrice élargie associée au systeme S_4 est :

-4 1 5 =2
A= -3 -1 2 0
2 4 2 =2

Ona:
1 —-1/4 -5/4 1/2
APER LG BG s g g
12 -l
1 —1/4 —5/4 1/2
Lar(1), Laa(-1) | =7/12 =7/12  1/2
0 9/4 9/4 —=3/2
1 -1/4 —5/4 1/2
Ol 1 —6/7

0 1 1 -2/3
1 —1/4 —5/4 1/2
ol R 1 —6/7
0 0 0 4/21

Ainsi, ’ensemble des solutions est I'’ensemble vide.
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Exercice 5.4: On considere le systeme linéaire :
mxr + y — z =m-1
(Sm) : r 4+ my + z = m-1
- + y + mz =1-—m.
1. Pour quelles valeurs du parameétre m, le systeme (S,,) est-il de Cramer ?

2. Résoudre le systeme (.S,,) en utilisant la méthode de Cramer lorsque le
systeme est de Cramer.

3. Résoudre le systéme (S,,) pour m = 2.

4. Résoudre le systeme (S,,,) pour m = —1.

Solution:
1. On considére la matrice M associée au systéme (S,,) :

m 1 -1
M=|1 m 1
-1 1 m
Calculons son déterminant :
m 1 =1
det(M) =|1 m 1
-1 1 m
m—2 1 -1
Gt o om 1
—24+4m 1 m
1 1 -1
=(m-2)]-1 m 1
1 1 m
1 m m
=m 1 m
m m 1
1 1 -1

bt —9)l0 m+1 0
L3—L,

0 0 m+1
=(m—2)(m+1)%
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Du fait que le nombre de variables est égal au nombre d’équations, le
systéme (S,,) est de Cramer si et seulement si m est différent de 2 et
de —1.

2. Si m est différent de 2 et de —1, le systeme est de Cramer et admet
une solution unique, a savoir :

m—1 m m 1 m—1 m 1 m m-—1

m—1 1 m m m—1 m m 1 m-—1

1-m m 1 m 1l—m 1 m m 1l—m
T T qet(M) U T det(M) T det(M)

Puisqu’on a :

m—1 m m 1 m m
m—1 1 m/=(m-1)|-1 1 m
1-m m 1 1 m 1
m
POY o o 1m0
Ls31(1)
2m 1+ m
alors,
(m—1)°
T = — .
(m—2)(m+1)
Puisqu’on a :
1 m—1 m 1 1 m
m m—1 m| =(m-1){m 1 m
m 1l—m 1 m —1 1
1 1 m
Lot (—1)

alors,
R 1)?
Ym = (m—=2)(m+1)"
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Puisqu’on a

1 m m-—1 1 m 1
m 1 m—-1 =(m-1)|m 1 1
m m 1l—m m m —1
1 m 1
Loy (1)

=7 (m—-1)m—-1 1-m 0],

Lsi(1)
m+1 2m 0
alors,
(m—1)23m+1)
=
(m—2)(m+ 1)2
Finalement,
g_ (m—1)? (m — 1) (m—1)2Bm+1)
N (m=2)(m+1) (m—=2)(m+1) (m-2)(m+1)2" )]
3. Sim =2, le systéme (5,,,) n’est pas de Cramer et devient :
2c + y — z = 1
x + 2y + z = 1
-r + y + 2z = -—L
Ainsi on a :
2 1 -1 1 2 1 -1 1
121 o1 | O 003232 12
Lsi(3)
11 2 -1 0 3/2 3/2 —-1/2
2 1 -1 1
LoD | 0 3/2 3/2 1/2
0o 0 0 -1
Par conséquent,
2 + y — =z = 1
3 N 3 1
hd °, =
2¥ T 2 2
0 = -1

A
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En conclusion, I’ensemble des solutions est I’ensemble vide.

4. Sim = —1, le systéme (S,,) n’est pas de Cramer et devient :
-z + y — z = =2
T -y + z = =2
-z + y — z = 2.
Ainsi on a :
1 1 -1 -2 -1 1 -1 -2

1 -1 1 —2 |00 0 -4

Par conséquent,

-r + y — z = =2
0 = —4
-r + y - z = 2.

En conclusion, I’ensemble des solutions est 1’ensemble vide.

Exercice 5.5: Trouver tous les polyndmes f(x) = az® + bx? + cx + d
satisfaisant f(—1) =0, f(0) =5, f(1) =4 et f'(1) =0.

Solution: On a f'(r) = 3ax? + 2bx + c. Donc f satisfait les conditions
indiquées si et seulement si :

—a + b — ¢ + d =

d =
a + b + ¢ + d =
3a 4+ 2a + c =

(=R B
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Ainsi on a :
11 -110 11 -110
00 0 15| zay| O 0 0 15
1 1 1 14| | 0 2 2 24
32 1 00 0 5 -2 30
11 =110
| 0 5 =2 30
1l o 2 2 24
00 0 15
11 -1 1 0
Laz(—2) 0 1 -6 -1 -8
~ 0 2 2 2 4
00 0 1 5
11 -1 1 0
L3a(—2) 0 1 -6 -1 -8
~ 0 0 14 4 20
00 0 1 5
1 -1 1 -1 0
Li(-1) 0 1 -6 -1 =8
L | 0 0 1 2/7 10/7
00 0 1 5
1 -1 1 0 5
Lis(1),Los(1) | O 1 —6 0 -3
Ly |00 1 0 0
0 0 1 5
1 =100 5
L13(—1),L24(1) 0 1 00 =3
Lo (6) 00 10 0
00 01 5
1000 2
Li2(1) 0100 -3
“ 10010 0
0001 5

L’unique solution est (a,b,c,d) = (2,—3,0,5). Ainsi, le seul polynéme qui
vérifie les hypotheses est le polynéme :

flz) = 22% — 322 +5.
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Chapitre 5 : Systéemes d’équations linéaires

Exercice 5.6: On considére un rectangle satisfaisant les conditions sui-
vantes : Si on augmente de 5m la largeur d'un rectangle et de 4m sa longueur,
son aire augmente de 180m?2. Si on diminue sa largeur de 2m et sa longueur
de 3m, l'aire diminue de 72m2. Calculer les dimensions du rectangle.

Solution: Notons z la longueur et y la largeur du rectangle. On a (z +
4)(y+5) = zy + 180, donc 5z + 4y = 160. Du plus, (z —3)(y —2) = a2y — 72.
Ainsi, 2z + 3y = 78. On résout le systeme :

5 +4y =160
2043y =718
Ainsi on a :
54 160\ rm2 (1 -2 4
(2378) N<2378>
Lai (~2) ( 1 -2 4

~

0 7 70
L)) (1 —2 4
0 1 10

L12(2) 1 0 24
0 1 10 )°
D’ou, z = 24 et y = 10.

La longueur du rectangle est 24m et sa largeur est 10m.

Exercice 5.7: On note E I'ensemble des applications f : R — R satisfai-
sant :
J(a,B) €R?, Vo € R f(x) = acos x + Bsin x.
1. Montrer que les scalaires « et 5 sont uniquement déterminés par f.

2. Vérifier que toutes les fonctions f de E sont dérivables.

3. Montrer qu’il existe une unique fonction f de E telle que f (%) =1let
v

f/(g) =3
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Chapitre 5 : Systéemes d’équations linéaires

Solution:

1. Supposons que pour tout z € R, acos x+ sin z = o’ cos x+ 3’ sin x.

Pour # = 0, on obtient a = a.1 + .0 = o/.1 4 3.0 = /. Pour v = I,
on obtient = .0+ 5.1 =a’.0+ .1 = 3. D'ou, les scalaires « et
sont uniquement déterminés par f.

. La fonction f est combinaison linéaire des fonctions dérivables cos et
sin, donc est dérivable. De plus, pour tout x € R, on a :

f'(z) = a(—sin ) + Scos x = —asin x + [ cos z.

. Soit f € E. 1l existe des scalaires « et [ tels que pour tout x € R, on
a:

f(z) = acos x + Bsin .

2 1 3
(g) = g( + /) et f’(%) =50 + %ﬁ. On doit donc
vérifier que le systeme :

On a alors f

?a#—gﬁ:l

1 V3
—501-‘!-75—3

posséde une unique solution. On a :

1) Ll(ﬁ)<1 1 V2

3) L@

S
ol
Il
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Chapitre 5 : Systéemes d’équations linéaires

6+v2 g 6+ V2

1+v3 " T 143
D’ou, la solution unique f de E telle que f (%) =1let f (%) = 3 est
la fonction :

6+
f('r)_<\/§_1+\/§

On a bien une unique solution : @ = /2 —

ﬁ) cos(z) + G’ 1 g) sin(z).

Exercice 5.8: Résoudre le systeme linéaire suivant :

20 +3y+5z=1
Sr+2y+3z=4
3z 45y + 2z =0.

Solution: Pour la résolution du systéme on procede par la méthode des
échelonnements ligne. La matrice associée au systeme est :

351
A= 2 3 4
5 20

w ot N
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Chapitre 5 : Systéemes d’équations linéaires

Ona:
Lo (L3252 12
AR5 2 3 4
5 2 0

0 —11/2 —19/2 3/2

1 2 5/2  1/2
s (132 52
3 5 2 0

0 -1 -19 3
3 5 2 0

1 3/2 5/2  1/2
a9 1 f/n i/19 é
0 1/2 —11/2 —3/2

w)(l 3/2 5/2 1/2)

~ 0 —1 —19/11 3/11

La(35)s La2(3) L 3/2 5/2 1/2
0 0 -=70/11 -15/11

1 3/2 5/2 1/2
LZ(II);\IL«S(]‘]‘) ( 0 ,/11 7/19 i/)) )
0

0 =70 -15

Et par conséquent, les solutions du systéme sont :

z—E—i —;99 et:v—g
0 1wV, RN
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Chapitre 6
Réduction des endomorphismes

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

6.1 Eléments propres d’un endomorphisme

6.1.1 Valeur propre et vecteur propre

Définition 1.1.

Soit u un endomorphisme de E. On dit qu’un vecteur x € E\ {0}
est un vecteur propre de u, s’il existe A\ € K tel que u(x) = \z.
On dit aussi que x est un vecteur propre de u associé a \ et A une
valeur propre de u associée 4 x.

Exemple : Soit E un K espace vectoriel non nul.

1. 0 est la seule valeur propre de ’endomorphisme nul, et tous les vecteurs
non nuls de E sont des vecteurs propres associés a 0.

2. 1 est la seule valeur propre de Idg et tous les vecteurs non nuls de E
sont des vecteurs propres associés a 1.

166



Chapitre 6 : Réduction des endomorphismes

Proposition 1.2.}

Soient u un endomorphisme de E et A € K. Alors \ est une valeur

propre de u si, et seulement si, I’endomorphisme uw — X\1dg n’est pas
injectif.

Preuve :
Ona:
A est une valeur propre de v < Jz € E\ {0}, u(x) = Az
< Jze E\{0}, (u—AIdg)(z) =0
< u — AlIdg est non injective.

D’ou le résultat cherché. g

Corollaire 1.3.

Soient E un K espace vectoriel non nul de dimension finie, u un
endomorphisme de E et A € K. Alors, \ est une valeur propre de u
si, et seulement si, det(u — AN1dg) = 0.

6.1.2 Sous espace propre

Définition 1.4.

Soient E un K espace vectoriel de dimension finie, u un endomor-
phisme de E, et \ une valeur propre de u. Le sous espace propre
associé a A est l’ensemble noté E\ et défini par :

E\ =ker(u — )\Iéjl) ={z e E /u(z)= Az}

Remarque : FE, est donc formé de I'élément 0 de E, et des vecteurs
propres de w associés a la valeur propre . C’est un sous espace vectoriel

de E et puisque, par définition, un vecteur propre est non nul, on a toujours

On a le résultat important suivant :
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—~ Théoréme 1.5.

Soient E un espace vectoriel de dimension n, u un endomorphisme de
E, désignons par Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de u, et par
Ey, ..., E, les sous espaces propres correspondants. Alors la somme
Ey + ...+ E, est directe, c’est-a-dire :

E1++Ep:E1@@Ep

Preuve :
Par I'absurde, si la somme E;+. ..+ F, n’est pas directe, il existe des relations
de la forme :

»
(1): Z/M& =0,
i=1

avec z; € E; \ {0} et les p; sont tous non nuls .

Considérons une relation de la forme (1), ou le nombre r des scalaires p;
non nuls est minimum. Remarquer qu'on a nécessairement » > 2. On peut
supposer que cette relation est :

(2): wmer+...+ve =0,

avec e; € E; \ {0} et v; # 0 pour tout i € {1,...,r}.
Soit e = v1e1 +. .. + e, (= 0) et formons u(e) — Aje(= 0). on obtient alors :

u(e) — Are = (Ag — Apaes + ... + (A — Apvpe (= 0).

Les r — 1 coefficients (A — A\)vi (2 < k < r) étant non nuls. Cette relation

contredit le caractére minimal de (2). D’ou le résultat O
Conséquence : Soient x4, ..., x, des vecteurs propres d’'un endomorphisme
u associés & des valeurs propres deux a deux distinctes. Alors {z1,...,z,}

est un systeme libre.

Cas des matrices : Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle va-
leur (resp., vecteur, resp., sous espace) propre de A toute valeur (resp., vec-
teur, resp., sous espace) propre de endomorphisme « : K" — K" défini par
u(X) = AX.
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6.2 Polyndome caractéristique

Définition 2.1.

Soit A = (a;j)1<i,j<n une matrice de M,,(K). On appelle polynome
caractéristique de A le polynome :

ayp — X a12 ‘e QA1n
a ag — X ... aon,
Pi(X)=det(A— XIL)=| = % i
an1 A2 cee Qpp — X

Remarque : D’apres le théoréme précedent, les valeurs propres de A sont
les racines du polynéme caractéristique P4(X) de A.
Soient A une matrice de M,,(K) et B = P~'AP une matrice semblable & A.
Ona:
det(B — X1I,) = det(P~YA— XI,)P)
= det(4—X1I,).

Donc P4 (X) = Pp(X).

Ceci nous amene au théoréme et définition suivants :

Théoréme et définition 2.2.]

Soient u un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de dimen-
sion n et A la matrice de u d’une base choisie de E. Le polynome
caractéristique Pa(X) de A est indépendant de la base choisie de E.
On Uappel polynome caractéristique de u et le note également P,(X).

Preuve :

En effet, si A = M(u,B) et B = M(u,B’) ou B et B’ sont deux bases de
E, il existe une matrice inversible P d’ordre n telle que B = P~*AP. Donc
P4(X) = Pg(X) car les deux matrices A et B sont semblables. 0
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Remarque : En pratique, un sous espace propre E) de u s’obtient en
résolvant le systeme

T 0
(A=) | [ =]
T, 0
on obtient alors les coordonnées 1, . .., x, des vecteurs x de F) dans la base

B.

Rappels. Soit P un polynéme sur K et a € K.

1. On dit que a est une racine de P si P(a) = 0. Cela veut dire que (X —a)
divise P.

2. Soit @ une racine de P. On appelle ordre de multiplicité de la racine a de
P, noté k, le plus grand entier « tel que (X — a)* divise P. Autrement
dit, (X — a)* divise P et (X — a)**! ne divise pas P.
Une méthode pour calculer 'ordre de multiplicité d'une racine est donnée
dans le résultat suivant :

Une racine a de P est d’ordre de multiplicité & si et seulement si on a :

{ Pla) =---=P%* (@) =0
P8 (a) #0

avec P (a) est la dérivée iéme de P au point a.

On a le théoreme important suivant :

Théoréme 2.3.

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension
n. Si P,(X) admet une racine X\ d’ordre de multiplicité k, alors on
a:
1 <dimFE) < k.

Preuve :
Si A est une racine de P,(X), donc A est valeur propre de w. Ainsi on a
dim E,\ > 1.
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Posons r = dim E), et soit (ey,...,e,) une base de E) qu’on compléte en une
base (e1,...,€r,€r41,...,6,) de E via le théoréme de la base incompléte. La
matrice de u dans cette base est de la forme :

ot A” e M. (K) et A € M, ,,_(K). On a :

Pu(X) - PA(X)
= (A=X)"det(A" — XI,_4)

de sorte que (A — X)" divise P4. Comme A est une racine d’ordre de multi-
plicité k de P,(X), on a donc r = dim(E)) < k. O

Remarque : Soit A = (a;;)1<;,j<n» une matrice carrée. Un calcul simple du
déterminant montre que :

| Pa(X) = (“1)"X" + (1) Max + -+ an) X" 4+ det(A). |

En particulier, on a :

0 est une valeur propre de A < P4(0) =0
< det(4) =0
< A n’est pas inversible.

Exemples :

a b

1. Sin—2etA—<C d) € My(K), on a :

Py(X)=X?— (a+ d)X + det(A).

q b ¢
2.Sin=3etA=|d V | eM;3K),ona:
q// b// c//

PyX) ==X+ (a+V+)X*+aX +det A.

Reste un seul coefficient a déterminer, c’est .
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6.3 Endomorphismes et matrices diagonali-
sables

Définition 3.1.

1. On dit qu’un endomorphisme u d’un K espace vectoriel E est
diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice
de u est diagonale, autrement dit une base formée de vecteurs
propres de u.

2. On dit qu’une matrice A de M, (K) est diagonalisable si elle
est semblable a une matrice diagonale, autrement dit l’endo-
morphisme canoniquement associé a A est diagonalisable.

3. Un polynome P de K[X] est dit scindé sur K s%l se décom-
pose en produit de polynomes de degré 1 de K[X], autrement
dit toutes les racines de P sont dans K.

Maintenant, on peut énoncer le théoreme principal de cette partie.

,-[Théoréme 3.2. (Fondamental)}

Un endomorphisme u d’un espace vectoriel E de dimension n sur
K est diagonalisable si, et seulement si, les deuzr conditions suivantes
sont vérifiées :

1. Le polynome caractéristique P, est scindé sur K.

2. Pour chaque racine \; d’ordre k; de P, on a; dim E), = k;.

Preuve :

Supposons que u est diagonalisable. Il existe alors une base B = (ey, ..., e,)
de FE telle que A = M(u,B) = diag(\i,...,\,), ol les \; sont les valeurs
propres de w. Alors Py (X) = P4(X) = (A —X) ... (A, — X); d’ot sans perte
de généralité, on peut supposer que Aj,..., A, sont les valeurs propres deux
a deux distincts de u. On a donc :

Pu(X) =\ —X)F (N — X)P.

Puisqu’il existe une base de E formée de vecteurs propres de u on a F =
Ey&...0F, ;doncn=dimFE =dimFE, +...+dim F)_. De plus comme
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onadimFE), <k;, pourtousi=1,...,retki+...+k =n=>7,dimE),
alors on a : dim Ey, = k;, pour tout ¢ = 1,...,7.

Réciproquement, si 1) et 2) sont vérifiées, le sous espace Ey, + ... +
L\, = E\ ®&...® E), est de dimension k; + ... + k. = n de sorte que
E =FE)\ ®...® E,, . En prenant I'union des bases des F},, on obtient une
base de F formée de vecteurs propres de u, ce qui achéve la preuve. O

Corollaire 3.3.

Soit u un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de dimension
finie, dont le polynome caractéristique est scindé sur K et toutes ses
racines sont simples. Alors u est diagonalisable.

Preuve :

Résulte du théoreme précédent puisque dans ce cas, on a dim Ey, = 1 pour
toute valeur propre \; de u. ]
Exemples :

1. Soient £ un K espace vectoriel de dimension 3 sur R, B = (ey, e, e3)
une base de E et u ’endomorphisme de F dont la matrice dans la base
B est :

Cherchons si u est diagonalisable.

Le polyndéme caractéristique de u est P, (X) = (1 — X)(2 + X)? est
scindé. La valeur 1 est une racine simple donc FE; est nécessairement
de dimension 1. Le probleme se pose donc pour la valeur propre —2.

T 0
Pour E_5 on résout le systéme linéaire (A + 2I5) [y | = [0], soit
z 0

z4+y+2z=0.Donc E_, est de dimension 2 et {e; — e3,e9 — 3} en est
une base. Donc u est diagonalisable.

Cherchons une base de R? dans laquelle la matrice de u est diagonale.
Il reste a déterminer un vecteur propre associé a la valeur propre 1,
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T 0

pour cela on résout le systeme (A —1I3) [y | = [ 0| qui est équivalent
z 0

ax =y =z Donc {e; + €1 + e3} engendre Ej, ainsi on a :

1 0 0
M(u,eq +ex+e5,e1 —ez,ea—ez) = [0 =2 0
0 0 -2
-4 0 -2
2. St A= 0 1 0 | € Ms3(R). Cherchons si A est diagonalisable.
5 1 3

Le polynome caractéristique de A est Py(X) = —(2+ X)(1 — X)? est
scindé. Le probleme se pose pour A = 1. Cherchons Ej, pour cela on
0

résout le systeme
—bx — 2z
Sx +y + 2z 0,

On trouve que {(2,0,—5)} engendre E; et donc dim F; = 1 qui est
différente de l'ordre de multiplicité de la racine 1 de P4 qui est 2.
D’apres le théoréme précédent, A n’est pas diagonalisable.

6.4 Endomorphismes trigonalisables

Définition 4.1.

Un endomorphisme w d’un K espace vectoriel E de dimension

finie est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure.
Une matrice A de M, (K) est dite trigonalisable s’il est semblable
a une matrice triangulaire supérieure, cela veut dire qu’il existe une
matrice inversible P de M.,,(K) telle que la matrice P~*AP soit tri-
angulaire supérieure.

Remarque : Soient v un endomorphisme d'un K espace vectoriel E de
dimension finie et A la matrice de u dans une base de E. Alors u est trigo-
nalisable si, et seulement si, A est trigonalisable.
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Maintenant, on peut énoncer le théoréme principal de cette partie.

'—{Théoréme 4.2. (Fondamental)}

Un endomorphisme u d’un K espace vectoriel E de dimension n
est trigonalisable si, et seulement si, son polynome caractéristique est
scindé.

En particulier, tout endomorphisme u d’un espace vectoriel sur C
est trigonalisable.

On a le méme résultat pour les matrices.

Preuve :
Soit B = (e1,...,e,) une base de E dans laquelle la matrice A de u est
triangulaire supérieure :

A=

0 ... ap,
Le polynoéme caractéristique de u est :

PU(X) = det(A—X[n)
H?:l(aii - X)7

qui est scindé.

Pour la réciproque, raisonnons par récurrence sur n > 1. La propriété est
évidente pour n = 1. Supposons la propriété vraie pour un entier n—1 > 1, et
montrons la pour n. Si P, est scindé sur K alors il admet au moins une racine
A dans K, c’est une valeur propre de u et soit £; un vecteur propre associé
a cette valeur propre. Soit H un sous espace vectoriel de E supplémentaire
de la droite Ke; et (eq,...,&,) une base de H. Alors (e1,¢ez,...,&,) est une
base de E et dans cette base la matrice de u est triangulaire supérieure par

blocs de la forme :
A by ... by
0] B ’

ol B désigne une matrice carrée d’ordre n—1, et b, ..., b, des éléments de K.
Désignons par v 'endomorphisme de H dont la matrice dans la base (3, ..., &,)
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est B.On a :
P,(X) = det(A-XI,)
= A=X)det(B—X1I,1)
= A=X)P,.
Ce qui montre que P, est scindé sur K . D’apres I'hypothese de récurrence,
il existe une base (e, ...,e,) de H dans la matrice de v est triangulaire
supérieure. Or, pour ¢ = 2,...,n, on a u(e;) = biey + v(g;) ; d’ott Pon déduit
Pexistence des scalaires fs, ..., 5, tels que 'on ait :
u(e;) = Bier +v(e;) pour i =2,...,n. (%)
Comme la matrice de v dans la base (ea, ..., e,) de H est triangulaire supé-
rieure et que u(e;) = ey, on déduit de (%) que la matrice de u dans la base
(e1,€2,...,e,) est triangulaire supérieure.
n
Ainsi, si ¢; = Z QyjEj on a :
j=2
n
ule)) = u()_ aiey)
j=2
n
= Z ozl-]-u(sj)
j=2
n
= > ay(bjer +v(ey))
j=2
n
= Bier +v(d_ aie)
j=2
= fier +v(e)
n
o f; = (D ay;)bj. Cela acheve la preuve du Théoréme. O
j=2
-3 -3 2
Exemple : La matrice A= | 1 1 —2] a pour polyndme caractéris-
2 4 —4
tique P4(X) = —(X + 2)? en remarquant que —2 est une racine évidente.
La matrice A n’est pas diagonalisable car s’il existait une matrice inversible
P telle que P7'QP = D soit diagonale, nécessairement, D = —2[3 et A
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serait —2/3, ce qui n’est pas le cas.
A est par contre trigonalisable, puisque son polynome caractéristique est
scindé.

6.5 Théoreme de Cayley-Hamilton

Soit P =ap+ X +...4+ a.X" € K[X] et v un endomorphisme d'un K
espace vectoriel E. On désigne par P(u) ’endomorphisme :

P(u) := ag Ig +au+ ...+ au”
et par P(A) la matrice :
P(A) :=apl, + a1 A+ ... +a,A"

si A est une matrice carrée d’ordre n.

,-[Théoréme 5.1. (Cayley—Hamﬂton)}

Pour tout endomorphisme u d’un K espace vectoriel E de di-
mension finie et toute matrice A € M, (K) tels que leurs polynome
caractéristiques soient scindés, on a :

Preuve :
Soit P,(X) = (-1D)™(X = A1) ... (X —Ay),ona:

P,(u) = (—1)"(u— X\ Iéi) o...o(u—2A, Iéi)

Soit B = (ey,...,e,) une base de E telle que la matrice de u dans cette base
est triangulaire supérieure :

Aloang Qqp

0 A Qap,
M(u,B) = :

0 0 An
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Remarquons que u(e;) — Mie; € Vect(ey,...,e;—1) pour tout i = 2,...,n.
Montrons par récurrence sur i que (u — A\ Idg) o ... o (u — A\;Idg) annule
€1,...,€; . Pour i = 1 c’est clair. Supposons ¢ > 1 et que (u — A Idg)o...o0
(u— A\i—11dg) annule ey, ..., e;_;. Puisque les (u — A\; Idg) commutent deux
a deux (u — A Idg)o...o(u— N\ Idg) annule ey, ..., e;_;. Il annule aussi ¢;
puisque (u — X\;Idg)(e;) € Vect(eq,...,e;—1). On en déduit le théoréme car
P,(u) annule une base.

Remarque : Le théoreme de Cayley-Hamilton reste vrai méme si le poly-
noéme caractéristique de A (ou de u) n’est pas scindé. En effet ; on démontre
que K est un sous corps d'un corps algébriquement clos L par exemple R C C.
Donc P4(X) est scindé comme polynéme de L[X]; d’ott Pa(A) = 0. 0
Comme conséquence on a :

Proposition 5.2.}

Si A € M, (K) est inversible, alors A™1 est combinaison linéaire de
L. AL,

Preuve :
Soit A € M,,(K), on a :

Pa(X) = (-1)"X"+a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ao.

Comme A est inversible, P4(0)(= ag) = det(A) # 0. D’apres Cayley-Hamilton,
Py(A)=0; dot A((-1)"A" ! +a, 1A" 2+ .. .+ a1],) = —apl, et donc on

a
1
AT = *(T((fl)”A"’1 a1 A"+ ).
0

6.6 Polynéme minimale

Soient F un K espace vectoriel de dimension finie n non nulle et v un
endomorphisme de E. Le théoréme de Cayley-Hamilton montre que P, (u) =
0, ou P, est le polynéme caractéristique de u.
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Posons :

m = inf{d°P | P € K[X]\ {0} et P(u) =0}.
Onal < m < n Soit @, un polynéme unitaire tel que d°Q, = m et
Qu(u) = 0. Alors pour tout polynéme P € K[X]\ {0} tel que P(u) =0, on
a d°Q, < d°P. Plus précisément, @, divise P.
En effet, la division euclidienne de P par @, donne :

avec H, R € K[X] et d°R < d°Q,,. Comme on a :
R(u) = P(u) = Qu(u)H(u)
= 0.

Alors R = 0 d’apres la définition de @, et du fait que d°R < d°Q,. D’ou Q,
divise P.
En particulier, le polynéme @, divise le polynéme caractéristique P,.

Définition 6.1.

Le polynome Q. défini ci-dessus est appelé polynome minimal de
w. 1l vérifie, pour tout P € K[X] tel que P(u) =0, on a Q, divise P.
En particulier, Q,, divise le polyndome caractéristique P, de u.

Proposition 6.2.}

Soient E un K espace vectoriel de dimension finie non nulle et u
un endomorphisme de E. Alors les valeurs propres de u sont exacte-
ment les racines du polynome minimal Q.

Preuve :

Les valeurs propres de u sont des racines de Q,, car Q,(u) = 0. Inversement,
comme @, divise P, et que les racines de P, sont exactement les valeurs
propres de u, alors les racines de (), sont des valeurs propres de u. (]

Pour montrer le théoreme principal de cette partie, on a besoin du théo-
réme important suivant, dit théoréme de décomposition des noyaux :
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Théoréme 6.3. (de décomposition des noyaux)}

Soient u un endomorphisme d’un K espace vectoriel de dimension
finie E, et P,Q deuz polynomes de K[X] premiers entre eux. Alors
on a:

ker((PQ)(w)) = ker(P(u)) & ker(Q(u)).

Preuve :
On a ker(P(u)) et ker(Q(u)) sont deux sous espaces vectoriels de ker((PQ)(u)).
Notons par F' = ker((PQ)(u)), Fi = ker(P(u)) et F = ker(Q(u)). Notre but
est de montrer que F' = F; @ F.
Comme P et ) sont premiers entre eux, alors ils existent deux polynémes R
et S de K[X] tels que :

PR+QS =1

et par suite en considérant la restriction de u a F' et on la notons aussi par
uona:

(PR)(u) + (QS)(u) = Idp.

Soit € F, on a :

(PR + QS)(u)(z)

(PR)(u)(z) + (Q5)(u)(x)
Fi+ F

puisque (PR)(u)(z) € Fy (car Q(u)(PR)(u)(z) = R(QP(u))(z) = 0) e
(QS)(w)(z) € Fy (car P(QS)(u)(z) = S(PQ(u))(x) = 0) et par suite on a
F=F+F,.

Il reste & montrer que la somme est directe. Soit alors x € F1 N F, c’est-a-dire

que P(u)(z) = Q(u)(z) =0. On a :

g
Il

m

z = (PR+QS)(u)(z)
= g‘"(u)(P(u))(fr) +5(w)Q(u)(x)
et par suite on a Fy N Fy = {0}. O

Maintenant on peut montrer le théoreme principal de cette partie :
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Théoréme 6.4.

Soient E un K espace vectoriel de dimension finie non nulle et u
un endomorphisme de E tel que son polynome minimal Q,, est scindé
sur K. Alors u diagonalisable si, et seulement si, les racines de @,
sont tous simples.

Preuve :
Supposons que u est diagonalisable. Soient Ay, . .., A, les valeurs propres deux
a deux distinctes de u et considérons le polynéme @ = [[i_; (X — A;). On a :

ker(Q(u)) = ker(TT/_, (X — M) (w))
= @ ker(u — \Idg)
D’apres le théoréeme de décomposion des noyaux
= S B
= E
~~
car u est diagonalisable

Donc Q(u) = 0 et par suite @, divise @), c’est-a-dire Q, = Q (car @) divise
Q.. et les deux polyndmes sont unitaires) et donc les racines de @, sont tous
simples.

Réciproquement, Supposons que tous les racines de @, sont simples et que
Q. est scindé sur K, c’est-a-dire que @, = [I}_; (X — X;) ot les \; sont les
valeurs propres distinctes de u. On a d’apres le théoreme de décomposition
des noyaux :

®/7L.):1E>\’L = ;:1 ker(u — )\7 IdE)
= ker(ITi- (X = A)(u))
= ker(Qu(u))
= ker(0)
= FE.

Des lors le théoreme fondamentale montre que u est diagonalisable, ce qui
acheve la preuve du théoreme. O
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6.7 Applications de la réduction des matrices

6.7.1 Application 1 : Calcul des puissances d’une ma-
trice carrée

,—[Proposition 7.1 } N

Soit A € M,,(K) une matrice carrée diagonalisable, c’est-a-dire
qu’il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D =
diag(Ai, ..., \n) telles que A= PDP~Y. Alors pour tout entier k, on
a:

A" = PD*P™" = Pdiag(X}, ..., \p) P~

Exemple : Soit la matrice :

5 3 =3
A=1|1 3 —-1}{.
00 2

On applique la méthode du pivot de Gauss pour calculer le déterminant de
la matrice A — M5 :

5-) 3 -3 0 2-=M)(A—=6) 2—2A
I 3-)x —-1| =11 3—A -1
0 0 2-2X 0 0 2- A
(2—=NA=6) 2—2X
0 2— A

= (2=2)%6-N\).

Donc les valeurs propres de A sont 2 et 6.
x

Un vecteur X = (y) appartient & Fy = ker(A — 213) si, et seulement si,
z

(A-2I3)X =0. Dou :

Xebk & v+y—2z2=0
& r=—-y+z.
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x —y+z 1 —1
Done, X = |y | = y =z|0|+y]| 1 |.Lespace E; est alors de
z z 1 0
dimension 2 et a comme base la famille des deux vecteurs :
1 —1
v = 0 , Ug = 1
1 0
x
Un vecteur X = [y | appartient & Fg = ker(A — 213) si, et seulement si,
z

(A—6I5)X = 0. Dot :

r—3y—z = 0
Xek & . = 0
r = 3y
< z = 0.
D’ou :
T 3y 3
X=|yl=|y|=v]|1
z 0 0

Donc le sous espace propre Eg est de dimension 1 dont une base est formée
du seul vecteur :

3
v3= |1
0
Comme dim Fy+dim Fg = 241 = 3 = dim R3, la matrice A est diagonalisable
et une base formée de vecteurs propres est B’ = (v, v2,v3). La matrice de
passage de la base canonique B = (eg, €g,€3) a la base B’ est :

1 -1 3
P=10 1 1
1 0 0

D’apres la formule de changement de bases, on a :

2.0 0
A=P|0 2 0| P L

0 0 6
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On peut calculer la matrice inverse P~1 & l'aide de la méthode de pivot de
Gauss ou bien a l'aide de la méthode des cofacteurs. On trouve :

1 —1/4 1/4
Pl'=(1 3/4 1/4
1 1/4 —1/4

Enfin, pour tout entier n, on a :

1 -1 3\ /2 0 O 1 —-1/4 1/4
A*=10 1 1 0 2 0 1 3/4 1/4
1 0 0 0 0 6" 1 1/4 -1/4

221431 3.272(=143")  —3.2"%(—1+3")
=[2"2(=1+3") 32" 2(-1+43"1) —272(—1+3")
0 0 AL

6.7.2 Application 2 : Systémes de suites récurrentes
linéaires

Nous traitons ici le cas d'un systeme 3 x 3 de suite linéaires, mais la

méthode est la méme pour un systeme quelconque a p lignes et p colonnes.
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,{Proposition 7.2.}

Sotent (un)n, (Un)n et (wy), trois suites définies par les premiers
termes ug, vg et wy, et par le systéme suivant :

Unp, A11Up—1 + A12Vp—1 + A13Ws—1
(Z) 19 Un = G21Up—1 + Q22Up—1 + Q23Wn—1
Wy = A31Up—1 + A32Up—1 + A33Wp—1.

On écrit le systéme sous forme matricielle suivante :

Un, a1 Q12 13 Up—1
Up | = | G21 Q22 Q23 Un—1
Wy, a31 Gz2 Aass Wp—1
Unp, a1 G2 13
Posons X,, = | vn | et A = | a1 asn ags|. Donc le systéme ()
Wn, a3y a3z G33

est équivalent a X,, = AX,_1 Pour déterminer les suites (up)n, (Un)n
et (Wn)n, i suffit de déterminer pour tout entier n le vecteur X,.
Supposons que la matrice A est diagonalisable, c’est-da-dire il existe
une matrice inversible P et une matrice diagonale P telle que A =
PDP~L. Donc la solution X,, est donnée par :

X, = A"X, = PD"P~1X,.

Exemple : Soient ug =1, vg = 1, wy = 1 et pour tout entier n > 0, on a :

Uy = OUp—1+ 3Up—1 — 3Wp_1
Up = Up—1+ 3Vp_1 — Wy
Wy, = 2Wp_1.
U, 5 3 -3
Onpose X, =|v, et A=|1 3 -1
Wy, 00 2
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D’aprés Iexemple précédent, A = PDP~! ou :

1 -1 3 1 —1/4 1/4 200
P=|0 1 1| ,Pt'=|1 3/4 1/4|etD=[0 2 0
10 0 1 1/4 —1/4 006

Comme X, = A" X, alors :

Unp, Ug
Up, = A" | vg
Wnp Wo

2m2(1 4+ 3ty 32772 (—1 4 37)  —3.2"72(—1+3")
2"2(—=1+43") 32772 (—143"71)  —2n72(—1+3")
0 0 2n
2n=2(1 + 3t
= [32772(-1+3"h
2’",
Par conséquence, pour tout entier n, on a :

Uy = 271—2(1 + 3n+1)
Uy = 3.2772(—1 4 3"71)
wy, = 2".

6.7.3 Application 3 : Suites récurrentes linéaires

Nous allons traiter le cas d’une suite récurrente d’ordre 3, mais la méthode
est valable pour toutes les suites récurrentes linéaire d’ordre p donné.
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,—[Proposition 7.3.} N

Soit (uy)n, une suite définie par la donnée des trois premiers
termes et par la relation de récurrence d’ordre 3 suivante :

(1) D Upy3 = QUpyo + bpling 1 + cly,

ot a,b,c € K
Introduisons deux suites intermédiaires (vn), et (wp)n définies par :
Up = Upg1 € Wy = Upyo. Alors Uéquation (1) est équivalente au
systéeme :

Upt1 010 Up, Up,

Upp1 | =0 0 1 v, | = A v,

Wpt1 c b a) \w, Wy,

Si la matrice A est diagonalisable, on se raméne a la méthode déve-
loppée dans la proposition précédente.

6.7.4 Application 4 : Exponentielle des matrices

Rappelons que pour tout réel z, la suite de terme générale 1 + = + I?T +
T vérifie
2 n
. x T
(2) ngrfoo(l +x+ g ol

Cela veut dire que :
x
e = 7'
= n!

C’est le développement de la fonction exponentielle en série entiere.
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~ Définition 7.4. N

Soient A = (a;;) € M,(K) une matrice carrée et (Sp)nen la suite
de matrices dont le terme général est défini par :

1 2 1 n

La suite (S,), est convergente et converge vers une matrice de M, (K)
qu’on note e et qu’on appelle exponenticlle de la matrice A. On

écrit :
A A"
g = Z nl :
n=0

\ J

Exemple : Soit A = (O 3

20 . .
. Comme A est une matrice diagonale, pour

2" 0

tout entier n, on a A" = (O g0

>. Dot on a :

S, = I2+A+1A2+...+iAn

21 n!
10\ (2 0\ 1(22 0 1 (20 0
(0 1>+<0 3>+2!<0 32)+"'+n!<0 3n>
_ fa, O
= (0 bn>'

avec
{an—1+2+2?+...+3;‘
by =1+3+ 5 +... +%.
Donc on a :
lim a,=¢> et lim b, = €.
n——+oo n——+o0o

On en déduit que :

. a, 0) (€2 0
nﬁn+noo0bn70e3'

Do,
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Remarque : On peut montrer par le méme raisonnement que si A =
diag(A1, -+, \,) est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont
(A, -+, Ap), alors :

e = diag(eM, - - eM)

est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont (e*t,---  eM).

On montre la proposition suivante :

,{Proposition 7.5.] 1

Soient A et B deuz matrices de Mp(K). On a :
1. Si AB = BA, alors :

2. e4 est une matrice inversible et on a :
(eMt =4

3. L’application t € R — et € M, (K) est dérivable sur R et on
a: ;

&(e“‘) = Ae' = A

4. Si A est une matrice diagonale A = diag(Ay, ..., \,), alors e

est aussi diagonale et on a :

A

et = diag(eM, -+ ,e).

5. Si A et B sont semblables, alors e et e® sont semblables. Plus
précisément, s’il existe une matrice inversible P telle que A =
PBP~! alors :

et = PePpL.

A

100
Exemple : Déterminer e” ou la matrice A= (1 1 1
111

Ona:
det(A —M3) = A1 =XN)(2-)\),
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donc spec(A) = {0,1,2}. Comme A admet trois valeurs propres distinctes,
elle est diagonalisable. Pour la diagonaliser il faut déterminer les sous espaces
propres associés qui sont dans ce cas tous de dimension 1. On trouve Ey =
Ruvg, Fy = Ruy et Fy = Ruy avec :

0 -1
Vg = -1 , U1 = 1 , Ug = 1
1 1 1

La famille {vg, v1,v2} est une base de R? formée de vecteurs propres de A.
La matrice de passage de la base canonique & la base (vp, v1, v2) est la matrice :

0 -1

0
P=|-1 1 1
1 1 1
et la matrice dans la base (vg, vy, v2) est la matrice diagonale :

000
D=0 10
00 2

10 0
Donc A = PDP~!. Comme D est diagonale, e? = |0 e 0 |. Dotion a:
0 0 e
e’ = PDP!
0 -1 0\ /1 0 O 1 0 -1 1
= |-1 1 1[0 e O 3 -2 0 0
1 1 1 00 € 2 1 1
1 2e 0 0
=3 —2e+2e? 1+4+e2 —1+¢?

—2e+2e? —1+4+e> 1462
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6.7.5 Application 5 : Systémes différentiels du premier
ordre

Définition 7.6.

Soient A € M,(R) une matrice carrée et J un intervalle de R.
Pour tout t € J soit :

1 (t)
To(t
X(t) = 2'( )
Tn(t)
un vecteur formé de n fonctions coordonnées z;(t) dérivables sur J.
On note :
i (t)
d a5(1)
—X(t) =X'(¢) =
X0 =x0 ="
7 (t)

On appelle systéme d’équations différentielles linéaires a coefficients
constants toute équation différentielle du type :

> %X(t) = AX(t) + B(¢).

On appelle systéme d’équations différentielles linéaires homogéne as-

socié a Z le systeme Z sans second membre suivant :
H

> %X(t) = AX(t).

H

On montre le théoréme suivant :
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—~ Théoréme 7.7.

1. La solution générale du systéeme homogéne Z est donnée par
H
X (t) = eC ou C est un vecteur colonne quelconque de K.

2. Les solutions du systéme Z s’obtiennent en ajoutant a la so-

lution de Z une solution particuliere de Z
H

3. Pour calculer une solution particuliére de Z, on peut appli-
quer la méthode de la variation de la constante, qui consiste d
chercher une solution particuliére sous la forme :

X(t) = e40(t),

ou C(t) est une fonction inconnue dérivable sur J d déterminer.
On obtient alors le systeme différentiel :

d —t
0B =e AB(t)

et 1l suffit de calculer une primitive pour obtenir une solution.

Exemple : Considérons le systéme différentiel :

() = —8y(t) +62z(t)
y(t) = —a(t) —8y(t) + 72(1)
Z(t) = x(t) — 1dy(t) + 112(t).
On pose
0 -8 6 x(t)
A=|-1 =8 7| et X)) =]y
1 -14 11 2(t)

Donc le systéme est équivalent & X'(t) = AX(¢), qui est un systéme ho-
mogene. Cherchons les valeurs propres de A. On a P4(\) = det(A — \l3) =
—(A=2)(A+2)(A—3). Donc A admet trois valeurs propres distinctes, donc elle
est diagonalisable sur R et les sous-espaces propres sont tous de dimension
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un et on trouve que F_5 = Ruy, Ey = Rous et 3 = Rug, avec :

1 1 2
vi=1[1] ,vwu=1[2],v3=1]3
1 3 5

Donc la solution générale est de la forme :

are”? + ase® + 2a3e%
3y = | are™ 4 2a9e? + 3aset
—2t o 3t

are” " + 3ase” + bage

X(t) = ane vy + ape®vy + age

ol (ay, g, 3) € R3.

6.8 La réduction de Jordan d’une matrice

Dans toute la suite, £ désigne un espace vectoriel de dimension finie n
sur un corps K, ou K c’est R ou C.
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6.8.1 Réduction de Jordan pour les matrices nilpo-
tentes

—~ Théoréme 8.1.

Soit N € M,,(K) une matrice nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe
p € N* tel que NP = 0. Alors N est semblable d la matrice J, qui
s’écrit par blocs :

0
J =
S
0 0 J
avec
01 0 0
s 0 .0
8 eu o 1l

Les matrices J; sont appelées “blocs de Jordan nilpotent”

Preuve :

On procede par récurrence sur n (la taille de la matrice N). Pour n = 1,
le résultat est évident, puisqu’une matrice scalaire nilpotente est nécessaire-
ment nulle.

Supposons le résultat acquis pour toute matrice nilpotente de taille stric-
tement inférieure a n. Soit alors N € M,, (k) nilpotente; on note u € L(E)
I’endomorphisme qui lui est associé via la base canonique de K".

Si I'endomorphisme u est nul, le résultat est évident. Sinon, notons &k > 1
I'ordre de nilpotence de u, c’est-a-dire entier k qui vérifie u*~! # 0 et u* = 0.
Soit alors = ¢ ker u*~! et F le sous-espace vectoriel de E défini par :

F =Vect(v,u(z), v?(x), -, uF 1 (z)).

Montrons que la dimension de F' est exactement k& ce qui impliquera en parti-
culier que k < n. Cela revient a prouver que la famille {z, u(z), u?(z), ..., u*~1(2)}
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est libre, soit oy, ...., a1 € K tels que :
k-1
2) Y aul(z) =0.
1=0

Si les scalaires oy ne sont pas tous nuls, on définit ¢ = min{l | a; # 0}.
En appliquant uf~17% & I'égalité (2), on obtient cyu*~'(x) = 0, qui fournit la
contradiction puisque 2z n’appartient pas au noyau de u*!.

Le sous-espace F' est clairement stable par u, et la matrice de ’endomor-
phisme u|r dans la base (u*~1(z),...,u(x),z) est un bloc de Jordan de taille
k. Sik = n, la preuve est terminée car la décomposition recherchée ne compte
qu’'un seul bloc. Sinon, on pourra conclure a l’aide de I’hypothese de récur-
rence sitot qu’on aura trouvé un supplémentaire a F', lui-aussi stable par u.

On peut réaliser une telle construction par dualité. Soit ¢ € E* telle que

le crochet (u*~1(x), ¢), soit non-nul. On introduit I' comme suit :

T = Veet(p,u" (9), 1™ (@), -.ou " ().

Le sous-espace I' est de dimension k. En effet, soit agp + ayu’ (p) + ... +
Tk-1 . s . . .

Q-1 (¢) = 0 une combinaison linéaire nulle. Si les scalaires a; ne sont

pas tous nuls, on note, comme plus haut, ¢ = min{l | oy # 0}. Alors, pour

tout y € K, on a:

k—1 k—1

0=">" al<y,uTl(g0)> =3 a(u'(y), ).

I=i I=i

Pour y = uF~17(z), on obtient a;(u*~1(z), ) = 0, qui fournit la contradic-
tion.

Ainsi, I'ensemble polaire G = I't = {y € E;Vy € T, (y,¢) = 0} est de
dimension n — k. De plus, comme I est stable par u', le sous-espace G est
stable par u. Pour achever de prouver que GG est un supplémentaire de F, il
suffit de montrer que 'intersection F' NG est nulle. Cela veut dire qu’il s’agit
de montrer que toute combinaison linéaire apz + cyu(x) + ... + ap_u*"1(z)
orthogonale a chaque uTl(go) a tous ses coefficients nuls. La démonstration
utilise la méme technique que celles concernant les dimensions de F et T'.

En Résumé : on a trouvé deux sous-espaces F' et G, tous-deux stables
par u, recouvrant F en somme directe, et tels que la restriction de u a F' soit
semblable & un bloc de Jordan. Pour obtenir une écriture matricielle, fixons
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une base (€41, ...,e,) de G; si Q) désigne la matrice de passage entre la base
canonique de K" et la base (u*~'(z),...,u(s), s, epi1,...,e,) alors on a :

_ Jl 0 -1
ou J; est un bloc de Jordan. On peut appliquer I’hypothese de récurrence a
N', clairement nilpotente. Il existe une matrice de passage P’ € GL, (K)
telle que N’ = PIJ/P/_l, ot J est composée de blocs de Jordan. L’identité
suivante permet de conclure :

O

Remarque : On peut faire le lien entre la forme de Jordan d’un endomor-
phisme nilpotent et le lemme des noyaux emboités. En effet, si u € L(F) est
nilpotent, alors :

keru C keru®... C keru” = E,

la suite de sous-espaces étant strictement croissante, puis constante. Il est
facile de relier la dimension du noyau ker v’ en fonction de la taille des blocs
de Jordan. On a :

1. dimker u est égal au nombre de blocs de Jordan;

2. dimker v’ = dimker u'~! + d;, ( > 2), ot d; est le nombre de blocs de
Jordan de taille > i.

Exemple : Soient A et B les matrices :

0100 0100
0000 0010
A=loo0o01 ] ¢ B=loo0o0 o0
0 00O 0000
Pour la matrice A, on a :
dimker A = 2, dim ker A% = 4.
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Alors que la matrice B vérifie :
dimker B = 2, dimker BZ=3 et dimker B® = 4.
On peut en déduire, entre autres, que les matrices A et B ne sont pas sem-

blables.

On énonce maintenant le résultat concernant la réduction de Jordan pour
les endomorphismes non-nilpotents.

6.8.2 Réduction de Jordan pour des matrices quel-
conques

—~ Théoréme 8.2.

Soit A € M,,(K) une matrice dont le polynome caractéristique
P, est scindé sur K. Alors A est semblable a la matrice :

Jh 0
J = i ]
0 J,
avec
X1 0 0
P 0|
|
R (S

ot les \; sont les valeurs propres (non-nécessairement distinctes) de
A. Les matrices J; sont appelées “blocs de Jordan”.

Preuve :
On écrit la factorisation de P, sur K :
»

PaX)=T[ = X)™  avec  (Ni# N sii# ).

i=1

D’apres le lemme de décomposition des noyaux (les facteurs sont deux-a-deux
premiers entre-eux) et le théoréme de Cayley-Hamilton, F := K" apparait
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comme somme directe des sous espaces caractéristiques :

P
E=F;, avec F;=ker(A—N\I,)™.

i=1

Chaque Fj est stable par A ; on note A4; la matrice A|F;. Alors A; — A\ I, est
nilpotente. D’apres le théoreme précédent, il existe une matrice de passage
P, € GL(F;) telle que A; — \ilp, = PJ; P, ou J; est composé de blocs de
Jordan nilpotents. On en déduit que A; est semblable & une matrice composée
de blocs de Jordan relatif a la valeur propre \;. Le résultat énoncé se déduit
en juxtaposant les blocs diagonaux correspondant a chaque sous-espace Fj.

O

La réduite de Jordan constitue “la forme diagonalisée d'une matrice non-
diagonalisable”, ce qui signifie qu’a bien des points de vue, la forme de Jordan
est la plus simple qu’on puisse obtenir. Cette forme de Jordan coincide avec
la forme diagonalisé dans le cas diagonalisable.

Dans le cas k = C, ’hypotheése concernant P4 n’est pas contraignante,
si bien qu’on pourra toujours utiliser la réduite complexe d’une matrice. La
situation d’'une matrice réelle est plus délicate : on peut bien sur plonger R
dans C et considérer la réduite complexe. Néanmoins on aura parfois besoin
d’une réduite réelle. La structure des polynomes irréductibles de R[X] permet
d’obtenir un résultat dans ce sens.
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6.8.3 Réduction de Jordan réelle

—~ Théoréme 8.3.

Soit A € M,(R) une matrice d coefficients réels. Alors A est
semblable a la matrice J, qui s’écrit par blocs :

Ji
Js
J = K,
K,
avec,
A1 0 0
Jl = 0 )
s e "o
0 - 0 XN
et les matrices K; s’écrivent par blocs 2 x 2 sous la forme :
AN I, 00
Kl: 0 . .0 G,U@CAZZ( ay bl>
. .. % 12 —bl a
0 -+ 0 A

Les réels A\; sont les valeurs propres réelles non-nécessairement dis-
tinctes de A et les nombres complexes a;+ib; (b # 0) sont les valeurs
propres complexes conjuguées non nécessairement distinctes.

Preuve :

Un moyen simple pour démontrer ce résultat consiste a remarquer que les
matrices A et J ont la méme réduite de Jordan complexe. On commence par
vérifier que les blocs de Jordan complexes correspondant a une valeur propre
(non-réelle) A et ceux correspondant & A se correspondent deux-a-deux. Cela
découle de la caractérisation des tailles des blocs a 1'aide des dimensions des
sous-espaces caractéristiques successifs. Il suffit donc de montrer que le bloc
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K, de taille 2m;, a pour réduite de Jordan complexe la matrice

+
0
g-{(7
0 7
ot 7 est un bloc de Jordan de taille m; associé a la valeur propre q; =+ ib;.
Or si on note (eq, f1,.....; €m,, fm,) la base canonique dans laquelle K est la

matrice de I’endomorphisme w;, alors la matrice de u; dans la base :
(61 + ’ifl, €9 + if27 ......... y Emy + ’L'fm” €1 — ifl, €y — if27 ...... ;3 €my — ifm;)

n’est autre que 7.

Ainsi les matrices A et J ont la méme réduite de Jordan complexe; elles
sont donc semblables sur C. Comme elles sont toutes-deux réelles, elles sont
aussi semblables sur R d’apres le lemme ci-dessous, ce qui termine la preuve
du Théoreme 8.3. O

On rappelle ici I’énoncé et la démonstration d’un résultat classique simple :

Lemme 8.4.

Deux matrices da coefficients réels semblables sur C sont aussi sem-
blables sur R.

Preuve :
Soient A, B € M,(R) et P € GL,(C) telles que A = PBP~*. On note U et
V les parties réelle et imaginaire de P :

UVeM,R) e¢ P=UH++iV.
En identifiant parties réelle et imaginaire, il vient
(%) AU=UB et AV =VB.

Pour t € R, on note @; la matrice a coefficients réels U + tV | et ¢() son
déterminant. La fonction ¢ est un polynéme en la variable ¢, qui ne saurait
étre nul car ¢(i) = detP # 0. Ainsi, il existe une valeur réelle ¢y telle que
la matrice @ soit inversible. Par combinaison linéaire des relations (*), on
vérifie que AQ; = Q; B, ce qui montre que A et B sont semblables sur R. [
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6.8.4 Calcul de la matrice de Jordan d’une matrice
donnée
Une question naturelle est : Etant donnée une matrice A explicite, com-

ment calculer une matrice de Jordan [J a laquelle elle est semblable ?
Pour répondre a cette question il faut suivre les étapes suivantes :

1. Calculer le polynéme caractéristique.
2. Vérifier si le polynéme caractéristique est scindé.

3. Pour chaque valeur propre A, on calcule alors la suite des sous-espaces
ker(A — AIL,)! ol i est Pordre de multiplicité de \.

Voici deux exemples pratiques de réponse a cette question :
Exemple 1 : Trouver la forme réduite de Jordan de la matrice :

14
S M4(R)

o O O -
OO =N
(eI RN VL)

7
7
2
Solution. On a :
Py(X) = det(A—X1)
= (1-X)2(2-X)%.
D’apres le lemme de décomposition des noyaux on a :
E =ker(f — Idg)?* ® ker(f — 21dg)*,

ot E = R*, f ’endomorphisme de R* canoniquement associé a A et (ey,. .., eq)
la base canonique de R%. Pour ker(f — Idg), on résout :

2y + 32+ 14t =0

52+ 7t =0
z+T7t=0
t=0,

ce qui équivaut a y =z =1t =0.
Donc e; = (1,0,0,0) engendre ker(f — Idg).
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0 0 13 49
0 0 5 42

. e e
Aprés avoir fait les calculs, on trouve (A — 1) 00 1 14
00 0 1

D’ou :
(z,y,2,t) Eker(f — Idp)? & 2=t=0

donc (e, e3) est une base de ker(f — Idg)2.
Ainsi, {e;} engendre un supplémentaire de ker(f — Idg) dans ker(f — Idg)>2.
D’ot, la base de ker(f — Idg)? disposée comme suit :

€2

/l\

(f — IdE)(eg) = 261.

Soit f la restriction de f sur ker(f — Idg)?, on a :

Mat(fuene) = (1 )

On trouve que ker(f—21dg) est de dimension 1 engendré par u; = (13,5,1,0).
Pour ker(f — 2Idg)? on résout :

r—4y+T7z+21t=0
y— oz + 28t = 0.

Ce qui est équivalent & :

r =13z — 133t
y = 5z — 28t.

D'olt uy et up = (—133,—28,0, 1) constituent une base de ker(f — 2Idg)>.
Ainsi {us} engendre un supplémentaire de ker(f —2Idg) dans ker(f—21dg)>.
D’oil la base de ker(f — 21dg)? est disposée comme suit :

U

4
par rapport & cette base la matrice de fy induite par f sur ker(f — 21dg)?
est :

Mat(fa, (Tur, ug)) = ( 3 ; >
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Finalement :

Mat(f, (2e1, €2, Tuy, ug)) =

(e}

—
SN OO
N = OO

C’est la réduite de Jordan de A.
La matrice de passage de la base canonique de R* & 1a base B’ = (2e1, €2, Tuy, ug)
est la matrice :

2 0 91 —-133
01 35 —28

P= 00 7 0

00 O 1

On a:

1100
_1 10100
PrAP = 0021
000 2

Exemple 2 : Trouver la forme réduite de Jordan de la matrice :

-2 -1 1 2
1 -4 1 2
0 0 -5 4

0 0 -1 -1
Solution. Le polynéme caractéristique de A est :
Pa(X) =det(A— X1,) = (3+ X)~.
On pose M = A+3[.Ona:

1 -1 1
1 -1 1
0 0 =2
0 0 -1

DN = DN DN

On cherche une base de Ker(M) et on trouve que :

dimker(M) = 2.
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On calcule M? et on trouve :

—4
—4
0
0

M? =

o O OO
o O O O
O O o

La troisiéme et la quatriéme colonnes de M? sont identiques. Donc rg(M?) =
1 et d’apres le théoreme du rang, on a :

dim ker(M?) = 3.
On calcule M? et on trouve :
M3 =0.
Donc on a clairement :

dim ker(M?) = 4= T'ordre de multiplicité de la racine —3 de Pj.

Donc, on en déduit que la réduite de Jordan de A comporte deux blocs
associés & la valeur propre —3 car dimker(M) = 2, et on sait que le plus
grand des blocs est de taille 3 car M3 = 0.

On sait donc que, dans une base de Jordan, la matrice réduite de Jordan sera
de la forme :

-3 0 0 O
0 -3 1 0
7= 0 0 =3 1
60 0 0 =3

Précisons la base de Jordan et la matrice de passage.
On choisit donc un vecteur vz € ker(M?) \ ker(M?). On peut choisir :

0
vz = (1) € ker(M?) \ ker(M?).
0

Puis
1 -1 1 2 0 1
1 -1 1 2 0 1
v=Mu=1 4 o 5y I I
0 0 —12 0 1
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Enfin :
1 -1 1 2 1 —4
1 -1 1 2 1 —4
u=Me=1g o 9 a || 2] o
0 0 -1 2 1 0

Il nous manque un vecteur w qui soit dans ker(M)\ Vect(vq). On peut choisir :
—4
€ ker(M) \ Vect(vy).

Ainsi (u, v, ve,v3) est une base de Jordan dans laquelle la réduite de Jordan
est exactement J.
La matrice de passage correspondante est alors :

-4 -4 1 0
0 -4 1 0
P= 2 0 =21
1 0 -10

6.9 Décomposition de Dunford

6.9.1 Théoréme de décomposition de Dunford

Le théoréeme de décomposition de Dunford est le suivant :
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—~ Théoréme 9.1.

Soit A € M, (K) une matrice dont le polyndme minimal est
scindé. Alors, il existe un couple de matrices (B, N) tel que

1. A=B+N.
2. B est diagonalisable et N est nilpotente.
3. B et N commutent.

De plus, B et N sont données par

B:)\1P1+...+/\I,Pp, N:(A—/\ll)Pl-‘r—F(A—)\pI)Pp,

ot A1,..., A, sont les wvaleurs propres de A et Py,...,P, sont
les matrices des projections sur les sous-espaces caractéristiques
E,...,F\.

P

Preuve :
Soit u ’endomorphisme associé & A dans la base canonique de K". Soient
mi,...,my, les ordres de multiplicité des valeurs propres Ai,..., A\, de Px

respectivement. On sait d’apres le lemme de décomposition des noyaux que
P

K" = @ F),. On sait que chacun des sous-espaces caractéristiques F), est
i=1

stable par u et que pour tout i < p, F, = ker(A — \;I)™ (lemme de décom-
position des noyaux) et dim F), = m;.

Soit v et n les deux endomorphismes définis par leurs restrictions v; et n; a
Fy,, pour i = 1,..., p, comme suit :

pour tout z € Fy,, wv;(z) = Nz, ni(z) = (u; — Niid) (),

ol u; est la restriction de u & F), . Considérons une base {fi1, ..., fim,} de
P
F),. La famille (f; x)1<i<pi<k<m, €st une base de K" = @ F),.
i=1
Dans cette base, la matrice de v est clairement diagonale. On conclut que
v est diagonalisable. Par ailleurs, la restriction n; de n a Fj,, ¢ = 1,...,p,
est nilpotente car elle vérifie n,™ = 0 et F), = ker(4 — X\;1)™. Donc n est
nilpotent car n™ = 0 ot m = max(my,...,m,). De plus, étant donné que
pour tout ¢ < p, n; et v; commutent au sein de F), (car ce sont tous les deux
des polynomes en u;), on en déduit que v et n commutent. Les matrices B
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et N peuvent étre choisies comme les matrices de v et n respectivement dans
la base canonique de K”. L’unicité est admise. 0

Une application directe de cette décomposition est le calcul des puissances
de la matrice A quelconque.
En effet : pour tout k£ > 0 puisque B et N commutent, on a d’apres la formule
du bindme :

Ak = (B+N)k
= Ek: CmBk-mpNm™,
m=0

Le calcul des puissances de la matrice diagonalisable B et de la matrice
nilpotente N est facile.

Exemple 1 : Matrice ayant une seule valeur propre.

3 0 8
On considere la matrice A = 3 -1 6 d’ordre 3 & coefficients
-2 0 -5

réels.
1. Calculer le polynéme caractéristique de A.

2. Déterminer la décomposition de Dunford de A.

Solution :

1. Le polynéme caractéristique P4(X) de A est :

3—X 0 8
det(A— XI;) = 3 —-1-X 6
-9 0 —5-X
3—X 8
- (_1_X)' -2 —5—X’
= (-1-X).

2. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique
de A est un polyndme annulateur de A. D’oti on a : (A + I3)% = 0.
La matrice N = A + I3 est donc une matrice nilpotente et A s’écrit :

A=-L+N
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Comme toute matrice d’ordre n de la forme al,, ou o € R et I, est la
matrice unité, commute avec toute matrice d’ordre n, les matrices —I3

et N commutent, donc A = —I3 + N est la décomposition de Dunford
de A :
3 0 8
A = 3 -1 6
-2 0 =5
-1 0 0 4 0 8
= 0o -1 0 |+ 3 0 6
0 0 1 -2 0 —4
Exemple 2 : Matrice triangulaire supérieure
11 1
Soient m e KouK=RouC, 4,=|( 0 1 1 | et f, ’endomorphisme
0 0 m
de E = K3 dont la matrice dans la base canonique de E est A,,.
100 011
On considere les deux matrices B,, = 0 1 0 JetC=| 0 0 1
00 m 000

1. Vérifier que la matrice C' est nilpotente.

2. Déterminer I’ensemble F des scalaires m pour lesquels B,, + C est la
décomposition de Dunford de A,,.

Solution :

1. Le polyndéme caractéristique Po(X) de la matrice C' est —X?, donc
d’apres le théoréme de Cayley Hamilton, on a C? = 0.
On peut aussi calculer les premicres puissances de C' et 1'on trouve :

001
cC’=1000 et C*=0.
000

Donc C' est nilpotente.

2. Il est clair que A,, = B,, + C .
Pour que cette écriture représente la décomposition de Dunford de A,,,
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il faut de plus (et il suffit) que les matrices B, et C' commutent. Or on

B,,,c_(

e - (

a .

SO0 oo

cCoOo- oo
33

v

co- or~o
O = =
~
P

Donc B, 4+ C' est la décomposition de Dunford de A,, si et seulement
sim = 1. Donc F' = {1}.
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6.10 Exercices avec solutions

Exercice 6.1: Soient A et B deux matrices diagonalisables appartenant &
M, (C).
1. La matrice produit AB est-elle diagonalisable en général 7 Justifier.

2. La matrice somme A + B est-elle diagonalisable en général ? Justifier.

Solution:

1. On ne peut pas conclure comme le montre 'exemple suivant :

Soient :
200 3 00
A=|[13 0| ,B=|1 4+ 0
01 4 01 3

Les matrices A et B étant triangulaires, leurs valeurs propres se lisent
sur les diagonales. Les matrices A et B admettent chacune trois valeurs
propres distinctes, elles sont diagonalisables. Comme on a :

0
AB =

L
o

13

? 1

est triangulaire inférieure, 1 est 'unique valeur propre de AB. Par
I’absurde, supposons que la matrice AB est diagonalisable. Il existerait
une matrice carrée inversible P telle que :

100
AB PO 1 0| P!
0 01
100
= (010
001

Ce résultat est visiblement absurde. Donc AB est une matrice qui n’est
pas diagonalisable.
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2. On ne peut pas conclure comme le montre 'exemple suivant, :

Soient :
2 00 -2 0 0
A=11 3 0] ,B=|1 -3 0
01 4 0 1 -4

Les matrices A et B étant triangulaires, leurs valeurs propres se lisent
sur les diagonales. Les matrices A et B admettent chacune trois valeurs
propres distinctes, elles sont diagonalisables. Mais leurs somme :

0
A+B=12
0

N O O

0
0
0

admet 0 comme unique valeur propre, elle n’est pas diagonalisable par
le méme argument en haut.

Exercice 6.2: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. Un endomor-
phisme non nul de E est dit nilpotent si ¥ = 0 pour un entier naturel non
nul p.

Soit w un endomorphisme nilpotent non nul de E.

1. Montrer que la seule valeur propre de u est zéro.

2. Montrer que u n’est jamais diagonalisable.

Solution:

1. Soit A une valeur propre de u, c’est-a-dire que u(z) = Az pour un
certain z € E\{0}. On montre par récurrence que pour tout p € N,
uP(x) = NPz et par suite on a APz = 0 puisque w? = 0. Ainsi, \’? = 0
car ¢ € E\{0} et donc A = 0. Il reste & montrer que A = 0 est une
valeur propre. Comme u? = 0, soit alors m le plus petit entier tel que
u™ = 0, c’est-a-dire que u™ = 0 et ™! # 0. Dot il existe v € E
tel que y := u™ 1(x) # 0 et par suite u(y) = u™(z) = 0. Ainsi, 0 est
une valeur propre associée au vecteur propre y. Donc A = 0 est la seule
valeur propre de u.

2. Supposons que u est diagonalisable. Donc il existe une base B de F
tel que la matrice de u par rapport & B, Mat(u,B), est une matrice
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diagonale dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de u, c¢’est-
a~dire zéro. D’ott Mat(u, B) = 0 et par suite u = 0, absurde. Donc u
n’est jamais diagonalisable.

Exercice 6.3: Soit A une matrice carrée d’ordre n triangulaire supérieure
(resp., inférieure) telle que les termes diagonaux sont égaux & une constante
non nulle a.

1. Calculer le polynéme caractéristique de A.

2. Déduire que A est diagonalisable si et seulement si A = al,.

Solution:
1. On a:
Py(X) = det(A—XI,)
= (a—X)"

car la matrice (A — X1,,) est triangulaire supérieure (resp., inférieure)
comme A. D’ott a est la seule valeur propre de A.

2. Si A =al,, alors A est diagonale et donc diagonalisable. Inversement,
supposons que A est diagonalisable. Donc il existe une matrice carrée
inversible P (c’est la matrice de passage entre deux bases) et une ma-
trice B diagonale dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de
A, cest-a-dire a, telles que A = P~!BP. Comme B = al,, alors on a
A= P '%l,P=aP'P=al,.

Exercice 6.4: Dans M3(R), soit :

0 2 -1
A=|-1 3 1
0 0

Déterminer le polyndéme carractéristique de A.
Trouver les valeurs propres et les sous espaces propres associés de A.

Déduire que A est diagonalisable.

- W N

Déterminer le polynéme minimal de A.

Déduire A? en fonction de A et de I5.

ot

Najib Mahdou @



Chapitre 6 : Réduction des endomorphismes

Solution:
1. On a:
Py(X) = det(A— X1I3)
-X 2 -1
=]-1 3-X) -1
0 0 1-X
= —(X-1)*X-2).

2. On a 1 est une valeur propre double et 2 est une valeur propre simple.
Calcul de By = Ker(A — 1) :
Les coordonnées (x,y, z) d’un vecteur propre associé a la valeur propre
1 sont solution du systeme :

—r+2y—2=0
—x+2y+2z=0
0z = 0.

qui se réduit a la seule équation x — 2y + z = 0. Donc, on a :
By ={(z,y,2) €eR®| 2 — 2y + 2z = 0}
={(z,y,2) €R® |2 =2y — 2}
={(2y—2y.2) |y, €R}
={y(2,1,0) + 2(-1,0,1) | y, 2 € R}
=<{V1:=(2,1,0),V5:=(-1,0,1)} > .

D’on, {V41, Va} engendre E; et il est facile de vérifier que c¢’est un systéme
libre, donc c’est une base de Ej.

Calcul de Ey = Ker(A — 213) :
Les coordonnées (x,y, z) d’'un vecteur propre associé a la valeur propre
2 sont solutions du systeme :

22 +2y—2=0
—r+y+z=0
—z=0.

donc la solution générale est donnée par x = y et z = 0. Do,
Ey = {(z,2,0) e R® | z € R}
=<{V3:=(1,1,0)} >.
Comme (1,1,0) # (0,0,0), il est libre donc {V3} est une base de Fs.
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3.

Comme toutes les racines de P4(X) appartiennent a R et comme l'ordre
de multiplicité des racines est égal a la dimension des sous espaces
propres associés, alors A est diagonalisable.

Comme A est diagonalisable, les racines du polynéme minimal, c’est-
a-dire que les valeurs propres sont simples et le polynéome minimal est
unitaire, alors le polynéme minimal est Q4(X) = (X — 1)(X —2).

On a QA(A) = (A - 13)(14 - 2[3) = 0. D’ou A2 —3A + 2]3 =0 et
A2 =34 - 2.

Exercice 6.5: Soient E ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal
a 2 a coefficients reéls et f I'application linéaire de E vers E définie par :

f(P)=(X?-1)P"(X)+2XP'(X)

ou P € E, P' et P" désignent respectivement la dérivée premicre et la dérivée
seconde de P.

1.

Calculer la matrice A de f par rapport a la base canonique de
B:=(1,X,X? de E.

2. Trouver les valeurs propres et les sous espaces propres associés de A.

3. Déduire que A est diagonalisable.

4. Déterminer le polynome minimal de A.

Solution:
1. Ona:
00 -2
A= Mat(f,B)y=10 2 0
00 6
car f(1) =0, f(X) =2X et f(X?)=—-2+46X>2
2. Ona:
Py(X) = det(A— X1I3)
-X 2 —2
= 0 2-X) -1
0 0 6—X

—(X)2-X)(6 - X).

Donc les valeurs propres sont 0, 2 et 6.
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Calcul du sous espace propre Ej :

EO = K@T'(f - OIdE)

= {P_a+bX+cX2|Mat(f,B)

a
b
C
00 -2\ /a
—{P=a+bX+cX2[|0 2 00D
C
0
0
0

00 6

:{P:a+bX+cX2| 20 =
6c =

={P=a+bX+cX?|c=b=0}

={P=uallacR}

=<{1}>.

Comme 1 # 0, alors {1} est une base de Ej.

Calcul du sous espace propre Fs :

Ey =ker(f —2Idg)
={P=a+bX +cX?|(f —2Idg)(P) =0}

={P=a+bX +cX?| Mat(f—ZIdE,B)(

—{P—a+bX+cX2(A—213 (

-2 0
P=a+bX+cX?|[0 0
0 0

I
——

|

[\

S

\

[\

o
[

—IP=a+bX +ex?| 0 =0
4c =0

={P=a+bX+cX?|a=c=0}

={bX |be R}

=< X>.

Comme X # 0, alors {X} est une base de Es.

I
—

b
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Calcul du sous espace propre Eg :

a 0
={P=a+bX +cX?| Mat(f —6Ildg,B)| b | =] 0
c 0
a 0
={P=a+bX+cX?|(A-6L)| b |=]0
c 0
-6 0 -2 a 0
={P=a+bX+cX?|[0 -4 0 b =10
0 0 O c 0
—6a—2¢ =0
={P=a+bX +cX?| —4b =
0 =0

{P=a+bX +cX?|b=0c¢et c=—3a}
={P=a-3aX?|a R}

={a(l —3X?% | a e R}

—< {1-3X%) >

Comme 1 — 3X2 # 0, alors {1 — 3X2} est une base de F.

3. Comme toutes les racines de Ps(X) (= Pa(X)) appartient & R et
comme 'ordre de multiplicité des racines est égale a la dimension des
sous espaces propres associés, alors f (et donc A) est diagonalisable.

4. Comme les valeurs propres sont des racines simples du polynéme ca-
ractéristique, alors le polynéome minimal de f est :

Qr(X) (= Qa(X)) = X(X = 2)(X - 6).

Exercice 6.6: Soit f I'endomorphisme de F = R* dont la matrice dans la
base canonique est :

A=

—_ =
—_ =
—_ =

1
1
1
1

1. Donner une base de Im(f) est une base de ker(f).
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2. Soit e un vecteur de Im(f). Montrer que e est un vecteur propre de f.
Quelle est la valeur propre associée. ?

3. Déterminer les valeurs propres de f.

4. f est-il diagonalisable? Si oui, déterminer une base dans laquelle la
matrice de [ est diagonale.

Solution:

1. Soit B = (e1, €9, €3,¢4) la base canonique de R*. Rappelons que :

Im(f) =< {f(e1), f(e2), f(es), flea)} >

Dans notre cas, pour tout entier ¢ compris entre 1 et 4, on a :
fle))=e1+er+es+es:= V.

Donc dim Im(f) = 1 et une base de Im(f) est {V4}. D’ott, d’aprés le
théoréme du rang :

dimker(f) = dim E —dim I'm(f)
4—-1
= 3.

Soit X = € ker(f). Alors on a AX = 0 c’est-a-dire que :

SRS B SSR

r+yt+z+t

rT+y+z+t
AX = ‘ =

TH+y+z+t

Tyt 2+t

o O OO

c'est-a-dire que z +y+2+t=0. D'otion a:

ker(f) ={(z,y,z,t) eR*|x+y+2z+t=0}

= {(x7y727_z_y_z) |{L‘,y7Z€R}

= {2(1,0,0,-1) + y(0,1,0,—-1) + 2(0,0,1,—-1) | z,y, z € R}
=<{(1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,-1)} > .

Comme {V5 := (1,0,0,-1),V3 := (0,1,0,—1),Vy : = (0,0,1,—1)} est

libre, donc c’est une base de ker(f).

Najib Mahdou



Chapitre 6 : Réduction des endomorphismes

2. Soit e (# 0) € Im(f). Donc il existe a € R tel que e = aVj. Or comme
f(V1) = 4Vy, alors on a f(e) = 4e. Donc e est un vecteur propre de f
associé a la valeur propre 4.

3. Comme 0 est une valeur propre associée au sous espace propre Fy (:=
ker(f)) et 4 est une valeur propre associée au sous espace propre Fy (2
Im(f)), et Comme dim Ey + dim I'm(f) = 4 = dim £, alors on a
Ey® E, = R?* et par suite Im(f) = E, et 0 et 4 sont les seules valeurs
propres.

4. f est diagonalisable et (V1, Vo, V3, Vy) est une base telle que la matrice
de f dans cette base est diagonale :

Mat(f,(V1,Va, V3, V4)) =

O O O W=
o O O O
o O O O
o O O O

Exercice 6.7: Soient F un espace vectoriel sur R de dimension n et u un
endomorphisme de E. On suppose u® —u = 0 tel que les endomorphismes u,
u? — Idp, u?> — u et u? + u soient non identiquement nuls.
1. Montrer que si z € E, alors z — u*(z) € ker(u). En déduire que £ =
Im(u) @ ker(u).
2. a) Soit A une valeur propre de u. Montrer que A ne peut étre que —1,
0 ou 1.
b) Etablir que ker(u) # 0, ker(u + Idg) # 0, ker(u — Idg) # 0.
En déduire que —1, 0 et 1 sont effectivement des valeurs propres
de u.
3. On suppose n = 4.
a) Montrer que les vecteurs propres associés aux valeurs propres —1
et 1 sont linéairement indépendants. En déduire que le rang de u
est 2 ou 3.
b) On suppose en plus que rg(u) = 2.

i) Montrer que F = ker(u) @ Im(u).
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ii) Montrer qu’il existe une base de E par rapport a laquelle la
matrice de u est :

000 O
000 O
001 0
000 -1
Solution:
1. Ona:
u(r —u’(r)) = u(z) —u’(x)

= 0

Donc x—u?(z) € ker(u). Or tout = peut s’écrire z = (z—u?(z)) +u?(z),
alors E = Im(u) + ker(u).

Montrons que Im(u) Nker(u) = {0}.
Soit € Im(u) Nker(u), c’est-a-dire que = € Im(u) et x € Ker(u).
Comme = € I'm(u) alors il existe z; € E tel que z = u(zy). D’autre
part, puisque z € ker(u) alors u(x) = 0, d’ott u(z) = u*(z;) = 0. Or
u® = u, par suite :
z = u
—
_—
= 0.
Donc I'm(u) Nker(u) = {0} et par suite E = I'm(u) ® ker(u).
2. a) Si A est une valeur propre de u, alors il existe € E, non nul tel
que u(z) = Az et :

u*(z) = u(u(x))
u(Ax)
Au(z)
= Az,
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D’autre part,
Ar = u(x)
= u’(z)
= u(u?(z))
u(\2z)
= \u(x)
= Nz,
par suite (A3 —X)z = 0. Comme x # 0 on a, 0 = A3 =\ = A\(A\2—1)
dotA=00oul=—-1loul=+1

b) Montrons que ker(w) # {0}. Pour cela raisonnons par 'absurde.
Supposons que ker(u) = {0}. Alors u est injectif et donc u est
bijectif et u~! existe puisque u est un endomorphisme sur E et F
est de dimension finie.

L’égalité u — u = 0 implique u=!(u® — u) = u®> —idp = 0, d’olt la
contradiction avec u? — I'dg non identiquement nul.

Donc ker(u) # {0}.

De méme si on suppose que ker(u — Idg) = 0, le méme raison-
nement que ci-dessus nous conduit & I'existence de (u — Idg)~*
qu’on applique a 1’égalité :

0 = vP—u

= (u—Idg)(u®+u)

ce qui implique que u? +u = 0. D’oll la contradiction avec I'hy-
pothese.

On suppose maintenant ker(u + Idg) = 0 , c’est-a-dire que (u +
Idg) est inversible. Comme on a :

0 = vd—u

(u—Idg)(u? + u).

En appliquant (u+ Idg)~! & Pexpression ci-dessus on obtient u2? —
u = 0, ce qui contredit I'hypothese.

Ainsi, ils existent x1, x9 et x3 des éléments de E tous différents de
0 tels que u(z1) = 0,u(zr2) = x5 et u(zs) = —xs. Ce qui entraine
que 0, —1 et +1 sont bien des valeurs propres de u.
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3. a) Soient xg et x3 tels que u(zy) = xg et u(zz) = —x3 les vecteurs
propres associés respectivement aux valeurs propres +1 et —1.
Montrons qu’ils sont linéairement indépendants et soient A et p
deux réels tels que A\xy + pzs = 0.

Ona:
0 u(Axe + pas)
= Au(ze) + pu(xs)

= Ary— pxs =0.

On obtient donc le systeme :
Ay + prs =0
Axy — prg =0

qui donne 2 zy = 0. Or x5 # 0, donc A = 0.
1l reste prs = 0. Comme z3 # 0, on obtient u = 0 et le systeme
{2, 23} est libre.

L’écriture u(za) = @9 et x5 = —u(xs) = u(—x3) entraine que
{2, 23} C Im(u), d’ott rg(u) = dim I'm(u) > 2. D’autre part on
a:

4 =dim E = dim ker(u) + dim I'm(u).
Comme ker(u) # {0} alors dim ker(u) > 0, ce qui implique dim I'm(u) <
4. On a alors 2 < dim Im(u) < 4. Dot rg(u) := dim Im(u) = 2
ou 3.

b) Si rg(u) = 2 alors 'égalité 4 = rg(u) + dim ker(u) nous donne

dim ker(u) = 2.

On a vu que {xq,z3} est libre de Im(u). De plus, dim I'm(u) =

Card({xz2,x3}) = 2, alors {xs,x3} est une base de I'm(u).

i) Montrons que E = ker(u) ® Im(u). Soit (z,x1) une base de
ker(u) (:= Ej le sous espace propre associé a la valeur propre
0). Comme {x9,z3} est une base de Im(u), zo € Ey et z3 €
E_4, alors {zg, x1, Ta, x3} est libre car :

E() + El + E,l = ker(u) D E1 ) E,l

(puisque {xg, x1} est une base de ker(u), x9 € Ey et z3 € E_y).
Comme Card({xg, x1,xe, x3}) = 4 = dim F, alors {xo, x1, T2, 23}
est une base de F et par suite :

E = ker(u) ® Im(u)
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(car {xg,x1} est une base de ker(u) et {xq, x5} est une base
de Im(u)).

ii) On a B = {xg,x1, 22, x3} est une base de E. Comme u(xg) =
0, u(z1) =0, u(ze) = 9 et u(xs) = —x; alors la matrice de u
dans B est :

0
0
Mat(u, B) = 1

o O O
o O O
o O O

000 -1

Exercice 6.8: Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel F
de dimension finie n sur un corps K, ayant chacun n valeurs propres distinctes
dans K.
Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes.

i) fog=gof.

11) f et g ont les mémes vecteurs propres.

Solution: Toutes les valeurs propres A sont simples, donc la dimension

des sous espaces propres E) est 1.
1) = i1) Soit x € E), un vecteur propre de f associé a la valeur propre A, c¢’est-
a~dire que f(x) = Ax. {2z} est une base de E) car E) est de dimension

1.O0rona:
(fog)(x) (g0 f)(x)
= g(Az)
Ag().
Donc g(x) € E), c’est-a-dire que g(x) = ax pour un certain a € R.
D’olt  est un vecteur propre de g. D’ot i) car f et g jouent un rdle

symétrique.
1) = i) Supposons que f et g admettent les mémes vecteurs propres (V1, ...., V,)
associés aux valeurs propres (Aq, ..., Ap) pour f et (pi1,...., fin) pour g.
Le systéme (V4 ..., V,,) est une base de F et sur cette base la matrice
de f est A et celle de g est B telles que :
AN O - 0 g 0 o 0
U I I
(] P U
0 -~ 0 )\, 0 - 0 p
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On a:
)\1,U/1 0 0
A= Y — BA.
: . 0
0 0 Anpin

Par suite fog=go f.

Exercice 6.9:

1. Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C telles
que AB = BA. On suppose que A admet n valeurs propres distinctes.
Montrer que B est diagonalisable.

2. Soit A € M,,(C) admettant n valeurs propres distinctes et soit P €
C[X]. Déduire que P(A) est une matrice diagonalisable.

Solution:

1. Soit A et B deux matrices carrée d’ordre n a coefficients dans C telles

que AB = BA. On suppose que A admet n valeurs propres distinctes.
Alors, si Ay, -+, A, sont les n valeurs propres distinctes de A, le sous
espace propre de A associé a la valeur propre \;, noté E),, est de di-
mension un, c’est-a-dire que E), =< ¢; >, ot ¢; € C"\ {0}. De plus,
S ={e1, -+ ,en} est une base de C" formée par les vecteurs propre de
A.

Comme S est une base de C", il suffit de montrer que S est formée par
des vecteurs propres de B pour montrer que B est diagonalisable.

Soit alorsi=1,---,n. On a :
A(Be;) = (AB)(e)
= (BA)(e:)
= \i(Bei),

de sorte que Be; € E), =< e; >. Ainsi on a Be; = oye; pour un certain
a; € C de sorte que e; est un vecteur propre de B. D’ou le résultat.
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2. Soit A € M,,(C) admettant n valeurs propres distinctes et soit P =
Srya; Xt € C[X]. Ona:

PAA = (Zr,aAY) A
STy 0, A
A (Zyio az‘Ai)
AP(A).

D’on, d’apres 1), la matrice P(A) est diagonalisable.

Exercice 6.10: Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de L£(E)
qui commutent. Montrer qu’il existe une base commune de diagonalisation.

Solution: Supposons que u et v sont deux endomorphismes diagonalisables
de L(F) qui commutent.

Montrons d’abord que tout sous-espace propre de u est stable par v.
En effet, soit E) le sous-espace propre de u associé a la valeur propre A et

soit z € F\. On a :
w(v(z)) = v(u(z))
= v(A\x)
= Jdv(x).
Donc v(z) € Ey. Considérons Ay, ..., A, les valeurs propres de u et E,, ..., Ey,

les sous-espaces propres associés.

Pour tout 1 <+¢ < k, E), est stable par v et la restriction de v a E), induit
un endomorphisme diagonalisable de E),. Il existe donc une base B; de E,
de vecteurs propres de v et aussi de u puisque ug, = \; Idg,

On sait que E = @le E), et donc B =By U---U B est une base de diago-
nalisation commune de u et v.

Exercice 6.11: En utilisant le théoreme de Cayley Hamilton, montrer que
la matrice :

1 1 0
A= -1 0 0
2 0 -1

est inversible et calculer son inverse.
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Solution: Le théoréme de Cayley Hamilton affirme qu'une matrice A an-
nule son polynéme caractéristique P4, c’est-a-dire que P4(A) = 0. Or on
a:

PA(X) = det(A - X[j;) = 7X3 — 1.

Donc d’apreés Cayley Hamilton, on a A3+ I3 = 0, et donc A(—A?) = I3, avec
I3 est la matrice identité de M3(IR). Ainsi A est inversible et on a A~1=—A2
Soit

0 -1 0
Alt=—A2=[1 1 0
0 —2 -1

Exercice 6.12: En utilisant le Théoréeme de Cayley-Hamilton, calculer la
puissance n**"¢ de la matrice A définie par :

0 3 2
A= -2 5 2
2 =30

Solution: Un polynéme annulateur de A est P4 d’apres le théoreme de
Cayley-Hamilton. On a :

X -3 -2
PuX)=| 2 X-5 -2
-2 3 X

= X (X? = 5X +6) — 2(=3X +6) — 2(2X — 4)
= X(X —2)(X —3)+6(X —2) —4(X —2)

= (X —2)(X(X —3)+2)

= (X —1)(X —2)2

Soit n € N. La division euclidienne de X™ par P4 s’écrit sous la forme :
X" =Q x Py+an, X?+b,X +c, (%)

ol @ est un polyndéme et a,, b, et ¢, sont trois réels. En évaluant en A et en
tenant compte de P4(A) = 0, on obtient :

A" = a4, A% + by A + ¢, 1.
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Déterminons ay, b, et ¢,. On évalue les deux membres de (%) en 1 et 2 en
tenant compte de P4(1) = P4(2) = 0, puis on dérive les deux membres de
(%) et on évalue de nouveau en 2 en se rappelant que Py(2) = P4(2) =0
puisque 2 est une racine double de P4(X). On obtient :

an + bn +cn = 1 b" = 740/” + n2"*1
da, +2b, +c, =2 = Sa,+ (—4a, +n2" ) +c, =1
4an + bn = n2n71 4% + 2 (—46Ln + ’I’L2n71) +c, = on

b, = —4a, +n2"1
= {—3a,+c,=1— 22
—4a, + ¢, = (1 —n)2"

De plus, on a :

0 3 2 0 3 2
A= -2 5 2 -2 5 2
2 -3 0 2 -3 0
-2 9 6
= -6 13 6
6 -9 —2
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Dés lors, on a :

. 2 9 ¢ . 0
A”:<1+<§—1>2"> 6 13 6 +<—4+<—7+4)2"> 2
6 —9 —2 9
100
t@+m-329]01 0
00 1
99" 343x2" —2+92x2n

= 2—-2x2" =3+4x2" -242x2"
—2+42x2" 3-3x2" 2-2"

Exercice 6.13: Soit A une matrice carrée d’ordre 3 telle que, A® — 342 =
—2A.

1. Trouver les valeurs propres possibles de A.

2. Déduire que A est diagonalisable.

Solution:

1. La matrice carrée A est une racine du polyndme :

P(X) X3 —3X%+2X

X(X - 1)(X —2).

Soit Q4 le polynéme minimal de A. Comme @4 divise P, alors les
racines de ) 4, qui sont les valeurs propres de A, sont simples et ce sont
des racines de P. Donc, les valeurs propres possibles sont 0, 1 et 2.

2. Puisque les racines du polynéme minimal sont simples comme ceux de
P et puisque le polynéme minimal est scindé comme P, alors A est
diagonalisable.

Exercice 6.14: Dans Mj(R), soit

01 2
A=]110 2
1 20
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1. Déterminer le polynéme caractéristique de A.

2. Trouver les valeurs propres et une base pour chaque sous espace propre
associé de A.

3. Déduire que A est diagonalisable.

4. Déterminer le polynéme minimal de A.

Solution:
1. Ona:

PA(X) = det(A — XI5)

-X 1 2
= 1 =X 2
1 2 =X

=X+ D)X +2)(—X +3).
2. Les valeurs propres de A sont les racines du polynome caractéristique,
donc sont :
)\]:—].7 /\2:—2et)\3:3.
* Cherchons une base du sous espace propre E_;. On a :
E,l = det(A =+ 13)

={(z,y,2) €R’ | (A+L;)(z,y,2) = (0,0,0)}
={(2,y,2) €ER¥/z = -3z ety =z}

={(=32,2,2) €R¥/z € R}
={2(-3,1,1) € R*/z € R}
=<{(-3,1,1)} >.

Comme (—3,1,1) # 0, alors {(—3,1,1)} est de base de E_;.

* Cherchons une base du sous espace propre F_5. On a :

E_y = det(A + 213)
={(z,y,2) €R®/ (A+2L)(z,y,2) = (0,0,0)}.

Najib Mahdou @



Chapitre 6 : Réduction des endomorphismes

De méme, on trouve que {(—2,—2,3)} est une base de E_,.

* Cherchons une base du sous espace propre Fs3. On a :
E3 = det(A - 3[5)

On trouve de méme que {(1,1,1)} est une base de Ej.

3. Les racines du polynéme caractéristique sont simples, donc A est dia-
gonalisable.

4. Dans ce cas, le polynéme minimal est Q4(X) = (X +1)(X +2)(X —3)
car les racines du polynome caractéristique sont simples.

Exercice 6.15: Soit le R-espace vectoriel R® rapporté a la base canonique
B = (i,j,k), et f Pendomorphisme de E dont la matrice dans la base B est :

-4 1 1
A= 1 -1 =2
-2 1 -1

1. Déterminer les sous espaces propres de f et préciser leurs dimensions
respectives.
2. Déterminer le polynéome minimal de f.

3. Déduire si f est diagonalisable ou non.

Solution:
1. Ona Py(X) =det(A— X1I3) = —(2+ X)3. Il y a donc une seule valeur
propre, a savoir A = —2. On a :

E,Q = det(A+2[3)
={(z,y,2) €R®/ (A+2I)(z,y,2) = (0,0,0)}
=<{(1,1,1)} >.

Comme (1,1,1) # (0,0,0), alors {(1,1,1)} est une base de E_,. Ainsi,
on a dim E_5 = 1 est différente de I'ordre de multiplicité de la racine
—2de P4 qui est 3. On peut donc déduire que A n’est pas diagonalisable
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2. Soit Q4 le polyndme minimal de A. On a Q4 est unitaire et Q4(X)
divise P4(X). Donc les possibilités pour Q 4(X) sont : (X +2), (X +2)?
et (X +2)3. Or on sait que Q4(A) = 0. D’autre part, A + 213 # 0 et
(A + I3)* # 0. Dés lors on a nécessairement Q4(X) = (X + 2)3.

3. f (et donc aussi A ) n’est pas diagonalisable car le polynéme minimal
Qa(X) admet (—2) comme racine triple.

Exercice 6.16: Soit E 'espace vectoriel réel des polynémes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a deux, muni de sa base B = {1, X, X?}. On
considére 'endomorphisme f de E défini par :
f: E — E
P=a+bX+cX?> = f(P)=a-b+(b—a)X + (a+b+2c)X?
1. a) Calculer det(f).
b) En déduire que 0 est une valeur propre de f.

c) Déterminer le sous-espace propre de f associé & 0 et en donner
une base.

2. Donner la dimension de Im(f) et montrer que la famille {1 — X, X?}
est une base de Im(f).

3. Montrer que :
E =Xker(f)® Im(f).
4. a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Montrer que Im(f) est un sous-espace propre de f associé a une
valeur propre que 'on déterminera.

d) Déterminer une base B’ de E par rapport a laquelle la matrice de

fest:
000
020
00 2
d) Déduire de 4. b) que pour n > 1, on a :
fn _ Qn—lf

avec
ff=fofo..of.
—_

n fois
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5. Montrer que :
a) Im(f) = Im(f?).
b) ker(f) = ker(f?).

Solution:
1. a) Onapar définition : det(f) = det M (f, B) = dets(f(1), f(X), f(X?)).

Oron a:
fy =1-X+X2
J(X) =-1+X+X?
f(X?) =2Xx2

Par suite, on a :

1 —-10
M :=Mat(f,B)= -1 1 0 |.
1 2

1
D’ou,
1 -1 0
det(f)=detM =] -1 1 0]=0.
1 1 2
b) Comme det(f) = 0, f n’est pas injective et il existe alors un

élément non nul P de E tel que f(P) =0 = 0.P, ce qui signifie
que 0 est une valeur propre de f.

c) Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est 1'ensemble
de tous les éléments P qui vérifient f(P) = 0, ¢’est donc ker(f).
Soit P = a + bX + cX? un élément de E. On a :

Peker(f) <= f(P)=0
= a-b+t(b-—a)X+(a+b+20)X*=0
<—a—-b=0=a+b+2c
< a=be c=—a
= P(X) =a(l+X — X?).
Par conséquent ker(f) = {P=a(1+X — X?) / a € R}.
ker(f) est engendré par le polynéme non nul P, = 1+ X — X2,

c’est donc un sous-espace vectoriel de dimension 1 et B, = {P;}
est une base de ker(f).
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2. D’apres le théoreme du rang, on a :

dimIm(f) = dimFE — dimker(f)
= 3-1
= 2.

Comme on a :

f(X?) =2X? € Im(f),

alors X% = 1f(X?) € Im(f) et 1 — X = f(1) — X? € Im(f). De
plus, on vérifie facilement que {1 — X, X2} est libre. Dés lors, By :=
{Py:=1-X, P; := X2} est une base de Im(f), vu que Card{P,, Ps} =
dim I'm(f).

3. On a By = {P;} est une base de ker(f) et By = {P,, P;} est une
base de Im(f). Donc pour montrer que £ = ker(f) @ Im(f), il faut
montrer que B; U By est une base de E (puisque B; N By = (). Or on
a Card(By U By) = 3 = dim E et on vérifie facilement que By U By =
{P1, Ps, P3} est libre. Dés lors, By U Bs est une base de E ce qui achéve
la preuve de la question 3).

{ f()=1-X+ X2 € Im(f)

4. a) Les valeurs propres de f sont les racines du polynéme caractéris-
tique. On a :

Py (X) = det(M — XI3)
1-X -1 0
= -1 1-X 0
1 1 2-X
= -—X(X -2)%

Les valeurs propres de f sont donc 0 et 2.

b) Soit Es le sous-espace propre de f associé & la valeur
propre 2.
Soit P = a(l — X) + bX? un élément de I'm(f), alors on a :

f(P) =2a—2aX +2bX?
=2[a(l - X) +bX?]
=2P.
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Par suite I'm(f) C Es.
Réciproquement, soit P € Ey. On a alors f(P) = 2P, soit encore
f(3P) = P, dou P € Im(f). Dés lors, E; C Im(f) et par suite
By = Im(f).

c) Comme E = Ker(f)®Im(f), B =B, UBy = (P1, P2, Ps) est une
base de E. Or f(Py) =0, f(P2) = 2P, f(P;) =2P;, dotton a :

d) Pour n =1ona f! =2°f.
Soit P € E, on a f2(P) = f(f(P)). Comme f(P) € Im(f) = Es,
alors F, étant le sous-espace propre de f associé a la valeur propre
2, on a f2(P) = f(f(P)) =2f(P) et par suite 2= 2f.
Par récurrence, supposons que f* = 2771 f et montrons que f**! =
2" f.
Soit P € F, on a :

o o o
o N O
N OO

Mat(f,B') = (

frp) = f(f(P))
= f[2" 7 (P)]
_ 2n—1f2(P)
= 2"7'2f(P)
=2"f(P)

de sorte que f"t1 =27f.

5. a) Linclusion I'm(f?) C I'm(f) est évidente puisqu’on a :

y = fz) € Im(f*) =y = f(f(x)) € Im(f).

Montrons que Im(f) C Im(f?). Soit P € Im(f). Il existe Q € E
tel que f(Q) = P. D’ou f%(Q) = f(P). Or P € Im(f), donc
d’aprés 4.b), on a f(P) = 2P et par suite f2(Q) = 2P. Soit encore
P = f*(1Q) ce quisignifie P € Im(f?). Dés lors, Im(f) C Im(f?)
et par suite Im(f) = Im(f?).

b) L’inclusion ker(f) C ker(f?) est évidente, reste & montrer que
ker(f?) C ker(f).
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Soit P € ker(f?). Alors on a f2(P) = 0. Or f2(P) = 2f(P) et donc
on a f(P) = 0 et par suite P € ker(f). Donc ker(f?) C Ker(f).
On a donc montré que ker(f) = ker(f?).

Exercice 6.17: Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur R,
L(FE) I'ensemble des endomorphismes de E vers I et u un endomorphisme
de E. On désigne par @, I'application de £(F) dans L(FE) définie pour tout
élément f € L(E) par : p,(f)=uo f.
1. Soit a une valeur propre de u et d la dimension du sous espace propre
I, associé a a.
a) Montrer que « est une valeur propre de ¢, et caractériser les
vecteurs propres de ¢, associés a a.
b) Quelle est la dimension du sous espace propre de L(E) associé a
la valeur propre a.

2. Montrer que si u est diagonalisable, alors ¢, est diagonalisable.

Solution: Soient u € L(F), dim E = n et ¢, 'endomorphisme défini sur
L(E) par :

oy L(E) — L(E)
f r—uof.

1. a) Soit « une valeur propre de u et d la dimension du sous espace
propre E, associé a a.
On cherche Dexistence de f € L(E) non nul tel que ¢,(f) =
wo f = af, cest-a-dire (u — aldg) o f = 0, c’est-a-dire que
Im(f) C ker(u — aldg). Or ker(u — aldg) = E, # 0 car « est
une valeur propre de u. Donc on cherche l'existence de f € L(E)
non nul tel que Im(f) C E, ( # 0 ). Cette existence est assurée
et voici un exemple d’un tel f :

Soit z(# 0) € E,. D’apres le théoréme de la base incompléte, il

existe g, ..., x, € E tels que (z, 23, ...,x,) forme une base de F.
Posons f I’endomorphisme tel que f(x) = z et f(z;) = 0 pour
tout ¢ = 2,...,n. Ainsi, « est une valeur propre de ¢, et f est un

vecteur propre de ¢, associé a la valeur propre « si et seulement
si Im(f) C E,.

Najib Mahdou @



Chapitre 6 : Réduction des endomorphismes

b) Posons F, le sous espace propre de L(E) associé a la valeur propre
a de p,. On a done f € F, si et seulement si Im(f) C E,. D’ou
F,, est isomorphe a espace vectoriel L(E, E,) des applications
linéaires de F vers E, et qui est de dimension nd.
D’ou dim F, = nd.
2. Soient o les valeurs propres de u et E,, les sous espaces propres de E
associés aux ¢;. Si u est diagonalisable, ses valeurs propres sont réels
et ona F =@, E,,. Posons d; = dim E,,. Donc on a :

dim F

P dim E,,
P d.
=1 Y-

n

Posons F = @_; F,,. Alors, F' est un sous espace vectoriel de L£(E)
de dimension :

P
dim F = Zdim F,,

i=1

P
i=1

=n
= dim L(E).
Des lors on a F' = L(E) et par suite L(E) = @, F,,.. Ainsi ¢, est

diagonalisable.

Exercice 6.18: Soient A € M, (C) admettant une seule valeur propre «a et
B € M, (C) admettant une seule valeur propre 5. On définit la matrice par

blocs :
A C
v (15)

A quelle condition M est-elle diagonalisable ?
(Indication : distinguer deux cas, @ = 3 et a # ).
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Solution:

Casl:a#p:

Ona Py (X) = Pa(X)Pp(X) = (a—X)*(f—X)™. Ainsi on a M est diagona-
lisable si et seulement si le polynéme minimal Q/(X) & des racines simples,
c’est & dire que Qu(X) = (X — a)(X — f).

Si Qu(X) = (X —a)(X —B) = X? — (a+ 8)X + af, alors on aura 0 =
Qu(M) = M? - (a+ B)M + afls,, ce qui donne par un calcul simple que :

Ainsi, M est diagonalisable si et seulement si Qa(A) = 0, Qu(B) = 0, et
(A—al,)C+C(B—p1,) =0.0r,0=Qu(A) = (A—al,)(A - B1,) avec
le faite que (A — SI,) est inversible (puisque 3 n’est pas une valeur propre
de A), montre que A — al, = 0, c’est a dire que A = «l,. Par le méme
raisonnement, on obtient aussi B = f1,.

Des lors, on pourra conclure, dans ce cas, que M est diagonalisable si et
seulement si A = al,, et B = 1, (et C quelconque).

Cas2:a=p.

Dans ce cas, on a Py (X) = P4(X)Pp(X) = (o — X)* et M est diagona-
lisable si et seulement si le polyndome minimal @p(X) = (X — ). Alors on
aura Q (M) = M — aly, ce qui donne :

A —
Qui(M) = < Oaln B—Cafn ) .

On pourra déduire facilement, dans ce cas, que M est diagonalisable si et
seulement si A = B =al, et C = 0.
Exercice 6.19: Soit A une matrice carrée telle que A* = 0 et A% # 0.

1. Calculer le polynéme minimal de A.

2. A est-elle diagonalisable ? Justifier par deux méthodes différentes.
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Solution:

1. Posons P(X) = X3. On a P(A) = A% = 0 et par suite Q4 divise P, o
Q4 est le polynéme minimal de A. Ainsi, Q4(X) = X® avec 1 < a < 3.
Comme Q4(A) = A* =0 et A% # 0 (et donc A # 0), d'ott a = 3, de
sorte que Q4(X) = X3.

2. 1°¢ méthode. La matrice A n’est pas diagonalisable car 0 est une racine
du polynéme minimal d’ordre de multiplicité trois et donc 0 n’est pas
une racine simple de Q4.

2¢m¢ méthode. Supposons que A est diagonalisable. Do, comme 0 est
la seule valeur propre de A (car c’est la seule racine de Q4), alors il
existe une matrice inversible P et une matrice diagonale :

000
D=0 00
0 00

tel que :
A = PDpP!
= pop!
= 0.

Absurde car A? # 0. Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

Exercice 6.20: Soient ug =1, vy = 1 et wg = —1. Pour n € N*, on définit :
Uy = 2’“/71,71 + 307;,—1 - 3'[1}",1
Up = —Up-1 + Wp
Wy = —Up—1 + Up-

Calculer u,,, v,, w, en fonction de n.

Solution: Le systéme de suites peut se mettre sous la forme matricielle
suivante :

Up, 2 3 =3 Up—1
v, |=1-1 0 1 Up—1
Wy, -1 1 0 Wpn—1
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2 3 -3 Up,
Posons A=|-1 0 1 |etX,=]0v,
-1 1 0 W,

Nous obtenons par récurrence que :

Xn = Aanl
— A"X,.

Il reste donc a calculer A™.

Diagonalisation de A.

Le polynéme caractéristique de A est P4(X) =(-1—X)(1—-X)(2— X) de
sorte que —1, 1 et 2 sont les trois valeurs propres distinctes de A, donc A
est diagonalisable.

Les sous-espaces propres correspondant sont :

E ;=< (1,0,1)>, B, =< (0,1,1) >, By =< (-1,1,1) > .

Soient By la base canonique et B = {(1,0,1),(0,1,1),(—1,1,1)} la base for-
mée des vecteurs propres de A. La matrice de passage de la base By & la base
B notée P := P§ est la matrice :

et on calcule son inverse et on trouve :
0 -1 1
Pl=11 2 -1
-1 -1 1

b

et la matrice D dans la base B est la matrice :

-1 00
D=0 10
0 0 2
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Comme on a A = PDP~!, il s’ensuit que :

A"=pD"pP!
(=)™ 0 0
=P| 0 1 0|P!
0o 0 20
on on 4 (_1)n+] (_l)n —9n
=|1-2" 2—2n 2" —1

1—29n (_1)n+1_2n+2 (_1)n+2n_1

Dou :
U, on on + (_1)n+1 (_1)n —9n 1
v, | =11—2" 2-2" 2" —1 1
W, 1—2n (=)t —2n 42 (—1)n42n—1) \—1

(—1)m+1243.2n
= 4-32n
432" 4 2(—1)"H!

En conclusion, on obtient :

Uy = (=1)"H1.2 4 3.2
Uy =4 —3.2"
wy =4 — 32" 4+ 2(—1)" L,

Exercice 6.21: FEn utilisant la théorie de la diagonalisation, déterminer les
suites (uy), (v,) et (w,) définies par leur premier terme wug, vy et wy et les
relations suivantes :

Un+1 = _4un — 6v,
Upt1 = Uy + DUy,
Wpt1 = Uy, + 6V, + dw,

pour n > 0.
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Up
Solution: On pose X,, = | v, |. Alorson a :
Wn,

Un+1

Xop1 = Un+1

Wp+1

—4u,, — 6v,

= 3y, + oy,

3u, + 6v, +5

-4 —6 0

= 3 5 0 |X,
3 6 5

-4 —6 0

Alors, on a X,,;1 = AX,, avec A = 3 5 0 |.Par récurrence, on a
3 6 5

Xn = AnXU

On calcule le polynoéme caractéristique de A. On trouve :

Py(X)=(X+1)(X -2)(X —5).

Alors A a trois valeurs propres simples qui sont —1,2 et 5.
Cherchons les sous-espaces propres associés.
Pour la valeur propre —1 et pour X = (z,y,2) € R® on a :

—3x—6y=0
AX = X <= 3z 46y =0
3r+6y+62=0
T = -2y
= y=y
z=0.

Le vecteur (2,—1,0) est donc un vecteur propre de A associé a la valeur
propre —1. De méme, avec la valeur propre 2, on trouve le vecteur propre
(1,—1,1) et pour 5, on trouve le vecteur propre (0,0,1). Posons :

2 1 0 -1 00
P=| -1 -1 0 |etD= 0 2 0 |.
0 1 1 0 0 5
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On a PDP~! = A. Le calcul de P~! donne :

1 1 0
Ptl=| -1 -2 0
1 21

Ce qui entraine par récurrence que A® = PD"P~!. D" se calcule facilement
en mettant les coefficients de la diagonale a la puissance n. En effectuant les
deux produits de matrices, on trouve :

(=1 —2n  2(=1)m =27t
A" = (_1)n+1 +2n (_1)n+1 +2n+1 0
—2"+ 5" —ontl 4 957 5n
Alors on déduit que :
Up = (2(=1)" — 2) ug + (2(=1)" — 27+ gy
(=

= (17 27 g+ (1) 4 207
Wy = (=2 4+ 5™) ug + (=27 + 2.57) vy + 5wy .

Exercice 6.22: Soient A, B € M, (R) et Pc le polynéme caractéristique
d’une matrice C' € M, (R).

1. Montrer que si A est une matrice inversible, alors Pap = Pga.

2. a) Montrer qu’il existe un entier naturel non nul ng tel que pour tout

> ng, on a A — L1, est une matrice inversible.
05 pin

b) Déduire que Pyg = Ppa.

Solution:
1. On a:

Pap(X) = det(AB — X1,,)
=det(A ) det(AB — X 1I,,) det(A)
=det(AT'ABA — XA, A)
=det(BA - X1,,)
= Ppa(X).
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2. a) Soit « la plus petite valeur propre strictement positive s’il existe
une valeur propre strictement positive, sinon on prend a = 1.

Soit ng € N* tel que — < «. Ainsi, pour tout p > ng, on a
o

1 1 1
0 < — < — < a de sorte que — n’est pas une valeur propre et
p 1o

par conséquent det(A — %In) # 0. Cela veut dire que la matrice
A — LI est inversible.
P
b) D’apres 1) et comme (A—%In) est inversible, alorsona: Py 1; )5 =
P

Ppa_1y,) pour tout p > ng. On obtient le résultat en tendant
p— +o0.

Exercice 6.23: Soient o € R et A = (a;5); j=1
tout ¢ =1,...,n,on a :

n € My(R) tel que pour

,,,,,

n
Z Qi1 = Q.
k=1

Donner une valeur propre de A.

Solution: On a :

n
aip Qi -0 Qip 1 > k=1 A1k « 1
n
a1 g - ag | |1 2 k=1 G2k a 1
= = =«
n
Ap1 Ap2 - Qpp 1 Zk:l Apk «Q 1
1
1
Ainsi « est une valeur propre de A associée au vecteur propre |
1

Exercice 6.24: Soit A € M,,(C) une matrice diagonalisable. Montrer qu’il
existe B € M,,(C) tel que B® = A.
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Solution: Comme A est une matrice diagonalisable, il existe P € M,,(C)

oy 0]
inversible et D = . une matrice diagonale tel que A = PDP~.
O Q,
Pour chaque i = 1,...,n, soit §; € C tel que 37 = a; et posons C =
B O
une matrice diagonale. Clairement, on a C% = D et par suite
0 Bn
ona:
(PCP~Y = pCcpt
= PDP!
= A

de sorte qu'’il suffit de prendre B = PCP~!.

Exercice 6.25: Soit f I'endomorphisme de £ = R?® dont la matrice dans
la base canonique est donnée par :

1 0 1
A= -1 2 1
1 -1 -1
1. Montrer que f est trigonalisable.

2. Montrer que le sous espace propre E; associé a la valeur propre 1 est
de dimension un et a pour base {u = (1,1,0)}. Déduire que f (et donc
A) n’est pas diagonalisable.

3. Montrer que v = (0,0, 1) vérifie (f — Idg)(v) = .

4. Déterminer un vecteur propre w associé a la valeur propre A = 2 et
montrer que {u,v,w} est une base de E.

5. Calculer la matrice T de f dans la base {u,v, w}.

6. Calculer f"(v) pour n € N; en déduire 7. Calculer A™ pour n € N.

Solution:
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1. Le polynéme caractéristique de A, c’est-a-dire de f, est donné par :

1-X 0 1
PH(X)(= Ps(X)) = 1 2-X 1
1 -1 1-X

2—-X -2-X 0

el 9 x
1 1 1-X
SR 0
2 1o1-X 1
1 0 1-X
- 2-X)1-X)>

Alors, Py est scindé sur R, donc f est trigonalisable. En outre, les
valeurs propres de f sont Ay =1 et Ay = 2.

2. Ona:
E1 = kerA I;

= {xy, YER | (A-1I3)

Gkl 13)(5):@)}
fonsee (22

= {(x,2,0) | z € R}
= <{u=(1,1,0)} >.

HOA
8

Comme u # (0,0,0), alors {u} est une base de Fj.
Comme dim Fy (= 1) # 2 (qui est I'ordre de multiplicité de la racine 1
dans Py), alors on déduit que f (et donc A) n’est pas diagonalisable.

3.0na:

(f = Idg)(v) = flv) -
= f(0,0, 1) (0,0,1)
= (17 70)
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4. comme on a Ey = ker(A —213), on montre de méme que {w = (1,0,1)}

est une base de E,.

Pour montrer que B = {u, v, w} est une base, il suffit de montrer que
B est libre puisque Card(B) = dimR3, chose qu’on vérifie facilement.
D’olt B est une base de R®.

. On a montré que :

flu)=u car u € E;
)=u+v car (f—Idg)(v)=u
2w car w € Es.

D’otton a :

o O =
O ==

T := Mat(f,B) = (

N OO
N——

.Ona f(v) =u+wv, dou:

o) = f(f(v)
Fu+v)
fw) + f(v)
u+ (u+v)
= 2u+o.

Par récurrence, on montre que f™(v) = nu + v.

Pour calculer T" = Mat(f, B)" = Mat(f", B), il suffit d’exprimer
fr(w), f"(v) et f"(w) en fonction des vecteurs de B. Comme on a
F(u) =u, f*(v) =nutvet f"(w) = 2w (car f(u) =uet f(w) = 2w),
alors :

0

0

n

1
=10
0

O = 3
[N}

Calculons maintenant A™, pour n € N. D’apres la formule de change-
ment de base et si By désigne la base canonique de R3, alors on a :

A(= Mat(f,By)) = PEMat(f, B)(PE)™"
= PTP!
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avec P = Pgo la matrice de passage de By a B;. Donc :

pP=

O = =
= o O
_ O

et par suite, en calculant P~!, on obtient :

1
Ptl=] -1 1

0
1
1 -1 0

de sorte qu’en calculant A" = PT"P~! on obtient :

2" —n 14n-2" n
A = —-n 14+n n
2" —1 1—2 1
a 1 1
Exercice 6.26: On considere la matrice A, = |1 a 1] otaé€R.
1 1 a

1. Quel est le rang de la matrice A, ?

2. La matrice A, est-elle diagonalisable ? Justifier.

Solution:
1. On a:

1 a

a—1 l1—a

~

1
0 a—1 1—a
LZl
Lgl(a 0 1—-a 1-a?
1
Laa(1) 0
32 O

0 2—a’—a
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1 1 a
=10 a—1 1—a
0 0 (1-a)(2+a)

On a ainsi trois cas :

1" cas :a # 1 et a # —2.
Dans ce cas, on a :

A, ~ 01 -1
Lo(15)

1
La( (1—a)(2+a) )

de sorte que rg(A,) = 3, car le rang est le nombre de ligne non nul
d’une matrice échelonnée réduite ligne.

Qéme

2°M¢ cas :a = 1.
Dans ce cas, on a :

111
A;=10 00
000
et rg(A;) =1L
38Me cag i g = —2.
Dans ce cas, on a :
1 1 =2 11 =2
Ao~ 10 =3 3 ~ 01 -1
00 0o/ 00 o

de sorte que rg(A_s) = 2.
2. Calculons le polynéme caractéristique de A,. On a :
Py, (X) =det(A, — X13)
a—X 1 1
= 1 a—X 1
1 1 a—X
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1 a—X 1 a—X+1 1

R PR

:(aX){(aX)Ql} - {(aX)l}Jr{l(aX)}
=(a-X)a-X-1)(a—X+1)—2a-X —1)
—(a—X—l)[(a—X)(a—XJrl)—Q}
=(a—1-X)(a+1-X)(a—2-X).

Il y a donc trois valeurs propres distinctes, a savoira—1, a+1, a — 2.
La matrice A, est donc diagonalisable.

Exercice 6.27: Trouver la forme réduite de Jordan de la matrice :

1 a a
A,=1-1 1 -1
1 0 2

ou a est un réel.

Solution: Le polynéme caractéristique de A, est :
Py, (X) =det(A, — XI3) = (1 — X)*(2 - X).
La matrice A, admet donc la valeur propre double A\; = 1 et la valeur propre
simple Ay = 2.

Cherchons le sous-espace propre E; associé a A; = 1. Pour cela résolvons le
systeme :

ay + az = 0
z + z = 0.

Sia =0, F; est de dimension 2 et {(07 1,0), (1,0, 71)} est une base de Ej.

Sia # 0, F est de dimension 1 et {(17 1, —1)} est une base de E;.

Ainsi A, est diagonalisable si et seulement si a = 0.
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Si a = 0, la matrice de f, par rapport a la base {(61 = (0,1,-1), e2 =
(0,1,0), e5 = (1,0,—1)} est :

o O N
S = O
= o O

Sia # 0, d’apres le lemme de décomposition des noyaux, on a :
R? = ker(f, — 2Id) @ ker(f, — Id)*.
Une base de ker(f, — 2/d) est {e;}. La matrice de (f, — Id)? est :

0 0 0
(Aa—L;)2 =|-1 —a —(a+1)
1 a a+1

Un vecteur (z,y, z) de ker(f, — Id)? vérifie donc Péquation : z+ay+ (a+1)z

= 0, de sorte que le vecteur ¢j = (a, —1,0) engendre un supplémentaire de

ker(fa - ]d) dans ker(fa - Id)2

On a:
(Ay — ey = (—a, —a, a),

donc (f, — Id)(es) = —ael. Posons € = —ael, = (—a, —a, a).

Sur la base (ey, €4, €4), la matrice de f, est :

200
01 1]-
001

Cette matrice est la réduite de Jordan de A,.

Exercice 6.28: Donner la décomposition de Dunford de la matrice A défi-
nie par :
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Solution: Le polynéme caractéristique de A est :

1-X -1 0

PAX)=| 1 -X -l
10 2-X
X -1 1o
:(1_X)' 0 2—X‘+—1 2- X

=(1-X)(X?-2X)+(1-X)
=(1-X)(X?-2X +1)
=(1-X)>

Le polynoéme caractéristique de A admet une valeur propre triple A = 1.

Cherchons les sous-espaces propres et caractéristiques de A :
La matrice A admet une unique valeur propre A = 1 de multiplicité 3, le
sous-espace propre associé est 'espace F; = ker(A — I3), et on a :

rT—y=u
(z,y,2) E By <=z —2=y

—r+2z2=2z

y=0

{y

T =z

Le sous-espace propre E; est engendrée par le vecteur (1,0, 1). Le sous-espace
caractéristique de A, associé a 'unique valeur propre A = 1, est le sous-espace
Fy = ker(A—I3)3. Or, compte tenu du théoréme de Cayley-Hamilton, on sait
que P4(A) = 0, ainsi la matrice (A — I)? est la matrice nulle, cela implique
F, =R3, c’est donc I'espace tout entier.

Démontrons l'existence d’une base de R? dans laquelle la matrice de f
s’écrit :
110
B=]011
001
Nous cherchons des vecteurs eq, ey et ez tels que Aey = eq, Aey = e1 + €5 et
Aez = ey + e3. Le vecteur e; appartient a By = Ker(A — 1), et Ker(A—1)
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est la droite d’équations {y = 0, = z}. On détermine ey = (z,¥, 2) tel que
Aey = e1 + ey, on obtient le systeme :

1 -1 0 x 1+z r—y=1+4+x
1 0 -1 y |=|1+y | = Jr—2z=y
-1 0 2 Z z —rx+22=14+=2
=—1
< y
r—z=—1

Ainsi, le vecteur es = (—1, —1,0) convient. Il reste a chercher un vecteur es
tel que Aes = ey + e3, c’est-a-dire :

1 -1 0 T —1+z r—y=z-—1
1 0 -1 y |=| “1+y | =<x—z=y—1
-1 0 2 z z —r+2z2=2z
=1
<:>{y
T =z

Le vecteur e3 = (0, 1,0) convient. On obtient alors la matrice P suivante qui
est inversible et vérifie A = PBP™! :

1 -1 0
P=(0 -11
1 0 0

Cherchons la décomposition de Dunford :
110 10
B=]1011]=|01

001 00

Les deux matrices commutent car I'une est égale a I3. Or, il existe un unique

couple de matrices D et N ou D est diagonalisable et N est nilpotente, telles
que B=D+ Net DN=ND.Orsi:

1 00 010
D=1010 et N=100 1|,
00 1 000

0
0|+
1
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On aura :

o o O
o O =

I
|

et N® = 0. La décomposition B = D + N est donc bien la décomposition de
Dunford de la matrice B.

o = O
N~

SO O O o
oo = OO

Exercice 6.29: Donner la réduction de Jordan de la matrice A définie par :

1
-1
-1

0

A=

o= wo
— |
—

N O = O

Solution:
1. Montrons que A n’est pas diagonalisable. Calculons le polynéme carac-
téristique de A :
Py(X) =det (A—X1)

1-X 0 0 0
-1 3-X -1 1
-1 1 1-X 0

0 0 0 2-X
3-X -1 1
—(1-X)| 1 1-X o0
0 0 2-X
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Les valeurs propres de A sont donc 1 qui est une racine simple et 2 qui
est une racine triple. Calculons les sous-espaces propres correspondants.
x

Soit X = €eR* Ona:

Y
z
t

XeF — AX=X

1 0 0 0 T x
-1 3 -1 1 y | | v
D S N (N N O
0 0 2 t t
rT=x
—r+3y—z+t=
<~ 4 4
—rT+ytz==z
2t =1
y=x
y=ua
<~ Y
z=z
t=0.
Done, on obtient que F; =< u :=(1,1,1,0) > .
D’autre part, on a :
Xeb<— AX =2X
1 0 0 0 T 2x
-1 3 -1 1 y | | 2y
-11 1 0 2| | 22
0 0 0 2 t 2t
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T =2
—r+3y—z+t=2
Y Y
—r+y+z=2z2
2t =2t
z=0
Yy =
y=y
z=1
t=0.

Donc on a Ey(f) =< (0,1,1,0) >.
On remarque donc en particulier que dim Fy # 3 qui est 'ordre de
multiplicité de la racine 2 de Py, f n’est donc pas diagonalisable.

2. Déterminons une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice
de passage.

La valeur propre A = 1 étant simple, le bloc de Jordan est entierement
déterminé.

Construisons donc la suite de noyaux des puissances de M = A — 21,
c¢’est-a-dire que :

-1 0 0 0
-1 1 -1 1
M= -11 -10
0 0 0 0

et on a dim ker(M) = 1.

On peut déja dire qu’il y aura un unique bloc de Jordan associé a la
valeur propre 2. Comme on a :

1000
1001
2 _
ME=1 001}’
0000
on voit que ker (M?) =< {(0,1,0,0), (0,0,1,0)} > est de dimension
2.0na:
-1000
-1 000
3 _
ME=1 000
0000
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On a donc ker (M3) =< {(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} > est de
dimension 3.

Cela signifie que la taille du bloc de Jordan associé a la valeur propre
2 est de taille 3.

0
On prend v; := 8 € ker (M3) \ ker (M?)
1
0 0
. 1 1
Puis, vy := Mv, = 0 et vy 1= Muvy, = 1
0 0
Alors dans la base (u,vs,vs,v1), la réduite de Jordan de A est de la
forme :
1000
0210
S = 00 21
000 2

Exercice 6.30: Pour tout réel ¢, calculer 'exponentielle de la matrice tA
en utilisant le Théoreme de Cayley-Hamilton, avec A définie par :

3 2 2
A= 1 0 1.
-1 10

Solution: Le polynéme caractéristique de A est :

3-X 2 2
PaX)=| 1 -X 1
-1 1 X

=(B-X)(X?—1) = (-2X -2) - (2X +2)
=—(X+ D)X -1(X-3).
Soit n € N. La division euclidienne de X™ par P4(X) s’écrit sous la forme

Xn:QnXPA+anX2+an+6n (*)
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ot Q, € R[X] et (an,bn,c,) € R®. En évaluant les deux membres de cette
égalité en —1, 1 et 3 on obtient :

n = by + e = (=1)" by =51~ (=1)")
n+by+c,=1 = anJrcn:%(1+(—1)”)
9a,, + 3b, + ¢, = 3" 8a, +3(1—(-)") + 31+ (-1 =3"
an=3(B3"—=24(-1)")
&b =51~ (-1)")
e =2 (=3"+6+3(—1)").

Le théoreme de Cayley-Hamilton fournit, d’apres (), que pour tout n € N,
ona:

A" = 2 (8" =24 (—1)") A2+ 4 (1 — (—1)") A+ (=3" + 6+ 3(~1)") ).

8
Or,on a :
3 2 2 3 2 2
A= 1 01 1 01
-1 10 -1 10
8
= 2 3 2 .
-2 -2 -1
Ainsi, pour tout réel ¢, on a :
+00tn
A’IL
+ootn 1 )
-Y g (B =24+ ()" A+ 4 (1= (1)) A+ (=3" + 6+ 3(~1)") I5)
n=0 """
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: _ 9 8 8 _ 3 2 2
3t 2 t t 4 t_ t
_emeete ;“’ 2 3 2 +7(€86) 101
-2 =2 -1 -1 1 0
—e3t 4 686t +3et (1) (1) 8
0 01
1 8e3t 83 — et 83t — 8¢t
== 2e% —2e7? 2e3t + e~ 23t — 2¢7t
—2e3 4 2e7t —2e% + 8t — 6e™! 2e3t + 8ef + 2e7?
4¢3 4% — 4et 43 — 4e?
B T 3t 1 3t Bt ot

7€3t + €7t 76316 + 4et _ 3€7t €3t + 4et + €7t

Exercice 6.31: Résoudre le systeme différentiel réel suivant :

{ @' (t) = z(t) + 3y(t)
y'(t) = x(t) —y(t)

ou t — z(t) et t — y(t) sont deux fonctions inconnues de R* dans R, avec
zo = (0) et yo = y(0).

1
1
lons donc son polynéme caractéristique :

Solution: Posons A = ( _31 ) et cherchons a diagonaliser A. Calcu-

1—A 3
PAO‘)_‘ 1 1)\‘

=(A—2)(\+2).

Comme ce polynome caractéristique admet deux racines distinctes simples
alors la matrice A est diagonalisable.
Recherchons le sous espace propre associé a A\ = 2. Il faut résoudre :

(112-4{2>(§):(8>'
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D’ot # = 3y et donc (z,y) = y(3,1) et par suite {(3,1)} est une base de
Ey :=ker(A — 2I).

Recherchons le sous espace propre associé a Ay = —2. Il faut résoudre :

1+2 3 2\ (0
1 —1+2)\y )" \o )
D’ott z +y = 0 et donc (z,y) = (1, —1) et par suite {(1,—1)} est une base

de E_y :=ker(A + 2I).

3 1

Posons P = . Alors D = P 1AP = ( 2 0

1 -1 0 -2

systeme différentiel :

d /
Al a( )= Spa (=)o pra( ) =ppr ).
dt \ vy Y dt Y Y Y
Posons donc ( X ) =p! ( v > . On a donc :
Y Y
d X\ X X'(t) =2X(t)
dt<Y>D<Y>‘:*{ Y/(t) = —2v (t)
Ainsi la diagonalisation a découplé les nouvelles fonctions inconnues. 11 existe

deux constantes réelles k; et ky telles que X (t) = kje? et Y(t) = kye 2. En
revenant a la définition de X et de Y, on a :

() =r(56)

o 3 1 kle%
o 1 -1 k2€72t

- ( 3kre?t + kpe )

) . En termes de

k‘lem _ k.2€—2t

Pour ¢t = 0, il reste :
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et donc,

_ 3xz0+3y0 2t | To—3yo ,—2t
{ z(t) = ot 4 TS,

__ To+Yo o2t _ To—3yo ,—2t
y(t) = z © 7 ©

x(t) %621& + %e—% % (e2t _ e—Qt) Zo
y(t) %(e% _ e—2t) %em + %e—% Yo

Exercice 6.32: Soient a € b € R et A la matrice :

ou encore

1
A= 0
0

O = 2

0
b
2

Donner les valeurs de a et de b pour lesquelles la décomposition de Dunford
de A est :

100 0 a 0O
A=10 101|410 0 b
00 2 000
100 0 a 0O
Solution: Notons D= 0 1 0 [eteN=] 0 0 b
00 2 000
La décomposition A = D+ N est la décomposition de Dunford si et seulement
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si N est nilpotente, D est diagonale et si ND = DN.
Vérifions que N est nilpotente. On a :

0 0
b |10
0 0

Ainsi, la matrice N est bien nilpotente pour toutes les valeurs de a et b .
Déterminons pour quelles valeurs de a et b les matrices N et D commutent.

ab

0
N2=10 0
0 0

O O 9
o O 2

0 00 000
b =100 et N3=|000
0 00 000

Ainsi, ND = DN si, et seulement si, b = 2b, c¢’est-a-dire si b = 0.
Le parametre a peut prendre n'importe quelle valeur et b = 0 pour que la
décomposition A = D + N soit celle de Dunford.

-1 1 0
Exercice 6.33: Soit B = ( 0 -1 1 ) € M;(R).
0 0 -1

1. Ecrire la décomposition de Dunford de B.

2. Pour t € R, calculer e'.

3. Donner les solutions des systémes différentiels Y = BY.

Solution:

1. Cherchons la décomposition de Dunford de B. On a :
On a:

-1 1 0 -1 0 O 010
B = 0 -1 1 = 0 -1 0 +1001
0 0 -1 0 0 -1 000
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et il est clair que les deux matrices commutent car 'une est égale a —I3.
Or, il existe un unique couple de matrices D et N, D diagonalisable et
N nilpotente, telles que B=D + N et DN = ND. Or si

-1 0 0 010
D=| 0 -1 0 et N=[0o0 1],
0 0 -1 000

alors :
010 010 001
N2=]100 1 001]=[000
000 000 000

et N3 = 0. La décomposition B = D + N est donc bien la décomposi-
tion de Dunford de la matrice B.

2. Pourt € R, calculons e'®. On a N® = 0 donc pour tout t € R, (tN)? =0
et 'exponentielle est égale a :

2

t
eN =T +tN + (§)N2.

Par ailleurs, ND = DN. Donc pour tout ¢t € R, les matrices tN et tD
commutent également, (¢N)(tD) = (tD)(tN), on a donc :

tB etDthN

€ =
—  etDetN

— e tIgtN

_ 2
= e '"I(I+tN+(5)N?).
2
. t 1t 5
eP=e'|l 01 ¢t
001
3. La solution générale du systéme Y’ = BY s’écrit sous la forme :

Y (t) = exp(tB)v,
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ot v = (a,b,c) est un vecteur de R3. La solution ¥ : R — R3 s’écrit
donc :

1t % a
= e‘t(O 1t b
00 1 c
(aertJrct;
= et b+ ct
)
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