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Avant-propos

Ce livre est constitué de rappels de cours, d’exercices et de travaux dirigés
corrigés.

Nous voudrions profiter de cet avant-propos pour donner quelques conseils & nos
lecteurs, étudiants en MPSI et MP2I.

Le cours doit étre appris. Pourquoi ?

e Parce que le temps de la Premiere et de la Terminale ou les maths, méme
en tant que spécialité, n’étaient qu'une matieére parmi de nombreuses autres est
heureusement passé. L’horaire de mathématiques en MPSI est conséquent. Vous
aller prendre contact avec la matiere principale qui irrigue toutes les connaissances
scientifiques.

e Parce que vous commencez, cette année, a préparer un concours d’entrée dans
une Grande Ecole et que les épreuves se passent sans document. D’ailleurs, que
feriez-vous si, alors que vous étes assis dans un avion, vous entendez le pilote qui
demande & son copilote de lui sortir la notice pour savoir comment atterrir ?

e Parce que, comme nous le disent les gérontologues, la mémoire ne fonctionne
correctement que si elle est sollicitée en permanence.

e Ne vous laissez pas aller a lire la solution d’un exercice avant de I’avoir cherchée.
Solution lue = exercice foutu

L’apprentissage du cours et sa compréhension sont une activité assez passive. Il
faut s’atteler le plus vite possible a la recherche d’exercices, activité véritablement
mathématicienne, personnelle, excitante et créatrice.

Nous avons respecté le programme et sa partition en deux semestres. Le premier
commencant par une familiarisation avec les outils du mathématicien et les calculs
qu’il ne sert a rien de mépriser. On ne comprend rien si I’on ne sait pas calculer.
Cette partie technique vous sera utile dans toutes vos activités scientifiques.

Les exercices ne sont pas classés par ordre de difficulté croissante ni méme
décroissante. S’ils sont truffés d’indications, nous vous avons cependant réservé
quelques surprises. Nous vous proposons plus de 400 exercices corrigés !



Index des notations

F(E, F) : ensemble des applications de E dans F.

C(E,F) : ensemble des applications continues sur E et a valeurs dans F.
CM(I, E) : ensemble des applications continues par morceaux de F(I, F').
CF(I,E) : ensemble des applications de classe C* sur I & valeurs dans E.
L(E, F) : espace vectoriel des applications linéaires de E dans F'.
GL(E) : groupe linéaire de E.

Ig : application identique dans F.

O(FE) : groupe orthogonal de E.

My, »(K) : espace vectoriel des matrices (n,p) a coefficients dans K.

M, (K) : algebre des matrices carrées (n,n) a coefficients dans K.
GL,,(K) groupe des éléments inversibles de 9, (K).

I,, : élément unité de M, (K).

O(n) : groupe des matrices orthogonales de 91, (R).

Sn(R) : ensemble des matrices symétriques de 91, (R).

G, : groupe symétrique d’ordre n.

Ker : noyau.

Im : image.

det : déterminant.

card : cardinal.

Vect(A) : sous-espace vectoriel engendré par A.

d(x, F) : distance du vecteur = au sous-espace vectoriel F.

[a,b] = [a,b] N Z.

0;,5 : symbole de Kroénecker. d; ; = 1 si ¢ = j et 0 sinon.

|| : partie entiere de x.
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1 - Raisonnement, vocabulaire ensembliste,

calculs algébriques

Rappels de cours

Un ensemble est un symbole «doté de vertus » que 'on a coutume d’attribuer a
une collection d’objets. Pour écrire que x est élément de E, on écrit x € E.

L’ensemble sans élément est noté (.

Les ensembles sont susceptibles de satisfaire a certaines relations. Nous considérons
comme comprise la notion de relation R.

On appelle négation de R, notée (non R) et alors non(non R) est R.

e Conjonction : c’est la relation (notée Ry et Rs). Elle est vraie si Ry et Ry le
sont.

e Disjonction de deux relations Ry, Ry (notée Ry ou Rs). Elle est vraie si 'une
au moins des deux est vraie.

e Implication (notée Ry = Rj3) est : Ry ou (non Ry).
° Equivalence : (notée Ry <= Ry). Clest (R; = Ro et Ry = Ry)

e Raisonnement par I’absurde :
montrer Ry = Ry est équivalent & : montrer (non Ry) = (non Ry).

e Relation d’inclusion : si E et F sont deux ensembles, on dit que E est contenu
dans F' ou FE est une partiede FFsiz€FE =z €F.

e Relation d’égalité : E=F si EC Fet F C E.

e Quantificateurs
Pour tout z, la relation R est vérifiée : Vx, R.

Il existe x tel que R soit vérifiée : Jz, R.
non (3z€ E,R) <= (Vx € E, non R)
non (Vx€ E,R) <= (Jx € E, non R)
e Opérations sur les parties d’un ensemble.

e P(E) ensemble des parties de I'ensemble E.
. CE(A) = FE\ A= A= A°le complémentaire dans E de la partie A.
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e Intersection et réunion de deux ensembles

r€ANDB <= (x€A) et (zeB)
r€AUB < (z€A)ou(zxeB)

CE((Z)) =FEet CE(E) =,

c,(4uB) = () n () et canB) = (¢, ) u (¢, ).
ANA=A;ANB=BNA;ANn(BNC)=(ANnB)NC.

AUA=A; AUB=BUA; AU(BUC)=(AUB)UC.
AN(BUC)=(ANB)U(ANC); Au(BnNnC)=(AUuB)N(AUC).
Si AN B =0, on dit que A et B sont disjoints.

e Produit cartésien de deux ensembles

C’est ’ensemble des couples (z,y),z € Eet y€ F. Il est noté E X F.

e Relations binaires. R est dite

réflexive, si Vx € E, xRz,

symétrique, si V(z,y) € E?, 2Ry = yRux,

antisymétrique, si V(r,y) € E?, (xRy et yRz) = = = v,

transitive, si V(z,y, 2) € B3, (vRy et yRz) = 2Rz,

R est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique, transitive.
R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique, transitive.

On appelle classe d’équivalence de x pour la relation R, ’ensemble des y de
tels que zRy.

Les classes d’équivalence d’une relation d’équivalence R sur E, sont non vides,
deux a deux disjointes de réunion F.

On dit que x est congru & y modulo a dans R (on note z =y [a]) s'il existe k€ Z
tel que x — y = ka.
On dit que z est congru & y modulo n dans Z (on note = y [n]) s'il existe k€Z
tel que x — y = kn.

Applications

e Une application f de E dans F associe a tout élément x de E un unique élément
y de F' que on note y = f(x).

e La restriction de f & A C F est f‘A A Foo— f(x).

e Si A C F, on note I 4 la fonction caractéristique de A. C’est ’application de E

1 sized
dans {0, 1} définie par I4(z) = {0 size( (A)
E

e Image directe de A C E est la partie f(A) = {f(x) € F |z € A}-

e Image réciproque de B C F par f est f~1(B) = {x € E| f(x) € B} i.e. 'ensemble
des antécédents des éléments de B.

e Si fe F(E,F)et geF(F,G), on définit go f € F(E,G) par la formule

Vo€ E,(go f)(z) = g(f(x)).
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o fEF(E,F) est injective si deux éléments distincts de E ont des images
distinctes, ce qui s’écrit :
V(x,2') € E? 2 # 2’ = f(x) # f(a')-
ie. V(x,2') € E? f(x) = f(2)) =z = 2.
o f€ F(E,F) est surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent par
fie.
(VyEF, JreEy= f(x)) i.e. f(E)=F.
o f€ F(E,F) est bijective si elle est & la fois surjective et injective i.e. si
Vye F,3lz e E,y = f(x).
e La composée de deux applications injectives (resp. surjectives, resp. bijectives),
est injective (resp. surjective, resp. bijective).
Dans ce dernier cas, (go f)~! = f~tog L

Enoncés des exercices

. Montrer AUB=ANC < BCAcUC.

. Montrer (AUB)\ C = (A\C)U(B\C).

JAUBCAuUC
.Montrer.{AmBCAmcéBCC.

. Soient A et B des parties d’un ensemble F.
Montrer : BC A <= VX eP(E), ( ANX)UB=AN(XUB).

. Soient A et B des parties d’un ensemble F. On définit f : P(E) — P(A) x P(B),
X (XNAXNB).

a. Donner une condition nécessaire et suffisante d’injectivité de f.

b. Idem avec la surjectivité.

. Soit f une application de E dans lui-méme.
Montrer que f est bijective si, et seulement si, pour toute partie A de E on a
f(A) = f(A) ou A désigne le complémentaire de A dans F.

. Soit f une bijection de N sur lui-méme.
a. Si pour tout n €N, f(n) < n montrer f = Id.
b. Idem si l'on suppose Yn €N, f(n) > n.

c. On suppose enfin : Yn€N, f(n) # n. Prouver que {neN | f(n) < n} et
{neN| f(n) > n} sont des parties infinies de N.
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Soit E un ensemble. Montrer que la relation R relation définie sur P(E) par :
ARB < A=BouA=B
est une relation d’équivalence.

. Soit R la relation définie sur R par : 2Ry <= xe¥ = ye”.

a. Montrer que R est une relation d’équivalence.

b. Pour tout nombre réel x préciser le cardinal de la classe d’équivalence de .

1 1
. Montrer <n+ ):<p>+(p+ >++(n) si0<p<n
p+1 D P p

a. Par récurrence sur n.

b. En utilisant <k) = <k+1) - < k )
D p+1 p+1

c. Déterminer des nombres réels «, 3,7, d, € tels que, pour tout k € N*,

-1 k(k—1 -2 -1
n2 . N 6 2
Retrouver alors Z k, Z k2 et Z k3.
k=1 k=1 k=1

Soient E un ensemble de cardinal net A, = {f : E - N| 3 f(z) <p} ol p est
zeE

un entier naturel fixé.

. . n+py\ ..
Montrer par récurrence sur n que A, contient ( > éléments.
n

x — my + m?z = 2m
Soit (X2) mr — m?y + mz = 2m  oumeR.
mz + y—miz=1-m
A Taide d’opérations élémentaires sur les lignes et en discutant suivant les
valeurs de m préciser, dans les cas ou ce systeme admet des solutions, la nature
géométrique de I’ensemble de ces solutions.

ar + by + z =«

On considere le systeme (%) x + aby + z = B ou(a,b,a,fB,7) R’
T+ by + az = v

A laide d’opérations élémentaires sur les lignes et en discutant suivant les valeurs

de (a,b, o, B,7) préciser, dans les cas ol ce systeme admet des solutions, la nature
géométrique de I’ensemble de ces solutions.

Soient f une application de E dans F et A;, As deux parties de E. Montrer que
a. A C Ay = f(A1) C f(A2).

b. f(A1 UAQ) = f(41) U f(Aa).

c. f(A1NAs) C f(A1)N f(As) avec égalité si f est injective.

d. f(A1)\ f(A2) C f(A1\ As) avec égalité si f est injective.
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Soient f une application de E dans F' et By, By deux parties de F. Montrer que
a. By C By = f~(B1) C f(Ba).

b. f7H(B1UBs) = f~H(B1) U f1(By).

c. f[TH(B1NB:) = fH(B1) N f(Ba).

d. f7H(B1\ Ba) = f71(B1) \ f71(B2)

Soient f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.
a. Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

b. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

Solutions des exercices

. Supposons AUB =ANC.

BCAUB=ANC C Adonc B C A.
Deméme ACAUB=ANCcCdouAdcC.
Réciproquement si BC A C C alors AUB=Aet ANC =Adou AUB = ANC.

. Size(AUB)\C alors ou bien x € A ou bien x € B mais, comme z ¢ C, cela montre

que ou bien x € A\ C ou bien x € B\ C, ce qui prouve (AUB)\C C (A\C)U(B\C).
Réciproquement si z €(A\ C) U (B '\ C) alors z est soit dans A soit dans B donc
dans AU B mais ¢ ¢ C' donc x €(AUB)\ C.

En définitive on a montré : (AUB)\C = (A\C)U(B\ C).

. Soit = € B, distinguons deux cas :

eoubienzeAetalorsre ANBC ANC C C,
e ou bien x ¢ A donc x €(AUB)\AC (AUC) CC.
Dans tous les cas z € C'. On a effectivement montré B C C.

. Supposons B C A. Soit X € P(E).

(ANXCAetBCA)= (ANX)UBCA

etaussi ANX CX=(ANX)UBCXUB,donc (ANX)UBC AN(XUB).
D’autre part si x € AN (X U B) ou bien z € X et alors z € AN X, ou bien z € B.
En fin de compte z €(AN X) U B. En résumé (AN X)UB = AN (X UDB).

Supposons (AN X)UB = AN (X UB) pour tout X € P(E).
En particulier lorsque X =@ cela donne & UB =ANB C A dou B C A.

.a. f(9)=(2,9)=f (CE(A U B)) et donc une condition nécessaire d’injectivité

est AUB = FE.
Réciproquement si cette égalité est vérifiée et si f(X) = f(Y),

Solutions
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omaX=XN(AUB)=(XNA)UXNB)=(YNAul¥nB)=Y.

Une condition nécessaire et suffisante d’injectivité est donc AU B = F.

b.Si f(X)=(ANB,@)alors XNA=ANBdoun XNANB=ANDB =& donc
AN B =@ est une condition nécessaire de surjectivité.

Réciproquement si cette condition est remplie et si (Y,Z) € P(A) x P(B
posant X =YUZonaXNA=YUZ)NA=(YNAUZNA) =Y car
YCAet ZNACBNA=0. Deméme XNB =(YNB)U(ZNB) =
d’ouf(X) = (Y, Z), ce qui montre que [ est surjective.

Par suite f est surjective si, et seulement si, AN B =2.

A

\./
a@
=

. Supposons f bijective et soit A€ P(E).

Si x€A et ye f(A) alors f~1(y)€A donc z # f~l(y) et, par injectivité de
[y f(x) #y, douf(x) € f(A). _

De méme si y € f(A) alors f~!(y) € A car, sinon y = f(f’l(y)) € f(A), donc
yE f(Z) En résumé f(Z) = m

Supposons réciproquement que, pour tout A€ P(E), f(A
Si(z,y)€E%etz #y,si A= {z} alorsy€ A, doncf )€ 7:{]”(;5)}
ce qui montre que f(x) # f(y) et, donc, f est injective.

D’autre part f(E) = f(E) = f(@) =0 i.e. f(F)=FE et f est surjective.

En définitive f est bijective.

) = f(4)
)ef(4) =1

. a. Procédons par récurrence.

On a f(0) < 0 par hypothese d’ou f(0) =

Si l'on suppose lexistence de n€N tel que k€0,
hypothese, f(n+ 1) < n+ 1 et, comme f(n + 1)
injectivité de f, il vient f(n+ 1) =n+ 1.

Par théoréme de récurrence f = Id.

n] = f(k) = k alors, par
¢ {f(0),f(1),..., f(n)} par

b. Procédons de méme.

Si kg est I'antécédent de 0 alors, par hypothese, 0 = f(ko) > ko, d’olt kg = 0.

Si 'on suppose l'existence de n€N tel que k€[0,n] = f(k) = k alors, en
notant k41 l'antécédent de n + 1, on a n + 1 = f(kp41) = kny1 et, comme
fkny1) € {f(0), f(1),..., f(n)}> nécessairement ky41 ¢ [0,n], ol kpt1 =n+1.
Par théoréme de récurrence f = Id.

c. Soit X = {n eN | f(n) < n}, supposons que cet ensemble est fini.

La question b. et I'hypotheése f # Id montrent que X est non vide. Soit p son
maximum. Alors n =2 p+1= f(n) >n dol f([p+1,4+00[) C [p+ 2, +o.
Comme f est surjective, nécessairement [0,p + 1] C f([0,p]) qui est au plus de
cardinal p + 1 : c’est impossible. Par suite X est infini.

De méme soit Y = {neN | f(n) >n}>a10rsf ) ={keN| f71(k) < k} car f
est bijective. Comme pour tout k €N, f~1(k) # k, le début de la question montre
que f(Y) est infini et, donc, Y aussi.

. Solent (4, B,C) € (P(E))°.
A= A= ARA, R est réflexive. B
ARB = (A =Bou A= B) = (B =AouB= A) = BRA, R est symétrique.
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(ARBetBRC) = (A:Boquﬁ) et (BzCouBzé)
d’ou (A =Coud= 6) puis ARC, R est transitive.
Par suite R est une relation d’équivalence.

. a. Soit (x,y,2) € R3.

re® = xe® = zRx.

TRy = xe¥ = ye® = ye® = xe¥ = yRa.

(ny et sz) = xe¥ = ye” et ye® = ze¥ = xe " = ye YV = ze”?* = xRz, par
suite R est une relation d’équivalence.

b. On vient de voir : 2Ry <= f(z) = f(y) ou l'on a posé f : x> ze™*.

f est dérivable sur R avec, pour tout z € R, f'(z) = (1 — z)e~* d’ou le tableau

T —00 0 1 +00
1 (x) + 1 + 0 -
fl@) |00 40 /A lfe N 0
Par suite f réalise une bijection de | — 0o, 1] sur | — 00, 1/e] et aussi une bijection

de [1,4o0[ sur ]0,1/€].
Siz < 0ouxz=1/e alors la classe de x est réduite a x, sinon elle contient deux
éléments.

n k 1
a. Notons P, la propriété : Vp €[]0, n], Z ( ) = <n + >

p p+1
0 1 .
<O> =1= (1) d’ou Py.

Supposons P,, et soit p €[0,n],

e ()£ () (3= () (3)-G2)

1 2
De plus si p =n + 1 alors SRR R L , Aot Ppy.
D p+1

b. Tout d’abord <k) —|—< k ) <k+1) = (k) = <k+1) _( k )
P +1 p+1 D p+1 p+1
n

k
Posons z;, = (p+1> sip< k<n, alorsZ( ) Z Tyl — Th) = Tnp1 — Lp

k=p k=p
"k n+1 n+1
ar télescopage, donc = — .
’ pe kz_p(p> <p+1> (p+1> (p+1>
c. k(k—1) = k? — k donc (a, B) = (2,1) convient.
De méme k(k 1)(k—2)=k3—=3k?>+2k don k(k—1)(k—2)+3k(k—1) = k3 —k
d’otut (v,9,¢e) = (6,6,1) convient.

gk;gf)(nj)w
=3 rt=ad ()2 (1) = ("5 ) +o ("))

k=p

Solutions
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(n+ Dn(n — 1)+(n +1)n _ nin+1) n(n+1)(2n+1)

soit Sy = 2 G 5 5 [2(n—1)+3] = ;
n - n L n L n L
sere=ox(a) 2 (2) 2 0)
n+1 n+1 n+1
o) e (") (1)
(n+ Dn(n—1)(n—2) (n+ 1n
= 1 —|—(n—|—1)n(n—1)+T
_ n(n+1) _ n(n+1) ~ n?(n+1)>
—T[(n—l)(n—2)+4(n—1)+2]—T(n2+n)_?.

11. Ay = N9 de cardinal 1 = (g)
Pour ceux que le cas n = 0 effraie on va traiter le cas n = 1 : A; est en bijection

1
avec [0, p] de cardinal p+ 1 = (p—i— >

+p

Supposons que A,, est de cardinal (n et soit F de cardinal n + 1.

Fixons z¢ dans E, alors F'\ {zo} est de cardinal n et f € 4,1 si, et seulement si,
il existe k dans [0,p] tel que f(zo) =ket >, flx)<p—k.

z€FE\{zo}
Silonnote By = {f: E\{zo} = N| > f(z) <p—k} alors (Bo,By,...,B,)
z€E\{zo}
Y P intp—k
t tition de A, 41 d’ot d(A, = d =
est une partition de Ay,41 d’ou card(A,41) I;)car (Bk) kZ_()( " >

n+p
4 1
soit card(A,+1) = Z (n) = (n Zi—; > d’apres ’exercice précédent.

l=n
Cela termine la récurrence.

12. On effectue Ly < Lo — mLy et Ly < L3 — mLq puis Lo <> L3 et on obtient le
T — my + m?z = 2m
systeéme équivalent (1+m?)y — 2m3z = 1 —m — 2m?
m(l1—m?)z = 2m(1 —m)
e Si me{0,1} les deux premieres lignes sont indépendantes et la troisieme ligne
est 0 = 0, ’ensemble des solutions est donc une droite.

e Sim = —1 les deux premiéres lignes sont indépendantes et la troisieme ligne est
0 = —4, ’ensemble des solutions est vide.

e Sinon les trois lignes sont indépendantes, l'intersection des trois plans est réduite
a un point.

13. Si a = 1 la condition de compatibilité est &« = 8 = 7 et on obtient le plan
d’équation x + by + z = a.. Désormais a # 1.
Effectuons Ly < L1 —als et Ly < Lo — L3 puis Ly < L1 + Lo, on obtient le
2-a—a®)z = a+B—(a+1)y
systéme équivalent bla—1)y + (1—a)z = B—7
T + by + az = 7y
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et on note que 2 —a —a? = (1) — a)(2 + a) et que Lo et L3 sont indépendantes.
e Si b =0 on effectue Ly < L1 — (2 4 a)Ls et la condition de compatibilité est
a+v = (a+1)5, 'ensemble des solutions est alors une droite. Désormais b # 0.
e Si a = —2 la condition de compatibilité est a+ B+~ = 0, ’ensemble des solutions
est alors une droite.

e Dans tous les autres cas les trois lignes sont indépendantes, l'intersection des
trois plans est réduite a un point.

a. est évidente.

b. On en déduit que f(A41)U f(A2) C (A1 U As).

Réciproquement, si y € f(A; U Ay), il existe z € Ay U Ay tel que y = f(z). Donc
y € f(A1) U f(A2).

c. f(A1NAz) C f(A1) N f(A2) se déduit de a).

Siye f(Ar) N f(Az), il existe (x1,22) € A1 X Ay tel que y = f(z1) = f(z2)

Si f est injective, il s’ensuit que x7 = x2 € A1 N Az et donc y € f(A; N As).

d. se prouve de méme.

a. est évidente.
b. On en déduit que f~*(By) U f~1(B2) C f~(By U By).

Si z€ f71(B1 U By) alors f(z)€ By UBy. Si f(z)€ By alors z€ f~1(By) et si
f(x) € By alors x € f~1(By). Dans tous les cas, x € f~1(B1) U f~1(Ba).

C. f_l(Bl N Bg) C f_l(B]_) N f_l(BQ).
Size f~1(B1)N f71(By), alors f(x) € By et f(z) € By, donc z € f~1(By N By).

d. se prouve de méme.

a. Pour tout z € G, il existe z € F tel que z = g o f(x) car g o f est surjective.

Comme z = g[f(:v)] et comme f(z) € F, en posant y = f(x), il existe y € F' tel
que z = ¢g(y). Donc g est surjective.

b. Pour z,2' € E, f(z) = f(2') = g[f(2)] = g[f(z')] <= go f(z) =go f(z').
L’injectivité de g o f implique z = z’. Donc f est injective.

Solutions



10 Raisonnement, vocabulaire ensembliste, calculs algébriques

Travail dirigé

Théoréme de Cantor Bernsteinl

Si E et F' sont deux ensembles tels qu’il existe une injection f de E dans F' et une
surjection g de F' sur E. On se propose de montrer qu’il existe une bijection de F
sur F'. On pose h=go f, R=FE\ g(F) et 'on désigne par M toute partie de E
contenant R U h(M).

1. a. Montrer que la famille F des parties M est non vide.
b. Montrer que l'intersection Z de tous les éléments de F est élément de F.
c. Montrer que si M € F et M; = RUh(M) alors M; € F.
2.0npose J=FE\Z, T' = f(T), T =g (7).
a. Montrer que {Z', J'} est une partition de F.
b. Etudier Papplication ¢ de E dans F déterminée par

o(x) = f(z)sizel; p(x) =g '(z)size
et conclure.

Solution

Notons que h(E) C g(F) et RNA(E) = 0.
1. a. E C F donc F est non vide.

b. 7 est une partie de E' contenant R et comme h( ﬂ Ml> C ﬂ h(M;) et
ieK ieK
comme h(M;) C M; = ﬂ h(M;) C ﬂ M;, il vient h(Z) CZ
icK icK

c. My C M. Donc h(M;) C h(M) et par suite, h(M;) C M;. D’autre part, R

est une partie de My
2. a. R Uh(Z) est une partie de Z d’apres 1.b), est élément de F d’apres 1.c.

et donc contient Z. D’ott Z = R U h(Z). Donc {R,h(Z),J} est une partition
de E. Compte tenu de la définition de R, {h(Z),J} est une partition de g(F).
L’application g étant injective, on en déduit que {g=1(h(Z)),g *(J)} constitue
une partition de F. On a g~ *(h(Z)) = f(Z).

b. La restriction de l'injection f & Z est une bijection de Z sur 7' = f(Z). La
restriction de l'injection g & J’ est une bijection de J' sur J = ¢g(J’') ; on peut
donc parler d’une bijection réciproque ¢g—! de J sur J'.

Comme E=ZUJ et F =7'UJ’, ¢ est donc une bijection de E sur F.




2 - Nombres complexes et trigonométrie

Rappels de cours

1. Forme algébrique d’un nombre complexe

Tout nombre complexe s’écrit de fagon unique z = a+bi ou a et b sont des nombres
réels appelés respectivement, partie réelle et partie imaginaire de z.

On note a = Re(z) ; b = Sm(z).
Si a = Re(z) =0, on dit que z est imaginaire pur.
2. Calculs dans C
Pour tout couple (z,2') € C% ot 2 = a +ib, 2’ = a’ + b/,
2=7 < a=detb="V,
z=0 <= a=b=0,
z+2 =(a+a)+i(b+0),
—z = —a —1ib,
Z = a — b est appelé le conjugué de z,
zz' = aa’ — bV +i(al + a'd),
a—1b z

1
. 0.- = -~ .
stz # Tz a2+ |72

¥neN,¥(a,b) €C2, (a+b)" =Y (”) aPb" .
k=0 \P
" 1 — zntl
* kE_ )
YneN™",VzeC\ {1} Zz =1
k=0
3. Module d’un nombre complexe
On appelle module d’un nombre complexe z le nombre réel positif noté |z| défini
par |z| = Va2 + b? = 2z
| Re(2)] < 2] et Sm(z)] <2,
z2=0 < |z| =0,

AL
Zl==

V(z,2')€C?,|22'| = |z|.|| et si 2’ # 0,
z

RED
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V(z,2)€C?, |2+ 2/| < |z| +|7'].
On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1.
. Conjugué d’un nombre complexe
V2eC,z = z,
V(z1,22) €C?, 21 + 22 = 71 + %,
V(21,22) € C?, 7173 = 71723,
VzeC,|z|? = 27,
Vze(C,%e(z):Z Z;ZZ

. Argument d’un nombre complexe non nul

et Sm(z) =

On appelle un argument d’un nombre complexe non nul z un nombre réel 6 tel que
z = |z|(cos(f) + isin(f)). Le second membre de cette égalité est appelé la forme
trigonométrique du nombre complexe z.

arg(z) est donc défini modulo 27.
Tout z € U s’écrit 2z = e = exp(if)) = cos(#) +isin(f) ou O est un argument de z.
On retiendra, en particulier, e’ = 1, e™ = —1 ; €/™/2 = 4.
¢l =¥ — JkecZ,0—0 =2%kn,
v(0,0") e R, it it = ¢i(0+0")
VOeER,e® = = —
el
V0 eR,Vn e Z, e = (e?)" (formule de Moivre)
0 | ,—if 0 _ ,—i0
VO eR, cos(f) = % et cos(f) = c 2.6
i

) i 0 . i 0
e?+1= e (2(:05 (5) cetf -1 = e (2isin (5)

. Formules de trigonométrie (a savoir)

(formules d’Euler)

cos est paire ; sin et tan sont impaires ; cos et sin sont 27-périodiques ; tan est
T
m-périodique et définie sur R \ {5 + km ’ ke Z}'

sin? 4 cos? = 1, 1+ tan? = é~

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a),

tan(a) + tan(b)

1 — tan(a) tan(b)

sin (5 - x) = cos(z), cos (5 - m) = sin(x).

sin(2x) = 2sin(z) cos(z),

cos(2x) = cos?(z) — sin®(z) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sin?(z).

ou (1 + cos(2x) = 2 cos?(x) et 1 —cos(2z) =2 sin2(x)>.
p+gq pP—q

cos(p) + cos(q) = 2 cos (T)-COS (T)

cos(p) — cos(q) = —2sin (]%)-sin (%)

tan(a + b) =
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sin(p) + sin(q) = 2sin (p ;— q) - cos (p ; q).

11—t 2t
=g e =

On notera aussi que acos(z) + bsin(z) = va? + b cos(z — @) ol ¢ est défini par
b

a
cos(p) = ——— - .
(SO) a2 + b2 Va2 + b2
. Racines n-iémes d’un nombre complexe Z
Etant donnés Z € C \ {0} et ne N*, I'équation 2" = Z a n solutions distinctes.

, 2k
SiZ=re“ onaz"=7 << z=an exp <iu), kel0,n —1].
n

2ikm

Si t = tan (g): alors cos(z)

et sin(p) =

Les racines n-iemes de I'unité sont wy = exp ( ), kef[0,n —1].
Vke[0,n —1],0r = wn—k-
V(a,b) €C? a™ = b" < a = bwy, ke0,n —1].
On note U,, ’ensemble des racines n-iemes de 1'unité.
Ur={1}; Uz = {~1,1} ; Us = {L,j, 5%} avec j2 = ], L+ j + 52 = 0, = 5"
Uy = {1,i, -1, =i} ; Us = {1, -1,4,—4,5% —5°}

. Racines carrées d’un nombre complexe

Soit & résoudre dans C, I’équation : 22 = Z.

e Si Z = pe'? avecee{7T I %} alorsz:i\/ﬁe%.

643
e Sinon, Z = a + ib. On cherche z = x + iy avec z et y réels.
?—y*=a
, 22—y =a ,
2° =27 = 5 b = 2?24 y? = Va2 + b2 car |z|* = |Z]
Ty =
2zy =b

D’ott 22 et y2. On obtient les deux solutions z = x + iy car le signe de zy est celui
de b.

e Résolution d’une équation du second degré : az? 4+ bz +c = 0,a # 0.

. . —b+0 -b—46 .
Cette équation a 2 solutions z; = 5 et z9 = 5 ol § est une racine
a a
carrée de A = b% — 4ac.
c
z21+ 2 = —9g 12 = az’> + bz +c=a(z — 21)(z — 22).
a a

. Applications géométriques d’un nombre complexe
e Représentation géométrique d’un nombre complexe
L’image de tout nombre complexe z = a + ib dans le plan R? rapporté & un repere
orthonormé (0; _i>, J ) est le point M(a,b) i.e. le vecteur OM est image de z. On
dit que z est I'affixe du point M ou du vecteur OM.
e Soient A le point d’affixe a et B le point d’affixe b,

la distance AB = |b — a,

Pangle (7, E) est congru & arg(b — a) modulo (27).
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e Si A, B, M sont les points distincts d’affixes respectifs a, b, z,
MA  |z—al == z—0b
—= et Mﬁ,Mﬁ =ar (7) mod (2m).
MB  |z-1] ( ) S (2m)

e Les points images de z et Z sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses.

e Soient r ERi et a € C. L’ensemble des points M d’affixe z tels que |z — a|] = r
(resp. |z — a| < r) est le cercle (resp. le disque fermé) de centre A, d’affixe a et de
rayomn 7.

Enoncés des exercices

!

T4 27 est un nombre réel.
2z

. Si|z| =|7'| =1et 22’ # —1, montrer que

. 21 et 25 désignant deux racines cubiques distinctes du nombre z, trouver z tel que
21+ 229 = z\/g

2 N 2" =1 K . 2
. Pour quels (n,p) dans N¢ le systeme { (1427 =1 est-il compatible 7
1 1
. Montrer : |z| gletz;élzﬂl%e(i) > —.
1—-2 2
. Résoudre les inéquations :
tan?(z) —2 1 cos(3x) — cos(2x)

a. v/1+2cos(xz) <sin(z) b

e < = . < 0.
tan?(z) —1 ~ 2 ¢ tan(z) — 4sin(x) cos(x)

. Montrer que le triangle dont les sommets ont pour affixes respectifs a,b et c est
équilatéral direct si, et seulement si, a + jb + j%c = 0.

. SineN* et p €[0,n] on note D, la droite d’équation y = x tan(f,) ou

P\T
0 :(1 7)7-
P +n 2

M désigne un point fixé de R?, M, son symétrique par rapport & D, et z, l'affixe
ne

de M,,. Etudier la convergence de la suite de terme général —
n

1
Zp
p=0

. Soient P et ) deux parties non vides de C telles que P U @Q = C. On considere
Ap:PXxP =Ry, (z,t) = |z —tlet Ag: Q@ xQ — Ry, (2,t) — |z—t]. On
suppose de montrer que 'une (au moins) de ces applications est surjective. On
suppose donc Ap non surjective.

a. Montrer, si z € P, I'existence d’un nombre réel d > 0 tel que le cercle de centre
z et de rayon d soit inclus dans Q.

b. Pour un tel d montrer que [0, 2d] est dans I'image de Ag.

c. Conclure.
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. Simplifier les expressions suivantes ou a, b, o, x, 0 sont des réels donnés, n € N~ et

2ikm
Wg = exp ( )
n—1 n—1 n—1 n—1 sm(kH)
a.Zcos(a—i—kﬁ); b.stin(k‘@); C.Zcos4k9; d.z Sk(9)79€?;
k=0 k=0 k=1

CO
k=0

n—1 n—1 n—1
e. Zwﬁ, peZ; f Z(warm)" ;g Z(a+bwk) :

n—1 n n

1
h. 22 1) ;i (ﬂ) . _
IE) (wk; Wi COS(Ol)—" ) 31 inIOCOS 92k )’ J kzl 2k COS(QE) COS(Q.’E) o COS(2]€71:L')

Linéariser cos™(z) et sin"(z), n € N et z €R. On distinguera les cas n pair et n
mpaar.

2n—1

m 2n (2
Si pEN* et n > 2p + 1 montrer Z cos (x + q—) = 05 ( p) pour tout réel x.
g 2n 22 \ p
. sin(nzx) . L.
Exprimer cos(nz) et — @ sous forme de polynémes en cos(x) dont on précisera
sin(z
le degré.
n—1
k
Montrer que H sin (l) = Vi ym > 2.
m gn—1
k=1

n—1
k
Penser a X?" —1 = (X2 -1) H (X2 — 92X cos (l) + 1).
k=1 n

a. (a,b,c) € C3, calculer x +y + z, xy + 22z + yz, ryz si
r=a+b+c, y=a+jb+j%c, z=a+j%b+ jc.
b. Exprimer a, b, ¢ en fonction de x,y, z. Montrer que
[0f2 + [yl + 1212 = A(Jal? + [bf? + [c?), A € N.

2ikpm

n—1
c. On pose 4, = Z ap exp (

n—1
) ot ay € C ; calculer Z |4, %
k=0 p=0

Résoudre dans C les équations suivantes :

o (z+1)n+(z—1>":1.b (1+iz)n:1+itan(a) oﬁae}—lz{-
z—1 z+1 TN~z 1 —itan(«) 2 2L’
Z1+294+23=1
c.zV=zouneN";d S =z2-%;e{ |21 = |2 =|s =1
212923 = 1

a. Calculer Z < " ) pour ¢ €{0,1,2}

0<3k+q<n 3k+q

b. Calculer Z (4kT:L q) pour ¢ €{0,1,2,3}
0<4k+qg<n
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Montrer que
n n
VYneN*,Vz,..., 2, €C, Z zE| = Z |zk| <= Vk €[1, n], arg(zx) =arg(z1)
k=1 k=1
a. Montrer que V(z,2') € C2, |z + 2/|* + |z — 2| = 2(|2]* + |2'|?)
! !/
b. Montrer que si u? = 22’ alors |z| + |2/| = ‘Z +2 : +u‘ N fu’.
n
DIE . o
Montrer que VYn e N*,V(zy,..., z,) €C" k:%n < Z . +T |
2k
1+ ‘ Z Zk‘ k=1
k=1

Montrer que V(a,b,c) €C3,|a| = |b| = |c| =1 = |a + b+ c| = |ab+ ac + cal.

Soit z = a + ib avec (a,b) € C2. Montrer que
|22=0 < (2=0) ou (a,b) € R%.

z+abz—a—-0>

Soit (a,b,2z) € C3? avec |a| = |b| = 1 et @ # b. On définit Z = -
a—

Montrer que Z2 €R_.

Racines carrées de 5 — 6i, 4ab + 2(a® — b?)i avec a,b€R.

a. Résoudre dans C I'équation : 22 + 4z + 1 +i(32 +5) = 0.
b. Résoudre dans C I'équation : (2% + 4z + 1) + (32 +5)? = 0.
c. En déduire quatre nombres réels a, b, ¢, d tels que
(22 +42+1)2+ (32 +5)2 = (22 + az + b) (2% + cz + d).

Soient a, b, c les racines dans C de I’équation
23— (3+20)22 + (3 + 11i)z — 2(1 + 7i) = 0.
Sachant que a € R, calculer a, puis b et c.

Résoudre dans C

a. 22 — (5 —14i)z — 2(5i + 12) = 0

b. 22 —=2(1+ia*)z +1—a* =0 avec a € C
c. 22 —2abz + b =0avecacRet bcC.
d. 24 =24i— 7.

2 2
Soit zp = cos (%) + isin (g) On pose a = zg + z5 et b= 2% + z3.

a. Montrer que 1+ zo + 28 + 235 + 2§ = 0.
En déduire que a et b sont solutions de 'équation 22 + x —1 =10 (%).
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2
b. Déterminer a en fonction de cos (g)

2
c. Résoudre (x) et en déduire la valeur de cos (g)

27 2w
Soit zp = cos (7) + isin <7) On pose a = 29 + 28 + 24 et b= 23 + 25 + 2§.
a. Montrer que a et b sont conjugués et que la partie imaginaire de a est strictement
positive.
b. Calculer a + b, ab. En déduire a et b.

a. Soient ai,ao,by,bs €R.
Montrer qu'il existe z,y € R, tels que (a? + a2)(b? + b3) = 2 + 2.

b. Soient pe N* et nq,.. SNy des entiers naturels, ai,...,ap,b1,...0, €Q.

Montrer que : 3(x,y) H a; +b3)" =z +y%

Résoudre les équations et le systeme suivants :

f+f

a. cos(x) = On pourra calculer cos(2x).
b. sin(m cos(z )) = cos(msin(x)).

c. sin(z). tan(z) 4+ 2 cos(x) = a on a €R.
d { cos(a) + cos(a + ) + cos(a + y) =

oua€R.
sin(a) + sin(a + z) + sin(a +y) =0

Résoudre les équations suivantes dans C.
a. (z—2)° = (1+1)(z —i)5.

b. 22 =j — ;2
c.zt=1+4j.
d 22=1-j.

e. (14+2)"+(1—2)"=0ouneN".
f.(142)" —(1—2)"=0ounecN"
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Solutions des exercices

1 1
N
.Comme 2Z2=1=22ona Z == 'i/ = Z/J;Zl = Z et donc Z est réel.
14 & 2z
zz!

. On a donc 23 €{j21,5%21 }

Sizp = jz1 alors 21 + 229 <= 21(1+2j) = 23V/3 <= 22 =i car z; # 0 puisque
21 # 2. Donc z; €{e’™/4, —e~im/4}.
Si 2o = j221, on obtient de méme : z; €{e ¥4 —e=137/4].

En conclusion, I'ensemble des solutions est {e?7/4, e=i™/4, i37/4 —idm/4}.

. Si z est solution, alors |z| = |z + 1| = 1 et I'image de z est dans l'intersection du
cercle de centre 0 et de rayon 1 et du cercle de centre —1 et de rayon 1. Comme le
triangle formé par les points d’affixes 0, z, —1 est équilatéral, on a z €{j, j}-

Comme z est solution si, et seulement si, Z est solution, le systeme est équivalent

1+45)P=1 —)2=1
a { ( ) i.e. {( 7 i.e. n € 3N et p € 6N.

1 1-—-
Siz=x+4iy #1, alors?Re(l_ ): (1—x)2x+y2'

Or(1-z)+y?=2>+9y>-1+2(1—2)<2(1—x)car |22 =22 +¢y2 < 1.

1 1
Donc R (—) pgy
onc (& 1 > 9

. a. Notons (1) I'inéquation proposée. Comme x — 1+ 2cos(x) et « — sin(x) sont
des fonctions 2m-périodiques il suffit de la résoudre sur [—, 7.

(Jz| < met 14 2cos(z) 20) < |z] < n
(Jz] < Tetsin(z) 20) < 0<a <.
On se limite donc & la résolution sur {O ) Q?ﬂ-]

Alors (1) <= 1+ 2cos(z) < sin®(z) <= cos(z)[2 + cos(z)] < 0 car

2
sin?(x) = 1 — cos?(x), d’ott (1) <= cos(z) <0 <= x¢€ {g’?ﬂ}
En définitive = est solution de (1) si, et seulement si, il existe un entier relatif k

T 27
tel Y [ 7]
el que x e 573

tan?(z) —
tan’(z) — 1

JT

b. Notons (2) l'inéquation proposée. Comme z + est une fonction

tan

T
paire et w-périodique il suffit de se placer sur [O y— [ \ Z}
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Sur [072[ comme tan®(z) — 1 < 0, (2) <= 2tan®(z) — 4 > tan?(z) — 1 i.e.
(2) <= tan?(z) > 3 qui n’a aucune solution.
Sur }% 7%[ en revanche (2) <= 2tan®(z) — 4 < tan?(z) — 1 <= tan*(z) < 3

T T
e — <ax< —
4 3

Donc z est solution de (2) si, et seulement si, il existe un entier relatif k tel que

T T

—<l|lz—kml <=

4 | | 3

c. Notons (3) la derniere inéquation. Par 2r-périodicité et par imparité on se limite
cos(3x) — cos(2x)

tan(z) — 4sin(z) cos(x)

On va étudier les signes a l'aide du théoreme des valeurs intermédiaires et,

donc, chercher les valeurs de x pour lesquelles le numérateur et le dénominateur

s’annulent.

cos(3z) = cos(2z) < 3z =42z [27] < S5z =0 [2nr]Jouxz =0 [27]. On

a [0,7]. On note f: x +—

obtient ainsi x =0 ou z = g our = 4%
Si0<z<metz# g alors tan(x) = 4sin(z)cos(z) <= 1 = 4cos?(x) car
sin(z) # 0. On obtient g et 2% pour solutions.
. o T T T 22 Aro
3 5 2 3 5
cos(3z) — cos(2x) 0 — - 0 + + + 0 -
tan(z) — 4sin(z)cos(z) |0 — 0 + + - 0 + + 0
f(z) + | -0 + | - + 0 -

x est solution s’il existe un entier relatif k tel que x — 2k est élément de

| L R e A
573 2" " 5 3’ 35 2773 5 "L

. A, B,C est équilatéral direct si, et seulement si, BA est I'image de BC par la
rotation de centre B et d’angle /3, ce qui s’écrit a — b = —j(c — b) soit encore
a—b(1+7)+jc=0. Comme 1+ j+ j = 0, ceci équivaut & a + bj + cj = 0.

. Si M est d’affixe re?® ot r e R, et § €R alors 2, = re20r=0

n—1 n—1 n—1 ]
5N _ —160 210, _ _ ,.,—10 D oAN T 4 _zum s
dott Y zp =re” Y e = —re™” Y wP ol 'on a posé w = en # 1 des
p=0 p=0 p=0
= 1—wn 2r . )
que n > 2. Par suite | ) z,| =7 < » ce qui montre que la suite
p=0 1-— w |1 — LU'|

proposée converge vers 0.

. a. Soit d un nombre réel non dans 'image de Ap. Alors si z € P il n’existe aucun 2’
dans P tel que |z—2/| = d. Comme PUQ = C cela montre que |z—2'| = d = 2/ € Q.
Le cercle de centre z et de rayon d est donc inclus dans Q.

Solutions
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b. Comme ce cercle est de diametre 2d cela montre que [0,2d] est inclus dans
I'image de Ag. En effet si 0 €[0,7], 2+ de?? €Q, 0 — |(z + de?) — (2 + d)] est
continue et prend les valeurs 0 et 2d en 0 et 7.

c. Sid > 2d et si § n’est pas dans I'image de Ag le méme raisonnement montrerait
que [0, 2] est dans I'image de Ap, ce qui contredit la définition de d.

Par suite [0, 2d] U [2d, +00[ est inclus dans I'image de Ag i.e. Ag est surjective.

0) = ZCOS (o + k) = Re(2).

n-1 Con-l . ol — emnd
Z _ Z 6Z(a+k9) — ela Z (ele) — {6 W S1 9 ¢ 27TZ
k=0 . k=0 ne sife2n
Si 0 ¢ 2nz, 7 — SB0/2) iar2zto)

sin(0/2)
Donc Cy (e, 0) = Sm cos (a + %9) si 0 ¢ 207 et n cos(a) sinon.
b, :zj)ksin(k:e) _ —C;z(:z_:;cos(kHD 686; (0,0).
c. cos'(z) = ?14(6“ o)t = L (cos(dr) + 4 cos(2e) + 3)
:écos‘*(ka) = é(cn(o,zw) +4C,,(0,26) + 3n)
G0 \n
S 5 ) [ ] s

— cosk(9) cos™(0)
n—1 n—1 X 1— W?P . |
— p_ PP _ sinip
e. S(n,p)—Z(wk) —Z(wl) —{ 1—wP i.e.
k=0 k=0 n sinon
S(n,p) = 0 sin divise p et n sinon.

n—1 n—1 n n
f. (wg + )" Z Z ( > wia™ ™t = (TZ) S(n, £)z"~* avec les notations
£=0

k=0 ) k=0 £=0
de e. Donc Z(wk +x)" =n(l+a").
k=0
n—1
g (a + bwg) =na+bS(n,1) = na
k=0
n—1 n—1

h. A(a) = H(wz + 2wy, cos(a) +1) = H(wk — el (wp, — e ).

k=0 k=0
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n—1
— — X" _ — (pino _ —ino __ _ 12 E .
Comme kli[O(X wr)=X"—1,ona A(a) = (e 1)(e 1) =4sin ( 5 )

- 1
i. P(z) = H cos (2%) Comme sin(26) = 3 sin(f) cos(8), on a
k=1

P,(x).sin (2%) = SH;EL 2) - Dot P,(x) six ¢ 2"wZ et P,(2"pr) = (=1)?,p€Z.

j. Cherchons « tel que
1

_ Ap—1 . 823 )
2k cos(z)...cos(2kF—1x)  2k—Lcos(z)...cos(28=2x)  2Fcos(z)...cos(2k~1x)
1 suffit que 1 = 2ay,_1 cos(2¥71x) — ay, pour tout k €[[2, n].

Comme cos(26) = 2cos?(#) — 1, on vérifie que ay, = cos(2¥z) convient.

Par télescopage, avec des notations immédiates, on a
n n

1 1 1
S N VAR Vi VI S VR (I -
; 2k cos(z) ... cos(2F—1x) Z( k=1 = M)+ 2 cos(x) ! + 2 cos(z)

k=2
1 cos(2"x)
D = — :
one ; 2k cos(z) . . .cos(2k—1x) cos(z) 27 cos(x) ... cos(2n~1x)

227 cos?" (1) = ( :) + ZZ ( ) cos (2(n — k)z)
= (2 + 1
22n cos? (g Z ( " ) cos ((2n — 2k + 1)z)
o on4+1Y .
2n+1 n+k
92n ¢ kz < f ) sin ((2n — 2k 4 1)z)
22" sin?" (z) = <2 > +2 Z 1)tk < > cos (2(n — k)z).
Démontrons, a titre d’ exemple la derniere formule.
2n

. 1 ; im2n (D)™ n (e
a2n _ ix ix — _1\k 2i(k—n)x
sin“"(z) = @ (e e ") Son ;}( 1 )( 1)%e .
Posons a = (2:) (—1)*e2 =) Alors ag,,_ = ag. Comme
ap + o = (an) (=1)*.2cos ((k—n)z) si0<k<n—1leta, = (2:) (=)™,
le résultat est prouvé.

’ p ’ : 2p 1 2p 2 -
D’apres Pexercice 10 cos?P(0) = 22 \ p + 2% z; oS (239)

j:
2n—1 qr m, p 2 2n—
Zcos (x+2n):22p( ) Z<]+p>z OS{ZJ(LU—FT)}
q=0 =1 =0
2n—1 - -

Or q;) cos [Qj (x + ;]—nﬂ = Cyy, (2jx, g—n) = 0 d’aprés l'exercice 9.e.

D’ou le résultat.

Solutions
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D’apres la formule de Moivre, cos(nr) = Re(e!®) = Re(cos(z) + i sin(x))™.

Avec la formule du binéme de Newton, on en déduit
n

cos(nz) = Re [Z (Z) (isin(z))" cos"-k(x)]

k=0

L
cos(nz) = Z ( ) (—1)?sin*(z) cos™ **(z) = T}, ( cos(z)) ot

p=0 2P

To(X) = [nf} < n ) (X2 - 1)Px"2P,

2p
p=0
Somme de polyndéme de degré égal a n, T,, est un polynéome de degré < n. Son
[n/2] n
. . . _ on-—1 3 ,
coefficient dominant est Z: <2p) =2""". Donc T,, est de degré n.

En procédant de méme, on obtient sin(nx) = sin(z) P, (cos(z)) ol
(5] n
— 2 _1)ypxn—2p-1 O 4 —
P,(X) = ZO <2p " 1> (X -1)PX est un polynéme de degré (n — 1) et
p:

de coefficient dominant 27!.

ik

) = exp (ﬂ) avec k €]0,2n — 1].
n

2n—1 n—1 n—1

Done X*" —1= [ (X —2) = (X - D)X +1) [[(X —2) [[(X —2)
k=0 k=1 k=1
car zg =1, z, = —1l et 290, = Z.
n—1
km
DoncX2”—1:(X2—1)H(X —2Xcos( )—i—l)
k=1

3
_

Comme, d’autre part, X2 —1 = (X2 - 1)) (X?)* il s’ensuit que
k=0
n—1 n—1 k

1
k k
ou A = H sin (21) Comme, pour tout k €[1,n—1],0 < 21 < g le nombre réel
n n

A est strictement positif, le résultat est établi.

a.x—|—y+z:3a;a:yz—a3+b3+c3—3abC'scy+yz—|—zx:3(a2—bc).

1 1
boa=g(@ty+z);b= (wﬂ y+jz) ;e =@+ iy+5°2).

On montre que A = 3.

n—1

o AT = Z o oxp (21kp7r) (Z - ( 21€p7r)>

k=0




15.

Nombres complexes et trigonométrie 23

n—1

Donc Aprp = Z \ak|2 + Zak@exp (M>

n
k= o k0

Z|Ap|27n2|ak‘2+SouS Zzaka/exp( i(k — f)pﬂ')
p=0 kAl

n— 1

g ZakGeZeXp(QZk E)pﬂ)

k#L p=0

2\ i
D’apres l'exercice 7.e Z exp ( ! p7r) = {n o AcnZ
0 sinon

Or (k,0)€[0,n — 1] = |k ¢l <n—1. Comme, de plus k # ¢, ona S =0.0On a

n—1 n—1

donc généralisé le résultat de b) en montrant que Z |4, =n Z |ax|?.
p=0 k=0
z4+1\"

a. Nécessairement z €{—1, 1} Posons Z = ( 1) - On est ramené a la résolution

1
de Z + 7= li.e. Z> — Z 41 =0 qui a pour solutions —j et —j2.

(2+ ) =—j=e " = 2l = e'% L e0,n — 1] ot Gk:—l-&-i
z—1 z—1 6, 3n n
Comme e # 1, il s’ensuit que z = —i tan( 5 ) ke€0,n —1].
. /2 1\ 9 .
Le cas ou (—J = —j* se traite de fagon analogue.
- —
b (1 - zz>n _ cos(a) — z:s%n(a) _ % (1.
1414z cos(a) + isin(a)
1—14 - — 2k
(1) = Z,Z:e_Q’Qk,ng‘gn—loﬁek:u-
1+1iz
— 1.

Comme e~2% £ —1 on trouve (1) <= z =tan(f;),0 <k <n
c.Sin=1,z=7% <= zeR. Supposons dorénavant que n > 2.
z = 0 est solution. Sinon, 2" =7 = 2" = |2]?2 > 0.

2 =Z=|z|" =|z| = |2|""t = 1= |z| = 1 puisque n > 2.
Dans ce cas, 2"t =1 <= z = ¢2F7/("+1) ayec 0 < k < n.
Donc, si n > 1, I'ensemble des solutions est {0} U {*#7/(*+1) |0 < k < n}-

d. 25 =z (1).

0 est solution de (1). Cherchons les solutions non nulles sous forme trigonométrique.
Posons z = pe'? ave p > 0 et 0 €[0, 27].

4 sin(50) = 2sin(0
(1) <= pe® = 2isin(f) —= {,0 sin(56) sin(6)

cos(hf) =0
B k ./ 2sin(0)
1) = (0 70 + 7 keo, 9]]) ct 0= i/ Suzg) P> Oet0lo,2n].

sin(#)

Comme sin(50)

>0, on a 0 €[0,n]. D’ott les solutions de (1) sont :

Solutions
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. . P
0, e’™/10 /2, ae®™/10 ol @ = {/2sin (TO) et leurs conjugués.

1
e. Comme z129 + 2923 + 2123 = — + — + — = 21 + 22 + z3 = 1, les nombres
Z1 Z9 zZ3

complexes 21, 25 et z3 sont racines de

PX)=(X—2)(X —2)(X —23) = X3 - X2+ X - 1= (X - 1)(X%+1).
Donc (z1, 22, 23) € E = {1,4, —i}- Aprés une réciproque immédiate, on conclut que
21, 22, z3 sont solutions du systeme proposé si, et seulement si, ils sont distincts et
éléments de F.

n

a. Pour tout 2 €C, (1 + )" = (k:
k=0

) z¥. En substituant z successivement par

17j7j2 Ol\lj:ezg"’()nobtient:2”;2(2) :So+S1+527
k=0
(1) = (Z) = SotS1j+S25°, (145" =) (Z) 7% = So+815%+Saj
k=0 k=0
3 N _ 1 n A\ -2\ _1 n ’Ili
DOUSO_gP +(1+7) +(1+J)}—3[2 +2cos(3)}

S, = %[2" + 2 ) 0+ )] = é{z” +2cos (L _32)”)}

1 , ) ) . 1 n+2
So = 32"+ (L +4)" + 21+ = 2[2" +2cos (7( _ )”)]
b. On procéde de méme avec cette fois 1,4, —1, —i & la place de 1, j, j2.

Une méthode consiste a raisonner par récurrence. Une autre est proposée.

n n
Si Zai = 0, alors Z la;] = 0 et les a; sont tous nuls. Sinon, il existe § € R tel
i=1 i=1

que zn:ak = e Zn:ak‘. Notons b, = age. Alors zn:bk = z”: |br| = ‘zn:bk’.
k=1 k=1 k=1
Donc Z Re(by) = Z |br| i.e. Z |bi| — Re(br)) = (1).

k=1
Comme Re(by) < \%e(bk)| |bk| on déduit de (1) que : Vk €[1,n], Re(bg) = |bi|
D’ou VE €[1,n], Sm(bg) = 0 et arg(bx) = 0 mod [27], donc arg(ay) = 6 mod [27]
1,n

pour tout k €[1,n]. La réciproque est immédiate.

e+ 2PP=G+2)Z+2) =22+ 22 + 22+ |22
|z ZPP=(2-2)zZ-2) =2 — 2 = 2T+ |2
D'ou |z + 2/|> 4 |z — /| = 2(|z|® + |2/|?) appelée identité du parallélogramme.
b. 11 existe v,v’ € C tels que v? = 2z et v'2> = 2’. Donc u? = 22’ = (vv’)%. Donc il
existe e €{—1,1} tel que u = evv’. L’égalité & prouver s’écrit alors
v+ v'> + v —0'|2 = 2(Jv[* + [v/]?). Elle est vraie d’apres a).
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On procede par récurrence sur n.
t
La fonction t +— T2 ¢ étant croissante sur Ry et d’apres I'inégalité triangulaire,
n+1 n+1 n
Sa Yl > lax
k=1 < k=1 _ k=1 + |an 1] .
n+1 n+1 n n
1+ \ Zak} 14+ Y ol T lansal + D lanl 1+ langal + Y la]
k=1 k=1 k=1 k=1
D> laxl D lal
k=1 — < kzln < Z | par hypothese de récurrence,
= 1 fa|
Lt lanal + ) larl - 1+ lal  *=
k=1 k=1
[a741] n ST f”ﬂ | D’ou le résultat.
anJrl
1+ |a'n+1| + Z |ak|
k=1
C 12 _ 1
Si |z|* =1 alors Z = —- Comme |ab| = |bc| = |ca] =1, on a
z
1 1 1 b
a = |ab+ bc+ cal? = (ab—i—bc—i—ca)(— +—+ —) = (ab—i—bc—l—ca)(u)-
ab  bc  ca abc
b+ b 1 1 1
Donc a = w(a—I—IH—C) = (7+7+7>(a+b+c).
abc a b ¢
Dot a=(@+b+¢)(a+b+c)=|a+b+cl? et le résultat car |-| > 0.
2|2 — (a* + b?) = (a +ib)(@ — ib) — (a +ib)(a — ib) = (a+ib)(@ — a —i(b—b)).
Donc |z[> =a? 4+ b* <= (a+ib=0) ou (a—a—i(b—1b) =0) (1).
(1) < Z=0ou (2iSm(a) —23m(b) =0).
(1) <= Z =0ou (Sm(a) = Im(b) = 0). D’olt le résultat demandé.
Pour savoir si Z2 € R, calculons Z2 + 7 = (Z+2)(Z - 2Z).
— 1 _ _ _
OrZ+7= W((zﬁ—abz—a—b)(a—b) + (E+abz—6—b)(a—b)).
a—
Comme a@ =bb=1,0n a Z+ Z = 0. Donc Z est imaginaire pur. D’ot1 Z? €R_.
a> -’ =5
a. Notons z = a + ib avec a et b réels. 22 =5 — 6i <= { a2 + b2 = /61
2ab = —6

Doncz::I:ZoﬁZ:\/ 612+5—i\/ 612_5~

b. 4ab + 2(a® — bv?)i = 2i(a® — b> — 2iab) = 2i(a — ib)? = (1 +14)?(a — ib)%.
Donc 22 = 4ab + 2(a? — b?)i <= z = %(1 +1i)(a —ib).

Solutions
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a. Soit & résoudre 22 + (4 + 3i)z + 5i + 1 = 0. Son discriminant est § = 3 + 4i.
a>—bp?=3 a? =4
3+4i=(a+ib)? a,beER &  a®>+b =5 < { =1
ab=2 ab =2
Donc § = (2 + )% D’ott les racines 21 = —1 —i et 25 = —3 — 2i.

b. (22 442+ 1)+ (32+5)? = (22 +42+1+i(32+5)) (2> + 42+ 1 —i(3z + 5)).
22 +4z+1+i(32+5)=0

{z2+4z+1—i(3z+5) =0

On a aisément 22 + 42 +1—i(32 +5) =0 < z2€{z, & }-

c. Donc P(2) = (22 +42+ 1)+ (32 +5)% = (2 — 21)(2 — 71) (2 — 22)(2 — Z2).

Donc P(z) = (22 — 2Re(21) + |21|3) (2% — 2Re(22) + |22]?).

Finalement : P(z) = (22 + 22 + 2)(22 + 62 + 13).

Donc (22 +4z+1)2+ (32 +5)2 =0 <=

a3 — (3 +2i)a® + (3 + 11i)a — 2(1 + 7i) = 0 équivaut, parce que a € R, au systéme

a®—3a*>-2=0 (a—13-1=0 i
<= <= a = 2 car a est réel.
—2a°+1la—14=0 (a—2)(—2a—T7)=0

22— (3+2)22 + 3+ 11i)z —2(1 4+ 7i) = (2 — 2) (2% + Az + 1 + Ti).

En identifiant les coefficients de z, on trouve A = —1 — 2i.
Résolution de I'équation 2% — (1 + 2i)z + 1 + 7i = 0. Son discriminant est
a?—p2=-7 a?=9
§=-T-24i=(a+iB)% a,BER < { a?+32=25 «— { B?>=16
af =—12 af = —12

Donc § = (3 — 44)?. D’ott les racines b= 2 —i et c = —1 + 3i.

a. Soit a résoudre 2% — (5 — 14i)z — 2(5i + 12) = 0. Son discriminant est
§=-25(3+4i) = (5i(2 + z))2 en procédant comme a l'exercice 25.
D’ou les racines z1 = 5 — 127 et 29 = —21.
b. Soit & résoudre 22 — 2(1 +ia?)z + 1 — a* = 0. Son discriminant est § = 8ia?.
Comme 2i = (1+4)% onad = (2a(l+ z))2
D’out les racines z; = 1 +ia%? — a(1 +1i) = (1 — a)(1 —ia) et 22 = (1 + a)(1 + ia).
c. 22 — 2abz + b% = (z — ab)? + b*(1 — a?) (1). Comme a €R,
esial <1,alors (1) <= z=ab+biv1— a2

(1) <= z=ab+bV/a?2 -1

d. En procédant comme & lexercice 26, on a 24i — 7 = (3 + 44)2, puis, un
calcul effectué dans l'exercice 25 donne (3 + 4i) = (2 + i)%. Donc Péquation a
résoudre s’écrit 2* = (2+1)*. Comme les racines quatriemes de 1'unité dans C sont
1,—1,4, —4, les solutions sont : (2 +1), —(2+1),i(2 + %), —i(2 + ©).

e si|a| > 1, alors
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5
a.1+zo+z§+zg’+zé

1_Zof0carzoflet207é1

Donc a + b = —1. Or, comme 2§ = 1, on a ab = 29 + 2% + 25 + 25 = —1.

a et b étant racines de 1’équation 22 — (a + b)x + ab, on le résultat.

1 2
b.a:zo+—:zo+70:2cos(—7r)~'
20 5

c. On résout 1’équation 2 +x — 1 = 0 en calculant son discriminant A = 5.

~14+5 —1-+5

D’ou ses racines qui sont réelles 11 = ——— et x4 = 5
-1+5

2
2T 2T
Comm60<?<§7a>0 Donc a = x;. Par suite, cos(5>: 1

1 = 1 — 1
a.Comme 2zl =1, onazl= — =75;22= = D2t = 3
0 ’ "7 2% P02 z
0

Sm(a) = sin (277r> + sin (g) + sin (8:) = sin (277T> + sin (477T) —sin (g) >0

T T 47 T . . . .
car 0 < 7 < - < - < 3 et la fonction sin est strictement croissante sur R.

1-— 27
1— 2
Donc a + b = —1. Pour les mémes raisons, ab = 2.

b. 1420+ 28 + 28 + 25 +25 + 25 = =0car 2l =1let 29 # 1.

11 s’ensuit que a et b sont racines de ’équation 22 4+ = + 2 = 0 dont le discriminant

147 10T

est A = —7 = (iv/7)?. Les racines sont z; = — —etn= 5

Comme Sm(a) > 0, il s’ensuit que a = 2;.

a. z = (a} 4 a3)(b] 4 b3) = (a1 +iaz)(a1 — iaz)(b1 + ibz)(by — ibz). Donc
z = ((a1 + Zag)(bl + ZbQ)) ((a1 — ’L'ag)(bl — ’ng)) = ZZ
ou Z = (a1by — agbs) +i(arbs + ash1) = x + iy avec x,y € R.

Donc z = 22 + 32 avec x et y réels.

b. se déduit de a) par récurrence.

\f-i- V2 \g \2[—1-% %—cos (%) cos (%) +sin (%) sin (g) =cos (%—g)
\/é%ﬂ = cos (73) Done cos(a) = \/é%ﬁ — o=t +2%kn ke,

b. sin (7 cos(z)) = cos (7sin(z)) = sin (g - wsin(w)) (1).

Donc

(1) < (mcos(z) = T rsin(z) + 2k7) ou (mcos(z) = g+7rsin(x) + 2k')

avec k, k' € Z.
1

mweos(x) = g —mwsin(x) + 2km <= cos(z) + sin(z) = 3 + 2k. Donc

b

2V2

™ s 1
De méme, 7 cos(z) = — + wsin(z) +2k'm < cos (m—l—f) = +KV2, ke
(#) = T+ msin(e) )=

meos(x) = g — mwsin(x) + 2km <= cos (x - %) = +kV2,k€Z.

Solutions
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Seuls k et k&’ nuls conviennent. En posant « € )0, 7[ tel que cos(a) = % la fin de
la résolution est immédiate.

c. sin(z) tan(z) + 2 cos(z) = a (1). On suppose bien siir que = ¢ g + 7Z.
(1) <= sin*(x) + 2cos?(z) = acos(xr) <= cos?(x) —acos(z) +1=0.

Notons f(y) =y? —ay + 1. Alors (1) <= f(cos(z)) = 0.

Notons A = a? — 4 et discutons selon le signe de A lorsque A # 0.
Sia=2,alors (1) <= (cos(x) —1)2=0 <= x=2km keZ.

Sia= -2, alors (1) <= (cos(z) +1)2 =0 < z =7+ 2km, keZ.

Si |a| < 2, Péquation est impossible.

Si |a| > 2, I'équations f(y) = 0 a 2 solutions y; < yo telles que y1y2 = 1 > 0 et
y1+y2=a.Ona f(l)=2—-aet f(—1) =2+a.

Sia>2,alors f(1) <Oetl'ona:0<y; <1<ys Donc (1) <= cos(z) = y1.
Sia < =2, alors f(-1) < 0et f(1) >0etlona:y < —-1< ys < 1. Donc
(1) <= cos(z) = yo.

d. Le systéme est équivalent & e + ¢*(a+2) 4 eilaty) — (1).

(1) <= 1+ € + €% = 0 puisque €** # 0.

(1) = 2COS(;) N 2cos(2)+e‘(y 3) = 0.

D) — 2 cos (g) + cos (y— g) =0 — 2 cos (g) +(-1DF =0
sin(y—%)zo yzg—Fkﬂ',k‘EZ

™
Ty _ (EDT cos () sik=2+1
cos (2) a 2 o cos (%r) S k2

2
Sik:2p+1,x=:i:g—l—él)\m)\eZety:j:g+(2p+1)7r+2/\7r.

4 2
Siszp,x:i% +4AT, NEZ ety=i§+2p7r+2)\7r.

a. (1+0)2=2i= (1+i)* = —4d= (1+4)° = —4(1+1).

Done (2 — 2)° = (1+)(z — i) = (z_2)5:—i((1+¢)(z—i))5 (1).
(1) 2—2:—\}1(1+Z)(z—z)wk,k€[[0 4] ot wk_exp(”;”)

Done (1) <= = — %,keﬂo n

b.j—j2= fz—\g(1+ i)2.

Donc 22 = j — j? «— 22:§(1+z‘)2 = z:j:f/g(l—i—i).

Tirm

+e12 .

c.1+j:_—j2:( §)2. Donc 2 =1+ j <= 22 = 4ij = te'5.
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Tim AT i
02 =_¢% =e% < z=+tels.

. i i Tim Tim
Donc I’ensemble des solutions est {eT2, —e12,e12 | —e12 }-

d1-j= 1_62? :6%<—2’LSIH <§)) Z—ﬁze% :\/geiT”r

2k
Donc 23 =1—j < z= %exp(—i%—&—%) avec k €[0, 2].
(2k+1)m

e.(1+2)"=e"™"1—2)" & 1+z=¢" n (1—2),ke€[0,n—1] (1).

(1) = (57 +1) = ™5 —1, ke[o,n— 1],

. (2k+ 1)
67/7

wo o=—1 <= 2k+1=n(2XA+1),\€Z.

Sin=2pne N*, cette égalité est impossible.
Sin =2p+ 1, elle n’est possible que si k = p.

(*57)

En conclusion, (1) <= z = itan

ke[[O,nfl}]\{

f. En procédant comme dans ’exercice e. on trouve que les solutions sont :

avec k €]0,n — 1] si n est pair et
n—

1
} si n est impair.

k
z = itan (2—7r) avec k €[0,n — 1] si n est impair et k€[]0, n — 1]\ {g} sinon.
n

Solutions






3 - Techniques fondamentales

de calcul en analyse

Rappels de cours

1. Inégalités
e Soit (x,v,2,t) € R* alors :

r<y=>z+2<y+2, (m<yetz<t)z>x+z<y+t,
(méyetzét)#x—zéy—ty
(zgyetogz)ézzgyz, (O <yet0< ):50 z < yt.

e [ est un intervalle si, et seulement si, pour tout (:17, y) €I?, le segment
d’extrémités x et y est inclus dans I ou encore si, et seulement si, pour tous
(v,y)e? et t€l0,1], tx + (1 —t)yel.

En particulier sia€eRet beR,, |z —a|] <b <= x€[a—b,a+b].

e Pour tout z € R on pose 7 = max(z,0) et = = max(—=x,0).

|l‘|+$ | | — |Qf| z +

0zt = <lz|, z =2

e Soit A C R

A est dite majorée s’il existe un réel M tel que Va € A, a < M ou encore s’il existe
un réel M tel que A C] — 00, M| ; M est alors un majorant de A,

A est dite minorée s’il existe un réel m tel que Va € A, a > m ou encore s’il existe
un réel m tel que A C [m, +o0o[;m est alors un minorant de A,

—z etz =2t + 2.

A est dite bornée si elle est & la fois majorée et minorée ou encore s’il existe un
réel positif M tel que A C [-M, M],

A admet un maximum s’il existe M € A tel que Vae A, a < M ; alors M est
unique et est appelé maximum de A, noté max(A),

A admet un minimum s’il existe m € A tel que Ya € A, a > m ; alors m est unique
et appelé minimum de A, noté min(A).

Remarque : si A admet un maximum alors A est majorée mais la réciproque est
fausse.
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. Fonctions

Soit f une fonction de D dans R ou D C R.

e f est dite paire si Ve € D, —z € D et f(—x) = f(x) ou encore si son graphe est
symétrique par rapport a Oy,

e f est dite impaire si Ve € D, —z € D et f(—x) = — f(x) ou encore si son graphe
est symétrique par rapport a O,

esi T >0, f estdite T-périodique si Ve e D, v+ T €D et f(x+T) = f(x) ou
encore si son graphe est invariant par la translation de vecteur 77,

e [ est dite majorée si f(D) est une partie majorée de R ou encore s’il existe un
réel M tel que Vo € D, f(x) < M ou encore si son graphe est tracé sous une droite
horizontale,

e [ est dite minorée si f(D) est une partie minorée de R ou encore s’il existe un
réel m tel que V€ D, f(x) = m ou encore si son graphe est au-dessus d’une droite
horizontale,

e f est dite bornée si f(D) est une partie bornée de R ou encore si son graphe est
tracé dans une bande horizontale du plan ou encore si | f| est une fonction majorée,
e f est dite croissante (resp. strictement croissante) si pour tout (z,y) € D?,
<y = f@) < f(y) (resp. f(@) < F());

e f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si pour tout (z,y) € D?,
x<y= f(z) > f(y) (vesp. f(z) > (y))-

Remarque : f est (strictement) croissante si, et seulement si, — f est (strictement)
décroissante.

e f est (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou décroissante.
. Dérivées

Si f est dérivable en a alors le graphe de f admet en (a, f (a)) la droite d’équation
y = f(a) + f'(x)(x — a) pour tangente.

Si f et g sont dérivables en a, A et p réels alors

Af + pg est dérivable en a et (Af + pg)'(a) = Af'(a) + ug'(

fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a )+f( g'(a),

si g(a) # 0 la fonction g est dérivable en a et ( ) (a) = I'(a)g(a) — f(a)g'(a)

2
(9(a))
Si f et g sont n fois dérivables en a alors fg aussi et (fg)™, = Z < ) [ gn=h),

Si fog aun sens, si g est dérivable en a et f dérivable en g(a) alors f o g est
dérivable en a et (f o g)'(a) = ¢'(a) f'(g(a)),
!
f dérivable en a et f(a) # 0 = In (| f|) est dérivable en a et (In (\f|))/( )= i((a))
1

Si f est une bijection de I sur J dérivable en a et si f'(a) # 0 alors f~
1
dérivable en f(a) et (f~ 1) (f(a)) = ——-
fla@) et (7Y U(@) = 0

Si f est dérivable sur un intervalle I alors :

f est constante si, et seulement si, f’ est la fonction nulle,

f est croissante si, et seulement si, f’ est & valeurs dans R,

f est strictement croissante si, et seulement si, f’ est & valeurs dans R, et
{x el | fl(z) = O} ne contient aucun intervalle non réduit a un point.
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. Fonctions usuelles

Exponentielle et logarithme

exp est la fonction dérivable sur R vérifiant exp’ = exp et exp(0) = 1,

on note, pour tout réel z exp(z) = e*,

si (z,y,n) ER?2 x Z, e*TY = e%eY et e"® = (&%),

exp est une bijection strictement croissante de R sur Ri,

sa réciproque est notée In, c’est une bijection strictement croissante de Ri sur R

1
partout dérivable et Vz > 0, In(z) = —
x
de plus : V(z,y) E(Ri)Q, In(zy) = In(z) + In(y), In (E) = In(z) — In(y).
Y

Siz>0etacR, 2% =e*m® et donc In(z*) = aln(z),
En posant 0* = 1sia =0et 0 =0 si @ > 0 on prolonge = — ™ a R, en une
fonction continue si a > 0.
Dans tous les cas x — x® est continue sur Ri.
Si @ = n € Z on retrouve ainsi la fonction z — x™.

[ a [0
7( ln(a;)) — 0, N 0et 7( ln(m))

JjB eﬁ$ eﬁz

Sia>0, BcRetxz — 0T, a:o‘|ln(:z:)|5 =0, e*zP - 0 et efa/m|ln(x)|ﬁ — 0.

Sia>0et >0, lorsque x — +00, — 0.

Fonctions circulaires réciproques
. L. _ A ™ T .
arcsin est la réciproque de la restriction de sin a [ — 3 5} ou encore, si |z] < 1,
. . ™
on a: f =arcsin(z) < z =sin(fh) et |0] < 5

arccos est la réciproque de la restriction de cos a [0, 7] ou encore, si || <1 :
0 = arccos(z) <= x =cos(f) et 0 < 0 < 7.

Ces deux fonctions sont dérivables sur | — 1, 1], arcsin est impaire et, si |z] < 1,
" , 1 . . T
arcsin’(x) = — arccos’(z) = ﬁ’ par suite arccos + arcsin = 5
—x

, . c . N T T .
arctan est la réciproque de la restriction de tan a } —5'3 [ ou encore, si x €R,

on a:f =arctan(z) <= = =tan(f) et |0| < g

arctan est impaire, dérivable sur R avec arctan’(x) = T3 22 par suite
x

1 T o
arctan(z) + arctan (7> =_—-siz>0et —=siz <0.

T 2 2
Fonctions hyperboliques

e e * e —e " sh(z)
Pour tout z € R on note ch(z) = ———— sh(z) = ———— et th(z) = .
ur tout x (x) ) (z) ) (z) h(z)

Ces fonctions sont définies et dérivables sur R, ch est paire alors que sh et th sont
impaires.

1
ch’ =sh et sh’ = ch, ch® —sh? = 1, exp = ch+sh, th' = — =1 — th®.
c

h2
0
On a les tableaux oo
ch|1 S +4oo
sh|0 7 4o
th|0 A& 1
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. Primitives et intégration
Si f est continue sur un intervalle I on appelle primitive de f toute fonction F
dérivable sur I telle que F’ = f.

x

Si f est continue sur I et si a€ I alors F,, : © —

a
s’annulant en a, F' est une primitive de f si, et seulement si, F' — F}, est constante.
c
f(t)dt = F(c) — F(b).

Si f est continue sur I et si F{ est une primitive particuliere de f alors F' est une
primitive de f si, et seulement si, F' — Fy est constante.

Dans ce cas si (b, c) € I? alors

F désigne une primitive particuliere de f sur l'intervalle I.

f(t)dt est la primitive de f

f(x) F(x) I
o R 1 (I B a)a+1

('ria) , a € R, O‘#f 0474—1 ]a,+OO[
x_aaaER In (|z — al) a¢l
e’ e’ R
In(x) xln(z) —x 10, 400
cos(x) sin(x) R
sin(x) — cos(x) R
ch(z) sh(z) R
sh(z) ch(z) R
a2ix27a7&0 1 arctan (5) R

1 1 T+a
5 a0 zaln(‘x_a’) tagl

a21 pald #0 arcsin (2) | —lal,lal[
ﬁ7h>0 In(z++va2+h?) |R

x21_h2,h>0 In (z 4+ Va2 — h?) }\/E,—I—oo[
tan(x) —In (| cos(z)|) }lm — g vk + g [

1 T
sin(z) In (‘ tan (5) D Jfer, (e + )]

1 T m T ™
cos(x) ln(‘tan(g—i—z)’) }kﬂ_g,kw—’—a[




Techniques fondamentales de calcul en analyse 35

f est dite de classe C! sur I si elle est dérivable et si f’ est continue sur 1.
Si u et v sont de classe C! sur [a, b] alors on a la formule d’intégration par parties :

b b b
/ W (H)o(t) dt = [u(t)v(t)] - / w(t)v' (t) dt.
Si ¢ est de classe C! sur I et si f est continue sur o(I) on a la formule de

»(b) b
changement de variable : V(a, b) € I?, / f(z)dx = / fle()¢'(t) dt.

»(a)

Enoncés des exercices

1. Ensemble de définition de f. Etude éventuelle de sa parité.

a. f(z) = \/1—2x+3arcsin<3x2_1) ; b. f(z) = 2223 + 2sin(z) ;
c. fla)=2"4+2"7; d. f(m)zln(itg) ; e. f(z) = xif
-2 20° +3
Lf@)= oy s & F) = s b (@) =[5 - Vein(a),

2. Calculer les dérivées des fonctions f suivantes définies par :

a. f(x ): (tan(%)); g(z) =In(z+ Va2 +1).

b. f(z) =1n (\/251n +1—|—\/251n 1)

c. f() g x2+k+gln(x+ 22+ k).
Lo 227

d. f(z) = arcsin (m) si|z] < 1.

e. f(z) = e” arctan(e”) — In (V1 + e%*).

1) = S+ ()

g f(z) = 1tan (f)—i—ln(cos(\/gf))-
\/4tan —|—1—2\/tan9c

b f(@) = (\/4tan —|—1—|—2\/tan )

i. f(x) = arcsin(e®) + arcsin (V1 — 621).

j. f(z) = —m~/—22 + 2ax + § + (ma + n) arcsin (%).

mn

d n
3. Calculer w(az In(z)).

dr "L 2 2n
s 2 _ n _ n 7 . _
4. Si (a,b) € R* calculer g [(x a)"(xz — b) ] et en déduire E <k> = < >

X
k=0
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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x
. Résoudre I'équation : arcsin(x) + arccos (5) =—

. Indiquer, suivant les valeurs de «, le nombre de solutions de 1’équation :

arcsin(x) + arctan(z) = a. Résoudre pour oo = 7/2.

. . ™ 1 . .
. Montrer que ’équation : 4 arctan(x) = 1 + arctan (—) a une unique solution

239
qui est 1/5.

1 1 1
. Calculer arctan (5) + arctan (3) + arctan <§)

. a. Calculer, pour = > 0, sin (arctan (tan (arccos(x)))).

27 T [, 1 arcsin (tan®(z)) + arctan (y/cos(2z) ).

b. Calculer, pour x € } — 5

Simplifier; lorsqu’il y a existence :

\/1+x—\/1—x>.
Vi+tr+vV1l—zx

a. arccos(—x), b. sin (arccos(z)), c. sin (arctan(z)), d. arctan (

Etudier sans dériver, les fonctions suivantes définies par :

a. f1(z) = arcsin (7332) ; b. fa(x) = arccos (

b

x2—1)
1+ 22

(57)

2
14+ =z
c. f3(z) = arctan (V1422 — z) ; d. fi(z) = arctan

a. Exprimer sin(36) en fonction de sin(6).
b. Etudier f : z — arccos (222 — 1) — 2arcsin (3z — 42®). Résoudre f(z) = 0.

222
2Vxd — 222 4+ 2

Etude des variations de fix— puis de g = arcsinof.

1—6x2+x4)

Etude des variations de f iz arcsin ( 0+

2@ —
Vérifier que arctan (7) + arctan <

V3

20— x
7) est constant. Pour z € 7
l’\/g

Calcul de primitives

Les exercices suivants sont des occasions de calculer. Les changements de variable
recommandés sont mis entre parentheses. Dans les autres cas, le lecteur pourra
penser a intégrer par parties ou a utiliser les primitives usuelles.

1- 3
a. f(z) = m On pourra noter que 1 —z = —5(2:13 +1)+ 5
sin®(z) cos(2z)

b. f(z) = o5 (2)’ c. f(z)= Sn(z) + sm(37) (Poser t = cos(z))



17.

18.

19.
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1
d. f(z) = . (Poser t = sin(x
i) cos(z)4/1 — sin(x) ( ! (=) .
e. f(z) = cos(z) sin?(z). f. f(z) = wcl(()z(xaj)'

g f(z) = \/7 (Poser t = sh(z) puis V1 + 2t2 — t\/2)

T = - Poser t =
x
x
i f(z) =~ 3(1 - Poser t = ¢ -1
x3(x —
j- fz) = i_? Posert—\/f.
1 1 + + 2 arctan(x
k. f(x):m~ (Poser t = x°) 1. f(x):#e tan(z)
m. f(x) = arctan ;)+ u
x? o
n. f(z) = i arcsin(x). Intégrer par parties aprés avoir posé t = arcsin(z).
-z
B cos(x) B sin(z) ' ) B
o. f(z) = m. Poser g(z) = —sin(gc) +cos(@) | examiner f+get f—g.
p. f(z) = (2 —x — 1)~
1 i 1
af@0 = ) = T s i) =
1 1 1
O snse YW e YW T aa=
w. f(z) = 9;(131025(;95)) x. f(z) = e sin(x). y. f(z) = sin (In(z)).
z. f(x) = M a. f(z) = z?arctan(3z)  B. f(z) = zarctan®(z)

1

7. f(x) = arcsin®(z). J. f(z) = N

1
Calculer I,, ,, = / 2™ (1 — z)"dz ot m,n €N de deux fagons différentes et en
0

déduire une identité.

Y oat+b
Expliquer comment calculer / ((;;n
0

dt pour a,beR,neNet g > 0.
2rgr? 1

dt

1
CalculerI:/ - On posera, pour x > 0, I(x) = J(z) — K(x
P i P () = Jiw) = K(z)

LT+ ¢2 \/
+ dt et K(x

ou J(x
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Solutions des exercices

11
1. a. [f 3’ 2] b. R et f est impaire ; c. R et f est paire ; d. | — oo, —3[U]3, +o0|

et f est impaire ; e. R\ {0} ; f. R\ {w ‘ ke Z} ] =00, —2] U [2,+00]
h. [0,2].
2. a. f’(x) = ﬁ ) g’(x) = \/117
b @)= =2 ) = VTR @) = o) £ (@) = 0
4sin?(z) — 1 T
e. f/(z) = e"arctan (¢®) ; f. f'(z) = @ ig fl(x) = %tan?’ (V) ;
/ 2 s
h.f<gc):(;082 )v/tan(x)(4 tan(z) + 1) 1 f(@) =05
T

\/—x2+20¢x+ﬁ.

|
dar T EPATES
3. On prouve par récurrence facile que — (z —a)? = { q—7p (z —a) slq=>p

da? (g sip>gq
dp In(x) sip=20
o gy = { Cormr (77
xP
n k
Tl découle de la formule de Leibniz que Vo € RY, f(z) = Z (Z) dd?(x”) ™ ().
k=0
-1 n—k—1
f(xz) =n!n(z —1—2( ) "_k( x)n—k (n—k—-1)!
n—1 n— n
Donc f(z) = n!<1n(z) - Z (Z) (;11 kk> _ m(ln(z) B Z <Z) (—;)P>
k=0 p=1

n n
par changement de variable p = n — k et car ( ) = < > si0<p<n
p n—p

4. D’apres deux formules rappelées a ’exercice précédent,

dan n nl N (T n! ™!
g l@=a) <x—b>}—k§_%(k)w<x_a) C = b

Doncddx—nn[(x—a) xz—0b)" —n'Z( ) (z —a)" % (z — bk
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n
nA 2
Le coefficient de 2™ dans le second membre est n! Z ( ) . Le coefficient de z™
k=0

dn 2n
dans le premier s’obtient en calculant d—(xQ") Clest u D’ou I'identité.
" n!

. Compte tenu des ensembles de définition de arcsin et arccos, les solutions sont a

rechercher sur [—1, 1].
. x T
arcsin(z) + arccos (5) =1 (1).

/
o8
N—
N—
Il
ol
[N}
—~
[\
~—

(1) = sin (arcsin(m) -+ arccos

(2) = x.g—i— 1—224/1—

@) *@z‘xgzwl_ggz) )
)

(2) <= (V2—-2?)?2=(1-2)4-2%) = (5-2v2)2%2=2.
V2 —f

Donc les solutions sont qui sont éléments de [—1,1].

5-2/3 " 523

. Notons f : x — arctan(x) + arcsin(z). La fonction f est définie sur [—1,1] et
f([-1,1]) c] — 7, x[. Dong, si |a| > 7, I'équation n’a pas de solution.

Comme f est continue et strictement croissante sur [—1, 1] on a, plus précisément

3m 3 3 3
f(-1,1]) = {— ZF, I} Dong, si |a| > ZW, pas de solution et si |a| < % ,

léquation f(x) = o a une unique solution.

Sia= ga on a f(r) = a <= arctan(xz) = arccos(z) avec |z| < 1 ce qui équivaut

a4 & = tan (arccos(z)),z €[-1,1] i.e. x = »x€]0,1] (1).

1
Vita?
(1) = 2€]0,1[22(22+1) =1 < z€]0,1], (H%)z:,.

V5-1
2

L’unique solution est x =

T
. La fonction arctan établissant une bijection de R sur ] —3'3 {, comme le nombre

1 12 T T, . . .
réel = 1 + arctan ( ) est élément de } 132 { I’équation a une solution unique.

239
2 tan(0)
o _ 2tan(20) 1—tan?(0)  4a?(1—a?)
516 = arctan(v), tan(40) = T gy = L ( 2 tan(0) )2 T G2+ 1
1 — tan?(9)

tan(a) + tan(b)

btient
1 tan(a) tan(b) " 000!

En utilisant la formule : tan(a + b) =

tan (7 + avetan (552)) = 175
A\ TN 539)) T 119
42(1—2?) 120

1
11 suffit de vérifier que 3 est solution de I’équation : P62 1119

Solutions



10.

11.
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La formule : Z = 4 arctan (é) — arctan (i

239) est appelée formule de Méchain.

. La fonction arctan étant strictement croissante sur R, on a

1 1 1 3m
y = arctan (5) + arctan (5) + arctan (§) < 3arctan(l) = =

tan(a) + tan(b)
- tan(a) tan(b)

L’utilisation de la formule tan(a + b) = donne tan(y) = 1.

Doncy—z—l—lmaveckeZ Doy =

. a. Montrer que pour z €]0, 1], sin (arctan ( tan (arccos(z)))) = =.

1
b. Montrer que pour z € } — %’ g [, 3 arcsin (tanQ(m)) +arctan (y/cos(2z) ) = %
a. f : @ — arccos(—x) est définie sur [—1,1]. Donc cos(f(z)) = —x ce qui équivaut

a cos(m— f(x)) = . Comme 7 — f(x) €[0, 7], on conclut que f(x) = m— arccos(z).

b. f :  — sin(arccos(z)) est définie sur [—1,1]. Comme arccos(z) €[0, ], on a

f(x) = 0. Donc f(z) = /1 — cos?(arccos(x)) = V1 — 2.

1
c. cos?(9) = HTDQ(Q). Comme arctan(z) € } ;r ) [ on a cos(arctan(z)) > 0.
1
Donc cos(arctan(x)) = ————. Donc
( (=) V1+a? .

sin(arctan(z)) = tan(arctan(x)). cos(arctan(x)) =

Vitr—+V1+zx
\/1+x+\/1+:17

Pour tout = €[— , il existe un unique 6 €[0, 7] tel que 6 = arccos(z).

\/1—1—36—\/20082 2COS

Vita?
) est définie sur [—1,1].

d. f: wn—>arctan(

et /1— 2 = /2sin? (Z) \/Esin(g)-
P Sl A
55 77— e () () cacn ()
Donc f(z) = arctan (tan (g - g)) = % - g car % - ge ] gag{
Finalement, Vz €[—1,1], f(z) = m _ arceos(z) = 1aurcsim(x)

2
2] <1 <« (|x|—1)2>0 <~ z€eR.

a.x€Dy — T4 a2 S

f1 est donc définie sur R et impaire. 11 suffit de faire I’étude sur R, .
Pour tout x € R, il existe un unique 6 € [Oa g { tel que 6 = arctan(x). On a alors

)-
20 i6
o 5 = sin(20) et f(z) = arcsin (sin(20)) = soe { 71
Ltz T — 20 8196}25{

2arctan(x) si z €[0,1]
m—2arctan(z) siz€]l, oo

Donc : Vx €R4, fi(x) = {



12.

13.
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1 a?)

1+ a2
™

suffit de faire 1’étude sur Ry. Pour tout z € R, il existe un unique 6 € [07 5[ tel

2

1—
que 6 = arctan(x). On a alors Tiz = cos(20) et f(z) = arccos (cos(26)).

Comme 26 €0, [, il s’ensuit que : Vo € Ry, fo(x) = 2arctan(z).

b.2€D; <=

<1 < zeR. Donc f; est définie sur R et paire. Il

1 — sin(6
c. f3 est définie sur R. Notons § = arctan(z). Il vient v1+ 22 —x = (DZ’I(I;())~

Or 1 —sin(d) =1 — cos (g —9) = 2sin? (% — g) et

T o (T 0 T 0 1 —sin(f) T 0
cos(f) = sin (5—9) = 2sin (1—5) cos (Z—i) Donc Toos®) tan (1—5)
™ s ™ 0 7 T 1
—5 < 0 < 5= 0< 1 3<% Donc f3(x) = 1 §arctan(x) pour z € R,
d. Dy, =[-1,1]\ {0} et f4 est impaire. Il suffit d’en faire I’étude sur ]0, 1].
T

Vre]0,1],30 e [Oa 5 [7 0 = arccos(z).

Donc Vz €]0, 1], f4(z) = arctan (tan(d)) = 6 = arccos(z).

a. Le lecteur étudiant vérifiera que sin(30) = sin(26 + 0) = 3sin(#) — 4sin®(0).
-1<22 -1<1

—1<3r—423 <1

Or -1<212-1<1 < x€[-1,1] et

“1<3r-423<1 &= (@+1)2x—-1)2>0et (z—1)(2z+ 1)? < 0, donc

Dy = [—1,1]. Notons f(z) = g(z) — 2h(x) avec g paire et h impaire.

vz €[0,1],3'0 € [Oa g] +0 = arccos(z) = Vz €[0, 1], g(x) = arccos (cos(26)) = 26.

Donc g(z) = 2arccos(z) si z €[0,1] et g(z) = 2arccos(—x) si x €[—1,0].

On déduit de a) que Vz €[0, 1], 3l € [O, g} »x = sin(); h(x) = arcsin (sin(3a)).

1 1
Donc, si x € [Oa 5} »h(z) = 3arcsin(x) ; si x € ]57 1} ,h(z) = m — 3arcsin(x).

Comme arcsin(z) + arccos(x) = g pour tout x €[—1, 1], on peut écrire :

b.z€Dy <=

Va e [07 %} » f(z) = 8arccos(z) — 3w ; Va 6] %7 1] , f(x) = —4 arccos(x) + .

On précise aisément f(z) pour x €[—1,0].

(22 — 222 +2 = (22 — 2)2 + 1 > 0. Donc f est définie, dérivable sur R paire. 11
suffit d’en faire I’étude sur R .
V22(2 — 2?)
(@t — 222 + 2)372
Donc f est strictement croissante sur [0,v/2] et strictement décroissante sur

[V2,4o0[ avec f(v2) =1
Vo eR\ {V2}g'(x) =

Le lecteur étudiant vérifiera que f'(x) =

P e
1— f2(x) |2—a2|Vat — 222 +2

Solutions
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15.
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Donc g est strictement croissante sur [0,/2] et strictement décroissante sur
[V2,400[ avec g(v2) = g Ona g(0) =0et Emg = %
oo

Notons g(z) = 1(_1(:_33730;;;: et f(x) = arcsin(g(x)) si |g(z)] < 1.
L= g(@)> = (1 - g(@)(1+g(@)) = (1~

5 1627 (x* —1)?
Donc Vx € R, 1 — g(z)* = S

Donc f est définie sur R. On a f et g paires.
162(z? — 1 "(x
L O
@+ 1) 1= g0
Le signe de ¢'(z) et par suite de f/(z) sont immédiats et les conséquences sur les
variations de f s’ensuivent.

1—6x2+x4)( 1—6x2+x4)
(11 22)2 11222
> 0.

vz eR,g'(x)

On suppose b # 0. On a f définie et dérivable sur R*.
On vérifie que, pour tout x € R, f’(x) = 0. Donc, il existe deux constantes réelles
C1 et Cs telles que, pour tout x GRL f(x) = Cy et, pour tout x eR*, f(z) = Cs.

1
Donc Cy :llg.}f et ngljrg.}f. Comme arctan <%> = % on a
g sib>0 —2n sib>0
Cr= 2m ; Co =4 o3

On notera F(x) = /f(a:)da:.

1 z+1 2z +1
CF(z) = 2 ——"— 1 \3arct ( )
a. F(x) 2$2+x+1—|—\farcan 7

b. F(z) = itan‘l(:c).

] (5)]
e 4 Tlnltan(Z2)]
dcos(z) 4 3

d. Poser t = sin(x) F(z) = 1 1 —sin(z) + 2\1/5 In g; %

c. Poser t = cos(z) F(z) =

2

1 sin(2z)  sin(4x)  sin(6x)
- Fla) = g (o4 = - =4 = =45 )

4
f. F(z) = §(sin(gc))?’/Q.
g. Poser t = sh(x) puis V1 + 22 —tv/2 = u ;

) 1y 420) 50 3 2 13|
"~ 27 ch(2z) — sh(z)y/2¢h(2z) — 2 — V2
14z 1. [1—¢t] 1, 1 1
h. Poser ¢t = - -F(x):81n‘1+t‘+4(t—1_(t—l)z)'
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-1 3 1 -1
L poser = [T F@) = Getn (1l (2- 1+ /7))
xr

T T
avece=1siz>1lete=—1six<0.
ZA N A A
i. Poser t = §/7 ; F :6(— LN I 1)
j. Poser Vx5 F(z) 7+5 4+3 5 T n(z +1)
2e+/ 10 5 ) R
k.Posert::c5;F(m):§ln Ve +;z:5+ i ol ¢ = signe (z).
T
l. F(z) = zexp (arctan(z)).
m. Intégrer par parties puis poser t = x + 2 pour = ¢ [—3,—1].
1
F(az):xarctanu —71 ‘x—|—2+\/x+1 x+3’+arcsm( )
3+ +2
avec € =1 six > —1, ets——lslx< -3.

n. Intégrer par parties apres avoir posé t = arcsin(z) pour |z| < 1.
2

1
F(z) = —gmgurcsin(m) + 1 arcsin? (z) + %

o. F(z) = %(g +In | sin(z) + cos(m)|).

p. F(z) = — (23 + 322 + 5o +4)e™®

1 3 2z —1
q. F(I):_Z 1+4z74z2+1arcsin( z )

V2
r. F(z) = %(arcsin(m))gﬂ.
s. F(x) = 2arctan (\/ex —-1).

t. F(z) =1n

1+ \/W

) = {arccos(l/x) siz >0
" | arccos(—1/z) siz <0

VA —2?

4x

w. F(z) = sz(x) +1In ‘ tan( )‘

x F(z) = Mex.

y. F(z) = §<sin (In(z)) — cos (ln(x)))
z. F(z) = (In (In(z)) — 1) In(z).

u. F(z

v. F(z) = —

3 22
a. F(z) = % arctan(3x) — 5 + @ In (1 + 927).
z2 +1 2 1 9
B. F(x) = (arctan(z))” — zarctan(z) + B In(1 + z*).
7. F(z) = z(arcsin(z )2 +2v/1 — 22 arcsin(x) — 2z.
1 _
0. F(x) = — arcsin ( a 5)-
2 5

Solutions
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De la formule du binéme de Newton, on déduit :
m _ n __ - n _1\k,.k+m
YV €l0,1],2™(1 — x) —Z(k)( 1)FatTm,

k=0
- xeny (FDF
DouI”’m_kZ_o(k>k+m+1'

D’autre part, en intégrant par parties, on obtient I,, ,,, = e L—1,mt1-

Par une récurrence immédiate,
n! n!m!

(m+1)(m+2)-—-(m+n+1l) (n+m+1)
D’ou l'identité demandée.

[n,m =

Ona/wati—kbdt:a/w#—&-b[n(x) ol In(m):/ﬁ#dt.
o B+ 0 (tza+ q)" N o (+aqn
/w t _ {_Q(n—l)(t2+q)”—1}o sin>2
o (B+agm g[ln(tz—i—q)]i sin=1
Par intégration par parties, en posant u(t) = t et v(t) = ———— on obtient

(2 +q)

x T2
I, (x :7—&—271/ ———dt.
=g T, @
En écrivant t? = (t? 4+ q) — ¢ dans l'intégrale, on obtient la relation de récurrence

qui ramene le calcul de I,(z) & celui de I (x).

2ann+1(m) = (2n - I)In(l') + W

/1 2 1
Par intégration par parties, J(x) = Rk V2 + [ln(t +V1+¢t2 )} .
x

K(z) = vi-—z* {arcsin(t)} 1.

X x

B VI+a2—v1— 22

Donc J(x) — K(z) —\/i—l-z—&—ln(l—i—\/i)—i—a(x)

T 2
avec a(z) = In (z + V1 + 22 ) — arcsin(z).
T+a2—VI—a? 2
Vita?-Vi-w = - 0 et lim a(x) =0, donc
T Vi a2 ++v/1—22 -0 z—0

lim (J(2) — K(x)) = 0. Donc I = 2 —v2+1In (1 + V2).

z—0




4 - Nombres réels
et suites réelles

Rappels de cours

1. Ensembles de nombres réels
N=1{0,1,2,3,...,n,...} : ensemble des entiers naturels.
Z = N U (—N) : ensemble des entiers relatifs.
Q = {p/q|(p,q) €Z x N* : ensemble des nombres rationnels.
R\ Q : ensemble des nombres irrationnels.
NCczZcQcCR.
On appelle partie entiére d’un nombre réel x et on note |x] le plus grand entier
relatif (élément de Z) inférieur ou égal a z.
VreR, |z| <z < |x] + 1.
[10™x] [10™x] 1
R, <z < .
VneN,Vr e 1o T o o
[10™x]
107L
|10™x] 1 - . . < 1n— .
Ton + Ton est la valeur décimale approchée par exces de x a 10™™ pres.
On appelle intervalle de R toute partie X de R telle que pour tous a,b de
X,a < b,[a,b] C X.

Tout intervalle ouvert de R rencontre R et R\ Q.

est la valeur décimale approchée par défaut de = a 10~ pres.

R = [~00, +00] est la droite numérique achevée.

Toute partie non vide de R, majorée (resp. minorée) admet une borne supérieure
(resp. inférieure)

2. Suites réelles ou complexes : définitions
Une suite réelle (uy,)n>0 est dite majorée si : IM € R,Vn e N, u,, < M.

Une suite réelle (uy,)n>0 est dite minorée si : Im eR,¥n e N, m < u,,.

Une suite réelle (uy,)n>0 est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée
i.e. il existe M € R, tel que : Vn €N, |u,| < M.
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Une suite réelle (u,)n>o est dite croissante (resp. décroissante) si, pour tout
neN u, < upy1 (resp. u, = upy1). Elle est dite stationnaire si, & partir d’un
certain rang, U, = Up4+1-

Une suite réelle (u,)n>0 est dite monotone si elle est croissante, décroissante.

. Convergence de suites

Une suite réelle ou complexe (u,)n>0 est dite convergente s'il existe £ €R ou
LeC telle que : Ve > 0,IngeN,VneN,n = ng = |u, — £ < e.

Si £ existe, elle est unique. On 'appelle la limite de la suite (uy)n>0.

Si u, = an + ib, avec a, et b, réels, (up)n>0 converge si, et seulement si,
(an)n>0 €t (by)n>o convergent. Dans ce cas, lim (u,) = lim (a,)+4 lim (b,).
n—00 n—00 n—00
On dit que u,, —— +00 (resp. uy, — —00) si
n— 00 n—oo

Va>0,IngeN,VneNn > ng = u, > a.
(resp. Ya > 0,3ng e N,VneN;n > ng = u, < —a).
Une suite est divergente si elle ne converge pas.

Si (un)n>0 et (vn)n>0 sont deux suites réelles ou complexes convergeant respec-
tivement vers £ et £’ et si A est un scalaire réel ou complexe, la suite (A, +vp)n>0
converge vers M + (', la suite (u,vy,)n>0 converge vers £0'.

Si une suite réelle (uy)n>0 converge vers £ > 0, & partir d’un certain rang u, > 0.

. Si (z,) € CN on appelle suite extraite de (z,,) toute suite de la forme (z,(,)) ot
 est une application strictement croissante de N dans N.

Si ¢ est une telle application, alors pour tout n € N, ¢(n) > n.
Toute suite extraite d’une suite extraite est elle méme extraite car la composée
d’applications de N dans N strictement croissantes est strictement croissante.

Si une suite (z,,) a valeurs dans C converge vers /£ il en est de méme de toute suite
extraite.

On obtient ainsi une condition suffisante de divergence. Si 'on peut extraire de
(z5,) deux suites qui convergent vers des limites distinctes, alors (x,,) diverge. Par
exemple la suite réelle de terme général (—1)™ diverge.

Si (z,) est une suite & valeurs dans C alors elle converge vers ¢ si, et seulement si,
(z2n) et (zon41) convergent vers .

. Théorémes
Théoréme de Bolzano-Weierstrass. De toute suite réelle ou complexe bornée,
on peut extraire une suite convergente.

On dit qu’une partie A de R est dense dans R si elle rencontre tout intervalle
ouvert non vide de R.

A est dense dans R si, et seulement si, tout nombre réel est limite d’une suite
d’éléments de A.

Q et R\ Q sont denses dans R.

e Une suite monotone croissante (resp. décroissante) converge si, et seulement si,
elle est majorée (resp. minorée).

Si (ugn) et (uznp41) convergent et ont méme limite ¢, la suite (u,) converge vers /.



Nombres réels et suites réelles 47

e Deux suites (u,) et (v,) sont réelles adjacentes si (u,) croit, (v,) décroit et
lim(uy, — v,) = 0.
e Deux suites adjacentes convergent et ont méme limite.

Théoréme d’encadrement : (u,), (v, ), (w,) trois suites réelles.

. 3 N,vn > S Un < .
S { ETZOGGR: Vgn: liTIlr(l)éuzgl _ 111};1 (wnw)" alors  (v,) converge et sa limite est £.
Passage a la limite dans les inégalités : si (u,), (vy), (wy,) sont trois suites
réelles convergentes et s’il existe ng € N tel que : Vn > ng, u, < v, < wy,

alors : lim(uy,) < lim(v,) < lim(wy,).

. Remarques techniques

e Pour démontrer qu’une suite (u,) converge vers £ (donné ou deviné), vous aurez

souvent intérét & majorer (Ju, — £|) par une suite de limite nulle.
p+q

e Méthode des dominos ou télescopage : Z(ukH —Ug) = Ugtpt1 — Up.

k=p
. Suites définies par u, et la relation de récurrence u,, = f(u,).
La marche a suivre.
e On cherche un intervalle fermé F de R stable par f tel que, pour un rang ng on
ait un, € F. Les limites éventuelles de (u,) sont alors dans F' et points fixes ou
points de discontinuité de f.
e Si F' est un intervalle sur lequel f est croissante, alors (u,) est monotone.
De plus : si (uy,) croit ( resp. décroit) elle converge si, et seulement si,
INe F, A= f(A) et up < A (resp. A < ug).
e Si F est un intervalle sur lequel f décroit alors (usay,) et (ugy,+1) sont monotones
de sens contraires. Si 'une converge alors ’autre aussi et sa limite est point fixe
de f o f, reste a voir si elle est point fixe de f.

. Suites classiques

Suites arithmétiques : ug € C et, pour tout n€ N, up,1 = uy, + 1.
i.e. Y/n € N, u,, = ug + nr.

Suites géométriques : ug € C et pour tout n € N, uy41 = quy,.
1— n+1

n
N — n M . j—
i.e. YneN,u, = q"ug. On retiendra : Zun = up 1—q

k=0
Récurrence affine : 3(a,b) € (C*)2,a # 1, Vn € Nty = aun +0  (%).

siq# 1.

Premiére méthode : on résout A = aA+b (point fixe) ce qui donne A = T .
—a
La suite définie par v, = u, — A est géométrique de raison a. D’ott v,, = a"vg. Par
suite up, = a™(up — A) + A.
Deuzieme méthode : on divise les deux membres de (x) par a"*!, on est
Unyl  Un b
an+1 - ain an+l

ramené & une suite qui donne u,, apres un télescopage. (
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Récurrence linéaire d’ordre 2 : 3(a,b) € C% Vn € N, uy 2 = atiy1 + buy,.
On appelle équation caractéristique X2 —aX —b=0.

On note A = a? + 4b son discriminant.

b
si A£0,3(\pu)€C? Yn € Nyu, =Xl + pr avec ra =a—1r; = ——-
1

si A=0,3(\ ) € C2, Vn €N, u, = (g)”(xn + ).

Enoncés des exercices

. Soient a, b, c trois réels strictement positifs. Montrer que, pour qu’il existe trois
nombres a1, g, a3 égaux & +1 tels que a\/a 4+ asvb + asy/c = 0, il faut et il
suffit que a? + b? + ¢ — 2ab — 2bc — 2ca = 0.

. Soient @ et b deux nombres réels tels que |a| < 1,]b] < 1 et |a| # |b|. Simplifier
Vi—a?v/1—-02+4ab v1—a?2/1-0b2—ab
aV1 =02 +b/1—a2 av1—02—byV1—a2

I’expression :

. Montrer que toute suite a éléments dans Z converge si, et seulement si, elle est
stationnaire.

- ((un), (vn)) € (RN)2. Montrer que (u2 + u,v, + v2) — 0 si, et seulement si,
n— oo
(up) — 0 et (v,) —— 0.
n—oo n— oo

U
() € RN, v, = —"
() € Re), v = 7

bornée, lim(v,) = 0 = lim(u,) = 0.

; montrer que (v,) est bornée et que, si (u,) est

. Soit (un)nen la suite réelle définie par ug = 0 et uy = 1 et, pour tout
neEN, Upto = Upt1 + Up.

a. Montrer que : Yn € N,uZ | — o = (—1)".

b. Que peut-on dire des entiers u,, et tu,4+1 7

un+1)
Un nGN*.

c. Etudier la suite (

caelo 1 et (uy,) € (RN, 0 < up < uy et Upry = up + Q™uy_1. Etude de ().

((“;& ot V, = ﬁ(1+ka).

k=1

. a € Ry, étudier la suite (u,) définie par u, =

.pEN* (z1,22,...,Tp,Q1,...,0Qp) E(Ri)%’. Montrer que :
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p 1/n p —1/n
lim (Z aka) = max () et lim (Z akx;") = min (xy).
k=1 k=1

n—00 1<k<p n— 00 1<k<p

a. Montrer que la suite (¢) diverge. On pourra exzaminer ™+,

b. Si 6 ¢ nZ, montrer que les suites (sin(nf)) et (cos(m9))nEN divergent.

neN
c. Montrer que si k et ¢ sont des entiers distincts alors (e’* + ™), diverge.

d. Expliciter une suite (), & valeurs dans [—1, 1] telle que (z,,+1 — =), converge
vers 0 et (x,), diverge.

ko1
Si pour tout (k,n) €(N*)2, 0 < u, < — + z alors (), converge vers 0.
n

Si (zp)n € RN montrer que (zn)n n’admet aucune suite extraite convergente si, et
seulement si, |z,,| —— +o0.
n—oo

Etudier les suites (un)n et (v, )y, définies par :
2Upv uZ + 02
up >0, v9g >0, VREN, Upy) = ——— et v, 41 = ———2-
Uy + Un Up, + Unp

Montrer que, si n € N*, il existe un unique élément xz,, de [0, 1] tel que
2"+ a7t 4+ ...+ 12, — 1 =0. Convergence et limite de (x,)y.

Montrer que, pour tout n > 2, 'équation ™ — 5x + 1 admet une unique solution
dans ]0,1[ ; on la note z,,. Convergence et limite de (z,)y.

1
Trouver les suites réelles (z,,), vérifiant : 0 < g < letVneN, 0 < x,41 < 2——-
Tn

¢(n)

Soit ¢ une bijection de N* sur N* telle que (—) converge ; on note £ sa limite.
n n
Montrer £ > 1. En déduire la valeur de 4.

1
Montrer que la suite (uy), définie par 0 < up < 1 et VneEN, wpq1 = ui [U—J
n

converge vers une limite strictement positive si, et seulement si, elle stationne.

Soit f : [a,b] — [a,b] telle que : @ #y = | f(z) — f(y)| < |z —yl.
Si zg €[a,b] et Vn €N, z,41 = f(x,) montrer que (), converge.

eTn

Si a €R on définit (z,,), par: zo =aet VRER, zpq = 1
n

a. Montrer : (z,), converge si, et seulement si, il existe p > 2 tel que z, < 1.
Donner une valeur de a pour laquelle (x,,), converge.

b. Si a =1 montrer : VneN, z, > n+ 1.

c. Montrer lexistence d’un réel « tel que (¢ < o = (x,), converge vers 0) et
(a > a= (zn)n diverge).
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1

un:\/n—i—\/n—l—i—...\/Q—f—\/I. Montrerquelim(un—\/ﬁ):i-

. . Un
On pourra commencer par montrer que \/n < u, < 2v/n puis que lim —= = 1.
n—oo \/n

n
1
On considere u,, = — et v, = u, + — pour n > 1.
nn!
k=0

a. Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent et ont méme limite que 1'on
notera e. Montrer que e € R\ Q.
b. Montrer que, pour tout n € N*, Up — Upt1 < Up — € < Uy — Unts. En déduire
aeN tel que n*nl(v, —e) —— 1

n—oo

c. Etudier la suite (Sin(wen!))neN.

Etudier la suite (un)n>o0 telle que : ug > 0,u1 > 0 et Upyo = \/UpUnt1-

1
Montrer que la suite (u,) définie par : Vn € N, w,, > 0 et w10 < i(un + Unt1)
converge. On étudiera la suite v définie par : v, = max(Uy, Unt1).
Etudier les suites définies par :
ug =1 _
a. ’ __Un b { 40T m/4
Un+1 = 112 Up+1 = 1 — cos Uy,
U0>0,0J‘>0 U()ER:
c. u ui+3aun d 1( +a> >0
= — U = —lUu e a .
n+1 3u% Ya n+1 9 n U, ’
0<wu <wug (ug,v0) € R2\ {(0,0)}
e. v _ 4uf’L + 22Uy — Up—1 f. i1 = Uy, Vpp1 = n_
T T g, B R AR R
Soit (uy) réelle telle que, pour tout (p,q) € N u, g < up + ug.
U U
a. Si m divise n, montrer que — < —=-
n m

un ™ . ’ . ™
b. Montrer que (—) converge dans R vers la borne inférieure dans R des
n /nz1

?pap > 1. On pourra examiner Unp PUIS Unptq avec 0 < g < p sip > 1.

1
Soit f:C—>C,z+— §(z+ |z|)
a. Déterminer f(C). L’application f est-elle injective ? )
b. Soit zp € C. On définit par récurrence (z,)n>0 : YR €N, 2,41 = f(z,). Etudier
la convergence de (2 )n>0-

Si (ay) est a valeurs dans Ry on définit (u,) par :

VnEN*7 Up = \/a1+\/a2+-~-+1/an.

a. Montrer que (u,) est croissante. Etudier (u,,) si (an) est constante.
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. . . g n .

b. Montrer que (u,) converge si, et seulement si, la suite (a% )) est majorée.
. 1

c. Examiner les cas a,, = n ou a,, = n! ou a,, = n" ou a,, = (n!)" ou a, = n" ou
2 BN s’ .

a, = n" ou encore a, est la n-itme décimale de .

(a,b) € R0 < a < b. Montrer que les suites (an)n>0 €t (by)n>0 définies par

ap = a,bg =b,an+1 = Vapbp, bpy1 = §(an + b,,) convergent et ont méme limite.

Solutions des exercices

.x=a?>+b%+c? —2ab—2bc —2ca = a® —2a(b+c)+ (b—c)?.

Doncx = (a—b—c)? = (b+¢)>+(b—c)®> = (a—b—c)? — 4bc.
Donc z = (a — b — ¢ — 2vbe)(a — b — ¢ + 2v/be).

Dotz = (a — (Vb+0€)?)(a — (Vb — 2)?).

x = 0 si, et seulement si, v/a = £(vVb+1/c) ou y/a = +(Vb— /c).

L’équivalence est prouvée.

t_\/1—a2.\/1—b2+ab.m.\/l—b2—ab_ (a—pB)(a+P)
VTR +bvV1—a® a/1-—-b/T—a2 (/=) (' + )
o —f%  (1-a*)(1—-0b%) —a? 17a27b2.

0/2—5'2 - a2(1—b2)—b2(1—a2) - a2 — b2

Donc t =

. Si une suite (x,), d’entiers relatifs stationne alors elle converge.

Réciproquement si elle converge alors (z,4+1 — ), converge vers 0 et, donc, il
existe un rang ng a partir duquel |z,4+1 — x,| < 1 et, comme il s’agit d’un entier,
ZTp41 = Tp. Par suite (2,)n>n, est constante.

. Si (up)n et (vy)n convergent vers 0 alors, par produit et somme, (u2 + u,vy, +02),

converge vers 0.
Réciproquement supposons que (u2 + u,v, + v2),, converge vers 0.

2 9 9 y\2 3y2 3y2
Comme pour tout (z,y) €R* 2* +zy+y :(x—l-i) +T>T>O,par
2

3v .
encadrement (f) converge vers 0 et donc (v,,), converge vers 0. Par symétrie
n

il en va de méme pour (up, ).

. Si (2,9) €R? alors 0 < (z — y)? = 2% — 22y + 32 d'ott 22 + 4% > 2zy.

1
Par suite pour tout n €N, 0 < v,, < g en utilisant (z,y) = (1, up)-

Solutions
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Si (un)n est bornée, comme, pour tout n €N, u, = (1 + u2)v,, il existe M € R
tel que : VneN, 0 < u, < Mu, et dong, si (v,), converge vers 0, par encadrement
(un)n converge vers 0.

. a. Posons v, = u? 11 — Uplnyo pour tout n €N et établissons le résultat par
récurrence.
vo = ud —upug = 1 = (—1)°.
Si l'on suppose v, = (—1)", alors
2 2

Ung1 =Up 1o — Up1Ung3 = Uy 1o — Ung1 (Ung1 — Upg2)

_ 2 _ 2 _ _ n+1

== [un-i-l — Un+2(Uny2 — un-i-l)} = —[unt1 — Unt2un) = —vn = (1)
d’ou le résultat.

b. Comme (uy,), est strictement croissante il s’agit d’entiers naturels.

On vient de montrer : Uy, 1Up41+Un(—tni2) = (—1)" = %1, les entiers u, 41 et uy,
sont donc premiers entre eux d’apres le théoreme de Bézout.

) : 1+5 1-5

— 2 — 1 admet pour racines r; = 5 et ro = 5

c. Le trinome x

Il existe (o, 3) € R? tel que Vn €N, u, = arf + pry.
Pour n =0 il vient a + 5 =0 i.e. 8 = —a

+1
n+1_r£L+1) 1— (%)n

Uny1  a(r]
1— (%)n n—oo

Par suite = =nr
. La suite (uy,), est clairement croissante et, donc, pour tout n > 1, on a

r1car r1 > |ra|.
Up, alrf —rl) ! 1> Il

Unt1 < up(l 4+ ™) et, par récurrence, pour tout n > 2, u, < ug H (1+ o).

— n—1 n—1
H (1 + a*) alors In(P,) = Z In(1 + oF) < E In(a®) car, pour tout

+ ) < z. Voirle chapztre sur les fonctions convexes.

1 _ n—1
Par suite In(P,) < T a 7 a
— —

majorée et, par suite, convergente.

A

X

puls P, < eT™a = K et, done, (u,), est

. Si @ =0 alors (u,), est constante égale & 1. Supposons désormais « > 0.

VYneN*, u, > 0et s, = In(u,) = aln (n=1)) — i In(1 + k%),

soit s, = « Z In(k) Z In(l 4 k*) = Z In(k>) — E In(k® + 1) — In(n> + 1),
d’ou s, < ln(n +1) —> —o0 et donc, par majoratlon Sn ——— =00, ce qui

mountre que (), converge vers 0.

1/n

P

. Posons M = 121}3){ Tp=xp, ot 1 < kg <pet X, = (E akxg) .
<p k=1

1/n
2
On a oz,lcénM <X, < (Z ak> M par positivité des ay, et des xy.
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1/n
2

1
Comme ak/" — 0 et (Z a;@cﬁ) —— 0, par encadrement (X,)p

0 n—00 — n—00
converge vers M.

p 1/n -1
Cela montre également que oz —— max () = | min (z
& d ,;_:1 Kk n—oo 1<k<p( k) 1<kgp( k)

et, en passant a l'inverse on a la deuxieme limite.

a. Plus généralement si 6 ¢ 277 alors |e!("T1? —ei0| = | —1| > 0 et indépendant
de n. C’est incompatible avec la convergence de (e!"?),,.

b. Posons, pour tout n €N, ¢, = cos(nf) et s, = sin(nd).

On a ¢,q1 = cos(8)c, — sin(f) s, et spy1 = sin(B)cy, + cos()sy,

Par suite si l'une des suites (¢, ), ou (sp), converge alors ’autre converge aussi
car, comme on a supposé 6§ ¢ 77, on a sin(f) # 0.

Dans ce cas (e™?),, converge, ce qui contredit la question précédente.

Donc les deux suites divergent.

c. Si cette suite converge alors (|e’*" + e”"\)n converge i.e. (| cos(n€)|)n converge

-/
avec 0 = 5 On en déduit que (cos2(n0))n converge et donc que (cos(2n9))n

converge aussi. Comme 7 est irrationnel c’est en contradiction avec la question
précédente.

d. Posons, pour tout n €N, z,, = cos (\/ﬁ), la question b. a montré la divergence
de la suite extraite (z,2)n, et donc celle de (2,,)p.

VneN, [V — V7| = 2sin (%ﬂ/ﬁ) = 2sin (

0.
2v/n +1 +2\/>> n—00

Donc, en considérant la partie réelle, (2,41 — &y ) converge vers 0.

1 1
Soit € > 0. Comme — —> 0 on choisit ko € N* tel que —
k k—oo ko

??‘w\m

.k . €
De méme — — 0 donc il existe ng € N* tel que n = ng = — < —-
n n—oo n 2
k 1
Alorsn >2ng=0<u 0, - " < g, ce qui montre que (uy,), converge vers 0.
n

Si |x,| —— +o0 alors toute suite extraite (z,(,))n Vérifie |z,,)| — 0 et,
n—oo n—00

donc, diverge.
Réciproquement si toute suite extraite diverge alors aucune n’est bornée et, donc,
pour tout A >0, {ne€N| |z,| < A} est fini.
Par suite VA > 0, Ina €N tel que n > na = |z,| = A, ce qui montre que
|| —— 0.

n— oo

Une récurrence immédiate montre : Vvn €N, u,, > 0 et v,, > 0. Posons, pour tout

2 2
v, U,

neN, w, =u, + v, et x, = v, — uy,, alors wy,4+1 = w, = wy et V41 =

Wo

n
n
Lo
d’on, par récurrence, v, = wy
'LUO

Commeu0>0etvo>00na‘

n—oo

‘<let donc, v,, —— 0.

wWo Vo + Uug

Solutions
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YneN, 2u, = w, —x, — wy et 2v, = w,, + x,, — wo, donc (uy, )y et (vy)n
n—oo n—oo
+v
convergent toutes les deux vers %o,

fnix—a®+ 2"+ ... 4+ 2 — 1 est continue strictement croissante sur [0, 1].

fn(0)=—-1<0< fo(l ) =n—1, donc f, s’annule exactement une fois dans [0, 1].
Si0<a<1, ful) Z o _ 1—gnt! 5 2z — 1 — gt
1 IT y Jn JL' — = — = .
1—= 1—=

2 n+1
fn<§) =1- 3(3) —— 1 > 0 et donc, par croissance de f,, a partir d’un

n— oo

certain rang ng, x, <

[SCI )
[SCRN V)

Or fu(zn)=0=2x, —1=2""t ——0car 0 < 7, <

n—oo

des que n > ng.

. 1
Par suite (x,,), converge vers 3

fn = 2™ — 5z + 1 est polynomiale et f/ : x + na""! — 5 s’annule en
a = (5/n)"™=1)_ On en déduit les tableaux de variations :

x 0 le’ 1 x 0 1
fo (@) - 0 + fr (@) -
fn(x) I N\ <0 & =3 fn(w) N -3

casn <5 casn =5

L’existence et 'unicité de x,, se déduit de ces tableaux.

1 3 3
De plus fn(i) =27"— 3 — —3 < 0 donc, a partir d’'un rang ng > 5, on a
n—oo

mngf
n

Comme 5z, —1 = 2] et comme 0 < z]) < 27" sin > ng, on a z) —— 0 et,
n—oo

1
donc, (x,), converge vers 5

1 1—x,)?
Soit (), une telle suite. SineNon a 41 — T, <2— — —x, = —M
Tn Tn

ce qui montre que (z,), décroit et, comme elle est positive, elle converge ; soit ¢
sa limite, £ > 0.

1
Sif¢ =0 alors 2 — — — —o00 ce qui contredit sa positivité, donc £ > 0.

T, n—oo
1
Alors, par passage a la limite dans I'inégalité large, ¢ < 2 — Z i.€. (E -1)2<0
et donc ¢ = 1. Par décroissance, pour tout n€N, 1 <z, < o < 1 i.e. (zy), est

constante égale a 1.
Réciproquement la suite constante égale a 1 est solution.
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1+ oo
Supposons £ > 1 et posons q¢ = , alors il existe ng € N* tel que

n = ng = p(n) < gn.
Par suite ¢([ng,n]) C [1, Elgn]] et donc card (ap([[no,nﬂ)) <gn<n—-ng+1
pour n assez grand, ce qui contredit 'injectivité de ¢. Par suite £ > 1

Si neN*, en posant p = o t(n), on a L #(p) £ car, quand n — oo,

o(n) p  nooo

alors p — oco. Par suite — = £ d.e. £ = 1.

1

1 1 1 1
Si0<zxz <1, 1< =dottlK {,J < fpuisO<x2{fJ < z, ce qui montre
x x x

x

que (un)n est décroissante et minorée par 0 donc convergente et sa limite, notée
0, vérifie 0 < ¢ < 1.

Si (up)n stationne on a immédiatement ¢ > 0.

Réciproquement si £ > 0 alors £ est soit un point fixe soit un point de discontinuité

1 1
de z +— 22 LfJa autrement dit il existe pg € N* tel que £ = —-
x

Po

. . 1 1 N

Si (un)n ne stationne pas en — alors, pour n assez grand, — < u, < d’on
Po Po Po —
1 Po — 1 1 . . .

{—J =po — 1 puis up41 = (po — DNu2 —— 5— < —> ce qui est impossible.

Up, n—00 Po Po

1

Par suite si £ > 0 il existe py € N* tel que (uy,), stationne en —-

Po

[ est clairement 1-lipschitzienne sur [a,b] donc continue.
Alors g : ¢ — | f(z) — x| est continue sur le segment [a, b] donc admet un minimum
m = 0 atteint en un point noté w.
Sim >0 alors w # f(w) = g(f ’f( w)) — (w)’<’f(w)—w’:m,cequi
est impossible, donc m =0 i.e. f( )
Si (2n)n stationne en w alors elle converge vers w.
Sinon Vn €N, z, # w et donc (|z, —w\)n décroit strictement. Cette suite converge
car elle est positive et on veut montrer que sa limite est nulle.
On raisonne par ’absurde en supposant que sa limite, notée d, est strictement
positive.
Comme (z,,), est bornée elle admet une suite extraite (z,(,))n convergente, on
note x, sa limite.
|T () — W] —— |Too — w| = d par continuité de z — |z — w|.

n—oo
De méme |z,0m)41 — w| —— ‘f(xoo) - w‘ par continuité de x ’f(x) - w’

n— oo

et, comme x,, # w, il vient |f(xoo) — w‘ < d et donc, pour n assez grand,
|Z4(n)+1 — w| < d, ce qui contredit la décroissance de (\xn - w|)n

Donc d =0 et (z,,), converge vers w.

Remarque : comme cela est valable pour tout xy cela montre que le point fixe
de f est unique.

a. Si (z,,), converge, en notant £ sa limite, comme (e*"),, est bornée car conver-
gente, Tpn41 m ¢ = 0. Par suite pour p assez grand z, < 1.

Solutions
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e
Réciproquement si p > 2 et si x, < 1 alors 0 < 2p41 < —— 1 et donc, pour tout
p

n = p+ 1, par récurrence, 0 < x, < — ° don xy, — 0.
n n— 00
e1/e

Poura=—-1onaxy = < 1.

b. On procede par récurrence, immédiatement g > 1 et x1 = e > 2.
en+1 . )
Supposons Tp2nt+letn>1, alorsz, > T Reste a montrer que, si x > 2,
n

alors e® > z(x + 1) ou encore ¢(x) > 0 ou 'on a posé ¢ : x +— e* — z(x + 1).
© est deux fois dérivable sur [2, +oo avec ¢” x> e =220, ¢'(2) =€e>—5>0
ce qui montre ¢’ > 0 sur [2, +oo[ puis ¢(2) =e? — 6 > 0 d’olt p > 0 sur [2, +oof.
Par suite (xn >n+letn> 1) = Tpy1 = N+ 2 et le résultat demandé.
xr
c. Pour tout neN, z — ¢
n+1

est croissante et donc, par composition, pour tout

n €N, a — x, est croissante.

Soit A = {aER | Ty n—) 0} {aER | =2 2, < 1}

Par croissance, pour tout p > 2, de a — x, on a :

a€A=]—00,al CAeta¢ A= [a,+o0[NA = ainsi que —1€ Aet1 ¢ A.

Par conséquent A est un intervalle non minoré d’extrémité supérieure dans [—1, 1],
il suffit alors de noter « cette extrémité.

On doit étudier (u,) définie par ug = 0 et up = /N + up—1 sin > 1.

Par une récurrence immédiate, on a u, > 0 pour tout n € N. D’olt u,, > /n.
Montrons, par récurrence que : Vn € N u,, < 24/n.

On a aisément uy < 0 et ug < /1. Soit n > 1 tel que u,_1 < 2v/n — 1.

Un < Vn+2vVn—1</n+2yn < \/(\/ﬁ+1)2=\/ﬁ+1<2\/ﬁ.

Par théoreme de récurrence, Vn € N, u,, <

/ n— / 2y/n /
PourtoutneN 1< At Un-t nt 1_|_7.

Par théoreme d’encadrement, lim —

n—r oo \/>

Un 1 1
TV Ve = Vi = \/n+un1+\f f.7+1

1
Donc lim u, —v/n = =-
n—o0o 2
L > 0et ! <0
a. Upy] — Uy = ———— et vpp1 —Vp = ————m5— .
+ (n+1)! + n(n + 1)%n!

La suite (un)n>0 est strictement croissante et la suite (vy)n>1 est strictement

1
décroissante. Pour tout n € N* Uy — Uy = - Donc hm (vn —uy) = 0. Les deux
nn!

suites sont adjacentes. Elles convergent et ont méme hmlte notée e.

Donc, pour tout n € N*, u,, < e < v,. Si e € Q, il existe (p,q) G(N )2 tel que e = P,
q
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- 1
En particulier, u, < g < uq + ﬁ Donc quq ¢! < pq! < qugq! + 1. Comme
uqgql € N* on aurait un entier strictement compris entre deux entiers consécutifs.
Il s’ensuit que e€ R\ Q.
b. On déduit de a) que, pour tout n € N*,un+3 <e< Uyt
Donc —v,4+1 € —e < —Upy3 PUIS Uy — Upt1 S Uy — € < Uy — Upy3.
n+6

Par un calcul simple, on a v, — u = —r
p n n+3 n(n + 3)'

- On a déja montré au a) que

1
Up = Upt1 = —F———5 Par le théoreme d’encadrement, on en déduit que
n(n + 1)%n!
lim n3n!(v, —e) = 1.
n—0oo

0
c. D’apres a), on peut écrire que e = u,, + —n' ou 0, €]0, 1].
nn!

0
Comme nlu, = N €N, on a w, = sin(mwen!) = sin (Nﬂ' + W—n)

. (70 ) P )
sin (—n) ’ Comme la suite (6,,),>1 est bornée, lim —* = 0. La
n n—oo N

Donc |w,| =

continuité de sin implique lim (w,) = 0.
n—r oo

. . \ *
Par une récurrence forte, on montre que la suite (u,) est a valeurs dans R’. On

1
peut définir v, = In(u,,) pour tout n €N et alors v, 12 = §(Un+1 + vn).

On reconnait que (v,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Son équation caractéristique est 2r2 —r —1 =0 i.e. (r—1)(2r +1) = 0.
—1\n

Donc : I(a, ) €R2,¥neN, v, = a + 5(7) :

D’otu lim(v,) = « et par continuité de la fonction exp, lim(u,) = e®.

v =a+p 1
Comme g onaa= g(vo + 2111) et donc e* = {/ugu?.
V) = — —
2

Si v, = max(up, Up41) alors v,41 = max(Up41, Unt2)

Upto < g(un + unﬂ) < Uy et upt1 < v, Donc v,41 < vy,. La suite (vy,) est
décroissante et minorée par 0. Elle converge vers ¢ > 0.

Ve €RYIngeN,VneN,n > ng = |v, — €] <e.

Plus précisément, pour tout n > ng, ¢ < v, < +e¢.

Soit n = ng. Soit v, = u,, et alors |u, — £| < € s0it v, = Upt1 > Up.

Donc up42 < 5 (un + un+1) < Up41 ce qui implique Vy41 = Upy1-

Or u, < Upq1 < i(u" —|—un,1) = Uy < Up—1 = Up—1 = Up_1-

1
Or Upt1 < 5(“’@"’“%—1) = Up 2 2Upgp1—Up_1 = 2Vp41—Vp_1 = 2£_(€+5) =l—¢,

On peut conclure que Ve > 0,3Ing e N,VneN,n > ng = |u, — ¢ < e.

Solutions



25.

58 Nombres réels et suites réelles

a. Soit f : R — R,z % Comme f(Ry) C Ry et ug = 1Ry, la suite
x

1+
(un)n>0 est définie et a valeurs positives. On a upy1 < up. La suite (up)n>o

est décroissante et minorée par 0, donc convergente et de limite notée £ > 0. La
continuité de f implique £ = f({) i.e. £ = 0.
b. Soit f: R — R,z + 1 — cos(z) = 2sin? (g) Comme f(|:0a gD C [07 g] et

comme ug = % € [07 g} la suite (up)n>0 est définie et a valeurs dans [0, g}

™
Comme f est croissante sur [07 5], la suite (u,) est monotone.

V2

7r
Comme vy —ug =1— -5 1 < 0, la suite est décroissante. Comme elle est aussi

minorée par 0, elle converge vers £ > 0. La fonction f étant continue, £ = f(£).

T

L’unique solution de I’équation = 1 — cos(x) sur |:Ov 5] est 0, comme le prouve
I’étude de la fonction x — f(z) —2 =1—cos(z) —x, on a £ =0.

3

z° 4 3az

c. Soit f: R = R,z — ﬁ Comme f(R}) C ]Rj_ et ug = 1€RY, la suite

22 +a
(Un)n>0 est définie et & valeurs strictement positives.

22(a — x?)
A ™
vers ¢, alors £ = f(£) et donc £€{0,+/a}- De plus, (f(z) — z) et (\/a — x) sont de
méme signe. Donc (u,+1 — uy,) est du méme signe que (v/a — uy).

_ 3
Pour tout z €R,, f(x) — Va = %- Donc f(z) — v/a et x — y/a sont de
22 +a
méme signe. D’ou u,11 — 1/a et u, — +/a sont de méme signe.
e Si ug < v/a la suite (uy)n>0 est croissante et majorée par v/a. Elle converge vers
£ > ug > 0. Donc £ = +/a.

e Si ug > +/a la suite (uy)n>0 est décroissante et minorée par /a. Elle converge
vers £ > +/a. Donc £ = +/a.

e Si ug = +/a, la suite (uy,),>0 est constante.

- Comme f est continue sur Ry, si la suite (u,) converge

1 a
d. Soit f : R — R,z — §($ + ;) Comme f(Ri) C Ri et uoeRi, la suite
(Un)n>0 est définie et & valeurs strictement positives.

VmeRi,f(x) =2 ;;2 = (Ve - m2)a(c\/ﬁ+x) est du signe de (v/a — x).

_ 2
VzeRi,f(a:)—\/E:% >0=VneNu, 1 —va>0.

Done, pour tout n > 1,u, > /a. Il s’ensuit que la suite (u,) est décroissante et
minorée par y/a. Elle converge vers 1/a, seul point fixe sur Ri de I’application
continue f.

e. On a 0 < u; < ugy. Supposons 0 < u,—1 < u,. le nombre réel u,,1 est bien
(411’31 + 1)(“71 — un—l)
1+ dunupn—1
Par théoreme de récurrence, Vn > 1, up41 > uy > 0.

défini et up 41 — up = - D’ott tpq1 > up > 0.

On déduit aussi de I’égalité précédente que uy 11 — Uy > Uy — Up—1 > 0.

La suite (Up4+1—Un)n>1 est strictement croissante, d’ot Vn > 1, Uy 41 —Up > us —u1.
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n—1

Par télescopage, Z(ukﬂ —up) = Up—u1 > (n—1)(ug —uy). Donc lim(u,) = 4o0.
k=1

f. Par récurrence immédiate, les suites (u,,) et (v,,) sont définies.

Zn, 1 .
3 = = D’ol 2,42 = z,. Donc pour tout
| 2] Zn

pEN, 2o, = 2 €t zap+1 = 21. Donc la suite (z,) diverge si zp # z1 et converge

Notons z,, = uy, + iv,. Alors z,11 =

sinon i.e. 21 = — <= |z| = 1.
%0

, *
a. Montrons par récurrence que : Vk € N™ ug,, < Ktly,.

Ceci est clair pour k = 1.
Si, pour k fixé, urm < Kty alors Upi1ym < Ukm + Um < (5 + 1)ty

Le résultat est prouvé par récurrence simple.

b. La division euclidienne de n par m donne n = mq +r avec 0 < r < m.

U U U m
Up < Ugm + Up = — < —2° +§:ﬂ~q7+§of15: sup |ug|.
qm +r n qgm gm +7r n og<r<m
u U r U U r 2 U
Ils’ensuitque—ngéJr—m— .7n<é+ﬂ+i.§<£+7m.
n n  m gm-+r m n m mn n m
U U
Posons ¢ = inf{—n n GN*}- Montrons que Ya > ¢, 3Inp €N,¥n > ng, — < a.
® Un n
Noter que cela permet de traiter aussi le cas ou £ = —o0.
U U U 2 2
Soit s €[¢,7[ et soit m tel que — < 5. Sin =m, — < —m—l——ﬁ < 3—}——6 = ay,.
m n m n n
Comme lim(ay,) = s, il existe ng €N tel que, pour n > ng, a, < r
Donc pour n > max(m,ng), — €[¢, .
n
1 2 2
' = §(x—|— x2+y
a. 2 =2 +iy = f(z) <= 1 (1)
[—
Yy 23/

Comme z++/22+y2>20,ona: f(C)CE={z=2"+iy eClz’ > 0ety eR}
Si 2’ € E, montrons qu'’il existe z € C tel que 2’ = f(2).

y? = 4a’? — daa’ (2)
20 — x>0
Siz’ =0, (1) <= x<0ety=0. Sinon, (2) < 2 42
T = x'2
2 12 /2 2
Commew:%éﬁc’—x:u>0pourx’>0, ona f(C)=E.
x x

f(0) =0= f(—1). Donc f n’est pas injective.
b. Si zg € R_ la suite est la suite nulle. Sinon, f(C\ R_) C C\ R_, pour tout
neNu, e C\R_.

Solutions
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On peut poser u, = re'» avec r, > 0et 0, €] — 7, 7.

1 ; 9 97 9’”
Upi1 = 57‘”(14—619”’) = 7, COS ( 5 ) /2 Donc Tnal = Tn cos( 5 ) et 01 = 5

1
Donc r,, =19 H Cos (9 ) et 6, n90. D’ou lim(6,,) = 0.

ok
. (0o - . 1 .
En effectuant r, sin (5) et en utilisant sin(2a) = 3 sin(a) cos(a), on trouve par

télescopage dans le produit que 7, = TQM si Op €] —m,m[\{0}
2 sin ()
2
n(f)
0

si
On conclut que (u,) converge vers 7 2

siup € C\ R, vers 0 si up eR_, et

vers ug si ug € Ry

a. Comme la fonction Ry — R,z — /x est croissante, et comme la suite (ay,) est
a termes positifs, comme a,, < a,, + \/ant1, la suite (u,) est croissante.

Si a,, = a pour tout n € N. On est ramené & 1’étude de la suite (uy, ), >0 définie par
wop =0et upr1 = fluy) ot f: Ry = Ry = Va+a.
Comme la fonction f est croissante, la suite (u,) est monotone.
Comme u; — ug = v/a > 0, il s’ensuit que (uy,) est croissante.
Si elle converge vers ¢, la continuité de f implique £ = f(¢) et comme les u,, sont
positifs, £ > 0.
L= f(0) P —l—a=0 1
= — l=-(1+V1+4a).
{ £>0 (=0 2( )
up =0 < € = vy = f(up) < f(¢) = L. Par une récurrence facile, comme f est
croissante et £ = f(¢), on a : Vne N,u,, < {.

La suite (u,,) est croissante et majorée par ¢ converge. Donc lim(u,,) = £.

b. S’il existe M € R, tel que, pour tout neN*,ag_n) < M, alors
Up < \/M2+\/M4+"'+‘/M2n :M\/1+\/1+~~+ﬁ:MUn

ol (vy,) est la suite du a) avec a = 1. Comme elle est majorée par

il en est
de méme de la suite (u,) qui converge puisqu’elle est croissante.
Réciproquement si (u,) converge vers L, elle est majorée par L, puisqu’elle croit.

Donc an \/0 +4/0+- Van <ty < L. La suite (a% n)) est majorée.

c. Laissée au lecteur.

Par une récurrence facile, on prouve que les suites (a,) et (b,,) sont définies et a
termes strictement positifs. Compte tenu de la question posée, on peut (on doit ?)
penser que les suites sont adjacentes. D’ou le signe de b, — a,

bp+1 — Apt1 = (\/ \/an) > 0. Comme ag < by, on a VneN,0 < a,, < b,.

Etudions la monotonie des suites.
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YneN,0 < a, < b, = VneNafL < anb, = VneN a, < apq1.

vneN,0<a, <b, =VneN,a, +b, <2b, =VneN,b,1 < b,.

La suite (by,) étant décroissante et minorée par 0, converge. Notons ¢ sa limite. On
a alors 0 < £ < by.

La suite (a,) étant croissante et majorée par by, puisque 0 < a, < b, < bo,
converge. Notons ¢ sa limite.

(Le lecteur étudiant réfléchira au fait que : dire que la suite (a,) est majorée par

by, est une anerie.)

1 1
Par passage a la limite dans la relation b, 1 = 3 (an + bn) donne ¢ = 5(6/ +/¢) qui

dquivaut & £ = /.
Idées a retenir :

e Pour comparer deux réels, il est souvent plus facile d’étudier le signe de leur
différence.

e Ne pas se bloquer sur le théoreme des suites adjacentes, car il est souvent délicat
de prouver la convergence vers 0 de la suite (a,, — by).

Travail dirigé

Lemme de Cesaro, généralisation, applicationsl

1 n
. Soient deux suites complexes (un)n>0 €t (vp)n>0 définie par v, = — E Uk,
n
k=0

a. Montrer que lim (u,) =¢= lim (v,) = £.
n—oo n—oo

Se ramener a une limite nulle en posant u, = £ + a,, puis faire un découpage et
s’occuper de la fin, de la retraite.

b. Montrer que si (up)n>0 est & valeurs réelles et si lim (u,) = +oo alors
n—oo

lim (v,) = +o0.

n—oo

c. Montrer que la réciproque est fausse, mais que si (v,)p>0 converge vers £ et si
(un)n>0 est monotone, alors (uy,),>o converge vers .

. Si (un)n>0 € CY converge vers £, étudier la convergence de (v,,),>0 définie par
1 n
U = —5 E kup.
n
k=1

. Si (un)n>0 € CY converge vers ¢ et (v,)n>0 € CY converge vers ¢/, montrer que la
n

suite définie par w, = —— E UV, converge vers £0.
n
k=0
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. Si (un)n>0 € CY converge vers £, étudier la convergence de (v,,),>0 définie par
1 < /n
on Z ( k) Uk
k=1
. Montrer que si (u)n>0 € CY est telle que (unt1 — un)n>0 converge vers £, alors

Un,
— —— /L.
n n—oo

. Si (un)n>0 € CY converge vers £, et si (ay,)n>0 €(R4)YN est telle que (S, )n>0 définie
n

par S, = Z oy, est divergente, montrer que la suite (v, )p>0 est définie & partir

k=0
n

Z aguy et converge vers /.

k=0

. Soit (Yn)n>0 un suite réelle croissante divergente. Soit (x,,)n>0 telle que
Tn — Tp—1

d’un certain rang par v, =

S,

x
¢ € R, montrer que —* — {.

. N U
. Soit (un)n>0 € (Ri) . Montrer que : ntl = ul/” — L.
Uy, n—00 n—00
. Soit A,,, G, les moyennes arithmétiques et géométriques de a, a+r, ..., a+(n—1)r.

N 2 oy s . n

ou a et r sont des réels positifs donnés. Calculer lim —-
n—oo

n

Solution

1 n
.a. 0 n =L+ ayp, alors lim(a,) =0 et v, =€+ b, ot b, = —— .
a. On pose u + Gy, alors lim(a,,) et v + b, ou n+1Zak

Montrons que la suite (b,,) converge vers 0.
€
VeERi,HnO eN,VneN;n =2 ng = la,| < 5

Suivons la deuxiéme indication.

no—1
IC| .
v 2 7bn C b ]..
n = no, [bn| < +1+n+1k§ |a| ou E k (1)
no
1 - 1 € nfnoJrls €
2 X - = - X = 2)-
e o Y el < o ) 5= < @
k:no kZ:’I’LO
C
Comme C' est indépendant de n, lim ( ) = 0. Donc
n—oo \n + 1
Inq1 > no,VneN = €l <: (3)
ny = ng,VneENn >=n — < - .
1 0 1= 071 S

On déduit de (1),(2),(3) que : V€€R+,3n1 eEN,Vn = nq,|b,| <¢

b. Si u,, —— 400, alors on peut écrire :
n—oo

VAERi,EanEN,VnéN,nZnOéu,L}AJrl (%).
Pourquoi A+ 1 ? Encore un peu de temps et vous nous comprendrez.
D no—1
Yn = ng, v, = up ou D = U
e =y S o p= S

k=ng
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n

I < 1 (A+1)(n—ng+1)
(%) = Vn = nps kzznuk>n7+1 (A+1)= .

n+1

n+1

k=ng

1
Donc:Vn}no,vn>A+1+7+1(D7n0(14+1)).
n

D—ng(A+1
Comme (D — ng(A + 1)) est indépendant de n, lim (w) =0.
n— oo n+1

D—ng(A+1

Donc : dny > ng,VneN,n > ny = I no—£1+ ) <
n
D —ng(A+1
Il s’ensuit que : Vn > nq> w +1>0
n

Donc:VAeRi,Elnl eN,VneN,n >ny = v, > A.

c. Contre exemple : si u, = (—1)" comme |v,| <

1 la suite (v, )n>0 converge
vers 0 alors que la suite (up)n>0 diverge.

Si (un)n>0 est monotone, elle admet une limite £/ € R, on déduit de a) et b) que

lim v, = ¢. Comm (v,) converge vers £, par unicité de la limite, ¢’ = ¢ €R.
n—oo

. On procede comme au a. en posant U, =L+ an, il vient alors

1 1
Vp = n2—|— {4+ b, ou b, ka;ak car Zk‘— L) On peut écrire :
VeERi,EnoeN*,VnGN,n/no:S|an| %
ICI 1 £
Yn = no, |bn| < —|— Z klax| on C = Z kag (1).
k=ng
1 € €
nov — Z klag| < Z - < 3 n§ =3 (2)-
k= =nNo k= no k=1
C
Comme C' est indépendant de n, 1Lm (ﬁ) = 0. Donc
Ing = ng,¥neN,n > ny ﬁggg (3):

On déduit de (1),(2),(3) que : VEERLEnl eEN,Vn = nq,|b,| <e

. On procéde comme au a. en posant u, = £ + a, et v, = ¢’ + ¢,. Il s’ensuit que

Z K+ 72%% -
D’apres 1. a), lim

1 1
i =0= 1l bk

Toute suite convergente étant bornée, il existe M > 0 tel que : VpeN, |b,| < M

wy, =00 +

n n
1
Pour tout n €N, 1 E akbn,k‘ < Mn+1 E |ak|. Par théoreme d’enca-

Z arbn_r = 0 et le résultat est prouvé.
k 0

drement, on obtient lim
n—oo TL

Solutions
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n
B n
. Procédons comme en 1l.a. en posant u, = £+ a,. Comme E ( ) = 2", on a

k
k=0
_ . 1 " /n
vy, =€ +Db, ot b, = on Z (kz) ax. Montrons que (by,)n>0 converge vers 0.
k=1
€
Ve €RY,3ng N, VneN,n > ng = |a,| < =
1 1 « /n
Donc, pour tout n > ng, |by| < o Z (k) lax| + o Z (k) |ak|.
k=0 =no
Vn > 1i(n)| ‘<51i(n)<51n(n) €
n > ng, — ap| < = — —— =
07 gn ) TFUS 9 gn k) S 2n k)2
k=7’L0 k=n0 k=0
1 /n nn—1)--(n—k+1) n¥ nke—nn(2) ,
P — < =
S on (k) kl2n S kon R e O pour R ixé,
. ) IR 1 /n
par croissances comparées. Donc, par théoreme d’encadrement, — ( ) — 0.
an \ k n—o00
nofl n
En tant que somme finie de suite convergentes vers 0, — Z ( ) lag| — 0.
on Py k n—o00
1 n €
Donc il existe ny > ng tel que pour n > ny» on ;} (k‘) lak| < >

Donc : VeeRy,In  eN,VReN;n > ny = |b,| <e.

Donc (vy,)n>0 converge vers /.

1 " Tnt1
. Posons z,, = u —u, pour n > 1 et g = u;. Comme T = 4L on
n n+1 n P = 0 1 n+1 kz_o k n+ 1
déduit le résultat de 1.

. La suite (v,) est bien définie & partir d’un certain rang, car, lim(S,) = +oo
implique S,, > 0 a partir d’'un certain rang p.

Il suffit de décalquer la démonstration de la question 1.

Yn —Yn—1 sin =1
Yo sin=20

Ty — Ty
. Il suffit d’appliquer 6 avec u,, = on o nml o Qy = {
Yn — Yn—-1

. Il suffit d’appliquer 5. Posons x,, = In(u,). On a up11 —up, — In(f) si £ > 0 et
n—oo
vers —oo si £ = 0. Donc In ( ¢/, ) —— In(¢) si £ > 0 et vers —oo si £ = 0.
n—o0

Le résultat résulte de la continuité de exp si £ >0 et de lim e* =0sif=0.

r——00

Q

2
L’application de 8 donne lim —— = =.
n— oo




5 - Limites, continuité, dérivabilité

Rappels de cours

1. Limites
Définitions
T est un intervalle, a € I ou a est une extrémité (finie ou infinie) de I et f est une
application de I\ {a} dans R. On pose R = RU {—00, +o0}.
e On dit que f admet une limite en a s’il existe un élément ¢ de R tel que :
1) si a et £ sont finis
Ve >0, 3n >0 tel que (Jz —a| <petzel) = |f(z) — 4| <e,

2) si a est fini et £ = 400 (resp. —0)

VAER, 3n >0 tel que (|z —a| <npetzel) = f(z) = A (resp. f(z) < A),
3) si £ est fini et a = 400 (resp. a = —0)

Ve >0, JAER tel que (z > A (resp. z < A) etz €l) = |f(z) — {] <,

4) si a = 400 (resp. a = —o0) et £ = 400 (resp. £ = —00)

VAER,IBER, (z > B (resp. s < B) et z€1) = f(z) > A (resp. f(z) < a)

£ est alors unique et appelé limite de f en a. On écrit aussi lim f(z) = ¢ ou
r—a

flz) —= ¢

Remarque : si a€l et si f admet une limite en a alors cette derniére est
nécessairement f(a).

e Caractérisation séquentielle :
f(@) —— 0 = Y(z,), €IV, si 2, — a alors f(x,) — /.
Tr—ra n—oo n—oo

e Si a n’est pas 'extrémité supérieure de I on dit que f admet une limite a droite
en a si la restriction de f & I N [a,4o0o[ admet une limite en a. Dans ce cas cette
limite est notée lim f(x) ou lim f(x).

yat
T—a z>a

On procede de méme a gauche de a.

e On appelle voisinage de a (dans I) toute partie de I qui contient :
un intervalle ouvert de centre a si a € R,

un intervalle ouvert non majoré si a = 400,

un intervalle ouvert non minoré si a = —oc.
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Opérations
e Si f(r) —> LeRet g(x) — ' €R et si (A, u) ERZ,
T—a T—a

f(x)
9()

o Si f(x) —— eco ot e = %1 et g(x) —— £ # —eoo alors f(x) + g(z) — eoo.
r—a Tr—a T—ra

alors (A\f + pg)(x) —— M+ ul', (fg)(x) — 00 et — £ sif #£0.
z—a z—a z—a f'

e Si f(x) — €00 ol ¢ = +1 et g(x) — ¢ # 0 alors f(z)g(x) — + si

el > 0 et —oo sinon.

 Si f(z) — Ot glz) — £ # 0 alors 112
T—a z—a g(x) z—a
i N Ne— f(x)
e Si f(x) —eooote = +1et g(x) —2 £ ¢ {—00,0,+00} alors (@) e +00

si el > 0 et —oo sinon.
Inégalités
e Si, au voisinage de a, f(x) < g(z), f(x) — Let g(x) — ¢ alors £ < ¢'.
Tr—ra T—a
Si f(x) — £, g(x) —— £ et £ < £ alors, au voisinage de a, f(x) < g(z) par
T—a r—a
contraposition.

e Théoréme d’encadrement
Si f(x) — 4, h(zx) — £ et, au voisinage de a, f(x) < g(x) < h(z), alors
9(z) T2 L.

e Majoration, minoration
Si g(x) —— —oo (resp. +00) et si, au voisinage de a, f(x) < g(z) (resp.
r—ra

f(z) = g(x)) alors f(z) — 0o (resp. +00).

e Théoréme de la limite monotone

Si f est croissante (resp. décroissante) sur I et si a €1 ou a est une extrémité de
I alors f admet une limite ¢ en a avec £ € R.

De plus si be I NJa,+oof alors £ < f(b) (resp. £ > f(b)),

sibeIN] — oco,a] alors f(b) < ¢ (vesp. f(b) = 0).

. Continuité
Définitions

e Si f est une application de I dans R et si a € I on dit que f est continue en a si
elle admet une limite en a (qui est nécessairement f(a)).

Ainsi f est continue en a si, et seulement si, pour toute suite (x,,), d’éléments de
I qui converge vers a, la suite (f(acn))n converge.

On dit que f est continue sur I, et on note f € C(I,R), si f est continue en tout
point de 1.

Si a n’est pas I'extrémité supérieure de I on dit que f est continue a droite en a
si la restriction de f & I N [a, +00[ est continue en a et, si a n’est pas U'extrémité
inférieure de I, on dit que f est continue a gauche en a si la restriction de f a
] — 00, a] N I est continue en a.

Ainsi si a n’est pas une extrémité de I, la fonction f est continue en a si elle y est
continue a droite et a gauche.
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e Si a est un point ou une extrémité finie de I et si f est une application de I\ {a}

dans R qui admet une limite ¢ finie en a, alors f : = {g(a:) : ie—la\ {a}
prolonge f a I en une fonction continue en a.
e Si kR, on dit que f est k-lipschitzienne sur I si :
V(z,y)€I?, |f(z) — f(y)| < klz —y]
f est alors continue sur 1.
Opérations
Si f et g sont continues en a, si (A, u) € R?, alors Af + ug et fg sont continues en

a et f lest dés que g(a) # 0.
g

Sig:I — J est continue en a et si f: J — R est continue en g(a), alors f o g est
continue en a.

Théorémes

o Théoréme des valeurs intermédiaires

Si f est continue sur [a,b] et si y est dans le segment d’extrémités f(a) et f(b),
alors ’équation y = f(z) a au moins une solution dans [a, b], autrement dit l'image
d’un intervalle par une application continue est un intervalle.

On en déduit que si f est continue sur [a,b] avec f(a)f(b) < 0, alors I'équation
f(z) = 0 a au moins une solution dans [a,b] ou encore que, si f est continue sur
I et ne s’annule jamais alors elle a un signe constant au sens strict i.e. ou bien
(Vzel, f(x) >0) oubien (Vxel, f(z) <0).

e Cas d’'un segment

Si f est continue sur [a, b] alors elle est bornée et atteint ses bornes, i.e. elle admet
un minimum et un maximum. Avec le théoreme des valeurs intermédiaires on en
déduit que I'image continue d’un segment est un segment.

e Injection, bijection

Si f est continue et injective sur un intervalle I alors elle est strictement monotone.
Elle réalise alors une bijection de I sur J = f(I) qui est un intervalle et la fonction
réciproque f~! est continue sur J.

Extension aux fonctions complexes
Les définitions et opérations précédentes s’étendent aux fonctions a valeurs com-
plexes excepté en ce qui concerne les limites valant +oo.
Les résultats concernant les inégalités et les différents théorémes ne sont plus
valables pour f, ils le restent pour |f| qui est & valeurs réelles.
f(x) —— € <= Re(f(z)) — Re(l) et Sm (f(z)) — Sm(0),
r—a Tr—a r—ra
et donc f est continue en a si, et seulement si, Re(f) et Sm(f) le sont,
2
fecC(l,C) <~ (%e(f),%m(f)) € (C(I,R))".
. Dérivabilité
Les propriétés déja vues dans le chapitre 3 ne seront pas, sauf exception, reprises
ici.
Définitions
f désigne une application de I dans R et a est un point de 1.
f(z) = fla)

T —a
tend vers a. Cette limite est alors notée f’(a) et appelée nombre dérivé de f en a.

On dit que f est dérivable en a si admet une limite finie lorsque x
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On dit que f admet un développement limité d’ordre 1 en a s’il existe deux réels b et
c et une application ¢ de I dans R tels que : Ve € I, f(x) = b+c(zr—a)+(x—a)e(x)
et e(x) — 0.

r—a
f est dérivable en a si, et seulement si, f admet un développement limité d’ordre
1 en a.
Si c’est le cas alors b = f(a) et ¢ = f'(a) et, nécessairement, f est continue en a.
De plus la droite d’équation y = f(a) + f'(a)(z — a) est tangente au graphe de f
en (a, f(a)).
Remarque : on notera bien que f continue en a # f dérivable en a.
Si a n’est pas 'extrémité supérieure (resp. inférieure) de I on dit que f est dérivable
a droite (resp. & gauche) en a si la restriction de f & I N [a,+oo] (resp. | — 00, al)
est dérivable en a, la dérivée est notée fj(a) (resp. f;(a)).
f est dite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. Dans ce cas
I - R, z+— f'(z) est appelée fonction dérivée de f et notée f'.
Extremum local

On dit que f: I — R admet un maximum (reps. minimum) local en a s’il existe
n>0tel que (Jz—a| <netzel)= f(z) < f(a) (resp. f(z) > f(a)).

dans les deux cas f admet en a un extremum local.

Si f admet un extremum local en a, si a n’est pas une extrémité de I et si f est
dérivable en a alors f'(a) = 0.

On notera bien que f’(a) = 0 n’est qu'une condition nécessaire d’existence d’un
extremum local.

Théorémes

o Théoreme de Rolle

Si f est continue sur [a,b] ol a < b, dérivable sur |a,b[ et si f(a) = f(b) alors il
existe ¢ dans ]a, b tel que f’(c) = 0.

e Accroissements finis

Si f est continue sur [a,b] ol a < b, dérivable sur |a, b alors il existe ¢ dans |a, b[

tel que f'(c) = M-

Ainsi, si f est dérivable sur I, alors elle est k—lipschitzienne si, et seulement si,
veel, |f'(x)] < k.

e Théoréeme de la limite de la dérivée

si f est continue sur I, dérivable sur I\ {a} et si lim f(z) = C€R, alors
r#a
z)— f(a
f@) - f@) .,
T —a A
En particulier si £ €R alors f est dérivable en a et f’ est continue en a.
. Classe CF
Définitions

On définit les dérivées successives de f par récurrence :

Si k€N la fonction f est k + 1 fois dérivable en a si f*) est définie au voisinage
de a et est dérivable en a. On note alors f*+1(a) = (f*))(a).

f est dite de classe C* sur I, et on écrit f € C* (I, ]R), si (%) est définie et continue
sur I. Enfin f est dite de classe C* sur I, et on écrit f€C>™ (I, R), si pour tout
k€N, elle est k fois dérivable sur 1.
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Opérations

Si f et g sont de classe C™ sur I, si (\, ) € R? alors A\f + ug est de classe C™ sur [
et (Af4+pg)™ = Af™ 4 g™ 1a fonction fg est de classe C" sur I et on rappelle

la formule de Leibniz : (fg)™ = Z (Z) f(k’)g(n—k).
k=0

Si g ne s’annule pas alors = est aussi de classe C" sur I.

g
SigeC™(I,J)et feC™(J,R) alors fogeC(I,R).
Si f est une bijection de classe C™ de I sur J et si f’ ne s’annule pas, alors
f~tecn(J,1).
Théoréme de prolongement

Si f est de classe C* sur I\ {a} et si, pour tout i €]0, k], f® admet une limite
finie en a, alors f admet un prolongement de classe C* sur I.

Extension aux fonctions complexes

La dérivabilité, la dérivée et la classe C* se définissent de méme avec, bien siir,
f(z) — f(a)
T—a
Elles se caractérisent par les mémes propriétés quant aux parties réelle et imag-
inaire. Par exemple f€C*(I,C) si, et seulement si, Re(f) et Sm(f) sont dans

C’“(I,R) et alors f(F) = (?Re(f))(k) +i(%m(f))(k)

Pour ce qui est des opérations on conserve les propriétés des combinaison linéaire,
produit et quotient.

Le théoreme de Rolle et 1’égalité des accroissements finis ne sont plus de mise, la
caractérisation d’une fonction dérivable lipschitzienne reste valable.

Le théoreme de limite de la dérivée avec une limite complexe et le théoreme de
prolongement C* restent valables.

admet une limite dans C comme définition de la dérivabilité.

. Fonctions convexes d’une variable réelle
e Définition f € F(I,R) est convexe et (—f) est concave si
V(x,y) €12,V €[0,1], f(1 — t)x + ty) < (1 —t)f(x) +tf(y)
e Caractérisations
Soit f e F(I,R). les assertions suivantes sont équivalentes

(i) f est convexe sur I,

)~ 1) _ o) = (@) _ F(2)~ F)

~ ~
y—x z—z z—y

(i) V(z,y,2)elPz<y<z=

(inégalité des pentes),

(i) VneN*,V(z;) € I", V(o) €R:)™, Y i =1, f(Zaixz) <> aif(@).
=1 =1 =1

e Fonctions convexes dérivables
Soient I un intervalle ouvert de R et f une application dérivable sur I. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f est convexe sur I,
(ii) f’ est croissante sur I,
(iii) pour tout (z,a) € I?, f(z) = f(a) + (z — a)f'(a).
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e Soit I un intervalle ouvert de R. Une application f deux fois dérivable sur I est
convexe si, et seulement si, f” > 0 sur I.

e Applications

VreR,e* > 1+,

VmGRi,ln(aj) <z -1,

2
Vx e [07 g} ) ;x <sin(z) < z.

1
VnGN*,V(xl,..‘,xn)G(RjL)”, Yy x, < ﬁ(a:1+~~+xn).

. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Définitions

On note K I'un des ensembles R ou C.

Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I a valeurs dans K, on
considere 'équation différentielle linéaire du premier ordre (£) '+ a(x)y = b(x)
ainsi que 1’équation dite homogene associée (&€,) y' + a(z)y = 0.

Une solution de (€) est une application ¢ dérivable sur I & valeurs dans K vérifiant :
Veel, ¢ (x)+ a(x)p(z) = b(x) ou encore ¢’ + ap = b sur I.

Une solution est nécessairement de classe C* sur 1.

Principe de superposition

Si, pour i €{1,2}> b; € C(I,K), \; €K et ; est une solution de y' + a(x)y = b;(z),
alors A1 + Aawo est solution de ’équation y' + a(x)y = A\1b1(z) + Aoba ().
Ainsi si ¢ est une solution de (£) o a€C(I,R) et beC(I,C), alors Re(y) (resp.
Sm(yp)) est solution de y' + a(z)y = Re (b(z)) (resp. de y' + a(z)y = Im (b(x))).

Résolution

On note A une primitive de a sur I.

¢ est solution de (&) si, et seulement si, IN €K tel que Vo € I, p(x) = Ae A,
En posant A = ye? I'équation (€) s’écrit A’ = be?. Alors un calcul de primitive
et 1’égalité y = Ae™4 permettent de terminer la résolution de (€) ; cette méthode
s’appelle méthode de variation de la constante.

Si l'on dispose d’une solution particuliere ¢y de (£) on pourra de fagon plus
pertinente dire que ¢ est solution de (£) si, et seulement si, ¢ — g est solution de
(En), soit : INEK tel que ¢ = @o + Ae™ A sur I.

On a enfin le
Théoréme de Cauchy
Si (wo,y0) € I x K alors le probleme de Cauchy (y' + a(z)y = b(z) et y(zo) = yo)

admet pour unique solution z (yo +/ b(t)eA(t)dt) e 4@ on A désigne la

0
primitive de a nulle en xg.

. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants
Définitions

K est toujours I'un des ensembles R ou C, les nombres a et b sont des éléments de
K et f €C(I,K). On considere ici ’équation différentielle (£) y” +ay’+by = f(z)
ainsi que 1'équation différentielle homogene associée (&,) y” +ay’ + by =0.
Une solution de (£) est une application ¢ deux fois dérivable sur I telle que
" +ap’ +bp = f, et, donc, @GCQ(I,K).
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Principe de superposition

Si, pour 1 €{1,2}, f; €C(I,K), \; € K et ; une solution de y” + ay’ + by = f;(x),
alors A1¢1 + Aagpa est solution de I'équation y” + ay’ + by = A1 f1(z) + Aafa(x).
Ainsi si ¢ est une solution de (£) ou (a,b) €R? et f€C(I,C), alors Re(yp) (resp.
Sm(p)) est solution de y”+ay’+by = Re (f(z)) (vesp. de y”ay’+by = Sm (f(x))).

Résolution de I’équation homogéne

On considere I’équation dite équation caractéristique : v2 4+ ar +b = 0.

Si K = C on distingue deux cas :

e L’équation caractéristique a deux racines distinctes r1 et 9 alors ¢ est solution de
(En) si, et seulement si, il existe (A1, A2) € C? tel que Vo € I, () = A\je™%+Age"2".
e L’équation caractéristique a une racine double rq alors ¢ est solution de (&) si,
et seulement si, il existe (A1, A2) € C? tel que Vz €1, () = (A1 + Aaz)e™0%.

Si K = R il faut distinguer trois cas :

e [’équation caractéristique a deux racines distinctes r; et ro dans R alors ¢ est
solution de (&) si, et seulement si, il existe (A1, A2) € R? tel que, pour tout z € I,
p(z) = A1e™® 4 Age™®.

e L’équation caractéristique a une racine double r¢ alors ¢ est solution de (&) si, et
seulement si, il existe (A1, A2) € R? tel que, pour tout z € I, p(x) = (A1 + Aax)e 2.
e [’équation caractéristique a deux racines complexes non réelles conjuguées s+iw
alors ¢ est solution de (€) si, et seulement si, il existe (A4, B) € R? tel que, pour
tout z € I, o(z) = e[ A cos(wz)+ B sin(w(z)| ou encore si, et seulement s'il existe
(t,¢) € Ry x R tel que, pour tout = € I, ¢(z) = te** cos (w(x — ¢)).

Solutions de I’équation compléte

Si g est une solution particuliere de (£) alors ¢ est solution de (&) si, et seulement
s’il existe 1) solution de (&) telle que ¢ = g + .

Si f est de la forme =+ Ae’® et si A est racine d’ordre n €{0, 1,2} de I’équation
72 + ar + b = 0 on cherchera ¢ sous la forme z +— Bx"e*.

Théoréme de Cauchy

Si (20,90, y6) € I x K? le probléme de Cauchy (y” +ay’+by = f(z), y(zo) = yo et
Y (x0) = y{)) admet une unique solution.

Enoncés des exercices

. Soit f € C(R,R) telle que Yz € R, | f(z)| < |-
Soit € €]0, M|, M > 0. Montrer qu’il existe k €[0, 1] tel que :
VeeR,a < |z| < M = |f(x)| < K|z

. a. Montrer que si f €C([0,1],R) est telle que f([0,1]) C [0,1], il existe ¢ €[0, 1] tel
que f(c) =ec.
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b. Montrer que si f : [0,1] — R est croissante et telle que f([0,1]) C [0, 1], il existe
c€l0,1] tel que f(c) =c.
On pourra considérer E = {t€[0,1] | t < f(t)}-

c. Et si f est décroissante ?

. Soit f €C(R,R) telle que f* = —Ig ou f* = fo f* ! pourn > 1.

a. Montrer que f est strictement décroissante sur R et que n est impair.
b. Montrer que f est impaire.

c. Si g = fo f, montrer que g = Ig. En déduire f.

. Soit E l’ensemble des fonctions de C(R,R) bornées. Montrer que si f€E et

g€C(R,R) alors f og et go f appartiennent & E. Trouver les fonctions f € FE
telles que : IANER,Vz €R, f(z — 1) = A\f(x).

. f€C([a,+00[,R) telle que lim (f(z+1)— f(z)) =L

r—+o0

Montrer que lim Lx) =/.

r—r+00 x€X

. Soient f et g continues sur [0, 1] & valeurs réelles. Montrer que la fonction ¢ définie

par p(u) = sup (f(z)+ug(x)) est continue sur R.
z €[0,1]

. Déterminer les fonctions f : R — R telle que : Vz,y €R, f(z +y) = f(z) + f(y) et

telles que a. f est continue en 0 ; b. f est continue sur R ; c. f est monotone.

. Si f et g sont des applications continues de [0,1] dans [0,1] et si fog = go f

montrer, en raisonnant par ’absurde, que les courbes représentatives des deux
fonctions ont un point commun.

. Si f est une application de [0,1] dans [0, 1] vérifiant :

v#y=|[f(z) = fy)l <lz—yl
Montrer que f admet un point fixe et un seul et que celui-ci est limite de la suite
(Un)n>0 définie par ug €[0, 1] et upt1 = f(up).

Indication : on pourra, pour l'existence, considérer le minimum de x — | f(x) — x|.

Déterminer les fonctions f € C(R, R) telle que : Vz € R, f(z") = f(z), neN,n > 2.

Soit f€C(R,R) telle que : JacR*,IbeR, VxR, (f o f)(x) = az + b.
Montrer que f est monotone, a > 0 et f(ax +b) = af(xz) + b. Terminer la
détermination de f dans le cas ot f € C1(R,R).

B
1
a. Si f€]0, 1], donner la partie principale de ((n+ 2)7() —(nm)? quand n — oc.
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b. Etudier I'uniforme continuité sur R de f : 2 — cos (Jz|*) si a e Ri.

Soit f : Ry — R une application uniformément continue telle que, pour tout
z€Ry, lim f(xz+n)=0. Montrer que lim f(¢)=0.
n—oo t— o0

a. Montrer que toute fonction dérivable sur R a dérivée bornée est uniformément
continue sur R.

b. Montrer que toute fonction périodique continue sur R y est uniformément
continue.

. . ) . ’ .
c. Les fonctions x +— 22, x ~ sin(z?), x — €' sont-elles uniformément continues
sur R.

Soit fe€C([a,+oo[,R) telle que Emf = beR. Montrer que f est bornée, atteint
oo

au moins une de ses bornes et que f est uniformément continue sur [a, +00].

Soient a un nombre réel et f une application uniformément continue de [a, 4+00]
dans R. Prouver qu’il existe (o, ) € R? tel que :
Vo > a,|f(z)] < az + B.

Application : soit g :]0,+o00[— R,z — xIn(z). Montrer que g a un prolongement
continue a R, . La fonction ainsi prolongée est-elle uniformément continue ?

f(x)

Soit f : Ri — R. On suppose f croissante et g : © — ~—— décroissante. Montrer
x

. *
que f est continue sur R, .

Soient a@ > 0 et f : [0,a[— R dérivable & droite en 0 et telle que f(0) = 0.

R k L.,
Montrer que nlgr;o ; f(ﬁ) = ifd(o)-

Soient @ > 0 et f : [0,a[— R dérivable & droite en 0 et telle que f(0) = 0.

) = O @)

n
Montrer que nl;rgo ; f (

Déterminer les fonctions dérivables en 0 pour lesquelles il existe A € Ry \ {1} telles
que : Vz €R, f(Ax) = A f(z).

Déterminer les fonctions f dérivables sur R vérifiant f o f = f.

Soit f€C'([0,1],R) telle que f(0) = f/(0) = f(1) = 0.

f(xx)7 que : 3c€]0,1[, f'(c) = o),

c

Montrer, en utilisant x —
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Soit P(X) = apX™ + -+ + ap 1 XF' —ap XF — ... —ag avec ag > 0,a, > 0 et
a; = 0 pour 1 <i < n—1. Montrer que P a un unique zéro dans R,.

Soit f: R — R dérivable et w un point fixe de f.
On considere la suite (x,,)n>0 définie par zg et zp41 = f(xy,).

a. Si |f'(w)] < 1, montrer que {zo €R| (2, )n>0 converge vers w} est un voisinage
de w.

b. Si |f/(w)| > 1, montrer que (z,,)n>0 converge vers w si, et seulement si, (2, )n>0
stationne en w.

c. Application & I'étude de la suite (22"),>0 si z€C.

Soit f : R — R continue en 0. On suppose qu'il existe k€ R\ {—1,1} tel qu'il
f(x) = f(kx)
x
On pourra se ramener ¢ une fonction nulle en 0 telle que £ =0 et |k| < 1.

existe £ € R, lin%) = {. Montrer que f est dérivable en 0.
r—

Soit f deux fois dérivable sur R telle que Vx € R, f(x) > 0, f'(z) = 0 et f"(x) > 0.
Montrer que : si f n’est pas constante, alors Emf = +00.

Déterminer également lim f'.
— 00

Si P e R[X] est scindé sur R, montrer que P’ lest.
Soit f € D([a, +oo[, R). Montrer que
a. hmf ——|—oojhmf +oo et lim @:—l—oo.

T—r+00 €T

b. Emf’:éeRﬁ lim f=)

Tr—r+o0 x

= /. De plus si€>0,£imf:+oo.

(Théoreme de Rolle sur un intervalle non borné)

Soit a € R. Si f est continue sur [a, +o0o[, dérivable sur ]a, 4+o0[ telle que
Emf = f(a), il existe c € ]a, +o0[ tel que f'(c) = 0.

(an) €RY, (bn) €(R)Y, P €RIXDN, Poyr = (X + an41)Po = bpPr,
Py =1,P; = X 4+ a;. Montrer que les racines de P, sont toutes réelles et séparées
par celles de P,,_;.

Soit ¢ € C([a,b],R) 2 fois dérivable sur |a, ], telle que ¢(a) = ¢(b) = 0. Montrer
que : Y €la,b[, Ic €a, b], p(z) = %gp (¢).
On pourra utiliser 1 : y — o(y) — (iggﬁ)(y —a)(y—b).
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Application : soit f une fonction numérique continue sur [a, b], deux fois dérivable
sur ]a, b[. Montrer que :
(x —a)(xz —b)

f(b) = f(a)
a 2

bh—
(Interprétation géométrique : interpolation linéaire).

Vz €la,bf,Ic€a,b], f(z) = f(a) + (z—a)+ f(o).

Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] dérivables sur |a, b[ & valeurs réelles
et telles que, pour tout z € la, b], ¢’(x) # 0. Montrer que
!/
SNCEVONIC
g9(b) —g(a)  g'(¢)

Soit I un intervalle de R non réduit & un point et a € I. Soient f et g a valeurs
réelles, dérivables sur I\ {a} et de limite nulle en a.

!/
a. Montrer que : (EIKE]R {= hm / > = lim i =/
g’ a g
b. Montrer que la réciproque est fausse en examinant I’exemple suivant :

a=0, f(z )—xQSln(l)etg( ) = sin(x).

c. Peut-on généraliser le résultat de a) si a €{—o00,+00} et a extrémité de I ?

d. Application : lim M~
r—r

11— a2

Soient f et g deux fonctions dérivables sur R et a valeurs réelles.
On suppose que Emg =+ooetVzeRy, ¢ (z) # 0.
o0

!/
Montrer que : (HZER { = lim — / ) = limi =/.
ocg +oog

1
a. Soit f(x) = ———=- Montrer que, pour tout z € R,
0= e p
fM(z) = P,(x)(1 +2?)~""1/2 ot P, fonction polynéme, deg(P,) = n.

b. Vérifier les relations valables sin > 1 :

(1) Poi1(X)=—2n+ 1)XP,(X) —n?(1 + X?)P,_1(X).
(2) Pl (X)= —nQPn 1(X).
(3) 1+ X%HP/'(X)— (2n— 1)XP.(X)+n?P,(X) = 0.
c. En déduire P, (X) = Z ap X" ol
0<2p<n
a, = (—1)”+pn!n(n — 1)(21)1(;'1)2_ 2p+1) sip>1etay=(-1)"n!

d. Montrer que P, est scindé sur R et a racines simples.

Pour n€ N et t > —1, f(t) = t" ' In(1 4 t).
- 1! 1
Montrer que £\ (¢) = (n ; ) (1 1 —l—t)").
Soit f€C"([a,b],R), (w1,22,...,2,) deux & deux distincts sur [a, b].
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P, € R,,_1[X] tel que pour tout k € [1,n], P,(xr) = f(zx). Montrer que :
F" () 17
Vz € [a,b], 3o €]a,b], f(x) = P,(x)+ H(Jc—xk)

(Théoréme de Darboux)
Soit I un intervalle de R non réduit a un point. Si f est une application dérivable
sur I & valeurs réelles, montrer que f/(I) est un intervalle de R.

Sia,bel,a < b, on pourra introduire les fonctions de I dans R, ¢ et ¢ définies

f@) = fla) fl@)—f)
parnp(x)Z{ T—a Szx¢a€tw($):{ z—b sie7b
f'(a) sinon 1'(b) sinon

a. Montrer que la fonction f : [0,1[— R,z — arcsin(x) est solution sur ]0,1[ de
I’équation différentielle : (1 — x2)y” — 2y’ = 0.
b. En utilisant le théoréeme de Leibniz, déduire de a. que :
Vn €N, Vz €[0, 1], f™(z) > 0.
c. Calculer, pour tout n € N, £ (0).

2 d"

Montrer que H, : x — €” s (e"”z) est une fonction polynéome de degré n et
x

préciser le coeflicient de x™.

Résoudre les équations différentielles linéaires

a.y =y(l+a), b. 2+a)y =2-y, ¢ |zly' + (1 —a)ey =z,
d. ¥’ + 2y + y = 2cos(z) ch(z), e. y" + 4y’ + 5y = ch(2x) cos(x),
£y +y + g = sin(z) et y(0) = y'(0) = 0.

Soit feC(Ry,Ry) telle que, pour tout z€[0,T], f(z) < a+ b/ ft)dt ou
0

a€R,b>0et T > 0. Montrer : Vz €[0,T], f(z) < ae®.
Indication : s’inspirer de l'équation différentielle y' — by = g(x) pour g adaptée.

B désigne 'espace vectoriel des applications continues et bornées de R dans C.
On se propose de déterminer ’ensemble, noté A, des nombres complexes « tels
que, pour toute f dans B, toute solution de ' — oy = f(x) est bornée sur R.

a. Si a € A, en choisissant un élément f, de B adapté, montrer : Re(a) < 0.
b. Si o = ib ol b est un nombre réel montrer de méme que o ¢ A.

c. Déterminer alors ’ensemble A.

Trouver les éléments f de C(R, R) tels que : Vr € R, f(x) = x+/ cos(x—t) f(t) dt.
0

Trouver les fonctions f dérivables sur R et vérifiant : Ve € R, f'(x) + f(—x) = €*.
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Déterminer les éléments f de C?(R,R) vérifiant : Vo € R, f”(2)+f(—z) = x cos(x).
Indication : on pourra utiliser f = p+1 ot p est paire et i est impaire.

Montrer que [1—cos(4z)]y” + 2y’ sin(4z) — 8y = 0 admet sur } 07% [ deux solutions
f et g telles que fg=1.

Pour (k,\) € R* x R trouver les fonctions f dérivables sur R telles que :
VeeR, f'(x) =kf(A—x).

Soient f € C(R,C) périodique de période T et (£) y" +y = f(x).
Montrer qu’une solution ¢ de (€) est T-périodique si, et seulement si, on a

©(0) = o(T) et ¢'(0) = ¢'(T).
En déduire que, si T ¢ 27Z, alors (£) admet une unique solution 7T-périodique.

Soient (a,b) € (C(R,R))2 et W = o) — @/ ol ¢ et 1) sont des solutions de
y" + a(z)y’ + b(z)y = 0. Donner une équation différentielle dont W est solution
puis expliciter W.

Soit f€C?(R,R) vérifiant : Vx €R, f(z)+ f(z) > 0.
a. Si g = f+ f” former une équation différentielle linéaire du second ordre dont

QT / g(t) sin(x — t) dt est solution.
0

b. En déduire : Vx €R, f(x)+ f(z+ ) > 0.

a. Soient 7, u,v dans R, prouver : (r + 1)u"v < ru" 1 + "1,
P

1 1
b. Soit p €]1, 4+o00[. Prouver : V(z,y) € (R+)2,xy < —aP + (1 — f)ypf.
p p

n
1
c. Soit n € N| soient z1,...,x, dans R, , comparer {/zi...x, et — g ;.
n
i=1

1 1
Soient n € N*,p et ¢ des éléments de Ri, tels que 15 + 5 =1.

, . *
d. Démontrer que pour tous réels ai,...,ay,,b1,...,b, de R}, on a:
P q
. aib/‘ a,; b
VZ E[[l, TL]]& T d T g 4 > 4 2 . .
(S ) (S w) » 2o a2 Y
<< <<
1<j<n 1<j<n 1<jsn 1<jsn
e. On suppose maintenant les réels aq,...,ay,, b1, ..., b, positifs ou nuls.

Démontrer I'inégalité dite de Holder (pour les sommes finies) :
n 1
q

;aibi < (z;af)p(;bg) .

1=




78 Limites, continuité, dérivabilité

Solutions des exercices

. [ étant continue en 0, par passage a la limite, dans l'inégalité |f(z)| < |z| on

obtient f(0) = liénf = 0. Sur le segment [¢, M] la fonction g : = &
x
est continue, donc bornée et atteint ses bornes. Comme |g(x)| < 1, il existe
c1 €[e, M] tel que |g(c1)] = sup |g(z)| < 1. Le méme raisonnement appliqué
z €le,M]
a la fonction h : [-M,—¢] = R,z — J@) prouve lexistence de ¢y €[—M, —¢]
x
tel que |h(ce)] = sup |h(z)| < 1. En prenant k& = max(|g(c1)]|,|h(c2)]), on
]

z€[-M—¢
conclut.

. a. Lafonction g : © — f(z)—x est définie et continue sur [0, 1]. Comme f(0) et f(1)
sont éléments de [0,1] on a g(0) > 0 > g(1), le théoréme des valeurs intermédiaires
prouve l'existence d'un élément ¢ de [0,1] tel que g(c) = 0, ce qui équivaut a
fle)=e.

b. E est une partie non vide de [0,1] car 0 en est élément ; soit o sa borne
supérieure.

SiteFE alors t < « et, par croissance de f, t < f(t) < f(«), donc f(a) majore
E, par suite a < f(c). Toujours par croissance de f il vient f(a) < f(f(a)) d’ou
f(a) € E et, donc, f(a) < a. En définitive f(a) = a.

c. Il suffit dechoisirf:X[m[:xr—){l s%0<x<1
’ 0 siz=1

[0,1] dans [0,1] sans aucun point fixe pour montrer que, cette fois, il n’y a pas
nécessairement un point fixe.

qui est décroissante de

. a. f est donc bijective et f~! = —f"~1. Comme f est continue sur R, elle est
strictement monotone. Elle ne peut étre croissante puisque, par composition, —Ig
le serait. f est donc strictement décroissante.

b. Son imparité découle de ’égalité fo f = fo f™. De méme, n est impair. Notons
n =2k + 1.

c.Si f(z) > —z alors —x < f(z) < —f?(x) et par récurrence, pour tout p €[0, k—1]
fPN(x) < = fPF2(x) < fP*3(2). Done : —z < f(z) < - < fP(2) = —.
Par un raisonnement analogue en supposant f(z) < —z on prouve que f = —Ig.

. Tout d’abord, par composition, f o g et g o f sont éléments de C(R,R).

(fog)(R) C f(R) partie bornée de R donc fog€eE.

Si f(R) C [a,b] alors (go f)(R) C g([a,b]) segment donc go f € E.

Etudions: Vz €R, f(z —1) = Mf(x).

e Si A =1 f est nécessairement 1-périodique, réciproquement si f est 1-périodique
et continue alors f(R) = f ([0, 1}) segment, donc f € E et est solution.

e Demémesi A\ =—-1lona:VeeR, f(x—2)=—f(z—1) = f(x), donc f est
2-périodique. L’ensemble des éléments f de C(R,R) vérifiant f(x — 1) + f(z) =0
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est un sous-ensemble de E de la méme facon que dans le cas ou A = 1 et c’est
I’ensemble des solutions

e Si|Al < 1onaVzeR, f(z) = Af(z + 1) d’on, par récurrence, pour tout
keN, f(z) = \¥f(x + k) et, comme f est bornée, A\ f(z + k) = 0, par suite

f est la fonction nulle. Réciproquement la fonction nulle est solution.
e Si [\ > 1 et z€R, de méme pour tout k€N, f(x) = A\"Ff(x—k) - 0, donc
—00

f est encore la fonction nulle.

5. On se «rameéne » & une limite nulle en posant f(x) — ¢ = g(x).

En effet, g(z+1) —g(z) = f(x +1) — f(z) — L et 9(x) = fl@) £. On le suppose
x x

désormais. L'hypothese se traduit par

Ve >0,3a < 0,VzeR,z>a=|f(z+ )—f(x)|<g

Pour = > a, notons p = |z —a] la partie entiere de x —a. Alorsa < z—p < a+1.

fla) = +Z f@+k) = flz+k—1)).

Notons M = sup \f( )= max |f(z)|. On a, pour tout = > a
la,a+1] z €la,a+1]
M M M
‘M‘ < —+ pe < —+ <. Comme lim — =0, il existe b > a tel que, pour
T x T 2 z—4o0 T
M

T

)

tout z > b < =+ Donc : Ve > 0, EIbER+,x b:>‘f ‘gs

l\D

6. Va €[0,1],V(u,v) € R?, (f(x) — ug(x)) + (f(m) + vg(x)) = (u—v)g(x) < |lu—v|M,
ot My, = sup |g(z)|. Donc, pour tout = €[0,1] et tout (u,v) € R?
z €[0,1]
(f(2) — ug(x)) < Ju— oMy + ((z) +vg(2)) < [u— oM, + (o)
lu — v|My + ¢(v) est donc un majorant de {f(z) + ug(z)| z €[0,1],u € R}- Par
définition de la borne supérieure, il s’ensuit que ¢(u) < |u — v|My + ¢(v).
Donc V(u,v) € R p(u) — ¢(v) < |u — v|M,.
Remarque : on ne peut pas conclure encore |¢o(u) — p(v)| < |u — v|M,
En effet, o < 8 n’implique pas |a| < |8].
L’échange de u et v donne p(v) — p(u) < |u — v|M,.
Comme, pour tout « € R, |a| = max(a, —a), on peut enfin conclure que pour tout
u, v ER, |o(u) — p(v)| < |u — v|My. Donc ¢ est lipschitzienne.

7. Dans tous les cas une récurrence montre : Vn € N,Vz € R f(nz) = nf(x).
Alors, si neN et x€R, f(—nx +nz) = f(0) = 0 = f(—nz) + f(nz) dou
f(=nz) = —nf(z).
Enfin si (p.q) €2 x N*, 0 (7) = f(p) = pf(1) d'oi f(r) = rf(1) si r€ @
Si f est continue en 0, comme f(z + h) = f(x) + f(h ) f(ac)7 f est continue
sur R.
Siz €R, en posant r, = 107" 10"z pour tout n € N, on a r,, € Q et, par continuité

de fenz, rof(1) = f(rn) m zf(1) = f(x).

Solutions
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Si f est monotone on pose de plus s, = 7, + 107" pour tout neN. Alors
(f(rn))n et (f(sn))n sont monotones de sens inverse.
De plus f(ry) =7 f(1) ——= xf(1) et f(sn) = snf(1) —— 2 f(1).

n— oo n—oo
Comme f(z) est dans le segment d’extrémités f(r,) et f(s,) pour tout n € N, par
encadrement f(z) = zf(1).
Dans tous les cas f est définie par : Vo € R, f(z) =z f(1).
Réciproquement toute fonction de cette forme est solution de I’équation fonction-
nelle, est partout continue et monotone.

. Si f — ¢ ne s’annule pas, f — g est a valeurs strictement positives ou strictement

négatives. Supposons pour fixer les idées, f — g a valeurs strictement positives.

= {z€[0,1]| f(x) = z} est un intervalle fermé, borné et non vide de R.
Soit @ = min(K). Comme f[g(a)] = g[f(e)] = g(e) < f(a) = «, on aurait
g(a) € K et g(a) < min(K) ce qui est absurde.

. L’application réelle définie par g(z ’ fz)— ac|, est continue sur le segment [0, 1]

non vide a valeurs réelles. Elle admet donc un minimum g = g(zo) avec g €0, 1].

Si j # 0 alors f(zo) # o et done |f[f(z0)] = f(xo)| < |f(wo)
contredit le caractére minimal de u. Donc u =0et f (xo) = xo

Si ¢ est un point fixe de f distinct de xg, |¢ — o] = ’f )| < le — x|, ce
qui est absurde. Donc f admet un et un seul point fixe.

, ce qui

(|x0 - un|)n>0 est une suite décroisante dans R4 donc a une limite ¢ dans R..
Supposons £ > 0 et extrayons de (u,) une suite (u,(,)) convergeant vers x €0, 1],
nécessairement © # xo car £ > 0. On a |f(z) — 0| < |z — x| = ¢ alors que
(|u¢(n)+1 - a:0|) converge, par continuité de f en x, vers |f(3:) - x0| qui est dans
[¢,+00[, c’est absurde. Donc ¢ = 0 et (u,,) converge vers xg.

2

Si f est solution et si |z| < 1 alors f(z) = f(2") = f(z™ ) = f(z™") pour tout
peN. Comme 2" —— 0 et comme f est continue en 0 on en déduit que f est

p—00
constante égale & f(0) sur | —1,1[.
Comme f est continue sur [—1,1] et comme | — 1,1] est dense dans [—1,1], la

fonction f est constante sur [—1,1].

Siz > 1, de méme f(z) = f(z'/") = f(z™ ") pour tout pE€N et, de méme, f est
constante égale & f(1), et donc a f(0), sur |1, +o0[.

On procede de méme sur | — oo, —1] et on conclut que f est constante sur R.
Réciproquement toute fonction constante est solution.

f o f est une bijection affine de f sur lui-méme, par suite f est a la fois injective
et surjective, donc bijective. Par continuité elle est strictement monotone et, donc,
f o f est strictement croissante, d’ou a > 0.

Y ER, ((fof)o f)(@) = (fo(fof))@), soit af(x)+b= flaz+b).

Désormais f est dérivable sur R et, donc, Vzx €R, af'(x) = af’(ax + b), soit
flop=f ol ¢:x— ax+b. Cela montre également ' o p~! = f' et permet,
quitte & remplacer ¢ par !, de supposer |a| < 1.
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Si x est un réel fixé on pose xg = = et VneN, z,41 = ¢(x,), d'ou I'égalité

f'(@ne1) = f/ (). Ainsi la suite (f’(xn))n est constante.

De plus, comme |a| < 1, la suite (z,), converge vers le point fixe w de ¢, soit

W= Par continuité de f’ en w on en déduit que f'(z,) —— f'(w) et,
n—oo

a

donc, f'(z) = f'(w), ce qui montre que f’ est constante puis que f est affine.

f et fof ont le méme point fixe, a savoir w, et le rapport de f o f est le carré de
celui de f. Donc il existe e €{—1,1} tel que Yz €R, f(z) = w + ev/a(x — w).

B

1 B BrPnft

— _ B — B B _ __ By 2 20 0
a. ((n+ 2>7r> () = (nr)° [(1+1/20)° =1] 5 () x 5 = =
b. Si0 < @ < 1, x — |z| est 1-lipschitzienne sur R, ¢ — t* est continue et donc
uniformément continue sur [1, 400 et a-lipschitzienne sur [1, +o0o[ par I'inégalité
des accroissements finis, donc uniformément continue sur Ry. Enfin cos est 1-
lipschitzienne sur R, donc, par composition, f est uniformément continue sur R.

B

Sia > 1enposant § = é ona f(x,)=0siz, = <(n+;>ﬂ') et f(yn,) =(—1)"

si y, = (nm)?. On a vu dans a) que (z,, — yn))n converge vers 0. Si f était
uniformément continue sur R la suite (f(z,) — f (yn))n convergerait aussi vers 0.
Donc f n’est pas uniformément continue sur R.

Soient & > 0 puis > 0 tels que V(z,2') €(R,)?, |z —2'| <n=|f(x)— f(z")] < e.
1

Fixons p €N tel que = < n et posons, pour tout k €[]0, p], zx = —-
p p

Pour tout k€[0,p] il existe ng €N tel que VneN, n > n, = |f(zx +n)| < e

Posons enfin N = max ny.
0<k<p

Siz > N, avecn = |z] on ax —n€|0,1] et, donc, il existe k €]0,p — 1] tel que
T < T —n < xpaq. Alors |f(2)] < |f(x) — flzk +n)| + | f(zx + )] < 26, ce qui
prouve que f(x) —+>0.

T—r+00

a. L’inégalité des accroissements finis prouve que f est lipschitzienne sur R et,
donc, uniformément continue.

b. Soit T une période strictement positive de f. La restriction de f & [0,27] est
uniformément continue.

Soit € > 0 puis 7 > 0 tels que V(z, 2') €[0,2T)?, |z —2'| < n = |f(z) — f(z')] < e.
Quitte a remplacer i par T on peut supposer n < 7.

Soit (x,2") € R? tel que |z — 2’| < n, on peut supposer r < .
Posons k = {%J ety=ao—kT, y =y—kT,alors 0 <y <y <y+n<y+T <2T
dou |f(y) — f(¥)| < e d.e |f(x)— f(z")] < &, ce qui prouve 'uniforme continuité

de f.

1
c. Posons, si neN*, z, = (n + —)ﬁ et y, = ny/m, alors z, — y, — 0,
1 4n n—00
T
[ Tl (1 + 7)7 —+/— 0, ce qui prouve que z — 2 n'est pas
8n2/2 pn 5 oo

uniformément continue sur R.

Solutions
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2 2 2 .2
De plus sin(z?2) — sin(y2) = 2 cos (%) sin (%) or

n

x2 + 92 5 1 1 x2 — 92 1 1
n n — - t n n — (7 ) d’ N
2 (" +4+32n2)”e 2 7T4+32n2 ot
2
sin(z) — sin(y;) —= 2(—1)"" cos <7) sin (f) = (-1)" —+— 0, ce qui
nee 4 4 n — oo

prouve que x + sin(z?) n’est pas uniformément continue sur R.

. 2 ’ . . ’ . . . . . .
Enfin si z +— €' était uniformément continue sur R sa partie imaginaire le serait
aussi et on vient de montrer le contraire.

o Il existe a € R tel que, pour tout = > a,|f(x) — b| < 1 puisque Emf =b.
o0
Comme f‘ 0,a est continue sur le compact [0, a] de R, il existe M, € R, tel que

pour tout x €[0, a], | f(x)] < M,. Donc, pour tout z € Ry, |f(z)| < max(1+1b|, M,)
i.e. f est bornée sur Ry.

e Premiére méthode

Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que, pour tout = > a, |f(z) — b| < &/3 (%).

La restriction de f au segment [0, a] étant uniformément continue, il existe o > 0

tel que, pour tout (z,) [0, a]%, |f(z) — f(y)| < /3.
L’examen des trois cas : (z,) €[0,a]?, (z,y) € ]a, +oo[?et 0 < z < a < y conduit &
la conclusion que, pour tout (z,y) €(Ry)?, |z —y| < a = |f(z) — f(y)| <e.

o Deuxieme méthode

Soit g : [07 g} — R telle que g(z) = f(tan(z)) siz € [0, g { et g(g) =b.

. . p . m .
g est continue donc uniformément continue sur le segment [07 f} et atteint ses

bornes. Comme f = g o arctan et arctan est 1-lipschitzienne sur R, la fonction f
est uniformément continue sur Ry. Si f n’est pas constante, g non plus et une de

™ ™
ses bornes est distincte de 9(5) donc atteinte sur |:05 5 [, par suite f atteint au
1
moins une de ses bornes. Notons plus simplement que la fonction x — b — 1522
x

n’atteint pas b sa borne supérieure sur R .

Par continuité uniforme de f, il existe un nombre réel v > 0 tel que les relations
x,y €la, +oo[, |z — y| < v impliquent |f(z) — f(y)| < 1. I s’ensuit que sous les
mémes hypotheses, | f(z)| < |f(y)|+1. Considérons alors la suite (z,,),>0 de points
de [a, +oo[ définie par x,, = ny + a. Par récurrence, il est immédiat que, pour tout
Tp — @ 1

n > 0,|f(wn)| < n+|f(a)]. Comme n = =—— ona|f(z,)| < ;(l’n*a)ﬂf(a)k
D’autre part, pour tout x €[a, +oo], il existe un unique ng €N tel que
Ty €T < Tpg+1 = Tn, + 7 ; il en résulte que, pour tout = > a,

1 a 1 a
@) < ~ng + (1= 2+ 1f(@)]) < —o+ (1= 2+ 1f(@)]) = az+ 5.

Y Y Y v

Application : par croissances comparées, lim+xln(x) = 0. La fonction g se
z—0

prolonge par continuité en 0 en lui attribuant la valeur 0. Si la fonction ainsi
prolongée était uniformément continue sur [0,+oo[, d’apres ce qui précede, il
existerait deux nombres réels « et 8 tels que, pour tout > 0,z 1n(x) < azx + 8.
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Ainsi, pour tout > 0 on aurait In(z) < a + s ce qui prouverait que la fonction
x

In est bornée au voisinage de 400, ce qui n’est pas.

Soit x € Ri, comme f est croissante le théoreme de la limite monotone prouve que
f admet, en x, une limite & droite notée £ et que ¢ < f(x). Ce méme théoreme

montre que r +— @ admet en z une limite & droite notée ¢’ et que 1(@) </l
x x
/ f(x) e 9 N N
Comme ¢/ = — on a ——= < — d’ou fz) < £ et, donc, ¢ = f(z). On procede de
x x

N N . . . . *
méme a gauche en x et, ainsi, f est continue en tout point x de R "

Posons ¢ = f/(0) pour alléger et revenons & la définition de la dérivabilité & droite :
soient € > 0 puis 7 > 0 tels que 0 < z < n = |f(z) — 2| < ex.

Choisissons ng € N* tel que — < n et supposons n = ng.
no

Sil<k<nalors0< — k <

1 k k¢ ek
I - KN RO e s S,
2 S ST d’ou f<n2> 2 ’ S 3 d’ot, par inégalité
k I £ w—
triangulaire, g f(n—> — 2 kg_lkr < 2 kg_lk
. f(n—l— 1) e(n+1) . - k
_ < < ) 4 — ).
soit |S,, 5 ‘ < o™ < e ou l'on a posé S, gﬁ f(nQ)
Ln+1) ln+1) L

Cela montre que S,, — — 0 et, comme — 3’ que (Sp)n

2n n—00 2n n—»00

converge vers 5

Posons ¢ = f(0) pour alléger et revenons a la définition de la dérivabilité a droite :
solent € > 0 puis 7 > 0 tels que 0 < z < n = |f(x) — zf| < ex.

Choisissons ng € N* tel que — < n et supposons n = ng.
n,
Si o, = ( ) iy
ton Z ! n+k ; n

n

lonl <D |f

k=1

alors, par inégalité triangulaire,

(n—l—k)_nik

n
1
<s§ car,si 1 <k < 0<
X k:1n+k T, S1 X N, \n—i—k no

n 1
€ 1 dt
et, Commegg 7—1—k:EE 1+E e 5/0 1+t:51n(2)<57 pour n

assez grand |an| €, ce qul montre que (04, )n converge vers 0.

On en déduit que Z f (

k+ n) P £1n(2).

Soit f une solution.
Comme z — Az est une bijection de R sur lui-méme, on a: Vy €R, f(y) = /\f<f>

1
ou f(%) = Xf(y), ce qui permet de supposer || < 1.

Solutions
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Comme A # 1 on a f(0) = Af(0) = f(0) =0.
f(=)

tout x €R, g(Az) = g(x) en distinguant les cas z # 0 et x = 0.

Si on fixe x alors, par récurrence, pour tout n € N, g(z) = g(A\"x) — 1'(0) par
continuité de g en 0, donc f(z) = f'(0)z.

Réciproquement toute homothétie est solution.

Posons g(z) = siz # 0 et g(0) = f(0), alors g est continue en 0 et, pour

Toute fonction constante est solution.

Soit f une solution non constante.

SizeR, f(f(x)) = f(z) donc la restriction de f a f(R) est I'identité.

f(R) est un intervalle d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires et il s’agit
de prouver que c’est R. Dans le cas contraire il est, par exemple, majoré et, donc
admet une borne supérieure notée a.

Sur un intervalle [ — 7, & au moins f est l'identité et, par continuité de f — Id
en «, on a aussi f(a) = « puis f'(a) = 1.

fa) dion 1) = F(@)

Siz >aona flz) <a= < 0 puis f'(«) < 0 : clest

impossible. Donc f(R) =R et f = Id. Réciproquement Id est solution.

On raisonne par 'absurde.

On définit g sur [0, 1] par g(0) = 0 et g(x) = f@) si0 < x < 1. Alors g est continue
x

_zfl@) - flx) 1/, f(x)

=——5——=—(f(x) - —=
. N x x . 7’ .x.

sans annulation dans |0, 1[ par hypothése. Le théoréme des valeurs intermédiaires

montre que ¢’ a un signe constant au sens strict sur |0, 1[, par exemple ¢’ > 0.

Alors g est strictement croissante sur [0, 1] et, ainsi, f(1) = g(1) > g(0) = 0.

Mais, par continuité de ¢’ en 1, —f(1) = ¢'(1) = lim ¢’(z) > 0, ce qui est

T——

sur [0,1] et de classe C! sur ]0,1] avec ¢'(x)

impossible.

On procede par récurrence sur n.
Pour n = 1 on considére P(X) = a1 X — ag avec agp > 0 et a3 > 0, il s’annule

. ao
uniquement en — > 0.

ai
Supposons la propriété établie jusqu’a un rang n et considérons
P(X)=ap 1 X"+ Fap X —ap XF — .- —ag avec ag > 0, anp1 > 0et

Vie[l,n], a; > 0. On remarque que P(0) = —ag > 0 et P(x) oo oo
T—rT00

On distingue deux cas :

e SiVie[l, k], a; =0 alors P est strictement croissant sur Ry donc s’annule une
fois et une seule dans R .

e Sinon, avec h minimal tel que h > 1 et a;, >0, on a:

X17hPH(X) = (n+1D)ap 1 X"+ (k+ Dag XU — kg XE=h — .. —q),
auquel on peut appliquer 'hypothese de récurrence. Il existe donc o > 0 tel que
P’ < 0sur [0,af et P’ > 0 sur Ja, +oo[ d’ou le tableau
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T 0 « +00

P'(x) - 0 +
P) | —ag \y <0 /N 400

qui établit le résultat souhaité.

1 !/
a. Soit ¢ = wv comime

f(x) = fw)

|f/ (w)] < q il existe n > 0 tel
T—w

rT—rw
rHw

que, sur [w —n,w + 7], [f(z) —w| = |f(z) = fw)] <dlz —w| <[z —w] <.

Par suite I = [w — n,w + 7] est stable par f et, si g €I, alors VneN, z, €1 et
|Tnt1 —w| < qlzn, —w| d'ot |2, —w| < ¢"|xg—w|, ce qui montre que (x,,), converge
vers w car 0 < g < 1.

b. Si (2, )n stationne en w alors elle converge vers w.

Si (2, ), converge vers w sans jamais l'atteindre alors

Ty —w‘ _ ’f(:cn) - f(w)‘
Ty —w | Ty — W
tend vers |f'(w)| quand n — oo.

Par suite il existe ng € N tel que n > ng = |z,41 —w| = |z, —w|, ce qui montre que
(|xn — w\)n>n0 converge en croissant vers 0, donc est nulle, ce qui est impossible.
Donc : (), converge vers w = Ing € N tel que n > ng = x, = w.

c. Laissé au lecteur.

Si k] > 1, comme 'homothétie (R - R
x = kx

g {(@) — f(ka) f) (3
|k] <1, ce quexl’on suppose désormais.
Avec g : x — f(z) — ax on a Vz e R*, 9() ;g(kx) = /() ;f(kx) —a(l —k)

> est bijective, en posant y = kx ol

= —k x » ce qui permet de se ramener au cas

et, donc, avec o = T on est ramené au cas ou £ = 0.

Soient € > 0 puis 1 > 0 tels que, sur [-7,7] on a |g(kz) — g(z)| < €|z|.
Si |x| < n pour tout peN, [kPz| < n d’ ou lg(kPTiz) — g(kPx)| < ekPlx|.

Par inégalité triangulaire, si P € N, Z [ (ka

p=0
1—kPHY enlal
kP+1 _ < X S :
encore |g( x) g(w)| en| 1-k 1-k
Comme g est continue en 0, lorsque P — oo on obtient ’g(if) - 9(0)‘ S TLVCIL

Cela prouve que g est dérivable en 0 et que ¢'(0) = 0 i.e. que f est dérivable en 0

14
et que f'(0) = =%

Si f n’est pas constante alors il existe un réel xq tel que f'(xo) > 0.
Soit g :  — f(xz) — (x — x0)f'(x0), alors g est dérivable sur [z, +oo[ avec
g () = f'(x) — f'(xo) = 0 car f’ est supposée croissante.

Solutions
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Done, si ¢ > zo, f(z) > f(zo) + (x — z0)f'(x0) par croissance de g et, par
minoration, f(x) o oo
Tr—r+00

Le théoréme de la limite monotone montre que f/(z) (resp. f(z)) admet lorsque
x — —oo une limite £ > 0 resp. ¢ > 0).

Si £ > 0 alors la fonction h : x — f(x) — fx est dérivable sur R avec Vx € R,
R (x) = f'(x) — ¢ > 0 donc h est croissante mais, par différence, h(x) = %

ce qui est impossible. Donc f'(z) —— 0.
r—r—00

n

= H —ag)®, a1 <az <--- < ap, A €R*,N = deg(P Zak

D’apres le theoreme de Rolle, P’ a (n — 1) zéros réels (b)1<kgn—1, avec
ar, < by < ag+1. Chaque ay, est racine de P’ d’ordre (a, —1). Done P’ a au moins
n

n—1+ Z(ak — 1) = N — 1 zéros réels. Comme deg(P’) = N — 1, P’ est scindé

sur R.

a. Si A > 0 alors il existe B > 0 tel que z > B = f'(z) > 2A.
Alors g : . — f(x) — 2Ax est dérivable sur [B, +oo] avec ¢'(z) = f'(z) =24 >0
donc g croit sur [B,+oo] d’ou, si ¢ > B, f(x) > f(B) — 24AB + 2Ax puis
f) _ 1(B)-24B (@)
x

> 2A > A et donc, pour x assez grand, > A

x x T—r+00

fz)

)

ce qui montre que —— +00 et, a fortiori que f(x) —— +o0.

Tr—400 Tr—400

b. Soient € > 0 puis A > 0 tels que =z > A:>|f |<5.

h:xw— f(x) — Lz est dérivable sur [A, +o00[ avec |h’ )| = |f(z) — €| < e donc h

est e-lipschitzienne sur cet intervalle. Par suite z > A = |g(z) — g(A)| < e(z — A)
A A

Toi ‘g(w)’ g rea

€, ce qui prouve que, pour x assez grand,

€T x— 400
9() 0 soit 1 (@) L.
€T T—>+00 x T—+00
En particulier si £ > 0 on en déduit f(x) P “+o0.

T—r+00

‘@‘ < 2¢ et donc
T

Soit ¢ : [0,1[— R, t — a+%~ Posons F(t) = fop(t)sit € [0,1[et F'(1) = f(a).

F vérifie les hypotheses du théoréeme de Rolle sur [0, 1]. Il existe donc ¢ €10, 1] tel
que F'(¢) = 0. Comme F'(t) = f'(p(t)).¢'(t) et ¢'(t) # 0, le résultat est prouvé.

Montrons par récurrence , sin > 2 :

n n

deg( n— 1) =n-—1 deg( n) =n, P’n 1= H (X_ak,n—l)apn = H (X_ak,n) ou
k=1 k=1

A1n < Q1n—1 < a2 n < Q2.n—1 <. < On—1,n < Apn—1,n—1 < QO on -

On a Pl = (X - O‘l,l) ou Q11 = a1, PQ = (X + al)(X + CLQ) + bl d’ou

Py(a11) = —b1 < 0 et Py(x) i T dott Py = (X — a1 2)(X — az2)
x o0

avec a2 < g1 < 9.

Supposons la propriété établie a un rang n.
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Poy1 = (X +an41)P,—b,P,—1 montre que deg(P,,+1) = n+1 et que le coefficient
dominant de P, est 1.
Au voisinage de —oo P,y1(z) est du signe d (—=1)"*! tout comme P, ; sur

] — 00, aL’I’L*l[ )

Poii(0q,n) = =bpPr_1(as ) est du signe de (—1)™ car b, < 0 et a1, < a1 -1,
plus généralement P,ii(ogn) = —bpPn_1(agn) du signe de (=) 1=k car
Qp—1n-1 < On < Qg n—1,

Poi1(ann) = —bnPy_1(apnn) <0 et enfin P,(z) > 0 au voisinage de +o0.

Le théoreme des valeurs intermédiaires montre que, dans chacun des intervalles
] —o0,a1nl, latn@2nl,- ) |10 Qnnl, |nn,+00[ possede un zéro. Cela

fait n + 1 zéros et, comme P, 11 est de degré n + 1, on obtient la factorisation
souhaitée, les zéros de P, 1 étant séparés par ceux de P,.

On fixe x dans ]a, b[ et alors la fonction ¢ proposée est continue sur [a,b], deux
fois dérivable sur ]a, b] avec 9 (a) = ¢ (x) = ¥(b) = 0. Le théoreme de Rolle montre
lexistence de («, 8) dans ]a,z[x]z,b] tel quey’(a) = ¢'(8) = 0 puis de ¢ dans
e, B[ Cla, b[ tel que " (c) = 0.
Or ¢ (c) = ¢"(c) — 2('07(96), d’ott I'égalité demandée.
(x —a)(z —b)
) —
Pour I'application on remarque que ¢ : x — f(z) — f(a) — M (x —a) est
—a
continue sur [a, b], deux fois dérivable sur Ja, b[ et que p(a) = ¢(b) = 0.
L’existence de c¢ découle alors du début de l'exercice.
Le théoréme des accroissements finis montre que g(b) — g(a) # 0 car ¢’ ne s’annule
jamais.
b) —
Soit ¢ : x — f(x) — Mg(x). Cette fonction est continue sur [a,b] et
9(b) — g(a) ,
dérivable sur ]a, b[ . De plus ¢(b)—p(a) = f(b)ff(a)fM [g9(b)—g(a)] = 0.

g(b) — g(a)

Le théoreme de Rolle montre I'existence de ¢ dans |a, b[ tel que ¢’(¢) = 0 ou encore,
Q) _ fb) - fla)
g'(c)  g(b) —gla)

Remarque : il est intéressant de se demander pourquoi on ne peut appliquer le
théoreme des accroissements finis a f puis a g.

comme ¢'(c) # 0,

a. On prolonge f et g en a en posant f(a) = g(a) = 0. Ainsi on peut appliquer le
résultat de l'exercice précédent a (f,g). Si x € I'\ {a} il existe ¢ dans |a, z[ ou |z, a]

!/
tel que @ = f/(c). Quand z — a, par encadrement, ¢ — a et donc f@) — /.
g(z)  g'(c) 9(2)
b. f et g sont dérivables sur R* de limite nulle en 0 car If(z)] < 22 si x e R*.
‘f(x)‘ <ol x |= 0 car sin(x) L
g(x) sin(z) | z—0 T x—=0

1 1
D’autre part f’ : x — 2xsin (7> — cos (7) et ¢ = cos d’ou, avec z, =
x x

Maw) 1 —1#0.

g'(xn)  cos(wn) n—oo

1

2nm

)

Solutions
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1 1 1 ' (%
c. Soient ¢ : x f(f) et v : xr—>g<7)~ Si—€lona (@) = f (f) /
x x x P'(z)  g'(L) 0
d’ol1, en appliquant la question a., #(2) li.e. 1)
w(gj) z—0 g(x) z—a
d. Soient f = arccos et g : x — +/1—1z2. Ces fonctions sont dérivables sur
1 T
— 1,1[ avec, sur cet intervalle, f/'(z) = ————— et ¢'(2) = ————> d'onl
|- L1 fa) =~y et @) =~
i
Jgtl((g 7 —— 1. La question a. montre alors que arclco\/%(;) ﬁ 1.
f'(x)
Soient € > 0 puis A > 0 tels que x > A = @) -/l <e.
g (x
A
L’exercice 32 montre que, si x > A ‘W - E‘ < ¢ car ¢’ ne s’annule
-9
N f(=@) |/ (A)]
jamais. Siz > A, | ————— — ’ <e+
fo) J(g(?))—g(A) lg(z) — g(A)| a—+oo
x x
_ car g(x) —— 400 et ce quotient est borné au
900) — g(A) =77 o) I T
voisinage de +oo, donc /() - /(@) 0. Par conséquent, pour x

9@) —g(A)  gla) o
/(@) ,

g(m) T—>400

(z)

, | = = é’ < 2¢, ce qui montre que

g(z)

a. f est de classe C* par théoremes généraux. Montrons le résultat par récurrence.

On a Py =1 et degré de Py = 0.

Supposons (™ (x) = P, (x)(1422)""~1/2 ott P, fonction polynéme, deg(P,) = n.
1

(@) = Pie)(1+22) 7712 = (n+ 5 ) (20) (1 +22) 2P, (@),

On a f+)(z) = Py (2)(1 4 22)~(+D=1/2 oy

Py :x— (1+22)P.(x) — (2n + 1)2P, () est une fonction polynéme de degré

n et de coefficient dominant (—1)"n! ; ces deux derniéres affirmations se prouvant

par récurrence. Par théoreme de récurrence, le résultat est établi.

x
b. f(z)V1 + 22 = 1 implique, par dérivation, f'(z)v1+ 22 + ——f(x) =0
f@)v plique, p f(z)v mf( )

ie. VeeR, f'z)(1+ 2?) 4+ zf(z) = 0. Comme g = 0 = g™ = 0, en utilisant la
formule de Leibniz, on obtient :
n(

(1+2%) f4D (@) + 2na £ () + ”T’”af(”*”(w) +af (@) +nf" D (@) = 0.
Apres simplifications, (14 22) ™) (z) 4+ (2n + D)z f™) (z) + n2f=V(z) = 0.
On déduit des résultats de a) Py,11(X)+(2n+1) X P, (X)+n2(1+ X?)P,,1(X) = 0.
De ’égalité trouvée au a) et de cette derniere égalité, on déduit : P, = —n?P,_;.
Par dérivation de 1'égalité du a) et de P, = —n?P,,_1, on déduit (3).

c. Notons P, (X) = Z ap, X" 7P alors PL(X) = Z (n —2p)a, X"~ et

0<2psn 0<2p<n

P/(X)= > (n—2p)(n—2p—1)a, X" "2,

0<2p<n
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Le report de ces expressions dans (3) donne Vz € R, Z "% = 0.
0<2p<n

On en déduit que les a), sont tous nuls. On prouvera au chapitre 9 qu’une fonction
polyndéme est nulle en une infinité de points si, et seulement si, tous ses coefficients
sont nuls. Donc, pour tout

p > 1,0y~ (n—2p)(2n—1)ay+(n—2p) (n—2p—1)ay+ (n—2p+2) (n—2p-+1)ap_1 =0
et si p=0,n2%ap — (2n — 1)nag +n(n — 1)ag = 0

Donc, si 1 < 2p < n,—(2p)2a, + (n—2p+2)(n —2p+1)a_1 = 0.

Par une récurrence immédiate, on établit le résultat car ag = (—1)"n! d’apres a).

d. Montrons par récurrence que f(™ a n zéros réels.

Le résultat est vrai pour n = 0. Soit n € N. Si f(® a n zéros distincts a1, ..., an,
tels que a1 < ag < --- < an, d’apres le théoreme de Rolle, f(**t1) a n — 1 zéros
réels distinets by, ..., b,—1 tels que a; < b; < a;41 pour i €[1,n—1]. Appliquons la

généralisation du théoreme de Rolle & la restriction de f(™) prouvée dans I’exercice

30, & ] — o0, ay] puis & [a,, +oo]. Comme | ‘lim f™ (@) =0=f"(a) = f™(a,)
x| ——+oo
(¢f. résultats de a)), on conclut qu’il existe by € ] — 00, a1[ et by, € |a,, +0o] tels que

fOD(bg) = O+ (b,) = 0. Donc f*D a (n 4 1) zéros distincts, séparés par
ceux de (™. On conclut avec le théoréme de récurrence.

Notons f = gh ot g(t) = t" L et h(t) = In(1 + ).
1)1k — 1)
Par récurrence, on a, pour k > 1, h(¥) (t) = M
(1+t)x
— 1)tk

g(k)(t):(n(n—)l—k)! sik<n—1letg®t)=0sik>n—1
On déduit de la formule de Leibniz,

, - , = —1)* 1k —1)! (n —1)!

(") (4) = " RE) (g R (1) = ny ( k=1
fi (1) kz_o(k) (D™ () ;(k) t+1F (k-1

—(n—1) & —t\k  —(n—1)! to\"

)y - —(n= ! (M) (5 = (1- )" 1
fa () t ’; k t+1 t 1+t
Le résultat est établi.
Sixze{xy,xa,...,x,} alors toute valeur de « convient.

. o " <1 e J(@) = Pu(x)
Sinon soit ¢ : t — f(t) — Py(t) — K [] (t — xy) ot 'on a posé K = ————-

h=t I (z— )
k=1

Cette fonction est de classe C™ sur [a, b] nulle en 21, xa, ..., x, et z. En appliquant

le théoreme de Rolle un nombre adapté de fois on prouve l'existence d’un élément
a de Ja, b[ tel que o™ (a) = 0.
Comme deg(P,) < n il vient o™ (a) = f™a) — Kn!
_P (n)
oy L@ Pa@) o ()

= et le résultat.

1 (x — o) n
k=1

Solutions
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Soit (a,b) € I?, a < b, il s’agit de montrer que si k est dans le segment d’extrémité
f'(a) et f'(b) alors il existe ¢ dans [a, b] tel que k = f/(c). Sik = f'(a) ou k = f'(b)
c’est immédiat. Sinon on peut supposer, par exemple, f'(a) < f/(b).

p(b) = ¥(a) et est dans I'un des trois intervalles | — oo, f'(a)[, ]f'(a), f'(b)[ ou
1f'(b), +oo[.

Par exemple ¢(a) < f'(a) et alors ¢(a) < k < (b).

Comme 1) est continue sur Ja, b[, k€1 (]a,b[) C f'(]a,b]) d’apres le théoréme des
accroissements finis.

a. Immédiat.
b. D’apres la formule de Leibniz,

i (1=a®)f"(x)) = (L=a®) f"*?) (@) +n(=22) F " (@) +

dzm

B e @) = a0 @) ),
Donc : Vz €] —1,1[, (1 — 2?) f*?)(x) = (2n+ DafOHD () + n2 ) (2) (1).
Par une récurrence facile : Va €[0, 1[, (™) (z) > 0.

c. f étant impaire, f2P)(0) = 0.
(1) pour z = 0 donne f(™*2)(0) = n?f(™(0). Par récurrence, on obtient puisque

F(0) =1, fFH0(0) = ((2p—1)(2p — 3) . ..3.1')2 _ <(22£!!>2'

n(n—1)

S (=21 "()

et

A retenir : Obtenir une équation différentielle a coefficients polynomiaux et
utiliser la formule de Leibniz.

Hy(z) =1, Hi(x) = —2z. Avec la formule de Leibniz,
2 d" .2 2 dm _2 dn_1 2
Hypq(z) =e€” dx—n(—Qxe ) =¢" (—2.%‘%(6 )—Qnm(e “”)}

Donc Vn e N*, Vo € R, Hy, 1 (x) = —22H, (x) — 2nH, _(z).

A Taide de cette relation de récurrence, on montre que H, est une fonction

polynéme de degré n et que le coefficient de =™ est (—2)".

2
x
a. Une primitive de z — 14+ z est z — x + 5 et, donc, la solution générale de

2
, . . , . e s . N . = N
I'équation différentielle linéaire homogeéne du premier ordre est x +— Ae®T 2 onl

AER.

b. Sur I =]—o00, —2[ ou | —2, +00| I'équation homogene associée s’écrit y' = — i

N T+ 2
5 ou A €R. De plus z — 2 est solution

et a donc pour solution générale x —

particuliere de I’équation complete.

A
24 sixz < —2
On obtient donc y(z) = T 42 olt (\, ) € R?.
2+ sixz > —2
T+ 2

La seule solution valable sur R est z — 2.
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d o2 22
c. Sur Ri Péquation s’écrit y' + (1 — z)y = 1 soit d—(e“’*Ty(x)) =€ 7 et
x

donc ¢ est solution sur Ri si, et seulement si, il existe A €R tel que pour tout

* t2 m2
x>0, px) = ()\—&—/ et_2dt> ez ",
0

De méme ¢ est solution sur R* si, et seulement si, il existe p € R tel que pour tout

T2 22
x <0, p(x) = <,u —/ e2_tdt> e’
0

o est dérivable en 0 si, et seulement si, ¢ admet un développement limité d’ordre

1<j\n+0/0mett;dt>ez;x _ <>\+/Omdt> (1-a)+oz) = A+(1-Nato(x)

z—0t —0
T2 22
et, de méme, (,u - / 62_tdt> 7T = p+(p—1Da.
0 x—0~

Donc une solution est valable sur R si, et seulement si, A\ = et 1 — A = — 1 soit
encore A = = 1.
Il existe une et une seule telle solution et elle est définie par :

T 2 22
(1 —/ e2tdt> 7T sizx <0
0

p(z) = 1 siz=0

® t2 z2
(1+/ et_2dt>e2_“ siz>0
0

d. Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants,
I’équation caractéristique est 72 +2r +1 =0 et —1 en est racine double.

La solution générale de 1’équation homogene est donc = — (A 4+ pzx)e™® ou
(A, 1) €R2.

2cos(z) ch(z) = Re (e1+92 + e~ (1+0) ot il suffit d’appliquer le cours relatif au
second membre de la forme Ae** et le principe de superposition pour obtenir une
solution particuliere.

Par exemple v + 2y’ +y = e(!19? a une solution de la forme z — ae!*)* avec

1 3—4
42 . _ . _ _
af(1 4 1) +2(1+xz)+1}—1501ta—3+4i— 5%

solution est x +— ;—5 [3cos(z) + 4sin(z)].

et la partie réelle de la

xr
En définitive ¢y : = — ;—5[3 cos(z) + 4sin(z)] — e " cos(z) est une solution
particuliere et la solution générale est x — po(x) + (X + pz)e™® o\, u) € R2.

e. On procede de méme avec, pour équation caractéristique, r2 + 4r + 5 dont les
racines sont —2 £ et on utilise 2 ch(2xz) cos(z) = Re (e(2+)e 4 ¢~ (2H+D)z),

Par exemple pour 3’ + 4y’ + 5y = e~ 9% on cherche une solution particuliere
de la forme yy : = — aze 2TD? et alors, par la formule de Leibniz, on a
yo 1 = ae”CHIT[1 — (2 + i)z] ety : 2 ae”CFIT[ = 2(2 4+ 0) 4+ (2 4 0)?]

. —2x o

d’olt —2ia = 1 soit a = % puis Re(yo) : « — g?fée (ie*@“)w) = xefsm(x).
En définitive la solution générale est
2cos(x) +sin(x) o, (x sin(x)
2PV TR e i S

2z
—
v 80 4

+ Acos(z) + usin(x)) ot (A, ) € R%.

1+4

f. De méme ’équation caractéristique a pour racines — et sin(z) = Sm(e'®)

Solutions
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d’ou la solution générale de I’équation différentielle linéaire a coefficients constants

p:xre? [)\ cos (g) + wsin (g)} _ 4cos(z) —5|— 2sin(z) ot (\, p) €RZ

o) =, (1-5) (0 +5) - 42290 +o(@) HOA%*( PN *23”0( )

4
les conditions y(0) = ¢'(0) = 0 s’écrivent A = E et pu = £

Posons A\ : x + be™b® / ’ f(t)dt comme dans la méthode de variation de la
constante. Alors A est de ((:Jlasse C! sur Ry avec A(0) = 0 et, pour tout = >

N(z) = be b® ( )—b / f(t dt> < abe ™ car b >0 d'on A(z / be‘btdt
soit A(z) < a[l — e~%*] puis, comme f(x) < a+ e*®\(z), il vient f(x) < ae’®

a. fo:x—> 0B et p:x— e* est solution de ' — ay = fy donc ¢ € B, ce qui
montre que Re(a) < 0.

b. fo:x e €Bet ¢ x> 2e®® vérifie o' — ibp = fy alors que ¢ & B.
Donc ib ¢ A.
c. Supposons a = Re(a) < 0et f€B. On pose M = sup |f(z)].

zER
Soit ¢ une solution de y' —ay = f(z) et yo = ¢(0). Le théoréme de Cauchy montre
xr
que, pour tout = > 0, o(z) = (yo+ / et f(t) dt> e d’oli, par inégalité
0

T —ar _q
triangulaire, |p(z)] < (|y0| + M/ e_atdt> e = <|y0| + Me> e d’ot,
0 —a

M
comme a < 0, |p(x)] < |yo| — — et donc a € A.
a

A est ’ensemble des nombres complexes de partie réelle strictement négative.

Si f est solution alors, pour tout z € R, f(z) = z+Re (e” / e f(t) dt) et donc
0
f est de classe C! sur R avec f(0) = 0 et f'(z) = 1+Re (ie”/ e f(t) dt) +f(x)
0

d’ott f est C? sur R avec f/(0) = 1et f/(z) = Re (—e‘w /I e f(t) dt) + f'(z)
0
soit f(z) =z — f(x) + f'(x).

L’équation homogene associée est 4y’ — ¢y +y = 0 d’ol, pour tout z€R,
o V3 V3
flx) = e2 Acos(\T[) —l—Bsin(\T[) + 2+ 1car x — x+ 1 est une
solution particuliere évidente et, avec les conditions initiales et un développement
1
limité d’ordre 1 en 0 , on obtient A= —1et B = —-
V3

Réciproquement cette solution convient car, avec les conditions initiales, on a en
fait raisonné par équivalence.
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Si f est solution alors f est deux fois dérivable et, pour tout z € R, on a

F"() = f'(~2) = @ doir f"(z) + f(z) = 2ch(z)

puis f(z) = Acos(z) + Bsin(x) + ch(z).

L’équation devient alors : Vo € R, (A + B)[cos(z) —sin(z)] =0 i.e. B = —A.

f est donc solution de ’équation si, et seulement si, il existe A €R tel que, pour
tout z €R, f(z) = A[cos(z) — sin(x)] + ch(z).

On pose p : x 7‘73(%) /=) eti:x— 7f(m) 72f(7x)~

" "e__ .
Pour tout z €R, p"(z) = C) +2f (=2) = _f@) +2f( z) car  — xcos(z)
est impaire et donc p est une solution paire de ’équation y”’ +y = 0 d’ou

p:x— acos(z) ot « €R.

@) - ) )~ f(a)
2

De méme pour tout z € R, i"(x) = - + x cos(x)

et donc 7 est une solution impaire de ’équation (x) y” —y = x cos(x).
L’équation homogeéne se résout en y : & — Ach(z) + psh(z) et une solution
sin(z)  xcos(zx)
2 2
sin(z) xcos(x)
2

particuliere de I’équation complete est z +—

et cela doit étre une fonction

Par suite ¢ :  — Ach(z)+psh(z)+

impaire i.e. A = 0.
sin(z)  xcos(z)

En définitive f : z — acos(x) + psh(z) + ott (o, ) € R2.

2 2
Soit g = 1 alors ¢’ = ——; et ¢’ = —f—;l + fo et donc, pour tout xé]Oag[,
2f%(@)  f'(@)]  f=) 8f(x) _ o 1is
[1— cos(4z)] ) Pl T e sin(2x) — F2(z) ~ 0 d’ou
2
[1— cos(4z)] QJ{S(S;) = % soit [1— cos(4x)] f?(z) = 2sin*(2z) f2(z) = 8f*(x)

et donc f/(z)sin(2z) = 4e(x)f(z) ou e(xz)e€{-1,1}- Comme f est & valeurs
dans Ri le théoreme des valeurs intermédiaires montre que € est constante d’ou
f(x) = 4e 31{1((?@ puis f(z) = )\[tan(x)]%
La fonction f = tan? convient donc.

Si f est solution alors elle est deux fois dérivable sur R avec :
Ve eR, f(z) = —kf' (A —z) = —k?f(x).

A
Il existe (A, @) € R? tel que, pour tout x € R, f(z) = Asin (k: (m — 5) + <p) pour

A
respecter la symétrie par rapport a —.
Si A # 0 pour tout z €R, kcos (k(:z: — %) + ga) = ksin (kz(x — %) + <p) soit

encore Vo € R, sin (g —k(x— %) —go) = sin (k(% —:E) —Ha).
2

Solutions
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A A
o — — k( - 5) o= (5 - :17) — ¢ [27] ne peut pas étre vérifié pour tout
xGR
. m . A T\ .
Par suite ¢ = 1 [r] et donc f : x — Bsin (k’(a: - 5) + Z) ou BeR.

Soit 9 :  — (x+T), alors, comme fest T-périodique, 1 est solution du probléme
de Cauchy (y" +y = f(z), y(0) = p(T) et y'(0) = ¢'(T)).
Comme un probléme de Cauchy admet une seule solution on en déduit :
=19 < ¢(0) =¢(T) et ¢'(0) = ©'(T).
Supposons donc T ¢ 27Z et soit g une solution particuliere.
¢ est solution si, et seulement si, ¢ = X cos +usin +pg ott (A, u) € R2.
Ce qui précede montre que @ est 2m-périodique si, et seulement si,
) { A+ o(0) = Acos(T) + psin(T) + po(T)

e+ ¢5(0) = =Asin(T) + peos(T) + ¢y (T)

[1 — cos(T)|A — sin(T)u = 2o(T) — 0(0)

Or (&) = {sin(T)A 1 (1= cos(T)] = @h(T) — 5(0)
La combinaison linéaire [1 — cos(T')| Ly + sin(T') Ly fournit
2[1 = cos(T)|A = [1 = cos(T)] [po(T) = ¢0(0)] + sin(T) [¢4(T) — ¢4(0)] d’ott une
unique valeur de A car 1 —cos(T") # 0 puis, pour la méme raison, une unique valeur
de p. Cela montre 'existence et 'unicité d’une solution T-périodique.

Par produit et différence W est de classe C! sur R et on a :
W= )" = " = p(—ap’ = b)) — (—ag’ — bp)p = —alV.
On en déduit : Vz e R, W(z) = W(0) exp <—/ a(t) dt).

0

a. En utilisant sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a) il vient :

Ve eR, o(x) = sin(x)/o g(t) cos(t) dt — cos(;zc)/O g(t)sin(t) dt et donc ¢ est de

classe C! sur R avec Vz € R, ¢'(z) = cos(:v)/ g(t) cos(t) dt+sin(z)/ g(t)sin(t) dt
0

car les termes en sin(z) cos(z) se compenser?t. De méme cela prouve que ¢ est de
classe C? sur R et, en utilisant cos? +sin? = 1 on obtient :

VreR, o' (z) = —p(z) + g(x), soit ¢ est solution de 3"’ + y = g(z).

b. Comme f est également solution de cette équation on en déduit qu’il existe
(\, 1) dans R? tel que f = X cos +/usin +. Par suite pour tout = € R,

f(@)+ f(z+7) = A cos(z) +cos(z+7)] + [ sin(z) +sin(z+ )| +@(z) + o(z+)
soit, d’apres la formule de Chasles, pour tout x € R,

T+ T
f@)+ flx+ ) :/O g(t)sin(t — x) dt — /O g(t)sin(t — x)dt
T+
z/ g(t)sin(t — x) dt >

car g est a valeurs dans Ry et, si z <t <z 4+, sin(t —x) > 0.
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a. Si uv = 0, le résultat est immédiat.

. . *
Sinon, comme la fonction —In est convexe sur R’ , on a :

T 1 T 1
71 |: r+1 r+1:| g _1 r+1 _1 r+1 — _1 r .
n T+1u —I—r+1v 7“+1( n(u ))+7r+1( n(v )) n(u"v)
Le résultat découle de la croissance de la fonction exp.

b. Le résultat se déduit de a. en posant r =

p—1
c. Si zy...x, > 0, Papplication du cours & f = —In convexe sur |0, 400 avec
1 ) e I S 1 &
i = — pour i €[1,n] donne In (Tn) > - len(xz)
1=
x ... x
Par croissance de exp : /21 ...%, < i S qui reste vraie si 1 ...z, = 0.
n
a5 b;

d. L’inégalité se déduit de b. avec z =

et y .

1 1
(af + - +ab)"" (b9 4+ b3)
e. Si les termes a; et b; sont tous strictement positifs, par sommation des inégalités

n
D> ab
- i=1 11
précédentes, on a : /p 74 <-+4+-=1
(af + -+ +ah) (b + - +b}) poq
Si certains termes sont nuls, 'inégalité demandée est encore vraie soit par conti-
nuité, soit parce que la sommation précédente se fait sur N < n termes.

D’ou le résultat attendu.

Solutions






6 - Arithmétique des entiers relatifs

Rappels de cours

1. Divisibilité
Définitions
Soient a et b des entiers relatifs. On dit que b divise a, et on écrit b/a, ou que a
est un multiple de b s’il existe un entier relatif ¢ tel que a = bq.
L’ensemble des multiples de b est noté bZ, c’est {bk | k EZ} et c’est aussi |b|Z,
d’ailleurs aZ = bZ <= |a| = |b]. On remarque que 0 € bZ.
L’ensemble des diviseurs de a est noté D(a). On remarque que 1 €D(a) et que
beD(a) <= acbZ.

Théoréme de division euclidienne

Si (a,b)€Z x N* alors il existe un unique élément (¢,7) de Z x N tel que
a = bg+r et r < b Les nombres g et r sont appelés quotient et reste de la
division euclidienne de a par b. On remarque que g = L% .

Algorithme d’Euclide

Soient a et b deux entiers relatifs, on a, par exemple, |b| < |a|. On pose alors
ro = |a| et 71 = |b] et on utilise algorithme :

tant que rx+1 > 0 on note 742 le reste de la division euclidienne de ry par rg41.
On remarque que, si b = 0 alors I’algorithme prend fin a la définition de .
L’application k — 7} est strictement décroissante sur 'intersection de son ensemble
de définition avec N* et & valeurs dans N donc il existe k € N tel que 7g4+1 = 0 et
I’ensemble de définition de la fonction précédente est donc fini.

ro = qiry+ 12
o= G2T2 + 73
On a (1) ol les ¢; sont des entiers naturels.
Tk—2 = Qk—1Tk—-1+TTk
Tk—1 = qrTk

Par conséquent D(a) N D(b) = D(rg).
Définition du PGCD

L’entier naturel rj est appelé plus grand commun diviseur de a et b, noté a A b ou
PGCD(a,b).
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Remarques

eaANb=0 < a=b=0.

e Les k — 1 premieres lignes de (1) fournissent un couple (u,v) d’entiers relatifs tel
que au+bv = aAb. Il suffit d’écrire aAb = ri_9 —q—17k—1, d’apres la (k—1)-ieme
ligne, de remplacer 7;_1 en fonction de r;_o et r,_3 a ’aide d la ligne précédente
et d’itérer jusqu’a obtenir a A b en fonction de 7y et 7;.

Définition du PPCM

De la méme fagon il existe un unique entier naturel appelé plus petit commun
multiple de a et b et noté a Vb ou PPCM(a,b) tel que aZ NbOZ = (a V b)Z.
Théoréme : (a Ab)(aVb)=|ab|.

Généralisation

Si (a1,...,ap) €ZP alors il existe un unique entier naturel appelé PGCD de
(a1,...,ap) et noté ;\ ar ou PGCD(a,...,a,) tel que F] D(a;) = D( 7\ ay).
Remarques = = =

e La loi A est commutative et associative i.e. V(a,b,c) €Z3, a Ab=bA a et aussi
anN(bAc)=(aNb)Ac.

D P
o Il existe (uy,...,up) €ZP tel que A ar = Y apuy.
k=1 k=1
. Nombres premiers entre eux
Deux entiers relatifs a et b sont dits premiers entre eux si a Ab = 1 i.e.
D(a) ND(b) ={-1,1}-
Les entiers relatifs ai,...,a, sont dits premiers entre eux deux a deux si

V(i,j)€[1,pl?, i # 7 = a; A aj = 1. Ils sont dits premiers entre eux dans leur

P
ensemble si A\ a, = 1.

k=1
On remarque que s’ils sont premiers entre eux deux a deux alors ils le sont dans
leur ensemble mais que la réciproque est fausse.

Théoréme de Bézout

aNb=1 <= I(u,v) €Z? tel que au +bv = 1.
On remarquera que l'algorithme d’Euclide fournit un tel couple (u,v) dés que
aNb=1.

Lemme de Gauss
Si (a,b,c) €Z3, a/bcet a Ab=1 alors a/c.
Forme irréductible d’un nombre rationnel

Sir € Q alors il existe un unique élément (p, ¢) de Z x N* tel que r = b et pAqg = 1.
q

P st appelée la forme irréductible de r.
q

. Nombres premiers

Un entier naturel n est dit premier s’il a exactement deux diviseurs dans N,
nécessairement n > 2. On note P ’ensemble des entiers premiers.
Théoréme : P est un ensemble infini.
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Décomposition en produit de nombres premiers

Pour tout (n, p) € Nx P il existe un unique entier naturel appelé valuation p-adique
de n et noté v,(n) tel que pU»(") divise n et pU»(M+1 ne divise pas n.
Deplusn = [] p»(")_ Cette égalité est appelée la décomposition de n en produit
peEP
de nombres premiers.
Si (a,b) € Z? alors a/b < VpeP, vy(la]) < v,y(|b]),
aANb= ] p™irelaDon(bD) et qv b= [] pmaxellaDva(b))
peEP peEP
. Congruences

Rappel : sine N* et (a,b) € Z? on dit que a est congru & b modulo n et on écrit
a=b[n]sia—nenZ.

La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z, si a € Z
en notant r le reste de la division euclidienne de a par n la classe d’équivalence de
a est aussi celle de r et il y a exactement n classes d’équivalence dans Z représentée
par les différents restes possibles : les entiers 0,1,...,n — 1.

Si a = b [n] alors pour tout c€Z, a+c=b+c [n]| et ac = be [n], par suite
a="b[n] a+c=b+d [n]
c=d [n] ac =bd [n]

Petit théoréme de Fermat

Si p est un nombre premier alors a €Z \ pZ = a?~! =1 [plet b€ Z = WP = b [p)].
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Enoncés des exercices

. Résoudre dans (N*)2 les systémes {

. (a,b)€Z?etanb=1=V(p,q) N2, a? AN DI = 1.

. Si (a,b) €Z* montrer : aAb=1 <= abA (a+b) = 1.

. a. Si (a,b) € Z? montrer : a A (a V b) = |a|.

b. Si a et b sont des entiers supérieurs ou égaux a 2 montrer : (a+b)A(aVb) = aAb.

. Si n €N déterminer nV (n+ 1) V (n + 2).

. SineN*"montrer : 1V2V---V (2n) = (n+1)V(n+2)V---V(2n).

. Si (a,b) €(N*)2 et d = a A b montrer : (n® — 1) A (n® —1) = nd — 1.

. Quel est {neN*\ {4} | (n —4) divise (n* —4)} ?

z+y =360 ot TANYy=x—y
z ANy =15 zVy =300

. Montrer a A (bV¢) = (a Ab)V (aAc)si(a,b,c)€Z3.

a. Calculer (15a + 4b) A (11a + 3b) en fonction de a A b si (a, b) € Z2.
b. Généraliser a (pa + gb) A (ra + sb) si ps —qr = 1.

a. Si (k,n) €(N*)2 combien [1,7n] contient-il de multiples de & ?

b. Si n € N* et p€ P montrer : v,(n!) = Z {%J
b
k=1

Montrer que {p eP | p=3 [4]} est un ensemble infini.

Si peP et p > 5 montrer que 240 divise p* — 1.

Montrer que, pour tout entier naturel a, 330 divise a?! — a.

Déterminer {n €N | 3 divise n2" + 1} et {n €N | 3 divise 52" + 5" + 1}
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Si acN* et be[l,a] montrer que b divise au moins l'un des nombres a + 1,
a+2,...,2a.

SipeP et ke[l,p— 1] montrer que p divise (i)

a. si z €N et n € N* montrer que z + 1 divise 22" +1 + 1.

b. En déduire que, si (a,m,n) € N3, alors a™?"*t) 41 =0 [a™ 4+ 1].

c. Montrer que si 2P +1 € P alors il existe ¢ dans N tel que p = 29. Réciproquement
un nombre de la forme 2(2*) 4 1 est-il toujours premier ?

d. Pour n €N on pose F,, = 2(2") + 1 (nombre de Fermat).
Montrer, si ke N*, F, A Fot+r =1 ainsi que u,, divise 2“7 — 2.

a. Soit m un entier naturel dont la décomposition en produit de nombres premiers
est n = p*¢Pr.
petl —1 q/3+1 —1 9

X X
p—1 q—1 r—1

. *
Montrer que la somme de ses diviseurs dans N™ est

b. Applications :

(i) Si p et ¢ sont des nombres premiers distincts trouver p®¢” admettant
exactement 6 diviseurs dans N* de somme 28.

(ii) n est dit parfait s’il est égal a la demi-somme de ses diviseurs dans N*.
Si 2% — 1 € P montrer que 2¢71(2% — 1) est parfait.

n°+n
Déterminer {n eN ‘ est irréductible}-

3+
2n+1

a. Montrer que, si n €N, les nombres n(n+ 1)(n+2), n+ 11n,n(2n+1)(7n + 1),
n® —netn(n+1)(2n + 1) sont des multiples de 6.

b. Si n € N montrer n® —n€30Z et n” — n € 427Z.

Si (a,b) € Z? montrer : 7/(a® + b*) <= 7/a et 7/b.

Résoudre en nombres entiers les équations :
a. 22 +y?+22=7[8; b. (z+1)(x+2)=0 6] ;
c.2x —3y =0 1[5 et 3z +2y=2[5].

. Si (k,n,p) eN x N* x Z on note ry, le reste de la division euclidienne de p par
. Montrer que (rg)x est périodique & partir d’un certain rang.

T3 P

. En utilisant p = 10 en déduire un critere de divisibilité par 11.
. Montrer 1010 41010 4 ... 4 1000™) = 5 [7].

o

Restes chinois
Solent p et ¢ deux entiers naturels premiers entre eux. Si n €Z on note r,(n) et
rq(n) les restes des divisions euclidiennes de n par p et g.
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Montrer que [0,pg—1] — [0,p—1] x [[(()
q

n > ( p(n), 7
primer la réciproque a ’aide d’une relatlon de Bézout pu + qu = 1.
Application : résoudre (z =1 [5] et z = 2 [6]).

4 ]]> est une bijection et ex-

Soit (uy,), définie par (ug,u1) €Z2 et Vn €N, Upio = Upi1 + Up.
Vérifier rapidement que (u, ), est a valeurs dans Z puis montrer que, pour tout
peN*, (un)n est périodique modulo p.

Si (a,b) €(N*)2 et a A b= 1 montrer : a(2a) - -- [(b—1)a] = (b—1)! [b].

p—1
1
Si peP et p>5 on considere la forme irréductible B—p de g —-
D L g

Montrer : A, =0 [p?].

Soient a et b des entiers supérieurs ou égaux a 2 et premiers entre eux. On considere
Pensemble S = {ax + by | (z,y) € N*}-
Montrer ’existence d’un entier naturel mg tel que : VmeN, m > mg = me S.

Si (a,b,¢) €Z3 et d = a A b déerire {(z,y) €Z? | ax + by = c}-

On se propose de résoudre 'équation (£) 22 + y? = 2?2 dans N3.

a. Si (z,y, 2z) est une solution vérifiant x A y A z = 1 montrer que x,y et z sont
premiers entre eux deux a deux, que z est impair et que x et y sont de parités
différentes.

Si y est pair calculer (z + z) A (z — ). Montrer I'existence de (u,v) dans N? tel
queu Av =1, x=u?—v% y=2uvetz=u?+v%

b. Résoudre (€). Quelles sont les solutions dans [1,20]3

oo

Soit z €[0,1[,  =0,a1a2--- = 3. a,10~™ o, pour tout neN*, a, €[0,9].
n=1

Montrer : £ € Q <= (ay), est périodique & partir d’un certain rang.

Soient p e P, (A, B) €(N*)? tels que p ne divise ni A ni B.
Montrer que I’équation Az? + By? = p ne posseéde qu’au plus une solution dans
N2. Examiner lescasp=T7et p=29si A =B =1.

n
. 1
a. Montrer que, si n > 2, alors kil T ¢ N.

b. Soit (m,n) €(N*)? tel que m < n. En montrant que k ~— vy(k) n’atteint, sur
n
[, n], son maximum qu’une seule fois, prouver : Z Z ¢ N.

k=m
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Solutions des exercices

. Soit (u,v) € Z? tel que au + bv = 1.
La formule du binéme montre que (au + bv)? = aPu? + bv' = 1 ot v' € Z et, donc,
a? Ab=1. De méme (aPuf + bv')? = aPu’ + bW'? =1 ot v’ €Z, d’olt a? A b7 = 1.

. Supposons a A b = 1 et soit p un diviseur premier de ab et a + b. Par exemple
p/ab = p divise a ou b. Si, par exemple, p/a alors, comme p/a + b nécessairement
p/b et donc p divise a et b, ce qui est impossible. Donc ab A (a + b) = 1.
Réciproquement si ab A (a+b) = 1 soit (u,v) € Z? tel que abu+ (a+b)v = 1, alors
albu+v)+bw=1dotandb=1.

ca.aA(aVvb) = J[ pminlvelaDmax(uy(al)vn (b)) or pour tout p€ P, on a
peEP

min () (o). (6] = () ot (@ V) = T 920 =]l
pPE

b. Posons d =aAb, a=da’ et b=db'. Alors o’ ANV = 1.

(a+b)A(aVb)=[da +b)] A(@Vd) =d[(a' +)A(a'V)] =d soit en utilisant

I'exercice 2 soit en donnant une nouvelle preuve : si a’u + b'v = 1 ot (u,v) € Z?

alors a”?u? +b"?v? 4+ 2a’b'uv = 1 puis (a’' +b')(a’u® +b'v?) +a'b' (2uv —u? —v?) = 1.

.(n+l)—n=1=nA(n+1)=1

Doncm=nVn+1)V(n+2)=nn+1)V(n+2).

e Si n est pair, n =2p alors m =2p(2p+ 1) V2(p+ 1) =2[p(2p+ 1) V (p + 1)].

OrpA(p+1)=1let 2p+1)A(2p+2)=1= 2p+1)A(p+1) =1dou
. n+2

p2p+ 1) A(p+1)=1puism=2p2p+1)(p+1)=n(n+1) :

e Sin est impair, n =2p+ 1 alorsm= (2p+1)(2p+2) V (2p + 3).

Or 2p+3)—(2p+1) = 2 et donc (2p + 1) A (2p + 3)/2 et, par imparité,

(2p+ 1) A (2p +3) = 1. Comme, de plus, (2p +2) A (2p + 3) = 1 il vient

m=n(n+1)(n+2).

. On procede par récurrence.

Sin=1alors1V2=2.

Supposons 1V2V---V (2n)=(n+1)V(n+2)V---V(2n) et notons le p,.
Alors pipy1 = pn V (2n+ 1) V (2n + 2) et, comme (n + 1)/uy et (2n 4+ 2), on en
déduit prpr1=Mm+2)V(n+3)V---V(©2n+1)V(2n+2).

. Si Pon effectue la division euclidienne de a par b, a = bg + r ou 0 < r < b alors
n®—1= (n"n"—n")+(n"—1) = [(n*)9—17|n"+n"—1 d’ou, en utilisant la formule
de la progression géométrique, n® —1=n" -1 [n® — 1| avec 0 < n" — 1 <n’ — 1.
Les algorithmes d’Euclide pour déterminer a A b et (n® — 1) A (n® — 1) s’effectuent
donc en parallele, ce qui montre que (n® — 1) A (n® — 1) = n — 1.

Solutions
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.Sim=mn—4alors n* —4 = (m+4)* —4 = 4* — 4 [m] et donc n est solution si,

et seulement si, n — 4 divise 252 dont la décomposition en produit de nombres
premiers est 22327. Les diviseurs de 252 supérieurs & —4 sont, dans l'ordre,
—3,-2,-1,1,2,3,4,6,7,9,12, 14, 18, 21, 28, 36,42, 63,84, 126 et 252. Il suffit de
leur ajouter 4 pour obtenir les valeurs de n solutions.

. Pour le premier systéme on écrit x = 15z’ et y = 15y’ avec 2’ Ay’ = 1 et aussi

o +y = 360 = 24 d’oti, & permutation pres, on obtient pour (z’,y’) les couples
(1,23), (5,19), (7,17) et (11, 13) soit, pour (z,y) et & permutation pres, les couples
(15,345), (75,285), (105,255) et (165, 195).

Pour le deuxieéme systeme avec d =z Ay, vt =dr’ et y=dy onaxz’ —y =1 et
300 = 22352 = da'y' = dy'(v' + 1).

Par suite y’' €{1,2,3,4,5} et on obtient pour (z,y) les solutions (50, 60), (60, 75),
(75,100), (100, 150) et (150, 300).

.an(bVe) =[] p™ [on (lal);max (v, (b)) wp(Je]) or, pour tout p€ P, on a

pEP

min [u(Jal), max(u, (b)), v,(|el))] = max [min(v,(lal), v,([6])), min(v, (lal), v,(le]))]
d’on le résultat.

a. Posons o = 15a + 4b et B = 11a + 3b. Si d divise a et b alors d divise « et 3.
Réciproquement s’il divise « et 3 alors il divise 3o — 45 et 158 — 11« soit a et b.
Par suite a A B = a A D.

b. Si o = pa+ gbet 8 = ra+ sb alors s« — g8 = a et pf — ra = b et donc, de
méme, a A S+ aAb.

a. kZN[l,n] = {pk | ke N* et pk < n} = {pk ’ 1<p< {%J} de cardinal {%J
b. A partir d’'un certain rang ko on a L%J = 0 d’ou l'existence de Z L%J
k=1

n
Pour tout k € N* la question précédente montre que [1,n] contient {TJ multiples

bS]

de p*. Parmi ceux-ci figurent {%J multiples de p**!. Donc [1,n] contient

{Z?J - {WJ éléments m vérifiant v,(m) = k.

Comme n! = melﬂ_{,n]] m on en déduit v,(n!) = ék <L:kJ - {panJ)’ soit
v =S k|| = SOkt | = k| S| = Stk - 1)
=1 k=1 k=1 k=2
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Soient P’ = {peP |p=3[4]} et P" =P\ P

Supposons que P’ est fini et posons N = [] p, alors N € N*.
pEP’

Comme 32=1[4 ona N=1[4 ou N =3 [4].

SipeP” alorsp=1[4] oup =2 [4].

Si N =1 [4] alors N + 2 a nécessairement un diviseur premier, soit pg, dans P’.
Alors pg divise N et N + 2 donc 2, ce qui est absurde.

Donc N = 3 [4] et le méme raisonnement appliqué & N + 4 prouve Pexistence d'un
dlément p; de P’ qui divise N +4 et NV, et donc 4, ce qui est tout aussi impossible.
Donc P’ est un ensemble infini.

pt=1=p*-1)@*+1)=(p-Dp+1)p*+1).

p ¢ 27 donc p—1, p+1 et p? + 1 sont pairs et I'un des deux nombres p—1 et p+ 1
est multiple de 4, donc 16/p* — 1. Comme p ¢ 37Z le petit théoréme de Fermat
montre que p? — 1€ 3Z et donc 3/p* — 1.

De méme comme p ¢ 5Z, p* — 1€5Z et, comme 16,3 et 5 sont deux & deux
premiers entre eux et que 240 = 16 x 3 x 5 il vient : 24O/p4 — 1.

a®! — a est toujours pair.

Le petit théoréme de Fermat montre : a?! = (a®)” = a” = (¢®)%a = a®a = a [3]
ainsi que a?! = (a°)*a = a*a = a [5] et a®! = a''a!® = aa!® = a [11].

Comme 2,3,5 et 11 sont deux a deux premiers entre eux on en déduit que
2% 3 x5 x 11/a®! — a soit 330/a2 — a.

Déterminons le premier ensemble.

22k =1 [3] et 22F*+1 = 2 [3] et on distingue deux cas :

e si m est pair, n = 2k, alors n2"+1 = 2k+1 [3] et donc 3/n2"+1 < 2k =2 [3]
ce qui revient & k =1 [3] car 2 A 3 = 1. Comme n = 2k cela revient & n = 2 [6].

e si n est impair, n = 2k + 1, alors n2™ + 1 = 4k + 3 [3] et donc 3/n2™ + 1 si,
et seulement si, 4k = 0 [3] i.e. K = 0 [3] car 3 A4 = 1. Cela équivaut encore a
n=116].

En définitive le premier ensemble est la réunion des classes de 1 et de 2 modulo 6.
Pour le deuxiéme ensemble on a 5 = 2 [3] d’'ott 52" = 22" = 4" =1 [3] et donc
52" 45" +1=2"+2 [3]. Donc 3/5°" + 5" +1 <= 2" =1 [3] <= n est pair.

a+1,a+2,...,2a sont a entiers consécutifs et b €[[1,a], donc Ja+1,2a] NVZ £
car,si k€Z, (k+1)b—kb=0>b<a.

Sil<i<k<p-—1lalorsiAp=1,douk!Ap=1.
(p) _pp=1---p-k+1)

k k!
de Gauss montre que k! divise (p —1)---(p — k + 1) et, donc, p divise (Z]z)

€N donc k! divise p(p—1)--- (p—k+1). Le lemme

2n
a. x2ntl 41 = g2t (S22 = (4 1) 3 2k e(z 4+ 1)Z.
k=0

Solutions
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b. Avec & = a™ et en remarquant que a™(?" 1) = z27*+1 ]a question précédente
prouve laffirmation.

c. Sip=m(2n+1) ot (m,n) € N? alors 27 + 1 est un multiple de 2™ + 1 > 2 et,
comme 2P + 1€ P cela montre 2™ + 1 = 2P + 1 4.e. n = 0. Aucun diviseur de p
n’est donc impair ou encore p est une puissance de 2.

Fs = 2(2°) 41 = 641 x 6700417 et donc F,, n’est pas toujours premier.

n+k n k 3
d SikeN* ona Fp—1=22"" = 20M)%) = (F, - )@ = aF, + 1 ot
a€Z et donc Fy A Fp = 1.
—2=2 <2[2(2 N 1) or 22" > 27 donc 22") = 2" 4 4, ol a, €N et donc

2fn —2 =2 ([2@9]* —1) € (22" —1)Z.

a.Si D= {deN*|d/n} alors de D <= 3(a/,,7) €[0,a] x [0, 8] x [0,7] tel

@ B vy
que d = pa/qﬁ'w’ d’ott Z d= Z p@/ Z qﬁl Z Y qui est un produit
pED a’'=0
petl—1 A1 gl

des trois sommes et aussi X
p—1 q—1 r—1

b. Applications :

(i) Quitte & permuter p et ¢ on peut supposer a < S et on doit avoir
(a+1)(B+1) =6 dou («, ) est (1,2).
On doit avoir (p+1)(¢> + ¢+ 1) =28 =4 x 7 = 14 x 2 et, nécessairement p = 3
ou p = 13. La seule solution est (p,q) = (3 2) et p*¢® = 12.

-1 (2t
(i) Avec n = 2¢71(2¢ — onaZ— - =(2°—-1)x2°
o 2-1 20 —2

car b> — c? = (b—¢)(b+ ¢) et cela montre que n et parfait.

Soit p € P diviseur de (n® +n) A (2n + 1).

n® +n =n(n?+ 1) donc, si p/n, alors p/n et p/2n + 1 d’out p/1 : absurde.

Donc p/n? + 1 et p/2n + 1 donc p/n? — 2n et on a vu que p ne divise pas n donc
p/n—2etp/2n+1donc p/[(2n+1) —2(n —2)] i.e. p=5.

Par suite 2n = —1 [5] soit, en multipliant par 3, n = —3 = 2 [5] et alors
3
n?+1=0 [5]. Donc Z i? est irréductible si, et seulement si, n # 2 [5].
n
2 1 2
()T

n3+ 11n est pair et, par le petit théoréeme de Fermat, n® +11n = 12n = 0 [6] d’ot,
comme 2A 3 =1, n® 4+ 11n € 6Z.
n2n+1D)(Tn+1)=n(-n+1)(n+1)=—-(n—1)n(n+1)=0 [3] et n(n+1) est
pair donc n(2n + 1)(7n + 1) € 6Z.
n®> —n = (n— n(n + 1) €6Z comme on vient de le voir, de méme pour
nn+1)(2n+1) car 7=1 [6].

2

b. Le petit théoreme de Fermat montre : n° = (n?)?n = n?n = nn = n [2] ainsi

que n® = n3n? = nn? = n3 = n [3] puis n5 = n [5] et, comme 2,3, 5 sont deux &

deux premiers entre eux, leur produit, soit 30, divise n® — n.
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On procede de méme avec 42 =2 x 3 X 7.

Les classes des carrés modulo 7 sont celles de 0,1,2 et 4 et pour que deux de ces
nombres aient une somme multiple de 7 il faut et il suffit que ces deux nombres
soient nuls, d’ou le résultat.

a.02=42=0 18], (£1)? = (£3)2 =1 [8] et (£2)? = 4 [8] or une somme de trois
des nombres 0,1 et 4 n’est jamais 7 modulo 8, 'équation n’admet donc aucune
solution.

b. Les seules possibilités sont z +1 =0 [6louz+2=0[6louxz+1=2 [6] ou
x + 1 = 3 [6] soit encore la classe de x est celle de =1 ou de £2.

c. En multipliant par 3 la premiere équation fournit = 4y [5]. En multipliant par
2 la deuxiéme donne x = —4y+4 = y+4 [5] d’ott 4y = y + 4 [5] soit 3y = 4 [5] et,
en multipliant par 2 : y = 3 [5] et & = 2 [5]. Réciproquement ce couple convient.

a. L’application (N = [0n—1]

ne peut pas étre injective au vu des car-
k — Tk

dinaux des ensembles. Soit (ko,p) €N X N* tel que Tgo+p = Tk, alors par
définition des restes, pFotP — pkFo € nZ et, en multipliant par p’ si £€N, on ob-
tient protPHt — photl e nZ ie. vy ypie = rrgre S0t (7 )k>k, €st p-périodique.
b. 10 = —1 [11] d’on 10?2 = 10° [11] et, donc, (rx)x est 2-périodique si I'on choisit
n =11.

P P
Sim = apap_1...a0 = Y, arl0F alors me11Z <= > (—1)ka,€11Z car

k=0 k=0
10% =1 [11] si k est pair et 10 = —1 [11] sinon.
c. 10 = 3 [7] et, par calcul, min {n € N* | 3" =1 [7]} = 6 donc la suite des classes
de 10™ est 6-périodique. La suite des classes de 3* modulo 6 est elle constante &
partir du rang 1 égale a celle de 4.

2 10

Donc 1010 + 100197 4 ... 410107 =3 x 3* =3 x 22 =5 [7].

Par égalité des cardinaux des ensembles de départ et d’arrivée il suffit de montrer
I'injectivité. Soit donc (n, m) €]0, pg — 1]? tel que 7,(n) = ry(m) et ry(n) = ry(m).
Alors p et ¢ divisent n —m et, comme p A ¢ = 1, on en déduit que pq divise n — m.
Or |n — m| < pg — 1 et, nécessairement, n = m.

Si (a,b) €[0,p — 1] x [0,¢ — 1], en posant n = rp,(qua + pub) ol pu + qv = 1 est
une relation de Bézout, on a ry(n) = r,(qua + pub) = ryp(qua) = r,((1 — pu)a) = a
et aussi 74(n) = r4(pub) = re((1 — qu)b) = b. L’application réciproque est donc
(@, b) = 1pe(qua + pubd).

5AN6=1avec5x (—1)4+6x (1) =1et donc (xz =1 [5] et z = 2 [6]) équivaut &
(rs(xz),76(2)) = (1,2) ou encore r5xg(z) =6 x 1 —5 x 2.

Le systeme est donc équivalent & z = —4 [30] ou = = 26 [30].

Par récurrence la suite est a valeurs dans Z.
Si m € Z on note r(m) le reste de la division euclidienne de m par p.

Solutions
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woieation (N = [0.0=17
L’application (k L (T(Uk)7T(Uk+1)

tel que (ko) = r(ko + q) et (ko + 1) = r(ko + ¢+ 1) et ko minimal.

Si ko > 1 alors, comme Upy+q—1 — Ukg—1 = (Ukg+q+1 — Ukot+q) — (Ukg+1 — Uky) O
ar(ko+q—1)=r(ko—1), ce qui contredit la minimalité de ko et donc ko = 0.
Sir(k)=r(k+q)etr(k+1)=r(k+q+1) pour un élément k de N alors, comme
Uk tgre — Upt2 = (Uktqi1 + Uktq) — (U1 ug), onar(k+2) =r(k+q+2) et
donc (7). est g-périodique, ce qu’il fallait montrer.

) > n’est pas injective. Soit (ko, ¢) € N x N*

Sin € Z on note rp(n) le reste de la division euclidienne de n par b. Soit au+bv =1

une relation de Bézout.

Iy ([[O,b—l]] - [0,6—1]
x —  rp(ax)

x€Z, aux = (1 —bv)z = z [b] et car 'ensemble [0,b — 1]est fini.

) est bijective de réciproque x +— rp(ux) car, si

Donc [] f(z)= [l = [bie a(2a)---[(b—1)a] = (b—1)! [b].
0<a<b—1 0<a<b—1
iy 11 11
f:Z(f"'i‘)carpestimpairetf—i— - = - p.'
—~ i =\i p—i i p—i i(p—1)

Donc tout revient a montrer que le numérateur de la forme irréductible de

S
[

N‘

T 3 est multiple de p ou, comme p —i = —i [p|, que le numérateur de
i(p—1
1

.
Il

p—1
2

1
la forme irréductible de Z — est multiple de p.
i

i=1
Comme 4 A p = 1 et comme (2i)?2 = 4i2 cela revient aussi & montrer que le
p—1
numérateur de la forme irréductible de Z — est multiple de p.
i
i=1

j = rp(ig)
désigne le reste de la division euclidienne de ij par p est bijective car i Ap =1 et,
donc, il existe une relation de Bézout iu + pv = 1 qui montre que r,(iju) = j.

p—1

Enfin pour tout i €[1, p—1] 'application f : ([[l,p -1 = p- 1]]> ou,(ij)

p—1
Par suite le numérateur de la forme irréductible de E - est aussi celui de S
L g =
=1 =

p=1 —1)p(2p — 1
Comme Y i = w et que 6 Ap = 1, le lemme de Gauss montre que
i=1

i 6
6 divise (p — 1)(2p — 1) et le résultat est établi.

Soit (ug, vo) €(Z*)? tel que aug + bug = 1. Soit m € N.

axr +by = m < ax+by = augm + bvym <= a(xz — ugm) = b(vom — y)
ce qui, par le lemme de Gauss équivaut a lexistence de k dans Z tel que
x =uom + kb et y = vgm — ka.

ugm vom

) NZ.

Alors me S < uom+kb>0etvom —ka >0 < ke | — 5
a
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vom  ugm vom - ugm
Doncm€S<:>07+OT>10r 0 0

m .
+ o = > 1 dés que m est assez
a a a
grand d’ou l'existence de my.

Si (x,y) € Z? alors d/ax + by et donc, pour que I'ensemble soit non vide il faut que
d/c. Supposons désormais que ¢ = kd ou k € Z.

Posons a = da’ et b = db’ et soit a’u + b'v une relation de Bézout.

c=ar+by < k=dz+Vy < duk+bvk =dzx+ by ce quiéquivaut
a a(uk — x) = V' (y — vk) ou encore, par le lemme de Gaus, & l'existence de
¢ dans 7Z tel que x = uk + bl et y = vk — d’f. L’ensemble cherché est donc
{k(u,v) + L', —a') | L€ Z}-

a. Si p est un nombre premier diviseur de = A y alors il divise 22 et donc z, ce qui
est impossible. Donc x Ay = 1. De méme y Az =z Az = 1.

xz Ay = 1 montre que les parités de x et y different et, donc, la somme de leurs
carrés est 1 modulo 4, d’ou 'imparité de z. Supposons y pair.
(z+a)A(z—z)=(z+a)A[(z—2)+ (24+2)] =22A (2 +7) =2[2A (2 + )]
don (z4+x)A (2 —z) =2(zANzx)=2.

y?

z+r zZz— 4 .- . .

1= % X 5 = H p?“’l décomposition en produit de nombres premiers.
1<igr

. . z+x ,

Par suite il existe J C [1,7] tel que 5 = Hp?wj.
jeJ
_ wj _ wj _ 2002 22 2
Posons u = H p;’etv= A [I pj7alorsunv=1, z=u*+v", z=0v"—u’et
JjEJ jel1,»]\J

Yy = 2uw.

b. Soient (z,y, z) une solution de (£), d=xzAyAz, z=dz’, y=dy, z =d7
alors, & permutation pres de (2/,y’) le triplet (2/,y’, 2’) est de la forme précédente
et réciproquement si (u,v) € N2 vérifie u Av = 1 alors x = d(v? —u?), y = 2duv et
z = d(u® + v?) conviennent.

S'il existe (ng,p) €(N*)? tel que n > ng = anyp = a, alors, en posant
no—1 no+p—1 o r!
r= > apl0"Fetr' = > apl0F onaxz=r+r" Y (107P)F =r+ —

h=1 k=no =0 1-10-»
et donc z € Q.
Réciproquement si x€Q, =z = a forme irréductible rappelons ’obtention du

développement décimal de .
Pour tout n € N* on effectue la division euclidienne de 10™a par b, soit I'égalité
10"a = bq, + 1, ou 0 < 7, < b et donc ¢, = a1as...a, d’ot a1 = ¢ et, si
10r,—1 — 1

; .
L’application n — 7, ne peut pas étre injective. Soit (k,T) E(N*)2 tel que
Teer = Tk, alors 10°tTa = 10%0a [b] et, pour tout p €N, en multipliant par
107, 10*47+Tq = 10*+Pa [b] d’ot (r,)n>k est T-périodique puis (a,)nski1 est
T-périodique.

n =2, anZQn_locInfl =

Solutions
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(1) Aa® + Bb? = p
(2) = Az?+ By? =
p(x? — a?) = B(2?b? — a®y?) = B(xb — ay)(zb + ay).

Le lemme de Gauss, comme p A B = 1, montre que p divise b — ay ou b + ay.
donc il existe ¢ dans {—1,1} et £ dans Z tel que zb + cay = p (3).
D’autre part (1) x (2) donne :
p? = (Az? + By?)(Ad® + BV?) = A%2%a® + B?y?V? + AB(y%a? + 22b?) d’on
p? = AB(bx + cay)? + (Ara — e Byb)—2 = AB{*p® + (Axa — eByb)? (4).
Par suite p? > AB/?p? produit d’entiers naturels et donc{ =0oul? = A= B = 1.
eSi?=A=B=1lors (4) = za —eyb= 0= za = yb car (v,y,a,b) €N* donc
a2 b\2  a®+b?
(;) = (5) = ::-_yQ = g =1i.e (z,y) = (a,b).
e Si ¢ =0 alors (3) :>bx+say:0:>bx=ay de méme.
2 2 Ax2+ B
Donc (g) = (%) = ﬁ = % =1 et encore (z,y) = (a,b).
7 = 22 4+ 42 n’a pas de solution dans N2 alors que 29 = 5% 4 22.

Si (a,b,x,y) EN? et si alors —a?(1) + x2(2) fournit

a. Montrons par récurrence que, pour tout n > 2, il existe (pn, ¢n) €(N*)? tel que
2pn +1
Uy = —— Déja ug = — et ug = —.
2qy, 2 6

Si la propriété est établie jusqu’au rang n — 1 on distingue deux cas :

. 1 2py, + <1 p
e sin =2m+ 1 alors u,, = ug,, + = ou l'on a posé

2m +1 an

Pn=m(2pn—1+1) + P11+ qn1 ethn = qn71(271n +1); ) .

. u Pm + p 5 s
051n:2malorsun=7m+(1+§+~--+2m_1>: Z;m 2q—|—1d0u

le résultat avec p, = Py (2¢ + 1) + ¢ + 2gmp et ¢ = 4gm(2g + 1).
Le résultat en découle.

b. S’il existe a et b dans [m,n] tels que a < b et va(a) = va(b) = ¢ = maﬁ] vy on

b "+ b
posea:an’etb:qu’etonaa;r :2q(a—2|- )d’oilvg(aJr ):(Jalors

a—+ . . . s . .
que a < —— < b. On montre ainsi que ¢ est atteint une infinité de fois ce qui

contredit la finitude de [m,n]. Donc ve n’atteint son maximum qu’une fois sur
[m,n] ; on note a ’élément de [m,n] tel que va(a) = q.

n
1 1 1 1
S—ZE—E—F Z %—a—F.T
k=m ke[m,n]\{a}
Le PPCM de tous les éléments de [m,n] est 29b ou b est impair.

/ 1 20"
Si k€[m,n] \ {a} alors k = 29V ol ¢’ < ¢ et b’ est impair d’olt z = 54 puis
2t
x = 24 outeN. 1 .
a = 294’ avec a’' /b donc o= Tb oup= v 2r + 1 est impair.

2 2t+1
Par suite S = u ¢ N.
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Rappels de cours

e Lois de composition internes

On dit que x est une loi de composition interne sur un ensemble E si, pour tout
r,yeE, xxyeckE.

* est associative si : V(z,y,2) € B3, 2 x (y* 2) = (x*y) * 2.

* est commutative si : V(z,y) € B2,z xy = y x x.

e € E est un élément neutre de F pour la loi xsi: V€ E,x xe =exx = .

x € E admet un élément symétrique pour la loi xsi: 32’ € B,z x2’ =2’ xx = e.

On dit dans ce cas que x est inversible pour la loi x et que son inverse est z’
souvent noté z 1.

1 1

Si = et y sont inversibles, x % y est inversible et (zxy)"! =gy txaxL.

Si E est muni de deux lois de compositions internes + et x. On dit que X est

o | V(@y ) e B (y+ ) xr =y xatzxa
distributive par rapport + si : 5 .
V(z,y,z2) EE*,x X (y+2)=xzxy+zXz

e Groupes

. Définition. Un ensemble G #© muni d’une loi de composition interne x est un
groupe si cette loi est associative, s’il existe un élément neutre et si tout élément
de G a un symétrique pour la loi x dans G. Si de plus * est commutative, le groupe
est dit commutatif ou abélien.

. Exemples

(K, +) est un groupe abélien si K = Z, Q, R ou C.

(K*, X) est un groupe abélien si K=Q, R, C, Q.,R,,U,U,.

(S(E), o) est le groupe des permutations (bijections) de ’ensemble F.

(&,,0) groupe des permutations de [1,n], appelé le groupe symétrique d’ordre n.
. Sous-groupes

a. Définition : Une partie non vide H de G est un sous-groupe de (G, *) si elle est
stable par x et si, munie de la loi induite, elle a une structure de groupe.
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b. Théoreme : (Caractérisations)

Soit (G,*) un groupe. H est un sous-groupe de (G,x) si 'une des assertions
équivalentes suivantes est vraie.

(1) (HCG),(H #2 ) et (V(z,y) € H*,xxy' € H) ol y est le symétrique de y
dans G.

(2) (HCG),(H#2),(V(x,y) € H*,xxy € Hety € H) oy’ est le symétrique
de y dans G.

c. Exemples :

e {—1,1} est un sous-groupe de (R*, x).

e Z[i] = {z € C | I(a,b) € Z?,z = a + ib} est un sous-groupe de (C,+).

e KU = {x = (x;) € K!| z; = 0 sauf sur une partie finie de I} est un sous-groupe
additif de K’.

e Si G est un groupe additif (resp. multiplicatif), le sous-groupe

gr(a) = {ka | k € Z} (resp. {a* | k € Z}) est le sous-groupe de G engendré par
I’élément a de G.

e Anneaux et corps

. Définition. (A, +,*) est un anneau si (A, +) est un groupe abélien, la loi * est
associative et distributive par rapport a la loi + et si A admet un élément neutre
14 pour la loi *.

Si la loi * est commutative, ’anneau est dit commutatif.

. Exemples. Si K est 'un des ensembles Z, Q, R, C, alors (K, +, x) est un anneau
commutatif.

. Définition. (K, +,*) est un corps si (K, +,*) est un anneau et si tout élément
non nul de K est inversible dans K (pour la loi *).

. Exemples. Q, R, C sont des corps commutatifs.

5. Calculs dans un anneau

a. Regles de calcul dans un groupe abélien (A, +).
b. (1) Vo € A, Tx04 =04 %2 =04.

(i) V(z,y) € A% 2% (~y) = (-2) xy = —(z *y).
c. Binome de Newton : si axb = b*a alors :

VneN, (a+b)m =Y (Z) ab « b,

k=0
d. Applications du binéme de Newton.

n\ nn-1)---(n—p+1) nl
vp € [0,n], (p> - p! ~ pl(n—p)!

vpe[l,n], (Z):(Z:i>+(n;1>, P i;):n(Z:i)

n (5]

n __on [N n _ n __on—1

VnGN,E (k)—Z.Doan>1, <2k)_ (2k—|—1>_2 .
k=0 k=0 k=0

n—1
e.Siaxb="bxa,alors: Vn e Nyn > 2,a™ — b" = (a—b)Za"fl*k*bk.
k=0




Structures algébriques usuelles 113

En particulier, pour n € N;n > 2 et pour tout a € A,
a"—la=(a—1a)x(lat+a+-a"V)=0a+a+---a" 1) *(a—14).
. Eléments inversibles

a. L’ensemble U/(A) des éléments inversibles de 'anneau (A, +, %) est stable par la
loi x. Muni de la loi induite, c’est un groupe appelé groupe des unités de I’anneau
(A, +,%).

b. Exemples : U(Z) = {—1,1} ; U(K) = K\ {0} si (K, +,.) est un corps.

Enoncés des exercices

xr+y
1+ay

. Montrer que ’ensemble G des réels de | — 1, 1] muni de la loi : z xy = est

un groupe abélien.

. Soit (G, -) un groupe d’élément neutre e. Montrer que G est abélien si, et seulement
si, 'une des assertions suivantes est vraie.

(i) VgeG,g> =¢; (i) V(z,y) € G2, (z.y)? = 2292,

. Soient (G,+) un groupe et H une partie finie non vide stable de G. Montrer que
H est un sous-groupe de G.

. Axiomes faibles des groupes. Soit E un ensemble muni d’une loi de composition
VreFE,ze=zx

interne associative. On suppose qu’il existe e € E tel que :
VeeE,JyeE,z.y=e.

Montrer que (FE,-) est un groupe.

. Si H et K sont des sous-groupes de G, on pose HK = {hk|he H et ke K}
Montrer que H K est un sous-groupe de G si, et seulement si, HK C KH.

. Soit (G, -) un groupe. Si (G;); ¢ 1 est une famille de sous-groupes de (G, -), montrer
que leur intersection est un sous-groupe de G. En est-il de méme de leur réunion ?

Si votre réponse est négative, pouvez-vous donner une condition suffisante ?

. Sous-groupes de (Z,+). Montrer que H est un sous-groupe de (Z,+) si, et
seulement si, il existe un unique n € N tel que H = nZ.
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. Sous-groupes de (R,+). Soient G un sous-groupe non réduit & {0} du groupe

additif R, Gi I’ensemble des éléments > 0 de G. Vérifier que Gj_ est non vide. On
. *

pose a = inf(G7).

a. On suppose a > 0. Montrer que G = oZ.

b. On suppose a = 0. Montrer que G est dense dans R.

. Soit (G,.) un groupe et A une partie de G. L’intersection des sous-groupes de

(G, .) contenant A est le plus petit sous-groupe de G contenant A. On 'appelle le
sous-groupe de (G,.) engendré par A, on le note gr(A). On dit aussi que A
est une partie génératrice de gr(A).

Soient (G, .) un groupe d’élément neutre e et A une partie de G.

Si A est 'ensemble vide, montrer que gr(A) = {e}, sinon, gr(A) est 'ensemble des
produits finis d’éléments de A et d’inverses d’éléments de A.

Morphismes de groupes

Si (G, T) et (G',T") sont deux groupes, une application f de G dans G’ est un
morphisme de groupes si, pour tout (x,y) € G2, f(x Ty) = f(x)T'f(y).

Montrer que

a. L’image par f du neutre de (G, T) est le neutre de (G',T").

b. L’image par f du symétrique de x € G pour la loi T est le symétrique de
f(z) € G pour laloi T".

¢. Montrer que f(G) est un sous groupe de (G',T").

d. Montrer que l'image réciproque de ’élément neutre ¢’ de (G',T"), appelée le
noyau du morphisme f et notée Ker(f), est un sous-groupe de (G,T).

e. Montrer que f est injective si, et seulement si, son noyau est réduit a I’élément
neutre de (G, T).

f. Montrer que In est un morphisme bijectif du groupe (Ri, x) sur le groupe
(R,+) et exp = In"".
g. Si (G,.) est un groupe et a un élément de G, f, : G — G,z +— a.v.a”* est un

morphisme bijectif de (G,.) sur (G,.). On appelle automorphisme intérieur
de G.

Un sous-groupe H de G est dit sous-groupe distingué de G s’il est stable par
tout automorphisme intérieur de G. Cette définition sera utilisée dans les deux
exercices qui suivent.

Soit (G,.) un groupe. Pour (z,y) € G2, on note [z,y] = z.y.x~ty~!, appelé

commutateur de = et y. Montrer que D(G), le sous-groupe engendré par les
commutateurs des éléments de G est un sous-groupe distingué de G.

Soient (G,.) un groupe et A C G. On définit N (A) = {z € G | Az = zA} et
C(A) ={x € G | Va € A, ax = xa} respectivement normalisateur et centralisateur
de A dans G.

a. Montrer que N (A) est un sous-groupe de G.
b. Montrer que C(A) est un sous-groupe distingué de N(A).
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Soit (G, .) un groupe cyclique et H un sous-groupe de (G.). Montrer que H est
cyclique aussi.

Soit (G, .) un groupe cyclique de n éléments et p un diviseur de n. Montrer qu’il
existe un unique sous-groupe H de G ayant p éléments.

a. Montrer que I'ensemble G des réels de la forme = + yv/2 ot z€N,y€Z et
22 — 22 = 1 est un sous-groupe de (R*, x).

b. Montrer que si z > z’ > 1,y > 0,3 > 0 avec z,y,2’,y’ dans Z, alors
(x+yvV2) (2 —y'V2) =" +y'V2ouy’ >0et 1<z’ <.

c. Montrer que ce sous-groupe est le groupe monogeéne engendré par 3 + 2v/2.

On pourra chercher Uélément a = x4+ yvV2€G tel que y > 0 et x minimal pour

cette propriété. Soit g = x +yv2€G avec x > 3 et y > 0. Soit g = a, soit

9 _ '+ y’\@ avec 1 <z’ <z ety > 0. On recommencera avec g/a. ..
a

Soit F un ensemble non vide. Montrer que P(FE), 'ensemble des parties de E,
muni des deux lois A et N est un anneau commutatif.

Si A est le complémentaire de A dans E, la loi A est définie par :

AAB = (A\B)U(B\A)=(ANB)U(ANB)=(AUB)N(ANB).

Montrer que E = {z = a4+ bv/2 + cv/3 +dV6| (a,b, c,d) € Q*} est une partie de R
qui, munie des lois induites par celles de R est un corps commutatif.

a. Montrer que /2 est irrationnel.
On pourra supposer que /2 = p avec p,q € N*, et utiliser, par exemple les
q

décompositions de p et q en facteurs premiers.
b. Montrer que :
V(w,y,2) €C%a® +y° + 2% = Bayz = (z +y + 2)(x + jy + 5%2) (v + 5%y + j2).
c. On veut montrer que, a + b¥/2 + ¢¥/4 = 0 avec a,b,c€Q si, et seulement si,
a=b=c=0.

(i) Montrer qu’il suffit de le prouver pour a, b, c € Z.

(ii) Montrer que, si a + b¥/2 + c¢¢/4 = 0, avec a,b, c € Z, alors

a’ + 2b% + 4¢3 — 6abe = 0.

(iii) Si a,b,c€Z et a® + 2b% + 4¢® — 6abc = 0, montrer que a, b, ¢ sont pairs. En
déduire que a = b =c = 0.
d. Montrer que (E,+,-) ot E = {a + b¥/2 + cV/4|a,b,ccQ} est un corps
commutatif.

G A C AR
a. Montrer que, pour n € N 72 ok (k) - Z
k=1 k=1

Eerire le développement de (1 + x)™.

Ele



20.

116 Structures algébriques usuelles

b. Calculer kzzok: (Z) et Zﬁ (Z)

<k +
k 1
c. Montrer que : Vp < n, (p_;; > = <n—|— ) .

2 2 1
Montrer que : Vn € N*, ( n) < 4" et ( nt > < 4™,
n

Solutions des exercices

.Si(z,y)e(l-1, 1[)27 1+ zy # 0. Montrons que ’

T4y
1+zy
lz+yl <[1+ayl &= (+y)?<(Q+ay)? <= 1+2%y*> — 2% —y? > 0.
Comme 1+ 2%y? — 22 — y? = (1 — 22)(1 — 3?), le résultat est établi.

‘<1.

Comme zx0 =0xz =z et xx(—z) = (—z)*xx = 0, on a 0 qui est élément
neutre de (E, *) et tout élément x de F a un symétrique dans F qui est —z. La loi
* est banalement commutative car + et - le sont dans R. Il ne reste qu’a prouver
I’associativité de x pour conclure. Soit (x,y,z) € E3

Tty .
(mxy)*z = (Try)+z  1tay _rtytztayz (1)-
1+ (zxy)z 14 :E—i—yz 1+ oy +z2+yz
1+ 2y

La loi x étant commutative, (xxy) x 2z = 2 x (xxy) = 2z * (y * ).
Donc, z * (y * x) s’obtient en échangeant x et z dans (1).
r+y+z+ayz

Dol zx (yxx) = TP —— D’ou lassociativité de la loi *.
xy + 2+ yz

. Si la loi est commutative, les assertions sont vraies.

1

Si (1) est vraie, pour tout z,y € G,z.y = (v.y) ' =yt~ =yux

Si (2) est vraie, pour tout z,y € G, (z.y).(z.y) = (z.x).(y.y). Comme la loi est
associative, z.(y.x).y = z.(x.y).y. Comme z et y sont inversibles, y.x = z.y

. Une partie d’'un groupe G est un sous-groupe de G si elle contient I’élément neutre

e de G et si elle est stable par les applications x — 27! et (x,y) — z.9.
Ici, seule la derniére propriété est déja vérifiée.

Pour z fixé dans H, l'application f, : H — H,y — x.y est injective. Comme H
est fini, elle est bijective.



Structures algébriques usuelles 117

Donc, il existe z¢ € H tel que f,(xg) = z.29 = z. Or z.e = x. Donc f.(z0) = fz(e),
ce qui implique zg = e€ H.

1

Il existe 71 € H tel que f,(r1) = z.2; = e. Or z.27% = e. Donc x.ry = .z~ 1. 11

s’ensuit que x; = z~' € H.

. On suppose les deux hypotheses réalisées. Notons les (1) et (2).

1l existe y' € E tel que yy' =e (3).

(1) = yz = (yx)e. On déduit de (3) que (yx)e = (yx)(yy').

La loi étant associative, yzr = y(xy)y’ = (ye)y’. D’apres (1) et (3), yz = yy' =e.
DoncVze E,zy =yx=¢ (4).

Pour tout z € E, ex = (zy)z = z(yx) d’apres (4) et Iassociativité de la loi.

D’apres (4), on a ex = ze. On peut conclure que (F,-) est un groupe.

. Si HK est un sous-groupe de G, soit x € HK, alors 2~ ' € HK i.e. z~' = hk on
(h,k)e HxK.Doncx =k~ *h ' € KH car (k~*,h"!)e KxH. Donc HK C KH.

Inversement, si HK C K H, I’élément neutre e de G est tel que e = e.e€ HK.

Si (z,y) e(HK)?, il existe h,h' € H et k, k' € K tels que © = hk et y = W'k’

7y = k=Y (h~Ih)k'. Notons z = k=1 (h=h/). Alors 2=t = (W~ 'h)ke HK C KH
don 27t = k"R ou (K",h')€ K x H. Donc z~ 'y = 2k’ = K"~ (k" 1k') e HK.
On peut conclure que H K est un sous-groupe de G.

. Notons F' l'intersection des G;,i €1 et e ’élément neutre de G. Comme e € G,
pour tout i € I, onae € F. Si z(z,y) € F?, alors (r,y) € G; pour tout i € I. Comme
les G; sont des sous-groupes de G, pour tout i €I, zy~ ' €G;. Donc zy~ '€ F. 1l
s’ensuit que F' est un sous-groupe de G.

R? muni de la loi + définie par (z,y) + (2/,y') = (z + 2',y + ) est trivialement
un groupe. On montre aisément que G; = R x {0} et G2 = {0} x R sont des
sous-groupes de (R?, +), mais que G; U Gy n’est pas un sous-groupe de (R? +) ;
en effet, (1,1) = (1,0) + (0,1) ¢ G1 U G2 alors que (1,0) € Gy C G U G2 et que
(0,1)eGy € G1 UGs.

Mais, si V(i,j) € I?,3k€1,G; UG; C Gy, on vérifie aisément que la réunion des
G; est un sous-groupe de G.

En particulier si I = N et si la suite (Gy)n>0 est croissante (pour l'inclusion), la
réunion des G,, est un sous-groupe de G.

. Si H = {0}, alors H = 0Z. Supposons H # {0}. Alors il existe z € H \ {0}.
Comme H est un sous-groupe de (Z,+), I'élément —x appartient & H, donc
|| € HNZ% = H'. Dot H' est une partie non vide de N. Il existe un unique
n € N* tel que n = mR%n(H’). Le sous-groupe de H engendré par n i.e. (n) = nZ
est inclus dans H. Inversement, si  est un élément quelconque de H, par division
euclidienne, x = ng +r ol (¢,7) € Z? et 0 < r < n. Comme nq € nZ C H qui est
sous-groupe de (Z,4+), r = & — nq est élément de H. Comme r < n, donc r & H'.

Solutions
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D’ou r = 0 et z = ng € nZ. L’unicité du plus petit élément strictement positif de
H implique 'unicité de a € N* tel que H = aZ si H # {0}.

. Supposons H # {0}, H étant un sous-groupe de (R, +), il est non vide. Donc il

existe v € H\{0}. —x € H, car H est un sous-groupe de (R, +). Donc H' = HNR*.
est une partie non vide de R minorée par 0. Il existe a = i%f H'.

a.Sia>0eta¢g H, il existe par critere de borne inférieure, un élément hy de
H’ tel que a < hy < a+ a. Donc, vu '’hypothese, a < hy < 2a.

De méme il existe hy € H' tel que a < ho < hy. Donc a < hy < h1 < 2a.

Donc hy — hy € H (car H sous-groupe de (R,+)) et 0 < hy —hs < a = i%f H'.
Absurde. Donc si a > 0,a € H, donc a € H' : c’est le minimum de H’.

Dans ce cas, a € H, donc H étant un sous-groupe de (R,+),aZ C H.

Siz € H, soit m = E[z/a], alors ma < x < (m+ 1)a et x — ma € H et vérifie :
0<z—ma<a= i%f H'. Comme x —ma > 0 et n’appartient pas & H', il est nul,
donc z = ma. Do H = aZ par double inclusion.

b. Si a = 0 utilisons le critére de la borne inférieure dans R. Soit (z,y) € R%,x <y
Ane H,a=0<n<y—x. Commen e H', il est strictement positif, et on peut
poser p= |z/n]. Alorspn <z < (p+1)n<x+n<yet (p+1)n € H puisque H
est un sous-groupe de (R,+). D’out H est dense dans R.

. Si A est non vide, il suffit de montrer que l'ensemble H des produits a$* . ..a5"

ou n varie dans N* et pour 1 < i < n, les a; sont dans A et les ¢; dans Z, est un
sous-groupe de G contenant A.

Siae€ A, alors a =a' € H. Donc H est non vide et contient A.

Si x et y sont éléments de H, il existe deux entiers naturels p et g tels que
r=al'...ap", y= bfl ...b’gq ot (a;,b;) € A% et (v, B;) € Z2.

Donc y~! :b;Bq...bfﬁl €Hetzyc H.

a. Si e est I’élément neutre dans G et €' 1’élément neutre dans G’, pour tout
x€G, 2Te=eTx == f(x)T' f(e) = f(e)T'f(z) = f(e) = f(e) =€

b. Si T2’ = 2'Tx = e, alors f(z)T'f(z') = f(2')T'f(z) = f(e) = €. Donc f(z’)
est le symétrique de f(x) dans le groupe G'.

c. On a déja f(e) =€’ € f(G). Donc f(G) est non vide. Si a et b sont éléments de
f(G), il existe z et y dans G tels que a = f(z) et b= f(y). Si ¥/ est le symétrique
de b pour 77, on a vu que b’ = f(y’') ol ' est le symétrique de y dans G pour T.

Donc aT'0 = f(z)T'f(y') = f(xTy') € f(G) car (G,T) est un groupe.

Donc f(G) est un sous-groupe de (G',T").

d. Ker(f) = f7*({¢'}) = {x € G| f(z) = €'} contient e, d’apres a), donc Ker(f)
est non vide. Si (z,y) € (Ker(f))2 f@Ty) = f()T' f(y) =€e'Te =€

Si y' est le symétrique de y dans G pour T, alors f(y’) est le symétrique de f(y)

dans G’ pour T'. Donc f(y) = ¢ = f(y') = € i.e. y' €Ker(f). Donc Ker(f) est
un sous-groupe de (G, -).
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e. Si f est injective, x € Ker(f) < f(x) =¢ < f(z)= f(e) =z =ce.

Dong, si f est injective, son noyau est réduit & {e}-

Réciproquement si Ker(f) = {e} pour tout z,y€G, f(x) = f(y) implique
f(@)T' f(y') = € d’apres b), si y' est le symétrique de y dans G pour T. Comme
f est un morphisme, f(zTy') = ¢ i.e. 2Ty € Ker(f). Comme Ker(f) = {e}il
s’ensuit que Ty = e ce qui équivaut & z = y. Donc f est injective.

f. On sait In est une bijection de Ri sur R et que :

Y(z,y) € (Ri)2, In(z.y) = In(x) + In(y).

2. Evidemment, G est supposé non commutatif, sinon, pour tout a € G, f, = I¢.

V(2,y) € G, fa(@) faly) = (aza™")(aya™") = a(zy)a™" = fa(zy),
car la loi de groupe est associative, a 'a = e et ey = y.

2z = fu(r) < 2 =a"'za car a est inversible dans G.

Donc f, est bijective et f; 1= f,-1.

D(G)={¢7*...g7" | eie{-1,1}s ;i = (@4, yi], wi,y: € G}

On montre facilement que 'inverse du commutateur [z, y| est le commutateur [y, x]
et que si g = [z,y] et h€ G, alors hgh™! = [2/,y'] avec 2’ = hah~! et y = hyh~1L.
Par une récurrence facile, on montre que :

hgi...gnh~t = (hgth= 1) (hgah™1) ... (hg,h™1) et I'on conclut avec les remarques
précédentes.

a.e€ N(A). Siz,ye N(A)A(zy) = (Az)y = (zA)y = 2(Ay) = z(yA) = zyA.
Ar~l = a7 Y (2A)r™! = 271 (Ax)a~! = 271 A. Donc aye N(A) et =1 € N(A). Il
en découle que N(A) est un sous-groupe de A.

b. On aecC(A) ;siz,ycC(A), pour tout a € A,

a(zy) = (ax)y = (za)y = x(ay) = z(ya) = (zy)a et

ar™t = 7Y (za)x™! = 27 (ax)z™! = 27a. Donc C(A) est un sous-groupe de
N(A). Montrons qu'il est distingué dans N(A).

VeeC(A),Vye N(A),Vac A,Fbe A, ay = yb.

Donc a(yzy ') = (ay)(zy ") = (y0)(zy ") = y(bx)y~" = y(zb)y~' = (yz)(by™")
Dot a(yzy~!) = (yz)(y~'a) = (yzy~!)a. Finalement, yry ! € C(A).

Soit (G, .) un groupe cyclique engendré par a et H un sous-groupe de G. Supposons
H # {e} et considérons le plus petit entier naturel non nul que a™ € H avec a™ # e.
Soit n € Z. La division euclidienne dans Z donne p,q€Z tel que n = pq + r
avec 0 < r < p. Donc a™ = (aP)?a”. Comme H est un sous-groupe de G,
a” = a"(aP)"9€ H. D’apres la définition de p, on ar =0 i.e. " = (a?)?,q € Z. Le
groupe H est cyclique engendré par aP.

Soit H = {2 € G| zP = e} sous-groupe de g si n = pq. Alors H contient tout sous-
groupe d’ordre p. En particulier H contient H' = {e,z,...,z9®P~D}. Dot H est
de cardinal > p. D’apres I'exercice précédent, H est cyclique et I'ordre de tout
générateur de H a un ordre qui divise p. Donc card(H) < p. D’ot, card(H) = p
et tout sous-groupe de G d’ordre p est égal a H.

Solutions
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a. Comme 1 = 140v/2 € G, I'ensemble G est non vide. Si (z +yv/2) et (2’ +y'V/2)
sont éléments de G, leur produit zz’ + 2yy’ + (xy’ 4+ 2'y)v/2 est élément de G car,
d'une part, (z2’ + 2yy’, vy’ + 2'y) € Z? et d’autre part, puisque x> — 2y? = 1,z >
ly[v/2 et 2’ > |y/|v/2 impliquent zz’ > 2yy’ et donc xa’ + 2yy’ € N.

Comme (x4 yv/2)(x —yv/2) = 2% — 2y? = 1, (x + yV/2) est inversible dans dans R
et son inverse est dans G. Enfin, comme 22 —2y? = 1 et 2 € N impliquent = > 3v/2
et 4+ yv/2 > 0, une caractérisation des sous-groupes permet de conclure que G
est un sous-groupe de (Ri, x).

b.Siz>a' >1,y>0,y >0etx,a,y,y €Z, (x+yV2) (2 —y'V2) =" +y"'V2

avec = xz' — 2y’ et ¥y = 2’y — 2y/. On a 2%y? — 22¢y? = y? — y? car

2 1 2_1
x21+2y2etx’21+2y’2.0r0<y’\/x <\/sc = v,

2 2
donc z?y% — 22y2 > 0. Il en s’ensuit que 2’y > xy’ et donc y” > 0. Comme

x":m, onazx” >1.

Le signe de x — 2" = —z(2’ — 1) + 2yy’ est celui de z = (2yy')? — 22 (2’ — 1)2.

z = (x2—1)(x/2—1)—x (2 =1)2 = (' -1)(222 -2’ 1) > (2/ — 1)(2x z'=1)>0
Donc 0 < 2 < z.

c. La recherche de 1'élément a = = + yv/2€ G tel que y > 0 et x minimal pour
cette propriété donne a = 3 4+ 2v/2. Soit g = 4+ yvV2€G avec x > 3 et y > 0.
Soit ¢ = a, soit g =2 +y'V2avec 1 < &’ < z ety > 0. On recommence avec

9. D’olt une suite (gx) ol gx+1 = g—kagk =x, + yk\/i La suite d’entiers naturels
a a

(zx) étant strictement décroissante, elle est stationnaire, donc finie et il existe kg
tel que z, = 1. D’out y, = 0 et gy, = a*°.

Si g€G, soit g = x4+ yv2,y > 0, soit g~ = z — yv/2€G. 1l existe donc, dans
tous les cas, k € Z tel que g = a* i.e. G est monogene.

Remarque : on vient de résoudre I'équation z? — 2y? = 1,2€N,y€Z. On a
montré que les solutions sont les couples (z,,y,) tels que

_ (\/§+ 1)2n_~_(\/§_1)2n

n __ 2n " 2
o +ynV2 = (3+2v2)" = (1 + v2)*". Donc (VZ+ 1) — (V2 — 1)

A est commutative, ) est 1’élément neutre pour A . Comme AAA = 0,
I’élément symétrique de A pour A est A. Montrons que A est associative. Soient

(A,B,C)eP(E)*. Notons X = AA(BAC) = [AN(BAC) | U [AN(BAC)].
X=(AnBUC)NBNC))U(ANn((BNC)u(BNCO))).
X=(An(BNC)U(BNC)))U(AnBNC)U(ANBNC).
=(AnBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO) (1).
Les propriétés des lois N et U étant supposées connues, comme A est commutative,
X = (BAC)AA. Donc, si 'on note Y = (AAB)AC, alors
Y=(BNCNAU(BNCNA)U(BNCNA)U(BNCNA)=X dapres (1).
Donc (P(E), A) est un groupe abélien.

Comme N est une loi de composition interne sur P(E) associative, commutative,
d’élément neutre F, il suffit de prouver la distributivité de A par rapport a N pour
conclure que (P(E),A,N) est un anneau commutatif.
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Z=AN(BAC)=AN(BNC)U(BNC))=(ANBNC)U(ANBNCO).
Soit T = (ANB)A(ANC) = ((ANB)N(ANC))U(ANB)N(ANC)).
T=(ANBNAUC)U((AUB)N(ANC)).
T=(ANBNA)U(ANBNC)U[ANANC)U(ANCNB) =2

On admet dans cet exercice que v/2, v/3 et v/6 sont irrationnels. Pour ceux qui
ne sauraient pas le prouver, utilisez les deux méthodes données dans ’exercice
suivant.

FE C R. La multiplication et ’addition étant associatives, commutatives, dans R,
elles le sont dans E. L’élément neutre pour la loi 4+ (resp. pour la loi -) est 0 (resp.
1) dans E. Comme pour tout z € E, —z € E et vérifie x + (—z)(—x) + z = 0, on
peut conclure que (E,+) est un groupe abélien.

Comme la multiplication est distributive par rapport a 'addition dans R, c’est le
cas dans F, et donc F est un anneau commutatif.

1 1

Sizxe E\ {0} — €R, il suffit de montrer que — € E' pour conclure que F est un
X T

corps commutatif.

Montrons au préalable que a + bv/2 + ¢v/3 + dv6 = 0 avec a,b,c,d€Q si, et

seulement si, a = b = ¢ = d = 0. Une des deux implications étant claire, intéressons
nous a 'autre.

Sia+bv/24+c¢vV/3+dvV6=0 avec d # 0, alors \/6:a+ﬁ\/§+’y\/§.

2 2
Donc \/3(\/5— v) = a+ 5v2, ot V3 = (a+ B;f)(;[—’— 7) = oy + £1V2 avec

-7

ay et B dans Q. Donc 3 = a2 + 28?2 + 2a;41v/2. Comme 2R\ Q, il s’ensuit
que a1 = 0. Donc, soit a2 = 3, soit 237 = 3 ce qui est impossible car v/3 et v/6
sont irrationnels. Donc d = 0 i.e. a 4+ bv/2 = —cv/3. Donc 3¢? = a? + 2b% + 2abv/2
qui implique a = b= c =0 car vV2€R\ Q.
Donc, si z = (a+bv2)+v3(c+dv2) # 0 alors y = (a+bv/2) —V/3(c+dv/2) # 0.
zy = (a+b0v2)? = 3(c+dv2)? =a+ V2 avec a, Q.
zy(a — V2pB) = a® — 262 # 0 implique
U ga—pvE)  ((at02) - VBle + dva)) (o — BVE)

z a? — 232 a? — 232
1 1

Dot — = a' +b'V2+ V3 +d'V6 avec (a',V,c,d') €Q*. Donc ~ € E.
x x

a. Premiére solution : si /2 = b ou p et g sont des entiers naturels non nuls, alors
q

p? = 2¢3. Dans la décomposition en facteurs premiers de p?, tous les nombres
premiers sont élevés a une puissance 3« alors que dans le second membre, 2 a une
puissance 38 + 1, ce qui est absurde.

Deuziéme solution : si V2 = b ou p et ¢ sont des entiers naturels non nuls et
q

premiers entre eux, on écrit p® = 2¢3. Donc, 2 divise p. En notant p = 2p, p’ € N*
on obtient 4p3 = ¢3. D’ou 2 divise ¢, ce qui contredit : p et ¢ premiers entre eux.

b. Voir l'exercice 14 du chapitre 2.

Solutions
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/!

/
c. ()Sla—ﬂ b—getc—p— on a a+ b2+ c¥/4 = 0 si, et seulement si,
q

/ 17

pd'¢" +p'qq" 2+ p"qq’ /4 = 0. Comme qq'q"” # 0, le résultat est établi.

(ii) L’égalité (ii) avec = a,y = b3/2 et z = cV/4 donne
r+y+z=0=234+1y>+22 —3zyz =0=a> + 20 + 4c® — 6abc = 0.

(iii) Si abe # 0, on peut supposer a,b,c premiers entre eux, sinon on pose
a=20a,b= 208V et c=dc avec a/,b’,c premiers entre eux et 'on a
a® + 203 + 4¢® — 6abc = 0 < §°(a® + 20 + 4¢3 — 62’/ ) = 0.
ad + 2b% + 4¢3 — 6abc = 0 <= 2b% + 4¢® — 6abc = —a>. Donc 2 divise a. Notons
a = 2a; alors 4a3 + b+ 2¢® —6a,bc = 0, qui implique 2 divise b. En notant b = 2b;
on obtient 2a? + 4b3 + ¢} — 6a1b1c = 0, ce qui implique 1 divise c. Ceci contredit
a, b, c premiers entre eux. Donc abc = 0. Si 'un des trois est nul et pas les deux
autres, on aboutit & /2€ Q. Donc a = b= ¢ = 0 si a® + 2b% + 4¢® — 6abec = 0 avec
(a,b,c) €Z3 et méme si (a,b, c) € Q3.
d. F C R. La multiplication et I’addition étant associatives, commutatives, dans
R, elles le sont dans E. I’élément neutre pour la loi + (resp. pour la loi -) est 0
(resp. 1) dans E. Comme pour tout z € E, —z € E et vérifie x4+ (—z)(—z) +z =0,
on peut conclure que (E,+) est un groupe abélien.

Comme la multiplication est distributive par rapport a 'addition dans R, c’est le
cas dans FE, et donc FE est un anneau commutatif.

1
Size E\ {0}:— ER il suffit de montrer que € E pour conclure que E est un

corps commutatlf Soit & = a + by/2 + /4 # 0

. 1 (a+bjv24 cj?V4)(a+bj2V2 +cjv4)

D’aprés b), — = .
T a3 + 203 + 4¢3 — 6abe

Donc 1 (a% — 2bc) + (2¢% — ab) /2 + (b — a?)V/4
x a3 + 2b3 4+ 4¢3 — 6abe

ek.

n
a. (1—x)" = <n) (—1)727. Donc, par intégration,
0

— \J
=
1 n j n+1
—1) 1 — g)ntlq1 1
0 = J/) j+1 n+1 o n+1
* (1- - .
Pour tout z € R ,7 = Yal~
j=1
n—1
1—(1—2a)" 1—(1—2x)"
Comme, pour tout z € R*, (;v ?) = 1_((1 _a;)) Zg(l_x)k70n obtient
L . " n\ (=1)71 "1
ar intégration, ) —= —.
pemigmtion 32 (5) 5= = 30
Jj=1 k=1

b.VzeR, (1+z)" Z( >
J=

n
Par dérivation, Yz € R,n(1 + z)" "1 = Zj <7;) it
3=0
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n
. .[n -1
Pour 2 = 1, on obtient E . =n2"
rtd (J)

1 n
ontl 1 1
De méme, ona/ 1+z)"de = —— = E (n>
0 n AN
a a a+1
. i <a, = .
c¢. On sait que Vb < a (bl)—l—(b) ( b )
Donc (a) atl @ D’on pEk « Qg ol « ptk
= — . U = — U a = .
b b b—1 p P EREREE T p -1
n—p n—p n—p
p+k p+k
Donc : E ( 1 ) =1+ E ( 1 ) =1+ kiil(akﬂ — k) = Qp_py1 par

k=0 k=1
télescopage. D’otl le résultat.

2n

2n 2n 2n
20.(1+1)2":Z< >>< )é4">( )
— k n n
A o 41 om +1 om+1 o +1
L+ 1) =2.4" = =2
1+1) Z( k‘>>(">+<”+1> <n>

k=0

car <n> = ( " ) D’ou le résultat.
p n—p

Travail dirigé

Entiers de Gaussl

Partie I

On donne G l'ensemble des nombres complexes m + ni ot (m,n) € Z2. Pour tout
z € C, on note k(z) le nombre de p € G tels que |z — p| < 1.

1. Montrer que si z € G alors k(z) = 1.

2. Montrer que : Vz € C, k(z) = k(z+ 1) = k(2 +1i) = k(iz) = k(Z).
1
En déduire que : Vz € C, 32’ € C, k(2') = k(2) et 0 < Sm(2') < Re(?') < 5
1
Montrer que |2'| < —= et que, sauf si 2’ =0, on a |2/ — 1] < 1.
que [2'] 75 et | |

3. Montrer que : Vz € C,1 < k(2) < 4 avec k(z) > 1 sauf si z € G.
147 1417 541
4. Calculer k(z) pour z € { ;_Zv 1—27 1—22}
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Partie 11

. Montrer que G est un anneau constitué d’éléments de C. Quels sont ses éléments
inversibles 7 On appelle G ’anneau des entiers de Gauss et I'on note G = Z][i].

b

On dit que a divise b, dans G, a # 0, lorsque — € G. On note, pour a € G, D(a)
a

I’ensemble des diviseurs de a.

. a. Montrer que : V(a,b) € G x (G\{O}), I(q,r) € G2, { a=bg+r

| < b Utiliser I.
b. Montrer que le couple (g, ) est unique si et seulement si b divise a.

c¢. Quels sont les diviseurs de 2 dans G ?

d. Montrer que 1+ 4 divise a dans G si et seulement si Re(a) — Sm(a) est pair.

. a. Soit (a, b, q,7) € G* tel que a = bg+r. Montrer que : D(a)ND(b) = D(b)ND(r).
b. Montrer que pour tous a, b non nuls de G il existe un unique élément, noté a Ab
dans G tel que : D(a) N D(b) = D(a Ab) et Re(a Ab) >0, Sm(aAb) > 0.

c. Calculer (4 — 7i) A (8 + 7).

. Soient a, b non nuls dans G.

a. Montrer que : (a Ab=1) < (I(u,v) € G?, au+bv=1.

b. Montrer que : (a Ab=1)= (a Ab> =a? Ab? =1).

c. Soit ¢ dans G ; montrer que si (a Ab = 1) et si a divise bc alors a divise c.

Solution
Partie I

. Si z € G, le disque ouvert de centre z et de rayon 1 ne contient que z dans G.

. Les égalités proviennent de I'invariance de G par ces transformations de C.

1 1
Soit z = & + iy, (z,y) € R?; I(xo,y0) € Z2, & — xo| < 5 et |y — yo| < 3

1
Posons 2" =z —xg—iyo, 2’ —2 € G et k(2") = k(2) et | Re2"| < 3’ |Sm 2| <

[NCRI

Toute isométrie laissant invariant le carré constitué par les points

(1,1),(1,-1),(=1,1),(—1,—1) laisse G invariant. On peut par les symétries
par rapport (O; i) et (O; j) changer le signe Rez” et Smz” et on peut
éventuellement les permuter par la symétrie par rapport a la droite (O; i" 4+ 7).

On se rameéne ainsi & 2’ tel que k(z) = k(2’) et 0 < Sm(2’) < RNe(2') <

DN =

|Z/|2<1+1=1:>|Z/|<L'

T4 42 NG
|2/ — 1| < 1 sauf si 2/ = 0 car le cercle de centre 1 et de rayon 1 passe par O et le
point d’affixe 1+ i. Le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1 contient ’ensemble
des points P(z,y) tels que 0 < y < 2 < 1/2} sauf O.
Un dessin est vivement conseillé.

. Larégion : 0 < y < < 1/2 est partagée en 4 régions par les cercles de centres
respectifs 1,4,1 + ¢ et de rayon 1. Notons R; I’ensemble des z de cette région tels

que k(j) = j.
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—_

Ri={0};R:0<2z< = 0<y<1—+v1—22

1
Rs: O<]}<§a 1-vV1-22<y<1l—/1-(1-1)?

1 1
Ry:1——=<z2< = 1—4/1—-(1-2)%<y< . (faire un dessin)

NG 2

[\

1 1+14
‘ +zi ’:i 1 OHC%ERAI

1 1 V10 142
‘IZ—QH)ZT\[ 1t‘+l—‘——<1d %ER;},
541 . V146 541

‘12 fz‘f D >1et‘?71’<1donc 5 € Ry

Partie I1

. G est non vide car 1 € G. Soit (z,y) € G2, il existe (m,n,p,q) € Z* tels
que r = m+inety = p+ig. Ona :z—y = (m—p)+iln — q) et
zy = (mp —nq) +i(mq+np). (Z,+,.) étant un anneau commutatif, G un anneau
contenu dans C. Notons que pour tout z € G, |z|? € N.

z est inversible dans G si, et seulement si, il existe 2z’ € G tel que zz' = 1.

22 = 1= 2272 =1 < [|2]> = |¢/|*> = 1 (cf. remarque précédente). Donc
m2+n? =1Dou (m,n) €{(1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1)} i.e. 2 {1, —1,i,—i} = Uy.
La réciproque étant évidente, les éléments inversibles de G sont les éléments de
Uy.

. a. Y(a,b)
D’ot le résultat. Notons qu’il peut y avoir jusqu’a quatre couples (g,7) et que 'on

1
—1b| (cfIl.A.2.
Tl (1A 2)

b. Il n’y a unicité de (q,r) que si k(%) =1 i.e. % € G i.e. b divise a.

) %—q‘ < 1. Donc l[a—bp| < |b|et a—bg =1 € G.

peut obtenir |a — bp| <

c. On a des diviseurs «évidents » dans G de tout z € G, a savoir les az ou « € Uy.
De plus pour tout u de G divisant z, les au divisent z.
Si (a,b) € G x G—{0}, b divise a, alors |b|? divise |a|? dans N* car a = be implique
la]? = |b]?|c|?. Si b divise a et n’est pas de la forme « olt ca avec a € Uy, alors |b|?
est un diviseur de |a|? distinct de 1 et |a|?.
Si a = 2, alors |a]? = 4 et les diviseurs de a non «évidents » sont tels que |b|? = 2
d’ot b = +1 =+ i. Réciproquement, si |b|?> = 2, alors bb = 2, donc b divise bien 2.
En conclusion : 2 a 12 diviseurs dans G qui sont 2«, «, (1 + i) ot v € Uy.
d. Si 1+ divise a, alors |14 4|2 divise |a|? dans N*, donc |a|? est un entier naturel
pair, d’ott Re(A) et Sm(a) ont méme parité.
Réciproquement si fe(a) = m et Im(a) = n ont méme parité,

supposons m = 2m’ et n = 2n’ ot (m’,n’) € Z?, alors 2 divise a dans G et
donc 1+ 7 divise a dans G d’apres la question précédente et par transitivité de la
relation de divisibilité ;

supposons m = 2m/ +1et n = 2n'+1 ou (m/,n’) € Z?, alors a = 2a’ + 1+
ol @ €G. Or 1+ divise 2 dans G, donc 1 + ¢ divise a.
.a. Si ¢ divise a et b alors ¢ divise r = a — bg donc ¢ divise b et r i.e.
D(a) N D(b) C D(b) N D(r).
c divise r et b alors ¢ divise a = bq + r donc ¢ divise b et a i.e.

Solutions
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D(b) N D(r) C D(a) N D(b).

b. On définit la suite (ag)ren par a, = a,a1 = b, ar = qragt1 + k42 si agy1 # 0
avec |agy2| < |aky1] et si ag4+1 = 0, on pose a; = 0 pour tout j > k + 1.

Tant que ax41 # 0, on a D(ax) N D(agy+1) = D(a) N D(b) et la suite d’entiers
naturels |ay|? est strictement décroissante. Comme il y a un nombre fini d’entiers
dans [0, |a|?], il existe n € N* tel que : a,, # 0 et a,4+1 = 0.

Donc D(a,) = D(an) N D(0) = D(a) N D(b). En multipliant éventuellement a,,
par un élément de Uy on peut rendre positives ses 2 coordonnées, sa partie réelle
étant strictement positive. Soit d cet élément, on a :

D(d) = D(a) N D(b), Re(d) > 0,Im(d) > 0.

Supposons l'existence de 2 éléments d, d’ possibles pour a A b, alors D(d) = D(d'),

d’ou d divise d’ et d’' divise d ; doncj est inversible 7.e. 7 € Uy.

Or Re(d') > 0,3m(d’") = 0 et Re(d) > 0,3Im(d) > 0, donc d =d’'.
a 5 12

) b 13 13°
L’élément de G «le plus proche » de 3 est —i, donc : aAb = bAag, as = a+ib = 3+i.
b 5 1

— = — — —i ; par exemple b A as = as Aaz,a3 =b—2a, =2 —i.

a9 2 2

%2 — 1+44. Donc n = 3. Les conditions Re(aAb) >0 et Sm(aAb) > 0 incitent au

c. Application : a =4 — Ti,b =8+ i donc |a|? = [b|> = 65,

as
remplacement de az par iaz = 1 + 2i. Donc : a Ab =1+ 2i.

. a. Montrons que I = {ap + bq | (p, q) € G*} est tel que I = dG avec d € G.

Si ¢ divise d alors ¢ divise a et b car d divise a et b (a,b) € (dG)?. Inversement si
¢ divise a et b, alors ¢ divise d = au + bv, alors d € (a Ab)Usy dG = (a AD)G. En
particulier a Ab=1 <= 3J(u,v) € G au+ bv = 1.

Si I # {0}, parmi les éléments non nuls de G il existe ¢ tel que |c|? minimal (il
s’agit d’entiers.) On a, pour tout z € I,z = cq + 2/, |7/| < || cf B.2.a).

Comme 2’ € 1,2’ = 0 par définition de c. I n’est rien d’autre que ’ensemble des
multiples de c.

b. SiaAb=1,alors I(u,v) € G?,au+ bv = 1, donc a(au® + 2buv) + b*v? =1 i.e.
J(u',v") € G2 au’ +b*' =1, donc a Ab? =1, donc B> Aa =1 dou b?> ANa? =1
par le raisonnement précédent.

c. Si (3g € G,bc = aq) et si (3(u,v) € G*,au+bv =1) alors on a :

¢ = acu + bve = a(uc + vq) i.e. a divise c.




8 - Polynomes et fractions rationnelles

Rappels de cours

Si P =3 a,X" est un polynéme non nul de K[X], on considére I'ensemble des
entiers naturels tels que a, soit non nul. Le plus grand de ces entiers est appelé,
degré de P et noté deg(P), le coefficient associé est appelé coefficient dominant.
On dit que P est unitaire lorsque son coefficient dominant est 1.

On pose deg(0g[x]) = —oo . On prouve aisément :
deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q),

deg(PQ) = deg(P) + deg(@Q),
deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q) si ni P ni @ n’est nul.

Pour tout entier naturel n, on note K, [X] ’ensemble des polynémes de degré au
plus égal a n.

. Division euclidienne

Soient A et B deux polynémes de K[X] avec B non nul. Il existe un unique couple
(Q, R) d’éléments de K[X] tel que A = BQ + R et deg(R) < deg(B).

. Dérivation

L’application D : K[X] — K[X], P — P’ est un endomorphisme surjectif d’espace
vectoriel de noyau Ko[X], pour tout n €N, D(Kn+1[X]) =K, [X].

Formule de Leibniz

SineNet (P.Q) e (K[X])” alors D"(PQ) = Y (Z) D¥(P)D"k(Q).
k=0
Formule de Taylor polynomiale
0 p(k)
Soit P un élément de K[X] et a €K, P(X) = Z k'(a) (X —a).
k=0 '

. Racines
Le nombre de racines de P est au plus égal a son degré.

a €K est racine de P d’ordre p si, et seulement si, I'une des assertions suivantes
est vérifiée.

(i) (X — )P divise P et (X — «)P™! ne divise pas P.
(ii) P(a)=P'(a)=---=PPD(a)=0%# PP (a).
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. Arithmétique dans K[X]

Algorithme d’Euclide

Ap et Ay sont deux polyndmes tels que deg(Ag) > deg(A1) > 0et k= 1.

Tant que le reste, noté Ay41, de la division euclidienne de Aj_1 par Ay est non
nul on remplace k par k + 1.

Ap N\ A est le polynéme unitaire associé a Ag.

Relation de Bézout

Deux polyndémes A et B sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux
polynémes U et V tels que AU + BV = 1.

Remarque : un tel couple (U, V) peut étre obtenu en «remontant » ’algorithme
d’Euclide.

Lemme de Gauss
Si A, B, C sont des polynomes, si A divise BC et AN B =1 alors A divise C.

La relation de Bézout se généralise a n polyndémes premiers entre eux dans leur
ensemble.

. Décomposition dans C[X]
Théoréme de d’Alembert-Gauss
Si P est un polynéme non constant de C[X], il existe a € C tel que P(«) = 0.

Les éléments irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

Théoréme de décomposition

Soient P € C[X]\Cy[X], A son coefficient dominant et z1,. . ., 2, ses racines d’ordres
p

respectifs wi,...,wp, ona: P = X[ (X — z)“.
i=1

Soit (A, B) € C[X]?, alors A|B si, et seulement si, toute racine de A est racine de

B d’ordre de multiplicité dans A inférieur & son ordre dans B,

de méme A A B =1 si, et seulement si, A et B n’ont pas de racine commune.

. Décomposition dans R[X]
Les éléments irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les trinémes
de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Deux racines complexes conjuguées d’un élément de R[X] ont méme ordre de
multiplicité.
Notons que si z€ C\ R, (X —2)(X — %) = X? — 2X Re(z) + |2].

Théoréme de décomposition

Soient P € R[X]\ Ro[X], A son coefficient dominant, 1, ..., z, ses racines réelles
d’ordres respectifs a1,...,0p, 21 et Z1,...,24 et Z; ses racines complexes non
p q
réelles d’ordres By, ..., g, ona: P =X [[(X—2;)% [[(X2-2X Re(z;)+|z]?)%.
i=1 j=1
. Relations entre coefficients et racines
Si (o, ..., ap) €K™, pour tout k €[1,n], 0, = > Qg Qi+ Qe

1< < <ip<n
(X —a1) (X —an) =X"+a, 1 X" 1+ ... +ag si, et seulement si, pour tout
ke[l,n], o = (=1)*an_s.
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. Formule d’interpolation de Lagrange

Soient x1,...,x, des éléments deux a deux distincts de K.
n
X —zj
Vie[l,n], L; = H L, i-eme polynéme d’interpolation de Lagrange.

e A
J#i

Kp-1[X] = K", P (P(z;)) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels

1<ign

n
dont la réciproque est (y1,...,Yn) — > YiLs.

i=1

. Décomposition des fractions rationnelles réelles
A
Dorénavant, on pose F' = B ol (A, B)eR[X]?, B #0.

Il faut, la plupart du temps, se ramener a une partie entiére nulle i.e. au cas
deg(A) < deg(B). Pour cela on effectue la division euclidienne de A par B :

A:BE+R=>F:E+g'

Forme de la décomposition
e Faire la liste des poles avec ordre de multiplicité en regroupant chaque pole
complexe non réel avec son conjugué.

p
. . N « , ag

e Partie polaire associée a « pole réel d’ordre p : —_

p D P ; o

p
A X + g

e Partie polaire associée a deux poles non réels z et Z d’ordre p : ————— ou

P p p ]; T(X)F

T(X)=(X—2)(X —2) = X? - 2X Re(2) + |2|%.

e Ecrire a priori que F est la somme de ses parties polaires a 1’aide de coefficients
indéterminés.

Détermination pratique des coeflicients

Il est hors de question de réduire au méme dénominateur puis
d’identifier.

e Pour «a péle réel d’ordre pon a : a, = [(X — a)PF(X)](a).
A(a)
B'(a)
e Pour z et Z poles non réels d’ordre p on a : A\pz + p, = [T(X)F(X)](2)

Remarque : pour p =1 la formule a; = est souvent tres utile.

e La limite de zF(x) quand z — oo est souvent utile.
e On peut calculer la valeur de F(8) pour des réels 8 bien choisis.
e Méthode du développement asymptotique pour a pole réel d’ordre p > 3 :

Poser h =2 — a i.e. x = a+ h, on a alors :
C(h) " ap

1
F(x)=G(h) = WP D(R) W50 27 +0(ﬁ)'

1
Un développement asymptotique de G au voisinage de 0 a ’ordre 7 donne donc
toute la partie polaire.

On peut, si l'on préfere, calculer un développement limité de h?G(h) d’ordre p — 1
au voisinage de 0.
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e Décomposer dans C(X) puis regrouper les poles conjugués (on ne le fait que

dans le cas de pdles non réels tous d’ordre 1), on utilisera : si est la partie

—Zz

est celle associée a Z.

polaire associée a z alors

k
Notons, pour terminer ces rappels que si P = A [] (X —2z;)“*, alors la décomposition
i=1

PP w
en éléments simples de B est 5= ; Xoi Zi.
Application au calcul de primitives
d Injz —a|+C sin=1
1 — _1 M
SlaeR’/(xfa)" CESEE Y COsin>2 sx<aouzx>a.
- R
In|z — a| + iarctan (xfe(a)) +Csin=1
. dv Sm(a)
SiaeC\R, [ ———— =
(@ —a)" 1 +C sin>2
(n—1)(z —a)rt -
ax+b .. .
Pour calculer wdw, on écrira ax+b = a(x—p)+b+ap pour exprimer
r—=p q

sous la forme d’un logarithme et d’un arctan.

Enoncés des exercices

. Soit P € R[X]. Montrer que :

(Ve €R, P(z) > 0) <= [H(A, B) €(R[X])2, P = A2 + Bz]

. a. Soient P € C[X],n = deg(P) > 1, (z1,...,2y) les zéros de P, a € C tel

n

que P(a) # 0. Calculer S; = Z
k=1

en fonction de P, P’ et a. Calculer
T —a

n
1 : / i

Sy = ; (or —a)? en fonction de P, P', P a.
b. Montrer que si P € R[X] a toutes ses racines réelles simples, alors Q = P"?—P.P"
n’a pas de zéro réel.
c. Soit P=ap+a1 X+ +a,X™ € R[X]. Montrer que si P a tous ses zéros réels
et distincts, alors : Vk € [1,n — 1], ag—1ak41 < ai. On pourra utiliser la formule
de Taylor pour les polynomes.

. Soit neN\ {0,1}, P(X) = Zaka avec a, # 0. Montrer que les racines de P

k=0

dans C sont dans le disque {z € (C‘ |z] <14 max
1<k<n

Qn
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. Soit F,(z) = tan (narctan(z)) ol neN*. Montrer que F, est une fonction

rationnelle. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle associée.

. Soit f un polynome a coefficients réels.

a. Montrer que si tous les zéros de f sont réels, tous ceux de f’ + Af le sont, quel
que soit le nombre réel A.
n
b. Montrer que si tous les zéros de f sont réels, et si P = Z ap X" est un polynéme
k=0
de R[X] scindé sur R, tous les zéros de F' le sont. Le polyndéme F de R[X] est défini
par F =aof +arf + -+ an f™.

. Soit P(X) =ap+ a1 X + -+ a, X™ un polynéme & coefficients tous strictement

positifs.

a. On suppose ag = a1 = -++ > a, > 0, en utilisant par exemple (1 — X)P(X)
montrer que toute racine complexe z de P vérifie |z| > 1

b. Dans le cas général montrer que, si z est une racine complexe de P, alors

. ag ag
min <)z € max .
0<k<n—1 \ Q41 0<ksn—1 \ A1

(On pourra considérer un polynome Q(X) = P(rX) pour un r convenable).

. Soient @ € R* et n e N*. Résoudre dans C I'équation (z 4 1) = €2, En déduire

e ke gk
= H sin <a + ?) puis Q,, = H sin (?)

kmw = km
Déduire de @, : R, —kl_[lsm<2p+1) et Sp —Hsm<2p>

. Soit K un corps commutatif et P un élément de K[X]. Montrer que P(X) — X

divise P(P(X)) — X.

. Soient k un entier naturel non nul, ny,ng, ..., n; des entiers naturels tels que pour

tout j €[1,k], n; =j — 1 mod [k].

k-1
Montrer que dans R[X] le polynéme Z X7 divise le polynéme P = Z X",
7=0 Jj=1

Soient m et n deux entiers naturels non nuls. Montrer que
(X" —1)A(X™—1)= X"\ —1

Pour tout entier naturel non nul n, on note P, le polynéme a coefficients complexes
1

défini par P, = % ((X +4)2 (X — i)2n+1).
i
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Déterminer les racines de P,. En conclure que les nombres cotan? (2 i 1) avec
- 2n + 1 "
. . o oq A _ _1\p n—p
1 < k < n sont les racines du polynéme Q,, = 5_0( 1) <2p 1 > Xnp,
- km . - km
Calculer successivement ,;_1 cotan? ( o+ 1) 3—1 sin 2 ( o T 1)-

A Taide de 'encadrement sin(a) < o < tan(a) valable pour tout o € }0, g { établir

n

1 2n+1\2 1
Zon(@2n—1) < ( ><722 9.
ren =1 < 3 () < fancan )

71_2

o0
1
En conclure que Z il
k=1

a. Montrer que, pour tout couple (A, B) € K[X]? de polynémes non tous deux nuls
et non constants, si D = A A B, il existe un unique couple (U, V) € K[X]? tel que :
D = AU + BV, deg(U) < deg(B) — deg(D), deg(V) < deg(A) — deg(D).

Donner un moyen de les trouver.

b. Déterminer S, T de degré < n — 1 tels que (1 — X)"S(X) + X"T(X) = 1.

n—2
1 . X’Qn 1
(0] tili la dérivé —1)-i¢e d = g X7 .
n pourra utiiSer ta aerivee (n ) eme ae 1 P —+ 1

Trouver un polynéme P de R[X] de degré 6 tel que
(X - 1)3|(P(X)+1) et X*(P(X)+2).

Soit P € R[X] un polynéme de degré p ayant n racines réelles positives distinctes
et Q(X) = (X? +1)P(X)P'(X) + X (P*(X) + P?(X)).

Montrer que ) possede au moins 2n — 1 racines réelles positives distinctes,
sauf peut-étre si Q(1) = 0. On pourra factoriser Q) et montrer que la fonction
z e /2 (zP'(z) + P(z)) est la dérivée d’une fonction d préciser.

P'(-1
P((—l)) < % Montrer que

P a au moins une racine de module supérieur ou égal a 1.

Soit P un polynome de degré n tel que P(—1) # 0 et —

a. Soit P € Z[X] tel qu’il existe 4 entiers \; tels que P(\;) = 7 pour i €{1,2, 3,4}
Montrer que I’équation P(n) = 14 n’a pas de racine dans Z.

b. Montrer que si P €Z[X] de degré 7 vaut 1 en 7 valeurs entieres distinctes,
alors P est irréductible dans Z[X] (et donc dans Q[X]).

c. Soient ay,...,a, des entiers distincts, montrer que le polynéme
P=1+(X—a1)? (X —a,)? est irréductible dans Z[X].
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Méthode de Horner

Soit m un entier > 2 et P un polynéme de K[X] de degré n ordonné suivant les
puissances décroissantes de X : P = ao X" + a1 X" '+ -+ an_1 X + a,.
Vérifier que P est le n-ieme terme de la suite (Ax)1<k<n définie par la condition
initiale A; = agX +a; et la relation de récurrence A1 = A X +ags1, 1 <k <n.

Soient P un élément de C[X],m et n deux entiers naturels premiers entre eux.
Montrer que (P™ — 1)(P™ — 1) divise (P — 1)(P™" —1).

a. Montrer qu’il existe un unique polynéme T, € R[X] tel que, pour tout
x €R, T, (cos(z)) = cos(nz). On précisera les zéros, le degré et le coefficient do-

minant de T,.
b. P € R[X], normalisé de degré n > 1.
Montrer que : (3 z €[—1,1],|P(z)| = 217") (1)

On pourra utiliser T, polynéme de Tchebychev, Q = 2"~'P — T,,, montrer que
k

deg(Q) < n et utiliser Q(cos (—W>> pour obtenir une contradiction si l’inégalité
n

(1) est fausse.

p P
Si P(X)=XP+a1 XP "+ 4a,= H(X — ;) € C[X], on pose S,, = Z)\?
it :

pour n € N* et S =p
a. Montrer que : Vn > p, S, +a1Sn-1+ ...+ apSn—p = 0.

P
b. Montrer que : Vz€ C\ {tC| P(t) = 0}: P'(= Z

J=1

z— )\j.
c. Pour A € C, calculer by, by, ...,b, tels que :

P(z) = (2 = A)(bo2P™  + -+ bp_1) + by.
d. Montrer que : Vm < p, Sm +a1Sm-1+ ...+ am-1S1 + ma, =0.

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :
X +2 1 XP+X2-X+1
XX —1)f (X2 D)(X2—2)2 “ XX 13
1
d. » cos(a) # cos(b),sin(a) sin(b) # 0.

(X2 —2X cos(a) + 1)(X2 — 2X cos(b) + 1)

1
e 5 si P,, est polynome de Tchebychev défini par P, (cos(z)) = cos(nz).

n

X"+1
f. n i— 77 > 1 dans C(X) puis dans R(X).
(2n)! 1 , 1
S h ————— e
g X’m(l _ X)n ! (XQ _ a2)n

X [[x?
k=1
1 n

j. R = XX T DX 53 Expliciter la valeur de S,, = pz::l R(p) et nILIr;C(S7l).
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Déterminer les primitives des fonctions définies par f : z — f(x)

1
a'f(x):(932—|—2z+2)(:z:2—|—2x+5); b- fla) =

On pourra noter que X* + 1 est le « début d’un carré».

sh(z) _ B x%(z? - 1)
¢ f(z) = chg( )+ shg(ac) ’ d fle) = (22 +1)2(x* + 22+ 1)

1
( changement de variable u = x + 7)~
x

1+t

cos(nt)
1 — 2z cos(t) + 2

Pour neNetz€R\ {—1,1} on pose I,,(z) = /
0

a. Calculer Iy(z) et I;(x). <Penser au changement de variable u = tan (é) >

b. Trouver une relation de récurrence en calculant I,,_1(z) + Ly41().

c. Déterminer I,,(x) pour n€N.

Solutions des exercices

. Une des deux implications est triviale. Supposons que, pour tout € R, P(z) > 0.

La décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X] fournit
q

X))\f[(Xaj H( — b) Jrci)uk

=1
ou les aj sont des réels dlStlHCtb les (by, ck) des éléments distincts de R x R* et
les v; et py des entiers naturels non nuls. Par hypothese, les v; sont pairs. En

o ok s % - N
éerivant que v; = 2v; ol v appartient a N”, on trouve que P(x) e300 Az ol

P q
N = QZV; + 22/%- Puisque, pour tout x €R, P(z) > 0 et A # 0, cela exige
j=1 k=1

A > 0. On peut donc écrire P(X (ﬁ X—aj) ) ﬁ ( (X —by) —|—ci)uk
j=1 k=1

q q
H ((X—bk +Ck> H —Zk —Tk)#k ol zp = ay + icg.

el
Il
—

On peut écrire H(X —zp)" =U(X) +iV(X) ou U,V e R[X].
k=1

Donc H(X -z = U(X) —iV(X). Il s’ensuit que

1 o
H ((X —bp)? + ci) =U?(X) + V3(X) et que le résultat est établi avec
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A(X ﬁ —aj Vi et B(X):\/XV(X)IE[(X_GJ)VJ

j=1 j=1
P P'(a)
cas — - D = — .
“p kzl X e 10
Py 1 P?(a) — P"(a)P(a)
( P) 2 ) implique Sy = P2(a) .
PN Q Q< 1
b. (F) =Pz implique Pz = ; m.
Si P(z) # 0 alors Q(z) > 0. Si P(a) = 0 alors Q(a) = P'?(a) > 0 puisque les
racines de P sont toutes simples.
P®)(0) . .
c. Comme aj = A ;0N & Gp—10k+1 < af si, et seulement si,
' 1
PE=D(0)PED(0) < F L (P09(0))”

1l suffit de prouver que : Vk €[1,n — 1], P*=1(0) P +1(0) < (P(k)(O))Q.

On déduit d’un exercice vu dans le chapitre « Dérivation » que si P est scindé sur R,
il en est de méme de toutes ses dérivées. L’application de b. & P*~1) qui est scindé
sur R donne : pour tout z € R, Qy,(z) = (P (m))2—P(k_1)(m’)P(’f+1)(x) > 0. D’on
Q1 (0) > 0 et le résultat.

n—1 n—1
LP(2)=0 <= |P(x)| =0=0=|:" +Z “izk] > o - ] Z%zk‘ (1).
— n —=n
n—1
_ Gk Ak k k |Z|
Posons M = oglkaé(n o - Alors ‘ Z ’ Mkzo| z|¥ = si |z| # 1.
|Z| - 1

On déduit de (1) que 0 > |z|" — M

- "o =1 M M)
\z|—1 e GG )+ M) ce

qui serait absurde si |z| > 1+ M.

. Des exercices sur les nombres complexes, on déduit que, pour tout 6 € R,

w2,
cos(nf) = Z (2k) (—1)*sin*(0) cos™ 2 (),

k=0
[n—1/2]

sin(n@) = Z (ka_ 1) (_1)k Sin2k+1(9) COS"_2k_1(9),

k=0
11 en découle si cos(d) # 0,

[n/2]
=3 () CVF o) o
k=0

cos™ ()
sin(nf) (172l n 1
cos™(6) kZ:O (Zk: + 1) (—1)* tan®**1().

Solutions
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[n—1/2] n
_1\k . 2k+1
2 (Zk + 1) (=%
Avec 0 = arctan(z) , il vient F,,(z) = k:(J[n/2] .
n
Z <2k> (71)](31,2]6
k=0
F,, est bien une fonction rationnelle. Ses poles sont les z tels que cos(nd) = 0 i.e.
(2k+1)m n—1

les x, = tan(fy) ou Oy = o vk e€f0,n—1]\ { 5 = E. Sin est pair, F,

a n poles distincts et si n est impair, F,, a (n — 1) poles distincts.

Qg
Donc F,(X) = Z X o avec
keE
ap = mlggk [(z — zp)Fo(2)] = ellr‘rglk (tan(f) — tan(6y)) tan(nb).
Or lim tan(6) — tan(6) = tan’(0) = 1 +tan®(0;) = 1 + =7
0—0y 60— Hk
. 0 — 0y . -1 1
et (0 — 0x) tan(nf) = sin(nd) cos(nf) — cos(nfe) 90 sm(ne,c)m =
2
Donc ay, = inml“
n

. On suppose A # 0 compte tenu d’un exercice traité dans un chapitre précédent.

a. fl(x) + M\f(x) = e‘*“’%(emf(m)) = e Mg(x).

Donc f a ses N zéros réels distincts si, et seulement si, g a N zéros réels.
n

Notons f(z) = aH(x —z)% ol aeR etz < my < - < Iy

i=1
Sur chaque segment [z;,2;+1] le théoréme de Rolle donne 'existence de y; dans
lintervalle |x;, z;41[ ot 1 <7 < n—1 tel que g(y;) = 0.
e Si <O, g(z,) = Egég = 0. Une généralisation du théoreme de Rolle donne
Pexistence de y, > x, tel que g(y,) = 0.
e SiA>0, g(ry) = ligg = 0. Une généralisation du théoreme de Rolle donne
Pexistence de yo < x1 tel que g(yo) = 0.
Comme dans l'exercice 2, on décompte les zéros de g pour conclure.
b. F = P(d) ou d est 'endomorphisme de 'espace vectoriel R[X] : P — P’.

n

Comme d*(P) = P®*) pour tout k€N, notons P(X) = Zaka = H(X — ).
k=0

i=1
n

Donc P(d) = H(d —o;I) = (d — anI) 0 Q(d). On conclut par récurrence & partir
i=1
de a.
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a. (1—2)P(z) = Z ap_1 — ap)z® — a2t
n—1 B
dottag = 3 (ap_1—a)z* +a,2""! et donc, si |z| < 1, par inégalité triangulaire,
k=1
n—1
ap < Y (ag—1 — ax) + a, = ap : absurde.
k=1
<z k vk . Qg
b. Q(rX) =Y apr"X" et,en posant r = min ( )aonabo >-->2b,>0
e~~~ 0<ks<n—1 \ G411
b

d’on, si P(rz) =0 alors |z| > 1 et donc |rz| > min ( ak )
0<k<n—1 \ Qg1
De plus, comme z # 0, on a 0 = P(z) = 2" [a, + an—127 " + -+ 4+ apz™"] et donc

_ _ < — . Ak41
Un+ap_12" "+ +apz " =0don |27} > min ( +>

0<k<n—1\ ay

. Qg

ie. |2| < max .
0<ks<n—1 \GL11

. k
(D) =¥t = s+ 1=exp (2i(a+ i)) ou k€[0,n — 1].
Les racines du polynéme P(X) = (X + 1)" — €2 sont les z,, 0 < k <n —1

ou 2 —2zexp( (a—l— k—)) sin (a—|— %)

Des relations entre coefficients et racines d’un polynéme on déduit que

H 2k = (=1)"(1 — e*™) = —2i(—1)"e"* sin(na).

D’autre part, H 2 = H 27 exp ( (a + —)) =2ni?nleinep ().
k=1
1l s’ensuit que P, (a) = Sl;filfb)-
. P 1 sm
Si sin(a) # 0, on peut en déduire que 51 sim(a H sin (a + —)
Par passage a la limite quand a tend vers 0, on trouve Qn = 27711
. km . /2Cp+1—-Fk)m L km
Comme sin (m) = sin (W)y on a Qopt1 = kl:[lst (2]0 n 1)-
k u k V2Zp+1
Pourlékép,onasin( il ) > 0, il vient donc Hsin( il ) = P+ .
2p+1 Pt 2p+1 2P
p—1
k
En procédant de méme, on obtient kli[l sin (%) = 2\19/_131 .
L Si P =Y apX* alors P(P(X)) - P(X) =Y ay, ((P(X))’“ - Xk).

k=0 k=0

Solutions
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En écrivant P(P(X)) — X = P(P(X)) — P(X) + (P(X) — X), on a

P(P(X))—X=(P(X) - X)(l + Z aka(X)) et le résultat.
k=1

k k
cny=j =1+ 4k GGEN. SiP =" X"t et Q=" X/, alors

j=1 j=1
k

(X -1)Q(X) = X*—1. Comme P—Q = ZXj_l((Xk)ef —1), on a @ qui divise
j=1
(X* —1) et par suite (P — Q), donc Q divise P.

Supposons m > n. La division euclidienne dans N donne m = ng+rou 0 < r < n.
XM —1=X""—1=(X"-DX"+X"—1=(X"-1)Q(X)+ (X" —1)

ot Q(X) = X"(X™a=1) 4 x™a=2) 4 ... 4 X" 4+ 1. Donc (X" — 1) est le reste de
la division euclidienne de (X — 1) par (X™ — 1) dans R[X]. Donc les algorithmes
d’Euclide dans Z et dans R[X] sont en paralléles. D’otu le résultat.

P(2)=0 = (z+)?>"Tl=(z-i)""" «—= 2+i= (z—i)e%%e[[O,Qn]].

™
Donc P, (z) = — 2 = cotan ( ) 0<k<2m,
onc P,(z) =0 <= z =z, = cotan 1 0 n
2n+1 -k K n
_ 2n 41\ " = (=9 onp1-k _ 2n+1 p x2(n—p)
P”(X)_kzo( k ) 5w _pz:% 2p+1 (=1)rx :

Donc P, (X) = Q,(X?). Les racines de @, sont les 27,1 < k < n.

Des relations entre coefficients et racines, on déduit :

( 1)n<2n+1>
- - 3 )2 —1) & k
Z% — _ ( n)(6n ) :ZCOtaHZ (2 ™ 1>'
P (—1)n (2n+ 1) Pt n +
1
S 2n + 2)
ot = LS ()
Comme 1 4 cotan 3 kz:sm 1 3
- " 241
2
Doncgcotan (2 +1)<;( ) <Zs1n (2 +1).
‘ (2n)(2n—1) 2n+12 "1 nn—|—1)
i.e. 5 E:lﬁ AR
. "1 w2
Par encadrement, nl;rr;o ’; el

a. D’apres, lalgorithme d’Euclide, A = BQ + R; ; B = RiQ1 + Re 5 ... ;
Ri—1 = RiQk + Ri41 ... et le dernier reste non nul R, est un pged de A et B.
e Montrons, par récurrence que Ry = AUy + BVj.

= A — BQ, implique U; = 1et V] = —Q.
Ry =B— R1Q1=B—Q1(A— BQ) =AU + BVs.
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Si le résultat est vrai pour Ry et Ri_1, alors Ry = Rrp—1 — RiQy.

Riy1 = AUp 1+ BVi_1 — Qr(AUx + BVy) = A(Up—1 — U Qi) + B(Vie1 — Qi Vi),

Donc Ryy1 = AUi_1 + BVj_1.

e De méme, on montre par récurrence que :

Vk > 1,deg(Uy) = deg(B) — deg(Ry—1) et deg(Vy) = deg(A) — deg(Ry-1),

ce qui implique, puisque la suite des degrés des restes est strictement décroissante,

que deg(Ug—1) < deg(Uy) et deg(Vi—1) < deg(Vx).

Explicitons la récurrence pour Ug.

Ry = B. Alors 0 = deg(B) — deg(Ryp) ; deg(Uz) = deg(Q1) = deg(B) — deg(Ry).

Si le résultat est vrai pour k — 1 et k,

Ugt1 = Uk—1 — UpQr = deg(Ugy1) = deg(UrQy) car deg(Uk—1) < deg(Uy).

deg(Qr) = deg(Ri—1) — deg(Ry) ;

deg(Uk 41 = deg(Uy) — deg(Qy) = deg(B) — deg(Ry—1) + (deg(Ri—1) — deg(Uy)).

L’application de ce résultat & R, = D donne l'existence de (Up,V,) tel que

D =R, = AU, + BV, avec

{ deg(U,,) = deg(B) — deg(Rp—1) < deg(B) — deg(R,) = deg(B) — deg(D)
deg(V;) = deg(A) — deg(R,—1) < deg(A) — deg(R,) = deg(A) — deg(D)

Prouvons 'unicité.

Notons A = DA, B= B1D. Alors Ay A B; = 1.

AU+ BV =D <= AU+ B1V =1 avec deg(U) < deg(B) — deg(D) = deg(B)

et deg(V) < deg(A) — deg(D) = deg(A1).

S’il existe S, T € K[X], A1.S + B1T = 1,deg(S) < deg(B) et deg(T) < deg(41),

alors A1 (U — 8) = B1(T — V). D’apres le lemme de Gauss A;|(T — V).

Il existe Q € K[X] tel que T =V + QA;. On déduit de A1(U —S) = B1(T —-V)

que S = —U + @By car By # 0.

Or deg(T V) < deg(A;) et A1|(T V) donc T =V et par suite U = S.
2n—2

b. X2n 1 Z X] Z Xj X2n 1

La dérivée (n - 1) -ieme des deux membres s’écrit :

2n—2
(n—1)! iy . ng1, X" AR(X)
= -1)---(j— 2) X7l 22 ot 4, €R
1-x) j}nilj(‘] ) (i —n+2) +(1_X) ou 4, € R[X],
X2n—1
car - est une fraction rationnelle de pdle 1 et de racine 0 d’ordre (2n — 1).

La division des deux membres par (n—1)! et le changement de variable j—n+1 =k

1 S n+k-1 XA, (X)
ome =2 (") G n

k=0
n—1
B ., ntk—1\ . X"A,(X)
Donc 1= (1-X) kZ;)( i )X —&—7(”_1)!
" k-1
DoncS(X)zZ( E )Xketcomme1:X”S(1—X)+(1—X)"T(X),
k=0

on déduit de l'unicité que T'(X) = S(1 — X).

Solutions
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X3 et (X —1)? divisent P’. Comme deg(P) = 6 et comme (X — 1)% et X3 sont
premiers entre eux, il existe A € R tel que P’ = AX3(X — 1)2.

X6 x5 Xt
Dot P(X) = )\(? —25 ) +navee peR.
On déduit des hypotheses que P(1) +1 = 0 = P(0) + 2. D’out un systéme de
Cramer en A, p.

Compte tenu des indications, on vérifie que @ = (P + XP')(XP + P').

2

On a, pour tout z € R, e” /2 (zP'(z) + P(z)) = f'(z) on f(z) = P(z)e” /2.
f a n racines réelles positives. D’apres le théoreme de Rolle, f/ a n — 1 racines

réelles strictement positives. Il s’ensuit que donc X P+ P’ a au moins n — 1 racines
réelles strictement positives.

D’autre part, (X P'+P) = (X P)’. Par application du théoréme de Rolle, on trouve

e Si 0 n’est pas racine de P, alors X P a n + 1 racines réelles positives, donc en
appliquant le théoréme de Rolle, X P’ + P a au moins n racines réelles strictement
positives.

e Sinon, X P a n racines réelles positives, donc en appliquant le théoréme de Rolle,
X P’ + P a au moins n — 1 racines réelles strictement positives ; mais comme 0 est
racine double de X P, c¢’est une autre racine de X P’ + P.

Finalement, X P’ + P a au moins n racines réelles positives distinctes de celles de
P lorsqu’elles sont strictement positives.

Les racines positives de X P’ + P et P’ + X P peuvent-elles étre deux & distinctes 7
Si @ est une racine commune, alors a > 0 et P(a) # 0 (%).

aP'(a) + P(a) = 0= P'(a) + aP(a) = (a — 1)(P'(a) — P(a)) = 0.

SiQ(1) # 0, alors a # 1. Donc P(a) = P'(a). Or aP’(a)+P(a) = 0 = P'(a)+aP(a)
implique (a + 1)P(a) = 0 i.e. P(a) = 0 puisque a > 0 ce qui contredit (x).

A |
Soient x1,...,z, les racines de P dans C, on a — = Z

P k:lX_mk
s , P(-1) < 1 n
D’apres Iénoncé, P(—1) # 0 et — PD) = ’; T < 5
n n
1 1 ].ka
bone 30 (L Dyoy Lm
Onc; el 2 ;2(g;k+1) ()
Si [zx| < 1, al 9%(1_“) L= 2§ Done, si tous 1 Staient
ilz , alors Re = . Dong, si tous les xj, étaien
b 2azr+ 1)) 20z, + 12 b

de module strictement inférieur & 1, I'inégalité (x) ne pourrait avoir lieu. D’ou la
conclusion. P a au moins un zéro de module supérieur a 1.

a. D’apres les hypotheéses, P(X) — 7 = Q(X)(X — 21)(X — 22)(X — x3)(X — x4)
avec x; €Z et Q € Z[X]. Comme P(z) =14 <= P(z) -7 =17, s'il existe z€Z
tel que P(z) = 14, alors 7 = Q(z)(z — z1)(x — z2)(x — z3)(z — x4).

Donc pour tout k €[1,4], (z — z) divise 7.
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Donc pour tout k €[1,4], (x — z) €{—1,—7,1,7} Les (x — x1) étant deux & deux
distincts, tout comme les g, on a (z — x1)(x — x2)(x — z3)(x — x4) = 49.

Si x est choisi tel que Q(z) # 0, c’est possible puisque @ # 0, on a |P(z) — 7| > 49,
ce qui est absurde, puisque P(z) —7=717.

b. Si P(z) = Q(x)R(x),Q, R € Z[X] et, par exemple deg(Q) < 3 et Q # +1.

On a deg(Q) # 0 car, sinon, pour tout z€Z,|Q(z)] > 2 et alors pour tout
x €Z,|P(x)| > 2 sauf pour un nombre fini (les éventuelles racines de R).

Pour x = by, 1 < k<7, P(by) = 1 = Q(by) = 1 et R(by) = 1.

Pour au moins 4 valeurs de k, @@ prend la méme valeur +1 ou —1. Comme
deg(Q) < 3, le polynoéme est constant : absurde.

c.SiP=1+(X-a1)? (X—0a,)?=QRou Q,REZ[X] et Q, R # +1.

Pour tout z € R, P(x) > 0. Quitte & changer @ et R en —Q,—R, on suppose
Q(z) > 0 et R(x) > 0 pour tout nombre réel z. Puisque P est unitaire, il en est
de méme de @ et R. On a aussi, Q(ax)R(ar) = 1, donc Q(ax) = R(ag) = 1.

Si 'un des polynome est de degré < n, il est constant et égal a 1, ce qui contredit
une hypothese, donc deg(Q) = deg(R) = n. Comme @ et R sont de méme degré,
unitaires et prennent les mémes valeurs en n points distincts, on a @ = R. En
effet, @ — R est un un polynéme de degré < n — 1 qui a n racines distinctes.

Donc P(X) =Q*(X) =1+ (X —a1)?--- (X — a,)?, ce qui implique

(QX) = (X —a1) (X —a,)) (QX) + (X —a1) - (X —a,)) = 1.

Chacun de ces facteurs est donc constant, par suite leur somme qui est égale a
2Q(X) ce qui contredit deg(Q) = n.

Ag = ag et pour tout k > 1, Ap41 = AxX + ax4+1 puis

Ak+1Xn_k_1 = Aan_k + ak+1X7L_k_l. Posons oy = Aan_k.

n—1 n—1 n

Z(akH —ag) = Z ak“X”*k*l. Par télescopage, o, — ag = ZapX”*p.
k=0 k=0 p=1

Comme «,, = A, et ag = Ag X", on a A, = Z%X”_p = P(X).
p=0

L. . 2kim 205
On vérifie que pour m et n premiers entre eux, exp (— # exp (—) pour
n m

(k,£) €[1,n — 1] x [1,m — 1]. Donc 1 est racine double de (X™ — 1)(X™ — 1).
Or X" —1=((X™)"—1) = ((X")™—1) est divisible par (X" —1) et (X™ —1),
donc (X — 1)(X™™ — 1) a 1 pour racine double et exp (2];”)» exp (2?:) pour
(k,0) €[1,n — 1] x [1,m — 1] pour racines.

a. A Dexercice 12 du chapitre 2, I’existence d’un polynoéme T, solution a été établie.
S’il existe P € R[X] tel que, pour tout € R, T,,(cos(x)) = P(cos(z)), comme cos
établit une bijection entre [0, 7] et [—1, 1], pour tout y €[—1, 1], T, (y) = P(y).

Le polynéme T,, — P de R[X] ayant une infinité de racines réelles est le polynéme
nul. Donc P = T,,. Le polynome T,, est appelé polynéme de Tchebychev.

Solutions
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2k + 1)m
2n
Pour k €[0,n — 1], les ) sont deux & deux distincts et éléments de [0, 7]. Comme
cos établit une bijection entre [0,7] et [—1,1], les xx = cos(f) sont n racines
distinctes de T;,. Comme 7}, est un polynémc de degré n, on a toutes les racines

To(cos(0)) =0 < cos(nf) =0 < 0= = 0 avec k€ Z.

de T),. On peut écrire T,,(X) = 2"~ 1 H — k).

b. Supposons que, pour tout z €[—1 1] 21 " < |P(x)], le polyndéme @ défini par
Q=2""1P-T,cR, [X] est de degre < n car le coefficient de X™ est nul.

Q(cos (%)) = 2”*1P(cos (%T)) — (—=1)* est du signe de (=1)*,0 < k < n.

Donc @Q a (n+1) changements de signes sur [—1, 1] donc n racines réelles distinctes
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, puisque la fonction () est continue
sur [—1,1]. Comme deg(Q) < n, le polyndéme @ est nul, ce qui est impossible.

a. Vj €[L,p, P(A;) = +a1/\§_1+~--+ap_1)\j+ap:0.
Donc Vn > p,Vj €[1,p], P ))\7?_1’ = )\ﬂ+a1,\?*1+. . ._|_ap_1)\;?—1)—1+ap)\?—p —0.
D’ou : Z P()j ;’ =S, +a1S,—1+ -+ apSp—1=0.

/
b. Voir les rappels de cours sur —-

c. Pour tout z € C, P(2) = (2 — A)(boz? " 4+ -+ by—1) + by, si, et seulement si, par

égalité polynomiale, by = ag = 1 et Vk €[[1, p]br, — Abr—1 = ag.

Donc Vj €[1, p], bj\P~7 —b; 1 \P~U=1) = \P=iq,.
k

k
11 s’ensuit que Vk €[1, p], Z (bj)\p_j — bj_lz\p_(j_l)) = Z N,
j=1 j=1
k
Par télescopage, Vk €[[1,p], bp A\P~F — APhy = Z N,
k =
Dot Vk €]0,p], br = > _ A a;.
§=0
d. Si A= \;,b, =P(\;) =0.
p—1 p—1 7
Donc = ZbiXp*ifl = <Z)\; k )Xp =1 Qapres c).
i=0 i=0 k=0
p—1 1

— X — )\
Jj=1 j=14i=0 k=0
p—1 7
Donc P'(X) = ( > S kak>Xp 1=% en intervertissant les sommes finies
i=0 k=0

P ,
Or P/(X) = > (p—i)a;XP~17% Un polynéme est nul si, et seulement si, ses
i=0

coefficients sont_nuls, Donc Vi €]0, p—1], S;+arS;—1+- - -+a;—1514+a;So = (p—1i)a;.
Comme Sy = p, le résultat est établi.
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ﬂ — g + al + a2 + a3 + a4
X(X-1D4 X X—-1 (X—-12 (X—-13 (X-1)}4
On a facilement, a = 2 par la méthode des poles.

3+h  3+h s s
PR S T (LR =B o).

3 — 2h +2h% — 2h* 4 o(h?).

a. F(X) =

F(1+4h)=

F(1+h) = h4(

Donca4—3,a3——2,:a2:2 et a1 = —2.
b
b. F(X) = a ay b1 Qg B2

-+ -+ -+ ~—~ T -+ 5"
X—i X+i X-j (X—-5?2 X+j (X+j)?
Par parité, a = —b, a1 = —B;1 et ags = Ps.
, o 1 ij 1 ~1
Par la méthode des poles, a = m =-3 et ag = W =1
1
Le calcul de F'(0) permet d’obtenir oy = §<3j2 —4).

c. F(X)=X+4+3+—= X Xai T (Xa_21)2 + (Xa_31)3 par division euclidienne.
On a classiquement a = —1 et ag = 2.
2 X4+ X3+ X242X —1
FX) - XX X7+
(X —1)3 X(X —1)2
2 4 XP42X*43X+1
(X —1)3 (X—-14 X(X —1)
d. On sait que X2 —2X cos(a) + 1 = (X — ') (X — e™%).
oy Qo B1 B2
F(X)= . . . .
(X) X — et +X—e*w +X—e“’+X—e*”’
1
(efe — e~ia) (2@ — 2¢i® cos(b) + 1)
1 B iea
(—2isin(a))e~@(2(cos(a) — cos(b))  4sin(a)(cos(b) — cos(a))
L’échange de a en —a dans cette expression donne ais. L’échange de a en b dans
les expressions de oy et as donne S et Fs.

. I A7 —
; d’olt ag = 4.

F(X) - ;dotay = 7.

Par la méthode des poles, oy =

o] =

n—1

1 1
e. Avec les notations de 'exercice 18, Po(X) = kZ:O X(ikxk. D’ou oy = PT’,,(Ik).
Comme cos(nf) = P, (cos(h)), par dérivation, —nsin(nf) = —sin(8) P, (cos(f)).
2k +1 —1)k
Comme xj, = cos(fy) ol 0y = (QL)W on obtient P/ () = :1(11(9;2) .
X" —1+42 1 2ikn
EF(X) =" =1+2%— 1+2Z _Zkouzk—en.
1 2k
Qk n—1 _ .
nz; n
po—_@t a0, zn: (2 + ) car F(=X) = —F(X)
&5 T X X—k X1k} -
X H (X2 k2) k=1

Solutions
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En utilisant les méthodes classiques dans le cas de poles simples, on trouve
2n
— (_1\n—k .
Vke[0,n],ar = (—1) (n+k>

B 1 B " a (m) " (n)

k=1 k=1
1
car Hy, (1 — X) = Hy n(X). Comme X™H,, ,(X) = W ol
1 ax(n)
= ap(Mm)Fam (M)X - Fa(m) XXy
(1=Xx)" kzl — X)k
]. i n —|— /43 — 1 k k .
et comme (17 Z " +o(z"), on a tous les coefficients.
k=1
. —~/ ola Br(a) "
i. ( —aQ Zl< X —a) -+ (X+a)k). Par parité, Bi(a) = ax(—a).
B ¢ iy 1 1 1
n 1 = 9 = — .
posant = a W TGt
1 1 t\~ " 1
= 1+ o) (1 Mt +0(tM)
(2a+t)™  (2a)" ( * 2a +0 (2a)" * Z +00")
1
Donc ay,(a) = o et ag(a) = A\p—j pour tout k€[1,n —1].
L Cmn () (W (-1,
! 7! (2a)7 J
i R ! @Y € Onaatbre—0= lim wR(x)
. — — n =U= 1m .
) XX +1)(X+3) X X+1 xy3 oremome=i= SR 0
1 1 1
On trouve aisément par la méthode des poles : a = 57 b= —3 etc= 5
n 7L+1 n+3 1
=a +b +c - Notons v, = — alors
ISLTETS SEET) SERED 9p3 >

Zn:R(p):(a+b—|—c)%+b(1+%)_~_c(_1_}_}+ 1 N 1 N 1 )

= +1 2 3 n+1 n+2 n+3
> 1 1 7
D R(p) = —b (_1_,_7 _ .
onc; (p) +c 5 3) 36
1
a. F(X) =

(X2 +2X +2)(X24+2X +5)

Premiére méthode :

X2 42X +2=(X+1)2+1=(X - A)(X —X)ou )\ =—1+iet
X2 42X +5=(X+1)2+4=(X - X)(X —Xy) olt \g = —1+2i.

o a1 Qa2 Qg
D X) = —
Oan( ) X_)\1+X—)\1+X—/\2 X - /\2

On détermine les coefficients complexes a; et as et I'on calcule les primitives

dt
/t—)\ ou AeC.
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Deuxieme mét(hidg : X 4d
a C P
TX) = ox s T X2y ax g5 Ve e b drels

b
lim zf(x)=0=a+c; f f—l— - Si dans le produit f
T—+00

=125
=a(—-14+i)+b dota=0etb=

1
td=—=

3
z+1

1
Donc /f == arctan(x +1) - G arctan (T)

b. X4+1= (X2+1) —2X?% = (X?2-V2X +1)(X%++2 X +1). On peut procéder

comme a l’exercice précédent.

X)(X242X +2)

\r—\’\
—

- On déduit des

Wl =

on substitue A\; & X, on a

e

deux autres égalités, c =0

F(X) = aX +b n cX +d
X2-V2X+1 X24+2X+1
La fonction x — f(z) étant paire, a = —c et b = d.
L1 2a V2 1

1 —V2X+2 2X +2
Doncf(X):f< V2X 4 V2X 4 )
A\X2-V2X+1 X24+V2X+1
En procédant comme dans les rappels, on trouve
1 2 1 2 2
/f o = —=1n (5 ‘4 V2t )+\[ ctan<L‘TQ)
42 V2r+1 4 l-—x
c. Faire le changement de variable ¢ = th(z). D’ott une primitive

1+ ¢ 1 2t —1
Fioo 1 (=) + = arctan (=)
T 611 T—ir 2 —&—\/garcan 7
(1 — —)dﬂc
_ 72 B du .
d. f(z)dz = T2 TN~ 2z =1)
(l‘ + *) (1‘ + 1+ 7)
x x
La décomposition en éléments simples de m est immédiate et
x 1 22—z +1
Fo= i (555
(z) x2+1+2n 22+x+1
cos(nt) . 2 it|2
a. fnit— 5 est continue sur R car 1 — 2z cos(t) +2° = |z — ¢’

1 —2zcos(t) +x
est non nul car |x| # 1. Donc I, (x) est définie pour tout z € R\ {—1,1}

b. Le changement de variable recommandé donne Iy(z) = ﬁ
-z

1
Comme fi(z) = % (( + 22) fo(x) — ) pour x # 0, on a

x

13”2 size]—1,1]
Li(z) = % et I,,(0) = 0 pour tout n > 1.
si|z] > 1

x(z? —1)
c. Dorénavant, x € R\ {-1,0,1}

Solutions
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Iny1(x) 4+ Ihoa(z) = 2/07T fn(x) cos(x)dx.

1422

1
@) = 5= (A +2)fo@) = 1) = Lia (@) + L () = — ().
(In(z))n>0 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique
1+ 22 1
est : r? — T r+1=0 e (rfx)(r77> =0.
T T

1
Il existe un unique couple (a,b) €R tel que Vn €N, I,,(z) = az™ + bx—n-

a+b=Iy(z)
On détermine a, b en résolvant le systeme de Cramer : b
ar+ — = I (x)
" x
T
5 si0< x| <1
Donc I,,(z) =4 1=
——— si|z[>1
an(x? —1) st fal
Travail dirigé
n désigne un entier supérieur ou égal a 2, U ’ensemble {z eC ’ |z| = 1}a A1y ..y Oy

n
des nombres réels deux & deux distincts et P(X) = [ (X — ax).
k=1
On se propose de montrer que le minimum de |P| sur U n’est atteint qu’en +1.

1. Montrer existence d’'un minimum de |P| sur U.
2. Traiter le cas ou {aq,...,a,} N{=1,+1} #2.
On suppose désormais {a1,...,a,} N{-1,+1} =2.
R — R
0 — |P(ei9)|
. 19 - ay, sin(6)
feR =2 )
(i) VO R, (0 ; ai — 2ay cos(f) + 1
(ii) pour tout 6 € R\ 7Z,
f"(6)£(0) — £(6) f'(9) - ajp
= cotan(6 .
72(0) cotan(?) T g kz::l — 2 COb(e) +1)2

3. Montrer que 'application f : ( 2> est de classe C™ avec :

4. Conclure.
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Solution

. 0 — |P(e")| est continue par composition sur le segment [0, 27] & valeurs réelles
et donc admet un minimum.

. Dans ce cas la valeur 0 est minimale et atteinte uniquement en tout point de
lensemble {a1,...,a,} NU ie. en £1.

n n

.SifeRona f(0) = H(ew —ap)(e™ —ay) = H [af — 20y cos(0) + 1] et donc,
k=1 k=1

comme produit, f est de classe C*.
n

De plus f/(0) = Z (204;€ sin(f) x H [043 — 2« cos(6) + 1]) d’ott I'égalité (i).

k=1 J£k
P\ o F0)F6) — £206)
<f>(9)_ 7200)

n n

Z 20y cos(6) 3 Z 403 sin?(6) .
= o3 — 20y, cos(6) + 1 = 02 — 20 cos(0) + 1}2
Si 6 ¢ ©Z alors cos(f) = sin() x cotan(#) d’ou (ii).

. Si f admet un minimum en un point 0y de R\ 7Z alors nécessairement f'(6y) = 0

d’ou 170 _ = —4sin?(fp) Z o < 0 et, comme f(6y) >0
f(6o) ] -2 cos(Ho) ] 7 7
f"(6o) < 0.
Par continuité, sur un intervalle [0y — 7,00 + 1] on a f” < 0 d’ou le tableau
0| 0—n to o +1
f// _ _
ff1>0 N0 <0
f e N\

qui ne correspond pas du tout & un minimum. Donc f ne peut atteindre son
minimum qu’en un point §y de 7Z et alors e?% = +1.

|P| atteint son minimum en +1.

Solutions






9 - Analyse asymptotique

Rappels de cours

1. Comparaison des suites

On supposera que la suite réelle (v, ), ne s’annule pas & partir d’un certain rang
i.e. qu'il existe un élément ng de N tel que Yn € N, n > ng = v, # 0.
e Définitions

u
On dit que (uy,)n est dominée par (vy,), et on écrit u, = O(vy,) si la suite (—n)
est bornée. En particulier u,, = O(1) si, et seulement si, (u,), est bornée.
On dit que (uy,), est négligeable devant (vy), et on écrit u, = o(v,) si —n>
v n

converge vers 0. En particulier u, = o(1) < u, —— 0.
n—oo

u
Enfin on dit que les suites (uy)n et (v,), sont équivalentes si — —— 1.
Vp M0

Et donc, si £ # 0, up, —— { <= u,, — £.
n—o00 n

— 00
e Comparaison de ces notions
Up = 0(Vy) = Uy = O(vy),
U, Up <= Up —Up = 0(n) = uy, = 0(vy,) et v, = O(uy).

n—oco n— 00
¢ Remarques

Uy ~ Vp = UpV, > 0 pour n assez grand et, donc, si a partir d’un certain rang,
v, > 0, il en va de méme pour u,.

Si (Un oo v, et v, m f) alors Uy, m /.

e Liste

Sia>0ectSeRona:n’(n)=o(n®), nf =o(e*) et ™ = o(n!).

Formule de Stirling : n! —— (ﬁ) 2mn.
e

e Opérations et équivalents

. Un, Un

Si(un =2 Un et Tn =2 Yn) alors up®n o UnYn, = et pour tout
A [0} (0%

réel o, [up|® =5 val®

Si (un =2 vneton —= CeRy\ {1}) alors In(uy,) —= In(vy),

eln — e <— u, —v, —— 0.
n—oo n—00
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En revanche : u, ~ v, & u, +w, ~ v, + wy,.

Si Pon doit additionner on écrira wu,, = v, + o(vy,) d’out u, + wy, = vy, + Wy + 0(vy,)
et on regardera si o(vy,) est un o(v, + wy,) ou non.

. Comparaison des fonctions

e Définitions

On suppose les fonctions définies sur un intervalle I dont a est élément ou extrémité
(finie ou infinie). On supposera également 1’existence d’un voisinage V' de a tel que

zeV\{a} = g(z) #0.

On écrit f(x) O(g(x)) si g est bornée au voisinage de a,

Tr—ra

on écrit f(z) = o(g(x)) si f admet 0 pour limite en a,
r—a g

et on écrit f(z) —~- g(x) si f admet 1 pour limite en a.
’ g

On en déduit les mémes propriétés que pour les suites et les mémes regles quant
aux opérations.

e Liste

T 3o e =1 —~; In(1+x) —~; sin(z) -~ arcsin(z) -~ tan(z) ~— arctan(z) et
aussi  — sh(z),

= 5o L —cos(w) ——; ch(z) — 1,

€ S 2¢h(z) o4 2sh(z).

. Développements limités

e Définitions et premiéres propriétés

On dit que f admet en a un développement limité d’ordre n s’il existe des réels

ap,at, ..., an tels que f(a+ h) o S aph® + o(h™).
k=0

Les coefficients ag, a1, ..., a, sont alors uniques et, si m < n, le développement
m
limité de f en a & Pordre m est f(a+ h) o > agh® + o(h™).
—Y k=0

n
Le polynéme P,(X) = Y apX" est appelée partie réguliere d’ordre n du
k=0

m
développement de f en a, le polynome P,,,(X) = 3 ap X" est la troncature de P,
k=0
a lordre m.
Si I'un au moins des aj est non nul on choisit p minimal tel que a, # 0 et en
changeant 1’écriture on obtient le forme dite normalisée

fla+h) o h?(ag + ath + - - + ayh™ + o(h™)), développement d’ordre p + n.
—

On rappelle que f est continue en a (resp. dérivable en a) si, et seulement si, f
admet un développement limité d’ordre 0 (resp. 1) en a.

Sia=0etsif est paire (resp. impaire) alors 1 < 2k + 1 < n = agk+1 = 0 (resp.
0<2k<n=agy =0).

Dans le cas ou a est infini on se ramenera au cas ol a = 0 en utilisant le changement

1
de variable t = —-
T
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e Opérations

Les notations ici vont de soi

Combinaison linéaire

Si fla+h) = P(h)+o(h"), gla+h) = Q(h)+o(h™)
h—0 h—0

alors (Af + pg)(a + h) o (AP + uQ)(h) + o(h™).

Produit

Si, sous formes normalisées, f(a + h) o h?[P(h) + o(h™)]

—

et g(a+ h) e h4[Q(h) + o(h™)], alors en notant S la troncature & l'ordre n du
—
produit PQ, (fg)(a+h) o hPT4[S(h) 4 o(h™)].
—

Composition
Si sous forme normalisée g(a + h) o h?[Q(h) + o(h™)] ot p > 1 et, sans forme
—

normalisée, f(g(a)+k) o P(k)+o(k™) ot mp > p+mn, en notant S la troncature
—
a lordre n de P(XPQ(X)), (fog)(a+h) o S(h) + o(hP*™),
—
Quotient

On va utiliser la composition et le développement

1 - k n
— hz%z—oh +o(h™).
On suppose que l'on a les formes normalisées f(a + h) o h? [P(h) + o(h™)]

—
et gla + h) o h1[Q(h) + o(h™)] avec ¢ < p. On pose b = Q(0) et on écrit
—
Q(X) = b[1 - S(X)].
fath) _ W \ 1 N

Alors Sath) w0 T[P(h) + o(h™)] x TS0 + o) et, en utilisant la
composition et le produit, on développera le quotient a ’ordre p — q¢ + n.
Intégration

n hk+1

n a+h
Si f(a+h) o Zakhlg + o(h™) alors / Z
k=0 @

k=0

+ O hn+1)

e Liste
La liste provient de I'application de la formule de Taylor-Young :

" ofk)
si f est de classe C™ au voisinage de a alors f(a + h) o E !/ k|(a) R* + o(h™).
— !
k_

n k n (71)kx2k+1

T i n : — 2n+1
¢ z:>0 =0 k! + O(I )7 SIH(ZE) z—0 kZ:O (2k} + 1)' + O(SU )’

i T o), —In(l—z) =3 2 +oa"),

-1 .
siaeR, (1+2)* = 1+ozx—|—M1‘2+-'-+ z"+o(z"),
x—0 2 7’L'

3
X 3 z 3
t = - t arct = z—— .
an(z) ST 3 + o(z?) et arctan(x) 0% 3 + o(z?)
On obtiendra les développements limités de arcsin en 0 par intégration de ceux de

sa dérivée car c’est, en x, (1 —z2)~1/2,
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e Utilisation géométrique

Si f(a+h) =, 0 + arh + aph? + o(h?) o p > 2 et a, # 0 alors la tangente
au graphe de f en (a7 f(a)) a pour équation y = ap + a1(z — a) et la position du
graphe par rapport a cette droite est donnée par le signe local de a,h?. Ainsi le
graphe «traverse la tangente en ce point » si, et seulement si, p est impair.

S’il existe un intervalle ouvert de centre a sur lequel f est définie on a déja vu que,
pour que f présente en a un extremum local, il faut a; = 0.
Supposons que p est pair. Il s’agit un minimum si a, > 0 et d’un maximum sinon.

Enoncés des exercices

. Si (2,,)n est une suite récurrente définie par xzg > 0 et z,41 = |2, — n|, montrer
n

que In 5o 5

n—oo n— oo

S|

. Si (un) € RN, lim (uy,) = 0 et uy, + Upgq
n— o0
Et si (uy,) décroit ?

— a-t-on u,, —
n

. Soit (uy,) € (Ri)N telle que : Vn € N, U?H—l = Zuk
k=1

n
Montrer que u, m oo et up o 5

. a. Btudier (uy,) définie par : ug > 0 et up 11 = u2 + uy,.
1
b. Montrer que la suite (v,) définie par v,, = on In(uy,) converge.

c. Soit ¢ sa limite, montrer que u, —— exp(2"().

. Soit (a,b) € R2,0 < b < a. Montrer que les suites (a,) et (b,) définies par
1 1

—— = — 4+ — et apt1 = =(an + by) convergent et ont méme

bn+1 (079 bn 2

limite ¢ = ¢(a,b). Donner un équivalent de a,, — £.

On pourra calculer an+1 — £ et apy1 + L.

ap = a, bo:b7

. Montrer que : Vn € N, 3! z,, € }mr - gﬂ’Lﬂ' + g |:7 tan(z,) = z,.
Déterminer («, 3, a,b,c) € RS tel que :

n—oo

a b c 1
Tp = na+ﬂ+—+—2+—3+o<—3>-
n n n n
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.VneN*, u \/n+\/n—1 c 4 VAL

Montrer que u, = (n) On pourra comparer u, et f Montrer que
n— oo

(7
" n—oco

. Déterminer le développement limité a l'ordre (n) au voisinage de 0 des fonctions

définies par :

f(x):arccos( @)smxe] [etf( )= 4);
o) = (D) (), — /alin(@) +sh@) —22)  (9).

X

. Déterminer les limites en (z() des fonctions définies par :

(1 +sinz)t/® — el=e/2

fle) = (1+ tanz)l/® — el==/2 0
2 . 1 . 1 .
o(@) = wln(@)[sin () —sin (e )] (hoo)s
_ @) — o) siu(z) = sh(z) et v(z) = cos(z
)= T ey O =B Gy e vl = 1 cos()
k(x) = aln(z) —2Tn(a) 2 (a) ot a € RY \ {1} est donné ;
o) = (aln(z) — z1n(a))?(zIn(z) — aln(a)) (a) ott a € R, est donné.

(x—a)[x—a—aln (%)}

Calculer les limites : )

a. lirnC>o [chﬁ—chﬁ]l/ﬁ; b. lim [arcmn(:z:))]x :

e z—+oo Larctan(z + 1

. 1
c. lim $3 [arctanx — arccos *:| ]
r—r+00 X

™
tan(— 1 \3z x/2
d. lim (2 — z) (293); e. lim wKHf) _(1+§) } :
r—1 T—400 2x T

: . . 1 Y
f.h(r)nfetk:roréf&f()—[ﬁz:ai} sia; >0;

1=

g. lim [cos ( ) ( )] ;
T—+00 3x+1 6x + 1 _
. 2(1 —cosx)sine — 23V1 — 22 . .. (sinz)®h?® — (shy)sin®
h. lim — ; i. lim .
20 sin® ¢ — o 20 (tan x)thz _ (th x)tanm

a. f(z) = 2% + x. Montrer que f est un homéomorphisme de R sur R et que :

£ () = L5 %x—3/5 _ 2—153:_7/5 +o(a ).
b. Soit ¢ € R? . Montrer que I’équation ze® = % admet une unique solution x = g(t)
et que : g(t) = 1o l—l—i +o(l>-
t—otoo t  t2 0 213 3
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Solutions des exercices

. Si, pour tout n €N, z, > n alors la relation est z,4+1 = x, — n et donc (x,)n
décroit et est minorée par 0 donc converge, ce qui contredit I’hypothese de départ.
Soit donc n € N tel que z,, < n, alors x,41 =n—x, <n <n+1 et dong, il existe
ng EN tel que VneN, n > ng = z, < n.
Sinznoonatpa=mM+2)—2,01=m0N+2)—(n+1)+x, =2z, +1 do,
pour tout pEN, Tp12p = Ty + D et Tpgtopt1 = Tng41 + P

T 1 T 1 T 1
Cela montre que —2+2P = ot ——rot2ptl — et donc % — =
ng +2p p—oo 2 ng+2p+1 pooo 2 n n-ooo 2

n

ou encore Zn 5o o

. % (="
. Si, pour tout neN", w,, = + — alors (uy, ), converge vers 0 et
vn n

Unp, + Unp+1 =

) e 0 )]

m(f) o(m)+ o] ==

Et pourtant wu, 74 —-
n

On suppose désormais que (u, ), décroit.

2
Alors a,, = Uy + Upt1 < 2up < Uy + Up—1 = Gp—1 et, comme a, s T bar
n
. 1
encadrement 2nu,, —— 2 i.e. u, —— —-
n—00 n—oo p

.SineN, u%+2 — ufbﬂ = Up41 > 0 donc (uy)n>1 est croissante. Si elle convergeait

vers £ on aurait 0 = ¢?> — {2 = {, ce qui contredit la croissance de la suite.
Donc 4, —— 4o00. Comme u%H — “31 = (Uny1 — Un)(Ung1 + up), ON a
n o0
U U 1 e e .
Up41 — Up = - = - —. L’utilisation du travail
unJrl + Unp, U, + U% + Up, n—oo 2

. . 7 7’ N \ re . u
dirigé « Théoreme de Cesaro», on en déduit — —— = i.e. Up -
n n—oco 2

. a. (un)n est croissante et, si elle converge vers £, par continuité de z +— 2% + =,
onal=0+0ie £=0dou0 < uy < u, < ¢ =0, ce qui est absurde. Donc

Uy — +00.
n—oo

b. Vn1 = = 27" Iy 4 up) — 27" n(un) = 277 (1 +upt) <277 ol
l'on a posé a = In(1 + vy ). On remarque que Un+1 vy, = 0.
. _a 1—27p71
SipeN, Z(Un+1—vn)—vn+p+1—vo ZQ 5 — < a.
n=0
(vn)n est croissante et majorée donc convergente.

c. D’apres le calcul précédent et par croissance de (u,) —n on a :
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n+p n+p

p
kE (Vk+1—Vk) = Upipt1—Vp = Z 277 (14w, ') <277 ln(1+u;1)k2 27k
=n =0

d’ott, quand p — 00, 0 < — v, < 2 "In(l+u,l) = o(27") car u, —0.
n—oo n—oo

Donc 27" In(u,) =v, = £+o0(2~ uis u, = e2"¢x el — 27
( n) " oo ( ) p " oo n—00

. 0< by < ag.
—b
Sio<bg<--<b,<ap,<--<ag alorsan—anH:anTn>0,
2 2 1 1 (an — bp)?
— — =———>0¢ta -b =" " _>(0dou
by, bn—l—l by, an a e Q(Qn + bn)
0 < by < - <bpp1 < Gpy1 < -+ < ap, ce qui montre les convergences de
L+ v

(an)n €t (bn)n. Sion note £ et £’ leurs limites alors ¢ = d’ot £ = ¢’ €]ag, bo] -

1 02
Pour tout n €N, a,11bp11 = anb, d’oll a,b, = £ et donc a, 1 = 5((1” + 7)
[£29)
1

1
d’oll ani1 + 4 = Q—(an + 6)2 et ant1 — ¥ = 2—(@” — €)2 puis, par quotient,
an anp
Qg1 — 0 an — 1 Qd, Wl (ag—t\? - ont
Y = — ce qui montre
a1 +€  \ant0 an+€ a+l) mnoe 2 d

_n
que a, — € —— 20 (ag . €> avec £ = v/ab car (anbn)n est constante.

. Pour tout n €N, ¢ : x — tan(z) — z est dérivable sur I,, = ]mr - g yn + g [ avec

¢'(z) = tan?(x) > 0 sauf en n7. ¢ réalise une bijection de I, sur R d’ot1 I'existence
et I'unicité de z,,. Par encadrement x,, o TV POSONS Ay = Ty — M.

7T N
On a |a,| < 3 et tan(a,) = tan(z,) = 2, = a, + nw d’ou a,, = arctan(nm + a,,)

T T
et, par suite, a, — —- On pose b, = a,, — 3’ alors tan(a,) = — cotan(b,) d’ou
n—oo

tan(b,) = —— —o ——— =7 bacar b, —>0
Tp " nw ™

Alors tan(b,) = Tnm+ I — L+ o(d)

nm n
b 5 1 1 1 14\~
soit b, + - 3 + o(b;) = _H(l + 50 T + O(E)) et, comme on a
e (i) b = —— 4 1 + (i)
" neo © n2 T on n—oo NI N2 o n2
1 1 1 1 1 1 1 -1
B reportant by — 555 +o(5) = = (1+ g - g +o( )

. , 1 1 1
puis, en développant b, — 5 +o( 5 ) =~ 4o [ S| vo( )
dond, =~ 4o [ 2 o) et ens
O S Thm T onZr  nnl3gz Tg) T\ ) ctenin
n s 1 n 1 1 [ 2 n 1} n ( 1 )
Tpn=NT+ - ——+ 5" — 5|55 T~ o\ —3 |-
2 nr 2n2m n3wl3n? 4 n3

Solutions
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.U = 1 < \ﬁ
Supposons u,_1 < vVn—1letn > 2, alors u, = YN+ up_1 < Vn++vn—1 n vn—1 dou
Uup < v/n+/n < y/ncar n+y/n < n? En effet cela revient & 1+ — \f < n qui
n
1
découle de 1 + — N < 2 < n. Dong, par récurrence, pour tout n € N*, Up < /1 et,
n
donc, u,, = o(n).
n— oo
_ L\ 1/
Alors un ! — 0 et, comme u,, = n'/* (1 + u) il vient u, —— nt/4,
n oo
- _ o 1/4 —3/4 —3/4\11/4 1/4 1 —3/4
Ensuite u, = n M1+n 1/ +o(n=3/")] =n / [14— 137 + o(n=%/*%)
1
soit encore u,, = /it — 4 0(—)~
n—o0 44/n Vn
o (7)) =(EY I (2 2 )
2 3 15
1 /2% 224 R 2?2t
=1— (= += o= =1L -
. 2(43+15)+28X49 o) ¢ a0 o)
. f@) | fi(=) z 5Y s
ou 1 — =1l-—-— 20,
d’on 22 + 5 5 2 10 + o(x”) puis, comme f(z) >0
IO 3 40\ 1/2
1-— 1+ —
f(x)< 12 ) \/§(+20+ ol ))
3 3
f(x) — fz(f) = % + m4\0/§ + o(x?) d'ont f(x) ~ % puis
x 3 1 1 T 43 4
:c:—Jr;E\/g(— )+0 — + ——= to(z").
f(z) 7 o51) T = WAV (%)
sin(z) 2zt . sin(z) 2?2zt 12*
=1-—=+ — d’ou 1 =—(——-—= -
z 6+10 (‘Z) Oun(;c) (6 120) 236 o)
soit In (Sm ) K - f—o + o(zh).
2 3 _
Alors cotan? (f) In (S;néx)> = ;ii<m + % +10(x3)1) (1 + % + o(x )) soit
In (g9(z)) = 76(1 — %) (1 + % +o(z?) = ~5 + KE)OI + o(x?) et enfin
gla) = e 00wt/ 1s0rotet) _ 1/0(1 4 1902) | og2)
180
5 2 9
sin(z) 4 sh(z) — 2z = g—o + or + o(z'?)
28 2410 130\ Y 3 4 S\ 1/2
d’ott h(x) (@—FT—’_O( )) —2m(1+m+0(9€)) et enfin
1 z’
h(z) = (¢ + 5o ) + 0.
@ = v\ T 3g7sg) T
3 3 2 3
. In (1 +sin(z)) = ln<1+x—%—|—o( )) =z - % —%+%+0(9:3) d’ont
2 2
1n(1—|—s1n( ))—1+E~x— Dememefln( )N?et,comme

2 6
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6% In(14sin(z))—14+% -1 1n ( + sm(a:)) -1+ % —1 1 .
f(z) = — = ~ 1 p ~ 5,5 = 7 il vient
ew In(ttan(@)=1+5-1 > In(l +tan(z)) -1+ § — 1 ”” 4
. 1
imf=7

a+b
2

)sin(a_b) et, lorsque a = L et b= _
2 In(x) In(z +1)

<1 In(z) ) d'ot

sin(a) — sin(b) = 2 cos (

alors sin(a) — sin(b) ~a —b =

x) In(z) +1n (14 1)

| . In(1+2)y-1) In(1+2) L ot
sln(a) — Sln(b) ~ ln(x) <1 — (1 + W) ) ~ ln2($) ~ CL’IHQ(x) d’ou

lim g¢(z) =1.

r—r+00

) ev(z) In(u(z))—u(z) In(v(x)) _ 1

u(x) = 2 et v(z) — 2 d’ou h(z) ~ puis

u(z) —v(x)

v(z)In(u(x)) — u(z) In(v(z)) [v(z) — u(x)] In(u(z)) — u(z)In (%)
— ()

h(x)?? @) :4< ) ) g )

ln<u(x)) ~ s T T T ot lim h(z) = 41~ In(2)].
Sigp:x+— ciln(x)—xlln(a) alors p(a) = 0, p est dérivable en a avec @’fa) = 1-1In(a)
d’oit lim w = ¢'(a) =1 —In(a) puis lim k(z) = T (@)

et, en posant t =a+ h on a

z) — (a)\* zln(z) — aln(a
o) - ()2 soe) it
zln(z) — aln(a) aln(1+ %) +hln(a+ h) h[1+1In(a)] +o(h) .
[ETE (5) = 1_ n( ) = % +o(h) qui tend,
lorsque h — 0, vers 2a[In(1 4 a)] d’on hm E( ) =2a[l— ln(a)]2 [1+In(a)].

a
h
a

1
)

o tn ([oh (VaF 1) — b (vB)] ) = = {m(ch(\/g?)) fin (m)} .

(V)
ch(vx+1)

oVF
Orch(ﬁ)NTd’oﬁln(ch(ﬁ))N\/Eetln( (Vi) )zo(\/i) d’ott

i (feh (VT 1) —cb (V)] 7 ) ——Let [eh (VAT T) —ch (v&)] 57 ——

T—r+00

( arctan(x) ) arctan(z) 1 arctan(x) — arctan(z + 1)

arctan(x + 1) arctan(z 4+ 1) z

2

— 1
or arctan(z) — arctan(x + 1) = arctan (%)
1+z(z+1)

1
done, pour x assez grand, k, = 0 d’olt arctan(z) — arctan(z + 1) ~ —— d’olt
x

9 ( arctan(x) )
arctan(z + 1)/ z—400 7

+ kym et ky — 0
r—+00

2 . ( arctan(x) )1
—=—e
arctan(z + 1) T—+00

() = arctan(e) —anceos () = 7 — arceos (2) = (G - arctan(s)
C. a(xr) = arctan(x arccos - = B arccos - 5 arctan(x

e 2/,

Solutions
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d'ott ofz) (1) ‘ (1) 1+1 1+1+<1)d"
ol af(x) = arcsin(—) —arctan(—-) = — 4+ — — = + — + o = ol
x T r  6a3 r 33 3

dIn2-z)~2—-2)—1=1—2=—hsilonpose x =1+ h.
T T 1 N T\ mh 2
9% =3 %T1h 2(1—h—|—0(h)) doutan<%> = cotan (?—I—o(h)) Nﬁet

donc tan <%> In(2 —2) — 2 puis (2 — z)"™" (%) —— e,
1
(3))

rz—1 s rz—1

e. B(z) = (1 + %)% = exp (330111 (1 + 21$>) = exp <3:10(21:lj — é) +
d’ott B(z) = exp (g) exp <_8333 + 0(;)) _ e3/2(1 _ %) +O(é).

Deméme'y(x):(1+;>m/2:eg/2(1 9)+0(1)

4z /x
9 3 15¢3/2
s o1 B _ 3/2(7 7) _ .
d’out IEwa(ﬁ(x) v(z)) =e 173 3
L1 L1 1~ evln@) — 1
1 ! (7 zln(ai)) o 7<7 zln(ai)i]_) ——
» /@) e \n i=1 ’ =0 zin ;e i *
ea:ln(aq-,) -1 | | 1 <& |
or . — n(a;) pour tout i €[1,n] donc In (f(x)) — e > n(a;)
1) (1i1 )= (11+)"
puis f(x) —oexp( n(a;)) = 4 1al .
1=
On suppose a1 < as < -+ < ap < Apy1 =+ = Qp.
x n—p . / .
— Y lsaufsia; =---=a, =1
- .z:az 2SFoo 5, On " _>,+oo sauf si a; an,
Dans ce cas ln( Z ) 250 Tln(an) dott f(2) oo O
Sia = =1 alors f est constante égale a 1.
g o(x )—cos( ) (6$+1> mld’oﬁmln(é(m)) x;\roox[é(x)—l]
. T 1 . T 1
soit x In (6(x)) 25 T00 T [cos (317 n 1) ~3 + sin (6a: n 1) - 2] .
7&8(”) _% — . cos’ (f) = —ﬁ d’ol COS( e ) N ™o T
u—% w3 3/ 2 341/ 2%+ 3r41 3
uis, en réduisant au méme dénominateur, COS( i ) Y
P, ’ 3r+1) 2] etx g3
1
De méme z {sin (6;—7— 1) - 2} 2o W d'ot zIn (4(z)) P % et
donc ((x))" ——— em/8V3,

T—400
h. sin®(z) — 2° = [sin(z) — 2] [sin*(z) + zsin®(z) + 22 sin®(z) + 23 sin(z) + 2*]
3 7

5x
d’ott sin®(z) — 2° 0 T 5t =5 ce qui montre qu’il faut développer le

numérateur a ’ordre 7.
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2(1 — cos(z)) sin(z) — x3v/1 — a2 19/160 57
sin®(z) — a® =0 —5/6 400

sh(z)In (sin(z)) o rn(z) - 0 et donc, en factorisant :

En le faisant on a

i E(l‘) — Sin(x)sh(x) _ Sh(x)sin(x) — Sh(x)sin(gc) [esh(w) In (sin(x))—sin(z) In (sh(ac)) _ 1}
d’ott e(x) —~; sh(z)In (sin(z)) — sin(z) In (sh(z)) soit
e(x) =xln (sin(ax)) + v In (sin(z)sh(z)) + o(z® In(z))

- sh(x) 6

x—0

z—0

2
1—2Z +o(x?) z3
= zln (—S 2T 4 2 () + o231
xn(1+x62+0(x2) 3 n(z) + o(z” In(z))

x> a3

3
- T 3 _
S0 3 + 3 In(z) + o(2” In(z)) 503 In(z).
223 e(x) 1

De méme ¢(z) = tan(z)™(®) — th(z)t ) — 3 In(x) d’ott @) —7 3

a. f est de classe C! sur R et f/ : x — 5z* +1 > 0 donc f réalise un C!'-
5

difféomorphisme croissant de R sur lui méme car f(z) —+  °.

Posons y = f~!(z), alors * — 400 = y — +oo et, comme y° +y = z il vient
v —~— xiey —— al/°
r—~+00 o T—~400 :

Posons z = yz~ /% puis z =1+ h ott h — 0.
(L+h)°+275(1+h)=1s0it 1 +h=(1—2=4/5(1+ h))1/5 et, en développant
_ Loaps _h a5 2 g5 -8/5
1+hxﬁ—+ool—5x/ — T / ~ 5% /—I—o(m )
—4/5 9p—4/5 —4/5
puis h = _Z (1—|— 335 )(1+$5

T—>+00 5
o—4/5  p—8/5 _
soit h seo B o + o(z™8/%) d’ont le développement demandé.

b. h: x> xe® est de classe C! sur R avec b’ : x + (1 + z)e® d’ou le tableau

) o)

T —00 -1 0 400
h(z) | 0 AW S0 S 4o

qui montre que I’équation a une et une seule solution.

. @
Quand ¢t — +o0 alors x — 0 d’olt 7 =% 5 T

1 1 1 1
Posons x = ;—i—y alors 1 = txe® = (1+ty)e%+y = (1+ty)(1+¥+y+ﬁ+o(t—2))

. 1 1 1y . 1 1 2\1 1 .
dony(t+2) = f¥<1+2ft)+0(t—2> ie.y= ft—z(l+2ft) (1+¥) +0(t—3) soit
1

1
Y= ) + % + o(t—3) ce qui est le résultat souhaité.

Solutions
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Travaux dirigés

Equivalent du terme général d’une suite récurrentel

Soient a € R% et f € C([0,al,[0,a[) telle que :

0< f(z) <zsizel0,alet I (o, k) € (RY)?, f(x) =, % azttFk 4 o(xFt1).
Tr—r

On pose ug €10, a[ et pour n > 0, up+1 = f(un).

. Montrer que la suite (u,) converge vers 0.

Déterminer v € R* tel que la suite ((un41)” — (un)?) converge vers £ € R*.

. En déduire un équivalent de u,,.

3. Exemples : f(z) = ze ™ ; f(x) = arctan(z) ; f(z) =In(1 +z) ;

f(z) =sin(z) ; f(x) = z — 2. On pourra préciser dans ces cas un intervalle I de R
tel que ug € I = lim (u,) = 0 et on donnera un équivalent de u,, lorsque n — co.
n—r oo

Solution

. Comme |0, a[ est stable par f la suite (un), est & valeurs dans cet intervalle et
strictement décroisant car 0 < x < a = f(z) < z. Cette suite converge donc dans
[0, a[ et, en notant ¢ sa limite, par continuité de f en £ on a f(¢) = ¢ d’ou £ = 0.

fr(z) — a7 = a7 [(fgf))’y — 1} = 27 [(1 - az® + o(z"))" — 1] e —aryzh Y
d’ou, avec v = —k, £ = ak.
n—1
. Le TD du chapitre 4 montre que ﬁ’;(uzﬂ —u}) — £ ou encore, par
ul o ug
télescopage, ?” — ZO — tdouu) — fInie u, — (k) 1k,

. frx— ze® est de classe C! sur Ry avec f/(z) = (1 —x)e”® < 1siz > 0.

Le théoreme des accroissements finis montre que, si > 0, alors

f(z) = f(x)— f(0) < —0 et, comme f(z) >0, il vient 0 < f(z) < z. Tout a > 0
convient et f(x) o z(l—z+4o(x)) dota=k=1.

Si ug > 0 alors (uy), converge vers 0 en décroissant strictement et u, —— —
n

~ * N ~
De méme arctan est de classe C' sur Ry avec arctan’ < 1 sur R} d’ou, de la méme

1
fagon, x >= 0 < arctan(z) < z. De plus a = 3 et k = 2.

Donc si ug > 0 alors (u,), converge vers 0 en décroissant strictement et
3

Un 5o m
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f x> In(l+ 2) est aussi de classe C* sur R, avec f/ < 1 sur Ri et, toujours,

1
z>0=0< f(z) < f(z). De plus a = B et k =1 et donc si ug > 0 alors (uy)n

2

converge vers 0 en décroissant strictement et u,, T T
n

7r 7r
sin est de classe C' sur [075] avec, si 0 < z < ok sin’(z) < 1 et donc,

O<x<g:>0<sin(a:)<x.

s 1 s
dans ce cas on a a = 5 o= 6 etk=2dousi0<uy< <3 lors (uy), converge
3
vers 0 en décroissant strictement et u, —— —-
n—oo n

Enfin f: 2+ x — 22 est continue sur [0,1] et, pour 0 < z < 1, 0 < f(z) < z. On

choisit a = 1, alors @« = k = 1 et donc, si 0 < ug < 1, (uy,), converge vers 0 en
1

décroissant strictement et u,, — —-
n—oo n

Nombres et polynémes de Bernoulli

t . N i
On pose ¢(t) = { dt_1 t#0 On suppose que (¢ Z —'
1 sit=20
b, est appelé n-ieme nombre de Bernoulli.
N
t
Justifier Pécriture suivante : Vo € R, o(t) exp(tzx) Z —| +o(t™)

ou les B,, sont des polynomes (appelés polynomes d B ernoulli)

. Calculer b;, pour i € [0,4]. Montrer que ba,+1 =0sin > 1.

n
1
. Montrer que pour tout n € N*, E (n—|— ) b; = 0.
)

i=0
En déduire que pour tout n € N, b,, € Q.

. Montrer que les B,, sont des polynomes normalisés a coefficients dans Q.

4. Déterminer les polynémes B;(X) pour i € [0,4].

1
. Montrer que : Vn € N*, B, (1 — X) = (—1)"B,(X). En déduire Bap4+1 (f

t
2) et une

conséquence sur le graphes de By, et de B, 1.

. Comparer B, (0) et By, (1) & b,.
. Montrer que : Vn € N*, B,,(X +1) — B,(X) =nX""1.

. Montrer que : Vn € N* 21" "B, (X) = Bn(£> + Bn(ﬁ>

2 2

. Montrer que : VYn € N*, B/ =nB,_;.
10.

Etudier les variations de B,, sur [0,1]. On commencera par Bj, B, B3 et on

, 1
montrera par récurrence que : Vp € N*| Vo € }075 [a Byp_1(x) > 0.
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Solution

et t — e'® ont un développement limité d’ordre N quelconque en 0 ; donc la
N

fonction ¢ — ¢(t)e!” a un développement limité d’ordre N : Z cat™ + o(t) ot
n=0
n
b n—k
Crn = > ]?]j(rgff = ;} (Z) bz *. Lécriture est ainsi justifiée et méme
B, est de degré n puisque by = 1.
. En écrivant t = o(t)(e? — 1), et d’apres I'unicité des développements limités, on a
1
bop=1,b; = —§,b2 = 6,[)3 =0,by = —30° D’autre part, si ba,+1 = 0 pour n > 1,
t tet
c’est que t — p(t) + 5 est paire. En effet, p(—t) = — ¢ 7= t+o(t).
et —
iy Yo
S e , o o “n o n N n N
. De la définition de ¢ on déduit : 1 o (ZO o t"+o(t )) (Z . t"+o(t ))
n=

n
b
De I'unicité du développement limité en 0, on déduit : Vn > 1,0 = E _ .
— iln+1—1)!

i.e. le résultat. Par récurrence, avec cette relation, on déduit que : Vn € N, b,, € Q.

. B, € Q[X], degré de B,, égal a n et B, normalisé découle alors du préliminaire.
1 1 3 1
By=1;Bi=X—=;B=X"-X+-;B3=X"--X*+_-X
2 ) 6 2 2
By=X*—2X3+X?%—
30

. Posons f(z,t) = p(t)e® alors f(1 — z,t) = f(x,—t) cf. calculs de 1. De I'unicité
du développement limité en 0 de ¢t — f(z,t), on déduit, pour tout z réel et tout
n € N*, B, (1 —x) = (=1)"By,(x). Le polynéme B, (1 — X) — (—1)"B,(X) a une
infinité de racines. C’est le polynéme nul. Donc B,,(1-X) = (=1)"B,(X) sin > 1.

1
D’ott Bapy1 (5) = 0 par substitution de X par 1/2.
D’autre part, pour tout @ € R, By, (1 — 2) = Ba,(z). Donc la droite d’équation
x = 1/2 est axe de symétrie de la courbe représentative de Bag,,. Le point I(1/2,0)
est centre de symétrie de la courbe représentative de Bay,41.

. D’apres 1.5. Vn > 1, B,,(1)=(-1)"B,(0).
Donc Bapy1(1) = —=B2p41(0) = —b2p41 =0, Bay (1) = B2y, (0) =bay,.

. En opérant comme a la question 5 puisque f(z + 1,t) — f(x,t) = te®t

n

fle+1,0) - xtiz (@ +1) B()}%Jro(tN).

N—
Or te””t = Z t"+1 +o( tN) on conclut, par unicité du développement limité.

L) <2(nd)

8. Raisonnement analogue avec ici f ( ) +f (
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1 |car By = 2B; et B} = 3Bs.

n—1
-1
Donc : B (X)=n (nk >bkx”k1an 1(X)sin>1.
k=0
On ale tableau| z |0 %
Bi|-3 /& 0 /3
— +
Bt N %
+ 0 - 0 +
B3 | 0 + 0 - 0
/ A" /"

1 -
Si I'on suppose Byp—1 > 0 sur }O '3 [ alors By,—1 < 0 sur

Comme Bflp = 4pBy,—1 on a le tableau

Bupt1(0) = Bapi1(3) =

3046} *{a B4p+1( a) =

1
3’ 1[ d’apres 5.

T 0 % 1
Bflp 0 + 0 — 0
B 4p b4p /B 4p ( % ) N\ b4p

0 et Bap41 est C*™ sur R donc, par le théoreme de Rolle,

(4p + 1)Bap(a) = 0. By, étant continue strictement

croissante sur [ ] a est unique. Or Byy(1 —a) = Byy() = 0 et on a le tableau

0 o z -« 1

By | — S+ N 00 N -
Biypi1 |0 N — 2 0 2+ N 0
Bipra |+ N\ 0 N — 2 0 S+
Bipss |0 7+ N 0 N = 70

Bypio s’annulant en un point de }07

Bapis et By ont méme signe sur }07

En particulier : Vn, (—

1)nb2n < 0.

[l R O

[ de méme que précédemment. Donc

[, ce qui termine la récurrence.

Solutions






10 - Espaces vectoriels

et applications linéaires

Rappels de cours

A - Espaces vectoriels

. Définition
Un ensemble E est un K-espace vectoriel, s’il est muni d’une loi de composition
interne notée + et d’une loi de composition externe notée . telles que

(i) (E,+) est un groupe, (i) V(z,y) € B2, VA € K, \(z + y) = Az + )y,

(iii) Vo € B,V(\, 1) € K2, (A + )z = Az + px et (Ap)z = X.(uzx),

(iv) Vo € E,| 1gx = .

. Exemples fondamentaux

K" est un K-espace vectoriel pour n > 1 ; C est un C-espace vectoriel et aussi un
R-espace vectoriel ; R est un R-espace vectoriel et un Q-espace vectoriel ; K[X]

est un K-espace vectoriel. F(I,K) est un K-espace vectoriel, si I est un intervalle
de R.

. Produit de n K-espaces vectoriels

Si F4,...,E, sont n espaces vectoriels sur K, I’ensemble E; X --- X E,, est muni

d’une structure d’espace vectoriel. Les lois sont définies par :

(‘rla"wxn)—'—(yl?'“ayn) = (xl +y177‘rn+yn)

et pour A€ K, \(z1,...,2,) = (Az1,..., ATp).

. Combinaisons linéaires

E un K-espace vectoriel et (x;);er une famille de vecteurs indexée par un ensemble

I non vide, z € E est combinaison linéaire des x; si : () € K(I), T = Z ;.
iel

K) est I'ensemble des familles presque nulles (ou & support fini) d’éléments de 1.

. Linéarité (définitions)

Soient E et F' deux K-espace vectoriel. Une application U de E dans F' est dite

K-linéaire et on note U € Lx(E, F') si :

V(z,y) € E?, VA €K, Uz +y) = \U(z) + U(y).

Si E = F, U est appelé endomorphisme de E, on note U € Lk (FE).

Si U est bijective, U est appelée isomorphisme de E sur F'.

Si F =K, U est une forme linéaire sur E, on note U € E* : le dual de E.
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Un endomorphisme bijectif de E est appelé automorphisme de E, on note
U € GL(E).

Remarque : si U est linéaire, alors U(0g) = Op. (Peut servir & prouver qu’'une
application n’est pas linéaire.)

B - Sous espaces vectoriels

. Définition

Une partie E' d’un K-espace vectoriel E est un sous espace vectoriel de F si E’
est stable par les deux lois sur F et si, muni des lois induites, £’ est un K-espace
vectoriel.

. Caractérisation
Une partie E' d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de F si et
seulement si : B # et V(z,y) € B2 VA €K, Az +y € F.

. Exemples

Si I un intervalle de R, alors C™(I,K), D(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de
F(I,K).

. Une intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel. Mais en
général une réunion de sous-espaces vectoriels n’en est pas un.

. Sous-espace vectoriel engendré par une partie A d’'un K-espace vectoriel E
noté Vect(A). C’est l'intersection des sous-espaces vectoriels de E contenant A.
C’est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A.
C’est I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A si A # 0, et {0g} si
A=0.

. Somme de deux sous-espaces vectoriels F et G de FE.

On note F + G Tensemble {z +y | (z,y)€F x G} = Vect(F UG), cest un
sous-espace vectoriel de F.

L’application ® : F' x G — F + G, (z,y) — x + y, est linéaire surjective.

On dit que F+G est une somme directe, et on la note alors F®G, si 'application
® est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Théoréme

F + G est directe si, et seulement si, NG C {0} ou encore si, et seulement si,
VzeF+G, MNe,y) e F xG, z=x+y.

Si E=F @ G, on dit que F et G sont supplémentaires.

Remarque : on ne confondra pas complémentaires et supplémentaires. Deux

sous-espaces vectoriels F' et G de E ne peuvent étre complémentaires puisque
0g € F N G. Cette intersection ne peut étre I’ensemble vide.

C - Familles génératrices, familles libres, bases

. Définition : soient E un K-espace vectoriel et B = (e;);e; une famille de vecteurs
indexée par un ensemble I non vide.
B est libresi : V(\;) € K, Y " Nie; = 0 = (Vi € I, \; = 0)
iel
i.e. si Papplication linéaire ¢ : KU) — E, (\;) — Z A;e; est injective.
il
B est liée si, et seulement si, elle n’est pas libre i.e 35 € I, ¢e; € Vect{ei |i e I\{j}}
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B est génératrice de E si E = Vect(B) i.e. tout vecteur de E est combinaison
linéaire des vecteurs de B i.e. ¢ est surjective.
B est une base de E si B est libre et génératrice de F si, et seulement si, ¢ est
bijective i.e. Ve € E,3(z;) € KD gz = Zmiei.
iel

.U € L(E,F). B=(e;)icr € EY,UB) = (U(ei))z‘el € FL.
Si B est libre et U injective, alors U(B) est libre.
Si B est génératrice de E, U(B) est génératrice de Im(U).
Si B est base de E et U bijective, alors U(B) est base de F.
. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.
Toute famille contenant le vecteur Og est liée.
x # 0 = {x} est libre.
. Une application linéaire est déterminée par I'image d’une base. Autrement dit :
Soient E et F' deux K-espace vectoriel , B = (e;);c; une base de E, S = (fi)ier
une famille de vecteurs de F', alors

IVUeL(EF), Viel,U(e;))=f;
Si S est libre (resp. génératrice), (resp. base), alors U est injective, (resp. surjec-
tive), (resp. bijective.)
Exemple : toute famille échelonnée en degrés d’éléments de K[X] est libre.

D - En dimension finie

. Définition
FE est un K-espace vectoriel de dimension finie si E a une famille génératrice
finie.

. Théoréme

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, £ a au moins une base.
dimg (E) = card(B), o B est une base quelconque de E ; c’est la dimension
de E.

. Théoréme de la base incompléte
E est un K-espace vectoriel de dimension finie, G = (g;)ics génératrice de E,
L = (¢;);e s libre, alors il existe B = £ UC une base de F ou C C G.

. F est un K-espace vectoriel de dimension n > 1, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) B est base de E
(ii) B est libre et de cardinal n
(iii) B est génératrice et de cardinal n.

. Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si, et seulement si, ils
ont méme dimension.

. Si E, F deux K-espace vectoriel de dimension finie,

dim(L(E, F)) = (dim(E)) . ( dim(F)),

dim(E x F) = dim(F @ F) = dim(E) + dim(F).

. E un K-espace vectoriel de dimension finie, £’ un sous-espace vectoriel de E, alors
dim(E’) < dim(E) avec égalité si, et seulement si, E = E'.
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. Rang d’une famille de vecteurs
a. Si E est un K-espace vectoriel S = (e;)ie[1,n]- Le rang de S, noté rg(S5), est le
nombre maximal de vecteurs libres qu’on peut extraire de S i.e. dim [ Vect(S)].
b. Propriétés : le rang de S ne change pas si 'on fait I'une des opérations
élémentaires suivantes
permutation des vecteurs de S.
addition a un vecteur d’une combinaison linéaire des autres.
multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul.

c. Détermination pratique : méthode du pivot de Gauss.

. Rang d’une application linéaire

a. Définition : E, F' 2 K-espaces vectoriels, U € L(E, F'). Si Im(U) est de dimension
finie, on dit que U est de rang fini et on pose rg(U) = dim [Im(U)].

b. Théoreéme : si B = (e;)ic[1,n] st une base de E, rg(U) = rg{U(eZ—)|1 <i < n}
c. Composition : (quand cela a un sens) rg(V o U) < min (rg(U), rg(V)),

rg(V oU) = rg(U) si V est un isomorphisme, rg(V o U) = rg(V) si U est un
isomorphisme.

E - Applications linéaires

. Théoréme
Solent E et F' deux K-espace vectoriel et U € L(E, F).

(i) Si E’ est un sous-espace vectoriel de F, alors U(E’) est un sous-espace vectoriel
de F. En particulier Im(U) est un sous-espace vectoriel de F.

(i) Si F’ est un sous-espace vectoriel de F, alors U~!(F’) est un sous-espace
vectoriel de F.

En particulier Ker(U) = U~ ({0p}) est un sous-espace vectoriel de E.

(iii) U est injective si, et seulement si, Ker(U) = {0g}.

. Endomorphisme induit

Soit f un endomorphisme de I’espace vectoriel F et F' un sous-espace vectoriel de
E. On dit que F est stable par f si f(F) C F. Dans ces conditions, on définit

]7: F — F,z — f(z) 'endomorphisme induit par f sur F. On ne confondra
pas f€L(F) et f‘F :F — E,x— f(x), la restriction de f a F.

. Exemples
b

a. U: fr— f est une forme linéaire sur C([a, b], C).

a
b. () — lim(x,) est une forme linéaire sur I’espace vectoriel des suites conver-
gentes de K.
c. Homothéties vectorielles.
d. Projecteurs et symétries.
(i) Définition : soit E un K-espace vectoriel tel que E=F & G.
Vee E, INy,2) e FxXG, x=y+ z.

p: x>y est le projecteur de E sur F parallelement & G ; p€ L(E)

q: x> z est le projecteur de E sur G parallelement & F ; ¢ € L(FE)

s:x+— y— z la symétrie par rapport a F parallelement & G. s € GL(E)
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pop=p>=p, qoq=¢"=q, poq=qop=0,p+qg=1Ig s=p—q
§=2p—lag, 8° = lup.
Ker(p) =G, Im(p) = F ={x € E|p(z) = 2} = Ker(p — Ig) = Ker(s — Ig),
G =Ker(s+ Ig)
(ii) Exemple : Re est un projecteur sur C ; ¢ : z — Z est une symétrie de C.
(iii) Caractérisations :
(U € L(E), U2 =U) si, et seulement si, U est un projecteur de E sur Im(U)
parallelement a Ker(U).
(U e L(E), U? = Ig) si, et seulement si, U est une symétrie par rapport a
Ker(U — Ig) parallelement a Ker(U + Ig).

4. L(E, F) est un K-espace vectoriel ; (GL(E), o) est le groupe linéaire de E

e La composée de deux applications linéaires est linéaire.

e (L(E),+,0) est un anneau.

e U VoUetVi—VoU sont linéaires si U et V le sont.

e Ker(U) C Ker(V o U), Im(U o V) C Im(U),

e UoV =0 < Im(V) C Ker(U).

e Uc L(E) est dit nilpotent sil existe n € N* tel que U™ = 0.

5. Si E = F1 & F5 et si, pour tout i €{1,2}s u; € L(E;, F), alors il existe un unique
élément u de L(E, F) tel que U‘E = u; pour tout ¢ de {1,2}, u‘E désignant la
restriction de u a F;. ' '

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, une base est dite adaptée a I si ses
premiers éléments constituent une base de F.
e Théoreme fondamental
Siue L(E,F) et siV est un supplémentaire de Ker(u), alors 'application u de V
dans Im(u) définie par @(z) = u(z) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
Si E est de dimension finie, on a le théoréme du rang :
dim(E) = rg(u) + dim [ Ker(u)]
e Si E et F sont de méme dimension finie n et si w € L(E, F'), alors :
u isomorphisme <= wu injective <= wu surjective <= rg(u) = n.
e Si E est de dimension finie n et w € L(E), alors :
(x) <= ueGL(F) < u injective <= u surjective < rg(u) =n
(x) <= wu est inversible & droite ou & gauche.
e Formule de Grassmann
Si V et W sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie de FE alors
dim(V + W) + dim(V N W) = dim(V) + dim(W).
6. Un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

e Si H est un hyperplan de FE, pour toute droite D non contenue dans H,
E = H & D. Réciproquement, tout supplémentaire d’une droite est un hyperplan.

e Si 'on note (z1,...,2,) les coordonnées relativement & une base B de E de
tout élément x de E, alors H est un hyperplan de F si, et seulement si, il existe
n

(a1,...,0p) dans K™\ {Oxn } tel que Z o;x; = 0 soit une équation de H.
i=1
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e Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, 'intersection de m hyperplans
est de dimension au moins égale a n — m. Réciproquement, tout sous-espace
vectoriel de dimension n — m est 'intersection de n — m hyperplans.

F - Sous-espaces affines

. Définitions

Si W € E la translation de vecteur W est 7> : E — E, A A+ T ; c’est une
bijection de réciproque 7_=;.

Lorsque B = 7>(A) = A+ @ on a W = B — A que I'on note aussi AB.

Si A€ FE et si V est un sous-espace vectoriel de E on appelle sous-espace affine
de F passant par A et de direction V' I’ensemble {A—i—ﬂ> ‘ o< V} ; on le note aussi

A+V. Alorssi BEA+Vona A+V =B+V etV ={CD | (C,D)e(A+V)?}-
Lorsque H est un hyperplan de E on dit que A + H un hyperplan affine de E.

. Intersection
Si(Aq,...,Ap) EEP et si Vi,...,v, sont des sous-espaces vectoriels de E alors
P P
N (4; + V;) est soit vide soit un sous-espace affine de E de direction [ V;.
i=1 i=1
. Equation
SiueL(E,F) et acF alors ou bien {z € E | u(z) = a} est vide car a ¢ Im(u) ou
bien c’est un sous-espace affine de E de direction Ker(u).
Exemples
1. Si H est un hyperplan d’équation o(z) = 0 olt p€ E* et si a = ¢(A) alors
©(x) = a est une équation de A + H.
2. Suite arithmético-géométrique
Soient (a,b) €K2 et u : KN — KN, (z,)n = (Tnt1 — azn)n ; Ker(u) est la droite
vectorielle engendrée par (a™),.
Sia=1alors u(z) = (b), < INeK, VneN, z, =nb+ \;
b
sinon u(z) = (b), < IN€K, VneN, z, = 1= + Aa™.
—a
3. Interpolation de Lagrange
Soient x1,...,x, des éléments deux & deux distincts de K, (y1,...,yn) €K" et
Papplication linéaire u : K[X] — K", P+ (P(;))
On pose Vi €[1,n], L; = H YI ot T = (X —xj)

j=1

1<ign’

u(P) = (y1,-..,Yn) est le sous-espace affine de K[X] passant par > y;L; et de
i=1
direction Ker(u) qui est ’ensemble des multiples de II.
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Enoncés des exercices

1. E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie.
a.U e L(E,F), W € L(E,G). Montrer que :

(3V € L(F,G),W =V oU) si, et seulement si, (Ker(U) C Ker(W)).
b. V€ L(F,G), W € L(E,G). Montrer que :
(3U € L(E,F),W =V oU) si, et seulement si, (Im(W) C Im(V)).

2. Montrer que les familles suivantes sont libres dans F.
a. E =R et a€]0,+00[, u(a) la progression géométrique (a™), e n (u(a))a>0.
b. E = F(R,R) et f,(z) = cos(nz), n € N.
c. E=FR,R) et fo(r) =explaz),a € R.
d. E =C([a,b],R) et fo(x) = |x—«a|, a €[a, b]. Montrer que le sous-espace vectoriel
engendré par les f, est I'espace vectoriel des applications continues et affines par
morceaux sur [a,b] et a valeurs dans R.

3. a. Soient o, as, ..., a, réels non nuls et deux a deux distincts et ay, as, ... a, réels
non tous nuls. Montrer par récurrence en utilisant le théoreme de Rolle que :

Z a;z% = 0} (g = 0).
=0

b. En déduire que (f%)ner est une famille libre de F(AR) si feF(AR)
F(A) CRY et f(A) est infini.

card(E,) <nou E, = {a: e R%

4. Soit E espace vectoriel réel de dimension n. Une famille £ d’éléments de E est dite
positivement génératrice si tout élément de E est combinaison linéaire a coefficients
dans R, d’éléments de €. Quel est le cardinal minimal d’une famille positivement
génératrice de E 7

5. p, q¢ deux projecteurs du K-espace vectoriel E. Montrer que pog = p si, et seulement
si, Ker(q) C Ker(p) et g op = p si, et seulement si, Im(p) C Im(g). Montrer que
P+ ¢ est un projecteur si, et seulement si, po g = gop = 0. Caractériser alors son
noyau et son image.

6. SiP est I’ensemble des fonctions de R dans R, paires et si Z ’ensemble des fonctions
de R dans R, impaires. Montrer que P et Z sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de F(R, R).
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. Soient E' un K-espace vectoriel et G un sous-groupe fini de GL(E) de cardinal n,

F un sous-espace vectoriel de E stable par tout élément de G et p un projecteur

1
d’image F. Montrer que ¢ = — Z gopog~ ! est un projecteur d’image F. Montrer
n

geG
qu’il existe un supplémentaire de F' dans E stable par tout élément de G.

. Soit P l'ensemble des projecteurs d’'un K-espace vectoriel E. On considere la

relation binaire < définie par les couples (P,Q) d’éléments de P, et l'on écrit
P<QsiPQ=QP=0Q.
a. Montrer que (P, <) est un ensemble ordonné.
b. Soient P et @ deux éléments qui commutent. On pose
PAQ=PQet PvVQ=P+Q— PQ.
Montrer que P A @ appartient a P, que P A Q est la borne inférieure de {P,Q}
dans P et que Im(P A Q) = Im(P) NIm(Q).

Montrer de méme, que PV @ appartient a P, que PV @ est la borne supérieure
de {P,Q} dans P et que Im(P V Q) = Im(P) + Im(Q).

. F un K-espace vectoriel de dimension finie On se propose de déterminer le

commutant C de GL(E) dans L(E) i.e. {g€ L(E)|Vf € GL(E), fog = gof}. Soit
f € C. Montrer que pour tout = € E, {z, f(x)} est lide, qu’il existe A € K, f = Alg.
Enfin conclure.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et U € L(E).

a. Montrer que C(U)={V € L(E)|V oU = U o V} est un sous-espace vectoriel de
L(E) et que (C(U),+, o) est un anneau contenant K[U] olt K[U] est ’ensemble des
endomorphismes de la forme P(U) ou P € K[X].

b. On suppose qu’il existe xg € F tel que (Uk(xo))ogkgn soit une base de E.
Montrer que C(U) = K[U]. Préciser la dimension de C(U) en tant que sous-espace
vectoriel de L(E).

E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(F) nilpotent non nul. On note
n lindice de nilpotence de u i.e. u™ = 0 et u™~* # 0.

Soit T': L(E) — L(E),v+— T(v) =uov—vou.

a. Etablir (sans récurrence) :

P
Yo e L(E),VpeN*, TP (v) = Z(—l)k (i) uP~Fovouk.
k=0
Montrer que T est nilpotent.
b. Pour a € L(E) construire b€ L(E) tel que a o bo a = a. Déterminer l'indice de
nilpotence de T'.

Soit E un K-espace vectoriel. Démontrer que si F} et F5 sont deux sous-espaces
vectoriels stricts de F, alors F1 U Fy # E. Plus généralement, établir que, si K est
infini et si (F,...,F,) est une suite finie de sous-espaces vectoriels stricts de E,
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alors U F; # E. (On rappelle qu’un sous-espace vectoriel F' de E est dit strict si
i=1
F#E et F#£{0}).

Application : soient @1, s, ..., p, des formes linéaires non nulles sur E. Montrer
que le produit 1.3 ..., est non nul.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et G un sous-espace
vectoriel de E. On pose A = {u € L(E) |G C Ker(u)}-

a. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

b. Déterminer sa dimension. On pourra considérer G' un sous-espace vectoriel
supplémentaire de G dans E. Considérons f : A — L(G'|F),u U‘G' :

restriction de u a G'.

Soient n € N*, E un K-espace vectoriel et A = {f € L(E) | =1Ig}-
(A, o) est-il un groupe ?

K[X] — K[X]

Montrer que ( P o p_p

> est bijective. Donner ’application réciproque.

Soient C = {f R—=>R | f est croissante } et V= {f —g | (f,9) ECz}- Montrer
que V est un R-espace vectoriel.

Montrer que I’ensemble des suites constantes et ’ensemble des suites convergeant
vers 0 sont des sous-espaces supplémentaires de I’ensemble des suites convergentes.

Soient f et g dans L(F) ou E est un espace vectoriel.
Montrer : f et g sont dans GL(E) <= fogetgo f sont dans GL(E).

Soient £ = C(R,R) et & : f = &y ot &y : . — xf(x). Montrer que ® est linéaire,
donner son noyau et son image.

Soit f € L(E) tel que Vx € E, (z, f(x)) est lide.
a. Montrer, pour tout x € E, z # 0, il existe un unique A\, € R tel que f(z) = \;.x

b. Montrer que x — X, est constante sur E \ {0} On distinguera les cas (x,y)
libres et (z,y) liés.

c. Que peut-on dire de f ?

Im(p) = Im(q)

Soient p et rojecteurs, montrer : p = q <~
p et g proj p=4q {poq:qop

Soit f € L(E) vérifiant f2 — (a + B)f + aBldg = 0 ot a et 3 sont des scalaires
distincts. Montrer E = Ker(f — alg) @ Ker(f — SIg).
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a. Si F est un K-espace vectoriel et w € L(E), montrer que :

(1) E=Ker(u) +Im(u) < (2) Im(u)=1Im(u?),

(3) Im(u)NKer(u) = {0} — (4) Ker(u)= Ker(u?).

b. Si E est de dimension finie et u € L(E) montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) E = Ker(u) @ Im(u), (ii) F = Ker(u) + Im(u),

(iii) Ker(u) NIm(u) = {0g}s (iv) Ker(u) = Ker(u?), (v) Im(u) = Im(u?).

xT
On pose F =C®(R,R), P:f»—>g0flg:x»—>/ fetD: fw f.
0

a. Montrer que P et D sont des endomorphismes de E. Calculer Po D et D o P.
b. Déterminer Ker(Ig — P) et Ker(Ig — D).
c. Si g € FE, donner un antécédent de g par I — D.

Soit f € L(FE) ou E est de dimension finie.
Montrer que f est un projecteur si, et seulement si, rg(f) + rg(lg — f) = dim E.

Soient E = {f €C>®(R,R) ’ f est 1—périodique} et A f— f".
1
Déterminer Ker(A) et montrer, si g€ F, g€ Im(A) <= / g=0.
0
Montrer alors E = Ker(A) @ Im(A).

Si E est un espace vectoriel de dimension n et A = {(u,v) € (.C(E’))2 | uov =0}

déterminer sup [rg(u) +rg(v)].
(u,w)EA

E, F et G sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, ¢ € L(E, F) et
Y€ L(F,G). V désigne un sous-espace vectoriel de F.

a. Montrer dim [¢(V)] = dim(V) — dim [ Ker(¢)) N V].
b. En déduire rg(y) + rg(y) — dim(F) < rg(v o ¢) < min [ rg(p),rg(¢)].

E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension finie. Si f et g sont dans

L(E, F), montrer : rg(f + g) = rg(f) + rg(g) — {g;g{})mjnég)(g:) ioj}é

Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel de dimension finie E.
a.Si fogo f= f montrer fogetgo fsont des projecteurs et que

Ker(go f) = Ker(f) et Im(f o g) = Im(f).
b. Si (i) fogo f=F, (i) go fog=yg, (i) rg(f) = rg(g),

montrer que deux quelconques des propriétés entrainent la troisiéme.
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E 1 Fr <2, ¢

On considere le diagramme © l 0 l ¥ l

o e e

ou E,F,G,E’', F',G sont des espaces vectoriels, f,g, f',g',1,0,1 sont des appli-
cations linéaires, f et f’ sont injectives, g et g’ sont surjectives, Ker(g) = Im(f)
ainsi que

Ker(g') = Im(f’), ¢ et v sont des isomorphismes avec fo f = fop et g'of = og.
On se propose de montrer que 6 est un isomorphisme.

Les espaces vectoriels E, F, G, E', F', G’ sont tous de dimension finie et on enchaine
les questions

a. 0 est injective.

b. dim(F) = dim(F) 4+ dim(G) puis dim(F) = dim(F").
c. 0 est un isomorphisme.

d. S’affranchir de 'hypothese concernant les dimensions finies.

Solent E espace vectoriel de dimension finie n > 1, u et v éléments de L(E).
front rg(u) + rg(v) =

wrveGrL®) 7 ) gTWo

Montrer :

Solutions des exercices

. a. Sl existe V € L(F,G) tel que W =V oU, on a Ker(U) C Ker(W).

Réciproquement, si U est bijective, V = W o U~! convient. Sinon, Comme F est

de dimension finie, il existe E’ sous-espace vectoriel de E tel que E = Ker(U) @ E'.

D’apres le théoreme fondamental, U : E' — Im(U), x — U(z) est un isomorphisme
o /

d’espaces vectoriels. Soit V : FF — G, — {W oU™ () Sla € m(U) o3 F7 est

0 sizeF’

un sous-espace vectoriel supplémentaire de Im(U) dans F.

Si zeKer(U), alors U(x) = 0 et W(z) = 0 car Ker(U) C Ker(W), donc

W(z)=VoU(x). Size E',U(x)elm(U) et U 1 (U(x)) = z.

Donc W(z) =W oU Y (U(x)) =V o U(x).

Une application linéaire étant déterminée par ses restrictions & des sous-espaces

vectoriels supplémentaires, le résultat est prouvé.

b. Si W =V o U, alors Im(W) C Im(V).

Solutions
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Réciproquement, si Im(W) C Im(V) et si V est bijective, U = V=1 o W convient.
Sinon, V étant un isomorphisme de F’ (tel que F = F’' @ Ker(V)) sur Im(V).
L’application U = V! o W est solution.

est une famille liée de I’espace vectoriel RY. On peut
p
trouver des scalaires \;,1 < ¢ < p non tous nuls tels que Z Aiu(a;) est la suite
i=1
nulle. Quitte & supprimer tous les indices 7 pour lesquels \; est nul on peut supposer
tous les A; non nuls. Quitte & réindéxer on peut supposer a; < --- < ap.

. a. Supposons que (u(a))a>0

P
On a, pour tout n €N, E Aai = 0 et, en comparant les croissances en +oo,
i=1
n o .
Apay —- 0, ce qui est absurde.

b. Premiére méthode : procédons par récurrence. fo # 0 implique (fy) est libre.

Supposons (fo, ..., fn_1) libre. Soit (Ax)o<k<n € R™ ! tel que Z Mefe =0 (1).

k=0
Par dérivation (2 fois), on déduit de (1) : Z Me(=k2) fr =0 (2).
k=
n—1 0
(2)+n%(1) = Z Ae(n? — k?) fr, = 0. On déduit de I’hypothese de récurrence que
k=0

Vk€[0,n — 1](n? — k*)A\x = 0. D’ott Vk €[0,n — 1], A\, = 0.
(1) = Apfn = 0= A, =0 puisque f, # 0.
Finalement (fo, ..., fn) est libre et 'on peut conclure.

Deuzxiéme méthode : On peut utiliser les polynémes de Tchebychev vus dans le

chapitre 9 du premier semestre. Soit (Ax)o<k<n € R" ! tel que Z Mfe=0 (D).
k=0
Comme Ty, € Ri[X] est de degré k et vérifie : Va € R, Ty (cos(x)) = cos(kx),

(1) implique, pour tout z € R, Z ATy (cos(x)) = 0. Comme la fonction cos établit
k=0

une bijection entre [0, 7] et [—1,1], on a Yy €[—1,1], P(y) = i MeTr(y) = 0.

Le pol;;néme P ayant une infinité de racines, est le polynénfe: Slul.

Donc Z ATk (X) = 0. La famille (Tk)ogr<n étant échelonnée en degrés, est libre,
d’ou, f;?lr tout k €0, n], A\ = 0.

c. Soient n € N* et n réels distincts que l'on peut supposer notés (a;)i<ign tels
que ag < g < -+ < ay,. Pour tout (Ag,...,\,) €ER™,
n
Supposons F,, = Z Ak fr = 0. Par récurrence, on montre que tous les A\, sont nuls.
k=1
En effet, f,, # 0 implique (fs,) est une famille libre. Si 'on suppose (fo, )1<k<n—1
n

libre. F, = 0= V2 €R, F,(z) = Y Ae™” =0 (1).
k=1
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n—1
(1) = Vo €R, Fy(z)e™n® =0 =Y Al 7o) 4 3, (2).
k=1

Par passage, & la limite dans (2) on obtient A, =
Comme (fu, )1<kgn—1 est libre, Ay = --- = X,_1 = 0. Donc : Yk €[1,n], Ay, = 0.
Remarque : la «méthode de dérivation » utilisée en b) aurait pu aussi convenir.

d. Si a€[a, b] notons f, 1’élément de A, espace vectoriel des fonctions continues ,
affines par morceaux sur [a, b], défini par f,(x) = |z—a| et montrons que (fa)a<a<h
est une famille libre.

n
Supposons que (ayg, ..., a,) est une subdivision de [a, b] et que Z Xifa, =0.
i=0
Sil<i<n—1alors A\;jfo, = Z Aj fa; qui est dérivable en «; alors que fq, ne
i
Pest pas, donc A; = 0. Reste alors Ao fo+ A, f5 = 0 ce qui, en a, fournit Ag(b—a) =0
i.e. Ao =0 et enfin \,, =

Montrons que la famille (fa)a<a<p €st génératrice de A en utilisant sa liberté.

Soit (ag,...,a,) une subdivision de [a,b] et A, le sous-espace vectoriel de A

constitué des fonctions dérivables sur [a,b] \ {0, ..., s}

Lranolicati (A, = R+ « . his
application ¢ : < Foe (F@o). . flam) est un isomorphisme car un

élément f de A,, est entierement déterminé par la donnée de (f(ao), cey f(an)),

donc dim(A,) = n + 1. La famille (fa,,--., fa,) est une famille libre de A,

constituée de n + 1 éléments, c’en est donc une base.

Comme tout élément de A est élément d’un espace vectoriel A,, cela montre le

caractere générateur de (fa)a<a<h-

Remarque : on peut décrire un procédé de calcul des coordonnées (Ao, ..., \,)
d’un élément f de A, dans la base (foq, .-, fa,) en utilisant le fait que, si Pon
/ a; / a;
pose g = f + Z %f%, alors g € A,, et, pour tout i €[1,n — 1], on
=1
g(ai) + fo(a
a gy(aq) = gylai) = M: ce qui prouve que g est dérivable en a;. Par
suite g est un élément de A, partout dérivable donc affine i.e. dans Vect(fq, f3).
Si g = Aofa + Anfp alors g(a) = A (b—a) et g(b) = Xo(b— a).
falou) — fglou)

On a montré que, si 1 <i¢<n—1, alors \; = 5

. a. Pour n = 1, Ax® = 0 n’a pas de solution dans |0, +oo[ si A # 0, ce qui initialise
la récurrence.
Supposons la propriété établie a un rangn > 1, a1, . . ., an41 deux a deux distincts,

n+1
Al, ..., Apg1 Don tous nuls et montrons card ({x >0 | > = 0}) <n+1
i=1
par l'absurde. Si aq,...,a,41 sont dans cet ensemble avec a; < --+ < ap41 et,
n

par exemple, A\ # 0, ¢ : = Z)\ixo‘i*a"“ est dérivable sur ]0, 400 avec
i=1
plar) =+ = p(ant1) = —Ant1.

Solutions
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Le théoréme de Rolle assure lexistence de n zéros de ¢’ dans |a;, ap41[ et donc
n

dans ]0, +oo. Or Vz > 0, ¢'(z) = Z(ai — )Nz O es (a — gy — 1)
i=1

sont deux & deux distincts et (a1 — an41)A1 # 0, ce qui contredit la propriété au

rang n et termine la récurrence.

b. Si (f), est liée on peut trouver n dans N*, ai, ..., o, deux & deux distincts

n
et A1,..., A, non tous nuls tels que Z Aif¥ = 0. Comme f prend une infinité de
i=1

n
> Axi = O} est infini, ce qui contredit a).

valeurs, ’ensemble {:c >0
i=1

. Si & est une famille positivement génératrice, comme elle est génératrice, on a
n

card(€) = n. Si € = (e1,...,e,) alors il s’agit d’une base et — Zei ¢ ZR+61‘7
i=1 =
ce qui est absurde, donc card(€) = n + 1.

n
Soit alors (eq,...,e,) une base, posons e, 3 = — E e; et E=(e1,...,ent1).

i=1
n

SizeFE,etx = Z x;e; avec au moins un x; strictement négatif, choisissons ig tel
i=1
n n+1
que x;, est minimal, on a x = Z(xl — iy )ei + (—Zig)ent1 € Z R e; car ; > x;,
i=1 i=1
pour tout ¢ et (—z;,) > 0. Cette famille est donc positivement génératrice, le
cardinal minimal est donc n + 1.

5.poq = p = Ker(q) C Ker(p). Réciproquement, si Ker(q) C Ker(p), pour tout
z € Ker(q), (pog)(x) =0 =p(z). Si z €Im(q), q(z) = z = (po q)(z) = p().
Comme E = Ker(q) ® Im(q), il s’ensuit que po g = p.

On montre de méme que gop =p <= Im(p) C Im(q).

Comme p+q € L(E), p+q est un projecteur de F si, et seulement si, (p+q)? = p+q.
po(poqgtqop)=0 _ (1)

Or (p+q)>=p+q < poqg+qop=0=
go(poqg+gqop)=0

=pog=gqop=0.

(1) =

pogop+qop=0
Réciproquement, si poq =gqop =0, alors (p+q)? =p +q.
Montrons que Ker(p + ¢) = Ker(p) N Ker(q) et Im(p + q) = Im(p) ® Im(q).

e zcKer(p+q) = p(x) = —q(z) = p*(z) = p(z) = —(poq)(z) = 0= p(z) =0 et
q(z) = 0. Donc z € Ker(p) NKer(g). Comme on a Ker(pNKer(q) C Ker(p+ q), on
a prouvé que Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).

{poq+poq0p0

ez cIm(p+q) = (p+q)(z) = x car p+q est un projecteur. Donc z € Im(p)+Im(q).
p(x) =ply) =y

q(x) = q(z) = =

Inversement, = € Im(p) + Im(q) = z =y + z = p(y) + q(2) = {
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Dotz = (p+ q)(x) i.e. z€Im(p + q).
Enfin x € Im(p) NIm(q) = = = p(z) = q(z) = ¢(z) =z = (¢op)(z) = 0.
Donc Im(p + ¢q) = Im(p) & Im(q).

. Premiére méthode. Notons ¢ l'application de F = F(R,R) dans E qui a f
associe f définie par f(x) = f(—z). L’application ¢ est clairement linéaire
et involutive i.e. ¢ 0o ¢ = Ig. ¢ est donc une symétrie de E. On sait que
E =Ker(p —Ig) ®Ker(p+ Ig). Comme P = Ker(p — Ig) et T = Ker(p + Ig), le
résultat est établi.

Deuzxiéme méthode. 1l faut prouver que P et Z sont des sous-espaces vectoriels de
E, ensuite procéder par analyse-synthéese.

e Soit f € E. Sl existe (g,h) € P x T tel que f = g+ h, alors, pour tout z € R,
f(x) = g(x) + h(x), dou f(—x) = g(z) — h(z). Il en résulte que

glx) = %(f(m) + f(—x)) et h(z) = %(f(x) — f(=)) et I'unicité du couple (g, h).
e Soit f € E. Notons g(x) = %(f(x) + f(~x)) et h(z) = %(f(x) — f(=z)). On
vérifie que f =g+ h, gePet hel.

On conclut que : Vfe E,3(g,h) eP XL, f =g+ h.

1
cqoq=— > gopog logopogt.
9.9' €G

F est stable par tout élément de G et p est d’'image F', donc
Ve€E,p(x)eF = (97  og'op)(z) EF = (pogtog op)(x) = (97" og'op)(2)
i.e. g togop=pogltog op Doun

_ 1 —1_ 7 —1 _ 1 ’ —1 _ 1 ’ —1 _
goq =5 D gog loglopogt=—3 ¥ glopogt =~ > glopog! =4

n2
9.9 €G 9.9 €G 9,€G

Comme g € L(E), c’est un projecteur de E.

Montrons que Im(g) = F.

Size F,g ' (x)eF = pog l(z)eF=gopog l(z)eF = q(z)eF.

Donc F' C Im(gq). D’autre part,

pour tout z€E,(pog 1)(x)EF = (gopog !)(x) € F. Comme F est un sous-
espace vectoriel de E, ¢(z) € F. Donc Im(q) C F. Donc Im(q) = F.

On a F = Ker(q) ® Im(q) = Ker(q) ® F'. Montrons que Ker(g) est stable par tout
élément de G. Pour ce, il suffit de montrer que : VA€ G,hog=qoh

1
Or hogoh™ ! =— E:(hog)opo(hog)_1 et g — ho g est une bijection de G
" geG
1
sur G, donc hoqoh™! = — Z kopok™ =¢q. Donc hoq=gqoh.
n
keG
Remarque : Si f et g sont deux endomorphismes de F et si fog = go f,
Ker(f) et Im(f) sont stables par g.

Solutions
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. a. La relation est réflexive car P.P = P.P = P.

La relation est antisymétrique car si P.QQ = Q.P = Q et P.QQ = Q.P = P alors
P = Q. Enfin la relation est transitive car si P.Q = Q.P=Qet RQ=Q.R=R
alors R.Q.P =Q.R.P=R.P, PR.Q=P.Q.R=P.Ret P.Q.R=Q.R = R. Donc
R=PR.Or RQ.P=R.Q=R. Donc PR = R.P = R. Donc < est une relation
d’ordre sur P. Ce n’est pas une relation d’ordre total. Il suffit, pour s’en convaincre
de prendre P et @ non nuls tels que Ker(P) = Im(Q) et Ker(Q) = Im(P).

b.e PANQ =PQeL(E)

(PAQ)? =P.Q.P.Q=PQ?=PQcar PQ=Q.Pet P,QcP.
e Montrons que P A Q@ < P car A étant commutative, on aura P A Q < Q et

le résultat.
(PAQ).P=QP?=Q.P=PQ=PAQet P(PANQ)=PQ=PAQ.
Donc (PAQ).P=P(PAQ)=PAQ.Dou PAQ=sup{P,Q}
Comme PAQ =P.Q =Q.P,on aIm(PAQ) CIm(P) et Im(P A Q) C Im(Q).
Donc Im(P A Q) C Im(P) N Im(Q).
Inversement, si x € Im(P) N Im(Q) alors z = P(x) = Q(z), d’ott Q(x) = Q.P(x).
Donc Q(z) = Q.P(x) = (P AQ)(x) i.e. z€Im(P A Q).
Finalement, Im(P A Q) = Im(P) NIm(Q).
On procede de méme pour PV Q.

. Soit x € E\ {0}- Si (=, f(z)) est une famille libre, on peut écrire E = Kz @ F ou

f(z) € F. Soit s la symétrie par rapport & Kz parallelement & F. De fos=so f
on déduit que f(x) = —f(x) i.e. f(z) =0, ce qui est absurde. Comme f(0) = 0,
pour tout x € E, (z, f(z)) est une famille liée.

Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, soit (eq,...,e,) une base de
E. Pour tout i €[1,n], f(e;) = Mie; et fler+ea+---Fen) =Aer+ea+---+en).
La linéarité de f implique A(e;+ea+---+e,) = Ae1+Aaea+- -+ A,e,. La famille
(e1,...,e,) étant libre, pour tout ¢ €[1,n], \; = A. Donc : Vi €[1,n], f(e;) = Ae;.

D’ou f = M. Comme KiIg C C, on conclut que C = Klig.

a. L’application ¢ : L(E) = L(E),V +— VoU — U oV est un endomorphisme
de L(E) car, d’apres le cours, V = VoU et V = UoV le sont et L(L(E)) est
un K-espace vectoriel. Comme C = Ker(yp), il s’ensuit que C est un sous-espace
vectoriel de L(FE). Donc (C,+) est un groupe abélien.

La loi o étant associative sur L(E), elle l'est sur C. On a Ig €C. La loi o étant
distributive par rapport & la loi + dans £L(E), elle ’est sur C.

Montrons que C est stable par o. Si V, W €, on déduit de I’associativité de o que

(VoW)oU=VoWoU)=Vo(UoW)=(VoU)oW =Uo (VoW).Donc
VoW eC. Dot (C,+,0) est un anneau.

Par une récurrence facile, comme U € C, pour tout k€ N, U¥ € C. Comme C est un
K-espace vectoriel, il s’ensuit que K[U] C C(U).

b. Comme (U*(z0))o<k<n est une base de F, si V €C, il existe un unique (n + 1)-

uplet (Ao, ..., A\,) €K™ tel que V(zg) = Z MU (20) . Notons W = Z M U*.
k=0 k=0
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On a V(xg) = W(xg). Pour tout j €[1,n], W (U7 (z0)) Z M URF ().
k=0

Comme V €C, V(U (z0)) = U4 (V( UJ<Z AU ( w0)> = 3" MU ().
k=0

Donc, pour tout j €[0,n], V(U?(z0)) = W (U?(z0)). Les application linéaires V et
W étant égales sur la base (U*(z0))o<k<n de E, sont égales. Donc V = W € K[U].

Finalement, C(U) = K[U]. Donc B = (Ig,U,...,U™) est une famille génératrice

de C. Montrons qu’elle est libre. Soit (Mg, ..., \,) € K" tel que Z MU = 0.
k=0

Alors ZAkUk(xo) = 0. Comme (Uk(xo))ogkgn est libre, Ay = 0 pour tout
k=0

k €]0,n]. La famille B est libre. Par suite, B est une base de C(U).

Donc dim(C(U)) =n + 1.

a.T=f—gouf:v—uovetg: v vousont deux endomorphismes de L(E).
Comme (L(L(E)),+,0) est un anneau, T'€ L(L(E)).

Comme (f og)(v) =(go f)(v) =uowvou, on déduit du binéme de Newton que
P

p k ep—k . k
P — (f_ g)P = _ p
= (f-gr =3 (1) D Feyg
k=0
Par une récurrence immédiate, f¥: v — uFovet ¢/ : v — vou, donc

P
VpeN* Yo e L(E), TP (v) = Z(—l)k <Z> uP *ovout.

k=0

2n—1
T2 =Yo) =TP(v) = Y (-1)* (an‘_ 1) W Foyout =a+ B on

n—1 h=0

a= Z(fl)k <2nk_1>u2”1kovouk =0car2n—1—k>netu” =0, et
k=0
2n—1 om—1

8= Z < > w1 FopvouF =0car k> netu® =0.

Donc T2" ' = 0. Donc T est nilpotente.

b. Si a est inversible, b = a~! convient. Sinon, Ker(a) # {0} et comme E est un

K-espace vectoriel de dimension finie, il existe £’ un sous-espace vectoriel de E tel
que E = E' ®Ker(a). D’apres le théoreme fondamental, @ : E' — Im(a), z — a(x)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Soit b€ L(E) définie par b(z) = a~'(z) si z € Im(a) et b(x) = 0si x € F' ou F’ est
un sous-espace vectoriel supplémentaire de Im(a) dans E.

Si x €Ker(a),(aoboa)(x) =0=a(x).

Siz€E' (aoboa)(x) = (aoboa)(z) = a(z).

Comme E = E' @ Ker(a), on a bien aoboa = a.

2n —2
On montre aisément que 72"~ 2(v) = (=1)"~! ( " ) ) u" tovoumt,
n—

Solutions
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L’application du résultat précédent & a = u™ !

2n — 2
T2n72 = (=1 n—1
ave 72(0) = (-1 (27

de T est 2n — 1.

montre qu'il existe v € L(E) tel
> u™ ! £ 0 car u"~! # 0. L’indice de nilpotence

a. Il suffit de montrer que F; U F5 est un sous-espace vectoriel de FE si, et seulement
si, Iy C Fy ou Fy, C Fy.

Si Fy C Fy, alors F} U Fy = F5 est un sous-espace vectoriel de E. Pour montrer
la réciproque, raisonnons par l'absurde. Si Fy ¢ Fy et Fy ¢ Fj, il existe
x1 €EF,x1 ¢ Fy et xo € Fy,x1 ¢ Fy. Comme Fy U Fy est un sous-espace vectoriel
de E, z1 + 90 € F1 U Fy. Donc 1 + 22 € F] ou 1 + x5 € F5. Si, par exemple,
x1 + @ € Fy, alors o = (x1 + x2) — @1 € Fy : absurde.

b. Supposons F = F; U...U F,. Quitte a ne considérer que Fs, ..., F, on peut
supposer que Fy ¢ FoU...UF,. On a alors FLb U...UF, ¢ F; sinon F; = E. 1l
existe donc x € F1, o ¢ FoU...UF,etye FhoU...UF,,y ¢ F}.

Pour tout A€ K, Az + y ne peut appartenir & Fy sinon y = (Ax +y) — Ax € F}
puisque F} est un sous-espace vectoriel de E. Donc, pour tout A € K\ {0}, il existe
i(A) €[2,n] tel que y + Az € Fj(»). L’application A — i()) est injective puisque si
y+ Az et y + pa sont éléments de Fj(y) alors (A — p)x € Fj(), ce qui n’est possible
que si A = p. Il s’ensuit que card(K) < card([2,n]) = n — 1 ce qui contredit K
infini.

Application : F; = Ker(p;) est un hyperplan de E donc un sous-espace vectoriel
strict de E. Donc F; U...UF, # E. Il existe donc x€ E\ (F1 U...U F,)ie. il
existe x € E tel que (¢1...¢n)(x) # 0.

a. Comme w : ' — F,x +— O est élément de A, on a A non vide.
Pour A €K, (u,v) € A%,Vz € G, (Au+v)(z) = Mu(z)+v(z) = 0 car u(z) = v(z) = 0.
Donc G C Ker(Au + v). Il s’ensuit que A est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

b. E étant de dimension finie, on peut considérer G’ un sous-espace vectoriel
supplémentaire de G dans E. Considérons f : A — L(G',F),u — U‘G"

L’application f est clairement linéaire.

ueKer(f) < (ue Aet U‘G’ = 0) ce qui équivaut a

(Vz e G,u(x) = 0) et (VxeG  u(x) = 0). Comme F = G® G, onau=0.1
s’ensuit que f est injective.

Montrons que f est surjective. Pour v € L(G', H) si p est le projecteur de E sur
G’ parallélement & G et si u = p owv. Comme Ker(p) = G, on a G C Ker(u) i.e.
u€ A et f(u) =wv. Donc f est surjective.

f est un isomorphisme de A sur £(G’, F'). Ces deux espaces vectoriels ont méme
dimension. Donc dim(A) = dim(F)(dim(E) — dim(G)).

Si n =1, la réponse est : oui puisque A = {Ig}

Sin > 2, la réponse est : non. Soit par exemple F de dimension 2 rapporté a la
base (e1, e3) = B. Notons f, g les endomorphismes de E définis par
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fler) = e1, f(e2) = —e2 ; gle1) = e2, g(e2) 1. On a f?2 = g% = Iy alors que
(fog)* # Ig puisque (fog)(er) = —ez et (fog)(e2) =

Si d : K[X] — K[X], P — P’. On sait que d € L(K[X]). Comme f = Ig;x] —d et
comme L(K[X]) est un K-espace vectoriel, f € L(K[X]).

Comme, pour tout n € N, K,,[X] est stable par f, on peut introduire f,, 'application
induite par f sur K, [X] i.e. f, : K,[X] = K, [X], P — f(P).

PeKer(f) <= P = P’ et donc il existe un scalaire A tel que, pour tout
x€R, P(x) = Ae* d’out P = 0. Il s’ensuit que f,, est un endomorphisme injectif de
K,,[X] espace vectoriel de dimension finie, donc ¢’est un automorphisme de K,,[X].

Si QeK[X], il existe n€N tel que Q€K,[X]. 1l existe PeK,[X] tel que
Q = fu(P) = f(P). L’application f est donc surjective. Comme elle est injective,
elle est bijective.

VneN,VQ e K, [X], fn (Z Q(k)> = > QW -y QWY = Q- =q
k=0 k=0 k=0
car Q1) = 0 et donc, par injectivité de f,, ona f,(P)=Q <= P = > QW.
k=0

Done f~1: K[X] = K[X],Q = 3 Q.
k=0

Montrons que V est un sous-espace vectoriel de F(R, R).

Comme ’application nulle sur R peut s’écrire f — f avec f€C, on a V # ().
Si (f,g) €V?, il existe f1, f2,91,92 €V tels que f = f1 — g1 et g = fa — go.
fHg=(f1i+fo)—(g1+g2)EVcar fi+ fo€Vetgr+g2€V.
SiNeER,Af = (Af1) — (Ag1) €V car (Af1, \g1) € V2

Si A <0, alors A = —p avec g > 0. Donc A\f = (ug1) — (uf1) €V.

Donc, pour tout A€ R, A\f €V, ce qui met fin a la preuve.

Notons C V’espace vectoriel des suites réelles convergentes. D’apres les théoréemes
sur les suites convergentes, ’application ¢ : C — R, (upn)n>0 — lim(u,) est une
forme linéaire sur C. Cette forme linéaire est non nulle car la suite constante égale
a 1 a pour image 1 par . Donc Ker(p) i.e. 'ensemble des suites nulles est un
hyperplan de C et 'on a C = Ker(y) ® R(1)n>1-

Si f et g sont dans GL(E) alors foget go f sont dans GL(E) car (GL(E), o) est
un groupe. Réciproquement, si f o g et g o f sont dans GL(FE),

fog bijective implique g injective et f surjective ; go f bijective implique f injective
et g surjective. Donc f et g sont bijectives.

La linéarité de ® est claire.
feKer(®) « VreR,zf(z) =0=VzeR", f(z)

f étant continue sur R, on a, pour tout x € R, f(x) =
Papplication linéaire ¢ est injective.

0.
. Donc Ker(®) = {0} i.e.

Solutions
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g€Im(®) <= IfeEVeeR zf(x)=g
Ceci implique g(0) = 0 et Vo e R*, f(z) =

N0

)
(

x)

Comme f doit étre continue en 0, il existe lin% 9(x) = f(0) € R, donc g est dérivable
T— X

en 0. Soit F = {geC(R,R) ‘g(O) =0 et g est dérivable en 0}- On a Im(®) C F.

@ six#0
g'(0) siz=0

Inversement, si g € F, la fonction f : R — R,z — { est continue

sur R et vérifie ®(f) = ¢g. Donc Im(®) = F'.

a. Si x # 0, Vect(z, f(x)) est la droite Vect(z). D’olt existence et I'unicité de \,.
b. e Si (z,y) est libre, z =2 +y # 0 et f(2) = Az = A (x +y).
Comme f est linéaire, f(z) = f(z) + f(y) = Azz + Ayy. Donc :
(A = Ag)z + (As — Ay)y =0, ce qui implique A, = Ay = Ay car (z,y) est libre.
e Si (z,y) est lide, y = ax ot a« €K\ {0}
On a f(y) = af(z) = adsz = Ay = Ayy. Dot Ay = A\, car y # 0.
Donc la fonction x +— A, est constante sur F \ {0}
c. On conclut aisément que ensemble des applications f € L(E) telles que, pour
tout x € E, (z, f(x)) est lide, est espace vectoriel Kig.

Remarque : cet exercice a recu une autre solution dans le cas ol F est de dimension
finie dans ’exercice 9.

L’implication p = ¢ = (Im(p) = Im(q) et po ¢ = g o p) est claire.
Réciproquement, supposons : (Im(p) = Im(q) et pog=gop).

On a E = Ker(p) ® Im(p) = Ker(q) © Im(p).

Si z €Ker(p), p(x) =0= (gop)(z) =0= (pog)(x) = 0= q(x) € Ker(p).
Donc ¢(z) € Ker(p) NIm(q) = Ker(p) NIm(p) = {0} D’ou ¢q(z) = 0.

11 s’ensuit que Ker(p) C Ker(g). L’échange de p et ¢ donne Ker(p) C Ker(g).

Donc Ker(p) = Ker(gq). Comme Im(p) = Im(q) et comme p et ¢ sont des
projecteurs, on a p = q.

Notons que (f —alg)o (f — 8Ig) =0.
Procédons comme a l'exercice 6.

Soit z € E. S'il existe (y, z) € Ker(f — alg) x Ker(f — Blg) tel que z =y + 2

alors f(z) = ay+ Bz. Dou y = ﬁ(f(x) — Bzx) et z = ﬁ(f(w) — ax) et

I'unicité du couple.
Montrons maintenant ’existence d’un couple solution.

Soit (y, z) € E? défini par y = %_ﬁ(f(z) — px) et z =

ﬁ—a(f(x) — ax).

On vérifie que z =y + 2.

Comme (f —alg)(y) = ﬁ(f—aIE)o(f—BIE)(x) =0,onaycKer(f—alg).
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De méme, on vérifie que z € Ker(f — f1g).

On peut conclure que : Vo € E,J(y, z) € Ker(f — alg) x Ker(f — flg),z =y + 2
i.e. E=Ker(f—alg)® Ker(f — 8Ig).

a. Notons que d’apres le cours, Ker(u) C Ker(u?) et Im(u?) C Im(u).

(1)=(2) : VyeIm(u), 3z € E,y = u(x).

Donc il existe (z1,z9 € Ker(u) x Im(u) tel que x = 1 + x5. L’application u étant
linéaire, y = u(z1) + u(zz) = u(zz) car x; € Ker(u). Comme x5 € Im(u), il existe
2 € E tel que y = u(z2) = u?(z), donc y € Im(u?). D’ott Im(u) C Im(u?).

(2)=(1) : soit x € E, alors u(x) € Im(u?), soit u(x) = u?(z) ol z € E, alors, par
linéarité, v = z — u(z) € Ker(u) et x = v + u(z) € Ker(u) + Im(u) i.e. (1).
(3)=(4) Pour tout z € Ker(u)NIm(u), il existe y € E tel que x = u(y) et u(z) = 0.
Donc u?(y) = u(x) = 0, donc y € Ker(u?) = Ker(u) ; d’ott u(y) =0 =z et (4).
(4)=(3) Si z € Ker(u?, u(u(z)) = 0. Donc u(z) € Im(u) NKer(u) = {0}- Il s’ensuit
que u(z) = 0 et donc z € Ker(u). D’ou (3).

b. e Les équivalences entre (i) (ii) et (iii) découlent du théoréme du rang :
dim(E) = rg(u) + dim [ Ker(u)].

e On a toujours Ker(u) C Ker(u?) ; supposons (i) et prenons x dans Ker(u?), alors
u(z) € Im(u) N Ker(u) = {0g} d’out = € Ker(u) et donc (iv) est prouvée.

e Supposons (iv), on a toujours Im(u?) C Im(u) et comme, par le théoreme,
dim(E) = rg(u) + dim [Ker(u)] = rg(u?) 4+ dim [Ker(u?)], ces deux sous-espaces
vectoriels sont de méme dimension donc égaux, d’olt (v).

e Supposons enfin (v). du (2)=-(1) vu au a), on déduit (ii) et donc (i).

a. Si f € E, la fonction g, sa primitive qui s’annule en 0 est élément de F et ¢’ = f.
Par linéarité de 'intégration, P est linéaire. Donc P € L(E).

D e L(E) d’apres le cours. Do P = Ig et (PoD)(f) = f— f(0).

b. feKer(Ig — P) <= VzeccR, f(x / f= {VazéR(;’( )= f(x) o

INeER, VxR, f(z) = Ae® .
<= [ =0.Donc (Ig — P) est injective.

W= 1 50=0

feKer(Ip — D) < VaxeeR, f(x) = f(zr) < INER, VxR, f(x) = Ae”.
Donc Ker(Ig — D) est la droite vectorielle engendrée par la fonction exp.

¢ f=Ug—D)"'g) <= (Ig—D)(f)=g <= VzeR, f(z)— f(x) = —g(x)
—e "g(x) (1)

d
ce qui est équivalent a Vz € R, —( T f(z)) =

(1) — EIAGR,VmER,f(a:):ez<)\—/mg(t)dt).
0

Le sens direct découle du cours.
Si rg(f) +rg(f — Ig) = dim(E) = n alors dim [Ker(f)] + dim [ Ker(f — Ig)] est
aussi [n —rg(f)] + [n —rg(f — Ig)] soit n.

Solutions
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De plus, si z € Ker(f)NKer(f —Ig) alors f(z) = 0 = z, Ker(f)NKer(f—Ig) = {0}
et donc E = Ker(f) ® Ker(f — Ig) ce qui prouve que f est un projecteur.

Si f € Ker(A) alors f est affine et 1-périodique, f — f(0) est polynomiale nulle sur
Z de cardinal infini, donc f est constante. La réciproque est immédiate, Ker(A)
est constitué des fonctions constantes.

1
SigeIm(A), g = f" ou fe€E, alors f' est 1-périodique d’olt / g=0.
0

1
Sige FE et / g = 0, le cours d’analyse montre que toute primitive de g est
0

1 1
1-périodique, si ¢ est une primitive alors ¢ = ¢ — @ aussi et / 1 = 0, donc

toute primitive f de 1 est 1-périodique, élément de Eoet Alfy=g d(())nc g€Im(A).
On a prouvé que g est élément de Im(A) si, et seulement si, g € F et /1 g=0.
Soit alors fe€ FE, supposons que f = A+ g ou AeR et g€ Im(OA). On a
/1 f=Xetg=f— /1 f, ce qui prouve l'unicité de (A, g).

0 0

1 1
D’autre part, pour tout f dans F, en posant A = / fetg=1f —/ fon a
0

0
f=X+g, NeRet geIm(A), tout élément de E admet donc une décomposition
unique dans Ker(A) +Im(A) i.e. E = Ker(A) @ Im(A).

Si (u,v) € A alors Im(v) C Ker(u) d’ou rg(v) < n —rg(u) i.e. rg(u) + rg(v) < n.
Si (u,v) = (Ig,0) alors (u,v) € A et rg(u) +rg(v) = n.

Donc sup [rg(u)+rg(v)] = max [rg(u)+1g(v)] = n.
(uw)€A (u,v)EA

a. Avec ¢ = w‘v on a dim(V) = rg(¢ ) + dim [Ker({pv)} et, comme

Ker (1) = Ker(y)) NV, il vient dim [¢/(V)] = dim(V)) — dim [ Ker(¢) N V].

b. Appliquons a) avec V' = Im(y) en remarquant que Ker(¢) N Im(p) C Ker(v) :
(1) dim [(¢op)(E)] = dim [¢(E)] —dim [ker())NIm(p)] > rg(p)—dim [Ker(y)]
soit encore rg(y o p) > rg(p) + rg(y) — dim(F).

(1) montre également que rg(¢op) < rg(p) et, comme Im(¢ o) est un sous-espace
vectoriel de Im(%)), on a rg(¢ o ¢) < rg(¢), d’out 'encadrement de rg(¢ o ).

On a toujours Im(f 4 ¢g) C Im(f) 4+ Im(g) et donc, par la formule de Grassmann,
rg(f +g) <rg(f) +rg(g) — dim [Im(f) NIm(g)] < rg(f) +rg(g).

Par suite rg(f + g) = rg(f) + rg(g) équivaut a (Im(f) + Im(g) est directe et
Im(f) & Im(g) C Im(f +g)).

o Sirg(f +g) =rg(f) +rg(g) on a déja Im(f) NIm(g) = {0}-

SizeE, f(x)€Im(f) C Im(f) ®Im(g) C Im(f + g), donc f(z) = (f + g)(z) ol
z€E,dou f(x—2z) = g(z) eIm(f)NIm(g) = {0} i.e. (x—z, z) € Ker(f) x Ker(g).
Enfin z = (z — 2) + z € Ker(f) + Ker(g) d’ott E = Ker(f) + Ker(g).
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e Si Im(f) NIm(g) = {0} et E = Ker(f) + Ker(g), Im(f) + Im(g) est directe et,
siyelm(f), y = f(z) oh x € E, on écrit x = z + ¢ avec (z,t) € Ker(f) x Ker(g),
alors f(2) = (2 1) = [(t) = (f + g)(t) € Tm(/ +g) d'o Tm(f)  Imn(f + g). De
méme Im(g) C Im(f + g) et donc Im(f) ® Im(g) C Im(f + g).

a.Ona (fog)? =(fogof)og=foget(gof)?=ygo(fogof)=gof,
fogetgo fsont des projecteurs.

Ker(f) C Ker(go f) est toujours vrai et, de méme, Ker(go f) C Ker(fogo f) d’ou
Ker(f) =Ker(fogo f).

De méme Im(f o g) C Im(f) =Im(fogo f) CIm(fog) dott Im(f) =Im(fog).
b. Si (i) et (ii) alors en utilisant a) on a en particulier Im(f) = Im(f o g) et
Ker(g) = Ker(f o g) d’out rg(f) = rg(f o g) = dim(E) — dim [Ker(f o g)] d’ou
rg(f) = dim(E) — dim [ Ker(g)] = rg(g) et (ii).

Si (i) et (iii) on a, d’apres a), E = Ker(fog)®Im(fog) et tout élément de Im(fog)
est point fixe de f o g d’ou g‘Im(fog) = (gofog)hm(fog).

De plus Ker(g) C Ker(f o g) et comme rg(g) = rg(f) = rg(f o g), par égalité des

dimensions on a Ker(g) = Ker(f o g) d’ou g‘Ker(f og) =(gof og)‘Ker(f og) ce
qui finit de prouver (ii).
)

De méme, si (ii) et (iii) on a (i).

a. Si yeKer(f) alors ¢ o g(y) = ¢ o 0(y) = 0 d’on, comme ¢ est injective,
y € Ker(g) = Im(f).

Soit z € E tel que y = f(x), alors f' op(x) =00 f(x) = O(y) = 0 et, comme f o
est injective par composition, x = 0 puis y = 0.

b. On applique le théoréme de rang & g : dim(F) = rg(f)+dim(G) or, en appliquant
le méme théoréme a f on a rg(f) = dim(E) d’on dim(F) = dim(E) + dim(G).
De méme dim(F’) = dim(E’) +dim(G”’) or d’une part E et E’ont méme dimension
et, d’autre part, G et G’ ont méme dimension, donc F' et F’ ont méme dimension.
c. 0 est une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de méme
dimension finie donc un isomorphisme.

d. Siy' € F' alors ¥~! o g/(y) € G = Im(g) donc on peut choisir y € F tel que
Yog(y) =g (y). Cest aussi g 0 0(y) donc vy’ — 6(y) € Ker(¢') = Im(f’) ;

notons y' — O(y) = f'(z’) ou 2’ € E' et posons x = gofl(x’)

Alors 00 f(x) = /' 0 p(x) = f(a') =y’ — 0(y) puis = 6(y + (x)) € Tm(6).

Par suite 0 est surjective.

wov=0= Im(v) C Ker(u) = rg(v) < n —rg(u) d’ot rg(u) + rg(v) < n (1)
D’autre part £ = Im(u + v) C Im(u) + Im(v) C E donc E = Im(u) + Im(v) puis
rg(u) +rg(v) = n + dim [Im(v) NIm(v)] > n (2) ¢f. Grassmann

(1) et (2) donnent rg(u)+rg(v) = n et Im(u)NIm(v) = {0} d’ott E = Im(u)®Im(v).
Im(v) est un sous-espace vectoriel de Ker(u) et dim [Im(v)] = dim [Ker(u)] d’ou
Im(v) = Ker(u) et enfin E = Ker(u) ® Im(u).

Solutions
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Travaux dirigés

Application A |

On définit A : K[X] — K[X], P — P(X + 1) — P(X).

. Montrer que A est un endomorphisme de K[X] et déterminer son noyau.

2. Montrer que A laisse stable K,,[X] quel que soit n € N. Soit A,, 'endomorphisme

induit par A sur K, 41[X].
a. Préciser son noyau, son image. En déduire Im(A).

b. Montrer que A,, est nilpotente. En déduire que (IKn X] — An) est inversible.

c. Montrer que : 3(ay,) € ZMN, VP € K,, 1 [X], ZakP(X +k)=0.
k=0
. Montrer que, pour tout @ € K[X], il existe un unique P € K[X] tel que

P(X+1)—-P(X et/P
X - 1
. On définit Ny =1 et pour tout n > 1, N, '( n )
n!
a. Montrer que la suite (N,,)n,>0 est une base de K[X].
b. Examiner A(N,,). Montrer que, pour tout P € K[X Z A"P(0

c. Soit P € R[X]. Montrer que P(Z) C Z si, et seulement si, P = Z AiN; ol les
i=0
A; sont des entiers relatifs.

Solution

. Soit T : K[X] — K[X], P — P(X +1). Comme T € L(K[X]) et comme A =T —1
ou I est lapplication identité dans K[X] on a A € L(K[X]) car L(K[X]) est un
K-espace vectoriel. On a Ko[X] C Ker(A). Proposons trois réciproques :

o PecKer(A) < P(X +1)=P(X). Donc : VneN, P(n+ 1) = P(n).

D’ott P(n) = P(0) pour tout n € N. Le polynéme Q = P — P(0) ayant une infinité
de racines est le polynéme nul. Donc P = P(0).

n n
e Soit P(X) = a;X". Ona PeKer(A) < Y a;[(X+1)'—X'] =0. La
1=0 =1
famille [(X +1)* — Xi]ie[[l . échelonnées en degrés, est libre. D’olt P = aq.
e Si PeKer(A), la fonction R — C,z — P(z) est 1-périodique et continue, donc
bornée, ce qui n’est pas le cas si deg(P) > 1. Donc P = P(0).

2. A(X?) = 0 et pour tout ke N*, A(X*) = (X + 1) — X* e K;,_1[X].
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Donc A(K,[X]) € K,—1[X] C K, [X].

Donc A, : Kp11[X] = Ky [X], P — A(P).

a. On a immédiatement Ker(A,) = Ker(A) N K, 41[X] = Ko[X].

On déduit du théoreme du rang :

dim (Im(A,)) = dim(Ky1[X]) — dim(Ker(A,)) = (n +2) =1 =n+ 1.

Or A(KnH[X]) C K, [X] et dim(K,[X]) = n + 1. Donc Im(A,,) = K, [X].

Soit @ € K[X]. Il existe n € N tel que Q € K,,[X] = Im(A,,). Il existe donc P € K[X]
tel que @ = A(P). On a ainsi prouvé que Im(A) = K[X] i.e. A est surjective.

b. On a vu que A(K,41[X]) C K,[X]. Par une récurrence immédiate, pour tout
k€N, deg(A*(P)) < deg(P) — k. Donc A"+2 = 0. D’ot A,, est nilpotente.
Comme dans un anneau A, pour tout entier p > 1,

la—a? = (la—a)(lata+a®+---+aP 1) = (lg+a+a®+---+aP 1) (14—a), dans
lanneau £(K,11[X]) avec 14 = Ik, [x] et a = A, et p=n + 2, par exemple,
IKn+1[X] = (IKn+1[X] - A")(IKTLH[X] +An+-+ AZ—H) et

Ix,.1x] = (IKn+1[X] + A, + o+ Aﬁ“)([KnH[X] — A,), ce qui implique que
Ix, . (x] — An) est inversible et (IKn+1[X] —A,) = Ig, (x)+An+-+ ANt
c.OnaA=T—-1I avecTol =1ToT =T dans 'anneau L(K[X]). D’apres le

P
bindéme de Newton, pour tout p e N, AP = Z (p> T7(—I)?~7. Donc, pour tout

i=o N/

QEKIX], comme 74(Q) = QX + 1), on 2 4%(Q) =3 () (-1 QX + ).

=0
n+2
2 .
A2 = = VQeKnH[X],Z (n;k > (-1)" QX +j) =0.
=0

D’ou le résultat.

1
SiE=K[X]et ®: P~ / P alors ® est une forme linéaire non nulle sur
0

E car (X% = 1, donc H = Ker(®) est un hyperplan de K[X] dont Ko[X] est
supplémentaire. Donc E = Ky[X] @ Ker(®) = Ker(A) & Ker(P).

Ker(®) est un sous-espace vectoriel supplémentaire de Ker(A) dans E. On déduit
du théoreme fondamental que A : Ker(®) — Im(A) = K[X],P — A(P) est
un isomorphisme d’espaces vectoriels i.e. pour tout @ € K[X] il existe un unique
P eK[X] tel que ®(P) = 0 et A(P) = @, ce qui est exactement la réponse a la
question posée.

. a. La famille B = (N,)n>0 étant échelonnée en degrés, est libre. La famille
B, = (Ni)ogkgn est libre de cardinal n + 1 = dim(K,[X]). Elle constitue
une base de K,[X]. Soit Q€K[X]. 1l existe n€N tel que Q€K,[X]. Donc
Q € Vect(By,) C Vect(B). Donc B est une famille génératrice de K[X]. La famille
B étant libre et génératrice de K[X], elle constitue une base de K[X].

b. On montre aisément que A(Ny) = Ny_1sik>1; A(Ng) =0.
Nkfj sik 2]

Par une récurrence facile, il vient AJ(Ny) = { 0 Sk < j

Solutions
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On déduit de 4.a) que : VP € K[X],3!( Ao, ..., A\p) EK"TL P = Z Ak N.
k=0
A étant linéaire, pour tout j €[0,n], AVP = Z AeNg—j.
k=j

Comme Nj(0) =0sik >1et 1sik=0, il sensuit que AP(0) = \; si j €[0,n].
c. On déduit de b) que si P € R[X], il suffit de montrer que :

(P(Z) CZ) <= YneN,A"(P)(0) € Z.
e Si P(Z) C Z, alors AP(Z) C Z et par suite, pour tout n € N,A"(P)(Z) C Z et
donc ¥n e N, A™(P)(0) € Z.
e SiVneN, A" (P)(0) € Z, il suffit de prouver que : Vn e N, N, (Z) C Z.
Examinons uniquement les cas ott n > 1. On a, pour tout k €[0,n — 1], N,,(k) = 0.
k(k—1)---(k—n+1) _ (n)

k

Si k> n, N, (k) =

n!
Si keZ*, alors k = —p avec p e N*.
Donc Ny (k) = —p(=p—1)---(=p—n+1) _ (—1)" (n—k—l) .

n! n
Donc : Vk € Z,¥n €N, N, (k) € Z.

L’équivalence est ainsi prouvée.

Noyaux itérés |

F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et f est un endomor-
phisme fixé de E. Pour tout k € N, Ny = Ker(f*),ni = dim(Ny,) et I = Im(fF).

. Montrer que, pour linclusion, (Ng)g et (Ix)x sont respectivement croissante et
décroissante.

. a. Montrer {k €[0,n] ’ Ny = Nk+1} # (. On note désormais p le minimum de cet
ensemble.

b. Montrer : VKEN, k> p = N, = N,,.

En déduire : VEEN, k<p= I # Ipy1 etk > p= I = I,

c. Comparer les rangs de f™ et fm+1.

. a. Montrer E' = N, @ I,.

b. En déduire que f induit un automorphisme de I,,.

c. Montrer également que f induit un endomorphisme nilpotent de NV, d’indice p,
i.e. p = min {k:EN ‘ Va € N, f¥(x) = 0}.

d. Si f est nilpotent d’indice pg montrer pg < n.

. On se propose de montrer : ny —ng =2 ng —ny = -+ =Ny —Np—1 > 1.

a. Pour tout k € N montrer que f(Ngy1) est un sous-espace de N.

b. En considérant go : No — N; définie par go(z) = f(z) montrer 2n; > no.

c. Montrer ny —mng =2 ng —mny 2 -+ =2 np —np_1 = 1.
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5. On suppose ici f nilpotent.
a. Montrer Vk €[1,p], n1 + k — 1 < ng < kny.

b. En déduire :
n=1<p=n < f"1#£0=f" < (Vk€[l,p], np =k)

Solution

1.Si k€N et z€ Ny alors fFi(x f(fka?) f(0) = 0 d’ott & € Ny et
Nk C Niy1. On a aussi Iy, 1 = fk“( )= ( (E )) C fHME) = I.

2. a. Si cet ensemble est vide alors (ny)o<k<n €st une suite strictement croissante a
valeurs dans N donc n,, > n : absurde.

b. Si k > p on a toujours Ny C Ngi1.
Si z € Niy1 alors fF(z) =0 i.e. fPPH(f*P(x)) =0 dot f*P(z) € Npy1 = N,
et donc f*(z) = fP(f*7P(z)) = 0 i.e. x € Nj. On vient de montrer que (Nj)i>p
est constante.
Sik <ponadm(ly) =n—ng >n—ngp; = dim(ly41) donc Iy # Ijptq.
Sik>ponal, ClI,etdim(Iy) =n—ng=n-—n,=dm(l,) dou I = I,.
c.p=ndonc I, = I,,41 = I, et tg(f™) = rg(fm1).

3.a.SixeN, NI, alors x = fP(z) ou z€E et fP(z) = 0 = f?(z), par suite
z € Ngp = N, et & = 0. Donc N,NI, = {0} et le cours assure alors que E = N, ®L,.
b. f(Ip) = Lyy1 =1y et fp : I, = I,, x — f(z) est un endomorphisme surjectif de
I,, espace vectoriel de dimension finie donc f, € GL(I}).
c. Si x€ N, alors fP(f(z)) = f(fP(z)) = f(0) = 0 donc N, est stable par f et f
induit un endomorphisme ¢ de NN,,.
Vx € Np on a ¢P(x) = fP(z) = 0 par définition de N,,.
Si z €N, \ Np_1 (un tel x existe car N,_1 G N,), on a P~ 1(z) = fP~1(z) # 0.
On a donc P~! #£ 0, et ¢ est nilpotent d’indice p.
d. Si fro=t £ 0 = fPo alors I,,—1 # I,, = {0} = I, pour tout k > po, donc
P=pos<n

4. a. Si y€ f(Ngy1) alors y = f(z) ott © € Ny et donc fF(y) = fFi(z) = 0 i.e.
Yy € Ni, f(Ngy1) est un sous-espace vectoriel de Ny.
b. On a ny = rg(go) + dim [Ker(go)] < ng +dim [Nl N Ng] = 2n7 car N1 C No.
C. Gk : Vixr1 — Wy, o — gi(x) est clairement linéaire surjective et, si x € Ker( gy )
alors © € Ny N Viy1 C Ngy1 N Vir1 = {0}, gr est donc un isomorphisme.
Si z € N, N Wy, alors = f(2) ot 2€ Vi1, 2€ Ngy1 N Vi1 = {0} dott x =0 et
N N W, = {0}.
On a ngto = dim(Viy1) + ngg1 = dim(Wy) + ng41 or N @ Wy, est un sous-espace
vectoriel de N1 d’ott ng + dim(Wy) < ngaq-
Par suite ngio < 2nk41 — Ng 4.6 Nggo — N1 < Nhp1 — Nk
Comme ng = dim [Ker(Ig)] =0et N,y & N, on a:

ny=mnN1—Ng 2Ny —N1 22Ny —Np_1>1

Solutions
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. a. f nilpotent = f? =0=n, =n.

k—1

neE =nq + Z(ni+1 —ny)or,sil<i<k—1, 1< ngy1 —n; <ng dapres 4.
i=1

Donc nqy +k —1 < ng < kngy.

b.

e Sing =1 a) donne Vk €[1,p], k < np < k et donc p = n.

e Si p = n, la définition de p montre que f*~1 #£ 0 = f".

e Si fr1£0=f" pour k=n—1a)donnen; +n—2<n, 1 <ndoncn <2
i.e. n1 < 1 et, pour k =n, a) donne n,, =n < nnqy d’olt 1 > 1 et, en définitive,
ny = 1. On a alors montré que Vk €[1,n], nx = k.




11 - Matrices

Rappels de cours

A - Calcul matriciel

. My p(K) est un K-espace vectoriel de dimension n.p dont la base canonique est
(M; ;) 1<i<n . La matrice M; ; = (0;,505,+) ol dp 4 est le symbole de Kroneker.

1<j<p

Si A= (a;;)et B=(b;;),alors A+ B = (a;; + b; ;).
SiAeK, A= ()\ai,j).

n_p
= (00 =22 s

. Produit de matrices

a.Si A= (a; ;) € My ,(K), B=(b; ;) €M, ,(K), A.B = (ci;), cij = Zalkbk].

On retiendra : «LIN - COL» (N) ou «licol » si 'on a vu des vaches danb un pré
i.e. produit ligne par colonne.
b. Résultat fondamental : ’Mm-.Mkj =0 kM

. (M, (K),+,-) est un K-espace vectoriel et (9, (K),+, x) est un anneau non
commutatif dont ’élément unité pour la loi x est noté I,, = (d; ;).

GL,(K) : ensemble des matrices inversibles de 9, (K) est un groupe multiplicatif.
C’est le groupe des éléments inversibles de I'anneau (90,,(K), +, xX). On Pappelle
le groupe linéaire d’ordre n.

VAEK,V(A, B) €M, (K)? (A\.A) x B=A x (\.B) = \.(A x B).

. Transposition

a. Définition : si A = (a;;) € M, ,(K) on appelle transposée de A, la matrice
notée AT = (a} ;) €M, . (K) telle que : af ; = a;;.

b. Propriétés :

(i) ¥:M,, = My, A AT est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Cest
une symétrie vectorielle si, et seulement si, n = p.

Sin =p, Ker(¥ — Ipn, (k) = Sn(K) espace vectoriel des matrices symétriques est

n(n+1)

de dimension dont une base est {M” + M1 <i<j< n}
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Ker(V + Ipp, (x)) = An(K) espace vectoriel des matrices antisymétriques est de
dimension n(n=1) dont une base est {M; ; — MM‘I <i<j<n}
M, (K) = A,(K) @ S, (K) i.e.
VM € My (K),3!(A,9) € Ap(K) x Sp(K),M = A+ S.
M = (0y;) € Sn(K) <= V(i,7), 55 = aj;.
M = (04;) € Ap(K) <= V(i,7), 5 = —j;.
En particulier, M = (o, ;) € An(K) = Vi € [1,n],a;,; = 0.
(ii) V(4, B) € M, ,(K) x M, ,(K), (AB)T = BT .AT.
(iii) Si A€ GL,(K), AT € GL,(K) et (AT)~1 = (A~1)T.
. Si (En,...,E,) est la base canonique de M,, 1(K), M, ; = EzE]T et EI'E; =6, ;.
. Anneau des matrices carrées

M, (K) est un anneau, il est non commutatif dés que n > 2. L’ensemble GL,, (K)
de ses éléments inversibles est un groupe, il est non commutatif des que n > 2.

e Matrices triangulaires (ou trigonales) supérieures
A= (aM) S %(K) < (CLq;,j =0sii> j)

1
w dont une base est

To(K) est un K-espace vectoriel de dimension
{M; ;|1 <i<j<n} Cest aussi un sous-anneau de M, (K).

e A=(a;;) € T,(K)NGL,(K) <> ai;..... an,n # 0 dans ce cas, A~! € T, (K).
e Matrices diagonales

A= (a:5) €Da(K) <= A= a;M; = (ai30:;) = ding(ar, ., ann):

D, (K) est un K-espace Vectorli;i de dimension n et un sous-anneau de T, (K),
toujours commutatif.

A= (ai;) € Dp(K)NGLL(K) <= a11..... ann # 0.

e Matrices nilpotentes

N eM,(K) est dite nilpotente s’il existe p € N* tel que N? = 0,,.

p—1
Si NP =0, alors I,, - N € GL,(K) et (I, — N)™! = > N*.
i=0

B - Matrices et applications linéaires

. E, F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p,n. B = (e;)1<j<p une
base de E et B’ = (f;)1<i<n une base de F, U € L(E, F).
La matrice de U dans les bases B et B’ est Mg 5/ (U).

n
Mg g (U) = () si, et seulement si, Vj € [1,p],U(e;) = Zai,]‘fi~
i=1
Autrement dit, les colonnes de Mp g/ (U) sont les coordonnées des vecteurs U (e;)

dans la base B’ de F.

. Théoréme

Soient F, F' deux espaces vectoriels de dimensions respectives p, n avec B une base
de E et B une base de F. L’application de L(E, F') dans M,, ,(K), U — Mp 5 (V)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
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Corollaire

Soit M € M, ,(K), 3'U € LIKP,K"™), M = Mpp (U)

ol B, B’ sont les bases canoniques de KP et K.

U est 'appelée application linéaire canoniquement associée a M.

On identifie souvent U et M. On parle de Ker(M ), Im(M) au lieu de Ker(U), Im(U).

. E, F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, B une base de E et B’ une base
de F, Ue€ L(E,F). Si X est la matrice colonne des coordonnées de x € E dans la
base B et si Y est la matrice colonne des coordonnées de y € F dans la base B'.

Y = U(gc) ~— Y = Mlg’lg/(U).X.
. Systéme linéaire

Soient A €M, ,(K) et B € M, 1(K).
P
On note (X) le systéme linéaire (Vi e[l n], 3 a;jz; = bZ-).
j=1

p
(X) s’écrit aussi AX = B si on pose X = (z1...2,)T ou encore Y z;C; = B si

i=1
I'on note Ci, ..., C) les colonnes de A.

Le systeme homogene associé a (X) est (Xp) : AX = 0, I'ensemble de ses solutions
est Ker(A).

Le rang de (X) est celui de A (¢f plus loin C.4.), c’est aussi celui de (C4,...,C))
et du systeme homogene (Xg).

L’ensemble de ses solutions est soit 'ensemble vide si B ¢ Im(A) = Vect(C1,...,C))
soit un sous-espace affine de KP de direction Ker(A) et, donc, de dimension

p—r1g(A). Dans ce dernier cas, si X est une solution particuliére, alors ’ensemble
des solutions de (X) est X + Ker(A).

Si A€ GL,(K) cet ensemble est réduit & un point, a savoir A~!B, si, de plus, A
est triangulaire la résolution du systeme est immédiate de proche en proche.

C - Changement de bases, équivalence, similitude

. Matrice de passage

E K-espace vectoriel de dimension n. B, B’ deux bases sur E, on appelle matrice
de passage de B & B’, la matrice P = Mp g(Ig).

P est la matrice dont les colonnes sont constituées des coordonnées des vecteurs
de la nouvelle base B’ dans ’ancienne B.

P est inversible et P! est la matrice de passage de B’ & B.
. Effets de changement de bases

a. Sur les vecteurs.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B,B’ deux bases sur E, X
la matrice colonne des coordonnées de x dans B, X’ la matrice colonne des
coordonnées de z dans B’, alors X = PX’.

b. Sur une application linéaire.

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n. By, By deux bases sur F, P la
matrice de passage de By a Bs.

Soient F' un K-espace vectoriel de dimension p. B'1, B’ deux bases sur F, Q la
matrice de passage de B'1 a B/

SiUeL(E,F)et M; =Mz, ,(U), i €{1,2}, alors My = Q~*M; P.
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. Matrices équivalentes - matrices semblables
o A, BeM, ,(K)) sont équivalentes si, et seulement si,
(P, Q) € GL,(K) x GL,(K), B=Q 'AP.
o A, BeM,(K)) sont semblables si, et seulement si,
P € GL,(K), B= P~ 1AP.

e A et B sont équivalentes si, et seulement si, 3U € L(KP,K"), A = Mg, 5,(U)
et B = MBLBE(U)'
e Deux matrices semblables sont équivalentes. La réciproque est fausse.
contre-exemple : A est semblable & I, si, et seulement si, A = I,,.

A est équivalente a I, si, et seulement si, A € GL,,(K).
e A et B sont équivalentes si, et seulement si, elles sont équivalentes a J,. si, et
seulement si, rg(A) = rg(B).
. Rang d’une matrice carrée
Notations : A € M, ,(K),A # 0, B une base de K” et B’ une base de K”,
A= MppU); (Ci,Cs,...,Cp) les vecteurs colonnes de A ; (L1, Lo, ..., Ly) les
vecteurs lignes de A.
o rg(A) =1g(U) = rg(AT) = dim [Im(U)] = dim [ Vect(U(B)] < min(n, p).
o rg(A) =rg(Cy,Cs,...,Cp) =1g(L1, Lo, ..., Ly).
e rg(A) = ordre maximal des matrices carrées extraites de A et inversibles.

. Matrice carrée inversible

Si A e M, (K) alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible ;
(ii) A est inversible & droite ou & gauche ;
(if) 1g(4) = n ;
(iv) Ker(4) = {0} ;
(v) les colonnes de A engendrent K”.
V(A,B) € (M,(K))2, rg(AB) < min(rg(A),rg(B)) avec égalité si A ou B est

inversible.

. Trace

e Définition : Si A = (a; ;) € M, (K), on appelle trace de A, et 'on note tr(A), le
scalaire a1,1 +az2 4+ -+ Gp p-
e Propriétés :
tr est une forme linéaire non nulle sur M, (K).
Ker(tr) est un hyperplan de 9t,,(K) dont un supplémentaire est KI,,.
o Si AeM, ,(K) et Be M, (K) alors tr(AB) = tr(BA).
e Deux matrices semblables ont méme trace.
e La trace d'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est la
trace de sa matrice dans une base quelconque de cet espace vectoriel.

e La trace d'un projecteur est égale a son rang.
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D - Opérations élémentaires

Soit n e N*. On note (Er,...,Ey) la base canonique de M, 1(K) et on rappelle
que, si (i,7) €[1,n]?, on a M; ; = E;E] et El E; = 6, ;.

Si A est un élément de M,,(K) et (i,5) €[1,n]? alors AE; est la j-eme colonne de
A et ET A est sa i-eme ligne, par suite E] AE; = a; j, si A = (a; ;).

. Définitions

e Si (i,5) €[1,n]?, i # j et A€ K on pose T"I(\) = I,, + AE™.

On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme T%7(\) ; c’est
une matrice triangulaire et inversible.

e Siie[l,n] et AeK* on pose Di(\) = I,, + (A — 1) E*E,

On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme D?()\) ; c’est une
matrice diagonale et inversible.

e Si 0 €S, on appelle matrice de la permutation o, M, = (5170(”) ;
1<ijsn

c’est encore une matrice inversible d’inverse M,-1 = MZ.

. Interprétation en terme de produit matriciel

e Remplacer A par AT"7()) revient & effectuer 1'opération élémentaire

C; + Cj + XC;. Remplacer A par T%/(A)A revient a effectuer l'opération
élémentaire L; <— L; + \L;.

e Remplacer A par AD()) revient & effectuer 'opération élémentaire C; < \C;.
Remplacer A par D(\)A revient & effectuer 'opération élémentaire L; < \L;.

e Remplacer A par AM? revient a effectuer les opérations élémentaires
(Vj G[[l, n]], Cj — Cg(j)).
Remplacer A par M7 A revient a effectuer les opérations élémentaires
(VZ E[[l,n]], L; Lo-—l(i)).
Ces opérations conservent le rang.
e Systéme linéaire
Une suite d’opérations élémentaires bien menée sur les lignes d’un systeme permet
de le ramener a un systeme triangulaire que 'on peut discuter et, éventuellement,
résoudre.

. Calcul d’inverse

Soit A € GL,,(K), une suite convenable d’opérations élémentaires sur les colonnes
de A conduit & I,,. La méme suite d’opérations élémentaires sur les colonnes de I,
conduit & A7!.

On peut procéder de méme sur les lignes mais on ne mélangera surtout pas les
deux procédés.

De méme le systeme linéaire AX = Y a pour unique solution X = A~'Y et sa
résolution fournit, par conséquent, un calcul de A~!. On pourra, pour ce faire,
effectuer des opérations élémentaires ramenant a un systeme triangulaire.
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Enoncés des exercices

1. Une construction de C

Soit E lensemble des matrices M (a,b) = ( “

—b
a. Montrer que E est un R-espace vectoriel de dimension 2.

Z) ou a et b parcourent R.

b. Montrer que F muni de I’addition et de la multiplication de Mt3(R) est un corps
commutatif. Préciser I'inverse de M (a, b) s’il existe.

x
2. Soit F ’ensemble des matrices M (z,y) = | y ou z,y €R.
Yy

< v
B e

a. Montrer que E est un R-espace vectoriel dont on précisera une base et la
dimension.
b. Montrer que (E,+, x) est un anneau commutatif.

c. Déterminer les matrices M de F telles que : In € N*, (M(z, y))n = I3.
On pourra examiner les puissances de M(1,1).

3. Soit E l'ensemble des matrices M(z,y) = (xy z) ou x et y parcourent C.
a. Montrer que (F, +, X) est un anneau non commutatif.

b. Calculer M(z,y) x M(T, —y). Que pouvez-vous en déduire ?

4. Calculer les puissances n-iemes des matrices carrées suivantes :
_ (cos(t) —sin(t)
a. A(t) = (sin(t) cos(t)
b. A= (ai,j) eﬁﬁp(@) ou A5 = Ay Q4 541 = b et Q5 = 0 sinon.
c. B= (b@j) Emp((:) ou bi,i =q«et b@j = 5 Sit 75 j.

) Ezaminer A(t)A(t').

11
1 1

a. Montrer que u est un endomorphisme de Mz (R) et donner sa matrice dans la
base canonique (M 1, M1 2, M2 1, Ms o) de Ma(R).

b. Déterminer le noyau et 'image de wu.

5. Pour P = ( ), on définit 'application u : My (R) — My (R), M — PM.

97
6. Soient n € N* et w = exp (ﬂ) Si (p,q) €[1,n]?, on note z,, , = w1 et
n

1
Ypq = — ainsi que X = (z,,4) et Y = (yp,4) deux matrices de M,,(C).
Tp,q '
Calculer X2,Y?, X.Y,YV.X, XL
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. Déterminer le rang des matrices suivantes :

a. A= (am) S mn(R), Qi = A, Qji+1 = b et ;5 = 0 sinon.
b. A= (ai,j) c mn(R), Qi j = Sln(l-l—]) c. A= (am-) c S)JTn(R), Qi j = Z+]+Zj

. Déterminer les matrices inverses des matrices suivantes :

a. A= (a;;) €M, (R)otta; ; =1si4<jeta;; =0 sinon.
b. A= (am‘) ei))?n(]R) ou Qi = j—i+1sii<jet Qi 5 = 0 sinon.

. Déterminer les matrices de 9, (K) qui commutent avec tout élément de I, (K).

On pourra utiliser les matrices M; ;.

Trouver I’ensemble des formes linéaires ¢ sur M, (K) vérifiant :
2
V(Aa B) € (mn(KD ) QO(AB) = SO(BA)

Résoudre dans M, (K) : X + tr(X)A = B o A et B sont fixés dans 9, (K).

Soit T : M, (K) — M, (K)*, A = Ty ott Ty(X) = tr(AX).

a. Montrer que T est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

b. Si p €M, (K)* et vérifie : V(X,Y) (M, (K))2, o(XY) = o(Y X) (1),
montrer que ¢ € Vect(tr).

Soient A € M,(K), B € M, ,(K) et C' € M,(K). On pose M = <g g)
a. Montrer que rg(M) > rg(A4) + rg(C).

b. Montrer qu’il y a égalité si A et C sont inversibles.

1 2 0 0
21 0 0
A= 00 1 =2
00 -1 1

Déterminer la dimension de C(A) = {X € M4 (R)|AX = X A}

Soit G un sous-groupe de GL,,(K) de cardinal p et M = Z X. Calculer M2. En

Xeq
déduire que tr(M) € pN. Que peut-on en déduire si tr(M) =0 ?

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3n,U € L(E) tel que U3=0, U2 # 0
et rg(U) = 2n. Montrer qu'’il existe une base B de F dans laquelle la matrice de

0, 0, O0p )
Uest | I, 0, 0, |,ou(0,,1,)€ (imn(K)) )

On pourra utiliser Uexercice 28 du chapitre précédent.
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Soit N : M1, (C) — Ry telle que pour tout (4, B) € (imn((C))2 et A e C,
N(A+ B)< N(A)+ N(B), N(AA) = |A\IN(A) et N(AB) = N(BA).
Montrer qu'il existe o € Ry tel que N = atr].

Soit A€M, (K). On définit I’endomorphisme f de M, (K) par f(M) = AM.
Déterminer tr(f), f¥ pour k € N.

Si(Xq,...,Xg) et (Y1,...,Y),) sont des familles libres dans 9, ; (K), montrer que
(Y',»XT) 1<i<p est libre dans 91, (K).

77 1<5%q

Si A € GL,(R), montrer ’équivalence entre :
(i) Les coefficients de A et A~! sont dans R.

(ii) A est a coefficients dans R, chaque ligne et chaque colonne de A contient
un et un seul terme non nul.

Si Ae M, p(R) on définit A > 0 par : V(i,j) €[1,n] x [1,p], a;; > 0.
Montrer I’équivalence suivante : (on dira alors que A est monotone)
(AeGL,(R) et A7 > 0) <= (VCeM,1(R), AC>0=C>0).

\

24 —1 0 0
—1 2—|—CQ —1 O
Montrer que A = 0 est monotone si les
: . ", -1
0 0 -1 2+4e¢,

¢, 1 < i < n sont positifs.

Soit (A, B) €(M,,(K))?. Montrer 1'équivalence des assertions :
(i) 3IX eM,(K), AX + XA =B.

(ii) YC € M, (K), AC + CA = 0 = tr(BC) = 0.

On pourra utiliser les exercices 12.b. de ce chapitre et ’exercice 1 du chapitre
précédent. On pourra introduire ’application M, (K) — M, (K), X — AX + X A.

On consideére les quatre matrices suivantes de My (C) :

00 0 1 0 0 0 i
001 0 0 0 —i 0
A=1lo 10020 i o ol
100 0 i 0 0 0
0 0 1 0 10 0 0
0 0 0 -1 01 0 0
C=11 0 0 o |®*P=10 0 -1 o
0 -1 0 0 00 0 -1

a. Calculer, pour (z,y, z,t) € C4, le carré de la matrice E définie par
E=zA+yB+ 2C +tD. Que peut-on en déduire pour A, B,C,D ?
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b. Soit G le sous-groupe de GL4(C) engendré par les matrices A, B,C,D.
Montrer que toute matrice de G se met sous la forme A% BY2(C%* D™ ou
(a1, a0, a3, a4) €{0, 1}
c. Calculer le cardinal de G. On pourra examiner Uapplication

{-1,1} x {0,1}* = G, (¢, (a1, ..., ) = €A1 B*2C* D%

Soit A € M3(R) telle que A2 = 0 et A # 0. Montrer que A est semblable &
0 00

J=[1 0 0 |-Endéduire dim(E) ot £ ={X e M3(R) | AX + XA =0}-
0 00

Soient 7 € N* et peN. Montrer qu’il existe une base de M, (K) constituée de

matrices de rang p.

Une matrice carrée complexe A = (a; ;)1<i j<n Vérifie Vi € [1,n], |a; ;| > E la; ;
i#£j
Montrer qu’elle est inversible.

Si A = (a;;) €M, (C) et BeM,(C). On définit A ® Be€M,2(C) par blocs en
notant : A® B = (a;;B).
a. Montrer que ¥(4, A', B, B') €[M,(C)]", (A®B).(A' ® B')=(A.A)®(B.B').

b. En déduire que A ® B est inversible si, et seulement si, A et B le sont.

Si A e M, (K), montrer que rg(A) < 1 si, et seulement si, il existe C' dans M, 1 (K)
et L dans My ,,(K) telles que A = CL. Exprimer dans ce cas AC en fonction de
C et de tr(A).

Soit 4 endomorphisme de E, K-espace vectoriel de dimension finie n. Montrer que
0 -+ --- 0

1o . 1 . : .
u™ =0 # u"! si, et seulement si, ) | est matrice de u.

© 1 g

a. Soit (A, +,-) un anneau d’élément unité I 4 ; montrer que si a et b sont deux
éléments de A nilpotents et qui commutent, alors a-b et a + b sont nilpotents.

Si \V est I'ensemble des matrices nilpotentes de 9,,(C), on note

v = Vect(N), H = Ker(tr).

b. Montrer que N contient les matrices élémentaires M; ; avec i # j.
c. Montrer que v contient les matrices M;; — M; ;.

d. En déduire que v contient les matrices diagonales de trace nulle.
e. Déduire des questions précédentes que H C v. A-t-on H =v 7

On admettra, pour l'instant, que toute matrice nilpotente est de trace nulle.
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Solutions des exercices

1. a. Notons que M (1,0) = I,. Soit J = M(0,1). Alors M (a,b) = aly + bJ.
Donc E = Vect(I3,J). Il s’ensuit que E est un R-espace vectoriel et que (Ia,J)
est une famille génératrice de F.
als +bJ =0 < M(a,b) =0 <= a =b =0 par définition de I'égalité de deux
matrices. Donc (I3, J) est une famille libre de M2 (R). Il en résulte que (I3, J) est
une base de E et que dim(E) = 2.

b. On a déja (E,+) groupe abélien. Comme la multiplication est associative,
distributive par rapport a I’addition dans 93 (R), c’est le cas dans E. La matrice Io
est élément unité de (E,-). Comme 12 = Iy, I,J = JIy = J et J? = —I5, on peut
dire que E est stable par la multiplication et que cette derniere est commutative.
En conclusion, (E,+, ) est un anneau commutatif.

Notons que M (a,b)M(a’,b') = (ala+bJ)(a'Io+ V' J) = (aa’ —bb')I2+ (ab’ 4 a'b)J.
Montrons que tout élément non nul de E est inversible.

Notons que M (a,b)M (a,—b) = M(a® +b,0) = (a® + b*)I5.

Si (a,b) # (0,0), alors M(a,b) # 0. On déduit de 1’égalité précédente que M(a,b)
est inversible et que M (a,b)~! = ! M(a,—b) = a I, b

a4+ b2 a? + b?
la multiplication est commutative dans F.

— J puisque
227 P

2. a. Notons que M (1,0) = I5. Soit J = M(0,1). Alors M (z,y) = zl3 + yJ.
Donc E = Vect(I3,J). Il s’ensuit que E est un R-espace vectoriel et que (I3, J)
est une famille génératrice de F.
xls+yJ =0 < M(z,y) =0 < x =y = 0 par définition de I’égalité de deux
matrices. Donc (I3, J) est une famille libre de MMz (R). Il en résulte que (I3, J) est
une base de E et que dim(F) = 3.
b. On a déja (E,+) groupe abélien. Comme la multiplication est associative,
distributive par rapport & 'addition dans 95(R), c’est le cas dans E. La matrice
I3 est élément unité de (E,-). Comme 12 = I3, I3J = JI3 = J et J? = 2I3 + J,
on peut dire que E est stable par la multiplication et que cette derniere est
commutative. En conclusion, (E,+,-) est un anneau commutatif.
c. Notons M (1,1) = K. On a K2 = 3K et par une récurrence immédiate, pour tout
ne N*, K™ = 3""1K. On déduit du binéme de Newton dans I’anneau commutatif

(Bo+,) que M(z,y)" = (@ =)l +yK)" =Y () @ —y)" "y K"

k=0
M(z,y)" = (z —y)" I + (Z (Z) (x - y)""“y’“i%’“‘l)K-
k=1
My = =)+ 5 (30 () =9 @) K = 5l — o) K,
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Me,y)* = (@~ o) T + 5 (0 +29)" — (0 — )" ) K.

Comme (I3, K) est libre, M(z,y)" = I3 < (z+2y)" =(x —y)" = 1.

Si n est impair, M(z,y)" =13 <= z+2y=c—-y=1 < (z=1ety=0).
Sin est pair, M(z,y)* = I3 < |z —y| =1= |z + 2y| si, et seulement si, apres
la résolution de 4 systeémes linéaires, (z,y) € {(1,0)7 (—1,0) (%7 %)» (%1» %) }
L’équation a donc 5 solutions.

ca Vo, y, 2y €CH M(x,y) — M(2',y') = M(x — 2,y —y') €E.

M(1,0) = I, € E. Donc FE est un sous-groupe de My(C),+).

On a aussi, M (z,y) x M(z',y') = M(zz' — yy', zy' + yz') € E.

Comme la multiplication est associative, distributive par rapport a I’addition dans
M4 (C), c’est le cas dans E. Donc (E, +, ) est un anneau non commutatif puisque
M(0,1) x M(0,7) # M(0,7) x M(0,1).

b. M(z,y) x M (@, —y) = M(|z[>+[y|*,0) = (|z]* +|y|*) 2 = M(z, —y) x M(,y).
M(z,y)=0 <= z=y=0 < [z’ +[y|* = 0 car (|2 [y[*) €(R4)*.

Donc, si M(x,y) # 0, alors M(z,y) est inversible et son inverse est la matrice

M( 2x 5 ;y 2) € E. Donc (E,+,-) est un corps non commutatif.
[, [yl* |, [yl
.a. Comme A(t +t') = A(t)A(Y'), par une récurrence immédiate, il vient
vneN, (A(t))" = A(nt).
b. A = al, + N. Nous conseillons vivement & notre lecteur étudiant de
0 1 0
se familiariser avec la matrice N = - . C’est la matrice de
0 0
I'endomorphisme f de R? défini par f(e1) = 0 et pour j €[2,p], f(e;) = e;_1.
Examiner f2,..., fP, constater que fP =0 et donc f™ = 0 pour tout n > p.

Comme I, N = NI, = N, application du binéme de Newton dans I’anneau 9t,(C)

n p

n _ N\ n—kiknrk o n_ NN\ n—kiknk o

donne A —Z<k)a b"N”sin<pet A _Z(k)a b"N™ sin > p.
k=0 k=0

A™ est une matrice trigonale supérieure dont les éléments sont identiques sur des

paralleles a la diagonale principale.
c. B = (a—b)I,+bJ ou J est la matrice que nous vous conseillons de bien connaitre
J = (a; ;) ou tous les o ; sont égaux & 1. On a J? = pJ et par une récurrence
immédiate, pour tout k > 1, J*¥ = p*~1J. Comme I,J = JI, = J, 'application du
n

) (a — b)" kb gk,

binéme de Newton dans I’anneau 91,(C) donne A™ = Z ( i

k=0
A" =(a—b)"L, + }D [f: (Z) (a = )" (bp)*]J.

k=1
Donc A™ = (a — b)"I, + (a+(p—1)bp) —(a—10)

J.

Solutions
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. a. La linéarité de u découle du cours. Pour avoir sa matrice A dans la base donnée,

1010
. . /1 0 1 01
il suffit de calculer les u(M; ;). On a immédiatement A = 101 0
0 1 01

b. Le rang de A étant celui de ses vecteurs colonnes, on a rg(A) = 2. Une base
de Im(u) est (My1,1 + Ma 1, My 2 + Mas2). On déduit du théoréme du rang que
dim(Ker(u)) = dim(M3(R)) —rg(A4) = 2.

Comme ’LL(MLl —M271) =0= U(Mlvz—Mgvg) et comme (M171—M271, M1,2—M272)
est libre, elle constitue une base de Ker(u).

n n

2 _ > _ _ (k—1)(p+q—2)

« X2 = (2p,q) O 2p g = § :xp,kxk,q = E :W .
k=1 k=1

n—1
Dans I'exercice 9 du chapitre 2, on a vu que S, = Z wh =

k=0
Comme (p,q) €[1,n]*, p+q—2€nZ < (p+q=2o0up+qg=n+2).

Donc z,,=nsip=qg=1loug=n-+2—-pet z,, =0 sinon.

n sipenZ’

{0 sipénZ

1 0 ... 0
Donc x2— | 0 - (1)
0 1 ... 0

Comme y, , = Tpq,0ona Y = X et donc Y? =X = X2 car X2 €M, (R).

n n
En procédant de méme, XY = (t,4) ol tpq = Z:Ep,kyk’q = Zw(kfl)(p*q).
k=1 k=1
Donc tp 4 = Sp—q. Il s’ensuit que XY = nl, i.e. XX = nl,. Par conjugaison, on

— 1
en déduit que XX = nl,. Donc X € GL,(C), X 1 = =Y et YX = nl,.
n

. a. Un examen des vecteurs colonnes permet de conclure que si a # 0, le rang de A
estr=mn,sia=0#balorsr=n—1etsia=0>b=0,alors r =0.

b. Comme a; ; = sin(7) cos(j) + sin(j) cos(), si 'on note C;(A) le j-ieme vecteur
colonne de A, on a C;(A) = cos(j) X +sin(j)Y ot X et Y sont les matrices colonnes
telles que Y7 = (cos(1) cos(2)...cos(n)) et X© = (sin(1) sin(2)...sin(n)).
Donc rg(4) =rg(X,Y) = 2.

c. Pour tout (¢, 7) €[2,n] x[1,n],a; j—ai;—1,; = j+1. Donc, en faisant les opérations
élémentaires L; «— L; — L;_1 pour ¢ = n puis n — 1,...2, on obtient une matrice
olt les n — 1 derniéres lignes sont égales a (23...... (n+ 1)), comme la premiere
ligne de la matrice obtenue est (35...... (2n 4 1)), on conclut que rg(A) = 2.

. a. Premiére méthode : A = I,+ N+ N2+ ..+ N""1 ol N est la matrice nilpotente
rencontrée a l'exercice 4.b. Comme N™ = 0, on déduit d’une formule vue dans les
calculs sur les anneaux :

(In— NY(Iy+ -+ N 1) = (I, 4+ -+ N""1)(I, = N) = I, — N" = I,.

On retrouve le fait que A est inversible et A=t = I,, — N.
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Deuziéeme méthode :
A est transformée en I,, par L; «— L; — L;41 pour 1 < ¢ < n — 1. Donc I,, est
transformée en A~! par les mémes opérations élémentaires, d’ot le résultat.

b. La derni¢re méthode appliquée & B transforme B en A, D’ott B! = (a; ;) ol
Q4 = 1, Q41 = —2, O 42 = let Q5 = 0 sinon.

. Montrons que Z = {A€ M, (K) | VBeM,(K), AB = BA} est KI,.
On a immédiatement l'inclusion KI,, C Z.
Soit A€ Z alors, pour tout j€[l,n] on a AM;; = M;;A d’ou, pour tout
iE[[l,n]] \ {j}v E;-I'AMjﬁjEj = E;TM]‘J'AE]' i.€. a;; = E;TAE] = 0 et donc A
est diagonale.
Pour tout ZE[[Q,’I’T,]] on a AMl,i = M17iA d’ou ElTAMLiEi = E?M].J;AEZ' soit
encore ay;; = E?AEl = E,;TAEi = Q;; d’ou A = al,lfn cKIi,.
Soit ¢ une forme linéaire solution.
Si (i, 4, k) €[1,n]® on a p(E E3F) = o(EI*EY) je. o(EYF) = §; ) o(EH).
Pour k # i on a p(E"F) = 0, pour k =i, p(E") = p(E7).
¢ et p(EL1) tr coincident sur la base canonique de 9, (K) donc ¢ € Vect(tr).
La réciproque a été vue en cours, ’ensemble cherché est donc la droite Vect(tr).
Si X est solution tr(B) = tr(X + tr(X)A) = tr(X)(1 + tr(A)) (1).

tr(B tr(B

e Sitr(A) # —1, alors tr(X) = M et X =B — 1—|—r§5r()A)A et la solution
est unique.
e Sitr(A) = —1, alors, (1) < tr(B) =0. Si tr(B) # 0 il n’y a pas de solution.
Sitr(B) =0, B+ AA, A €K est solution.
La synthese est immédiate. L’ensemble des solutions est la droite affine B 4+ KA.
a. L’application X — AX et D'application tr étant linéaires, d’apres le cours,

par composition, Ty € £ (9, (K), mn(K)*). Comme 9, (K) et son dual ont méme
dimension n? finie, pour établir le résulta, il suffit de montrer que T4 est injective.

Or AeKer(Ty) < VX €M, (K),Ta(X)=0=V(i,j)€[l,n]? Ta(M; ;) =0.
Ta(M; ;) = tr(AM; ;) = tr(AEE]) = tr(E] AE;) car tr(MN) = tr(NM).
Comme EJTAEi =a;;, on a AcKer(Ty) = A =0 i.e. T4 est injective.

b. On déduit de a. que Vo € M, (K),IHA M, (K),p =T4.

VX, Y €M, (K),Ta(XY) =Tu(YX) < tr(AXY) = tr((AY)X) = tr(XAY).
Donc (1) < VX, Y €M, (K),Tux(Y) = Txa(Y).

On déduit alors de a. que : VX € M, (K), AX = X A.

On déduit alors de l'exercice 9. que A € Vect(I,,).

Si A=A, onaTs(X)=tr(AX) = Atr(X), dot ¢ = Atr.

Solutions
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. Notons (uq,...,up) les vecteurs colonnes de A et (vy,...,vq) ceux de C. Si
r =rg(A) et s = rg(C), notons (uj,,...,u;,.) et (Vky, ..., vk, ) des familles libres
extraites respectivement de (u1,...,up) et (v1,...,7,).

Notons (uf,...u,,v1,...,v;) les vecteurs colonnes de M. Montrons que la famille
T S
(W sy s vg .o, ) est libre. Si Z iy, + Z vy, =0 (%).
i=1 i=1

-

En considérant les p premieres composantes, on a Z)\iuji = 0, ce qui implique
i=1

la nullité des \;, 1 < 4 < r puisque (u;,,...,u;,.) est libre.

(*) = Z o;v, = 0, ce qui implique la nullité des a;,1 < ¢ < s puisque
i=1

(Vkyy- .-, 0k, ) est libre. Donc la famille de 7 + s vecteurs colonnes est libre, d’ou

rg(M) > rg(A)+rg(C). L’inégalité peut étre stricte, si par exemple, A = C =0 et

B #0. Si A et C sont inversibles, rg(A) = p,rg(C) = ¢ = rg(M) > p+ ¢. Comme

M eM,i4(K), on arg(M)=p+qet M est inversible.

Notons A = (Al 0 ) et recherchons X sous la forme X = (Xl Xz

0 A X, X4).Par un
caulculfacileontrouvequeC(A)—{(IO2 8),(3 8),(8 ?),<8 IO()}
2

., (01 (0 2
ouJ—(1 O)etK—(l 0).

.a.S5iYeG, MY = Z XY. L’application G — G, X — XY étant une bijection
XeG
de G sur lui méme, MY = Z Z = M. Donc
Zea
M?=M Y X=> MX=> M=pM.
Xea XeG Xea

M
b. N = ? vérifie alors N2 = N d.e. N est la matrice d’'un projecteur. Donc
rg(N) = tr(N), dou tr(M) = ptr(N) = prg(N) € pN.
c.tr(M)=0=tr(N)=0=rg(N)=0=N=0= M =0.

u? =0 = Im(u) C Ker(u?) et Im(u?) C Ker(u).

On déduit du théoreme du rang que dim(Ker(u)) = dim(E) — rg(u) = n.

Il s’ensuit que rg(u?) < dim(Ker(u)) = n.

L’indication de 1’énoncé permet de dire que rg(u?) > 2rg(u) — dim(E) = n.
Donc rg(u?) = n = dim(Ker(u). Comme Im(u?) C Ker(u), on a Im(u?) = Ker(u).
On déduit du théoreme du rang que dim(Ker(u?)) = dim(E) — rg(u?) = 2n.
Comme Im(u) C Ker(u?) et qu’ils ont méme dimension, Im(u) = Ker(u?).

Soit C = (y1, - .,Yyn) une base de Im(u?) = Ker(u). Il existe (e1,...,e,) € E™ tel
que y; = u®(e;). Montrons que B = (e1, ..., en,uler), ..., ule,),u?(e1), ..., u%(en))
est une base de E et le probleme sera résolu.
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x—Z)\eZ—l—Z)\uez—i—ZuZ €;)

r=0=u?(r)=0= Zx\iuz(ei) = Vie[l,n], ;s =0 car C est libre.

=1

*O:‘ZM (e;) =0=Vieg[l,n],u; =0 car C est libre.

r=0=VYi E[[l,n]],z/i =0 car C est libre.
Donc B est une famille libre de E de cardinal 3n = dim(E). C’est une base de E.

e En procédant comme dans l'exercice 10, compte tenu des deux dernieres
propriétés de N, on a N(M, ;) =0sii# jet N(M;;) = N(Mi,1) =a € Ry,
Si A est a coefficients diagonaux nuls, on a A = Z a; ;M; ;. Dol :
i#j

0 < N(A) <Y laijIN(M; ;) =0 et N(A) =0.

i#j
e N(AB) = N(BA) implique N(A) = N(B~'AB) si B est inversible. Donc si A
et A’ sont semblables, N(A) = N(A4").
e D’apres le début du travail dirigé sur les commutateurs, toute matrice de trace
nulle est semblable a une matrice dont les éléments diagonaux sont nuls.
e Si (4,B) € (M,(C))” et N(B) =0, alors N(A + B) = N(A).
En effet, N(A+ B) < N(A) + N(B) = N(A). D’autre part :
N(A)=N(A+B-B)< N(A+ B)+ N(B) = N(A+ B). D’ou le résultat.
e Si A eM,(C), posons M =nA —tr(A)L,. Alors tr(M) = 0.
Donc N(nA) = N(tr(A)I, + M) = N[tr(A)[n] = |tr(A)|N(1,).

Donc N(A) = a|tr(A)| avec o = Nn),

La réciproque résulte de la linéarité de tr et de la propriété :

Y(A, B) € (M,,(C))*, tr(AB) = tr(BA).

ZZCLMMHM”—Zzakeéseszg—Zakag
k=1 0=1 k=1 (=1
Soit B = (M1,1;M2,17-~ Mnyl,Ml’Q, ~'Mn,2; ...... Ml Sy Mn,n) la base

canonique (ordonnée) de Emn(]K) La matrice de f dans la base B est, par blocs
M = diag (A, 4,..., A), dou tr(f) = tr(M) = ntr(A) et La matrice de f* dans
la base B est M* = diag (Ak,Ak, o, AF).

Complétons (X1,...,X,) et (Y1,...,Y,) en (X1,...,X,) et (¥31,...,Y,) bases
de M, 1(K). Soient A et B les éléments de M, (K) do nt les colonnes sont
Yi,...,Yn et Xq,...,X,, ona, pour tout (4, j) dans [1,n]?, V;XT = (AE;)(BE;)"
d'ott ;XT = A(E,ET)BT = AM, ;BT

® : Z ~ AZBT est un automorphisme de 9, (K) car A et B sont in-
versibles, (Y; X7 )i<i j<n est donc une base de M, (K) et, en tant que sous-famille,
(YinT) 1<i<p est libre dans 91, (K).

1<ji<q

Solutions
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Supposons (i) et choisissons un 4 dans [1,n].
Comme A est inversible la i-ieme ligne de A est non nulle.
Siai;#0etar#00u1l<j<k<n,en notant B la matrice A™!, on a, pour

n
tout £ dans [1,n], (AB);, = Z bi pbp ¢ somme de réels positifs.
p=1
Donc, si £ €[1,n]\{i}, bj¢ = br¢ = 0, les lignes j et k de B sont liées car colinéaires
a EI' : absurde. Donc la i-ieme ligne de A comporte un et un seul coefficient non

nul. On raisonne de méme avec les colonnes.
1

b.: .

7,

si

Supposons (ii) et considérons la matrice B de coefficient générique b; ; =

A;; #0et 0sinon. On a (AB); ZA kB j.

Or a; b = 1sia;x # 0 et 0 sinon, d apres (ii) on a donc (AB);; = 1.
Par contre, si ¢ # j on a toujours a; b ; = 0 toujours d’apres (ii) et la définition
de B. On a donc AB =1, dott B=A"teM,(R,).

Commengons par le sens direct. Si AC > 0 alors C = A~}(AC), le coefficient
générique de C' est somme de réels positifs donc positif.

Réciproquement, si X € Ker(A4), AX =0 > 0donc X > 0. De méme —X € Ker(A)
donc —X > 0 et, facilement, X = 0.

A est donc inversible et la i-itme colonne de A~! est C = A7'E; qui vérifie
AC =FE; >0,donc C >0et A~ > 0.

Si XT' = (z121...2,) €My n(R) est tel que AX , notons x = min (z;). Il

20
i €[1,n]
suffit de prouver que x; > 0 pour conclure que X > 0
(2 —+ Cl)l’l — X2 > 0
AX >0 — ViG[[Q,nfl]],f:m_l+(2+Ci)xifxi+1 >0
—Tp—1+ (2 + Cn)xn 2 0
Vi Gﬂl, n]], (2 + Ci)JZi = Ti—1+ Ti+1
To = Tn41 = 0
En particulier, (2 + ck)xg = -1 + Tp+1 = 2x, = g = 0.
Si ¢ > 0 pour k €]1,n], on a x > 0.
Sinon, xp_1 + Tp41 = 2xy d.e. (Tp41 — Tk + (xxg—1 — ) = 0, ce qui implique
Tk = Tk—1 = Tp+1, compte tenu de la définition de k. On remplace k par k — 1 ou
k + 1 et 'on se rameéne soit a k =1, soit & k = n ou a ¢ > 0.

.e. AX >0

(i)=(i). BC = (AX+XA)C = (AX)C — (XC)A. Comme tr(MN = tr(NM), on
a tr(BC) =

(ii)=(i). D’aprés l'exercice 12.b. Papplication 90, (K) — M, (K)*, M — Ty ot
Ty (X) = tr(MX) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

L’application u : M, (K) — M, (K), X — AX + XA est un endomorphisme de
M, (K) en tant que somme de deux endomorphismes de I, (K).

(i) équivaut & Ker(u) C Ker(Tp). D’apres Pexercice 1. du chapitre précédent, il
existe g € M, (K)* tel que g ou = T. Comme g€ M, (K)*, il existe M € M, (K)
tel que g = Tyy. Donc VX € My, (K), (g o u)(X) = Tr(X),
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i.e. VXESIRJW(KLTB(X) = T]V[(U(X)) = tI“(M(AX +XA))7

i.e. VX €My (K), Tp(X) = tr(MAX) + tr(AMX) = tr ((MA + AM)X)7
i.e. Tg = Tpyparam i.e. B = MA+ AM puisque N — Ty est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.

t 0 z T + 1y
- 0 t T — 1y -z 2 _ (2 2 2 42
a. E = ' vty -t 0 = E* = (2 4+ y* +2° +t°)14.
T —1y —Zz 0 —t

D’autre part, E? = 22 A? + y?>B? + 22C? + t?D? + 2y(AB + BA) + yz(BC + CB)
+22(AC+CA)+xt(AD+DA)+yt(BD+DB)+2t(CD+DC).
En utilisant des valeurs particulieres pour (z,v, z,t) on obtient
A2=B?2=C?=D*’=1I et
AB+BA=BC+CB=AC+CA=AD+DA=BD+DB=CD+ DC =0.

b. G est 'ensemble des produits finis d’éléments de & = {A, B, C, D} et d’inverses
d’éléments de cet ensemble. Comme, si M € £, M~ = M et comme les matrices
de £ anticommutent i.e. sont telles que M N = —N M, le résultat est établi.

c. On vient de prouver que 'application
fo {11} x{0,1}* = G, (5, (a1,...,qq)) = eA®1B*>C* D est surjective.
Donc card(G) < 2°. Montrons que f est injective.

gAY Be2Cas D = g/ 01 Bo2 (0% D% = A1 —a) Baz—0p(a3—a3 Noa—a) — 4],
11 suffit de prouver que eA** B*2C* D = [, = (o, ...,a4) = (0,0,0,0).
Notons M = e A% B®2C* D% et (Ey,...,E,) la base canonique de C*.

Si M = I, comme B*?FE, =cA“*C*D* E; est a coeflicients réels, as = 0.
Comme D*4FEy = FEy, il s’ensuit que A“*C*FE; = ¢Ej.

ag =1= A" E3 = cF; : absurde. Donc a3z = 0, puis oy = 0 et ay = 0.

f est donc bijective et G a 32 éléments.

Si u est ’endomorphisme canoniquement associé & A, on a u? = 0 et u # 0.

Donc u? = 0 = Im(u) C Ker(u) = rg(u) < dim [ Ker(u)].

D’aprés le théoréme du rang, 2rg(u) < rg(u) + dim [ Ker(u)] = 3.

Comme rg(u) €N, il s’ensuit que rg(u) €{0,1}- Comme A # 0, on a rg(u) # 0.
Donc rg(u) = 1 et dim(Ker(u)) = 2.

Soit e5 € Im(u)\ {0}, alors e5 est un vecteur libre de Im(u) C Ker(u). Par théoréme
de la base incompléte, il existe ez € Ker(u) tel que (e, e3) soit une base de Ker(u).
Comme e3 € Im(u), soit e; € R? tel que u(e;) = ey. Comme ez # 0, ex ¢ Ker(u).
Donc Re; + Ker(u) = Rej @ Ker(u) sous-espace vectoriel de R? de dimension 3.
Donc R? = Re; & Ker(u). D’olt B est une base de R3. La matrice J est la matrice

de v dans la base B. Donc A = PJP~! ol P est la matrice de passage de la base
canonique de R3 & B.

L’application ¢4 : X — AX 4+ XA étant somme de deux endomorphismes de
M3(R), en est un. E = Ker(p4) est donc un sous-espace vectoriel de Ms(R).

X€EFE < PJP'X+XPJP '=0 < JX'+X'J=0,o0 X' =P 'XP.

Solutions
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Donc X €Ker(pa) < X' e€Ker(py).

L’application f : X + X’ = P~1X P est un isomorphisme de 913(R), car elle est la
composée des deux isomorphismes X + P71X et X + X P, Ker(pa) et Ker(py)
ont méme dimension. Notons X’ = (a; ;) € M3(R).

g2 0 0 0 0 0
JX'+X'J=|as2 0 0]+ | a1 a12 a13
a3 2 0 0 0 0 0

a2 =032 =0a13=0

Donc JX'+ X'J =0 < si, et seulement si,

a1 +aze =0
X' =011 (Mg — M) + g 1Moy + g1 Mz + a3 3Msz s + az3Ms 3.
La famille {(M171—M272)7 Msq, M3 1, Ms 3, M273} est donc génératrice de Ker(p ).
On vérifie qu’elle est libre. C’est une base de Ker(ypy) ; donc dim(E) = 5.

T

Si r est le rang de M € M, (K), elle est équivalente a J, = Z M, ; i.e. il existe

i=1
P et @ deux matrices inversibles de 9, (K) telles que M = PJ,.Q. Comme les
PM; ;@ sont des matrices de rang 1, M est somme de r matrices de rang 1. Il
suffit de prouver le résultat pour les matrices de rang 1.
Si M est de rang 1, elle est équivalente a J; = My ;.
M1 =A+Bon A=diag(2,1,1...,1,0,...0), B = diag(—1,—1,...,—1,0...0).
Ces matrices diagonales ayant (n — p) zéros dans la diagonale, sont de rang p.

Montrons que si X € M, 1(C) est telle que AX = 0, alors X = 0. D’ou A sera
inversible. Notons X7 = (z1 -+ ,) et |z,] = max |z;].
1<igp
AX = 0= lappzp| = ’Zap,jxj‘ < Z lap,jllz;| < |z Z |ap,j-
Ji#p J#p J#p
Donc |z, | <|ap,p\ - Z lap,; ) < 0. D’ou |z,| < 0 compte tenu des hypotheses faites

J#p
sur la matrice A. Donc z, = 0. Par suite, X = 0. D’ou A € GL,(C).

a. 51 A®B = (a;,5) et (A’ ® B') = (B;,;) alors (A®B).(A' ® B') = (v;,;) ou

n

/ / i !
Vi = E 0 1Pk, = E aiﬁkBak,jB = E ai,kakﬁjBB.
k=1

k=1 k=1
n

Comme (AA’); ; = Zai,kaﬁg,j, on observe que (v; ;) = (A.A)®(B.B’).

k=1
b. Si A et B sont inversibles,
(A®B).(A'@B Y)Y=1,01, =1, ¢t (A7 @ B1)(A®B) = I,2.
Donc (A® B) est inversible et (A®B)™! = A=l @ B~1.
Si A n’est pas inversible, il existe A’ € M, (K) telle que AA’ = 0. 1l suffit de prendre
A’ nulle sur Im(A) et non nulle sur un sous-espace vectoriel supplémentaire de
Im(A) dans K. On a (A®B).(A’®I,) = 0. La matrice (A®B) n’est pas inversible
puisque (A’®1I,) # 0. On procéde de maniére analogue si c’est B qui n’est pas
inversible.
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Pour tout élément X de M1, (K) et tout ¢ de [1,n] on note C;(X) et L;(X) les
i-iemes colonnes et lignes de X.

eSiA=CLetL= (¢ ... {,),alorsVi€[l,n], C;(A) = AE; = C(LE;) = ¢;,C
et donc Im(A) C Vect(C), rg(4) < 1.

e Si A =0 on choisit C' et L nulles. Si A est de rang 1 alors on choisit P et ) dans
GL,,(K) telles que A = PM;1Q. On a A = (PEY)(ETQ) = C1(P)L1(Q).

e Si A= CL alors tr(A) = tr(CL) = tr(LC) = LC car c’est un élément de M (K)
que l'on confond naturellement avec K.

De plus AC = (CL)C = C(LC) = (LC)C = tr(A)C.

Si A est la matrice donnée par I’énoncé on a, pour tout k dans [1,n — 1],

0 0
kQ o :
0 0
Ak = 1 : | et A" =0 d’ou le sens réciproque.
(0) 1 0---0
~——
k

Supposons f™ =0 # f"~! et choisissons x dans F \ Ker(f"1).
n—1

Si Z /\z‘fi(SC) = 0 avec des A; non tous nuls, on choisit & minimal tel que Ay # 0
i=0

et on applique f?*=1 ce qui a un sens car k < n — 1, on obtient A\ f" " 1(z) =0
car f? =0 deés que p > n. Comme ni \x ni f7~!(z) n’est nul il y a une absurdité.
On vient de montrer la liberté de £ = (Jc, f(@), f2(x),. .., f"‘l(x)) de cardinal n
donc base. Relativement & cette base A est matrice de f.

a. Sia? =0et b9 =0 et a et b commutent, (ab)? = aPb? = 0.

D’apres le binome de Newton, comme ab = ba,
p+q

(a+b)Pta = Z (p'l:CI> aPr IR — o + B ont

k=0
q

a:Z (p;:q) aPT I =0 car p+qg—k = petaPtiF =0, et

B = Z (p—]:q) aPta=kpk = 0 car k > g et bF = 0.
k=q+1

Donc(a + b)PT = 0. Donc a + b est nilpotente.

b. Sii# j,M}?; =0, donc M; ; €N.

c. Casoun=2.
1 1 0 0 0 1
OnaMl,l—M2’2=<_1 _1)—1-(1 O>_<O 0 )=B+M2,1—M1,2

ou B = <11 11) est de rang 1 et de trace nulle, ce qui implique (exercice 30)

que B? = 0.

Solutions
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Cas général n > 2. Sii # j,ona M;; — M; ; = A+ M; ; — M;; ou

A= (apq) avec a;; = 1,a;; = —1,a;; = —1,a;; =1 et a, , = 0 sinon.

Le calcul est analogue a celui fait dans le cas ou n = 2, d’ou la conclusion.

d. Si D = diag(A1,...,An) avec tr(D) = A\ + -+ A, = 0, on peut écrire
D=X1(M11—Ms2)+(M+A2)(Mao—Msz3)+- -+ (M+ - A1) (Mp—1,n—1— My )
ce qui implique D € v.

e.Si MeH, alors M = D+ R ou D est la matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont ceux de M. Comme tr(M) = tr(D) =0, on a D € v d’apres d.
tr(R) = 0 et Ré€ Vect(M; ;)ix;, donc Rev d’apres b. Donc H C v.

Comme toute matrice nilpotente est de trace nulle d’apres le résultat admis ou
d’apres un travail dirigé qui suit, v C H, et donc v = H.

Travaux dirigés

Génération de SL, (Z)l

On note SLz(Z) I'ensemble des matrices M = <ch Z) a coefficients dans Z telles
que : ad — bc = 1.

. Justifier trés brievement que SLo(Z) est un groupe.

On considere les éléments de SLy(Z) : T = ((1) }) et J = ((1) 01)

. Calculer J? ; calculer T™ pour m € Z.

.OndonneMz(a b
c d

Calculer M J.
. On donne M comme en 3.

Soit € 'ensemble des éléments de SLo(Z) de la forme M AT A5? -+ - A%m ot m €N,
ou les «; sont dans Z et ou pour tout i, on a A; €{T, J}.
(Si m = 0, la matrice écrite est par convention M).

) €SLy(Z). Pour g € Z, calculer MT~1.

Pour chaque élément N = (: ?) €&, on note ¢(N) = |].

Soit m le minimum des entiers ¢(N) pour N décrivant £.

Soit Ne&, N = (: ?) telle que v # 0. Utiliser les résultats de la question 3

pour montrer qu'il existe N’ € € telle que p(N') < p(N).
A cet effet, on pourra considérer un élément q € Z tel que |§ — vq| < |7].

En déduire que m = 0.
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«

Soit alors N = ) € & telle que v = 0. Montrer que N appartient au sous-

g
)
groupe <T7 J> de SLy(Z) engendré par T et J i.e. au plus petit sous-groupe (au
sens de l'inclusion) de SLy(Z) contenant T et J.

. Déduire de ce qui précede que SLy(Z) est engendré par {T, J}.

Solution

. [, €SLy(Z) et, si M et M’ sont éléments de SLy(Z) avec M = (CZ Z et

li / / / U / / /
, _fad b . —1_[a b d =b'\ _(ad —b a'b—ab
M= ( d d ) , alors MM'™" = ( c d) ( - d ) \ed —dd da' —cb
qui est & coefficients dans Z et det(MM'~1) = [det(M)] [det(M’*l)} =1.
Donc SLy(Z) est un sous-groupe de GLa(R).

.J2:—IgetT:IQ+Noi1N:(8 é)vériﬁeNQZO.
Si meN, T™ = (I + N)™ = I + mN par la formule du binéme d’ou
Tm = <(1) T).Deplus T"(Iy—mN)=I, —m?N? =1, douT-™ = I, —mN.

En définitive, pour tout me zZ, T™ = ((1) T)

q_[a b—aq _ b —a
e () = (4 ),

. Siy > 0, la division euclidienne de é par v montre 'existence de ¢ dans Z tel que
0<d—7vg <. Sinon on a v < 0 et la division euclidienne de —¢ par —y fournit
un g dans Z tel que 0 < g — § < —~. Choisissons un tel q.

! !
Alors N' = NT-1J = (?;/ ?/) oy =J —yq et donc (N') < p(N).
On vient de montrer que m ne peut pas étre strictement positif ; comme m € N,
nécessairement m = 0.
Si N = <(0; ?) €SLy(Z) alors ad = 1 et (o, ) € Z? d’'ott (o, 6) = (1, 1).
e Si (a,8) = (1,1) alors N = T5.
e Si (a,8) = —(1,1) alors NJ? = -N =T  dou N =TFJ2
Dans tous les cas N € (T, J).
. Utilisons les notations et les résultats précédents. Si M € SLy(Z) on arrive a
MASY .. A% (T, J) et, comme (Af'... A%m)~t = A em AT (T, J) il
vient M € (T, J). Donc SLy(Z) C (T, J) C SLa(Z).
Donc SLy(Z) est engendré par {T, J}-

Solutions
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Pseudo inversel

Soit A = (a;j ) 1<i<n un élément de M, ,(R).

1<5<p

. Montrer tr(AAT) =0= A =0.
. Soient B et C' matrices telles que BAAT = CAAT. Montrer BA = CA.
(a) AXA=A

a)
T _
. On considere le systeme (S) ((lz)) (AX)" = AX ou X eM, ,(R).
(d)

XAX =X
(XAT =XA
Montrer que { ((E)) < (bc) XXTAT = X et { EZ; < (ad) XAAT = AT,

. Montrer que si B vérifie (4) BAT AAT = AT alors X = BAT est solution de (ad)
puis que X est solution de (bc) et donc de (S).

. En utilisant la question 2 montrer que s’il existe r € N* tel que

(5) B(ATA) T (ATA) alors B vérifie la relation (4).

. Montrer qu’il existe un polynéme non nul P tel que P(ATA) = 0. En déduire
Pexistence d’une solution B de (5). (On prendra pour r la valuation de P). On a
ainsi montré lexistence d’une solution X de (8S).

. Montrer, en utilisant (bc) et (ad) que la solution X de (S) est unique, on la note
A5, Montrer (Ah)h = A.
Si p =n et A€ GL,(R) montrer ’égalité A% = A~1.

Solution

. On a tr(4AT) = Z (AAT), Z Z a; ; somme de réels positifs.
3 1=1 j=1

Donc tr(AAT) = 0= V(i,5) €[1,n] x [1,p], a;i; =0 i.e. A=0.

.Avec D = B —C on a DAAT =0 d’'ot DAATDT =0 i.e. (DA)(DA)T =0 et 1.
montre alors que DA =0 i.e. BA = CA.

. ® Si (b) alors X(XTAT) = X(AX) d’ou (bc) si 'on suppose de plus (c).

e Si (be), alors XXTATXT = X X7 et, en transposant, XAXXT = XX7T i.e
(XA)XXT = ([,)XXT d'ott XAX = I,X d’apres 2. et (c) en découle.

De plus (be)= AX = AXXTAT d'on (AX)T = AXXTAT = AX et (b).

e Supposons (a) et (d), (d)= XAAT = ATXTAT = (AXA)T = AT par (a) d’ott
(ad).

o (ad)= AATXT = A= XA = XAATXT

dot (XA)T = XAATXT = X A et (d).

D’autre part (ad)= AX AAPT = AAT = [, AAT = AXA=1,A= A dapres 2.

o (b) (a)
En résumé : { ©) < (bc) et {(d) <~ (ad).
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. Supposons (4) et posons X = BAT alors XAAT = BATAAT = AT d’apres (4),
donc X est solution de (ad).

Donc X vérifie (a) et ATXTAT = AT d'ott XXT AT = BATXTAT = BAT =

et X est solution de (bc). D’apreés 3. X est alors solution de (S).

. Montrons par récurrence sur r que (5)=(4).

e Sir =1 BATAATA = AT A. Posons A’ = AT alors (BATA)A’A'T = A'A'T
et, d’apres 2. (BATA)A' = A’ i.e. (4).

e Supposons 'implication établie & un rang r > 1.

Si B(ATA)™+2 = (ATA)"*L, avec A’ = AT, on a (BATA)A'A'T = A/A'T d'ot,
d’apres 2., [B(ATA) 1 AT = [(AT A)"] AT

i.e. [B(ATA)TAT]AAT = [(AT A)""*AT]AAT d’on, toujours d’apres 2.,
[B(ATA)"AT]A = [(ATA)"1AT]A i.e. BLATA)™1 = (AT A)" puis (4) d’apres
I’hypothese de récurrence.

En, définitive (5)=(4).

. M,(R) étant de dimension p?, la famille ((ATA)¥) <p Ot liée, en écrivant

0<k<
p’ p’
Z A (AT AR =001 (Mg, ..., M\p2) € RP*\ {0}, le polynéme P = Z A X ¥ est non
k=0 k=0

nul et vérifie P((ATA)) = 0. Notons r la valuation de P.

Ona (ATA)" = pz —(¥)(ATA)’€ = [ pz
" k

_(%’:) (ATA)k—r—1:| (AT A)r+

k=r+1 :r+1
2
p e
. . Ak T ANk—r—1 __ r+i+1 T A\t
Par suite B = kz;rl—(AT)(A A) = Z; ( )(A A)* est solu-

tion.

. Si X; et X5 sont solutions de (S), en utilisant (bc) et (ad) on arrive a :

(XleT — XQXQT)AT = X1 — XQ (*) et (X1 — XQ)AAT =0 (**)

(x) &= YAT = X; — Xy

(3x) = (YAT)AAT =0 =04AT

D’apres 2. on a successivement YATA = 04 = 0ATA et YAT = 0AT = 0 d’ot
X1 = X5 d’apres (%).

Posons Y = X1 X{ — X, X7 alors {

Posons X’ = A et A’ = A% alors, comme A" est solution de (S), il vient :

X/A/X/ — X/ A/X/A/ — A/

XAt =Xx'A" . A'XNT = A'X! L

;,X,X, _ d’ou g(’A’))(’ _y et donc, par unicité de A%, X’ = A8,
(A/X/)T = A’ X' (X/A/)T = XA

En définitive, A = (A)%.

Supposons A€ GL,(R), AA™TA = A, (AAHT =1, =AA"Y A71AA1 = A1
et (A71A)T =1, = A=A, donc A~! est solution de (S). Par unicité de A%, on en
déduit que A% = A1,

Solutions
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Commutateurs

. Si AeM,(K) montrer que tr(A) est nulle si, et seulement si, il existe P € GL,,(K)
et N matrice & diagonale nulle telles que A = P"!NP.
On pourra utiliser l'exercice 9 du chapitre précédent.

.Si (A,B)¢€ (imn(K))z on appelle commutateur de (A, B) et on note [A, B] la
matrice AB — BA. On note C l’ensemble des commutateurs et A/ I’ensemble des
éléments de M, (K) a diagonale nulle.

Enfin ® : M, (K) — 9M1,,(K) est définie par ®(X) = [D, X] ou D est la matrice
diag(1,2,...,n).

a. Montrer que ® induit un automorphisme de N.

b. Montrer que, si C' est un commutateur et P € GL,,(K), alors PC P! est encore
un commutateur.

c. En déduire Ker(tr) =C.

Solution

. La réciproque est immédiate, on va montrer le sens direct par récurrence sur n.
Le cas n =1 est clair.

Supposons la propriété établie & un rang n et soit A € M, 11 (K) de trace nulle.
Si A € Vect(I,41) alors A est nulle et ¢’est terminé.

Sinon, en notant ¢ un endomorphisme de K"*! dont A est matrice, ’exercice
9 du chapitre précédent, assure l'existence d’un vecteur x tel que (z, go(r)) soit

libre. Complétons en £ = (ac, o(z),es, ..., en+1) base de K"*!, la matrice A’ de ¢
0 %« -+ %
1

relativement & & s’écrit | 0 avec B € M, (K) et tr(B) = 0 bien sir.
: B
0

Par hypotheése de récurrence on peut choisir P dans GL,(K) et B’ 4 diagonale
nulle telles que PBP~! = B'.

10 --- 0 10 --- 0
Considérons les matrices = . et Q = .
@ : p @ : p-!
0 0

définies par blocs, alors Q@' = I,,.1 facilement, donc Q est inversible et Q! = Q.

0 x e * 0 « -+ *%
Par blocs, QA'Q™ ' = . |7 matrice a

’ : PBP~! : B
* *

diagonale nulle de la forme RAR™!, d’ou la fin de la récurrence.

. a. D est clairement linéaire. Si X € M, (K) et (4, ) € [[1 n]? on a :
(DX); Zd, KTk = ix;; et (XD); Zx, kdi; = jx;; d'ou, par

différence, [D,X]z-,j = (i —j)ziy-
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e Si X € \V alors, pour tout i dans [1,n], [D, X];; = 0 d’ou ®(X) €N et ® induit
un endomorphisme ® de V.

e Si X e Ker(®) alors, pour i # j, (i —j)z;; =0 d’ott ; ; = 0 et donc X = 0 car
XeN.

® est donc un automorphisme de N.

b. Si P€GL,(K), A et B dans 9M,,(K) alors P[A, B|P~! = PABP~! — PBAP~!
d’'ott P[4, B|P~' = (PAP~Y)(PBP~!)—(PBP~1)(PAP~') = [PAP~!, PBP~]
qui est élément de C.

c. Si A et B sont dans M, (K) alors tr ([4, B]) = tr(AB) — tr(BA) = 0 d’'on
C C Ker(tr).

Si Y € Ker(tr), écrivons Y = PNP~! ot P € GL,(K) et N € A en utilisant 1.

Comme ® est un automorphisme de A/, on peut considérer X = EIv>_1(bc) et alors
Y = P[D,X|P~! €C d’aprés b. Donc Ker(tr) = C.

Suggestion : essayez de montrer directement que C est stable par l'addition.

Solutions
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Rappels de cours

1. Groupes symétriques

Définitions
On appelle groupe des permutations de [1,n] le groupe noté (Sy, o) des bijections
de [1,n] sur lui-méme. Il s’agit d’un groupe de cardinal n! non commutatif dés que
n > 3. Son élément neutre est noté e et la loi o est aussi notée multiplicativement.
Si (i,7) €[1,n]? et i # j on appelle transposition (i, j) la permutation o telle que
o(i)=j, o(j) =iet Vke[1,n]\ {i,7}, o(k) = k. Ainsi (i,5)% = e.
Si{a1,aq,...,a,} est une partie de cardinal p > 2 de [1,n] on appelle cycle
(a1 az -+ - ap) Vélément o de S,, défini par : Vi €[1,p—1], o(a;) = ai+1,0(ap) = a1
et Vke[l,n] \ {a1,...,ap}, o(k) = k. L’ensemble {ai,as,...a,} est appelé
support du cycle. Ainsi la transposition (i,5) est le cycle de support {i,j} et
(a1 az---ap)™ = (ap ap-1---a1).
Décompositions
Toute permutation de [1,n] est le produit d’au plus n — 1 transpositions. Elle est
également le produit de cycles a supports disjoints, cette derniere décomposition
est unique a l'ordre pres des facteurs et les cycles qui y interviennent commutent
entre eux.
Signature
1l existe une unique application, notée €, de S,, dans {—1,1} telle que :

(i) pour toute transposition 7 on a (1) = —1,

(ii) pour toutes permutations o et ¢’ on a e(oc’) = e(0)e(a’).
Remarque : si on décompose o en produit de transpositions alors (o) =1 si le
nombre de transpositions est pair, e(o) = —1 sinon.

2. Déterminant d’une famille de vecteurs
s . , . . . . . N *
FE désigne désormais un espace vectoriel sur K de dimension finie n ou n € N™.
Formes n-linéaires alternées.

On appelle forme n-linéaire alternée sur E toute application f de E™ dans K
vérifiant :
(i) Y(ai,...,a,) € E"Vj€l,n],z — f(a1,...,aj-1,%,a;+1,...,a,) est linéaire,
(ii) V(z1,...,zn) € E™, card ({ml,xg, .. ,;En}) <n= f(x1,...,2,) =0.



220 Déterminants

Si f est une forme n-linéaire alternée sur E et si o € 5,, on note ?f I'application
définie par : V(x1,...,7,) €E", f(x1,...,20) = f(To),To@)s- - Tom)), il
s’agit encore d’une forme n-linéaire alternée.
Si f est une forme n-linéaire alternée sur F alors :

(i) si(x1,...,2,) est liée on a f(z1,...,2,) =0,

(ii) Vo €Sn, °f =¢(o)f et, donc, si 7 est une transposition, "f = —f.
Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Théoréme et définition : si e est une base de E il existe une unique forme
n-linéaire alternée f telle que f(e) = 1. On lappelle déterminant dans la base
e et on la note det.. De plus g est une forme n-linéaire alternée si, et seulement si,

il existe A €K tel que g = Adete. Sie = (e1,...,e,) et Vj€[l,n], z; = > a; je;

i=1
n
alors dete(x1,...,20) = > €(0) I] as(s),;-
ocES, j=1
Si e et €’ sont deux bases de E alors det.r = det,s(e) x det, et (z1,...,2,) est une

base de E si, et seulement si, dete(x1,...,z,) # 0.

Interprétations géométriques :
Si K = R on dit que deux bases e et ¢/ de E sont de méme sens si det.(e’) > 0 .
Il s’agit d’une relation d’équivalence sur I’ensemble des bases de E et il y a deux
classes d’équivalence. Orienter E consiste a choisir la classe dite des bases directes,
Iautre classe étant appelée classe des bases indirectes.
Si A,B,C,D sont les sommets d’un parallélogramme de R? et si e est la base
canonique de R? alors det, (A JA ) est 'aire algébrique du parallélogramme
orienté (A, B,C, D).
De méme si e est la base canonique de R3 alors det, (B,/ﬁ, fﬁ) est Daire
algébrique du parallélépipede orienté construit a partir des points A, B,C, D.
Déterminant d’un endomorphisme
Théoréme et définition : si u€ L(E) alors e — det, (u(e)) est constante sur
I’ensemble des bases de E. Cette constante est appelée déterminant de u et
notée det(u). Par suite si v€ L(E) alors det(u o v) = det(u) x det(v) et, donc,
u€GL(E) < det(u) #0.
On a det(Ig) = 1, det(Au) = N'det(u) si A€K et det(u=?) = [det(u)]_l si
u€ GL(E).
Déterminant d’une matrice carrée
n

Définition : si A€M, (K) on pose det(A) =[A| = > e(0) [] an(),;-

ocES, j=1
Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n de matrice A, si

I'on note C1, Cs, ..., Cy, les colonnes de A et si e est la base canonique de 9, 1 (K)
alors det(A) = det(u) = det.(Cy,...,Cp).
Propriétés :

Soient A€ K et (A4, B) € (M ]K))2

det(I,) = 1,det(AA) = A" det(A),det( B) = det(A) x det(B),det(AT) = det(A).
A€eGL,(K) <= det(A) #0 < rg(A) =

Si P € GL,(K) alors det(P~1) = [det( P)} et det(A) = det(P~LAP).
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Calcul du déterminant d’une matrice

Opérations élémentaires : soit A € M,,(K) de colonnes notées Cq,Co,...,C,.
o C; + C; + > MC ne change pas det(A),
K

e C; +» C}, multiplie det(A) par —1,
e C; < AC; multiplie det(A) par .
Développement selon une rangée :
Si (i,4) €[1,n]* on appelle cofacteur i,j et on note A; ;j(A) ou plus simplement
A; ; le produit par (—1)¥*J du déterminant de la matrice obtenue en supprimant
dans A la i-ieme ligne et la j-éme colonne.
La matrice des cofacteurs de A est appelée comatrice de A et notée com(A) ; soit
com(A) = (A,,j) v €M (K).
1<j<n
n n
Si (i,7) €[1,n]? alors det(A) = > a; xAix = Y. akjAk,j-
k=1 k=1
On en déduit A x com(A)? = com(A4)T x A = det(A) x I, par suite si A€ GL,(K)

alors A™! = dot(4) x com(A)T.

Matrices triangulaires :

n
Si A est triangulaire supérieure ou inférieure alors det(A) = [] a4 -
i=1

Déterminant de Vandermonde : si (aq,...,apn) €K™ alors le déterminant de

la matrice carrée a n colonnes de coefficient générique ,j égal a a;_l est
I[I (a; —a;); onle notera Vdm(ay, ..., ap).

1<i<j<n

Formules de Cramer :
Soient A€ GL,(K), BeM, 1(K). On note e la base canonique de M, 1(K) et

C1,Co,...,Cy les colonnes de A. Alors la solution du systeme, dit de Cramer,

, . . dete(C1,...,Ci_l,X,Ci+1,...,Cn)
AX =B fie : 1 ;= .
vérifie : Vi €[1,n], z; det(4)

Enoncés des exercices

. Matrices de permutation

a. Si M € GL,(R) et si Vje[l,n], il existe i; dans [1,n] tel que m;, ; = 1 et
(¢ # j = m,; ; = 0) montrer I'existence de o dans S, tel que : Vj €[1,n], i; = o(j).
On pose alors ¢(o) = M. Vérifier : V(i, ) €[1,n]?, m;; = 6; o(;)-

b. Montrer : Y(o,0') €S2, w(od’) = ¢(o)p(a’), p(o)™t = ¢(o)T et enfin
det (p(0)) = €(0).
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. Quelques calculs :

to) (7)
() <n+1) a® (a+1)? (a+2)? (0) 1
a. ! P b. [b2 (b+1)2 (b+2)?2| c
: : ¢ (e+1)? (c+2) 1 (0)
L) e (1)
a 0) (0) b
at+f ap (0) . .
1 ' (0) a b (0) .
d. e. f (0
0 b 0
of © © 1 (0) 1
(0) 1 a+p
b 0) (0) a
b—a—c 2b 2b cos(a) cos(a+k) cos(a+ 2k)
g. 2¢ c—a—1> 2¢ h. | cos(b) cos(b+ k) cos(b+ 2k) |.
2a 2a a—b—c cos(c) cos(c+k) cos(c+ 2k)
. Calculer A,, = det (|z - ]|)1<i7j<n'
.51 A4, = (ai»j)1gi,j<n olt a; j = (¥ + i+ j — 2)? calculer det(4,,) pour n > 2.
CSi(z1,. -, x0) €K™ (1,2, yn) EK™ ot n > 3, calculer det (1 + xiyj)léiJ(".
O |
X1 LT
. A Daide de Vdm(zq,...,z,, X) calculer
‘,L_71’L72 1.272
! Ty
a (a)
. Calculer (on ajoutera x ((1)), on montrera que la fonction obtenue
(b) Qn

est polynomiale de degré au plus 1, on la déterminera si a # b et on terminera
Dexercice).

ai an—1

. Ap—1 . .
. Soient M = " , w = en

a1 Gp—1 Qo

n—1
fize Y apz®. Si C = MU montrer : V(i, ) €[1,n]?, ¢ j = w f(w?).
k=0

n—1
En déduire det(M) = ] f(wk).
k=0
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. Si a, b, c sont les racines de I'équation t> —¢—1 = 0 montrer que le systéme linéaire

x+ y+ z2=0
ar + by + ¢z = 2 est de Cramer ; on note (g, Yo, 20) sa solution.
a’z + b’y + c?z = 3

Exprimer x( en fonction de a.

Soit A€M, (K) admettant 1 pour déterminant. On note a;; son coefficient
n n

i,j et a;; celuide A= On pose s = > > ay; et, V(i,5) €[L,n]?, bi; =1+a;;.
i=1j=1

Montrer que det(B) =1+ s si B est la matrice dont le coefficient 4, j est b; ;.

Soient A € M, (R) de colonnes notées Ay, ..., A,, e labase canonique de M, 1(R)
My (R) — My,1(R)
dete(X, AQ, ey An)

L licati
et ¢ l'application X s

dete(Al, sy An—l,X)
a. Montrer que ¢ est linéaire.

b. Déterminer rg(y) en fonction du rang de A.

Soient p un nombre premier et P un polynéme de degré n a coefficients entiers
tels qu’il existe n + 1 éléments de [0, p — 1] en lesquels la valeur de P est multiple
de p. Montrer que les coefficients de P sont multiples de p.

a. Si (A,B)e (GLn((C))2 montrer que P : t — det(tA + B) est une fonction
polynomiale de degré n.

b. En déduire les sous-espaces vectoriels maximaux V de 9, (C) vérifiant :

% \ {On} - GLn((C)

Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de FE et f un endo-
morphisme de E. Déterminer, en fonction de f, un scalaire A tel que, pour tout
(x1,...,2,) € E™ on ait :

det, (f(xl),xz,. ) .,:zrn)qtdete (1:1, fxo), 3, ... ,zn) + .- +det, (931, ey T, f(:z:n))
est égal a Adete(z1,...,2y,).

n
Si pour tout (4,7) €[1,n]*,0 < a;; <let > a;; <1 montrer |det(A4)| < 1.
=1

j=

Soient A et B dans 9,,(R) semblables dans 9,,(C), A= P~'*BP ou P € GL,(C),
P = Py +iP; avec Py et Py dans 9, (R). En considérant la fonction F' définie par
F(X) = det(Py + AP2) montrer que I'ensemble {A€R | det(Py + AP,) # 0} est
non vide. En déduire que A et B sont semblables dans 2, (R).
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Soient A et B des éléments de 9, (C) et P la fonction définie sur C par
P(t) = det(tA + B).

Montrer que P est polynomiale, que deg(P) < rg(A).

Indication : on pourra utiliser l’existence de matrices inversibles U et V telles que
UAV = diag(I,,0p,—,).

a1+b1 aq aq
. a2 as + b as
Siay,...,an >0, by <--- < b, on pose A= . .
a, an - ap + by,

Montrer que P : t — det(A — tI,,) est une fonction polynomiale de degré n. En
I’évaluant en les b; montrer qu’elle possede n racines réelles deux a deux distinctes.

Soit PeC[X] de degré n et ag,...,a, des nombres complexes deux & deux
distincts. Si B= (P, P/, ..., P(”)) calculer detg (P(X + a;))
En déduire que (P(X + a;))

o<ign’

o<icn ©St une base de C,n[X].

a. Donner rg (com(A)) en fonction de rg(A) si A€M, (C).

b. Si B est un élément fixé de GL,(C) résoudre I'’équation com(A) = B dans
My (C).

Sin >2onpose & = {A€M,(K) | VX €M, (K),det(A+X) = det(A)+det(X)}-
a. Montrer que I, ¢ £.

b. Montrer de méme que, si r €[1,n — 1], <I(;° OO )¢g

c. Déterminer, en utilisant par exemple la méthode du pivot, ’ensemble £.

Soient f1,..., fy des applications de R dans R.
Montrer que (f1,..., fy) est libre si, et seulement si, il existe (z1,...,24) €RY tel
det (fi(;)) 0.

que et { fi(z;) 1<ij<q #
Pour le sens direct raisonner par récurrence sur q et utiliser la fonction

fie) o filmg)  fi(w)

D:xw : : :
fa(1) o falzg) fo(2)

for1(@1) - for(zg)  fera (o)
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Solutions des exercices

[1,n] — [1,n]
j — ij
colonne est égale a la j’-ieme colonne et, comme M est inversible, cela montre

j =j'. Comme [1,n] est fini on en déduit o € S,,.

Si (i, 7) €[1,n]* alors m; ; = {(1) S0 =1 =00) groi m, ; = 0,0 (5)
sinon

b. Posons M = p(a), N = p(c’) et O = p(0)p(d’).

n n
Si (i,7) €[1,n]? alors 0;; = Y mixne; = Y. 0iok) X Okor(j) = ioor(s) CAT
k=1 k=1
Oporj) = 0 si k # o'(j). Par suite o;; est le coefficient i,j de @(o0’) i.e.
p(o)p(o’) = p(ad’).
Par suite p(0)~! = ¢(0~!) matrice dont le coefficient 4, j est di,0-1(;) alors que
celui de @(0)T est 6, 5(5) = 0u(3),j = 0i,0-1¢;) do0 (o)™t = @(o).

1. a. Montrons que o : < ) est injective : si ¢; = i; alors la j-ieme

. a. Notons A, le déterminant proposé, sa i-ieme ligne a pour j-ieme coefficient

p— 1
<n Jr ! ] > On effectue L; + I; — L;—1 pour i €]2,n] et on obtient, par blocs,
j—

A, = ‘ (1) AL ou L est une ligne et, en développant selon la premieére colonne,
p—1
i —1 j— 2 i — 2
Ap = |Ap_1| = Ap_q car (nji L ) - (nji 5 > = (nji 5 ) et donc, par

récurrence, A, = Ay = 1.

b. On note A le déterminant proposé et on effectue Cy +— C% = Cy — C ainsi

a’> 2a+1 2 o
que C3 + C3 — C1 — 2C% pour obtenir A = [b? 2b+1 2| puis C'Q%CQ——?’
e 241 2 2
a®> 2a 2
montre A = [ > 2b 2| =4Vdm(a,b,c) = 4(b—a)(c—a)(c —b).
2 2 2

c. On note A,, le déterminant proposé et, en développant selon sa premiere colonne,
A, = (-1D)"FTA, g puis A, = —A,,_5 d’ou (A,), est 4-périodique.
Comme A; =1, Ag =—-1=Azet Ay =1ilvient A, =1sin=0o0ul [4], —1
sinon.

d. On note A, (a, ) le déterminant proposé. En développant selon la premiere

a0 -0
colonne A,(a,8) = (a+ f) = Ap_i(e, B) — 1 a+h et, en
B 0
(0) 1 a+p

développant le dernier déterminant selon sa premiere ligne :

Solutions
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Ap(a,8) = (a+ B)An_1(a, 8) — afAp_2(a, B) sin > 3.

Il s’agit d’une récurrence linéaire d’ordre 2 et, comme A;(e,8) = a + 8 et
As(a, B) = (a+ B)? — aB, en posant Ag(a, 3) = 1, la relation de récurrence
est valable pour n > 2.

e Si v # 3 alors le polynéme caractéristique de la récurrence linéaire, a savoir

X2 — (a+B)X + aB, admet « et 3 comme racines et donc il existe deux scalaires
et utels que VneN, A, (a, 8) = Aa™ + ps™.

Alors 1 = Ag(a,B) = A+ pet a+ B =Ar(a,B) = Ao+ puf dot A = —>— et
-
n+1 n+1 n
6—7ﬂ d'ott: VneN, A, (a 5):76 Zakﬁ" k.

B —
e P : 38 — A,(a,B) est polynomiale par deﬁnltlon du déterminant et, sur
n
K\{a}: P(B) = Y. ofp"~*, d’ot, par continuité, P(a) Z ka7 F = (n+1)a”
k=0
e. On note As, le déterminant proposé et on le developpe selon sa premlere colonne

a (0) (0) b 0 0 - b
Apw = a|@ @ 2O bl b (0)
(0) b oo () (0) b oa ()
b ) (0) a b ) (0) ¢ 0

et, en développant ces deux déterminants selon leur derniére colonne on a enfin
Agp = (% = 0*)Ag(p_qy = (@ = 0*)" 1Ay = (a® — D).

2—-n 1 -+ 1
f. En effectuant C1 <~ C1 — > C;, A= ! . =2-n.
j=2 - (0)
(0) 1
1 1 1
g. On effectue Ly + L1+ Lo+ L3 pour obtenir (a+b+c) |[2¢ c¢—a—1b 2c
2a 2a a—b—c
1 0 0
puis, avec Co «— C3—C1 et C3 + C3—C1, (a+b+c)|* —a—b—c 0
* 0 —a—b-—c

d’ott (a + b+ ¢)3 en définitive.

h. Les trois colonnes sont dans le sous-espace vectoriel de M3 1 (R) engendré par

cos(a) sin(a)
cos(b) | et | sin(b) | et, donc, le déterminant est nul.
cos(c) sin(c)

. On effectue C; + C; — C;_y pour i€[2,n] puis L; + L; — L;_1 toujours
0o 1 --- 1
—2
pour i€[2,n] et alors le déterminant, noté A,, est égal a
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1 n
et, en effectuant Cy; < C7 + 526} on a A, = d’ou
=2 i
(0) —2
A, =(-1)""Yn-1)2""2

. On effectue C; < C; —C;_1 pour i €[2,n] puis on recommence pour 7 €[3, n] pour

x? 2z + 1 2 .02
(x+1)2 2z +3 : :
obtenir A,, = : doun=>4= A, =0.
(x+n—-1)2% 22+2n—-1 2 --- 2
2
2 T 20 +1 2
Ao = | & B o g1 et Ay = (@ 4+1)2 2043 2

2
(@+1)° 20+3 (z4+2)2 22+5 2

et, en effectuant L, + L; — L;_1 pour i€{2,3} puis Ly < L3 — Ly enfin

x? 20+1 2
2 0 0
.En notant U = (1 1---1)T et X = (21 22---2,)7 alors les colonnes sont

éléments de Vect(U, X), plus précisément la j-ieme colonne est U + y; X, et donc
le déterminant est nul.

. Notons, pour changer un peu, A le déterminant proposé et considérons le polynéme
Vdm(z1,...,z,, X) que 'on développe selon sa derniére colonne. A est 'opposé

du coefficient de X"~ ! or Vdm(z1, ..., 2,, X) =Vdm(z1,...,2,) [] (X —x;) dot,
i=1

n

en développant le produit, A =Vdm(z1,...,2,) Y ;.

o+ x (a+x)
. Soient, pour z €K, P, p(x) = et p(z) =
(b+2x) an T

Le but de Pexercice est le calcul de P, 4(0).
Les opérations C; < C; — C;—;1 pour 2 < 4 < n montrent que F, ; est polynomiale
de degré au plus 1, soit P, 4(z) = ax + S sur K.
De plus, par structures triangulaires, on a Py(—a) = ¢(a) et P, ,(—b) = ¢(b).

suite — _ _ _ ot _ 5 ap(b) = bp(a) .
Par suite —aa+ 5 = ¢(a) et —ba+ = @(b) d'out P, ,(0) = 5 = 2 si

4 —
a #b.
— (b

Q@ : a — P,3(0) est polynomiale et, si a # b, Q(a) = W(a) = ¥(b)

a—b
posé ¥(a) = ap(b) — bp(a) polyndéme en a. Par continuité de @ en b il vient

Py p(0) = ' (b) = (b) — by’ (D).

: (a; — ).

i=1

ou l'on a

Solutions
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. Notons, pour tout p€Z, r,(p) le reste de la division euclidienne de p par n. On

a, pour tout (4,7) €[1,n]*, m;; = a,, —; et donc ¢;; = i ar, (h—iyw"i. On
remarque que lorsque k décrit [1,n], r,(k —%) décrit [0,n — 1]]k:t1 que k — wh est
n-périodique d’ott ¢; ; = ni: apwPti = i ni: apwP? = w' f(w?).

p= p=
Par n-linéarité du déterminant ce qui précede montre que det(C') = 1:[1 f(w?)det(U)
et, comme det(U) =Vdm(1,w,...,w" 1) # 0, en divisant det(C) :j(;?t(M) det(U)
par det(U) on en déduit det(M) = nl:[: flw?).

j=

1
. Si P(t) = t3—t—1alors P'(t) = 3t>—1 a pour racines j:—3 qui ne sont pas racines

de P. Les racines a, b, c de P sont donc deux a deux distinctes et le déterminant
Vdm(a, b, ¢) du systéme est non nul, c’est un systéme de Cramer.

0 1
A
Les formules de Cramer montrent que 1o = ———— ou A =2 b ¢ |.On
Vdm(a, b, c) 3 b2 2
0 0 1
effectue Cp <~ Cy —Cs et alors A=(b—c¢)|2 1 c|=((b-0c)(20+2c—-3)
3 btc 2

en développant selon la premiere ligne.
Comme t3 —t—1 = (t—a)(t—b)(t—c)onaa+b+c=0cet abc=1dou
2(b4+¢)—3 2a+3 a(2a + 3)

te 4z & oc = 7, Pus 2o (b—a)(a—rc) I_a2—q 2a3 + 1
2 3
a3:a—|—1d’0f1m0:a(257_:_3)=a
On pose U = (1 1---1)T, on note C;,Cs,...,C, les colonnes de A et e la base

canonique de I, 1 (K).

det(B) = det(U + C1,U + Cs,..., U + Cy,) = det(Cy,...,Cp) + > A; ol on
i=1

a posé A; = det.(Cy,...,Ci—1,U,Cit1,...,Cy) car, comme det, est n-linéaire

alternée les déterminants dans lesquels U figure au moins deux fois sont nuls.

Les formules de Cramer montrent que, pour tout i €[1,n], A; = x; ot X est la
n

solution de AX = U, soit X = A7'U car det(A) = 1, donc z; = > ;.
j=1

Par suite det(B) =14+ Y z; =1+ > <Z am') =1+s.
i=1 i=1 \j=1

a. o est linéaire par n-linéarité de det,.
b. Si rg(A) < n — 2 alors toute sous famille de (Ay,..., A,) de cardinal n — 1 est

liée et, donc, ¢ est nulle.

Sirg(A) =n alors, si ¢(X) = 0, les formules de Cramer montrent que la solution
du systeme AZ = X est Z =0, dou X = AZ =0 et ¢ est de rang n.
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Sirg(A) = n—1 alors pour tout X € Im(A) la famille constituée de X et de n —1
colonnes de A est une famille de cardinal n dans Im(A) de dimension n — 1, donc
cette famille est liée. Cela montre : Im(A) C Ker(yp).

Réciproquement si X € Ker(p) et si, par exemple, (Aj,..., A,_1) est libre, alors
dete(Aq,...,Ap—1,X) = 0 montre que X € Vect(A41,...,A,—1) =Im(A).

En résumé Ker(p) = Im(A) de dimension n — 1 d’ot, par le théoréme de rang,
rgp) = 1.

Posons P(X) = ar X*. Soient ki, ko, ..., kyy1 éléments deux a deux distincte
k=0
de [0,p — 1] tels que, si 1 <i<n+1, P(k;) € pZ.
1 kl s k? ao
1 kg ce k‘g aq
Alors | . . . . =pU o U €My 11,1(Z) et les formules de

1 kpg1 -0 kng an
Cramer montrent que, si 0 <4 < n, a;Vdm(ky, ..., ky,11) = pN; ou N; € Z.
Vdm(ky,...,knt1) €Z et chacun de ses facteurs est premier avec p car p est
premier et 1 < |k; — k;| < psii#j, donc pAVdm(ky, ..., kyt1) = 1.
Le lemme de Gauss montre que a; € pZ pour tout i €[]0, n].

a. VteC, P(t) = det(A)det(tl, + A7!B) et det(A) # 0. Posons, pour tout
teC, M(t) = tI, + A7'B alors det (M(t)) = Y e(o)P,(t) ou l'on a posé
g€Sy

Py (t) = ] meo(),;(t) pour tout o € Sp,. Or my(;) ;(t) est polynomiale de degré au
j=1

plus 1 avec égalité si, et seulement si, o(j) = j et donc, pour o # e, deg(P,) < n—2
car il y a au moins deux indices pour lesquels o(j) # j et deg(P.) = n. Cela montre
que P est polynomiale de degré n.

b. Si A€ GL,(C) et V = Vect(A) alors V \ {0, } € GL,(R).

Si V est un sous-espace vectoriel de 91, (C) solution et si (A, B) est libre dans V
alors pour tout t € C, tA+B e V\{0,} d’ou P(t) # 0, ce qui contredit le théoreme
de d’Alembert.

Donc V est solution si, et seulement si, V = Vect(A) ou A € GL, (C).

Pour tout i €[1,n] onnote §; : (z1,...,2zy) — dete(z1, ..., zi—1, f(Ti), Tit1,. -, Tn)
n

et g = > ;. L’application g est n-linéaire par linéarité de f et n-linéarité de det..
i=1

Sil<k<{l<netay=umxppour i ¢ {k,¢} immédiatement §;(z1,...,2,) =0 et

Ok(z1,. .., Zn) = —0¢(x1,...,x,) car det. est alternée, d’ou g(z1,...,z,) =0.

Par suite g est proportionnelle a det,, soit g = Adet, et g(e) = A.

Soit M la matrice de f dans e, alors, par blocs, d;(e) = Iial 2 ou A; est

3
triangulaire supérieure avec, sur la diagonale, m;;,1,...,1 d’ou d;(e) = m;; et

A= :Zléi(e) — tr(f).

Solutions
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On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat.
Si le résultat est établi au rang n et si A € M, 11 (R) et vérifie les hypotheses alors,

n+1
en développant selon la premiere colonne, det(A) = > a; 14,1 on a, par inégalité

i=1
n+1 ‘ n+1

triangulaire, |det(A)] < > a;1]A;1] dou |det(A4)] < | nax 1|A11| X Z ai1
i=1 n4+

soit |det(A4)| < \Jnex |A; 1] < 1 par hypothese de récurrence car les matrlces

extraites de A vérifient les mémes hypotheses. Cela termine la récurrence.

L’expression du déterminant prouve que F' est polynomiale et, comme on a
F(i) = det(P) # 0, F n’est pas nulle. Soient Ao €R tel que F(X\g) # 0 et
Py = P; + Ao P,. Clairement Py € GL,(R).

En séparant les parties réelles et imaginaires des coefficients 1’égalité PA = BP
montre PiA = BP, et P,A = BP, d’ou, par combinaison linéaire, PyA = BPF,
soit A = Py 'BP,.

Soient U et V inversibles telles que UAV = J,. = diag(1,,0,_,) ou r = rg(A).

Pour tout t € C, P(t) = det(U) det(tJ, + C)det(V) ot C = U 1BV L

Si l'on note D(t) = tJ, + C alors det(tJ. + C) = > P,(t) o 'on a posé
gES,

Py (t) = <(0) 11 dagy, (1)

Sij>retsi(l<j<reto(j)#j)alorst dy);(t) est constante, sinon elle
est polynomiale de degré 1 et, donc, P, est polynomiale de degré au plus r et P
aussi.

On note e = (ey,...,e,) la base canonique de M,, 1 (K) et a = (ay ag---a,)T.
VteR, P(t) = det.(a+(by —t)er,a+ (ba—t)es,...,a+ (b, —t)e,), soit comme det,
est n-linéaire alternée en ne conservant que les termes ot @ apparait au plus une fois

P(t) = (ﬁ(bi —t)) det, (e) + z (H(bj —t)) deto(er, .. €5 1,0, €101, sen).

i=1 J#i
Iy

En notant A; le déterminant de la somme précédente, par blocs, A; = 0 2
1

1 (0) . B

(*) 1 i=1 Ve

Sil<i< n, P(bl) = H (bj — bz) H (b] — bi) du signe de (71)]-71
1< <i i+1<5<n

et P(t) , 53 (—t)" du signe de (—1)". Le théoréme des valeurs intermédiaires

montre que P posséde un zéro noté Ay dans ]by,ba[, un zéro noté Ao dans

162, b3, - . . ,un zéro noté A,_1 dans ]b,_1,b,[ et un zéro noté A, dans |b,, +ool.
n

Comme P est de degré n on a P = [] (\; — ) et ses racines ont donc au nombre
i=1

de n et toutes réelles.




19.

20.

21.

22,
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nook
Pour tout i €[0,n] la formule de Taylor montre que P(X + a;) = %P(k)(X)
k=0
1
et donc le déterminant demandé est ——Vdm(ay, ..., a,) donc non nul.

1T &!
k=0

Cela montre que (P(X + a;)) est une base de C,[X].

0<i<n

a. Sirg(A) < n—2) alors tous les cofacteurs de A sont nuls d’ott com(A) = 0,,.
Si A est inversible alors AT com(A) = det(A)I, montre que com(A) est inversible.
Enfin si A est de rang n — 1 I'un des cofacteurs au moins est non nul d’ou
rg (com(A)) > 1. De plus AT com(A) = 0,, montre que Im (com(A)) C Ker(AT)
de dimension 1, d’oli rg (com(A)) < 1 et, en définitive, rg (com(A)) = 1.

b. Si A est solution la question précédente montre que A est inversible et que,
en posant A = det(A), on a A = A\(BT)~! puis A\ = det(4) = \"det™*(B) d’on
A"~1 = det(B) i.e. A est une racine (n — 1)-itme de det™'(B).

Réciproquement si \* ' = det™!(B) et A = A\(BT)~! alors det(A4) = A" det™*(B)

1
soit det(A) = X et com(A) = A x (AT)~1 = X\ x 3 B = B donc A est solution.

a. det(I, + I,,) = 2™ # 2det(l,) car n > 2 donc I, ¢ £.
. (1 0 , (0 0 no_

b. Si J = 0 Onr) et J = <0 Inr) alors |J + J/| = 1 alors que
|[J|=|J|=0car1<r<n-—1,donc J ¢E.

c. Si Ae& et sir =rg(A) il existe U et V dans GL,(K) telles que UAV = J et,
pour tout X € 9M,,(K), det(J + X) =det(UAV +UYV)ou Y = U~ 1XV~1 dou
det(J + X) = det(U) det(A + Y) det(V) = det(U) [ det(A) + det(Y)] det(V), soit
det(J 4+ X) = det(J) 4 det(X) d’ou » = 0 d’apres les deux questions précédentes,
et donc € C {0, } L’inclusion réciproque est immédiate.

q
Si(fr,..., fq) est liée, D" Aifi = 0ol (A1,...,Ag) # (0,...,0). Alors la matrice
i=1
q

(fi(xj))1gi,j<q vérifie Z; XN L; = 0, son déterminant est donc nul.

Si f1 # 0 alors il existe un réel 21 tel que fi(x1) # 0.

Supposons que pour toute famille libre (fi,..., f;) on puisse trouver (z1,...,z4)
élément de R? tel que le déterminant proposé est non nul. Supposons également

(fl, ey fq+1) libre.
Alors (f1,..., fq) est libre et on considere (z1,...,24) €R? tel que A # 0 o A
est le déterminant en question au rang q.
q+1
En développant selon la derniére colonne D = > X;f; ol Ag41 = A # 0 et donc,
i=1
par liberté de (f1,..., fg+1), D n’est pas nulle. Il suffit de choisir z,41 €R tel que
D(x4+1) # 0 pour terminer la récurrence.

Solutions
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Travaux dirigés

Déterminant de Cauchyl

Soient n EN*, G1,--.50Qn, b1,...,b, des nombres complexes tels que, pour tout
élément (4,7) de [1,n]?, on ait a; + b; # 0. On se propose de montrer que le

déterminant de la matrice , appelé déterminant de Cauchy et

% 05 /1<
1<»H.< (a; — ai)(bj — bi)
nOtéca""’a‘7b7"'ab est égal & RATAS
( 1 ns V1 n) 2 H (ai n bj)
1<i,5<n

. Traiter le cas ou deux au moins des b; sont égaux.

On suppose désormais les b; deux a deux distincts.
(Xfal)«u(X—an_l).
(X +01) - (X +by)

. Décomposer en éléments simples la fraction F(X) =

1 1

a1 + by ay + b1 (al)
. On pose A = : : : . Montrer, a l'aide de la
i i '
an + bl an + bn—l (a )

décomposition en éléments simples de F' et en calculant A de deux fagons
différentes que :

n—1
1 (a: + ba)
F(an)C(al, A ,an,]_,bl, R ,bnfl) :27 X C(a]_, e ,an,b]_, A 7bn)
(bn — bi)
=1
. Conclure.
Solution

. Deux colonnes de la matrices sont égales donc le déterminant est nul, tout comme
le numérateur de la fonction proposée, d’ou la validité de I'égalité.

=3 5

et, avec F(X) = (X + bp)F(X) on a ap = Fi(—bg) soit

Pt X+b
-1 n—1
quww RIS
= (-l = _.E ticulier o, = = .
a = (—1) T = o) n particulier a —
i (bn — bs)

N
Il
—
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3. Sion note C1, ..., Cy les colonnes et e la base canonique de M, 1(C) alors la ques-

n n
tion précédente montre : Cp, = > aC dout A = > ay det.(Ch,...,Cph_1,Ck)
k=1 k=1
dolt A = o, dete(Ch,...,Cp) = a,Clay,...,an,b1,...,by).
D’autre part F(a;) = --- = F(an—1) = 0 et, en développant selon la
derniere colonne on a A = F(a,)C(a1,...an—1,b1,...,bn_1) d’ol le résultat avec
I’expression de «,, donnée dans la question précédente.

n—1

1 (an — ay)
4. Comme F(a,) = LGli une récurrence et la question précédente établissent
(an + bi)
i=1

I’égalité.

Décomposition LU

Notations

A désigne un élément de M, (K).

Pour tout i €[1,n], on note A; le bloc supérieur gauche i x i de A et A;(A) son
déterminant ; A;(A) = det(A;). Ainsi A1(A) = a1 et A, (A) = det(A).

On dit que A admet une décomposition LU (lower - upper) s’il existe une matrice
triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U telles que A = LU
et, pour tout i €[1,n], ¢;; =1 et u;; # 0.

On se propose de démontrer que A admet une décomposition LU si, et seulement
si, pour tout i €[1,n], A;(A) # 0 et que, dans ce cas, la décomposition est unique.
1. Montrer que, si A admet une décomposition LU, alors celle-ci est unique.

2. Montrer que, si A admet une décomposition LU, alors Vi €[1,n], A;(A4) # 0.

3. On veut montrer par récurrence sur n que la condition est suffisante.
a. Traiter le cas ou n = 1.

b. On suppose la suffisance établie pour les éléments de I, _1 (K).
Soit A € M, (K) telle que, pour tout ¢ €[1,n], A;(A) # 0.

, . (B C
On écrit A = (D o

(i) Montrer que B admet une décomposition LU, soit B = LU.

) ou BeM,,_1(K), C est une colonne et D une ligne.

(ii) Déterminer explicitement une ligne X, une colonne Y et un scalaire A tels

, (L 0 U Y
quelonaA—(X 1)(0 )\>'

(iii) Montrer que A # 0 et conclure.

4. Donner la décomposition LU de

— =
_ o
W DN =
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. Pourquoi une décomposition LU permet-elle de résoudre le systeme AX = B si B

est fixé dans M, 1(K) ?
1 1 1 T «
Résoudre ainsi [ 1 0 2 y|l =128
1 1 3 z ¥

Solution

. LU = LUy = L;lLl = UgUf1 qui est a la fois triangulaire supérieure et
inférieure avec une diagonale constituée de 1, donc L;lLl =1, dou L1 = Lo et
U, = Us.

. Par blocs A = LU = (Li O> <Ui *) = (L’Ui *> d’'ou A; = L;U; et
*  x 0 * *

AZ(A) = ‘L7| X |U1‘ = Hluj"j # 0.
ji=

.a.0Onpose 11 =1letur;=aj;.
b. (i) Vie[l,n — 1], Ay(B) = A;(A) # 0 d’olt Pexistence d’une décomposition
B = LU par hypothese de récurrence.

(L O\(U Y\ (B LY e .

(ii) (X 1)(0 )\) = <XU XY—i—)\) dou X = DU, YL C et
)\:anm,—XY:anm,—DU’lL’lC'.

L 0 U Y o .

Y 1 ‘O \ ‘ —)\Zl;[lum # 0 = X\ # 0. Pr suite A admet une

décomposition LU.

(i) An(4) =

g =ug =1

(=L o) 1; Xyt
11 1 1 00 1 ¢
1 0 2|=1110 —1 d a=c=d=1,b=0et A\=2.
1 1 3 a b 1
=B
.AX =B — UX v Les systemes LY = Bet UX =Y sont de résolutions

rapides car triangulaires.

Ainsi dans application numérique LY = B <= y; = a, yo = f—a et y3 = y—a.
a—2 -«

Alors UX =Y <= z1=a+ -7, xgz#et%:i.
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Sous-espaces de M, (R) |

Si V' est un sous-espace vectoriel de 9, (R) tel que VM €V, rg M < p ou p est
fixé dans [0,n], on se propose de montrer : dim(V') < np.

. Soit ¢ = Imax rg(M) puis My €V de rang ¢q. On pose My = QJ,P ou P,Q dans

QL,(R) et J, = (qu . > Soit V, = {Q-'MP~1 | MeV).
n—q

Montrer que V et V, sont deux sev isomorphes de 9, (R), que J, €V, et que
VN €V, 1g(N) < q.

. Si Ne€V,, on écrit par blocs N = <é g) ou AeMy(R). On fixe (4,7)
dans [1,n —¢]?. En considérant les coefficients de A7 et A?~! de la fonction
b1
: q
A= P(X) =det A+ A * | montrer d; ; =0et > ¢ xbg; =0.
by, k=1
cip ot Cig o dig

. Soit ¥ : Vy, — My »(R) qui & (é g) associe (A B+ CT), montrer que ¥ est

une injection linéaire, conclure.
Solution

. L’application ® : V. — V,, M — Q 'MP~! est un isomorphisme de V sur
Vy. ®(My) = J, et, comme pour tout M €V, rg (®(M)) = rg(M) < ¢, on a :
VN eV,, rg(N) < gq.

. On note M(X) la matrice donnée par I’énoncé, elle est de rang au plus ¢ car

N 4+ AJ, €V, et donc P(A) =0. Or P(\) est polynomiale, P(A\) = > Py(\)

0E€Sqt1
q+1
ot Po(A) = €(0) [] mowm)k(A) et Moy k(A) est polynomiale de degré 1 si
k=1
o(k) = k < g et constante sinon. Cela montre que P(\) est de degré au plus ¢ avec
q
pour seul P, éventuellement de degré ¢ le polynoéme P.(\) quiest d; ; [] (arx+A)
k=1

et, donc, d; ; = 0.

Alors les seuls Po de degré éventuellement ¢ — 1 sont les P, ou o est une

transposition (k,q + 1) ot k& < q et Py g41)(A) = —cinbry [[(are + A). Le
(#k

q
coefficient de A7~! de P(\) est donc — Y ¢; by ; et il est nécessairement nul.
k=1

. U est linéaire et si (é g) € Ker(¥) alors A=0et CT = —B.
q q
Sil<i<n—gq, (C’C’T)M =5 cf’k — ¢i kbr,i =0donc C ==0puis B=0
k=1 k=1
et U est injective. Par suite dim(V) = dim(V;,) < dim (9, (R)) = gn < pn.
Le sous-espace vectoriel de 9, (R) des matrices dont les n —p derniéres lignes sont
nulles convient comme V' et est de dimension np.
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Transvections

Dans tout le texte K désigne I'un des corps R ou C et n un entier, n > 2.
PREMIERE PARTIE

. a. E% désigne la matrice élémentaire i, j. Calculer pour tous i,7,k, ¢ de [1,n],
EWIEkL,

b. Soit A€M, (K). Montrer que I’addition & une ligne de A d’une homothétique
d’une autre ligne peut se faire en multipliant A & gauche par une matrice
convenable. Démontrer que 'on peut effectuer une opération analogue sur les
colonnes par une multiplication a droite.

. On suppose que la premiere ligne de A comporte au moins un terme non nul.
Montrer qu’il existe des matrices P et (), produits de matrices de la forme

I, + ME% avec i # j et €K, telles que PAQ soit de la forme :
10 --- 0

PAQ = | . B (on pourra, dans un premier temps, transformer A en

0
une matrice dont le coefficient 1,1 est égal a 1).

. On suppose que A est de rang r > 0. Montrer qu’il existe des matrices P et @,
produits de matrices I,, + AE*7 | avec i # j et A €K, telles que PAQ soit la matrice
diagonale diag(1,1,---,1,d,0,...,0), le terme d étant & la place d’indice r et d # 0
et en outre que, si r < n, on peut choisir d = 1 (on pourra raisonner par récurrence
surn).

. En déduire que le groupe SL, (K) des éléments de 91, (K) de déterminant 1 est
engendré par les matrices I,, + AE™ avec i # j et A€ K.
Dans toute la suite du probléme on suppose n > 3.
. Soit T'= I, + AE% avec i # j et A€ K.
a. Donner l'inverse de T
b. Montrer que T est un commutateur : T = A"'B~1AB ot A et B sont de la
forme I,, + aE®* avec k # (et a € K.
DEUXIEME PARTIE

Soit @ : M, (K) — K vérifiant les conditions suivantes :

(i) V(A B)eM,(K)?, ©(AB) = (A)®(B),

(ii) Pour toute matrice diagonale D, ®(D) est le produit des coefficients

diagonaux de D.

. Montrer que pour tout (i, j) €[1,n]?, pour tout t €K, si i # j, ®(I,, + tE*7) = 1.
(On pourra utiliser 1.5.)

. Montrer que ® = det sur M, (K).
TROISIEME PARTIE

Soit E un ensemble et ¥ : M, (K) — E telle que V(XY Z) = U(XZY) pour tout
triplet de matrices (X,Y, Z).
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. Montrer que pour tout X € M, (K), tout U € SL,,(K), ¥(XU) = ¥(X) = ¥(UX).

(On pourra utiliser 1.5. et raisonner par récurrence sur le nombre minimal de
transvections qui composent U ).

. Pour tout r€[l,n —1] on pose X, = ({)r 8) €M, (K), par blocs, et aussi
Xo =0,.
a. Montrer que pour tous A et B éléments de M, (K) de méme rang r < n, on a :

V(A) = U(B).
b. Montrer qu’il existe une matrice Y de rang r telle que X,,_1 =Y X, et Y = XY
si 7 €[1,n — 1] (on pourra effectuer des produits par blocs).

c. En déduire que ¥ est constante sur I’ensemble des matrices non inversibles.
. En conclure que pour tout (X,Y) €M, (K)?, det X =detY = ¥(X) = ¥(Y).

Solution

PREMIERE PARTIE

. a. En notant (E4,..., E,) la base canonique de M, 1(K) on a :

EWEM = (BET)(EyE]) = E{(ET Ey)E] = 6,k B;E] = 6; 1, E**.

b. B A = E;j(E] A) = E;L;j(A) ou L;(A) désigne la j-eme ligne de A, E"J A est
donc la matrice dont la i-eme ligne est L;(A) et dont les autres lignes sont nulles.
A « (I, + \E")A effectue L; + L; + AL;, A < A(I, + AE") effectue
Cj < C; + AC; en transposant pour passer des opérations sur les lignes & celles
sur les colonnes.

. En effectuant des opérations décrites dans 1.b. on remplace A par PAQ ou P et ()
sont des produits de matrices de transvection.
a) Siar,2 =0 on effectue Cy - Cy + Cj, ot a1, # 0, ainsi a2 # 0,

1—-a
B) on effectue ensuite Cy + C + Ll

CQ, ainsi ail = 1,
a1,2

) pour k €[2,n] on effectue Cy < C, — a1 5,C1, ainsi a1 ; = 0,

) pour k €]2,n] on effectue Ly < Ly — ar1L1, ainsi ax1 = 0,

a lissue de ces transformations PAQ = | . B ou P et Q) sont des

0
produits de matrices du type I,, + AE™ avec i # j.
. Procédons par récurrence sur n.
eSin=1lonar=n, A= (d) avec d # 0.
e Si la propriété a été établie & un rang n > 1 et si A € M, 11 (K) est de rang r > 0,

quitte a effectuer Ly < Ly + L; ot L; est non nulle, par 2 on arrive a :
1 0 --- 0

0
PAQ = : B oun BeM,(K), P et @ produits de matrices de

0
transvection n + 1,n + 1. De plus r = rg(A) = 1 + rg(B).

Solutions
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o Sir=1alors B =0, et c’est terminé,

osinon 1’ = rg(B) > 0 et il existe P’ et Q' produits de matrices de transvection n, n
telles que P'BQ’ = diag(1,---,1,d,0,---,0) ot d # 0 et est en r’-iéme position,
avecd=1si7" <n.

10 --- 0 10 --- 0
0

Posons P = | . P et Q"= | . o , comme P’ et ()’ sont
0 0

produits de I,, + AEL7 ot i # j, P"” et Q" sont produits de I,,41 + )‘En+1 avec

encore i # j.
1 0 0

0

De plus P"(PAQ)Q" = : PBO! = diag(1,---,1,d,0,---,0) ot d est
0

en r-ieme position, d #0etd=1sir <n+ 1.

Dans tous les cas on a établi la propriété au rang n + 1, et donc terminé la

récurrence.

. Si Ae SL,(K) la question 3 montre que l'on obtient PAQ = diag(1l,---,1,d) ou
P et @ sont produits de matrices de transvection.

Comme det(I,, + AE*/) = 1si i # j, on a det(P) = det(Q) = 1 par produit.
Donc det(A) = det(PAQ) =d =1 i.e. PAQ = I,,.

On en déduit A = P71Q! puis A=t = QP. Quand A décrit SL,(K), A~!
aussi et donc tout élément de SL,, (K) est produit de matrices de transvection. La
réciproque est claire.

Les I,, + AE%J olt i # j et A € K engendrent le groupe SL, (K).
.a.0na (T—1,)? = (E")? =0, par L.a. dou 2T —T? = I, i.e. T(2,,—T) = I,
puis T=' =21, —T donc T~! = I,, — AE®.
b. Choisissons k dans [1,n] \ {z j}, ce qui est possible car n > 3 et posons
A=1I,— E" et B=1,+ \E",
AT'BT'AB =|[(I, + E*)(1,, - )\E““)] (I, — E*)(I,, + AE"")]
=(I, + E* — \E"*)(I,, — E*J + AE"F)
=1, — EM + \E"F 4RI _ \EYF 4 \E
=T
donc T' est un commutateur.

DEUXIEME PARTIE

. (ii) montre que ®(I,,) = 1. Ecrivons I,, + tE» = A~'B~'AB comme dans L5.,
alors ®(I,, + tE%) = (A H®(B 1P (A)®(B) = ®(A~HP(A)®(B~1)®(B) soit
®(I, + tE") = ®(A~1A)®(B~1B) = 1 d’apres le début de la question. Donc si
i#jet \€eK, ®([, +tEY) =1.

. Soit AeMm,(K)\ {0,}> PAQ = diag(1,---,1,d,0,---,0) = D comme dans 1.2.
B(PAQ) = det(D) par (ii), or ®(PAQ) = B(P)(A)&(Q) par (i),
D’apres 1. et (i) on a ®(P) = ®(Q) = 1, d’ou ®(A) = det(D).

Or det(D) = det(PAQ) = [det(P ][det A)][det(Q)] = det(A), donc @ = det
sur M, (K) \ {0}
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Enfin ®(0,) = 0 par (ii). En définitive : ® = det.

TROISIEME PARTIE

. Raisonnons par récurrence sur le nombre minimal ¥ de matrices de transvection
qui composent U.
e Sik=0, U=1I, et les égalités sont claires.
e Supposons les établies a un rang k et U = T3 ... Tj4+1 ol les T; sont des matrices
de transvection.
Posons U' =T, ... T, et X' = XU'.
U(XU) = U(X'Ty11) = U[(X'A~1) B~ (AB)] par L5.
U(XU) = ¥[(X"A"1)(AB)B~'] = ¥(X') par hypothese,
donc ¥(XU) = ¥(XU') = ¥(X) par hypothese de récurrence. De méme U(UX) =
U(X).
Donc si X e M, (K) et U € SL,(K) on a ¥(XU) =¥(X) =V(UX).
. a.Sir=rg(A) < nalors par L.3., A = PX,Q ou P et () sont produits de matrices
de transvections, donc éléments de SL,,(K).
Par 1. U(A) = U(X,) et, par transitivité, il vient :

rg(A) =rg(B) <n= ¥(A) = ¥(B).

0 0

b.SiY = 0 Lo ot (0) , la permutation de C). et C,41 montre que

Y est de rang r.
En effectuant les produits on obtient X,_ ;1 =Y X, et Y = X,.Y.
c. Si re[l,n] on a ¥(Y) = ¥(X,) puis (V) = ¥(X,Y) = ¥([,X,Y) soit
\II(Y) = \IJ(InYXT) = \IJ(XT—I) == \I/(XO)
U est constante sur M, (K) \ GL, (K).

. Le cas det(X) = det(Y) = 0 vient d’étre traité.
Supposons det(X) = det(Y) # 0, alors X =YY 1X
dot ¥(X) =V(YY1X) = ¥(YXY 1) et, comme XY~ 1€ SL,(K), la question
1 montre que ¥[Y (XY 1) = ¥(Y).
det(X) = det(Y) = ¥(X) = ¥(Y).

Solutions
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Rappels de cours

1. Continuité uniforme
a. Définition : f : I — K est dite uniformément continue sur 'intervalle I de R si

Ve eRY, Ja(e) €RY, V(z,y) € 12, [z —y| < ale) = |f(z) — f(y)| < e.
b. Théoremes

e Toute fonction lipschitzienne sur I est uniformément continue sur I ; la
réciproque est fausse.

e Toute fonction uniformément continue sur I est continue sur I ; la réciproque
est fausse.
c. Théoréeme de Heine. Toute fonction continue sur un segment y est uni-
formément continue.

2. Fonctions continues par morceaux
a. On appelle subdivision du segment [a,b] de R, toute suite finie strictement
croissante (ax)o<k<n de points de [a,b] telle que : ap = a, a, = b.
b. f€F([a,b],K) est dite continue par morceaux sur le segment [a,b] de R et
on note f €CM([a,b],K) s’il existe une subdivision o = (ax)ock<n de [a,b] telle
que pour tout k € [1,n], la restriction de f & Pintervalle ouvert |ag_1,ax| soit
prolongeable par continuité au segment [ax_1,ax]. Une telle subdivision est dite
subordonnée a f.

feF(,K) est dite continue par morceaux sur U'intervalle I si elle Pest sur tout
segment de I. On notera f € CM(I,K).

o CM(I,K) est un sous-espace vectoriel de F(I,K).

o (CM(I,K),+, x) est un anneau commutatif.

c. feF(R,K) est dite en escalier et on note f € Esc(R,K) s'il existe un segment
[a,b] de R, une subdivision o = (ax)o<k<n de [a,D] tels que :

i) pour tout k€1, n soit constante
( ) p b ) ]a )

k1, Qg
(ii) f est nulle en dehors de [a, b)].

Une telle subdivision est dite subordonnée a f.

e Esc(R, K) est un sous-espace vectoriel de F(R,K).

o (Esc(R,K), +, x) est un anneau commutatif.
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. Sommes de Riemann d’une fonction continue

a. Définitions

e On appelle subdivision pointée de [a,b] le couple (s,§) d’une subdivision
s = (ap,a1,...,a,) de [a,b] et d’'un n-uplet & = (&, &1,...,&n—1) tel que pour
tout ¢ € [0,n — 1], & € [as, ait1].

e Soit [a, b] un segment de R, (s,&) une subdivision pointée de [a,b] avec

s=(ag,a1,...,a,) et &€= (€0,&1,---,&n—1), et [ :[a,b] = K.
On appelle somme de Riemann de f associée a la subdivision pointée (s,§) le

n—1
vecteur R(f;(s,€)) = > (ai1 — ai) f(&)-

=0
e On appelle pas de la subdivision s = (ag, a1, ..., a,) (resp. pas de la subdivision
pointée (s,€)), le nombre §(s) défini par §(s) = max (a; — a;—1).

1<isn
b. Théoreme
Si f est une application continue de [a, b] dans R, pour tout £ > 0, il existe a > 0
tel que, pour toute subdivision pointée (s, ) de [a,b] de pas inférieur & a, on ait

/ f—R(f:(s.6)| <<
[a,b]

En particulier, si f € C([a,b],K) , alors

b_anzlf(a—kkb_a) — bf
n o n n—oo a ’

. Intégrale et primitives
x

Soient f €C(I,K) et a € I. L’application F : z — / f(t)dt est P'unique primitive

a
de f qui s’annule en a. Pour toute primitive G de f sur I,
xT

f(t)dt = G(z) - G(a) = [G(2)] -
. Propriétés de l’intég?‘ale

b
e linéarité : L’application CM({a, b], ]K) - K, f— / f est linéaire. Autrement
dit, si f et g sont éléments de CM([a, b],

/Af+g A/f+/

¢ Relation de Chasles
Soient a, b, ¢ trois points d'un intervalle I de R, et f € CM(I,K),

/acf=/abf+/bcf-

e Positivité dans le cas ou les fonctions sont réelles

b
(i) Si f € CM([a,b],R),a < b, alors:f20:>/ f=0
) “ b b
(ii) Si (f,g)E(C./\/l([a,b],R)) ,a <b, alors:f<g:>/ f</ g

b
(iii) Si f GC([a, b], R) est de signe constant sur [a, b] alors / f=0=f=0.

a
La démonstration rapide de ce dernier résultat est a connaitre :
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xr
Supposons f > 0 et notons F' : z — / f la primitive de f qui s’annule en a. On a

alors F' = f > 0 donc F croissante avec F(a) = F(b) =0, ce qui implique F' =0
et par dérivation F’' = f = 0.

e Cas des fonctions périodiques
Si f est continue par morceaux sur R et a valeurs dans C,

v(a,b)eRQ,/:f:/:;Tf ot /aa+Tf=/bb+Tf

e Inégalités de la moyenne
Si (f,9) €(CM([a,b],R))?,a < bavec g > 0 et s'il existe (m, M) € R? tel que pour

tout x €la, b],m < f(x) < M, alors m/ / fg < M/

/f )it < /|f )t

e Inégalité de Cauchy-Schwarz
Si f et g sont continues par morceaux sur [a,b] et & valeurs complexes,

n fg( \/ s V [ 1ot

Si f et g sont continues sur [a,b] on a égalité dans 'inégalité précédente si, et
seulement si, (f, g) est liée dans 'espace vectoriel C([a, b], C).

Si feCM([a,b],

. Intégration par parties
Le théoreme a déja été rappelé au chapitre 3 du premier semestre.

Quand utiliser ?
. . , o dt
a. Pour déterminer une formule de récurrence. Exemple : m
0
b. Dans le cas de fonctions transcendantes ayant une dérivée algébrique :
In, arctan, arcsin, arccos .

c. Le lecteur étudiant aura noté que nous avons évité la réponse : lorsque je ne
sais pas quoi faire !

Intégration par parties itérée
Soient ne N*, f € C"(I,K). Alors, quel que soit (a,b) € I?,

b n—1 b
[ o™= [X et 0] + o [ o,
@ k=0 y a

. Changement de variable
Le théoreme a déja été rappelé au chapitre 3 du premier semestre.

. Formules de Taylor
e Théoréme de Taylor avec reste intégral
Soient f €C*1(I,K) et acl.

k n
Ve el, f(x) = Z %f(”)(a) + Ri(z) ou
n=0 ’

Ri(x) = / I @;*;t)kf““*”(t)dt = (@—a)"*! / L= prt ) (1 — ).

n!
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Remarque : les deux expressions de Ry(x) sont a connaitre. La seconde étant
tres utile lors de majorations.

e Inégalité de Taylor-Lagrange

Soient f € CF1(I,K) et (a,b) €I
k b — a|F+1

N ) lb—al*"" (k1)
100 -2 O @] < B s 1764 .

e Théoreme de Taylor-Young

Soit zg € I. f€C™(I,K) a un développement limité d’ordre n en xg :

F@) = fa)+ (o = ) (o) + .+ S 100 ) 4 of o — o))

Quand utiliser 'une ou 'autre des formules de Taylor ?

On se rappellera que «Taylor-Young» est local alors que «Taylor avec reste
intégral » est global.

Enoncés des exercices

. Etudier la convergence des suites définies par :
U, =3 Zk251n< > ;

On pourra utiliser la monotonie d’une fonction et une
=% /
imégalité de la moyenne ;
1 *
C. Wy = {—' H(a + k)} ,a > 0. On pourra utiliser l'inégalité démontrée dans un
n
k=1

autre ezercice : Vr € R1,0 < In(l +2) < x ;

n+k
d.fEn 7Zn2+k2’
n—1

e. ty, = (sin%) ;Hcosl(kw/n) ;
S
=1
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b
. neN*. Montrer que feC([a,b],R) telle que Vk 6[[0,71]],/ f(x)zPdz = 0 a au

moins n + 1 zéros avec changement de signe sur ]a, bl.

. Soit f€C([a,b],K),a < b. On suppose f non identiquement nulle sur [a, b].

b b
a. Si K = R, montrer que f’ = / |f| si, et seulement si, f est de signe
a a

constant.

b b
f‘ = / |f| si, et seulement si, il existe § € R tel
a a

b. Si K = C, montrer que

que € f soit & valeurs dans R

[A|=+oo
XER

b
. a. Montrer que si f € C!([a,b],C),a < b alors / ft)e*tdt — 0.

1 us
b. Déterminer (o, 8) € R? tel que : Vn € N* — = / (at? 4 Bt) cos(nt)dt.
n? 0
— 1
E (kt). En déd la valeur d E —-
On pourra examiner sm( ) cos( n déduire la valeur de (2 20

2 sin(2n + 1)t 2,011
c. Calculer / Mdt ; montrer que lim (7 — 7) sin(At)dt = 0.
o sin) !

A— 400 sin(t) t
+oo s
sin(? T

Montrer que / t( )dt =3 si 'on admet l'existence de cette extension

0
d’intégrale.
a. Soit P, (z) = L dn [(z* —1)"]. Montrer que P, € R[X], préciser son degré

. a. n ~ onpl den . q n y P gre,

son coefficient dominant. Montrer que tous ses zéros sont dans | — 1, 1].
On pourra raisonner par récurrence.

b. Si feC>([-1, , trouver une relation entre

/fP et/ ™ (2)(1 - 2?)"da.

c. Calculer pour tout (n,m) € NQ,/ P,.P,.

. Déterminer les applications f € C(R,R) telles que :
V(z,y) €R?, f(z +y) = f(z) + f(y).

. Déterminer les applications f € C(R,R) telles que :
T4y
Vo) € R @) f) = [ s ).

-y
On pourra montrer que f, si elle existe, est impaire, de classe C*° sur R et si f
est distincte de la fonction nulle, f/(0) = 2.
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b
. Soient f €C'([a,b],R) et uy, :/ f(t)dt — b_TaZf(a—i—kb
@ k=1

. Déterminer lim f(z) ou f:x +—
z—0

n

Déterminer lim(nuy,).

37 sin(t)

o dt.

x
Déterminer un développement limité a ’ordre 2 de f en 0.

Soient f, g€ C([a,b], R*) a < b. On note u,, = / flg.
a. Montrer que la suite ((u,)"/ ") , converge et donner sa limite.
u
b. Montrer que la suite ( nH) converge en décroissant et donner sa limite.
1/t T sin(z

Déterminer : a. lim — / (arcsin(x))"dz ; b. lim sin(z) ;

n—o0 n' n—oo Jog T +n

1_
c. lim+ / cos(z) dx.
a0 \/sm ) + acos?(z)

fecCt(la,b],R),a < b. Montrer que :
b —q)2 b
[ @ - s@ra< S [ 2w

E =C([0,1],R). Soit ¢ : E — E, f — ¢(f) ot ¢(f)(z) = /0 f(t) min(t, x)dt

Montrer que ¢(f) est de classe C?, injective et linéaire. Est-elle surjective ?

xX _ t n
Soient f €eC(R,C) et F': x — / (@ ' ) f(t)dt. Montrer que F' est la fonction de
0 n.

C"t1(R, C) solution de équation différentielle (1 = f sur R avec les conditions
de Cauchy y(0) = 5'(0) = --- = y™)(0).

a < b. Soit feC*([a,b],R}) décroissante et g € C([a,b],R). Montrer qu’il existe

b c
€la, b] tel que / fg= f(a)/ g. Deuzieme formule de la moyenne soft.

Soit @ un nombre réel strictement positif et f une fonction continue strictement
croissante de [0, a] dans R. Alors f induit un homéomorphisme de [0, a] sur [0, f(a)].
On note g '’homéomorphisme réciproque.

f(z)
a. Montrer que Vx €[0,a], zf(x / f(t dt+/ g(t)dt.

b. Montrer que : V(z,y) €[0,a] x [0, f(z)], zy < /0 f®)dt + /Oyg(t)dt.

1 9 uf 0
c. Si - —|—f—1oup>1 montrer que : V(u,v) €(Ry)% uv < — + —-
p q p q
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Montrer que la fonction F': x / six € ]Rfr \ {1} et telle que F(0) =0 et

t)
F(1) = In(2) est définie, de classe C! sur [0, +oc[. Préciser le tableau de variations
de la fonction F'.

1
Soit I, = / x" sin(mz)d.
0

a. Calculer Iy, I7.
b. Trouver une relation de récurrence entre I,, 12 et I,,.
c. Montrer que (I,)n>0 converge en décroissant.

d. Déterminer un équivalent de I,, quand n — oo.

a. Soit f € C(R,C). Montrer que F : x +— — / t)dt est de classe C! sur R.

b.Si lim f(z) =¢€C , montrer que lim F(x)=~/.

Tr—r+00 r—r+00

c. Calculer F(z) si f(t) = [¢|.

sin?(x)

cos?(z)
Etude de f : 2 r—>/ arcsin(\/f)dtJr/ arccos(v/t )dt.
0

f(=)
a. Montrer qu’il existe une unique fonction f définie par Vx € R, / edt = 1.

x

b. Montrer que f est de classe C*° sur R.

c. Tracer le graphe de f en précisant les branches infinies et ’axe de symétrie.

b
Soit f€C(R,C). Montrer que g : © — / f(z +t)cos(t)dt est de classe C! sur R

et donner une expression de ¢'(z).

Soit x e R\ {—1,1}- On pose I(x) = /7r In (1 — 2z cos() + z?)df.
0

a. Montrer que I(x) € R pour tout x e R\ {-1,1}

b. Exprimer I(—x), I(1/z) et I(x?) en fonction de I(x).

c. Montrer que wh_)mo I(x)=0.

d. En déduire I(x) pour tout z e R\ {—1,1}-

e. Proposer une maniére de calculer I(z) utilisant des sommes de Riemann.

Soit E = ¢([0, 1], B%). Pour tout f € E, P(f) = (/01 f(t)dt) (/01 f(lt)dt).

a. Déterminer finfE P(f). On déterminera les fonctions f telles que cette borne
€

inférieure soit atteinte.
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b. Montrer que {P(f)| f € E} n’est pas majoré.

B an,1
S oXn—1

a. Décomposer en éléments simples dans C[X], F,,(X)

2m dt
b. En déduire / ——sizeC\U.
0o T—ev

Soit feC'(la,b],R), a < b. On suppose que, pour toute fonction g € C!([a,b], R)

b
telle que g(a) = g(b) = O,/ fg' = 0. Déterminer f.

n
1
Calculer lim tan? ( ) On pourra d’abord montrer que sur un voisinage
Jin 3o (=) o ; ’

de 0 a droite, il eriste \€ER, tel que x? < tan?(z) < 22 + \z3.

5(72

?gln(l—kx

N

a. Montrer que : Ve € Ry, z — z.

) .

k=1
1 1 1
fecC([0,1],R) telle que / f? = / f3 = / f*. Montrer que f est constante
0 0 0

égale a 0 ou 1.

n

b. Déterminer 7nglgo(un) ol U, = H (1 +

30__“ o~

boet b 1
Déterminer a,b R tels que / ¢ dt = a+—+ 0(7)-
o 1+t n-oeo n n

a. On sait que si f est dérivable et paire, impaire ou périodique, il en est de méme
de sa dérivée. Qu’en est-il, si f est continue, de ses primitives si f est paire, impaire
ou périodique ?

b. Soit f € C(R, K) et T-périodique. Montrer que f a une primitive T-périodique si,

T
et seulement si, toutes ses primitives le sont ou encore si, et seulement si, / f=0.
0
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Solutions des exercices

1. a. On a affaire & un cas simple d’application du théoreme sur les sommes de

Riemann de fonctions continues sur un segment. f : 2 — 22 sin(rx) étant continue
: ba L4
sur [0,1], la suite (u,) converge vers z”sin(rz)dr = — — — par intégration
T om

par parties ou avec une calculette.
. . 1
b. Le théoreme évoqué précédemment ne s’applique pas ici car f : z — ﬁ
-z

n’est pas continue sur le segment [0, 1]. Comme elle est croissante, on déduit de
k
1 k-1 n 1 . /k
Iinégalité de la moyenne : Yk €[1,n — 1], , ff<—> < / F(t)dt < —f(—)~

k+1

Donc /k"kl Ft)dt < %f(%) gL "R dt.

n—

Par addition membres & membres, / f / f(t)dt
0 n

. . /n—1
1.e. arcsin ( ) < v, < 5 — arcsin ( )
n

Le théoreme d’encadrement implique lim (v,,) = T
n—roo
Premiére méthode : In(w,) 1Zn:1 (1+2)
c. Premiére méthode : In(w,) = — n -
" n = k

On déduit de 'inégalité de I’énoncé avec x = % que Vk €[1,n],0 < In (1—1—%) <

Enl S

Par addition membres A membres, ¥n e N*, 0 < In(w,,) < at,

ou A, = 72 - —— 0 d’apres le lemme de Cesaro. Par encadrement,

n—oo

lim (ln(wn)) = O D’ou hm (wn) = 1 car exp est continue en 0.
n—oo

Deuzxiéme méthode : en utilisant un travail dirigé (lemme de Cesaro) vu au chapitre
Qotl Ly Yan —— L.

Qp n—oo

Qpt1 _a—l—n—i—l.

4 de la premiere partie, on a ——

Le résultat est alors immédiat ici car

a,  n+1
d. On est tenté de penser a une somme de Riemann. ..
. n+k 2n 2 2
Notons que si k €[1,n],0 < R < 3 zﬁ-D0n00<un< .
Par encadrement, lim (u,) = 0.
n—oo

T — km 1

e.t, — — (—) ou f est la fonction définie par f(t) = —————— continue
n oo n;‘f n f par f(t) 2 + cos(t)

sur [0, 7]. Le théoréme sur les sommes de Riemann de fonctions continues sur un

Solutions
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TL—)OO

segment s’applique et donc lim ( / f(t) Cette intégrale se calcule

t
avec une calculette ou bien en faisant le Changement de variable u = tan ( 5)

f. Soit z, = fo< ) ( ) Comme feC!([0,1],R), le théoréeme sur les

sommes de Rlemann de fonctions continues sur un segment s’applique a ff’ et

1
donc lim (z,) = / ff'= %(fQ(l) - f2(0)> que nous noterons /.
n—oo 0

Il suffit de prouver que lim (yn — z,) = 0, pour conclure que lim (y,) = £.

o AEVOIE O

f! étant contlnue sur [0,1] y est uniformément continue d’apres le théoréme de

Heine, donc : Ve > 0,3 > 0,Y(z,y) €[0,1]%, |z —y| < a = |f'(z) — f'(y)| <e.
1 1

1l existe ng € N* tel que — < a. Il suffit de prendre, par exemple, ng = [f} + 1.
no a

— < a, donc

k+1 1
Pour tout n > ng> + 77‘*

() -Gl <=

n n

Nous invitons notre lecteur etudzant a réfliéchir au fait que la continuité de la
fonction f' était insuffisante pour conclure.

La fonction f étant continue sur le segment [0, 1] est bornée. Soit M = sup |f(¢)]
t €[0,1]
on a pour tout n = ng, |u, — v,| < Me et la conclusion.

. Le résultat étant sans objet si f est la fonction nulle, supposons donc f distincte
de la fonction nulle sur [a, b].

b
Notons que, par linéarité de I'intégration, VP € R[X},/ f(&)P(t)dt =0 (%).

Montrons que f a au moins un changement de signe sur [a, b]. Si ce n’était pas le
b

cas, on aurait f =0 avec f continue sur [a, b], distincte de la fonction nulle et

a
de signe constant ce qui est contraire a un résultat du cours.

Soit r < n le nombre d’annulations de f avec changement de signe sur [a, b]. Notons
Z1,...,x, ces points et P(X) = (X — 1) -+ (X — z,). La fonction t — f(t)P(t)
est continue, de signe constant sur [a,b] (minute de réflexion : la est la difficulté.)

Comme la fonction ¢ — f(t)P(t) est aussi distincte de la fonction nulle, / fP#0

ce qui contredit (x). Donc r > n et le résultat est prouvé.

o [151=| [1]= [n=c [ 5= [[un-en=ooneecray

Comme |f| — ef est continue et positive sur [a,b], on a |f| —ef = 0 d.e. f est de
signe constant sur [a, b].

b b
b. / f # 0 sinon / |f] =0, ce qui implique f = 0.
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b b b
On peut donc poser / f= ‘/ fle? ou 6 = Arg(/ f) et f(t) = g(t)e'?.

/ |f|—\/ = [ |g\—/ 9= [t~ Retg)) =0 lo = elg) car
|8‘Ee( )| < g et |g| — Re(g) est continue sur [a, b].
Or \g| = Re(g) = g(la,b]) C Ry = arg(g(t)) = 0 [2n].

Comme arg(g(t)) = arg(g(t)) — 6, le résultat est prouvé.

. a. Comme f €C!([a,b],C), par integration par parties pour tout A # 0

[ 1o gl g - [ roa

M
Donc Wﬁ’|M(@»Hﬁ@H/ﬁﬂ) [y Ot M est indépendant

de A. On déduit du théoréeme d’encadrement que / ft)edt = 0.
— o0
a XER

b. Par deux intégrations par parties, on obtient

VneN* I, = /o (at? + Bt) cos(nt)dt = ! ((2a7r +8)(-1)" — 5).

L A (2ar+8) - B=1 _ 1 s
VneN,In—n2<:>{_2(M_2ﬁ:1 <:>a—2ﬂet6— 1.

n 1 T
1l s’ensuit que Z =i /0 (at? + Bt)S,,(t)dt on S, ( Zcos (kt).
k=1

= % é (sin <(2k + 1)t ) ( Qk — )t )) Par télescopage,
1
2

= 7r<sin2<(2n2 )—sm(%))
Donc z_: % :/ (o stm?;/ﬁ;)) sin ((Qn;_ )t)dt - 5/0 (at® + Bt)dt

2
t2
Notons f(t) = M si t€]0,7] et f(0) = . La fonction f est continue sur

2sin(t/2)

[0, 7] et de classe C! sur )0, n]. Il suffit de prouver que f est de classe C* sur [0, 7]

ﬂ 2 1)t
pour conclure avec le a. que / f(t)sin (( n—2|— ) )dt 0.
0

n—r oo

251n21(t/2) (200 +B)sin (%) - %(O‘tz + At) cos (%))

1 ¢
— 5(at” + 3t) cos (5) = §t2 + +o(t?).

vtel0, 7], f'(t) =

(2at + B) sin (

N——

t
2

Donc f'(t) o % + 0(1). On déduit du théoreme de limite de la dérivée que f est
—
de classe C! sur [0, 7]. Donc En 1 — 1 /Tr(ozt2 + pt)dt = 12

c. Pour calculer J, = / ’ w

- dt qui existe car la fonction définie par
0 sin(t)

Solutions
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sin(2n + 1)t
sin(t)

peut, soit utiliser .S,, vue au b. soit calculer J,, — J,,_1 pour n > 1.

si t€]0,m/2] et (2n+ 1) si t = 0. est continue sur [0,7/2], on

jus

2
Pour tout n > 1,J, — J,_1 = / cos(2nt)dt = 0. Donc VneN, J, = Jo = =
0

1 1

— —site€]0,m/2] et
T si t€]0, /2] et f(0) =
t —sin(t)
C t) =

omme f(t) = tsm(t) =0 §
1 en 0, elle est donc dérivable en 0 et f'(0) = 1/6.
sin?(t) — t2 cos(t)

12 sin?(t)

En procédant comme au b. par un développement limité en 0 de f’, on vérifie que

Notons f(t) =

la fonction f a un développement limité d’ordre

Pour tout t € :|Oa g}af/(t) =

f est de classe C' sur [Oa g} avec le théoreme de limite de la dérivée.

o1 1
On déduit de a. que lim i <7 - f) sin(At)dt = 0. En prenant A =2n+1
A—+too Jo  \sin(t) ¢

T sin(2n + 1)t
ceci implique lim (Jn — / M
n—oo 0

(2n+1)=
2

dt) = 0. Le changement de variable

affine (2n 4 1)t = u implique lim sin(u) du="T.
n—oo Jq u 2

On conclut avec le résultat admis.

. a. En tant que dérivée n-ieme d’un polyndéme de degré 2n, P, est de degré n et

n
son coeflicient dominant est 27(1 ! )) Notons h(t) = (2 — 1)" et raisonnons par
récurrence. h n’a aucune racine sur | —1,1[. Soit 1 < k& < n— 1. Supposons que h(k)
a k racines distinctes sur | — 1,1[ et notons —1 < a3 < --- < ap < 1 ces racines.

L’application du théoréme de Rolle & h®) sur chaque segment [ap, apt1] donne
by €lay, api1] tels que K+ (b,) = 0 pour p€[1, k — 1].

D’autre part, A est une fonction polynéme qui a —1 et 1 comme zéros d’ordre n,
donc h®)(—~1) = h¥)(1) = 0. Le théoreme de Rolle appliqué sur [—1,a;] et sur
[ak, 1] prouve lexistence de by €] — 1, a1[et by € |ak, 1] tels que

R (bo) = h*+1 (b)) = 0. Donc h*+1) a k + 1 zéros distincts sur | — 1, 1].

b. La formule d’intégration par parties itérée appliquée aux fonctions f et g de
classe C* sur [—1, 1] s’écrit :

[ 0gwa = [0t wg ] e [ wg
-1 k=0 - -1

(t> = 1)". Comme g est une fonction polynéme qui a —1 et 1

Posons ¢g(t) = S

comme zéros d’ordre n, on a g (—=1) = 0 = ¢ (1) pour tout i €[0,n — 1]. 1l
s’ensuit que, dans la formule précédente, le « crochet » est nul et que

/f t)dt = 2nn,/ F™ @)1 - 2)"dt.
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1
c. Si m < n, lapplication du résultat de b. & f(t) = Py, (¢) donne / P,P,=0.
-1

1
Comme P,, P, = P, P,,, on conclut que pour tout m # n,/ P,P, =0.
-1

2n)!
Dans le cas ot m =n, on a f("(t) = (2 n)'.
" n!l
Lo 22m) 1,
b / Fr(t)dt = W/ (1 —t*)"dt. Le changement de variable de classe
-1 “n! 0

C! et bijectif entre [0, 1[et [0, 7/2[, u = arcsin(f) donne

v 202n)! (™7, . . .
Pi(t)dt = e cos (0)df. On reconnait une intégrale de Wallis
1 n:)= Jo

calculée dans un travail dirigé de ce chapitre.

1 n 2
22n)l  (2"nl) 2
Donc : P2 = . = :
one /_1 WOt = o By I 3n 1

. Les applications x — ax sont solutions du probleme.

1 1
Si f existe, pour tout x GR,/ (f(:r) + f(y))dy = / flz+y)dy.
0 0
1 x+1
Par changement de variable affine, Vx € R, f(x) + / fy)dy = / f(u)du.
0 T

La fonction f étant continue sur R, la fonction F' : x — / f(t)dt est, en tant que

0
primitive de f, de classe C! sur R. Comme f(x) = F(z+1)—F(x)—F(1), la fonction
f est de classe C! sur R. On déduit de I’énoncé, que V(x,y) €R?, f'(z) = f'(z+y)
par dérivation. Donc Vy € R, f'(y) = f/(0).
En notant f(0) =a, on a: VzeR, f(x) = ax + b.
De f(x +vy) = f(x) + f(y) pour tout x,y, on déduit b = 0 et la conclusion : les
fonctions solutions sont les fonctions R — R, x — ax ou a € R.

Remarque : on retiendra l'idée de montrer qu’'une fonction continue qui vérifie
une équation fonctionnelle est de classe CP,p > 1.

. @ Si f existe, en substituant = et y par 0, (x) donne f(0) = 0.

y
En substituant = par 0, (x) = Vy € R,/ f(®)dt=0 (1).
—y

xX
f étant continue sur R, sa primitive F' s’annulant en 0, i.e. x — / f(t)dt est de

0
classe C! sur Ret (1) = VyeR, F(y) — F(—y) =0=VYyeR, f(y) + f(—y) =0,
par dérivation. Donc f est impaire.

Si f est distincte de la fonction nulle, il existe yo € R tel que f(yo) # 0. On a alors
1

—— (F(x 4+ yo) — F(z — y0)) ; par suite, f € C'(R,R).

f(¥o)

Par une récurrence facile, on montre que si f est de classe C* sur R, la fonction F
1

est de classe C**! sur R et I'on déduit de f(z) = ﬁ(F(JU +y0) — F(z — yo))
Yo

que f est de classe C**! sur R. Donc f € C®(R,R).

pour tout x €R, f(x) =

Solutions
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Dérivons par rapport & y avec z fixé les deux membres de (%), il vient

f(@)f'(y) = f(z+y)+f(z—y). Ce qui implique f(yo)f'(0) = 2f(yo) i.e. f'(0) =2

Dérivons une deuxieme fois par rapport a y avec x fixé les deux membres de (%),
il vient f(z)f"(y) = f'(x+y) — f'(x —y).

Dérivons, deux fois par rapport a x avec y fixé les deux membres de (%), il vient
f"(@)f(y) = f'(z +y) = f'(x = y). Donc : ¥(z,y) €R?, f"(2) f(y) = f(2)["(y).
(@) ()

Attention : on se gardera d’écrire V(z,y) € R%

VRS T )
et surtout on comprendra pourquoi ceci constitue une énormité !
"
On pose a = ];, ((yo)) La fonction f est alors solution de I’équation différentielle
Yo

linéaire & coefficients constants ¢y’ —ay = 0 avec les conditions f(0) =0, f/(0) = 2

Sia>0,f(a:)=%sh(\/5w) ;sia <0, f(x) = sin(v—ax)
et sia=0,f(x) =2x.

2
V—a
_y . 2 . 2 .
e Il reste & vérifier que les fonctions © — 2z, © — — sin(wzx),z — — sh(wz) ol
w w

w € R* sont solutions.

e Enfin, la conclusion, les solutions du probléeme sont les fonctions précédentes
ainsi que la fonction nulle.

. Idée a retenir : pour déterminer la limite d’une expression du type

/ f(t)dt — ¢ «mettre tout, sous le signe somme ».

Z / t)dt — (zy, _l‘k—l)f(.%‘k)) ol T, = a—i—kw.

Idée a retemr : une question d’intégration avec ’hypothese d’une fonction de

classe C! peut suggérer d’intégrer par parties.
T

Tk Tk
Par intégration par parties, f= [(t—a:k_l)f(t)} ’ —/ (t—xp_1)f (t)dt.
Tr—1 Th—1 Tr—1
T Tk
Done [ f(0)dt = (o~ on-)flon) == [ (0= mn)f 0t
Th—1 Thk—1

D’apres I’égalité dans I'inégalité de la moyenne, il existe ¢ € Jxg_1, xx[ tel que

/xk (t = @) [ (D)t = f’<0k>/xk (t =21yt = f() S

k—1 k—1 2
R s ) 0 [ s ectianp)
d’apres le théoreme sur les sommes de Riemann. Donc
lim nu, = —M(f(b) ~ f(a)).

n—o00 2

Donc nu,, = —

. Premiére méthode : d’apres I'égalité dans I'inégalité de la moyenne, il existe ¢(x)
sin(c(x)) /31 dt _ sin(c(z)) n(3).

i t t 3z tel = -
compris entre x et 3z tel que f(x) () t c(x)
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Par encadrement, il_r)r%) ¢(z) = 0. Donc ili)l?(l) f(x) =1n(3).

sin(t 1 t
Deuzieme méthode : comme 2() = - - =+ o(t), par intégration des
t t—0 ¢ 6

. o [T ysin(t) 1 B
développements limités, h(z) = /0 (T — E)alt = E + o(z?).

Done h(3r) — h(z) = [(x) - In(3) = —2% + o(a?).

2
D’ou le développement limité f(x) =, In(3) — —;C + o(z?).
T—

a. Pour tout n > O,f"geC([a,bL]Ri) Donc u, GR*

Sil'on note M = sup f(t) = max f(t),onaVn>1, /u M“

t €[a,b] t €la,b]

Soit c€[a,b] tel que M = f(c¢). Comme f est continue en ¢, pour tout e € |0, M],
il existe [«, 8] C [a,b] tel que Vt €[, 8], f(t) 2 M —e = f(c) —e > 0.

Comme ¢ > 0, pour tout t €[e, 8], f™(t)g(t) = (M —&)"g(t) > 0.
(M —¢)

b B
Donc Vn > 1, ¢/u, / g > n/ g.

Comme 1’/ g et i‘/ g ont pour limite 1 quand n — oo,

Ve €10, M] EInOENVn>n07 —2e < Yu, < M+ 2¢
i.e. la suite ({/up)n>1 converge vers M.

b. Compte tenu d’un travail dirigé « Théoréeme de Cesaro» vu & un chapitre du
unJrl
Un
Un+1

premier semestre, il suffit de montrer que la suite < ) converge.
n>0

Comme, d’apres 'inégalité de la moyenne, 0 <

< M, la suite en question

Un,
est bornée. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, si ¢ et @ sont continues par

/abW’ < \//abgop.wab P,

gf™ et Y = /gfnt? fonctions continues sur [a,b], il vient
Un+1
Un

morceaux sur [a, b] et & valeurs complexes,

Posons ¢

u% 11 < Untngo et done la suite ( ) . est croissante. Comme elle est majorée,
nz

elle converge.

1 n
a. Vo €[0,1],0 < arcsin(z) < 2 = Yn€N,0 < l,/ (arcsin(z)) " da < (r/2)",
n!l Jo

2 n!
2)" I
Par croissances comparées, lim (r/2) =0, donc lim — / (arcsin(m))nda: =0
" 0

— 00 n' n—oo Nt
par encadrement.

- 1 T 2
b. Va €[0,71],¥n e N* 0 < sin(z) <= =VneN"0< / Mn(m)dm <I
r+n n 0 T+n n
Donc, par encadrement, lim sin(z) dr = 0.

n—oo Jq r+n

Solutions
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1—
c. Notons, pour tout a € R+, F(a / cos(z) dx.
\/sm ) + acos?(x)
1—cos(z) .
La fonction x — tan (E) = sin(x) SLa € } 0; 5} étant continue sur [07 ﬂ-} ,
2 . 2
0 siz=0 i
1 z
l'intégrale F'(0) = /02 bu(i(():;gx) dx existe et F(0) = /02 tan (g)d:r = In(2).
7 2 _
F(0)—F(a) :/ acos®(z)(1 — cos(x)) .
0 sin(x)\/siHQ( ) + acos?(x )(sin( ) + 1/sin?(z) + acos2(x))
cos(x
Donc : Va € R0 < In
one: va€ Ry, ) - f/ 1+cos
Par encadrement, lim F'(a) = In(
a—0t

veclodl, (10 - f@)* = ([ roar)”

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

vaeloth ([ 1) < ([ ) ([ @)= [ 1~

Par croissance et linéarité de 'intégration,

[ @ —sares< ([ ([

P ([ )52

a a

Pour z €[0, 1], la fonction ¢ — f(¢) min(¢,x) est continue sur [0, 1]. Donc ¢(f) est
définie sur [0, 1]. Par linéarité de I'intégration, ¢ est linéaire. De plus,

vz €[o, 1],<p(f)(17):/0 f(t)min(t,x)dtz/Oztf(t)dt+x/ F(t)dt.

Comme les fonctions f et ¢t — ¢ f(t) sont continues sur [0, 1], on déduit du théoréme
sur les primitives de fonctions continues que ¢(f) € C*([0,1],R) et

v €[0,1], 0 (f)' () /f Jdt —zf(e /f

Donc ¢ n’est pas surjective. De plus, ¢(f) est de classe C2 sur [0,1] et p(f)"” = —f.

Comme ¢ est linéaire, étudions son noyau.

o(f) :0:><p(f)’:0:Vxe[O,1],/ F=0=VYeel0, 1], f(z) =0,

par dérivation. Donc ¢ est injective.

D’apres le théoréme de Taylor avec reste intégral, si y € C" (R, R),

T —t)"
VreR,y(x Z o y(k) / Qy("“)(t)dt.
0

n!

Si y est de classe C"*! sur R,y = f et y*(0) = 0 pour tout k€[0,n] alors
y = F. Il ne reste plus qu’a vérifier que F' est solution.
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nlF(z) = Z (Z) xk/o (—t)"~k f(t)dt. En tant que primitive de fonction con-

tinue, z — / ) k f(t)dt est de classe C* sur R. On déduit des théorémes sur

les opérations sur les fonctions de classe C! que F € C'(R,R) et

Vo R, nlF'(z) = zn: (Z) (mk—l /x(—t)”_"’f(t)dt + xk(—x)"_kf(a:)).
k=0 0

Comme, pour tout ke[[l,n]],k(Z) = (nl) i( ) )"k =0,
=0
0

/ _niln n—1 2P ‘ _p\n—1-p =n _ 4\n—1
wr@) =Y (") [Ceortr i =n [ - o

p=0 b
. T ($ _ t)n_l
9 / — S~ 7
D’ou VmER,F(x)—/O 1) ft)dt.
Par récurrence, F(”) / f puis F ”H)( ) = f(x).

Si f(a) = 0, la fonction f est nulle et le résultat est immédiat. Si f(a) > 0, on pose
G(z) = / g(t)dt, M = m[axb] G(z) et m = m[ln G(z). On déduit le résultat du
T €|a,

a

théoréme des valeurs intermédiaires car mf(a / fg< Mf(a

Par intégration par parties, prouvons 'inégalité la moins claire.

b b b
/ fg=FD)G®H) + / (—1)G < FB)GO) + M / (—f) < Mf(a).

D’ou le résultat.

Inégalité d’Young
a. Utilisons pour ce faire des sommes de Riemann. Pour n € N* soit 2, = g(—y)
n

La suite 0 = (2 )o<k<n st une subdivision de [0, g(y )] Soit

=3 o) = S aves -2 = 25 ko5 ()]
k=0

k=0

k+1 k k k k+1
o (S2) o ()] = (0 0o (522 —’fg(i’)) —9(*( )
Par télescopage, S, = yg(y) — i gg(ky) 1l vient S, — yg(y) — /y g(t)dt.
f=n’\n 0
Comme S, est une somme de Riemann associée a f et o. Pour montrer que
S, —— Og(y) f(t)dt, il suffit de justifier que le pas de la subdivision ¢ tend

n—oo
vers 0 quand n tend vers 'infini. Or ceci découle de I'uniforme continuité de g sur
le segment [0, y]. Le résultat est ainsi prouvé car g est continue sur le segment [0, 1]
y est uniformément continue d’apres le théoreme de Heine.

Solutions
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x

b. Pour y fixé, la fonction ¢ : x — xy — / f(t)dt est de classe C! sur [0,a] et
0
vérifie p(0) =0 et ¢'(x) =y — f(x).

Si b = g(y), la fonction ¢ est croissante sur [0,b] et décroissante sur [b,a| avec

b 9(y)
p(b) = by */0 ft)dt = yg(y) 7/0 f(t)dt.

9(y) y
11 suffit pour conclure de prouver que yg(y) = / f)dt + / g(u)du ce qui a
0 0

été fait au a.

1 1
c. =+ — = 1 s%écrit aussi (p —1)(¢ — 1) = 1. Alors f : t — tP~1 est continue
p q
strictement croissante sur R, de réciproque g : t > t971 et I'inégalité de b. donne

immeédiatement le résultat.

La fonction f : ¢ as est continue sur ]0,1[U]1, +oo]. Les fonctions

1
In(t)

:10,1] xr—>/ fetH:1 +oo[,:c+—>/ f sont de classe C'.
Vae]0,1], F(z) = G(a?) —
ot F'(s) = 20(a%) ~ f(2) =
Vz €]l, +ool, F(z) = H(2?) — H(z) = F €C*(]1, +oo[,R)
et F'(2) = 20f(a?) — f(2) = -

Gz ):iFecl(]O ,1[,R)

~

~

In(z

£C2—£L'

In(c(z))

x — 07 = ¢(x) — 0F. Donc lim+ F(z) = 0= F(0). Donc F est continue en 0.
z—0

Si z €]0, 1], on déduit du théoréme de la moyenne : Ie(z) € |22, z[, F(z) =

2
odt
Notons que /x %

de la moyenne, si x €]0,1[,3d(z) €]z?, z[, F(z) = d(z)In(2) et si x > 1, il existe
d(z) €|z, 22| tel que F(x) = d(x)In(2). Donc par encadrement, lim1 F(z) =In(2).
T—

Comme F(1) = In(2), la fonction F est continue en 1.

2
Totdt
= In(2). On écrit F(z) = / )’ D’apres le théoreme
s tln

On peut conclure, pour l'instant que F est continue sur R, de classe C! sur
—1
10, 1[U]1, +00[ et pour tout x €]0,1[U]1, +oo[, F'(z) = =50

In(x)
Comme liIJP F'=0et li{n F' =1, on déduit du théoréme sur la limite de F’, que
0
FeCYR4,R), que F/(0)=0et F/(1) =1
Avec les notations précédentes, si & > 1,F(x) = d(z)In(2) > 21In(2). Donc

EmF = +4o00. Le tableau de variations de F est immédiat ainsi que l'allure de
o0

la courbe représentative.
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Pour tout n€N,[0,1] — R,z — a™sin(mx) est continue, d’our 'existence de I,
pour tout n € N.

2 1
a. Iy = — et par intégration par parties, [y = —-
T ™

1 (n+1)(n+2)

b. Par deux intégrations par parties, on obtient : I, 1o = — — 5 I,.
T

™
c. Si x€[0,1],0 < 2" < 2" et 0 < sin(mw) < 1 impliquent 0 < 1,41 < I,,. La
suite (I,,)n>0 est donc décroissante et minorée par 0, donc convergente.

n— oo

1

1

Comme 0 < I,, < / z"dx = » par encadrement, lim (I,) = 0.
0 n + 1

(n+1)(n+2) 1, 0. Donc I,, — il

7T2 n—00 n— oo n2

d. On déduit de b. et c. que 1
T

x
a. En tant que primitive de la fonction f continue sur R, ¢ : x / f(t)dt est de
0

1
classe C! sur R et ¢/(z) = f(x). Comme F(z) = 3 (p(z+1)—p(x—1)), il s’ensuit

1
que F est de classe C! sur R et F'(x) = i(f(x—l- 1) — f(z—1)).
b. Idée a retenir : pour déterminer la limite d’une expression du type

b
/ f{t)dt — ¢ «mettre tout, sous le signe somme ».
a

1 xz+1 1 x+1

VzeR, F(z) — £ = 5/ ft)dt — ¢ = §/ (f(t) = €)at.
z—1 r—1

D’apres 'hypothese, Ve > 0,3a > 0,Vz > a, | f(x) — ¢ < e.

Siz>2a+1 alorsx+1>2—12 q, donc
1 x+1 1 x+1
|F(z) — ] < 5/ | f(t) — £|dt < 5/ edt =e. Dot lim F(z) = /.
1 z—1

o r—r+00
1 x+1
c. Si f(t) = |t| alors F(z) = 5/ [t|dt. On montre aisément que F' est paire ce
z—1
qui implique qu'il suffit d’étudier F sur R,.
. 1ot 1 2 2
Slx}l,F(m):§ tdt:Z((x—i—l) —(z—-1)?%) ==
x—1
I 1ot 1 241
Siz€0,1], F(z) = f/ (t)dt—l—f/ tdt = —((z —1)° + (x+1)*) = el
2/, 2 J, 4 2

t + arcsin(v/t), étant continue sur [0,1], sa primitive F' qui s’annule en 0 est
de classe C! sur [0,1] et F’'(z) = arcsin(/z ). De méme t ~ arccos(v/t), étant
continue sur [0, 1], sa primitive G qui s’annule en 0 est de classe C! sur [0, 1] et
G'(z) = arccos(y/x ). Comme, pour tout x € R, (cos?(x),sin’(z)) €[0,1]?, la fonc-
tion f : x — F(sin?(z)) + G(cos?(z)) est définie sur R et par théoréme de compo-
sition, de classe C! sur R, avec f'(z) = 2sin(z) cos(z) (F'(sin®(z)) — G’(cos?())).
La fonction f étant m-périodique et paire, il suffit de 1’étudier sur [0, 7/2].
Six€[0,7/2], f'(z) = 2sin(z) cos(x) (z —z) = 0, Donc f est constante sur [0, /2].

Solutions
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f(%) = /2 (arcsin(\/%) + arccos(\/%))dt = % car arcsin(t) + arccos(t) = g pour
0

tout t €[—1,1]. Donc Vz €[0,7/2], f(z) = 7 /4.

a. Comme t — et est co2ntinue sur R, sa F' primitive qui s’annule en 0 est de classe
Cl sur R et F'(x) = e* > 0. Donc F €C>®(R,R). De plus F est impaire comme
on le vérifie aisément.
Comme et > 1, on a pour tout & > 0, F(z) > z. Donc EmF = +o0.
(o]
Par imparité lim F' = —co. Donc F' est un homéomorphisme de R sur R. Comme
—oo

FeC>®(R,R) et F'(z) > 0, F~! est aussi de classe C*° sur R. On peut donc écrire

i@
/ edt=1 < F(f(z)) - F(z)=1 < f(z) = F'(1+ F(2)).

b. Il s’ensuit que f est définie et de classe C* sur R par composition.
fl@) flx) )
c./ etdt:1:>f(x)>m.Sia:>0,/ edt=1=1> (f(z)—z)e”.

Donc VaceRi,O <fl@)—z<e .

Donc la droite : y = z est asymptote a la courbe représentative de f et au voisinage
de 400, la courbe est au-dessus de son asymptote.

y=flx)y=1= /y et dt = —/_yetzdt = /—33 e dt = —x = f(=y).

x —z —y
La courbe représentative de f est donc symétrique par rapport a la droite : y+z = 0
i.e. la seconde bissectrice.

b
La définition de la fonction g : R —» C,z — / f(z + t) cos(t)dt découle de la

continuité de la fonction ¢ — f(t) cos(z + t) sur a[a, b]. Le changement de variable

b+x
affine x + ¢t = u donne g(z) = /+ f(u) cos(u — x)du = cos(x)h(x) + sin(x)k(x)
b+x b+x
ou h(z) = /+ f(u) cos(u)du et k(x) = /+ f(u) sin(u)du.

Les fonctions F' : z — / f(u)cos(u)du et G : = / f(u) sin(u)du étant
0 0

primitives de fonctions continues sur R sont de classe C' sur R.

Comme h(z) = F(b+x) — F(a+ ) et k(x) = G(b+ z) — G(a + z), les fonctions
h et k sont de classe C! sur R et par théorémes généraux, g € C1(R, C) et
b+x

g () = cos(z)(f(b+z)cos(b+z) — f(a+z)cos(a+xz) —sin(z) /+ f(u) cos(u)du
b+x
+sin(z) (f(b+x) sin(b+ ) — f(a+x) sin(a+ )+ cos(x) /+“ f(w) sin(u)du.

b+x

Donc ¢'(z) = f(b+ z) cos(b) — f(a+ x) cos(a) — /+ f(u)sin(z — u)du.
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. a. Vo eR,VO€[0, 7], 2% — 2xcos(0) + 1 = (z — ) (z — e %) = |2 — €2

Comme 2 = ¢ = |z| = 1, pour tout z € R\ {~1,1},6 ~ In |z — e?|? est continue
sur [0, 7]. Donc I(z) est défini.

b. Par le changement de variable affine w = 7 — 6, on montre que I(—z) = I(z).
1
On a aisément Vz e R\ {—1, 1},1(5) = I(z) — mln(z?).
Pour étudier I(x?) notons que
xt — 222 cos(0) +1 = (22 —e) (22 — ™) = (m—e%)(a?—i—e%)(m—e 2 )(x—i—e =),
donc z* — 222 cos(f) + 1 = (z — e 7 )(x — e%w)(x +e?)(z+e 29),
0 0
LA 9.2 (.2 _ v 2 v
i.e. x* — 2x* cos() + 1 (x 230(308(2) +1) (x + 2z cos (2)+1).
11 s’ensuit que I(z?) = J(z) + K(x) ol

4 z
J(x) = / In (x2 — 2z cos (g) + 1>d0 = 2/ In(x? — 2z cos(u) + 1)du
0 2 0 i
et K(z) = / In (:cz + 2z cos (7> + 1)d9 = 2/ In(z? 4 2z cos(u) + 1)du par
0 2 0

le changement de variable linéaire § = 2u. Enfin, par le changement de variable
T

affine u = 7 — t dans K(z), on obtient K (z) = / In(2? — 2z cos(t) + 1)dt.

z
Enfin, avec le théoréme de Chasles, I(2?) = 2I(z).
c. Comme —1 < cos(f) < 1,siz > 0,In(1—2)? < In(z2 -2z cos(t)+1) < In(1+x)2.
Donc Vz €]0,1[,7In(1 — z)? < I(z) < wIn(1 + z)2.

Par théoreme d’encadrement, lim I(z) = 0. Comme I est paire, lim I(x)=0.
z—0t z—0~

Donc lim I(z) = 0.

z—0
1
d. Size]-1,1[LI(z) = 5](1‘2) o I( ") pour tout n > 0 par récurrence. Si
l'on fait tendre n vers l'infini avec x fixé dans | —1, 1], on déduit de c. que I(z) = 0.

Donc : Vx €] —1,1[, I(z) = 0.
1 1
Si fal > 1 €0 1[,1(5) =0=1I(z) — 7ln(z?) = I(z) = 2 In|z|.

n

e. Notons P, ﬁ ( —2X cos (]2 ) + 1) = H —2e)(X — z5)

k=1
ik

ou les zp = exp (—),0 < k < 2n — 1 sont les racines (2n)-iemes de I'unité.
n

n 2n—1 2n—1
Comme %z, = zop_k, Pn(X) = H(X — 2k) H (X —2) = (X — z) H (X — z)
) k=1 k=n k=1

D’apres le théoréeme sur les sommes de Riemann de fonctions continues, pour tout
2R\ {~1,1}I(z) = lim —In(P,(z)).
n—oo M,

1+
1—=x

Si|z| <1, lim P,(z) = ce qui implique I(z) =0
n—oo

Solutions
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1
Si [z > 1, In(Pa(x)) = In(22" — 1) + In (if 2) e @) = 201 o]

Donc I(z) = 2rln |z|. On retrouve bien les résultats précédents.

1
1
a. On déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que P(f) > / \/?W =1 avec
0

1
égalité si, et seulement si, \/f = avec A € R. Comme f est valeurs dans Ri,

v
ceci équivaut a f = A€ Ri.
1
b. Soit, pour n €N*, f,, : & — ™, on a P(f,) = (" =11 —e™").
n
n

n3eo 3’ Pal Croissances comparées nhﬁngo P(fn) = +oo.

Comme P(f,)

L’ensemble {P(f) | f € E} n’est donc pas majoré.

Z

n k=0
du premier semestre)

a. Fi,(X) =

2ik
ol 2 = exp (£> (voir le chapitre 9 du cours
— Zk n

1
b. Comme |z]| # 1, f: ¢ = est continue sur [0, 27]. Donc I(z) € C.
—e

2

La question a. incite a utiliser les sommes de Riemann. I(z) = f=lim wu,
0 n— o0

n—1
2km 2 1 2w "
ouunf—Zf( )nkzox—zkxx”—l.

o Si|z] <1, hmx =0= lim u, =0=I(z) =0.

n—oo

n 1 2
oSilz|>1 —— = 1= lim (up) = I(z) = —-
‘rL-’Vl J—

1 1—2" noo n—oo €T

b
Si f est constante, / f9' = A(g(b) — g(a)) = 0.

b
Réciproquement, si pour tout g€ C!([a,b],R), / fg' = 0, cherchons g telle que

g =f—XouXeR. On a alors Vz €[a, b], g /f (t)dt + Az + p.
gla)=0=>Xda+pu=0; g(b)—0:>/f+)\b+u—0
Donc)\— /fet w = —Aa. Donc g(z /f dt—i—i/f

/ fq —Oet/ g’ = 0 impliquent /ab(f Ny’ —/a(f(t)—A)thzo.

f(t) — X\)? étant continue, positive sur [a,b], on a Vt €[a,b], f(t) = A.
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tan?(z) — 22 .

23 si z€]0,1] gtant positive, continue sur le
0 six=0
segment [0, 1] y est bornée. Il existe donc A € Ri tel que : Va €[0,1],0 < ()

i.e. Vo €[0,1],22 < tan?(z) < 2% + Az

La fonction ¢ : = {

N

A

En posant z = pour k €[[1,n] et en additionnant les inégalités membres &

1
vVEk+n

membres, on obtient a, < u, < a, + Ab,,

< 1~ 1 Yoat _
avecan:;k+nzﬁgl+% n—>oo/0 1+t:1n(2) (somme de Riemann)

1 n 1
et 0 <0, kg_l it n)3/2 S an T Donc nh_)rr;o b, = 0 et par encadrement,

(un)n>1 converge vers In(2).

a. Appliquons le théoréme de Taylor avec reste intégral sur [0, z], z > 0 & la fonction

f:t—In(l41¢) qui est de classe C* sur Ry.
2

f@) = £O) +2f'(0)+ 2 /O (1= )" (t)dt.
1-—1¢

1
*
Donc Vz € R, In(1 +2) = 35—952/0 mdt'

1—t 1 1
< (1- - = =
T < (1—1t) et /0 (1 —t)dt 5

I'inégalité est établie, pour z > 0. Elle est immédiate si z = 0.

b. In(u,) g In (1 + 1/ > On déduit de a. a,, — P < In(uy,) < a, ol
2
2
ay = E \/ \/ m \fdt 3 (somme de Riemann) et

_ _ (n + 1) 2
Br = ; 5T o8 o 0. Par encadrement, In(uy,) S

Par continuité de la fonction exp, u,, —— e
n—oo

Comme, pour z€ R, et t€[0,1],0 <

2/3

1 1
Premiére méthode : / (f* =234+ ) =01 / FA@)(f(t) — 1)%dt = 0.
0 0
La fonction ¢ — f2(¢)(f(t) —1)? étant continue et positive sur [0, 1], il s’ensuit que
Donc f([0,1]) € {0,1}- Comme f est continue sur [0, 1], d’apres le théoréme des

valeurs intermédiaires, f([0,1]) est un intervalle de R. Donc f est la fonction nulle
sur [0, 1] ou la fonction constante égale a 1 sur [0, 1].

Deuziéme méthode : d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur C([0, 1], R), on a

1 9 1 1
(/ f.f2) < / f2./ f* avec égalité si, et seulement si, (f2, f) est liée dans
0 0 0
I'espace vectoriel C([0,1],R). Donc ici, f = 0 ou il existe A €R tel que f2 = \f.

Solutions
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1 1
Comme / f?= / f*et f continue, distincte de la fonction nulle, A2 = 1.
0 0

1

Comme / f? = f3 et f continue, distincte de la fonction nulle, A = 1. On
0 0
termine comme dans le premier cas.

1 et 1 1 tnet
ou In:/ dt. Onaun:/ etdt—In:/ dt.
o tr+1 0 ot 1

n—1

1
Comme u,, = / T te'dt, on a idée d’intégrer par parties.
0

et el site0,1] 1
Comme lim ——=<e€e . , on pense que lim (I,,) = eldt
1 sit=1 o

]' t n 1 1 71 N _ ! t n
{te In(1+4¢ )}Ofgvn = E(eln(Q)fvn) ol vy, 7/0 (14+¢t)e’ In(14¢t™)dt.

Up = —
n

En utilisant une inégalité prouvée dans ’exercice 29.a. et que vous feriez bien de
connaitre, on a, pour tout ¢t €[0,1],In(1 + ™) < ¢".

1
1l s’ensuit que, pour tout n € N*,O <o, < 26/ tndt = =< T Doncwv, = o(l)
0 n n—o00
In(2 1 In(2 1
et donc u,, = € n( ) +0<—> e I, = e—1- c n( ) +0<7>-
n—00 n n n—oo n n

a. Si f €C(R,R) notons g une de ses primitives sur R.
o Si f(x) = cos(x)+1et g(x) =sin(z) +z + 1, alors f est paire et g non impaire.
f est 2m-périodique, alors que g ne ’est pas.
x
e Si f est impaire, toutes ses primitives sont de la forme x +— / f)dt + k et
0

sont paires comme on le vérifie aisément.

xT
e Si f est paire sa primitive s’annulant en 0 i.e. x — / f(t)dt est impaire.
0

x+T x
b. Soit H(z) = / f=F@a+T)—F)ou F :z — / f(t)dt est la

0
primitive de f s’annulant en 0. Tout comme F, H est de classe C' sur R, et
H((z)=F(z+T)—F'(x)=f(zx+T)— f(z) =0, donc H est constante.

T
F est T-périodique si, et seulement si, Vz € R, H(xz) = H(0) = / f=0.
0

Si G est une primitive de f sur R, G : x — F(x) + C et
Flx+T)—F(z)=G(z+T) - G(z).
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Travaux dirigés

Comparaison des normes de f, f/, f”l

Notations
Pour toute application f € F(R,C) bornée, || f| = NE (f) = sup |f()].
teR
De méme pour f: Ry — C bornée on désigne par || f||+ = Ng*(f) = sup |f(t)]
teRL

On désigne par E (resp. ET) le C-espace vectoriel C*(R,C) (resp. C2(R*,C)).

. Soit f dans E telle que f et f” soient bornées.

a. Etablir I’égalité suivante :

1

V(z,t) ER? f(z+t)— f(z—t) = 2tf’(:1:)—|—t2/ (1—w) [f"(z+1tu) — [ (z—tu)]du.
0

b. En déduire que f’ est bornée sur R et que : V¢t €RY, || /|| < @ + %Hf”H

c. Prouver que |||l < 2111111/

. On suppose dans cette question uniquement, que f € C*(R,C) et que f et f”’ sont
bornées.

a. En adaptant la méthode précédente, prouver que f’ est bornée et que :
1 1
I < 3 <K||f||2||f’”|\> ® olt K est une constante réelle que 'on déterminera.
b. Prouver que f” est également bornée et déterminer une majoration de || f”|| en
fonction de || f1] et || f"]].

. Pour tout ne N* on désigne par g, la fonction impaire 2-périodique telle que :

2nx si0<r < —

. 1
2n(1 — x) 511—%<m<1

on pose hy(z) = / gn €t fn(x) :/ P,
1 0
a. Montrer que h,, 2es‘c paire et admet 2 pour période.
b. Simplifier  — g, (z) — gn(1 — ) puis & — h,(x) + hy(1 — x) sur R.

c. Montrer que f,, est impaire et admet 2 pour période.

1 1 1
d. Donner les expressions de h,(x) si z € [O ) —} et six e [— ; f}-
2n 2n 2

e. Dresser le tableau de variations de f/, f), et f, sur [0, 1].

no

f. Montrer que fn, f/, f// sont bornées et calculer || f,l, || £/l [|f71]-
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g. En déduire que dans la question 1 le coefficient 2 est le plus petit réel o vérifiant
£ 1% < allfll x |I.f”|| pour tout élément f de E borné ainsi que sa dérivée seconde.

Solution

. a. Comme f €C?(R,C), le théoreme de Taylor avec reste intégrale donne :

W t) €R?, f(z +1) = f(z) + L (x) + 12 /O (1= w)f" (2 + tu)du.
Do : V(x,t) €R? f(x —t) = f(x) —tf'(z) + tz/o (1 —u)f"(x — tu)du.

Par soustraction membre & membre des deux égalités, on obtient le résultat.

b. On déduit de 1. compte tenu de 'inégalité de la moyenne : V(z,t) € R x Ri,

F@I < g+ 0l+ 1= 01+ 5 [ 0=+ )+ 17" = o)

1 1 1 t
Donc : ¥(z,t) €R x R}, | f/(z)] < ;I\fll +t/0 (1 —u)||lf"||du = gllfll + 5|If”H~
IIf”II

En particulier, pour tout z € R, |f'(z)| < || f|| + == D’ou f’ est bornée.

1 t
Done : Vi € RY || /]| < I+ S

c. Rappelons que 2ab < a? + b2 pour tout (a,b) € R? avec égalité si, et seulement
si, a = b.

. 1 t
o Si||f"]l # 0, pour tout ¢ >0, on a o(t) = | + S/l = V2 /1] avec

2071
[l

Diapres Lb. p(to) = v2IFTFT > 7]

e Si||f”|| =0, f est affine. Comme elle est bornée, elle est constante, f/ = 0.
Dans les deux cas, I'inégalité est vérifiée.

égalité si, et seulement si, t = tg =

. a. Comme f €C?(R,C), le théoréme de Taylor avec reste intégrale donne :

1
W) R [ +0) = 1) + 1@ + 55w + 8 [ S 4 g
0

Donc : V(z,t) € R?, f(z—t) = f(x)—tf’(x)—kgf”(x)—t?’ /1 %]"”(x—tu)du.
0

Par soustraction membre & membre des deux égalités, on obtient, pour (z,t) € R?,

Fla+t) - flx—t) =2tf'(x) + t3/0 % [F" (@ + tu) + £ (z — tu)] du.

En procédant comme en 1.b. on obtient :

* / < Hf” ﬁ " Hf” "
Ve eR xRl < M D - W= Zirm.
f
D’ott f' est bornée et : Vt € RY, || f|| < I ” ||f”'||
||f|| " 1 _ ||f|| "
Vit ||f || est de classe C* sur ]R et Y (t) = ||f II-
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3111
11

w
Cﬁ‘ (SN

- Comme ¥(t1) = [il

t>0,¢'(t) 20 <= t=2t; =} 3

| VI,

w0l

ona: || < 5 VIIFIZIFI-

b. f’ et f" étant bornées, application de 1.c. & f/ donne f” bornée et :
171 < V2017 Drot, dapres 2.a. [|f7]] < /3ILFILILF1I>.

. a. g, est facilement continue sur R, affine par morceaux.
h, est paire en tant que primitive de fonction impaire, de plus, par périodicité et
2 1

imparité de gy, / gn(t) dt:/ gn(t) dt=0, ce qui prouve la 2-périodicité de h,,.
0 -1

b. Soit ¢, :  — gn(z) — gn(1l — x), on vérifie immédiatement la nullité de ¢, sur

[0,1] ainsi que sa 2-périodicité.

De plus pour tout z € R, ¢,(—z) = —[g,(z) — gn(—1 — z)] = —pn(z) car

gn est 2-périodique. La nullité de ¢,, sur R en découle.

Soit alors ¥, : & — hp(x) + hn(l — ), @, = V), et 1, est constante égale a

1 1
%(5) = 2h"(§) =0, @, et ¥, sont nulles sur R.
c. fn est la primitive de h,, nulle en 0 donc impaire.
2 1
Par parité et 2-périodicité on a : / hy(x)de = 2 / hn(x) dx et, par le change-
0 0
1 1 1

ment de variable u = 1 —z, / hy(x)de = / hn(l—u)du = —/ hp(u) du d’ott

0 0 0

/ hn(z)dx =0 et donc f, est 2-périodique.
0

) 1 1/2n x ) 1
a-8iref0g ] hate) = [ d’“‘“”//% tt “‘”””(x - 17)

1 1 1
? A1 — 2 — - . 1 — —_
d’ott hy,(z) = nz 2{1 Qn} Sinon, hy,( / —3
1 1
’ 2 o

e. On a le tableau : Ao 41 =1 = 1 N0

fol-a A4 = 0 2+ oa

fn 0 \( - \1 - /‘ /‘ 0

f. Si f est 2-périodique, paire ou impaire et continue sur R on a | f|(R) = |f] ([0, 1])
compact donc borné, f,,, f/ et f// sont donc bornées et le tableau précédent permet

1 1
de calculer leur norme. || f)|| =1 et || f}|| = —h,(0) = 3 {1 — %}
1 1/2n 1 1/2 1
I full = fn(*) = / (nt2 — =+ — ) dt+/ (t— 7) dt d’ou, apres un calcul
2 0 4n 1/2n 2
sans difficulté, fn(l> = l{i - 1]~
2 8 L3n2

, , 1 1 1
B vésumé - [£2 = LIl = 51— 5] et lull = 51— 5 5]

Solutions
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g. Si « est solution alors, pour tout n, on a || f,|| < al[f»ll X || £, ce qui revient

1 1
a— {1 - —] < @ [1 — —]» ce sont des termes généraux de suites convergentes
4 2n 8 3n?

.. (6%
et, en passant a la limite, 1 < 3 i.e. a > 2. Cela prouve que 2 est la plus petite

solution du probleme.

Intégrales de Wallisl

/2 w/2
.SipourneN, I, :/ sin™(x)dx, montrer que I,, ER et I, :/ cos” (x)dz.
0 0

. Montrer que (I,)n>0 est décroissante et positive.

. Montrer que, pour tout n > 2,nl, = (n — 1)I,,_o et expliciter I,.

It

n— oo

. Montrer que la suite (uy)n>0 définie par u,, = (n + 1)1, 1,41 est constante.

7r
. Concl I, — /—
onclure que I, —— o™
1.3....(2n - 1) 1

. En déduire que —————> — ——.

Solution

™
. La fonction ¢ — sin"™(t) étant continue sur le segment [07 §:|a on a I, €R.

Le changement de variable affine x = g — t donne 'égalité.

. Pour tout t € [Oa g]’ 0 <sin(t) <1=0<sin"M(¢) < Sin”(t) = 0< [ < 1.

. Intégrons par parties en posant f(z) = sin"~ 1(3:) et g(z) = — cos( ). Les fonctions

f et g sont de classe C! sur R sin > 2, et (fg)(0 fg (

/2
I,=(n- 1)/ sin"" 2 cos? = (n — 1)(I,,_2 — I,). D’ot1 le résultat.
0
Comme Iy = g et Iy =1, on obtient Iy, et I3, par récurrence.
2p-1@2p-3)---31, _ (@p! =
(2p)(2p—2)---42 " (2vpl)> 2

L (2p)...2 I (2Pp))*
T pr1) .1 (2p+ 1)

Iy, =

. On a donc I,, > 0. Notons que ce résultat découle aussi du fait que ¢ — sin™(¢) est

. s c . . ™
continue, positive et distincte de la fonction nulle sur [O» 5} .

Comme la suite (I,)n>0 est décroissante et & valeurs dans Ri, on peut écrire
In+2 In+1 n+1 In+1

vn eN, < <1 < <1

In I n -+ 2 In =

<
D’ou la conclusion par théoréeme d’encadrement.
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. On déduit de la relation de récurrence trouvée a la question 3 que la suite (uy,)
™
définie par u,, = (n 4+ 1)1, 1,41 est constante. D’out : Vn € N, u,, = ug = 3

™ .
nlp Iy o nI?l = Ifl o o Comme I,, > 0 on a le résultat.

Ly,  (13....2n—-1)
’( 2.4...(2n)

2
T ~\/nﬂ') . Le résultat découle de 4.
2n—1

Irrationalité de 7T|

Si (a,b) €(N*)2 et n €N, on note P, (X) = i'X"(bX —a)".
n!

. Montrer que, pour tout entier naturel &, Pr(lk)(O) et Pflk) (%) sont entiers.

us

. Montrer que lim P, (t)sin(t)dt = 0.

n— oo 0

. En déduire que 7 est irrationnel.

Solution

. Premiére méthode : avec la convention <n) = 0sip ¢ [0,n], en appliquant la
p

— 1 (i) & dn
formule de Leibniz, on trouve P (z) =3 = (] —— (" ((bz — a)"
ormule de Leibniz, on trouve (z) ;n! i) ao (z )dx”*l ((bz —a)™)

n k—n 2n—k .
i.e. P])(0) = (k> 6" (~a) stk <20 gon P (0) € 2.
0 si k> 2n
Deuzxiéme méthode : en utilisant la formule de Taylor-polynomes,
= P0) L, 1
Pox) = S PO i oS L (Y,

; 7! n! \k
i=0 k=0

1/a

Diautre part, Po(3 — X) = —( - X)"(—bX)" — Py(X),

donc, pour tout k €N, (=1)kP*) (%) = P (0). Dot Pygk)(

a

—)eZ.

)

. La fonction ¢ — ¢(bt — a) est continue, donc bornée sur le segment [0, 7]. Comme

la fonction sin y est positive, si 'on note M = m[ax] |t(bt — a)|, on déduit de
tel0,m

T M™ [T M™
I'inégalité de la moyenne que : ‘ / P,(t) sin(t)dt’ < — / sin(t)dt = 2—-
0 n: 0 n:

Comme M™ = o(n!), on déduit du théoreme d’encadrement que
n—oo

lim P, (t)sin(t)dt = 0.

n— oo
0

. Si 1€ @Q, notons T = % ou (a,b) E(N*)z. Appliquons la formule d’intégration par
2n—1

B 8 B
parties itérée : / gPf = {Z (—1)kg(2"*1*k)(t)f(k)(t)} + (—1)2"/ g.fm

@ k=0 *

Solutions
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au couple (f, g) de fonctions de classe C* sur R défini par :

f:Pn,g:xHSin(x—%Lg) etavecazOetBZW:%-

2n—1
B
On déduit de 1 que {Z (—l)kg@"’l’k)(t)f(k)(t)} cZ.
k=0 *
B 7f |
(—1)2”/ g.f®m = (—1)"P,(l2") (az)/ sin(z)dz = 2(—1)”—(271)‘17" eZ.
a 0 mn.

Donc, pour tout neN, I,, = / P, (t)sin(t)dt € Z. Comme cette suite d’entiers

0
converge vers 0, elle est stationnaire en 0 i.e. il existe ng €N tel que pour tout
n = ng, I, = 0. Or, ceci est absurde puisque sur [0, 7], la fonction ¢ — P, (t) sin(t)
est continue, de signe constant et distincte de la fonction nulle.
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Rappels de cours

1. Définition

Soit (un)nen suite d’éléments de K. On appelle suite des sommes partielles la
n

suite de terme général S,, = Z ug. On appelle série de terme général u,, le couple
k=0

((un), (Sn)). On dit que la série de terme général u,, converge si, et seulement

si, la suite (S, ), converge, sinon elle est dite divergente. En cas de convergence,

S = lim S, est appelé somme de la série et, pour tout n € N, on définit le reste
n— oo

de rang n, R, =5 — S,.
oo
e > u, désigne la série de terme général u,, E u, sa somme en cas de conver-

n=0
gence.

¢ On ne modifie pas la nature (convergence ou divergence) de > u,, en modifiant
un nombre fini de ses termes.
o0
e Si > u, converge alors, pour tout n€N, on a R,, = g up, — 0.
n— oo
k=n+1

e Si Y u, converge, comme u, = S, —S,_1 = Rp_1 — R, pourn > 1,ilya
convergence vers 0 de (up)n.
e On dit que Y u,, diverge grossiérement si (u,), ne converge pas vers 0.
e Lien suite-série

(@n)n>0 converge si, et seulement si, > (an4+1 — ay) converge.

2. Exemples fondamentaux

e Série géométrique. Pour tout z complexe > 2™ converge si, et seulement si,

|z| <1 et sa somme est dans ce cas

—Z

e Série exponentielle. Si z est un nombre complexe, la série série de terme

o0

n n

L, z z
général —7 converge et a pour somme E - = e®.
n. n.
n=0

e Séries de Riemann

: . 1 . :
Si « est réel, ( E —a) converge si, et seulement si, a > 1.
n n=1
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. Théoréme. L’ensemble des séries convergentes d’éléments de K est un K-espace
o0
vectoriel et 'application Y u, — > u, est linéaire, autrement dit si > u, et
n=0
> v, convergent, si A€ K alors > (Auy, + vn) converge et 'on a :

Z()\unJrvn)f)\ZunqLZvn

n=0

Remarques
e Si Ae K* alors 3 u,, et 3 \u, sont de méme nature.

e Si > u, converge alors Y v, et > (u, + v,) sont de méme nature,
> u, convergente

S vy, divergente =Y (upn + v,) divergente.

e Si > u, et Y v, sont divergentes on ne peut rien affirmer a priori quant a la
nature de Y (u, + v,) comme le prouvent les exemples ol v,, = —u,, d’une part
et v, = u, d’autre part.

. Séries a termes complexes

>y, converge si, et seulement si, Z Sm(uy,) et Z Re(un) convergent.

De plus, en cas de convergence, Z Re(un) + 4 Z Sm(uy,) Z Uy -
n=0 n=0
. Séries a termes réels positifs
e Définition. On dit que > u, est une série a termes positifs si elle est a termes
réels et si, a partir d’un certain rang u,, > 0.

e Théoréme. Si Y u, est une série a termes positifs, alors > u,, converge si, et
seulement si, la suite de ses sommes partielles est majorée.
n

Contre-exemple : > (—1)" diverge alors que : Vn €N,

(—1)’“‘ <1
k=0
e Théoreme. Si a partir d'un certain rang, on a 0 < u,, < v, alors :

e Si la série Y v, converge alors la série ) u,, converge.
o Si la série Y u,, diverge alors la série )" v,, diverge.
e Théoréme. Si (up)n>0 et (Vn)n>0 sont positives, et si uy, 5o, Un, les séries
> uy, et Y v, sont de méme nature.
e Théoréme. Reégle de d’Alembert
Si (un)n>0 est une suite a termes strictement positifs & partir d’un certain rang,
q U
et 8'il existe £ € Ry U {+oo} tel que —

— ¢, alors :

n— oo
sif<1, Y u, converge; sif>1, > u, diverge grossierement.
e Comparaison série-intégrale
Soit f € CM(R4,Ry), est une fonction monotone

n n n+1
a. Si f est croissante pour tout n € N*, / f< Zf(k) < / I
0 ] 1

n+1 n n
b. Si f est décroissante pour tout n € N*, / < flk) < / f, la série de
1 — 0

k=1

terme général w,, = / f(®)dt — f(n) est une série & termes positifs convergente.
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n
> f(n) converge si, et seulement si, la suite ( / f) converge et sinon
0 n=0

> Ik s / f
k=0 0
6. Constante d’Euler
"1
; T e In(n) 4+ v + o(1).

La démonstration avec le théoréme suite-série est & connaltre.

7. Séries absolument convergentes

e On dit que Y u,, est absolument convergente si Y |u,| est convergente.

e Si > u, est absolument convergente alors > u,, converge et 'on a I'inégalité
o0

Un,
n=0
@ Si (un)n>0€CY, si (v,,)n>0 est une suite d’éléments de R, si u,, = O(v,,) et si
> v, converge, alors Y v, converge absolument donc converge.

o0
< Y |upl. La réciproque est fausse.
n=0

8. Théoreme des séries alternées
Si la suite réelle (uy,), converge en décroissant vers 0 alors > (—1)"u,, converge et

oo
pour tout n €N, ‘ S (=D Puk| < up.
k=n

Enoncés des exercices

] _1 n+1
1. Convergence et somme de la série de terme général .

2. Nature des séries de termes généraux :
a™ + (Inn)v®
bm + (\/ﬁ)lnn ’

(="

nOé

k
a Uy = a>0,b>0, b.un:sin( +T),a>0,k7éo,
na

n3 + 1) B (=™
nd +2/’ - Vnn(n 4+ (=1)7)
e. U, = (sin(ﬂ'en!))p7 pE N*. On rappelle que e est limite de deux suites adjacentes

(an) et (bn)v an = ;}E et b, =a, + W

C. Uy = arccos( d. u,

3. Etant données deux séries > uy, et Y vy, & termes strictement positifs, on suppose

U v
la convergence de Y v, et pour tout n € N, nt2 < 222 Montrer la convergence
Un Un
de > up.
n (_1)1971

4. Etudier la suite Up )n>2 définie par u,, = (1 + —
( ) 22 b kl;[l \/%
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o0

N Loat (=1
. a. Montrer que pour k € N™ donné, / = Z
0

nk+1.

k
14+1¢ =

1+th Zvpk+1

1 Lodt & (=1
b. Trouver la partie principale, par rapport a — de R,, = / g
n 0
p=0

c. Etudier la série de terme général R,,.

. Notons u la suite de terme général u,, € C, et, pour p € N*, £,(N, C) 'ensemble des

suites u telles que : Y |u,|P converge.
a. Montrer que ¢1(N,C) et ¢2(N,C) sont des C-espaces vectoriels.
b. Montrer que (u,v) €(l2(N,C))? = u.v € (1(N,C).

n 2
In“n
. Montrer qu’il existe K € R tel que g EVE = n4+ —— + K +o0(1).
— n—00 2
. . 1 n+1/2 —n *
. a. Montrer que (a,),>1 définie par a,, = —n e~ " converge vers £ € R™.
n!

. . T . (2nn!)? 1
b. Calculer ¢ en utilisant la formule de Wallis : 4/ — = lim (77>
2 n—oo\ (2n)! V2n+1
n

c. En déduire que : n! — <7> 2n formule de Stirling.
e

n— oo

. Montrer que pour tout n € N, I’équation : In(¢) = arctan(t) + nm a une unique

solution x,, > 0. Nature de la série de terme général —-
Ty

Convergence et somme des séries de termes généraux suivants :

A up = (71)n/0 mf(t)dt si f €C([0,1],R).

-1
Y - 1)(2n+1
b. u, = <Z k2> si n > 1. On rappelle que Zk2 = n(n+H@n+1)
k=1

6
k=1
c.xE }Oag{,unzln(cos (%))m} 1.

On pourra utiliser sin(2a) = 2sin(a) cos(a).

a. Si (u,) est une suite décroissante positive telle que la série > u, converge,

1
montrer que u,, = 0<7)-
n— oo

n
(oo}
b. Si > w, est une série & termes positifs convergente, on note R, = E Uk,
k=n+1

montrer que Y nuy, et Y, R, sont de méme nature. En cas de convergence, donner
une relation entre les sommes de ces séries.
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12. Si " u,, est une série convergente, & termes strictement positifs, on note
oo

Z ug. Nature de Y v, ou v, = u7n7 ou o > 0.
k=n+1 (Rnil)a

On examinera d’abord le cas ot o = 1 et dans le cas ot « €10, 1], on pourra utiliser
l'inégalité des accroissements finis ou une intégrale.

Solutions des exercices

2n

— 1)kt 1 1 11 1
1. SineN*ona Sy =S U _ (1 )_(, L f)
PhET onas ; K T3t ) T3ttty
2n 1 n 1 2n 1
Son = Zk (2+ +-- +2 )soitencoreSg,L:Z%— 7= Z Epuis
k=1 =1 k=n+1
Son = i 1 _1 i <1+§)71 somme de Riemann de f : z — L continue
e n+k n n ' 1
k=1 k=1
Ude
sur [0,1]. Par conséquent (Sa2,), converge et a pour limite / vz In(2).
0 X
1
D’autre part Soni1 — Son = il (S2n+1)n converge et a méme limite que
n

(S21)n, ce qui termine la démonstration sans utiliser a.

. a. Notons a,, = a™ + (Inn)V" et f, = b" + (y/n)" ; alors o, = (Inn) V" (1 + e*r)

ol T, = ln((lniﬁ).
xn:nlna—\/ﬁln(lnn):nln(a)(l—hl(lnn)) — nlnasia#1.
Vi Ina) ) o
D’on an —o a"sia>1 et el (Inn)vV"® sia < 1.
De méme B = brsib>1 et Bn == (V)" sib< 1

D’ou quatre cas :

a\"™ - . . .
ea>1b>15u, — (5) , la série > u,, converge si a < b et diverge si a > b.

an

n—oo (\/ﬁ)lnn ’

ea>1 b<1;u, la série > u,, diverge grossiérement puisque

lim(In(uy,)) = +oo.
ea<1l b<1l;u, — , la série > u,, diverge grossiérement puisque
lim(In(uy,)) = +oo.

a<l, b>1:u = y,. De examen de In(y,), on déduit que

Solutions
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Yn = o(b_"/z). D’ot la convergence de la série & termes positifs . y,, puis celle
n— oo

de > uy,.

b. Du développement limité de la fonction sinus en 0 on déduit :

_ eyt k)t ) (i)

" n—soo  po noa 6n3e 12005« nbe
Pourquoi & I'ordre 5 ? Pour tenir compte de n®® avec un terme de signe constant.
. k 1
Uy = Gp +b, ou b, = —+ 0( ) et a, est une somme de 3 termes généraux
n—oo NO°Y

de séries alternées qui convergent d’apres I’exercice 1 car a > 0.

bn

si, ba > 1, d’apres le critere d’équivalence. D’ol1 la conclusion d’apres les théoremes
sur les opérations sur les séries.

—— —— La série & termes de signes constants »_ b,, converge si, et seulement
n—00 nba

Conclusion : Y u, converge si & > 1/5 et diverge si o < 1/5.

2

U
C. arccos & ——; V21T —z. En effet u = arccosz, 1 — cosu S0 5 et u > 0 au

2 \ V2

7
e \ e Dottu, —— Y et > u, converge.

voisinage de 0. Par suite u,,
(=n"
V(- (1)) )
In(n + (~1)") = In(n) +In (1 + %)

d. u, =

est défini si n > 2. Y u,, converge car

In(n) + % + 0(%)-

n—oo

GV ( !
" n—co y/n.In(n) (=1)" 1
L+ nln(n) +O(nln(n))
I L S S
Un o oo Vn.In(n)  n3/2.1n(n) - (n3/2-1H2(”))
Gl
vn.Inn’

alternées ; 3 b,, converge absolument donc converge car b, = o(n=3/2).
n—r oo

Donc u,, = a,, +b,, ou a,, = > ay, converge avec l’exercice 1 sur les séries

e. Compte tenu de 'indication :
1

Vn €N, 0<e=anit Sbovt —anin = oy

1
0 < men! —map41n! < . Donc wen! = wa,11n! + O(ﬁ)

(n+1)2

Orsin>2 ma,n! = 77N+7rn—|—7r—|—

n—2

Con N = Z—ezN

1 —1)n+t 1
Done sin(ren!) = (~1)"*"sin( = + O(E)) el (n)Tﬁ +0(z)

En conclusion, Y u, converge absolument si p € N, p > 2 et est semi-convergente
sip=1.
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(%) Ui
. VpEN, Ugpio < — Vopya €t Uzpy1 < — Vgp41. Donce pour tout n € N,
(Y (%1

un, = O(v,). D’ou la conclusion par théoréme de comparaison de séries & termes
n—oo

positifs.

. En utilisant le développement limité en 0 & l'ordre 3 de la fonction = — In(1 + )

-1 k—1 -1 k—1 1 1

(=1) ) _ == 1 0(73)_
VE k—oo 2k k3

_1)k—1 _1\k—1
Donc ln(l + ( 1/% ) = ( \1/)E — i + Sak(? ol ¢ est bornée.

DM 1 1\ ek
1n(un)_kz::1 7 2(1+2+...+n)+; x

ona: ln(1+

(un)n>2 converge vers 0. De plus on peut écrire :

n _1\k—1 n
(o) + 31000 = =3+ 3250 + 326 o)
k=1 k=1

1
La suite (ln(un) +3 ln(n)) _, converge. Si C est sa limite, la fonction exp étant
n=2

continue sur R, la suite (\/ﬁun) converge vers ¢ = ¢ > 0. La série de terme

n>=2
& : L —1)2 —1/2 g
général u,, diverge car u, —— n 120, u, >0 et Y n~1/2 diverge.

. a. Des résultats classiques sur les suites géométriques, on déduit :

n—1 nk
x

Vn > 1,V 0,1,7:2—1?% | pa—

n z €| ]1+zk p:o( PP + ( )1+$k

1 n—1 1 nk
dx (=1)P x

D’ot = n n=(—1)"I, et I, = —dx.
ou/0 T aF pgzopk+1+R avec R, = (—1)"I, e /0 T+

1
Pour tout neN,0 < I, < 2 dr =
nk+1

0
lim(7I,,) = 0. D’ou lim(R,,) = 0 car |R,,| = I,,. D’oli le résultat.

- Par théoreme d’encadrement,

b. Pour tout x €[0, 1], 2" < 2™ implique pour tout n €N, I,, 41 — I,, < 0 et donc
la décroissance de (I,)n>1.

1
1
D’autre part, I,,+1 + I, = /0 2"y = 1
1
D 26,41 < <2l,.Dot — <[ { ———-
O EntL S Mokt 1) 2((n— Dk +1)

(="
c. La série Y (—1)"1I,, est une série alternée qui vérifie les hypotheses du théoréeme
des séries alternées, puisque (I,,) décroit et tend vers 0. Elle converge.

Puis, par théoreme d’encadrement, I, n

n/:>€o 2nk- et

Solutions
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. a. £1(N,C) et £5(N, C) sont non vides car ils contiennent la suite nulle. Le fait que
/1 (N, C) soit un sous-espace vectoriel de CV est une conséquence des théoremes
sur les opérations sur les séries complexes absolument convergentes.

Quant a ¢5(N,C), sa stabilité par combinaison linéaire est une conséquence du
résultat élémentaire suivant :

V(a,b) € R?,2|ab| < a? + b2
En effet 2|u,v,| < [unl? + |vn|? = [Min + 0|2 < 2(0M 2 [unl? + |vn|?).
Si Y |un|? et 3 |vnl? convergent, S |Au, + v,|? converge et Au + v € fo(N, C).
b. Conséquence immédiate de I'inégalité : 2|u,v,| < |u,|? + v, |*

. Posons u,, = Zkl/k -n
k=1
il suffit, d’apres le critére suite-série, d’étudier celle de la série > a, ou :
In?(n) n In®(n — 1)

n 2
In“(n
- # Pour montrer la convergence de la suite (u,)

Up = Up — Up_1 =n/" —1

2 2
_ 1 9 L In(n) In(n)
In(n — 12) =In(n) + In (1 - ﬁ) et In (Qn -1) n;m21n (n) —2 + O( 32 ) ;
In“(n—1) 1/ 5 In“(n) In“(n)
dOnC m n—_>oo % (ln (n) + T + 0(7))
. In’n - 1 L.
Il vient : a, nSee 92 D’ou a, o O(W) La série > a, converge absolu-

ment, donc converge.

1 1 1
ca. u, = In(apt1) — In(a,) = (n + 5) In (1 + ﬁ) -1 = 3,2 bar un
développement limité immédiat. Il en résulte que la série Y u, converge. Donc
la suite (In(ay,)) converge vers L. De la continuité de la fonction exponentielle, on
déduit que la suite (a,) converge vers £ = el > 0.

b. La formule de Wallis a été démontrée dans un travail dirigé du chapitre
2"pl)2 1

précédent. Par passage a la limite dans ’égalité : (2"n) = vn a2"2,
(2n)! V2n+1  Van+2 (an)

1
on déduit { = ——-
V2T
c. Par suite n! — (ﬁ) 21n.
n—oo e

. La fonction f : ¢+ Int — arctant — n7 est de classe C*° sur R} ;

t2—t+1
) = sy > 0 limf = —oo; limf = . f établit d
IO = Jave im f oc ; limf = +oo. f établit donc un
homéomorphisme strictement croissant de |0, +oo[ sur | — 0o, 4o00[. Il existe un

unique x,, € Ri tel que f(z,) = 0.

1
Zn > 0= In(x,) = arctanz,, + nw > nw = x, >expnm) =>0< — < e 7.

xn
De la convergence de la série géométrique de terme général (e~™)" et du théoréme
de comparaison des séries a termes positifs, on déduit la convergence de la série
de terme général 1/x,,.
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a. Tous les criteres classiques du cours se révélant inopérants, et compte tenu de
la forme de la question (convergence et somme) conslderons

B . — _ )nJrl
Snf;)k /Of(t) Bt = /f 1__) S 2 —; 7

t
La fonction ¢t — if—(l—)t étant continue sur [0,1], I = / /() dt € R et il existe
0
tn+1 M
M =sup|f|eRi. VneN, | I|\/ It dt < .
[0.1] n+2

En effet f€C([0,1],R) et pour t € [0,1],1 < 1—|—t.

Par théoreme d’encadrement, la suite (S,,) converge vers I ie. la série converge et
a pour somme I.

3 . .
b. up, —- — donc la série a termes positifs converge d’apres le théoreme
92 . nroo n ’ ;. . , .
d’équivalence et les résultats sur la série de Riemann. Décomposons la fraction

. 12 . 6 6 24
rationnelle en éléments simples, u,, = — + — .
n n+1l 2n41

n—1
6 1
D Sn_1 = =12(1 6———24(1+—-+... 24.
onc Sy, -1 kgluk (+2+ +) - (+3+ to—7)t
Sp-1 =18 6+12(1+1+ +1) 24(1+ +..+ 5 )+24( el +1)
nl e n 2 T 2 on 2 4 o
6 1 1
Spo1=18— = —=24(—— +...+ —) = 18 — 241In 2, compte tenu d’un résultat
n n+1 2n

déja vu sur les sommes de Riemann.

c. Un idée simple pour calculer la somme d’une série convergente, est de voir si on
p+q

ne peut pas utiliser le télescopage i.e. : Z(akﬂ — k) = Qgipt+1 — Ap-
k=p

x
Posons uy = In (cos (2—k)> ; de Iindication donnée dans 1’énoncé, on déduit :

Up = ap—1 — ap —1n2 ou ag = In (Sin (2%)) Donc :

Zup In(sinx) — ln(sin(%)) —nln2 =In(sinz) — In (2” sin (2%))

. L. sin x
Comme sin(h) o 1 la série converge et a pour somme In .
x

a. En posant 5, = Z Uk, on a Sop —Sp = Upp1+. .. +Ugp. (uy,) étant décroissante
k=0

et & termes positifs, 0 < pug, < Sap — Sp. La suite (2pus,) converge vers 0.
D’autre part 0 < (2p + 1)ugpt1 = Uopt1 + 2pUspi1 < Ugpt1 + 2pugp.

Donc ((2p + 1)ugpy1) converge vers 0 par encadrement.

La suite (nu,) ayant ses deux sous-suites (2pus,) et ((2p + 1)ugp11) convergeant
vers 0 converge vers 0.

Solutions
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b. R, = up+1 + Rpt1. Done (R,,) est décroissante et & termes positifs.

n—1

> kup =Y k(Ri1 — Ry) = Z KRk 1 —» kRp =Y (k+1)Rp— > kRy
k=0 k=1 k=1 k=1

k=0 k=1
n n—1
soit E kuy = E R, —nR,.
k=0 k=0

e Si > kuy, converge, par majoration » Ry converge.

e Si > Ry converge, d’apres a. lim(nR,) = 0, la suite (Z kuk) converge.

k=0
En cas de convergence, les sommes des deux séries associées sont égales.

. R,.1—R
a.Sia=1, v, = 2L " ]y, =
Rnfl n—1

In(1 —wv,) =In(R,) — In(Rp—1).
lim(R,,) = 0= lim(In(R,)) = —cc.
La série de terme général In(1 — v,,) est divergente.

puis

Si v, ne tend pas vers 0, la série Y v, diverge grossiérement.

Si v, — 0, In(1l —v,) —vy,. Comme v, > 0, > v, diverge.

n—oo
b. Si @ > 1, il existe N € N, tel que pour n > N, RY_; < R,_1 car lim(R,,) = 0.

N Un
Dot : v, >

. D’ou la divergence de ) v,, d’aprés la question a.
n—1

c. Si a €]0,1[, Papplication du théoréme des accroissements finis & f : z — 217

sur [Ry,, Rp—1] donne : 0 < (1 — a)v, = (1 — a)ﬁ A
n—1

La convergence de la suite (R.~®) implique celle de la série > (RL~Y — RL~%) puis
celle de Y v, d’apres le théoreme de comparaison des séries & termes positifs.

Et avec une intégrale ? On peut utiliser la décroissance de t — = sur ]Ri et écrire,

U, fnmt gt » o .
pour tout n > 1, ——— < o = w, et vérifier que la série a termes positifs
n—1 Ry

> w,, converge car ses sommes partielles sont majorées puisque a €10, 1].
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Travaux dirigés

Cas douteux de la regle de d’Alembertl

1. Soit u,, le terme général d’une série a termes strictement positifs. On suppose qu’il

Un+1

. ¢ N
existe a € R et v,, € R tels que : =1-——+4wv, ol Y |v,| converge. Montrer
n

K
qu’il existe K € Ri, tel que u, ——

n—oo na

Un

On pourra étudier la série de terme général an11 — an 0t a, = In(n®uy,)
2. Application & I’étude des séries > u,, :
24....(2n) nn!

A L b. uy = va>0;
35....(2n+1) D). (arn) M
C. Uy = n""nle™.

a. U, =

Solution

1. Si nous montrons que la série de terme général (a,1 — a,) converge, il en sera de
méme de la suite (a,,) vers L € R, et de la continuité de la fonction exponentielle
nous déduirons lexistence de K = lim(n%u,,) = exp L > 0.

1 n 1
am_lfanfaln(lJr )Jrl (u):aln(1+f)+ln(1fg+vn)-
n n

Un

Orln(l—k%) = 24 O()etln(l—%—l—vn) nfw—%+vn+(—%+vn)20(1).

n—,oo N
Gt~ =+ 5O() + 20(1) + (1,000,
[on] _

Comme Y |vy,| converge, |v,| — 0, donc (vy,)

Pour n > 1, < |vn| et > |vn| converge ; donc Z — converge

2 =o(vy) ; donc > (vn)? converge.

En tant que somme de séries absolument convergentes, > (a,+1 — a,) converge
absolument donc converge. D’ou le résultat.
Un+1

1
2. Il suffit d’effectuer des développements limités en — de
n un

Unyr o 1 (i) ot
a. On trouve W noee 1 o +0 3 Dou u, —— \f et > uy, diverge.

b, Unt1 1,‘171

Uy N0
seulement si, a > 2.

o Yntl g &y O(—Q) Dot u, —= Kv/n et ) u, diverge.
n n oo

Uy N—>00 2n

1
+ 0(72> D’ou u, et > u, converge si, et
n

n—00 na—l
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Critere de la loupe et séries de Bertrand

. On considere une suite (U,,) décroissante, strictement positive et de limite nulle.
Montrer que les séries > U, et >V, ot V,, = 2"Us» sont de méme nature.

. Application a U,, = ou g € R.

_
n(Inn)p’

1
. Nature de la série de terme général u,, = 5 (o, B) € R2.

n®(lnn)

Solution

n n
. Si An = Z Uk et Bn = Z Vk, alors Agn+1 7A2'n = U27L+1 +U2n+2 +... +U2n+2n,
k=0 k=0

1
La suite (U,,) étant décroissante §Vn+1 = 2"Upnt1 < Agn1 — Agn < 2"Usn = V,.

1
Par sommation : i(BnH — Bp) < Agntr — Ay < B,,.

e Si Y U, converge, (A,) est majorée ; comme B,, < 2Aasn + By, (B,,) est majorée.

Donc > V,, converge.

e Si Y U, diverge, alors lim(A4,,) = 400 ; or Ayn+1 — A1 < B, = lim(B,,) = +o0

et >V, diverge.

Dans 1 u U, L v L

. Dans le cas ou = — = —.
" n(nn)f” " nf(In2)s

converge et donc > U, converge si, et seulement si, 8 > 1.

Comme série de Riemann, >V,

1
ne=(Inn)8 n-oo

. Sia>1,il existe o tel que a > o > 1, alors n® u,, = 0, quel

1 .
que soit #. Donc u,, = o( —~ ) Donc la série & termes positifs > u, converge.
n— 00 n

l—a

. 1
Y “+00 par croissance comparee. Donc — = O(Un)
(ln n)ﬁ n— o0 n n—oo

Donc la série & termes positifs > u, diverge.

Sia<l1, nu, =

Sommation de relations de comparaison

. Y v, désigne une série & termes positifs, > wu, une série & termes complexes
vérifiant u,, = O(vy).
n— oo

o]
a. Si ) v, converge montrer Z up = O( > vk)
k n n—oo k=n
n
b. Si > v, diverge montrer Z up = ( > vk)
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c. Que deviennent ces résultats si I’on remplace 'hypothese «u, = O(v,)» par
Cup = o(vn) », Cup, T n 7

. a. Prouver que si ) «,, est une série & termes positifs divergente et (5,)n, est
(o]

> akf
une suite complexe convergeant vers (3, alors la suite de terme général k_g
>
k=0
(définie & partir d’un certain rang) converge vers f.
b. Ecrire les résultats obtenus dans les cas suivants :
(i) Pour tout k € N, oy, = 1.

(ii) Pour tout k € Ny o, = 1 et up = agq1 — ak.-

u
c. Montrer que si pour tout n€N,u, > 0 et L N A= R+ alors
Un, n—o00
Uy — 4.
" n—oo

. Application a une suite définie par une récurrence.

Soient a € ]Ri et feC([0,al,[0,al) telle que :

0< f(z) <z siz€l0,af et I (a, k) €(RY)?, f(z) =, - azttFk 4 o(xF ).
z—

On pose ug €10, a[ et pour n > 0, up+1 = f(un).

a. Montrer que la suite (u,) converge vers 0, puis déterminer v € R* tel que la
. *

suite ((unt1)? — (un)?), -, converge vers £ € R™.

b. En déduire la nature de de 3 uy,.

c. Exemples :
(i) a €]0,7/2[ et f(z) = sinz.
(i) a e RY et f € {z—In(l+2),2+— ze ™ x> arctanx}-
. On suppose que > u, est une série & termes strictement positifs vérifiant :

Un+t —— £€R; U {+oo}.
Un

Un

a. Si £ < 1 montrer que Z U
k=n

b. Si > 1, EERmontrerqueZ Ug
k=0

14

n—oo 1—¢ Un-

n
c. Donner un équivalent de Y wuy, si £ = +o0.
k=0

. a. Si B€R* donner un équivalent de n® — (n + 1)7.

n oo
1 1
b. En déduire un équivalent de Z T sia<1,de Z T sia>1.
k=1 k=n
Solution
. a. > uy, est absolument convergente. Puisque u, = O(v,) il existe M > 0 et
n— oo

no € N tels que Vn, n > ng = |u,| < M|vy,|.
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o0
S ug| < D0 Juk] <K MDD v d’ott le résultat.
k=n k=n k=n

o0 oo
Alors, si n > ng, ‘

b. Avec les mémes M et ng, sin > ng on a :

n no—1 n n

> Uk’ < > Jug|+ M D> vy = C+ MDY v ou C est un réel. Comme
k=0 k=0 k=no k=0

n n n
v —>4ooonal = 0(ka),épartir d’un rang n1 = ng, C < M > v
k=0 neo N =g k=0

n n
puis | > uk’ < 2M > vy, ce qui termine la question.
k=0 k=0

c. Siu, = o(v,), en remplagant M par € on obtient les mémes conclusions que
n—oo

dans a. et b. en remplacant O par o.

Siup =7 vn alors u, —v, = o(v,) et on peut donc remplacer O par ~ dans

n— 00
les conclusions de a. et b.

.a.0nap,—8 = ol)dou a,(B,—p5)

= o(ay), comme Y a;, est une série a
n—oo n—oo

n n
termes positifs divergente, la question 1 montre Y ax(Bx—p8) = o( > ak) soit
n—oo

k=0 k=0
n
n n n Z akﬁk
Sapfr— B> ar = o( > ak) puis % = [+ o(1) ce qui termine
k
k=0

la question.
b. et c¢. Do it yourself ! Voir le travail dirigé du chapitre « Nombres réels et suites
réelles » (Cesaro).

. a. Pour tout « € [0,a[, f(x) < x. La suite (u,) est décroissante, minorée par 0
donc converge, et c’est vers un point fixe de f car f est continue, donc vers 0.

(un+1)’Y - (un)’y - (f(un))’Y - (un)’y

(f(z) — a7 =0 (1= az® + o(z)) — 1] = —ayzF T 4 o(zk ).

La seule valeur de 7 qui convienne est —k et on a (uy,41) % — (1, ) ™% —— ak > 0.
n—oo
1 )1/k

n— akn

On déduit de 2.b. que (un) ™ == akn et un - (
b. > u, converge si, et seulement si, k < 1.
c. Immédiat et laissé au lecteur.

.a.Onauypr —Llu, = ou,) et > u, est une série & termes positifs convergente
n— o0

d’ou > (uk_s_lféuk) = 0( > uk> ouencore (1—0) > up—u, = o( > uk)
k:n n— oo k' n—oo

=n k=n k=n

et, comme 1 — ¢ # 0, Zuk .

n—oo 1 _ g
k=n

b. De méme upi1 — lu, = o(un) et > u, est une série & termes positifs
n— 00

(uk_H - Euk) = o( Zn: uk).

k=0

divergente d’ou »_
k=0

n
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n n
Par suite (1 —4) > ugp + upt1 —up = o( > uk> et, comme 1 — ¢ # 0 et que
k=0 nTree N =0

n
Upt1 — +00, finalement lu, —— uny1 —= (£—1) > uy
k=
puis Y w55, gt
k=0

p— 9 A o Y N
c. On a u, = 0(tp41) Aol up —ty—1 o Un et > uy, est une une série & termes

n n
e o . L - 7 .
positifs divergente d’ot, par sommation : > uk —o > (uk — Uk—1) = Un — Uo.

n n
Comme kzo U, — +00 et u, — +o0, il vient kZO Uk 55 Un-

n—r oo

B
. a. Onanﬁ—(n+1)5:nﬁ[1—(1+i> } — —Bnf L

b. On utilise la question a. avec f =1 —a :
1 1 1
eSia<lona — — ——[(n+1)17*—n!'~*] d’apres a. Comme — est
e — (n+1) n'~*] d’ap Z o

noc n—oo 1
une une série a termes positifs divergente on obtient :
n n
1 1 . 1— 1 1—
T Sltk+1) -k a}zil_a[(njun «_1],
k=1 k=1
1 «

doqua n~>oo 1—Ck.

Sia<l 1 1 1 1 Z 1 ¢ N
o Dl ona— —— — s —— €St une une serie a
ne n—oo o — 1 nafl (n + 1)a71 ne

termes positifs convergente d’oli, par sommation :
o0

=1 1 1 1 )
Z ra n—oo o _ 1 Zn [k@—l Tt 1)0:—1} (télescopage).

o0

1 1
En définitive Z ko n—)oo 71 I
[e% n

Solutions






15 - Probabilités

Rappels de cours

A - Dénombrements

1. Cardinal d’un ensemble fini noté card(E) = |E|.

e Pour qu’'un ensemble E soit fini, il faut et il suffit que pour toute partie £’ de
E distincte de FE, on ait card(E’) < card(E).

e Si E et F sont des ensembles finis ayant méme nombre d’éléments, f € F(E, F)
est bijective si elle est injective ou si elle est surjective.

e Si Ey,..., E, sont des ensembles finis, card(Fy X - -x E,,) = card(E1) . ..card(E,,).
et card(E1 U...UE,) < card(Ey) + - - - + card(E,,).
Si A et B sont deux ensembles finis et ANB = (}, card(AUB) = card(A)+card(B).
p

o Si (E;)1<icn est une partition de l'ensemble fini F, card(E) = anrd(Ei).

i=1
e Si E et F sont deux ensembles finis, card (F(E, F)) = (card(F))Card(E).
e Si E est un ensemble fini, card (P(E)) = gcard(E)

2. Listes et combinaisons

e Soit E un ensemble a p éléments et F' un ensemble a n éléments, p < n, le
n n!

nombre de p-listes d’éléments distincts de F' est égal a p! ( > = ﬁ
p n—p)

C’est le nombre d’applications injectives de E dans F.

e Le nombre de permutations d'un ensemble de cardinal n est égal a n!.

e Le nombre de parties a p éléments (ou p-combinaisons) d’un ensemble de cardinal

) N R
n est égal a ( >
p

B - Probabilités sur un ensemble fini

1. Expérience aléatoire et univers
On appelle univers, que 'on note €2, ’ensemble de tous les résultats possibles ou
réalisables d’une expérience aléatoire.
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Terminologie probabiliste | Terminologie ensembliste | Notation
Evénement certain Ensemble entier Q
Evénement impossible Ensemble vide %]
Evénement élémentaire Singleton {w}
Evénement contraire de A Complémentaire de A A
AouB Réunion de A et B AUB
Aet B Intersection de A et B ANB
A implique B A inclus dans B ACB
A et B incompatibles A et B disjoints ANB =2
w réalise A w appartient a A weA

On appelle systéme complet d’événements toute partition (finie) de .
. Espaces probabilisés finis
a. Définition : une probabilité sur un univers fini Q est une application P de
P(£2) dans [0,1] telle que P(Q) = 1 et, pour tout couple (A, B) d’événements
incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B).
b. Propriétés :
e P(0)=0; P(A) =1-P(A).
e Si Aq,..., A, sont n-événements deux a deux incompatibles, on a :
P(AyUAsU...UA,) =P(A)) + - + P(4,).
e ACB=P(A) <P(B)et P(B\ A) =P(B) — P(A).
e Pour tout couple (A, B) d’événements, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
o Si (A;)1<i<m est un systéme complet d’événements, ZP(Ai) =1.
i=1
e SiP(4) = > P({w}).
weA
e On dit qu’une probabilité P est uniforme si, tous les événements élémentaires
ont la méme probabilité. On parle aussi d’équiprobabilité.
card(A)

card(Q?)
de cas favorables (& I’événement A) sur nombre de cas possibles ».

Dans ce cas : VA C Q,P(4) =

que l'on retiendra sous la forme «nombre

. Probabilité conditionnelle

a. Définition : soit B un événement de probabilité non nulle. On appelle probabilité

conditionnelle & B, ou probabilité sachant B associée & P, 'application de P(£2)
P(ANB
dans [0, 1] définie par : P(A|B) = Pg(4) = PANB)
P(B)

d(ANB
b. Cas particulier de I’équiprobabilité : Pg(A) = M_

card(B)
c. Formule des probabilités composées : P(A N B) = P(B).P(A|B).

d. Formule des probabilités totales : si (A4;)1<i<m €st un systeme complet d’événe-

ments tels que tous les P(A;) soient non nuls, P(A) = Z P(A|A4;)P(4;).
i=1



Probabilités 289

Remarque : on utilisera souvent la formule précédente dans le cas du systeme
complet {B, B} i.e. P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B).

e. Formule de Bayes (ou formule de la probabilité des causes ou des hypotheses).

e Soient A et B deux événements de probabilité non nulle, on a
P(A|B)P(B)
P(A)
e Cas particulier d’un systeme complet d’événements (A;)1<i<m de probabilité
non nulle et out P(A4) > 0.

P(B|A) =

P(AJA;)P(4))

m

ZP(AlAnP(A»

Vj E[[lvm]])P(Aj|A) =

. Evénements indépendants
a. Définition : A est dit indépendant de B si P(A|B) = P(A) ousi P(B) = 0.
A est dit indépendant de B si, et seulement si, P(AN B) = P(A4).P(B).

b. Définition : on dit que n événements A4, ..., A, sont mutuellement indépendants
si:VIC[1,n], I # MD( N Ai) = [T (A
iel iel

On dit indépendants dans leur ensemble si : IP’( ﬂ Ai) = H]P’(Ai).
i=1 i=1

C - Variables aléatoires sur un espace probabilisé fini

. Définitions

e On appelle variable aléatoire (sur {2) une application de 2 dans un ensemble E.
La variable aléatoire est dite réelle lorsque £ = R.

e Si A C Eonnote (X € A) ou {X € A} I'événement X ~1(A), si z € E on note aussi
(X = ) Pévénement (X €{x}) i.e. X1 ({z}) ; ainsi P(X = z) = P(X ' ({z})).
eSizeE =R alors P(X <z) =P(X€]—o00,z]) et F:a+— P(X <) est une
fonction croissante sur R de limite nulle en —oo et 1 en +oo0.

e On appelle loi de X et on note Px la loi de probabilité définie sur X () par

Px(A) = P(X € A). Cette loi est entierement déterminée par la donnée des réels
P(X = z) lorsque x décrit X () car VA C X(Q), Px(4) = > P(X = x).
T€EA

e Si X est une variable aléatoire a valeurs dans E et f une application de E dans
F alors f o X est une variable aléatoire notée f(X) et 1 loi associée sur (f o X)(Q)
est ]P)f(X) A Px (fil(A)) = P(X S fﬁl(A))

. Moments d’une variable aléatoire réelle

a. Définitions

Ici X désigne une variable aléatoire réelle.

e On appelle espérance de X et on note E(X) le nombre réel défini par
> X(WP(w}) = > aP(X =)
wenN zeX(Q)

La variable X est dite centrée si E(X) = 0.
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e Si k € N on appelle moment d’ordre k de X 1’espérance de X*. Plus généralement
si f est une application de R dans lui-méme on peut définir ’espérance de f(X) par

E(f(X))= ZG:Qf(X(w))P({w}) = E;{:(Q)f(fv)IP’(X =)= > yP(f(X)=y)

yEf(X ()
e La variance de X est V(X) = IE([X - IE(X)]2> > 0, son écart type est
0(X) = /V(X). La variable X est dite réduite lorsque V(X) = 1.

b. Propriétés

Si X est constante égale & b alors E(X) = b.

L’application X +— E(X) est linéaire positive et croissante.

Les deux derniéres propriétés signifient :

si X(2) CR; alors E(X) > 0et si X <Y sur Q alors E(X) < E(Y).
On en déduit que X — E(X) est une variable centrée.

Inégalité de Markov

Si X(2) CRyeta>0alors P(X >a) < ECQO).

a

V(X) =E(X?)-E(X)?, V(aX+b) = a®>V(X) et o(aX +b) = |a|o(X) si (a,b) € R?

et, donc, si o(X) > 0, alors ————— est centrée réduite.
o

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Va >0, P(|X —E(X) > a) < Vg).
. Lois usuelles
a. Loi uniforme
Si X(Q) = {z1,...,2,} est de cardinal n on dit que X suit une loi uniforme si
Vie[l,n], P(X =a;) = %7 donc pour tout A C X(Q), Px(A) = %(A),
Si X(Q)=[l,n] on aE(X) = n—2i—1 et V(X) = nig L

b. Loi de Bernoulli

Si p€[0, 1] on dit que la variable aléatoire suit la loi de Bernoulli de parametre p,
notée B(p), si X(2) ={0,1} et P(X =1) = p. Par suite (X =0)=1—p=gq.

Si un événement S, appelé succes, a p pour probabilité alors la loi de la fonction
1 siwesS est B(p).

0 sinon

Si X suit B(p) alors E(X) = p et V(X) = pg =P(1 — p).

c. Loi binomiale

indicatrice de S, soit Ig : w — {

Si neN* et p€[0, 1] on dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de
parametres n et p, notée B(n,p), si, en posant ¢ = 1 —p, X(Q) = [0,n] et
vk €[0,n], P(X = k) = (Z) pEgnk

Si S C QetP(S) = p alors le nombre total de succes (occurrences de S) lors de la
répétition n fois de 'expérience de fagon indépendante suit B(n, p).

De méme si une urne contient une proportion p de boules blanches alors le nombre
total de boules blanches obtenues lors de n tirages successifs avec remise suit
B(n,p).

Si X suit B(n,p) alors E(X) = np et V(X) = npg = nP(1 — p).
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. Vecteurs aléatoires

a. Définitions

Si Xq,...,X, sont des variables aléatoires a valeurs dans F,..., F, alors
X = (X1,...,X,) est une variable aléatoires a valeurs dans Ey X - -+ x E,,.
e La loi conjointe de Xi,..., X, est celle de (Xq,...,X,), déterminée par les

IP’((Xh...,Xn) = (a:l,...,a:n)) ou (x1,...,x,) décrit By x -+ x E,, les lois
marginales sont les lois de X1,...,X,,.

La connaissance de P(x, . x,) permet de déterminer les lois marginales, la
réciproque est fausse, sil <i<netz, € X;(Q), P(X; =z;) = > PX =y).

y € X(Q)
Yi=;

e Si X et Y sont deux variables aléatoires, si z € X () et P(X = z) > 0 on appelle
loi conditionnelle de Y sachant X = x la loi définie par :

P((X,Y) = (2,9))
Y(Q), Pixer) (Y =y) = .
Vy € ( )a (Xfx)( y) P(X:{E)
e Les variables X et Y sont dites indépendantes si (z,y) € X(2) x Y (Q) les
événements (X = z) et (Y = y) sont indépendants, autrement dit si 'on a :
P((X,Y) = (z,y)) = P(X =2) x P(Y =y).

Plus généralement X, ..., X,, sont dites mutuellement indépendantes si :

sont mutuellement

V(21,...,20) € [] Xi(Q), les événements ((X; = mi))1<i<n
i=1 SIS

indépendants.

e On appelle covariance du couple de variables aléatoires et on note Cov(X,Y)
lespérance de XY — E(XY) ; ainsi V(X) =Cov(X, X).

b. Propriétés

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) et V( ) XZ) =S V(X) +2 ¥ Cov(X;, X)),

i=1 1<i<j<n

e Si X et Y sont indépendantes : V(A4, B) e P(X(Q)) x P(Y(Q)), (X €A) et
(Y € B) sont des événements indépendants.

e Si Xq,..., X, sont mutuellement indépendantes : V(A1,...,A,) € [] P(Xi(Q))
i=1

les événements ((Xi € Ai))1<i<n sont mutuellement indépendants et X4,..., X,
sont deux a deux indépendantes.
e Si Xq,...,X, suivent toutes B(p) et si elles sont mutuellement indépendantes
n
alors > X; suit B(n,p).
i=1

e Si X et Y sont indépendantes alors, pour toutes fonctions f et g les variables
f(X) et g(Y) sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y), Cov(X,Y) = 0 et
V(X +Y)=V(X)+ V().

e Si Xi,..., X, sont deux a deux indépendantes alors V <Z Xi> =Y V(X;).
i=1 i=1
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Enoncés des exercices

Certains résultats ont déja été vus dans le premier chapitre du premier semestre
mais il nous a semblé bon de les rappeler ici.

. a. Soit E un ensemble & n éléments. Quel est le nombre de couples (A, B) de
parties de F telles que A C B ?

b. Généralisation : quel est le nombre de familles A;, A>,..., A, de E telles que
Al C Ay--- CAp ?

. On considere une population de IV individus, on effectue n prélevements successifs
avec remise d’'un individu de cette population. La suite de ces prélevements
constitue un résultat.

a. Combien existe-t-il de résultats différents pour lesquels un individu X est prélevé
k fois (k < n) ?

b. Combien existe-t-il de résultats différents pour lesquels un individu X est prélevé
m fois au cours des r premiers tirages (m < r < n) ?

c. Combien existe-t-il de résultats différents pour lesquels un individu X est prélevé
pour la s-iéme fois au t-iéme tirage (s <t < n) 7

. a. 2n personnes doivent prendre place autour d’une table ronde. De combien de
fagons différentes peuvent-elles s’asseoir ?

b. On suppose qu’il y a n hommes et n femmes. De combien de fagons peuvent-ils
s’asseoir en respectant ’alternance ?

. Soit E,, un ensemble non vide de cardinal n. On note p,, le nombre de partitions
de E,,. Ce nombre est appelé le nombre de Bell d’indice n. On pose pg = 1.

a. Calculer pq, ps et ps.

b. Soit E,, = [1,n]. On désigne par p,, le nombre de partitions de E,, ; on convient
que, pour n = 0, on a pg = 1. Montrer que :

VneN,pyy1 = En: (Z) Dk
k=0

Il est conseillé pour chaque k €]0,n] de considérer les partitions de E,+1 contenant
{1} et ayant k + 1 éléments.

c. Vérifier les résultats de a) et calculer pg.

. a. Soit E un ensemble fini de cardinal 2n,n > 1. On appelle partage par paires de
E tout n-uplet (z1,...,2,) ou les z; sont des paires d’éléments distincts de E deux
a deux disjointes. On appelle partition par paires de E tout élément {z1,...,z,}
ou les x; sont comme ci-dessus. Trouver le nombre de partages par paires et de
partitions par paires de F.
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b. On considére 32 joueurs de tennis. De combien de facons peut-on organiser le
premier tour d’un tournoi en simple ? De combien de fagons peut-on organiser le
premier tour d’un tournoi en double ?

. a. Soient n, p deux entiers naturels non nuls. Déterminer le cardinal des ensembles

suivants :
Snp = {(ml,...,xn)E(N*)”|x1+~~+xn gp}

)

Spp= {(xl,...,mn)G (N*)n|x1 +t o, :p}-
On pourra introduire Uapplication ® qui a tout n-uplet (x1,...,x,) d’entiers

naturels associe Uapplication f définie sur [1,n] par : Vi €[1,n], f(i) Zx]

b. Soient n, p deux entiers naturels. Déterminer le cardinal des enSembles Sulvants
Tnp = {(xl,...,xn)eNn ’1’1 ot gp}
T;L,P: {(Ila...,xn)GN"|;E1—|—...+l.n :p}.

. Soit (F,T) un magma associatif (i.e. un ensemble muni d’une loi interne). On

désigne par P(n) le nombre de composés distincts que 'on peut former avec n
éléments donnés de E pris dans un ordre donné (n > 1).

a. Vérifier que P(n+1) = Z]P’ P(n+1-—k).

(2n —2)!

b. Montrer que que P(n) = P P
nl(n —

. a. Si r,n €N, démontrer 1’égalité : Z (r> = <?1—1) :

k=0
P on n—=k n
b. Si n,p €N, démontrer 1’égalité : Z ( ) = 2P .
Nk \p—k P

. Formule d’inversion de Pascal

Soient (an)nen et (by)n en deux suites de nombres réels, montrer que :

VneN, a, = En: (:) b <= VneN,b, = kf:_o (Z) (—1)"*ay.

k=0
On pourra écrire les premieres €galité sous forme matricielle X = PY ou
'x = (ag...... an), 'y = (bo.-v... bn) et P € GL,(R), puis examiner le produit
matriciel PZ oo Z = (lx...... x™)

n étant un entier donné, on cherche d,, le nombre de dérangements, c’est-a-dire de
permutations o € &,, vérifiant o(k) # k pour tout k €[1, n].
n

n
a. Montrer que n! = Z <k) dy avec dy = 1 par convention.

b. Déduire de la formule d’inversion de Pascal une expression explicite de d,,.
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On note E, = {1,...,n} et FE, = {1,...,m} - On se propose de chercher le
nombre I'??, des applications croissantes de E,, dans E,,.

a. Calculer I'Y,. On pourra interpréter ¢ croissante de E,, dans E,, par le schéma
suivant : une rangée de (n+m — 1) points, (m — 1) d’entre euzx étant séparés d’un
trait vertical appelé cloison.

b. Déterminer le nombre d’applications strictement croissantes de E,, dans F,,.

c. Retrouver les résultats de ’exercice 6 précédent.

Une urne contient N boules numérotées de 1 a IN. On tire successivement sans
remise n boules de 'urne (1 < n < N).
a. Quel est Pensemble Q des résultats possibles ? Calculer card(2).

b. On suppose désormais les résultats possibles équiprobables. Les boules numéro-
tées de 1 & M < N sont rouges et les boules numérotées de M + 1 a N sont
blanches. Soit Ay I'événement «la k-iéme boule tirée est rouge ».

Calculer P(Ak) et P(Ak N A[)

On a décelé dans un élevage de moutons une probabilité de 0, 3 pour qu'un animal
soit atteint par la maladie M. Si le mouton n’est pas atteint, il a 9 chances sur 10
d’étre négatif a un test T. S’il est atteint, il a 8 chances sur 10 d’étre positif a ce
test. Quelle est la probabilité pour qu’un mouton pris au hasard et ayant un test
positif soit atteint par M ?

Une boite contient N pieces dont quelques-unes peuvent étre défectueuses. Une
piece tirée au hasard s’avere étre bonne. Déterminer la probabilité que : 1) que
toutes les pieces contenues dans la boite soient bonnes ; 2) que N — 1 piéces
soient bonnes et une défectueuse ; 3) que N — 2 pieces soient bonnes et 2 soient
défectueuses ; ... ; que N soient défectueuses.

On cherche un parapluie qui se trouve dans un immeuble de 7 étages (rez-de-
-chaussée compris) avec la probabilité p €0, 1[. On a exploré en vain les 6 premiers
niveaux, quelle est la probabilité que le parapluie se trouve au dernier étage ? (On
admettra qu’il n’y a a priori pas d’étage privilégié).

Un gardien de prison essaie au hasard et une & une les n clés dont il dispose pour
ouvrir une cellule. Calculer la probabilité qu’il réussisse au k-ieme essai en utilisant
le théoreme des probabilités conditionnelles.

Deux usines u et v produisent des ampoules électriques ; on sait que 10 pour cent
(resp. 30 pour cent) de la production de u (resp. de v) est défectueuse. Apres avoir
choisi au hasard une des deux usines, on préleve dans la production de cette usine,
deux ampoules a et b, au hasard et indépendamment 'une de ’autre. On note
U,V,A et B les événements suivants. U : I'usine u est choisie ; V l'usine v est
choisie ; A : a est défectueuse ; B : b est défectueuse.

a. Calculer les probabilités des événements A, B,A N B et en déduire que les
événements A ne sont pas indépendants.
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b. Calculer P(B|A) et P(U|AN B).

On dispose de 7 dés tels que, pour ¢ €]1, 7], le dé D; comporte i — 1 faces blanches
et 7—1i faces noires. Pour choisir un dé parmi les 7, on fait une expérience préalable.
On jette un dé ordinaire A. Si le résultat est 2,3,4,5 ou 6, on choisit le dé
correspondant. Si le résultat est 1, on jette & nouveau le dé A. S’il sort 1,2 ou
3, on choisit le dé 1, s’il sort 4, 5 ou 6 on choisit le dé 7. On joue par la suite avec
le dé ainsi désigné.

a. Quelle est la probabilité d’obtenir une face noire a la k-ieme partie ?

b. Quelle est la probabilité d’obtenir une face noire a la k-iéme partie sachant que
l’on a toujours obtenu une face noire aux parties précédentes 7

k

Soit n€N,n > 2. On note ¢(n) = card ({p€[l,n] |[pAn=1}).Sin= pr‘ est
i=1

la décomposition de n en facteurs premiers, (p; < p2 < -+ < pg), le but de cet

k
1

exercice est de prouver que ¢(n) = nH (1 — —)-
i=1 pi

On tire au hasard un entier compris entre 1 et n et I'on note A I’événement «le
nombre obtenu est premier avec n» et A; 1’événement «le nombre obtenu est
divisible par p; ».

a. Définir un espace probabilisé modélisant l'expérience et exprimer P(A) en
fonction de ¢(n) et n. Calculer les P(A;).

b. Montrer que les événements A;,1 < i < n sont mutuellement indépendants.

c. Exprimer A en fonction des A; et conclure.

Probléeme posé par le chevalier de Méré a Pascal

Qu’est-ce qui est le plus probable : sortir au moins un 6 en lancant 4 fois un dé ou
au moins un double 6 en lancant 24 fois deux dés ?

Rappelons le principe du loto. 6 numéros a choisir parmi 49 nombres donnent le
tirage gagnant. Un tirage supplémentaire d’'un nombre distinct des premiers donne
le «numéro complémentaire ».

Chaque joueur doit cocher 6 numéros dont l'ordre est sans importance. Ensuite
selon le réglement de la FDJ, (que nous n’avons pas lu mais que l'on nous a
rapporté de bonne (?) source).

Les gagnants du premier rang sont ceux qui ont coché les 6 bons numéros.

Les gagnants du deuxiéme rang sont ceux qui ont coché 5 des 6 bons numéros
et le complémentaire.

Les gagnants du troisieme rang sont ceux qui ont coché 5 des 6 bons numéros.
Les gagnants du quatrieme rang sont ceux qui ont coché 4 des 6 bons numéros.
a. Quelle est la probabilité d’étre un gagnant du premier rang ?

b. Quelle est la probabilité d’étre un gagnant du deuxieme rang ?
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c. Quelle est la probabilité d’étre un gagnant du troisieme rang ?

d. S’il est possible de faire une grille & 8 numéros, combien y-a-t-il de grilles & 8
numéros cochés comportant exactement 4 bons numéros 7

Probléme du scrutin

Lors d’un élection, le candidat A a obtenu a voix et le candidat B en a obtenu
b. Déterminer la probabilité pour qu’au cours du dépouillement, A ait toujours
devancé B. (On suppose que a > b.)

On pourra représenter le dépouillement par un chemin de Z? issu de (0,0), arrivant
en (a+b,a—1b) et si Q est l'ensemble des dépouillements, examiner (21,2, Q3)
un systéme complet d’événements ot par exemple, 1 est I’ensemble des chemins
ne recoupant pas laze (x,0).

On consideére une urne contenant N boules de k couleurs différentes. On note N;

N,
le nombre de boules de la couleur i, pour i €1, k] et p; = Wl la proportion de
boules de la couleur i. On tire au hasard n boules de cette urne.

On appelle A I'événement : le n-uplet est constitué de ny; boules de couleur 1, no
boules de couleur 2, ..., ng boules de couleur k.
a. On effectue le tirage une boule apres l'autre en remettant la boule tirée. Ce
tirage est dit Bernoullien ou avec remise. Montrer que 'on a

n! n 3 n
nilna! ... ny! PPy
b. On effectue un tirage exhaustif i.e. on prend une poignée de n. Montrer que

P() — (T 2)-()
()

c. On tire les boules une & une sans remise. Déterminer P(A4). Remarque ?

P(A) =

Une urne contient initialement b boules blanches et r boules rouges. On effectue
des tirages successifs d’une boule de cette urne selon le protocole suivant : si & un
rang quelconque on obtient une boule rouge, celle-ci est remise dans I'urne avant
le tirage suivant et si & un rang quelconque on obtient une boule blanche, on la
jette.

a. Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche au cours des n premiers
tirages 7

b. Quelle est la probabilité de jeter au moins une boule blanche au cours des n
premiers tirages ?

c. Sachant qu’au cours des n premiers tirages on a tiré exactement une boule
blanche, quelle est la probabilité qu’elle ait été tirée en dernier 7
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On dispose de N + 1 urnes numérotées de 1 a N + 1 telles que, pour tout
k€1, N +1], la k-iéme contient k — 1 boules rouges et N — k + 1 boules blanches,
soit N boules au total.

On choisit une urne au hasard, on y tire n boules avec remise et on appelle X le
nombre de boules rouges obtenues. Déterminer la loi de X et son espérance.

Une urne contient n — 2 boules blanches et 2 boules rouges. On la vide et on note
X; le rang d’apparition de la i-eme boule rouge. Déterminer les espérances des X;
a l'aide des lois de X, Xo — Xjetn+1— X,.

Soient (n,p1,p2) eN* x [0,1]2. On suppose que X suit B(n,p1) et que, pour tout
k €]0,n], la loi conditionnelle de Y sachant (X = k) est B(k,p2).
Déterminer E(Y).

Montrer que si les variables aléatoires Xy, X; et X sont deux a deux
indépendantes et si Xo + X1 et Xy + X5 sont indépendantes alors la probabilité
de I'événement (X est constante) est 1.

Montrer que si les variables Xi,..., X, sont mutuellement indépendantes et

T T
suivent les lois respectives B(ni,p),...,B(n,,p), alors > X; suit B <Z ni,p>.
i=1 i=1

a. k urnes contiennent chacune n boules numérotées de 1 a n. On préleve une boule
dans chaque urne et X,, désigne le plus grand des numéros obtenus. Déterminer
la loi de X, et un équivalent de E(X,) lorsque n — oo.

b. Cette fois on tire simultanément les k boules dans une seule des urnes (donc
k < mici) et, pour simplifier, X désigne le plus grand des numéros obtenus. Loi et
espérance de X.

Loi hypergéométrique

a. Une urne contient N boules contenant une proportion p de boules blanches ou
pN €N et ¢N de boules noires ott ¢ = 1 — p. On tire simultanément n boules de
I'urne (et donc n < N) et on considere le nombre X de boules blanches obtenues.
La loi de X est appelée loi hypergéométrique de parametres N, n et p et notée
H(N,n,p). Déterminer la loi de X puis son espérance .

min(n,Np)
N N
Calculer également Z ( kp ) <n —qk) '

k=max(0,n—Nq)
b. Application : une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On effectue des
tirages successifs d’'une boule dans cette urne sans remise et Y désigne le nombre

de tirages nécessaires a l’obtention des boules 1, 2 et 3. Déterminer loi et espérance
de Y.
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Allumettes de Banach

Un fumeur possede dans chacune de ses deux poches n allumettes. Pour allumer
sa cigarette il puise, a chaque fois, au hasard dans une de ses poches. On considere
le nombre aléatoire qui restent, lorsque pour la premiere fois il constate qu’une des
poches est vide, dans 'autre poche. Déterminer la loi de X. On considere ensuite,
la premieére fois qu'une poche est vide sans que le fumeur s’en soit encore apergu,
le nombre Y d’allumettes restant dans ’autre poche. Déterminer la loi de Y et en

- 2n—k—1
déduire : ) " 2+ =27
edaulire 2 n—1

On suppose que X suit la loi B(n,p) et que, si X > 0 alors Y = X et que la loi
conditionnelle de Y sachant (X = 0) est la loi uniforme sur [1,n]. Déterminer la
loi de Y ainsi que son espérance.

Soit X une variable aléatoire telle que X(©2) C N. On note Gx la fonction

polynomiale qui & ¢ associe >, P(X = k)t*. Exprimer Gx (1), G’ (1) et G% (1)
keX ()

en fonction de E(X) et V(X). Retrouver ainsi espérance et variance d’une variable

suivant B(n,p).

1 1
Si X et Y sont indépendantes et suivent les lois binomiales B(nv 5) et B(m7 5)
déterminer la probabilité de (X =Y).

Soient X et Y deux variables aléatoires suivant une méme loi de Bernoulli de
parametre p.

a. Montrer qu’elles sont indépendantes si, et seulement si, Cov(X,Y) = 0.

b. On les suppose indépendantes. Quelles sont les lois de X +Y et X —Y 7 Ces
deux dernieres variables aléatoires peuvent-elles étre indépendantes ?

On suppose que X suit B(n,p) et que Y est une variable aléatoire & valeurs dans
N telle que, si 0 < k < n, la loi conditionnelle de Y sachant (X = k) est B(k,p’).
Déterminer la loi de Y.

On dispose de 2n jetons numérotés de 1 a 2n et de deux boites G et D.

Au départ G contient r jetons et D les 2n — r autres ou r €]0, 2n].

A chaque fois on tire un nombre au hasard dans [0,2n] et on change de boite le
jeton portant ce numéro.

On appelle X, le nombre de jetons contenus dans G a l'issue du p-ieme échange.

a. Loi, espérance et variance de X;.
2n
b. Lier la loi de X1 a celle de X,. Si G, : t— Y. P(X, = k)tF en déduire Gpi1

k=0
en fonction de G,

c. Déterminer E(X,,) ainsi que lim E(X,).

p—o0
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Solutions des exercices

. a. Pour une partic B de cardinal k, il existe 2% parties A telles que A C B. Le

nombre de couples cherché est donc Z (Z) 2P = (24 1)" = 3"
k=0

n

n
b. On généralise par récurrence sur p ; on trouve E ( i

k=0

)p" =(p+1)"

n
. a. Lorsqu’un individu X est prélevé k fois, il y a ( k) fagons de choisir son rang
lors des n tirages et chacun de ces rangs est associé & (N — 1)"~* choix possibles
n
pour les autres, d’ou (k) (N —1)"F résultats.

b. D’apres a. il y a ( " ) (N —1)""™ prélevements de X m fois dans les r premiers
m
tirages. Pour chacun de ces r-uplets, il existe N"~" facons de le compléter. D’ou
( " ) (N —1)""™N"7" résultats.
m

c. Dans ce cas, X doit apparaitre s — 1 fois dans les ¢ — 1 premiers tirages. Ceci

t—1
a lieu de (

1) (N — 1)'"* fois. Au t-ieme tirage X est prélevé et chacun de
s —
t—1

ces t-uplets peut étre complété de N™~! facons. D’oll ( 1
5 —

) (N —1)i=sN~t

résultats.

. a. Les personnes étant distinctes et les chaises aussi, il y a a compter le nombre de
bijections entre deux ensembles de 2n éléments i.e. (2n)! dispositions. Comme la
table est ronde, une disposition est commune & (2n) bijections différentes. Donc il
y a (2n — 1)! fagons différentes.

b. S’il y a alternance des hommes et des femmes et si les places sont numérotées,
il y a 2 fagons de choisir la parité des sieges réservés aux hommes, puis n! fagons
de ranger les hommes, ces placements étant associés a n! fagons de placer les
femmes, d’ou 2.n! n! placements possibles. Comme précédemment, (2n) placements
correspondent & la méme disposition. D’ott n!(n — 1)! placements distincts.

. a. Si By = {a} il n’y a qu’une partition, donc p; = 1.
Si By = {a,b} il y a 2 partitions possibles {{a}, {b}} et {{a,b}}> donc p, = 2.
Si F3 = {a,b,c} il y a 5 partitions possibles qui sont :

{{a}, {b}, {c}}; {{a, b}, {c}}; {{a,c}, {b}} ; {{c, b}, {a}} : {{a,b,c}}a donc p3 = 5.

b. On peut classer les partitions de E,, 11 en,
e d’une part, celles qui contiennent {1} et les n autres éléments : il y en a p,,
e d’autre part, celles qui contiennent {1} et k éléments de E, 41 \ {1} :

Solutions
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ilen a (Z) Pk Dol ppy1 = i (Z) D

c. On déduit de la formule précédente que
p1=1,p2 = 2,p3 = 5,ps = 15,ps = 52 et pg = 203.

2n
. a.Si Pp,..., P, est un partage par paires, il y a ( 5 ) fagons de choisir Py, puis

2n —2 2n —2(n—1
( n2 facons de choisir Ps,..., a la fin il ne reste que " 2(n ) =1

facon de choisir P,. Donc le nombre de partages par paires possible est le produit

<22n> <2n2—2> (2n—22(n—1)> :%.

Une partition par paires engendrant n! partages par paires, par permutation de
|

ses termes, il existe 5 partitions par paires.

nn!
b. En simple, 'organisation du premier tour est une partition par paires avec

n=232. Il y a donc 2T1'6' (environ de 1,9 10'7) premiers tours possibles.

21616!
les 32 joueurs en paires. On obtient, a chaque fois, un ensemble de 16 paires que

Yon doi " 16! d ) 1 d 32! 16!
on doit partager en 2881 paires de paires. Il y a donc 216716!.2878!

En double, comme un match est une paire de paires, il y a fagons de partager

soit environ

3,910%3 premiers tours possibles.

. On utilise I'indication. L’application f est croissante et méme strictement crois-
sante si, et seulement si, I'un des x; est non nul.

® établit une bijection entre N™ et F.([1,n],N) : ensemble des applications
croissantes de [1,n] dans N. En effet, si f € F.([1,n],N), on a f = ®(zq,...,2,)
si, et seulement si, 1 = f(1), z2 = f(2) — f(1),...,z, = f(n) — f(n—1).

On montre de méme, que ® établit une bijection entre (N*)" et F,([1,n], N)* :
ensemble des applications strictement croissantes de [1,n] dans N*.

a. Spp = @1 (Fu([L,n]. [1,p])- Donc card(S,.,) = (©).
Comme S, ;, est réunion disjointe de Sy, , et Sy, ,—1, on a :
oy (P _(p—1\_(pr—1Y\
card(Sn,) = (n) ( n ) B (n 1>
1 -1
b. Ty = @1 (Fo([1,0], [0, p])) = card(T, ) = (p+ o ) _ <" +p),

n n

Comme T, ;, est réunion disjointe de T, , et Ty, , 1, on a :
+n +n-—1 n—1 n+p—1
i) = () =)= ()= ()
’ n n n—1 P
. a. Lorsque l'on forme un composé aj...a,+1, on place la parenthese fer-

mant la premiere apres un élément : soit aj par exemple, le composé s’écrit :
(ar...ag)(agt1---ans1) ce qui donne P(k) x P(n+1— k) choix. En choisissant les




Probabilités 301

n emplacements pour k, on obtiendra ainsi tous les composés possibles de (n + 1)
éléments. La relation est alors immédiate.

b. Preuve par récurrence.

. k kE+1 k ,
. a. On sait que (r) = <r+ 1) — (rJr 1). Donc, par télescopage,

é(i) :kz:((]:ii)_(rf—l)) - (:ii>_<n—okl) - <:Ii)
b. Premiére méthode : on suppose bien sir p < n.

(Z) <g_:) - k!(nni 0! (n _(2)!(;2 DI <Z) (Z);

b3 (1) ()= () (0 -() >

Deuzxiéme méthode : soit E un ensemble de cardinal n, on calcule de deux fagons
le nombre de parties B, A de E tels que card(B) = pet A C B.

e Si ’on choisit d’abord B, ce qui peut se faire de <n) facons, puis A. Pour toute
partie B, il y a 2P facons de choisir A. Le nombre d]z couples qui conviennent est
2P (”)

p
e Soit k €[]0, p]. On peut choisir d’abord une partie A & k éléments de (Z) fagons

B Z) facons

n
et compléter une telle partie a I’aide de p — k éléments restants de (

—k
pour avoir une partie B. Il y a (Z) (n k:) bons couples. Le résultat découle
p—

d’une sommation, puisque k €]0, p].

_
[NCRE
o .
o

.Ona X = PY ou P = est inversible puisque

—
—~
=3
~—

(o) 1

1 1
det(P) = 1. Notons que PZ =P | 2* | = | @+ 1 | =7 — z=p'T.
z" (z+1)"

Donc, pour déterminer P!, il suffit d’exprimer les puissances de x en fonction de
celles de (x + 1), ce qui se fait avec la formule de Newton :

%

d=(z+1)-1)" = <Z> (—1)" 7 (x4 1)7.

i=o N

Solutions
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Donc P7! = (a; ;) ot ay; = (—1)"77 (Z> Donc la derniére ligne des matrices
J

Y = P71 X donne le résultat.

a. 6, = AgUA; U---UA, ou A est 'ensemble des o € S,, tels que k éléments
ne sont pas leur propre image, les Ay étant deux a deux disjoints.

card(Ag) = (Z) dy. Donc n! = g:o (Z) dy.

dy — (="
b. On déduit de I'exercice 9 que o Z ( k!) '
k=0

a. Interprétons ¢ croissante de F,, dans E,, par le schéma suivant : une rangée de
(n 4+ m — 1) points, (m — 1) d’entre eux étant séparés d’un trait vertical appelé
cloison (C1i,...,Cp—1), les n points restants étant numérotés de gauche a droite
de 1 & n. Les sous-ensembles ¢~ 1(1),071(2),...,97*(m) de E, sont alors des
sous-intervalles dont certains peuvent étre vides, de FE,, déterminés par les m — 1
cloisons et pris dans 'ordre gauche droite. Le nombre d’applications croissantes
est donc égal au nombre de fagons de placer ces m — 1 cloisons aux n —m — 1
endroits possibles. D’ou I'},, = <n me 1) = (n e 1).
m—1 n

b. Parmi les applications précédentes, il en existe de strictement croissantes si
m > n, une telle application est définie par le choix de ¢(1) < ¢(2) < -+ < p(n).

Un sous-ensemble de n nombres de E,,, définit donc une fonction ¢ de ce type dont

. n
le nombre est par suite ( )
m

c. Immeédiat.

a. Q@ = {(a1,...,a,)|a; €[1,N];Vi # j,a;...a;} Donc card(€2) est le nombre
d’applications injectives de I’ensemble {1,...,n} dans ensemble {1,..., N}

card(Q)=N(N—-1)...(N—n+1)= (];]) n!

card(Ayg)
b. Ay = ey an) EQ 1, M]} et P(A) = ———=-
k {((11, , @ )E |ak€[[ ]]}e ( k) card(Q)
L’application de Ay dans A; définie par
(a1,a2, ..., Qp—1, Ak, ka1, -+, 0n) = (Ag, G2, ..., Qx—1,01,Ck+1,---,0y) €St bijec-
tive, donc card(Ay) = card(A).

Pour avoir un élément de A1, on choisit a; parmi M boules et ’'on complete. Donc

M
card(A1) = M(N —1)(N —2)...(N—n+1) et P(4g) = e
On suppose k # /£, les ensembles AN Ay et A1 N Ay ont méme cardinal. Pour avoir
un élément de A1 N A on choisit la premiere boule dans ’ensemble des M boules
rouges, puis la deuxieme boule rouge parmi M — 1 et 'on complete.

MM -1

card(A1NAy) = M(M—1)(N—-2)...(N—n+1), donc P(ArNA,) = NENU)
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Soient A et T les événements définis par A : «étre atteint par le maly, T": « étre

positif au test T». P(4) = 0,3, P(T|4) =0,9, P(T|A) =0,8.

P(T) = P(T|A)P(A) + P(T|A)P(A) ou P(T|A) =1 — P(T'| A), donc P(T) = 0, 31.
P(ANT) P(T|APA) 24

PAD = "5y =~ By a1

Notons Ap I’événement : toutes les pieces sont bonnes et pour tout k €[1, N], Ay
I’événement : k pieces sont défectueuses. Si A est ’événement : une piece tirée est
bonne, on demande P(A;|A) pour k£ €[0, N]. On admet que tous les événements

sont équiprobables : P(Ag) = IP’E\A;ll) =...=P(Ayx) = Ni—i—ll
—1
Donc P(A|Hy) = 1,P(A|A;) = T s P(AJAN_y) = ¥ (A|Ax) = 0.
On applique la formule de Bayes.
11—
N+1 N 2 '
Z s ED L
= ‘N +1 —
2 N-—

k
En procédant de méme, on obtient P(A;|A) = pour k €[1, N].

N+1 N

Notons A; I'événement : le parapluie est au i-ieme étage. On cherche
P(A7NA1NAyNAsN AN A5 N Ag)
P(A NA;NA3NA;NAsNAg)
Comme A7 NA; N Ay N AsN AN As N Ag = Ay, le numérateur vaut g
P(AiNA;NA3snNA;NAsNAg) = P(A UA;U-- U Ag)
=1-P(AUAU-- U 4q) :1—6—p-

7
Donc P(A7| Ay N Ay N A3 N Ay N As N Ag) = 7,706,)'

P(A7] Ay nAa N AsN A N A5 N Ag) =

Soit A; I'événement : la i-ieme clé est la bonne. L’événement : succes au k-ieme
essai est A1N...N Ar_1NAg. On déduit de la formule des probabilités composées
que P(A1 N...NA,_1 N Ak) est égal a

P(E)P(E‘E) ......... ]P’(Ak,ﬂAil N...N Akfg).P(AMAilﬂ ...N Akfl)‘
—_ - 1 —_ - —k
Comme ]P)(Ak‘Al n.. .mAk_l) = m et ]P)(Ak|A1 n.. .mAk_l) = njn_ik_i_l’
n—1n—-2 n—-k+1 1 1

onaP(Eﬁ...ﬂAk,lﬁAk): e D R i Bl

On a P(U) = P(V) = 0,5 ; P(A[U) = P(B|U) = 0,1 ; P(A|V) = P(B|V) = 0,3.
P(AN B|U) = P(A|U).P(B|U) ; P(AN B|U) = P(A|V).P(B|V). On en déduit
a. P(A) = P(U).P(A|U) + P(V)P(A|]V) = 0,2 et P(B) = 0,2.

P(AN B) = P(AN B|U)P(U) + P(AN B|V).P(V) = 0,05 # P(A).P(B).

P(AN B) P(AN B|U).P(U)

b- P(B4) = P(A) P(AN B)

= 0,25 et P(U|ANB) =

=0,1.

Solutions
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1
a. Notons P(D;) la probabilité de I’événement : jouer le dé D;. On a P(D;) = 6
si i €][2,6]. Dans le cas out ¢ = 1,P(D;) est la probabilité de I'événement suivant

«A donne 1 et A donne 1, 2 ou 3 ». Donc P(D;) = é% = % car les tirages sont
1

o

Soit Nj ’événement : on obtient noir a la k-iéme partie.

indépendants. De méme, P(D7) =

7 1
0= =-

—i1, 1
6 6 12 2

7 6
PNK) = Y PIVUDIR(D) = 15+

P(MNNyN...A N1 NN
b P(NelNL ANz -1 i) = (P%AﬁrfAém rfﬁil)kx

7 7
k
Or P(NyN...ANy) =Y P(Nin...0Ng|D;))P(D;) = Y (P(N1]Dy)) P(D;)
i=1 i=1
puisque les N; sont mutuellement indépendants conditionnellement a D;.

1 =Tkl
Done P(NiN...NN) = 5+ (o) ¢ = M
=2

Ak
Ak—1

D’ou P(Nk|N1 n N2 n...N Nk:—l) =

1
a. Q@ = {1,...,n} et 'on suppose que 'on a équiprobabilité i.e. P({p}) = — si
n
d(A4; i1
1<p<n Comme A; ={ap; |1 <a<n/p}HP4;) = card(4;) = n/p =—

card(2) n Di
) card(A)  ¢(n)
P(A) = ——=~ = —~.
On a aussi P(A) card (%) p
b. L’événement B = A1 NAxN...N A, est réalisé si, et seulement si, le nombre est

divisible par chaque p;. Comme les p; sont premiers distincts, ceci équivaut au fait
n
1<a< 7}
P1-.-Pk
n

k
1
Donc card(B) = —— dout P(A; N Ay N ... N Ay) = s [1P4:).
1.--Pk i

k
que le produit des p; divise ce nombre. Donc B = {a H i
i=1

P1---DPk
Les événements Aq, ..., Ax sont donc mutuellement indépendants.

c. Le nombre obtenu est premier avec n si, et seulement si, il n’est divisible par
aucun des p;. Donc A = Ay N Ay N...N Ag. Les événements Aq,..., A, étant

mutuellement indépendants, il en est de méme de leurs complémentaires. Donc
k

k
P(A) = HP(E) = H <1 — l) Comme P(A) = %n) le résultat est prouvé.
i=1

i=1 '

Situation 1 : 4 lancers successifs d'un dé. On pose 2 = [1,6]* et I'on prend comme

probabilité P la probabilité uniforme. Soit A I’événement : «le résultat comporte
4

— 5
aumoins un 6». On aP(4) =1-P(4) =1— o (environ 0,518).
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Situation 2 : 24 lancers successifs de deux dé. On pose 2 = [1,6]?* et 1'on prend

comme probabilité P la probabilité uniforme. Soit A I'événement : «le résultat

24
comporte au moins un double 6. On a P(4) =1 —-P(4) =1 — % ~ 0,491.

a. Le nombre de grilles possibles est le nombre de maniéres de choisir 6 numéros

49
pris au hasard, sans tenir compte de 1'ordre, est ( 6 )

Comme il n’y a qu’une seule grille de 6 numéros formés des numéros gagnants, la

49
(5)
b. Pour étre gagnant du deuxieme rang, un des numéros est le complémentaire
(on ne le choisit pas). Seuls les 5 autres sont choisis au hasard parmi les 6. D’ou 6
choix possibles La probabilité est ici ps = 6p;.

probabilité d’étre un gagnant du premier rang est de p; =

c. On est dans la méme situation que précédemment a la différence pres que une
fois choisis les 5 numéros parmi les 6 bons, le sixieme peut étre n’importe lequel
parmi ceux qui ne sont ni le complémentaire, ni les 6 bons. Donc le nombre de

6
grilles gagnantes pour le troisieme rang est <5> x (49 — 7) = 252. La probabilité
est ici p3 = 252p;.

49
d. Dans ce cas, il y a < 3 > grilles possibles. Celles permettant de gagner sont

au nombre de <2) X (49 —6- 1), d’otu la probabilité cherchée. En effet, <Z>

4
49-6-1

4 ) correspond au choix

correspond aux choix des 6 bons numéros et <

de 4 numéros parmi les autres.

On considere ) 'ensemble des dépouillements, P la probabilité uniforme.
b
card(Q) = @t ) On peut représenter le dépouillement par un chemin de Z2
a
issu de (0,0), arrivant en (a+b,a—0). Il suffit d’indiquer & chaque instant n < a+b
la différence n4 — np des scores ny de A et ng de B
On a une partition de Q en Qq, Q, Q3 ou
0y = { chemins de Q ne recoupant pas l’axe (z,0)} ;
Oy = { chemins de Q passant par (1,1) et recoupant 'axe (x,0)} ;
Q3 = { chemins de €2 passant par (1,—1)}-
On fait un dessin. On note que les chemins de 2y passent par (1,1), que ceux de
Oy rencontrent l'axe (z,0) ; en faisant le dernier instant olt un chemin recoupe

laxe (z,0) on a par symétrie card(§22) = card(€23). Enfin card(€23) est le nombre
de chemins joignant (1,—1) & (a +b,a —b) ou (0,0) & (a+b—1,a —b+1).

-1 _
Donc card(Q23) = (a +Z ) ,card(Qd1) = card(Q)—2 card(Q3) = ab (a i b) .

a+b a
Donc card(() . est la probabilité recherchée.
card(Q) a+b

Solutions
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a. Il y a déja N™ tirages possibles.

n
Ilya ( ) fagons de choisir les np places pour les boules de couleur 1, puis pour
n

chacun de ces choix, il y a <n B n1> fagons de choisir les ny places pour les boules
no

de couleur 2 dans les n — n; places restantes,. .. Finalement le nombre de choix

n n—n n—m;—...—n n!
possibles de places : ). ! By ™
ni n9 % nl'nk'

Comme le tirage se fait avec remise, il y a IV; fagons de choisir la boule . Donc,
une fois choisie la place, il y a Ni"* ... N,'* tirages (nq + -+ ng = n).
n! Nt N*F n!

nyl...ng! N7 ol

Donc P(A) = - prt. ok

b. Le tirage étant exhaustif, le nombre de choix possibles est le nombre de fagons de

N
choisir n éléments parmi N i.e. ( ) - Dans un tirage exhaustif de n boules, Il y a
n

Ny

N
< 1> choix pour la boule 1 qui sont associés a <
nq na

) pour la boule 2,. .. associés

k
N, N;
a (nk) choix pour la boule k. Le nombre de cas favorables est H ( > .
k

1 n;
1=
Donc P(A) a 'expression donnée.

| N
c. Comme dans le cas a), ily a % choix de places possibles. A la différence
N N.
du cas b), il y a ny! < 1) choix pour la boule 1 qui sont associés & no! ( 2>
ny T2

N,
pour la boule 2,...associés a ny! ( k) choix pour la boule k. Le nombre de cas
N

k

N; N

favorables est Hni! ( ) - Comme le nombre de cas possibles est n! ( ) on

i n
i=1

voit que l’expregsion de P(A) est la méme que celle de la question b.

On note B; ’événement «la i-iéme boule tirée est blanche », A; I’événement : «au
cours des n tirages, on obtenu ¢ boules blanches. »

a. On demande P(A;). On a A; réunion d’événements deux & deux incompatibles
Cq,...,Cy, ou Cf est I'événement : «tous les tirages ont donné une boule rouge
sauf le k-ieme qui a donné une boule blanche » i.e.
Cr=B1NByN...NB,_1NByNByy1N...NB,. Donc

P(Cx) = P(B)P(Bi|Bs) . ..... P(B,|Boin.. E)
r r T b r r
P = — . - L —
(Cr) r+br+b r+br+br+b-1 r+b—1
: ro\NFL b roo\nk
e P00 = (55) )

brn—1 " r b — 1Nk
DODCP(AI)_(rerl)”lkZ:l( " ) .

Apres simplification de la somme des termes de la suite géométrique, on obtient :
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P - 1 (L))

b. Soit D I’événement : «on a tiré au moins une boule blanche en n tirages ».
D=DB;N...NB,. Donc P(D) —1—P(D).

_ - e __ r n
Comme P(D) = P(B1)P(Ba|By)...... P(B, |Boin...NB;) = (b+ T) ,
r n
P(D)=1- (b—i—r) '
P(C,NA) P(C,)
¢. On cherche P(C,|A1). Or P(C,,|A1) = = car C,, C Ay,
n ( | 1) ( | 1) P(Al) P(Al) 1
r \"1 b 1
P Ay) = .
dOnC (CTL| 1) <b+r) b_’_,r_ brn_l ( 3 (7“+b—1)"
(r+b—1)n"1t r+b

(r+b—1)""1

e B(CulAY) = (e

X(Q) = [0,n] et si, pour tout k €[1, N + 1], on note Uy I'événement «le tirage a
lieu dans 'urne numéro k », comme (Uy )1<k<n+1 €st une partition de Q constituée

d’événements équiprobables, si 0 < i < n, P(X = i) = Z P(X = i/U)P(Uy),

itP(X—')—1%(”)(k_1)i(1—k_1) r la loi conditionnell
SO _Z_N+1k:1 i N N car la 101 co (0) elle

de X sachant U est binomiale de parametres n et par définition.

n

‘ . 1 N8 iy sk—1vig  k—1yni
0 = e =0 = 3 (S0 () 055 ) e
permutant les 2.

k—1 n(k—1
Comme l'espérance d’une variable suivant B (m 7) est g on en déduit

N+ N+ N N
1 1n(k—l)_ n ! B
2=y 3 M S e -

n—2
- 2
XiQ)=[Ln—-1)et,sil<k<n-1 P(X; =k) = Ek 1) X soit

2(n—k
P(X, = k) = 2(n — k)
n(n— 1)
(Xo—X1)(Q)=[l,n—1] et si 1 <k <n—1, comme (Xo — X7 = k) est inclus
dans 'union disjointe des ((Xl,XQ) = (i,k+ z)) lorsque 1 < i< n-—%, ona
n—k
P(Xe—X1=k)= > P(Xo=k+i/X, =1)P(X; = 1) soit encore

i=1

k() 2 -
P(Xo — Xy =k) = ; Z’ N—k’—i—i—lxnn Z:: =1

P(Xo — X1 = k) =P(X1 = k).

Solutions
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(n+1-X2)(Q) =[1,n—1],si1 <k <n—1, P(n+1-Xy =k) =P(Xo = n+1-k)
TouP(n+1—Xo=Fk) = /21

(")

Les trois variables suivent la méme loi d’ou

1
3E(X1):E[X1+(X2—X1)+(TL+1—X2)] :n+1puls E(Xl): nt .

3

Sieeo,n], P(Y = ) = 3" P((X,Y) = (k,0)) = éonm(x:k)(y — OP(X = k)

k=0
ot P(Y = () = 1;) (IZ) phas " (k)plq? Fotgi=1-p;.
ZZIP’ i( ) ’fq? k (ZE( >p2q§ £> en permutant les
k=0

Y et, en utlhsant lespérance d’une variable suivant B(k, p2) on obtient

= Do Z k ( )p’fq? ¥ = npips de la méme facon.

Comme Xy + X; et Xy + X5 sont indépendantes on a
0 =Cov(Xo + X1, X0 + X2) = E[(Xo + X1)(Xo + X2) — E(Xo + X1)E(Xo + X>)]
soit encore, par linéarité de 1’espérance
0 =E[X§ — E(X0)? + XoX1 — E(X0)E(X1) + X0 X2 — E(X0)E(X2) + X1 X>
— E(X1)E(Xy)]

:V(Xo) + COV(X(), Xl) -+ COV(X(), XQ) + COV(Xl, XQ) = V(Xo)
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev montre que, pour tout a > 0 la probabilité
de (|Xo—E(Xo)| = a) est nulle et, comme X¢(£2) est fini, nécessairement E(Xy) en
est élément et, si x # E(Xy), P(Xo = z) =0, d’ott, comme > P(Xg=1z)=1,

z€X0(Q)

on a P(XO = E(Xo)) =

Pour tout ¢ €[1,7] on peut interpréter X, comme le nombre aléatoire de succes
obtenus en répétant n; fois de fagon indépendante une expérience ou la probabilité

-
de succes est p. Comme les X; sont indépendantes > X; est alors le nombre de
i=1
-
sucees obtenus en répétant Y n; cette méme expérience de fagon indépendante
i=1

et, donc, > X; suit B <Z ni,p>.
i=1

i=1
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h=1 h=
1 n n—1 ' ‘ 1 n—1
== [Z W=D (h+ 1)hF | = — [nkﬂ - hk]
h=1 h=1
1 n—1 h k
=n ll -5 () ]

nk

n—1 . 1
1 N i 1 .
Or ﬁ; () oz [ e =y # 1 dou B
b. X(2) = [k,n] et, si k < h < n’événement (X = h) signifie que 'une des boules

porte le numéro h alors que les k — 1 autres ont un numéro parmi [1,h — 1], d’ott
h— 1) n
(k 1 . h—1 n
P(X =h) = B - Comme ZIP’( = h) =11l vient (*)§€<kl>:(k)’

égalité que 'on a déja vue dans 1 exercice 10 du chapitre 1 du premier semestre et
I’exercice 8 ici.

(Z)E(X) - }Lz:h(Z:i) = ké(g) car h(Z:i) = k(Z) et donc

n n+1 s SN
(k)E(X) =k <k+1) d’apres (x) appliquée a (k + 1,n + 1).

(i) ;
Par suite E(X) = k (:) :(n+1)m.

a. X(©) =[0,n] N [n — Ng, Np] et, si k€ X(Q), P(X = k) = M

min(n,Np)
L Np Ngq N
D P(X=k)=1 - )
e D ( k) on déduit E < i ) <n k> <k)

keX () k=max(0,n—Ngq)
L’expérience équivaut & n tirages successifs sans remise et, alors, on note X; le
nombre de boules blanches obtenues lors du i-eme tirage si 1 < ¢ < n. Bien sur

X;(Q) = {0,1} et X = EX

La loi de X7 est clalrement B(p).
P(Xo =1)=P(Xo =1/X1 = )P(X1 = 1) + P(X2 = 1/X; = 0)P(X; = 0)
pN —1 pN p

TN-1 PN NS

et donc X9 suit aussi B(p).

Comme le calcul des lois successives des X; se fait de méme chaque X; suit B(p)

et, par linéarité de 'espérance, on en déduit E(X) = np.

En revanche les variables X; ne sont pas deux & deux indépendantes et le calcul

de V(X) est une autre histoire.

b. Y(Q) = [3,n] et, si 3 < k < n Pévénement (Y = k) = AN B ol A est «les
k — 1 premiers tirages ont amené deux boules parmi {1,2,3} » et B est «le k-iéme
donne la derniere des trois ».

1(pN—1+qN)=

Solutions
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Le nombre de boules parmi {1,2,3} lors de k — 1 tirages suit H(n,k — 1,p) ol

1 () (173) .

p= 2 Qo B(Y = ) = B(BJA)P(A) = —— x —
k—1
3 (n—3)! (k=D n—-k+1)!  3(k—-1)(k—-2)
P(Y = k) fk+1x(k:f3)'( TR l “an—1)(n-2)

n

18 ~ (k) .
N n(n—l Zk Dk —2) = n(n—l)(n—Z)kZ_z))(?)) soit

- 2D s £ (1)

comme on I’a vu dans I’exercice précédent.

X(©2) = [0,n]. On note D (resp. G) I'événement «la premiére poche dont il
constate la vacuité est celle de droite » (resp. de gauche).
(X = k) N D signifie que les 2n — k premiers prélevements ont lieu a droite

pour n d’entre eux et que le (2n — k + 1)-ieme a lieu & droite. Sa probabilité
1 2n — k

t — t c’est i P(X =k)NG), d DNG =w
es 22nk+1< " et c’est aussi (( ) ), onc, comime ,

1 2n — k

1 2n—k—1
De méme Y () =[1,n] et, si 1 < k < n, P(Y:k):22"k1( nk—l )

n
L’égalité attendue découle bien sir de Y P(Y = k) = 1 multipliée par 22".
k=1

Y(Q2) =[1,n] et, si 1 < k < n, comme (Y = k) est réunion disjointe de (X = k)
et de (X =0)N ( = k:) onaP(Y =k)=P(X =k)+Px=o(Y =k)P(X =0)

. _ _ k n—k ﬂ

smtIP’(Y—k)—(k)pq +n )

E(Y) = SSEP(Y = k) = Y kP(X = k) + (LZ E(X )+Msoit
k=1 k=1 n p—1 2

E(Y) = np+ w.

Gx(1) = 1 tout d’abord et, si teR, G (t) = Yo kP(X = k)tFT! don

keX(2)\{0}

G (1) = > kP(X =k) =E(X).
kex(2)\{0}

De méme G’ (1) = > k(k—1P(X =k)=E(X(X —1)) dou

keX(2)\{0,1}
G% (1) =E(X?) - E(X) = V(X) + E(X)[E(X) — 1].
Si X suit B(n,p) alors la formule du binéme montre que Gx : t — (pt + ¢)™ d’on
E(X) =np(p +¢)"~" = np puis G% (1) = n(n — 1)p* = V(X) + np(np — 1) d'ot
V(X) =np[(n — 1)p —np + 1] = np(1 - p) = npg.
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(X=Y)= (X =y = k) et cette union est disjointe. Comme X et Y sont

1 min(n,m) n m
Sntm kz_o (k:) ( k) d’ot1, en utilisant

la formule établie dans I'exercice relatif a la loi h;/pergéométrique,
min(n,m)

1 n m 1 n+m 1 n+m
P(Y_k)_2n+m kzzo (k:)(mk>_2"+m< m >_2n+m< n )

a. XY (Q) ={0,1} et E(XY) = i zlj JP((X,Y) = (i,5)) =P(X =Y = 1).

i=0j

Donc Cov(X,Y) =0 <= PX =Y =1) = P(X = )P(Y = 1) car
E(X)=E(Y)=P(X =1) =P(Y = 1).

Donc Cov(X,Y) =0 <= (X =1) et (Y = 1) sont indépendants et, comme
(X=0)=(X=1)et (Y =0) = (Y = 1), cela équivaut a pour tout (i, j) €{0,1}?
les événements (X = i) et (Y = j) sont indépendants ou encore & X et Y sont
indépendants.

b. (X +Y)(Q)=[0,2], (X +Y =0)=P(X =Y =0) = ¢°,

PX+Y =2)=PX =Y =1 =p2et PX+Y =1) =1—p? - ¢* soit
P(X+Y =1)=1-(p+9q)*+2pqg = 2pq.

De méme (X —Y)(Q) = [-1,1], P(X =Y = -1) =P(X =Y = 1) = pq et
P(X —Y =0) =1 — 2pg.

X+Y =2 < X —Y = 0 donc ces deux dernieres variables ne peuvent étre
indépendantes que dans les cas dégénérés ou p {0, 1}

indépendantes cela donne P(X =Y) =

Y(Q) = [0,n] et, si 0 < ¢ < n, événement (Y = ¢) admet pour partition
(X = k)N =1) dou P(Y =€) = Y. Pixep)(Y =€) x P(X = k)
k=t

<k<n
soit P(Y = ¢) :zn: <IZ> (k)p'[q’k Epkgn=F.
kN /n kk:!l n! ( —0)! ny (n—1¢
<4) (k) T0k 0 K k) - (n z)l O n—0) (g) (k—z)
montre que P(Y = ¢) = ( ) pp’ ZZ( YE=£q" =¥ puis, avec le change-

=0
ment d’'indice r = k— ¢, P(Y =¢) = (n) (pp')" Z ! (pq')"q" """ et enfin
’ 14 —\r
P(Y =1¢) = (Z) (pp") (pq’ + @), ce qui montre que le loi de Y est B(n, pp’).

a. Sir =0 alors X; est constante égale & 1, E(X;) =1et V(X1) =0.

Sir = 2n de méme X; est constante égale a 2n—1, E(X;) =2n—1et V(X;) = 0.

Sinon X1(Q) = {r—-1Lr+ 1} et P(X3 =7r—-1) = QL car c’est la probabilité
n

que le numéro tiré au hasard dans [0,2n] figure parmi ceux des r jetons situés

X, — 1
dans G. Donc % suit une loi de Bernoulli de parametre p =1 — 2L d’ou

Solutions
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X1 —r+1 r . 1 1 r T
E(f) 2_ 1- o soit E(X;) =1 —|—r(1 - ﬁ) et ZV(XI) = %(1 — %)
soit V(X) = ”(”7;7’) car E(aX; +b) = aE(X1) + b et V(a Xy +b) = a®V(X1).

n

On remarquera que cela vaut encore si r €{0,2n}-
1

b. (Xp11 = 0) = (X, = 1) et Px,=1)(Xps1 = 0) = 2, Car il a fallu tirer le
n

numéro du jeton contenu dans G, d’ott P(X,41 =0) = Q—P(Xp =1).
n

1
De méme P(X,11 =2n) = %]P)(Xp =2n—1).
Sil<k<2n—1lalors (Xp41 =k)=> (Xp,=k—-1)U(X,=k+1) don

2n—k+1 kE+1
On déduit de ces égalités, en notant ar = P(X, = k) pour tout k [0, 2n] :
2n—1
2nGpy1(t) =a1 + Z [(2n —k+ Dap—1 + (k + 1)ak+1]tk + agp 1t
k=1
2n—2 2n
=aq + Z (2n — k)apt* 1 + Z kapt* ! 4+ agp_1t*"
k=0 k=2
2n 2n
=3 @2n—kat*™™ + ) kapt" ! = 201G (t) + (1 - £7)G) (1)
k=0 k=1

c. En dérivant en 1 on en déduit 2nG), (1) = 2nGp(1) + 2(n — 1)G},(1) soit, en
utilisant un Pexercice 34, B(X,,1) = 1 + (1 - %)E(Xp).

La suite de terme général E(X,) suit donc une récurrence affine d’ordre 1.

Le point fixe de x — 1+ (1— %)x est n, d’ott E(X,) =n+ (1— %)p_l [E(X1)—n].
On en déduit également que E(X,) Pl
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Travaux dirigés

Surjectionsl

Soient n, p deux entiers naturels non nuls. On note E, = {1,...,p}- On note S, ,
le nombre de surjections de F, sur E,.

. Soit k < n et soit I une partie fixée, de cardinal k, de E,. Quel est le nombre
d’applications de E, dans F;, dont I'image est exactement Ij, ?

. Quel est le nombre d’applications de F, dans £, dont I'image est exactement de
cardinal k£ 7

n
. En classant les applications de £, dans E,,, montrer que n” = Z (Z) Sp.k-
k=1
. a. Si G est un ensemble fini, montrer que A(G) = Z (—1)crd(B) est égal

BeP(G)

a 1 si G est vide et & 0 sinon. Dans le cas ot G # (), on pourra considérer
a¢ G, Pi(G)={By CGla¢ B} P2(G) = {Bz C Gla€ By} et montrer qu’il
y a une bijection de P1(G) sur P2(G).

b. On rappelle que si f € F(E, F), alors f est surjective si, et seulement si, F'\ f(F)
est ’ensemble vide.

(i) Montrer que
S = Y AFVAE) = > (0B card ((F\ B)F).
fE€F(E,F) BEP(F)

(ii) En déduire que S(n,p) = < > (-DFn- k)p>.

k=0 BeP(F)

card(B)=k
(iii) Conclure que S(n,p) = Z(—l)"+q (Z) q°.

q=0
. Retrouver la derniere formule de la question précédente en utilisant la formule
d’inversion de Pascal vue précédemment en exercice.

Solution

. Les éléments de F(E E,) tels que f(E,) = Ij sont les surjections de E, dans Ij.
Leur nombre est S(p, k).

.Dlya (Z) choix possibles de Iy. Soit By = {f € F(E,, Ey,) | card(f(Ep)) = k}-

Z) S(p, k).

. Comme {Bi,...,B,} constitue une partition de F(E,, E,), on a

Alors card(By) = (

card(F(E,, E,)) = nP = zn: (Z) S(p, k).

k=0



314 Probabilités

. a. Si G est vide, P(G) n’a qu'un élément qui est () de cardinal 0 ; A\(G) = (—1)° = 1.
Si G 75 (Z), soit a ¢ G,Pl(G) = {Bl - G\a ¢ Bl}a PQ(G) = {BQ C G|GEBQ}-
{P1(G), P2(G)} constitue une partition de P(G). D’autre part, il y a une bijection
de P1(G) sur P2(G) puisque l'on a
B4 €P1(G) = By =B U {a} EPQ(G) et By EPQ(G) = By = B> \ {a} Epl(G)
Si By et Bs sont image 1'un de Iautre par cette bijection, card(Bg) = card(By)+1,
doi, N(G) = Y (=1)eadB) 4 (—q)eardBOH — g,

B1 € P1(G)
b. (i) Pour tout fe€ F(E,F),A\(F\ f(E)) =1si f est surjective et 0 sinon.

Donc S(p,n) = Z )\(F \ f(E)) — Z Z (71)Card(B)'

feF(E,F) fEeEF(E,F)BeP(E\f(E))

feF(E,F) feF(E,F) feF(E,F\ B) D
8 BeP(E\f( ) T\ BcE\fE) " | BePF) L oone
= > > (B = N (—1)@dB) card (F(E, F\ B)).

BeP(F) f € F(E,F\B) BeP(F)
(ii) Si card(B) = k €]0, n] alors Card( (E,F\B))=(n—k)P.

Donc S(p,n Z Z —k)P.

k=0 BeP(F)
card(B)=Fk

(iii) Comme le nombre d’éléments B de P(F’) est (Z), on a:

" n
S(n,p) = ()—1’“71—1{:”.
) =3 (i) V=)
Le changement de variable ¢ = n — k donne le résultat.

. Immédiat.

Nombres remarquablesl

On connait le nombre d’applications injectives d’un ensemble de cardinal p dans
un ensemble de cardinal n avec p < nest égalan(n—1)...(n —p+1).

Cette formule a donné 'idée d’introduire les polynémes définis par Py = 1 et pour
k21, P(X)=X(X-1)--- (X —-k+1).

n

On note P,(X) = ZS’;X’“. Les S* sont appelés nombres de Stirling de
k=1

premiére espéce.

. a. Déduire d’une relation entre P, et P, que S¥*! = 8k=1 _ Sk hour k < n
et que SO =0 =S¥ pour k > n.

b. Montrer que Vne N, S =1 et Vn > 2, Z Sfl = 0.
k=1
c. Donner S¥ pour n < 6.



Probabilités 315

Nous ne connaissons pas d’expression donnant S* en fonction de n et k, la relation
trouvée au a), permettant de calculer les S de proche en proche.

. On introduit les nombres de Stirling de seconde espéce c¥ par
n

VneN", X" =" ok Py(X)
=1

Montrer que pour tout k < n,ofL_H =0l kot ok =0sik>n; 02 =0;
o} = 1. Calculer 0% pour tout n < 6.

. On note F = {ay,...,a,,b} un ensemble de n + 1 éléments et E = {ay,...,an}
Pour k < n on désigne par II¥ I’ensemble des partitions de E en k classes. Le but
de cette question est de déterminer p* = card(I1F).

Montrer que pF+t = pEk=1 + kpk et conclure.

. Soit E un ensemble a n éléments et F' un ensemble de f éléments (kK < n). On
cherche une relation entre S(n, k) et oX.

Si s est une surjection de FE dans F et si F = {by,...,bx}> que dire de
P={s"1({b1}),...,s 1 ({br})} ? Conclusion. Donner une expression de o¥.

. En déduire que si B,, est le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments,

B, = Z 0¥ (nombre de Bell)
k=1
Donner B,, pour 1 < n < 6.

Solution

ca. P (X) = (X —n)P(X) = (X —n) zn: Skxk,
k=1

La famille (XP),>0 étant libre, on a : Sk¥1 = §k=1 — nS* pour k < n.
De la définition de P, on déduit que S = 0 et S¥ = 0 pour tout k > n.

b. Le coefficient dominant de P, est 1 = 5]

Pour n > 2, le polynéme P,, admet 1 pour racine, d’ou Z Sﬁ =0.
k=1
¢. On déduit alors de 1.a. que
St=1;85=-1;5=1
Si=2;82=-3;93=1.
St=-6;57=11;5}=-6;5;=1.
Si=24;52=50;52=35;93=-10;S52=1.
Se=-120; 82 =274; S3=-225; 54 =85;53=—11; S¢ = 1.
n+1
C XM= "ok Pi(X). Or, X" = X" X, donc
k=1

X+l = ZUZP’C(X)X = Zaﬁ(PkH(X) + kPk(X)) car X = (X — k) + k.
k=1 k=1

Solutions
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Comme (Pj)r>0 est échelonnée en degrés, elle est libre. Il s’ensuit que pour tout

k<n,of =0k 4+ kok. On en déduit
}1:1;U§:3;Ji:7;02:6;052):15;Jg’:25;0§:10;

02 =31;02=90;04=65; 05 =15

. Si 'on désigne par I1* ».1 ensemble des partitions de I en k classes. On distingue

deux types :

(i) les éléments de II% . | pour lesquels b est & lui seul une classe,

(ii) les autres éléments de IT%

Les partitions de F' du type (i) correspondent & IT~=1,
les partitions de F' du type (ii) correspondent & IT.

A chaque élément de ITF~* correspond un élément de II* »11 et a chaque élément
de TI¥ correspondent k éléments de IT%

Donc pitt = pk=1 4 kpk. Comme P! =1 et p} = p2 = 1, on conclut que p¥ = oF.

. P est une partition de E en k classes ; comme a chaque partition correspond k!
surjections de E dans F, on a S(n,k) = klok. On déduit du travail dirigé sur les

p+k n
surjections, que o* =1 Z ( )p .

. Conséquence immédiate de 3.
Bi=1, Bo=2 Bs=5, B, =15, Bs =52, Bs=203.

Formule de Poincaré ; applicationsl

Etant donnés un ensemble © et A une partie de €2, on note I4 la fonction

. ‘ 1 sizeA
caractéristique de A i.e. I4: P(Q) = {0,1}, 2 — { . =
d A4 PQ) = {0, 1} 0 sizeA

. Vérifier les propriétés suivantes :

a. ACB < I < Ig; b-szl_HA-
c. lanp =1a'lp; d. Taup =14 +1p —Ianp.
e. la,ud,0..4, =1 — H(l —La,).
i=1
. Soient Ay, ..., A, des événements d’un espace probabilisé (2, P). Déduire de 1.
(UA) Z 1)1 3 P(A;, N Ay, N...NAs).
k=1 1< <t < <ip<n

Cette formule est appelée formule de Poincaré ou formule du crible.

. a. Un facteur répartit au hasard n factures dans n boites aux lettres, une par
boite. Calculer la probabilité P(n) qu'une facture au moins soit parvenue a son
destinataire et lim P(n).

n—oo

b. Le facteur choisit ensuite une boite aux lettres au hasard parmi les n et y met
un prospectus. Il effectue ce procédé p fois de suite (il dispose de p prospectus
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identiques). Remarquons qu’il met dans chaque boite autant de prospectus qu’elle
a été choisie de fois.

(i) Quel est le nombre de répartitions possibles ?

(ii) Déterminer la probabilité g (p, n) qu’une boite donnée contienne k prospectus.

. Un groupe de n amis organise une soirée et chacun pose son manteau dans
une chambre & larrivée. Au moment du départ, chacun choisit son manteau au
hasard. Quelle est la probabilité qu’au moins un des invités ait récupéré son propre
manteau ?

Solution

. a. Supposons A C B. Siz€ A,Tx(x) =1 =1Ig(zx) ;six ¢ B alors ¢ ¢ A et donc
Ip(x) =0=14(z) ;sizeB\ A4, alors Ig(z) =1>0=1I4(x). Donc I4 < I5.

Réciproquement, supposons I4 < [p.
r€A=Tp(z)=1=1p(x)=1=z€B.

b. Est immédiat.
c.SizeANB,xeAet z€B et donc Ipnp(r) =1 =14(z)Ip(x).
Siz€e ANB =AU B alors Ianp(z) = 0 = I4(2)p(z).

Tous les cas ayant été examinés, Va € Q,Ianp(x) = L4(2)Ip(x).

d. Pour prouver le résultat, il suffit d’examiner les cas t€e AU B et z€ AU B.

eSizcAUB,x ¢ A,x ¢ Betx ¢ AN B. On a donc
Taug(z) =0=14(z) +Ig(z) — Lanp(x).
e Si € AU B, il suffit d’examiner les cas r€ ANB,z€ ANBetxc AN B.

e Iauasu.ua, =1 - ]IAlquu..iuAn =1- Hflmfzm...mfn =1- HHE'

D’ott le résultat compte tenu de b).

. Notons que H(l—I[Ai)Zl—Z]IAi'F Z Ta, La,,+
i=1 i=1 1< <ia<n
T da, - T4,
i=1

DoncHl—]IA =1-) (-1 > I, La,, ---la, -

i=1 k=1 1<i1<ig< - <ip<n
n
\ k—1
Dol ]IAluAgU...UAn — E (_]_) E HAil ]IAz‘Q C. ]IAik .
k=1 1< <ip < <ip <N

Comme, P(A) = E(I4) et comme I’espérance est linéaire, on obtient la formule du
crible en prenant ’espérance des deux membres de 1’égalité précédente.

. a. ) étant I'ensemble des permutations d’un ensemble de n éléments, card(2) = n!

Soit A T’événement «une facture au moins arrive & son destinataire » et A;
I’événement «la facture 7 arrive & son destinataire », alors A = A; UA>U...UA,.

Solutions
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" —k)!
On déduit de 2. que P(4) = 3 (~1)*~! 3 (Z) M En effet, il
=1 1<ir<in <o <ik < "

n
ya (k) événements du type 4;, NA;,N...NA;, avecl < i) <ig <--- <ip <net

n—k)!
la probabilité de chacun de ces événements est égale a # : k lettres arrivant

aux bons destinataires et les (n — k) autres, comment elles peuvent.

n k—1
-1
OnaP(A) = E % Comme on ’a vu dans le chapitre précédent, pour tout
k=1 ’

o0 :L‘n
reR, e” = E - Donc la limite de cette probabilité est 1 —e~! lorsque n — co.

n!

n=0

b. (i) Le nombre de répartitions possibles est égal au nombre de n-uplets
(k1,...,kn) tels que ky + ko + -+ 4+ k, = p ou k; est le nombre de prospectus
dans la boite i. Ce nombre est égal au nombre de facons de placer p fois 1 dans n

n -1
boites. Le nombre de répartitions possibles est ( tp > (voir lexercice 7).
p

(i) Une boite donnée contient k prospectus si les (n — 1) autres en contiennent

b (n—1+p—k—1) <n—|—p—k—2>
Donc i (p,n) = (nipﬁ1> _ (nf—pﬁl> .

p p
. Le lecteur étudiant a sans doute reconnu la situation de 3.a. What else ?

Urnes de Pélya

. Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire.

A chaque tirage la boule puisée dans I'urne y est remise ainsi qu’une boule de
la méme couleur. On note X,, le nombre de boules blanches obtenues lors des n
premiers tirages. Quelle loi suit X, 7

. L’urne contient initialement » boules blanches et s boules noires. A chaque fois on
tire une boule dans 'urne et si elle est blanche on la remet dans 'urne, si elle est
noire on remet a sa place une boule blanche dans 1'urne.
On note Y,, le nombre de boules noires obtenues lors des n premiers tirages et N,
I’événement «la n-ieme boule tirée est noire ».
Exprimer l'espérance de la fonction caractéristique de N,, 1 en fonction de E(Y;,).
En déduire E(Y,,), lim E(Y,).

n—oo
Si I'on note B, 'événement «a l'issue du n-iéme tirage I'urne ne contient que des
boules blanches » quelle est nh_)rréo P(B,) ?
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Solution

1
. X suit une loi de Bernoulli de parametre — qui est aussi la loi uniforme sur [0, 1].
Supposons que X, suit la loi uniforme sur [0,n]. Alors X,,1(Q2) = [0,n + 1] et,
si0<k<n+1l, Xpm1=k)Cc(X,=k—-1)U(X,=k).
Si (X, =k —1) alors, a l'issue du n-ieme tirage l'urne contient k boules blanches
car on en a rajouté k — 1 et n — k + 2 boules noires car on en a rajouté n — k + 1,

par suite IP’(X":k,l)(XnH =k) = —y 5

De méme si (X,, = k) alors, & I'issue du n-iéme tirage, I'urne contient &k 4 1 boules
—-k+1
blanches et n — & + 1 boules noires, donc P(x, —i)(Xnq1 = k) = %
n

Par conséquent P(X,,11 = k) =

1 k n—k+1 1 .
+ } = » ce qul montre
n+1lln+2 n+2 n+2
que X,,11 suit la loi uniforme sur [0,n + 1].
On a donc prouvé par récurrence que, pour tout n € N*, X, suit la loi uniforme
sur [0, n].
cP(Npy1) = > Pry—p)(Npg1)P(Y,, = k) selon la formule des probabilités
kEY,(R)
totales. Or, si (Y,, = k), alors & 'issue du n-iéme tirage 'urne contient r + k boules
s—k
r+s '
[s — E(Y,)] car Py, est

blanches et s — k boules noires, d’ott P(y, —)(Nny1) =

s—k
On en déduit P(Npp1) = Y P(Y, = k) =
reYL(Q) r+s r+s

une loi de probabilité. Comme I, ,, suit une loi de Bernoulli on en déduit que

: S [5 - E(Yn)}

son espérance est P(N,11) t.e. E(Iy

n+l) =

De plus Iy, ., = Y,41 =Y, dou E(Y, 1) —E(Y,) = n
r+s
1

de Pespérance, soit E(Y,11) = % + (1 - T)E(Yn)
r+s r+s

[s —E(Y,)] par linéarité

La suite (]E(Yn))n suit donc une récurrence affine d’ordre 1 ou encore c’est une
suite arithmético-géométrique.

s
Comme le point fixe de z +— n + (1 - )CL‘ est s on en déduit, si
r+s s

n—1
neN*, E(Y,) =s+ (1 — ) E(Y7) et, comme Y7 suit une loi de Bernoulli

r+s
. s .. 1 \»1 s

deparametreT+Sa11V1ent.E(Yn)—s+<1—r+s) —
On en déduit que (E(Yn))n converge vers .

E(Y,
B, =Y,=s)douP(B,) =P, =s) > (s ) car Y,() C [0, s].
En effet E(Y,) = > kP(Y, = k) < sP(Y,, = s).

k=0

E(Y,
S

~

On en déduit, si n > 1,
P(B,) —— 1.
n—oo

< P(B,) < 1 et donc, par encadrement,

Solutions
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Marche aléatoirel

. Marche dans Z

X est la constante nulle et, pour tout n € N*, (Xn41—X,, = 1) avec la probabilité
p€l0,1] et (X1 — X, = —1) avec la probabilité g =1 —p

Déterminer la loi, I’espérance et la variance de X,

. Marche dans Z?
My = (0,0) et, pour tout n € N*, My, = M, + A,, out A, suit la loi uniforme sur
{(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1)} On pose également M, = (X,,Y,).

a. Déterminer E(X,,) et V(X,,). En déduire 'espérance du carré de la distance
euclidienne de M, a O.

b. Les variables X,, et Y,, sont-elles indépendantes 7

c. Expliciter P(M,, = O) puis en donner un équivalent lorsque n — oo.

Solution

X () ={-n,—n+2,...,n—2,n} ={ —n+2i|i€[0,n]} et (X, = —n+ 2i)
signifie que, parmi les Xp41 — Xp ou 0 < k< n—1ily a eu i fois la valeur 1 et

1. n—1

les n — ¢ autres ont pris la valeur —1. Donc P(X,, = —n + 2i) = ( )p q" ", ce

Xn .

qui montre que la variable nt suit B(n, p).
Xn E(X, N

n+2 ) _ n+ 2( ) dott E(X,,) = n(2p — 1).
X,\ 1

n +2 ) = JV(X,) dot V(X,,) = npg.

. a. Posons, pour tout n€N, U, = X,,11 — X,. Alors U,(Q2) = {-1,0,1} avec

1 1

PU, =-1)=PU, =1) = 1 et P(U, =0) = 3’ autrement dit U,, + 1 suit la loi

1

2

Par suite np = E(

De méme npq = V(

binomiale 8(27 %) Par suite E(U,,) + 1 =1 d'ou E(U,,) =0et V(U,,) =

Comme X,, = Z Uy on en déduit E(X,,) = Z E(Ug) = nE(U;) = 0.

De plus Uy, .. ., U, sont mutuellement indépendantes et, donc, V(X,,) = > V(Uy)
k

soit V(X)) = nV (U1) = %
Enfin E(X2) = V(X,) + E2(X,,) = g et, comme X,, et Y, suivent la méme loi,
E(dQ(Mn, O)) =E(X2+Y?) =n.

b. P(X, =n) =PU, = - =U, =1) = 47" = PY, = n) alors que
P(Mn = (n, n)) = 0. Cela prouve que X, et Y,, ne sont pas indépendantes.

c. X, = Z UpetY, = Z Vi avec des notations prévisibles.
=1 k=1
M, = O = n est pair car il doit y avoir autant de U; valant 1 que de U; valant

—1 et aussi autant de V; valant 1 que de V; valant —1. Donc P(Ma,+1 = O) = 0.
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(Ms,, = O) signifie qu’il existe ¢ dans [0,n] tel que ¢ des Uy valent 1 et i autres
U}, valent —1 ainsi que n — i des Vj, valent 1 alors que n — i autres valent —1, les
autre Uy et V. étant nuls.

Par suite 42"P(My, = O) = i (2:) <2ni_ Z) <QZ - ?Z) = Zn: (2n)!

=0 i=0 m

soit 42°P(My, = O) = (?) Z}(?)Q = (2:) i(?) (nﬁl) B (2:>2

d’apres la formule de Vandermonde vue dans l'exercice relatif a la loi hyper-
géométrique.

2n2

n
On remarque que c’est le carré de la probabilité du méme événement quand la

Enfin P(My, = O) = 4~2"

1
marche a lieu dans Z avec p = 3
5 N . 1e —92n 2n\ 2n e\2n 1 2
D’apres la formule de Stirling P(Ma,, = O) —— | 2 (—) 2\/77771(—) —
e e n/ 2mn
1

doit P(May, = 0) — —-

Chaine de Markovl

n est un entier naturel strictement positif fixé, Lg,..., L, sont des lois de proba-
bilité d’espérances respectives 0, 1, ..., n et de variances respectives Vy, V1,...,V,.
(Xk)k est une suite de variables aléatoires a valeurs dans [0, n] telle que, pour tout
(k,7) €N x [0,n] la loi conditionnelle de Xj41 sachant (Xy = 4) est L;. On note,
pour tout k€N, P, la matrice colonne de coefficient générique P(X}, = i) et on
considere les lignes U = (11---1), V=(012---n)et W = (012 22...n?).

1. Montrer l'existence d’un élément A de IM,,+1(R) tel que : VEEN, Pyy1 = APy.
En déduire P, en fonction de Fp.

2. Calculer UA, VA et WA. Montrer que k — E(X}) est constante.
On suppose désormais que, si 0 < i < n, L; est B(n, 1)-
n

3. Lier E(X7,,) et E(X}), en déduire E(X?) en fonction de k,n et E(Xo) puis
lim E(X2).

k—o0

4. Sii€[0,n] déterminer lim P(X) = i).

k—o0
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Solution

. Soit A €M, 1(R) de coefficient i, j égal & P(Xpy1 =i/ Xy = j) ou (i,5) €[0,n]>.
Si0<i<n P(Xpp1 =1) = 3 P(Xpp1 = /Xy = §)P(Xi = j) = 3 aij(Pr);
j=0 =0

d’ou Pk+1 = APk puis Pk = Akpo.

LSi0<j<n, (UA); =S P(Xpp1 =i/Xp =j)=1don UA=U.
1=0

De méme (VA); = > iP(Xpy1 = i/X, = j) = j car c’est espérance condition-

nelle de Xj41 sachant (Xi = j), dou VA=V.

Enfin (WA); est I'espérance conditionnelle de X7 | sachant (X}, = j) soit V; + 5>
car, pour toute variable aléatoire X on a E(X?) = V(X) + E?(X). Par suite
WA=W + (Vo Vi...V,).

Si keN alors E(Xgq1) = VPiy1 = VAP, = VP, = E(X}) d’apres le calcul
précédent de VA, et donc Vk e N, E(X}) = E(Xj).

L SikeN, E(X2,,) = WPy = WAP, = WP, + (Vo Vi ... V) Py
soit E(X]3+1) = E(X]%) + (Vb V1 N Vn)Pk
Iei pour i €[0,7] on a V; = i(l - 3) dott (Vo Vi ... Vi) Ps = E(X) — ~E(X2) et
n n
1

donc E(X?,,) = (1 -

JE(XE) +E(Xo).
1

1l ’agit d’une récurrence affine d’ordre 1, le point fixe de = — (1 — f)x +E(Xo)
n

est nE(Xo) d’ou E(X?) = nE(Xo) + (1 - %)k [E(X3) + nE(Xo)] —— nE(Xo).

k—oo
. Sﬁ)it keN. .
SPP(Xy =14) < n Y iP(Xy = i) = nE(Xo)
i=0 1=0
n n—1
dolt 0 < E(X2) — nE(Xg) = S i(n — )P(Xp = i) = 3. i(n — i)P(X) = i) et,

=0 =1
d’apres la question précédente, E(X7) — nE(X,) k—> 0.
—00

Comme, pour tout i €[1,n — 1], i(n —4) > 0, cela montre que P(X}, = 7) = 0.
bde el
E(X
Alors E(X,,) = nP(Xp=n)+0(1) = E(Xp) douP(X; =n) — E(Xo)
k—o0 k—o00 k—o00 n
E(X,
et P(X; = 0) | EXo),

k—o0 n
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Rappels de cours

FE désigne un espace vectoriel réel non réduit au vecteur nul.

. Produit scalaire et norme

Définitions

On appelle produit scalaire sur E toute application bilinéaire ¢ de E? dans R
vérifiant de plus : V(z,y) € E2, o(z,y) = p(y,x) et Ve € E\ {0}> p(x,z) > 0.

On notera plutét ¢(z,y) par (x|y), <z,y>oumxysi(ry) €L

Le produit scalaire fait de E un espace vectoriel préhilbertien. Si, de plus, E est
de dimension finie on dit que c’est un espace vectoriel euclidien.

L’application || || : £ — Ry, =z +— (sc\x)l/z est appelée norme associée au produit
scalaire et d : E? — Ry, (z,y) — ||z — y|| est appelée distance associée.

Propriétés

Si 'un des vecteurs x ou y est nul alors (33|y) =0,

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si (z,y) € E2, |(zly)| < |||l x ||yl avec égalité si, et seulement si, (z,y) est liée.

Pour la norme et la distance associées

VzeE, |z]| =0 < x=0e¢tV(z,y) € E? d(z,y) =0 < z=y.

V(x,y) € B2, ||z + y|| < ||z + ||ly| avec égalité si, et seulement si, z et y sont
R -colinéaires.

Si (z,y,2)€E?, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) avec égalité si, et seulement si,
z —x et y — z sont Ry -colinéaires. Ces deux dernieres inégalités sont appelées

inégalités triangulaires.
n

>

i=1

Bien sir si n € N et (z1,...,2,) € E", alors

n
< Zl [Ji]]-
1=
Une polarisation

V(z,y) € E?, 2(zly) = ||z +yl|* — ||| — |ly||?, cela montre que la connaissance de
la norme en tout point suffit a déterminer le produit scalaire.
Exemples fondamentaux
n
Avec des notations bien compréhensibles (z,y) — > z;y; est un produit scalaire

=1
sur R™, appelé produit scalaire canonique.

Si X et Y sont les matrices colonnes de x et y alors (x\y) =XTy.
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Ainsi sur M, ,(R) le produit scalaire canonique est (4, B) — tr (AT B).

b
Sur C([a,b],R) Dapplication (f, g) — / f()g(¢) dt est un produit scalaire.

. Orthogonalité

Définitions

Deux vecteurs z et y sont dits orthogonaux, et on écrit x Ly, si (:E|y) =0.
L’orthogonal d’une partie X de E est X+ = {y ek ‘ Vze X, ;I:Ly}-

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel de E et X = Vect(X)*.

Si V est un sous-espace vectoriel de E alors la somme V + V1 est directe.
(7;)ier € BT est dite orthogonale si : V(i,7) € I?, i # j = x; La;.

Elle est dite orthonormale ou orthonormée si, de plus, Vi € I, ||z;|| = 1.
Propriétés

Une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls est libre et, donc, une famille
orthonormée est libre.

Théoréme de Pythagore

Si (2,) € B? alors [l + yl2 = [l2]]2 + [yl]? < 2Ly,

et si xq1,...,x, sont deux a deux orthogonaux dans F, alors

2 n )
=2 [l
=1

n
> T
=1

Algorithme d’orthonormalisation de Schmidt

Si (21,...,2,) est libre dans E alors la famille (ey,...,e,) définie par :
k—1
el = ”x—l” et, pour k allant de 2 & n successivement yp = xp — > (xk|i)ei puis
1 i=1
e = Hy—kH est la famille orthonormée vérifiant :
Yk
Vk €[1,n], Vect(zy,...,xx) = Vect(ey, ..., ex) et (zier) > 0.
On remarquera que si 'on étend (z1,...,2,) en (21,...,2Z,41) alors la nouvelle
famille (ey,...,en+1) ne fait qu’étendre (eq, ..., ep).

. Bases orthonormées, produit mixte

Ici E' désigne un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.

Une base orthonormale de E est une famille orthonormée composée de n vecteurs.
Le procédé de Schmidt assure que E admet une base orthonormale et méme que
toute famille orthonormée de E peut étre complétée en une base orthonormale.

n

Si (e1,...,e,) est une base orthonormale alors V(x,y) € E?, z = (Jc\ei)ei,

n , " , =1
(zly) = X (zle:) (yle:) et [lz]* = 21 (zles)”.

1= 1=

Si e et ¢’ sont deux bases orthonormales de méme orientation et si (z1,...,z,) € E
alors dete (1, ..., z,) = deter (1, ..., Zp).
Si lon décide que e est directe alors E est orienté et det.(x1,...,x,) est appelé
produit mixte de (x1,...,x,) et noté [z1,...,x,]. Ce produit mixte représente le
volume orienté du n-eédre bati sur (x1,...,x,), il est bien stir nul dés que la famille
est liée.

Si uwe L(FE) alors [u(z1),...,u(x,)] = det(u) X [21,...,2,)].
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. Projection orthogonale

Si V' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F et si x est un vecteur
de E, il existe un unique vecteur de V, noté py (), tel que  — py(z) € V*+. On
I'appelle projeté orthogonal de z sur V. Ona: E=V @ V=,,
De plus v — d(z,v) admet un minimum global strict sur V, il est atteint en py (z).
a
Si (e1,...,€q) est une base orthonormale de V alors py (z) = Y (ze;)e;.
i=1
On appelle distance de x & V le réel, noté d(z, V') défini par :
d(z,V) = inf d(z,v) = mind(z,v) = |z — pv(x)].
veV veV

On a aussi :
(2, V) = |z —pv(@)II* = [l2]* = lpv (@)]? = (¢ - pv(2)|2).
Si dim(E) = n alors dim(V+) = n — dim(V).
On notera bien que, si V n’est pas de dimension finie on peut avoir E # V @ V.
Cas de I’hyperplan normal a un vecteur

Soient u un élément non nul de E et H = Vect(u)*.
Si x € E alors ses projetés orthogonaux sur Vect(u) et H sont respectivement

) ) B i )
P e e A = Ty

Enoncés des exercices

. Dans R? donner la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale
sur le plan d’équation z +y + z = 0.

1 2 -1
. Caractériser la matrice A = — 2 4 -2
6\_1 —2 1

. Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel de dimension finie (non précisée) et
€1,...,e, des vecteurs unitaires. Montrer que (ey,...,e,) est une base orthonor-

n
male de E si, et seulement si, pour tout x € E, ||z? = Y (m|ei)2.

=1

. Soient E' un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1 et (z1,...,Zn41)
une famille de vecteurs unitaires. On suppose qu’il existe d < 0 tel que :
Montrer que (x1,...,x,) est une base de E, que toutes les coordonnées de z,41
dans cette base valent —1 puis déterminer d.
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. Soit E = Ry[X].

4

a. Montrer que (P, Q) — > P(i)Q(i) définit un produit scalaire sur E.
i=0

b. Montrer 'existence et 'unicité d’un élément P; de FE tel que :

Pl(O) = 0, Pl(l) = 1, P1(2) 23, P1(3) =5et P1(4) = 2.

c. Déterminer le projeté orthogonal de P sur Ry[X].

. Soient E un espace vectoriel euclidien et u € L(E) vérifiant :
)

V(z,y) € E%, o ly = u(z) Lu(y).
Montrer : 3o € Ry tel que V(z,y) € E?, (u(z)|u(y)) = a(z|y).

(a,b) € R?

1
. Déterminer  inf / (2% —a — bx)? da.
0

. a. Soit A€M, (R). On confond M, 1(R) et R™ et on le munit de la structure

euclidienne canonique.
Si V est un sous-espace de R™, montrer AV C V += ATV cV+.

b. Application : donner les sous-espaces de R? stables par

O O =
O~
N

. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n.

a. Soit p une projection. Montrer qu’il y a équivalence entre
(i) p est une projection orthogonale,
(ii) il existe une base orthonormale dans laquelle sa matrice est symétrique,
(iii) dans toute base orthonormale sa matrice est symétrique,
(iv) pour tout z € E, ||p(z)|| < |||
b. Si p; et ps sont des projections orthogonales montrer :
p1 © p2 projection orthogonale <= p; o py = ps 0 p1.

1
On munit R[X] du produit scalaire (P, Q) — / P(t)Q(t) dt.
0

a. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique élément A,, de R,,[X] tel que :
VP eR,[X], (P|A,) = P(0).

b. Etudier cette méme question dans R[X] & 'aide de P, = (X —1)™.

On munit £ = R[X] d’une structure d’espace vectoriel réel préhilbertien.
On consideére un élément u de L(E) tel que :

V(P.Q) € B2, (u(P)|Q) = (Plu(Q)) et deg [u(P)] < deg(P).

On note enfin (P, ), I'orthonormalisée de Schmidt de (X™),,.

Montrer que, pour tout n € N, u(P,) est colinéaire & P,.

Soit A€M, ,»(R).
a. Montrer que A, ATA et AAT ont méme rang (comparer les noyaux de
Aet ATA).



13.

14.
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b. Montrer : [Im(A)}L = Ker(AT).

c. On suppose A de rang p et on choisit B dans 9, 1 (R).

Montrer que ® : X — ||[AX — BJ| admet un minimum strict global sur 91, 1 (R).
On suppose que ¢ atteint en Xy. Montrer Xy = (ATA)f1 ATB.

Soient E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n et (u1,...,u,) € E™.
Montrer que |[uy, ..., u,]| < H |ugl|. En déduire que, si A = (a;;) € M, (R)
vérifie : V(i,7) €[1,n]?, |a; ;| < 1 alors |det(A)| < n%.

Si a et b sont deux vecteurs unitaires linéairement indépendants d’'un espace
vectoriel euclidien F déterminer le minimum et le maximum de 'application
[z (az)(blz) sur ST ={zeF | |z|| =1}

Solutions des exercices

. Le vecteur n = (1,1, 1) est normal au plan de projection et, si = € R? alors, d’aprés

NTX
le cours, p(x) == — (”an) n et, matriciellement, PX = X — WN soit, comme
n n
(NTX)N = N(NTX) = (NNT)X, PX = (13 A ) — X et donc
2 -1 -1
NNT 1
P=l-——=z[-1 2 -1
-1 -1 2

. Immédiatement A est de rang 1 et un calcul immédiat montre A2 = A, donc A est

une matrice de projection. Le vecteur N = (12 — 1)7 dirige Im(A) et le systeme
AX =0 équivaut & x + 2y — z = 0 soit & X L N.

Donc A est matrice dans la base canonique de R? de la projection orthogonale sur
Vect(N).

. Le sens direct découle du cours.

n
Réciproquement si, pour tout z € E, [|z||? = Y (1’|6i)2, en particulier pour tout
i=1

k €[1,n] en choisissant x = e on obtient 1 =14 > (ek|ei)2 et donc, pour tout
i#k

(i, k) €[1,n]?, i # k = eiley. Ainsi (eq,...,e,) est une famille orthonormée.
Si 2 € E son projeté orthogonal sur Vect(z1,...,xz,) est, d’apres le cours, p(z) =

n
> (zlei)e; et le théoreme de Pythagore, comme (z — p(z))Lp(z), montre que
i—1

1=
|z — p(x)]|? = ||=||*> — ||p(z)]|> = 0 par hypothése, donc = € Vect(ey, ..., e,).
Par suite (eq,...,e,) est une base orthonormale de E.

Solutions
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. Si 3~ Aiw; = 0 on note, pour tout j€[1,n+1], L; 0= (0z;) = 3 Xi(z|z;).
— i—=1

=1 %
L4 s’écrit d > N; = 0.
i=1
Sil<j<n, Ljsécrit 0 = \j+d ) A;soit, commed Y A\; = —dXj, 0= (1-d));
i#j i#j
d’ott Aj =0 car 1 —d > 0. Par suite (21,...,2,) est libre dans E de dimension n
donc base.

n
Si zp41 = >, Aix; on procede de méme.

i=1
Ly Séerit 1= di A; d’out dz_/\i =1-d\jsil<j<n.

Pour 1 < j < n, L;;{écrit d= Aljid 3 A = A+ (1—dA;) ot (1-d)(14A;) = 0
puis A\; = —lcar 1 —d #0. 7

Alors L, fournit 1 = —nd soit d = —%

. a. L’application proposée est clairement bilinéaire symétrique et (P|P) > 0 pour
4
tout Pe E. Si Y. P?(i) = 0 alors P(X) possede 5 zéros et, donc, est nul. Cela

=0
prouve qu’il s’agit d’un produit scalaire sur E.
Ry[X] — RS
b. L’application ( .
P = (P(Z))0<i<4
toriels de dimension 5 et elle est injective car tout élément du noyau possede au
moins 5 zéros. C’est donc un isomorphisme et le résultat en découle.

) est linaire entre deux espaces vec-

c. On utilise le procédé de Schmidt pour obtenir une base orthonormée de Ry [X] :

L] Lo(X) ==

S~

O X2
@ V10
Si P est le projeté orthogonal de P; sur R;[X], alors d’aprés le cours, P =
(Pi|Lo) Lo + (P1|L1) Ly,
. 1 1 11 8(X—-2) 4X+3
soit P = —(Py|1) + —(P|X —2)(X —2) = — = :
soi 5( 1\)4—10( 1 )( ) 5-!— 10 5

eQ1=X—-—(X]1)=X—2puis L =

ot =

. Soit y un vecteur non nul fixé. Les deux formes linéaires ¢ : = +— (u(x)\u(y))

et ¥ =z — (z|y) vérifient Ker(¢)) C ker(y) donc il existe A(y) dans R tel que

P =Ay)y.

Siz ¢yt alors x # 0 et (u(@)|u(y)) = AMy)(zly) = A(z)(z]y) dott A(z) = A(y).

Sizeyt\ {0} avec z =z +yona (z|z) = [|z||? # 0 et (y|z) = |ly||*> # 0 donc on

a prouvé A(z) = A(z) = A(y) i.e. A est constante sur E \ {0}

Do pine o L)1
ly|1?

a:V(z,y) € B (u(z)lu(y)) = A(zly).

€ R et, comme les cas z = 0 ou y = 0 sont immédiats, on
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. Il s’agit ici de considérer F = Ry[X] muni du produit scalaire vu en cours
1

(P,Q) — / P(t)Q(t)dt et de déterminer d?(X?2,R;[X]). Cela prouve que la

0
borne inférieure proposée existe et que ¢’est un minimum. On va pour le déterminer
calculer le projeté orthogonal P de X? sur le plan IT = Ry [X].
Appliquons le procédé de Schmidt & (1, X) :
|1]]? = 1 donc Py = 1 convient.
1 ! 12 11 1 1
=X~ (X|1) = X — > Pui 2 = (t—f) b=t 1 L g
Qu =X = (X1) = X = 5 Puis @i = [ (1=5) at = 5 =5+ 1 = 5 doi
1
avec Py = 2\/§<X - 5), la famille (Py, P;) est une base orthonormale de II.

1
Alors P = (X?|Py) Py + (X?|P)PL = X — 6 apres calculs élémentaires.

2
Le théoréme de Pythagore fournit d?(X2,1I) = | X||2 — ||P||* = ﬁ-

.a. SiAV c Vet (X,Y)eV x V4 alors

(X]ATY) = XTATY = (AX)TY = (AX|Y) d’on, comme AX €V, (X|ATY) =0,
ce qui montre que ATY e VL et, donc, ATV c V.

Réciproquement si ATV+ C V4 en posant (A", V') = (AT, V1), on vient de
montrer ATVt c V'+, soit AV C V.

b. On note A la matrice proposée. Déja {0} et R? sont stables par A.
Si D = Vect(X) est une droite stable par A alors il existe A € R tel que AX = AX

1-XNz+y+2=0
soit 1-XNy+z=0

(2-=XN)z=0

Si z # 0 on obtient A =2et X = 2(211)T.
Si z =0 on obtient A =1 et X = x(1 0 0)7, cela donne deux droites stables.
II est un plan vectoriel stable par A si, et seulement si, II est une droite vectorielle
stable par AT et, de la méme maniére, on obtient deux droites vectorielles stables
par AT qui sont engendrées par (01 —1)T et (00 1)7 d’ott deux plans stables par
A d’équations respectives y = z et z = 0.

. a. Soit p une projection orthogonale et notons r son rang.

Considérons une base orthonormale adaptée & E = Im(p) @ Ker(p) et cela est
possible car Ker(p) = Im(p)*. Dans cette base la matrice de p est diag(Z,,0,—)
symétrique d’ott (i) = (ii).

Si, dans une base orthonormale e la matrice A de p est symétrique et si €’ est une
autre base orthonormale alors la matrice de passage P de e & €' est orthogonale
et la matrice A’ de p dans e’ vérifie A’ = PTAP d’otu AT = PTATP = A’ car
AT = A, d’on (ii) = (iii).

Supposons (ii) et soit (z,y) € Im(p) x Ker(p). on note X et Y les matrices colonnes
de x et y dans une base orthonormale e.

Alors (zy) = (p(z)ly) = (PX)TY = XT(PY) = (2[p(y)) = 0 et donc p est une
projection orthogonale car Ker(p) est orthogonal & Im(p), d’otr (iii) = (i).
Supposons (i), si € E comme p(z)L(x —p(z)), le théoréme de Pythagore montre
que 2] = [p(@) 12 + |}z — p(@)| > Ip()]*

Solutions
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Si, maintenant, pour tout z € E, |[p(z)| < ||z|| et si x € Ker(p)* alors, comme
z — p(z) € Ker(p) on a [[p(x)||* = ||z[* + [|p(z) — 2|* < ||=[|* et donc p(z) = = i.e.
Ker(p)t C Im(p). Par égalité des dimensions on en déduit Im(p) = Ker(p)* et donc
p est un projecteur orthogonal. Par suite les quatre propriétés sont équivalentes.

b. Soient e une base orthonormale et, pour 1 < ¢ < 2, P; la matrice de p; dans e.
(P P,)T = PPl = P,P, d’apres la question précédente.

Si p; o py est une projection orthogonale alors P P, est symétrique d’ou, d’apres
le calcul précédent, Py P, = P> P, ou encore pl o po = ps 0 p1.

Réciproquement si les p; commutent alors Py P, est symétrique et (P, P2)? = P2 P2
soit (PyP,)? = PP, et donc, d’apres la question a. p; o pp est une projection
orthogonale.

a. Si E = R,[X] et si, pour tout A€E on note p4 : £ = R, P (A|P)7
alors £ — E*, A — @4 est linéaire injective entre deux espaces vectoriels
de méme dimension finie n + 1. Si A est dans son noyau alors, en particulier,
wa(A) =|A||?> =0 et donc A = 0. Cela prouve que A — @4 est un isomorphisme
d’espaces vectoriels et, comme P — P(0) € E*, lexistence et I'unicité de A, en
découle.

b. S’il existe un polynéme A tel que, pour tout P € R[X] on a (A|P) = P(0) alors
pour tout n €N, [P,(0)] = [(A|P,)] < |A]l X [|Pa]|.
1

O ;S ENv P 2 = / t— 1 2ndt = d’Ol\l 1 < —

0
Lorsque n — oo on obtient 1 < 0, ce qui est faux. L’existence de A est en défaut
ou encore A — @4 n’est pas un isomorphisme de R[X] sur son dual.

Procédons par récurrence.

deg [u(Py)] < deg(Py) = 0 montre que u(Pp) est colinéaire a Py.

Supposons que, pour tout k < p, u(Py) est colinéaire & P.

deg [u(Pp41)] < deg(Pp4+1) = p+ 1 montre que u(P,41) € Vect(Py, ..., Ppi1).
p+1

Ecrivons u(Ppy1) = 3. MiP;.

i=0
Pour 0 < k < pona (u(Ppy1)|Pe) = A et aussi (Ppy1|u(Py)) = 0 car u(Py) est
colinéaire & P, donc orthogonal & P, 1. Comme (u(Pp41)|Pr) = (Ppi1|u(Py)) on
en déduit A\, = 0 et donc u(Ppt1) = Apr1Ppi1-

a. Si X est une colonne alors AX = 0= ATAX = 0.

Réciproquement ATAX = 0= XTATAX =0 i.e. |AX||? =0 d’out AX = 0.

On en déduit que Ker(A) = Ker(AT A) et, par le théoréme de rang,

rg(A) = rg(ATA).

De méme rg(AT) = rg(AAT) et, comme A et AT ont méme rang on a le résultat.
b. X eKer(AT) = VZeM,1(R), (AZ|X) = ZTATX = (Z|ATX) = 0, dou
Ker(AT) C [Im(A)]J‘. De plus la dimension du premier est, par le théoreme de
rang, n — rg(AT) soit n — rg(A) qui est la dimension du deuxi¢me, donc ces sous-
espaces vectoriels de M, 1 (R) sont égaux.



13.

14.

Espaces préhilbertiens réels 331

c. Le théoreme de projection orthogonale montre que ® est minimale en X si, et
seulement si, AX est le projeté orthogonal de B sur Im(A) i.e. si, et seulement
si, AX — Be [Im(A)]L soit, d’apres la question précédente, si, et seulement si,
ATAX = ATB.

Comme AT A€M, (R) et est de rang p d’apres la question a. elle est inversible.
Par suite il existe un et un seul X solution et c’est (AT A)~1ATB.

L’inégalité est immédiate si la famille (u1, ..., u,) est liée. Dans le cas contraire on
considere orthonormalisée de (ug,...,u,) par le procédé de Schmidt et on note
e cette base orthonormale.

(u1 \el) (%)

On a |dete(u,...,uy)| == =
(0) (unlen)

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On a, pour tout i €[1,n], ||C;(A)] < v/n d’ou le résultat.

—

n
| (uile:)| < 1T fui
o

i=1

Soit V = Vect(a,b)L et, si ze E, r = y + v sa décomposition dans la somme
directe orthogonale E = Vect(a,b) ® V.

Alors f(z) = f(y) et il suffit donc de se placer sur S' N Vect(a, b).

On identifie le plan Vect(a,b) a C,a=1letb=¢" ot 0 < 6 < 7, y = re’ oun
0 <7 <1etdonc f(y) =r?cos(p)cos(d — ) =rig(y).

La fonction g est de classe C! et m-périodique avec g’ : ¢ + sin(f — 2¢p).

Sif< g on obtient le tableau

0 0+
v |0 2 2 i
g () + 0 - 0 +
g(p) |sin(@) ~ M N, m / sin(0)

et donc, dans ce cas le maximum de f sur E est M, son minimum sur E est m,
0 1+ b 0 b) —1

soit M = cos? (5) = # et m = — sin® (5) = %.

De méme si (alb) < 0.

Solutions
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Travaux dirigés

Matrice de Graml

Soient F un espace vectoriel euclidien de dimension n et e une base orthonormale
de E;e=(e1,...,€n).

Si(z1,...,2p) € EP on pose G = G(x1,...,2p) = ((J;Z|x])) € S,(R).

1<i,j<p

. Soit P la matrice de (z1,...,z,) dans la base e, P € M,, ,(R) avec p; ; = (e;]z;).
Montrer que G = PT P et en déduire le signe de det(G).

. Si A€M, 1(R) montrer ATGA = ||PA|>.

En déduire que G et (1, ..., zp) ont méme rang et que GA est nulle si, et seulement
P
si, Y, Nz =0g oulonaposé A= (A -+ X )T.
i=1

. On pose V' = Vect(z1,...,2p_1).
a. Si z, € V- montrer que det (G(1,...,2p)) = |lzp[|* x det (G(21, ..., 2p-1)).
b. Siz, = y+zouye€V, montrer : det (G(xl, . ,xp)) = det (G(xl, ey X1, z))

c. En déduire, en utilisant le projeté orthogonal y de x, sur V, que I'on a :
det (G(xl, . 733,,)) = d?(zp, V) x det (G(xl, . 793,,,1)).

d. Que représente géométriquement det (G(a:l, . ,a:n)) ?

. Application a la géométrie - n + 1-édre réqulier

Soient wg,uy, - ..,u, des vecteurs unitaires tels que, si i # j, (uz|u]) =a#1
n

(indépendant de i et de j). Déterminer a. Résoudre I’équation > A\ju; = Op.
i=0

Solution

n n

. Posons H = PTP,si 1 <i,j <n, hij = Y praprj = Y (ilex)(z;lex) soit
k=1 k=1

hij = (zilz;) = gi; puis PTP = G. Par suite det(G) = det*(P) > 0.

. ATGA = (PN)T(PA) = ||PAJ2.

PA =0 = GA = PTPA = 0 et, réciproquement, GA = 0 = ||PA||? = ATGA =0

d’ott Ker(G) = Ker(P) et, par le théoréme de rang, les matrices G et P ont méme

rang i.e. 1g(G) = rg(z1,...,Tn)-

De plus on a montré GA =0 <= PA =0 < > \z; =0 car la i-éme colonne
i=1

de P est la matrice colonne de x; pour tout i €1, n].

. a. xp € Vect(z1,...,2p-1)" = G(z1,...,3,) = diag (G(z1,...,zp-1), |lzp[|*) dolt

le résultat en passant au déterminant.
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p—1 p—1
b. Posons y = Y ayz;. L'opération élémentaire C, + C, — > o;C; dans
i=1 i=1
G(z1,...,x,) remplace Cp par (0---0 (y + z|z))7.

p—1
Puis on effectue L, < L, — > L; pour remplacer L, par (0---0 |z]|?) et donc
i=1
det (G(xl, .. ,xp)) =G(z1,...,Tp-1,%).
c. Si y est le projeté orthogonal de z, sur V alors, avec 2 = z — y, on a
llz]| = d(zp, V') et, d’apres les deux questions précédentes :
det (G(z1,...,2p)) = d*(zp, V) x det (G(z1, ..., 2p-1)).

d. det (G(z1,...,2,)) = det?(P) = [z,...,x,]? carré du volume du n-édre bati
sur (z1,...,Tp).

. Posons G = G(ug,...,u,) et notons J 1'élément de M, 1 (R) dont tous les
coefficients valent 1. On a G = aJ 4+ (1 — )] en posant I = I, 4.

J
Comme J2 = (n+1)J, en posant P = p—
semblable & diag(0,, 1).
G = (n+1)aP + (1 — a)I est donc semblable & diag ((1 — a)l,, na + 1).
La famille (uo, ..., uy) est liée car dim(E) = n et donc G n’est pas inversible.

Or on vient de montrer que det(G) = (1 — a)"(na + 1) et, comme « # 1, il vient
1

a=—=
n

7 on obtient une projection de rang 1

1
On en déduit que G(uy, . . ., uy) est inversible car o # ) et, donc, (u1,...,uy)
n

est une base de F.

Cela montre que la matrice P de (uo, ..., u,) dans une base orthonormale est de
rang n et I’équation proposée s’écrit aussi PA = 0, systéeme linéaire homogene de
rang n, ’ensemble des solutions est donc une droite vectorielle.

n
La somme des colonnes de G est nulle car nav +1 = 0 donc Y u; est orthogonal
i=0

n
a tous les u; lesquels engendrent E, donc ) u; = 0.
i=0

n
Par conséquent Y Au; =0 <= N =---=A,.
i=0

Solutions
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Méthode de Gauss |

On donne deux réels a et b avec a < b et une fonction continue 7 sur [a,b], &
valeurs strictement positives sur |a, b[.

P désigne I’ensemble des fonctions polynomiales sur [a, b] et, pour tout entier n, P,
est le sous-espace constitué des fonctions polynomiales de degré au plus n.

b
On pose C = C([a,b],R) et on définit (-|-) sur C par : (f|g) = / f)g(t)m(t)dt
pour tout (f,g) €C?.
1. Montrer que (+|) est un produit scalaire sur C. On note ||-|| la norme associée.

2. Prouver 'existence et l'unicité d’une base orthonormée (P,), de P vérifiant :
VneN, P, est de degré n et a un coefficient dominant, noté a,,, strictement positif.

3. Calculer (Q|Pn) siQeEP,_1.

4. Soient n > 1 puis 21, ..., 2 les racines de P, dans |a,b[ et d’ordre impair.
On pose @ = ﬁ (X —x;) et,si k=0, Q=1.Si k <n montrer que (Pn|Q) =0.
A Paide du Siél_lé de P,Q sur [a,b] en déduire que P, est scindé & racines simples
dans ]a, b[.

5. On suppose n > 1.

n—1
a. Montrer que a,,—1 P, — ap, X P,,—1 s’écrit > aiPy ou (ap,...,anp—1) ER™.
k=0

b. En déduire l'existence de réels 5, v, et §, tels que :
PTL = (BnX + ’Yn)Pn—l + 5nPn—2~

n est désormais fixé, n > 1, (z,,...,x,) désigne le n-uplet des racines de
P, rangées par ordre croissant.

6. Montrer qu’il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) de réels tel que pour tout @

b n
dans P, on a : / Qt)m(t)dt = Z Q).
e k=1

7. A P’aide de la division euclidienne par P, étendre ce résultat a tout QQ € Po,_1.
8. 51 (Y1, Yn, 41, -, fbn) €st un 2n-uplet de réels tel que y1 < -+ < y, et que,
pour tout Q< P,y ona | Qi d = Y iQw)
montrer (y1,...,Ys) = (21, .a. ., Tp) puis enﬁl;l:(l,ul, costin) = (A1, An).
9. Montrer Vk €[1,n], A > 0.
f désigne un élément de C’2”([a, b],R).
10. Prouver 31H € Pa, 1 tel que Vi€[1l,n], H(x;) = f(x;) et H' (x;) = f'(x;).

11. Si x €a,b) \ {z1,..., 2} soit G, : t— f(t) — H(t) — K(t —x1)?--- (t — 2,)? ol
K est fixé tel que G, (x) = 0. Montrer que Gg") s’annule en au moins un point de
_ PR(x) ()

Ja, b[. En déduire existence de ¢ dans ]a, b[ tel que : f(x) — H(x) a2 (20)]
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Montrer

Si geC et neN on pose ¢, = (g\Pn), montrer la convergence de Y. ci et

Z ci < llgll?.

Solution

. (*]*) est bilinéaire symétrique et, si f €C\ {0} comme f?r est continue positive non

identiquement nulle sur [a, b], on a ( flf ) > 0 d’apres les propriétés de I'intégration.

. On applique, pour tout n €N, le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a

(Xk)ogkgn pour obtenir (Py)ogk<n base orthonormale de P,,.

La famille ainsi obtenue (Py)ren convient car, pour tout n €N, la matrice de
passage de (X®)ock<n & (Pr)ocksn est triangulaire supérieure et son inverse a
pour coefficients diagonaux les (X k|Pk), ce qui prouve que le coefficient dominant

1
de P est —— )
e P es (Xk|Pk) >0

« Pn—1 = Vect(Py,...,Py_1) donc Q € Py_1 = (Q|Pn) =0
. Si k < n alors Q €P,_1 et donc (Q|P )

Or, par construction, les zéros de P, Q dans ]a, b sont tous d’ordre pair, donc,
P, Q7 est continue de signe constant sur [a, b] et d’intégrale nulle. Elle devrait étre
nulle alors que deg(P,Q) = n + k, c’est absurde. Par conséquent k = n et P, est
scindé & racines simples dans ]a, b.

. a. Par combinaison linéaire a,_1P, — a,XP,_1 € P,, et le coefficient de X" est

U,y Qp — Qpap—1 =0, Aot ap_1 Py, — an X Py—1 €Pp—1 = Vect(Py, ..., Pp1).
b.Sik <n—3ona (an—1Py—anXPo_1|Py) = a = an—1(Pn|Pr) —an (X Py_1|Pk)
d’ol, comme P,1P,, ar = —an, (XPn_1|Pk) = —a, (Pn_l\XPk) = 0 car
XP,eP,_oetdonc XP, 1P, 1.

Par suite a,,_1 P, —apn X P11 = apn—oP,_o+ an_1P,_1 d’ou le résultat en posant
o (279 o Qp—1 5 041172

Bn - » Yn = et n — :
An—1 Ap—1 Ap—1

n
. Si 'on pose, pour tout k€[1,n], ¢ : Pno1 — R, Q — Q(ag) et si Y Appr est
k=1

X —x;
la fonction nulle, pour tout i €[1,n], en L; = H J) cela donne \; = 0.
1<n T TG
J#i
Par suite (¢1,...,¢n) est libre dans 73 _; de dimension n donc base de cet espace

vectoriel. .

Comme ¢ : Q — / Q(t)m ()thP 1, (A,..., ) sont, par définition, les

a
coordonnées de ¢ dans cette base.

b
| romyar- ZAka ) < e o2 = o 70

Solutions
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. Si Q€ Pyp_q la division euclidienne de @ par P, fournit Q = P,S + R ou

(S,R)eP2_,
Alors/ Qt)n(t)dt = (P,|S) /R t)dt = AR(zy) car S € Py C P

k=1
et, comme Vk€[l,n], Q(xr) = Pn(xx)S(xr) + R(zr) = R(zy) Dégalité de la
question précédente se généralise aux éléments @) de Po,,_1.

n b
. Si P(X) = [[(X —y) alors VQ€P,—1, (P|Q) = / P#)Q(t)r(t)dt = 0 car

PQ €Py,—1 et donc PEP, NP = Vect(P,) d'ott (y1,---,Yn) = (T1,---,Tn)-
La question 6 montre alors (p1,...,H4n) = (A1, An).

.Si1 € i £ n on a, en reprenant les notations de la question 6, comme

LZ2 € Pop_o2 C Pop_1, ||LZ||2 = E )\kL%(xk) =)\ >0car L; #0.
k=1

L’application © : Pap—1 — R**, P (P(z1),..., P(zyn), P'(x1),..., P (2,)) est
linéaire entre deux espaces vectoriels de méme dimension finie 2n.

Si P € Ker(0) alors P possede n racines doubles et deg(P) < 2n, donc P = 0, ce
qui prouve que O est injective et donc bijective.

Cela prouve l'existence et 'unicité de H qui n’est autre que I'image réciproque par

O de (f(z1),..-, flzn), f'(z1), .., ['(z0)).

G, est de classe C?" sur [a,b] et s’annule en 1, ..., 7, et .

En appliquant le théoreme de Rolle sur les n segments successifs d’extrémités les
points précédents cela montre que G’, posséde n zéros dans les ouverts successifs.
De plus G, s’annule en chacun des x; par définition de H, cela fait 2n annulations
de G/, et, par récurrence en utilisant le théoréme de Rolle, une annulation de G;Qn)
en un point ¢ de Ja, b[.

Mais alors 0 = G&™(c) = ") (c) — (2n)IK car deg(H) < 2n d'ott K = fg;i)(' )
(@ — )27 ()
Comme G,(z) = 0 on en déduit f(z) — H(z) = = )l soit
_ P @) f® ()

Par continuité de f — H sur [a,b] on déduit de la question précédente :
Ba ()] £ |oo
a2 (2n)!

b n b
/ FOm@ydt =3 Aeflan) = / [£(t) — H()]x(t) dt
a b—1 a

b
+/ H(t)r(t) dt — Z)\kH )
a k=1

b
_ / [f(t) — H®)x(t) dt

a

Va €la, b], |f(x) — H(m)‘ <
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n b
< ”f(2)||°°/ P2(t)n(t) dt

car H € Py, dou

b n
JRECECTED S
a k=1

a2 (2n)!
’ - 1™l
soit, comme || P,|| =1, /a f@&)m(t)dt — I;)\kf(mk) < W.
Pour tout n € N, comme (P, ..., P,) est une base orthonormale de P,,, le polynoéme

n

Qn = > ¢ Py est le projeté orthogonal de g sur P, et on déduit du théoréeme de
k=0

n
Pythagore l'inégalité [|Q,[|* < [|g]|?, soit Y ¢ < |g]|*.
k=0
>~ ¢? est une série & termes positifs et || g||> majore les sommes partielles donc cette

o0
série converge et > 3 < ||g/|*
k=0

Solutions






17 - Familles sommables

Rappels de cours

1. Dénombrabilité
a. Définition. Un ensemble I est dit dénombrable lorsqu’il existe une bijection de
N sur 1. Il est dit au plus dénombrable lorsqu’il existe une bijection d’une partie
D de N sur I.

b. Exemples et contre-exemple
e N,Z,N* Z* ainsi que Q et Q¥ pour k € N*, sont des ensembles dénombrables.
e Si (F,,)nen est une suite d’ensembles finis non vides et deux a deux disjoints
alors U F),, est dénombrable.

neN
e Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables 'est.
e R n’est pas dénombrable.

2. Familles sommables de nombres réels positifs
Dans la suite, on notera Py (I) I'ensemble des parties finies de 1.
a. Définitions. Soit u = (u;);er une famille de réels positifs, indexée par un
ensemble dénombrable I. On dit que u est une famille sommable si la partie de
R définie par {S](U) = Zuz
icJ

J e Ps(I )} est majorée. La borne supérieure de

cette partie est alors appelée la somme de la famille. Elle est notée S(u) = Z U;
ou Sr(u). Si w n’est pas sommable, on note S(u) = +oo. !
b. Corollaire. Soient u = (u;); e 1 et v = (v;); e 1 deux familles de réels positifs tels
que, pour tout ¢ € I, u; < v;.

(i) Sila famille v est sommable, la famille u est sommable et S(u) < S(v).

(ii) Sila famille u n’est pas sommable, la famille v n’est pas sommable.

c. Théoreme de sommation par paquets. Si (I,,), en est une partition de I, pour
toute famille (u;); e ;1 de nombres réels positifs,

S(u) = ;ui = ,i ( ; ul) = 7251,”(11).

d. Théoréme de Fubini. Soit v = (up,q)(p,q)en> une suite double (i.e. une famille
indexée par N x N) de réels positifs. u est sommable si, et seulement si,

(i) pour tout ¢ dans N, ( E up,q) converge, on note v, sa somie,
p=20

(ii) la série de terme général v, converge.



340 Familles sommables

Dans ces conditions : Z Up,g = Z (Zup’q> = Z (Zup’q>
(p,q)EN? q=0 p=0
. Familles sommables de nombres complexes
a. Définition. Une famille u = (u;);e; de nombres complexes est sommable si la
famille de réels positifs |u| = (Ju;|)ier Dest.

b. Théoréme et définition. Soit © = (u;);e; une famille sommable de nombres
complexes indexée par un ensemble dénombrable I. Pour toute suite croissante

(Jn)nen de parties finies de I dont la réunion est I, la suite (S_]n (u) = Z uz)
i€y neN
converge et sa limite est indépendante de (Jp,)n. On Pappelle alors la somme de la
famille u et on la note : S(u), ou Zul On a [S(u)| < S(Jul).
icl
c. Théoréme de sommation par paquets. Soient (I,,), ¢y est une partition de
I et u = (u;); ¢ 1 une famille sommable de nombres complexes de somme S(u).

Pour tout n €N, Sy ( Z u; est définie et, S(u Z u; = Z S, (u)

i€ I, i€l
d. Corollaire. Soient (u;)ier et (v;);jes deux familles sommables de nombres
complexes, de sommes respectives S(u) et S(v), alors la famille (uv;)(, ;) e rxs
est sommable de somme S(u)S(v).

e. Théoréme de Fubini. La suite double de nombres complexes u = (up,q) (p,q)en?
est sommable si, et seulement si,

(i) pour tout ¢ dans N, ( g |up,q|) converge, on note v, sa somme,
p=0

(ii) la série de terme général v, converge

Dans ces conditions : Z Up,g = Z (Zup’q> = Z (Zup’q>
(p,q)EN? q=0 p=0

. Familles sommables, séries : le lien
a. Théoreme. Une suite (un)neny & termes réels positifs est sommable si, et

seulement si, la série Y u,, converge. Dans ces conditions : E Uy = E Up,
neN
b. Théoréme. Une suite (un )nen & valeurs complexes est sommable si, et seulement

si, la série Y u, converge absolument. Dans ce cas : g Uy = g T
neN
c. Corollaire. Soit une suite (up)nen & valeurs complexes telle que la série > uy,

converge absolument. Pour toute permutation o € &, la série ) u,(,) converge
o0

absolument et a pour somme Z Uy -

n=0
d. Théoréme de Fubini. Si (ap)pen et (by)qen sont deux suites complexes
telles que les séries > a, et > b, sont absolument convergentes, alors la famille

(ap bg)(p,q)en> est sommable de somme : Z apby = (Z ) <Z b )
(p,a)EN? p=0

e. Définition. Le produit de Cauchy de deux séries > ay, et Y b, & termes dans K
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est la série Y ¢, o ¢, = (axb)(n) = Z apby.

ptg=n
f. Théoréme. Le produit de Cauchy de deux séries > a, et > b, & termes com-
plexes absolument convergentes converge absolument et a pour somme S(a)S(b).

Enoncés des exercices

. Soit (a,b) € (R%)?. Montrer que la suite double ( est sommable

1
af + b1 ) (p,q)EN?
si, et seulement si, ¢ > 1 et b > 1. Donner dans ces conditions un majorant de la
somme de cette famille.

. Montrer que, pour tout z € C, |z| < 1 et tout (a,b,c) € (N*)?’, on a :
o0 oo

nc

an 7 N 2
Z 1 + zna+e - Z(il) 1— Zna-f—b.

n=0 n=0

. Pour (p,q) € (N*)?, on pose u,, = 5 sip # q et uy, = 0. Montrer que,

2
p2 —
pour tout ¢ € N*, la série de terme général u, 4,p > 1 est convergente, et a pour

3 .
somme - La suite double (up 4)p>1,4>1 est-elle sommable ?
q

. Soit (Z an)n>1 une série a termes complexes absolument convergente.
>

) 0 sip>qg+1,
Si (p,q) € (N*)7, on pose : up g =3 _P% 4 <p<yq.
9(g +1)
Montrer que (Up,q) est sommable. Donner la somme de la famille.
p=1,g21

. Montrer que la famille ((p + q)*a) est sommable si, et seulement si,

o (p,)€N2\{(0,0)} ™ i
a > 2. Dans ces conditions, donner sa somme a ’aide de la fonction
o0
1
¢:]1,00[— R,z — —
nCL‘
n=1

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la famille de réels positifs
(Up,q) (p,g)e(v+)2 OU Up g = (p? + ¢?)~ soit sommable.

. a. Etudier la sommabilité et calculer la somme de la suite définie par :
1

(m+n2)(m+n?+1)

7T2

<1
imeNetneN*. O 11 — =
Ss1m etn n rappe equezn2 6

Um,n =
n=1

o = |vn] -
b. Déduire de a. la somme : g P D) ou |z] est la partie entiere de x.
n(n

n=1
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. Si l’on note d(n) le nombre de diviseurs de I’entier naturel non nul n, montrer que

la suite (d(n)e™"),>1 est sommable et que sa somme est :
oo o0

n e?
> dme™ =3 1=
n=1 p=1
. Montrer que pour tout z €| Z Z( 2n + 2)x
011ooool bClloooo(_l)nf'd
a. Calculer ZOZE : acuerzz 3 en onction de ¢(3).
n=0k=n n=1k=n

Montrer que la famille < est sommable.

pq(p + q)>p>1,q>1

Montrer que Vz € C, |z| < 1, S Z

s -Etsifz]>17

Solutions des exercices

P Si la suite double de réels positifs (upq)p,q)en> est

sommable, alors la série (Zup 0) >0 converge.

Si0<a<1,lasérie (Zup 0) 30 diverge grossierement. Si a > 1, elle converge
car upo o @ P qui est le terme général d’une série géométrique convergente.
En échangeant p et ¢, on peut conclure que si (up 4)(p,q)en2 €st sommable, alors
a>letb>1.

Réciproquement : supposons a > 1 et b > 1. Comme : V(z,y) € R?, 2|zy| < 22 +1y>
(puisque (|z| — |y|)2 20),ona0<upq < %a_l’/%_q/? = Vpq-

1
2(1 - va)(1 = vb).

On déduit de Fubini que (v, ) est sommable de somme S(v) =

Donc u est sommable et 0 < S(u) < S(v).

Z“n & Ol Up = ( l)kzanrk(naJrc)‘

na+(‘

|Z‘nb

Pour n € N, la série (E |un7k|)k20 converge et a pour somme v, = W

Comme Un oo |2|™? : terme général d’une série géométrique convergente, puisque

< |2® <1 (car b > 0 et |2] < 1), la suite double (un k) est sommable d’apres le
oo oo nb

théoreme de Fubini et 'on a : Z Z Up k= Z Zun = Z %

k=0n=0 n=0 k=0 n=0
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oo oo oo o0 o0 k?C
Dautre part, 33w = D=1 ()" = S0
k=0n=0 k=0 n=0 k=0
D’ou le résultat.
1(1 1)' £ qet q# 0. Si(up,) est ble, il en est d
cUpg=—|—————)sipF#qetyq . Si (up,q) est sommable, il en est de
re =5 \p "¢ Pty P,
oo oo oo oo
méme de (—upq). Or —up ¢ = uq,p, donc ZZUW? = ZZ“WJ =0. (%)
p=1gqg=1 q 1p=1
N 1 N+q N+q 1
wsuy o L= Y Y ey bl ST L
p=1 p—q p+q k=q+1 k kN—+1k
p#q k#o k#2q k;é() q
q N+g
1 1 3 1 2
C —+— = —etryN) = *E{Ovi}a déduit
omme k; k‘+2n 2qe rq(N) Z 5 N g1 on dédui
';¢Eq k=N—q+1
par encadrement, que rq¢(V) ~oz 0. Donc la série (Y uy, q) , converge et a

pour somme —- D’oll Z Zup =7 Z # 0 ce qui contredit (x).

q=1p=1

oo oo oo
1
. Pour tout p > 1, E [tp | = E [tp.ql = Dlay| E ——— = |ap| car
q=1 q=p q=p q(q + 1)

0 0o N

1 1 1 1 1 1 1
Sy S )~ G- - g (- )
= qg(g+1) = \q qg+1 N—roo £ \q qg+1 Nooo\p N+1
par télescopage. On déduit du théoreme de Fubini pour les familles de nombres

complexes et de I'absolue convergence de Y a, que (Up q)p>1,¢>1 €St sommable. Le
oo

calcul précédent en remplacant |a,| par a, donne la somme de la famille : Z ap.
p=1

Jn={(p,q) € N*|0 < p+q < n} est une partie finie de N?. La suite (.J,,),, est
croissante et de réunion N2. Avec les notations du cours, on a :
S.0- ¥ o3 ¥ ) R
Jn u) = —_— = _— = _—
0<p+g<n (p + q)a k=1 \ p+q=k (p + q)a k=1 ke
De I1.B.2. et des résultats sur les séries de Riemann, on déduit que la suite double

de réels positifs (7) est sommable si, et seulement si, « > 2. Sa
P+ @)/ ptg>0

somme est S(u) = nl;ngo Sy, (u) =¢(a) + ¢(a—1).

. De la double inégalité : V(p,q) € N2, 2pq < p* + ¢*> < (p + q)? on déduit
1
V(p,q) € N2,0 < Wpg < Upg K Vp,qg OU Wp g = W et vp g = W
D’apres I'exercice précédent, la suite double (wp q)(p,q)em+)2 est sommable si, et
seulement si, « > 1. Donc, si a < 1, la suite (up,q)(p’q)e(N*)z n’est pas sommable.
D’un corollaire et des résultats sur les séries de Riemann, on déduit que la suite
double de réels positifs (vp,q)(p,q)em=)2 est sommable si o > 1.
Donc, si o > 1, la suite (up,q)(p,q)en+)> est sommable.

Solutions
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La condition nécessaire et suffisante demandée est : o > 1.

1 1
simeNetneN*,

c A Uy = —
T (m4n2) (m+n2+1)
o0
. . . - 1
Par télescopage puis passage a la limite, E U = —5°
m=0 n

. 1 .
Comme la série E — converge, on peut conclure que la suite double & termes
n
oo

1 2
positifs (um,n) * est sommable de somme S(u) = Z =T

(m,n) € Nx ‘ n? 6
b. Notons I, = {(m,n) eN x N*|m +n? = k} et J, = {neN*|n2 < k}-
L’application o : Ji — Ir,n +— (k —n?,n) est une bijection de J;, sur I, ce qui
implique card(I;) = card(Jy,) = [Vk].

(Ix) jcx €st une partition de N x N* et Um,n = 0, donc le théoreme de groupement

par paquets des familles de réels positifs implique :
o 2

_ N VR _m

B - 1 _ v
Bueffet, Sp, ()= > wmn= D, s T WD

m+n2=k m+n2=Fk

. Pour tout n € N*,0 < d(n)e™" < ne™™. Donc d(n)e™™ = o(n~2) par croissances
n— oo

comparées. Donc la série Z d(n)e™™ est une série a termes positifs convergente. Il
s’ensuit que la famille (d(n)e™™), ¢y est sommable
Comme, pour peN™,0 < e ? < 1, la série géométrique > e~ " converge et donc
— o0

€ P —pn —n
—_— = E e P". Notons u,,, = e "P.
1—eP

n=1
e P
g Up,p converge de somme v, = T

— 67

n>1

converge. On déduit du théoreme de sommabilité des suites doubles a termes > 0,
o0

. oy .
Comme v, —— e, la série } v,

-p
que la famille (U”J’)(n,p) e F sk due S(u) = Z iﬁ = Z Un,p-

p=1 (n,p) € N¥ xN¥
Notons I, = {(k,p)eN* x N*|kp = n}- Alors (I,)n>1 est une partition de
N* x N*. Notons J, = {d e N* | d|n}- Comme Vapplication J, — I,,,d — (d,n/d)
est bijective, card(l,,) = card(J,) = d(n). Le théoréme de groupement par paquets

des familles de réels > 0 implique : Z d(n)e™ = Z T
m=1

n=1

N2
. Soit z fixé et |z| < 1. Pour tout n > 1,0 < <7> <zi <1

1 1 2k
Donc Vn > 1, = E Up, j; OU Uy | = .
7 g2 T 2 1—( J;/n " " n2k+2

1

1 . .
Comme —— —— — : terme général d’une série convergente, on déduit du
n2 — p2 n—ooo p?2
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théoréme de Fubini pour les familles de réels positifs que (u, %) est sommable et
(o] o0

ZZ“"’“*ZZU”’CZCZ 2 2:Z<Z 211 z)xzk'
n?—zx n2k+
n=1k=0 k=0n=1 k=0 n=1

Le résultat est ainsi prouvé.

1
1 k 1
a. NOtOnbunk—{k[ sik>n .VkeN, Zunk = + = V.
TR
0 Slk<n n=0
N N
RIS SR SR +Zk‘mze.

I découle du théoreme de Fub1n1 pour les familles de réels positifs que la famille
(un,k) est sommable de somme égale & 2e.

i) = 11
b. Notons u, 4 = q! SL4Z P Alors Z [tp,ql = Z - =
0 sig<p p=1 p=1 q q

1
On déduit de la convergence de la série de Riemann Z — et du théoreme de
Fubini pour les familles de nombres complexes que la famille (u,,4) est sommable

de somme S = ZZ Z —1 ';q(g_l)q.

q=1p=1 q=1
En effet, en tant que somme de termes d’une suite géométrique,

Sy - Sl (—D)TH 1 (—1)

= = —1 si q est impair et 0 sinon.

= 1—-(-1) 2
= 1 7
D S=- —_— -
one =3~ e = 50
2n 1 n n 1
En effet, kzz:l W@ Zl PDE + kZ:O Gh 1) donne, par passage a la limite quand

1
n — 0o, puisque les 3 séries considérées sont convergentes : ((3) = gg‘ 3)—5

Appliquons le théoreme de groupement par paquets a la famille de réels positifs
(Up,g)p>1,9>1 avec I = N* x N* = U Jn ot Jy ={(p.q)|p+q=n}

n>2
DIy

— il g 7 ot = Z.
_;nnglp ngan ou H, pglp

H, In(n) 1 . H,
Comme H, —— In(n), on a PR O(W) la série ZF
converge et par suite la famille (up q)p>1,4>1 st sommable.

on o
z n n
Soit z € C fixé tel que |z| < 1. AlorsW:Z2 E: 9 +1 Zunk
k=0

Solutions
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oo 277'
. n z
Ol e = 2PV, Comme B Junp| = 1||22+ s
k=0

d’une série convergente, la famille de nombres complexes (uy ) est sommable.

o0

Z . 7 .

Z Un kg = Z ( Z zq) = z; 29 = - car tout entier ¢ > 1 s’écrit
a=

(n,k) € N2 qu* q=(2k+1)2™
de fagon unique sous la forme g = 2"(2k + 1), (k,n) € N2,

[e's) on 1
Si |z| > 1, et si 'on note Z KW = f(z) pour |z|] < 1, alors f(z) = —f(7>.
— z

n=0

|2]?" : terme général




18 - Fonctions de deux variables

Rappels de cours

1. Ouverts, continuité
R? est muni de la norme euclidienne canonique.
On posera mg = (zg, yo) et m = (x,y).
e Sir > 0la boule ouverte de centre mg et de rayon r est {m € R?|[|mom| < r} ;
on la note B(my, ), ainsi m € B(mo,r) <= (z —x0)*> + (y — yo)* < r*.
e Si U C R? on dit que U est ouvert si pour tout mg dans U il existe © > 0 tel
que B(mog,r) C U.
Une boule ouverte est un ouvert, une réunion de boules ouvertes est un ouvert, R?
est ouvert, R? privé d’un ensemble fini reste ouvert.

e Si U est un ouvert de R? une application f de U dans R est dite continue si pour
tout mo € U et £ > 0, il existe r > 0 tel que m € B(mq,r) = | f(m) — f(mo)| <e.
On note C(U,R) l'ensemble des telles applications.

C(U,R) est une sous-algtbre de F(U,R), si feC(U,R) et f(U) C R* alors

%GC(U,R).

On désigne désormais, sauf mention contraire, par U un ouvert et par
f une application de U dans R.

2. Dérivées partielles
e Si mogeU on dit que f admet en my une dérivée partielle par rapport a
la premiére (resp. deuxiéme) variable si application ¢ — f(zo + t,y0) (resp.

t+— f(xo,y0 +1)) est dérivable en 0 et on note alors g(mo) ( resp. g—f(mo)) sa
€ Y

dérivée en 0 ; ainsi g(mo) = lim f(@o +t,y0) = f (w0, 4o)
ox 20 t
of

0 R S
Remarque : l'existence de a—f et 5 sur U n’entraine pas la continuité de f.
x Y

par exemple.

e On dit que f est de classe C! sur U, et I’on écrit f € C}(U,R), lorsque f admet en
tout point de U des dérivées partielles par rapport aux deux variables et lorsque
celles-ci sont continues.
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CY(U,R) est une sous-algtbre de F(U,R), si feC'(U,R) et f(U) C R* alors

%ecl(U,R).

e Si feCHU,R) et my €U on a le développement limité d’ordre 1 :

f(xo+hyyo + k) = f(zo.y0) + %(9607310)71 + %(xoa yo)k + o([[(h, K)II),

(hyk) — ?(mo, yo)h + g—(wo,yo)k est l'unique approximation linéaire de
Y

lapplication : (h, k) — f(zo + hyyo + k) — f(0,yo0)-

Si ¥ est la surface d’équation z = f(m) alors une équation du plan tangent a X

en Moy = (20,0, f(0,y0)) est : z— 2o = %(mo)(x — o) + %(mo)(y —Y0)-

e Si feCHU,R) et moeU alors le vecteur, noté Vf(mg), de coordonnées
of

(633

de (h,k) = f(zo + h,yo + k) — f(zo,y0) est : (h, k) — (Vf(mo)|(h,k)) ; V[ est

appelé gradient de f.

f(mo +u) = f(mo) + (Vf(mo)lu) + o(|lu]]) est le développement limité d’ordre

1 de f en mg, Vf(mg) est normal & la surface d’équation z = f(m) en

My = (mo,yo,f(xo,yo)) et définit (lorsque ce vecteur est non nul) la direction

issue de mg dans laquelle f varie le plus vite.

f + V£ est une application linéaire sur C*(U,R).

(myp), Ff(mo)) est I'unique élément de R? telle que I'approximation linéaire
Y

. Composition et classe C!
Ici f€CL(U,R).
e SimgeU etu=(hk)eR?alors t — f(mg+tu) est dérivable en 0 et sa dérivée

0 0
en 0 est appelée dérivée de f en mg selon le vecteur u, c’est —f(mo)h + —f(mo)k:

Ox ou
ou encore (V f(mg)|u).
Regle de la chaine
Si z et y sont des applications de classe C! sur un intervalle I de R et si l'arc
v = (z,y) est & valeurs dans U alors f o~ est de classe C! sur I avec, pour tout

te L, (Foa) () = 5 (Fe0.0(0) = 2 EOWO)7 O + 5 (=000 O

(f o) est la dérivée de f le long de l'arc ~.

On a aussi : Vi€ I, (foy) (t) = (Vf(v®)]Y ().
e Si V est un ouvert de R2?, si ¢ et ¢ sont des applications de V dans U
dont les applications coordonnées sont de classe C' sur V alors I’application
g: (u,v) — f(gp(u,v),w(u, v)) est de classe C! sur V avec :
g af Oy af
%(ua U) = % (@(ua U)a 7/)(% U)) %(ua 1}) + 8711/ (
dg

)
0 0 0
%(Uﬂ}) = %(@(U,U),Q[J(U,U))%(u, U) + 875(()0 ))
Ainsi, avec des hypotheses convenables, si g : (r,0) — f(r cos(&) rsln( ))
) sin

dg _of . of
gr(r, ) = 8:3(; cos(0), r51n(9)) cos(f) + ay;;cos ,7sin(6)) sin
g _ . . .
%(r, 0) = ~ (r cos(6), rsin(9))r sin(6) + 6—y(r cos(0), rsin(6))r cos(f).
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. Extremums

e Une application f d’une partie A de R? dans R admet en my € A un maximum
local §’il existe © > 0 tel que VYm € B(mg,r) N A, f(m) < f(mo).

Le maximum est global si Vm € A, f(m) < f(mo).

On définit de méme un minimum local, un minimum global.

Un extremum est un maximum ou un minimum, un extremum global est donc a
fortiori un extremum local.

e Si feCY(U,R) admet en moe U un extremum local alors mg est un point
critique de f i.e. Vf(my) est nul.

Remarque : bien entendu les points critiques ne sont pas tous des extremums
locaux.

Enoncés des exercices

. Que peut-on dire des dérivées partielles d’un élément f de C! (RQ,R") vérifiant :
V(x,y) €ER2, f(x,y) + f(y,z) =07

. a. Montrer que la fonction f : (z,y) — yIn(2z? — y?) est solution de 1’équation aux

10f 10f _ fx.y)

dérivé tielles : ——
érivées partielles : —— y oy "

b. Montrer que la fonction f : (z,y) — y¥/® sin <g> est solution de ’équation aux
x

dérivées partielles : :1728—f +z gz yf(z,y).
of . of y
. Calculer P et o si f(z,y) = arctan (1 n x2>'
of of . of

. Calculer —— 9 By et 5, si flz,y)=(x—y)(z—2)(y—2)

. Calculer ga of & si f(x,y) = arctan (
r—y

Oz Oy

. Soit f € CH(R?,R) vérifiant : V(x,y,t) €R3, f(tz, ty) =tf(x,y).
En utilisant g : t — f(tx, ty) déterminer f.

. Déterminer f€C'(R? R) bornée et telle quil existe (a,b) dans R? vérifiant
f =q—— +b—-

x
. Déterminer les extremums de f : (z,y) — — + Y
y

. Déterminer les extremums de f : (z,y) — o* + y* — 2(z — y)2.
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A Taide du changement de variable (u,v) = (z + y, 2 + 2y) résoudre 'équation

of of
22l _ 2L

oxr 0Oy

. y . of 2 0f _ _ 2 5
Résoudre 1’équation 21’y6— + 14y )8— =0sur U = {(x,y)ER | x > 0} a

€T Y
24 .2
laide du changement de variable (z,y) = (u ;—U 7u> .
v

Solutions des exercices

of of

. La régle de la chaine fournit : V(z,y) € R?, == (z,y) + = (y,x) = 0.

or dy

. a. et b. & vérifier.

ﬁ(m )_i.g(l« )_i.
Cor Y T @ oy Y T @2 )2+ 2
Of (0 ) = (v — T .
oY) = W@y =) s g y) = (-2 -2y 2) 5
of _
5, @) =@ —y)(-r—y+22).
of _ Y of - .
. 87.’1,'(567y) - x2—|—y2 et Fy(l‘?y) - $2+y2
; 2 - ) of of
. Soit (z,y)R*. g est dérivable sur R et Vt€R, ¢'(t) = a—(tﬂc,ty)x + a—(tx,ty)y
€z Y
mais aussi /(1) = f(z.9) doi f(z.) = 5'0) = 20,0+ 5L 0,01

Donc il existe (a, 3) € R? tel que V(x,y) €R2, f(z,y) = ax + [y.
Réciproquement (x,y) — ax + By est solution.

. Si f est solution, pour tout (zy) € R? on considere ¢ : t — f(z + at,y + bt). Alors

¢ est de classe C! sur R et ¢ = . Comme elle est bornée elle est nulle. Enfin
f(z,y) = ¢(0) = 0.

. f est de classe C! sur louvert U = R?\ (Ox U Oy) et les points critiques sont

Ly
=2

solution de Z{ Z i.e. 2 = y>.
2
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1 1 2 -1
La fonction g : t — ¢t + n + 1 est de classe C' sur R* et git)=1- = a
d’otli le tableau de variations

—00 -1 0 1 +o00
g + 0 - - 0 +
gl|—o00o S -1 N\, —og+o0 N\, 3 N 4o

Sur la droite A; d’équation z = y on a partout un minimum local, sur la droite
Ay d’équation z + y = 0 on a partout un maximum local.

. f est polynomiale donc de classe C*.

43 = Az — y) (1)

dy* = 4(y — )

3_ .3 _ _ 2 2 _ _

x° —y? =2(x —y) t+ayty*=2oux =y
<~

224+ =0 z+y=0

Un point critique vérifie {

o |

(1) <= (z=y=0)ou (z=—yet x> =2) et donc z € { —/2,0,v2}
Pour tout (z,y) €ER? on a f(—xz, —y) = f(x,y).
f(z,2) =22 > 0et f(z,—2) — —8x2 < 0 et donc f ne présente pas d’extremum
local ni global en (0,0).
Posons mgy = (\f, —\/é) et soit u = (h, k) € R2.
flmo+u) =(V2+h)" + (= vV2+ k)" —2(2v2+h — k)’
=(h* + 4V21h°® +10h%) + (k* — 4V2k> + 10k?) + 4hk + f(mq)
en utilisant la formule du binéme (vérifier !) puis

Fmo +w) =(h* +2V21)" + (K = 2V2k)” + 2(h* + 2k + ) + f (mo)

—(h2 +2v2h)" + (K — 2v2k)? + 2(h + k)2 + f(mo) = f(mo)
ce qui montre que f admet en mg et en —mgy un minimum global.

Le changement de variable est un automorphisme de R? et donc ses deux appli-

cations coordonnées ainsi que celles de la réciproque sont de classe C*. Si f est de

classe C' sur R? on pose g = fo® ! ide. f=go®.
0

0 )
i(w7y)=*g(:v+y7x+2y)+afg(w+y7w+2y)
Sur R* on a 8fz 8u 811 et donc
*(ffy):*g($+yx+2y)+2 g(x+y:c+2y)
P ofY | ot | o0 7
28*20(%9)*6*;(%2/):8%(@"+y,x+2y).

Par suite f est solution si, et seulement si, 99 _ 0 i.e. si, et seulement si, il existe

un élément ¢ de C*(R,R) tel que, pour tout (u,v) € R?, g(u,v) = ¢(v) ou encore
pour tout (x,y) €R?, f(z,y) = p(z + 2y).

u2+112
2

L’application ® : U — U, (u,v) — < >> est une bijection dont les
v

coordonnées sont de classe C!.

Solutions
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2 2
Les coordonnées de sa réciproque (z,y) +— ( \/ 1+$y2 7y\/ - +9Cy2) le sont

également. On pose g = f o ®.
u? +v% dg u(u? +v?) of
79 _o\®2 TP )Y
Ona v Ou (u,v) 2v Ox

f est solution si, et seulement si, 99 est nulle sur U i.e. si, et seulement si, il existe
U

pelt (R,R) telle que, pour tout (u,v) €Q, g(u,v) = p(v).
Donc f est solution i.e. si, et seulement si, il existe ¢ € C? (R, R) telle que, pour

tout (z,y) €U, f(z,y) =¢ (y\/E) '

(®(u,v)) + u2;;v2 %(@(u,v)) et donc
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