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VI. Algèbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Travaux dirigés . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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D. Sous-espaces caractéristiques . . . . . . . . . . . . 51
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I. Normes et distances . . . . . . . . . . . . . . . 91
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A. Voisinages, ouverts, fermés . . . . . . . . . . . 101
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Valeurs d’adhérence d’une suite ; applications . . . . . . . 136
Morphismes continus entre les groupes GLn(C) et C�. . . . . 139
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A. Séries vectorielles . . . . . . . . . . . . . . 141
B. Structure d’espace vectoriel . . . . . . . . . . . 142
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A. Comparaison à une série numérique . . . . . . . . . 248
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E. Compléments sur la fonction Γ . . . . . . . . . . 254

Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

Travaux dirigés . . . . . . . . . . . . . . . . 275
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Méthode de Laplace ; application à la formule de Stirling . . . 288

Table des matières vii
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A. Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . 307
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Méthode de Laplace ; application à la formule de Stirling . . . 288

VI	 Table des matières



vi TABLE DES MATIÈRES
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I. Intégrales généralisées . . . . . . . . . . . . . 241
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Calcul d’une intégrale . . . . . . . . . . . . . . 290
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II. Équations linéaires scalaires d’ordre 1 . . . . . . . 473
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x TABLE DES MATIÈRES

Index des notations

F(E,F ) : ensemble des applications de E dans F .

C(E,F ) : ensemble des applications continues sur E et à valeurs dans F .

CM(I, E) : ensemble des applications continues par morceaux de F(I, F ).

Ck(I, E) : ensemble des applications de classe Ck sur I à valeurs dans E.

L(E,F ) : espace vectoriel des applications linéaires de E dans F .

Lc(E,F ) : espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F .

GL(E) : groupe linéaire de E.

IE : application identique dans E.

O(E) : groupe orthogonal de E.

Mn,p(K) : espace vectoriel des matrices (n, p) à coefficients dans K.

Mn(K) : algèbre des matrices carrées (n, n) à coefficients dans K.

GLn(K) groupe des éléments inversibles de Mn(K).

In : élément unité de Mn(K).

O(n) : groupe des matrices orthogonales de Mn(R).
Sn(R) : ensemble des matrices symétriques de Mn(R).
Sn : groupe symétrique.

Ker : noyau.
t
M = MT : transposée de la matrice M .
Im : image.

det : déterminant.

Card : cardinal.

Vect(A) : sous-espace vectoriel engendré par A.

IA : fonction caractéristique de A.

d(x, F ) : distance du vecteur x au sous-espace vectoriel F .

[[a, b]] = [a, b] ∩ Z.
δi,j : symbole de Krönecker. δi,j = 1 si i = j et 0 sinon.

V(X) : variance d’une variable aléatoire X.

E(X) : espérance mathématique d’une variable aléatoire X.

1. ALGÈBRE GÉNÉRALE

I. Groupes et sous-groupes

1. Groupes

Nous rappelons dans ce tout premier paragraphe, des résultats vus en MPSI.

1.1. Définition
Un ensemble G �= ∅ muni d’une loi de composition interne � est un groupe
si cette loi est associative, s’il existe un élément neutre et si tout élément
de G a un symétrique pour la loi � dans G. Si de plus � est commutative,
le groupe est dit commutatif ou abélien.

1.2. Exemples

(K,+) est un groupe abélien si K = Z, Q, R ou C.
(K∗,×) est un groupe abélien si K = Q, R, C, Q+,R+,U,Un.

(S(E), ◦) est le groupe des permutations (bijections) de l’ensemble E.

(Sn, ◦) : groupe des permutations de [[1, n]] est le groupe symétrique d’ordre n.

1.3. Propriétés

• Dans un groupe, l’élément neutre est unique.

• Dans un groupe, le symétrique de tout élément est unique.

• Si a, b sont deux éléments d’un groupe (G, .), alors (a.b)−1 = b−1.a−1.

2. Produit de groupes

2.1. Théorème et définition
Si G1 et G2 sont deux groupes, alors G1 × G2 est muni d’une loi de
composition interne notée :

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2) en notation additive,

(x1, x2)× (y1, y2) = (x1 · y1, x2 · y2) en notation multiplicative.
Muni de cette loi G1 ×G2 a une structure de groupe.

2.2. Exemples

Si K ∈ {Z, Q, R, C} alors, pour n � 2, (Kn,+) est un groupe abélien.

3. Sous-groupes

3.1. Définition
Une partie non vide H de G est un sous-groupe de (G, �) si elle est stable
par � et si, munie de la loi induite, elle a une structure de groupe.
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Index des notations

F(E,F ) : ensemble des applications de E dans F .

C(E,F ) : ensemble des applications continues sur E et à valeurs dans F .

CM(I, E) : ensemble des applications continues par morceaux de F(I, F ).

Ck(I, E) : ensemble des applications de classe Ck sur I à valeurs dans E.

L(E,F ) : espace vectoriel des applications linéaires de E dans F .

Lc(E,F ) : espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F .

GL(E) : groupe linéaire de E.

IE : application identique dans E.

O(E) : groupe orthogonal de E.

Mn,p(K) : espace vectoriel des matrices (n, p) à coefficients dans K.

Mn(K) : algèbre des matrices carrées (n, n) à coefficients dans K.

GLn(K) groupe des éléments inversibles de Mn(K).

In : élément unité de Mn(K).

O(n) : groupe des matrices orthogonales de Mn(R).
Sn(R) : ensemble des matrices symétriques de Mn(R).
Sn : groupe symétrique.

Ker : noyau.
t
M = MT : transposée de la matrice M .
Im : image.

det : déterminant.

Card : cardinal.

Vect(A) : sous-espace vectoriel engendré par A.

IA : fonction caractéristique de A.

d(x, F ) : distance du vecteur x au sous-espace vectoriel F .

[[a, b]] = [a, b] ∩ Z.
δi,j : symbole de Krönecker. δi,j = 1 si i = j et 0 sinon.

V(X) : variance d’une variable aléatoire X.

E(X) : espérance mathématique d’une variable aléatoire X.

1. ALGÈBRE GÉNÉRALE

I. Groupes et sous-groupes

1. Groupes

Nous rappelons dans ce tout premier paragraphe, des résultats vus en MPSI.

1.1. Définition
Un ensemble G �= ∅ muni d’une loi de composition interne � est un groupe
si cette loi est associative, s’il existe un élément neutre et si tout élément
de G a un symétrique pour la loi � dans G. Si de plus � est commutative,
le groupe est dit commutatif ou abélien.

1.2. Exemples

(K,+) est un groupe abélien si K = Z, Q, R ou C.
(K∗,×) est un groupe abélien si K = Q, R, C, Q+,R+,U,Un.

(S(E), ◦) est le groupe des permutations (bijections) de l’ensemble E.

(Sn, ◦) : groupe des permutations de [[1, n]] est le groupe symétrique d’ordre n.

1.3. Propriétés

• Dans un groupe, l’élément neutre est unique.

• Dans un groupe, le symétrique de tout élément est unique.

• Si a, b sont deux éléments d’un groupe (G, .), alors (a.b)−1 = b−1.a−1.

2. Produit de groupes

2.1. Théorème et définition
Si G1 et G2 sont deux groupes, alors G1 × G2 est muni d’une loi de
composition interne notée :

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2) en notation additive,

(x1, x2)× (y1, y2) = (x1 · y1, x2 · y2) en notation multiplicative.
Muni de cette loi G1 ×G2 a une structure de groupe.

2.2. Exemples

Si K ∈ {Z, Q, R, C} alors, pour n � 2, (Kn,+) est un groupe abélien.

3. Sous-groupes

3.1. Définition
Une partie non vide H de G est un sous-groupe de (G, �) si elle est stable
par � et si, munie de la loi induite, elle a une structure de groupe.

1. Algèbre générale
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3.2. Caractérisations
Soit (G, �) un groupe. H est un sous-groupe de (G, �) si l’une des assertions
équivalentes suivantes est vraie.

(i)
(
H ⊂ G

)
,
(
H �= ∅

)
et

(
∀(x, y) ∈ H2, x�y′ ∈ H

)
où y′ est le symétrique

de y dans G.

(ii)
(
H ⊂ G

)
,
(
H �= ∅

)
,
(
∀(x, y) ∈ H2, x � y ∈ H et y′ ∈ H

)
où y′ est le

symétrique de y dans G.

3.3. Exemples

• {−1, 1} est un sous-groupe de (R∗,×).

• Z[i] = {z ∈ C | ∃(a, b) ∈ Z2, z = a+ ib} est un sous-groupe de (C,+).

• K(I) = {x = (xi) ∈ KI | xi = 0 sauf sur une partie finie de I} est un sous-groupe
additif de KI .

• Si G est un groupe additif (resp. multiplicatif), le sous-groupe gr(a) défini par :
gr(a) = {ka | k ∈ Z} (resp. {ak | k ∈ Z}) est le sous-groupe de G engendré par
l’élément a de G.

3.4. Intersection
Soit (G, ·) un groupe. Si (Gi)i∈ I est une famille de sous-groupes de (G, ·),
alors leur intersection est un sous-groupe de G.

Démonstration

Notons F l’intersection des Gi, i∈ I et e l’élément neutre de G. Comme e∈Gi,
pour tout i∈ I, on a e∈F . Si (x, y)∈F 2, alors (x, y)∈G2

i pour tout i∈ I. Comme
les Gi sont des sous-groupes de G, pour tout i∈ I, xy−1 ∈Gi. Donc xy−1 ∈F . Il
s’ensuit que F est un sous-groupe de G.��

Remarque

La réunion de sous-groupes n’est en général pas un sous-groupe. En effet, R2 muni
de la loi + définie par (x, y) + (x′, y′) = (x + x′, y + y′) est un groupe, d’après
2.2. On montre aisément que G1 = R × {0} et G2 = {0} × R sont des sous-
groupes de (R2,+), mais que G1 ∪ G2 n’est pas un sous-groupe de (R2,+) ; en
effet, (1, 1) = (1, 0) + (0, 1) /∈ G1 ∪ G2 alors que (1, 0)∈G1 ⊂ G1 ∪ G2 et que
(0, 1)∈G2 ⊂ G1 ∪G2.

Mais, si ∀(i, j)∈ I2, ∃k∈ I,Gi ∪ Gj ⊂ Gk, on vérifie aisément que la réunion des
Gi est un sous-groupe de G.

En particulier si I = N et si la suite (Gn)n�0 est croissante (pour l’inclusion), la
réunion des Gn est un sous-groupe de G.

4. Génération

4.1. Définition
Soit (G, .) un groupe et A une partie de G. L’intersection des sous-groupes
de (G, .) contenant A est le plus petit sous-groupe de G contenant A. On
l’appelle le sous-groupe de (G, .) engendré par A, on le note gr(A). On
dit aussi que A est une partie génératrice de gr(A).

Comme intersection de sous-groupes, gr(A) est un sous-groupe de (G, .).
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4.2. Théorème
Soient (G, .) un groupe d’élément neutre e et A une partie de G.

Si A = ∅, alors gr(A) = {e}, sinon, gr(A) est l’ensemble des produits
aε11 . . . aεnn où n varie dans N∗ et pour 1 � i � n, les ai sont dans A et
les εi dans {−1, 1}.

Démonstration

Si A est non vide, il suffit de montrer que l’ensemble H des produits aε11 . . . aεnn
où n varie dans N∗ et pour 1 � i � n, les ai sont dans A et les εi dans Z, est un
sous-groupe de G contenant A.

Si a ∈ A, alors a = a1 ∈ H. Donc H est non vide et contient A.

Si x et y sont éléments de H, il existe deux entiers naturels p et q tels que

x = aα1
1 . . . a

αp
p , y = bβ1

1 . . . b
βq
q où (ai, bi) ∈ A2 et (αi, βi) ∈ Z2.

Donc y−1 = b
−βq
q . . . b−β1

1 ∈ H et x.y−1 ∈ H.��

4.3. Exemples

• {1} est une partie génératrice du groupe (Z,+).

• R ∪ {i} est une partie génératrice du groupe (C,+).

• Si E est un plan vectoriel euclidien, (O(E), ◦) est engendré par l’ensemble des
réflexions de E.

• Si τi,j est la transposition de [[1, n]] qui échange i et j, les parties A, B et C
suivantes sont des parties génératrices du groupe symétrique (Sn, ◦).
A = {τi,j | (i, j) ∈ [[1, n]]2} ; B = {τi,i+1 | i ∈ [[1, n[[} ;

C = {τ1,2, r} où r est la permutation circulaire notée

(
1 2 · · · n− 1 n
2 3 · · · n 1

)
.

Sn = gr(A) est un théorème vu en MPSI.

Sn = gr(C) peut se déduire de Sn = gr(B). Il suffit de vérifier que :

τi+1,i+2 = ri◦τ1,2◦r−i, car ri=

(
1 2 . . . (n− i) (n− i+ 1) . . . n

i+ 1 i+ 2 . . . n 1 . . . i

)
.

Montrons que Sn = gr(B). Comme Sn = gr(A), il suffit de montrer que si i < j,
τi,j est produit d’éléments de B, puisque τ−1

k,� = τk,�.
La permutation σ = τj−1,j◦τj−2,j◦ · · · ◦τi+1,i+2◦τi,i+1 est élément de Sn. On a
σ(i) = j mais σ(i+ 1) = i, σ(i+ 2) = i+ 1, . . . , σ(j − 1) = j. On vérifie aisément
que τi,j = τi,i+1◦τi+1,i+2◦ . . . τj−2,j−1◦σ.

4.4. Définition
Un groupe est dit monogène s’il admet une partie génératrice réduite à un
élément. Un groupe monogène fini est appelé groupe cyclique.

4.5. Définition
Soit (G, .) un groupe d’élément neutre e. On appelle ordre d’un élément x
de G, s’il existe, le plus petit entier positif non nul n tel que xn = e. Si un
tel entier n’existe pas, on dit que l’élément x est d’ordre infini.

4.6. Théorème
Soit (G, .) un groupe et x un élément de G d’ordre n. Alors tout entier
naturel k non nul tel que xk = e est divisible par n.
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où y′ est le symétrique

de y dans G.

(ii)
(
H ⊂ G

)
,
(
H �= ∅

)
,
(
∀(x, y) ∈ H2, x � y ∈ H et y′ ∈ H

)
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Gi est un sous-groupe de G.

En particulier si I = N et si la suite (Gn)n�0 est croissante (pour l’inclusion), la
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• Si E est un plan vectoriel euclidien, (O(E), ◦) est engendré par l’ensemble des
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C = {τ1,2, r} où r est la permutation circulaire notée

(
1 2 · · · n− 1 n
2 3 · · · n 1

)
.

Sn = gr(A) est un théorème vu en MPSI.
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Démonstration

Si k ∈ N∗ et xk = e, par division euclidienne par n, on a k = nq+r avec 0 � r < n.
Donc e = xk = (xn)q xr = xr. Comme r < n, par définition de n, on a r = 0.��

Exemple

Dans (U, ·), le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1, les
éléments i, j, −j et ij sont d’ordres respectifs : 4, 3, 6 et 12.

4.7. Complément

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble non vide E. Si l’on
note cl(x) la classe d’équivalence de x ie. {x′ ∈ E |x′Rx}, Les classes
d’équivalence forment une partition de E.

Démonstration

• Pour tout x ∈ E, cl(x) �= ∅. En effet, x ∈ cl(x) puisque R est réflexive.

• Pour tout (x, y) ∈ E2, cl(x) �= cl(y) ⇒ cl(x) ∩ cl(y) = ∅.
En effet, en raisonnant par contraposition, on a puisque R est symétrique :
z ∈ cl(x) ∩ cl(y) ⇒

[
(xRz) et (zRy)

]
⇒ xRy. D’où cl(x) = cl(y).

• E est réunion des classes d’équivalence. En effet, pour tout x de E, on a :

x ∈ cl(x) ⊂
⋃
y∈E

cl(y). L’inclusion inverse est évidente puisqu’une réunion de

parties de E est incluse dans E.��
4.8. Théorème de Lagrange

Si G est fini, le cardinal de tout sous-groupe de (G, .) divise Card
[
G
]
.

Démonstration

On montre que si H est un sous-groupe de G, la relation binaire définie par
xRy ⇐⇒ xy−1 ∈H est une relation d’équivalence.

Pour x∈G la classe de x modulo cette relation d’équivalence est donc :
O(x) = {y ∈G | y = xz, z ∈H} = xH. Donc Card

[
O(x)

]
= Card

[
H
]
. Comme

les classes d’équivalence forment une partition de G et qu’elles ont toutes même
cardinal, on a le résultat. ��

4.9. Corollaire
Si G est fini de cardinal n, l’ordre de tout élément de G divise n. En
particulier, an = e quel que soit a élément de G.

Démonstration

Si ω est l’ordre de a ∈ G, alors aω = e. Le groupe cyclique gr(a) étant isomorphe à
Z/ωZ, son cardinal est ω et ω divise n d’après le corollaire précédent. Donc n = ωr
avec r ∈ N. D’où an = e.��

5. Sous-groupes du groupe (Z,+)

H est un sous-groupe de (Z,+) si, et seulement si, il existe un unique n ∈ N
tel que H = nZ.

Démonstration

Si H = {0}, alors H = 0Z. Supposons H �= {0}. Alors il existe x ∈ H \ {0}.
Comme H est un sous-groupe de (Z,+), l’élément −x appartient à H, donc
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|x| ∈ H ∩ Z∗
+ = H ′. D’où H ′ est une partie non vide de N. Il existe un unique

n ∈ N∗ tel que n = min
N

(H ′). Le sous-groupe de H engendré par n ie. (n) = nZ
est inclus dans H. Inversement, si x est un élément quelconque de H, par division
euclidienne, x = nq + r où (q, r) ∈ Z2 et 0 � r < n. Comme nq ∈ nZ ⊂ H qui est
sous-groupe de (Z,+), r = x− nq est élément de H. Comme r < n, donc r �∈ H ′.
D’où r = 0 et x = nq ∈ nZ. L’unicité du plus petit élément strictement positif de
H implique l’unicité de a ∈ N∗ tel que H = aZ si H �= {0}· ��

II. Morphismes de groupes

1. Définition
Si (G, T ) et (G′, T ′) sont deux groupes, une application f de G dans G′ est
un morphisme de groupes si, pour tout (x, y) ∈ G2, f(xT y) = f(x)T ′f(y).

2. Propriétés

On conserve les notations de la définition précédente.

a) L’image par f du neutre de (G, T ) est le neutre de (G′, T ′).

b) L’image par f du symétrique de x ∈ G pour la loi T est le symétrique de
f(x)∈G′ pour la loi T ′.

c) f(G) est un-sous groupe de (G′, T ′).

d) L’image réciproque de l’élément neutre e′ de (G′, T ′), appelée le noyau du
morphisme f et notée Ker(f), est un sous-groupe de (G, T ).

e) f est injective si, et seulement si, Ker(f) est réduit à l’élément neutre de (G, T ).

f) Si f est un isomorphisme de groupes ie. si f est un morphisme bijectif de
groupes, il en est de même de f−1.

Démonstrations

a) Si e est l’élément neutre dans G et e′ l’élément neutre dans G′, pour tout
x∈G, xTe = eTx = e ⇒ f(x)T ′f(e) = f(e)T ′f(x) = f(e) ⇒ f(e) = e′.

b) Si xTx′ = x′Tx = e, alors f(x)T ′f(x′) = f(x′)T ′f(x) = f(e) = e′. Donc f(x′)
est le symétrique de f(x) dans le groupe (G′, T ′).

c) On a déjà f(e) = e′ ∈ f(G). Donc f(G) est non vide. Si a et b sont éléments de
f(G), il existe x et y dans G tels que a = f(x) et b = f(y). Si b′ est le symétrique
de b pour T ′, on a vu que b′ = f(y′) où y′ est le symétrique de y dans G pour T .

Donc aT ′b′ = f(x)T ′f(y′) = f(xTy′)∈ f(G) car (G, T ) est un groupe.

Donc f(G) est un sous-groupe de (G′, T ′).

d) Ker(f) = f−1
(
{e′}

)
= {x∈G | f(x) = e′} contient e, d’après a), donc Ker(f)

est non vide. Si (x, y)∈
(
Ker(f)

)2
f(xTy) = f(x)T ′f(y) = e′T ′e′ = e′.

Si y′ est le symétrique de y dans G pour T , alors f(y′) est le symétrique de f(y)
dans G′ pour T ′. Donc f(y) = e′ ⇒ f(y′) = e′ i.e. y′ ∈Ker(f).
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Démonstration
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Exemple
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⋃
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|x| ∈ H ∩ Z∗
+ = H ′. D’où H ′ est une partie non vide de N. Il existe un unique

n ∈ N∗ tel que n = min
N

(H ′). Le sous-groupe de H engendré par n ie. (n) = nZ
est inclus dans H. Inversement, si x est un élément quelconque de H, par division
euclidienne, x = nq + r où (q, r) ∈ Z2 et 0 � r < n. Comme nq ∈ nZ ⊂ H qui est
sous-groupe de (Z,+), r = x− nq est élément de H. Comme r < n, donc r �∈ H ′.
D’où r = 0 et x = nq ∈ nZ. L’unicité du plus petit élément strictement positif de
H implique l’unicité de a ∈ N∗ tel que H = aZ si H �= {0}· ��
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On conserve les notations de la définition précédente.
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b) L’image par f du symétrique de x ∈ G pour la loi T est le symétrique de
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c) f(G) est un-sous groupe de (G′, T ′).
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e) f est injective si, et seulement si, Ker(f) est réduit à l’élément neutre de (G, T ).
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f(G), il existe x et y dans G tels que a = f(x) et b = f(y). Si b′ est le symétrique
de b pour T ′, on a vu que b′ = f(y′) où y′ est le symétrique de y dans G pour T .

Donc aT ′b′ = f(x)T ′f(y′) = f(xTy′)∈ f(G) car (G, T ) est un groupe.

Donc f(G) est un sous-groupe de (G′, T ′).

d) Ker(f) = f−1
(
{e′}

)
= {x∈G | f(x) = e′} contient e, d’après a), donc Ker(f)

est non vide. Si (x, y)∈
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)2
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Réciproquement si Ker(f) = {e}, pour tout x, y ∈G, f(x) = f(y) implique
f(x)T ′f(y′) = e′ d’après b), si y′ est le symétrique de y dans G pour T . Comme

Morphismes de groupes 5

|x| ∈ H ∩ Z∗
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f est un morphisme, f(xTy′) = e′ i.e. xTy′ ∈Ker(f). Comme Ker(f) = {e}, il
s’ensuit que xTy′ = e ce qui équivaut à x = y. Donc f est injective.

f) Il suffit de prouver que f−1 est un morphisme de groupes.
Soit (x′, y′)∈G′2, il existe un unique couple (x, y)∈G2 tel que :
x′ = f(x) et y′ = f(y) puisque f est bijective.

f−1(x′)Tf−1(y′) = xTy = f−1
(
f(xTy)

)
= f−1

(
f(x)T ′f(y)

)
car f est un

morphisme. Donc f−1(x′)Tf−1(y′) = f−1(x′T ′y′).��
3. Exemples

• ln est un isomorphisme du groupe (R�+,×) sur le groupe (R,+).

• det est un morphisme du groupe (GLn(C),×) dans le groupe (C�, .).
• L’application ε : Sn → {−1, 1}, σ �→ ε(σ), la signature de la permutation σ, est
un morphisme de groupes.

III. Groupes monogènes et cycliques

1. Congruence modulo n

1.1. Théorème et définition
Pour n ∈ N donné, la relation R définie sur Z par xRy si, et seulement si,
x − y ∈ nZ, est une relation d’équivalence appelée relation de congruence
modulo n. On note xRy : x ≡ y [mod n].

La classe d’équivalence de x modulo n est x = {y ∈ Z | x ≡ y [mod n] }.
Z/nZ est l’ensemble quotient Z/R.

Démonstration

R est réflexive car 0 ∈ nZ puisque
(
nZ est un sous-groupe de (Z,+)

)
(1)

R est symétrique car si z ∈ nZ, alors −z ∈ nZ d’après (1).

R est transitive d’après (1), car (x− z) = (x− y) + (y − z).

Donc R est une relation d’équivalence sur Z.��

1.2. Proposition

(x, y) appartenant à Z2 et n étant un entier naturel non nul, x ≡ y [mod n]
si, et seulement si, x et y ont même reste dans la division euclidienne par n.

Démonstration

Si x = nq + r et y = nq′ + r avec (q, q′, r) ∈ Z3, alors x− y = n(q − q′) ∈ nZ.
Réciproquement, si x ≡ y [mod n], il existe k ∈ Z tel que x− y = nk.

Si r est le reste de la division euclidienne de y par n, alors y = np+r où 0 � r < n,
donc x = n(p + k) + r. De l’unicité du couple quotient-reste dans la division
euclidienne, on déduit que r est le reste de la division euclidienne de x par n.��

1.3. Conséquence

Si n � 2, Z/nZ =
{
0, 1, . . . , n− 1

}

En effet, les seuls restes possibles sont 0, 1, . . . , (n− 1). Donc, si x = nq + r, alors
x ≡ r [mod n] ie. x = r.
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1.4. Compatibilité

Soit n ∈ N∗. Si x ≡ x′ [mod n] et y ≡ y′ [mod n], alors :
x+ y ≡ x′ + y′ [mod n] et xy ≡ x′y′ [mod n].

Démonstration

L’hypothèse s’écrit
(
x− x′ ∈ nZ et y − y′ ∈ nZ

)
ou

(
x = x′ + nk et y = y′ + nk′

)
avec (k, k′) ∈ Z2. Donc :

(x+ y)− (x′ + y′) = (x− x′) + (y− y′) ∈ nZ car nZ est un sous-groupe de (Z,+).
D’autre part xy − x′y′ = n(nkk′ + ky′ + k′x) ∈ nZ.��

1.5. Conséquence

x ≡ y [mod n] ⇒ ∀p ∈ N, xp ≡ yp [mod n].

Exercice

Déterminer, pour n ∈ N, les restes Rn de la division euclidienne de 3n par 5.

Solution

3 ≡ 3 [mod 5] ⇒ 32 ≡ 4 [mod 5] ⇒ 33 ≡ 2 [mod 5] ⇒ 34 ≡ 1 [mod 5].

∀n ∈ N, ∃ !(q, r) ∈ N2, n = 4q + r, 0 � r < 4.

Comme 3n = (34)q 3r, on a : 3n ≡ 3r [mod 5]. D’où la conclusion.

Si n ≡ 0 [mod 4], alors Rn = 1. Si n ≡ 1 [mod 4], alors Rn = 3.

Si n ≡ 2 [mod 4], alors Rn = 4. Si n ≡ 3 [mod 4], alors Rn = 2.

2. Morphisme canonique

2.1. Définition
Soit n ∈ N. L’application πn : Z → Z/nZ, x �→ x est surjective. On l’appelle
la surjection canonique de Z sur Z/nZ.

2.2. Théorème et définition
On définit une loi de composition interne notée + sur Z/nZ en posant :

x+ y = x+ y.
Z/nZ est alors muni d’une structure de groupe abélien et πn est un
morphisme de groupes additifs.

Démonstration

On déduit de C.1.4. que si x = x′ et y = y′, alors x+ y = x′ + y′. Donc on a bien
défini une loi de composition interne sur Z/nZ. On a : πn(x+ y) = πn(x)+ πn(y).

Comme πn est surjective et (Z,+) un groupe abélien, Z/nZ est alors muni d’une
structure de groupe abélien.��

3. Groupes cycliques

3.1. Théorème
Soit G un groupe et a ∈ G. Le morphisme k �→ ka (ou k �→ ak) du groupe
(Z,+) dans G a pour image le groupe monogène gr(a) et pour noyau nZ.
Si n = 0, gr(a) est isomorphe à (Z,+).

Si n �= 0, gr(a) est isomorphe à (Z/nZ,+) donc cyclique.



6 ALGÈBRE GÉNÉRALE
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Démonstration

(Dans le cas où la loi sur G est multiplicative). Donc gr(a) = {ak | k ∈ Z}.
L’application ϕ : Z → gr(a), k �→ ak est un morphisme surjectif de groupes. Ker(ϕ)
étant un sous-groupe de (Z,+), il existe un unique n ∈ N tel que Ker(ϕ) = nZ.
• Si n = 0, ϕ est injective, donc bijective et réalise un isomorphisme de (Z,+) sur
(gr(a), .).

• Si n > 0, soit πn la surjection canonique de Z sur Z/nZ, montrons qu’il existe
une unique ϕ : Z/nZ → gr(a) telle que ϕ = ϕ◦πn et que ϕ est un isomorphisme
de groupes.

Si ϕ existe, alors pour tout k ∈ Z, ϕ(k) =
(
ϕ◦π

)
(k) = ϕ(k). Elle est donc unique.

De plus, elle est surjective puisque ϕ l’est. D’autre part, on a :
ak = ak

′ ⇐⇒ ak−k′
= e ⇐⇒ k − k′ ∈ Ker(ϕ) = nZ ⇐⇒ k = k′. (�)

Donc, on définit bien une application ϕ de Z/nZ dans gr(a) en posant ϕ(k) = ak.
De plus, elle est injective d’après (�). Elle est un isomorphisme de groupes car
ϕ(k + k′) = ϕ(k + k′) = ϕ(k)ϕ(k′) = ak ak

′
= ϕ(k)ϕ(k′).��

3.2. Théorème
Soit n ∈ N, n � 2. Un élément x est générateur du groupe (Z/nZ,+) si, et
seulement si, x et n sont premiers entre eux.

Démonstration

x est générateur du groupe (Z/nZ,+) si, et seulement si, il existe y ∈ Z tel que
1 = y x ie. (il existe (y, z) ∈ Z2 tel que 1 = xy + nz), ce qui, d’après le théorème
de Bézout, équivaut à (x et n sont premiers entre eux).��

3.3. Exemple

Soit n ∈ N∗. L’ensemble Un = {z ∈ C | zn = 1} = {ωk | 0 � k � n − 1} où

ω = exp
(2iπ

n

)
est un sous-groupe cyclique de (C�, .) isomorphe à (Z/nZ,+). Ses

générateurs sont les αk = exp
(2ikπ

n

)
où k et n sont premiers entre eux.

IV. Anneaux

1. Définitions

1. Définition
(A,+, �) est un anneau si (A,+) est un groupe abélien, la loi � est asociative
et distributive par rapport à la loi + et si A admet un élément neutre 1A
pour la loi �.
Si la loi � est commutative, l’anneau est dit commutatif.

Exemples

Si K est l’un des ensembles Z, Q, R, C, les ensembles K, K[X],F(A,K), KN sont
munis d’une structure d’anneau commutatif et Mn(K) d’une structure d’anneau
non commutatif.

Si (E,+, .) est un K espace vectoriel, (L(E),+, ◦) est un anneau.
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2. Définition
Soit (A,+, �) un anneau. Une partie A′ de A est un sous-anneau de (A,+, �)
si 1A ∈ A′, si A′ est stable par les lois + et � et si, muni des lois induites,
c’est un anneau.

On en déduit immédiatement, comme pour les sous-groupes, la caractérisation
suivante.

3. Caractérisation
Soit (A,+, �) un anneau. Une partie A′ de A est un sous-anneau de (A,+, �)
si, et seulement si, 1A ∈ A′ et

(
∀(x, y) ∈ A′2, x− y ∈ A′ et x � y ∈ A′).

Exemples

• Z[i] = {p+ iq | (p, q) ∈ Z2} est un sous-anneau de (C,+, .).
• C(R,C) est un sous-anneau de (F(R,C),+, .).

4. Définition
(K,+, �) est un corps si (K,+, �) est un anneau commutatif et si tout
élément non nul de K est inversible dans K (pour la loi �).

Exemples

Q, R, C et Q[i] = {p+ iq | (p, q) ∈ Q2} sont des corps.

5. Définition
On appelle sous-corps d’un corps (K,+, .) tout sous-anneau K′ qui, pour
les lois induites, est un corps.

6. Définition : anneau produit

Si A1 et A2 sont des anneaux, A1×A2 est muni de deux lois de composition
internes notées :

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2),

(x1, x2)× (y1, y2) = (x1 · y1, x2 · y2).
Muni de ces lois, A1 ×A2 a une structure d’anneau.

7. Éléments remarquables dans un anneau

7.1. Définition
Dans un anneau (A,+, �), on appelle diviseur de zéro à gauche (resp. à
droite) tout élément a ∈ A \ {0A} tel que : ∃ b ∈ A \ {0A}, a � b = 0A (resp.
b � a = 0A).

7.2. Définition

Un anneau commutatif sans diviseurs de zéro est dit intègre.

Dans un tel anneau, a � b = 0A ⇒ (a = 0A ou b = 0A
)
.

Exemples

• Z, Q, R, C sont des anneaux intègres.

• KN = F(N,K) n’est pas un anneau intègre. En effet, si a = (an) et b = (bn) sont
tels que a2p = b2p+1 = 1 et b2p = a2p+1 = 0, alors a.b = 0 avec a et b non nuls.

• Mn(K) est un anneau non commutatif avec des diviseurs de zéro.

En effet, si (Ei,j)1�i,j�n est sa base canonique, Ei,jEk,� = δj,kEi,�.
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Dans un tel anneau, a � b = 0A ⇒ (a = 0A ou b = 0A
)
.

Exemples

• Z, Q, R, C sont des anneaux intègres.
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7.3. Définition

Un élément a de l’anneau (A,+, �) est nilpotent si : ∃n∈N�, an = 0A.

7.4. Proposition

Soit a un élément d’un anneau (A,+, .).
(i) Si a est nilpotent non nul, a est un diviseur de zéro.

(ii) Si a est nilpotent, alors 1A − a est inversible et

(1A − a)−1 =

∞∑
k=0

ak = 1A + a+ · · ·+ an−1.

Démonstration

(i) ∃n � 2 tel que an = 0A, soit p = min{n ∈ N | an = 0A}.
Alors a � ap−1 = ap−1 � a = 0A.

(ii) Si a est nilpotent,
(1A − a)(1A + a+ · · ·+ an−1) = (1A + a+ · · ·+ an−1)(1A − a) = 1A.
La conclusion est immédiate.��
7.5. Théorème et définition

L’ensemble U(A) des éléments inversibles de l’anneau (A,+, �) est stable
par la loi �. Muni de la loi induite, c’est un groupe appelé groupe des
unités de A.

Démonstration

U(A) �= ∅ car 1A ∈ U(A) puisque 1A � 1A = IA.

U(A) est stable par la loi � car, si (a, b) ∈
(
U(A)

)2
, (a � b)−1 = b−1 � a−1 ∈ U(A).

Si a ∈ U(A), a−1 ∈ U(A) car (a−1)−1 = a.
La loi � est associative dans A donc dans U(A).��
Exemples

• U(Z) = {−1, 1} ; U(K) = K \ {0} si (K,+, .) est un corps.

• U
(
Mn(K)

)
= GLn(K).

• U(K[X]) = K \ {0}·

2. Idéaux d’un anneau commutatif

1. Définition
On appelle idéal d’un anneau commutatif (A,+, ·) tout sous-groupe I de
(A,+) tel que a · x ∈ I quel que soit (a, x) ∈ A× I.

2. Théorème et définition
Soit (A,+, ·) un anneau commutatif et a ∈ A. La partie notée (a) ou
aA = {ax |x ∈ A} est un idéal de (A,+, ·). On l’appelle l’idéal engendré
par a.

Démonstration

Si 1A est l’élément neutre pour la multiplication, alors (a) �= ∅ car a = a 1A ∈ (a).

Si (x, y) ∈ (aA)2, il existe (x′, y′) ∈ A2 tel que x = ax′ et y = ay′.

x− y = a(x′ − y′) ∈ a A = (a) car (A,+, ·) est un anneau.
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Pour tout z ∈ A, on a xz = a(x′z) ∈ (a).��

Exemples

• A et {0A} sont des idéaux de (A,+, ·).
• Pour tout n ∈ Z, la partie nZ est un idéal de (Z,+, ·).
• Pour tout P ∈ K[X], la partie (P ) = P K[X] est un idéal de (K[X],+, ·).
• Soit x1, . . . , xn une famille d’éléments de l’anneau commutatif (A,+, ·). L’ensemble
des éléments de la forme λ1x1 + · · · + λnxn où les λi décrivent A est un idéal de
(A,+, ·). En effet, la somme de deux éléments de ce type est du même type et si
l’on multiplie par un élément de l’anneau, on obtient un élément du même type.

Remarque : (a) = A si, et seulement si, a est inversible.
En effet : (a) = A ⇐⇒

(
1A ∈ (a)

)
⇐⇒

(
∃y ∈ A, ay = 1A

)
⇐⇒ a ∈ U(A), car

l’anneau (A,+, ·) est commutatif.

3. Divisibilité dans un anneau intègre

3.1. Définition
Soit (A,+, ·) un anneau intègre. On dit que x divise y (dans A), et l’on note
x|y, s’il existe un élément q de A tel que y = qx.

3.2. Théorème

Avec les notations de la définition précédente, x|y ⇐⇒ (y) ⊂ (x).

Démonstration

Si x|y, pour tout a ∈ A, ya = (qa)x ⇒ (y) ⊂ (x).

Réciproquement, (y) ⊂ (x) ⇒ y ∈ (x) ⇒ x|y.��

4. Morphisme d’anneaux

4.1. Définition
Soient (A,+, ·) et (A′,+, ·) deux anneaux. Une application ϕ de A dans A′

est un morphisme d’anneaux si ϕ(1A) = 1A′ et si :

∀(x, y) ∈ A2, ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) et ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y).

4.2. Théorème
Soient (A,+, ·) et (A′,+, ·) deux anneaux dont le premier est commutatif
et ϕ un morphisme d’anneaux. Le noyau de ϕ est un idéal de (A,+, ·).

Démonstration

En tant que morphisme de groupes additifs, Ker(ϕ) est un sous-groupe de (A,+).
D’autre part, si x ∈ Ker(ϕ) et a ∈ A, ϕ(a · x) = ϕ(a) · ϕ(x) = ϕ(a) · 0A′ = 0A′ .��

4.3. Théorème
Soient (A,+, ·) et (A′,+, ·) deux anneaux commutatifs et f un morphisme
d’anneaux.
(i) Si I est un idéal de (A,+, ·), alors f(I) est un idéal de (f(A),+, ·).
(ii) Si I ′ est un idéal de (A′,+, .), alors f−1(I ′) est un idéal de (A,+, ·).

Démonstration

(i) 0A′ = f(0A)∈ f(I).
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Démonstration

(i) 0A′ = f(0A)∈ f(I).
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∀(x′, y′)∈(f(I))2, ∃(x, y)∈ I2, x′ = f(x) et y′ = f(y).

x′ − y′ = f(x)− f(y) = f(x− y) car f est un morphisme d’anneaux.

∀a′ ∈ f(A), ∃a∈A, a′ = f(a) ⇒ a′x′ = f(ax)∈ f(I) car I est un idéal de A et f
est un morphisme d’anneaux.

Il s’ensuit que f(I) est un idéal de f(A).

(ii) 0A ∈ f−1(I ′) car 0A′ = f(0A)∈ I ′.

Soient x, y ∈ f−1(I ′). On a f(x − y) = f(x) − f(y)∈ I ′ car I ′ est un idéal de A′,
donc x− y ∈ f−1(I ′).

Si a∈A, alors f(ax) = f(a)f(x)∈ I ′ car I ′ est un idéal de A′. Donc ax∈ f−1(I ′).

On peut conclure que f−1(I ′) est un idéal de A.��

3. Idéaux de Z ; anneaux (Z/nZ,+, ·)

1. Théorème
I est un idéal de (Z,+, ·) si, et seulement si, il existe un unique n ∈ N tel
que I = nZ.

Démonstration

Pour tout n ∈ N, (n) = nZ est un idéal de (Z,+, ·).
Réciproquement, si I est un idéal de (Z,+, ·), alors I est un sous-groupe de (Z,+)
d’où le résultat d’après A.5.��
Par une démonstration analogue à celle de C.2.2. on montre

2. Théorème et définition
Soit n ∈ N, n � 2. On définit sur Z/nZ une multiplication en posant :

x · y = xy.
(Z/nZ,+, ·) est un anneau commutatif.

L’application πn : Z → Z/nZ, x �→ x est un morphisme surjectif d’anneaux.

Exemples

Tables d’addition et de multiplication pour n ∈ {3, 4}
Addition dans Z/3Z

0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Multiplication dans Z/3Z

0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Addition dans Z/4Z

0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Multiplication dans Z/4Z

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

On remarque que Z/3Z est un corps commutatif, alors que Z/4Z n’est pas intègre.
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3. Théorème chinois
Sim et n sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux, les anneaux
Z/mnZ et Z/mZ× Z/nZ sont isomorphes.

Démonstration

Définissons f de Z/mnZ dans Z/mZ× Z/nZ en posant pour tout y ∈ Z/mnZ,
f(y) =

(
πm(x), πn(x)

)
avec y = πmn(x).

f est bien une application car si y = πmn(x1) = πmn(x2), alors (x1 − x2) ∈ mnZ.
D’où (x1−x2) ∈ mZ et (x1−x2) ∈ nZ. D’où πm(x1) = πm(x2) et πn(x1) = πn(x2).
On vérifie que f est morphisme d’anneaux.

f est injective. En effet, si f(y) = (0, 0) alors y = πmn(x) avec πm(x) = 0 et
πn(x) = 0. D’où x ∈ mZ et x ∈ nZ. Or m et n sont premiers entre eux. Donc
x ∈ mnZ ie. πmn(x) = 0 = y.

Comme les ensembles Z/mnZ et Z/mZ×Z/nZ ont même cardinal, f est bijective
et le théorème est prouvé.��

4. Corollaire

Le système (1)

{
x ≡ x1[modn]
x ≡ x2[modm]

où m ∧ n = 1, a des solutions dans Z.

Démonstration

Avec les notations de la démonstration précédente,

(1) ⇐⇒
(
πm(x), πn(x)

)
=

(
πm(x2), πn(x1)

)
.

(1) ⇐⇒ f(y)=
(
πm(x2), πn(x1)

)
avec les notations de la preuve précédente.

f étant bijective, la réponse à la question est positive.

D’après le théorème de Bézout, il existe (u, v) ∈ Z2 tel que un+ vm = 1.
Les nux2 +mvx1 + kmn où k parcourt Z, sont solutions du système.��
5. Fonction indicatrice d’Euler

5.1. Théorème et définition

Soit n ∈ N, n � 2. Alors U
(
Z/nZ

)
= {x |x∧n = 1}. Son cardinal est ϕ(n) où

ϕ est la fonction indicatrice d’Euler. Pour tout a ∈ U
(
Z/nZ

)
, aϕ(n) = 1.

Démonstration

x est inversible si, et seulement si, il existe y tel que x · y = 1. (�)
(�) ⇐⇒ xy ≡ 1[ mod n] ⇐⇒

(
∃q ∈ Z, xy − qn = 1

)
⇐⇒

(
x ∧ n = 1

)
d’après

le théorème de Bézout.

La fin du théorème est une conséquence du théorème de Lagrange.��

5.2. Propriétés

(i) Si n ∈ N, n � 2, et si pα1
1 . . . pαk

k est 〈〈 sa décomposition en facteurs

premiers 〉〉 , p1 < p2 < · · · < pk et αi ∈N�, alors ϕ(n) = n

k∏
i=1

(
1− 1

pi

)
·

(ii) Soit n ∈ N, n � 2. Alors n =
∑
d|n

ϕ(d).
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∀(x′, y′)∈(f(I))2, ∃(x, y)∈ I2, x′ = f(x) et y′ = f(y).

x′ − y′ = f(x)− f(y) = f(x− y) car f est un morphisme d’anneaux.

∀a′ ∈ f(A), ∃a∈A, a′ = f(a) ⇒ a′x′ = f(ax)∈ f(I) car I est un idéal de A et f
est un morphisme d’anneaux.

Il s’ensuit que f(I) est un idéal de f(A).

(ii) 0A ∈ f−1(I ′) car 0A′ = f(0A)∈ I ′.

Soient x, y ∈ f−1(I ′). On a f(x − y) = f(x) − f(y)∈ I ′ car I ′ est un idéal de A′,
donc x− y ∈ f−1(I ′).
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3. Idéaux de Z ; anneaux (Z/nZ,+, ·)
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I est un idéal de (Z,+, ·) si, et seulement si, il existe un unique n ∈ N tel
que I = nZ.

Démonstration

Pour tout n ∈ N, (n) = nZ est un idéal de (Z,+, ·).
Réciproquement, si I est un idéal de (Z,+, ·), alors I est un sous-groupe de (Z,+)
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2. Théorème et définition
Soit n ∈ N, n � 2. On définit sur Z/nZ une multiplication en posant :

x · y = xy.
(Z/nZ,+, ·) est un anneau commutatif.

L’application πn : Z → Z/nZ, x �→ x est un morphisme surjectif d’anneaux.

Exemples

Tables d’addition et de multiplication pour n ∈ {3, 4}
Addition dans Z/3Z

0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

Multiplication dans Z/3Z

0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Addition dans Z/4Z

0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Multiplication dans Z/4Z

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

On remarque que Z/3Z est un corps commutatif, alors que Z/4Z n’est pas intègre.
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et le théorème est prouvé.��
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où m ∧ n = 1, a des solutions dans Z.
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(1) ⇐⇒
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)
=
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)
.

(1) ⇐⇒ f(y)=
(
πm(x2), πn(x1)

)
avec les notations de la preuve précédente.

f étant bijective, la réponse à la question est positive.

D’après le théorème de Bézout, il existe (u, v) ∈ Z2 tel que un+ vm = 1.
Les nux2 +mvx1 + kmn où k parcourt Z, sont solutions du système.��
5. Fonction indicatrice d’Euler

5.1. Théorème et définition

Soit n ∈ N, n � 2. Alors U
(
Z/nZ

)
= {x |x∧n = 1}. Son cardinal est ϕ(n) où

ϕ est la fonction indicatrice d’Euler. Pour tout a ∈ U
(
Z/nZ

)
, aϕ(n) = 1.

Démonstration

x est inversible si, et seulement si, il existe y tel que x · y = 1. (�)
(�) ⇐⇒ xy ≡ 1[ mod n] ⇐⇒

(
∃q ∈ Z, xy − qn = 1

)
⇐⇒

(
x ∧ n = 1

)
d’après

le théorème de Bézout.

La fin du théorème est une conséquence du théorème de Lagrange.��

5.2. Propriétés

(i) Si n ∈ N, n � 2, et si pα1
1 . . . pαk

k est 〈〈 sa décomposition en facteurs

premiers 〉〉 , p1 < p2 < · · · < pk et αi ∈N�, alors ϕ(n) = n

k∏
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(
1− 1

pi
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·

(ii) Soit n ∈ N, n � 2. Alors n =
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d|n

ϕ(d).
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Démonstration

i) • (u, v) est inversible dans l’anneau Z/mZ × Z/nZ si, et seulement si, il existe
(u′, v′) dans l’anneau tel que (uu′, vv′) = (1, 1), c’est-à-dire uu′ = 1 et vv′ = 1 ie.
u (resp. v) est inversible dans Z/mZ (resp. Z/nZ). Compte tenu de l’isomorphisme
défini par le théorème chinois, on a : ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) si m ∧ n = 1.

• Si p est premier, ϕ(pα) = pα− pα−1 = pα
(
1− 1

p

)
· En effet, les nombres compris

entre 1 et pα et non premiers avec p sont p, 2p, . . . , pα−1p.

• Si p1, . . . , pk sont des nombres premiers deux à deux distincts, alors pαk

k est
premier avec le produit pα1

1 . . . p
αk−1

k−1 . On déduit le théorème d’une récurrence et
des deux résultats précédents.

ii) Si d est un diviseur de n, on note Cd =
{
k ∈ [[1, n]]

∣∣∣ pgcd(k, n) =
n

d

}
· Lorsque

d décrit les diviseurs de n, les ensembles Cd forment une partition de [[1, n]]. D’où

n =
∑
d|n

Card
[
Cd

]
. Or, si k ∈ Cd alors k =

n

d
q où q ∈ N et q ∧ n = 1. Donc

q ∧ d = 1 et q ∈ [[1, d]]. D’où Card
[
Cd

]
= ϕ(d).��

6. Théorème

Z/pZ,+, ·) est un corps si, et seulement si, p est premier.

Démonstration

(Z/pZ,+, ·) est un corps si, et seulement si, Z/pZ\{0} = U
(
Z/pZ

)
, ce qui équivaut

d’après le théorème précédent à 1, 2, . . . , (p − 1) sont premiers avec p ie. p est
premier.��
Remarque

On peut déduire de ce qui précède une autre preuve du 〈〈petit théorème de Fermat 〉〉

si p est premier et a ∈ Z, ap ≡ a[ mod p].
En effet, aϕ(p) = 1 dans U(Z/pZ). Si p est premier, ϕ(p) = p−1. Donc (a)p−1 = 1,
d’où (a)p = a et le résultat.

V. Anneaux de polynômes à une indéterminée

Dans ce paragraphe, K est un sous-corps de C.
En première année, on a démontré le théorème suivant :

1. Théorème de la division euclidienne dans K[X]

Soient A et B deux polynômes de K[X] avec B non nul. Il existe un unique
couple (Q,R) d’éléments de K[X] tel que A = BQ+R et deg(R) < deg(B).

On en déduit le théorème de caractérisation des idéaux de K[X].

2. Théorème
Si I est un idéal de l’anneau (K[X],+, ·), alors I = {0} ou il existe un
unique polynôme unitaire M tel que I = (M) = M.K[X].

Démonstration

Supposons I �= {0}. La partie de N définie par P =
{
deg(P ) |P ∈ I \ {0}

}
étant

non vide, il existe P0 ∈ I tel que deg(P0) = min(P). Si P0 = apX
p+· · ·+a0, notons

P0 = apM . On a M ∈ I et (M) ⊂ I car I est un idéal de l’anneau (K[X],+, ·).
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De plus, quel que soit P ∈ I, par division euclidienne, on a P = MQ + R avec
deg(R) < deg(M). D’où R = P − MQ ∈ I car I est un idéal de l’anneau
(K[X],+, ·). Comme deg(R) < deg(M) = min(P), on a R = 0 d’où I ⊂ (M).

Donc I = (M). Montrons l’unicité du générateur de l’idéal I (si I �= {0}).
S’il existe deux polynômes unitaires M et N tels que I = (M) = (N), d’après

III.A.3.2. on a M |N et N |M . Il existe (Q1, Q2) ∈
(
K[X]

)2
tel que M = NQ1 et

N = MQ2. Donc M = MQ1Q2 ie. Q1Q2 = 1 car M �= 0. D’où Q1 est inversible
dans l’anneau (K[X],+, ·) ie. Q1 = λ ∈ K \ {0}. Donc λ = 1 car M et N sont
unitaires.��
On en déduit aisément le :

3. Théorème et définition
Soient P1, . . . , Pn des polynômes non tous nuls de K[X] l’ensemble I des
polynômes P1Q1 + · · ·+ PnQn où les Qi sont des éléments de K[X], est un
idéal de K[X]. Son unique générateur unitaire est appelé pgcd(P1, . . . , Pn).
C’est le diviseur unitaire de plus haut degré divisant tous les Pi.

4. Définition
Les polynômes P1, . . . , Pn de K[X] sont dits premiers entre eux dans leur
ensemble, si pgcd(P1, . . . , Pn) = 1.

5. Théorème de Bézout
Les polynômes P1, . . . , Pn de K[X] sont premiers entre eux dans leur
ensemble si, et seulement si, il existe (U1, . . . , Un)∈(K[X])n tel que

U1P1 + · · ·+ UnPn = 1.

Il s’ensuit que, comme dans Z, on prouve le théorème suivant :

6. Théorème de Gauss
Si A,B,C sont des polynômes de K[X]. On suppose que A divise BC et
que A est premier avec B, alors A divise C.

Démonstration

En effet, il existe U, V dans K[X] tels que AU +BV = 1. Donc ACU +BCV = C.
Comme A divise AC et BC, on peut conclure que A divise C.��

7. Définition
Un polynôme P de K[X] est dit irréductible dans K[X], s’il est non
constant et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes et les
polynômes λP où λ∈K�.

En première année, on rencontre les théorèmes de Gauss et d’Alembert-Gauss qui
peuvent s’écrire sous la forme :

8. Théorème
Soit P ∈K[X] \ {0}· Alors P se décompose de manière unique à l’ordre près
sous la forme P = λPα1

1 . . . Pαk

k où λ∈K \ {0} et où les αi ∈N� et les
polynômes Pi sont irréductibles distincts et unitaires.

En effet, les polynômes irréductibles de C[X] sont de la forme (X − a) où a∈C et
les polynômes irréductibles de R[X] sont de la forme (X − a) où a∈R et ceux de
la forme X2 + pX + q où p et q sont réels tels que p2 − 4q < 0.
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Démonstration

i) • (u, v) est inversible dans l’anneau Z/mZ × Z/nZ si, et seulement si, il existe
(u′, v′) dans l’anneau tel que (uu′, vv′) = (1, 1), c’est-à-dire uu′ = 1 et vv′ = 1 ie.
u (resp. v) est inversible dans Z/mZ (resp. Z/nZ). Compte tenu de l’isomorphisme
défini par le théorème chinois, on a : ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) si m ∧ n = 1.

• Si p est premier, ϕ(pα) = pα− pα−1 = pα
(
1− 1

p

)
· En effet, les nombres compris

entre 1 et pα et non premiers avec p sont p, 2p, . . . , pα−1p.

• Si p1, . . . , pk sont des nombres premiers deux à deux distincts, alors pαk

k est
premier avec le produit pα1

1 . . . p
αk−1

k−1 . On déduit le théorème d’une récurrence et
des deux résultats précédents.

ii) Si d est un diviseur de n, on note Cd =
{
k ∈ [[1, n]]

∣∣∣ pgcd(k, n) =
n

d

}
· Lorsque

d décrit les diviseurs de n, les ensembles Cd forment une partition de [[1, n]]. D’où

n =
∑
d|n

Card
[
Cd

]
. Or, si k ∈ Cd alors k =

n

d
q où q ∈ N et q ∧ n = 1. Donc

q ∧ d = 1 et q ∈ [[1, d]]. D’où Card
[
Cd

]
= ϕ(d).��

6. Théorème

Z/pZ,+, ·) est un corps si, et seulement si, p est premier.

Démonstration

(Z/pZ,+, ·) est un corps si, et seulement si, Z/pZ\{0} = U
(
Z/pZ

)
, ce qui équivaut

d’après le théorème précédent à 1, 2, . . . , (p − 1) sont premiers avec p ie. p est
premier.��
Remarque

On peut déduire de ce qui précède une autre preuve du 〈〈petit théorème de Fermat 〉〉

si p est premier et a ∈ Z, ap ≡ a[ mod p].
En effet, aϕ(p) = 1 dans U(Z/pZ). Si p est premier, ϕ(p) = p−1. Donc (a)p−1 = 1,
d’où (a)p = a et le résultat.

V. Anneaux de polynômes à une indéterminée

Dans ce paragraphe, K est un sous-corps de C.
En première année, on a démontré le théorème suivant :

1. Théorème de la division euclidienne dans K[X]

Soient A et B deux polynômes de K[X] avec B non nul. Il existe un unique
couple (Q,R) d’éléments de K[X] tel que A = BQ+R et deg(R) < deg(B).

On en déduit le théorème de caractérisation des idéaux de K[X].

2. Théorème
Si I est un idéal de l’anneau (K[X],+, ·), alors I = {0} ou il existe un
unique polynôme unitaire M tel que I = (M) = M.K[X].

Démonstration

Supposons I �= {0}. La partie de N définie par P =
{
deg(P ) |P ∈ I \ {0}

}
étant

non vide, il existe P0 ∈ I tel que deg(P0) = min(P). Si P0 = apX
p+· · ·+a0, notons

P0 = apM . On a M ∈ I et (M) ⊂ I car I est un idéal de l’anneau (K[X],+, ·).
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De plus, quel que soit P ∈ I, par division euclidienne, on a P = MQ + R avec
deg(R) < deg(M). D’où R = P − MQ ∈ I car I est un idéal de l’anneau
(K[X],+, ·). Comme deg(R) < deg(M) = min(P), on a R = 0 d’où I ⊂ (M).

Donc I = (M). Montrons l’unicité du générateur de l’idéal I (si I �= {0}).
S’il existe deux polynômes unitaires M et N tels que I = (M) = (N), d’après

III.A.3.2. on a M |N et N |M . Il existe (Q1, Q2) ∈
(
K[X]

)2
tel que M = NQ1 et

N = MQ2. Donc M = MQ1Q2 ie. Q1Q2 = 1 car M �= 0. D’où Q1 est inversible
dans l’anneau (K[X],+, ·) ie. Q1 = λ ∈ K \ {0}. Donc λ = 1 car M et N sont
unitaires.��
On en déduit aisément le :

3. Théorème et définition
Soient P1, . . . , Pn des polynômes non tous nuls de K[X] l’ensemble I des
polynômes P1Q1 + · · ·+ PnQn où les Qi sont des éléments de K[X], est un
idéal de K[X]. Son unique générateur unitaire est appelé pgcd(P1, . . . , Pn).
C’est le diviseur unitaire de plus haut degré divisant tous les Pi.

4. Définition
Les polynômes P1, . . . , Pn de K[X] sont dits premiers entre eux dans leur
ensemble, si pgcd(P1, . . . , Pn) = 1.

5. Théorème de Bézout
Les polynômes P1, . . . , Pn de K[X] sont premiers entre eux dans leur
ensemble si, et seulement si, il existe (U1, . . . , Un)∈(K[X])n tel que

U1P1 + · · ·+ UnPn = 1.

Il s’ensuit que, comme dans Z, on prouve le théorème suivant :

6. Théorème de Gauss
Si A,B,C sont des polynômes de K[X]. On suppose que A divise BC et
que A est premier avec B, alors A divise C.

Démonstration

En effet, il existe U, V dans K[X] tels que AU +BV = 1. Donc ACU +BCV = C.
Comme A divise AC et BC, on peut conclure que A divise C.��

7. Définition
Un polynôme P de K[X] est dit irréductible dans K[X], s’il est non
constant et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes et les
polynômes λP où λ∈K�.

En première année, on rencontre les théorèmes de Gauss et d’Alembert-Gauss qui
peuvent s’écrire sous la forme :

8. Théorème
Soit P ∈K[X] \ {0}· Alors P se décompose de manière unique à l’ordre près
sous la forme P = λPα1

1 . . . Pαk

k où λ∈K \ {0} et où les αi ∈N� et les
polynômes Pi sont irréductibles distincts et unitaires.

En effet, les polynômes irréductibles de C[X] sont de la forme (X − a) où a∈C et
les polynômes irréductibles de R[X] sont de la forme (X − a) où a∈R et ceux de
la forme X2 + pX + q où p et q sont réels tels que p2 − 4q < 0.
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VI. Algèbres

Si E,F,G sont trois K-espaces vectoriels on rappelle qu’une application f de E×F
dans G est bilinéaire si les applications x �→ f(x, .) et y �→ f(., y) sont linéaires.

1. Définition
Un ensemble A muni de deux lois de composition internes + et � et d’une
loi de composition externe · a une structure de K-algèbre si (A,+, ·) est un
K-espace-vectoriel, si l’application A×A → A, (x, y) �→ x � y est bilinéaire
et si A possède un élément neutre 1A pour la loi associative �.

Remarque

(A,+, �) est alors muni d’une structure d’anneau.

2. Définition
A′ est une sous-algèbre de A si A′ est une partie de A contenant 1A stable
par les lois sur A et si, muni des lois induites, A′ a une structure d’algèbre.

Des caractérisations de sous-espaces vectoriels et de sous-anneaux on déduit :

3. Théorème de caractérisation
A′ est une sous-algèbre de A si 1A ∈A′ et si :

∀(x, y, λ)∈A′ ×A′ ×K, λx+ y ∈A′ et x � y ∈A′.

Exemples

• K,K[X] sont des K-algèbres.

• Si E est un K-espace-vectoriel, (F(E,K),+,×, ·) et (L(E),+, ◦, ·) sont des
K-algèbres.

• (Mn(K),+,×, ·) est une K-algèbre.

• Pour tout (i1, . . . , in)∈Nn on note fi1,...,in l’élément de F(Kn,K) défini par
fi1,...,in(x1, . . . , xn) = xi1

1 xi2
2 . . . xin

n . L’ensemble Vect
(
fi1,...,in , (i1, . . . , in)∈Nn

)
est une sous-algèbre de F(Kn,K) que l’on appelle l’algèbre des fonctions
polynomiales.
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EXERCICES

1. (MP*) Soit G un sous-groupe non réduit à {0} de Zn. Montrer qu’il existe
r ∈ [[1, n]] tel queG soit isomorphe à Zr. Considérer f : Zn → Z, (x1, . . . , xn) �→ xn.

2. Résoudre dans N4 le système

{
x2 + 6y2 = z2

6x2 + y2 = t2.

3. Dans tout l’exercice, on considère un entier d positif qui n’est le carré d’aucun
entier. On s’intéresse à l’équation |x2 − dy2| = 1, où l’inconnue (x, y) est dans Z2.

On pose Z
[√

d
]
=

{
a+ b

√
d
∣∣, (a, b) ∈ Z2

}
·

a. Montrer que Z
[√

d
]
peut être muni d’une structure d’anneau.

b. Soit u ∈ Z
[√

d
]
. Montrer qu’il existe un unique (a, b) ∈ Z2 tel que u = a+ b

√
d.

c. Déterminer les automorphismes de l’anneau
(
Z
[√

d
]
,+, .

)
.

d. On définit l’application N : Z
[√

d
]
→ Z, x+ y

√
d �→ x2 − dy2.

Vérifier que pour (u, u′) ∈
(
Z
[√

d
])2

, N(u.u′) = N(u).N(u′).

On pose G =
{
u ∈ Z

[√
d
] ∣∣ ∃v ∈ Z

[√
d
]
, u.v = 1

}
et G+ = G ∩ R∗

+.

e. (i) Montrer que G et G+ sont des sous-groupes de (R∗, .).

(ii) Montrer que G =
{
u ∈ Z

[√
d
] ∣∣ |N(u)| = 1

}
.

f. (i) Soit u = a+ b
√
d ∈ G où (a, b) ∈ Z2.

Établir l’équivalence : u � 1 ⇐⇒
(
a � 1 et b � 0

)
.

On pourra, si u = a+ b
√
d � 1, examiner l’ensemble {±u,±u−1}·

(ii) Soit M � 1. Montrer que G ∩ [1,M ] est fini.

(iii) En déduire que la groupe (G+, .) est monogène.

4. a. Soit Fn = 22
n

+ 1. Montrer que si n �= m alors Fn ∧ Fm = 1.

b. Montrer que Fn divise 2Fn − 2.

5. Radical d’un idéal. Soit (A,+, .) un anneau commutatif. À toute partieB non
vide deA on associeR(B) = {x ∈ A | ∃n ∈ N∗, xn ∈ B}. Si I et J sont deux idéaux
de (A,+, .), on note I + J = {x+ y | (x, y) ∈ I × J} et IJ = {xy | (x, y) ∈ I × J}.
a. Montrer que B ⊂ R(B) et que B ⊂ C ⇒ R(B) ⊂ R(C).

b. Montrer que R(I) est un idéal de (A,+, .).
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VI. Algèbres

Si E,F,G sont trois K-espaces vectoriels on rappelle qu’une application f de E×F
dans G est bilinéaire si les applications x �→ f(x, .) et y �→ f(., y) sont linéaires.

1. Définition
Un ensemble A muni de deux lois de composition internes + et � et d’une
loi de composition externe · a une structure de K-algèbre si (A,+, ·) est un
K-espace-vectoriel, si l’application A×A → A, (x, y) �→ x � y est bilinéaire
et si A possède un élément neutre 1A pour la loi associative �.

Remarque

(A,+, �) est alors muni d’une structure d’anneau.

2. Définition
A′ est une sous-algèbre de A si A′ est une partie de A contenant 1A stable
par les lois sur A et si, muni des lois induites, A′ a une structure d’algèbre.

Des caractérisations de sous-espaces vectoriels et de sous-anneaux on déduit :

3. Théorème de caractérisation
A′ est une sous-algèbre de A si 1A ∈A′ et si :

∀(x, y, λ)∈A′ ×A′ ×K, λx+ y ∈A′ et x � y ∈A′.

Exemples

• K,K[X] sont des K-algèbres.

• Si E est un K-espace-vectoriel, (F(E,K),+,×, ·) et (L(E),+, ◦, ·) sont des
K-algèbres.

• (Mn(K),+,×, ·) est une K-algèbre.

• Pour tout (i1, . . . , in)∈Nn on note fi1,...,in l’élément de F(Kn,K) défini par
fi1,...,in(x1, . . . , xn) = xi1

1 xi2
2 . . . xin

n . L’ensemble Vect
(
fi1,...,in , (i1, . . . , in)∈Nn

)
est une sous-algèbre de F(Kn,K) que l’on appelle l’algèbre des fonctions
polynomiales.

Exercices 17

EXERCICES

1. (MP*) Soit G un sous-groupe non réduit à {0} de Zn. Montrer qu’il existe
r ∈ [[1, n]] tel queG soit isomorphe à Zr. Considérer f : Zn → Z, (x1, . . . , xn) �→ xn.

2. Résoudre dans N4 le système

{
x2 + 6y2 = z2

6x2 + y2 = t2.

3. Dans tout l’exercice, on considère un entier d positif qui n’est le carré d’aucun
entier. On s’intéresse à l’équation |x2 − dy2| = 1, où l’inconnue (x, y) est dans Z2.

On pose Z
[√

d
]
=

{
a+ b

√
d
∣∣, (a, b) ∈ Z2

}
·

a. Montrer que Z
[√

d
]
peut être muni d’une structure d’anneau.

b. Soit u ∈ Z
[√

d
]
. Montrer qu’il existe un unique (a, b) ∈ Z2 tel que u = a+ b

√
d.

c. Déterminer les automorphismes de l’anneau
(
Z
[√

d
]
,+, .

)
.

d. On définit l’application N : Z
[√

d
]
→ Z, x+ y

√
d �→ x2 − dy2.

Vérifier que pour (u, u′) ∈
(
Z
[√

d
])2

, N(u.u′) = N(u).N(u′).

On pose G =
{
u ∈ Z

[√
d
] ∣∣ ∃v ∈ Z

[√
d
]
, u.v = 1

}
et G+ = G ∩ R∗

+.

e. (i) Montrer que G et G+ sont des sous-groupes de (R∗, .).

(ii) Montrer que G =
{
u ∈ Z

[√
d
] ∣∣ |N(u)| = 1

}
.

f. (i) Soit u = a+ b
√
d ∈ G où (a, b) ∈ Z2.

Établir l’équivalence : u � 1 ⇐⇒
(
a � 1 et b � 0

)
.

On pourra, si u = a+ b
√
d � 1, examiner l’ensemble {±u,±u−1}·

(ii) Soit M � 1. Montrer que G ∩ [1,M ] est fini.

(iii) En déduire que la groupe (G+, .) est monogène.

4. a. Soit Fn = 22
n

+ 1. Montrer que si n �= m alors Fn ∧ Fm = 1.

b. Montrer que Fn divise 2Fn − 2.

5. Radical d’un idéal. Soit (A,+, .) un anneau commutatif. À toute partieB non
vide deA on associeR(B) = {x ∈ A | ∃n ∈ N∗, xn ∈ B}. Si I et J sont deux idéaux
de (A,+, .), on note I + J = {x+ y | (x, y) ∈ I × J} et IJ = {xy | (x, y) ∈ I × J}.
a. Montrer que B ⊂ R(B) et que B ⊂ C ⇒ R(B) ⊂ R(C).

b. Montrer que R(I) est un idéal de (A,+, .).

Ex
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c. Montrer que R
(
R(I)

)
= R(I).

d. Montrer que R(I) ∩R(J) = R(I ∩ J) = R(IJ).

e. Montrer que R
(
R(I) +R(J)

)
= R(I + J).

f. Déterminer R(nZ) si n ∈ N.
On pourra décomposer n en facteurs premiers si n � 2.

6. Soit A = {a10−n | a ∈ Z et n ∈ N} l’ensemble des nombres décimaux. Montrer
que A peut être muni d’une structure d’anneau commutatif et que tout idéal de
A est principal ie. engendré par un élément de A.

7. Théorème de Wilson.
a. Soit p un nombre premier. Montrer que (p − 1)! + 1 ≡ 0 [ mod p]. On pourra
chercher les x de Z/pZ qui sont leur propre inverse.

b. Montrer que si n ∈ N, n � 2 est tel que (n − 1)! + 1 ≡ 0 [ mod n] alors n est
premier.

c. Soit (n, p) ∈ N2, n � 5 et 2 � p � n. Montrer que
⌊ (n− 1)!

p

⌋
≡ 0 [ mod p − 1].

On pourra distinguer les cas p < n et p = n.

8. Théorème de Liouville.
Soit α ∈ R\Q algébrique ie. racine d’un polynôme de degré n à coefficients entiers.

a. Montrer qu’il existe f ∈ Z[X], irréductible dans Q[X], tel que f(α) = 0 et
deg(f) = r � n. On admet le résultat suivant que nous démontrerons dans le
travail dirigé 〈〈 Polynômes cyclotomiques 〉〉 : un polynôme à coefficients entiers,
non constant et irréductible dans Z[X] l’est dans Q[X].

b. Montrer que pour tout ε ∈ R∗
+, l’inégalité

∣∣∣α − p

q

∣∣∣ �
1

qn+ε
n’admet qu’un

nombre fini de solutions (p, q) dans Z× N∗.

c. Montrer que x =

∞∑
k=1

1

10k!
est transcendant ie. n’est pas algébrique.

9. a. Montrer que si p est premier alors p divise

(
p
k

)
pour k ∈ [[1, p[[.

b. Montrer que si p est premier, pour tout n ∈ N et tout (a, b)∈Z/pZ2,

(a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n

.
c. Retrouver le résultat suivant si p est premier : ∀n ∈ N, np ≡ n [ mod p].

10. Montrer que si p est premier, p > 5, alors 240 divise p4 − 1.

11. a. Si n ∈ N∗ et p ∈ Z, montrer que (pk)k∈Z est périodique à partir d’un certain
rang dans Z/nZ. Si p ∧ n = 1, que peut-on dire de plus ?
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b. Reste de la division euclidienne de S = 1010 + 1010
2

+ · · ·+ 1010
10

par 7.

c. Déterminer la classe de 2601187 dans Z/11Z.

12. On considère la suite (un)n∈N définie par (u0, u1) ∈ Z2 et uk+2 = uk+1 + uk

si k ∈ N. Montrer que pour tout n ∈ N, la suite
(
uk

)
est périodique dans Z/nZ.

13. Montrer que x ∈ Q si, et seulement si, le développement décimal de x est
périodique à partir d’un certain rang.

14. Soit (G, .) un groupe fini commutatif.

a. Montrer que si g ∈ G est d’ordre p.q, alors gp est d’ordre q.

b. Montrer que si g et h sont d’ordres respectifs p et q avec p ∧ q = 1, il existe un
élément d’ordre p.q.

c. Soit n le ppcm des ordres des éléments de G. Montrer que G admet un élément
d’ordre n.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Procédons à une récurrence. Le résultat est dans le cours pour n = 1. Soit
n ∈ N∗. Supposons le démontré pour (n− 1). La projection f étant un morphisme
de groupes, f(G) est un sous-groupe de (Z,+). Il existe donc m ∈ N tel que
f(G) = mZ.
• Si m = 0, G ⊂ Ker(f) qui est isomorphe à Zn−1 ; on conclut avec l’hypothèse
de récurrence.

• Si m �= 0, G∩Ker(f) est un sous-groupe de Ker(f) qui lui, est isomorphe à Zn−1.
Donc G∩Ker(f) est isomorphe à Zs, s � n− 1, par hypothèse de récurrence. Soit
g un tel isomorphisme et a ∈ G tel que f(a) = m.

Pour tout x ∈ G, x − f(x)

m
a ∈ Ker(f). L’application h : G →

(
Ker(f) ∩ G

)
× Z

définie par h(x) =
(
x− f(x)

m
a,

f(x)

m

)
est un morphisme de groupes et même un

isomorphisme puisque h−1 est définie par (y, λ) �→ y+ λa . Donc G est isomorphe
à Zr, r = s+ 1 � n. D’où la conclusion avec le théorème de récurrence.

Remarque : on montre l’unicité de r.

2. Notons que (x, y, z, t) = (0, 0, 0, 0) est solution.
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c. Montrer que R
(
R(I)

)
= R(I).

d. Montrer que R(I) ∩R(J) = R(I ∩ J) = R(IJ).

e. Montrer que R
(
R(I) +R(J)

)
= R(I + J).

f. Déterminer R(nZ) si n ∈ N.
On pourra décomposer n en facteurs premiers si n � 2.

6. Soit A = {a10−n | a ∈ Z et n ∈ N} l’ensemble des nombres décimaux. Montrer
que A peut être muni d’une structure d’anneau commutatif et que tout idéal de
A est principal ie. engendré par un élément de A.

7. Théorème de Wilson.
a. Soit p un nombre premier. Montrer que (p − 1)! + 1 ≡ 0 [ mod p]. On pourra
chercher les x de Z/pZ qui sont leur propre inverse.

b. Montrer que si n ∈ N, n � 2 est tel que (n − 1)! + 1 ≡ 0 [ mod n] alors n est
premier.

c. Soit (n, p) ∈ N2, n � 5 et 2 � p � n. Montrer que
⌊ (n− 1)!

p

⌋
≡ 0 [ mod p − 1].

On pourra distinguer les cas p < n et p = n.

8. Théorème de Liouville.
Soit α ∈ R\Q algébrique ie. racine d’un polynôme de degré n à coefficients entiers.

a. Montrer qu’il existe f ∈ Z[X], irréductible dans Q[X], tel que f(α) = 0 et
deg(f) = r � n. On admet le résultat suivant que nous démontrerons dans le
travail dirigé 〈〈 Polynômes cyclotomiques 〉〉 : un polynôme à coefficients entiers,
non constant et irréductible dans Z[X] l’est dans Q[X].

b. Montrer que pour tout ε ∈ R∗
+, l’inégalité

∣∣∣α − p

q

∣∣∣ �
1

qn+ε
n’admet qu’un

nombre fini de solutions (p, q) dans Z× N∗.

c. Montrer que x =

∞∑
k=1

1

10k!
est transcendant ie. n’est pas algébrique.

9. a. Montrer que si p est premier alors p divise

(
p
k

)
pour k ∈ [[1, p[[.

b. Montrer que si p est premier, pour tout n ∈ N et tout (a, b)∈Z/pZ2,

(a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n

.
c. Retrouver le résultat suivant si p est premier : ∀n ∈ N, np ≡ n [ mod p].

10. Montrer que si p est premier, p > 5, alors 240 divise p4 − 1.

11. a. Si n ∈ N∗ et p ∈ Z, montrer que (pk)k∈Z est périodique à partir d’un certain
rang dans Z/nZ. Si p ∧ n = 1, que peut-on dire de plus ?
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b. Reste de la division euclidienne de S = 1010 + 1010
2

+ · · ·+ 1010
10

par 7.

c. Déterminer la classe de 2601187 dans Z/11Z.

12. On considère la suite (un)n∈N définie par (u0, u1) ∈ Z2 et uk+2 = uk+1 + uk

si k ∈ N. Montrer que pour tout n ∈ N, la suite
(
uk

)
est périodique dans Z/nZ.

13. Montrer que x ∈ Q si, et seulement si, le développement décimal de x est
périodique à partir d’un certain rang.

14. Soit (G, .) un groupe fini commutatif.

a. Montrer que si g ∈ G est d’ordre p.q, alors gp est d’ordre q.

b. Montrer que si g et h sont d’ordres respectifs p et q avec p ∧ q = 1, il existe un
élément d’ordre p.q.

c. Soit n le ppcm des ordres des éléments de G. Montrer que G admet un élément
d’ordre n.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Procédons à une récurrence. Le résultat est dans le cours pour n = 1. Soit
n ∈ N∗. Supposons le démontré pour (n− 1). La projection f étant un morphisme
de groupes, f(G) est un sous-groupe de (Z,+). Il existe donc m ∈ N tel que
f(G) = mZ.
• Si m = 0, G ⊂ Ker(f) qui est isomorphe à Zn−1 ; on conclut avec l’hypothèse
de récurrence.

• Si m �= 0, G∩Ker(f) est un sous-groupe de Ker(f) qui lui, est isomorphe à Zn−1.
Donc G∩Ker(f) est isomorphe à Zs, s � n− 1, par hypothèse de récurrence. Soit
g un tel isomorphisme et a ∈ G tel que f(a) = m.

Pour tout x ∈ G, x − f(x)

m
a ∈ Ker(f). L’application h : G →

(
Ker(f) ∩ G

)
× Z

définie par h(x) =
(
x− f(x)

m
a,

f(x)

m

)
est un morphisme de groupes et même un

isomorphisme puisque h−1 est définie par (y, λ) �→ y+ λa . Donc G est isomorphe
à Zr, r = s+ 1 � n. D’où la conclusion avec le théorème de récurrence.

Remarque : on montre l’unicité de r.

2. Notons que (x, y, z, t) = (0, 0, 0, 0) est solution.
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• Si x = 0 et y �= 0, alors 6y2 = z2. Dans la décomposition en facteurs premiers
de y, on a y = 2αy′ où y′ est impair et α ∈ N. Donc z2 = 2α+13.y′2. Ceci est
impossible car 2α + 1 étant impair, le second membre de l’égalité précédente ne
peut être un carré d’entier. De même, on ne peut avoir x �= 0 et y = 0.

• S’il existe une solution telle que x.y �= 0, soit δ = x∧y. Alors δ2|z2 et δ2|t2 ; d’où
δ|z et δ|t avec δ �= 0. En notant x = δx′, y = δy′, z = δz′ et t = δt′, Le système

est équivalent à :

{
x′2 + 6y′2 = z′2,
6x′2 + y′2 = t′2.

Si δ′ = x′ ∧ z′ alors δ′2|6y′2. Donc δ′|y′. D’où

δ′ = 1 car δ′ divise x′ et y′ premiers entre eux. Par un raisonnement analogue, on
a : x′ ∧ z′ = x′ ∧ t′ = y′ ∧ t′ = 1.

Si x′ est pair, 2|z′, ce qui est absurde puisque x′ ∧ z′ = 1.

Si x′ est impair, z′ est impair, z′2 − x′2 = (z′ − x′)(z′ + x′) est divisible par 4 ;
donc 4|6y′2. Donc 2|y′. D’où t′2 et par suite t′ est pair : absurde car y′ ∧ t′ = 1.

En conclusion (0, 0, 0, 0) est la seule solution du système dans N4.

3. a. Z[
√
d] ⊂ R ; 1 = 1 + 0

√
d∈Z[

√
d].

Si (a, b, a′, b′)∈Z4, posons x = a+ b
√
d et y = a′ + b′

√
d.

x− y = (a− a′)+ (b− b′)
√
d et xy = (aa′+ bb′d)+ (ab′+ a′b)

√
d. Donc x− y et xy

sont éléments de Z[
√
d]. Donc Z

[√
d
]
est un sous anneau de (R,+, ·).

b. L’existence étant immédiate par définition de Z[
√
d], comme a+b

√
d = a′+b′

√
d

étant équivalent à (a− a′) + (b− b′)
√
d = 0, il suffit de supposer a+ b

√
d = 0 avec

(a, b)∈Z2.

Donc a2 = db2. Si a �= 0, alors b �= 0. Soit p un diviseur premier de d dont
l’exposant dans la décomposition de d est impair. L’exposant de p dans a2 est pair
et impair dans db2. C’est absurde. Donc a = b = 0.

c. Soit ϕ un automorphisme de l’anneau (Z[
√
d],+, ·). On a ϕ(1) = 1. Comme ϕ

est un morphisme additif, ϕ(−1) = −1 et ϕ(m) = mϕ(1) = m pour tout m∈Z
moyennant un raisonnement par récurrence. Comme

(
ϕ(

√
d)
)2

= ϕ(d) = d, on a

ϕ(
√
d) = ±

√
d.

Donc ϕ = Id ou ϕ = γ : Z[
√
d] → Z[

√
d], a + b

√
d �→ a − b

√
d. On vérifie que ce

sont des automorphismes de l’anneau
(
Z[
√
d],+, ·). Donc les automorphismes de

l’anneau
(
Z[
√
d],+, ·) sont Id et γ.

d. Comme N(u) = uγ(u) et γ est un morphisme de
(
Z[
√
d], ·), on a :

N(uu′) = N(u)N(u′).

e. (i) En tant que groupe des unités de l’anneau
(
Z[
√
d],+, ·), (G, ·) est un groupe,

sous-groupe de (R�, ·). Comme intersection de sous-groupes de (R�, ·), G+ est
sous-groupe de (R�, ·).
(ii) u∈G ⇒ 1 = N(1) = N(u)N(u−1) ⇒ N(u) = ±1 car

(
N(u), N(u−1)

)
∈Z2.

Inversement, soit u∈Z[
√
d] tel que |N(u)| = 1. L’élément v =

u

N(u)
est dans

Z[
√
d] et uv = 1. Donc u∈G. Ainsi G = {u∈Z

[√
d
]
| |N(u)| = 1}·

f. (i) Si u = a+ b
√
d, a � 1 et b � 0, alors u � 1.
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Inversement, soit u = a + b
√
d∈G et u � 1. On a

1

u
=

a− b
√
d

N(u)
· Puisque

N(u) = ±1, on a
{
u,−u,

1

u
, − 1

u

}
=

{
a+ b

√
d,−a+ b

√
d, a− b

√
d,−a− b

√
d
}
·

Le maximum de cet ensemble est |a| + |b|
√
d. C’est aussi u car −u,

1

u
, − 1

u
sont

tous � 1 � u. Donc a = |a| et b = |b|. Ainsi, a � 0 et b � 0. Si a = 0, alors
u = b

√
d, donc N(u) = b2d �= 1 ce qui est absurde. Donc a � 1.

(ii) Soit u = a+b
√
d∈G+∩[1,M ]. Comme a � 0 et b � 0, on a : a � M et b �

M√
d
·

Donc (a, b)∈[[0, �M�]]× [[0, �M/
√
d�]]. Donc G+ ∩ [1,M ] est fini.

(iii) Si G+ = {1} il est monogène. Supposons G+ �= {1}·

Soit u∈G+ \ {1}· Soit v = max
(
u,

1

u

)
∈G+. Alors 1 < v. L’ensemble G+∩ ]1, v]

est fini non vide. Il possède donc un plus petit élément ω et l’on a

ω = min
(
G+∩ ]1,+∞[

)
.

Montrons que ω engendre G+. Soit x∈G+. La suite (ωn)n∈Z crôıt de 0 à +∞.
Donc il existe n∈Z tel que : ωn � x < ωn+1. On a 1 � xω−n < ω. Si xω−n �= 1,
alors xω−n ∈G+∩ ]1,+∞[ et xω−n < ω : absurde. Donc xω−n = 1 ie. x = ωn.

4. a. Il suffit de noter que pour m < n, Fn − 1 =
(
Fm − 1

)2n−m

. Comme 2n−m

est un entier pair, par le binôme de Newton on a : Fn − 1 = 1 + λFm où λ ∈ Z.
Si δ divise Fn et Fm dans Z, alors δ|2 ie. |δ| ∈ {1, 2}. Comme Fn et Fm sont
impairs, |δ| = 1 ie. Fn ∧ Fm = 1.

b. 22
n ≡ −1[ mod Fn] ⇒ (22

n

)2 ≡ 1[ mod Fn]

Comme 2Fn = 2.22
2n

= 2.
(
2n

)2(2n−n)

et 2n − n � 1 ⇒ 2(2
n−n) ∈ 2N, on a :

2Fn ≡ 2(−1)2
(2n−n)

[ mod Fn] ie. 2
Fn ≡ 2[ mod Fn].

5. a. Vérification immédiate.

b. I �= ∅ et I ⊂ R(I) impliquent R(I) �= ∅.

Soit (x, y) ∈
(
R(I)

)2
. Il existe (n,m) ∈ (N∗)2 tel que xn ∈ I et ym ∈ I. L’anneau

(A,+, .) étant commutatif, par le binôme de Newton, on a :

(x− y)n+m−1 = axn + bym où a et b sont deux éléments de A définis par :

a =

m−1∑
k=0

(
n+m− 1

k

)
(−1)kykxm−1−k et

b =

n+m−1∑
k=m

(
n+m− 1

k

)
(−1)kyk−mxn+m−1−k.

Comme (a, b) ∈ A2 et (xn, ym) ∈ I2, on a : (x− y)n+m−1 ∈ I et (x− y) ∈ R(I).

Enfin, si (a, x) ∈ A×R(I), il existe n ∈ N∗ tel que xn ∈ I.

Comme (ax)n = anxn ∈ I, donc ax ∈ R(I).

R(I) est bien un idéal de l’anneau (A,+, .).
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• Si x = 0 et y �= 0, alors 6y2 = z2. Dans la décomposition en facteurs premiers
de y, on a y = 2αy′ où y′ est impair et α ∈ N. Donc z2 = 2α+13.y′2. Ceci est
impossible car 2α + 1 étant impair, le second membre de l’égalité précédente ne
peut être un carré d’entier. De même, on ne peut avoir x �= 0 et y = 0.

• S’il existe une solution telle que x.y �= 0, soit δ = x∧y. Alors δ2|z2 et δ2|t2 ; d’où
δ|z et δ|t avec δ �= 0. En notant x = δx′, y = δy′, z = δz′ et t = δt′, Le système

est équivalent à :

{
x′2 + 6y′2 = z′2,
6x′2 + y′2 = t′2.

Si δ′ = x′ ∧ z′ alors δ′2|6y′2. Donc δ′|y′. D’où

δ′ = 1 car δ′ divise x′ et y′ premiers entre eux. Par un raisonnement analogue, on
a : x′ ∧ z′ = x′ ∧ t′ = y′ ∧ t′ = 1.

Si x′ est pair, 2|z′, ce qui est absurde puisque x′ ∧ z′ = 1.

Si x′ est impair, z′ est impair, z′2 − x′2 = (z′ − x′)(z′ + x′) est divisible par 4 ;
donc 4|6y′2. Donc 2|y′. D’où t′2 et par suite t′ est pair : absurde car y′ ∧ t′ = 1.

En conclusion (0, 0, 0, 0) est la seule solution du système dans N4.

3. a. Z[
√
d] ⊂ R ; 1 = 1 + 0

√
d∈Z[

√
d].

Si (a, b, a′, b′)∈Z4, posons x = a+ b
√
d et y = a′ + b′

√
d.

x− y = (a− a′)+ (b− b′)
√
d et xy = (aa′+ bb′d)+ (ab′+ a′b)

√
d. Donc x− y et xy

sont éléments de Z[
√
d]. Donc Z

[√
d
]
est un sous anneau de (R,+, ·).

b. L’existence étant immédiate par définition de Z[
√
d], comme a+b

√
d = a′+b′

√
d

étant équivalent à (a− a′) + (b− b′)
√
d = 0, il suffit de supposer a+ b

√
d = 0 avec

(a, b)∈Z2.

Donc a2 = db2. Si a �= 0, alors b �= 0. Soit p un diviseur premier de d dont
l’exposant dans la décomposition de d est impair. L’exposant de p dans a2 est pair
et impair dans db2. C’est absurde. Donc a = b = 0.

c. Soit ϕ un automorphisme de l’anneau (Z[
√
d],+, ·). On a ϕ(1) = 1. Comme ϕ

est un morphisme additif, ϕ(−1) = −1 et ϕ(m) = mϕ(1) = m pour tout m∈Z
moyennant un raisonnement par récurrence. Comme

(
ϕ(

√
d)
)2

= ϕ(d) = d, on a

ϕ(
√
d) = ±

√
d.

Donc ϕ = Id ou ϕ = γ : Z[
√
d] → Z[

√
d], a + b

√
d �→ a − b

√
d. On vérifie que ce

sont des automorphismes de l’anneau
(
Z[
√
d],+, ·). Donc les automorphismes de

l’anneau
(
Z[
√
d],+, ·) sont Id et γ.

d. Comme N(u) = uγ(u) et γ est un morphisme de
(
Z[
√
d], ·), on a :

N(uu′) = N(u)N(u′).

e. (i) En tant que groupe des unités de l’anneau
(
Z[
√
d],+, ·), (G, ·) est un groupe,

sous-groupe de (R�, ·). Comme intersection de sous-groupes de (R�, ·), G+ est
sous-groupe de (R�, ·).
(ii) u∈G ⇒ 1 = N(1) = N(u)N(u−1) ⇒ N(u) = ±1 car

(
N(u), N(u−1)

)
∈Z2.

Inversement, soit u∈Z[
√
d] tel que |N(u)| = 1. L’élément v =

u

N(u)
est dans

Z[
√
d] et uv = 1. Donc u∈G. Ainsi G = {u∈Z

[√
d
]
| |N(u)| = 1}·

f. (i) Si u = a+ b
√
d, a � 1 et b � 0, alors u � 1.
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Inversement, soit u = a + b
√
d∈G et u � 1. On a

1

u
=

a− b
√
d

N(u)
· Puisque

N(u) = ±1, on a
{
u,−u,

1

u
, − 1

u

}
=

{
a+ b

√
d,−a+ b

√
d, a− b

√
d,−a− b

√
d
}
·

Le maximum de cet ensemble est |a| + |b|
√
d. C’est aussi u car −u,

1

u
, − 1

u
sont

tous � 1 � u. Donc a = |a| et b = |b|. Ainsi, a � 0 et b � 0. Si a = 0, alors
u = b

√
d, donc N(u) = b2d �= 1 ce qui est absurde. Donc a � 1.

(ii) Soit u = a+b
√
d∈G+∩[1,M ]. Comme a � 0 et b � 0, on a : a � M et b �

M√
d
·

Donc (a, b)∈[[0, �M�]]× [[0, �M/
√
d�]]. Donc G+ ∩ [1,M ] est fini.

(iii) Si G+ = {1} il est monogène. Supposons G+ �= {1}·

Soit u∈G+ \ {1}· Soit v = max
(
u,

1

u

)
∈G+. Alors 1 < v. L’ensemble G+∩ ]1, v]

est fini non vide. Il possède donc un plus petit élément ω et l’on a

ω = min
(
G+∩ ]1,+∞[

)
.

Montrons que ω engendre G+. Soit x∈G+. La suite (ωn)n∈Z crôıt de 0 à +∞.
Donc il existe n∈Z tel que : ωn � x < ωn+1. On a 1 � xω−n < ω. Si xω−n �= 1,
alors xω−n ∈G+∩ ]1,+∞[ et xω−n < ω : absurde. Donc xω−n = 1 ie. x = ωn.

4. a. Il suffit de noter que pour m < n, Fn − 1 =
(
Fm − 1

)2n−m

. Comme 2n−m

est un entier pair, par le binôme de Newton on a : Fn − 1 = 1 + λFm où λ ∈ Z.
Si δ divise Fn et Fm dans Z, alors δ|2 ie. |δ| ∈ {1, 2}. Comme Fn et Fm sont
impairs, |δ| = 1 ie. Fn ∧ Fm = 1.

b. 22
n ≡ −1[ mod Fn] ⇒ (22

n

)2 ≡ 1[ mod Fn]

Comme 2Fn = 2.22
2n

= 2.
(
2n

)2(2n−n)

et 2n − n � 1 ⇒ 2(2
n−n) ∈ 2N, on a :

2Fn ≡ 2(−1)2
(2n−n)

[ mod Fn] ie. 2
Fn ≡ 2[ mod Fn].

5. a. Vérification immédiate.

b. I �= ∅ et I ⊂ R(I) impliquent R(I) �= ∅.

Soit (x, y) ∈
(
R(I)

)2
. Il existe (n,m) ∈ (N∗)2 tel que xn ∈ I et ym ∈ I. L’anneau

(A,+, .) étant commutatif, par le binôme de Newton, on a :

(x− y)n+m−1 = axn + bym où a et b sont deux éléments de A définis par :

a =

m−1∑
k=0

(
n+m− 1

k

)
(−1)kykxm−1−k et

b =

n+m−1∑
k=m

(
n+m− 1

k

)
(−1)kyk−mxn+m−1−k.

Comme (a, b) ∈ A2 et (xn, ym) ∈ I2, on a : (x− y)n+m−1 ∈ I et (x− y) ∈ R(I).

Enfin, si (a, x) ∈ A×R(I), il existe n ∈ N∗ tel que xn ∈ I.

Comme (ax)n = anxn ∈ I, donc ax ∈ R(I).

R(I) est bien un idéal de l’anneau (A,+, .).

So
lu

ti
o

ns
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c. D’après a. R(I) ⊂ R
(
R(I)

)
. Soit x ∈ R

(
R(I)

)
. Il existe n ∈ N∗ tel que

xn ∈ R(I) ; donc il existe m ∈ N∗ tel que (xn)m = xnm ∈ I. Donc x ∈ R(I). D’où
l’inclusion inverse et l’égalité des deux ensembles.

d. Notons X = R(I) ∩ R(J), Y = R(I ∩ J) et Z = R(IJ). Il suffit de prouver
que X ⊂ Y, Y ⊂ Z et Z ⊂ X.

• Montrons que X ⊂ Y . Soit x ∈ X. Il existe (n,m) ∈ (N∗)2 tel que xn ∈ I, xm∈J .
(xm, xn) ∈ A× I ⇒ xn+m = xmxn ∈ I ; (xn, xm) ∈ A× J ⇒ xn+m = xmxn ∈ J .
Donc xn+m ∈ I ∩ J ie. x ∈ Y .

• Montrons que Y ⊂ Z. Soit y ∈ Y . Il existe n ∈ N∗ tel que yn ∈ I et yn ∈ J .
Donc y2n ∈ IJ et y ∈ Z.

• Montrons Z ⊂ X. Soit x ∈ Z. Il existe n ∈ N∗ tel que xn = yz où (y, z) ∈ I × J .
(z, y) ∈ A× I ⇒ xn ∈ I ; (y, z) ∈ A× J ⇒ xn ∈ J .
Donc x ∈ R(I) et x ∈ R(J) D’où x ∈ X.

e. D’après a. on a R(I + J) ⊂ R
(
R(I) + R(J)

)
. Soit x ∈ R

(
R(I) + R(J)

)
. Il

existe (n, p, q) ∈ (N∗)3 tel que xn = y + z, où yp ∈ I et zq ∈ J . D’après le binôme
de Newton on a (y + z)p+q = λyp + µzq où (λ, µ) ∈ A2.
Comme λyp ∈ I et µzq ∈ J , on a : (y + z)p+q ∈ I + J .
D’où xn(p+q) ∈ I + J et x ∈ R(I + J). On conclut alors aisément.

f. Étude du cas où I = nZ est un idéal de (Z,+, .).
Si n = 0,R(I) = {0} ; si n = 1,R(I) = Z ; si n � 2, la décomposition de n en
facteurs premiers s’écrit : n = pα1

1 . . . pαk

k .
• R(I) ⊂ p1 . . . pkZ, car, si x ∈ R(I), il existe p ∈ N∗ tel que xp ∈ nZ. Donc
n|xp ; donc pour tout i ∈ [[1, k]], pi|xp ; d’où pi|x. Comme les pi sont deux à deux
premiers entre eux car premiers et distincts, on a p1 . . . pk qui divise x.

• p1 . . . pkZ ⊂ R(I). Soit x ∈ p1 . . . pkZ. Alors x = p1 . . . pkq où q ∈ Z. Si
m = max

1�i�k
(αi), alors n|xm. Donc xm ∈ I ie. x ∈ R(I).

En conclusion, R(I) = p1 . . . pkZ.

6. On vérifie aisément que A est un sous-anneau de (Q,+, .). Soit I �= {0} un idéal
de (A,+, .). Considérons J = {10nx |x ∈ I, n ∈ N} ∩ Z. C’est une partie de Z
distincte de {0}. Montrons que J est un idéal de (Z,+, .).

• Si (α, β) ∈ J2, alors α = 10mx, β = 10ny avec (m,n) ∈ N2, (x, y) ∈ I2.
Supposons m � n. On a : α + β = 10n(10m−nx + y) ∈ Z. Comme I est un idéal
de (A,+, .), on a (10m−nx+ y) ∈ I et donc α+ β ∈ J .
• Si k ∈ Z, kα = (kx)10m ∈ J car x ∈ I ⇒ kx ∈ I puisque I est idéal de (A,+, .).

Par conséquent, il existe q ∈ N tel que J = qZ. Pour tout x ∈ I, il existe n ∈ N
tel que 10nx ∈ J . Donc 10nx = qb où b ∈ Z. D’où x = qb10−n avec b10−n ∈ A ie.
I = qA = (q).

7. a. Si p∈{2, 3} le résultat est immédiat. Si p � 5, p étant premier, (Z/pZ,+, .)
est un corps : x = x−1 ⇐⇒ x2 = 1 ⇐⇒ (x−1)(x+1) = 0 ⇐⇒ x ∈ {1, (p− 1)}.
Dans l’ensemble {2, . . . , p− 2} chaque élément est l’inverse d’un autre élément du
même ensemble, donc 2. . . . (p− 2) = 1.
D’où : 1.

(
2. . . . (p− 2)

)
.(p− 1) = (p− 1)! = −1 ie. (p− 1)! ≡ −1[ mod p].
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b. Dans Z/nZ, 1.2. . . . (n− 1) = −1. Donc 1, 2, . . . , (n− 1) sont inversibles dans
l’anneau (Z/nZ,+, .) ie. 1, 2, . . . , (n−1) sont premiers avec n . Donc n est premier.

c. Si p < n, alors p(p− 1) divise (n− 1)!. Donc
(n− 1)!

p
est un entier divisible par

(p− 1), d’où le résultat. Si p = n, distinguons trois cas.

• Si n est premier, on déduit de a. que
(n− 1)!

n
+

1

n
= α ∈ N.

Donc
⌊ (n− 1)!

n

⌋
= α − 1 =

(n− 1)!

n
+

1

n
− 1 =

(n− 1)! + (n− 1)

n
est un entier

divisible par (n− 1) car n ∧ (n− 1) = 1.
• Si n = m2 et m premier, n � 5 ⇒ m � 3. Donc 1 < m < 2m < m2 − 1 = n− 1.
D’où (n− 1)! est divisible par m(2m)(n− 1) = 2n(n− 1). On conclut comme dans
le cas p < n.
• Sinon n = st où 1 < s < t < n. Comme n ∧ (n− 1) = 1, on a t < (n− 1). Donc
st(n− 1) = n(n− 1) divise (n− 1)! et l’on conclut comme dans le cas p < n.

8. a. On choisit f de degré minimal parmi l’ensemble, non vide par hypothèse, des
polynômes de Z[X] annulant α. On a clairement 1 � deg(f) � n ; Si f n’est pas
irréductible dans Q[X], il ne l’est pas non plus dans Z[X]. On peut écrire f = P1P2

où (P1, P2) ∈
(
Z[X]

)2
, 1 � deg[Pi] < n, et l’on a P1(α) = 0 ou P2(α) = 0 : absurde.

b. On choisit f comme en a. Comme α ∈ R \ Q, deg(f) � 1. Les solutions

(p, q) ∈ Z×N∗ de l’inégalité
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ � 1

qn+ε
sont toutes, puisque q � 1, telles que

p

q
∈ [α− 1, α+1]. Soit M le maximum de la fonction continue |f ′| sur ce segment.

D’après l’inégalité des accroissements finis,
∣∣∣f
(p
q

)∣∣∣ =
∣∣∣f(α)− f

(p
q

)∣∣∣ � M
∣∣∣α− p

q

∣∣∣·
f ∈ Z[X] et deg(f) = r, donc qrf

(p
q

)
∈ Z. De plus, f irréductible dans Q[X] n’a

pas de racine dans Q. Donc
∣∣∣f
(p
q

)∣∣∣ � 1

qr
· D’où

∣∣∣α− p

q

∣∣∣ � 1

Mqr
�

1

Mqn
·

Si
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ � 1

qn+ε
alors

1

Mqn
�

1

qn+ε
, d’où 1 � q � M

1
ε .

Comme
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ � 1 implique |p| � q(1+ |α|) � M
1
ε (1+ |α|), il n’y a qu’un nombre

fini de couples (p, q) ∈ Z× N∗ tels que q � M
1
ε et |p| � M

1
ε (1 + |α|).

c. Soient les deux entiers qk = 10k! et pk =

k∑
m=1

10k!−m!. Comme nous le montrons

à un autre exercice, x ∈ R\Q car son développement décimal n’est pas périodique.

0 < x− pk
qk

=

∞∑
m=k+1

10−m! < 10−(k+1)!
∞∑

m=0

10−m =
10

9
10−(k+1)! < 2

1

qk+1
k

<
1

qkk
·

Comme, pour n � 2 fixé, et tout ε ∈ ]0, 1[, les couples (pk, qk), k � n+1 constituent

une infinité de solutions de l’inégalité
∣∣∣x− p

q

∣∣∣ � 1

qn+ε
, x est transcendant.

9. a. Pour k ∈ [[1, p − 1]], k

(
p
k

)
= p

(
p− 1
k − 1

)
. Donc p divise k

(
p
k

)
. Comme p
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c. D’après a. R(I) ⊂ R
(
R(I)

)
. Soit x ∈ R

(
R(I)

)
. Il existe n ∈ N∗ tel que

xn ∈ R(I) ; donc il existe m ∈ N∗ tel que (xn)m = xnm ∈ I. Donc x ∈ R(I). D’où
l’inclusion inverse et l’égalité des deux ensembles.

d. Notons X = R(I) ∩ R(J), Y = R(I ∩ J) et Z = R(IJ). Il suffit de prouver
que X ⊂ Y, Y ⊂ Z et Z ⊂ X.

• Montrons que X ⊂ Y . Soit x ∈ X. Il existe (n,m) ∈ (N∗)2 tel que xn ∈ I, xm∈J .
(xm, xn) ∈ A× I ⇒ xn+m = xmxn ∈ I ; (xn, xm) ∈ A× J ⇒ xn+m = xmxn ∈ J .
Donc xn+m ∈ I ∩ J ie. x ∈ Y .

• Montrons que Y ⊂ Z. Soit y ∈ Y . Il existe n ∈ N∗ tel que yn ∈ I et yn ∈ J .
Donc y2n ∈ IJ et y ∈ Z.

• Montrons Z ⊂ X. Soit x ∈ Z. Il existe n ∈ N∗ tel que xn = yz où (y, z) ∈ I × J .
(z, y) ∈ A× I ⇒ xn ∈ I ; (y, z) ∈ A× J ⇒ xn ∈ J .
Donc x ∈ R(I) et x ∈ R(J) D’où x ∈ X.

e. D’après a. on a R(I + J) ⊂ R
(
R(I) + R(J)

)
. Soit x ∈ R

(
R(I) + R(J)

)
. Il

existe (n, p, q) ∈ (N∗)3 tel que xn = y + z, où yp ∈ I et zq ∈ J . D’après le binôme
de Newton on a (y + z)p+q = λyp + µzq où (λ, µ) ∈ A2.
Comme λyp ∈ I et µzq ∈ J , on a : (y + z)p+q ∈ I + J .
D’où xn(p+q) ∈ I + J et x ∈ R(I + J). On conclut alors aisément.

f. Étude du cas où I = nZ est un idéal de (Z,+, .).
Si n = 0,R(I) = {0} ; si n = 1,R(I) = Z ; si n � 2, la décomposition de n en
facteurs premiers s’écrit : n = pα1

1 . . . pαk

k .
• R(I) ⊂ p1 . . . pkZ, car, si x ∈ R(I), il existe p ∈ N∗ tel que xp ∈ nZ. Donc
n|xp ; donc pour tout i ∈ [[1, k]], pi|xp ; d’où pi|x. Comme les pi sont deux à deux
premiers entre eux car premiers et distincts, on a p1 . . . pk qui divise x.

• p1 . . . pkZ ⊂ R(I). Soit x ∈ p1 . . . pkZ. Alors x = p1 . . . pkq où q ∈ Z. Si
m = max

1�i�k
(αi), alors n|xm. Donc xm ∈ I ie. x ∈ R(I).

En conclusion, R(I) = p1 . . . pkZ.

6. On vérifie aisément que A est un sous-anneau de (Q,+, .). Soit I �= {0} un idéal
de (A,+, .). Considérons J = {10nx |x ∈ I, n ∈ N} ∩ Z. C’est une partie de Z
distincte de {0}. Montrons que J est un idéal de (Z,+, .).

• Si (α, β) ∈ J2, alors α = 10mx, β = 10ny avec (m,n) ∈ N2, (x, y) ∈ I2.
Supposons m � n. On a : α + β = 10n(10m−nx + y) ∈ Z. Comme I est un idéal
de (A,+, .), on a (10m−nx+ y) ∈ I et donc α+ β ∈ J .
• Si k ∈ Z, kα = (kx)10m ∈ J car x ∈ I ⇒ kx ∈ I puisque I est idéal de (A,+, .).

Par conséquent, il existe q ∈ N tel que J = qZ. Pour tout x ∈ I, il existe n ∈ N
tel que 10nx ∈ J . Donc 10nx = qb où b ∈ Z. D’où x = qb10−n avec b10−n ∈ A ie.
I = qA = (q).

7. a. Si p∈{2, 3} le résultat est immédiat. Si p � 5, p étant premier, (Z/pZ,+, .)
est un corps : x = x−1 ⇐⇒ x2 = 1 ⇐⇒ (x−1)(x+1) = 0 ⇐⇒ x ∈ {1, (p− 1)}.
Dans l’ensemble {2, . . . , p− 2} chaque élément est l’inverse d’un autre élément du
même ensemble, donc 2. . . . (p− 2) = 1.
D’où : 1.

(
2. . . . (p− 2)

)
.(p− 1) = (p− 1)! = −1 ie. (p− 1)! ≡ −1[ mod p].

Solutions des exercices 23

b. Dans Z/nZ, 1.2. . . . (n− 1) = −1. Donc 1, 2, . . . , (n− 1) sont inversibles dans
l’anneau (Z/nZ,+, .) ie. 1, 2, . . . , (n−1) sont premiers avec n . Donc n est premier.

c. Si p < n, alors p(p− 1) divise (n− 1)!. Donc
(n− 1)!

p
est un entier divisible par

(p− 1), d’où le résultat. Si p = n, distinguons trois cas.

• Si n est premier, on déduit de a. que
(n− 1)!

n
+

1

n
= α ∈ N.

Donc
⌊ (n− 1)!

n

⌋
= α − 1 =

(n− 1)!

n
+

1

n
− 1 =

(n− 1)! + (n− 1)

n
est un entier

divisible par (n− 1) car n ∧ (n− 1) = 1.
• Si n = m2 et m premier, n � 5 ⇒ m � 3. Donc 1 < m < 2m < m2 − 1 = n− 1.
D’où (n− 1)! est divisible par m(2m)(n− 1) = 2n(n− 1). On conclut comme dans
le cas p < n.
• Sinon n = st où 1 < s < t < n. Comme n ∧ (n− 1) = 1, on a t < (n− 1). Donc
st(n− 1) = n(n− 1) divise (n− 1)! et l’on conclut comme dans le cas p < n.

8. a. On choisit f de degré minimal parmi l’ensemble, non vide par hypothèse, des
polynômes de Z[X] annulant α. On a clairement 1 � deg(f) � n ; Si f n’est pas
irréductible dans Q[X], il ne l’est pas non plus dans Z[X]. On peut écrire f = P1P2

où (P1, P2) ∈
(
Z[X]

)2
, 1 � deg[Pi] < n, et l’on a P1(α) = 0 ou P2(α) = 0 : absurde.

b. On choisit f comme en a. Comme α ∈ R \ Q, deg(f) � 1. Les solutions

(p, q) ∈ Z×N∗ de l’inégalité
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ � 1

qn+ε
sont toutes, puisque q � 1, telles que

p

q
∈ [α− 1, α+1]. Soit M le maximum de la fonction continue |f ′| sur ce segment.

D’après l’inégalité des accroissements finis,
∣∣∣f
(p
q

)∣∣∣ =
∣∣∣f(α)− f

(p
q

)∣∣∣ � M
∣∣∣α− p

q

∣∣∣·
f ∈ Z[X] et deg(f) = r, donc qrf

(p
q

)
∈ Z. De plus, f irréductible dans Q[X] n’a

pas de racine dans Q. Donc
∣∣∣f
(p
q

)∣∣∣ � 1

qr
· D’où

∣∣∣α− p

q

∣∣∣ � 1

Mqr
�

1

Mqn
·

Si
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ � 1

qn+ε
alors

1

Mqn
�

1

qn+ε
, d’où 1 � q � M

1
ε .

Comme
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ � 1 implique |p| � q(1+ |α|) � M
1
ε (1+ |α|), il n’y a qu’un nombre

fini de couples (p, q) ∈ Z× N∗ tels que q � M
1
ε et |p| � M

1
ε (1 + |α|).

c. Soient les deux entiers qk = 10k! et pk =

k∑
m=1

10k!−m!. Comme nous le montrons

à un autre exercice, x ∈ R\Q car son développement décimal n’est pas périodique.

0 < x− pk
qk

=

∞∑
m=k+1

10−m! < 10−(k+1)!
∞∑

m=0

10−m =
10

9
10−(k+1)! < 2

1

qk+1
k

<
1

qkk
·

Comme, pour n � 2 fixé, et tout ε ∈ ]0, 1[, les couples (pk, qk), k � n+1 constituent

une infinité de solutions de l’inégalité
∣∣∣x− p

q

∣∣∣ � 1

qn+ε
, x est transcendant.

9. a. Pour k ∈ [[1, p − 1]], k

(
p
k

)
= p

(
p− 1
k − 1

)
. Donc p divise k

(
p
k

)
. Comme p
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est premier avec k pour k∈[[1, p− 1]], on déduit du théorème de Gauss dans Z que

p divise

(
p
k

)
.

b. Procédons à une récurrence sur n. Si n = 1, par le binôme de Newton, le corps

étant commutatif, on a : (a + b)p = ap +

p−1∑
k=1

(
p
k

)
akbp−k + bp = ap + bp d’après

la question a.

Soit n � 1. Supposons le résultat vrai pour (n− 1). Alors :

(a+ b)p
n

=
[
(a+ b)p

n−1
]p

=
(
ap

n−1

+ bp
n−1)p

= ap
n

+ bp
n

.

La première égalité étant une conséquence de l’hypothèse de récurrence et la
seconde du cas n = 1. On conclut par le théorème de récurrence.

c. On montre par récurrence que si n ∈ N et (a1, . . . , an) ∈ (Z/pZ)n alors :
(a1 + · · ·+ an)

p = a1 + · · ·+ an.
Posons a1 = · · · = an = 1. On a : np = n pour tout n de N.
Donc : ∀n ∈ Z, np ≡ n [ mod p].

10. Notons En = U
(
Z/nZ

)
si n � 2. On sait que En est un groupe multiplicatif

d’ordre ϕ(n) et que si a ∧ n = 1 alors aϕ(n) ≡ 1[ mod n].

240 = 24.3.5, p est premier et p > 5.
• p ∧ 3 = 1 et ϕ(3) = 2 donc p2 ≡ 1[ mod 3], d’où p4 ≡ 1[ mod 3].
• p ∧ 5 = 1 et ϕ(5) = 4 donc p4 ≡ 1[ mod 5].
• p ∧ 16 = 1 ⇒ p ∈ {4k ± 1 | k ∈ Z} ⇒ p2 ≡ 1[ mod 8], d’où p4 ≡ 1[ mod 16].
p4 − 1 est divisible par 3, 5 et 16 qui sont deux à deux premiers entre eux.
Donc 240 divise p4 − 1.

11. a. L’application F : N → Z/nZ, k �→ pk n’est pas injective, compte tenu des
cardinaux de N et Z/nZ. Soit k0 ∈ N et T ∈ N∗ tels que F (k0 + T ) = F (k0).

La suite (pk)k�k0
est T -périodique car, F (k + T ) = F (k) pour tout k � k0.

En effet, F (k + T ) = p(k+T ) = p(k0+T )p(k−k0) = pk0p(k−k0) = pk = F (k).

Si p∧n = 1 alors p ∈ En = U
(
Z/nZ

)
qui est un groupe multiplicatif d’ordre ϕ(n).

La suite (pk)k�k0
est T -périodique où T est l’ordre de p, lequel divise ϕ(n).

b. 10 ≡ 3[ mod 7] et 3 est d’ordre 6 = ϕ(7) dans (E7, .). Donc 10k ≡ 10�[ mod 7]
si, et seulement si, k ≡ � [ mod 6].

Examinons la suite
(
1̃0

k)
k∈N où 1̃0 est la classe de 10 dans Z/6Z.

1̃0 �∈ E6 car 10 n’est pas prenier avec 6. Comme 1̃0 = 4̃ = 4̃2, la suite
(
1̃0

k)
k�1

est

constante et égale à 4̃. Donc S = 10.3
4
= 3

5
= 3

−1
car 3

6
= 1.

Or 3.5 = 15 ≡ 1[ mod 7], donc 3
−1

= 5 et S ≡ 5[ mod 7].

c. Dans Z/11Z, 10 = −1 est d’ordre 2. Si anan−1 . . . a0 est l’écriture décimale de

x, alors : x =
n∑

k=0

ak10
k ≡

n∑
k=0

(−1)kak [ mod 11 ].

Ici x ≡ 5 [ mod 11 ] et 5 ∧ 11 = 1 ⇒
(
5
k)

k∈N est T -périodique où T |ϕ(11) = 10.
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Or 5
2
= 3 ⇒ 5

4
= 9 ⇒ 5

5
= 1. Donc T = 5.

Comme 187 ≡ 2 [ mod 5 ]. Donc x ≡ 52 [ mod 11 ] ie. x = 3.

12. L’application f : N →
(
Z/nZ

)2
, k �→

(
uk, uk+1

)
n’est pas injective compte

tenu des cardinaux de N et de
(
Z/nZ

)2
. La partie non vide de N définie par

K = {k ∈ N | ∃p ∈ N∗, f(k) = f(k + p)} admet un minimum k0. Montrons que
k0 = 0. Soit p0 ∈ N∗ tel que f(k0) = f(k0 + p0) et supposons k0 � 1. On a :
uk0

= uk0+p0
et uk0+1 = uk0+p0+1. Par soustraction, d’après la définition de

(uk), on a : uk0−1 = uk0−1+p0
. Donc f(k0 − 1) = f(k0 + p0 − 1), ce qui

contredit la définition de k0. Donc k0 = 0. Par une récurrence immédiate, on
a : ∀p ∈ N, f(p+ p0) = f(p). D’où la suite (uk) est périodique.

13. Si x = ar . . . a0, b1 . . . bpc1 . . . csc1 . . . cs . . . on considère

y=10p
[
x− ar . . . a0, b1 . . . bp

]
=0, c1 . . . csc1 . . . cs . . .=

∞∑
k=1

c1 . . . cs10
−ks=

c1 . . . cs
10s − 1

·

D’où x = ar . . . a0, b1 . . . bp + 10−py ∈ Q.

Réciproque : on remplace x par x − �x� ce qui ne change rien à la périodicité du

développement décimal. On a : x =
a

b
= 0, a1 . . . an . . . où b ∈ N∗ et 0 � a < b.

Rappelons une méthode de calcul des an, n � 1.

Pour tout n ∈ N∗, qn =
⌊10na

b

⌋
, 10na = bqn + rn où rn ∈ [[0, b[[.

10na = a1 . . . an, an+1 . . . et donc qn = a1 . . . an.
D’où a1 = q1 et pour n � 2, an = qn − 10qn−1 = rn − 10rn−1.
L’application Φ : N → Z/bZ, n �→ rn ne peut être injective.
Si K = {k ∈ N∗ | ∃T � 1, Φ(k) = Φ(k + T )}.
Soit k0 = min(K) et T0 = min{T ∈ N∗ |Φ(k0) = Φ(k0 +T )}. On a rk0+T = rk0

ie.
10k0+Ta ≡ 10k0a [ mod b ].
Si k ∈ N et k � k0, on a, en multipliant par 10k−k0 : 10k+T ≡ 10ka [ mod b ].
Donc (rk)k�k0

est T -périodique, (ak)k�k0+1 est T -périodique, autrement dit,
(ak)k�1 est T -périodique à partir du rang k0 + 1.

14. a. (gp)k = e ⇐⇒ gkp = e ⇐⇒ pk ∈ (pq)Z ⇐⇒ k ∈ qZ.
b. Considérons x = gh. Alors xpq = (gp)q(hq)p = e. Donc r l’ordre de x divise pq.

D’autre part, xrp = e ⇒ (gp)rhpr = hpr = e ⇒ q|(pr). Comme p ∧ q = 1, on a q|r
d’après le théorème de Gauss. De même, p|r. Finalement, r = pq.

c. Soit n = pα1
1 . . . pαr où les pi sont deux à deux distincts, la décomposition de n

en facteurs premiers.
Si i ∈ [[1, r]], G admet un élément d’ordre pαi

i .qi où pi ∧ qi = 1 par définition du
ppcm des ordres. Notons gi un tel élément. D’après a. gqii est d’ordre pαi

i , d’après

la question b. et une récurrence,
r∏

i=1

gqii est d’ordre n.
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est premier avec k pour k∈[[1, p− 1]], on déduit du théorème de Gauss dans Z que

p divise

(
p
k

)
.

b. Procédons à une récurrence sur n. Si n = 1, par le binôme de Newton, le corps

étant commutatif, on a : (a + b)p = ap +

p−1∑
k=1

(
p
k

)
akbp−k + bp = ap + bp d’après

la question a.

Soit n � 1. Supposons le résultat vrai pour (n− 1). Alors :

(a+ b)p
n

=
[
(a+ b)p

n−1
]p

=
(
ap

n−1

+ bp
n−1)p

= ap
n

+ bp
n

.

La première égalité étant une conséquence de l’hypothèse de récurrence et la
seconde du cas n = 1. On conclut par le théorème de récurrence.

c. On montre par récurrence que si n ∈ N et (a1, . . . , an) ∈ (Z/pZ)n alors :
(a1 + · · ·+ an)

p = a1 + · · ·+ an.
Posons a1 = · · · = an = 1. On a : np = n pour tout n de N.
Donc : ∀n ∈ Z, np ≡ n [ mod p].

10. Notons En = U
(
Z/nZ

)
si n � 2. On sait que En est un groupe multiplicatif

d’ordre ϕ(n) et que si a ∧ n = 1 alors aϕ(n) ≡ 1[ mod n].

240 = 24.3.5, p est premier et p > 5.
• p ∧ 3 = 1 et ϕ(3) = 2 donc p2 ≡ 1[ mod 3], d’où p4 ≡ 1[ mod 3].
• p ∧ 5 = 1 et ϕ(5) = 4 donc p4 ≡ 1[ mod 5].
• p ∧ 16 = 1 ⇒ p ∈ {4k ± 1 | k ∈ Z} ⇒ p2 ≡ 1[ mod 8], d’où p4 ≡ 1[ mod 16].
p4 − 1 est divisible par 3, 5 et 16 qui sont deux à deux premiers entre eux.
Donc 240 divise p4 − 1.

11. a. L’application F : N → Z/nZ, k �→ pk n’est pas injective, compte tenu des
cardinaux de N et Z/nZ. Soit k0 ∈ N et T ∈ N∗ tels que F (k0 + T ) = F (k0).

La suite (pk)k�k0
est T -périodique car, F (k + T ) = F (k) pour tout k � k0.

En effet, F (k + T ) = p(k+T ) = p(k0+T )p(k−k0) = pk0p(k−k0) = pk = F (k).

Si p∧n = 1 alors p ∈ En = U
(
Z/nZ

)
qui est un groupe multiplicatif d’ordre ϕ(n).

La suite (pk)k�k0
est T -périodique où T est l’ordre de p, lequel divise ϕ(n).

b. 10 ≡ 3[ mod 7] et 3 est d’ordre 6 = ϕ(7) dans (E7, .). Donc 10k ≡ 10�[ mod 7]
si, et seulement si, k ≡ � [ mod 6].

Examinons la suite
(
1̃0

k)
k∈N où 1̃0 est la classe de 10 dans Z/6Z.

1̃0 �∈ E6 car 10 n’est pas prenier avec 6. Comme 1̃0 = 4̃ = 4̃2, la suite
(
1̃0

k)
k�1

est

constante et égale à 4̃. Donc S = 10.3
4
= 3

5
= 3

−1
car 3

6
= 1.

Or 3.5 = 15 ≡ 1[ mod 7], donc 3
−1

= 5 et S ≡ 5[ mod 7].

c. Dans Z/11Z, 10 = −1 est d’ordre 2. Si anan−1 . . . a0 est l’écriture décimale de

x, alors : x =
n∑

k=0

ak10
k ≡

n∑
k=0

(−1)kak [ mod 11 ].

Ici x ≡ 5 [ mod 11 ] et 5 ∧ 11 = 1 ⇒
(
5
k)

k∈N est T -périodique où T |ϕ(11) = 10.
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Or 5
2
= 3 ⇒ 5

4
= 9 ⇒ 5

5
= 1. Donc T = 5.

Comme 187 ≡ 2 [ mod 5 ]. Donc x ≡ 52 [ mod 11 ] ie. x = 3.

12. L’application f : N →
(
Z/nZ

)2
, k �→

(
uk, uk+1

)
n’est pas injective compte

tenu des cardinaux de N et de
(
Z/nZ

)2
. La partie non vide de N définie par

K = {k ∈ N | ∃p ∈ N∗, f(k) = f(k + p)} admet un minimum k0. Montrons que
k0 = 0. Soit p0 ∈ N∗ tel que f(k0) = f(k0 + p0) et supposons k0 � 1. On a :
uk0

= uk0+p0
et uk0+1 = uk0+p0+1. Par soustraction, d’après la définition de

(uk), on a : uk0−1 = uk0−1+p0
. Donc f(k0 − 1) = f(k0 + p0 − 1), ce qui

contredit la définition de k0. Donc k0 = 0. Par une récurrence immédiate, on
a : ∀p ∈ N, f(p+ p0) = f(p). D’où la suite (uk) est périodique.

13. Si x = ar . . . a0, b1 . . . bpc1 . . . csc1 . . . cs . . . on considère

y=10p
[
x− ar . . . a0, b1 . . . bp

]
=0, c1 . . . csc1 . . . cs . . .=

∞∑
k=1

c1 . . . cs10
−ks=

c1 . . . cs
10s − 1

·

D’où x = ar . . . a0, b1 . . . bp + 10−py ∈ Q.

Réciproque : on remplace x par x − �x� ce qui ne change rien à la périodicité du

développement décimal. On a : x =
a

b
= 0, a1 . . . an . . . où b ∈ N∗ et 0 � a < b.

Rappelons une méthode de calcul des an, n � 1.

Pour tout n ∈ N∗, qn =
⌊10na

b

⌋
, 10na = bqn + rn où rn ∈ [[0, b[[.

10na = a1 . . . an, an+1 . . . et donc qn = a1 . . . an.
D’où a1 = q1 et pour n � 2, an = qn − 10qn−1 = rn − 10rn−1.
L’application Φ : N → Z/bZ, n �→ rn ne peut être injective.
Si K = {k ∈ N∗ | ∃T � 1, Φ(k) = Φ(k + T )}.
Soit k0 = min(K) et T0 = min{T ∈ N∗ |Φ(k0) = Φ(k0 +T )}. On a rk0+T = rk0

ie.
10k0+Ta ≡ 10k0a [ mod b ].
Si k ∈ N et k � k0, on a, en multipliant par 10k−k0 : 10k+T ≡ 10ka [ mod b ].
Donc (rk)k�k0

est T -périodique, (ak)k�k0+1 est T -périodique, autrement dit,
(ak)k�1 est T -périodique à partir du rang k0 + 1.

14. a. (gp)k = e ⇐⇒ gkp = e ⇐⇒ pk ∈ (pq)Z ⇐⇒ k ∈ qZ.
b. Considérons x = gh. Alors xpq = (gp)q(hq)p = e. Donc r l’ordre de x divise pq.

D’autre part, xrp = e ⇒ (gp)rhpr = hpr = e ⇒ q|(pr). Comme p ∧ q = 1, on a q|r
d’après le théorème de Gauss. De même, p|r. Finalement, r = pq.

c. Soit n = pα1
1 . . . pαr où les pi sont deux à deux distincts, la décomposition de n

en facteurs premiers.
Si i ∈ [[1, r]], G admet un élément d’ordre pαi

i .qi où pi ∧ qi = 1 par définition du
ppcm des ordres. Notons gi un tel élément. D’après a. gqii est d’ordre pαi

i , d’après

la question b. et une récurrence,
r∏

i=1

gqii est d’ordre n.
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Dévissage du groupe des éléments inversibles de Z/nZ (MP*)

Il résulte du théorème chinois que si n ∈ N∗, n � 2 s’écrit n = m1 . . .mr où
mi = pαi

i avec les pi premiers distincts et les αi dans N∗, les anneaux Z/nZ
et Z/m1Z× · · · × Z/mrZ sont isomorphes. Il s’ensuit l’isomorphisme entre
les groupes multiplicatifs En et Em1

× · · · × Emr
où Ek = U

(
Z/kZ

)
. Nous

allons étudier la structure de Epα pour p entier naturel premier et α ∈ N∗.

1. Cas où α = 1.

a. Montrer que si n ∈ N∗, tout sous-groupe de
(
Z/nZ,+

)
est cylique.

b. Soit n ∈ N∗. Montrer que pour tout diviseur d de n, il existe un unique

sous-groupe Cd de
(
Z/nZ,+

)
de cardinal d ; Cd est engendré par πn

(n
d

)
·

c. Soit (G, .) un groupe d’ordre n vérifiant : si d|n alors le cardinal de
{x ∈ G |xd = 1G} est inférieur ou égal à d. Montrer que G est cyclique. On
pourra considérer l’ensemble Hd des x de G d’ordre égal à d.

d. Déduire de 1.b) et 1.c) que si (K,+, .) est un corps fini de cardinal n,
alors (K∗, .) est un groupe cyclique isomorphe à

(
Z/(n− 1)Z,+

)
.

e. Que dire de Ep si p est un nombre premier ?

2. Cas où p est premier et impair.

a. Montrer que : ∀k ∈ N, (1 + p)p
k ≡ 1 + pk+1 [mod pk+2].

b. Déterminer l’ordre de (1 + p) dans Epα où α ∈ N∗.

c. Soient a et b deux éléments d’ordre p et q d’un groupe (G, .). Si a.b = b.a
et si p ∧ q = 1, montrer que a.b est d’ordre pq.

d. Montrer que (Epα , .) est un groupe cyclique.

3. Cas où p = .

a. Montrer que : ∀k ∈ N, 52k ≡ 1 + 2k+2 [mod 2k+3].
b. Quel est l’ordre de 5 dans E2α où α est entier et α � 3 ?

c. Montrer que (E2α , .) n’est pas cyclique pour α � 3.

4. a. Soient (H, .) et (K, .) deux groupes finis h ∈ H, k ∈ K. Montrer que
l’ordre de (h, k) dans le groupe (H ×K, .) est le ppcm des ordres de h et k.

b. Montrer que le groupe produit de deux groupes cycliques H et K est
cyclique si, et seulement si, leurs ordres sont premiers entre eux.

c. Déterminer n ∈ N, n � 2 tel que (En, .) soit cyclique.
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Solution

1. a. Soit H un sous-groupe de (Z/nZ,+). Rappelons que πn est la surjection
canonique : Z → Z/nZ, x �→ x. L’image réciproque de H par πn étant un sous-
groupe de (Z,+), soit p ∈ N tel que π−1

n (H) = pZ = (p).
Donc πn

(
π−1
n (h)

)
= (p) = p.Z/nZ. Par définition πn

(
π−1
n (H)

)
⊂ H. Comme πn

est surjective, H = πn

(
π−1
n (H)

)
. Donc H = (p) ie. le résultat.

b. Si Cd existe, il est cyclique d’après 1.a. Posons n = pd. Soit x ∈ Z tel que
Cd = (x). Comme Card

[
Cd

]
= d, on a dx = 0 ie. n | dx ; d’où p |x ie. Cd ⊂ (p).

D’autre part p est clairement d’ordre d. Donc Card
[
(p)

]
= d = Card

[
Cd

]
; d’où

Cd = (p). Réciproquement, Cd = (p) est bien solution.

c. Soit d un diviseur de n ; s’il existe x ∈ G d’ordre d, alors (x) = {y ∈ G | yd = 1G}
car (x) est de cardinal d et (x) ⊂ {y ∈ G | yd = 1G}. Donc si d|n, le cardinal de Hd

est égal à 0 ou ϕ(d). Comme n =
∑
d|n

ϕ(d), le cardinal de Hd est systématiquement

égal à ϕ(d) car G est réunion disjointe des Hd pour d divisant n. En particulier
Card(Hn) = ϕ(n) � 1 et G est cyclique.

d. Quel que soit d un diviseur de (n − 1), l’ensemble des x de K∗ tels que
xd = 1K admet au plus d solutions ; d’après 1.c) le groupe (K∗, .) est cyclique
donc isomorphe au groupe

(
Z/(n− 1)Z,+

)
puisque K∗ est de cardinal (n− 1).

e. Si p est premier, (Z/pZ,+, .) est un corps de cardinal p. Donc le groupe (Ep, .)
est cyclique et isomorphe au groupe

(
Z/(p− 1)Z,+

)
.

2. a. Faisons un raisonnement par récurrence.

Posons HRk : (1 + p)p
k ≡ 1 + pk+1 [mod pk+2].

HR0 est vérifiée. Soit k ∈ N. Supposons HRk. Avec le binôme de Newton on a :

(1 + p)p
k+1

=
[
(1 + p)p

k]p
=

[
1 + pk+1 + λpk+2

]p
=

[
1 + pk+1(1 + λp)

]p
où λ ∈ N.

(1 + p)p
k+1

= 1 + p.pk+1(1 + λp) +

p∑
m=2

(
p
m

)[
pk+1(1 + λp)

]m
.

HRk ⇒ (1 + p)p
k+1 ≡ 1 + pk+2 [mod pk+3].

D’où HRk+1 et le résultat par théorème de récurrence.

b. Comme (1 + p)p
α−1 ≡ 1 + pα [mod pα+1], l’ordre de (1 + p) dans Epα est un

diviseur de pα−1 et donc de la forme pk où k ∈ [[1, α − 1]]. Comme (1 + p)p
α−2 ≡

1+ pα−1 [mod pα], n’est pas congru à 1 modulo pα, l’ordre de (1+ p) dans Epα est
pα−1.

c. a.b = b.a ⇒ (a.b)pq = apq.bpq = 1 car ap = 1 = bq. Donc l’ordre d de a.b divise
pq. Inversement, si (a.b)n = 1 = an.bn alors 1 = anq.bnq ; donc anq = 1 ; d’où p|nq.
Comme p ∧ q = 1, on a pq|n. D’où la conclusion.

d. (Epα , .) est un groupe de cardinal ϕ(pα) = pα−1(p − 1) et possède un élément
d’ordre pα−1. Soit a ∈ Z dont la classe modulo p ie. πp(a) est un générateur de
Ep. Si k est l’ordre de a dans Epα , alors ak ≡ 1 [ mod pα] ; donc ak ≡ 1 [ mod p] ie.
πp(a

k) = πp(1) = πp(a
p−1) d’après la définition de a et car Ep a (p− 1) éléments.

Donc il existe m ∈ N tel que k = m(p − 1). Soit b = am ; l’ordre de b dans Epα

est (p− 1). Comme pα et (p− 1) sont premiers entre eux, d’après 2.c), l’ordre de
(1+ p)b dans Epα est (p− 1)pα−1 = ϕ(pα). Donc le groupe (Epα , .) est cyclique et
l’un de ses générateurs est (1 + p)b.
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Dévissage du groupe des éléments inversibles de Z/nZ (MP*)

Il résulte du théorème chinois que si n ∈ N∗, n � 2 s’écrit n = m1 . . .mr où
mi = pαi

i avec les pi premiers distincts et les αi dans N∗, les anneaux Z/nZ
et Z/m1Z× · · · × Z/mrZ sont isomorphes. Il s’ensuit l’isomorphisme entre
les groupes multiplicatifs En et Em1

× · · · × Emr
où Ek = U

(
Z/kZ

)
. Nous

allons étudier la structure de Epα pour p entier naturel premier et α ∈ N∗.

1. Cas où α = 1.

a. Montrer que si n ∈ N∗, tout sous-groupe de
(
Z/nZ,+

)
est cylique.

b. Soit n ∈ N∗. Montrer que pour tout diviseur d de n, il existe un unique

sous-groupe Cd de
(
Z/nZ,+

)
de cardinal d ; Cd est engendré par πn

(n
d

)
·

c. Soit (G, .) un groupe d’ordre n vérifiant : si d|n alors le cardinal de
{x ∈ G |xd = 1G} est inférieur ou égal à d. Montrer que G est cyclique. On
pourra considérer l’ensemble Hd des x de G d’ordre égal à d.

d. Déduire de 1.b) et 1.c) que si (K,+, .) est un corps fini de cardinal n,
alors (K∗, .) est un groupe cyclique isomorphe à

(
Z/(n− 1)Z,+

)
.

e. Que dire de Ep si p est un nombre premier ?

2. Cas où p est premier et impair.

a. Montrer que : ∀k ∈ N, (1 + p)p
k ≡ 1 + pk+1 [mod pk+2].

b. Déterminer l’ordre de (1 + p) dans Epα où α ∈ N∗.

c. Soient a et b deux éléments d’ordre p et q d’un groupe (G, .). Si a.b = b.a
et si p ∧ q = 1, montrer que a.b est d’ordre pq.

d. Montrer que (Epα , .) est un groupe cyclique.

3. Cas où p = .

a. Montrer que : ∀k ∈ N, 52k ≡ 1 + 2k+2 [mod 2k+3].
b. Quel est l’ordre de 5 dans E2α où α est entier et α � 3 ?

c. Montrer que (E2α , .) n’est pas cyclique pour α � 3.

4. a. Soient (H, .) et (K, .) deux groupes finis h ∈ H, k ∈ K. Montrer que
l’ordre de (h, k) dans le groupe (H ×K, .) est le ppcm des ordres de h et k.

b. Montrer que le groupe produit de deux groupes cycliques H et K est
cyclique si, et seulement si, leurs ordres sont premiers entre eux.

c. Déterminer n ∈ N, n � 2 tel que (En, .) soit cyclique.
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Solution

1. a. Soit H un sous-groupe de (Z/nZ,+). Rappelons que πn est la surjection
canonique : Z → Z/nZ, x �→ x. L’image réciproque de H par πn étant un sous-
groupe de (Z,+), soit p ∈ N tel que π−1

n (H) = pZ = (p).
Donc πn

(
π−1
n (h)

)
= (p) = p.Z/nZ. Par définition πn

(
π−1
n (H)

)
⊂ H. Comme πn

est surjective, H = πn

(
π−1
n (H)

)
. Donc H = (p) ie. le résultat.

b. Si Cd existe, il est cyclique d’après 1.a. Posons n = pd. Soit x ∈ Z tel que
Cd = (x). Comme Card

[
Cd

]
= d, on a dx = 0 ie. n | dx ; d’où p |x ie. Cd ⊂ (p).

D’autre part p est clairement d’ordre d. Donc Card
[
(p)

]
= d = Card

[
Cd

]
; d’où

Cd = (p). Réciproquement, Cd = (p) est bien solution.

c. Soit d un diviseur de n ; s’il existe x ∈ G d’ordre d, alors (x) = {y ∈ G | yd = 1G}
car (x) est de cardinal d et (x) ⊂ {y ∈ G | yd = 1G}. Donc si d|n, le cardinal de Hd

est égal à 0 ou ϕ(d). Comme n =
∑
d|n

ϕ(d), le cardinal de Hd est systématiquement

égal à ϕ(d) car G est réunion disjointe des Hd pour d divisant n. En particulier
Card(Hn) = ϕ(n) � 1 et G est cyclique.

d. Quel que soit d un diviseur de (n − 1), l’ensemble des x de K∗ tels que
xd = 1K admet au plus d solutions ; d’après 1.c) le groupe (K∗, .) est cyclique
donc isomorphe au groupe

(
Z/(n− 1)Z,+

)
puisque K∗ est de cardinal (n− 1).

e. Si p est premier, (Z/pZ,+, .) est un corps de cardinal p. Donc le groupe (Ep, .)
est cyclique et isomorphe au groupe

(
Z/(p− 1)Z,+

)
.

2. a. Faisons un raisonnement par récurrence.

Posons HRk : (1 + p)p
k ≡ 1 + pk+1 [mod pk+2].

HR0 est vérifiée. Soit k ∈ N. Supposons HRk. Avec le binôme de Newton on a :

(1 + p)p
k+1

=
[
(1 + p)p

k]p
=

[
1 + pk+1 + λpk+2

]p
=

[
1 + pk+1(1 + λp)

]p
où λ ∈ N.

(1 + p)p
k+1

= 1 + p.pk+1(1 + λp) +

p∑
m=2

(
p
m

)[
pk+1(1 + λp)

]m
.

HRk ⇒ (1 + p)p
k+1 ≡ 1 + pk+2 [mod pk+3].

D’où HRk+1 et le résultat par théorème de récurrence.

b. Comme (1 + p)p
α−1 ≡ 1 + pα [mod pα+1], l’ordre de (1 + p) dans Epα est un

diviseur de pα−1 et donc de la forme pk où k ∈ [[1, α − 1]]. Comme (1 + p)p
α−2 ≡

1+ pα−1 [mod pα], n’est pas congru à 1 modulo pα, l’ordre de (1+ p) dans Epα est
pα−1.

c. a.b = b.a ⇒ (a.b)pq = apq.bpq = 1 car ap = 1 = bq. Donc l’ordre d de a.b divise
pq. Inversement, si (a.b)n = 1 = an.bn alors 1 = anq.bnq ; donc anq = 1 ; d’où p|nq.
Comme p ∧ q = 1, on a pq|n. D’où la conclusion.

d. (Epα , .) est un groupe de cardinal ϕ(pα) = pα−1(p − 1) et possède un élément
d’ordre pα−1. Soit a ∈ Z dont la classe modulo p ie. πp(a) est un générateur de
Ep. Si k est l’ordre de a dans Epα , alors ak ≡ 1 [ mod pα] ; donc ak ≡ 1 [ mod p] ie.
πp(a

k) = πp(1) = πp(a
p−1) d’après la définition de a et car Ep a (p− 1) éléments.

Donc il existe m ∈ N tel que k = m(p − 1). Soit b = am ; l’ordre de b dans Epα

est (p− 1). Comme pα et (p− 1) sont premiers entre eux, d’après 2.c), l’ordre de
(1+ p)b dans Epα est (p− 1)pα−1 = ϕ(pα). Donc le groupe (Epα , .) est cyclique et
l’un de ses générateurs est (1 + p)b.
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3. a. Procédons par récurrence sur k ∈ N comme en 2.a.

Soit HRk : 52
k ≡ 1 + 2k+2 [ mod 2k+3].

HR0 est vérifiée.
Soit k ∈ N. Supposons HRk. Alors il existe µ ∈ Z tel que 52

k

= 1+ 2k+2(1 + 2µ).

52
k+1

=
(
52

k)2
= 1 + 2k+3(1 + 2µ) + 22k+4(1 + 2µ)2.

Donc 52
k+1 ≡ 1 + 2k+3 [ mod 2k+4] ie. HRk+1.

D’où la conclusion par théorème de récurrence.

b. Pour k � 3, 52
α−3 ≡ 1+2α−1 [ mod 2α]. Donc 52

α−3

n’est pas congru à 1 modulo
2α. D’où l’ordre de 5 dans E2α est 2α−2 et celui de −1 est égal à 2.

c. Notons que −1 �∈
(
5
)
. En effet, si c’était le cas, il existerait j ∈ N tel que

5j ≡ −1[ mod 2α]. On aurait alors 1 ≡ −1[ mod 4]. Soit G le sous-groupe de
E2α engendré par −1 et 5. On a (5) strictement contenu dans G et G ⊂ E2α . Or
Card

[
(5)

]
= 2α−2 et Card

[
E2α

]
= 2α−1. Donc 2α−2 < Card[G] � 2α−1. Comme

Card[G] divise Card
[
E2α

]
, on a G = E2α et n’est pas cyclique puisqu’il existe x

de G tel que x2α−1 �= 1.

4. a. Soit n, r, s les ordres respectifs de (h, k), h et k.
(1H , 1K) = (h, k)n = (hn, kn) ⇒

[
hn = 1H et kn = 1K

]
.

Donc r|n et s|n. D’où ppcm (r, s) = t divise n.
Comme t = rr′ = ss′, on a : (h, k)t =

(
(hr)r

′
, (ks)s

′)
= (1H , 1K).

Donc t est l’ordre de (h, k) dans H ×K.

b. Notons Card[H] = r et Card[K] = s. Le groupe produit H × K est cyclique
si, et seulement si, il existe (h, k) ∈ H × K d’ordre rs. Notons o(x) l’ordre d’un
élément x. On a rs = o

(
(h, k))

)
⇐⇒ rs = ppcm

(
o(h), o(k)

)
(�)

Or r = r′o(h) et s = s′o(k). Donc (�) ⇐⇒ r′s′o(h)o(k) = o(h)o(k). Donc
(�) ⇐⇒ r′ = s′ = 1 ie.

(
r = o(h) et s = o(k)

)
ie. rs = ppcm (r, s) ce qui

équivaut à pgcd (r, s) = 1.

c. On vérifie aisément que E2 =
{
1
}
et E4 =

{
1, 4

}
sont cycliques.

Si α � 3, E2α n’est pas cyclique d’après 3.
Si p est premier et p � 3, Epα est cyclique d’après 2.d.
Si p est premier et p � 3, E2pα est cyclique d’après 4.b).
En utilisant les notations du début du problème, En est cyclique si, et seulement
si, les Emi

le sont puisque les mi sont deux à deux premiers entre eux et compte
tenu de 4b). Ceci impose que n admet au plus un diviseur premier impair puisque
ϕ(pα) = pα−1(p−1) est pair si p � 3. Si de plus n admet 2 diviseurs premiers, l’un
d’eux doit être égal à 2 et d’exposant 1 dans la décomposition de n en facteurs
premiers car ϕ(2β) = 2β−1, ϕ(pα) = pα−1(p− 1) et (p− 1) ∧ 2β−1 = 1.

En conclusion, En est cyclique si, et seulement si, n ∈ {2, 4, pα, 2pα} où p est un
nombre premier impair.
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• Polynômes cyclotomiques

Soit Un = {z ∈ C | zn = 1} = {ωk | k ∈ [[0, n[[ } où n ∈ N∗ et ω = exp
(
i
2π

n

)
·

On note Pn = {ωk | k ∈ [[0, n[[ et k∧n = 1} l’ensemble des racines primitives
n-ièmes de l’unité dans C. On rappelle que Pn est l’ensemble des générateurs
du groupe (Un, .) et que Card

[
Pn

]
= ϕ(n) où ϕ est la fonction indicatrice

d’Euler.

I. Questions préliminaires

1. Polynômes et arithmétique. Si P (X) = a0+a1X+· · ·+anX
n ∈ Q[X],

on définit son 〈〈 contenu 〉〉 cP de la façon suivante : on réduit toutes les
fractions aj au même dénominateur d, on met en facteur le pgcd δ des

numérateurs de ces fractions ainsi réduites. Alors cP =
δ

d
·

a. Montrer que cP = ±
∏
p∈P

pmin{αp(aj)|0�j�n} où P est l’ensemble des

nombres premiers et où αp(aj) est l’exposant (positif, négatif ou nul) de
p dans la décomposition de aj en facteurs premiers.

b. Prouver que cPQ = cP cQ.

c. En déduire que si P ∈ Z[X] est un polynôme irréductible dans Z[X], il
est irréductible dans Q[X].

d. Critère d’irréductibilité d’Eisenstein.
Soit P (X) = a0 + a1X + · · · + anX

n ∈ Z[X]. Montrer que s’il existe un
nombre premier p vérifiant les trois conditions :
(i) p � |an, (ii) ∀i ∈ [[0, n− 1]], p|ai, (iii) p2 � |a0,
alors P est irréductible dans Z[X].

2. Fonction de Möbius. Soient f et g deux applications de N∗ dans R.
On pose, pour tout n ∈ N∗, (f � g)(n) =

∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
·

a. Montrer que � est associative.

b. Soit µ : N∗ → N définie par µ(1) = 1, µ(n) = 0 si n contient un facteur
carré ; µ(n) = (−1)r si n = p1 . . . pr où les pi, 1 � i � r sont des nombres
premiers distincts. On note f0 : N∗ → N, n �→ 1. Calculer f0 � µ.

c. En déduire la 〈〈 formule d’inversion de Möbius 〉〉 :
g(n) =

∑
d|n

f(d) ⇒ f(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
·

d. Montrer que ϕ(n) =
∑
d|n

dµ
(n
d

)
pour tout n ∈ N∗.

II. Polynômes cyclotomiques

On pose Φn(X) =
∏

ξ∈Pn

(X − ξ) ∈ C[X] le n-ième polynôme cyclotomique.

On a deg(Φn) = ϕ(n) et Φ1(X) = X − 1.

1. Montrer que Xn − 1 =
∏
d|n

Φd(X).

2. En utilisant I.1. et une récurrence, montrer que Φn ∈ Z[X].
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3. a. Procédons par récurrence sur k ∈ N comme en 2.a.

Soit HRk : 52
k ≡ 1 + 2k+2 [ mod 2k+3].

HR0 est vérifiée.
Soit k ∈ N. Supposons HRk. Alors il existe µ ∈ Z tel que 52

k

= 1+ 2k+2(1 + 2µ).

52
k+1

=
(
52

k)2
= 1 + 2k+3(1 + 2µ) + 22k+4(1 + 2µ)2.

Donc 52
k+1 ≡ 1 + 2k+3 [ mod 2k+4] ie. HRk+1.

D’où la conclusion par théorème de récurrence.

b. Pour k � 3, 52
α−3 ≡ 1+2α−1 [ mod 2α]. Donc 52

α−3

n’est pas congru à 1 modulo
2α. D’où l’ordre de 5 dans E2α est 2α−2 et celui de −1 est égal à 2.

c. Notons que −1 �∈
(
5
)
. En effet, si c’était le cas, il existerait j ∈ N tel que

5j ≡ −1[ mod 2α]. On aurait alors 1 ≡ −1[ mod 4]. Soit G le sous-groupe de
E2α engendré par −1 et 5. On a (5) strictement contenu dans G et G ⊂ E2α . Or
Card

[
(5)

]
= 2α−2 et Card

[
E2α

]
= 2α−1. Donc 2α−2 < Card[G] � 2α−1. Comme

Card[G] divise Card
[
E2α

]
, on a G = E2α et n’est pas cyclique puisqu’il existe x

de G tel que x2α−1 �= 1.

4. a. Soit n, r, s les ordres respectifs de (h, k), h et k.
(1H , 1K) = (h, k)n = (hn, kn) ⇒

[
hn = 1H et kn = 1K

]
.

Donc r|n et s|n. D’où ppcm (r, s) = t divise n.
Comme t = rr′ = ss′, on a : (h, k)t =

(
(hr)r

′
, (ks)s

′)
= (1H , 1K).

Donc t est l’ordre de (h, k) dans H ×K.

b. Notons Card[H] = r et Card[K] = s. Le groupe produit H × K est cyclique
si, et seulement si, il existe (h, k) ∈ H × K d’ordre rs. Notons o(x) l’ordre d’un
élément x. On a rs = o

(
(h, k))

)
⇐⇒ rs = ppcm

(
o(h), o(k)

)
(�)

Or r = r′o(h) et s = s′o(k). Donc (�) ⇐⇒ r′s′o(h)o(k) = o(h)o(k). Donc
(�) ⇐⇒ r′ = s′ = 1 ie.

(
r = o(h) et s = o(k)

)
ie. rs = ppcm (r, s) ce qui

équivaut à pgcd (r, s) = 1.

c. On vérifie aisément que E2 =
{
1
}
et E4 =

{
1, 4

}
sont cycliques.

Si α � 3, E2α n’est pas cyclique d’après 3.
Si p est premier et p � 3, Epα est cyclique d’après 2.d.
Si p est premier et p � 3, E2pα est cyclique d’après 4.b).
En utilisant les notations du début du problème, En est cyclique si, et seulement
si, les Emi

le sont puisque les mi sont deux à deux premiers entre eux et compte
tenu de 4b). Ceci impose que n admet au plus un diviseur premier impair puisque
ϕ(pα) = pα−1(p−1) est pair si p � 3. Si de plus n admet 2 diviseurs premiers, l’un
d’eux doit être égal à 2 et d’exposant 1 dans la décomposition de n en facteurs
premiers car ϕ(2β) = 2β−1, ϕ(pα) = pα−1(p− 1) et (p− 1) ∧ 2β−1 = 1.

En conclusion, En est cyclique si, et seulement si, n ∈ {2, 4, pα, 2pα} où p est un
nombre premier impair.
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• Polynômes cyclotomiques

Soit Un = {z ∈ C | zn = 1} = {ωk | k ∈ [[0, n[[ } où n ∈ N∗ et ω = exp
(
i
2π

n

)
·

On note Pn = {ωk | k ∈ [[0, n[[ et k∧n = 1} l’ensemble des racines primitives
n-ièmes de l’unité dans C. On rappelle que Pn est l’ensemble des générateurs
du groupe (Un, .) et que Card

[
Pn

]
= ϕ(n) où ϕ est la fonction indicatrice

d’Euler.

I. Questions préliminaires

1. Polynômes et arithmétique. Si P (X) = a0+a1X+· · ·+anX
n ∈ Q[X],

on définit son 〈〈 contenu 〉〉 cP de la façon suivante : on réduit toutes les
fractions aj au même dénominateur d, on met en facteur le pgcd δ des

numérateurs de ces fractions ainsi réduites. Alors cP =
δ

d
·

a. Montrer que cP = ±
∏
p∈P

pmin{αp(aj)|0�j�n} où P est l’ensemble des

nombres premiers et où αp(aj) est l’exposant (positif, négatif ou nul) de
p dans la décomposition de aj en facteurs premiers.

b. Prouver que cPQ = cP cQ.

c. En déduire que si P ∈ Z[X] est un polynôme irréductible dans Z[X], il
est irréductible dans Q[X].

d. Critère d’irréductibilité d’Eisenstein.
Soit P (X) = a0 + a1X + · · · + anX

n ∈ Z[X]. Montrer que s’il existe un
nombre premier p vérifiant les trois conditions :
(i) p � |an, (ii) ∀i ∈ [[0, n− 1]], p|ai, (iii) p2 � |a0,
alors P est irréductible dans Z[X].

2. Fonction de Möbius. Soient f et g deux applications de N∗ dans R.
On pose, pour tout n ∈ N∗, (f � g)(n) =

∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
·

a. Montrer que � est associative.

b. Soit µ : N∗ → N définie par µ(1) = 1, µ(n) = 0 si n contient un facteur
carré ; µ(n) = (−1)r si n = p1 . . . pr où les pi, 1 � i � r sont des nombres
premiers distincts. On note f0 : N∗ → N, n �→ 1. Calculer f0 � µ.

c. En déduire la 〈〈 formule d’inversion de Möbius 〉〉 :
g(n) =

∑
d|n

f(d) ⇒ f(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
·

d. Montrer que ϕ(n) =
∑
d|n

dµ
(n
d

)
pour tout n ∈ N∗.

II. Polynômes cyclotomiques

On pose Φn(X) =
∏

ξ∈Pn

(X − ξ) ∈ C[X] le n-ième polynôme cyclotomique.

On a deg(Φn) = ϕ(n) et Φ1(X) = X − 1.

1. Montrer que Xn − 1 =
∏
d|n

Φd(X).

2. En utilisant I.1. et une récurrence, montrer que Φn ∈ Z[X].

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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3. Montrer que Φn(X) =
∏
d|n

(Xd − 1)µ(
n
d ). On pourra utiliser la fonction ln

4. Calcul des polynômes Φn. On note p un nombre premier.

a. Pour tout α ∈ N∗, montrer que Φpα(X) =

p−1∑
k=0

Xkpα−1

b. Si de plus p est impair, α ∈ N∗ et β ∈ N∗, montrer que :

Φ2αpβ (X) =
X2α−1pβ

+ 1

X2α−1pβ−1

+ 1
=

p−1∑
k=0

(−1)kXk2α−1pβ−1

.

c. Si p � |n, montrer que Φnp(X) =
Φn(X

p)

Φn(X)
·

d. Calculer Φ12, Φ60 et Φ72.

5. Si p est premier, montrer que Φp est irréductible dans Z[X] et dans Q[X].
On examinera Φp(X + 1).

Solution

Partie I

1. a. Notons P =
1

m

p∑
k=0

αkX
k où αk ∈ Z et m ∈ Z∗. Alors : P =

δ

m

p∑
k=0

α′
kX

k où

δ = pgcd(αi) et les α′
i sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’où cP =

δ

m
et le résultat par décomposition de δ et m en facteurs premiers.

b. P (X) = cPP1(X) où P1 ∈ Z[X] et est à coefficients premiers entre eux dans leur
ensemble. Q(X) = cQQ1(X) où Q1 ∈ Z[X] et est à coefficients premiers entre eux
dans leur ensemble. Donc PQ = cP cQP1Q1. Pour conclure, il suffit de montrer que
le polynôme P1Q1 de Z[X] est à coefficients premiers entre eux dans leur ensemble.

P1(X) =

∞∑
i=0

βiX
i et Q1(X) =

∞∑
i=O

γiX
i où βi = 0 si i > p1 et γi = 0 si i > q1.

Soit d un nombre premier, il existe au moins un élément de (β0, . . . , βp1) non
divisible par d. Soit j = min{i ∈ [[0, p1]] | d � |βi}. Soit k = min{i ∈ [[0, q1]] | d � |γi}.
Le coefficient de Xj+k dans P1Q1 s’écrit :
αjβk +

[
αj−1βj+1 + · · ·+ α0βj+k

]
+
[
αj+1βk−1 + · · ·+ αj+kβ0

]
.

Les deux termes entre crochets sont divisibles par d et pas αjβk. Donc d ne divise
pas le coefficient de Xj+k. Ceci est vrai quel que soit le nombre premier d, les
coefficients de P1Q1 sont premiers entre eux dans leur ensemble.

c. Si P = RT ∈ Z[X] où R et T sont éléments de Q[X]. Avec les notations de b),
on a P = cPP1, R = cRR1 et T = cTT1 avec cP = cRcT . Donc P = cPR1T1 où

(R1, T1) ∈
(
Z[X]

)2
. Comme P ∈ Z[X], on a cP ∈ Z. Si P est irréductible dans

Z[X], R1 ou T1 est un polynôme constant. Donc P est irréductible dans Q[X].

d. Si P = AB où A = α0+α1X+ · · ·+αrX
r et B = β0+β1X+ · · ·+βsX

s, s � 1,

(A,B) ∈
(
Z[X]

)2
. Comme a0 = α0β0. D’après (ii) p|a0. Donc p|α0 (par exemple).

De même, p|α1, . . . ; il existe k tel que p|αk−1 et p � |αk. En effet, p ne peut diviser
tous les αi, sinon il diviserait an = αrβs. Donc :
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ak = α0βk + α1βk−1 + · · ·+ αk−1β1 + αkβ0 ≡ αkβ0 [ mod p].
Comme k � r < n, on a ak �= an. Donc p|ak a fortiori p|αkβ0. Or p est premier et
p � |αk, donc p|β0. Par suite, p

2|a0 ce qui contredit (iii).

2. a. (f � g)(n) =
∑

dd′=n

f(d)g(d′) ⇒
[
(f � g) � h

]
(n) =

∑
dd′=n

(
f � g

)
(d)h(d′).

[
(f � g) � h

]
(n) =

∑
dd′=n

∑
st=d

f(s)g(t)h(d′) =
∑

std′=n

f(s)g(t)h(d′).

[
(f � g) � h

]
(n) =

∑
sd′′=n

f(s)
∑

td′=d′′

g(t)h(d′) =
∑

sd′′=n

f(s)
(
g � h

)
(d′′).

D’où
[
(f � g) � h

]
(n) =

[
f � (g � h)

]
(n) et � est associative.

b. (f0 � µ)(n) =
∑
d|n

µ(d)f0

(n
d

)
=

∑
d|n

µ(d) par définition de f0.

Décomposé en facteurs premiers, n s’écrit : n = pα1
1 . . . pαs

s où les pi sont deux à
deux distincts. Dans la somme précédente, seuls les d s’écrivant d = pβ1

. . . pβk
où

les βi sont éléments distincts de [[1, s]] seront pris en compte puisque si l’un des αi

est supérieur ou égal à 2, alors µ(d) = 0.

(f0 � µ)(n) =
∑

d=pβ1
...pβk

µ(d) =
∑

0�k�n

(
s
k

)
(−1)k = (1− 1)s = 0 car s � 1.

En effet, µ
(
pβ1

. . . pβk

)
= (−1)k et il y a

(
s
k

)
façons de choisir k éléments distincts

dans {p1, . . . , ps}. Donc (f0 � µ)(n) = 1 si n = 1 et 0 si n > 1.

c. g(n) =
∑
d|n

f(d) = (f � f0)(n). Donc g � µ = (f � f0) � µ = f � (f0 � µ).

Donc (g � µ)(n) =
∑

dd′=n

f(d)(f0 � µ)(d
′) = f(n) d’après I.2.b.

Or (g � µ)(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
, d’où le résultat.

d. Comme n =
∑
d|n

ϕ(d), le résultat précédent avec g(x) = x et f = ϕ permet de

conclure.

Partie II

1. Soit n ∈ N∗. Comme (Pd)d|n forme une partition de Un, on a :∏
d|n

Φd(X) =
∏
d|n

∏
ξ∈Pd

(X − ξ) =
∏
ξ∈Un

(X − ξ) = Xn − 1.

2. Φ1(X) = X − 1 ∈ Z[X]. Supposons pour tout k < n,Φk ∈ Z[X] et est unitaire.

Alors Q(X) =
∏
d|n
d �=n

Φk(X) ∈ Z[X] et Φn(X)Q(X) = Xn − 1 d’après II.1.

Q(X) divise Xn − 1 dans Q[X] donc Φn ∈ Q[X]. Avec les notations de I.1.
cXn−1 = 1 = cΦn

cQ. Or cQ = 1 puisque Q ∈ Z[X] et a pour coefficient dominant
1. Donc cΦn

= 1 et Φn ∈ Z[X] et est unitaire. Le résultat demandé est prouvé par
récurrence.

3. Φd(X) est unitaire, donc : ∃A ∈ ]1,+∞[ , ∀x ∈ ]A,+∞[ , ∀d|n, Φn(x) > 0.
Pour x fixé dans ]A,+∞[, posons f(n) = ln(xn − 1) et g(n) = ln

[
Φn(x)

]
.

D’après II.1. on a : f(n) =
∑
d|n

g(d). On déduit de I.2. que :
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3. Montrer que Φn(X) =
∏
d|n

(Xd − 1)µ(
n
d ). On pourra utiliser la fonction ln

4. Calcul des polynômes Φn. On note p un nombre premier.

a. Pour tout α ∈ N∗, montrer que Φpα(X) =

p−1∑
k=0

Xkpα−1

b. Si de plus p est impair, α ∈ N∗ et β ∈ N∗, montrer que :

Φ2αpβ (X) =
X2α−1pβ

+ 1

X2α−1pβ−1

+ 1
=

p−1∑
k=0

(−1)kXk2α−1pβ−1

.

c. Si p � |n, montrer que Φnp(X) =
Φn(X

p)

Φn(X)
·

d. Calculer Φ12, Φ60 et Φ72.

5. Si p est premier, montrer que Φp est irréductible dans Z[X] et dans Q[X].
On examinera Φp(X + 1).

Solution

Partie I

1. a. Notons P =
1

m

p∑
k=0

αkX
k où αk ∈ Z et m ∈ Z∗. Alors : P =

δ

m

p∑
k=0

α′
kX

k où

δ = pgcd(αi) et les α′
i sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’où cP =

δ

m
et le résultat par décomposition de δ et m en facteurs premiers.

b. P (X) = cPP1(X) où P1 ∈ Z[X] et est à coefficients premiers entre eux dans leur
ensemble. Q(X) = cQQ1(X) où Q1 ∈ Z[X] et est à coefficients premiers entre eux
dans leur ensemble. Donc PQ = cP cQP1Q1. Pour conclure, il suffit de montrer que
le polynôme P1Q1 de Z[X] est à coefficients premiers entre eux dans leur ensemble.

P1(X) =

∞∑
i=0

βiX
i et Q1(X) =

∞∑
i=O

γiX
i où βi = 0 si i > p1 et γi = 0 si i > q1.

Soit d un nombre premier, il existe au moins un élément de (β0, . . . , βp1) non
divisible par d. Soit j = min{i ∈ [[0, p1]] | d � |βi}. Soit k = min{i ∈ [[0, q1]] | d � |γi}.
Le coefficient de Xj+k dans P1Q1 s’écrit :
αjβk +

[
αj−1βj+1 + · · ·+ α0βj+k

]
+
[
αj+1βk−1 + · · ·+ αj+kβ0

]
.

Les deux termes entre crochets sont divisibles par d et pas αjβk. Donc d ne divise
pas le coefficient de Xj+k. Ceci est vrai quel que soit le nombre premier d, les
coefficients de P1Q1 sont premiers entre eux dans leur ensemble.

c. Si P = RT ∈ Z[X] où R et T sont éléments de Q[X]. Avec les notations de b),
on a P = cPP1, R = cRR1 et T = cTT1 avec cP = cRcT . Donc P = cPR1T1 où

(R1, T1) ∈
(
Z[X]

)2
. Comme P ∈ Z[X], on a cP ∈ Z. Si P est irréductible dans

Z[X], R1 ou T1 est un polynôme constant. Donc P est irréductible dans Q[X].

d. Si P = AB où A = α0+α1X+ · · ·+αrX
r et B = β0+β1X+ · · ·+βsX

s, s � 1,

(A,B) ∈
(
Z[X]

)2
. Comme a0 = α0β0. D’après (ii) p|a0. Donc p|α0 (par exemple).

De même, p|α1, . . . ; il existe k tel que p|αk−1 et p � |αk. En effet, p ne peut diviser
tous les αi, sinon il diviserait an = αrβs. Donc :
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3. Montrer que Φn(X) =
∏
d|n

(Xd − 1)µ(
n
d ). On pourra utiliser la fonction ln

4. Calcul des polynômes Φn. On note p un nombre premier.

a. Pour tout α ∈ N∗, montrer que Φpα(X) =

p−1∑
k=0

Xkpα−1

b. Si de plus p est impair, α ∈ N∗ et β ∈ N∗, montrer que :

Φ2αpβ (X) =
X2α−1pβ

+ 1

X2α−1pβ−1

+ 1
=

p−1∑
k=0

(−1)kXk2α−1pβ−1

.

c. Si p � |n, montrer que Φnp(X) =
Φn(X

p)

Φn(X)
·

d. Calculer Φ12, Φ60 et Φ72.

5. Si p est premier, montrer que Φp est irréductible dans Z[X] et dans Q[X].
On examinera Φp(X + 1).

Solution

Partie I

1. a. Notons P =
1

m

p∑
k=0

αkX
k où αk ∈ Z et m ∈ Z∗. Alors : P =

δ

m

p∑
k=0

α′
kX

k où

δ = pgcd(αi) et les α′
i sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’où cP =

δ

m
et le résultat par décomposition de δ et m en facteurs premiers.

b. P (X) = cPP1(X) où P1 ∈ Z[X] et est à coefficients premiers entre eux dans leur
ensemble. Q(X) = cQQ1(X) où Q1 ∈ Z[X] et est à coefficients premiers entre eux
dans leur ensemble. Donc PQ = cP cQP1Q1. Pour conclure, il suffit de montrer que
le polynôme P1Q1 de Z[X] est à coefficients premiers entre eux dans leur ensemble.

P1(X) =

∞∑
i=0

βiX
i et Q1(X) =

∞∑
i=O

γiX
i où βi = 0 si i > p1 et γi = 0 si i > q1.

Soit d un nombre premier, il existe au moins un élément de (β0, . . . , βp1) non
divisible par d. Soit j = min{i ∈ [[0, p1]] | d � |βi}. Soit k = min{i ∈ [[0, q1]] | d � |γi}.
Le coefficient de Xj+k dans P1Q1 s’écrit :
αjβk +

[
αj−1βj+1 + · · ·+ α0βj+k

]
+
[
αj+1βk−1 + · · ·+ αj+kβ0

]
.

Les deux termes entre crochets sont divisibles par d et pas αjβk. Donc d ne divise
pas le coefficient de Xj+k. Ceci est vrai quel que soit le nombre premier d, les
coefficients de P1Q1 sont premiers entre eux dans leur ensemble.

c. Si P = RT ∈ Z[X] où R et T sont éléments de Q[X]. Avec les notations de b),
on a P = cPP1, R = cRR1 et T = cTT1 avec cP = cRcT . Donc P = cPR1T1 où

(R1, T1) ∈
(
Z[X]

)2
. Comme P ∈ Z[X], on a cP ∈ Z. Si P est irréductible dans

Z[X], R1 ou T1 est un polynôme constant. Donc P est irréductible dans Q[X].

d. Si P = AB où A = α0+α1X+ · · ·+αrX
r et B = β0+β1X+ · · ·+βsX

s, s � 1,

(A,B) ∈
(
Z[X]

)2
. Comme a0 = α0β0. D’après (ii) p|a0. Donc p|α0 (par exemple).

De même, p|α1, . . . ; il existe k tel que p|αk−1 et p � |αk. En effet, p ne peut diviser
tous les αi, sinon il diviserait an = αrβs. Donc :
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ak = α0βk + α1βk−1 + · · ·+ αk−1β1 + αkβ0 ≡ αkβ0 [ mod p].
Comme k � r < n, on a ak �= an. Donc p|ak a fortiori p|αkβ0. Or p est premier et
p � |αk, donc p|β0. Par suite, p

2|a0 ce qui contredit (iii).

2. a. (f � g)(n) =
∑

dd′=n

f(d)g(d′) ⇒
[
(f � g) � h

]
(n) =

∑
dd′=n

(
f � g

)
(d)h(d′).

[
(f � g) � h

]
(n) =

∑
dd′=n

∑
st=d

f(s)g(t)h(d′) =
∑

std′=n

f(s)g(t)h(d′).

[
(f � g) � h

]
(n) =

∑
sd′′=n

f(s)
∑

td′=d′′

g(t)h(d′) =
∑

sd′′=n

f(s)
(
g � h

)
(d′′).

D’où
[
(f � g) � h

]
(n) =

[
f � (g � h)

]
(n) et � est associative.

b. (f0 � µ)(n) =
∑
d|n

µ(d)f0

(n
d

)
=

∑
d|n

µ(d) par définition de f0.

Décomposé en facteurs premiers, n s’écrit : n = pα1
1 . . . pαs

s où les pi sont deux à
deux distincts. Dans la somme précédente, seuls les d s’écrivant d = pβ1

. . . pβk
où

les βi sont éléments distincts de [[1, s]] seront pris en compte puisque si l’un des αi

est supérieur ou égal à 2, alors µ(d) = 0.

(f0 � µ)(n) =
∑

d=pβ1
...pβk

µ(d) =
∑

0�k�n

(
s
k

)
(−1)k = (1− 1)s = 0 car s � 1.

En effet, µ
(
pβ1

. . . pβk

)
= (−1)k et il y a

(
s
k

)
façons de choisir k éléments distincts

dans {p1, . . . , ps}. Donc (f0 � µ)(n) = 1 si n = 1 et 0 si n > 1.

c. g(n) =
∑
d|n

f(d) = (f � f0)(n). Donc g � µ = (f � f0) � µ = f � (f0 � µ).

Donc (g � µ)(n) =
∑

dd′=n

f(d)(f0 � µ)(d
′) = f(n) d’après I.2.b.

Or (g � µ)(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
, d’où le résultat.

d. Comme n =
∑
d|n

ϕ(d), le résultat précédent avec g(x) = x et f = ϕ permet de

conclure.

Partie II

1. Soit n ∈ N∗. Comme (Pd)d|n forme une partition de Un, on a :∏
d|n

Φd(X) =
∏
d|n

∏
ξ∈Pd

(X − ξ) =
∏
ξ∈Un

(X − ξ) = Xn − 1.

2. Φ1(X) = X − 1 ∈ Z[X]. Supposons pour tout k < n,Φk ∈ Z[X] et est unitaire.

Alors Q(X) =
∏
d|n
d �=n

Φk(X) ∈ Z[X] et Φn(X)Q(X) = Xn − 1 d’après II.1.

Q(X) divise Xn − 1 dans Q[X] donc Φn ∈ Q[X]. Avec les notations de I.1.
cXn−1 = 1 = cΦn

cQ. Or cQ = 1 puisque Q ∈ Z[X] et a pour coefficient dominant
1. Donc cΦn

= 1 et Φn ∈ Z[X] et est unitaire. Le résultat demandé est prouvé par
récurrence.

3. Φd(X) est unitaire, donc : ∃A ∈ ]1,+∞[ , ∀x ∈ ]A,+∞[ , ∀d|n, Φn(x) > 0.
Pour x fixé dans ]A,+∞[, posons f(n) = ln(xn − 1) et g(n) = ln

[
Φn(x)

]
.

D’après II.1. on a : f(n) =
∑
d|n

g(d). On déduit de I.2. que :
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3. Montrer que Φn(X) =
∏
d|n

(Xd − 1)µ(
n
d ). On pourra utiliser la fonction ln

4. Calcul des polynômes Φn. On note p un nombre premier.

a. Pour tout α ∈ N∗, montrer que Φpα(X) =

p−1∑
k=0

Xkpα−1

b. Si de plus p est impair, α ∈ N∗ et β ∈ N∗, montrer que :

Φ2αpβ (X) =
X2α−1pβ

+ 1

X2α−1pβ−1

+ 1
=

p−1∑
k=0

(−1)kXk2α−1pβ−1

.

c. Si p � |n, montrer que Φnp(X) =
Φn(X

p)

Φn(X)
·

d. Calculer Φ12, Φ60 et Φ72.

5. Si p est premier, montrer que Φp est irréductible dans Z[X] et dans Q[X].
On examinera Φp(X + 1).

Solution

Partie I

1. a. Notons P =
1

m

p∑
k=0

αkX
k où αk ∈ Z et m ∈ Z∗. Alors : P =

δ

m

p∑
k=0

α′
kX

k où

δ = pgcd(αi) et les α′
i sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’où cP =

δ

m
et le résultat par décomposition de δ et m en facteurs premiers.

b. P (X) = cPP1(X) où P1 ∈ Z[X] et est à coefficients premiers entre eux dans leur
ensemble. Q(X) = cQQ1(X) où Q1 ∈ Z[X] et est à coefficients premiers entre eux
dans leur ensemble. Donc PQ = cP cQP1Q1. Pour conclure, il suffit de montrer que
le polynôme P1Q1 de Z[X] est à coefficients premiers entre eux dans leur ensemble.

P1(X) =

∞∑
i=0

βiX
i et Q1(X) =

∞∑
i=O

γiX
i où βi = 0 si i > p1 et γi = 0 si i > q1.

Soit d un nombre premier, il existe au moins un élément de (β0, . . . , βp1) non
divisible par d. Soit j = min{i ∈ [[0, p1]] | d � |βi}. Soit k = min{i ∈ [[0, q1]] | d � |γi}.
Le coefficient de Xj+k dans P1Q1 s’écrit :
αjβk +

[
αj−1βj+1 + · · ·+ α0βj+k

]
+
[
αj+1βk−1 + · · ·+ αj+kβ0

]
.

Les deux termes entre crochets sont divisibles par d et pas αjβk. Donc d ne divise
pas le coefficient de Xj+k. Ceci est vrai quel que soit le nombre premier d, les
coefficients de P1Q1 sont premiers entre eux dans leur ensemble.

c. Si P = RT ∈ Z[X] où R et T sont éléments de Q[X]. Avec les notations de b),
on a P = cPP1, R = cRR1 et T = cTT1 avec cP = cRcT . Donc P = cPR1T1 où

(R1, T1) ∈
(
Z[X]

)2
. Comme P ∈ Z[X], on a cP ∈ Z. Si P est irréductible dans

Z[X], R1 ou T1 est un polynôme constant. Donc P est irréductible dans Q[X].

d. Si P = AB où A = α0+α1X+ · · ·+αrX
r et B = β0+β1X+ · · ·+βsX

s, s � 1,

(A,B) ∈
(
Z[X]

)2
. Comme a0 = α0β0. D’après (ii) p|a0. Donc p|α0 (par exemple).

De même, p|α1, . . . ; il existe k tel que p|αk−1 et p � |αk. En effet, p ne peut diviser
tous les αi, sinon il diviserait an = αrβs. Donc :
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ln
[
Φn(x)

]
=

∑
d|n

µ
(n
d

)
ln(xd − 1). Donc Φn(x) =

∏
d|n

(xd − 1)µ(
n
d ).

Ceci étant vrai quel que soit x élément de ]A,+∞[ qui est une partie infinie de R,
comme Φn et

∏
d|n

(Xd − 1)µ(
n
d ) sont des polynômes, le résultat est prouvé.

4. a. Comme p est premier, pour tout α ∈ N∗, Upα \ Upα−1 = Ppα .

Donc Φpα(X) =
Xpα

− 1

Xpα−1

− 1
=

p−1∑
k=0

Xkpα−1

.

b. On déduit de II.3. Φ2αpβ (X) =
X2αpβ

− 1

X2α−1pβ

− 1
· X

2α−1pβ−1

− 1

X2αpβ−1

− 1
·

Comme X2αpβ−1

− 1 = (X2α−1pβ−1

− 1)(X2αpβ−1

+ 1),

et X2αpβ

− 1 = (X2α−1pβ

− 1)(X2α−1pβ

+ 1), on a le résultat car p est impair.

c. Les résultats demandés, conséquences de II.3. peuvent se prouver directement.

P (X) =
Φn(X

p)

Φn(X)
∈ Q[X]. En effet Φn n’a que des racines simples. Si ξ est l’une

d’elles, ξp en est une autre car p ∧ n = 1 et ξ est une racine primitive n-ième
de l’unité dans C. Donc Φn(ξ

p) = 0. P est unitaire car Φn et Φn(X
p) le sont.

deg(P ) = pϕ(n) − ϕ(n) = (p − 1)ϕ(n) = ϕ(p)ϕ(n) = ϕ(np) car n ∧ p = 1. Donc
P et Φnp ont même degré. Or Φnp(x) = 0 implique que x est racine np-ième de
l’unité. Donc x n’est pas racine n-ième de l’unité. Donc Φn(x) �= 0 et l’ordre de

xp est
np

p ∧ np
= n. Donc Φn(x

p) = 0 et P (x) = 0.

d. 12 = 22.3. D’où, d’après 4.b), Φ12(X) = 1−X2 +X4.

De même, 72 = 23.32. D’où : Φ72(X) = 1−X12 +X24.

60 = 12.5. D’où, d’après 4.c), Φ60(X) =
Φ12(X

5)

Φ12(X)
=

X20 −X10 + 1

X4 −X2 + 1
et après

division euclidienne, Φ60(X) = X16 +X14 −X10 −X8 −X6 +X2 + 1.

Remarque : il faut calculer Φ105 pour trouver un coefficient d’un polynôme Φn

distinct de ±1 en l’occurrence égal à −2.

5. Φp(X) =

p−1∑
k=0

Xk =
Xp − 1

X − 1
· Donc

Φp(X + 1) =
(X + 1)p − 1

X
= Xp−1 +

(
p
1

)
Xp−2 + · · ·+

(
p

p− 2

)
X +

(
p

p− 1

)
.

Nous avons vu dans l’exercice 9. que p
∣∣∣
(
p
k

)
si 1 � k � p − 1 car p est premier.

D’après la question I.1.d) le polynôme Φp est irréductible dans Z[X] donc Φp est
irréductible dans Q[X] d’après la question I.1.c.
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• Corps des quaternions ; théorème des quatre carrés

Partie I

Soit e0 =

(
1 0
0 1

)
, e1 =

(
i 0
0 −i

)
, e2 =

(
0 1
−1 0

)
, e3 =

(
0 i
i 0

)
dans

M2(C) et l’on note H le R-espace vectoriel engendré par ces matrices.
On vérifie : e0ek = eke0 = ek si k ∈ [[0, 3]] ; e2k = −e0 si k ∈ [[1, 3]] ;
e1e2 = −e2e1 = e3 ; e3e1 = −e1e3 = e2 ; e2e3 = −e3e2 = e1.

1. Déterminer dimR(H). Un élément de H est appelé un quaternion.

2. Si X = x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 et Y = y0e0 + y1e1 + y2e2 + y3e3,
exprimer XY dans la base (ek)0�k�3 de H. Structure de H ?

3. On pose X = x0e0 − x1e1 − x2e2 − x3e3. Comparer XY et Y X.

4. Prouver que N : H → R+, X �→
√
α où XX = αe0 est une norme et que

l’on a : N(XY ) = N(X)N(Y ).

5. Prouver que tout élément non nul de H est inversible dans (H, .).

Partie II : application au théorème des quatre carrés

On se propose de prouver le résultat suivant : tout entier naturel est somme
de quatre carrés d’entiers (certains pouvant être nuls).

1. Déduire de I.3. que si m et n sont sommes de quatre carrés d’entiers, il
en est de même de mn. Montrer qu’il suffit de prouver le résultat pour p
premier et traiter le cas p = 2. On suppose dorénavant p premier impair.

2. a. Soit f : Z/pZ → Z/pZ, x �→ x2 et soit E l’image par f◦πp de [[0, p−1
2 ]]·

Quel est le nombre d’éléments de E ?

b. Soit g : Z/pZ → Z/pZ, x �→ −(1 + x2) et soit F l’image par g◦πp de
[[0, p−1

2 ]]· Quel est le nombre d’éléments de F ?

c. Déduire de 2.a. et b. que : ∃ (x, y) ∈ [[0, p−1
2 ]]2,πp(x

2 + y2 + 1) = 0.

3. Soit M l’ensemble des m ∈ [[1, p[[ tels que mp soit somme de quatre carrés
d’entiers. Montrer queM �= ∅. Soitm0 ∈ M. Notonsm0p = x2

0+x2
1+x2

2+x2
3.

4. Prouver que si m0 est pair, à une permutation des indices près, x0 et x1

sont de même parité ainsi que x2 et x3. En déduire que
m0

2
∈ M.

5. Supposons m0 impair et m0 > 1.

a. Prouver l’existence d’un entier ui tel que
∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ <
1

2
· On pose

yi = xi − m0ui. Prouver que m0p ≡ y20 + y21 + y22 + y23 [ mod m0] et qu’il
existe m′ ∈ [[1,m0[[ tel que y20 + y21 + y22 + y23 = m0m

′.

b. Reprenant les notations de I.2. les xi et yi étant ceux II.5. a), on dira que
deux éléments T1 et T2 de H, à coefficients entiers sont congrus modulo m si
leurs composantes sur (e0, e1, e2, e3) le sont ; et l’on notera T1 ≡ T2 [modm].
Montrer que X ≡ Y [ mod m0] et XY ≡ XX ≡ 0 [ mod m0]. En déduire
l’existence d’un quaternion T à coefficients entiers tel que XY = m0T .
Calculer N2

(
XY

)
en fonction de m0,m

′, p puis N2(T ) en fonction de m′, p.

6. Conclure.
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ln
[
Φn(x)

]
=

∑
d|n

µ
(n
d

)
ln(xd − 1). Donc Φn(x) =

∏
d|n

(xd − 1)µ(
n
d ).

Ceci étant vrai quel que soit x élément de ]A,+∞[ qui est une partie infinie de R,
comme Φn et

∏
d|n

(Xd − 1)µ(
n
d ) sont des polynômes, le résultat est prouvé.

4. a. Comme p est premier, pour tout α ∈ N∗, Upα \ Upα−1 = Ppα .

Donc Φpα(X) =
Xpα

− 1

Xpα−1

− 1
=

p−1∑
k=0

Xkpα−1

.

b. On déduit de II.3. Φ2αpβ (X) =
X2αpβ

− 1

X2α−1pβ

− 1
· X

2α−1pβ−1

− 1

X2αpβ−1

− 1
·

Comme X2αpβ−1

− 1 = (X2α−1pβ−1

− 1)(X2αpβ−1

+ 1),

et X2αpβ

− 1 = (X2α−1pβ

− 1)(X2α−1pβ

+ 1), on a le résultat car p est impair.

c. Les résultats demandés, conséquences de II.3. peuvent se prouver directement.

P (X) =
Φn(X

p)

Φn(X)
∈ Q[X]. En effet Φn n’a que des racines simples. Si ξ est l’une

d’elles, ξp en est une autre car p ∧ n = 1 et ξ est une racine primitive n-ième
de l’unité dans C. Donc Φn(ξ

p) = 0. P est unitaire car Φn et Φn(X
p) le sont.

deg(P ) = pϕ(n) − ϕ(n) = (p − 1)ϕ(n) = ϕ(p)ϕ(n) = ϕ(np) car n ∧ p = 1. Donc
P et Φnp ont même degré. Or Φnp(x) = 0 implique que x est racine np-ième de
l’unité. Donc x n’est pas racine n-ième de l’unité. Donc Φn(x) �= 0 et l’ordre de

xp est
np

p ∧ np
= n. Donc Φn(x

p) = 0 et P (x) = 0.

d. 12 = 22.3. D’où, d’après 4.b), Φ12(X) = 1−X2 +X4.

De même, 72 = 23.32. D’où : Φ72(X) = 1−X12 +X24.

60 = 12.5. D’où, d’après 4.c), Φ60(X) =
Φ12(X

5)

Φ12(X)
=

X20 −X10 + 1

X4 −X2 + 1
et après

division euclidienne, Φ60(X) = X16 +X14 −X10 −X8 −X6 +X2 + 1.

Remarque : il faut calculer Φ105 pour trouver un coefficient d’un polynôme Φn

distinct de ±1 en l’occurrence égal à −2.

5. Φp(X) =

p−1∑
k=0

Xk =
Xp − 1

X − 1
· Donc

Φp(X + 1) =
(X + 1)p − 1

X
= Xp−1 +

(
p
1

)
Xp−2 + · · ·+

(
p

p− 2

)
X +

(
p

p− 1

)
.

Nous avons vu dans l’exercice 9. que p
∣∣∣
(
p
k

)
si 1 � k � p − 1 car p est premier.

D’après la question I.1.d) le polynôme Φp est irréductible dans Z[X] donc Φp est
irréductible dans Q[X] d’après la question I.1.c.
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• Corps des quaternions ; théorème des quatre carrés

Partie I

Soit e0 =

(
1 0
0 1

)
, e1 =

(
i 0
0 −i

)
, e2 =

(
0 1
−1 0

)
, e3 =

(
0 i
i 0

)
dans

M2(C) et l’on note H le R-espace vectoriel engendré par ces matrices.
On vérifie : e0ek = eke0 = ek si k ∈ [[0, 3]] ; e2k = −e0 si k ∈ [[1, 3]] ;
e1e2 = −e2e1 = e3 ; e3e1 = −e1e3 = e2 ; e2e3 = −e3e2 = e1.

1. Déterminer dimR(H). Un élément de H est appelé un quaternion.

2. Si X = x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 et Y = y0e0 + y1e1 + y2e2 + y3e3,
exprimer XY dans la base (ek)0�k�3 de H. Structure de H ?

3. On pose X = x0e0 − x1e1 − x2e2 − x3e3. Comparer XY et Y X.

4. Prouver que N : H → R+, X �→
√
α où XX = αe0 est une norme et que

l’on a : N(XY ) = N(X)N(Y ).

5. Prouver que tout élément non nul de H est inversible dans (H, .).

Partie II : application au théorème des quatre carrés

On se propose de prouver le résultat suivant : tout entier naturel est somme
de quatre carrés d’entiers (certains pouvant être nuls).

1. Déduire de I.3. que si m et n sont sommes de quatre carrés d’entiers, il
en est de même de mn. Montrer qu’il suffit de prouver le résultat pour p
premier et traiter le cas p = 2. On suppose dorénavant p premier impair.

2. a. Soit f : Z/pZ → Z/pZ, x �→ x2 et soit E l’image par f◦πp de [[0, p−1
2 ]]·

Quel est le nombre d’éléments de E ?

b. Soit g : Z/pZ → Z/pZ, x �→ −(1 + x2) et soit F l’image par g◦πp de
[[0, p−1

2 ]]· Quel est le nombre d’éléments de F ?

c. Déduire de 2.a. et b. que : ∃ (x, y) ∈ [[0, p−1
2 ]]2,πp(x

2 + y2 + 1) = 0.

3. Soit M l’ensemble des m ∈ [[1, p[[ tels que mp soit somme de quatre carrés
d’entiers. Montrer queM �= ∅. Soitm0 ∈ M. Notonsm0p = x2

0+x2
1+x2

2+x2
3.

4. Prouver que si m0 est pair, à une permutation des indices près, x0 et x1

sont de même parité ainsi que x2 et x3. En déduire que
m0

2
∈ M.

5. Supposons m0 impair et m0 > 1.

a. Prouver l’existence d’un entier ui tel que
∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ <
1

2
· On pose

yi = xi − m0ui. Prouver que m0p ≡ y20 + y21 + y22 + y23 [ mod m0] et qu’il
existe m′ ∈ [[1,m0[[ tel que y20 + y21 + y22 + y23 = m0m

′.

b. Reprenant les notations de I.2. les xi et yi étant ceux II.5. a), on dira que
deux éléments T1 et T2 de H, à coefficients entiers sont congrus modulo m si
leurs composantes sur (e0, e1, e2, e3) le sont ; et l’on notera T1 ≡ T2 [modm].
Montrer que X ≡ Y [ mod m0] et XY ≡ XX ≡ 0 [ mod m0]. En déduire
l’existence d’un quaternion T à coefficients entiers tel que XY = m0T .
Calculer N2

(
XY

)
en fonction de m0,m

′, p puis N2(T ) en fonction de m′, p.

6. Conclure.
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e1e2 = −e2e1 = e3 ; e3e1 = −e1e3 = e2 ; e2e3 = −e3e2 = e1.

1. Déterminer dimR(H). Un élément de H est appelé un quaternion.

2. Si X = x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 et Y = y0e0 + y1e1 + y2e2 + y3e3,
exprimer XY dans la base (ek)0�k�3 de H. Structure de H ?

3. On pose X = x0e0 − x1e1 − x2e2 − x3e3. Comparer XY et Y X.

4. Prouver que N : H → R+, X �→
√
α où XX = αe0 est une norme et que

l’on a : N(XY ) = N(X)N(Y ).

5. Prouver que tout élément non nul de H est inversible dans (H, .).
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On se propose de prouver le résultat suivant : tout entier naturel est somme
de quatre carrés d’entiers (certains pouvant être nuls).

1. Déduire de I.3. que si m et n sont sommes de quatre carrés d’entiers, il
en est de même de mn. Montrer qu’il suffit de prouver le résultat pour p
premier et traiter le cas p = 2. On suppose dorénavant p premier impair.

2. a. Soit f : Z/pZ → Z/pZ, x �→ x2 et soit E l’image par f◦πp de [[0, p−1
2 ]]·

Quel est le nombre d’éléments de E ?

b. Soit g : Z/pZ → Z/pZ, x �→ −(1 + x2) et soit F l’image par g◦πp de
[[0, p−1

2 ]]· Quel est le nombre d’éléments de F ?

c. Déduire de 2.a. et b. que : ∃ (x, y) ∈ [[0, p−1
2 ]]2,πp(x

2 + y2 + 1) = 0.

3. Soit M l’ensemble des m ∈ [[1, p[[ tels que mp soit somme de quatre carrés
d’entiers. Montrer queM �= ∅. Soitm0 ∈ M. Notonsm0p = x2

0+x2
1+x2

2+x2
3.

4. Prouver que si m0 est pair, à une permutation des indices près, x0 et x1

sont de même parité ainsi que x2 et x3. En déduire que
m0

2
∈ M.

5. Supposons m0 impair et m0 > 1.

a. Prouver l’existence d’un entier ui tel que
∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ <
1

2
· On pose

yi = xi − m0ui. Prouver que m0p ≡ y20 + y21 + y22 + y23 [ mod m0] et qu’il
existe m′ ∈ [[1,m0[[ tel que y20 + y21 + y22 + y23 = m0m

′.

b. Reprenant les notations de I.2. les xi et yi étant ceux II.5. a), on dira que
deux éléments T1 et T2 de H, à coefficients entiers sont congrus modulo m si
leurs composantes sur (e0, e1, e2, e3) le sont ; et l’on notera T1 ≡ T2 [modm].
Montrer que X ≡ Y [ mod m0] et XY ≡ XX ≡ 0 [ mod m0]. En déduire
l’existence d’un quaternion T à coefficients entiers tel que XY = m0T .
Calculer N2

(
XY

)
en fonction de m0,m

′, p puis N2(T ) en fonction de m′, p.

6. Conclure.
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Solution

Partie I

1. Il suffit de montrer que B = (e0, e1, e2, e3) est libre pour conclure. En effet, par
définition de H, B étant génératrice, sera base de H et l’on aura dimR(H) = 4.

Soit (x0, x1, x2, x3) ∈ R4. On a x0e0+x1e1+x2e2+x3e3 =

(
x0 + ix1 x2 + ix3

−x2 + ix3 x0 − ix1

)

Donc x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 = 0 ⇐⇒ x0 = x1 = x2 = x3 = 0 par égalité de
deux matrices et car les xk sont réels. D’où B est libre et la conclusion.

2. Compte tenu des résultats donnés par l’énoncé, on obtient :
XY = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)e0 + (x1y0 + x0y1 − x3y2 + x2y3)e1

+(x2y0 + x3y1 + x0y2 − x1y3)e2 + (x3y0 − x2y1 + x1y2 + x0y3)e3.
H est une sous R-algèbre de M2(C). En effet, H est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel M2(C), stable par la multiplication et e0 = I2 ∈ H.
Notons que la multiplication n’est pas commutative dans H puisque e1e2 �= e2e1.

3. XY = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)e0 − (x1y0 + x0y1 − x3y2 + x2y3)e1
−(x2y0 + x3y1 + x0y2 − x1y3)e2 − (x3y0 − x2y1 + x1y2 + x0y3)e3.

On vérifie que XY = Y X.

4. On déduit de 3. que XX = (x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3)e0. Donc N est bien définie.

• N(X) = 0 ⇐⇒ x0 = x1 = x2 = x3 = 0 car les xk sont réels. D’où X = 0.

N est une norme car l’application R4 → R+, (x0, x1, x2, x3) �→
√
x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3

est une norme sur R4.

N2(XY )e0 = XYXY = XY Y X d’après 3.

N2(XY )e0 = XN2(Y )e0X = N2(Y )XX = N2(Y )N2(X)e0.
Comme N est à valeurs positives, N(XY ) = N(Y )N(X) = N(X)N(Y ) car la
multiplication est commutative dans R.

5. Si X �= 0 alors N(X) �= 0. Soit X ′ =
X

N(X)
· On a XX ′ = X ′X = e0.

D’où le résultat.

Partie II

1. Notons qu’une somme de quatre carrés d’entiers est le carré de la norme d’un
quaternion à coefficients réels entiers. Il existe donc X et Y éléments de H tels

que n = N2(X) et m = N2(Y ). Donc mn =
[
N(X)N(Y )

]2
= N2(XY ) = N2(Z)

où Z = XY ∈ H. On est ramené à prouver le théorème pour chaque facteur
intervenant dans la décomposition de p ∈ N, p � 2 en facteur premier, donc dans
le cas où p est premier. Si p = 2, on a 2 = 12 + 12 + 02 + 02.

2. a. Montrons que f◦πp est injective. On en déduira Card(E) = p− 1

2
+1 =

p+ 1

2
·

(Z/pZ,+, .) étant un corps commutatif, x2 = y2 dans Z/pZ si, et seulement si,
(x− y)(x+ y) = 0 ie. si, et seulement si, x = y ou x = −y.

Si (m,n) ∈ [[0, p[[2, πp(m) = πp(n) ⇐⇒ m = n car πp est injective sur [[0, p[[.
Or πp(m) = −πp(n) ⇒ πp(m) = πp(n1) où n1 ∈ [[p+1

2
, p]] si n ∈ [[0,p−1

2 ]]· Donc
πp(m) = πp(n1) implique m = n1 ce qui est impossible.
Donc f◦πp(m) = f◦πp(n) ⇒ n = m ie. f◦πp est injective.

b. De même g◦πp est injective, car g◦πp(m) = g◦πp(n) ⇐⇒ f◦πp(m) = f◦πp(n).
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Donc Card[F ] = Card[E ].
c. Si E et F étaient disjoints, E ∪ F aurait

p+ 1

2
+

p+ 1

2
= p+ 1 éléments, ce qui

est impossible puisque Z/pZ a p éléments. Donc il existe a ∈ E ∩F . D’où il existe
(x, y) ∈ [[0,p−1

2 ]]2 tel que a = f◦πp(x) = g◦πp(y).

Or f◦πp(x) =
(
πp(x)

)2
= πp(x

2) et g◦πp(y) = −(1 + πp(y
2) = πp(−1− y2).

D’où πp(x
2) = πp(−1− y2) ie. πp(x

2 + y2 + 1) = 0.

3. D’après 2.b) il existe (x, y) ∈ [[0,p−1
2 ]]2 et m ∈ N tels que x2 + y2 + 1 = mp.

Montrons que m < p. On a x2 + y2 + 1 � 2
(p− 1)2

4
+ 1.

Or
(p− 1)2

2
+ 1 < p2 ⇐⇒ p2 + 2p − 3 > 0 ⇐⇒ (p − 1)(p + 3) > 0 ; ce qui est

vrai si p > 2. Donc mp < p2 ie. m < p. Donc m ∈ M.

4. Si m0 est pair, 2 divise x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3.
• Si trois des quatre xi sont pairs, 2 divise la somme de leurs carrés ; donc le carré
du quatrième qui est pair.

• Si trois des quatre xi sont impairs, la somme de leurs carrés est impaire.
Comme 2 divise la somme des quatre carrés, le carré du quatrième est impair.
Les seuls cas possibles sont pour les xi, deux pairs et deux impairs ou tous de
même parité. On peut donc supposer x0 et x1, x2 et x3 de même parité. Il s’en

suit que
x0 + x1

2
, x0 − x1

2
, x2 + x3

2
, x2 − x3

2
sont entiers et

m0

2
∈ M car :

[x0 + x1

2

]2
+
[x0 − x1

2

]2
+
[x2 + x3

2

]2
+
[x2 − x3

2

]2
=

x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3

2
=p

m0

2
·

5. a. Soit r ∈ R. Il existe p = �r� ∈ Z tel que p � r < p+ 1.

Sauf si r =
2p+ 1

2
, on a soit r − p <

1

2
soit p+ 1− r <

1

2
·

S’il existe k ∈ Z tel que
xi

m0
=

2k + 1

2
alors 2xi = (2k + 1)m0 et m0 est pair, ce

qui est impossible. Donc il existe un entier ui tel que
∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ < 1

2
·

3∑
i=0

x2
i = m0p =

3∑
i=0

(yi +m0ui)
2 ≡

3∑
i=0

y2i [ mod m0]. Donc

3∑
i=0

y2i ≡ 0 [ mod m0].

Il existe m′ > 0 tel que m0m
′ =

3∑
i=0

y2i . Comme m′ est entier, m′ � 1.

∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ < 1

2
⇒ |yi| = |m0|

∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ < m0

2
⇒ y2i <

m2
0

4
⇒

3∑
i=0

y2i < m2
0.

Donc 1 � m′ < m0.

b. xi ≡ yi [ mod m0] ⇐⇒ X ≡ Y [ mod m0].

Notons que si (T1, T2, T3) ∈ H3, alors, d’après le calcul fait en I.2., on a :

T1 ≡ T2 [ mod m0] ⇒
(
T1T3 ≡ T2T3 [ mod m0] et T3T1 ≡ T3T2 [ mod m0]

)
.

D’autre part, T1 ≡ T2 [ mod m0] ⇐⇒ T1 ≡ T2 [ mod m0].

Donc X ≡ Y [ mod m0] ⇒ Y ≡ X [ mod m0].
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Solution

Partie I

1. Il suffit de montrer que B = (e0, e1, e2, e3) est libre pour conclure. En effet, par
définition de H, B étant génératrice, sera base de H et l’on aura dimR(H) = 4.

Soit (x0, x1, x2, x3) ∈ R4. On a x0e0+x1e1+x2e2+x3e3 =

(
x0 + ix1 x2 + ix3

−x2 + ix3 x0 − ix1

)

Donc x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 = 0 ⇐⇒ x0 = x1 = x2 = x3 = 0 par égalité de
deux matrices et car les xk sont réels. D’où B est libre et la conclusion.

2. Compte tenu des résultats donnés par l’énoncé, on obtient :
XY = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)e0 + (x1y0 + x0y1 − x3y2 + x2y3)e1

+(x2y0 + x3y1 + x0y2 − x1y3)e2 + (x3y0 − x2y1 + x1y2 + x0y3)e3.
H est une sous R-algèbre de M2(C). En effet, H est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel M2(C), stable par la multiplication et e0 = I2 ∈ H.
Notons que la multiplication n’est pas commutative dans H puisque e1e2 �= e2e1.

3. XY = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)e0 − (x1y0 + x0y1 − x3y2 + x2y3)e1
−(x2y0 + x3y1 + x0y2 − x1y3)e2 − (x3y0 − x2y1 + x1y2 + x0y3)e3.

On vérifie que XY = Y X.

4. On déduit de 3. que XX = (x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3)e0. Donc N est bien définie.

• N(X) = 0 ⇐⇒ x0 = x1 = x2 = x3 = 0 car les xk sont réels. D’où X = 0.

N est une norme car l’application R4 → R+, (x0, x1, x2, x3) �→
√
x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3

est une norme sur R4.

N2(XY )e0 = XYXY = XY Y X d’après 3.

N2(XY )e0 = XN2(Y )e0X = N2(Y )XX = N2(Y )N2(X)e0.
Comme N est à valeurs positives, N(XY ) = N(Y )N(X) = N(X)N(Y ) car la
multiplication est commutative dans R.

5. Si X �= 0 alors N(X) �= 0. Soit X ′ =
X

N(X)
· On a XX ′ = X ′X = e0.

D’où le résultat.

Partie II

1. Notons qu’une somme de quatre carrés d’entiers est le carré de la norme d’un
quaternion à coefficients réels entiers. Il existe donc X et Y éléments de H tels

que n = N2(X) et m = N2(Y ). Donc mn =
[
N(X)N(Y )

]2
= N2(XY ) = N2(Z)

où Z = XY ∈ H. On est ramené à prouver le théorème pour chaque facteur
intervenant dans la décomposition de p ∈ N, p � 2 en facteur premier, donc dans
le cas où p est premier. Si p = 2, on a 2 = 12 + 12 + 02 + 02.

2. a. Montrons que f◦πp est injective. On en déduira Card(E) = p− 1

2
+1 =

p+ 1

2
·

(Z/pZ,+, .) étant un corps commutatif, x2 = y2 dans Z/pZ si, et seulement si,
(x− y)(x+ y) = 0 ie. si, et seulement si, x = y ou x = −y.

Si (m,n) ∈ [[0, p[[2, πp(m) = πp(n) ⇐⇒ m = n car πp est injective sur [[0, p[[.
Or πp(m) = −πp(n) ⇒ πp(m) = πp(n1) où n1 ∈ [[p+1

2
, p]] si n ∈ [[0,p−1

2 ]]· Donc
πp(m) = πp(n1) implique m = n1 ce qui est impossible.
Donc f◦πp(m) = f◦πp(n) ⇒ n = m ie. f◦πp est injective.

b. De même g◦πp est injective, car g◦πp(m) = g◦πp(n) ⇐⇒ f◦πp(m) = f◦πp(n).
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= πp(x

2) et g◦πp(y) = −(1 + πp(y
2) = πp(−1− y2).
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2) = πp(−1− y2) ie. πp(x

2 + y2 + 1) = 0.
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2 ]]2 et m ∈ N tels que x2 + y2 + 1 = mp.
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4
+ 1.

Or
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2
+ 1 < p2 ⇐⇒ p2 + 2p − 3 > 0 ⇐⇒ (p − 1)(p + 3) > 0 ; ce qui est

vrai si p > 2. Donc mp < p2 ie. m < p. Donc m ∈ M.

4. Si m0 est pair, 2 divise x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3.
• Si trois des quatre xi sont pairs, 2 divise la somme de leurs carrés ; donc le carré
du quatrième qui est pair.

• Si trois des quatre xi sont impairs, la somme de leurs carrés est impaire.
Comme 2 divise la somme des quatre carrés, le carré du quatrième est impair.
Les seuls cas possibles sont pour les xi, deux pairs et deux impairs ou tous de
même parité. On peut donc supposer x0 et x1, x2 et x3 de même parité. Il s’en

suit que
x0 + x1

2
, x0 − x1

2
, x2 + x3

2
, x2 − x3

2
sont entiers et

m0

2
∈ M car :

[x0 + x1

2

]2
+
[x0 − x1

2

]2
+
[x2 + x3

2

]2
+
[x2 − x3

2

]2
=

x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3

2
=p

m0

2
·

5. a. Soit r ∈ R. Il existe p = �r� ∈ Z tel que p � r < p+ 1.

Sauf si r =
2p+ 1

2
, on a soit r − p <

1

2
soit p+ 1− r <

1

2
·

S’il existe k ∈ Z tel que
xi

m0
=

2k + 1

2
alors 2xi = (2k + 1)m0 et m0 est pair, ce

qui est impossible. Donc il existe un entier ui tel que
∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ < 1

2
·

3∑
i=0

x2
i = m0p =

3∑
i=0

(yi +m0ui)
2 ≡

3∑
i=0

y2i [ mod m0]. Donc

3∑
i=0

y2i ≡ 0 [ mod m0].

Il existe m′ > 0 tel que m0m
′ =

3∑
i=0

y2i . Comme m′ est entier, m′ � 1.

∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ < 1

2
⇒ |yi| = |m0|

∣∣∣ xi

m0
− ui

∣∣∣ < m0

2
⇒ y2i <

m2
0

4
⇒

3∑
i=0

y2i < m2
0.

Donc 1 � m′ < m0.

b. xi ≡ yi [ mod m0] ⇐⇒ X ≡ Y [ mod m0].

Notons que si (T1, T2, T3) ∈ H3, alors, d’après le calcul fait en I.2., on a :

T1 ≡ T2 [ mod m0] ⇒
(
T1T3 ≡ T2T3 [ mod m0] et T3T1 ≡ T3T2 [ mod m0]

)
.

D’autre part, T1 ≡ T2 [ mod m0] ⇐⇒ T1 ≡ T2 [ mod m0].

Donc X ≡ Y [ mod m0] ⇒ Y ≡ X [ mod m0].
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Donc XY ≡ Y Y ≡ Y X ≡ XX [ mod m0].

Comme XX = N2(X)e0 = m0pe0 ≡ 0 [ mod m0], XX ≡ XY ≡ 0 [ mod m0].

XY ≡ 0 [ mod m0] ⇒ ∃T ∈ H,XY = m0T .

N2
(
XY

)
= m2

0N
2(T ) = N2(X)N2

(
Y
)
= (m0p)(m0m

′) par définition de m′.

Donc N2(T ) = m′p où 1 � m′ < m0. D’où m′p est somme de quatre carrés
d’entiers, ie. m′ ∈ M.

6. D’après 4. et 5. si m0 > 1 est dans M, il existe m′ ∈ M strictement inférieur
à m0. Le plus petit élément de M est donc 1. D’où mp = 1p = p est somme de
quatre carrés d’entiers.

2. RÉDUCTION DES

ENDOMORPHISMES

K désigne l’un des corps R ou C, E un K-espace vectoriel et u un élément de L(E).

I. Sommes directes

q est un élément de N, q � 2, E1, . . . , Eq sont des sous-espaces vectoriels de E.

A. Somme

Définition

On note

q∑
i=1

Ei l’ensemble

{ q∑
i=1

xi

∣∣ (x1, . . . , xq)∈E1 × · · · × Eq

}
·

Remarques

1. E1 × · · · × Eq est muni naturellement d’une structure de K-espace vectoriel,

l’application Ψ de E1 × · · · × Eq dans E définie par Ψ(x1, . . . , xq) =

q∑
i=1

xi est

linéaire, son image est

q∑
i=1

Ei, donc un sous-espace vectoriel de E.

2. Si l’on note Φ l’application de E1 × · · · × Eq dans

q∑
i=1

Ei définie par :

Φ(x1, . . . , xq) = Ψ(x1, . . . , xq), alors Φ est linéaire surjective.

3.

q∑
i=1

Ei est le sous-espace vectoriel Vect

(
q⋃

i=1

Ei

)
engendré par

q⋃
i=1

Ei car c’est

le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant cette partie.

Exemple

Si n∈N, K0[X] ⊂ K1[X] ⊂ · · · ⊂ Kn[X] d’où

n∑
i=0

Ki[X] = Kn[X].

B. Définition et premières propriétés

1. Définition

On dit que

q∑
i=1

Ei est une somme directe, et on la note alors
q⊕

i=1

Ei, si

l’application Φ : E1 × · · · × Eq →
q∑

i=1

Ei, (x1, . . . , xq) �→
q∑

i=1

xi est un

isomorphisme de K-espaces vectoriels.
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l’application Ψ de E1 × · · · × Eq dans E définie par Ψ(x1, . . . , xq) =
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xi est

linéaire, son image est

q∑
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Ei, donc un sous-espace vectoriel de E.

2. Si l’on note Φ l’application de E1 × · · · × Eq dans

q∑
i=1

Ei définie par :

Φ(x1, . . . , xq) = Ψ(x1, . . . , xq), alors Φ est linéaire surjective.

3.

q∑
i=1

Ei est le sous-espace vectoriel Vect

(
q⋃

i=1

Ei

)
engendré par

q⋃
i=1

Ei car c’est

le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant cette partie.

Exemple

Si n∈N, K0[X] ⊂ K1[X] ⊂ · · · ⊂ Kn[X] d’où

n∑
i=0

Ki[X] = Kn[X].

B. Définition et premières propriétés

1. Définition

On dit que

q∑
i=1

Ei est une somme directe, et on la note alors
q⊕

i=1

Ei, si

l’application Φ : E1 × · · · × Eq →
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xi est un
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2. Réduction 
des endomorphismes
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2. Théorème
Il y a équivalence entre :

(i)

q∑
i=1

Ei est directe ;

(ii) La seule décomposition de 0E dans

q∑
i=1

Ei est 0E =

q∑
i=1

0Ei
;

(iii) ∀x∈
q∑

i=1

Ei, ∃!(x1, . . . , xq)∈E1 × · · · × Eq, x =

q∑
i=1

xi ;

(iv) ∀k∈[[1, q[[,
( k∑

i=1

Ei

)
∩ Ek+1 = {0E}·

Démonstration
• Comme Φ est linéaire surjective et comme la condition (ii) exprime son injectivité
on a immédiatement l’équivalence entre (i) et (ii).

• De même (iii) signifie que Φ est bijective, d’où (i) ⇐⇒ (iii).

• Supposons (i), choisissons k dans [[1, q[[ puis x dans

( k∑
i=1

Ei

)
∩ Ek+1, écrivons

x =
k∑

i=1

xi où (x1, . . . , xk)∈E1 × · · · × Ek.

On a x = Φ(x1, . . . , xk, 0Ek+1
, . . . , 0Eq

) = Φ(0E1
, . . . , 0Ek

, x, 0Ek+2
, . . . , 0Eq

), d’où
x = 0Ek+1

= 0E par injectivité de Φ.

• Supposons (iv) et (x1, . . . , xq) dans Ker(Φ) \ {0E}.
Avec k′ = max

{
i∈[[1, q]]

∣∣ xi �= 0E
}
on a k′ > 1 et, en posant k = k′−1, k∈[[1, q[[ et

aussi xk+1 =

k∑
i=1

(−xi)∈
( k∑

i=1

Ei

)
∩Ek+1 = {0E} : absurde. Donc Φ est injective

et (iv) ⇒ (i).��

3. Supplémentaires

Définition

Les sous-espaces vectoriels V et W de E sont supplémentaires si E = V ⊕W .

Remarque
V et W sont supplémentaires si, et seulement si, tout x de E s’écrit de façon
unique x = v + w où (v, w)∈V × W ou encore si, et seulement si, l’application
Φ : V × W → E, (v, w) 
→ v + w est un isomorphisme de K-espaces vectoriels,
c’est-à-dire si, et seulement si, V ∩W = {0E} et E = V +W.

Exemples

• Soit P élément de K[X] de degré n + 1 où n∈N et (P ) l’idéal engendré par
P , (P ) =

{
AP

∣∣ A∈K[X]
}
, alors Kn[X] et (P ) sont des sous-espaces vectoriels

supplémentaires de K[X].

En effet, ce sont facilement deux sous-espaces vectoriels de K[X] et le théorème de
division euclidienne montre que tout élément A de K[X] s’écrit de façon unique
A = S +R où S ∈(P ) et R∈Kn[X].
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• RR = P ⊕ I où P =
{
f ∈RR

∣∣ f paire
}

et I =
{
f ∈RR

∣∣ f impaire
}
, en

particulier ch et sh sont définies comme partie paire et impaire de exp.

4. Une condition nécessaire et suffisante en dimension finie

4.1. Théorème

Si E est de dimension finie alors

q∑
i=1

Ei est directe si, et seulement si,

dim

( q∑
i=1

Ei

)
=

q∑
i=1

dim(Ei).

Démonstration

Φ : E1× . . .×Eq →
q∑

i=1

Ei, (x1, . . . , xq) �→
q∑

i=1

xi est linéaire surjective. La somme

est directe si, et seulement si, Φ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ie. si,

et seulement si, E1× . . .×Eq et

q∑
i=1

Ei sont de même dimension, d’où le résultat.��

4.2. Corollaire
Si E est de dimension n, deux sous-espaces vectoriels V et W de dimensions
respectives p et n−p sont supplémentaires si, et seulement si, V ∩W = {0E}·

Démonstration
En effet la condition est nécessaire et, si elle est remplie, alors V ⊕ W est un
sous-espace vectoriel de E de dimension p+ (n− p) et donc E = V ⊕W .��

C. Décomposition de E en somme directe

1. Applications linéaires

Théorème

Si E =
q⊕

i=1

Ei et si, pour tout i∈[[1, q]], ui ∈L(Ei, F ), alors il existe un

unique élément u de L(E,F ) tel que u
Ei

= ui pour tout i de [[1, q]], u
Ei

désignant la restriction de u à Ei.

Démonstration

• Si un tel u existe alors, pour x dans E, x =

q∑
i=1

xi où (x1, . . . , xq)∈E1× . . .×Eq,

par linéarité on a u(x) =

q∑
i=1

u(xi) =

q∑
i=1

ui(xi) ce qui prouve l’unicité de u.

• Si x∈E, x =

q∑
i=1

xi, posons u(x) =

q∑
i=1

ui(xi), l’unicité de la décomposition de

chaque x prouve que l’on a ainsi défini une application.
Si x∈Ei, la définition de u(x) donne u(x) = ui(x) d’où u

Ei
= ui.

Si (x, y)∈E2, λ∈K, x =

q∑
i=1

xi et y =

q∑
i=1

yi où (x1, . . . , xq) et (y1, . . . , yq) dans

E1× . . .×Eq, on a λx+y =

q∑
i=1

(λxi+yi) et (λx1+y1, . . . , λxq+yq)∈E1× . . .×Eq,
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2. Théorème
Il y a équivalence entre :

(i)

q∑
i=1

Ei est directe ;

(ii) La seule décomposition de 0E dans

q∑
i=1

Ei est 0E =

q∑
i=1

0Ei
;

(iii) ∀x∈
q∑

i=1

Ei, ∃!(x1, . . . , xq)∈E1 × · · · × Eq, x =

q∑
i=1

xi ;

(iv) ∀k∈[[1, q[[,
( k∑

i=1

Ei

)
∩ Ek+1 = {0E}·

Démonstration
• Comme Φ est linéaire surjective et comme la condition (ii) exprime son injectivité
on a immédiatement l’équivalence entre (i) et (ii).

• De même (iii) signifie que Φ est bijective, d’où (i) ⇐⇒ (iii).

• Supposons (i), choisissons k dans [[1, q[[ puis x dans

( k∑
i=1

Ei

)
∩ Ek+1, écrivons

x =
k∑

i=1

xi où (x1, . . . , xk)∈E1 × · · · × Ek.

On a x = Φ(x1, . . . , xk, 0Ek+1
, . . . , 0Eq

) = Φ(0E1
, . . . , 0Ek

, x, 0Ek+2
, . . . , 0Eq

), d’où
x = 0Ek+1

= 0E par injectivité de Φ.

• Supposons (iv) et (x1, . . . , xq) dans Ker(Φ) \ {0E}.
Avec k′ = max

{
i∈[[1, q]]

∣∣ xi �= 0E
}
on a k′ > 1 et, en posant k = k′−1, k∈[[1, q[[ et

aussi xk+1 =

k∑
i=1

(−xi)∈
( k∑

i=1

Ei

)
∩Ek+1 = {0E} : absurde. Donc Φ est injective

et (iv) ⇒ (i).��

3. Supplémentaires

Définition

Les sous-espaces vectoriels V et W de E sont supplémentaires si E = V ⊕W .

Remarque
V et W sont supplémentaires si, et seulement si, tout x de E s’écrit de façon
unique x = v + w où (v, w)∈V × W ou encore si, et seulement si, l’application
Φ : V × W → E, (v, w) 
→ v + w est un isomorphisme de K-espaces vectoriels,
c’est-à-dire si, et seulement si, V ∩W = {0E} et E = V +W.

Exemples

• Soit P élément de K[X] de degré n + 1 où n∈N et (P ) l’idéal engendré par
P , (P ) =

{
AP

∣∣ A∈K[X]
}
, alors Kn[X] et (P ) sont des sous-espaces vectoriels

supplémentaires de K[X].

En effet, ce sont facilement deux sous-espaces vectoriels de K[X] et le théorème de
division euclidienne montre que tout élément A de K[X] s’écrit de façon unique
A = S +R où S ∈(P ) et R∈Kn[X].
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• RR = P ⊕ I où P =
{
f ∈RR

∣∣ f paire
}

et I =
{
f ∈RR

∣∣ f impaire
}
, en

particulier ch et sh sont définies comme partie paire et impaire de exp.

4. Une condition nécessaire et suffisante en dimension finie

4.1. Théorème

Si E est de dimension finie alors

q∑
i=1

Ei est directe si, et seulement si,

dim

( q∑
i=1

Ei

)
=

q∑
i=1

dim(Ei).

Démonstration

Φ : E1× . . .×Eq →
q∑

i=1

Ei, (x1, . . . , xq) �→
q∑

i=1

xi est linéaire surjective. La somme

est directe si, et seulement si, Φ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ie. si,

et seulement si, E1× . . .×Eq et

q∑
i=1

Ei sont de même dimension, d’où le résultat.��

4.2. Corollaire
Si E est de dimension n, deux sous-espaces vectoriels V et W de dimensions
respectives p et n−p sont supplémentaires si, et seulement si, V ∩W = {0E}·

Démonstration
En effet la condition est nécessaire et, si elle est remplie, alors V ⊕ W est un
sous-espace vectoriel de E de dimension p+ (n− p) et donc E = V ⊕W .��

C. Décomposition de E en somme directe

1. Applications linéaires

Théorème

Si E =
q⊕

i=1

Ei et si, pour tout i∈[[1, q]], ui ∈L(Ei, F ), alors il existe un

unique élément u de L(E,F ) tel que u
Ei

= ui pour tout i de [[1, q]], u
Ei

désignant la restriction de u à Ei.

Démonstration

• Si un tel u existe alors, pour x dans E, x =

q∑
i=1

xi où (x1, . . . , xq)∈E1× . . .×Eq,

par linéarité on a u(x) =

q∑
i=1

u(xi) =

q∑
i=1

ui(xi) ce qui prouve l’unicité de u.

• Si x∈E, x =

q∑
i=1

xi, posons u(x) =

q∑
i=1

ui(xi), l’unicité de la décomposition de

chaque x prouve que l’on a ainsi défini une application.
Si x∈Ei, la définition de u(x) donne u(x) = ui(x) d’où u

Ei
= ui.

Si (x, y)∈E2, λ∈K, x =

q∑
i=1

xi et y =

q∑
i=1

yi où (x1, . . . , xq) et (y1, . . . , yq) dans

E1× . . .×Eq, on a λx+y =

q∑
i=1

(λxi+yi) et (λx1+y1, . . . , λxq+yq)∈E1× . . .×Eq,
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d’où, par définition, u(λx + y) =

q∑
i=1

ui(λxi + yi) = λ

q∑
i=1

ui(xi) +

q∑
i=1

ui(yi) soit

encore u(λx+ y) = λu(x) + u(y) ce qui termine la démonstration.��
Remarque

On vient en fait de montrer que l’application Θ de l’espace L(E,F ) dans l’espace

L(E1, F ) × . . . × L(Eq, F ) définie par Θ(u) =

(
u
Ei

)

1�i�q

est un isomorphisme

de K-espaces vectoriels.

Exemple : projecteurs associés à une décomposition

• Fixons i dans [[1, q]], soit pi l’unique élément de L(E) vérifiant pi(x) = δi,j x si
j ∈[[1, q]] et x∈Ej . Pour tout j dans [[1, q]] on a p2i Ej

= pi
Ej

d’où, par unicité,

p2i = pi, pi est un projecteur, on a immédiatement Ei ⊂ Im(pi) et, si x∈ Im(pi),
alors pi(x) = x car pi est un projecteur. En décomposant x on a immédiatement

x∈Ei d’où Im(pi) = Ei. De même Ker(pi) =
q⊕

j=1
j �=i

Ej .

• Si (i, j, k)∈[[1, q]]3 et i �= j on a (pi◦pj) Ek
= 0 d’où pi◦pj = 0.

• Pour tout j dans [[1, q]], ∀x∈Ej ,

( q∑
i=1

pi

)
Ej

(x) = x d’où

q∑
i=1

pi = IE .

2. Cas de la dimension finie

Théorème et définitions
E est de dimension n � 1 et on suppose E = E1 ⊕ · · · ⊕ Eq.

• Si, pour tout i de [[1, q]], Ei désigne une base de Ei, alors la famille E
obtenue en réunissant les Ei est une base de E, elle est dite adaptée à la
décomposition E = E1 ⊕ · · · ⊕ Eq.
• Si F est un sous-espace vectoriel de E, une base est dite adaptée à F si
ses premiers éléments constituent une base de F .

Démonstration
E étant de cardinal n = dim(E1) + · · · + dim(Eq), il suffit de montrer qu’elle est
génératrice de E. Si x∈E, x = x1 + · · · + xq où (x1, . . . , xq)∈E1 × . . . × Eq, on
a, pour tout i∈[[1, q]], xi ∈Ei = Vect(Ei) et donc, par sommation, x∈Vect(E), ce
qui termine la preuve.��

II. Sous-espaces vectoriels stables

1. Définition
Soit F un sous-espace vectoriel de E.
1. F est dit stable par u si u(F ) ⊂ F ie. si, pour tout x dans F, u(x)∈F .

2. Dans ce cas on appelle endomorphisme induit par u sur F l’endo-
morphisme de F qui à tout x associe u(x).

Remarques

•Ne pas confondre l’endomorphisme induit qui est élément de L(F ) et la restriction
u
F

qui est élément de L(F,E).
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• Si ũ est l’endomorphisme induit par u sur F alors Ker( ũ ) = Ker(u) ∩ F et
Im( ũ ) = u(F ).

Exemple

Pour E = K[X] et ∆ : P (X) �→ P (X + 1)− P (X) appartient à L(E).
Si P ∈Ker(∆), P (X)− P (0) s’annule sur Z infini donc P (X) = P (0)∈K0[X], la
réciproque est immédiate d’où Ker(∆) = K0[X].
Si n∈N on a ∆

(
Kn+1[X]

)
⊂ Kn[X] et, en considérant la restriction de ∆ à

Kn+1[X], dim
[
∆
(
Kn+1[X]

)]
= dim

(
Kn+1[X]

)
− dim

(
K0[X]

)
= dim

(
Kn[X]

)

d’où ∆
(
Kn+1[X]

)
= Kn[X]. ∆ induit un endomorphisme ∆n de Kn+1[X] avec

Ker(∆n) = K0[X] et Im(∆n) = Kn[X]. De plus ∆n est nilpotent.

2. Théorème

Si v ∈L(E) et commute avec u alors Im(v) et Ker(v) sont stables par u.

En effet, si y ∈ Im(v), y = v(x) où x∈E, alors on a u(y) = v
[
u(x)

]
∈ Im(v) et, si

z ∈Ker(v), v
[
u(z)

]
= u

[
v(z)

]
= 0 donc u(z)∈Ker(v).��

Rappelons un théorème vu en MPSI

3. Théorème
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E), alors
(i) un sous-espace vectoriel V de E est stable par u si, et seulement si,

pour toute base B de E adaptée à V , MB(u) est de la forme

(
A B
0 D

)
,

(ii) si E est somme directe de sous-espaces vectoriels stables par u alors,
si B est une base adaptée, MB(u) est diagonale par blocs.

III. Polynômes d’endomorphisme

A. Généralités

1. Fonctions polynomiales

1.1. Théorème et définitions
Si A est une K-algèbre d’élément unité e. Pour tout a ∈ A, il existe un
unique morphisme de K-algèbres ϕa : K[X] → A tel que ϕa(X) = a.

Si P = α0+α1X+ · · ·+αnX
n alors ϕa(P ) = α0e+α1a+ · · ·+αna

n = P (a).
1. ϕa est appelé morphisme de substitution défini par a ∈ A.

2. Ker(ϕa) = {P ∈ K[X] |P (a) = 0} est l’idéal annulateur de a.

3. Im(ϕa) = {P (a) |P ∈ K[X]} = K[a] est une sous-algèbre commutative
de A.

Démonstration

Une application f de K[X] dans A est un morphisme de K-algèbres si, et seulement
si, f ∈ L(K[X],A), f(X0) = e et f(AB) = f(A) f(B) pour (A,B) ∈ (K[X])2.

Si ϕa est un morphisme de K-algèbres vérifiant ϕa(X) = a, on a par récurrence,
pour tout n ∈ N, ϕa(X

n) = an. Une application linéaire étant déterminée par
l’image d’une base et (Xn)n∈N étant une base de K[X], on peut dire qu’il
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d’où, par définition, u(λx + y) =

q∑
i=1

ui(λxi + yi) = λ

q∑
i=1

ui(xi) +

q∑
i=1

ui(yi) soit

encore u(λx+ y) = λu(x) + u(y) ce qui termine la démonstration.��
Remarque

On vient en fait de montrer que l’application Θ de l’espace L(E,F ) dans l’espace

L(E1, F ) × . . . × L(Eq, F ) définie par Θ(u) =

(
u
Ei

)

1�i�q

est un isomorphisme

de K-espaces vectoriels.

Exemple : projecteurs associés à une décomposition

• Fixons i dans [[1, q]], soit pi l’unique élément de L(E) vérifiant pi(x) = δi,j x si
j ∈[[1, q]] et x∈Ej . Pour tout j dans [[1, q]] on a p2i Ej

= pi
Ej

d’où, par unicité,

p2i = pi, pi est un projecteur, on a immédiatement Ei ⊂ Im(pi) et, si x∈ Im(pi),
alors pi(x) = x car pi est un projecteur. En décomposant x on a immédiatement

x∈Ei d’où Im(pi) = Ei. De même Ker(pi) =
q⊕

j=1
j �=i

Ej .

• Si (i, j, k)∈[[1, q]]3 et i �= j on a (pi◦pj) Ek
= 0 d’où pi◦pj = 0.

• Pour tout j dans [[1, q]], ∀x∈Ej ,

( q∑
i=1

pi

)
Ej

(x) = x d’où

q∑
i=1

pi = IE .

2. Cas de la dimension finie

Théorème et définitions
E est de dimension n � 1 et on suppose E = E1 ⊕ · · · ⊕ Eq.

• Si, pour tout i de [[1, q]], Ei désigne une base de Ei, alors la famille E
obtenue en réunissant les Ei est une base de E, elle est dite adaptée à la
décomposition E = E1 ⊕ · · · ⊕ Eq.
• Si F est un sous-espace vectoriel de E, une base est dite adaptée à F si
ses premiers éléments constituent une base de F .

Démonstration
E étant de cardinal n = dim(E1) + · · · + dim(Eq), il suffit de montrer qu’elle est
génératrice de E. Si x∈E, x = x1 + · · · + xq où (x1, . . . , xq)∈E1 × . . . × Eq, on
a, pour tout i∈[[1, q]], xi ∈Ei = Vect(Ei) et donc, par sommation, x∈Vect(E), ce
qui termine la preuve.��

II. Sous-espaces vectoriels stables

1. Définition
Soit F un sous-espace vectoriel de E.
1. F est dit stable par u si u(F ) ⊂ F ie. si, pour tout x dans F, u(x)∈F .

2. Dans ce cas on appelle endomorphisme induit par u sur F l’endo-
morphisme de F qui à tout x associe u(x).

Remarques

•Ne pas confondre l’endomorphisme induit qui est élément de L(F ) et la restriction
u
F

qui est élément de L(F,E).
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• Si ũ est l’endomorphisme induit par u sur F alors Ker( ũ ) = Ker(u) ∩ F et
Im( ũ ) = u(F ).

Exemple

Pour E = K[X] et ∆ : P (X) �→ P (X + 1)− P (X) appartient à L(E).
Si P ∈Ker(∆), P (X)− P (0) s’annule sur Z infini donc P (X) = P (0)∈K0[X], la
réciproque est immédiate d’où Ker(∆) = K0[X].
Si n∈N on a ∆

(
Kn+1[X]

)
⊂ Kn[X] et, en considérant la restriction de ∆ à

Kn+1[X], dim
[
∆
(
Kn+1[X]

)]
= dim

(
Kn+1[X]

)
− dim

(
K0[X]

)
= dim

(
Kn[X]

)

d’où ∆
(
Kn+1[X]

)
= Kn[X]. ∆ induit un endomorphisme ∆n de Kn+1[X] avec

Ker(∆n) = K0[X] et Im(∆n) = Kn[X]. De plus ∆n est nilpotent.

2. Théorème

Si v ∈L(E) et commute avec u alors Im(v) et Ker(v) sont stables par u.

En effet, si y ∈ Im(v), y = v(x) où x∈E, alors on a u(y) = v
[
u(x)

]
∈ Im(v) et, si

z ∈Ker(v), v
[
u(z)

]
= u

[
v(z)

]
= 0 donc u(z)∈Ker(v).��

Rappelons un théorème vu en MPSI

3. Théorème
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E), alors
(i) un sous-espace vectoriel V de E est stable par u si, et seulement si,

pour toute base B de E adaptée à V , MB(u) est de la forme

(
A B
0 D

)
,

(ii) si E est somme directe de sous-espaces vectoriels stables par u alors,
si B est une base adaptée, MB(u) est diagonale par blocs.

III. Polynômes d’endomorphisme

A. Généralités

1. Fonctions polynomiales

1.1. Théorème et définitions
Si A est une K-algèbre d’élément unité e. Pour tout a ∈ A, il existe un
unique morphisme de K-algèbres ϕa : K[X] → A tel que ϕa(X) = a.

Si P = α0+α1X+ · · ·+αnX
n alors ϕa(P ) = α0e+α1a+ · · ·+αna

n = P (a).
1. ϕa est appelé morphisme de substitution défini par a ∈ A.

2. Ker(ϕa) = {P ∈ K[X] |P (a) = 0} est l’idéal annulateur de a.

3. Im(ϕa) = {P (a) |P ∈ K[X]} = K[a] est une sous-algèbre commutative
de A.

Démonstration

Une application f de K[X] dans A est un morphisme de K-algèbres si, et seulement
si, f ∈ L(K[X],A), f(X0) = e et f(AB) = f(A) f(B) pour (A,B) ∈ (K[X])2.

Si ϕa est un morphisme de K-algèbres vérifiant ϕa(X) = a, on a par récurrence,
pour tout n ∈ N, ϕa(X

n) = an. Une application linéaire étant déterminée par
l’image d’une base et (Xn)n∈N étant une base de K[X], on peut dire qu’il
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existe une unique application linéaire ϕa de K[X] dans A telle que, pour tout
n ∈ N, ϕa(X

n) = an.

Comme l’application (A,B) �→ ϕa(AB) est bilinéaire, il suffit de vérifier l’égalité
ϕa(X

pXq) = ϕa(X
p)ϕa(X

q) avec (p, q) ∈ N2, (ce qui est immédiat) pour conclure
que ϕa est un morphisme d’algèbres et achever la preuve.��

1.2. Cas particuliers importants

a) Si A = LK(E) où E est un K-espace vectoriel et E �= {0} et u ∈ L(E),

ϕu : K[X] → L(E), P =

n∑
k=0

akX
k �→ a0IE + a1u+ · · ·+ anu

n = P (u) ∈ K[u].

Si (P,Q) ∈
(
K[X]

)2
, (P +Q)(u) = P (u) +Q(u) et (PQ)(u) = P (u)◦Q(u).

b) Si A = Mn(K), n � 1 et A ∈ Mn(K),

ϕA : K[X] → Mn(K), P =

p∑
k=0

akX
k �→ a0In + a1A+ · · ·+ apA

p = P (A) ∈ K[A].

Si (P,Q) ∈
(
K[X]

)2
, (P +Q)(A) = P (A) +Q(A) et (PQ)(A) = P (A)Q(A).

2. Polynôme minimal

Ker(ϕa) étant un idéal de K[X], on déduit du chapitre 1.

2.1. Théorème et définition
Si Ker(ϕa) �= {0K[X]}, il existe un unique polynôme unitaire Πa appelé
polynôme minimal de a, tel que Ker(ϕa) = (Πa).

2.2. Théorème
Ker(ϕa) �= {0} si, et seulement si, K[a] est de dimension finie.

Si c’est le cas, dim
(
K[a]

)
= r = deg(Πa). Plus précisément, (an)0�n<r est

une base de K[a].

Démonstration

• Si Ker(ϕa) = {0},ϕa est injective. Donc ϕa établit un isomorphisme de K[X]
sur Im(ϕa) = K[a]. Donc K[a] n’est pas de dimension finie.

• Si Ker(ϕa) �= {0}, comme K[X] = Kr−1[X] ⊕ (Πa) (cf. théorème de division
euclidienne), l’application de Kr−1[X] dans K[a] = Im(ϕa) qui à P associe P (a)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Comme l’image d’une base par un
isomorphisme est une base, (an)0�n<r est une base de K[a].��
Remarque : une autre démonstration consiste, puisque E est de dimension n � 1,
à observer que (fk)0�k�n2 est liée dans L(E) qui est de dimension n2.

Exemples

• Si E est un K-espace vectoriel de dimension n � 1 et si u ∈ L(E), alors
K[u] ⊂ L(E) est de dimension finie ; d’où Ker(ϕu) �= {0}·
• Si A ∈ Mn(K), n � 1, alors K[A] ⊂ Mn(K) et donc Ker(ϕA) �= {0}·
3. Applications

3.1. Calcul des puissances

On suppose connu P polynôme annulateur non nul de A∈Mn(K). Si k∈N, la
division euclidienne de Xk par P s’écrit Xk = PQk +Rk où deg(Rk) < deg(P ).
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Alors, par le morphisme d’algèbres, Ak = Rk(A).
Cette méthode n’a d’intérêt que si P est de degré raisonnable et si k � deg(P ).

Exemple

Si A =




0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1


. On vérifie que P (A) = 0 où P = (X−1)(X−2)(X+4).

D’ici quelques paragraphes de ce chapitre vous saurez déterminer un polynôme
annulateur d’une matrice.
Pour k ∈ N, Xk = PQk +Rk avec Rk = akL1 + bkL2 + ckL3 où
L1 = (X − 1)(X − 2), L2 = (X − 1)(X + 4) et L3 = (X − 2)(X + 4).
En effet, (L1, L2, L3) est une base de R2[X]. Le lecteur attentif aura reconnu des
polynômes d’interpolation de Lagrange.
En substituant 1, 2 et −4 à X on obtient immédiatement ak, bk et ck. D’où

Ak =
(−4)k

30
L1(A) +

2k

6
L2(A)−

1

5
L3(A) (�).

De plus P (A) = 0 montre l’existence de B ∈R[A] telle que AB = I3. Donc
A est une matrice inversible à droite (donc inversible) et l’on a A−1 = B la
même méthode utilisant un polynôme annulateur de A−1 ou une récurrence facile
prouverait que l’expression donnée de Ak est valable pour k∈Z.
3.2. Théorème

Si M est triangulaire supérieure par blocs, M =

(
A �
0 B

)
, alors, pour tout

polynôme P on a P (M) =

(
P (A) �
0 P (B)

)
.

Démonstration

Par linéarité de P �→ P (M) −
(
P (A) �
0 P (B)

)
, il suffit de le montrer quand

P = Xk où k décrit N. On l’obtient alors très facilement par récurrence à l’aide
des produits par blocs et les résultats classiques sur les produits de matrices
triangulaires supérieures.��
Si l’on note ΠA le polynôme minimal de la matrice A∈Mn(K) on a le

3.3. Corollaire

Si M = Diag(A,B), alors ΠM =ppcm(ΠA,ΠB).

Démonstration

Pour tout P ∈ K[X], P (M) = Diag
(
P (A), P (B)

)
.

Donc : ΠM (A) = 0 et ΠM (B) = 0. D’où ΠA et ΠB divisent ΠM .
Si P est un multiple commun de ΠA et ΠB , P (A) = 0 et P (B) = 0 puisque
ΠA(A) = 0 et ΠB(B) = 0. Donc P (M) = 0 ie. ΠM |P . De la définition du ppcm,
on déduit le résultat.��

B. Théorème de décomposition des noyaux

1. Lemme

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et (P,Q)∈
(
K[X]

)2
.

Pour P et Q premiers entre eux, Ker
[
(PQ)(u)

]
= Ker

[
P (u)

]
⊕Ker

[
Q(u)

]
.
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existe une unique application linéaire ϕa de K[X] dans A telle que, pour tout
n ∈ N, ϕa(X

n) = an.

Comme l’application (A,B) �→ ϕa(AB) est bilinéaire, il suffit de vérifier l’égalité
ϕa(X

pXq) = ϕa(X
p)ϕa(X

q) avec (p, q) ∈ N2, (ce qui est immédiat) pour conclure
que ϕa est un morphisme d’algèbres et achever la preuve.��

1.2. Cas particuliers importants

a) Si A = LK(E) où E est un K-espace vectoriel et E �= {0} et u ∈ L(E),

ϕu : K[X] → L(E), P =

n∑
k=0

akX
k �→ a0IE + a1u+ · · ·+ anu

n = P (u) ∈ K[u].

Si (P,Q) ∈
(
K[X]

)2
, (P +Q)(u) = P (u) +Q(u) et (PQ)(u) = P (u)◦Q(u).

b) Si A = Mn(K), n � 1 et A ∈ Mn(K),

ϕA : K[X] → Mn(K), P =

p∑
k=0

akX
k �→ a0In + a1A+ · · ·+ apA

p = P (A) ∈ K[A].

Si (P,Q) ∈
(
K[X]

)2
, (P +Q)(A) = P (A) +Q(A) et (PQ)(A) = P (A)Q(A).

2. Polynôme minimal

Ker(ϕa) étant un idéal de K[X], on déduit du chapitre 1.

2.1. Théorème et définition
Si Ker(ϕa) �= {0K[X]}, il existe un unique polynôme unitaire Πa appelé
polynôme minimal de a, tel que Ker(ϕa) = (Πa).

2.2. Théorème
Ker(ϕa) �= {0} si, et seulement si, K[a] est de dimension finie.

Si c’est le cas, dim
(
K[a]

)
= r = deg(Πa). Plus précisément, (an)0�n<r est

une base de K[a].

Démonstration

• Si Ker(ϕa) = {0},ϕa est injective. Donc ϕa établit un isomorphisme de K[X]
sur Im(ϕa) = K[a]. Donc K[a] n’est pas de dimension finie.

• Si Ker(ϕa) �= {0}, comme K[X] = Kr−1[X] ⊕ (Πa) (cf. théorème de division
euclidienne), l’application de Kr−1[X] dans K[a] = Im(ϕa) qui à P associe P (a)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Comme l’image d’une base par un
isomorphisme est une base, (an)0�n<r est une base de K[a].��
Remarque : une autre démonstration consiste, puisque E est de dimension n � 1,
à observer que (fk)0�k�n2 est liée dans L(E) qui est de dimension n2.

Exemples

• Si E est un K-espace vectoriel de dimension n � 1 et si u ∈ L(E), alors
K[u] ⊂ L(E) est de dimension finie ; d’où Ker(ϕu) �= {0}·
• Si A ∈ Mn(K), n � 1, alors K[A] ⊂ Mn(K) et donc Ker(ϕA) �= {0}·
3. Applications

3.1. Calcul des puissances

On suppose connu P polynôme annulateur non nul de A∈Mn(K). Si k∈N, la
division euclidienne de Xk par P s’écrit Xk = PQk +Rk où deg(Rk) < deg(P ).
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Alors, par le morphisme d’algèbres, Ak = Rk(A).
Cette méthode n’a d’intérêt que si P est de degré raisonnable et si k � deg(P ).

Exemple

Si A =




0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1


. On vérifie que P (A) = 0 où P = (X−1)(X−2)(X+4).

D’ici quelques paragraphes de ce chapitre vous saurez déterminer un polynôme
annulateur d’une matrice.
Pour k ∈ N, Xk = PQk +Rk avec Rk = akL1 + bkL2 + ckL3 où
L1 = (X − 1)(X − 2), L2 = (X − 1)(X + 4) et L3 = (X − 2)(X + 4).
En effet, (L1, L2, L3) est une base de R2[X]. Le lecteur attentif aura reconnu des
polynômes d’interpolation de Lagrange.
En substituant 1, 2 et −4 à X on obtient immédiatement ak, bk et ck. D’où

Ak =
(−4)k

30
L1(A) +

2k

6
L2(A)− 1

5
L3(A) (�).

De plus P (A) = 0 montre l’existence de B ∈R[A] telle que AB = I3. Donc
A est une matrice inversible à droite (donc inversible) et l’on a A−1 = B la
même méthode utilisant un polynôme annulateur de A−1 ou une récurrence facile
prouverait que l’expression donnée de Ak est valable pour k∈Z.
3.2. Théorème

Si M est triangulaire supérieure par blocs, M =

(
A �
0 B

)
, alors, pour tout

polynôme P on a P (M) =

(
P (A) �
0 P (B)

)
.

Démonstration

Par linéarité de P �→ P (M) −
(
P (A) �
0 P (B)

)
, il suffit de le montrer quand

P = Xk où k décrit N. On l’obtient alors très facilement par récurrence à l’aide
des produits par blocs et les résultats classiques sur les produits de matrices
triangulaires supérieures.��
Si l’on note ΠA le polynôme minimal de la matrice A∈Mn(K) on a le

3.3. Corollaire

Si M = Diag(A,B), alors ΠM =ppcm(ΠA,ΠB).

Démonstration

Pour tout P ∈ K[X], P (M) = Diag
(
P (A), P (B)

)
.

Donc : ΠM (A) = 0 et ΠM (B) = 0. D’où ΠA et ΠB divisent ΠM .
Si P est un multiple commun de ΠA et ΠB , P (A) = 0 et P (B) = 0 puisque
ΠA(A) = 0 et ΠB(B) = 0. Donc P (M) = 0 ie. ΠM |P . De la définition du ppcm,
on déduit le résultat.��

B. Théorème de décomposition des noyaux

1. Lemme

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et (P,Q)∈
(
K[X]

)2
.

Pour P et Q premiers entre eux, Ker
[
(PQ)(u)

]
= Ker

[
P (u)

]
⊕Ker

[
Q(u)

]
.
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Démonstration

• Si x∈Ker
[
P (u)

]
alors (PQ)(u)(x) =

([
Q(u)

]
◦
[
P (u)

])
(x) = 0 donc on a

Ker
[
P (u)

]
⊂ Ker

[
(PQ)(u)

]
, de même Ker

[
Q(u)

]
⊂ Ker

[
(PQ)(u)

]
et donc

Ker
[
P (u)

]
+Ker

[
Q(u)

]
⊂ Ker

[
(PQ)(u)

]
.

• Si x∈Ker
[
P (u)

]
∩ Ker

[
Q(u)

]
, en écrivant, d’après le théorème de Bézout,

PU +QV = 1, on a P (u)◦U(u) +Q(u)◦V (u) = U(u)◦P (u) + V (u)◦Q(u) = IE et,
en x, cela donne x = 0E , Ker

[
P (u)

]
+Ker

[
Q(u)

]
est donc directe.

• Si x∈Ker
[
(PQ)(u)

]
, avec les notations précédentes, x = y + z où l’on a posé

y =
[
V (u)◦Q(u)

]
(x) et z =

[
U(u)◦P (u)

]
(x).

Or P (u)(y) =
[
V (u)

]
◦
[
(PQ)(u)

]
(x) = 0 et, de même, Q(u)(z) = 0, d’où

x∈Ker
[
P (u)

]
⊕Ker

[
Q(u)

]
ce qui termine la démonstration.��

2. Théorème
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Si P1, . . . , Pp sont des

polynômes deux à deux premiers entre eux,Ker
[ p∏
i=1

Pi

]
(u)=

p⊕
i=1

Ker
[
Pi(u)

]
.

Démonstration

On procède par récurrence sur p, les cas p = 1, p = 2 étant déjà traités. Si cela
a déjà été prouvé pour p polynômes et si Pp+1 est premier avec P1, . . . , Pp, alors,
en posant P = P1 . . . Pp et Q = Pp+1 on a P et Q premiers entre eux et donc
Ker

[
(PQ)(u)

]
= Ker

[
P (u)

]
⊕Ker

[
Q(u)

]
ou encore

Ker
[
(P1 . . . Pp+1)(u)

]
= Ker

[
(P1 . . . Pp)(u)

]
⊕ Ker

[
Pp+1(u)

]
et, avec l’hypothèse

de récurrence, Ker
[
(P1 . . . Pp+1)(u)

]
=

p+1⊕
i=1

Ker
[
Pi(u)

]
. ��

3. Corollaire

Si de plus P1 . . . Pp est annulateur de u alors E =
p⊕

i=1

Ker
[
Pi(u)

]
et la

matrice de u relativement à toute base adaptée à cette décomposition est
diagonale par blocs.

Démonstration

On applique le corollaire précédent en remarquant de plus que chacun des
Ker

[
Pi(u)

]
est stable par u.��

Exemples

1. Si u∈L(E) et u2 = u on retrouve le fait que u est projecteur sur Im(u)
parallèlement à Ker(u) car u annule X(X − 1) et donc E = Ker(u)⊕Ker(u− IE)
ie. E = Ker(u)⊕ Im(u).

2. Si u ∈ L(E) et u◦u = IE . Comme u annule le polynôme (X − 1)(X + 1), on a
E = Ker(u−IE)⊕Ker(u+IE) ie. u est la symétrie de E par rapport à Ker(u−IE)
parallèlement à Ker(u+ IE).
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IV. Éléments propres

A. Cas d’un endomorphisme

1. Définitions
1. Un scalaire λ est dit valeur propre de u si u − λIE n’est pas injectif,
tout élément non nul de Ker(u− λIE) est vecteur propre associé à λ.

2. Si λ est valeur propre de u on appelle sous-espace propre associé à λ
et l’on note Eλ(u) le sous-espace vectoriel Ker(u− λIE).

3. On appelle spectre de u et on note Sp(u) l’ensemble des valeurs propres
de u.

Remarques

1. En dimension finie, λ∈ Sp(u) ⇐⇒ (u− λIE) /∈ GL(E).
2. Toujours en dimension finie, u est élément de GL(E) si, et seulement si, 0 n’est
pas valeur propre de u.

Exemples

1. u = λIE si, et seulement si, Sp(u) = {λ} et Eλ(u) = E.
2. Si p est un projecteur non nul et distinct de IE alors : Sp(p) = {0, 1},
E0(p) = Ker(p) et E1(p) = Im(p).

3. Dans E = C∞(R,C), avec D : f �→ f ′, on a Sp(D) = C et chaque sous-
espace propre est une droite car, pour tout λ complexe, l’équation f ′ = λf est
une équation différentielle linéaire homogène d’ordre 1 admettant pour ensemble
de solutions Vect(x �→ eλx) droite de E.
4. Si u est un endomorphisme nilpotent, ie. s’il existe p dans N� tel que up soit
nul, alors Sp(u) = {0}· En effet u n’est pas injectif sinon up le serait et, si x est
vecteur propre de u associé à λ , on a 0E = up(x) = λpx d’où λp = 0K puis λ = 0K.
Sp(u+ αIE) = {α} d’après la dernière des remarques précédentes.
5. Soit u : K[X] → K[X], P �→ XP (X). En raisonnant sur les degrés, on montre
facilement que Sp(u) = ∅.
2. Propriétés des sous-espaces propres

2.1. Théorème
Si v est un élément de L(E) qui commute avec u, alors tout sous-espace
propre de u est stable par v.

Démonstration

Soit λ∈ Sp(u), u−λIE et v commutent donc Ker(u−λIE) = Eλ(u) est stable par
v d’après l’exemple I.2.��
2.2. Théorème

Si λ1, . . . , λp sont des valeurs propres deux à deux distinctes de u alors
p∑

i=1

Eλi
(u) est directe.

Démonstration

Soit P =

p∏
i=1

(X − λi). Comme i �= j ⇒ (X − λi) ∧ (X − λj) = 1, ce théorème est

une conséquence du théorème de décomposition des noyaux.��
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Démonstration

• Si x∈Ker
[
P (u)

]
alors (PQ)(u)(x) =

([
Q(u)

]
◦
[
P (u)

])
(x) = 0 donc on a

Ker
[
P (u)

]
⊂ Ker

[
(PQ)(u)

]
, de même Ker

[
Q(u)

]
⊂ Ker

[
(PQ)(u)

]
et donc

Ker
[
P (u)

]
+Ker

[
Q(u)

]
⊂ Ker

[
(PQ)(u)

]
.

• Si x∈Ker
[
P (u)

]
∩ Ker

[
Q(u)

]
, en écrivant, d’après le théorème de Bézout,

PU +QV = 1, on a P (u)◦U(u) +Q(u)◦V (u) = U(u)◦P (u) + V (u)◦Q(u) = IE et,
en x, cela donne x = 0E , Ker

[
P (u)

]
+Ker

[
Q(u)

]
est donc directe.

• Si x∈Ker
[
(PQ)(u)

]
, avec les notations précédentes, x = y + z où l’on a posé

y =
[
V (u)◦Q(u)

]
(x) et z =

[
U(u)◦P (u)

]
(x).

Or P (u)(y) =
[
V (u)

]
◦
[
(PQ)(u)

]
(x) = 0 et, de même, Q(u)(z) = 0, d’où

x∈Ker
[
P (u)

]
⊕Ker

[
Q(u)

]
ce qui termine la démonstration.��

2. Théorème
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Si P1, . . . , Pp sont des

polynômes deux à deux premiers entre eux,Ker
[ p∏
i=1

Pi

]
(u)=

p⊕
i=1

Ker
[
Pi(u)

]
.

Démonstration

On procède par récurrence sur p, les cas p = 1, p = 2 étant déjà traités. Si cela
a déjà été prouvé pour p polynômes et si Pp+1 est premier avec P1, . . . , Pp, alors,
en posant P = P1 . . . Pp et Q = Pp+1 on a P et Q premiers entre eux et donc
Ker

[
(PQ)(u)

]
= Ker

[
P (u)

]
⊕Ker

[
Q(u)

]
ou encore

Ker
[
(P1 . . . Pp+1)(u)

]
= Ker

[
(P1 . . . Pp)(u)

]
⊕ Ker

[
Pp+1(u)

]
et, avec l’hypothèse

de récurrence, Ker
[
(P1 . . . Pp+1)(u)

]
=

p+1⊕
i=1

Ker
[
Pi(u)

]
. ��

3. Corollaire

Si de plus P1 . . . Pp est annulateur de u alors E =
p⊕

i=1

Ker
[
Pi(u)

]
et la

matrice de u relativement à toute base adaptée à cette décomposition est
diagonale par blocs.

Démonstration

On applique le corollaire précédent en remarquant de plus que chacun des
Ker

[
Pi(u)

]
est stable par u.��

Exemples

1. Si u∈L(E) et u2 = u on retrouve le fait que u est projecteur sur Im(u)
parallèlement à Ker(u) car u annule X(X − 1) et donc E = Ker(u)⊕Ker(u− IE)
ie. E = Ker(u)⊕ Im(u).

2. Si u ∈ L(E) et u◦u = IE . Comme u annule le polynôme (X − 1)(X + 1), on a
E = Ker(u−IE)⊕Ker(u+IE) ie. u est la symétrie de E par rapport à Ker(u−IE)
parallèlement à Ker(u+ IE).
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IV. Éléments propres

A. Cas d’un endomorphisme

1. Définitions
1. Un scalaire λ est dit valeur propre de u si u − λIE n’est pas injectif,
tout élément non nul de Ker(u− λIE) est vecteur propre associé à λ.

2. Si λ est valeur propre de u on appelle sous-espace propre associé à λ
et l’on note Eλ(u) le sous-espace vectoriel Ker(u− λIE).

3. On appelle spectre de u et on note Sp(u) l’ensemble des valeurs propres
de u.

Remarques

1. En dimension finie, λ∈ Sp(u) ⇐⇒ (u− λIE) /∈ GL(E).
2. Toujours en dimension finie, u est élément de GL(E) si, et seulement si, 0 n’est
pas valeur propre de u.

Exemples

1. u = λIE si, et seulement si, Sp(u) = {λ} et Eλ(u) = E.
2. Si p est un projecteur non nul et distinct de IE alors : Sp(p) = {0, 1},
E0(p) = Ker(p) et E1(p) = Im(p).

3. Dans E = C∞(R,C), avec D : f �→ f ′, on a Sp(D) = C et chaque sous-
espace propre est une droite car, pour tout λ complexe, l’équation f ′ = λf est
une équation différentielle linéaire homogène d’ordre 1 admettant pour ensemble
de solutions Vect(x �→ eλx) droite de E.
4. Si u est un endomorphisme nilpotent, ie. s’il existe p dans N� tel que up soit
nul, alors Sp(u) = {0}· En effet u n’est pas injectif sinon up le serait et, si x est
vecteur propre de u associé à λ , on a 0E = up(x) = λpx d’où λp = 0K puis λ = 0K.
Sp(u+ αIE) = {α} d’après la dernière des remarques précédentes.
5. Soit u : K[X] → K[X], P �→ XP (X). En raisonnant sur les degrés, on montre
facilement que Sp(u) = ∅.
2. Propriétés des sous-espaces propres

2.1. Théorème
Si v est un élément de L(E) qui commute avec u, alors tout sous-espace
propre de u est stable par v.

Démonstration

Soit λ∈ Sp(u), u−λIE et v commutent donc Ker(u−λIE) = Eλ(u) est stable par
v d’après l’exemple I.2.��
2.2. Théorème

Si λ1, . . . , λp sont des valeurs propres deux à deux distinctes de u alors
p∑

i=1

Eλi
(u) est directe.

Démonstration

Soit P =

p∏
i=1

(X − λi). Comme i �= j ⇒ (X − λi) ∧ (X − λj) = 1, ce théorème est

une conséquence du théorème de décomposition des noyaux.��
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On en déduit le

2.3. Corollaire
Si x1, . . . , xp sont des vecteurs propres de u associés à des valeurs propres
deux à deux distinctes alors (x1, . . . , xp) est libre.

Exemple

Pour tout α ∈ C, on considère l’élément de l’espace vectoriel E = C∞(R,C) défini
par fα : x �→ eαx. L’endomorphisme de dérivation D de E vérifie D(fα) = αfα.
Comme toute sous-famille finie est libre on en déduit que (fα)α∈C est libre.

De même, avec D2 on montre aisément que (gn)n∈N où gn : x �→ cos(nx) est libre.

3. Polynômes d’endomorphisme

3.1. Théorème
Si x est vecteur propre de u associé à λ et si P ∈K[X], alors x est vecteur
propre de P (u) associé à P (λ).

Démonstration

λ est zéro de P − P (λ) d’où P − P (λ) = (X − λ)Q où Q∈K[X] et donc
P (u)− P (λ)IE = Q(u)◦(u− λIE), d’où Ker(u− λIE) ⊂ Ker

[
P (u)− P (λ)IE

]
.��

3.2. Corollaire
Si P est un polynôme annulateur de u alors tout élément de Sp(u) est zéro
de P . La réciproque est généralement fausse.

Si le polynôme minimal Πu de u existe, Sp(u) est inclus dans l’ensemble des
zéros de Πu.

Démonstration

• Soit λ valeur propre de u, le théorème prouve que P (λ) est valeur propre de
P (u). Comme P (u) = 0, nécessairement P (λ) = 0.

• Si u est nul sa seule valeur propre est 0 et P = X(X−1) est un annulateur dont
0 n’est pas le seul zéro. C’est un contre-exemple de la réciproque.��

B. Cas d’une matrice

On se donne un élément M de Mn(K) où n∈N�.

1. Définitions
1. Un élément non nul X de Mn,1(K) est dit vecteur propre de M s’il
existe un scalaire λ tel que MX = λX.
Ce scalaire λ est unique et est appelé valeur propre associée à X.

2. Un scalaire λ est dit valeur propre de M si M − λIn /∈ GLn(K), tout
élément non nul de Ker(M − λIn) est dit vecteur propre associé à λ.

3. Si λ est valeur propre de M on appelle sous-espace propre associé à
λ et l’on note Eλ(M) le sous-espace vectoriel Eλ(M) = Ker(M − λIn).

4. On appelle spectre de M et l’on note SpK(M) ou Sp(M) si le corps n’est
pas ambigu, l’ensemble des valeurs propres deM ,

{
λ∈K

∣∣M−λIn /∈GLn(K)
}
·

Remarque

0∈ SpK(M) ⇐⇒ M /∈GLn(K) ⇐⇒ rg(M) < n ⇐⇒ det(M) = 0.
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2. Lien avec les endomorphismes

Théorème
Soit E base de E relativement à laquelle M est matrice de u, alors u et M
ont même spectre et x est vecteur propre de u associé à λ si, et seulement
si, sa matrice X relativement à E est vecteur propre de M associé à λ.

Démonstration

Si x est de matrice X relativement à E alors u(x) est de matrice MX relativement
à E . Donc u(x) = λx ⇐⇒ MX = λX et x,X sont simultanément nuls ou non.��

3. Changement de corps

On remarque que Mn(R) est un sous-ensemble de Mn(C) et donc que tout élément
de Mn(R) est aussi élément de Mn(C), il faudra donc se garder de confondre
SpR(M) et SpC(M) mais on a le

Théorème
Si A∈Mn(R) alors SpR(A) ⊂ SpC(A), mais l’inclusion réciproque est en
général fausse. Plus précisément, SpR(A) = R ∩ SpC(A).

Démonstration

• Si λ∈ SpR(A) on choisit X vecteur propre associé, alors AX = λX et X est un
élément non nul de Mn,1(R) ⊂ Mn,1(C) donc λ∈ SpC(A).

• Pour A =

(
0 −1
1 0

)
matrice de rotation d’angle

π

2
pour la structure euclidienne

orientée canonique de R2, aucune droite n’est stable donc SpR(A) = ∅ alors que

i∈ SpC(A) car A− iI2 =

(
−i −1
1 −i

)
/∈ GL2(C).��

C. Polynôme caractéristique

1. Définitions

1.1. Définition
On appelle polynôme caractéristique de M ∈Mn(K), et l’on note χM , le
déterminant de la matrice (XIn −M).

On a immédiatement χM = χt
M
.

1.2. Théorème et définition
Si M et N sont semblables alors χM = χ

N , si u est un endomorphisme de E
espace vectoriel de dimension finie n, on appelle polynôme caractéristique
de u, et l’on note χu, le polynôme caractéristique d’une matrice quelconque
de u, étant entendu que cela ne dépend pas du choix de la matrice.

Démonstration

Si N = PMP−1 où P ∈GLn(K), alors XIn −N = P (XIn −M)P−1 et, comme le
déterminant est invariant par similitude, χM = χN .��

Remarque

Le lien entre matrices et endomorphismes nous permet, pour la suite et sauf
exception, de ne donner que les résultats relatifs aux matrices, le lecteur les traduira
en termes d’endomorphismes.
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On en déduit le

2.3. Corollaire
Si x1, . . . , xp sont des vecteurs propres de u associés à des valeurs propres
deux à deux distinctes alors (x1, . . . , xp) est libre.

Exemple

Pour tout α ∈ C, on considère l’élément de l’espace vectoriel E = C∞(R,C) défini
par fα : x �→ eαx. L’endomorphisme de dérivation D de E vérifie D(fα) = αfα.
Comme toute sous-famille finie est libre on en déduit que (fα)α∈C est libre.

De même, avec D2 on montre aisément que (gn)n∈N où gn : x �→ cos(nx) est libre.

3. Polynômes d’endomorphisme

3.1. Théorème
Si x est vecteur propre de u associé à λ et si P ∈K[X], alors x est vecteur
propre de P (u) associé à P (λ).

Démonstration

λ est zéro de P − P (λ) d’où P − P (λ) = (X − λ)Q où Q∈K[X] et donc
P (u)− P (λ)IE = Q(u)◦(u− λIE), d’où Ker(u− λIE) ⊂ Ker

[
P (u)− P (λ)IE

]
.��

3.2. Corollaire
Si P est un polynôme annulateur de u alors tout élément de Sp(u) est zéro
de P . La réciproque est généralement fausse.

Si le polynôme minimal Πu de u existe, Sp(u) est inclus dans l’ensemble des
zéros de Πu.

Démonstration

• Soit λ valeur propre de u, le théorème prouve que P (λ) est valeur propre de
P (u). Comme P (u) = 0, nécessairement P (λ) = 0.

• Si u est nul sa seule valeur propre est 0 et P = X(X−1) est un annulateur dont
0 n’est pas le seul zéro. C’est un contre-exemple de la réciproque.��

B. Cas d’une matrice

On se donne un élément M de Mn(K) où n∈N�.

1. Définitions
1. Un élément non nul X de Mn,1(K) est dit vecteur propre de M s’il
existe un scalaire λ tel que MX = λX.
Ce scalaire λ est unique et est appelé valeur propre associée à X.

2. Un scalaire λ est dit valeur propre de M si M − λIn /∈ GLn(K), tout
élément non nul de Ker(M − λIn) est dit vecteur propre associé à λ.

3. Si λ est valeur propre de M on appelle sous-espace propre associé à
λ et l’on note Eλ(M) le sous-espace vectoriel Eλ(M) = Ker(M − λIn).

4. On appelle spectre de M et l’on note SpK(M) ou Sp(M) si le corps n’est
pas ambigu, l’ensemble des valeurs propres deM ,

{
λ∈K

∣∣M−λIn /∈GLn(K)
}
·

Remarque

0∈ SpK(M) ⇐⇒ M /∈GLn(K) ⇐⇒ rg(M) < n ⇐⇒ det(M) = 0.
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2. Premières propriétés

L’utilité essentielle du polynôme caractéristique vient du

2.1. Théorème

Le spectre de M dans K est l’ensemble des zéros de χM dans K.

Démonstration

Immédiate car λ∈ Sp(M) ⇐⇒ λIn −M /∈ GLn(K) ⇐⇒ det(λIn −M) = 0.��
2.2. Théorème

χ
M = Xn − tr(M)Xn−1 + · · ·+ (−1)n det(M).

Démonstration

• Tout d’abord χM (0) = (−1)n det(M) par définition de χM , d’où le coefficient
constant. Si σ ∈Sn et i∈[[1, n]] posons bσi = X −mi,i si σ(i) = i et −mi,σ(i) sinon,

puis Pσ =

n∏
i=1

bσi , alors χM =
∑

σ∈Sn

ε(σ)Pσ et 0 � deg(Pσ) � n.

• deg(Pσ) � n − 1 signifie que σ(i) �= i pour au plus un i soit encore σ = e
identité, les coefficients de Xn−1 et Xn de χM sont donc ceux de Pe, à savoir
respectivement − tr(M) et 1 facilement, d’où l’expression de χM .��

2.3. Corollaire

(i) Card
[
Sp(M)

]
� n.

(ii) Si χM est scindé, avec χM =

n∏
i=1

(X − λi), alors λ1, . . . , λn sont les

valeurs propres de M , tr(M) =
n∑

i=1

λi et det(M) =

n∏
i=1

λi.

(ii) Si K = C alors Sp(M) �= ∅.
(ii) Si K = R et SpR(M) = ∅ alors n est un entier pair.

Démonstration

1. découle directement du théorème de d’Alembert.

2. Si n est impair alors χM est de degré impair, χM (x) ±̃∞xn et le théorème des

valeurs intermédiaires assure l’existence d’un zéro réel, donc SpR(M) �= ∅.��

Remarques

Le théorème précédent permet un calcul facile de χ
M dans le cas où n = 2 :

χ
M = X2 −X tr(M) + det(M).

2.4. Théorème

Si M est triangulaire supérieure par blocs, M =

(
A B
0 C

)
où A∈Mp(K),

alors χM = χA
χ
C .

Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par l’endomorphisme u et si v
est l’endomorphisme induit par u sur F , alors χv divise χu.
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Démonstration

XIn −M =

(
XIp −A −B

0 XIn−p − C

)
et le calcul d’un déterminant triangulaire

supérieur par blocs termine la démonstration.

Si B = B1 ∪B2 est une base de E adaptée à F où B1 est une base de F , la matrice
M = MB(u) est triangulaire par blocs et A = MB1

(v). Donc χ
u = χ

v
χ
C et le

théorème est prouvé puisque χ
C est un polynôme.��

3. Ordre de multiplicité

3.1. Définition
Si λ∈ Sp(M) on appelle ordre de multiplicité de λ, et on note ω(λ) dans le
cours, son ordre de multiplicité en tant que racine de χ

M .

Remarque

Si χM est scindé et si λ1, . . . , λp sont les valeurs propres (deux à deux distinctes)

de M , alors χM =

p∏
i=1

(X − λi)
ω(λi) ou encore χM =

∏
λ∈Sp(M)

(X − λ)ω(λ).

3.2. Théorème

Si λ∈ Sp(M), alors 1 � dim
[
Eλ(M)

]
� ω(λ).

Démonstration

On écrit M comme matrice de u endomorphisme de E = Kn puis E = Eλ(u)⊕ V
et on note p la dimension de Eλ(u), p � 1 car comme λ∈ Sp(u), Eλ(u) �= {0}·
Eλ(u) étant un sous-espace vectoriel de E stable par u, notons v l’endomorphisme
induit par u sur Eλ(u). D’après le théorème IV.C.2.4, on a : χv divise χu.

Comme v est l’homothétie de rapport λ et comme Eλ(u) est de dimension p,
χ
v = (λ−X)p. D’où p � ω(λ) et la conclusion.��

4. Théorème de Cayley-Hamilton

4.1. Théorème
Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E, alors
χu est un polynôme annulateur de u.

Démonstration (non exigible mais vivement recommandée)

Soit x ∈ E \ {0}. Il existe p = max{r ∈ N∗ | (x, u(x), . . . , ur−1(x)) libre }. Donc
∃(a0, . . . , ap−1) ∈ Kp, up(x) = a0x+ a1u(x) + · · ·+ ap−1u

p−1(x). (�)

F = Vect
{
x, u(x), . . . , up−1(x)

}
est un sous-espace vectoriel de E, de dimension

p et stable par u. Si v est l’endomorphisme de E induit par u sur F , il suffit de
prouver que χ

v(u) = 0 puisque χv|χu.

Notons B =
(
x, u(x), . . . , up−1(x)

)
et A la matrice de v dans la base B de F .

A =




0 · · · 0 a0

1
. . .

...
. . . 0

...
(0) 1 ap−1


. Donc : χA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 · · · −a0

−1
. . .

...
. . . X −ap−2

(0) −1 X − ap−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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cours, son ordre de multiplicité en tant que racine de χ

M .

Remarque
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de M , alors χM =

p∏
i=1

(X − λi)
ω(λi) ou encore χM =

∏
λ∈Sp(M)

(X − λ)ω(λ).

3.2. Théorème
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L1 ← L1+XL2+ · · ·+Xp−1Lp montre que χA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · Q(X)

−1
. . .

...
. . .

. . .
...

(0) −1 ap−1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

D’où en développant par rapport à la première ligne, χA = (−1)p+1(−1)p−1Q(X)
où Q(X) = −a0 − a1X +− · · ·+ (X − ap−1)X

p−1.
Or Q(u)(x) = 0 d’après (�), Donc χ

v(u)(x) = 0. Si x = 0, on a χv(u)(x) = 0.

Donc, pour tout x ∈ E,χv(u)(x) = 0 ie. χv(u) = 0 et la conclusion.��

4.2. Applications

a) Calcul de Ak pour k ∈ N∗. cf. III.A.3.1.

b) Sp(u) est l’ensemble des racines du polynôme minimal Πu de u.

En effet, χu étant annulateur de u, le polynôme Πu divise χ
u et l’ensemble des

racines de Πu est inclus dans l’ensemble des racines de χu ie. Sp(u).

D’autre part, si λ∈ Sp(u), alors λ est racine de tout polynôme annulateur de u ;
donc λ est racine de Πu. D’où la conclusion.

c) Si M ∈GLn(K) alors det(M) �= 0 et le théorème de Cayley-Hamilton donne
MP (M) = In où P est un polynôme, d’où M−1 = P (M)∈K[M ].
d) u est un endomorphisme nilpotent d’un C-espace vectoriel E de dimension finie
n � 1 si, et seulement si, un = 0 si, et seulement si, SpC(u) = {0}.
En effet, SpC(u) = {0} si, et seulement si, χu(X) = Xn.

e) Si u∈L(E), χu =

p∏
k=1

(X − λk)
ωk avec Sp(u) = {λ1, . . . , λp}· On déduit du

théorème de décomposition des noyaux et du théorème de Cayley-Hamilton :

E =

p⊕
k=1

Ker(M − λkIn)
ωk . Les sous-espaces vectoriels Ker(u − λkIE)

ωk sont des

sous-espaces stables par u et Ker(u − λkIE) ⊂ Ker(u − λkIE)
ωk . Si v ∈L(E) et

v◦u = u◦v, alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de v est diagonale
par blocs.

4.3. Exemple

Soit C =




0 · · · 0 1

1
. . . 0
. . .

. . .
...

(0) 1 0


. Déterminer χC et πC .

C est la matrice de la permutation circulaire σ =

(
1 2 . . . (n− 1) n
2 3 . . . n 1

)
, le

calcul des Ck est facile et montre que (In, C, . . . , C
n−1) est libre alors que Cn = In.

Xn−1 est de degré minimal parmi les polynômes annulateurs non nuls de C, donc
πC(X) = Xn − 1 et πC |χC . La comparaison des degrés et coefficients dominants
montre alors que χC est égal à (Xn−1) et donc SpC(C) = Un ensemble des racines
n-ièmes de 1 alors que SpR(C) = Un ∩ R.
4.4. Proposition

Tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie laisse
soit une droite soit un plan stable.
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Démonstration

Si Sp(u) �= ∅ c’est immédiat.

Sinon alors χ
u =

k∏
i=1

(X2 + aiX + bi) où, pour tout i∈[[1, k]], a2i − 4bi < 0. Le

théorème de Cayley-Hamilton montre que
k∏

i=1

(u2 + aiu + biIE) = 0L(E) et donc

l’un au moins des ϕi = u2 + aiu+ biIE est non bijectif. On suppose par exemple
ϕ1 non bijectif et alors, si x∈Ker(ϕ1) \ {0E} le plan Vect

(
x, u(x)

)
fait l’affaire.��

D. Sous-espaces caractéristiques

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E).

1. Théorème et définition

On suppose que χ
u =

k∏
i=1

(X − λi)
αi et l’on note Fi = Ker(u− λiIE)

αi .

Les Fi sont appelés les sous-espaces caractéristiques de u.
(i) Fi est stable par u et ui = u//Fi

est nilpotent.

(ii) E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fk.

(iii) ∀i∈[[1, k]], dim(Fi) = αi.

Démonstration

(i) et (iii) u◦(u−λiIE) = (u−λiIE)◦u car (u−λiIE)∈K[u] : algèbre commutative,
donc Fi est stable par u. Comme ui ∈L(Fi), on a (ui − λiIFi

)αi = 0. Donc
(ui − λiIFi

) est nilpotent. D’où χ
ui

= (X − λi)
dim(Fi).

Or χui |χu, donc dim(Fi) � αi. Comme

k∑
i=1

dim(Fi) =

k∑
i=1

αi, on a dim(Fi) = αi.

(ii) Conséquence du théorème de Cayley-Hamilton et du théorème de décomposition
des noyaux.��
2. Théorème et définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et f ∈L(E).{
k∈[[0, n]]

∣∣ Ker(fk) = Ker(fk+1
}
�= ∅. On note désormais p le minimum de

cet ensemble. On l’appelle l’indice de f . On a : ∀k∈N, k � p ⇒ Nk = Np.

Démonstration

• Notons Nk = Ker(fk). On déduit de Ker(u) ⊂ Ker(v◦u) que Nk ⊂ Nk+1.

• Si cet ensemble est vide alors (nk)0�k�n est une suite strictement croissante à
valeurs dans N donc nn > n : absurde.

• Si k � p on a toujours Nk ⊂ Nk+1.
Si x∈Nk+1 alors fk+1(x) = 0 ie. fp+1

(
fk−p(x)

)
= 0 d’où fk−p(x)∈Np+1 = Np

et donc fk(x) = fp
(
fk−p(x)

)
= 0 ie. x∈Nk. On vient de montrer que (Nk)k�p

est constante.��
3. Théorème

Avec les notations du théorème 1,

(i) Πu =

k∏
i=1

(X − λi)
ri où 1 � ri � αi pour tout i∈[[1, k]].

(ii) ri est l’indice de (u− λiIE) et Fi = Ker(u− λi)
ri .
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L1 ← L1+XL2+ · · ·+Xp−1Lp montre que χA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · Q(X)

−1
. . .

...
. . .

. . .
...

(0) −1 ap−1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

D’où en développant par rapport à la première ligne, χA = (−1)p+1(−1)p−1Q(X)
où Q(X) = −a0 − a1X +− · · ·+ (X − ap−1)X

p−1.
Or Q(u)(x) = 0 d’après (�), Donc χ

v(u)(x) = 0. Si x = 0, on a χv(u)(x) = 0.

Donc, pour tout x ∈ E,χv(u)(x) = 0 ie. χv(u) = 0 et la conclusion.��

4.2. Applications

a) Calcul de Ak pour k ∈ N∗. cf. III.A.3.1.

b) Sp(u) est l’ensemble des racines du polynôme minimal Πu de u.

En effet, χu étant annulateur de u, le polynôme Πu divise χ
u et l’ensemble des

racines de Πu est inclus dans l’ensemble des racines de χu ie. Sp(u).

D’autre part, si λ∈ Sp(u), alors λ est racine de tout polynôme annulateur de u ;
donc λ est racine de Πu. D’où la conclusion.

c) Si M ∈GLn(K) alors det(M) �= 0 et le théorème de Cayley-Hamilton donne
MP (M) = In où P est un polynôme, d’où M−1 = P (M)∈K[M ].
d) u est un endomorphisme nilpotent d’un C-espace vectoriel E de dimension finie
n � 1 si, et seulement si, un = 0 si, et seulement si, SpC(u) = {0}.
En effet, SpC(u) = {0} si, et seulement si, χu(X) = Xn.

e) Si u∈L(E), χu =

p∏
k=1

(X − λk)
ωk avec Sp(u) = {λ1, . . . , λp}· On déduit du

théorème de décomposition des noyaux et du théorème de Cayley-Hamilton :

E =

p⊕
k=1

Ker(M − λkIn)
ωk . Les sous-espaces vectoriels Ker(u − λkIE)

ωk sont des

sous-espaces stables par u et Ker(u − λkIE) ⊂ Ker(u − λkIE)
ωk . Si v ∈L(E) et

v◦u = u◦v, alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de v est diagonale
par blocs.

4.3. Exemple

Soit C =




0 · · · 0 1

1
. . . 0
. . .

. . .
...

(0) 1 0


. Déterminer χC et πC .

C est la matrice de la permutation circulaire σ =

(
1 2 . . . (n− 1) n
2 3 . . . n 1

)
, le

calcul des Ck est facile et montre que (In, C, . . . , C
n−1) est libre alors que Cn = In.

Xn−1 est de degré minimal parmi les polynômes annulateurs non nuls de C, donc
πC(X) = Xn − 1 et πC |χC . La comparaison des degrés et coefficients dominants
montre alors que χC est égal à (Xn−1) et donc SpC(C) = Un ensemble des racines
n-ièmes de 1 alors que SpR(C) = Un ∩ R.
4.4. Proposition

Tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie laisse
soit une droite soit un plan stable.
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Démonstration

Si Sp(u) �= ∅ c’est immédiat.

Sinon alors χ
u =

k∏
i=1

(X2 + aiX + bi) où, pour tout i∈[[1, k]], a2i − 4bi < 0. Le

théorème de Cayley-Hamilton montre que
k∏

i=1

(u2 + aiu + biIE) = 0L(E) et donc

l’un au moins des ϕi = u2 + aiu+ biIE est non bijectif. On suppose par exemple
ϕ1 non bijectif et alors, si x∈Ker(ϕ1) \ {0E} le plan Vect

(
x, u(x)

)
fait l’affaire.��

D. Sous-espaces caractéristiques

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E).

1. Théorème et définition

On suppose que χ
u =

k∏
i=1

(X − λi)
αi et l’on note Fi = Ker(u− λiIE)

αi .

Les Fi sont appelés les sous-espaces caractéristiques de u.
(i) Fi est stable par u et ui = u//Fi

est nilpotent.

(ii) E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fk.

(iii) ∀i∈[[1, k]], dim(Fi) = αi.

Démonstration

(i) et (iii) u◦(u−λiIE) = (u−λiIE)◦u car (u−λiIE)∈K[u] : algèbre commutative,
donc Fi est stable par u. Comme ui ∈L(Fi), on a (ui − λiIFi

)αi = 0. Donc
(ui − λiIFi

) est nilpotent. D’où χ
ui

= (X − λi)
dim(Fi).

Or χui |χu, donc dim(Fi) � αi. Comme

k∑
i=1

dim(Fi) =

k∑
i=1

αi, on a dim(Fi) = αi.

(ii) Conséquence du théorème de Cayley-Hamilton et du théorème de décomposition
des noyaux.��
2. Théorème et définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et f ∈L(E).{
k∈[[0, n]]

∣∣ Ker(fk) = Ker(fk+1
}
�= ∅. On note désormais p le minimum de

cet ensemble. On l’appelle l’indice de f . On a : ∀k∈N, k � p ⇒ Nk = Np.

Démonstration

• Notons Nk = Ker(fk). On déduit de Ker(u) ⊂ Ker(v◦u) que Nk ⊂ Nk+1.

• Si cet ensemble est vide alors (nk)0�k�n est une suite strictement croissante à
valeurs dans N donc nn > n : absurde.

• Si k � p on a toujours Nk ⊂ Nk+1.
Si x∈Nk+1 alors fk+1(x) = 0 ie. fp+1

(
fk−p(x)

)
= 0 d’où fk−p(x)∈Np+1 = Np

et donc fk(x) = fp
(
fk−p(x)

)
= 0 ie. x∈Nk. On vient de montrer que (Nk)k�p

est constante.��
3. Théorème

Avec les notations du théorème 1,

(i) Πu =

k∏
i=1

(X − λi)
ri où 1 � ri � αi pour tout i∈[[1, k]].

(ii) ri est l’indice de (u− λiIE) et Fi = Ker(u− λi)
ri .
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Démonstration

(i) se déduit de la définition du polynôme minimal et de χ
u du théorème 1.

(ii) Faisons la démonstration pour i = 1. Πu = (X − λ1)
r1Q où Q ∧ (X − λ1)

r1 .
On déduit du théorème des noyaux : E = Ker(u− λ1)

r1 ⊕Ker(Q(u)).
D’où dim(E) = dim(Ker(u− λ1)

r1) + dim(Ker(Q(u)) (1).

Pour p∈N, posons P = (X − λ1)
pQ(X). On déduit du théoréme des noyaux que

Ker(P (u)) = Ker(u− λ1)
r1 ⊕Ker(Q(u)).

Donc dim(Ker(u− λ1)
r1) + dim(Ker(Q(u)) = dim(Ker(P (u)) (2).

• q � r1 ⇒ Πu|P ⇒ Ker(P (u)) = E. il découle de (1) et (2) que :
dim(Ker(u− λ1)

r1) = dim(Ker(u− λ1)
p).

• p < r1 ⇒ Πi � |P ⇒ P (u) �= 0 ⇒ Ker(P (u)) �= E
On déduit de (1) et (2) : dim(Ker(u− λ1)

r1) > dim(Ker(u− λ1)
p).

On déduit du théorème 2. que r1 est l’indice de (u− λ1IE).��

V. Réduction en dimension finie

On suppose ici E de dimension finie n avec toujours n � 1.

A. Diagonalisation

1. Endomorphisme diagonalisable

1.1. Définition
On dit que u est diagonalisable si, et seulement si, E est somme directe des
sous-espaces propres de u.

Exemples

Homothéties, projecteurs et symétries sont des endomorphismes diagonalisables.

1.2. Théorème
Il y a équivalence entre les assertions :

(i) u est diagonalisable ;

(ii) E admet une base formée de vecteurs propres de u ;

(iii) n =
∑

λ∈Sp(u)

dim
[
Eλ(u)

]
;

(iv) u admet pour matrice une matrice diagonale ;

(v) χu est scindé et, si λ∈ Sp(u), ω(λ) = dim
[
Eλ(u)

]
.

Démonstration

• Si (i) alors toute base adaptée à E =
⊕

λ∈Sp(u)

Eλ(u) prouve (ii). Si (ii) alors

E ⊂
⊕

λ∈Sp(u)

Eλ(u) et (i) en découle immédiatement. Donc (i) ⇐⇒ (ii).

• Comme u induit une homothétie sur chaque Eλ(u) on a (i)⇒(iii). Si (iii), en
utilisant une base adaptée à la décomposition de E on a (ii) et donc (i), d’où
(i) ⇐⇒ (iii).

• Comme la somme des sous-espaces propres est directe on a immédiatement
(i) ⇐⇒ (iv).
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• (ii) ⇐⇒ (v) est claire.

• Si (i) alors, dans une base adaptée à la décomposition la matrice de u est

diagonale par blocs, M = Diag(λiIω(λi))1�i�p d’où χ
u =

p∏
i=1

(λi −X)ω(λi) scindé

et, pour tout i, ω(λi) = dim
[
Eλi(u)

]
. Donc (i)⇒(vi).

Comme n = deg(χu) =
∑

λ∈Sp(u)

ω(λ) si χu est scindé, on a (vi)⇒(iv) et donc

(i) ⇐⇒ (vi).��

Remarque

Si Sp(u) = {λ} alors u est diagonalisable si, et seulement si, u = λIE . En effet, si
u est diagonalisable, λIn est une de ses matrices d’où u = λIE . Réciproque facile.
En particulier, u diagonalisable et nilpotente si, et seulement si, u = 0.

1.3. Corollaire
Si u est diagonalisable et P ∈K[X], alors P (u) est diagonalisable et toute
base de vecteurs propres de u est base de vecteurs propres de P (u).

Démonstration

Si E = (e1, . . . , en) est base de vecteurs propres de u associée à (λ1, . . . , λn) on a,
si 1 � i � n,

[
P (u)

]
(ei) = P (λi)ei d’où le résultat.��

• Exemple : si u est diagonalisable, Πu =
∏

λ∈ Sp(u)

(X − λ).

1.4. Corollaire
Si Sp(u) est de cardinal n alors u est diagonalisable et tout sous-espace
propre est une droite.

Démonstration

Si λ∈ Sp(u) alors 1� dim
[
Eλ(u)

]
�ω(λ) = 1, chaque sous-espace propre est une

droite et
∑

λ∈ Sp(u)

dim
[
Eλ(u)

]
= Card

[
Sp(u)

]
prouve que u est diagonalisable.��

2. Matrices diagonalisables

2.1. Définition
Un élément M de Mn(K) est dit diagonalisable si c’est la matrice d’un
endomorphisme diagonalisable.

2.2. Théorème
Si M ∈Mn(K), il y a équivalence entre :

(i) M est diagonalisable sur K ;

(ii) M est semblable à une matrice diagonale ie. A = PDP−1 où P est la
matrice de passage de la base canonique de Kn à la base de Kn constituée
des vecteurs propres de M ;

(iii) n =
∑

λ∈SpK(M)

dim
[
Eλ(M)

]
;

(iv) χM scindé sur K et, pour tout λ dans SpK(M), ω(λ) = dim
[
Eλ(M)

]
.
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Démonstration

(i) se déduit de la définition du polynôme minimal et de χ
u du théorème 1.

(ii) Faisons la démonstration pour i = 1. Πu = (X − λ1)
r1Q où Q ∧ (X − λ1)

r1 .
On déduit du théorème des noyaux : E = Ker(u− λ1)

r1 ⊕Ker(Q(u)).
D’où dim(E) = dim(Ker(u− λ1)

r1) + dim(Ker(Q(u)) (1).

Pour p∈N, posons P = (X − λ1)
pQ(X). On déduit du théoréme des noyaux que

Ker(P (u)) = Ker(u− λ1)
r1 ⊕Ker(Q(u)).

Donc dim(Ker(u− λ1)
r1) + dim(Ker(Q(u)) = dim(Ker(P (u)) (2).

• q � r1 ⇒ Πu|P ⇒ Ker(P (u)) = E. il découle de (1) et (2) que :
dim(Ker(u− λ1)

r1) = dim(Ker(u− λ1)
p).

• p < r1 ⇒ Πi � |P ⇒ P (u) �= 0 ⇒ Ker(P (u)) �= E
On déduit de (1) et (2) : dim(Ker(u− λ1)

r1) > dim(Ker(u− λ1)
p).

On déduit du théorème 2. que r1 est l’indice de (u− λ1IE).��

V. Réduction en dimension finie

On suppose ici E de dimension finie n avec toujours n � 1.

A. Diagonalisation

1. Endomorphisme diagonalisable

1.1. Définition
On dit que u est diagonalisable si, et seulement si, E est somme directe des
sous-espaces propres de u.

Exemples

Homothéties, projecteurs et symétries sont des endomorphismes diagonalisables.

1.2. Théorème
Il y a équivalence entre les assertions :

(i) u est diagonalisable ;

(ii) E admet une base formée de vecteurs propres de u ;

(iii) n =
∑

λ∈Sp(u)

dim
[
Eλ(u)

]
;

(iv) u admet pour matrice une matrice diagonale ;

(v) χu est scindé et, si λ∈ Sp(u), ω(λ) = dim
[
Eλ(u)

]
.

Démonstration

• Si (i) alors toute base adaptée à E =
⊕

λ∈Sp(u)

Eλ(u) prouve (ii). Si (ii) alors

E ⊂
⊕

λ∈Sp(u)

Eλ(u) et (i) en découle immédiatement. Donc (i) ⇐⇒ (ii).

• Comme u induit une homothétie sur chaque Eλ(u) on a (i)⇒(iii). Si (iii), en
utilisant une base adaptée à la décomposition de E on a (ii) et donc (i), d’où
(i) ⇐⇒ (iii).

• Comme la somme des sous-espaces propres est directe on a immédiatement
(i) ⇐⇒ (iv).
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• (ii) ⇐⇒ (v) est claire.

• Si (i) alors, dans une base adaptée à la décomposition la matrice de u est

diagonale par blocs, M = Diag(λiIω(λi))1�i�p d’où χ
u =

p∏
i=1

(λi −X)ω(λi) scindé

et, pour tout i, ω(λi) = dim
[
Eλi(u)

]
. Donc (i)⇒(vi).

Comme n = deg(χu) =
∑

λ∈Sp(u)

ω(λ) si χu est scindé, on a (vi)⇒(iv) et donc

(i) ⇐⇒ (vi).��

Remarque

Si Sp(u) = {λ} alors u est diagonalisable si, et seulement si, u = λIE . En effet, si
u est diagonalisable, λIn est une de ses matrices d’où u = λIE . Réciproque facile.
En particulier, u diagonalisable et nilpotente si, et seulement si, u = 0.

1.3. Corollaire
Si u est diagonalisable et P ∈K[X], alors P (u) est diagonalisable et toute
base de vecteurs propres de u est base de vecteurs propres de P (u).

Démonstration

Si E = (e1, . . . , en) est base de vecteurs propres de u associée à (λ1, . . . , λn) on a,
si 1 � i � n,

[
P (u)

]
(ei) = P (λi)ei d’où le résultat.��

• Exemple : si u est diagonalisable, Πu =
∏

λ∈ Sp(u)

(X − λ).

1.4. Corollaire
Si Sp(u) est de cardinal n alors u est diagonalisable et tout sous-espace
propre est une droite.

Démonstration

Si λ∈ Sp(u) alors 1� dim
[
Eλ(u)

]
�ω(λ) = 1, chaque sous-espace propre est une

droite et
∑

λ∈ Sp(u)

dim
[
Eλ(u)

]
= Card

[
Sp(u)

]
prouve que u est diagonalisable.��

2. Matrices diagonalisables

2.1. Définition
Un élément M de Mn(K) est dit diagonalisable si c’est la matrice d’un
endomorphisme diagonalisable.

2.2. Théorème
Si M ∈Mn(K), il y a équivalence entre :

(i) M est diagonalisable sur K ;

(ii) M est semblable à une matrice diagonale ie. A = PDP−1 où P est la
matrice de passage de la base canonique de Kn à la base de Kn constituée
des vecteurs propres de M ;

(iii) n =
∑

λ∈SpK(M)

dim
[
Eλ(M)

]
;

(iv) χM scindé sur K et, pour tout λ dans SpK(M), ω(λ) = dim
[
Eλ(M)

]
.
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Exemples

(i) Si n > 1, E1,n est non diagonalisable car nilpotente non nulle.

(ii) On s’intéresse à J ∈Mn(R) de coefficient générique 1.

a) Première méthode
J est de rang 1 donc 0 est valeur propre et dim

[
E0(J)

]
= dim(Rn)−rg(J) = n−1 ;

donc ω(0) � n − 1. Si on note 0, 0, . . . , 0, λ les valeurs propres dans C comptées
avec leur ordre de multiplicité, alors tr(J) = n = λ qui est valeur propre d’ordre
1, donc dim

[
En(J)

]
= 1 car 1 � dim

[
En(J)

]
� ω(n) = 1.

Comme n �
∑

λ∈Sp(J)

dim
[
Eλ(J)

]
�

∑
λ∈Sp(J)

ω(λ) = n on a nécessairement

SpC(J)=SpR(J) = {0, n}, ω(0) = n− 1, J est diagonalisable sur R et donc sur C.
• Base de E0(J). Comme toutes les colonnes de J sont égales, en notant
(E1, . . . , En) la base canonique de Mn,1(K), (Ei − E1)2�i�n est libre dans E0(J)
donc est une base.

• Base de En(J). En notant U une colonne de J on a U �= 0 et JU = nU , donc
En(J) = Vect(U).

• Avec P =




1 −1 · · · −1
... 1 (0)
...

. . .

1 (0) 1



, on a J = P




0
. . .

0
n


P−1 et aussi

χ
J = (−X)n−1(n−X).

Notons E′
1 = U =

n∑
i=1

Ei et E
′
i = Ei − E1 si 2 � i � n, alors

E1 =
1

n

(
E′

1−
n∑

i=2

E′
i

)
et pour i � 2, Ei =

1

n

(
E′

1−
∑
j �=i

E′
j +(n− 1)E′

i

)
. D’où P−1.

b) Deuxième méthode

(Σ) JX = λX ⇐⇒
n∑

i=1

xi = λx1 = · · · = λxn.

• Si λ �= 0, alors x1 = · · · = xn d’où X ∈Vect(U) droite et, comme JU = nU , on
a λ = n.

• Si λ = 0 alors on obtient l’hyperplan d’équation x1 + · · ·+ xn = 0.

Kn est somme directe de sous-espaces vectoriels sur lesquels J induit des ho-
mothéties, donc J est diagonalisable et, à cause des dimensions des sous-espaces
propres, Sp(J) = {0, n}, En(J) = Vect(U) et E0(J) est l’hyperplan d’équation
x1 + · · ·+ xn = 0.

c) Troisième méthode.
J

n
est un projecteur de rang 1, image et noyau déjà vus.

d) Quatrième méthode. On verra, dans un prochain chapitre, que J est
diagonalisable car symétrique réelle.

3. Caractérisation par les polynômes annulateurs

3.1. Théorème
u est diagonalisable si, et seulement si, il annule un polynôme scindé à
racines simples ie. si, et seulement si, Πu est scindé à racines simples.
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Démonstration

• Sens direct. Si λ1, . . . , λp sont les valeurs propres deux à deux distinctes de u,

posons P =

p∏
i=1

(X − λi) = Πu.

• Réciproque. Soit P = α

p∏
i=1

(X−λi) polynôme scindé à racines simples annulateur

de u. Les corollaires du théorème de décomposition des noyaux montrent alors que
E est somme directe de sous-espaces vectoriels sur chacun desquels u induit une
homothétie, u est donc diagonalisable.��
3.2. Corollaire

Si u est diagonalisable alors il induit sur tout sous-espace vectoriel stable
un endomorphisme diagonalisable.

Démonstration

Soit V un tel sous-espace vectoriel et P un annulateur de u scindé à racines simples.
Notons v l’endomorphisme induit par u sur V . Comme V est stable par u, il l’est
par P (u) et l’endomorphisme induit est P (v), v annule P donc est diagonalisable.��

3.3. Corollaire
Si M est diagonale par blocs, soit M = Diag(Mi)1�i�p, alors M est
diagonalisable si, et seulement si, chaque Mi est diagonalisable.

Démonstration

• Le corollaire précédent montre le sens direct.

• Si chaque Mi est diagonalisable, Mi = PiDiP
−1
i où Di est diagonale et

Pi inversible, on considère P = Diag(Pi)1�i�p, P est inversible d’inverse
Diag(P−1

i )1�i�p et on a P−1MP = Diag(P−1
i MiPi)1�i�p = Diag(Di)1�i�p

diagonale, donc M est diagonalisable.��

Exemples

• La matrice J est diagonalisable sur C, car P (J) = 0 où P = X(X − n).

• A∈Mn(K) de rang 1 est diagonalisable si, et seulement si, tr(A) �= 0.

En effet, Si A est de rang 1, il existe C ∈Mn,1(K) et L∈M1,n(K) tels que A = CL.
Il s’ensuit que A2 = tr(A)A. Le polynôme P = X(X− tr(A)) annule la matrice A.

Si tr(A) �= 0, le polynôme P étant scindé à racines simples, A est diagonalisable.

Sinon, P (A) = 0 ⇐⇒ A2 = 0. La matrice A est nilpotente. Elle est diagonalisable
si, et seulement si, elle est nulle, ce qui n’a pas lieu car elle est de rang 1.

• Si (G, .) est un sous-groupe fini de GLn(C) de cardinal p, tout élément de G est
diagonalisable. En effet, pour tout M ∈ G, Mp = In.
En particulier, toute matrice de permutation est diagonalisable.

• C =




0 · · · 0 1

1
. . . 0
. . .

. . .
...

(0) 1 0


 est diagonalisable sur C car ΠC(X) = Xn − 1 est

scindé à racines simples. Donc SpC(C) = Un et chacun de ses sous-espaces propres
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Exemples

(i) Si n > 1, E1,n est non diagonalisable car nilpotente non nulle.

(ii) On s’intéresse à J ∈Mn(R) de coefficient générique 1.

a) Première méthode
J est de rang 1 donc 0 est valeur propre et dim

[
E0(J)

]
= dim(Rn)−rg(J) = n−1 ;

donc ω(0) � n − 1. Si on note 0, 0, . . . , 0, λ les valeurs propres dans C comptées
avec leur ordre de multiplicité, alors tr(J) = n = λ qui est valeur propre d’ordre
1, donc dim

[
En(J)

]
= 1 car 1 � dim

[
En(J)

]
� ω(n) = 1.

Comme n �
∑

λ∈Sp(J)

dim
[
Eλ(J)

]
�

∑
λ∈Sp(J)

ω(λ) = n on a nécessairement

SpC(J)=SpR(J) = {0, n}, ω(0) = n− 1, J est diagonalisable sur R et donc sur C.
• Base de E0(J). Comme toutes les colonnes de J sont égales, en notant
(E1, . . . , En) la base canonique de Mn,1(K), (Ei − E1)2�i�n est libre dans E0(J)
donc est une base.

• Base de En(J). En notant U une colonne de J on a U �= 0 et JU = nU , donc
En(J) = Vect(U).

• Avec P =




1 −1 · · · −1
... 1 (0)
...

. . .

1 (0) 1



, on a J = P




0
. . .

0
n


P−1 et aussi

χ
J = (−X)n−1(n−X).

Notons E′
1 = U =

n∑
i=1

Ei et E
′
i = Ei − E1 si 2 � i � n, alors

E1 =
1

n

(
E′

1−
n∑

i=2

E′
i

)
et pour i � 2, Ei =

1

n

(
E′

1−
∑
j �=i

E′
j +(n− 1)E′

i

)
. D’où P−1.

b) Deuxième méthode

(Σ) JX = λX ⇐⇒
n∑

i=1

xi = λx1 = · · · = λxn.

• Si λ �= 0, alors x1 = · · · = xn d’où X ∈Vect(U) droite et, comme JU = nU , on
a λ = n.

• Si λ = 0 alors on obtient l’hyperplan d’équation x1 + · · ·+ xn = 0.

Kn est somme directe de sous-espaces vectoriels sur lesquels J induit des ho-
mothéties, donc J est diagonalisable et, à cause des dimensions des sous-espaces
propres, Sp(J) = {0, n}, En(J) = Vect(U) et E0(J) est l’hyperplan d’équation
x1 + · · ·+ xn = 0.

c) Troisième méthode.
J

n
est un projecteur de rang 1, image et noyau déjà vus.

d) Quatrième méthode. On verra, dans un prochain chapitre, que J est
diagonalisable car symétrique réelle.

3. Caractérisation par les polynômes annulateurs

3.1. Théorème
u est diagonalisable si, et seulement si, il annule un polynôme scindé à
racines simples ie. si, et seulement si, Πu est scindé à racines simples.
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Démonstration

• Sens direct. Si λ1, . . . , λp sont les valeurs propres deux à deux distinctes de u,

posons P =

p∏
i=1

(X − λi) = Πu.

• Réciproque. Soit P = α

p∏
i=1

(X−λi) polynôme scindé à racines simples annulateur

de u. Les corollaires du théorème de décomposition des noyaux montrent alors que
E est somme directe de sous-espaces vectoriels sur chacun desquels u induit une
homothétie, u est donc diagonalisable.��
3.2. Corollaire

Si u est diagonalisable alors il induit sur tout sous-espace vectoriel stable
un endomorphisme diagonalisable.

Démonstration

Soit V un tel sous-espace vectoriel et P un annulateur de u scindé à racines simples.
Notons v l’endomorphisme induit par u sur V . Comme V est stable par u, il l’est
par P (u) et l’endomorphisme induit est P (v), v annule P donc est diagonalisable.��

3.3. Corollaire
Si M est diagonale par blocs, soit M = Diag(Mi)1�i�p, alors M est
diagonalisable si, et seulement si, chaque Mi est diagonalisable.

Démonstration

• Le corollaire précédent montre le sens direct.

• Si chaque Mi est diagonalisable, Mi = PiDiP
−1
i où Di est diagonale et

Pi inversible, on considère P = Diag(Pi)1�i�p, P est inversible d’inverse
Diag(P−1

i )1�i�p et on a P−1MP = Diag(P−1
i MiPi)1�i�p = Diag(Di)1�i�p

diagonale, donc M est diagonalisable.��

Exemples

• La matrice J est diagonalisable sur C, car P (J) = 0 où P = X(X − n).

• A∈Mn(K) de rang 1 est diagonalisable si, et seulement si, tr(A) �= 0.

En effet, Si A est de rang 1, il existe C ∈Mn,1(K) et L∈M1,n(K) tels que A = CL.
Il s’ensuit que A2 = tr(A)A. Le polynôme P = X(X− tr(A)) annule la matrice A.

Si tr(A) �= 0, le polynôme P étant scindé à racines simples, A est diagonalisable.

Sinon, P (A) = 0 ⇐⇒ A2 = 0. La matrice A est nilpotente. Elle est diagonalisable
si, et seulement si, elle est nulle, ce qui n’a pas lieu car elle est de rang 1.

• Si (G, .) est un sous-groupe fini de GLn(C) de cardinal p, tout élément de G est
diagonalisable. En effet, pour tout M ∈ G, Mp = In.
En particulier, toute matrice de permutation est diagonalisable.

• C =




0 · · · 0 1

1
. . . 0
. . .

. . .
...

(0) 1 0


 est diagonalisable sur C car ΠC(X) = Xn − 1 est

scindé à racines simples. Donc SpC(C) = Un et chacun de ses sous-espaces propres
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est une droite. Posons ω = exp
(2iπ

n

)
et, si 0 � k < n, désignons par Xk l’élément

de Mn,1(C) de coefficient générique ω k�. On a facilement CXk = ωkXk donc
Eωk(C) = Vect(Xk).

Si (a0, . . . , an−1)∈Cn posons M(a0, . . . , an−1) = P (C) où P =

n−1∑
k=0

akX
k, on a

M(a0, . . . , an−1) =




a0 an−1 a1

a1
. . .

. . .
. . .

. . . an−1

an−1 a1 a0


 dite matrice circulante.

On a vu que (X0, . . . , Xn−1) est base de vecteurs propres de P (C) et que P (C) est
semblable à la matrice diagonale Diag

(
P (ω�)

)
0��<n

, le polynôme caractéristique

de P (C) est

n−1∏
�=0

[
X − P (ω�)

]
et, en particulier, det

[
P (C)

]
=

n−1∏
�=0

P (ω�).

En particulier pour n = 3, on obtient :∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣
= a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a+ bj + cj2)(a+ bj2 + cj).

Remarque

C est diagonalisable sur C mais pas sur R en général, il est donc essentiel de
préciser sur quel corps on diagonalise une matrice à coefficients réels.

Exercice (incontournable)

Montrer que si u et v sont deux endomorphismes diagonalisables d’un espace
vectoriel E de dimension finie n � 1 et s’ils commutent, il existe une base de E
constituée de vecteurs propres communs à u et à v.
Donc P (u, v) est diagonalisable si P est une fonction polynomiale de deux
variables.

Solution

Soit λ ∈ Sp(u). Le sous-espace vectoriel Eλ(u) est stable par v car u◦v = v◦u.
D’après le corollaire 5.2. l’application ṽ induite par v sur Eλ(u) est diagonalisable.
Donc Eλ(u) a une base constituée de vecteurs propres communs à u et à v.
Comme E est somme directe des sous-espaces propres Eλ(u) où λ parcourt Sp(u),
par concaténation des bases, E admet une base constituée de vecteurs propres
communs à u et à v.

B. Trigonalisation

1. Définition
1. u est dit trigonalisable s’il existe une base relativement à laquelle sa
matrice est triangulaire supérieure.
2. M ∈Mn(K) est dite trigonalisable si elle est matrice d’un endomorphisme
trigonalisable ie. si elle est semblable à une matrice trigonale supérieure.

2. Théorème
u est trigonalisable si, et seulement si, χu est scindé ou encore si, et
seulement si, u annule un polynôme scindé.
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Démonstration

• Si u est trigonalisable, relativement à une base sa matrice est triangulaire
supérieure et χu est donc scindé.

• Si χ
u est scindé, le théorème de Cayley-Hamilton prouve que u annule un

polynôme scindé.

• On montre par récurrence sur n que si u annule un polynôme scindé alors u est
trigonalisable, l’initialisation pour n = 1 étant immédiate.
Si cela a été prouvé à un rang n et si u est un endomorphisme de E de dimension
n + 1 annulant P scindé alors πu divise P donc est scindé. Comme πu et χu ont
même ensemble de zéros, χu admet au moins une racine (dans K).
Soit donc λ valeur propre de u et e1 vecteur propre associé, complétons en
E = (e1, . . . , en+1) base de E. Relativement à E la matrice de u est

M =




λ � · · · �
0
... N
0


 oùN ∈Mn(K). On a 0 = P (M) =




P (λ) � · · · �
0
... P (N)
0




donc, par hypothèse de récurrence, N est trigonalisable, soit QNQ−1 = T où Q
inversible et T triangulaire supérieure.

Posons R =




1 0 · · · 0
0
... Q
0


, alors R est inversible d’inverse




1 0 · · · 0
0
... Q−1

0




et, par blocs, RMR−1 =




λ � · · · �
0
... QNQ−1

0


 =




λ � · · · �
0
... T
0


 triangulaire

supérieure et la fin de la récurrence.��
Comme, sur C, tout polynôme non constant est scindé, on a le

3. Corollaire
Tout élément de Mn(C) est trigonalisable.
Si λ1, λ2, . . . , λn sont les valeurs propres de M ∈Mn(C), pour tout

k∈N, tr(Mk) =

n∑
i=1

λk
i et le valeurs propres de P (M) sont les P (λi),

1 � i � n pour P ∈C[X].

C’est bien sûr faux sur R car, par exemple,

(
0 −1
1 0

)
a un spectre réel vide.

4. Corollaire
Un endomorphisme est nilpotent si, et seulement si, il est trigonalisable avec
pour seule valeur propre 0.

Démonstration

Si u est nilpotent, un = 0 ; le polynôme Xn scindé sur K annule u. D’après B.2. u
est trigonalisable. On a déjà prouvé que Sp(u) = {0}·
Réciproquement, si u est trigonalisable avec pour seule valeur propre 0, il existe
une base de E dans laquelle la matrice de u est trigonale supérieure stricte. Il
s’ensuit que χ

u = Xn et l’on conclut avec le théorème de Cayley-Hamilton.��
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est une droite. Posons ω = exp
(2iπ

n

)
et, si 0 � k < n, désignons par Xk l’élément

de Mn,1(C) de coefficient générique ω k�. On a facilement CXk = ωkXk donc
Eωk(C) = Vect(Xk).

Si (a0, . . . , an−1)∈Cn posons M(a0, . . . , an−1) = P (C) où P =

n−1∑
k=0

akX
k, on a

M(a0, . . . , an−1) =




a0 an−1 a1

a1
. . .

. . .
. . .

. . . an−1

an−1 a1 a0


 dite matrice circulante.

On a vu que (X0, . . . , Xn−1) est base de vecteurs propres de P (C) et que P (C) est
semblable à la matrice diagonale Diag

(
P (ω�)

)
0��<n

, le polynôme caractéristique

de P (C) est

n−1∏
�=0

[
X − P (ω�)

]
et, en particulier, det

[
P (C)

]
=

n−1∏
�=0

P (ω�).

En particulier pour n = 3, on obtient :∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣
= a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a+ bj + cj2)(a+ bj2 + cj).

Remarque

C est diagonalisable sur C mais pas sur R en général, il est donc essentiel de
préciser sur quel corps on diagonalise une matrice à coefficients réels.

Exercice (incontournable)

Montrer que si u et v sont deux endomorphismes diagonalisables d’un espace
vectoriel E de dimension finie n � 1 et s’ils commutent, il existe une base de E
constituée de vecteurs propres communs à u et à v.
Donc P (u, v) est diagonalisable si P est une fonction polynomiale de deux
variables.

Solution

Soit λ ∈ Sp(u). Le sous-espace vectoriel Eλ(u) est stable par v car u◦v = v◦u.
D’après le corollaire 5.2. l’application ṽ induite par v sur Eλ(u) est diagonalisable.
Donc Eλ(u) a une base constituée de vecteurs propres communs à u et à v.
Comme E est somme directe des sous-espaces propres Eλ(u) où λ parcourt Sp(u),
par concaténation des bases, E admet une base constituée de vecteurs propres
communs à u et à v.

B. Trigonalisation

1. Définition
1. u est dit trigonalisable s’il existe une base relativement à laquelle sa
matrice est triangulaire supérieure.
2. M ∈Mn(K) est dite trigonalisable si elle est matrice d’un endomorphisme
trigonalisable ie. si elle est semblable à une matrice trigonale supérieure.

2. Théorème
u est trigonalisable si, et seulement si, χu est scindé ou encore si, et
seulement si, u annule un polynôme scindé.
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Démonstration

• Si u est trigonalisable, relativement à une base sa matrice est triangulaire
supérieure et χu est donc scindé.

• Si χ
u est scindé, le théorème de Cayley-Hamilton prouve que u annule un

polynôme scindé.

• On montre par récurrence sur n que si u annule un polynôme scindé alors u est
trigonalisable, l’initialisation pour n = 1 étant immédiate.
Si cela a été prouvé à un rang n et si u est un endomorphisme de E de dimension
n + 1 annulant P scindé alors πu divise P donc est scindé. Comme πu et χu ont
même ensemble de zéros, χu admet au moins une racine (dans K).
Soit donc λ valeur propre de u et e1 vecteur propre associé, complétons en
E = (e1, . . . , en+1) base de E. Relativement à E la matrice de u est

M =




λ � · · · �
0
... N
0


 oùN ∈Mn(K). On a 0 = P (M) =




P (λ) � · · · �
0
... P (N)
0




donc, par hypothèse de récurrence, N est trigonalisable, soit QNQ−1 = T où Q
inversible et T triangulaire supérieure.

Posons R =




1 0 · · · 0
0
... Q
0


, alors R est inversible d’inverse




1 0 · · · 0
0
... Q−1

0




et, par blocs, RMR−1 =




λ � · · · �
0
... QNQ−1

0


 =




λ � · · · �
0
... T
0


 triangulaire

supérieure et la fin de la récurrence.��
Comme, sur C, tout polynôme non constant est scindé, on a le

3. Corollaire
Tout élément de Mn(C) est trigonalisable.
Si λ1, λ2, . . . , λn sont les valeurs propres de M ∈Mn(C), pour tout

k∈N, tr(Mk) =

n∑
i=1

λk
i et le valeurs propres de P (M) sont les P (λi),

1 � i � n pour P ∈C[X].

C’est bien sûr faux sur R car, par exemple,

(
0 −1
1 0

)
a un spectre réel vide.

4. Corollaire
Un endomorphisme est nilpotent si, et seulement si, il est trigonalisable avec
pour seule valeur propre 0.

Démonstration

Si u est nilpotent, un = 0 ; le polynôme Xn scindé sur K annule u. D’après B.2. u
est trigonalisable. On a déjà prouvé que Sp(u) = {0}·
Réciproquement, si u est trigonalisable avec pour seule valeur propre 0, il existe
une base de E dans laquelle la matrice de u est trigonale supérieure stricte. Il
s’ensuit que χ

u = Xn et l’on conclut avec le théorème de Cayley-Hamilton.��
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5. Cas de la dimension 2

On suppose u∈L(E), non diagonalisable mais trigonalisable et dim(E) = 2. Alors
Sp(u) = {λ}· On choisit e1 un vecteur propre de u et on complète en B = (e1, e2)

base de E. On a alors MB(u) =

(
λ α
0 λ

)
, α �= 0 car χu = (λ−X)2 et u est non

diagonalisable. Dans la base (αe1, e2) de E la matrice de u est

(
λ 1
0 λ

)
.

EXERCICES

1. Soit U ∈ L
(
R[X]

)
défini par : P �→ (3X +8)P − (5X −X2)P ′ + (X2 −X3)P ′′.

U est-il injectif ? surjectif ? Déterminer les éléments propres de U .

2. n ∈ N∗, (A,B) ∈
(
Cn[X]

)2
, deg(A) = n, et A scindé à racines simples.

U : P �→ R reste de la division euclidienne de PB par A. Montrer que U est
un endomorphisme de Cn[X]. Déterminer son noyau, son image et ses éléments
propres. On pourra penser à des polynômes d’interpolation de Lagrange.

3. E = C([0, 1],R), U : f �→ g telle que g(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt si x �= 0 et g(0) = f(0).

Montrer que U est un endomorphisme de E et déterminer ses éléments propres.

4. E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, f ∈ L(E). On suppose qu’il
existe (λ, µ) ∈ K2 \ {0, 0}, ∃(U, V ) ∈ (L(E))2, ∀k ∈ {1, 2, 3}, fk = λkU + µkV .
Montrer que U et V sont des projecteurs, que f est diagonalisable et que :
∀k∈N�, fk = λkU + µkV .

5. Diagonaliser les matrices suivantes dans le cas où elles sont diagonalisables.

a. A =




0 a a2

a−1 0 a
a−2 a−1 0


 , a ∈ R∗ ; b. B =

(
0n −In
In 0n

)
∈ M2n(C) ;

c. C =
( ai
aj

)
∈ Mn(C) où pour tout i, ai �= 0.

6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et F une partie de
L(E) constituée d’endomorphismes commutant deux à deux.

a. On suppose que F est constituée d’endomorphismes diagonalisables.
(i) Montrer qu’il existe un vecteur propre commun à tout élément de F .
(On pourra raisonner par récurrence sur n).

(ii) Montrer l’existence d’une base de E constituée de vecteurs propres com-
muns à tous les éléments de F (raisonner par récurrence sur la dimension du
sous-espace vectoriel de L(E) engendré par F).
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b. Si F est constituée d’endomorphismes trigonalisables, montrer l’existence d’une
base de E dans laquelle les éléments de F ont tous une matrice triangulaire
supérieure.

7. a. Si f et g sont deux formes linéaires sur un espace vectoriel E de dimension
finie n � 1 telles que f �= 0, montrer que Ker(f) ⊂ Ker(g) ⇐⇒ ∃λ∈K, g = λf .

b. Appliquer a. à la détermination des hyperplans stables par u∈L(E) où E est
un K-espace vectoriel de dimension finie n �= 0.

c. Déterminer les sous-espaces stables par A =




1 j j2

j j2 1
j2 1 j


 où j = e

2iπ
3 .

8. Soit M = (αi,j) ∈ Sn(R), αi,i = ai, αi,i+1 = bi = αi+1,i et αi,j = 0 sinon

On pose b0 = bn = 0 et l’on suppose que : ai > |bi|+ |bi−1|, 1 � i � n.

a. Montrer que si λ est valeur propre réelle de M , alors 0 < λ < 2 max
1�i�n

(ai)

b. Déterminer deux matrices A et B triangulaires supérieures (resp. inférieures )
telles que : M = AB, les termes diagonaux de A valant 1.

9. Calculer le polynôme caractéristique de la matrice A = (αi,j)∈Mn(C), n � 3
telle que αi,n = αn,i = ai pour 1 � i � n et αi,j = 0 sinon.

10. Soit (b, c) ∈ (C∗)2. Montrer que la matrice M =




0 c 0 . . . 0

b
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . c
0 . . . 0 b 0




est

diagonalisable, et en calculer une base de vecteurs propres. On pourra montrer que
l’on peut se ramener au cas où b = c = 1.

11. E = {f ∈ C(R+,R) | ∃ lim
+∞

f ∈ R}. Déterminer les éléments propres de

l’endomorphisme de E défini par ϕ : f �→ g telle que g(x) = f(x+ 1).

12. Si A = (ai,j) ∈ Mn(C) et B ∈ Mn(C).
On définit A⊗B ∈ Mn2(C) par : A⊗B = (ai,jB).
a. Montrer que si (A,A′, B,B′) ∈ (Mn(C))4, (A⊗B).(A′⊗B′) = (A.A′)⊗(B.B′).
En déduire que A⊗B est inversible si, et seulement si, A et B le sont.

b. Déterminer Sp(A ⊗ B). En déduire le polynôme caractéristique, la trace et le
déterminant de A⊗B.

c. Si X est un vecteur propre de A et Y un vecteur propre de B, déterminer un
vecteur propre Z de A ⊗ B. Montrer que si A et B sont diagonalisables, il en est
de même de A⊗B.

13. Montrer que si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L(E) est
diagonalisable si, et seulement si, Ker(u) ∩ Im(u) = {0} et l’application induite
par u sur Im(u) est diagonalisable.
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5. Cas de la dimension 2

On suppose u∈L(E), non diagonalisable mais trigonalisable et dim(E) = 2. Alors
Sp(u) = {λ}· On choisit e1 un vecteur propre de u et on complète en B = (e1, e2)

base de E. On a alors MB(u) =

(
λ α
0 λ

)
, α �= 0 car χu = (λ−X)2 et u est non

diagonalisable. Dans la base (αe1, e2) de E la matrice de u est

(
λ 1
0 λ

)
.

EXERCICES

1. Soit U ∈ L
(
R[X]

)
défini par : P �→ (3X +8)P − (5X −X2)P ′ + (X2 −X3)P ′′.

U est-il injectif ? surjectif ? Déterminer les éléments propres de U .

2. n ∈ N∗, (A,B) ∈
(
Cn[X]

)2
, deg(A) = n, et A scindé à racines simples.

U : P �→ R reste de la division euclidienne de PB par A. Montrer que U est
un endomorphisme de Cn[X]. Déterminer son noyau, son image et ses éléments
propres. On pourra penser à des polynômes d’interpolation de Lagrange.

3. E = C([0, 1],R), U : f �→ g telle que g(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt si x �= 0 et g(0) = f(0).

Montrer que U est un endomorphisme de E et déterminer ses éléments propres.

4. E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, f ∈ L(E). On suppose qu’il
existe (λ, µ) ∈ K2 \ {0, 0}, ∃(U, V ) ∈ (L(E))2, ∀k ∈ {1, 2, 3}, fk = λkU + µkV .
Montrer que U et V sont des projecteurs, que f est diagonalisable et que :
∀k∈N�, fk = λkU + µkV .

5. Diagonaliser les matrices suivantes dans le cas où elles sont diagonalisables.

a. A =




0 a a2

a−1 0 a
a−2 a−1 0


 , a ∈ R∗ ; b. B =

(
0n −In
In 0n

)
∈ M2n(C) ;

c. C =
( ai
aj

)
∈ Mn(C) où pour tout i, ai �= 0.

6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et F une partie de
L(E) constituée d’endomorphismes commutant deux à deux.

a. On suppose que F est constituée d’endomorphismes diagonalisables.
(i) Montrer qu’il existe un vecteur propre commun à tout élément de F .
(On pourra raisonner par récurrence sur n).

(ii) Montrer l’existence d’une base de E constituée de vecteurs propres com-
muns à tous les éléments de F (raisonner par récurrence sur la dimension du
sous-espace vectoriel de L(E) engendré par F).
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b. Si F est constituée d’endomorphismes trigonalisables, montrer l’existence d’une
base de E dans laquelle les éléments de F ont tous une matrice triangulaire
supérieure.

7. a. Si f et g sont deux formes linéaires sur un espace vectoriel E de dimension
finie n � 1 telles que f �= 0, montrer que Ker(f) ⊂ Ker(g) ⇐⇒ ∃λ∈K, g = λf .

b. Appliquer a. à la détermination des hyperplans stables par u∈L(E) où E est
un K-espace vectoriel de dimension finie n �= 0.

c. Déterminer les sous-espaces stables par A =




1 j j2

j j2 1
j2 1 j


 où j = e

2iπ
3 .

8. Soit M = (αi,j) ∈ Sn(R), αi,i = ai, αi,i+1 = bi = αi+1,i et αi,j = 0 sinon

On pose b0 = bn = 0 et l’on suppose que : ai > |bi|+ |bi−1|, 1 � i � n.

a. Montrer que si λ est valeur propre réelle de M , alors 0 < λ < 2 max
1�i�n

(ai)

b. Déterminer deux matrices A et B triangulaires supérieures (resp. inférieures )
telles que : M = AB, les termes diagonaux de A valant 1.

9. Calculer le polynôme caractéristique de la matrice A = (αi,j)∈Mn(C), n � 3
telle que αi,n = αn,i = ai pour 1 � i � n et αi,j = 0 sinon.

10. Soit (b, c) ∈ (C∗)2. Montrer que la matrice M =




0 c 0 . . . 0

b
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . c
0 . . . 0 b 0




est

diagonalisable, et en calculer une base de vecteurs propres. On pourra montrer que
l’on peut se ramener au cas où b = c = 1.

11. E = {f ∈ C(R+,R) | ∃ lim
+∞

f ∈ R}. Déterminer les éléments propres de

l’endomorphisme de E défini par ϕ : f �→ g telle que g(x) = f(x+ 1).

12. Si A = (ai,j) ∈ Mn(C) et B ∈ Mn(C).
On définit A⊗B ∈ Mn2(C) par : A⊗B = (ai,jB).
a. Montrer que si (A,A′, B,B′) ∈ (Mn(C))4, (A⊗B).(A′⊗B′) = (A.A′)⊗(B.B′).
En déduire que A⊗B est inversible si, et seulement si, A et B le sont.

b. Déterminer Sp(A ⊗ B). En déduire le polynôme caractéristique, la trace et le
déterminant de A⊗B.

c. Si X est un vecteur propre de A et Y un vecteur propre de B, déterminer un
vecteur propre Z de A ⊗ B. Montrer que si A et B sont diagonalisables, il en est
de même de A⊗B.

13. Montrer que si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L(E) est
diagonalisable si, et seulement si, Ker(u) ∩ Im(u) = {0} et l’application induite
par u sur Im(u) est diagonalisable.
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14. Si A∈Mn(C) et B =

(
0n In
A 0n

)
, donner les éléments propres de B en

fonction de ceux de A. Montrer que B est diagonalisable si, et seulement si, A
est diagonalisable et inversible.

15. Si A est un élément diagonalisable de Mn(K), donner la dimension du
commutant CA =

{
B ∈Mn(K)

∣∣ AB = BA
}

de A en fonction des ordres de
multiplicité des valeurs propres de A.

16. Montrer que tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie
n � 1 laisse stable une droite vectorielle ou un plan vectoriel.

17. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E).
Montrer que u est nilpotent si, et seulement si, pour tout k∈[[1, n]], tr(uk) = 0.

18. Si n est un entier impair, montrer qu’un élément A de Mn(R) de déterminant
1 et dont les valeurs propres complexes sont de module 1 admet nécessairement 1
pour valeur propre.

19. a. Résoudre X2 =




0 1 (0)
...

. . .
. . .

...
. . . 1

0 · · · · · · 0


 dans Mn(C), n � 2.

b. Résoudre Xp = A si A est un élément diagonalisable de GLn(C) et p � 2.

20. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n � 1, (α, β)∈C2 et

(u, v)∈
(
L(E)

)2
tel que u◦v − v◦u = αu+ βv.

a. On suppose α �= 0 et β = 0. Pour tout k∈N, calculer uk◦v − v◦uk en fonction
de k, u, α. En déduire que u est nilpotent.

b. Dans le cas général montrer que u et v ont un vecteur propre commun.

c. En déduire qu’il existe une base de E qui les trigonalise simultanément.

21. Soit A =
(
ai,j

)
1�i,j�n

∈Mn(R+) telle que, pour tout i∈[[1, n]],
n∑

j=1

ai,j = 1.

a. Montrer que 1∈ SpC(A) et que, si λ∈ SpC(A), |λ| � 1.

b. Montrer que si, de plus, pour tout i∈[[1, n]], ai,i �= 0, la seule valeur propre de
module 1 est 1.

c. Montrer que, si λ∈ SpC(A) ∩ U, alors il existe p∈N� tel que λp = 1.

22. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E). Pour
tout x∈E on pose Ix =

{
P ∈K[X]

∣∣ P (u)(x) = 0
}
·

a. Montrer que, pour tout x∈E, Ix est un idéal non nul de K[X] ; on note µx son
générateur unitaire.

b. Montrer que πu = ppcm(µx, x∈E) et que, si µx et µy sont premiers entre eux,
alors µx+y = µxµy.
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c. En déduire l’existence d’un élément x de E tel que πu = µx.

d. Montrer qu’il existe un élément x de E tel que E =
{
P (u)(x)

∣∣ P ∈K[X]
}
si,

et seulement si, πu = χ
u.

23. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E).

Si P1, . . . , Pk sont des polynômes deux à deux premiers entre eux tels que

Π =

k∏
i=1

Pi est annulateur de u. On pose f(X) =
1

Π
=

k∑
i=1

Ai

Pi
où, pour tout

i, Ai ∧ Pi = 1 puis Qi = Ai

∏
j �=i

Pj et qi = Qi(u).

a. Montrer que, pour tout i∈[[1, k]], qi est un projecteur de noyau
⊕
j �=i

Im(qj).

b. Qu’en déduit-on si u est diagonalisable ?

24. Montrer queA=




3 6 −5 2
−1 −6 5 −2
−1 −10 8 −3
0 −3 2 0


 est semblable àB=




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 2


 .

25. Une localisation des valeurs propres
a. On dit que A = (ai,j)∈Mn(C) est une matrice à diagonale strictement

dominante si |ai,i|>
∑
i�=j

|ai,j | pour i∈[[1, n]]. Montrer que A est inversible.

b. Montrer le théorème de Hadamard.

Soit A = (ai,j) ∈ Mn(C). Alors Sp(A) ⊂
n⋃

i=1

{
z ∈ C

∣∣∣ |z − ai,i| �
∑
j �=i

|ai,j |
}

ie.

Sp(A) est contenu dans la réunion des disques fermés de centres les ai,i et de rayons

les Ri =
∑
j �=i

|ai,j |.

26. Projecteurs spectraux. Si u est diagonalisable et, pour tout λ dans Sp(u),
on note pλ la projection sur Eλ(u) parallèlement à

⊕
µ∈ Sp(u)\{λ}

Eµ(u). Les pλ sont

appelés projecteurs spectraux de u. Alors, si (λ, µ)∈
[
Sp(u)

]2
, pλ◦pµ = δλ,µpλ et∑

λ∈Sp(u)

pλ = IE . En effet les pλ sont les projecteurs associés à la décomposition

E =
⊕

λ∈Sp(u)

Eλ(u).

Si u est diagonalisable, montrer que, ∀k∈N, uk =
∑

λ∈Sp(u)

λkpλ et pλ ∈K[u].

27. Soit (A,B)∈
(
Mn(C)

)2
tel que AB = BA et A nilpotente.

Montrer que det(A+B) = det(B). (On examinera, d’abord le cas où B ∈GLn(C).)

28. Trigonaliser la matrice A =




1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7


.

29. Montrer que deux matrices A et B de Mn(R) semblables dans Mn(C),
sont semblables dans Mn(R). On pourra poser A = PBP−1 où P = Q + iR,
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14. Si A∈Mn(C) et B =

(
0n In
A 0n

)
, donner les éléments propres de B en

fonction de ceux de A. Montrer que B est diagonalisable si, et seulement si, A
est diagonalisable et inversible.

15. Si A est un élément diagonalisable de Mn(K), donner la dimension du
commutant CA =

{
B ∈Mn(K)

∣∣ AB = BA
}

de A en fonction des ordres de
multiplicité des valeurs propres de A.

16. Montrer que tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie
n � 1 laisse stable une droite vectorielle ou un plan vectoriel.

17. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E).
Montrer que u est nilpotent si, et seulement si, pour tout k∈[[1, n]], tr(uk) = 0.

18. Si n est un entier impair, montrer qu’un élément A de Mn(R) de déterminant
1 et dont les valeurs propres complexes sont de module 1 admet nécessairement 1
pour valeur propre.

19. a. Résoudre X2 =




0 1 (0)
...

. . .
. . .

...
. . . 1

0 · · · · · · 0


 dans Mn(C), n � 2.

b. Résoudre Xp = A si A est un élément diagonalisable de GLn(C) et p � 2.

20. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n � 1, (α, β)∈C2 et

(u, v)∈
(
L(E)

)2
tel que u◦v − v◦u = αu+ βv.

a. On suppose α �= 0 et β = 0. Pour tout k∈N, calculer uk◦v − v◦uk en fonction
de k, u, α. En déduire que u est nilpotent.

b. Dans le cas général montrer que u et v ont un vecteur propre commun.

c. En déduire qu’il existe une base de E qui les trigonalise simultanément.

21. Soit A =
(
ai,j

)
1�i,j�n

∈Mn(R+) telle que, pour tout i∈[[1, n]],
n∑

j=1

ai,j = 1.

a. Montrer que 1∈ SpC(A) et que, si λ∈ SpC(A), |λ| � 1.

b. Montrer que si, de plus, pour tout i∈[[1, n]], ai,i �= 0, la seule valeur propre de
module 1 est 1.

c. Montrer que, si λ∈ SpC(A) ∩ U, alors il existe p∈N� tel que λp = 1.

22. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E). Pour
tout x∈E on pose Ix =

{
P ∈K[X]

∣∣ P (u)(x) = 0
}
·

a. Montrer que, pour tout x∈E, Ix est un idéal non nul de K[X] ; on note µx son
générateur unitaire.

b. Montrer que πu = ppcm(µx, x∈E) et que, si µx et µy sont premiers entre eux,
alors µx+y = µxµy.
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c. En déduire l’existence d’un élément x de E tel que πu = µx.

d. Montrer qu’il existe un élément x de E tel que E =
{
P (u)(x)

∣∣ P ∈K[X]
}
si,

et seulement si, πu = χ
u.

23. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E).

Si P1, . . . , Pk sont des polynômes deux à deux premiers entre eux tels que

Π =

k∏
i=1

Pi est annulateur de u. On pose f(X) =
1

Π
=

k∑
i=1

Ai

Pi
où, pour tout

i, Ai ∧ Pi = 1 puis Qi = Ai

∏
j �=i

Pj et qi = Qi(u).

a. Montrer que, pour tout i∈[[1, k]], qi est un projecteur de noyau
⊕
j �=i

Im(qj).

b. Qu’en déduit-on si u est diagonalisable ?

24. Montrer queA=




3 6 −5 2
−1 −6 5 −2
−1 −10 8 −3
0 −3 2 0


 est semblable àB=




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 2


 .

25. Une localisation des valeurs propres
a. On dit que A = (ai,j)∈Mn(C) est une matrice à diagonale strictement

dominante si |ai,i|>
∑
i�=j

|ai,j | pour i∈[[1, n]]. Montrer que A est inversible.

b. Montrer le théorème de Hadamard.

Soit A = (ai,j) ∈ Mn(C). Alors Sp(A) ⊂
n⋃

i=1

{
z ∈ C

∣∣∣ |z − ai,i| �
∑
j �=i

|ai,j |
}

ie.

Sp(A) est contenu dans la réunion des disques fermés de centres les ai,i et de rayons

les Ri =
∑
j �=i

|ai,j |.

26. Projecteurs spectraux. Si u est diagonalisable et, pour tout λ dans Sp(u),
on note pλ la projection sur Eλ(u) parallèlement à

⊕
µ∈ Sp(u)\{λ}

Eµ(u). Les pλ sont

appelés projecteurs spectraux de u. Alors, si (λ, µ)∈
[
Sp(u)

]2
, pλ◦pµ = δλ,µpλ et∑

λ∈Sp(u)

pλ = IE . En effet les pλ sont les projecteurs associés à la décomposition

E =
⊕

λ∈Sp(u)

Eλ(u).

Si u est diagonalisable, montrer que, ∀k∈N, uk =
∑

λ∈Sp(u)

λkpλ et pλ ∈K[u].

27. Soit (A,B)∈
(
Mn(C)

)2
tel que AB = BA et A nilpotente.

Montrer que det(A+B) = det(B). (On examinera, d’abord le cas où B ∈GLn(C).)

28. Trigonaliser la matrice A =




1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7


.

29. Montrer que deux matrices A et B de Mn(R) semblables dans Mn(C),
sont semblables dans Mn(R). On pourra poser A = PBP−1 où P = Q + iR,
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Q,R∈Mn(R) et montrer qu’il existe λ∈R tel que Q+ λR∈GLn(R).

30. a. Montrer que si A ∈ Mn,p(K) et B ∈ Mp,n(K), alors

Xpχ
AB(X) = Xnχ

BA(X). On pourra écrire A = Q−1JrP si A est de rang r > 0.

b. Si (A,B)∈Mn(K))2, montrer que χAB = χBA en considérant d’abord le cas où
A est inversible.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. ∀k ∈ N, U(Xk) = (k + 1)(3− k)Xk+1 + (k − 2)(k − 4)Xk (�).

Donc si deg(P ) = k ∈ N, alors deg
(
U(P )

)
= k+1 si k �= 3 et k sinon. Le polynôme

X4 n’a donc pas d’antécédent par U . D’où U n’est pas surjective.

Si deg(P ) > 3, alors deg
(
U(P )

)
> 4. Seuls R3[X] et {0} sont stables par U . On

est ramené à la recherche des éléments propres de l’endomorphisme Ũ induit par
U sur R3[X] = E. Soit A la matrice de U dans la base B = (1, X,X2, X3) de E.

D’après (�), on a : A =




8 0 0 0
3 3 0 0
0 4 0 0
0 0 3 −1


. D’où Sp(A) = {0,−1, 3, 8} et A est

diagonalisable. On recherche les valeurs propres associées en résolvant les systèmes
linéaires homogènes (A − λI4)Y = 0 où Y ∈ M4,1(R). On obtient facilement les
droites vectorielles E0(U), E−1(U), E3(U) et E8(U) engendrées respectivement par
(X2 + 3X3), X3, (3X + 4X2 + 3X3) et (10 + 6X + 3X2 +X3).

On note que U est non injective.

2. Du théorème de la division euclidienne dans Cn[X] on déduit que U est un
endomorphisme de Cn[X] et même, U est une projection.

Notons A(X) = α
n∏

i=1

(X−ai) et Li(X) =

n∏
j=1
i �=j

X − aj
ai − aj

où i �= j ⇒ ai �= aj et α �= 0.

{L1, . . . , Ln} est une base de Cn−1[X] constituée des polynômes d’interpolation de

Lagrange associés à a1, . . . an. D’où R =

n∑
i=1

R(ai)Li(X) =

n∑
i=1

P (ai)B(ai)Li(X)

car PB = AQ+R. D’autre part, la famille B = {L1, . . . , Ln, A} est libre.

En effet, si P = α0A+

n∑
i=1

αiLi(X) et si α0 �= 0, alors deg(P ) = deg(α0A) = n.

Donc P = 0 ⇒ α0 = 0 puis α1 = · · · = αn = 0 car {L1, . . . , Ln} est libre.

Comme Card[B] = n+1 = dim
[
Cn[X]

]
, la famille B constitue une base de Cn[X].

Donc : P =
n∑

i=1

xiLi + x0A (�).
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Notons βi = B(ai), alors U(P ) = R =

n∑
i=1

βixiLi (��).

De (�) et (��) on déduit queMB(U) = Diag(β1 · · ·βn 0). D’où U est diagonalisable.
rg(U) = rg

(
MB(U)

)
est égal au nombre des βi non nuls.

Supposons β1 · · ·βr �= 0 et βr+1 = · · · = βn = 0. On a Im(U) = Vect(L1, . . . , Lr),
Ker(U) = Vect(Lr+1, . . . , Ln, A) et Cn[X] = Im(U)⊕Ker(U).

3. f étant continue sur [0, 1], la fonction F : x �→
∫ x

0

f est de classe C1 sur [0, 1]

et F ′ = f . Comme, pour tout x∈ ]0, 1], g(x) =
F (x)

x
=

F (x)− F (0)

x− 0
on a

lim
x→0

g(x) = F ′(0) = f(0) = g(0), la fonction g est continue en 0. Comme, g est de

classe C1 sur ]0, 1], on peut conclure que g ∈ E. Comme l’intégration est linéaire,
U est un endomorphisme de E.

U(f) = λf ⇐⇒
(
∀x ∈ [0, 1],

∫ x

0

f(t)dt = λxf(x) et f(0) = λf(0)
)
.

Donc : ∀x ∈ ]0, 1], λ
d

dx

(
xf(x)

)
= f(x).

f est solution sur ]0, 1] de l’équation différentielle linéaire du premier ordre à

coefficients fonctions continues : y′ +
(λ− 1)

xλ
y = 0 car si λ = 0, alors f = 0 ce qui

est impossible car f est un vecteur propre. Donc : ∀x ∈ ]0, 1], y(x) = Kx
1−λ
λ .

Comme f ∈ E, on a lim
0

f = f(0) ∈ R. Donc
1− λ

λ
� 0 ie. λ ∈ ]0, 1].

Si λ ∈ ]0, 1], alors y ∈ E et l’on vérifie que U(f) = λf .
Donc Sp(U) = ]0, 1] et pour tout λ ∈ ]0, 1], Eλ(U) est la droite vectorielle Vect(fλ)

où fλ(x) = x
1−λ
λ si x ∈ ]0, 1] et 1 si x = 0.

4. De f = λU + µV et f2 = λU2 + µV 2, on déduit f2 − λf = µ(µ− λ)V .
De f3 = λU3 + µV 3 et f2 = λU2 + µV 2, on déduit f3 − λf2 = µ2(µ− λ)V .
Donc f3 − λf2 − µ(f2 − λf) = 0 ie. f◦(f2 − (λ+ µ)f + λµIE) = 0.
Donc le polynôme P = X(X − λ)(X − µ) est annulateur de f .
• Si λµ(λ− µ) �= 0, P étant scindé et à racines simples, f est diagonalisable.

On a V =
f◦(f − λIE)

µ(µ− λ)
et U =

f◦(f − µIE)

λ(λ− µ)
· On vérifie que U2 = U, V 2 = V et

V ◦U = U◦V = 0 car P (f) = 0. Donc U et V sont des projecteurs de E.
• Si λ = 0, f = µV, f2 = µ2V = µ2V 2. Donc V 2 = V car µ �= 0. D’où V est un
projecteur, donc est diagonalisable. Eµ(f) = Im(V ) et E0(f) = Ker(V ).
• Si µ = 0 ou λ = µ un raisonnement analogue permet de conclure.
Comme f3 = (λ + µ)f2 − λµf , pour tout k � 1, fk+2 = (λ + µ)fk+1 − λµfk. Il
suffit de faire une récurrence forte en supposant fp = λpU + µpV pour p � k + 1
pour obtenir fk+2 = (λ+µ)(λk+1U+µk+1V )−λµ(λkU+µkV ) = λk+2U+µk+2V.

5. a. A2 = 2I3 +A. Donc P = X2 −X − 2 = (X +1)(X − 2) est annulateur de A,
scindé et à racines simples. La matrice A est donc diagonalisable sur R. Comme
A n’est pas scalaire, P = ΠA est le polynôme minimal de A et Sp(A) = {−1, 2}·
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Q,R∈Mn(R) et montrer qu’il existe λ∈R tel que Q+ λR∈GLn(R).

30. a. Montrer que si A ∈ Mn,p(K) et B ∈ Mp,n(K), alors

Xpχ
AB(X) = Xnχ

BA(X). On pourra écrire A = Q−1JrP si A est de rang r > 0.

b. Si (A,B)∈Mn(K))2, montrer que χAB = χBA en considérant d’abord le cas où
A est inversible.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. ∀k ∈ N, U(Xk) = (k + 1)(3− k)Xk+1 + (k − 2)(k − 4)Xk (�).

Donc si deg(P ) = k ∈ N, alors deg
(
U(P )

)
= k+1 si k �= 3 et k sinon. Le polynôme

X4 n’a donc pas d’antécédent par U . D’où U n’est pas surjective.

Si deg(P ) > 3, alors deg
(
U(P )

)
> 4. Seuls R3[X] et {0} sont stables par U . On

est ramené à la recherche des éléments propres de l’endomorphisme Ũ induit par
U sur R3[X] = E. Soit A la matrice de U dans la base B = (1, X,X2, X3) de E.

D’après (�), on a : A =




8 0 0 0
3 3 0 0
0 4 0 0
0 0 3 −1


. D’où Sp(A) = {0,−1, 3, 8} et A est

diagonalisable. On recherche les valeurs propres associées en résolvant les systèmes
linéaires homogènes (A − λI4)Y = 0 où Y ∈ M4,1(R). On obtient facilement les
droites vectorielles E0(U), E−1(U), E3(U) et E8(U) engendrées respectivement par
(X2 + 3X3), X3, (3X + 4X2 + 3X3) et (10 + 6X + 3X2 +X3).

On note que U est non injective.

2. Du théorème de la division euclidienne dans Cn[X] on déduit que U est un
endomorphisme de Cn[X] et même, U est une projection.

Notons A(X) = α
n∏

i=1

(X−ai) et Li(X) =

n∏
j=1
i �=j

X − aj
ai − aj

où i �= j ⇒ ai �= aj et α �= 0.

{L1, . . . , Ln} est une base de Cn−1[X] constituée des polynômes d’interpolation de

Lagrange associés à a1, . . . an. D’où R =

n∑
i=1

R(ai)Li(X) =

n∑
i=1

P (ai)B(ai)Li(X)

car PB = AQ+R. D’autre part, la famille B = {L1, . . . , Ln, A} est libre.

En effet, si P = α0A+

n∑
i=1

αiLi(X) et si α0 �= 0, alors deg(P ) = deg(α0A) = n.

Donc P = 0 ⇒ α0 = 0 puis α1 = · · · = αn = 0 car {L1, . . . , Ln} est libre.

Comme Card[B] = n+1 = dim
[
Cn[X]

]
, la famille B constitue une base de Cn[X].

Donc : P =
n∑

i=1

xiLi + x0A (�).
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Notons βi = B(ai), alors U(P ) = R =

n∑
i=1

βixiLi (��).

De (�) et (��) on déduit queMB(U) = Diag(β1 · · ·βn 0). D’où U est diagonalisable.
rg(U) = rg

(
MB(U)

)
est égal au nombre des βi non nuls.

Supposons β1 · · ·βr �= 0 et βr+1 = · · · = βn = 0. On a Im(U) = Vect(L1, . . . , Lr),
Ker(U) = Vect(Lr+1, . . . , Ln, A) et Cn[X] = Im(U)⊕Ker(U).

3. f étant continue sur [0, 1], la fonction F : x �→
∫ x

0

f est de classe C1 sur [0, 1]

et F ′ = f . Comme, pour tout x∈ ]0, 1], g(x) =
F (x)

x
=

F (x)− F (0)

x− 0
on a

lim
x→0

g(x) = F ′(0) = f(0) = g(0), la fonction g est continue en 0. Comme, g est de

classe C1 sur ]0, 1], on peut conclure que g ∈ E. Comme l’intégration est linéaire,
U est un endomorphisme de E.

U(f) = λf ⇐⇒
(
∀x ∈ [0, 1],

∫ x

0

f(t)dt = λxf(x) et f(0) = λf(0)
)
.

Donc : ∀x ∈ ]0, 1], λ
d

dx

(
xf(x)

)
= f(x).

f est solution sur ]0, 1] de l’équation différentielle linéaire du premier ordre à

coefficients fonctions continues : y′ +
(λ− 1)

xλ
y = 0 car si λ = 0, alors f = 0 ce qui

est impossible car f est un vecteur propre. Donc : ∀x ∈ ]0, 1], y(x) = Kx
1−λ
λ .

Comme f ∈ E, on a lim
0

f = f(0) ∈ R. Donc
1− λ

λ
� 0 ie. λ ∈ ]0, 1].

Si λ ∈ ]0, 1], alors y ∈ E et l’on vérifie que U(f) = λf .
Donc Sp(U) = ]0, 1] et pour tout λ ∈ ]0, 1], Eλ(U) est la droite vectorielle Vect(fλ)

où fλ(x) = x
1−λ
λ si x ∈ ]0, 1] et 1 si x = 0.

4. De f = λU + µV et f2 = λU2 + µV 2, on déduit f2 − λf = µ(µ− λ)V .
De f3 = λU3 + µV 3 et f2 = λU2 + µV 2, on déduit f3 − λf2 = µ2(µ− λ)V .
Donc f3 − λf2 − µ(f2 − λf) = 0 ie. f◦(f2 − (λ+ µ)f + λµIE) = 0.
Donc le polynôme P = X(X − λ)(X − µ) est annulateur de f .
• Si λµ(λ− µ) �= 0, P étant scindé et à racines simples, f est diagonalisable.

On a V =
f◦(f − λIE)

µ(µ− λ)
et U =

f◦(f − µIE)

λ(λ− µ)
· On vérifie que U2 = U, V 2 = V et

V ◦U = U◦V = 0 car P (f) = 0. Donc U et V sont des projecteurs de E.
• Si λ = 0, f = µV, f2 = µ2V = µ2V 2. Donc V 2 = V car µ �= 0. D’où V est un
projecteur, donc est diagonalisable. Eµ(f) = Im(V ) et E0(f) = Ker(V ).
• Si µ = 0 ou λ = µ un raisonnement analogue permet de conclure.
Comme f3 = (λ + µ)f2 − λµf , pour tout k � 1, fk+2 = (λ + µ)fk+1 − λµfk. Il
suffit de faire une récurrence forte en supposant fp = λpU + µpV pour p � k + 1
pour obtenir fk+2 = (λ+µ)(λk+1U+µk+1V )−λµ(λkU+µkV ) = λk+2U+µk+2V.

5. a. A2 = 2I3 +A. Donc P = X2 −X − 2 = (X +1)(X − 2) est annulateur de A,
scindé et à racines simples. La matrice A est donc diagonalisable sur R. Comme
A n’est pas scalaire, P = ΠA est le polynôme minimal de A et Sp(A) = {−1, 2}·

So
lu

ti
o

ns
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Recherche de E−1(A) : (A+ I3)




x
y
z


 =




0
0
0


 ⇐⇒ x+ ay + a2z = 0.

Donc E−1(A) est le plan vectoriel de R3 dont une équation est x+ ay + a2z = 0.

E−1(A) = Vect(e′1, e
′
2) où e′1 = ae1− e2, e

′
2 = a2e1− e3 et où B = (e1, e2, e3) est la

base canonique de R3. On a facilement E2(A) = Vect(e′3) où e′3 = a2e1 + ae2 + e3.
Donc B′ = (e′1, e

′
2, e

′
3) est une base de R3 constituée de vecteurs propres de A. la

matrice de passage de B à B′ est P =




a a2 a2

−1 0 a
0 −1 1


. On détermine P−1 par des

opérations élémentaires, la résolution d’un système linéaire, ou avec une bôıte à

outils telle que TI, HP, Maple, Mathematica,. . . P−1 =
1

3a2




1 −2a2 a3

1 a −2a2

1 a a2


.

On a : A = PDP−1 où D = Diag(−1, −1, 2).

b. B2 = −I2n. Le polynôme T 2 + 1 étant scindé, à racines simples sur C et
annulateur de B, la matrice B est diagonalisable sur C et pas sur R. Comme
B �= iI2n et B �= −iI2n, le polynôme minimal de B est πB(T ) = T 2 + 1. Donc
Sp(B) = {i,−i}. Recherchons les sous-espaces propres Ei(B) et E−i(B) en notant

X =

(
Y
Z

)
où Y et Z sont éléments de Mn,1(C). Notons ε ∈ {−1,+1}.

BX = εiX ⇐⇒
{
−Z = εiY
Y = εiZ

⇐⇒ Y = εiZ (�).

Si
t
Y = (x1, . . . , xn) et

t
Z = (xn+1, . . . , x2n), alors :

(�) ⇐⇒ ∀k ∈ [[1, n]], xk = εixn+k. Notons (e1, . . . , e2n) la base canonique de C2n.
on a Eεi(B) = Vect(εiek + en+k)1�k�n. D’où B = PDP−1 avec :

D =

(
iIn 0
0 −iIn

)
, P =

(
iIn −iIn
In In

)
et P−1 =

1

2i

(
In iIn
−In iIn

)
.

c. rg(C) = 1. D’après un résultat du chapitre précédent, C2=tr(C)C ie. C2=nC.
Le polynôme X(X − n) est scindé à racines simples, annulateur de C, donc C est
diagonalisable. Comme C �= 0 et C �= nIn, on a πC = X(X−n) et Sp(C) = {0, n}.
Notons B = (e1, . . . , en) la base canonique de Cn.

E0(C) = Ker(C) est l’hyperplan de Cn d’équation :
x1

a1
+ · · · + xn

an
= 0 dont une

base est (e′1, . . . , e
′
n−1) où e′k = −akek + anen. D’où la matrice P .

En(C) = Vect(e′n) où e′n = (a1, . . . , an). Déterminons P−1 par la méthode des
systèmes linéaires ie. PX = Y ⇐⇒ X = P−1Y .

P




x1
...
xn


 =




y1
...
yn


 ⇐⇒ (1)

{
∀k ∈ [[1, n[[, −akxk + akxn = yk,

anx1 + · · ·+ anxn = yn.

(1) ⇐⇒




∀k ∈ [[1, n[[, −xk + xn =
yk
ak

,

x1 + · · ·+ xn =
yn
an

·

En sommant les n inégalités précédentes, on a : xn =
1

n

[y1
a1

+ · · ·+ yn
an

]
·

En reportant la valeur de xn dans les n− 1 premières équations, on obtient :
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xk =
1

n

[
(1− n)

yk
ak

+
∑
i�=k

yi
ai

]
pour tout k ∈ [[1, n[[. D’où P−1.

Autre méthode : on peut remarquer que E = ∆J∆−1 où ∆ = Diag(a1, . . . , an)
et J la matrice carrée vue en cours, qui a tous ses éléments égaux à 1 et qui est
diagonalisable.

6. a. (i) Si F ⊂ Vect(IE) le résultat est clair, sinon on raisonne par récurrence sur
n, le cas n = 1 étant immédiat.
Supposons la propriété établie à un rang n et E de dimension n + 1. Soit
u∈F \ Vect(IE) et λ∈ Sp(u), alors 1 � dim

[
Eλ(u)

]
� n et Eλ(u) est stable par

tout élément de F . Par hypothèse de récurrence Eλ(u) contient un vecteur propre
commun à tous les endomorphismes induits par les éléments de F , ce vecteur
convient.

(ii) On va raisonner par récurrence sur p = dim
[
Vect(F)

]
. Si p = 0 ou 1 c’est

immédiat. Supposons le résultat établi jusqu’à un rang p et Vect(F) de dimension
p+ 1. Choisissons (u1, . . . , up+1) libre maximale dans F donc base de Vect(F) et

écrivons E =
k⊕

i=1

Eλi(up+1).

Si 1 � i � k, u1, . . . , up induisent des endomorphismes diagonalisables ui
1, . . . , u

i
p

de Eλi
(up+1), ces endomorphismes commutent deux à deux et on peut donc

trouver, par hypothèse de récurrence, une base E i de Eλi
(up+1) formée de vecteurs

propres communs à ui
1, . . . , u

i
p. La réunion des E i constitue une base de E formée

de vecteurs propres communs à tous les uk, 1 � k � p + 1. Si u∈F , en écrivant
u comme combinaison linéaire des uk on constate que E est formée de vecteurs
propres de u.

b. L’existence d’un vecteur propre commun se fait comme au a. en utilisant le fait
que si u est trigonalisable, alors Sp(u) �= ∅.
Pour l’existence d’une base commune de trigonalisation on va raisonner par
récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons donc la propriété établie
à un rang n et E de dimension n+ 1.
Soit e1 vecteur propre commun à tous les éléments de F et complétons en
E = (e1, . . . , en+1) base de E. Relativement à E la matrice M(u) d’un élément

u de F est




λ(u) � · · · �
0
... A(u)
0


 d’où χu =

[
λ(u) − X

]
χ
A(u), le polynôme

caractéristique de A(u) est scindé sur K, A(u) est trigonalisable.
Si u et v sont dans F on a u◦v = v◦u d’où, par blocs, A(u)A(v) = A(v)A(u),
l’hypothèse de récurrence s’applique donc à

{
A(u)

∣∣ u∈F
}
·

Soit P ∈GLn(K) telle que, pour tout u dans F , PA(u)P−1 = T (u) triangulaire
supérieure. On pose Q = Diag(1, P ), alors, comme d’habitude, Q∈GLn+1(K) et

Q−1 = Diag(1, P−1) et QM(u)Q−1 =




λ(u) � · · · �
0
... T (u)
0


 triangulaire

supérieure pour tout u de F .
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Recherche de E−1(A) : (A+ I3)




x
y
z


 =




0
0
0


 ⇐⇒ x+ ay + a2z = 0.

Donc E−1(A) est le plan vectoriel de R3 dont une équation est x+ ay + a2z = 0.

E−1(A) = Vect(e′1, e
′
2) où e′1 = ae1− e2, e

′
2 = a2e1− e3 et où B = (e1, e2, e3) est la

base canonique de R3. On a facilement E2(A) = Vect(e′3) où e′3 = a2e1 + ae2 + e3.
Donc B′ = (e′1, e

′
2, e

′
3) est une base de R3 constituée de vecteurs propres de A. la

matrice de passage de B à B′ est P =




a a2 a2

−1 0 a
0 −1 1


. On détermine P−1 par des

opérations élémentaires, la résolution d’un système linéaire, ou avec une bôıte à

outils telle que TI, HP, Maple, Mathematica,. . . P−1 =
1

3a2




1 −2a2 a3

1 a −2a2

1 a a2


.

On a : A = PDP−1 où D = Diag(−1, −1, 2).

b. B2 = −I2n. Le polynôme T 2 + 1 étant scindé, à racines simples sur C et
annulateur de B, la matrice B est diagonalisable sur C et pas sur R. Comme
B �= iI2n et B �= −iI2n, le polynôme minimal de B est πB(T ) = T 2 + 1. Donc
Sp(B) = {i,−i}. Recherchons les sous-espaces propres Ei(B) et E−i(B) en notant

X =

(
Y
Z

)
où Y et Z sont éléments de Mn,1(C). Notons ε ∈ {−1,+1}.

BX = εiX ⇐⇒
{
−Z = εiY
Y = εiZ

⇐⇒ Y = εiZ (�).

Si
t
Y = (x1, . . . , xn) et

t
Z = (xn+1, . . . , x2n), alors :

(�) ⇐⇒ ∀k ∈ [[1, n]], xk = εixn+k. Notons (e1, . . . , e2n) la base canonique de C2n.
on a Eεi(B) = Vect(εiek + en+k)1�k�n. D’où B = PDP−1 avec :

D =

(
iIn 0
0 −iIn

)
, P =

(
iIn −iIn
In In

)
et P−1 =

1

2i

(
In iIn
−In iIn

)
.

c. rg(C) = 1. D’après un résultat du chapitre précédent, C2=tr(C)C ie. C2=nC.
Le polynôme X(X − n) est scindé à racines simples, annulateur de C, donc C est
diagonalisable. Comme C �= 0 et C �= nIn, on a πC = X(X−n) et Sp(C) = {0, n}.
Notons B = (e1, . . . , en) la base canonique de Cn.

E0(C) = Ker(C) est l’hyperplan de Cn d’équation :
x1

a1
+ · · · + xn

an
= 0 dont une

base est (e′1, . . . , e
′
n−1) où e′k = −akek + anen. D’où la matrice P .

En(C) = Vect(e′n) où e′n = (a1, . . . , an). Déterminons P−1 par la méthode des
systèmes linéaires ie. PX = Y ⇐⇒ X = P−1Y .

P




x1
...
xn


 =




y1
...
yn


 ⇐⇒ (1)

{
∀k ∈ [[1, n[[, −akxk + akxn = yk,

anx1 + · · ·+ anxn = yn.

(1) ⇐⇒




∀k ∈ [[1, n[[, −xk + xn =
yk
ak

,

x1 + · · ·+ xn =
yn
an

·

En sommant les n inégalités précédentes, on a : xn =
1

n

[y1
a1

+ · · ·+ yn
an

]
·

En reportant la valeur de xn dans les n− 1 premières équations, on obtient :
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xk =
1

n

[
(1− n)

yk
ak

+
∑
i�=k

yi
ai

]
pour tout k ∈ [[1, n[[. D’où P−1.

Autre méthode : on peut remarquer que E = ∆J∆−1 où ∆ = Diag(a1, . . . , an)
et J la matrice carrée vue en cours, qui a tous ses éléments égaux à 1 et qui est
diagonalisable.

6. a. (i) Si F ⊂ Vect(IE) le résultat est clair, sinon on raisonne par récurrence sur
n, le cas n = 1 étant immédiat.
Supposons la propriété établie à un rang n et E de dimension n + 1. Soit
u∈F \ Vect(IE) et λ∈ Sp(u), alors 1 � dim

[
Eλ(u)

]
� n et Eλ(u) est stable par

tout élément de F . Par hypothèse de récurrence Eλ(u) contient un vecteur propre
commun à tous les endomorphismes induits par les éléments de F , ce vecteur
convient.

(ii) On va raisonner par récurrence sur p = dim
[
Vect(F)

]
. Si p = 0 ou 1 c’est

immédiat. Supposons le résultat établi jusqu’à un rang p et Vect(F) de dimension
p+ 1. Choisissons (u1, . . . , up+1) libre maximale dans F donc base de Vect(F) et

écrivons E =
k⊕

i=1

Eλi(up+1).

Si 1 � i � k, u1, . . . , up induisent des endomorphismes diagonalisables ui
1, . . . , u

i
p

de Eλi
(up+1), ces endomorphismes commutent deux à deux et on peut donc

trouver, par hypothèse de récurrence, une base E i de Eλi
(up+1) formée de vecteurs

propres communs à ui
1, . . . , u

i
p. La réunion des E i constitue une base de E formée

de vecteurs propres communs à tous les uk, 1 � k � p + 1. Si u∈F , en écrivant
u comme combinaison linéaire des uk on constate que E est formée de vecteurs
propres de u.

b. L’existence d’un vecteur propre commun se fait comme au a. en utilisant le fait
que si u est trigonalisable, alors Sp(u) �= ∅.
Pour l’existence d’une base commune de trigonalisation on va raisonner par
récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons donc la propriété établie
à un rang n et E de dimension n+ 1.
Soit e1 vecteur propre commun à tous les éléments de F et complétons en
E = (e1, . . . , en+1) base de E. Relativement à E la matrice M(u) d’un élément

u de F est




λ(u) � · · · �
0
... A(u)
0


 d’où χu =

[
λ(u) − X

]
χ
A(u), le polynôme

caractéristique de A(u) est scindé sur K, A(u) est trigonalisable.
Si u et v sont dans F on a u◦v = v◦u d’où, par blocs, A(u)A(v) = A(v)A(u),
l’hypothèse de récurrence s’applique donc à

{
A(u)

∣∣ u∈F
}
·

Soit P ∈GLn(K) telle que, pour tout u dans F , PA(u)P−1 = T (u) triangulaire
supérieure. On pose Q = Diag(1, P ), alors, comme d’habitude, Q∈GLn+1(K) et

Q−1 = Diag(1, P−1) et QM(u)Q−1 =




λ(u) � · · · �
0
... T (u)
0


 triangulaire

supérieure pour tout u de F .
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7. a. Si g = λf , il est clair que Ker(f) ⊂ Ker(g).

Réciproquement, si Ker(f) ⊂ Ker(g), comme Ker(f) est un hyperplan de E, il
existe a∈E \Ker(f) tel que E = Ker(f)⊕Vect(a).

Donc ∀x∈E, ∃!(y, α)∈Ker(f)×K, x = y + αa.
f(x) = αf(a) et g(x) = αg(a) car y ∈Ker(f) ⊂ Ker(g).
Il s’ensuit que g = λf où λ = g(a)/f(a)∈K.

b. Si B est une base de E, H =
{
x∈E

∣∣∣
n∑

i=1

αixi = 0
}
est un hyperplan de E.

Notons A = MB(u),
t
L = (α1, . . . , αn) et

t
X = (x1, . . . , xn).

On a : X ∈H ⇐⇒ t
LX = 0.

u(H) ⊂ H ⇐⇒
(
∀X ∈H,

t
LAX = 0

)
⇐⇒

(t
LX = 0 ⇒ t

LAX = 0
)

(�).

Les deux formes linéaires ϕ : X �→ t
LX et ψ : X �→ t

LAX sont telles que

Ker(ϕ) ⊂ Ker(ψ). Donc (�) ⇐⇒
(
∃λ∈K, ψ = λϕ

)
⇐⇒ ∃λ∈K,

t
LA = λ

t
L.

Donc (�) ⇐⇒ t
AL = λL ie. L est un vecteur propre de

t
A.

c. {0} et C3 sont stables par A.

• Recherche des droites vectorielles stables par A. Pour ce, étudions les sous-espaces
propres de A. La matrice A est de rang 1. En effet, si Ck(A) est la k-ième colonne
de A, on a : C2(A) = jC1(A) et C3(A) = j2C1(A). D’après le théorème du rang,
dim

[
Ker(A)

]
= dim

[
E0(A)

]
= 2. Zéro est valeur propre de A de multiplicité

au moins égale à 2. Comme tr(A) = 0, c’est la seule valeur propre de A. Donc
χ
A(T ) = T 3.

Le sous-espace propre E0(A) est le plan P dont une équation est : x+jy+j2z = 0.
Toute droite vectorielle contenue dans P est stable et P est stable par A.

• Recherche des plans vectoriels stables par A. D’après a. cela revient à rechercher

les sous-espaces propres de
t
A. Comme, χt

A
= χA la seule valeur propre de

t
A est 0.

P : ax + by + cz = 0 est stable par A si, et seulement si, a + bj + cj2 = 0 cf. b).
Donc les plans stables par A sont les plans d’équations : b(y− jx)+ c(z− j2x) = 0
où (b, c) ∈ C2.

8. a. Nous verrons au chapitre 9 que M étant symétrique réelle, ses valeurs propres
sont réelles et elle est diagonalisable dans R.
Si λ ∈ SpR(M), il existe X �= 0 tel que MX = λX. Notons

t
X = (x1 . . . xn).

MX = λX ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], bi−1xi−1 + aixi + bi+1xi+1 = λxi. (1)
Comme X �= 0, soit |xk| = max

0�i�n
|xi|. On déduit de (1) :

|ak − λ||xk| �
(
|bk−1| + |bk+1|

)
|xk|. Donc : |ak − λ| � |bk−1| + |bk+1| < ak par

hypothèse. D’où 0 < λ < 2ak � 2 max
1�i�n

(ai).

b. Cherchons A et B de la forme :

A =




1 α1 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . αn−1

0 · · · 0 1


 et B =




γ1 0 . . . 0

β1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · βn−1 γn


.

AB = M ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], βi−1 = bi−1, γi + αiβi = ai et αiγi+1 = bi.
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On pose αn = 0. D’où γn = an et ∀i ∈ [[1, n−1]], βi = bi, γi = ai−
b2i
γi+1

, αi =
bi

γi+1

par une récurrence descendante.
Il reste à s’assurer que l’on définit ainsi tous les γi.
Montrons par récurrence que γi+1 > |bi| pour i ∈ [[0, n[[. On a γn = an > |bn−1|.

γi = ai −
b2i
γi+1

> ai − |bi| > |bi−1| par hypothèse. Donc : ∀i ∈ [[1, n]], γi > 0.

9. Si a1 = · · · = an−1 = 0, on a χA(T ) = Tn−1(T − an) car A est diagonale.

Si les ai, 1 � i � n−1 sont non tous nuls, rg(A) = 2. Donc, d’après le théorème du
rang, dim

[
E0(A)

]
= n−2 et la multiplicité de la valeur propre 0 est ω(0) � n−2.

D’où χ
A(T ) = Tn−2

(
T 2 − αT + β).

D’après un théorème du cours, χA(T ) = Tn − tr(A)Tn−1 + · · · + (−1)n det(A),
donc α = tr(A) = an.

AX = λX ⇐⇒
{

∀i ∈ [[1, n[[, aixn = λxi, (1)
a1x1 + · · ·+ anxn = λxn. (2)

Si λ �= 0, xi =
ai
λ

xn pour tout i ∈ [[1, n− 1]] d’après (1).

d’où (3)
( n−1∑

i=1

a2i
λ

+ an

)
xn = λxn d’après (2).

Si xn = 0, alors, pour tout i ∈ [[1, n[[, xi = 0 et X = 0 ce qui est impossible si X

est un vecteur propre. Donc xn �= 0 et (3) ⇐⇒ λ2 − anλ−
n−1∑
i=1

a2i = 0 (
)

Donc si λ est une valeur propre non nulle de A, elle est racine d’un polynôme de

degré 2 cf. (
). Donc : χA(T ) = Tn
(
T 2 − anT −

n−1∑
i=1

a2i

)
.

Autre méthode : χA(X) = Xn−2(X2 − anX + b) car tr(A) = an.

χ
A(−1) = det(A+ In) = 1 + an + b. L’opération élémentaire Ln ← Ln −

n−1∑
i=1

aiLi

dans le calcul de det(A + In) donne un déterminant d’une matrice triangulaire

supérieure. Donc : det(A+ In) = an + 1−
n−1∑
i=1

a2i = an + 1 + b. D’où b.

10. Soit B = (e1, . . . , en) la base canonique de Cn et u l’endomorphisme
canoniquement associé à A. On cherche B′ = (e′1, . . . , e

′
n) telle que :

e′k = αkek et u(e′k) = µ(e′k−1 + e′k+1).
e′k = αkek ⇒ u(e′k) = αk(bek−1 + ek+1). Donc bαk = µαk−1 et cαk = µαk+1.

Si ν =
µ

b
=

c

µ
, alors αk+1 = ναk. Donc : αk = νk convient.

D’où µ = bν =
c

ν
ie. ν2 =

c

b
· Il existe un ν ∈ C car tout élément de C\{0} a deux

racines carrées. Par suite M = µA où l’on a remplacé b et c par 1 dans M pour
obtenir A.
Nous verrons dans un autre chapitre que A étant symétrique réelle, ses valeurs
propres sont réelles et elle est diagonalisable dans R. Mais, pour l’instant cela
nous est inutile.
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7. a. Si g = λf , il est clair que Ker(f) ⊂ Ker(g).

Réciproquement, si Ker(f) ⊂ Ker(g), comme Ker(f) est un hyperplan de E, il
existe a∈E \Ker(f) tel que E = Ker(f)⊕Vect(a).

Donc ∀x∈E, ∃!(y, α)∈Ker(f)×K, x = y + αa.
f(x) = αf(a) et g(x) = αg(a) car y ∈Ker(f) ⊂ Ker(g).
Il s’ensuit que g = λf où λ = g(a)/f(a)∈K.

b. Si B est une base de E, H =
{
x∈E

∣∣∣
n∑

i=1

αixi = 0
}
est un hyperplan de E.

Notons A = MB(u),
t
L = (α1, . . . , αn) et

t
X = (x1, . . . , xn).

On a : X ∈H ⇐⇒ t
LX = 0.

u(H) ⊂ H ⇐⇒
(
∀X ∈H,

t
LAX = 0

)
⇐⇒

(t
LX = 0 ⇒ t

LAX = 0
)

(�).

Les deux formes linéaires ϕ : X �→ t
LX et ψ : X �→ t

LAX sont telles que

Ker(ϕ) ⊂ Ker(ψ). Donc (�) ⇐⇒
(
∃λ∈K, ψ = λϕ

)
⇐⇒ ∃λ∈K,

t
LA = λ

t
L.

Donc (�) ⇐⇒ t
AL = λL ie. L est un vecteur propre de

t
A.

c. {0} et C3 sont stables par A.

• Recherche des droites vectorielles stables par A. Pour ce, étudions les sous-espaces
propres de A. La matrice A est de rang 1. En effet, si Ck(A) est la k-ième colonne
de A, on a : C2(A) = jC1(A) et C3(A) = j2C1(A). D’après le théorème du rang,
dim

[
Ker(A)

]
= dim

[
E0(A)

]
= 2. Zéro est valeur propre de A de multiplicité

au moins égale à 2. Comme tr(A) = 0, c’est la seule valeur propre de A. Donc
χ
A(T ) = T 3.

Le sous-espace propre E0(A) est le plan P dont une équation est : x+jy+j2z = 0.
Toute droite vectorielle contenue dans P est stable et P est stable par A.

• Recherche des plans vectoriels stables par A. D’après a. cela revient à rechercher

les sous-espaces propres de
t
A. Comme, χt

A
= χA la seule valeur propre de

t
A est 0.

P : ax + by + cz = 0 est stable par A si, et seulement si, a + bj + cj2 = 0 cf. b).
Donc les plans stables par A sont les plans d’équations : b(y− jx)+ c(z− j2x) = 0
où (b, c) ∈ C2.

8. a. Nous verrons au chapitre 9 que M étant symétrique réelle, ses valeurs propres
sont réelles et elle est diagonalisable dans R.
Si λ ∈ SpR(M), il existe X �= 0 tel que MX = λX. Notons

t
X = (x1 . . . xn).

MX = λX ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], bi−1xi−1 + aixi + bi+1xi+1 = λxi. (1)
Comme X �= 0, soit |xk| = max

0�i�n
|xi|. On déduit de (1) :

|ak − λ||xk| �
(
|bk−1| + |bk+1|

)
|xk|. Donc : |ak − λ| � |bk−1| + |bk+1| < ak par

hypothèse. D’où 0 < λ < 2ak � 2 max
1�i�n

(ai).

b. Cherchons A et B de la forme :

A =




1 α1 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . αn−1

0 · · · 0 1


 et B =




γ1 0 . . . 0

β1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · βn−1 γn


.

AB = M ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], βi−1 = bi−1, γi + αiβi = ai et αiγi+1 = bi.
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On pose αn = 0. D’où γn = an et ∀i ∈ [[1, n−1]], βi = bi, γi = ai−
b2i
γi+1

, αi =
bi

γi+1

par une récurrence descendante.
Il reste à s’assurer que l’on définit ainsi tous les γi.
Montrons par récurrence que γi+1 > |bi| pour i ∈ [[0, n[[. On a γn = an > |bn−1|.

γi = ai −
b2i
γi+1

> ai − |bi| > |bi−1| par hypothèse. Donc : ∀i ∈ [[1, n]], γi > 0.

9. Si a1 = · · · = an−1 = 0, on a χA(T ) = Tn−1(T − an) car A est diagonale.

Si les ai, 1 � i � n−1 sont non tous nuls, rg(A) = 2. Donc, d’après le théorème du
rang, dim

[
E0(A)

]
= n−2 et la multiplicité de la valeur propre 0 est ω(0) � n−2.

D’où χ
A(T ) = Tn−2

(
T 2 − αT + β).

D’après un théorème du cours, χA(T ) = Tn − tr(A)Tn−1 + · · · + (−1)n det(A),
donc α = tr(A) = an.

AX = λX ⇐⇒
{

∀i ∈ [[1, n[[, aixn = λxi, (1)
a1x1 + · · ·+ anxn = λxn. (2)

Si λ �= 0, xi =
ai
λ

xn pour tout i ∈ [[1, n− 1]] d’après (1).

d’où (3)
( n−1∑

i=1

a2i
λ

+ an

)
xn = λxn d’après (2).

Si xn = 0, alors, pour tout i ∈ [[1, n[[, xi = 0 et X = 0 ce qui est impossible si X

est un vecteur propre. Donc xn �= 0 et (3) ⇐⇒ λ2 − anλ−
n−1∑
i=1

a2i = 0 (
)

Donc si λ est une valeur propre non nulle de A, elle est racine d’un polynôme de

degré 2 cf. (
). Donc : χA(T ) = Tn
(
T 2 − anT −

n−1∑
i=1

a2i

)
.

Autre méthode : χA(X) = Xn−2(X2 − anX + b) car tr(A) = an.

χ
A(−1) = det(A+ In) = 1 + an + b. L’opération élémentaire Ln ← Ln −

n−1∑
i=1

aiLi

dans le calcul de det(A + In) donne un déterminant d’une matrice triangulaire

supérieure. Donc : det(A+ In) = an + 1−
n−1∑
i=1

a2i = an + 1 + b. D’où b.

10. Soit B = (e1, . . . , en) la base canonique de Cn et u l’endomorphisme
canoniquement associé à A. On cherche B′ = (e′1, . . . , e

′
n) telle que :

e′k = αkek et u(e′k) = µ(e′k−1 + e′k+1).
e′k = αkek ⇒ u(e′k) = αk(bek−1 + ek+1). Donc bαk = µαk−1 et cαk = µαk+1.

Si ν =
µ

b
=

c

µ
, alors αk+1 = ναk. Donc : αk = νk convient.

D’où µ = bν =
c

ν
ie. ν2 =

c

b
· Il existe un ν ∈ C car tout élément de C\{0} a deux

racines carrées. Par suite M = µA où l’on a remplacé b et c par 1 dans M pour
obtenir A.
Nous verrons dans un autre chapitre que A étant symétrique réelle, ses valeurs
propres sont réelles et elle est diagonalisable dans R. Mais, pour l’instant cela
nous est inutile.
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λ ∈ SpC(A) ⇐⇒ ∃X �= 0, AX = λX. Notons
t
X = (x1 . . . xn). On a :

AX = λX ⇐⇒ (1)




−λx1 + x2 = 0
∀k ∈ [[2, n− 1]], xk−1 − λxk + xk+1 = 0
xn−1 − λxn = 0

(1) ⇐⇒
{
x0 = xn+1 = 0
∀k ∈ [[1, n]], xk−1 − λxk + xk+1 = 0.

La suite (xk)0�k�n+1 est une suite récurrence linéaire finie dont l’équation
caractéristique est : r2 − λr+1 = 0. Cette dernière a deux racines r1 et r2 dans C
qui vérifient r1 + r2 = λ et r1r2 = 1.

Si r1 �= r2 : ∃(a, b) ∈ C2, ∀k ∈ [[0, n+ 1]], xk = ark1 + br−k
1 .

x0 = 0 ⇒ b = −a ; xn+1 = 0 ⇒ a(rn+1
1 − r−n−1

1 ) = 0.

a �= 0 sinon X = 0. Donc r
2(n+1)
1 = 1 ie. r1 = exp

(
i

2pπ

2(n+ 1)

)
, 0 � p � 2n.

Donc λ = r1 + r−1
1 = 2 cos

( pπ

(n+ 1)

)
= αp, 0 � p � 2n.

{αp | p ∈ [[1, n]]} est un ensemble de cardinal n car 0 <
pπ

n+ 1
<π si 1 � p � n et cos

est strictement décroissant sur [0, π]. Donc A possède au moins n valeurs propres
réelles distinctes. Or deg(χA) = n, donc Sp(A) = {αp | p ∈ [[1, n]]}· Le sous-espace

propre Eαp
(A) est la droite vectorielle engendrée par vp = sin

( kpπ

(n+ 1)

)
1�k�n

.

11. E est un sous-espace vectoriel de C(R+,R) et l’on vérifie que ϕ ∈ L(E).
λ ∈ Sp(ϕ) ⇐⇒ ∃f ∈ E \ {0}, ∀x ∈ [0,+∞[, f(x+ 1) = λf(x). (
)
Par récurrence, on a : ∀n ∈ N, f(x+ n) = λnf(x). (1)

f étant non nulle, il existe x0 ∈ R+ tel que f(x0) �= 0. Donc
f(x0 + n)

f(x0)
= λn pour

tout n ∈ N. Donc la limite de la suite (λn)n∈N existe dans R. D’où Sp(ϕ) ⊂ ]−1, 1].

Réciproquement, soit λ ∈ ]− 1, 1]. Examinons deux cas.
• Si λ = 1 (
) équivaut à f est 1-périodique et f ∈ E. Pour n ∈ N, f(x+n) = f(x).
Par passage à la limite, x fixé, n tendant vers ∞, on a f constante.

• Si −1 < λ < 1, il existe f0 ∈ C([0, 1],R) \ {0} tel que f0(1) = λf0(0).
Posons f

[0, 1]
= f0, si x ∈ ]1, 2], f(x) = λf(x− 1), d’où f est continue sur ]1, 2].

lim
1+

f = f(1) = λf(0). Donc : f
[1, 2]

∈ C
(
[1, 2],R

)
et f

[0, 2]
∈ C

(
[0, 2],R

)
.

Par récurrence : ∀n ∈ N, ∀x ∈ ]n, n+1], f(x) = λnf(x−n) et f
[0, n]

∈ C
(
[0, n],R

)
.

D’où l’existence de f ∈ C(R+,R) tel que ϕ(f) = λf .
∀x ∈ R+, f(x) = λE(x)f(x− E(x)). D’où lim

+∞
f = 0.

En conclusion, Sp(ϕ) = ]− 1, 1] et l’on a déterminé les vecteurs propres.

12. a. Si A⊗B = (ai,jB) et A′ ⊗B′ = (a′i,jB
′), alors (A⊗B).(A′ ⊗B′) = (Ci,j)

où, en faisant le produit par blocs, Ci,j =

n∑
k=1

ai,kBa′k,jB
′ =

( n∑
k=1

ai,ka
′
k,j

)
BB′

terme générique de (AA′)⊗ (BB′). D’où le résultat.

SiA et B sont inversibles, (A⊗B).(A−1⊗B−1) = (AA−1)⊗(BB−1) = In⊗In=In2 .
Donc A⊗B est inversible et son inverse est A−1 ⊗B−1.
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Si A⊗B est inversible et A non inversible, il existe A′ �= 0 telle que A.A′ = 0. On

peut prendre pour matrice A′ la projection de Rn sur Ker(A) ( ou
t
Com(A) dans

le cas où rg(A) = n− 1). On a : (A⊗B).(A′ ⊗ In) = (AA′)⊗B = 0 : absurde.

b. En tant qu’éléments de Mn(C), A et B sont trigonalisables. Il existe P et Q
éléments de GLn(C) tels que A = PTP−1 et B = QT ′Q−1 où T et T ′ sont
trigonales supérieures, (λ1, . . . , λn) (resp.(µ1, . . . , µn)

)
sont les valeurs propres de

A (resp. B) et les éléments diagonaux de T (resp. T ′).

D’après a. A⊗B = (P ⊗Q).(T ⊗T ′).(P ⊗Q)−1. Donc les matrices A⊗B et T ⊗T ′

sont semblables. Donc Sp(A⊗B) = Sp(T ⊗ T ′).

Les valeurs propres de A⊗B sont les éléments de
{
λiµj | (i, j) ∈ [[1, n]]

}
.

Donc χ
A⊗B(T ) =

∏
1�i,j�n

(T − λiµj) et tr(A⊗B) =

n∑
i=1

n∑
j=1

λiµj = tr(A) tr(B).

det(A⊗B) =
n∏

i=1

n∏
j=1

(λiµj) =
[
det(T )

]n[
det(T ′)

]n
=

[
det(A)

]n[
det(B)

]n
.

c. Si AX = λX et BY = µY avec
t
X = (x1 . . . xn) et

t
Y = (y1 . . . yn) posons Z,

l’élément de Mn2,1(C) tel que
t
Z = (x1Y . . . xnY ). On a :

(A⊗B).Z =




x′
1BY
...

x′
nBY


 où AX =




x′
1
...
x′
n


. Donc (A⊗B).Z = λµZ.

Donc Z est un vecteur propre de A⊗B associé à la valeur propre λµ.

Notons Z = [X,Y ]. Supposons A et B diagonalisables. Il existe (Xi)1�i�n et
(Yj)1�j�n deux bases de Cn constituées de vecteurs propres de A et B. Il suffit de
montrer que

(
[Xi, Yj ]

)
1�i,j�n

est libre pour conclure que A⊗B est diagonalisable.

Soit (αi,j) ∈ Cn2

tel que

n∑
i=1

n∑
j=1

αi,j [Xi, Yj ] = 0. Notons
t
Xi = (xi,1 . . . xi,n).

Alors
t
[Xi, Yj ] = (xi,1Yj . . . xi,nYj). Donc : ∀k ∈ [1, n]],

n∑
i=1

n∑
j=1

αi,jxi,kYj = 0.

Comme (Yp)1�p�n est libre,

n∑
i=1

αi,jxi,k = 0 pour tout (j, k) ∈ [[1, n]]2.

Donc :
n∑

i=1

αi,jXi = 0 pour tout j ∈ [[1, n]]. Comme (Xp)1�p�n est libre, αi,j = 0

pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2. D’où la liberté de
(
[Xi, Yj ]

)
1�i,j�n

et la conclusion.

13. Si Ker(u) ∩ Im(u) = {0} et si l’application induite par u sur Im(u) est
diagonalisable, alors Im(u) a une base constituée de vecteurs propres de u et
E = Im(u)⊕Ker(u). Donc u est diagonalisable.

Réciproquement : si u est diagonalisable, et x un vecteur propre associé à la valeur

propre λ �= 0, alors x =
1

λ
u(x) ∈ Im(u). Donc E′ =

⊕
λ∈Sp(u)

λ�=0

Eλ(u) ⊂ Im(u).

Si Ker(u) �= {0}, alors Ker(u) = E0(u). Donc E = Ker(u)⊕ E′.
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λ ∈ SpC(A) ⇐⇒ ∃X �= 0, AX = λX. Notons
t
X = (x1 . . . xn). On a :

AX = λX ⇐⇒ (1)




−λx1 + x2 = 0
∀k ∈ [[2, n− 1]], xk−1 − λxk + xk+1 = 0
xn−1 − λxn = 0

(1) ⇐⇒
{
x0 = xn+1 = 0
∀k ∈ [[1, n]], xk−1 − λxk + xk+1 = 0.

La suite (xk)0�k�n+1 est une suite récurrence linéaire finie dont l’équation
caractéristique est : r2 − λr+1 = 0. Cette dernière a deux racines r1 et r2 dans C
qui vérifient r1 + r2 = λ et r1r2 = 1.

Si r1 �= r2 : ∃(a, b) ∈ C2, ∀k ∈ [[0, n+ 1]], xk = ark1 + br−k
1 .

x0 = 0 ⇒ b = −a ; xn+1 = 0 ⇒ a(rn+1
1 − r−n−1

1 ) = 0.

a �= 0 sinon X = 0. Donc r
2(n+1)
1 = 1 ie. r1 = exp

(
i

2pπ

2(n+ 1)

)
, 0 � p � 2n.

Donc λ = r1 + r−1
1 = 2 cos

( pπ

(n+ 1)

)
= αp, 0 � p � 2n.

{αp | p ∈ [[1, n]]} est un ensemble de cardinal n car 0 <
pπ

n+ 1
<π si 1 � p � n et cos

est strictement décroissant sur [0, π]. Donc A possède au moins n valeurs propres
réelles distinctes. Or deg(χA) = n, donc Sp(A) = {αp | p ∈ [[1, n]]}· Le sous-espace

propre Eαp
(A) est la droite vectorielle engendrée par vp = sin

( kpπ

(n+ 1)

)
1�k�n

.

11. E est un sous-espace vectoriel de C(R+,R) et l’on vérifie que ϕ ∈ L(E).
λ ∈ Sp(ϕ) ⇐⇒ ∃f ∈ E \ {0}, ∀x ∈ [0,+∞[, f(x+ 1) = λf(x). (
)
Par récurrence, on a : ∀n ∈ N, f(x+ n) = λnf(x). (1)

f étant non nulle, il existe x0 ∈ R+ tel que f(x0) �= 0. Donc
f(x0 + n)

f(x0)
= λn pour

tout n ∈ N. Donc la limite de la suite (λn)n∈N existe dans R. D’où Sp(ϕ) ⊂ ]−1, 1].

Réciproquement, soit λ ∈ ]− 1, 1]. Examinons deux cas.
• Si λ = 1 (
) équivaut à f est 1-périodique et f ∈ E. Pour n ∈ N, f(x+n) = f(x).
Par passage à la limite, x fixé, n tendant vers ∞, on a f constante.

• Si −1 < λ < 1, il existe f0 ∈ C([0, 1],R) \ {0} tel que f0(1) = λf0(0).
Posons f

[0, 1]
= f0, si x ∈ ]1, 2], f(x) = λf(x− 1), d’où f est continue sur ]1, 2].

lim
1+

f = f(1) = λf(0). Donc : f
[1, 2]

∈ C
(
[1, 2],R

)
et f

[0, 2]
∈ C

(
[0, 2],R

)
.

Par récurrence : ∀n ∈ N, ∀x ∈ ]n, n+1], f(x) = λnf(x−n) et f
[0, n]

∈ C
(
[0, n],R

)
.

D’où l’existence de f ∈ C(R+,R) tel que ϕ(f) = λf .
∀x ∈ R+, f(x) = λE(x)f(x− E(x)). D’où lim

+∞
f = 0.

En conclusion, Sp(ϕ) = ]− 1, 1] et l’on a déterminé les vecteurs propres.

12. a. Si A⊗B = (ai,jB) et A′ ⊗B′ = (a′i,jB
′), alors (A⊗B).(A′ ⊗B′) = (Ci,j)

où, en faisant le produit par blocs, Ci,j =

n∑
k=1

ai,kBa′k,jB
′ =

( n∑
k=1

ai,ka
′
k,j

)
BB′

terme générique de (AA′)⊗ (BB′). D’où le résultat.

SiA et B sont inversibles, (A⊗B).(A−1⊗B−1) = (AA−1)⊗(BB−1) = In⊗In=In2 .
Donc A⊗B est inversible et son inverse est A−1 ⊗B−1.

Solutions des exercices 69

Si A⊗B est inversible et A non inversible, il existe A′ �= 0 telle que A.A′ = 0. On

peut prendre pour matrice A′ la projection de Rn sur Ker(A) ( ou
t
Com(A) dans

le cas où rg(A) = n− 1). On a : (A⊗B).(A′ ⊗ In) = (AA′)⊗B = 0 : absurde.

b. En tant qu’éléments de Mn(C), A et B sont trigonalisables. Il existe P et Q
éléments de GLn(C) tels que A = PTP−1 et B = QT ′Q−1 où T et T ′ sont
trigonales supérieures, (λ1, . . . , λn) (resp.(µ1, . . . , µn)

)
sont les valeurs propres de

A (resp. B) et les éléments diagonaux de T (resp. T ′).

D’après a. A⊗B = (P ⊗Q).(T ⊗T ′).(P ⊗Q)−1. Donc les matrices A⊗B et T ⊗T ′

sont semblables. Donc Sp(A⊗B) = Sp(T ⊗ T ′).

Les valeurs propres de A⊗B sont les éléments de
{
λiµj | (i, j) ∈ [[1, n]]

}
.

Donc χ
A⊗B(T ) =

∏
1�i,j�n

(T − λiµj) et tr(A⊗B) =

n∑
i=1

n∑
j=1

λiµj = tr(A) tr(B).

det(A⊗B) =
n∏

i=1

n∏
j=1

(λiµj) =
[
det(T )

]n[
det(T ′)

]n
=

[
det(A)

]n[
det(B)

]n
.

c. Si AX = λX et BY = µY avec
t
X = (x1 . . . xn) et

t
Y = (y1 . . . yn) posons Z,

l’élément de Mn2,1(C) tel que
t
Z = (x1Y . . . xnY ). On a :

(A⊗B).Z =




x′
1BY
...

x′
nBY


 où AX =




x′
1
...
x′
n


. Donc (A⊗B).Z = λµZ.

Donc Z est un vecteur propre de A⊗B associé à la valeur propre λµ.

Notons Z = [X,Y ]. Supposons A et B diagonalisables. Il existe (Xi)1�i�n et
(Yj)1�j�n deux bases de Cn constituées de vecteurs propres de A et B. Il suffit de
montrer que

(
[Xi, Yj ]

)
1�i,j�n

est libre pour conclure que A⊗B est diagonalisable.

Soit (αi,j) ∈ Cn2

tel que

n∑
i=1

n∑
j=1

αi,j [Xi, Yj ] = 0. Notons
t
Xi = (xi,1 . . . xi,n).

Alors
t
[Xi, Yj ] = (xi,1Yj . . . xi,nYj). Donc : ∀k ∈ [1, n]],

n∑
i=1

n∑
j=1

αi,jxi,kYj = 0.

Comme (Yp)1�p�n est libre,

n∑
i=1

αi,jxi,k = 0 pour tout (j, k) ∈ [[1, n]]2.

Donc :
n∑

i=1

αi,jXi = 0 pour tout j ∈ [[1, n]]. Comme (Xp)1�p�n est libre, αi,j = 0

pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2. D’où la liberté de
(
[Xi, Yj ]

)
1�i,j�n

et la conclusion.

13. Si Ker(u) ∩ Im(u) = {0} et si l’application induite par u sur Im(u) est
diagonalisable, alors Im(u) a une base constituée de vecteurs propres de u et
E = Im(u)⊕Ker(u). Donc u est diagonalisable.

Réciproquement : si u est diagonalisable, et x un vecteur propre associé à la valeur

propre λ �= 0, alors x =
1

λ
u(x) ∈ Im(u). Donc E′ =

⊕
λ∈Sp(u)

λ�=0

Eλ(u) ⊂ Im(u).

Si Ker(u) �= {0}, alors Ker(u) = E0(u). Donc E = Ker(u)⊕ E′.

So
lu

ti
o

ns
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Du théorème du rang, on déduit que Im(u) et E′ ont même dimension. Donc
E = Ker(u)⊕ Im(u). L’application induite par u sur Im(u) est diagonalisable car
u est diagonalisable et Im(u) est stable par u.

14. Si X =

(
X1

X2

)
où (X1, X2)∈

(
Mn,1(K)

)2
, on a BX =

(
X2

AX1

)
et donc :

BX = λX ⇐⇒
{
X2 = λX1

AX1 = λ2X1

Par suite X est vecteur propre de B associé à λ si, et seulement si, X1 est vecteur
propre de A associé à λ2 et X2 = λX1.

Cela prouve que λ∈ Sp(B) si, et seulement si, λ2 ∈ Sp(A) et que, dans ce cas,
Eλ(B) et Eλ2(A) sont des espaces vectoriels isomorphes.

Par suite
∑

λ∈Sp(B)\{0}

dim
[
Eλ(B)

]
= 2

∑
µ∈Sp(A)\{0}

dim
[
Eµ(A)

]
et dim

[
E0(B)

]
= dim

[
E0(A)

]
.

Comme B est diagonalisable si, et seulement si,
∑

λ∈Sp(B)

dim
[
Eλ(B)

]
= 2n et A

est diagonalisable si, et seulement si,
∑

µ∈Sp(A)

dim
[
Eµ(A)

]
= n, on a l’équivalence

demandée.

15. Soit P ∈GLn(K) telle que P−1AP = D = Diag(λ1In1
, . . . , λkInk

) où les λi

sont deux à deux distincts et les ni dans N�.
B ∈CA si, et seulement si, P−1BP ∈CD et donc X �→ P−1XP induit un isomor-
phisme de CA sur CD.

De plus, si C ∈CD alors tout sous-espace propre de D est stable par C ie.
C = Diag(C1, . . . , Ck) où, pour tout i, Ci ∈Mni

(K). La réciproque découle du
produit par blocs et donc CD =

{
Diag(C1, . . . , Ck)

∣∣ ∀i∈[[1, k]], Ci ∈Mni
(K)

}
·

Par conséquent dim(CA) =
k∑

i=1

n2
i .

16. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E).

Si Sp(u) �= alors il existe une droite vectorielle stable par u par définition des
vecteurs propres.

Sinon il n’existe aucune droite vectorielle stable par u et donc chaque facteur
irréductible de πu est un trinôme à discriminant strictement négatif.

Soit T = X2 + aX + b un tel facteur et x∈Ker(u2 + au+ bIE) \ {0}·
Alors Vect

(
x, u(x)

)
est un plan vectoriel stable par u, on peut même remarquer

que le polynôme minimal de l’endomorphisme induit est T .

17. Si u est nilpotent alors, en trigonalisant, tr(u) = 0 et donc, comme pour tout
k∈[[1, n]], uk est nilpotent, tr(uk) = 0.

Réciproquement si l’on suppose que, pour tout k∈[[1, n]], tr(uk) = 0, en posant
Πu = Xp + ap−1X

p−1 + · · · + a0, on a up + ap−1u
p−1 + · · · + a0IE = 0 et, par

linéarité de la trace, na0 = 0. Par suite X divise πu. On va terminer en raisonnant
par l’absurde de deux façons différentes.

• Première méthode : on pose Πu = XhQ où h � 1 et Q est un polynôme non
constant premier avec X. La lemme de décomposition des noyaux prouve que
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E = Ker(uh)⊕Ker
[
Q(u)

]
et, dans une base adaptée, u a une matrice de la forme(

N 0
0 A

)
où Nh = 0 et Q(A) = 0.

Comme, pour tout k∈[[1, n]], 0 = tr(uk) = tr

(
Nk 0
0 Ak

)
= tr(Ak) car N est

nilpotente, le polynôme X divise ΠA et donc Q, ce qui est absurde.

• Deuxième méthode : on note λ1, . . . , λp les valeurs propres complexes non nulles
d’une matrice de u et ω1, . . . , ωp leurs ordres de multiplicité respectifs.

En trigonalisant sur C, pour tout k∈[[1, n]], 0 = tr(uk) =

p∑
i=1

ωiλ
k
i et donc




λ1 · · · λp

...
...

λp
1 · · · λp

p







ω1
...
ωp


 =




0
...
0


 car p � n, c’est absurde car (ω1 · · · ωp )

est non nul et

∣∣∣∣∣∣∣

λ1 · · · λp

...
...

λp
1 · · · λp

p

∣∣∣∣∣∣∣
= λ1 . . . λp

∏
1�i<j�p

(λj − λi) �= 0 (cf. Vandermonde).

18. Supposons que 1 ne soit pas valeur propre de A. Comme χ
A est à coefficients

réels et de degré impair, A a au moins une valeur propre réelle et donc −1∈ SpC(A).
Notons −1, λ1, λ1, . . . , λk, λk les éléments de SpC(A) et ω, ω1, ω1, . . . , ωk, ωk leurs
ordres de multiplicité respectifs.
En trigonalisant on a 1 = det(A) = (−1)ω|λ1|2ω1 . . . |λk|2ωk = (−1)ω et donc ω est

pair, ce qui contredit n = ω + 2
k∑

i=1

ωi.

19. a. Si X est solution alors X2, et donc X, est nilpotente, par suite ΠX divise
Xn. Or X2(n−1) �= 0 alors que 2(n − 1) � n car n � 2, c’est absurde. L’équation
n’a donc pas de solution.

b. Quitte à remplacer X par une matrice semblable cela revient à résoudreXp = D
où D = Diag(λ1In1

, . . . , λkInk
), les λi scalaires deux à deux distincts et les ni dans

N�. Si X est solution alors X et D commutent, tout sous-espace propre de D est
stable par A et donc X = Diag(X1, . . . , Xk) où, pour tout i, X

p
i = λiIni . Notons,

pour tout i, µi un nombre complexe tel que µp
i = λi, alors Xi annule le polynôme

scindé à racines simples

p−1∏
r=0

(X − ωr
pµi) où ωp = e

2iπ
p car, comme D est inversible,

λi �= 0. Donc il existe Pi ∈GLni
(K) et des entiers naturels 
i,1, . . . , 
i,p dont la

somme est ni tels que Xi = Pi∆iP
−1
i où ∆i = Diag(µiω

rI�i,r )1�r�p.
Réciproquement si ces conditions sont remplies alors, pour tout i, Xp

i = λiIni
et

donc X est solution.

20. a. Montrons par récurrence que, pour tout k∈N, uk◦v − v◦uk = kαuk.
L’égalité est vraie si k = 0, supposons la établie à un rang k.
uk+1◦v = u◦(kαuk + v◦uk) = kαuk+1 + (αu+ v◦u)◦uk = (k + 1)αuk+1 + v◦uk+1,
d’où l’égalité au rang k + 1. On conclut par le théorème de récurrence simple
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Du théorème du rang, on déduit que Im(u) et E′ ont même dimension. Donc
E = Ker(u)⊕ Im(u). L’application induite par u sur Im(u) est diagonalisable car
u est diagonalisable et Im(u) est stable par u.

14. Si X =

(
X1

X2

)
où (X1, X2)∈

(
Mn,1(K)

)2
, on a BX =

(
X2

AX1

)
et donc :

BX = λX ⇐⇒
{
X2 = λX1

AX1 = λ2X1

Par suite X est vecteur propre de B associé à λ si, et seulement si, X1 est vecteur
propre de A associé à λ2 et X2 = λX1.

Cela prouve que λ∈ Sp(B) si, et seulement si, λ2 ∈ Sp(A) et que, dans ce cas,
Eλ(B) et Eλ2(A) sont des espaces vectoriels isomorphes.

Par suite
∑

λ∈Sp(B)\{0}

dim
[
Eλ(B)

]
= 2

∑
µ∈Sp(A)\{0}

dim
[
Eµ(A)

]
et dim

[
E0(B)

]
= dim

[
E0(A)

]
.

Comme B est diagonalisable si, et seulement si,
∑

λ∈Sp(B)

dim
[
Eλ(B)

]
= 2n et A

est diagonalisable si, et seulement si,
∑

µ∈Sp(A)

dim
[
Eµ(A)

]
= n, on a l’équivalence

demandée.

15. Soit P ∈GLn(K) telle que P−1AP = D = Diag(λ1In1
, . . . , λkInk

) où les λi

sont deux à deux distincts et les ni dans N�.
B ∈CA si, et seulement si, P−1BP ∈CD et donc X �→ P−1XP induit un isomor-
phisme de CA sur CD.

De plus, si C ∈CD alors tout sous-espace propre de D est stable par C ie.
C = Diag(C1, . . . , Ck) où, pour tout i, Ci ∈Mni

(K). La réciproque découle du
produit par blocs et donc CD =

{
Diag(C1, . . . , Ck)

∣∣ ∀i∈[[1, k]], Ci ∈Mni
(K)

}
·

Par conséquent dim(CA) =
k∑

i=1

n2
i .

16. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n � 1 et u∈L(E).

Si Sp(u) �= alors il existe une droite vectorielle stable par u par définition des
vecteurs propres.

Sinon il n’existe aucune droite vectorielle stable par u et donc chaque facteur
irréductible de πu est un trinôme à discriminant strictement négatif.

Soit T = X2 + aX + b un tel facteur et x∈Ker(u2 + au+ bIE) \ {0}·
Alors Vect

(
x, u(x)

)
est un plan vectoriel stable par u, on peut même remarquer

que le polynôme minimal de l’endomorphisme induit est T .

17. Si u est nilpotent alors, en trigonalisant, tr(u) = 0 et donc, comme pour tout
k∈[[1, n]], uk est nilpotent, tr(uk) = 0.

Réciproquement si l’on suppose que, pour tout k∈[[1, n]], tr(uk) = 0, en posant
Πu = Xp + ap−1X

p−1 + · · · + a0, on a up + ap−1u
p−1 + · · · + a0IE = 0 et, par

linéarité de la trace, na0 = 0. Par suite X divise πu. On va terminer en raisonnant
par l’absurde de deux façons différentes.

• Première méthode : on pose Πu = XhQ où h � 1 et Q est un polynôme non
constant premier avec X. La lemme de décomposition des noyaux prouve que
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E = Ker(uh)⊕Ker
[
Q(u)

]
et, dans une base adaptée, u a une matrice de la forme(

N 0
0 A

)
où Nh = 0 et Q(A) = 0.

Comme, pour tout k∈[[1, n]], 0 = tr(uk) = tr

(
Nk 0
0 Ak

)
= tr(Ak) car N est

nilpotente, le polynôme X divise ΠA et donc Q, ce qui est absurde.

• Deuxième méthode : on note λ1, . . . , λp les valeurs propres complexes non nulles
d’une matrice de u et ω1, . . . , ωp leurs ordres de multiplicité respectifs.

En trigonalisant sur C, pour tout k∈[[1, n]], 0 = tr(uk) =

p∑
i=1

ωiλ
k
i et donc




λ1 · · · λp

...
...

λp
1 · · · λp

p







ω1
...
ωp


 =




0
...
0


 car p � n, c’est absurde car (ω1 · · · ωp )

est non nul et

∣∣∣∣∣∣∣

λ1 · · · λp

...
...

λp
1 · · · λp

p

∣∣∣∣∣∣∣
= λ1 . . . λp

∏
1�i<j�p

(λj − λi) �= 0 (cf. Vandermonde).

18. Supposons que 1 ne soit pas valeur propre de A. Comme χA est à coefficients
réels et de degré impair, A a au moins une valeur propre réelle et donc −1∈ SpC(A).
Notons −1, λ1, λ1, . . . , λk, λk les éléments de SpC(A) et ω, ω1, ω1, . . . , ωk, ωk leurs
ordres de multiplicité respectifs.
En trigonalisant on a 1 = det(A) = (−1)ω|λ1|2ω1 . . . |λk|2ωk = (−1)ω et donc ω est

pair, ce qui contredit n = ω + 2
k∑

i=1

ωi.

19. a. Si X est solution alors X2, et donc X, est nilpotente, par suite ΠX divise
Xn. Or X2(n−1) �= 0 alors que 2(n − 1) � n car n � 2, c’est absurde. L’équation
n’a donc pas de solution.

b. Quitte à remplacer X par une matrice semblable cela revient à résoudreXp = D
où D = Diag(λ1In1

, . . . , λkInk
), les λi scalaires deux à deux distincts et les ni dans

N�. Si X est solution alors X et D commutent, tout sous-espace propre de D est
stable par A et donc X = Diag(X1, . . . , Xk) où, pour tout i, X

p
i = λiIni . Notons,

pour tout i, µi un nombre complexe tel que µp
i = λi, alors Xi annule le polynôme

scindé à racines simples

p−1∏
r=0

(X − ωr
pµi) où ωp = e

2iπ
p car, comme D est inversible,

λi �= 0. Donc il existe Pi ∈GLni
(K) et des entiers naturels 
i,1, . . . , 
i,p dont la

somme est ni tels que Xi = Pi∆iP
−1
i où ∆i = Diag(µiω

rI�i,r )1�r�p.
Réciproquement si ces conditions sont remplies alors, pour tout i, Xp

i = λiIni
et

donc X est solution.

20. a. Montrons par récurrence que, pour tout k∈N, uk◦v − v◦uk = kαuk.
L’égalité est vraie si k = 0, supposons la établie à un rang k.
uk+1◦v = u◦(kαuk + v◦uk) = kαuk+1 + (αu+ v◦u)◦uk = (k + 1)αuk+1 + v◦uk+1,
d’où l’égalité au rang k + 1. On conclut par le théorème de récurrence simple
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L’application Φ : L(E) → L(E), X �→ X◦v − v◦X est linéaire et vérifie :
∀k∈N, Φ(uk) = kαuk,

Comme α �= 0 et Sp(Φ) est fini, à partir d’un certain rang kα n’est pas élément
de Sp(Φ) et donc uk est nul, ce qui prouve que u est nilpotent.

b. Si α = β = 0 alors u et v commutent. Soit λ∈ Sp(u), le sous-espace propre
Eλ(u) est stable par v et tout vecteur propre de l’endomorphisme induit par v sur
Eλ(u) est un vecteur propre commun à u et v.
Si, par exemple β �= 0, Sp(u) étant fini, il n’est pas stable par la translation
λ �→ λ+ β. Soit λ∈ Sp(u) tel que λ+ β /∈ Sp(u) et x un vecteur propre associé.
On a : u◦(αu+ βv) = αu2 + β(v◦u+ αu+ βv) = (αu+ βv)◦(u+ βIE).
Par suite u

[
(αu + βv)(x)

]
= (λ + β)(αu + βv)(x) et donc (αu + βv)(x) = 0 ie.

v(x) = −λ

β
x, ce qui prouve que x est vecteur propre commun à u et v.

c. Procédons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons la
propriété établie à un rang n− 1 où n � 2.
On choisit un vecteur propre e1 commun à u et v et on considère une base
E = (e1, . . . , en) de E. Les matrices de u et v relativement à E sont de la

forme U =




λ � · · · �
0
... A
0


 et V =




µ � · · · �
0
... B
0


. De plus la condition

u◦v − v◦u = αu+ βv impose AB − BA = αA+ βB et l’hypothèse de récurrence
prouve l’existence de P ∈GLn−1(C) telle que PAP−1 et PBP−1 sont triangulaires
supérieures. Alors, si Q = Diag(1, P ), on a Q∈GLn(C), QUQ−1 et QV Q−1

triangulaires supérieures car, par exemple, QUQ−1 =




λ � · · · �
0
... PAP−1

0


, ce

qui termine la récurrence.

21. a. Si X =
t
( 1 · · · 1 ) alors AX = X et donc 1∈ SpC(A).

Si X ∈Mn,1(C) \ {0} et AX = λX on a, pour tout i∈[[1, n]], |λxi| �
n∑

j=1

ai,j |xj |

car les ai,j sont positifs. Si |xp| = max
1�i�n

|xi| alors |xp| > 0 et

|λ||xp| �
n∑

j=1

ap,j |xj | �
n∑

j=1

ap,j |xp| = |xp|
n∑

j=1

ap,j = |xp|.

Par conséquent tout élément λ de SpC(A) vérifie : |λ| � 1.

b. Soit λ une valeur propre de module 1 et X un vecteur propre unitaire associé.

Par exemple |x1| = 1 et on a λx1 =

n∑
j=1

a1,jxj puis, en passant aux modules :

|λx1| = 1 �
n∑

j=1

a1,j |xj | �
n∑

j=1

a1,j = 1

Comme ce sont des égalités et comme a1,1 �= 0, pour tout j ∈[[1, n]], soit a1,j = 0,

soit xj = x1. Si l’on note J =
{
j ∈[[1, n]]

∣∣ a1,j �= 0
}
, on a λx1 = x1

∑
j∈J

a1,j = x1
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et donc λ = 1.

c. On reprend ce qui vient d’être fait en perdant l’information a1,1 �= 0 mais en

conservant J �= car
∑
j∈J

a1,j = 1. L’application j �→ xj est constante sur J et donc

λx1 =
∑
j∈J

a1,jxj = xj0 où j0 ∈ J .

L’application x �→ λx induit donc une permutation σ de l’ensemble fini des
composantes de X de module 1. Si on note p l’ordre de σ on a λp = 1.

22. a. Si x∈E, le sous-espace vectoriel Vx = Vect
(
uk(x), k∈N

)
de E est stable

par u et Ix est l’idéal annulateur de l’endomorphisme induit par u sur Vx.

b. Le polynôme P = ppcm(µx, x∈E) est annulateur de u.
Si x∈E alors πu ∈ Ix et donc µx divise πu, par suite P = πu.

µxµy ∈ Ix+y est immédiat et donc µx+y divise µxµy.
Comme µx∧µy = 1, la somme Ker

[
µx(u)

]
+Ker

[
µy(u)

]
est directe et chacun des

deux sous-espaces vectoriels est stable par µx+y(u).
Or µx+y(u)(x) = −µx+y(u)(y)∈Ker

[
µx(u)

]
∩ Ker

[
µy(u)

]
= {0} et donc

µx+y ∈ Ix ∩ Iy, ce qui prouve que µxµy divise µx+y car µx ∧ µy = 1.
En définitive µx+y = µxµy.

c. Décomposons πu en produit de facteurs irréductibles, πu =

k∏
i=1

Pαi
i et posons,

pour tout i, Ei = Ker
[
Pαi
i (u)

]
. Alors E =

k⊕
i=1

Ei et u induit sur chaque Ei un

endomorphisme que l’on note ui.
Par minimalité de πu on a, pour tout i, πui

= Pαi
i et la question b) permet de se

ramener à l’existence d’un élément x de Ei tel que Pαi
i = µx.

Soit x∈Ker
[
Pαi
i (u)

]
\Ker

[
Pαi−1
i (u)

]
, et un tel x existe. Le polynôme µx divise

Pαi
i et Pαi−1

i (u)(x) �= 0, d’où Pαi
i = µx.

d. Si x∈E, en notant p le degré de µx, l’application Φ : K[X] → E, P �→ P (u)(x)
induit un isomorphisme entre le supplémentaire Kp−1[X] de Ker(Φ) et Im(Φ).

• S’il existe x∈E tel que E = Im(Φ) alors p = n et, comme πu ∈ Ix, on a
n � deg(πu) � n, d’où πu = χ

u.

• Si πu = χ
u, en choisissant x∈E tel que πu = µx, le sous-espace vectoriel Im(Φ)

de E est de dimension n donc Im(Φ) = E.

23. a. Par définition des polynômes Qj on a :

(	) 1 =
k∑

j=1

Qj et donc, pour tout i∈[[1, k]], (		) Qi =

k∑
j=1

QiQj

Si i �= j le polynôme Π divise QiQj et donc qi◦qj = 0, par suite (		) montre que

qi =

n∑
j=1

qi◦qj = q2i ie. qi est un projecteur
(
et donc tr(qi) = rg(qi)

)
.

(	) montre que IE =

k∑
j=1

qj d’où E =

k∑
j=1

Im(qj) et, par linéarité de la trace,
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L’application Φ : L(E) → L(E), X �→ X◦v − v◦X est linéaire et vérifie :
∀k∈N, Φ(uk) = kαuk,

Comme α �= 0 et Sp(Φ) est fini, à partir d’un certain rang kα n’est pas élément
de Sp(Φ) et donc uk est nul, ce qui prouve que u est nilpotent.

b. Si α = β = 0 alors u et v commutent. Soit λ∈ Sp(u), le sous-espace propre
Eλ(u) est stable par v et tout vecteur propre de l’endomorphisme induit par v sur
Eλ(u) est un vecteur propre commun à u et v.
Si, par exemple β �= 0, Sp(u) étant fini, il n’est pas stable par la translation
λ �→ λ+ β. Soit λ∈ Sp(u) tel que λ+ β /∈ Sp(u) et x un vecteur propre associé.
On a : u◦(αu+ βv) = αu2 + β(v◦u+ αu+ βv) = (αu+ βv)◦(u+ βIE).
Par suite u

[
(αu + βv)(x)

]
= (λ + β)(αu + βv)(x) et donc (αu + βv)(x) = 0 ie.

v(x) = −λ

β
x, ce qui prouve que x est vecteur propre commun à u et v.

c. Procédons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons la
propriété établie à un rang n− 1 où n � 2.
On choisit un vecteur propre e1 commun à u et v et on considère une base
E = (e1, . . . , en) de E. Les matrices de u et v relativement à E sont de la

forme U =




λ � · · · �
0
... A
0


 et V =




µ � · · · �
0
... B
0


. De plus la condition

u◦v − v◦u = αu+ βv impose AB − BA = αA+ βB et l’hypothèse de récurrence
prouve l’existence de P ∈GLn−1(C) telle que PAP−1 et PBP−1 sont triangulaires
supérieures. Alors, si Q = Diag(1, P ), on a Q∈GLn(C), QUQ−1 et QV Q−1

triangulaires supérieures car, par exemple, QUQ−1 =




λ � · · · �
0
... PAP−1

0


, ce

qui termine la récurrence.

21. a. Si X =
t
( 1 · · · 1 ) alors AX = X et donc 1∈ SpC(A).

Si X ∈Mn,1(C) \ {0} et AX = λX on a, pour tout i∈[[1, n]], |λxi| �
n∑

j=1

ai,j |xj |

car les ai,j sont positifs. Si |xp| = max
1�i�n

|xi| alors |xp| > 0 et

|λ||xp| �
n∑

j=1

ap,j |xj | �
n∑

j=1

ap,j |xp| = |xp|
n∑

j=1

ap,j = |xp|.

Par conséquent tout élément λ de SpC(A) vérifie : |λ| � 1.

b. Soit λ une valeur propre de module 1 et X un vecteur propre unitaire associé.

Par exemple |x1| = 1 et on a λx1 =

n∑
j=1

a1,jxj puis, en passant aux modules :

|λx1| = 1 �
n∑

j=1

a1,j |xj | �
n∑

j=1

a1,j = 1

Comme ce sont des égalités et comme a1,1 �= 0, pour tout j ∈[[1, n]], soit a1,j = 0,

soit xj = x1. Si l’on note J =
{
j ∈[[1, n]]

∣∣ a1,j �= 0
}
, on a λx1 = x1

∑
j∈J

a1,j = x1
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et donc λ = 1.

c. On reprend ce qui vient d’être fait en perdant l’information a1,1 �= 0 mais en

conservant J �= car
∑
j∈J

a1,j = 1. L’application j �→ xj est constante sur J et donc

λx1 =
∑
j∈J

a1,jxj = xj0 où j0 ∈ J .

L’application x �→ λx induit donc une permutation σ de l’ensemble fini des
composantes de X de module 1. Si on note p l’ordre de σ on a λp = 1.

22. a. Si x∈E, le sous-espace vectoriel Vx = Vect
(
uk(x), k∈N

)
de E est stable

par u et Ix est l’idéal annulateur de l’endomorphisme induit par u sur Vx.

b. Le polynôme P = ppcm(µx, x∈E) est annulateur de u.
Si x∈E alors πu ∈ Ix et donc µx divise πu, par suite P = πu.

µxµy ∈ Ix+y est immédiat et donc µx+y divise µxµy.
Comme µx∧µy = 1, la somme Ker

[
µx(u)

]
+Ker

[
µy(u)

]
est directe et chacun des

deux sous-espaces vectoriels est stable par µx+y(u).
Or µx+y(u)(x) = −µx+y(u)(y)∈Ker

[
µx(u)

]
∩ Ker

[
µy(u)

]
= {0} et donc

µx+y ∈ Ix ∩ Iy, ce qui prouve que µxµy divise µx+y car µx ∧ µy = 1.
En définitive µx+y = µxµy.

c. Décomposons πu en produit de facteurs irréductibles, πu =

k∏
i=1

Pαi
i et posons,

pour tout i, Ei = Ker
[
Pαi
i (u)

]
. Alors E =

k⊕
i=1

Ei et u induit sur chaque Ei un

endomorphisme que l’on note ui.
Par minimalité de πu on a, pour tout i, πui

= Pαi
i et la question b) permet de se

ramener à l’existence d’un élément x de Ei tel que Pαi
i = µx.

Soit x∈Ker
[
Pαi
i (u)

]
\Ker

[
Pαi−1
i (u)

]
, et un tel x existe. Le polynôme µx divise

Pαi
i et Pαi−1

i (u)(x) �= 0, d’où Pαi
i = µx.

d. Si x∈E, en notant p le degré de µx, l’application Φ : K[X] → E, P �→ P (u)(x)
induit un isomorphisme entre le supplémentaire Kp−1[X] de Ker(Φ) et Im(Φ).

• S’il existe x∈E tel que E = Im(Φ) alors p = n et, comme πu ∈ Ix, on a
n � deg(πu) � n, d’où πu = χ

u.

• Si πu = χ
u, en choisissant x∈E tel que πu = µx, le sous-espace vectoriel Im(Φ)

de E est de dimension n donc Im(Φ) = E.

23. a. Par définition des polynômes Qj on a :

(	) 1 =
k∑

j=1

Qj et donc, pour tout i∈[[1, k]], (		) Qi =

k∑
j=1

QiQj

Si i �= j le polynôme Π divise QiQj et donc qi◦qj = 0, par suite (		) montre que

qi =

n∑
j=1

qi◦qj = q2i ie. qi est un projecteur
(
et donc tr(qi) = rg(qi)

)
.

(	) montre que IE =

k∑
j=1

qj d’où E =

k∑
j=1

Im(qj) et, par linéarité de la trace,
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74 RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES

dim(E) =

k∑
j=1

rg(qj) =

k∑
j=1

dim
[
Im(qj)

]
, donc E =

k⊕
j=1

Im(qj).

qi◦qj = 0 montre que Im(qj) ⊂ Ker(qi) et donc
⊕
j �=i

Im(qj) ⊂ Ker(qi).

De plus dim

(⊕
j �=i

Im(qj)

)
= dim(E) − dim

[
Im(qi)

]
= dim

[
Ker(qi)

]
d’après le

théorème du rang, d’où Ker(qi) =
⊕
j �=i

Im(qj).

b. Si l’on note λ1, . . . , λk les valeurs propres de u et, pour tout i∈[[1, k]],
Pi = X − λi, alors la question a. s’applique.

f(X) =
k∑

i=1

ai
X − λi

où, pour tout i, ai =
1∏

j �=i

(λi − λj)
, d’oùQi =

∏
j �=i

X − λj

λi − λj
= Li

i-ème polynôme d’interpolation de Lagrange en (λ1, . . . , λk).

Le i-ème projecteur spectral (voir l’exercice 26) associé à u est donc qi = Li(u) et,

pour tout p∈N, up =

k∑
i=1

λp
i qi =

k∑
i=1

λp
iLi(u).

24. Supposons que A est semblable à B et notons u l’endomorphisme de R4

canoniquement associé à A. On note (ε1, ε2, ε3, ε4) une base de R4 relativement
à laquelle B est matrice de u. Alors χ

u = χA = (1 − X)3(2 − X) et donc,
en utilisant le théorème de Cayley-Hamilton et le lemme de décomposition des
noyaux, R4 = Ker

[
(u − I)3

]
⊕ Ker

[
u − 2I

]
. Le calcul de B2 et B3 montre que

ε3 ∈Ker
[
(u− I)3

]
\Ker

[
(u− I)2

]
.

Le calcul de (A − I4)
3 et (A − I4)

2 montre que ε3 = 5e1 − e2 − e3 − 2e4 est
un élément de Ker

[
(u − I)3

]
\ Ker

[
(u − I)2

]
si on note (e1, e2, e3, e4) la base

canonique de R4. Il reste alors à calculer ε2 = (u− I)(ε3) = 5e1 + e2 + 4e3 + 3e4
et enfin ε1 = (u− I)(ε2) = 2e1 +2e2 +4e3 +2e4. Le calcul de A− 2I4 montre que
ε4 = 3e1 + e3 + e4 est vecteur propre de u associé à la valeur propre 2.

Comme la famille (ε1, ε2, ε3, ε4) ainsi calculée se révèle être libre, en posant

P =




2 5 5 3
2 1 −1 0
4 4 −1 1
2 3 −2 1


 on a B = P−1AP .

25. a. Montrons que 0 n’est pas valeur propre de A. D’où A sera inversible.

Soit X ∈ Mn,1(C). Notons
t
X = (x1 · · · xn ) et |xp| = max

1�i�p
|xi|.

AX = 0 ⇒ |ap,pxp| =
∣∣∣
∑
j �=p

ap,jxj

∣∣∣ �
∑
j �=p

|ap,j ||xj | � |xp|
∑
j �=p

|ap,j |.

Donc |xp|
(
|ap,p|−

∑
j �=p

|ap,j |
)
� 0. D’où |xp| � 0 compte tenu des hypothèses faites

sur la matrice A. Donc xp = 0. Par suite, X = 0. D’où 0 /∈ Sp(A) et A ∈ GLn(C).

Noter qu’Il existe des matrices inversibles qui ne sont pas à diagonale strictement

dominante. Par exemple A =

(
0 1
1 0

)
.
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b. Notons ∆ cette réunion de disques fermés. Si λ /∈ ∆, alors |ai,i − λ| >
∑
i�=j

|ai,j |

pour tout i ∈ [[1, n]]. Donc A− λIn ∈ GLn(C) d’après a.
Autrement dit, si λ /∈ ∆, alors λ /∈ Sp(A). D’où l’inclusion par contraposition.

26. Notons Sp(u) = {λ1, . . . , λp}, alors Πu(X) =

p∏
i=1

(X − λi).

Par théorème de division euclidienne : ∀k∈N, Xk = QΠu(X)+R où R∈Kp−1[X].

Comme R =

p∑
i=1

riLi où Li(X) =

p∏
j=1
j �=i

(X − λj

λi − λj

)
, ri = R(λi) = λk

i et uk = R(u),

on a l’égalité demandée. Pour k = 0, elle donne : IE =

p∑
i=1

Li(u) (�).

Πu |LiLj si i �= j, on a Li(u)◦Lj(u) = 0 si i �= j. D’après (�), on a L2
i (u) = Li(u).

D’après le théorème des noyaux, Ker
[
Li(u)

]
=

⊕
j �=i

Eλj
(u). Comme Πu(u) = 0, ce

même théorème implique E = Eλi(u) ⊕ Ker
[
Li(u)

]
. Donc Eλi(u) et Im

[
Li(u)

]
sont isomorphes d’après le théorème fondamental.
Πu(u) = 0 ⇒ (u− λiIE)◦Li(u) = 0 ⇒ Im

[
Li(u)

]
⊂ Eλi

(u).

Donc Im
[
Li(u)

]
= Eλi(u). Donc Li(u) = pλi .

27. • Si B est inversible, comme A et B commutent, il en est de même de A et B−1.
De plus, en vertu de cette propriété, AB−1 est nilpotente, donc semblable à une
matrice triangulaire supérieure T avec des zéros dans la diagonale.
det(A+B) = det(AB−1 + In) det(B) = det(T + In) det(B) = det(B).

• si B est non inversible, si z ∈C \ Sp(B), B − zIn ∈GLn(C) et commute avec A.
On lui applique les conclusions du premier cas :

∀z ∈C \ Sp(B), det(A+B − zIn) = det(B − zIn).
Les deux membres de l’égalité précédente sont des fonctions polynomiales qui
cöıncident sur une partie infinie de C (car Sp(B) est fini). Elles sont donc partout
égales, en particulier en z = 0. D’où l’égalité cherchée.

28. χA(X) = (X − 3)(X + 1)2. On obtient aisément :
E−1(A) = Vect(1, 2, 1) et E3(A) = Vect(1, 2, 2).

On pose
t
ε1 = (1 2 1) et

t
ε3 = (1 2 2). On cherche ε2 tel que Aε2 = −ε2 + ε1.

En effet, R3 = Ker(A − 3I) ⊕ Ker(A + I)2 d’après le théorème des noyaux et
ε2 ∈Ker(A+ I)2

On trouve que
t
ε2 = (−1 − 1 0) convient. On s’assure que (ε1, ε2, ε3) est une base

de R3 et l’on a A = PTP−1 où T =




−1 1 0
0 −1 0
0 0 3


 et P =




1 −1 1
2 −1 2
1 0 2


.

On aurait pu poser ε2 = e2, s’assurer que (ε1, ε3, ε2) est une base de R3, déterminer
Aε2 dans la base (ε1, ε3, ε2).
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dim(E) =

k∑
j=1

rg(qj) =

k∑
j=1

dim
[
Im(qj)

]
, donc E =

k⊕
j=1

Im(qj).

qi◦qj = 0 montre que Im(qj) ⊂ Ker(qi) et donc
⊕
j �=i

Im(qj) ⊂ Ker(qi).

De plus dim

(⊕
j �=i

Im(qj)

)
= dim(E) − dim

[
Im(qi)

]
= dim

[
Ker(qi)

]
d’après le

théorème du rang, d’où Ker(qi) =
⊕
j �=i

Im(qj).

b. Si l’on note λ1, . . . , λk les valeurs propres de u et, pour tout i∈[[1, k]],
Pi = X − λi, alors la question a. s’applique.

f(X) =
k∑

i=1

ai
X − λi

où, pour tout i, ai =
1∏

j �=i

(λi − λj)
, d’oùQi =

∏
j �=i

X − λj

λi − λj
= Li

i-ème polynôme d’interpolation de Lagrange en (λ1, . . . , λk).

Le i-ème projecteur spectral (voir l’exercice 26) associé à u est donc qi = Li(u) et,

pour tout p∈N, up =

k∑
i=1

λp
i qi =

k∑
i=1

λp
iLi(u).

24. Supposons que A est semblable à B et notons u l’endomorphisme de R4

canoniquement associé à A. On note (ε1, ε2, ε3, ε4) une base de R4 relativement
à laquelle B est matrice de u. Alors χ

u = χA = (1 − X)3(2 − X) et donc,
en utilisant le théorème de Cayley-Hamilton et le lemme de décomposition des
noyaux, R4 = Ker

[
(u − I)3

]
⊕ Ker

[
u − 2I

]
. Le calcul de B2 et B3 montre que

ε3 ∈Ker
[
(u− I)3

]
\Ker

[
(u− I)2

]
.

Le calcul de (A − I4)
3 et (A − I4)

2 montre que ε3 = 5e1 − e2 − e3 − 2e4 est
un élément de Ker

[
(u − I)3

]
\ Ker

[
(u − I)2

]
si on note (e1, e2, e3, e4) la base

canonique de R4. Il reste alors à calculer ε2 = (u− I)(ε3) = 5e1 + e2 + 4e3 + 3e4
et enfin ε1 = (u− I)(ε2) = 2e1 +2e2 +4e3 +2e4. Le calcul de A− 2I4 montre que
ε4 = 3e1 + e3 + e4 est vecteur propre de u associé à la valeur propre 2.

Comme la famille (ε1, ε2, ε3, ε4) ainsi calculée se révèle être libre, en posant

P =




2 5 5 3
2 1 −1 0
4 4 −1 1
2 3 −2 1


 on a B = P−1AP .

25. a. Montrons que 0 n’est pas valeur propre de A. D’où A sera inversible.

Soit X ∈ Mn,1(C). Notons
t
X = (x1 · · · xn ) et |xp| = max

1�i�p
|xi|.

AX = 0 ⇒ |ap,pxp| =
∣∣∣
∑
j �=p

ap,jxj

∣∣∣ �
∑
j �=p

|ap,j ||xj | � |xp|
∑
j �=p

|ap,j |.

Donc |xp|
(
|ap,p|−

∑
j �=p

|ap,j |
)
� 0. D’où |xp| � 0 compte tenu des hypothèses faites

sur la matrice A. Donc xp = 0. Par suite, X = 0. D’où 0 /∈ Sp(A) et A ∈ GLn(C).

Noter qu’Il existe des matrices inversibles qui ne sont pas à diagonale strictement

dominante. Par exemple A =

(
0 1
1 0

)
.
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Autrement dit, si λ /∈ ∆, alors λ /∈ Sp(A). D’où l’inclusion par contraposition.
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p∏
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(X − λi).

Par théorème de division euclidienne : ∀k∈N, Xk = QΠu(X)+R où R∈Kp−1[X].

Comme R =

p∑
i=1

riLi où Li(X) =

p∏
j=1
j �=i

(X − λj

λi − λj

)
, ri = R(λi) = λk

i et uk = R(u),

on a l’égalité demandée. Pour k = 0, elle donne : IE =

p∑
i=1

Li(u) (�).

Πu |LiLj si i �= j, on a Li(u)◦Lj(u) = 0 si i �= j. D’après (�), on a L2
i (u) = Li(u).

D’après le théorème des noyaux, Ker
[
Li(u)

]
=
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j �=i
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(u). Comme Πu(u) = 0, ce

même théorème implique E = Eλi(u) ⊕ Ker
[
Li(u)

]
. Donc Eλi(u) et Im

[
Li(u)

]
sont isomorphes d’après le théorème fondamental.
Πu(u) = 0 ⇒ (u− λiIE)◦Li(u) = 0 ⇒ Im

[
Li(u)

]
⊂ Eλi

(u).

Donc Im
[
Li(u)

]
= Eλi(u). Donc Li(u) = pλi .

27. • Si B est inversible, comme A et B commutent, il en est de même de A et B−1.
De plus, en vertu de cette propriété, AB−1 est nilpotente, donc semblable à une
matrice triangulaire supérieure T avec des zéros dans la diagonale.
det(A+B) = det(AB−1 + In) det(B) = det(T + In) det(B) = det(B).

• si B est non inversible, si z ∈C \ Sp(B), B − zIn ∈GLn(C) et commute avec A.
On lui applique les conclusions du premier cas :

∀z ∈C \ Sp(B), det(A+B − zIn) = det(B − zIn).
Les deux membres de l’égalité précédente sont des fonctions polynomiales qui
cöıncident sur une partie infinie de C (car Sp(B) est fini). Elles sont donc partout
égales, en particulier en z = 0. D’où l’égalité cherchée.

28. χA(X) = (X − 3)(X + 1)2. On obtient aisément :
E−1(A) = Vect(1, 2, 1) et E3(A) = Vect(1, 2, 2).

On pose
t
ε1 = (1 2 1) et

t
ε3 = (1 2 2). On cherche ε2 tel que Aε2 = −ε2 + ε1.

En effet, R3 = Ker(A − 3I) ⊕ Ker(A + I)2 d’après le théorème des noyaux et
ε2 ∈Ker(A+ I)2

On trouve que
t
ε2 = (−1 − 1 0) convient. On s’assure que (ε1, ε2, ε3) est une base

de R3 et l’on a A = PTP−1 où T =




−1 1 0
0 −1 0
0 0 3


 et P =




1 −1 1
2 −1 2
1 0 2


.

On aurait pu poser ε2 = e2, s’assurer que (ε1, ε3, ε2) est une base de R3, déterminer
Aε2 dans la base (ε1, ε3, ε2).
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29. On a A = PBP−1 où P = Q+ iR∈GLn(C), Q,R∈Mn(R). Donc

AP = PB ⇐⇒

{
AQ = QB

AR = RB
car (1, i) est une base du R-espace vectoriel C.

Pour tout x∈R, A(Q + xR) = (Q + xR)B. Notons f(X) = det(Q + XR). C’est
un élément de R[X]. Si, pour tout x∈R, f(x) = 0 alors f est le polynôme nul,
ce qui est impossible puisque f(i) = det(P ) �= 0. Donc, il existe λ∈R tel que
f(λ) �= 0 ie. il existe λ∈R tel que (Q + λR)∈GLn(R). Pour un tel λ, on déduit
de A(Q+ λR) = (Q+ λR)B que A et B sont semblables dans Mn(R).

30. a. Notons r le rang de A ∈ Mn(K). Si r = 0, alors A = 0 et la preuve est faite.

Si r �= 0, il existe (P,Q)∈GLp(K) × GLn(K) tel que A = Q−1JrP où Jr est la

matrice qui s’écrit par blocs : Jr =

(
Ir 0
0 0

)
. Notons B = P−1

(
B1 B2

B3 B4

)
Q par

blocs. On a alors : AB = Q−1

(
B1 B2

0 0

)
Q et BA = P−1

(
B1 0
B3 0

)
P .

Deux matrices semblables ayant même polynôme caractéristique,
D’où χAB(X) = Xn−rχ

B1
(X) et χBA(X) = Xp−rχ

B1
(X). D’où le résultat.

b. En particulier, si p = n, on trouve χAB = χBA. Mais l’énoncé suggère une autre
méthode.

Si A est inversible, AB = A(BA)A−1. Les matrices AB et BA sont semblables,
elles ont même polynôme caractéristique.

Si A n’est pas inversible, pour tout λ∈K \ Sp(A), (A− λIn)∈GLn(K).
On déduit de a. que ∀x∈K, ∀λ∈K \ Sp(A), P (x, λ) = 0
où P (x, λ) = det

(
(A− λIn)B − xIn

)
− det

(
B(A− λIn)− xIn

)
.

Pour tout x∈K, λ �→ P (x, λ) est nulle sur une partie infinie de K, puisque Sp(A)
est fini. Comme on a affaire à une fonction polynomiale, elle est nulle sur K, en
particulier en 0, et donc χAB = χBA.
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Matrices cycliques

Notations
Pour E ∈{Z,R,C} et n∈N�, on noteMn(E) l’ensemble des matrices carrées
n× n à coefficients dans E. Une matrice A de Mn(E) est dite cyclique si,
et seulement si, il existe p dans N� tel que Ap = In ; le plus petit des tels
entiers p est appelé ordre de la matrice cyclique et noté h(A).
L’ensemble des matrices cycliques de Mn(E) est noté Cn(E) et on appellera
groupe de Cn(E) toute partie de Cn(E) munie d’une structure de groupe
pour le produit matriciel.

Première partie

A désigne un élément de Cn(C) et l’on note p son ordre, p = h(A). Les
nombres complexes λ1, . . . , λn désignent les valeurs propres de A comptées
avec leur ordre de multiplicité.

1. Montrer que A est diagonalisable et que Sp(A) ⊂ Up ensemble des
racines p-ièmes de 1 dans C. Réciproquement un élément B de Mn(C)
diagonalisable et à spectre inclus dans un Up est-il élément de Cn(C) ?
2. Montrer que

∣∣ det(A)∣∣ = 1 et
∣∣ tr(A)∣∣ � n.

3. Montrer que, si tr(A) = n, alors A = In. Que dire de A si
∣∣ tr(A)∣∣ = n ?

4. On note, pour tout i dans [[1, n]], pi le plus petit des entiers naturels non
nuls k tels que λk

i = 1, ainsi λk
i = 1 si, et seulement si, k est multiple de pi.

Montrer que h(A) est le plus petit commun multiple des entiers p1, . . . , pn.

Deuxième partie

Soient A =

(
a b
c d

)
∈C2(Z) et λ1 et λ2 les deux racines de χA comptées

avec leur ordre de multiplicité.

1. Prouver que det(A) = ±1 et que tr(A)∈[[−2, 2]].
2. On pose ε = ±1.

a. On suppose que tr(A) = 2ε. Prouver que A = εI2 et que h(A) =
1

2
(3−ε).

b. On suppose que λ1 et λ2 sont réelles et distinctes.
Prouver que, à la permutation près, λ1 = −λ2 = ε et que h(A) = 2.
Expliciter un ensemble infini de matrices A satisfaisant à cette condition.
c. On suppose λ1 et λ2 non réelles. Montrer que det(A) = 1. Déterminer
Sp(A) puis h(A) dans les cas suivants : tr(A) = −1, tr(A) = 0, tr(A) = 1.
Dans chacun des cas, expliciter un ensemble infini de matrices A satisfaisant
aux conditions imposées.
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29. On a A = PBP−1 où P = Q+ iR∈GLn(C), Q,R∈Mn(R). Donc

AP = PB ⇐⇒

{
AQ = QB

AR = RB
car (1, i) est une base du R-espace vectoriel C.

Pour tout x∈R, A(Q + xR) = (Q + xR)B. Notons f(X) = det(Q + XR). C’est
un élément de R[X]. Si, pour tout x∈R, f(x) = 0 alors f est le polynôme nul,
ce qui est impossible puisque f(i) = det(P ) �= 0. Donc, il existe λ∈R tel que
f(λ) �= 0 ie. il existe λ∈R tel que (Q + λR)∈GLn(R). Pour un tel λ, on déduit
de A(Q+ λR) = (Q+ λR)B que A et B sont semblables dans Mn(R).

30. a. Notons r le rang de A ∈ Mn(K). Si r = 0, alors A = 0 et la preuve est faite.

Si r �= 0, il existe (P,Q)∈GLp(K) × GLn(K) tel que A = Q−1JrP où Jr est la

matrice qui s’écrit par blocs : Jr =

(
Ir 0
0 0

)
. Notons B = P−1

(
B1 B2

B3 B4

)
Q par

blocs. On a alors : AB = Q−1

(
B1 B2

0 0

)
Q et BA = P−1

(
B1 0
B3 0

)
P .

Deux matrices semblables ayant même polynôme caractéristique,
D’où χAB(X) = Xn−rχ

B1
(X) et χBA(X) = Xp−rχ

B1
(X). D’où le résultat.

b. En particulier, si p = n, on trouve χAB = χBA. Mais l’énoncé suggère une autre
méthode.

Si A est inversible, AB = A(BA)A−1. Les matrices AB et BA sont semblables,
elles ont même polynôme caractéristique.

Si A n’est pas inversible, pour tout λ∈K \ Sp(A), (A− λIn)∈GLn(K).
On déduit de a. que ∀x∈K, ∀λ∈K \ Sp(A), P (x, λ) = 0
où P (x, λ) = det

(
(A− λIn)B − xIn

)
− det

(
B(A− λIn)− xIn

)
.

Pour tout x∈K, λ �→ P (x, λ) est nulle sur une partie infinie de K, puisque Sp(A)
est fini. Comme on a affaire à une fonction polynomiale, elle est nulle sur K, en
particulier en 0, et donc χAB = χBA.
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• Matrices cycliques

Notations
Pour E ∈{Z,R,C} et n∈N�, on noteMn(E) l’ensemble des matrices carrées
n× n à coefficients dans E. Une matrice A de Mn(E) est dite cyclique si,
et seulement si, il existe p dans N� tel que Ap = In ; le plus petit des tels
entiers p est appelé ordre de la matrice cyclique et noté h(A).
L’ensemble des matrices cycliques de Mn(E) est noté Cn(E) et on appellera
groupe de Cn(E) toute partie de Cn(E) munie d’une structure de groupe
pour le produit matriciel.

Première partie

A désigne un élément de Cn(C) et l’on note p son ordre, p = h(A). Les
nombres complexes λ1, . . . , λn désignent les valeurs propres de A comptées
avec leur ordre de multiplicité.

1. Montrer que A est diagonalisable et que Sp(A) ⊂ Up ensemble des
racines p-ièmes de 1 dans C. Réciproquement un élément B de Mn(C)
diagonalisable et à spectre inclus dans un Up est-il élément de Cn(C) ?
2. Montrer que

∣∣ det(A)
∣∣ = 1 et

∣∣ tr(A)
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3. Montrer que, si tr(A) = n, alors A = In. Que dire de A si
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4. On note, pour tout i dans [[1, n]], pi le plus petit des entiers naturels non
nuls k tels que λk

i = 1, ainsi λk
i = 1 si, et seulement si, k est multiple de pi.

Montrer que h(A) est le plus petit commun multiple des entiers p1, . . . , pn.

Deuxième partie

Soient A =

(
a b
c d

)
∈C2(Z) et λ1 et λ2 les deux racines de χA comptées

avec leur ordre de multiplicité.

1. Prouver que det(A) = ±1 et que tr(A)∈[[−2, 2]].
2. On pose ε = ±1.

a. On suppose que tr(A) = 2ε. Prouver que A = εI2 et que h(A) =
1

2
(3−ε).

b. On suppose que λ1 et λ2 sont réelles et distinctes.
Prouver que, à la permutation près, λ1 = −λ2 = ε et que h(A) = 2.
Expliciter un ensemble infini de matrices A satisfaisant à cette condition.
c. On suppose λ1 et λ2 non réelles. Montrer que det(A) = 1. Déterminer
Sp(A) puis h(A) dans les cas suivants : tr(A) = −1, tr(A) = 0, tr(A) = 1.
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3. a. Montrer l’existence de N2 ∈N� tel que : ∀A∈C2(Z), AN2 = I2.

b. Cette propriété est-elle encore vraie dans C2(R) ?
4. a. Prouver que A−1 est aussi élément de C2(Z). Déterminer h

(
A−1

)
.

b. Prouver que C2(Z) n’est pas un groupe pour le produit matriciel.

Troisième partie

1. Soit G un groupe de Cn(Z).
a. Montrer que Vect(G) dans Mn(C) est de dimension finie ; on la note k.

b. Soit (Xi)i∈[[1,k]] une base de Vect(G) formée d’éléments de G. Notons T

l’application de G dans Ck qui à tout A associe
(
tr(AXi)

)
i∈[[1,k]]

.

Si A et B sont deux éléments de G vérifiant T (A) = T (B), prouver que,
pour tout X dans G, on a tr

[
(AB−1 − In)X

]
= 0.

c. Montrer, en utilisant la question 3. de la première partie, que T est
injective et en déduire que G est un groupe fini.

2. a. Montrer que l’ensemble des polynômes unitaires de degré n à coeffi-
cients entiers dont les racines complexes sont de module 1 est fini.

b. En déduire l’existence d’un élément Nn de N� tel que :

∀A∈Cn(Z), ANn = In.

Solution

Première partie

1. A annule Xp − 1 =
∏

z∈Up

(X − z) polynôme scindé à racines simples, donc A est

diagonalisable et Sp(A) ⊂ Up.

Si µ1, . . . , µn sont les valeurs propres comptées avec ordre de multiplicité de
B, alors B est semblable à Diag(µ1, . . . , µn), B

p à Diag(µp
1, . . . , µ

p
n) = In donc

Bp = In puis B ∈Cn(C).
2. On a detp(A) = det(Ap) = 1 donc det(A)∈Up ⊂ U puis

∣∣ det(A)∣∣ = 1.

D’autre part
∣∣ tr(A)

∣∣ =
∣∣∣

n∑
i=1

λi

∣∣∣ �
n∑

i=1

|λi| = n car, pour tout i, |λi| = 1, d’où
∣∣ tr(A)∣∣ � n.

3. • Si tr(A) = n alors, pour tout i, λi = 1 et A est semblable à In ie. A = In.

• Si
∣∣ tr(A)∣∣ = n, notons θ un argument de tr(A), tr(A) = n eiθ.

On a n =
n∑

j=1

λje
−iθ et, pour tout j,

∣∣λje
−iθ

∣∣ = 1 d’où λje
−iθ = 1 ie. λj = eiθ.

Donc A est semblable à eiθIn ou encore A = eiθIn où eiθ ∈Up.

4. A est semblable à Diag(λ1, . . . , λn) donc, pour tout k dans N, Ak est semblable
à Diag(λk

1 , . . . , λ
k
n).

Ak=In ⇐⇒ Diag(λk
i )1�i�k=In ⇐⇒ ∀i∈[[1, n]], λk

i =1 ⇐⇒ ∀i∈[[1, n]], k∈ piN�.
p est un multiple du ppcm q des pi d’où q � p, d’autre part Aq = In d’où p � q.

En définitive p = ppcm(p1, . . . , pn).
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Deuxième partie

1. La question I.2. montre que
∣∣ det(A)∣∣ = 1 et

∣∣ tr(A)∣∣ � 2, comme ce sont des
entiers, on a : det(A) = ±1 et tr(A)∈[[−2, 2]].

2. a. La question I.3. montre que A∈Vect(I2) et, comme A est à coefficients
entiers, A = ±I2. La considération de la trace donne A = εI2.

• Si ε = +1, λ1 = λ2 = 1, avec les notations de I.4., p1 = p2 = 1 et

h(A) = ppcm(1, 1) = 1 =
1

2
(3− 1).

• Si ε = −1, λ1 = λ2 = −1, p1 = p2 = 2 d’où h(A) = 2 =
1

2
(3 + 1).

Dans tous les cas h(A) =
1

2
(3− ε).

b. λi ∈U ∩ R = {−1,+1} et λ1 �= λ2 donc, quitte à permuter, λ1 = −λ2 = ε.

On a p1 = 1 et p2 = 2 ou inversement et donc h(A) = 2.

Si a∈Z posons Aa =

(
ε a
0 −ε

)
, Aa ∈M2(Z), Sp(A) = {−1,+1} = U2 et A est

diagonalisable car son spectre est de cardinal 2. La question I.1. montre alors que
Aa ∈C2(Z) et donc

{
Aa

∣∣ a∈Z
}
est un ensemble infini de solutions.

c. Comme χA ∈R[X] on a λ2 = λ1 et det(A) = λ1λ2 = |λ1|2 = 1.

• Si tr(A) = −1 alors χ
A = X2 + X + 1, Sp(A) = {j, }, p1 = p2 = 3 et donc

h(A) = 3.

Pour a∈Z si Ba =

(
a −1

a2 + a+ 1 −1− a

)
, Ba ∈M2(Z), tr(Ba) = −1 et

det(Ba) = 1 d’où χ
Ba

= X2 + X + 1, ce qui montre que Ba est diagonalisable
avec pour spectre {j, } inclus dans U3, donc Ba ∈C2(Z) et

{
Ba

∣∣ a∈Z
}
est un

ensemble infini de solutions.

• Si tr(A) = 0 alors χA = X2 + 1, Sp(A) = {−i,+i}, h(A) = 4.

Si a∈Z et Ca=

(
a −1

a2 + 1 −a

)
∈M2(Z), χCa

=X2 + 1, Sp(Ca)={−i,+i} ⊂ U4

et donc
{
Ca

∣∣ a∈Z
}
est un ensemble infini de solutions.

• Si tr(A) = +1 alors χA = X2 −X + 1, Sp(A) = {−j,−}, h(A) = 6.

Pour a∈Z et Da =

(
a −1

a2 − a+ 1 1− a

)
∈M2(Z), χCa

= X2 − X + 1, on a

Sp(Ca) = {−j,−} ⊂ U6 et
{
Da

∣∣ a∈Z
}
est un ensemble infini de solutions.

3. a. La question 2. ayant épuisé tous les cas possibles, on a montré que, si
A∈C2(Z), alors h(A)∈{1, 2, 3, 4, 6} et donc N2 = 12 convient.

b. Si p∈N� et θp =
2π

p
, Rp =

(
cos(θp) − sin(θp)
sin(θp) cos(θp)

)
∈C2(R) avec h(Rp) = p car

Rp est matrice d’une rotation plane d’angle θp, h n’est donc pas majorée sur C2(R).
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3. a. Montrer l’existence de N2 ∈N� tel que : ∀A∈C2(Z), AN2 = I2.

b. Cette propriété est-elle encore vraie dans C2(R) ?
4. a. Prouver que A−1 est aussi élément de C2(Z). Déterminer h

(
A−1

)
.

b. Prouver que C2(Z) n’est pas un groupe pour le produit matriciel.

Troisième partie

1. Soit G un groupe de Cn(Z).
a. Montrer que Vect(G) dans Mn(C) est de dimension finie ; on la note k.

b. Soit (Xi)i∈[[1,k]] une base de Vect(G) formée d’éléments de G. Notons T

l’application de G dans Ck qui à tout A associe
(
tr(AXi)

)
i∈[[1,k]]

.

Si A et B sont deux éléments de G vérifiant T (A) = T (B), prouver que,
pour tout X dans G, on a tr

[
(AB−1 − In)X

]
= 0.

c. Montrer, en utilisant la question 3. de la première partie, que T est
injective et en déduire que G est un groupe fini.

2. a. Montrer que l’ensemble des polynômes unitaires de degré n à coeffi-
cients entiers dont les racines complexes sont de module 1 est fini.

b. En déduire l’existence d’un élément Nn de N� tel que :

∀A∈Cn(Z), ANn = In.

Solution

Première partie

1. A annule Xp − 1 =
∏

z∈Up

(X − z) polynôme scindé à racines simples, donc A est

diagonalisable et Sp(A) ⊂ Up.

Si µ1, . . . , µn sont les valeurs propres comptées avec ordre de multiplicité de
B, alors B est semblable à Diag(µ1, . . . , µn), B

p à Diag(µp
1, . . . , µ

p
n) = In donc

Bp = In puis B ∈Cn(C).
2. On a detp(A) = det(Ap) = 1 donc det(A)∈Up ⊂ U puis

∣∣ det(A)∣∣ = 1.

D’autre part
∣∣ tr(A)

∣∣ =
∣∣∣

n∑
i=1

λi

∣∣∣ �
n∑

i=1

|λi| = n car, pour tout i, |λi| = 1, d’où
∣∣ tr(A)∣∣ � n.

3. • Si tr(A) = n alors, pour tout i, λi = 1 et A est semblable à In ie. A = In.

• Si
∣∣ tr(A)∣∣ = n, notons θ un argument de tr(A), tr(A) = n eiθ.

On a n =
n∑

j=1

λje
−iθ et, pour tout j,

∣∣λje
−iθ

∣∣ = 1 d’où λje
−iθ = 1 ie. λj = eiθ.

Donc A est semblable à eiθIn ou encore A = eiθIn où eiθ ∈Up.

4. A est semblable à Diag(λ1, . . . , λn) donc, pour tout k dans N, Ak est semblable
à Diag(λk

1 , . . . , λ
k
n).

Ak=In ⇐⇒ Diag(λk
i )1�i�k=In ⇐⇒ ∀i∈[[1, n]], λk

i =1 ⇐⇒ ∀i∈[[1, n]], k∈ piN�.
p est un multiple du ppcm q des pi d’où q � p, d’autre part Aq = In d’où p � q.

En définitive p = ppcm(p1, . . . , pn).
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4. a. A−1 =
1

det(A)

t
Com(A) or

t
Com(A)∈M2(Z) et det(A) = ±1, d’où

A−1 ∈M2(Z). Posons p = h(A).

Ap = I2 ⇒ (A−1)p = I2 d’où A−1 ∈C2(Z) et h(A−1) � h(A).

Comme A = (A−1)−1 on a h(A) � h(A−1).

En définitive A−1 ∈C2(Z) et h(A−1) = h(A).

b. Utilisons les notations définies dans 2. B−1 =

(
−1 −1
1 0

)
et D1 =

(
1 −1
1 0

)

sont éléments de C2(Z) alors que B−1D1 =

(
−2 1
1 −1

)
/∈ C2(Z) car sa trace n’est

pas dans [[−2,+2]] et donc C2(Z) n’est pas un groupe.

Troisième partie

1. a. Vect(G) est un sous-espace vectoriel de Mn(C), espace vectoriel de dimension
finie.

b. Si X ∈G posons Y = B−1X, alors Y ∈G groupe et X = BY d’où l’égalité
tr
[
(AB−1 − In)X

]
= tr(AY − BY ). Décomposons Y dans la base (Xi)1�i�k de

Vect(G), Y =
k∑

i=1

λiXi et utilisons la linéarité de tr :

tr
[
(AB−1 − In)X

]
=

k∑
i=1

λi

[
tr(AXi)− tr(BXi)] = 0 car T (A) = T (B).

c. Pour X = In ∈G il vient tr(AB−1) = tr(In) = n et I.3. montre alors que
AB−1 = In ie. A = B et T est injective.

Si A∈G, pour tout i dans [[1, k]], AXi ∈G d’où tr(AXi)∈[−n,+n] ∩ Z et donc
T (G) ⊂ [[−n,+n]]k ensemble fini. Comme T est injective, G est un groupe fini.

2. a. Soit P un polynôme solution, P =
n∏

i=1

(X−zi) = Xn−σ1X
n−1+· · ·+(−1)nσn

où les zi sont dans U et, pour tout k, σk =
∑

1�i1<···<ik�n

zi1zi2 · · · zik , alors

|σk| �
∑

1�i1<···<ik�n

|zi1zi2 · · · zik | =
(n
k

)
donc σk ∈

[
−
(n
k

)
,+

(n
k

) ]
ensemble de

cardinal nk = 2
(n
k

)
+ 1. Il y a donc au plus

n∏
k=1

nk solutions.

b. Si A∈Cn(Z), χA est un des polynômes P1, . . . , P� précédents, soit Pk.

Si p = h(A) et Pk =
n∏

i=1

(X − λi) alors chaque λi est dans Up et p est le plus petit

des entiers naturels non nuls r tels que, pour tout i, λr
i = 1 ie. λi ∈Ur.

Sur Cn(Z), h ne prend donc qu’au plus 	 valeurs.

Si l’on note p1, . . . , ps les valeurs distinctes prises par h sur Cn(Z) alors l’entier
Nn = ppcm(p1, . . . , ps) convient.
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• Sous-algèbres de L(E) de codimension 

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n � 2.
I désignera l’application identique de E, si (f, g)∈E on pose fg = f◦g.
On appelle ici K-algèbre A tout K-espace vectoriel muni d’une loi interne
notée ·, associative, distributive par rapport à l’addition et telle que :
∀(λ, x, y)∈K × A2, λ(x.y) = (λx).y = x.(λy), (la loi interne . ne possède
pas nécéssairement d’unité).
Tn(K) désigne la sous-algèbre de Mn(K) constituée des matrices triangu-
laires supérieures.

Première partie

A désigne une sous-algèbre de L(E) de dimension n2 − 1. On se propose de
montrer par l’absurde que I ∈A, pour cela on suppose I /∈ A.

1. Montrer L(E) = A⊕KI, en déduire : f ∈L(E) et f2 ∈A ⇒ f ∈A.

2. Soit (e1, . . . , en) une base de E, pour tout (i, j)∈[[1, n]] on note ui,j

l’unique endomorphisme de E vérifiant : ∀k∈[[1, n]], ui,j(ek) = δj,k ei.
Montrer que pour tout i∈[[1, n]], ui,i ∈A puis conclure.

On suppose désormais dim(E) = .

Deuxième partie

Soit A une sous-algèbre de L(E) de dimension 3.

1. Soit f ∈L(E) \ KI. Montrer que C(f) =
{
g ∈L(E)

∣∣ f.g = g.f
}
est la

sous-algèbre de L(E) égale à C(f) = Vect(I, f) et donner sa dimension.

2. a. Montrer que A admet une base de la forme (I,Φ,Ψ) avec Φ.Ψ �= Ψ.Φ.

b. Montrer alors l’existence de (λ, µ, ν)∈K3 tel que Φ.Ψ = λΦ + µΨ + νI
puis, en raisonnant par l’absurde, que (Φ− µI).(Ψ− λI) = 0.

c. Montrer que A admet une base (I,Φ1,Ψ1) avec Φ1.Ψ1 = 0.
Si (I,Φ1,Ψ1) est une telle base, montrer que Φ1 et Ψ1 sont de rang 1 et ont
un vecteur propre commun.

Troisième partie

1. Soit A un sous-ensemble non vide de L(E). Montrer l’équivalence entre
les propriétés suivantes :

(i) A est une sous-algèbre de L(E) de dimension 3,

(ii) Il existe une droite D de E telle que A =
{
f ∈L(E)

∣∣ f(D) ⊂ D
}
,

(iii) Il existe une base (e1, e2) de E telle que, si f ∈L(E), alors f ∈A si, et
seulement si, MB(f)∈T2(K).

2. On suppose dans cette question K = R et l’on considère un sous-groupe
fini G de GL(E) tel que dim

[
Vect(G)

]
= 3.

Montrer que V = Vect(G) est une sous-algèbre de L(E).
Montrer f2 = I pour tout élément f de G. En déduire que G est commutatif.
Que conclure ?

3. Soit (f, g) une famille libre de L(E) telle que f2 = g2 = 0. Montrer que
la sous-algèbre de L(E) engendrée par f et g est L(E).
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4. a. A−1 =
1

det(A)

t
Com(A) or

t
Com(A)∈M2(Z) et det(A) = ±1, d’où

A−1 ∈M2(Z). Posons p = h(A).

Ap = I2 ⇒ (A−1)p = I2 d’où A−1 ∈C2(Z) et h(A−1) � h(A).

Comme A = (A−1)−1 on a h(A) � h(A−1).

En définitive A−1 ∈C2(Z) et h(A−1) = h(A).

b. Utilisons les notations définies dans 2. B−1 =

(
−1 −1
1 0

)
et D1 =

(
1 −1
1 0

)

sont éléments de C2(Z) alors que B−1D1 =

(
−2 1
1 −1

)
/∈ C2(Z) car sa trace n’est

pas dans [[−2,+2]] et donc C2(Z) n’est pas un groupe.

Troisième partie

1. a. Vect(G) est un sous-espace vectoriel de Mn(C), espace vectoriel de dimension
finie.

b. Si X ∈G posons Y = B−1X, alors Y ∈G groupe et X = BY d’où l’égalité
tr
[
(AB−1 − In)X

]
= tr(AY − BY ). Décomposons Y dans la base (Xi)1�i�k de

Vect(G), Y =
k∑

i=1

λiXi et utilisons la linéarité de tr :

tr
[
(AB−1 − In)X

]
=

k∑
i=1

λi

[
tr(AXi)− tr(BXi)] = 0 car T (A) = T (B).

c. Pour X = In ∈G il vient tr(AB−1) = tr(In) = n et I.3. montre alors que
AB−1 = In ie. A = B et T est injective.

Si A∈G, pour tout i dans [[1, k]], AXi ∈G d’où tr(AXi)∈[−n,+n] ∩ Z et donc
T (G) ⊂ [[−n,+n]]k ensemble fini. Comme T est injective, G est un groupe fini.

2. a. Soit P un polynôme solution, P =
n∏

i=1

(X−zi) = Xn−σ1X
n−1+· · ·+(−1)nσn

où les zi sont dans U et, pour tout k, σk =
∑

1�i1<···<ik�n

zi1zi2 · · · zik , alors

|σk| �
∑

1�i1<···<ik�n

|zi1zi2 · · · zik | =
(n
k

)
donc σk ∈

[
−
(n
k

)
,+

(n
k

) ]
ensemble de

cardinal nk = 2
(n
k

)
+ 1. Il y a donc au plus

n∏
k=1

nk solutions.

b. Si A∈Cn(Z), χA est un des polynômes P1, . . . , P� précédents, soit Pk.

Si p = h(A) et Pk =
n∏

i=1
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i = 1 ie. λi ∈Ur.
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• Sous-algèbres de L(E) de codimension 

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n � 2.
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∀(λ, x, y)∈K × A2, λ(x.y) = (λx).y = x.(λy), (la loi interne . ne possède
pas nécéssairement d’unité).
Tn(K) désigne la sous-algèbre de Mn(K) constituée des matrices triangu-
laires supérieures.

Première partie

A désigne une sous-algèbre de L(E) de dimension n2 − 1. On se propose de
montrer par l’absurde que I ∈A, pour cela on suppose I /∈ A.

1. Montrer L(E) = A⊕KI, en déduire : f ∈L(E) et f2 ∈A ⇒ f ∈A.

2. Soit (e1, . . . , en) une base de E, pour tout (i, j)∈[[1, n]] on note ui,j

l’unique endomorphisme de E vérifiant : ∀k∈[[1, n]], ui,j(ek) = δj,k ei.
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On suppose désormais dim(E) = .

Deuxième partie

Soit A une sous-algèbre de L(E) de dimension 3.

1. Soit f ∈L(E) \ KI. Montrer que C(f) =
{
g ∈L(E)

∣∣ f.g = g.f
}
est la

sous-algèbre de L(E) égale à C(f) = Vect(I, f) et donner sa dimension.

2. a. Montrer que A admet une base de la forme (I,Φ,Ψ) avec Φ.Ψ �= Ψ.Φ.
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{
f ∈L(E)

∣∣ f(D) ⊂ D
}
,

(iii) Il existe une base (e1, e2) de E telle que, si f ∈L(E), alors f ∈A si, et
seulement si, MB(f)∈T2(K).

2. On suppose dans cette question K = R et l’on considère un sous-groupe
fini G de GL(E) tel que dim

[
Vect(G)

]
= 3.

Montrer que V = Vect(G) est une sous-algèbre de L(E).
Montrer f2 = I pour tout élément f de G. En déduire que G est commutatif.
Que conclure ?

3. Soit (f, g) une famille libre de L(E) telle que f2 = g2 = 0. Montrer que
la sous-algèbre de L(E) engendrée par f et g est L(E).
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4. On étudie le sous-espace vectoriel X de L
(
L(E)

)
constitué des éléments

∆ tels que : ∀(f, g)∈L(E)2, ∆(fg) = ∆(f)g + f∆(g).
À tout élément f0 de L(E) on associe l’élément Φ(f0) de L

(
L(E)

)
défini

par : Φ(f0)(f) = f0f − ff0. Montrer que Φ est une application linéaire de
L(E) dans L

(
L(E)

)
, déterminer Ker(Φ), vérifier Im(Φ) ⊂ X .

5. a. Soit ∆∈X ; montrer qu’il existe trois scalaires x, y et z tels que, dans

(e1, e2), les matrices de∆(u1,2) et∆(u2,1) soient

(
x y
0 −x

)
et

(
z 0

−y −z

)
.

b. A l’aide de F :

(
X → L(E)× L(E)
∆ �→

(
∆(u1,2),∆(u2,1)

)
)

montrer que dim(X ) = 3.

En déduire Im(Φ) = X .

Solution

Première partie

1. A est un hyperplan de L(E) dont I n’est pas élément donc L(E) = A⊕KI.
Soit f ∈L(E), écrivons f = a+ λI où (a, λ)∈A×K. On a f2 = (a2 + 2λa) + λ2I
et donc, si f2 ∈A, λ2 = 0 ie. λ = 0 ou encore f ∈A.

2. Si i �= j on a (ui,j)2 = 0∈A et donc ui,j ∈A. Or ui,i = ui,juj,i d’où ui,i ∈A.
I = u1,1 + · · ·+ un,n ∈A, ce qui contredit l’hypothèse I /∈ A.

Deuxième partie

1. Vect(I, f) ⊂ C(f) est immédiat. Comme f /∈ KI on a deg(Πf ) = 2 et donc
Vect(I, f) est un sous-espace vectoriel de L(E) de dimension 2.
Soient g ∈C(f), A et B des matrices de f et g relativement à une base de E.

Si A =

(
a b
c d

)
et B =

(
α β
γ δ

)
, on a : AB = BA ⇒




bγ = cβ
(a− d)β = b(α− δ)
(a− d)γ = c(α− δ)

• Si (b, c) �= (0, 0), par exemple b �= 0, avec λ =
β

b
on a β = λb, γ = βc et aussi

λ(a− d) = α− δ d’où B = (α− λa)I2 + λA.
• Si b = c = 0 nécessairement a �= d car A /∈ KI2 d’où β = γ = 0 puis

B =
aδ − dα

a− d
I2+

α− δ

a− d
A. Dans tous les cas g ∈Vect(I, f), d’où C(f) = Vect(I, f).

2. a. Si Φ∈A\KI alors C(Φ) est une sous-algèbre de dimension 2 de A et on peut
donc choisir un élément Ψ dans A\C(Φ). Alors (I,Φ,Ψ) est une famille libre dans
A de dimension 3 avec ΦΨ �= ΨΦ, cette famille répond à la question.

b. Comme ΦΨ∈A on a l’existence de (λ, µ, ν).
(Φ − µI)(Ψ − λI) = (λµ + ν)I et, si λµ + ν �= 0, alors Φ − µI ∈GL(E) et son
inverse est liée à Ψ− λI, donc Φ et Ψ commutent, ce qui est absurde.
Par conséquent (Φ− µI)(Ψ− λI) = 0.

c. Les familles (I,Φ,Ψ) et (I,Φ − µI,Ψ − λI) ont même rang et donc choisir
(Φ1,Ψ1) = (Φ− µI,Ψ− λI) convient.
Φ1 et Ψ1 sont à la fois non inversibles et non nulles donc de rang 1. Si e est un
vecteur générateur de Im(Ψ1) alors, comme Ψ1(e)∈ Im(Ψ) = Ke, le vecteur e est
un vecteur propre de Ψ1 et il est d’autre part dans Ker(Φ), il s’agit donc d’un
vecteur propre commun à Φ1 et Ψ1.
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Troisième partie

1. On utilise les résultats et les notations de la deuxième partie.

• Supposons (i) et choisissons e1 un vecteur directeur de Im(Ψ1), c’est un vecteur
propre de I,Φ1 et Ψ1 et donc de tout élément de A. Si B = (e1, e2) est une base de
E alors, pour tout f ∈A, MB(f)∈T2(K) et, comme

{
f ∈L(E)

∣∣ MB(f)∈T2(K)
}

est de dimension 3, il vient
{
f ∈L(E)

∣∣ MB(f)∈T2(K)
}
= A et donc (i)⇒(iii).

• (iii) ⇐⇒ (ii) est immédiat ainsi que (iii)⇒(i).

2. Vect(G) est stable par produit car G l’est et donc Vect(G) est une sous-algèbre
de L(E).

Si l’on note p le cardinal de G alors, pour tout f ∈G, fp = I et donc f annule le
polynôme Xp − 1. D’autre part la propriété (iii) prouve que χf est scindé sur R
et donc Sp(f) ⊂ U ∩ R = {−1,+1}. Une matrice A de f est C-diagonalisable et
donc A2 est C-semblable à I2 ie. égale à I2, d’où f2 = I.

Tout élément de G est son propre inverse et donc, si f et g sont des éléments de
G, on a fg = (fg)−1 = g−1f−1 = gf ie. G est commutatif.

L’algèbre Vect(G) serait commutative, ce qui est en contradiction avec la question
II.1. Un tel groupe G n’existe donc pas.

3. f est nilpotent et donc (I, f) est libre. Si g = λI+µf on a 0 = g2 = λ2I+2λµf
d’où λ2 = λµ = 0 par liberté de (f, g). Par suite λ = 0 et g ∈Kf , ce qui est
exclu, donc (I, f, g) est libre. Si l’algèbre engendrée par cette famille n’est pas
L(E) sa dimension est 3 et on peut simultanément trigonaliser f et g. Comme{
A∈T2(K)

∣∣ A2 = 0
}

est de dimension 1, la famille (f, g) est liée, ce qui est
absurde.

4. La linéarité de Φ est immédiate et Ker(Φ) est exactement le centre de L(E) ie.
le sous-espace vectoriel KI.

Soit ϕ∈ Im(Φ), ϕ = Φ(f0) où f0 ∈L(E). Si (f, g)∈
(
L(E)

)2
on a :

ϕ(fg) = f0fg − fgf0 = (f0f − ff0)g + f(f0g − gf0) = ϕ(f)g + fϕ(g) et donc
ϕ∈X .

5. a. Si A =

(
x y
x′ y′

)
est la matrice de u1,2 relativement à (e1, e2), alors comme

(u1,2)2 = 0, on a 0 = ∆(u1,2)u1,2 + u1,2∆(u1,2) ie. AE1,2 + E1,2A = 0 soit

x+ y′ = x′ = 0 d’où A =

(
x y
0 −x

)
.

De même, relativement à cette base la matrice de u2,1 est de la forme

(
z 0
t −z

)
.

u1,2u2,1u1,2 = u1,2 donne ∆(u1,2)u2,2 + u1,2∆(u2,1)u1,2 + u1,1∆(u1,2) = ∆(u1,2)
soit encore AE2,2 + E1,2AE1,2 + E1,1A = A d’où t = −y et le résultat demandé.

b. L’application F est linéaire injective.

En effet si ∆∈Ker(F ) on a ∆(u1,1) = ∆(u1,2u2,1) = ∆(u1,2)u2,1+u1,2∆(u2,1) = 0
et, de même, ∆(u2,2) = 0. ∆ s’annule sur une base de L(E) et donc est nulle.

la question a. a montré que rg(F ) � 3 et donc dim(X ) � 3.

Le théorème du rang appliqué à Φ montre que rg(Φ) = 3 et, comme Im(Φ) ⊂ X ,
on en déduit rg(Φ) = dim(X ) = 3 puis Im(Φ) = X .
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4. On étudie le sous-espace vectoriel X de L
(
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constitué des éléments

∆ tels que : ∀(f, g)∈L(E)2, ∆(fg) = ∆(f)g + f∆(g).
À tout élément f0 de L(E) on associe l’élément Φ(f0) de L

(
L(E)

)
défini

par : Φ(f0)(f) = f0f − ff0. Montrer que Φ est une application linéaire de
L(E) dans L

(
L(E)

)
, déterminer Ker(Φ), vérifier Im(Φ) ⊂ X .

5. a. Soit ∆∈X ; montrer qu’il existe trois scalaires x, y et z tels que, dans

(e1, e2), les matrices de∆(u1,2) et∆(u2,1) soient
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x y
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)
et
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)
.

b. A l’aide de F :

(
X → L(E)× L(E)
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(
∆(u1,2),∆(u2,1)

)
)

montrer que dim(X ) = 3.

En déduire Im(Φ) = X .
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1. A est un hyperplan de L(E) dont I n’est pas élément donc L(E) = A⊕KI.
Soit f ∈L(E), écrivons f = a+ λI où (a, λ)∈A×K. On a f2 = (a2 + 2λa) + λ2I
et donc, si f2 ∈A, λ2 = 0 ie. λ = 0 ou encore f ∈A.

2. Si i �= j on a (ui,j)2 = 0∈A et donc ui,j ∈A. Or ui,i = ui,juj,i d’où ui,i ∈A.
I = u1,1 + · · ·+ un,n ∈A, ce qui contredit l’hypothèse I /∈ A.

Deuxième partie

1. Vect(I, f) ⊂ C(f) est immédiat. Comme f /∈ KI on a deg(Πf ) = 2 et donc
Vect(I, f) est un sous-espace vectoriel de L(E) de dimension 2.
Soient g ∈C(f), A et B des matrices de f et g relativement à une base de E.

Si A =

(
a b
c d

)
et B =

(
α β
γ δ

)
, on a : AB = BA ⇒




bγ = cβ
(a− d)β = b(α− δ)
(a− d)γ = c(α− δ)

• Si (b, c) �= (0, 0), par exemple b �= 0, avec λ =
β

b
on a β = λb, γ = βc et aussi

λ(a− d) = α− δ d’où B = (α− λa)I2 + λA.
• Si b = c = 0 nécessairement a �= d car A /∈ KI2 d’où β = γ = 0 puis

B =
aδ − dα

a− d
I2+

α− δ

a− d
A. Dans tous les cas g ∈Vect(I, f), d’où C(f) = Vect(I, f).

2. a. Si Φ∈A\KI alors C(Φ) est une sous-algèbre de dimension 2 de A et on peut
donc choisir un élément Ψ dans A\C(Φ). Alors (I,Φ,Ψ) est une famille libre dans
A de dimension 3 avec ΦΨ �= ΨΦ, cette famille répond à la question.

b. Comme ΦΨ∈A on a l’existence de (λ, µ, ν).
(Φ − µI)(Ψ − λI) = (λµ + ν)I et, si λµ + ν �= 0, alors Φ − µI ∈GL(E) et son
inverse est liée à Ψ− λI, donc Φ et Ψ commutent, ce qui est absurde.
Par conséquent (Φ− µI)(Ψ− λI) = 0.

c. Les familles (I,Φ,Ψ) et (I,Φ − µI,Ψ − λI) ont même rang et donc choisir
(Φ1,Ψ1) = (Φ− µI,Ψ− λI) convient.
Φ1 et Ψ1 sont à la fois non inversibles et non nulles donc de rang 1. Si e est un
vecteur générateur de Im(Ψ1) alors, comme Ψ1(e)∈ Im(Ψ) = Ke, le vecteur e est
un vecteur propre de Ψ1 et il est d’autre part dans Ker(Φ), il s’agit donc d’un
vecteur propre commun à Φ1 et Ψ1.
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I = u1,1 + · · ·+ un,n ∈A, ce qui contredit l’hypothèse I /∈ A.
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• (iii) ⇐⇒ (ii) est immédiat ainsi que (iii)⇒(i).

2. Vect(G) est stable par produit car G l’est et donc Vect(G) est une sous-algèbre
de L(E).

Si l’on note p le cardinal de G alors, pour tout f ∈G, fp = I et donc f annule le
polynôme Xp − 1. D’autre part la propriété (iii) prouve que χf est scindé sur R
et donc Sp(f) ⊂ U ∩ R = {−1,+1}. Une matrice A de f est C-diagonalisable et
donc A2 est C-semblable à I2 ie. égale à I2, d’où f2 = I.

Tout élément de G est son propre inverse et donc, si f et g sont des éléments de
G, on a fg = (fg)−1 = g−1f−1 = gf ie. G est commutatif.

L’algèbre Vect(G) serait commutative, ce qui est en contradiction avec la question
II.1. Un tel groupe G n’existe donc pas.

3. f est nilpotent et donc (I, f) est libre. Si g = λI+µf on a 0 = g2 = λ2I+2λµf
d’où λ2 = λµ = 0 par liberté de (f, g). Par suite λ = 0 et g ∈Kf , ce qui est
exclu, donc (I, f, g) est libre. Si l’algèbre engendrée par cette famille n’est pas
L(E) sa dimension est 3 et on peut simultanément trigonaliser f et g. Comme{
A∈T2(K)

∣∣ A2 = 0
}

est de dimension 1, la famille (f, g) est liée, ce qui est
absurde.

4. La linéarité de Φ est immédiate et Ker(Φ) est exactement le centre de L(E) ie.
le sous-espace vectoriel KI.

Soit ϕ∈ Im(Φ), ϕ = Φ(f0) où f0 ∈L(E). Si (f, g)∈
(
L(E)

)2
on a :

ϕ(fg) = f0fg − fgf0 = (f0f − ff0)g + f(f0g − gf0) = ϕ(f)g + fϕ(g) et donc
ϕ∈X .

5. a. Si A =

(
x y
x′ y′

)
est la matrice de u1,2 relativement à (e1, e2), alors comme

(u1,2)2 = 0, on a 0 = ∆(u1,2)u1,2 + u1,2∆(u1,2) ie. AE1,2 + E1,2A = 0 soit

x+ y′ = x′ = 0 d’où A =

(
x y
0 −x

)
.

De même, relativement à cette base la matrice de u2,1 est de la forme

(
z 0
t −z

)
.

u1,2u2,1u1,2 = u1,2 donne ∆(u1,2)u2,2 + u1,2∆(u2,1)u1,2 + u1,1∆(u1,2) = ∆(u1,2)
soit encore AE2,2 + E1,2AE1,2 + E1,1A = A d’où t = −y et le résultat demandé.

b. L’application F est linéaire injective.

En effet si ∆∈Ker(F ) on a ∆(u1,1) = ∆(u1,2u2,1) = ∆(u1,2)u2,1+u1,2∆(u2,1) = 0
et, de même, ∆(u2,2) = 0. ∆ s’annule sur une base de L(E) et donc est nulle.

la question a. a montré que rg(F ) � 3 et donc dim(X ) � 3.

Le théorème du rang appliqué à Φ montre que rg(Φ) = 3 et, comme Im(Φ) ⊂ X ,
on en déduit rg(Φ) = dim(X ) = 3 puis Im(Φ) = X .
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4. On étudie le sous-espace vectoriel X de L
(
L(E)

)
constitué des éléments

∆ tels que : ∀(f, g)∈L(E)2, ∆(fg) = ∆(f)g + f∆(g).
À tout élément f0 de L(E) on associe l’élément Φ(f0) de L

(
L(E)

)
défini

par : Φ(f0)(f) = f0f − ff0. Montrer que Φ est une application linéaire de
L(E) dans L

(
L(E)

)
, déterminer Ker(Φ), vérifier Im(Φ) ⊂ X .

5. a. Soit ∆∈X ; montrer qu’il existe trois scalaires x, y et z tels que, dans

(e1, e2), les matrices de∆(u1,2) et∆(u2,1) soient

(
x y
0 −x

)
et

(
z 0

−y −z

)
.

b. A l’aide de F :

(
X → L(E)× L(E)
∆ �→

(
∆(u1,2),∆(u2,1)

)
)

montrer que dim(X ) = 3.

En déduire Im(Φ) = X .

Solution

Première partie

1. A est un hyperplan de L(E) dont I n’est pas élément donc L(E) = A⊕KI.
Soit f ∈L(E), écrivons f = a+ λI où (a, λ)∈A×K. On a f2 = (a2 + 2λa) + λ2I
et donc, si f2 ∈A, λ2 = 0 ie. λ = 0 ou encore f ∈A.

2. Si i �= j on a (ui,j)2 = 0∈A et donc ui,j ∈A. Or ui,i = ui,juj,i d’où ui,i ∈A.
I = u1,1 + · · ·+ un,n ∈A, ce qui contredit l’hypothèse I /∈ A.

Deuxième partie

1. Vect(I, f) ⊂ C(f) est immédiat. Comme f /∈ KI on a deg(Πf ) = 2 et donc
Vect(I, f) est un sous-espace vectoriel de L(E) de dimension 2.
Soient g ∈C(f), A et B des matrices de f et g relativement à une base de E.

Si A =

(
a b
c d

)
et B =

(
α β
γ δ

)
, on a : AB = BA ⇒




bγ = cβ
(a− d)β = b(α− δ)
(a− d)γ = c(α− δ)

• Si (b, c) �= (0, 0), par exemple b �= 0, avec λ =
β

b
on a β = λb, γ = βc et aussi

λ(a− d) = α− δ d’où B = (α− λa)I2 + λA.
• Si b = c = 0 nécessairement a �= d car A /∈ KI2 d’où β = γ = 0 puis

B =
aδ − dα

a− d
I2+

α− δ

a− d
A. Dans tous les cas g ∈Vect(I, f), d’où C(f) = Vect(I, f).

2. a. Si Φ∈A\KI alors C(Φ) est une sous-algèbre de dimension 2 de A et on peut
donc choisir un élément Ψ dans A\C(Φ). Alors (I,Φ,Ψ) est une famille libre dans
A de dimension 3 avec ΦΨ �= ΨΦ, cette famille répond à la question.

b. Comme ΦΨ∈A on a l’existence de (λ, µ, ν).
(Φ − µI)(Ψ − λI) = (λµ + ν)I et, si λµ + ν �= 0, alors Φ − µI ∈GL(E) et son
inverse est liée à Ψ− λI, donc Φ et Ψ commutent, ce qui est absurde.
Par conséquent (Φ− µI)(Ψ− λI) = 0.

c. Les familles (I,Φ,Ψ) et (I,Φ − µI,Ψ − λI) ont même rang et donc choisir
(Φ1,Ψ1) = (Φ− µI,Ψ− λI) convient.
Φ1 et Ψ1 sont à la fois non inversibles et non nulles donc de rang 1. Si e est un
vecteur générateur de Im(Ψ1) alors, comme Ψ1(e)∈ Im(Ψ) = Ke, le vecteur e est
un vecteur propre de Ψ1 et il est d’autre part dans Ker(Φ), il s’agit donc d’un
vecteur propre commun à Φ1 et Ψ1.
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• Matrice de Vandermonde

Pour n∈N�, soient ω = e
2iπ
n , A =

(
ω(p−1)(q−1)

)
1�p,q�n

et τ = tr(A).

Première partie

1. Si r∈Z, calculer Sr =
n−1∑
k=0

ωkr.

2. Calculer A2 et B2 si B =
1

n
A2. En déduire | det(A)|.

3. Montrer que B est diagonalisable et préciser son spectre.
Déterminer les sous-espaces propres en distinguant selon la parité de n.

4. Montrer que A est diagonalisable et que son spectre est inclus dans
l’ensemble

{√
n,−

√
n, i

√
n,−i

√
n
}
.

5. Calculer C =
∑

1�p<q�n

(p+ q).

6. Montrer qu’un argument de det(A) est
π

4
(n− 1)(3n− 2).

7. Si r∈Z soit τr =
n−1∑
k=0

ω(r+k)2 . Montrer : ∀r∈Z, τr = τ .

En déduire |τ |2 =
∑

0�r,s�n−1

ω(r+s)2−r2 puis |τ | =

{√
n si n = 2p+ 1,√
2n si n = 4p,

0 sinon.

Deuxième partie
Soient a, b, c, d les ordres de multiplicité des valeurs propres éventuelles√
n,−

√
n, i

√
n,−i

√
n de A.

1. Exprimer τ en fonction de a, b, c, d ; en déduire (a− b)2 + (c− d)2.

2. Calculer a+ b et c+ d en distinguant suivant la parité de n.

3. a. Ici n = 2p + 1. En distinguant suivant la parité de p et à l’aide d’un
argument de det(A) calculer (a, b, c, d).

b. Procéder de même si n = 2p.

Solution

Première partie

1. Tout d’abord ωr = 1 si, et seulement si, r∈nZ. Dans ce cas Sr = n. Sinon

Sr =
1− ωnr

1− ωr
= 0 car ωn = 1.

2. Posons Z = A2, alors zp,q =

n∑
k=1

ω(k−1)(p−1)ω(k−1)(q−1) = Sp+q−2.

Comme 1 � p, q � n, on a 0 � p+ q− 2 � 2(n− 1) et donc p+ q− 2∈nZ a lieu si,

et seulement si, p = q = 1 ou p+ q = n+2. Par suite A2 = n




1 0 · · · 0
0 . .

.
1

... . .
.

. .
.

0 1 (0)



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et B2 =
1

n2
A4 = In. On a | det(A)|4 = n2n| det(B)|2 = n2n d’où | det(A)| = nn/2.

3. Notons (E1, . . . , En) la base canonique de Mn,1(C).
B annule (X − 1)(X + 1) et n’est pas dans RIn donc B est diagonalisable avec
Sp(B) = {−1,+1}· De plus tr(B) = 1 si n est impair et 2 sinon.

• Si n = 2p+1 la trace montre que 1 et −1 sont valeurs propres d’ordre p+1 et p.
(E1, E2 +E2p+1, E3 +E2p, . . . , Ep +Ep+1) est une famille libre de p+ 1 éléments
de Ker(B − I2p+1) donc une base de ce sous-espace propre.
De même (E2 −E2p+1, E3 −E2p, . . . , Ep −Ep+1) est une base de Ker(B + I2p+1).

• Si n = 2p la trace montre que 1 et −1 sont valeurs propres d’ordre p+1 et p−1.
(E1, E2 + E2p, E3 + E2p−1, . . . , Ep−1 + Ep+1, Ep) est une base de Ker(B − I2p),
(E2 − E2p, E3 − E2p−1, . . . , Ep−1 − Ep+1) est une base de Ker(B + I2p).

4. A annule le polynôme X4 − n2 =
(
X −

√
n
)(
X +

√
n
)(
X − i

√
n
)(
X + i

√
n
)

d’où le résultat.

5. 2C =
∑

1�p<q�n
p �=q

(p + q) =
∑

1�p,q�n

(p + q) −
n∑

p=1

(2p) = 2
∑

1�p,q�n

p − 2

n∑
p=1

p soit

2C = n(n+ 1)(n− 1) puis C =
n(n2 − 1)

2
·

6. A étant une matrice de Vandermonde on a det(A) =
∏

1�p<q�n

(ωq−1 − ωp−1).

Or ωq−1 − ωp−1 = 2i sin
(q − p

n
π
)
exp

(
i
p+ q − 2

n
π
)

et sin
(q − p

n
π
)

> 0 car

0 <
q − p

n
π <

n− 1

n
π < π.

Par suite arg
[
det(A)

]
≡

∑
1�p<q�n

[π
2
+

p+ q − 2

n
π
]

[2π],

arg
[
det(A)

]
≡ π

[1
2
− 2

n

]
×Card

({
(p, q)∈[[1, n]]2

∣∣ 1 � p < q � n
})

+
π

n
C [2π],

soit arg
[
det(A)

]
≡ π

4
(n − 1)(3n − 2) [2π] car

{
(p, q)∈[[1, n]]2

∣∣ 1 � p < q � n
}

a pour cardinal
n2 − n

2
·

7. On a déjà τ0 = τ , reste donc à montrer que la suite (τr)r est constante.

τr+1 − τr =

n−1∑
k=0

[
ω(r+1+k)2 − ω(r+k)2

]
= ω(r+n)2 − ωr2 = ωr2

[
ω(r+n)2−r2 − 1

]
= 0

car (r + n)2 − r2 ∈nZ et ωn = 1, d’où le résultat.

Alors |τ |2 = τ

n−1∑
r=0

ω−r2 =
∑

0�r,s�n−1

ω(r+s)2ω−r2 car τ = τr = τs si (r, s)∈Z2.

D’où |τ |2 =
∑

0�r,s�n−1

ωs2ω2rs =

n−1∑
s=0

ωs2S2s.

Distinguons alors trois cas suivant que
n

2
est ou non un entier et suivant sa parité :

• Si n = 2p+ 1, |τ |2 = ω0S0 = n d’où |τ | =
√
n.

• Si n = 4p, |τ |2 = ω0S0+ω(2p)2Sn = n(1+e2ipπ) = n(1+1) = 2n d’où |τ | =
√
2n.

• Si n = 4p+ 2, |τ |2 = ω0S0 + ω(2p+1)2Sn = n(1 + ei(2p+1)π) = 0 d’où |τ | = 0.
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• Matrice de Vandermonde

Pour n∈N�, soient ω = e
2iπ
n , A =

(
ω(p−1)(q−1)

)
1�p,q�n

et τ = tr(A).

Première partie

1. Si r∈Z, calculer Sr =
n−1∑
k=0

ωkr.

2. Calculer A2 et B2 si B =
1

n
A2. En déduire | det(A)|.

3. Montrer que B est diagonalisable et préciser son spectre.
Déterminer les sous-espaces propres en distinguant selon la parité de n.

4. Montrer que A est diagonalisable et que son spectre est inclus dans
l’ensemble

{√
n,−

√
n, i

√
n,−i

√
n
}
.

5. Calculer C =
∑

1�p<q�n

(p+ q).

6. Montrer qu’un argument de det(A) est
π

4
(n− 1)(3n− 2).

7. Si r∈Z soit τr =
n−1∑
k=0

ω(r+k)2 . Montrer : ∀r∈Z, τr = τ .

En déduire |τ |2 =
∑

0�r,s�n−1

ω(r+s)2−r2 puis |τ | =

{√
n si n = 2p+ 1,√
2n si n = 4p,

0 sinon.

Deuxième partie
Soient a, b, c, d les ordres de multiplicité des valeurs propres éventuelles√
n,−

√
n, i

√
n,−i

√
n de A.

1. Exprimer τ en fonction de a, b, c, d ; en déduire (a− b)2 + (c− d)2.

2. Calculer a+ b et c+ d en distinguant suivant la parité de n.

3. a. Ici n = 2p + 1. En distinguant suivant la parité de p et à l’aide d’un
argument de det(A) calculer (a, b, c, d).

b. Procéder de même si n = 2p.

Solution

Première partie

1. Tout d’abord ωr = 1 si, et seulement si, r∈nZ. Dans ce cas Sr = n. Sinon

Sr =
1− ωnr

1− ωr
= 0 car ωn = 1.

2. Posons Z = A2, alors zp,q =

n∑
k=1

ω(k−1)(p−1)ω(k−1)(q−1) = Sp+q−2.

Comme 1 � p, q � n, on a 0 � p+ q− 2 � 2(n− 1) et donc p+ q− 2∈nZ a lieu si,

et seulement si, p = q = 1 ou p+ q = n+2. Par suite A2 = n




1 0 · · · 0
0 . .

.
1

... . .
.

. .
.

0 1 (0)



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et B2 =
1

n2
A4 = In. On a | det(A)|4 = n2n| det(B)|2 = n2n d’où | det(A)| = nn/2.

3. Notons (E1, . . . , En) la base canonique de Mn,1(C).
B annule (X − 1)(X + 1) et n’est pas dans RIn donc B est diagonalisable avec
Sp(B) = {−1,+1}· De plus tr(B) = 1 si n est impair et 2 sinon.

• Si n = 2p+1 la trace montre que 1 et −1 sont valeurs propres d’ordre p+1 et p.
(E1, E2 +E2p+1, E3 +E2p, . . . , Ep +Ep+1) est une famille libre de p+ 1 éléments
de Ker(B − I2p+1) donc une base de ce sous-espace propre.
De même (E2 −E2p+1, E3 −E2p, . . . , Ep −Ep+1) est une base de Ker(B + I2p+1).

• Si n = 2p la trace montre que 1 et −1 sont valeurs propres d’ordre p+1 et p−1.
(E1, E2 + E2p, E3 + E2p−1, . . . , Ep−1 + Ep+1, Ep) est une base de Ker(B − I2p),
(E2 − E2p, E3 − E2p−1, . . . , Ep−1 − Ep+1) est une base de Ker(B + I2p).

4. A annule le polynôme X4 − n2 =
(
X −

√
n
)(
X +

√
n
)(
X − i

√
n
)(
X + i

√
n
)

d’où le résultat.

5. 2C =
∑

1�p<q�n
p �=q

(p + q) =
∑

1�p,q�n

(p + q) −
n∑

p=1

(2p) = 2
∑

1�p,q�n

p − 2

n∑
p=1

p soit

2C = n(n+ 1)(n− 1) puis C =
n(n2 − 1)

2
·

6. A étant une matrice de Vandermonde on a det(A) =
∏

1�p<q�n

(ωq−1 − ωp−1).

Or ωq−1 − ωp−1 = 2i sin
(q − p

n
π
)
exp

(
i
p+ q − 2

n
π
)

et sin
(q − p

n
π
)

> 0 car

0 <
q − p

n
π <

n− 1

n
π < π.

Par suite arg
[
det(A)

]
≡

∑
1�p<q�n

[π
2
+

p+ q − 2

n
π
]

[2π],

arg
[
det(A)

]
≡ π

[1
2
− 2

n

]
×Card

({
(p, q)∈[[1, n]]2

∣∣ 1 � p < q � n
})

+
π

n
C [2π],

soit arg
[
det(A)

]
≡ π

4
(n − 1)(3n − 2) [2π] car

{
(p, q)∈[[1, n]]2

∣∣ 1 � p < q � n
}

a pour cardinal
n2 − n

2
·

7. On a déjà τ0 = τ , reste donc à montrer que la suite (τr)r est constante.

τr+1 − τr =

n−1∑
k=0

[
ω(r+1+k)2 − ω(r+k)2

]
= ω(r+n)2 − ωr2 = ωr2

[
ω(r+n)2−r2 − 1

]
= 0

car (r + n)2 − r2 ∈nZ et ωn = 1, d’où le résultat.

Alors |τ |2 = τ

n−1∑
r=0

ω−r2 =
∑

0�r,s�n−1

ω(r+s)2ω−r2 car τ = τr = τs si (r, s)∈Z2.

D’où |τ |2 =
∑

0�r,s�n−1

ωs2ω2rs =

n−1∑
s=0

ωs2S2s.

Distinguons alors trois cas suivant que
n

2
est ou non un entier et suivant sa parité :

• Si n = 2p+ 1, |τ |2 = ω0S0 = n d’où |τ | =
√
n.

• Si n = 4p, |τ |2 = ω0S0+ω(2p)2Sn = n(1+e2ipπ) = n(1+1) = 2n d’où |τ | =
√
2n.

• Si n = 4p+ 2, |τ |2 = ω0S0 + ω(2p+1)2Sn = n(1 + ei(2p+1)π) = 0 d’où |τ | = 0.
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Deuxième partie

1. A est semblable à
√
n Diag(Ia,−Ib, iIc,−iId) et donc τ =

√
n
[
(a−b)+i(c−d)

]
.

On en déduit |τ |2 = n
[
(a− b)2 + (c− d)2

]
et, en utilisant le résultat de lI.7. on a :

(a− b)2 + (c− d)2 = 1 si n est impair, 2 si n ≡ 0 [4] et 0 sinon.

2. Bn est semblable à Diag(Ia+b,−Ic+d) d’où :

(a+ b, c+ d) =

{
(p+ 1, p− 1) si n = 2p,
(p+ 1, p) si n = 2p+ 1.

3. a. On a : a+ b = p+ 1, c+ d = p et (a− b)2 + (c− d)2 = 1.
• Si p = 2k alors c− d est pair donc nul, c = d = k, a = b± 1.
La question I.6. donne arg

[
det(A)

]
≡ kπ [2π] et l’on a, en utilisant la réduite

diagonale, det(A) = (
√
n)a(−

√
n)b(i

√
n)c(−i

√
n)c d’où arg

[
det(A)

]
≡ bπ [2π],

la seule solution est donc (a, b, c, d) = (k + 1, k, k, k).
• Si p = 2k + 1 on obtient de même (a, b, c, d) = (k + 1, k + 1, k, k + 1).

b. On distingue deux cas :
• Si n = 4k, les conditions sont a+b = 2k+1, c+d = 2k−1, (a−b)2+(c−d)2 = 2,

arg
[
det(A)

]
≡

(
k +

1

2

)
π [2π] d’où (a, b, c, d) = (k + 1, k, k, k − 1) ou encore

(k, k + 1, k − 1, k).
• Si n = 4k + 2, (a, b, c, d) = (k + 1, k + 1, k, k).

• Décomposition de Dunford ; applications

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale à N � 1. Soit u un
endomorphisme de E dont le polynôme caractéristique χ

u est scindé sur

K. On note χu =

n∏
i=1

(λi − X)αi et l’on appelle Ni = Ker(u − λiIE)
αi le

sous-espace caractéristique associé à la valeur propre λi.

I. Questions préliminaires

1. a. Montrer que Ni est stable par u et que E = N1 ⊕ · · · ⊕Nn.
b. Montrer que pour tout i ∈ [[1, n]], dim(Ni) = αi.

2. Montrer que la suite
(
Ker(uk)

)
k�0

est stationnaire. On note r le

minimum de l’ensemble des entiers k tels que Ker(uk) = Ker(uk+1). Montrer
que si k � r,Ker(uk) = Ker(uk+1). On appelle r l’indice de u.

3. Montrer que πu =

n∏
i=1

(X − λi)
ri où 1 � ri � αi et où ri est l’indice de

(u−λiIE). On pourra poser P = (X −λ1)
qQ où Q est le polynôme premier

avec (X − λ1)
r1 tel que πu(X) = (X − λ1)

r1Q et examiner les deux cas
q � r1 et q < r1.

4. Montrer que si v et v′ sont deux endomorphismes nilpotents de E, il en
est de même de v − v′ si v et v′ commutent.
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II. Le théorème

On conserve les notations de la partie I. Le but de cette partie est de
prouver qu’il existe un couple unique (d, v) d’endomorphismes de E tel
que u = d+ v, d◦v = v◦d avec d diagonalisable et v nilpotent.

1. Montrer que si l’on pose d(x) = λix et v(x) = u(x) − λix pour tout
x ∈ Ni, le couple (d, v) ainsi déterminé convient.

2. Soit (d′, n′) ∈
(
L(E)

)2
tel que u = d′ + v′, d′◦v′ = v′◦d′ avec d′

diagonalisable et v′ nilpotent.

a. Montrer que les sous-espaces vectoriels Ni sont stables par d
′.

b. Montrer que d− d′ est diagonalisable. Conclure.

III. Applications

On note ∆u = Ru−Lu où Ru et Lu sont les deux endomorphismes de L(E)
définis par Ru(w) = u◦w et Lu(w) = w◦u.
1. Comparer les polynômes πLu

et πu ainsi que χ
Lu

et χu.

2. Prouver que ∆u = ∆d +∆v, que ∆v est nilpotent, ∆d diagonalisable et
que ∆v et ∆d commutent.

3. Montrer que si ∆u est diagonalisable, u est diagonalisable.

Solution

Partie I

1. 2 et 3. sont des questions de cours, traitées précédemment.

4. S’il existe (p, q) ∈ N2 est tel que vp = v′q = 0, montrons que (v − v′)p+q = 0.
D’après le binôme de Newton, puisque v◦v′ = v′◦v, on a :

(v+v′)p+q =
∑

k+k′=p+q

(
p+ q
k

)
vk(−1)k

′
v′k

′
. Dans chaque terme de la somme, on

a : k � p ou k′ � q. Donc : v − v′ est nilpotente.

Partie II

1. Posons d(x) = λix et v(x) = u(x)−λix pour tout x ∈ Ni. Chaque Ni est stable

par d et par v puisque Ni est stable par u. Donc, il existe (di, vi) ∈
(
L(Ni)

)2
endomorphismes induits par d et v sur Ni. Ainsi défini, d est diagonalisable.
vαi
i = 0 puis que : ∀x ∈ Ni, (u− λiIE)

αi(x) = 0.
Soit α = max

i∈[[1,n]]
(αi). Alors n

α = 0 sur chaque Ni donc sur E ; donc nα = 0.

Comme, di = λiINi
pour tout i ∈ [[1, n]], on a di◦vi = vi◦di. Donc d◦v = v◦d. D’où

l’existence d’un couple (d, v) solution.

2. a. Comme d′◦u = u◦d′, les sous-espaces vectoriels Ni sont stables par d
′. En effet

si d′ commute avec u, il commute avec tout élément de K[u] donc avec (u−λiIE)
αi ,

d’où Ni = Ker(u− λiIE)
αi est stable par d′.
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Deuxième partie

1. A est semblable à
√
n Diag(Ia,−Ib, iIc,−iId) et donc τ =

√
n
[
(a−b)+i(c−d)

]
.

On en déduit |τ |2 = n
[
(a− b)2 + (c− d)2

]
et, en utilisant le résultat de lI.7. on a :

(a− b)2 + (c− d)2 = 1 si n est impair, 2 si n ≡ 0 [4] et 0 sinon.

2. Bn est semblable à Diag(Ia+b,−Ic+d) d’où :

(a+ b, c+ d) =

{
(p+ 1, p− 1) si n = 2p,
(p+ 1, p) si n = 2p+ 1.

3. a. On a : a+ b = p+ 1, c+ d = p et (a− b)2 + (c− d)2 = 1.
• Si p = 2k alors c− d est pair donc nul, c = d = k, a = b± 1.
La question I.6. donne arg

[
det(A)

]
≡ kπ [2π] et l’on a, en utilisant la réduite

diagonale, det(A) = (
√
n)a(−

√
n)b(i

√
n)c(−i

√
n)c d’où arg

[
det(A)

]
≡ bπ [2π],

la seule solution est donc (a, b, c, d) = (k + 1, k, k, k).
• Si p = 2k + 1 on obtient de même (a, b, c, d) = (k + 1, k + 1, k, k + 1).

b. On distingue deux cas :
• Si n = 4k, les conditions sont a+b = 2k+1, c+d = 2k−1, (a−b)2+(c−d)2 = 2,

arg
[
det(A)

]
≡

(
k +

1

2

)
π [2π] d’où (a, b, c, d) = (k + 1, k, k, k − 1) ou encore

(k, k + 1, k − 1, k).
• Si n = 4k + 2, (a, b, c, d) = (k + 1, k + 1, k, k).

• Décomposition de Dunford ; applications

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale à N � 1. Soit u un
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(λi − X)αi et l’on appelle Ni = Ker(u − λiIE)
αi le

sous-espace caractéristique associé à la valeur propre λi.

I. Questions préliminaires

1. a. Montrer que Ni est stable par u et que E = N1 ⊕ · · · ⊕Nn.
b. Montrer que pour tout i ∈ [[1, n]], dim(Ni) = αi.

2. Montrer que la suite
(
Ker(uk)

)
k�0

est stationnaire. On note r le

minimum de l’ensemble des entiers k tels que Ker(uk) = Ker(uk+1). Montrer
que si k � r,Ker(uk) = Ker(uk+1). On appelle r l’indice de u.

3. Montrer que πu =

n∏
i=1

(X − λi)
ri où 1 � ri � αi et où ri est l’indice de

(u−λiIE). On pourra poser P = (X −λ1)
qQ où Q est le polynôme premier

avec (X − λ1)
r1 tel que πu(X) = (X − λ1)

r1Q et examiner les deux cas
q � r1 et q < r1.

4. Montrer que si v et v′ sont deux endomorphismes nilpotents de E, il en
est de même de v − v′ si v et v′ commutent.

Travaux dirigés 87

II. Le théorème
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)
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′
v′k

′
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a : k � p ou k′ � q. Donc : v − v′ est nilpotente.

Partie II

1. Posons d(x) = λix et v(x) = u(x)−λix pour tout x ∈ Ni. Chaque Ni est stable

par d et par v puisque Ni est stable par u. Donc, il existe (di, vi) ∈
(
L(Ni)

)2
endomorphismes induits par d et v sur Ni. Ainsi défini, d est diagonalisable.
vαi
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d’où Ni = Ker(u− λiIE)
αi est stable par d′.
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b. Comme di = λiINi , on a d◦d′ = d′◦d sur chaque Ni, d’où d◦d′ = d′◦d. Comme
d et d′ sont diagonalisables, on peut trouver une base de E constituée de vecteurs
propres communs à d et d′. Donc d− d′ est diagonalisable.

u = d + v = d′ + v′. Donc d − d′ = v′ − v est un endomorphisme de E à la fois
diagonalisable et nilpotent d’après I.4. Donc d = d′ et v = v′. D’où l’unicité du
couple solution.

De II.1. et II.2. on déduit le théorème de Dunford.

Partie III

1. Par une récurrence immédiate, on prouve que :
∀k ∈ N, Rk

u(w) = uk◦w et Lk
u(w) = w◦uk.

Donc P (Ru)(w) = P (u)◦w et P (Lu)(w) = w◦P (u) pour tout P ∈ K[X].
Pour tout w ∈ L(E), πu(R)(w) = πu(u)◦w = 0. Donc πR|πu.
Pour tout w ∈ L(E), πRu(R)(w) = πRu(u)◦w = 0.
En particulier : πRu(u)◦IE = πRu(u) = 0. Donc πu|πRu . Finalement, πRu = πu.
De même, πLu

= πu.

2. On vérifie que ∆u = ∆d +∆v.
Comme d est diagonalisable, il en est de même de Ld et Rd d’après III.3.a. et
la caractérisation des endomorphismes diagonalisables par les polynômes annula-
teurs. Comme Rd et Ld commutent, puisque (Rd◦Ld)(w) = (Ld◦Rd)(w) = w◦d◦w,
l’endomorphisme ∆d = Rd − Ld est diagonalisable.
Comme v est nilpotent, il en est de même de Lv et Rv d’après III.3.a. Comme Rv et
Lv commutent, puisque (Rv◦Lv)(w) = (Lv◦Rv)(w) = w◦v◦w, l’endomorphisme
∆v = Rv − Lv est nilpotent d’après I.4.

3. Si ∆u est diagonalisable, alors ∆v = 0 d’après l’unicité dans le théorème de
Dunford et III.3.b). Comme le centre de L(E) (cf. exercice classique de MPSI) est
réduit aux homothéties, v = λIE . D’où v = 0 car v est nilpotent. Donc u = d est
diagonalisable.

• Suites récurrentes linéaires

p ∈ N∗ donné, (a0, . . . , ap−1) ∈ Kp, on note P (X) = Xp −
p−1∑
k=0

akX
n+k.

On définit EP comme l’ensemble des applications f de N dans K telles que

∀n ∈ N, f(n+ p) =

p−1∑
k=0

akf(n+ k)

et l’on note T l’endomorphisme de KN défini par T (f)(n) = f(n+ 1) pour
n ∈ N.
1. En utilisant P et T , montrer que E est un sous-espace vectoriel de KN.

2. Soit ϕ : Kp → EP , (β0, . . . , βp−1) �→ f telle que, pour tout élément
i ∈ [[0, p − 1], f(i) = βi. Montrer que ϕ est un isomorphisme de K-espaces
vectoriels. Préciser la dimension de EP .
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3. Montrer que EP est stable par T . On note τ l’endomorphisme induit par
T sur EP . Donner la matrice de τ dans la base canonique B de E, image de
la base canonique de Kp par ϕ. Quel est le polynôme caractéristique de τ ?

4. On pose ∆ = τ − IE . Préciser pour q ∈ N∗, le noyau de ∆q.

5. On suppose P scindé sur K et P (0) �= 0. Si λ1, . . . , λr sont les racines

distinctes de P sur K, on note P (X) =
r∏

i=1

(X − λi)
αi . Montrer

(i) E =
r⊕

i=1

Ker(τ − λiIE)
αi ,

(ii) f ∈ E ⇐⇒
(
∀n ∈ N, f(n) =

r∑
i=1

λn
i Qi(n)

)

où Qi ∈ Kαi−1[X] pour tout i ∈ [[1, r]].

On pourra poser eλ(n) = λn et calculer (τ − λIE)(eλ.g) pour g ∈ EP .

Solution

1. Par une récurrence immédiate, on montre que ∀(k, n) ∈ N2, T k(f)(n) = f(n+k).

Donc f ∈ EP ⇐⇒ ∀n ∈ N, T p(f)(n) =

p−1∑
k=0

akT
k(f)(n) ⇐⇒ P (T )(f) = 0.

Donc EP = Ker
[
P (T )

]
est bien un sous-espace vectoriel de KN.

2. ϕ est bien une application car f ∈ EP est déterminée par la donnée de

f(0), . . . , f(p − 1). En effet, si f(0) = β0, . . . , f(p − 1) = βp−1, f(p) =

p−1∑
j=0

ajf(j)

est déterminé de façon unique. Soit n ∈ N. Supposons f(k) connu pour tout

k � n+ p− 1, alors f(n+ p) =

p−1∑
j=0

ajf(n+ j) permet de déterminer f(n+ p) de

façon unique. Donc, par théorème de récurrence, il existe une unique suite f ∈ EP .

ϕ est clairement linéaire et pour tout f ∈ EP , il existe un unique (β0, . . . , βp−1)
de Kp tel que pour tout i ∈ [[0, p[[, f(i) = βi. Par suite ϕ est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. Donc dim(EP ) = dim(Kp) = p.

3. Comme EP = Ker
[
P (T )

]
où P ∈ K[X] et T◦P (T ) = P (T )◦T , le sous-espace

vectoriel Ep de KN est stable par T . Soit (e0, . . . , ep−1) la base canonique de Kp.
La famille (f0, . . . , fp−1) = B d’éléments de EP tels que ϕ(ei) = fi est une base
de EP car ϕ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On cherche (αk,i) ∈ Kp2

telle que τ(fi) =

p−1∑
k=0

αk,ifk.

Comme ϕ est bijective, on a : τ(fi) = g ⇐⇒
(
∀n ∈ [[0, p− 1]], τ(fi)(n) = g(n)

)
.

τ(fi)(n) = fi(n+ 1) =
{
0 si i �= n+ 1 et 0 � n+ 1 � p− 1,
1 si i = n+ 1.
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où Qi ∈ Kαi−1[X] pour tout i ∈ [[1, r]].

On pourra poser eλ(n) = λn et calculer (τ − λIE)(eλ.g) pour g ∈ EP .

Solution
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Donc EP = Ker
[
P (T )

]
est bien un sous-espace vectoriel de KN.

2. ϕ est bien une application car f ∈ EP est déterminée par la donnée de

f(0), . . . , f(p − 1). En effet, si f(0) = β0, . . . , f(p − 1) = βp−1, f(p) =

p−1∑
j=0

ajf(j)

est déterminé de façon unique. Soit n ∈ N. Supposons f(k) connu pour tout

k � n+ p− 1, alors f(n+ p) =

p−1∑
j=0

ajf(n+ j) permet de déterminer f(n+ p) de

façon unique. Donc, par théorème de récurrence, il existe une unique suite f ∈ EP .

ϕ est clairement linéaire et pour tout f ∈ EP , il existe un unique (β0, . . . , βp−1)
de Kp tel que pour tout i ∈ [[0, p[[, f(i) = βi. Par suite ϕ est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. Donc dim(EP ) = dim(Kp) = p.

3. Comme EP = Ker
[
P (T )

]
où P ∈ K[X] et T◦P (T ) = P (T )◦T , le sous-espace

vectoriel Ep de KN est stable par T . Soit (e0, . . . , ep−1) la base canonique de Kp.
La famille (f0, . . . , fp−1) = B d’éléments de EP tels que ϕ(ei) = fi est une base
de EP car ϕ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On cherche (αk,i) ∈ Kp2

telle que τ(fi) =

p−1∑
k=0

αk,ifk.

Comme ϕ est bijective, on a : τ(fi) = g ⇐⇒
(
∀n ∈ [[0, p− 1]], τ(fi)(n) = g(n)

)
.

τ(fi)(n) = fi(n+ 1) =
{
0 si i �= n+ 1 et 0 � n+ 1 � p− 1,
1 si i = n+ 1.
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b. Comme di = λiINi , on a d◦d′ = d′◦d sur chaque Ni, d’où d◦d′ = d′◦d. Comme
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• Suites récurrentes linéaires
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p−1∑
k=0

akX
n+k.
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p−1∑
k=0
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i=1
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λn
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fi(n+ 1) =

{
1 si n = i− 1, (i � 1),
0 si n �= i− 1 et 0 � n � p− 2.

fi(p) = −ap−1fi(p− 1)− · · · − aifi(i)− · · · a0fi(0).
Donc : f0(p) = −a0, f1(p) = −a1, . . . , fp−1(p) = −ap−1.

D’où : MB(τ) =




0 1 · · · (0)

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1

−a0 · · · −ap−2 −ap−1


.

En procédant comme dans la démonstration du théorème de Cayley-Hamilton on
conclut que χ

τ = P .

4. Soit P l’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré strictement
inférieur à q. Comme deg

[
∆(Q)

]
� deg(Q)− 1 pour tout Q ∈ P, par récurrence,

on a : P ⊂ Ker(∆q). Comme ∆q = (τ − IE)
q = Q(τ) où Q =

q∑
k=0

(
q
k

)
(−1)q−kXk

est un polynôme de degré q, d’après le binôme de Newton car τ◦IE = IE◦τ .
Des questions 1. et 2. on déduit que dim(∆q) = dim(EQ) = q. Comme dim(P) = q,
donc P = Ker(∆q).

5. (i) est une application du théorème des noyaux.

(ii) Comme P (0) �= 0, Sp(τ) ne contient pas 0.

• Si λ �= 0,Ker(τ − λIE) est la droite vectorielle engendrée par eλ : n �→ λn. En
effet, τ(f) = λf ⇐⇒

(
∀n ∈ N, f(n+ 1) = λf(n)

)
⇐⇒ ∀n ∈ N, f(n) = λnf(0).

• Si q > 1, cherchons Ker(τ − λIE)
q.

Si g ∈ EP , ∀n ∈ N, (τ − λIE)(eλ.g)(n) = (eλ.g)(n+ 1)− λ(eλ.g)(n).

(τ − λIE)(eλ.g)(n) = λn+1
[
g(n+ 1)− g(n)

]
= λeλ(n)(∆g)(n).

D’où (τ − λIE)(eλ.g) = λeλ∆g.
Par récurrence sur q, on a : ∀q > 1, (τ − λIE)

q(eλ.g) = λqeλ∆
qg. (
)

Si f ∈ E, on peut écrire f = eλ.g où g ∈ E.
Donc (
) ⇒

[
f ∈ Ker(τ − λIE)

q ⇐⇒ g ∈ Ker(∆q)
]
.

De la question 4. on déduit que f ∈ Ker(τ − λIE)
q ⇐⇒ g ∈ P. D’où le résultat.

3. ESPACES VECTORIELS

NORMÉS

Dans tout ce chapitre K désigne l’un des corps R ou C.

I. Normes et distances

A. Définitions

1. Définition d’une norme
1. Soit E un espace vectoriel sur K, une norme sur E est une application
N de E dans R+ vérifiant :
(i) ∀x∈E, N(x) = 0 ⇒ x = 0 Séparation
(ii) ∀x∈E, ∀λ∈K, N(λx) = |λ|N(x) Homogénéité
(iii) ∀(x, y)∈E2, N(x+ y) � N(x) +N(y) Inégalité triangulaire
2. Le couple (E,N) est alors appelé espace vectoriel normé.

Exemple

La valeur absolue (le module) est une norme sur R (sur C).
Remarque

Tout C-espace vectoriel E est un R-espace vectoriel ; une C-norme est donc une
R-norme ; la réciproque est fausse.

1.1. Propriétés

1. Si N est une norme sur E alors : ∀(x, y)∈E2,
∣∣N(x)−N(y)

∣∣ � N(x−y).

2. De plus : ∀q ∈N�, ∀(x1, . . . , xq)∈Eq, N

( q∑
k=1

xk

)
�

q∑
k=1

N(xk).

Démonstration

1. On aN(x) = N
(
(x−y)+y

)
� N(x−y)+N(y) d’oùN(x)−N(y) � N(x−y), par

suiteN(y)−N(x) � N(y−x) et donc max
{
N(x)−N(y), N(y)−N(x)

}
� N(x−y),

ce qui est le résultat annoncé.
2. Se montre par récurrence immédiate à partir de l’inégalité triangulaire.��
En première année, on a prouvé le théorème suivant :

1.2. Théorème

Si
(
E,

(
· | ·

))
est un espace préhilbertien réel, l’application définie par :

x �→ ‖x‖2 =
(
x|x

)1/2
est une norme sur E.
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R-norme ; la réciproque est fausse.

1.1. Propriétés

1. Si N est une norme sur E alors : ∀(x, y)∈E2,
∣∣N(x)−N(y)

∣∣ � N(x−y).

2. De plus : ∀q ∈N�, ∀(x1, . . . , xq)∈Eq, N

( q∑
k=1

xk

)
�

q∑
k=1

N(xk).

Démonstration

1. On aN(x) = N
(
(x−y)+y

)
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1.2. Théorème
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2. Distance associée à une norme

2.1. Définition

On appelle alors distance associée à N l’application d de E2 dans R+ définie
par : ∀(x, y)∈E2, d(x, y) = N(x− y).

Des propriétés de N on déduit

2.2. Propriétés de d

(i) ∀(x, y)∈E2, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y
(ii) ∀(x, y)∈E2, d(x, y) = d(y, x) Symétrie
(iii) ∀(x, y, z)∈E3, d(x, y) � d(x, z) + d(z, y) Inégalité triangulaire

3. Boules

3.1. Définitions
Soient (E,N) un espace vectoriel normé, a un élément de E et r un réel
strictement positif, on définit les parties
B(a, r) =

{
x∈E

∣∣ N(x− a) < r
}
boule ouverte de centre a et de rayon r,

Bf (a, r) =
{
x∈E

∣∣ N(x− a) � r
}
boule fermée de centre a et de rayon r,

S(a, r) =
{
x∈E

∣∣ N(x− a) = r
}
sphère de centre a et de rayon r.

Remarque

Toute boule est convexe, par exemple si x et y sont éléments de B(a, r) et si
t∈[0, 1], N

(
tx+ (1− t)y − a

)
= N

(
t(x− a) + (1− t)(y − a)

)
d’où

N
(
tx + (1 − t)y − a

)
� tN(x − a) + (1 − t)N(y − a) < tr + (1 − t)r = r et donc

tx+ (1− t)y ∈B(a, r).

3.2. Définition
Si (E,N) est un espace vectoriel normé, une partie A de E est dite bornée
si elle est contenue dans une boule.

3.3. Propriété

Avec les mêmes notations A est bornée si, et seulement si, il existe un
réel positif ∆ tel que, pour tout (x, y)∈A2, N(x− y) � ∆ ou encore si, et
seulement si, il existe un réel positif M tel que, pour tout x∈A, N(x) � M .

Démonstration

Éliminons le cas immédiat où A est vide.

• Supposons A bornée, A ⊂ Bf (a, r) par exemple, alors, par inégalité triangulaire,
si (x, y)∈∈A2, N(x− y) � N(x− a) +N(a− y) � 2r et ∆ = 2r convient.

• Si ∆ majore
{
N(x − y)

∣∣ (x, y)∈A2
}
, en fixant a dans A on a, pour tout

x∈A, N(x) � N(x− a) +N(a) � ∆+N(a) et M = ∆+N(a) convient

• Si M majore
{
N(x)

∣∣ x∈A
}
alors A ⊂ Bf (0E ,M + 1), d’où A est bornée.��

3.4. Définition
Si X est un ensemble, une application f entre X et l’espace vectoriel normé
E est dite bornée si la partie f(X) de E est bornée. On note B

(
X,E

)
l’ensemble des applications bornées de X dans E.
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4. Définition (distance d’un point à une partie)

Soient (E,N) un espace vectoriel normé et d la distance associée. Si A est
une partie non vide de E et x un élément de E, l’ensemble

{
N(x−a)

∣∣ a∈A
}

est une partie non vide et minorée de R, on appelle distance de x à A, et
l’on note d(x,A), le nombre réel inf

a∈A
N(x− a) = inf

a∈A
d(x, a).

Exemple

Dans Rmuni de la norme usuelle x �→ |x|, on a d

(
−4

3
,N

)
=

4

3
et d

(
−4

3
,Z

)
=

1

3
·

5. Définition

Si (E,N) est un espace vectoriel normé, on appelle vecteur unitaire tout
élément v de E tel que N(v) = 1.

Remarque

Si (E,N) est un espace vectoriel normé et si u∈E \ {0}, alors, pour tout λ∈K,

le vecteur v = λ
u

N(u)
est unitaire si, et seulement si, |λ| = 1.

6. Définitions

Soient (E,N) un espace vectoriel normé et d la distance associée.
1. Si F est un sous-espace vectoriel de E, la restriction de N à F est une
norme sur F , appelée norme induite par N sur F , on la note encore N .
2. Si A est une partie de E, la restriction de d à A×A est appelée distance
induite sur A et vérifie les mêmes propriétés que d.

7. Produit fini d’espaces vectoriels normés

Théorème et définition

n∈N�, pour tout i∈[[1, n]], (Ei, Ni) est un K-espace vectoriel normé,
E = E1 × · · · × En est l’espace vectoriel produit.
L’application N : (x1, . . . , xn) �→ max

i∈[[1,n]]
Ni(xi) est une norme sur E, appelée

norme produit et (E,N) est appelé espace vectoriel normé produit.

Démonstration

N est clairement à valeurs dans R+ et, si (x1, . . . , xn)∈E avec N(x1, . . . , xn) = 0,
alors, pour tout i∈[[1, n]], 0 � Ni(xi) � N(x1, . . . , xn) = 0, d’où xi = 0Ei puis
(x1, . . . , xn) = 0E .

Si (x1, . . . , xn)∈E et λ∈K\{0}, ∀i∈[[1, n]], Ni(λxi) = |λ|Ni(xi) � |λ|N(x1, . . . , xn)
indépendant de i d’où N

(
λ(x1, . . . , xn)

)
� |λ|N(x1, . . . , xn).

Par suite N(x1, . . . , xn) = N

(
1

λ
(λx1, . . . , λxn)

)
�

1

|λ|
N
(
λ(x1, . . . , xn)

)
et donc

N
(
λ(x1, . . . , xn)

)
= |λ|N(x1, . . . , xn), le cas λ = 0 est immédiat.

Si, de plus, (y1, . . . , yn)∈E, pour tout i∈[[1, n]] on a :

Ni(xi + yi) � Ni(xi) +Ni(yi) � N(x1, . . . , xn) +N(y1, . . . , yn) indépendant de i,
d’où N

(
(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)

)
� N(x1, . . . , xn) +N(y1, . . . , yn).��
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2. Distance associée à une norme
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x∈E

∣∣ N(x− a) < r
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x∈E

∣∣ N(x− a) � r
}
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S(a, r) =
{
x∈E

∣∣ N(x− a) = r
}
sphère de centre a et de rayon r.
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Toute boule est convexe, par exemple si x et y sont éléments de B(a, r) et si
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tx+ (1− t)y − a
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= N
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t(x− a) + (1− t)(y − a)
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d’où

N
(
tx + (1 − t)y − a

)
� tN(x − a) + (1 − t)N(y − a) < tr + (1 − t)r = r et donc
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élément v de E tel que N(v) = 1.

Remarque
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B. Exemples fondamentaux

1. Normes sur Kn

1.1. Théorème (norme N∞)

N∞ : (x1, . . . , xn) �→ max
1�i�n

|xi| = ‖x‖∞ définit une norme sur Kn.

Démonstration

Comme x �→ |x| est une norme sur K, le théorème relatif au produit d’espaces
vectoriels normés montre que N∞ est une norme sur Kn.��
1.2. Théorème (norme N)

N1 : (x1, . . . , xn) �→ |x1|+ · · ·+ |xn| = ‖x‖1 définit une norme sur Kn.

Démonstration

(i) Si N1(x1, . . . , xn) = 0 alors ∀k∈[[1, n], |xk| � N1(x1, . . . , xn) = 0 d’où
(x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0).

(ii) N1(λx1, . . . , λxn) =
n∑

k=1

|λxk| = |λ|
n∑

k=1

|xk| = |λ|N1(x1, . . . , xn).

(iii) ∀k∈[[1, n]], |xk + yk| � |xk|+ |yk| d’où, par sommation :
N1

(
(x+ y)1, (x+ y)2, . . . , (x+ y)n

)
� N1(x1, . . . , xn) +N1(y1, . . . , yn).��

1.3. Théorème (norme N)

N2 : (x1, . . . , xn) �→
√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2 = ‖x‖2 définit une norme sur Kn.

Démonstration

La considération du produit scalaire canonique sur Rn montre le théorème dans le
cas où K = R.
Si K = C, la séparation et l’homogénéité se vérifient aisément.

‖x+y‖2 =

√√√√
n∑

k=1

|xk + yk|2 �

√√√√
n∑

k=1

(|xk|+ |yk|)2 � ‖x‖2+‖y‖2 car |xk| et |yk| ∈R

et le théorème est vrai pour K = R.��
1.4. Forme des boules dans R

Si X = (x, y) et r > 0 on a : N∞(X) � r ⇐⇒ |x| � r et |y| � r,
N1(X)� r ⇐⇒ |x| + |y|� r,N2(X)� r ⇐⇒ x2 + y2� r2 d’où la forme des boules
dans R2 muni respectivement des normes N∞, N1 et N2.

a r a r a r

Remarque

On peut observer que chaque boule d’une espèce contient une boule de même centre
pour une autre des trois normes. On verra plus tard une signification topologique
de cette remarque.
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2. Cas de la dimension infinie

2.1. Norme de la convergence uniforme

Théorème
Si X est un ensemble non vide et (E,N) un espace vectoriel normé, B(X,E)
est un K-espace vectoriel et NX

∞ : f �→ sup
x∈X

N(f(x)) = ‖f‖X∞ est une norme

sur cet espace vectoriel , on l’appelle norme de la convergence uniforme.

Démonstration

Montrons que B(X,E) est un sous-espace vectoriel de l’espace des applications de
X dans E : la fonction nulle est bornée, si f et g sont dans B(X,E) et λ dans
K, soient r et r′ dans ]0,+∞[ tels que f(X) ⊂ B(0, r) et g(X) ⊂ B(0, r′), alors
(λf + g)(X) ⊂ B(0, |λ|r + r′) et donc λf + g ∈B(X,E) ce qui donne la structure
d’espace vectoriel .

L’application NX
∞ est clairement à valeurs dans R+ et, si NX

∞(f) = 0, alors pour
tout x∈X, N

(
f(x)

)
� NX

∞(f) = 0 ie. f est nulle.

Si λ∈K et f ∈B(X,E), on a : ∀x∈X,N
(
λf(x)

)
= |λ|N

(
f(x)

)
� |λ|NX

∞(f).

Donc : NX
∞(λf) = sup

X
N
(
λf(x)

)
� |λ|NX

∞(f).

Si λ �= 0, NX
∞

( 1

λ
(λf)

)
= NX

∞(f) �
1

|λ|
NX

∞(λf) ⇒ NX
∞(λf) � |λ|NX

∞(f).

Donc, pour λ �= 0, on a NX
∞(λf) = |λ|NX

∞(f), égalité encore vraie si λ = 0.

Enfin, si f et g sont dans B(X,E), ∀x∈X, N
(
(f + g)(x)

)
� N

(
f(x)

)
+N

(
g(x)

)
d’où N

(
(f + g)(x)

)
� NX

∞(f) + NX
∞(g) puis NX

∞(f) + NX
∞(g) majore l’ensemble{

N
(
(f + g)(x)

) ∣∣ x∈X
}
d’où NX

∞(f + g) � NX
∞(f) +NX

∞(g).��
Remarque

NX
∞(f + g) n’est pas nécessairement élément de l’ensemble précédent, il ne faut

surtout pas confondre les notions de max et de sup.

2.2. Normes N,N et N
[a,b]
∞ sur C

(
[a, b],K

)
.

a) Norme N∞ : le cours de première année a prouvé que l’ensemble C
(
[a, b],K

)
des applications continues de [a, b] dans K est un sous-espace vectoriel de

B
(
[a, b],K

)
, la restriction de N

[a,b]
∞ définit alors une norme sur cet espace vectoriel

et même, on a : ∀f ∈C
(
[a, b],K

)
, N

[a,b]
∞ (f) = max

x∈[a,b]
N
(
f(x)

)
.

b) Norme N :

Théorème et définition

N1 : f �→
∫

[a,b]

|f | définit sur C
(
[a, b],K

)
une norme, on l’appelle norme de

la convergence en moyenne.

Démonstration

(i) Si N1(f) = 0 alors, comme |f | est continue positive, elle est nulle.

(ii) N1(λf) = |λ|N1(f) par linéarité de f �→
∫

[a,b]

f .
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∞(f + g) n’est pas nécessairement élément de l’ensemble précédent, il ne faut
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(ii) N1(λf) = |λ|N1(f) par linéarité de f �→
∫

[a,b]

f .
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(iii) |f + g| � |f | + |g| et, par croissance et linéarité de f �→
∫

[a,b]

f , il vient
∫

[a,b]

|f + g| �
∫

[a,b]

|f |+
∫

[a,b]

|g| ou encore N1(f + g) � N1(f) +N1(g).��

c) Norme N : on montrera ultérieurement le

Théorème

N2 : f �→

(∫

[a,b]

|f |2
)1/2

définit sur C
(
[a, b],K

)
une norme, on l’appelle

norme de la convergence en moyenne quadratique.

2.3. Norme N∞ sur �∞(N,C)

Théorème
L’ensemble �∞(N,C) des suites bornées de nombre complexes est un C-
espace vectoriel sur lequel l’application N∞ : (xn)n �→ sup

n
|xn| définit une

norme.

Démonstration

�∞(N,C) = B(N,C) et cet exemple a déjà été traité.��
Nous prouverons plus loin le théorème suivant.

2.4. Norme N sur �(N,C)

Théorème

�1(N,C) = {x = (xn)n ∈CN|
∑

|un| converge} est un sous-espace vectoriel

de CN sur lequel l’application N1 : x �→
∞∑

n=0

|xn| définit une norme.

Vérification laissée au lecteur qui utilisera la norme sur Cn et les propriétés des
séries à termes positifs.

C. Applications lipschitziennes

1. Définition
Si (E,N) et (F, P ) sont deux espaces vectoriels normés et A une partie de
E, une application f de A dans F est dite lipschitzienne s’il existe un réel
positif k tel que, pour tout (x, y)∈A2, P

[
f(x)− f(y)

]
� kN(x− y), on dit

alors que f est lipschitzienne de rapport k ou encore k-lipschitzienne.

Remarque

si f est k-lipschitzienne et si k′ � k, alors f est k′-lipschitzienne.

2. Exemples

a) Si (E,N) est un espace vectoriel normé alors N est 1-lipschitzienne de (E,N)
dans

(
R, | · |

)
car, pour tout (x, y)∈E2,

∣∣N(x)−N(y)
∣∣ � N(x− y).

b) Si (E,N) est un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E alors
x �→ d(x,A) est 1-lipschitzienne de (E,N) dans

(
R, | · |

)
.

En effet, si (x, y, a)∈E2 × A, d(x,A) � d(x, a) � d(x, y) + d(y, a) d’où l’on tire
d(x,A) − d(x, y) � d(y, a). Le réel d(x,A) − d(x, y) minore

{
d(y, a)

∣∣ a∈A
}
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et donc d(x,A) − d(x, y) � d(y,A). On en déduit d(x,A) − d(y,A) � d(x, y)
et aussi d(y,A) − d(x,A) � d(y, x) = d(x, y) par raison de symétrie, donc∣∣d(x,A)− d(y,A)

∣∣ � d(x, y).

c) Si (e1, . . . , en) est une base de E relativement à laquelle les applications
coordonnées sont notées ϕ1, . . . , ϕn, alors l’application N∞ : x �→ max

1�k�n

∣∣ϕk(x)
∣∣

est une norme sur E et chaque ϕk est 1-lipschitzienne de (E,N∞) dans (K, | · |).
En effet, si k∈[[1, n]] et (x, y)∈E2,

∣∣ϕk(x)− ϕk(y)
∣∣ = ∣∣ϕk(x− y)

∣∣ � N∞(x− y).

3. Composition

Si (E,N), (F, P ) et (G,Q) sont des espaces vectoriels normés, A une partie
de E, f une application k-lipschitzienne de A dans F et g une application

-lipschitzienne de f(A) dans G, alors g◦f est k
-lipschitzienne sur A.

Démonstration

Si (x, y)∈A2, Q
[
g◦f(x)− g◦f(y)

]
= Q

(
g
[
f(x)

]
− g

[
f(y)

])
� 
P

[
f(x)− f(y)

]
et

P
[
f(x)− f(y)

]
� kN(x− y) d’où Q

[
g◦f(x)− g◦f(y)

]
� k
N(x− y).��

II. Suites

A. Nature d’une suite

1. Convergence

1.1. Définition
Soit (E,N) un espace vectoriel normé. On dit que la suite (xn)n∈N
d’éléments de E converge pour N si l’une des conditions équivalentes sui-
vantes est vérifiée :
(i) il existe 
 dans E tel que la suite réelle

(
N(xn − 
)

)
converge vers 0

(ii) ∃
∈E, ∀ε > 0, ∃n0 ∈N, ∀n∈N, n � n0 ⇒ N(xn − 
) < ε
(iii) ∃
∈E, ∀ε > 0, ∃n0 ∈N, ∀n∈N, n � n0 ⇒ xn ∈B(
, ε)
On dit alors que (xn)n∈N converge vers 
 ou que 
 est limite de (xn)n∈N.
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

1.2. Théorème et définition
Si (xn)n∈N converge alors elle admet une unique limite, cette limite est notée
lim
n→∞

xn ou lim
n

xn ou lim(xn).

Démonstration

Si 
 et 
′ sont deux limites de (xn)n∈N on a :
∀n∈N, 0 � N(
 − 
′) = N

(
(
 − xn) + (xn − 
′)

)
� N(
 − xn) + N(xn − 
′), et

donc, par encadrement, la suite réelle constante égale à N(
− 
′) converge vers 0
d’où N(
− 
′) = 0 puis 
 = 
′.��
1.3. Théorème

Soient (E1, N1), . . . , (Ek, Nk) des espaces vectoriels normés, l’espace produit
E = E1×· · ·×Ek est muni de la norme produit notée N , soient une suite à
valeurs dans E de terme général xn = (xn,1, . . . , xn,k) et 
 = (
1, . . . , 
k)∈E.
(xn) converge vers 
 dans E si, et seulement si, pour tout i dans [[1, k]], (xn,i)
converge vers 
i dans Ei.
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(iii) |f + g| � |f | + |g| et, par croissance et linéarité de f �→
∫

[a,b]

f , il vient
∫

[a,b]

|f + g| �
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[a,b]

|f |+
∫

[a,b]

|g| ou encore N1(f + g) � N1(f) +N1(g).��

c) Norme N : on montrera ultérieurement le

Théorème

N2 : f �→

(∫

[a,b]

|f |2
)1/2

définit sur C
(
[a, b],K

)
une norme, on l’appelle

norme de la convergence en moyenne quadratique.

2.3. Norme N∞ sur �∞(N,C)
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L’ensemble �∞(N,C) des suites bornées de nombre complexes est un C-
espace vectoriel sur lequel l’application N∞ : (xn)n �→ sup

n
|xn| définit une

norme.

Démonstration

�∞(N,C) = B(N,C) et cet exemple a déjà été traité.��
Nous prouverons plus loin le théorème suivant.

2.4. Norme N sur �(N,C)

Théorème

�1(N,C) = {x = (xn)n ∈CN|
∑

|un| converge} est un sous-espace vectoriel

de CN sur lequel l’application N1 : x �→
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n=0

|xn| définit une norme.

Vérification laissée au lecteur qui utilisera la norme sur Cn et les propriétés des
séries à termes positifs.

C. Applications lipschitziennes
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Si (E,N) et (F, P ) sont deux espaces vectoriels normés et A une partie de
E, une application f de A dans F est dite lipschitzienne s’il existe un réel
positif k tel que, pour tout (x, y)∈A2, P

[
f(x)− f(y)

]
� kN(x− y), on dit

alors que f est lipschitzienne de rapport k ou encore k-lipschitzienne.

Remarque

si f est k-lipschitzienne et si k′ � k, alors f est k′-lipschitzienne.

2. Exemples

a) Si (E,N) est un espace vectoriel normé alors N est 1-lipschitzienne de (E,N)
dans

(
R, | · |

)
car, pour tout (x, y)∈E2,

∣∣N(x)−N(y)
∣∣ � N(x− y).

b) Si (E,N) est un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E alors
x �→ d(x,A) est 1-lipschitzienne de (E,N) dans

(
R, | · |

)
.

En effet, si (x, y, a)∈E2 × A, d(x,A) � d(x, a) � d(x, y) + d(y, a) d’où l’on tire
d(x,A) − d(x, y) � d(y, a). Le réel d(x,A) − d(x, y) minore

{
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et donc d(x,A) − d(x, y) � d(y,A). On en déduit d(x,A) − d(y,A) � d(x, y)
et aussi d(y,A) − d(x,A) � d(y, x) = d(x, y) par raison de symétrie, donc∣∣d(x,A)− d(y,A)

∣∣ � d(x, y).

c) Si (e1, . . . , en) est une base de E relativement à laquelle les applications
coordonnées sont notées ϕ1, . . . , ϕn, alors l’application N∞ : x �→ max
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∣∣ϕk(x)
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est une norme sur E et chaque ϕk est 1-lipschitzienne de (E,N∞) dans (K, | · |).
En effet, si k∈[[1, n]] et (x, y)∈E2,
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∣∣ = ∣∣ϕk(x− y)

∣∣ � N∞(x− y).
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Si (E,N), (F, P ) et (G,Q) sont des espaces vectoriels normés, A une partie
de E, f une application k-lipschitzienne de A dans F et g une application

-lipschitzienne de f(A) dans G, alors g◦f est k
-lipschitzienne sur A.

Démonstration

Si (x, y)∈A2, Q
[
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]
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1.1. Définition
Soit (E,N) un espace vectoriel normé. On dit que la suite (xn)n∈N
d’éléments de E converge pour N si l’une des conditions équivalentes sui-
vantes est vérifiée :
(i) il existe 
 dans E tel que la suite réelle

(
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)

)
converge vers 0

(ii) ∃
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) < ε
(iii) ∃
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On dit alors que (xn)n∈N converge vers 
 ou que 
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Une suite qui ne converge pas est dite divergente.
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Si (xn)n∈N converge alors elle admet une unique limite, cette limite est notée
lim
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n

xn ou lim(xn).
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Si 
 et 
′ sont deux limites de (xn)n∈N on a :
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(
(
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)
� N(
 − xn) + N(xn − 
′), et

donc, par encadrement, la suite réelle constante égale à N(
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′) converge vers 0
d’où N(
− 
′) = 0 puis 
 = 
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 dans E si, et seulement si, pour tout i dans [[1, k]], (xn,i)
converge vers 
i dans Ei.
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Démonstration

• Si (xn) converge vers � alors, pour tout (i, n)∈[[1, k]]×N, Ni(xn,i−�i) � N(xn−�)
et donc (xn,i) converge vers �i si i∈[[1, k]].
• Réciproquement si, pour tout i∈[[1, k]], (xn,i) converge vers �i, alors, pour tout

n∈N, N(xn − �) �
k∑

i=1

Ni(xn,i − �i), terme général d’une suite réelle convergeant

vers 0, donc (xn) converge vers �.��

2. Opérations algébriques

On a vu que, si (E,N) est un espace vectoriel normé, N∞ : u �→ sup
n

N(un) définit

une norme sur l’espace vectoriel B(N, E) des suites bornées d’éléments de E.

2.1. Théorème
L’ensemble des suites convergentes à valeurs dans E est un sous-espace
vectoriel de B(N, E) et l’application qui à tout élément (xn)n associe lim

n
xn

est linéaire, autrement dit si x = (xn)n converge vers �, x′ = (x′
n)n converge

vers �′ et si λ∈K alors λx+ x′ converge vers λ�+ �′. Cette application est
de plus 1-lipschitzienne.

Démonstration

Montrons qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de B(N, E).

Si (xn) est une suite convergente à valeurs dans E alors il existe un rang n0 à partir
duquel N(xn − �) � 1 où l’on a posé � = lim

n
xn. Avec r = 1 + max

0�n<n0

N(xn − �)

on a, pour tout n∈N, xn ∈Bf (�, r) et donc (xn)∈ �∞(E).

La suite nulle converge et si (xn)n converge vers �, (x′
n)n vers �′ et λ∈K on a :

∀n∈N, 0 � N
(
(λxn + x′

n)− (λ�+ �′)
)
= N

(
λ(xn − �) + (x′

n − �′)
)
,

par inégalité triangulaire 0 � N
(
(λxn+x′

n)−(λ�+�′)
)
� |λ|N(xn−�)+N(x′

n−�′).

Par encadrement la suite réelle de terme général N
(
(λxn+x′

n)−(λ�+�′)
)
converge

vers 0 ce qui termine la preuve de la structure de sous-espace vectoriel.

Pour ce qui est du rapport de Lipschitz, si n∈N :
N(�− �′) �N(�− xn) +N(xn − x′

n) +N(x′
n − �′)

�N(�− xn) +N∞(x− x′) +N(x′
n − �′)

et, quand n → ∞, N(�− �′) � N∞(x− x′).��
2.2. Théorème

Soit (xn) une suite de vecteurs de E et (λn) une suite d’éléments de K.
Si (xn) est bornée et (λn) converge vers 0K, alors (λnxn) converge vers 0E ,
si (λn) est bornée et (xn) converge vers 0E , alors (λnxn) converge vers 0E ,
si (λn) et (xn) convergent vers λ et �, alors (λnxn) converge vers λ�.

Démonstration

(∃M ∈ R+, ∀n ∈ N, N(xn) � M) ⇒ N(λnxn) � M |λn|. D’où le résultat par
théorème d’encadrement. Le deuxième résultat se prouve de même.

Enfin λnxn − λ� = λn(xn − �) + (λn − λ)�, (λn) est bornée, (xn − �) converge vers
0E , (λn−λ) converge vers 0K, on procède par combinaison linéaire en utilisant les
deux premiers résultats.��
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Remarque

Si (xn)n converge vers � l’inégalité triangulaire prouve que
(
N(xn)

)
n

converge
vers N(�), la réciproque est fausse sauf si, bien sûr, � = 0E , ainsi que le prouve le
contre-exemple xn = (−1)n dans R.

B. Comparaison des normes

1. Généralités

1.1. Théorème
Si l’espace vectoriel E est muni simultanément des normes N et N ′ alors :
toute suite convergeant pour N vers 0E converge aussi pour N ′ vers 0E si,
et seulement si, il existe α dans ]0,+∞[ tel que N ′ � αN .

Démonstration

• Si, pour un α > 0 on a N ′ � αN et si (xn) converge vers 0E pour N alors,
pour tout n∈N, 0 � N ′(xn) � αN(xn) et donc, par encadrement, la suite réelle(
N ′(xn)

)
converge vers 0 ie. (xn) converge vers 0E pour N ′.

• Dans le cas contraire, pour tout n∈N, nN ne majore pas N ′, choisissons donc
zn dans E tel que N ′(zn) > nN(zn). Aucun des zn n’est nul et, si l’on pose, pour

tout n∈N, xn =
zn√

nN(zn)
alors N(xn) =

1√
n

et N ′(xn) > nN(xn) =
√
n donc

(xn) converge vers 0E pour N alors que N ′(xn) → +∞.��

Remarques

1. Dans ce cas, si (xn) converge vers � pour N alors elle converge aussi vers � pour
N ′ car la convergence vers � équivaut à la convergence vers 0E de (xn − �).
2. Cette condition équivaut encore à N ′ est lipschitzienne en tant qu’application
entre les espaces vectoriels normés (E,N) et

(
R, | · |

)
, en effet :

• Si N ′ � αN et si (x, y)∈E2,
∣∣N ′(x)−N ′(y)

∣∣ � N ′(x− y) � αN(x− y).

• Si N ′ est α-lipschitzienne et x∈E alors N ′(x) =
∣∣N ′(x)−N ′(0E)

∣∣ � αN(x−0E).

1.2. Définition
On dit que les normes (sur E) N et N ′ sont équivalentes si, et seulement
si, toute suite qui converge vers 0E pour l’une converge aussi vers 0E
pour l’autre ie. si, et seulement si, il existe α et β dans ]0,+∞[ tels que
αN � N ′ � βN .

Remarque et question

• Il s’agit immédiatement d’une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes
définies sur E.
• La condition 〈〈vers 0E 〉〉 de la définition précédente est-elle indispensable ? Ce
sera l’objet d’un des exercices.

2. Exemples

2.1. Cas de la dimension finie

Théorème
Sur Kn les normes N1, N2 et N∞ sont équivalentes, plus précisément :

N∞ � N1 �
√
nN2 � nN∞.



98 ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Démonstration
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est linéaire, autrement dit si x = (xn)n converge vers �, x′ = (x′
n)n converge
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2.2. Théorème

Soit (xn) une suite de vecteurs de E et (λn) une suite d’éléments de K.
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Démonstration
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N ′(xn)

)
converge vers 0 ie. (xn) converge vers 0E pour N ′.

• Dans le cas contraire, pour tout n∈N, nN ne majore pas N ′, choisissons donc
zn dans E tel que N ′(zn) > nN(zn). Aucun des zn n’est nul et, si l’on pose, pour

tout n∈N, xn =
zn√

nN(zn)
alors N(xn) =

1√
n

et N ′(xn) > nN(xn) =
√
n donc

(xn) converge vers 0E pour N alors que N ′(xn) → +∞.��

Remarques
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(
R, | · |

)
, en effet :

• Si N ′ � αN et si (x, y)∈E2,
∣∣N ′(x)−N ′(y)

∣∣ � N ′(x− y) � αN(x− y).

• Si N ′ est α-lipschitzienne et x∈E alors N ′(x) =
∣∣N ′(x)−N ′(0E)

∣∣ � αN(x−0E).

1.2. Définition
On dit que les normes (sur E) N et N ′ sont équivalentes si, et seulement
si, toute suite qui converge vers 0E pour l’une converge aussi vers 0E
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Remarque et question

• Il s’agit immédiatement d’une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes
définies sur E.
• La condition 〈〈vers 0E 〉〉 de la définition précédente est-elle indispensable ? Ce
sera l’objet d’un des exercices.

2. Exemples

2.1. Cas de la dimension finie

Théorème
Sur Kn les normes N1, N2 et N∞ sont équivalentes, plus précisément :

N∞ � N1 �
√
nN2 � nN∞.
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Démonstration

Si x = (x1, . . . , xn)∈Kn on a N∞(x) = max
1�k�n

|xk| �
n∑

k=1

|xk| = N1(x) et aussi,

par Cauchy-Schwarz,
n∑

k=1

|xk| � N2

(
(|x1|, |x2|, . . . , |xn|)

)
N2(1, . . . , 1) =

√
nN2(x).

Enfin N2
2 (x) =

n∑
k=1

|xk|2 �
n∑

k=1

N2
∞(x) = nN2

∞(x) d’où N2(x) �
√
nN∞(x).��

2.2. Cas de C
(
[a, b],K

)
.

Théorème

Sur C
(
[a, b],K

)
, N1, N2 et N

[a,b]
∞ ne sont pas équivalentes mais on a les

inégalités : N1 �
√
b− aN2 � (b− a)N∞.

Démonstration

Si f ∈C
(
[a, b]

)
on a, par Cauchy-Schwarz, N1(f) � N2(|f |)N2(1) =

√
b− aN2(f)

et aussiN2
2 (f) =

∫ b

a

|f |2 �
∫ b

a

(
N [a,b]

∞
)2
(f) = (b−a)

(
N [a,b]

∞
)2
(f) d’où les inégalités.

Si n∈N considérons fn : x �→
(x− a

b− a

)n

, alors fn ∈C
(
[a, b]

)
et N1(fn) =

b− a

n+ 1
,

N2(fn) =

√
b− a

2n+ 1
, N [a,b]

∞ (fn) = 1, on a donc
(
n3/4fn

)
n
qui converge en moyenne

vers 0 mais pas en moyenne quadratique car N2(n
3/4fn

)
∼ n1/4

√
b− a

2
·

De même (fn)n converge en moyenne quadratique vers 0 mais pas uniformément,
la troisième comparaison découle de celles-ci.��

C. Suites extraites. Valeurs d’adhérence

On se place dans un espace vectoriel normé (E,N).

1. Définition

Si (xn)∈EN on appelle suite extraite de (xn) toute suite de la forme
(xϕ(n)) où ϕ est une application strictement croissante de N dans N.

Remarques

• Si ϕ est une telle application, alors pour tout n∈N, ϕ(n) � n.
• Toute suite extraite d’une suite extraite est elle même extraite car la composée
d’applications de N dans N strictement croissantes est elle même strictement
croissante.

2. Propriété

Si une suite (xn) à valeurs dans E converge vers � il en est de même de
toute suite extraite.

Démonstration

Soit ε > 0, choisissons n0 ∈N tel que : ∀n∈N, n � n0 ⇒ N(xn − �) < ε.
Soit ϕ : N → N une application strictement croissante, si n∈N, n � n0, alors
ϕ(n) � n � n0 et donc N(xϕ(n) − �) < ε, ie.

(
xϕ(n)

)
converge vers �.��
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Remarque

On obtient ainsi une condition suffisante de divergence. Si l’on peut extraire de
(xn) deux suites qui convergent vers des limites distinctes, alors (xn) diverge. Par
exemple la suite réelle de terme général (−1)n diverge.

3. Théorème
Une suite (xn) de vecteurs de E converge vers � si, et seulement si,
(x2n) et (x2n+1) convergent vers �.

Démonstration

• Le sens direct découle de la proposition précédente.
• Si (x2n) et (x2n+1) convergent vers �, soit ε > 0, choisissons n0 ∈N tel que
∀n∈N, n � n0 ⇒ N(x2n − �) < ε et N(x2n+1 − �) < ε.
Si n∈N et n � 2n0, envisageons deux cas :

si n∈ 2N, n = 2p et p � n0 d’où N(xn − �) = N(x2p − �) < ε,
sinon n = 2p+ 1 et p � n0 et N(xn − �) = N(x2p+1 − �) < ε.

En résumé N(xn − �) < ε et donc (xn) converge vers �.��
4. Définition

On appelle valeur d’adhérence d’une suite (xn) à valeurs dans E toute
limite d’une suite extraite de (xn).

Remarques

• Une suite convergente a une et une seule valeur d’adhérence, sa limite.
• La réciproque est fausse comme le prouve l’exemple de la suite réelle de terme

général xn =
{
p si n = 2p
0 sinon

qui diverge mais a 0 pour seule valeur d’adhérence.

III. Topologie d’un espace vectoriel normé

(E,N) désigne un espace vectoriel normé.

A. Voisinages, ouverts, fermés

1. Voisinages

1.1. Définition
Si a un élément de E, on appelle voisinage de a (dans E pour la norme
N) toute partie V de E contenant une boule centrée en a.
L’ensemble des voisinages de a dans E pour N se note VE,N (a) ou VE(a).

Remarques

• Pour une partie V de E on a : V ∈VE(a) ⇐⇒ ∃r∈ ]0,+∞[ , B(a, r) ⊂ V .
• Si (xn)∈EN et �∈E, alors (xn) converge vers � si, et seulement si, pour tout
V ∈VE(a), il existe n0 ∈N tel que : ∀n∈N, n � n0 ⇒ xn ∈V .

1.2. Propriétés

1. ∀a∈E, ∀V ∈VE(a), a∈V .
2. ∀a∈E, ∀r∈ ]0,+∞[ , B(a, r)∈VE(a) et Bf (a, r)∈VE(a).
3. Si V ⊂ V ′ ⊂ E et V ∈VE(a), alors V

′ ∈VE(a).
4. Si p∈N�, l’intersection de p voisinages de a est un voisinage de a.
5. Une réunion quelconque de voisinages de a est un voisinage de a.
6. Deux éléments distincts de E ont des voisinages disjoints.
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6. Deux éléments distincts de E ont des voisinages disjoints.



102 ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Démonstration

• Les propriétés 1. à 3. et 5. sont immédiates.
• 4. Si, pour tout i∈[[1, p]], B(a, ri) ⊂ Vi avec ri > 0, alors r = min(r1, . . . , rp) > 0

et B(a, r) ⊂
p⋂

i=1

Vi, ce qui prouve que
p⋂

i=1

Vi ∈V(a).

• 6. Si (a, b)∈E2 et a �= b, pour r =
N(b− a)

2
, r > 0 et B(a, r) ∩B(b, r) = ∅.��

Remarque

Une intersection quelconque de voisinages de a n’est pas toujours un voisinage de

a comme le prouve, dans R, l’exemple :
⋂
n�1

]
− 1

n
, 1

n

[
= {0} /∈ VR(0).

1.3. Définition
Si A est une partie de E, a un élément de A, une partie V de A est appelée
voisinage de a dans A s’il existe V1 voisinage de a dans E tel que V = V1∩A
ou encore s’il existe r∈ ]0,+∞[ tel que B(a, r) ∩A ⊂ V .

1.4. Définition
Une propriété P est dite vraie au voisinage de a s’il existe V ∈VE(a) tel que
tout élément de V vérifie P.

Exemple

Si f : R → R est continue et vérifie f(0) = 1 alors f est strictement positive au
voisinage de 0.

2. Parties ouvertes

2.1. Définition
Une partie Ω de E est dite ouverte (dans E pour N) si Ω est voisinage de
chacun de ses points ou encore : ∀x∈Ω, Ω∈VE,N (a).

Cette définition est équivalente à : ∀x∈Ω, ∃r∈ ]0,+∞[ , B(x, r) ⊂ Ω.

Exemple

Toute boule ouverte est une partie ouverte.

a
x

y

r

r'

En effet, soient (a, r)∈E× ]0,+∞[ et x∈B(a, r), posons r′ = r −N(x− a), alors
r′ > 0. Pour tout y dansB(x, r′), N(a−y) < N(a−x)+N(x−y) � N(a−x)+r′ = r
et donc y ∈B(a, r), ce qui prouve B(x, r′) ⊂ B(a, r). Par suite B(a, r)∈V(x), ce
qui termine la preuve.��
2.2. Propriétés

1. ∅ et E sont des parties ouvertes.
2. Une réunion quelconque de parties ouvertes est une partie ouverte.
3. Une intersection finie de parties ouvertes est une partie ouverte.

Topologie d’un espace vectoriel normé 103

Démonstration

1. découle de la définition d’une partie ouverte.
2. 3. et 4. découlent des propriétés des voisinages.��

2.3. Proposition

Si (E,N) est l’espace vectoriel normé produit de (E1, N1), . . . , (Ep, Np) et
si, pour tout k∈[[1, p]], Ωk est une partie ouverte de Ek pour Nk, alors
Ω = Ω1 × · · · × Ωp est une partie ouverte de E pour N .

Démonstration

Soit x = (x1, . . . , xp)∈Ω, alors, pour tout k∈[[1, p]], xk ∈Ωk, on choisit rk > 0 tel
que Bk(xk, rk) ⊂ Ωk. Posons r = min

1�k�p
rk, alors r > 0.

Si y = (y1, . . . , yp)∈B(x, r), alors, pour tout k∈[[1, p]] on a :
Nk(yk − xk) � N(y − x) < r � rk d’où yk ∈Bk(xk, rk) ⊂ Ωk et donc y ∈Ω.
Ω contient une boule de centre x, d’où Ω est une partie ouverte de E pour N .��

Remarque

Les parties ouvertes d’un espace vectoriel normé produit ne sont pas toutes de
cette forme, en effet, par réunion, ]− 1, 0[2∪ ]0, 1[2 est une partie ouverte de R2 et
n’est pas de la forme Ω1 × Ω2 comme le montre immédiatement un dessin.

2.4. Définition
Si A est une partie de E, on appelle ouvert relatif de A toute partie U de
A de la forme U = Ω ∩A où Ω est une partie ouverte de E.

Exemple

[0, 1[ est une partie ouverte de R+ car c’est ]−∞, 1[∩R+ par exemple.

3. Parties fermées

En notantC
E
(A) le complémentaire dans E de la partie A, on rappelle les égalités

C
E
(∅) = E etC

E
(E) = ∅,

C
E
(A ∪B) =

(
C

E
(A)

)
∩
(
C

E
(B)

)
etC

E
(A ∩B) =

(
C

E
(A)

)
∪
(
C

E
(B)

)
.

3.1. Définition

Une partie F de E est fermée si son complémentaire est une partie ouverte.

3.2. Propriétés

1. ∅ et E sont des parties fermées de E.
2. Toute intersection de parties fermées est une partie fermée.
3. Une réunion finie de parties fermées est une partie fermée.

3.3. Théorème (caractérisation séquentielle des parties fermées)

Une partie F de E est fermée si, et seulement si, toute suite convergente
d’éléments de F a sa limite dans F .

Démonstration

• Si F est une partie fermée et (xn) une suite convergente à valeurs dans F , on va
montrer par l’absurde que sa limite, � est dans F .
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Démonstration
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2
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Si y = (y1, . . . , yp)∈B(x, r), alors, pour tout k∈[[1, p]] on a :
Nk(yk − xk) � N(y − x) < r � rk d’où yk ∈Bk(xk, rk) ⊂ Ωk et donc y ∈Ω.
Ω contient une boule de centre x, d’où Ω est une partie ouverte de E pour N .��

Remarque

Les parties ouvertes d’un espace vectoriel normé produit ne sont pas toutes de
cette forme, en effet, par réunion, ]− 1, 0[2∪ ]0, 1[2 est une partie ouverte de R2 et
n’est pas de la forme Ω1 × Ω2 comme le montre immédiatement un dessin.

2.4. Définition
Si A est une partie de E, on appelle ouvert relatif de A toute partie U de
A de la forme U = Ω ∩A où Ω est une partie ouverte de E.

Exemple

[0, 1[ est une partie ouverte de R+ car c’est ]−∞, 1[∩R+ par exemple.

3. Parties fermées

En notantC
E
(A) le complémentaire dans E de la partie A, on rappelle les égalités

C
E
(∅) = E etC

E
(E) = ∅,

C
E
(A ∪B) =

(
C

E
(A)

)
∩
(
C

E
(B)

)
etC

E
(A ∩B) =

(
C

E
(A)

)
∪
(
C

E
(B)

)
.

3.1. Définition

Une partie F de E est fermée si son complémentaire est une partie ouverte.

3.2. Propriétés

1. ∅ et E sont des parties fermées de E.
2. Toute intersection de parties fermées est une partie fermée.
3. Une réunion finie de parties fermées est une partie fermée.

3.3. Théorème (caractérisation séquentielle des parties fermées)

Une partie F de E est fermée si, et seulement si, toute suite convergente
d’éléments de F a sa limite dans F .

Démonstration

• Si F est une partie fermée et (xn) une suite convergente à valeurs dans F , on va
montrer par l’absurde que sa limite, � est dans F .
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Sinon �∈Ω =C
E
(F ) partie ouverte de E. Soit r > 0 tel que B(�, r) ⊂ Ω. À partir

d’un certain rang n0 on a xn ∈B(�, r) ∩ F = ∅, ce qui est absurde.

• Supposons que F n’est pas une partie fermée, alors Ω = C
E
(F ) n’est pas

une partie ouverte. Soit � dans Ω tel que toute boule de centre � rencontre
F = C

E
(Ω). Pour tout n∈N on choisit xn dans B(�, 2−n) ∩ F , alors (xn) est

une suite convergente d’éléments de F dont la limite n’est pas dans F .��
Conséquences

1. Toute boule fermée est une partie fermée car, si (xn) est une suite convergente
d’éléments de Bf (a, r), de limite notée �, alors N(xn−a) est le terme général d’une
suite réelle convergeant vers N(�− a) et majorée par r.

Par suite N(�− a) � r et �∈Bf (a, r).
2. Toute sphère est une partie fermée car S(a, r) = Bf (a, r) ∩C

E
(B(a, r)).

3. Si x∈E,
⋂
n�0

Bf (x, 2
−n) = {x} est une partie fermée. Comme réunion finie,

toute partie finie est fermée.

4. Z est une partie fermée de R car toute suite convergente d’entiers stationne.

Remarques

1. Il existe des parties à la fois ouvertes et fermées et aussi des parties ni ouvertes
ni fermées dans E.

2. Si x∈E, alors une union quelconque de parties fermées n’est pas toujours une
partie fermée comme le montre l’exemple E = R et

⋃
x∈ ]0,1[

{x} =]0, 1[ .

3.4. Proposition

Un produit de parties fermées est une partie fermée de l’espace produit.

Démonstration

Si E = E1 × · · · × Ep et N : (x1, . . . , xp) �→ max
1�k�p

Nk(xk), on considère une

suite convergente d’éléments du produit F des fermés F1, . . . , Fp de terme général
noté xn = (xn,1, . . . , xn,p). Pour tout k∈[[1, p]], la suite (xn,k)n est à valeurs
dans Fk et converge, sa limite est donc un élément �k de Fk, (xn) converge vers
� = (�1, . . . , �p)∈F , ce qui prouve que F est une partie fermée de E.��

3.5. Définition
Si A est une partie de E, on appelle fermé relatif de A toute partie
G = F ∩A où F est une partie fermée de E

B. Adhérence, intérieur, frontière

1. Définitions
A désigne une partie de E.

1. On appelle intérieur de A et on note
o

A, la réunion des parties ouvertes
contenues dans A. C’est aussi la plus grande partie ouverte de E contenue

dans A. Les éléments de
o

A sont dits intérieurs à A.
2. On appelle adhérence de A, et on note A, l’intersection des parties
fermées de E contenant A, c’est aussi la plus petite partie fermée contenant
A. Tout élément de A est dit adhérent à A.
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2. Définition
On appelle frontière de A, et on note Fr(A), l’intersection des adhérences
de A et de C

E
(A).

3. Propriétés

1. Si A ⊂ B, alors
o

A ⊂
o

B et A ⊂ B.
2. A est une partie fermée si, et seulement si, A = A.
3. Fr(A) est une partie fermée de E.

4. Théorème
Si A est une partie de E et x∈E, il y a équivalence entre les assertions :
(i) x∈A,
(ii) ∀V ∈V(x), V ∩A �= ∅,
(iii) d(x,A) = 0,
(iv) Il existe une suite (an) d’éléments de A convergeant vers x.

Démonstration

• Supposons (i). Soit V ∈V(x), V contient une boule B(x, r).
Si on avait B(x, r)∩A = ∅ alors A ⊂ A\B(x, r), partie fermée strictement contenue
dans A, ce qui est impossible. Donc B(x, r) ∩A �= ∅ et a fortiori V ∩A �= ∅.
• Supposons (ii). Pour tout r > 0, on peut choisir ar dans A ∩ B(x, r) et donc
0 � d(x,A) � d(x, ar) < r, d’où d(x,A) = 0.
• Supposons (iii). Pour tout n∈N, d(x,A) � 2−n et donc il existe an dans A tel
que N(x−an) � 2−n. Une telle suite (an) est à valeurs dans A et converge vers x.
• Supposons enfin (iv). Une suite (an) d’éléments de A qui converge vers x est
aussi à valeurs dans A fermée. Sa limite x est donc élément de A.��

5. Définition d’une partie dense

Une partie A de E est dite dense si A = E ou encore si tout élément de E
est limite d’une suite d’éléments de A.

Exemples

Q et R\Q sont denses dans R. En effet, si x∈R on a x = lim
n

un = lim
n

vn où, pour

tout n∈N, un = 10−n
⌊
10n x

⌋
∈Q et vn = un

(
1 +

√
2

10n

)
∈R \Q.

IV. Limites, continuité

A. Limites

1. Définitions
Si (E,N) et (F,N ′) sont deux espaces vectoriels normés, A une partie de
E, a un point adhérent à A et f une application de A dans F , on dit que
f admet une limite en a si l’une des assertions équivalentes suivantes est
vérifiée :
(1) (∃b ∈ F ), (∀ε> 0), (∃η > 0), (∀x∈A), (N(x−a) < η ⇒ N ′(f(x)−b

)
<ε),

(2) (∃b ∈ F ), (∀V ∈ VF (b)), (∃W ∈ VE(a)), (∀x∈A), (x ∈ W ⇒ f(x) ∈ V ).
Un tel b sera sera appelé limite de f au point a.
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E
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• Supposons que F n’est pas une partie fermée, alors Ω = C
E
(F ) n’est pas

une partie ouverte. Soit � dans Ω tel que toute boule de centre � rencontre
F = C

E
(Ω). Pour tout n∈N on choisit xn dans B(�, 2−n) ∩ F , alors (xn) est
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1. Toute boule fermée est une partie fermée car, si (xn) est une suite convergente
d’éléments de Bf (a, r), de limite notée �, alors N(xn−a) est le terme général d’une
suite réelle convergeant vers N(�− a) et majorée par r.

Par suite N(�− a) � r et �∈Bf (a, r).
2. Toute sphère est une partie fermée car S(a, r) = Bf (a, r) ∩C

E
(B(a, r)).

3. Si x∈E,
⋂
n�0

Bf (x, 2
−n) = {x} est une partie fermée. Comme réunion finie,

toute partie finie est fermée.

4. Z est une partie fermée de R car toute suite convergente d’entiers stationne.

Remarques

1. Il existe des parties à la fois ouvertes et fermées et aussi des parties ni ouvertes
ni fermées dans E.

2. Si x∈E, alors une union quelconque de parties fermées n’est pas toujours une
partie fermée comme le montre l’exemple E = R et

⋃
x∈ ]0,1[

{x} =]0, 1[ .

3.4. Proposition

Un produit de parties fermées est une partie fermée de l’espace produit.

Démonstration

Si E = E1 × · · · × Ep et N : (x1, . . . , xp) �→ max
1�k�p

Nk(xk), on considère une

suite convergente d’éléments du produit F des fermés F1, . . . , Fp de terme général
noté xn = (xn,1, . . . , xn,p). Pour tout k∈[[1, p]], la suite (xn,k)n est à valeurs
dans Fk et converge, sa limite est donc un élément �k de Fk, (xn) converge vers
� = (�1, . . . , �p)∈F , ce qui prouve que F est une partie fermée de E.��

3.5. Définition
Si A est une partie de E, on appelle fermé relatif de A toute partie
G = F ∩A où F est une partie fermée de E

B. Adhérence, intérieur, frontière

1. Définitions
A désigne une partie de E.

1. On appelle intérieur de A et on note
o

A, la réunion des parties ouvertes
contenues dans A. C’est aussi la plus grande partie ouverte de E contenue

dans A. Les éléments de
o

A sont dits intérieurs à A.
2. On appelle adhérence de A, et on note A, l’intersection des parties
fermées de E contenant A, c’est aussi la plus petite partie fermée contenant
A. Tout élément de A est dit adhérent à A.
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2. Définition
On appelle frontière de A, et on note Fr(A), l’intersection des adhérences
de A et de C

E
(A).

3. Propriétés

1. Si A ⊂ B, alors
o

A ⊂
o

B et A ⊂ B.
2. A est une partie fermée si, et seulement si, A = A.
3. Fr(A) est une partie fermée de E.

4. Théorème
Si A est une partie de E et x∈E, il y a équivalence entre les assertions :
(i) x∈A,
(ii) ∀V ∈V(x), V ∩A �= ∅,
(iii) d(x,A) = 0,
(iv) Il existe une suite (an) d’éléments de A convergeant vers x.

Démonstration

• Supposons (i). Soit V ∈V(x), V contient une boule B(x, r).
Si on avait B(x, r)∩A = ∅ alors A ⊂ A\B(x, r), partie fermée strictement contenue
dans A, ce qui est impossible. Donc B(x, r) ∩A �= ∅ et a fortiori V ∩A �= ∅.
• Supposons (ii). Pour tout r > 0, on peut choisir ar dans A ∩ B(x, r) et donc
0 � d(x,A) � d(x, ar) < r, d’où d(x,A) = 0.
• Supposons (iii). Pour tout n∈N, d(x,A) � 2−n et donc il existe an dans A tel
que N(x−an) � 2−n. Une telle suite (an) est à valeurs dans A et converge vers x.
• Supposons enfin (iv). Une suite (an) d’éléments de A qui converge vers x est
aussi à valeurs dans A fermée. Sa limite x est donc élément de A.��

5. Définition d’une partie dense

Une partie A de E est dite dense si A = E ou encore si tout élément de E
est limite d’une suite d’éléments de A.

Exemples

Q et R\Q sont denses dans R. En effet, si x∈R on a x = lim
n

un = lim
n

vn où, pour

tout n∈N, un = 10−n
⌊
10n x

⌋
∈Q et vn = un

(
1 +

√
2

10n

)
∈R \Q.

IV. Limites, continuité

A. Limites

1. Définitions
Si (E,N) et (F,N ′) sont deux espaces vectoriels normés, A une partie de
E, a un point adhérent à A et f une application de A dans F , on dit que
f admet une limite en a si l’une des assertions équivalentes suivantes est
vérifiée :
(1) (∃b ∈ F ), (∀ε> 0), (∃η > 0), (∀x∈A), (N(x−a) < η ⇒ N ′(f(x)−b

)
<ε),

(2) (∃b ∈ F ), (∀V ∈ VF (b)), (∃W ∈ VE(a)), (∀x∈A), (x ∈ W ⇒ f(x) ∈ V ).
Un tel b sera sera appelé limite de f au point a.
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Remarques

Comme a est adhérent à A, A ∩W est non vide.

L’équivalence de (1) et (2) se vérifie aisément, compte tenu de la définition des
voisinages.

2. Théorème et définition
Si f admet une limite � en a alors cette limite est unique, on la note
� = lim

x→a
f(x) ou � = lim

a
f ou � = lim

x→a
x∈A

f(x). On note aussi f(x) −−−→
x→a

�.

Démonstration

Si b et c sont limites de f en a avec b �= c, choisissons V et V ′, voisinages disjoints
de b et c. Il existe alors deux voisinages W,W ′ de a dans E tels que, pour tout
x ∈ A,

(
x ∈ W ⇒ f(x) ∈ V

)
et

(
x ∈ W ′ ⇒ f(x) ∈ V ′).

W ∩W ′ ∈ VE(a) et a est adhérent à A, donc W ∩W ′ ∩A �= ∅ et l’on a, pour tout
x de W ∩W ′ ∩A, f(x) ∈ V ∩ V ′ = ∅ : absurde.��

3. Théorème (caractérisation séquentielle de l’existence d’une limite)

f admet une limite en a adhérent à A si, et seulement si, l’image par f de
toute suite d’éléments de A convergeant vers a est une suite convergente.

Démonstration

• Si f admet pour limite b en a et si (xn)n est une suite à valeurs dans A de limite
a, pour ε > 0, choisissons η > 0 tel que pour tout x de A, si N(x − a) < η alors
N ′(f(x)− b

)
< ε. Choisissons alors n0 dans N tel que pour tout n∈N, si n � n0

alors N(xn − a) < η.
Si n∈N vérifie n � n0 on a N ′(f(xn)− b

)
< ε et donc

(
f(xn)

)
n
converge vers b.

• Réciproquement, on va procéder par l’absurde en deux temps :
α) Soient (xn)n et (yn)n à valeurs dans A de limite a, posons, pour tout
n∈N, z2n = xn et z2n+1 = yn, alors (zn)n est à valeurs dans A et converge vers a,
par suite

(
f(zn)

)
n
converge et lim f(xn) = lim f(z2n) = lim f(z2n+1) = lim f(yn).

La limite commune à toutes ces suites est notée b, dès que (xn)n ∈AN et converge
vers a, on a : lim f(xn) = b.
β) Si f n’a pas b pour limite en a, soit ε0 > 0 tel que pour tout η > 0, il existe x
dans A tel que N(x − a) < η et N ′(f(x) − b

)
� ε0. Pour tout n ∈ N choisissons

xn dans A tel que N(xn − a) <
1

n+ 1
et N ′(f(xn)− b

)
� ε0, (xn)n converge vers

a, est à valeurs dans A mais
(
f(xn)

)
n
ne converge pas vers b : absurde.��

4. Théorème (cas des fonctions à valeurs dans un espace produit)

Soient (E,N), (F1, N
′
1), . . . , (Fp, N

′
p) des espaces vectoriels normés, A une

partie de E, a un point adhérent à A et f une application de A dans l’espace
vectoriel produit F1× . . .×Fp muni de la norme produit notée N ′. On note,
pour tout x ∈ A, f(x) =

(
f1(x), . . . , fp(x)

)
et � = (�1, . . . , �p).

� = lim
x→a
x∈A

f(x) si, et seulement si, pour tout k ∈ [[1, p]], �k = lim
x→a
x∈A

fk(x).

Démonstration

Compte tenu de la définition de N ′, le résultat découle de l’équivalence suivante :
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N ′(f(x)− �) < ε ⇐⇒
(
∀k ∈ [[1, p]], N ′

k

(
fk(x)− �k

)
< ε

)
��

5. Théorème
1. L’ensemble des applications de A dans F ayant une limite en a adhérent
à A est un K-espace vectoriel et f �→ lim

a
f est linéaire.

2. L’ensemble des applications de A dans K ayant une limite en a adhérent
à A est une K-algèbre.

3. Si A ⊂ E, B ⊂ F, a point adhérent à A, f application de A dans B
ayant b pour limite en a, alors b est adhérent à B et, si g, application de B
dans G, a pour limite c en b, g◦f a pour limite c en a.

Démonstration

Démontrons à titre d’exemple la troisième partie du théorème. Soit (xn)n suite
d’éléments de A de limite a (et il en existe), alors

(
f(xn)

)
n
est une suite d’éléments

de B de limite b, celui-ci est donc adhérent à B. Puis
(
(g◦f)(xn)

)
n
converge vers

c en tant qu’image par g d’une suite à valeurs dans B de limite b. Cela prouve que
c est limite de g◦f en a.��

6. Théorème
Soit (E,N) un K-espace vectoriel normé, A une partie de E, a un point
adhérent à A et f une application de A dans K. Si f admet b ∈ K \ {0}
pour limite en a, alors f ne s’annule pas au voisinage de a et

1

f(x)
−−→
x→a
x∈P

1

b
·

Démonstration

Comme b �= 0 et comme deux éléments distincts ont des voisinages disjoints, il
existe V ∈VK(b) tel que 0 /∈ V . Comme lim

a
f = b, il existe W ∈VE(a) tel que, pour

tout x∈W ∩A, f(x)∈V . La fin se prouve aisément en utilisant la caractérisation
séquentielle de l’existence d’une limite et les résultats sur les suites réelles ou
complexes.��
7. Théorème

Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés , A une partie de
E, a un point adhérent à A et f une application de A dans F . Si f admet
une limite en a, elle est bornée au voisinage de a.

Démonstration

Avec les notations de la définition IV.A.1. en posant ε = 1, il existe W ∈ VE(a)
tel que : ∀x ∈ W ∩A,N ′(f(x)) � N ′(f(x)− b) +N ′(b) � 1 +N ′(b).��

8. Définitions (extensions)

1. Si a est adhérent à A et f à valeurs réelles, on dit que f admet pour
limite +∞ en a, et l’on écrit f(x) −−−→

x→a
+∞ si :

(∀M ∈R+), (∃η > 0), (∀x∈A), (N(x− a) < η ⇒ f(x) > M).

2. Si f est une application d’une partie non majorée A de R dans F , on dit
que f admet b∈F pour limite en +∞, et l’on écrit f(x) −−−−→

x→+∞
b, si :

(∀ε > 0), (∃M ∈R), (∀x∈ I), (x > M ⇒ N ′(f(x)− b
)
< ε)
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Remarques
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f ou � = lim
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f(x). On note aussi f(x) −−−→
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�.
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Si b et c sont limites de f en a avec b �= c, choisissons V et V ′, voisinages disjoints
de b et c. Il existe alors deux voisinages W,W ′ de a dans E tels que, pour tout
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et
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W ∩W ′ ∈ VE(a) et a est adhérent à A, donc W ∩W ′ ∩A �= ∅ et l’on a, pour tout
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3. Théorème (caractérisation séquentielle de l’existence d’une limite)

f admet une limite en a adhérent à A si, et seulement si, l’image par f de
toute suite d’éléments de A convergeant vers a est une suite convergente.

Démonstration

• Si f admet pour limite b en a et si (xn)n est une suite à valeurs dans A de limite
a, pour ε > 0, choisissons η > 0 tel que pour tout x de A, si N(x − a) < η alors
N ′(f(x)− b

)
< ε. Choisissons alors n0 dans N tel que pour tout n∈N, si n � n0

alors N(xn − a) < η.
Si n∈N vérifie n � n0 on a N ′(f(xn)− b

)
< ε et donc

(
f(xn)

)
n
converge vers b.

• Réciproquement, on va procéder par l’absurde en deux temps :
α) Soient (xn)n et (yn)n à valeurs dans A de limite a, posons, pour tout
n∈N, z2n = xn et z2n+1 = yn, alors (zn)n est à valeurs dans A et converge vers a,
par suite

(
f(zn)

)
n
converge et lim f(xn) = lim f(z2n) = lim f(z2n+1) = lim f(yn).

La limite commune à toutes ces suites est notée b, dès que (xn)n ∈AN et converge
vers a, on a : lim f(xn) = b.
β) Si f n’a pas b pour limite en a, soit ε0 > 0 tel que pour tout η > 0, il existe x
dans A tel que N(x − a) < η et N ′(f(x) − b

)
� ε0. Pour tout n ∈ N choisissons

xn dans A tel que N(xn − a) <
1

n+ 1
et N ′(f(xn)− b

)
� ε0, (xn)n converge vers

a, est à valeurs dans A mais
(
f(xn)

)
n
ne converge pas vers b : absurde.��

4. Théorème (cas des fonctions à valeurs dans un espace produit)

Soient (E,N), (F1, N
′
1), . . . , (Fp, N

′
p) des espaces vectoriels normés, A une

partie de E, a un point adhérent à A et f une application de A dans l’espace
vectoriel produit F1× . . .×Fp muni de la norme produit notée N ′. On note,
pour tout x ∈ A, f(x) =

(
f1(x), . . . , fp(x)

)
et � = (�1, . . . , �p).

� = lim
x→a
x∈A

f(x) si, et seulement si, pour tout k ∈ [[1, p]], �k = lim
x→a
x∈A

fk(x).

Démonstration
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N ′(f(x)− �) < ε ⇐⇒
(
∀k ∈ [[1, p]], N ′

k

(
fk(x)− �k

)
< ε

)
��

5. Théorème
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a
f est linéaire.
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(
f(xn)

)
n
est une suite d’éléments
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(
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)
n
converge vers
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6. Théorème
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1

f(x)
−−→
x→a
x∈P

1

b
·

Démonstration
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a
f = b, il existe W ∈VE(a) tel que, pour
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7. Théorème

Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés , A une partie de
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une limite en a, elle est bornée au voisinage de a.

Démonstration
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8. Définitions (extensions)

1. Si a est adhérent à A et f à valeurs réelles, on dit que f admet pour
limite +∞ en a, et l’on écrit f(x) −−−→

x→a
+∞ si :

(∀M ∈R+), (∃η > 0), (∀x∈A), (N(x− a) < η ⇒ f(x) > M).

2. Si f est une application d’une partie non majorée A de R dans F , on dit
que f admet b∈F pour limite en +∞, et l’on écrit f(x) −−−−→

x→+∞
b, si :
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)
< ε)
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9. Définitions (extensions)

3. Si A est une partie non bornée de E et f une application de A dans F ,
et b ∈ F , on dit que f(x) −−−−−−−→

N(x)→+∞
b si :

(∀ε > 0), (∃R > 0), (∀x∈A), (N(x) > R ⇒ N ′(f(x)− b) < ε).

4. Si A est une partie non bornée de E et f une application de A dans R,
on dit que f(x) −−−−−−−→

N(x)→+∞
+∞ si :

(∀M > 0), (∃R > 0), (∀x∈A), (N(x) > R ⇒ f(x) > M).

Remarque

On définirait de même : f(x) −−−→
x→a

−∞, f(x) −−−−→
x→−∞

b, f(x) −−−−−−−→
N(x)→+∞

−∞,

ces extensions de la notion de limite peuvent aussi être caractérisées de façon
séquentielle.

Exemples

a) Si f : R2 → R, (x, y) �→ x4 + y4 + x2y, alors f(x, y) −−−−−−−−−→
N∞(x,y)→+∞

+∞.

En effet, en notant r = max(|x|, |y|) = N∞(x, y), on a f(x, y) � r4 − r3.

b) Si f : R2 → R, (x, y) �→ (x2 − y2)2 + xy, alors f n’a pas de limite lorsque
N∞(x, y) → +∞. En effet, f(x, 0) = x4 et f(x,−x) = −x2.

On déduit de la caractérisation séquentielle de l’existence de limites de fonctions et
du théorème de pronlongement des inégalités dans les suites réelles les théorèmes
suivants :

10. Théorème de prolongement des inégalités

Si (E,N) est un K-espace vectoriel normé, A une partie de E, a un point
adhérent à A (a ∈ R si E = R), f et g deux applications de A dans R. Si
f et g admettent une limite en a et si au voisinage de a, f(x) � g(x), alors
lim
a

f � lim
a

g.

11. Théorème d’encadrement
Si (E,N) est un K-espace vectoriel normé, A une partie de E, a un point
adhérent à A (a ∈ R si E = R), f, g et h trois applications de A dans R. Si f
et h admettent b pour limite en a et si au voisinage de a, f(x) � g(x) � h(x),
alors g admet b pour limite en a.

B. Continuité

1. Définitions

1.1. Définition
Soit f une application d’une partie A de E dans F , (E,N) et (F,N ′) étant
des espaces vectoriels normés. Si a∈A, on dit que f est continue en a si f
admet une limite en a.

Remarques

1. Si f est continue en a alors lim
a

f = f(a).

2. Si F = F1 × . . .× Fq, f = (f1, . . . , fq) alors f est continue en a si, et seulement
si, toutes les fk sont continues en a.
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3. f est continue en a si, et seulement si, l’image par f de toute suite convergeant
vers a d’éléments de A est une suite convergente.

4. Une fonction lipschitzienne sur A est continue en tout point de A.

1.2. Définitions
1. Si B ⊂ A, on dit que f est continue sur B si elle est continue en tout
point de B.

2. On dit que f est continue si elle est continue sur A. On note C
(
A,F

)
l’ensemble des telles applications.

2. Propriétés

2.1. Restriction et prolongement

Si f est continue et si B ⊂ A alors la restriction de f à B est clairement continue,
la réciproque est fausse comme le prouve l’exemple de la restriction de χQ à Q.
Si f est continue et a adhérent à A sans être dans A alors f admet un prolongement
f̃ continu à A ∪ {a} si, et seulement si, f admet une limite en a par définition de

la continuité. Si c’est le cas il y a unicité du prolongement f̃ , car f̃(a) = lim
a

f .

2.2. Opérations

On déduit de IV.A.5. et A.6. le théorème suivant :

Théorème
1. C(A,F ) est un sous-espace vectoriel de F(A,F ).

2. C(A,K) est une sous-algèbre de F(A,K).

3. Si f ∈ C(A,K) et si f ne s’annule pas sur A, alors
1

f
∈ C(A,K).

Conséquences

a) Si l’on note (x1, . . . , xp) les coordonnées de x∈E, K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, relativement à une base, une fonction polynôme de p variables
dans K est associée à une famille (ah)h∈H de coefficients dans K indexée par H,
partie finie de Np (h ∈ H s’écrit h = (h1, . . . , hp)) par la relation :

P (x1, . . . , xp) =
∑
h∈H

ahx
h1 . . . xhp .

Comme les applications (x1, . . . , xp) �→ xj sont 1-lipschitziennes de Kp muni de
N∞ dans K, donc continues, on déduit du théorème précédent la continuité de P .

D’où la continuité de l’application Mn(K) → K, A = (ai,j) �→ det(A) où

det(A) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)

n∏
i=1

ai,σ(i).

b) On appelle fonction rationnelle de p variables, le quotient de deux fonctions
polynômes de p variables. Une telle fonction est continue sur son ensemble de
définition.

2.3. Composition

On déduit aisément de IV.A.5.

Théorème

Si f ∈ C(A,F ), f(A) ⊂ B ⊂ F et g ∈C
(
B,G

)
où (G,N ′′) est un K-espace

vectoriel normé , alors g◦f ∈ C(A,G).
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partie finie de Np (h ∈ H s’écrit h = (h1, . . . , hp)) par la relation :

P (x1, . . . , xp) =
∑
h∈H

ahx
h1 . . . xhp .

Comme les applications (x1, . . . , xp) �→ xj sont 1-lipschitziennes de Kp muni de
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3. Une caractérisation des applications continues

3.1. Théorème
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue.

(ii) L’image réciproque de tout ouvert de F est un ouvert relatif de A.

(iii) L’image réciproque de tout fermé de F est un fermé relatif de A.

Démonstration

(ii) ⇐⇒ (iii) car f−1
(
F \ Ω

)
= E \ f−1(Ω).

(i) ⇒(ii) Si Ω est un ouvert de F et si a ∈ f−1(Ω), alors f(a) ∈ Ω. Donc
Ω ∈ VF

(
f(a)). f étant continue en a, il existe W ∈ VE(a) tel que, pour tout

x ∈ W ∩ A, f(x) ∈ Ω ; autrement dit W ∩ A ⊂ f−1(Ω). Donc f−1(Ω) est donc un
voisinage de a dans A. D’où f−1(Ω) est un ouvert relatif de A car voisinage de
chacun de ses points.

(ii) ⇒(i) Soit a ∈ A. Pour tout voisinage V ′ de f(a) dans F , il existe Ω ⊂ F tel
que f(a) ∈ Ω ⊂ V ′. Comme, par hypothèse, f−1(Ω) est un ouvert de A et comme
a ∈ f−1(Ω), f−1(Ω) est un voisinage de a dans A. D’où l’existence de V ∈ VE(a)
tel que f−1(Ω) = A ∩ V . Donc : ∀x ∈ A ∩ V, f(x) ∈ Ω ⊂ V ′. D’où la continuité de
f en a. Comme a est quelconque, f est continue sur A.��

3.2. Corollaire
Si f est une application continue de E dans R et si α∈R alors{
x∈E

∣∣ f(x) = α
}
,
{
x∈E

∣∣ f(x) � α
}
sont fermées,

{
x∈E

∣∣ f(x) < α
}

est une partie ouverte de E.

Démonstration

Aapplication du théorème aux parties fermées {α}, ]−∞, α] et à la partie ouverte
]−∞, α[.��

Exemples

1. Dans R2, si F (x, y) = 1, où F : (x, y) �→
(x
a

)2

+
(y
b

)2

, est l’équation d’une

ellipse (E), alors (E) est une partie fermée,
{
(x, y)∈R2

∣∣ F (x, y) < 1
}

est une

partie ouverte, appelée intérieur de l’ellipse,
{
(x, y)∈R2

∣∣ F (x, y) > 1
}
est aussi

une partie ouverte, l’extérieur de l’ellipse.

2. O(n) est une partie fermée de l’espace vectoriel normé Mn(R), en effet, si

f : M �→ t
MM alors f est continue sur Mn(R) car toutes ses coordonnées sont

polynomiales en les mi,j et O(n) = f−1({In}).
3. GLn(K) est une partie ouverte de Mn(K) car c’est det−1(K�), det est continue
car polynomiale, K� est une partie ouverte car de complémentaire fini.

4. Toute boule ouverte (resp. fermée) d’un espace vectoriel normé (E,N) est une
partie ouverte (resp. fermée) de E. Il suffit, pour s’en convaincre de prendre pour
f la fonction x �→ N(x− a) = d(x, a) qui est continue car lipschitzienne.

3.3. Corollaire
Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A une partie dense dans
E. Deux applications continues sur E à valeurs dans F sont égales si, et
seulement si, elles le sont sur A.
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Démonstration

Si f = g, alors f
A

= g
A
.

Réciproquement, d’après le théorème prècédent, X = {x ∈ E | (f − g)(x) = 0F }
est une partie fermée de E contenant A. Donc A ⊂ X ⊂ E = A. D’où X = E.��

Application

Déterminer les applications f de C(R,R) telles que : ∀x ∈ R, f(x+y) = f(x)+f(y).

Les éléments de L(R) sont solutions. Réciproquement, si une telle f existe, soit
x ∈ E. Après avoir prouvé par récurrence, que f(nx) = nf(x) pour tout n ∈ N et
que f est impaire, on a : f(nx) = nf(x) pour n ∈ Z. De la remarque suivante :

∀q ∈ N∗, f(x) = f
(q
q
x
)
= qf

(1
q
x
)
on déduit que f(λx) = λf(x) pour λ ∈ Q.

Les applications de R dans R, t �→ f(tx) et t �→ tf(x) étant continues sur R, égales
sur Q, partie dense dans R, sont égales.

C. Continuité uniforme

1. Définition
Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés et A une partie de
E. Si f est une application de A dans F , f est uniformément continue si :
(∀ε > 0), (∃η > 0), (∀(x, y)∈A2), (N(x− y) < η ⇒ N ′(f(x)− f(y)

)
< ε).

2. Théorème
1. Une application lipschitzienne est uniformément continue.

2. Une application uniformément continue est continue.

Les réciproques sont fausses.

Démonstration

1. Si f est lipschitzienne de rapport k > 0, pour ε > 0 en posant η =
ε

k
on a, pour

tout (x, y)∈A2, N(x− y) < η ⇒ N ′(f(x)− f(y) � kN(x− y) < kη = ε.
Voici un exemple d’application uniformément continue non lipschitzienne.
Soit f : [0, 1] → R, x �→

√
x. Si f est lipschitzienne de rapport k alors pour tout

x∈ ]0, 1], |f(x)− f(0)| � k|x− 0| d’où 1√
x
� k et donc

1√
x
=
0
O(1), ce qui n’est

pas le cas car lim
x→0+

1√
x
= +∞. Montrons que f est uniformément continue. ie.

∀ε > 0, ∃η = ε2, ∀(x, y) ∈ [0, 1]2, 0 � x− y � ε2 ⇒ 0 �
√
x−√

y � ε.

Comme : x � y � 0 ⇒ √
y �

√
x ⇒ y �

√
xy, on a :

0 � x− y � ε2 ⇒
(√

x−√
y
)2

= x− y + 2y − 2
√
xy � ε2, d’où la conclusion.

2. Si dans la définition précédente, on fixe y = a ∈ A, on a la continuité de f en a.

L’application f : R → R, x �→ x2 est continue sur R par composition, mais
non uniformément continue. On peut s’en convaincre en considérant les suites
(un) et (vn) définies par un =

√
n et vn =

√
n+ 1, on a un − vn −−−→

n→∞
0 puisque

vn − un =
1√

n+ 1 +
√
n

alors que |f(un)− f(vn)| = 1.��
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3.2. Corollaire
Si f est une application continue de E dans R et si α∈R alors{
x∈E

∣∣ f(x) = α
}
,
{
x∈E

∣∣ f(x) � α
}
sont fermées,

{
x∈E

∣∣ f(x) < α
}

est une partie ouverte de E.

Démonstration

Aapplication du théorème aux parties fermées {α}, ]−∞, α] et à la partie ouverte
]−∞, α[.��

Exemples

1. Dans R2, si F (x, y) = 1, où F : (x, y) �→
(x
a

)2

+
(y
b

)2

, est l’équation d’une

ellipse (E), alors (E) est une partie fermée,
{
(x, y)∈R2

∣∣ F (x, y) < 1
}

est une

partie ouverte, appelée intérieur de l’ellipse,
{
(x, y)∈R2

∣∣ F (x, y) > 1
}
est aussi

une partie ouverte, l’extérieur de l’ellipse.

2. O(n) est une partie fermée de l’espace vectoriel normé Mn(R), en effet, si

f : M �→ t
MM alors f est continue sur Mn(R) car toutes ses coordonnées sont

polynomiales en les mi,j et O(n) = f−1({In}).
3. GLn(K) est une partie ouverte de Mn(K) car c’est det−1(K�), det est continue
car polynomiale, K� est une partie ouverte car de complémentaire fini.

4. Toute boule ouverte (resp. fermée) d’un espace vectoriel normé (E,N) est une
partie ouverte (resp. fermée) de E. Il suffit, pour s’en convaincre de prendre pour
f la fonction x �→ N(x− a) = d(x, a) qui est continue car lipschitzienne.

3.3. Corollaire
Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A une partie dense dans
E. Deux applications continues sur E à valeurs dans F sont égales si, et
seulement si, elles le sont sur A.
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Démonstration

Si f = g, alors f
A

= g
A
.

Réciproquement, d’après le théorème prècédent, X = {x ∈ E | (f − g)(x) = 0F }
est une partie fermée de E contenant A. Donc A ⊂ X ⊂ E = A. D’où X = E.��

Application

Déterminer les applications f de C(R,R) telles que : ∀x ∈ R, f(x+y) = f(x)+f(y).

Les éléments de L(R) sont solutions. Réciproquement, si une telle f existe, soit
x ∈ E. Après avoir prouvé par récurrence, que f(nx) = nf(x) pour tout n ∈ N et
que f est impaire, on a : f(nx) = nf(x) pour n ∈ Z. De la remarque suivante :

∀q ∈ N∗, f(x) = f
(q
q
x
)
= qf

(1
q
x
)
on déduit que f(λx) = λf(x) pour λ ∈ Q.

Les applications de R dans R, t �→ f(tx) et t �→ tf(x) étant continues sur R, égales
sur Q, partie dense dans R, sont égales.

C. Continuité uniforme

1. Définition
Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés et A une partie de
E. Si f est une application de A dans F , f est uniformément continue si :
(∀ε > 0), (∃η > 0), (∀(x, y)∈A2), (N(x− y) < η ⇒ N ′(f(x)− f(y)

)
< ε).

2. Théorème
1. Une application lipschitzienne est uniformément continue.

2. Une application uniformément continue est continue.

Les réciproques sont fausses.

Démonstration

1. Si f est lipschitzienne de rapport k > 0, pour ε > 0 en posant η =
ε

k
on a, pour

tout (x, y)∈A2, N(x− y) < η ⇒ N ′(f(x)− f(y) � kN(x− y) < kη = ε.
Voici un exemple d’application uniformément continue non lipschitzienne.
Soit f : [0, 1] → R, x �→

√
x. Si f est lipschitzienne de rapport k alors pour tout

x∈ ]0, 1], |f(x)− f(0)| � k|x− 0| d’où 1√
x
� k et donc

1√
x
=
0
O(1), ce qui n’est

pas le cas car lim
x→0+

1√
x
= +∞. Montrons que f est uniformément continue. ie.

∀ε > 0, ∃η = ε2, ∀(x, y) ∈ [0, 1]2, 0 � x− y � ε2 ⇒ 0 �
√
x−√

y � ε.

Comme : x � y � 0 ⇒ √
y �

√
x ⇒ y �

√
xy, on a :

0 � x− y � ε2 ⇒
(√

x−√
y
)2

= x− y + 2y − 2
√
xy � ε2, d’où la conclusion.

2. Si dans la définition précédente, on fixe y = a ∈ A, on a la continuité de f en a.

L’application f : R → R, x �→ x2 est continue sur R par composition, mais
non uniformément continue. On peut s’en convaincre en considérant les suites
(un) et (vn) définies par un =

√
n et vn =

√
n+ 1, on a un − vn −−−→

n→∞
0 puisque

vn − un =
1√

n+ 1 +
√
n

alors que |f(un)− f(vn)| = 1.��
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V. Applications linéaires continues

1. Théorème
Si (E,N) et (F,N ′) sont des espaces vectoriels normés et u élément de
L(E,F ), alors u est continue si, et seulement si, il existe k ∈ R∗

+ tel que :
∀x ∈ E, N ′(u(x)) � k N(x) (�)

On note Lc(E,F ) l’espace vectoriel des applications continues de L(E,F ).

Démonstration

• On déduit de (�) que u est k-lipschitzienne donc continue. En effet, u étant
linéaire, on a : ∀(x, y) ∈ E2, N ′(u(x)− u(y)

)
= N ′(u(x− y)

)
� kN(x− y).

• Réciproquement, si u est continue, elle l’est en 0E . Donc :
∃α ∈ R∗

+, ∀x ∈ E,N(x− 0E) � α ⇒ N ′(u(x)− u(0E)
)
� 1 (1)

Si x �= 0E , le vecteur y = α
x

N(x)
est tel que N(y) = α. On déduit de (1) que :

N ′(u(y)) � 1. D’où N ′(u(x)) � 1

α
N(x).

Si x = 0E , l’inégalité (�) est vérifiée. D’où la conclusion quel que soit x ∈ E.
Lc(E,F ) = L(E,F ) ∩ C(E,F ) prouve que Lc(E,F ) est un sous-espace vectoriel
de F(E,F ).��

Remarques

• Si u ∈ L(E,F ), u est continue si, et seulement si, u est uniformément continue
si, et seulement si, u est continue en 0 si, et seulement si, u est lipschitzienne.

• Ce théorème étant important, nous proposons une autre preuve de la réciproque
utilisant des suites et qui est formatrice.
Si (�) n’est pas vérifiée, il existe une suite (xn)n�0 dans E \ {0} telle que, pour

tout n∈N, N ′(u(xn)) � 2nN(xn). Si yn =
1

2nN(xn)
xn on a N ′(u(yn)) � 1 avec

N(yn) = 2−n. Donc lim
n→∞

yn = 0, ce qui contredit la continuité de u.��

2. Une norme sur Lc(E,F )

2.1. Théorème et définition
Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés. L’application de
Lc(E,F ) dans R+ : u �→ sup

N(x)�1

N ′(u(x)) est une norme sur Lc(E,F ) dite

norme subordonnée à N et N ′. On note ‖u‖ = sup
N(x)�1

N ′(u(x)).

Démonstration

• Si u ∈ Lc(E,F ), {N ′(u(x)) |x ∈ E,N(x) � 1} est une partie non vide et majorée
de R+ d’après le théorème de caractérisation des applications linéaires continues.
Donc ‖u‖ existe et appartient à R+.

• ‖u + v‖ � ‖u‖ + ‖v‖ est une conséquence des propriétés de la norme de la
convergence uniforme avec f = N ′◦u, g = N ′◦v et X = {x∈E |N(x) � 1}·
• De même, si (λ, u) ∈ K× Lc(E,F ). Alors ‖λ.u‖ = |λ|.‖u‖.
• Si ‖u‖ = 0, alors, pour tout x ∈ E tel que N(x) � 1, 0 � N ′(u(x)) � ‖u‖ = 0.
Comme N ′ est une norme, pour tout x ∈ E tel que N(x) � 1, u(x) = 0F .
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Si y ∈ E \ {0E}, x =
y

N(y)
est unitaire. D’où u(x) = 0F =

u(y)

N(y)
· ie. u(y) = 0F .

Comme u(0E) = 0F , on a : ∀y ∈ E, u(y) = 0F et l’on peut conclure que ‖.‖ est
une norme sur Lc(E,F ).��
2.2. Conséquences

(i) ∀x∈E,N ′(u(x)) � ‖u‖N(x).

(ii) Si (E,N), (F,N ′) et (G,N ′′) sont des espaces vectoriels normés,
u∈Lc(F,G) et v ∈Lc(E,F ) montrer que, pour les normes subordonnées
on a : ‖u◦v‖ � ‖u‖ · ‖v‖.

Démonstration

(i) est immédiate puisque le vecteur
x

N(x)
est unitaire si x �= 0 et u linéaire.

(ii) Si N(x) � 1 alors N ′′
(
u
(
v(x)

))
� ‖u‖·N ′(v(x)) puis N ′′

(
u
(
v(x)

))
� ‖u‖·‖v‖

et l’inégalité découle du théorème précédent.��

VI. Compacité

1. Définition
Une partie A d’un espace vectoriel normé (E,N) est dite compacte si toute
suite de points de A a au moins une valeur d’adhérence dans A ie. si, de
toute suite de points de A on peut extraire une suite qui converge dans A.

2. Théorème

Toute partie compacte d’un espace vectoriel normé est fermée et bornée.

Démonstration

Soit A une partie compacte de l’espace vectoriel normé (E,N).

• Si (xn) est une suite de points de A convergeant vers � ∈ E, comme A est
compacte, elle admet une suite extraite (xϕ(n)) qui converge vers b ∈ A. En tant
que suite extraite de (xn), elle converge vers �. On déduit de l’unicité de la limite
que � = b ∈ A. Donc A est une partie fermée de E.

• A est bornée si, et seulement si, ∃M ∈ R+, ∀x ∈ A,N(x) � M .

Si A est non bornée, pour tout n dans N, il existe xn dans A tel que N(xn) > n.

Pour tout application ϕ strictement croissante de N dans N : N(xϕ(n)) > ϕ(n) � n
pour tout n ∈ N. Donc N(xϕ(n)) −−−→

n→∞
+∞.

S’il existait ϕ strictement croissante de N dans N telle que (xϕ(n)) converge vers

� ∈ E, alors
(
N(xϕ(n))

)
convergerait, par continuité de la norme, vers N(�) ∈ R+,

d’où une contradiction.��
Conséquence : R n’est compacte dans l’espace vectoriel normé (R, |.|).
3. Théorème

Toute partie fermée contenue dans un compact d’un espace vectoriel normé
est compacte.
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x
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N ′(u(y)) � 1. D’où N ′(u(x)) � 1
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• ‖u + v‖ � ‖u‖ + ‖v‖ est une conséquence des propriétés de la norme de la
convergence uniforme avec f = N ′◦u, g = N ′◦v et X = {x∈E |N(x) � 1}·
• De même, si (λ, u) ∈ K× Lc(E,F ). Alors ‖λ.u‖ = |λ|.‖u‖.
• Si ‖u‖ = 0, alors, pour tout x ∈ E tel que N(x) � 1, 0 � N ′(u(x)) � ‖u‖ = 0.
Comme N ′ est une norme, pour tout x ∈ E tel que N(x) � 1, u(x) = 0F .

Compacité 113
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Démonstration

Soit (xn) une suite de la partie A fermée contenue dans le compact B. En tant
que suite de B, elle admet une suite extraite qui converge vers � ∈ B. Comme A
est fermée, � ∈ A et donc A est une partie compacte de E.��

4. Théorème
Si A est une partie compacte de l’espace vectoriel normé (E,N). Si (un)n
à valeurs dans A n’a qu’une valeur d’adhérence �, elle converge vers �.

Démonstration

Supposons que (un) ne converge pas vers �.
∃ε∈R�+, ∀n0 ∈N, ∃k∈N, k � n0 et N(uk − �) � ε. Fixons un tel ε.
On construit alors par récurrence ϕ : N → N strictement croissante telle que, pour
tout n∈N, N(uϕ(n) − �) � ε.
Il existe k = ϕ(0) � n0 = 0 tel que N(uk− �) � ε et, si ϕ(0), . . . , ϕ(n) sont définis,
il existe k = ϕ(n+ 1) � n0 = ϕ(n) + 1 tel que N(uk − �) � ε.
(uϕ(n)) est une suite à valeurs dansA compact, donc il existe ψ : N → N strictement
croissante et c∈A tels que uϕ◦ψ(n) −−−→

n→∞
c. Comme (uϕ◦ψ(n)) est une suite extraite

de (un), on a c = �. Or pour tout n∈N, N(uϕ◦ψ(n) − �) � ε : absurde. Donc (un)
converge vers �.��
5. Théorème

Si A est une partie compacte de l’espace vectoriel normé (E,N) et B est
une partie compacte de l’espace vectoriel normé (F,N ′), alors A × B est
une partie compacte de l’espace vectoriel normé produit.

Démonstration

Soit (xn, yn) une suite de A×B. Il existe (xϕ(n)) extraite de (xn) et convergeant
vers a ∈ A. En tant que suite de points de la partie compacte B, (yϕ(n)) a une
suite extraite (yϕ◦ψ(n)) convergeant vers b ∈ B. La suite (xϕ◦ψ(n)) étant extraite de
la suite convergente (xϕ(n)), converge vers a∈A. Donc la suite (xϕ◦ψ(n), yϕ◦ψ(n))
extraite de (xn, yn) converge vers (a, b) ∈ A×B.��

Remarque

On montre par récurrence qu’un produit fini de parties compactes est compact.

6. Théorème de Heine
Si (E,N) et (F,N ′) sont deux espaces vectoriels normés, A une partie
compacte de E et f ∈ C(A,F ), alors f est uniformément continue.

Démonstration

Si f n’est pas uniformément continue, on peut écrire :

∃ ε > 0, ∀n ∈ N, ∃(xn, yn) ∈ A2, N(xn − yn) �
1

n+ 1
et N ′(f(xn)− f(yn)

)
� ε.

A étant compacte, A2 l’est d’après le théorème précédent. Il existe (xϕ(n), yϕ(n))
extraite de (xn, yn) qui converge vers (a, b) ∈ A2. Comme N est continue et

N
(
xϕ(n) − yϕ(n)

)
�

1

ϕ(n) + 1
�

1

n+ 1
, par passage à la limite, N(a − b) = 0 ie.

a = b. f et N ′ étant continues, N ′(f(xϕ(n)) − f(yϕ(n))
)
−−−→
n→∞

0 ce qui contredit

notre hypothèse : la suite
(
N ′(f(xn)− f(yn)

))
est minorée par ε > 0. ��
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7. Théorème (image continue d’un compact)

Si (E,N) et (F,N ′) sont deux espaces vectoriels normés, A une partie
compacte de E et f ∈ C(A,F ), alors f(A) est une partie compacte de
F .

Démonstration

Soit (yn) une suite de points de f(A). Il existe une suite (xn) de points de A telle
que yn = f(xn) pour tout n ∈ N. A étant compact, il existe (xϕ(n)) extraite de
(xn) convergeant vers a ∈ A. yϕ(n) −−−→

n→∞
f(a) car f est continue sur A. La suite

(yϕ(n)) étant extraite de (yn) et f(a) étant élément de f(A), la partie f(A) est
compacte dans F .��

Remarque

L’image réciproque d’une partie compacte n’est en général pas compacte.
Il suffit pour s’en convaincre de considérer f : R → [−1, 1], x �→ sin(x).

8. Théorème (cas des fonctions à valeurs réelles)

Soient (E,N) un espace vectoriel normé, A une partie compacte non vide
de E et f ∈ C(A,R). Alors f est bornée et atteint ses bornes. Autrement
dit, sup

x∈A
f(x) et inf

x∈A
f(x) existent dans R et sont égaux respectivement à

max
x∈A

f(x) et min
x∈A

f(x).

Démonstration

D’après le théorème précédent, f(A) est une partie compacte non vide de R. Donc
f(A) est une partie non vide et bornée de R. D’où l’existence de sup

x∈A
f(x) et

inf
x∈A

f(x). De plus f(A) étant une partie compacte, est fermée dans R. On achève

la démonstration à l’aide de la remarque qui suit.��

Remarque

Si X est une partie non vide de R et majorée, M = sup
R

X est adhérent à X.

En effet, par définition de M , on a : ∀ε > 0, ∃ y ∈ X,M − ε < y � M < M + ε.
Donc toute boule ouverte B(M, ε) rencontre X. D’où, tout voisinage de M dans
R rencontre X. Autrement dit M est adhérent à X.

9. Théorème
Les parties compactes de (R, |.|), (Rn, N∞), (Cn, N∞), n � 1 sont les parties
fermées et bornées de ces espaces vectoriels normés.

Démonstration

Une partie compacte d’un espace vectoriel normé étant fermée et bornée, il suffit
de prouver que si P est une partie fermée et bornée de R, elle est compacte. En
effet, pour Rn, le résultat découle du théorème VI.5. et, pour Cn, du fait que C et
R2 sont isométriques.
D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass vu en première année, P étant une
partie bornée de R, toute suite de points de P a au moins une valeur d’adhérence
dans R. P étant fermée, cette valeur d’adhérence est élément de P .��
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Démonstration
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4. Théorème
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Démonstration
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n→∞
c. Comme (uϕ◦ψ(n)) est une suite extraite
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5. Théorème
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Remarque
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Démonstration
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1

n+ 1
et N ′(f(xn)− f(yn)

)
� ε.
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N
(
xϕ(n) − yϕ(n)

)
�

1

ϕ(n) + 1
�

1

n+ 1
, par passage à la limite, N(a − b) = 0 ie.

a = b. f et N ′ étant continues, N ′(f(xϕ(n)) − f(yϕ(n))
)
−−−→
n→∞

0 ce qui contredit
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(
N ′(f(xn)− f(yn)

))
est minorée par ε > 0. ��
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7. Théorème (image continue d’un compact)
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Démonstration
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n→∞
f(a) car f est continue sur A. La suite
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Remarque
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x∈A
f(x) et inf

x∈A
f(x) existent dans R et sont égaux respectivement à

max
x∈A

f(x) et min
x∈A

f(x).

Démonstration
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x∈A
f(x) et

inf
x∈A
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la démonstration à l’aide de la remarque qui suit.��
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VII. Espace vectoriel normé de dimension finie

1. Lemme

Sur Kp, deux normes quelconques sont équivalentes.

Démonstration

• Comparons une norme quelconque N à N1 sur Kp.
Si B = (εi)1�i�p est la base canonique de Kp, tout vecteur x de Kp s’écrit de façon

unique : x =

p∑
i=1

xiεi, xi ∈ K. Donc N(x) �
p∑

i=1

|xi|N(εi) � max
1�i�p

(
N(εi)

) p∑
i=1

|xi|.

B étant une base de Kp, les εi sont tous non nuls ainsi que les N(εi). Posons
α = max

1�i�p

(
N(εi)

)
, il vient alors N � αN1 avec α > 0.

• L’application N : Kp → R+ est continue de l’espace vectoriel normé (Kp, N1)
dans l’espace vectoriel normé (R, |.|) car lipschitzienne. En effet :
|N(x)−N(y)| � N(x− y) � αN1(x− y).
La sphère unité S de (Kp, N1) est fermée et bornée, donc compacte dans Kp.
En effet, les normes N1 et N∞ sont équivalentes sur Kp. N

S
atteint sa borne

inférieure. Comme 0E �∈ S pour tout x de S, 0 < β � N(x).

Si y ∈ Kp \ {0}, x =
y

N1(y)
∈ S. Donc : βN1(y) � N(y). Cette inégalité est vraie

si y = 0. Donc : ∀x ∈ Kp, βN1(x) � N(x) � αN1(x).��

2. Théorème fondamental

Sur un espace vectoriel de dimension finie les normes sont équivalentes.

Démonstration

Soit B′ = (ei)1�i�p une base d’un espace vectoriel de dimension finie E.

L’application ϕ : E → Kp, x =

p∑
i=1

xiei → (x1, . . . , xp) =

p∑
i=1

xiεi est un iso-

morphisme de K-espaces vectoriels. À une norme N sur E on associe N ′ sur Kp,
définie par : ∀y ∈ Kp, N ′(y) = N

[
ϕ−1(y)

]
.

D’où ϕ est une isométrie de (E,N) sur (Kp, N ′) ie. N(x− y) = N ′(ϕ(x)− ϕ(y))
pour (x, y) ∈ E2 ; donc une bijection telle que ϕ et ϕ−1 soient continues. On
conclut avec le lemme précédent.��
Du fait que ϕ−1 est une isométrie, on déduit :

3. Corollaire
Dans un espace vectoriel de dimension finie, les parties compactes sont les
parties fermées et bornées.

4. Corollaire
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé E
est une partie fermée de E.

Démonstration

Soit A un sous-espace vectoriel de dimension finie p d’un espace vectoriel normé
(E,N). Si B = (e1, . . . , ep) est une base de A, et y ∈A, de coordonnées (y1, . . . , yp)
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dans la base B notons N∞(y) = max
1�i�n

|yi| une norme sur A. Comme toutes les

normes y sont équivalentes, il existe c et d∈R�+ tels que dN � N∞ � cN . Donc
∀i∈[[1, p]], |yi| � N∞(y) � cN(y) (�).
Soit (xn)n suite à valeurs dans A qui converge vers � dans (E,N). Alors la suite
réelle (N(xn)) est convergente, majorée. Pour tout n∈N notons (xn,1 , . . . , xn,p )
les coordonnées de xn dans la base B. On déduit de (�) que (xn,1)n est une suite
numérique bornée, on en extrait (xj1(n),1)n convergente.
(xj1(n),2)n est également bornée et on en extrait (xj1◦j2(n),2)n convergente, alors
(xj1◦j2(n),1)n et (xj1◦j2(n),2)n convergent.
En itérant ce procédé on arrive à ∀k∈[[1, p]], (xj1◦···◦jp(n),k)n convergente et donc
(xj1◦···◦jp(n))n converge vers α∈A pour N∞ a fortiori pour N . Du théorème sur
les sous-suites des suites convergentes, on déduit que � = α∈A. ��
5. Corollaire

Soient A une partie d’un espace vectoriel normé (E,N), a un point adhérent
à A, F un espace vectoriel de dimension finie et f un application de A
dans F . Si F = (ε1, . . . , εq) désigne une base de F , on note pour tout

x∈A, f(x) =
q∑

k=1

fk(x)εk. f admet une limite en a si, et seulement si,

pour tout k∈[[1, q]], fk admet une limite en a ; si tel est le cas on a

lim
a

f =
q∑

k=1

(
lim
a

fk
)
εk.

Démonstration

On utilise l’isomorphisme entre F et Kp. Le théorème découle de IV.A.4.��

6. Théorème
Toute application linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E dans
un espace vectoriel normé (F,N ′) est continue.

Démonstration

Les normes sur E étant équivalentes, adoptons N1.
Si B = (εi)1�i�p est une base de E, tout vecteur x de E s’écrit de façon unique :
p∑

i=1

xiεi, xi ∈ K. Donc N ′(u(x)) �
p∑

i=1

|xi|N ′(u(εi)
)
� max

1�i�p

(
N ′(u(εi)

) p∑
i=1

|xi|.

Donc : ∀x ∈ E,N ′(u(x)) � kN1(x) où k = max
1�i�p

(
N ′(u(εi)

)
∈ R+.

On déduit du théorème V.A.1. la continuité de l’application linéaire u.��
7. Théorème

Soient (E1, . . . , En) des espaces vectoriels normés de dimension finie et
(F,N ′) un espace vectoriel normé. Toute application n-linéaire u de E1 ×
· · · × En dans F est continue.

Démonstration

Nous ne traiterons que le cas où n = 2. Notons B = (ei)1�i�n une base de E1 et
B′ = (e′i)1�i�p une base de E2. L’application u étant bilinéaire sur E1 × E2, on a

u(x, y) = u
( n∑

i=1

αiei,

p∑
j=1

βje
′
j

)
=

n∑
i=1

p∑
j=1

αiβju(ei, e
′
j). La continuité de u découle

de celle des fonctions polynomiales sur K2.��
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• L’application N : Kp → R+ est continue de l’espace vectoriel normé (Kp, N1)
dans l’espace vectoriel normé (R, |.|) car lipschitzienne. En effet :
|N(x)−N(y)| � N(x− y) � αN1(x− y).
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Si y ∈ Kp \ {0}, x =
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si y = 0. Donc : ∀x ∈ Kp, βN1(x) � N(x) � αN1(x).��

2. Théorème fondamental

Sur un espace vectoriel de dimension finie les normes sont équivalentes.
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Soit B′ = (ei)1�i�p une base d’un espace vectoriel de dimension finie E.

L’application ϕ : E → Kp, x =
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xiei → (x1, . . . , xp) =
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xiεi est un iso-
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[
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Espace vectoriel normé de dimension finie 117

dans la base B notons N∞(y) = max
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VIII. Convexité

1. Barycentres

• Soient a1, . . . , an, n points d’un R-espace vectoriel E et (αi)i∈[[1,n]] ∈Rn

tels que α1 + · · ·+ αn �= 0. On appelle barycentre du système de vecteurs

pondérés
(
ai, αi

)
1�i�n

le vecteur g=
α1a1 + · · ·+ αnan

α1 + · · ·+ αn
·

2. Définition
Soit E un R-espace-vectoriel.
• Si (a, b)∈E2, le segment [ab] est l’ensemble : {(1−t)a+tb | t∈[0, 1] ⊂ R}·
• Une partie C de E est dite convexe si : ∀(a, b)∈C2, [ab] ⊂ C.

3. Enveloppe convexe

3.1. Définition
On appelle enveloppe convexe d’une partie H �= ∅ d’un espace vectoriel E,
l’intersection des parties convexes de E contenant H. C’est aussi le plus
petit (au sens de l’inclusion) convexe de E contenant H.

3.2. Théorème
L’enveloppe convexe (notée conv(H)) d’une partie H de E est l’ensemble

{
x =

p∑
i=1

λixi

∣∣∣ p∈N�, ∀i, λi � 0, xi ∈H,

p∑
i=1

λi = 1
}
·

Démonstration

Notons C =
{
x =

p∑
i=1

λixi

∣∣∣ p∈N�, ∀i, λi � 0, xi ∈H,

p∑
i=1

λi = 1
}
·

• Montrons que C est une partie convexe de E contenant H. Comme conv(H) est
le plus petit convexe de E contenant H, on aura conv(H) ⊂ C.
Pour x∈H, comme x = 1.x, on peut conclure que H ⊂ C.

Pour tout (x, y)∈C2, x =

p∑
i=1

λixi où λi � 0, xi ∈H,

p∑
i=1

λi = 1,

y =

p∑
i=1

µixi où µi � 0, xi ∈H,

p∑
i=1

µi = 1,

∀t∈[0, 1], (1− t)x+ ty =

p∑
i=1

νixi où νi = (1− t)λi + tµi � 0 et

p∑
i=1

νi = (1− t)

p∑
i=1

λi = +t

p∑
i=1

µi = (1− t) + t = 1. Donc C est convexe.

• Montrons que C ⊂ conv(H) en raisonnant par récurrence sur p.

Si p = 1 x1 ∈H ⊂ conv(H).

Si p = 2, (x1, x2)∈H2, λ1 ∈R+, λ2 ∈R+ tels que λ1 + λ2 = 1.

λ1x1 + λ2x2 = λ1x1 + (1− λ1)x2 ∈ conv(H) car conv(H) est convexe.

Supposons p � 2, ∀(λ1, . . . , λp)∈(R+)
p, ∀(x1, . . . , xp)∈Hp,

p∑
i=1

λi = 1,

Connexité par arcs 119

alors

p∑
i=1

λixi ∈ conv(H).

Soient (x1, . . . , xp+1)∈Hp+1, (ν1, . . . νp+1)∈(R+)
p+1 telsque

p+1∑
i=1

νi = 1.

Supposons α =

p∑
i=1

νi �= 0 sinon le résultat est obtenu.

x =

p+1∑
i=1

νixi = αy + νp+1xp+1 où y =

p∑
i=1

νi
α
xi,

p∑
i=1

νi
α

= 1 et
νi
α

� 0.

D’après l’hypothèse de récurrence, y ∈ conv(H).

Comme α � 0, νp+1 � 0 et α+ νp+1 = 1, on a x∈ conv(H).

En conclusion, C = conv(H).��

IX. Connexité par arcs

1. Définition
Une partie A non vide d’un espace vectoriel normé (E,N) est dite connexe
par arcs si, et seulement si, pour tout (a, b) ∈ A2, il existe f ∈ C([0, 1], E)
telle que : f(0)=a, f(1)= b et f([0, 1])⊂A. f s’appelle un chemin de a à b.

Exemple

Toute partie convexe d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs. En
particulier les boules ouvertes, les boules fermées, les sous-espaces vectoriels sont
connexes par arcs. Les intervalles de R sont connexes par arcs.

Démonstration

(i) Si A est convexe, on a : ∀t ∈ [0, 1], ∀(a, b) ∈ A2, (1− t)a+ tb ∈ A.
Soit f : [0, 1] → E, t �→ (1 − t)a + tb. Alors f(0) = a, f(1) = b, f([0, 1]) ⊂ A et f
est continue d’après les opérations sur les fonctions continues. D’où A est connexe
par arcs.

(ii) Une boule ouverte est convexe, d’après I.A.3. de ce chapitre.

Remarque

Il existe des parties de E connexes par arcs mais non convexes si E contient plus
de deux vecteurs x et y linéairement indépendants, car alors on peut considérer la
partie A =

{
ϕ(t) = tx+ t2y |t ∈ [0, 1]

}
et vérifier qu’elle est connexe par arcs mais

non convexe. En effet
ϕ(0) + ϕ(1)

2
=

x+ y

2
�∈ A implique la non convexité de A.

Pour tout (a, b) ∈ A2, il existe (t1, t2) ∈ [0, 1]2, tel que a = ϕ(t1) et b = ϕ(t2). On
peut construire f ∈ C[0, 1], E) en posant f(θ) = ϕ

(
(1− θ)t1 + θt2

)
. f vérifie bien

f(0) = a, f(1) = b et f
(
[0, 1]

)
⊂ A.

Par contre, en dimension 1, les deux notions cöıncident, car :

2. Théorème
Une partie non vide de R est connexe par arcs si, et seulement si, elle est
un intervalle de R.
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VIII. Convexité

1. Barycentres

• Soient a1, . . . , an, n points d’un R-espace vectoriel E et (αi)i∈[[1,n]] ∈Rn

tels que α1 + · · ·+ αn �= 0. On appelle barycentre du système de vecteurs

pondérés
(
ai, αi

)
1�i�n

le vecteur g=
α1a1 + · · ·+ αnan

α1 + · · ·+ αn
·

2. Définition
Soit E un R-espace-vectoriel.
• Si (a, b)∈E2, le segment [ab] est l’ensemble : {(1−t)a+tb | t∈[0, 1] ⊂ R}·
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3.2. Théorème
L’enveloppe convexe (notée conv(H)) d’une partie H de E est l’ensemble

{
x =

p∑
i=1

λixi

∣∣∣ p∈N�, ∀i, λi � 0, xi ∈H,

p∑
i=1

λi = 1
}
·

Démonstration
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{
x =

p∑
i=1

λixi

∣∣∣ p∈N�, ∀i, λi � 0, xi ∈H,

p∑
i=1

λi = 1
}
·
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Pour tout (x, y)∈C2, x =

p∑
i=1

λixi où λi � 0, xi ∈H,

p∑
i=1

λi = 1,

y =

p∑
i=1

µixi où µi � 0, xi ∈H,

p∑
i=1

µi = 1,

∀t∈[0, 1], (1− t)x+ ty =

p∑
i=1

νixi où νi = (1− t)λi + tµi � 0 et

p∑
i=1

νi = (1− t)

p∑
i=1

λi = +t

p∑
i=1

µi = (1− t) + t = 1. Donc C est convexe.
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Supposons p � 2, ∀(λ1, . . . , λp)∈(R+)
p, ∀(x1, . . . , xp)∈Hp,

p∑
i=1

λi = 1,
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alors

p∑
i=1

λixi ∈ conv(H).
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α
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νi
α
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telle que : f(0)=a, f(1)= b et f([0, 1])⊂A. f s’appelle un chemin de a à b.
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Soit f : [0, 1] → E, t �→ (1 − t)a + tb. Alors f(0) = a, f(1) = b, f([0, 1]) ⊂ A et f
est continue d’après les opérations sur les fonctions continues. D’où A est connexe
par arcs.

(ii) Une boule ouverte est convexe, d’après I.A.3. de ce chapitre.

Remarque

Il existe des parties de E connexes par arcs mais non convexes si E contient plus
de deux vecteurs x et y linéairement indépendants, car alors on peut considérer la
partie A =

{
ϕ(t) = tx+ t2y |t ∈ [0, 1]

}
et vérifier qu’elle est connexe par arcs mais

non convexe. En effet
ϕ(0) + ϕ(1)
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=
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�∈ A implique la non convexité de A.

Pour tout (a, b) ∈ A2, il existe (t1, t2) ∈ [0, 1]2, tel que a = ϕ(t1) et b = ϕ(t2). On
peut construire f ∈ C[0, 1], E) en posant f(θ) = ϕ

(
(1− θ)t1 + θt2

)
. f vérifie bien

f(0) = a, f(1) = b et f
(
[0, 1]

)
⊂ A.

Par contre, en dimension 1, les deux notions cöıncident, car :

2. Théorème
Une partie non vide de R est connexe par arcs si, et seulement si, elle est
un intervalle de R.
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Démonstration

• Tout intervalle de R est convexe donc connexe par arcs.

• Soit A une partie de R connexe par arcs. Supposons que A ne soit pas un
intervalle. Il existe (a, b, c) ∈ R3 tels que a < c < b avec a ∈ A, c �∈ A et b ∈ A. Par
hypothèse, il existe f ∈ C

(
[0, 1],R

)
telle que f(0) = a, f(1) = b et f([0, 1]) ⊂ A.

f étant continue, F = f−1
(
] − ∞, c]

)
est une partie fermée de [0, 1], donc

de R. La borne supérieure γ de F dans R existe et est élément de F . Donc
γ ∈ [0, 1] et f(γ) � c. Comme c �∈ A, f(γ) < c. Puisque b > c, on a 1 > γ.
f étant continue en γ, il existe η ∈ ]0, 1−γ[, tel que, pour tout θ ∈ [0, 1], si |θ−γ| � η
alors |f(θ)− f(γ)| � c− f(γ). Donc γ + η ∈ [0, 1], γ + η > γ et f(γ + η) � c. Ceci
contredit : γ est la borne supérieure de F . Donc A est un intervalle de R.��
Remarque

Une intersection de parties connexes par arcs n’en est en général pas une, comme
le prouve l’étude de l’intersection d’un cercle et d’une droite qui le coupe en deux
points. Pour une réunion, voir l’exercice 20.

3. Théorème (image continue d’une partie connexe par arcs)

Si (E,N) et (F,N ′) sont deux espaces vectoriels normés, A une partie
connexe par arcs de E, et f une application continue de A dans F , alors
f(A) est une partie connexe par arcs de F .

Démonstration

Soit (a′, b′) ∈ (f(A))2, il existe (a, b) ∈ A2 tel que b′ = f(b) et a′ = f(a). Comme
A est connexe par arcs, il existe g ∈ C([0, 1], F ) telle que g(0) = a, g(1) = b et
g([0, 1]) ⊂ A. L’application f◦g est un élément de C([0, 1], F ) par composition, et
vérifie f◦g(0) = a′, f◦g(1) = b′ et f◦g([0, 1]) ⊂ f(A).��
4. Corollaire (théorème des valeurs intermédiaires)

Si (E,N) est un espace vectoriel normé, A une partie connexe par arcs de
E, et f ∈C(A,R), alors f(A) est un intervalle de R.

5. Corollaire (image d’un segment de R par une application continue)

Si I est un segment de R et f ∈ C(I,R), alors f(I) est un segment de R.

Démonstration

Du corollaire précédent on déduit que f(I) est un intervalle de R. I étant un
compact de R, et f continue, f(I) est un compact de R. Donc f(I) est un intervalle
compact de R ie. f(I) = [m,M ].��
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EXERCICES

1. On définit cinq applications de C[X] dans R+ de la façon suivante :

si P =
n∑

k=0

akX
k, N0(P ) = max

0�k�n
|ak|, N1(P ) =

n∑
k=0

|ak|, N2(P ) = sup
t∈[0,1]

|P (t)|,

N3(P ) = sup
{
|P (z)|

∣∣ z ∈ C, |z| = 1
}
, N4(P ) =

∫ 1

0

|P (t)|dt.

Montrer que ce sont des normes sur C[X] et que N0, N1, N2, N4 sont deux à deux
non équivalentes, ainsi que N0, N2, N3, N4.

2. Soit A une partie bornée de l’espace vectoriel normé (E,N), L l’espace vectoriel
des applications lipschitziennes de A dans E. En tant que sous-espace vectoriel de
B(A,E), L est muni de la norme induite par N∞. Soit a ∈ A.

a. Pour f ∈ L, soit Kf =
{
k ∈ R+

∣∣ ∀(x, y) ∈ A2, N(f(x) − f(y)) � kN(x − y)
}
.

On note c(f) = inf(Kf ). Montrer que N : L → R+, f �→ c(f) + N(f(a)) est une
norme sur L.
b. Dans le cas où E = R et A = [0, 1], montrer que N∞ et N ne sont pas des
normes équivalentes sur L.

3. a. Soit G un sous-groupe de (R,+) non réduit à {0} et a la borne inférieure de
G ∩ R∗

+. Montrer que si a > 0, G = aZ et que si a = 0, G est dense dans R.
b. En utilisant par exemple le fait que la fonction cos est 1-lipschitzienne sur R
et la question précédente, prouver que si α ∈ R \ πQ, {cos(nα) |n ∈ N} est dense
dans [−1, 1].

4. Soient (E,N) un K-espace vectoriel normé, λ ∈ K, A et B deux parties non
vides de E. On note A+B = {a+b | (a, b) ∈ A×B} et λA = {λa | a ∈ A}. Montrer
que :
a. si A est fermé (resp. ouvert, compact), il en est de même de λA.
b. si A et B sont 2 ouverts (resp. compact), il en est de même de A+B.
c. si A est compact et B fermé, A+B est fermé. Examiner A+B si E = R, A = aZ,
B = bZ et conclure. On pourra utiliser l’exercice 3.
d. si A est un sous-espace vectoriel fermé et B un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E, alors A+B est fermé dans E.

5. Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés. On a montré en V.2.
que l’application de Lc(E,F ) dans R+ : u �→ sup

N(x)�1

N ′(u(x)) est une norme sur

Lc(E,F ) dite norme subordonnée à N et N ′. On note ‖u‖ = sup
N(x)�1

N ′(u(x)).

Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés, (E �= {0E}).
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Démonstration

• Tout intervalle de R est convexe donc connexe par arcs.

• Soit A une partie de R connexe par arcs. Supposons que A ne soit pas un
intervalle. Il existe (a, b, c) ∈ R3 tels que a < c < b avec a ∈ A, c �∈ A et b ∈ A. Par
hypothèse, il existe f ∈ C

(
[0, 1],R

)
telle que f(0) = a, f(1) = b et f([0, 1]) ⊂ A.

f étant continue, F = f−1
(
] − ∞, c]

)
est une partie fermée de [0, 1], donc

de R. La borne supérieure γ de F dans R existe et est élément de F . Donc
γ ∈ [0, 1] et f(γ) � c. Comme c �∈ A, f(γ) < c. Puisque b > c, on a 1 > γ.
f étant continue en γ, il existe η ∈ ]0, 1−γ[, tel que, pour tout θ ∈ [0, 1], si |θ−γ| � η
alors |f(θ)− f(γ)| � c− f(γ). Donc γ + η ∈ [0, 1], γ + η > γ et f(γ + η) � c. Ceci
contredit : γ est la borne supérieure de F . Donc A est un intervalle de R.��
Remarque

Une intersection de parties connexes par arcs n’en est en général pas une, comme
le prouve l’étude de l’intersection d’un cercle et d’une droite qui le coupe en deux
points. Pour une réunion, voir l’exercice 20.

3. Théorème (image continue d’une partie connexe par arcs)

Si (E,N) et (F,N ′) sont deux espaces vectoriels normés, A une partie
connexe par arcs de E, et f une application continue de A dans F , alors
f(A) est une partie connexe par arcs de F .

Démonstration

Soit (a′, b′) ∈ (f(A))2, il existe (a, b) ∈ A2 tel que b′ = f(b) et a′ = f(a). Comme
A est connexe par arcs, il existe g ∈ C([0, 1], F ) telle que g(0) = a, g(1) = b et
g([0, 1]) ⊂ A. L’application f◦g est un élément de C([0, 1], F ) par composition, et
vérifie f◦g(0) = a′, f◦g(1) = b′ et f◦g([0, 1]) ⊂ f(A).��
4. Corollaire (théorème des valeurs intermédiaires)

Si (E,N) est un espace vectoriel normé, A une partie connexe par arcs de
E, et f ∈C(A,R), alors f(A) est un intervalle de R.

5. Corollaire (image d’un segment de R par une application continue)

Si I est un segment de R et f ∈ C(I,R), alors f(I) est un segment de R.

Démonstration

Du corollaire précédent on déduit que f(I) est un intervalle de R. I étant un
compact de R, et f continue, f(I) est un compact de R. Donc f(I) est un intervalle
compact de R ie. f(I) = [m,M ].��
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1. On définit cinq applications de C[X] dans R+ de la façon suivante :
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akX
k, N0(P ) = max
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|ak|, N1(P ) =
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k=0

|ak|, N2(P ) = sup
t∈[0,1]

|P (t)|,

N3(P ) = sup
{
|P (z)|

∣∣ z ∈ C, |z| = 1
}
, N4(P ) =

∫ 1

0

|P (t)|dt.

Montrer que ce sont des normes sur C[X] et que N0, N1, N2, N4 sont deux à deux
non équivalentes, ainsi que N0, N2, N3, N4.

2. Soit A une partie bornée de l’espace vectoriel normé (E,N), L l’espace vectoriel
des applications lipschitziennes de A dans E. En tant que sous-espace vectoriel de
B(A,E), L est muni de la norme induite par N∞. Soit a ∈ A.

a. Pour f ∈ L, soit Kf =
{
k ∈ R+

∣∣ ∀(x, y) ∈ A2, N(f(x) − f(y)) � kN(x − y)
}
.

On note c(f) = inf(Kf ). Montrer que N : L → R+, f �→ c(f) + N(f(a)) est une
norme sur L.
b. Dans le cas où E = R et A = [0, 1], montrer que N∞ et N ne sont pas des
normes équivalentes sur L.

3. a. Soit G un sous-groupe de (R,+) non réduit à {0} et a la borne inférieure de
G ∩ R∗

+. Montrer que si a > 0, G = aZ et que si a = 0, G est dense dans R.
b. En utilisant par exemple le fait que la fonction cos est 1-lipschitzienne sur R
et la question précédente, prouver que si α ∈ R \ πQ, {cos(nα) |n ∈ N} est dense
dans [−1, 1].

4. Soient (E,N) un K-espace vectoriel normé, λ ∈ K, A et B deux parties non
vides de E. On note A+B = {a+b | (a, b) ∈ A×B} et λA = {λa | a ∈ A}. Montrer
que :
a. si A est fermé (resp. ouvert, compact), il en est de même de λA.
b. si A et B sont 2 ouverts (resp. compact), il en est de même de A+B.
c. si A est compact et B fermé, A+B est fermé. Examiner A+B si E = R, A = aZ,
B = bZ et conclure. On pourra utiliser l’exercice 3.
d. si A est un sous-espace vectoriel fermé et B un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E, alors A+B est fermé dans E.

5. Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés. On a montré en V.2.
que l’application de Lc(E,F ) dans R+ : u �→ sup

N(x)�1

N ′(u(x)) est une norme sur

Lc(E,F ) dite norme subordonnée à N et N ′. On note ‖u‖ = sup
N(x)�1

N ′(u(x)).
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Ex
er

ci
ce
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Montrer que ‖u‖ = sup
N(x)=1

N ′(u(x)) = sup
x∈E
x�=0E

N ′(u(x))

N(x)
,

et que ‖u‖ = min
{
k ∈ R+ | ∀x ∈ E,N ′(u(x)) � kN(x)

}
·

Montrer que, en particulier : ∀x∈E,N ′(u(x)) � ‖u‖N(x).

6. Montrer que les normes N et P définies sur un espace vectoriel E sont
équivalentes si, et seulement si, toute suite convergeant pour l’une converge aussi
pour l’autre.

7. Soit A = {
√
n− �

√
n� |n ∈ N} où �x� est la partie entière de x.

Déterminer
o

A,A, Fr(A).

8. Soit N l’ensemble des matrices nilpotentes de Mn(C). Montrer que N est une
partie fermée non vide de Mn(C). Est-elle compacte ? Montrer que N est connexe
par arcs.

9. Si A est une partie bornée d’un espace vectoriel normé (E,N), montrer que :
diam(A) = diam(A) où diam(A) = sup{N(x− y) | (x, y)∈A2}·

10. Soit A une partie compacte non vide de (E,N) espace vectoriel normé et f
une application de A dans A.
a. Montrer que si, pour tout (x, y)∈A2, N

[
f(x) − f(y)

]
= N(x − y), alors f est

bijective, continue et que f−1 est continue.
b. Montrer que si, pour tout (x, y)∈A2, N

[
f(x) − f(y)

]
� N(x− y), alors f est

dans le cas du a.
On utilisera (xn) et (yn) telles que x0 = x, y0 = y, xn+1 = f(xn), yn+1 = f(yn)
et αn = N(xn − yn).
c. Montrer que, si : ∀(x, y)∈A2, x �= y ⇒ N

[
f(x)− f(y)

]
< N(x− y),

alors f admet un unique point fixe x0 et que, pour tout a dans A, la suite (an)
définie par a0 = a, an+1 = f(an) converge vers x0.

11. Soient (E,N) et (F,N ′) deux espaces vectoriels normés et f une application
de E dans F .
a. Montrer que si f est linéaire et transforme une suite convergeant vers 0E en une
suite bornée, alors f est continue.
b. Montrer que si K = R, si f est compatible avec l’addition ie. ∀(x, y)∈E2,
f(x+ y) = f(x) + f(y) et bornée sur Bf (0E , 1), alors f est linéaire continue.

12. Si (E,N) est un espace vectoriel normé non réduit à 0E , montrer que deux
endomorphismes continus u et v ne peuvent vérifier u◦v−v◦u = αIE où α∈K\{0}·
On pourra utiliser les résultats de l’exercice 5.

13. Soit (E,N) un espace vectoriel normé. On note E′ l’espace vectoriel des formes
linéaires continues sur E et ‖ · ‖ la norme sur E′ subordonnée à N et | · | (définie
en V.2.).
a. Montrer que ϕ forme linéaire sur E est continue si, et seulement si, son noyau
est fermé.
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Indication : siKer(ϕ) est fermé, distinct de E, on utilisera la constante d
(
a,Ker(ϕ)

)
avec a∈E \Ker(ϕ) pour obtenir une majoration de |ϕ| sur Bf (0E , 1).

b. Soit ϕ dans E′ \ {0E′}· Montrer que : ∀x∈E \Ker(ϕ), ‖ϕ‖ =
|ϕ(x)|

d
(
x,Ker(ϕ)

) ·

14. Distance à une partie en dimension finie

(E,N) désigne un espace vectoriel normé de dimension finie.

a. Si A est une partie non vide de E et x∈E, montrer l’existence d’un élément a
de A tel que d(x,A) = N(x− a).

b. En déduire que l’application qui à A associe dA = d(·, A) est injective sur
l’ensemble des parties fermées non vides de E.

c. Si A et B sont des parties fermées non vides de E on note d(A,B) la borne
inférieure de l’ensemble

{
N(a− b)

∣∣ (a, b)∈A×B
}
·

Montrer que, si A est compacte cette borne inférieure est un minimum, en donner
un contre-exemple dans le cas contraire.

15. Soient (E,N) espace vectoriel normé de dimension finie, u un élément de
L(E) et ϕ un élément de GL(E). Montrer que

{
c∈R+

∣∣ N◦u � c (N◦ϕ)
}
admet

un minimum et le déterminer. On pourra utiliser les résultats de l’exercice 5.

16. Soit (E,N). Montrer que l’endomorphisme ϕ de l’espace vectoriel normé(
B(N, E), N∞

)
défini par ϕ(x) = (xn+1 − xn) si x = (xn) est continu et expliciter

sa norme subordonnée.

17. Théorème de Riesz (MP�)
Soit (E,N) un espace vectoriel normé.
a. Montrer que Bf (0E , 1) est compacte si et seulement si E est de dimension finie.
Indication : dans E non de dimension finie on fabriquera une suite (an) à valeurs

dans S(0E , 1) telle que d
(
an,Vect(ak)k<n

)
�

1

2
·

b. En déduire que, si E n’est pas de dimension finie, tout compact de E est
d’intérieur vide.

18. Si n∈N�, montrer que le sous-ensemble de Rn[X] constitué des polynômes de
degré n, scindés sur R à racines simples, est une partie ouverte.

19. Soit n∈N�. On note E l’ensemble des éléments de Rn[X] de degré n, normalisés
et scindés (sur R). On se propose de montrer que E est une partie fermée de Rn[X]
par deux méthodes différentes.
a. Soit P un élément de Cn[X] de degré n et normalisé. Montrer que, si z1 est un

zéro de module minimal de P , on a |z1| �
∣∣P (0)

∣∣1/n. En déduire le résultat.

b. Si P = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 et si P (z) = 0, montrer : |z| � 1 +

n−1∑
k=0

|ak|.

En déduire le résultat.

20. (MP�) a. Soit (Pi)i∈I une famille de parties connexes par arcs d’un espace
vectoriel normé (E,N). S’il existe une partie Pj qui rencontre toute partie de la
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Montrer que ‖u‖ = sup
N(x)=1

N ′(u(x)) = sup
x∈E
x�=0E

N ′(u(x))

N(x)
,

et que ‖u‖ = min
{
k ∈ R+ | ∀x ∈ E,N ′(u(x)) � kN(x)

}
·
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7. Soit A = {
√
n− �

√
n� |n ∈ N} où �x� est la partie entière de x.

Déterminer
o

A,A, Fr(A).
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]
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]
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16. Soit (E,N). Montrer que l’endomorphisme ϕ de l’espace vectoriel normé(
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défini par ϕ(x) = (xn+1 − xn) si x = (xn) est continu et expliciter
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17. Théorème de Riesz (MP�)
Soit (E,N) un espace vectoriel normé.
a. Montrer que Bf (0E , 1) est compacte si et seulement si E est de dimension finie.
Indication : dans E non de dimension finie on fabriquera une suite (an) à valeurs

dans S(0E , 1) telle que d
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b. En déduire que, si E n’est pas de dimension finie, tout compact de E est
d’intérieur vide.

18. Si n∈N�, montrer que le sous-ensemble de Rn[X] constitué des polynômes de
degré n, scindés sur R à racines simples, est une partie ouverte.

19. Soit n∈N�. On note E l’ensemble des éléments de Rn[X] de degré n, normalisés
et scindés (sur R). On se propose de montrer que E est une partie fermée de Rn[X]
par deux méthodes différentes.
a. Soit P un élément de Cn[X] de degré n et normalisé. Montrer que, si z1 est un

zéro de module minimal de P , on a |z1| �
∣∣P (0)

∣∣1/n. En déduire le résultat.

b. Si P = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 et si P (z) = 0, montrer : |z| � 1 +

n−1∑
k=0

|ak|.

En déduire le résultat.

20. (MP�) a. Soit (Pi)i∈I une famille de parties connexes par arcs d’un espace
vectoriel normé (E,N). S’il existe une partie Pj qui rencontre toute partie de la
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famille, montrer que
⋃
i∈I

Pi est connexe par arcs.

b. Si Ai est une partie connexe par arcs de l’espace vectoriel normé (Ei, Ni) pour
i ∈ [[1, p]], montrer que A1 × · · · × Ap est une partie connexe par arcs de l’espace
vectoriel normé produit E1 × · · · × Ep.

21. a. Montrer que GLn(K) est un ouvert dense de l’espace vectoriel norméMn(K).

b. Si A et B sont deux éléments de Mn(K), montrer que χ
AB = χ

BA.

22. Montrer que tout élément de l’espace vectoriel normé Mn(C) est limite d’une
suite de matrices diagonalisables à spectre de cardinal n. Montrer que ceci est faux
dans Mn(R).

23. Deux applications de la connexité par arcs
a. Soit f une application de I dans R. Montrer que si f est injective et continue
sur I, elle est strictement monotone.

b. Théorème de Darboux. Montrer qu’une fonction f dérivable sur un intervalle
I et à valeurs réelles, a la propriété des valeurs intermédiaires.

24. Théorème de Carathéodory et compacité.
Si H est une partie non vide d’un espace vectoriel E de dimension n, on souhaite
montrer que l’enveloppe convexe conv(H) est constituée des combinaisons convexes
d’au plus n+ 1 éléments de H.

Soit x =

p∑
i=1

λixi avec (x1, x2, . . . , xp)∈Hp,

p∑
i=1

λi = 1 et p � n+ 2. On dira que

x est combinaison convexe des xi.

a. Montrer qu’il existe p réels non tous nuls µ1, µ2, . . . µp tels que
p∑

i=1

µixi = 0 et

p∑
i=1

µi = 0.

On pourra considérer la famille (x2 − x1, x3 − x1, . . . , xp − x1).

b. En déduire que x s’écrit comme combinaison convexe d’au plus p− 1 éléments
de H et conclure que conv(H) est constituée des combinaisons convexes d’au plus
n+ 1 éléments de H.

On pourra considérer une suite de coefficients de la forme λi − θµi � 0,
i∈{1, 2, . . . , p} pour un réel θ bien choisi.

c. Si H est une partie compacte de B, montrer que conv(H) est compacte.
On pourra introduire l’ensemble compact de Rn+1 défini par :

Λ=
{
(t1, . . . , tn+1) avec ti � 0 pour tout i∈{1, . . . , n+ 1} et

n+1∑
i=1

ti = 1
}
·
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. On rappelle qu’une norme sur E est une application N de E dans R+ vérifiant
(i), (ii) et (iii).

Le fait que N0 et N1 sont des normes sur E se montre sans difficulté.

Pour N2, N3 et N4, on prouve la propriété (i) en signalant qu’un polynôme est nul
si, et seulement si, il possède une infinité de racines ; pour N4 un utilise le théorème
vu en première année : une fonction continue positive d’intégrale nulle sur [0, 1]
est nulle sur [0, 1]. Les propriétés (ii) et (iii) se démontrent par des arguments
analogues à ceux utilisés pour N∞ et N1 sur C([a, b],R).

• Nk(X
n) = 1 si k ∈ [[0, 3]] et N4(X

n) =
1

n+ 1
· La partie

{Nk(X
n)

N4(Xn)

∣∣∣n ∈ N
}

n’est pas bornée si k ∈ [[0, 3]]. Donc N4 n’est équivalente à aucune des normes
Nk, 0 � k � 3.
• Pour Pn = 1+X + · · ·+Xn on obtient N0(Pn) = 1, Nk(Pn) = n+1, 1 � k � 3.

N4(Pn) = 1+
1

2
+ · · ·+ 1

n+ 1
−−−→
n→∞

+∞. Donc N0 n’est équivalente à aucune des

normes Nk, 1 � k � 4.
• Pour Qn = Xn −Xn+1, N1(Qn) = 2 = N3(Qn) et

N2(Qn) =
1

n+ 1
exp

[
n ln

( n

n+ 1

)]
−−−→
n→∞

0. Donc N2 n’est équivalente ni à N1

ni à N3 (d’après les résultats précédents ni à N0 ni à N4.)
Remarque : N2 et N3 ne sont pas équivalentes. Ce résultat est plus difficile à
établir en ce début d’année.

2. a. Soit f ∈ L. Montrons d’abord que c(f) ∈ Kf .

Si x = y, on a : 0 = N(f(x)− f(y)) � c(f)N(x− y).

Si x �= y, ∀k ∈ Kf ,
N(f(x)− f(y))

N(x− y)
� k. Le réel

N(f(x)− f(y))

N(x− y)
minore Kf . Donc

c(f) existe et est minoré par
N(f(x)− f(y))

N(x− y)
· D’où c(f) ∈ Kf . On peut conclure

que Kf est un intervalle fermé de R. Plus précisément : Kf = [c(f),+∞[.

SiN (f) = 0, alors c(f) = 0 et f(a) = 0E . D’où f est constante d’après la remarque
précédente. Donc f = 0.

Soit f ∈ L et λ ∈ K \ {0}, ∀(x, y) ∈ A2, N
(
(λ.f)(x)− (λ.f)(y)

)
� |λ|c(f)N(x− y).

Donc : c(λ.f) � |λ|c(f). De même, c(f) �
∣∣∣ 1
λ

∣∣∣ c(λ.f). Donc : c(λ.f) = |λ|c(f).

D’où N (λ.f) = |λ|N (f).

Soit (f, g) ∈ L2. Pour tout (x, y) ∈ A2, N
(
(f + g)(x)− (f + g)(y)

)
= z.

z � N
(
f(x)− f(y)

)
+N

(
g(x)− g(y)

)
�

(
c(f) + c(g)

)
N(x− y).
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famille, montrer que
⋃
i∈I
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b. Si Ai est une partie connexe par arcs de l’espace vectoriel normé (Ei, Ni) pour
i ∈ [[1, p]], montrer que A1 × · · · × Ap est une partie connexe par arcs de l’espace
vectoriel normé produit E1 × · · · × Ep.

21. a. Montrer que GLn(K) est un ouvert dense de l’espace vectoriel norméMn(K).

b. Si A et B sont deux éléments de Mn(K), montrer que χ
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BA.

22. Montrer que tout élément de l’espace vectoriel normé Mn(C) est limite d’une
suite de matrices diagonalisables à spectre de cardinal n. Montrer que ceci est faux
dans Mn(R).

23. Deux applications de la connexité par arcs
a. Soit f une application de I dans R. Montrer que si f est injective et continue
sur I, elle est strictement monotone.

b. Théorème de Darboux. Montrer qu’une fonction f dérivable sur un intervalle
I et à valeurs réelles, a la propriété des valeurs intermédiaires.

24. Théorème de Carathéodory et compacité.
Si H est une partie non vide d’un espace vectoriel E de dimension n, on souhaite
montrer que l’enveloppe convexe conv(H) est constituée des combinaisons convexes
d’au plus n+ 1 éléments de H.

Soit x =
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λixi avec (x1, x2, . . . , xp)∈Hp,
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λi = 1 et p � n+ 2. On dira que

x est combinaison convexe des xi.

a. Montrer qu’il existe p réels non tous nuls µ1, µ2, . . . µp tels que
p∑
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µixi = 0 et
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µi = 0.

On pourra considérer la famille (x2 − x1, x3 − x1, . . . , xp − x1).

b. En déduire que x s’écrit comme combinaison convexe d’au plus p− 1 éléments
de H et conclure que conv(H) est constituée des combinaisons convexes d’au plus
n+ 1 éléments de H.

On pourra considérer une suite de coefficients de la forme λi − θµi � 0,
i∈{1, 2, . . . , p} pour un réel θ bien choisi.

c. Si H est une partie compacte de B, montrer que conv(H) est compacte.
On pourra introduire l’ensemble compact de Rn+1 défini par :
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SOLUTIONS DES EXERCICES
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(i), (ii) et (iii).

Le fait que N0 et N1 sont des normes sur E se montre sans difficulté.

Pour N2, N3 et N4, on prouve la propriété (i) en signalant qu’un polynôme est nul
si, et seulement si, il possède une infinité de racines ; pour N4 un utilise le théorème
vu en première année : une fonction continue positive d’intégrale nulle sur [0, 1]
est nulle sur [0, 1]. Les propriétés (ii) et (iii) se démontrent par des arguments
analogues à ceux utilisés pour N∞ et N1 sur C([a, b],R).

• Nk(X
n) = 1 si k ∈ [[0, 3]] et N4(X
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· La partie
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n’est pas bornée si k ∈ [[0, 3]]. Donc N4 n’est équivalente à aucune des normes
Nk, 0 � k � 3.
• Pour Pn = 1+X + · · ·+Xn on obtient N0(Pn) = 1, Nk(Pn) = n+1, 1 � k � 3.
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0. Donc N2 n’est équivalente ni à N1

ni à N3 (d’après les résultats précédents ni à N0 ni à N4.)
Remarque : N2 et N3 ne sont pas équivalentes. Ce résultat est plus difficile à
établir en ce début d’année.

2. a. Soit f ∈ L. Montrons d’abord que c(f) ∈ Kf .

Si x = y, on a : 0 = N(f(x)− f(y)) � c(f)N(x− y).

Si x �= y, ∀k ∈ Kf ,
N(f(x)− f(y))
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minore Kf . Donc

c(f) existe et est minoré par
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· D’où c(f) ∈ Kf . On peut conclure

que Kf est un intervalle fermé de R. Plus précisément : Kf = [c(f),+∞[.

SiN (f) = 0, alors c(f) = 0 et f(a) = 0E . D’où f est constante d’après la remarque
précédente. Donc f = 0.

Soit f ∈ L et λ ∈ K \ {0}, ∀(x, y) ∈ A2, N
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(λ.f)(x)− (λ.f)(y)

)
� |λ|c(f)N(x− y).

Donc : c(λ.f) � |λ|c(f). De même, c(f) �
∣∣∣ 1
λ
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�
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D’où : c(f + g) � c(f) + c(g) et N (f + g) � N (f) +N (g).
N est une norme sur L.

b. Si E = R, A = [0, 1] et a = 0, l’application fn : x �→ sin(nx) est n-lipschitzienne
car |f ′

n(x)| � n pour tout x ∈ A. Donc c(fn) � n. On a aussi, pour tout

x ∈ ]0, 1], c(fn) �
∣∣∣fn(x)

x

∣∣∣· Par passage à la limite dans l’inégalité précédente

lorsque x tend vers 0, on a : c(fn) � n. D’où c(fn) = n et N (fn) = n. Comme
N∞(fn) = 1, les deux normes N∞ et N ne sont pas équivalentes sur L.
Notons cependant, que si f ∈ L, pour tout x ∈ ]0, 1] :

|f(x)| � |f(x)− f(0)|+ |f(0)| � |f(x)− f(0)|
x

+ |f(0)| � c(f) + |f(0)|.
Donc : ∀f ∈ L, N∞(f) � N (f).

3. a. Supposons H �= {0}, H étant un sous-groupe de (R,+), il est non vide. Donc
il existe x ∈ H \ {0}. Comme H est un sous-groupe de (R,+),−x ∈ H. Donc
H ′ = H ∩ R∗

+ est une partie non vide de R minorée par 0. Il existe a = inf
R

H ′.

• Si a > 0 et a �∈ H ′, il existe par critère de borne inférieure, un élément h1 de H ′

tel que a � h1 < a+ a. Donc, vu l’hypothèse, a < h1 < 2a

De même il existe h2 ∈ H ′ tel que a � h2 < h1. Donc a < h2 < h1 < 2a.

Donc h1 − h2 ∈ H (cf. H sous-groupe de (R,+)) et 0 < h1 − h2 < a = inf
R

H ′.

Absurde. Donc si a > 0, a ∈ H, donc a ∈ H ′ : c’est le minimum de H ′.

Dans ce cas, a ∈ H, donc H étant un sous-groupe de (R,+), aZ ⊂ H.

Si x ∈ H, soit m la partie entière de
x

a
· Alors ma � x < (m+1)a et x−ma ∈ H.

Donc : 0 � x−ma < a = inf
R

H ′. Comme x−ma � 0 et n’appartient pas à H ′, il

est nul, donc x = ma. D’où H = aZ par double inclusion.

• Si a = 0 utilisons le critère de la borne inférieure dans R. Soit (x, y) ∈ R2, x < y

∃ η ∈ H ′, a = 0 � η < y−x. Comme η ∈ H ′, il est strictement positif, et l’on peut

noter p la partie entière de
x

η
· Alors pη � x < (p+1)η � x+η < y et (p+1)η ∈ H,

puisque H est un sous-groupe de (R,+). D’où H est dense dans R.
b. Γ = {cos(mα) |m ∈ N} = {cos(mα) |m ∈ Z} = {cos(mα+ 2kπ) | (m, k) ∈ Z2}.
H = {mα+ 2kπ | (m, k) ∈ Z2} est un sous-groupe de (R,+) non réduit à {0}. S’il
était de la forme aZ, avec a > 0, on aurait : α = pa et 2π = qa avec (p, q) ∈ Z×N∗.

D’où :
α

π
=

2p

q
∈ Q, ce qui est exclu par hypothèse. Donc H est dense dans R.

Tout x de [−1, 1] peut s’écrire x = cos(θ) où θ = arccos(x) ∈ [0, π]. Pour tout
ε ∈ R∗

+, il existe h ∈ H tel que |h − θ| � ε car H = R. On déduit le résultat du
caractère 1-lipschitzien de la fonction cos, puisque |x− cos(h)| � |θ − h| � ε.

4. a. Pour λ �= 0, l’application x �→ λx est une bijection continue de réciproque
continue de E sur E. Comme λA est l’image de A par cette application, les résultats
sont immédiats.

b. La translation ta : x �→ x + a est aussi une bijection continue de réciproque
continue de E sur E. pour tout a ∈ A, ta(B) = a + B est comme B une partie
ouverte ou compacte de E.
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• Si B est ouverte, A + B =
⋃
a∈A

ta(B) est une partie ouverte de E. L’hypothèse

〈〈A ouvert 〉〉 est inutile.
• Si A et B sont compacts, il en est de même de A × B d’après un théorème du
cours. La continuité de u : (x, y) �→ x+y assure la compacité de u(A×B) = A+B.

c. Soit c ∈ A+B. Alors c = lim(an + bn) où an ∈ A et bn ∈ B pour tout n ∈ N.
Il existe une suite extraite (aϕ(n)) qui converge vers a ∈ A. D’après les propriétés
des suites extraites, (aϕ(n) + bϕ(n)) converge vers c. Compte tenu de la structure
d’espace vectoriel de l’ensemble des suites convergentes, la suite (bϕ(n)) converge
vers b = c− a ∈ B car B est fermé. D’où c = a+ b ∈ A+B ie. A+B est fermé.

Mais A et B peuvent être tous deux fermés sans que A+B le soit. En effet,
√
3Z

et Z sont deux fermés de R (leurs complémentaires sont réunions d’intervalles
ouverts de R). Comme

√
3 ∈ R \ Q, A + B est dense dans R, donc non fermé,

puisque R �= A+B. En effet,
√
2 /∈ A+B.

d. Il suffit de faire le raisonnement dans le cas où B est de dimension 1 et de faire
une récurrence.
Soit c ∈ A+B. Alors c = lim(an + bn) où an ∈ A et bn ∈ B pour tout n ∈ N.
Notons {x} une base de B et supposons que x �∈ A. On a : bn = βnx, βn ∈ K.
Notons que δ = d(x,A) > 0 car d(x,A) = 0 ⇐⇒ x ∈ A = A puisque A est fermé.

Pour tout n ∈ N, βn �= 0 ⇒ δ � N
(
x+

an
βn

)
· Donc ∀n ∈ N, |βn| �

1

α
N(an + bn).

Comme (an + bn) converge, elle est bornée, et donc (βn) aussi. Il existe une suite
extraite (βϕ(n)) qui converge vers β dans K. D’où (bϕ(n)) converge vers βx ∈ B.
On termine la démonstration comme à la question c.

5. • Si N(x) = 1, alors N(x) � 1, donc N ′(u(x)) � ‖u‖.
D’où s = sup

N(x)=1

N ′(u(x)) � ‖u‖.

• Si N(x) � 1, soit x = 0E alors u(x) = 0F et N ′(u(x)) � s ; soit x �= 0E , alors

y =
x

N(x)
est unitaire et l’on a : N ′(u(x)) = N ′(u(N(x)y)) = N(x)N ′(u(y)) � 1.s.

D’où ‖u‖ � s et finalement ‖u‖ = s.

• ‖u‖ = sup
x∈E
x �=0E

N ′(u(x))

N(x)
découle de l’égalité suivante :

{N ′(u(x)) |N(x) = 1} =
{N ′(u(x))

N(x)

∣∣∣x ∈ E \ {0E}
}
·

• Soit K = {k ∈ R+ | ∀x ∈ E,N ′(u(x)) � kN(x)}. ‖u‖ ∈ K d’après l’étape
précédente. Si k ∈ K, alors tout vecteur unitaire x de E vérifie N ′(u(x)) � k.1.
Donc k majore {N ′(u(x)) |N(x) = 1} ie. ‖u‖ � k. D’où la conclusion.

6. Si N et P sont équivalentes et si (xn) converge vers � pour N alors (xn − �)
converge vers 0E pour N . On a montré dans le cours que (xn − �) converge vers
0E pour P ie. que (xn) converge vers � pour P .

Réciproquement, si (xn) converge vers 0E pour N , l’hypothèse dit que (xn)
converge pour P ; notons � sa limite. On définit (yn) par y2n = xn et y2n+1 = 0E
pour tout n∈N. La considération des deux suites extraites (y2n) et (y2n+1) montre
que (yn) converge vers 0E pour N . Alors l’hypothèse permet d’affirmer que (yn)
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D’où : c(f + g) � c(f) + c(g) et N (f + g) � N (f) +N (g).
N est une norme sur L.

b. Si E = R, A = [0, 1] et a = 0, l’application fn : x �→ sin(nx) est n-lipschitzienne
car |f ′

n(x)| � n pour tout x ∈ A. Donc c(fn) � n. On a aussi, pour tout

x ∈ ]0, 1], c(fn) �
∣∣∣fn(x)

x

∣∣∣· Par passage à la limite dans l’inégalité précédente

lorsque x tend vers 0, on a : c(fn) � n. D’où c(fn) = n et N (fn) = n. Comme
N∞(fn) = 1, les deux normes N∞ et N ne sont pas équivalentes sur L.
Notons cependant, que si f ∈ L, pour tout x ∈ ]0, 1] :

|f(x)| � |f(x)− f(0)|+ |f(0)| � |f(x)− f(0)|
x

+ |f(0)| � c(f) + |f(0)|.
Donc : ∀f ∈ L, N∞(f) � N (f).

3. a. Supposons H �= {0}, H étant un sous-groupe de (R,+), il est non vide. Donc
il existe x ∈ H \ {0}. Comme H est un sous-groupe de (R,+),−x ∈ H. Donc
H ′ = H ∩ R∗

+ est une partie non vide de R minorée par 0. Il existe a = inf
R

H ′.

• Si a > 0 et a �∈ H ′, il existe par critère de borne inférieure, un élément h1 de H ′

tel que a � h1 < a+ a. Donc, vu l’hypothèse, a < h1 < 2a

De même il existe h2 ∈ H ′ tel que a � h2 < h1. Donc a < h2 < h1 < 2a.

Donc h1 − h2 ∈ H (cf. H sous-groupe de (R,+)) et 0 < h1 − h2 < a = inf
R

H ′.

Absurde. Donc si a > 0, a ∈ H, donc a ∈ H ′ : c’est le minimum de H ′.

Dans ce cas, a ∈ H, donc H étant un sous-groupe de (R,+), aZ ⊂ H.

Si x ∈ H, soit m la partie entière de
x

a
· Alors ma � x < (m+1)a et x−ma ∈ H.

Donc : 0 � x−ma < a = inf
R

H ′. Comme x−ma � 0 et n’appartient pas à H ′, il

est nul, donc x = ma. D’où H = aZ par double inclusion.

• Si a = 0 utilisons le critère de la borne inférieure dans R. Soit (x, y) ∈ R2, x < y

∃ η ∈ H ′, a = 0 � η < y−x. Comme η ∈ H ′, il est strictement positif, et l’on peut

noter p la partie entière de
x

η
· Alors pη � x < (p+1)η � x+η < y et (p+1)η ∈ H,

puisque H est un sous-groupe de (R,+). D’où H est dense dans R.
b. Γ = {cos(mα) |m ∈ N} = {cos(mα) |m ∈ Z} = {cos(mα+ 2kπ) | (m, k) ∈ Z2}.
H = {mα+ 2kπ | (m, k) ∈ Z2} est un sous-groupe de (R,+) non réduit à {0}. S’il
était de la forme aZ, avec a > 0, on aurait : α = pa et 2π = qa avec (p, q) ∈ Z×N∗.

D’où :
α

π
=

2p

q
∈ Q, ce qui est exclu par hypothèse. Donc H est dense dans R.

Tout x de [−1, 1] peut s’écrire x = cos(θ) où θ = arccos(x) ∈ [0, π]. Pour tout
ε ∈ R∗

+, il existe h ∈ H tel que |h − θ| � ε car H = R. On déduit le résultat du
caractère 1-lipschitzien de la fonction cos, puisque |x− cos(h)| � |θ − h| � ε.

4. a. Pour λ �= 0, l’application x �→ λx est une bijection continue de réciproque
continue de E sur E. Comme λA est l’image de A par cette application, les résultats
sont immédiats.

b. La translation ta : x �→ x + a est aussi une bijection continue de réciproque
continue de E sur E. pour tout a ∈ A, ta(B) = a + B est comme B une partie
ouverte ou compacte de E.
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• Si B est ouverte, A + B =
⋃
a∈A

ta(B) est une partie ouverte de E. L’hypothèse

〈〈A ouvert 〉〉 est inutile.
• Si A et B sont compacts, il en est de même de A × B d’après un théorème du
cours. La continuité de u : (x, y) �→ x+y assure la compacité de u(A×B) = A+B.

c. Soit c ∈ A+B. Alors c = lim(an + bn) où an ∈ A et bn ∈ B pour tout n ∈ N.
Il existe une suite extraite (aϕ(n)) qui converge vers a ∈ A. D’après les propriétés
des suites extraites, (aϕ(n) + bϕ(n)) converge vers c. Compte tenu de la structure
d’espace vectoriel de l’ensemble des suites convergentes, la suite (bϕ(n)) converge
vers b = c− a ∈ B car B est fermé. D’où c = a+ b ∈ A+B ie. A+B est fermé.

Mais A et B peuvent être tous deux fermés sans que A+B le soit. En effet,
√
3Z

et Z sont deux fermés de R (leurs complémentaires sont réunions d’intervalles
ouverts de R). Comme

√
3 ∈ R \ Q, A + B est dense dans R, donc non fermé,

puisque R �= A+B. En effet,
√
2 /∈ A+B.

d. Il suffit de faire le raisonnement dans le cas où B est de dimension 1 et de faire
une récurrence.
Soit c ∈ A+B. Alors c = lim(an + bn) où an ∈ A et bn ∈ B pour tout n ∈ N.
Notons {x} une base de B et supposons que x �∈ A. On a : bn = βnx, βn ∈ K.
Notons que δ = d(x,A) > 0 car d(x,A) = 0 ⇐⇒ x ∈ A = A puisque A est fermé.

Pour tout n ∈ N, βn �= 0 ⇒ δ � N
(
x+

an
βn

)
· Donc ∀n ∈ N, |βn| �

1

α
N(an + bn).

Comme (an + bn) converge, elle est bornée, et donc (βn) aussi. Il existe une suite
extraite (βϕ(n)) qui converge vers β dans K. D’où (bϕ(n)) converge vers βx ∈ B.
On termine la démonstration comme à la question c.

5. • Si N(x) = 1, alors N(x) � 1, donc N ′(u(x)) � ‖u‖.
D’où s = sup

N(x)=1

N ′(u(x)) � ‖u‖.

• Si N(x) � 1, soit x = 0E alors u(x) = 0F et N ′(u(x)) � s ; soit x �= 0E , alors

y =
x

N(x)
est unitaire et l’on a : N ′(u(x)) = N ′(u(N(x)y)) = N(x)N ′(u(y)) � 1.s.

D’où ‖u‖ � s et finalement ‖u‖ = s.

• ‖u‖ = sup
x∈E
x �=0E

N ′(u(x))

N(x)
découle de l’égalité suivante :

{N ′(u(x)) |N(x) = 1} =
{N ′(u(x))

N(x)

∣∣∣x ∈ E \ {0E}
}
·

• Soit K = {k ∈ R+ | ∀x ∈ E,N ′(u(x)) � kN(x)}. ‖u‖ ∈ K d’après l’étape
précédente. Si k ∈ K, alors tout vecteur unitaire x de E vérifie N ′(u(x)) � k.1.
Donc k majore {N ′(u(x)) |N(x) = 1} ie. ‖u‖ � k. D’où la conclusion.

6. Si N et P sont équivalentes et si (xn) converge vers � pour N alors (xn − �)
converge vers 0E pour N . On a montré dans le cours que (xn − �) converge vers
0E pour P ie. que (xn) converge vers � pour P .

Réciproquement, si (xn) converge vers 0E pour N , l’hypothèse dit que (xn)
converge pour P ; notons � sa limite. On définit (yn) par y2n = xn et y2n+1 = 0E
pour tout n∈N. La considération des deux suites extraites (y2n) et (y2n+1) montre
que (yn) converge vers 0E pour N . Alors l’hypothèse permet d’affirmer que (yn)
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converge pour P et, comme � et 0E sont valeurs d’adhérence pour P , on en déduit
que � = 0E , ce qui prouve que N et P sont équivalentes.

7. • Montrons que
o

A = ∅ en raisonnant par l’absurde. Supposons qu’il existe

a ∈
o

A. Alors il existe r > 0 tel que ]a− r, a+ r[\{0} ⊂ A.
Soit r′ = min(a, r) > 0. Alors ]a − r′, a + r′[⊂ A, ce qui est absurde, car le seul
rationnel élément de A est 0 (si n n’est pas carré parfait, dans N, alors

√
n �∈ Q).

Donc
o

A = ∅.
• A ⊂ [0, 1]. Donc A ⊂ [0, 1]. Montrons que A = [0, 1].
Considérons p ∈ N∗ ; il y a 2p entiers consécutifs strictement compris entre
p2 et (p+ 1)2 soit n1 < n2 < · · · < n2p.
Pour k ∈ [[1, 2p]],

√
nk − �nk� =

√
nk − p = ak ∈ A. En posant : a0 = 0, a2p+1 = 1,

on a : ak+1 − ak =
1

√
nk+1 +

√
nk

�
1

2p
·

Soit x ∈ [0, 1] et ε ∈ R∗
+. Il existe p ∈ N∗ tel que

1

2p
< ε. Alors, il existe k ∈ [[0, 2p]]

tel que ak � x � ak+1 : |x− ak| < ε. Donc A contient [0, 1].
En conclusion : A = [0, 1] et Fr(A) = [0, 1].

8. D’après le chapitre 2, on peut écrire que N = {M ∈Mn(C) |Mn = 0n}·
La matrice nulle étant élément de N , cet ensemble est non vide.
L’application Mn(C) → Mn(C) : M �→ Mn étant continue car ses applications
coordonnées sont polynomiales, en tant qu’image réciproque du fermé {0n} de
Mn(C) par une application continue, N est un fermé de Mn(C).
Pour tout λ∈K, λM ∈N siM ∈N . DoncN n’est pas bornée et donc pas compacte
dans Mn(C).
∀t∈[0, 1], t0n + (1 − t)M ∈N si M ∈N . Donc, si M ∈N , le segment [0n,M ] est
contenu dans N . Donc, si (M,N)∈N 2, avec les deux segments [N, 0n] et [0n,M ],
on a un chemin continu entre M et N contenu dans N . Il s’ensuit que N est
connexe par arcs.

9. Notons δ = diam(A). Comme A ⊂ A, on a : δ � diam(A).

Soit (x, y) ∈ A. Il existe deux suites (xn) et (yn) de vecteurs de A convergeant
vers x et y respectivement. Donc : ∀n ∈ N, N(xn − yn) � δ.
Par passage à la limite, compte tenu de la continuité de la norme, on a :
N(x− y) � δ. D’où : diam(A) � δ. D’où la conclusion.

10. a. f est continue car 1-lipschitzienne et évidemment injective.
Reste à montrer f(A) = A.
Soit x∈A, on définit (un) par u0 = x et : ∀n∈N, un+1 = f(un).
De (un) on peut extraire (uϕ(n)) convergente puisque A est compact.

Soit ε dans R	+, il existe n0 ∈N tel que : ∀n∈N, n � n0 ⇒ N(uϕ(n+1)−uϕ(n)) � ε.

Prenons n � n0 et posons p = ϕ(n+ 1)− ϕ(n)∈N	, on a :
N(uϕ(n)+p − uϕ(n)) = N(uϕ(n)+p−1 − uϕ(n)−1) = · · · = N(up − u0) car ϕ est une
isométrie, et donc N(x − up) � ε avec up ∈ f(A). x est adhérent à f(A) compact
comme image continue d’un compact, donc x appartient à f(A) et f(A) = A.
f est une une bijection continue de réciproque continue de A sur lui-même.
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b. Soit x, y éléments de A et les suites de A définies par :
x0 = x, y0 = y, ∀n∈N, xn+1 = f(xn) et yn+1 = f(yn).(
(xn), (yn)

)
est une suite de A × A compact de E × E muni de la norme

N : (a, b) �→ max
[
N(a), N(b)

]
donc il existe (a, b)∈A×A et ϕ : N → N strictement

croissante tels que
(
(xϕ(n), (yϕ(n))

)
converge vers (a, b).

Pour tout ε dans R�+, comme dans a. il existe p∈N� tel que :
N
[
(a, b)− (xp, yp)

]
� ε ie. N(a− xp) � ε et N(b− yp) � ε, d’où N(xp − yp) � 2ε.

Si αn = N(xn−yn), (αn) crôıt. On obtient : α0 � α1 � αp � α0+2ε d’où α0 = α1

car ε est arbitraire dans R�+.
N
[
f(x)− f(y)

]
= N(x− y) et on est ramené au a.

c. On considère g : A → A, x �→ N
[
f(x)− x

]
, alors g est continue sur A compact

non vide à valeurs réelles donc admet un minimum µ = g(x0) avec x0 ∈A.

Si µ �= 0 alors f(x0) �= x0 et donc N
(
f
[
f(x0)

]
− f(x0)

)
< N

[
f(x0)− x0

]
, ce qui

contredit le caractère minimal de µ. Donc µ = 0 et f(x0) = x0.
Si c est un point fixe de f distinct de x0, N(c−x0) = N

[
f(c)−f(x0)

]
< N(c−x0),

ce qui est absurde. Donc f admet un et un seul point fixe.(
N(x0 − an)

)
est une suite décroisante dans R+ donc a une limite � dans R+.

Supposons � > 0 et extrayons de (an) une suite (aϕ(n)) convergeant vers x∈A,

nécessairement x �= x0 car � > 0. On a N
[
f(x) − x0

]
< N(x − x0) = � alors que(

N(aϕ(n)+1 − x0)
)
converge, par continuité de f en x, vers N

[
f(x) − x0

]
qui est

dans [�,+∞[ , c’est absurde.
Donc � = 0 et (an) converge vers x0.

11. a. Soit (xn) une suite de E convergeant vers 0E .

On définit (un) par un =




xn√
N(xn)

si x, �= 0E

0E si xn = 0E

, N(un) =
√
N(xn) −−−→

n→∞
0 et

donc un −−−→
n→∞

0E ; par hypothèse
(
f(un)

)
est bornée.

Comme f est linéaire et que xn =
√
N(xn)un, f(xn) =

√
N(xn) f(un) −−−→

n→∞
0F .

f est donc continue en 0, étant linéaire elle est continue car f(x−x0) = f(x)−f(x0).

b. f étant un morphisme entre les groupes (E,+) et (F,+), si x∈E et
m∈Q, f(mx) = mf(x) comme on l’a vu en cours.
Toujours d’après cette application, il suffit de montrer que f est continue en 0E
pour pouvoir conclure.

Soit M = sup
Bf (0E ,1)

N(f). Pour ε fixé dans R�+, soit n0 ∈N tel que
M

n0
< ε.

Si N(x) <
1

n0
, alors N(n0x) < 1 donc N ′[f(n0x)

]
� M et n0N

′[f(x)] < M puis

N ′[f(x)] < ε, ce qui prouve la continuité de f en 0E .

12. Supposons l’existence d’un couple solution (u, v).
Montrons par récurrence : ∀n∈N�, Rn un◦v − v◦un = nαun−1.
Pour n = 1, c’est l’hypothèse et, si on a montré la formule au rang n, alors
un+1◦v =u◦(un◦v) = u◦(nαun−1 + v◦un)

=nαun + (v◦u+ αIE)◦un = (n+ 1)αun + v◦un+1,



128 ESPACES VECTORIELS NORMÉS

converge pour P et, comme � et 0E sont valeurs d’adhérence pour P , on en déduit
que � = 0E , ce qui prouve que N et P sont équivalentes.

7. • Montrons que
o

A = ∅ en raisonnant par l’absurde. Supposons qu’il existe

a ∈
o

A. Alors il existe r > 0 tel que ]a− r, a+ r[\{0} ⊂ A.
Soit r′ = min(a, r) > 0. Alors ]a − r′, a + r′[⊂ A, ce qui est absurde, car le seul
rationnel élément de A est 0 (si n n’est pas carré parfait, dans N, alors

√
n �∈ Q).

Donc
o

A = ∅.
• A ⊂ [0, 1]. Donc A ⊂ [0, 1]. Montrons que A = [0, 1].
Considérons p ∈ N∗ ; il y a 2p entiers consécutifs strictement compris entre
p2 et (p+ 1)2 soit n1 < n2 < · · · < n2p.
Pour k ∈ [[1, 2p]],

√
nk − �nk� =

√
nk − p = ak ∈ A. En posant : a0 = 0, a2p+1 = 1,

on a : ak+1 − ak =
1

√
nk+1 +

√
nk

�
1

2p
·

Soit x ∈ [0, 1] et ε ∈ R∗
+. Il existe p ∈ N∗ tel que

1

2p
< ε. Alors, il existe k ∈ [[0, 2p]]

tel que ak � x � ak+1 : |x− ak| < ε. Donc A contient [0, 1].
En conclusion : A = [0, 1] et Fr(A) = [0, 1].

8. D’après le chapitre 2, on peut écrire que N = {M ∈Mn(C) |Mn = 0n}·
La matrice nulle étant élément de N , cet ensemble est non vide.
L’application Mn(C) → Mn(C) : M �→ Mn étant continue car ses applications
coordonnées sont polynomiales, en tant qu’image réciproque du fermé {0n} de
Mn(C) par une application continue, N est un fermé de Mn(C).
Pour tout λ∈K, λM ∈N siM ∈N . DoncN n’est pas bornée et donc pas compacte
dans Mn(C).
∀t∈[0, 1], t0n + (1 − t)M ∈N si M ∈N . Donc, si M ∈N , le segment [0n,M ] est
contenu dans N . Donc, si (M,N)∈N 2, avec les deux segments [N, 0n] et [0n,M ],
on a un chemin continu entre M et N contenu dans N . Il s’ensuit que N est
connexe par arcs.

9. Notons δ = diam(A). Comme A ⊂ A, on a : δ � diam(A).

Soit (x, y) ∈ A. Il existe deux suites (xn) et (yn) de vecteurs de A convergeant
vers x et y respectivement. Donc : ∀n ∈ N, N(xn − yn) � δ.
Par passage à la limite, compte tenu de la continuité de la norme, on a :
N(x− y) � δ. D’où : diam(A) � δ. D’où la conclusion.

10. a. f est continue car 1-lipschitzienne et évidemment injective.
Reste à montrer f(A) = A.
Soit x∈A, on définit (un) par u0 = x et : ∀n∈N, un+1 = f(un).
De (un) on peut extraire (uϕ(n)) convergente puisque A est compact.

Soit ε dans R	+, il existe n0 ∈N tel que : ∀n∈N, n � n0 ⇒ N(uϕ(n+1)−uϕ(n)) � ε.

Prenons n � n0 et posons p = ϕ(n+ 1)− ϕ(n)∈N	, on a :
N(uϕ(n)+p − uϕ(n)) = N(uϕ(n)+p−1 − uϕ(n)−1) = · · · = N(up − u0) car ϕ est une
isométrie, et donc N(x − up) � ε avec up ∈ f(A). x est adhérent à f(A) compact
comme image continue d’un compact, donc x appartient à f(A) et f(A) = A.
f est une une bijection continue de réciproque continue de A sur lui-même.
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b. Soit x, y éléments de A et les suites de A définies par :
x0 = x, y0 = y, ∀n∈N, xn+1 = f(xn) et yn+1 = f(yn).(
(xn), (yn)

)
est une suite de A × A compact de E × E muni de la norme

N : (a, b) �→ max
[
N(a), N(b)

]
donc il existe (a, b)∈A×A et ϕ : N → N strictement

croissante tels que
(
(xϕ(n), (yϕ(n))

)
converge vers (a, b).

Pour tout ε dans R�+, comme dans a. il existe p∈N� tel que :
N
[
(a, b)− (xp, yp)

]
� ε ie. N(a− xp) � ε et N(b− yp) � ε, d’où N(xp − yp) � 2ε.

Si αn = N(xn−yn), (αn) crôıt. On obtient : α0 � α1 � αp � α0+2ε d’où α0 = α1

car ε est arbitraire dans R�+.
N
[
f(x)− f(y)

]
= N(x− y) et on est ramené au a.

c. On considère g : A → A, x �→ N
[
f(x)− x

]
, alors g est continue sur A compact

non vide à valeurs réelles donc admet un minimum µ = g(x0) avec x0 ∈A.

Si µ �= 0 alors f(x0) �= x0 et donc N
(
f
[
f(x0)

]
− f(x0)

)
< N

[
f(x0)− x0

]
, ce qui

contredit le caractère minimal de µ. Donc µ = 0 et f(x0) = x0.
Si c est un point fixe de f distinct de x0, N(c−x0) = N

[
f(c)−f(x0)

]
< N(c−x0),

ce qui est absurde. Donc f admet un et un seul point fixe.(
N(x0 − an)

)
est une suite décroisante dans R+ donc a une limite � dans R+.

Supposons � > 0 et extrayons de (an) une suite (aϕ(n)) convergeant vers x∈A,

nécessairement x �= x0 car � > 0. On a N
[
f(x) − x0

]
< N(x − x0) = � alors que(

N(aϕ(n)+1 − x0)
)
converge, par continuité de f en x, vers N

[
f(x) − x0

]
qui est

dans [�,+∞[ , c’est absurde.
Donc � = 0 et (an) converge vers x0.

11. a. Soit (xn) une suite de E convergeant vers 0E .

On définit (un) par un =




xn√
N(xn)

si x, �= 0E

0E si xn = 0E

, N(un) =
√

N(xn) −−−→
n→∞

0 et

donc un −−−→
n→∞

0E ; par hypothèse
(
f(un)

)
est bornée.

Comme f est linéaire et que xn =
√
N(xn)un, f(xn) =

√
N(xn) f(un) −−−→

n→∞
0F .

f est donc continue en 0, étant linéaire elle est continue car f(x−x0) = f(x)−f(x0).

b. f étant un morphisme entre les groupes (E,+) et (F,+), si x∈E et
m∈Q, f(mx) = mf(x) comme on l’a vu en cours.
Toujours d’après cette application, il suffit de montrer que f est continue en 0E
pour pouvoir conclure.

Soit M = sup
Bf (0E ,1)

N(f). Pour ε fixé dans R�+, soit n0 ∈N tel que
M

n0
< ε.

Si N(x) <
1

n0
, alors N(n0x) < 1 donc N ′[f(n0x)

]
� M et n0N

′[f(x)] < M puis

N ′[f(x)] < ε, ce qui prouve la continuité de f en 0E .

12. Supposons l’existence d’un couple solution (u, v).
Montrons par récurrence : ∀n∈N�, Rn un◦v − v◦un = nαun−1.
Pour n = 1, c’est l’hypothèse et, si on a montré la formule au rang n, alors
un+1◦v =u◦(un◦v) = u◦(nαun−1 + v◦un)

=nαun + (v◦u+ αIE)◦un = (n+ 1)αun + v◦un+1,
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d’où la formule au rang n+ 1. On note ‖ · ‖ la norme subordonnée à N .

∀n∈N�, n|α|‖un−1‖ � ‖un−1◦(u◦v)‖ + ‖(v◦u)◦un−1‖ � ‖un−1‖
(
‖u◦v‖ + ‖v◦u‖

)
d’où n|α|‖un−1‖ � 2‖u‖ ‖v‖ ‖un−1‖.
Si, pour tout n∈N�, ‖un−1‖ �= 0 et alors, pour tout n∈N�, n|α| � 2‖u‖ ‖v‖ :
absurde car N n’est pas bornée.

Donc il existe n0 ∈N� tel que ‖un0−1‖ = 0. Une récurrence descendante donne
(par Rn) pour tout k∈[[0, n0 − 1]], uk = 0L(E) et donc IE est nulle : absurde.

Remarque : en dimension finie, l’utilisation de la trace donne immédiatement le
résultat.

13. a. Si ϕ est continue alors Ker(ϕ) = ϕ−1
(
{0K}

)
est fermé comme image

réciproque d’un fermé par une application continue.

Considérons maintenant une forme linéaire ϕ de noyau H fermé.

Ou ϕ est nulle, donc continue, ou ϕ n’est pas nulle.

E\H n’est pas vide ; soit a un point de E\H. CommeH est fermé δ = d(a,H) > 0.

Soit v ∈Bf (0E , 1). Si v ∈H, ϕ(v) = 0, sinon a − ϕ(a)

ϕ(v)
v ∈H donc, comme

δ = d(a,H) � N

(
ϕ(A)

ϕ(v)
v

)
, |ϕ(v)| � |ϕ(a)|

δ
N(v) �

|ϕ(a)|
δ

d’où :

|ϕ(v)| � |ϕ(a)|
δ

N(v) �
|ϕ(a)|

δ
·

ϕ est linéaire et bornée sur Bf (0E , 1) donc continue.

b. Soit x dans E \Ker(ϕ).

Le calcul fait en a. prouve que, si v ∈Bf (0E , 1), |ϕ(v)| � |ϕ(x)|
δ

où l’on a posé

δ = d
(
x,Ker(ϕ)

)
> 0. Donc ‖ϕ‖ = sup

{
|ϕ(v)|

∣∣ v ∈Bf (0E , 1)
}
�

|ϕ(x)|
δ

·
D’autre part δ = inf

{
N(x− y)

∣∣ y ∈Ker(ϕ)
}
·

Soit ε∈R�+, il existe y dans Ker(ϕ) tel que 0 < δ � N(x − y) � δ + ε, alors∣∣∣∣ϕ
(

x− y

N(x− y)
g
)∣∣∣∣ � ‖ϕ‖ soit

|ϕ(x)− ϕ(y)|
N(x− y)

� ‖ϕ‖ d’où
1

δ + ε
|ϕ(x)| � ‖ϕ‖.

Donc pour tout ε∈R�+, δ‖ϕ‖ � |ϕ(x)| � (δ + ε)‖ϕ‖, ce qui donne δ‖ϕ‖ = |ϕ(x)|

et donc |ϕ(x)| = ‖ϕ‖
d
(
x,Ker(ϕ)

) ·

14. a. δ = d(x,A) est adhérent à
{
N(x − a)

∣∣ a∈A
}
, soit (an)∈AN telle que la

suite de terme général N(x− an) converge vers δ.

Pour tout n∈N, N(an) � N(x−an)+N(x) et donc (an) est bornée. On en extrait
une suite convergente (aϕ(n)) dont la limite, notée � est élément de A. Alors la suite
de terme général N(x−aϕ(n)) converge vers δ et aussi vers N(x−�) par continuité
de a �→ N(x− a), donc d(x,A) = δ = N(x− �).

b. Si A et B sont des parties fermées non vides de E telles que dA = dB alors,
pour tout b∈B, on a 0 = dB(b) = dA(b) = 0 et la question a. prouve que b∈A,
d’où B ⊂ A = A. Par raison de symétrie A ⊂ B et donc A = B.

c. Soient (an)∈AN et (bn)∈BN telles que la suite de terme général N(an − bn)
converge vers d(A,B). Pour tout n∈N, N(bn) � N(an− bn)+N(an) et donc (bn)
est bornée car (an) est à valeurs dans A compacte.
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La suite
(
(an), (bn)

)
est bornée dans l’espace vectoriel normé produit E2 de

dimension finie, on peut donc en extraire une suite convergente
(
(aϕ(n)), (bϕ(n))

)
dont la limite, notée (a, b), est élément de la partie fermée A × B de E2. Par
continuité de (a, b) �→ N(a− b) on en déduit que

(
N(an − bn)

)
converge à la fois

vers d(A,B) et vers N(a− b), d’où le résultat.

On va fournir un contre-exemple dans E = R2. On note A le sous-espace vectoriel
(donc fermé) d’équation y = 0 et B l’hyperbole d’équation xy = 1. Comme
f : (x, y) �→ xy est continue et comme B = f−1

(
{1}

)
, la partie B est fermée.

De plus A ∩B = et d(A,B) = 0 car N

(
(n, 0)−

(
n , 1

n

))
=

1

n
−−−→
n→∞

0.

15. Comme ϕ est un automorphisme : N◦u � c
(
N◦ϕ

)
⇐⇒ N◦u◦ϕ−1 � cN .

Cela prouve que le minimum existe et vaut ‖u◦ϕ−1‖.

16. Si x = (xn)∈B(N, E) on a, pour tout n∈N, N(xn+1 − xn) � 2N∞(x) par
inégalité triangulaire, donc ϕ est continu avec ‖ϕ‖ � 2.

Soit e un vecteur unitaire de E et posons, pour tout n∈N, xn = (−1)ne. Alors
N∞(x) = 1 et, pour tout n∈N, N(xn+1 − xn) = 2, donc ‖ϕ‖ = 2.

17. a. Le cas de la dimension finie a été traité en cours.

Supposons que E n’est pas de dimension finie et notons S =
{
x∈E

∣∣ N(x) = 1
}
·

On choisit a0 ∈S, on remarque que Ka0 �= E et que Ka0, de dimension finie, donc
fermé dans E.

Soit x0 ∈E \Ka0 et δ0 = d(x0,Ka0) > 0 car Ka0 est fermé.

Il existe y0 dans Ka0 tel que δ0 � N(y0 − x0) � 2δ, soit a1 =
x0 − y0

N(x0 − y0)
∈S.

∀y ∈Ka0, N(y − a1) =
1

N(x0 − y0)
N
[
N(y0 − x0)y + y0 − x0

]
�

δ0
N(y0 − x0)

car N(y0 − x0)y + y0 ∈Ka0, d’où N(a1 − y) �
1

2

N(x0 − y0)

N(x0 − y0)
�

1

2
et donc

d(a1,Ka0) �
1

2
·

Supposons choisis a0, . . . , an dans S tels que pour tout k∈[[1, n]], si on pose

Fk = Vect(a0, . . . , ak−1), alors d(ak, Fk) �
1

2
·

Fn+1 = Vect(a0, . . . , an) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, donc
fermé dans E. D’autre part Fn+1 �= E. Soit xn ∈E \Fn+1 et δn = d(xn, Fn+1) > 0.

Il existe yn dans Fn tel que δn � N(yn − xn) � 2δn, on pose an+1 =
xn − yn

N(xn − yn)
·

∀y ∈Fn+1, N(y− an+1) =
1

N(xn − yn)
N
[
N(yn − xn)y+ yn − xn

]
�

δn
N(yn − xn)

car N(yn − xn)y + yn ∈Fn+1 et, comme
δn

N(yn − xn)
�

1

2
, d(an+1, Fn+1) �

1

2
·

On a ainsi prouvé par récurrence l’existence d’une suite (an) à valeurs dans S telle

que : ∀n∈N	, d
(
an,Vect(a0, . . . , an−1)

)
�

1

2
·

Soit ϕ : N → N strictement croissante, si (p, k)∈N2 et n = ϕ(p + k), alors

aϕ(k) ∈Vect(a0, . . . , an−1) et donc N(aϕ(k)−aϕ(k+p)) �
1

2
· La suite (aϕ(k)) diverge
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d’où la formule au rang n+ 1. On note ‖ · ‖ la norme subordonnée à N .

∀n∈N�, n|α|‖un−1‖ � ‖un−1◦(u◦v)‖ + ‖(v◦u)◦un−1‖ � ‖un−1‖
(
‖u◦v‖ + ‖v◦u‖

)
d’où n|α|‖un−1‖ � 2‖u‖ ‖v‖ ‖un−1‖.
Si, pour tout n∈N�, ‖un−1‖ �= 0 et alors, pour tout n∈N�, n|α| � 2‖u‖ ‖v‖ :
absurde car N n’est pas bornée.

Donc il existe n0 ∈N� tel que ‖un0−1‖ = 0. Une récurrence descendante donne
(par Rn) pour tout k∈[[0, n0 − 1]], uk = 0L(E) et donc IE est nulle : absurde.

Remarque : en dimension finie, l’utilisation de la trace donne immédiatement le
résultat.

13. a. Si ϕ est continue alors Ker(ϕ) = ϕ−1
(
{0K}

)
est fermé comme image

réciproque d’un fermé par une application continue.

Considérons maintenant une forme linéaire ϕ de noyau H fermé.

Ou ϕ est nulle, donc continue, ou ϕ n’est pas nulle.

E\H n’est pas vide ; soit a un point de E\H. CommeH est fermé δ = d(a,H) > 0.

Soit v ∈Bf (0E , 1). Si v ∈H, ϕ(v) = 0, sinon a − ϕ(a)

ϕ(v)
v ∈H donc, comme

δ = d(a,H) � N

(
ϕ(A)

ϕ(v)
v

)
, |ϕ(v)| � |ϕ(a)|

δ
N(v) �

|ϕ(a)|
δ

d’où :

|ϕ(v)| � |ϕ(a)|
δ

N(v) �
|ϕ(a)|

δ
·

ϕ est linéaire et bornée sur Bf (0E , 1) donc continue.

b. Soit x dans E \Ker(ϕ).

Le calcul fait en a. prouve que, si v ∈Bf (0E , 1), |ϕ(v)| � |ϕ(x)|
δ

où l’on a posé

δ = d
(
x,Ker(ϕ)

)
> 0. Donc ‖ϕ‖ = sup

{
|ϕ(v)|

∣∣ v ∈Bf (0E , 1)
}
�

|ϕ(x)|
δ

·
D’autre part δ = inf

{
N(x− y)

∣∣ y ∈Ker(ϕ)
}
·

Soit ε∈R�+, il existe y dans Ker(ϕ) tel que 0 < δ � N(x − y) � δ + ε, alors∣∣∣∣ϕ
(

x− y

N(x− y)
g
)∣∣∣∣ � ‖ϕ‖ soit

|ϕ(x)− ϕ(y)|
N(x− y)

� ‖ϕ‖ d’où
1

δ + ε
|ϕ(x)| � ‖ϕ‖.

Donc pour tout ε∈R�+, δ‖ϕ‖ � |ϕ(x)| � (δ + ε)‖ϕ‖, ce qui donne δ‖ϕ‖ = |ϕ(x)|

et donc |ϕ(x)| = ‖ϕ‖
d
(
x,Ker(ϕ)

) ·

14. a. δ = d(x,A) est adhérent à
{
N(x − a)

∣∣ a∈A
}
, soit (an)∈AN telle que la

suite de terme général N(x− an) converge vers δ.

Pour tout n∈N, N(an) � N(x−an)+N(x) et donc (an) est bornée. On en extrait
une suite convergente (aϕ(n)) dont la limite, notée � est élément de A. Alors la suite
de terme général N(x−aϕ(n)) converge vers δ et aussi vers N(x−�) par continuité
de a �→ N(x− a), donc d(x,A) = δ = N(x− �).

b. Si A et B sont des parties fermées non vides de E telles que dA = dB alors,
pour tout b∈B, on a 0 = dB(b) = dA(b) = 0 et la question a. prouve que b∈A,
d’où B ⊂ A = A. Par raison de symétrie A ⊂ B et donc A = B.

c. Soient (an)∈AN et (bn)∈BN telles que la suite de terme général N(an − bn)
converge vers d(A,B). Pour tout n∈N, N(bn) � N(an− bn)+N(an) et donc (bn)
est bornée car (an) est à valeurs dans A compacte.
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La suite
(
(an), (bn)

)
est bornée dans l’espace vectoriel normé produit E2 de

dimension finie, on peut donc en extraire une suite convergente
(
(aϕ(n)), (bϕ(n))

)
dont la limite, notée (a, b), est élément de la partie fermée A × B de E2. Par
continuité de (a, b) �→ N(a− b) on en déduit que

(
N(an − bn)

)
converge à la fois

vers d(A,B) et vers N(a− b), d’où le résultat.

On va fournir un contre-exemple dans E = R2. On note A le sous-espace vectoriel
(donc fermé) d’équation y = 0 et B l’hyperbole d’équation xy = 1. Comme
f : (x, y) �→ xy est continue et comme B = f−1

(
{1}

)
, la partie B est fermée.

De plus A ∩B = et d(A,B) = 0 car N

(
(n, 0)−

(
n , 1

n

))
=

1

n
−−−→
n→∞

0.

15. Comme ϕ est un automorphisme : N◦u � c
(
N◦ϕ

)
⇐⇒ N◦u◦ϕ−1 � cN .

Cela prouve que le minimum existe et vaut ‖u◦ϕ−1‖.

16. Si x = (xn)∈B(N, E) on a, pour tout n∈N, N(xn+1 − xn) � 2N∞(x) par
inégalité triangulaire, donc ϕ est continu avec ‖ϕ‖ � 2.

Soit e un vecteur unitaire de E et posons, pour tout n∈N, xn = (−1)ne. Alors
N∞(x) = 1 et, pour tout n∈N, N(xn+1 − xn) = 2, donc ‖ϕ‖ = 2.

17. a. Le cas de la dimension finie a été traité en cours.

Supposons que E n’est pas de dimension finie et notons S =
{
x∈E

∣∣ N(x) = 1
}
·

On choisit a0 ∈S, on remarque que Ka0 �= E et que Ka0, de dimension finie, donc
fermé dans E.

Soit x0 ∈E \Ka0 et δ0 = d(x0,Ka0) > 0 car Ka0 est fermé.

Il existe y0 dans Ka0 tel que δ0 � N(y0 − x0) � 2δ, soit a1 =
x0 − y0

N(x0 − y0)
∈S.

∀y ∈Ka0, N(y − a1) =
1

N(x0 − y0)
N
[
N(y0 − x0)y + y0 − x0

]
�

δ0
N(y0 − x0)

car N(y0 − x0)y + y0 ∈Ka0, d’où N(a1 − y) �
1

2

N(x0 − y0)

N(x0 − y0)
�

1

2
et donc

d(a1,Ka0) �
1

2
·

Supposons choisis a0, . . . , an dans S tels que pour tout k∈[[1, n]], si on pose

Fk = Vect(a0, . . . , ak−1), alors d(ak, Fk) �
1

2
·

Fn+1 = Vect(a0, . . . , an) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, donc
fermé dans E. D’autre part Fn+1 �= E. Soit xn ∈E \Fn+1 et δn = d(xn, Fn+1) > 0.

Il existe yn dans Fn tel que δn � N(yn − xn) � 2δn, on pose an+1 =
xn − yn

N(xn − yn)
·

∀y ∈Fn+1, N(y− an+1) =
1

N(xn − yn)
N
[
N(yn − xn)y+ yn − xn

]
�

δn
N(yn − xn)

car N(yn − xn)y + yn ∈Fn+1 et, comme
δn

N(yn − xn)
�

1

2
, d(an+1, Fn+1) �

1

2
·

On a ainsi prouvé par récurrence l’existence d’une suite (an) à valeurs dans S telle

que : ∀n∈N	, d
(
an,Vect(a0, . . . , an−1)

)
�

1

2
·

Soit ϕ : N → N strictement croissante, si (p, k)∈N2 et n = ϕ(p + k), alors

aϕ(k) ∈Vect(a0, . . . , an−1) et donc N(aϕ(k)−aϕ(k+p)) �
1

2
· La suite (aϕ(k)) diverge
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donc. La suite (an) n’a aucune valeur d’adhérence et est à valeurs dans Bf (0E , 1),
cette boule n’est donc pas compacte.

b. Si un compact K de E n’était pas d’intérieur vide, il existerait a∈K, r∈R�+
tels que Bf (a, r) ⊂ K, donc Bf (a, r), fermée dans K compact, serait compacte ;
or Bf (0E , 1) est l’image de Bf (a, r) par la composée f d’une homothétie et d’une
translation ; f étant continue, Bf (0E , 1) serait compacte : absurde.

Remarque : E contient aussi des fermés bornés d’intérieur vide non compacts,
par exemple S.

18. Notons Ω l’ensemble en question et choisissons P0 dans Ω. Notons (x1, . . . , xn)
la suite ordonnée croissante de ses zéros et choisissons y1, . . . , yn+1 dans R tels que
y1 < x1 < y2 < x2 < · · · < yn < xn < yn+1.
Pour tout k∈[[1, n+1]], ϕk : Rn[X] → R, P �→ P (yk)P0(yk) est une forme linéaire
sur l’espace vectoriel de dimension finie Rn[X], donc continue.

Par suite V =
n+1⋂
k=1

ϕ−1
k (R�+) est un voisinage ouvert de P0 car, pour tout

k∈[[1, n+ 1]], on a ϕk(P0) = P 2
0 (yk) > 0.

Si P ∈V , alors P a le même signe (au sens strict) que P0 en chacun des yk et donc
a un zéro dans chaque ]yk, yk+1[ pour 1 � k � n, soit au moins n zéros réels. La
condition ϕ1(P ) > 0 impose P (y1) �= 0, P n’est pas nul et donc P ∈Ω.
Ω est voisinage de chacun de ses points, c’est une partie ouverte de Rn[X].

19. a. Écrivons P =

n∏
k=1

(X−zk) où |z1| � · · · � |zn|, alors
∣∣P (0)

∣∣ =
n∏

k=1

|zk| � |z1|n

et donc |z1| �
∣∣P (0)

∣∣1/n.
Si (Pp) est à valeurs dans E et converge vers P , alors la considération de la norme

N :

n∑
k=0

akX
k �→ max

0�k�n
|ak| montre que P est de degré n et normalisé car la suite

des coefficients dominants des Pk est constante égale à 1.
Supposons que z soit zéro de P dans C\R, posons Q(X) = P (X+z) et, pour tout
p∈N, Qp(X) = Pp(X + z). Alors (Qp) est une suite de polynômes normalisés et

de degré n qui converge vers Q et donc
∣∣Qp(0)

∣∣1/n −−−→
p→∞

∣∣Q(0)
∣∣1/n = 0.

Soit p0 ∈N tel que
∣∣Qp0

(0)
∣∣1/n < |z|, Qp0

admet un zéro dans B(0, |z|) et donc Pp0

en admet un dans B(z, |z|) ⊂ C \ R : absurde.
P est donc scindé sur R, normalisé et de degré n, E est une partie fermée de Rn[X].

b. Si |z| � 1, l’inégalité est claire. Sinon,

zn = −
n−1∑
k=0

akz
k d’où |z| �

n−1∑
k=0

|ak| |z|k−n−1 �
n−1∑
k=0

|ak| et l’inégalité est prouvée.

On considère une suite (Pp) d’éléments de E qui converge vers P .

On écrit, pour tout p∈N, Pp =

n∏
k=1

(X−zk,p). L’inégalité que l’on vient de montrer

prouve que (Zp) =
(
(z1,p, . . . , zn,p)

)
p
est une suite bornée de l’espace vectoriel

normé Rn, donc admet une valeur d’adhérence Z = (z1, . . . , zn).
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Soit ϕ : N → N strictement croissante telle que (Zϕ(p)) converge vers Z,
les relations entre coefficients et racines montrent que (Pϕ(p)) converge vers
n∏

k=1

(X − zk) et, par extraction, P =

n∏
k=1

(X − zk) est scindé sur R.

20. a. ∀(x, y) ∈ P2, ∃(p, q) ∈ I2, x ∈ Pp et y ∈ Pq.
Comme Pj ∩ Pp et Pj ∩ Pq sont non vides, soit (a, b) ∈ (Pj ∩ Pp) × (Pj ∩ Pq). Il
existe donc trois chemins continus reliant x et a, a et b, b et y.
f1 : [0, 1] → Pp, f1(0) = x et f1(1) = a,
f2 : [0, 1] → Pj , f2(0) = a et f2(1) = b,
f3 : [0, 1] → Pq, f3(0) = b et f3(1) = y.
D’où un chemin continu reliant x et y. F : [0, 1] → Pp ∪ Pj ∪ Pq défini par :

F (t) = f1(3t) si t ∈
[
0,
1

3

]
, F (t) = f2(3t− 1) si t ∈

]1
3
,2

3

]
,

F (t) = f(3t− 2) si t ∈
]2
3
,1
]
.

b. Soient a = (a1, . . . , ap) et b = (b1, . . . , bp) dans A1 × · · · × Ap. Comme Ai

est connexe par arcs, il existe fi ∈ C([0, 1], Ei) telle que f(0) = ai, f(1) = bi et
f([0, 1]) ⊂ Ai. L’application f : [0, 1] → E1 × · · · × Ep, t �→ (f1(t), . . . , fp(t))
est continue puisque ses composantes le sont, et vérifie f(0) = a, f(1) = b et
f([0, 1]) ⊂ A1 × · · · ×Ap.

21. a. Si M ∈ Mn(K), Sp(M) est fini. Donc les matrices Mk = M − 1

k
In sont

inversibles pour k assez grand. De Mk −−−→
k→∞

M on déduit la densité de GLn(K)

dans Mn(K). 〈〈GLn(K) est un ouvert de l’espace vectoriel normé Mn(K) 〉〉 est un
résultat déja prouvé dans le cours.

b. • Si A est inversible, AB = A(BA)A−1. Les matrices AB et BA étant
semblables, elles ont même polynôme caractéristique.
• L’application ϕ : M �→ χ

BM (X) − χ
MB(X) est polynomiale en les coefficients

de M , donc continue sur Mn(K). Comme ϕ est nulle sur GLn(K), elle l’est sur
Mn(K) d’après le cours.
Il est à noter que c’est la troisième preuve de χAB = χBA donnée dans ce livre.

22. SoitM ∈Mn(C), par le corollaire de IV.B. du chapitre 1, on écritM = PTP−1

où P inversible et T triangulaire supérieure, T =




λ1 (�)
. . .

(0) λn


.

Si p∈N� on pose Tp = T + Diag
( i

p

)
1�i�n

. Pour 1 � i < j � n, l’égalité

λi +
i

p
= λj +

j

p
n’a lieu que si, et seulement si, p =

i− j

λj − λi

, ce qui ne se

produit que pour au plus un p dans N�. Donc
{
p∈N�

∣∣∣ Card [ Sp(Tp)
]
< n

}
est

un ensemble fini et, à partir d’un certain rang p0 � 1, Tp est diagonalisable à
spectre de cardinal n. Tp −−−→

p→∞
T est immédiat.

Comme X �→ PXP−1 est linéaire, elle est continue sur l’espace vectoriel normé
de dimension finie Mn(C) et donc (PTpP

−1)p�p0
converge vers M et est une suite
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donc. La suite (an) n’a aucune valeur d’adhérence et est à valeurs dans Bf (0E , 1),
cette boule n’est donc pas compacte.

b. Si un compact K de E n’était pas d’intérieur vide, il existerait a∈K, r∈R�+
tels que Bf (a, r) ⊂ K, donc Bf (a, r), fermée dans K compact, serait compacte ;
or Bf (0E , 1) est l’image de Bf (a, r) par la composée f d’une homothétie et d’une
translation ; f étant continue, Bf (0E , 1) serait compacte : absurde.

Remarque : E contient aussi des fermés bornés d’intérieur vide non compacts,
par exemple S.

18. Notons Ω l’ensemble en question et choisissons P0 dans Ω. Notons (x1, . . . , xn)
la suite ordonnée croissante de ses zéros et choisissons y1, . . . , yn+1 dans R tels que
y1 < x1 < y2 < x2 < · · · < yn < xn < yn+1.
Pour tout k∈[[1, n+1]], ϕk : Rn[X] → R, P �→ P (yk)P0(yk) est une forme linéaire
sur l’espace vectoriel de dimension finie Rn[X], donc continue.

Par suite V =
n+1⋂
k=1

ϕ−1
k (R�+) est un voisinage ouvert de P0 car, pour tout

k∈[[1, n+ 1]], on a ϕk(P0) = P 2
0 (yk) > 0.

Si P ∈V , alors P a le même signe (au sens strict) que P0 en chacun des yk et donc
a un zéro dans chaque ]yk, yk+1[ pour 1 � k � n, soit au moins n zéros réels. La
condition ϕ1(P ) > 0 impose P (y1) �= 0, P n’est pas nul et donc P ∈Ω.
Ω est voisinage de chacun de ses points, c’est une partie ouverte de Rn[X].

19. a. Écrivons P =
n∏

k=1

(X−zk) où |z1| � · · · � |zn|, alors
∣∣P (0)

∣∣ =
n∏

k=1

|zk| � |z1|n

et donc |z1| �
∣∣P (0)

∣∣1/n.
Si (Pp) est à valeurs dans E et converge vers P , alors la considération de la norme

N :

n∑
k=0

akX
k �→ max

0�k�n
|ak| montre que P est de degré n et normalisé car la suite

des coefficients dominants des Pk est constante égale à 1.
Supposons que z soit zéro de P dans C\R, posons Q(X) = P (X+z) et, pour tout
p∈N, Qp(X) = Pp(X + z). Alors (Qp) est une suite de polynômes normalisés et

de degré n qui converge vers Q et donc
∣∣Qp(0)

∣∣1/n −−−→
p→∞

∣∣Q(0)
∣∣1/n = 0.

Soit p0 ∈N tel que
∣∣Qp0

(0)
∣∣1/n < |z|, Qp0

admet un zéro dans B(0, |z|) et donc Pp0

en admet un dans B(z, |z|) ⊂ C \ R : absurde.
P est donc scindé sur R, normalisé et de degré n, E est une partie fermée de Rn[X].

b. Si |z| � 1, l’inégalité est claire. Sinon,

zn = −
n−1∑
k=0

akz
k d’où |z| �

n−1∑
k=0

|ak| |z|k−n−1 �
n−1∑
k=0

|ak| et l’inégalité est prouvée.

On considère une suite (Pp) d’éléments de E qui converge vers P .

On écrit, pour tout p∈N, Pp =

n∏
k=1

(X−zk,p). L’inégalité que l’on vient de montrer

prouve que (Zp) =
(
(z1,p, . . . , zn,p)

)
p
est une suite bornée de l’espace vectoriel

normé Rn, donc admet une valeur d’adhérence Z = (z1, . . . , zn).
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Soit ϕ : N → N strictement croissante telle que (Zϕ(p)) converge vers Z,
les relations entre coefficients et racines montrent que (Pϕ(p)) converge vers
n∏

k=1

(X − zk) et, par extraction, P =

n∏
k=1

(X − zk) est scindé sur R.

20. a. ∀(x, y) ∈ P2, ∃(p, q) ∈ I2, x ∈ Pp et y ∈ Pq.
Comme Pj ∩ Pp et Pj ∩ Pq sont non vides, soit (a, b) ∈ (Pj ∩ Pp) × (Pj ∩ Pq). Il
existe donc trois chemins continus reliant x et a, a et b, b et y.
f1 : [0, 1] → Pp, f1(0) = x et f1(1) = a,
f2 : [0, 1] → Pj , f2(0) = a et f2(1) = b,
f3 : [0, 1] → Pq, f3(0) = b et f3(1) = y.
D’où un chemin continu reliant x et y. F : [0, 1] → Pp ∪ Pj ∪ Pq défini par :

F (t) = f1(3t) si t ∈
[
0,
1

3

]
, F (t) = f2(3t− 1) si t ∈

]1
3
,2

3

]
,

F (t) = f(3t− 2) si t ∈
]2
3
,1
]
.

b. Soient a = (a1, . . . , ap) et b = (b1, . . . , bp) dans A1 × · · · × Ap. Comme Ai

est connexe par arcs, il existe fi ∈ C([0, 1], Ei) telle que f(0) = ai, f(1) = bi et
f([0, 1]) ⊂ Ai. L’application f : [0, 1] → E1 × · · · × Ep, t �→ (f1(t), . . . , fp(t))
est continue puisque ses composantes le sont, et vérifie f(0) = a, f(1) = b et
f([0, 1]) ⊂ A1 × · · · ×Ap.

21. a. Si M ∈ Mn(K), Sp(M) est fini. Donc les matrices Mk = M − 1

k
In sont

inversibles pour k assez grand. De Mk −−−→
k→∞

M on déduit la densité de GLn(K)

dans Mn(K). 〈〈GLn(K) est un ouvert de l’espace vectoriel normé Mn(K) 〉〉 est un
résultat déja prouvé dans le cours.

b. • Si A est inversible, AB = A(BA)A−1. Les matrices AB et BA étant
semblables, elles ont même polynôme caractéristique.
• L’application ϕ : M �→ χ

BM (X) − χ
MB(X) est polynomiale en les coefficients

de M , donc continue sur Mn(K). Comme ϕ est nulle sur GLn(K), elle l’est sur
Mn(K) d’après le cours.
Il est à noter que c’est la troisième preuve de χAB = χBA donnée dans ce livre.

22. SoitM ∈Mn(C), par le corollaire de IV.B. du chapitre 1, on écritM = PTP−1

où P inversible et T triangulaire supérieure, T =




λ1 (�)
. . .

(0) λn


.

Si p∈N� on pose Tp = T + Diag
( i

p

)
1�i�n

. Pour 1 � i < j � n, l’égalité

λi +
i

p
= λj +

j

p
n’a lieu que si, et seulement si, p =

i− j

λj − λi

, ce qui ne se

produit que pour au plus un p dans N�. Donc
{
p∈N�

∣∣∣ Card [ Sp(Tp)
]
< n

}
est

un ensemble fini et, à partir d’un certain rang p0 � 1, Tp est diagonalisable à
spectre de cardinal n. Tp −−−→

p→∞
T est immédiat.

Comme X �→ PXP−1 est linéaire, elle est continue sur l’espace vectoriel normé
de dimension finie Mn(C) et donc (PTpP

−1)p�p0
converge vers M et est une suite

So
lu
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ns
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de matrices diagonalisables à spectre de cardinal n.

Si A =

(
0 −1
0 1

)
∈M2(R), supposons l’existence d’une suite (Ak)k∈N de matrices

diagonalisables de M2(R) à spectre de cardinal 2. telle que Ak −−−→
k→∞

A.

Si M ∈M2(R), notons ϕ(M) =
(
tr(M)

)2 − 4 det(M) ie. ϕ(M) est le discriminant
de X2 − tr(M)X + det(M) = χ

M . La fonction ϕ est continue car polynomiale
sur M2(R). Donc ϕ(Ak) −−−→

k→∞
ϕ(A). Comme les Ak ont deux valeurs propres

distinctes, ϕ(Ak) > 0, d’où ϕ(A) � 0 : absurde car ϕ(A) = −1. Le résultat est
donc faux dans Mn(R).

23. a. La partie T = {(x, y)∈ I2 |x < y} de R2 est convexe donc connexe par
arcs. Soit F : T → R, (x, y) �→ f(y) − f(x). F est continue donc F (T ) est une
partie connexe par arcs de R ie. un intervalle de R. Comme f est injective,
F (T ) ⊂ R�. D’où F (T ) ⊂ R�+ ie. f est strictement croissante, ou F (T ) ⊂ R�−
ie. f est strictement décroissante.

b. On considére F : (x, y) �→ f(x)− f(y)

x− y
sur T = {(x, y)∈ I2 |x < y}·

L’application F étant continue sur la partie convexe, donc connexe par arcs de
R2, la partie F (T ) est connexe par arcs dans R ie. un intervalle de R.
D’après le théorème des accroissements finis, on a F (T ) ⊂ f ′(I).

D’autre part, f étant dérivable sur I, on a f ′(I) ⊂ F (T ).

F (T ) étant un intervalle de R, la double inclusion F (T ) ⊂ f ′(I) ⊂ F (T ) montre
que f ′(I) est un intervalle de R.

24. a. Supposons x =

p∑
i=1

λixi avec xi ∈H et p � n+ 2.

(x2 − x1, . . . , xp − x1) est constitué de (p− 1) vecteurs liés puisque p− 1 � n+ 1
et E est de dimension n. Il existe donc (µ2, . . . , µp)∈Rp−1 non tous nuls tels que
p∑

i=2

µi(xi − x1) = 0. Notons µ1 = −
p∑

i=2

µi, alors

p∑
i=1

µixi = 0 et

p∑
i=1

µi = 0.

b. Un des µi au moins est > 0. Soit θ = min
{λi

µi

∣∣∣ 1 � i � p et µi > 0
}
·

Posons λ′
i = λi − θµi. Alors, pour tout i, λ′

i � 0,

p∑
i=1

λ′
i =

p∑
i=1

λi = 1.

Il existe i tel que λ′
i = 0 et x =

p∑
i=1

λ′
ixi.

Il s’ensuit que conv(H) est constitué d’au plus (n+ 1) éléments de H.

c. Soit Φ : Λ×Hn+1 → conv(H), (λ1, . . . , λn+1, x1, . . . , xn+1) �→
n+1∑
i=1

λixi.

Si H est compact, comme Λ est compacte, le produit Λ × Hn+1 est compact.
L’application Φ étant continue et surjective, conv(H) est compact.

Travaux dirigés 135

TRAVAUX DIRIGÉS

• Des normes sur Mn(K)

Soit A = (ai,j) ∈ Mn(K) où n � 2.

1. Montrer que la norme subordonnée à N1 (voir V.2.) est ‖.‖1 définie par :

‖A‖1 = max
1�j�n

( n∑
i=1

|ai,j |
)
si A ∈ Mn(C).

2. Montrer que la norme subordonnée à N∞ est ‖.‖∞ définie par :

‖A‖∞ = max
1�i�n

( n∑
j=1

|ai,j |
)
si A ∈ Mn(C).

3. Montrer que N : Mn(R) → R, A �→
√
tr(tAA) est une norme non

subordonnée et que :

∀(A,B) ∈ (Mn(R))2, N(AB) � N(A)N(B).

Solution

Notons tX = (x1 . . . xn),
tY = (y1 . . . yn), Y = AX ⇔ ∀i ∈ [[1, n]], yi =

n∑
j=1

ai,jxj

1. N1(AX) =

n∑
i=1

|yi| �
n∑

i=1

n∑
j=1

|ai,jxj | �
n∑

j=1

|xj |
( n∑
i=1

|ai,j |
)

N1(AX) � max
1�j�n

( n∑
i=1

|ai,j |
) n∑

j=1

|xj | = max
1�j�n

( n∑
i=1

|ai,j |
)
N1(X) (1)

Soit j0 tel que max
1�j�n

( n∑
i=1

|ai,j |
)
=

n∑
i=1

|ai,j0 |. Posons tZ = (z1 . . . zn) où zj = 1 si

j = j0 et zj = 0 sinon. Alors N1(Z) = 1 et N1(AZ) =

n∑
i=1

∣∣∣
n∑

j=1

ai,jzj

∣∣∣ =
n∑

i=1

|ai,j0 |.

Compte tenu de (1) et de la définition de la norme subordonnée, on conclut.

2. N∞(AX) = max
1�i�n

∣∣∣
n∑

j=1

ai,jxj

∣∣∣ � max
1�i�n

( n∑
j=1

|ai,j |
)
N∞(X) (2)

Soit i0 tel que 1 � i0 � n et max
1�i�n

( n∑
j=1

|ai,j |
)
=

n∑
j=1

|ai0,j |. Soit tZ = (z1 . . . zn) où
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de matrices diagonalisables à spectre de cardinal n.

Si A =

(
0 −1
0 1

)
∈M2(R), supposons l’existence d’une suite (Ak)k∈N de matrices

diagonalisables de M2(R) à spectre de cardinal 2. telle que Ak −−−→
k→∞

A.

Si M ∈M2(R), notons ϕ(M) =
(
tr(M)

)2 − 4 det(M) ie. ϕ(M) est le discriminant
de X2 − tr(M)X + det(M) = χ

M . La fonction ϕ est continue car polynomiale
sur M2(R). Donc ϕ(Ak) −−−→

k→∞
ϕ(A). Comme les Ak ont deux valeurs propres

distinctes, ϕ(Ak) > 0, d’où ϕ(A) � 0 : absurde car ϕ(A) = −1. Le résultat est
donc faux dans Mn(R).

23. a. La partie T = {(x, y)∈ I2 |x < y} de R2 est convexe donc connexe par
arcs. Soit F : T → R, (x, y) �→ f(y) − f(x). F est continue donc F (T ) est une
partie connexe par arcs de R ie. un intervalle de R. Comme f est injective,
F (T ) ⊂ R�. D’où F (T ) ⊂ R�+ ie. f est strictement croissante, ou F (T ) ⊂ R�−
ie. f est strictement décroissante.

b. On considére F : (x, y) �→ f(x)− f(y)

x− y
sur T = {(x, y)∈ I2 |x < y}·

L’application F étant continue sur la partie convexe, donc connexe par arcs de
R2, la partie F (T ) est connexe par arcs dans R ie. un intervalle de R.
D’après le théorème des accroissements finis, on a F (T ) ⊂ f ′(I).

D’autre part, f étant dérivable sur I, on a f ′(I) ⊂ F (T ).

F (T ) étant un intervalle de R, la double inclusion F (T ) ⊂ f ′(I) ⊂ F (T ) montre
que f ′(I) est un intervalle de R.

24. a. Supposons x =

p∑
i=1

λixi avec xi ∈H et p � n+ 2.

(x2 − x1, . . . , xp − x1) est constitué de (p− 1) vecteurs liés puisque p− 1 � n+ 1
et E est de dimension n. Il existe donc (µ2, . . . , µp)∈Rp−1 non tous nuls tels que
p∑

i=2

µi(xi − x1) = 0. Notons µ1 = −
p∑

i=2

µi, alors

p∑
i=1

µixi = 0 et

p∑
i=1

µi = 0.

b. Un des µi au moins est > 0. Soit θ = min
{λi

µi

∣∣∣ 1 � i � p et µi > 0
}
·

Posons λ′
i = λi − θµi. Alors, pour tout i, λ

′
i � 0,

p∑
i=1

λ′
i =

p∑
i=1

λi = 1.

Il existe i tel que λ′
i = 0 et x =

p∑
i=1

λ′
ixi.

Il s’ensuit que conv(H) est constitué d’au plus (n+ 1) éléments de H.

c. Soit Φ : Λ×Hn+1 → conv(H), (λ1, . . . , λn+1, x1, . . . , xn+1) �→
n+1∑
i=1

λixi.

Si H est compact, comme Λ est compacte, le produit Λ × Hn+1 est compact.
L’application Φ étant continue et surjective, conv(H) est compact.
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Des normes sur Mn(K)

Soit A = (ai,j) ∈ Mn(K) où n � 2.

1. Montrer que la norme subordonnée à N1 (voir V.2.) est ‖.‖1 définie par :

‖A‖1 = max
1�j�n

( n∑
i=1

|ai,j |
)
si A ∈ Mn(C).

2. Montrer que la norme subordonnée à N∞ est ‖.‖∞ définie par :

‖A‖∞ = max
1�i�n

( n∑
j=1

|ai,j |
)
si A ∈ Mn(C).

3. Montrer que N : Mn(R) → R, A �→
√

tr(tAA) est une norme non
subordonnée et que :

∀(A,B) ∈ (Mn(R))2, N(AB) � N(A)N(B).

Solution

Notons tX = (x1 . . . xn),
tY = (y1 . . . yn), Y = AX ⇔ ∀i ∈ [[1, n]], yi =

n∑
j=1

ai,jxj

1. N1(AX) =

n∑
i=1

|yi| �
n∑

i=1

n∑
j=1

|ai,jxj | �
n∑

j=1

|xj |
( n∑
i=1

|ai,j |
)

N1(AX) � max
1�j�n

( n∑
i=1

|ai,j |
) n∑

j=1

|xj | = max
1�j�n

( n∑
i=1

|ai,j |
)
N1(X) (1)

Soit j0 tel que max
1�j�n

( n∑
i=1

|ai,j |
)
=

n∑
i=1

|ai,j0 |. Posons tZ = (z1 . . . zn) où zj = 1 si

j = j0 et zj = 0 sinon. Alors N1(Z) = 1 et N1(AZ) =

n∑
i=1

∣∣∣
n∑

j=1

ai,jzj

∣∣∣ =
n∑

i=1

|ai,j0 |.

Compte tenu de (1) et de la définition de la norme subordonnée, on conclut.

2. N∞(AX) = max
1�i�n

∣∣∣
n∑

j=1

ai,jxj

∣∣∣ � max
1�i�n

( n∑
j=1

|ai,j |
)
N∞(X) (2)

Soit i0 tel que 1 � i0 � n et max
1�i�n

( n∑
j=1

|ai,j |
)
=

n∑
j=1

|ai0,j |. Soit tZ = (z1 . . . zn) où
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zj = 1 si ai0,j = 0 et zj =
ai0j
|ai0,j |

sinon. Alors N∞(Z) = 1 et

N∞(AZ) �
∣∣∣

n∑
j=1

ai0,jzj

∣∣∣ =
n∑

j=1

|ai0,j | = max
1�i�n

( n∑
j=1

|ai,j |
)

(3)

De (2), (3) et de la définition de la norme subordonnée, on déduit le résultat.

3. N(A) =

√√√√
n∑

i=1

n∑
j=1

(ai,j)
2. Mn(R) étant identifié à Rn2

, N n’est autre que la

norme euclidienne notée N2 dans l’espace vectoriel euclidien Rn2

.

Pour démontrer l’inégalité demandée, rappelons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∀(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn) ∈ R2n,
( n∑
k=1

αkβk

)2

�
( n∑
k=1

α2
k

)
.
( n∑
k=1

β2
k

)
.

AB = (ci,j) où ci,j =

n∑
k=1

ai,kbk,j . Donc c2i,j �
( n∑
k=1

a2i,k

)
.
( n∑
k=1

b2k,j

)
. D’où

∀j ∈ [[1, n]],
n∑

i=1

c2i,j �
n∑

i=1

( n∑
k=1

a2i,k

)
.
( n∑
k=1

b2k,j

)
= N(A)2

( n∑
k=1

b2k,j

)
. Donc :

N(AB)2 =

n∑
j=1

n∑
i=1

c2i,j � N(A)2.N(B)2. D’où l’inégalité car N(Mn(R)) ⊂ R+.

N(In) = n �= 1 donc N n’est pas subordonnée.

• Valeurs d’adhérence d’une suite ; applications

On note A(u) l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite u = (un)n∈N
d’un espace vectoriel normé (E,N).

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) a est valeur d’adhérence de u.

(ii) Pour tout ε ∈ R∗
+, l’ensemble {n ∈ N |N(un − a) � ε} est infini.

(iii) ∀ε ∈ R∗
+, ∀p ∈ N, ∃n ∈ N, n > p et N(un − a) � ε.

2. Si E = R et (|un|)n∈N ne tend pas vers +∞, montrer que A(u) �= ∅.
3. Montrer que A(u) =

⋂
n∈N

Un où Un = {uk | k � n}. En déduire que A(u)

est fermé dans (E,N).

4. Montrer que si la suite u est bornée, l’ensemble A(u) est vide ou borné
et que diam (A(u)) � diam (U0). Voir l’exercice 9.

Dans le cas où E = R et u est bornée, que dire de plus de A(u) ?

5. Si E = R et un+1 − un −−−→
n→∞

0, montrer que A(u) est vide ou un

intervalle.

6. Soit (F,N ′) un espace vectoriel normé, C une partie compacte de F .
a. Montrer que si (un) suite à valeurs dans C n’a qu’une valeur d’adhérence
�, alors (un) converge vers �.
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b. On considère une application f d’une partie A de E dans F .
(i) Montrer que, si f est continue, Γ =

{
(x, y)∈A × F

∣∣ y = f(x)
}

(graphe de f) est un fermé relatif de A × F partie de l’espace vectoriel
normé E × F .
(ii) Montrer en utilisant a. que, si f(A) ⊂ C et Γ est fermé dans A × F ,
alors f est continue.

7. Si A est un intervalle compact de R et si f ∈ C(A,A), on définit une suite
u en prenant u0 dans A et un+1 = f(un). Montrer que si un+1−un −−−→

n→∞
0,

la suite u converge.

8. On suppose (E,N) de dimension finie et l’on considère f ∈ Lc(E) et non
nilpotente On pose, pour tout n ∈ N�, un = ‖fn‖1/n.
a. On note u la suite (un)n∈N∗ . Montrer que A(u) est non vide.

b. Soient q � 1, r � 0,m � 0, n � 1 des entiers naturels tels que n = mq+r.

Montrer que :
(un

uq

)n

�
(‖f‖

uq

)r

· (�)

c. Soit a ∈ A(u). Montrer que : ∀q ∈ N∗, a � uq.

d. En déduire que la suite u est convergente.

Solution

1. (i) ⇒ (ii). S’il existe une suite extraite (uϕ(n)) qui converge vers a, alors :
∀ε ∈ R∗

+, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ N(uϕ(n) − a) � ε.
L’ensemble {n ∈ N, |N(un−a) � ε} contient {ϕ(n) |n > n0} qui est infini puisque
ϕ est injective.

(ii) ⇒ (iii). L’ensemble {n ∈ N |n � p} est fini alors que {n ∈ N |N(un−a) � ε}
est infini, donc il existe n > p tel que N(un − a) � ε.

(iii) ⇒ (i). Soit P(ε, p) : ∀(ε, p) ∈ R∗
+ × N, ∃n ∈ N, n > p et N(un − a) � ε.

Construisons, par récurrence, ϕ : N → N, strictement croissante telle que la suite
de terme général uϕ(n) converge vers a.

La propriété P(1, 0) donne : ∃n0 ∈ N, n0 > 0 et N(un0
− a) � 1.

La propriété P
(1
2
,n0

)
donne : ∃n1 ∈ N, n1 > n0 et N(un1

− a) �
1

2
·

Si n0, . . . , nk sont définis par nk > · · · > n0 et ∀i ∈ [[0, k]], N(uni
− a) �

1

i+ 1
,

P
( 1

k + 2
,nk

)
donne : ∃nk+1 ∈ N, nk+1 > nk et N(unk+1

− a) �
1

k + 2
·

Du théorème de récurrence, on déduit que ϕ : N → N, k �→ nk est strictement

croissante et vérifie : ∀k ∈ N, 0 � N(uϕ(k) − a) �
1

k + 1
·

Par encadrement, (uϕ(n))n∈N converge vers a.

2. Le lecteur étudiant ne tombera pas dans le piège qui consiste à dire que que la
suite (un) est bornée.
(|un|)n∈N ne tend pas vers +∞ s’écrit : ∃A > 0, ∀p ∈ N, ∃n � p, |un| � A.
Comme à la question 1. on construit, par récurrence ϕ : N → N, strictement
croissante telle que : ∀p ∈ N, |uϕ(p)| � A.
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b. On considère une application f d’une partie A de E dans F .
(i) Montrer que, si f est continue, Γ =

{
(x, y)∈A × F

∣∣ y = f(x)
}

(graphe de f) est un fermé relatif de A × F partie de l’espace vectoriel
normé E × F .
(ii) Montrer en utilisant a. que, si f(A) ⊂ C et Γ est fermé dans A × F ,
alors f est continue.

7. Si A est un intervalle compact de R et si f ∈ C(A,A), on définit une suite
u en prenant u0 dans A et un+1 = f(un). Montrer que si un+1−un −−−→

n→∞
0,

la suite u converge.

8. On suppose (E,N) de dimension finie et l’on considère f ∈ Lc(E) et non
nilpotente On pose, pour tout n ∈ N�, un = ‖fn‖1/n.
a. On note u la suite (un)n∈N∗ . Montrer que A(u) est non vide.

b. Soient q � 1, r � 0,m � 0, n � 1 des entiers naturels tels que n = mq+r.

Montrer que :
(un

uq

)n

�
(‖f‖

uq

)r

· (�)

c. Soit a ∈ A(u). Montrer que : ∀q ∈ N∗, a � uq.

d. En déduire que la suite u est convergente.

Solution

1. (i) ⇒ (ii). S’il existe une suite extraite (uϕ(n)) qui converge vers a, alors :
∀ε ∈ R∗

+, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ N(uϕ(n) − a) � ε.
L’ensemble {n ∈ N, |N(un−a) � ε} contient {ϕ(n) |n > n0} qui est infini puisque
ϕ est injective.

(ii) ⇒ (iii). L’ensemble {n ∈ N |n � p} est fini alors que {n ∈ N |N(un−a) � ε}
est infini, donc il existe n > p tel que N(un − a) � ε.

(iii) ⇒ (i). Soit P(ε, p) : ∀(ε, p) ∈ R∗
+ × N, ∃n ∈ N, n > p et N(un − a) � ε.

Construisons, par récurrence, ϕ : N → N, strictement croissante telle que la suite
de terme général uϕ(n) converge vers a.

La propriété P(1, 0) donne : ∃n0 ∈ N, n0 > 0 et N(un0
− a) � 1.

La propriété P
(1
2
,n0

)
donne : ∃n1 ∈ N, n1 > n0 et N(un1

− a) �
1

2
·

Si n0, . . . , nk sont définis par nk > · · · > n0 et ∀i ∈ [[0, k]], N(uni
− a) �

1

i+ 1
,

P
( 1

k + 2
,nk

)
donne : ∃nk+1 ∈ N, nk+1 > nk et N(unk+1

− a) �
1

k + 2
·

Du théorème de récurrence, on déduit que ϕ : N → N, k �→ nk est strictement

croissante et vérifie : ∀k ∈ N, 0 � N(uϕ(k) − a) �
1

k + 1
·

Par encadrement, (uϕ(n))n∈N converge vers a.

2. Le lecteur étudiant ne tombera pas dans le piège qui consiste à dire que que la
suite (un) est bornée.
(|un|)n∈N ne tend pas vers +∞ s’écrit : ∃A > 0, ∀p ∈ N, ∃n � p, |un| � A.
Comme à la question 1. on construit, par récurrence ϕ : N → N, strictement
croissante telle que : ∀p ∈ N, |uϕ(p)| � A.
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zj = 1 si ai0,j = 0 et zj =
ai0j
|ai0,j |

sinon. Alors N∞(Z) = 1 et

N∞(AZ) �
∣∣∣

n∑
j=1

ai0,jzj

∣∣∣ =
n∑

j=1

|ai0,j | = max
1�i�n

( n∑
j=1

|ai,j |
)

(3)

De (2), (3) et de la définition de la norme subordonnée, on déduit le résultat.

3. N(A) =

√√√√
n∑

i=1

n∑
j=1

(ai,j)
2. Mn(R) étant identifié à Rn2

, N n’est autre que la

norme euclidienne notée N2 dans l’espace vectoriel euclidien Rn2

.

Pour démontrer l’inégalité demandée, rappelons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∀(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn) ∈ R2n,
( n∑
k=1

αkβk

)2

�
( n∑
k=1

α2
k

)
.
( n∑
k=1

β2
k

)
.

AB = (ci,j) où ci,j =

n∑
k=1

ai,kbk,j . Donc c2i,j �
( n∑
k=1

a2i,k

)
.
( n∑
k=1

b2k,j

)
. D’où

∀j ∈ [[1, n]],
n∑

i=1

c2i,j �
n∑

i=1

( n∑
k=1

a2i,k

)
.
( n∑
k=1

b2k,j

)
= N(A)2

( n∑
k=1

b2k,j

)
. Donc :

N(AB)2 =

n∑
j=1

n∑
i=1

c2i,j � N(A)2.N(B)2. D’où l’inégalité car N(Mn(R)) ⊂ R+.

N(In) = n �= 1 donc N n’est pas subordonnée.

• Valeurs d’adhérence d’une suite ; applications

On note A(u) l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite u = (un)n∈N
d’un espace vectoriel normé (E,N).

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) a est valeur d’adhérence de u.

(ii) Pour tout ε ∈ R∗
+, l’ensemble {n ∈ N |N(un − a) � ε} est infini.

(iii) ∀ε ∈ R∗
+, ∀p ∈ N, ∃n ∈ N, n > p et N(un − a) � ε.

2. Si E = R et (|un|)n∈N ne tend pas vers +∞, montrer que A(u) �= ∅.
3. Montrer que A(u) =

⋂
n∈N

Un où Un = {uk | k � n}. En déduire que A(u)

est fermé dans (E,N).

4. Montrer que si la suite u est bornée, l’ensemble A(u) est vide ou borné
et que diam (A(u)) � diam (U0). Voir l’exercice 9.

Dans le cas où E = R et u est bornée, que dire de plus de A(u) ?

5. Si E = R et un+1 − un −−−→
n→∞

0, montrer que A(u) est vide ou un

intervalle.

6. Soit (F,N ′) un espace vectoriel normé, C une partie compacte de F .
a. Montrer que si (un) suite à valeurs dans C n’a qu’une valeur d’adhérence
�, alors (un) converge vers �.
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b. On considère une application f d’une partie A de E dans F .
(i) Montrer que, si f est continue, Γ =

{
(x, y)∈A × F

∣∣ y = f(x)
}

(graphe de f) est un fermé relatif de A × F partie de l’espace vectoriel
normé E × F .
(ii) Montrer en utilisant a. que, si f(A) ⊂ C et Γ est fermé dans A × F ,
alors f est continue.

7. Si A est un intervalle compact de R et si f ∈ C(A,A), on définit une suite
u en prenant u0 dans A et un+1 = f(un). Montrer que si un+1−un −−−→

n→∞
0,

la suite u converge.

8. On suppose (E,N) de dimension finie et l’on considère f ∈ Lc(E) et non
nilpotente On pose, pour tout n ∈ N�, un = ‖fn‖1/n.
a. On note u la suite (un)n∈N∗ . Montrer que A(u) est non vide.

b. Soient q � 1, r � 0,m � 0, n � 1 des entiers naturels tels que n = mq+r.

Montrer que :
(un

uq

)n

�
(‖f‖

uq

)r

· (�)

c. Soit a ∈ A(u). Montrer que : ∀q ∈ N∗, a � uq.

d. En déduire que la suite u est convergente.

Solution

1. (i) ⇒ (ii). S’il existe une suite extraite (uϕ(n)) qui converge vers a, alors :
∀ε ∈ R∗

+, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ N(uϕ(n) − a) � ε.
L’ensemble {n ∈ N, |N(un−a) � ε} contient {ϕ(n) |n > n0} qui est infini puisque
ϕ est injective.

(ii) ⇒ (iii). L’ensemble {n ∈ N |n � p} est fini alors que {n ∈ N |N(un−a) � ε}
est infini, donc il existe n > p tel que N(un − a) � ε.

(iii) ⇒ (i). Soit P(ε, p) : ∀(ε, p) ∈ R∗
+ × N, ∃n ∈ N, n > p et N(un − a) � ε.

Construisons, par récurrence, ϕ : N → N, strictement croissante telle que la suite
de terme général uϕ(n) converge vers a.

La propriété P(1, 0) donne : ∃n0 ∈ N, n0 > 0 et N(un0
− a) � 1.

La propriété P
(1
2
,n0

)
donne : ∃n1 ∈ N, n1 > n0 et N(un1

− a) �
1

2
·

Si n0, . . . , nk sont définis par nk > · · · > n0 et ∀i ∈ [[0, k]], N(uni
− a) �

1

i+ 1
,

P
( 1

k + 2
,nk

)
donne : ∃nk+1 ∈ N, nk+1 > nk et N(unk+1

− a) �
1

k + 2
·

Du théorème de récurrence, on déduit que ϕ : N → N, k �→ nk est strictement

croissante et vérifie : ∀k ∈ N, 0 � N(uϕ(k) − a) �
1

k + 1
·

Par encadrement, (uϕ(n))n∈N converge vers a.

2. Le lecteur étudiant ne tombera pas dans le piège qui consiste à dire que que la
suite (un) est bornée.
(|un|)n∈N ne tend pas vers +∞ s’écrit : ∃A > 0, ∀p ∈ N, ∃n � p, |un| � A.
Comme à la question 1. on construit, par récurrence ϕ : N → N, strictement
croissante telle que : ∀p ∈ N, |uϕ(p)| � A.
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b. On considère une application f d’une partie A de E dans F .
(i) Montrer que, si f est continue, Γ =

{
(x, y)∈A × F

∣∣ y = f(x)
}

(graphe de f) est un fermé relatif de A × F partie de l’espace vectoriel
normé E × F .
(ii) Montrer en utilisant a. que, si f(A) ⊂ C et Γ est fermé dans A × F ,
alors f est continue.

7. Si A est un intervalle compact de R et si f ∈ C(A,A), on définit une suite
u en prenant u0 dans A et un+1 = f(un). Montrer que si un+1−un −−−→

n→∞
0,

la suite u converge.

8. On suppose (E,N) de dimension finie et l’on considère f ∈ Lc(E) et non
nilpotente On pose, pour tout n ∈ N�, un = ‖fn‖1/n.
a. On note u la suite (un)n∈N∗ . Montrer que A(u) est non vide.

b. Soient q � 1, r � 0,m � 0, n � 1 des entiers naturels tels que n = mq+r.

Montrer que :
(un

uq

)n

�
(‖f‖

uq

)r

· (�)

c. Soit a ∈ A(u). Montrer que : ∀q ∈ N∗, a � uq.

d. En déduire que la suite u est convergente.

Solution

1. (i) ⇒ (ii). S’il existe une suite extraite (uϕ(n)) qui converge vers a, alors :
∀ε ∈ R∗

+, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ N(uϕ(n) − a) � ε.
L’ensemble {n ∈ N, |N(un−a) � ε} contient {ϕ(n) |n > n0} qui est infini puisque
ϕ est injective.

(ii) ⇒ (iii). L’ensemble {n ∈ N |n � p} est fini alors que {n ∈ N |N(un−a) � ε}
est infini, donc il existe n > p tel que N(un − a) � ε.

(iii) ⇒ (i). Soit P(ε, p) : ∀(ε, p) ∈ R∗
+ × N, ∃n ∈ N, n > p et N(un − a) � ε.

Construisons, par récurrence, ϕ : N → N, strictement croissante telle que la suite
de terme général uϕ(n) converge vers a.

La propriété P(1, 0) donne : ∃n0 ∈ N, n0 > 0 et N(un0
− a) � 1.

La propriété P
(1
2
,n0

)
donne : ∃n1 ∈ N, n1 > n0 et N(un1

− a) �
1

2
·

Si n0, . . . , nk sont définis par nk > · · · > n0 et ∀i ∈ [[0, k]], N(uni
− a) �

1

i+ 1
,

P
( 1

k + 2
,nk

)
donne : ∃nk+1 ∈ N, nk+1 > nk et N(unk+1

− a) �
1

k + 2
·

Du théorème de récurrence, on déduit que ϕ : N → N, k �→ nk est strictement

croissante et vérifie : ∀k ∈ N, 0 � N(uϕ(k) − a) �
1

k + 1
·

Par encadrement, (uϕ(n))n∈N converge vers a.

2. Le lecteur étudiant ne tombera pas dans le piège qui consiste à dire que que la
suite (un) est bornée.
(|un|)n∈N ne tend pas vers +∞ s’écrit : ∃A > 0, ∀p ∈ N, ∃n � p, |un| � A.
Comme à la question 1. on construit, par récurrence ϕ : N → N, strictement
croissante telle que : ∀p ∈ N, |uϕ(p)| � A.
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La suite (uϕ(p))p∈N étant réelle et bornée, admet une valeur d’adhérence a qui est
aussi valeur d’adhérence de (un).

3. Soit n fixé dans N. un élément a ∈ A(u) est limite d’une suite extraite
(uϕ(k))k∈N de u, donc limite de (uϕ(n+k))k∈N suite à valeurs dans Un, puisque

ϕ(n+ k) � n+ k � n. D’où a ∈ Un. On a donc A(u) ⊂
⋂
n∈N

Un.

Réciproquement, si a ∈
⋂
n∈N

Un : ∀n ∈ N, ∀ε ∈ R∗
+, ∃ k ∈ N, k � n et N(uk−a)< ε.

Donc a est valeur d’adhérence de u. D’où : A(u) =
⋂
n∈N

Un est fermé, en tant que

intersection de fermés.

4. Si u est bornée, U0, donc U0 est borné et diam(U0) = diam(U0) d’après
l’exercice 10. Supposons A(u) �= ∅. Comme A(u) ⊂ U0, la partie A(u) est bornée
et diam(A(u)) � diam(U0).

Si E = R et u est bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, on a :
A(u) �= ∅.

5. On suppose dans cette question E = R, un+1 − un −−−→
n→∞

0 et A(u) �= ∅.

Si A(u) n’est pas un intervalle, il existe (a, a′) ∈
(
A(u)

)2
, b ∈ R \ A(u) tels que :

a < b < a′. Le réel b n’étant pas valeur d’adhérence, il existe ε ∈ R∗
+, n0 ∈ N tels

que, pour tout n � n0, |un − b| � ε. Par prolongement des inégalités, on a pour
tout α ∈ A(u), |α− b| � ε. En particulier, a � b− ε et a′ � b+ ε.

Par hypothèse, il existe n1 ∈ N tel que : ∀n � n1, |un+1 − un| �
ε

2
·

Comme a ∈ A(u), il existe n2 � max(n0, n1) dans N tel que |a− un2
| < ε

2
·

Donc un2 � b− ε

2
< b− ε. Si, pour n � n2, un � b− ε, alors :

un+1 − un + un − b �
ε

2
+ (−ε) = −ε

2
ie. un+1 < b− ε

2
· Donc un+1 � b− ε.

Par récurrence, on obtient : ∀n � n2, un � b − ε, donc |un − a′| � 2ε ce qui
contredit : a′ ∈ A(u). Donc avec ces hypothèses, A(u) est un intervalle.

6. a. Voir le théorème VI.4 du chapitre.

b. (i) g : A × F → F, (x, y) �→ y − f(x) est continue par addition car (x, y) �→ y
est 1-lipschitzienne et (x, y) �→ f(x) est continue par composition.

Comme Γ = g−1({0F }), Γ est fermée dans A× F .

(ii) Soit (an) une suite d’éléments de A convergente dans A et a sa limite. La suite
u =

(
f(an)

)
est à valeurs dans C compact et donc l’ensemble A(u) de ses valeurs

d’adhérence est non vide.

Soient 
∈A(u) et ϕ : N → N strictement croissante telle que f(aϕ(n)) −−−→
n→∞


.

(aϕ(n)), suite extraite, converge vers a, donc
(
(aϕ(n)), f(aϕ(n))

)
converge dans

E × F vers (a, 
). Comme Γ est fermé dans A × F , il existe Γ′ fermé de E × F
tel que Γ = Γ′ ∩ A. Or, pour tout n∈N,

(
(aϕ(n)), f(aϕ(n))

)
∈Γ ⊂ Γ′ fermé, donc

(a, 
) appartient à Γ′ et même à Γ′ ∩ (A× F ), d’où 
 = f(a) et A(u) = f(a).

La question a. appliquée à u suite de C compact montre que u converge vers f(a),
c’est caractéristique de la continuité. Donc f est continue.
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7. Montrons d’abord que A(u) est contenu dans l’ensemble des points fixes de f .
En effet, si uϕ(n) −−−→

n→∞
�, par continuité de f , uϕ(n)+1 = f(uϕ(n)) −−−→

n→∞
f(�). Or

N
(
uϕ(n)+1 − uϕ(n)

)
−−−→
n→∞

0 par hypothèse, donc f(�) = �.

A(u) �= ∅ car A est compact. Donc A(u) est un intervalle de R d’après 5. Si
a1 et a2 sont deux valeurs d’adhérence de u, a1 < a2, alors [a1, a2] ⊂ A(u).

Comme
a1 + a2

2
∈ A(u), il existe n0 ∈ N tel que un0 ∈ [a1, a2]. Mais alors un0 est

un point fixe de f . Donc la suite est stationnaire et ne peut avoir qu’une unique
valeur d’adhérence ; d’où la conclusion, avec la question 6.

8. a. Comme on l’a vu dans V.2., pour tout n ∈ N�, ‖fn‖ � ‖f‖n.
Donc : ∀n ∈ N∗, 0 � un � ‖f‖. La suite réelle u étant bornée, A(u) �= ∅.
b. ‖fn‖ = ‖fmq+r‖ � ‖fq‖m‖f‖r ⇒ (un)

n � (uq)
qm‖f‖r = (uq)

n−r‖f‖r.
D’où l’inégalité demandée.

c. Soit q ∈ N∗. Pour tout n ∈ N∗, par division euclidienne, on déduit l’existence de

(m, r) ∈ N2 tel que n = mq+r où 0 � r < q. Soit M = max
{(‖f‖

uq

)r ∣∣∣ 0 � r � q
}
·

D’après (�), on a : ∀n ∈ N∗, un � uq M
1/n.

Si a est valeur d’adhérence de u et si (uϕ(n)) est une suite extraite de u qui converge

vers a, l’inégalité précédente donne : ∀n � 1, uϕ(n) � uqM
1/ϕ(n).

D’où a � uq par passage à la limite.

d. Supposons que la suite u possède deux valeurs d’adhérence a et a′ distinctes,
avec a < a′. Comme a′ ∈ A(u), il existe n0 ∈ N∗ tel que |a′ − un0 | < a′ − a.
D’où a < un0

ce qui contredit 8.c). Donc A(u) = {a}. D’après 6. la suite u étant
à valeurs dans [0, ‖f‖] qui est une partie compacte de R, elle converge vers a.

• Morphismes continus entre les groupes multiplicatifs GLn(C) et C�.

On suppose donné un entier n � 2 et l’on se propose de déterminer
l’ensemble noté G des morphismes continus entre les groupes multiplicatifs
GLn(C) et C�. On suppose donné un élément ϕ de G.
On rappelle que, si A∈Mn(C) et α∈C�, alors det(A) = α si, et seulement
si, il existe des matrices de transvections T1, . . . , TN telles que :

T1 . . . TNA = Diag(1, . . . , 1, α)

1. Montrer que toute matrice de transvection T s’écrit T = A−1B−1AB où
A et B sont des matrices de transvection si n � 3, où A est diagonale et B
matrice de transvection si n = 2.

2. Déterminer ϕ(T ) si T est une matrice de transvection.

3. Soit f un morphisme continu entre les groupes (R,+) et (C�,×).
Montrer l’existence d’un nombre complexe α tel que f soit solution de
l’équation différentielle y′ = αy et expliciter f en fonction de α.

4. a. Déterminer les applications f1 : R → C�, t �→ ϕ
(
Diag(1, . . . , 1, et)

)
et

f2 : R → C�, θ �→ ϕ
(
Diag(1, . . . , 1, eiθ)

)
.

b. En déduire l’ensemble G.
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La suite (uϕ(p))p∈N étant réelle et bornée, admet une valeur d’adhérence a qui est
aussi valeur d’adhérence de (un).

3. Soit n fixé dans N. un élément a ∈ A(u) est limite d’une suite extraite
(uϕ(k))k∈N de u, donc limite de (uϕ(n+k))k∈N suite à valeurs dans Un, puisque

ϕ(n+ k) � n+ k � n. D’où a ∈ Un. On a donc A(u) ⊂
⋂
n∈N

Un.

Réciproquement, si a ∈
⋂
n∈N

Un : ∀n ∈ N, ∀ε ∈ R∗
+, ∃ k ∈ N, k � n et N(uk−a)< ε.

Donc a est valeur d’adhérence de u. D’où : A(u) =
⋂
n∈N

Un est fermé, en tant que

intersection de fermés.

4. Si u est bornée, U0, donc U0 est borné et diam(U0) = diam(U0) d’après
l’exercice 10. Supposons A(u) �= ∅. Comme A(u) ⊂ U0, la partie A(u) est bornée
et diam(A(u)) � diam(U0).

Si E = R et u est bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, on a :
A(u) �= ∅.

5. On suppose dans cette question E = R, un+1 − un −−−→
n→∞

0 et A(u) �= ∅.

Si A(u) n’est pas un intervalle, il existe (a, a′) ∈
(
A(u)

)2
, b ∈ R \ A(u) tels que :

a < b < a′. Le réel b n’étant pas valeur d’adhérence, il existe ε ∈ R∗
+, n0 ∈ N tels

que, pour tout n � n0, |un − b| � ε. Par prolongement des inégalités, on a pour
tout α ∈ A(u), |α− b| � ε. En particulier, a � b− ε et a′ � b+ ε.

Par hypothèse, il existe n1 ∈ N tel que : ∀n � n1, |un+1 − un| �
ε

2
·

Comme a ∈ A(u), il existe n2 � max(n0, n1) dans N tel que |a− un2
| < ε

2
·

Donc un2 � b− ε

2
< b− ε. Si, pour n � n2, un � b− ε, alors :

un+1 − un + un − b �
ε

2
+ (−ε) = −ε

2
ie. un+1 < b− ε

2
· Donc un+1 � b− ε.

Par récurrence, on obtient : ∀n � n2, un � b − ε, donc |un − a′| � 2ε ce qui
contredit : a′ ∈ A(u). Donc avec ces hypothèses, A(u) est un intervalle.

6. a. Voir le théorème VI.4 du chapitre.

b. (i) g : A × F → F, (x, y) �→ y − f(x) est continue par addition car (x, y) �→ y
est 1-lipschitzienne et (x, y) �→ f(x) est continue par composition.

Comme Γ = g−1({0F }), Γ est fermée dans A× F .

(ii) Soit (an) une suite d’éléments de A convergente dans A et a sa limite. La suite
u =

(
f(an)

)
est à valeurs dans C compact et donc l’ensemble A(u) de ses valeurs

d’adhérence est non vide.

Soient 
∈A(u) et ϕ : N → N strictement croissante telle que f(aϕ(n)) −−−→
n→∞


.

(aϕ(n)), suite extraite, converge vers a, donc
(
(aϕ(n)), f(aϕ(n))

)
converge dans

E × F vers (a, 
). Comme Γ est fermé dans A × F , il existe Γ′ fermé de E × F
tel que Γ = Γ′ ∩ A. Or, pour tout n∈N,

(
(aϕ(n)), f(aϕ(n))

)
∈Γ ⊂ Γ′ fermé, donc

(a, 
) appartient à Γ′ et même à Γ′ ∩ (A× F ), d’où 
 = f(a) et A(u) = f(a).

La question a. appliquée à u suite de C compact montre que u converge vers f(a),
c’est caractéristique de la continuité. Donc f est continue.
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7. Montrons d’abord que A(u) est contenu dans l’ensemble des points fixes de f .
En effet, si uϕ(n) −−−→

n→∞
�, par continuité de f , uϕ(n)+1 = f(uϕ(n)) −−−→

n→∞
f(�). Or

N
(
uϕ(n)+1 − uϕ(n)

)
−−−→
n→∞

0 par hypothèse, donc f(�) = �.

A(u) �= ∅ car A est compact. Donc A(u) est un intervalle de R d’après 5. Si
a1 et a2 sont deux valeurs d’adhérence de u, a1 < a2, alors [a1, a2] ⊂ A(u).

Comme
a1 + a2

2
∈ A(u), il existe n0 ∈ N tel que un0 ∈ [a1, a2]. Mais alors un0 est

un point fixe de f . Donc la suite est stationnaire et ne peut avoir qu’une unique
valeur d’adhérence ; d’où la conclusion, avec la question 6.

8. a. Comme on l’a vu dans V.2., pour tout n ∈ N�, ‖fn‖ � ‖f‖n.
Donc : ∀n ∈ N∗, 0 � un � ‖f‖. La suite réelle u étant bornée, A(u) �= ∅.
b. ‖fn‖ = ‖fmq+r‖ � ‖fq‖m‖f‖r ⇒ (un)

n � (uq)
qm‖f‖r = (uq)

n−r‖f‖r.
D’où l’inégalité demandée.

c. Soit q ∈ N∗. Pour tout n ∈ N∗, par division euclidienne, on déduit l’existence de

(m, r) ∈ N2 tel que n = mq+r où 0 � r < q. Soit M = max
{(‖f‖

uq

)r ∣∣∣ 0 � r � q
}
·

D’après (�), on a : ∀n ∈ N∗, un � uq M
1/n.

Si a est valeur d’adhérence de u et si (uϕ(n)) est une suite extraite de u qui converge

vers a, l’inégalité précédente donne : ∀n � 1, uϕ(n) � uqM
1/ϕ(n).

D’où a � uq par passage à la limite.

d. Supposons que la suite u possède deux valeurs d’adhérence a et a′ distinctes,
avec a < a′. Comme a′ ∈ A(u), il existe n0 ∈ N∗ tel que |a′ − un0 | < a′ − a.
D’où a < un0

ce qui contredit 8.c). Donc A(u) = {a}. D’après 6. la suite u étant
à valeurs dans [0, ‖f‖] qui est une partie compacte de R, elle converge vers a.

• Morphismes continus entre les groupes multiplicatifs GLn(C) et C�.

On suppose donné un entier n � 2 et l’on se propose de déterminer
l’ensemble noté G des morphismes continus entre les groupes multiplicatifs
GLn(C) et C�. On suppose donné un élément ϕ de G.
On rappelle que, si A∈Mn(C) et α∈C�, alors det(A) = α si, et seulement
si, il existe des matrices de transvections T1, . . . , TN telles que :

T1 . . . TNA = Diag(1, . . . , 1, α)

1. Montrer que toute matrice de transvection T s’écrit T = A−1B−1AB où
A et B sont des matrices de transvection si n � 3, où A est diagonale et B
matrice de transvection si n = 2.

2. Déterminer ϕ(T ) si T est une matrice de transvection.

3. Soit f un morphisme continu entre les groupes (R,+) et (C�,×).
Montrer l’existence d’un nombre complexe α tel que f soit solution de
l’équation différentielle y′ = αy et expliciter f en fonction de α.

4. a. Déterminer les applications f1 : R → C�, t �→ ϕ
(
Diag(1, . . . , 1, et)

)
et

f2 : R → C�, θ �→ ϕ
(
Diag(1, . . . , 1, eiθ)

)
.

b. En déduire l’ensemble G.
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Solution

1. Supposons tout d’abord n � 3. Si T = In + λEi,j on choisit k∈[[1, n]] \ {i, j} et
l’on pose A = In − Ek,j , B = In + λEi,k.

A−1B−1AB = (In + Ek,j)(In − λEi,k)(In − Ek,j)(In + λEi,k)

= (In + Ek,j − λEi,k)(In − Ek,j + λEi,k)

= In − Ek,j + λEi,k + Ek,j − λEi,k + λEi,j = T.

Si n = 2 on a

(
i 0
0 −i

)−1 (
1 µ
0 1

)−1 (
i 0
0 −i

)(
1 µ
0 1

)
=

(
1 2µ
0 1

)
et donc,

toute matrice de transvection s’écrit A−1B−1AB.

2. En écrivant T = A−1B−1AB, on a ϕ(T ) = ϕ(A)−1ϕ(B)−1ϕ(A)ϕ(B) = 1 car
(C�,×) est un groupe commutatif.

3. Soit F : x �→
∫ x

0

f primitive de f nulle en 0, on a F ′(0) = f(0) = 1 et donc il

existe x0 ∈ ]0,+∞[ tel que F (x0) �= 0.

Pour un tel x0, si y ∈R on a

∫ x0

0

f(t+ y) dt = f(y)

∫ x0

0

f(t) dt = f(y)F (x0).

Le changement de variable u = t+ y prouve que

∫ x0

0

f(t+ y) dt =

∫ y+x0

y

f(u) du

et donc f(y) =
1

F (x0)

∫ y+x0

y

f(u) du, ce qui prouve que f est de classe C1 avec

f ′(y) =
f(y + x0)− f(y)

F (x0)
=

f(x0)− 1

F (x0)
f(y) et α =

f(x0)− 1

F (x0)
convient.

Comme f(0) = 1 on en déduit que, pour tout t∈R, f(t) = eαt.

4. a. Si λ∈C, t �→ Diag(1, . . . , 1, eλt) est un morphisme continu entre les groupes
(R,+) et (GLn(C),×) donc, par composition, f1 et f2 sont des morphisme continus
entre les groupes (R,+) et (C�,×).
Soit (α, β)∈C2 tel que pour tout (t, θ)∈R2, f1(t) = eαt et f2(t) = eβθ.
Comme f2 est 2π-périodique on a 1 = f2(2π) = e2βπ et donc β ∈ iZ ; posons
β = ik, alors, pour tout θ∈R, f2(θ) = eikθ.

b. Soit A∈GLn(C), écrivons T1 . . . TNA = Diag(1, . . . , 1, α) où T1, . . . , TN sont
des matrices de transvections et α = det(A) = ρeiθ avec ρ∈ ]0,+∞[ et θ∈R.
On a ϕ(A) = ϕ(T1) . . . ϕ(TN )ϕ

(
Diag(1, . . . , 1, ρeiθ)

)
= f1

[
ln(ρ)

]
f2(θ) d’après la

question 2.

Par suite ϕ(A) = eα ln(ρ)eikθ = ραeikθ = ρα−k(ρeiθ)k = | det(A)|γ ×
[
det(A)

]k
où

l’on a posé γ = α− k.
Réciproquement, si (γ, k)∈C × Z, comme le déterminant est un élément de G,
l’application A �→ | det(A)|γ ×

[
det(A)

]k
est un un élément de G.

Donc ϕ∈G si, et seulement si, il existe γ dans C et k dans Z tels que, pour tout

A∈GLn(C), ϕ(A) = | det(A)|γ ×
[
det(A)

]k
.

4. SÉRIES

Dans tout le chapitre, on suppose que (E,N) est un K-espace vectoriel normé
de dimension finie, avec K = R ou C.
Toutes les normes sur E sont équivalentes et la plupart des propriétés énoncées
seront indépendantes de la norme choisie.

I. Généralités

A. Séries vectorielles

1. Définition
Soit (un)n∈N suite d’éléments de E. On appelle suite des sommes partielles

la suite de terme général Sn =

n∑
k=0

uk. On appelle série de terme général un

le couple
(
(un), (Sn)

)
. On dit que la série de terme général un converge si,

et seulement si, la suite (Sn)n converge, sinon elle est dite divergente. En
cas de convergence, le vecteur S = lim

n→∞
Sn est appelé somme de la série et,

pour tout n∈N, on définit le reste de rang n, Rn = S − Sn.

Notations :
∑

un désigne la série de terme général un,

∞∑
n=0

un sa somme en cas

de convergence.

Remarques

1. On ne modifie pas la nature (convergence ou divergence) de
∑

un en modifiant
un nombre fini de ses termes car on ajoute une constante à Sn à partir d’un certain
rang, la convergence de la série associée à (un)n�0 équivaut donc à celle de la série
associée à (un)n�n0

si n0 est un entier fixé. C’est pourquoi, dans tout ce chapitre,
on ne traitera que le cas d’une suite (un)n définie à partir du rang 0, le cas général
s’y ramenant. Par contre les exemples pourront utiliser une suite (un)n�n0

. On

notera alors la série
(∑

un

)
n�n0

.

2. Si
∑

un converge alors, pour tout n∈N, on a Rn =

∞∑
k=n+1

uk −−−→
n→∞

0.

3. Toujours en cas de convergence, comme un = Sn − Sn−1 = Rn−1 − Rn pour
n � 1, il y a convergence vers 0 de (un)n.

2. Définition

On dit que
∑

un diverge grossièrement si (un)n ne converge pas vers 0.
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Solution
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l’on pose A = In − Ek,j , B = In + λEi,k.

A−1B−1AB = (In + Ek,j)(In − λEi,k)(In − Ek,j)(In + λEi,k)

= (In + Ek,j − λEi,k)(In − Ek,j + λEi,k)

= In − Ek,j + λEi,k + Ek,j − λEi,k + λEi,j = T.

Si n = 2 on a

(
i 0
0 −i

)−1 (
1 µ
0 1

)−1 (
i 0
0 −i

)(
1 µ
0 1

)
=

(
1 2µ
0 1

)
et donc,

toute matrice de transvection s’écrit A−1B−1AB.

2. En écrivant T = A−1B−1AB, on a ϕ(T ) = ϕ(A)−1ϕ(B)−1ϕ(A)ϕ(B) = 1 car
(C�,×) est un groupe commutatif.

3. Soit F : x �→
∫ x

0

f primitive de f nulle en 0, on a F ′(0) = f(0) = 1 et donc il

existe x0 ∈ ]0,+∞[ tel que F (x0) �= 0.

Pour un tel x0, si y ∈R on a

∫ x0

0

f(t+ y) dt = f(y)

∫ x0

0

f(t) dt = f(y)F (x0).

Le changement de variable u = t+ y prouve que

∫ x0

0

f(t+ y) dt =

∫ y+x0

y

f(u) du

et donc f(y) =
1

F (x0)

∫ y+x0

y

f(u) du, ce qui prouve que f est de classe C1 avec

f ′(y) =
f(y + x0)− f(y)

F (x0)
=

f(x0)− 1

F (x0)
f(y) et α =

f(x0)− 1

F (x0)
convient.

Comme f(0) = 1 on en déduit que, pour tout t∈R, f(t) = eαt.

4. a. Si λ∈C, t �→ Diag(1, . . . , 1, eλt) est un morphisme continu entre les groupes
(R,+) et (GLn(C),×) donc, par composition, f1 et f2 sont des morphisme continus
entre les groupes (R,+) et (C�,×).
Soit (α, β)∈C2 tel que pour tout (t, θ)∈R2, f1(t) = eαt et f2(t) = eβθ.
Comme f2 est 2π-périodique on a 1 = f2(2π) = e2βπ et donc β ∈ iZ ; posons
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b. Soit A∈GLn(C), écrivons T1 . . . TNA = Diag(1, . . . , 1, α) où T1, . . . , TN sont
des matrices de transvections et α = det(A) = ρeiθ avec ρ∈ ]0,+∞[ et θ∈R.
On a ϕ(A) = ϕ(T1) . . . ϕ(TN )ϕ

(
Diag(1, . . . , 1, ρeiθ)

)
= f1

[
ln(ρ)

]
f2(θ) d’après la

question 2.

Par suite ϕ(A) = eα ln(ρ)eikθ = ραeikθ = ρα−k(ρeiθ)k = | det(A)|γ ×
[
det(A)

]k
où

l’on a posé γ = α− k.
Réciproquement, si (γ, k)∈C × Z, comme le déterminant est un élément de G,
l’application A �→ | det(A)|γ ×

[
det(A)

]k
est un un élément de G.

Donc ϕ∈G si, et seulement si, il existe γ dans C et k dans Z tels que, pour tout

A∈GLn(C), ϕ(A) = | det(A)|γ ×
[
det(A)

]k
.

4. SÉRIES

Dans tout le chapitre, on suppose que (E,N) est un K-espace vectoriel normé
de dimension finie, avec K = R ou C.
Toutes les normes sur E sont équivalentes et la plupart des propriétés énoncées
seront indépendantes de la norme choisie.

I. Généralités

A. Séries vectorielles

1. Définition
Soit (un)n∈N suite d’éléments de E. On appelle suite des sommes partielles

la suite de terme général Sn =

n∑
k=0

uk. On appelle série de terme général un

le couple
(
(un), (Sn)

)
. On dit que la série de terme général un converge si,

et seulement si, la suite (Sn)n converge, sinon elle est dite divergente. En
cas de convergence, le vecteur S = lim

n→∞
Sn est appelé somme de la série et,

pour tout n∈N, on définit le reste de rang n, Rn = S − Sn.

Notations :
∑

un désigne la série de terme général un,

∞∑
n=0

un sa somme en cas

de convergence.

Remarques

1. On ne modifie pas la nature (convergence ou divergence) de
∑

un en modifiant
un nombre fini de ses termes car on ajoute une constante à Sn à partir d’un certain
rang, la convergence de la série associée à (un)n�0 équivaut donc à celle de la série
associée à (un)n�n0

si n0 est un entier fixé. C’est pourquoi, dans tout ce chapitre,
on ne traitera que le cas d’une suite (un)n définie à partir du rang 0, le cas général
s’y ramenant. Par contre les exemples pourront utiliser une suite (un)n�n0

. On

notera alors la série
(∑

un

)
n�n0

.

2. Si
∑

un converge alors, pour tout n∈N, on a Rn =

∞∑
k=n+1

uk −−−→
n→∞

0.

3. Toujours en cas de convergence, comme un = Sn − Sn−1 = Rn−1 − Rn pour
n � 1, il y a convergence vers 0 de (un)n.

2. Définition

On dit que
∑

un diverge grossièrement si (un)n ne converge pas vers 0.

4. Séries
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Remarque

La grossière divergence est une condition suffisante de divergence.

3. Théorème (transformation suite/série)

Une suite (an)n converge si, et seulement si,
∑

(an+1 − an) converge.

Démonstration

Le résultat est immédiat puisque
n−1∑
k=0

(ak+1 − ak) = an − a0 par télescopage.��

B. Structure d’espace vectoriel

1. Théorème
L’ensemble des séries convergentes d’éléments de E est un K-espace vectoriel

et l’application
∑

un �→
∞∑

n=0
un est linéaire, autrement dit si

∑
un et

∑
vn

convergent, si λ∈K alors
∑

(λun + vn) converge et l’on a :
∞∑

n=0
(λun + vn) = λ

∞∑
n=0

un +
∞∑

n=0
vn.

La démonstration de ce théorème est une conséquence de la structure de K-espace
vectoriel de l’ensemble des suites convergentes d’éléments de E.

Remarques

1. Si λ∈K� alors
∑

un et
∑

λun sont de même nature.

2. Si
∑

un converge alors
∑

vn et
∑

(un + vn) sont de même nature,{∑
un convergente∑
vn divergente

⇒
∑

(un + vn) divergente.

3. Si
∑

un et
∑

vn sont divergentes on ne peut rien affirmer a priori quant à la
nature de

∑
(un + vn) comme le prouvent les exemples où vn = −un d’une part

et vn = un d’autre part.

2. Théorème (séries composantes)

Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie p et (ek)k∈[[1,p]] une base
de E. Si (un)n∈N est une suite d’éléments de E et (un,k)n∈N pour k ∈ [[1, p]],
les suites composantes (définies par un = un,1 e1 + · · · + un,pep), la série∑

un converge si, et seulement si, les p séries composantes convergent.

De plus :

∞∑
n=0

un =

∞∑
n=0

( p∑
k=1

un,kek

)
=

p∑
k=1

( ∞∑
n=0

un,k

)
ek.

Démonstration

Il suffit d’appliquer à la suite (Sn) un théorème de convergence des suites à valeurs
dans un espace vectoriel de dimension finie.��
Cas particulier des séries à termes complexes∑

un converge si, et seulement si,
∑

�m(un) et
∑

�e(un) convergent.

De plus, en cas de convergence,
∞∑

n=0

�e(un) + i

∞∑
n=0

�m(un) =

∞∑
n=0

un.

Compte tenu des propriétés ci-dessus, étudier une série à termes dans un K-espace
vectoriel de dimension p revient à l’étude simultanée de p séries à termes dans K.
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3. Convergence absolue

3.1. Définition

On dit que
∑

un est absolument convergente si
∑

N(un) est convergente.

3.2. Théorème
Si

∑
un est absolument convergente alors

∑
un converge et l’on a l’inégalité

N
( ∞∑

n=0
un

)
�

∞∑
n=0

N(un). La réciproque est fausse.

Démonstration

Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie p et (ek)k∈[[1,p]] une base de E.
Si (un)n∈N est une suite d’éléments de E et (un,k)n∈N pour k ∈ [[1, p]], les suites
composantes (définies par un = un,1 e1 + · · · + un,pep), avec la norme N∞, on a
N∞(un) = max

1�i�p
|un,i|, on a ∀i∈[[1, p]], |un,i| � N∞(un).

Si
∑

un est absolument convergente, on déduit de l’inégalité précédente que les p
séries

∑
|un,i| convergent. D’après le cours de MPSI, la convergence absolue dans

K implique la convergence, d’où la convergence des p séries
∑

un,i. On conclut
avec le théorème B.2.
Comme contre-exemple de la réciproque on dispose de la série alternée∑ (−1)n

n+ 1
qui converge alors que

∑ 1

n+ 1
diverge.��

C. Compléments sur les séries numériques

1. Sommation de relations de comparaison

1.1. Théorème∑
vn désigne une série à termes positifs,

∑
un une série à termes complexes

vérifiant un =
n→∞

O(vn).

(i) Si
∑

vn converge alors
∞∑

k=n

uk =
n→∞

O
( ∞∑

k=n

vk

)
.

(ii) Si
∑

vn diverge alors
n∑

k=0

uk =
n→∞

O
( n∑

k=0

vk

)
.

(iii) Résultats analogues si l’on remplace l’hypothèse 〈〈un =
n→∞

O(vn) 〉〉 par

〈〈un =
n→∞

o(vn) 〉〉 , 〈〈un ñ→∞ vn 〉〉 .

Démonstration

(i)
∑

un est absolument convergente. Puisque un =
n→∞

O(vn) il existe M > 0 et

n0 ∈N tels que, pour tout n, n � n0 ⇒ |un| � M |vn|.

Alors, si n � n0,
∣∣∣

∞∑
k=n

uk

∣∣∣ �
∞∑

k=n

|uk| � M
∞∑

k=n

vk d’où le résultat.

(ii) Avec les mêmes M et n0, si n � n0 on a :∣∣∣
n∑

k=0

uk

∣∣∣ �
n0−1∑
k=0

|uk|+M
n∑

k=n0

vk = C +M
n∑

k=0

vk où C est un réel.

Comme
n∑

k=0

vk −−−→
n→∞

+∞, on a C =
n→∞

o
( n∑

k=0

vk

)
.



142 SÉRIES

Remarque

La grossière divergence est une condition suffisante de divergence.

3. Théorème (transformation suite/série)

Une suite (an)n converge si, et seulement si,
∑
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(λun + vn) converge et l’on a :
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vn.
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1. Si λ∈K� alors
∑

un et
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un converge alors
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vn et
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3. Si
∑

un et
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vn sont divergentes on ne peut rien affirmer a priori quant à la
nature de
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(un + vn) comme le prouvent les exemples où vn = −un d’une part

et vn = un d’autre part.
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Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie p et (ek)k∈[[1,p]] une base
de E. Si (un)n∈N est une suite d’éléments de E et (un,k)n∈N pour k ∈ [[1, p]],
les suites composantes (définies par un = un,1 e1 + · · · + un,pep), la série∑

un converge si, et seulement si, les p séries composantes convergent.

De plus :
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n=0

un =
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n=0

( p∑
k=1

un,kek

)
=

p∑
k=1

( ∞∑
n=0

un,k

)
ek.

Démonstration

Il suffit d’appliquer à la suite (Sn) un théorème de convergence des suites à valeurs
dans un espace vectoriel de dimension finie.��
Cas particulier des séries à termes complexes∑

un converge si, et seulement si,
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�m(un) et
∑

�e(un) convergent.

De plus, en cas de convergence,
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n=0

�e(un) + i

∞∑
n=0

�m(un) =
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un.
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3. Convergence absolue

3.1. Définition

On dit que
∑

un est absolument convergente si
∑

N(un) est convergente.

3.2. Théorème
Si

∑
un est absolument convergente alors

∑
un converge et l’on a l’inégalité

N
( ∞∑

n=0
un

)
�

∞∑
n=0

N(un). La réciproque est fausse.

Démonstration

Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie p et (ek)k∈[[1,p]] une base de E.
Si (un)n∈N est une suite d’éléments de E et (un,k)n∈N pour k ∈ [[1, p]], les suites
composantes (définies par un = un,1 e1 + · · · + un,pep), avec la norme N∞, on a
N∞(un) = max

1�i�p
|un,i|, on a ∀i∈[[1, p]], |un,i| � N∞(un).

Si
∑

un est absolument convergente, on déduit de l’inégalité précédente que les p
séries

∑
|un,i| convergent. D’après le cours de MPSI, la convergence absolue dans

K implique la convergence, d’où la convergence des p séries
∑

un,i. On conclut
avec le théorème B.2.
Comme contre-exemple de la réciproque on dispose de la série alternée∑ (−1)n

n+ 1
qui converge alors que

∑ 1

n+ 1
diverge.��

C. Compléments sur les séries numériques

1. Sommation de relations de comparaison

1.1. Théorème∑
vn désigne une série à termes positifs,

∑
un une série à termes complexes

vérifiant un =
n→∞

O(vn).

(i) Si
∑

vn converge alors
∞∑

k=n

uk =
n→∞

O
( ∞∑

k=n

vk

)
.

(ii) Si
∑

vn diverge alors
n∑

k=0

uk =
n→∞

O
( n∑

k=0

vk

)
.

(iii) Résultats analogues si l’on remplace l’hypothèse 〈〈un =
n→∞

O(vn) 〉〉 par

〈〈un =
n→∞

o(vn) 〉〉 , 〈〈un ñ→∞ vn 〉〉 .
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(i)
∑

un est absolument convergente. Puisque un =
n→∞

O(vn) il existe M > 0 et

n0 ∈N tels que, pour tout n, n � n0 ⇒ |un| � M |vn|.

Alors, si n � n0,
∣∣∣

∞∑
k=n

uk

∣∣∣ �
∞∑

k=n

|uk| � M
∞∑

k=n

vk d’où le résultat.

(ii) Avec les mêmes M et n0, si n � n0 on a :∣∣∣
n∑

k=0

uk

∣∣∣ �
n0−1∑
k=0

|uk|+M
n∑

k=n0

vk = C +M
n∑

k=0

vk où C est un réel.

Comme
n∑

k=0

vk −−−→
n→∞

+∞, on a C =
n→∞

o
( n∑

k=0

vk

)
.
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À partir d’un rang n1 � n0, C � M
n∑

k=0

vk puis
∣∣∣

n∑
k=0

uk

∣∣∣ � 2M
n∑

k=0

vk, ce qui est

le résultat annoncé.

(iii) Si un =
n→∞

o(vn), en remplaçant M par ε on obtient les mêmes conclusions

que dans (i) et (ii) en remplaçant O par o.
Si un ñ→∞ vn alors un − vn =

n→∞
o(vn) et l’on peut donc remplacer O par ∼ dans

les conclusions de (i) et (ii).��
1.2. Application au théorème de Cesàro

Si
∑

αn est une série à termes positifs divergente et (βn)n est une suite

complexe convergeant vers β, alors la suite de terme général

n∑
k=0

αkβk

n∑
k=0

αk

(définie à partir d’un certain rang) converge vers β.

Démonstration

On a βn−β =
n→∞

o(1) d’où αn(βn−β) =
n→∞

o(αn), les hypothèses du théorème sont

vérifiées avec (un, vn) = (αn(βn − β), αn), d’où :
n∑

k=0

αk(βk − β) =
n→∞

o
( n∑

k=0

αk

)

soit
n∑

k=0

αkβk − β
n∑

k=0

αk = o
( n∑

k=0

αk

)
puis

n∑
k=0

αkβk

n∑
k=0

αk

= β + o(1).��

1.3. Application aux séries de Riemann

Si α > 1,

∞∑
k=n

1

kα ñ→∞

∫ ∞

n

dt

tα
et si α � 1,

n∑
k=1

1

kα ñ→∞

∫ n

1

dt

tα
·

Démonstration

Si l’on pose vn(α) =

∫ n+1

n

dt

tα
pour n � 1, la série

∑
vn(α) est à termes positifs.

vn(1) = ln(n+ 1)− ln(n) = ln
(
1 +

1

n

)
ñ→∞

1

n
·

Si α �= 1, vn(α) =
1

α− 1

[ 1

nα−1
− 1

(n+ 1)α−1

]
=

1

(α− 1)nα−1

[
1−

(
1 +

1

n

)1−α]
·

Donc vn(α) ñ→∞
1

nα
· L’application du théorème précédent permet de conclure.��

II. Exponentielle d’un endomorphisme, d’une matrice

1. Théorème et définition
Soit E est un espace vectoriel de dimension dinie. Pour tout u élément

de L(E), la série de terme général
un

n!
converge dans L(E). Sa somme est

appelée l’exponentielle de u notée exp(u) ou eu.

Démonstration

Le cas u = 0 étant évident, supposons u �= 0.
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Les normes étant équivalentes sur l’espace vectoriel de dimension finie L(E),
utilisons la norme ‖ · ‖ sur L(E) définie en V.2 du chapitre précédent. Par une

récurrence immédiate, pour tout n∈N�, 0 �
∥∥∥u

n

n!

∥∥∥ �
‖u‖n

n!
= αn. La série

∑
αn converge d’après la règle de d’Alembert. Par comparaison,

∑ un

n!
converge

absolument donc converge car L(E) est de dimension finie.��
2. Théorème

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si u et v sont deux éléments
permutables de L(E), alors exp(u)◦ exp(v) = exp(u+ v).

Démonstration (non exigible)

Notons Un =

n∑
p=0

up

p!
,Vn =

n∑
q=0

vq

q!
,Wn =

n∑
r=0

wr où wr =
∑

p+q=n

up

p!
◦v

q

q!
=

(u+ v)n

n!

d’après le binôme de Newton. Notons encore U ′
n =

n∑
p=0

‖u‖p

p!
,V ′

n =

n∑
q=0

‖v‖q

q!
et

W ′
n =

(
‖u‖+ ‖v‖

)n
n!

, enfin In = [[1, n]]2 et Jn = {(p, q) ∈ N2 | p+ q � n}.
∥∥Un◦Vn −Wn

∥∥ �
∥∥∥

∑
(p,q)∈In\Jn

up

p!
◦v

q

q!

∥∥∥ �
∑

(p,q)∈In\Jn

‖u‖p

p!
· ‖v‖

q

q!
= U ′

n.V
′
n −W ′

n.

Comme ‖u‖, ‖v‖, ‖u+v‖ sont des réels, on déduit des propriétés de l’exponentielle
réelle, que : U ′

n.V
′
n −−−→

n→∞
exp(‖u‖). exp(‖v‖) et W ′

n −−−→
n→∞

exp(‖u‖+ ‖v‖).
Donc U ′

n.V
′
n − W ′

n −−−→
n→∞

0. Il s’ensuit que Un◦Vn − Wn −−−→
n→∞

0 par en-

cadrement. Comme les suites (Un), (Vn) et (Wn) convergent respectivement vers
exp(u), exp(v) et exp(u + v) et comme l’application (u, v) �→ u◦v est bilinéaire
continue, le théorème est prouvé.��
L’application de ce théorème au couple (u,−u) donne :

3. Corollaire
Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si u∈L(E), exp(u) est
inversible et a pour inverse exp(−u).

4. Exponentielle d’une matrice

4.1. Théorème et définition

Soit A ume matrice de Mn(K) où n � 1, La série de terme général
Ak

k!
converge dans Mn(K). Sa somme est appelée l’exponentielle de A notée
exp(A) ou eA.

Démonstration

Il suffit de prouver l’existence sur Mn(K) d’une norme N telle que, pour tout
A,B ∈Mn(K), N(AB) � N(A)N(B) pour n’avoir qu’à reproduire la démonstration
de 5.1. Or la norme N ′ : A = (ai,j) �→ max

1�i,j�n
|ai,j | ie. la norme N∞ sur

l’espace vectoriel de dimension finie Mn(K) rapporté à sa base canonique vérifiant
N ′(AB) � nN ′(A).N ′(B), la norme N = nN ′ convient.��
En procédant de même à partir du théorème 2 on prouve le théorème suivant :
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À partir d’un rang n1 � n0, C � M
n∑

k=0

vk puis
∣∣∣

n∑
k=0

uk

∣∣∣ � 2M
n∑

k=0

vk, ce qui est

le résultat annoncé.

(iii) Si un =
n→∞

o(vn), en remplaçant M par ε on obtient les mêmes conclusions

que dans (i) et (ii) en remplaçant O par o.
Si un ñ→∞ vn alors un − vn =

n→∞
o(vn) et l’on peut donc remplacer O par ∼ dans

les conclusions de (i) et (ii).��
1.2. Application au théorème de Cesàro

Si
∑

αn est une série à termes positifs divergente et (βn)n est une suite

complexe convergeant vers β, alors la suite de terme général

n∑
k=0

αkβk

n∑
k=0

αk

(définie à partir d’un certain rang) converge vers β.

Démonstration

On a βn−β =
n→∞

o(1) d’où αn(βn−β) =
n→∞

o(αn), les hypothèses du théorème sont

vérifiées avec (un, vn) = (αn(βn − β), αn), d’où :
n∑

k=0

αk(βk − β) =
n→∞

o
( n∑

k=0

αk

)

soit
n∑

k=0

αkβk − β
n∑

k=0

αk = o
( n∑

k=0

αk

)
puis

n∑
k=0

αkβk

n∑
k=0

αk

= β + o(1).��

1.3. Application aux séries de Riemann

Si α > 1,
∞∑

k=n

1

kα ñ→∞

∫ ∞

n

dt

tα
et si α � 1,

n∑
k=1

1

kα ñ→∞

∫ n

1

dt

tα
·

Démonstration

Si l’on pose vn(α) =

∫ n+1

n

dt

tα
pour n � 1, la série

∑
vn(α) est à termes positifs.

vn(1) = ln(n+ 1)− ln(n) = ln
(
1 +

1

n

)
ñ→∞

1

n
·

Si α �= 1, vn(α) =
1

α− 1

[ 1

nα−1
− 1

(n+ 1)α−1

]
=

1

(α− 1)nα−1

[
1−

(
1 +

1

n

)1−α]
·

Donc vn(α) ñ→∞
1

nα
· L’application du théorème précédent permet de conclure.��

II. Exponentielle d’un endomorphisme, d’une matrice

1. Théorème et définition
Soit E est un espace vectoriel de dimension dinie. Pour tout u élément

de L(E), la série de terme général
un

n!
converge dans L(E). Sa somme est

appelée l’exponentielle de u notée exp(u) ou eu.

Démonstration

Le cas u = 0 étant évident, supposons u �= 0.
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Les normes étant équivalentes sur l’espace vectoriel de dimension finie L(E),
utilisons la norme ‖ · ‖ sur L(E) définie en V.2 du chapitre précédent. Par une

récurrence immédiate, pour tout n∈N�, 0 �
∥∥∥u

n

n!

∥∥∥ �
‖u‖n

n!
= αn. La série

∑
αn converge d’après la règle de d’Alembert. Par comparaison,

∑ un

n!
converge

absolument donc converge car L(E) est de dimension finie.��
2. Théorème

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si u et v sont deux éléments
permutables de L(E), alors exp(u)◦ exp(v) = exp(u+ v).

Démonstration (non exigible)

Notons Un =

n∑
p=0

up

p!
,Vn =

n∑
q=0

vq

q!
,Wn =

n∑
r=0

wr où wr =
∑

p+q=n

up

p!
◦v

q

q!
=

(u+ v)n

n!

d’après le binôme de Newton. Notons encore U ′
n =

n∑
p=0

‖u‖p

p!
,V ′

n =

n∑
q=0

‖v‖q

q!
et

W ′
n =

(
‖u‖+ ‖v‖

)n
n!

, enfin In = [[1, n]]2 et Jn = {(p, q) ∈ N2 | p+ q � n}.
∥∥Un◦Vn −Wn

∥∥ �
∥∥∥

∑
(p,q)∈In\Jn

up

p!
◦v

q

q!

∥∥∥ �
∑

(p,q)∈In\Jn

‖u‖p

p!
· ‖v‖

q

q!
= U ′

n.V
′
n −W ′

n.

Comme ‖u‖, ‖v‖, ‖u+v‖ sont des réels, on déduit des propriétés de l’exponentielle
réelle, que : U ′

n.V
′
n −−−→

n→∞
exp(‖u‖). exp(‖v‖) et W ′

n −−−→
n→∞

exp(‖u‖+ ‖v‖).
Donc U ′

n.V
′
n − W ′

n −−−→
n→∞

0. Il s’ensuit que Un◦Vn − Wn −−−→
n→∞

0 par en-

cadrement. Comme les suites (Un), (Vn) et (Wn) convergent respectivement vers
exp(u), exp(v) et exp(u + v) et comme l’application (u, v) �→ u◦v est bilinéaire
continue, le théorème est prouvé.��
L’application de ce théorème au couple (u,−u) donne :

3. Corollaire
Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si u∈L(E), exp(u) est
inversible et a pour inverse exp(−u).

4. Exponentielle d’une matrice

4.1. Théorème et définition

Soit A ume matrice de Mn(K) où n � 1, La série de terme général
Ak

k!
converge dans Mn(K). Sa somme est appelée l’exponentielle de A notée
exp(A) ou eA.

Démonstration

Il suffit de prouver l’existence sur Mn(K) d’une norme N telle que, pour tout
A,B ∈Mn(K), N(AB) � N(A)N(B) pour n’avoir qu’à reproduire la démonstration
de 5.1. Or la norme N ′ : A = (ai,j) �→ max

1�i,j�n
|ai,j | ie. la norme N∞ sur

l’espace vectoriel de dimension finie Mn(K) rapporté à sa base canonique vérifiant
N ′(AB) � nN ′(A).N ′(B), la norme N = nN ′ convient.��
En procédant de même à partir du théorème 2 on prouve le théorème suivant :
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4.2. Théorème
Si A et B sont deux éléments de Mn(K) qui commutent, eA+B = eA.eB .
eA est inversible et a pour inverse e−A.

Contre-exemple : U = M1,2, V = M2,1 ⇒ U + V =

(
0 1
1 0

)
⇒ (U + V )2 = I2.

Donc (U + V )2p = I2 et (U + V )2p+1 = U + V . D’où eU+V =

(
ch(1) sh(1)
sh(1) ch(1)

)

alors que eU .eV = (I2 + U)(I2 + V ) =

(
2 1
1 1

)
. Nous avons noté :

ch(1) =
e1 + e−1

2
=

∞∑
n=0

1

(2n)!
et sh(1) =

e1 − e−1

2
=

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
·

Ces notations seront justifiées dans le chapitre 〈〈Séries entières 〉〉 .

EXERCICES

1. Montrer que (un) définie par un =

n∑
k=1

exp
( 1

n+ k

)
− n, converge vers ln(2).

On pourra utiliser, après l’avoir prouvée, l’inégalité suivante :

∀x ∈ R+, 0 � ex − 1− x �
x2

2
ex. Nature de la série

∑
(un − ln(2)).

On notera que : ln(2)− un =

∞∑
k=n+1

(uk − uk−1).

2. a. Étudier la suite (un) définie par u0 ∈ R et un+1 = un + e−un .

b. Montrer que si une fonction f définie sur [0, a[ , a > 0 est telle que :
f(x) =

0
x− axα+1 + o(xα+1), où a �= 0, alors il existe γ ∈ R tel que :

(
f(x)

)γ − xγ −−−→
x→0


 ∈ R∗.

c. Application : prouver que un ñ→∞ ln(n). On pourra poser xn = e−un .

d. On Pose yn =
1

xn
− n. En considérant yn+1 − yn, trouver un développement

asymptotique de un à deux termes.

e. Poser de même zn = . . . pour aller plus loin. On pourra utiliser :
ln(n+ 1)

n+ 1
− ln(n)

n ñ→∞− ln(n)

n2
·

3. a. Étudier (un) définie par un+1 = un + u2
n et u0 ∈ R∗

+.

b. Montrer que (vn) définie par vn = 2−n ln(un) converge. Soit a sa limite, montrer
que a > 0 et un ñ→∞ exp(2na).
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c. Montrer que vn+1 − vn ñ→∞
1

2n+1un
· En déduire un =

n→∞
exp(2na)− 1

2
+ o(1).

4. Soit, pour n � 1, Sn =

n∑
p=1

n∑
q=1

pq

p+ q
· Montrer que Sn ñ→∞

2

3

(
1− ln(2)

)
n3.

On pourra examiner Sn − Sn−1.

5. Si ∀n∈N�, un = n!
( e

n

)n 1√
n
, montrer ln

( un

un+1

)
=

n→∞

1

12n(n+ 1)
+O

(
n−4

)
.

En déduire un développement asymptotique de n! en utilisant le théorème de
Stirling.

6. Donner un équivalent de
n∑

k=2

e−
√

ln(k) quand n → ∞.

7. Si (un)∈CN vérifie un+1 =
n→∞

o(un), montrer que
∑

un est absolument

convergente et que
∞∑

k=n

uk ñ→∞un.

En déduire la nature de la série de terme général n!

[( n∑
k=0

1

k!

)( n∑
k=0

(−1)k

k!

)
− 1

]

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Soit x > 0. L’application du théorème de Taylor-Laplace à la fonction t �→ et

sur [0, x] donne : ex = 1 + x+

∫ x

0

(x− t)etdt.

Comme, pour t ∈ [0, x], 0 � (x− t)et � (x− t)ex et

∫ x

0

(x− t)dt =
x2

2
, on déduit

de l’inégalité de la moyenne : 0 � ex − 1− x �
x2

2
ex.

Donc : ∀k ∈ [[1, n]], 0 � exp
( 1

n+ k

)
− 1− 1

n+ k
�

e
1

n+k

2(n+ k)2
�

e

2n2
·

D’où, si n � 1, 0 � un −
n∑

k=1

1

n+ k
�

e

2n
· Posons vn =

n∑
k=1

1

n+ k
·

Comme vn −−−→
n→∞

ln(2) (cf. sommes de Riemann), on déduit du théorème

d’encadrement que la suite (un) converge vers ln(2).

un − un−1 = exp
( 1

2n− 1

)
+ exp

( 1

2n

)
− exp

( 1

n

)
− 1.

Or ex =
x→0

1 + x+
x2

2
+O(x3). Donc :
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4.2. Théorème
Si A et B sont deux éléments de Mn(K) qui commutent, eA+B = eA.eB .
eA est inversible et a pour inverse e−A.

Contre-exemple : U = M1,2, V = M2,1 ⇒ U + V =

(
0 1
1 0

)
⇒ (U + V )2 = I2.

Donc (U + V )2p = I2 et (U + V )2p+1 = U + V . D’où eU+V =

(
ch(1) sh(1)
sh(1) ch(1)

)

alors que eU .eV = (I2 + U)(I2 + V ) =

(
2 1
1 1

)
. Nous avons noté :

ch(1) =
e1 + e−1

2
=

∞∑
n=0

1

(2n)!
et sh(1) =

e1 − e−1

2
=

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
·

Ces notations seront justifiées dans le chapitre 〈〈Séries entières 〉〉 .

EXERCICES

1. Montrer que (un) définie par un =

n∑
k=1

exp
( 1

n+ k

)
− n, converge vers ln(2).

On pourra utiliser, après l’avoir prouvée, l’inégalité suivante :

∀x ∈ R+, 0 � ex − 1− x �
x2

2
ex. Nature de la série

∑
(un − ln(2)).

On notera que : ln(2)− un =

∞∑
k=n+1

(uk − uk−1).

2. a. Étudier la suite (un) définie par u0 ∈ R et un+1 = un + e−un .

b. Montrer que si une fonction f définie sur [0, a[ , a > 0 est telle que :
f(x) =

0
x− axα+1 + o(xα+1), où a �= 0, alors il existe γ ∈ R tel que :

(
f(x)

)γ − xγ −−−→
x→0


 ∈ R∗.

c. Application : prouver que un ñ→∞ ln(n). On pourra poser xn = e−un .

d. On Pose yn =
1

xn
− n. En considérant yn+1 − yn, trouver un développement

asymptotique de un à deux termes.

e. Poser de même zn = . . . pour aller plus loin. On pourra utiliser :
ln(n+ 1)

n+ 1
− ln(n)

n ñ→∞− ln(n)

n2
·

3. a. Étudier (un) définie par un+1 = un + u2
n et u0 ∈ R∗

+.

b. Montrer que (vn) définie par vn = 2−n ln(un) converge. Soit a sa limite, montrer
que a > 0 et un ñ→∞ exp(2na).
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c. Montrer que vn+1 − vn ñ→∞
1

2n+1un
· En déduire un =

n→∞
exp(2na)− 1

2
+ o(1).

4. Soit, pour n � 1, Sn =

n∑
p=1

n∑
q=1

pq

p+ q
· Montrer que Sn ñ→∞

2

3

(
1− ln(2)

)
n3.

On pourra examiner Sn − Sn−1.

5. Si ∀n∈N�, un = n!
( e

n

)n 1√
n
, montrer ln

( un

un+1

)
=

n→∞

1

12n(n+ 1)
+O

(
n−4

)
.

En déduire un développement asymptotique de n! en utilisant le théorème de
Stirling.

6. Donner un équivalent de

n∑
k=2

e−
√

ln(k) quand n → ∞.

7. Si (un)∈CN vérifie un+1 =
n→∞

o(un), montrer que
∑

un est absolument

convergente et que
∞∑

k=n

uk ñ→∞un.

En déduire la nature de la série de terme général n!

[( n∑
k=0

1

k!

)( n∑
k=0

(−1)k

k!

)
− 1

]

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Soit x > 0. L’application du théorème de Taylor-Laplace à la fonction t �→ et

sur [0, x] donne : ex = 1 + x+

∫ x

0

(x− t)etdt.

Comme, pour t ∈ [0, x], 0 � (x− t)et � (x− t)ex et

∫ x

0

(x− t)dt =
x2

2
, on déduit

de l’inégalité de la moyenne : 0 � ex − 1− x �
x2

2
ex.

Donc : ∀k ∈ [[1, n]], 0 � exp
( 1

n+ k

)
− 1− 1

n+ k
�

e
1

n+k

2(n+ k)2
�

e

2n2
·

D’où, si n � 1, 0 � un −
n∑

k=1

1

n+ k
�

e

2n
· Posons vn =

n∑
k=1

1

n+ k
·

Comme vn −−−→
n→∞

ln(2) (cf. sommes de Riemann), on déduit du théorème

d’encadrement que la suite (un) converge vers ln(2).

un − un−1 = exp
( 1

2n− 1

)
+ exp

( 1

2n

)
− exp

( 1

n

)
− 1.

Or ex =
x→0

1 + x+
x2

2
+O(x3). Donc :

So
lu

ti
o

ns



148 SÉRIES

un − un−1 =
n→∞

1

2n− 1
− 1

2n
+

1

2

( 1

(2n− 1)2
− 3

4n2

)
+O

( 1

n3

)
·

1

2n− 1
=

1

2n

(
1− 1

2n

)−1

=
n→∞

1

2n
+

1

4n2
+O

( 1

n3

)
et

1

(2n− 1)2
=

n→∞

1

4n2
+O

( 1

n3

)
·

Donc : un − un−1 =
n→∞

O
( 1

n3

)
· Du théorème IV.D.1. et de son application aux

séries de Riemann, on déduit que
∞∑

k=n+1

(uk − uk−1) =
n→∞

O
( 1

n2

)
·

Par télescopage des termes on a : ∀N > n,
N+1∑

k=n+1

(uk − uk−1) = uN+1 − un.

Comme lim(un) = ln(2), on a : ln(2) − un =
n→∞

O
( 1

n2

)
· D’où la convergence

absolue et donc la convergence de la série de terme général (ln(2)− un).

2. a. L’application ϕ : R → R, x �→ x + e−x est définie et continue sur R. Donc
la suite (xn)n est définie, à valeurs réelles, et si elle converge, alors, � = ϕ(�), ce
qui équivaut à e−� = 0 et est impossible. Donc (xn)n diverge. Comme elle est
croissante, sa limite est +∞.

b. Si x>0,
(
f(x)

)γ −xγ=xγ
[(f(x)

x

)γ

− 1
]

=
x→0

xγ
[(
1−γaxα+ o(xα)

)
−1

]
. Donc

(
f(x)

)γ −xγ =
x→0

−aγxγ+α+o
(
xγ+α

)
. D’où

(
f(x)

)γ −xγ −−−→
x→0

aα �= 0 si γ = −α.

c. Si l’on pose xn = e−un , alors xn+1 = f(xn) avec f(x) = xe−x =
x→0

x−x2+o(x2).

L’application de b) avec a = 1 = α, donne : x−1
n+1 − x−1

n −−−→
n→∞

1.

Or x−1
n+1 − x−1

n ñ→∞ 1 et la série à termes positifs égaux à 1 diverge on déduit

de IV.D.1. que x−1
n − x−1

0 ñ→∞n. Comme x−1
0 =

n→∞
o(n), on a x−1

n ñ→∞n. Or

un = − ln(xn), donc : un ñ→∞ ln(n) (cas particulier de la fonction ln).

d. yn+1 − yn = x−1
n+1 − x−1

n − 1 =
(
f(xn)

)−1 − x−1
n − 1 =

exn − 1

xn
− 1.

Comme
ex − 1

x
=

x→0
1 +

x

2
+

x2

6
+ o(x2), on a : yn+1 − yn ñ→∞

xn

2
·

D’après c), on a : yn+1−yn ñ→∞
1

2n
> 0. La série

(∑ 1

n

)
n�1

étant divergente, On

déduit de IV.D.1. et de son application aux séries de Riemann : yn−y1 ñ→∞
1

2
ln(n).

Comme y1 =
n→∞

o
(
ln(n)

)
, on obtient : yn ñ→∞

1

2
ln(n). Autrement dit,

1

xn
=

n→∞
n+

1

2
ln(n) + o

(
ln(n)

)
. Donc xn =

n→∞

1

n

[
1 +

ln(n)

2n
+ o

( ln(n)
n

)]−1

·

D’où : un = − ln(xn) =
n→∞

ln(n) +
ln(n)

2n
+ o

( ln(n)
n

)
·

e. Si zn = yn − 1

2
ln(n), alors zn+1 − zn = yn+1 − yn − 1

2
ln
(
1 +

1

n

)
·

zn+1 − zn =
n→∞

xn

2
+

x2
n

6
+ o

(x2
n

6

)
− 1

2

( 1

n
− 1

2n2

)
+ o

( 1

n2

)
cf. un calcul de d).

Or xn =
n→∞

1

n
− ln(n)

2n2
+ o

( ln(n)
n2

)
et xn ñ→∞

1

n
⇒ x2

n ñ→∞
1

n2
=

n→∞
o
( ln(n)

n2

)
·
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Donc zn+1− zn =
n→∞

− ln(n)

4n2
+ o

( ln(n)
n2

)
· Donc zn+1− zn ñ→∞

1

4

(
g(n+1)− g(n)

)

où g(x) =
ln(x)

x
· En effet, le théorème des accroissements finis appliqué à la

fonction g dérivable sur ]0,+∞[ justifie l’existence de c ∈ ]n, n+ 1[ tel que :

g(n+ 1)− g(n) = (n+ 1− n)g′(c). Comme g′(x) ˜x→+∞− ln(x)

x2
, on déduit du cas

particulier de la fonction ln, que : g(n+ 1)− g(n)
ñ→∞− ln(n)

n2
·

g(n) −−−→
n→∞

0 ⇒
∑(

g(n + 1) − g(n)
)
converge. Donc

∑
(zn+1 − zn) converge et

par le critère suite/série, la suite (zn)n converge vers λ ∈ R. On déduit de IV.D.1.

λ− zn =

∞∑
k=n

(zk+1 − zk) ñ→∞+
1

4

∞∑
k=n

(
g(k + 1)− g(k)

)
= −g(n)

4
·

Donc zn =
1

xn
− n− ln(n)

2n
=

n→∞
λ+

ln(n)

4n
+ o

( ln(n)
n

)
·

un = − ln(xn) =
n→∞

ln(n) + ln
[
1 +

ln(n)

2n
+

λ

n
+

ln(n)

4n2
+ o

( ln(n)
n2

)]
·

D’où : un =
n→∞

ln(n) +
ln(n)

2n
+

λ

n
− ln2(n)

8n2
+

ln(n)

4n2
+ o

( ln(n)
n2

)
·

3. a. Posons f : R+ → R, x �→ x+x2. Comme f( ]0,+∞[ ) ⊂ ]0,+∞[, la suite (un)n
est bien définie et à termes strictement positifs. Elle est strictement croissante,
puisque un+1−un = u2

n > 0. Si elle convergeait vers �, f étant continue, on aurait
� = f(�) ie. � = 0, ce qui est impossible puisque 0 < u0 < � ((un) étant strictement
croissante). La suite (un) étant croissante et divergente, on a : lim

n
(un) = +∞.

b. vn = 2−n ln(un) est défini car, pour tout n ∈ N, un > 0.

vn+1 = 2−n−1 ln
[
u2
n

(
1 +

1

un

)]
= vn + 2−n−1 ln

(
1 +

1

un

)
· (�)

ln étant strictement croissante et concave, on a : ∀x ∈ ]0,+∞[, 0 < ln(1 + x) < x.

Donc : ∀n ∈ N, 0 < vn+1 − vn �
1

2n+1un
�

1

2n+1u0
(��)

car (un) est croissante. Par comparaison à une série géométrique convergente∑
2−n, la série

∑
(vn+1 − vn) converge et d’après le critère suite/série, la suite

(vn)n converge vers a ∈ R. Notons que a > 0. En effet, de (��) on déduit que
(vn)n est croissante, d’où vn � a pour tout n et de lim(un) = +∞, on déduit qu’à
partir d’un certain rang p, un > 1, donc vn > 0 pour n � p.

Montrons que 2n(a− vn) −−−→
n→∞

0, pour prouver que : exp(2na)
ñ→∞ exp(2nun).

Rappelons au lecteur étudiant que exn

ñ→∞ eyn ⇐⇒ lim(xn − yn) = 0 et que

l’assertion
(
xn ñ→∞ yn ⇒ exn

ñ→∞ eyn
)
est une erreur grave.

(��) ⇒ ∀k ∈ N, 0 < vk+1 − vk <
1

2k+1uk
·

La suite (un) étant croissante, on a : ∀k � n, 0 < vk+1 − vk <
1

2k+1un
·

Les deux séries
∑

(vk+1 − vk) et
∑

2−k−1 convergent, donc :

0 < a− vn =

∞∑
k=n

(vk+1 − vk) �
1

un

∞∑
k=n

1

2k+1
=

1

2nun
· (� � �)
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un − un−1 =
n→∞

1

2n− 1
− 1

2n
+

1

2

( 1

(2n− 1)2
− 3

4n2

)
+O

( 1

n3

)
·

1

2n− 1
=

1

2n

(
1− 1

2n

)−1

=
n→∞

1

2n
+

1

4n2
+O

( 1

n3

)
et

1

(2n− 1)2
=

n→∞

1

4n2
+O

( 1

n3

)
·

Donc : un − un−1 =
n→∞

O
( 1

n3

)
· Du théorème IV.D.1. et de son application aux

séries de Riemann, on déduit que
∞∑

k=n+1

(uk − uk−1) =
n→∞

O
( 1

n2

)
·

Par télescopage des termes on a : ∀N > n,
N+1∑

k=n+1

(uk − uk−1) = uN+1 − un.

Comme lim(un) = ln(2), on a : ln(2) − un =
n→∞

O
( 1

n2

)
· D’où la convergence

absolue et donc la convergence de la série de terme général (ln(2)− un).

2. a. L’application ϕ : R → R, x �→ x + e−x est définie et continue sur R. Donc
la suite (xn)n est définie, à valeurs réelles, et si elle converge, alors, � = ϕ(�), ce
qui équivaut à e−� = 0 et est impossible. Donc (xn)n diverge. Comme elle est
croissante, sa limite est +∞.

b. Si x>0,
(
f(x)

)γ −xγ=xγ
[(f(x)

x

)γ

−1
]

=
x→0

xγ
[(
1−γaxα+ o(xα)

)
−1

]
. Donc

(
f(x)

)γ −xγ =
x→0

−aγxγ+α+o
(
xγ+α

)
. D’où

(
f(x)

)γ −xγ −−−→
x→0

aα �= 0 si γ = −α.

c. Si l’on pose xn = e−un , alors xn+1 = f(xn) avec f(x) = xe−x =
x→0

x−x2+o(x2).

L’application de b) avec a = 1 = α, donne : x−1
n+1 − x−1

n −−−→
n→∞

1.

Or x−1
n+1 − x−1

n ñ→∞ 1 et la série à termes positifs égaux à 1 diverge on déduit

de IV.D.1. que x−1
n − x−1

0 ñ→∞n. Comme x−1
0 =

n→∞
o(n), on a x−1

n ñ→∞n. Or

un = − ln(xn), donc : un ñ→∞ ln(n) (cas particulier de la fonction ln).

d. yn+1 − yn = x−1
n+1 − x−1

n − 1 =
(
f(xn)

)−1 − x−1
n − 1 =

exn − 1

xn
− 1.

Comme
ex − 1

x
=

x→0
1 +

x

2
+

x2

6
+ o(x2), on a : yn+1 − yn ñ→∞

xn

2
·

D’après c), on a : yn+1−yn ñ→∞
1

2n
> 0. La série

(∑ 1

n

)
n�1

étant divergente, On

déduit de IV.D.1. et de son application aux séries de Riemann : yn−y1 ñ→∞
1

2
ln(n).

Comme y1 =
n→∞

o
(
ln(n)

)
, on obtient : yn ñ→∞

1

2
ln(n). Autrement dit,

1

xn
=

n→∞
n+

1

2
ln(n) + o

(
ln(n)

)
. Donc xn =

n→∞

1

n

[
1 +

ln(n)

2n
+ o

( ln(n)
n

)]−1

·

D’où : un = − ln(xn) =
n→∞

ln(n) +
ln(n)

2n
+ o

( ln(n)
n

)
·

e. Si zn = yn − 1

2
ln(n), alors zn+1 − zn = yn+1 − yn − 1

2
ln
(
1 +

1

n

)
·

zn+1 − zn =
n→∞

xn

2
+

x2
n

6
+ o

(x2
n

6

)
− 1

2

( 1

n
− 1

2n2

)
+ o

( 1

n2

)
cf. un calcul de d).

Or xn =
n→∞

1

n
− ln(n)

2n2
+ o

( ln(n)
n2

)
et xn ñ→∞

1

n
⇒ x2

n ñ→∞
1

n2
=

n→∞
o
( ln(n)

n2

)
·
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Donc zn+1− zn =
n→∞

− ln(n)

4n2
+ o

( ln(n)
n2

)
· Donc zn+1− zn ñ→∞

1

4

(
g(n+1)− g(n)

)

où g(x) =
ln(x)

x
· En effet, le théorème des accroissements finis appliqué à la

fonction g dérivable sur ]0,+∞[ justifie l’existence de c ∈ ]n, n+ 1[ tel que :

g(n+ 1)− g(n) = (n+ 1− n)g′(c). Comme g′(x) ˜x→+∞− ln(x)

x2
, on déduit du cas

particulier de la fonction ln, que : g(n+ 1)− g(n)
ñ→∞− ln(n)

n2
·

g(n) −−−→
n→∞

0 ⇒
∑(

g(n + 1) − g(n)
)
converge. Donc

∑
(zn+1 − zn) converge et

par le critère suite/série, la suite (zn)n converge vers λ ∈ R. On déduit de IV.D.1.

λ− zn =

∞∑
k=n

(zk+1 − zk) ñ→∞+
1

4

∞∑
k=n

(
g(k + 1)− g(k)

)
= −g(n)

4
·

Donc zn =
1

xn
− n− ln(n)

2n
=

n→∞
λ+

ln(n)

4n
+ o

( ln(n)
n

)
·

un = − ln(xn) =
n→∞

ln(n) + ln
[
1 +

ln(n)

2n
+

λ

n
+

ln(n)

4n2
+ o

( ln(n)
n2

)]
·

D’où : un =
n→∞

ln(n) +
ln(n)

2n
+

λ

n
− ln2(n)

8n2
+

ln(n)

4n2
+ o

( ln(n)
n2

)
·

3. a. Posons f : R+ → R, x �→ x+x2. Comme f( ]0,+∞[ ) ⊂ ]0,+∞[, la suite (un)n
est bien définie et à termes strictement positifs. Elle est strictement croissante,
puisque un+1−un = u2

n > 0. Si elle convergeait vers �, f étant continue, on aurait
� = f(�) ie. � = 0, ce qui est impossible puisque 0 < u0 < � ((un) étant strictement
croissante). La suite (un) étant croissante et divergente, on a : lim

n
(un) = +∞.

b. vn = 2−n ln(un) est défini car, pour tout n ∈ N, un > 0.

vn+1 = 2−n−1 ln
[
u2
n

(
1 +

1

un

)]
= vn + 2−n−1 ln

(
1 +

1

un

)
· (�)

ln étant strictement croissante et concave, on a : ∀x ∈ ]0,+∞[, 0 < ln(1 + x) < x.

Donc : ∀n ∈ N, 0 < vn+1 − vn �
1

2n+1un
�

1

2n+1u0
(��)

car (un) est croissante. Par comparaison à une série géométrique convergente∑
2−n, la série

∑
(vn+1 − vn) converge et d’après le critère suite/série, la suite

(vn)n converge vers a ∈ R. Notons que a > 0. En effet, de (��) on déduit que
(vn)n est croissante, d’où vn � a pour tout n et de lim(un) = +∞, on déduit qu’à
partir d’un certain rang p, un > 1, donc vn > 0 pour n � p.

Montrons que 2n(a− vn) −−−→
n→∞

0, pour prouver que : exp(2na)
ñ→∞ exp(2nun).

Rappelons au lecteur étudiant que exn

ñ→∞ eyn ⇐⇒ lim(xn − yn) = 0 et que

l’assertion
(
xn ñ→∞ yn ⇒ exn

ñ→∞ eyn
)
est une erreur grave.

(��) ⇒ ∀k ∈ N, 0 < vk+1 − vk <
1

2k+1uk
·

La suite (un) étant croissante, on a : ∀k � n, 0 < vk+1 − vk <
1

2k+1un
·

Les deux séries
∑

(vk+1 − vk) et
∑

2−k−1 convergent, donc :

0 < a− vn =

∞∑
k=n

(vk+1 − vk) �
1

un

∞∑
k=n

1

2k+1
=

1

2nun
· (� � �)

So
lu

ti
o

ns
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Donc : ∀n ∈ N, 0 < 2na− 2nvn <
1

un
· D’où 2n(a− vn) −−−→

n→∞
0 et le résultat.

c. D’après (�), vn+1 − vn ñ→∞
1

2n+1un
·

Or a− vn =

∞∑
k=n

(vk+1 − vk) = vn+1 − vn +Rn où Rn =

∞∑
k=n+1

(vk+1 − vk).

D’après (� � �), 0 � Rn �
1

2n+1un+1
=

n→∞
o
( 1

2n+1un

)
car

un+1 ñ→∞u2
n ⇒ un

un+1
−−−→
n→∞

0. Donc : a− vn =
n→∞

1

2n+1un
+ o

( 1

2n+1un

)
·

D’où : ln(un) =
n→∞

2na− 1

2un

(
1 + o(1)

)
).

exp(2na). exp
[
− 1 + o(1)

2un

]
=

n→∞
exp(2na)

[
1− 1 + o(1)

2un

]
·

Donc un − exp(2na) =
n→∞

−exp(2na)

2un
(1 + o(1)) −−−→

n→∞
−1

2
d’après le début de c.

D’où le résultat.

4. Sn−Sn−1 =
n

2
+

n−1∑
p=1

pn

p+ n
+

n−1∑
q=1

qn

q + n
· En effet les trois termes correspondent

aux éléments tels que p = q, puis ceux tels que q = n et p ∈ {1, . . . , n − 1}, enfin
ceux tels que p = n et q ∈ {1, . . . , n− 1}.

Sn − Sn−1 =
n

2
+ 2n

n−1∑
p=1

p

p+ n
=

n

2
+ 2n

n−1∑
p=1

(
1− n

p+ n

)
·

Sn − Sn−1 =
n

2
+ 2n(n− 1)− 2n2

n−1∑
p=1

1

p+ n
·

Or

n−1∑
p=1

1

p+ n
=

1

n

n−1∑
p=1

1

1 + p
n

−−−→
n→∞

ln(2) cf. sommes de Riemann. Donc

Sn−Sn−1 =
n→∞

2n(n−1)+
n

2
−2n2 ln(2)+o(n2) ie. Sn−Sn−1 ñ→∞ 2n2(1− ln(2)).

∑
n2 est une série à termes positifs divergente. On déduit de C.1. que :

Sn − Sn−1 ñ→∞

n∑
k=1

k2. Ceux qui savent que

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
pourront

utiliser ce résultat pour conclure. On peut aussi montrer, en utilisant la fonction
croissante f : [0,+∞[→ [0,+∞[, t �→ t2 et la remarque 2. de II.C.1. que
n∑

k=1

k2
ñ→∞

∫ n

0

t2dt et conclure.

5. ln(un) = ln(n!) + n−
(
n+

1

2

)
ln(n) d’où ln

( un

un+1

)
=

(
n+

1

2

)
ln
(
1+

1

n

)
− 1,

ln
( un

un+1

)
=

n→∞

(
n+

1

2

)[ 1
n
− 1

2n2
+

1

3n3
− 1

4n4
+O

( 1

n5

)]
=

n→∞

1

12

( 1

n2
− 1

n3

)
+O

( 1

n4

)
·
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Comme
1

n(n+ 1)
=

1

n2

[
1 +

1

n

]−1

=
n→∞

1

n2
− 1

n3
+ O

( 1

n4

)
, on a montré que

ln
( un

un+1

)
=

n→∞

1

12n(n+ 1)
+O

( 1

n4

)
·

Comme
∑ 1

n4
est une série à termes positifs convergente, par théorème :

∞∑
k=n

ln
( uk

uk+1

)
=

n→∞

1

12

∞∑
k=n

1

k(k + 1)
+O

( ∞∑
k=n

1

k4

)
·

On sait, d’après le théorème de Stirling que
∞∑

k=n

ln
( uk

uk+1

)
= ln(un)− ln

(√
2π

)
,

que
∞∑

k=n

1

k(k + 1)
=

∞∑
k=n

(1
k
− 1

k + 1

)
=

1

n
et que

∞∑
k=n

1

k4 ñ→∞
1

3n3
, d’où

ln(un) =
n→∞

ln
(√

2π
)
+

1

12n
+ O

( 1

n3

)
puis un =

n→∞

√
2π exp

[ 1

12n
+ O

(
n−3

)]

soit encore un =
n→∞

√
2π

[
1 +

1

12n
+

1

288n2
+O

( 1

n3

)]
et enfin :

n! =
n→∞

(n
e

)n√
2πn

[
1 +

1

12n
+

1

288n2
+O

( 1

n3

)]
·

6. On a :
1

n
= e− ln(n) =

n→∞
o
(
e−

√
ln(n)

)
donc

n∑
k=2

e−
√

ln(k) −−−→
n→∞

+∞ car la série

à termes positifs
∑

e−
√

ln(n) diverge.

Si xn = ne−
√

ln(n) alors xn+1 − xn = ne−
√

ln(n)

[(
1 +

1

n

)
e−zn − 1

]
où l’on a posé

zn=
√
ln(n+ 1)−

√
ln(n)=

√
ln(n)

[√ln(n)+ln
(
1+ 1

n

)

ln(n)
−1

]
ñ→∞

√
ln(n)

ln
(
1+ 1

n

)
2 ln(n)

et donc zn =
n→∞

o
( 1

n

)
·

Par suite xn+1 − xn =
n→∞

ne−
√

ln(n)

[(
1 +

1

n

)
eo
(

1
n

)
− 1

]
ñ→∞ e−

√
ln(n), et par le

théorème de sommation des relations de comparaison, on a :
n∑

k=2

e−
√

ln(k)
ñ→∞

n∑
k=2

(xk+1 − xk) ñ→∞xn+1 ñ→∞ne−
√

ln(n).

7. La relation un+1 =
n→∞

o(un) montre, cf. cours que, pour tout q ∈ ]0, 1[ ,

un =
n→∞

O(qn) et donc, en particulier,
∑

un est absolument convergente.

Posons, pour tout n∈N, vn = |un| − |un+1|, alors vn ñ→∞ |un| et, par I.C.4.1.
∞∑

k=n+1

|uk| ñ→∞

∞∑
k=n+1

vk = |un+1| =
n→∞

o(un).

Donc

∞∑
k=n

uk = un +

∞∑
k=n+1

uk =
n→∞

un + o(un) car

∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

uk

∣∣∣∣ �
∞∑

k=n+1

|uk|.

En définitive

∞∑
k=n

uk ñ→∞un.
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Donc : ∀n ∈ N, 0 < 2na− 2nvn <
1

un
· D’où 2n(a− vn) −−−→

n→∞
0 et le résultat.

c. D’après (�), vn+1 − vn ñ→∞
1

2n+1un
·

Or a− vn =

∞∑
k=n

(vk+1 − vk) = vn+1 − vn +Rn où Rn =

∞∑
k=n+1

(vk+1 − vk).

D’après (� � �), 0 � Rn �
1

2n+1un+1
=

n→∞
o
( 1

2n+1un

)
car

un+1 ñ→∞u2
n ⇒ un

un+1
−−−→
n→∞

0. Donc : a− vn =
n→∞

1

2n+1un
+ o

( 1

2n+1un

)
·

D’où : ln(un) =
n→∞

2na− 1

2un

(
1 + o(1)

)
).

exp(2na). exp
[
− 1 + o(1)

2un

]
=

n→∞
exp(2na)

[
1− 1 + o(1)

2un

]
·

Donc un − exp(2na) =
n→∞

−exp(2na)

2un
(1 + o(1)) −−−→

n→∞
−1

2
d’après le début de c.

D’où le résultat.

4. Sn−Sn−1 =
n

2
+

n−1∑
p=1

pn

p+ n
+

n−1∑
q=1

qn

q + n
· En effet les trois termes correspondent

aux éléments tels que p = q, puis ceux tels que q = n et p ∈ {1, . . . , n − 1}, enfin
ceux tels que p = n et q ∈ {1, . . . , n− 1}.

Sn − Sn−1 =
n

2
+ 2n

n−1∑
p=1

p

p+ n
=

n

2
+ 2n

n−1∑
p=1

(
1− n

p+ n

)
·

Sn − Sn−1 =
n

2
+ 2n(n− 1)− 2n2

n−1∑
p=1

1

p+ n
·

Or

n−1∑
p=1

1

p+ n
=

1

n

n−1∑
p=1

1

1 + p
n

−−−→
n→∞

ln(2) cf. sommes de Riemann. Donc

Sn−Sn−1 =
n→∞

2n(n−1)+
n

2
−2n2 ln(2)+o(n2) ie. Sn−Sn−1 ñ→∞ 2n2(1− ln(2)).

∑
n2 est une série à termes positifs divergente. On déduit de C.1. que :

Sn − Sn−1 ñ→∞

n∑
k=1

k2. Ceux qui savent que

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
pourront

utiliser ce résultat pour conclure. On peut aussi montrer, en utilisant la fonction
croissante f : [0,+∞[→ [0,+∞[, t �→ t2 et la remarque 2. de II.C.1. que
n∑

k=1

k2
ñ→∞

∫ n

0

t2dt et conclure.

5. ln(un) = ln(n!) + n−
(
n+

1

2

)
ln(n) d’où ln

( un

un+1

)
=

(
n+

1

2

)
ln
(
1+

1

n

)
− 1,

ln
( un

un+1

)
=

n→∞

(
n+

1

2

)[ 1
n
− 1

2n2
+

1

3n3
− 1

4n4
+O

( 1

n5

)]
=

n→∞

1

12

( 1

n2
− 1

n3

)
+O

( 1

n4

)
·
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Comme
1

n(n+ 1)
=

1

n2

[
1 +

1

n

]−1

=
n→∞

1

n2
− 1

n3
+ O

( 1

n4

)
, on a montré que

ln
( un

un+1

)
=

n→∞

1

12n(n+ 1)
+O

( 1

n4

)
·

Comme
∑ 1

n4
est une série à termes positifs convergente, par théorème :

∞∑
k=n

ln
( uk

uk+1

)
=

n→∞

1

12

∞∑
k=n

1

k(k + 1)
+O

( ∞∑
k=n

1

k4

)
·

On sait, d’après le théorème de Stirling que
∞∑

k=n

ln
( uk

uk+1

)
= ln(un)− ln

(√
2π

)
,

que
∞∑

k=n

1

k(k + 1)
=

∞∑
k=n

(1
k
− 1

k + 1

)
=

1

n
et que

∞∑
k=n

1

k4 ñ→∞
1

3n3
, d’où

ln(un) =
n→∞

ln
(√

2π
)
+

1

12n
+ O

( 1

n3

)
puis un =

n→∞

√
2π exp

[ 1

12n
+ O

(
n−3

)]

soit encore un =
n→∞

√
2π

[
1 +

1

12n
+

1

288n2
+O

( 1

n3

)]
et enfin :

n! =
n→∞

(n
e

)n√
2πn

[
1 +

1

12n
+

1

288n2
+O

( 1

n3

)]
·

6. On a :
1

n
= e− ln(n) =

n→∞
o
(
e−

√
ln(n)

)
donc

n∑
k=2

e−
√

ln(k) −−−→
n→∞

+∞ car la série

à termes positifs
∑

e−
√

ln(n) diverge.

Si xn = ne−
√

ln(n) alors xn+1 − xn = ne−
√

ln(n)

[(
1 +

1

n

)
e−zn − 1

]
où l’on a posé

zn=
√

ln(n+ 1)−
√
ln(n)=

√
ln(n)

[√ln(n)+ln
(
1+ 1

n

)

ln(n)
−1

]
ñ→∞

√
ln(n)

ln
(
1+ 1

n

)
2 ln(n)

et donc zn =
n→∞

o
( 1

n

)
·

Par suite xn+1 − xn =
n→∞

ne−
√

ln(n)

[(
1 +

1

n

)
eo
(

1
n

)
− 1

]
ñ→∞ e−

√
ln(n), et par le

théorème de sommation des relations de comparaison, on a :
n∑

k=2

e−
√

ln(k)
ñ→∞

n∑
k=2

(xk+1 − xk) ñ→∞xn+1 ñ→∞ne−
√

ln(n).

7. La relation un+1 =
n→∞

o(un) montre, cf. cours que, pour tout q ∈ ]0, 1[ ,

un =
n→∞

O(qn) et donc, en particulier,
∑

un est absolument convergente.

Posons, pour tout n∈N, vn = |un| − |un+1|, alors vn ñ→∞ |un| et, par I.C.4.1.
∞∑

k=n+1

|uk| ñ→∞

∞∑
k=n+1

vk = |un+1| =
n→∞

o(un).

Donc

∞∑
k=n

uk = un +

∞∑
k=n+1

uk =
n→∞

un + o(un) car

∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

uk

∣∣∣∣ �
∞∑

k=n+1

|uk|.

En définitive

∞∑
k=n

uk ñ→∞un.

So
lu

ti
o

ns



152 SÉRIES

En particulier
1

(k + 1)!
=

k→∞
o
( 1

k!

)
montre à la fois que

∞∑
k=n+1

1

k! ñ→∞
1

(n+ 1)!
et

que

∞∑
k=n+1

(−1)k

k! ñ→∞
(−1)n+1

(n+ 1)!
· Par suite :

n∑
k=0

1

k!
×

n∑
k=0

(−1)k

k!
=

n→∞

[
e− 1

(n+ 1)!
+ o

( 1

(n+ 1)!

)] [1
e
− (−1)n+1

(n+ 1)!
+ o

( 1

(n+ 1)!

)]

ou encore
n∑

k=0

1

k!
×

n∑
k=0

(−1)k

k!
=

n→∞
1− 1

(n+ 1)!

[1
e
+ (−1)n+1e

]
+ o

( 1

(n+ 1)!

)
·

Alors αn = n!

[( n∑
k=0

1

k!

)( n∑
k=0

(−1)k

k!

)
− 1

]
=

n→∞
− 1

n+ 1

[1
e
+(−1)n+1e

]
+o

( 1

n

)

d’où αn −
(−1)ne

n+ 1 ñ→∞− 1

e n
qui est le terme général d’une série à termes négatifs

divergente alors que
(−1)ne

n+ 1
est celui d’une série convergente, donc

∑
αn diverge.

TRAVAUX DIRIGÉS

• Règle de Raabe-Duhamel

1. Soit un le terme général d’une série à termes strictement positifs. On

suppose qu’il existe α ∈ R et vn ∈ R tels que :
un+1

un
=

n→∞
1 − α

n
+ vn où

∑
|vn| converge.

Montrer qu’il existe K ∈ R∗
+, tel que un ñ→∞

K

nα
·

On pourra étudier la série de terme général an+1 − an où an = ln(nαun).

2. Application à l’étude des séries
∑

un où a > 0 :

a. un=
2.4. . . . 2n

3.5. . . . (2n+ 1)
,

b. un=
nn!

(a+ 1) . . . (a+ n)
,

c. un = n−nn! en.

3. On suppose qu’il existe α ∈ R tel que :
un+1

un
=

n→∞
1− α

n
+ o

(α
n

)
·

a. Montrer que la série
∑

un converge si α > 1 et diverge si α < 1.

b. Examiner les cas où un =
1

n ln(n)
et où un =

1

n2 ln(n)
·

Conclure.
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Solution

1. Si nous montrons que la série de terme général (an+1−an) converge, il en sera de
même de la suite (an) vers L ∈ R, et, de la continuité de la fonction exponentielle
nous déduirons l’existence de K = lim(nαun) = exp(L) > 0.

an+1 − an = α ln
(
1 +

1

n

)
+ ln

un+1

un
=

n→∞
α ln

(
1 +

1

n

)
+ ln

(
1− α

n
+ vn

)
·

Or ln
(
1+

1

n

)
=

n→∞

α

n
+

1

n2
O(1) et ln

(
1−α

n
+vn

)
=

n→∞
−α

n
+vn+

(
−α

n
+vn

)2

O(1).

Donc : an+1 − an =
n→∞

vn +
1

n2
O(1) +

vn
n
O(1) + (vn)

2O(1).

Pour n � 1,
|vn|
n

� |vn| et
∑

|vn| converge ; donc
∑ |vn|

n
converge.

Comme
∑

|vn| converge, |vn| → 0, donc (vn)
2 =

n→∞
o(vn) ; donc

∑
(vn)

2 converge.

En tant que somme de séries absolument convergentes,
∑

(an+1 − an) converge
absolument donc converge. D’où le résultat.

2. Il suffit d’effectuer des développements limités en
1

n
de

un+1

un
·

a. On trouve
un+1

un
=

n→∞
1− 1

2n
+O

( 1

n2

)
· D’où un ñ→∞

K√
n

et
∑

un diverge.

b.
un+1

un
=

n→∞
1 − a− 1

n
+ O

( 1

n2

)
· D’où un ñ→∞

K

na−1
et

∑
un converge si, et

seulement si, a > 2.

c.
un+1

un
=

n→∞
1 +

1

2n
+O

( 1

n2

)
· D’où un ñ→∞K

√
n et

∑
un diverge.

Notons qu’avec le théorème de Stirling, on prouve que K =
√
2π.

3. a. Posons vn =
1

nβ
· On a :

vn+1

vn
=

n→∞
1− β

n
+ o

( 1

n

)
· Donc

un+1

un
− vn+1

vn
=

n→∞

β − α

n
+ o

( 1

n

)
· (�)

• Si α > 1, choisissons β ∈ ]1, α[. D’après (�), pour n assez grand
un+1

un
<

vn+1

vn
·

Du critère de comparaison logarithmique on déduit la convergence de
∑

un puisque
la série de Riemann

∑
vn converge.

• Si α < 1, choisissons β = 1. D’après (�), pour n assez grand
un+1

un
>

vn+1

vn
·

Du critère de comparaison logarithmique on déduit la divergence de
∑

un puisque
la série de Riemann

∑
vn diverge.

b. On vérifie que dans les deux cas
un+1

un
=

n→∞
1 − 1

n
+ o

( 1

n

)
alors que les

séries de Bertrand
∑ 1

n ln(n)
et

∑ 1

n2 ln(n)
sont respectivement divergentes et

convergentes.

En conclusion si α = 1, on ne peut rien dire.
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En particulier
1

(k + 1)!
=

k→∞
o
( 1

k!

)
montre à la fois que

∞∑
k=n+1

1

k! ñ→∞
1

(n+ 1)!
et

que

∞∑
k=n+1

(−1)k

k! ñ→∞
(−1)n+1

(n+ 1)!
· Par suite :

n∑
k=0

1

k!
×

n∑
k=0

(−1)k

k!
=

n→∞

[
e− 1

(n+ 1)!
+ o

( 1

(n+ 1)!

)] [1
e
− (−1)n+1

(n+ 1)!
+ o

( 1

(n+ 1)!

)]

ou encore
n∑

k=0

1

k!
×

n∑
k=0

(−1)k

k!
=

n→∞
1− 1

(n+ 1)!

[1
e
+ (−1)n+1e

]
+ o

( 1

(n+ 1)!

)
·

Alors αn = n!

[( n∑
k=0

1

k!

)( n∑
k=0

(−1)k

k!

)
− 1

]
=

n→∞
− 1

n+ 1

[1
e
+(−1)n+1e

]
+o

( 1

n

)

d’où αn −
(−1)ne

n+ 1 ñ→∞− 1

e n
qui est le terme général d’une série à termes négatifs

divergente alors que
(−1)ne

n+ 1
est celui d’une série convergente, donc

∑
αn diverge.

TRAVAUX DIRIGÉS

• Règle de Raabe-Duhamel

1. Soit un le terme général d’une série à termes strictement positifs. On

suppose qu’il existe α ∈ R et vn ∈ R tels que :
un+1

un
=

n→∞
1 − α

n
+ vn où

∑
|vn| converge.

Montrer qu’il existe K ∈ R∗
+, tel que un ñ→∞

K

nα
·

On pourra étudier la série de terme général an+1 − an où an = ln(nαun).

2. Application à l’étude des séries
∑

un où a > 0 :

a. un=
2.4. . . . 2n

3.5. . . . (2n+ 1)
,

b. un=
nn!

(a+ 1) . . . (a+ n)
,

c. un = n−nn! en.

3. On suppose qu’il existe α ∈ R tel que :
un+1

un
=

n→∞
1− α

n
+ o

(α
n

)
·

a. Montrer que la série
∑

un converge si α > 1 et diverge si α < 1.

b. Examiner les cas où un =
1

n ln(n)
et où un =

1

n2 ln(n)
·

Conclure.
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Solution

1. Si nous montrons que la série de terme général (an+1−an) converge, il en sera de
même de la suite (an) vers L ∈ R, et, de la continuité de la fonction exponentielle
nous déduirons l’existence de K = lim(nαun) = exp(L) > 0.

an+1 − an = α ln
(
1 +

1

n

)
+ ln

un+1

un
=

n→∞
α ln

(
1 +

1

n

)
+ ln

(
1− α

n
+ vn

)
·

Or ln
(
1+

1

n

)
=

n→∞

α

n
+

1

n2
O(1) et ln

(
1−α

n
+vn

)
=

n→∞
−α

n
+vn+

(
−α

n
+vn

)2

O(1).

Donc : an+1 − an =
n→∞

vn +
1

n2
O(1) +

vn
n
O(1) + (vn)

2O(1).

Pour n � 1,
|vn|
n

� |vn| et
∑

|vn| converge ; donc
∑ |vn|

n
converge.

Comme
∑

|vn| converge, |vn| → 0, donc (vn)
2 =

n→∞
o(vn) ; donc

∑
(vn)

2 converge.

En tant que somme de séries absolument convergentes,
∑

(an+1 − an) converge
absolument donc converge. D’où le résultat.

2. Il suffit d’effectuer des développements limités en
1

n
de

un+1

un
·

a. On trouve
un+1

un
=

n→∞
1− 1

2n
+O

( 1

n2

)
· D’où un ñ→∞

K√
n

et
∑

un diverge.

b.
un+1

un
=

n→∞
1 − a− 1

n
+ O

( 1

n2

)
· D’où un ñ→∞

K

na−1
et

∑
un converge si, et

seulement si, a > 2.

c.
un+1

un
=

n→∞
1 +

1

2n
+O

( 1

n2

)
· D’où un ñ→∞K

√
n et

∑
un diverge.

Notons qu’avec le théorème de Stirling, on prouve que K =
√
2π.

3. a. Posons vn =
1

nβ
· On a :

vn+1

vn
=

n→∞
1− β

n
+ o

( 1

n

)
· Donc

un+1

un
− vn+1

vn
=

n→∞

β − α

n
+ o

( 1

n

)
· (�)

• Si α > 1, choisissons β ∈ ]1, α[. D’après (�), pour n assez grand
un+1

un
<

vn+1

vn
·

Du critère de comparaison logarithmique on déduit la convergence de
∑

un puisque
la série de Riemann

∑
vn converge.

• Si α < 1, choisissons β = 1. D’après (�), pour n assez grand
un+1

un
>

vn+1

vn
·

Du critère de comparaison logarithmique on déduit la divergence de
∑

un puisque
la série de Riemann

∑
vn diverge.

b. On vérifie que dans les deux cas
un+1

un
=

n→∞
1 − 1

n
+ o

( 1

n

)
alors que les

séries de Bertrand
∑ 1

n ln(n)
et

∑ 1

n2 ln(n)
sont respectivement divergentes et

convergentes.

En conclusion si α = 1, on ne peut rien dire.
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154 SÉRIES

• Développement asymptotique du reste d’une série de Riemann

On se propose de donner un développement asymptotique de RN =

∞∑
n=N

1

nk

où k est un entier, k � 2, on notera p un entier naturel.

1. Si α > 0 donner un développement asymptotique de
1

nα
− 1

(n+ 1)α

jusqu’à l’ordre O
( 1

nα+4

)
·

2. Pour tout r dans [[0, p+ 1]] on pose Pr = (X+1)k+pXr−Xk+p(X+1)r.
Montrer que (X0, X1, . . . , Xk+p−2, P0, P1, . . . , Pp+1) est une base de l’espace
vectoriel Rk+2p[X].
En déduire l’existence et l’unicité d’une décomposition :

(X + 1)k+pXp =

p+1∑
i=0

λiPi +

k+p−2∑
j=0

µjX
j où les λi et les µj sont des réels.

3. Montrer l’existence d’un développement :

1

nk
=

n→∞

p∑
i=−1

νi

[ 1

nk+i
− 1

(n+ 1)k+i

]
+O

( 1

nk+p+2

)
·

4. Montrer alors RN =
N→∞

ν−1

Nk−1
+

ν0
Nk

+ · · ·+ νp
Nk+p

+O
( 1

Nk+p+1

)
·

5. Donner le développement de RN jusqu’à l’ordre O
( 1

N4

)
si k = 2.

Solution

1. 1

nα
− 1

(n+ 1)α
=

1

nα

[
1−

(
1 +

1

n

)−α
]

=
α

nα+1
− α(α+ 1)

2nα+2
+

α(α+ 1)(α+ 2)

6nα+3
+O

( 1

nα+4

)
·

2. Pr est de degré k+p+r−1, la famille étant échelonnée en degrés et de cardinal
k+2p+1, elle est libre dans l’espace vectoriel Rk+2p[X] de dimension k+2p+1,
donc base.

Comme (X+1)k+pXp ∈Rk+2p[X], l’existence et l’unicité de la décomposition sont
immédiates.

3. Écrivons (n + 1)k+pnp =

p+1∑
i=0

λiPi(n) +

k+p−2∑
j=0

µjn
j et multiplions cette égalité

par (n+ 1)−(k+p)n−(k+p), on obtient :

1

nk
=

p+1∑
i=0

λi

[ 1

nk+p−i
− 1

(n+ 1)k+p−i

]
+

k+p−2∑
j=0

µj

(n+ 1)k+pnk+p−j
·

En remplaçant p− i par i dans la première somme et en remarquant que tous les

termes de la deuxième somme sont des O
( 1

nk+p+2

)
, il vient :

1

nk
=

n→∞

p∑
i=−1

λp−i

[ 1

nk+i
− 1

(n+ 1)k+i

]
+O

( 1

nk+p+2

)
·
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4. Par sommation on en déduit que RN =
N→∞

p∑
i=−1

νi
Nk+i

+O

( ∞∑
n=N

1

np+k+2

)
soit

encore RN =
N→∞

p∑
i=−1

νi
Nk+i

+O
( 1

nk+p+1

)
·

5. Écrivons
1

n2
=

n→∞
α
[ 1
n
− 1

n+ 1

]
+β

[ 1

n2
− 1

(n+ 1)2

]
+γ

[ 1

n3
− 1

(n+ 1)3

]
+O

( 1

n5

)

et utilisons la première question :
1

n2
=

n→∞
α
[ 1

n2
− 1

n3
+

1

n4

]
+ β

[ 2

n3
− 3

n4

]
+

3γ

n4
+O

( 1

n5

)
d’où :




α = 1

−α + 2β = 0

α − 3β + 3γ = 0

⇒




α = 1
β = 2

γ =
5

6

⇒
∞∑

k=N

1

n2
=

N→∞

1

N
+

2

N2
+

5

6N3
+O

( 1

N4

)
·

• Théorème du point fixe et applications

1. Théorème
Soit F une partie fermée d’un espace vectoriel normé de dimension finie
(E,N) et f une application de F dans F contractante ie. lipschitzienne de
rapport k∈[0, 1[ .
Si a∈F on considère la suite (xn) définie par x0 = a et, pour tout
n∈N, xn+1 = f(xn). Montrer que cette suite converge et que sa limite
est l’unique point fixe de f .

Montrer que l’existence et l’unicité d’un point fixe de f subsistent si on
suppose seulement qu’une itérée de f est contractante.

2. Application à l’algèbre linéaire
Si n∈N�, on munit l’espace vectoriel E = Mn,1(C) d’une norme N et
Mn(C) de la norme subordonnée ‖ ·‖, on considère un élément A de Mn(C)
tel que ‖A‖ < 1 et un élément B de E. Montrer que le système linéaire
(Σ) X = AX+B est de Cramer et que sa solution Y est la limite de toute
suite (Xn) définie par X0 ∈E et ∀n∈N, Xn+1 = AXn+B. Montrer de plus

que : ∀n∈N, N(Xn − Y ) �
N(Xn+1 −Xn)

1− ‖A‖
�

‖A‖n

1− ‖A‖
N(X1 −X0).

3. Application à la géométrie
Déduire du théorème de point fixe que deux droites affines d’un espace
vectoriel euclidien de dimension 3 ont une perpendiculaire commune et une
seule si, et seulement si, elles ne sont pas parallèles.

Solution

1. La série de terme général un = xn+1 − xn vérifie, par hypothèse, pour
tout n∈N, N(un+1) � kN(un) où k∈[0, 1[ , et donc N(un) =

n→∞
O(kn). Cela

prouve que
∑

un est absolument convergente donc convergente car dans un espace
vectoriel de dimension finie, la convergence absolue implique la convergence.
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• Développement asymptotique du reste d’une série de Riemann

On se propose de donner un développement asymptotique de RN =

∞∑
n=N

1

nk

où k est un entier, k � 2, on notera p un entier naturel.

1. Si α > 0 donner un développement asymptotique de
1

nα
− 1

(n+ 1)α

jusqu’à l’ordre O
( 1

nα+4

)
·

2. Pour tout r dans [[0, p+ 1]] on pose Pr = (X+1)k+pXr−Xk+p(X+1)r.
Montrer que (X0, X1, . . . , Xk+p−2, P0, P1, . . . , Pp+1) est une base de l’espace
vectoriel Rk+2p[X].
En déduire l’existence et l’unicité d’une décomposition :

(X + 1)k+pXp =

p+1∑
i=0

λiPi +

k+p−2∑
j=0

µjX
j où les λi et les µj sont des réels.

3. Montrer l’existence d’un développement :

1

nk
=

n→∞

p∑
i=−1

νi

[ 1

nk+i
− 1

(n+ 1)k+i

]
+O

( 1

nk+p+2

)
·

4. Montrer alors RN =
N→∞

ν−1

Nk−1
+

ν0
Nk

+ · · ·+ νp
Nk+p

+O
( 1

Nk+p+1

)
·

5. Donner le développement de RN jusqu’à l’ordre O
( 1

N4

)
si k = 2.

Solution

1. 1

nα
− 1

(n+ 1)α
=

1

nα

[
1−

(
1 +

1

n

)−α
]

=
α

nα+1
− α(α+ 1)

2nα+2
+

α(α+ 1)(α+ 2)

6nα+3
+O

( 1

nα+4

)
·

2. Pr est de degré k+p+r−1, la famille étant échelonnée en degrés et de cardinal
k+2p+1, elle est libre dans l’espace vectoriel Rk+2p[X] de dimension k+2p+1,
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p+1∑
i=0

λiPi(n) +

k+p−2∑
j=0

µjn
j et multiplions cette égalité
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1
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=

p+1∑
i=0

λi

[ 1

nk+p−i
− 1

(n+ 1)k+p−i

]
+

k+p−2∑
j=0

µj

(n+ 1)k+pnk+p−j
·

En remplaçant p− i par i dans la première somme et en remarquant que tous les

termes de la deuxième somme sont des O
( 1

nk+p+2

)
, il vient :

1

nk
=

n→∞

p∑
i=−1
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[ 1
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]
+O
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·
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4. Par sommation on en déduit que RN =
N→∞

p∑
i=−1

νi
Nk+i

+O

( ∞∑
n=N

1

np+k+2

)
soit

encore RN =
N→∞

p∑
i=−1

νi
Nk+i

+O
( 1

nk+p+1

)
·

5. Écrivons
1

n2
=

n→∞
α
[ 1
n
− 1

n+ 1

]
+β

[ 1

n2
− 1

(n+ 1)2

]
+γ

[ 1

n3
− 1

(n+ 1)3

]
+O

( 1

n5

)

et utilisons la première question :
1

n2
=

n→∞
α
[ 1

n2
− 1

n3
+

1

n4

]
+ β

[ 2

n3
− 3

n4

]
+

3γ

n4
+O

( 1

n5

)
d’où :




α = 1

−α + 2β = 0

α − 3β + 3γ = 0

⇒




α = 1
β = 2

γ =
5

6

⇒
∞∑

k=N

1

n2
=

N→∞

1

N
+

2

N2
+

5

6N3
+O

( 1

N4

)
·

• Théorème du point fixe et applications

1. Théorème
Soit F une partie fermée d’un espace vectoriel normé de dimension finie
(E,N) et f une application de F dans F contractante ie. lipschitzienne de
rapport k∈[0, 1[ .
Si a∈F on considère la suite (xn) définie par x0 = a et, pour tout
n∈N, xn+1 = f(xn). Montrer que cette suite converge et que sa limite
est l’unique point fixe de f .

Montrer que l’existence et l’unicité d’un point fixe de f subsistent si on
suppose seulement qu’une itérée de f est contractante.

2. Application à l’algèbre linéaire
Si n∈N�, on munit l’espace vectoriel E = Mn,1(C) d’une norme N et
Mn(C) de la norme subordonnée ‖ ·‖, on considère un élément A de Mn(C)
tel que ‖A‖ < 1 et un élément B de E. Montrer que le système linéaire
(Σ) X = AX+B est de Cramer et que sa solution Y est la limite de toute
suite (Xn) définie par X0 ∈E et ∀n∈N, Xn+1 = AXn+B. Montrer de plus

que : ∀n∈N, N(Xn − Y ) �
N(Xn+1 −Xn)

1− ‖A‖
�

‖A‖n

1− ‖A‖
N(X1 −X0).

3. Application à la géométrie
Déduire du théorème de point fixe que deux droites affines d’un espace
vectoriel euclidien de dimension 3 ont une perpendiculaire commune et une
seule si, et seulement si, elles ne sont pas parallèles.

Solution

1. La série de terme général un = xn+1 − xn vérifie, par hypothèse, pour
tout n∈N, N(un+1) � kN(un) où k∈[0, 1[ , et donc N(un) =

n→∞
O(kn). Cela

prouve que
∑

un est absolument convergente donc convergente car dans un espace
vectoriel de dimension finie, la convergence absolue implique la convergence.
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Par suite (xn) converge et, comme f est continue, sa limite ω vérifie f(ω) = ω.
Si ω′ est un point fixe de f , alors N(ω − ω′) = N

[
f(ω) − f(ω′)

]
� kN(ω − ω′)

d’où N(ω − ω′) � 0 ie. ω = ω′.

Si fp est contractante alors elle admet un unique point fixe que l’on note encore
ω. Comme f et fp commutent on a fp

[
f(ω)

]
= f

[
fp(ω)

]
= f(ω) et, par unicité

du point fixe de fp, on a f(ω) = ω. Tout point fixe de f étant aussi point fixe de
fp, f admet un unique point fixe.

2. L’application f : X �→ AX + B est définie sur E à valeurs dans E et vérifie,
pour tout (X,Y )∈E2, N

[
f(X) − f(Y )

]
= N

[
A(X − Y )

]
� ‖A‖ × N(X − Y ),

donc f est contractante sur E espace vectoriel de dimension finie. Cela prouve
que (Σ) admet une et une seule solution, donc est de Cramer, et que sa solution
s’obtient comme indiqué.
Si n∈N, N(Xn −Y ) � N(Xn −Xn+1)+N(Xn+1 −Y ) par inégalité triangulaire,
or N(Xn+1 − Y ) = N

[
f(Xn) − f(Y )

]
� ‖A‖ × N(Xn − Y ), d’où les inégalités(

1 − ‖A‖
)
N(Xn − Y ) � N(Xn − Xn+1) � ‖A‖nN(X1 − X0) car, si k � 1,

N(Xk+1 −Xk) = N
[
f(Xk) − f(Xk−1)

]
� ‖A‖ × N(Xk −Xk−1), et, en divisant

par 1− ‖A‖ > 0, N(Xn − Y ) �
N(Xn+1 −Xn)

1− ‖A‖
�

‖A‖n

1− ‖A‖
N(X1 −X0).

3. Notons θ l’angle entre les deux droites D et D′, 0 � θ �
π

2
·

pour toutM ∈D notonsM ′ sa projection orthogonale surD′ et f(M) la projection
orthogonale de M ′ sur D qui est une partie fermée de l’espace. f est lipschitzienne

de rapport cos2(θ) car, pour tout (M,N)∈D2, ‖−−−−−−−→f(M)f(N)‖ = cos2(θ)‖−−→MN‖.
D et D′ ont une unique perpendiculaire commune si, et seulement si, f a un unique
point fixe.
Si θ = 0 les droites sont parallèles et il y a une infinité de perpendiculaires
communes car pour tout M dans D, f(M) = M .
Sinon f est contractante et il y a donc une et une seule perpendiculaire commune.

• Groupement par paquets

1. Soit ϕ une application strictement croissante de N dans N. Si (un) est
une suite à valeurs dans E espace vectoriel de dimension finie muni d’une

norme N , on lui associe la série de terme général vn =

ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

uk.

a. Montrer que, si
∑

un converge, alors
∑

vn converge et

∞∑
n=ϕ(0)

un =

∞∑
n=0

vn.

b. On suppose que
∑

vn converge, montrer que
∑

un converge dès que l’une
des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) la suite de terme général

ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

N(uk) converge vers 0,

(ii) (un) est à valeurs réelles et ∀n∈N, ∀k∈[[ϕ(n), ϕ(n+1)[[ , (−1)nuk � 0.
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2. Donner la nature de la série de terme général un si :

a. un =
jn

n
, b. un =

(−1)αn

n
où αn =

(
n
3

)

3. Si α∈ ]0, 1], étudier la nature de la série de terme général
(−1)�

√
n�

nα
où

�x� désigne la partie entière de x.

Solution

1. a. Pour tout n∈N,
n∑

k=0

vk =

ϕ(n+1)−1∑
n=ϕ(0)

uk, d’où le résultat.

b. (i) Soit n∈N, n � ϕ(0). Comme
(
[[ϕ(k), ϕ(k + 1)[[

)
k�0

est une partition de[
ϕ(0),+∞[∩N, il existe un unique entier pn tel que ϕ(pn) � n < ϕ(pn + 1).
Comme ϕ est croissante, n �→ pn l’est et, si elle était majorée par q, on aurait[
ϕ(0),+∞[∩N ⊂ [[0, ϕ(q + 1)]], ce qui est absurde. Donc pn −−−→

n→∞
∞.

On a
n∑

k=0

uk =

pn−1∑
k=0

vk +

n∑
k=ϕ(pn)

uk avec, si pn = 0,

pn−1∑
k=0

vk = 0 par convention.

N

( n∑
k=ϕ(pn)

uk

)
�

n∑
k=ϕ(pn)

N(uk) �
ϕ(pn+1)−1∑
k=ϕ(pn)

N(uk) −−−→
n→∞

0,
∑

un converge.

(ii) Pour tout n∈N,
ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

|uk| =
ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

(−1)nuk = (−1)nvn = |vn| −−−→
n→∞

0,

on est ramené au (i).

2. a. On utilise ϕ : n �→ 3n et alors, pour tout n∈N, vn = u3n + u3n+1 + u3n+2 ,

soit encore vn =
1

3n
+

j

3n+ 1
+



3n+ 2
=

n→∞

9n2(1 + j + ) +O(n)

3n(3n+ 1)(3n+ 2)
=

n→∞
O
( 1

n2

)

ce qui prouve l’absolue convergence, et donc la convergence, de
∑

vn.

De plus |u3n|+ |u3n+1|+ |u3n+2| ñ→∞
3

n
−−−→
n→∞

0, (i) montre que
∑

un converge.

b.
(n
3

)
=

n(n− 1)(n− 2)

6
est impair si, et seulement si, n − 1 ≡ 2 [4] ou encore

si, et seulement si, n ≡ 3 [4].

On utilise ϕ : n �→ 4n et alors vn =
1

4n
+

1

4n+ 1
+

1

4n+ 2
− 1

4n+ 3 ñ→∞
1

2n
,
∑

vn

diverge et 1. a. montre la divergence de
∑

un.

3. �
√
k� = n ⇐⇒ n2 � k < (n + 1)2. L’application ϕ : n �→ n2 satisfait à la

condition (ii).

Si n∈N, vn = (−1)n
(n+1)2−1∑

k=n2

1

kα
or, si k � 1,

∫ k+1

k

dt

tα
�

1

kα
�

∫ k

k−1

dt

tα
d’où

∫ (n+1)2

n2

dt

tα
� |vn| �

∫ (n+1)2−1

n2−1

dt

tα
et on va distinguer plusieurs cas.

• Si α = 1 il vient 2 ln
(
1 +

1

n

)
� |vn| � ln

(n2 + 2n

n2 − 1

)
et on a
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2. Donner la nature de la série de terme général un si :

a. un =
jn

n
, b. un =

(−1)αn

n
où αn =

(
n
3

)

3. Si α∈ ]0, 1], étudier la nature de la série de terme général
(−1)�

√
n�

nα
où

�x� désigne la partie entière de x.

Solution

1. a. Pour tout n∈N,
n∑

k=0

vk =

ϕ(n+1)−1∑
n=ϕ(0)

uk, d’où le résultat.

b. (i) Soit n∈N, n � ϕ(0). Comme
(
[[ϕ(k), ϕ(k + 1)[[

)
k�0

est une partition de[
ϕ(0),+∞[∩N, il existe un unique entier pn tel que ϕ(pn) � n < ϕ(pn + 1).
Comme ϕ est croissante, n �→ pn l’est et, si elle était majorée par q, on aurait[
ϕ(0),+∞[∩N ⊂ [[0, ϕ(q + 1)]], ce qui est absurde. Donc pn −−−→

n→∞
∞.

On a
n∑

k=0

uk =

pn−1∑
k=0

vk +

n∑
k=ϕ(pn)

uk avec, si pn = 0,

pn−1∑
k=0

vk = 0 par convention.

N

( n∑
k=ϕ(pn)

uk

)
�

n∑
k=ϕ(pn)

N(uk) �
ϕ(pn+1)−1∑
k=ϕ(pn)

N(uk) −−−→
n→∞

0,
∑

un converge.

(ii) Pour tout n∈N,
ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

|uk| =
ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

(−1)nuk = (−1)nvn = |vn| −−−→
n→∞

0,

on est ramené au (i).

2. a. On utilise ϕ : n �→ 3n et alors, pour tout n∈N, vn = u3n + u3n+1 + u3n+2 ,

soit encore vn =
1

3n
+

j

3n+ 1
+



3n+ 2
=

n→∞

9n2(1 + j + ) +O(n)

3n(3n+ 1)(3n+ 2)
=

n→∞
O
( 1

n2

)

ce qui prouve l’absolue convergence, et donc la convergence, de
∑

vn.

De plus |u3n|+ |u3n+1|+ |u3n+2| ñ→∞
3

n
−−−→
n→∞

0, (i) montre que
∑

un converge.

b.
(n
3

)
=

n(n− 1)(n− 2)

6
est impair si, et seulement si, n − 1 ≡ 2 [4] ou encore

si, et seulement si, n ≡ 3 [4].

On utilise ϕ : n �→ 4n et alors vn =
1

4n
+

1

4n+ 1
+

1

4n+ 2
− 1

4n+ 3 ñ→∞
1

2n
,
∑

vn

diverge et 1. a. montre la divergence de
∑

un.

3. �
√
k� = n ⇐⇒ n2 � k < (n + 1)2. L’application ϕ : n �→ n2 satisfait à la

condition (ii).

Si n∈N, vn = (−1)n
(n+1)2−1∑

k=n2

1

kα
or, si k � 1,

∫ k+1

k
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tα
�

1

kα
�
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d’où
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n2
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� |vn| �
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et on va distinguer plusieurs cas.

• Si α = 1 il vient 2 ln
(
1 +

1

n

)
� |vn| � ln

(n2 + 2n
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)
et on a
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Par suite (xn) converge et, comme f est continue, sa limite ω vérifie f(ω) = ω.
Si ω′ est un point fixe de f , alors N(ω − ω′) = N

[
f(ω) − f(ω′)

]
� kN(ω − ω′)

d’où N(ω − ω′) � 0 ie. ω = ω′.

Si fp est contractante alors elle admet un unique point fixe que l’on note encore
ω. Comme f et fp commutent on a fp

[
f(ω)

]
= f

[
fp(ω)

]
= f(ω) et, par unicité

du point fixe de fp, on a f(ω) = ω. Tout point fixe de f étant aussi point fixe de
fp, f admet un unique point fixe.

2. L’application f : X �→ AX + B est définie sur E à valeurs dans E et vérifie,
pour tout (X,Y )∈E2, N

[
f(X) − f(Y )

]
= N

[
A(X − Y )

]
� ‖A‖ × N(X − Y ),

donc f est contractante sur E espace vectoriel de dimension finie. Cela prouve
que (Σ) admet une et une seule solution, donc est de Cramer, et que sa solution
s’obtient comme indiqué.
Si n∈N, N(Xn −Y ) � N(Xn −Xn+1)+N(Xn+1 −Y ) par inégalité triangulaire,
or N(Xn+1 − Y ) = N

[
f(Xn) − f(Y )

]
� ‖A‖ × N(Xn − Y ), d’où les inégalités(

1 − ‖A‖
)
N(Xn − Y ) � N(Xn − Xn+1) � ‖A‖nN(X1 − X0) car, si k � 1,

N(Xk+1 −Xk) = N
[
f(Xk) − f(Xk−1)

]
� ‖A‖ × N(Xk −Xk−1), et, en divisant

par 1− ‖A‖ > 0, N(Xn − Y ) �
N(Xn+1 −Xn)

1− ‖A‖
�

‖A‖n

1− ‖A‖
N(X1 −X0).

3. Notons θ l’angle entre les deux droites D et D′, 0 � θ �
π

2
·

pour toutM ∈D notonsM ′ sa projection orthogonale surD′ et f(M) la projection
orthogonale de M ′ sur D qui est une partie fermée de l’espace. f est lipschitzienne

de rapport cos2(θ) car, pour tout (M,N)∈D2, ‖−−−−−−−→f(M)f(N)‖ = cos2(θ)‖−−→MN‖.
D et D′ ont une unique perpendiculaire commune si, et seulement si, f a un unique
point fixe.
Si θ = 0 les droites sont parallèles et il y a une infinité de perpendiculaires
communes car pour tout M dans D, f(M) = M .
Sinon f est contractante et il y a donc une et une seule perpendiculaire commune.

• Groupement par paquets

1. Soit ϕ une application strictement croissante de N dans N. Si (un) est
une suite à valeurs dans E espace vectoriel de dimension finie muni d’une

norme N , on lui associe la série de terme général vn =

ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

uk.

a. Montrer que, si
∑

un converge, alors
∑

vn converge et

∞∑
n=ϕ(0)

un =

∞∑
n=0

vn.

b. On suppose que
∑

vn converge, montrer que
∑

un converge dès que l’une
des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) la suite de terme général

ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

N(uk) converge vers 0,

(ii) (un) est à valeurs réelles et ∀n∈N, ∀k∈[[ϕ(n), ϕ(n+1)[[ , (−1)nuk � 0.
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)
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1. a. Pour tout n∈N,
n∑

k=0

vk =

ϕ(n+1)−1∑
n=ϕ(0)

uk, d’où le résultat.

b. (i) Soit n∈N, n � ϕ(0). Comme
(
[[ϕ(k), ϕ(k + 1)[[

)
k�0

est une partition de[
ϕ(0),+∞[∩N, il existe un unique entier pn tel que ϕ(pn) � n < ϕ(pn + 1).
Comme ϕ est croissante, n �→ pn l’est et, si elle était majorée par q, on aurait[
ϕ(0),+∞[∩N ⊂ [[0, ϕ(q + 1)]], ce qui est absurde. Donc pn −−−→

n→∞
∞.

On a
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uk avec, si pn = 0,
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N(uk) �
ϕ(pn+1)−1∑
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un converge.

(ii) Pour tout n∈N,
ϕ(n+1)−1∑
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|uk| =
ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

(−1)nuk = (−1)nvn = |vn| −−−→
n→∞

0,

on est ramené au (i).

2. a. On utilise ϕ : n �→ 3n et alors, pour tout n∈N, vn = u3n + u3n+1 + u3n+2 ,

soit encore vn =
1

3n
+

j

3n+ 1
+



3n+ 2
=

n→∞

9n2(1 + j + ) +O(n)

3n(3n+ 1)(3n+ 2)
=

n→∞
O
( 1

n2

)

ce qui prouve l’absolue convergence, et donc la convergence, de
∑

vn.

De plus |u3n|+ |u3n+1|+ |u3n+2| ñ→∞
3

n
−−−→
n→∞

0, (i) montre que
∑

un converge.

b.
(n
3

)
=

n(n− 1)(n− 2)

6
est impair si, et seulement si, n − 1 ≡ 2 [4] ou encore

si, et seulement si, n ≡ 3 [4].

On utilise ϕ : n �→ 4n et alors vn =
1

4n
+

1

4n+ 1
+

1

4n+ 2
− 1

4n+ 3 ñ→∞
1

2n
,
∑

vn

diverge et 1. a. montre la divergence de
∑

un.

3. �
√
k� = n ⇐⇒ n2 � k < (n + 1)2. L’application ϕ : n �→ n2 satisfait à la

condition (ii).

Si n∈N, vn = (−1)n
(n+1)2−1∑

k=n2

1

kα
or, si k � 1,

∫ k+1

k

dt

tα
�

1

kα
�

∫ k

k−1

dt

tα
d’où

∫ (n+1)2

n2

dt

tα
� |vn| �

∫ (n+1)2−1

n2−1

dt

tα
et on va distinguer plusieurs cas.

• Si α = 1 il vient 2 ln
(
1 +

1

n

)
� |vn| � ln

(n2 + 2n

n2 − 1

)
et on a
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2. Donner la nature de la série de terme général un si :

a. un =
jn

n
, b. un =

(−1)αn

n
où αn =

(
n
3

)

3. Si α∈ ]0, 1], étudier la nature de la série de terme général
(−1)�

√
n�

nα
où

�x� désigne la partie entière de x.

Solution
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n∑
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ϕ(n+1)−1∑
n=ϕ(0)

uk, d’où le résultat.

b. (i) Soit n∈N, n � ϕ(0). Comme
(
[[ϕ(k), ϕ(k + 1)[[

)
k�0

est une partition de[
ϕ(0),+∞[∩N, il existe un unique entier pn tel que ϕ(pn) � n < ϕ(pn + 1).
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n→∞
∞.

On a
n∑

k=0

uk =

pn−1∑
k=0

vk +

n∑
k=ϕ(pn)

uk avec, si pn = 0,

pn−1∑
k=0

vk = 0 par convention.

N

( n∑
k=ϕ(pn)

uk

)
�

n∑
k=ϕ(pn)
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N(uk) −−−→
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∑

un converge.

(ii) Pour tout n∈N,
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k=ϕ(n)

|uk| =
ϕ(n+1)−1∑
k=ϕ(n)

(−1)nuk = (−1)nvn = |vn| −−−→
n→∞

0,

on est ramené au (i).

2. a. On utilise ϕ : n �→ 3n et alors, pour tout n∈N, vn = u3n + u3n+1 + u3n+2 ,

soit encore vn =
1

3n
+

j

3n+ 1
+



3n+ 2
=

n→∞

9n2(1 + j + ) +O(n)

3n(3n+ 1)(3n+ 2)
=

n→∞
O
( 1

n2

)

ce qui prouve l’absolue convergence, et donc la convergence, de
∑

vn.

De plus |u3n|+ |u3n+1|+ |u3n+2| ñ→∞
3

n
−−−→
n→∞

0, (i) montre que
∑

un converge.

b.
(n
3

)
=

n(n− 1)(n− 2)

6
est impair si, et seulement si, n − 1 ≡ 2 [4] ou encore

si, et seulement si, n ≡ 3 [4].

On utilise ϕ : n �→ 4n et alors vn =
1

4n
+

1

4n+ 1
+

1

4n+ 2
− 1

4n+ 3 ñ→∞
1

2n
,
∑

vn

diverge et 1. a. montre la divergence de
∑

un.

3. �
√
k� = n ⇐⇒ n2 � k < (n + 1)2. L’application ϕ : n �→ n2 satisfait à la

condition (ii).

Si n∈N, vn = (−1)n
(n+1)2−1∑

k=n2

1

kα
or, si k � 1,

∫ k+1

k

dt

tα
�

1

kα
�

∫ k

k−1

dt

tα
d’où

∫ (n+1)2

n2

dt

tα
� |vn| �

∫ (n+1)2−1

n2−1

dt

tα
et on va distinguer plusieurs cas.

• Si α = 1 il vient 2 ln
(
1 +

1

n
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n2 − 1

)
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2 ln
(
1 +

1

n

)
=

n→∞

2

n
+O

( 1

n2

)
ainsi que ln

(n2 + 2n

n2 − 1

)
=

n→∞
ln
(
1 +

2

n
+O(n−2)

)

d’où, par encadrement, vn =
n→∞

2(−1)n

n
+O

( 1

n2

)
et

∑
vn converge.

• Sinon 1

1− α

[
(n+1)2(1−α)−n2(1−α)

]
� |vn| �

1

1− α

[
(n2+2n)1−α−(n2−1)1−α

]
,

or (n+1)2(1−α)−n2(1−α)=n2(1−α)

[(
1+

1

n

)2(1−α)

−1

]
=

n→∞
2(1−α)n1−2α+O(n−2α)

et le majorant a le même développement. Par suite vn =
n→∞

2(−1)n

n2α−1
+O

( 1

n2α

)
·

Si α �
1

2
alors

∑
vn diverge grossièrement, sinon elle converge.

∑
un et

∑
vn

étant de même nature,
∑

un converge si, et seulement si,
1

2
< α � 1.

• Espaces �p

1. a. Montrer que si (u, v) ∈ (R+)
2, (p, q) ∈ (R∗

+)
2,1

p
+
1

q
= 1, uv �

up

p
+
vq

q
·

b. En déduire que pour tout (a1, . . . , an, b1, . . . , bn) ∈ (R∗
+)

2n

n∑
i=1

aibi �
( n∑
i=1

api

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

(Hölder)

Poser α =
( n∑
i=1

api

)1/p

, β =
( n∑
i=1

bqi

)1/q

et appliquer a. aux
(ai
α
,bi
β

)
·

c. Établir pour tout (a1, . . . , an, b1, . . . , bn) ∈ (R∗
+)

2n

[ n∑
i=1

(ai + bi)
p
]1/p

�
( n∑
i=1

api

)1/p

+
( n∑
i=1

bpi

)1/p

On pourra utiliser b) et (a+ b)p = (a+ b)p−1a+ (a+ b)p−1b.

2. Si p � 1, montrer que l’ensemble �p des suites réelles u = (un)n∈N telles
que

∑
|un|p converge peut être muni d’une structure de R-espace vectoriel.

Si u ∈ �p, on pose Np(u) =
( ∞∑

n=0

|un|p
)1/p

, 1 � p < +∞.

3. a. Montrer que Np est une norme sur �p.

b. Prouver que C0, le R-espace vectoriel des suites de réels nulles à partir
d’un certain rang, est dense dans (�p, Np).

c. Soient p1, p2 réels tels que p1 > p2 > 1 ; prouver que �p2 ⊂ �p1 et que
l’inclusion est stricte. Montrer que : Np1

� Np2
sur �p2 . Ces deux normes

sont-elles équivalentes ?

4. Soient p réel fixé, p > 1 et q le réel tel que
1

p
+

1

q
= 1. On note

Ep = LC(�p,R) muni de la norme subordonnée à Np.

a. On fixe v = (vn)n∈N ∈ �q. Montrer que pour tout u = (un)n∈N ∈ �p la

série
∑

unvn est absolument convergente et que si l’on pose ṽ(u) =

∞∑
n=0

unvn

alors on définit un élément ṽ ∈ Ep.
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b. (MP *) Montrer que l’application v �→ ṽ est une bijection R-linéaire et
isométrique de (�q, Nq) sur (Ep, ‖.‖).
Pour montrer la surjectivité, on prendra pour k ∈ N, ek ∈ C0 la suite
(δk,�)�∈N telle que δk,k = 1 et δk,� = 0 si � �= k, on posera vk = ϕ(ek) ;
on prouvera que v = (vk) ∈ �q et que ṽ = ϕ.

Solution

1. Question traitée en exercice dans le chapitre 〈〈Espaces vectoriels normés 〉〉 .

2. • �p est non vide car �p contient C0.
• Si u ∈ �p et λ ∈ R, alors λu ∈ �p.
• Si (u, v) ∈ (�p)2, ∀n ∈ N, |un + vn|p �

(
2max(|un|, |vn|)

)p
� 2p

(
|un|p + |vn|p).

Par théorème de comparaison des séries à termes positifs, on déduit que la série∑
|un + vn|p converge ; d’où u+ v ∈ �p et �p est un sous-espace vectoriel de RN.

3. a. Montrons que Np est une norme sur �p. Les propriétés (i) et (ii) étant
immédiates, il suffit de montrer l’inégalité triangulaire.

∀n ∈ N,

[
n∑

i=1

|ui+vi|p
]1/p

�

[
n∑

i=1

|ui|+|vi|p
]1/p

�

[
n∑

i=1

|ui|p
]1/p

+

[
n∑

i=1

|vi|p
]1/p

d’après 1.c). Cette inégalité étant vraie quel que soit n ∈ N, si u et v sont éléments
de �p, u+ v aussi et l’on a par prolongement des inégalités :
Np(u+ v) � Np(u) +Np(v) et Np est une norme sur �p.

b. Soit u = (un)n ∈ �p.
∑

|un|p converge, donc ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,
∞∑

i=n0+1

|ui|p � εp.

Soit v = (vn)n ∈ C0 définie par : vn = un si n � n0 et vn = 0 si n � n0 + 1.
Par construction v ∈ C0 et Np(v − u) � ε.

c. • u = (un) ∈ �p2 ⇒ (un −−−→
n→∞

0) ⇒ (∃n0 ∈ N, ∀n � n0, |un| � 1).

Donc : ∀n � n0, |un|p1 � |un|p2 .
Par comparaison des séries à termes positifs, la convergence de

∑
|un|p2 implique

celle de
∑

|un|p1 . D’où u = (un) ∈ �p1 .

• L’inclusion est stricte car u définie par un = (n + 1)−1/p2 si n � 0 est élément
de �p1 \ �p2 d’après les résultats sur les séries de Riemann.

• Soit u = (un)n ∈ �p2 \ {0}. Posons C = Np1(u). On a :

∞∑
n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p1

= 1. Or, pour

tout n,
∣∣∣un

C

∣∣∣ � 1. Comme p2 < 1, on a : 1 �
∞∑

n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p2

· Or
1

p2
>

1

p1
, on a :

1 �

[ ∞∑
n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p2

]1/p1

�

[ ∞∑
n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p2

]1/p2

=
1

C
Np2(u). Donc Np1(u) � Np2(u) si

u �= 0 et même si u = 0. Donc : ∀u ∈ �p2 , Np1
(u) � Np2

(u).

• Soit u(k) ∈ �p2 définie par : u
(k)
n = (n+ 1)−1/p2 si n � k et à 0 si n > k.

Np2(u
(k)) −−−→

k→∞
∞. Or Np1(u

(k)) � ζ
(p1
p2

)
pour tout k. (ζ(x) =

∞∑
n=1

n−x si x > 1)
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b. (MP *) Montrer que l’application v �→ ṽ est une bijection R-linéaire et
isométrique de (�q, Nq) sur (Ep, ‖.‖).
Pour montrer la surjectivité, on prendra pour k ∈ N, ek ∈ C0 la suite
(δk,�)�∈N telle que δk,k = 1 et δk,� = 0 si � �= k, on posera vk = ϕ(ek) ;
on prouvera que v = (vk) ∈ �q et que ṽ = ϕ.

Solution

1. Question traitée en exercice dans le chapitre 〈〈Espaces vectoriels normés 〉〉 .

2. • �p est non vide car �p contient C0.
• Si u ∈ �p et λ ∈ R, alors λu ∈ �p.
• Si (u, v) ∈ (�p)2, ∀n ∈ N, |un + vn|p �

(
2max(|un|, |vn|)

)p
� 2p

(
|un|p + |vn|p).

Par théorème de comparaison des séries à termes positifs, on déduit que la série∑
|un + vn|p converge ; d’où u+ v ∈ �p et �p est un sous-espace vectoriel de RN.

3. a. Montrons que Np est une norme sur �p. Les propriétés (i) et (ii) étant
immédiates, il suffit de montrer l’inégalité triangulaire.

∀n ∈ N,

[
n∑

i=1

|ui+vi|p
]1/p

�

[
n∑

i=1

|ui|+|vi|p
]1/p

�

[
n∑

i=1

|ui|p
]1/p

+

[
n∑

i=1

|vi|p
]1/p

d’après 1.c). Cette inégalité étant vraie quel que soit n ∈ N, si u et v sont éléments
de �p, u+ v aussi et l’on a par prolongement des inégalités :
Np(u+ v) � Np(u) +Np(v) et Np est une norme sur �p.

b. Soit u = (un)n ∈ �p.
∑

|un|p converge, donc ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,
∞∑

i=n0+1

|ui|p � εp.

Soit v = (vn)n ∈ C0 définie par : vn = un si n � n0 et vn = 0 si n � n0 + 1.
Par construction v ∈ C0 et Np(v − u) � ε.

c. • u = (un) ∈ �p2 ⇒ (un −−−→
n→∞

0) ⇒ (∃n0 ∈ N, ∀n � n0, |un| � 1).

Donc : ∀n � n0, |un|p1 � |un|p2 .
Par comparaison des séries à termes positifs, la convergence de

∑
|un|p2 implique

celle de
∑

|un|p1 . D’où u = (un) ∈ �p1 .

• L’inclusion est stricte car u définie par un = (n + 1)−1/p2 si n � 0 est élément
de �p1 \ �p2 d’après les résultats sur les séries de Riemann.

• Soit u = (un)n ∈ �p2 \ {0}. Posons C = Np1(u). On a :

∞∑
n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p1

= 1. Or, pour

tout n,
∣∣∣un

C

∣∣∣ � 1. Comme p2 < 1, on a : 1 �
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n=0

∣∣∣un
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∣∣∣
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· Or
1
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>

1
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, on a :
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∣∣∣un
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∣∣∣
p2
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�
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n=0

∣∣∣un
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=
1

C
Np2(u). Donc Np1(u) � Np2(u) si

u �= 0 et même si u = 0. Donc : ∀u ∈ �p2 , Np1
(u) � Np2

(u).

• Soit u(k) ∈ �p2 définie par : u
(k)
n = (n+ 1)−1/p2 si n � k et à 0 si n > k.

Np2(u
(k)) −−−→

k→∞
∞. Or Np1(u

(k)) � ζ
(p1
p2

)
pour tout k. (ζ(x) =

∞∑
n=1

n−x si x > 1)
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2 ln
(
1 +

1

n

)
=

n→∞

2

n
+O

( 1

n2

)
ainsi que ln

(n2 + 2n

n2 − 1

)
=

n→∞
ln
(
1 +

2

n
+O(n−2)

)

d’où, par encadrement, vn =
n→∞

2(−1)n

n
+O

( 1

n2

)
et

∑
vn converge.

• Sinon 1

1− α

[
(n+1)2(1−α)−n2(1−α)

]
� |vn| �

1

1− α

[
(n2+2n)1−α−(n2−1)1−α

]
,

or (n+1)2(1−α)−n2(1−α)=n2(1−α)

[(
1+

1

n

)2(1−α)

−1

]
=

n→∞
2(1−α)n1−2α+O(n−2α)

et le majorant a le même développement. Par suite vn =
n→∞

2(−1)n

n2α−1
+O

( 1

n2α

)
·

Si α �
1

2
alors

∑
vn diverge grossièrement, sinon elle converge.

∑
un et

∑
vn

étant de même nature,
∑

un converge si, et seulement si,
1

2
< α � 1.

• Espaces �p

1. a. Montrer que si (u, v) ∈ (R+)
2, (p, q) ∈ (R∗

+)
2,1

p
+
1

q
= 1, uv �

up

p
+
vq

q
·

b. En déduire que pour tout (a1, . . . , an, b1, . . . , bn) ∈ (R∗
+)

2n

n∑
i=1

aibi �
( n∑
i=1

api

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

(Hölder)

Poser α =
( n∑
i=1

api

)1/p

, β =
( n∑
i=1

bqi

)1/q

et appliquer a. aux
(ai
α
,bi
β

)
·

c. Établir pour tout (a1, . . . , an, b1, . . . , bn) ∈ (R∗
+)

2n

[ n∑
i=1

(ai + bi)
p
]1/p

�
( n∑
i=1

api

)1/p

+
( n∑
i=1

bpi

)1/p

On pourra utiliser b) et (a+ b)p = (a+ b)p−1a+ (a+ b)p−1b.

2. Si p � 1, montrer que l’ensemble �p des suites réelles u = (un)n∈N telles
que

∑
|un|p converge peut être muni d’une structure de R-espace vectoriel.

Si u ∈ �p, on pose Np(u) =
( ∞∑

n=0

|un|p
)1/p

, 1 � p < +∞.

3. a. Montrer que Np est une norme sur �p.

b. Prouver que C0, le R-espace vectoriel des suites de réels nulles à partir
d’un certain rang, est dense dans (�p, Np).

c. Soient p1, p2 réels tels que p1 > p2 > 1 ; prouver que �p2 ⊂ �p1 et que
l’inclusion est stricte. Montrer que : Np1

� Np2
sur �p2 . Ces deux normes

sont-elles équivalentes ?

4. Soient p réel fixé, p > 1 et q le réel tel que
1

p
+

1

q
= 1. On note

Ep = LC(�p,R) muni de la norme subordonnée à Np.

a. On fixe v = (vn)n∈N ∈ �q. Montrer que pour tout u = (un)n∈N ∈ �p la

série
∑

unvn est absolument convergente et que si l’on pose ṽ(u) =

∞∑
n=0

unvn

alors on définit un élément ṽ ∈ Ep.
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b. (MP *) Montrer que l’application v �→ ṽ est une bijection R-linéaire et
isométrique de (�q, Nq) sur (Ep, ‖.‖).
Pour montrer la surjectivité, on prendra pour k ∈ N, ek ∈ C0 la suite
(δk,�)�∈N telle que δk,k = 1 et δk,� = 0 si � �= k, on posera vk = ϕ(ek) ;
on prouvera que v = (vk) ∈ �q et que ṽ = ϕ.

Solution

1. Question traitée en exercice dans le chapitre 〈〈Espaces vectoriels normés 〉〉 .

2. • �p est non vide car �p contient C0.
• Si u ∈ �p et λ ∈ R, alors λu ∈ �p.
• Si (u, v) ∈ (�p)2, ∀n ∈ N, |un + vn|p �

(
2max(|un|, |vn|)

)p
� 2p

(
|un|p + |vn|p).

Par théorème de comparaison des séries à termes positifs, on déduit que la série∑
|un + vn|p converge ; d’où u+ v ∈ �p et �p est un sous-espace vectoriel de RN.

3. a. Montrons que Np est une norme sur �p. Les propriétés (i) et (ii) étant
immédiates, il suffit de montrer l’inégalité triangulaire.

∀n ∈ N,

[
n∑

i=1

|ui+vi|p
]1/p

�

[
n∑

i=1

|ui|+|vi|p
]1/p

�

[
n∑

i=1

|ui|p
]1/p

+

[
n∑

i=1

|vi|p
]1/p

d’après 1.c). Cette inégalité étant vraie quel que soit n ∈ N, si u et v sont éléments
de �p, u+ v aussi et l’on a par prolongement des inégalités :
Np(u+ v) � Np(u) +Np(v) et Np est une norme sur �p.

b. Soit u = (un)n ∈ �p.
∑

|un|p converge, donc ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,
∞∑

i=n0+1

|ui|p � εp.

Soit v = (vn)n ∈ C0 définie par : vn = un si n � n0 et vn = 0 si n � n0 + 1.
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n→∞

0) ⇒ (∃n0 ∈ N, ∀n � n0, |un| � 1).
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∑
|un|p2 implique

celle de
∑

|un|p1 . D’où u = (un) ∈ �p1 .

• L’inclusion est stricte car u définie par un = (n + 1)−1/p2 si n � 0 est élément
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n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p1

= 1. Or, pour

tout n,
∣∣∣un

C

∣∣∣ � 1. Comme p2 < 1, on a : 1 �
∞∑

n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p2

· Or
1

p2
>

1

p1
, on a :

1 �

[ ∞∑
n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p2

]1/p1

�

[ ∞∑
n=0

∣∣∣un

C

∣∣∣
p2

]1/p2

=
1

C
Np2(u). Donc Np1(u) � Np2(u) si

u �= 0 et même si u = 0. Donc : ∀u ∈ �p2 , Np1
(u) � Np2

(u).

• Soit u(k) ∈ �p2 définie par : u
(k)
n = (n+ 1)−1/p2 si n � k et à 0 si n > k.

Np2(u
(k)) −−−→

k→∞
∞. Or Np1(u

(k)) � ζ
(p1
p2

)
pour tout k. (ζ(x) =

∞∑
n=1

n−x si x > 1)
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b. (MP *) Montrer que l’application v �→ ṽ est une bijection R-linéaire et
isométrique de (�q, Nq) sur (Ep, ‖.‖).
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La suite (u(k))k étant bornée pour Np1 et pas pour Np2 , les deux normes ne sont
pas équivalentes.

4. a. (H) ⇒ ∀n ∈ N,
n∑

k=0

|ukvk| �
( n∑

k=0

|uk|p
) 1

p
( n∑

k=0

|vk|q
) 1

q

� Np(u)Nq(v).

Les sommes partielles de la série à termes positifs
∑

|unvn| étant majorées
par Np(u)Nq(v) ∈ R, cette série converge ie. la série

∑
unvn est absolument

convergente, ainsi ṽ est bien définie. ṽ est clairement une forme linéaire sur �p. Par
passage à la limite, dans l’inégalité précédente, on obtient :

|ṽ(u)| �
∞∑
k=0

|unvn| � Np(u)Nq(v), ce qui montre que ṽ est continue sur l’espace

vectoriel normé (�p, Np) et que ‖ṽ‖ � Nq(v). Donc ṽ ∈ Ep.

b. L’application f : �p → Ep, v �→ ṽ est R-linéaire. Soit sgn l’application de R dans
lui-même définie par sgn(0) = 0, sgn(x) = 1 si x > 0 et sgn(x) = −1 si x < 0.

Considérons u(k) = (u
(k)
n )n ∈ �p telle que u

(k)
n = sgn(vn)|vn|q−1 si n � k et u

(k)
n = 0

si n > k pour v fixé dans �p \ {0}. Alors : ṽ(u(k)) =

k∑
n=0

|vn|q � Nq(v)Np(u
(k)).

Or Nq(v)Np(u
(k)) = Nq(v)

[
k∑

n=0

|vn|p(q−1)

]1/p

= Nq(v)

[
k∑

n=0

|vn|q
]1− 1

q

.

Donc ṽ(u(k)) −−−→
k→∞

(
Nq(v)

)q
et Nq(v)Np(u

(k)) −−−→
k→∞

(
Nq(v)

)q
.

Donc, puisque Nq(v) > 0,
ṽ(u(k))

Np(u(k))
−−−→
k→∞

Nq(v).

Comme d’après 4. a. ‖ṽ‖ � Nq(v), il vient : ‖ṽ‖ = Nq(v). Donc f est isométrique,
d’où injective. Montrons qu’elle est surjective.
Soit ϕ ∈ Ep \ {0}. Avec les notations de l’énoncé, soit vk = ϕ(ek). On pose

B = ‖ϕ‖. Soit k ∈ N∗ et u(k) l’élément de �p tel que u
(k)
n = sgn(vn)|vn|q−1 si

n � k et u
(k)
n = 0 si n > k. Alors ϕ(u(k)) � BNp(u

(k)) soit :
k∑

n=0

|vn|q � B

[
k∑

n=0

|vn|p(q−1)

]1/p

= B

[
k∑

n=0

|vn|q
]1− 1

q

. (�)

Pour k assez grand,

k∑
n=0

|vn|q) > 0 donc (�) ⇒

[
k∑

n=0

|vn|q
] 1

q

� B.

Ceci étant vrai quel que soit k assez grand, la série
∑

|vn|q converge ie. v ∈ �p.
Comme ϕ(ek) = vk = ṽ(ek) pour tout k, on voit que ϕ et ṽ cöıncident sur l’espace
vectoriel engendré par les ek ie. C0. Comme ϕ et ṽ sont continues, on déduit de
3.b. que ϕ = ṽ. D’où la surjectivité de f .
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• Transformation d’Abel ; premières applications

1. Soit un = anbn où (an)∈RN et (bn)∈CN. On note Bn =

n∑
k=0

bk.

Si la suite (an)n∈N décrôıt et tend vers 0 et si la suite (Bn)n∈N est bornée,
montrer que la série

∑
un converge.

On pourra écrire, pour n � 1, Sn =

n∑
k=0

akbk =

n∑
k=0

(ak − ak+1)Bk + anBn.

2. Application de la question précédente à l’étude des séries
∑

un suivantes.

(i) un =
einθ

nα
où θ �∈ 2πZ et α ∈ R ;

(ii) un =
sin(n)√

n+ cos(n)
;

(iii) un =
sin(n)√
n+ sin(n)

·

3. Soient
∑

vn une série à termes complexes convergente et (αn)n∈N une
suite strictement croissante de réels strictement positifs, de limite +∞.

a. Montrer que
∑ vn

αn
converge.

b. Montrer que
∞∑

k=n+1

vk
αk

=
n→∞

o
( 1

αn+1

)
·

Solution

1. ∀n � 1, Sn =

n∑
k=0

akbk =

n∑
k=0

akBk −
n−1∑
k=0

ak+1Bk =

n∑
k=0

(ak − ak+1)Bk + anBn.

|anBn| � M |an| et lim
n→∞

an = 0 impliquent lim
n→∞

anBn = 0.

|(ak−ak+1)Bk| � M |ak−ak+1| = M(ak−ak+1) et le critère suite/série impliquent
la convergence de

∑
(ak − ak+1)Bk. D’où la convergence de (Sn)n�0 ie. celle de∑

un.

2. (i) On pose un =
1

nα
et vn = einθ. Comme |an| =

1

nα
,
∑

an converge

absolument si α > 1 et diverge grossièrement si α � 0. Si α > 0, la suite (an)n
réelle est décroissante de limite nulle. Il suffit de montrer que (Vp,q)p�q est bornée.

Si θ �∈ 2πZ, eiθ �= 1. ∀q � p, Vp,q =

q∑
n=p

(
eiθ

)n
= eipθ

1− ei(q−p+1)θ

1− eiθ
·

|Vp,q| �
2

|1− eiθ|
=

2

| sin( θ2 )|
car 1− eiθ = −2i sin

(θ
2

)
eiθ/2.

(ii) an =
sin(n)√

n

(
1 +

cos(n)√
n

)−1

=
n→∞

sin(n)√
n

(
1− cos(n)√

n
+O

( 1

n

))

car
1

1 + h
=

h→0
1− h+O(h2) et cos =

0
O(1). Donc :

an =
n→∞

sin(n)√
n

− sin(2n)

2n
+ O

( 1

n3/2

)
· On déduit de (i) la convergence de
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La suite (u(k))k étant bornée pour Np1 et pas pour Np2 , les deux normes ne sont
pas équivalentes.
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|unvn| � Np(u)Nq(v), ce qui montre que ṽ est continue sur l’espace

vectoriel normé (�p, Np) et que ‖ṽ‖ � Nq(v). Donc ṽ ∈ Ep.

b. L’application f : �p → Ep, v �→ ṽ est R-linéaire. Soit sgn l’application de R dans
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Considérons u(k) = (u
(k)
n )n ∈ �p telle que u

(k)
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(k)
n = 0

si n > k pour v fixé dans �p \ {0}. Alors : ṽ(u(k)) =

k∑
n=0

|vn|q � Nq(v)Np(u
(k)).

Or Nq(v)Np(u
(k)) = Nq(v)
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k∑
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|vn|p(q−1)

]1/p

= Nq(v)
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q
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Donc ṽ(u(k)) −−−→
k→∞
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Nq(v)

)q
et Nq(v)Np(u
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)q
.
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B = ‖ϕ‖. Soit k ∈ N∗ et u(k) l’élément de �p tel que u
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= B
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q

. (�)
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] 1

q
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1. Soit un = anbn où (an)∈RN et (bn)∈CN. On note Bn =

n∑
k=0

bk.

Si la suite (an)n∈N décrôıt et tend vers 0 et si la suite (Bn)n∈N est bornée,
montrer que la série

∑
un converge.

On pourra écrire, pour n � 1, Sn =

n∑
k=0

akbk =
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(ak − ak+1)Bk + anBn.

2. Application de la question précédente à l’étude des séries
∑

un suivantes.

(i) un =
einθ

nα
où θ �∈ 2πZ et α ∈ R ;

(ii) un =
sin(n)√

n+ cos(n)
;

(iii) un =
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n+ sin(n)

·

3. Soient
∑

vn une série à termes complexes convergente et (αn)n∈N une
suite strictement croissante de réels strictement positifs, de limite +∞.

a. Montrer que
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converge.
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( 1
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akBk −
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k=0
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(ak − ak+1)Bk + anBn.

|anBn| � M |an| et lim
n→∞

an = 0 impliquent lim
n→∞

anBn = 0.

|(ak−ak+1)Bk| � M |ak−ak+1| = M(ak−ak+1) et le critère suite/série impliquent
la convergence de

∑
(ak − ak+1)Bk. D’où la convergence de (Sn)n�0 ie. celle de∑

un.

2. (i) On pose un =
1

nα
et vn = einθ. Comme |an| =

1

nα
,
∑

an converge

absolument si α > 1 et diverge grossièrement si α � 0. Si α > 0, la suite (an)n
réelle est décroissante de limite nulle. Il suffit de montrer que (Vp,q)p�q est bornée.

Si θ �∈ 2πZ, eiθ �= 1. ∀q � p, Vp,q =

q∑
n=p

(
eiθ

)n
= eipθ

1− ei(q−p+1)θ

1− eiθ
·

|Vp,q| �
2

|1− eiθ|
=

2

| sin( θ2 )|
car 1− eiθ = −2i sin

(θ
2

)
eiθ/2.

(ii) an =
sin(n)√

n

(
1 +

cos(n)√
n

)−1

=
n→∞

sin(n)√
n

(
1− cos(n)√

n
+O

( 1

n

))

car
1

1 + h
=

h→0
1− h+O(h2) et cos =

0
O(1). Donc :

an =
n→∞

sin(n)√
n

− sin(2n)

2n
+ O

( 1

n3/2

)
· On déduit de (i) la convergence de
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∑ sin(n)√
n

et
∑ sin(2n)

2n
. Comme

3

2
> 1, on déduit d’un théorème de comparaison

du cours, que
∑

O
(
n−3/2

)
converge absolument. Donc

∑
an converge en tant que

combinaison linéaire des séries convergentes.

(iii) De même, an =
n→∞

sin(n)√
n

− sin2(n)

n
+O

( 1

n3/2

)
· Or sin2(n) =

1− cos(2n)

2
,

donc an =
−1

2n
+ bn où

∑
bn converge (raisonnement analogue à celui de (i)).

Comme
∑ 1

n
diverge, il en est de même de

∑
an.

3. a. est une conséquence immédiate de 2.

b. Comme Rn =

∞∑
k=n+1

vk, on a : vn = Rn−1 − Rn. Par la transformation d’Abel

ie. le calcul de la question 1. on a :

∀N > n,

N+1∑
k=n+1

vk
αk

=

N∑
k=n+1

( 1

αk+1
− 1

αk

)
Rk +

Rn

αn+1
− RN+1

αN+1
· (2)

Comme
( 1

αn

)
−−−→
n→∞

0, la série à termes positifs
∑( 1

αn+1
− 1

αn

)
converge.

Comme Rn −−−→
n→∞

0,
( 1

αn+1
− 1

αn

)
Rn =

n→∞
o
( 1

αn+1
− 1

αn

)
et d’après le théorème

de sommation des relations de comparaison, on a :
∞∑

k=n+1

( 1

αk+1
− 1

αk

)
Rk =

n→∞
o

( ∞∑
k=n+1

( 1

αk+1
− 1

αk

))
=

n→∞
o
( 1

αn+1

)
·

(2) ⇒
∞∑

k=n+1

vk
αk

=

∞∑
k=n+1

( 1

αk+1
− 1

αk

)
Rk +

Rn

αn+1
·

Comme
Rn

αn+1
=

n→∞
o
( 1

αn+1

)
, on peut conclure que :

∞∑
k=n+1

vk
αk

=
n→∞

o
( 1

αn+1

)
·

5. SUITES ET SÉRIES

DE FONCTIONS

Dans tout ce chapitre, les fonctions considérées sont définies sur une partie A
d’un espace vectoriel normé (E,P ) et à valeurs dans (F,N), K-espace vectoriel de
dimension finie, la plupart des propriétés sont indépendantes de la norme choisie
dans F (car toutes les normes sont équivalentes).

On note respectivement F(A,F ) le K-espace vectoriel des fonctions définies sur A
à valeurs dans F , B(A,F ) le sous-espace vectoriel de F(A,F ) formé des fonctions
bornées sur A. Il est supposé muni de la norme NA

∞ : f �→ NA
∞(f) = sup
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(
f(x)
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I. Divers types de convergence de suites de fonctions

Si l’on cherche à définir une notion de convergence pour une suite de fonctions
(fn)n∈N de A dans F , deux voies sont possibles :

• Conserver un point de vue fonctionnel et étudier dans F les suites
(
fn(x)

)
n∈N

(pour x fixé). C’est la notion de convergence simple.

• Considérer les fn comme éléments d’un espace vectoriel normé. Cela suppose la
définition d’une norme sur certains sous-espaces vectoriels de F(A,F ) et amène
aux notions de convergence uniforme, de convergence en moyenne, de
convergence en moyenne quadratique.

1. Convergence simple

1.1. Définition

On dit que la suite de fonctions (fn)n∈N définies sur A à valeurs dans
F converge simplement sur A si pour tout x∈A, la suite
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∑ sin(n)√
n
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∑ sin(2n)

2n
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3

2
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O
(
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d’un espace vectoriel normé (E,P ) et à valeurs dans (F,N), K-espace vectoriel de
dimension finie, la plupart des propriétés sont indépendantes de la norme choisie
dans F (car toutes les normes sont équivalentes).
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à valeurs dans F , B(A,F ) le sous-espace vectoriel de F(A,F ) formé des fonctions
bornées sur A. Il est supposé muni de la norme NA
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I. Divers types de convergence de suites de fonctions

Si l’on cherche à définir une notion de convergence pour une suite de fonctions
(fn)n∈N de A dans F , deux voies sont possibles :

• Conserver un point de vue fonctionnel et étudier dans F les suites
(
fn(x)

)
n∈N

(pour x fixé). C’est la notion de convergence simple.

• Considérer les fn comme éléments d’un espace vectoriel normé. Cela suppose la
définition d’une norme sur certains sous-espaces vectoriels de F(A,F ) et amène
aux notions de convergence uniforme, de convergence en moyenne, de
convergence en moyenne quadratique.

1. Convergence simple

1.1. Définition

On dit que la suite de fonctions (fn)n∈N définies sur A à valeurs dans
F converge simplement sur A si pour tout x∈A, la suite

(
fn(x)

)
n∈N

converge dans F .

Si c’est le cas, on pose, pour x ∈ A, lim
n→∞

fn(x) = f(x).

f : A → F s’appelle la limite simple de la suite de fonctions (fn)n∈N.

Donc (fn)n∈N converge simplement vers f sur A si, et seulement si,

∀x ∈ A, ∀ε ∈ R∗
+, ∃n0(ε, x) ∈ N, ∀n ∈ N,

[
n � n0(ε, x) ⇒ N

(
fn(x)− f(x)

)
� ε

]
.

5. Suites et séries 
de fonctions
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1.2. Propriétés

1. Si (fn)n∈N est une suite d’applications de L(E,F ) qui converge simple-
ment sur E vers f , alors f ∈ L(E,F ).
2. Soit (fn) une suite de fonctions croissantes, définies sur A ⊂ R à valeurs
dans R et convergeant simplement sur A vers f , alors f est croissante.
3. Soit (fn) une suite de fonctions convexes, définies sur I intervalle de R à
valeurs dans R, convergeant simplement sur I vers f , alors f est convexe.
4. Soit (fn) une suite de fonctions positives, définies sur A ⊂ R à valeurs
dans R et convergeant simplement sur A vers f , alors f est positive.
5. Soit (fn) une suite de fonctions périodiques, définies sur A ⊂ R à valeurs
dans C et convergeant simplement sur A vers f , alors f est périodique.

Démonstration

1. Soit (x, y) ∈ E2, � ∈ K. Pour tout n ∈ N, fn(�x+ y) = �fn(x) + fn(y).
Par linéarité de la convergence dans (F,N) : f(�x+ y) = �f(x) + f(y).

2. Soit (x, y) ∈ A2 tel que x < y. Si, pour tout n ∈ N, fn(x) � fn(y), les deux
suites étant convergentes, par passage à la limite : f(x) � f(y).
3. ∀(x, y) ∈ I2, ∀t ∈ [0, 1], ∀n ∈ N, fn

[
(1− t)x+ ty

]
� (1− t)fn(x) + tfn(y).

Toutes les suites étant convergentes, on peut prolonger l’inégalité et l’on obtient
f
[
(1− t)x+ ty

]
� (1− t)f(x) + f(y).

4. et 5. sont laissées au lecteur.��
1.3. Exemples

a. Soit fn : C → C, z �→ zn . Si |z| < 1, zn −−−→
n→∞

0 et si z = 1, zn = 1 −−−→
n→∞

1.

Si |z| = 1 avec z �= 1 ou |z| > 1, (zn)n∈N diverge car |zn+1 − zn| = |z − 1|
qui ne tend pas vers 0 quand n tend vers ∞. (fn)n∈N converge simplement sur
B = {z ∈ C | |z| < 1 ou z = 1} vers f définie par f(z) = 0 si |z| < 1 et f(1) = 1.

b. I = R, n ∈ N∗, fn(x) = n2x si |x| � 1

n
et fn(x) =

1

x
si |x| > 1

n
·

Pour tout x �= 0, la suite (fn(x))n∈N est constante à partir d’une valeur de n, et a

pour limite
1

x
, alors que fn(0) = 0 pour tout n. (fn)n∈N converge simplement vers

f définie par f(0) = 0 et f(x) =
1

x
si x �= 0.

c. I = R+, fn(x) =
nx

1 + nx
· Montrons que (fn) converge simplement sur I vers f

définie par f(x) = 1 si x �= 0 et f(0) = 0 en utilisant ε, n0 . . ..

ε étant donné, cherchons n0 tel que : ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ |f(x)− fn(x)| � ε.

Si x = 0, |f(x)− fn(x)| = 0 ; donc n0 est quelconque.

Si x > 0, |f(x)− fn(x)| =
1

1 + nx
< ε si, et seulement si, n >

1− ε

εx
·

Si ε > 1, n0(ε, x) est arbitraire.

Si ε ∈ ]0, 1[, n0(ε, x) =
⌊1− ε

εx

⌋
+ 1 est le plus petit entier qui convient.

Noter que x �→ 1− ε

εx
n’est pas majorée sur R∗

+ ; il n’existe pas de n0 valable quel

que soit x > 0.
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1.4. Remarque

Comme nous l’avons vu, certaines propriétés des fonctions fn se conservent par
passage à la limite.
Par contre on peut avoir fn bornée pour tout n et pas f . (cf exemple b. ).

On peut avoir fn continue pour tout n et pas f (cf exemples a. b. et c. ).

2. Convergence uniforme

2.1. Définition
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de A dans F , f une fonction de A dans
F . On dit que la suite (fn)n∈N converge uniformément sur A vers f si à
partir d’un certain rang, fn − f ∈ B(A,F ) et si NA

∞
(
fn − f

)
−−−→
n→∞

0R·

Traductions

(i) ∀ε ∈ R∗
+, ∃n0(ε) ∈ N, ∀n ∈ N,

[
n � n0(ε) ⇒ sup

x∈A

(
N
(
fn(x)− f(x)

)
� ε

]
.

(ii) ∀ε ∈ R∗
+, ∃n0(ε) ∈ N, ∀n ∈ N,

[
n � n0(ε) ⇒ ∀x ∈ A, N

(
fn(x)− f(x)

)
� ε

]
.

2.2. Remarques

a. La convergence uniforme implique la convergence simple. La réciproque est
fausse. En effet, après l’exemple c) du paragraphe I. nous avons noté l’impossibilité
de trouver n0(ε, x) indépendant de x ∈ R∗

+.

b. La convergence uniforme dépend de l’intervalle sur lequel on étudie la suite.

Reprenons l’exemple c. de I.1.3. fn(x) =
nx

1 + nx
mais avec I = [1,+∞[.

∀x ∈ [1,+∞[, |f(x)− fn(x)| �
1

1 + n
< ε < 1 si n > n0(ε) =

⌊1− ε

ε

⌋
+ 1.

(fn) converge uniformément vers f sur [1,+∞[ et pas sur [0,+∞[ ni sur ]0,+∞[.

c. De la définition précédente on déduit une méthode pratique pour montrer la
convergence uniforme.

Soit par exemple fn(x) = x
√
n exp(−nx), x ∈ R+. (fn) converge simplement vers

la fonction nulle sur R+. fn étant dérivable sur R+, on a f ′
n(x) =

√
n(1−nx)e−nx.

Par suite fn crôıt sur
[
0,

1

n

]
, décrôıt sur

[ 1
n
, + ∞

[
et f

( 1

n

)
=

1

e
√
n
· D’où (fn)

converge uniformément vers f sur [0,+∞[ car sup
x∈I

(
|f(x)−fn(x)|

)
=

1

e
√
n
−−−→
n→∞

0.

2.3. Interprétation géométrique dans le cas où K = R
La convergence uniforme de (fn) vers f signifie que, pour tout ε > 0, il existe
n0(ε) tel que, pour tout n � n0(ε), la représentation graphique de fn est contenue
dans la 〈〈bande 〉〉 du plan xOy définie par x ∈ I, y ∈

[
|f(x)| − ε, |f(x)|+ ε

]
.

2.4. Théorème
Pour que la suite (fn) ne converge pas uniformément vers f sur A il suffit
qu’il existe une suite (xn) d’éléments de A, telle que la suite

(
fn(xn)−f(xn)

)
ne tende pas vers 0.

Démonstration

Il suffit de remarquer que N
(
fn(xn)− f(xn)) � NA

∞
(
fn − f

)
. D’où par contrapo-

sition une condition suffisante de 〈〈non convergence uniforme 〉〉 .��
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ment sur E vers f , alors f ∈ L(E,F ).
2. Soit (fn) une suite de fonctions croissantes, définies sur A ⊂ R à valeurs
dans R et convergeant simplement sur A vers f , alors f est croissante.
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valeurs dans R, convergeant simplement sur I vers f , alors f est convexe.
4. Soit (fn) une suite de fonctions positives, définies sur A ⊂ R à valeurs
dans R et convergeant simplement sur A vers f , alors f est positive.
5. Soit (fn) une suite de fonctions périodiques, définies sur A ⊂ R à valeurs
dans C et convergeant simplement sur A vers f , alors f est périodique.

Démonstration

1. Soit (x, y) ∈ E2, � ∈ K. Pour tout n ∈ N, fn(�x+ y) = �fn(x) + fn(y).
Par linéarité de la convergence dans (F,N) : f(�x+ y) = �f(x) + f(y).

2. Soit (x, y) ∈ A2 tel que x < y. Si, pour tout n ∈ N, fn(x) � fn(y), les deux
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[
(1− t)x+ ty

]
� (1− t)fn(x) + tfn(y).

Toutes les suites étant convergentes, on peut prolonger l’inégalité et l’on obtient
f
[
(1− t)x+ ty

]
� (1− t)f(x) + f(y).

4. et 5. sont laissées au lecteur.��
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a. Soit fn : C → C, z �→ zn . Si |z| < 1, zn −−−→
n→∞

0 et si z = 1, zn = 1 −−−→
n→∞

1.

Si |z| = 1 avec z �= 1 ou |z| > 1, (zn)n∈N diverge car |zn+1 − zn| = |z − 1|
qui ne tend pas vers 0 quand n tend vers ∞. (fn)n∈N converge simplement sur
B = {z ∈ C | |z| < 1 ou z = 1} vers f définie par f(z) = 0 si |z| < 1 et f(1) = 1.

b. I = R, n ∈ N∗, fn(x) = n2x si |x| � 1

n
et fn(x) =

1

x
si |x| > 1

n
·

Pour tout x �= 0, la suite (fn(x))n∈N est constante à partir d’une valeur de n, et a

pour limite
1

x
, alors que fn(0) = 0 pour tout n. (fn)n∈N converge simplement vers

f définie par f(0) = 0 et f(x) =
1

x
si x �= 0.

c. I = R+, fn(x) =
nx

1 + nx
· Montrons que (fn) converge simplement sur I vers f

définie par f(x) = 1 si x �= 0 et f(0) = 0 en utilisant ε, n0 . . ..

ε étant donné, cherchons n0 tel que : ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ |f(x)− fn(x)| � ε.

Si x = 0, |f(x)− fn(x)| = 0 ; donc n0 est quelconque.

Si x > 0, |f(x)− fn(x)| =
1

1 + nx
< ε si, et seulement si, n >

1− ε

εx
·

Si ε > 1, n0(ε, x) est arbitraire.

Si ε ∈ ]0, 1[, n0(ε, x) =
⌊1− ε

εx

⌋
+ 1 est le plus petit entier qui convient.

Noter que x �→ 1− ε

εx
n’est pas majorée sur R∗

+ ; il n’existe pas de n0 valable quel

que soit x > 0.
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1.4. Remarque

Comme nous l’avons vu, certaines propriétés des fonctions fn se conservent par
passage à la limite.
Par contre on peut avoir fn bornée pour tout n et pas f . (cf exemple b. ).

On peut avoir fn continue pour tout n et pas f (cf exemples a. b. et c. ).

2. Convergence uniforme

2.1. Définition
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de A dans F , f une fonction de A dans
F . On dit que la suite (fn)n∈N converge uniformément sur A vers f si à
partir d’un certain rang, fn − f ∈ B(A,F ) et si NA

∞
(
fn − f

)
−−−→
n→∞

0R·

Traductions

(i) ∀ε ∈ R∗
+, ∃n0(ε) ∈ N, ∀n ∈ N,

[
n � n0(ε) ⇒ sup

x∈A

(
N
(
fn(x)− f(x)

)
� ε

]
.

(ii) ∀ε ∈ R∗
+, ∃n0(ε) ∈ N, ∀n ∈ N,

[
n � n0(ε) ⇒ ∀x ∈ A, N

(
fn(x)− f(x)

)
� ε

]
.

2.2. Remarques

a. La convergence uniforme implique la convergence simple. La réciproque est
fausse. En effet, après l’exemple c) du paragraphe I. nous avons noté l’impossibilité
de trouver n0(ε, x) indépendant de x ∈ R∗

+.

b. La convergence uniforme dépend de l’intervalle sur lequel on étudie la suite.

Reprenons l’exemple c. de I.1.3. fn(x) =
nx

1 + nx
mais avec I = [1,+∞[.

∀x ∈ [1,+∞[, |f(x)− fn(x)| �
1

1 + n
< ε < 1 si n > n0(ε) =

⌊1− ε

ε

⌋
+ 1.

(fn) converge uniformément vers f sur [1,+∞[ et pas sur [0,+∞[ ni sur ]0,+∞[.

c. De la définition précédente on déduit une méthode pratique pour montrer la
convergence uniforme.

Soit par exemple fn(x) = x
√
n exp(−nx), x ∈ R+. (fn) converge simplement vers

la fonction nulle sur R+. fn étant dérivable sur R+, on a f ′
n(x) =

√
n(1−nx)e−nx.

Par suite fn crôıt sur
[
0,

1

n

]
, décrôıt sur

[ 1
n
, + ∞

[
et f

( 1

n

)
=

1

e
√
n
· D’où (fn)

converge uniformément vers f sur [0,+∞[ car sup
x∈I

(
|f(x)−fn(x)|

)
=

1

e
√
n
−−−→
n→∞

0.

2.3. Interprétation géométrique dans le cas où K = R
La convergence uniforme de (fn) vers f signifie que, pour tout ε > 0, il existe
n0(ε) tel que, pour tout n � n0(ε), la représentation graphique de fn est contenue
dans la 〈〈bande 〉〉 du plan xOy définie par x ∈ I, y ∈

[
|f(x)| − ε, |f(x)|+ ε

]
.

2.4. Théorème
Pour que la suite (fn) ne converge pas uniformément vers f sur A il suffit
qu’il existe une suite (xn) d’éléments de A, telle que la suite

(
fn(xn)−f(xn)

)
ne tende pas vers 0.

Démonstration

Il suffit de remarquer que N
(
fn(xn)− f(xn)) � NA

∞
(
fn − f

)
. D’où par contrapo-

sition une condition suffisante de 〈〈non convergence uniforme 〉〉 .��
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Exemples

a. fn(x) = xn si x ∈ [0, 1]. f(x) = 0 si x ∈ [0, 1[ et f(1) = 1.

Soit c ∈ ]0, 1], xn = 1− c

n
· fn(xn)− f(xn) −−−→

n→∞
e−c �= 0.

b. Soit f définie sur R par fn(x) =
sin(nx)

1 + (nx)2
· f est la fonction nulle sur R.

fn(xn)− f(xn) =
1

1 + π2/4
si xn =

π

2n
·

Dans ces deux cas, on n’a pas convergence uniforme.

On déduit d’un théorème sur les suites dans un espace vectoriel de dimension finie

3. Théorème
Soit A une partie d’un K-espace vectoriel normé et F un K-espace vectoriel
de dimension finie égale à p � 1. B = (ei)1�i�p une base de F .

f ∈ F(A,F ), ∀x ∈ A, f(x) =

p∑
i=1

f(i)(x)ei où f(i) ∈ F(A,K).

fn ∈ F(A,F ), ∀x ∈ A, fn(x) =

p∑
i=1

fn,i(x)ei où fn,i ∈ F(A,K).

(fn) converge simplement (resp. uniformément) vers f sur A si, et seulement
si, pour tout i ∈ [[1, p]], (fn,i)n converge simplement (resp. uniformément)
vers f(i) sur A.

II. Continuité et limites uniformes

1. L’espace vectoriel normé B(A,F )

Si (fn)n∈N converge vers f uniformément sur A et si, pour tout n ∈ N, fn
est bornée sur A, alors f l’est aussi.

Démonstration

(fn − f), fn ∈B(A,F ). Comme B(A,F ) est un espace vectoriel, f ∈B(A,F ).��
2. Continuité et convergence uniforme

2.1. Théorème
Si une suite (fn)n∈N de fonctions de A dans F , continues en a ∈ A, converge
uniformément sur A vers f , alors f est continue en a.

Démonstration

∀x ∈ A,N(f(x)−f(a)) � N(f(x)−fn(x))+N(fn(x)−fn(a))+N(fn(a)−f(a)) (1).

Soit ε ∈ R∗
+. ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N,

(
n � n0 ⇒ ∀x ∈ A, N(fn(x)− f(x)) �

ε

3

)
·

Fixons n = n0. La fonction fn0
est continue en a. On peut donc écrire :

∃α ∈ R∗
+, ∀x ∈ A,

(
P (x− a) � α ⇒ N(fn0

(x)− fn0
(a)) �

ε

3

)
·

On déduit alors de (1) : ∀x ∈ A,P (x− a) � α ⇒ N(f(x)− f(a)) � ε.��
Une conséquence immédiate du théorème est :

2.2. Corollaire
Si une suite (fn)n∈N de fonctions de C(A,F ) converge uniformément vers f
sur A, alors f ∈ C(A,F ).
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2.4. Théorème
Si une suite (fn)n∈N de fonctions de C(A,F ) converge uniformément vers f
sur tout compact inclus dans A, alors f ∈ C(A,F ).

Démonstration

Soit a ∈ A et (xn) une suite de points de A de limite a. SoitK = {a}∪{xn |n ∈ N}·
K est compacte dans E et K ⊂ A. Comme f

K
est continue d’après II.2.2.

f(xn) −−−→
n→∞

f(a). Ceci étant vrai pour toute suite de points de A de limite a,

on en déduit que f est continue en a (choisi quelconque dans A).��

Remarque

En pratique les théorèmes sur la continuité servent :
− à démontrer la continuité de la limite ;
− à montrer que la convergence n’est pas uniforme si la limite est discontinue.

Soit la suite de fonctions (fn). fn : R+ → R définie par fn(x) = nxe−nx2

.
(fn) converge simplement vers la fonction nulle qui est, bien sûr, continue.
Une simple étude de la fonction gn = fn − f montre que :

NA
∞
(
fn − f

)
= fn

( 1√
2n

)
=

√
n

2e
−−−→
n→∞

+∞.

Pas de convergence uniforme sur R+, et pourtant, fn et f sont continues sur R+.

3. Théorème de la double limite

Il s’agit de l’extension au cas où a ∈ A (ou, lorsque E = R aux cas où a = +∞ ou
a = −∞) et où, pour tout n ∈ N, fn admet une limite en a.

Théorème
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de A dans F , a un point adhérent à
A (si E = R, on peut prendre a = +∞ ou a = −∞). Si (fn) converge
uniformément vers f sur A et si fn(x) −−−→

x→a
�n ∈F pour tout n∈N, alors

(�n) converge dans
(
F,N

)
. Si � est sa limite, f(x) −−−→

x→a
�.

Autrement dit : lim
n→∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
=lim

x→a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
.

Démonstration

(fn) converge uniformément vers f sur V voisinage pointé de a et, pour tout
n∈N, fn admet une limite �n dans F en a.
Soient ε > 0 puis n0 ∈N tels que n � n0 ⇒ NA

∞(fn − f) � ε.
• Si n � n0 et x∈V,N(fn(x) − fn0

(x)) � 2ε par inégalité triangulaire et donc,
quand x → a,N(�n − �n0) � 2ε ce qui montre que la suite (�n) est bornée.

• Soit α une valeur d’adhérence de (�n) ; soit α = lim
n→∞

�ϕ(n).

Supposons que {n∈N |N(�n − α) > ε} n’est pas fini, on choisit une suite extraite
convergente (�ψ(n)) de (�n) telle que, pour tout n∈N, N(�ψ(n) − α) > ε et l’on
note β sa limite.

Soit p∈N tel que n � p ⇒ NA
∞(fn−f) �

ε

3
, alors si n � p,NA

∞(fϕ(n)−fψ(n)) �
2ε

3

doù N(�ϕ(n) − �ψ(n)) �
2ε

3
puis, lorsque n → ∞, ε � N(α − β) �

2ε

3
, ce qui est

absurde.

• Soient n1 ∈N tel que n � n1 ⇒ N(�− α) � ε et n2 = max(n0, n1).
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Exemples
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2n
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Soit W un voisinage pointé de a sur lequel N(fn2(x)− �n2) � ε.

x∈W ⇒ N(f(x)− α) � N(f(x)− fn2
(x)) +N(fn2

(x)− �n2
) +N(�n2

− α) � 3ε
et le théorème de double limite est prouvé.��

III. Approximations de fonctions

Dans tout ce paragraphe, les applications considérées sont définies sur un intervalle
I non trivial de R et à valeurs dans un K-espace vectoriel F de dimension finie.

1. Subdivisions

1.1. Définition 1
On appelle subdivision du segment [a, b] de R, toute suite finie strictement
croissante (ak)0�k�n de points de [a, b] telle que : a0 = a, an = b.

1.2. Définition 2
Si σ = (ak)0�k�n et σ′ = (bi)0�i�m sont deux subdivisions de [a, b], σ est
moins fine que σ′ si tout point de σ est un point de σ′ : on note σ ⊂ σ′.

1.3. Définition 3
Soient σ, σ′ deux subdivisions de [a, b].

(i) On note σ∩σ′ la subdivision de [a, b] obtenue en ordonnant dans l’ordre
croissant les points communs à σ et σ′.

(ii) On note σ∪σ′ la subdivision de [a, b] obtenue en ordonnant dans l’ordre
croissant les points appartenant à σ ou σ′.

(iii) On a alors σ ∩ σ′ ⊂ σ ⊂ σ ∪ σ′ et σ ∩ σ′ ⊂ σ′ ⊂ σ ∪ σ′.

Exemples
(
a,

a+ b

2
, b
)
; (a, b) ; (ak)0�k�n où ak = a+ k

b− a

n
sont trois subdivi-

sions du segment [a, b].

2. Fonctions continues par morceaux

2.1. Définition
f ∈ F([a, b], F ) est dite continue par morceaux sur le segment [a, b] de R
− on note f ∈ CM([a, b], F ) − s’il existe une subdivision σ = (ak)0�k�n de
[a, b] telle que pour tout k ∈ [[1, n]], la restriction de f à l’intervalle ouvert
]ak−1, ak[ soit prolongeable par continuité au segment [ak−1, ak]. Une telle
subdivision est dite subordonnée à f .

f ∈ F(I, F ) est dite continue par morceaux sur l’intervalle I si elle l’est sur
tout segment inclus dans I. On note f ∈ CM(I, F ).

2.2. Propriétés

a. Si f ∈ CM([a, b], F ), une subvivision subordonnée à f contient les points de
discontinuité de f . Il y en a un nombre fini.

b. Toute subdivision plus fine que σ de la définition est encore subordonnée à f .

c. CM([a, b], F ) est un sous-espace vectoriel de F([a, b], F ).

Démonstration

a. et b. sont immédiates.
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c. CM([a, b], F ) ⊂ F([a, b], F ). CM([a, b], F ) �= ∅ car ω : x �→ 0F est élément de
CM([a, b], F ). Soient f et g deux éléments de CM([a, b], F ) et λ ∈ K. σ1 et σ2

étant deux subdivisions subordonnées respectivement à f et g, σ = σ1 ∪ σ2 est
une subdivision de [a, b] plus fine que σ1 et σ2, donc subordonnée à f et g. Notons
σ = (ak)0�k�n ; λf + g est continue sur ]ak−1, ak[ et prolongeable par continuité
à [ak−1, ak], pour tout k ∈ [[1, n]], d’après les théorèmes sur la continuité et les
limites de fonctions de F([a, b], F ).��

2.3. Exemple

La fonction f : x �→ x2 − �x2� est continue par morceaux sur R.
3. Fonctions en escalier

3.1. Définitions
1. f ∈ F([a, b], F ) est dite en escalier − on note f ∈ E([a, b], F ) − s’il existe
une subdivision σ = (ak)0�k�n de [a, b] telle que, pour tout k ∈ [[1, n]], la
restriction de f à l’intervalle ouvert ]ak−1, ak[ est constante.
Une telle subdivision est dite subordonnée à f .

2. f ∈ F(I, F ) est dite en escalier - on note f ∈ E(I, F ) - s’il existe un
segment [a, b] inclus dans I tel que f

[a, b]
∈ E([a, b], F ) et f est nulle en

dehors de [a, b].

3.2. Propriétés

a. Toute subdivision plus fine que σ de la définition est encore subordonnée à f .

b. E(I, F ) est un sous-espace vectoriel de CM(I, F ).

c. E(I,K) est le sous-espace vectoriel de F(I,K) engendré par les fonctions
caractéristiques d’intervalles.

Démonstration

a. est immédiate et b. est analogue à 2.2.c. au remplacement de continue par
constante.

c. Le résultat découle de : f =

n−1∑
k=0

λkI]ak,ak+1[
+

n∑
k=0

f(ak)I{ak} si f(x) = λk, pour

x ∈ ]ak, ak+1[.��

3.3. Exemple

La fonction f : x �→
{ �x� si x∈[a, b]
0 sinon

est élément de E(R,R).

4. Fonctions continues affines par morceaux

4.1. Définition
f ∈ F([a, b], F ) est continue affine par morceaux - on note f ∈ CAM([a, b], F )
s’il existe une subdivision σ = (ak)0�k�n de [a, b] telle que pour tout
k ∈ [[1, n]], la restriction de f aux segments [ak−1, ak] est affine.

4.2. Propriétés

a. CAM([a, b], F ) est un sous-espace vectoriel de C([a, b], F ).

b. CAM([a, b],R) admet pour base (ϕc)c∈[a,b] où ϕc(t) = |t− c|.
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4.1. Définition
f ∈ F([a, b], F ) est continue affine par morceaux - on note f ∈ CAM([a, b], F )
s’il existe une subdivision σ = (ak)0�k�n de [a, b] telle que pour tout
k ∈ [[1, n]], la restriction de f aux segments [ak−1, ak] est affine.

4.2. Propriétés

a. CAM([a, b], F ) est un sous-espace vectoriel de C([a, b], F ).

b. CAM([a, b],R) admet pour base (ϕc)c∈[a,b] où ϕc(t) = |t− c|.
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c. CM([a, b], F ) ⊂ F([a, b], F ). CM([a, b], F ) �= ∅ car ω : x �→ 0F est élément de
CM([a, b], F ). Soient f et g deux éléments de CM([a, b], F ) et λ ∈ K. σ1 et σ2

étant deux subdivisions subordonnées respectivement à f et g, σ = σ1 ∪ σ2 est
une subdivision de [a, b] plus fine que σ1 et σ2, donc subordonnée à f et g. Notons
σ = (ak)0�k�n ; λf + g est continue sur ]ak−1, ak[ et prolongeable par continuité
à [ak−1, ak], pour tout k ∈ [[1, n]], d’après les théorèmes sur la continuité et les
limites de fonctions de F([a, b], F ).��

2.3. Exemple

La fonction f : x �→ x2 − �x2� est continue par morceaux sur R.
3. Fonctions en escalier

3.1. Définitions
1. f ∈ F([a, b], F ) est dite en escalier − on note f ∈ E([a, b], F ) − s’il existe
une subdivision σ = (ak)0�k�n de [a, b] telle que, pour tout k ∈ [[1, n]], la
restriction de f à l’intervalle ouvert ]ak−1, ak[ est constante.
Une telle subdivision est dite subordonnée à f .

2. f ∈ F(I, F ) est dite en escalier - on note f ∈ E(I, F ) - s’il existe un
segment [a, b] inclus dans I tel que f

[a, b]
∈ E([a, b], F ) et f est nulle en

dehors de [a, b].

3.2. Propriétés

a. Toute subdivision plus fine que σ de la définition est encore subordonnée à f .

b. E(I, F ) est un sous-espace vectoriel de CM(I, F ).

c. E(I,K) est le sous-espace vectoriel de F(I,K) engendré par les fonctions
caractéristiques d’intervalles.

Démonstration

a. est immédiate et b. est analogue à 2.2.c. au remplacement de continue par
constante.

c. Le résultat découle de : f =

n−1∑
k=0

λkI]ak,ak+1[
+

n∑
k=0

f(ak)I{ak} si f(x) = λk, pour

x ∈ ]ak, ak+1[.��

3.3. Exemple

La fonction f : x �→
{ �x� si x∈[a, b]
0 sinon

est élément de E(R,R).

4. Fonctions continues affines par morceaux

4.1. Définition
f ∈ F([a, b], F ) est continue affine par morceaux - on note f ∈ CAM([a, b], F )
s’il existe une subdivision σ = (ak)0�k�n de [a, b] telle que pour tout
k ∈ [[1, n]], la restriction de f aux segments [ak−1, ak] est affine.

4.2. Propriétés

a. CAM([a, b], F ) est un sous-espace vectoriel de C([a, b], F ).

b. CAM([a, b],R) admet pour base (ϕc)c∈[a,b] où ϕc(t) = |t− c|.
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Démonstration

a. Analogue à celle faite en 2.2.c) au remplacement de continue par affine.

b. Soit Aσ l’ensemble des fonctions de CAM([a, b],R) pour lesquelles la subdivision
σ = (ak)0�k�p de [a, b] est une subdivision subordonnée. Aσ est clairement un sous-
espace vectoriel de CAM([a, b],R). Soit L : Aσ → Rp+1, f �→

(
f(a0), . . . , f(ap)

)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels car une fonction affine est entièrement
déterminée par ses 〈〈nœuds 〉〉 autrement dit, les (ai, f(ai)), 0 � i � p, puisqu’une
fonction affine est déterminée par les images de deux points. Donc dim(Aσ) = p+1.
Il suffit de montrer que la famille (ϕai

)0�i�p est libre pour en déduire que cette
famille est une base de Aσ et conclure. Supposons-la liée. Il existe une famille

(λi)0�i�p de réels non tous nuls tels que

p∑
i=0

λiϕai
= 0. (�)

S’il existe j ∈ [[1, p− 1]] tel que λj �= 0, alors
∑
i�=j

λiϕai
= −λjϕaj

.

λjϕaj
n’est pas dérivable en aj alors que la fonction du premier membre de l’égalité

précédente l’est. Ceci est impossible. Donc : λi = 0 si i ∈ [[1, p − 1]]. On déduit
alors de (�) que λ0ϕa + λpϕb = 0. D’où λ0ϕa(b) = 0 = λpϕb(a).

Enfin λi = 0 si i ∈ [[0, p]]. D’où la conclusion.

Le lecteur étudiant attentif aura noté la nécessité de supposer que j ∈ [[1, p−1]] dans
le raisonnement précédent. En effet, ϕa(t) = |t−a| = t−a et ϕb(t) = |t−b| = b− t
si t ∈ [a, b]. Les fonctions ϕa et ϕb sont dérivables sur [a, b].��

5. Théorèmes d’approximation

5.1. Théorème
Toute fonction f ∈ C([a, b], F ) est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de
fonctions en escalier.

Démonstration

f ∈ C([a, b], F ) est uniformément continue sur [a, b], d’après le théorème de Heine.
Donc : ∀ε ∈ R∗

+, ∃α ∈ R∗
+, ∀(x, y) ∈ [a, b]2, |x− y| < α ⇒ N(f(x)− f(y)) < ε.

Il existe m0(ε) ∈ N∗ tel que
b− a

m0(ε)
< α. Il suffit de prendre m0(ε) = E

[b− a

α

]
+1.

Soit n > m0(ε) et la subdivision σn = (ak)0�k�n où ak = a+ k
b− a

n
·

Soit ϕn ∈ E(R, F ) définie par : ϕn(t) = 0 si t �∈ [a, b] et

∀k ∈ [[1, n]], ∀t ∈]ak−1, ak[, ϕn(t) = f(ak) et ∀k ∈ [[0, n]], ϕn(ak) = f(ak).

∀t ∈ [a, b], ∃i ∈ [[1, n]], t ∈ [ai−1, ai], |t− ai| � ai − ai−1 =
b− a

n
< α, d’où :

N
(
f(t)− f(ai)

)
= N

(
f(t)− ϕn(t)

)
< ε. On peut donc conclure que :

∀ε ∈ R∗
+, ∃m0(ε) ∈ N, ∀n ∈ N, n > m0(ε) ⇒ N [a,b]

∞ (f − ϕn) < ε. ��

5.2. Théorème
Toute fonction f ∈ CM([a, b], F ) est limite uniforme sur [a, b] d’une suite
de fonctions en escalier.
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Démonstration

f ∈ CM([a, b], F ). Il existe σ = (bj)0�j�p une subdivision de [a, b] subordonnée à
f . La restriction de f à ]bj−1, bj [ admet gj pour prolongement par continuité sur
[bj−1, bj ]. Du théorème précédent, on déduit, pour tout ε ∈ R∗

+, l’existence d’une
suite (gn,j)n de fonctions en escalier sur R nulle hors de [bj−1, bj ] à valeurs dans
F et de mj ∈ N tels que : ∀n > mj , ∀x ∈ ]bj−1, bj [, N

(
gj(x)− gn,j(x)

)
� ε. (1)

Soit ϕn : R → F , définie par : ϕn(t) = 0 si t �∈ [a, b]

∀j ∈ [[0, n]], ϕn(bj) = f(bj) et ∀j ∈ [[1, p]], ∀t ∈]bj−1, bj [, ϕn(t) = gn,j(t)

ϕn ∈ E(R, F ) et si m(ε) = max(m1, . . . ,mp) ∈ N∗, pour tout n > m(ε), pour tout
t ∈ [a, b], il existe j ∈ [[1, p]] tel que t ∈ [bj−1, bj ].

Si t = bj alors N
(
ϕn(t)− f(t)

)
= 0 < ε.

Si t ∈ ]bj−1, bj [, alors N
(
ϕn(t)− f(t)

)
= N

(
gn,j(t)− gj(t)

)
� ε d’après (1). ��

5.3. Théorème
Toute fonction f ∈ C([a, b], F ) est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de
fonctions continues affines par morceaux sur [a, b].

Démonstration

Utilisation du début de la démonstration du théorème 5.1. Soit ψn définie par :

∀t ∈ [ak−1, ak], ψn(t) =
1

ak − ak−1

[
(ak − t)f(ak−1) + (t− ak−1)f(ak)

]

On note que : f(t) =
1

ak − ak−1

[
(ak − t)f(t) + (t− ak−1)f(t)

]
. Donc :

N
(
f(t)−ψn(t)

)
�

1

ak − ak−1

[
(ak−t)N

(
f(ak−1)−f(t)

)
+(t−ak−1)N

(
f(ak)−f(t)

)]

Donc : ∀t ∈ [ak−1, ak], N
(
f(t)− ψn(t)

)
�

1

ak − ak−1

[
(ak − t)ε+ (t− ak−1)ε

]
= ε.

D’où la conclusion car tout t ∈ [a, b] est dans un [ak−1, ak].��
5.4. Théorème (d’approximation de Weierstrass)

Toute fonction f ∈ C([a, b],C) est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de
fonctions polynômes.

Démonstration (non exigible)

Notons qu’il suffit de faire la démonstration pour les fonctions à valeurs réelles.
En effet, f ∈ C([a, b],C) ⇐⇒ (�e(f),�m(f)) ∈ (C([a, b],R))2. S’il existe
des suites de fonctions polynômes (λn), (µn) convergeant uniformément sur [a, b]
vers �e(f) et �m(f), alors la suite de fonctions polynômes (νn) définie par
νn = λn + iµn converge uniformément vers f sur [a, b], d’après I.3.

• Montrons qu’il existe une suite de fonctions convergeant uniformément vers
x �→ |x| sur [−1,+1].

Soit (fn)n∈N définie par f0(x)=0 et ∀x∈[−1, 1], fn+1(x)=fn(x)+
1

2

(
x2−f2

n(x)
)
.

On montre, par une récurrence immédiate, que toutes les fonctions fn sont
polynomiales à coefficients réels, et paires. Ce qui ramène à l’étude sur [0, 1].

Soit x ∈ [0, 1]. La fonction F définie par F : [0, 1] → R, t �→ t +
1

2

(
x2 − t2)

est dérivable et F ′(t) = 1 − t � 0. Donc F est croissante. D’où F ([0, x]) ⊂ [0, x].



170 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Démonstration

a. Analogue à celle faite en 2.2.c) au remplacement de continue par affine.

b. Soit Aσ l’ensemble des fonctions de CAM([a, b],R) pour lesquelles la subdivision
σ = (ak)0�k�p de [a, b] est une subdivision subordonnée. Aσ est clairement un sous-
espace vectoriel de CAM([a, b],R). Soit L : Aσ → Rp+1, f �→

(
f(a0), . . . , f(ap)

)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels car une fonction affine est entièrement
déterminée par ses 〈〈nœuds 〉〉 autrement dit, les (ai, f(ai)), 0 � i � p, puisqu’une
fonction affine est déterminée par les images de deux points. Donc dim(Aσ) = p+1.
Il suffit de montrer que la famille (ϕai

)0�i�p est libre pour en déduire que cette
famille est une base de Aσ et conclure. Supposons-la liée. Il existe une famille

(λi)0�i�p de réels non tous nuls tels que

p∑
i=0

λiϕai
= 0. (�)

S’il existe j ∈ [[1, p− 1]] tel que λj �= 0, alors
∑
i�=j

λiϕai
= −λjϕaj

.

λjϕaj
n’est pas dérivable en aj alors que la fonction du premier membre de l’égalité

précédente l’est. Ceci est impossible. Donc : λi = 0 si i ∈ [[1, p − 1]]. On déduit
alors de (�) que λ0ϕa + λpϕb = 0. D’où λ0ϕa(b) = 0 = λpϕb(a).

Enfin λi = 0 si i ∈ [[0, p]]. D’où la conclusion.

Le lecteur étudiant attentif aura noté la nécessité de supposer que j ∈ [[1, p−1]] dans
le raisonnement précédent. En effet, ϕa(t) = |t−a| = t−a et ϕb(t) = |t−b| = b− t
si t ∈ [a, b]. Les fonctions ϕa et ϕb sont dérivables sur [a, b].��

5. Théorèmes d’approximation

5.1. Théorème
Toute fonction f ∈ C([a, b], F ) est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de
fonctions en escalier.

Démonstration

f ∈ C([a, b], F ) est uniformément continue sur [a, b], d’après le théorème de Heine.
Donc : ∀ε ∈ R∗

+, ∃α ∈ R∗
+, ∀(x, y) ∈ [a, b]2, |x− y| < α ⇒ N(f(x)− f(y)) < ε.

Il existe m0(ε) ∈ N∗ tel que
b− a

m0(ε)
< α. Il suffit de prendre m0(ε) = E

[b− a

α

]
+1.

Soit n > m0(ε) et la subdivision σn = (ak)0�k�n où ak = a+ k
b− a

n
·

Soit ϕn ∈ E(R, F ) définie par : ϕn(t) = 0 si t �∈ [a, b] et

∀k ∈ [[1, n]], ∀t ∈]ak−1, ak[, ϕn(t) = f(ak) et ∀k ∈ [[0, n]], ϕn(ak) = f(ak).

∀t ∈ [a, b], ∃i ∈ [[1, n]], t ∈ [ai−1, ai], |t− ai| � ai − ai−1 =
b− a

n
< α, d’où :

N
(
f(t)− f(ai)

)
= N

(
f(t)− ϕn(t)

)
< ε. On peut donc conclure que :

∀ε ∈ R∗
+, ∃m0(ε) ∈ N, ∀n ∈ N, n > m0(ε) ⇒ N [a,b]

∞ (f − ϕn) < ε. ��

5.2. Théorème
Toute fonction f ∈ CM([a, b], F ) est limite uniforme sur [a, b] d’une suite
de fonctions en escalier.
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Démonstration

f ∈ CM([a, b], F ). Il existe σ = (bj)0�j�p une subdivision de [a, b] subordonnée à
f . La restriction de f à ]bj−1, bj [ admet gj pour prolongement par continuité sur
[bj−1, bj ]. Du théorème précédent, on déduit, pour tout ε ∈ R∗

+, l’existence d’une
suite (gn,j)n de fonctions en escalier sur R nulle hors de [bj−1, bj ] à valeurs dans
F et de mj ∈ N tels que : ∀n > mj , ∀x ∈ ]bj−1, bj [, N

(
gj(x)− gn,j(x)

)
� ε. (1)

Soit ϕn : R → F , définie par : ϕn(t) = 0 si t �∈ [a, b]

∀j ∈ [[0, n]], ϕn(bj) = f(bj) et ∀j ∈ [[1, p]], ∀t ∈]bj−1, bj [, ϕn(t) = gn,j(t)

ϕn ∈ E(R, F ) et si m(ε) = max(m1, . . . ,mp) ∈ N∗, pour tout n > m(ε), pour tout
t ∈ [a, b], il existe j ∈ [[1, p]] tel que t ∈ [bj−1, bj ].

Si t = bj alors N
(
ϕn(t)− f(t)

)
= 0 < ε.

Si t ∈ ]bj−1, bj [, alors N
(
ϕn(t)− f(t)

)
= N

(
gn,j(t)− gj(t)

)
� ε d’après (1). ��

5.3. Théorème
Toute fonction f ∈ C([a, b], F ) est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de
fonctions continues affines par morceaux sur [a, b].

Démonstration

Utilisation du début de la démonstration du théorème 5.1. Soit ψn définie par :

∀t ∈ [ak−1, ak], ψn(t) =
1

ak − ak−1

[
(ak − t)f(ak−1) + (t− ak−1)f(ak)

]

On note que : f(t) =
1

ak − ak−1

[
(ak − t)f(t) + (t− ak−1)f(t)

]
. Donc :

N
(
f(t)−ψn(t)

)
�

1

ak − ak−1

[
(ak−t)N

(
f(ak−1)−f(t)

)
+(t−ak−1)N

(
f(ak)−f(t)

)]

Donc : ∀t ∈ [ak−1, ak], N
(
f(t)− ψn(t)

)
�

1

ak − ak−1

[
(ak − t)ε+ (t− ak−1)ε

]
= ε.

D’où la conclusion car tout t ∈ [a, b] est dans un [ak−1, ak].��
5.4. Théorème (d’approximation de Weierstrass)

Toute fonction f ∈ C([a, b],C) est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de
fonctions polynômes.

Démonstration (non exigible)

Notons qu’il suffit de faire la démonstration pour les fonctions à valeurs réelles.
En effet, f ∈ C([a, b],C) ⇐⇒ (�e(f),�m(f)) ∈ (C([a, b],R))2. S’il existe
des suites de fonctions polynômes (λn), (µn) convergeant uniformément sur [a, b]
vers �e(f) et �m(f), alors la suite de fonctions polynômes (νn) définie par
νn = λn + iµn converge uniformément vers f sur [a, b], d’après I.3.

• Montrons qu’il existe une suite de fonctions convergeant uniformément vers
x �→ |x| sur [−1,+1].

Soit (fn)n∈N définie par f0(x)=0 et ∀x∈[−1, 1], fn+1(x)=fn(x)+
1

2

(
x2−f2

n(x)
)
.

On montre, par une récurrence immédiate, que toutes les fonctions fn sont
polynomiales à coefficients réels, et paires. Ce qui ramène à l’étude sur [0, 1].

Soit x ∈ [0, 1]. La fonction F définie par F : [0, 1] → R, t �→ t +
1

2

(
x2 − t2)

est dérivable et F ′(t) = 1 − t � 0. Donc F est croissante. D’où F ([0, x]) ⊂ [0, x].
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Comme fn+1(x) = F (fn(x)), la suite réelle (fn(x))n∈N est bornée. De la croissance
de F , on déduit la monotonie de (fn(x))n et donc la convergence vers �(x) ∈ [0, x].

F étant continue, �(x) = F (�(x)), d’où �2(x) = x2 et �(x) = x car �(x) � 0.

La suite (fn)n converge simplement sur [0, 1] vers la fonction � : [0, 1] → R.

Montrons par récurrence (HRn) : ∀x ∈ [0, 1]0 � x− fn(x) �
2x

2 + nx
·

(HR0) est aisément vérifiée. On a, pour tout x ∈ [0, 1],

x− fn+1(x) =
1

2
(x− fn(x))

(
2− x− fn(x)

)
. (1)

Si (HRn) est vraie, on a : 0 � 2−x−fn(x) � 2(1−x)+
2x

2 + nx
� 2

2 + (n− 1)x

2 + nx
·

Donc, pour tout x ∈ [0, 1], 0 � x− fn(x) �
2x

2 + (n+ 1)x
α(x),

où α(x) =
(2 + (n+ 1)x)(2 + (n− 1)x)

(2 + nx)2
=

(2 + nx)2 − x2

(2 + nx)2
∈[0, 1].

D’où (HRn+1) et (HRn) pour tout n ∈ N par théorème de récurrence.

Pour tout x ∈ ]0, 1],
2x

2 + nx
=

2
2

x
+ n

�
2

n+ 2
· Donc N

[0,1]
∞ (�− fn) �

2

n+ 2
·

La suite de fonctions (fn)n∈N converge uniformément vers � sur [0, 1] et donc, par
parité, elle converge uniformément vers ϕ0 : x �→ |x| sur [−1,+1].

• Montrons qu’il existe une suite de fonctions convergeant uniformément vers
ϕc : t �→ |t− c| sur [a, b] avec c ∈ [a, b].

Soit r = max(c− a, b− c), r > 0. Alors [a, b] ⊂ [c− r, c+ r].

u : x �→ c + rx est une bijection affine de [−1,+1] sur [c − r, c + r]. La bijection

réciproque s’écrit t �→ t− c

r
·

Il existe une suite (Pn)n de fonctions polynomiales à coefficients réels telle que :

∀ε ∈ R∗
+, ∃n1(ε) ∈ N, ∀n � n1(ε), ∀x ∈ [−1,+1],

∣∣Pn(x)− |x|
∣∣ � ε

r

d’après la première étape. Alors : ∀x ∈ [c− r, c+ r],

∣∣∣∣Pn

( t− c

r

)
−
∣∣∣ t− c

r

∣∣∣
∣∣∣∣ �

ε

r
·

En posant Qn(t) = r Pn

( t− c

r

)
, (Qn)n est une suite de fonctions polynomiales à

coefficients réels convergeant uniformément vers ϕc : t �→ |t− c| sur [a, b].
• Soit ε ∈ R∗

+ et f ∈ C
(
[a, b],R

)
.

D’après III.5.3. il existe g ∈ CAM
(
[a, b],R

)
tel que N

[a,b]
∞ (g − f) �

ε

2
·

D’après III.4.2.b), il existe p ∈ N et (λi)0�i�p ∈ Rp+1 tels que g =

p∑
i=0

λiϕci .

D’après la seconde étape, il existe une suite (Qn,i)n de fonctions polynomiales à
coefficients réels qui converge uniformément vers ϕci sur [a, b]. Si Λ = max

0�i�p
|λi|+1,

∃m(ε) ∈ N, ∀i ∈ [[0, p]], ∀n � m(ε), N
[a,b]
∞

(
Qn,i − ϕci

)
<

ε

2(p+ 1)Λ
·

Rn =

p∑
i=0

λiQn,i est une fonction polynomiale et : ∀n � m(ε), N
[a,b]
∞

(
Rn − g

)
�

ε

2
·

D’où : N
[a,b]
∞

(
Rn − f

)
� ε si n � m(ε) et la conclusion du théorème.��
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IV. Séries de fonctions

A. Divers modes de convergence

1. Définitions

1.1. Définition

On appelle série de fonctions, une série de F
(
A,F

)
− on la note

∑
un −

où un : A → F, x �→ un(x). On note Sn(x) =

n∑
k=0

uk(x). À la série
∑

un est

associée la suite de fonctions (Sn).

Exemples

a. un(x) =
exp(−nx2)

n2
,x ∈ R, n � 1, b. un(x) =

1

nx
,x ∈ R, n � 1,

c. un =
1

n+ 1
χ
[n,n+1[, x ∈ A = R+, d. un(x) =

(−1)n

n+ x
,x ∈ R.

1.2. Définition (convergence simple)

La série de fonctions
∑

un converge simplement sur A si la série
∑

un(x)
de vecteurs de F converge pour tout x ∈ A. On appelle alors somme
de la série de fonctions, l’application S ∈ F

(
A,F

)
telle que pour tout

x ∈ A,S(x) =
∞∑

n=0

un(x). On note alors Rn(x) = (S−Sn)(x) =

∞∑
k=n+1

uk(x).

Exemples

a.
∑

un converge simplement sur R car pour tout x ∈ R, 0 � un(x) �
1

n2
·

b.
∑

un converge simplement sur ]1,+∞[ cf. séries de Riemann.

La somme de cette série est la fonction Zêta de Riemann. On note

∀x ∈ ]1,+∞[ , ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx

c.
∑

un converge simplement sur R+ car : ∀x ∈ R+, ∃p ∈ N, p = �x�.
Donc, pour tout n ∈ N, n > p ⇒ Sn(x) = up(x).

d.
∑

un converge simplement sur R \ Z−. En effet un(x) est défini si x + n �= 0,
donc si x �∈ Z−. Inversement si x �∈ Z−, un(x) est le terme général d’une série
alternée qui converge avec le théorème spécial si n � N = �−x�+ 1.

1.3. Définition
La série de fonctions

∑
un converge uniformément sur une partie B de

A si l’une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) La suite de fonctions (Sn)n∈N converge uniformément sur B vers S.

(ii) La suite de fonctions (Rn)n∈N existe et converge uniformément sur B
vers la fonction nulle sur B.
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Comme fn+1(x) = F (fn(x)), la suite réelle (fn(x))n∈N est bornée. De la croissance
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2x

2 + nx
·
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1

2
(x− fn(x))

(
2− x− fn(x)

)
. (1)
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2x

2 + nx
� 2

2 + (n− 1)x

2 + nx
·
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2x

2 + (n+ 1)x
α(x),

où α(x) =
(2 + (n+ 1)x)(2 + (n− 1)x)

(2 + nx)2
=

(2 + nx)2 − x2

(2 + nx)2
∈[0, 1].
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Pour tout x ∈ ]0, 1],
2x

2 + nx
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2
2

x
+ n

�
2

n+ 2
· Donc N

[0,1]
∞ (�− fn) �

2

n+ 2
·
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·
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r
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r

)
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r
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∣∣∣∣ �

ε

r
·
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r

)
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(
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)
.
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(
[a, b],R

)
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[a,b]
∞ (g − f) �

ε

2
·
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i=0
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∞

(
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)
<

ε

2(p+ 1)Λ
·
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p∑
i=0
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[a,b]
∞

(
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)
�

ε

2
·
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∞
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IV. Séries de fonctions

A. Divers modes de convergence
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∑
un −
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uk(x). À la série
∑

un est

associée la suite de fonctions (Sn).
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c. un =
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n+ 1
χ
[n,n+1[, x ∈ A = R+, d. un(x) =

(−1)n

n+ x
,x ∈ R.

1.2. Définition (convergence simple)

La série de fonctions
∑
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∑
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b.
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Donc, pour tout n ∈ N, n > p ⇒ Sn(x) = up(x).

d.
∑

un converge simplement sur R \ Z−. En effet un(x) est défini si x + n �= 0,
donc si x �∈ Z−. Inversement si x �∈ Z−, un(x) est le terme général d’une série
alternée qui converge avec le théorème spécial si n � N = �−x�+ 1.

1.3. Définition
La série de fonctions

∑
un converge uniformément sur une partie B de

A si l’une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) La suite de fonctions (Sn)n∈N converge uniformément sur B vers S.

(ii) La suite de fonctions (Rn)n∈N existe et converge uniformément sur B
vers la fonction nulle sur B.
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1.4. Définition
La série de fonctions

∑
un converge normalement sur B ⊂ A si l’une

des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) La série à termes réels positifs
∑

NB
∞(un) converge,

(ii) Il existe une série
∑

αn à termes réels positifs (et indépendants de x),
convergente telle que : ∀n∈N, ∀x∈B,N(un(x)) � αn.

2. Comparaison des modes de convergence

2.1. Théorème
1. Une série normalement convergente sur A est uniformément convergente
sur A. La réciproque est fausse.

2. Une série uniformément convergente sur A, est uniformément convergente
sur tout compact inclus dans A. La réciproque est fausse.

3. Une série uniformément convergente sur A, convergente simplement sur
A. La réciproque est fausse.

Démonstration

1. Si
∑

un converge normalement sur A, il existe p ∈ N tel que :
∀n � p, ∀x ∈ A,N(un(x)) � N∞(un). D’où l’existence de Rn(x) pour x∈A.
Donc, pour tout n � p et tout x ∈ A,N

(
Rn(x)

)
� rn, où rn est le reste de la série

réelle convergente de terme général N∞(un). Comme rn est indépendant de x et
lim

n→∞
rn = 0, la suite (Rn)n∈N converge uniformément vers la fonction nulle sur A.

2. et 3. sont conséquences de théorèmes analogues sur les suites de fonctions.

Les exercices suivants constitueront des contre-exemples pour les réciproques.��

2.2. Exemples

Étude des exemples qui suivent la définition IV.A.1.1.

a.
∑

un converge normalement donc uniformément, donc simplement sur R.
b. Soit α > 1. ∀x∈[α,+∞[ , 0 < un(x) �

1

nα
·
∑

un converge normalement donc

uniformément sur [α,+∞[, donc uniformément sur tout segment de ]1,+∞[ mais

pas sur ]1,+∞[. En effet : ∀x > 1, ∀n � 1, Rn(x) =

∞∑
k=n+1

1

kx
>

2n∑
k=n+1

1

kx
>

n

(2n)x
·

Donc : ∀x > 1, ∀n � 1, Rn(x) > ϕ(x) = 2−xn1−x.

ϕ étant décroissante sur ]1,+∞[, sup
x∈ ]1,+∞[

ϕ(x) =
1

2
· Donc sup

x∈ ]1,+∞[

Rn(x) �
1

2
·

c.NA
∞(un) =

1

n+ 1
·Donc

∑
un ne converge pas normalement sur A, mais converge

normalement sur tout segment de A car Rn(x) = 0 à partir d’un certain rang

indépendant de x. Elle converge uniformément sur A car 0 � Rn(x) �
1

n+ 1
·

d. NA
∞(un) = sup

x∈A

1

|n+ x|
· Donc

∑
un ne converge pas normalement sur A ici

R \ Z−.
∑

un converge uniformément sur R�+, car, en tant que série alternée

convergeant avec le théorème spécial, ∀x ∈ R�+, |Rn(x)| �
1

n+ 1 + x
�

1

n+ 1
·

Donc (Rn) converge uniformément vers la fonction nulle sur R∗
+.
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Montrons que
∑

un converge uniformément sur tout segment inclus dans R \ Z−.

Première méthode : si p ∈ Z∗
−, x ∈ ]− p,−p+ 1[⇒ ∀n > p, |Rn(x)| �

1

n+ 1− p
·

Deuxième méthode : soit [a, b] un segment inclus dans A. Fixons n0 ∈ N tel que

[a + n0, b + n0] ⊂ R+. Si x ∈ [a, b],
( 1

x+ n

)
n�n0

converge vers 0 en décroissant.

Du théorème spécial des séries alternées on déduit la convergence de la série réelle
∑

un(x) et pour tout n � n0,
∣∣∣

∞∑
k=n

uk(x)
∣∣∣ � |un(x)| �

1

n+ a
qui est indépendant

de x et tend vers 0 quand n → ∞, donc
∑

un converge uniformément sur [a, b].

B. Propriétés de la somme

1. Continuité

1.1. Théorème
Soit

∑
un une série de fonctions de C(A,F ) qui converge uniformément sur

A (resp. sur tout compact inclus dans A). Sa somme est continue sur A.

Démonstration

On applique à (Sn) le théorème de continuité de la limite d’une suite de fonctions.��

1.2. Exemple

La fonction ζ est continue sur ]1,+∞[, d’après l’exemple IV.A.2.2.b).

2. Limite en un point

Théorème de la double limite

Soient
∑

un une série de fonctions de F
(
A,F

)
qui converge uniformément

sur A et a un point adhérent à A (si E = R, a peut être +∞ ou −∞).

S’il existe vn ∈ F tel que vn = lim
x→a

un(x), alors
∑

vn converge et
∞∑

n=0

lim
x→a

un(x) =

∞∑
n=0

vn = lim
x→a

( ∞∑
n=0

un(x)
)
.

Démonstration

C’est le théorème de la double limite appliqué à la suite de fonctions (Sn).��
Applications

• lim
+∞

ζ = 1. En effet, pour n � 1, un(x) =
1

nx
· Donc vn = 0 si n � 2 et v1 = 1. Or

la série
∑

un converge uniformément sur [2,+∞[, d’où le résultat.

• Prouvons une seconde fois que
∑

fn où fn(x) =
1

nx
ne converge pas uni-

formément sur ]1,+∞[. Si c’était le cas, comme
1

nx
−−−→
x→1

1

n
, la série

∑ 1

n
serait

convergente.
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1.4. Définition
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∞(un) converge,
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sur tout compact inclus dans A. La réciproque est fausse.
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1. Si
∑

un converge normalement sur A, il existe p ∈ N tel que :
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réelle convergente de terme général N∞(un). Comme rn est indépendant de x et
lim
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rn = 0, la suite (Rn)n∈N converge uniformément vers la fonction nulle sur A.

2. et 3. sont conséquences de théorèmes analogues sur les suites de fonctions.
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2.2. Exemples

Étude des exemples qui suivent la définition IV.A.1.1.

a.
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un converge normalement donc uniformément, donc simplement sur R.
b. Soit α > 1. ∀x∈[α,+∞[ , 0 < un(x) �

1

nα
·
∑

un converge normalement donc

uniformément sur [α,+∞[, donc uniformément sur tout segment de ]1,+∞[ mais

pas sur ]1,+∞[. En effet : ∀x > 1, ∀n � 1, Rn(x) =

∞∑
k=n+1

1

kx
>

2n∑
k=n+1

1

kx
>

n

(2n)x
·

Donc : ∀x > 1, ∀n � 1, Rn(x) > ϕ(x) = 2−xn1−x.

ϕ étant décroissante sur ]1,+∞[, sup
x∈ ]1,+∞[

ϕ(x) =
1

2
· Donc sup

x∈ ]1,+∞[

Rn(x) �
1

2
·

c.NA
∞(un) =

1

n+ 1
·Donc

∑
un ne converge pas normalement sur A, mais converge

normalement sur tout segment de A car Rn(x) = 0 à partir d’un certain rang

indépendant de x. Elle converge uniformément sur A car 0 � Rn(x) �
1

n+ 1
·

d. NA
∞(un) = sup

x∈A

1

|n+ x|
· Donc

∑
un ne converge pas normalement sur A ici

R \ Z−.
∑

un converge uniformément sur R�+, car, en tant que série alternée

convergeant avec le théorème spécial, ∀x ∈ R�+, |Rn(x)| �
1

n+ 1 + x
�

1

n+ 1
·

Donc (Rn) converge uniformément vers la fonction nulle sur R∗
+.
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Deuxième méthode : soit [a, b] un segment inclus dans A. Fixons n0 ∈ N tel que

[a + n0, b + n0] ⊂ R+. Si x ∈ [a, b],
( 1

x+ n

)
n�n0

converge vers 0 en décroissant.
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1.1. Théorème
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Théorème de la double limite

Soient
∑
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EXERCICES

1. Étudier la convergence uniforme sur [0, π] puis sur ]0, π] de la suite de fonctions

(fn) si, pour tout n∈N, fn(x) =
sin(x)

x(1 + nx)
si x �= 0 et fn(0) = 1.

2. Étudier la convergence simple (resp. uniforme) des suites de fonctions définies
par fn(x), x ∈ I :

a. fn(x) =
sin(nx)

n
√
x

si x ∈ ]0,+∞[ et fn(0) = 0.

b. fn(x) =
1

sin2(x) + (1 + x2)n
et I = R ou

(
I = ]a, b[ tel que 0 �∈ I

)
.

c. fn(x) = 4n
(
x2n − x2n+1)

et I = [0, 1].

3. Montrer que pour tout α > 0,

n∑
k=0

(
1− k

n

)nα

−−−→
n→∞

eα

eα − 1
·

4. Montrer que ζ(x)
x̃→1+

1

x− 1
·

5. Étudier les séries de fonctions suivantes : (convergence simple, uniforme,
normale sur. . . )

a. un : R∗
+ → R, x �→ 1

n+ n2x2
,n�1. Déterminer un équivalent de sa somme en 0

et en +∞.

b. un : R+ → R, x �→ (−1)n ln
(
1+

x2

n(1 + x2)

)
,n�1. Limite de la somme en +∞.

c. un : R∗
+ → R, x �→ (−1)n

nx+ (−1)n
·

6. a. Montrer à l’aide de l’inégalité de Taylor-Lagrange que la série de fonctions∑
fn, où fn est définie sur R par fn(x) =

xn

n!
, converge uniformément sur tout

compact de R et a pour somme exp.

b. Montrer que, pour tout n∈N, Pn =

2n+1∑
k=0

(−1)k
Xk

k!
admet un et un seul zéro

dans R�+ ; on le note αn. Montrer que αn −−−→
n→∞

+∞.

Exercices 177

7. Soient K une partie compacte de l’espace vectoriel normé (E,N) et A une
partie fermée de l’espace vectoriel normé (F, P ). Montrer que l’ensemble noté
W =

{
f ∈C(K,F )

∣∣ f(K) ∩ A �= ∅
}
est une partie fermée de l’espace vectoriel

normé
(
C(K,F ), N∞

)
.

8. Soit (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie et (fn)n∈N une suite
de fonctions de F([a, b], E) toutes k-lipschitziennes qui converge simplement vers
f sur [a, b]. Montrer que f est k-lipschitzienne et que la convergence est uniforme.
On pourra utiliser une subdivision de [a, b].

9. a. Étudier la série de fonctions
∑

un où un : R�+ → R, x �→
n∏

k=0

1

x+ k
·

Montrer que
∑

un ne converge pas uniformément sur ]0,+∞[.
b. Montrer que sa somme S est définie, continue et monotone sur R∗

+. Donner la
relation liant S(x) et S(x+ 1).

c. Déterminer un équivalent en 0 et en +∞ de S.

d. Montrer que : ∀x > 0, S(x) = e

∞∑
n=0

(−1)n

(x+ n)n!
·

10. Soit U l’ensemble des nombres complexes de module 1. On pose, pour z ∈ C\U,

un(z) =
z2

n

1− z2n+1 · Étudier la continuité de la somme de la série de fonctions
∑

un

et donner une expression simple de cette somme.

11. Théorème de Mertens.

Montrer que si
∑

un est absolument convergente et
∑

vn convergente, leur produit
de Cauchy est convergent et de somme W = UV

On pourra noter Un =

n∑
k=0

uk, Vn =

n∑
k=0

vk et Wn =

n∑
k=0

wk où wk =

k∑
p=0

upvk−p.

Wn = u0Vn + u1Vn−1 + · · ·+ unV0 =

n∑
k=0

ukVn−k.
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EXERCICES

1. Étudier la convergence uniforme sur [0, π] puis sur ]0, π] de la suite de fonctions

(fn) si, pour tout n∈N, fn(x) =
sin(x)

x(1 + nx)
si x �= 0 et fn(0) = 1.

2. Étudier la convergence simple (resp. uniforme) des suites de fonctions définies
par fn(x), x ∈ I :

a. fn(x) =
sin(nx)

n
√
x

si x ∈ ]0,+∞[ et fn(0) = 0.

b. fn(x) =
1

sin2(x) + (1 + x2)n
et I = R ou

(
I = ]a, b[ tel que 0 �∈ I

)
.

c. fn(x) = 4n
(
x2n − x2n+1)

et I = [0, 1].

3. Montrer que pour tout α > 0,
n∑

k=0

(
1− k

n

)nα

−−−→
n→∞

eα

eα − 1
·

4. Montrer que ζ(x)
x̃→1+

1

x− 1
·

5. Étudier les séries de fonctions suivantes : (convergence simple, uniforme,
normale sur. . . )

a. un : R∗
+ → R, x �→ 1

n+ n2x2
,n�1. Déterminer un équivalent de sa somme en 0

et en +∞.

b. un : R+ → R, x �→ (−1)n ln
(
1+

x2

n(1 + x2)

)
,n�1. Limite de la somme en +∞.

c. un : R∗
+ → R, x �→ (−1)n

nx+ (−1)n
·

6. a. Montrer à l’aide de l’inégalité de Taylor-Lagrange que la série de fonctions∑
fn, où fn est définie sur R par fn(x) =

xn

n!
, converge uniformément sur tout

compact de R et a pour somme exp.

b. Montrer que, pour tout n∈N, Pn =

2n+1∑
k=0

(−1)k
Xk

k!
admet un et un seul zéro

dans R�+ ; on le note αn. Montrer que αn −−−→
n→∞

+∞.
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7. Soient K une partie compacte de l’espace vectoriel normé (E,N) et A une
partie fermée de l’espace vectoriel normé (F, P ). Montrer que l’ensemble noté
W =

{
f ∈C(K,F )

∣∣ f(K) ∩ A �= ∅
}
est une partie fermée de l’espace vectoriel

normé
(
C(K,F ), N∞

)
.

8. Soit (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie et (fn)n∈N une suite
de fonctions de F([a, b], E) toutes k-lipschitziennes qui converge simplement vers
f sur [a, b]. Montrer que f est k-lipschitzienne et que la convergence est uniforme.
On pourra utiliser une subdivision de [a, b].

9. a. Étudier la série de fonctions
∑

un où un : R�+ → R, x �→
n∏

k=0

1

x+ k
·

Montrer que
∑

un ne converge pas uniformément sur ]0,+∞[.
b. Montrer que sa somme S est définie, continue et monotone sur R∗

+. Donner la
relation liant S(x) et S(x+ 1).

c. Déterminer un équivalent en 0 et en +∞ de S.

d. Montrer que : ∀x > 0, S(x) = e

∞∑
n=0

(−1)n

(x+ n)n!
·

10. Soit U l’ensemble des nombres complexes de module 1. On pose, pour z ∈ C\U,

un(z) =
z2

n

1− z2n+1 · Étudier la continuité de la somme de la série de fonctions
∑

un

et donner une expression simple de cette somme.

11. Théorème de Mertens.

Montrer que si
∑

un est absolument convergente et
∑

vn convergente, leur produit
de Cauchy est convergent et de somme W = UV

On pourra noter Un =

n∑
k=0

uk, Vn =

n∑
k=0

vk et Wn =

n∑
k=0

wk où wk =

k∑
p=0

upvk−p.

Wn = u0Vn + u1Vn−1 + · · ·+ unV0 =

n∑
k=0

ukVn−k.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Tout d’abord fn(x) x̃→0+
1

1 + nx
et donc fn est continue en 0.

Si x∈ ]0, π], fn(x) ñ→∞
sin(x)

nx2
−−−→
n→∞

0, ce qui montre que (fn) converge simple-

ment sur [0, π] vers χ{0}.
• Si (fn) converge uniformément sur [0, π] alors χ{0} est continue en 0 : absurde.
• Si (fn) converge uniformément sur ]0, π] alors le théorème de double limite
appliqué à la suite des restrictions des fn à ]0, π] montre que la fonction nulle
admet 1 pour limite en 0 : absurde.

2. a. Si x ∈
]
0,

1

n

]
, |fn(x)| �

1√
n

car, pour tout u ∈ R, | sin(u)| � |u|.

Si x ∈
] 1
n
, +∞

[
, |fn(x)| �

1√
n

car, pour tout u ∈ R, | sin(u)| � 1.

Donc : sup
x∈R+

|fn(x)| �
1√
n
· D’où la convergence uniforme de la suite de fonctions

(fn)n vers la fonction nulle sur R+.

b. Pour tout x ∈ R, 0 < fn(x) � (1 + x2)−n. Si x �= 0, on a (1 + x2) > 1
et lim

n→∞
fn(x) = 0. La suite de fonctions (fn) converge simplement sur R vers

f : R → R définie par f(x) = 0 si x �= 0 et f(0) = 1.

Les fn étant toutes continues sur R et pas f , la suite de fonctions (fn) ne converge
pas uniformément sur R d’après la remarque qui suit I.2.4.

Les fn étant paires, soit I ⊂ ]0,+∞[. Si I ⊂ ]a, b[ et 0 < a < b � +∞ alors

∀x ∈ I, 0 < fn(x) �
1

(1 + x2)n
�

1

(1 + a2)n
= αn. Comme αn est indépendant de

x et de limite nulle, la suite de fonctions (fn) converge uniformément vers f sur I.

Si I = ]0, b] ou I = ]0, b[, alors, comme fn

( 1√
n

)
−−−→
n→∞

e−1 �= 0. la suite de

fonctions (fn) ne converge pas uniformément sur I d’après I.2.5.

c. La suite de fonctions (fn) converge simplement vers la fonction nulle sur I.
Pour étudier la convergence uniforme, posons t = x2n . Alors fn(x) = gn(t) où
gn(t) = 4n(t − t2). Pour étudier les variations de la fonction gn, on peut dériver

(méthode classique) ou noter que : t− t2 =
1

4
−
(
t− 1

2

)2

· D’où sup
x∈I

|fn(x)| = 4n−1

qui ne tend pas vers 0 lorsque n → ∞. Donc (fn) ne converge pas uniformément
pas sur I.
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3. Soit uk(n) =
(
1− k

n

)nα

si k � n et 0 si k > n.

Pour k fixé, uk(n) −−−→
n→∞

e−kα. D’autre part, on déduit de la convexité de exp :

1 + t � et pour tout t ∈ R. Donc : ∀k � n, 0 � 1− k

n
� exp

(
− k

n

)
·

D’où : ∀k ∈ N, 0 � uk(n) � e−kα.
e−kα étant indépendant de n et la série géométrique

∑
e−kα étant convergente

car e−α ∈ ]0, 1[, la série de fonctions
∑

uk converge normalement a fortiori
uniformément sur N. On déduit du théorème de la double limite que :
n∑

k=0

uk(n) =

∞∑
k=0

uk(n) −−−→
n→∞

∞∑
k=0

e−kα =
1

1− e−α
=

eα

eα − 1
·

4. ϕ : [1,+∞[→ R, t �→ t−x est décroissante sur [1,+∞[, donc

∀(x, n) ∈ [1,+∞[×N∗, 1

(n+ 1)x
�

∫ n+1

n

dt

tx
�

1

nx
·

Donc : ∀x∈ ]1,+∞[ , ∀n∈N�,
n∑

k=1

1

(k + 1)x
�

∫ n+1

1

dt

tx
�

n∑
k=1

1

nx
(�).

n∑
k=1

1

nx
−−−→
n→∞

ζ(x) ;

n∑
k=1

1

(k + 1)x
−−−→
n→∞

ζ(x)− 1 et

∫ n+1

1

dt

tx
−−−→
n→∞

1

x− 1
·

Par passage à la limite dans (�), on a : ζ(x)− 1 �
1

x− 1
� ζ(x) pour x > 1.

Donc : ∀x∈ ]1,+∞[ , 1 � (x− 1)ζ(x) � x.

Du théorème d’encadrement on déduit : (x− 1)ζ(x) −−−−→
x→1+

1.

5. a. Pour tout n dans N�, un : x �→ 1

n+ x2 n2
est définie continue sur R∗

+.

Notons que
∑

un ne converge pas normalement sur ]0,+∞[ puisque :

sup
x∈ ]0,+∞[

|un(x)| � un

( 1

n

)
=

1

n+ 1
qui est le terme général d’une série divergente.

Soit a > 0. Pour tout (x, n) ∈ [a,+∞[×N∗, 0 < un(x) �
1

n2a2
, d’où la convergence

normale de
∑

un sur [a,+∞[ a fortiori la convergence uniforme sur [a,+∞[ et donc
la convergence uniforme sur tout segment inclus dans R∗

+.

La fonction f : [1,+∞[→ R, t �→ 1

t+ x2t2
est continue, positive et décroissante

sur [1,+∞[. Comme un(x) = f(n), on a, pour x∈ ]0,+∞[ et n � 2 :∫ n+1

n

f � un(x) �
∫ n

n−1

f . En procédant comme dans le cours, pour ζ on obtient :

∫ +∞

2

f �
∞∑

n=2

un(x) �
∫ +∞

1

f. Comme
1

X + x2X2
=

1

X
− x2

1 + x2X
, cette

inégalité donne : ∀x > 0,
1

1 + x2
+ ln

(
1 +

1

2x2

)
� S(x) �

1

1 + x2
+ ln

(
1 +

1

x2

)
·

Du cas particulier de la fonction ln, on déduit que : S(x)
x̃→0+

− ln(x2).

Pour n � 1,on a : un(x) ˜x→+∞
1

x2n2
et

1

x2n2
− un(x) =

1

n2x2(1 + nx2)
si x > 0.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Tout d’abord fn(x) x̃→0+
1

1 + nx
et donc fn est continue en 0.

Si x∈ ]0, π], fn(x) ñ→∞
sin(x)

nx2
−−−→
n→∞

0, ce qui montre que (fn) converge simple-

ment sur [0, π] vers χ{0}.
• Si (fn) converge uniformément sur [0, π] alors χ{0} est continue en 0 : absurde.
• Si (fn) converge uniformément sur ]0, π] alors le théorème de double limite
appliqué à la suite des restrictions des fn à ]0, π] montre que la fonction nulle
admet 1 pour limite en 0 : absurde.

2. a. Si x ∈
]
0,

1

n

]
, |fn(x)| �

1√
n

car, pour tout u ∈ R, | sin(u)| � |u|.

Si x ∈
] 1
n
, +∞

[
, |fn(x)| �

1√
n

car, pour tout u ∈ R, | sin(u)| � 1.

Donc : sup
x∈R+

|fn(x)| �
1√
n
· D’où la convergence uniforme de la suite de fonctions

(fn)n vers la fonction nulle sur R+.

b. Pour tout x ∈ R, 0 < fn(x) � (1 + x2)−n. Si x �= 0, on a (1 + x2) > 1
et lim

n→∞
fn(x) = 0. La suite de fonctions (fn) converge simplement sur R vers

f : R → R définie par f(x) = 0 si x �= 0 et f(0) = 1.

Les fn étant toutes continues sur R et pas f , la suite de fonctions (fn) ne converge
pas uniformément sur R d’après la remarque qui suit I.2.4.

Les fn étant paires, soit I ⊂ ]0,+∞[. Si I ⊂ ]a, b[ et 0 < a < b � +∞ alors

∀x ∈ I, 0 < fn(x) �
1

(1 + x2)n
�

1

(1 + a2)n
= αn. Comme αn est indépendant de

x et de limite nulle, la suite de fonctions (fn) converge uniformément vers f sur I.

Si I = ]0, b] ou I = ]0, b[, alors, comme fn

( 1√
n

)
−−−→
n→∞

e−1 �= 0. la suite de

fonctions (fn) ne converge pas uniformément sur I d’après I.2.5.

c. La suite de fonctions (fn) converge simplement vers la fonction nulle sur I.
Pour étudier la convergence uniforme, posons t = x2n . Alors fn(x) = gn(t) où
gn(t) = 4n(t − t2). Pour étudier les variations de la fonction gn, on peut dériver

(méthode classique) ou noter que : t− t2 =
1

4
−
(
t− 1

2

)2

· D’où sup
x∈I

|fn(x)| = 4n−1

qui ne tend pas vers 0 lorsque n → ∞. Donc (fn) ne converge pas uniformément
pas sur I.
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3. Soit uk(n) =
(
1− k

n

)nα

si k � n et 0 si k > n.

Pour k fixé, uk(n) −−−→
n→∞

e−kα. D’autre part, on déduit de la convexité de exp :

1 + t � et pour tout t ∈ R. Donc : ∀k � n, 0 � 1− k

n
� exp

(
− k

n

)
·

D’où : ∀k ∈ N, 0 � uk(n) � e−kα.
e−kα étant indépendant de n et la série géométrique

∑
e−kα étant convergente

car e−α ∈ ]0, 1[, la série de fonctions
∑

uk converge normalement a fortiori
uniformément sur N. On déduit du théorème de la double limite que :
n∑

k=0

uk(n) =

∞∑
k=0

uk(n) −−−→
n→∞

∞∑
k=0

e−kα =
1

1− e−α
=

eα

eα − 1
·

4. ϕ : [1,+∞[→ R, t �→ t−x est décroissante sur [1,+∞[, donc

∀(x, n) ∈ [1,+∞[×N∗, 1

(n+ 1)x
�

∫ n+1

n

dt

tx
�

1

nx
·

Donc : ∀x∈ ]1,+∞[ , ∀n∈N�,
n∑

k=1

1

(k + 1)x
�

∫ n+1

1

dt

tx
�

n∑
k=1

1

nx
(�).

n∑
k=1

1

nx
−−−→
n→∞

ζ(x) ;

n∑
k=1

1

(k + 1)x
−−−→
n→∞

ζ(x)− 1 et

∫ n+1

1

dt

tx
−−−→
n→∞

1

x− 1
·

Par passage à la limite dans (�), on a : ζ(x)− 1 �
1

x− 1
� ζ(x) pour x > 1.

Donc : ∀x∈ ]1,+∞[ , 1 � (x− 1)ζ(x) � x.

Du théorème d’encadrement on déduit : (x− 1)ζ(x) −−−−→
x→1+

1.

5. a. Pour tout n dans N�, un : x �→ 1

n+ x2 n2
est définie continue sur R∗

+.

Notons que
∑

un ne converge pas normalement sur ]0,+∞[ puisque :

sup
x∈ ]0,+∞[

|un(x)| � un

( 1

n

)
=

1

n+ 1
qui est le terme général d’une série divergente.

Soit a > 0. Pour tout (x, n) ∈ [a,+∞[×N∗, 0 < un(x) �
1

n2a2
, d’où la convergence

normale de
∑

un sur [a,+∞[ a fortiori la convergence uniforme sur [a,+∞[ et donc
la convergence uniforme sur tout segment inclus dans R∗

+.

La fonction f : [1,+∞[→ R, t �→ 1

t+ x2t2
est continue, positive et décroissante

sur [1,+∞[. Comme un(x) = f(n), on a, pour x∈ ]0,+∞[ et n � 2 :∫ n+1

n

f � un(x) �
∫ n

n−1

f . En procédant comme dans le cours, pour ζ on obtient :

∫ +∞

2

f �
∞∑

n=2

un(x) �
∫ +∞

1

f. Comme
1

X + x2X2
=

1

X
− x2

1 + x2X
, cette

inégalité donne : ∀x > 0,
1

1 + x2
+ ln

(
1 +

1

2x2

)
� S(x) �

1

1 + x2
+ ln

(
1 +

1

x2

)
·

Du cas particulier de la fonction ln, on déduit que : S(x)
x̃→0+

− ln(x2).

Pour n � 1,on a : un(x) ˜x→+∞
1

x2n2
et

1

x2n2
− un(x) =

1

n2x2(1 + nx2)
si x > 0.

So
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180 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Donc, pour (n, x) ∈ N∗ × R∗
+, 0 <

1

x2n2
− un(x) �

1

n3x4
· Par sommation, on

obtient, pour tout x ∈ R∗
+, 0 <

ζ(2)

x2
− S(x) �

ζ(3)

x4
· D’où S(x) ˜x→+∞

ζ(2)

x2
·

b. Pout tout t ∈ R,
∑

un(t) est une série alternée qui converge avec le théorème
spécial. Autrement dit (|un(t)|) décrôıt et tend vers 0. Du théorème spécial, avec
des notations classiques on a :

∀t ∈ R, ∀n ∈ N, |Rn(t)| � |un+1(t)| = ln
(
1 +

t2

(n+ 1)(1 + t2)

)
� ln

(
1 +

1

(n+ 1)

)

car 0 �
t2

1 + t2
� 1. Donc la suite de fonctions (Rn) converge uniformément vers

la fonction nulle sur R ie. la série de fonctions
∑

un converge uniformément sur

R. Or, pour n fixé, un(t) −−−−→
t→+∞

(−1)n ln
(
1+

1

n

)
, le théorème de la double limite

nous permet de conclure que la série de terme général (−1)n ln
(
1 +

1

n

)
converge

et que S(t) −−−−→
t→+∞

∞∑
n=1

(−1)n ln
(
1 +

1

n

)
= �. Posons s2p =

2p∑
n=1

(−1)n ln
(
1 +

1

n

)

Alors s2p = ln

[
3252 . . . (2p− 1)2(2p+ 1)

2242 . . . (2p− 2)2(2p)2

]
p̃→∞ ln

( 2

π

)
cf. formule de Stirling.

Donc � = ln
( 2

π

)
car une suite convergente a même limite que ses suites extraites.

c. Défini si x >
1

n
,un(x) tend vers 0 et est du signe de (−1)n si n � n1(x). Aban-

donnons l’espoir d’utiliser directement le théorème spécial des séries alternées.

Comme
1

1 + u
= 1− u

1 + u
pour u �= −1, et un(x) =

(−1)n

nx

(
1 +

(−1)n

nx

)−1
, on a

∀n � 1, un = vn − wn où vn(x) =
(−1)n

nx
et wn(x) =

1

nx(nx+ (−1)n)
si x > 0.

Soit a > 0 et n0 = E
[1
a

]
+ 1. ∀(x, n) ∈ [a,+∞[×[[n0,∞[[, |wn(x)| �

1

na(na− 1)
·

Donc
∑

wn converge normalement sur [a,+∞[.
La série réelle

∑
vn(x) converge avec le théorème spécial des séries alternées. On a

donc :
∣∣∣

∞∑
k=n

vk(x)
∣∣∣ � 1

nx
�

1

na
si x � a. D’où la convergence uniforme de la série

de fonctions
∑

vn sur [a,+∞[. On peut alors conclure que la série de fonctions∑
un converge uniformément sur [a,+∞[ a fortiori converge uniformément sur

tout compact de ]0,+∞[ et donc simplement sur ]0,+∞[.

6. a. Soit A > 0, il suffit de montrer la convergence uniforme sur [−A,A].

exp est de classe C∞ sur R et N
[−A,A]
∞

(
exp(n+1)

)
= eA, l’inégalité de Taylor

Lagrange montre que, si x∈[−A,A],
∣∣∣ex −

n∑
k=0

fk(x)
∣∣∣ � eA

|x|n+1

(n+ 1)!
� eA

An+1

(n+ 1)!

terme général d’une suite numérique convergeant vers 0, d’où la convergence
uniforme sur [−A,A].
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b. On raisonne par récurrence sur n, P0 = 1−X admet α0 = 1 pour unique zéro
dans R�+, P0(x) > 0 si x∈[0, α0[ , P0(x) < 0 si x > α0.

Supposons l’existence de αk dans R�+ tel que Pk(x) > 0 si x∈[0, αk[ , Pk(x) < 0

si x > αk. Alors P
′′
k+1 = Pk, P

′
k+1(αk) = −Pk(αk)−

α2k
k

(2k)!
= − α2k

k

(2k)!
< 0, d’où le

tableau de variations

0 αk +∞
Pk 1 + 0 − −∞
P ′
k+1 −1 ↗ − ↘ −∞

Pk+1 réalise une bijection continue strictement décroissante entre R+ et
]−∞, 1] d’où l’existence d’un réel strictement positif αk+1 tel que Pk+1(x) > 0 si
x∈[0, αk+1[ , Pk+1(x) < 0 si x > αk+1, ce qui termine la récurrence.

Si (αn) admet une sous-suite convergente (αϕ(n)), notons � sa limite.

Comme (Pϕ(n)) converge uniformément sur le compact
{
αϕ(n)

∣∣ n∈N
}
∪ {�} vers

x �→ e−x et comme, pour tout n∈N, Pϕ(n)(αϕ(n)) = 0, on a e−� = 0, ce qui
est absurde. (αn) n’admet aucune sous-suite convergente donc aucune sous-suite
bornée. Si A∈R+,

{
n∈N

∣∣ αn � A
}
est fini et donc, à partir d’un certain rang

N0, αn > A, ce qui montre que αn −−−→
n→∞

+∞.

7. Soit (fn) une suite convergente d’éléments de W , notons f sa limite. Pour
tout n∈N choisissons un élément xn dans K tel que f(xn)∈A. Soit (xϕ(n)) une
suite extraite convergente, notons x sa limite. Comme K est fermé, x∈K. (fϕ(n))

converge vers f dans
(
C(K,F ), N∞

)
donc

(
fϕ(n)(xϕ(n))

)
converge vers f(x) et est

à valeurs dans A fermé, donc f(x)∈A, ce qui montre que f ∈W et que W est une
partie fermée de

(
C(K,F ), N∞

)
.

8. Si (x, y) ∈ [a, b]2, on a : ∀n ∈ N, N
(
fn(x)− fn(y)

)
� k|x− y|.

Par prolongement des inégalités, compte tenu de la continuité de N , on a :

N
(
f(x)− f(y)

)
� k|x− y|, d’où f est k-lipschitzienne sur [a, b].

Fixons ε > 0. Soit p ∈ N, tel que 2k
b− a

p
�

ε

2
· Pour tout i ∈ [[0, p]], posons

xi = a+ i
b− a

p
et ni ∈ N tel que si n � ni, alors N

(
fn(xi)− f(xi)

)
�

ε

2
·

Si x ∈ [a, b] et n ∈ N, soit i ∈ [[0, p− 1]] tel que x ∈ [xi, xi+1] (un tel i existe).
Supposons n � max

0�i�p
(ni), alors :

N
(
fn(x)− f(x)

)
� N

(
fn(x)− fn(xi)

)
+N

(
fn(xi)− f(xi)

)
+N

(
f(xi)− f(x)

)

D’où : N
(
fn(x)− f(x)

)
� 2k|x− xi|+

ε

2
� 2k

b− a

p
+

ε

2
< ε.

Ce qui prouve la convergence uniforme et éclaire le choix du pas de la subdivision.

9. a. ∀x ∈ ]0,+∞[, 0 < un(x) �
1

xn!
·

Soit a ∈ R∗
+. Pour tout x ∈ [a,+∞[, 0 < un(x) �

1

an!
qui est indépendant de

x et le terme général d’une série à termes positifs convergente (de somme e a−1).
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Donc, pour (n, x) ∈ N∗ × R∗
+, 0 <

1

x2n2
− un(x) �

1

n3x4
· Par sommation, on

obtient, pour tout x ∈ R∗
+, 0 <

ζ(2)

x2
− S(x) �

ζ(3)

x4
· D’où S(x) ˜x→+∞

ζ(2)

x2
·

b. Pout tout t ∈ R,
∑

un(t) est une série alternée qui converge avec le théorème
spécial. Autrement dit (|un(t)|) décrôıt et tend vers 0. Du théorème spécial, avec
des notations classiques on a :

∀t ∈ R, ∀n ∈ N, |Rn(t)| � |un+1(t)| = ln
(
1 +

t2

(n+ 1)(1 + t2)

)
� ln

(
1 +

1

(n+ 1)

)

car 0 �
t2

1 + t2
� 1. Donc la suite de fonctions (Rn) converge uniformément vers

la fonction nulle sur R ie. la série de fonctions
∑

un converge uniformément sur

R. Or, pour n fixé, un(t) −−−−→
t→+∞

(−1)n ln
(
1+

1

n

)
, le théorème de la double limite

nous permet de conclure que la série de terme général (−1)n ln
(
1 +

1

n

)
converge

et que S(t) −−−−→
t→+∞

∞∑
n=1

(−1)n ln
(
1 +

1

n

)
= �. Posons s2p =

2p∑
n=1

(−1)n ln
(
1 +

1

n

)

Alors s2p = ln

[
3252 . . . (2p− 1)2(2p+ 1)

2242 . . . (2p− 2)2(2p)2

]
p̃→∞ ln

( 2

π

)
cf. formule de Stirling.

Donc � = ln
( 2

π

)
car une suite convergente a même limite que ses suites extraites.

c. Défini si x >
1

n
,un(x) tend vers 0 et est du signe de (−1)n si n � n1(x). Aban-

donnons l’espoir d’utiliser directement le théorème spécial des séries alternées.

Comme
1

1 + u
= 1− u

1 + u
pour u �= −1, et un(x) =

(−1)n

nx

(
1 +

(−1)n

nx

)−1
, on a

∀n � 1, un = vn − wn où vn(x) =
(−1)n

nx
et wn(x) =

1

nx(nx+ (−1)n)
si x > 0.

Soit a > 0 et n0 = E
[1
a

]
+ 1. ∀(x, n) ∈ [a,+∞[×[[n0,∞[[, |wn(x)| �

1

na(na− 1)
·

Donc
∑

wn converge normalement sur [a,+∞[.
La série réelle

∑
vn(x) converge avec le théorème spécial des séries alternées. On a

donc :
∣∣∣

∞∑
k=n

vk(x)
∣∣∣ � 1

nx
�

1

na
si x � a. D’où la convergence uniforme de la série

de fonctions
∑

vn sur [a,+∞[. On peut alors conclure que la série de fonctions∑
un converge uniformément sur [a,+∞[ a fortiori converge uniformément sur

tout compact de ]0,+∞[ et donc simplement sur ]0,+∞[.

6. a. Soit A > 0, il suffit de montrer la convergence uniforme sur [−A,A].

exp est de classe C∞ sur R et N
[−A,A]
∞

(
exp(n+1)

)
= eA, l’inégalité de Taylor

Lagrange montre que, si x∈[−A,A],
∣∣∣ex −

n∑
k=0

fk(x)
∣∣∣ � eA

|x|n+1

(n+ 1)!
� eA

An+1

(n+ 1)!

terme général d’une suite numérique convergeant vers 0, d’où la convergence
uniforme sur [−A,A].
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b. On raisonne par récurrence sur n, P0 = 1−X admet α0 = 1 pour unique zéro
dans R�+, P0(x) > 0 si x∈[0, α0[ , P0(x) < 0 si x > α0.

Supposons l’existence de αk dans R�+ tel que Pk(x) > 0 si x∈[0, αk[ , Pk(x) < 0

si x > αk. Alors P
′′
k+1 = Pk, P

′
k+1(αk) = −Pk(αk)−

α2k
k

(2k)!
= − α2k

k

(2k)!
< 0, d’où le

tableau de variations

0 αk +∞
Pk 1 + 0 − −∞
P ′
k+1 −1 ↗ − ↘ −∞

Pk+1 réalise une bijection continue strictement décroissante entre R+ et
]−∞, 1] d’où l’existence d’un réel strictement positif αk+1 tel que Pk+1(x) > 0 si
x∈[0, αk+1[ , Pk+1(x) < 0 si x > αk+1, ce qui termine la récurrence.

Si (αn) admet une sous-suite convergente (αϕ(n)), notons � sa limite.

Comme (Pϕ(n)) converge uniformément sur le compact
{
αϕ(n)

∣∣ n∈N
}
∪ {�} vers

x �→ e−x et comme, pour tout n∈N, Pϕ(n)(αϕ(n)) = 0, on a e−� = 0, ce qui
est absurde. (αn) n’admet aucune sous-suite convergente donc aucune sous-suite
bornée. Si A∈R+,

{
n∈N

∣∣ αn � A
}
est fini et donc, à partir d’un certain rang

N0, αn > A, ce qui montre que αn −−−→
n→∞

+∞.

7. Soit (fn) une suite convergente d’éléments de W , notons f sa limite. Pour
tout n∈N choisissons un élément xn dans K tel que f(xn)∈A. Soit (xϕ(n)) une
suite extraite convergente, notons x sa limite. Comme K est fermé, x∈K. (fϕ(n))

converge vers f dans
(
C(K,F ), N∞

)
donc

(
fϕ(n)(xϕ(n))

)
converge vers f(x) et est

à valeurs dans A fermé, donc f(x)∈A, ce qui montre que f ∈W et que W est une
partie fermée de

(
C(K,F ), N∞

)
.

8. Si (x, y) ∈ [a, b]2, on a : ∀n ∈ N, N
(
fn(x)− fn(y)

)
� k|x− y|.

Par prolongement des inégalités, compte tenu de la continuité de N , on a :

N
(
f(x)− f(y)

)
� k|x− y|, d’où f est k-lipschitzienne sur [a, b].

Fixons ε > 0. Soit p ∈ N, tel que 2k
b− a

p
�

ε

2
· Pour tout i ∈ [[0, p]], posons

xi = a+ i
b− a

p
et ni ∈ N tel que si n � ni, alors N

(
fn(xi)− f(xi)

)
�

ε

2
·

Si x ∈ [a, b] et n ∈ N, soit i ∈ [[0, p− 1]] tel que x ∈ [xi, xi+1] (un tel i existe).
Supposons n � max

0�i�p
(ni), alors :

N
(
fn(x)− f(x)

)
� N

(
fn(x)− fn(xi)

)
+N

(
fn(xi)− f(xi)

)
+N

(
f(xi)− f(x)

)

D’où : N
(
fn(x)− f(x)

)
� 2k|x− xi|+

ε

2
� 2k

b− a

p
+

ε

2
< ε.

Ce qui prouve la convergence uniforme et éclaire le choix du pas de la subdivision.

9. a. ∀x ∈ ]0,+∞[, 0 < un(x) �
1

xn!
·

Soit a ∈ R∗
+. Pour tout x ∈ [a,+∞[, 0 < un(x) �

1

an!
qui est indépendant de

x et le terme général d’une série à termes positifs convergente (de somme e a−1).
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182 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Donc la série de fonctions
∑

un converge normalement a fortiori uniformément sur
[a,+∞[, uniformément sur tout compact de ]0,+∞[ et simplement sur ]0,+∞[.

Comme
1

(n+ 1)!

( 1

(n+ 1)!
+ 1

)
· · ·

( 1

(n+ 1)!
+ n

)
�

(n+ 1)!

(n+ 1)!
= 1, on a :

∞∑
k=n

uk

( 1

(n+ 1)!

)
� un

( 1

(n+ 1)!

)
� 1. La suite de fonctions (Rn)n ne converge

pas uniformément vers la fonction nulle sur ]0,+∞[. Donc
∑

un ne converge pas
uniformément sur ]0,+∞[.

b. Les fonctions un étant continues sur ]0,+∞[, la somme S de la série de fonctions
est élément de C(]0,+∞[,R) d’après II.2.4. et un résultat de a.

Les fonctions un étant décroissantes sur ]0,+∞[, S est décroissante en tant que
limite simple d’une suite de fonctions décroissantes (ici (Sn)n où Sn = u0+· · ·+un)

un(x+ 1) = xun+1(x). Donc S(x+ 1) = x
[
S(x)− u0(x)

]
= xS(x)− 1.

c. S étant continue en 1, S(1) = lim
x→0

S(x+ 1) =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
= e− 1.

Pour tout x > 0, xS(x) = S(x+ 1) + 1. Donc : xS(x) −−−−→
x→0+

e ie. S(x)
x̃→0+

e

x
·

Pour tout x > 0, S(x) � u0(x) =
1

x
· D’autre part, de la décroissance de S,

on déduit que pour x > 0, xS(x) − 1 = S(x + 1) � S(x). Donc, pour tout

x > 1,
1

x
� S(x) �

1

x− 1
· D’où S(x) ˜x→+∞

1

x
·

d. La fraction rationnelle un(X) =
1

X(X + 1) · · · (X + n)
ayant tous ses pôles réels

et simples, on a : un(X) =

n∑
k=0

ak
X + k

où ak =
(−1)k

k!(n− k)!
·

Donc, pour tout x > 0, un(x) =

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!(x+ k)
=

(
v � w

)
(n) où wn =

1

n!
et

vn =
(−1)n

n!(x+ n)
· Les deux séries

∑
|vn| et

∑
|wn| convergent car vn =

n→∞
O
(
wn

)

et
∞∑

n=0

wn = e. Donc leur produit de Cauchy
∑

un(x) converge et sa somme est :

S(x) =
( ∞∑

n=0

vn

)( ∞∑
n=0

wn

)
= e

∞∑
n=0

(−1)n

(x+ n)n!
·

10. Comme un

(
z−1

)
= −un(z), on fera l’étude sur B(0, 1) = {z ∈ C / |z| < 1}.

Soit a ∈ ]0, 1[. |z| � a ⇒ |1− z2
n+1 | � 1− |z|2n+1

� 1− a2
n+1

� 1− a.

Donc : ∀n ∈ N, |z| � a ⇒ |un(z)| �
an

1− a
·

De la convergence de la série géométrique
∑

an, on déduit que
∑

un converge
normalement sur Bf (0, a) a fortiori uniformément sur Bf (0, a). Donc

∑
un

converge uniformément sur tout compact de B(0, 1). Les fonctions un étant
continues sur B(0, 1), la fonction S est continue sur B(0, 1) d’après II.2.4.

un(z) = ϕ
(
z2

n)
où ϕ(t) =

t

1− t2
=

1

1− t
− 1

1− t2
·
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Donc : Sn(z) =

n∑
k=0

uk(z) =

n∑
k=0

( 1

1− z2k
− 1

1− z2k+1

)
=

1

1− z
− 1

1− z2n+1 ·

Donc : S(z) =
z

1− z
si |z| < 1.

11. Notons Un =

n∑
k=0

uk, Vn =

n∑
k=0

vk et Wn =

n∑
k=0

wk où wk =

k∑
p=0

upvk−p.

Wn = u0Vn + u1Vn−1 + · · ·+ unV0 =

n∑
k=0

ukVn−k.

Considérons la suite de fonctions (fk)k�0 définie par fk(n) =
{
ukVn−k si k � n
0 si k > n

On a alors Wn =

∞∑
k=0

fk(n) et l’on applique le théorème de la double limite.

Comme
∑

vn converge et est de somme V , ∃M ∈R+, ∀p∈N, |Vp| � M .
Donc, ∀n∈N, |fk(n)| � M |uk|.
Comme

∑
un converge absolument, la série de fonctions

∑
fk convege normale-

ment sur N. Comme, pour k fixé, lim
n→∞

fk(n) = ukV , on déduit du théorème de la

double limite :
∞∑
k=0

lim
n→∞

fk(n) = lim
n→∞

∞∑
k=0

fk(n) ie. UV = W .
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Donc la série de fonctions
∑

un converge normalement a fortiori uniformément sur
[a,+∞[, uniformément sur tout compact de ]0,+∞[ et simplement sur ]0,+∞[.

Comme
1

(n+ 1)!

( 1

(n+ 1)!
+ 1

)
· · ·

( 1

(n+ 1)!
+ n

)
�

(n+ 1)!

(n+ 1)!
= 1, on a :

∞∑
k=n

uk

( 1

(n+ 1)!

)
� un

( 1

(n+ 1)!

)
� 1. La suite de fonctions (Rn)n ne converge

pas uniformément vers la fonction nulle sur ]0,+∞[. Donc
∑

un ne converge pas
uniformément sur ]0,+∞[.

b. Les fonctions un étant continues sur ]0,+∞[, la somme S de la série de fonctions
est élément de C(]0,+∞[,R) d’après II.2.4. et un résultat de a.

Les fonctions un étant décroissantes sur ]0,+∞[, S est décroissante en tant que
limite simple d’une suite de fonctions décroissantes (ici (Sn)n où Sn = u0+· · ·+un)

un(x+ 1) = xun+1(x). Donc S(x+ 1) = x
[
S(x)− u0(x)

]
= xS(x)− 1.

c. S étant continue en 1, S(1) = lim
x→0

S(x+ 1) =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
= e− 1.

Pour tout x > 0, xS(x) = S(x+ 1) + 1. Donc : xS(x) −−−−→
x→0+

e ie. S(x)
x̃→0+

e

x
·

Pour tout x > 0, S(x) � u0(x) =
1

x
· D’autre part, de la décroissance de S,

on déduit que pour x > 0, xS(x) − 1 = S(x + 1) � S(x). Donc, pour tout

x > 1,
1

x
� S(x) �

1

x− 1
· D’où S(x) ˜x→+∞

1

x
·

d. La fraction rationnelle un(X) =
1

X(X + 1) · · · (X + n)
ayant tous ses pôles réels

et simples, on a : un(X) =

n∑
k=0

ak
X + k

où ak =
(−1)k

k!(n− k)!
·

Donc, pour tout x > 0, un(x) =

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!(x+ k)
=

(
v � w

)
(n) où wn =

1

n!
et

vn =
(−1)n

n!(x+ n)
· Les deux séries

∑
|vn| et

∑
|wn| convergent car vn =

n→∞
O
(
wn

)

et
∞∑

n=0

wn = e. Donc leur produit de Cauchy
∑

un(x) converge et sa somme est :

S(x) =
( ∞∑

n=0

vn

)( ∞∑
n=0

wn

)
= e

∞∑
n=0

(−1)n

(x+ n)n!
·

10. Comme un

(
z−1

)
= −un(z), on fera l’étude sur B(0, 1) = {z ∈ C / |z| < 1}.

Soit a ∈ ]0, 1[. |z| � a ⇒ |1− z2
n+1 | � 1− |z|2n+1

� 1− a2
n+1

� 1− a.

Donc : ∀n ∈ N, |z| � a ⇒ |un(z)| �
an

1− a
·

De la convergence de la série géométrique
∑

an, on déduit que
∑

un converge
normalement sur Bf (0, a) a fortiori uniformément sur Bf (0, a). Donc

∑
un

converge uniformément sur tout compact de B(0, 1). Les fonctions un étant
continues sur B(0, 1), la fonction S est continue sur B(0, 1) d’après II.2.4.

un(z) = ϕ
(
z2

n)
où ϕ(t) =

t

1− t2
=

1

1− t
− 1

1− t2
·
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( 1

1− z2k
− 1

1− z2k+1

)
=

1
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− 1

1− z2n+1 ·

Donc : S(z) =
z

1− z
si |z| < 1.

11. Notons Un =

n∑
k=0

uk, Vn =

n∑
k=0

vk et Wn =
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k=0

wk où wk =

k∑
p=0

upvk−p.

Wn = u0Vn + u1Vn−1 + · · ·+ unV0 =

n∑
k=0

ukVn−k.

Considérons la suite de fonctions (fk)k�0 définie par fk(n) =
{
ukVn−k si k � n
0 si k > n

On a alors Wn =

∞∑
k=0

fk(n) et l’on applique le théorème de la double limite.

Comme
∑

vn converge et est de somme V , ∃M ∈R+, ∀p∈N, |Vp| � M .
Donc, ∀n∈N, |fk(n)| � M |uk|.
Comme

∑
un converge absolument, la série de fonctions

∑
fk convege normale-

ment sur N. Comme, pour k fixé, lim
n→∞

fk(n) = ukV , on déduit du théorème de la

double limite :
∞∑
k=0

lim
n→∞

fk(n) = lim
n→∞

∞∑
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Théorèmes de Dini (MP∗)

A. Premier théorème

K désigne une partie compacte d’un espace vectoriel normé (E,N).

1. Soit (fn) une suite d’applications continues deK dans un espace vectoriel
normé (F, P ), convergeant simplement sur K vers une fonction continue et
telle que, pour tout x∈K, la suite de terme général P

[
fn(x) − f(x)

]
est

décroissante. Montrer que la convergence est uniforme sur K :
a. en raisonnant par l’absurde à l’aide de la définition de la compacité,

b. en montrant que si (Fn)n∈N est une suite décroissante de fermés non vides

de K, alors
⋂
n∈N

Fn �= ∅.

2. Variantes
a. Si une suite monotone (fn) de fonctions continues sur K et à valeurs dans
R converge simplement sur K vers une fonction continue, montrer que la
convergence est uniforme.

b. Si
∑

un est une série de fonctions continues sur K à valeurs dans R+ qui
converge simplement sur K, montrer que la convergence est uniforme sur
K si, et seulement si, la somme est continue.

3. Montrer que la suite (fn)n�1 de fonctions définies sur R+ par :

fn(x) =
(
1− x

n

)n
χ
[0,n](x) converge uniformément sur R+.

4. Montrer que la suite de fonctions polynomiales définies par P0(x) = 0 et

Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2

[
x2 − P 2

n(x)
]
pour n � 0, converge uniformément sur

[−1, 1] vers f : x �→ |x|.

B. Deuxième théorème

1. Soit (fn) une suite de fonctions croissantes définies sur un segment
[a, b] de R (à valeurs réelles bien sûr). Si l’on suppose que (fn) converge
simplement sur [a, b] vers une fonction continue, montrer que la convergence
est uniforme.

2. Soient I un intervalle ouvert de R et (fn) une suite de fonctions convexes
sur I qui converge simplement sur I vers f continue. Montrer que la
convergence est uniforme sur tout compact.
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Solution

A. 1. a. Si la convergence n’est pas uniforme il existe ε0 ∈R�+ tel que, pour tout
n∈N, on peut trouver pn � n vérifiant : N∞(fpn

− f) � ε0.
Choisissons ε0 et construisons ϕ une application strictement croissante de N dans
lui-même telle que, pour tout n∈N, N∞(fϕ(n) − f) � ε0. Comme, pour tout
n∈N, P (fϕ(n) − f) est continue sur K à valeurs réelles, elle admet un minimum

et l’on peut choisir xn dans K tel que P
[
fϕ(n)(xn)− f(xn)

]
� ε0.

Extrayons (xψ(n)) convergente et notons x sa limite, x∈K fermé.
Si p � n alors ϕ◦ψ(p) � ϕ◦ψ(n) et donc, par décroissance de la suite de terme
général P

[
fk(xψ(p))− f(xψ(p))

]
, on a :

P
[
fϕ◦ψ(n)(xψ(p))− f(xψ(p))

]
� P

[
fϕ◦ψ(p)(xψ(p)− f(xψ(p))

]
� ε0

Quand p → ∞, par continuité de P , P
[
fϕ◦ψ(n)(x) − f(x)

]
� ε0, puis, quand

n → ∞, toujours par continuité de P, 0 = P
[
f(x) − f(x)

]
� ε0 > 0, ce qui est

absurde.

b. Soit ε∈R�+. Pour tout n∈N posons Fn =
{
x∈K

∣∣ P
[
fn(x) − f(x)

]
� ε

}
,

Fn est fermé comme image réciproque par l’application continue P
[
fn − f

]
de la

partie [ε,+∞[ qui est fermée dans R.
La décroissance, pour tout x∈K, de la suite de terme général P

[
fn(x) − f(x)

]
prouve que (Fn) est décroissante pour l’inclusion et la convergence simple sur K
prouve que

⋂
n∈N

Fn = ∅.

Montrons que, à partir d’un certain rang n0 on a Fn = ∅ ie.
∀n∈N, n � n0 ⇒ ∀x∈K, P

[
fn(x) − f(x)

]
< ε, ce qui établira la convergence

uniforme.

Fn �= ∅. Donc il existe xn ∈Fn ; d’où une suite (xn)n∈N ∈KN. Comme K est
compact, il existe une suite extraite (xϕ(n))n∈N qui converge vers �∈K. On a
�∈Fn pour tout n. En effet, soit p∈N, pour n � p, on a ϕ(n) � n � p. Comme
la suite de parties (Fn) est décroissante, xϕ(n) ∈Fp, ceci pour tout n � p. Donc

�∈Fp = Fp car Fp est fermé. Donc �∈
⋂

n∈N
Fn.

2. a. En notant f la limite simple de (fn) et en munissant R de la norme | · |,
pour tout x dans K, la suite de terme général

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ est décroissante car(

fn(x)
)
converge de façon monotone vers f(x), la question 1. s’applique.

b. Le cours montre le sens direct et la question précédente la réciproque car la

suite de fonctions continues sur K de terme général Sn =
n∑

k=0

uk est croissante.

3. (fn) est une suite de fonctions continues sur R+.

Si x∈R+ et n � x on a ln
[
fn(x)

]
= n ln

(
1− x

n

)
ñ→∞−x et donc, par continuité

de exp on a : fn(x) −−−→
n→∞

e−x = ϕ(x). On sait que ϕ est continue sur R+.

Montrons la croissance de (fn). Soit x∈R+, envisageons plusieurs cas :
• si x > n alors fn+1(x)− fn(x) = fn+1(x) � 0,

• sinon fn+1(x)−fn(x) est du signe de gn(x) = (n+1) ln
(
1− x

n+ 1

)
−n ln

(
1−x

n

)
,

gn est dérivable sur [0, n] avec g′n(x) =
x

(n− x)(n+ 1− x)
� 0 et gn(0) = 0, donc

gn � 0 sur [0, n].
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Théorèmes de Dini (MP∗)

A. Premier théorème

K désigne une partie compacte d’un espace vectoriel normé (E,N).

1. Soit (fn) une suite d’applications continues deK dans un espace vectoriel
normé (F, P ), convergeant simplement sur K vers une fonction continue et
telle que, pour tout x∈K, la suite de terme général P

[
fn(x) − f(x)

]
est

décroissante. Montrer que la convergence est uniforme sur K :
a. en raisonnant par l’absurde à l’aide de la définition de la compacité,

b. en montrant que si (Fn)n∈N est une suite décroissante de fermés non vides

de K, alors
⋂
n∈N

Fn �= ∅.

2. Variantes
a. Si une suite monotone (fn) de fonctions continues sur K et à valeurs dans
R converge simplement sur K vers une fonction continue, montrer que la
convergence est uniforme.

b. Si
∑

un est une série de fonctions continues sur K à valeurs dans R+ qui
converge simplement sur K, montrer que la convergence est uniforme sur
K si, et seulement si, la somme est continue.

3. Montrer que la suite (fn)n�1 de fonctions définies sur R+ par :

fn(x) =
(
1− x

n

)n
χ
[0,n](x) converge uniformément sur R+.

4. Montrer que la suite de fonctions polynomiales définies par P0(x) = 0 et

Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2

[
x2 − P 2

n(x)
]
pour n � 0, converge uniformément sur

[−1, 1] vers f : x �→ |x|.

B. Deuxième théorème

1. Soit (fn) une suite de fonctions croissantes définies sur un segment
[a, b] de R (à valeurs réelles bien sûr). Si l’on suppose que (fn) converge
simplement sur [a, b] vers une fonction continue, montrer que la convergence
est uniforme.

2. Soient I un intervalle ouvert de R et (fn) une suite de fonctions convexes
sur I qui converge simplement sur I vers f continue. Montrer que la
convergence est uniforme sur tout compact.
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Solution

A. 1. a. Si la convergence n’est pas uniforme il existe ε0 ∈R�+ tel que, pour tout
n∈N, on peut trouver pn � n vérifiant : N∞(fpn

− f) � ε0.
Choisissons ε0 et construisons ϕ une application strictement croissante de N dans
lui-même telle que, pour tout n∈N, N∞(fϕ(n) − f) � ε0. Comme, pour tout
n∈N, P (fϕ(n) − f) est continue sur K à valeurs réelles, elle admet un minimum

et l’on peut choisir xn dans K tel que P
[
fϕ(n)(xn)− f(xn)

]
� ε0.

Extrayons (xψ(n)) convergente et notons x sa limite, x∈K fermé.
Si p � n alors ϕ◦ψ(p) � ϕ◦ψ(n) et donc, par décroissance de la suite de terme
général P

[
fk(xψ(p))− f(xψ(p))

]
, on a :

P
[
fϕ◦ψ(n)(xψ(p))− f(xψ(p))

]
� P

[
fϕ◦ψ(p)(xψ(p)− f(xψ(p))

]
� ε0

Quand p → ∞, par continuité de P , P
[
fϕ◦ψ(n)(x) − f(x)

]
� ε0, puis, quand

n → ∞, toujours par continuité de P, 0 = P
[
f(x) − f(x)

]
� ε0 > 0, ce qui est

absurde.

b. Soit ε∈R�+. Pour tout n∈N posons Fn =
{
x∈K

∣∣ P
[
fn(x) − f(x)

]
� ε

}
,

Fn est fermé comme image réciproque par l’application continue P
[
fn − f

]
de la

partie [ε,+∞[ qui est fermée dans R.
La décroissance, pour tout x∈K, de la suite de terme général P

[
fn(x) − f(x)

]
prouve que (Fn) est décroissante pour l’inclusion et la convergence simple sur K
prouve que

⋂
n∈N

Fn = ∅.

Montrons que, à partir d’un certain rang n0 on a Fn = ∅ ie.
∀n∈N, n � n0 ⇒ ∀x∈K, P

[
fn(x) − f(x)

]
< ε, ce qui établira la convergence

uniforme.

Fn �= ∅. Donc il existe xn ∈Fn ; d’où une suite (xn)n∈N ∈KN. Comme K est
compact, il existe une suite extraite (xϕ(n))n∈N qui converge vers �∈K. On a
�∈Fn pour tout n. En effet, soit p∈N, pour n � p, on a ϕ(n) � n � p. Comme
la suite de parties (Fn) est décroissante, xϕ(n) ∈Fp, ceci pour tout n � p. Donc

�∈Fp = Fp car Fp est fermé. Donc �∈
⋂

n∈N
Fn.

2. a. En notant f la limite simple de (fn) et en munissant R de la norme | · |,
pour tout x dans K, la suite de terme général

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ est décroissante car(

fn(x)
)
converge de façon monotone vers f(x), la question 1. s’applique.

b. Le cours montre le sens direct et la question précédente la réciproque car la

suite de fonctions continues sur K de terme général Sn =
n∑

k=0

uk est croissante.

3. (fn) est une suite de fonctions continues sur R+.

Si x∈R+ et n � x on a ln
[
fn(x)

]
= n ln

(
1− x

n

)
ñ→∞−x et donc, par continuité

de exp on a : fn(x) −−−→
n→∞

e−x = ϕ(x). On sait que ϕ est continue sur R+.

Montrons la croissance de (fn). Soit x∈R+, envisageons plusieurs cas :
• si x > n alors fn+1(x)− fn(x) = fn+1(x) � 0,

• sinon fn+1(x)−fn(x) est du signe de gn(x) = (n+1) ln
(
1− x

n+ 1

)
−n ln

(
1−x

n

)
,

gn est dérivable sur [0, n] avec g′n(x) =
x

(n− x)(n+ 1− x)
� 0 et gn(0) = 0, donc

gn � 0 sur [0, n].
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Cela prouve la croissance de (fn) mais on ne peut pas directement utiliser le
théorème de Dini car R+ n’est pas compact dans R.
En revanche, par croissance, pour x∈R+ de

(
fn(x)

)
, on a 0 � e−x− fn(x) � e−x.

Si ε∈]0, 1[ on pose A = − ln(ε) et l’on utilise la convergence uniforme de (fn) vers

ϕ sur le compact [0, A] en choisissant n0 à partir duquel N
[0,A]
∞ (ϕ− fn) � ε.

Comme, si x∈[0, A], 0 � ϕ(x) − fn(x) � e−x � e−A = ε, on a, pour

n � n0, N
R+
∞ (ϕ− fn) � ε d’où la convergence uniforme sur R+ de (fn).

4. La démonstration du théorème de Weierstrass donnée dans le cours montre que
(Pn) est une suite croissante qui converge simplement vers f sur [−1, 1]. Comme
f est continue, le théorème de Dini permet de s’affranchir de la preuve de la
convergence uniforme.

B. 1. La croissance étant conservée par limite simple, f est croissante sur [a, b].
Soit ε∈R�+, le théorème de Heine assure l’uniforme continuité de f sur [a, b] ; soit

η ∈R�+ tel que, pour tout (x, x′)∈[a, b]2,
(
|x− x′| � η ⇒

∣∣f(x)− f(x′)
∣∣ � ε

)
.

Posons p =
⌊b− a

η

⌋
+ 1, pour tout k∈[[0, p[[ , xk = a+ k

b− a

η
et xp = b.

Enfin soit n0 un entier tel que ∀n∈N, (n � n0 ⇒ ∀k∈[[0, p]],
∣∣fn(xk)−f(xk)

∣∣ � ε
)
.

Si n � n0 et x∈[a, b], choisissons k dans [[0, p[[ tel que x∈[xk, xk+1].
Par monotonie on a : fn(xk)− f(xk+1) � fn(x)− f(x) � fn(xk+1)− f(xk).
Or

∣∣fn(xk) − f(xk+1)
∣∣ � ∣∣fn(xk) − f(xk)

∣∣ + ∣∣f(xk) − f(xk+1)
∣∣ � 2ε car on a à

la fois |xk − xk+1| � η et n � n0. De même
∣∣fn(xk+1) − f(xk)

∣∣ � 2ε d’où, par

encadrement,
∣∣fn(x)− f(x)

∣∣ � 2ε et le résultat.

2. Il suffit de montrer la convergence uniforme sur un compact de la forme [a, b].
Fixons α dans I ∩ ]−∞, a[ et considèrons, pour tout n∈N, la fonction pn définie

sur [a, b] par pn(x) =
fn(x)− fn(α)

x− α
, pn est croissante par convexité de fn et (pn)

converge simplement sur [a, b] vers p : x �→ f(x)− f(α)

x− α
continue, la convergence

est donc uniforme.
Or, si x∈[a, b],

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ = |x − α| ×

∣∣pn(x) − p(x)
∣∣ � (b − α)N

[a,b]
∞ (pn − p)

terme général d’une suite numérique qui converge vers 0, donc (fn) converge
uniformément sur [a, b].

Remarque : la convexité étant conservée par passage à la limite simple, I étant
un intervalle ouvert, l’hypothèse de continuité de f est superflue car toute fonction
convexe sur un intervalle ouvert est continue.
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• Un produit infini

Partie I

Soit le polynôme Qn(X) = (1 +X)2n − (1−X)2n. On note h l’application

R → R, t �→ t

sh(t)
si t �= 0 et 1 si t = 0.

1. Préciser le degré de Qn et le coefficient dominant. Décomposer Qn en

facteurs irréductibles sur R. En déduire la valeur de

n−1∏
p=1

tan2
(pπ
2n

)
si n � 2.

2. Montrer que h(t) = lim
n→∞

n−1∏
p=1

(
1 +

t2

4n2 tan2
(pπ
2n

)
)−1

·

3. a. Montrer que la série

(∑
ln
(
1 +

t2

(pπ)2

))

p�1

est convergente.

b. Montrer que ln
(
h(t)

)
= −

∞∑
p=1

ln
(
1 +

t2

(pπ)2

)
·

On posera up(n) = ln

(
1+ t2

4n2 tan2
(pπ
2n

)
)

si p < n et up(n) = 0 si p � n.

c. En déduire que h(t) = lim
n→∞

n−1∏
p=1

[
1 +

t2

(pπ)2

]−1

·

Partie II

1. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle :

Rn(X) =

n−1∏
p=1

(pπ)2

X + (pπ)2
· En déduire que :

n−1∑
p=1

2(−1)p−1

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) = 1.

2. Montrer que : lim
n→∞

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) = 1 pour p ∈ N. En déduire que :

h(t) = 1 + 2

∞∑
p=1

(−1)p
t2

t2 + (pπ)2
·

Partie III

1. Montrer que : ∀t ∈ ] − π, π[, ∀p ∈ N∗,
t2

t2 + (pπ)2
=

∞∑
n=0

αnt
2n+2. On

déterminera αn.

2. Soit, pour a > 0, Sa =

∞∑
p=1

(−1)p

pa
· Montrer que |Sa| < 1. En déduire

pour |t| < π, h(t) = 1 + 2
∞∑

n=0

(−1)n
S2n+2

π2n+2
t2n+2.
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Cela prouve la croissance de (fn) mais on ne peut pas directement utiliser le
théorème de Dini car R+ n’est pas compact dans R.
En revanche, par croissance, pour x∈R+ de

(
fn(x)

)
, on a 0 � e−x− fn(x) � e−x.

Si ε∈]0, 1[ on pose A = − ln(ε) et l’on utilise la convergence uniforme de (fn) vers

ϕ sur le compact [0, A] en choisissant n0 à partir duquel N
[0,A]
∞ (ϕ− fn) � ε.

Comme, si x∈[0, A], 0 � ϕ(x) − fn(x) � e−x � e−A = ε, on a, pour

n � n0, N
R+
∞ (ϕ− fn) � ε d’où la convergence uniforme sur R+ de (fn).

4. La démonstration du théorème de Weierstrass donnée dans le cours montre que
(Pn) est une suite croissante qui converge simplement vers f sur [−1, 1]. Comme
f est continue, le théorème de Dini permet de s’affranchir de la preuve de la
convergence uniforme.

B. 1. La croissance étant conservée par limite simple, f est croissante sur [a, b].
Soit ε∈R�+, le théorème de Heine assure l’uniforme continuité de f sur [a, b] ; soit

η ∈R�+ tel que, pour tout (x, x′)∈[a, b]2,
(
|x− x′| � η ⇒

∣∣f(x)− f(x′)
∣∣ � ε

)
.

Posons p =
⌊b− a

η

⌋
+ 1, pour tout k∈[[0, p[[ , xk = a+ k

b− a

η
et xp = b.

Enfin soit n0 un entier tel que ∀n∈N, (n � n0 ⇒ ∀k∈[[0, p]],
∣∣fn(xk)−f(xk)

∣∣ � ε
)
.

Si n � n0 et x∈[a, b], choisissons k dans [[0, p[[ tel que x∈[xk, xk+1].
Par monotonie on a : fn(xk)− f(xk+1) � fn(x)− f(x) � fn(xk+1)− f(xk).
Or

∣∣fn(xk) − f(xk+1)
∣∣ � ∣∣fn(xk) − f(xk)

∣∣ + ∣∣f(xk) − f(xk+1)
∣∣ � 2ε car on a à

la fois |xk − xk+1| � η et n � n0. De même
∣∣fn(xk+1) − f(xk)

∣∣ � 2ε d’où, par

encadrement,
∣∣fn(x)− f(x)

∣∣ � 2ε et le résultat.

2. Il suffit de montrer la convergence uniforme sur un compact de la forme [a, b].
Fixons α dans I ∩ ]−∞, a[ et considèrons, pour tout n∈N, la fonction pn définie

sur [a, b] par pn(x) =
fn(x)− fn(α)

x− α
, pn est croissante par convexité de fn et (pn)

converge simplement sur [a, b] vers p : x �→ f(x)− f(α)

x− α
continue, la convergence

est donc uniforme.
Or, si x∈[a, b],

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ = |x − α| ×

∣∣pn(x) − p(x)
∣∣ � (b − α)N

[a,b]
∞ (pn − p)

terme général d’une suite numérique qui converge vers 0, donc (fn) converge
uniformément sur [a, b].

Remarque : la convexité étant conservée par passage à la limite simple, I étant
un intervalle ouvert, l’hypothèse de continuité de f est superflue car toute fonction
convexe sur un intervalle ouvert est continue.
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• Un produit infini

Partie I

Soit le polynôme Qn(X) = (1 +X)2n − (1−X)2n. On note h l’application

R → R, t �→ t

sh(t)
si t �= 0 et 1 si t = 0.

1. Préciser le degré de Qn et le coefficient dominant. Décomposer Qn en

facteurs irréductibles sur R. En déduire la valeur de

n−1∏
p=1

tan2
(pπ
2n

)
si n � 2.

2. Montrer que h(t) = lim
n→∞

n−1∏
p=1

(
1 +

t2

4n2 tan2
(pπ
2n

)
)−1

·

3. a. Montrer que la série

(∑
ln
(
1 +

t2

(pπ)2

))

p�1

est convergente.

b. Montrer que ln
(
h(t)

)
= −

∞∑
p=1

ln
(
1 +

t2

(pπ)2

)
·

On posera up(n) = ln

(
1+ t2

4n2 tan2
(pπ
2n

)
)

si p < n et up(n) = 0 si p � n.

c. En déduire que h(t) = lim
n→∞

n−1∏
p=1

[
1 +

t2

(pπ)2

]−1

·

Partie II

1. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle :

Rn(X) =

n−1∏
p=1

(pπ)2

X + (pπ)2
· En déduire que :

n−1∑
p=1

2(−1)p−1

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) = 1.

2. Montrer que : lim
n→∞

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) = 1 pour p ∈ N. En déduire que :

h(t) = 1 + 2

∞∑
p=1

(−1)p
t2

t2 + (pπ)2
·

Partie III

1. Montrer que : ∀t ∈ ] − π, π[, ∀p ∈ N∗,
t2

t2 + (pπ)2
=

∞∑
n=0

αnt
2n+2. On

déterminera αn.

2. Soit, pour a > 0, Sa =

∞∑
p=1

(−1)p

pa
· Montrer que |Sa| < 1. En déduire

pour |t| < π, h(t) = 1 + 2
∞∑

n=0

(−1)n
S2n+2

π2n+2
t2n+2.
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Solution

1. Le terme de plus haut degré de Qn est : 4nX2n−1 ; d’où deg(Qn) = 2n − 1.

Qn(x) = 0 ⇐⇒ (1 + x)2n = (1− x)2n ⇐⇒ 1 + x = (1− x)e
ikπ
n , k ∈ [[0, 2n− 1]].

Donc Qn(x) = 0 ⇐⇒ x(1 + e
ikπ
n ) = e

ikπ
n − 1, k ∈ [[0, 2n− 1]].

e
ikπ
n = −1 ⇐⇒ k = n si k ∈ [[0, 2n− 1]]. Donc :

Qn(x) = 0 ⇐⇒ x = i tan
(kπ
2n

)
= xk, k ∈ [[0, 2n− 1]] \ {n}.

Comme x2n−k = xk, les racines de Qn sont 0, x1, . . . , xn−1, xn−1, . . . , x1.

Comme (X − xp)(X − xp) = (X − iyp)(X + iyp) = X2 + y2p où yp ∈ R.

Donc Qn(X) = 4nX

n−1∏
p=1

(
X2 + tan2

(pπ
2n

))
· L’examen du coeficient de X dans

Qn donne :

n−1∏
p=1

tan2
(pπ
2n

)
= 1. D’où Qn(X) = 4nX

n−1∏
p=1

(
1 +

X2

tan2
(pπ
2n

)
)
·

2.
n−1∏
p=1

(
1 +

t2

4n2 tan2
(pπ
2n

)
)

=
Qn

( t

2n

)

4n · t

2n

=

(
1 +

t

2n

)2n

−
(
1− t

2n

)2n

2t
tend

lorsque n → ∞ vers
et − e−t

2t
=

sh(t)

t
si t �= 0. Le résultat est immédiat si t = 0.

3. a. ln
(
1 +

t2

(pπ)2

)
p̃→∞

t2

π2p2
· Des régles de Riemann, on déduit que la série à

termes positifs donnée converge.

b. De la continuité de ln , on déduit : ln(h(t)) = lim
n→∞

n−1∑
p=1

up(n) = lim
n→∞

∞∑
p=1

up(n).

• Pour p fixé, lim
n→∞

up(n) = vp = ln
(
1 +

t2

p2π2

)
� 0.

• ∀n ∈ N∗, ∀p ∈ N∗, 0 � up(n) � vp car tan(x) � x pour x ∈
[
0,

π

2

[
·

vp étant indépendant de n et
(∑

vp
)
p�1

convergeant d’après 3.a. la série de

fonctions de n :
(∑

up

)
p�1

converge normalement, a fortiori uniformément sur

N∗. Du théorème de la double limite, on déduit que : lim
n→∞

∞∑
p=1

up(n) =

∞∑
p=1

vp et le

résultat est prouvé.

c. est une conséquence de 3.b. et de la continuité de la fonction exp.

Partie II

1. Les pôles de Rn étant tous simples, on a :

Rn(X) =

n−1∑
p=1

ap
X + (pπ)2

où ap =

(
(n− 1)!π

)2
∏

1�q�n−1
q �=p

(q2 − p2)
=

2(−1)p−1(pπ)2
(
n− 1
p

)

(
n+ p− 1

p

) ·
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D’où : Rn(0) = 1 =

n−1∑
p=1

ap
(pπ)2

= 2

n−1∑
p=1

(−1)p−1

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) ·

2.

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) =
(
1− p

n

)(
1− p

n+ 1

)
· · ·

(
1− p

n+ p− 1

)
−−−→
n→∞

1 en tant que

produit dont le nombre est indépendant de n, de termes de limite 1.

h(t) = lim
n→∞

Rn(t
2). En notant Rn(t

2) =
(
Rn(t

2)−1
)
+1, on déduit de la question

II.2. que : Rn(t
2) = 1 + 2

n−1∑
p=1

(−1)p

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) · t2

t2 + (pπ)2
·

Procèdons comme en I.3.b) en posant u′
p(n) = 2(−1)p

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) · t2

t2 + (pπ)2

si p < n u′
p(n) = 0 si p � n.

• u′
p(n) −−−→

n→∞
2(−1)p

t2

t2 + (pπ)2
car

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) −−−→
n→∞

1.

• |u′
p(n)| �

2t2

t2 + (pπ)2
= v′p car 0 <

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) < 1.

Comme v′p p̃→∞
2t2

(pπ)2
, la série réelle

∑
v′p converge d’après les règles de Riemann.

v′p étant indépendant de n et
(∑

v′p
)
p�1

convergeant, la série de fonctions de n :(∑
up

)
p�1

converge normalement, a fortiori uniformément sur N∗. Du théorème

de la double limite, on déduit que : ∀t ∈ R, h(t) = 1 + 2
∞∑
p=1

(−1)p
t2

t2 + (pπ)2
·

Partie III

1. ∀t ∈ ] − π, π[ ,
t2

t2 + (pπ)2
=

( t

pπ

)2

· 1

1 + (t/pπ)2
=

∞∑
n=0

(−1)nt2n+2

(pπ)2n+2
d’après les

résultats sur les séries géométriques (cf.
∣∣∣ t

pπ

∣∣∣ < 1.)

Donc : ∀t ∈ ]− π, π[, h(t) = 1 + 2
∞∑
p=1

∞∑
n=0

(−1)n+pt2n+2

(pπ)2n+2
·

2. Sa est la somme d’une série alternée qui converge avec le théorème spécial.

Donc : −1 =
(−1)1

1a
< Sa < 0.
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Solution

1. Le terme de plus haut degré de Qn est : 4nX2n−1 ; d’où deg(Qn) = 2n − 1.

Qn(x) = 0 ⇐⇒ (1 + x)2n = (1− x)2n ⇐⇒ 1 + x = (1− x)e
ikπ
n , k ∈ [[0, 2n− 1]].

Donc Qn(x) = 0 ⇐⇒ x(1 + e
ikπ
n ) = e

ikπ
n − 1, k ∈ [[0, 2n− 1]].

e
ikπ
n = −1 ⇐⇒ k = n si k ∈ [[0, 2n− 1]]. Donc :

Qn(x) = 0 ⇐⇒ x = i tan
(kπ
2n

)
= xk, k ∈ [[0, 2n− 1]] \ {n}.

Comme x2n−k = xk, les racines de Qn sont 0, x1, . . . , xn−1, xn−1, . . . , x1.

Comme (X − xp)(X − xp) = (X − iyp)(X + iyp) = X2 + y2p où yp ∈ R.

Donc Qn(X) = 4nX

n−1∏
p=1

(
X2 + tan2

(pπ
2n

))
· L’examen du coeficient de X dans

Qn donne :

n−1∏
p=1

tan2
(pπ
2n

)
= 1. D’où Qn(X) = 4nX

n−1∏
p=1

(
1 +

X2

tan2
(pπ
2n

)
)
·

2.
n−1∏
p=1

(
1 +

t2

4n2 tan2
(pπ
2n

)
)

=
Qn

( t

2n

)

4n · t

2n

=

(
1 +

t

2n

)2n

−
(
1− t

2n

)2n

2t
tend

lorsque n → ∞ vers
et − e−t

2t
=

sh(t)

t
si t �= 0. Le résultat est immédiat si t = 0.

3. a. ln
(
1 +

t2

(pπ)2

)
p̃→∞

t2

π2p2
· Des régles de Riemann, on déduit que la série à

termes positifs donnée converge.

b. De la continuité de ln , on déduit : ln(h(t)) = lim
n→∞

n−1∑
p=1

up(n) = lim
n→∞

∞∑
p=1

up(n).

• Pour p fixé, lim
n→∞

up(n) = vp = ln
(
1 +

t2

p2π2

)
� 0.

• ∀n ∈ N∗, ∀p ∈ N∗, 0 � up(n) � vp car tan(x) � x pour x ∈
[
0,

π

2

[
·

vp étant indépendant de n et
(∑

vp
)
p�1

convergeant d’après 3.a. la série de

fonctions de n :
(∑

up

)
p�1

converge normalement, a fortiori uniformément sur

N∗. Du théorème de la double limite, on déduit que : lim
n→∞

∞∑
p=1

up(n) =

∞∑
p=1

vp et le

résultat est prouvé.

c. est une conséquence de 3.b. et de la continuité de la fonction exp.

Partie II

1. Les pôles de Rn étant tous simples, on a :

Rn(X) =

n−1∑
p=1

ap
X + (pπ)2

où ap =

(
(n− 1)!π

)2
∏

1�q�n−1
q �=p

(q2 − p2)
=

2(−1)p−1(pπ)2
(
n− 1
p

)

(
n+ p− 1

p

) ·
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D’où : Rn(0) = 1 =

n−1∑
p=1

ap
(pπ)2

= 2

n−1∑
p=1

(−1)p−1

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) ·

2.

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) =
(
1− p

n

)(
1− p

n+ 1

)
· · ·

(
1− p

n+ p− 1

)
−−−→
n→∞

1 en tant que

produit dont le nombre est indépendant de n, de termes de limite 1.

h(t) = lim
n→∞

Rn(t
2). En notant Rn(t

2) =
(
Rn(t

2)−1
)
+1, on déduit de la question

II.2. que : Rn(t
2) = 1 + 2

n−1∑
p=1

(−1)p

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) · t2

t2 + (pπ)2
·

Procèdons comme en I.3.b) en posant u′
p(n) = 2(−1)p

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) · t2

t2 + (pπ)2

si p < n u′
p(n) = 0 si p � n.

• u′
p(n) −−−→

n→∞
2(−1)p

t2

t2 + (pπ)2
car

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) −−−→
n→∞

1.

• |u′
p(n)| �

2t2

t2 + (pπ)2
= v′p car 0 <

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) < 1.

Comme v′p p̃→∞
2t2

(pπ)2
, la série réelle

∑
v′p converge d’après les règles de Riemann.

v′p étant indépendant de n et
(∑

v′p
)
p�1

convergeant, la série de fonctions de n :(∑
up

)
p�1

converge normalement, a fortiori uniformément sur N∗. Du théorème

de la double limite, on déduit que : ∀t ∈ R, h(t) = 1 + 2
∞∑
p=1

(−1)p
t2

t2 + (pπ)2
·

Partie III

1. ∀t ∈ ] − π, π[ ,
t2

t2 + (pπ)2
=

( t

pπ

)2

· 1

1 + (t/pπ)2
=

∞∑
n=0

(−1)nt2n+2

(pπ)2n+2
d’après les

résultats sur les séries géométriques (cf.
∣∣∣ t

pπ

∣∣∣ < 1.)

Donc : ∀t ∈ ]− π, π[, h(t) = 1 + 2
∞∑
p=1

∞∑
n=0

(−1)n+pt2n+2

(pπ)2n+2
·

2. Sa est la somme d’une série alternée qui converge avec le théorème spécial.

Donc : −1 =
(−1)1

1a
< Sa < 0.
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Notons βn,p =
(−1)n+pt2n+2

(pπ)2n+2
, p � 1, n � 0, pour t fixé dans ]− π, π[.

• La série
(∑

|βn,p|
)
n�0

converge car |βn,p| =
( t2

(pπ)2

)n+1

est le terme général

de la série géométrique
∑(

δp
)n+1

où δp =
t2

(pπ)2
∈ [0, 1[ puisque p � 1 et |t| < π.

•
∞∑

n=0

|βn,p| = λp =
t2

(pπ)2 − t2
· Donc λp p̃→∞ δp. D’où

(∑
λp

)
p�1

converge.

Du théorème d’interversion des sommations, on déduit que la suite double de

complexes (βn,p)n�0,p�1 est sommable et que :

∞∑
n=0

∞∑
p=1

βn,p =

∞∑
p=1

∞∑
n=0

βn,p.

On déduit de III.1. que : ∀t ∈ ]− π, π[, h(t) = 1 + 2
∞∑

n=0

(−1)n
S2n+2

π2n+2
t2n+2.

• Une convergence vers la fonction exponentielle

A. Convergence uniforme sur tout compact de C

On considère la suite (fn) de fonctions définies sur C par fn(z) =
(
1+

z

n

)n

·

1. Première méthode

a. Montrer que (fn) converge simplement vers exp sur R.

b. Montrer que, pour tout z ∈C,
∣∣ez − fn(z)

∣∣ � e|z| −
(
1 +

|z|
n

)n

·

c. En déduire la convergence uniforme sur toute partie compacte de C de
(fn) vers exp.

2. Deuxième méthode

On définit la suite de fonctions (up)p�1 sur C× [1,+∞[ par u1(z, x) = 1+ z

et, si p � 2, up(z, x) =

{
x(x− 1) · · · (x− p+ 1)

p!

( z
x

)p

si x � p

0 sinon
Montrer que, si z est fixé dans C,

∑
up(z, ·) converge normalement sur

[1,+∞[ . En déduire que (fn) converge simplement vers exp sur C.
B. Étude sur R−

On définit pour tout n∈N la fonction gn sur R− par gn(x) =
(
1 +

x

n

)n

si

x � −n et gn(x) = 0 sinon ainsi que Gn = exp−gn.

a. Montrer que Gn admet un maximum et qu’il est atteint en un unique
point αn de ]−∞, 0[ .

b. En déduire que (gn) converge uniformément sur R− vers exp.

Solution

A. 1. a. Si x∈R
(
fn(x)

)
converge vers ex.

b. En utilisant la formule du binôme et l’égalité ez =

∞∑
k=0

zk

k!
on obtient :
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ez −
(
1 +

z

n

)n

=

n∑
k=2

zk

k!

[
1− k!

nk

(
n
k

)]
+

∞∑
k=n+1

zk

k!
,

or, si k∈[[2, p]], k!

nk

(
n
k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
=

(
1− 1

n

)
· · ·

(
1−k − 1

n

)
< 1,

d’où
∣∣∣ez −

(
1 +

z

n

)n∣∣∣ �
n∑

k=2

|z|k

k!

[
1− k!

nk

(
n
k

)]
+

∞∑
k=n+1

|z|k

k!
= e|z| −

(
1+

|z|
n

)n

·

c. Soient K un compact de C, on choisit M ∈R�+ tel que K ⊂ Bf (0,M). Si z ∈K,
en reprenant les inégalités de la question précédente :∣∣∣ez −

(
1 +

z

n

)n∣∣∣ �
n∑

k=2

Mk

k!

[
1− k!

nk

(
n
k

)]
+

∞∑
k=n+1

Mk

k!
= eM −

(
1 +

M

n

)n

et la

convergence simple sur R prouve la convergence uniforme sur K.

2. Si z ∈C et p � 2, up(z, x) =

{(
1− 1

x

)
· · ·

(
1− p− 1

x

) zp

p!
si x � p,

0 si x∈[1, p[.

d’où
∣∣up(z, x)

∣∣ �
|z|p

p!
terme général d’une série convergente, ce qui prouve la

convergence normale sur [1,+∞[ de
∑

up(z, ·).

De plus up(z, x) −−−−→
x→+∞

zp

p!
si p � 2 et u1(z, x) = 1 + z pour tout x.

La définition de (up) et la formule du binôme montrent que, si (n, z)∈N × C,

fn(z) =

∞∑
p=1

up(z, n). Le théorème de la double limite montre que
(
fn(z)

)
converge

et a pour limite
∞∑
p=1

lim
n

[
up(z, n)

]
=

∞∑
p=0

zp

p!
= ez.

B. a. Gn est continue sur R−, dérivable sur ]−n, 0], G′
n(x) = ex−

(
1+

x

n

)n−1

qui

est du signe de x− (n−1) ln
(
1+

x

n

)
= ϕn(x) car exp réalise un homéomorphisme

croissant entre R et R�+.

ϕn est dérivable sur ]− n, 0] avec ϕ′
n(x) =

x+ 1

x+ n
d’où le tableau de variations

−∞ −n αn −1 0

ϕ′
n − − 0 +

ϕn +∞ ↘ 0 ↘ − ↗ 0

Gn 0 ↗ e−n ↗ Gn(αn) ↘ ↘ 0

qui montre l’existence et l’unicité de αn.

b. αn est l’unique solution dans R− de l’équation x = (n − 1) ln
(
1 +

x

n

)
d’où

eαn =
(
1 +

αn

n

)n−1

. Donc Gn(αn) = eαn

[
1−

(
1 +

αn

n

)]
= −αn

n
eαn .

ψ : x �→ xex est continue sur R− et admet 0 pour limite en −∞, donc est bornée

sur R− et NR−
∞ (Gn) = Gn(αn) �

N
R−
∞ (ψ)

n
−−−→
n→∞

0, d’où la convergence uniforme

sur R−.
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Notons βn,p =
(−1)n+pt2n+2

(pπ)2n+2
, p � 1, n � 0, pour t fixé dans ]− π, π[.

• La série
(∑

|βn,p|
)
n�0

converge car |βn,p| =
( t2

(pπ)2

)n+1

est le terme général

de la série géométrique
∑(

δp
)n+1

où δp =
t2

(pπ)2
∈ [0, 1[ puisque p � 1 et |t| < π.

•
∞∑

n=0

|βn,p| = λp =
t2

(pπ)2 − t2
· Donc λp p̃→∞ δp. D’où

(∑
λp

)
p�1

converge.

Du théorème d’interversion des sommations, on déduit que la suite double de

complexes (βn,p)n�0,p�1 est sommable et que :

∞∑
n=0

∞∑
p=1

βn,p =

∞∑
p=1

∞∑
n=0

βn,p.

On déduit de III.1. que : ∀t ∈ ]− π, π[, h(t) = 1 + 2
∞∑

n=0

(−1)n
S2n+2

π2n+2
t2n+2.

• Une convergence vers la fonction exponentielle

A. Convergence uniforme sur tout compact de C

On considère la suite (fn) de fonctions définies sur C par fn(z) =
(
1+

z

n

)n

·

1. Première méthode

a. Montrer que (fn) converge simplement vers exp sur R.

b. Montrer que, pour tout z ∈C,
∣∣ez − fn(z)

∣∣ � e|z| −
(
1 +

|z|
n

)n

·

c. En déduire la convergence uniforme sur toute partie compacte de C de
(fn) vers exp.

2. Deuxième méthode

On définit la suite de fonctions (up)p�1 sur C× [1,+∞[ par u1(z, x) = 1+ z

et, si p � 2, up(z, x) =

{
x(x− 1) · · · (x− p+ 1)

p!

( z
x

)p

si x � p

0 sinon
Montrer que, si z est fixé dans C,

∑
up(z, ·) converge normalement sur

[1,+∞[ . En déduire que (fn) converge simplement vers exp sur C.
B. Étude sur R−

On définit pour tout n∈N la fonction gn sur R− par gn(x) =
(
1 +

x

n

)n

si

x � −n et gn(x) = 0 sinon ainsi que Gn = exp−gn.

a. Montrer que Gn admet un maximum et qu’il est atteint en un unique
point αn de ]−∞, 0[ .

b. En déduire que (gn) converge uniformément sur R− vers exp.

Solution

A. 1. a. Si x∈R
(
fn(x)

)
converge vers ex.

b. En utilisant la formule du binôme et l’égalité ez =

∞∑
k=0

zk

k!
on obtient :
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ez −
(
1 +

z

n

)n

=

n∑
k=2

zk

k!

[
1− k!

nk

(
n
k

)]
+

∞∑
k=n+1

zk

k!
,

or, si k∈[[2, p]], k!

nk

(
n
k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
=

(
1− 1

n

)
· · ·

(
1−k − 1

n

)
< 1,

d’où
∣∣∣ez −

(
1 +

z

n

)n∣∣∣ �
n∑

k=2

|z|k

k!

[
1− k!

nk

(
n
k

)]
+

∞∑
k=n+1

|z|k

k!
= e|z| −

(
1+

|z|
n

)n

·

c. Soient K un compact de C, on choisit M ∈R�+ tel que K ⊂ Bf (0,M). Si z ∈K,
en reprenant les inégalités de la question précédente :∣∣∣ez −

(
1 +

z

n

)n∣∣∣ �
n∑

k=2

Mk

k!

[
1− k!

nk

(
n
k

)]
+

∞∑
k=n+1

Mk

k!
= eM −

(
1 +

M

n

)n

et la

convergence simple sur R prouve la convergence uniforme sur K.

2. Si z ∈C et p � 2, up(z, x) =

{(
1− 1

x

)
· · ·

(
1− p− 1

x

) zp

p!
si x � p,

0 si x∈[1, p[.

d’où
∣∣up(z, x)

∣∣ �
|z|p

p!
terme général d’une série convergente, ce qui prouve la

convergence normale sur [1,+∞[ de
∑

up(z, ·).

De plus up(z, x) −−−−→
x→+∞

zp

p!
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∞∑
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fn(z)

)
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∞∑
p=1

lim
n

[
up(z, n)

]
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∞∑
p=0

zp

p!
= ez.
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1+

x

n

)n−1
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x

n

)
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n
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n
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1 +
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n

)]
= −αn

n
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6. FONCTIONS

VECTORIELLES

Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont définies sur un intervalle I de R, non
réduit à un point, et à valeurs dans un K-espace vectoriel normé E de dimension
finie, avec K = R ou C. On note N une norme sur E.

I. Dérivation

A. Définitions

1. Dérivabilité en un point

1.1. Définition
f ∈ F(I, E) est dérivable en un point a de I si l’application ϕa de I \ {a}
dans E, x �→ 1

x− a

[
f(x) − f(a)

]
a une limite en a. En cas d’existence de

cette limite dans E, celle-ci est appelée vecteur dérivé de f en a et notée

f ′(a) ou Df(a) ou
df

dx
(a)·

Interprétation géométrique

Avec les notations précédentes, la droite affine réelle de représentation paramétrique
R → R × E, λ �→

(
a, f(a)

)
+

(
λ, λf ′(a)

)
s’appelle la tangente en

(
a, f(a)

)
au

graphe de f dans R× E.

Interprétation cinématique

SoitK = R et E = R3 ; identifions R4 = R×R3 à l’univers de la relativité restreinte,
les axes canoniques de R4 étant ceux d’un référentiel galiléen fixé. Le graphe de f
s’interprète comme l’ensemble des positions dans l’univers d’un point mobile qui
ocupe la position f(t) à la date t. Le vecteur

(
1, f ′(a)

)
est le vecteur-vitesse

spatio-temporel du mobile en le point
(
a, f(a)

)
.

1.2. Théorème
f ∈ F(I, E) est dérivable en a ∈ I si, et seulement si, il existe � ∈ E et
ε ∈ F(I, E) continue en a tels que, pour tout x ∈ I,
f(x) = f(a) + (x− a)�+ (x− a)ε(x). De plus, dans ce cas, � = f ′(a).

Démonstration

Si f est dérivable en a il suffit de poser � = f ′(a), ε(a) = 0E et, si x ∈ I \ {a},
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f ∈ F(I, E) est dérivable en a ∈ I si, et seulement si, il existe � ∈ E et
ε ∈ F(I, E) continue en a tels que, pour tout x ∈ I,
f(x) = f(a) + (x− a)�+ (x− a)ε(x). De plus, dans ce cas, � = f ′(a).

Démonstration
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ε(x) =
f(x)− f(a)

x− a
− �. Alors, par dérivabilité de f en a, ε est continue en a.

Réciproquement, l’existence de (�, ε) montre que ϕa admet � pour limite en a.��

L’application directe de ce théorème et la considération de x �→ |x| prouvent :
1.3. Corollaire

Si f est dérivable en a, alors elle est continue en a, la réciproque est fausse.

2. Dérivabilité à droite, à gauche

2.1. Définition
f ∈ F(I, E) est dérivable à droite (respectivement à gauche) en un point a
de I si I ′a = I ∩ [a,+∞[ (respectivement I ′′a = I ∩ ]−∞, a]) n’est pas réduit
au point a et si la restriction de f à I ′a (respectivement I ′′a ) est dérivable en
a. Si elle existe, une telle dérivée s’appelle dérivée à droite (respectivement
à gauche) de f en a ; on la note f ′

d(a) (respectivement f ′
g(a)).

Il découle immédiatement de ces définitions le théorème suivant :

2.2. Théorème
Soient f ∈ F(I, E) et a un point intérieur à I, il y a équivalence entre
(i) f est dérivable en a,
(ii) f est dérivable à droite et à gauche en a avec f ′

d(a) = f ′
g(a).

Dans ce cas f ′(a) = f ′
d(a) = f ′

g(a).

3. Fonction dérivée

Définitions
1. f ∈ F(I, E) est dérivable sur l’intervalle I si elle est dérivable en
tout point de I. On définit alors l’application dérivée de f , notée

f ′ : I → E, x �→ f ′(x) ou Df ou encore
df

dx
·

2. f ∈ F(I, E) est dite continûment dérivable ou encore de classe C1 sur
I si f est dérivable sur I et f ′ est continue.

Notations

On note D(I, E) respectivement C1(I, E) l’ensemble des éléments f de F(I, E)
dérivables, respectivement de classe C1 sur I.

4. Exemple de l’exponentielle

Soient
(
A,+, ·, ∗; ‖ · ‖

)
une K-algèbre normée de dimension finie, a un élément de

A et ψ l’application définie sur R par ψ(t) = exp(ta) =

∞∑
n=0

(ta)n

n!
·

Comme b �→ a ∗ b− b ∗ a est continue sur A en tant qu’application linéaire sur un

espace vectoriel de dimension finie, nulle en

n∑
k=0

(ta)k

k!
pour tout (t, n) ∈ R × N,

a et exp(ta) sont permutables par passage à la limite pour tout t réel.

Théorème

ψ est de classe C1 sur R et, pour tout t ∈ R, ψ′(t) = a ∗ ψ(t) = ψ(t) ∗ a.
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Démonstration

• Si (t, h) ∈ R2 avec |h| � 1, ta et ha sont permutables et l’on a :
δ(h) = exp

[
(t+h)a

]
− exp(ta)−h exp(ta) ∗ a = exp(ta) ∗

[
exp(ha)− a−ha

]
d’où

δ(h) = h2 exp(ta) ∗
∞∑
k=2

hk−2ak

k!
et donc ‖δ(h)‖ � h2‖ exp(ta)‖

( ∞∑
k=2

‖a‖k

k!

)
, ce qui

montre que δ(h) =
h→0

O(h2) et donc que ψ est dérivable en t avec ψ′(t) = ϕ(t) ∗ a.
• b �→ b ∗ a est linéaire donc continue sur A et ψ continue sur R car dérivable,
donc, par composition, ψ′ est continue et ψ est de classe C1.��

B. Opérations

1. Linéarité de la dérivation

Théorème
D(I, E) est un sous-espace vectoriel de C(I, E) et l’application D de D(I, E)
dans F(I, E), f �→ f ′ est linéaire.
C1(I, E) est un sous-espace vectoriel de D(I, E).

Démonstration

Soient a ∈ I, (f, g) ∈ (D(I, E))2 et λ ∈ K. Pour tout x ∈ I \ {a},
1

x− a

[
(λf + g)(x)− (λf + g)(a)

]
= λ

1

x− a
(f(x)− f(a)) +

1

x− a
(g(x)− g(a)).

Des théorèmes sur les opérations sur les limites, on déduit que λf +g est dérivable
en a et que (λf + g)′(a) = λf ′(a) + g′(a). D’où la conclusion, ce raisonnement
étant valable quel que soit a élément de I et D(I, E) étant non vide.
Enfin C(I, E) est un sous-espace vectoriel de F(I, E) et C1(I, E) = D−1

(
C(I, E)

)
,

d’où la dernière affirmation.��

2. Action d’une application linéaire

2.1. Théorème

Soient f ∈ D(I, E)
(
resp. C1(I, E)

)
et u une application linéaire de E dans

F , deux espaces vectoriels de dimensions finies ; alors u◦f ∈ D(I, F )
(
resp.

C1(I, F )
)
et (u◦f)′ = u◦f ′.

Démonstration

Soit a ∈ I ; u étant linéaire, pour tout x ∈ I \ {a},
1

x− a

[
u(f(x))− u(f(a))

]
= u

(f(x)− f(a)

x− a

)
−−−→
x→a

u(f ′(a)) car f est dérivable en

a et u est continue sur E car E et F sont de dimensions finies et u ∈ L(E,F ).��
2.2. Corollaire

Si E est de dimension finie p � 1 et muni d’une base B = (e1, . . . , ep) et

f ∈ F(I, E) telle que : ∀x ∈ I, f(x) =

p∑
k=1

fk(x)ek.

f ∈ D(I, E)
(
resp. C1(I, E)

)
si, et seulement si, toutes les fonctions fk sont

dans D(I,K)
(
resp. C1(I K)

)
. Dans ce cas : ∀x ∈ I, f ′(x) =

p∑
k=1

f ′
k(x)ek.
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f ′ : I → E, x �→ f ′(x) ou Df ou encore
df

dx
·
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Démonstration
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2.1. Théorème

Soient f ∈ D(I, E)
(
resp. C1(I, E)

)
et u une application linéaire de E dans
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Démonstration

Une première preuve consiste à dire que ceci est une conséquence de la linéarité
de l’application K → E, x �→ x v.

Une deuxième peut consister à y voir une application immédiate d’un théorème sur

les limites de fonctions car si x ∈ I \ {a}, f(x)− f(a)

x− a
=

p∑
k=1

fk(x)− fk(a)

x− a
ek.��

2.3. Applications

a. M : I → Mn,p(K), x �→
(
mi,j(x)

)
est dérivable sur I si, et seulement si, toutes

les mi,j sont dérivables sur I. Dans ce cas, on a : M ′(x) =
(
m′

i,j(x)
)
.

b. f ∈ D(I,C)
(
resp. C1(I,C)

)
si, et seulement si,

(
�e(f),�m(f)

)
∈

(
D(I,R)

)2
(
resp. C1(I,C)

)
et f ∈ D(I,C)

(
resp. C1(I,C)

)
si, et seulement si, f ∈ D(I,C)(

resp. C1(I,C)
)
. On a alors : f ′ = �e(f)′ + i�m(f)′ et

(
f
)′

= f ′

c. Si f ∈ C(I, E) est dérivable sur l’intérieur de I, elle est constante sur I si, et
seulement si, f ′ est nulle sur l’intérieur de I.

En effet le résultat a été démontré en première année dans le cas où E = R.

3. Action d’une application multilinéaire

3.1. Cas bilinéaire

Théorème
Soient E1, E2, F trois espaces vectoriels de dimension finie, B une appli-
cation bilinéaire de E1 × E2 dans F, f1 ∈ D(I, E1), f2 ∈ D(I, E2). Alors
l’application g : x �→ B

(
f1(x), f2(x)

)
est dérivable sur I et

∀x ∈ I, g′(x) = B
(
f ′
1(x), f2(x)

)
+B

(
f1(x), f

′
2(x)

)
.

Démonstration

Soit a ∈ I, g(x)− g(a) = B
(
f1(x)− f1(a), f2(a)

)
+B

(
f1(x), f2(x)− f2(a)

)
.

∀x ∈ I \{a}, g(x)− g(a)

x− a
= B

(
f1(x)− f1(a)

x− a
, f2(a)

)
+B

(
f1(x) ,

f2(x)− f2(a)

x− a

)

car B est bilinéaire.

f1 étant dérivable en a etB continue,B

(
f1(x)− f1(a)

x− a
,f2(a)

)
−−−→
x→a

B
(
f ′
1(a), f2(a)

)
.

f1 étant dérivable en a est continue en a ; comme f2 est dérivable en a et B

continue, B

(
f1(x) ,

f2(x)− f2(a)

x− a

)
−−−→
x→a

B
(
f1(a), f

′
2(a)

)
. D’où la conclusion.��

Applications

a. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, f ∈ D(I, E) et ϕ ∈ D(I,K),
alors ϕf ∈ D(I, E) et (ϕf)′ = ϕ′f + ϕf ′.

b. Si E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et si f et g sont
éléments de D(I, E), alors x �→ f(x) ∧ g(x) est dérivable sur I et :

∀x ∈ I,
d

dx
(f(x) ∧ g(x)) = f ′(x) ∧ g(x) + f(x) ∧ g′(x).

c. Si E est un espace vectoriel euclidien et si (f, g) ∈
(
D(I, E)

)2
, alors l’application

x �→
(
f(x)|g(x)

)
est dérivable sur I et :
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∀x∈ I,
d

dx

(
f(x)|g(x)

)
=

(
f ′(x)|g(x)

)
+
(
f(x)|g′(x)

)
.

d. Si (A,B) ∈
(
D
(
I,Mn(K)

))2

, alors AB ∈ D
(
I,Mn(K)

)
et (AB)′ = A′B+AB′.

e. Soit E un espace vectoriel euclidien f ∈ D(I, E) tel que ∀x ∈ I, ‖f(x)‖ = 1,
alors f(x) et f ′(x) sont orthogonaux.

En effet, ∀x ∈ I, 1 = ‖f(x)‖2 =
(
f(x)|f(x)

)
⇒ ∀x ∈ I, 0 = 2

(
f ′(x)|f(x)

)
cf.

application c. du théorème 3.

Ainsi si ϕ ∈ D(I,U) où U désigne l’ensemble des complexes de module 1, alors
ϕϕ′ + ϕϕ′ est nulle ie. ϕϕ′ est à valeurs imaginaires pures.

3.2. Extension au cas n-linéaire

En procédant comme pour le théorème précédent, on prouve le

Théorème
Soient E1, E2, . . . , En et F des espaces vectoriels normés de dimension
finie et M : E1 × · · · × En → F une application n-linéaire. Si, pour tout
i ∈ [[1, n]], fi ∈ D(I, Ei), alors l’application Φ : x �→ M

(
f1(x), . . . , fn(x)

)
est dérivable sur I et, pour tout x ∈ I, on a :

Φ′(x) =

n∑
k=1

M
(
f1(x), . . . , fk−1(x), f

′
k(x), fk+1(x), . . . , fn(x)

)
.

Applications

a. Si A est une algèbre normée de dimension finie, pour tout n dans N∗ et tout

(f1, . . . , fn) dans
(
D(I,A)

)n
,
(
f1∗· · ·∗fn

)′
=

n∑
k=1

(
f1∗· · ·∗fk−1∗f ′

k∗fk+1∗· · ·∗fn
)
.

Quand A est commutative cette formule s’écrit
( n∏
k=1

fk

)′
=

n∑
k=1

(
f ′
k

∏
j �=k

fj

)
.

b. Si E est de dimension n, muni d’une base E , si (f1, . . . , fn) ∈
(
D(I, E)

)n
, alors

l’application Φ : x �→ detE
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
est dérivable sur I avec :

∀x ∈ I, Φ′(x) =

n∑
k=1

detE
(
f1(x), . . . , fk−1(x), f

′
k(x), fk+1(x), . . . , fn(x)

)

Exemple

Soit ∆n : x �→ det
(
mi,j(x)

)
1�i,j�n

où mi,j(x) =
xj+1−i

(j + 1− i)!
si j + 1 � i et 0

sinon. On note E la base canonique de F = Mn,1(R) et, si i ∈ [[1, n]], Ci(x) la

i-ème colonne de
(
mi,j(x)

)
1�i,j�n

.

Alors Ci ∈ C1(R, F ) et, comme ∆n = detE(C1, . . . , Cn), ∆n ∈ C1(R,R) avec, si
x ∈ R, ∆′

n(x) = detE
(
C ′

1(x), C2(x), . . . , Cn(x)
)
car, si i � 2, on a C ′

i(x) = Ci−1(x)

et donc detE
(
C1(x), . . . , Ci−1(x), C

′
i(x), Ci+1(x), . . . , Cn(x)

)
= 0.

Par suite, comme C ′
1(x) est égal au premier vecteur de E , en développant suivant

la première colonne on obtient ∆′
n(x) = ∆n−1(x). Par nullité de la première ligne

∆n(0) = 0 et une récurrence immédiate donne ∆n(x) =
xn

n!
·
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Démonstration
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x− a
=

p∑
k=1

fk(x)− fk(a)

x− a
ek.��

2.3. Applications
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(
mi,j(x)

)
est dérivable sur I si, et seulement si, toutes

les mi,j sont dérivables sur I. Dans ce cas, on a : M ′(x) =
(
m′

i,j(x)
)
.

b. f ∈ D(I,C)
(
resp. C1(I,C)

)
si, et seulement si,

(
�e(f),�m(f)

)
∈

(
D(I,R)

)2
(
resp. C1(I,C)

)
et f ∈ D(I,C)

(
resp. C1(I,C)

)
si, et seulement si, f ∈ D(I,C)(

resp. C1(I,C)
)
. On a alors : f ′ = �e(f)′ + i�m(f)′ et

(
f
)′

= f ′
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3. Action d’une application multilinéaire
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l’application g : x �→ B

(
f1(x), f2(x)

)
est dérivable sur I et

∀x ∈ I, g′(x) = B
(
f ′
1(x), f2(x)

)
+B

(
f1(x), f

′
2(x)

)
.

Démonstration
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(
f1(x)− f1(a), f2(a)

)
+B

(
f1(x), f2(x)− f2(a)

)
.

∀x ∈ I \{a}, g(x)− g(a)

x− a
= B

(
f1(x)− f1(a)

x− a
, f2(a)

)
+B

(
f1(x) ,

f2(x)− f2(a)

x− a

)

car B est bilinéaire.

f1 étant dérivable en a etB continue,B

(
f1(x)− f1(a)

x− a
,f2(a)

)
−−−→
x→a

B
(
f ′
1(a), f2(a)

)
.

f1 étant dérivable en a est continue en a ; comme f2 est dérivable en a et B

continue, B

(
f1(x) ,

f2(x)− f2(a)

x− a

)
−−−→
x→a

B
(
f1(a), f

′
2(a)

)
. D’où la conclusion.��

Applications
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d

dx
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(
D(I, E)

)2
, alors l’application

x �→
(
f(x)|g(x)

)
est dérivable sur I et :
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3.2. Extension au cas n-linéaire
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4. Quotient

Théorème

Si (f, g) ∈ (D(I,K))2 et si g ne s’annule pas sur I, alors
f

g
∈ D(I,K) et

(f
g

)′
=

f ′g − fg′

g2
·

Démonstration

Compte tenu de l’application a. du théorème 3, il suffit de faire la démonstration

pour
1

g
, puis d’écrire g = α+iβ où (α, β) ∈ (D(I,R))2 et enfin d’utiliser le corollaire

du théorème 2 et les résultats connus pour les fonctions à valeurs réelles.��

5. Composition

5.1. Théorème
Si f ∈ D(I,R), g ∈ D(J,E) et si f(I) ⊂ J , alors g◦f ∈ D(I, E) et

(g◦f)′ = f ′ ·
(
g′◦f

)

Démonstration

Il suffit d’utiliser le corollaire du théorème 2 et les résultats connus pour les
fonctions à valeurs réelles.��

5.2. Applications

a. Si f ∈ D( ]− a, a[ , E) et est paire (respectivement impaire) alors f ′ est impaire
(respectivement paire).

b. Si f ∈ D(R, E) est T -périodique, f ′ est T -périodique.

c. Si u∈D(I,R) et 0 /∈ u(I), alors x �→ ln |u(x)| est dérivable sur I et (ln |u|)′ = u′

u
·

C. Fonctions de classe Ck

1. Dérivée k-ième

1.1. Définition
Pour f ∈ F(I, E) on définit par récurrence les dérivées successives de f :
f (0) = f et, pour k ∈ N∗, on dit que f est k fois dérivable sur I si f (k−1)

est dérivable sur I et on note Dk(f) =
dkf

dxk
= f (k) = (f (k−1))′.

On note Dk(I, E) l’ensemble des f ∈ F(I, E) k fois dérivables sur I.

1.2. Exemples fondamentaux

a) Soit α ∈ C, ∀x ∈ R \ {α}, dn

dxn

( 1

x− α

)
=

(−1)n n!

(x− α)n+1
·

b) Soit α ∈ C, ∀x ∈ R,
dn

dxn
(x− α)k =




k!

(k − n)!
(x− a)k−n si k > n,

k! si k = n,
0 si k < n.

c) ∀x ∈ R, ∀n∈N, Dn(cos)(x) = cos
(
x+ n

π

2

)
et Dn(sin)(x) = sin

(
x+ n

π

2

)
·
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d. Pour trouver la dérivée n-ième d’une fonction rationnelle, il suffit de décomposer
en éléments simples dans C(X) la fraction rationnelle associée et d’utiliser les
exemples a) et b).

e. ∀n ∈ N, Dn(exp) = exp ; D2n(ch) = ch ; D2n+1(ch) = sh.

1.3. Définition (fonctions de classe Ck)

f ∈ F(I, E) est dite de classe Ck sur I si f ∈ Dk(I, E) et si f (k) ∈ C(I, E).
f est dite de classe C∞ si elle est de classe Ck quel que soit k ∈ N�.
Si k ∈ N� ∪ {∞} on note Ck(I, E) l’ensemble des applications de I dans E
de classe Ck.

Remarque

Si k ∈ N�, C∞(I, E) ⊂ Ck(I, E) ⊂ Dk(I, E) ⊂ D(I, E) ⊂ C(I, E).

2. Opérations

On démontre par récurrence le théorème suivant :

2.1. Théorème

Pour tout k ∈ N, Dk(I, E) et Ck(I, E) sont des sous-espaces vectoriels de
C(I, E) et pour tout n � k, (λf + g)(n) = λf (n) + g(n).

2.2. Théorème (formule de Leibniz)

Soient E,F,G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K, n ∈ N,
si f ∈ Dn(I, E), g ∈ Dn(I, F ) et B : E × F → G est bilinéaire, alors
l’application h = B(f, g) est élément de Dn(I,G) et

h(n) =

k∑
k=0

(
n
k

)
B
(
f (k), g(n−k)

)
.

Démonstration

Par récurrence sur n. Le résultat est évident si n = 0 et déjà vu si n = 1. Supposons

le, vrai pour 0 � k � n− 1, alors h(n−1) =

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
B
(
f (k), g(n−1−k)

)
.

h(n) =

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
B
(
f (k+1), g(n−1−k)

)
+

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
B
(
f (k), g(n−k)

)
.

Or

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
B
(
f (k+1), g(n−1−k)

)
=

n∑
p=1

(
n− 1
p− 1

)
B
(
f (p), g(n−p)

)
, donc :

h(n)=

(
n− 1
0

)
B
(
f (0), g(n)

)
+

n−1∑
k=1

[(
n− 1
k

)
+

(
n− 1
k − 1

)]
B
(
f (k), g(n−k)

)

+

(
n− 1
n− 1

)
B
(
f (n), g(0)

)
.

Comme, pour tout k∈[[1, n− 1]],(
n− 1
k

)
+

(
n− 1
k − 1

)
=

(
n
k

)
et

(
n
n

)
=

(
n− 1
n− 1

)
=

(
n− 1
0

)
=

(
n
0

)
= 1,

la relation est alors vérifiée à l’ordre n, d’où la conclusion par théorème de
récurrence.��
Une conséquence immédiate en est le corollaire suivant :
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Une conséquence immédiate en est le corollaire suivant :
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2.3. Corollaire

Cn(I,K) est une K-algèbre. Si (f, g) ∈
(
Cn(I,K)

)2
et si k ∈ N�, k � n,

(fg)(k) =

k∑
i=0

(
k
i

)
f (i)g(k−i).

Si f ∈ Cn(I,K) et ne s’annule pas alors
1

f
∈ Cn(I,K).

2.4. Corollaire
Si A est une algèbre normée de dimension finie, a ∈ A, alors l’application
ψ définie sur R par ψ(t) = exp(ta) est de classe C∞ et, si n ∈ N�,

ψ(n) = an ∗ ψ = ψ ∗ an.

Démonstration

On procède par récurrence sur n, le cas n = 1 ayant déjà été prouvé.
Si ψ est de classe Cn avec ψ(n) = ψ ∗ an alors, comme ψ′ = a ∗ ψ et comme
t �→ a est de classe C∞, le théorème montre que ψ′ est de classe Cn avec
(ψ′)(n) = a ∗ ψ(n) = an+1 ∗ ψ, ce qui termine la récurrence car a et ψ sont
permutables. ��
2.5. Théorème

Si f ∈ Cn(I,R), g ∈ Cn(J,E) où J est un intervalle d’intérieur non vide de
R et f(I) ⊂ J , alors g◦f ∈ Cn(I, E).

Démonstration

Si f ∈ C(I,R), g ∈ C(J,E) et f(I) ⊂ J , alors g◦f ∈ C(I, E) (déjà vu). Supposons
n � 1 et pour f1 ∈ Cn−1(I,R), g1 ∈ Cn−1(J,E) et f1(I) ⊂ J , g1◦f1 ∈ Cn−1(I, E).

Soit f ∈Cn(I,R), g ∈Cn(J,E) et f(I) ⊂ J , comme (g◦f)′ = f ′·(g′◦f), l’application
du théorème 2.2. au couple (g′◦f, f ′) permet de conclure que (g◦f)′ est de classe
Cn−1 sur I ie. g◦f ∈Cn(I, E), d’où la conclusion par théorème de récurrence.��

II. Intégrale sur un segment

Dans cette partie I est le segment [a, b] de R, a < b.

1. Théorème et définition
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie p � 1, si B = (e1, . . . , ep) et
B′ = (e′1, . . . , e

′
p) sont deux bases de E. Soit f ∈ F(I, E) telle que :

∀t∈ I, f(t) =

p∑
i=1

fi(t)ei =

p∑
j=1

gj(t)e
′
j . Alors f ∈ CM(I, E) si, et seulement

si, toutes les fonctions fk et gk sont dans CM(I,K). Dans ce cas :
p∑

i=1

(∫

I

fi

)
ei =

p∑
j=1

(∫

I

gj

)
e′j .

On appelle ce vecteur l’intégrale sur [a, b] de f . On le note

∫

I

f ou

∫

I

f(t)dt.

Démonstration

Si P = (αi,j)∈GLn(K) est la matrice de passage de B à B′, on a, pour tout t∈ I,
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fi(t) =

p∑
i=1

αi,jgj(t). D’où

∫

I

fi =

p∑
i=1

αi,j

∫

I

gj .

IB(f) =

p∑
i=1

(∫

I

fi(t)dt
)
ei =

p∑
i=1

( p∑
j=1

αi,j

∫

I

gj

)
ei par linéarité de l’application

CM(I,K) → K, ϕ �→
∫

I

ϕ. Donc IB(f) =

p∑
j=1

∫

I

gj(t)dt

p∑
i=1

αi,jei =

p∑
j=1

(∫

I

gj

)
e′j ��

Corollaire
Pour qu’une fonction f soit élément de CM(I,C), il faut et il suffit que
�e(f) et �m(f) soient élément de CM(I,R). Dans ces conditions :

�e
(∫

I

f
)
=

∫

I

�e(f), �m
(∫

I

f
)
=

∫

I

�m(f),

∫

I

f =

∫

I

f .

2. Propriétés

On considère dans ce paragraphe E un K-espace vectoriel de dimension finie � 1
et I un segment de R d’extrémités a et b.

Des propriétés de l’application CM(I,K) → K, f �→
∫

I

f on déduit les trois

théorèmes suivants.

2.1. Théorème (linéarité)

L’application : CM(I, E) → E, f �→
∫

I

f est linéaire. Autrement dit :

∀(f, g) ∈ (CM(I, E))2, ∀λ ∈ K,

∫

I

(λf + g) = λ

∫

I

f +

∫

I

g.

Convention

Si a > b, on note

∫ b

a

f(t)dt = −
∫ a

b

f(t)dt = −
∫

[b,a]

f(t)dt ; de plus

∫ a

a

f = 0.

2.2. Théorème (relation de Chasles)

Soient a, b, c trois points d’un intervalle J de R, et f ∈ CM(J,E).∫ c

a

f =

∫ b

a

f +

∫ c

b

f .

2.3. Théorème (sommes de Riemann)

Si f ∈C(I, E) et si (ai)0�i�n est une subdivision de pas constant de I, alors

Rn(f) =
b− a

n

n−1∑
k=0

f(ai) −−−→
n→∞

∫

I

f .

Exemple

Soit la suite de terme général un =

(
π

2n

n−1∑
k=0

Rk

)2

où, pour k ∈ [[0, n − 1]],

Rk =

(
cos(θk) − sin(θk)
sin(θk) cos(θk)

)
avec θk =

kπ

n
·
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ψ définie sur R par ψ(t) = exp(ta) est de classe C∞ et, si n ∈ N�,

ψ(n) = an ∗ ψ = ψ ∗ an.

Démonstration
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′
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si, toutes les fonctions fk et gk sont dans CM(I,K). Dans ce cas :
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fi(t) =
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∫
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IB(f) =
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fi(t)dt
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ei =
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ei par linéarité de l’application
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Corollaire
Pour qu’une fonction f soit élément de CM(I,C), il faut et il suffit que
�e(f) et �m(f) soient élément de CM(I,R). Dans ces conditions :

�e
(∫

I

f
)
=

∫

I

�e(f), �m
(∫

I

f
)
=

∫

I

�m(f),

∫

I

f =

∫

I

f .

2. Propriétés

On considère dans ce paragraphe E un K-espace vectoriel de dimension finie � 1
et I un segment de R d’extrémités a et b.
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f on déduit les trois

théorèmes suivants.

2.1. Théorème (linéarité)

L’application : CM(I, E) → E, f �→
∫

I

f est linéaire. Autrement dit :

∀(f, g) ∈ (CM(I, E))2, ∀λ ∈ K,

∫

I

(λf + g) = λ

∫

I

f +

∫

I

g.

Convention

Si a > b, on note

∫ b

a

f(t)dt = −
∫ a

b

f(t)dt = −
∫

[b,a]

f(t)dt ; de plus

∫ a

a

f = 0.

2.2. Théorème (relation de Chasles)

Soient a, b, c trois points d’un intervalle J de R, et f ∈ CM(J,E).∫ c

a

f =

∫ b

a

f +

∫ c

b

f .

2.3. Théorème (sommes de Riemann)

Si f ∈C(I, E) et si (ai)0�i�n est une subdivision de pas constant de I, alors

Rn(f) =
b− a

n

n−1∑
k=0

f(ai) −−−→
n→∞

∫

I

f .

Exemple

Soit la suite de terme général un =

(
π

2n

n−1∑
k=0

Rk

)2

où, pour k ∈ [[0, n − 1]],

Rk =

(
cos(θk) − sin(θk)
sin(θk) cos(θk)

)
avec θk =

kπ

n
·
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• Un produit infini

Partie I

Soit le polynôme Qn(X) = (1 +X)2n − (1−X)2n. On note h l’application

R → R, t �→ t

sh(t)
si t �= 0 et 1 si t = 0.

1. Préciser le degré de Qn et le coefficient dominant. Décomposer Qn en

facteurs irréductibles sur R. En déduire la valeur de

n−1∏
p=1

tan2
(pπ
2n

)
si n � 2.

2. Montrer que h(t) = lim
n→∞

n−1∏
p=1

(
1 +

t2

4n2 tan2
(pπ
2n

)
)−1

·

3. a. Montrer que la série

(∑
ln
(
1 +

t2

(pπ)2

))

p�1

est convergente.

b. Montrer que ln
(
h(t)

)
= −

∞∑
p=1

ln
(
1 +

t2

(pπ)2

)
·

On posera up(n) = ln

(
1+ t2

4n2 tan2
(pπ
2n

)
)

si p < n et up(n) = 0 si p � n.

c. En déduire que h(t) = lim
n→∞

n−1∏
p=1

[
1 +

t2

(pπ)2

]−1

·

Partie II

1. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle :

Rn(X) =

n−1∏
p=1

(pπ)2

X + (pπ)2
· En déduire que :

n−1∑
p=1

2(−1)p−1

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) = 1.

2. Montrer que : lim
n→∞

(
n− 1
p

)

(
n− 1 + p

p

) = 1 pour p ∈ N. En déduire que :

h(t) = 1 + 2

∞∑
p=1

(−1)p
t2

t2 + (pπ)2
·

Partie III

1. Montrer que : ∀t ∈ ] − π, π[, ∀p ∈ N∗,
t2

t2 + (pπ)2
=

∞∑
n=0

αnt
2n+2. On

déterminera αn.

2. Soit, pour a > 0, Sa =

∞∑
p=1

(−1)p

pa
· Montrer que |Sa| < 1. En déduire

pour |t| < π, h(t) = 1 + 2
∞∑

n=0

(−1)n
S2n+2

π2n+2
t2n+2.
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L’application f définie sur R par f(t) =

(
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
est continue sur R et

avec a
(n)
k = ξ

(n)
k = k

π

n
, on a

π

n

n−1∑
k=0

= S
(
f ; (s, ξ)

)
−−−→
n→∞

∫ π

0

f =

(
0 −2
2 0

)
ce qui

montre que (un) converge vers

(
0 −1
1 0

)2

= −I2.

2.4. Théorème (image de l’intégrale par une application linéaire)

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et U ∈L(E,F ), pour tout

f ∈CM(I, E), on a U◦f ∈CM(I, F ) et

∫

I

U◦f = U
(∫

I

f
)
.

Démonstration

Notons B et C des bases de E et F . Notons X(t), Y (t), I(f), I(U◦f) les matrices

colonnes des coordonnées des vecteurs f(t), U◦f(t),
∫

I

f et

∫

I

U◦f . On a :

t
X(t) = (f1(t), . . . , fp(t)) ;

t
Y (t) = (g1(t), . . . , gq(t)) ; Y (t) = AX(t) où A est

MB,C(U) ;
t
I(f) =

(∫

I

f1, . . . ,

∫

I

fp

)
;
t
I(U◦f) =

(∫

I

g1, . . . ,

∫

I

gq

)
.

A = (ai,j). Donc gj(t) =

p∑
i=1

ai,jfi(t) ⇒
∫

I

gj =

p∑
i=1

ai,j

∫

I

fiie. I(U◦f) = A.I(f).

D’où le résultat.��

2.5. Théorème (inégalité de la moyenne)

Si N est une norme sur E et f ∈CM(I, E) et si (a, b)∈ I2,

N
(∫ b

a

f
)
�

∣∣∣
∫ b

a

N◦f
∣∣∣ � |b− a|N I

∞(f) = |b− a| sup
x∈[a,b]

N
(
f(x)

)
.

Démonstration

• Si f ∈C(I, E), I = [a, b], a < b et si (ai)0�i�n est une subdivision de pas constant

de I, d’après le théorème 2.3. on a Rn(f) =
b− a

n

n−1∑
k=0

f(ai) −−−→
n→∞

∫

I

f .

N étant continue sur E, la fonction N◦f est continue sur I et l’on a :

Rn(N◦f) = b− a

n

n−1∑
k=0

(N◦f)(ai) −−−→
n→∞

∫

I

N◦f .

D’après l’inégalité triangulaire : ∀n∈N�,N(Rn(f)) � Rn(N◦f).

La continuité de N sur E implique, par passage à la limite : N
(∫

I

f
)
�

∫

I

N◦f .

• Si f ∈CM(I, E), et si σ = (xk)0�k�p est une subdivision subordonnée à
f , notons fk le prolongement par continuité de f

]xk, xk+1[
à [xk, xk+1]. On a

∫ xk+1

xk

fk =

∫ xk+1

xk

f . Donc

∫

I

f =

p−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f =

p−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

fk.
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Comme fk est continue sur [xk, xk+1], on a N
(∫ xk+1

xk

fk

)
�

∫ xk+1

xk

N◦fk. Donc :

N
(∫

I

f
)
�

p−1∑
k=0

N
(∫ xk+1

xk

fk

)
�

p−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

N◦fk =

p−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

N◦f =

∫

I

N◦f .

La fin de la démonstration découle de l’inégalité de la moyenne pour les fonctions
à valeurs réelles (voir le cours de première année).��

III. Dérivation et intégration

A. Primitives de fonctions continues

1. Définition
Soit f ∈C(I, E). On appelle primitive de f sur I toute fonction g : I → E
qui est dérivable et telle que g′ = f .

Remarques

• g est de classe C1 sur I.
• Deux primitives d’une même application diffèrent d’une constante.

2. Théorème fondamental

Soient f ∈ C(I, E) et a∈ I. L’application F : x �→
∫ x

a

f(t)dt est l’unique

primitive de f qui s’annule en a. Pour toute primitive G de f sur I,∫ x

a

f(t)dt = G(x)−G(a).

Démonstration

Ce théorème est une conséquence immédiate de II.1. et du théorème, vu en
première année, sur les primitives de fonctions continues sur I à valeurs réelles.��
2.1. Corollaire

Si f est de classe C1 sur I et a ∈ I. Alors : ∀x ∈ I, f(x)−f(a) =

∫ x

a

f ′(t)dt.

2.2. Corollaire

Si f ∈C
(
[a, b],R) est de signe constant sur [a, b] alors

∫ b

a

f = 0 ⇒ f = 0.

Démonstration

F : I → R, x �→
∫ x

a

f(t)dt est de classe C1 sur I et F ′ = f . Supposons f � 0 ;

F est croissante sur [a, b] et F (a) = F (b) = 0. Donc F = 0. D’où F ′ = f = 0.��

2.3. Corollaire
Soit f ∈C(R,C) et T -périodique.
1. f a une primitive T -périodique si, et seulement si, toutes ses primitives

le sont ou encore si, et seulement si,

∫ T

0

f = 0.

2. ∀(a, b) ∈ R2,

∫ b

a

f =

∫ b+T

a+T

f et

∫ a+T

a

f =

∫ b+T

b

f .
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.
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2.5. Théorème (inégalité de la moyenne)

Si N est une norme sur E et f ∈CM(I, E) et si (a, b)∈ I2,

N
(∫ b

a

f
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�
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∞(f) = |b− a| sup
x∈[a,b]

N
(
f(x)

)
.

Démonstration

• Si f ∈C(I, E), I = [a, b], a < b et si (ai)0�i�n est une subdivision de pas constant

de I, d’après le théorème 2.3. on a Rn(f) =
b− a

n

n−1∑
k=0

f(ai) −−−→
n→∞

∫

I

f .

N étant continue sur E, la fonction N◦f est continue sur I et l’on a :

Rn(N◦f) = b− a

n

n−1∑
k=0

(N◦f)(ai) −−−→
n→∞

∫

I

N◦f .

D’après l’inégalité triangulaire : ∀n∈N�,N(Rn(f)) � Rn(N◦f).

La continuité de N sur E implique, par passage à la limite : N
(∫

I

f
)
�

∫

I

N◦f .

• Si f ∈CM(I, E), et si σ = (xk)0�k�p est une subdivision subordonnée à
f , notons fk le prolongement par continuité de f

]xk, xk+1[
à [xk, xk+1]. On a

∫ xk+1

xk

fk =

∫ xk+1

xk

f . Donc

∫

I

f =

p−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f =

p−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

fk.
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Comme fk est continue sur [xk, xk+1], on a N
(∫ xk+1

xk

fk

)
�

∫ xk+1

xk

N◦fk. Donc :

N
(∫

I

f
)
�

p−1∑
k=0

N
(∫ xk+1

xk

fk

)
�

p−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

N◦fk =

p−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

N◦f =

∫

I

N◦f .

La fin de la démonstration découle de l’inégalité de la moyenne pour les fonctions
à valeurs réelles (voir le cours de première année).��

III. Dérivation et intégration

A. Primitives de fonctions continues

1. Définition
Soit f ∈C(I, E). On appelle primitive de f sur I toute fonction g : I → E
qui est dérivable et telle que g′ = f .

Remarques

• g est de classe C1 sur I.
• Deux primitives d’une même application diffèrent d’une constante.

2. Théorème fondamental

Soient f ∈ C(I, E) et a∈ I. L’application F : x �→
∫ x

a

f(t)dt est l’unique

primitive de f qui s’annule en a. Pour toute primitive G de f sur I,∫ x

a

f(t)dt = G(x)−G(a).

Démonstration

Ce théorème est une conséquence immédiate de II.1. et du théorème, vu en
première année, sur les primitives de fonctions continues sur I à valeurs réelles.��
2.1. Corollaire

Si f est de classe C1 sur I et a ∈ I. Alors : ∀x ∈ I, f(x)−f(a) =

∫ x

a

f ′(t)dt.

2.2. Corollaire

Si f ∈C
(
[a, b],R) est de signe constant sur [a, b] alors

∫ b

a

f = 0 ⇒ f = 0.

Démonstration

F : I → R, x �→
∫ x

a

f(t)dt est de classe C1 sur I et F ′ = f . Supposons f � 0 ;

F est croissante sur [a, b] et F (a) = F (b) = 0. Donc F = 0. D’où F ′ = f = 0.��

2.3. Corollaire
Soit f ∈C(R,C) et T -périodique.
1. f a une primitive T -périodique si, et seulement si, toutes ses primitives

le sont ou encore si, et seulement si,

∫ T

0

f = 0.

2. ∀(a, b) ∈ R2,

∫ b

a

f =

∫ b+T

a+T

f et

∫ a+T

a

f =

∫ b+T

b

f .
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Démonstration

Soit H(x) =

∫ x+T

x

f = F (x + T ) − F (x) où F : x �→
∫ x

a

f(t)dt est la

primitive de f s’annulant en a. Tout comme F , H est de classe C1 sur R, et
H ′(x) = F ′(x+ T )− F ′(x) = f(x+ T )− f(x) = 0, donc H est constante.

1. F est T -périodique si, et seulement si, ∀x ∈ R, H(x) = H(0) =

∫ T

0

f = 0.

Si G est une primitive de f sur R, G : x �→ F (x) + C et

F (x+ T )− F (x) = G(x+ T )−G(x). D’où la fin de la preuve de 1.

2. H(a) = H(b) donne la deuxième égalité. La première s’en déduit par la relation
de Chasles.��
2.4. Corollaire

Soient f ∈C(I, E), a∈ I, u∈D(J,R) telle que u(J) ⊂ I.

G : x �→
∫ u(x)

a

f(t)dt est dérivable sur J et G′(x) = u′(x)f(u(x)).

Démonstration

Avec les notations précédentes, G = F◦u. Il suffit d’appliquer le théorème de
dérivation des fonctions composées.��
3. Quelques primitives

F désigne une primitive particulière de f sur un intervalle que le lecteur précisera
sans peine.

f(x) F (x)

(x− a)α, a ∈ R, α �= −1
(x− a)α+1

α+ 1
1

x− a
, a ∈ R ln

(
|x− a|

)

1

x− α
, α = a+ ib, b �= 0 ln

(
|x− α|

)
+ i arctan

(x− a

b

)

1

a2 + x2
, a �= 0

1

a
arctan

(x
a

)

1

a2 − x2
, a �= 0

1

2a
ln

(∣∣∣x+ a

x− a

∣∣∣
)

1√
a2 − x2

, a �= 0 arcsin
(x
a

)

1√
x2 + h

, h �= 0 ln
(
x+

√
x2 + h

)

B. Accroissements finis

1. Cas réel : (rappels)

1.1. Théorème de Rolle
Soit [a, b] un segment de R, a �= b. Si f ∈ C([a, b],R) est dérivable sur ]a, b[
et si f(a) = f(b), alors il existe c ∈ ]a, b[ tel que f ′(c) = 0.
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1.2. Théorème des accroissements finis
Soit [a, b] un segment de R, a �= b. Si f ∈ C([a, b],R) est dérivable sur ]a, b[,
alors il existe c ∈ ]a, b[ tel que f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c).

2. Cas vectoriel

2.1. Théorème (inégalité des accroissements finis)

Soient [a, b] un segment de R, a < b et f ∈C([a, b], E) de classe C1 sur ]a, b[.
Si : ∃λ ∈ R+, ∀t ∈ ]a, b[, N

(
f ′(t)

)
� λ, alors N

(
f(b)− f(a)

)
� λ(b− a).

Démonstration

f
(
b− 1

n

)
− f

(
a+

1

n

)
=

∫ b− 1
n

a+ 1
n

f ′ et l’inégalité de la moyenne donnent :

pour tout n∈N�,N
[
f
(
b − 1

n

)
− f

(
a +

1

n

)]
� λ

(
b − a − 2

n

)
· Par passage à la

limite, N et f étant continues, on a le résultat.��
Remarque

Il n’y a pas d’égalité des accroissements finis si E est de dimension p � 2.

En effet, prenons par exemple E = C et f(t) = eit, alors |f ′(t)| = |ieit| = 1.

Donc : f(2π)− f(0) = 0 et ne peut être égal à 2πf ′(c).

2.2. Corollaire
Soit f ∈ C(I, E) et de classe C1 sur l’intérieur de I. Alors f est lipschitzienne
sur I si, et seulement si, f ′ est bornée sur l’intérieur de I.

Démonstration

Si f ′ est bornée sur l’intérieur de I, pour (x, y) ∈ I2, x < y, on a (cf. corollaire 1.)(
∃λ ∈ R+, ∀t ∈ ]x, y[, N

(
f ′(t)

)
� λ

)
⇒

(
N
(
f(y)− f(x)

)
� λ(y − x)

)
.

Donc f est lipschitzienne sur I.

Réciproquement soit x0 ∈ I, il existe k∈R+ tel que ∀x �= x0, N
(f(x)− f(x0)

x− x0

)
�k.

Si x0 est intérieur à I,
f(x)− f(x0)

x− x0
−−−→
x→0

f ′(x0). D’où la conclusion par passage

à la limite dans les inégalités car N est continue sur E.��

2.3. Théorème
Si f ∈ C([a, b], E) est de classe C1 sur ]a, b] et si f ′ a une limite 
 ∈ E en a,
alors f est de classe C1 sur [a, b] et f ′(a) = 
.

Démonstration

(lim
a

f ′ = 
) ⇒ (∀ε ∈ R∗
+, ∃c ∈]a, b], ∀t ∈]a, c], N

(
f ′(t)− 


)
� ε).

L’application g : [a, c] → E, x �→ f(x)− x
 est continue sur [a, c], de classe C1 sur
]a, c], et vérifie : N(g′(t)) � ε si t ∈ ]a, c], donc on déduit du théorème 2.1. que :

∀x ∈ [a, c], N
(
g(x)−g(a)

)
� ε(x−a) ie. N

(
f(x)−f(a)− (x−a)


)
=

x→a
o
(
(x−a)

)
.

Donc f est dérivable en a, f ′(a) = 
 et lim
a

f ′ = f ′(a).

f ′ étant continue en a et sur ]a, b] l’est sur [a, b].��

Une récurrence immédiate prouve alors le corollaire suivant :
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Démonstration

Soit H(x) =

∫ x+T

x

f = F (x + T ) − F (x) où F : x �→
∫ x

a

f(t)dt est la

primitive de f s’annulant en a. Tout comme F , H est de classe C1 sur R, et
H ′(x) = F ′(x+ T )− F ′(x) = f(x+ T )− f(x) = 0, donc H est constante.

1. F est T -périodique si, et seulement si, ∀x ∈ R, H(x) = H(0) =

∫ T

0

f = 0.

Si G est une primitive de f sur R, G : x �→ F (x) + C et

F (x+ T )− F (x) = G(x+ T )−G(x). D’où la fin de la preuve de 1.

2. H(a) = H(b) donne la deuxième égalité. La première s’en déduit par la relation
de Chasles.��
2.4. Corollaire

Soient f ∈C(I, E), a∈ I, u∈D(J,R) telle que u(J) ⊂ I.

G : x �→
∫ u(x)

a

f(t)dt est dérivable sur J et G′(x) = u′(x)f(u(x)).

Démonstration

Avec les notations précédentes, G = F◦u. Il suffit d’appliquer le théorème de
dérivation des fonctions composées.��
3. Quelques primitives

F désigne une primitive particulière de f sur un intervalle que le lecteur précisera
sans peine.

f(x) F (x)

(x− a)α, a ∈ R, α �= −1
(x− a)α+1

α+ 1
1

x− a
, a ∈ R ln

(
|x− a|

)

1

x− α
, α = a+ ib, b �= 0 ln

(
|x− α|

)
+ i arctan

(x− a

b

)

1

a2 + x2
, a �= 0

1

a
arctan

(x
a

)

1

a2 − x2
, a �= 0

1

2a
ln

(∣∣∣x+ a

x− a

∣∣∣
)

1√
a2 − x2

, a �= 0 arcsin
(x
a

)

1√
x2 + h

, h �= 0 ln
(
x+

√
x2 + h

)

B. Accroissements finis

1. Cas réel : (rappels)

1.1. Théorème de Rolle
Soit [a, b] un segment de R, a �= b. Si f ∈ C([a, b],R) est dérivable sur ]a, b[
et si f(a) = f(b), alors il existe c ∈ ]a, b[ tel que f ′(c) = 0.
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1.2. Théorème des accroissements finis
Soit [a, b] un segment de R, a �= b. Si f ∈ C([a, b],R) est dérivable sur ]a, b[,
alors il existe c ∈ ]a, b[ tel que f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c).

2. Cas vectoriel

2.1. Théorème (inégalité des accroissements finis)

Soient [a, b] un segment de R, a < b et f ∈C([a, b], E) de classe C1 sur ]a, b[.
Si : ∃λ ∈ R+, ∀t ∈ ]a, b[, N

(
f ′(t)

)
� λ, alors N

(
f(b)− f(a)

)
� λ(b− a).

Démonstration

f
(
b− 1

n

)
− f

(
a+

1

n

)
=

∫ b− 1
n

a+ 1
n

f ′ et l’inégalité de la moyenne donnent :

pour tout n∈N�,N
[
f
(
b − 1

n

)
− f

(
a +

1

n

)]
� λ

(
b − a − 2

n

)
· Par passage à la

limite, N et f étant continues, on a le résultat.��
Remarque

Il n’y a pas d’égalité des accroissements finis si E est de dimension p � 2.

En effet, prenons par exemple E = C et f(t) = eit, alors |f ′(t)| = |ieit| = 1.

Donc : f(2π)− f(0) = 0 et ne peut être égal à 2πf ′(c).

2.2. Corollaire
Soit f ∈ C(I, E) et de classe C1 sur l’intérieur de I. Alors f est lipschitzienne
sur I si, et seulement si, f ′ est bornée sur l’intérieur de I.

Démonstration

Si f ′ est bornée sur l’intérieur de I, pour (x, y) ∈ I2, x < y, on a (cf. corollaire 1.)(
∃λ ∈ R+, ∀t ∈ ]x, y[, N

(
f ′(t)

)
� λ

)
⇒

(
N
(
f(y)− f(x)

)
� λ(y − x)

)
.

Donc f est lipschitzienne sur I.

Réciproquement soit x0 ∈ I, il existe k∈R+ tel que ∀x �= x0, N
(f(x)− f(x0)

x− x0

)
�k.

Si x0 est intérieur à I,
f(x)− f(x0)

x− x0
−−−→
x→0

f ′(x0). D’où la conclusion par passage

à la limite dans les inégalités car N est continue sur E.��

2.3. Théorème
Si f ∈ C([a, b], E) est de classe C1 sur ]a, b] et si f ′ a une limite 
 ∈ E en a,
alors f est de classe C1 sur [a, b] et f ′(a) = 
.

Démonstration

(lim
a

f ′ = 
) ⇒ (∀ε ∈ R∗
+, ∃c ∈]a, b], ∀t ∈]a, c], N

(
f ′(t)− 


)
� ε).

L’application g : [a, c] → E, x �→ f(x)− x
 est continue sur [a, c], de classe C1 sur
]a, c], et vérifie : N(g′(t)) � ε si t ∈ ]a, c], donc on déduit du théorème 2.1. que :

∀x ∈ [a, c], N
(
g(x)−g(a)

)
� ε(x−a) ie. N

(
f(x)−f(a)− (x−a)


)
=

x→a
o
(
(x−a)

)
.

Donc f est dérivable en a, f ′(a) = 
 et lim
a

f ′ = f ′(a).

f ′ étant continue en a et sur ]a, b] l’est sur [a, b].��

Une récurrence immédiate prouve alors le corollaire suivant :
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2.4. Corollaire

Si f ∈ C([a, b], E) est de classe Ck sur ]a, b] et si pour tout r ∈ [[1, k]], f (r) a
une limite �r ∈ E en a, alors f est de classe Ck sur [a, b] et f (r)(a) = �r.

Exemple

f : R → R, x �→ exp
(−1

x2

)
si x �= 0 et 0 �→ 0 est de classe C∞ sur R.

En effet, par récurrence, on montre qu’il existe Pn ∈R[X] de degré 3n tel

que pour tout x∈R∗
+, f

(n)(x) = Pn

( 1

x

)
exp

(−1

x2

)
· Par croissances comparées,

lim
x→0+

f (n)(x) = 0 ; d’où par application du corollaire, f est de classe C∞ sur [0,+∞[

et f (n)(0) = 0. D’où le résultat annoncé car f est paire.

C. Formules de Taylor

1. Théorème de Taylor-Laplace (ou Taylor avec reste intégral)

Soient f ∈Ck+1(I, E) et a∈ I. Alors ∀x∈ I, f(x) = Tk(x) + Rk(x) où

Tk(x) =

k∑
n=0

(x− a)n

n!
f (n)(a) et Rk(x) =

∫ x

a

(x− t)k

k!
f (k+1)(t) dt ou bien

Rk(x) = (x− a)k+1

∫ 1

0

(1− u)k

k!
f (k+1)

(
(1− u)a+ ux

)
du.

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate de II.1. et du théorème Taylor avec reste
intégral déjà prouvé en première année pour les fonctions à valeurs réelles.��

Remarque

L’intérêt de la deuxième expression du reste Rk réside dans le fait que les bornes
d’intégration sont fixes. D’où des facilités pour encadrer (par exemple).

Du théorème de Taylor-Laplace et de l’inégalité de la moyenne on déduit :

2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Soient f ∈Ck+1(I, E) et (a, b) ∈ I2, alors :

N
(
f(b)− f(a)−

k∑
p=1

(b− a)p

p!
f (p)(a)

)
�

|b− a|k+1

(k + 1)!
N [a,b]

∞
(
f (k+1)

)
.

3. Théorème de Taylor-Young

f ∈Cn(I, E) a un développement limité d’ordre n en x0 ∈ I :

f(x) =
x→x0

f(x0) + (x− x0)f
′(x0) + · · ·+ (x− x0)

n

n!
f (n)(x0) + o

(
(x− x0)

n
)
.

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate de II.1. et du théorème Taylor-Young déjà
prouvé en première année pour les fonctions à valeurs réelles.��
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D. Exemple des intégrales de Wallis

Si pour n ∈ N, In=
∫ π/2

0

sinn(x)dx, alors In=

∫ π/2

0

cosn(x)dx et nIn=(n−1)In−2

si n � 2 ; pour p∈N, I2p =
π(2p)!
2(2pp!)2

et I2p+1 =
(2pp!)2

(2p+ 1)!
· Enfin In ñ→∞

√
π

2n
·

Démonstration

• Le changement de variable x =
π

2
− t donne la première égalité.

• Intégrons par parties en posant f(x) = sinn−1(x) et g(x) = − cos(x). Les

fonctions f et g sont de classe C1 sur R si n � 2, et (fg)(0) = (fg)
(π
2

)
= 0.

In = (n− 1)

∫ π/2

0

sinn−2 cos2 = (n− 1)(In−2 − In). D’où la deuxième égalité.

Comme I0 =
π

2
et I1 = 1, on obtient I2p et I2p+1 par récurrence.

• Procédons par étapes :
(i) (In) est décroissante et à termes strictement positifs.

En effet, ∀x ∈
[
0,

π

2

]
, 0 � sin(x) � 1 ⇒ 0 � In+1 � In. On a déjà vu que In > 0.

(ii) In+1 ñ→∞ In. En effet : (i) ⇒ ∀n ∈ N,
In+2

In
�

In+1

In
� 1 ⇒ n+ 1

n+ 2
�

In+1

In
� 1.

D’où la conclusion par théorème d’encadrement.

(iii) la deuxième égalité prouve que la suite (un) définie par un = (n + 1)InIn+1

est constante. D’où ∀n ∈ N, un = u0 =
π

2
·

(iv) Enfin nInIn+1 ñ→∞nI2n ⇒ I2n ñ→∞
π

2n
· Comme In > 0 on a le résultat.��

IV. Suites et séries de fonctions

Dans tout cette partie les fonctions sont à valeur dans K.

A. Convergence en moyenne

1. Norme de la convergence en moyenne

[a, b] désigne ici un segment fixé de R avec a < b, la norme sur E est notée N .

Théorème

L’application N
[a,b]
1 : f �→

∫ b

a

|f | définit une norme sur C
(
[a, b], E

)
appelée

norme de la convergence en moyenne, de plus N
[a,b]
1 � (b− a)N

[a,b]
∞ .

Démonstration

N1 est à valeurs dans R+. Soient f et g continues sur [a, b] et λ∈K.

Si N
[a,b]
1 (f) = 0 alors, comme |f | est continue et à valeurs dans R+, f est nulle.

Par linéarité de l’intégration, N
[a,b]
1 (λf) = |λ|N [a,b]

1 (f).

|f + g| � |f |+ |g| d’où, par croissance de f �→
∫ b

a

f , on a :

N
[a,b]
1 (f + g) � N

[a,b]
1 (f) +N

[a,b]
1 (g).
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2.4. Corollaire

Si f ∈ C([a, b], E) est de classe Ck sur ]a, b] et si pour tout r ∈ [[1, k]], f (r) a
une limite �r ∈ E en a, alors f est de classe Ck sur [a, b] et f (r)(a) = �r.

Exemple

f : R → R, x �→ exp
(−1

x2

)
si x �= 0 et 0 �→ 0 est de classe C∞ sur R.

En effet, par récurrence, on montre qu’il existe Pn ∈R[X] de degré 3n tel

que pour tout x∈R∗
+, f

(n)(x) = Pn

( 1

x

)
exp

(−1

x2

)
· Par croissances comparées,

lim
x→0+

f (n)(x) = 0 ; d’où par application du corollaire, f est de classe C∞ sur [0,+∞[

et f (n)(0) = 0. D’où le résultat annoncé car f est paire.

C. Formules de Taylor

1. Théorème de Taylor-Laplace (ou Taylor avec reste intégral)

Soient f ∈Ck+1(I, E) et a∈ I. Alors ∀x∈ I, f(x) = Tk(x) + Rk(x) où

Tk(x) =

k∑
n=0

(x− a)n

n!
f (n)(a) et Rk(x) =

∫ x

a

(x− t)k

k!
f (k+1)(t) dt ou bien

Rk(x) = (x− a)k+1

∫ 1

0

(1− u)k

k!
f (k+1)

(
(1− u)a+ ux

)
du.

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate de II.1. et du théorème Taylor avec reste
intégral déjà prouvé en première année pour les fonctions à valeurs réelles.��

Remarque

L’intérêt de la deuxième expression du reste Rk réside dans le fait que les bornes
d’intégration sont fixes. D’où des facilités pour encadrer (par exemple).

Du théorème de Taylor-Laplace et de l’inégalité de la moyenne on déduit :

2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Soient f ∈Ck+1(I, E) et (a, b) ∈ I2, alors :

N
(
f(b)− f(a)−

k∑
p=1

(b− a)p

p!
f (p)(a)

)
�

|b− a|k+1

(k + 1)!
N [a,b]

∞
(
f (k+1)

)
.

3. Théorème de Taylor-Young

f ∈Cn(I, E) a un développement limité d’ordre n en x0 ∈ I :

f(x) =
x→x0

f(x0) + (x− x0)f
′(x0) + · · ·+ (x− x0)

n

n!
f (n)(x0) + o

(
(x− x0)

n
)
.

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate de II.1. et du théorème Taylor-Young déjà
prouvé en première année pour les fonctions à valeurs réelles.��
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D. Exemple des intégrales de Wallis

Si pour n ∈ N, In=
∫ π/2

0

sinn(x)dx, alors In=

∫ π/2

0

cosn(x)dx et nIn=(n−1)In−2

si n � 2 ; pour p∈N, I2p =
π(2p)!
2(2pp!)2

et I2p+1 =
(2pp!)2

(2p+ 1)!
· Enfin In ñ→∞

√
π

2n
·

Démonstration

• Le changement de variable x =
π

2
− t donne la première égalité.

• Intégrons par parties en posant f(x) = sinn−1(x) et g(x) = − cos(x). Les

fonctions f et g sont de classe C1 sur R si n � 2, et (fg)(0) = (fg)
(π
2

)
= 0.

In = (n− 1)

∫ π/2

0

sinn−2 cos2 = (n− 1)(In−2 − In). D’où la deuxième égalité.

Comme I0 =
π

2
et I1 = 1, on obtient I2p et I2p+1 par récurrence.

• Procédons par étapes :
(i) (In) est décroissante et à termes strictement positifs.

En effet, ∀x ∈
[
0,

π

2

]
, 0 � sin(x) � 1 ⇒ 0 � In+1 � In. On a déjà vu que In > 0.

(ii) In+1 ñ→∞ In. En effet : (i) ⇒ ∀n ∈ N,
In+2

In
�

In+1

In
� 1 ⇒ n+ 1

n+ 2
�

In+1

In
� 1.

D’où la conclusion par théorème d’encadrement.

(iii) la deuxième égalité prouve que la suite (un) définie par un = (n + 1)InIn+1

est constante. D’où ∀n ∈ N, un = u0 =
π

2
·

(iv) Enfin nInIn+1 ñ→∞nI2n ⇒ I2n ñ→∞
π

2n
· Comme In > 0 on a le résultat.��

IV. Suites et séries de fonctions

Dans tout cette partie les fonctions sont à valeur dans K.

A. Convergence en moyenne

1. Norme de la convergence en moyenne

[a, b] désigne ici un segment fixé de R avec a < b, la norme sur E est notée N .

Théorème

L’application N
[a,b]
1 : f �→

∫ b

a

|f | définit une norme sur C
(
[a, b], E

)
appelée

norme de la convergence en moyenne, de plus N
[a,b]
1 � (b− a)N

[a,b]
∞ .

Démonstration

N1 est à valeurs dans R+. Soient f et g continues sur [a, b] et λ∈K.

Si N
[a,b]
1 (f) = 0 alors, comme |f | est continue et à valeurs dans R+, f est nulle.

Par linéarité de l’intégration, N
[a,b]
1 (λf) = |λ|N [a,b]

1 (f).

|f + g| � |f |+ |g| d’où, par croissance de f �→
∫ b

a

f , on a :

N
[a,b]
1 (f + g) � N

[a,b]
1 (f) +N

[a,b]
1 (g).
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Enfin N
[a,b]
1 � (b− a)N

[a,b]
∞ découle de l’inégalité de la moyenne.��

Remarque

On peut prolonger N1 à l’espace vectoriel CM
(
[a, b],K

)
mais ce n’est alors plus

une norme car, par exemple, si u ∈ K \ {0} et f = I{a} u, on a N1(f) = 0 alors
que f n’est pas nulle.

2. Suites de fonctions

On déduit immédiatement de N
[a,b]
1 � (b− a)N

[a,b]
∞ :

2.1. Corollaire
Si (fn) est une suite de fonctions continues sur un segment [a, b] de R qui

converge uniformément sur [a, b] vers f , alors

∫ b

a

fn −−−→
n→∞

∫ b

a

f .

Remarque

Ce corollaire ne donne qu’une condition suffisante pour que

∫ b

a

fn −−−→
n→∞

∫ b

a

f .

En effet si fn : x �→ xn, alors la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1] car la

limite simple, I{1} n’est pas continue et pourtant

∫ 1

0

fn =
1

n+ 1
−−−→
n→∞

0.

2.2. Corollaire
Soient (fn) une suite de fonctions continues sur un intervalle I d’intérieur
non vide, a un point fixé de I et, pour tout n ∈ N, hn la primitive de f
s’annulant en a. Si (fn) converge uniformément vers f sur tout segment de
I, alors (hn) converge uniformément sur tout segment de I vers la primitive
de f nulle en a.

Démonstration

Soit K un segment. On choisit un segment [α, β] (et il en existe) inclus dans I qui
contienne {a} ∪K.

Si x∈[α, β], N
(
hn(x)−h(x)

)
= N

(∫ x

a

(f−fn)

)
�

∣∣∣∣
∫ x

a

N◦(f−fn)

∣∣∣∣ � N1(f−fn)

où N1 désigne la norme de la convergence en moyenne sur C
(
[α, β], E

)
. La fin de

la preuve découle directement du théorème.��
3. Séries de fonctions

Exprimons dans le langage des séries le corollaire 2.1.

Corollaire

Soit (fn) ∈ C
(
[a, b],K

)N
. Si

∑
fn converge uniformément sur [a, b], alors

∑∫ b

a

fn converge et

∞∑
n=0

∫ b

a

fn =

∫ b

a

∞∑
n=0

fn.

B. Dérivation

Le théorème d’approximation de Weierstrass prouve que toute fonction continue
sur [a, b] est la limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales et donc de
classe C∞, la dérivabilité n’est donc en général pas conservée par 〈〈passage à la
limite uniforme 〉〉, on va donner quelques conditions suffisantes.
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1. Suites

1.1. Théorème
Soient a un point fixé de I et (fn)n∈N une suite d’éléments de C1(I,K). On
suppose que

(
fn(a)

)
n∈N converge et que (f ′

n)n∈N converge uniformément
sur tout segment de I vers une fonction notée g.
Alors (fn)n∈N converge uniformément sur tout segment de I, sa limite f est
de classe C1 sur I et f ′ = g.

Démonstration

Si l’on applique le corollaire IV.A.2.2. à (hn)n∈N où hn : I → K, x �→
∫ x

a

f ′
n on

montre que (hn)n converge uniformément sur tout segment de I vers h : x �→
∫ x

a

g.

Comme fn = hn + fn(a) et
(
fn(a)

)
converge vers un élément de E noté �, la suite

de fonctions (fn) converge uniformément sur tout segment vers h + � qui est de
classe C1 sur I et primitive de g.��
L’utilisation de ce théorème et d’une récurrence montre le corollaire suivant :

1.2. Corollaire

Soient k ∈ N∗, (fn)n∈N une suite d’éléments de Ck(I,K) telle que :

(i) Pour tout p ∈ N, p < k, il existe ap dans I tel que
(
f
(p)
n (ap)

)
converge,

(ii) (f
(k)
n )n∈N converge uniformément sur tout segment de I ; on note g sa

limite simple sur I.
Alors (fn)n∈N converge uniformément sur tout segment de I, sa limite f est
de classe Ck sur I et vérifie f (k) = g.

2. Séries

2.1. Corollaire
Soient a un point fixé de I et (fn)n∈N une suite d’éléments de C1(I,K). On
suppose que

∑
fn(a) converge et que

∑
f ′
n converge uniformément sur tout

segment de I. Alors
∑

fn converge uniformément sur tout segment de I, sa

somme S est de classe C1 sur I et S′ =

( ∞∑
n=0

fn

)′

=

∞∑
n=0

f ′
n.

2.2. Corollaire

Soient k ∈ N∗ et (fn)n∈N une suite d’éléments de Ck(I,K).

Si pour tout p ∈ N, p < k il existe ap ∈ I tel que
∑

f
(p)
n (a) converge et si∑

f
(k)
n converge uniformément sur tout segment de I, alors :∑
fn converge uniformément sur tout segment de I, sa somme S est de

classe Ck sur I et pour tout p � k, S(p) =

( ∞∑
n=0

fn

)(p)

=

∞∑
n=0

f (p)
n .

3. Exemple de la fonction zêta

Soient I = ]1,+∞[ et, pour tout n ∈ N�, fn : x �→ 1

nx
·

On rappelle que
∑

fn converge simplement sur I et que sa somme est notée ζ.
La continuité de ζ a déjà été prouvée.
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Si n ∈ N�, fn est de classe C∞ sur I et, si k � 1, f (k)
n : x �→ (−1)k

lnk(n)

nx
·

Soit a∈ I, si x � a, on a
∣∣f (k)

n (x)
∣∣ � lnk(n)

na
= αn, terme général d’une série réelle

convergente car αn =
n→∞

o
( 1

nb

)
où 1 < b < a, par croissances comparées.

Pour tout k ∈ N�
∑

f
(k)
n converge normalement sur [a,+∞[ , le corollaire 2.2.

s’applique, prouve que ζ est de classe C∞ sur I avec, pour tout k ∈ N� et tout

x ∈ I, ζ(k)(x) = (−1)k
∞∑

n=2

lnk(n)

nx
· En particulier ζ est décroissante et convexe.

Rappelons que lim
+∞

ζ = 1 et que ζ(x)
x̃→1+

1

x− 1
d’après le chapitre précédent.

y

1

1 x

V. Arcs paramétrés

E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n élément de {2, 3}·

1. Définitions
1. On appelle arc paramétré de classe C1 un couple (I, f) où I est un
intervalle de R et f un élément de C1

(
I, E

)
.

2. Dans ce cas f(I) est appelée trajectoire ou support du mouvement.

3. On dit qu’un élément t0 de I est une valeur régulière du paramètre
(ou valeur régulière pour abréger) si f ′(t0) �= −→

0 , l’arc est dit régulier si
toutes les valeurs du paramètre sont régulières.

4. On dit que la droite Mt0 +R−→u est tangente à la trajectoire pour la valeur
t0 s’il existe une fonction ε définie sur un voisinage de 0, à valeur réelles, de
limite nulle en 0 telle que

−−−−−−−→
Mt0Mt0+h h̃→0

ε(h)−→u .

Remarques

t0 est une valeur régulière du paramètre si, et seulement si,

−−→
dM t0

dt
�= −→

0 .

2. Théorème

Si t0 est une valeur régulière alors

−−→
dM t0

dt
est tangent à la trajectoire en Mt0 .

Démonstration

On a Mt0+h = O + f(t0 + h) =
h→0

Mt0 + (t− t0)

−−→
dM t0

dt
+
−−→
o(h) d’où le résultat.��
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EXERCICES

Sauf mention contraire, (E,N) désigne un espace vectoriel
normé de dimension finie.

1. f ∈ C2(R,R). Déterminer lim
h→0

1

h2

[
f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

]
. En déduire les

fonctions f telles que f ∈ C2(R,R) et ∀(x, y) ∈ R2, f(x+y)+f(x−y) = 2f(x)f(y).

2. I un intervalle ouvert de R et f ∈ Cn(I, E). ∆hg(x) =
1

h

(
g(x + h) − g(x)

)

pour g ∈ RI telle que (x + h, x) ∈ I2 avec h �= 0. Si x ∈ I, montrer que
lim
h→0

∆n
hf(x)=f (n)(x) où ∆n

h = ∆h◦∆n−1
h =∆n−1

h ◦∆h si n � 1 et ∆0
hf = f .

On pourra introduire la fonction ϕ : t �→ (et − 1)n et déterminer ϕ(k)(0) si k � n.

3. Soit f ∈ C∞(R,R), θ : R → ]0, 1[ telles que, pour tout x ∈ R,

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(xθ(x)).

a. On suppose que f (3)(0) �= 0. Déterminer lim
0

θ.

b. Même question si : ∀k ∈ [[3, p− 1]], f (k)(0) = 0 et f (p)(0) �= 0.

4. Soit f ∈ Cp(I, I), p � 2. On suppose qu’il existe un unique point fixe �
de f dans I. On définit (xn) par x0 ∈ I et xn+1 = f(xn). On suppose que
� = lim(xn), f

(k)(�) = 0 si k ∈ [[1, p− 1]] et f (p)(�) �= 0. Montrer que :

∃(µ,A) ∈ R∗
+× ]0, 1[, |xn − �|

ñ→∞µA(pn).

On pourra étudier la série
∑

βn où βn =
1

pn+1
ln
[ |xn+1 − �|
|xn − �|p

]
·

5. Limites des suites définies pour n � 1, par :

a. un =
1

n

n∑
k=1

n
√
ak, a ∈ R∗

+ \ {1} ; b. vn =
( (2n)!
n!nn

)1/n

; c. wn =

2n∑
k=n

sin2
( 1√

k

)
·

6. f ∈ C1([0, 1],R). Étudier (un)n�1 où un =

n−1∑
k=0

(
f
(2k + 1

2n

)
− f

(k
n

))
·

En déduire : lim
n→∞

(
(2n+ 1)(2n+ 3) . . . (4n− 1)

2n(2n+ 2) . . . (4n− 2)

)
·
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1 x
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0 , l’arc est dit régulier si
toutes les valeurs du paramètre sont régulières.

4. On dit que la droite Mt0 +R−→u est tangente à la trajectoire pour la valeur
t0 s’il existe une fonction ε définie sur un voisinage de 0, à valeur réelles, de
limite nulle en 0 telle que

−−−−−−−→
Mt0Mt0+h h̃→0

ε(h)−→u .

Remarques

t0 est une valeur régulière du paramètre si, et seulement si,

−−→
dM t0

dt
�= −→

0 .

2. Théorème

Si t0 est une valeur régulière alors

−−→
dM t0

dt
est tangent à la trajectoire en Mt0 .

Démonstration

On a Mt0+h = O + f(t0 + h) =
h→0

Mt0 + (t− t0)

−−→
dM t0

dt
+
−−→
o(h) d’où le résultat.��
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EXERCICES

Sauf mention contraire, (E,N) désigne un espace vectoriel
normé de dimension finie.

1. f ∈ C2(R,R). Déterminer lim
h→0

1

h2

[
f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

]
. En déduire les

fonctions f telles que f ∈ C2(R,R) et ∀(x, y) ∈ R2, f(x+y)+f(x−y) = 2f(x)f(y).

2. I un intervalle ouvert de R et f ∈ Cn(I, E). ∆hg(x) =
1

h

(
g(x + h) − g(x)

)

pour g ∈ RI telle que (x + h, x) ∈ I2 avec h �= 0. Si x ∈ I, montrer que
lim
h→0

∆n
hf(x)=f (n)(x) où ∆n

h = ∆h◦∆n−1
h =∆n−1

h ◦∆h si n � 1 et ∆0
hf = f .

On pourra introduire la fonction ϕ : t �→ (et − 1)n et déterminer ϕ(k)(0) si k � n.

3. Soit f ∈ C∞(R,R), θ : R → ]0, 1[ telles que, pour tout x ∈ R,

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(xθ(x)).

a. On suppose que f (3)(0) �= 0. Déterminer lim
0

θ.

b. Même question si : ∀k ∈ [[3, p− 1]], f (k)(0) = 0 et f (p)(0) �= 0.

4. Soit f ∈ Cp(I, I), p � 2. On suppose qu’il existe un unique point fixe �
de f dans I. On définit (xn) par x0 ∈ I et xn+1 = f(xn). On suppose que
� = lim(xn), f

(k)(�) = 0 si k ∈ [[1, p− 1]] et f (p)(�) �= 0. Montrer que :

∃(µ,A) ∈ R∗
+× ]0, 1[, |xn − �|

ñ→∞µA(pn).

On pourra étudier la série
∑

βn où βn =
1

pn+1
ln
[ |xn+1 − �|
|xn − �|p

]
·

5. Limites des suites définies pour n � 1, par :

a. un =
1

n

n∑
k=1

n
√
ak, a ∈ R∗

+ \ {1} ; b. vn =
( (2n)!
n!nn

)1/n

; c. wn =

2n∑
k=n

sin2
( 1√

k

)
·

6. f ∈ C1([0, 1],R). Étudier (un)n�1 où un =

n−1∑
k=0

(
f
(2k + 1

2n

)
− f

(k
n

))
·

En déduire : lim
n→∞

(
(2n+ 1)(2n+ 3) . . . (4n− 1)

2n(2n+ 2) . . . (4n− 2)

)
·
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7. a. Montrer que le système d’équations :

∫ x

0

P (t) sin(t)dt =

∫ x

0

P (t) cos(t)dt =0,

d’inconnue x n’a qu’un nombre fini de solutions réelles si P ∈ R[X], deg(P ) � 1.

b. si f ∈C(R,R), si x < y � x+ π et

∫ y

x

f(t)eit dt = 0, montrer que f s’annule au

moins une fois dans ]x, y[ .

8. Montrer que la relation

∫ f(x)

x

et
2

dt = 1 définit une fonction f de classe C∞

sur R. Montrer que la droite d’équation y = −x est axe de symétrie de la courbe
représentative de f . Étudier les branches infinies de la courbe.

9. h ∈ R∗
+, k ∈ N, f ∈ C2k+1([−kh, kh],R). on associe à f le polynôme

P ∈ R[X] de degré 2k tel que pour i ∈ [[−k, k]], P (ih) = f(ih). On pose

M = sup
x∈[−kh,kh]

|f (2k+1)(x)|. Montrer que |f ′(0)− P ′(0)| � Mh2k

(2k + 1)
(

2k
k

) ·

Pour x ∈ ]− h, h[ \{0}, on définira A tel que f(x)− P (x) = Ax

k∏
p=1

(
x2 − (pk)2

)
.

10. Pour z ∈ C∗ et n ∈ N, on pose In(z) =

∫ 1

−1

(1− t2)n

n!
eztdt.

a. Montrer que In(z)=
1

z2n+1

[
ezAn(z)−e−zAn(−z)

]
où An ∈ Z[X] et deg(A) = n.

b. Donner un développement limité de e2x − An(−x)

An(x)
à l’ordre (2n+ 1) en 0.

11. Soit E l’ensemble des applications de C1([0, 1],C) telles que f(0) = 0. On pose

n(f) = sup
t∈[0,1]

|f(t) + f ′(t)| et N(f) = sup
t∈[0,1]

|f(t)|+ sup
t∈[0,1]

|f ′(t)|.

Montrer que n et N sont deux normes équivalentes sur E. On pourra utiliser les

remarques suivantes : f(x) =

∫ x

0

f ′(t)dt et
d

dt
(etf(t)) = et(f ′(t) + f(t)) si f ∈ E.

12. Soit E = C
(
[0, 1],C

)
muni de N

[0,1]
∞ . Soit u ∈ L(E) défini par :

u(f)(x) =

∫ x

0

f(t)dt. On pose u0 = IE , u
n = u◦un−1 si n � 1.

a. Montrer que : ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1], un(f)(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

b. Montrer que u∈Lc(E) et déterminer ‖un‖ si n � 1.

13. a. Montrer que si f ∈ C1([a, b],C), a < b et si I(λ) =

∫ b

a

f(t)eiλtdt où λ ∈ R,

alors lim
|λ|→+∞

I(λ) = 0.

b. En déduire que ce résultat est encore vrai si f ∈ C([a, b],C). On pourra utiliser
un théorème d’approximation.On parle alors du lemme de Riemann-Lebesgue.
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14. Soient [a, b] un segment de R et f ∈C
(
[a, b], E

)
telle que f(a) = f(b) = 0E .

Montrer que la fonction définie sur R par Φ(x) =

∫ b

a

|t−x|f(t) dt est de classe C2.

15. Si a et b sont deux réels, soit E =
{
f ∈C

(
[0, 1],R

) ∣∣ f(0) = a et f(1) = b
}
·

Montrer que F : f �→
∫ 1

0

f ′2 admet un minimum m sur E , expliciter m et

F−1
(
{m}

)
.

16. Soit f ∈C2
(
[0, 1], E

)
telle que f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0E et N

[
f(1)

]
= 1.

Montrer l’existence d’un élément x0 de [0, 1] tel que N
[
f ′′(x0)

]
= 4.

17. Soit f ∈F(R, E) dérivable en 0, on suppose qu’il existe k∈R \ {−1, 0, 1} tel
que, pour tout x∈R, f(kx) = kf(x). Montrer que f est linéaire.

18. Soit f ∈C1(R+, E) qui admet une limite en +∞ et telle que f ′ est uni-
formément continue. Montrer que f ′ admet 0E pour limite en +∞.

19. Soient f ∈C
(
[0, 1], ]0,+∞[

)
, I =

∫ 1

0

f et n∈N�.

a. Montrer l’existence d’une subdivision (xi)0�i�n de [0, 1] telle que :

∀i∈[[1, n]],
∫ xi

xi−1

f =
I

n

b. Si f ∈C1
(
[0, 1],R

)
, f ′ > 0, f(0) = 0 et f(1) = 1, montrer l’existence d’une suite

strictement croissante (xi)1�i�n à valeurs dans [0, 1] telle que

n∑
i=1

1

f ′(xi)
= n.

20. α1, . . . , αn sont des réels deux à deux distincts et P =
n∏

k=1

(X − αk). On se

propose de montrer que z �→
∣∣P (z)

∣∣ admet un minimum sur l’ensemble U des
complexes de module 1 et que ce minimum n’est atteint qu’en ±1.
a. Montrer l’existence de ce minimum et traiter le cas {α1, . . . , αn}∩{−1,+1} �= .
On suppose désormais P (−1) �= 0 �= P (1).

b. Montrer que la fonction f définie sur R par f(θ) =
∣∣P (eiθ)

∣∣2 est de classe C∞

sur R et vérifie :

(i) ∀θ∈R,
f ′(θ)

f(θ)
= 2

n∑
k=1

αk sin(θ)

α2
k − 2αk cos(θ) + 1

,

(ii) ∀θ∈R\πZ, f
′′f − f ′2

f2
(θ)=cotan(θ)

f ′

f
(θ)−4 sin2(θ)

n∑
k=1

α2
k

(α2
k − 2αk cos(θ) + 1)2

·

c. Conclure.

21. Seconde formule de la moyenne
Soient f et g des éléments de CM

(
[a, b],R

)
, f étant décroissante et positive et G

la primitive (continue) de g nulle en a. On pose [m,M ] = G
(
[a, b]

)
.

a. On suppose f en escalier, montrer que mf(a) �
∫ b

a

fg � Mf(a).
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f ′
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b. Montrer l’existence d’une suite (fn) de fonctions en escalier sur [a, b] qui converge
uniformément vers f sur [a, b] et telle que, pour tout n∈N, fn est positive
décroissante avec fn(a) = f(a).

c. En déduire l’existence d’un élément ξ de [a, b] tel que

∫ b

a

fg = f(a)

∫ ξ

a

g.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Du théorème de Taylor-Young, on déduit :

f(x+ h) =
h→0

f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) + o(h2) et

f(x− h) =
h→0

f(x)− hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) + o(h2). D’où :

∆h(x)=
1

h2

[
f(x+h)+f(x−h)−2f(x)

]
=

h→0
f ′′(x)+o(1). Donc : ∆h(x) −−−→

h→0
f ′′(x).

• Si f existe et vérifie : ∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x)f(y) (1)

alors f(0) = f(0)2. Donc f(0) ∈ {0, 1}. Si f(0) = 0, alors (1) pour x quelconque
et y = 0 implique f(x) = f(0)f(x) = 0 ie. f est la fonction nulle.

Supposons f distincte de la fonction nulle. (1) avec x = 0 donne f paire.

Soit x0 tel que f(x0) �= 0, en utilisant (1) avec x = x0, y = h et le début de

l’exercice, on a : 2f(x0)
(f(h)− 1

h2

)
−−−→
h→0

f ′′(x0). Donc ∃a = 2 lim
h→0

f(h)− 1

h2
∈ R.

Si x ∈ R, 2f(x)
(f(h)− 1

h2

)
−−−→
h→0

af(x) et 2f(x)
(f(h)− 1

h2

)
−−−→
h→0

f ′′(x).

De l’unicité de la limite, on déduit que f est solution sur R de l’équation
différentielle y′′ − ay = 0.

− si a = 0, f(x) = αx+ β. De f(0) = 1 et f paire, on déduit f(x) = 1.

− si a > 0, a = ω2 où ω > 0. f(x) = α ch(ωx) + β sh(ωx). De f(0) = 1 et f
paire, on déduit f(x) = ch(ωx).

− si a < 0, a = −ω2 où ω > 0. f(x) = α cos(ωx) + β sin(ωx). De f(0) = 1 et f
paire, on déduit f(x) = cos(ωx).

• Réciproquement, on montre aisément que les fonctions définies pour tout ω ∈ R
par : χω(x) = ch(ωx), et ψω(x) = cos(ωx) vérifient (1). Notons que χ0(x) = 1.

• En conclusion, les fonctions de C2(R,R) vérifiant (1) sont les fonctions définies
pour tout ω ∈ R par : x �→ 0, x �→ ch(ωx) et x �→ cos(ωx) où ω ∈ R.
Remarque : on montre que les fonctions continues sur R qui vérifient (1) sont de
classe C∞ en utilisant des techniques classiques, vues en première année, sur les
équations fonctionnelles.
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2. ∆h =
1

h

(
Th − I) où Th : g �→ G définie par G(x) = g(x + h). Par récurrence,

on a Tn
h = Gn où Gn(x) = g(x+ nh) pour tout n ∈ N.

Comme Th et I commutent dans l’algèbre des endomorphismes de F(I, E), le

binôme de Newton donne : ∆n
h =

1

hn

(
Th − I

)n
=

1

hn

n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−pT p

h .

∆n
h(g)(x) =

1

hn

n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−p(−1)n−pg(x+ ph).

D’après le théorème de Taylor-Young, on a : f(x+ph) =
h→0

n∑
k=0

(ph)k

k!
f (k)(x)+o(hn).

D’où : ∆n
h(f)(x) =

h→0

1

hn

n∑
p=0

n∑
k=0

(
n

p

)
(−1)n−p (ph)

k

k!
f (k)(x) + o(1).

∆n
h(f)(x) =

h→0

1

hn

n∑
k=0

( n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−ppk

)hk

k!
f (k)(x) + o(1).

ϕ(t) =
(
et − 1

)n
=

n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−pept ⇒ ϕ(k)(0) =

n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−ppk.

et − 1
t̃→0

t ⇒ ϕ(t)
t̃→0

tn ie. ϕ(t) =
t→0

tn + o(tn).

De l’unicité du développement limité de la fonction ϕ en 0 et du théorème de
Taylor-Young, on déduit que ϕ(k)(0) = 0 si k ∈ [[0, n− 1]] et ϕ(n)(0) = n!
D’où ∆n

h(f)(x) =
h→0

f (n)(x) + o(1) et le résultat.

3. a. D’après l’énoncé, ∀x ∈ R, f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(xθ(x)).

Du théorème de Taylor-Young, on déduit que :

f(x) =
x→0

f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(0) +

x3

6
f (3)(0) + o(x3).

Donc : f ′′(xθ(x)) =
x→0

f ′′(0) +
xθ(x)

3
f (3)(0) + o(x) car θ(x) ∈ ]0, 1[.

Or : f ′′(xθ(x)) =
x→0

f ′′(0) + xθ(x)f (3)(0) + o(x) car θ(x) ∈ ]0, 1[.

Comme f (3)(0) �= 0, on obtient : θ(x) −−−→
x→0

1

3
·

b. En procédant de même, compte tenu des hypothèses, on peut écrire :

f(x) =
x→0

f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(0) +

xp

p!
f (p)(0) + o(xp). (�)

f ′′(xθ(x)) =
x→0

f ′′(0) +

(
xθ(x)

)p−2

(p− 2)!
f (p)(0) + o(xp−2).

En effet, comme θ(x) ∈ ]0, 1[, on a o
(
xθ(x)

)p−2
=

x→0
o(xp−2).

Donc : f(x) =
x→0

f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(0) +

xp
(
θ(x)

)p−2

2(p− 2)!
f (p)(0) + o(xp). (��)

Comme f (p)(0) �= 0, on déduit de (�) et (��) que

(
θ(x)

)p−2

2(p− 2)!
−−−→
x→0

1

p!
·

D’où θ(x) −−−→
x→0

( 2

p(p− 1)

) 1
p−2 ·
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b. Montrer l’existence d’une suite (fn) de fonctions en escalier sur [a, b] qui converge
uniformément vers f sur [a, b] et telle que, pour tout n∈N, fn est positive
décroissante avec fn(a) = f(a).

c. En déduire l’existence d’un élément ξ de [a, b] tel que

∫ b

a

fg = f(a)

∫ ξ

a

g.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Du théorème de Taylor-Young, on déduit :

f(x+ h) =
h→0

f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) + o(h2) et

f(x− h) =
h→0

f(x)− hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) + o(h2). D’où :

∆h(x)=
1

h2

[
f(x+h)+f(x−h)−2f(x)

]
=

h→0
f ′′(x)+o(1). Donc : ∆h(x) −−−→

h→0
f ′′(x).

• Si f existe et vérifie : ∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x)f(y) (1)

alors f(0) = f(0)2. Donc f(0) ∈ {0, 1}. Si f(0) = 0, alors (1) pour x quelconque
et y = 0 implique f(x) = f(0)f(x) = 0 ie. f est la fonction nulle.

Supposons f distincte de la fonction nulle. (1) avec x = 0 donne f paire.

Soit x0 tel que f(x0) �= 0, en utilisant (1) avec x = x0, y = h et le début de

l’exercice, on a : 2f(x0)
(f(h)− 1

h2

)
−−−→
h→0

f ′′(x0). Donc ∃a = 2 lim
h→0

f(h)− 1

h2
∈ R.

Si x ∈ R, 2f(x)
(f(h)− 1

h2

)
−−−→
h→0

af(x) et 2f(x)
(f(h)− 1

h2

)
−−−→
h→0

f ′′(x).

De l’unicité de la limite, on déduit que f est solution sur R de l’équation
différentielle y′′ − ay = 0.

− si a = 0, f(x) = αx+ β. De f(0) = 1 et f paire, on déduit f(x) = 1.

− si a > 0, a = ω2 où ω > 0. f(x) = α ch(ωx) + β sh(ωx). De f(0) = 1 et f
paire, on déduit f(x) = ch(ωx).

− si a < 0, a = −ω2 où ω > 0. f(x) = α cos(ωx) + β sin(ωx). De f(0) = 1 et f
paire, on déduit f(x) = cos(ωx).

• Réciproquement, on montre aisément que les fonctions définies pour tout ω ∈ R
par : χω(x) = ch(ωx), et ψω(x) = cos(ωx) vérifient (1). Notons que χ0(x) = 1.

• En conclusion, les fonctions de C2(R,R) vérifiant (1) sont les fonctions définies
pour tout ω ∈ R par : x �→ 0, x �→ ch(ωx) et x �→ cos(ωx) où ω ∈ R.
Remarque : on montre que les fonctions continues sur R qui vérifient (1) sont de
classe C∞ en utilisant des techniques classiques, vues en première année, sur les
équations fonctionnelles.
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2. ∆h =
1

h

(
Th − I) où Th : g �→ G définie par G(x) = g(x + h). Par récurrence,

on a Tn
h = Gn où Gn(x) = g(x+ nh) pour tout n ∈ N.

Comme Th et I commutent dans l’algèbre des endomorphismes de F(I, E), le

binôme de Newton donne : ∆n
h =

1

hn

(
Th − I

)n
=

1

hn

n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−pT p

h .

∆n
h(g)(x) =

1

hn

n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−p(−1)n−pg(x+ ph).

D’après le théorème de Taylor-Young, on a : f(x+ph) =
h→0

n∑
k=0

(ph)k

k!
f (k)(x)+o(hn).

D’où : ∆n
h(f)(x) =

h→0

1

hn

n∑
p=0

n∑
k=0

(
n

p

)
(−1)n−p (ph)

k

k!
f (k)(x) + o(1).

∆n
h(f)(x) =

h→0

1

hn

n∑
k=0

( n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−ppk

)hk

k!
f (k)(x) + o(1).

ϕ(t) =
(
et − 1

)n
=

n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−pept ⇒ ϕ(k)(0) =

n∑
p=0

(
n

p

)
(−1)n−ppk.

et − 1
t̃→0

t ⇒ ϕ(t)
t̃→0

tn ie. ϕ(t) =
t→0

tn + o(tn).

De l’unicité du développement limité de la fonction ϕ en 0 et du théorème de
Taylor-Young, on déduit que ϕ(k)(0) = 0 si k ∈ [[0, n− 1]] et ϕ(n)(0) = n!
D’où ∆n

h(f)(x) =
h→0

f (n)(x) + o(1) et le résultat.

3. a. D’après l’énoncé, ∀x ∈ R, f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(xθ(x)).

Du théorème de Taylor-Young, on déduit que :

f(x) =
x→0

f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(0) +

x3

6
f (3)(0) + o(x3).

Donc : f ′′(xθ(x)) =
x→0

f ′′(0) +
xθ(x)

3
f (3)(0) + o(x) car θ(x) ∈ ]0, 1[.

Or : f ′′(xθ(x)) =
x→0

f ′′(0) + xθ(x)f (3)(0) + o(x) car θ(x) ∈ ]0, 1[.

Comme f (3)(0) �= 0, on obtient : θ(x) −−−→
x→0

1

3
·

b. En procédant de même, compte tenu des hypothèses, on peut écrire :

f(x) =
x→0

f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(0) +

xp

p!
f (p)(0) + o(xp). (�)

f ′′(xθ(x)) =
x→0

f ′′(0) +

(
xθ(x)

)p−2

(p− 2)!
f (p)(0) + o(xp−2).

En effet, comme θ(x) ∈ ]0, 1[, on a o
(
xθ(x)

)p−2
=

x→0
o(xp−2).

Donc : f(x) =
x→0

f(0) + xf ′(0) +
x2

2
f ′′(0) +

xp
(
θ(x)

)p−2

2(p− 2)!
f (p)(0) + o(xp). (��)

Comme f (p)(0) �= 0, on déduit de (�) et (��) que

(
θ(x)

)p−2

2(p− 2)!
−−−→
x→0

1

p!
·

D’où θ(x) −−−→
x→0

( 2

p(p− 1)

) 1
p−2 ·

So
lu

ti
o

ns
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4. Par Taylor-Young xn+1− � = f(xn)−f(�) =
n→∞

(xn − �)p

p!
f (p)(�)+o

(
(xn− �)p

)

car xn −−−→
n→∞

�. Par conséquent
|xn+1 − �|
|xn − �|p

−−−→
n→∞

α =
∣∣∣f

(p)(�)

p!

∣∣∣·

Par continuité ln

[
|xn+1 − �|
|xn − �|

]
−−−→
n→∞

ln(α) et βn =
n→∞

O(p−n),
∑

βn converge

absolument par comparaison à une série géométrique convergente.

On vient de voir en fait βn =
n→∞

p−n−1 lnα + o(p−n−1). D’où, par sommation de

relations de comparaison :
∞∑

k=n

βk =
n→∞

lnα

∞∑
k=n

p−k−1 + o

( ∞∑
k=n

p−k−1

)
=

lnα

p− 1
p−n + o(p−n).

∞∑
k=n

βk =
∞∑
k=0

βk −
n−1∑
k=0

βk or βk = p−k−1 ln |xk+1 − �| − p−k ln |xk − �|. (dominos)

D’où
∞∑

k=n

βk =
∞∑
k=0

βk + ln |x0 − �| − p−n ln |xn − �|. Posons λ =
lnα

p− 1
, on a :

p−n ln |xn − �| =
n→∞

C − λp−n + o(p−n) puis |xn − �| =
n→∞

(
eC

)pn

e−λ eo(1), d’où

|xn − �|
ñ→∞µA(pn) avec µ = e−λ > 0 et A = eC ∈ ]0, 1[ car xn − � −−−→

n→∞
0.

5. a. La fonction f : [0, 1] → R, x �→ ax est continue sur [0, 1] et un =

n∑
k=1

f
(k
n

)
·

D’après le théorème sur les sommes de Riemann, un −−−→
n→∞

∫ 1

0

f =
a− 1

ln(a)
·

b. ln(vn) = αn =
1

n
ln
( (n+ 1) · · · (n+ n)

nn

)
=

1

n

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n

)
· On déduit du

théorème sur les sommes de Riemann que αn −−−→
n→∞

∫ 1

0

ln(1 + x)dx = I.

I =
[
(x+1) ln(x+1)−x

]1
0
= ln(4)−1. Comme exp est continue sur R, vn −−−→

n→∞

4

e
·

c. Il existe λ ∈ R tel que pour tout x ∈ [0, 1], x2 − λx4 � sin2(x) � x2. (	)

En effet, la fonction ϕ telle que ϕ(x) =
sin2(x)− x2

x4
si x �= 0 et ϕ(0) = −1

3
est

continue sur le segment [0, 1]. On déduit de (	), pour tout k � 1 :
1

k
− λ

k2
� sin2

( 1√
k

)
�

1

k
· D’où par sommation : an − λbn � un � an,

où an =

2n∑
k=n

1

k
=

1

n

n∑
p=0

1

1 + p
n

−−−→
n→∞

∫ 1

0

dt

1 + t
= ln(2) et bn −−−→

n→∞
0, car

0 � bn =

2n∑
k=n

1

k2
�

2n∑
k=n

1

n2
=

n+ 1

n2
· Par encadrement, on a : un −−−→

n→∞
ln(2).

6. D’après le théorème des accroissements finis, f
(2k + 1

2n

)
− f

(k
n

)
=

1

2n
f ′(ck)

où
2k

2n
=

k

n
< ck <

2k + 1

2n
<

2k + 2

2n
=

k + 1

n
·

Comme f ′ est continue, on déduit du théorème sur les sommes de Riemann que :
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un −−−→
n→∞

1

2

∫ 1

0

f ′ =
f(1)− f(0)

2
·

Si vn =
(2n+ 1)(2n+ 3) . . . (4n− 1)

2n(2n+ 2) . . . (4n− 2)
, alors ln(vn) =

n−1∑
k=0

(
f
(2k + 1

2n

)
− f

(k
n

))

où f(t) = ln(1 + t). Donc ln(vn) −−−→
n→∞

1

2
ln(2). D’où vn −−−→

n→∞

√
2 par continuité

de exp.

7. a. Raisonnons par l’absurde en supposant l’existence d’une suite stricte-
ment croissante (xn) de solutions réelles. x �→ P (x)eix admet une primitive
de la forme x �→ Q(x)eix où Q∈C[X] et deg(Q) = deg(P ). On a, pour

tout n∈N, e−ixn

∫ xn

0

P (t)eit dt = 0 ie. Q(xn) = e−ixnQ(0). Donc, pour tout

n∈N, (QQ)(xn) = (QQ)(0) même si (QQ)(0) est nul. Le polynôme QQ−(QQ)(0)
possède une infinité de zéros donc est nul alors qu’il est de degré 2 deg(P ) : c’est
absurde.

b. Sinon f est continue de signe constant sur [x, y] ainsi que t �→ f(t) sin(t− x).

Or

∫ y

x

f(t) sin(t− x) dt = cos(x)

∫ y

x

f(t) sin(t) dt− sin(x)

∫ y

x

f(t) cos(t) dt = 0, ce

qui est absurde.

8. Soit Φ : x �→
∫ x

0

et
2

dt, Φ est impaire de classe C∞ et strictement croissante sur

R et, si x � 1, on a : Φ(x) �
∫ x

1

et dt = ex − 1 −−−−→
x→+∞

+∞.

Φ réalise un C∞-difféomorphisme croissant entre R et lui-même.∫ f(x)

x

et
2

dt = 1 ⇐⇒ Φ
(
f(x)

)
− Φ(x) = 1 ⇐⇒ f(x) = Φ−1

(
1 + Φ(x)

)
prouve

que f est définie et de classe C∞ sur R.
Montrer que la droite D d’équation y = −x est axe de symétrie de la courbe Cf
revient à montrer que, pour tout réel x,

(
y = f(x) ⇒ −x = f(−y)

)
.

Comme t �→ et
2

est paire, pour tout x∈R,
∫ f(x)

x

et
2

dt =

∫ −x

−f(x)

et
2

dt et donc

−x = f
(
− f(x)

)
, ce qui prouve l’invariance de la courbe Cf de f par la réflexion

d’axe D.

Comme Φ est strictement croissante et Φ
(
f(x)

)
− Φ(x) = 1 on a, pour tout

x∈R, f(x) � x.

D’autre part, si x∈R, 1 =

∫ f(x)

x

et
2

dt �
∫ f(x)

x

ex
2

dt =
[
f(x) − x

]
ex

2

d’où

x � f(x) � x+ e−x2

et donc f(x) =
|x|→+∞

x+ o(1) ce qui prouve que la droite ∆

d’équation y = x est asymptote à Cf .

9. Soit g : [−hk, hk] → R, t �→ f(t)− P (t)−At

k∏
p=1

(t2 − p2h2).

g a (2k + 2) zéros distincts (x et les points ih où i ∈ [[−k, k]]).
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4. Par Taylor-Young xn+1− � = f(xn)−f(�) =
n→∞

(xn − �)p

p!
f (p)(�)+o

(
(xn− �)p

)

car xn −−−→
n→∞

�. Par conséquent
|xn+1 − �|
|xn − �|p

−−−→
n→∞

α =
∣∣∣f

(p)(�)

p!

∣∣∣·

Par continuité ln

[
|xn+1 − �|
|xn − �|

]
−−−→
n→∞

ln(α) et βn =
n→∞

O(p−n),
∑

βn converge

absolument par comparaison à une série géométrique convergente.

On vient de voir en fait βn =
n→∞

p−n−1 lnα + o(p−n−1). D’où, par sommation de

relations de comparaison :
∞∑

k=n

βk =
n→∞

lnα

∞∑
k=n

p−k−1 + o

( ∞∑
k=n

p−k−1

)
=

lnα

p− 1
p−n + o(p−n).

∞∑
k=n

βk =
∞∑
k=0

βk −
n−1∑
k=0

βk or βk = p−k−1 ln |xk+1 − �| − p−k ln |xk − �|. (dominos)

D’où
∞∑

k=n

βk =
∞∑
k=0

βk + ln |x0 − �| − p−n ln |xn − �|. Posons λ =
lnα

p− 1
, on a :

p−n ln |xn − �| =
n→∞

C − λp−n + o(p−n) puis |xn − �| =
n→∞

(
eC

)pn

e−λ eo(1), d’où

|xn − �|
ñ→∞µA(pn) avec µ = e−λ > 0 et A = eC ∈ ]0, 1[ car xn − � −−−→

n→∞
0.

5. a. La fonction f : [0, 1] → R, x �→ ax est continue sur [0, 1] et un =

n∑
k=1

f
(k
n

)
·

D’après le théorème sur les sommes de Riemann, un −−−→
n→∞

∫ 1

0

f =
a− 1

ln(a)
·

b. ln(vn) = αn =
1

n
ln
( (n+ 1) · · · (n+ n)

nn

)
=

1

n

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n

)
· On déduit du

théorème sur les sommes de Riemann que αn −−−→
n→∞

∫ 1

0

ln(1 + x)dx = I.

I =
[
(x+1) ln(x+1)−x

]1
0
= ln(4)−1. Comme exp est continue sur R, vn −−−→

n→∞

4

e
·

c. Il existe λ ∈ R tel que pour tout x ∈ [0, 1], x2 − λx4 � sin2(x) � x2. (	)

En effet, la fonction ϕ telle que ϕ(x) =
sin2(x)− x2

x4
si x �= 0 et ϕ(0) = −1

3
est

continue sur le segment [0, 1]. On déduit de (	), pour tout k � 1 :
1

k
− λ

k2
� sin2

( 1√
k

)
�

1

k
· D’où par sommation : an − λbn � un � an,

où an =

2n∑
k=n

1

k
=

1

n

n∑
p=0

1

1 + p
n

−−−→
n→∞

∫ 1

0

dt

1 + t
= ln(2) et bn −−−→

n→∞
0, car

0 � bn =

2n∑
k=n

1

k2
�

2n∑
k=n

1

n2
=

n+ 1

n2
· Par encadrement, on a : un −−−→

n→∞
ln(2).

6. D’après le théorème des accroissements finis, f
(2k + 1

2n

)
− f

(k
n

)
=

1

2n
f ′(ck)

où
2k

2n
=

k

n
< ck <

2k + 1

2n
<

2k + 2

2n
=

k + 1

n
·

Comme f ′ est continue, on déduit du théorème sur les sommes de Riemann que :
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un −−−→
n→∞

1

2

∫ 1

0

f ′ =
f(1)− f(0)

2
·

Si vn =
(2n+ 1)(2n+ 3) . . . (4n− 1)

2n(2n+ 2) . . . (4n− 2)
, alors ln(vn) =

n−1∑
k=0

(
f
(2k + 1

2n

)
− f

(k
n

))

où f(t) = ln(1 + t). Donc ln(vn) −−−→
n→∞

1

2
ln(2). D’où vn −−−→

n→∞

√
2 par continuité

de exp.

7. a. Raisonnons par l’absurde en supposant l’existence d’une suite stricte-
ment croissante (xn) de solutions réelles. x �→ P (x)eix admet une primitive
de la forme x �→ Q(x)eix où Q∈C[X] et deg(Q) = deg(P ). On a, pour

tout n∈N, e−ixn

∫ xn

0

P (t)eit dt = 0 ie. Q(xn) = e−ixnQ(0). Donc, pour tout

n∈N, (QQ)(xn) = (QQ)(0) même si (QQ)(0) est nul. Le polynôme QQ−(QQ)(0)
possède une infinité de zéros donc est nul alors qu’il est de degré 2 deg(P ) : c’est
absurde.

b. Sinon f est continue de signe constant sur [x, y] ainsi que t �→ f(t) sin(t− x).

Or

∫ y

x

f(t) sin(t− x) dt = cos(x)

∫ y

x

f(t) sin(t) dt− sin(x)

∫ y

x

f(t) cos(t) dt = 0, ce

qui est absurde.

8. Soit Φ : x �→
∫ x

0

et
2

dt, Φ est impaire de classe C∞ et strictement croissante sur

R et, si x � 1, on a : Φ(x) �
∫ x

1

et dt = ex − 1 −−−−→
x→+∞

+∞.

Φ réalise un C∞-difféomorphisme croissant entre R et lui-même.∫ f(x)

x

et
2

dt = 1 ⇐⇒ Φ
(
f(x)

)
− Φ(x) = 1 ⇐⇒ f(x) = Φ−1

(
1 + Φ(x)

)
prouve

que f est définie et de classe C∞ sur R.
Montrer que la droite D d’équation y = −x est axe de symétrie de la courbe Cf
revient à montrer que, pour tout réel x,

(
y = f(x) ⇒ −x = f(−y)

)
.

Comme t �→ et
2

est paire, pour tout x∈R,
∫ f(x)

x

et
2

dt =

∫ −x

−f(x)

et
2

dt et donc

−x = f
(
− f(x)

)
, ce qui prouve l’invariance de la courbe Cf de f par la réflexion

d’axe D.

Comme Φ est strictement croissante et Φ
(
f(x)

)
− Φ(x) = 1 on a, pour tout

x∈R, f(x) � x.

D’autre part, si x∈R, 1 =

∫ f(x)

x

et
2

dt �
∫ f(x)

x

ex
2

dt =
[
f(x) − x

]
ex

2

d’où

x � f(x) � x+ e−x2

et donc f(x) =
|x|→+∞

x+ o(1) ce qui prouve que la droite ∆

d’équation y = x est asymptote à Cf .

9. Soit g : [−hk, hk] → R, t �→ f(t)− P (t)−At

k∏
p=1

(t2 − p2h2).

g a (2k + 2) zéros distincts (x et les points ih où i ∈ [[−k, k]]).
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Des applications du théorème de Rolle et un raisonnement par récurrence prouvent
qu’il existe c ∈ [−hk, hk] tel que g(2k+1)(c) = f (2k+1)(c)− (2k + 1)!A = 0.

Donc : ∀x ∈ ]−h, h[ \{0}, ∃c ∈ [−hk, hk], f(x)−P (x) =
f (2k+1)(c)

(2k + 1)!
x

k∏
p=1

(x2−p2h2).

Donc :
∣∣∣f(x)− P (x)

x

∣∣∣ � M

(2k + 1)!

k∏
p=1

(x2 − p2h2). Par passage à la limite quand x

tend vers 0, comme f(0) = P (0), on a :

|f ′(0)− P ′(0)| � Mh2k(k!)2

(2k + 1)!
=

Mh2k

(2k + 1)
(

2k
k

) ·

10. a. Après deux intégrations par parties, on trouve :

In+1(z) =
[ (1− t2)n+1

(n+ 1)!

etz

z

]+1

−1
+

2

z

∫ +1

−1

t(1− t2)n

n!
etzdt.

In+1(z) =
2

z

[ t(1− t2)n+1

n!

etz

z

]+1

−1
− 2

z2

∫ +1

−1

[ (1− t2)n

n!
− 2t2(1− t2)n−1

(n− 1)!

]
etzdt.

Donc : In+1(z) = − 2

z2
In(z) +

4

z2
(
In−1(z)− nIn(z)

)
.

De même, on a : I0(z) =
ez − e−z

z
et I1(z) =

1

z3
[
(z + 2)ez − (−z + 2)e−z

]
.

D’où A0(z) = 1 et A1(z) = z + 2.

Supposons que jusqu’au rang n, la relation de l’énoncé soit vraie. Alors :

In+1(z)=
1

zn+3

[
−(4n+2)

(
ezAn(z)−e−zAn(−z)

)
+4z2

(
ezAn−1(z)−e−zAn−1(−z)

)]

est de la même forme avec An+1(z) = −(4n+ 2)An(z) + 4z2An−1(z). (�)

Par un raisonnement par récurrence, on montre en utilisant cette relation, que les
polynômes Ap sont à coefficients entiers et de degré p, le coefficient dominant de
Ap étant de la forme (−1)p−1ap où ap > 0.

De (�) on déduit An+1(0) = −(4n+ 2)An(0) pour tout n � 1.

Comme A0 = 1 et A1(0) = 2, on a : An(0) = (−1)n−12n1.3 . . . (2n−1) pour n � 1.

Du théorème de continuité des intégrales dépendant d’un paramètre, on déduit

immédiatement que In est continue sur C, d’où lim
x→0

In(x) =

∫ 1

−1

(1− t2)n

n!
dt = un.

Par le changement de variable θ = arcsin(t) qui établit un C1-difféomorphisme

de [−1, 1] sur
[
− π

2
, π

2

]
, on obtient un = 2

∫ π/2

0

cos2n+1(θ)dθ =
2n+1

1.3 . . . (2n+ 1)
,

d’après le cours sur les intégrales de Wallis.

b. Notons que : In(x) =
exAn(x)

x2n+1

[
e2x − An(−x)

An(x)

]
·

1

x2n+1

[
e2x − An(−x)

An(x)

]
−−−→
x→0

In(0)

An(0)
=

2(−1)n−1

[
1.3 . . . (2n− 1)

]2
(2n+ 1)

·

Donc e2x et
An(−x)

An(x)
ont même développement limité à l’ordre 2n. D’où :

e2x − An(−x)

An(x)
=

x→0

2(−1)n−1

[
1.3 . . . (2n− 1)

]2
(2n+ 1)

x2n+1 + o(x2n+1).
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11. Comme N
[0,1]
∞ (f) = sup

t∈[0,1]

|f(t)| définit une norme sur C([0, 1],C), on vérifie

facilement que N est une norme sur C1([0, 1],C) et donc sur E. Notons I = [0, 1].

Quant à n, on vérifie facilement que pour tout (f, g) ∈ E2 et λ ∈ C,
n(λf) = |λ|n(f) et n(f + g) � n(f) + n(g). En outre

n(f) = 0 ⇒ ∀t ∈ [0, 1], f(t) + f ′(t) = 0 ⇒ (∃λ ∈ C, ∀t, f(t) = λe−t) ⇒ ∀t, f(t) = 0
car f(0) = λ = 0.

On a ∀f ∈ E, n(f) � N I
∞(f) +N I

∞(f ′) = N(f). D’autre part, si f ∈ E,

f(x) =

∫ x

0

f ′(t)dt ⇒ ∀x ∈ [0, 1], |f(x)| �
∫ x

0

|f ′(t)|dt � xN∞(f ′) � N I
∞(f ′).

Donc N I
∞(f) � N I

∞(f ′). Soit pour f ∈ C1([0, 1],C), g : t �→ f(t)et, alors f ∈ E si,
et seulement si, g ∈ E.

On a : g′(t) = (f ′(t) + f(t))et et inversement f ′(t) = (g′(t)− g(t))e−t. Donc :

N I
∞(g′) � e n(f) et N I

∞(f ′) � N I
∞(g) +N I

∞(g′). D’où pour f ∈ E

N(f) = N I
∞(f)+N I

∞(f ′) � 2N I
∞(f ′) � 2(N I

∞(g)+N I
∞(g′)) � 4N I

∞(g′) � 4e n(f).

La double inégalité : ∀f ∈ E, n(f) � N(f) � 4en(f) traduit l’équivalence des
normes.

12. a. Notons Fn = un(f). On a : Fn(x) =

∫ x

0

Fn−1 si n � 1 et F0 = f .

F1 est la primitive de la fonction f continue sur [0, 1] et qui s’annule en 0. Donc
F ′
1 = f et F1(0) = 0. Par récurrence, on montre que Fn ∈ Cn

(
[0, 1],C

)
et que

F ′
n = Fn−1. D’où F

(k)
n (0) = 0 si 0 � k � n− 1 et F

(n)
n = f .

D’après la formule de Taylor-Laplace, on a, pour tout x ∈ [0, 1],

Fn(x) =

n−1∑
k=0

F
(k)
n (0)

k!
xk +

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
F (n)
n (t)dt. D’où le résultat.

b. u ∈ L(E) et ∀x ∈ [0, 1), |u(f)(x)| � xN
[0,1]
∞ (f) � N

[0,1]
∞ (f).

Donc : N
[0,1]
∞

(
u(f)

)
� N

[0,1]
∞ (f). ie. u ∈ Lc(E) et ‖u‖ � 1. De même :

∀x ∈ [0, 1], |un(f)(x)| � N
[0,1]
∞ (f) ·

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
dt =

xn

n!
�

1

n!
· Donc ‖un‖ �

1

n!
·

Pour f0 ∈ E définie par f0(t) = 1, on a N
[0,1]
∞

(
un(f0)

)
=

1

n!
N [0,1]

∞ (f0) =
1

n!
·

D’où ‖un‖ =
1

n!
pour tout n � 1.

13. a. En intégrant par parties, si λ �= 0, I(λ) =
1

iλ

[
f(t)eiλt

]b
a
− 1

iλ

∫ b

a

f ′(t)eiλt dt

d’où
∣∣I(λ)∣∣ � 2N

[a,b]
∞ (f) +N

[a,b]
1 (f ′)

|λ|
et donc I(λ) −−−−−→

|λ|→+∞
0.

b. Soit (Pn) une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f
sur [a, b] (une telle suite existe d’après le théorème d’approximation de Weierstrass)

et, pour tout n∈N, soit In : λ �→
∫ b

a

Pn(t)e
iλt dt.

Pour tout (λ, n)∈R× N,
∣∣I(λ)− In(λ)

∣∣ � (b− a)N
[a,b]
∞ (f − Pn) −−−→

n→∞
0.
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Des applications du théorème de Rolle et un raisonnement par récurrence prouvent
qu’il existe c ∈ [−hk, hk] tel que g(2k+1)(c) = f (2k+1)(c)− (2k + 1)!A = 0.

Donc : ∀x ∈ ]−h, h[ \{0}, ∃c ∈ [−hk, hk], f(x)−P (x) =
f (2k+1)(c)

(2k + 1)!
x

k∏
p=1

(x2−p2h2).

Donc :
∣∣∣f(x)− P (x)

x

∣∣∣ � M

(2k + 1)!

k∏
p=1

(x2 − p2h2). Par passage à la limite quand x

tend vers 0, comme f(0) = P (0), on a :

|f ′(0)− P ′(0)| � Mh2k(k!)2

(2k + 1)!
=

Mh2k

(2k + 1)
(

2k
k

) ·

10. a. Après deux intégrations par parties, on trouve :

In+1(z) =
[ (1− t2)n+1

(n+ 1)!

etz

z

]+1

−1
+

2

z

∫ +1

−1

t(1− t2)n

n!
etzdt.

In+1(z) =
2

z

[ t(1− t2)n+1

n!

etz

z

]+1

−1
− 2

z2

∫ +1

−1

[ (1− t2)n

n!
− 2t2(1− t2)n−1

(n− 1)!

]
etzdt.

Donc : In+1(z) = − 2

z2
In(z) +

4

z2
(
In−1(z)− nIn(z)

)
.

De même, on a : I0(z) =
ez − e−z

z
et I1(z) =

1

z3
[
(z + 2)ez − (−z + 2)e−z

]
.

D’où A0(z) = 1 et A1(z) = z + 2.

Supposons que jusqu’au rang n, la relation de l’énoncé soit vraie. Alors :

In+1(z)=
1

zn+3

[
−(4n+2)

(
ezAn(z)−e−zAn(−z)

)
+4z2

(
ezAn−1(z)−e−zAn−1(−z)

)]

est de la même forme avec An+1(z) = −(4n+ 2)An(z) + 4z2An−1(z). (�)

Par un raisonnement par récurrence, on montre en utilisant cette relation, que les
polynômes Ap sont à coefficients entiers et de degré p, le coefficient dominant de
Ap étant de la forme (−1)p−1ap où ap > 0.

De (�) on déduit An+1(0) = −(4n+ 2)An(0) pour tout n � 1.

Comme A0 = 1 et A1(0) = 2, on a : An(0) = (−1)n−12n1.3 . . . (2n−1) pour n � 1.

Du théorème de continuité des intégrales dépendant d’un paramètre, on déduit

immédiatement que In est continue sur C, d’où lim
x→0

In(x) =

∫ 1

−1

(1− t2)n

n!
dt = un.

Par le changement de variable θ = arcsin(t) qui établit un C1-difféomorphisme

de [−1, 1] sur
[
− π

2
, π

2

]
, on obtient un = 2

∫ π/2

0

cos2n+1(θ)dθ =
2n+1

1.3 . . . (2n+ 1)
,

d’après le cours sur les intégrales de Wallis.

b. Notons que : In(x) =
exAn(x)

x2n+1

[
e2x − An(−x)

An(x)

]
·

1

x2n+1

[
e2x − An(−x)

An(x)

]
−−−→
x→0

In(0)

An(0)
=

2(−1)n−1

[
1.3 . . . (2n− 1)

]2
(2n+ 1)

·

Donc e2x et
An(−x)

An(x)
ont même développement limité à l’ordre 2n. D’où :

e2x − An(−x)

An(x)
=

x→0

2(−1)n−1

[
1.3 . . . (2n− 1)

]2
(2n+ 1)

x2n+1 + o(x2n+1).
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11. Comme N
[0,1]
∞ (f) = sup

t∈[0,1]

|f(t)| définit une norme sur C([0, 1],C), on vérifie

facilement que N est une norme sur C1([0, 1],C) et donc sur E. Notons I = [0, 1].

Quant à n, on vérifie facilement que pour tout (f, g) ∈ E2 et λ ∈ C,
n(λf) = |λ|n(f) et n(f + g) � n(f) + n(g). En outre

n(f) = 0 ⇒ ∀t ∈ [0, 1], f(t) + f ′(t) = 0 ⇒ (∃λ ∈ C, ∀t, f(t) = λe−t) ⇒ ∀t, f(t) = 0
car f(0) = λ = 0.

On a ∀f ∈ E, n(f) � N I
∞(f) +N I

∞(f ′) = N(f). D’autre part, si f ∈ E,

f(x) =

∫ x

0

f ′(t)dt ⇒ ∀x ∈ [0, 1], |f(x)| �
∫ x

0

|f ′(t)|dt � xN∞(f ′) � N I
∞(f ′).

Donc N I
∞(f) � N I

∞(f ′). Soit pour f ∈ C1([0, 1],C), g : t �→ f(t)et, alors f ∈ E si,
et seulement si, g ∈ E.

On a : g′(t) = (f ′(t) + f(t))et et inversement f ′(t) = (g′(t)− g(t))e−t. Donc :

N I
∞(g′) � e n(f) et N I

∞(f ′) � N I
∞(g) +N I

∞(g′). D’où pour f ∈ E

N(f) = N I
∞(f)+N I

∞(f ′) � 2N I
∞(f ′) � 2(N I

∞(g)+N I
∞(g′)) � 4N I

∞(g′) � 4e n(f).

La double inégalité : ∀f ∈ E, n(f) � N(f) � 4en(f) traduit l’équivalence des
normes.

12. a. Notons Fn = un(f). On a : Fn(x) =

∫ x

0

Fn−1 si n � 1 et F0 = f .

F1 est la primitive de la fonction f continue sur [0, 1] et qui s’annule en 0. Donc
F ′
1 = f et F1(0) = 0. Par récurrence, on montre que Fn ∈ Cn

(
[0, 1],C

)
et que

F ′
n = Fn−1. D’où F

(k)
n (0) = 0 si 0 � k � n− 1 et F

(n)
n = f .

D’après la formule de Taylor-Laplace, on a, pour tout x ∈ [0, 1],

Fn(x) =

n−1∑
k=0

F
(k)
n (0)

k!
xk +

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
F (n)
n (t)dt. D’où le résultat.

b. u ∈ L(E) et ∀x ∈ [0, 1), |u(f)(x)| � xN
[0,1]
∞ (f) � N

[0,1]
∞ (f).

Donc : N
[0,1]
∞

(
u(f)

)
� N

[0,1]
∞ (f). ie. u ∈ Lc(E) et ‖u‖ � 1. De même :

∀x ∈ [0, 1], |un(f)(x)| � N
[0,1]
∞ (f) ·

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
dt =

xn

n!
�

1

n!
· Donc ‖un‖ �

1

n!
·

Pour f0 ∈ E définie par f0(t) = 1, on a N
[0,1]
∞

(
un(f0)

)
=

1

n!
N [0,1]

∞ (f0) =
1

n!
·

D’où ‖un‖ =
1

n!
pour tout n � 1.

13. a. En intégrant par parties, si λ �= 0, I(λ) =
1

iλ

[
f(t)eiλt

]b
a
− 1

iλ

∫ b

a

f ′(t)eiλt dt

d’où
∣∣I(λ)∣∣ � 2N

[a,b]
∞ (f) +N

[a,b]
1 (f ′)

|λ|
et donc I(λ) −−−−−→

|λ|→+∞
0.

b. Soit (Pn) une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f
sur [a, b] (une telle suite existe d’après le théorème d’approximation de Weierstrass)

et, pour tout n∈N, soit In : λ �→
∫ b

a

Pn(t)e
iλt dt.

Pour tout (λ, n)∈R× N,
∣∣I(λ)− In(λ)

∣∣ � (b− a)N
[a,b]
∞ (f − Pn) −−−→

n→∞
0.
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(In) converge uniformément vers I sur R et, pour tout n∈N, In(λ) −−−−−→
|λ|→+∞

0, le

théorème de la double limite montre que I(λ) −−−−−→
|λ|→+∞

0.

14. Comme on le verra au chapitre suivant, ϕ : (x, t) �→ |t− x|f(t) étant continue
sur R× [a, b] la fonction Φ est continue sur R en tant qu’intégrale sur un segment

dépendant d’un paramètre, en revanche
∂ϕ

∂x
n’est pas définie sur R× [a, b].

Si x � b, Φ(x) =

∫ b

a

(x− t)f(t) dt = x

∫ b

a

f(t) dt−
∫ b

a

tf(t) dt,

si a � x � b, Φ(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t) dt+

∫ b

x

(t− x)f(t) dt

=x

∫ x

a

f(t) dt−
∫ x

a

tf(t) dt+

∫ b

x

tf(t) dt− x

∫ b

x

f(t) dt,

si x � a, Φ(x) =

∫ b

a

(t− x)f(t) dt =

∫ b

a

tf(t) dt− x

∫ b

a

f(t) dt,

donc Φ est de classe C1 par morceaux sur R avec :

si x > b, Φ′(x) =

∫ b

a

f , si x < a, Φ(x) = −
∫ b

a

f ,

si a < x < b, Φ′(x) =

∫ x

a

f+xf(x)−xf(x)−xf(x)+xf(x)−
∫ b

x

f =

∫ x

a

f−
∫ b

x

f .

Φ est continue, de classe C1 par morceaux sur R, Φ′(a−) = Φ′(a+) = −
∫ b

a

f et

Φ′(b−) = Φ′(b+) =

∫ b

a

f , donc Φ est de classe C1 sur R.

De plus Φ′ est de classe C1 par morceaux sur R avec Φ′′ = 2f sur ]a, b[ et Φ′′ nulle
en dehors de [a, b]. Comme Φ′′(a−) = Φ′′(a+) = Φ′′(b−) = Φ′′(b+) = 0E , Φ

′ est de
classe C1 sur R ie. Φ est de classe C2 sur R.

15. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que, si f ∈E ,
(∫ 1

0

1 × f ′
)2

� F (f)

avec égalité si, et seulement si, (1, f ′) est une famille liée, donc F (f) � (b − a)2

avec égalité si, et seulement si, f est affine.

E contient exactement une fonction affine, f0 : x �→ a+(b−a)x, ce qui prouve que,
sur E , F admet (b−a)2 pour minimum global strict et qu’il n’est atteint qu’en f0.

16. Appliquons deux fois l’inégalité de Taylor-Lagrange à f :

N

(
f
(1
2

)
− f(0)− 1

2
f ′(0)

)
�

1

2!

(1
2

)2

N [0,1]
∞ (f ′′),

N

(
f
(1
2

)
− f(1)−

(1
2
− 1

)
f ′(1)

)
�

1

2!

(1
2
− 1

)2

N [0,1]
∞ (f ′′).

Par suite




N [0,1]
∞ (f ′′) � 8N

(
f
(1
2

))

N [0,1]
∞ (f ′′) � 8N

(
f(1)− f

(1
2

))
� 8N

(
f(1)

)
−N

(
f
(1
2

))

et, en sommant, 2N
[0,1]
∞ (f ′′) � 8 ie. N

[0,1]
∞ (f ′′) � 4.
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Comme N◦f est continue sur le compact [0, 1], N
[0,1]
∞ (f ′′) est atteinte en un point

x0 de [0, 1] qui répond à la question.

17. Pour tout réel x, f
(
k × x

k

)
= kf

(x
k

)
d’où f

(x
k

)
=

1

k
f(x), ce qui permet de

supposer |k| < 1.

Si x∈R�, on a
f(x)

x
=

f(kx)

kx
et donc

f(knx)

knx
est le terme général d’une suite

constante qui converge vers f ′(0) car (knx) converge vers 0. Cela montre que f et
x �→ xf ′(0) cöıncident sur R� et donc sur R car elles sont continues en 0.

18. Soit ε∈R�+, par uniforme continuité de f ′ on peut choisir η ∈R�+ tel que :

∀(x, x′)∈(R+)
2, |x− x′| � η ⇒ N

[
f ′(x)− f(′x′)

]
�

ε

2
·

Soit x∈R+, ϕ : t �→ f(x + t) − f(x) − tf ′(x) est dérivable avec pour dérivée
ϕ′ : t �→ f ′(x + t) − f ′(x) et l’inégalité des accroissements finis prouve que

N
[
ϕ(η)− ϕ(0)

]
= N

[
f(x+ η)− f(x)− ηf ′(x)

]
� η

ε

2
·

Par suite N
[
f ′(x)

]
�

ε

2
+

1

η
N
[
f(x+ η)− f(x)

]
= ψ(x) avec ψ(x) −−−−→

x→+∞

ε

2
car f

admet une limite en +∞. Donc il existe A∈R+ tel que : x � A ⇒ N
[
f ′(x)

]
� ε

et donc f ′(x) −−−−→
x→+∞

0E .

19. a. On pose x0 = a. La fonction F0 : x �→
∫ x

0

f est une bijection de classe C1

entre [0, 1] et [0, I] donc il existe un unique x1 ∈ ]0, 1] tel que F (x1) =
I

n
·

Supposons définie, pour un élément k de [[1, n−1]], une suite strictement croissante

(x0, . . . , xk) à valeurs dans [0, 1] telle que, pour tout i∈[[1, k]],
∫ xi

xi−1

f =
I

n
·

Fk+1 : x �→
∫ x

xk

f est une bijection de classe C1 entre [xk, 1] et
[
0,
(
1 − k

n

)
I
]
.

Comme
(
1− k

n

)
I �

I

n
, il existe un unique xk+1 ∈]xk, 1] tel que Fk+1(xk+1) =

I

n

et, de plus xn = b car Fn−1(b) =
I

n
· La subdivision (xi)0�i�n ainsi construite est

solution.

b. En appliquant a) à f ′ on obtient une subdivision (ai)0�i�n de [0, 1] telle que,

pour tout i∈[[1, n]],
∫ ai

ai−1

f ′ =
1

n

∫ 1

0

f =
1

n
ie. f(ai)− f(ai−1) =

1

n
·

L’égalité des accroissements finis prouve, pour tout i∈[[1, n]], l’existence de
xi ∈ ]ai−1, ai[ tel que f(ai) − f(ai−1) = (ai − ai−1)f

′(xi). Pour un tel xi on a

1

f ′(xi)
= n(ai − ai−1) et, en sommant,

n∑
i=1

1

f ′(xi)
= n.

20. a. L’existence du minimum découle immédiatement de la continuité de |P | sur
le compact non vide U.
Si, par exemple, α1 ∈{−1, 1} alors

∣∣P (α1)
∣∣ = 0 et il s’agit d’un minimum qui ne

peut être atteint qu’en un point de {α1, . . . , αn} ∩ U soit {−1, 1} car les αi sont
réels.
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(In) converge uniformément vers I sur R et, pour tout n∈N, In(λ) −−−−−→
|λ|→+∞

0, le

théorème de la double limite montre que I(λ) −−−−−→
|λ|→+∞

0.

14. Comme on le verra au chapitre suivant, ϕ : (x, t) �→ |t− x|f(t) étant continue
sur R× [a, b] la fonction Φ est continue sur R en tant qu’intégrale sur un segment

dépendant d’un paramètre, en revanche
∂ϕ

∂x
n’est pas définie sur R× [a, b].

Si x � b, Φ(x) =

∫ b

a

(x− t)f(t) dt = x

∫ b

a

f(t) dt−
∫ b

a

tf(t) dt,

si a � x � b, Φ(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t) dt+

∫ b

x

(t− x)f(t) dt

=x

∫ x

a

f(t) dt−
∫ x

a

tf(t) dt+

∫ b

x

tf(t) dt− x

∫ b

x

f(t) dt,

si x � a, Φ(x) =

∫ b

a

(t− x)f(t) dt =

∫ b

a

tf(t) dt− x

∫ b

a

f(t) dt,

donc Φ est de classe C1 par morceaux sur R avec :

si x > b, Φ′(x) =

∫ b

a

f , si x < a, Φ(x) = −
∫ b

a

f ,

si a < x < b, Φ′(x) =

∫ x

a

f+xf(x)−xf(x)−xf(x)+xf(x)−
∫ b

x

f =

∫ x

a

f−
∫ b

x

f .

Φ est continue, de classe C1 par morceaux sur R, Φ′(a−) = Φ′(a+) = −
∫ b

a

f et

Φ′(b−) = Φ′(b+) =

∫ b

a

f , donc Φ est de classe C1 sur R.

De plus Φ′ est de classe C1 par morceaux sur R avec Φ′′ = 2f sur ]a, b[ et Φ′′ nulle
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′ est de
classe C1 sur R ie. Φ est de classe C2 sur R.

15. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que, si f ∈E ,
(∫ 1

0

1 × f ′
)2

� F (f)

avec égalité si, et seulement si, (1, f ′) est une famille liée, donc F (f) � (b − a)2

avec égalité si, et seulement si, f est affine.

E contient exactement une fonction affine, f0 : x �→ a+(b−a)x, ce qui prouve que,
sur E , F admet (b−a)2 pour minimum global strict et qu’il n’est atteint qu’en f0.

16. Appliquons deux fois l’inégalité de Taylor-Lagrange à f :

N

(
f
(1
2

)
− f(0)− 1

2
f ′(0)

)
�

1

2!

(1
2

)2

N [0,1]
∞ (f ′′),

N

(
f
(1
2

)
− f(1)−

(1
2
− 1

)
f ′(1)

)
�

1

2!

(1
2
− 1

)2

N [0,1]
∞ (f ′′).

Par suite




N [0,1]
∞ (f ′′) � 8N

(
f
(1
2

))

N [0,1]
∞ (f ′′) � 8N

(
f(1)− f

(1
2

))
� 8N

(
f(1)

)
−N

(
f
(1
2

))

et, en sommant, 2N
[0,1]
∞ (f ′′) � 8 ie. N
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∞ (f ′′) � 4.
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Comme N◦f est continue sur le compact [0, 1], N
[0,1]
∞ (f ′′) est atteinte en un point

x0 de [0, 1] qui répond à la question.

17. Pour tout réel x, f
(
k × x

k

)
= kf

(x
k

)
d’où f

(x
k

)
=

1

k
f(x), ce qui permet de

supposer |k| < 1.

Si x∈R�, on a
f(x)

x
=

f(kx)

kx
et donc

f(knx)

knx
est le terme général d’une suite

constante qui converge vers f ′(0) car (knx) converge vers 0. Cela montre que f et
x �→ xf ′(0) cöıncident sur R� et donc sur R car elles sont continues en 0.

18. Soit ε∈R�+, par uniforme continuité de f ′ on peut choisir η ∈R�+ tel que :

∀(x, x′)∈(R+)
2, |x− x′| � η ⇒ N

[
f ′(x)− f(′x′)

]
�

ε

2
·

Soit x∈R+, ϕ : t �→ f(x + t) − f(x) − tf ′(x) est dérivable avec pour dérivée
ϕ′ : t �→ f ′(x + t) − f ′(x) et l’inégalité des accroissements finis prouve que

N
[
ϕ(η)− ϕ(0)
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= N

[
f(x+ η)− f(x)− ηf ′(x)

]
� η

ε

2
·

Par suite N
[
f ′(x)
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�

ε

2
+

1

η
N
[
f(x+ η)− f(x)

]
= ψ(x) avec ψ(x) −−−−→

x→+∞

ε

2
car f

admet une limite en +∞. Donc il existe A∈R+ tel que : x � A ⇒ N
[
f ′(x)

]
� ε

et donc f ′(x) −−−−→
x→+∞

0E .

19. a. On pose x0 = a. La fonction F0 : x �→
∫ x

0

f est une bijection de classe C1

entre [0, 1] et [0, I] donc il existe un unique x1 ∈ ]0, 1] tel que F (x1) =
I

n
·

Supposons définie, pour un élément k de [[1, n−1]], une suite strictement croissante

(x0, . . . , xk) à valeurs dans [0, 1] telle que, pour tout i∈[[1, k]],
∫ xi

xi−1

f =
I

n
·

Fk+1 : x �→
∫ x

xk

f est une bijection de classe C1 entre [xk, 1] et
[
0,
(
1 − k

n

)
I
]
.

Comme
(
1− k

n

)
I �

I

n
, il existe un unique xk+1 ∈]xk, 1] tel que Fk+1(xk+1) =

I

n

et, de plus xn = b car Fn−1(b) =
I

n
· La subdivision (xi)0�i�n ainsi construite est

solution.

b. En appliquant a) à f ′ on obtient une subdivision (ai)0�i�n de [0, 1] telle que,

pour tout i∈[[1, n]],
∫ ai

ai−1

f ′ =
1

n

∫ 1

0

f =
1

n
ie. f(ai)− f(ai−1) =

1

n
·

L’égalité des accroissements finis prouve, pour tout i∈[[1, n]], l’existence de
xi ∈ ]ai−1, ai[ tel que f(ai) − f(ai−1) = (ai − ai−1)f

′(xi). Pour un tel xi on a

1

f ′(xi)
= n(ai − ai−1) et, en sommant,

n∑
i=1

1

f ′(xi)
= n.

20. a. L’existence du minimum découle immédiatement de la continuité de |P | sur
le compact non vide U.
Si, par exemple, α1 ∈{−1, 1} alors

∣∣P (α1)
∣∣ = 0 et il s’agit d’un minimum qui ne

peut être atteint qu’en un point de {α1, . . . , αn} ∩ U soit {−1, 1} car les αi sont
réels.
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b. Pour tout réel θ, f(θ) = P (eiθ)P (e−iθ) et donc, d’après les théorèmes relatifs
aux opérations, f est de classe C∞ sur R.

∀θ∈R, f(θ) =

n∏
k=1

(eiθ − αk)(e
−iθ − αk) =

n∏
k=1

(α2
k − 2αk cos(θ) + 1) et donc

ln
[
f(θ)

]
=

n∑
k=1

ln
[
α2
k − 2αk cos(θ) + 1

]
car, pour tout k∈[[1, n]] :

α2
k − 2αk cos(θ) + 1 =

∣∣eiθ − αk

∣∣2 > 0.
En dérivant on obtient immédiatement (i). De plus :(f ′

f

)′
(θ) =

f ′′f − f ′2

f2
(θ)

=2

n∑
k=1

αk cos(θ)

α2
k − 2αk cos(θ) + 1

− 4 sin2(θ)

n∑
k=1

α2
k

(α2
k − 2αk cos(θ) + 1)2

,

d’où l’égalité (ii).

c. Si f admet un minimum en θ0 ∈R \ πZ alors f ′(θ0) = 0 et donc, d’après (ii),

f ′′

f
(θ0) = −4 sin2(θ0)

n∑
k=1

α2
k

(α2
k − 2αk cos(θ0) + 1)2

< 0 et donc f ′′(θ0) < 0, ce qui

justifie le tableau de variations locales :

θ0 − η θ0 θ0 + η

f ′′ − −
f ′ + ↘ 0 ↘ −
f ↗ ↘

qui prouve que f ne peut pas admettre en θ0 un minimum. Donc si f admet un
minimum en θ0 alors θ0 ∈πZ ie. eiθ0 ∈{−1, 1}, ce qui termine l’exercice.

21. a. Soit (xi)0�i�n une subdivision subordonnée à f et, pour tout i∈[[0, n−1]], λi

la valeur prise par f sur ]xi, xi+1[ .∫ b

a

fg =

n−1∑
i=0

λi

∫ xi+1

xi

g =

n−1∑
i=0

λi

[
G(xi+1)−G(xi)

]
=

n∑
i=1

λi−1G(xi)−
n−1∑
i=1

λiG(xi)

car G(x0) = G(a) = 0. Donc

∫ b

a

fg = λn−1G(b) +

n−1∑
i=1

(λi−1 − λi)G(xi).

Comme f est positive décroissante on a λn−1 � 0 et, ∀i∈[[1, n−1]], λi−1−λi � 0.
Par suite :

mλ0 = m

(
λn−1+

n−1∑
i=1

(λi−1−λi)

)
�

∫ b

a

fg � M

(
λn−1+

n−1∑
i=1

(λi−1−λi)

)
= Mλ0.

On a m � 0 � M car G(a) = 0 et λ0 � f(a) car f décrôıt, donc mλ0 � mf(a) et
Mλ0 � Mf(a), ce qui prouve l’encadrement souhaité.

b. Soit (xi)0�i�N une subdivision de pas au plus
1

n
et plus fine qu’une subdivision

subordonnée à f .

On définit fn ∈E
(
[a, b],R

)
en posant :

{
∀i∈[[0, N ]], fn(xi) = f(xi)
∀i∈[[0, N [[, fn ]xi, xi+1[

= f(x+
i )

Tout comme f , fn est positive décroissante et (fn) converge uniformément vers f
sur [a, b] par uniforme continuité de f sur tout intervalle ouvert de continuité. De
plus, pour tout n∈N	, fn(a) = f(a).
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c. En utilisant b), pour tout n, mf(a) = mfn(a) �
∫ b

a

fng � Mfn(a) = Mf(a).

Comme g est bornée, (fng) converge uniformément sur [a, b] vers fg et donc∫ b

a

fng −−−→
n→∞

∫ b

a

fg, d’où mf(a) �
∫ b

a

fg � Mf(a).

Si f(a) = 0 alors tout élément ξ de [a, b] convient, sinon,
1

f(a)
> 0 et donc

1

f(a)

∫ b

a

fg ∈[m,M ] = G
(
[a, b]

)
, d’où le résultat car G est continue sur [a, b].

TRAVAUX DIRIGÉS

• Une suite de fonctions périodiques

On note E le sous-espace vectoriel des éléments f de C(R,C) 2π-périodiques

et tels que

∫ 2π

0

f = 0.

1. Montrer que tout élément f de E admet une et une seule primitive Tf
dans E et que l’application T ainsi définie est un endomorphisme de E.

2. Si f1 est une fonction paire et élément de E, on note (fn)n�1 la suite
d’éléments de E définie par : ∀n � 2, f ′

n = fn−1.

a. Montrer que fn et n+ 1 ont même parité.

b. On suppose de plus : ∀x∈R, f1(x+ π) = −f1(x). Montrer :
∀x∈R, ∀n∈N�, fn(x+ π) + fn(x) = 0. Comparer fn(x) et fn(π − x).

3. a. Montrer que la fonction f1 paire, 2π-périodique dont la restriction à

[0, π] est x �→ x− π

2
est élément de E. (fn)n�1 est définie comme en 2.

b. Montrer que fn est entièrement déterminée par sa restriction à
[
0 ,

π

2

]
·

c. Prouver que, sur [0, π], fn est une fonction polynomiale Pn de degré n.

Calculer Pn pour n∈[[1, 5]].

d. Montrer que fn est monotone sur
[
0 ,

π

2

]
et que NR

∞(fn) = fn

(
(n+1)

π

2

)
·

4. On admet que : ∀x∈R, f1(x) = − 4

π

∞∑
n=0

cos
[
(2n+ 1)x

]
(2n+ 1)2

·

Montrer la convergence uniforme sur R des suites (f4n+r) si r∈[[0, 3]] et
donner sa limite.



222 FONCTIONS VECTORIELLES

b. Pour tout réel θ, f(θ) = P (eiθ)P (e−iθ) et donc, d’après les théorèmes relatifs
aux opérations, f est de classe C∞ sur R.

∀θ∈R, f(θ) =
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k=1

(eiθ − αk)(e
−iθ − αk) =
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k=1

(α2
k − 2αk cos(θ) + 1) et donc

ln
[
f(θ)

]
=

n∑
k=1

ln
[
α2
k − 2αk cos(θ) + 1

]
car, pour tout k∈[[1, n]] :

α2
k − 2αk cos(θ) + 1 =
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∣∣2 > 0.
En dérivant on obtient immédiatement (i). De plus :(f ′
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(θ) =

f ′′f − f ′2
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=2
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αk cos(θ)

α2
k − 2αk cos(θ) + 1

− 4 sin2(θ)
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α2
k

(α2
k − 2αk cos(θ) + 1)2

,

d’où l’égalité (ii).

c. Si f admet un minimum en θ0 ∈R \ πZ alors f ′(θ0) = 0 et donc, d’après (ii),

f ′′
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(θ0) = −4 sin2(θ0)

n∑
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α2
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(α2
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< 0 et donc f ′′(θ0) < 0, ce qui

justifie le tableau de variations locales :

θ0 − η θ0 θ0 + η

f ′′ − −
f ′ + ↘ 0 ↘ −
f ↗ ↘

qui prouve que f ne peut pas admettre en θ0 un minimum. Donc si f admet un
minimum en θ0 alors θ0 ∈πZ ie. eiθ0 ∈{−1, 1}, ce qui termine l’exercice.

21. a. Soit (xi)0�i�n une subdivision subordonnée à f et, pour tout i∈[[0, n−1]], λi

la valeur prise par f sur ]xi, xi+1[ .∫ b

a

fg =
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λi
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g =
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[
G(xi+1)−G(xi)

]
=
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λi−1G(xi)−
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λiG(xi)

car G(x0) = G(a) = 0. Donc

∫ b

a

fg = λn−1G(b) +

n−1∑
i=1

(λi−1 − λi)G(xi).

Comme f est positive décroissante on a λn−1 � 0 et, ∀i∈[[1, n−1]], λi−1−λi � 0.
Par suite :

mλ0 = m

(
λn−1+

n−1∑
i=1

(λi−1−λi)

)
�

∫ b

a

fg � M

(
λn−1+

n−1∑
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(λi−1−λi)

)
= Mλ0.

On a m � 0 � M car G(a) = 0 et λ0 � f(a) car f décrôıt, donc mλ0 � mf(a) et
Mλ0 � Mf(a), ce qui prouve l’encadrement souhaité.

b. Soit (xi)0�i�N une subdivision de pas au plus
1

n
et plus fine qu’une subdivision

subordonnée à f .

On définit fn ∈E
(
[a, b],R

)
en posant :

{
∀i∈[[0, N ]], fn(xi) = f(xi)
∀i∈[[0, N [[, fn ]xi, xi+1[

= f(x+
i )

Tout comme f , fn est positive décroissante et (fn) converge uniformément vers f
sur [a, b] par uniforme continuité de f sur tout intervalle ouvert de continuité. De
plus, pour tout n∈N	, fn(a) = f(a).
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c. En utilisant b), pour tout n, mf(a) = mfn(a) �
∫ b

a

fng � Mfn(a) = Mf(a).

Comme g est bornée, (fng) converge uniformément sur [a, b] vers fg et donc∫ b

a

fng −−−→
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a
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Si f(a) = 0 alors tout élément ξ de [a, b] convient, sinon,
1

f(a)
> 0 et donc
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(
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On note E le sous-espace vectoriel des éléments f de C(R,C) 2π-périodiques

et tels que

∫ 2π

0

f = 0.

1. Montrer que tout élément f de E admet une et une seule primitive Tf
dans E et que l’application T ainsi définie est un endomorphisme de E.

2. Si f1 est une fonction paire et élément de E, on note (fn)n�1 la suite
d’éléments de E définie par : ∀n � 2, f ′

n = fn−1.

a. Montrer que fn et n+ 1 ont même parité.

b. On suppose de plus : ∀x∈R, f1(x+ π) = −f1(x). Montrer :
∀x∈R, ∀n∈N�, fn(x+ π) + fn(x) = 0. Comparer fn(x) et fn(π − x).

3. a. Montrer que la fonction f1 paire, 2π-périodique dont la restriction à

[0, π] est x �→ x− π

2
est élément de E. (fn)n�1 est définie comme en 2.

b. Montrer que fn est entièrement déterminée par sa restriction à
[
0 ,

π

2

]
·

c. Prouver que, sur [0, π], fn est une fonction polynomiale Pn de degré n.

Calculer Pn pour n∈[[1, 5]].

d. Montrer que fn est monotone sur
[
0 ,

π

2

]
et que NR

∞(fn) = fn

(
(n+1)

π

2

)
·

4. On admet que : ∀x∈R, f1(x) = − 4

π

∞∑
n=0

cos
[
(2n+ 1)x

]
(2n+ 1)2

·

Montrer la convergence uniforme sur R des suites (f4n+r) si r∈[[0, 3]] et
donner sa limite.
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Solution

1. Si f ∈E, comme f est 2π-périodique continue et que

∫ 2π

0

f = 0, toute primitive

de f est 2π-périodique.

Soit ϕ : x �→
∫ x

0

f , alors (Tf)′ = f équivaut à Tf − ϕ est une fonction constante.

Si cette condition est réalisée, posons f = ϕ + K, alors

∫ 2π

0

g = 0 équivaut à
∫ 2π

0

ϕ+ 2πK = 0 ie. K = − 1

2π

∫ 2π

0

ϕ, d’où l’existence et l’unicité de Tf .

En intégrant par parties,

∫ 2π

0

ϕ(u) du =
[
(u− 2π)ϕ(u)

]2π
0

−
∫ 2π

0

(u− 2π)f(u) du

d’où ∀x∈R, T f(x) =
∫ x

0

f +
1

2π

∫ 2π

0

(u− 2π)f(u) du, d’où la linéarité de T .

2. a. Raisonnons par récurrence en utilisant la suite (ϕn)n�1 définie par ϕ1 = f1 et,

si n � 1, ϕn+1(x) =

∫ x

0

ϕn.

ϕ1 et f1 sont égales et paires.
Si, pour un n∈N�, ∀x∈R, ϕn(−x) = (−1)n+1ϕn(x) et fn(−x) = (−1)n+1fn(x).
• Si n = 2p, fn est impaire, toutes ses primitives sont paires, ainsi ϕn+1 et fn+1

sont paires.
• Si n = 2p + 1, fn est paire donc ϕn+1 est la seule primitive impaire de fn

et on a vu dans 1. que fn+1 = ϕn+1 − 1

2π

∫ 2π

0

ϕn+1. Par 2π-périodicité on a
∫ 2π

0

ϕn+1 =

∫ π

−π

ϕn+1 = 0 car ϕn+1 est impaire, d’où fn+1 = ϕn+1 est impaire,

ce qui termine la récurrence.

b. On procède toujours par récurrence, le cas n = 1 étant donné par l’énoncé.
Supposons que, pour un n∈N�, x �→ fn(x+π)+fn(x) soit nulle, alors, en tant que
primitive, G : x �→ fn+1(x+π)+ fn+1(x) est constante, notons C cette constante.

On a 2πC =

∫ 2π

0

G =

∫ 2π

0

fn+1(x + π) dx +

∫ 2π

0

fn+1(x) dx = 0 car fn+1 est

élément de E. Par suiteG est nulle et le théorème de récurrence permet de conclure.

Si (n, x)∈N�×R, fn(π−x) = (−1)n+1fn(x−π) d’après a. d’où, par 2π-périodicité,
fn(π − x) = (−1)n+1fn(x+ π) = (−1)nfn(x) d’après le début de la question.

3. a. Si x∈[−π, π], f1(x) = |x|− π

2
donc f1 est continue par morceaux sur R et sa

restriction à [−π, π] est continue. Par parité on a f1(−π) = f1(π) et donc f1 est
continue sur R. Par 2π-périodicité et par parité on a :∫ 2π

0

f1 =

∫ π

−π

f1 = 2

∫ π

0

f1 = 2

∫ π

0

(
x− π

2

)
dx =

[(
x− π

2

)2
]π
0

= 0, ce qui prouve

que f1 est un élément de E.

b. G : x �→ f1(x + π) + f1(x) est 2π-périodique et, pour tout x∈R, on a
G(−x) = f1(−x+ π) + f1(−x) = f1(x− π) + f1(x) = f1(x+ π) + f1(x) = G(x).

Si x∈[0, π], G(x) = f1(x)+f1(x+π) = f1(x)+f1(π−x) = x− π

2
+(π−x)− π

2
= 0,

ce qui prouve que G est nulle.
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La question 2. montre que fn est 2π-périodique, de la parité de n + 1, que
fn(x + π) = −fn(x) et que fn(π − x) = (−1)nfn(x) pour tout x∈R, ce qui

prouve que fn est entièrement déterminée par sa restriction à
[
0 ,

π

2

]
·

c. Comme, pour (n, x)∈N� × R, fn+1(x) = fn+1(0) +

∫ x

0

fn et que la restriction

de f1 à [0, π] est polynomiale de degré 1, une récurrence immédiate montre que la
restriction de fn à [0, π] est polynomiale de degré n.

En utilisant la relation fn = ϕn − 1

2π

∫ 2π

0

ϕn qui a été établie à la question 1.

pour n � 2, on obtient : P1 = X − π

2
, P2 =

X2

2
− πX

2
, P3 =

X3

6
− πX2

4
+

π3

24
,

P4 =
X4

24
− πX3

12
+

π3X

24
et P5 =

X5

120
− πX2

4
+

π3

24
·

d. Comme f ′
n+1 = fn si n � 1 on a immédiatement les tableaux :

0 π/2

f1 ↗ 0

f2 0 ↘
f3 ↘ 0

f4 0 ↗
f5 ↗ 0

et

0 π/2

f4n+1 ↗ 0

f4n+2 0 ↘
f4n+3 ↘ 0

f4n+4 0 ↗

En effet, si n est pair fn est impaire et donc fn(0) = 0 et, si n est impair,

fn(π − x) = −fn(x) d’où fn

(π
2

)
= 0.

Comme |fn| est π-périodique et paire, NR
∞(fn) = N

[0,π/2]
∞ (fn) = fn

(
(n + 1)

π

2

)

d’après le tableau de variation précédent.

4. Pour tout n∈N on définit un,1 sur R par un,1(x) = − 4

π

cos
[
(2n+ 1)x

]
(2n+ 1)2

·
∑

un,1 est une série de fonctions continues, 2π-périodiques, qui converge normale-

ment sur R car NR
∞(un,1) =

4

π(2n+ 1)2
et

∞∑
n=0

un,1 = f1 par hypothèse.

Si l’on note, pour n∈N, un,2 la primitive de un,1 nulle en 0, alors
∑

un,2 converge
uniformément sur tout segment et sa somme est la primitive de f1 nulle en 0, soit
encore f2 par définition.

Plus généralement un,k+1 est la primitive de un,k nulle en 0 si k est impair, nulle

en
π

2
sinon. Alors par récurrence immédiate, pour tout k∈N,

∑
un,k converge

uniformément sur tout segment et sa somme est fk.

Par récurrence immédiate, si (n, k)∈N×N� et x∈R, un,4k(x) =
4

π

sin
[
(2n+ 1)x

]
(2n+ 1)4k+1

·
∣∣∣f4k(x) − 4

π
sin(x)

∣∣∣ =
4

π

∣∣∣∣
∞∑

n=1

un,1(x)

∣∣∣∣ �
4

π

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)4k+1
�

4

π

∞∑
n=1

1

n4k+1
et

donc
∣∣∣f4k(x)− 4

π
sin(x)

∣∣∣ � 4

π

[
ζ(4k + 1)− 1

]
pour tout x réel.

Comme lim
+∞

ζ = 1, on en déduit que (f4k) converge uniformément sur R vers
4

π
sin.
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Solution

1. Si f ∈E, comme f est 2π-périodique continue et que

∫ 2π

0

f = 0, toute primitive

de f est 2π-périodique.

Soit ϕ : x �→
∫ x

0

f , alors (Tf)′ = f équivaut à Tf − ϕ est une fonction constante.

Si cette condition est réalisée, posons f = ϕ + K, alors

∫ 2π

0

g = 0 équivaut à
∫ 2π

0

ϕ+ 2πK = 0 ie. K = − 1

2π

∫ 2π

0

ϕ, d’où l’existence et l’unicité de Tf .

En intégrant par parties,

∫ 2π

0

ϕ(u) du =
[
(u− 2π)ϕ(u)

]2π
0

−
∫ 2π

0

(u− 2π)f(u) du

d’où ∀x∈R, T f(x) =
∫ x

0

f +
1

2π

∫ 2π

0

(u− 2π)f(u) du, d’où la linéarité de T .

2. a. Raisonnons par récurrence en utilisant la suite (ϕn)n�1 définie par ϕ1 = f1 et,

si n � 1, ϕn+1(x) =

∫ x

0

ϕn.

ϕ1 et f1 sont égales et paires.
Si, pour un n∈N�, ∀x∈R, ϕn(−x) = (−1)n+1ϕn(x) et fn(−x) = (−1)n+1fn(x).
• Si n = 2p, fn est impaire, toutes ses primitives sont paires, ainsi ϕn+1 et fn+1

sont paires.
• Si n = 2p + 1, fn est paire donc ϕn+1 est la seule primitive impaire de fn

et on a vu dans 1. que fn+1 = ϕn+1 − 1

2π

∫ 2π

0

ϕn+1. Par 2π-périodicité on a
∫ 2π

0

ϕn+1 =

∫ π

−π

ϕn+1 = 0 car ϕn+1 est impaire, d’où fn+1 = ϕn+1 est impaire,

ce qui termine la récurrence.

b. On procède toujours par récurrence, le cas n = 1 étant donné par l’énoncé.
Supposons que, pour un n∈N�, x �→ fn(x+π)+fn(x) soit nulle, alors, en tant que
primitive, G : x �→ fn+1(x+π)+ fn+1(x) est constante, notons C cette constante.

On a 2πC =

∫ 2π

0

G =

∫ 2π

0

fn+1(x + π) dx +

∫ 2π

0

fn+1(x) dx = 0 car fn+1 est

élément de E. Par suiteG est nulle et le théorème de récurrence permet de conclure.

Si (n, x)∈N�×R, fn(π−x) = (−1)n+1fn(x−π) d’après a. d’où, par 2π-périodicité,
fn(π − x) = (−1)n+1fn(x+ π) = (−1)nfn(x) d’après le début de la question.

3. a. Si x∈[−π, π], f1(x) = |x|− π

2
donc f1 est continue par morceaux sur R et sa

restriction à [−π, π] est continue. Par parité on a f1(−π) = f1(π) et donc f1 est
continue sur R. Par 2π-périodicité et par parité on a :∫ 2π

0

f1 =

∫ π

−π

f1 = 2

∫ π

0

f1 = 2

∫ π

0

(
x− π

2

)
dx =

[(
x− π

2

)2
]π
0

= 0, ce qui prouve

que f1 est un élément de E.

b. G : x �→ f1(x + π) + f1(x) est 2π-périodique et, pour tout x∈R, on a
G(−x) = f1(−x+ π) + f1(−x) = f1(x− π) + f1(x) = f1(x+ π) + f1(x) = G(x).

Si x∈[0, π], G(x) = f1(x)+f1(x+π) = f1(x)+f1(π−x) = x− π

2
+(π−x)− π

2
= 0,

ce qui prouve que G est nulle.
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La question 2. montre que fn est 2π-périodique, de la parité de n + 1, que
fn(x + π) = −fn(x) et que fn(π − x) = (−1)nfn(x) pour tout x∈R, ce qui

prouve que fn est entièrement déterminée par sa restriction à
[
0 ,

π

2

]
·

c. Comme, pour (n, x)∈N� × R, fn+1(x) = fn+1(0) +

∫ x

0

fn et que la restriction

de f1 à [0, π] est polynomiale de degré 1, une récurrence immédiate montre que la
restriction de fn à [0, π] est polynomiale de degré n.

En utilisant la relation fn = ϕn − 1

2π

∫ 2π

0

ϕn qui a été établie à la question 1.

pour n � 2, on obtient : P1 = X − π

2
, P2 =

X2

2
− πX

2
, P3 =

X3

6
− πX2

4
+

π3

24
,

P4 =
X4

24
− πX3

12
+

π3X

24
et P5 =

X5

120
− πX2

4
+

π3

24
·

d. Comme f ′
n+1 = fn si n � 1 on a immédiatement les tableaux :

0 π/2

f1 ↗ 0

f2 0 ↘
f3 ↘ 0

f4 0 ↗
f5 ↗ 0

et

0 π/2

f4n+1 ↗ 0

f4n+2 0 ↘
f4n+3 ↘ 0

f4n+4 0 ↗

En effet, si n est pair fn est impaire et donc fn(0) = 0 et, si n est impair,

fn(π − x) = −fn(x) d’où fn

(π
2

)
= 0.

Comme |fn| est π-périodique et paire, NR
∞(fn) = N

[0,π/2]
∞ (fn) = fn

(
(n + 1)

π

2

)

d’après le tableau de variation précédent.

4. Pour tout n∈N on définit un,1 sur R par un,1(x) = − 4

π

cos
[
(2n+ 1)x

]
(2n+ 1)2

·
∑

un,1 est une série de fonctions continues, 2π-périodiques, qui converge normale-

ment sur R car NR
∞(un,1) =

4

π(2n+ 1)2
et

∞∑
n=0

un,1 = f1 par hypothèse.

Si l’on note, pour n∈N, un,2 la primitive de un,1 nulle en 0, alors
∑

un,2 converge
uniformément sur tout segment et sa somme est la primitive de f1 nulle en 0, soit
encore f2 par définition.

Plus généralement un,k+1 est la primitive de un,k nulle en 0 si k est impair, nulle

en
π

2
sinon. Alors par récurrence immédiate, pour tout k∈N,

∑
un,k converge

uniformément sur tout segment et sa somme est fk.

Par récurrence immédiate, si (n, k)∈N×N� et x∈R, un,4k(x) =
4

π

sin
[
(2n+ 1)x

]
(2n+ 1)4k+1

·
∣∣∣f4k(x) − 4

π
sin(x)

∣∣∣ =
4

π

∣∣∣∣
∞∑

n=1

un,1(x)

∣∣∣∣ �
4

π

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)4k+1
�

4

π

∞∑
n=1

1

n4k+1
et

donc
∣∣∣f4k(x)− 4

π
sin(x)

∣∣∣ � 4

π

[
ζ(4k + 1)− 1

]
pour tout x réel.

Comme lim
+∞

ζ = 1, on en déduit que (f4k) converge uniformément sur R vers
4

π
sin.
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Montrons que T est continue si on munit E de NR
∞.

T est linéaire et, si f ∈E, Tf est 2π-périodique donc NR
∞(Tf) = N

[0,2π]
∞ (Tf).

∀x∈[0, 2π],
∣∣Tf(x)∣∣ =

∣∣∣∣
∫ x

0

f +
1

2π

∫ 2π

0

(u− 2π)f(u) du

∣∣∣∣ d’où
∣∣Tf(x)∣∣ � xNR

∞(f) +
NR

∞(f)

2π

∫ 2π

0

(2π− u) du � 2πNR
∞(f) +

NR
∞(f)

4π

[
(2π− u)2

]0
2π

et enfin
∣∣Tf(x)∣∣ � 3πNR

∞(f), donc T est lipschitzienne de rapport 3π.

Par suite (f4k+1) converge uniformément sur R vers
4

π
T (sin), soit − 4

π
cos.

De même (f4k+2) et (f4k+3) convergent uniformément sur R vers − 4

π
sin et

4

π
cos

respectivement.

• Majoration d’une fonction dérivée

E désigne un espace vectoriel de dimension finie. Si f ∈B(R, E), on pose
‖f‖ = NR

∞(f). On suppose que f ∈C2(R, E) et que f et f ′′ sont bornées.

1. a. Montrer que, pour tout (x, h)∈R2, on a :

f(x+ h)− f(x− h)=2hf ′(x) + h2

∫ 1

0

(1− u)
[
f ′′(x+ uh)− f ′′(x− uh)

]
du.

b. En déduire, pour tout couple (x, h)∈R2, h2‖f ′′‖ − 2h|f ′(x)|+ 2‖f‖ � 0
puis que f ′ est bornée avec ‖f ′‖2 � 2‖f‖ × ‖f ′′‖.

2. Pour tout entier n > 0, soit gn la fonction impaire, admettant 2

comme période, définie par : gn(x) = 2nx si x∈
[
0 ,

1

2n

]
, gn(x) = 1 si

x∈
[ 1

2n
, 1− 1

2n

]
, gn(x) = 2n− 2nx si x∈

[
1− 1

2n
, 1
]
.

On pose hn : t �→
∫ t

1
2

gn(u) du et fn : x �→
∫ x

0

hn(t) dt.

a. Montrer que hn est paire et admet 2 pour période.

b. Simplifier x �→ gn(x)− gn(1− x) puis x �→ hn(x) + hn(1− x) sur R.
c. Montrer que fn est impaire et admet 2 pour période.

d. Donner les expressions de hn(x) si x∈
[
0 ,

1

2n

]
et si x∈

[ 1

2n
, 1

2

]
·

e. Dresser le tableau de variations de f ′′
n , f

′
n et fn sur [0, 1].

f. Montrer que fn, f
′
n, f

′′
n sont bornées et calculer ‖fn‖, ‖f ′

n‖, ‖f ′′
n‖.

g. En déduire que dans la question 1. le coefficient 2 est le plus petit réel
α vérifiant : ‖f ′‖2 � α‖f‖ × ‖f ′′‖ pour tout élément f de C2(R, E) tel que
f et f ′′ soient bornées.

Solution

1. a. Appliquons la formule de Taylor-Laplace sur [x, x+ h] et [x− h, x] :


f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + h2

∫ 1

0

(1− u)f ′′(x+ uh) du

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

∫ 1

0

(1− u)f ′′(x− uh) du
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On obtient le résultat par différence.

b. On a, pour tout (x, h) :

2h
∣∣f ′(x)

∣∣� ∣∣2hf ′(x)
∣∣ =

∣∣∣f(x+h)−f(x−h)−h2

∫ 1

0

(1−u)
[
f ′′(u+xh)−f ′′(x−uh)

]
du

∣∣∣
et, par inégalité triangulaire : 2h

∣∣f ′(x)
∣∣ � 2‖f‖+ 2h2‖f ′′‖

∫ 1

0

(1− u) du

ie. h2‖f ′′‖ − 2h
∣∣f ′(x)

∣∣+ 2‖f‖ � 0 car

∫ 1

0

(1− u) du =
1

2
·

Si ‖f ′′‖ = 0 alors f est affine bornée donc constante et l’inégalité est évidente.
Sinon, pour tout réel x, soit Px(h) = h2‖f ′′‖−2h

∣∣f ′(x)
∣∣+2‖f‖, Px est un trinôme

et Px(R) ⊂ R+, son discriminant réduit est donc négatif ie.
∣∣f ′(x)

∣∣2 � 2‖f‖×‖f ′′‖
et ceci est valable pour tout x réel. Donc f ′ est bornée avec ‖f ′‖2 � 2‖f‖ × ‖f ′′‖.
2. a. gn est facilement continue sur R, affine par morceaux.
hn est paire en tant que primitive de fonction impaire, de plus, par périodicité et

imparité de gn,

∫ 2

0

gn(t) dt=

∫ 1

−1

gn(t) dt=0, ce qui prouve la 2-périodicité de hn.

b. Soit ϕn : x �→ gn(x)− gn(1− x), on vérifie immédiatement la nullité de ϕn sur
[0,1] ainsi que sa 2-périodicité.
De plus pour tout x∈R, ϕn(−x) = −

[
gn(x) − gn(−1 − x)

]
= −ϕn(x) car gn est

2-périodique. La nullité de ϕn sur R en découle.
Soit alors ψn : x �→ hn(x) + hn(1 − x), ϕn = ψ′

n et ψn est constante égale à

ψn

(1
2

)
= 2hn

(1
2

)
= 0, ϕn et ψn sont nulles sur R.

c. fn est la primitive de hn nulle en 0 donc impaire.

Par parité et 2-périodicité on a :

∫ 2

0

hn(x) dx = 2

∫ 1

0

hn(x) dx et, par le change-

ment de variable u = 1−x,

∫ 1

0

hn(x) dx =

∫ 1

0

hn(1−u) du = −
∫ 1

0

hn(u) du d’où
∫ 2

0

hn(x) dx = 0 et donc fn est 2-périodique.

d. Si x∈
[
0 ,

1

2n

]
, hn(x) =

∫ 1/2n

1/2

dt + 2n

∫ x

1/2n

t dt =
1

2n
(1 − n) + n

(
x2 − 1

4n2

)

d’où hn(x) = nx2 − 1

2

[
1− 1

2n

]
·

Sinon, hn(x) =

∫ x

1/2

dt = x− 1

2
·

e. On a le tableau :

0 1
1

2n
1− 1

2n
1

f ′′
n 0 ↗ 1 → 1 → 1 ↘ 0

f ′
n −a ↗ − ↗ 0 ↗ + ↗ a

fn 0 ↘ − ↘ − ↗ − ↗ 0

f. Si f est 2-périodique, paire ou impaire et continue sur R on a |f |(R) = |f |
(
[0, 1]

)
compact donc borné, fn, f

′
n et f ′′

n sont donc bornées et le tableau précédent permet
de calculer leur norme.

‖f ′′
n‖ = 1 et ‖f ′

n‖ = −hn(0) =
1

2

[
1− 1

2n

]
·
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Montrons que T est continue si on munit E de NR
∞.

T est linéaire et, si f ∈E, Tf est 2π-périodique donc NR
∞(Tf) = N

[0,2π]
∞ (Tf).

∀x∈[0, 2π],
∣∣Tf(x)∣∣ =

∣∣∣∣
∫ x

0

f +
1

2π

∫ 2π

0

(u− 2π)f(u) du

∣∣∣∣ d’où
∣∣Tf(x)∣∣ � xNR

∞(f) +
NR

∞(f)

2π

∫ 2π

0

(2π− u) du � 2πNR
∞(f) +

NR
∞(f)

4π

[
(2π− u)2

]0
2π

et enfin
∣∣Tf(x)∣∣ � 3πNR

∞(f), donc T est lipschitzienne de rapport 3π.

Par suite (f4k+1) converge uniformément sur R vers
4

π
T (sin), soit − 4

π
cos.

De même (f4k+2) et (f4k+3) convergent uniformément sur R vers − 4

π
sin et

4

π
cos

respectivement.

• Majoration d’une fonction dérivée

E désigne un espace vectoriel de dimension finie. Si f ∈B(R, E), on pose
‖f‖ = NR

∞(f). On suppose que f ∈C2(R, E) et que f et f ′′ sont bornées.

1. a. Montrer que, pour tout (x, h)∈R2, on a :

f(x+ h)− f(x− h)=2hf ′(x) + h2

∫ 1

0

(1− u)
[
f ′′(x+ uh)− f ′′(x− uh)

]
du.

b. En déduire, pour tout couple (x, h)∈R2, h2‖f ′′‖ − 2h|f ′(x)|+ 2‖f‖ � 0
puis que f ′ est bornée avec ‖f ′‖2 � 2‖f‖ × ‖f ′′‖.

2. Pour tout entier n > 0, soit gn la fonction impaire, admettant 2

comme période, définie par : gn(x) = 2nx si x∈
[
0 ,

1

2n

]
, gn(x) = 1 si

x∈
[ 1

2n
, 1− 1

2n

]
, gn(x) = 2n− 2nx si x∈

[
1− 1

2n
, 1
]
.

On pose hn : t �→
∫ t

1
2

gn(u) du et fn : x �→
∫ x

0

hn(t) dt.

a. Montrer que hn est paire et admet 2 pour période.

b. Simplifier x �→ gn(x)− gn(1− x) puis x �→ hn(x) + hn(1− x) sur R.
c. Montrer que fn est impaire et admet 2 pour période.

d. Donner les expressions de hn(x) si x∈
[
0 ,

1

2n

]
et si x∈

[ 1

2n
, 1

2

]
·

e. Dresser le tableau de variations de f ′′
n , f

′
n et fn sur [0, 1].

f. Montrer que fn, f
′
n, f

′′
n sont bornées et calculer ‖fn‖, ‖f ′

n‖, ‖f ′′
n‖.

g. En déduire que dans la question 1. le coefficient 2 est le plus petit réel
α vérifiant : ‖f ′‖2 � α‖f‖ × ‖f ′′‖ pour tout élément f de C2(R, E) tel que
f et f ′′ soient bornées.

Solution

1. a. Appliquons la formule de Taylor-Laplace sur [x, x+ h] et [x− h, x] :


f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + h2

∫ 1

0

(1− u)f ′′(x+ uh) du

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

∫ 1

0

(1− u)f ′′(x− uh) du
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On obtient le résultat par différence.

b. On a, pour tout (x, h) :

2h
∣∣f ′(x)

∣∣� ∣∣2hf ′(x)
∣∣ =

∣∣∣f(x+h)−f(x−h)−h2

∫ 1

0

(1−u)
[
f ′′(u+xh)−f ′′(x−uh)

]
du

∣∣∣
et, par inégalité triangulaire : 2h

∣∣f ′(x)
∣∣ � 2‖f‖+ 2h2‖f ′′‖

∫ 1

0

(1− u) du

ie. h2‖f ′′‖ − 2h
∣∣f ′(x)

∣∣+ 2‖f‖ � 0 car

∫ 1

0

(1− u) du =
1

2
·

Si ‖f ′′‖ = 0 alors f est affine bornée donc constante et l’inégalité est évidente.
Sinon, pour tout réel x, soit Px(h) = h2‖f ′′‖−2h

∣∣f ′(x)
∣∣+2‖f‖, Px est un trinôme

et Px(R) ⊂ R+, son discriminant réduit est donc négatif ie.
∣∣f ′(x)

∣∣2 � 2‖f‖×‖f ′′‖
et ceci est valable pour tout x réel. Donc f ′ est bornée avec ‖f ′‖2 � 2‖f‖ × ‖f ′′‖.
2. a. gn est facilement continue sur R, affine par morceaux.
hn est paire en tant que primitive de fonction impaire, de plus, par périodicité et

imparité de gn,

∫ 2

0

gn(t) dt=

∫ 1

−1

gn(t) dt=0, ce qui prouve la 2-périodicité de hn.

b. Soit ϕn : x �→ gn(x)− gn(1− x), on vérifie immédiatement la nullité de ϕn sur
[0,1] ainsi que sa 2-périodicité.
De plus pour tout x∈R, ϕn(−x) = −

[
gn(x) − gn(−1 − x)

]
= −ϕn(x) car gn est

2-périodique. La nullité de ϕn sur R en découle.
Soit alors ψn : x �→ hn(x) + hn(1 − x), ϕn = ψ′

n et ψn est constante égale à

ψn

(1
2

)
= 2hn

(1
2

)
= 0, ϕn et ψn sont nulles sur R.

c. fn est la primitive de hn nulle en 0 donc impaire.

Par parité et 2-périodicité on a :

∫ 2

0

hn(x) dx = 2

∫ 1

0

hn(x) dx et, par le change-

ment de variable u = 1−x,

∫ 1

0

hn(x) dx =

∫ 1

0

hn(1−u) du = −
∫ 1

0

hn(u) du d’où
∫ 2

0

hn(x) dx = 0 et donc fn est 2-périodique.

d. Si x∈
[
0 ,

1

2n

]
, hn(x) =

∫ 1/2n

1/2

dt + 2n

∫ x

1/2n

t dt =
1

2n
(1 − n) + n

(
x2 − 1

4n2

)

d’où hn(x) = nx2 − 1

2

[
1− 1

2n

]
·

Sinon, hn(x) =

∫ x

1/2

dt = x− 1

2
·

e. On a le tableau :

0 1
1

2n
1− 1

2n
1

f ′′
n 0 ↗ 1 → 1 → 1 ↘ 0

f ′
n −a ↗ − ↗ 0 ↗ + ↗ a

fn 0 ↘ − ↘ − ↗ − ↗ 0

f. Si f est 2-périodique, paire ou impaire et continue sur R on a |f |(R) = |f |
(
[0, 1]

)
compact donc borné, fn, f

′
n et f ′′

n sont donc bornées et le tableau précédent permet
de calculer leur norme.

‖f ′′
n‖ = 1 et ‖f ′

n‖ = −hn(0) =
1

2

[
1− 1

2n

]
·
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‖fn‖ = fn

(1
2

)
=

∫ 1/2n

0

(
nt2− 1

2
+

1

4n

)
dt+

∫ 1/2

1/2n

(
t− 1

2

)
dt d’où, après un calcul

sans difficulté, fn

(1
2

)
=

1

8

[ 1

3n2
− 1

]
·

En résumé : ‖f ′′
n‖ = 1, ‖f ′

n‖ =
1

2

[
1− 1

2n

]
et ‖fn‖ =

1

8

[
1− 1

3n2

]
·

g. Si α est solution alors, pour tout n, on a ‖f ′
n‖ � α‖fn‖ × ‖f ′′

n‖, ce qui revient

à
1

4

[
1− 1

2n

]2
�

α

8

[
1− 1

3n2

]
, ce sont des termes généraux de suites convergentes

et, en passant à la limite,
1

4
�

α

8
ie. α � 2. Cela prouve que 2 est la plus petite

solution du problème.

• Théorème de Borel

Le but de ce travail dirigé est de montrer que l’application C∞(R,R) → RN,
f �→

(
f (n)(0)

)
n∈N est surjective. On note K∞ l’ensemble des fonctions de

C∞(R,R) nulles en dehors d’un compact.

1. a. Montrer que θ1 : R → R définie par θ1(x) = exp
(
− 1

x

)
si x > 0 et

θ1(x) = 0 sinon est de classe C∞ sur R.
b. Que dire de θ2 : x �→ θ1(x)θ1(1− x) ?

c. Soit θ3(x) =
(∫ 1

0

θ2

)−1
∫ x

0

θ2. Montrer que θ3 ∈ C∞(R,R) et que

θ3(x) = 1 si x � 1 et θ3(x) = 0 si x � 0.

d. Déterminer une fonction ϕ ∈ K∞ telle que ϕ(x) = 1 si |x| � 1

2
et ϕ(x) = 0

si |x| � 1.

2. Pour ε ∈ ]0, 1[, on pose ϕε(x) = ϕ
(x
ε

)
· Pour f ∈ K∞, on note

Mp(f) = max
q�p

N∞
(
f (q)

)
. Montrer que : ∀n ∈ N, lim

ε→0
Mn

(
ϕε(x)x

n+1
)
= 0.

3. Montrer qu’il existe (εn) une suite décroissante d’éléments de ]0, 1[ telle

que : Mn

(
ϕεn(x)x

n+1
)
� min

(
1,

1

|an+1|

)
·

Montrer que la fonction f : x �→ a0 +

∞∑
n=1

ϕεn−1
(x) an

xn

n!
est de classe C∞

sur R et vérifie, pour tout n ∈ N, f (n)(0) = an.

Solution

1. a. En procédant comme dans l’exemple III.B.2.4. du cours, on montre que θ1
est de classe C∞ sur R et que θ(n)(0) = 0 quel que soit n ∈ N.
b. θ2 est de classe C∞ sur R en tant que produit de fonctions de classe C∞ et
θ2(x) = 0 si x �∈ ]0, 1[ .

c. θ2 étant continue et strictement positive sur ]0, 1[, on a

∫ 1

0

θ2 > 0. Comme

primitive d’une fonction classe C∞, θ3 est classe C∞. Des propriétés de θ2 on
déduit que θ3(x) = 0 si x � 0 et θ3(x) = 1 si x � 1.
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d. Soit ϕ(x) = θ3(2x+ 1)θ3(1− 2x). On vérifie aisément que ϕ convient.

2. ϕ étant de classe C∞ et nulle hors de [−1, 1], il existe Kn ∈ R+ tel que :

Kn = sup
x∈R

|ϕ(n)(x)| = NR
∞(ϕ(n)). Comme ϕ

(n)
ε (x) = ε−nϕ(n)

(x
ε

)
, on a :

sup
x∈R

∣∣ϕ(n)
ε (x)

∣∣ = ε−nKn. D’autre part, soit p ∈ N, avec la formule de Leibniz,

dp

dxp

(
ϕε(x)x

n
)
=

p∑
k=0

(p
k

)
n(n− 1) · · · (n− p+ k + 1)xn−p+kϕ(k)

ε (x).

Posons αn,k =
(p
k

)
n(n− 1) · · · (n− p+ k + 1). Si x �∈ [−ε, ε], ϕε(x) = 0, donc :

∀p > n,NR
∞

[ dp

dxp

(
ϕε(x)x

n
)]

�
p∑

k=0

αn,kε
n−p+kNR

∞

(
ϕ(k)
ε

)
�

[ p∑
k=0

αn,kKk

]
εn−p.

Donc : Mn

(
ϕε(x)x

n+1
)
−−−→
ε→0

0.

3. La suite (εn) existe d’après 2. et l’on a :

∀n > p,Mp

(
ϕεn−1(x)

anx
n

n!

)
� min

(
1,

1

|an|

) |an|
n!

�
1

n!
·

Posons f0(x) = a0 et fn(x) = ϕεn−1
(x)

anx
n

n!
si n � 1.

Comme f ∈ K∞, pour tout p � 0, Mp(fn est défini et
∑

Mp(fn) converge. Donc

pour tout k ∈ N,
∑

NR
∞
(
f
(k)
n

)
converge. D’où la convergence uniforme de

∑
f
(k)
n

pour tout k ∈ N.
Du corollaire du théorème de dérivation des séries de fonctions, on déduit que

f ∈ C∞(R,R) et f (k) =

∞∑
n=0

f (k)
n pour tout k ∈ N.

Posons f (k) = Sk +Rk où Sk =

∞∑
n=k+1

f (k)
n .

• Si |x| < εk
2
,ϕεj (x) = 1 pour j � k car (εn) est décroissante. Donc :

Sk(x) =

k∑
n=0

an
xn

n!
· D’où S

(k)
k (0) = ak.

• R
(k)
k (x) =

∞∑
n=k+1

k∑
p=0

(p
k

) n!

(n− p)!

an
n!

xn−pϕ(k−p)
εn (x) d’après le théorème de

Leibniz. Or dans ces sommes n− p � n− k � 1, donc R
(k)
k (0) = 0.

D’où le résultat.
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‖fn‖ = fn

(1
2

)
=

∫ 1/2n

0

(
nt2− 1

2
+

1

4n

)
dt+

∫ 1/2

1/2n

(
t− 1

2

)
dt d’où, après un calcul

sans difficulté, fn

(1
2

)
=

1

8

[ 1

3n2
− 1

]
·

En résumé : ‖f ′′
n‖ = 1, ‖f ′

n‖ =
1

2

[
1− 1

2n

]
et ‖fn‖ =

1

8

[
1− 1

3n2

]
·

g. Si α est solution alors, pour tout n, on a ‖f ′
n‖ � α‖fn‖ × ‖f ′′

n‖, ce qui revient

à
1

4

[
1− 1

2n

]2
�

α

8

[
1− 1

3n2

]
, ce sont des termes généraux de suites convergentes

et, en passant à la limite,
1

4
�

α

8
ie. α � 2. Cela prouve que 2 est la plus petite

solution du problème.

• Théorème de Borel

Le but de ce travail dirigé est de montrer que l’application C∞(R,R) → RN,
f �→

(
f (n)(0)

)
n∈N est surjective. On note K∞ l’ensemble des fonctions de

C∞(R,R) nulles en dehors d’un compact.

1. a. Montrer que θ1 : R → R définie par θ1(x) = exp
(
− 1

x

)
si x > 0 et

θ1(x) = 0 sinon est de classe C∞ sur R.
b. Que dire de θ2 : x �→ θ1(x)θ1(1− x) ?

c. Soit θ3(x) =
(∫ 1

0

θ2

)−1
∫ x

0

θ2. Montrer que θ3 ∈ C∞(R,R) et que

θ3(x) = 1 si x � 1 et θ3(x) = 0 si x � 0.

d. Déterminer une fonction ϕ ∈ K∞ telle que ϕ(x) = 1 si |x| � 1

2
et ϕ(x) = 0

si |x| � 1.

2. Pour ε ∈ ]0, 1[, on pose ϕε(x) = ϕ
(x
ε

)
· Pour f ∈ K∞, on note

Mp(f) = max
q�p

N∞
(
f (q)

)
. Montrer que : ∀n ∈ N, lim

ε→0
Mn

(
ϕε(x)x

n+1
)
= 0.

3. Montrer qu’il existe (εn) une suite décroissante d’éléments de ]0, 1[ telle

que : Mn

(
ϕεn(x)x

n+1
)
� min

(
1,

1

|an+1|

)
·

Montrer que la fonction f : x �→ a0 +

∞∑
n=1

ϕεn−1
(x) an

xn

n!
est de classe C∞

sur R et vérifie, pour tout n ∈ N, f (n)(0) = an.

Solution

1. a. En procédant comme dans l’exemple III.B.2.4. du cours, on montre que θ1
est de classe C∞ sur R et que θ(n)(0) = 0 quel que soit n ∈ N.
b. θ2 est de classe C∞ sur R en tant que produit de fonctions de classe C∞ et
θ2(x) = 0 si x �∈ ]0, 1[ .

c. θ2 étant continue et strictement positive sur ]0, 1[, on a

∫ 1

0

θ2 > 0. Comme

primitive d’une fonction classe C∞, θ3 est classe C∞. Des propriétés de θ2 on
déduit que θ3(x) = 0 si x � 0 et θ3(x) = 1 si x � 1.
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d. Soit ϕ(x) = θ3(2x+ 1)θ3(1− 2x). On vérifie aisément que ϕ convient.

2. ϕ étant de classe C∞ et nulle hors de [−1, 1], il existe Kn ∈ R+ tel que :

Kn = sup
x∈R

|ϕ(n)(x)| = NR
∞(ϕ(n)). Comme ϕ

(n)
ε (x) = ε−nϕ(n)

(x
ε

)
, on a :

sup
x∈R

∣∣ϕ(n)
ε (x)

∣∣ = ε−nKn. D’autre part, soit p ∈ N, avec la formule de Leibniz,

dp

dxp

(
ϕε(x)x

n
)
=

p∑
k=0

(p
k

)
n(n− 1) · · · (n− p+ k + 1)xn−p+kϕ(k)

ε (x).

Posons αn,k =
(p
k

)
n(n− 1) · · · (n− p+ k + 1). Si x �∈ [−ε, ε], ϕε(x) = 0, donc :

∀p > n,NR
∞

[ dp

dxp

(
ϕε(x)x

n
)]

�
p∑

k=0

αn,kε
n−p+kNR

∞

(
ϕ(k)
ε

)
�

[ p∑
k=0

αn,kKk

]
εn−p.

Donc : Mn

(
ϕε(x)x

n+1
)
−−−→
ε→0

0.

3. La suite (εn) existe d’après 2. et l’on a :

∀n > p,Mp

(
ϕεn−1(x)

anx
n

n!

)
� min

(
1,

1

|an|

) |an|
n!

�
1

n!
·

Posons f0(x) = a0 et fn(x) = ϕεn−1
(x)

anx
n

n!
si n � 1.

Comme f ∈ K∞, pour tout p � 0, Mp(fn est défini et
∑

Mp(fn) converge. Donc

pour tout k ∈ N,
∑

NR
∞
(
f
(k)
n

)
converge. D’où la convergence uniforme de

∑
f
(k)
n

pour tout k ∈ N.
Du corollaire du théorème de dérivation des séries de fonctions, on déduit que

f ∈ C∞(R,R) et f (k) =

∞∑
n=0

f (k)
n pour tout k ∈ N.

Posons f (k) = Sk +Rk où Sk =

∞∑
n=k+1

f (k)
n .

• Si |x| < εk
2
,ϕεj (x) = 1 pour j � k car (εn) est décroissante. Donc :

Sk(x) =

k∑
n=0

an
xn

n!
· D’où S

(k)
k (0) = ak.

• R
(k)
k (x) =

∞∑
n=k+1

k∑
p=0

(p
k

) n!

(n− p)!

an
n!

xn−pϕ(k−p)
εn (x) d’après le théorème de

Leibniz. Or dans ces sommes n− p � n− k � 1, donc R
(k)
k (0) = 0.

D’où le résultat.
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• Intégration approchée

n désigne un entier supérieur ou égal à 1.

1. g ∈Cn+1
(
[0, n],R

)
et, pour tout k∈[[0, n]], Pk =

n∏
i=0
i �=k

(X − i).

a. Montrer qu’il existe un et un seul élément P de Rn[X] tel que, pour tout

k dans [[0, n]], g(k) = P (k) et que c’est P =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n
k

)
n!

g(k)Pk.

b. Soit x un élément de [0, n] \ [[0, n]], on choisit un réel λ tel que la fonction

ϕ définie sur [0, n] par ϕ(t) = g(t)− P (t)− λ
n∏

k=0

(t− k) vérifie ϕ(x) = 0.

Montrer que ϕ(n+1) possède au moins un zéro dans ]0, n[.

c. Pour tout x∈[0, n], montrer l’existence d’un élément cx de ]0, n[ tel que :

g(x)− P (x) =
g(n+1)(cx)

(n+ 1)!

n∏
k=0

(x− k).

d. Si k∈[[0, n]] on pose Nk = (−1)n−k

(
n
k

)
n!

∫ n

0

Pk et K =

∫ n

0

n∏
k=0

|x− k| dx.

Montrer :

∣∣∣∣
∫ n

0

g −
n∑

k=0

Nkg(k)

∣∣∣∣ �
K

(n+ 1)!
N [0,n]

∞

(
g(n+1)

)
.

2. a. Soient (a, b)∈R2, a < b et f un élément de Cn+1
(
[a, b],R

)
. Prouver :∣∣∣∣∣

∫ b

a

f − b− a

n

n∑
k=0

Nkf
(
a+ k

b− a

n

)∣∣∣∣∣ �
K

(n+ 1)!

(b− a

n

)n+2

N [a,b]
∞

(
f (n+1)

)
.

b. Si n = 2, calculer N0, N1, N2,K ; il s’agit de la méthode de Simpson.

3. Amélioration de la majoration dans la méthode de Simpson

Soit g ∈C4
(
[−1, 1],R

)
puis Φ définie sur [−1, 1] par :

Φ(t)=

∫ t

−t

g− t

3

[
g(−t)+4g(0)+g(t)

]
−�t5 où � est choisi de façon que Φ(1)=0.

a. Montrer l’existence d’un élément α de ]0, 1[ tel que Φ′′′(α) = 0.

b. Calculer Φ′′′. Montrer l’existence de β ∈ ]−α, α[ tel que � = − 1

90
g(4)(β).

En déduire :

∣∣∣∣
∫ 1

−1

g − 1

3

[
g(−1) + 4g(0) + g(1)

]∣∣∣∣ �
N

[−1,1]
∞

(
g(4)

)

90
·

c. Soient (a, b)∈R2, a < b et f un élément de C4
(
[a, b],R

)
. Prouver :∣∣∣∣∣

∫ b

a

f − b− a

6n

[
f(a)+2

n−1∑
k=1

f(ak)+4

n−1∑
k=0

f(ξk)+f(b)

]∣∣∣∣∣�
(b− a)5

2880n4
N [a,b]

∞
(
f (4)

)

où l’on a posé ak = a+k
b− a

n
si k∈[[0, n]] et ξk =

xk + xk+1

2
si k∈[[0, n−1]].
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Solution

1. a. Soit (j, k)∈[[0, n]]2.
Si j �= k alors Pk(j) = 0 et Pk(k) =

∏
i�=k

(k − i) = (k − n) · · · (−1)(1) · · · (k) ou

encore Pk(k) = (−1)n−kk!(n− k)! = (−1)n−k n!(
n
k

) ·

Posons P =

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n
k

)
n!

g(k)Pk, alors, si j ∈[[0, n]], P (j) = g(j), ce qui prouve

que P est solution. Si Q est une autre solution alors le polynôme P − Q est un
élément de Rn[X] qui possède au moins n + 1 zéros, les éléments de [[0, n]], donc
P −Q est nul, ce qui prouve l’unicité de la solution.

b. ϕ est de classe Cn+1 sur [0, n] et s’annule en n+ 2 points, x, 0, 1, . . . , n.

Le théorème de Rolle itéré assure l’existence d’un zéro de ϕ(n+1) dans ]0, n[ .

c. Toujours si x∈[0, n] \ [[0, n]], on a P (n+1) = 0 et
dn+1

dtn+1

[ n∏
k=0

(t− k)

]
= (n+ 1)!,

d’où ϕ(n+1) = g(n+1) − λ(n+ 1)!, cela prouve que λ =
g(n+1)(cx)

(n+ 1)!
où cx ∈ ]0, n[ et,

en écrivant ϕ(x) = 0, on obtient l’égalité demandée.

Si x∈[[0, n]], tout point cx fait l’affaire.

d. Si x∈[0, n] c) montre que
∣∣g(x)− P (x)

∣∣ � N
[0,n]
∞

(
g(n+1)

)
(n+ 1)!

n∏
k=0

|x− k|, d’où, par

intégration,

∣∣∣∣
∫ n

0

(g − P )

∣∣∣∣ �
∫ n

0

|g − P | � K

(n+ 1)!
N [0,n]

∞
(
g(n+1)

)
.

Par linéarité de l’intégrale sur [0, n], on a

∫ n

0

P =

n∑
k=0

Nkg(k), d’où l’inégalité.

2. a. Effectuons le changement de variable x = a+
b− a

n
u ie. u =

n

b− a
(x− a),

∫ b

a

f(x) dx =
b− a

n

∫ n

0

f
(
a +

b− a

n
u
)
du =

b− a

n

∫ n

0

g(u) du où l’on a posé

g : u �→ f
(
a+

b− a

n
u
)
.

g est de classe Cn+1 sur [0, n] et g(n+1) : u �→
(b− a

n

)n+1

f (n+1)
(
a+

b− a

n
u
)
d’où

N
[0,n]
∞

(
g(n+1)

)
�

(b− a

n

)n+1

N [a,b]
∞

(
f (n+1)

)
et

n∑
k=0

Nkg(k) =

n∑
k=0

f
(
a+ k

b− a

n

)
·

L’inégalité découle alors directement de 1. d.

b. N0 =

(
2
0

)
2!

∫ 2

0

(x− 1)(x− 2) dx =
1

2

∫ 2

0

(x2 − 3x+ 2) dx =
1

2

[
8

3
− 6 + 4

]
=

1

3
·

N1 = −
(
2
1

)
2!

∫ 2

0

x(x− 2) dx = −
[8
3
− 4

]
=

4

3
, N2 =

(
2
2

)
2!

∫ 2

0

x(x− 1) dx =
1

3
,

K =

∫ 2

0

x|x − 1|(2 − x) dx =

∫ 1

0

x(1 − x)(2 − x) dx +

∫ 2

1

x(x − 1)(2 − x) dx, le

changement de variable u = 2− x dans la seconde intégrale montre que :
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• Intégration approchée

n désigne un entier supérieur ou égal à 1.

1. g ∈Cn+1
(
[0, n],R

)
et, pour tout k∈[[0, n]], Pk =

n∏
i=0
i �=k

(X − i).

a. Montrer qu’il existe un et un seul élément P de Rn[X] tel que, pour tout

k dans [[0, n]], g(k) = P (k) et que c’est P =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n
k

)
n!

g(k)Pk.

b. Soit x un élément de [0, n] \ [[0, n]], on choisit un réel λ tel que la fonction

ϕ définie sur [0, n] par ϕ(t) = g(t)− P (t)− λ
n∏

k=0

(t− k) vérifie ϕ(x) = 0.

Montrer que ϕ(n+1) possède au moins un zéro dans ]0, n[.

c. Pour tout x∈[0, n], montrer l’existence d’un élément cx de ]0, n[ tel que :

g(x)− P (x) =
g(n+1)(cx)

(n+ 1)!

n∏
k=0

(x− k).

d. Si k∈[[0, n]] on pose Nk = (−1)n−k

(
n
k

)
n!

∫ n

0

Pk et K =

∫ n

0

n∏
k=0

|x− k| dx.

Montrer :

∣∣∣∣
∫ n

0

g −
n∑

k=0

Nkg(k)

∣∣∣∣ �
K

(n+ 1)!
N [0,n]

∞

(
g(n+1)

)
.

2. a. Soient (a, b)∈R2, a < b et f un élément de Cn+1
(
[a, b],R

)
. Prouver :∣∣∣∣∣

∫ b

a

f − b− a

n

n∑
k=0

Nkf
(
a+ k

b− a

n

)∣∣∣∣∣ �
K

(n+ 1)!

(b− a

n

)n+2

N [a,b]
∞

(
f (n+1)

)
.

b. Si n = 2, calculer N0, N1, N2,K ; il s’agit de la méthode de Simpson.

3. Amélioration de la majoration dans la méthode de Simpson

Soit g ∈C4
(
[−1, 1],R

)
puis Φ définie sur [−1, 1] par :

Φ(t)=

∫ t

−t

g− t

3

[
g(−t)+4g(0)+g(t)

]
−�t5 où � est choisi de façon que Φ(1)=0.

a. Montrer l’existence d’un élément α de ]0, 1[ tel que Φ′′′(α) = 0.

b. Calculer Φ′′′. Montrer l’existence de β ∈ ]−α, α[ tel que � = − 1

90
g(4)(β).

En déduire :

∣∣∣∣
∫ 1

−1

g − 1

3

[
g(−1) + 4g(0) + g(1)

]∣∣∣∣ �
N

[−1,1]
∞

(
g(4)

)

90
·

c. Soient (a, b)∈R2, a < b et f un élément de C4
(
[a, b],R

)
. Prouver :∣∣∣∣∣

∫ b

a

f − b− a

6n

[
f(a)+2

n−1∑
k=1

f(ak)+4

n−1∑
k=0

f(ξk)+f(b)

]∣∣∣∣∣�
(b− a)5

2880n4
N [a,b]

∞
(
f (4)

)

où l’on a posé ak = a+k
b− a

n
si k∈[[0, n]] et ξk =

xk + xk+1

2
si k∈[[0, n−1]].
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Solution

1. a. Soit (j, k)∈[[0, n]]2.
Si j �= k alors Pk(j) = 0 et Pk(k) =

∏
i�=k

(k − i) = (k − n) · · · (−1)(1) · · · (k) ou

encore Pk(k) = (−1)n−kk!(n− k)! = (−1)n−k n!(
n
k

) ·

Posons P =

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n
k

)
n!

g(k)Pk, alors, si j ∈[[0, n]], P (j) = g(j), ce qui prouve

que P est solution. Si Q est une autre solution alors le polynôme P − Q est un
élément de Rn[X] qui possède au moins n + 1 zéros, les éléments de [[0, n]], donc
P −Q est nul, ce qui prouve l’unicité de la solution.

b. ϕ est de classe Cn+1 sur [0, n] et s’annule en n+ 2 points, x, 0, 1, . . . , n.

Le théorème de Rolle itéré assure l’existence d’un zéro de ϕ(n+1) dans ]0, n[ .

c. Toujours si x∈[0, n] \ [[0, n]], on a P (n+1) = 0 et
dn+1

dtn+1

[ n∏
k=0

(t− k)

]
= (n+ 1)!,

d’où ϕ(n+1) = g(n+1) − λ(n+ 1)!, cela prouve que λ =
g(n+1)(cx)

(n+ 1)!
où cx ∈ ]0, n[ et,

en écrivant ϕ(x) = 0, on obtient l’égalité demandée.

Si x∈[[0, n]], tout point cx fait l’affaire.

d. Si x∈[0, n] c) montre que
∣∣g(x)− P (x)

∣∣ � N
[0,n]
∞

(
g(n+1)

)
(n+ 1)!

n∏
k=0

|x− k|, d’où, par

intégration,

∣∣∣∣
∫ n

0

(g − P )

∣∣∣∣ �
∫ n

0

|g − P | � K

(n+ 1)!
N [0,n]

∞
(
g(n+1)

)
.

Par linéarité de l’intégrale sur [0, n], on a

∫ n

0

P =

n∑
k=0

Nkg(k), d’où l’inégalité.

2. a. Effectuons le changement de variable x = a+
b− a

n
u ie. u =

n

b− a
(x− a),

∫ b

a

f(x) dx =
b− a

n

∫ n

0

f
(
a +

b− a

n
u
)
du =

b− a

n

∫ n

0

g(u) du où l’on a posé

g : u �→ f
(
a+

b− a

n
u
)
.

g est de classe Cn+1 sur [0, n] et g(n+1) : u �→
(b− a

n

)n+1

f (n+1)
(
a+

b− a

n
u
)
d’où

N
[0,n]
∞

(
g(n+1)

)
�

(b− a

n

)n+1

N [a,b]
∞

(
f (n+1)

)
et

n∑
k=0

Nkg(k) =

n∑
k=0

f
(
a+ k

b− a

n

)
·

L’inégalité découle alors directement de 1. d.

b. N0 =

(
2
0

)
2!

∫ 2

0

(x− 1)(x− 2) dx =
1

2

∫ 2

0

(x2 − 3x+ 2) dx =
1

2

[
8

3
− 6 + 4

]
=

1

3
·

N1 = −
(
2
1

)
2!

∫ 2

0

x(x− 2) dx = −
[8
3
− 4

]
=

4

3
, N2 =

(
2
2

)
2!

∫ 2

0

x(x− 1) dx =
1

3
,

K =

∫ 2

0

x|x − 1|(2 − x) dx =

∫ 1

0

x(1 − x)(2 − x) dx +

∫ 2

1

x(x − 1)(2 − x) dx, le

changement de variable u = 2− x dans la seconde intégrale montre que :

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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∫ 2

1

x(x− 1)(2− x) dx =

∫ 1

0

u(1− u)(2− u) du d’où K = 2

∫ 1

0

x(1− x)(2− x) dx,

K = 2

∫ 1

0

(x3 − 3x2 + 2x) dx = 2

[
1

4
− 1 + 1

]
=

1

2
·

3. a. Φ est impaire de classe C4 sur [−1, 1].

Φ′(t) = g(t)+g(−t)− 1

3

[
g(−t)+4g(0)+g(t)

]
− t

3

[
g′(t)−g′(−t)

]
−5�t4, Φ′(0) = 0.

Φ(0) = Φ(1) = 0. Appliquons le théorème de Rolle à Φ sur [0, 1] : on trouve un x1

dans ]0, 1[ tel que Φ′(x1) = 0. Comme Φ′(0) = 0 on peut de nouveau appliquer ce
théorème à Φ′ sur [0, x1] : on trouve un x2 dans ]0, 1[ tel que Φ′′(x2) = 0.

Or Φ′′ est impaire, donc nulle en 0. Une nouvelle application du théorème prouve
l’existence d’un point α dans ]0, x2[ , et donc dans ]0, 1[ , tel que Φ′′′(α) = 0.

b. ∀t∈[−1, 1], Φ′′(t) =
1

3

[
g′(t) − g′(−t)

]
− t

3

[
g′′(t) + g′′(−t)

]
− 20�t3 puis

Φ′′′(t) =
t

3

[
g′′′(−t)− g′′′(t)

]
− 60�t2.

Φ′′′(α) = 0 ⇐⇒ α

3

[
g′′′(−α)− g′′′(α)

]
= 60�α2.

L’égalité des accroissements finis montre l’existence d’un élément β de ]−α, α[ tel

que g′′′(−α)− g′′′(α) = −2αg(4)(β), d’où � = − 1

90
g(4)(β).

Φ(1) = 0 s’écrit

∫ 1

−1

g− 1

3

[
g(−1)+4g(0)+g(1)

]
= �, et, comme |�| �

N
[−1,1]
∞

(
g(4)

)
90

,

il vient :

∣∣∣∣
∫ 1

−1

g − 1

3

[
g(−1) + 4g(0) + g(1)

]∣∣∣∣ �
N

[−1,1]
∞

(
g(4)

)
90

·

c. Si [α, β] ⊂ [a, b] effectuons le changement de variable u =
2

β − α

(
x − α+ β

2

)
,

∫ β

α

f(x) dx =
β − α

2

∫ 1

−1

f
(α+ β

2
+

β − α

2
u
)
du.

On utilise alors la fonction g : u �→ f
(α+ β

2
+

β − α

2
u
)

qui est de classe C4

sur [−1, 1] avec ∀u∈[−1, 1], g(4)(u) =
(β − α

2

)4

f (4)
(α+ β

2
+

β − α

2
u
)
, d’où

l’inégalité N
[−1,1]
∞

(
g(4)

)
�

(b− a

2

)4

N [a,b]
∞

(
f (4)

)
. La question b. montre :∣∣∣∣∣

∫ β

α

f − β − α

6

[
f(α) + 4f

(α+ β

2

)
+ f(β)

]∣∣∣∣∣ �
(β − α)5

2880
N [a,b]

∞
(
f (4)

)
.

En sommant les inégalités obtenues pour (α, β) = (ak, ak+1) quand k∈[[0, n−1]], on

obtient

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − b− a

6n

[
f(a)+2

n−1∑
k=1

f(ak)+4

n−1∑
k=0

f(ξk)+f(b)

]∣∣∣∣∣�
(b− a)5

2880n4
N [a,b]

∞
(
f (4)

)
.
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• Une racine carrée de fonction

Dans tout le problème, f désigne une fonction de classe C2 sur ]−1, 1[

à valeurs dans R telle que f(0) = 0. On pose a = f ′(0) et b =
1

2
f ′′(0)·

On suppose que 0 < |a| < 1 et l’on fixe r tel que : 0 < |a| < r <
√
|a|.

1. a. Montrer qu’il existe une fonction α ∈ C( ]− 1, 1[,R) telle que α(0) = 0
et : ∀t ∈ ]− 1, 1[, f(t) = at+ bt2 + t2α(t). (�)

b. Montrer qu’il existe une fonction β ∈ C( ]− 1, 1[,R) telle que β(0) = 0
et : ∀t ∈ ]− 1, 1[, f ′(t) = a+ 2bt+ tβ(t). (��)

c. Montrer qu’il existe M = max
t∈[−r,r]

|α(t)| ∈ R et M1 = max
t∈[−r,r]

|β(t)| ∈ R.

2. a. Montrer qu’il existe ε ∈ ]0, 1] tel que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |f ′(x)| � r.

ε est supposé fixé ainsi dans la suite de cette partie.

b. Montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |f(x)| < ε.

On définit alors par récurrence la suite (fn)n�0 de fonctions sur ] − ε, ε[
par : f0(x) = x et ∀n � 1, fn(x) = f [fn−1(x)], et l’on pose pour
n � 0, Un(x) = a−n−1fn+1(x)− a−nfn(x).

3. a. Montrer que la suite (fn) est bien définie et que :

∀x ∈ ]− ε, ε[, ∀n ∈ N, |f ′
n(x)| � rn et |fn(x)| � rn|x|

b. Montrer que la suite de fonctions (gn) telle que gn(x) = a−nfn(x)
converge uniformément sur ]− ε, ε[.

On pourra montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |Un(x)| �
|b|+M

|a|

( r2

|a|

)n

·

On pose, pour |x| < ε, θ(x) = lim
n→∞

gn(x).

4. Montrer que θ est de classe C1 sur ]− ε, ε[ et que :

θ(0) = 0, θ′(0) = 1, ∀x ∈ ]− ε, ε[, θ
[
f(x)

]
= a.θ(x).

On pourra montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |U ′
n(x)| �

2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

·

5. Montrer que U ′′
n (0) existe et calculer sa valeur. Montrer que θ′′(0) existe

et exprimer sa valeur en fonction de a et b.

On pourra montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[ \{0},
∣∣∣U

′
n(x)

x

∣∣∣ � 2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

·

6. Soit θ̃ : ] − ε, ε[→ R, telle que : θ̃(0) = 0, θ̃′(0) = 1 et θ̃
[
f(x)

]
= a.θ̃(x)

pour x ∈ ]− ε, ε[. Montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, θ̃(x) = θ(x).

7. Montrer que pour t > 0 fixé, la relation θ(z) = tθ(y) définit une fonction
y �→ z = ϕt(y) de classe C1 sur un intervalle [0, y0].

Établir les identités : ϕtu = ϕt◦ϕu, ϕa = f .

Déduire de ce qui précède l’existence d’une fonction h de classe C1 sur un
intervalle ]0, α] et satisfaisant à h◦h = f .
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∫ 2

1

x(x− 1)(2− x) dx =

∫ 1

0

u(1− u)(2− u) du d’où K = 2

∫ 1

0

x(1− x)(2− x) dx,

K = 2

∫ 1

0

(x3 − 3x2 + 2x) dx = 2

[
1

4
− 1 + 1

]
=

1

2
·

3. a. Φ est impaire de classe C4 sur [−1, 1].

Φ′(t) = g(t)+g(−t)− 1

3

[
g(−t)+4g(0)+g(t)

]
− t

3

[
g′(t)−g′(−t)

]
−5�t4, Φ′(0) = 0.

Φ(0) = Φ(1) = 0. Appliquons le théorème de Rolle à Φ sur [0, 1] : on trouve un x1

dans ]0, 1[ tel que Φ′(x1) = 0. Comme Φ′(0) = 0 on peut de nouveau appliquer ce
théorème à Φ′ sur [0, x1] : on trouve un x2 dans ]0, 1[ tel que Φ′′(x2) = 0.

Or Φ′′ est impaire, donc nulle en 0. Une nouvelle application du théorème prouve
l’existence d’un point α dans ]0, x2[ , et donc dans ]0, 1[ , tel que Φ′′′(α) = 0.

b. ∀t∈[−1, 1], Φ′′(t) =
1

3

[
g′(t) − g′(−t)

]
− t

3

[
g′′(t) + g′′(−t)

]
− 20�t3 puis

Φ′′′(t) =
t

3

[
g′′′(−t)− g′′′(t)

]
− 60�t2.

Φ′′′(α) = 0 ⇐⇒ α

3

[
g′′′(−α)− g′′′(α)

]
= 60�α2.

L’égalité des accroissements finis montre l’existence d’un élément β de ]−α, α[ tel

que g′′′(−α)− g′′′(α) = −2αg(4)(β), d’où � = − 1

90
g(4)(β).

Φ(1) = 0 s’écrit

∫ 1

−1

g− 1

3

[
g(−1)+4g(0)+g(1)

]
= �, et, comme |�| �

N
[−1,1]
∞

(
g(4)

)
90

,

il vient :

∣∣∣∣
∫ 1

−1

g − 1

3

[
g(−1) + 4g(0) + g(1)

]∣∣∣∣ �
N

[−1,1]
∞

(
g(4)

)
90

·

c. Si [α, β] ⊂ [a, b] effectuons le changement de variable u =
2

β − α

(
x − α+ β

2

)
,

∫ β

α

f(x) dx =
β − α

2

∫ 1

−1

f
(α+ β

2
+

β − α

2
u
)
du.

On utilise alors la fonction g : u �→ f
(α+ β

2
+

β − α

2
u
)

qui est de classe C4

sur [−1, 1] avec ∀u∈[−1, 1], g(4)(u) =
(β − α

2

)4

f (4)
(α+ β

2
+

β − α

2
u
)
, d’où

l’inégalité N
[−1,1]
∞

(
g(4)

)
�

(b− a

2

)4

N [a,b]
∞

(
f (4)

)
. La question b. montre :∣∣∣∣∣

∫ β

α

f − β − α

6

[
f(α) + 4f

(α+ β

2

)
+ f(β)

]∣∣∣∣∣ �
(β − α)5

2880
N [a,b]

∞
(
f (4)

)
.

En sommant les inégalités obtenues pour (α, β) = (ak, ak+1) quand k∈[[0, n−1]], on

obtient

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − b− a

6n

[
f(a)+2

n−1∑
k=1

f(ak)+4

n−1∑
k=0

f(ξk)+f(b)

]∣∣∣∣∣�
(b− a)5

2880n4
N [a,b]

∞
(
f (4)

)
.
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• Une racine carrée de fonction

Dans tout le problème, f désigne une fonction de classe C2 sur ]−1, 1[

à valeurs dans R telle que f(0) = 0. On pose a = f ′(0) et b =
1

2
f ′′(0)·

On suppose que 0 < |a| < 1 et l’on fixe r tel que : 0 < |a| < r <
√
|a|.

1. a. Montrer qu’il existe une fonction α ∈ C( ]− 1, 1[,R) telle que α(0) = 0
et : ∀t ∈ ]− 1, 1[, f(t) = at+ bt2 + t2α(t). (�)

b. Montrer qu’il existe une fonction β ∈ C( ]− 1, 1[,R) telle que β(0) = 0
et : ∀t ∈ ]− 1, 1[, f ′(t) = a+ 2bt+ tβ(t). (��)

c. Montrer qu’il existe M = max
t∈[−r,r]

|α(t)| ∈ R et M1 = max
t∈[−r,r]

|β(t)| ∈ R.

2. a. Montrer qu’il existe ε ∈ ]0, 1] tel que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |f ′(x)| � r.

ε est supposé fixé ainsi dans la suite de cette partie.

b. Montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |f(x)| < ε.

On définit alors par récurrence la suite (fn)n�0 de fonctions sur ] − ε, ε[
par : f0(x) = x et ∀n � 1, fn(x) = f [fn−1(x)], et l’on pose pour
n � 0, Un(x) = a−n−1fn+1(x)− a−nfn(x).

3. a. Montrer que la suite (fn) est bien définie et que :

∀x ∈ ]− ε, ε[, ∀n ∈ N, |f ′
n(x)| � rn et |fn(x)| � rn|x|

b. Montrer que la suite de fonctions (gn) telle que gn(x) = a−nfn(x)
converge uniformément sur ]− ε, ε[.

On pourra montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |Un(x)| �
|b|+M

|a|

( r2

|a|

)n

·

On pose, pour |x| < ε, θ(x) = lim
n→∞

gn(x).

4. Montrer que θ est de classe C1 sur ]− ε, ε[ et que :

θ(0) = 0, θ′(0) = 1, ∀x ∈ ]− ε, ε[, θ
[
f(x)

]
= a.θ(x).

On pourra montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |U ′
n(x)| �

2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

·

5. Montrer que U ′′
n (0) existe et calculer sa valeur. Montrer que θ′′(0) existe

et exprimer sa valeur en fonction de a et b.

On pourra montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[ \{0},
∣∣∣U

′
n(x)

x

∣∣∣ � 2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

·

6. Soit θ̃ : ] − ε, ε[→ R, telle que : θ̃(0) = 0, θ̃′(0) = 1 et θ̃
[
f(x)

]
= a.θ̃(x)

pour x ∈ ]− ε, ε[. Montrer que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, θ̃(x) = θ(x).

7. Montrer que pour t > 0 fixé, la relation θ(z) = tθ(y) définit une fonction
y �→ z = ϕt(y) de classe C1 sur un intervalle [0, y0].

Établir les identités : ϕtu = ϕt◦ϕu, ϕa = f .

Déduire de ce qui précède l’existence d’une fonction h de classe C1 sur un
intervalle ]0, α] et satisfaisant à h◦h = f .

Tr
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x 
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Solution

1.

a. Soit α : ]− 1, 1[→ R définie par α(t) =
1

t2

(
f(t)− at− bt2

)
si t �= 0 et α(0) = 0.

Comme f ∈ C
(
] − 1, 1[,R

)
α est continue sur ] − 1, 1[\{0} par théorème sur les

opérations sur les fonctions continues. Du théorème de Taylor-Young, on déduit
que f(t) =

t→0
at+ bt2 + o(t2). D’où la continuité de α en 0 et (�).

b. Raisonnement analogue avec β(t) =
1

t

(
f ′(t)− a− 2bt

)
si t �= 0 et β(0) = 0. En

effet, f ′(t) =
t→0

f ′(0) + tf ′′(0) + o(t).

c. Si [−r, r] ∈ ]−1, 1[, le résultat est une conséquence de la continuité des fonctions
α et β sur le segment [−r, r].

2. a. |f ′| étant continue en 0 : ∃ε ∈ ]0, 1], ∀x ∈]− ε, ε[, |f ′(x)| − |f ′(0)| � r − |a|.
D’où |f ′(x)| − |a| � r − |a| et le résultat.

b. f étant dérivable sur ]− 1, 1[, le théorème des accroissements finis implique :

∀x ∈ ]− ε, ε[, |f(x)− f(0)| � r|x− 0|.
Comme f(0) = 0, |x| < ε et 0 < r < 1, on a : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |f(x)| < ε.

3. a. Comme f
(
]−ε, ε[

)
⊂ ]−ε, ε[, la suite (fn) est bien définie. Par une récurrence

facile et le théorème de dérivation des fonctions composées, on peut dire que
∀n ∈ N, fn ∈ C1

(
]− ε, ε[,R

)
, ∀x ∈ R, |fn(x)| < ε et fn(0) = 0.

Montrons par récurrence que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, ∀n ∈ N, |f ′
n(x)| � rn.

Le résultat est immédiat si n = 0 car f0(x) = x et vrai si n = 1 d’après 2.
Supposons le vrai pour n ∈ N. Comme fn+1 = f◦fn, on a :
∀x ∈ ]− ε, ε[, |f ′

n+1(x)| = |f ′(fn(x))|.|f ′
n(x)| � r rn = rn+1.

Il est vrai au rang (n+ 1). D’où le résultat par théorème de récurrence.

L’autre résultat découle de l’application de l’inégalité des accroissements finis
comme à la question précédente.

b. Un(x) = gn+1(x)− gn(x) = a−n−1
[
f
(
fn(x)

)
− afn(x)

]
.

Un(x) = a−n−1
[
bf2

n(x) + f2
n(x)α

(
fn(x)

)]
.

Comme pour x ∈ ]− ε, ε[ et pour n � 1, |fn(x)| � rn, on a :

∀x ∈ ]− ε, ε[, |Un(x)| � |a|−n−1
[
|b|r2n +Mr2n

]
=

|b|+M

|a|

( r2

|a|

)n

= λn.

Comme
∑

λn converge car 0 <
r2

a
< 1 (cf. série géométrique) et comme λn est

indépendant de x, la série de fonctions
∑

Un converge normalement a fortiori
uniformément sur ]− ε, ε[.
Or gn(x)−g0(x) = U0(x)+ · · ·+Un−1(x). Donc la suite de fonctions (gn) converge
uniformément vers la fonction θ sur ]− ε, ε[.

4. fn ∈C1
(
]−1, 1[,R

)
, donc gn ∈C1

(
]−1, 1[,R

)
. Comme |fn(x)| < ε < 1, on déduit

de (��) et de : U ′
n(x) = a−n−1f ′

n+1(x) − a−nf ′
n(x) = a−n−1f ′

n(x)
[
f ′(fn(x)

)
− a

]

que : U ′
n(x) = a−n−1f ′

n(x)
[
2bfn(x) + fn(x)β

(
fn(x)

)]
.

Comme : |fn(x)| � rn|x| < rn et |f ′
n(x)| � rn, on a :
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∀x ∈ ]− ε, ε[, |U ′
n(x)| � |a|−n−1rn.rn

(
2|b|+M1

)
=

2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

· (���)

En raisonnant comme à la question 3. on peut conclure que
∑

U ′
n converge

uniformément sur ] − ε, ε[. Comme
∑

Un converge uniformément sur ] − ε, ε[, on
déduit du théorème de dérivation des séries de fonctions que θ ∈ C1

(
]− ε, ε[,R

)
.

θ′(x) = 1 +

∞∑
n=0

U ′
n(x) pour tout x ∈ ]− ε, ε[.

Pour tout n ∈ N, fn(0) = gn(0) = 0, donc θ(0) = 0. On montre par récurrence que
f ′
n(0) = an. D’où g′n(0) = 1 et θ′(0) = 1. D’autre part, pour tout x ∈ ]− ε, ε[ :

θ
(
f(x)

)
= lim

n→∞

[
a−nfn

(
f(x)

)]
= lim

n→∞

[
a
(
a−n−1fn+1(x)

)]
= aθ(x).

5. U0(x) = a−1f(x)− x. Donc U ′′
0 (0) = 2ba−1. De 3. on déduit :

∀x ∈ ]− ε, ε[, U ′
n(x) = a−n−1f ′

n(x)
[
2b+ β

(
fn(x)

)]
fn(x).

∀x ∈ ]− ε, ε[ \{0}, U
′
n(x)− U ′

n(0)

x
= a−n−1f ′

n(x)
[
2b+ β

(
fn(x)

)]fn(x)
x

·

lim
x→0

(fn(x)
x

)
= f ′

n(0) = an car fn(0) = 0.

Comme f ∈ C1
(
] − 1, 1[,R

)
, lim
x→0

f ′
n(x) = f ′

n(0). Par composition de fonctions

continues, lim
x→0

(
β◦fn

)
(x) = β◦fn(0) = 0. Donc

U ′
n(x)− U ′

n(0)

x
−−−→
x→0

2ba−n−1.

Donc U ′′
n (0) existe pour tout n ∈ N et vaut 2ban−1.

Reprenons les calculs de (� � �) et majorons |fn(x)| par rn|x| et non par rn.

∀x ∈ ]− ε, ε[, |U ′
n(x)| �

2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

|x|.

D’où, pour tout x ∈ ]− ε, ε[ \{0},
∣∣∣U

′
n(x)

x

∣∣∣ � 2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

= µn.

µn est indépendant de x et
∑

µn converge (cf. série géométrique), la série de

fonctions
∑

vn où vn(x) =
U ′
n(x)

x
converge uniformément sur ]− ε, ε[ \{0}·

Pour n ∈ N, vn(x) −−−→
x→0

U ′′
n (0) = 2ban−1.

On déduit du théorème de la double limite que :

lim
x→0

(θ′(x)− θ′(0)

x

)
= lim

x→0

(θ′(x)− 1

x

)
=

∞∑
n=0

lim
x→0

vn(x) =

∞∑
n=0

U ′′
n (0) =

2b

a(1− a)
·

Donc θ′′(0) existe et vaut
2b

a(1− a)
·

6. Pour tout x ∈ ]− ε, ε[, θ̃
(
f(x)

)
= aθ̃(x). Par une récurrence immédiate on a :

∀x ∈ ]− ε, ε[, θ̃
(
fn(x)

)
= anθ̃(x).

Comme θ̃(x) = x+ xγ(x) où γ(x) −−−→
x→0

0.

Donc θ̃(x)= a−nθ̃
(
fn(x)

)
= a−nfn(x)

[
1+γ(fn(x))

]
car fn(x) −−−→

n→∞
0 (cf. |a|<1.)

Comme θ(x) = lim
n→∞

(
a−nfn(x)

)
, par passage à la limite, on a : θ = θ̃ sur ]− ε, ε[.

7. Comme θ′(0) = 1, la fonction θ strictement croissante définit un homéomorphisme
de [0, a] sur [0, α] ; de sorte que θ−1 est définie sur [0, α] et θ−1 est de classe C1 sur
cet intervalle.
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Solution

1.

a. Soit α : ]− 1, 1[→ R définie par α(t) =
1

t2

(
f(t)− at− bt2

)
si t �= 0 et α(0) = 0.

Comme f ∈ C
(
] − 1, 1[,R

)
α est continue sur ] − 1, 1[\{0} par théorème sur les

opérations sur les fonctions continues. Du théorème de Taylor-Young, on déduit
que f(t) =

t→0
at+ bt2 + o(t2). D’où la continuité de α en 0 et (�).

b. Raisonnement analogue avec β(t) =
1

t

(
f ′(t)− a− 2bt

)
si t �= 0 et β(0) = 0. En

effet, f ′(t) =
t→0

f ′(0) + tf ′′(0) + o(t).

c. Si [−r, r] ∈ ]−1, 1[, le résultat est une conséquence de la continuité des fonctions
α et β sur le segment [−r, r].

2. a. |f ′| étant continue en 0 : ∃ε ∈ ]0, 1], ∀x ∈]− ε, ε[, |f ′(x)| − |f ′(0)| � r − |a|.
D’où |f ′(x)| − |a| � r − |a| et le résultat.

b. f étant dérivable sur ]− 1, 1[, le théorème des accroissements finis implique :

∀x ∈ ]− ε, ε[, |f(x)− f(0)| � r|x− 0|.
Comme f(0) = 0, |x| < ε et 0 < r < 1, on a : ∀x ∈ ]− ε, ε[, |f(x)| < ε.

3. a. Comme f
(
]−ε, ε[

)
⊂ ]−ε, ε[, la suite (fn) est bien définie. Par une récurrence

facile et le théorème de dérivation des fonctions composées, on peut dire que
∀n ∈ N, fn ∈ C1

(
]− ε, ε[,R

)
, ∀x ∈ R, |fn(x)| < ε et fn(0) = 0.

Montrons par récurrence que : ∀x ∈ ]− ε, ε[, ∀n ∈ N, |f ′
n(x)| � rn.

Le résultat est immédiat si n = 0 car f0(x) = x et vrai si n = 1 d’après 2.
Supposons le vrai pour n ∈ N. Comme fn+1 = f◦fn, on a :
∀x ∈ ]− ε, ε[, |f ′

n+1(x)| = |f ′(fn(x))|.|f ′
n(x)| � r rn = rn+1.

Il est vrai au rang (n+ 1). D’où le résultat par théorème de récurrence.

L’autre résultat découle de l’application de l’inégalité des accroissements finis
comme à la question précédente.

b. Un(x) = gn+1(x)− gn(x) = a−n−1
[
f
(
fn(x)

)
− afn(x)

]
.

Un(x) = a−n−1
[
bf2

n(x) + f2
n(x)α

(
fn(x)

)]
.

Comme pour x ∈ ]− ε, ε[ et pour n � 1, |fn(x)| � rn, on a :

∀x ∈ ]− ε, ε[, |Un(x)| � |a|−n−1
[
|b|r2n +Mr2n

]
=

|b|+M

|a|

( r2

|a|

)n

= λn.

Comme
∑

λn converge car 0 <
r2

a
< 1 (cf. série géométrique) et comme λn est

indépendant de x, la série de fonctions
∑

Un converge normalement a fortiori
uniformément sur ]− ε, ε[.
Or gn(x)−g0(x) = U0(x)+ · · ·+Un−1(x). Donc la suite de fonctions (gn) converge
uniformément vers la fonction θ sur ]− ε, ε[.

4. fn ∈C1
(
]−1, 1[,R

)
, donc gn ∈C1

(
]−1, 1[,R

)
. Comme |fn(x)| < ε < 1, on déduit

de (��) et de : U ′
n(x) = a−n−1f ′

n+1(x) − a−nf ′
n(x) = a−n−1f ′

n(x)
[
f ′(fn(x)

)
− a

]

que : U ′
n(x) = a−n−1f ′

n(x)
[
2bfn(x) + fn(x)β

(
fn(x)

)]
.

Comme : |fn(x)| � rn|x| < rn et |f ′
n(x)| � rn, on a :
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∀x ∈ ]− ε, ε[, |U ′
n(x)| � |a|−n−1rn.rn

(
2|b|+M1

)
=

2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

· (���)

En raisonnant comme à la question 3. on peut conclure que
∑

U ′
n converge

uniformément sur ] − ε, ε[. Comme
∑

Un converge uniformément sur ] − ε, ε[, on
déduit du théorème de dérivation des séries de fonctions que θ ∈ C1

(
]− ε, ε[,R

)
.

θ′(x) = 1 +

∞∑
n=0

U ′
n(x) pour tout x ∈ ]− ε, ε[.

Pour tout n ∈ N, fn(0) = gn(0) = 0, donc θ(0) = 0. On montre par récurrence que
f ′
n(0) = an. D’où g′n(0) = 1 et θ′(0) = 1. D’autre part, pour tout x ∈ ]− ε, ε[ :

θ
(
f(x)

)
= lim

n→∞

[
a−nfn

(
f(x)

)]
= lim

n→∞

[
a
(
a−n−1fn+1(x)

)]
= aθ(x).

5. U0(x) = a−1f(x)− x. Donc U ′′
0 (0) = 2ba−1. De 3. on déduit :

∀x ∈ ]− ε, ε[, U ′
n(x) = a−n−1f ′

n(x)
[
2b+ β

(
fn(x)

)]
fn(x).

∀x ∈ ]− ε, ε[ \{0}, U
′
n(x)− U ′

n(0)

x
= a−n−1f ′

n(x)
[
2b+ β

(
fn(x)

)]fn(x)
x

·

lim
x→0

(fn(x)
x

)
= f ′

n(0) = an car fn(0) = 0.

Comme f ∈ C1
(
] − 1, 1[,R

)
, lim
x→0

f ′
n(x) = f ′

n(0). Par composition de fonctions

continues, lim
x→0

(
β◦fn

)
(x) = β◦fn(0) = 0. Donc

U ′
n(x)− U ′

n(0)

x
−−−→
x→0

2ba−n−1.

Donc U ′′
n (0) existe pour tout n ∈ N et vaut 2ban−1.

Reprenons les calculs de (� � �) et majorons |fn(x)| par rn|x| et non par rn.

∀x ∈ ]− ε, ε[, |U ′
n(x)| �

2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

|x|.

D’où, pour tout x ∈ ]− ε, ε[ \{0},
∣∣∣U

′
n(x)

x

∣∣∣ � 2|b|+M1

|a|

( r2

|a|

)n

= µn.

µn est indépendant de x et
∑

µn converge (cf. série géométrique), la série de

fonctions
∑

vn où vn(x) =
U ′
n(x)

x
converge uniformément sur ]− ε, ε[ \{0}·

Pour n ∈ N, vn(x) −−−→
x→0

U ′′
n (0) = 2ban−1.

On déduit du théorème de la double limite que :

lim
x→0

(θ′(x)− θ′(0)

x

)
= lim

x→0

(θ′(x)− 1

x

)
=

∞∑
n=0

lim
x→0

vn(x) =

∞∑
n=0

U ′′
n (0) =

2b

a(1− a)
·

Donc θ′′(0) existe et vaut
2b

a(1− a)
·

6. Pour tout x ∈ ]− ε, ε[, θ̃
(
f(x)

)
= aθ̃(x). Par une récurrence immédiate on a :

∀x ∈ ]− ε, ε[, θ̃
(
fn(x)

)
= anθ̃(x).

Comme θ̃(x) = x+ xγ(x) où γ(x) −−−→
x→0

0.

Donc θ̃(x)= a−nθ̃
(
fn(x)

)
= a−nfn(x)

[
1+γ(fn(x))

]
car fn(x) −−−→

n→∞
0 (cf. |a|<1.)

Comme θ(x) = lim
n→∞

(
a−nfn(x)

)
, par passage à la limite, on a : θ = θ̃ sur ]− ε, ε[.

7. Comme θ′(0) = 1, la fonction θ strictement croissante définit un homéomorphisme
de [0, a] sur [0, α] ; de sorte que θ−1 est définie sur [0, α] et θ−1 est de classe C1 sur
cet intervalle.
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Si donc y > 0 satisfait à θ(y) �
α

t
, ll existe un unique z ∈ [0, a] tel que θ(z) = tθ(y),

défini par z = θ−1
[
tθ(t)

]
. La fonction y �→ z = ϕt(y) ainsi définie est de classe C1 ;

sa dérivée est donnée par ϕ′
t(y) = t

θ′(y)

θ′(z)
· Donc ϕt est définie sur tout intervalle

[0, y0] tel que θ(y0) �
α

t
donc pour y > 0 assez petit. Si l’on pose y = ϕu(x), on

a, si les quantités écrites sont définies : θ(z) = tθ(y) = tuθ(x).
De sorte que les fonctions ϕtu et ϕt◦ϕu cöıncident où elles sont définies. En posant
u =

√
a, la fonction h : x �→ ϕu(x) est définie pour x assez petit, et satisfait à

h◦h = ϕa. Mais la relation θ◦f = aθ implique ϕa = f , de sorte que l’on a bien
h◦h = f , la fonction f étant de classe C1 sur un intervalle ]0, x0] assez petit

• Fonctions à variation bornée

Si (a, b) ∈ R2, a < b, on désigne par S[a,b] l’ensemble des subdivisions

σ = (xi)0�i�p de [a, b]. Pour σ ∈ S[a,b], on note µ(σ) = max
i∈[[0,p−1]]

(
xi+1−xi

)
.

Si f ∈ F([a, b],R) et σ = (xi)0�i�p , on note Vσ(f) =

p−1∑
i=0

|f(xi+1 − f(xi)|.

On dira que f est à variation bornée sur [a, b] si les sommes Vσ(f)
sont majorées. Dans ces conditions, on appelle variation totale de f sur [a, b]
l’élément de [0,+∞[ noté : V[a,b](f) = sup

σ∈S[a,b]

Vσ(f).

Partie I

1. a. Une fonction lipschitzienne est-elle à variation bornée ?

b. Une fonction f monotone est-elle à variation bornée ? Si oui préciser
V[a,b](f).

c. Que dire si V[a,b](f) = 0 ? Que vaut V[a,b](f) si f est affine sur [a, b] ?

d. Soit ϕ un homéomorphisme de [a, b] sur [c, d] et g une application à
variation bornée de [c, d] dans R, montrer que : V[c,d](g) = V[a,b](g◦ϕ).
e. Une fonction de classe C1 sur [a, b] est-elle à variation bornée ?

f. Montrer que l’ensemble VB([a, b],R) des fonctions à variation bornée sur
[a, b] peut être muni d’une structure d’espace vectoriel.

2. a. Une restriction d’une fonction à variation bornée à un sous-intervalle
de [a, b] est-elle à variation bornée ?

b. Réciproquement, si l’on se donne (a, b, c) ∈ R3, a < c < b et f : [a, b] → R
telle que f restreinte à [a, c] et [c, b] soient à variation bornée, montrer que
f est à variation bornée et que : V[a,b](f) = V[a,c](f) + V[c,b](f).

3. Soit f ∈F([0, 1],R) définie par f(0) = 0 et f(x) = x sin
( 1

x

)
si x �= 0. Soit

σn la subdivision de [0, 1] σn =
(
0,

2

(2n+ 1)π
, 2

2nπ
, 2

(2n− 1)π
, · · · , 2

2π
, 2

π
, 1
)
.

Calculer Vσn
(f). Conclusion ?
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4. a. Montrer que la différence de deux fonctions croissantes sur [a, b] est à
variation bornée.

b. Montrer que l’application [0, 1] → R, x �→ x− E[x] est non continue et à
variation bornée
5. Soit f : [a, b] → R, continue et à variation bornée. Montrer que :

∀ε ∈ R∗
+, ∃α ∈ R∗

+, ∀σ ∈ S[a,b], µ(σ) < α ⇒ |V[a,b](f)− Vσ(f)| � ε.
On montrera que :
∀ε ∈ R∗

+, ∃σε = (xi)0�i�p ∈ S[a,b], Vσε
(f) � V[a,b](f) � Vσε

(f) + ε.
On notera µ(σε) = α0. On montrera que :

∃α1 ∈ R∗
+, ∀(x, x′) ∈ [a, b]2, |x− x′| � α1 ⇒ |f(x)− f(x′)| � ε

2(p+ 1)
·

On notera α = min(α0, α1) et l’on montrera que si σ ∈ S[a,b] est telle que
µ(σ) < α alors V[a,b](f)− Vσ(f) � 3ε.
6. Déduire de la question 5. que si f est continue sur [a, b] et à variation
bornée, l’application [a, b] → R, x �→ V[a,x](f) est croissante et continue.

7. a. Montrer que si f est à variation bornée sur [a, b], la fonction
g : [a, b] → R, x �→ V[a,x](f)− f(x) est croissante sur [a, b].

b. En déduire que toute fonction à variation bornée est différence de deux
fonctions croissantes.

8. Déduire de 5. que si f est de classe C1 sur [a, b], V[a,b](f) =

∫ b

a

|f ′|.

Partie II

Soit E[a,b] l’espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R, nulles
en a et F[a,b] le sous-ensemble de E[a,b] des fonctions à variation bornée sur
[a, b].

1. Montrer que F[a,b] est un sous-espace vectoriel de E[a,b] et que l’application
N : F[a,b] → R+ définie par : N(f) = V[a,b](f) est une norme sur F[a,b].

2. Pour tout f ∈ F[a,b], on note N∞(f) = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

a. Montrer que : ∀f ∈ F[a,b], N∞(f) � N(f).

b. Montrer que les normes N∞ et N ne sont pas équivalentes sur F[a,b].

On pourra considérer la suite de fonctions (fn)n�1,où fn est la restriction

à [a, b] de gn la fonction périodique sur R de période
b− a

2n−1
,n � 1 définie

par : gn(x) = x− a si x ∈
[
a, a+

b− a

2n

]
,

gn(x) =
(
a+

b− a

2n−1

)
− x si x ∈

[
a+

b− a

2n
, a+

b− a

2n−1

]
·

Solution

Partie I

1. a. La réponse est oui. En effet, si f est k-lipschitzienne on a :
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4. a. Montrer que la différence de deux fonctions croissantes sur [a, b] est à
variation bornée.

b. Montrer que l’application [0, 1] → R, x �→ x− E[x] est non continue et à
variation bornée
5. Soit f : [a, b] → R, continue et à variation bornée. Montrer que :

∀ε ∈ R∗
+, ∃α ∈ R∗

+, ∀σ ∈ S[a,b], µ(σ) < α ⇒ |V[a,b](f)− Vσ(f)| � ε.
On montrera que :
∀ε ∈ R∗

+, ∃σε = (xi)0�i�p ∈ S[a,b], Vσε
(f) � V[a,b](f) � Vσε

(f) + ε.
On notera µ(σε) = α0. On montrera que :

∃α1 ∈ R∗
+, ∀(x, x′) ∈ [a, b]2, |x− x′| � α1 ⇒ |f(x)− f(x′)| � ε

2(p+ 1)
·

On notera α = min(α0, α1) et l’on montrera que si σ ∈ S[a,b] est telle que
µ(σ) < α alors V[a,b](f)− Vσ(f) � 3ε.
6. Déduire de la question 5. que si f est continue sur [a, b] et à variation
bornée, l’application [a, b] → R, x �→ V[a,x](f) est croissante et continue.

7. a. Montrer que si f est à variation bornée sur [a, b], la fonction
g : [a, b] → R, x �→ V[a,x](f)− f(x) est croissante sur [a, b].

b. En déduire que toute fonction à variation bornée est différence de deux
fonctions croissantes.

8. Déduire de 5. que si f est de classe C1 sur [a, b], V[a,b](f) =

∫ b

a

|f ′|.

Partie II

Soit E[a,b] l’espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R, nulles
en a et F[a,b] le sous-ensemble de E[a,b] des fonctions à variation bornée sur
[a, b].

1. Montrer que F[a,b] est un sous-espace vectoriel de E[a,b] et que l’application
N : F[a,b] → R+ définie par : N(f) = V[a,b](f) est une norme sur F[a,b].

2. Pour tout f ∈ F[a,b], on note N∞(f) = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

a. Montrer que : ∀f ∈ F[a,b], N∞(f) � N(f).

b. Montrer que les normes N∞ et N ne sont pas équivalentes sur F[a,b].

On pourra considérer la suite de fonctions (fn)n�1,où fn est la restriction

à [a, b] de gn la fonction périodique sur R de période
b− a

2n−1
,n � 1 définie

par : gn(x) = x− a si x ∈
[
a, a+

b− a

2n

]
,

gn(x) =
(
a+

b− a

2n−1

)
− x si x ∈

[
a+

b− a

2n
, a+

b− a

2n−1

]
·

Solution

Partie I

1. a. La réponse est oui. En effet, si f est k-lipschitzienne on a :
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Si donc y > 0 satisfait à θ(y) �
α

t
, ll existe un unique z ∈ [0, a] tel que θ(z) = tθ(y),

défini par z = θ−1
[
tθ(t)

]
. La fonction y �→ z = ϕt(y) ainsi définie est de classe C1 ;

sa dérivée est donnée par ϕ′
t(y) = t

θ′(y)

θ′(z)
· Donc ϕt est définie sur tout intervalle

[0, y0] tel que θ(y0) �
α

t
donc pour y > 0 assez petit. Si l’on pose y = ϕu(x), on

a, si les quantités écrites sont définies : θ(z) = tθ(y) = tuθ(x).
De sorte que les fonctions ϕtu et ϕt◦ϕu cöıncident où elles sont définies. En posant
u =

√
a, la fonction h : x �→ ϕu(x) est définie pour x assez petit, et satisfait à

h◦h = ϕa. Mais la relation θ◦f = aθ implique ϕa = f , de sorte que l’on a bien
h◦h = f , la fonction f étant de classe C1 sur un intervalle ]0, x0] assez petit

• Fonctions à variation bornée

Si (a, b) ∈ R2, a < b, on désigne par S[a,b] l’ensemble des subdivisions

σ = (xi)0�i�p de [a, b]. Pour σ ∈ S[a,b], on note µ(σ) = max
i∈[[0,p−1]]

(
xi+1−xi

)
.

Si f ∈ F([a, b],R) et σ = (xi)0�i�p , on note Vσ(f) =

p−1∑
i=0

|f(xi+1 − f(xi)|.

On dira que f est à variation bornée sur [a, b] si les sommes Vσ(f)
sont majorées. Dans ces conditions, on appelle variation totale de f sur [a, b]
l’élément de [0,+∞[ noté : V[a,b](f) = sup

σ∈S[a,b]

Vσ(f).

Partie I

1. a. Une fonction lipschitzienne est-elle à variation bornée ?

b. Une fonction f monotone est-elle à variation bornée ? Si oui préciser
V[a,b](f).

c. Que dire si V[a,b](f) = 0 ? Que vaut V[a,b](f) si f est affine sur [a, b] ?

d. Soit ϕ un homéomorphisme de [a, b] sur [c, d] et g une application à
variation bornée de [c, d] dans R, montrer que : V[c,d](g) = V[a,b](g◦ϕ).
e. Une fonction de classe C1 sur [a, b] est-elle à variation bornée ?

f. Montrer que l’ensemble VB([a, b],R) des fonctions à variation bornée sur
[a, b] peut être muni d’une structure d’espace vectoriel.

2. a. Une restriction d’une fonction à variation bornée à un sous-intervalle
de [a, b] est-elle à variation bornée ?

b. Réciproquement, si l’on se donne (a, b, c) ∈ R3, a < c < b et f : [a, b] → R
telle que f restreinte à [a, c] et [c, b] soient à variation bornée, montrer que
f est à variation bornée et que : V[a,b](f) = V[a,c](f) + V[c,b](f).

3. Soit f ∈F([0, 1],R) définie par f(0) = 0 et f(x) = x sin
( 1

x

)
si x �= 0. Soit

σn la subdivision de [0, 1] σn =
(
0,

2

(2n+ 1)π
, 2

2nπ
, 2

(2n− 1)π
, · · · , 2

2π
, 2

π
, 1
)
.

Calculer Vσn
(f). Conclusion ?
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4. a. Montrer que la différence de deux fonctions croissantes sur [a, b] est à
variation bornée.

b. Montrer que l’application [0, 1] → R, x �→ x− E[x] est non continue et à
variation bornée
5. Soit f : [a, b] → R, continue et à variation bornée. Montrer que :

∀ε ∈ R∗
+, ∃α ∈ R∗

+, ∀σ ∈ S[a,b], µ(σ) < α ⇒ |V[a,b](f)− Vσ(f)| � ε.
On montrera que :
∀ε ∈ R∗

+, ∃σε = (xi)0�i�p ∈ S[a,b], Vσε
(f) � V[a,b](f) � Vσε

(f) + ε.
On notera µ(σε) = α0. On montrera que :

∃α1 ∈ R∗
+, ∀(x, x′) ∈ [a, b]2, |x− x′| � α1 ⇒ |f(x)− f(x′)| � ε

2(p+ 1)
·

On notera α = min(α0, α1) et l’on montrera que si σ ∈ S[a,b] est telle que
µ(σ) < α alors V[a,b](f)− Vσ(f) � 3ε.
6. Déduire de la question 5. que si f est continue sur [a, b] et à variation
bornée, l’application [a, b] → R, x �→ V[a,x](f) est croissante et continue.

7. a. Montrer que si f est à variation bornée sur [a, b], la fonction
g : [a, b] → R, x �→ V[a,x](f)− f(x) est croissante sur [a, b].

b. En déduire que toute fonction à variation bornée est différence de deux
fonctions croissantes.

8. Déduire de 5. que si f est de classe C1 sur [a, b], V[a,b](f) =

∫ b

a

|f ′|.

Partie II

Soit E[a,b] l’espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R, nulles
en a et F[a,b] le sous-ensemble de E[a,b] des fonctions à variation bornée sur
[a, b].

1. Montrer que F[a,b] est un sous-espace vectoriel de E[a,b] et que l’application
N : F[a,b] → R+ définie par : N(f) = V[a,b](f) est une norme sur F[a,b].

2. Pour tout f ∈ F[a,b], on note N∞(f) = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

a. Montrer que : ∀f ∈ F[a,b], N∞(f) � N(f).

b. Montrer que les normes N∞ et N ne sont pas équivalentes sur F[a,b].

On pourra considérer la suite de fonctions (fn)n�1,où fn est la restriction

à [a, b] de gn la fonction périodique sur R de période
b− a

2n−1
,n � 1 définie

par : gn(x) = x− a si x ∈
[
a, a+

b− a

2n

]
,

gn(x) =
(
a+

b− a

2n−1

)
− x si x ∈

[
a+

b− a

2n
, a+

b− a

2n−1

]
·

Solution

Partie I

1. a. La réponse est oui. En effet, si f est k-lipschitzienne on a :
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4. a. Montrer que la différence de deux fonctions croissantes sur [a, b] est à
variation bornée.

b. Montrer que l’application [0, 1] → R, x �→ x− E[x] est non continue et à
variation bornée
5. Soit f : [a, b] → R, continue et à variation bornée. Montrer que :

∀ε ∈ R∗
+, ∃α ∈ R∗

+, ∀σ ∈ S[a,b], µ(σ) < α ⇒ |V[a,b](f)− Vσ(f)| � ε.
On montrera que :
∀ε ∈ R∗

+, ∃σε = (xi)0�i�p ∈ S[a,b], Vσε
(f) � V[a,b](f) � Vσε

(f) + ε.
On notera µ(σε) = α0. On montrera que :

∃α1 ∈ R∗
+, ∀(x, x′) ∈ [a, b]2, |x− x′| � α1 ⇒ |f(x)− f(x′)| � ε

2(p+ 1)
·

On notera α = min(α0, α1) et l’on montrera que si σ ∈ S[a,b] est telle que
µ(σ) < α alors V[a,b](f)− Vσ(f) � 3ε.
6. Déduire de la question 5. que si f est continue sur [a, b] et à variation
bornée, l’application [a, b] → R, x �→ V[a,x](f) est croissante et continue.

7. a. Montrer que si f est à variation bornée sur [a, b], la fonction
g : [a, b] → R, x �→ V[a,x](f)− f(x) est croissante sur [a, b].

b. En déduire que toute fonction à variation bornée est différence de deux
fonctions croissantes.

8. Déduire de 5. que si f est de classe C1 sur [a, b], V[a,b](f) =

∫ b

a

|f ′|.

Partie II

Soit E[a,b] l’espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R, nulles
en a et F[a,b] le sous-ensemble de E[a,b] des fonctions à variation bornée sur
[a, b].

1. Montrer que F[a,b] est un sous-espace vectoriel de E[a,b] et que l’application
N : F[a,b] → R+ définie par : N(f) = V[a,b](f) est une norme sur F[a,b].

2. Pour tout f ∈ F[a,b], on note N∞(f) = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

a. Montrer que : ∀f ∈ F[a,b], N∞(f) � N(f).

b. Montrer que les normes N∞ et N ne sont pas équivalentes sur F[a,b].

On pourra considérer la suite de fonctions (fn)n�1,où fn est la restriction

à [a, b] de gn la fonction périodique sur R de période
b− a

2n−1
,n � 1 définie

par : gn(x) = x− a si x ∈
[
a, a+

b− a

2n

]
,

gn(x) =
(
a+

b− a

2n−1

)
− x si x ∈

[
a+

b− a

2n
, a+

b− a

2n−1

]
·

Solution

Partie I

1. a. La réponse est oui. En effet, si f est k-lipschitzienne on a :
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∀σ ∈ S[a,b], Vσ(f) =

p−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| � k

p−1∑
i=0

(xi+1 − xi) = k(b− a).

b. La réponse est encore oui. En effet, si f est monotone on a :

∀σ ∈ S[a,b], Vσ(f) =

p−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| =
∣∣∣
p−1∑
i=0

f(xi+1)− f(xi)
∣∣∣ = |f(b)− f(a)|.

Dans ce cas, on a : V[a,b](f) = |f(b)− f(a)|.
c. Si V[a,b](f) = 0, alors Vσ(f) = 0 quel que soit σ ∈ S[a,b].

Pour x ∈ ]a, b[, soit σ0 = {a, x, b}. On a Vσ0(f) = 0 = |f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)|.
On peut conclure que : ∀x ∈ ]a, b[, f(x) = f(a) = f(b). ie. f est constante.

Si f est affine sur [a, b], elle est monotone et donc V[a,b](f) = |f(b)− f(a)|.
d. ϕ étant un homéomorphisme de [a, b] sur [c, d] elle est strictement monotone.
• Si ϕ est strictement croissante. Si c = y0 < y1 < · · · < yp = d définit un élément
de S[c,d] la suite (xi)0�i�p telle que xi = ϕ−1(yi) est élément de S[a,b].Comme
p−1∑
i=0

|g(yi+1)− g(yi)| =
p−1∑
i=0

∣∣g(ϕ(xi+1)
)
− g

(
ϕ(xi)

)∣∣, on a : V[a,b](g◦ϕ) = V[c,d](g).

• Si ϕ est strictement décroissante, on fait un raisonnement analogue en remplaçant
xi par ti = ϕ−1(yp−i) pour conclure que : V[a,b](g◦ϕ) = V[c,d](g).

e. La réponse est oui, puisque si f est de classe C1 sur [a, b], elle est k-lipschitzienne
sur [a, b] avec k = max

x∈[a,b]
|f ′(x)|.

f. Soit (f, g) ∈
(
VB([a, b],R)

)2
et (u, v) ∈ [a, b]2. Posons h = f + g.

|h(u)− h(v)| � |f(u)− f(v)|+ |g(u)− g(v)|.
Donc : ∀σ ∈ S[a,b], Vσ(h) � Vσ(f) + Vσ(g) � V[a,b](f) + V[a,b](g).

D’où : V[a,b](h)�V[a,b](f)+V[a,b](g). ie. (f, g) ∈
(
VB([a, b],R)

)2 ⇒h ∈VB
(
[a, b],R

)
.

Comme : V[a,b](λf) = |λ|V[a,b](f) pour (λ, f) ∈ R × VB
(
[a, b],R

)
, on peut

conclure, puisque VB
(
[a, b],R

)
�= ∅ : VB

(
[a, b],R

)
est un sous-espace vectoriel

de F(
(
[a, b],R

)
.

2. a. Supposons f à variation bornée sur [a, b]. Si σ ∈ S[a,c], avec a < c < b, alors
σ′ = σ∪{b} ∈ S[a,b] et comme Vσ(f) = Vσ′(f) � V[a,b](f), f est à variation bornée
sur [a, c] et de même sur [c, b].

b. Soit σ1 ∈ S[a,c] et σ2 ∈ S[c,b] alors σ1 ∪ σ2 ∈ S[a,b].

Comme Vσ1∪σ2
(f) = Vσ1

(f) + Vσ2
(f), on a Vσ1

(f) + Vσ2
(f) � V[a,b](f).

V[a,b](f)− Vσ2
(f) est un majorant de l’ensemble des Vσ1

(f), σ1 parcourant S[a,c].

V[a,b](f)−V[a,c](f) est un majorant de l’ensemble des Vσ2
(f), σ2 parcourant S[c,b].

Donc : V[a,c](f) + V[c,b](f) � V[a,b](f) (1)

Par définition de la borne supérieure, pour ε ∈ R∗
+, il existe σε ∈ S[a,b] tel que

Vσε
(f) � V[a,b](f)− ε. Soit ∆ε = σε ∪ {c}. On a : V∆ε

(f) � Vσε
(f) � V[a,b](f)− ε.

Notons ∆1,ε (respectivement ∆2,ε) la trace sur [a, c] (respectivement sur [c, b]) de
∆ε. On a : V∆ε

(f) = V∆1,ε
(f) + V∆2,ε

(f) � V[a,c](f) + V[c,b](f). Donc :
∀ε ∈ R∗

+, V[a,c](f) + V[c,b](f) � V[a,b](f)− ε (2)
(2) étant vraie pour tout ε > 0, on a : V[a,c](f) + V[c,b](f) � V[a,b](f).
Compte tenu de (1), on en déduit : V[a,c](f) + V[c,b](f) = V[a,b](f).
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3. Vσn
(f) =

2

π
+

∣∣∣ sin(1) − 2

π

∣∣∣ +
n∑

k=1

4

π(2k + 1)
−−−→
n→∞

+∞ car
4

π(2k + 1)
est le

terme général d’une série à termes réels positifs divergente.

Comme f est continue sur ]0, 1] et |f(x)| � |x|, f est continue sur [0, 1] et elle n’est
pas à variation bornée.

4. f n’est pas continue sur [0, 1] puisque f(x) = x si x ∈ [0, 1[ et f(1) = 0.
f est cependant à variation bornée d’après I.1.b) et f).

5. Par définition de la borne supérieure, on a :
∀ε ∈ R∗

+, ∃σε ∈ S[a,b], Vσε
(f) � V[a,b](f) � Vσε

(f) + ε.
Soit σε = (xi)0�i�p et α0 = µ(σε) ; comme f est continue sur le segment [a, b] de
R, elle y est uniformément continue. Donc :

∃α1 ∈ R∗
+, ∀(x, x′) ∈ [a, b]2, |x− x′| � α1 ⇒ |f(x)− f(x′)| � ε

2(p+ 1)
·

Soit α = min(α0, α1). Si σ = (yi)i∈[[0,n]] ∈ S[a,b] et µ(σ) < α, considérons la
subdivision ∆ = σ ∪ σε = (zi)i∈[[0,m]] ∈ S[a,b]. Comme ∆ est plus fine que σ, on a
par inégalité triangulaire : V∆(f) � Vσ(f) et V∆(f) < Vσε

(f) + ε.

Soient j1, · · · , jp−1 les entiers vérifiant xi = zji , 1 � i � p− 1.
Il résulte des définitions que :
V∆(f)−Vσ(f)�

∣∣f(zj1−1)−f(zj1)
∣∣+∣∣f(zj1)−f(zj1+1)

∣∣+· · ·+
∣∣f(zjp−1

)−f(zjp−1+1)
∣∣

Donc 0 � V∆(f)− Vσ(f) �
2ε(p+ 1)

2(p+ 1)
= ε.

Comme 0 � V[a,b](f)− Vσ(f) � V[a,b](f)− Vσε
(f) + Vσε

(f)− Vσ(f),

et
∣∣Vσε(f)− Vσ(f)

∣∣ � V∆ − Vσε(f) + V∆ − Vσ(f), on a le résultat.

6. La croissance de l’application x �→ V[a,x](f) résulte de I.2.b) Montrons la
continuité. Soit ε ∈ R∗

+. Il existe α ∈ R∗
+ tel que :{

∀σ ∈ S[a,b], µ(σ) < α ⇒ V[a,b](f)− Vσ(f) � ε,
∀(x, y) ∈ [a, b]2, |x− y| � α ⇒ |f(x)− f(y)| � ε

.

Soit (x, y) ∈ [a, b]2 tel que 0 � y− x � α. Il existe σ ∈ S[a,b] contenant x et y mais
aucun autre point de [x, y] et telle que µ(σ) � α.
Soient σ1 et σ2 les traces de σ sur [a, x] et [y, b]. La relation V[a,b](f) � Vσ(f) + ε
s’écrit : V[a,x](f) + V[x,y](f) + V[y,b](f) � Vσ1

(f) + |f(x)− f(y)|+ Vσ2
(f) + ε.

Donc : V[a,x](f) + V[x,y](f) + V[y,b](f) � 2ε+ V[a,x](f) + V[y,b](f).

D’où : V[x,y](f) � 2ε si (x, y) ∈ [a, b]2 et |x− y| � α.
La fonction x �→ V[a,x](f) est continue sur [a, b].

7. a. Soit σ′ ∈ S[a,x′] où a < x1 < · · · < xn < x′ et σ la subdivision de [a, x] définie
par : a < x1 < · · · < xn < x′ < x. On a :
f(x)− f(x′) � |f(x)− f(x′)| = Vσ(f)− Vσ′(f) � V[a,x](f)− Vσ′(f).

Donc : ∀σ′ ∈ S[a,x′], Vσ′(f) � V[a,x] + f(x′)− f(x).
Par définition de V[a,x′] = sup

σ′∈S[a,x′]

Vσ′(f), on a : V[a,x′](f) � V[a,x] + f(x′)− f(x).

Donc : x′ < x ⇒ g(x′) � g(x) ie. g est croissante sur [a, b].

b. Avec les notations de 7. a. f(x) = V[a,x] − g(x), on peut dire que f est la
différence de deux fonctions croissantes.

8. Si f ∈ C1
(
[a,b],R) et si σ = (xi)0�i�p ∈ S[a,b], on peut écrire :
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∀σ ∈ S[a,b], Vσ(f) =

p−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| � k

p−1∑
i=0

(xi+1 − xi) = k(b− a).

b. La réponse est encore oui. En effet, si f est monotone on a :

∀σ ∈ S[a,b], Vσ(f) =

p−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| =
∣∣∣
p−1∑
i=0

f(xi+1)− f(xi)
∣∣∣ = |f(b)− f(a)|.

Dans ce cas, on a : V[a,b](f) = |f(b)− f(a)|.
c. Si V[a,b](f) = 0, alors Vσ(f) = 0 quel que soit σ ∈ S[a,b].

Pour x ∈ ]a, b[, soit σ0 = {a, x, b}. On a Vσ0(f) = 0 = |f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)|.
On peut conclure que : ∀x ∈ ]a, b[, f(x) = f(a) = f(b). ie. f est constante.

Si f est affine sur [a, b], elle est monotone et donc V[a,b](f) = |f(b)− f(a)|.
d. ϕ étant un homéomorphisme de [a, b] sur [c, d] elle est strictement monotone.
• Si ϕ est strictement croissante. Si c = y0 < y1 < · · · < yp = d définit un élément
de S[c,d] la suite (xi)0�i�p telle que xi = ϕ−1(yi) est élément de S[a,b].Comme
p−1∑
i=0

|g(yi+1)− g(yi)| =
p−1∑
i=0

∣∣g(ϕ(xi+1)
)
− g

(
ϕ(xi)

)∣∣, on a : V[a,b](g◦ϕ) = V[c,d](g).

• Si ϕ est strictement décroissante, on fait un raisonnement analogue en remplaçant
xi par ti = ϕ−1(yp−i) pour conclure que : V[a,b](g◦ϕ) = V[c,d](g).

e. La réponse est oui, puisque si f est de classe C1 sur [a, b], elle est k-lipschitzienne
sur [a, b] avec k = max

x∈[a,b]
|f ′(x)|.

f. Soit (f, g) ∈
(
VB([a, b],R)

)2
et (u, v) ∈ [a, b]2. Posons h = f + g.

|h(u)− h(v)| � |f(u)− f(v)|+ |g(u)− g(v)|.
Donc : ∀σ ∈ S[a,b], Vσ(h) � Vσ(f) + Vσ(g) � V[a,b](f) + V[a,b](g).

D’où : V[a,b](h)�V[a,b](f)+V[a,b](g). ie. (f, g) ∈
(
VB([a, b],R)

)2 ⇒h ∈VB
(
[a, b],R

)
.

Comme : V[a,b](λf) = |λ|V[a,b](f) pour (λ, f) ∈ R × VB
(
[a, b],R

)
, on peut

conclure, puisque VB
(
[a, b],R

)
�= ∅ : VB

(
[a, b],R

)
est un sous-espace vectoriel

de F(
(
[a, b],R

)
.

2. a. Supposons f à variation bornée sur [a, b]. Si σ ∈ S[a,c], avec a < c < b, alors
σ′ = σ∪{b} ∈ S[a,b] et comme Vσ(f) = Vσ′(f) � V[a,b](f), f est à variation bornée
sur [a, c] et de même sur [c, b].

b. Soit σ1 ∈ S[a,c] et σ2 ∈ S[c,b] alors σ1 ∪ σ2 ∈ S[a,b].

Comme Vσ1∪σ2
(f) = Vσ1

(f) + Vσ2
(f), on a Vσ1

(f) + Vσ2
(f) � V[a,b](f).

V[a,b](f)− Vσ2
(f) est un majorant de l’ensemble des Vσ1

(f), σ1 parcourant S[a,c].

V[a,b](f)−V[a,c](f) est un majorant de l’ensemble des Vσ2
(f), σ2 parcourant S[c,b].

Donc : V[a,c](f) + V[c,b](f) � V[a,b](f) (1)

Par définition de la borne supérieure, pour ε ∈ R∗
+, il existe σε ∈ S[a,b] tel que

Vσε
(f) � V[a,b](f)− ε. Soit ∆ε = σε ∪ {c}. On a : V∆ε

(f) � Vσε
(f) � V[a,b](f)− ε.

Notons ∆1,ε (respectivement ∆2,ε) la trace sur [a, c] (respectivement sur [c, b]) de
∆ε. On a : V∆ε

(f) = V∆1,ε
(f) + V∆2,ε

(f) � V[a,c](f) + V[c,b](f). Donc :
∀ε ∈ R∗

+, V[a,c](f) + V[c,b](f) � V[a,b](f)− ε (2)
(2) étant vraie pour tout ε > 0, on a : V[a,c](f) + V[c,b](f) � V[a,b](f).
Compte tenu de (1), on en déduit : V[a,c](f) + V[c,b](f) = V[a,b](f).
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3. Vσn
(f) =

2

π
+

∣∣∣ sin(1) − 2

π

∣∣∣ +
n∑

k=1

4

π(2k + 1)
−−−→
n→∞

+∞ car
4

π(2k + 1)
est le

terme général d’une série à termes réels positifs divergente.

Comme f est continue sur ]0, 1] et |f(x)| � |x|, f est continue sur [0, 1] et elle n’est
pas à variation bornée.

4. f n’est pas continue sur [0, 1] puisque f(x) = x si x ∈ [0, 1[ et f(1) = 0.
f est cependant à variation bornée d’après I.1.b) et f).

5. Par définition de la borne supérieure, on a :
∀ε ∈ R∗

+, ∃σε ∈ S[a,b], Vσε
(f) � V[a,b](f) � Vσε

(f) + ε.
Soit σε = (xi)0�i�p et α0 = µ(σε) ; comme f est continue sur le segment [a, b] de
R, elle y est uniformément continue. Donc :

∃α1 ∈ R∗
+, ∀(x, x′) ∈ [a, b]2, |x− x′| � α1 ⇒ |f(x)− f(x′)| � ε

2(p+ 1)
·

Soit α = min(α0, α1). Si σ = (yi)i∈[[0,n]] ∈ S[a,b] et µ(σ) < α, considérons la
subdivision ∆ = σ ∪ σε = (zi)i∈[[0,m]] ∈ S[a,b]. Comme ∆ est plus fine que σ, on a
par inégalité triangulaire : V∆(f) � Vσ(f) et V∆(f) < Vσε

(f) + ε.

Soient j1, · · · , jp−1 les entiers vérifiant xi = zji , 1 � i � p− 1.
Il résulte des définitions que :
V∆(f)−Vσ(f)�

∣∣f(zj1−1)−f(zj1)
∣∣+∣∣f(zj1)−f(zj1+1)

∣∣+· · ·+
∣∣f(zjp−1

)−f(zjp−1+1)
∣∣

Donc 0 � V∆(f)− Vσ(f) �
2ε(p+ 1)

2(p+ 1)
= ε.

Comme 0 � V[a,b](f)− Vσ(f) � V[a,b](f)− Vσε
(f) + Vσε

(f)− Vσ(f),

et
∣∣Vσε(f)− Vσ(f)

∣∣ � V∆ − Vσε(f) + V∆ − Vσ(f), on a le résultat.

6. La croissance de l’application x �→ V[a,x](f) résulte de I.2.b) Montrons la
continuité. Soit ε ∈ R∗

+. Il existe α ∈ R∗
+ tel que :{

∀σ ∈ S[a,b], µ(σ) < α ⇒ V[a,b](f)− Vσ(f) � ε,
∀(x, y) ∈ [a, b]2, |x− y| � α ⇒ |f(x)− f(y)| � ε

.

Soit (x, y) ∈ [a, b]2 tel que 0 � y− x � α. Il existe σ ∈ S[a,b] contenant x et y mais
aucun autre point de [x, y] et telle que µ(σ) � α.
Soient σ1 et σ2 les traces de σ sur [a, x] et [y, b]. La relation V[a,b](f) � Vσ(f) + ε
s’écrit : V[a,x](f) + V[x,y](f) + V[y,b](f) � Vσ1

(f) + |f(x)− f(y)|+ Vσ2
(f) + ε.

Donc : V[a,x](f) + V[x,y](f) + V[y,b](f) � 2ε+ V[a,x](f) + V[y,b](f).

D’où : V[x,y](f) � 2ε si (x, y) ∈ [a, b]2 et |x− y| � α.
La fonction x �→ V[a,x](f) est continue sur [a, b].

7. a. Soit σ′ ∈ S[a,x′] où a < x1 < · · · < xn < x′ et σ la subdivision de [a, x] définie
par : a < x1 < · · · < xn < x′ < x. On a :
f(x)− f(x′) � |f(x)− f(x′)| = Vσ(f)− Vσ′(f) � V[a,x](f)− Vσ′(f).

Donc : ∀σ′ ∈ S[a,x′], Vσ′(f) � V[a,x] + f(x′)− f(x).
Par définition de V[a,x′] = sup

σ′∈S[a,x′]

Vσ′(f), on a : V[a,x′](f) � V[a,x] + f(x′)− f(x).

Donc : x′ < x ⇒ g(x′) � g(x) ie. g est croissante sur [a, b].

b. Avec les notations de 7. a. f(x) = V[a,x] − g(x), on peut dire que f est la
différence de deux fonctions croissantes.

8. Si f ∈ C1
(
[a,b],R) et si σ = (xi)0�i�p ∈ S[a,b], on peut écrire :
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Vσ(f) =

p−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| =
p−1∑
i=0

(xi+1 − xi)|f ′(λi)| où λi ∈ ]xi, xi+1[, d’après le

théorème des accroissements finis. Or V[a,b](f) = lim
µ(σ)→0

Vσ(f) d’après I.5. et

∫ b

a

|f ′| = lim
µ(σ)→0

p−1∑
i=0

(xi+1−xi)|f ′(λi)| d’après le théorème (sommes de Riemann).

On déduit le résultat de l’unicité de la limite.

Partie II

1. F[a,b] = C([a, b],R) ∩ VB([a, b],R) ∩ {f ∈ F([a, b],R) | f(a) = 0} est un sous-
espace vectoriel de E[a,b] d’après I.1.f).
De I.1.c) et f) on déduit que N est une norme sur F[a,b].

2. a. F[a,b] ⊂ C
(
[a, b],R

)
, donc N∞(f) ∈ R+ si f ∈ F[a,b].

Il existe x0 ∈ [a, b] tel queN∞(f)= |f(x0)| = |f(x0)−f(a)| � V[a,x0](f) � V[a,b](f).
Donc : ∀f ∈ F[a,b], N∞(f) � N(f).

b. Commençons par un dessin :

a b

(b-a)/2

(b-a)/4

(b-a)/2n

(a+b)/2

Pour tout n ∈ N, N∞(fn) =
b− a

2n
· Donc la suite de fonctions (fn) converge

uniformément vers la fonction nulle sur [a, b]. Comme V[a,b](fn) = b− a, il n’existe
pas de M ∈ R∗

+ tel que N(f) � MN∞(f) quel que soit f et les deux normes ne
sont pas équivalentes sur F[a,b].

7. INTÉGRATION SUR UN

INTERVALLE

En MPSI, on a défini l’intégrale des fonctions continues par morceaux sur un
segment de R. On souhaite généraliser cette définition sur un intervalle quelconque.

I désigne un intervalle d’intérieur non vide et K l’un des corps R ou C.

I. Intégrales généralisées

A. Définitions

1. Définition

Soient (a, b)∈R × R, a < b et f une fonction continue par morceaux sur

[a, b[. On dit que l’intégrale

∫ b

a

f converge si la fonction F : x �→
∫ x

a

f

a une limite dans K. Si c’est le cas, on note

∫ b

a

f cette limite.

Extension facile de cette définition aux fonctions définies et continues par morceaux
sur un intervalle I de l’une des formes [a, b], a, b∈R ; ]a, b], a∈R et b∈R.

On note l’intégrale ainsi obtenue :

∫ b

a

f ou

∫

I

f ou

∫ b

a

f(t)dt.

Dans la suite du chapitre nous donnerons les énoncés sur un intervalle I et les
démonstrations sur I = [a, b[ de la définition précédente.

2. Définition
Une fonction f continue par morceaux sur un intervalle I est dite intégrable

sur I si l’intégrale

∫

I

|f | converge. On dit aussi que l’intégrale

∫

I

f est

absolument convergente sur I. On note f ∈L1(I,K).

B. Propriétés

1. Théorème
L’ensemble des fonctions de I dans K dont l’intégrale converge, est un espace

vectoriel. L’application de cet espace vectoriel dans K : f �→
∫

I

f est une

forme linéaire sur cet espace vectoriel.
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Vσ(f) =

p−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| =
p−1∑
i=0

(xi+1 − xi)|f ′(λi)| où λi ∈ ]xi, xi+1[, d’après le

théorème des accroissements finis. Or V[a,b](f) = lim
µ(σ)→0

Vσ(f) d’après I.5. et

∫ b

a

|f ′| = lim
µ(σ)→0

p−1∑
i=0

(xi+1−xi)|f ′(λi)| d’après le théorème (sommes de Riemann).

On déduit le résultat de l’unicité de la limite.

Partie II

1. F[a,b] = C([a, b],R) ∩ VB([a, b],R) ∩ {f ∈ F([a, b],R) | f(a) = 0} est un sous-
espace vectoriel de E[a,b] d’après I.1.f).
De I.1.c) et f) on déduit que N est une norme sur F[a,b].

2. a. F[a,b] ⊂ C
(
[a, b],R

)
, donc N∞(f) ∈ R+ si f ∈ F[a,b].

Il existe x0 ∈ [a, b] tel queN∞(f)= |f(x0)| = |f(x0)−f(a)| � V[a,x0](f) � V[a,b](f).
Donc : ∀f ∈ F[a,b], N∞(f) � N(f).

b. Commençons par un dessin :

a b

(b-a)/2

(b-a)/4

(b-a)/2n

(a+b)/2

Pour tout n ∈ N, N∞(fn) =
b− a

2n
· Donc la suite de fonctions (fn) converge

uniformément vers la fonction nulle sur [a, b]. Comme V[a,b](fn) = b− a, il n’existe
pas de M ∈ R∗

+ tel que N(f) � MN∞(f) quel que soit f et les deux normes ne
sont pas équivalentes sur F[a,b].

7. INTÉGRATION SUR UN

INTERVALLE

En MPSI, on a défini l’intégrale des fonctions continues par morceaux sur un
segment de R. On souhaite généraliser cette définition sur un intervalle quelconque.

I désigne un intervalle d’intérieur non vide et K l’un des corps R ou C.

I. Intégrales généralisées

A. Définitions

1. Définition

Soient (a, b)∈R × R, a < b et f une fonction continue par morceaux sur

[a, b[. On dit que l’intégrale

∫ b

a

f converge si la fonction F : x �→
∫ x

a

f

a une limite dans K. Si c’est le cas, on note

∫ b

a

f cette limite.

Extension facile de cette définition aux fonctions définies et continues par morceaux
sur un intervalle I de l’une des formes [a, b], a, b∈R ; ]a, b], a∈R et b∈R.

On note l’intégrale ainsi obtenue :

∫ b

a

f ou

∫

I

f ou

∫ b

a

f(t)dt.

Dans la suite du chapitre nous donnerons les énoncés sur un intervalle I et les
démonstrations sur I = [a, b[ de la définition précédente.

2. Définition
Une fonction f continue par morceaux sur un intervalle I est dite intégrable

sur I si l’intégrale

∫

I

|f | converge. On dit aussi que l’intégrale

∫

I

f est

absolument convergente sur I. On note f ∈L1(I,K).

B. Propriétés

1. Théorème
L’ensemble des fonctions de I dans K dont l’intégrale converge, est un espace

vectoriel. L’application de cet espace vectoriel dans K : f �→
∫

I

f est une

forme linéaire sur cet espace vectoriel.

7. Intégration 
sur un intervalle
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Démonstration

Notons E l’ensemble des fonctions de I dans K dont l’intégrale converge. Il est
contenu dans CM(I,K), non vide puis qu’il contient l’application nulle.

Si (f, g)∈E2 et λ∈K, ∀x∈[a, b[,
∫ x

a

(λf + g) = λ

∫ x

a

f +

∫ x

a

g.

Donc

∫ x

a

(λf + g) −−−−→
x→b−

λ

∫ b

a

f +

∫ b

a

g ∈K. Il s’ensuit que

∫ b

a

(λf + g) converge,

que λf + g ∈E et

∫ b

a

(λf + g) = λ

∫ b

a

f +

∫ b

a

g ce qui achève la démonstration.��

2. Théorème
Une fonction f continue par morceaux positive sur I = [a, b[ est intégrable

sur I si, et seulement si, la fonction F : x �→
∫ x

a

f est majorée sur I si, et

seulement si,

∫ b

a

f converge. Dans ce cas

∫

I

f = lim
b

F = sup
I

F .

Démonstration

Si f ∈L1
(
I,R+

)
alors, par définition,

∫

I

f majore F et donc sup
I

F �
∫

I

f .

Réciproquement, si F est majorée alors, par monotonie, lim
b

F = sup
I

F ∈R ce qui

prouve que f est intégrable sur I avec

∫

I

f � lim
b

F .

De plus, on a montré :

∫

I

f = lim
b

F = sup
I

F .��

3. Exemples classiques

3.1. Théorème

f : t �→ 1

tα
est intégrable sur [1,+∞[ si, et seulement si, α > 1.

Démonstration

f est continue positive sur [1,+∞[ , si x � 1,

∫ x

1

f =





1

1− α

[
x1−α − 1

]
si α �= 1

ln(x) si α = 1
qui n’est majoré sur [1,+∞[ que si α > 1.��

3.2. Théorème

Si −∞ < a < b < +∞, f : t �→ 1

(b− t)α
est intégrable sur [a, b[ si, et

seulement si, α < 1. En particulier la fonction t �→ 1

tα
est intégrable sur

]0, 1] si, et seulement si, α < 1.

Démonstration

f est continue positive sur [a, b[ et , pour a � x < b :

F (x) =

∫ x

a

f =




1

α− 1

[
(b− x)1−α − (b− a)1−α

]
si α �= 1

ln(b− a)− ln(b− x) si α = 1
F n’est majorée que si α < 1.��
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3.3. Exercice

f : t �→ 1

t | ln(t)|α
est intégrable sur [2,+∞[

(
respectivement ]0, 1/2]

)
si, et

seulement si, α > 1 (respectivement α < 1).

Démonstration

Le changement de variable t �→ ln(t) montre, si x � 2,

∫ x

2

f =

∫ ln(x)

ln 2

du

uα
ce qui

permet d’utiliser le théorème B.2. pour l’intégrabilité sur [2,+∞[.
Ce changement de variable et le théorème B.2. donnent le résultat sur ]0, 1/2].��
4. Corollaire

Soit f une fonction continue par morceaux sur I à valeurs dans K. Il existe
ϕ∈L1(I,R+) telle que |f | � ϕ, si, et seulement si, f est intégrable sur I.

Démonstration

Si f est intégrable sur I, la fonction ϕ = |f | convient.

Réciproquement, s’il existe ϕ∈L1(I,R+) telle que |f | � ϕ, la fonction x �→
∫ x

a

ϕ

est majorée sur [a, b[, d’après le théorème précédent. La fonction x �→
∫ x

a

|f | est

majorée sur [a, b[. Donc |f | est intégrable sur [a, b[ ie. f est intégrable sur [a, b].��
5. Théorème

Si une fonction f de I dans K est intégrable sur I, son intégrale

∫

I

f est

convergente. Réciproque fausse.

Démonstration

• Si f est à valeurs réelles, utilisons les notations classiques f = f+ − f− avec
f+ et f− positives, |f | = f+ + f−. Donc 0 � f+ � |f | et 0 � f− � |f |.
f ∈L1(I,K) ⇐⇒ |f | ∈L1(I,R+). D’après le corollaire B.4. f+ et f− sont

intégrables sur I et positives. D’après le théorème B.2.

∫

I

f+ et

∫

I

f− convergent.

Le théorème B.1. permet de conclure que

∫

I

f converge.

• Si f est à valeurs complexes, notons f = �e(f) + i�m(f) et rappelons que
�e(f) et �m(f) sont des fonctions continues par morceaux sur I à valeurs réelles.
Comme | �e(f)| � |f | et | �m(f)| � |f |, on déduit de B.4. que �e(f) et �m(f)
sont intégrables sur I. La première étape de la démonstration permet de conclure
que les fonctions à valeurs réelles �e(f) et �m(f) sont d’intégrales sur I,
convergentes, et l’on conclut avec B.1.��

Contre exemple : f : t �→ sin t

t
, est continue sur ]0,+∞[, prolongeons-la par

continuité en 0 car sin t
t̃→0

t.

• Montrons que f n’est pas intégrable sur R+ :

∀n∈N, In =

∫ nπ

0

|f | =
n−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

|f | =
n−1∑
k=0

∫ π

0

sin(t)

t+ kπ
dt �

n−1∑
k=0

1

(k + 1)π

∫ π

0

sin

d’où In �
2

π

n∑
k=1

1

k
−−−→
n→∞

+∞ et donc f /∈ L1
(
R+,R

)
.
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Démonstration

Notons E l’ensemble des fonctions de I dans K dont l’intégrale converge. Il est
contenu dans CM(I,K), non vide puis qu’il contient l’application nulle.

Si (f, g)∈E2 et λ∈K, ∀x∈[a, b[,
∫ x

a

(λf + g) = λ

∫ x

a

f +

∫ x

a

g.

Donc

∫ x

a

(λf + g) −−−−→
x→b−

λ

∫ b

a

f +

∫ b

a

g ∈K. Il s’ensuit que

∫ b

a

(λf + g) converge,

que λf + g ∈E et

∫ b

a

(λf + g) = λ

∫ b

a

f +

∫ b

a

g ce qui achève la démonstration.��

2. Théorème
Une fonction f continue par morceaux positive sur I = [a, b[ est intégrable

sur I si, et seulement si, la fonction F : x �→
∫ x

a

f est majorée sur I si, et

seulement si,

∫ b

a

f converge. Dans ce cas

∫

I

f = lim
b

F = sup
I

F .

Démonstration

Si f ∈L1
(
I,R+

)
alors, par définition,

∫

I

f majore F et donc sup
I

F �
∫

I

f .

Réciproquement, si F est majorée alors, par monotonie, lim
b

F = sup
I

F ∈R ce qui

prouve que f est intégrable sur I avec

∫

I

f � lim
b

F .

De plus, on a montré :

∫

I

f = lim
b

F = sup
I

F .��

3. Exemples classiques

3.1. Théorème

f : t �→ 1

tα
est intégrable sur [1,+∞[ si, et seulement si, α > 1.

Démonstration

f est continue positive sur [1,+∞[ , si x � 1,

∫ x

1

f =





1

1− α

[
x1−α − 1

]
si α �= 1

ln(x) si α = 1
qui n’est majoré sur [1,+∞[ que si α > 1.��

3.2. Théorème

Si −∞ < a < b < +∞, f : t �→ 1

(b− t)α
est intégrable sur [a, b[ si, et

seulement si, α < 1. En particulier la fonction t �→ 1

tα
est intégrable sur

]0, 1] si, et seulement si, α < 1.

Démonstration

f est continue positive sur [a, b[ et , pour a � x < b :

F (x) =

∫ x

a

f =




1

α− 1

[
(b− x)1−α − (b− a)1−α

]
si α �= 1

ln(b− a)− ln(b− x) si α = 1
F n’est majorée que si α < 1.��
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3.3. Exercice

f : t �→ 1

t | ln(t)|α
est intégrable sur [2,+∞[

(
respectivement ]0, 1/2]

)
si, et

seulement si, α > 1 (respectivement α < 1).

Démonstration

Le changement de variable t �→ ln(t) montre, si x � 2,

∫ x

2

f =

∫ ln(x)

ln 2

du

uα
ce qui

permet d’utiliser le théorème B.2. pour l’intégrabilité sur [2,+∞[.
Ce changement de variable et le théorème B.2. donnent le résultat sur ]0, 1/2].��
4. Corollaire

Soit f une fonction continue par morceaux sur I à valeurs dans K. Il existe
ϕ∈L1(I,R+) telle que |f | � ϕ, si, et seulement si, f est intégrable sur I.

Démonstration

Si f est intégrable sur I, la fonction ϕ = |f | convient.

Réciproquement, s’il existe ϕ∈L1(I,R+) telle que |f | � ϕ, la fonction x �→
∫ x

a

ϕ

est majorée sur [a, b[, d’après le théorème précédent. La fonction x �→
∫ x

a

|f | est

majorée sur [a, b[. Donc |f | est intégrable sur [a, b[ ie. f est intégrable sur [a, b].��
5. Théorème

Si une fonction f de I dans K est intégrable sur I, son intégrale

∫

I

f est

convergente. Réciproque fausse.

Démonstration

• Si f est à valeurs réelles, utilisons les notations classiques f = f+ − f− avec
f+ et f− positives, |f | = f+ + f−. Donc 0 � f+ � |f | et 0 � f− � |f |.
f ∈L1(I,K) ⇐⇒ |f | ∈L1(I,R+). D’après le corollaire B.4. f+ et f− sont

intégrables sur I et positives. D’après le théorème B.2.

∫

I

f+ et

∫

I

f− convergent.

Le théorème B.1. permet de conclure que

∫

I

f converge.

• Si f est à valeurs complexes, notons f = �e(f) + i�m(f) et rappelons que
�e(f) et �m(f) sont des fonctions continues par morceaux sur I à valeurs réelles.
Comme | �e(f)| � |f | et | �m(f)| � |f |, on déduit de B.4. que �e(f) et �m(f)
sont intégrables sur I. La première étape de la démonstration permet de conclure
que les fonctions à valeurs réelles �e(f) et �m(f) sont d’intégrales sur I,
convergentes, et l’on conclut avec B.1.��

Contre exemple : f : t �→ sin t

t
, est continue sur ]0,+∞[, prolongeons-la par

continuité en 0 car sin t
t̃→0

t.

• Montrons que f n’est pas intégrable sur R+ :

∀n∈N, In =

∫ nπ

0

|f | =
n−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

|f | =
n−1∑
k=0

∫ π

0

sin(t)

t+ kπ
dt �

n−1∑
k=0

1

(k + 1)π

∫ π

0

sin

d’où In �
2

π

n∑
k=1

1

k
−−−→
n→∞

+∞ et donc f /∈ L1
(
R+,R

)
.
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• Montrons la convergence de l’intégrale

∫ +∞

0

f :

g : t �→
( sin(t)

t

)2

est continue sur ]0,+∞[, prolongeable par continuité en 0 et

|g(t)| � 1

t2
, comme t �→ 1

t2
∈L1

(
[1,+∞[,R

)
, g est intégrable sur R+.

Si x∈R+ on a, en intégrant par parties :

I(x) =

∫ x

0

sin(t)

t
dt=

[1− cos(t)

t

]x
0
−
∫ x

0

1− cos t

t2
dt=

1− cosx

x
−2

∫ x

0

sin2(t/2)

t2
dt

car 1− cos t
t̃→0

t2

2
· Le changement de variable linéaire t �→ t

2
donne alors :

I(x)=
1− cos(x)

x
−
∫ x/2

0

( sin(u)
u

)2

du −−−−→
x→+∞

∫ +∞

0

( sin(u)
u

)2

du car |1−cos |�2.

• En résumé

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt existe et est égale à

∫ +∞

0

( sin(u)
u

)2

du.

6. Théorème
Si f et g sont continues par morceaux positives sur I avec f � g alors :

1. Si g est intégrable sur I alors f est intégrable sur I et

∫

I

f �
∫

I

g.

2. Si f est non intégrable sur I alors g est non intégrable sur I.

Démonstration

Par contraposition il suffit de montrer la première propriété. Si x∈[a, b[ on a, par

croissance de h �→
∫ x

a

h,

∫ x

a

f �
∫ x

a

g �
∫ b

a

g ∈R+ d’où l’intégrabilité de f et

l’inégalité.��
7. Corollaire

Si f et g sont continues par morceaux positives sur I = [a, b[ avec f =
b
O(g)

et g intégrable sur I alors f ∈L1
(
I,R

)
.

Démonstration

Sur un intervalle [c, b[ on a 0 � f � λg où λ∈ ]0,+∞[et c∈[a, b[, donc, par
majoration, f est intégrable sur [c, d[ et, comme elle est continue par morceaux
sur [a, c], elle est aussi intégrable sur ce segment donc intégrable sur I = [a, c]∪[c, b[
d’après A.2.2.��
8. Corollaire

Si f et g sont continues par morceaux positives sur I = [a, b[ avec f
b̃
g, alors

f est intégrable sur I si, et seulement si, g l’est.

Démonstration

Le corollaire précédent s’applique car f =
b
O(g) et g =

b
O(f).��

Remarques : supposons I = [a,+∞[ et f continue par morceaux positive sur I.

1. Si f admet � pour limite en +∞ et f intégrable sur I alors � = 0. En effet la
fonction constante égale à � est positive et O(f) , donc intégrable sur I ce qui n’est
possible que si � = 0.

2. lim
+∞

f = 0 ne suffit pas à assurer l’intégrabilité de f comme le prouve l’exemple

de t �→ 1

t
·
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9. Exemples fondamentaux

9.1. Intégrales de Bertrand

• Étudions l’intégrabilité de fα,β : t �→ 1

tα
∣∣ ln(t)∣∣β

sur I = [2,+∞[ :

Elle est continue positive sur I et on va distinguer trois cas :

si α < 1 alors
1

t
=
+∞

o(fα,β) et t �→
1

t
/∈ L1

(
I,R+

)
, donc fα,β /∈ L1

(
I,R+

)
.

si α = 1 on a déjà vu fα,β ∈L1
(
I,R+

)
⇐⇒ β > 1.

si α > 1, avec γ dans ]1, α[ on a fα,β =
+∞

o
( 1

tγ

)
d’où fα,β ∈L1

(
I,R+

)
car

t �→ 1

tγ
∈L1

(
I,R+

)
.

En résumé fα,β ∈L1
(
I,R+

)
⇐⇒ (α > 1) ou (α = 1 et β > 1).

• Étudions son intégrabilité sur J =
]
0,

1

2

]
:

Si x � 2 le changement de variable t �→ 1

t
donne

∫ x

2

fα,β =

∫ 1/2

1/x

f2−α,β et donc

fα,β ∈L1
(
J,R+

)
⇐⇒ (α < 1) ou (α = 1 et β > 1).

9.2 Fonction Gamma

Si x∈R et fx : t �→ tx−1e−t alors fx est intégrable sur ]0,+∞[ si, et seulement si,
x > 0, en effet fx est continue positive sur ]0,+∞[ et on a les comparaisons :

• fx(t) t̃→0

1

t1−x
donc fx est intégrable sur ]0, 1] si, et seulement si, x > 0 ;

• fx(t) =
+∞

o
( 1

t2

)
et donc, pour tout x∈R, fx est intégrable sur [1,+∞[.

On conclut en rappelant que fx est intégrable sur ]0,+∞[ si, et seulement si, elle
l’est sur ]0, 1] et [1,+∞[.

Définition

On note Γ l’application définie sur ]0,+∞[ par Γ(x) =

∫

]0,+∞[

tx−1e−t dt.

Remarques

1. Γ(1) =

∫

]0,+∞[

e−t dt = lim
x→+∞

∫ x

0

e−t dt = 1.

2. Si x > 0 et n∈N� on a, par parties :

∫ n

1/n

fx+1 =
[
txe−t

]1/n
n

+ x

∫ n

1/n

fx d’où,

quand n → ∞, Γ(x+ 1) = xΓ(x). Par récurrence, si n∈N, Γ(n+ 1) = n!

3. Si t > 0, x �→ tx−1 est convexe sur ]0,+∞[. Si x, y dans ]0,+∞[ et λ∈[0, 1]
on a, pour tout t > 0, tλ(x−1)+(1−λ)(y−1)e−t � λtx−1e−t + (1 − λ)ty−1e−t et, par
croissance de l’intégrale, Γ

(
λx + (1 − λ)y

)
� λΓ(x) + (1 − λ)Γ(y), Γ est donc

convexe sur ]0,+∞[.
Nos lecteurs un peu cultivés déduisent de la convexité de Γ sa continuité.

10. Théorème : fonction d’intégrale nulle

Soit f continue positive et intégrable sur I,

∫

I

f = 0 ⇐⇒ f = 0.



244 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

• Montrons la convergence de l’intégrale

∫ +∞

0

f :

g : t �→
( sin(t)

t

)2

est continue sur ]0,+∞[, prolongeable par continuité en 0 et

|g(t)| � 1

t2
, comme t �→ 1

t2
∈L1

(
[1,+∞[,R

)
, g est intégrable sur R+.

Si x∈R+ on a, en intégrant par parties :

I(x) =

∫ x

0

sin(t)

t
dt=

[1− cos(t)

t

]x
0
−
∫ x

0

1− cos t

t2
dt=

1− cosx

x
−2

∫ x

0

sin2(t/2)

t2
dt

car 1− cos t
t̃→0

t2

2
· Le changement de variable linéaire t �→ t

2
donne alors :

I(x)=
1− cos(x)

x
−
∫ x/2

0

( sin(u)
u

)2

du −−−−→
x→+∞

∫ +∞

0

( sin(u)
u

)2

du car |1−cos |�2.

• En résumé

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt existe et est égale à

∫ +∞

0

( sin(u)
u

)2

du.

6. Théorème
Si f et g sont continues par morceaux positives sur I avec f � g alors :

1. Si g est intégrable sur I alors f est intégrable sur I et

∫

I

f �
∫

I

g.

2. Si f est non intégrable sur I alors g est non intégrable sur I.

Démonstration

Par contraposition il suffit de montrer la première propriété. Si x∈[a, b[ on a, par

croissance de h �→
∫ x

a

h,

∫ x

a

f �
∫ x

a

g �
∫ b

a

g ∈R+ d’où l’intégrabilité de f et

l’inégalité.��
7. Corollaire

Si f et g sont continues par morceaux positives sur I = [a, b[ avec f =
b
O(g)

et g intégrable sur I alors f ∈L1
(
I,R

)
.

Démonstration

Sur un intervalle [c, b[ on a 0 � f � λg où λ∈ ]0,+∞[et c∈[a, b[, donc, par
majoration, f est intégrable sur [c, d[ et, comme elle est continue par morceaux
sur [a, c], elle est aussi intégrable sur ce segment donc intégrable sur I = [a, c]∪[c, b[
d’après A.2.2.��
8. Corollaire

Si f et g sont continues par morceaux positives sur I = [a, b[ avec f
b̃
g, alors

f est intégrable sur I si, et seulement si, g l’est.

Démonstration

Le corollaire précédent s’applique car f =
b
O(g) et g =

b
O(f).��

Remarques : supposons I = [a,+∞[ et f continue par morceaux positive sur I.

1. Si f admet � pour limite en +∞ et f intégrable sur I alors � = 0. En effet la
fonction constante égale à � est positive et O(f) , donc intégrable sur I ce qui n’est
possible que si � = 0.

2. lim
+∞

f = 0 ne suffit pas à assurer l’intégrabilité de f comme le prouve l’exemple

de t �→ 1

t
·

Intégrales généralisées 245

9. Exemples fondamentaux

9.1. Intégrales de Bertrand

• Étudions l’intégrabilité de fα,β : t �→ 1

tα
∣∣ ln(t)∣∣β

sur I = [2,+∞[ :

Elle est continue positive sur I et on va distinguer trois cas :

si α < 1 alors
1

t
=
+∞

o(fα,β) et t �→
1

t
/∈ L1

(
I,R+

)
, donc fα,β /∈ L1

(
I,R+

)
.

si α = 1 on a déjà vu fα,β ∈L1
(
I,R+

)
⇐⇒ β > 1.

si α > 1, avec γ dans ]1, α[ on a fα,β =
+∞

o
( 1

tγ

)
d’où fα,β ∈L1

(
I,R+

)
car

t �→ 1

tγ
∈L1

(
I,R+

)
.

En résumé fα,β ∈L1
(
I,R+

)
⇐⇒ (α > 1) ou (α = 1 et β > 1).

• Étudions son intégrabilité sur J =
]
0,

1

2

]
:

Si x � 2 le changement de variable t �→ 1

t
donne

∫ x

2

fα,β =

∫ 1/2

1/x

f2−α,β et donc

fα,β ∈L1
(
J,R+

)
⇐⇒ (α < 1) ou (α = 1 et β > 1).

9.2 Fonction Gamma

Si x∈R et fx : t �→ tx−1e−t alors fx est intégrable sur ]0,+∞[ si, et seulement si,
x > 0, en effet fx est continue positive sur ]0,+∞[ et on a les comparaisons :

• fx(t) t̃→0

1

t1−x
donc fx est intégrable sur ]0, 1] si, et seulement si, x > 0 ;

• fx(t) =
+∞

o
( 1

t2

)
et donc, pour tout x∈R, fx est intégrable sur [1,+∞[.

On conclut en rappelant que fx est intégrable sur ]0,+∞[ si, et seulement si, elle
l’est sur ]0, 1] et [1,+∞[.

Définition

On note Γ l’application définie sur ]0,+∞[ par Γ(x) =

∫

]0,+∞[

tx−1e−t dt.

Remarques

1. Γ(1) =

∫

]0,+∞[

e−t dt = lim
x→+∞

∫ x

0

e−t dt = 1.

2. Si x > 0 et n∈N� on a, par parties :

∫ n

1/n

fx+1 =
[
txe−t

]1/n
n

+ x

∫ n

1/n

fx d’où,

quand n → ∞, Γ(x+ 1) = xΓ(x). Par récurrence, si n∈N, Γ(n+ 1) = n!

3. Si t > 0, x �→ tx−1 est convexe sur ]0,+∞[. Si x, y dans ]0,+∞[ et λ∈[0, 1]
on a, pour tout t > 0, tλ(x−1)+(1−λ)(y−1)e−t � λtx−1e−t + (1 − λ)ty−1e−t et, par
croissance de l’intégrale, Γ

(
λx + (1 − λ)y

)
� λΓ(x) + (1 − λ)Γ(y), Γ est donc

convexe sur ]0,+∞[.
Nos lecteurs un peu cultivés déduisent de la convexité de Γ sa continuité.

10. Théorème : fonction d’intégrale nulle

Soit f continue positive et intégrable sur I,

∫

I

f = 0 ⇐⇒ f = 0.



246 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

Démonstration

Si x∈ I = [a, b[, 0 �
∫ x

a

f �
∫ b

a

f = 0 d’où

∫ x

a

f = 0. Comme f est continue

positive sur le segment [a, x], elle est nulle sur [a, x] et, en particulier, f(x) = 0.��
11. Théorème d’intégration par parties

Soient f et g deux fonctions de classe C1 sur [a, b[. Si deux des trois termes∫ b

a

f ′g,

∫ b

a

fg′, lim
x→b−

[fg]xa existent,

∫ b

a

fg′ = lim
x→b−

[fg]xa −
∫ b

a

f ′g.

Démonstration

Elle se déduit du théorème vu en MPSI sur le segment [a, x] et de théorèmes
classiques sur les limites.��
12. Théorème de changement de variable

Si ϕ est une bijection strictement monotone de classe C1 entre les intervalles
I d’extrémités a et b et J d’extrémités c et d, alors
f ∈L1

(
J,K

)
⇐⇒ (f◦ϕ)ϕ′ ∈L1

(
I,K

)
.

Si c’est le cas on a

∫

J

f =

∫

I

(f◦ϕ)|ϕ′|.

Démonstration

On se limite au cas où I = [a, b[ et ϕ croissante. Pour tout x∈[a, b[ on

a

∫ x

a

|f◦ϕ| |ϕ′| =

∫ ϕ(x)

c

|f | et lim
b

ϕ = d, par suite, si f ∈L1
(
J,K

)
, alors

(f◦ϕ)ϕ′ ∈L1
(
I,K

)
. La réciproque découle du sens direct et du fait que ϕ est

une bijection strictement monotone de classe C1 entre les intervalles. Enfin, si c’est

le cas,

∫ b

a

(f◦ϕ)ϕ′ =

∫ d

c

f par la même méthode.��

II. Intégration de relations de comparaison

A. Théorème

(i) Soient f et g continues par morceaux sur [a, b[, f à valeurs dans R+ et
g à valeurs complexes avec g =

b
O(f).

a. Si f ∈L1
(
[a, b[,R+

)
alors

∫ b

x

g =
x→b

O

(∫ b

x

f

)
.

b. Dans le cas contraire,

∫ x

a

g =
x→b

O

(∫ x

a

f

)
.

(ii) On a les mêmes propriétés en remplaçant 〈〈O 〉〉 par 〈〈o 〉〉 ou 〈〈∼ 〉〉 .

Démonstration

(i) a. Soient M > 0 et c∈[a, b[ tels que, sur [c, b[, |g| � Mf .

Si x∈[c, b[ on a

∣∣∣∣
∫ b

x

g

∣∣∣∣ �
∫ b

x

|g| �
∫ b

x

Mf = M

∫ b

x

f d’où le résultat.
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b. On utilise les mêmes notations mais, comme

∫ x

a

f −−−→
x→b

+∞, tout revient à

montrer que

∫ x

c

g =
x→b

O

(∫ x

c

f

)
. Si x � c,

∣∣∣∣
∫ x

c

g

∣∣∣∣ �
∫ x

c

|g| � M

∫ x

c

f permet

de conclure.

(ii) Si g(x) =
x→b

o(f(x)), il suffit de remplacer dans (i) M par ε > 0 arbitraire.

Dans le cas où g(x)
x̃→b

f(x), il suffit d’appliquer le cas précédent puisque :
(g − f)(x) =

x→b
o(f(x)).��

B. Applications

a. Montrer que

∫ 1

x

dt

ln(1 + t) ˜x→0+
− ln(x).

b. (i) Montrer que : ∀α ∈ R, a > 1,

∫ x

a

(
ln(t)

)α
dt ˜x→+∞x lnα(x).

(ii) Montrer que

∫ x

a

dt

ln(t)
=

x→+∞

x

ln(x)
+

1!x

ln2(x)
+ · · ·+ (k − 1)!x

lnk(x)
+ o

( x

lnk(x)

)
·

c. Soient a∈C tel que �e(a)>0 et f ∈C
(
R+,C

)
de limite nulle en +∞. Montrer

que toute solution de l’équation différentielle y′+ay=f a une limite nulle en +∞.

Solution

a.
1

ln(1 + t) ˜t→0+
1

t
> 0 et t �→ 1

t
non intégrable sur ]0, 1] donnent le résultat.

b. Idée générale : Intégrer par parties
∫
ϕ =

[ ]
−
∫
ψ ; puis montrer que

∫
ϕ ∼

[ ]
en comparant

∫
ϕ et

∫
ψ à l’aide du théorème.

(i)

∫ x

a

lnα(t)dt = x lnα(x)− a lnα(a)− α

∫ x

a

(ln(t))α−1dt.

(ln(t))α−1 =
t→+∞

o
(
(ln(t))α

)
et la fonction t �→ (ln(t))α n’est pas intégrable sur

[a,+∞[, a > 1 car t(ln(t))α −−−−→
t→+∞

+∞.

Donc :

∫ x

a

(ln(t))α−1dt =
x→+∞

o
(∫ x

a

(ln(t))αdt
)
. Or :

a lnα(a) =
x→+∞

o
(∫ x

a

(ln(t))αdt
)
, d’où le résultat.

(ii) ∀p ∈ N∗,

∫ x

a

dt

lnp(t)
=

[ t

lnp(t)

]x
a
+ p

∫ x

a

dt

(ln(t))p+1
·

Donc :

∫ x

a

dt

ln(t)
=

x

ln(x)
+

1!x

ln2(x)
+ · · ·+ (k − 1)!x

lnk(x)
+Ak + k!

∫ x

a

dt

(ln(t))k+1
·

Ak est une constante réelle, donc : Ak =
x→+∞

o
( x

lnk+1(x)

)
·

∫ x

a

dt

(ln(t))k+1 ˜x→+∞
x

lnk+1(x)
=

x→+∞
o
( x

lnk(x)

)
· D’où le résultat.

c. Soit ϕ solution et ψ : x �→ ϕ(x)eax, alors, sur R+, ψ′(x) =
[
ϕ′(x) + aϕ(x)

]
eax

soit ψ′(x) = f(x)eax =
x→+∞

o(ex�e(a)).

x �→ ex�e(a) est continue positive non intégrable sur R+, le b) du théorème, montre

que ψ(x) =
x→+∞

o
(ex�e(a)

a

)
d’où ϕ(x) =

x→+∞
o(1) ou encore ϕ(x) −−−−→

x→+∞
0.
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Démonstration

Si x∈ I = [a, b[, 0 �
∫ x

a

f �
∫ b

a

f = 0 d’où

∫ x

a

f = 0. Comme f est continue

positive sur le segment [a, x], elle est nulle sur [a, x] et, en particulier, f(x) = 0.��
11. Théorème d’intégration par parties

Soient f et g deux fonctions de classe C1 sur [a, b[. Si deux des trois termes∫ b

a

f ′g,

∫ b

a

fg′, lim
x→b−

[fg]xa existent,

∫ b

a

fg′ = lim
x→b−

[fg]xa −
∫ b

a

f ′g.

Démonstration

Elle se déduit du théorème vu en MPSI sur le segment [a, x] et de théorèmes
classiques sur les limites.��
12. Théorème de changement de variable

Si ϕ est une bijection strictement monotone de classe C1 entre les intervalles
I d’extrémités a et b et J d’extrémités c et d, alors
f ∈L1

(
J,K

)
⇐⇒ (f◦ϕ)ϕ′ ∈L1

(
I,K

)
.

Si c’est le cas on a

∫

J

f =

∫

I

(f◦ϕ)|ϕ′|.

Démonstration

On se limite au cas où I = [a, b[ et ϕ croissante. Pour tout x∈[a, b[ on

a

∫ x

a

|f◦ϕ| |ϕ′| =

∫ ϕ(x)

c

|f | et lim
b

ϕ = d, par suite, si f ∈L1
(
J,K

)
, alors

(f◦ϕ)ϕ′ ∈L1
(
I,K

)
. La réciproque découle du sens direct et du fait que ϕ est

une bijection strictement monotone de classe C1 entre les intervalles. Enfin, si c’est

le cas,

∫ b

a

(f◦ϕ)ϕ′ =

∫ d

c

f par la même méthode.��

II. Intégration de relations de comparaison

A. Théorème

(i) Soient f et g continues par morceaux sur [a, b[, f à valeurs dans R+ et
g à valeurs complexes avec g =

b
O(f).

a. Si f ∈L1
(
[a, b[,R+

)
alors

∫ b

x

g =
x→b

O

(∫ b

x

f

)
.

b. Dans le cas contraire,

∫ x

a

g =
x→b

O

(∫ x

a

f

)
.

(ii) On a les mêmes propriétés en remplaçant 〈〈O 〉〉 par 〈〈o 〉〉 ou 〈〈∼ 〉〉 .

Démonstration

(i) a. Soient M > 0 et c∈[a, b[ tels que, sur [c, b[, |g| � Mf .

Si x∈[c, b[ on a

∣∣∣∣
∫ b

x

g

∣∣∣∣ �
∫ b

x

|g| �
∫ b

x

Mf = M

∫ b

x

f d’où le résultat.
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b. On utilise les mêmes notations mais, comme

∫ x

a

f −−−→
x→b

+∞, tout revient à

montrer que

∫ x

c

g =
x→b

O

(∫ x

c

f

)
. Si x � c,

∣∣∣∣
∫ x

c

g

∣∣∣∣ �
∫ x

c

|g| � M

∫ x

c

f permet

de conclure.

(ii) Si g(x) =
x→b

o(f(x)), il suffit de remplacer dans (i) M par ε > 0 arbitraire.

Dans le cas où g(x)
x̃→b

f(x), il suffit d’appliquer le cas précédent puisque :
(g − f)(x) =

x→b
o(f(x)).��

B. Applications

a. Montrer que

∫ 1

x

dt

ln(1 + t) x̃→0+
− ln(x).

b. (i) Montrer que : ∀α ∈ R, a > 1,

∫ x

a

(
ln(t)

)α
dt ˜x→+∞x lnα(x).

(ii) Montrer que

∫ x

a

dt

ln(t)
=

x→+∞

x

ln(x)
+

1!x

ln2(x)
+ · · ·+ (k − 1)!x

lnk(x)
+ o

( x

lnk(x)

)
·

c. Soient a∈C tel que �e(a)>0 et f ∈C
(
R+,C

)
de limite nulle en +∞. Montrer

que toute solution de l’équation différentielle y′+ay=f a une limite nulle en +∞.

Solution

a.
1

ln(1 + t) ˜t→0+
1

t
> 0 et t �→ 1

t
non intégrable sur ]0, 1] donnent le résultat.

b. Idée générale : Intégrer par parties
∫
ϕ =

[ ]
−
∫
ψ ; puis montrer que

∫
ϕ ∼

[ ]
en comparant

∫
ϕ et

∫
ψ à l’aide du théorème.

(i)

∫ x

a

lnα(t)dt = x lnα(x)− a lnα(a)− α

∫ x

a

(ln(t))α−1dt.

(ln(t))α−1 =
t→+∞

o
(
(ln(t))α

)
et la fonction t �→ (ln(t))α n’est pas intégrable sur

[a,+∞[, a > 1 car t(ln(t))α −−−−→
t→+∞

+∞.

Donc :

∫ x

a

(ln(t))α−1dt =
x→+∞

o
(∫ x

a

(ln(t))αdt
)
. Or :

a lnα(a) =
x→+∞

o
(∫ x

a

(ln(t))αdt
)
, d’où le résultat.

(ii) ∀p ∈ N∗,

∫ x

a

dt

lnp(t)
=

[ t

lnp(t)

]x
a
+ p

∫ x

a

dt

(ln(t))p+1
·

Donc :

∫ x

a

dt

ln(t)
=

x

ln(x)
+

1!x

ln2(x)
+ · · ·+ (k − 1)!x

lnk(x)
+Ak + k!

∫ x

a

dt

(ln(t))k+1
·

Ak est une constante réelle, donc : Ak =
x→+∞

o
( x

lnk+1(x)

)
·

∫ x

a

dt

(ln(t))k+1 ˜x→+∞
x

lnk+1(x)
=

x→+∞
o
( x

lnk(x)

)
· D’où le résultat.

c. Soit ϕ solution et ψ : x �→ ϕ(x)eax, alors, sur R+, ψ′(x) =
[
ϕ′(x) + aϕ(x)

]
eax

soit ψ′(x) = f(x)eax =
x→+∞

o(ex�e(a)).

x �→ ex�e(a) est continue positive non intégrable sur R+, le b) du théorème, montre

que ψ(x) =
x→+∞

o
(ex�e(a)

a

)
d’où ϕ(x) =

x→+∞
o(1) ou encore ϕ(x) −−−−→

x→+∞
0.
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III. Intégrales et séries

A. Comparaison à une série numérique

1. Théorème
Si f est continue par morceaux positive et décroissante sur R+, alors la série

de terme général wn =

(∫ n

n−1

f

)
−f(n) est une série à termes positifs con-

vergente. f ∈L1
(
R+,R+

)
⇐⇒

∑
f(n) converge, sinon

n∑
k=0

f(k)
ñ→∞

∫ n

0

f .

Démonstration

• f étant décroissante, pour tout n � 1, (�) f(n) �
∫ n

n−1

f � f(n − 1) d’où

0 � wn � f(n − 1) − f(n).
∑

wn est une série à termes positifs et sa somme

de rang n est majorée par
n∑

k=1

[
f(k − 1) − f(k)

]
donc par f(0), ce qui prouve la

convergence de
∑

wn.

• Comme f est positive, x �→
∫ x

0

f est croissante, elle est majorée si, et seulement

si,
∑∫ n

n−1

f converge ou encore, d’après (�), si, et seulement si,
∑

f(n) converge.

Par conséquent f ∈L1
(
R+,R+

)
⇐⇒

∑
f(n) converge.

• En cas de divergence, par monotonie,

∫ n

0

f −−−→
n→∞

+∞ alors que la suite de

terme général

(∫ n

0

f

)
−

n∑
k=1

f(k) converge car c’est la somme de rang n de
∑

wn.

On a donc

(∫ n

0

f

)
−

n∑
k=1

f(k) =
n→∞

o

(∫ n

0

f

)
ie.

n∑
k=0

f(k)
ñ→∞

∫ n

0

f .��

Remarque : sous les mêmes hypothèses, la série à termes négatifs de terme général(∫ n+1

n

f

)
− f(n) converge.

Exemple

• Si α∈ ]0, 1] et f : t �→ 1

t(ln(t))α
les hypothèses du théorème sont satisfaites sur

[2,+∞[ et f /∈ L1
(
[2,+∞[,R+

)
d’où les équivalents :

n∑
k=2

1

n ln(n) ñ→∞ ln
(
ln(n)

)
et

n∑
k=2

1

n(ln(n))α ñ→∞
(ln(n))1−α

1− α
si α �= 1.

• Si α > 1 alors f ∈L1
(
[2,+∞[,R+

)
et, avec les notations du théorème, comme

0 � wn � f(n−1)−f(n) on obtient en sommant : 0 �
∫ +∞

n

f−
∞∑

k=n+1

f(k) � f(n),

comme f(n) =
n→∞

o

(∫ +∞

n

f

)
il vient

∞∑
k=n+1

f(k)
ñ→∞

∫ +∞

n

f soit
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∞∑
k=n+1

1

n(ln(n))α ñ→∞
1

α− 1

1

(ln(n))α−1
·

2. Théorème
Si f est continue par morceaux positive et croissante sur R+, alors la série

de terme général w′
n =

(∫ n+1

n

f

)
− f(n) est une série à termes positifs

convergente si f est majorée.

Si f(n) =
n→∞

o

(∫ n

0

f

)
, alors

n∑
k=0

f(k)
ñ→∞

∫ n

0

f .

Démonstration

Pour tout n∈N, 0 � w′
n � f(n+ 1)− f(n). Donc :

n∑
k=0

w′
n � f(n+ 1)− f(0).

∑
w′

n converge si f est majorée. On a aussi f(0) �
n∑

k=0

f(k) −
∫ n

0

f � f(n) et

donc, si f(n) =
n→∞

o

(∫ n

0

f

)
, il vient

n∑
k=0

f(k)
ñ→∞

∫ n

0

f .��

Exemple

Pour α � 0, β � 1 et f : t �→ tα(ln t)β sur [1,+∞[ on a en intégrant par parties :∫ n

1

f =
nα+1

α+ 1
(ln(n))β − β

α+ 1

∫ n

1

tα(ln(t))β−1 dt
ñ→∞

nα+1

α+ 1
(ln(n))β .

En effet 0 �
∫ n

1

tα(ln t)β−1 dt � nα+1(ln(n))β−1 =
n→∞

o
(
nα+1(ln(n))β

)
.

Par suite f(n) =
n→∞

o

(∫ n

1

f

)
et donc

n∑
k=1

nα(ln(n))β
ñ→∞

nα+1

α+ 1
(ln(n))β .

Pour α = 0 et β = 1 on obtient ainsi ln(n!)
ñ→∞n lnn, la formule de Stirling

permet aussi de le prouver.

B. Application à l’étude de séries

Nous avons déjà vu une utilisation des intégrales pour l’étude des séries à termes

positifs cf. A. Si f ∈C1(R+,K), pour tout n∈N posons wn =

(∫ n

n−1

f

)
− f(n).

Une intégration par parties donne : wn = −
∫ n

n−1

(t− n+ 1)f ′(t) dt.

∀t ∈ [n− 1, n], 0 � (t−n+1) � 1 et donc, par domination, on a : |wn| �
∫ n

n−1

|f ′|

Si f ′ ∈L1
(
R+,K

)
alors

∑
wn est absolument convergente.

Exercice : Nature de la série
∑ sin

(
ln(n)

)
n

·

Application des résultats précédents à f : t �→
sin

(
ln(t)

)
t

sur I = [1,+∞[.

f ∈C1(I,R). Pour t∈ I, |f ′(t)| =
∣∣∣cos(ln(t))− sin(ln(t))

t2

∣∣∣ � 2

t2
·Donc f ′ ∈L1

(
I,R

)
.



248 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

III. Intégrales et séries

A. Comparaison à une série numérique

1. Théorème
Si f est continue par morceaux positive et décroissante sur R+, alors la série

de terme général wn =

(∫ n

n−1

f

)
−f(n) est une série à termes positifs con-

vergente. f ∈L1
(
R+,R+

)
⇐⇒

∑
f(n) converge, sinon

n∑
k=0

f(k)
ñ→∞

∫ n

0

f .

Démonstration

• f étant décroissante, pour tout n � 1, (�) f(n) �
∫ n

n−1

f � f(n − 1) d’où

0 � wn � f(n − 1) − f(n).
∑

wn est une série à termes positifs et sa somme

de rang n est majorée par
n∑

k=1

[
f(k − 1) − f(k)

]
donc par f(0), ce qui prouve la

convergence de
∑

wn.

• Comme f est positive, x �→
∫ x

0

f est croissante, elle est majorée si, et seulement

si,
∑∫ n

n−1

f converge ou encore, d’après (�), si, et seulement si,
∑

f(n) converge.

Par conséquent f ∈L1
(
R+,R+

)
⇐⇒

∑
f(n) converge.

• En cas de divergence, par monotonie,

∫ n

0

f −−−→
n→∞

+∞ alors que la suite de

terme général

(∫ n

0

f

)
−

n∑
k=1

f(k) converge car c’est la somme de rang n de
∑

wn.

On a donc

(∫ n

0

f

)
−

n∑
k=1

f(k) =
n→∞

o

(∫ n

0

f

)
ie.

n∑
k=0

f(k)
ñ→∞

∫ n

0

f .��

Remarque : sous les mêmes hypothèses, la série à termes négatifs de terme général(∫ n+1

n

f

)
− f(n) converge.

Exemple

• Si α∈ ]0, 1] et f : t �→ 1

t(ln(t))α
les hypothèses du théorème sont satisfaites sur

[2,+∞[ et f /∈ L1
(
[2,+∞[,R+

)
d’où les équivalents :

n∑
k=2

1

n ln(n) ñ→∞ ln
(
ln(n)

)
et

n∑
k=2

1

n(ln(n))α ñ→∞
(ln(n))1−α

1− α
si α �= 1.

• Si α > 1 alors f ∈L1
(
[2,+∞[,R+

)
et, avec les notations du théorème, comme

0 � wn � f(n−1)−f(n) on obtient en sommant : 0 �
∫ +∞

n

f−
∞∑

k=n+1

f(k) � f(n),

comme f(n) =
n→∞

o

(∫ +∞

n

f

)
il vient

∞∑
k=n+1

f(k)
ñ→∞

∫ +∞

n

f soit
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∞∑
k=n+1

1

n(ln(n))α ñ→∞
1

α− 1

1

(ln(n))α−1
·

2. Théorème
Si f est continue par morceaux positive et croissante sur R+, alors la série

de terme général w′
n =

(∫ n+1

n

f

)
− f(n) est une série à termes positifs

convergente si f est majorée.

Si f(n) =
n→∞

o

(∫ n

0

f

)
, alors

n∑
k=0

f(k)
ñ→∞

∫ n

0

f .

Démonstration

Pour tout n∈N, 0 � w′
n � f(n+ 1)− f(n). Donc :

n∑
k=0

w′
n � f(n+ 1)− f(0).

∑
w′

n converge si f est majorée. On a aussi f(0) �
n∑

k=0

f(k) −
∫ n

0

f � f(n) et

donc, si f(n) =
n→∞

o

(∫ n

0

f

)
, il vient

n∑
k=0

f(k)
ñ→∞

∫ n

0

f .��

Exemple

Pour α � 0, β � 1 et f : t �→ tα(ln t)β sur [1,+∞[ on a en intégrant par parties :∫ n

1

f =
nα+1

α+ 1
(ln(n))β − β

α+ 1

∫ n

1

tα(ln(t))β−1 dt
ñ→∞

nα+1

α+ 1
(ln(n))β .

En effet 0 �
∫ n

1

tα(ln t)β−1 dt � nα+1(ln(n))β−1 =
n→∞

o
(
nα+1(ln(n))β

)
.

Par suite f(n) =
n→∞

o

(∫ n

1

f

)
et donc

n∑
k=1

nα(ln(n))β
ñ→∞

nα+1

α+ 1
(ln(n))β .

Pour α = 0 et β = 1 on obtient ainsi ln(n!)
ñ→∞n lnn, la formule de Stirling

permet aussi de le prouver.

B. Application à l’étude de séries

Nous avons déjà vu une utilisation des intégrales pour l’étude des séries à termes

positifs cf. A. Si f ∈C1(R+,K), pour tout n∈N posons wn =

(∫ n

n−1

f

)
− f(n).

Une intégration par parties donne : wn = −
∫ n

n−1

(t− n+ 1)f ′(t) dt.

∀t ∈ [n− 1, n], 0 � (t−n+1) � 1 et donc, par domination, on a : |wn| �
∫ n

n−1

|f ′|

Si f ′ ∈L1
(
R+,K

)
alors

∑
wn est absolument convergente.

Exercice : Nature de la série
∑ sin

(
ln(n)

)
n

·

Application des résultats précédents à f : t �→
sin

(
ln(t)

)
t

sur I = [1,+∞[.

f ∈C1(I,R). Pour t∈ I, |f ′(t)| =
∣∣∣cos(ln(t))− sin(ln(t))

t2

∣∣∣ � 2

t2
·Donc f ′ ∈L1

(
I,R

)
.
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Si N ∈N, N � 2,

N∑
n=2

wn =

∫ N

1

sin(ln(t))

t
dt −

N∑
n=2

sin(ln(n))

n
=

n→∞
K + o(1) par

absolue convergence de
∑

wn. Donc

N∑
n=2

sin(ln(n))

n
=

n→∞
− cos(lnN) + C + o(1)

sans limite lorsque N → ∞, ce qui prouve la divergence de
∑ sin(ln(n))

n
·

C. Passage à la limite sous l’intégrale

1. Théorème de convergence dominée (admis)

Si (fn)n est une suite de fonctions de CM(I,K), convergeant simplement
sur I vers f ∈ CM(I,K). S’il existe ϕ∈L1

(
I,R

)
et positive telle que pour

tout n∈N, |fn| � ϕ, alors f ∈ L1(I,K) et

∫

I

f = lim
n

∫

I

fn.

Remarques

• La condition de domination est essentielle, même s’il y a convergence uniforme

sur tout l’intervalle I. La suite (gn)n∈N∗ avec gn =
(−1)n

2n
χ
[−n,n] donne l’exemple

d’une suite convergeant uniformément vers la fonction nulle sur R, telle que la

suite des intégrales sur R diverge, puisque

∫

R
gn = (−1)n.

• Le théorème est encore vrai si (fx)x∈R est une famille de fonctions.

Exemples

1. Montrer que : In =

∫ π/2

0

sinn(t)dt −−−→
n→∞

0.

Une application du théorème de convergence dominée à la suite de fonctions (fn)

définies par fn(t) = sinn(t) pour t ∈ I =
[
0,

π

2

]
permet de conclure car |fn(t)| � 1,

la fonction I → R : t �→ 1 est continue sur I, et la suite de fonctions (fn) converge
simplement vers I{π/2} sur I.

2. Si I = R et ∀n∈N�, fn : x �→
(
1 +

x2

n

)−n

, lim
n

∫

R
fn =

∫

R
e−x2

dx.

En effet (fn)n converge simplement sur R vers x �→ exp(−x2) avec la majoration,

pour tout (n, x), |fn(x)| �
1

1 + x2
= ϕ(x).

En effet, d’après le binôme de Newton,
(
1 +

x2

n

)n

= 1 + x2 +A où A � 0.

ϕ∈L1
(
R,R

)
et le théorème de convergence dominée s’applique.

Le changement de variable linéaire x �→ x√
n

montre que

∫

R
fn =

√
n

∫

R

du

(1 + u2)n

et, à l’aide du changement de variable u �→ arctan(u) qui établit une bijection

de classe C1 entre R+ et
[
0,

π

2

[
, on obtient

∫

R
fn = 2

√
nI2n−2 (Wallis). Comme

In ñ→∞

√
π

2n
on a lim

n

∫

R
fn =

∫

R
e−x2

dx =
√
π.

On notera que le changement de variable x �→
√
x et la parité de x �→ e−x2

montrent également que

∫

R
e−x2

dx = Γ
(1
2

)
·
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2. Théorème de sommation L1 (admis)

Soit
∑

fn une série de fonctions de L1(I,K) convergeant simplement sur I,

de somme f ∈CM(I,K) telle que
∑∫

I

|fn| converge. Alors f ∈L1(I,K),

la série
∑∫

I

fn converge et

∫

I

f =

∞∑
n=0

∫

I

fn.

Exemple (théorème de Hardy)

a) f : t �→
∞∑

n=0

cnt
n

n!
où

∑
cn une série à termes complexes absolument convergente.

Montrer que f ∈ C(R,C).

b) Montrer que : t �→ f(t)e−t est élément de L1(R+,C) et
∫ +∞

0

e−tf(t)dt =

∞∑
n=0

cn.

Solution

Puisque
∑

cn converge, il existe M ∈ R+ tel que, pour tout n ∈ N, |cn| � M .

Soit a > 0. Pour tout t ∈ [−a,+a],
∣∣∣cnt

n

n!

∣∣∣ �
Man

n!
= λn qui est indépendant

de t et terme général de la série convergente de somme Mea. Donc la série de

fonctions continues t �→ cnt
n

n!
converge normalement, a fortiori uniformément, sur

tout segment de R. Donc f ∈ C(R,C).

Il suffit d’appliquer le théorème précédent à fn : t �→ cnt
n

n!
e−t. Les hypothèses

se vérifient immédiatement.
∑∫ +∞

0

|fn| converge car |fn(t)| � |cn|
tn

n!
e−t pour

t ∈ R+,

∫ +∞

0

tne−tdt = Γ(n+ 1) = n! et
∑

|cn| converge.

Remarque

Le théorème donne des conditions suffisantes pour l’interversion des deux signes
somme. Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner l’exemple suivant.

Montrer que si f ∈ L1(]0, 1[,C), alors
∫ 1

0

f(t)

1 + t
dt =

∞∑
n=0

∫ 1

0

(−1)ntnf(t)dt.

∀t ∈ ]0, 1[,

∞∑
n=0

(−t)nf(t) =
f(t)

1 + t
cf. séries géométriques.

Posons fn(t) = (−t)nf(t) pour t ∈ ]0, 1[ et n � 0. La série de fonctions intégrables
∑

fn converge simplement sur I = ]0, 1[ et a pour somme t �→ f(t)

1 + t
qui est

continue par morceaux sur I. On ne peut rien dire en général de la nature de la

série réelle
∑∫

I

|fn|. (prendre par exemple f(t) = 1.)

Les fonctions Sn définies par Sn(t) =

n∑
k=0

fk(t) =
1− (−t)n+1

1− (−t)
f(t) sont continues

par morceaux sur I et pour tout n ∈ N et t ∈ ]0, 1[, |Sn(t)| � |f(t)| car si t ∈ ]0, 1[,
0 � |1 − (−t)n+1| � 1 + tn+1 � 1 + t. De l’intégrabilité de f et du théorème de
convergence dominée appliqué à la suite (Sn), on déduit l’égalité annoncée.
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Si N ∈N, N � 2,

N∑
n=2

wn =

∫ N

1

sin(ln(t))

t
dt −

N∑
n=2

sin(ln(n))

n
=

n→∞
K + o(1) par

absolue convergence de
∑

wn. Donc

N∑
n=2

sin(ln(n))

n
=

n→∞
− cos(lnN) + C + o(1)

sans limite lorsque N → ∞, ce qui prouve la divergence de
∑ sin(ln(n))

n
·

C. Passage à la limite sous l’intégrale

1. Théorème de convergence dominée (admis)

Si (fn)n est une suite de fonctions de CM(I,K), convergeant simplement
sur I vers f ∈ CM(I,K). S’il existe ϕ∈L1

(
I,R

)
et positive telle que pour

tout n∈N, |fn| � ϕ, alors f ∈ L1(I,K) et

∫

I

f = lim
n

∫

I

fn.

Remarques

• La condition de domination est essentielle, même s’il y a convergence uniforme

sur tout l’intervalle I. La suite (gn)n∈N∗ avec gn =
(−1)n

2n
χ
[−n,n] donne l’exemple

d’une suite convergeant uniformément vers la fonction nulle sur R, telle que la

suite des intégrales sur R diverge, puisque

∫

R
gn = (−1)n.

• Le théorème est encore vrai si (fx)x∈R est une famille de fonctions.

Exemples

1. Montrer que : In =

∫ π/2

0

sinn(t)dt −−−→
n→∞

0.

Une application du théorème de convergence dominée à la suite de fonctions (fn)

définies par fn(t) = sinn(t) pour t ∈ I =
[
0,

π

2

]
permet de conclure car |fn(t)| � 1,

la fonction I → R : t �→ 1 est continue sur I, et la suite de fonctions (fn) converge
simplement vers I{π/2} sur I.

2. Si I = R et ∀n∈N�, fn : x �→
(
1 +

x2

n

)−n

, lim
n

∫

R
fn =

∫

R
e−x2

dx.

En effet (fn)n converge simplement sur R vers x �→ exp(−x2) avec la majoration,

pour tout (n, x), |fn(x)| �
1

1 + x2
= ϕ(x).

En effet, d’après le binôme de Newton,
(
1 +

x2

n

)n

= 1 + x2 +A où A � 0.

ϕ∈L1
(
R,R

)
et le théorème de convergence dominée s’applique.

Le changement de variable linéaire x �→ x√
n

montre que

∫

R
fn =

√
n

∫

R

du

(1 + u2)n

et, à l’aide du changement de variable u �→ arctan(u) qui établit une bijection

de classe C1 entre R+ et
[
0,

π

2

[
, on obtient

∫

R
fn = 2

√
nI2n−2 (Wallis). Comme

In ñ→∞

√
π

2n
on a lim

n

∫

R
fn =

∫

R
e−x2

dx =
√
π.

On notera que le changement de variable x �→
√
x et la parité de x �→ e−x2

montrent également que

∫

R
e−x2

dx = Γ
(1
2

)
·
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2. Théorème de sommation L1 (admis)

Soit
∑

fn une série de fonctions de L1(I,K) convergeant simplement sur I,

de somme f ∈CM(I,K) telle que
∑∫

I

|fn| converge. Alors f ∈L1(I,K),

la série
∑∫

I

fn converge et

∫

I

f =

∞∑
n=0

∫

I

fn.

Exemple (théorème de Hardy)

a) f : t �→
∞∑

n=0

cnt
n

n!
où

∑
cn une série à termes complexes absolument convergente.

Montrer que f ∈ C(R,C).

b) Montrer que : t �→ f(t)e−t est élément de L1(R+,C) et
∫ +∞

0

e−tf(t)dt =

∞∑
n=0

cn.

Solution

Puisque
∑

cn converge, il existe M ∈ R+ tel que, pour tout n ∈ N, |cn| � M .

Soit a > 0. Pour tout t ∈ [−a,+a],
∣∣∣cnt

n

n!

∣∣∣ �
Man

n!
= λn qui est indépendant

de t et terme général de la série convergente de somme Mea. Donc la série de

fonctions continues t �→ cnt
n

n!
converge normalement, a fortiori uniformément, sur

tout segment de R. Donc f ∈ C(R,C).

Il suffit d’appliquer le théorème précédent à fn : t �→ cnt
n

n!
e−t. Les hypothèses

se vérifient immédiatement.
∑∫ +∞

0

|fn| converge car |fn(t)| � |cn|
tn

n!
e−t pour

t ∈ R+,

∫ +∞

0

tne−tdt = Γ(n+ 1) = n! et
∑

|cn| converge.

Remarque

Le théorème donne des conditions suffisantes pour l’interversion des deux signes
somme. Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner l’exemple suivant.

Montrer que si f ∈ L1(]0, 1[,C), alors
∫ 1

0

f(t)

1 + t
dt =

∞∑
n=0

∫ 1

0

(−1)ntnf(t)dt.

∀t ∈ ]0, 1[,

∞∑
n=0

(−t)nf(t) =
f(t)

1 + t
cf. séries géométriques.

Posons fn(t) = (−t)nf(t) pour t ∈ ]0, 1[ et n � 0. La série de fonctions intégrables
∑

fn converge simplement sur I = ]0, 1[ et a pour somme t �→ f(t)

1 + t
qui est

continue par morceaux sur I. On ne peut rien dire en général de la nature de la

série réelle
∑∫

I

|fn|. (prendre par exemple f(t) = 1.)

Les fonctions Sn définies par Sn(t) =

n∑
k=0

fk(t) =
1− (−t)n+1

1− (−t)
f(t) sont continues

par morceaux sur I et pour tout n ∈ N et t ∈ ]0, 1[, |Sn(t)| � |f(t)| car si t ∈ ]0, 1[,
0 � |1 − (−t)n+1| � 1 + tn+1 � 1 + t. De l’intégrabilité de f et du théorème de
convergence dominée appliqué à la suite (Sn), on déduit l’égalité annoncée.
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D. Intégrales à paramètre

1. Continuité

1.1. Théorème
Soient I un intervalle de R, A une partie de Rm et f ∈F

(
A × I,K

)
. Si

x �→ f(x, t) est continue sur A, si pour tout x∈A, la fonction t �→ f(x, t)
est continue par morceaux sur I et s’il existe ϕ dans L1

(
I,R

)
telle que, pour

tout (x, t)∈A × I, |f(x, t)| � ϕ(t) (hypothèse de domination), alors la

fonction g : x �→
∫

J

f(x, t) dt est définie et continue sur A.

Démonstration

• La fonction g est définie sur A puisque pour tout x ∈ A, f(x, ·) : t �→ f(x, t) est
continue par morceaux sur I et intégrable sur I puisque |f(x, ·)| � ϕ.

• Montrons la continuité de g sur A. Soit a un point de A ; pour montrer
que g est continue en a, il suffit de prouver que pour toute suite (an)n∈N ∈AN

convergeant vers a, la suite
(
g(an)

)
converge vers g(a). Considérons donc une

suite (an)n∈N à valeurs dans A et convergeant vers a, et définissons une suite
(hn)n∈N d’applications de I dans K par hn : t �→ f(an, t). Pour tout n ∈ N, la
fonction hn est continue par morceaux sur I, et vérifie la propriété de domination
|hn| � ϕ. Comme de plus la suite (hn) converge simplement vers h : t �→ f(a, t)
qui est elle aussi continue par morceaux nous pouvons appliquer le théorème de
convergence dominée qui se traduit par g(an) −−−→

n→∞
g(a). Ainsi nous avons prouvé

la continuité de g au point a, donc sur I, puisque a est quelconque dans I.��
On en déduit facilement le corollaire suivant :

1.2. Corollaire
Soient I un intervalle de R, A une partie de Rm et f ∈F

(
I × J,K

)
. Si

x �→ f(x, t) est continue sur A, si pour tout x∈A, la fonction t �→ f(x, t)
est continue par morceaux sur I et si, pour tout compact K inclus dans A, il
existe ϕK positive et intégrable sur J telle que, sur K×I, |f(x, t)| � ϕK(t),

alors la fonction g : x �→
∫

J

f(x, t) dt est définie continue sur A.

Exemple : continuité de la fonction Γ

La fonction f : (x, t) �→ tx−1e−t est continue sur ]0,+∞[× ]0,+∞[.
Pour 0 < a < x < b < +∞ et t ∈ ]0,+∞[,
|f(x, t)| � e−t max{ta−1, tb−1} � e−t

(
ta−1 + tb−1

)
= ϕa,b(t) = f(a, t) + f(b, t).

ϕa,b ∈L1
(
]0,+∞[,R

)
, donc le corollaire 1.2. prouve que Γ ∈ C

(
]0,+∞[, R

)
.

2. Dérivabilité

Nous supposons que le lecteur étudiant a des notions de calcul différentiel.

2.1. Théorème
Soient I et J sont deux intervalles de R et f ∈F

(
I × J,K

)
. Si pour tout

x∈ I, la fonction t �→ f(x, t) est intégrable sur J , si la fonction f admet

une dérivée partielle
∂f

∂x
vérifiant les hypothèses du théorème de continuité,

alors g : x �→
∫

J

f(x, t)dt est de classe C1 sur I et g′(x) =

∫

J

∂f

∂x
(x, t)dt.
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Démonstration

On a donc donc 4 hypothèses.

− pour tout x∈ I, t �→ ∂f

∂x
(x, t) est continue par morceaux sur J ;

− pour tout t∈ J, x �→ ∂f

∂t
(x, t) est continue sur I ;

− pour tout x ∈ I, f(x, ·) est continue par morceaux et intégrable sur I ;

− il existe une application ϕ continue par morceaux positive et intégrable sur I

telle que
∣∣∣∂f
∂x

(x, ·)
∣∣∣ � ϕ.

Remarquons d’abord qu’en raison de l’inégalité des accroissements finis,

∀t ∈ J, ∀(a, b) ∈ I2, a �= b ⇒
∣∣∣∣
f(b, t)− f(a, t)

b− a

∣∣∣∣ � ϕ(t).

Soit a ∈ I, une suite (an)n∈N d’éléments de I\{a} convergeant vers a et définissons

la suite (hn)n∈N de fonctions définies sur J par hn(t) =
f(an, t)− f(a, t)

an − a
·

Pour tout n ∈ N, hn est continue par morceaux sur J , et |hn| � ϕ. Comme la

suite (hn) converge simplement vers t �→ ∂f

∂x
(a, t) qui est continue par morceaux

sur J , le théorème de convergence dominée donne :
g(an)− g(a)

an − a
=

∫

J

f(an, t)− f(a, t)

an − a
dt −−→

n→∞

∫

J

∂f

∂x
(a, t)dt.

Cela étant vrai pour toute suite (an) à valeurs dans I \ {a} convergeant vers a, on

en déduit que
g(x)− g(a)

x− a
−−−→
x→a
x �=a

∫

J

∂f

∂x
(a, t)dt. D’où la dérivabilité de g sur A et

la valeur de g′. La continuité de g′ résulte de l’application du théorème 1.1 à g′.��

On déduit sans difficulté du théorème :

2.2. Corollaire
On a la même conclusion si les hypothèses de domination sont vérifiées
seulement sur tout segment inclus dans I.

2.3. Corollaire

Si k ∈ N�, si f vérifie les hypothèses du théorème de continuité avec
domination sur tout segment de I et admet, à tout ordre i � k, des dérivées

partielles
∂if

∂xi
vérifiant les mêmes hypothèses, alors g est de classe Ck sur I

avec, si i ∈ N�, i � k, g(i)(x) =

∫

J

∂if

∂xi
(x, t)dt.

Exemple : dérivabilité de la fonction Γ

f : (x, t) �→ tx−1e−t est de classe C∞ sur ]0,+∞[2 avec, pour tout entier

i � 1,
∂if

∂xi
(x, t) = lni(t)f(x, t). Soit ]a, b[⊂ ]0,+∞[.

∀(x, t) ∈ [a, b]× ]0,+∞[,

∣∣∣∣
∂if

∂xi
(x, t)

∣∣∣∣ � ϕi(t) = | ln(t)|i
(
f(a, t) + f(b, t)

)
.

La fonction ϕi, continue sur ]0,+∞[, est d’une part, intégrable sur [1,+∞[, puisque
ϕi(t) =

t→+∞
o
(
t−2

)
, d’autre part intégrable sur ]0, 1] puisque ϕi(t) =

t→0
o
(
t
a
2−1

)
.
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D. Intégrales à paramètre

1. Continuité
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(
A × I,K

)
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est continue par morceaux sur I et s’il existe ϕ dans L1

(
I,R

)
telle que, pour

tout (x, t)∈A × I, |f(x, t)| � ϕ(t) (hypothèse de domination), alors la

fonction g : x �→
∫

J

f(x, t) dt est définie et continue sur A.

Démonstration
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)
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qui est elle aussi continue par morceaux nous pouvons appliquer le théorème de
convergence dominée qui se traduit par g(an) −−−→

n→∞
g(a). Ainsi nous avons prouvé

la continuité de g au point a, donc sur I, puisque a est quelconque dans I.��
On en déduit facilement le corollaire suivant :

1.2. Corollaire
Soient I un intervalle de R, A une partie de Rm et f ∈F

(
I × J,K

)
. Si

x �→ f(x, t) est continue sur A, si pour tout x∈A, la fonction t �→ f(x, t)
est continue par morceaux sur I et si, pour tout compact K inclus dans A, il
existe ϕK positive et intégrable sur J telle que, sur K×I, |f(x, t)| � ϕK(t),

alors la fonction g : x �→
∫

J

f(x, t) dt est définie continue sur A.

Exemple : continuité de la fonction Γ

La fonction f : (x, t) �→ tx−1e−t est continue sur ]0,+∞[× ]0,+∞[.
Pour 0 < a < x < b < +∞ et t ∈ ]0,+∞[,
|f(x, t)| � e−t max{ta−1, tb−1} � e−t

(
ta−1 + tb−1

)
= ϕa,b(t) = f(a, t) + f(b, t).

ϕa,b ∈L1
(
]0,+∞[,R

)
, donc le corollaire 1.2. prouve que Γ ∈ C

(
]0,+∞[, R

)
.

2. Dérivabilité

Nous supposons que le lecteur étudiant a des notions de calcul différentiel.

2.1. Théorème
Soient I et J sont deux intervalles de R et f ∈F

(
I × J,K

)
. Si pour tout

x∈ I, la fonction t �→ f(x, t) est intégrable sur J , si la fonction f admet

une dérivée partielle
∂f

∂x
vérifiant les hypothèses du théorème de continuité,

alors g : x �→
∫

J

f(x, t)dt est de classe C1 sur I et g′(x) =

∫

J

∂f

∂x
(x, t)dt.
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Démonstration

On a donc donc 4 hypothèses.

− pour tout x∈ I, t �→ ∂f

∂x
(x, t) est continue par morceaux sur J ;

− pour tout t∈ J, x �→ ∂f

∂t
(x, t) est continue sur I ;

− pour tout x ∈ I, f(x, ·) est continue par morceaux et intégrable sur I ;

− il existe une application ϕ continue par morceaux positive et intégrable sur I

telle que
∣∣∣∂f
∂x

(x, ·)
∣∣∣ � ϕ.

Remarquons d’abord qu’en raison de l’inégalité des accroissements finis,

∀t ∈ J, ∀(a, b) ∈ I2, a �= b ⇒
∣∣∣∣
f(b, t)− f(a, t)

b− a

∣∣∣∣ � ϕ(t).

Soit a ∈ I, une suite (an)n∈N d’éléments de I\{a} convergeant vers a et définissons

la suite (hn)n∈N de fonctions définies sur J par hn(t) =
f(an, t)− f(a, t)

an − a
·

Pour tout n ∈ N, hn est continue par morceaux sur J , et |hn| � ϕ. Comme la

suite (hn) converge simplement vers t �→ ∂f

∂x
(a, t) qui est continue par morceaux

sur J , le théorème de convergence dominée donne :
g(an)− g(a)

an − a
=

∫

J

f(an, t)− f(a, t)

an − a
dt −−→

n→∞

∫

J

∂f

∂x
(a, t)dt.

Cela étant vrai pour toute suite (an) à valeurs dans I \ {a} convergeant vers a, on

en déduit que
g(x)− g(a)

x− a
−−−→
x→a
x �=a

∫

J

∂f

∂x
(a, t)dt. D’où la dérivabilité de g sur A et

la valeur de g′. La continuité de g′ résulte de l’application du théorème 1.1 à g′.��

On déduit sans difficulté du théorème :

2.2. Corollaire
On a la même conclusion si les hypothèses de domination sont vérifiées
seulement sur tout segment inclus dans I.

2.3. Corollaire

Si k ∈ N�, si f vérifie les hypothèses du théorème de continuité avec
domination sur tout segment de I et admet, à tout ordre i � k, des dérivées

partielles
∂if

∂xi
vérifiant les mêmes hypothèses, alors g est de classe Ck sur I

avec, si i ∈ N�, i � k, g(i)(x) =

∫

J

∂if

∂xi
(x, t)dt.

Exemple : dérivabilité de la fonction Γ

f : (x, t) �→ tx−1e−t est de classe C∞ sur ]0,+∞[2 avec, pour tout entier

i � 1,
∂if

∂xi
(x, t) = lni(t)f(x, t). Soit ]a, b[⊂ ]0,+∞[.

∀(x, t) ∈ [a, b]× ]0,+∞[,

∣∣∣∣
∂if

∂xi
(x, t)

∣∣∣∣ � ϕi(t) = | ln(t)|i
(
f(a, t) + f(b, t)

)
.

La fonction ϕi, continue sur ]0,+∞[, est d’une part, intégrable sur [1,+∞[, puisque
ϕi(t) =

t→+∞
o
(
t−2

)
, d’autre part intégrable sur ]0, 1] puisque ϕi(t) =

t→0
o
(
t
a
2−1

)
.
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Cela étant vrai pour toute suite (an) à valeurs dans I \ {a} convergeant vers a, on
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, d’autre part intégrable sur ]0, 1] puisque ϕi(t) =

t→0
o
(
t
a
2−1

)
.
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Par conséquent ϕi est intégrable sur ]0,+∞[, le corollaire 2 s’applique et prouve

que Γ est de classe C∞ sur ]0,+∞[ avec : ∀i � 1, Γ(i)(x) =

∫ +∞

0

(ln t)i tx−1e−tdt.

En particulier Γ′′ � 0 (et même Γ′′ > 0), on retrouve ainsi la convexité de Γ.

3. Limite

Lorsque la fonction t �→ f(x, t) est intégrable sur J , les théorèmes du programme

permettent d’étudier la continuité et la dérivabilité de F : x �→
∫

J

f(x, t)dt sur I.

Que faire pour connâıtre la limite de F en une des bornes de l’intervalle I où F
n’est pas définie, par exemple ? Les deux exemples suivants fournissent des pistes.

a. Déterminer lim
x→+∞

∫ +∞

0

sin(t)

t
e−xtdt.

b. Si f ∈CM(R+,C) est telle que gx : t �→ f(t)

x+ t
est intégrable sur R+ pour tout

x > 0, déterminer lim
x→+∞

∫ +∞

0

f(t)

x+ t
dt.

Solutions : a. Comme pour x∈R�+ et t∈R�+,
∣∣∣ sin(t)

t
e−xt

∣∣∣ � e−xt la fonction

t �→ sin(t)

t
e−xt est intégrable sur ]0,+∞[ pour tout x∈R�+. De plus

∀x∈R�+,
∣∣∣
∫ +∞

0

sin(t)

t
e−xtdt

∣∣∣ �
∫ +∞

0

e−xtdt =
1

x
·

Par encadrement,

∫ +∞

0

sin(t)

t
e−xtdt −−−−→

x→+∞
0.

b. On peut utiliser la remarque qui suit le théorème de convergence dominée. On

note, pour tour x � 1, hx : t �→ f(t)

x+ t
· Pour tout x � 1 et t∈R+, |hx(t)| � |g1(t)|.

Comme |g1| est intégrable sur R+ et comme (hx)x∈R converge simplement sur
R+ vers la fonction h nulle sur R+, d’après le théorème de convergence dominée,∫ +∞

0

f(t)

x+ t
dt −−−−→

x→+∞

∫ +∞

0

h = 0.
∫ +∞

0

f(t)

x+ t
dt −−−−→

x→+∞
0.

E. Complément sur la fonction Γ

• Étude des variations :

Rappelons que si n ∈ N on a Γ(n+ 1) = n! donc Γ(1) = Γ(2) = 1, le théorème de
Rolle et la stricte monotonie de Γ′ montrent qu’il existe un unique x0 dans ]1, 2[ tel
que Γ′ < 0 sur ]0, x0[ et Γ

′ > 0 sur ]x0,+∞[, Γ est donc strictement décroissante
puis strictement croissante.

Notons aussi que : Γ

(
1

2

)
=

√
π a été prouvé en III.C.1.

• Comportement aux bornes :

Si x > 0 on a Γ(x+ 1) = xΓ(x) et, comme la fonction Γ est continue en 1, il vient

xΓ(x) −−→
x→0

1 ou encore Γ(x)
x̃→0

1

x
·
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Γ crôıt sur [2,+∞[, si x � 1, Γ(x + 1) � Γ
(
E[x + 1]

)
=

(
E[x]

)
!, par conséquent

Γ(x) −−→
x→+∞

+∞, et au voisinage de +∞, Γ(x) est prépondérant sur toute puissance

de x, ie. pour tout α ∈ R∗
+, xα =

x→+∞
o
(
Γ(x)

)
.

• Représentation graphique de Γ :

x

y

EXERCICES

1. Intégrabilité de f sur I si :

a. f(x) =
ln(x)

x+ ex
et I = R�+, b. f(x) =

1

1 + xα sin2(x)
, I = R+ et α > 0,

c. f(x) =
[
ln(x)

]− ln(x)
, I = ]1,+∞[ , d. f(x) =

ln(1 + xp)

xq
,I = R�+, (p, q)∈(R

�
+)

2

2. Existence et calcul de :

a. I =

∫ 1

0

ln(x)

(1− x)3/2
dx, b. J =

∫ +∞

0

tα−1 ln(t)

(1 + t2)α
dt, α > 0, c. K =

∫ +∞

0

dx√
ex − 1

,

d. L =

∫ +∞

0

( n∑
k=1

ak
x+ xk

)
dx si

n∑
k=1

ak = 0 < x1 < · · · < xn.

3. Calculer la limite de la suite (un)n�1 définie par un =
( 2

π

∫ π/2

0

(
sin(x)

)1/n
dx

)n

.

4. Montrer que :

a.

∫ +∞

0

dt

(1 + t2)x ˜x→+∞
1

2

√
π

x
,

b.

∫ +∞

0

e−t

x+ t
dt =

x→0+
− ln(x) + Γ′(1) + o(1).

5. a. Montrer que ∀x ∈ [0, n], 0 �
(
1− x

n

)n

� e−x.

b. On pose In =

∫ 1

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n
]
dt et Jn =

∫ n

1

(
1− t

n

)n dt

t
·

Déterminer lim
n→∞

(In) et lim
n→∞

(Jn).

c. Montrer que In − Jn =

n∑
k=1

1

k
− ln(n).
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· Pour tout x � 1 et t∈R+, |hx(t)| � |g1(t)|.

Comme |g1| est intégrable sur R+ et comme (hx)x∈R converge simplement sur
R+ vers la fonction h nulle sur R+, d’après le théorème de convergence dominée,∫ +∞

0

f(t)

x+ t
dt −−−−→

x→+∞

∫ +∞

0

h = 0.
∫ +∞

0

f(t)

x+ t
dt −−−−→

x→+∞
0.

E. Complément sur la fonction Γ

• Étude des variations :

Rappelons que si n ∈ N on a Γ(n+ 1) = n! donc Γ(1) = Γ(2) = 1, le théorème de
Rolle et la stricte monotonie de Γ′ montrent qu’il existe un unique x0 dans ]1, 2[ tel
que Γ′ < 0 sur ]0, x0[ et Γ

′ > 0 sur ]x0,+∞[, Γ est donc strictement décroissante
puis strictement croissante.

Notons aussi que : Γ

(
1

2

)
=

√
π a été prouvé en III.C.1.

• Comportement aux bornes :

Si x > 0 on a Γ(x+ 1) = xΓ(x) et, comme la fonction Γ est continue en 1, il vient

xΓ(x) −−→
x→0

1 ou encore Γ(x)
x̃→0

1

x
·
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Γ crôıt sur [2,+∞[, si x � 1, Γ(x + 1) � Γ
(
E[x + 1]

)
=

(
E[x]

)
!, par conséquent

Γ(x) −−→
x→+∞

+∞, et au voisinage de +∞, Γ(x) est prépondérant sur toute puissance

de x, ie. pour tout α ∈ R∗
+, xα =

x→+∞
o
(
Γ(x)

)
.

• Représentation graphique de Γ :

x

y

EXERCICES

1. Intégrabilité de f sur I si :

a. f(x) =
ln(x)

x+ ex
et I = R�+, b. f(x) =

1

1 + xα sin2(x)
, I = R+ et α > 0,

c. f(x) =
[
ln(x)

]− ln(x)
, I = ]1,+∞[ , d. f(x) =

ln(1 + xp)

xq
,I = R�+, (p, q)∈(R

�
+)

2

2. Existence et calcul de :

a. I =

∫ 1

0

ln(x)

(1− x)3/2
dx, b. J =

∫ +∞

0

tα−1 ln(t)

(1 + t2)α
dt, α > 0, c. K =

∫ +∞

0

dx√
ex − 1

,

d. L =

∫ +∞

0

( n∑
k=1

ak
x+ xk

)
dx si

n∑
k=1

ak = 0 < x1 < · · · < xn.

3. Calculer la limite de la suite (un)n�1 définie par un =
( 2

π

∫ π/2

0

(
sin(x)

)1/n
dx

)n

.

4. Montrer que :

a.

∫ +∞

0

dt

(1 + t2)x ˜x→+∞
1

2

√
π

x
,

b.

∫ +∞

0

e−t

x+ t
dt =

x→0+
− ln(x) + Γ′(1) + o(1).

5. a. Montrer que ∀x ∈ [0, n], 0 �
(
1− x

n

)n

� e−x.

b. On pose In =

∫ 1

0

1

t

[
1−

(
1− t

n

)n
]
dt et Jn =

∫ n

1

(
1− t

n

)n dt

t
·

Déterminer lim
n→∞

(In) et lim
n→∞

(Jn).

c. Montrer que In − Jn =

n∑
k=1

1

k
− ln(n).
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d. Montrer que Γ′(1) =

∫ +∞

0

e−t ln(t)dt = −γ (constante d’Euler.)

6. Si f ∈ CM([0, 1],C) et est continue en 1, déterminer lim
n→∞

∫ 1

0

ntnf(t)dt.

7. Soit F (x) =

∫

R

e−|x−t|

1 + t2
dt. Étudier F et son comportement en +∞. Montrer que

F est l’unique solution de l’équation différentielle : y′′ − y = − 2

1 + x2
de limite

nulle en +∞ et −∞.

8. Montrer que si α > 0,

∫ 1

0

xα−1

1− x
ln
( 1

x

)
dx =

∞∑
n=0

1

(n+ α)2
·

9. a. Montrer que si x > 0,

∫ n

0

(
1− t

n

)n

tx−1dt −−−→
n→∞

Γ(x).

On pourra introduire la fonction fn définie par fn(t) =

{(
1− t

n

)n

si 0 � t < n

0 si t � n

b. En déduire que lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
= Γ(x).

10. Soit, pour λ > 0, f(λ) =

∫ +∞

0

( t

et − 1
− 1 +

t

2

)
e−λtdt et

g(λ) =

∫ +∞

0

( 1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
e−λtdt.

a. Montrer que g est dérivable sur R∗
+ et que g′ = −f .

b. En écrivant que
1

et − 1
=

∞∑
n=0

e−(n+1)t pour tout t > 0, prouver que :

f(λ) =
1

2λ2
− 1

λ
+

∞∑
n=1

1

(n+ λ)2
·

11. Soit f ∈ C1(I,R∗
+), a � 0, telle que : ∃α ∈ R, α = lim

x→+∞

(xf ′(x)

f(x)

)
·

a. Montrer que lim
x→+∞

( ln (f(x))
ln(x)

)
=α. Que dire de lim

x→+∞

(
xγf(x)

)
, γ ∈R\{−α} ?

b. Si α < −1, montrer que f ∈ L1(I,R+) et que

∫ +∞

x

f(t)dt ˜x→+∞−xf(x)

α+ 1
·

c. Si α > −1, montrer que f �∈ L1(I,R+) et que

∫ x

a

f(t)dt ˜x→+∞
xf(x)

α+ 1
·

d. Si α = −1 que peut-on conclure ?

12. a. Si f ∈ B(R,C)∩C(R,C) et est dérivable en 0, déterminer lim
n→∞

∫

R

n3xf(x)dx

(1 + n2x2)2
·

b. Si f ∈ L1(R+,C), déterminer lim
n→∞

∫

R+

n2xf(x)dx

(1 + n3x2)2
·

13. Soit f ∈C2(R+,C) avec f et f ′′ intégrables sur R+. Montrer que f ′ et f
admettent 0 pour limite en +∞ puis que les séries

∑
f ′(n) et

∑
f(n) convergent.
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14. Montrer que f : x �→
∫ +∞

0

sin(tx)

t(1 + t2)
dt est une fonction de classe C1 sur R,

de classe C2 sur R�, solution de l’équation différentielle y′′ − y+
π

2
= 0 sur R�+ en

utilisant

∫ +∞

0

sin(u)

u
du =

π

2
· Expliciter f .

15. Expliciter

∫ +∞

0

arctan(tx)− arctan(t)

t
dt si x∈R�+.

16. Si f ∈C
(
[0, 1],C

)
, montrer que

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)f(u) du −−−−→
x→+∞

∫ t

0

f

pour tout t∈[0, 1]. En déduire que si la suite de terme général

∫ 1

0

entf(t) dt est

bornée, alors f est nulle.

17. Si z ∈C et vérifie |z| < 1, montrer que

∫ +∞

0

ezt − 1

et − 1
dt =

∞∑
n=1

ζ(n+ 1)zn.

18. a. Trouver une équation différentielle dont f : x �→
∫ +∞

0

e−xt2

1 + t2
dt est solution.

Déterminer lim
0

f et lim
+∞

f . En déduire la valeur de

∫ +∞

0

e−t2 dt.

b. Calculer

∫ +∞

0

e−t2−x2/t2 dt pour tout réel x.

19. Soit f ∈C1(R+,R) telle que f(0) = 0 et f ′ est de carré intégrable sur R+.

Montrer que t �→ f2(t)

t2
est intégrable sur R�+ et

∫ +∞

0

f2(t)

t2
dt � 4

∫ +∞

0

f ′2.

20. Montrer que f : x �→
∫ +∞

0

arctan(tx)

1 + t2
dt est continue sur R+, de classe C1 sur

R�+. Donner f(0), f(1) et lim
+∞

f . En déduire la valeur de

∫ 1

0

ln(s)

s2 − 1
ds et de ζ(2).

21. Convergence et somme éventuelle de
∑∫ 1

0

et
( 2εt

1 + t2

)n

dt si ε = ±1.

Indication : on pourra calculer
d

dt

(
et

t− 1

t+ 1

)
·

22. Soit (λn) une suite croissante non majorée de réels strictement positifs.

Montrer que

∫ +∞

0

( ∞∑
n=0

(−1)ne−λnx

)
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

λn
·

23. Soient f ∈C
(
[0, 1],C

)
et ϕ∈L1(R+,R+). Trouver lim

n
n

∫ 1

0

f(t)ϕ(nt) dt.

Application : lim
n

1

n

∫ 1

0

f(t)
( sin(nt)

t

)2

dt.

24. Soient (an) et (bn) deux suites de nombres complexes et α, β deux nombres
réels tels que α < β et, pour tout x∈[α, β], an cos(nx) + bn sin(nx) −−−→

n→∞
0.
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d. Montrer que Γ′(1) =

∫ +∞

0

e−t ln(t)dt = −γ (constante d’Euler.)

6. Si f ∈ CM([0, 1],C) et est continue en 1, déterminer lim
n→∞

∫ 1

0

ntnf(t)dt.

7. Soit F (x) =

∫

R

e−|x−t|

1 + t2
dt. Étudier F et son comportement en +∞. Montrer que

F est l’unique solution de l’équation différentielle : y′′ − y = − 2

1 + x2
de limite

nulle en +∞ et −∞.

8. Montrer que si α > 0,

∫ 1

0

xα−1

1− x
ln
( 1

x

)
dx =

∞∑
n=0

1

(n+ α)2
·

9. a. Montrer que si x > 0,

∫ n

0

(
1− t

n

)n

tx−1dt −−−→
n→∞

Γ(x).

On pourra introduire la fonction fn définie par fn(t) =

{(
1− t

n

)n

si 0 � t < n

0 si t � n

b. En déduire que lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
= Γ(x).

10. Soit, pour λ > 0, f(λ) =

∫ +∞

0

( t

et − 1
− 1 +

t

2

)
e−λtdt et

g(λ) =

∫ +∞

0

( 1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
e−λtdt.

a. Montrer que g est dérivable sur R∗
+ et que g′ = −f .

b. En écrivant que
1

et − 1
=

∞∑
n=0

e−(n+1)t pour tout t > 0, prouver que :

f(λ) =
1

2λ2
− 1

λ
+

∞∑
n=1

1

(n+ λ)2
·

11. Soit f ∈ C1(I,R∗
+), a � 0, telle que : ∃α ∈ R, α = lim

x→+∞

(xf ′(x)

f(x)

)
·

a. Montrer que lim
x→+∞

( ln (f(x))
ln(x)

)
=α. Que dire de lim

x→+∞

(
xγf(x)

)
, γ ∈R\{−α} ?

b. Si α < −1, montrer que f ∈ L1(I,R+) et que

∫ +∞

x

f(t)dt ˜x→+∞−xf(x)

α+ 1
·

c. Si α > −1, montrer que f �∈ L1(I,R+) et que

∫ x

a

f(t)dt ˜x→+∞
xf(x)

α+ 1
·

d. Si α = −1 que peut-on conclure ?

12. a. Si f ∈ B(R,C)∩C(R,C) et est dérivable en 0, déterminer lim
n→∞

∫

R

n3xf(x)dx

(1 + n2x2)2
·

b. Si f ∈ L1(R+,C), déterminer lim
n→∞

∫

R+

n2xf(x)dx

(1 + n3x2)2
·

13. Soit f ∈C2(R+,C) avec f et f ′′ intégrables sur R+. Montrer que f ′ et f
admettent 0 pour limite en +∞ puis que les séries

∑
f ′(n) et

∑
f(n) convergent.
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14. Montrer que f : x �→
∫ +∞

0

sin(tx)

t(1 + t2)
dt est une fonction de classe C1 sur R,

de classe C2 sur R�, solution de l’équation différentielle y′′ − y+
π

2
= 0 sur R�+ en

utilisant

∫ +∞

0

sin(u)

u
du =

π

2
· Expliciter f .

15. Expliciter

∫ +∞

0

arctan(tx)− arctan(t)

t
dt si x∈R�+.

16. Si f ∈C
(
[0, 1],C

)
, montrer que

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)f(u) du −−−−→
x→+∞

∫ t

0

f

pour tout t∈[0, 1]. En déduire que si la suite de terme général

∫ 1

0

entf(t) dt est

bornée, alors f est nulle.

17. Si z ∈C et vérifie |z| < 1, montrer que

∫ +∞

0

ezt − 1

et − 1
dt =

∞∑
n=1

ζ(n+ 1)zn.

18. a. Trouver une équation différentielle dont f : x �→
∫ +∞

0

e−xt2

1 + t2
dt est solution.

Déterminer lim
0

f et lim
+∞

f . En déduire la valeur de

∫ +∞

0

e−t2 dt.

b. Calculer

∫ +∞

0

e−t2−x2/t2 dt pour tout réel x.

19. Soit f ∈C1(R+,R) telle que f(0) = 0 et f ′ est de carré intégrable sur R+.

Montrer que t �→ f2(t)

t2
est intégrable sur R�+ et

∫ +∞

0

f2(t)

t2
dt � 4

∫ +∞

0

f ′2.

20. Montrer que f : x �→
∫ +∞

0

arctan(tx)

1 + t2
dt est continue sur R+, de classe C1 sur

R�+. Donner f(0), f(1) et lim
+∞

f . En déduire la valeur de

∫ 1

0

ln(s)

s2 − 1
ds et de ζ(2).

21. Convergence et somme éventuelle de
∑∫ 1

0

et
( 2εt

1 + t2

)n

dt si ε = ±1.

Indication : on pourra calculer
d

dt

(
et

t− 1

t+ 1

)
·

22. Soit (λn) une suite croissante non majorée de réels strictement positifs.

Montrer que

∫ +∞

0

( ∞∑
n=0

(−1)ne−λnx

)
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

λn
·

23. Soient f ∈C
(
[0, 1],C

)
et ϕ∈L1(R+,R+). Trouver lim

n
n

∫ 1

0

f(t)ϕ(nt) dt.

Application : lim
n

1

n

∫ 1

0

f(t)
( sin(nt)

t

)2

dt.

24. Soient (an) et (bn) deux suites de nombres complexes et α, β deux nombres
réels tels que α < β et, pour tout x∈[α, β], an cos(nx) + bn sin(nx) −−−→

n→∞
0.

Ex
er

ci
ce

s
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a. Calculer

∫ β

α

∣∣an cos(nx) + bn sin(nx)
∣∣2 dx.

b. En utilisant le théorème de convergence dominée et un raisonnement par
l’absurde en déduire que les suites (an) et (bn) convergent vers 0.

25. Lemme de Riemann-Lebesgue

On se propose de montrer que, si f ∈L1(R,C) et si g est continue par morceaux

T -périodique sur R, alors
∫

I

f(t)g(λt) dt −−−−−→
λ→+∞

1

T

(∫

I

f

)(∫ T

0

g

)
.

a. Montrer que pour tout ε∈R�+, il existe ϕ en escalier sur I telle que N I
1 (f−ϕ)�ε.

b. On suppose

∫ T

0

g = 0, prouver le résultat si f est en escalier puis dans le cas

général en utilisant a.

c. Traiter le cas

∫ T

0

g �= 0.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. a. f est continue sur R�+, f(x) x̃→0
ln(x) = o

( 1√
x

)
et f(x) =

x→+∞
o(x−2), donc

f est intégrable sur R�+.
b. f est continue positive sur R+ sans équivalent intéressant en +∞. On va utiliser :

f est intégrable sur R+ si, et seulement si,
∑

un converge où uk =

∫ (k+1)π

kπ

f .

Le changement de variable u = t− kπ donne uk =

∫ π

0

du

1 + (u+ kπ)α sin2(u)
d’où

αk+1 � uk � αk où on a posé αk =

∫ π

0

du

1 + (kπ)α sin2(u)
=2

∫ π/2

0

du

1 + (kπ)α sin2(u)

par π-périodicité et parité de sin2. Sur
[
0 ,

π

2

]
, par concavité,

2

π
u � sin(u) � u

d’où : 2

∫ π/2

0

du

1 + (kπ)αu2
� αk � 2

∫ π/2

0

du

1 + (kπ)α
4

π2
u2

·

Or, si C > 0, 2

∫ π/2

0

du

1 + Ckαu2
=

2

kα/2
√
C

arctan
(
kα/2

√
C

π

2

)
k̃→∞

π

kα/2
√
C
·

Donc
∑

αk converge si, et seulement si, α > 2 ie. f est intégrable sur R+ si, et
seulement si, α > 2.
c. f est continue strictement positive sur I et ln

[
f(x)

]
= − ln(x) ln

[
ln(x)

]
.

Par croissances comparées, ln
[
f(x)

]
−−−→
x→1

0 donc f(x) −−−→
x→1

et f admet un

prolongement continu en 1.
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ln
[
x2f(x)

]
= ln(x)

(
2− ln

[
ln(x)

])
−−−−→
x→+∞

−∞, donc f(x) =
x→+∞

o(x−2) et f est

intégrable sur I.

d. f est continue sur R�+, f(x)
x̃→0

1

xq−p
donc f est intégrable sur ]0, 1] si, et

seulement si, q − p < 1.

• Si q � 1 alors
1

x
=

x→+∞
o
(
f(x)

)
donc f n’est pas intégrable sur [1,+∞[ .

• Sinon, avec r∈ ]1, q[ , f(x) =
x→+∞

o(x−r) et f est intégrable sur [1,+∞[ .

En résumé f est intégrable sur I si, et seulement si, 1 < q < p+ 1.

2. a. f : x �→ ln(x)

(1− x)3/2
est continue sur ]0, 1[ avec f(x)

x̃→0
ln(x) = o

( 1√
x

)
et

f(x)
x̃→1

− 1√
1− x

, donc f est intégrable sur ]0, 1[ .

On va intégrer par parties avec un choix de primitive judicieux sur [a, b] ⊂ ]0, 1[ .∫ b

a

ln(x)

(1− x)3/2
dx =

[
2 ln(x)

(
(1− x)−1/2 − 1

)]b
a

− 2

∫ b

a

1

x

(
(1− x)−1/2 − 1

)
dx.

ln(x)
(
(1−x)−1/2−1

)
x̃→1

−
√
1− x → 0 et 2 ln(x)

(
(1−x)−1/2−1

)
x̃→0

x ln(x) → 0

d’où I = 2

∫ 1

0

1

x

√
1− x− 1√
1− x

dx = −4

∫ 1

0

1− u

1− u2
du par le changement de variable

u =
√
1− x qui est une bijection de classe C1 entre [0, 1[ et ]0, 1].

Par suite I = −4

∫ 1

0

du

1 + u
= −4 ln(2).

b. f : t �→ tα−1 ln(t)

(1 + t2)α
est continue sur R�+, f(t)

t̃→0

ln(t)

t1−α
= o

(
1

t1−α/2

)
et

f(t) ˜t→+∞
ln(t)

t1+α
= o

(
1

t1+α/2

)
donc f est intégrable sur R�+.

Le changement de variable t �→ 1

t
est une bijection de classe C1 entre R�+ et

lui-même donne immédiatement J = −J d’où J = 0.

c. f : x �→ 1√
ex − 1

est continue sur R�+, f(x) x̃→0

1√
x
et f(x) =

x→+∞
o(x−2), donc

f est intégrable sur R�+.
Le changement de variable u =

√
ex − 1 est une bijection de classe C1 entre R�+

et lui-même avec du =
ex

2
√
ex − 1

dx ou encore
dx√
ex − 1

= 2
du

1 + u2
, ce qui montre

que K = 2

∫ +∞

0

du

1 + u2
= π.

d. f : x �→
n∑

k=1

ak
x+ xk

est continue sur R+ et f(x) =
x→+∞

O(x−2) car

n∑
k=1

ak = 0,

donc f est intégrable sur R+.

Si X ∈R+ on a :∫ X

0

f =

n∑
k=1

ak ln(X + xk) − ln

( n∏
k=1

xak

k

)
=

n∑
k=1

ak ln
(
1 +

xk

X

)
− ln

( n∏
k=1

xak

k

)
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a. Calculer

∫ β

α

∣∣an cos(nx) + bn sin(nx)
∣∣2 dx.

b. En utilisant le théorème de convergence dominée et un raisonnement par
l’absurde en déduire que les suites (an) et (bn) convergent vers 0.

25. Lemme de Riemann-Lebesgue

On se propose de montrer que, si f ∈L1(R,C) et si g est continue par morceaux

T -périodique sur R, alors
∫

I

f(t)g(λt) dt −−−−−→
λ→+∞

1

T

(∫

I

f

)(∫ T

0

g

)
.

a. Montrer que pour tout ε∈R�+, il existe ϕ en escalier sur I telle que N I
1 (f−ϕ)�ε.

b. On suppose

∫ T

0

g = 0, prouver le résultat si f est en escalier puis dans le cas

général en utilisant a.

c. Traiter le cas

∫ T

0

g �= 0.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. a. f est continue sur R�+, f(x) x̃→0
ln(x) = o

( 1√
x

)
et f(x) =

x→+∞
o(x−2), donc

f est intégrable sur R�+.
b. f est continue positive sur R+ sans équivalent intéressant en +∞. On va utiliser :

f est intégrable sur R+ si, et seulement si,
∑

un converge où uk =

∫ (k+1)π

kπ

f .

Le changement de variable u = t− kπ donne uk =

∫ π

0

du

1 + (u+ kπ)α sin2(u)
d’où

αk+1 � uk � αk où on a posé αk =

∫ π

0

du

1 + (kπ)α sin2(u)
=2

∫ π/2

0

du

1 + (kπ)α sin2(u)

par π-périodicité et parité de sin2. Sur
[
0 ,

π

2

]
, par concavité,

2

π
u � sin(u) � u

d’où : 2

∫ π/2

0

du

1 + (kπ)αu2
� αk � 2

∫ π/2

0

du

1 + (kπ)α
4

π2
u2

·

Or, si C > 0, 2

∫ π/2

0

du

1 + Ckαu2
=

2

kα/2
√
C

arctan
(
kα/2

√
C

π

2

)
k̃→∞

π

kα/2
√
C
·

Donc
∑

αk converge si, et seulement si, α > 2 ie. f est intégrable sur R+ si, et
seulement si, α > 2.
c. f est continue strictement positive sur I et ln

[
f(x)

]
= − ln(x) ln

[
ln(x)

]
.

Par croissances comparées, ln
[
f(x)

]
−−−→
x→1

0 donc f(x) −−−→
x→1

et f admet un

prolongement continu en 1.
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ln
[
x2f(x)

]
= ln(x)

(
2− ln

[
ln(x)

])
−−−−→
x→+∞

−∞, donc f(x) =
x→+∞

o(x−2) et f est

intégrable sur I.

d. f est continue sur R�+, f(x)
x̃→0

1

xq−p
donc f est intégrable sur ]0, 1] si, et

seulement si, q − p < 1.

• Si q � 1 alors
1

x
=

x→+∞
o
(
f(x)

)
donc f n’est pas intégrable sur [1,+∞[ .

• Sinon, avec r∈ ]1, q[ , f(x) =
x→+∞

o(x−r) et f est intégrable sur [1,+∞[ .

En résumé f est intégrable sur I si, et seulement si, 1 < q < p+ 1.

2. a. f : x �→ ln(x)

(1− x)3/2
est continue sur ]0, 1[ avec f(x)

x̃→0
ln(x) = o

( 1√
x

)
et

f(x)
x̃→1

− 1√
1− x

, donc f est intégrable sur ]0, 1[ .

On va intégrer par parties avec un choix de primitive judicieux sur [a, b] ⊂ ]0, 1[ .∫ b

a

ln(x)

(1− x)3/2
dx =

[
2 ln(x)

(
(1− x)−1/2 − 1

)]b
a

− 2

∫ b

a

1

x

(
(1− x)−1/2 − 1

)
dx.

ln(x)
(
(1−x)−1/2−1

)
x̃→1

−
√
1− x → 0 et 2 ln(x)

(
(1−x)−1/2−1

)
x̃→0

x ln(x) → 0

d’où I = 2

∫ 1

0

1

x

√
1− x− 1√
1− x

dx = −4

∫ 1

0

1− u

1− u2
du par le changement de variable

u =
√
1− x qui est une bijection de classe C1 entre [0, 1[ et ]0, 1].

Par suite I = −4

∫ 1

0

du

1 + u
= −4 ln(2).

b. f : t �→ tα−1 ln(t)

(1 + t2)α
est continue sur R�+, f(t)

t̃→0

ln(t)

t1−α
= o

(
1

t1−α/2

)
et

f(t) ˜t→+∞
ln(t)

t1+α
= o

(
1

t1+α/2

)
donc f est intégrable sur R�+.

Le changement de variable t �→ 1

t
est une bijection de classe C1 entre R�+ et

lui-même donne immédiatement J = −J d’où J = 0.

c. f : x �→ 1√
ex − 1

est continue sur R�+, f(x) x̃→0

1√
x
et f(x) =

x→+∞
o(x−2), donc

f est intégrable sur R�+.
Le changement de variable u =

√
ex − 1 est une bijection de classe C1 entre R�+

et lui-même avec du =
ex

2
√
ex − 1

dx ou encore
dx√
ex − 1

= 2
du

1 + u2
, ce qui montre

que K = 2

∫ +∞

0

du

1 + u2
= π.

d. f : x �→
n∑

k=1

ak
x+ xk

est continue sur R+ et f(x) =
x→+∞

O(x−2) car

n∑
k=1

ak = 0,

donc f est intégrable sur R+.

Si X ∈R+ on a :∫ X

0

f =

n∑
k=1

ak ln(X + xk) − ln

( n∏
k=1

xak

k

)
=

n∑
k=1

ak ln
(
1 +

xk

X

)
− ln

( n∏
k=1

xak

k

)
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car

n∑
k=1

ak = 0, donc L =

∫ +∞

0

f = ln

( n∏
k=1

x−ak

k

)
.

3. Par intégration par parties, on a, si n � 1,∫ π
2

0

(
sin(t)

) 1
n dt =

π

2
− 1

n

∫ π
2

0

t cos(t)
(
sin(t)

) 1
n−1

dt. D’où :

ln(un) = n ln

(
1− 2

nπ

∫ π
2

0

fn(t)dt

)
où fn(t) = t cotan(t)

(
sin(t)

) 1
n si t ∈

]
0,
π

2

]

et fn(0) = 0. Soit f :
[
0,
π

2

]
→ R telle que f(0) = 0 et f(t) = t cotan(t) si t �= 0.

La suite croissante de fonctions continues donc intégrables sur
[
0,
π

2

]
converge

simplement vers f sur
[
0,
π

2

]
· Donc 0 � fn � f . Comme f est intégrable sur

[
0,
π

2

]
,

car continue sur ce segment, le théorème de la convergence dominée implique :∫ π
2

0

fn −−−→
n→∞

∫ π
2

0

f .

Donc ln(un) =
n→∞

n ln

(
1− 2

nπ

∫ π
2

0

f + o(1)

)
=

n→∞
− 2

π

∫ π
2

0

f + o(1).

De la continuité de exp, on déduit que un −−−→
n→∞

exp
(
− 2

π

∫ π
2

0

f
)
.

Par intégration par parties, on a :

∫ π
2

0

f = −
∫ π

2

0

ln
(
sin(t)

)
dt = −I.

Soit ϕ(x) = ln(sin(x)). ϕ ∈ C
( ]

0,
π

2

]
,R

)
. ϕ(x)

0̃+
ln(x). Donc ϕ(x) =

x→0+
o(x−1/2).

Donc ϕ est intégrable sur
]
0,

π

2

]
· Le changement de variable x =

π

2
− t montre

que ln ◦ cos ∈ L1
( ]

0,
π

2

]
,R

)
et I = J où J =

∫ π
2

0

ln ◦ cos.

D’où I =
I + J

2
=

1

2

∫ π/2

0

ln
( sin(2x)

2

)
dx = −π

4
ln(2) +

1

4

∫ π

0

ln(sin(u))du.

Or sin(π − u) = sin(u), donc :
∫ π

0

ln(sin(u))du = 2

∫ π/2

0

ln(sin(u))du = 2I. D’où I = −π

2
ln(2) et un −−−→

n→∞

1

2
·

4. a. La fonction R+ → R, t �→ fx(t) =
1

(1 + t2)x
est continue sur [0,+∞[ et

fx(t) ˜t→+∞ t−2x. Elle est intégrable sur [0,+∞[ si, et seulement si, x >
1

2
· Soit

F (x) =

∫

R+

fx(t)dt. Par le changement de variable qui est une bijection de classe

C1 de [0,+∞[ sur
[
0,
π

2

[
défini par θ = arctan(t), on a F (x) =

∫ π
2

0

(
cos(θ)

)2x−2
dθ

si x >
1

2
· D’après les intégrales de Wallis, on a pour n ∈ N∗, In = F (n)

ñ→∞

√
π

4n
·

La fonction F est décroissante sur [1,+∞[, comme on le vérifie en examinant
F (x) − F (y) si x > y. On a n = E[x] � x < E[x] + 1, où n ∈ N si x est assez
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grand. D’où In+1 � F (x) � In. Donc F (x) ˜x→+∞
1

2

√
π

E[x]
ie. F (x) ˜x→+∞

1

2

√
π

x
·

b. Si x > 0, la fonction f : t �→ e−t

x+ t
est continue sur [0,+∞[ et f(t) =

t→+∞
o(t−2)

par croissances comparées. Donc f ∈ L1
(
[0,+∞[,R).

Par intégration par parties, on a :

∫ +∞

0

f = − ln(x) +

∫ +∞

0

e−t ln(x + t)dt en

posant u(t) = ln(x+ t) et v(t) = e−t. En effet, u et v sont de classe C1 sur ]0,+∞[
et lim

+∞
(uv) = 0. Le changement de variable affine x + t = u dans l’intégrale du

second membre donne :

∫ +∞

0

f = − ln(x) + ex
∫ +∞

x

e−u ln(u)du.

Comme la fonction u �→ e−u ln(u) est intégrable sur ]0,+∞[ et comme, d’après le

cours, Γ′(1) =

∫ +∞

0

e−u ln(u)du, on a

∫ +∞

x

e−u ln(u)du −−−−→
x→0+

Γ′(1) et le résultat.

5. a. La fonction exp étant convexe sur R, on a eu � 1+ u pour tout u ∈ R. Donc

si x ∈ [0, n], u = −x

n
, 0 � 1− x

n
� e−x/n ⇒ 0 �

(
1− x

n

)n

� e−x.

b. Posons fn(x) =
(
1 − x

n

)n

si x ∈ [0, n[ et fn(x) = 0 si x � n. La suite

de fonctions (fn) converge simplement vers f : x �→ e−x sur R+ et pour tout
x ∈ R+, 0 � fn(x) � f(x).

Définissons gn(x) =
fn(x)

x
si x � 1. La suite de fonctions (gn) converge simplement

vers g : x �→ f(x)

x
sur [1,+∞[ et pour tout x ∈ [1,+∞[, 0 � gn(x) � g(x) et

g ∈ L1
(
[1,+∞[,R+

)
car g(x) =

x→+∞
o(x−2) et g est continue sur [1,+∞[. Du

théorème de convergence dominée, on déduit que lim(Jn) =

∫ +∞

1

g = J

Soit hn(x) =
1− fn(x)

x
si x > 0 et hn(0) = 1. Pour n � 1 et x ∈ [0, 1],

0 � hn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

(
1− x

n

)k

� 1. cf. suites géométriques.

La suite de fonctions (hn) de C
(
[0, 1],R

)
converge simplement vers h ∈ C

(
[0, 1],R

)

sur [0, 1] ; h(x) =
1− f(x)

x
si x > 0 et h(0) = 1. D’autre part, nous avons vu

que : ∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N∗, 0 � hn(x) � 1. Du théorème de convergence dominée

on déduit que lim(In) =

∫ 1

0

h =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt = I.

c. Comme ln(n) − Jn =

∫ n

1

hn(t)dt, on déduit du théorème de Chasles que :

In − Jn + ln(n) =

∫ n

0

hn =

∫ n

0

1

n

n−1∑
k=0

(
1− x

n

)k

dx =

n−1∑
k=0

1

k + 1

[(
1− x

n

)k+1
]n

0

In − Jn + ln(n) =

n−1∑
k=0

1

k + 1
· D’où le résultat.
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car

n∑
k=1

ak = 0, donc L =

∫ +∞

0

f = ln

( n∏
k=1

x−ak

k

)
.

3. Par intégration par parties, on a, si n � 1,∫ π
2

0

(
sin(t)

) 1
n dt =

π

2
− 1

n

∫ π
2

0

t cos(t)
(
sin(t)

) 1
n−1

dt. D’où :

ln(un) = n ln

(
1− 2

nπ

∫ π
2

0

fn(t)dt

)
où fn(t) = t cotan(t)

(
sin(t)

) 1
n si t ∈

]
0,
π

2

]

et fn(0) = 0. Soit f :
[
0,
π

2

]
→ R telle que f(0) = 0 et f(t) = t cotan(t) si t �= 0.

La suite croissante de fonctions continues donc intégrables sur
[
0,
π

2

]
converge

simplement vers f sur
[
0,
π

2

]
· Donc 0 � fn � f . Comme f est intégrable sur

[
0,
π

2

]
,

car continue sur ce segment, le théorème de la convergence dominée implique :∫ π
2

0

fn −−−→
n→∞

∫ π
2

0

f .

Donc ln(un) =
n→∞

n ln

(
1− 2

nπ

∫ π
2

0

f + o(1)

)
=

n→∞
− 2

π

∫ π
2

0

f + o(1).

De la continuité de exp, on déduit que un −−−→
n→∞

exp
(
− 2

π

∫ π
2

0

f
)
.

Par intégration par parties, on a :

∫ π
2

0

f = −
∫ π

2

0

ln
(
sin(t)

)
dt = −I.

Soit ϕ(x) = ln(sin(x)). ϕ ∈ C
( ]

0,
π

2

]
,R

)
. ϕ(x)

0̃+
ln(x). Donc ϕ(x) =

x→0+
o(x−1/2).

Donc ϕ est intégrable sur
]
0,

π

2

]
· Le changement de variable x =

π

2
− t montre

que ln ◦ cos ∈ L1
( ]

0,
π

2

]
,R

)
et I = J où J =

∫ π
2

0

ln ◦ cos.

D’où I =
I + J

2
=

1

2

∫ π/2

0

ln
( sin(2x)

2

)
dx = −π

4
ln(2) +

1

4

∫ π

0

ln(sin(u))du.

Or sin(π − u) = sin(u), donc :
∫ π

0

ln(sin(u))du = 2

∫ π/2

0

ln(sin(u))du = 2I. D’où I = −π

2
ln(2) et un −−−→

n→∞

1

2
·

4. a. La fonction R+ → R, t �→ fx(t) =
1

(1 + t2)x
est continue sur [0,+∞[ et

fx(t) ˜t→+∞ t−2x. Elle est intégrable sur [0,+∞[ si, et seulement si, x >
1

2
· Soit

F (x) =

∫

R+

fx(t)dt. Par le changement de variable qui est une bijection de classe

C1 de [0,+∞[ sur
[
0,
π

2

[
défini par θ = arctan(t), on a F (x) =

∫ π
2

0

(
cos(θ)

)2x−2
dθ

si x >
1

2
· D’après les intégrales de Wallis, on a pour n ∈ N∗, In = F (n)

ñ→∞

√
π

4n
·

La fonction F est décroissante sur [1,+∞[, comme on le vérifie en examinant
F (x) − F (y) si x > y. On a n = E[x] � x < E[x] + 1, où n ∈ N si x est assez
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grand. D’où In+1 � F (x) � In. Donc F (x) ˜x→+∞
1

2

√
π

E[x]
ie. F (x) ˜x→+∞

1

2

√
π

x
·

b. Si x > 0, la fonction f : t �→ e−t

x+ t
est continue sur [0,+∞[ et f(t) =

t→+∞
o(t−2)

par croissances comparées. Donc f ∈ L1
(
[0,+∞[,R).

Par intégration par parties, on a :

∫ +∞

0

f = − ln(x) +

∫ +∞

0

e−t ln(x + t)dt en

posant u(t) = ln(x+ t) et v(t) = e−t. En effet, u et v sont de classe C1 sur ]0,+∞[
et lim

+∞
(uv) = 0. Le changement de variable affine x + t = u dans l’intégrale du

second membre donne :

∫ +∞

0

f = − ln(x) + ex
∫ +∞

x

e−u ln(u)du.

Comme la fonction u �→ e−u ln(u) est intégrable sur ]0,+∞[ et comme, d’après le

cours, Γ′(1) =

∫ +∞

0

e−u ln(u)du, on a

∫ +∞

x

e−u ln(u)du −−−−→
x→0+

Γ′(1) et le résultat.

5. a. La fonction exp étant convexe sur R, on a eu � 1+ u pour tout u ∈ R. Donc

si x ∈ [0, n], u = −x

n
, 0 � 1− x

n
� e−x/n ⇒ 0 �

(
1− x

n

)n

� e−x.

b. Posons fn(x) =
(
1 − x

n

)n

si x ∈ [0, n[ et fn(x) = 0 si x � n. La suite

de fonctions (fn) converge simplement vers f : x �→ e−x sur R+ et pour tout
x ∈ R+, 0 � fn(x) � f(x).

Définissons gn(x) =
fn(x)

x
si x � 1. La suite de fonctions (gn) converge simplement

vers g : x �→ f(x)

x
sur [1,+∞[ et pour tout x ∈ [1,+∞[, 0 � gn(x) � g(x) et

g ∈ L1
(
[1,+∞[,R+

)
car g(x) =

x→+∞
o(x−2) et g est continue sur [1,+∞[. Du

théorème de convergence dominée, on déduit que lim(Jn) =

∫ +∞

1

g = J

Soit hn(x) =
1− fn(x)

x
si x > 0 et hn(0) = 1. Pour n � 1 et x ∈ [0, 1],

0 � hn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

(
1− x

n

)k

� 1. cf. suites géométriques.

La suite de fonctions (hn) de C
(
[0, 1],R

)
converge simplement vers h ∈ C

(
[0, 1],R

)

sur [0, 1] ; h(x) =
1− f(x)

x
si x > 0 et h(0) = 1. D’autre part, nous avons vu

que : ∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N∗, 0 � hn(x) � 1. Du théorème de convergence dominée

on déduit que lim(In) =

∫ 1

0

h =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt = I.

c. Comme ln(n) − Jn =

∫ n

1

hn(t)dt, on déduit du théorème de Chasles que :

In − Jn + ln(n) =

∫ n

0

hn =

∫ n

0

1

n

n−1∑
k=0

(
1− x

n

)k

dx =

n−1∑
k=0

1

k + 1

[(
1− x

n

)k+1
]n

0

In − Jn + ln(n) =

n−1∑
k=0

1

k + 1
· D’où le résultat.
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d. Intégrons par parties :

∫ +∞

1

e−t ln(t) dt en posant u(t) = −e−t et v(t) = ln(t).

u, v ∈C1(R∗
+,R) ; lim

+∞
(uv) = 0 = (uv)(1) D’où :

∫ +∞

1

e−t ln(t) dt = J (cf. b)).

De même en posant u(t) = 1 − e−t et v(t) = ln(t) ; (u, v) ∈ (C1(R∗
+,R))2,

lim
0+

(uv) = 0, (uv)(1) = 0. D’où

∫ 1

0

e−t ln(t)dt = −
∫ 1

0

1− e−t

t
dt = −I (cf. b)).

On déduit de la question c) que Γ′(1) = −γ.

6. Le changement de variable affine t = 1− x

n
donne :

In =

∫ n

0

(
1− x

n

)n

f
(
1− x

n

)
dx =

∫ +∞

0

ϕn(x)dx où

ϕn(x) =
(
1− x

n

)n

f
(
1− x

n

)
si 0 � x � n et ϕn(x) = 0 si x > n.

La suite de fonctions continues par morceaux (ϕn)n�1 converge simplement vers

ϕ : R+ → R, x �→ e−x sur R+. Pour tout x∈R+ et n � 1, |ϕn(x)| � N
[0,1]
∞ (f) e−x.

cf. exercice 5.a. On déduit du théorème de convergence dominée que :

In −−−→
n→∞

∫ +∞

0

e−xf(1) dx = f(1).

7. Notons f(x, t) =
e−|x−t|

1 + t2
· On a : f ∈ C(R2,R) et 0 � f(x, t) �

1

1 + t2
= ϕ(t).

La fonction ϕ est élément de L1
c(R,R+) Donc, d’après le théorème de continuité

des intégrales paramétrées sur un intervalle, F est définie et continue sur R.
Si (xn) est une suite de limite +∞, notons hn(t) = f(xn, t). La suite de fonctions
(hn) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,+∞[ et l’on a : |hn(t)| � ϕ(t)
pour tout t ∈ [0,+∞[. On déduit du théorème de convergence dominée que
F (xn) −−−→

n→∞
0. De la caractérisation séquentielle de l’existence de limite, on déduit

que F (x) −−−−→
x→+∞

0. Comme F (x) = F (−x), on a aussi F (x) −−−−→
x→−∞

0.

∀x ∈ R, F (x) = e−x

∫ x

−∞

et

1 + t2
dt+ ex

∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt.

En tant que primitives de fonctions continues, les fonctions x �→
∫ x

−∞

et

1 + t2
dt et

x �→
∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt sont de classe C1 sur R.

Le lecteur étudiant écrira

∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt = a−

∫ x

0

e−t

1 + t2
dt où a =

∫ +∞

0

e−t

1 + t2
dt

est une constante, pour appliquer le théorème du cours.

F est de classe C1 sur R et, après simplifications, on a :

F ′(x) = −e−x

∫ x

−∞

et

1 + t2
dt + ex

∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt. De même, on prouve que F est

de classe C2 sur R et F ′′(x) = e−x

∫ x

−∞

et

1 + t2
dt+ ex

∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt− 2

1 + x2
·

Donc F est solution sur R de l’équation différentielle : y′′ − y = − 2

1 + x2
·

Si G est solution de cette équation différentielle, alors F − G est solution de
l’équation différentielle linéaire homogène à coefficients constants : y′′ − y = 0.
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Donc : ∃(A,B) ∈ R2, ∀x ∈ R, (F −G)(x) = Aex +Be−x.

lim
|x|→+∞

F (x) = lim
|x|→+∞

G(x) = 0 implique : A = B = 0.

8. La fonction f définie par f(x) =
xα−1

1− x
ln
( 1

x

)
si x ∈ ]0, 1[ et f(1) = 1 est

continue sur ]0, 1]. (cf. ln(t)
t̃→1

(t− 1)).

Pour tout ∀x ∈ [0, 1[,
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn. Donc ∀x ∈ ]0, 1[, f(x) =

∞∑
n=0

fn(x) où

fn(x) = −xα+n−1 ln(x) � 0 si x ∈ ]0, 1[.

Par intégrations par parties, on a, pour a ∈ ]0, 1[ :
∫ 1

a

fn =

[
− xα+n ln(x)

α+ n
+

xα+n

(α+ n)2

]1

a

−−−−→
a→0+

1

(α+ n)2
·

Donc les fonctions positives fn sont intégrables sur ]0, 1[. Du théorème d’intégration

des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit, puisque fn = |fn| et
∑∫ 1

0

|fn|

converge, que f ∈ L1
(
]0, 1[,R+

)
et

∫ 1

0

f =

∞∑
n=0

∫ 1

0

fn =

∞∑
n=0

1

(α+ n)2
·

9. a. fn est clairement positive et fn(t) � e−t est immédiat si t > n. Si t∈[0, n] on
a par concavité de la fonction ln l’inégalité : n ln

(
1− t

n

)
� −t d’où, par croissance

de exp, fn(t) � e−t.

Définissons, pour tout n∈N, la fonction gn sur R�+ par gn(t) = fn(t)t
x−1.

Alors gn est continue sur R�+ et dominée par fx : t �→ e−ttx−1 intégrable, la suite

de fonctions (gn) converge simplement sur R�+ vers fx continue car, si t > 0, pour

n assez grand gn(t) =
(
1− t

n

)n

tx−1 qui tend vers fx(t) lorsque n → ∞.

Le théorème de convergence dominée prouve alors que

∫ +∞

0

gn −−−→
n→∞

∫ +∞

0

fx,

ce qui est le résultat demandé.

b. Le changement de variable u =
t

n
donne :

∫ n

0

(
1− t

n

)n

tx−1 dt = nx

∫ 1

0

(1− u)nux−1 du = nxIn,x.

En intégrant par parties, tenant compte du fait que lim
t→0+

tx = 0, on obtient la

formule de récurrence In,x =
n

x
In−1,x+1 d’où In,x =

n!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
I0,x+n

et enfin In,x =
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
ce qui, avec a. donne Γ(x) = lim

n→∞

n!nx

n∏
k=0

(x+ k)
·

Autre méthode : rappelons le théorème de Taylor-Laplace. Si F ∈Cn+1([a, b],K),

alors F (b) =
n∑

k=0

(b− a)k

k!
F (k)(a) +

∫ b

a

(b− t)n

n!
F (n+1)(t)dt.

Application à F : t �→ tx+n

x(x+ 1) · · · (x+ n)
avec a = 0 et b = 1.
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d. Intégrons par parties :

∫ +∞

1

e−t ln(t) dt en posant u(t) = −e−t et v(t) = ln(t).

u, v ∈C1(R∗
+,R) ; lim

+∞
(uv) = 0 = (uv)(1) D’où :

∫ +∞

1

e−t ln(t) dt = J (cf. b)).

De même en posant u(t) = 1 − e−t et v(t) = ln(t) ; (u, v) ∈ (C1(R∗
+,R))2,

lim
0+

(uv) = 0, (uv)(1) = 0. D’où

∫ 1

0

e−t ln(t)dt = −
∫ 1

0

1− e−t

t
dt = −I (cf. b)).

On déduit de la question c) que Γ′(1) = −γ.

6. Le changement de variable affine t = 1− x

n
donne :

In =

∫ n

0

(
1− x

n

)n

f
(
1− x

n

)
dx =

∫ +∞

0

ϕn(x)dx où

ϕn(x) =
(
1− x

n

)n

f
(
1− x

n

)
si 0 � x � n et ϕn(x) = 0 si x > n.

La suite de fonctions continues par morceaux (ϕn)n�1 converge simplement vers

ϕ : R+ → R, x �→ e−x sur R+. Pour tout x∈R+ et n � 1, |ϕn(x)| � N
[0,1]
∞ (f) e−x.

cf. exercice 5.a. On déduit du théorème de convergence dominée que :

In −−−→
n→∞

∫ +∞

0

e−xf(1) dx = f(1).

7. Notons f(x, t) =
e−|x−t|

1 + t2
· On a : f ∈ C(R2,R) et 0 � f(x, t) �

1

1 + t2
= ϕ(t).

La fonction ϕ est élément de L1
c(R,R+) Donc, d’après le théorème de continuité

des intégrales paramétrées sur un intervalle, F est définie et continue sur R.
Si (xn) est une suite de limite +∞, notons hn(t) = f(xn, t). La suite de fonctions
(hn) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,+∞[ et l’on a : |hn(t)| � ϕ(t)
pour tout t ∈ [0,+∞[. On déduit du théorème de convergence dominée que
F (xn) −−−→

n→∞
0. De la caractérisation séquentielle de l’existence de limite, on déduit

que F (x) −−−−→
x→+∞

0. Comme F (x) = F (−x), on a aussi F (x) −−−−→
x→−∞

0.

∀x ∈ R, F (x) = e−x

∫ x

−∞

et

1 + t2
dt+ ex

∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt.

En tant que primitives de fonctions continues, les fonctions x �→
∫ x

−∞

et

1 + t2
dt et

x �→
∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt sont de classe C1 sur R.

Le lecteur étudiant écrira

∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt = a−

∫ x

0

e−t

1 + t2
dt où a =

∫ +∞

0

e−t

1 + t2
dt

est une constante, pour appliquer le théorème du cours.

F est de classe C1 sur R et, après simplifications, on a :

F ′(x) = −e−x

∫ x

−∞

et

1 + t2
dt + ex

∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt. De même, on prouve que F est

de classe C2 sur R et F ′′(x) = e−x

∫ x

−∞

et

1 + t2
dt+ ex

∫ +∞

x

e−t

1 + t2
dt− 2

1 + x2
·

Donc F est solution sur R de l’équation différentielle : y′′ − y = − 2

1 + x2
·

Si G est solution de cette équation différentielle, alors F − G est solution de
l’équation différentielle linéaire homogène à coefficients constants : y′′ − y = 0.
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Donc : ∃(A,B) ∈ R2, ∀x ∈ R, (F −G)(x) = Aex +Be−x.

lim
|x|→+∞

F (x) = lim
|x|→+∞

G(x) = 0 implique : A = B = 0.

8. La fonction f définie par f(x) =
xα−1

1− x
ln
( 1

x

)
si x ∈ ]0, 1[ et f(1) = 1 est

continue sur ]0, 1]. (cf. ln(t)
t̃→1

(t− 1)).

Pour tout ∀x ∈ [0, 1[,
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn. Donc ∀x ∈ ]0, 1[, f(x) =

∞∑
n=0

fn(x) où

fn(x) = −xα+n−1 ln(x) � 0 si x ∈ ]0, 1[.

Par intégrations par parties, on a, pour a ∈ ]0, 1[ :
∫ 1

a

fn =

[
− xα+n ln(x)

α+ n
+

xα+n

(α+ n)2

]1

a

−−−−→
a→0+

1

(α+ n)2
·

Donc les fonctions positives fn sont intégrables sur ]0, 1[. Du théorème d’intégration

des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit, puisque fn = |fn| et
∑∫ 1

0

|fn|

converge, que f ∈ L1
(
]0, 1[,R+

)
et

∫ 1

0

f =

∞∑
n=0

∫ 1

0

fn =

∞∑
n=0

1

(α+ n)2
·

9. a. fn est clairement positive et fn(t) � e−t est immédiat si t > n. Si t∈[0, n] on
a par concavité de la fonction ln l’inégalité : n ln

(
1− t

n

)
� −t d’où, par croissance

de exp, fn(t) � e−t.

Définissons, pour tout n∈N, la fonction gn sur R�+ par gn(t) = fn(t)t
x−1.

Alors gn est continue sur R�+ et dominée par fx : t �→ e−ttx−1 intégrable, la suite

de fonctions (gn) converge simplement sur R�+ vers fx continue car, si t > 0, pour

n assez grand gn(t) =
(
1− t

n

)n

tx−1 qui tend vers fx(t) lorsque n → ∞.

Le théorème de convergence dominée prouve alors que

∫ +∞

0

gn −−−→
n→∞

∫ +∞

0

fx,

ce qui est le résultat demandé.

b. Le changement de variable u =
t

n
donne :

∫ n

0

(
1− t

n

)n

tx−1 dt = nx

∫ 1

0

(1− u)nux−1 du = nxIn,x.

En intégrant par parties, tenant compte du fait que lim
t→0+

tx = 0, on obtient la

formule de récurrence In,x =
n

x
In−1,x+1 d’où In,x =

n!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
I0,x+n

et enfin In,x =
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
ce qui, avec a. donne Γ(x) = lim

n→∞

n!nx

n∏
k=0

(x+ k)
·

Autre méthode : rappelons le théorème de Taylor-Laplace. Si F ∈Cn+1([a, b],K),

alors F (b) =
n∑

k=0

(b− a)k

k!
F (k)(a) +

∫ b

a

(b− t)n

n!
F (n+1)(t)dt.

Application à F : t �→ tx+n

x(x+ 1) · · · (x+ n)
avec a = 0 et b = 1.
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∫ 1

0

(1− t)nFn+1(t)dt = F (1)n! =
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
·

10. a. La fonction ϕ définie par ϕ(t) =
1

et − 1
− 1

t
+

1

2
si t > 0 et ϕ(0) = 0 est

continue sur R+. En effet ϕ(t) =
N(t)

D(t)
,N(t) =

t→+∞
o(t2) et D(t) ˜t→+∞ 2t2.

lim
+∞

ϕ =
1

2
et ϕ ∈ C(R+,R). Donc il existe M ∈ R+, tel que : ∀t ∈ R+, |ϕ(t)| � M.

Notons F (λ, t) = ϕ(t)e−λt. Soit a > 0. Pour (λ, t) ∈ [a,+∞[×, |F (λ, t)| � Me−at.
La fonction δ1 : t �→ Me−at est intégrable sur [0,+∞[ à valeurs positives. En
effet, elle est continue et δ1(t) =

t→+∞
o(t−2). Comme F est continue sur R∗

+ ×R∗
+,

on déduit du corollaire du théorème de continuité des intégrales paramétrées que
g ∈ C(R∗

+,R).

F ∈ C1(R∗
+ × R∗

+,R) et pour (λ, t) ∈ [a,+∞[×,
∣∣∣∂F
∂λ

(λ, t)
∣∣∣ � Mte−at = δ2(t).

δ2 ∈ L1(R+,R+). En effet, elle est continue et δ2(t) =
t→+∞

o(t−2). On déduit d’un

corollaire du théorème de dérivabilité des intégrales paramétrées sur un intervalle
que g ∈ C1(R∗

+,R) et que g′(λ) = −f(λ).

b. Pour tout t > 0, on a 0 < e−t < 1, donc
1

et − 1
=

e−t

1− e−t
=

∞∑
n=0

e−(n+1)t.

( t

et − 1
− 1 +

t

2

)
e−λt =

( t

2
− 1

)
e−λt +

∞∑
n=0

te−(n+1+λ)t.

Soit k ∈ R∗
+. on a Γ(2) =

∫ +∞

0

te−tdt = k2
∫ +∞

0

ue−ukdu = 1.

Les fonctions un définies par un(t) = te−(n+1+λ)t si t ∈ R+ sont éléments de
L1
c(R+,R+). La série

∑
un converge simplement sur ]0,+∞[ et a pour somme la

fonction S : ]0,+∞[→ R+, t �→ te−t

et − 1
· Du théorème d’intégration des séries de

fonctions intégrables sur un intervalle, on déduit, puisque
∑∫ +∞

0

un converge,

que S ∈ L1
(
]0,+∞[,R+

)
et

∫ +∞

0

S =

∞∑
n=0

∫ 1

0

un =

∞∑
n=0

1

(λ+ n+ 1)2
·

D’où : ∀λ ∈ R∗
+, f(λ) =

1

2λ2
− 1

λ
+

∞∑
n=1

1

(λ+ n)2
·

11. a. On a : x
f ′(x)

f(x)
=

x→+∞
α+ o(1) ⇒ f ′(x)

f(x)
− α

x
=

x→+∞
o
( 1

x

)
·

Noter que nous n’avons pas écrit x
f ′(x)

f(x) ˜x→+∞α pour éviter l’étude de deux cas,

selon que α est nul ou pas.

Posons g(x) =
f ′(x)

f(x)
− α

x
et h(x) =

1

x
· Le couple (g, h) vérifie les hypothèses du

théorème de sommation de relations de comparaison. On a donc (avec a′ > 0) :∫ x

a′

(f ′(t)

f(t)
− α

t

)
dt =

x→+∞
o
(∫ x

a′

dt

t

)
·
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Comme ln(f(a′))− α ln(a′) =
x→+∞

o
(
ln(x)

)
, ln(f(x))− α ln(x) =

x→+∞
o
(
ln(x)

)
.

D’où :
ln(f(x))

ln(x)
−−−−→
x→+∞

α.

∀γ ∈ R, ∀x ∈ R∗
+, ln

(
xγf(x)

)
= ln(f(x))+ γ ln(x) =

x→+∞
(α+ γ) ln(x)+ o

(
ln(x)

)
.

Si γ > −α, xγf(x) −−−−→
x→+∞

+∞. Si γ < −α, xγf(x) −−−−→
x→+∞

0.

b. Si α < −1, il existe γ0 ∈ R tel que −α > γ0 > 1. On a donc xγ0f(x) −−−−→
x→+∞

0.

D’où f(x) =
x→+∞

o
(
x−γ0

)
avec γ0 > 1. Comme f ∈ C(I,R+), on conclut que f est

intégrable sur I. D’autre part, une intégration par parties donne :

∀(x, y) ∈ I2, x < y,

∫ y

x

f(t)dt = yf(y)− xf(x)−
∫ y

x

tf ′(t)dt. (1)

Comme α < −1, α �= 0. Donc tf ′(t) ˜t→+∞αf(t). Comme f ∈ L1(I,R) et f � 0, il

en est de même de t �→ tf ′(t) et l’on déduit du théorème de sommation de relations

de comparaison que :

∫ +∞

x

tf ′(t)dt ˜x→+∞α

∫ +∞

x

f(t)dt.

yf(y) −−−−→
y→+∞

0 car f(y) =
y→+∞

o
(
y−γ0

)
avec γ0 > 1.

(1) ⇒
∫ +∞

x

f = −xf(x)−
∫ +∞

x

tf ′(t)dt =
x→+∞

−xf(x)−α

∫ +∞

x

f +o
(∫ +∞

x

f
)
.

D’où le résultat.

c. Si α > −1, il existe γ0 ∈ ]− α, 1[. On a donc xγ0f(x) −−−−→
x→+∞

+∞.

D’où 0 < x−γ0 =
x→+∞

o
(
f(x)

)
avec γ0 < 1. Comme f ∈ C(I,R+), on conclut que

f n’est pas intégrable sur I. En procédant comme précédemment, on a :

∀x ∈ ]a,+∞[,

∫ x

a

f(t)dt = xf(x)− af(a)−
∫ x

a

tf ′(t)dt (2)

Comme tf ′(t) =
t→+∞

αf(t)+o
(
f(t)

)
par hypothèse, et comme f n’est pas intégrable

sur I et à valeurs dans ]0,+∞[, on déduit du théorème de sommation de relations

de comparaison que :

∫ x

a

(tf ′(t)− αf(t))dt =
x→+∞

o
(∫ x

a

f(t)dt
)
.

Comme f �∈ L1(I,R) et f > 0,

∫ x

a

f −−−−→
x→+∞

+∞ ⇒ af(a) =
x→+∞

o
(∫ x

a

f(t)dt
)
.

(2)⇒
∫ x

a

f(t)dt ˜x→+∞
xf(x)

α+ 1
si α > −1.

d. Soit a = 2. Posons f1(x) =
1

x
et f2(x) =

1

x ln2(x)
·

f1 et f2 sont continues sur I à valeurs dans R∗
+. f1 �∈ L1(I,R).

f2 ∈ L1(I,R). En effet

∫ x

2

f2 −−−−→
x→+∞

1

ln(2)
et f2 > 0. On vérifie que dans ces

deux cas, α = −1. On ne peut donc rien conclure en général si α = −1.

12. a. La fonction fn définie sur R par fn(x) =
n3xf(x)

(1 + n2x2)2
est continue et

intégrable sur R car : ∀x ∈ R, ∀n � 1, |fn(x)| �
n3|x|

(1 + x2)2
NR

∞(f) = θ(x) et



264 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

∫ 1

0

(1− t)nFn+1(t)dt = F (1)n! =
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
·

10. a. La fonction ϕ définie par ϕ(t) =
1

et − 1
− 1

t
+

1

2
si t > 0 et ϕ(0) = 0 est

continue sur R+. En effet ϕ(t) =
N(t)

D(t)
,N(t) =

t→+∞
o(t2) et D(t) ˜t→+∞ 2t2.

lim
+∞

ϕ =
1

2
et ϕ ∈ C(R+,R). Donc il existe M ∈ R+, tel que : ∀t ∈ R+, |ϕ(t)| � M.

Notons F (λ, t) = ϕ(t)e−λt. Soit a > 0. Pour (λ, t) ∈ [a,+∞[×, |F (λ, t)| � Me−at.
La fonction δ1 : t �→ Me−at est intégrable sur [0,+∞[ à valeurs positives. En
effet, elle est continue et δ1(t) =

t→+∞
o(t−2). Comme F est continue sur R∗

+ ×R∗
+,

on déduit du corollaire du théorème de continuité des intégrales paramétrées que
g ∈ C(R∗

+,R).

F ∈ C1(R∗
+ × R∗

+,R) et pour (λ, t) ∈ [a,+∞[×,
∣∣∣∂F
∂λ

(λ, t)
∣∣∣ � Mte−at = δ2(t).

δ2 ∈ L1(R+,R+). En effet, elle est continue et δ2(t) =
t→+∞

o(t−2). On déduit d’un

corollaire du théorème de dérivabilité des intégrales paramétrées sur un intervalle
que g ∈ C1(R∗

+,R) et que g′(λ) = −f(λ).

b. Pour tout t > 0, on a 0 < e−t < 1, donc
1

et − 1
=

e−t

1− e−t
=

∞∑
n=0

e−(n+1)t.

( t

et − 1
− 1 +

t

2

)
e−λt =

( t

2
− 1

)
e−λt +

∞∑
n=0

te−(n+1+λ)t.

Soit k ∈ R∗
+. on a Γ(2) =

∫ +∞

0

te−tdt = k2
∫ +∞

0

ue−ukdu = 1.

Les fonctions un définies par un(t) = te−(n+1+λ)t si t ∈ R+ sont éléments de
L1
c(R+,R+). La série

∑
un converge simplement sur ]0,+∞[ et a pour somme la

fonction S : ]0,+∞[→ R+, t �→ te−t

et − 1
· Du théorème d’intégration des séries de

fonctions intégrables sur un intervalle, on déduit, puisque
∑∫ +∞

0

un converge,

que S ∈ L1
(
]0,+∞[,R+

)
et

∫ +∞

0

S =

∞∑
n=0

∫ 1

0

un =

∞∑
n=0

1

(λ+ n+ 1)2
·

D’où : ∀λ ∈ R∗
+, f(λ) =

1

2λ2
− 1

λ
+

∞∑
n=1

1

(λ+ n)2
·

11. a. On a : x
f ′(x)

f(x)
=

x→+∞
α+ o(1) ⇒ f ′(x)

f(x)
− α

x
=

x→+∞
o
( 1

x

)
·

Noter que nous n’avons pas écrit x
f ′(x)

f(x) ˜x→+∞α pour éviter l’étude de deux cas,

selon que α est nul ou pas.

Posons g(x) =
f ′(x)

f(x)
− α

x
et h(x) =

1

x
· Le couple (g, h) vérifie les hypothèses du

théorème de sommation de relations de comparaison. On a donc (avec a′ > 0) :∫ x

a′

(f ′(t)

f(t)
− α

t

)
dt =

x→+∞
o
(∫ x

a′

dt

t

)
·
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Comme ln(f(a′))− α ln(a′) =
x→+∞

o
(
ln(x)

)
, ln(f(x))− α ln(x) =

x→+∞
o
(
ln(x)

)
.

D’où :
ln(f(x))

ln(x)
−−−−→
x→+∞

α.

∀γ ∈ R, ∀x ∈ R∗
+, ln

(
xγf(x)

)
= ln(f(x))+ γ ln(x) =

x→+∞
(α+ γ) ln(x)+ o

(
ln(x)

)
.

Si γ > −α, xγf(x) −−−−→
x→+∞

+∞. Si γ < −α, xγf(x) −−−−→
x→+∞

0.

b. Si α < −1, il existe γ0 ∈ R tel que −α > γ0 > 1. On a donc xγ0f(x) −−−−→
x→+∞

0.

D’où f(x) =
x→+∞

o
(
x−γ0

)
avec γ0 > 1. Comme f ∈ C(I,R+), on conclut que f est

intégrable sur I. D’autre part, une intégration par parties donne :

∀(x, y) ∈ I2, x < y,

∫ y

x

f(t)dt = yf(y)− xf(x)−
∫ y

x

tf ′(t)dt. (1)

Comme α < −1, α �= 0. Donc tf ′(t) ˜t→+∞αf(t). Comme f ∈ L1(I,R) et f � 0, il

en est de même de t �→ tf ′(t) et l’on déduit du théorème de sommation de relations

de comparaison que :

∫ +∞

x

tf ′(t)dt ˜x→+∞α

∫ +∞

x

f(t)dt.

yf(y) −−−−→
y→+∞

0 car f(y) =
y→+∞

o
(
y−γ0

)
avec γ0 > 1.

(1) ⇒
∫ +∞

x

f = −xf(x)−
∫ +∞

x

tf ′(t)dt =
x→+∞

−xf(x)−α

∫ +∞

x

f +o
(∫ +∞

x

f
)
.

D’où le résultat.

c. Si α > −1, il existe γ0 ∈ ]− α, 1[. On a donc xγ0f(x) −−−−→
x→+∞

+∞.

D’où 0 < x−γ0 =
x→+∞

o
(
f(x)

)
avec γ0 < 1. Comme f ∈ C(I,R+), on conclut que

f n’est pas intégrable sur I. En procédant comme précédemment, on a :

∀x ∈ ]a,+∞[,

∫ x

a

f(t)dt = xf(x)− af(a)−
∫ x

a

tf ′(t)dt (2)

Comme tf ′(t) =
t→+∞

αf(t)+o
(
f(t)

)
par hypothèse, et comme f n’est pas intégrable

sur I et à valeurs dans ]0,+∞[, on déduit du théorème de sommation de relations

de comparaison que :

∫ x

a

(tf ′(t)− αf(t))dt =
x→+∞

o
(∫ x

a

f(t)dt
)
.

Comme f �∈ L1(I,R) et f > 0,

∫ x

a

f −−−−→
x→+∞

+∞ ⇒ af(a) =
x→+∞

o
(∫ x

a

f(t)dt
)
.

(2)⇒
∫ x

a

f(t)dt ˜x→+∞
xf(x)

α+ 1
si α > −1.

d. Soit a = 2. Posons f1(x) =
1

x
et f2(x) =

1

x ln2(x)
·

f1 et f2 sont continues sur I à valeurs dans R∗
+. f1 �∈ L1(I,R).

f2 ∈ L1(I,R). En effet

∫ x

2

f2 −−−−→
x→+∞

1

ln(2)
et f2 > 0. On vérifie que dans ces

deux cas, α = −1. On ne peut donc rien conclure en général si α = −1.

12. a. La fonction fn définie sur R par fn(x) =
n3xf(x)

(1 + n2x2)2
est continue et

intégrable sur R car : ∀x ∈ R, ∀n � 1, |fn(x)| �
n3|x|

(1 + x2)2
NR

∞(f) = θ(x) et

So
lu

ti
o

ns
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θ ∈ L1
c(R,R+), puisque θ(x) =

x→+∞
o(x−2). Le changement de variable affine

t = nx dans In =

∫

R
fn(x)dx donne In =

∫

R

nt

(1 + t2)2
f
( t

n

)
dt.

Soit g la fonction définie sur R par g(t) =
f(t)− f(0)

t
si t �= 0 et g(0) = f ′(0) est

continue sur R et pour tout t, on a f(t) = f(0)+ tg(t). Compte tenu de l’imparité

de t �→ nt

(1 + t2)2
, on a :

∫

R

nt

(1 + t2)2
dt = 0. D’où In =

∫

R

t2

(1 + t2)2
g
( t

n

)
dt.

Posons ϕn(t) =
t2

(1 + t2)2
g
( t

n

)
· La suite de fonctions (ϕn) converge simplement

vers la fonction ϕ : t �→ t2

(1 + t2)2
g(0) sur R. D’autre part, si t ∈ R et n � 1,

|ϕn(t)| �
t2

(1 + t2)2
NR

∞(g). En effet, la fonction g est bornée sur R, puisque

• si |x| � 1, |g(x)| � |f(x)− f(0)| � 2NR
∞(f),

• si |x| � 1, il existe M ∈ R+ tel que M = max
x∈[−1,1]

|g(x)| = sup
x∈[−1,1]

|g(x)|, la

fonction g étant continue sur le compact [−1, 1] de R.

La fonction ψ : t �→ t2

(1 + t2)2
NR

∞(g) est continue positive et intégrable sur R, car

ψ(t) =
|t|→+∞

O(t−2). On déduit du théorème de convergence dominée que :

In −−−−−→
n→+∞

g(0)

∫

R

t2

(1 + t2)2
=

π

2
f ′(0). En effet, le changement de variable t =

1

u
étant une bijection de classe C1 de ]0,+∞[ sur lui-même, on a :

I =

∫ +∞

0

t2

(1 + t2)2
dt =

∫ +∞

0

du

(1 + u2)2
= J =

I + J

2
=

1

2

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π

4
·

b. Posons gx(t) =
t2

1 + x2t3
si t � 1 et x � 0. gx étant dérivable sur [1,+∞[, on a :

g′x(t) =
2t(1− 2x2t3)

(1 + t3x2)3
, d’où max

t∈[1,+∞[
gx(t) = g

(
(2x2)−1/3

)
.

Donc : ∀x ∈ R∗
+, ∀n � 1, 0 � xgx(n) �

3
√
16

9
x−1/3.

Posons fn(x) = xgx(n)f(x), ϕ(x) =
3
√
16

9
x−1/3f(x) si x > 0 et ϕ(0) = 0.

Pour n � 1 et x � 0, |fn(x)| � ϕ(x).
Pour x � 1, 0 � ϕ � |f | et ϕ(x) =

x→0+
o(x−1/3). Donc ϕ ∈ L1(R+,R+).

Comme (fn) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,+∞[, on déduit du

théorème de convergence dominée que

∫

R+

fn −−−→
n→∞

0.

13. Comme f ′′ est intégrable sur R+, f ′ a une limite en +∞ car, si x∈R+,

f ′(x) = f ′(0) +

∫ x

0

f ′′, notons la �. Si � �= 0 alors f ′(x) − � =
x→+∞

o(1) d’où, par

intégration de la relation o, f(x) − �x =
x→+∞

o(x) et donc f(x) ˜x→+∞ �x, ce qui

contredit l’intégrabilité de f sur R+. Donc � = 0.
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On a

∫ x+1

x

f = f(x) +

∫ x+1

x

(x+ 1− t)f ′(t) dt en intégrant par parties ou par le

théorème de Taylor-Laplace.

Or

∣∣∣∣
∫ x+1

x

(x + 1 − t)f ′(t) dt

∣∣∣∣ �
∫ x+1

x

N [x,x+1]
∞ (f ′) = N [x,x+1]

∞ (f ′) car on a

0 � x + 1 − t � 1 sur [x, x + 1], donc

∫ x+1

x

(x + 1 − t)f ′(t) dt −−−−→
x→+∞

0 et
∫ x+1

x

f −−−−→
x→+∞

0, donc f(x) −−−−→
x→+∞

0.

∫ n+1

n

f ′ = f ′(n)+

∫ n+1

n

(n+1−t)f ′′(t) dt et

∣∣∣∣
∫ n+1

n

(n+1−t)f ′′(t) dt

∣∣∣∣ �
∫ n+1

n

|f ′′|

d’où l’absolue convergence de
∑∫ n+1

n

(n + 1 − t)f ′′(t) dt. Comme f admet une

limite en +∞,
∑∫ n+1

n

f ′ converge et donc
∑

f ′(n) converge.

De même

∫ n+1

n

f = f(n) +
1

2
f ′(n) +

1

2

∫ n+1

n

(n + 1 − t)2f ′′(t) dt, et on a

l’inégalité

∣∣∣∣
∫ n+1

n

(n + 1 − t)2f ′′(t) dt

∣∣∣∣ �
∫ n+1

n

|f ′′| d’où l’absolue convergence de

∑∫ n+1

n

(n+1−t)2f ′′(t) dt. Comme f est intégrable sur R+,
∑∫ n+1

n

f converge

et, par combinaison linéaire,
∑

f(n) converge.

14. f est impaire et la fonction ϕ : (x, t) �→ sin(tx)

t(1 + t2)
est de classe C1 sur R×R�+.

Soit A∈R�+, si |x| � A et t > 0,
∣∣ϕ(x, t)∣∣ �

|x|
1 + t2

�
A

1 + t2
car sin est

lipschitzienne de rapport 1, ψ : t �→ 1

1 + t2
est intégrable sur R+.

∣∣∣∂ϕ
∂x

(x, t)
∣∣∣ =

∣∣ cos(tx)∣∣
1 + t2

� ψ(t), le théorème de dérivation d’une intégrale dépendant

d’un paramètre prouve que f est de classe C1 sur R avec f ′(x) =

∫ +∞

0

cos(tx)

1 + t2
dt.

La domination de
∂2ϕ

∂x2
présente un sérieux problème, on va donc procéder

différemment. Si x �= 0,

∫ A

0

cos(tx)

1 + t2
dt =

1

x

[ sin(tx)
1 + t2

]A
0
+

1

x

∫ A

0

2t sin(tx)

(1 + t2)2
dt et,

quand A → +∞, on obtient g(x) = xf ′(x) = 2

∫ +∞

0

t sin(tx)

(1 + t2)2
dt.

Soit ψ : (x, t) �→ t sin(tx)

(1 + t2)2
, ψ est de classe C1 sur R�+×R+ et

∣∣ψ(x, t)∣∣ � t

(1 + t2)2
·

θ : t �→ t

(1 + t2)2
est continue sur R+ et θ(t) ˜t→+∞ t−3, donc θ est intégrable

sur R+. Par suite g est de classe C1 sur R et donc f est de classe C2 sur R� et

xf ′′(x) + f ′(x) = 2

∫ +∞

0

t2 cos(tx)

(1 + t2)2
dt, donc xf ′′(x) =

∫ +∞

0

t2 − 1

(1 + t2)2
cos(tx) dt.
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θ ∈ L1
c(R,R+), puisque θ(x) =

x→+∞
o(x−2). Le changement de variable affine

t = nx dans In =

∫

R
fn(x)dx donne In =

∫

R

nt

(1 + t2)2
f
( t

n

)
dt.

Soit g la fonction définie sur R par g(t) =
f(t)− f(0)

t
si t �= 0 et g(0) = f ′(0) est

continue sur R et pour tout t, on a f(t) = f(0)+ tg(t). Compte tenu de l’imparité

de t �→ nt

(1 + t2)2
, on a :

∫

R

nt

(1 + t2)2
dt = 0. D’où In =

∫

R

t2

(1 + t2)2
g
( t

n

)
dt.

Posons ϕn(t) =
t2

(1 + t2)2
g
( t

n

)
· La suite de fonctions (ϕn) converge simplement

vers la fonction ϕ : t �→ t2

(1 + t2)2
g(0) sur R. D’autre part, si t ∈ R et n � 1,

|ϕn(t)| �
t2

(1 + t2)2
NR

∞(g). En effet, la fonction g est bornée sur R, puisque

• si |x| � 1, |g(x)| � |f(x)− f(0)| � 2NR
∞(f),

• si |x| � 1, il existe M ∈ R+ tel que M = max
x∈[−1,1]

|g(x)| = sup
x∈[−1,1]

|g(x)|, la

fonction g étant continue sur le compact [−1, 1] de R.

La fonction ψ : t �→ t2

(1 + t2)2
NR

∞(g) est continue positive et intégrable sur R, car

ψ(t) =
|t|→+∞

O(t−2). On déduit du théorème de convergence dominée que :

In −−−−−→
n→+∞

g(0)

∫

R

t2

(1 + t2)2
=

π

2
f ′(0). En effet, le changement de variable t =

1

u
étant une bijection de classe C1 de ]0,+∞[ sur lui-même, on a :

I =

∫ +∞

0

t2

(1 + t2)2
dt =

∫ +∞

0

du

(1 + u2)2
= J =

I + J

2
=

1

2

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π

4
·

b. Posons gx(t) =
t2

1 + x2t3
si t � 1 et x � 0. gx étant dérivable sur [1,+∞[, on a :

g′x(t) =
2t(1− 2x2t3)

(1 + t3x2)3
, d’où max

t∈[1,+∞[
gx(t) = g

(
(2x2)−1/3

)
.

Donc : ∀x ∈ R∗
+, ∀n � 1, 0 � xgx(n) �

3
√
16

9
x−1/3.

Posons fn(x) = xgx(n)f(x), ϕ(x) =
3
√
16

9
x−1/3f(x) si x > 0 et ϕ(0) = 0.

Pour n � 1 et x � 0, |fn(x)| � ϕ(x).
Pour x � 1, 0 � ϕ � |f | et ϕ(x) =

x→0+
o(x−1/3). Donc ϕ ∈ L1(R+,R+).

Comme (fn) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,+∞[, on déduit du

théorème de convergence dominée que

∫

R+

fn −−−→
n→∞

0.

13. Comme f ′′ est intégrable sur R+, f ′ a une limite en +∞ car, si x∈R+,

f ′(x) = f ′(0) +

∫ x

0

f ′′, notons la �. Si � �= 0 alors f ′(x) − � =
x→+∞

o(1) d’où, par

intégration de la relation o, f(x) − �x =
x→+∞

o(x) et donc f(x) ˜x→+∞ �x, ce qui

contredit l’intégrabilité de f sur R+. Donc � = 0.
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On a

∫ x+1

x

f = f(x) +

∫ x+1

x

(x+ 1− t)f ′(t) dt en intégrant par parties ou par le

théorème de Taylor-Laplace.

Or

∣∣∣∣
∫ x+1

x

(x + 1 − t)f ′(t) dt

∣∣∣∣ �
∫ x+1

x

N [x,x+1]
∞ (f ′) = N [x,x+1]

∞ (f ′) car on a

0 � x + 1 − t � 1 sur [x, x + 1], donc

∫ x+1

x

(x + 1 − t)f ′(t) dt −−−−→
x→+∞

0 et
∫ x+1

x

f −−−−→
x→+∞

0, donc f(x) −−−−→
x→+∞

0.

∫ n+1

n

f ′ = f ′(n)+

∫ n+1

n

(n+1−t)f ′′(t) dt et

∣∣∣∣
∫ n+1

n

(n+1−t)f ′′(t) dt

∣∣∣∣ �
∫ n+1

n

|f ′′|

d’où l’absolue convergence de
∑∫ n+1

n

(n + 1 − t)f ′′(t) dt. Comme f admet une

limite en +∞,
∑∫ n+1

n

f ′ converge et donc
∑

f ′(n) converge.

De même

∫ n+1

n

f = f(n) +
1

2
f ′(n) +

1

2

∫ n+1

n

(n + 1 − t)2f ′′(t) dt, et on a

l’inégalité

∣∣∣∣
∫ n+1

n

(n + 1 − t)2f ′′(t) dt

∣∣∣∣ �
∫ n+1

n

|f ′′| d’où l’absolue convergence de

∑∫ n+1

n

(n+1−t)2f ′′(t) dt. Comme f est intégrable sur R+,
∑∫ n+1

n

f converge

et, par combinaison linéaire,
∑

f(n) converge.

14. f est impaire et la fonction ϕ : (x, t) �→ sin(tx)

t(1 + t2)
est de classe C1 sur R×R�+.

Soit A∈R�+, si |x| � A et t > 0,
∣∣ϕ(x, t)∣∣ �

|x|
1 + t2

�
A

1 + t2
car sin est

lipschitzienne de rapport 1, ψ : t �→ 1

1 + t2
est intégrable sur R+.

∣∣∣∂ϕ
∂x

(x, t)
∣∣∣ =

∣∣ cos(tx)∣∣
1 + t2

� ψ(t), le théorème de dérivation d’une intégrale dépendant

d’un paramètre prouve que f est de classe C1 sur R avec f ′(x) =

∫ +∞

0

cos(tx)

1 + t2
dt.

La domination de
∂2ϕ

∂x2
présente un sérieux problème, on va donc procéder

différemment. Si x �= 0,

∫ A

0

cos(tx)

1 + t2
dt =

1

x

[ sin(tx)
1 + t2

]A
0
+

1

x

∫ A

0

2t sin(tx)

(1 + t2)2
dt et,

quand A → +∞, on obtient g(x) = xf ′(x) = 2

∫ +∞

0

t sin(tx)

(1 + t2)2
dt.

Soit ψ : (x, t) �→ t sin(tx)

(1 + t2)2
, ψ est de classe C1 sur R�+×R+ et

∣∣ψ(x, t)∣∣ � t

(1 + t2)2
·

θ : t �→ t

(1 + t2)2
est continue sur R+ et θ(t) ˜t→+∞ t−3, donc θ est intégrable

sur R+. Par suite g est de classe C1 sur R et donc f est de classe C2 sur R� et

xf ′′(x) + f ′(x) = 2

∫ +∞

0

t2 cos(tx)

(1 + t2)2
dt, donc xf ′′(x) =

∫ +∞

0

t2 − 1

(1 + t2)2
cos(tx) dt.

So
lu

ti
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ns
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∫ A

0

t2 − 1

(1 + t2)2
cos(xt) dt =

[
− t

1 + t2
cos(xt)

x

]A
0

−
∫ A

0

t

1 + t2
sin(xt) dt, d’où

f ′′(x) = −
∫ +∞

0

t sin(tx)

1 + t2
dt et donc, si x∈R�+, f ′′(x)−f(x) = −

∫ +∞

0

sin(tx)

t
dt,

soit f ′′(x)−f(x) = −
∫ +∞

0

sin(u)

u
du = −π

2
par le changement de variable u = xt

qui est une bijection de classe C1 entre R�+ et lui-même.

On en déduit immédiatement, si x > 0, f(x) = Aex + Be−x +
π

2
et, comme

f(0) = 0, f ′(0) =

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π

2
, il vient A = 0, B = −π

2
et donc

f(x) =
π

2

(
1− e−x

)
si x > 0, f(x) =

π

2

(
ex − 1

)
si x < 0.

15. ϕ : (x, t) �→ arctan(xt)− arctan(t)

t
est de classe C1 sur (R�+)2.

∀a > 0, arctan(a)+arctan(1/a) = π/2 ⇒ ϕ(x, t) =
1

t

(
arctan

(1
t

)
−arctan

( 1

xt

))
·

ϕ(x, t) ˜t→+∞
1

t2

(
1− 1

x

)
et lim

t→0
ϕ(x, t) = x− 1.

Donc t �→ ϕ(t, x) est intégrable sur ]0,+∞[ pour tout x > 0.

Soit a > 0. Pour tout (x, t)∈[a,+∞[× ]0,+∞[,
∣∣∣∂ϕ
∂x

(x, t)
∣∣∣ � 1

1 + a2t2
= λa(t) et λa

est intégrable sur R�+. Comme intégrale dépendant d’un paramètre, f est de classe

C1 sur R�+ et, si x > 0, f ′(x) =

∫ +∞

0

dt

1 + t2x2
=

1

x
lim

A→+∞
arctan

(A
x

)
=

π

2x
·

Comme f(1) = 0, on en déduit : ∀x∈R�+, f(x) =
π

2
ln(x).

16. On suppose ici x∈R�+.

On définit, pour tout k∈N�, fk : u �→ (−1)k−1

k!
ekx(t−u)f(u), fk est continue

sur [0, 1] et N
[0,1]
∞ (fk) �

(ext)k

k!
N [0,1]

∞ (f) terme général d’une série convergente

indépendante de u, donc
∑

fk converge normalement sur [0, 1] et, par suite,
∞∑
k=1

(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)f(u) du =

∫ 1

0

( ∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
ekx(t−u)f(u)

)
du

=

∫ 1

0

[
1− e−ex(t−u)

]
f(u) du.

Soit (xn)∈(R�+)N telle que xn −−−→
n→∞

+∞ et considérons, pour tout n∈N,

gn : u �→
[
1 − e−exn(t−u)

]
f(u), (gn) est une suite de fonctions continues sur [0, 1]

qui converge simplement vers la fonction g définie par g(u) = f(u) si u < t,

g(u) = 0 si u > t et g(t) =
(
1− 1

e

)
f(t). g est continue par morceaux sur [0, 1] et

|gn| � N
[0,1]
∞ (f) constante donc intégrable sur [0, 1].

Le théorème de convergence dominée prouve que

∫ 1

0

gn −−−→
n→∞

∫ 1

0

g, soit encore :
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∞∑
k=1

(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)f(u) du −−−−→
x→+∞

∫ t

0

f .

Si t∈[0, 1[, le changement de variable u = 1− t donne :∫ 1

0

entf(t) dt=

∫ 1

0

en(1−u)h(u) du=en(1−t)

∫ 1

0

en(t−u)h(u) du où h : u �→ f(1−u).

Donc il existe M ∈R+ tel que : ∀n∈N,
∣∣∣∣
∫ 1

0

en(t−u)h(u) du

∣∣∣∣ � Men(t−1).

Si x∈N� on a donc, pour tout k∈N�,
∣∣∣∣
(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)h(u) du

∣∣∣∣ � M
ekx(t−1)

k!

et donc

∣∣∣∣
∞∑
k=1

(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)h(u) du

∣∣∣∣ � M
[
1 − ee

x(t−1)
]
. Quand x → +∞,

comme t < 1, on obtient

∫ t

0

h = 0 d’après le début de l’exercice. Par dérivation,

h est nulle sur [0, 1[ et donc sur [0, 1] par continuité. Cela prouve que f est nulle.

17. Soit z ∈C tel que |z| < 1. Soit f(t) =
ezt − 1

et − 1
si t > 0 et f(0) = z.

Si t > 0,
1

et − 1
=

e−t

1− e−t
=

∞∑
k=1

e−kt cf. série géométrique (0 < e−t < 1.)

Donc la série de fonctions continues sur R+, fk : t �→ e−kt
(
ezt − 1

)
converge

simplement et a f pour somme sur R�+. De plus f ∈C(R+,C).

∀t∈R�+,
∣∣ezt − 1

∣∣ =
∣∣∣

∞∑
n=1

(zt)n

n!

∣∣∣ �
∞∑

n=1

|zt|n

n!
= et|z| − 1.

Donc : ∀n∈N�, ∀t∈R�+,
∣∣fk(t)

∣∣ � e−kt
(
et|z| − 1

)
.

Comme |z| < 1 � n, on a |fk(t)| =
t→+∞

o(t−2). D’où fk ∈L1(R+,C) pour k � 1.
∫ +∞

0

e−kt
(
et|z| − 1

)
dt =

1

k − |z|
− 1

k
=

|z|
k(k − |z|) k̃→∞

|z|
k2

·

Donc la série
∑∫ +∞

0

|fk| converge. D’après le théorème d’intégration des séries

de fonctions intégrables sur un intervalle, f est intégrable sur R�+ et :∫ +∞

0

f =

∞∑
k=1

∫ +∞

0

fk =

∞∑
k=1

( 1

k − z
− 1

k

)
·

Comme 0 �
|z|
k

< 1, on a :
1

k − z
− 1

k
=

1

k

( 1

1− z/k
− 1

)
=

1

k

∞∑
n=1

( z
k

)n

.

Notons un,k =
zn

kn+1
· Comme 0 �

|z|
k

< 1, la série
(∑

|un,k|
)
n�1

converge et

a pour somme vk =
1

k − |z|
− 1

k
· Comme la série

∑
vk converge, on déduit du

théorème, vu en MPSI, de sommation des séries doubles que :∫ +∞

0

f =

∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

zn

kn+1

)
=

∞∑
n=1

ζ(n+ 1)zn.

18. a. ϕ : (x, t) �→ e−xt2

1 + t2
est de classe C1 sur (R+)

2 avec
∣∣ϕ(x, t)∣∣ � 1

1 + t2
= ψ(t)
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∫ A

0

t2 − 1

(1 + t2)2
cos(xt) dt =

[
− t

1 + t2
cos(xt)

x

]A
0

−
∫ A

0

t

1 + t2
sin(xt) dt, d’où

f ′′(x) = −
∫ +∞

0

t sin(tx)

1 + t2
dt et donc, si x∈R�+, f ′′(x)−f(x) = −

∫ +∞

0

sin(tx)

t
dt,

soit f ′′(x)−f(x) = −
∫ +∞

0

sin(u)

u
du = −π

2
par le changement de variable u = xt

qui est une bijection de classe C1 entre R�+ et lui-même.

On en déduit immédiatement, si x > 0, f(x) = Aex + Be−x +
π

2
et, comme

f(0) = 0, f ′(0) =

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π

2
, il vient A = 0, B = −π

2
et donc

f(x) =
π

2

(
1− e−x

)
si x > 0, f(x) =

π

2

(
ex − 1

)
si x < 0.

15. ϕ : (x, t) �→ arctan(xt)− arctan(t)

t
est de classe C1 sur (R�+)2.

∀a > 0, arctan(a)+arctan(1/a) = π/2 ⇒ ϕ(x, t) =
1

t

(
arctan

(1
t

)
−arctan

( 1

xt

))
·

ϕ(x, t) ˜t→+∞
1

t2

(
1− 1

x

)
et lim

t→0
ϕ(x, t) = x− 1.

Donc t �→ ϕ(t, x) est intégrable sur ]0,+∞[ pour tout x > 0.

Soit a > 0. Pour tout (x, t)∈[a,+∞[× ]0,+∞[,
∣∣∣∂ϕ
∂x

(x, t)
∣∣∣ � 1

1 + a2t2
= λa(t) et λa

est intégrable sur R�+. Comme intégrale dépendant d’un paramètre, f est de classe

C1 sur R�+ et, si x > 0, f ′(x) =

∫ +∞

0

dt

1 + t2x2
=

1

x
lim

A→+∞
arctan

(A
x

)
=

π

2x
·

Comme f(1) = 0, on en déduit : ∀x∈R�+, f(x) =
π

2
ln(x).

16. On suppose ici x∈R�+.

On définit, pour tout k∈N�, fk : u �→ (−1)k−1

k!
ekx(t−u)f(u), fk est continue

sur [0, 1] et N
[0,1]
∞ (fk) �

(ext)k

k!
N [0,1]

∞ (f) terme général d’une série convergente

indépendante de u, donc
∑

fk converge normalement sur [0, 1] et, par suite,
∞∑
k=1

(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)f(u) du =

∫ 1

0

( ∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
ekx(t−u)f(u)

)
du

=

∫ 1

0

[
1− e−ex(t−u)

]
f(u) du.

Soit (xn)∈(R�+)N telle que xn −−−→
n→∞

+∞ et considérons, pour tout n∈N,

gn : u �→
[
1 − e−exn(t−u)

]
f(u), (gn) est une suite de fonctions continues sur [0, 1]

qui converge simplement vers la fonction g définie par g(u) = f(u) si u < t,

g(u) = 0 si u > t et g(t) =
(
1− 1

e

)
f(t). g est continue par morceaux sur [0, 1] et

|gn| � N
[0,1]
∞ (f) constante donc intégrable sur [0, 1].

Le théorème de convergence dominée prouve que

∫ 1

0

gn −−−→
n→∞

∫ 1

0

g, soit encore :
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∞∑
k=1

(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)f(u) du −−−−→
x→+∞

∫ t

0

f .

Si t∈[0, 1[, le changement de variable u = 1− t donne :∫ 1

0

entf(t) dt=

∫ 1

0

en(1−u)h(u) du=en(1−t)

∫ 1

0

en(t−u)h(u) du où h : u �→ f(1−u).

Donc il existe M ∈R+ tel que : ∀n∈N,
∣∣∣∣
∫ 1

0

en(t−u)h(u) du

∣∣∣∣ � Men(t−1).

Si x∈N� on a donc, pour tout k∈N�,
∣∣∣∣
(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)h(u) du

∣∣∣∣ � M
ekx(t−1)

k!

et donc

∣∣∣∣
∞∑
k=1

(−1)k−1

k!

∫ 1

0

ekx(t−u)h(u) du

∣∣∣∣ � M
[
1 − ee

x(t−1)
]
. Quand x → +∞,

comme t < 1, on obtient

∫ t

0

h = 0 d’après le début de l’exercice. Par dérivation,

h est nulle sur [0, 1[ et donc sur [0, 1] par continuité. Cela prouve que f est nulle.

17. Soit z ∈C tel que |z| < 1. Soit f(t) =
ezt − 1

et − 1
si t > 0 et f(0) = z.

Si t > 0,
1

et − 1
=

e−t

1− e−t
=

∞∑
k=1

e−kt cf. série géométrique (0 < e−t < 1.)

Donc la série de fonctions continues sur R+, fk : t �→ e−kt
(
ezt − 1

)
converge

simplement et a f pour somme sur R�+. De plus f ∈C(R+,C).

∀t∈R�+,
∣∣ezt − 1

∣∣ =
∣∣∣

∞∑
n=1

(zt)n

n!

∣∣∣ �
∞∑

n=1

|zt|n

n!
= et|z| − 1.

Donc : ∀n∈N�, ∀t∈R�+,
∣∣fk(t)

∣∣ � e−kt
(
et|z| − 1

)
.

Comme |z| < 1 � n, on a |fk(t)| =
t→+∞

o(t−2). D’où fk ∈L1(R+,C) pour k � 1.
∫ +∞

0

e−kt
(
et|z| − 1

)
dt =

1

k − |z|
− 1

k
=

|z|
k(k − |z|) k̃→∞

|z|
k2

·

Donc la série
∑∫ +∞

0

|fk| converge. D’après le théorème d’intégration des séries

de fonctions intégrables sur un intervalle, f est intégrable sur R�+ et :∫ +∞

0

f =

∞∑
k=1

∫ +∞

0

fk =

∞∑
k=1

( 1

k − z
− 1

k

)
·

Comme 0 �
|z|
k

< 1, on a :
1

k − z
− 1

k
=

1

k

( 1

1− z/k
− 1

)
=

1

k

∞∑
n=1

( z
k

)n

.

Notons un,k =
zn

kn+1
· Comme 0 �

|z|
k

< 1, la série
(∑

|un,k|
)
n�1

converge et

a pour somme vk =
1

k − |z|
− 1

k
· Comme la série

∑
vk converge, on déduit du

théorème, vu en MPSI, de sommation des séries doubles que :∫ +∞

0

f =

∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

zn

kn+1

)
=

∞∑
n=1

ζ(n+ 1)zn.

18. a. ϕ : (x, t) �→ e−xt2

1 + t2
est de classe C1 sur (R+)

2 avec
∣∣ϕ(x, t)∣∣ � 1

1 + t2
= ψ(t)

So
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où ψ ∈L1(R+,R+) et donc f est définie continue sur R+.

Si x � a > 0 et t � 0,
∣∣∣∂ϕ
∂x

(x, t)
∣∣∣ � e−at2 = θ(t), θ est continue sur R+ avec

θ(t) =
t→+∞

o(t−2) donc θ∈L1(R+,R) et le théorème de dérivation d’une intégrale

dépendant d’un paramètre sur un intervalle montre que f est de classe C1 sur R�+

avec f ′(x) = −
∫ +∞

0

t2e−xt2

1 + t2
dt, d’où f ′(x) − f(x) = −

∫ +∞

0

e−xt2 dt = − 1√
x
I

où I =

∫ +∞

0

e−u2

du à l’aide du changement de variable u = t
√
x qui est une

bijection de classe C1 entre R+ et lui-même.

lim
0

f = f(0) =

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π

2
car f ∈C(R+,R).

Soit (xn)∈(R+)
N telle que xn −−−→

n→∞
+∞, pour tout n∈N, si fn : t �→ ϕ(xn, t),

alors (fn) converge simplement sur R�+ vers la fonction nulle et est dominée par

ψ intégrable sur R�+, d’où f(xn) −−−→
n→∞

0 d’après le théorème de convergence

dominée. Par caractérisation séquentielle de l’existence de limite, lim
+∞

f = 0.

Si g : x �→ e−xf(x), alors g(0) =
π

2
et g′(x) = e−x

[
f ′(x) − f(x)

]
= −Ie−x

√
x

pour tout x > 0. Par suite g(x) =
π

2
− I

∫ x

0

e−t

√
t
dt et, comme on a vu que

lim
+∞

g = 0, I

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt =

π

2
·

Le changement de variable u =
√
t est de classe C1 et bijectif entre R�+ et lui-même

et montre que 2I2 =
π

2
, soit I =

√
π

2
car I � 0.

b. Φ : (x, t) �→ e−t2−x2/t2 est de classe C1 sur R × R�+ et
∣∣Φ(x, t)∣∣ � e−t2 = Ψ(t)

avec Ψ intégrable sur R�+, donc I : x �→
∫ +∞

0

Φ(x, t) dt est continue et paire sur R.

Si 0 < a � x � b < +∞,
∣∣∣∂Φ
∂x

(x, t)
∣∣∣ = 2x

t2
e−t2−x2/t2 � 2be−t2 e−a/t2

t2
= Θ(t).

Θ admet un prolongement continu à R+ et Θ(t) =
t→+∞

o(t−2) donc Θ est intégrable

sur R�+ et donc I est de classe C1 sur R� avec I ′(x) = −2x

∫ +∞

0

e−t2−x2/t2 dt

t2
·

Si x > 0, le changement de variable u =
x

t
qui est une bijection de classe C1 entre

R�+ et lui-même montre que I ′(x) = −2I(x) d’où I(x) = I(0)e−2x =

√
π

2
e−2x.

Par parité et continuité : ∀x∈R, I(x) =
√
π

2
e−2|x|.

19. g : t �→ f(t)

t
admet un prolongement continu en 0 car lim

0
g = f ′(0).

Si 0 < ε � x, en intégrant par parties,

∫ x

ε

g2 =
[
− tg(t)

]x
ε
+ 2

∫ x

ε

gf ′ et, quand

Solutions des exercices 271

ε → 0,

∫ x

0

g2 = −xg(x) + 2

∫ x

0

gf ′ � 2

(∫ x

0

g2
) 1

2
(∫ x

0

f ′2
) 1

2

.

Si

∫ x

0

g2 > 0, on obtient

∫ x

0

g2 � 4

∫ x

0

f ′2 � 4

∫ +∞

0

f ′2, sinon c’est encore vrai.

Comme g2 est continue positive cela montre qu’elle est intégrable sur R�+ avec∫ +∞

0

g2 � 4

∫ +∞

0

f ′2.

20. ϕ : (x, t) �→ arctan(tx)

1 + t2
est de classe C1 sur (R+)

2 et
∣∣ϕ(x, t)∣∣ � π

2(1 + t2)
, où

t �→ π

2(1 + t2)
∈L1(R+,R+) et, si x � a > 0,

∣∣∣∂ϕ
∂x

(x, t)
∣∣∣ � t

(1 + t2)(1 + a2t2)
avec

t �→ t

(1 + t2)(1 + a2t2)
∈L1(R+,R+). Le théorème de dérivation d’une intégrale

dépendant d’un paramètre sur un intervalle montre que f est de classe C1 sur

R�+ avec : f ′(x) =

∫ +∞

0

t

(1 + t2)(1 + x2t2)
dt =

1

2

∫ +∞

0

du

(1 + u)(1 + x2u)
par le

changement de variable u = t2 qui est une bijection de classe C1 entre R�+ et R�+.

f(0) = 0, f(1) =

∫ +∞

0

arctan(t)

1 + t2
dt = lim

A→+∞

(
arctan2(A)

2

)
=

π2

8
·

Si (xn)∈(R+)
N et xn −−−→

n→∞
+∞, en posant, pour tout n∈N, fn = ϕ(xn, ·), (fn)

converge simplement sur R�+ vers ψ : t �→ π

2(1 + t2)
∈L1(R�+,R+) et est dominée

par ψ, donc f(xn) −−−→
n→∞

∫ +∞

0

ψ =
π2

4
· Par suite lim

+∞
f =

π2

4
·

Si x �= 1,
1

(1 + u)(1 + x2u)
=

1

1− x2

( 1

1 + u
− x2

1 + x2u

)
d’où :

f ′(x) =
1

2(1− x2)
lim

A→+∞
ln
( 1 +A

1 + x2A

)
=

ln(x)

x2 − 1
·

Comme f est continue sur [0, 1], de classe C1 sur ]0, 1], on en déduit que∫ 1

0

ln(s)

s2 − 1
ds existe et vaut f(1)− f(0), soit

π2

8
·

fk : s �→ −s2k ln(s) est continue positive intégrable sur ]0, 1] car fk(s) =
s→0

o
( 1√

s

)
,

∑
fk converge simplement sur ]0, 1[ et sa somme, s �→ ln(s)

s2 − 1
y est continue.

Si ε∈ ]0, 1[ ,

∫ 1

ε

s2k ln(s) ds =
[ s2k+1

2k + 1
ln(s)

]1
ε
− 1

2k + 1

∫ 1

ε

s2k ds et donc, quand

ε → 0,

∫ 1

0

fk =
1

(2k + 1)2
·D’après le théorème d’intégration des séries de fonctions

π2

8
=

∫ 1

0

ln(s)

s2 − 1
ds =

∞∑
k=0

∫ 1

0

fk =

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
·

D’où
π2

8
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
= ζ(2)−

∞∑
k=1

1

(2k)2
ie.

π2

8
=

(
1− 1

4

)
ζ(2) d’où ζ(2) =

π2

6
·

21. fn : t �→ et
( 2t

1 + t2

)n

est continue positive sur [0, 1].
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où ψ ∈L1(R+,R+) et donc f est définie continue sur R+.

Si x � a > 0 et t � 0,
∣∣∣∂ϕ
∂x

(x, t)
∣∣∣ � e−at2 = θ(t), θ est continue sur R+ avec

θ(t) =
t→+∞

o(t−2) donc θ∈L1(R+,R) et le théorème de dérivation d’une intégrale

dépendant d’un paramètre sur un intervalle montre que f est de classe C1 sur R�+

avec f ′(x) = −
∫ +∞

0

t2e−xt2

1 + t2
dt, d’où f ′(x) − f(x) = −

∫ +∞

0

e−xt2 dt = − 1√
x
I

où I =

∫ +∞

0

e−u2

du à l’aide du changement de variable u = t
√
x qui est une

bijection de classe C1 entre R+ et lui-même.

lim
0

f = f(0) =

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=

π

2
car f ∈C(R+,R).

Soit (xn)∈(R+)
N telle que xn −−−→

n→∞
+∞, pour tout n∈N, si fn : t �→ ϕ(xn, t),

alors (fn) converge simplement sur R�+ vers la fonction nulle et est dominée par

ψ intégrable sur R�+, d’où f(xn) −−−→
n→∞

0 d’après le théorème de convergence

dominée. Par caractérisation séquentielle de l’existence de limite, lim
+∞

f = 0.

Si g : x �→ e−xf(x), alors g(0) =
π

2
et g′(x) = e−x

[
f ′(x) − f(x)

]
= −Ie−x

√
x

pour tout x > 0. Par suite g(x) =
π

2
− I

∫ x

0

e−t

√
t
dt et, comme on a vu que

lim
+∞

g = 0, I

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt =

π

2
·

Le changement de variable u =
√
t est de classe C1 et bijectif entre R�+ et lui-même

et montre que 2I2 =
π

2
, soit I =

√
π

2
car I � 0.

b. Φ : (x, t) �→ e−t2−x2/t2 est de classe C1 sur R × R�+ et
∣∣Φ(x, t)∣∣ � e−t2 = Ψ(t)

avec Ψ intégrable sur R�+, donc I : x �→
∫ +∞

0

Φ(x, t) dt est continue et paire sur R.

Si 0 < a � x � b < +∞,
∣∣∣∂Φ
∂x

(x, t)
∣∣∣ = 2x

t2
e−t2−x2/t2 � 2be−t2 e−a/t2

t2
= Θ(t).

Θ admet un prolongement continu à R+ et Θ(t) =
t→+∞

o(t−2) donc Θ est intégrable

sur R�+ et donc I est de classe C1 sur R� avec I ′(x) = −2x

∫ +∞

0

e−t2−x2/t2 dt

t2
·

Si x > 0, le changement de variable u =
x

t
qui est une bijection de classe C1 entre

R�+ et lui-même montre que I ′(x) = −2I(x) d’où I(x) = I(0)e−2x =

√
π

2
e−2x.

Par parité et continuité : ∀x∈R, I(x) =
√
π

2
e−2|x|.

19. g : t �→ f(t)

t
admet un prolongement continu en 0 car lim

0
g = f ′(0).

Si 0 < ε � x, en intégrant par parties,

∫ x

ε

g2 =
[
− tg(t)

]x
ε
+ 2

∫ x

ε

gf ′ et, quand
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ε → 0,

∫ x

0

g2 = −xg(x) + 2

∫ x

0

gf ′ � 2

(∫ x

0

g2
) 1

2
(∫ x

0

f ′2
) 1

2

.

Si

∫ x

0

g2 > 0, on obtient

∫ x

0

g2 � 4

∫ x

0

f ′2 � 4

∫ +∞

0

f ′2, sinon c’est encore vrai.

Comme g2 est continue positive cela montre qu’elle est intégrable sur R�+ avec∫ +∞

0

g2 � 4

∫ +∞

0

f ′2.

20. ϕ : (x, t) �→ arctan(tx)

1 + t2
est de classe C1 sur (R+)

2 et
∣∣ϕ(x, t)∣∣ � π

2(1 + t2)
, où

t �→ π

2(1 + t2)
∈L1(R+,R+) et, si x � a > 0,

∣∣∣∂ϕ
∂x

(x, t)
∣∣∣ � t

(1 + t2)(1 + a2t2)
avec

t �→ t

(1 + t2)(1 + a2t2)
∈L1(R+,R+). Le théorème de dérivation d’une intégrale

dépendant d’un paramètre sur un intervalle montre que f est de classe C1 sur

R�+ avec : f ′(x) =

∫ +∞

0

t

(1 + t2)(1 + x2t2)
dt =

1

2

∫ +∞

0

du

(1 + u)(1 + x2u)
par le

changement de variable u = t2 qui est une bijection de classe C1 entre R�+ et R�+.

f(0) = 0, f(1) =

∫ +∞

0

arctan(t)

1 + t2
dt = lim

A→+∞

(
arctan2(A)

2

)
=

π2

8
·

Si (xn)∈(R+)
N et xn −−−→

n→∞
+∞, en posant, pour tout n∈N, fn = ϕ(xn, ·), (fn)

converge simplement sur R�+ vers ψ : t �→ π

2(1 + t2)
∈L1(R�+,R+) et est dominée

par ψ, donc f(xn) −−−→
n→∞

∫ +∞

0

ψ =
π2

4
· Par suite lim

+∞
f =

π2

4
·

Si x �= 1,
1

(1 + u)(1 + x2u)
=

1

1− x2

( 1

1 + u
− x2

1 + x2u

)
d’où :

f ′(x) =
1

2(1− x2)
lim

A→+∞
ln
( 1 +A

1 + x2A

)
=

ln(x)

x2 − 1
·

Comme f est continue sur [0, 1], de classe C1 sur ]0, 1], on en déduit que∫ 1

0

ln(s)

s2 − 1
ds existe et vaut f(1)− f(0), soit

π2

8
·

fk : s �→ −s2k ln(s) est continue positive intégrable sur ]0, 1] car fk(s) =
s→0

o
( 1√

s

)
,

∑
fk converge simplement sur ]0, 1[ et sa somme, s �→ ln(s)

s2 − 1
y est continue.

Si ε∈ ]0, 1[ ,

∫ 1

ε

s2k ln(s) ds =
[ s2k+1

2k + 1
ln(s)

]1
ε
− 1

2k + 1

∫ 1

ε

s2k ds et donc, quand

ε → 0,

∫ 1

0

fk =
1

(2k + 1)2
·D’après le théorème d’intégration des séries de fonctions

π2

8
=

∫ 1

0

ln(s)

s2 − 1
ds =

∞∑
k=0

∫ 1

0

fk =

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
·

D’où
π2

8
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
= ζ(2)−

∞∑
k=1

1

(2k)2
ie.

π2

8
=

(
1− 1

4

)
ζ(2) d’où ζ(2) =

π2

6
·

21. fn : t �→ et
( 2t

1 + t2

)n

est continue positive sur [0, 1].

So
lu

ti
o

ns
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∀t∈[0, 1], 0 �
2t

1 + t2
� 1 avec

2t

1 + t2
= 1 si, et seulement si, t = 1, donc

∑
fn

converge simplement sur [0, 1[ et sa somme, F : t �→ et
1

1− 2t
1+t2

=
1 + t2

(1− t)2
et est

continue mais F (t)
t̃→1

e

1− t
donc F /∈ L1([0, 1[,R).

Le théorème de convergence dominée montre que
∑∫ 1

0

et
( 2t

1 + t2

)n

dt diverge.

Si, pour tout n∈N, gn = (−1)nfn alors
∑

gn converge simplement sur [0, 1[ et sa

somme, G : t �→ 1 + t2

(1 + t)2
et est continue.

∣∣∣∣
n∑

k=0

gk(t)

∣∣∣∣ = et
∣∣∣∣
1 +

(
− 2t

1+t2

)n+1

1 + 2t
1+t2

∣∣∣∣ � e.

Par convergence dominée
∑∫ 1

0

et
( −2t

1 + t2

)n

dt converge et sa somme est

∫ 1

0

G

ou encore

∫ 1

0

d
(
et

t− 1

t+ 1

)
ie. 1.

22. fn : x �→ (−1)ne−λnx est continue intégrable sur R+,
∑

fn converge
simplement sur R�+ d’après le théorème des séries alternées avec l’inégalité∣∣∣∣

∞∑
k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣ � e−λn+1a si x � a > 0. Donc
∑

fn converge uniformément sur

[a,+∞[ pour tout a > 0, la somme est continue sur R�+.

De plus

∣∣∣∣
n∑

k=0

fk(x)

∣∣∣∣ �
∣∣f0(x)

∣∣ = e−λ0x, f0 ∈L1(R�+,R+), le théorème de conver-

gence dominée montre que
∞∑

n=0

fn est intégrable, que
∑∫ +∞

0

fn converge et que

∫ +∞

0

∞∑
n=0

fn =

∞∑
n=0

∫ +∞

0

fn, soit

∫ +∞

0

( ∞∑
n=0

(−1)ne−λnx

)
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

λn
·

23. Le changement de variable u = nt montre que n

∫ 1

0

f(t)ϕ(nt) dt =

∫

R+

fn où

l’on a posé fn : u �→ f
(u
n

)
ϕ(u)χ[0,n](u).

(fn) est une suite de fonctions continues par morceaux sur R+ qui converge
simplement vers g = f(0)ϕ car f est continue en 0.

De plus, pour tout n∈N, |fn| � N
[0,1]
∞ (f)ϕ∈L1(R+,R+), le théorème de

convergence dominée montre que n

∫ 1

0

f(t)ϕ(nt) dt −−−→
n→∞

f(0)

∫

R+

ϕ.

La fonction ϕ définie par ϕ(u) =
( sin(u)

u

)2

admet un prolongement continu à

R+ et ϕ(u) =
u→+∞

o(u−2), donc ϕ∈L1(R+,R+), le cours a même montré que
∫

R+

ϕ =

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt et le travail dirigé relatif à la transformation de Laplace

montre que sa valeur est
π

2
· Comme

1

n

∫ 1

0

f(t)
( sin(nt)

t

)2

dt = n

∫ 1

0

f(t)ϕ(nt) dt,
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on en déduit que lim
n

1

n

∫ 1

0

f(t)
( sin(nt)

t

)2

dt =
π

2
f(0).

24. a. Posons λn =

∫ β

α

∣∣an cos(nx) + bn sin(nx)
∣∣2 dx.

λn =

∫ β

α

[
an cos(nx) + bn sin(nx)

][
an cos(nx) + bn sin(nx)

]
dx

=
β − α

2

(
|an|2 + |bn|2

)
+

1

4n

([
|an|2 − |bn|2

][
sin(2nβ)− sin(2nα)

]

+
[
anbn + anbn

][
cos(2nα)− cos(2nβ)

])
.

b. Si l’une des deux suites ne converge pas vers 0 alors |an|2 + |bn|2 −−−−−−→/
n → ∞

0.

Soient un élément r de ]0,+∞[ et une partie infinie P de N telle que, pour tout
n∈P, |an|2 + |bn|2 � r.

On déduit de a. que λn =
n→∞

(
|an|2 + |bn|2

)(β − α

2
+O

( 1

n

))
, il existe donc une

partie C de P dont le complémentaire est fini et telle que, si n∈C :
λn

|an|2 + |bn|2
�

β − α

4
(�)

Pour tout n dans C et tout x dans [α, β] on pose fn(x) =
|an cos(nx) + bn sin(nx)|2

|an|2 + |bn|2
,

la fonction fn est continue sur [α, β] et 0 � fn(x) �

(
|an|+ |bn|

)2
|an|2 + |bn|2

� 2.

Comme, si n∈C, |an|2 + |bn|2 � r > 0, la suite (fn)n∈C converge simplement
vers la fonction nulle sur [α, β] et le théorème de convergence dominée prouve que∫ β

α

fn −−−→
n→∞
n∈C

0, ce qui contredit (�). Donc (an) et (bn) convergent vers 0.

25. a. Soit ε∈R�+, on choisit [a, b] ⊂ I tel que N I
1 (f)−

∫ b

a

|f | � ε

2
et l’on choisit ϕ

fonction en escalier nulle en dehors de [a, b] et telle que N [a,b]
∞ (f − ϕ) �

ε

2(b− a)
,

ce qui est possible car toute fonction continue par morceaux sur [a, b] est limite
uniforme d’une suite de fonctions en escalier nulles en dehors de [a, b].

Alors N I
1 (f − ϕ) �

∫ a

−∞
|f | +

∫ b

a

|f − ϕ| +
∫ +∞

b

|f | � ε d’après l’inégalité de la

moyenne et le choix de [a, b].

b. Supposons f en escalier. Soit G : x �→
∫ x

0

g, alors G est continue T -périodique

bornée car

∫ T

0

g = 0.

Si f =
n∑

k=1

αkI|ak,bk| où |ak, bk| désigne un des quatre intervalles d’extrémités

ak et bk, si λ > 0, on a

∫

I

f(t)g(λt) dt =

n∑
k=1

αk

λ

[
G(λbk) − G(λak)

]
d’où



272 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

∀t∈[0, 1], 0 �
2t

1 + t2
� 1 avec

2t

1 + t2
= 1 si, et seulement si, t = 1, donc

∑
fn

converge simplement sur [0, 1[ et sa somme, F : t �→ et
1

1− 2t
1+t2

=
1 + t2

(1− t)2
et est

continue mais F (t)
t̃→1

e

1− t
donc F /∈ L1([0, 1[,R).

Le théorème de convergence dominée montre que
∑∫ 1

0

et
( 2t

1 + t2

)n

dt diverge.

Si, pour tout n∈N, gn = (−1)nfn alors
∑

gn converge simplement sur [0, 1[ et sa

somme, G : t �→ 1 + t2

(1 + t)2
et est continue.

∣∣∣∣
n∑

k=0

gk(t)

∣∣∣∣ = et
∣∣∣∣
1 +

(
− 2t

1+t2

)n+1

1 + 2t
1+t2

∣∣∣∣ � e.

Par convergence dominée
∑∫ 1

0

et
( −2t

1 + t2

)n

dt converge et sa somme est

∫ 1

0

G

ou encore

∫ 1

0

d
(
et

t− 1

t+ 1

)
ie. 1.

22. fn : x �→ (−1)ne−λnx est continue intégrable sur R+,
∑

fn converge
simplement sur R�+ d’après le théorème des séries alternées avec l’inégalité∣∣∣∣

∞∑
k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣ � e−λn+1a si x � a > 0. Donc
∑

fn converge uniformément sur

[a,+∞[ pour tout a > 0, la somme est continue sur R�+.

De plus

∣∣∣∣
n∑

k=0

fk(x)

∣∣∣∣ �
∣∣f0(x)

∣∣ = e−λ0x, f0 ∈L1(R�+,R+), le théorème de conver-

gence dominée montre que
∞∑

n=0

fn est intégrable, que
∑∫ +∞

0

fn converge et que

∫ +∞

0

∞∑
n=0

fn =

∞∑
n=0

∫ +∞

0

fn, soit

∫ +∞

0

( ∞∑
n=0

(−1)ne−λnx

)
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

λn
·

23. Le changement de variable u = nt montre que n

∫ 1

0

f(t)ϕ(nt) dt =

∫

R+

fn où

l’on a posé fn : u �→ f
(u
n

)
ϕ(u)χ[0,n](u).

(fn) est une suite de fonctions continues par morceaux sur R+ qui converge
simplement vers g = f(0)ϕ car f est continue en 0.

De plus, pour tout n∈N, |fn| � N
[0,1]
∞ (f)ϕ∈L1(R+,R+), le théorème de

convergence dominée montre que n

∫ 1

0

f(t)ϕ(nt) dt −−−→
n→∞

f(0)

∫

R+

ϕ.

La fonction ϕ définie par ϕ(u) =
( sin(u)

u

)2

admet un prolongement continu à

R+ et ϕ(u) =
u→+∞

o(u−2), donc ϕ∈L1(R+,R+), le cours a même montré que
∫

R+

ϕ =

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt et le travail dirigé relatif à la transformation de Laplace

montre que sa valeur est
π

2
· Comme

1

n

∫ 1

0

f(t)
( sin(nt)

t

)2

dt = n

∫ 1

0

f(t)ϕ(nt) dt,
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on en déduit que lim
n

1

n

∫ 1

0

f(t)
( sin(nt)

t

)2

dt =
π

2
f(0).

24. a. Posons λn =

∫ β

α

∣∣an cos(nx) + bn sin(nx)
∣∣2 dx.

λn =

∫ β

α

[
an cos(nx) + bn sin(nx)

][
an cos(nx) + bn sin(nx)

]
dx

=
β − α

2

(
|an|2 + |bn|2

)
+

1

4n

([
|an|2 − |bn|2

][
sin(2nβ)− sin(2nα)

]

+
[
anbn + anbn

][
cos(2nα)− cos(2nβ)

])
.

b. Si l’une des deux suites ne converge pas vers 0 alors |an|2 + |bn|2 −−−−−−→/
n → ∞

0.

Soient un élément r de ]0,+∞[ et une partie infinie P de N telle que, pour tout
n∈P, |an|2 + |bn|2 � r.

On déduit de a. que λn =
n→∞

(
|an|2 + |bn|2

)(β − α

2
+O

( 1

n

))
, il existe donc une

partie C de P dont le complémentaire est fini et telle que, si n∈C :
λn

|an|2 + |bn|2
�

β − α

4
(�)

Pour tout n dans C et tout x dans [α, β] on pose fn(x) =
|an cos(nx) + bn sin(nx)|2

|an|2 + |bn|2
,

la fonction fn est continue sur [α, β] et 0 � fn(x) �

(
|an|+ |bn|

)2
|an|2 + |bn|2

� 2.

Comme, si n∈C, |an|2 + |bn|2 � r > 0, la suite (fn)n∈C converge simplement
vers la fonction nulle sur [α, β] et le théorème de convergence dominée prouve que∫ β

α

fn −−−→
n→∞
n∈C

0, ce qui contredit (�). Donc (an) et (bn) convergent vers 0.

25. a. Soit ε∈R�+, on choisit [a, b] ⊂ I tel que N I
1 (f)−

∫ b

a

|f | � ε

2
et l’on choisit ϕ

fonction en escalier nulle en dehors de [a, b] et telle que N [a,b]
∞ (f − ϕ) �

ε

2(b− a)
,

ce qui est possible car toute fonction continue par morceaux sur [a, b] est limite
uniforme d’une suite de fonctions en escalier nulles en dehors de [a, b].

Alors N I
1 (f − ϕ) �

∫ a

−∞
|f | +

∫ b

a

|f − ϕ| +
∫ +∞

b

|f | � ε d’après l’inégalité de la

moyenne et le choix de [a, b].

b. Supposons f en escalier. Soit G : x �→
∫ x

0

g, alors G est continue T -périodique

bornée car

∫ T

0

g = 0.

Si f =
n∑

k=1

αkI|ak,bk| où |ak, bk| désigne un des quatre intervalles d’extrémités

ak et bk, si λ > 0, on a

∫

I

f(t)g(λt) dt =

n∑
k=1

αk

λ

[
G(λbk) − G(λak)

]
d’où

So
lu

ti
o

ns
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∣∣∣∣
∫

I

f(t)g(λt) dt

∣∣∣∣ �
2N∞(G)

λ

n∑
k=1

|αk| −−−−−→
λ→+∞

0.

Examinons le cas où f ∈L1. Choisissons une suite (ϕn) de fonctions en escalier

telle que N I
1 (f − ϕn) −−−→

n→∞
0. Définissons F : λ �→

∫

I

f(t)g(λt) dt et, pour tout

n∈N, Fn : λ �→
∫

I

ϕn(t)g(λt) dt.

∀(λ, n)∈R×N,
∣∣F (λ)−Fn(λ)

∣∣ �
∫

I

∣∣f(t)−ϕn(t)
∣∣ ∣∣g(λt)∣∣ dt � N I

1 (f −ϕn)N∞(g),

d’où la convergence uniforme sur R de (Fn) vers F . Le début de la question et le
théorème de la double limite montrent que F admet 0 pour limite en +∞.

c. Si h = g− 1

T

∫ T

0

g alors h est continue par morceaux T -périodique et

∫ T

0

h = 0,

par conséquent

∫

I

f(t)h(λt) dt −−−−−→
λ→+∞

0, ce qui revient à dire que :

∫

I

f(t)g(λt) dt −−−−−→
λ→+∞

1

T

(∫

I

f

)(∫ T

0

g

)
.
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• Fonction définie par une intégrale

Si t∈R�+ et z ∈C on pose tz = exp
(
z ln(t)

)
, ainsi, pour tout z ∈C, t �→ tz

définit une fonction continue sur R�+ et |tz| = t�e(z).

1. a. Montrer que f : z �→
∫ 1

0

tz

1 + t
dt est une fonction continue sur

l’ensemble D =
{
z ∈C

∣∣ �e(z) > −1
}
·

b. Lier f(z) et f(z + 1) si z ∈D et en déduire un développement à deux
termes de f(z) lorsque z → −1.

c. Donner un équivalent de f(z) lorsque �e(z) → +∞.

d. Montrer f(z) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n+ z
pour tout z ∈D.

2. Établir, pour |z| < 1, f(z) =
∞∑
k=0

Ikz
k où l’on a posé Ik =

1

k!

∫ 1

0

lnk(t)

1 + t
dt.

Montrer également que, pour tout k∈N, Ik = (−1)k
∞∑

n=1

(−1)n−1

nk+1
·

3. Prouver, si z ∈D, f(z) =
∞∑
k=1

(k − 1)!

2k(z + 1) · · · (z + k)
·

Indication : utiliser le travail dirigé relatif à la règle de Raabe-Duhamel du
chapitre 4.

Solution

1. a. ϕ : (z, t) �→ tz

1 + t
est continue sur D×]0, 1] et, si �e(z) � a > −1,

∣∣ϕ(z, t)∣∣ =
∣∣∣e

z ln(t)

1 + t

∣∣∣ =
e�e(z) ln(t)

1 + t
�

ta

1 + t
= ψ(t). La fonction ψ est continue

sur ]0, 1] et ψ(t)
t̃→0

1

t−a
et donc ψ ∈L1

(
]0, 1],R+

)
car −a < 1, donc f est définie

continue sur D.

b. Si z ∈D, alors z + 1∈D et f(z) + f(z + 1) =

∫ 1

0

tz dt =
1

z + 1
·

On en déduit f(z) =
z→−1

1

z + 1
+ f(0) + o(1) par continuité de f en 0, d’où

f(z) =
z→−1

1

z + 1
+ ln(2) + o(1).
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• Fonction définie par une intégrale

Si t∈R�+ et z ∈C on pose tz = exp
(
z ln(t)

)
, ainsi, pour tout z ∈C, t �→ tz

définit une fonction continue sur R�+ et |tz| = t�e(z).

1. a. Montrer que f : z �→
∫ 1

0

tz

1 + t
dt est une fonction continue sur

l’ensemble D =
{
z ∈C

∣∣ �e(z) > −1
}
·

b. Lier f(z) et f(z + 1) si z ∈D et en déduire un développement à deux
termes de f(z) lorsque z → −1.

c. Donner un équivalent de f(z) lorsque �e(z) → +∞.

d. Montrer f(z) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n+ z
pour tout z ∈D.

2. Établir, pour |z| < 1, f(z) =
∞∑
k=0

Ikz
k où l’on a posé Ik =

1

k!

∫ 1

0

lnk(t)

1 + t
dt.

Montrer également que, pour tout k∈N, Ik = (−1)k
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n=1

(−1)n−1

nk+1
·

3. Prouver, si z ∈D, f(z) =
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k=1

(k − 1)!

2k(z + 1) · · · (z + k)
·

Indication : utiliser le travail dirigé relatif à la règle de Raabe-Duhamel du
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Solution

1. a. ϕ : (z, t) �→ tz

1 + t
est continue sur D×]0, 1] et, si �e(z) � a > −1,

∣∣ϕ(z, t)∣∣ =
∣∣∣e

z ln(t)

1 + t

∣∣∣ =
e�e(z) ln(t)

1 + t
�

ta

1 + t
= ψ(t). La fonction ψ est continue

sur ]0, 1] et ψ(t)
t̃→0

1

t−a
et donc ψ ∈L1

(
]0, 1],R+

)
car −a < 1, donc f est définie

continue sur D.

b. Si z ∈D, alors z + 1∈D et f(z) + f(z + 1) =

∫ 1

0

tz dt =
1

z + 1
·

On en déduit f(z) =
z→−1

1

z + 1
+ f(0) + o(1) par continuité de f en 0, d’où

f(z) =
z→−1

1

z + 1
+ ln(2) + o(1).
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276 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

c. Si ε∈ ]0, 1[ et z ∈D,

∫ 1

ε

tz

1 + t
dt =

1

z + 1

[ tz+1

1 + t

]1
ε
+

1

z + 1

∫ 1

ε

tz+1

(1 + t)2
dt, d’où

f(z) =
1

2(z + 1)
+

1

z + 1

∫ 1

0

tz+1

(1 + t)2
dt.

Or

∣∣∣∣
∫ 1

0

tz+1

(1 + t)2
dt

∣∣∣∣ �
∫ 1

0

|tz+1| dt =

∫ 1

0

t�e(z)+1 dt =
1

�e(z) + 2
−−−−−−−→
�e(z)→+∞

0,

donc f(z) =
�e(z)→+∞

1

2(z + 1)
+ o

( 1

z + 1

)
˜�e(z)→+∞

1

2z
·

d. On a prouvé en cours, dans III.C.2. en remarque, que, si g ∈L1
(
]0, 1[ ,C

)
, alors∫ 1

0

g(t)

1 + t
dt =

∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0

tng(t) dt. Avec g : t �→ tz cela donne immédiatement

l’égalité f(z) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n+ z
·

2. Pour |z| < 1 on pose gk : t �→ zk lnk(t)

k! (1 + t)
, gk est continue sur ]0, 1] et intégrable

car gk(t) =
t→0

o
( 1√

t

)
· La série

∑
gk converge simplement sur ]0, 1] et sa somme

est encore ϕ(z, ·), continue sur ]0, 1].∣∣∣∣
n∑

k=0

gk(t)

∣∣∣∣ �
n∑

k=0

∣∣gk(t)
∣∣ �

∞∑
k=0

∣∣gk(t)
∣∣ = t−|z|

1 + t
= λ(t), λ est intégrable sur ]0, 1] car

−|z| ∈D et le théorème de convergence dominée montre que f(z) =
∞∑
k=0

Ikz
k.

Soit k fixé dans N, pour tout n∈N, on pose hn : t �→ (−1)ntn lnk(t), hn est
continue intégrable sur ]0, 1],

∑
hn converge simplement sur ]0, 1] et sa somme est

continue. De même,

∣∣∣∣
n∑

p=0

hp(t)

∣∣∣∣ �
∣∣ lnk(t)∣∣ et t �→ lnk(t)∈L1

(
]0, 1],R

)
.

Toujours par convergence dominée, Ik =

∞∑
n=0

(−1)n

k!

∫ 1

0

tn lnk(t) dt.

Posons Jn,k =

∫ 1

0

tn lnk(t) dt, alors, si k � 1 et ε∈ ]0, 1[ , en intégrant par parties,
∫ 1

ε

tn lnk(t) dt =
[ tn+1

n+ 1
lnk(t)

]1
ε
− k

n+ 1

∫ 1

ε

tn lnk−1(t) dt d’où :

Jn,k = − k

n+ 1
Jn,k−1 = (−1)k

k!

(n+ 1)k
Jn,0 = (−1)k

k!

(n+ 1)k+1
·

Enfin Ik = (−1)k
∞∑

n=1

(−1)n−1

nk+1
·

Remarque : en partant de f(z) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n+ z
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

( ∞∑
k=0

(−1)k
( z

n

)k
)

et en montrant que

(
(−1)n+k−1 zk

nk+1

)

n,k�1

est une série double sommable, on

aboutit directement à f(z) =

∞∑
k=0

(−1)k
( ∞∑

n=1

(−1)n−1

nk+1

)
zk.
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3. Si k∈N et ε∈ ]0, 1[ , en intégrant par parties :∫ 1

ε

tz+k

(1 + t)k+1
dt =

[ tz+k+1

z + k + 1

1

(1 + t)k+1

]1
ε
+

k + 1

z + k + 1

∫ 1

ε

tz+k+1

(1 + t)k+2
dt d’où

∫ 1

0

tz+k

(1 + t)k+1
dt =

2−k−1

z + k + 1
+

k + 1

z + k + 1

∫ 1

0

tz+k+1

(1 + t)k+2
dt et une récurrence

immédiate donne alors :

f(z) =

p∑
k=1

(k − 1)!

2k(z + 1) · · · (z + k)
+

p!

(z + 1) · · · (z + p)

∫ 1

0

tz+p

(1 + t)p+1
dt.

On a

∣∣∣∣
∫ 1

0

tz+p

(1 + t)p+1
dt

∣∣∣∣ �
∫ 1

0

ta+p dt =
1

a+ p+ 1
où a = �e(z).

Par suite εp =

∣∣∣∣f(z)−
p∑

k=1

(k − 1)!

2k(z + 1) · · · (z + k)

∣∣∣∣ �
p!

(a+ 1) · · · (a+ p+ 1)
= up.

On a
up+1

up
=

p+ 1

a+ p+ 2
=

(
1 +

a+ 1

p+ 1

)−1

= 1− a+ 1

p
+O

( 1

p2

)
·

Le travail dirigé du chapitre 4 relatif à la règle de Raabe-Duhamel montre

l’existence de C ∈R�+ tel que up p̃→∞
C

pa+1
et donc up −−−→

p→∞
0, ce qui donne

le développement en série souhaité.

• Convolution et régularisation

A. Unité approchée

On appelle unité approchée toute suite (ϕn) d’éléments de L1(R,R+)

vérifiant : (i) ∀n∈N,
∫

R
ϕn = 1,

(ii) ∀α∈R�+,
∫

R
ϕn −

∫ α

−α

ϕn −−−→
n→∞

0.

Si ϕ∈L1(R,R+) vérifie

∫

F
ϕ = 1, montrer que la suite de terme général

ϕn : t �→ nϕ(nt) est une unité approchée.

B. Convolution

On note L1 = L1(R,C) et CB = C(R,C) ∩ B(R,C), on choisit g dans CB.
1. Montrer que, si f ∈L1, pour tout réel x, la fonction t �→ f(x− t)g(t) est

intégrable sur R ; on pose (f � g)(x) =

∫

R
f(x− t)g(t) dt.

Montrer que, pour tout x∈R, (f � g)(x) =

∫

R
g(x − t)f(t) dt, en déduire

que f �→ f � g est une application linéaire entre L1 et CB vérifiant
NR

∞(f � g) � N1(f)N
R
∞(g).

2. On suppose f ∈L1
C(R,C), g de classe C∞ avec toutes ses dérivées bornées,

montrer que f �g est de classe C∞ avec, pour tout k∈N, (f �g)(k) = f �g(k).

3. Soient f ∈CB et (ϕn) une unité approchée. Montrer que (ϕn�f) converge
uniformément vers f sur tout segment de R.

Application : déterminer lim
n

∫

R

nf(t)

n2 + t2
dt.
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ε
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1
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z + 1
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1
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car gk(t) =
t→0

o
( 1√

t
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1 + t
= λ(t), λ est intégrable sur ]0, 1] car

−|z| ∈D et le théorème de convergence dominée montre que f(z) =
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∣∣∣∣
n∑

p=0

hp(t)
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)
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k!
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0
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Posons Jn,k =

∫ 1

0

tn lnk(t) dt, alors, si k � 1 et ε∈ ]0, 1[ , en intégrant par parties,
∫ 1

ε
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− k

n+ 1

∫ 1

ε

tn lnk−1(t) dt d’où :
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·
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·
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=
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n
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(−1)k
( z

n
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et en montrant que
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∞∑
k=0

(−1)k
( ∞∑

n=1

(−1)n−1

nk+1

)
zk.

Travaux dirigés 277
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(z + 1) · · · (z + p)

∫ 1

0

tz+p

(1 + t)p+1
dt.

On a

∣∣∣∣
∫ 1

0

tz+p

(1 + t)p+1
dt

∣∣∣∣ �
∫ 1

0

ta+p dt =
1

a+ p+ 1
où a = �e(z).

Par suite εp =

∣∣∣∣f(z)−
p∑

k=1

(k − 1)!

2k(z + 1) · · · (z + k)

∣∣∣∣ �
p!

(a+ 1) · · · (a+ p+ 1)
= up.

On a
up+1

up
=

p+ 1

a+ p+ 2
=

(
1 +

a+ 1

p+ 1

)−1

= 1− a+ 1

p
+O

( 1

p2

)
·

Le travail dirigé du chapitre 4 relatif à la règle de Raabe-Duhamel montre

l’existence de C ∈R�+ tel que up p̃→∞
C

pa+1
et donc up −−−→

p→∞
0, ce qui donne

le développement en série souhaité.

• Convolution et régularisation

A. Unité approchée

On appelle unité approchée toute suite (ϕn) d’éléments de L1(R,R+)

vérifiant : (i) ∀n∈N,
∫

R
ϕn = 1,

(ii) ∀α∈R�+,
∫

R
ϕn −

∫ α

−α

ϕn −−−→
n→∞

0.

Si ϕ∈L1(R,R+) vérifie

∫

F
ϕ = 1, montrer que la suite de terme général

ϕn : t �→ nϕ(nt) est une unité approchée.

B. Convolution

On note L1 = L1(R,C) et CB = C(R,C) ∩ B(R,C), on choisit g dans CB.
1. Montrer que, si f ∈L1, pour tout réel x, la fonction t �→ f(x− t)g(t) est

intégrable sur R ; on pose (f � g)(x) =

∫

R
f(x− t)g(t) dt.

Montrer que, pour tout x∈R, (f � g)(x) =

∫

R
g(x − t)f(t) dt, en déduire

que f �→ f � g est une application linéaire entre L1 et CB vérifiant
NR

∞(f � g) � N1(f)N
R
∞(g).

2. On suppose f ∈L1
C(R,C), g de classe C∞ avec toutes ses dérivées bornées,

montrer que f �g est de classe C∞ avec, pour tout k∈N, (f �g)(k) = f �g(k).

3. Soient f ∈CB et (ϕn) une unité approchée. Montrer que (ϕn�f) converge
uniformément vers f sur tout segment de R.

Application : déterminer lim
n

∫

R

nf(t)

n2 + t2
dt.

Tr
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C. Convexité. On note I l’intervalle ]a, b[ .
1. On suppose f convexe sur I. En utilisant une unité approchée convenable
montrer, pour tout segment [α, β] de I, l’existence d’une suite de fonctions
convexes et de classe C∞ qui converge uniformément vers f sur [α, β].

2. On suppose f de classe C2 sur I, montrer que f est convexe si, et
seulement si, pour toute fonction ψ positive de classe C2 à support compact

inclus dans I, on a

∫

I

fψ′′ � 0.

3. Étendre au cas où f est seulement continue. On admettra le théorème
suivant : si g est une fonction continue sur [a, b]× [α, β],∫ β

α

(∫ b

a

g(x, y)dx
)
dy =

∫ β

α

(∫ b

a

g(x, y)dy
)
dx.

Solution

A. Le changement de variable linéaire t �→ nt montre que ϕn ∈L1(R,R) avec

ϕN � 0 et

∫

R
ϕn = 1, d’où (i).

De même, si α∈R�+,
∫

R
ϕn −

∫ α

−α

ϕn =

∫

R
ϕ−

∫ nα

−nα

ϕ −−−→
n→∞

0, d’où (ii).

B. 1. Si x∈R, fx : t �→ f(x − t)g(t) est continue par morceaux et on a∣∣fx(t)
∣∣ � NR

∞(g)
∣∣f(x − t)

∣∣. Le changement de variable t �→ x − t qui est une

bijection de classe C1 entre R et lui-même montre que t �→
∣∣f(x− t)

∣∣∈L1 et donc

fx ∈L1. Ainsi (f � g)(x) =

∫

R
g(t)f(x− t) dt est définie.

Par le changement de variable affine t �→ x− t, on a f � g = g � f .
ψ : (x, t) �→ g(x−t)f(t) est telle que, pour tout x∈R, t �→ ψ(x, t) est intégrable sur
R, pour tout t∈R, x �→ ψ(x, t) est continue sur R et |(ψ(x, t)| � NR

∞(g)|f(t)| avec
f intégrable sur R. D’après le théorème de continuité des intégrales paramétrées,

x �→ (f � g)(x) =

∫

R
ψ(x, t)dt est continue sur R.

L’inégalité de la moyenne montre que : ∀x∈R,
∣∣(f �g)(x)∣∣ � NR

∞(g)N1(f) et donc
f � g ∈CB et la linéarité de f �→ f � g est immédiate.

2. ϕ : (x, t) �→ g(x−t)f(t) admet pour tout k∈N une dérivée partielle d’ordre k par

rapport à x continue sur R2 avec

∣∣∣∣
∂kϕ

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣=
∣∣g(k)(x−t)

∣∣ ∣∣f(t)∣∣ � NR
∞
(
g(k)

) ∣∣f(t)∣∣,
la fonction de domination étant intégrable sur R. Le théorème de dérivation d’une
intégrale dépendant d’un paramètre montre que f � g est de classe C∞ avec, pour

tout (x, k)∈R× N, (f � g)(k)(x) =

∫

R
g(k)(x− t)f(t) dt =

(
f � g(k)

)
(x).

3. Soit [a, b] ⊂ R, exprimons l’uniforme continuité de f sur le compact [a−1, b+1]

∀ε∈R�+, ∃η ∈]0, 1[ tel que ∀(x, x′)∈[a−1, b+1]2, |x−x′| � η ⇒
∣∣f(x)−f(x′)

∣∣ � ε

2
·

Posons, pour tout (x, n)∈[a, b]× N, δn(x) =
∣∣(ϕn � f)(x)− f(x)

∣∣.
Comme

∫

R
ϕn = 1, on a δn(x) =

∣∣∣∣
∫

R

[
f(x − t) − f(x)

]
ϕn(t) dt

∣∣∣∣ �
∫

R
ψ ϕn où
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ψ(t) =
∣∣f(x− t)− f(x)

∣∣. Si t∈[−η, η], ψ(t) �
ε

2
, sinon ψ(t) � 2NR

∞(f), d’où :

δn(x) �
ε

2

∫ η

−η

ϕn +2NR
∞(f)

(∫

R
ϕn −

∫ η

−η

ϕn

)
�

ε

2
+ 2NR

∞(f)

(∫

R
ϕn −

∫ η

−η

ϕn

)

d’après (i). D’autre part la condition (ii) montre l’existence de n0 ∈N tel que, si

n � n0, alors 2N
R
∞(f)

(∫

R
ϕn −

∫ η

−η

ϕn

)
�

ε

2
et donc δn(x) � ε, ce qui prouve la

convergence uniforme sur [a, b].

Application : la suite de terme général ϕn : t �→ 1

π

n

n2 + t2
est une unité approchée

et

∫

R

nf(t)

n2 + t2
dt = π(ϕn � f)(0) −−−→

n→∞
πf(0).

C. 1. Soit la fonction ψ définie sur R par ψ(t) = exp
( 1

t2 − 1

)
si t∈ ] − 1, 1[ et

ψ(t) = 0 sinon, est continue sur R, de classe C∞ sur R\{−1, 1} et, sur ]−1, 1[ , ψ(k)

est de la forme fψ où f ∈R(X), d’où ψ(k)(−1+) = ψ(k)(1−) = 0 et donc ψ est de
classe C∞ sur R (cf. chapitre 6, paragraphe III.B.2. exemple pour plus de détails).

On pose alors ϕ = αψ où α est choisi tel que

∫ 1

−1

ϕ = 1, la suite (ϕn) définie

par : ∀n∈N, ϕn : t �→ nϕ(nt) est une unité approchée, pour tout n∈N, ϕn est

de classe C∞ nulle en dehors de
[
− 1

n
, 1

n

]
à dérivées bornées.

Soit [α, β] ⊂ I, à partir d’un certain rang n0 ∈N� on a
[
α− 1

n
,β+

1

n

]
⊂ I et alors,

pour tout x∈[α, β], t �→ f(x− t)ϕn(t) est continue nulle en dehors de
[
− 1

n
, 1

n

]
·

fn(x) = (ϕn � f)(x) =

∫ x+1/n

x−1/n

ϕn(x − t)f(t) dt =

∫ 1/n

−1/n

f(x − t)ϕn(t) dt définit

une fonction sur [α, β] qui, comme dans B. est de classe C∞ et (fn) converge
uniformément vers f sur [α, β].

Si (x, y)∈[α, β]2 et λ∈[0, 1], on a, pour tout t∈
[
− 1

n
, 1

n

]
si n � n0 :

f
(
λx+ (1− λ)y − t

)
= f

(
λ(x− t) + (1− λ)(y − t)

)
� λf(x− t) + (1− λ)f(y − t)

et, comme ϕn est à valeurs dans R+, en intégrant :

fn
(
λx+ (1− λ)y

)
� λfn(x) + (1− λ)fn(y), d’où la convexité de fn.

2. Supposons f convexe, alors f ′′ � 0. Soit ψ de classe C2 positive à support inclus
dans [α, β] segment de I.∫

I

fψ′′ =

∫ β

α

fψ′′ =
[
fψ′

]β
α
−
∫ β

α

f ′ψ′ = −
∫ β

α

f ′ψ′ car ψ′(α) = ψ′(β) = 0.

D’où

∫

I

fψ′′ = −
[
f ′ψ

]β
α
+

∫ β

α

f ′′ψ =

∫ β

α

f ′′ψ � 0.

Si f n’est pas convexe il existe x0 ∈ I tel que f ′′(x0) < 0 et, par continuité, x0

admet un voisinage compact [α, β] dans I sur lequel f ′′ < 0. En choisissant, par

exemple ψ telle que ψ(t) = exp

(
1

(t− α)(t− β)

)
si t∈ ]α, β[ et 0 sinon, ψ est de

classe C∞, positive, à support [α, β] et

∫

I

fψ′′ =

∫ β

α

fψ′′ =

∫ β

α

f ′′ψ < 0.
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C. Convexité. On note I l’intervalle ]a, b[ .
1. On suppose f convexe sur I. En utilisant une unité approchée convenable
montrer, pour tout segment [α, β] de I, l’existence d’une suite de fonctions
convexes et de classe C∞ qui converge uniformément vers f sur [α, β].

2. On suppose f de classe C2 sur I, montrer que f est convexe si, et
seulement si, pour toute fonction ψ positive de classe C2 à support compact

inclus dans I, on a

∫

I

fψ′′ � 0.

3. Étendre au cas où f est seulement continue. On admettra le théorème
suivant : si g est une fonction continue sur [a, b]× [α, β],∫ β

α

(∫ b

a

g(x, y)dx
)
dy =

∫ β

α

(∫ b

a

g(x, y)dy
)
dx.

Solution

A. Le changement de variable linéaire t �→ nt montre que ϕn ∈L1(R,R) avec

ϕN � 0 et

∫

R
ϕn = 1, d’où (i).

De même, si α∈R�+,
∫

R
ϕn −

∫ α

−α

ϕn =

∫

R
ϕ−

∫ nα

−nα

ϕ −−−→
n→∞

0, d’où (ii).

B. 1. Si x∈R, fx : t �→ f(x − t)g(t) est continue par morceaux et on a∣∣fx(t)
∣∣ � NR

∞(g)
∣∣f(x − t)

∣∣. Le changement de variable t �→ x − t qui est une

bijection de classe C1 entre R et lui-même montre que t �→
∣∣f(x− t)

∣∣∈L1 et donc

fx ∈L1. Ainsi (f � g)(x) =

∫

R
g(t)f(x− t) dt est définie.

Par le changement de variable affine t �→ x− t, on a f � g = g � f .
ψ : (x, t) �→ g(x−t)f(t) est telle que, pour tout x∈R, t �→ ψ(x, t) est intégrable sur
R, pour tout t∈R, x �→ ψ(x, t) est continue sur R et |(ψ(x, t)| � NR

∞(g)|f(t)| avec
f intégrable sur R. D’après le théorème de continuité des intégrales paramétrées,

x �→ (f � g)(x) =

∫

R
ψ(x, t)dt est continue sur R.

L’inégalité de la moyenne montre que : ∀x∈R,
∣∣(f �g)(x)∣∣ � NR

∞(g)N1(f) et donc
f � g ∈CB et la linéarité de f �→ f � g est immédiate.

2. ϕ : (x, t) �→ g(x−t)f(t) admet pour tout k∈N une dérivée partielle d’ordre k par

rapport à x continue sur R2 avec

∣∣∣∣
∂kϕ

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣=
∣∣g(k)(x−t)

∣∣ ∣∣f(t)∣∣ � NR
∞
(
g(k)

) ∣∣f(t)∣∣,
la fonction de domination étant intégrable sur R. Le théorème de dérivation d’une
intégrale dépendant d’un paramètre montre que f � g est de classe C∞ avec, pour

tout (x, k)∈R× N, (f � g)(k)(x) =

∫

R
g(k)(x− t)f(t) dt =

(
f � g(k)

)
(x).

3. Soit [a, b] ⊂ R, exprimons l’uniforme continuité de f sur le compact [a−1, b+1]

∀ε∈R�+, ∃η ∈]0, 1[ tel que ∀(x, x′)∈[a−1, b+1]2, |x−x′| � η ⇒
∣∣f(x)−f(x′)

∣∣ � ε

2
·

Posons, pour tout (x, n)∈[a, b]× N, δn(x) =
∣∣(ϕn � f)(x)− f(x)

∣∣.
Comme

∫

R
ϕn = 1, on a δn(x) =

∣∣∣∣
∫

R

[
f(x − t) − f(x)

]
ϕn(t) dt

∣∣∣∣ �
∫

R
ψ ϕn où
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C. Convexité. On note I l’intervalle ]a, b[ .
1. On suppose f convexe sur I. En utilisant une unité approchée convenable
montrer, pour tout segment [α, β] de I, l’existence d’une suite de fonctions
convexes et de classe C∞ qui converge uniformément vers f sur [α, β].

2. On suppose f de classe C2 sur I, montrer que f est convexe si, et
seulement si, pour toute fonction ψ positive de classe C2 à support compact

inclus dans I, on a

∫

I

fψ′′ � 0.

3. Étendre au cas où f est seulement continue. On admettra le théorème
suivant : si g est une fonction continue sur [a, b]× [α, β],∫ β

α

(∫ b

a

g(x, y)dx
)
dy =

∫ β

α

(∫ b

a

g(x, y)dy
)
dx.

Solution

A. Le changement de variable linéaire t �→ nt montre que ϕn ∈L1(R,R) avec

ϕN � 0 et

∫

R
ϕn = 1, d’où (i).

De même, si α∈R�+,
∫

R
ϕn −

∫ α

−α

ϕn =

∫

R
ϕ−

∫ nα

−nα

ϕ −−−→
n→∞

0, d’où (ii).

B. 1. Si x∈R, fx : t �→ f(x − t)g(t) est continue par morceaux et on a∣∣fx(t)
∣∣ � NR

∞(g)
∣∣f(x − t)

∣∣. Le changement de variable t �→ x − t qui est une

bijection de classe C1 entre R et lui-même montre que t �→
∣∣f(x− t)

∣∣∈L1 et donc

fx ∈L1. Ainsi (f � g)(x) =

∫

R
g(t)f(x− t) dt est définie.

Par le changement de variable affine t �→ x− t, on a f � g = g � f .
ψ : (x, t) �→ g(x−t)f(t) est telle que, pour tout x∈R, t �→ ψ(x, t) est intégrable sur
R, pour tout t∈R, x �→ ψ(x, t) est continue sur R et |(ψ(x, t)| � NR

∞(g)|f(t)| avec
f intégrable sur R. D’après le théorème de continuité des intégrales paramétrées,

x �→ (f � g)(x) =

∫

R
ψ(x, t)dt est continue sur R.

L’inégalité de la moyenne montre que : ∀x∈R,
∣∣(f �g)(x)∣∣ � NR

∞(g)N1(f) et donc
f � g ∈CB et la linéarité de f �→ f � g est immédiate.

2. ϕ : (x, t) �→ g(x−t)f(t) admet pour tout k∈N une dérivée partielle d’ordre k par

rapport à x continue sur R2 avec

∣∣∣∣
∂kϕ

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣=
∣∣g(k)(x−t)

∣∣ ∣∣f(t)∣∣ � NR
∞
(
g(k)

) ∣∣f(t)∣∣,
la fonction de domination étant intégrable sur R. Le théorème de dérivation d’une
intégrale dépendant d’un paramètre montre que f � g est de classe C∞ avec, pour

tout (x, k)∈R× N, (f � g)(k)(x) =

∫

R
g(k)(x− t)f(t) dt =

(
f � g(k)

)
(x).

3. Soit [a, b] ⊂ R, exprimons l’uniforme continuité de f sur le compact [a−1, b+1]

∀ε∈R�+, ∃η ∈]0, 1[ tel que ∀(x, x′)∈[a−1, b+1]2, |x−x′| � η ⇒
∣∣f(x)−f(x′)

∣∣ � ε

2
·

Posons, pour tout (x, n)∈[a, b]× N, δn(x) =
∣∣(ϕn � f)(x)− f(x)

∣∣.
Comme

∫

R
ϕn = 1, on a δn(x) =

∣∣∣∣
∫

R

[
f(x − t) − f(x)

]
ϕn(t) dt

∣∣∣∣ �
∫

R
ψ ϕn où
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ψ(t) =
∣∣f(x− t)− f(x)

∣∣. Si t∈[−η, η], ψ(t) �
ε

2
, sinon ψ(t) � 2NR

∞(f), d’où :

δn(x) �
ε

2

∫ η

−η

ϕn +2NR
∞(f)

(∫

R
ϕn −

∫ η

−η

ϕn

)
�

ε

2
+ 2NR

∞(f)

(∫

R
ϕn −

∫ η

−η

ϕn

)

d’après (i). D’autre part la condition (ii) montre l’existence de n0 ∈N tel que, si

n � n0, alors 2N
R
∞(f)

(∫

R
ϕn −

∫ η

−η

ϕn

)
�

ε

2
et donc δn(x) � ε, ce qui prouve la

convergence uniforme sur [a, b].

Application : la suite de terme général ϕn : t �→ 1

π

n

n2 + t2
est une unité approchée

et

∫

R

nf(t)

n2 + t2
dt = π(ϕn � f)(0) −−−→

n→∞
πf(0).

C. 1. Soit la fonction ψ définie sur R par ψ(t) = exp
( 1

t2 − 1

)
si t∈ ] − 1, 1[ et

ψ(t) = 0 sinon, est continue sur R, de classe C∞ sur R\{−1, 1} et, sur ]−1, 1[ , ψ(k)

est de la forme fψ où f ∈R(X), d’où ψ(k)(−1+) = ψ(k)(1−) = 0 et donc ψ est de
classe C∞ sur R (cf. chapitre 6, paragraphe III.B.2. exemple pour plus de détails).

On pose alors ϕ = αψ où α est choisi tel que

∫ 1

−1

ϕ = 1, la suite (ϕn) définie

par : ∀n∈N, ϕn : t �→ nϕ(nt) est une unité approchée, pour tout n∈N, ϕn est

de classe C∞ nulle en dehors de
[
− 1

n
, 1

n

]
à dérivées bornées.

Soit [α, β] ⊂ I, à partir d’un certain rang n0 ∈N� on a
[
α− 1

n
,β+

1

n

]
⊂ I et alors,

pour tout x∈[α, β], t �→ f(x− t)ϕn(t) est continue nulle en dehors de
[
− 1

n
, 1

n

]
·

fn(x) = (ϕn � f)(x) =

∫ x+1/n

x−1/n

ϕn(x − t)f(t) dt =

∫ 1/n

−1/n

f(x − t)ϕn(t) dt définit

une fonction sur [α, β] qui, comme dans B. est de classe C∞ et (fn) converge
uniformément vers f sur [α, β].

Si (x, y)∈[α, β]2 et λ∈[0, 1], on a, pour tout t∈
[
− 1

n
, 1

n

]
si n � n0 :

f
(
λx+ (1− λ)y − t

)
= f

(
λ(x− t) + (1− λ)(y − t)

)
� λf(x− t) + (1− λ)f(y − t)

et, comme ϕn est à valeurs dans R+, en intégrant :

fn
(
λx+ (1− λ)y

)
� λfn(x) + (1− λ)fn(y), d’où la convexité de fn.

2. Supposons f convexe, alors f ′′ � 0. Soit ψ de classe C2 positive à support inclus
dans [α, β] segment de I.∫

I

fψ′′ =

∫ β

α

fψ′′ =
[
fψ′

]β
α
−
∫ β

α

f ′ψ′ = −
∫ β

α

f ′ψ′ car ψ′(α) = ψ′(β) = 0.

D’où

∫

I

fψ′′ = −
[
f ′ψ

]β
α
+

∫ β

α

f ′′ψ =

∫ β

α

f ′′ψ � 0.

Si f n’est pas convexe il existe x0 ∈ I tel que f ′′(x0) < 0 et, par continuité, x0

admet un voisinage compact [α, β] dans I sur lequel f ′′ < 0. En choisissant, par

exemple ψ telle que ψ(t) = exp

(
1

(t− α)(t− β)

)
si t∈ ]α, β[ et 0 sinon, ψ est de

classe C∞, positive, à support [α, β] et

∫

I

fψ′′ =

∫ β

α

fψ′′ =

∫ β

α

f ′′ψ < 0.
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C. Convexité. On note I l’intervalle ]a, b[ .
1. On suppose f convexe sur I. En utilisant une unité approchée convenable
montrer, pour tout segment [α, β] de I, l’existence d’une suite de fonctions
convexes et de classe C∞ qui converge uniformément vers f sur [α, β].

2. On suppose f de classe C2 sur I, montrer que f est convexe si, et
seulement si, pour toute fonction ψ positive de classe C2 à support compact

inclus dans I, on a

∫

I

fψ′′ � 0.

3. Étendre au cas où f est seulement continue. On admettra le théorème
suivant : si g est une fonction continue sur [a, b]× [α, β],∫ β

α

(∫ b

a

g(x, y)dx
)
dy =

∫ β

α

(∫ b

a

g(x, y)dy
)
dx.

Solution

A. Le changement de variable linéaire t �→ nt montre que ϕn ∈L1(R,R) avec

ϕN � 0 et

∫

R
ϕn = 1, d’où (i).

De même, si α∈R�+,
∫

R
ϕn −

∫ α

−α

ϕn =

∫

R
ϕ−

∫ nα

−nα

ϕ −−−→
n→∞

0, d’où (ii).

B. 1. Si x∈R, fx : t �→ f(x − t)g(t) est continue par morceaux et on a∣∣fx(t)
∣∣ � NR

∞(g)
∣∣f(x − t)

∣∣. Le changement de variable t �→ x − t qui est une

bijection de classe C1 entre R et lui-même montre que t �→
∣∣f(x− t)

∣∣∈L1 et donc

fx ∈L1. Ainsi (f � g)(x) =

∫

R
g(t)f(x− t) dt est définie.

Par le changement de variable affine t �→ x− t, on a f � g = g � f .
ψ : (x, t) �→ g(x−t)f(t) est telle que, pour tout x∈R, t �→ ψ(x, t) est intégrable sur
R, pour tout t∈R, x �→ ψ(x, t) est continue sur R et |(ψ(x, t)| � NR

∞(g)|f(t)| avec
f intégrable sur R. D’après le théorème de continuité des intégrales paramétrées,

x �→ (f � g)(x) =

∫

R
ψ(x, t)dt est continue sur R.

L’inégalité de la moyenne montre que : ∀x∈R,
∣∣(f �g)(x)∣∣ � NR

∞(g)N1(f) et donc
f � g ∈CB et la linéarité de f �→ f � g est immédiate.

2. ϕ : (x, t) �→ g(x−t)f(t) admet pour tout k∈N une dérivée partielle d’ordre k par

rapport à x continue sur R2 avec

∣∣∣∣
∂kϕ

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣=
∣∣g(k)(x−t)

∣∣ ∣∣f(t)∣∣ � NR
∞
(
g(k)

) ∣∣f(t)∣∣,
la fonction de domination étant intégrable sur R. Le théorème de dérivation d’une
intégrale dépendant d’un paramètre montre que f � g est de classe C∞ avec, pour

tout (x, k)∈R× N, (f � g)(k)(x) =

∫

R
g(k)(x− t)f(t) dt =

(
f � g(k)

)
(x).

3. Soit [a, b] ⊂ R, exprimons l’uniforme continuité de f sur le compact [a−1, b+1]

∀ε∈R�+, ∃η ∈]0, 1[ tel que ∀(x, x′)∈[a−1, b+1]2, |x−x′| � η ⇒
∣∣f(x)−f(x′)

∣∣ � ε

2
·

Posons, pour tout (x, n)∈[a, b]× N, δn(x) =
∣∣(ϕn � f)(x)− f(x)

∣∣.
Comme

∫

R
ϕn = 1, on a δn(x) =

∣∣∣∣
∫

R

[
f(x − t) − f(x)

]
ϕn(t) dt

∣∣∣∣ �
∫

R
ψ ϕn où

Tr
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x 
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3. Supposons f continue et convexe (la convexité suffit). On choisit ψ comme
dans l’énoncé à support dans [α, β] segment de I et (fn) comme dans la question

1. Alors la question 2. montre que, pour tout n∈N,
∫

I

fnψ
′′ =

∫ β

α

fnψ
′′ � 0.

Comme ψ′′ est bornée car continue sur [α, β], (fnψ
′′) converge uniformément sur

ce segment vers fψ′′ et donc

∫ β

α

fnψ
′′ −−−→

n→∞

∫ β

α

fψ′′ =

∫

I

fψ′′ � 0.

Réciproquement, soit une fonction ψ positive de classe C2 à support compact inclus

dans [α, β] segment de I. On choisit n0 ∈N� tel que
[
α − 1

n0

,β +
1

n0

]
⊂ I et on

reprend la suite de terme général fn = ϕn � f définie dans 1.
Si n � n0, en utilisant le théorème admis :∫ β

α

fn(x)ψ
′′(x) dx =

∫ β

α

(∫ 1/n

−1/n

f(x− t)ψ′′(x)ϕn(t) dt

)
dx

=

∫ 1/n

−1/n

(∫ β

α

f(x− t)ψ′′(x) dx

)
ϕn(t) dt.

Par hypothèse, pour tout t∈
[
− 1

n
, 1

n

]
,

∫ β

α

f(x − t)ψ′′(x) dx � 0 et donc

∫ β

α

fnψ
′′ =

∫

I

fnψ
′′ � 0, ce qui montre en utilisant la question 2. que fn est

convexe car de classe C2. Comme f est limite simple de (fn) sur [α, β], sa restriction
à ce segment est convexe. Ceci étant vérifiée pour tout segment, f est convexe.

• Transformation de Fourier

L’espace vectoriel CB = C(R,C) ∩ B(R,C) est muni de N∞ = NR
∞ et

L1 = L1(R,C) est muni de N1 : f �→
∫

R
|f |. On définit ϕ sur R par

ϕ(t) =
sin(t)

t
si t �= 0 et ϕ(0) = 1, on rappelle que

∫ x

0

ϕ −−−−→
x→+∞

π

2
·

On utilisera un résultat :
∣∣ez∣∣ = e�e(z) pour z ∈C.

1. Définition et premières propriétés

a. Montrer que la relation F(f)(x) = f̂(x) =

∫

R
f(t)e−2πitx dt définit une

application linéaire F entre les espaces vectoriels L1 et CB dont la restriction
à L1

C = L1∩C(R,C) muni de N1 est continue. Préciser sa norme. On pourra

utiliser fn =
1

2n
I[−n,n]. On appelle f̂ la transformée de Fourier de f .

b. Si n∈N et f ∈L1 on pose Fn(f) = F
(
f I[−n,n]

)
, montrer que

(
Fn(f)

)

converge uniformément vers f̂ sur R.
c. Montrer que f̂(x) −−−−−→

|x|→+∞
0. On pourra utiliser l’exercice 25.

d. Déterminer les transformées de Fourier des fonctions suivantes :
h1 : x �→ e−axH(x), h2 : x �→ eaxH(−x) et h3 : x �→ e−a|x| où
H = I]0,+∞[ et a∈C,�e(a) > 0. H est appelée fonction de Heaveside.
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2. Transformation de Fourier et dérivation.

a. Montrer que si, pour tout k∈[[0, n]], x �→ xkf(x) est intégrable sur R,
alors f̂ ∈Cn(R,C).
b. Montrer que si f ∈Cn(R,C)

⋂
L1 et si pour tout k∈[[0, n]], f (k) ∈L1, alors,

pour tout k∈[[0, n]], f̂ (k)(x) = (2iπx)kf̂(x).

c. En déduire ĥ4 si h4 : x �→ xk

k!
h1(x).

d. En utilisant une équation différentielle vérifiée par h5 : x �→ e−ax2

, a > 0,

déduire de a. et b. l’expression de ĥ5.
3. Montrer que si f et g sont éléments de L1, alors fĝ et f̂ g sont éléments

de L1 et

∫

R
fĝ =

∫

R
f̂ g. On admettra toutes les interversions licites ici.

4. Théorème d’inversion

On veut prouver que si f et g sont éléments de L1 et si l’on note

F(f)(x) =

∫

R
f(t)e2πitx dt, alors F(f̂) = f .

a. Pour n∈N�, gn(x) = exp
(
− 2π

n
|x|

)
. Déterminer ĝn. Montrer que∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx =

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy. (�)

b. Montrer que

∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx −−−→
n→∞

F(f̂)(t).

c. Calculer

∫

R
ĝn. Déduire de a. que

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy −−−→

n→∞
f(t) et

conclure.

5. Applications du théorème d’inversion

a. Montrer que si f ∈C2(R,C) et si f, f ′, f ′′ sont dans L1, alors f̂ ∈L1.

b. Déterminer les transformées de Fourier des fonctions : x �→ 1

(a+ 2iπx)k+1

si k∈N� et �e(a) > 0, x �→
√

π

a
exp

(
− π2

a2

)
si a∈R+�.

Solution

1. a. Soit F (x, t) = f(t)e−2iπxt. Pour tout x∈R, t �→ F (x, t) est continue par
morceaux et intégrable sur R car |F (x, t)| = |f(t)| et f ∈L1.

Pour tout t∈R, x �→ F (x, t) est continue sur R. D’après le théorème de continuité

des intégrales paramétrées, f̂ est définie et continue sur R.
Pour tout x∈R,

∣∣f̂(x)∣∣ � N1(f). Donc f̂ ∈B(R) et N∞(f̂) � N1(f).

Par linéarité de l’intégration, F est linéaire entre L1 et CB. De l’inégalité
précédente, on déduit que F est continue et ‖F‖ � 1.

f =
1

2n
χ
[−n,n] ∈L1, N1(f) = 1 et, f̂(x) =

1

2n

∫ n

−n

e−2iπtx dt =
sin(2πnx)

2πnx
si

x �= 0. Par continuité on a f̂(0) = 1 d’où N∞
(
f̂
)
� 1 et enfin ‖F‖ = 1.
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2. Transformation de Fourier et dérivation.

a. Montrer que si, pour tout k∈[[0, n]], x �→ xkf(x) est intégrable sur R,
alors f̂ ∈Cn(R,C).
b. Montrer que si f ∈Cn(R,C)

⋂
L1 et si pour tout k∈[[0, n]], f (k) ∈L1, alors,

pour tout k∈[[0, n]], f̂ (k)(x) = (2iπx)kf̂(x).

c. En déduire ĥ4 si h4 : x �→ xk

k!
h1(x).

d. En utilisant une équation différentielle vérifiée par h5 : x �→ e−ax2

, a > 0,

déduire de a. et b. l’expression de ĥ5.
3. Montrer que si f et g sont éléments de L1, alors fĝ et f̂ g sont éléments

de L1 et

∫

R
fĝ =

∫

R
f̂ g. On admettra toutes les interversions licites ici.

4. Théorème d’inversion

On veut prouver que si f et g sont éléments de L1 et si l’on note

F(f)(x) =

∫

R
f(t)e2πitx dt, alors F(f̂) = f .

a. Pour n∈N�, gn(x) = exp
(
− 2π

n
|x|

)
. Déterminer ĝn. Montrer que∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx =

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy. (�)

b. Montrer que

∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx −−−→
n→∞

F(f̂)(t).

c. Calculer

∫

R
ĝn. Déduire de a. que

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy −−−→

n→∞
f(t) et

conclure.

5. Applications du théorème d’inversion

a. Montrer que si f ∈C2(R,C) et si f, f ′, f ′′ sont dans L1, alors f̂ ∈L1.

b. Déterminer les transformées de Fourier des fonctions : x �→ 1

(a+ 2iπx)k+1

si k∈N� et �e(a) > 0, x �→
√

π

a
exp

(
− π2

a2

)
si a∈R+�.

Solution

1. a. Soit F (x, t) = f(t)e−2iπxt. Pour tout x∈R, t �→ F (x, t) est continue par
morceaux et intégrable sur R car |F (x, t)| = |f(t)| et f ∈L1.

Pour tout t∈R, x �→ F (x, t) est continue sur R. D’après le théorème de continuité

des intégrales paramétrées, f̂ est définie et continue sur R.
Pour tout x∈R,

∣∣f̂(x)∣∣ � N1(f). Donc f̂ ∈B(R) et N∞(f̂) � N1(f).

Par linéarité de l’intégration, F est linéaire entre L1 et CB. De l’inégalité
précédente, on déduit que F est continue et ‖F‖ � 1.

f =
1

2n
χ
[−n,n] ∈L1, N1(f) = 1 et, f̂(x) =

1

2n
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−n
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sin(2πnx)

2πnx
si

x �= 0. Par continuité on a f̂(0) = 1 d’où N∞
(
f̂
)
� 1 et enfin ‖F‖ = 1.
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3. Supposons f continue et convexe (la convexité suffit). On choisit ψ comme
dans l’énoncé à support dans [α, β] segment de I et (fn) comme dans la question

1. Alors la question 2. montre que, pour tout n∈N,
∫

I

fnψ
′′ =

∫ β

α

fnψ
′′ � 0.

Comme ψ′′ est bornée car continue sur [α, β], (fnψ
′′) converge uniformément sur

ce segment vers fψ′′ et donc

∫ β

α

fnψ
′′ −−−→

n→∞

∫ β

α

fψ′′ =

∫

I

fψ′′ � 0.

Réciproquement, soit une fonction ψ positive de classe C2 à support compact inclus

dans [α, β] segment de I. On choisit n0 ∈N� tel que
[
α − 1

n0

,β +
1

n0

]
⊂ I et on

reprend la suite de terme général fn = ϕn � f définie dans 1.
Si n � n0, en utilisant le théorème admis :∫ β

α

fn(x)ψ
′′(x) dx =

∫ β

α

(∫ 1/n

−1/n

f(x− t)ψ′′(x)ϕn(t) dt

)
dx

=

∫ 1/n

−1/n

(∫ β

α

f(x− t)ψ′′(x) dx

)
ϕn(t) dt.

Par hypothèse, pour tout t∈
[
− 1

n
, 1

n

]
,

∫ β

α

f(x − t)ψ′′(x) dx � 0 et donc

∫ β

α

fnψ
′′ =

∫

I

fnψ
′′ � 0, ce qui montre en utilisant la question 2. que fn est

convexe car de classe C2. Comme f est limite simple de (fn) sur [α, β], sa restriction
à ce segment est convexe. Ceci étant vérifiée pour tout segment, f est convexe.

• Transformation de Fourier

L’espace vectoriel CB = C(R,C) ∩ B(R,C) est muni de N∞ = NR
∞ et

L1 = L1(R,C) est muni de N1 : f �→
∫

R
|f |. On définit ϕ sur R par

ϕ(t) =
sin(t)

t
si t �= 0 et ϕ(0) = 1, on rappelle que

∫ x

0

ϕ −−−−→
x→+∞

π

2
·

On utilisera un résultat :
∣∣ez∣∣ = e�e(z) pour z ∈C.

1. Définition et premières propriétés

a. Montrer que la relation F(f)(x) = f̂(x) =

∫

R
f(t)e−2πitx dt définit une

application linéaire F entre les espaces vectoriels L1 et CB dont la restriction
à L1

C = L1∩C(R,C) muni de N1 est continue. Préciser sa norme. On pourra

utiliser fn =
1

2n
I[−n,n]. On appelle f̂ la transformée de Fourier de f .

b. Si n∈N et f ∈L1 on pose Fn(f) = F
(
f I[−n,n]

)
, montrer que

(
Fn(f)

)

converge uniformément vers f̂ sur R.
c. Montrer que f̂(x) −−−−−→

|x|→+∞
0. On pourra utiliser l’exercice 25.

d. Déterminer les transformées de Fourier des fonctions suivantes :
h1 : x �→ e−axH(x), h2 : x �→ eaxH(−x) et h3 : x �→ e−a|x| où
H = I]0,+∞[ et a∈C,�e(a) > 0. H est appelée fonction de Heaveside.
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2. Transformation de Fourier et dérivation.

a. Montrer que si, pour tout k∈[[0, n]], x �→ xkf(x) est intégrable sur R,
alors f̂ ∈Cn(R,C).
b. Montrer que si f ∈Cn(R,C)

⋂
L1 et si pour tout k∈[[0, n]], f (k) ∈L1, alors,

pour tout k∈[[0, n]], f̂ (k)(x) = (2iπx)kf̂(x).

c. En déduire ĥ4 si h4 : x �→ xk

k!
h1(x).

d. En utilisant une équation différentielle vérifiée par h5 : x �→ e−ax2

, a > 0,

déduire de a. et b. l’expression de ĥ5.
3. Montrer que si f et g sont éléments de L1, alors fĝ et f̂ g sont éléments

de L1 et

∫

R
fĝ =

∫

R
f̂ g. On admettra toutes les interversions licites ici.

4. Théorème d’inversion

On veut prouver que si f et g sont éléments de L1 et si l’on note

F(f)(x) =

∫

R
f(t)e2πitx dt, alors F(f̂) = f .

a. Pour n∈N�, gn(x) = exp
(
− 2π

n
|x|

)
. Déterminer ĝn. Montrer que∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx =

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy. (�)

b. Montrer que

∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx −−−→
n→∞

F(f̂)(t).

c. Calculer

∫

R
ĝn. Déduire de a. que

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy −−−→

n→∞
f(t) et

conclure.

5. Applications du théorème d’inversion

a. Montrer que si f ∈C2(R,C) et si f, f ′, f ′′ sont dans L1, alors f̂ ∈L1.

b. Déterminer les transformées de Fourier des fonctions : x �→ 1

(a+ 2iπx)k+1

si k∈N� et �e(a) > 0, x �→
√

π

a
exp

(
− π2

a2

)
si a∈R+�.

Solution

1. a. Soit F (x, t) = f(t)e−2iπxt. Pour tout x∈R, t �→ F (x, t) est continue par
morceaux et intégrable sur R car |F (x, t)| = |f(t)| et f ∈L1.

Pour tout t∈R, x �→ F (x, t) est continue sur R. D’après le théorème de continuité

des intégrales paramétrées, f̂ est définie et continue sur R.
Pour tout x∈R,

∣∣f̂(x)∣∣ � N1(f). Donc f̂ ∈B(R) et N∞(f̂) � N1(f).

Par linéarité de l’intégration, F est linéaire entre L1 et CB. De l’inégalité
précédente, on déduit que F est continue et ‖F‖ � 1.

f =
1

2n
χ
[−n,n] ∈L1, N1(f) = 1 et, f̂(x) =

1

2n

∫ n

−n

e−2iπtx dt =
sin(2πnx)

2πnx
si

x �= 0. Par continuité on a f̂(0) = 1 d’où N∞
(
f̂
)
� 1 et enfin ‖F‖ = 1.
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2. Transformation de Fourier et dérivation.
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⋂
L1 et si pour tout k∈[[0, n]], f (k) ∈L1, alors,
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R
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R
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On veut prouver que si f et g sont éléments de L1 et si l’on note

F(f)(x) =

∫

R
f(t)e2πitx dt, alors F(f̂) = f .

a. Pour n∈N�, gn(x) = exp
(
− 2π

n
|x|

)
. Déterminer ĝn. Montrer que∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx =

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy. (�)

b. Montrer que

∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx −−−→
n→∞

F(f̂)(t).

c. Calculer

∫

R
ĝn. Déduire de a. que

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy −−−→

n→∞
f(t) et

conclure.

5. Applications du théorème d’inversion

a. Montrer que si f ∈C2(R,C) et si f, f ′, f ′′ sont dans L1, alors f̂ ∈L1.

b. Déterminer les transformées de Fourier des fonctions : x �→ 1

(a+ 2iπx)k+1

si k∈N� et �e(a) > 0, x �→
√

π

a
exp

(
− π2

a2

)
si a∈R+�.

Solution

1. a. Soit F (x, t) = f(t)e−2iπxt. Pour tout x∈R, t �→ F (x, t) est continue par
morceaux et intégrable sur R car |F (x, t)| = |f(t)| et f ∈L1.

Pour tout t∈R, x �→ F (x, t) est continue sur R. D’après le théorème de continuité

des intégrales paramétrées, f̂ est définie et continue sur R.
Pour tout x∈R,

∣∣f̂(x)∣∣ � N1(f). Donc f̂ ∈B(R) et N∞(f̂) � N1(f).

Par linéarité de l’intégration, F est linéaire entre L1 et CB. De l’inégalité
précédente, on déduit que F est continue et ‖F‖ � 1.

f =
1

2n
χ
[−n,n] ∈L1, N1(f) = 1 et, f̂(x) =

1

2n

∫ n

−n

e−2iπtx dt =
sin(2πnx)

2πnx
si

x �= 0. Par continuité on a f̂(0) = 1 d’où N∞
(
f̂
)
� 1 et enfin ‖F‖ = 1.
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282 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

b. Si x∈R,
∣∣Fn(f)(x) − F(f)(x)

∣∣ �
∫ −n

−∞
|fx| +

∫ +∞

n

|fx| =
∫ −n

−∞
|f | +

∫ +∞

n

|f |

terme général d’une suite numérique qui converge vers 0 car f ∈L1, d’où la
convergence uniforme sur R.
c. D’après l’exercice 25, le résultat est immédiat.

d. h1 et h2 sont continues par morceaux et h3 est continue sur R.
h1(x) = 0 si x < 0 et h1(x) =

x→+∞
o(x−2). Donc h1 ∈L1(R,R).

h2(x) = 0 si x > 0 et h2(x) =
x→−∞

o(x−2). Donc h2 ∈L1(R,R).

Comme h3 = h1 + h2 sur R�, on a h3 ∈L1(R,R).

ĥ1(x) =

∫ +∞

0

e−2πixte−atdt = lim
y→+∞

[e−t(a+2iπx)

a+ 2ixπ

]+∞

0
=

1

a+ 2iπx
·

De même, ĥ2(x) =
1

2a− iπx
· D’où ĥ3 = ĥ1 + ĥ2 : x �→ 2a

a2 + 42πx2
·

2. a. Avec les notations de 1.a. x �→ F (x, t) est de classe C∞ sur R.

∀k∈[[1, n]], ∂
kF

∂xk
(x, t) = (−2iπt)kF (x, t) ⇒

∣∣∣∂
kF

∂xk
(x, t)

∣∣∣ = 2π
∣∣tkf(t)∣∣.

Les fonctions t �→ tkf(t), k∈[[0, n]] étant intégrables sur R, on déduit d’un corollaire

du théorème de dérivation des intégrales paramétrées que f̂ ∈Cn(R,C) et

∀k∈[[0, n]], ∀x∈R, f̂ (k)(x) =

∫

R
e−2iπtx(−2itπ)kf(t)dt.

b. Effectuons une intégration par parties itérée. Rappelons la formule, pour

(a, b)∈R2 si (u, v)∈
(
Ck

([
a, b],C

))2
.

∫ b

a

uv(k) =
[ k−1∑
p=0

(−1)pu(p)(t)v(k−p−1)(t)
]b
a
+ (−1)k

∫ b

a

u(k)v (�).

Ici, v = f et u(t) = e−2iπxt. Donc u(p)(t) = (−2iπx)pu(t) et k∈[[1, n]].∣∣u(p)(t)v(k−p−1)(t)
∣∣ = 2|πx|p

∣∣∣f (k−p−1)(t)
∣∣ −−−−−→

|t|→+∞
0.

En effet, ∀k∈[[0, n− 1]], ∀a∈R, f (k)(a)− f (k)(0) =

∫ a

0

f (k+1)(t)dt.

Comme f (k+1) ∈L1, il existe 
k = lim
x→+∞

f (k)(x)∈C. Comme f (k) ∈L1, on a


k = 0. De même, lim
x→−∞

f (k)(x) = 0. Par passage à la limite dans (�) lorsque

a → −∞ et b → +∞ on a : ∀(x, k)∈R× [[1, n]], f̂ (k)(x) = (2iπx)kf̂(x).

c. h4(x) =
1

k!(−2iπ)k
(−2iπx)kh1(x). De 1.d. et 2.a. on déduit que :

ĥ4(x) =
1

k!(−2iπ)k
(
ĥ1

)(k)
(x) =

1

(a+ 2ixπ)k+1
·

d. h5 est solution de l’équation différentielle : y′ + 2axy = 0.
Notons h : x �→ h′

5(x)+2axh5(x). Comme h = 0 ⇒ ĥ = 0, on déduit de la linéarité

de F que : ∀x∈R, 2iπx ĥ5(x) =
a

iπ
ĥ5

′
(x).

Donc ĥ5 est solution sur R de l’équation différentielle : (E) y′ +
2π2

a
xy = 0.

(E) ⇐⇒ ∀x∈R,
d

dx

(
y(x)eπ

2x2/a
)
= 0 ⇐⇒ ∃C ∈R, ∀x∈R, y(x) = Ce−π2x2/a.
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Comme Γ
(1
2

)
=

√
π , on a ĥ5(0) =

√
π

a
· Donc ĥ5(x) =

√
π

a
· e−π2x2/a.

3. Comme ĝ et f̂ sont bornées et f et g dans L1, fĝ et f̂ g sont éléments de L1.

Comme les interversions sont permises par l’énoncé,∫

R
fĝ =

∫

R
f(t)

(∫

R
g(x)e−2iπtxdx

)
dt =

∫

R
g(x)

(∫

R
f(t)e−2iπtxdt

)
dx =

∫

R
gf̂ .

4. a. D’après 1.d) avec a =
2π

n
dans h3, on a : ĝn =

n

π(1 + n2π2)
· Comme gn et f

sont intégrables sur R, on déduit de 3. appliqué à f et Gn : x �→ gn(x)e
2πitx :∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx =

∫

R
f(y)Ĝn(y)dy.

Ĝn(y) =

∫

R
Gn(x)e

−2iπxydx =

∫

R
gn(x)e

−2ixπ(y−t)dx = ĝn(y − t). D’où (�).

b. La suite de fonctions intégrables sur R : x �→ f̂(x)gn(x)e
2iπtx converge

simplement sur R vers la fonction x �→ f̂(x)e2iπtx qui est continue par morceaux sur

R. Pour tout x∈R et n∈N�,
∣∣f̂(x)gn(x)e2iπtx

∣∣ � ∣∣f̂(x)∣∣. Comme f̂ ∈L1, d’après

le théorème de convergence dominée,

∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx −−−→
n→∞

F f̂(t).

c. ĝn ∈L1 et

∫

R
ĝn =

1

π

[
arctan(nx)

]+∞

−∞
= 1.

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy =

∫

R
f(y + t)ĝn(y)dy par changement de variable affine.

Donc :

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy − f(t) =

∫

R

(
f(y + t)− f(t)

)
ĝn(y)dy.

Comme f ∈C(R), soit ε > 0, soit α > 0 tel que |y+t−t| < α ⇒
∣∣f(y+t)−f(t)

∣∣ � ε

2
·

∣∣∣
∫

R

(
f(y + t)− f(t)

)
ĝn(y)dy

∣∣∣ � An(t) +Bn(t) où puisque ĝn � 0 :

An(t) =

∫ +α

−α

∣∣f(y + t)− f(t)
∣∣ĝn(y)dy et Bn(t) =

∫

|y|�α

∣∣f(y + t)− f(t)
∣∣ĝn(y)dy.

∀n∈N�,An(t) �
ε

2

∫ +α

−α

ĝn(y) �
ε

2

∫

R
ĝn(y) =

ε

2
·

∀n∈N�,Bn(t) �
∫

|y|�α

∣∣f(y + t)
∣∣ĝn(y)dy + |f(t)|

∫

|y|�α

ĝn(y)dy.

ĝn étant paire et décroissante, on a :∫

|y|�α

∣∣f(y + t)
∣∣ĝn(y)dy � ĝn(α)

∫

|y|�α

∣∣f(y + t)
∣∣dy � ĝn(α)N1(f).

D’autre part,

∫

|y|�α

ĝn(y)dy = 2

∫ +∞

α

ĝn(y)dy =
2

π
arctan

( 1

nα

)
�

2

nαπ
·

|f(t)| 2

nαπ
−−−→
n→∞

0 et ĝn(α)N1(f) −−−→
n→∞

0. Donc, il existe n0 ∈N, tel que :

∀n � n0, |f(t)|
2

nαπ
�

ε

4
et ĝn(α)N1(f) �

ε

4
·

Donc : ∀n � n0, ∀t∈R, Bn(t) �
ε

2
·

Finalement, on a :
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b. Si x∈R,
∣∣Fn(f)(x) − F(f)(x)

∣∣ �
∫ −n

−∞
|fx| +

∫ +∞

n

|fx| =
∫ −n

−∞
|f | +

∫ +∞

n

|f |

terme général d’une suite numérique qui converge vers 0 car f ∈L1, d’où la
convergence uniforme sur R.
c. D’après l’exercice 25, le résultat est immédiat.

d. h1 et h2 sont continues par morceaux et h3 est continue sur R.
h1(x) = 0 si x < 0 et h1(x) =

x→+∞
o(x−2). Donc h1 ∈L1(R,R).

h2(x) = 0 si x > 0 et h2(x) =
x→−∞

o(x−2). Donc h2 ∈L1(R,R).

Comme h3 = h1 + h2 sur R�, on a h3 ∈L1(R,R).

ĥ1(x) =

∫ +∞

0

e−2πixte−atdt = lim
y→+∞

[e−t(a+2iπx)

a+ 2ixπ

]+∞

0
=

1

a+ 2iπx
·

De même, ĥ2(x) =
1

2a− iπx
· D’où ĥ3 = ĥ1 + ĥ2 : x �→ 2a

a2 + 42πx2
·

2. a. Avec les notations de 1.a. x �→ F (x, t) est de classe C∞ sur R.

∀k∈[[1, n]], ∂
kF

∂xk
(x, t) = (−2iπt)kF (x, t) ⇒

∣∣∣∂
kF

∂xk
(x, t)

∣∣∣ = 2π
∣∣tkf(t)∣∣.

Les fonctions t �→ tkf(t), k∈[[0, n]] étant intégrables sur R, on déduit d’un corollaire

du théorème de dérivation des intégrales paramétrées que f̂ ∈Cn(R,C) et

∀k∈[[0, n]], ∀x∈R, f̂ (k)(x) =

∫

R
e−2iπtx(−2itπ)kf(t)dt.

b. Effectuons une intégration par parties itérée. Rappelons la formule, pour

(a, b)∈R2 si (u, v)∈
(
Ck

([
a, b],C

))2
.

∫ b

a

uv(k) =
[ k−1∑
p=0

(−1)pu(p)(t)v(k−p−1)(t)
]b
a
+ (−1)k

∫ b

a

u(k)v (�).

Ici, v = f et u(t) = e−2iπxt. Donc u(p)(t) = (−2iπx)pu(t) et k∈[[1, n]].∣∣u(p)(t)v(k−p−1)(t)
∣∣ = 2|πx|p

∣∣∣f (k−p−1)(t)
∣∣ −−−−−→

|t|→+∞
0.

En effet, ∀k∈[[0, n− 1]], ∀a∈R, f (k)(a)− f (k)(0) =

∫ a

0

f (k+1)(t)dt.

Comme f (k+1) ∈L1, il existe 
k = lim
x→+∞

f (k)(x)∈C. Comme f (k) ∈L1, on a


k = 0. De même, lim
x→−∞

f (k)(x) = 0. Par passage à la limite dans (�) lorsque

a → −∞ et b → +∞ on a : ∀(x, k)∈R× [[1, n]], f̂ (k)(x) = (2iπx)kf̂(x).

c. h4(x) =
1

k!(−2iπ)k
(−2iπx)kh1(x). De 1.d. et 2.a. on déduit que :

ĥ4(x) =
1

k!(−2iπ)k
(
ĥ1

)(k)
(x) =

1

(a+ 2ixπ)k+1
·

d. h5 est solution de l’équation différentielle : y′ + 2axy = 0.
Notons h : x �→ h′

5(x)+2axh5(x). Comme h = 0 ⇒ ĥ = 0, on déduit de la linéarité

de F que : ∀x∈R, 2iπx ĥ5(x) =
a

iπ
ĥ5

′
(x).

Donc ĥ5 est solution sur R de l’équation différentielle : (E) y′ +
2π2

a
xy = 0.

(E) ⇐⇒ ∀x∈R,
d

dx

(
y(x)eπ

2x2/a
)
= 0 ⇐⇒ ∃C ∈R, ∀x∈R, y(x) = Ce−π2x2/a.
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Comme Γ
(1
2

)
=

√
π , on a ĥ5(0) =

√
π

a
· Donc ĥ5(x) =

√
π

a
· e−π2x2/a.

3. Comme ĝ et f̂ sont bornées et f et g dans L1, fĝ et f̂ g sont éléments de L1.

Comme les interversions sont permises par l’énoncé,∫

R
fĝ =

∫

R
f(t)

(∫

R
g(x)e−2iπtxdx

)
dt =

∫

R
g(x)

(∫

R
f(t)e−2iπtxdt

)
dx =

∫

R
gf̂ .

4. a. D’après 1.d) avec a =
2π

n
dans h3, on a : ĝn =

n

π(1 + n2π2)
· Comme gn et f

sont intégrables sur R, on déduit de 3. appliqué à f et Gn : x �→ gn(x)e
2πitx :∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx =

∫

R
f(y)Ĝn(y)dy.

Ĝn(y) =

∫

R
Gn(x)e

−2iπxydx =

∫

R
gn(x)e

−2ixπ(y−t)dx = ĝn(y − t). D’où (�).

b. La suite de fonctions intégrables sur R : x �→ f̂(x)gn(x)e
2iπtx converge

simplement sur R vers la fonction x �→ f̂(x)e2iπtx qui est continue par morceaux sur

R. Pour tout x∈R et n∈N�,
∣∣f̂(x)gn(x)e2iπtx

∣∣ � ∣∣f̂(x)∣∣. Comme f̂ ∈L1, d’après

le théorème de convergence dominée,

∫

R
f̂(x)gn(x)e

2iπtxdx −−−→
n→∞

F f̂(t).

c. ĝn ∈L1 et

∫

R
ĝn =

1

π

[
arctan(nx)

]+∞

−∞
= 1.

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy =

∫

R
f(y + t)ĝn(y)dy par changement de variable affine.

Donc :

∫

R
f(y)ĝn(y − t)dy − f(t) =

∫

R

(
f(y + t)− f(t)

)
ĝn(y)dy.

Comme f ∈C(R), soit ε > 0, soit α > 0 tel que |y+t−t| < α ⇒
∣∣f(y+t)−f(t)

∣∣ � ε

2
·

∣∣∣
∫

R

(
f(y + t)− f(t)

)
ĝn(y)dy

∣∣∣ � An(t) +Bn(t) où puisque ĝn � 0 :

An(t) =

∫ +α

−α

∣∣f(y + t)− f(t)
∣∣ĝn(y)dy et Bn(t) =

∫

|y|�α

∣∣f(y + t)− f(t)
∣∣ĝn(y)dy.

∀n∈N�,An(t) �
ε

2

∫ +α

−α

ĝn(y) �
ε

2

∫

R
ĝn(y) =

ε

2
·

∀n∈N�,Bn(t) �
∫

|y|�α

∣∣f(y + t)
∣∣ĝn(y)dy + |f(t)|

∫

|y|�α

ĝn(y)dy.

ĝn étant paire et décroissante, on a :∫

|y|�α

∣∣f(y + t)
∣∣ĝn(y)dy � ĝn(α)

∫

|y|�α

∣∣f(y + t)
∣∣dy � ĝn(α)N1(f).

D’autre part,

∫

|y|�α

ĝn(y)dy = 2

∫ +∞

α

ĝn(y)dy =
2

π
arctan

( 1

nα

)
�

2

nαπ
·

|f(t)| 2

nαπ
−−−→
n→∞

0 et ĝn(α)N1(f) −−−→
n→∞

0. Donc, il existe n0 ∈N, tel que :

∀n � n0, |f(t)|
2

nαπ
�

ε

4
et ĝn(α)N1(f) �

ε

4
·

Donc : ∀n � n0, ∀t∈R, Bn(t) �
ε

2
·

Finalement, on a :

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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∀ε∈R�+, ∃n0 ∈N, ∀n∈N, n�n0⇒
∣∣∣
∫

R

(
f(y+t)−f(t)

)
ĝn(y)dy

∣∣∣�An(t)+Bn(t)�ε.

De a., b., c., par passage à la limite dans (1) quand n → ∞ on a prouvé le théorème
d’inversion dans L1

c(R,C).

5. a. D’après 2.b. f̂ ′′ = −4π2x2f̂(x).

Comme, d’après 1.c. f̂ ′′(x) −−−−−→
|x|→+∞

0, on a f̂(x) =
|x|→+∞

o(x−2).

La fonction f̂ étant continue sur R, on peut conclure que f̂ ∈L1
c(R,C).

b. D’après 2.c. ĥ4(x) =
1

(a+ 2iπx)k+1
et h4(x) =

xk

k!
e−axH(x).

Pour tout k � 1, h4 et ĥ4 sont éléments de L1.

D’après 4. on a : F(ĥ4)(x) =
(−x)k

k!
eaxH(−x).

D’après 2.d. on a h5 et ĥ5 éléments de L1. Donc F(ĥ5)(x) = e−ax2

= h5(x).

• Transformation de Laplace

On note C le C-espace vectoriel C(R+,C). Pour tout f dans C on note I(f)
l’ensemble des réels x pour lesquels t �→ e−xtf(t) est intégrable sur R+ et,

pour tout x∈ I(f), on pose L(f)(x) =
∫ +∞

0

e−xtf(t) dt.

F désigne l’ensemble des éléments f de C pour lesquels I(f) �= ∅.
A. Généralités f désigne un élément de F .
1. Montrer que I(f) est un intervalle non majoré. En déduire que F est un
C-espace vectoriel.

2. Si n∈N, z ∈C et f : t �→ e−zttn, déterminer I(f) et L(f).
3. Montrer que L(f) est continue sur I(f) et que, si α est l’extrémité
inférieure de I(f), L(f) est de classe C∞ sur ]α,+∞[ et expliciter L(f)(k).

4. On suppose que f(t) =
t→0

n∑
k=0

αk

k!
tk +O(tn+1).

a. Montrer, pour tout η ∈R�+, L(f)(x) =
x→+∞

∫ η

0

f(t)e−xt dt+O(x−n−2).

b. En déduire que L(f)(x) =
x→+∞

n∑
k=0

αk

xk+1
+O(x−n−2).

B. Soit la fonction f définie sur R+ par f(t) =
sin(t)

t
si t �= 0 et f(0) = 1.

1. Déterminer I(f) et expliciter L(f)′(x) puis L(f)(x) pour x∈ I(f).

2. Montrer que x �→
∫ x

0

f admet une limite (dans R) en +∞.

On prolonge alors L(f) en 0 en posant L(f)(0) =
∫ +∞

0

f .

3. À l’aide de la série de fonctions
∑

fn où fn : x �→
∫ (n+1)π

nπ

e−xtf(t)dt
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montrer que L(f) est continue en 0 et en déduire la valeur de

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt

C. Injectivité de L

1. Montrer que, si h∈C
(
[0, 1],C

)
vérifie : ∀n∈N,

∫ 1

0

xnh(x) dx = 0,

alors

∫ 1

0

|h(x)|2 dx = 0 (on pourra utiliser le théorème d’approximation

de Weierstrass). En déduire la nullité de h.

2. Soient f ∈F , s∈ I(f) et a > 0. Montrer :

F (s+ a) = a

∫ +∞

0

e−atg(t) dt où, pour tout t � 0, g(t) =

∫ t

0

e−suf(u) du.

3. Si, sous les mêmes conditions, pour tout n∈N�, F (s+na) = 0, montrer :

pour tout n∈N,
∫ 1

0

ung
(
− lnu

a

)
du = 0, pour tout t � 0, g(t) = 0.

4. Montrer l’injectivité de L.

Solution

A. 1. On notera, pour tout x∈R, fx la fonction définie sur R+ par fx(t) = e−xtf(t)
et l’on remarque que fx ∈C.
Si x0 ∈ I(f) et x∈[x0,+∞[ alors |fx| � |fx0 | intégrable sur R+, donc, par
domination, fx est intégrable sur R+. Ceci prouve que [x0,+∞[⊂ I(f) et donc
I(f) est un intervalle non majoré.

F ⊂ C par définition. La fonction nulle vérifie I(f) = R �= ∅, donc est élément de
F . Si f et g sont éléments de F et λ∈C, on choisit x0 dans I(f) et x1 dans I(g)
et on pose x2 = max(x0, x2), alors [x2,+∞[⊂ I(f) ∩ I(g) ⊂ I(λf + g) et donc
λf + g ∈F , ce qui montre que F est un sous-espace vectoriel de C.
2. Si z = a+ib où (a, b)∈R2, alors ∀(x, t)∈R×R+,

∣∣e−xtf(t)
∣∣ = e−(a+x)t tn = ϕ(t).

Si a+ x > 0 alors ϕ(t) =
t→+∞

o(t−2), sinon, ϕ(t) � 1 dès que t � 1.

Les règles de comparaison montrent que fx, est intégrable sur R+ si, et seulement
si, x > −a, donc I(f) = ]− a,+∞[ .
Si X > 0, n∈N� et x > −a, en intégrant par parties :∫ X

0

e−(x+z)ttn dt =
[
− 1

x+ z
e−(x+z)ttn

]X
0

+
n

x+ z

∫ X

0

e−(x+z)ttn−1 dt, d’où

comme tn =
t→+∞

o
(
e(x+z)t

)
,

∫ +∞

0

e−(x+z)ttn dt =
n

x+ z

∫ +∞

0

e−(x+z)ttn−1 dt

en faisant tendre X vers +∞. D’autre part

∫ +∞

0

e−(x+z)t dt =
1

x+ z
, d’où

L(f)(x) =
∫ +∞

0

e−(x+z)ttn dt =
n!

(x+ z)n+1
si x∈ I(f).

3. Soit x0 ∈ I(f). L’application ϕ : (x, t) �→ e−xtf(t) est continue sur I(f) × R+

avec, si x∈[x0,+∞[ et t∈R+,
∣∣ϕ(x, t)∣∣ � ψ(t) = e−x0t

∣∣f(t)∣∣ et ψ est intégrable sur
R+. Le théorème relatif à la continuité d’une intégrale sur un intervalle dépendant
d’un paramètre montre que L(f) est continue sur I(f).
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∀ε∈R�+, ∃n0 ∈N, ∀n∈N, n�n0⇒
∣∣∣
∫

R

(
f(y+t)−f(t)

)
ĝn(y)dy

∣∣∣�An(t)+Bn(t)�ε.

De a., b., c., par passage à la limite dans (1) quand n → ∞ on a prouvé le théorème
d’inversion dans L1

c(R,C).

5. a. D’après 2.b. f̂ ′′ = −4π2x2f̂(x).

Comme, d’après 1.c. f̂ ′′(x) −−−−−→
|x|→+∞

0, on a f̂(x) =
|x|→+∞

o(x−2).

La fonction f̂ étant continue sur R, on peut conclure que f̂ ∈L1
c(R,C).

b. D’après 2.c. ĥ4(x) =
1

(a+ 2iπx)k+1
et h4(x) =

xk

k!
e−axH(x).

Pour tout k � 1, h4 et ĥ4 sont éléments de L1.

D’après 4. on a : F(ĥ4)(x) =
(−x)k

k!
eaxH(−x).

D’après 2.d. on a h5 et ĥ5 éléments de L1. Donc F(ĥ5)(x) = e−ax2

= h5(x).

• Transformation de Laplace

On note C le C-espace vectoriel C(R+,C). Pour tout f dans C on note I(f)
l’ensemble des réels x pour lesquels t �→ e−xtf(t) est intégrable sur R+ et,

pour tout x∈ I(f), on pose L(f)(x) =
∫ +∞

0

e−xtf(t) dt.

F désigne l’ensemble des éléments f de C pour lesquels I(f) �= ∅.
A. Généralités f désigne un élément de F .
1. Montrer que I(f) est un intervalle non majoré. En déduire que F est un
C-espace vectoriel.

2. Si n∈N, z ∈C et f : t �→ e−zttn, déterminer I(f) et L(f).
3. Montrer que L(f) est continue sur I(f) et que, si α est l’extrémité
inférieure de I(f), L(f) est de classe C∞ sur ]α,+∞[ et expliciter L(f)(k).

4. On suppose que f(t) =
t→0

n∑
k=0

αk

k!
tk +O(tn+1).

a. Montrer, pour tout η ∈R�+, L(f)(x) =
x→+∞

∫ η

0

f(t)e−xt dt+O(x−n−2).

b. En déduire que L(f)(x) =
x→+∞

n∑
k=0

αk

xk+1
+O(x−n−2).

B. Soit la fonction f définie sur R+ par f(t) =
sin(t)

t
si t �= 0 et f(0) = 1.

1. Déterminer I(f) et expliciter L(f)′(x) puis L(f)(x) pour x∈ I(f).

2. Montrer que x �→
∫ x

0

f admet une limite (dans R) en +∞.

On prolonge alors L(f) en 0 en posant L(f)(0) =
∫ +∞

0

f .

3. À l’aide de la série de fonctions
∑

fn où fn : x �→
∫ (n+1)π

nπ

e−xtf(t)dt

Travaux dirigés 285

montrer que L(f) est continue en 0 et en déduire la valeur de
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0
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t
dt

C. Injectivité de L

1. Montrer que, si h∈C
(
[0, 1],C

)
vérifie : ∀n∈N,

∫ 1

0

xnh(x) dx = 0,

alors

∫ 1

0

|h(x)|2 dx = 0 (on pourra utiliser le théorème d’approximation

de Weierstrass). En déduire la nullité de h.

2. Soient f ∈F , s∈ I(f) et a > 0. Montrer :

F (s+ a) = a

∫ +∞

0

e−atg(t) dt où, pour tout t � 0, g(t) =

∫ t

0

e−suf(u) du.

3. Si, sous les mêmes conditions, pour tout n∈N�, F (s+na) = 0, montrer :

pour tout n∈N,
∫ 1

0

ung
(
− lnu

a

)
du = 0, pour tout t � 0, g(t) = 0.

4. Montrer l’injectivité de L.

Solution

A. 1. On notera, pour tout x∈R, fx la fonction définie sur R+ par fx(t) = e−xtf(t)
et l’on remarque que fx ∈C.
Si x0 ∈ I(f) et x∈[x0,+∞[ alors |fx| � |fx0 | intégrable sur R+, donc, par
domination, fx est intégrable sur R+. Ceci prouve que [x0,+∞[⊂ I(f) et donc
I(f) est un intervalle non majoré.

F ⊂ C par définition. La fonction nulle vérifie I(f) = R �= ∅, donc est élément de
F . Si f et g sont éléments de F et λ∈C, on choisit x0 dans I(f) et x1 dans I(g)
et on pose x2 = max(x0, x2), alors [x2,+∞[⊂ I(f) ∩ I(g) ⊂ I(λf + g) et donc
λf + g ∈F , ce qui montre que F est un sous-espace vectoriel de C.
2. Si z = a+ib où (a, b)∈R2, alors ∀(x, t)∈R×R+,

∣∣e−xtf(t)
∣∣ = e−(a+x)t tn = ϕ(t).

Si a+ x > 0 alors ϕ(t) =
t→+∞

o(t−2), sinon, ϕ(t) � 1 dès que t � 1.

Les règles de comparaison montrent que fx, est intégrable sur R+ si, et seulement
si, x > −a, donc I(f) = ]− a,+∞[ .
Si X > 0, n∈N� et x > −a, en intégrant par parties :∫ X

0

e−(x+z)ttn dt =
[
− 1

x+ z
e−(x+z)ttn

]X
0

+
n

x+ z

∫ X

0

e−(x+z)ttn−1 dt, d’où

comme tn =
t→+∞

o
(
e(x+z)t

)
,

∫ +∞

0

e−(x+z)ttn dt =
n

x+ z

∫ +∞

0

e−(x+z)ttn−1 dt

en faisant tendre X vers +∞. D’autre part

∫ +∞

0

e−(x+z)t dt =
1

x+ z
, d’où

L(f)(x) =
∫ +∞

0

e−(x+z)ttn dt =
n!

(x+ z)n+1
si x∈ I(f).

3. Soit x0 ∈ I(f). L’application ϕ : (x, t) �→ e−xtf(t) est continue sur I(f) × R+

avec, si x∈[x0,+∞[ et t∈R+,
∣∣ϕ(x, t)∣∣ � ψ(t) = e−x0t

∣∣f(t)∣∣ et ψ est intégrable sur
R+. Le théorème relatif à la continuité d’une intégrale sur un intervalle dépendant
d’un paramètre montre que L(f) est continue sur I(f).
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e−atg(t) dt où, pour tout t � 0, g(t) =

∫ t

0

e−suf(u) du.
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F ⊂ C par définition. La fonction nulle vérifie I(f) = R �= ∅, donc est élément de
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Choisissons x1 dans ]α,+∞[ et remarquons que ϕ admet des dérivées partielles
par rapport à x à tout ordre avec, si x � x1 et t � 0 :∣∣∣∣

∂kϕ

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣ = e−xttk
∣∣f(t)∣∣ � ψk(t) = e−x1ttk

∣∣f(t)∣∣

ψk est continue sur R+ et, si x0 dans ]α, x1[, on a ψk(t) =
t→+∞

o
(
e−x0tf(t)

)
d’où

l’intégrabilité de ψk sur R+. Le théorème relatif à la dérivation d’une intégrale
sur un intervalle dépendant d’un paramètre montre que L(f) est de classe C∞ sur

]α,+∞[ avec, pour tout k∈N, L(f)(k) : x �→ (−1)k
∫ +∞

0

e−xttkf(t) dt.

4. a. Soient η ∈R�+ et x0 ∈ I(f). Si x > x0 on a :∣∣∣∣
∫ +∞

η

f(t)e−xt dt

∣∣∣∣ �
∫ +∞

η

e−(x−x0)te−x0t
∣∣f(t)∣∣ dt � e−(x−x0)tL

(
|f |

)
(x0) et donc

L(f)(x) =
x→+∞

∫ η

0

f(t)e−xt dt+O(x−n−2) d’après la relation de Chasles.

b. Soient M ∈R+ et η ∈R�+ tels que, si t∈[0, η],
∣∣∣∣f(t)−

n∑
k=0

αk

k!
tk
∣∣∣∣ � Mtn+1.

Pour x > 0 on a

∣∣∣∣
∫ η

0

[
f(t) −

n∑
k=0

αk

k!
tk
]
e−xt dt � M

∫ η

0

tn+1e−xt dt or, avec le

changement de variable u = xt, pour tout k∈N :∫ η

0

tke−xt dt =
1

xk+1

∫ ηx

0

uke−u du −−−−→
x→+∞

Γ(k + 1)

xk+1
=

k!

xk+1
, d’où le développement

∫ η

0

f(t)e−xt dt =
x→+∞

n∑
k=0

αk

xk+1
+O(x−n−2) puis celui de L(f) en utilisant a.

B. 1. f ∈C et, comme sin est 1-lipschitzienne, |f | � 1.

Si x > 0 alors, sur R+,
∣∣e−xtf(t)

∣∣ � e−xt =
t→+∞

o(t−2) et donc x∈ I(f).

I.B.5. du cours montre que 0 /∈ I(f), donc I(f) ∩ R− = ∅, d’où I(f) = R�+.

A.3. montre que L(f) est de classe C1 sur R�+ avec L(f)′(x) = −
∫ +∞

0

e−xt sin(t) dt,

soit encore, d’après A.2. L(f)′(x) = �m
( 1

i− x

)
= − 1

1 + x2
et donc, sur R�+,

L(f)(x) = C − arctan(x) où C ∈R.

Comme on a vu dans A.4. que L(f)(x) ˜x→+∞
1

x
−−−−→
x→+∞

0 il vient C =
π

2
et donc :

∀x > 0, F (x) =
π

2
− arctan(x)

2. a été traité en cours.

3. h : (x, t) �→ e−xtf(t) est continue sur R× [nπ, (n+1)π] pour tout n∈N, comme
intégrale sur un segment dépendant d’un paramètre, fn est continue sur R pour

tout n∈N. On a fn(x) = (−1)n
∫ π

0

sin(u)

u+ nπ
e−x(u+nπ) du et donc (−1)nfn(x) � 0.

Pour u∈[0, π],
(

sin(u)

u+ nπ
e−x(u+nπ)

)

n

est décroissante et donc, par intégration,
(
|fn(x)|

)
n
est décroissante.
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Enfin
∣∣fn(x)

∣∣ �
∫ π

0

du

nπ
=

1

n
dès que n � 1, donc

∣∣fn(x)
∣∣ −−−→

n→∞
0 et

∑
fn(x)

vérifie le théorème des séries alternées si x∈R+.

Si n∈N� et x � 0,

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n

fk(x)

∣∣∣∣∣ �
∣∣fn(x)

∣∣ � 1

n
, donc

∑
fn converge uniformément

sur R+, ce qui montre que L(f) est continue sur R+. En particulier :

L(f)(0) = lim
x→0+

L(f)(x) = lim
x→0+

(π
2
− arctan(x)

)
ie.

∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
·

Variante : Si x > 0, les fonctions u : t �→ 1 − cos(t) et v : t �→ e−xt − 1

t
sont de classe C1 sur R�+ avec lim

0
(uv) = lim

+∞
(uv) = 0 d’où, en intégrant par

parties, δ(x) = F (x) − F (0) =

∫ +∞

0

(1 + xt)e−xt − 1

t2
[
1 − cos(t)

]
dt et, comme

1− (1 + xt)e−xt � 0 car, par convexité de exp, eu � 1 + u, on a :
∣∣δ(x)∣∣ � 2

∫ +∞

0

1− (1 + xt)e−xt

t2
dt = 2

∫ +∞

0

∂

∂t

(
e−xt − 1

t

)
dt = 2x −−−→

x→0
0, ce

qui prouve la continuité de F en 0.

C. 1. Soit (Pn)n une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément
vers h sur [0, 1].

On a N
[0,1]
∞

(
Pnh − |h|2

)
� N

[0,1]
∞ (h) × N

[0,1]
∞

(
Pn − h

)
−−−→
n→∞

0 et donc (Pnh)n

converge uniformément vers |h|2 sur [0, 1]. Par suite

∫ 1

0

Pnh −−−→
n→∞

∫ 1

0

|h|2 et,

comme par linéarité

∫ 1

0

Pnh = 0 pour tout n∈N,
∫ 1

0

|h|2 = 0.

|h|2 étant continue positive, elle est nulle ie. h est nulle.

2. g est de classe C1 sur R+ et admet une limite (finie) en +∞ car s∈ I(f), donc
g est bornée sur R+. u : t �→ e−at est de classe C1 sur R+, en intégrant par parties

pour X > 0,

∫ X

0

e−(s+a)tf(t) dt =
[
ug

]X
0
+ a

∫ X

0

e−atg(t) dt.

Comme lim
+∞

(ug) = 0, quand X → +∞, F (s+ a) = a

∫ +∞

0

e−atg(t) dt.

3. t �→ e−at est une bijection de classe C1 entre R+ et ]0, 1] et donc, par changement
de variable,

F (s+ na) = na

∫ +∞

0

e−natg(t) dt = n

∫ 1

0

un−1g
(
− ln(u)

a

)
du = 0 si n∈N�.

Soit h la fonction définie sur [0, 1] par h(0) = lim
+∞

g et h(u) = g
(
− ln(u)

a

)
si

0 < u � 1, alors h est continue sur [0, 1] et vérifie l’hypothèse de la question 1.
donc est nulle sur [0, 1] ie. g est nulle sur R+.

4. Si (ϕ, ψ)∈C2 et L(ϕ) = L(ψ), alors, par linéarité de l’intégration, L(ϕ−ψ) = 0.

Avec g : t �→
∫ t

0

e−su
[
ϕ(u)−ψ(u)

]
du où s∈ I(ϕ−ψ), la question 3. montre que g

est nulle sur R+, sa dérivée également ie. pour tout t∈R+,
[
ϕ(t)−ψ(t)

]
e−st = 0,

d’où ϕ = ψ et L est injective.
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Choisissons x1 dans ]α,+∞[ et remarquons que ϕ admet des dérivées partielles
par rapport à x à tout ordre avec, si x � x1 et t � 0 :∣∣∣∣

∂kϕ

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣ = e−xttk
∣∣f(t)∣∣ � ψk(t) = e−x1ttk

∣∣f(t)∣∣

ψk est continue sur R+ et, si x0 dans ]α, x1[, on a ψk(t) =
t→+∞

o
(
e−x0tf(t)

)
d’où

l’intégrabilité de ψk sur R+. Le théorème relatif à la dérivation d’une intégrale
sur un intervalle dépendant d’un paramètre montre que L(f) est de classe C∞ sur

]α,+∞[ avec, pour tout k∈N, L(f)(k) : x �→ (−1)k
∫ +∞

0

e−xttkf(t) dt.

4. a. Soient η ∈R�+ et x0 ∈ I(f). Si x > x0 on a :∣∣∣∣
∫ +∞

η

f(t)e−xt dt

∣∣∣∣ �
∫ +∞

η

e−(x−x0)te−x0t
∣∣f(t)∣∣ dt � e−(x−x0)tL

(
|f |

)
(x0) et donc

L(f)(x) =
x→+∞

∫ η

0

f(t)e−xt dt+O(x−n−2) d’après la relation de Chasles.

b. Soient M ∈R+ et η ∈R�+ tels que, si t∈[0, η],
∣∣∣∣f(t)−

n∑
k=0

αk

k!
tk
∣∣∣∣ � Mtn+1.

Pour x > 0 on a

∣∣∣∣
∫ η

0

[
f(t) −

n∑
k=0

αk

k!
tk
]
e−xt dt � M

∫ η

0

tn+1e−xt dt or, avec le

changement de variable u = xt, pour tout k∈N :∫ η

0

tke−xt dt =
1

xk+1

∫ ηx

0

uke−u du −−−−→
x→+∞

Γ(k + 1)

xk+1
=

k!

xk+1
, d’où le développement

∫ η

0

f(t)e−xt dt =
x→+∞

n∑
k=0

αk

xk+1
+O(x−n−2) puis celui de L(f) en utilisant a.

B. 1. f ∈C et, comme sin est 1-lipschitzienne, |f | � 1.

Si x > 0 alors, sur R+,
∣∣e−xtf(t)

∣∣ � e−xt =
t→+∞

o(t−2) et donc x∈ I(f).
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∫ +∞

0

e−xt sin(t) dt,

soit encore, d’après A.2. L(f)′(x) = �m
( 1

i− x

)
= − 1

1 + x2
et donc, sur R�+,

L(f)(x) = C − arctan(x) où C ∈R.

Comme on a vu dans A.4. que L(f)(x) ˜x→+∞
1

x
−−−−→
x→+∞

0 il vient C =
π

2
et donc :

∀x > 0, F (x) =
π

2
− arctan(x)

2. a été traité en cours.
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∫ π

0

sin(u)

u+ nπ
e−x(u+nπ) du et donc (−1)nfn(x) � 0.

Pour u∈[0, π],
(

sin(u)

u+ nπ
e−x(u+nπ)

)

n

est décroissante et donc, par intégration,
(
|fn(x)|

)
n
est décroissante.
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t
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(
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∞
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)
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0 et donc (Pnh)n
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|h|2 = 0.

|h|2 étant continue positive, elle est nulle ie. h est nulle.

2. g est de classe C1 sur R+ et admet une limite (finie) en +∞ car s∈ I(f), donc
g est bornée sur R+. u : t �→ e−at est de classe C1 sur R+, en intégrant par parties

pour X > 0,

∫ X

0

e−(s+a)tf(t) dt =
[
ug

]X
0
+ a

∫ X

0

e−atg(t) dt.

Comme lim
+∞

(ug) = 0, quand X → +∞, F (s+ a) = a

∫ +∞
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si

0 < u � 1, alors h est continue sur [0, 1] et vérifie l’hypothèse de la question 1.
donc est nulle sur [0, 1] ie. g est nulle sur R+.

4. Si (ϕ, ψ)∈C2 et L(ϕ) = L(ψ), alors, par linéarité de l’intégration, L(ϕ−ψ) = 0.

Avec g : t �→
∫ t

0

e−su
[
ϕ(u)−ψ(u)

]
du où s∈ I(ϕ−ψ), la question 3. montre que g

est nulle sur R+, sa dérivée également ie. pour tout t∈R+,
[
ϕ(t)−ψ(t)

]
e−st = 0,

d’où ϕ = ψ et L est injective.
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• Méthode de Laplace ; application à la formule de Stirling

L’objectif des questions 1. à 5. est de prouver le théorème suivant :

Soit I = ]a, b[ un intervalle borné ou non de R, f ∈ C(I,R) et ϕ ∈ C3(I,R).
On suppose

(1) t �→ f(t)exϕ(t) est intégrable sur I quel que soit x > 0,

(2) il existe un unique t0 ∈ I tel que ϕ′′(t0) < 0 ,

(3) f(t0) �= 0.

alors : F (x) =

∫

I

exϕ(t)f(t)dt ˜x→+∞

√
2π

x|ϕ′′(t0)|
f(t0)e

xϕ(t0).

1. Montrer qu’il existe ψ ∈ C1(I,R), tel que, pour tout t ∈ I,
ϕ(t) = ϕ(t0) + (t− t0)

2ψ(t)

2. Montrer qu’il existe α > 0 tel que :

∀t ∈ J0 = [t0 − 2α, t0 + 2α], ψ(t) < 0 et
d

dt

(
(t− t0)

√
−ψ(t)

)
> 0.

Soit θ ∈ C∞(R, [0, 1]) tel que, pour tout t ∈ [t0 − α, t0 + α], θ(t) = 1 et
θ(t) = 0 si t �∈ J0. Une telle fonction θ existe cf. TD du chapitre précédent :
théorème de Borel. On note F (x) = F1(x) + F2(x), où

F1(x) =

∫

I

exϕ(t)θ(t)f(t)dt et F2(x) =

∫

I

exϕ(t)
(
1− θ(t)

)
f(t)dt.

3. Étude de F(x).

a. Montrer que le changement de variable u = λ(t) = (t − t0)
√
−ψ(t) est

licite. On note u = λ(t) ⇐⇒ t = g(u). Donner la nouvelle expression de

F1(x) sous la forme F1(x) = exϕ(t0)

∫

R
e−xu2

h(u)du

b. Déterminer la limite en +∞ de x �→
∫

R
e−v2

h
( v√

x

)
dv.

c. En déduire un équivalent de F1(x) quand x tend vers +∞.

4. Étude de F(x).

a. Montrer que : ∃m > 0, ∀t �∈ [t0 − α, t0 + α], ϕ(t0)− ϕ(t) � m.

b. Pour x > 1, on note xϕ(t) = ϕ(t) + (x− 1)ϕ(t).

Montrer que l’on a : F2(x)e
−xϕ(t0) =

x→+∞
O
(
e−mx

)
.

5. Conclure.

6. Après avoir fait le changement de variable t = xu dans

∫ +∞

0

e−ttxdt,

déduire de la partie I, un équivalent de Γ(x+ 1) lorsque x → +∞.

Solution

1. Le résultat est une conséquence immédiate du théorème de Taylor-Laplace.

∀t ∈ I, ϕ(t) = ϕ(t0) + (t− t0)ϕ
′(t0) + (t− t0)

2

∫ 1

0

(1− u)ϕ′′(t0(1− u) + tu
)
du.

La fonction ψ : t �→
∫ 1

0

(1 − u)ϕ′′(t0(1 − u) + tu
)
du convient. Elle est en effet de
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classe C1 sur I car ϕ ∈ C3(I,R) et d’après le théorème de dérivation des intégrales
paramétrées sur le segment [0, 1].

2. Comme ψ′(t0) =
ϕ′′(t0)

2
< 0 et ψ est continue, il existe α1 > 0 tel que

|t − t0| � α1 ⇒ ψ(t) < 0. D’autre part, la fonction λ : t �→ (t − t0)
√
−ψ(t) est

de classe C1 sur [t0 − α1, t0 + α1] et λ′(t) =
√
−ψ(t) + (t − t0)

−ψ′(t)√
−ψ(t)

· Donc

λ′(t0) =
√
−ψ(t0) > 0. Comme λ est de classe C1, il existe 2α ∈ ]0, α1] tel que

pour t ∈ [t0 − 2α, t0 + 2α], ψ(t) < 0 et λ′(t) > 0.

3. a. Comme θ est nulle hors de J0 ⊂ I, F1(x) =

∫

R
exϕ(t0)+x(t−t0)

2ψ(t)θ(t)F (t)dt.

Posons, λ(t) = u. Le changement de variable est licite car, pour t ∈ J0, ψ(t) < 0
et λ′(t) > 0. D’où le résultat avec h(u) = θ

(
g(u)

)
f(g(u))g′(u).

b. Pour une suite (xn) de ]0,+∞[ de limite +∞, notons kn(v) = e−v2

h
( v
√
xn

)
·

Comme h ∈ C(R,R) et est nulle hors de J0, les fonctions kn sont continues sur R
et : ∀n ∈ N, ∀v ∈ R, |kn(v)| � NR

∞(h)e−v2

= µ(v).
µ ∈ L1(R,R+) car µ est négligeable devant v �→ v−2 en ±∞. La suite de fonctions

(kn) converge simplement sur R vers la fonction continue sur R, v �→ h(0)e−v2

.

On déduit du théorème de convergence dominée que

∫

R
kn −−−→

n→∞
h(0)

∫

R
e−v2

dv.

De la caractérisation séquentielle de l’existence des limites, on déduit que :∫

R
e−v2

h
( v√

x

)
dv −−−−→

x→+∞
h(0)

√
π puisque

∫

R
e−v2

dv =
√
π.

c. D’après a. et avec le changement de variable v =
√
xu on peut écrire :

F1(x) =
exϕ(t0)

√
x

∫

R
e−v2

h
( v√

x

)
dv, d’où F1(x)e

−xϕ(t0)
√
x −−−−→

x→+∞
h(0)

√
π.

Donc : F1(x) ˜x→+∞ f(t0)

√
2π

−xϕ′′(t0)
exϕ(t0)·

4. a. On déduit de (2) que ϕ′(t) < 0 si t > t0 et ϕ′(t) > 0 si t < t0.
Si t < t0−α,ϕ(t0)−ϕ(t) = ϕ(t0)−ϕ(t0−α)+ϕ(t0−α)−ϕ(t) � ϕ(t0)−ϕ(t0−α) > 0.

De même, si t > t0 + α,ϕ(t0)− ϕ(t) � ϕ(t0)− ϕ(t0 + α) > 0.

Donc, si t �∈ J0, ϕ(t0)− ϕ(t) � m > 0.
b. D’où, pour tout x > 1, xϕ(t) � ϕ(t) + (x− 1)ϕ(t0)−m(x− 1) et l’on a :

|F2(x)| � exϕ(t0)e−ϕ(t0)−(x−1)m

∫

R
eϕ(t)|f(t)|dt.

On déduit alors de (1) que F2(x)e
−xϕ(t0) =

x→+∞
O
(
e−mx

)
.

5. On a donc : F2(x)e
−xϕ(t0) =

x→+∞
o
(
x−1/2

)
. D’où F (x) ˜x→+∞F1(x) et le résultat.

6. ∀x > 0,Γ(x+ 1) = xx+1

∫ +∞

0

e−xuuxdu = xx+1

∫ +∞

0

ex(ln(u)−u)du.

La partie I s’applique avec f(t) = 1, ϕ(t) = ln(t)− t.

(1) est vérifié car Γ(x+ 1) existe. (2) aussi, puisque ϕ′(t) =
1

t
− 1 et ϕ′′(1) = −1.

Donc : Γ(x+ 1) ˜x→+∞xx e−x
√
2πx.
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• Méthode de Laplace ; application à la formule de Stirling
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classe C1 sur I car ϕ ∈ C3(I,R) et d’après le théorème de dérivation des intégrales
paramétrées sur le segment [0, 1].

2. Comme ψ′(t0) =
ϕ′′(t0)

2
< 0 et ψ est continue, il existe α1 > 0 tel que

|t − t0| � α1 ⇒ ψ(t) < 0. D’autre part, la fonction λ : t �→ (t − t0)
√
−ψ(t) est

de classe C1 sur [t0 − α1, t0 + α1] et λ′(t) =
√
−ψ(t) + (t − t0)

−ψ′(t)√
−ψ(t)

· Donc

λ′(t0) =
√

−ψ(t0) > 0. Comme λ est de classe C1, il existe 2α ∈ ]0, α1] tel que
pour t ∈ [t0 − 2α, t0 + 2α], ψ(t) < 0 et λ′(t) > 0.

3. a. Comme θ est nulle hors de J0 ⊂ I, F1(x) =

∫

R
exϕ(t0)+x(t−t0)

2ψ(t)θ(t)F (t)dt.

Posons, λ(t) = u. Le changement de variable est licite car, pour t ∈ J0, ψ(t) < 0
et λ′(t) > 0. D’où le résultat avec h(u) = θ

(
g(u)

)
f(g(u))g′(u).

b. Pour une suite (xn) de ]0,+∞[ de limite +∞, notons kn(v) = e−v2

h
( v
√
xn

)
·

Comme h ∈ C(R,R) et est nulle hors de J0, les fonctions kn sont continues sur R
et : ∀n ∈ N, ∀v ∈ R, |kn(v)| � NR

∞(h)e−v2

= µ(v).
µ ∈ L1(R,R+) car µ est négligeable devant v �→ v−2 en ±∞. La suite de fonctions

(kn) converge simplement sur R vers la fonction continue sur R, v �→ h(0)e−v2

.

On déduit du théorème de convergence dominée que

∫

R
kn −−−→

n→∞
h(0)

∫

R
e−v2

dv.

De la caractérisation séquentielle de l’existence des limites, on déduit que :∫

R
e−v2

h
( v√

x

)
dv −−−−→

x→+∞
h(0)

√
π puisque

∫

R
e−v2

dv =
√
π.

c. D’après a. et avec le changement de variable v =
√
xu on peut écrire :

F1(x) =
exϕ(t0)

√
x

∫

R
e−v2

h
( v√

x

)
dv, d’où F1(x)e

−xϕ(t0)
√
x −−−−→

x→+∞
h(0)

√
π.

Donc : F1(x) ˜x→+∞ f(t0)

√
2π

−xϕ′′(t0)
exϕ(t0)·

4. a. On déduit de (2) que ϕ′(t) < 0 si t > t0 et ϕ′(t) > 0 si t < t0.
Si t < t0−α,ϕ(t0)−ϕ(t) = ϕ(t0)−ϕ(t0−α)+ϕ(t0−α)−ϕ(t) � ϕ(t0)−ϕ(t0−α) > 0.

De même, si t > t0 + α, ϕ(t0)− ϕ(t) � ϕ(t0)− ϕ(t0 + α) > 0.

Donc, si t �∈ J0, ϕ(t0)− ϕ(t) � m > 0.
b. D’où, pour tout x > 1, xϕ(t) � ϕ(t) + (x− 1)ϕ(t0)−m(x− 1) et l’on a :

|F2(x)| � exϕ(t0)e−ϕ(t0)−(x−1)m

∫

R
eϕ(t)|f(t)|dt.

On déduit alors de (1) que F2(x)e
−xϕ(t0) =

x→+∞
O
(
e−mx

)
.

5. On a donc : F2(x)e
−xϕ(t0) =

x→+∞
o
(
x−1/2

)
. D’où F (x) ˜x→+∞F1(x) et le résultat.

6. ∀x > 0,Γ(x+ 1) = xx+1

∫ +∞

0

e−xuuxdu = xx+1

∫ +∞

0

ex(ln(u)−u)du.

La partie I s’applique avec f(t) = 1, ϕ(t) = ln(t)− t.

(1) est vérifié car Γ(x+ 1) existe. (2) aussi, puisque ϕ′(t) =
1

t
− 1 et ϕ′′(1) = −1.

Donc : Γ(x+ 1) ˜x→+∞xx e−x
√
2πx.
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290 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

• Calcul d’une intégrale

Partie I

1. Soit f(X) =
P (X)

Q(X)
une fraction rationnelle à coefficients complexes, les

polynômes P et Q étant premiers entre eux. On suppose que z0 est un

pôle simple de f , c’est-à-dire que Q(z0) = 0 et Q′(z0) �= 0. Soit
A0

X − z0
la

partie de la décomposition de f(X) en éléments simples relative au pôle z0.

Montrer que A0 =
P (z0)

Q′(z0)
·

2. Soit (a, h) ∈ R2, n ∈ N∗. Posons C(a, h) =

n−1∑
k=0

cos(a+ kh) et

S(a, h) =

n−1∑
k=0

sin(a+ kh).

Déterminer des expressions simples de C(a, h) et de S(a, h) ; vérifier notam-

ment que, lorsque sin
(h
2

)
�= 0, S(a, h) =

sin
(nh

2

)
· sin

(
a+ (n− 1)

h

2

)

sin
(h
2

) ·

3. Démontrer la formule valable lorsque sin
(h
2

)
�= 0,

2C(a, h) =
sin

(
a+ (2n− 1)

h

2

)

sin
(h
2

) + cos(a)− sin(a) cotan
(h
2

)
·

4. En déduire que si l’on note T (a, h) =
n−1∑
k=0

k sin(a + kh), alors, pour

sin
(h
2

)
�= 0 : T (a, h) = −1

4

[2n cos
(
a+ (2n− 1)

h

2

)

sin
(h
2

) +
sin(a)− sin(a+ nh)

sin2
(h
2

)
]

On appelle n et s deux entiers tels que n � 1 et 0 � s � 2n− 2. L’objet de

cette partie est de calculer l’intégrale I(n, s) =

∫ +∞

0

xsdx

x2n + 1
·

5. Vérifier l’existence de I(n, s).

6. Soit f(z) =
zs

z2n + 1
· Montrer que les pôles de f sont définis par :

zk = exp
( πi

2n
+

kπi

n

)
,−n � k � n− 1.

7. On appelle Ak le coefficient de
1

z − zk
dans la décomposition en éléments

simples de f(z). Calculer Ak. Montrer que f(z) =
( n−1∑

k=0

Ak

z − zk
+

Ak

z − zk

)

et que

n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
= 0.
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8. a. En déterminant la limite en +∞ de x �→
∫ x

0

f(t)dt, montrer que :

I(n, s) =
1

n

n−1∑
k=0

sin
(
(2k + 1)(s+ 1)

π

2n

)[
π − (2k + 1)

π

2n

]

b. En déduire que : I(n, s) =
B(n)

sin
[
ϕ(n, s)

] où B(n) > 0 et ϕ(n, s) ∈ ]0, π[.

On les précisera simplement en fonction de n et s.

Partie II

On pose ici, n et s deux entiers tels que : n � 1 et 0 � s � 2n− 1.

1. Montrer que la fonction x �→ xs

x2n+1 + 1
est intégrable sur [0,+∞[.

On note I1(n, s) =

∫ +∞

0

xsdx

x2n+1 + 1
·

2. Calculer I1(n, s) en utilisant la formule de I.4. ainsi qu’un changement
de variable très simple.

3. Soit s et m deux entiers tels que m � 2 et 0 � s � m − 2.

Montrer que la fonction x �→ xs

xm + 1
est intégrable sur [0,+∞[. On note

J(m, s) =

∫ +∞

0

xsdx

xm + 1
· Donner pour l’expression de J(m, s) une formule

valable quelle que soit la parité de m.

4. a. Montrer que la fonction x �→ 1

xλ + 1
est intégrable sur [0,+∞[ si

λ > 1. On note K(λ) =

∫ +∞

0

dx

xλ + 1
·

b. Montrer que la fonction K est continue sur ]1,+∞[.

c. Déduire des résultats précédents : ∀λ ∈ ]1,+∞[, K(λ) =
π

λ sin
(
π/λ

) ·
Partie III

Soient (λ, µ) ∈ R2, λ > 0, −1 < µ < λ− 1 et n un entier naturel non nul.

1. Montrer que la fonction x �→ xµ

(xλ + 1)n
est intégrable sur ]0,+∞[.

On note Mn(λ, µ) =

∫

]0,+∞[

xµdx

(xλ + 1)n
·

2. Calculer M1(λ, µ) à l’aide des résultats de la partie II.

3. Montrer que la suite
(
Mn(λ, µ)

)
n�1

converge et donner sa limite.

4. Former une relation de récurrence liant Mn(λ, µ) et Mn−1(λ, µ), en
supposant n � 2. En déduire Mn(λ, µ) sous forme de produit.

5. Montrer que si l’on pose an(λ, µ) = n
µ+1
λ Mn(λ, µ), la suite

(
an(λ, µ)

)
n�1

admet, une limite finie, strictement positive. On ne cherchera pas à calculer

explicitement cette limite. Quelle est la nature de la série
∑
n�1

Mn(λ, µ) ?
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8. a. En déterminant la limite en +∞ de x �→
∫ x

0

f(t)dt, montrer que :

I(n, s) =
1

n

n−1∑
k=0

sin
(
(2k + 1)(s+ 1)

π

2n

)[
π − (2k + 1)

π

2n

]

b. En déduire que : I(n, s) =
B(n)

sin
[
ϕ(n, s)

] où B(n) > 0 et ϕ(n, s) ∈ ]0, π[.

On les précisera simplement en fonction de n et s.

Partie II

On pose ici, n et s deux entiers tels que : n � 1 et 0 � s � 2n− 1.

1. Montrer que la fonction x �→ xs

x2n+1 + 1
est intégrable sur [0,+∞[.

On note I1(n, s) =

∫ +∞

0

xsdx

x2n+1 + 1
·

2. Calculer I1(n, s) en utilisant la formule de I.4. ainsi qu’un changement
de variable très simple.

3. Soit s et m deux entiers tels que m � 2 et 0 � s � m − 2.

Montrer que la fonction x �→ xs

xm + 1
est intégrable sur [0,+∞[. On note

J(m, s) =

∫ +∞

0

xsdx

xm + 1
· Donner pour l’expression de J(m, s) une formule

valable quelle que soit la parité de m.

4. a. Montrer que la fonction x �→ 1

xλ + 1
est intégrable sur [0,+∞[ si

λ > 1. On note K(λ) =

∫ +∞

0

dx

xλ + 1
·

b. Montrer que la fonction K est continue sur ]1,+∞[.

c. Déduire des résultats précédents : ∀λ ∈ ]1,+∞[, K(λ) =
π

λ sin
(
π/λ

) ·
Partie III

Soient (λ, µ) ∈ R2, λ > 0, −1 < µ < λ− 1 et n un entier naturel non nul.

1. Montrer que la fonction x �→ xµ

(xλ + 1)n
est intégrable sur ]0,+∞[.

On note Mn(λ, µ) =

∫

]0,+∞[

xµdx

(xλ + 1)n
·

2. Calculer M1(λ, µ) à l’aide des résultats de la partie II.

3. Montrer que la suite
(
Mn(λ, µ)

)
n�1

converge et donner sa limite.

4. Former une relation de récurrence liant Mn(λ, µ) et Mn−1(λ, µ), en
supposant n � 2. En déduire Mn(λ, µ) sous forme de produit.

5. Montrer que si l’on pose an(λ, µ) = n
µ+1
λ Mn(λ, µ), la suite

(
an(λ, µ)

)
n�1

admet, une limite finie, strictement positive. On ne cherchera pas à calculer

explicitement cette limite. Quelle est la nature de la série
∑
n�1

Mn(λ, µ) ?
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• Calcul d’une intégrale

Partie I

1. Soit f(X) =
P (X)

Q(X)
une fraction rationnelle à coefficients complexes, les

polynômes P et Q étant premiers entre eux. On suppose que z0 est un

pôle simple de f , c’est-à-dire que Q(z0) = 0 et Q′(z0) �= 0. Soit
A0

X − z0
la

partie de la décomposition de f(X) en éléments simples relative au pôle z0.

Montrer que A0 =
P (z0)

Q′(z0)
·

2. Soit (a, h) ∈ R2, n ∈ N∗. Posons C(a, h) =

n−1∑
k=0

cos(a+ kh) et

S(a, h) =

n−1∑
k=0

sin(a+ kh).

Déterminer des expressions simples de C(a, h) et de S(a, h) ; vérifier notam-

ment que, lorsque sin
(h
2

)
�= 0, S(a, h) =

sin
(nh

2

)
· sin

(
a+ (n− 1)

h

2

)

sin
(h
2

) ·

3. Démontrer la formule valable lorsque sin
(h
2

)
�= 0,

2C(a, h) =
sin

(
a+ (2n− 1)

h

2

)

sin
(h
2

) + cos(a)− sin(a) cotan
(h
2

)
·

4. En déduire que si l’on note T (a, h) =
n−1∑
k=0

k sin(a + kh), alors, pour

sin
(h
2

)
�= 0 : T (a, h) = −1

4

[2n cos
(
a+ (2n− 1)

h

2

)

sin
(h
2

) +
sin(a)− sin(a+ nh)

sin2
(h
2

)
]

On appelle n et s deux entiers tels que n � 1 et 0 � s � 2n− 2. L’objet de

cette partie est de calculer l’intégrale I(n, s) =

∫ +∞

0

xsdx

x2n + 1
·

5. Vérifier l’existence de I(n, s).

6. Soit f(z) =
zs

z2n + 1
· Montrer que les pôles de f sont définis par :

zk = exp
( πi

2n
+

kπi

n

)
,−n � k � n− 1.

7. On appelle Ak le coefficient de
1

z − zk
dans la décomposition en éléments

simples de f(z). Calculer Ak. Montrer que f(z) =
( n−1∑

k=0

Ak

z − zk
+

Ak

z − zk

)

et que

n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
= 0.
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8. a. En déterminant la limite en +∞ de x �→
∫ x

0

f(t)dt, montrer que :

I(n, s) =
1

n

n−1∑
k=0

sin
(
(2k + 1)(s+ 1)

π

2n

)[
π − (2k + 1)

π

2n

]

b. En déduire que : I(n, s) =
B(n)

sin
[
ϕ(n, s)

] où B(n) > 0 et ϕ(n, s) ∈ ]0, π[.

On les précisera simplement en fonction de n et s.

Partie II

On pose ici, n et s deux entiers tels que : n � 1 et 0 � s � 2n− 1.

1. Montrer que la fonction x �→ xs

x2n+1 + 1
est intégrable sur [0,+∞[.

On note I1(n, s) =

∫ +∞

0

xsdx

x2n+1 + 1
·

2. Calculer I1(n, s) en utilisant la formule de I.4. ainsi qu’un changement
de variable très simple.

3. Soit s et m deux entiers tels que m � 2 et 0 � s � m − 2.

Montrer que la fonction x �→ xs

xm + 1
est intégrable sur [0,+∞[. On note

J(m, s) =

∫ +∞

0

xsdx

xm + 1
· Donner pour l’expression de J(m, s) une formule

valable quelle que soit la parité de m.

4. a. Montrer que la fonction x �→ 1

xλ + 1
est intégrable sur [0,+∞[ si

λ > 1. On note K(λ) =

∫ +∞

0

dx

xλ + 1
·

b. Montrer que la fonction K est continue sur ]1,+∞[.

c. Déduire des résultats précédents : ∀λ ∈ ]1,+∞[, K(λ) =
π

λ sin
(
π/λ

) ·
Partie III

Soient (λ, µ) ∈ R2, λ > 0, −1 < µ < λ− 1 et n un entier naturel non nul.

1. Montrer que la fonction x �→ xµ

(xλ + 1)n
est intégrable sur ]0,+∞[.

On note Mn(λ, µ) =

∫

]0,+∞[

xµdx

(xλ + 1)n
·

2. Calculer M1(λ, µ) à l’aide des résultats de la partie II.

3. Montrer que la suite
(
Mn(λ, µ)

)
n�1

converge et donner sa limite.

4. Former une relation de récurrence liant Mn(λ, µ) et Mn−1(λ, µ), en
supposant n � 2. En déduire Mn(λ, µ) sous forme de produit.

5. Montrer que si l’on pose an(λ, µ) = n
µ+1
λ Mn(λ, µ), la suite

(
an(λ, µ)

)
n�1

admet, une limite finie, strictement positive. On ne cherchera pas à calculer

explicitement cette limite. Quelle est la nature de la série
∑
n�1

Mn(λ, µ) ?
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8. a. En déterminant la limite en +∞ de x �→
∫ x

0

f(t)dt, montrer que :
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n

n−1∑
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sin
(
(2k + 1)(s+ 1)

π

2n

)[
π − (2k + 1)

π

2n

]

b. En déduire que : I(n, s) =
B(n)

sin
[
ϕ(n, s)

] où B(n) > 0 et ϕ(n, s) ∈ ]0, π[.

On les précisera simplement en fonction de n et s.

Partie II

On pose ici, n et s deux entiers tels que : n � 1 et 0 � s � 2n− 1.

1. Montrer que la fonction x �→ xs

x2n+1 + 1
est intégrable sur [0,+∞[.

On note I1(n, s) =

∫ +∞

0

xsdx

x2n+1 + 1
·

2. Calculer I1(n, s) en utilisant la formule de I.4. ainsi qu’un changement
de variable très simple.

3. Soit s et m deux entiers tels que m � 2 et 0 � s � m − 2.

Montrer que la fonction x �→ xs

xm + 1
est intégrable sur [0,+∞[. On note

J(m, s) =

∫ +∞

0

xsdx

xm + 1
· Donner pour l’expression de J(m, s) une formule

valable quelle que soit la parité de m.

4. a. Montrer que la fonction x �→ 1

xλ + 1
est intégrable sur [0,+∞[ si

λ > 1. On note K(λ) =

∫ +∞

0

dx

xλ + 1
·

b. Montrer que la fonction K est continue sur ]1,+∞[.

c. Déduire des résultats précédents : ∀λ ∈ ]1,+∞[, K(λ) =
π

λ sin
(
π/λ

) ·
Partie III

Soient (λ, µ) ∈ R2, λ > 0, −1 < µ < λ− 1 et n un entier naturel non nul.

1. Montrer que la fonction x �→ xµ

(xλ + 1)n
est intégrable sur ]0,+∞[.

On note Mn(λ, µ) =

∫

]0,+∞[

xµdx

(xλ + 1)n
·

2. Calculer M1(λ, µ) à l’aide des résultats de la partie II.

3. Montrer que la suite
(
Mn(λ, µ)

)
n�1

converge et donner sa limite.

4. Former une relation de récurrence liant Mn(λ, µ) et Mn−1(λ, µ), en
supposant n � 2. En déduire Mn(λ, µ) sous forme de produit.

5. Montrer que si l’on pose an(λ, µ) = n
µ+1
λ Mn(λ, µ), la suite

(
an(λ, µ)

)
n�1

admet, une limite finie, strictement positive. On ne cherchera pas à calculer

explicitement cette limite. Quelle est la nature de la série
∑
n�1

Mn(λ, µ) ?
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Solution

Partie I

1. Comme Q(X) = (X − z0)Q1(X) où Q1(z0) �= 0, on sait d’après le cours de

première année, que A0 =
P (z0)

Q1(z0)
· Or Q′(X) = Q1(X) + (X − z0)Q

′
1(X). Donc

Q1(z0) = Q′(z0) et A0 =
P (z0)

Q′(z0)
·

2. C(a, h) + iS(a, h) = z(a, h) =

n−1∑
k=0

ei(a+kh) = eia
1− einh

1− eih
si h �∈ 2πZ et

z(a, h) = neia si h ∈ 2πZ. Comme 1 − eiθ = ei
θ
2

[
− 2i sin

(θ
2

)]
, on a, pour

h �∈ 2πZ, z(a, h) = exp
[
i
(
a+ (n− 1)

h

2

)] sin
(nh

2

)

sin
(h
2

) ·

En écrivant que C(a, h) = �e
(
z(a, h)

)
et S(a, h) = �m

(
z(a, h)

)
, on a le résultat.

3. On suppose h �∈ 2πZ. Comme 2 sin(p) cos(q) = sin(p+ q) + sin(p− q), on a :

2C(a, h) =
1

sin
(h
2

)
[
sin

(
a+ (2n− 1)

h

2

)
− sin

(
a− h

2

)]
·

2C(a, h) =
1

sin
(h
2

)
[
sin

(
a+ (2n− 1)

h

2

)
− sin(a) cos

(h
2

)
+ cos(a) sin

(h
2

)]
·

D’où le résultat.

4. La fonction h �→ C(a, h) est dérivable sur R en tant que somme de fonctions

dérivables. Donc T (a, h) = −∂C

∂h
(a, h)·Donc T (a, h) =

n(n− 1)

2
sin(a) si h ∈ 2πZ,

sinon on obtient le résultat après quelques calculs faciles.

5. La fonction f : R+ → R, x �→ xs

1 + x2n
est continue sur R+ et f(x) ˜x→+∞xs−2n.

Comme s − 2n � −2 < −1, f est intégrable sur [1,+∞[ d’après le critère
d’équivalence et l’intégrale de Riemann. Donc f ∈ L1([0,+∞[,R).

6. z2n + 1 = 0 ⇐⇒ z2n = eiπ ⇐⇒ z = zk = exp
[
i
( π

2n
+

kπ

n

)]
, k ∈ [[0, 2n− 1]].

Comme zk = z2n−k, les pôles de f sont les zk, k ∈ [[−n, n− 1]].

7. D’après la question 1. Ak =
1

2n

zsk
z2n−1
k

= − 1

2n
zs+1
k car z2nk = −1.

Or z−(k−1) = zk, donc f(z) =

n−1∑
k=−n

Ak

z − zk
=

n−1∑
k=0

( Ak

z − zk
+

Ak

z − zk

)
· (1)

Comme f(x) ˜x→+∞xs−2n et s− 2n � −2, lim
x→+∞

xf(x) = 0. D’autre part,

lim
x→+∞

xf(x) =

n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
d’après (1). D’où le résultat cf. unicité de la limite.

8. a. f étant intégrable sur [0,+∞[, I(n, s) = lim
x→+∞

∫ x

0

f(t)dt.

D’un résultat de première année, on déduit :
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∫ x

0

dt

t− zk
=

[
ln |t− zk|+ i arctan

( t−�e(zk)
�m(zk)

)]x

0

·

Comme |t− zk| = |t− zk| si t ∈ R,�m(zk) = −�m(zk) et �e(zk) = �e(zk),

(1) ⇒
∫ x

0

f =

[
n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
ln |t− zk|+ i

(
Ak −Ak

)
arctan

( t−�e(zk)
�m(zk)

)]x

0

·

Comme |zk| = 1,�e(zk) = cos
[
(2k + 1)

π

2n

]
et �m(zk) = sin

[
(2k + 1)

π

2n

]
,

∫ x

0

f = A(x) + iB(x) où A(x) =

n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
ln |x− zk| et

B(x) =

n−1∑
k=0

[(
Ak −Ak

)
arctan

(x−�e(zk)
�m(zk)

)
+ arctan

(
cotan(2k + 1)

π

2n

)]
·

Comme
n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
= 0, A(x) =

n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
ln
∣∣∣1− zk

x

∣∣∣ −−−−→
x→+∞

0.

0 � k � n− 1 ⇒ π

2n
� (2k + 1)

π

2n
� (2n− 1)

π

2n
< π ⇒ �m(zk) > 0. D’où

arctan
(x−�e(zk)

�m(zk)

)
−−−−→
x→+∞

π

2
· D’autre part, comme −π

2
<

π

2
− (2k+1)

π

2n
<

π

2
,

arctan
[
cotan(2k + 1)

π

2n

]
= arctan

[
tan

(π
2
− (2k + 1)

π

2n

)]
=

π

2
− (2k + 1)

π

2n
·

Comme i(Ak − Ak) = − i

2n

(
zs+1
k − zk

s+1
)
=

1

n
sin

(
(2k + 1)(s + 1)

π

2n

)
, on a le

résultat annoncé.

b. I(n, s)=
(2n− 1)π

2n2

n−1∑
k=0

sin
[
(2k+1)(s+1)

π

2n

]
− π

2n2

n−1∑
k=0

k sin
[
(2k+1)(s+1)

π

2n

]
·

Avec les notations des questions 2. à 4. on a :

I(n, s) =
(2n− 1)π

2n2
S
(
(s+ 1)

π

2n
,(s+ 1)

π

n

)
− π

n2
T
(
(s+ 1)

π

2n
,(s+ 1)

π

n

)
·

S
(
(s+1)

π

2n
,(s+1)

π

n

)
=

sin2(s+ 1)
π

2

sin
(
(s+ 1)

π

2n

) =
1 + cos(sπ)

2 sin
(
(s+ 1)

π

2n

) =
1 + (−1)s

2 sin
(
(s+ 1)

π

2n

) ·

T
(
(s+ 1)

π

2n
,(s+ 1)

π

n

)
= −1

4

[
2n(−1)s+1

sin
(
(s+ 1)

π

2n

) +
1 + (−1)s

sin
(
(s+ 1)

π

2n

)
]
·

D’où : I(n, s) =
π

2n sin
(
(s+ 1)

π

2n

) · On a B(n) > 0 et Φ(n, s) = (s+1)
π

2n
∈ ]0, π[

car s+ 1 ∈ ]]0, 2n− 1]].

Partie II

1. La fonction g : x �→ xs

1 + x2n+1
est continue sur R+ et g(x) ˜x→+∞xs−2n−1.

Comme s − 2n − 1 � −2 < −1, g est intégrable sur [1,+∞[ d’après le critère
d’équivalence et l’intégrale de Riemann. Donc g ∈ L1([0,+∞[,R).
2. Le changement de variable t =

√
x étant une bijection de classe C1 de ]0,+∞[

sur ]0,+∞[, on a : I1(n, s) = 2

∫ +∞

0

t2s+1

1 + t2(2n+1)
dt =

π

(2n+ 1) sin
(π(s+ 1)

2n+ 1

) ·
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Solution

Partie I

1. Comme Q(X) = (X − z0)Q1(X) où Q1(z0) �= 0, on sait d’après le cours de

première année, que A0 =
P (z0)

Q1(z0)
· Or Q′(X) = Q1(X) + (X − z0)Q

′
1(X). Donc

Q1(z0) = Q′(z0) et A0 =
P (z0)

Q′(z0)
·

2. C(a, h) + iS(a, h) = z(a, h) =

n−1∑
k=0

ei(a+kh) = eia
1− einh

1− eih
si h �∈ 2πZ et

z(a, h) = neia si h ∈ 2πZ. Comme 1 − eiθ = ei
θ
2

[
− 2i sin

(θ
2

)]
, on a, pour

h �∈ 2πZ, z(a, h) = exp
[
i
(
a+ (n− 1)

h

2

)] sin
(nh

2

)

sin
(h
2

) ·

En écrivant que C(a, h) = �e
(
z(a, h)

)
et S(a, h) = �m

(
z(a, h)

)
, on a le résultat.

3. On suppose h �∈ 2πZ. Comme 2 sin(p) cos(q) = sin(p+ q) + sin(p− q), on a :

2C(a, h) =
1

sin
(h
2

)
[
sin

(
a+ (2n− 1)

h

2

)
− sin

(
a− h

2

)]
·

2C(a, h) =
1

sin
(h
2

)
[
sin

(
a+ (2n− 1)

h

2

)
− sin(a) cos

(h
2

)
+ cos(a) sin

(h
2

)]
·

D’où le résultat.

4. La fonction h �→ C(a, h) est dérivable sur R en tant que somme de fonctions

dérivables. Donc T (a, h) = −∂C

∂h
(a, h)·Donc T (a, h) =

n(n− 1)

2
sin(a) si h ∈ 2πZ,

sinon on obtient le résultat après quelques calculs faciles.

5. La fonction f : R+ → R, x �→ xs

1 + x2n
est continue sur R+ et f(x) ˜x→+∞xs−2n.

Comme s − 2n � −2 < −1, f est intégrable sur [1,+∞[ d’après le critère
d’équivalence et l’intégrale de Riemann. Donc f ∈ L1([0,+∞[,R).

6. z2n + 1 = 0 ⇐⇒ z2n = eiπ ⇐⇒ z = zk = exp
[
i
( π

2n
+

kπ

n

)]
, k ∈ [[0, 2n− 1]].

Comme zk = z2n−k, les pôles de f sont les zk, k ∈ [[−n, n− 1]].

7. D’après la question 1. Ak =
1

2n

zsk
z2n−1
k

= − 1

2n
zs+1
k car z2nk = −1.

Or z−(k−1) = zk, donc f(z) =

n−1∑
k=−n

Ak

z − zk
=

n−1∑
k=0

( Ak

z − zk
+

Ak

z − zk

)
· (1)

Comme f(x) ˜x→+∞xs−2n et s− 2n � −2, lim
x→+∞

xf(x) = 0. D’autre part,

lim
x→+∞

xf(x) =

n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
d’après (1). D’où le résultat cf. unicité de la limite.

8. a. f étant intégrable sur [0,+∞[, I(n, s) = lim
x→+∞

∫ x

0

f(t)dt.

D’un résultat de première année, on déduit :

Travaux dirigés 293

∫ x

0

dt

t− zk
=

[
ln |t− zk|+ i arctan

( t−�e(zk)
�m(zk)

)]x

0

·

Comme |t− zk| = |t− zk| si t ∈ R,�m(zk) = −�m(zk) et �e(zk) = �e(zk),

(1) ⇒
∫ x

0

f =

[
n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
ln |t− zk|+ i

(
Ak −Ak

)
arctan

( t−�e(zk)
�m(zk)

)]x

0

·

Comme |zk| = 1,�e(zk) = cos
[
(2k + 1)

π

2n

]
et �m(zk) = sin

[
(2k + 1)

π

2n

]
,

∫ x

0

f = A(x) + iB(x) où A(x) =

n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
ln |x− zk| et

B(x) =

n−1∑
k=0

[(
Ak −Ak

)
arctan

(x−�e(zk)
�m(zk)

)
+ arctan

(
cotan(2k + 1)

π

2n

)]
·

Comme
n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
= 0, A(x) =

n−1∑
k=0

(
Ak +Ak

)
ln
∣∣∣1− zk

x

∣∣∣ −−−−→
x→+∞

0.

0 � k � n− 1 ⇒ π

2n
� (2k + 1)

π

2n
� (2n− 1)

π

2n
< π ⇒ �m(zk) > 0. D’où

arctan
(x−�e(zk)

�m(zk)

)
−−−−→
x→+∞

π

2
· D’autre part, comme −π

2
<

π

2
− (2k+1)

π

2n
<

π

2
,

arctan
[
cotan(2k + 1)

π

2n

]
= arctan

[
tan

(π
2
− (2k + 1)

π

2n

)]
=

π

2
− (2k + 1)

π

2n
·

Comme i(Ak − Ak) = − i

2n

(
zs+1
k − zk

s+1
)
=

1

n
sin

(
(2k + 1)(s + 1)

π

2n

)
, on a le

résultat annoncé.

b. I(n, s)=
(2n− 1)π

2n2

n−1∑
k=0

sin
[
(2k+1)(s+1)

π

2n

]
− π

2n2

n−1∑
k=0

k sin
[
(2k+1)(s+1)

π

2n

]
·

Avec les notations des questions 2. à 4. on a :

I(n, s) =
(2n− 1)π

2n2
S
(
(s+ 1)

π

2n
,(s+ 1)

π

n

)
− π

n2
T
(
(s+ 1)

π

2n
,(s+ 1)

π

n

)
·

S
(
(s+1)

π

2n
,(s+1)

π

n

)
=

sin2(s+ 1)
π

2

sin
(
(s+ 1)

π

2n

) =
1 + cos(sπ)

2 sin
(
(s+ 1)

π

2n

) =
1 + (−1)s

2 sin
(
(s+ 1)

π

2n

) ·

T
(
(s+ 1)

π

2n
,(s+ 1)

π

n

)
= −1

4

[
2n(−1)s+1

sin
(
(s+ 1)

π

2n

) +
1 + (−1)s

sin
(
(s+ 1)

π

2n

)
]
·

D’où : I(n, s) =
π

2n sin
(
(s+ 1)

π

2n

) · On a B(n) > 0 et Φ(n, s) = (s+1)
π

2n
∈ ]0, π[

car s+ 1 ∈ ]]0, 2n− 1]].

Partie II

1. La fonction g : x �→ xs

1 + x2n+1
est continue sur R+ et g(x) ˜x→+∞xs−2n−1.

Comme s − 2n − 1 � −2 < −1, g est intégrable sur [1,+∞[ d’après le critère
d’équivalence et l’intégrale de Riemann. Donc g ∈ L1([0,+∞[,R).
2. Le changement de variable t =

√
x étant une bijection de classe C1 de ]0,+∞[

sur ]0,+∞[, on a : I1(n, s) = 2

∫ +∞

0

t2s+1

1 + t2(2n+1)
dt =

π

(2n+ 1) sin
(π(s+ 1)

2n+ 1

) ·

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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3. La fonction h : x �→ xs

1 + xm
est continue sur R+ et h(x) ˜x→+∞xs−m. Comme

s−m � −2 < −1, h est intégrable sur [1,+∞[ d’après le critère d’équivalence et
l’intégrale de Riemann. Donc h ∈ L1([0,+∞[,R).

De I.8. et II.2. on déduit que J(m, s) =
π

m sin
(π(s+ 1)

m

) ·

4. a. La fonction : x �→ k(x, λ) =
1

1 + xλ
est continue sur R+ et k(x, λ) ˜x→+∞x−λ.

Comme −λ < −1, la fonction x �→ k(x, λ) est intégrable sur [1,+∞[ d’après le
critère d’équivalence et l’intégrale de Riemann. Donc la fonction x �→ k(x, λ) est
intégrable sur [0,+∞[.

b. k ∈ C
(
]1,+∞[×[0,+∞[,R). Soit [a, b] ⊂ ]1,+∞[.

∀x ∈ [a, b]× [0,+∞[, 0 < k(λ, x) � max
(
k(a, x), k(b, x)

)
.

Donc : ∀x ∈ [a, b]× [0,+∞[, 0 < k(λ, x) � k(a, x) + k(b, x) = θ(x).
θ ∈ L1

c([0,+∞[, [0,+∞[) car K(a) et K(b) existent. Du corollaire du théorème de
continuité des intégrales paramétrées sur un intervalle (ici [0,+∞[), on déduit la
continuité de la fonction K sur ]1,+∞[.

c. La fonction L : ]1,+∞[→ R, λ �→ π

λ sin
(π
λ

) est continue d’après les théorèmes

sur les opérations de fonctions continues. Les fonctions K et L sont continues sur
]1,+∞[ et égales sur Q∩ ]1,+∞[. Comme Q est dense dans R, K = L sur ]1,+∞[.

Partie III

1. La fonction ψn : x �→ xµ

(1 + xλ)n
est continue sur ]0,+∞[ et ψn(x) ˜x→+∞xµ−nλ.

Comme µ − nλ � µ − λ < −1, ψn est intégrable sur [1,+∞[ d’après le critère
d’équivalence et l’intégrale de Riemann. D’autre part, ψn(x) x̃→0+

xµ car λ > 0.

Comme µ > −1, la fonction ψn est intégrable sur ]0, 1]. Donc ψn ∈ L1
(
]0,+∞[,R

)
.

2. Le changement de variable x = t1+µ est une bijection de classe C1 de ]0,+∞[

sur lui-même. D’où M1(λ, µ) =
1

µ+ 1
K
( λ

1 + µ

)
=

π

λ sin
(π(1 + µ)

λ

) ·

3. (ψn)n�1 est une suite de fonctions positives continues et intégrables sur ]0,+∞[.
Elle est décroissante et converge simplement sur ]0,+∞[ vers la fonction ψ nulle
sur ]0,+∞[. ψ étant continue et intégrable sur ]0,+∞[ et comme 0 � ψn � ψ1 on
déduit du théorème de convergence dominée que Mn(λ, µ) −−−−−→

n→+∞
0.

4. Intégrons par parties Mn−1(λ, µ), n � 2.

Posons u(x) =
1

(1 + xλ)n−1
et v(x) =

x1+µ

1 + µ
· u et v sont de classe C1 sur ]0,+∞[.

u(x)v(x) ˜x→+∞
1

(1 + µ)x(n−1)λ−1−µ
⇒ lim

+∞
(uv) = 0 car (n−1)λ−1−µ�λ−µ−1>0

Comme u(0)v(0) = 0,Mn−1(λ, µ) =
λ(n− 1)

1 + µ

∫ +∞

0

xλxµdx

(1 + xλ)n
·

Mn−1(λ, µ) =
λ(n− 1)

1 + µ

[
Mn−1(λ, µ)−Mn(λ, µ)

]
·

Donc : ∀n � 2,Mn(λ, µ) =
(n− 1)λ− µ− 1

(n− 1)λ
Mn−1(λ, µ).
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Par récurrence, on a : ∀n � 2,Mn(λ, µ) =
π

λ sin
(π(1 + µ)

λ

)
n−1∏
k=1

(
1− 1 + µ

kλ

)
·

5. Posons bn = ln(an) car an > 0 d’après III.4. On a :

bn+1 − bn = ln
(Mn+1

Mn

)
+

1 + µ

λ
ln
(
1+

1

n

)
= ln

(
1− 1 + µ

nλ

)
+

1 + µ

λ
ln
(
1+

1

n

)
·

Donc : bn+1 − bn =
n→∞

O
( 1

n2

)
car ln(1 + h) =

h→0
h+O(h2).

La série
∑

(bn+1 − bn) converge absolument sur R donc converge. Du critère
suite/série, on déduit la convergence de (bn) vers �1 ∈ R. Comme exp est continue
sur R, la suite (an) converge vers � = e�1 > 0.

Georges Perec dirait : 〈〈Je me souviens de Raabe-Duhamel vu au chapitre 4 〉〉 .

Mn(λ, µ) ñ→∞ � n− 1+µ
λ . Comme 0 <

1 + µ

λ
< 1, on déduit du critère d’équivalence

des séries à termes positifs et des résultats sur les séries de Riemann que la série∑
Mn(λ, µ) diverge. On retrouve cependant le résultat de III. 3.

• Formule des compléments

Soit λ ∈ ]1,+∞[ et α =
1

λ
· On suppose connu le résultat suivant qui a été

prouvé au travail dirigé précédent : K(λ) =
π

α sin(α)
·

1. Montrer que la fonction t �→ g(t, x) =
exp

(
− xtλ

)
1 + tλ

est intégrable sur

[0,+∞[ si, et seulement si, x ∈ [0,+∞[. On note F (x) =

∫ +∞

0

g(x, t)dt

pour x � 0.

2. a. Montrer que F est continue sur [0,+∞[ et de classe C1 sur ]0,+∞[.

b. Déterminer la limite en +∞ de F .

3. Montrer que F est solution sur ]0,+∞[ d’une équation différentielle que
l’on précisera.

4. Du calcul de
d

dx

(
F (x)e−x

)
déduire la formule des compléments :

Γ(α)Γ(1− α) sin(απ) = π

Retrouver Γ
(1
2

)
·

Solution

1. g ∈C∞(R2
+,R) (1)

Si x < 0, on a : g(x, t) −−−−→
t→+∞

+∞ et t �→ g(x, t) n’est pas intégrable sur [0,+∞[.

Si x � 0, pour tout t ∈ [0,+∞[, 0 < g(x, t) �
1

1 + tλ
= ϕ1(t) (2)

ϕ1 ∈ L1
c(R+,R+) car K(λ) existe. De plus ϕ1(t) est indépendant de x. Donc F

existe et est continue sur [0,+∞[ d’après le théorème de continuité des intégrales
dépendant d’un paramètre sur un intervalle.

2. a. De (1), on déduit que
∂g

∂x
existe et que

∂g

∂x
(x, t) = − tλ

1 + tλ
e−xtλ .
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3. La fonction h : x �→ xs

1 + xm
est continue sur R+ et h(x) ˜x→+∞xs−m. Comme

s−m � −2 < −1, h est intégrable sur [1,+∞[ d’après le critère d’équivalence et
l’intégrale de Riemann. Donc h ∈ L1([0,+∞[,R).

De I.8. et II.2. on déduit que J(m, s) =
π

m sin
(π(s+ 1)

m

) ·

4. a. La fonction : x �→ k(x, λ) =
1

1 + xλ
est continue sur R+ et k(x, λ) ˜x→+∞x−λ.

Comme −λ < −1, la fonction x �→ k(x, λ) est intégrable sur [1,+∞[ d’après le
critère d’équivalence et l’intégrale de Riemann. Donc la fonction x �→ k(x, λ) est
intégrable sur [0,+∞[.

b. k ∈ C
(
]1,+∞[×[0,+∞[,R). Soit [a, b] ⊂ ]1,+∞[.

∀x ∈ [a, b]× [0,+∞[, 0 < k(λ, x) � max
(
k(a, x), k(b, x)

)
.

Donc : ∀x ∈ [a, b]× [0,+∞[, 0 < k(λ, x) � k(a, x) + k(b, x) = θ(x).
θ ∈ L1

c([0,+∞[, [0,+∞[) car K(a) et K(b) existent. Du corollaire du théorème de
continuité des intégrales paramétrées sur un intervalle (ici [0,+∞[), on déduit la
continuité de la fonction K sur ]1,+∞[.

c. La fonction L : ]1,+∞[→ R, λ �→ π

λ sin
(π
λ

) est continue d’après les théorèmes

sur les opérations de fonctions continues. Les fonctions K et L sont continues sur
]1,+∞[ et égales sur Q∩ ]1,+∞[. Comme Q est dense dans R, K = L sur ]1,+∞[.

Partie III

1. La fonction ψn : x �→ xµ

(1 + xλ)n
est continue sur ]0,+∞[ et ψn(x) ˜x→+∞xµ−nλ.

Comme µ − nλ � µ − λ < −1, ψn est intégrable sur [1,+∞[ d’après le critère
d’équivalence et l’intégrale de Riemann. D’autre part, ψn(x) x̃→0+

xµ car λ > 0.

Comme µ > −1, la fonction ψn est intégrable sur ]0, 1]. Donc ψn ∈ L1
(
]0,+∞[,R

)
.

2. Le changement de variable x = t1+µ est une bijection de classe C1 de ]0,+∞[

sur lui-même. D’où M1(λ, µ) =
1

µ+ 1
K
( λ

1 + µ

)
=

π

λ sin
(π(1 + µ)

λ

) ·

3. (ψn)n�1 est une suite de fonctions positives continues et intégrables sur ]0,+∞[.
Elle est décroissante et converge simplement sur ]0,+∞[ vers la fonction ψ nulle
sur ]0,+∞[. ψ étant continue et intégrable sur ]0,+∞[ et comme 0 � ψn � ψ1 on
déduit du théorème de convergence dominée que Mn(λ, µ) −−−−−→

n→+∞
0.

4. Intégrons par parties Mn−1(λ, µ), n � 2.

Posons u(x) =
1

(1 + xλ)n−1
et v(x) =

x1+µ

1 + µ
· u et v sont de classe C1 sur ]0,+∞[.

u(x)v(x) ˜x→+∞
1

(1 + µ)x(n−1)λ−1−µ
⇒ lim

+∞
(uv) = 0 car (n−1)λ−1−µ�λ−µ−1>0

Comme u(0)v(0) = 0,Mn−1(λ, µ) =
λ(n− 1)

1 + µ

∫ +∞

0

xλxµdx

(1 + xλ)n
·

Mn−1(λ, µ) =
λ(n− 1)

1 + µ

[
Mn−1(λ, µ)−Mn(λ, µ)

]
·

Donc : ∀n � 2,Mn(λ, µ) =
(n− 1)λ− µ− 1

(n− 1)λ
Mn−1(λ, µ).
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Par récurrence, on a : ∀n � 2,Mn(λ, µ) =
π

λ sin
(π(1 + µ)

λ

)
n−1∏
k=1

(
1− 1 + µ

kλ

)
·

5. Posons bn = ln(an) car an > 0 d’après III.4. On a :

bn+1 − bn = ln
(Mn+1

Mn

)
+

1 + µ

λ
ln
(
1+

1

n

)
= ln

(
1− 1 + µ

nλ

)
+

1 + µ

λ
ln
(
1+

1

n

)
·

Donc : bn+1 − bn =
n→∞

O
( 1

n2

)
car ln(1 + h) =

h→0
h+O(h2).

La série
∑

(bn+1 − bn) converge absolument sur R donc converge. Du critère
suite/série, on déduit la convergence de (bn) vers �1 ∈ R. Comme exp est continue
sur R, la suite (an) converge vers � = e�1 > 0.

Georges Perec dirait : 〈〈Je me souviens de Raabe-Duhamel vu au chapitre 4 〉〉 .

Mn(λ, µ) ñ→∞ � n− 1+µ
λ . Comme 0 <

1 + µ

λ
< 1, on déduit du critère d’équivalence

des séries à termes positifs et des résultats sur les séries de Riemann que la série∑
Mn(λ, µ) diverge. On retrouve cependant le résultat de III. 3.

• Formule des compléments

Soit λ ∈ ]1,+∞[ et α =
1

λ
· On suppose connu le résultat suivant qui a été

prouvé au travail dirigé précédent : K(λ) =
π

α sin(α)
·

1. Montrer que la fonction t �→ g(t, x) =
exp

(
− xtλ

)
1 + tλ

est intégrable sur

[0,+∞[ si, et seulement si, x ∈ [0,+∞[. On note F (x) =

∫ +∞

0

g(x, t)dt

pour x � 0.

2. a. Montrer que F est continue sur [0,+∞[ et de classe C1 sur ]0,+∞[.

b. Déterminer la limite en +∞ de F .

3. Montrer que F est solution sur ]0,+∞[ d’une équation différentielle que
l’on précisera.

4. Du calcul de
d

dx

(
F (x)e−x

)
déduire la formule des compléments :

Γ(α)Γ(1− α) sin(απ) = π

Retrouver Γ
(1
2

)
·

Solution

1. g ∈C∞(R2
+,R) (1)

Si x < 0, on a : g(x, t) −−−−→
t→+∞

+∞ et t �→ g(x, t) n’est pas intégrable sur [0,+∞[.

Si x � 0, pour tout t ∈ [0,+∞[, 0 < g(x, t) �
1

1 + tλ
= ϕ1(t) (2)

ϕ1 ∈ L1
c(R+,R+) car K(λ) existe. De plus ϕ1(t) est indépendant de x. Donc F

existe et est continue sur [0,+∞[ d’après le théorème de continuité des intégrales
dépendant d’un paramètre sur un intervalle.

2. a. De (1), on déduit que
∂g

∂x
existe et que

∂g

∂x
(x, t) = − tλ

1 + tλ
e−xtλ .
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Soit a > 0. pour tout (x, t) ∈ [a,+∞[×R+,
∣∣∣∂g
∂x

(x, t)
∣∣∣ � e−atλ = ϕ2(t). (3)

ϕ2 ∈ C(R+,R+) et ϕ2(t) =
t→+∞

o(t−2). Donc ϕ2 ∈ L1
c(R+,R+).

Compte tenu de (1), (2), (3), les hypothèses d’un corollaire du théorème de
dérivation sous le signe somme des intégrales dépendant d’un paramètre sur un
intervalle sont vérifiées. Donc F ∈ C1(R∗

+,R) et pour tout x > 0, on a :

F ′(x) =

∫ +∞

0

∂g

∂x
(x, t)dt = −

∫ +∞

0

tλ

1 + tλ
e−xtλdt.

b. Soit (xn) une suite d’éléments de ]0,+∞[ de limite +∞. Posons θn(t) = g(xn, t).
La suite de fonctions continues (θn) converge simplement sur [0,+∞[ vers la
fonction continue par morceaux I{1}. D’après (1), 0 � θn(t) � ϕ1(t) pour t∈R+.

On déduit du théorème de convergence dominée que F (xn) −−−→
n→∞

∫ +∞

0

I{1} = 0.

De la caractérisation séquentielle de l’existence d’une limite, on déduit que
F (x) −−−−→

x→+∞
0.

3. ∀x ∈ ]0,+∞[, F (x)− F ′(x) =

∫ +∞

0

exp
(
− xtλ)

)
dt.

Le changement de variable u = xtλ étant une bijection de classe C1 de ]0,+∞[

sur ]0,+∞[, on a :

∫ +∞

0

exp
(
− xtλ

)
dt = αx−αΓ(α). Par suite, F est solution sur

]0,+∞[ de l’équation différentielle : y′ − y = −αΓ(α)x−α.

4.
d

dx

(
e−xF (x)

)
= −αΓ(α)x−αe−x. Donc, pour tout (x, y) ∈ (R∗

+)
2, on peut

écrire :

e−xF (x)− e−yF (y) = αΓ(α)

∫ y

x

t−αe−tdt (4)

D’après 2.b), e−yF (y) −−−−→
y→+∞

0. De la continuité de F en 0, on déduit que

e−xF (x) −−−→
x→0

F (0) = K(λ) =
πα

sin(απ)
·

Comme 0 < α < 1,Γ(1− α) existe et donc :

∫ y

x

t−αe−tdt −−−−→
x→0
y→+∞

Γ(1− α).

Par passage à la limite dans (4), on obtient la 〈〈 formule des compléments 〉〉 .

Avec α =
1

2
, on retrouve, puisque Γ est à valeurs positives Γ

(1
2

)
=

√
π.
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• Développements asymptotiques de fonctions définies par une intégrale

Dans tout le problème, on fixe un réel x0 > 0 et les applications
étudiées sont définies sur [x0,+∞[ et à valeurs dans C.
On note C l’ensemble C

(
[x0,+∞[,C

)
et B l’ensemble B

(
[x0,+∞[,C

)
∩ C.

On dit que f ∈ C a un développement asymptotique (en abrégé DAS) en
+∞ lorsqu’il existe une suite (an)n∈N ∈ CN telle que, pour tout n ∈ N,

f(x) =
x→+∞

a0 +
a1
x

+ · · ·+ an
xn

+ o
( 1

xn

)
·

On note alors f(x) ≈
∞∑

n=0

anx
−n même si la série

∑
anx

−n diverge.

On note A l’ensemble des fonctions de C admettant un DAS.

I. Opérations sur les DAS
Toutes les applications considérées ici, sont éléments de C.

1. Montrer que A ⊂ B et A �= B.

2. Soit f ∈ A. Montrer l’unicité des an tels que f(x) ≈
∞∑

n=0

anx
−n

3. Donner un exemple d’application f qui ne s’annule pas sur [x0,+∞[ et
qui admet un DAS à coefficients tous nuls.

4. Que dire du DAS de f lorsque t �→ f
(1
t

)
se prolonge sur

[
0,

1

x0

]
en une

fonction de classe C∞ ?

5. Soient f et g dans A. Étudier l’existence des DAS de f + g, fg,
1

f
·

6. Soit f ∈ C1
(
[x0,+∞[,C

)
telle que f ′ ∈ A : f ′(x) ≈

∞∑
n=0

cnx
−n.

À quelle condition sur les cn l’application f admet-elle un DAS ? Quels en
sont les coefficients ?

II. Étude de fonctions définies par une intégrale

On note Ω =
{
(α, β) ∈ C∗ × R | (�e(α) > 0) ou (�e(α) = 0 et β > 0)

}
.

Soit (α, β) ∈ Ω. On note a = �e(α). On pose fβ(x) = eαxxβ ,

Jβ(x) =

∫ x

x0

fβ(t)dt et Qβ(x) =
Jβ(x)

fβ(x)
=

∫ x

x0

eα(t−x)
( t

x

)β

dt.

1. Trouver une relation entre Jβ(x), Jβ−1(x), fβ(x) et fβ(x0).

On suppose dans 2. et 3. que a = �e(α) > 0

2. Montrer que Jβ(x) ˜x→+∞
1

α
fβ(x).

3. Montrer que Qβ ∈ A et : Qβ(x) ≈
1

α
+

∞∑
n=1

(−1)n
β(β − 1) · · · (β − n+ 1)

αn+1xn
·

4. Montrer dans le cas où �e(α) = 0 on a : Qβ(x) −−−−→
x→+∞

α−1·

Soit à nouveau (α, β) un élément quelconque de Ω. On pose gβ(x) =
1

fβ(x)
·
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Soit a > 0. pour tout (x, t) ∈ [a,+∞[×R+,
∣∣∣∂g
∂x

(x, t)
∣∣∣ � e−atλ = ϕ2(t). (3)

ϕ2 ∈ C(R+,R+) et ϕ2(t) =
t→+∞

o(t−2). Donc ϕ2 ∈ L1
c(R+,R+).

Compte tenu de (1), (2), (3), les hypothèses d’un corollaire du théorème de
dérivation sous le signe somme des intégrales dépendant d’un paramètre sur un
intervalle sont vérifiées. Donc F ∈ C1(R∗

+,R) et pour tout x > 0, on a :

F ′(x) =

∫ +∞

0

∂g

∂x
(x, t)dt = −

∫ +∞

0

tλ

1 + tλ
e−xtλdt.

b. Soit (xn) une suite d’éléments de ]0,+∞[ de limite +∞. Posons θn(t) = g(xn, t).
La suite de fonctions continues (θn) converge simplement sur [0,+∞[ vers la
fonction continue par morceaux I{1}. D’après (1), 0 � θn(t) � ϕ1(t) pour t∈R+.

On déduit du théorème de convergence dominée que F (xn) −−−→
n→∞

∫ +∞

0

I{1} = 0.

De la caractérisation séquentielle de l’existence d’une limite, on déduit que
F (x) −−−−→

x→+∞
0.

3. ∀x ∈ ]0,+∞[, F (x)− F ′(x) =

∫ +∞

0

exp
(
− xtλ)

)
dt.

Le changement de variable u = xtλ étant une bijection de classe C1 de ]0,+∞[

sur ]0,+∞[, on a :

∫ +∞

0

exp
(
− xtλ

)
dt = αx−αΓ(α). Par suite, F est solution sur

]0,+∞[ de l’équation différentielle : y′ − y = −αΓ(α)x−α.

4.
d

dx

(
e−xF (x)

)
= −αΓ(α)x−αe−x. Donc, pour tout (x, y) ∈ (R∗

+)
2, on peut

écrire :

e−xF (x)− e−yF (y) = αΓ(α)

∫ y

x

t−αe−tdt (4)

D’après 2.b), e−yF (y) −−−−→
y→+∞

0. De la continuité de F en 0, on déduit que

e−xF (x) −−−→
x→0

F (0) = K(λ) =
πα

sin(απ)
·

Comme 0 < α < 1,Γ(1− α) existe et donc :

∫ y

x

t−αe−tdt −−−−→
x→0
y→+∞

Γ(1− α).

Par passage à la limite dans (4), on obtient la 〈〈 formule des compléments 〉〉 .

Avec α =
1

2
, on retrouve, puisque Γ est à valeurs positives Γ

(1
2

)
=

√
π.
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• Développements asymptotiques de fonctions définies par une intégrale

Dans tout le problème, on fixe un réel x0 > 0 et les applications
étudiées sont définies sur [x0,+∞[ et à valeurs dans C.
On note C l’ensemble C

(
[x0,+∞[,C

)
et B l’ensemble B

(
[x0,+∞[,C

)
∩ C.

On dit que f ∈ C a un développement asymptotique (en abrégé DAS) en
+∞ lorsqu’il existe une suite (an)n∈N ∈ CN telle que, pour tout n ∈ N,

f(x) =
x→+∞

a0 +
a1
x

+ · · ·+ an
xn

+ o
( 1

xn

)
·

On note alors f(x) ≈
∞∑

n=0

anx
−n même si la série

∑
anx

−n diverge.

On note A l’ensemble des fonctions de C admettant un DAS.

I. Opérations sur les DAS
Toutes les applications considérées ici, sont éléments de C.

1. Montrer que A ⊂ B et A �= B.

2. Soit f ∈ A. Montrer l’unicité des an tels que f(x) ≈
∞∑

n=0

anx
−n

3. Donner un exemple d’application f qui ne s’annule pas sur [x0,+∞[ et
qui admet un DAS à coefficients tous nuls.

4. Que dire du DAS de f lorsque t �→ f
(1
t

)
se prolonge sur

[
0,

1

x0

]
en une

fonction de classe C∞ ?

5. Soient f et g dans A. Étudier l’existence des DAS de f + g, fg,
1

f
·

6. Soit f ∈ C1
(
[x0,+∞[,C

)
telle que f ′ ∈ A : f ′(x) ≈

∞∑
n=0

cnx
−n.

À quelle condition sur les cn l’application f admet-elle un DAS ? Quels en
sont les coefficients ?

II. Étude de fonctions définies par une intégrale

On note Ω =
{
(α, β) ∈ C∗ × R | (�e(α) > 0) ou (�e(α) = 0 et β > 0)

}
.

Soit (α, β) ∈ Ω. On note a = �e(α). On pose fβ(x) = eαxxβ ,

Jβ(x) =

∫ x

x0

fβ(t)dt et Qβ(x) =
Jβ(x)

fβ(x)
=

∫ x

x0

eα(t−x)
( t

x

)β

dt.

1. Trouver une relation entre Jβ(x), Jβ−1(x), fβ(x) et fβ(x0).

On suppose dans 2. et 3. que a = �e(α) > 0

2. Montrer que Jβ(x) ˜x→+∞
1

α
fβ(x).

3. Montrer que Qβ ∈ A et : Qβ(x) ≈
1

α
+

∞∑
n=1

(−1)n
β(β − 1) · · · (β − n+ 1)

αn+1xn
·

4. Montrer dans le cas où �e(α) = 0 on a : Qβ(x) −−−−→
x→+∞

α−1·

Soit à nouveau (α, β) un élément quelconque de Ω. On pose gβ(x) =
1

fβ(x)
·
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5. Montrer la fonction : x �→ Iβ(x) =

∫ +∞

x

gβ(t)dt est définie sur [x0,+∞[.

Trouver une relation entre Iβ(x), Iβ+1(x) et gβ(x).

6. On suppose ici a = �e(α) > 0 et l’on pose Pβ(x) =
Iβ(x)

gβ(x)
· Montrer que

Pβ(x) −−−−→
x→+∞

1

α
, puis montrer que l’application Pβ est dans A et expliciter

son DAS.

III. Une équation intégrale

On note ∆ = {(x, t) ∈ R2 |x0 � x � t}. Soit K une application continue
bornée de ∆ dans C ; on pose A = sup{|K(x, t)| | (x, t) ∈ ∆}. Pour tout
g ∈ B, on pose N(g) = sup{|g(t)| | t � x0}
1. Soit h ∈ B. Montrer que la fonction t �→ K(x, t)h(t)t−2 est intégrable sur

[x,+∞[. On note Th(x) =

∫ +∞

x

K(x, t)h(t)t−2dt.

2. Montrer que pour tout h ∈ B, T (h) ∈ B et : ∀x � x0, |Th(x)| � A
N(h)

x
·

3. Montrer que T : h �→ Th est linéaire continue de B dans B.
4. Montrer la convergence normale de

(∑
Tnh

)
n�0

sur [x0,+∞[.

5. Montrer que
∞∑

n=0

Tnh est l’unique g ∈ B tel que g − Tg = h.

IV. DAS de la solution d’un problème du type précédent

Soit (α, β) ∈ Ω. On pose pour (x, u) ∈ ∆, L(x, u) =

∫ u

x

e2α(t−u)
( t

u

)2β

dt.

1. Montrer que L est continue sur ∆.

2. Montrer que (t, u) �→ e2α(t−u)
( t

u

)2β

est bornée sur ∆.

3. Montrer que L est bornée sur ∆. (On pourra introduire L0(u) = L(x0, u)
et exprimer L à l’aide de la fonction L0.)

4. Soit n ∈ N. Montrer que x �→
∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du admet un DAS si a > 0.

Solution

Partie I

1. Si f ∈ A, f(x) −−−−→
x→+∞

a0 ∈ C. Comme f ∈ C, on peut conclure que f est

bornée. Donc A ⊂ B. Comme f0 : [x0,+∞[→ R, x �→ sin(x) est élément de B et
n’a pas de limite en +∞, on peut dire que : A �= B.
2. L’unicité de la suite (an) résulte de l’unicité de la limite :

an = lim
x→+∞

xn
(
f(x)−

n−1∑
k=0

akx
−k

)

3. Si f(x) = e−x, alors pour tout n ∈ N, xnf(x) −−−−→
x→+∞

0. Donc tous les

coefficients du DAS sont nuls.
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4. Si g est le prolongement continu de t �→ f
(1
t

)
à
[
0,

1

x0

]
, d’après le théorème

de Taylor-Young, on a pour tout n ∈ N, g(t) =
t→0

n∑
n=0

g(k)(0)

k!
tk + o(tn). D’où f a

un DAS dont les coefficients sont an =
g(n)(0)

n!
·

5. Si (f, g) ∈ A2, f + g, fg sont éléments de C et si f ne s’annule pas sur [x0,+∞[
1

f
∈ C. On déduit alors des théorèmes sur les développements limités que

si f(x) ≈
∞∑

n=0

anx
−n et g(x) ≈

∞∑
n=0

bnx
−n alors :

f + g ∈ A et (f + g)(x) ≈
∞∑

n=0

(an + bn)x
−n ;

fg ∈ A et (fg)(x) ≈
∞∑

n=0

cnx
−n où cn =

∑
p+q=n

apbq ;

1

f
∈ A si, et seulement si, a0 = lim

+∞
f �= 0 et

1

f
≈

∞∑
n=0

dnx
−n où d0 =

1

a0
et

dn = − 1

a0

(
and0 + an−1d1 + · · · + a1dn−1

)
si n � 1. (en utilisant f · 1

f
= 1 et

l’unicité des DAS.)

6. Supposons que f ′ ∈ A et f ′(x) ≈
∞∑

n=0

cnx
−n.

Si c0 �= 0,
f ′(x)

c0 ˜x→+∞ 1. Du théorème d’intégration des relations d’équivalence on

déduit que f(x) ˜x→+∞ c0x. D’où f �∈ B et cf. I.1. f �∈ A.

Si c0 = 0 et c1 �= 0,
f ′(x)

c1 ˜x→+∞
1

x
· Du théorème d’intégration des relations

d’équivalence on déduit que f(x) ˜x→+∞ c1 ln(x). D’où f �∈ B et cf. I.1. f �∈ A.
Donc si f ∈ A, alors c0 = c1 = 0.

Réciproquement, si c1 = c0 = 0, gn(x) = f ′(x)−
n∑

k=2

ckx
−k =

x→+∞
o(x−n) et n � 2.

Comme x �→ x−n est intégrable sur [1,+∞[ et positive, pour n � 2, d’après
le théorème d’intégration des relations de comparaison, gn ∈ L1( [x0,+∞[,C),∫ +∞

x

gn(t)dt =
x→+∞

o
(∫ +∞

x

dt

tn

)
ie.

∫ +∞

x

gn =
x→+∞

o
( 1

xn−1

)
·

Donc

∫ y

x

gn =
[
f(t)− c2

t
−· · ·− cn

(n− 1)tn−1

]y
x
a une limite dans C lorsque y tend

vers +∞. Donc il existe a0 ∈ C tel que a0 = lim
x→+∞

f(x) et f(x) ≈
∞∑

n=0

anx
−n où

an = −cn+1

n
si n � 1.

Partie II

1. En intégrant par parties, les hypothèses du théorème étant vérifiées, on a :

αJβ(x) =

∫ x

x0

αeαttβdt =
[
eαttβ

]x
x0

− β

∫ x

x0

eαttβ−1dt.
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5. Montrer la fonction : x �→ Iβ(x) =

∫ +∞

x

gβ(t)dt est définie sur [x0,+∞[.

Trouver une relation entre Iβ(x), Iβ+1(x) et gβ(x).

6. On suppose ici a = �e(α) > 0 et l’on pose Pβ(x) =
Iβ(x)

gβ(x)
· Montrer que

Pβ(x) −−−−→
x→+∞

1

α
, puis montrer que l’application Pβ est dans A et expliciter

son DAS.

III. Une équation intégrale

On note ∆ = {(x, t) ∈ R2 |x0 � x � t}. Soit K une application continue
bornée de ∆ dans C ; on pose A = sup{|K(x, t)| | (x, t) ∈ ∆}. Pour tout
g ∈ B, on pose N(g) = sup{|g(t)| | t � x0}
1. Soit h ∈ B. Montrer que la fonction t �→ K(x, t)h(t)t−2 est intégrable sur

[x,+∞[. On note Th(x) =

∫ +∞

x

K(x, t)h(t)t−2dt.

2. Montrer que pour tout h ∈ B, T (h) ∈ B et : ∀x � x0, |Th(x)| � A
N(h)

x
·

3. Montrer que T : h �→ Th est linéaire continue de B dans B.
4. Montrer la convergence normale de

(∑
Tnh

)
n�0

sur [x0,+∞[.

5. Montrer que
∞∑

n=0

Tnh est l’unique g ∈ B tel que g − Tg = h.

IV. DAS de la solution d’un problème du type précédent

Soit (α, β) ∈ Ω. On pose pour (x, u) ∈ ∆, L(x, u) =

∫ u

x

e2α(t−u)
( t

u

)2β

dt.

1. Montrer que L est continue sur ∆.

2. Montrer que (t, u) �→ e2α(t−u)
( t

u

)2β

est bornée sur ∆.

3. Montrer que L est bornée sur ∆. (On pourra introduire L0(u) = L(x0, u)
et exprimer L à l’aide de la fonction L0.)

4. Soit n ∈ N. Montrer que x �→
∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du admet un DAS si a > 0.

Solution

Partie I

1. Si f ∈ A, f(x) −−−−→
x→+∞

a0 ∈ C. Comme f ∈ C, on peut conclure que f est

bornée. Donc A ⊂ B. Comme f0 : [x0,+∞[→ R, x �→ sin(x) est élément de B et
n’a pas de limite en +∞, on peut dire que : A �= B.
2. L’unicité de la suite (an) résulte de l’unicité de la limite :

an = lim
x→+∞

xn
(
f(x)−

n−1∑
k=0

akx
−k

)

3. Si f(x) = e−x, alors pour tout n ∈ N, xnf(x) −−−−→
x→+∞

0. Donc tous les

coefficients du DAS sont nuls.
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5. Montrer la fonction : x �→ Iβ(x) =

∫ +∞

x

gβ(t)dt est définie sur [x0,+∞[.

Trouver une relation entre Iβ(x), Iβ+1(x) et gβ(x).

6. On suppose ici a = �e(α) > 0 et l’on pose Pβ(x) =
Iβ(x)

gβ(x)
· Montrer que

Pβ(x) −−−−→
x→+∞

1

α
, puis montrer que l’application Pβ est dans A et expliciter

son DAS.

III. Une équation intégrale

On note ∆ = {(x, t) ∈ R2 |x0 � x � t}. Soit K une application continue
bornée de ∆ dans C ; on pose A = sup{|K(x, t)| | (x, t) ∈ ∆}. Pour tout
g ∈ B, on pose N(g) = sup{|g(t)| | t � x0}
1. Soit h ∈ B. Montrer que la fonction t �→ K(x, t)h(t)t−2 est intégrable sur

[x,+∞[. On note Th(x) =

∫ +∞

x

K(x, t)h(t)t−2dt.

2. Montrer que pour tout h ∈ B, T (h) ∈ B et : ∀x � x0, |Th(x)| � A
N(h)

x
·

3. Montrer que T : h �→ Th est linéaire continue de B dans B.
4. Montrer la convergence normale de

(∑
Tnh

)
n�0

sur [x0,+∞[.

5. Montrer que
∞∑

n=0

Tnh est l’unique g ∈ B tel que g − Tg = h.

IV. DAS de la solution d’un problème du type précédent

Soit (α, β) ∈ Ω. On pose pour (x, u) ∈ ∆, L(x, u) =

∫ u

x

e2α(t−u)
( t

u

)2β

dt.

1. Montrer que L est continue sur ∆.

2. Montrer que (t, u) �→ e2α(t−u)
( t

u

)2β

est bornée sur ∆.

3. Montrer que L est bornée sur ∆. (On pourra introduire L0(u) = L(x0, u)
et exprimer L à l’aide de la fonction L0.)

4. Soit n ∈ N. Montrer que x �→
∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du admet un DAS si a > 0.

Solution

Partie I

1. Si f ∈ A, f(x) −−−−→
x→+∞

a0 ∈ C. Comme f ∈ C, on peut conclure que f est

bornée. Donc A ⊂ B. Comme f0 : [x0,+∞[→ R, x �→ sin(x) est élément de B et
n’a pas de limite en +∞, on peut dire que : A �= B.
2. L’unicité de la suite (an) résulte de l’unicité de la limite :

an = lim
x→+∞

xn
(
f(x)−

n−1∑
k=0

akx
−k

)

3. Si f(x) = e−x, alors pour tout n ∈ N, xnf(x) −−−−→
x→+∞

0. Donc tous les

coefficients du DAS sont nuls.
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4. Si g est le prolongement continu de t �→ f
(1
t

)
à
[
0,

1

x0

]
, d’après le théorème

de Taylor-Young, on a pour tout n ∈ N, g(t) =
t→0

n∑
n=0

g(k)(0)

k!
tk + o(tn). D’où f a

un DAS dont les coefficients sont an =
g(n)(0)

n!
·

5. Si (f, g) ∈ A2, f + g, fg sont éléments de C et si f ne s’annule pas sur [x0,+∞[
1

f
∈ C. On déduit alors des théorèmes sur les développements limités que

si f(x) ≈
∞∑

n=0

anx
−n et g(x) ≈

∞∑
n=0

bnx
−n alors :

f + g ∈ A et (f + g)(x) ≈
∞∑

n=0

(an + bn)x
−n ;

fg ∈ A et (fg)(x) ≈
∞∑

n=0

cnx
−n où cn =

∑
p+q=n

apbq ;

1

f
∈ A si, et seulement si, a0 = lim

+∞
f �= 0 et

1

f
≈

∞∑
n=0

dnx
−n où d0 =

1

a0
et

dn = − 1

a0

(
and0 + an−1d1 + · · · + a1dn−1

)
si n � 1. (en utilisant f · 1

f
= 1 et

l’unicité des DAS.)

6. Supposons que f ′ ∈ A et f ′(x) ≈
∞∑

n=0

cnx
−n.

Si c0 �= 0,
f ′(x)

c0 ˜x→+∞ 1. Du théorème d’intégration des relations d’équivalence on

déduit que f(x) ˜x→+∞ c0x. D’où f �∈ B et cf. I.1. f �∈ A.

Si c0 = 0 et c1 �= 0,
f ′(x)

c1 ˜x→+∞
1

x
· Du théorème d’intégration des relations

d’équivalence on déduit que f(x) ˜x→+∞ c1 ln(x). D’où f �∈ B et cf. I.1. f �∈ A.
Donc si f ∈ A, alors c0 = c1 = 0.

Réciproquement, si c1 = c0 = 0, gn(x) = f ′(x)−
n∑

k=2

ckx
−k =

x→+∞
o(x−n) et n � 2.

Comme x �→ x−n est intégrable sur [1,+∞[ et positive, pour n � 2, d’après
le théorème d’intégration des relations de comparaison, gn ∈ L1( [x0,+∞[,C),∫ +∞

x

gn(t)dt =
x→+∞

o
(∫ +∞

x

dt

tn

)
ie.

∫ +∞

x

gn =
x→+∞

o
( 1

xn−1

)
·

Donc

∫ y

x

gn =
[
f(t)− c2

t
−· · ·− cn

(n− 1)tn−1

]y
x
a une limite dans C lorsque y tend

vers +∞. Donc il existe a0 ∈ C tel que a0 = lim
x→+∞

f(x) et f(x) ≈
∞∑

n=0

anx
−n où

an = −cn+1

n
si n � 1.

Partie II

1. En intégrant par parties, les hypothèses du théorème étant vérifiées, on a :

αJβ(x) =

∫ x

x0

αeαttβdt =
[
eαttβ

]x
x0

− β

∫ x

x0

eαttβ−1dt.
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5. Montrer la fonction : x �→ Iβ(x) =

∫ +∞

x

gβ(t)dt est définie sur [x0,+∞[.

Trouver une relation entre Iβ(x), Iβ+1(x) et gβ(x).

6. On suppose ici a = �e(α) > 0 et l’on pose Pβ(x) =
Iβ(x)

gβ(x)
· Montrer que

Pβ(x) −−−−→
x→+∞

1

α
, puis montrer que l’application Pβ est dans A et expliciter

son DAS.

III. Une équation intégrale

On note ∆ = {(x, t) ∈ R2 |x0 � x � t}. Soit K une application continue
bornée de ∆ dans C ; on pose A = sup{|K(x, t)| | (x, t) ∈ ∆}. Pour tout
g ∈ B, on pose N(g) = sup{|g(t)| | t � x0}
1. Soit h ∈ B. Montrer que la fonction t �→ K(x, t)h(t)t−2 est intégrable sur

[x,+∞[. On note Th(x) =

∫ +∞

x

K(x, t)h(t)t−2dt.

2. Montrer que pour tout h ∈ B, T (h) ∈ B et : ∀x � x0, |Th(x)| � A
N(h)

x
·

3. Montrer que T : h �→ Th est linéaire continue de B dans B.
4. Montrer la convergence normale de

(∑
Tnh

)
n�0

sur [x0,+∞[.

5. Montrer que
∞∑

n=0

Tnh est l’unique g ∈ B tel que g − Tg = h.

IV. DAS de la solution d’un problème du type précédent

Soit (α, β) ∈ Ω. On pose pour (x, u) ∈ ∆, L(x, u) =

∫ u

x

e2α(t−u)
( t

u

)2β

dt.

1. Montrer que L est continue sur ∆.

2. Montrer que (t, u) �→ e2α(t−u)
( t

u

)2β

est bornée sur ∆.

3. Montrer que L est bornée sur ∆. (On pourra introduire L0(u) = L(x0, u)
et exprimer L à l’aide de la fonction L0.)

4. Soit n ∈ N. Montrer que x �→
∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du admet un DAS si a > 0.

Solution

Partie I

1. Si f ∈ A, f(x) −−−−→
x→+∞

a0 ∈ C. Comme f ∈ C, on peut conclure que f est

bornée. Donc A ⊂ B. Comme f0 : [x0,+∞[→ R, x �→ sin(x) est élément de B et
n’a pas de limite en +∞, on peut dire que : A �= B.
2. L’unicité de la suite (an) résulte de l’unicité de la limite :

an = lim
x→+∞

xn
(
f(x)−

n−1∑
k=0

akx
−k

)

3. Si f(x) = e−x, alors pour tout n ∈ N, xnf(x) −−−−→
x→+∞

0. Donc tous les

coefficients du DAS sont nuls.
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D’où : αJβ(x) + βJβ−1(x) = fβ(x)− fβ(x0).

2. En opérant comme en II.1. on a :

a

∫ x

x0

eattβdt = eaxxβ − eax0xβ − β

∫ x

x0

eattβ−1dt.

eattβ−1 =
t→+∞

o
(
eattβ

)
et, par croissances comparées, eattβ−1 −−−−→

t→+∞
+∞ car

a > 0. La fonction positive t �→ eattβ n’est pas intégrable sur [x0,+∞[. On déduit
du théorème d’intégration des relations de comparaison que :∫ x

x0

eattβ−1dt =
x→+∞

o
(∫ x

x0

eattβdt
)
. Donc

∫ x

x0

eattβdt ˜x→+∞
1

a
eaxxβ .

De même, en transformant β en β − 1, on a :

∫ x

x0

eattβ−1dt ˜x→+∞
1

a
eaxxβ−1.

Comme |Jβ−1(x)| �
∫ x

x0

eattβ−1dt, donc Jβ−1(x) =
x→+∞

o
(
eaxxβ

)
ie.

Jβ−1(x) =
x→+∞

o
(
fβ(x)

)
. On déduit alors de l’égalité de II.1. que Jβ(x) ˜x→+∞

fβ(x)

α
·

3. La relation de II.1. implique : Qβ(x) =
1

α
− β

αx
Qβ−1(x) + C0e

−αxx−β où

C0 = −fβ(x0)

α
est une constante complexe.

De même, pour tout p ∈ N, il existe Cp ∈ C tel que :

Qβ−p(x) =
1

α
− β − p

αx
Qβ−p−1(x) + Cpe

−αxxp−β

Par une récurrence facile, on montre l’existence de C ′
n ∈ C tel que

Qβ(x) =
1

α
+

n−1∑
p=0

(−1)p
β(β − 1) · · · (β − p+ 1)

αp+1xp
+Rn(x) où

Rn(x) = (−1)n
β(β − 1) · · · (β − n+ 1)

αnxn
Qβ−n(x) + C ′

ne
−αxx−β .

Or Qβ−n(x) ˜x→+∞
1

α
et e−xx−β =

x→+∞
o
( 1

xn

)
, donc Qβ a un DAS dont les

coefficients sont ceux qui ont été demandés.

4. On a a = �e(α) = 0. Étendons la définition de Jβ et de fβ au cas où β � 0.

On a alors : αJβ(x) + βJβ−1(x) = fβ(x)− fβ(x0). (1)

∀x � x0, |βJβ−1(x)| �
∫ x

x0

βtβ−1dt = xβ − xβ
0 .

(1) ⇒ ∀x � x0, α|Jβ(x)| � xβ + xβ
0 + xβ − xβ

0 = 2xβ . Donc Jβ(x) =
x→+∞

O(xβ)

En changeant β en (β − 1), on a Jβ−1(x) =
x→+∞

O(xβ−1). D’où

Jβ−1(x) =
x→+∞

o
(
fβ(x)

)
et on déduit de (1) que Jβ(x) ˜x→+∞

1

α
fβ(x).

5. Par intégration par parties, on a :

α

∫ y

x

gβ = −
(
gβ(y)− gβ(x)

)
− β

∫ y

x

gβ+1 (2)

• Si a > 0, |gβ(t)| = t−βe−at =
t→+∞

o(t−2). Comme gβ ∈ C, gβ ∈ L1([x0,+∞[,C).

• Si a = 0, |gβ+1(t)| = t−β−1. Comme β + 1 > 1, la fonction gβ+1 est intégrable

sur [x0 +∞[. D’où

∫ y

x

gβ+1 −−−−→
y→+∞

∫ +∞

x

gβ+1 ∈ C.

Travaux dirigés 301

Comme |gβ(y)| = y−β −−−−→
y→+∞

0, α

∫ y

x

gβ −−−−→
y→+∞

gβ(x)− β

∫ +∞

x

gβ+1 ∈ C.

Donc Iβ(x) existe pour tout x � x0.

Par passage à la limite dans (2) quand y tend vers +∞, pour (α, β) ∈ Ω, on a :

αIβ(x) = gβ(x)− βIβ+1(x). (3)

6. En intégrant par parties, a

∫ +∞

x

e−att−βdt = e−axx−β − β

∫ +∞

x

e−att−β−1dt.

e−att−β−1 =
t→+∞

o
(
e−att−β

)
et, par croissances comparées, e−att−β =

t→+∞
o(t−2)

car a > 0. La fonction positive t �→ e−att−β est intégrable sur [x0,+∞[. On déduit
du théorème d’intégration des relations de comparaison que :∫ +∞

x

e−att−β−1dt =
x→+∞

o
(∫ x

x0

e−att−βdt
)
. Donc

∫ +∞

x

e−att−βdt ˜x→+∞
e−axx−β

a
·

De même, en transformant β en β−1, on a :

∫ +∞

x

e−att−β−1dt ˜x→+∞
1

a
e−axx−β−1.

Comme |Iβ+1(x)| �
∫ +∞

x

e−att−β−1dt, donc Iβ+1(x) =
x→+∞

o
(
e−axxβ

)
ie.

Iβ+1(x) =
x→+∞

o
(
gβ(x)

)
. On déduit alors de (3) que Iβ(x) ˜x→+∞

gβ(x)

α
·

Pour tout x � x0, (3) ⇒ Pβ(x) =
1

α
− β

αx
Pβ+1(x) car gβ(x) = xgβ+1(x).

Par récurrence, on a :

Pβ(x) =
1

α
− β

α2x
+ · · ·+ (−1)n−1 β(β + 1) · · · (β + n− 2)

αnxn−1
+ rn(x) où

rn(x) = (−1)n
β(β + 1) · · · (β + n− 1)

αnxn
Pβ+n(x)

Or Pβ+n(x) =
x→+∞

1

α
+ o(1) donc Pβ a un DAS et :

Pβ(x) ≈
1

α
+

∞∑
n=1

(−1)n

αn
β(β + 1) · · · (β + n− 1)x−n

Partie III

1. t �→ K(x, t)h(t)t−2 est continue sur [x0,+∞[ et |K(x, t)h(t)t−2| � AN(h)t−2

pour tout t � x0. D’où l’intégrabilité de t �→ K(x, t)h(t)t−2 sur [x0,+∞[.

2. ∀x � x0, |Th(x)| � AN(h)

∫ +∞

x

dt

t2
=

AN(h)

x
�

AN(h)

x0
·

D’où Th est bornée. Montrons que Th ∈ C.
Soit χ[x,+∞[ la fonction caractéristique de [x,+∞[.
Posons θx : t �→ K(x, t)h(t)t−2χ

[x,+∞[(t)
Considérons une suite (yn) de [x0,+∞[ qui converge vers x. Soit θn(t) = θyn

(t).
θn ∈ CM([x0,+∞[,C) et (θn) converge simplement vers θ sur [x0,+∞[.
∀t ∈ [x0,+∞[, ∀n ∈ N, |θn(t)| � AN(h)t−2χ

[x0,+∞[ = Ψ(t).
Comme Ψ ∈ L1([x0,+∞[,R+), on déduit du théorème de convergence dominée,

que :

∫

[x0,+∞[

θn −−−→
n→∞

∫

[x,+∞[

θ ie. Th(yn) −−−→
n→∞

Th(x).

De la caractérisation séquentielle de la continuité, on déduit que Th ∈ C.
3. La linéarité de T découle de celle de l’intégrale et la continuité de l’inégalité :

N(Th) �
A

x0
N(h). Donc T ∈ LC(B) et ‖T‖ �

A

x0
·
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D’où : αJβ(x) + βJβ−1(x) = fβ(x)− fβ(x0).

2. En opérant comme en II.1. on a :

a

∫ x

x0

eattβdt = eaxxβ − eax0xβ − β

∫ x

x0

eattβ−1dt.

eattβ−1 =
t→+∞

o
(
eattβ

)
et, par croissances comparées, eattβ−1 −−−−→

t→+∞
+∞ car

a > 0. La fonction positive t �→ eattβ n’est pas intégrable sur [x0,+∞[. On déduit
du théorème d’intégration des relations de comparaison que :∫ x

x0

eattβ−1dt =
x→+∞

o
(∫ x

x0

eattβdt
)
. Donc

∫ x

x0

eattβdt ˜x→+∞
1

a
eaxxβ .

De même, en transformant β en β − 1, on a :

∫ x

x0

eattβ−1dt ˜x→+∞
1

a
eaxxβ−1.

Comme |Jβ−1(x)| �
∫ x

x0

eattβ−1dt, donc Jβ−1(x) =
x→+∞

o
(
eaxxβ

)
ie.

Jβ−1(x) =
x→+∞

o
(
fβ(x)

)
. On déduit alors de l’égalité de II.1. que Jβ(x) ˜x→+∞

fβ(x)

α
·

3. La relation de II.1. implique : Qβ(x) =
1

α
− β

αx
Qβ−1(x) + C0e

−αxx−β où

C0 = −fβ(x0)

α
est une constante complexe.

De même, pour tout p ∈ N, il existe Cp ∈ C tel que :

Qβ−p(x) =
1

α
− β − p

αx
Qβ−p−1(x) + Cpe

−αxxp−β

Par une récurrence facile, on montre l’existence de C ′
n ∈ C tel que

Qβ(x) =
1

α
+

n−1∑
p=0

(−1)p
β(β − 1) · · · (β − p+ 1)

αp+1xp
+Rn(x) où

Rn(x) = (−1)n
β(β − 1) · · · (β − n+ 1)

αnxn
Qβ−n(x) + C ′

ne
−αxx−β .

Or Qβ−n(x) ˜x→+∞
1

α
et e−xx−β =

x→+∞
o
( 1

xn

)
, donc Qβ a un DAS dont les

coefficients sont ceux qui ont été demandés.

4. On a a = �e(α) = 0. Étendons la définition de Jβ et de fβ au cas où β � 0.

On a alors : αJβ(x) + βJβ−1(x) = fβ(x)− fβ(x0). (1)

∀x � x0, |βJβ−1(x)| �
∫ x

x0

βtβ−1dt = xβ − xβ
0 .

(1) ⇒ ∀x � x0, α|Jβ(x)| � xβ + xβ
0 + xβ − xβ

0 = 2xβ . Donc Jβ(x) =
x→+∞

O(xβ)

En changeant β en (β − 1), on a Jβ−1(x) =
x→+∞

O(xβ−1). D’où

Jβ−1(x) =
x→+∞

o
(
fβ(x)

)
et on déduit de (1) que Jβ(x) ˜x→+∞

1

α
fβ(x).

5. Par intégration par parties, on a :

α

∫ y

x

gβ = −
(
gβ(y)− gβ(x)

)
− β

∫ y

x

gβ+1 (2)

• Si a > 0, |gβ(t)| = t−βe−at =
t→+∞

o(t−2). Comme gβ ∈ C, gβ ∈ L1([x0,+∞[,C).

• Si a = 0, |gβ+1(t)| = t−β−1. Comme β + 1 > 1, la fonction gβ+1 est intégrable

sur [x0 +∞[. D’où

∫ y

x

gβ+1 −−−−→
y→+∞

∫ +∞

x

gβ+1 ∈ C.
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Comme |gβ(y)| = y−β −−−−→
y→+∞

0, α

∫ y

x

gβ −−−−→
y→+∞

gβ(x)− β

∫ +∞

x

gβ+1 ∈ C.

Donc Iβ(x) existe pour tout x � x0.

Par passage à la limite dans (2) quand y tend vers +∞, pour (α, β) ∈ Ω, on a :

αIβ(x) = gβ(x)− βIβ+1(x). (3)

6. En intégrant par parties, a

∫ +∞

x

e−att−βdt = e−axx−β − β

∫ +∞

x

e−att−β−1dt.

e−att−β−1 =
t→+∞

o
(
e−att−β

)
et, par croissances comparées, e−att−β =

t→+∞
o(t−2)

car a > 0. La fonction positive t �→ e−att−β est intégrable sur [x0,+∞[. On déduit
du théorème d’intégration des relations de comparaison que :∫ +∞

x

e−att−β−1dt =
x→+∞

o
(∫ x

x0

e−att−βdt
)
. Donc

∫ +∞

x

e−att−βdt ˜x→+∞
e−axx−β

a
·

De même, en transformant β en β−1, on a :

∫ +∞

x

e−att−β−1dt ˜x→+∞
1

a
e−axx−β−1.

Comme |Iβ+1(x)| �
∫ +∞

x

e−att−β−1dt, donc Iβ+1(x) =
x→+∞

o
(
e−axxβ

)
ie.

Iβ+1(x) =
x→+∞

o
(
gβ(x)

)
. On déduit alors de (3) que Iβ(x) ˜x→+∞

gβ(x)

α
·

Pour tout x � x0, (3) ⇒ Pβ(x) =
1

α
− β

αx
Pβ+1(x) car gβ(x) = xgβ+1(x).

Par récurrence, on a :

Pβ(x) =
1

α
− β

α2x
+ · · ·+ (−1)n−1 β(β + 1) · · · (β + n− 2)

αnxn−1
+ rn(x) où

rn(x) = (−1)n
β(β + 1) · · · (β + n− 1)

αnxn
Pβ+n(x)

Or Pβ+n(x) =
x→+∞

1

α
+ o(1) donc Pβ a un DAS et :

Pβ(x) ≈
1

α
+

∞∑
n=1

(−1)n

αn
β(β + 1) · · · (β + n− 1)x−n

Partie III

1. t �→ K(x, t)h(t)t−2 est continue sur [x0,+∞[ et |K(x, t)h(t)t−2| � AN(h)t−2

pour tout t � x0. D’où l’intégrabilité de t �→ K(x, t)h(t)t−2 sur [x0,+∞[.

2. ∀x � x0, |Th(x)| � AN(h)

∫ +∞

x

dt

t2
=

AN(h)

x
�

AN(h)

x0
·

D’où Th est bornée. Montrons que Th ∈ C.
Soit χ[x,+∞[ la fonction caractéristique de [x,+∞[.
Posons θx : t �→ K(x, t)h(t)t−2χ

[x,+∞[(t)
Considérons une suite (yn) de [x0,+∞[ qui converge vers x. Soit θn(t) = θyn

(t).
θn ∈ CM([x0,+∞[,C) et (θn) converge simplement vers θ sur [x0,+∞[.
∀t ∈ [x0,+∞[, ∀n ∈ N, |θn(t)| � AN(h)t−2χ

[x0,+∞[ = Ψ(t).
Comme Ψ ∈ L1([x0,+∞[,R+), on déduit du théorème de convergence dominée,

que :

∫

[x0,+∞[

θn −−−→
n→∞

∫

[x,+∞[

θ ie. Th(yn) −−−→
n→∞

Th(x).

De la caractérisation séquentielle de la continuité, on déduit que Th ∈ C.
3. La linéarité de T découle de celle de l’intégrale et la continuité de l’inégalité :

N(Th) �
A

x0
N(h). Donc T ∈ LC(B) et ‖T‖ �

A

x0
·

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és



302 INTÉGRATION SUR UN INTERVALLE

4. Par récurrence, on montre que : ∀n ∈ N∗, ∀x � x0, |Tnh(x)| � AnN(h)

n!xn
·

C’est fait pour n = 1. Si le résultat est prouvé pour n � 1, Tn+1h(x) = T
[
Tnh(x)

]

|Tn+1h(x)| =
∣∣∣
∫ +∞

x

K(x, t)
Tnh(t)

t2
dt
∣∣∣ � An+1N(h)

n!

∫ +∞

x

dt

tn+2
=

An+1N(h)

n!xn+1
·

D’où la conclusion par théorème de récurrence.

∀n ∈ N∗, N(Tnh) �
An

n!
· N(h)

xn
0

= δn.

δn est indépendant de x et
(∑

δn
)
n�0

converge et a pour somme N(h) exp
( A

x0

)
·

Donc la série
(∑

Tnh
)
n�0

converge normalement sur [x0,+∞[.

5. La convergence normale implique la convergence uniforme de
(∑

Tnh
)
n�0

. Soit

g =
∞∑

n=0

Tnh. Alors g ∈ B. Comme T est continue, on a : Tg =

∞∑
n=0

Tn+1h = g−h.

Pour prouver l’unicité, il suffit de prouver l’injectivité de (I − T ). Or si f ∈ B
est telle que Tf = f , alors Tnf = f pour tout n � 1. Comme

∑
Tnf converge,

Tnf −−−→
n→∞

0. Donc f = 0.

Partie IV

1. L(x, u) = e−2αuu−2β

∫ u

x

e2αtt2βdt = e−2αuu−2β

[∫ u

0

e2αtt2βdt−
∫ x

0

e2αtt2βdt

]
.

L est continue d’après les théorèmes sur les opérations sur les fonctions continues
et ceux sur les primitives de fonctions continues.

2. On a :
∣∣∣e2α(t−u)

( t

u

)2β∣∣∣ = f(t)

f(u)
où f(v) = e2avv2β .

De la croissance de f , on déduit que pour (t, u) ∈ ∆, x0 � t � u ⇒ f(t)

f(u)
� 1.

3. L(x, u) = L0(u)− e2α(x−u)
(x
u

)2β

L0(x).

La fonction (x, u) �→ e2α(x−u)
(x
u

)2β

est bornée sur ∆. Or L0(u) = Q2β(u), on

déduit de II.3. et II.4. que L0 est continue. D’où L est bornée sur ∆.

4. En utilisant la décomposition de IV.3. on a :∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du =

∫ +∞

x

L0(u)

un+2
du− L0(x)

∫ +∞

x

e2α(x−u)

un+2

(x
u

)2β

du.
∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du = Φ(x) − L0(x)

xn+2
P2β+n+2(x) avec les notations précédentes au

changement près de α en 2α.

Φ est de classe C1 et Φ′(x) = −L0(x)

xn+2
= −Q2β(x)

xn+2
·

Φ′ a un DAS si a > 0, d’après II.3. Le terme en
1

xn+2
assure que les deux premiers

coefficients du DAS de Φ′ sont nuls, donc, d’après I.6. Φ a un DAS.

Comme L0, P2β+n+2 et x �→ 1

xn+2
ont un DAS, il en est de même de la fonction

x �→ L0(x)

xn+2
P2β+n+2(x) et par suite, de la fonction x �→

∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du.

8. SÉRIES ENTIÈRES

Dans ce chapitre K désigne R ou C

I. Rayon de convergence

A. Définitions

1. Définition
Une série entière à variable réelle ou complexe est une série de fonctions∑

un où un : K → K, z �→ anz
n, an ∈ K. Une telle série est notée

∑
anz

n.

En tout point où elle converge, sa somme est : S : z �→
∞∑

n=0

anz
n.

2. Opérations

a. La somme des séries entières
∑

anz
n et

∑
bnz

n est la série entière
∑

(an+bn)z
n.

b. Le produit de la série entière
∑

anz
n par λ ∈ K est la série entière

∑
λanz

n.

c. Le produit des séries entières
∑

anz
n et

∑
bnz

n est la série entière
∑

cnz
n où

cn =

n∑
k=0

akbn−k =
∑

p+q=n

apbq.

d. Muni de ces lois, l’ensemble des séries entières est une K-algèbre commutative.

3. Rayon de convergence

3.1. Lemme d’Abel

Soit
∑

anz
n une série entière. On suppose qu’il existe z0 ∈C� tel que la

suite (anz
n
0 )n�0 soit bornée. Alors, pour tout z ∈C tel que |z| < |z0|, la

série numérique converge absolument (donc converge).

Démonstration

Soit M ∈R�+ majorant les |anzn0 |, n∈N. Pour z ∈C tel que |z| < |z0|,
|anzn| � |anzn0 | ·

∣∣∣ z
z0

∣∣∣
n

� M
∣∣∣ z
z0

∣∣∣
n

· Comme
∣∣∣ z
z0

∣∣∣ < 1, la série géométrique
∑∣∣∣ z

z0

∣∣∣
n

converge. D’où
∑

|anzn| converge.��

Si
∑

anz
n une série entière, on introduit les ensembles Ei, 1 � i � 5 définis par :

E1 = {z ∈C | (anzn)n�0 est bornée }, E2 = {z ∈C | anzn −−−→
n→∞

0 },

E3 = {z ∈C |
∑

anz
n converge}, E4 = {z ∈C |

∑
anz

n converge absolument},
E5 = {z ∈C |

∑
anz

n diverge}·
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4. Par récurrence, on montre que : ∀n ∈ N∗, ∀x � x0, |Tnh(x)| � AnN(h)

n!xn
·

C’est fait pour n = 1. Si le résultat est prouvé pour n � 1, Tn+1h(x) = T
[
Tnh(x)

]

|Tn+1h(x)| =
∣∣∣
∫ +∞

x

K(x, t)
Tnh(t)

t2
dt
∣∣∣ � An+1N(h)

n!

∫ +∞

x

dt

tn+2
=

An+1N(h)

n!xn+1
·

D’où la conclusion par théorème de récurrence.

∀n ∈ N∗, N(Tnh) �
An

n!
· N(h)

xn
0

= δn.

δn est indépendant de x et
(∑

δn
)
n�0

converge et a pour somme N(h) exp
( A

x0

)
·

Donc la série
(∑

Tnh
)
n�0

converge normalement sur [x0,+∞[.

5. La convergence normale implique la convergence uniforme de
(∑

Tnh
)
n�0

. Soit

g =
∞∑

n=0

Tnh. Alors g ∈ B. Comme T est continue, on a : Tg =

∞∑
n=0

Tn+1h = g−h.

Pour prouver l’unicité, il suffit de prouver l’injectivité de (I − T ). Or si f ∈ B
est telle que Tf = f , alors Tnf = f pour tout n � 1. Comme

∑
Tnf converge,

Tnf −−−→
n→∞

0. Donc f = 0.

Partie IV

1. L(x, u) = e−2αuu−2β

∫ u

x

e2αtt2βdt = e−2αuu−2β

[∫ u

0

e2αtt2βdt−
∫ x

0

e2αtt2βdt

]
.

L est continue d’après les théorèmes sur les opérations sur les fonctions continues
et ceux sur les primitives de fonctions continues.

2. On a :
∣∣∣e2α(t−u)

( t

u

)2β∣∣∣ = f(t)

f(u)
où f(v) = e2avv2β .

De la croissance de f , on déduit que pour (t, u) ∈ ∆, x0 � t � u ⇒ f(t)

f(u)
� 1.

3. L(x, u) = L0(u)− e2α(x−u)
(x
u

)2β

L0(x).

La fonction (x, u) �→ e2α(x−u)
(x
u

)2β

est bornée sur ∆. Or L0(u) = Q2β(u), on

déduit de II.3. et II.4. que L0 est continue. D’où L est bornée sur ∆.

4. En utilisant la décomposition de IV.3. on a :∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du =

∫ +∞

x

L0(u)

un+2
du− L0(x)

∫ +∞

x

e2α(x−u)

un+2

(x
u

)2β

du.
∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du = Φ(x) − L0(x)

xn+2
P2β+n+2(x) avec les notations précédentes au

changement près de α en 2α.

Φ est de classe C1 et Φ′(x) = −L0(x)

xn+2
= −Q2β(x)

xn+2
·

Φ′ a un DAS si a > 0, d’après II.3. Le terme en
1

xn+2
assure que les deux premiers

coefficients du DAS de Φ′ sont nuls, donc, d’après I.6. Φ a un DAS.

Comme L0, P2β+n+2 et x �→ 1

xn+2
ont un DAS, il en est de même de la fonction

x �→ L0(x)

xn+2
P2β+n+2(x) et par suite, de la fonction x �→

∫ +∞

x

L(x, u)

un+2
du.

8. SÉRIES ENTIÈRES

Dans ce chapitre K désigne R ou C

I. Rayon de convergence

A. Définitions

1. Définition
Une série entière à variable réelle ou complexe est une série de fonctions∑

un où un : K → K, z �→ anz
n, an ∈ K. Une telle série est notée

∑
anz

n.

En tout point où elle converge, sa somme est : S : z �→
∞∑

n=0

anz
n.

2. Opérations

a. La somme des séries entières
∑

anz
n et

∑
bnz

n est la série entière
∑

(an+bn)z
n.

b. Le produit de la série entière
∑

anz
n par λ ∈ K est la série entière

∑
λanz

n.

c. Le produit des séries entières
∑

anz
n et

∑
bnz

n est la série entière
∑

cnz
n où

cn =

n∑
k=0

akbn−k =
∑

p+q=n

apbq.

d. Muni de ces lois, l’ensemble des séries entières est une K-algèbre commutative.

3. Rayon de convergence

3.1. Lemme d’Abel

Soit
∑

anz
n une série entière. On suppose qu’il existe z0 ∈C� tel que la

suite (anz
n
0 )n�0 soit bornée. Alors, pour tout z ∈C tel que |z| < |z0|, la

série numérique converge absolument (donc converge).

Démonstration

Soit M ∈R�+ majorant les |anzn0 |, n∈N. Pour z ∈C tel que |z| < |z0|,
|anzn| � |anzn0 | ·

∣∣∣ z
z0

∣∣∣
n

� M
∣∣∣ z
z0

∣∣∣
n

· Comme
∣∣∣ z
z0

∣∣∣ < 1, la série géométrique
∑∣∣∣ z

z0

∣∣∣
n

converge. D’où
∑

|anzn| converge.��

Si
∑

anz
n une série entière, on introduit les ensembles Ei, 1 � i � 5 définis par :

E1 = {z ∈C | (anzn)n�0 est bornée }, E2 = {z ∈C | anzn −−−→
n→∞

0 },

E3 = {z ∈C |
∑

anz
n converge}, E4 = {z ∈C |

∑
anz

n converge absolument},
E5 = {z ∈C |

∑
anz

n diverge}·

8. Séries entières
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Pour 0 � i � 4, les ensembles Ei sont non vides puisqu’ils contiennent 0 ; on note
donc Ri l’élément de R défini par Ri = sup

z ∈Ei

|z|. En convenant que R5 = +∞ si

E5 est vide, on pose R5 = inf
z ∈E5

|z|.

Remarquons tout d’abord que E4 ⊂ E3 ⊂ E2 ⊂ E1 de telle sorte que
R4 � R3 � R2 � R1. Si R1 = 0, il vient R4 = R3 = R2 = R1 = 0 et R5 = 0.

On suppose dans ce qui suit que R1 > 0. Soit alors r∈ ]0, R1[. La suite (anr
n)n�0

est bornée et donc, d’après le lemme d’Abel, pour tout z ∈C tel que |z| < r, la
série

∑
anz

n converge absolument de telle sorte que R4 � r. Ceci ayant lieu pour
tout r < R1, on en déduit que R4 � R1 et finalement R1 = R2 = R3 = R4.
De plus la série

∑
anr

n convergeant absolument, r /∈ E5 de sorte que r � R5.
Ceci ayant lieu pour tout r < R1, on conclut que 0 < R1 � R5. Soit maintenant
ρ∈[0, R5[ ; par définition de E5, le nombre ρ appartient à E4 et donc ρ � R4. Ceci
étant valable pour tout ρ∈[0, R5[, on en déduit que R5 � R4 = R1 ce qui met fin
à la preuve de l’assertion annoncée. Finalement : R1 = R2 = R3 = R4 = R5.

3.2. Théorème et définition
Avec les notations précédentes, on appelle rayon de convergence de la série
entière

∑
anz

n l’élément R∈[0,+∞] tel que R= R1 = R2 = R3 = R4 =R5.

3.3. Définitions
Pour une série entière

∑
anz

n de rayon de convergence R > 0, on appelle
disque ouvert (resp. intervalle ouvert) de convergence, {z ∈C| |z| < R} (resp.
]−R,R[.

B. Détermination du rayon

1. Théorème 1 (règle de d’Alembert)

Soit
∑

anz
n une série entière telle qu’à partir d’un certain rang an �= 0. S’il

existe � ∈ R+ ∪ {+∞}, tel que
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ −−−−−→
n→+∞

�, alors R =
1

�
·

(avec la convention
1

0
= +∞ et

1

+∞
= 0.)

Démonstration

Appliquons la règle de d’Alembert à la série à termes positifs
∑

|anzn| si z �= 0.

Comme il existe N ∈ N, tel que an �= 0 si n � N , on a :
∣∣∣an+1z

n+1

anzn

∣∣∣ −−−→
n→∞

�|z|.
∑

|anzn| converge si �|z| < 1 et diverge si �|z| > 1. D’où la conclusion par
application de (i) de I.A.3.2.��

2. Théorème 2
Si

∑
anz

n et
∑

bnz
n sont deux séries entières de rayons de convergence

respectifs Ra et Rb.

(i)
(
∃N ∈ N, ∀n � N, |an| � |bn|

)
⇒ (Ra � Rb).

(ii)
(
∃α ∈ R, an =

n→∞
O(nαbn)

)
⇒ (Ra � Rb).

(iii)
(
∃α ∈ R, an ñ→∞nαbn

)
⇒ (Ra = Rb).
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Démonstration

(i) ∃N ∈ N, ∀n � N, ∀z ∈ C, |anzn| � |bnzn|.
Si |z| < Rb,

∑
bnz

n converge absolument, donc
∑

anz
n aussi ; d’où Ra � Rb.

(ii) (cf. hypothèse) ∃A ∈ R+, ∀n ∈ N, |an| � Anα|bn|.
Si |z| < Rb, il existe r ∈]|z|, Rb[. Donc

∑
|bn|rn converge ; d’où (|bn|rn) est bornée.

|anzn| � A|bn|rnnα
( |z|

r

)n

⇒ anz
n =

n→∞
O
(
nα

( |z|
r

)n)
.

Or
∑

nα
( |z|

r

)n

converge d’après la règle de d’Alembert des séries à termes

positifs, car 0 �
|z|
r

< 1, donc
∑

anz
n converge, d’où Ra � Rb.

(iii) Application de (ii) car ∃N ∈ N, ∀n � N,
1

2
nα|bn| � |an| �

3

2
nα|bn|.��

3. Exemples

a) Déterminer les rayons de convergence des séries entières
∑

anz
n

(i) an =
(n− 1

n

)n2

· (ii) an =
n!

22n
√
(2n)!

· (iii) an =
( n∑
k=1

k−α
)−1

.

(iv) an est le nombre de diviseurs de n. (v) an est la nième décimale de π.

(vi) an =
cos(nθ)

nα
, (θ, α) ∈ R2.

b) Comparer les rayons de convergence Ra, Rb, Rc des séries entières
∑

anz
n,∑

bnz
n et

∑
cnz

n où cn = anbn. Cas particulier où an = bn.

Solution

a) (i) On a facilement an ñ→∞ e−n.e−1/2. Or la série géométrique
∑

(e−1z)n

converge si et seulement si |z| < e, donc R = e cf. théorème I.B.2. de ce chapitre.

(ii) En utilisant le théorème I.B.1. ou la formule de Stirling et le théorème I.B.2.
de ce chapitre, on trouve R = 8.

(iii) Le théorème I.B.1. permet de conclure que R = 1. En effet an = S−1
n où

Sn =

n∑
k=1

k−α ; dn =
Sn+1

Sn
= 1 +

1

(n+ 1)αSn
· Si α > 1, Sn −−−→

n→∞
ζ(α) ∈ R ; si

α ∈ [0, 1], Sn −−−→
n→∞

+∞ ; enfin si α < 0, Sn �
n

nα
· Dans tous les cas, dn −−−→

n→∞
1·

(iv) 1 � an � n ; d’où R = 1 par application du théorème 2. précédent, deux fois.

(v) 0 � an � 9 ; d’où R � 1 par application du théorème 2. précédent et R � 1
car

∑
an diverge grossièrement en tant que série d’entiers naturels non tous nuls

à partir d’un certain rang.

(vi) Par une application double du théorème 2. précédent, on obtient que R est le
rayon de convergence de

∑
cos(nθ)zn. Comme | cos(nθ)| � 1, R � 1. D’autre part,

comme
∑

cos(nθ) diverge grossièrement, R � 1, d’où R = 1.

cos(nθ) ne tend pas vers 0 car sinon, puisque cos(2nθ) = 2 cos2(nθ) − 1, on
aboutirait à une absurdité par passage à la limite.

b) Si 0 < r < Ra et 0 < r′ < Rb les suites (anr
n) et (bnr

′n) sont bornées, donc
(anr

nbnr
′n) = (anbn(rr

′)n) est bornée. Donc cf. I.A.3.1. on a Rc � rr′. Donc
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Pour 0 � i � 4, les ensembles Ei sont non vides puisqu’ils contiennent 0 ; on note
donc Ri l’élément de R défini par Ri = sup

z ∈Ei

|z|. En convenant que R5 = +∞ si

E5 est vide, on pose R5 = inf
z ∈E5

|z|.

Remarquons tout d’abord que E4 ⊂ E3 ⊂ E2 ⊂ E1 de telle sorte que
R4 � R3 � R2 � R1. Si R1 = 0, il vient R4 = R3 = R2 = R1 = 0 et R5 = 0.

On suppose dans ce qui suit que R1 > 0. Soit alors r∈ ]0, R1[. La suite (anr
n)n�0

est bornée et donc, d’après le lemme d’Abel, pour tout z ∈C tel que |z| < r, la
série

∑
anz

n converge absolument de telle sorte que R4 � r. Ceci ayant lieu pour
tout r < R1, on en déduit que R4 � R1 et finalement R1 = R2 = R3 = R4.
De plus la série

∑
anr

n convergeant absolument, r /∈ E5 de sorte que r � R5.
Ceci ayant lieu pour tout r < R1, on conclut que 0 < R1 � R5. Soit maintenant
ρ∈[0, R5[ ; par définition de E5, le nombre ρ appartient à E4 et donc ρ � R4. Ceci
étant valable pour tout ρ∈[0, R5[, on en déduit que R5 � R4 = R1 ce qui met fin
à la preuve de l’assertion annoncée. Finalement : R1 = R2 = R3 = R4 = R5.

3.2. Théorème et définition
Avec les notations précédentes, on appelle rayon de convergence de la série
entière

∑
anz

n l’élément R∈[0,+∞] tel que R= R1 = R2 = R3 = R4 =R5.

3.3. Définitions
Pour une série entière

∑
anz

n de rayon de convergence R > 0, on appelle
disque ouvert (resp. intervalle ouvert) de convergence, {z ∈C| |z| < R} (resp.
]−R,R[.

B. Détermination du rayon

1. Théorème 1 (règle de d’Alembert)

Soit
∑

anz
n une série entière telle qu’à partir d’un certain rang an �= 0. S’il

existe � ∈ R+ ∪ {+∞}, tel que
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ −−−−−→
n→+∞

�, alors R =
1

�
·

(avec la convention
1

0
= +∞ et

1

+∞
= 0.)

Démonstration

Appliquons la règle de d’Alembert à la série à termes positifs
∑

|anzn| si z �= 0.

Comme il existe N ∈ N, tel que an �= 0 si n � N , on a :
∣∣∣an+1z

n+1

anzn

∣∣∣ −−−→
n→∞

�|z|.
∑

|anzn| converge si �|z| < 1 et diverge si �|z| > 1. D’où la conclusion par
application de (i) de I.A.3.2.��

2. Théorème 2
Si

∑
anz

n et
∑

bnz
n sont deux séries entières de rayons de convergence

respectifs Ra et Rb.

(i)
(
∃N ∈ N, ∀n � N, |an| � |bn|

)
⇒ (Ra � Rb).

(ii)
(
∃α ∈ R, an =

n→∞
O(nαbn)

)
⇒ (Ra � Rb).

(iii)
(
∃α ∈ R, an ñ→∞nαbn

)
⇒ (Ra = Rb).
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Démonstration

(i) ∃N ∈ N, ∀n � N, ∀z ∈ C, |anzn| � |bnzn|.
Si |z| < Rb,

∑
bnz

n converge absolument, donc
∑

anz
n aussi ; d’où Ra � Rb.

(ii) (cf. hypothèse) ∃A ∈ R+, ∀n ∈ N, |an| � Anα|bn|.
Si |z| < Rb, il existe r ∈]|z|, Rb[. Donc

∑
|bn|rn converge ; d’où (|bn|rn) est bornée.

|anzn| � A|bn|rnnα
( |z|

r

)n

⇒ anz
n =

n→∞
O
(
nα

( |z|
r

)n)
.

Or
∑

nα
( |z|

r

)n

converge d’après la règle de d’Alembert des séries à termes

positifs, car 0 �
|z|
r

< 1, donc
∑

anz
n converge, d’où Ra � Rb.

(iii) Application de (ii) car ∃N ∈ N, ∀n � N,
1

2
nα|bn| � |an| �

3

2
nα|bn|.��

3. Exemples

a) Déterminer les rayons de convergence des séries entières
∑

anz
n

(i) an =
(n− 1

n

)n2

· (ii) an =
n!

22n
√

(2n)!
· (iii) an =

( n∑
k=1

k−α
)−1

.

(iv) an est le nombre de diviseurs de n. (v) an est la nième décimale de π.

(vi) an =
cos(nθ)

nα
, (θ, α) ∈ R2.

b) Comparer les rayons de convergence Ra, Rb, Rc des séries entières
∑

anz
n,∑

bnz
n et

∑
cnz

n où cn = anbn. Cas particulier où an = bn.

Solution

a) (i) On a facilement an ñ→∞ e−n.e−1/2. Or la série géométrique
∑

(e−1z)n

converge si et seulement si |z| < e, donc R = e cf. théorème I.B.2. de ce chapitre.

(ii) En utilisant le théorème I.B.1. ou la formule de Stirling et le théorème I.B.2.
de ce chapitre, on trouve R = 8.

(iii) Le théorème I.B.1. permet de conclure que R = 1. En effet an = S−1
n où

Sn =

n∑
k=1

k−α ; dn =
Sn+1

Sn
= 1 +

1

(n+ 1)αSn
· Si α > 1, Sn −−−→

n→∞
ζ(α) ∈ R ; si

α ∈ [0, 1], Sn −−−→
n→∞

+∞ ; enfin si α < 0, Sn �
n

nα
· Dans tous les cas, dn −−−→

n→∞
1·

(iv) 1 � an � n ; d’où R = 1 par application du théorème 2. précédent, deux fois.

(v) 0 � an � 9 ; d’où R � 1 par application du théorème 2. précédent et R � 1
car

∑
an diverge grossièrement en tant que série d’entiers naturels non tous nuls

à partir d’un certain rang.

(vi) Par une application double du théorème 2. précédent, on obtient que R est le
rayon de convergence de

∑
cos(nθ)zn. Comme | cos(nθ)| � 1, R � 1. D’autre part,

comme
∑

cos(nθ) diverge grossièrement, R � 1, d’où R = 1.

cos(nθ) ne tend pas vers 0 car sinon, puisque cos(2nθ) = 2 cos2(nθ) − 1, on
aboutirait à une absurdité par passage à la limite.

b) Si 0 < r < Ra et 0 < r′ < Rb les suites (anr
n) et (bnr

′n) sont bornées, donc
(anr

nbnr
′n) = (anbn(rr

′)n) est bornée. Donc cf. I.A.3.1. on a Rc � rr′. Donc
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Rc � RaRb. Si an = bn, la suite (anr
n) est bornée si et seulement si la suite

(a2nr
2n) est bornée. Donc Rc = R2

a.��

4. Opérations et rayon

4.1. Théorème

Si
∑

anz
n et

∑
bnz

n sont deux séries entières de rayons de convergence
respectifs Ra et Rb.

(i) Si R est le rayon de convergence de la série somme, R � min(Ra, Rb).
Si Ra �= Rb, R = min(Ra, Rb).

(ii) Si R′ est le rayon de convergence de la série produit, R′ � min(Ra, Rb).

(iii) Si ρ est le rayon de convergence de la série
∑

λan, ρ = Ra si λ �= 0.

Démonstration

(i) Si |z| < min(Ra, Rb),
∑

(an + bn)z
n converge absolument d’après le théorème

sur la somme de séries absolument convergentes. Donc R � min(Ra, Rb).

Si Ra < Rb, pour z tel que Ra < |z| < Rb,
∑

(an + bn)z
n diverge en tant que

somme d’une série convergente et d’une série divergente. Donc R = min(Ra, Rb).

(ii) Raisonnement analogue en utilisant le théorème sur le produit de séries
absolument convergentes.��

4.2. Remarques

a) Si Ra = Rb, on peut avoir R > Ra. Soit en effet, an = 1 et bn = −1, alors
Ra = Rb = 1 car |an| = |bn| = 1 et

∑
zn est de rayon 1, alors que R = +∞.

b) Cas particulier : si Ra = Rb et si les séries sont disjointes, ie. pour tout
n ∈ N, an.bn = 0, alors R = Ra. C’est le cas si les séries

∑
a2p+1x

2p+1 et
∑

a2px
2p

ont même rayon de convergence.

Pour tout n∈N, |an| � |an|+ |bn| = |an + bn| ⇒ Ra � R. D’où R = Ra.

4.3. Exemple

∀k ∈ N, ∀z ∈ C, |z| < 1 ⇒ 1

(1− z)k+1
=

∞∑
n=0

(
n+ k
n

)
zn ; R = 1.

Solution

Par récurrence sur k. Le résultat est bien connu si k = 0 cf. séries géométriques.

Soit k ∈ N, supposons le résultat vrai à l’ordre k. De la définition de la série entière
produit, et du théorème précédent, on déduit que R � 1 et pour tout z ∈ C, |z| < 1,

1

(1− z)k+2
=

( ∞∑
n=0

zn
)( ∞∑

n=0

(
n+ k
n

)
zn

)
=

∞∑
n=0

αnz
n où αn =

n∑
p=0

(
p+ k
p

)
.

Or

(
p+ k
p

)
=

(
p+ k + 1

p

)
−
(
p+ k
p− 1

)
si p � 1 ; donc αn =

(
n+ k + 1

n

)

par télescopage. D’où le résultat par théorème de récurrence.��
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II. Propriétés de la somme

A. Continuité

1. Théorème 1
Une série entière est normalement donc uniformément convergente sur tout
compact inclus dans le disque ouvert de convergence.

Démonstration

Soit r < R. Pour tout z tel que |z| � r, |anzn| � |an|rn = λn .

λn est indépendant de z et
∑

λn converge ; donc
∑

anz
n converge normalement

sur le disque fermé de centre 0 et de rayon r, a fortiori sur tout compact inclus
dans DR. En effet, un compact de K est un fermé et borné de K ; il est contenu
dans un disque fermé de centre 0 et de rayon r.��
2. Théorème 2

La somme d’une série entière de rayon R > 0 est continue sur le disque
ouvert de convergence.

Démonstration

Conséquence du théorème de continuité des sommes des séries de fonctions.��
3. Remarques

a. Une série entière de rayon R > 0 ne converge en général pas uniformément sur
son disque ouvert de convergence.

Soit par exemple
∑

xn, on a R = 1 et S(x) =
1

1− x
si x ∈]− 1, 1[.

∀x ∈ ]− 1, 1[, |S(x)− Sn(x)| =
|x|n+1

1− x
⇒ sup

x∈]−1,1[

|S(x)− Sn(x)| = +∞.

b. Si
∑

|an|Rn converge, la série entière
∑

anz
n converge normalement sur le

disque fermé de centre 0 et de rayon R et sa somme y est continue. En effet, pour
z dans ce disque, |anzn| � |an|Rn.

3. Théorème d’Abel radial

Si
∑

anx
n a pour rayon de convergence R∈R�+ et si

∑
anR

n converge,

alors

∞∑
n=0

anx
n −−−−→

x→R−

∞∑
n=0

anR
n.

Démonstration non exigible. Un résultat plus général fait l’objet de l’exercice 22.

B. Intégration

Dans ce paragraphe an ∈ K et x ∈ R.

1. Théorème et définition
Soit

∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R > 0.

(i) ∀x ∈ ]−R,R[ ,

∫ x

0

( ∞∑
n=0

ant
n
)
dt =

∞∑
n=0

∫ x

0

ant
ndt =

∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
·

(ii) La série entière
∑

an
xn+1

n+ 1
est dite déduite de

∑
anx

n par intégration

terme à terme et a pour rayon de convergence R.
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Rc � RaRb. Si an = bn, la suite (anr
n) est bornée si et seulement si la suite

(a2nr
2n) est bornée. Donc Rc = R2

a.��

4. Opérations et rayon

4.1. Théorème

Si
∑

anz
n et

∑
bnz

n sont deux séries entières de rayons de convergence
respectifs Ra et Rb.

(i) Si R est le rayon de convergence de la série somme, R � min(Ra, Rb).
Si Ra �= Rb, R = min(Ra, Rb).

(ii) Si R′ est le rayon de convergence de la série produit, R′ � min(Ra, Rb).

(iii) Si ρ est le rayon de convergence de la série
∑

λan, ρ = Ra si λ �= 0.

Démonstration

(i) Si |z| < min(Ra, Rb),
∑

(an + bn)z
n converge absolument d’après le théorème

sur la somme de séries absolument convergentes. Donc R � min(Ra, Rb).

Si Ra < Rb, pour z tel que Ra < |z| < Rb,
∑

(an + bn)z
n diverge en tant que

somme d’une série convergente et d’une série divergente. Donc R = min(Ra, Rb).

(ii) Raisonnement analogue en utilisant le théorème sur le produit de séries
absolument convergentes.��

4.2. Remarques

a) Si Ra = Rb, on peut avoir R > Ra. Soit en effet, an = 1 et bn = −1, alors
Ra = Rb = 1 car |an| = |bn| = 1 et

∑
zn est de rayon 1, alors que R = +∞.

b) Cas particulier : si Ra = Rb et si les séries sont disjointes, ie. pour tout
n ∈ N, an.bn = 0, alors R = Ra. C’est le cas si les séries

∑
a2p+1x

2p+1 et
∑

a2px
2p

ont même rayon de convergence.

Pour tout n∈N, |an| � |an|+ |bn| = |an + bn| ⇒ Ra � R. D’où R = Ra.

4.3. Exemple

∀k ∈ N, ∀z ∈ C, |z| < 1 ⇒ 1

(1− z)k+1
=

∞∑
n=0

(
n+ k
n

)
zn ; R = 1.

Solution

Par récurrence sur k. Le résultat est bien connu si k = 0 cf. séries géométriques.

Soit k ∈ N, supposons le résultat vrai à l’ordre k. De la définition de la série entière
produit, et du théorème précédent, on déduit que R � 1 et pour tout z ∈ C, |z| < 1,

1

(1− z)k+2
=

( ∞∑
n=0

zn
)( ∞∑

n=0

(
n+ k
n

)
zn

)
=

∞∑
n=0

αnz
n où αn =

n∑
p=0

(
p+ k
p

)
.

Or

(
p+ k
p

)
=

(
p+ k + 1

p

)
−
(
p+ k
p− 1

)
si p � 1 ; donc αn =

(
n+ k + 1

n

)

par télescopage. D’où le résultat par théorème de récurrence.��
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II. Propriétés de la somme

A. Continuité

1. Théorème 1
Une série entière est normalement donc uniformément convergente sur tout
compact inclus dans le disque ouvert de convergence.

Démonstration

Soit r < R. Pour tout z tel que |z| � r, |anzn| � |an|rn = λn .

λn est indépendant de z et
∑

λn converge ; donc
∑

anz
n converge normalement

sur le disque fermé de centre 0 et de rayon r, a fortiori sur tout compact inclus
dans DR. En effet, un compact de K est un fermé et borné de K ; il est contenu
dans un disque fermé de centre 0 et de rayon r.��
2. Théorème 2

La somme d’une série entière de rayon R > 0 est continue sur le disque
ouvert de convergence.

Démonstration

Conséquence du théorème de continuité des sommes des séries de fonctions.��
3. Remarques

a. Une série entière de rayon R > 0 ne converge en général pas uniformément sur
son disque ouvert de convergence.

Soit par exemple
∑

xn, on a R = 1 et S(x) =
1

1− x
si x ∈]− 1, 1[.

∀x ∈ ]− 1, 1[, |S(x)− Sn(x)| =
|x|n+1

1− x
⇒ sup

x∈]−1,1[

|S(x)− Sn(x)| = +∞.

b. Si
∑

|an|Rn converge, la série entière
∑

anz
n converge normalement sur le

disque fermé de centre 0 et de rayon R et sa somme y est continue. En effet, pour
z dans ce disque, |anzn| � |an|Rn.

3. Théorème d’Abel radial

Si
∑

anx
n a pour rayon de convergence R∈R�+ et si

∑
anR

n converge,

alors

∞∑
n=0

anx
n −−−−→

x→R−

∞∑
n=0

anR
n.

Démonstration non exigible. Un résultat plus général fait l’objet de l’exercice 22.

B. Intégration

Dans ce paragraphe an ∈ K et x ∈ R.

1. Théorème et définition
Soit

∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R > 0.

(i) ∀x ∈ ]−R,R[ ,
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0

( ∞∑
n=0

ant
n
)
dt =

∞∑
n=0

∫ x

0

ant
ndt =

∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
·

(ii) La série entière
∑

an
xn+1

n+ 1
est dite déduite de

∑
anx

n par intégration

terme à terme et a pour rayon de convergence R.
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Démonstration

(i) Conséquence de la convergence normale de la série de fonctions t �→ ant
n sur

[0, x] ⊂ ]−R,R[ et du théorème d’intégration des séries de fonctions continues sur
un segment.

(ii) Application du théorème I.B.2. avec bn =
an

n+ 1 ñ→∞n−1an.��

2. Remarque

Les séries entières
∑

an
xn+1

n+ 1
et

∑
anx

n ont même intervalle ouvert de conver-

gence mais peuvent avoir des comportements différents aux bornes de cet intervalle.

Par exemple
∑ xn

n+ 1
diverge, alors que

∑ xn+1

(n+ 1)2
converge si x = 1.

3. Exemples

a. ∀x ∈ ]− 1, 1[ , ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
xn ; R = 1.

b. ∀x ∈ ]− 1, 1[ , arctan(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 ; R = 1.

Il suffit d’appliquer le théorème précédent. Dans le cas a.
∑

(−1)nxn est une série

géométrique de somme sur ]− 1, 1[ la fonction x �→ 1

1 + x

d’où : ∀x ∈ ]− 1, 1[ , ln(1 + x) =

∫ x

0

dt

1 + t
=

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
xn+1 =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn.

Dans le cas b), on trouve le résultat en partant de :

∀x ∈ ]− 1, 1[ ,
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n.

c. En déduire que f(x) =
∞∑

n=0

xn

2n+ 1
est définie si x ∈ ]− 1, 1[, f(0) = 1,

f(x) =
1√
|x|

arctan
√

|x| si x ∈ ]− 1, 0[ et f(x) =
1

2
√
x
ln
(1 +√

x

1−
√
x

)
si x ∈ ]0, 1[.

C. Dérivabilité

Dans ce paragraphe an ∈ K et x ∈ R

1. Définition
Soit

∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R > 0.

(i) Sa série dérivée première est
(∑

(n+1)an+1x
n
)
n�0

=
(∑

nanx
n−1

)
n�1

(ii) Sa série dérivée p-ième est :(∑ (n+ p)!

n!
an+px

n
)
n�0

=
(∑

n(n− 1) . . . (n− p+ 1)anx
n−p

)
n�p

.

2. Théorème 1
Si

∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R > 0, il en est de
même de toutes ses séries dérivées.
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Démonstration∑
anx

n se déduit de
∑

nanx
n−1 par intégration terme à terme. Il suffit d’appliquer

le théorème II.B.1.��

3. Théorème 2
Si

∑
anx

n est une série entière de rayon de convergence R > 0 et de somme
S, S est de classe C∞ sur ]−R,R[ et pour tout p ∈ N et tout x ∈ ]−R,R[,

S(p)(x) =

∞∑
n=0

(n+ p)!

n!
an+px

n =

∞∑
n=0

dp

dxp
(anx

n). Donc an =
S(n)(0)

n!
·

Démonstration

Par récurrence à partir du théorème précédent.��

4. Théorème 3
Soient

∑
anx

n et
∑

bnx
n deux séries entières de rayons de convergence

respectifs non nuls R,R′. Supposons 0 < R < R′ et

∀x ∈ ]−R,R[ ,

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

bnx
n. Alors, pour tout n ∈ N, an = bn.

Démonstration

∀x ∈ ]−R,R[ ,
∞∑

n=0

(an − bn)x
n = f(x) = 0 ⇒

(
∀n ∈ N, an − bn =

f (n)(0)

n!
= 0

)
.��

III. Fonctions développables en série entière

A. Définitions

1. Définition
f : K → K définie au voisinage de 0 est dite développable en série entière en
0 − on dit f a un DSE en 0 − s’il existe une série entière

∑
anz

n de rayon
de convergence R �= 0 et une boule ouverte V de centre 0 tel que :

∀z ∈ V, f(z) =

∞∑
n=0

anz
n.

2. Définition
f : K → K définie au voisinage de z0 est dite développable en série entière
en z0 si g : z �→ f(z0 + z) est développable en série entière en 0.

Exemple

f : z �→ 1

1− z
est développable en série entière en 0 car, pour tout nombre

complexe z tel que |z| < 1, f(z) =
∞∑

n=0

zn.

3. Remarques

a) Compte tenu de la définition 2. on se limitera dans la suite de ce chapitre à
l’étude des fonctions développables en série entière en 0.

b) L’ensemble des fonctions de K dans K développables en série entière en 0 est
une sous-algèbre de l’algèbre des fonctions de K dans K définies au voisinage de 0.
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géométrique de somme sur ]− 1, 1[ la fonction x �→ 1

1 + x
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B. Séries de Taylor

1. Définition
Soit f : R → C de classe C∞ au voisinage de 0. On appelle série de Taylor

de f en 0, la série entière
∑ f (n)(0)

n!
xn.

De II.C.3. on déduit :

2. Théorème
Si f : R → C a un DSE en 0, elle est de classe C∞ au voisinage de 0, son
DSE est unique. C’est la série de Taylor de f en 0.

3. Exemple de fonction non développable en série entière

Soit f : R → R définie par f(0) = 0 et f(x) = exp
(
− 1

x2

)
si x �= 0. Nous avons

montré dans le chapitre 6 que f ∈ C∞(R,R) et f (n)(0) = 0 pour n ∈ N. La série
de Taylor de f en 0 est la série nulle, donc il n’existe aucun intervalle ouvert de

centre 0 où f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn puisque f ne s’annule qu’en 0.

4. Propriété

Si une fonction f a un DSE en 0,
∑

anz
n, elle est paire (resp. impaire) si,

et seulement si, pour tout n ∈ N, a2n+1 = 0 (resp. a2n = 0).

Démonstration

Immédiate, compte tenu du fait que an =
f (n)(0)

n!
et que si par exemple f est

paire, f (2n+1)est impaire pour tout n ∈ N.��

5. Théorème (une condition nécessaire et suffisante)

f : R → K de classe C∞ au voisinage de 0 est DSE en 0 si, et seulement si,
il existe α ∈ R∗

+ tel que :

∀x ∈ ]− α, α[ ,

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt −−−→

n→∞
0.

Démonstration

Si f est de classe C∞ au voisinage de 0. Il existe α > 0 tel que

∀x ∈]− α, α[, ∀n ∈ N, f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt,

d’après le théorème de Taylor-Laplace. D’où le résultat.��

C. Développements classiques

1. Fonction : t �→ (1+ t)α

1.1. Théorème
t �→ (1 + t)α est développable en série entière en 0.

∀t ∈ ]− 1, 1[, (1 + t)α = 1 +

∞∑
n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
tn.
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Démonstration

Soit fα : t �→ (1 + t)α. fα ∈ C∞(]− 1,+∞[,R).
Si α ∈ N, il n’y a rien à prouver, c’est le binôme de Newton.

Sinon fα est l’unique solution sur ]− 1, 1[ de l’équation différentielle (E) :

(1 + t)y′ − αy = 0 qui prend la valeur 1 en 0.

En effet : ∀t ∈ ]− 1, 1[ , (1 + t)y′ − αy = 0 ⇐⇒ d

dt

(
f−α.y

)
(t) = 0.

Donc : ∃C ∈ R, ∀t ∈ ]− 1, 1[ , y(t) = C.fα(t) ; y(0) = 1 ⇐⇒ C = 1.

Cherchons les solutions de (E) DSE en 0.

S’il existe g : t �→
∞∑

n=0

ant
n, t ∈ ] − R,R[ , R > 0, alors g ∈ C∞(] − R,R[,R) et

g′(t) =

∞∑
n=1

nant
n−1 et

∞∑
n=1

(
nan − (α− n+ 1)an−1

)
tn−1 = 0 .

De l’unicité des coefficients du DSE, on déduit : ∀n � 1, nan−(α−n+1)an−1 = 0.

Donc : ∀n ∈ N∗, an =
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
a0 et R = 1 si a0 �= 0, car dans ce

cas, les an sont tous non nuls puisque α �∈ N et
an+1

an
−−−→
n→∞

1. Comme g(0) = a0,

t �→ 1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
tn est la seule solution de (E) sur ] − 1, 1[

DSE en 0 et prenant la valeur 1 en 0. Comme une équation différentielle linéaire
du premier ordre à coefficients fonctions continues sur un intervalle de R où le
coefficient de y′ ne s’annule pas n’a qu’une solution qui prend une valeur donnée
en un point de cet intervalle, le résultat est prouvé.��

1.2. Application

Déterminons le DSE en 0 de la fonction arcsin

∀x ∈ ]− 1, 1[ , (arcsin)′(x) = (1− x2)−1/2 = 1 +

∞∑
n=1

1.3.5 . . . (2n− 1)

2.4.6 . . . (2n)
x2n.

Du théorème d’intégration des séries entières, on déduit :

∀x ∈ ]− 1, 1[ , arcsin(x) =
∞∑

n=0

(2n)!

(2nn!)2(2n+ 1)
x2n+1.

2. Fonction rationnelle

2.1. Théorème
Toute fonction rationnelle f non nulle, n’admettant pas 0 pour pôle a un
DSE en 0. La série entière dont f est la somme a pour rayon de convergence
le plus petit module des pôles dans C.

Démonstration

Soit f =
P

Q
∈ K(X) fraction rationnelle irréductible dont les pôles distincts dans

C∗ sont (zj)1�j�k où |z1| � |z2| � . . . � |zk|, F (X) = E(X)+

k∑
j=1

( nj∑
r=1

αj,r

(X − zj)r

)
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1. Définition
Soit f : R → C de classe C∞ au voisinage de 0. On appelle série de Taylor
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∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn puisque f ne s’annule qu’en 0.

4. Propriété
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2.1. Théorème
Toute fonction rationnelle f non nulle, n’admettant pas 0 pour pôle a un
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où E ∈ K[X] et αj,r ∈ C. Du DSE de z �→ 1

(1− z)p
vu précédemment, on déduit

que : ∀p ∈ N∗, ∀z ∈ C, |z| < |a|, 1

(z − a)p
=

∞∑
n=0

(
n+ p− 1

n

)
(−1)p

an+p
zn.

Des théorèmes sur les opérations sur les séries entières, on déduit que le rayon de
convergence de la série entière de somme S obtenue est R � |z1| = min

1�i�k
(Ri). Si

R > |z1|, la fonction S est continue en z1 ∈ DR, ce qui est absurde puisque |f | n’a
pas une limite finie en z1. Donc R � |z1| et par suite R = |z1|.��

2.2. Exemple

DSE en 0 de fα : x �→ arctan
(1 + x

1− x
tan

(α
2

))
, α ∈ ]0, π[.

On a déjà fα ∈C∞(R \ {1},R).

f ′
α(x) =

sinα

x2 − 2x cosα+ 1
=

1

2i

[ 1

x− eiα
− 1

x− e−iα

]
=

1

2i

[ eiα

1− xeiα
− e−iα

1− xe−iα

]

∀x ∈ ]−1, 1[ , f ′
α(x) =

1

2i

( ∞∑
n=0

ei(n+1)αxn−
∞∑

n=0

e−i(n+1)αxn
)
=

∞∑
n=0

xn sin(n+1)α.

D’où par théorème d’intégration des séries entières,

∀x ∈ ]− 1, 1[, fα(x) =
α

2
+

∞∑
n=1

sin(nα)

n
xn.

EXERCICES

1. Déterminer les rayons de convergence des séries entières
∑

anz
n :

a. an =
ch(n)

sh2(n)
, b. an = arccos

(
1− 1

n2

)
c. an =

(
1 + ne−n

)n2+1 − 1,

d. an = arcsin
( n+ 1

1 + n
√
2

)
− π

4
, e. an =

1

sin
(
nπ

√
3
) ,

f. an =
na(na+ 1) · · · (na+ n− 1)

n!
, a > 0.

On montrera que : x− x2

2
� ln(1 + x) � x si x � 0.

2. Soit
∑

an une série divergente à termes strictement positifs. On note :

Sn =

n∑
k=0

ak. On suppose que an =
n→∞

o(Sn). Déterminer les rayons de convergence

de
∑

anz
n et

∑
Snz

n.

3. Soit (an) une suite à termes positifs. On suppose qu’il existe � ∈ R∗ tel que :
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� = lim
n→∞

[
n
( a2n
an−1an+1

− 1
)]

· Déterminer le rayon de convergence de la série

entière
∑

anz
n. Que dire si � = 0 ?

4. Déterminer le rayon de convergence et exprimer les sommes des séries entières
suivantes à l’aide des fonctions usuelles :

a.
∑

(−1)nnx2n+1, b.
∑ (−1)nxn

(2n+ 1)(2n+ 3)
,

c.
∑

(ch(n))xn, d.
∑ 4n(n!)2

(2n+ 1)!
x2n+1.

5. Former les développements en série entière en 0 des fonctions définies par :

a. f(x) =

{
sin(5x)

sin(x)
si sin(x) �= 0,

5 sinon.

b. f(x) = ln
(
x3 + 2x2 + 2x+ 1

)
.

c. f(x) = ln
(
1 +

√
1 + x

)
. d. f(z) = cos(z) ch(z), z ∈ C où

cos(z) =
1

2
(ez + e−z) et ch(z) = cos(iz).

6. Former le développement en série entière en 1 de la fonction arctan.

7. Soit (un) une suite complexe bornée. Sn =

n∑
k=0

uk.

a. Déterminer les rayons de convergence de
∑ un

n!
xn et

∑ Sn

n!
xn ?

b. On note u et S leurs sommes. Former une relation entre u′, S et S′.

c. Si la suite (Sn) converge vers �, montrer que (e−xS(x)) −−−−→
x→+∞

�. On prend

un = (−1)n. Calculer lim
x→+∞

(
e−xS(x)

)
.

8. Montrer que pour tout x ∈ R∗
+,

∫ 1

0

dt

1 + tx
=

∞∑
n=0

(−1)n

1 + nx
·

En déduire les valeurs de :

∞∑
n=0

(−1)n

1 + 2n
et

∞∑
n=0

(−1)n

1 + 3n
·

9. Calculer la somme de la série
(∑ 1

(n+ 1)(n− 2)2n

)
n�3

·

10. Établir les égalités suivantes : a.

∫ 1

0

ln(x2) ln(1− x2)
dx

x2
=

∞∑
n=1

2

n(2n− 1)2
,

b.

∫ +∞

0

x2dx

ex − 1
= 2

∞∑
n=1

1

n3
, c.

∫ 1

0

x−xdx =

∞∑
n=1

n−n.

11. a ∈ ]0, 1[ ; un(x) = sin(anx). Montrer que la somme S de la série de fonctions∑
un est de classe C∞ sur R. Montrer que S est développable en série entière en

0 et donner ce développement. Existence des limites de S en −∞ et +∞.

12. a. Existence et calcul de In =

∫

R
t2n exp

(
− t2

)
dt.
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où E ∈ K[X] et αj,r ∈ C. Du DSE de z �→ 1

(1− z)p
vu précédemment, on déduit

que : ∀p ∈ N∗, ∀z ∈ C, |z| < |a|, 1

(z − a)p
=

∞∑
n=0

(
n+ p− 1

n

)
(−1)p

an+p
zn.
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1�i�k
(Ri). Si
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pas une limite finie en z1. Donc R � |z1| et par suite R = |z1|.��
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(1 + x

1− x
tan

(α
2

))
, α ∈ ]0, π[.
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f ′
α(x) =

sinα

x2 − 2x cosα+ 1
=

1

2i

[ 1

x− eiα
− 1

x− e−iα

]
=

1

2i

[ eiα

1− xeiα
− e−iα

1− xe−iα
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1

2i

( ∞∑
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1. Déterminer les rayons de convergence des séries entières
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4. Déterminer le rayon de convergence et exprimer les sommes des séries entières
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b. Existence et calcul de F (z) =

∫

R
exp

(
− t2

)
cos

(
tz
)
dt pour tout z ∈ C.

13. a. Montrer que la fonction t �→ ch(tz)

ch(t)
est intégrable sur R pour tout

z ∈ C∗, |z|<1. On définit ch(tz) =
etz + etz

2
·

b. Montrer que dans ces conditions :

(i)

∫

R

ch(tz)

ch(t)
dt = 2

∞∑
n=0

z2n

(2n)!

∫ +∞

0

t2n

ch(t)
dt.

(ii)

∫

R

ch(tz)

ch(t)
dt = 4

∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)

(2k + 1)2 − z2
= 4

∞∑
n=0

η(2n+ 1)z2n.

où η est la fonction R�+ → R, x �→
∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)x
·

14. Soit R > 0 et S(x) =

∞∑
n=0

anx
n pour |x| < R. Alors S est développable en série

entière au voisinage de x0 ∈ ]−R,R[. Plus précisément, pour tout x ∈ ]−R1, R1[,

on a : S(x) =
∞∑

n=0

S(n)(x0)

n!
(x− x0)

n avec R1 � R− |x0|.

15. a. Soit S(t) =

∞∑
n=1

tn

1 + tn
· Montrer que S ∈ C

(
]− 1, 1[,R

)
.

b. Montrer que : ∀t ∈ ]− 1, 1[, S(t) =
∞∑
k=0

(−1)ktk+1

1− tk+1
·

c. En déduire que S(t) ˜t→1−
ln(2)

1− t
·

16. a. Montrer que γ =

∞∑
n=1

( 1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
où γ est la constante d’Euler.

b. En déduire que : γ =
∞∑
k=2

(−1)k

k
ζ(k).

17. a. Développement en série entière de la fonction arcsin.

b. Du calcul de

∫ π
2

0

arcsin
(
sin(t)

)
dt de deux façons, déduire que ζ(2) =

π2

6
·

18. Soit (H) l’équation différentielle : y′′ + α(x)y′ + β(x)y = 0. Montrer que
si α et β sont développables en série entière sur ] − R,R[ à valeurs complexes,
alors (H) a une unique solution y telle que y(0) = u0, y

′(0) = u1 telle que

y(x) =
∞∑

n=0

unx
n pour |x| < R.On pourra raisonner par analyse-synthèse, noter

α(x) =
∞∑

n=0

anx
n, β(x) =

∞∑
n=0

bnx
n pour x ∈ ] − R,R[ et montrer que si pour

r ∈ ]0, R[, il existe C = C(r) > 0 tel que pour tout n ∈ N∗, (n+1)(n+2)|an| �
C

rn−1

et |bn| � Cr−n, alors il existe M = M(r) > 0 tel que pour tout n, |un| � Mr−n.
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19. Soit α ∈ R tel que −α �∈ N. On note, pour x ∈ ]− 1, 1[, Fα la fonction définie

par Fα : x �→
∫ π

2

0

(
1− x2 sin2(t)

)−α
dt.

a. Montrer qu’il existe une série entière de somme Sα dont on précisera le rayon
de convergence telle que : ∀x ∈ ]− 1, 1[, Fα(x) = Sα(x).

b. Étude de la série entière aux bornes de l’intervalle de convergence.

On pourra utiliser la règle de Raabe-Duhamel vue en travail dirigé au chapitre 4.

20. Soit (an)n∈N une suite complexe telle que
∑

|an|2 converge.

a. Soit p ∈ N�. Montrer que la fonction fp : t �→
∞∑

n=p

an
n− t

est développable en

série entière sur ]− p, p[. Donner ce DSE.

b. Montrer que si f1(t) = 0, pour t ∈ ]− 1, 1[, alors an = 0 quel que soit n ∈ N∗.

21. Soit un =

n∑
k=0

1(
n
k

) · Calculer S(x) =
∞∑

n=0

unx
n.

On pourra montrer que un+1 = 1 +
n+ 2

2(n+ 1)
un.

22. Convergence radiale.
Soit

∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R∈R�+. Montrer que si
|z0| = R et si

∑
anz

n
0 converge alors la restriction de la série entière au segment

[0, z0] converge uniformément sur ce segment.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. a. Comme sh(n)
ñ→∞

en

2
et ch(n)

ñ→∞
en

2
, on a an ñ→∞ 2e−n.

La série géométrique
∑

e−nxn convergeant si, et seulement si, |x| < e, on déduit
de I.B.2. que R = e.

b. sin(arccos(1−x)) =
√
1− (1− x2)2 =

√
2x− x2

x̃→0

√
2x. Donc an ñ→∞

√
2n−1.

∑ xn

n
étant de rayon de convergence 1 d’après I.B.1, On a R = 1 d’après I.B.2.

c. Soit bn = (n2+1) ln(1+ne−n). Alors bn =
n→∞

(n2+1)(ne−n+o(ne−n)
ñ→∞n3e−n.

Comme bn −−−→
n→∞

0 et an = ebn − 1, on a an ñ→∞ bn. De I.B.2. On déduit que∑
anx

n,
∑

bnx
n et

∑
e−nxn ont même rayon de convergence R = e.

d. arcsin étant dérivable en
1√
2
, avec arcsin′

( 1√
2

)
=

√
2 �= 0, on déduit de la

définition de la dérivabilité que : arcsin(x)− arcsin
( 1√

2

)
˜x→ 1√

2

√
2
(
x− 1√

2

)
·

Donc an ñ→∞

√
2− 1

n
√
2

· De I.B1. et I.B.2. un déduit que R = 1.

e. Comme
√
3 �∈ Q, sin(nπ

√
3) �= 0 si n ∈ N∗. Comme | sin(nπ

√
3)| � 1, on a

|an| � 1. Donc R � 1 d’après I.B.2. Cherchons à majorer |an|.

De la convexité et de l’imparité de sin on déduit : | sin(u)| � 2

π
|u| si u ∈

[
− π

2
, π

2

]
·

Pour tout n ∈ N∗, il existe p ∈ N∗ tel que : p− 1

2
< n

√
3 < p+

1

2
· (1)

Soit p ainsi choisi, on a |nπ
√
3− pπ| < π

2
·

| sin(nπ
√
3)| = | sin(nπ

√
3− pπ)| � 2

π
|nπ

√
3− pπ| = 2|n

√
3− p|. Donc

|an| �
1

2|n
√
3− p|

=
n
√
3 + p

2(3n2 − p2)
�

1

2
(n
√
3+p) � n

√
3+

1

4
cf. (1) et 3n2−p2 ∈ N∗.

Soit αn = n
√
3+

1

4
· Comme αn ñ→∞n

√
3, la série entière

∑
αnx

n est de rayon de

convergence 1 d’après I.B.1. et I.B.2. D’où R � 1 et finalement R = 1.

f. Comme an > 0 pour n � 1, ln
(an+1

an

)
=

n−1∑
k=0

ln
(
1+

a

k + na

)
+ ln

(
a+

n

n+ 1

)
·

L’application du théorème de Taylor-Laplace à la fonction ϕ : t �→ ln(1 + t) sur

[0, x] si x > 0 donne : ϕ(x) = ϕ(0) + xϕ′(0) +

∫ x

0

(x− t)ϕ′′(t)dt.

∀x � 0, ln(1 + x) = x−
∫ x

0

(x− t)

(1 + t)2
dt·
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Comme 0 �
∫ x

0

(x− t)

(1 + t)2
dt �

∫ x

0

(x− t)dt =
x2

2
, l’indication est prouvée.

Donc, pour tout n � 1, un−
1

2
vn �

n−1∑
k=0

ln
(
1+

a

k + na

)
� un où un =

n−1∑
k=0

a

k + na
et

vn =

n−1∑
k=0

( a

k + na

)2

· Comme 0�vn � n
( a

na

)2
, on a vn −−−→

n→∞
0 par encadrement.

un =
a

n

n−1∑
k=0

ψ
(k
n

)
−−−→
n→∞

a

∫ 1

0

ψ = a ln
(a+ 1

a

)
d’après le théorème sur les

sommes de Riemann, car ψ : t �→ 1

a+ t
est continue sur [0, 1]. On déduit, par

encadrement que :
n−1∑
k=0

ln
(
1 +

a

k + na

)
−−−→
n→∞

a ln
(a+ 1

a

)
·

D’où ln
(an+1

an

)
−−−→
n→∞

(a+ 1) ln(a+ 1)− a ln(a) et R =
aa

(a+ 1)a+1
d’après I.B.1.

2. Pour tout n ∈ N, an > 0. Donc Sn > 0.
an = Sn − Sn−1 =

n→∞
o(Sn). Donc Sn ñ→∞Sn−1 et RS = 1 d’après I.B.1.

an =
n→∞

o(Sn) ⇒ Ra � RS = 1 d’après I.B.2. Mais, comme la série
∑

an diverge,

Ra � 1 d’après I.A.3.1. D’où Ra = RS = 1.

3. • Si � �= 0,
a2n

an−1an+1
− 1

ñ→∞
�

n
· (�)

Posons bn =
an+1

an
· Alors (�) ⇐⇒ bn−1

bn
− 1

ñ→∞
�

n
· Comme ln(x)

x̃→1
x− 1,

(�) ⇐⇒ ln(bn−1)− ln(bn) ñ→∞
�

n
· D’où ln(bn) ñ→∞−� ln(n) d’après le théorème

de sommation des relations de comparaison.
Si � > 0, alors ln(bn) −−−→

n→∞
−∞, donc bn −−−→

n→∞
0 et R = +∞.

Si � < 0, alors ln(bn) −−−→
n→∞

+∞, donc bn −−−→
n→∞

+∞ et R = 0.

• Si � = 0, supposons que :
a2n

an−1an+1
− 1

ñ→∞
1

n ln(n)
, on montre comme

précédemment que ln(bn) ñ→∞−
n∑

k=2

1

k ln(k)
· La série (de Bertrand) à termes

positifs
∑ 1

n ln(n)
diverge. Donc ln(bn) −−−→

n→∞
−∞ et R = +∞.

Supposons que :
a2n

an−1an+1
− 1

ñ→∞
−1

n ln(n)
, alors bn −−−→

n→∞
+∞ et R = 0.

Supposons enfin, que an = αn où α > 0, alors
a2n

an−1an+1
− 1 = 0 et R =

1

α
·

En conclusion, si � = 0, on ne peut rien conclure en général.

4. a. Soit un = (−1)nnx2n+1 pour n � 1. Si x �= 0, un �= 0 et
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ −−−→
n→∞

x2.

Du théorème de d’Alembert sur les séries réelles, on déduit que
∑

un converge si
0 � x2 < 1, diverge si x2 > 1. D’où R = 1.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. a. Comme sh(n)
ñ→∞

en

2
et ch(n)

ñ→∞
en

2
, on a an ñ→∞ 2e−n.

La série géométrique
∑

e−nxn convergeant si, et seulement si, |x| < e, on déduit
de I.B.2. que R = e.

b. sin(arccos(1−x)) =
√
1− (1− x2)2 =

√
2x− x2

x̃→0

√
2x. Donc an ñ→∞

√
2n−1.

∑ xn

n
étant de rayon de convergence 1 d’après I.B.1, On a R = 1 d’après I.B.2.

c. Soit bn = (n2+1) ln(1+ne−n). Alors bn =
n→∞

(n2+1)(ne−n+o(ne−n)
ñ→∞n3e−n.

Comme bn −−−→
n→∞

0 et an = ebn − 1, on a an ñ→∞ bn. De I.B.2. On déduit que∑
anx

n,
∑

bnx
n et

∑
e−nxn ont même rayon de convergence R = e.

d. arcsin étant dérivable en
1√
2
, avec arcsin′

( 1√
2

)
=

√
2 �= 0, on déduit de la

définition de la dérivabilité que : arcsin(x)− arcsin
( 1√

2

)
˜x→ 1√

2

√
2
(
x− 1√

2

)
·

Donc an ñ→∞

√
2− 1

n
√
2

· De I.B1. et I.B.2. un déduit que R = 1.

e. Comme
√
3 �∈ Q, sin(nπ

√
3) �= 0 si n ∈ N∗. Comme | sin(nπ

√
3)| � 1, on a

|an| � 1. Donc R � 1 d’après I.B.2. Cherchons à majorer |an|.

De la convexité et de l’imparité de sin on déduit : | sin(u)| � 2

π
|u| si u ∈

[
− π

2
, π

2

]
·

Pour tout n ∈ N∗, il existe p ∈ N∗ tel que : p− 1

2
< n

√
3 < p+

1

2
· (1)

Soit p ainsi choisi, on a |nπ
√
3− pπ| < π

2
·

| sin(nπ
√
3)| = | sin(nπ

√
3− pπ)| � 2

π
|nπ

√
3− pπ| = 2|n

√
3− p|. Donc

|an| �
1

2|n
√
3− p|

=
n
√
3 + p

2(3n2 − p2)
�

1

2
(n
√
3+p) � n

√
3+

1

4
cf. (1) et 3n2−p2 ∈ N∗.

Soit αn = n
√
3+

1

4
· Comme αn ñ→∞n

√
3, la série entière

∑
αnx

n est de rayon de

convergence 1 d’après I.B.1. et I.B.2. D’où R � 1 et finalement R = 1.

f. Comme an > 0 pour n � 1, ln
(an+1

an

)
=

n−1∑
k=0

ln
(
1+

a

k + na

)
+ ln

(
a+

n

n+ 1

)
·

L’application du théorème de Taylor-Laplace à la fonction ϕ : t �→ ln(1 + t) sur

[0, x] si x > 0 donne : ϕ(x) = ϕ(0) + xϕ′(0) +

∫ x

0

(x− t)ϕ′′(t)dt.

∀x � 0, ln(1 + x) = x−
∫ x

0

(x− t)

(1 + t)2
dt·
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Comme 0 �
∫ x

0

(x− t)

(1 + t)2
dt �

∫ x

0

(x− t)dt =
x2

2
, l’indication est prouvée.

Donc, pour tout n � 1, un−
1

2
vn �

n−1∑
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ln
(
1+
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k + na

)
� un où un =

n−1∑
k=0

a

k + na
et

vn =
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k=0
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k + na

)2

· Comme 0�vn � n
( a

na

)2
, on a vn −−−→

n→∞
0 par encadrement.

un =
a

n

n−1∑
k=0

ψ
(k
n

)
−−−→
n→∞

a

∫ 1

0

ψ = a ln
(a+ 1

a

)
d’après le théorème sur les

sommes de Riemann, car ψ : t �→ 1

a+ t
est continue sur [0, 1]. On déduit, par

encadrement que :
n−1∑
k=0

ln
(
1 +

a

k + na

)
−−−→
n→∞

a ln
(a+ 1

a

)
·

D’où ln
(an+1

an

)
−−−→
n→∞

(a+ 1) ln(a+ 1)− a ln(a) et R =
aa

(a+ 1)a+1
d’après I.B.1.

2. Pour tout n ∈ N, an > 0. Donc Sn > 0.
an = Sn − Sn−1 =

n→∞
o(Sn). Donc Sn ñ→∞Sn−1 et RS = 1 d’après I.B.1.

an =
n→∞

o(Sn) ⇒ Ra � RS = 1 d’après I.B.2. Mais, comme la série
∑

an diverge,

Ra � 1 d’après I.A.3.1. D’où Ra = RS = 1.

3. • Si � �= 0,
a2n

an−1an+1
− 1

ñ→∞
�

n
· (�)

Posons bn =
an+1

an
· Alors (�) ⇐⇒ bn−1

bn
− 1

ñ→∞
�

n
· Comme ln(x)

x̃→1
x− 1,

(�) ⇐⇒ ln(bn−1)− ln(bn) ñ→∞
�

n
· D’où ln(bn) ñ→∞−� ln(n) d’après le théorème

de sommation des relations de comparaison.
Si � > 0, alors ln(bn) −−−→

n→∞
−∞, donc bn −−−→

n→∞
0 et R = +∞.

Si � < 0, alors ln(bn) −−−→
n→∞

+∞, donc bn −−−→
n→∞

+∞ et R = 0.

• Si � = 0, supposons que :
a2n

an−1an+1
− 1

ñ→∞
1

n ln(n)
, on montre comme

précédemment que ln(bn) ñ→∞−
n∑

k=2

1

k ln(k)
· La série (de Bertrand) à termes

positifs
∑ 1

n ln(n)
diverge. Donc ln(bn) −−−→

n→∞
−∞ et R = +∞.

Supposons que :
a2n

an−1an+1
− 1

ñ→∞
−1

n ln(n)
, alors bn −−−→

n→∞
+∞ et R = 0.

Supposons enfin, que an = αn où α > 0, alors
a2n

an−1an+1
− 1 = 0 et R =

1

α
·

En conclusion, si � = 0, on ne peut rien conclure en général.

4. a. Soit un = (−1)nnx2n+1 pour n � 1. Si x �= 0, un �= 0 et
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ −−−→
n→∞

x2.

Du théorème de d’Alembert sur les séries réelles, on déduit que
∑

un converge si
0 � x2 < 1, diverge si x2 > 1. D’où R = 1.

So
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o
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Pour |t| < 1,

∞∑
n=0

(−1)ntn =
1

1 + t
· Donc, d’après le théorème de dérivation des

séries entières, on a :
∞∑

n=1

(−1)nntn−1 =
−1

(1 + t)2
si |t| < 1. D’où :

∀x ∈ ]− 1, 1[,

∞∑
n=0

(−1)nnx2n+1 = x

∞∑
n=1

(−1)nnx2n = − x3

(1 + x2)2
·

b. Soit an =
(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 3)
· De I.B.1. on déduit que R = 1. Comme la série

entière
∑ (−1)n

2n+ 1
xn a pour rayon de convergence 1, on a, pour x ∈ ]− 1, 1[\{0},

S(x)=
1

2

[ ∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
xn−

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 3
xn

]
=

1

2

[
S1(x)+S2(x)

]
=

x+ 1

2x
S1(x)−

1

2x

car S2(x) =

∞∑
n=0

(−1)n+1

2n+ 3
xn =

∞∑
m=1

(−1)m

2m+ 1
xm−1 =

S1(x)− 1

x
·

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
t2n = arctan(t) pour |t| < 1, donc S1(x) =

arctan
(√

x
)

√
x

si x ∈ ]0, 1[.

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
tn = ln(1 + t) et ln(1− t) = −

∞∑
n=1

1

n
tn si |t| < 1, donc :

∞∑
n=0

1

2n+ 1
t2n+1 =

1

2
ln
(1 + t

1− t

)
et S1(x) =

1

2
√
−x

ln
(1 +√

−x

1−
√
−x

)
si x ∈ ]− 1, 0[.

Comme S(0) =
1

3
, on a S(x) pour tout x ∈ ]− 1, 1[.

c. an ñ→∞
en

2
· D’où R =

1

e
(cf. raisonnement de l’exercice 1.a.)

∀x ∈
]
− 1

e
, 1

e

[
,S(x) =

1

2

∞∑
n=0

[
(ex)n +

(x
e

)n]
=

1

2

[ 1

1− ex
+

1

1− x
e

]
·

Donc : ∀x ∈
]
− 1

e
, 1

e

[
,S(x) =

1− x ch(1)

1− 2x ch(1) + x2
·

d. Posons an =
4nn!2

(2n+ 1)!
et un = anx

2n+1. Appliquons, pour x �= 0, la règle de

d’Alembert à la série réelle
∑

un.
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = 2n

2n+ 1
x2 −−−→

n→∞
x2, et la série réelle

∑
|un| converge si 0 � x2 < 1 et diverge si x2 > 1, et la série entière donnée a

pour rayon de convergence R = 1 et pour somme S. cf. définition de R.

De l’égalité vraie pour tout n ∈ N, (2n+ 3)an+1 − 2(n+ 1)an = 0 on déduit :

∀x ∈ ]− 1, 1[ ,
∑
n�0

(2n+ 3)an+1x
2n+2 −

∑
n�0

(2n+ 2)anx
2n+2 = 0.

Or
∑
n�0

(2n+ 3)an+1x
2n+2 =

d

dx

(∑
n�0

an+1x
2n+3

)
=

d

dx

(
S(x)− a0x

)

et
∑
n�0

(2n+ 2)anx
2n+2 = x2

∑
n�0

(2n+ 1)anx
2n +

∑
n�0

anx
2n+2 = x2S′(x) + xS(x).

Donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[ , (1− x2)S′(x)− xS(x) = 1.
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S est la solution sur ] − 1, 1[ de l’équation différentielle linéaire du premier ordre
(1 − x2)y′ − xy = 1 (�) qui prend la valeur 0 en 0. cf. théorème du cours de
première année et que nous reverrons dans le chapitre 12.

∀x ∈ ]− 1, 1[ , (�) ⇐⇒ d

dx

(√
1− x2.y(x)

)
=

1√
1− x2

·

Donc (�) ⇒ ∃λ ∈ R, ∀x ∈ ]− 1, 1[, y(x) = (1− x2)−1/2(arcsin(x) + λ).

Comme S(0) = 0, pour tout x ∈ ]− 1, 1[ , S(x) = (1− x2)−1/2 arcsin(x).

5. a.
sin(5x)

sin(x)
=

e5ix − e−5ix

eix − e−ix
=

1− e10ix

1− e2ix
·e−4ix = e−4ix

(
1+e2ix+e4ix+e6ix+e8ix

)

car
1− q5

1− q
= 1 + q + q2 + q3 + q4 si q ∈ C \ {1}.

Donc, pour tout x ∈ R \ πZ, f(x) = 1 + 2 cos(2x) + 2 cos(4x). Cette égalité est

encore valable si x ∈ πZ. D’où : ∀x ∈ R, f(x) = 5 +
∞∑

n=1

(−1)n22n+1(1 + 22n)

(2n)!
x2n.

b. x3 + 2x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1) > 0 si, et seulement si, x ∈ ]− 1,+∞[.

∀x ∈ ]− 1,+∞[, f(x) = ln
( (1 + x)(1− x3)

(1− x)

)
·

Donc, pour tout x ∈ ]−1, 1[, f(x) =
∞∑

n=0

anx
n où a3p =

1 + (−1)p+1

3p
− 1

p
si p � 1 ;

a3p+1 =
1 + (−1)p

3p+ 1
et a3p+2 =

(−1)p+1 + 1

3p+ 2
si p ∈ N.

c. f ∈ C1( ]− 1,+∞[,R) et f ′(x) =
1

2
√
1 + x

· 1

1 +
√
1 + x

=
1

2x

[
1− (1 + x)−

1
2

]
·

Comme, pour tout x ∈ ]− 1, 1[, (1 + x)−
1
2 = 1 +

∞∑
n=1

1.3 · · · (2n− 1)

2nn!
(−1)nxn,

f ′(x) =

∞∑
n=1

1.3 · · · (2n− 1)

2n+1n!
(−1)n−1xn−1 pour x ∈ ]− 1, 1[, et

f(x) = ln(2) +

∞∑
n=1

1.3 · · · (2n− 1)

2n+1n!n
(−1)n−1xn pour x ∈ ]− 1, 1[.

d. ∀z ∈ C, f(z) =
1

4

[
e(1+i)z + e(1−i)z + e(−1+i)z + e−(1+i)z

]
=

∞∑
n=0

an
n!

zn où

4an = (1 + i)n + (1− i)n + (−1 + i)n + (−1− i)n = 2�e
(
(1 + i)n + (−1− i)n

)
.

4an = 2
(
1 + (−1)n

)
�e

(
(1 + i)n

)
= 2

(
1 + (−1)n

)(√
2
)n

cos
(nπ

4

)
·

D’où a4q = (−1)q22q et a4q+1 = a4q+2 = a4q+3 = 0.

6. f ∈ C∞(R,R) et f ′(x) =
1

1 + x2
=

1

2i

[ 1

x− i
− 1

x+ i

]
·

Posons x = 1 + h. On a f ′(x) =
1

2i

[ 1

1 + h− i
− 1

1 + h+ i

]
·

1

1 + h− i
=

1 + i

2
·
[ 1

1 +
(
1+i
2

)
h

]
=

∞∑
n=0

(1 + i

2

)n+1

(−1)nhn si
∣∣∣1 + i

2
h
∣∣∣ < 1.
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Pour |t| < 1,

∞∑
n=0

(−1)ntn =
1

1 + t
· Donc, d’après le théorème de dérivation des

séries entières, on a :
∞∑

n=1

(−1)nntn−1 =
−1

(1 + t)2
si |t| < 1. D’où :

∀x ∈ ]− 1, 1[,

∞∑
n=0

(−1)nnx2n+1 = x

∞∑
n=1

(−1)nnx2n = − x3

(1 + x2)2
·

b. Soit an =
(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 3)
· De I.B.1. on déduit que R = 1. Comme la série

entière
∑ (−1)n

2n+ 1
xn a pour rayon de convergence 1, on a, pour x ∈ ]− 1, 1[\{0},

S(x)=
1

2

[ ∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
xn−

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 3
xn

]
=

1

2

[
S1(x)+S2(x)

]
=

x+ 1

2x
S1(x)−

1

2x

car S2(x) =

∞∑
n=0

(−1)n+1

2n+ 3
xn =

∞∑
m=1

(−1)m

2m+ 1
xm−1 =

S1(x)− 1

x
·

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
t2n = arctan(t) pour |t| < 1, donc S1(x) =

arctan
(√

x
)

√
x

si x ∈ ]0, 1[.

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
tn = ln(1 + t) et ln(1− t) = −

∞∑
n=1

1

n
tn si |t| < 1, donc :

∞∑
n=0

1

2n+ 1
t2n+1 =

1

2
ln
(1 + t

1− t

)
et S1(x) =

1

2
√
−x

ln
(1 +√

−x

1−
√
−x

)
si x ∈ ]− 1, 0[.

Comme S(0) =
1

3
, on a S(x) pour tout x ∈ ]− 1, 1[.

c. an ñ→∞
en

2
· D’où R =

1

e
(cf. raisonnement de l’exercice 1.a.)

∀x ∈
]
− 1

e
, 1

e

[
,S(x) =

1

2

∞∑
n=0

[
(ex)n +

(x
e

)n]
=

1

2

[ 1

1− ex
+

1

1− x
e

]
·

Donc : ∀x ∈
]
− 1

e
, 1

e

[
,S(x) =

1− x ch(1)

1− 2x ch(1) + x2
·

d. Posons an =
4nn!2

(2n+ 1)!
et un = anx

2n+1. Appliquons, pour x �= 0, la règle de

d’Alembert à la série réelle
∑

un.
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = 2n

2n+ 1
x2 −−−→

n→∞
x2, et la série réelle

∑
|un| converge si 0 � x2 < 1 et diverge si x2 > 1, et la série entière donnée a

pour rayon de convergence R = 1 et pour somme S. cf. définition de R.

De l’égalité vraie pour tout n ∈ N, (2n+ 3)an+1 − 2(n+ 1)an = 0 on déduit :

∀x ∈ ]− 1, 1[ ,
∑
n�0

(2n+ 3)an+1x
2n+2 −

∑
n�0

(2n+ 2)anx
2n+2 = 0.

Or
∑
n�0

(2n+ 3)an+1x
2n+2 =

d

dx

(∑
n�0

an+1x
2n+3

)
=

d

dx

(
S(x)− a0x

)

et
∑
n�0

(2n+ 2)anx
2n+2 = x2

∑
n�0

(2n+ 1)anx
2n +

∑
n�0

anx
2n+2 = x2S′(x) + xS(x).

Donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[ , (1− x2)S′(x)− xS(x) = 1.
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S est la solution sur ] − 1, 1[ de l’équation différentielle linéaire du premier ordre
(1 − x2)y′ − xy = 1 (�) qui prend la valeur 0 en 0. cf. théorème du cours de
première année et que nous reverrons dans le chapitre 12.

∀x ∈ ]− 1, 1[ , (�) ⇐⇒ d

dx

(√
1− x2.y(x)

)
=

1√
1− x2

·

Donc (�) ⇒ ∃λ ∈ R, ∀x ∈ ]− 1, 1[, y(x) = (1− x2)−1/2(arcsin(x) + λ).

Comme S(0) = 0, pour tout x ∈ ]− 1, 1[ , S(x) = (1− x2)−1/2 arcsin(x).

5. a.
sin(5x)

sin(x)
=

e5ix − e−5ix

eix − e−ix
=

1− e10ix

1− e2ix
·e−4ix = e−4ix

(
1+e2ix+e4ix+e6ix+e8ix

)

car
1− q5

1− q
= 1 + q + q2 + q3 + q4 si q ∈ C \ {1}.

Donc, pour tout x ∈ R \ πZ, f(x) = 1 + 2 cos(2x) + 2 cos(4x). Cette égalité est

encore valable si x ∈ πZ. D’où : ∀x ∈ R, f(x) = 5 +
∞∑

n=1

(−1)n22n+1(1 + 22n)

(2n)!
x2n.

b. x3 + 2x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1) > 0 si, et seulement si, x ∈ ]− 1,+∞[.

∀x ∈ ]− 1,+∞[, f(x) = ln
( (1 + x)(1− x3)

(1− x)

)
·

Donc, pour tout x ∈ ]−1, 1[, f(x) =

∞∑
n=0

anx
n où a3p =

1 + (−1)p+1

3p
− 1

p
si p � 1 ;

a3p+1 =
1 + (−1)p

3p+ 1
et a3p+2 =

(−1)p+1 + 1

3p+ 2
si p ∈ N.

c. f ∈ C1( ]− 1,+∞[,R) et f ′(x) =
1

2
√
1 + x

· 1

1 +
√
1 + x

=
1

2x

[
1− (1 + x)−

1
2

]
·

Comme, pour tout x ∈ ]− 1, 1[, (1 + x)−
1
2 = 1 +

∞∑
n=1

1.3 · · · (2n− 1)

2nn!
(−1)nxn,

f ′(x) =

∞∑
n=1

1.3 · · · (2n− 1)

2n+1n!
(−1)n−1xn−1 pour x ∈ ]− 1, 1[, et

f(x) = ln(2) +

∞∑
n=1

1.3 · · · (2n− 1)

2n+1n!n
(−1)n−1xn pour x ∈ ]− 1, 1[.

d. ∀z ∈ C, f(z) =
1

4

[
e(1+i)z + e(1−i)z + e(−1+i)z + e−(1+i)z

]
=

∞∑
n=0

an
n!

zn où

4an = (1 + i)n + (1− i)n + (−1 + i)n + (−1− i)n = 2�e
(
(1 + i)n + (−1− i)n

)
.

4an = 2
(
1 + (−1)n

)
�e

(
(1 + i)n

)
= 2

(
1 + (−1)n

)(√
2
)n

cos
(nπ

4

)
·

D’où a4q = (−1)q22q et a4q+1 = a4q+2 = a4q+3 = 0.

6. f ∈ C∞(R,R) et f ′(x) =
1

1 + x2
=

1

2i

[ 1

x− i
− 1

x+ i

]
·

Posons x = 1 + h. On a f ′(x) =
1

2i

[ 1

1 + h− i
− 1

1 + h+ i

]
·

1

1 + h− i
=

1 + i

2
·
[ 1

1 +
(
1+i
2

)
h

]
=

∞∑
n=0

(1 + i

2

)n+1

(−1)nhn si
∣∣∣1 + i

2
h
∣∣∣ < 1.

So
lu
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Donc si |h| <
√
2, f ′(x) =

1

2i

∞∑
n=0

[(1 + i

2

)n+1

−
(1− i

2

)n+1
]
(−1)nhn.

f ′(x) =

∞∑
n=0

�m

[(1 + i

2

)n+1
]
(−1)nhn =

∞∑
n=0

1

(
√
2)n+1

sin
(
(n+ 1)

π

4

)
(−h)n.

Si |x− 1| <
√
2, f(x) =

π

4
−

∞∑
n=1

sin
(
nπ
4

)

n(
√
2)n

(1− x)n.

7. a. (un) étant bornée
un

n!
=

n→∞
O
( 1

n!

)
· La série entière

∑ un

n!
xn a pour rayon

de convergence +∞ d’après I.B.2. En effet, si an =
un

n!
et bn =

1

n!
, alors

an =
n→∞

O(bn) ⇒ Ra � Rb et ici, Rb = +∞.

(un) étant bornée, Sn =
n→∞

O(n). Donc
Sn

n!
=

n→∞
O
( 1

(n− 1)!

)
· Par un raison-

nement analogue au précédent, on montre que la série entière
∑ Sn

n!
xn a pour

rayon de convergence +∞.

b. D’après les théorèmes du cours, on a u et S de classe C∞ sur R et pour tout

x ∈ R, u′(x) =

∞∑
n=1

un

(n− 1)!
xn−1 ; S′(x) =

∞∑
n=1

Sn

(n− 1)!
xn−1.

Comme un = Sn − Sn−1 si n � 1, on a : u′(x) = S′(x)− S(x).

c. Soit ε > 0. Prenons n0 ∈ N tel que si n � n0 alors |Sn − �| � ε

2
·

∀x ∈ R+, |S(x)− �ex| �
∣∣∣

n0∑
n=0

(Sn − �)

n!
xn

∣∣∣+
∞∑

n=n0+1

|Sn − �|
n!

xn (1)

∀x � 0,
∞∑

n=n0+1

|Sn − �|
n!

xn �
ε

2

∞∑
n=n0+1

1

n!
xn �

ε

2

∞∑
n=0

xn

n!
=

ε

2
ex. (2)

n0 étant fixé, la fonction P : x �→
n0∑
n=0

(Sn − �)

n!
xn est polynomiale. Par croissances

comparées, P (x) =
x→+∞

o(ex).

Donc, il existe A > 0 tel que pour tout x � A, |P (x)| � ε

2
ex (3)

On déduit de (1), (2) et (3) que : ∀ε ∈ R∗
+, ∃A ∈ R∗

+, ∀x � A, |S(x)− �ex| � εex.
Donc, pour tout x � A, |S(x)e−x − �| � ε. Autrement dit, S(x)e−x −−−−→

x→+∞
�.

Si un = (−1)n, alors S2p = 1 et S2p+1 = 0. Donc (Sn) diverge et cependant,

S(x) =

∞∑
p=0

x2p

(2p)!
= ch(x) ⇒ S(x)e−x =

1

2

[
1 + e−2x

]
−−−−→
x→+∞

1

2
·

Remarque : voir le travail dirigé intitulé 〈〈Comportement au bord 〉〉

8. Si x > 0, la fonction f : x �→ 1

1 + tx
est continue sur [0, 1]. Pour tout t ∈ [0, 1[,

f(t) =

∞∑
n=0

(−1)ntnx. La suite (fn) de fonctions continues sur [0, 1], donc intégrables

sur [0, 1[ définies par fn(t) =

n∑
k=0

(−1)ktkx converge simplement vers f sur [0, 1[.
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∀t ∈ [0, 1[, ∀n ∈ N, |fn(t)| =
∣∣∣1− (−1)n+1tx(n+1)

1 + tx

∣∣∣ � 1 + t(n+1)x

1 + tx
� 1.

La fonction t �→ 1 étant intégrable sur [0, 1[ et positive, on déduit du théorème de

de convergence dominée que

∫ 1

0

f = lim
n→∞

∫ 1

0

fn(t)dt.

Comme

∫ 1

0

fn(t)dt =

n∑
k=0

∫ 1

0

(−1)ktkxdt =

n∑
k=0

(−1)k

1 + kx
, on a :

∫ 1

0

f =

∞∑
k=0

(−1)k

1 + kx
·

∞∑
k=0

(−1)k

1 + 2k
=

∫ 1

0

dt

1 + t2
=

π

4
et

∞∑
k=0

(−1)k

1 + 3k
=

∫ 1

0

dt

1 + t3
=

1

3
ln(2) +

π
√
3

9

à l’aide d’une calculette.

9.
1

(n+ 1)(n− 2)
=

1

3

( 1

n− 2
− 1

n+ 1

)
· Comme la série entière

∑ xn

n
converge

sur ]− 1, 1[, on a : ∀x ∈ [0, 1[,
∞∑

n=3

xn

n+ 1
=

1

x

∫ x

0

∞∑
n=3

tndt =
1

x

∫ x

0

t3

1− t
dt.

∞∑
n=3

xn

n+ 1
= −

(x3

3
+

x2

2
+ 1 +

ln(1− x)

x

)
·

∞∑
n=3

xn

n− 2
= x2

∞∑
n=1

xn

n
= −x2 ln(1− x). Si f(x) =

∞∑
n=3

anx
n, alors :

f(x) =
1

3

[x2

3
+

x

2
+ 1 +

( 1

x
− x2

)
ln(1− x)

]
. D’où f

(1
2

)
=

4

12
− 7

12
ln(2).

10. a. Soit f(x) =
ln(x2). ln(1− x2)

x2
si x ∈ ]0, 1[.

∀x ∈ ]0, 1[, f(x) =

n∑
n=1

fn(x) où fn(x) = −x2(n−1)

n
ln(x2) si x ∈ ]0, 1].

Les fonctions fn sont continues sur ]0, 1] et à valeurs positives. Elles sont intégrables

sur ]0, 1] car f0(x) =
x→0+

o(x− 1
2 ) et fn(x) −−−−→

x→0+
0 si n � 1 par croissances

comparées. Par intégration par parties, on trouve que

∫ 1

0

fn =
2

n(2n− 1)2
:

terme général d’une série convergente par comparaison à une série de Riemann.
Du théorème d’intégration des séries de fonctions positives et intégrables sur un

intervalle on déduit que, puisque
∑∫ 1

0

fn converge, on a f ∈ L1( ]0, 1],R+) ; et

dans ce cas
∞∑

n=0

∫ 1

0

fn =

∫ 1

0

f . D’où le résultat.

b. Posons f(x) =
x2

ex − 1
si x > 0. On peut écrire, puisque 0 < e−x < 1,

f(x) =
x2e−x

1− e−x
=

∞∑
n=0

x2e−(n+1)x. Les fonctions fn définies sur ]0,+∞[ par

fn(x) = x2e−(n+1)x sont continues sur ]0,+∞[, à valeurs positives. Comme

Γ(3) =

∫ +∞

0

t2e−tdt = 2, par le changement de variable affine t = (n + 1)x
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Donc si |h| <
√
2, f ′(x) =

1

2i

∞∑
n=0

[(1 + i

2

)n+1

−
(1− i

2

)n+1
]
(−1)nhn.

f ′(x) =

∞∑
n=0

�m

[(1 + i

2

)n+1
]
(−1)nhn =

∞∑
n=0

1

(
√
2)n+1

sin
(
(n+ 1)

π

4

)
(−h)n.

Si |x− 1| <
√
2, f(x) =

π

4
−

∞∑
n=1

sin
(
nπ
4

)

n(
√
2)n

(1− x)n.

7. a. (un) étant bornée
un

n!
=

n→∞
O
( 1

n!

)
· La série entière

∑ un

n!
xn a pour rayon

de convergence +∞ d’après I.B.2. En effet, si an =
un

n!
et bn =

1

n!
, alors

an =
n→∞

O(bn) ⇒ Ra � Rb et ici, Rb = +∞.

(un) étant bornée, Sn =
n→∞

O(n). Donc
Sn

n!
=

n→∞
O
( 1

(n− 1)!

)
· Par un raison-

nement analogue au précédent, on montre que la série entière
∑ Sn

n!
xn a pour

rayon de convergence +∞.

b. D’après les théorèmes du cours, on a u et S de classe C∞ sur R et pour tout

x ∈ R, u′(x) =

∞∑
n=1

un

(n− 1)!
xn−1 ; S′(x) =

∞∑
n=1

Sn

(n− 1)!
xn−1.

Comme un = Sn − Sn−1 si n � 1, on a : u′(x) = S′(x)− S(x).

c. Soit ε > 0. Prenons n0 ∈ N tel que si n � n0 alors |Sn − �| � ε

2
·

∀x ∈ R+, |S(x)− �ex| �
∣∣∣

n0∑
n=0

(Sn − �)

n!
xn

∣∣∣+
∞∑

n=n0+1

|Sn − �|
n!

xn (1)

∀x � 0,
∞∑

n=n0+1

|Sn − �|
n!

xn �
ε

2

∞∑
n=n0+1

1

n!
xn �

ε

2

∞∑
n=0

xn

n!
=

ε

2
ex. (2)

n0 étant fixé, la fonction P : x �→
n0∑
n=0

(Sn − �)

n!
xn est polynomiale. Par croissances

comparées, P (x) =
x→+∞

o(ex).

Donc, il existe A > 0 tel que pour tout x � A, |P (x)| � ε

2
ex (3)

On déduit de (1), (2) et (3) que : ∀ε ∈ R∗
+, ∃A ∈ R∗

+, ∀x � A, |S(x)− �ex| � εex.
Donc, pour tout x � A, |S(x)e−x − �| � ε. Autrement dit, S(x)e−x −−−−→

x→+∞
�.

Si un = (−1)n, alors S2p = 1 et S2p+1 = 0. Donc (Sn) diverge et cependant,

S(x) =

∞∑
p=0

x2p

(2p)!
= ch(x) ⇒ S(x)e−x =

1

2

[
1 + e−2x

]
−−−−→
x→+∞

1

2
·

Remarque : voir le travail dirigé intitulé 〈〈Comportement au bord 〉〉

8. Si x > 0, la fonction f : x �→ 1

1 + tx
est continue sur [0, 1]. Pour tout t ∈ [0, 1[,

f(t) =

∞∑
n=0

(−1)ntnx. La suite (fn) de fonctions continues sur [0, 1], donc intégrables

sur [0, 1[ définies par fn(t) =

n∑
k=0

(−1)ktkx converge simplement vers f sur [0, 1[.
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∀t ∈ [0, 1[, ∀n ∈ N, |fn(t)| =
∣∣∣1− (−1)n+1tx(n+1)

1 + tx

∣∣∣ � 1 + t(n+1)x

1 + tx
� 1.

La fonction t �→ 1 étant intégrable sur [0, 1[ et positive, on déduit du théorème de

de convergence dominée que

∫ 1

0

f = lim
n→∞

∫ 1

0

fn(t)dt.

Comme

∫ 1

0

fn(t)dt =

n∑
k=0

∫ 1

0

(−1)ktkxdt =

n∑
k=0

(−1)k

1 + kx
, on a :

∫ 1

0

f =

∞∑
k=0

(−1)k

1 + kx
·

∞∑
k=0

(−1)k

1 + 2k
=

∫ 1

0

dt

1 + t2
=

π

4
et

∞∑
k=0

(−1)k

1 + 3k
=

∫ 1

0

dt

1 + t3
=

1

3
ln(2) +

π
√
3

9

à l’aide d’une calculette.

9.
1

(n+ 1)(n− 2)
=

1

3

( 1

n− 2
− 1

n+ 1

)
· Comme la série entière

∑ xn

n
converge

sur ]− 1, 1[, on a : ∀x ∈ [0, 1[,
∞∑

n=3

xn

n+ 1
=

1

x

∫ x

0

∞∑
n=3

tndt =
1

x

∫ x

0

t3

1− t
dt.

∞∑
n=3

xn

n+ 1
= −

(x3

3
+

x2

2
+ 1 +

ln(1− x)

x

)
·

∞∑
n=3

xn

n− 2
= x2

∞∑
n=1

xn

n
= −x2 ln(1− x). Si f(x) =

∞∑
n=3

anx
n, alors :

f(x) =
1

3

[x2

3
+

x

2
+ 1 +

( 1

x
− x2

)
ln(1− x)

]
. D’où f

(1
2

)
=

4

12
− 7

12
ln(2).

10. a. Soit f(x) =
ln(x2). ln(1− x2)

x2
si x ∈ ]0, 1[.

∀x ∈ ]0, 1[, f(x) =

n∑
n=1

fn(x) où fn(x) = −x2(n−1)

n
ln(x2) si x ∈ ]0, 1].

Les fonctions fn sont continues sur ]0, 1] et à valeurs positives. Elles sont intégrables

sur ]0, 1] car f0(x) =
x→0+

o(x− 1
2 ) et fn(x) −−−−→

x→0+
0 si n � 1 par croissances

comparées. Par intégration par parties, on trouve que

∫ 1

0

fn =
2

n(2n− 1)2
:

terme général d’une série convergente par comparaison à une série de Riemann.
Du théorème d’intégration des séries de fonctions positives et intégrables sur un

intervalle on déduit que, puisque
∑∫ 1

0

fn converge, on a f ∈ L1( ]0, 1],R+) ; et

dans ce cas
∞∑

n=0

∫ 1

0

fn =

∫ 1

0

f . D’où le résultat.

b. Posons f(x) =
x2

ex − 1
si x > 0. On peut écrire, puisque 0 < e−x < 1,

f(x) =
x2e−x

1− e−x
=

∞∑
n=0

x2e−(n+1)x. Les fonctions fn définies sur ]0,+∞[ par

fn(x) = x2e−(n+1)x sont continues sur ]0,+∞[, à valeurs positives. Comme

Γ(3) =

∫ +∞

0

t2e−tdt = 2, par le changement de variable affine t = (n + 1)x

So
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on a : Γ(3) = (n + 1)3
∫ +∞

0

fn. Donc fn ∈ L1( ]0,+∞[) et l’on conclut comme à

l’exercice a.

c. f : [0, 1] → R définie par f(x) = x−x = exp(−x ln(x)) si x �= 0 et par 1 si x = 0
est continue sur [0, 1]. Donc f est intégrable sur le segment [0, 1]. Comme exp est

développable en série entière sur R, on peut écrire : ∀x ∈ [0, 1], f(x) =
∑
n�1

un(x)

où la suite de fonctions (un) est définie par u0(x) = 1 pour tout x ∈ [0, 1] et tout

n � 1, un(x) =
(−x ln(x))n

n!
si x ∈]0, 1] et un(0) = 0.

La fonction ϕ : [0, 1] → R définie par ϕ(x) = −x ln(x) si x �= 0 et ϕ(0) = 0 est
continue sur le segment [0, 1] de R. Donc : ∃M ∈ R+, ∀x ∈ [0, 1], |ϕ(x)| � M .

D’où : ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1], |un(x)| �
M

n!
·

La série
∑

un converge normalement sur [0, 1], a fortiori uniformément sur [0, 1].
Du théorème d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment de R,

on déduit que : I =

∫ 1

0

f =

∞∑
n=0

1

n!
Jn où Jn =

∫ 1

0

xn
(
− ln(x)

)n
dx.

Le changement de variable t = − ln(x) étant une bijection de classe C1 de ]0, 1]

sur [0,+∞[, on a : Jn =

∫ +∞

0

e−(n+1)ttndt. Par le changement de variable affine

u = (n+ 1)t, on obtient Jn =
Γ(n+ 1)

(n+ 1)n+1
=

n!

(n+ 1)n+1
·

D’où : I =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)n+1
=

∞∑
n=1

n−n.

11. Pour tout n ∈ N, un ∈ C∞(R,R) et pour k � 1, u
(k)
n (x) = ank sin

(
anx+

kπ

2

)
·

Pour tout (k, x) ∈ N∗ × R, |u(k)
n (x)| �

(
ak

)n
et |un(x)| � an|x|.

Donc
∑

un convergence simplement sur R et pour tout k � 1,
∑

u
(k)
n converge

normalement a fortiori uniformément sur R. D’après un corollaire du théorème de

dérivation des séries de fonctions, S est de classe C∞ sur R et S(k) =

∞∑
n=0

u(k)
n .

Du développement en série entière de la fonction sin on déduit :

∀x ∈ R, S(x) =
∞∑

n=0

∞∑
k=0

wn,k où wn,k =
an(2k+1)x2k+1(−1)k

(2k + 1)!
·

Pour tout n � 0, la série
(∑

|wn,k|
)
k�0

converge et a pour somme vn = sh(an|x|).
La série

(∑
vn

)
n�0

converge car vn ñ→∞ an|x| et a ∈ ]0, 1[. Donc la suite double

(wn,k) est sommable et d’après le théorème d’interversion des sommations, on a :

S(x) =

∞∑
k=0

∞∑
n=0

wn,k =

∞∑
k=0

( ∞∑
n=0

a(2k+1)n
) (−1)kx2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(1− a2k+1)(2k + 1)!
·

Ceci étant vrai pour tout x réel, S est développable en série entière sur R.
Notons que S(x) − S(ax) = sin(x). Si la fonction S avait une limite en ±∞ la
fonction sinus en aurait une : absurde.
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12. a. f : t �→ t2n exp(−t2) est continue sur [0,+∞[ et f(t) =
|t|→+∞

o(t−2) donc

elle est intégrable sur R. Par une intégration par parties facile, on a en posant

u(t) = −1

2
e−t2 et v(t) = t2n−1 la relation : ∀n � 1, In =

2n− 1

2
In−1.

D’où par récurrence : ∀n ∈ N, In =
(2n)!

22nn!

√
π, car I0 = Γ

(1
2

)
=

√
π.

b. ∀t ∈ R, ∀z ∈ C, F (t) = exp(−t2) cos(tz) =
∑
n�0

un(t) où un(t) =
(−1)n(tz)2n

(2n)!
e−t2

Pour tout n ∈ N, un ∈ L1(R,C) et

∫

R
|un(t)|dt =

|z|2n

(2n)!
In =

|z|2n

22nn!

√
π. Donc

la série
∑∫

R
|un| converge et a pour somme

√
π. exp

( |z|2
4

)
. D’un théorème

d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit que F ∈ L1(R,C),∫

R
F =

∫

R

∑
n�0

un(t)dt =
∑
n�0

∫

R
un(t)dt =

∑
n�0

(−1)nz2n

(2n)!
In =

√
π.

∑
n�0

(−1)nz2n

22nn!
·

Donc :

∫

R
F =

√
π. exp

(
− z2

4

)
·

13. a. La fonction f définie sur R par f(t) =
ch(tz)

ch(t)
est élément de C(R,C).

|f(t)| �
ch(|tz|)
ch(t)

et
ch(|tz|)
ch(t) ˜t→+∞ e−t(1−|z|) =

t→+∞
o
( 1

t2

)
car |z| < 1 et par

croissances comparées. Comme f est paire elle intégrable sur R et

∫

R
f = 2

∫

R+

f .

b. ∀t ∈ R, f(t) =
∞∑

n=0

fn(t) où fn(t) =
(tz)2n

(2n)! ch(t)
·

fn ∈ C(R,C) et |fn(t)| =
(t|z|)2n

(2n)! ch(t) ˜t→+∞
(t|z|)2ne−t

2(2n)!
=

t→+∞
o
( 1

t2

)
·

Les fonctions fn sont intégrables sur R et∫

R+

|fn| =
|z|2n

(2n)!

∫

R+

t2n

ch(t)
dt � 2

|z|2n

(2n)!

∫

R+

t2ne−tdt = 2|z|2n car Γ(2n+1) = (2n)!

et ch(t) >
et

2
pour tout t ∈ R. Comme |z| < 1,

∑∫

R+

|fn| converge. D’un

théorème d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit que :∫

R+

f =
∑
n�0

∫

R+

fn =
∑
n�0

z2n

(2n)!

∫

R+

t2n

ch(t)
dt, d’où (i).

Montrons (ii). Si t ∈ ]0,+∞[,
ch(tz)

ch(t)
=

2 ch(tz)e−t

1 + e−2t
= 2

∞∑
n=0

gn(t) où les fonctions

gn sont définies par gn(t) = (−1)n ch(tz)e−(2n+1)t si t ∈ [0,+∞[. Les fonctions gn
sont continues sur R+ et à valeurs dans C.

∀t � 0, |gn(t)| � ch(|z|t)e−(2n+1)t �
1

2
e−(2n+1−|z|)t

Comme |z| < 1, on a donc gn(t) =
t→+∞

o
(
t−2

)
. D’où gn ∈ L1(R+,C).
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on a : Γ(3) = (n + 1)3
∫ +∞

0

fn. Donc fn ∈ L1( ]0,+∞[) et l’on conclut comme à

l’exercice a.

c. f : [0, 1] → R définie par f(x) = x−x = exp(−x ln(x)) si x �= 0 et par 1 si x = 0
est continue sur [0, 1]. Donc f est intégrable sur le segment [0, 1]. Comme exp est

développable en série entière sur R, on peut écrire : ∀x ∈ [0, 1], f(x) =
∑
n�1

un(x)

où la suite de fonctions (un) est définie par u0(x) = 1 pour tout x ∈ [0, 1] et tout

n � 1, un(x) =
(−x ln(x))n

n!
si x ∈]0, 1] et un(0) = 0.

La fonction ϕ : [0, 1] → R définie par ϕ(x) = −x ln(x) si x �= 0 et ϕ(0) = 0 est
continue sur le segment [0, 1] de R. Donc : ∃M ∈ R+, ∀x ∈ [0, 1], |ϕ(x)| � M .

D’où : ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1], |un(x)| �
M

n!
·

La série
∑

un converge normalement sur [0, 1], a fortiori uniformément sur [0, 1].
Du théorème d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment de R,

on déduit que : I =

∫ 1

0

f =

∞∑
n=0

1

n!
Jn où Jn =

∫ 1

0

xn
(
− ln(x)

)n
dx.

Le changement de variable t = − ln(x) étant une bijection de classe C1 de ]0, 1]

sur [0,+∞[, on a : Jn =

∫ +∞

0

e−(n+1)ttndt. Par le changement de variable affine

u = (n+ 1)t, on obtient Jn =
Γ(n+ 1)

(n+ 1)n+1
=

n!

(n+ 1)n+1
·

D’où : I =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)n+1
=

∞∑
n=1

n−n.

11. Pour tout n ∈ N, un ∈ C∞(R,R) et pour k � 1, u
(k)
n (x) = ank sin

(
anx+

kπ

2

)
·

Pour tout (k, x) ∈ N∗ × R, |u(k)
n (x)| �

(
ak

)n
et |un(x)| � an|x|.

Donc
∑

un convergence simplement sur R et pour tout k � 1,
∑

u
(k)
n converge

normalement a fortiori uniformément sur R. D’après un corollaire du théorème de

dérivation des séries de fonctions, S est de classe C∞ sur R et S(k) =

∞∑
n=0

u(k)
n .

Du développement en série entière de la fonction sin on déduit :

∀x ∈ R, S(x) =
∞∑

n=0

∞∑
k=0

wn,k où wn,k =
an(2k+1)x2k+1(−1)k

(2k + 1)!
·

Pour tout n � 0, la série
(∑

|wn,k|
)
k�0

converge et a pour somme vn = sh(an|x|).
La série

(∑
vn

)
n�0

converge car vn ñ→∞ an|x| et a ∈ ]0, 1[. Donc la suite double

(wn,k) est sommable et d’après le théorème d’interversion des sommations, on a :

S(x) =

∞∑
k=0

∞∑
n=0

wn,k =

∞∑
k=0

( ∞∑
n=0

a(2k+1)n
) (−1)kx2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(1− a2k+1)(2k + 1)!
·

Ceci étant vrai pour tout x réel, S est développable en série entière sur R.
Notons que S(x) − S(ax) = sin(x). Si la fonction S avait une limite en ±∞ la
fonction sinus en aurait une : absurde.
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12. a. f : t �→ t2n exp(−t2) est continue sur [0,+∞[ et f(t) =
|t|→+∞

o(t−2) donc

elle est intégrable sur R. Par une intégration par parties facile, on a en posant

u(t) = −1

2
e−t2 et v(t) = t2n−1 la relation : ∀n � 1, In =

2n− 1

2
In−1.

D’où par récurrence : ∀n ∈ N, In =
(2n)!

22nn!

√
π, car I0 = Γ

(1
2

)
=

√
π.

b. ∀t ∈ R, ∀z ∈ C, F (t) = exp(−t2) cos(tz) =
∑
n�0

un(t) où un(t) =
(−1)n(tz)2n

(2n)!
e−t2

Pour tout n ∈ N, un ∈ L1(R,C) et

∫

R
|un(t)|dt =

|z|2n

(2n)!
In =

|z|2n

22nn!

√
π. Donc

la série
∑∫

R
|un| converge et a pour somme

√
π. exp

( |z|2
4

)
. D’un théorème

d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit que F ∈ L1(R,C),∫

R
F =

∫

R

∑
n�0

un(t)dt =
∑
n�0

∫

R
un(t)dt =

∑
n�0

(−1)nz2n

(2n)!
In =

√
π.

∑
n�0

(−1)nz2n

22nn!
·

Donc :

∫

R
F =

√
π. exp

(
− z2

4

)
·

13. a. La fonction f définie sur R par f(t) =
ch(tz)

ch(t)
est élément de C(R,C).

|f(t)| �
ch(|tz|)
ch(t)

et
ch(|tz|)
ch(t) ˜t→+∞ e−t(1−|z|) =

t→+∞
o
( 1

t2

)
car |z| < 1 et par

croissances comparées. Comme f est paire elle intégrable sur R et

∫

R
f = 2

∫

R+

f .

b. ∀t ∈ R, f(t) =
∞∑

n=0

fn(t) où fn(t) =
(tz)2n

(2n)! ch(t)
·

fn ∈ C(R,C) et |fn(t)| =
(t|z|)2n

(2n)! ch(t) ˜t→+∞
(t|z|)2ne−t

2(2n)!
=

t→+∞
o
( 1

t2

)
·

Les fonctions fn sont intégrables sur R et∫

R+

|fn| =
|z|2n

(2n)!

∫

R+

t2n

ch(t)
dt � 2

|z|2n

(2n)!

∫

R+

t2ne−tdt = 2|z|2n car Γ(2n+1) = (2n)!

et ch(t) >
et

2
pour tout t ∈ R. Comme |z| < 1,

∑∫

R+

|fn| converge. D’un

théorème d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit que :∫

R+

f =
∑
n�0

∫

R+

fn =
∑
n�0

z2n

(2n)!

∫

R+

t2n

ch(t)
dt, d’où (i).

Montrons (ii). Si t ∈ ]0,+∞[,
ch(tz)

ch(t)
=

2 ch(tz)e−t

1 + e−2t
= 2

∞∑
n=0

gn(t) où les fonctions

gn sont définies par gn(t) = (−1)n ch(tz)e−(2n+1)t si t ∈ [0,+∞[. Les fonctions gn
sont continues sur R+ et à valeurs dans C.

∀t � 0, |gn(t)| � ch(|z|t)e−(2n+1)t �
1

2
e−(2n+1−|z|)t

Comme |z| < 1, on a donc gn(t) =
t→+∞

o
(
t−2

)
. D’où gn ∈ L1(R+,C).

So
lu

ti
o

ns
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Soit Sn(t) =

n−1∑
k=0

gk(t) = ch(tz)

n−1∑
k=0

e−(2k+1)t =
1− (−1)ne−2nt

1 + e−2t
ch(tz)e−t.

Pour n � 1 et t � 0, e−2nt � e−t. Donc |Sn(t)| � | ch(tz)|e−t = g(t).

Comme à la question a. on montre que g ∈ L1(R+R+). La suite (Sn) convergeant
simplement vers f sur ]0,+∞[, on déduit du théorème de convergence dominée

que :

∫

R+

f = lim
n→∞

∫

R+

Sn =

∞∑
n=0

∫

R+

gn. Notons Jn =

∫

R+

gn. On a :

Jn =
(−1)n

2

∫

R+

(
e−(2n+1−z)t+e−(2n+1+z)t

)
dt=

(−1)n

2

[ 1

2n+ 1− z
+

1

2n+ 1 + z

]
·

D’où :

∫

R
f = 4

∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)

(2k + 1)2 − z2
·

(2k + 1)

(2k + 1)2 − z2
=

1

2k + 1
· 1

1−
( z

2k + 1

)2 =

∞∑
n=0

z2n

(2k + 1)2n+1
car

∣∣∣ z

2k + 1

∣∣∣ < 1.

Donc

∫

R
f = 4

∞∑
k=0

∞∑
n=0

un,k où un,k =
(−1)kz2n

(2k + 1)2n+1
·

Pour tout n � 1, la série
(∑

|un,k|
)
k�0

converge par comparaison à une série de

Riemann et sa somme est vn =

∞∑
k=0

|z|n

(2k + 1)2n+1
� |z|nζ(2n+ 1) � |z|nζ(2).

Comme |z| < 1, la série
∑

vn converge. On déduit du théorème de convergence
des séries doubles, que

(∑
un,k

)
n�1,k�0

converge absolument et que :
∫

R
f = 4

∞∑
k=0

uk,0+4

∞∑
n=1

∞∑
k=0

un,k = 4η(1)+4

∞∑
n=1

η(2n+1)z2n = 4

∞∑
n=0

η(2n+1)z2n.

14. Comme |x0| < R, S
(p)(x0)

p!
=

∞∑
q=p

q!

p!(q − p)!
aqx

q−p
0 . Soit x réel et tel que

|x− x0| < R− |x0|. Montrons que
(∑ S(p)(x0)

p!
(x− x0)

p
)
p�0

converge.

Montrons que la série double définie par up,q =
q!(x− x0)

paqx
q−p
0

p!(q − p)!
si q � p et

up,q = 0 si q < p est absolument convergente.

Si q � p, |up,q| =
(
q

p

)
|aq||x−x0|p|x0|q−p. Pour tout q ∈ N, la série

(∑
|up,q|

)
p�0

converge et a pour somme vq =

q∑
p=0

(
q

p

)
|aq||x−x0|p|x0|q−p = |aq|

(
|x−x0|+|x0|

)q
.

vq = |aq|rq où r = |x − x0| + |x0| ∈ ]0, R[. Donc la série
∑

vq converge car
R est le rayon de convergence de la série entière

∑
anx

n. D’après le théorème
d’interversion des sommations des séries doubles,

∑
up,q est absolument conver-

gente et

∞∑
p=0

∞∑
q=0

up,q =

∞∑
q=0

∞∑
p=0

up,q.

Comme
∞∑
p=0

∞∑
q=0

up,q =

∞∑
p=0

(x− x0)
p

p!

∞∑
q=p

q!aqx
q−p
0

(q − p)!
=

∞∑
p=0

(x− x0)
p

p!
S(p)(x0) et
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∞∑
q=0

∞∑
p=0

up,q =

∞∑
q=0

q∑
p=0

up,q =

∞∑
q=0

aq

q∑
p=0

(
q

p

)
(x−x0)

pxq−p
0 =

∞∑
q=0

aq
(
x−x0 +x0

)q
.

Donc :

∞∑
q=0

∞∑
p=0

up,q =

∞∑
q=0

aqx
q = S(x). D’où le résultat.

15. a. Les fonctions un définies par un(t) =
tn

1 + tn
sont continues sur ] − 1, 1[.

Soit a ∈ ]0, 1[. Pour tout t ∈ [−a, a], |1 + tn| �
∣∣1− |t|n

∣∣ = 1− |t|n � 1− a. Donc,

pour tout t ∈ [−a, a], |un(t)| �
an

1− a
= λn. Comme λn est indépendant de t et

comme
∑

λn est une série géométrique convergente,
∑

un converge normalement
a fortiori uniformément sur tout compact inclus dans ]−1, 1[. D’après le théorème
de continuité des sommes des séries de fonctions, S ∈ C

(
]− 1, 1[,R).

b. Si |t| < 1, S(t) =
∞∑

n=1

∞∑
k=0

un,k où un,k = (−1)ktn(k+1).

Pour tout n � 1 la série
(∑

|un,k|
)
k�0

converge et a pour somme vn =
|t|n

1− |t|n
·

Comme vn ñ→∞ |t|n, la série à termes réels positifs
∑

bn converge. D’après le

théorème de Fubini pour les séries doubles,
(∑

un,k

)
n�1,k�0

est absolument

convergente et S(t) =
∞∑
k=0

∞∑
n=1

un,k =

∞∑
k=0

(−1)ktk+1

1− tk+1
(cf. séries géométriques).

c. ∀t ∈ [0, 1[, (1− t)S(t) =

∞∑
k=0

fk(t) où fk(t) =
(−1)ktk+1

1 + t+ · · ·+ tk
·

Pour k ∈ N, fk(t) −−−→
t→1−

(−1)k

k + 1
·

Pour t fixé dans [0, 1[, la série
∑

fk(t) est une série alternée qui converge avec le
théorème spécial. En effet, |fk(t)| −−−→

k→∞
0 car

∑
fk(t) converge ; |fk+1(t)| � |fk(t)|

car : 0 � t < 1 ⇒ 0 < 1 + t+ · · ·+ tk � 1 + t+ · · ·+ tk + tk+1 et tk+2 � tk+1.

Donc :
∣∣∣

∞∑
k=n

fk(t)
∣∣∣ � |fn(t)| �

1

n+ 1
si t ∈ [0, 1[ puisque 1+t+· · ·+tn � (n+1)tn+1.

Donc la suite de fonctions
( ∞∑

k=n

fk

)
n∈N

converge uniformément vers la fonction

nulle sur [0, 1[ ie. la série de fonctions
∑

fn converge uniformément sur [0, 1[.
L’application du théorème de la double limite donne :

(1− t)S(t) −−−→
t→1−

∞∑
k=0

(−1)k

1 + k
= ln(2).

16. a. γ = lim
n→∞

γn où γn =

n∑
k=1

1

k
− ln(n+ 1).

Comme
n∑

k=1

(
ln(k)− ln(k + 1))

)
= − ln(n+ 1) par télescopage des termes, on a :

γn =

n∑
k=1

[1
k
− ln

(
1 +

1

k

)]
. D’où le résultat.
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Soit Sn(t) =

n−1∑
k=0

gk(t) = ch(tz)

n−1∑
k=0

e−(2k+1)t =
1− (−1)ne−2nt

1 + e−2t
ch(tz)e−t.

Pour n � 1 et t � 0, e−2nt � e−t. Donc |Sn(t)| � | ch(tz)|e−t = g(t).

Comme à la question a. on montre que g ∈ L1(R+R+). La suite (Sn) convergeant
simplement vers f sur ]0,+∞[, on déduit du théorème de convergence dominée

que :

∫

R+

f = lim
n→∞

∫

R+

Sn =

∞∑
n=0

∫

R+

gn. Notons Jn =

∫

R+

gn. On a :

Jn =
(−1)n

2

∫

R+

(
e−(2n+1−z)t+e−(2n+1+z)t

)
dt=

(−1)n

2

[ 1

2n+ 1− z
+

1

2n+ 1 + z

]
·

D’où :

∫

R
f = 4

∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)

(2k + 1)2 − z2
·

(2k + 1)

(2k + 1)2 − z2
=

1

2k + 1
· 1

1−
( z

2k + 1

)2 =

∞∑
n=0

z2n

(2k + 1)2n+1
car

∣∣∣ z

2k + 1

∣∣∣ < 1.

Donc

∫

R
f = 4

∞∑
k=0

∞∑
n=0

un,k où un,k =
(−1)kz2n

(2k + 1)2n+1
·

Pour tout n � 1, la série
(∑

|un,k|
)
k�0

converge par comparaison à une série de

Riemann et sa somme est vn =

∞∑
k=0

|z|n

(2k + 1)2n+1
� |z|nζ(2n+ 1) � |z|nζ(2).

Comme |z| < 1, la série
∑

vn converge. On déduit du théorème de convergence
des séries doubles, que

(∑
un,k

)
n�1,k�0

converge absolument et que :
∫

R
f = 4

∞∑
k=0

uk,0+4

∞∑
n=1

∞∑
k=0

un,k = 4η(1)+4

∞∑
n=1

η(2n+1)z2n = 4

∞∑
n=0

η(2n+1)z2n.

14. Comme |x0| < R, S
(p)(x0)

p!
=

∞∑
q=p

q!

p!(q − p)!
aqx

q−p
0 . Soit x réel et tel que

|x− x0| < R− |x0|. Montrons que
(∑ S(p)(x0)

p!
(x− x0)

p
)
p�0

converge.

Montrons que la série double définie par up,q =
q!(x− x0)

paqx
q−p
0

p!(q − p)!
si q � p et

up,q = 0 si q < p est absolument convergente.

Si q � p, |up,q| =
(
q

p

)
|aq||x−x0|p|x0|q−p. Pour tout q ∈ N, la série

(∑
|up,q|

)
p�0

converge et a pour somme vq =

q∑
p=0

(
q

p

)
|aq||x−x0|p|x0|q−p = |aq|

(
|x−x0|+|x0|

)q
.

vq = |aq|rq où r = |x − x0| + |x0| ∈ ]0, R[. Donc la série
∑

vq converge car
R est le rayon de convergence de la série entière

∑
anx

n. D’après le théorème
d’interversion des sommations des séries doubles,

∑
up,q est absolument conver-

gente et

∞∑
p=0

∞∑
q=0

up,q =

∞∑
q=0

∞∑
p=0

up,q.

Comme
∞∑
p=0

∞∑
q=0

up,q =

∞∑
p=0

(x− x0)
p

p!

∞∑
q=p

q!aqx
q−p
0

(q − p)!
=

∞∑
p=0

(x− x0)
p

p!
S(p)(x0) et
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∞∑
q=0

∞∑
p=0

up,q =

∞∑
q=0

q∑
p=0

up,q =

∞∑
q=0

aq

q∑
p=0

(
q

p

)
(x−x0)

pxq−p
0 =

∞∑
q=0

aq
(
x−x0 +x0

)q
.

Donc :

∞∑
q=0

∞∑
p=0

up,q =

∞∑
q=0

aqx
q = S(x). D’où le résultat.

15. a. Les fonctions un définies par un(t) =
tn

1 + tn
sont continues sur ] − 1, 1[.

Soit a ∈ ]0, 1[. Pour tout t ∈ [−a, a], |1 + tn| �
∣∣1− |t|n

∣∣ = 1− |t|n � 1− a. Donc,

pour tout t ∈ [−a, a], |un(t)| �
an

1− a
= λn. Comme λn est indépendant de t et

comme
∑

λn est une série géométrique convergente,
∑

un converge normalement
a fortiori uniformément sur tout compact inclus dans ]−1, 1[. D’après le théorème
de continuité des sommes des séries de fonctions, S ∈ C

(
]− 1, 1[,R).

b. Si |t| < 1, S(t) =
∞∑

n=1

∞∑
k=0

un,k où un,k = (−1)ktn(k+1).

Pour tout n � 1 la série
(∑

|un,k|
)
k�0

converge et a pour somme vn =
|t|n

1− |t|n
·

Comme vn ñ→∞ |t|n, la série à termes réels positifs
∑

bn converge. D’après le

théorème de Fubini pour les séries doubles,
(∑

un,k

)
n�1,k�0

est absolument

convergente et S(t) =
∞∑
k=0

∞∑
n=1

un,k =

∞∑
k=0

(−1)ktk+1

1− tk+1
(cf. séries géométriques).

c. ∀t ∈ [0, 1[, (1− t)S(t) =

∞∑
k=0

fk(t) où fk(t) =
(−1)ktk+1

1 + t+ · · ·+ tk
·

Pour k ∈ N, fk(t) −−−→
t→1−

(−1)k

k + 1
·

Pour t fixé dans [0, 1[, la série
∑

fk(t) est une série alternée qui converge avec le
théorème spécial. En effet, |fk(t)| −−−→

k→∞
0 car

∑
fk(t) converge ; |fk+1(t)| � |fk(t)|

car : 0 � t < 1 ⇒ 0 < 1 + t+ · · ·+ tk � 1 + t+ · · ·+ tk + tk+1 et tk+2 � tk+1.

Donc :
∣∣∣

∞∑
k=n

fk(t)
∣∣∣ � |fn(t)| �

1

n+ 1
si t ∈ [0, 1[ puisque 1+t+· · ·+tn � (n+1)tn+1.

Donc la suite de fonctions
( ∞∑

k=n

fk

)
n∈N

converge uniformément vers la fonction

nulle sur [0, 1[ ie. la série de fonctions
∑

fn converge uniformément sur [0, 1[.
L’application du théorème de la double limite donne :

(1− t)S(t) −−−→
t→1−

∞∑
k=0

(−1)k

1 + k
= ln(2).

16. a. γ = lim
n→∞

γn où γn =

n∑
k=1

1

k
− ln(n+ 1).

Comme

n∑
k=1

(
ln(k)− ln(k + 1))

)
= − ln(n+ 1) par télescopage des termes, on a :

γn =

n∑
k=1

[1
k
− ln

(
1 +

1

k

)]
. D’où le résultat.
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b. Pour tout x ∈ ]− 1, 1], ln(1 + x) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk. (1)

Ce résultat a été établi dans ce chapitre pour x ∈ ]− 1, 1[ et ln(2) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k

a déjà été vu à au moins deux reprises dans ce cours. D’une part dans le chapitre
4, d’autre part dans la remarque qui suit le théorème d’intégration des séries de
fonctions de signe quelconque dans le chapitre précédent. Il sera encore établi dans
le travail dirigé qui suit et qui s’intitule :〈〈Comportement au bord. 〉〉 Donc pour

tout n � 1,
1

n
− ln

(
1 +

1

n

)
=

∞∑
k=2

(−1)k

knk
·

D’où : γ =

∞∑
n=1

∞∑
k=2

un,k où un,k =
(−1)k

knk
·

Pour tout n � 2,
(∑

|un,k|
)
k�2

converge et a pour somme vn = − ln
(
1− 1

n

)
− 1

n
·

Comme vn ñ→∞
1

2n2
, la série

(∑
vn

)
n�2

converge. D’après le théorème de Fubini

pour les séries doubles,
(∑

un,k

)
n�2,k�2

est absolument convergente et :

γ −
∞∑
k=2

(−1)k

k
=

∞∑
n=2

∞∑
k=2

un,k =

∞∑
k=2

∞∑
n=2

un,k.

Or

∞∑
k=2

∞∑
n=2

un,k =

∞∑
k=2

(−1)k

k

( ∞∑
n=2

1

nk

)
=

∞∑
k=2

(−1)k

k

(
ζ(k)− 1

)
· D’où le résultat.

17. a. Pour tout x ∈ ]−1, 1[, arcsin(x) =

∞∑
n=0

(2n)!

(2nn!)2(2n+ 1)
x2n+1 d’après III.C.2.

de ce chapitre. D’après la formule de Stirling, an =
(2n)!

(2nn!)2(2n+ 1) ñ→∞
1

2n3/2
√
π
·

Donc la série de fonctions
∑

anx
2n+1 converge normalement sur [−1, 1]. Sa somme

est continue sur [−1, 1] d’après le théorème de continuité des sommes des séries de

fonctions continues. D’où : ∀x ∈ [−1, 1], arcsin(x) =
∞∑

n=0

anx
2n+1.

b. Si t ∈
[
0,

π

2

]
, t = arcsin

(
sin(t)

)
=

∞∑
n=0

un(t) où un(t) = an
(
sin(t)

)2n+1
.

Comme, pour tout t ∈
[
0,

π

2

]
, |un(t)| � an, la série de fonctions continues

∑
un

converge normalement a fortiori uniformément sur
[
0,

π

2

]
, on déduit du théorème

d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment que :∫ π
2

0

arcsin
(
sin(t)

)
dt =

∫ π
2

0

tdt =

∞∑
n=0

∫ π
2

0

sin2n+1(t)dt.

En tant qu’intégrale de Wallis,

∫ π
2

0

sin2n+1(t)dt =
(2nn!)2

(2n+ 1)!
·

Donc :
π2

8
=

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
· Or ζ(2) =

∞∑
n=2

1

(2n)2
+

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
·

Donc
3

4
ζ(2) =

π2

8
et ζ(2) =

π2

6
·
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18. Supposons qu’il existe y solution de (H) telle que y(0) = u0 et y′(0) = u1.

Posons y(x) =
∞∑

n=0

unx
n pour |x| < R. D’après un théorème sur les séries entières,

y ∈ C∞(
]−R,R[,C

)
, y′(x) =

∞∑
n=0

(n+1)un+1x
n et y′′(x) =

∞∑
n=0

(n+1)(n+2)un+2x
n·

y′′(x) + α(x)y′(x) + β(x)y(x) =

∞∑
n=0

λnx
n où

λn = (n+ 2)(n+ 1)un+2 +

n∑
p=0

(n− p+ 1)un−p+1ap +

n∑
p=0

un−pbp.

De l’unicité des coefficients du développement en série entière de la fonction nulle,
on déduit que λn = 0 pour tout n ∈ N.
Soit r ∈ ]0, R[. Comme

∑
(n+ 1)(n+ 2)anx

n−1 et
∑

bnx
n convergent absolument

pour x = r, il existe C = C(r) > 0 tel que ∀n ∈ N∗, (n+ 1)(n+ 2)|an| �
C

rn−1
et

|bn| � Cr−n. Comme λn = 0 pour tout n ∈ N, on a :

∀n ∈ N, (n+ 1)(n+ 2)|un+2| � C

n∑
p=0

(n− p+ 1)|un−p+1|
(p+ 1)(p+ 2)rp−1

+

n∑
p=0

|un−p|
C

rp
·

Supposons qu’il existeM(r) > 0 tel que, pour k ∈ [[0, n+1]], |uk| � M(r)r−k. Alors

(n+1)(n+2)|un+2| �
CM(r)

rn

[ n∑
p=0

(n− p+ 1)

(p+ 1)(p+ 2)
+(n+1)

]
� 2CM(r)(n+1)r−n

car

n∑
p=0

1

(p+ 1)(p+ 2)
=

n∑
p=0

( 1

(p+ 1)
− 1

p+ 2

)
= 1− 1

n+ 2
� 1·

Donc |un+2| �
2CM(r)r−n

(n+ 2)
sera inférieur ou égal à M(r)r−n−2 si

2C

n+ 2
�

1

r2
ce

qui est vrai si n � n0(r) (= E[2Cr2] par exemple).

On suppose dans l’hypothèse de récurrence que M(r) est choisi tel que, pour tout
k ∈ [[0, n0(r) + 1]], |uk| � M(r)r−k et l’on a, par théorème de récurrence :

∀n ∈ N, |un| � M(r)r−n.

D’où le résultat, ce qui constitue un théorème d’existence globale de solutions de
l’équation différentielle (H).

19. a. Soit x fixé dans ] − 1, 1[. Pour tout u ∈ ] − 1, 1[, (1 + u)−α =

∞∑
n=0

λnu
n où

λ0 = 1 et λn =
(−α)(−α+ 1) · · · (−α− n+ 1)

n!
un si n � 1.

Pour tout t ∈
[
0,
π

2

]
, |x2 sin2(t)| � x2 < 1. Donc

(
1− x2 sin2(t)

)−α
=

∞∑
n=0

fn(t) où

fn(t) = λn

(
−x2 sin2(t)

)n
. Donc |fn(t)| � x2n|λn| =

x2n

n!
|α(α+1) · · · (α+n− 1)|.

Comme −α �∈ N, λn �= 0. Donc, si x �= 0,
∣∣∣λn+1x

2n+2

λnx2n

∣∣∣ −−−→
n→∞

x2 ∈ [0, 1[.

D’après la règle de d’Alembert pour les séries réelles, la série
∑

|λn|x2n converge.

Donc la série
∑

fn converge normalement a fortiori uniformément sur
[
0,
π

2

]
· Du
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b. Pour tout x ∈ ]− 1, 1], ln(1 + x) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk. (1)

Ce résultat a été établi dans ce chapitre pour x ∈ ]− 1, 1[ et ln(2) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k

a déjà été vu à au moins deux reprises dans ce cours. D’une part dans le chapitre
4, d’autre part dans la remarque qui suit le théorème d’intégration des séries de
fonctions de signe quelconque dans le chapitre précédent. Il sera encore établi dans
le travail dirigé qui suit et qui s’intitule :〈〈Comportement au bord. 〉〉 Donc pour

tout n � 1,
1

n
− ln

(
1 +

1

n

)
=

∞∑
k=2

(−1)k

knk
·

D’où : γ =

∞∑
n=1

∞∑
k=2

un,k où un,k =
(−1)k

knk
·

Pour tout n � 2,
(∑

|un,k|
)
k�2

converge et a pour somme vn = − ln
(
1− 1

n

)
− 1

n
·

Comme vn ñ→∞
1

2n2
, la série

(∑
vn

)
n�2

converge. D’après le théorème de Fubini

pour les séries doubles,
(∑

un,k

)
n�2,k�2

est absolument convergente et :

γ −
∞∑
k=2

(−1)k

k
=

∞∑
n=2

∞∑
k=2

un,k =

∞∑
k=2

∞∑
n=2

un,k.

Or

∞∑
k=2

∞∑
n=2

un,k =

∞∑
k=2

(−1)k

k

( ∞∑
n=2

1

nk

)
=

∞∑
k=2

(−1)k

k

(
ζ(k)− 1

)
· D’où le résultat.

17. a. Pour tout x ∈ ]−1, 1[, arcsin(x) =
∞∑

n=0

(2n)!

(2nn!)2(2n+ 1)
x2n+1 d’après III.C.2.

de ce chapitre. D’après la formule de Stirling, an =
(2n)!

(2nn!)2(2n+ 1) ñ→∞
1

2n3/2
√
π
·

Donc la série de fonctions
∑

anx
2n+1 converge normalement sur [−1, 1]. Sa somme

est continue sur [−1, 1] d’après le théorème de continuité des sommes des séries de

fonctions continues. D’où : ∀x ∈ [−1, 1], arcsin(x) =
∞∑

n=0

anx
2n+1.

b. Si t ∈
[
0,

π

2

]
, t = arcsin

(
sin(t)

)
=

∞∑
n=0

un(t) où un(t) = an
(
sin(t)

)2n+1
.

Comme, pour tout t ∈
[
0,

π

2

]
, |un(t)| � an, la série de fonctions continues

∑
un

converge normalement a fortiori uniformément sur
[
0,

π

2

]
, on déduit du théorème

d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment que :∫ π
2

0

arcsin
(
sin(t)

)
dt =

∫ π
2

0

tdt =

∞∑
n=0

∫ π
2

0

sin2n+1(t)dt.

En tant qu’intégrale de Wallis,

∫ π
2

0

sin2n+1(t)dt =
(2nn!)2

(2n+ 1)!
·

Donc :
π2

8
=

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
· Or ζ(2) =

∞∑
n=2

1

(2n)2
+

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
·

Donc
3

4
ζ(2) =

π2

8
et ζ(2) =

π2

6
·
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18. Supposons qu’il existe y solution de (H) telle que y(0) = u0 et y′(0) = u1.

Posons y(x) =
∞∑

n=0

unx
n pour |x| < R. D’après un théorème sur les séries entières,

y ∈ C∞(
]−R,R[,C

)
, y′(x) =

∞∑
n=0

(n+1)un+1x
n et y′′(x) =

∞∑
n=0

(n+1)(n+2)un+2x
n·

y′′(x) + α(x)y′(x) + β(x)y(x) =

∞∑
n=0

λnx
n où

λn = (n+ 2)(n+ 1)un+2 +

n∑
p=0

(n− p+ 1)un−p+1ap +

n∑
p=0

un−pbp.

De l’unicité des coefficients du développement en série entière de la fonction nulle,
on déduit que λn = 0 pour tout n ∈ N.
Soit r ∈ ]0, R[. Comme

∑
(n+ 1)(n+ 2)anx

n−1 et
∑

bnx
n convergent absolument

pour x = r, il existe C = C(r) > 0 tel que ∀n ∈ N∗, (n+ 1)(n+ 2)|an| �
C

rn−1
et

|bn| � Cr−n. Comme λn = 0 pour tout n ∈ N, on a :

∀n ∈ N, (n+ 1)(n+ 2)|un+2| � C

n∑
p=0

(n− p+ 1)|un−p+1|
(p+ 1)(p+ 2)rp−1

+

n∑
p=0

|un−p|
C

rp
·

Supposons qu’il existeM(r) > 0 tel que, pour k ∈ [[0, n+1]], |uk| � M(r)r−k. Alors

(n+1)(n+2)|un+2| �
CM(r)

rn

[ n∑
p=0

(n− p+ 1)

(p+ 1)(p+ 2)
+(n+1)

]
� 2CM(r)(n+1)r−n

car

n∑
p=0

1

(p+ 1)(p+ 2)
=

n∑
p=0

( 1

(p+ 1)
− 1

p+ 2

)
= 1− 1

n+ 2
� 1·

Donc |un+2| �
2CM(r)r−n

(n+ 2)
sera inférieur ou égal à M(r)r−n−2 si

2C

n+ 2
�

1

r2
ce

qui est vrai si n � n0(r) (= E[2Cr2] par exemple).

On suppose dans l’hypothèse de récurrence que M(r) est choisi tel que, pour tout
k ∈ [[0, n0(r) + 1]], |uk| � M(r)r−k et l’on a, par théorème de récurrence :

∀n ∈ N, |un| � M(r)r−n.

D’où le résultat, ce qui constitue un théorème d’existence globale de solutions de
l’équation différentielle (H).

19. a. Soit x fixé dans ] − 1, 1[. Pour tout u ∈ ] − 1, 1[, (1 + u)−α =

∞∑
n=0

λnu
n où

λ0 = 1 et λn =
(−α)(−α+ 1) · · · (−α− n+ 1)

n!
un si n � 1.

Pour tout t ∈
[
0,
π

2

]
, |x2 sin2(t)| � x2 < 1. Donc

(
1− x2 sin2(t)

)−α
=

∞∑
n=0

fn(t) où

fn(t) = λn

(
−x2 sin2(t)

)n
. Donc |fn(t)| � x2n|λn| =

x2n

n!
|α(α+1) · · · (α+n− 1)|.

Comme −α �∈ N, λn �= 0. Donc, si x �= 0,
∣∣∣λn+1x

2n+2

λnx2n

∣∣∣ −−−→
n→∞

x2 ∈ [0, 1[.

D’après la règle de d’Alembert pour les séries réelles, la série
∑

|λn|x2n converge.

Donc la série
∑

fn converge normalement a fortiori uniformément sur
[
0,
π

2

]
· Du
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théorème d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment, on déduit

que : Fα(x) =

∞∑
n=0

∫ π
2

0

fn(t)dt =

∞∑
n=0

λn(−x2)nI2n où I2n est l’intégrale de Wallis

I2n =

∫ π
2

0

sin2n(t)dt =
(2n)!

(2nn!)2
π

2
·

Pour tout x ∈ ] − 1, 1[, Fα(x) = Sα(x) =

∞∑
n=0

anx
2n où an = (−1)nλn

(2n)!

(2nn!)2
π

2
si

n � 1 et a0 =
π

2
· Si x �= 0,

∣∣∣ anx
2n

an−1x2(n−1)

∣∣∣ −−−→
n→∞

x2. D’après la règle de d’Alembert

pour les séries réelles, la série
∑

anx
2n converge si x2 < 1 et diverge si x2 > 1.

Donc la série entière
∑

anx
2n est de rayon de convergence égal à 1.

b. Étude de la série entière en 1 et -1. Si n > |α− 1|. On a an de signe constant.

an+1

an
=

2n+ 1

2n+ 2

α+ n

1 + n
=

n→∞
1 −

3
2 − α

n
+ O

( 1

n2

)
· (�) D’après la règle de

Raabe-Duhamel, il existe K > 0 tel que an ñ→∞
K

n
3
2−α

· (��)

• Si α <
1

2
, la série

∑
an converge absolument. Donc

∑
anx

n converge en 1 et -1.

• Si α �
3

2
, la série

∑
|an| diverge grossièrement d’après (��). Donc

∑
anx

n

diverge en 1 et -1.

• Si
1

2
� α <

3

2
, la série

∑
|an| diverge mais an −−−→

n→∞
0. D’après (�), (|an|) décrôıt

si n est assez grand. Donc
∑

anx
n converge -1 et diverge en 1.

20. a. Pour (x, y) ∈ R2, 2|xy| � x2 + y2. D’où : 2
∣∣∣ an
n− t

∣∣∣ � |an|2 +
1

|n− t|2
·

Donc la série
(∑ an

n− t

)
n�p

converge quel que soit p � 1 et t ∈ ]− p, p[.

Pour n � 1 et |t| < n,
an

n− t
=

an
n

∞∑
k=0

tk

nk
·

Donc, si t ∈ ]− p, p[, fp(t) =

∞∑
n=p

∞∑
k=0

un,k où un,k =
ant

k

nk+1
·

• Pour tout n � p,
(∑

|un,k|
)
k�0

converge et a pour somme vn =
|an|

n− |t|
·

•
(∑

vn
)
n�p

converge et a pour somme fp(|t|).
Du théorème de Fubini on déduit que la série double

(∑
un,k

)
n�p,k�0

est abso-

lument convergente et que fp(t) =

∞∑
k=0

( ∞∑
n=p

an
nk+1

)
tk si t ∈ ]− p, p[.

b. Si les an sont non tous nuls, soit N = min{n | an �= 0}. On a fN (t) = f1(t) si

t ∈ ] − 1, 1[. Si f1 est nulle sur ] − 1, 1[ on a f
(k)
N (0) = 0 pour tout k (cf. série de

Taylor). D’où fN = 0. Donc, pour t ∈ ]−N,N [, 0 =
aN

N − t
+fN+1(t) est impossible

puisque fN+1 est de classe C∞ sur ]−N − 1, N + 1[.

21. Montrons d’abord l’indication de l’énoncé.
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(2n+ 2)un+1 =(2n+ 2) + 2

n∑
k=0

k!(n+ 1− k)!

n!
,

=(2n+ 2) +
n∑

k=0

k!(n+ 1− k)!

n!
+

n∑
k=0

k!(n+ 1− k)!

n!
,

=(2n+ 2) +
n∑

k=0

k!(n− k)!

n!
(n+ 1− k + k + 1),

=(2n+ 2) + (n+ 2)un.

Comme l’application
[
0,
⌊n
2

⌋]
→ N, k �→

(
n
k

)
est croissante, on a, pour tout

n � 2, 2 � un � 2 +
1(
n
1

) +
1(
n

n− 1

) +
n−2∑
k=2

1(
n
k

) � 2 +
2

n
+

2(n− 3)

n(n− 1)
·

Par encadrement, un −−−→
n→∞

2. D’après I.B.2. on a : R = 1.

De : ∀n ∈ N, 2(n+ 1)un+1 = 2(n+ 1) + (n+ 2)un

on déduit : ∀x ∈ ]−1, 1[, 2

∞∑
n=0

(n+1)un+1x
n−2

∞∑
n=0

(n+1)xn−
∞∑

n=0

(n+2)unx
n = 0.

D’où : ∀x ∈ ]− 1, 1[, (2− x)S′(x)− 2S(x) =
2

(1− x)2
·

S est la solution sur ] − 1, 1[ de l’équation différentielle linéaire du premier ordre

(2− x)y′ − 2y =
2

(1− x)2
· (�) qui prend la valeur 1 en 0.

(�) ⇐⇒ d

dx

(
(2− x)2y(x)

)
=

2(2− x)2

(1− x)2
= 2

[ 1

(1− x)2
+

2

1− x
+ 1

]
·

Donc : ∃C ∈ R, ∀x ∈ ]− 1, 1[, (2− x)2S(x) = 2 ln(1− x) +
2(2− x)

1− x
+ C.

Comme S(0) = 1, S(x) =
ln(1− x)2

(2− x)2
+

2

(1− x)(2− x)
·

22. Posons, pour tout n∈N, Rn =
∞∑

k=n

akz
k
0 , (Rn)n converge vers 0.

∀t∈[0, 1] si (n, p)∈N2 on a, en effectuant une transformation d’Abel :
n+p∑
k=n

akt
kzk0 =

n+p∑
k=n

tk(Rk − Rk+1) = tnRn +
n+p∑

k=n+1

(tk − tk−1)Rk − tn+pRn+p+1

d’où, quand p → ∞,
∣∣∣

∞∑
k=n

akt
kzk0

∣∣∣ � |Rn| + (1 − t)
(

sup
k�n+1

|Rk|
) ∞∑

k=n

tk puis

∣∣∣
∞∑

k=n

akt
kzk0

∣∣∣ � 2 sup
k�n

|Rk|, ce qui prouve la convergence uniforme annoncée.
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π

2
·

Pour tout x ∈ ] − 1, 1[, Fα(x) = Sα(x) =

∞∑
n=0

anx
2n où an = (−1)nλn

(2n)!

(2nn!)2
π
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si

n � 1 et a0 =
π

2
· Si x �= 0,

∣∣∣ anx
2n

an−1x2(n−1)

∣∣∣ −−−→
n→∞

x2. D’après la règle de d’Alembert

pour les séries réelles, la série
∑

anx
2n converge si x2 < 1 et diverge si x2 > 1.

Donc la série entière
∑

anx
2n est de rayon de convergence égal à 1.

b. Étude de la série entière en 1 et -1. Si n > |α− 1|. On a an de signe constant.

an+1

an
=

2n+ 1

2n+ 2

α+ n

1 + n
=

n→∞
1 −

3
2 − α

n
+ O

( 1

n2

)
· (�) D’après la règle de

Raabe-Duhamel, il existe K > 0 tel que an ñ→∞
K

n
3
2−α

· (��)

• Si α <
1

2
, la série

∑
an converge absolument. Donc

∑
anx

n converge en 1 et -1.

• Si α �
3

2
, la série

∑
|an| diverge grossièrement d’après (��). Donc

∑
anx

n

diverge en 1 et -1.

• Si
1

2
� α <

3

2
, la série

∑
|an| diverge mais an −−−→

n→∞
0. D’après (�), (|an|) décrôıt

si n est assez grand. Donc
∑

anx
n converge -1 et diverge en 1.

20. a. Pour (x, y) ∈ R2, 2|xy| � x2 + y2. D’où : 2
∣∣∣ an
n− t

∣∣∣ � |an|2 +
1

|n− t|2
·

Donc la série
(∑ an

n− t

)
n�p

converge quel que soit p � 1 et t ∈ ]− p, p[.

Pour n � 1 et |t| < n,
an

n− t
=

an
n

∞∑
k=0

tk

nk
·

Donc, si t ∈ ]− p, p[, fp(t) =

∞∑
n=p

∞∑
k=0

un,k où un,k =
ant

k

nk+1
·

• Pour tout n � p,
(∑

|un,k|
)
k�0

converge et a pour somme vn =
|an|

n− |t|
·

•
(∑

vn
)
n�p

converge et a pour somme fp(|t|).
Du théorème de Fubini on déduit que la série double

(∑
un,k

)
n�p,k�0

est abso-

lument convergente et que fp(t) =

∞∑
k=0

( ∞∑
n=p

an
nk+1

)
tk si t ∈ ]− p, p[.

b. Si les an sont non tous nuls, soit N = min{n | an �= 0}. On a fN (t) = f1(t) si

t ∈ ] − 1, 1[. Si f1 est nulle sur ] − 1, 1[ on a f
(k)
N (0) = 0 pour tout k (cf. série de

Taylor). D’où fN = 0. Donc, pour t ∈ ]−N,N [, 0 =
aN

N − t
+fN+1(t) est impossible

puisque fN+1 est de classe C∞ sur ]−N − 1, N + 1[.

21. Montrons d’abord l’indication de l’énoncé.
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(2n+ 2)un+1 =(2n+ 2) + 2

n∑
k=0

k!(n+ 1− k)!

n!
,

=(2n+ 2) +
n∑

k=0

k!(n+ 1− k)!

n!
+

n∑
k=0

k!(n+ 1− k)!

n!
,

=(2n+ 2) +
n∑

k=0

k!(n− k)!

n!
(n+ 1− k + k + 1),

=(2n+ 2) + (n+ 2)un.

Comme l’application
[
0,
⌊n
2

⌋]
→ N, k �→

(
n
k

)
est croissante, on a, pour tout

n � 2, 2 � un � 2 +
1(
n
1

) +
1(
n

n− 1

) +

n−2∑
k=2

1(
n
k

) � 2 +
2

n
+

2(n− 3)

n(n− 1)
·

Par encadrement, un −−−→
n→∞

2. D’après I.B.2. on a : R = 1.

De : ∀n ∈ N, 2(n+ 1)un+1 = 2(n+ 1) + (n+ 2)un

on déduit : ∀x ∈ ]−1, 1[, 2

∞∑
n=0

(n+1)un+1x
n−2

∞∑
n=0

(n+1)xn−
∞∑

n=0

(n+2)unx
n = 0.

D’où : ∀x ∈ ]− 1, 1[, (2− x)S′(x)− 2S(x) =
2

(1− x)2
·

S est la solution sur ] − 1, 1[ de l’équation différentielle linéaire du premier ordre

(2− x)y′ − 2y =
2

(1− x)2
· (�) qui prend la valeur 1 en 0.

(�) ⇐⇒ d

dx

(
(2− x)2y(x)

)
=

2(2− x)2

(1− x)2
= 2

[ 1

(1− x)2
+

2

1− x
+ 1

]
·

Donc : ∃C ∈ R, ∀x ∈ ]− 1, 1[, (2− x)2S(x) = 2 ln(1− x) +
2(2− x)

1− x
+ C.

Comme S(0) = 1, S(x) =
ln(1− x)2

(2− x)2
+

2

(1− x)(2− x)
·

22. Posons, pour tout n∈N, Rn =
∞∑

k=n

akz
k
0 , (Rn)n converge vers 0.

∀t∈[0, 1] si (n, p)∈N2 on a, en effectuant une transformation d’Abel :
n+p∑
k=n

akt
kzk0 =

n+p∑
k=n

tk(Rk − Rk+1) = tnRn +
n+p∑

k=n+1

(tk − tk−1)Rk − tn+pRn+p+1

d’où, quand p → ∞,
∣∣∣

∞∑
k=n

akt
kzk0

∣∣∣ � |Rn| + (1 − t)
(

sup
k�n+1

|Rk|
) ∞∑

k=n

tk puis

∣∣∣
∞∑

k=n

akt
kzk0

∣∣∣ � 2 sup
k�n

|Rk|, ce qui prouve la convergence uniforme annoncée.
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Théorème de Bernstein

On suppose que f est de classe C∞ sur ]− 1, 1[, à valeurs réelles avec :

∀(n, x)∈N× ]− 1, 1[, f (2n)(x) � 0.

On considère g : x �→ f(x) + f(−x)

2
et h : x �→ f(x)− f(−x)

2
·

1. Montrer que, pour tout n∈N, g(2n) � 0 sur [0, 1[. En déduire qu’il en va
de même pour g(n).

2. On fixe n∈N.

a. Si ϕn : x �→ x−2n−1

[
g(x) −

n∑
k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k

]
, montrer que ϕn est

croissante et positive sur ]0, 1[.

b. Si x∈[0, 1[ et a∈ ]x, 1[, en déduire la double inégalité :

0 � g(x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k �

(x
a

)2n+1

g(a).

c. En déduire que, sur ]− 1, 1[ , g est somme de sa série de Taylor en 0 :

∀x∈ ]− 1, 1[, g(x) =
∞∑
k=0

g(k)(0)

k!
xk.

3. a. Si |x| < 1 et n∈N, montrer :
∣∣h(2n)(x)

∣∣ � g(2n)(x).

b. En déduire, pour tout n∈N et tout x∈ ]− 1, 1[ :∣∣∣h(x)−
n∑

k=0

h(2k+1)(0)

(2k + 1)!
x2k+1

∣∣∣ � g(x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k.

c. Montrer alors le théorème de Bernstein : si pour (n, x)∈N× ]− 1, 1[ ,
f (2n)(x) � 0 alors f est somme de sa série de Taylor en 0 sur ]− 1, 1[.

4. Montrer que tan est développable en série entière sur
]
− π

2
, π

2

[
·

Solution

Notons que g et h sont respectivement paire et impaire, donc pour tout n∈N,
g(n) et h(n+1) ont même parité que n. D’où, pour n∈N, g(2n+1)(0) = h(2n)(0) = 0.

1. ∀(n, x)∈N× [0, 1[, g(2n)(x) =
f (2n)(x) + f (2n)(−x)

2
� 0.

Si n est impair on a g(n)′ � 0 sur [0, 1[ donc g(n) crôıt avec g(n)(0) = 0.
En résumé : ∀n∈N, g(n) � 0 sur [0, 1[.
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2. a. La formule de Taylor-Laplace donne, sur ]0,1[,

ϕn(x) =
1

(2n)!

∫ 1

0

(1− u)2ng(2n+1)(ux) du � 0 d’après 1.

Pour tout u dans [0,1], x �→ g(2n+1)(ux) crôıt donc ϕn crôıt.

b. Le cas x = 0 est clair. Si 0 < x < a < 1 on a ϕn(x) � ϕn(a) d’où

g(x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k �

(x
a

)2n+1[
g(a)−

n∑
k=0

g(2k)(0)

(2k)!
a2k

]
d’où

0 � g(x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k � g(a)×

(x
a

)2n+1

car les g(2k)(0)a2k sont positifs.

c. Soit x∈ ]− 1, 1[, g(x) = g
(
|x|

)
. Choisissons a dans

]
|x|, 1

[
,
(x
a

)2n+1

−−−→
n→∞

0.

Donc g
(
|x|

)
=

∞∑
k=0

g(2k)(0)

(2k)!
|x|2k et, par parité : ∀x∈ ]− 1, 1[, g(x) =

∞∑
k=0

g(k)(0)

k!
xk

3. a. Si (n, x)∈N× ]− 1, 1[, comme f (2n) est à valeurs dans R+,

∣∣h(2n)(x)
∣∣ =

∣∣∣f
(2n)(x)− f (2n)(−x)

2

∣∣∣ � f (2n)(x) + f (2n)(−x)

2
·

donc |h(2n)| � g(2n) sur ]− 1, 1[

b. Si (n, x)∈N× ]− 1, 1[, utilisons Taylor-Laplace :

I(x) =
∣∣∣h(x)−

n∑
k=0

h(2k+1)(0)

(2k + 1)!
x2k+1

∣∣∣ = |x|2n+2

(2n+ 1)!

∣∣∣
∫ 1

0

(1− u)2n+1h(2n+2)(ux) du
∣∣∣,

puis I(x) �
|x|2n+2

(2n+ 1)!

∫ 1

0

(1− u)2n+1|h(2n+2)(ux)| du ie.

I(x) �
|x|2n+2

(2n+ 1)!

∫ 1

0

(1− u)2n+1g(2n+2)(ux) du

qui vaut, par Taylor-Laplace, g(x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k, d’où l’inégalité.

c. Si x∈ ]− 1, 1[, g(x) =

∞∑
k=0

g(k)(0)

k!
xk, donc h(x) =

∞∑
k=0

h(k)(0)

k!
xk

par encadrement, d’après b.
Comme f = g+ h sur ]− 1, 1[, f est somme de sa série de Taylor en 0 sur ]− 1, 1[.

4. Soit ϕ : x �→ tan
(πx

2

)
, ϕ est C∞ impaire sur ]− 1, 1[.

Si f = ϕ′, pour montrer que
(
∀n∈N, f (2n) � 0 sur ] − 1, 1[

)
il suffit de montrer

que, pour tout n∈N, ϕ(n) � 0 sur [0, 1[. Par récurrence :
• ϕ � 0 sur [0, 1[.

• Si
(
∀k∈[[0, n]], f (k) � 0 sur [0, 1[

)
alors ϕ(n+1) = (ϕ′)(n) =

π

2
(1 + ϕ2)(n)

d’où ϕ(n+1) =
π

2

[
1(n) +

n∑
k=0

(n
k

)
ϕ(k)ϕ(n−k)

]
d’après la formule de Leibniz, d’où

ϕ(n+1) � 0 sur [0, 1[ et la fin de la récurrence.
Par suite f , et donc ϕ, sont développables en série entière sur ] − 1, 1[, par

conséquent tan est développable en série entière sur
]
− π

2
, π

2

[
·
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, montrer que ϕn est
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a
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c. En déduire que, sur ]− 1, 1[ , g est somme de sa série de Taylor en 0 :

∀x∈ ]− 1, 1[, g(x) =
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g(k)(0)

k!
xk.

3. a. Si |x| < 1 et n∈N, montrer :
∣∣h(2n)(x)

∣∣ � g(2n)(x).

b. En déduire, pour tout n∈N et tout x∈ ]− 1, 1[ :∣∣∣h(x)−
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h(2k+1)(0)

(2k + 1)!
x2k+1
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n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k.

c. Montrer alors le théorème de Bernstein : si pour (n, x)∈N× ]− 1, 1[ ,
f (2n)(x) � 0 alors f est somme de sa série de Taylor en 0 sur ]− 1, 1[.

4. Montrer que tan est développable en série entière sur
]
− π

2
, π

2

[
·

Solution

Notons que g et h sont respectivement paire et impaire, donc pour tout n∈N,
g(n) et h(n+1) ont même parité que n. D’où, pour n∈N, g(2n+1)(0) = h(2n)(0) = 0.

1. ∀(n, x)∈N× [0, 1[, g(2n)(x) =
f (2n)(x) + f (2n)(−x)

2
� 0.

Si n est impair on a g(n)′ � 0 sur [0, 1[ donc g(n) crôıt avec g(n)(0) = 0.
En résumé : ∀n∈N, g(n) � 0 sur [0, 1[.
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2. a. La formule de Taylor-Laplace donne, sur ]0,1[,

ϕn(x) =
1

(2n)!

∫ 1

0

(1− u)2ng(2n+1)(ux) du � 0 d’après 1.

Pour tout u dans [0,1], x �→ g(2n+1)(ux) crôıt donc ϕn crôıt.

b. Le cas x = 0 est clair. Si 0 < x < a < 1 on a ϕn(x) � ϕn(a) d’où

g(x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k �

(x
a

)2n+1[
g(a)−

n∑
k=0

g(2k)(0)

(2k)!
a2k

]
d’où

0 � g(x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k � g(a)×

(x
a

)2n+1

car les g(2k)(0)a2k sont positifs.

c. Soit x∈ ]− 1, 1[, g(x) = g
(
|x|

)
. Choisissons a dans

]
|x|, 1

[
,
(x
a

)2n+1

−−−→
n→∞

0.

Donc g
(
|x|

)
=

∞∑
k=0

g(2k)(0)

(2k)!
|x|2k et, par parité : ∀x∈ ]− 1, 1[, g(x) =

∞∑
k=0

g(k)(0)

k!
xk

3. a. Si (n, x)∈N× ]− 1, 1[, comme f (2n) est à valeurs dans R+,

∣∣h(2n)(x)
∣∣ =

∣∣∣f
(2n)(x)− f (2n)(−x)

2

∣∣∣ � f (2n)(x) + f (2n)(−x)

2
·

donc |h(2n)| � g(2n) sur ]− 1, 1[

b. Si (n, x)∈N× ]− 1, 1[, utilisons Taylor-Laplace :

I(x) =
∣∣∣h(x)−

n∑
k=0

h(2k+1)(0)

(2k + 1)!
x2k+1

∣∣∣ = |x|2n+2

(2n+ 1)!

∣∣∣
∫ 1

0

(1− u)2n+1h(2n+2)(ux) du
∣∣∣,

puis I(x) �
|x|2n+2

(2n+ 1)!

∫ 1

0

(1− u)2n+1|h(2n+2)(ux)| du ie.

I(x) �
|x|2n+2

(2n+ 1)!

∫ 1

0

(1− u)2n+1g(2n+2)(ux) du

qui vaut, par Taylor-Laplace, g(x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
x2k, d’où l’inégalité.

c. Si x∈ ]− 1, 1[, g(x) =

∞∑
k=0

g(k)(0)

k!
xk, donc h(x) =

∞∑
k=0

h(k)(0)

k!
xk

par encadrement, d’après b.
Comme f = g+ h sur ]− 1, 1[, f est somme de sa série de Taylor en 0 sur ]− 1, 1[.

4. Soit ϕ : x �→ tan
(πx

2

)
, ϕ est C∞ impaire sur ]− 1, 1[.

Si f = ϕ′, pour montrer que
(
∀n∈N, f (2n) � 0 sur ] − 1, 1[

)
il suffit de montrer

que, pour tout n∈N, ϕ(n) � 0 sur [0, 1[. Par récurrence :
• ϕ � 0 sur [0, 1[.

• Si
(
∀k∈[[0, n]], f (k) � 0 sur [0, 1[

)
alors ϕ(n+1) = (ϕ′)(n) =

π

2
(1 + ϕ2)(n)

d’où ϕ(n+1) =
π

2

[
1(n) +

n∑
k=0

(n
k

)
ϕ(k)ϕ(n−k)

]
d’après la formule de Leibniz, d’où

ϕ(n+1) � 0 sur [0, 1[ et la fin de la récurrence.
Par suite f , et donc ϕ, sont développables en série entière sur ] − 1, 1[, par

conséquent tan est développable en série entière sur
]
− π

2
, π

2

[
·
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• Comportement aux bornes de l’intervalle de convergence

1. a. Si
∑

anx
n est une série entière réelle de rayon de convergence R ∈ R∗

+

telle que
∑

anR
n converge avec le théorème spécial des séries alternées,

montrer que la série entière
∑

anx
n converge uniformément sur [0, R]. En

déduire la continuité de sa somme sur ]−R,R].

b. Montrer que : ∀x ∈ [−1, 1], arctan(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1.

et que ∀x ∈ ]−1, 1], ln(1+x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n
d’où : ln(2) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
·

2. Soit
∑

anx
n et

∑
bnx

n deux séries entières réelles de rayon de conver-
gence R = +∞, de sommes respectives f et g telles que : ∀n ∈ N∗, bn > 0.

a. Montrer que : an =
n→∞

O(bn) ⇒ f(x) =
x→+∞

O(g(x)). En déduire un

résultat analogue si l’on remplace O par o.

b. Montrer que an ñ→∞λbn ⇒ f(x) ˜x→+∞λg(x), λ ∈ R∗.

c. Montrer que fα(x) =

∞∑
n=1

nα

n!
xn ˜x→+∞xαex si α ∈ Z.

3. Soient
∑

anx
n et

∑
bnx

n deux séries entières réelles telles que, pour tout

n ∈ N∗, bn > 0,

∞∑
n=0

bn = +∞ et
∑

bnx
n de rayon de convergence 1. Soient

f et g les sommes respectives des séries entières sur [0, 1[.

a. Montrer que lim
1−

g = +∞.

b. Montrer que : an =
n→∞

O(bn) ⇒ f(x) =
x→1−

O(g(x)). En déduire un

résultat analogue si l’on remplace O par o.

c. Montrer que : an ñ→∞λbn ⇒ f(x) ˜x→1−
λg(x), λ ∈ R∗.

4. a. Si (an) converge vers � ∈ R∗, que dire de

∞∑
n=0

anx
n ?

b. Si α ∈ R∗
+, montrer l’existence de : lim

x→1−

(
(1− x)α

∞∑
n=1

nα−1xn
)
.

c. Montrer que : f(x) =
∞∑

n=1

ln(n) xn ˜x→1−
− ln(1− x)

1− x
·

Prouver que : f(x)(1− x) + ln(1− x) −−−−→
x→1−

−γ.

d. Montrer que :
∞∑

n=1

nkxn ˜x→1−
k!

(1− x)k+1
·

e. Montrer que :

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− x2t2)

˜x→1−
1

2
ln
( 1

1− x

)
·

f. Montrer que :
∞∑

n=1

xn

√
n ˜x→1−

√
π

1− x
·
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Solution

1. a. Par hypothèse (|an|Rn) décrôıt donc pour tout n ∈ N, |an+1|R � |an|. D’où
∀x ∈ [0, R], |an+1|x � |an+1|R � |an|. La suite (|an|xn) décrôıt si x ∈ [0, R]. Or
elle converge vers 0 car la série

∑
anx

n converge, donc la série
∑

anx
n converge

avec le théorème spécial des séries alternées. Donc :

∀x ∈ [0, R],
∣∣∣

∞∑
k=n+1

akx
k
∣∣∣ � |an+1x

n+1| � |an+1|Rn+1 = αn+1.

αn est indépendant de x et
∑

αn converge, donc lim(αn) = 0. Donc
∑

anx
n

converge uniformément sur [0, R]. Du théorème de continuité des sommes de séries
de fonctions, on déduit la continuité de sa somme sur [0, R] ; or elle est continue
sur ]−R,R[, d’après le cours, d’où le résultat.

b. Dans le premier cas particulier R = 1 et anR
2n+1 = −an(−R)2n+1 = an, d’où

une application facile du résultat de a. Le second est immédiat.

2. a. Comme an =
n→∞

O(bn) et bn > 0 si n � 1, on peut écrire :

∃M ∈ R∗
+, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n > N ⇒ |an| � Mbn. (1)

Soit N ainsi fixé. Pour tout x ∈ R+, comme bn � 0,

|f(x)| �
∣∣∣

N∑
n=0

anx
n
∣∣∣+M

∞∑
n=N+1

bnx
n �

∣∣∣
N∑

n=0

anx
n
∣∣∣+Mg(x) = |P (x)|+Mg(x).

N étant fixé, P est une fonction polynôme ; donc P (x) =
x→+∞

o(g(x)) car

∀n � 1, bn > 0⇒(∀x∈R+, g(x) � bN+1x
N+1) et on sait que P (x) =

x→+∞
o(xN+1).

Donc : ∃ x0 > 0, ∀x � x0, |P (x)| � Mg(x).

Donc : ∃x0 ∈ R∗
+, ∀x ∈ [x0,+∞[, |f(x)| � 2Mg(x).

Si an =
n→∞

o(bn), le remplacement de M par un ε > 0 quelconque donne la

conclusion.
b. an ñ→∞λbn ⇐⇒ an − λbn =

n→+∞
o(bn). On déduit de a. :

f(x)− λg(x) =
x→+∞

o(g(x)) ie. le résultat.

c. f0(x) = ex − 1 ˜x→+∞ ex et f1(x) = xex donnent l’idée de raisonner par

récurrence. Pour ce, il suffit de vérifier que fα+1(x) ˜x→+∞xfα(x), ce qui se déduit

de b) avec a0 = a1 = 0, an =
n(n− 1)α

n!
si n � 2 et b0 = 0, bn =

nα+1

n!
si n � 1.

3. a. La fonction g est croissante sur [0, 1[ car les bn sont tous positifs. S’il existe

 ∈ R tel que 
 = lim

x→1−
g, alors g(x) � 
 pour tout x ∈ [0, 1[.

Donc, pour tout (n, x) ∈ N × [0, 1[,
n∑

k=0

bkx
k � g(x) � 
. Par passage à la limite

dans les inégalités, n fixé et x tendant vers 1, on a : sn =

n∑
k=0

bk � 
. La suite

croissante (sn) est majorée donc convergente ; ce qui contredit
∑
n�0

bn = +∞.

b. an =
n→∞

O(bn) ⇒ Ra � 1 où Ra est le rayon de convergence de
∑

anx
n
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• Comportement aux bornes de l’intervalle de convergence

1. a. Si
∑

anx
n est une série entière réelle de rayon de convergence R ∈ R∗

+

telle que
∑

anR
n converge avec le théorème spécial des séries alternées,

montrer que la série entière
∑

anx
n converge uniformément sur [0, R]. En

déduire la continuité de sa somme sur ]−R,R].

b. Montrer que : ∀x ∈ [−1, 1], arctan(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1.

et que ∀x ∈ ]−1, 1], ln(1+x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n
d’où : ln(2) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
·

2. Soit
∑

anx
n et

∑
bnx

n deux séries entières réelles de rayon de conver-
gence R = +∞, de sommes respectives f et g telles que : ∀n ∈ N∗, bn > 0.

a. Montrer que : an =
n→∞

O(bn) ⇒ f(x) =
x→+∞

O(g(x)). En déduire un

résultat analogue si l’on remplace O par o.

b. Montrer que an ñ→∞λbn ⇒ f(x) ˜x→+∞λg(x), λ ∈ R∗.

c. Montrer que fα(x) =

∞∑
n=1

nα

n!
xn ˜x→+∞xαex si α ∈ Z.

3. Soient
∑

anx
n et

∑
bnx

n deux séries entières réelles telles que, pour tout

n ∈ N∗, bn > 0,

∞∑
n=0

bn = +∞ et
∑

bnx
n de rayon de convergence 1. Soient

f et g les sommes respectives des séries entières sur [0, 1[.

a. Montrer que lim
1−

g = +∞.

b. Montrer que : an =
n→∞

O(bn) ⇒ f(x) =
x→1−

O(g(x)). En déduire un

résultat analogue si l’on remplace O par o.

c. Montrer que : an ñ→∞λbn ⇒ f(x) ˜x→1−
λg(x), λ ∈ R∗.

4. a. Si (an) converge vers � ∈ R∗, que dire de

∞∑
n=0

anx
n ?

b. Si α ∈ R∗
+, montrer l’existence de : lim

x→1−

(
(1− x)α

∞∑
n=1

nα−1xn
)
.

c. Montrer que : f(x) =
∞∑

n=1

ln(n) xn ˜x→1−
− ln(1− x)

1− x
·

Prouver que : f(x)(1− x) + ln(1− x) −−−−→
x→1−

−γ.

d. Montrer que :
∞∑

n=1

nkxn ˜x→1−
k!

(1− x)k+1
·

e. Montrer que :

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− x2t2)

˜x→1−
1

2
ln
( 1

1− x

)
·

f. Montrer que :
∞∑

n=1

xn

√
n ˜x→1−

√
π

1− x
·
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Solution

1. a. Par hypothèse (|an|Rn) décrôıt donc pour tout n ∈ N, |an+1|R � |an|. D’où
∀x ∈ [0, R], |an+1|x � |an+1|R � |an|. La suite (|an|xn) décrôıt si x ∈ [0, R]. Or
elle converge vers 0 car la série

∑
anx

n converge, donc la série
∑

anx
n converge

avec le théorème spécial des séries alternées. Donc :

∀x ∈ [0, R],
∣∣∣

∞∑
k=n+1

akx
k
∣∣∣ � |an+1x

n+1| � |an+1|Rn+1 = αn+1.

αn est indépendant de x et
∑

αn converge, donc lim(αn) = 0. Donc
∑

anx
n

converge uniformément sur [0, R]. Du théorème de continuité des sommes de séries
de fonctions, on déduit la continuité de sa somme sur [0, R] ; or elle est continue
sur ]−R,R[, d’après le cours, d’où le résultat.

b. Dans le premier cas particulier R = 1 et anR
2n+1 = −an(−R)2n+1 = an, d’où

une application facile du résultat de a. Le second est immédiat.

2. a. Comme an =
n→∞

O(bn) et bn > 0 si n � 1, on peut écrire :

∃M ∈ R∗
+, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n > N ⇒ |an| � Mbn. (1)

Soit N ainsi fixé. Pour tout x ∈ R+, comme bn � 0,

|f(x)| �
∣∣∣

N∑
n=0

anx
n
∣∣∣+M

∞∑
n=N+1

bnx
n �

∣∣∣
N∑

n=0

anx
n
∣∣∣+Mg(x) = |P (x)|+Mg(x).

N étant fixé, P est une fonction polynôme ; donc P (x) =
x→+∞

o(g(x)) car

∀n � 1, bn > 0⇒(∀x∈R+, g(x) � bN+1x
N+1) et on sait que P (x) =

x→+∞
o(xN+1).

Donc : ∃ x0 > 0, ∀x � x0, |P (x)| � Mg(x).

Donc : ∃x0 ∈ R∗
+, ∀x ∈ [x0,+∞[, |f(x)| � 2Mg(x).

Si an =
n→∞

o(bn), le remplacement de M par un ε > 0 quelconque donne la

conclusion.
b. an ñ→∞λbn ⇐⇒ an − λbn =

n→+∞
o(bn). On déduit de a. :

f(x)− λg(x) =
x→+∞

o(g(x)) ie. le résultat.

c. f0(x) = ex − 1 ˜x→+∞ ex et f1(x) = xex donnent l’idée de raisonner par

récurrence. Pour ce, il suffit de vérifier que fα+1(x) ˜x→+∞xfα(x), ce qui se déduit

de b) avec a0 = a1 = 0, an =
n(n− 1)α

n!
si n � 2 et b0 = 0, bn =

nα+1

n!
si n � 1.

3. a. La fonction g est croissante sur [0, 1[ car les bn sont tous positifs. S’il existe

 ∈ R tel que 
 = lim

x→1−
g, alors g(x) � 
 pour tout x ∈ [0, 1[.

Donc, pour tout (n, x) ∈ N × [0, 1[,
n∑

k=0

bkx
k � g(x) � 
. Par passage à la limite

dans les inégalités, n fixé et x tendant vers 1, on a : sn =

n∑
k=0

bk � 
. La suite

croissante (sn) est majorée donc convergente ; ce qui contredit
∑
n�0

bn = +∞.

b. an =
n→∞

O(bn) ⇒ Ra � 1 où Ra est le rayon de convergence de
∑

anx
n
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Comme an =
n→∞

O(bn) et bn > 0 si n � 1, on peut écrire

∃M ∈ R∗
+, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n > N ⇒ |an| � Mbn.

Soit N ainsi fixé. Pour tout x ∈ [0, 1[, comme bn � 0,

|f(x)| �
∣∣∣

N∑
n=0

anx
n
∣∣∣+M

∞∑
n=N+1

bnx
n �

N∑
n=0

|an|+Mg(x) = B +Mg(x).

B étant fixé, comme lim
1−

g = +∞, B =
x→1−

o(g(x)). Donc

∃c ∈ ]0, 1[, ∀x ∈ ]1− c, 1[, B � Mg(x).

D’où : ∃M ∈ R∗
+, ∃c ∈ ]0, 1[, ∀x ∈ ]1− c, 1[, |f(x)| � 2Mg(x).

Si an =
n→∞

o(bn), le remplacement de M par un ε > 0 quelconque donne la

conclusion.

c. Même raisonnement qu’en 2. b)

4. Applications de 3.

a. an −−−→
n→∞

� �= 0,⇒ an ñ→∞ �. Dans ce cas bn = 1, g(x) =
1

1− x
·

Toutes les hypothèses de 3.c. sont vérifiées et

∞∑
n=0

anx
n ˜x→1−

�

1− x
·

b. ∀x ∈ ]− 1, 1[, (1− x)−α = 1 +

∞∑
n=1

anx
n où an =

α(α+ 1) . . . (α+ n− 1)

n!
·

an
an−1

= 1− 1− α

n
· Du travail dirigé du chapitre 4 (règle de Raabe-Duhamel), on

déduit l’existence de K ∈ R∗
+ tel que an ˜n→+∞Knα−1.

Si l’on pose bn = nα−1, l’application de 3.c) donne f(x) ˜x→1−
Kg(x) ;

d’où
g

f
(x) −−−−→

x→1−
K−1 > 0 avec f(x) = (1− x)−α et g(x) =

∞∑
n=1

nα−1xn.

c. Comme ln(n)
ñ→∞

n∑
k=1

1

k
et comme les hypothèses de 3.c) sont vérifiées,

∞∑
n=1

(ln(n))xn ˜x→1−

∞∑
n=1

( n∑
k=1

1

k

)
xn = − ln(1− x)

1− x
cf. DSE du cours.

(1− x)f(x) =
∞∑

n=1

ln(n)xn −
∞∑

n=1

ln(n)xn+1 =

∞∑
n=2

(
ln(n)− ln(n− 1)

)
xn .

ln(n)− ln(n− 1) = − ln
(
1− 1

n

)
=

1

n
+ cn où cn ñ→∞

1

2n2
·

Donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[, (1− x)f(x)−
∞∑

n=2

xn

n
=

∞∑
n=2

cnx
n.

D’où : ∀x ∈ ]− 1, 1[, (1− x)f(x) + ln(1− x) = −x+
∞∑

n=2

cnx
n = h(x).

Pour tout x ∈ [−1, 1], |cnxn| � |cn|. De la convergence de
∑

|cn|, on déduit la
convergence normale de

∑
cnx

n sur [−1, 1]. D’où : lim
x→1−

h = h(1).

De l’exercice 16. de ce chapitre on déduit que h(1) = −γ.
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d.
k!

(1− x)k+1
=

dk

dxk

( 1

1− x

)
=

∞∑
n=0

(n+ 1) . . . (n+ k)xn si x ∈ ]− 1, 1[, et

(n+ 1) . . . (n+ k)
ñ→∞nk. D’où le résultat par application de 3.c.

e. Soit ϕ(t) =
1√

(1− t2)(1− x2t2)
· Si |x| < 1, ϕ ∈ C([0, 1[,R)

ϕ(t) ˜t→1−
1√

2(1− x2)(1− t)1/2
· Donc ϕ est intégrable sur [0, 1[ si x ∈ ]− 1, 1[.

Le changement de variable C1 et bijectif u = arcsin(t) donne

f(x) =

∫ π/2

0

du√
1− x2 sin2(u)

· Puis, cf. exercice 19. on a :

∀x ∈ ]− 1, 1[, f(x) =
∞∑

n=0

a2nx
2n où a2n =

((2n)!)2

(2nn!)4
π

2 ˜n→+∞
1

2n
cf. Stirling.

D’où f(x) ˜x→1−
−1

2
ln(1− x2) ˜x→1−

−1

2
ln(1− x).

f. Le résultat découle de 3.c), de : (1−X)−1/2 =

∞∑
n=0

(2n)!

(2nn!)2
Xn si X ∈ ]− 1, 1[ et

de la formule de Stirling.

• Inégalités de Cauchy ; applications

Pour R ∈ R∗
+, on définit D = {z ∈ C | |z| < R}. On note E le C-espace

vectoriel des fonctions de C
(
D,C

)
tel qu’il existe une série entière de somme

Sf de rayon au moins égal à R tel que pour tout z ∈ D, f(z) =

∞∑
n=0

anz
n.

On note Nr(f) = max
|z|�r

|f(z)|.

1. a. Soit f ∈ E. Montrer que pour tout n ∈ N et tout r ∈ [0, R[,

anr
n =

1

2π

∫ 2π

0

f
(
reiθ)

)
e−niθdθ (1)

b. En déduire que ∀n ∈ N, anRn =
1

2π

∫ 2π

0

f
(
Reiθ)

)
e−niθdθ (2)

c. Montrer que pour tout n ∈ N et tout r ∈ [0, R[, |an|rn � Nr(f) (3)

2. Si f est bornée et développable en série entière sur C, montrer que f est
constante.

3. Montrer que si f est développable en série entière en 0, si g est
développable en série entière en 0 et si g(0) = 0, alors f◦g est développable

en série entière en 0. Plus précisément, si f(z) =
∞∑

n=0

anz
n pour |z| < Rf , si

g(z) =
∞∑

n=1

bnz
n pour |z| < Rg, et si r ∈ ]0, Rg] est tel que |g(z)| < Rf pour

|z| < z alors f◦g(z) =
∞∑

n=0

cnz
n pour |z| < r.
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Comme an =
n→∞

O(bn) et bn > 0 si n � 1, on peut écrire

∃M ∈ R∗
+, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n > N ⇒ |an| � Mbn.

Soit N ainsi fixé. Pour tout x ∈ [0, 1[, comme bn � 0,

|f(x)| �
∣∣∣

N∑
n=0

anx
n
∣∣∣+M

∞∑
n=N+1

bnx
n �

N∑
n=0

|an|+Mg(x) = B +Mg(x).

B étant fixé, comme lim
1−

g = +∞, B =
x→1−

o(g(x)). Donc

∃c ∈ ]0, 1[, ∀x ∈ ]1− c, 1[, B � Mg(x).

D’où : ∃M ∈ R∗
+, ∃c ∈ ]0, 1[, ∀x ∈ ]1− c, 1[, |f(x)| � 2Mg(x).

Si an =
n→∞

o(bn), le remplacement de M par un ε > 0 quelconque donne la

conclusion.

c. Même raisonnement qu’en 2. b)

4. Applications de 3.

a. an −−−→
n→∞

� �= 0,⇒ an ñ→∞ �. Dans ce cas bn = 1, g(x) =
1

1− x
·

Toutes les hypothèses de 3.c. sont vérifiées et
∞∑

n=0

anx
n ˜x→1−

�

1− x
·

b. ∀x ∈ ]− 1, 1[, (1− x)−α = 1 +

∞∑
n=1

anx
n où an =

α(α+ 1) . . . (α+ n− 1)

n!
·

an
an−1

= 1− 1− α

n
· Du travail dirigé du chapitre 4 (règle de Raabe-Duhamel), on

déduit l’existence de K ∈ R∗
+ tel que an ˜n→+∞Knα−1.

Si l’on pose bn = nα−1, l’application de 3.c) donne f(x) ˜x→1−
Kg(x) ;

d’où
g

f
(x) −−−−→

x→1−
K−1 > 0 avec f(x) = (1− x)−α et g(x) =

∞∑
n=1

nα−1xn.

c. Comme ln(n)
ñ→∞

n∑
k=1

1

k
et comme les hypothèses de 3.c) sont vérifiées,

∞∑
n=1

(ln(n))xn ˜x→1−

∞∑
n=1

( n∑
k=1

1

k

)
xn = − ln(1− x)

1− x
cf. DSE du cours.

(1− x)f(x) =
∞∑

n=1

ln(n)xn −
∞∑

n=1

ln(n)xn+1 =

∞∑
n=2

(
ln(n)− ln(n− 1)

)
xn .

ln(n)− ln(n− 1) = − ln
(
1− 1

n

)
=

1

n
+ cn où cn ñ→∞

1

2n2
·

Donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[, (1− x)f(x)−
∞∑

n=2

xn

n
=

∞∑
n=2

cnx
n.

D’où : ∀x ∈ ]− 1, 1[, (1− x)f(x) + ln(1− x) = −x+
∞∑

n=2

cnx
n = h(x).

Pour tout x ∈ [−1, 1], |cnxn| � |cn|. De la convergence de
∑

|cn|, on déduit la
convergence normale de

∑
cnx

n sur [−1, 1]. D’où : lim
x→1−

h = h(1).

De l’exercice 16. de ce chapitre on déduit que h(1) = −γ.
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d.
k!
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=

dk

dxk

( 1

1− x

)
=

∞∑
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(n+ 1) . . . (n+ k)xn si x ∈ ]− 1, 1[, et

(n+ 1) . . . (n+ k)
ñ→∞nk. D’où le résultat par application de 3.c.

e. Soit ϕ(t) =
1√

(1− t2)(1− x2t2)
· Si |x| < 1, ϕ ∈ C([0, 1[,R)

ϕ(t) ˜t→1−
1√

2(1− x2)(1− t)1/2
· Donc ϕ est intégrable sur [0, 1[ si x ∈ ]− 1, 1[.

Le changement de variable C1 et bijectif u = arcsin(t) donne

f(x) =

∫ π/2

0

du√
1− x2 sin2(u)

· Puis, cf. exercice 19. on a :

∀x ∈ ]− 1, 1[, f(x) =
∞∑

n=0

a2nx
2n où a2n =

((2n)!)2

(2nn!)4
π

2 ˜n→+∞
1

2n
cf. Stirling.

D’où f(x) ˜x→1−
−1

2
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−1

2
ln(1− x).

f. Le résultat découle de 3.c), de : (1−X)−1/2 =
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n=0

(2n)!

(2nn!)2
Xn si X ∈ ]− 1, 1[ et

de la formule de Stirling.

• Inégalités de Cauchy ; applications

Pour R ∈ R∗
+, on définit D = {z ∈ C | |z| < R}. On note E le C-espace

vectoriel des fonctions de C
(
D,C

)
tel qu’il existe une série entière de somme

Sf de rayon au moins égal à R tel que pour tout z ∈ D, f(z) =

∞∑
n=0

anz
n.

On note Nr(f) = max
|z|�r

|f(z)|.

1. a. Soit f ∈ E. Montrer que pour tout n ∈ N et tout r ∈ [0, R[,

anr
n =

1

2π

∫ 2π

0

f
(
reiθ)

)
e−niθdθ (1)

b. En déduire que ∀n ∈ N, anRn =
1

2π

∫ 2π

0

f
(
Reiθ)

)
e−niθdθ (2)

c. Montrer que pour tout n ∈ N et tout r ∈ [0, R[, |an|rn � Nr(f) (3)

2. Si f est bornée et développable en série entière sur C, montrer que f est
constante.

3. Montrer que si f est développable en série entière en 0, si g est
développable en série entière en 0 et si g(0) = 0, alors f◦g est développable

en série entière en 0. Plus précisément, si f(z) =
∞∑

n=0

anz
n pour |z| < Rf , si

g(z) =
∞∑

n=1

bnz
n pour |z| < Rg, et si r ∈ ]0, Rg] est tel que |g(z)| < Rf pour

|z| < z alors f◦g(z) =
∞∑

n=0

cnz
n pour |z| < r.
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On pourra noter
(
g(z)

)k
=

∞∑
n=0

bn,kz
n pour k ∈ N.

4. En déduire que si f est développable en série entière en 0 et si f(0) �= 0,

alors
1

f
est développable en série entière en 0.

5. Montrer que P, le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions
polynômes sur D est dense dans (E,NR).

Solution

1. a. Pour (r, θ) ∈ [0, R[×R, f(reiθ) =
∞∑
k=0

akr
keikθ. Posons uk(θ) = rkake

i(k−n)θ.

Soit r fixé dans [0, R[. Pour tout θ ∈ [0, 2π] et tout k ∈ N, |uk(θ)| � |ak|rk = λk.

λk est indépendant de θ et
∑

λk converge car 0 < r < R et par définition
du rayon de convegence de la série entière

∑
akz

k. Donc la série de fonctions∑
uk converge normalement a fortiori uniformément sur [0, 2π]. Du théorème

d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment, on déduit que :

1

2π

∫ 2π

0

f
(
reiθ

)
e−niθdθ =

∞∑
k=0

akr
k 1

2π

∫ 2π

0

ei(k−n)θdθ = anr
n ie. (1).

En effet
1

2π

∫ 2π

0

eiλθdθ = 1 si λ = 0 et 0 si λ ∈ Z∗

b. L’application h : [0, R] × [0, 2π] → C, (r, θ) �→ f(reiθ)e−inθ étant continue sur
[0, R]× [0, 2π] compact de R2, il existe A > 0 tel que, pour tout

(r, θ)∈[0, R] × [0, 2π], |h(r, θ)| � A. La fonction θ �→ A constante étant intégrable
sur le segment [0, 2π], on déduit du théorème de continuité des intégrales dépendant

d’un paramètre, que l’application [0, R] → C, r �→ 1

2π

∫ 2π

0

f(reiθe−niθdθ est

continue sur [0, R]. D’où (2) par passage à la limite dans (1) ;

c. De l’inégalité de la moyenne et de (1) on déduit (3).

Remarque : ces inégalités sont appelées les inégalités de Cauchy.

2. Si f ∈ B(R,C), alors il existe M ∈ R+, tel que pour tout r ∈ R∗
+, Nr(f) � M .

Donc, pour tout n ∈ N et tout r ∈ R∗
+, |an| � Mr−n.

Si pour n � 1 fixé, on fait tendre r vers +∞ dans l’inégalité précédente, on obtient
an = 0. Ce raisonnement étant valable pour tout n � 1, f(z) = a0.

3. Comme g est continue en 0, il existe r ∈ ]0, Rg] tel que |g(z)| < Rf si |z| < Rf .

Pour z ainsi fixé, on a :
(
f◦g

)
(z) =

∞∑
k=0

ak
(
g(z)

)k
=

∞∑
k=0

ak

∞∑
n=0

bn,kz
n.

Prouvons que la série double
(∑

wn,k

)
(n,k)∈N2 telle que wn,k = akbn,kz

n est

absolument convergente .

Soit (s, t)∈ ]0, Rg[× ]0, Rf [, on déduit des inégalités de Cauchy que, pour tout

k ∈ N, |ak| �
Nt(f)

tk
et |bn,k| �

(
Ns(g)

)k
sn

pour n � k (cf. bn,k = 0 si n < k).
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|wn,k| �
Nt(f)

(
Ns(g)

)k|z|n
sntk

= Nt(f)
(Ns(g)

t

)k( |z|
s

)n

·
Soit s tel que |z| < s < r � Rg et t tel que Ns(g) < t � Rf . C’est possible d’après

la remarque faite en début de question. Les séries géométriques
∑(Ns(g)

t

)k

et

∑( |z|
s

)n

convergent et donc la série double
∑

wn,k est absolument convergente

et du théorème d’interversion des séries doubles on déduit que :
∞∑

n=0

∞∑
k=0

wn,k =

∞∑
k=0

∞∑
n=0

wn,k. Comme

∞∑
k=0

∞∑
n=0

wn,k =
(
f◦g

)
(z) et

∞∑
n=0

∞∑
k=0

wn,k =

∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

akbn,k

)
zn =

∞∑
n=0

( n∑
k=0

akbn,k

)
zn, le résultat est prouvé.

4. Pour tout z ∈ C tel que |z| < r, f(z) =
∞∑

n=0

anz
n. Comme a0 = f(0) �= 0, on

peut écrire f(z) = a0
(
1 + U(z)

)
où U(z) =

∞∑
n=1

an
a0

zn. Donc
1

f(z)
=

1

a0
V ◦U(z)

où V (z) =
1

1 + z
=

∞∑
n=0

(−1)nzn pour tout z tel que |z| < 1. Comme U(0) = 0, la

question précédente permet de conclure.

5. Soit f ∈ E et ε ∈ R∗
+. Montrons qu’il existe g ∈ P tel que N(f − g) � ε.

f étant continue sur le compact D, elle y est uniformément continue. Soit s ∈ ]0, R[
tel que si |X − Y | � s, alors |f(X)− f(Y )| � ε. (�)

Soit Sf (z) =

∞∑
n=0

anz
n et K le compact {z ∈ C | |z| � R − s}. Comme le rayon de

convergence de
∑

anz
n est supérieur ou égal à R et que R > R−s, la série entière∑

anz
n converge uniformément sur K. Soit N ∈ N tel que pour tout z ∈ K, on

ait
∣∣∣f(z)−

N∑
n=0

anz
n
∣∣∣ � ε. Posons g(z) = P

(R− s

R
z
)
où P (X) =

N∑
n=0

anX
n.

On a g ∈ P et pour z ∈ D, on a :∣∣∣f(z)− g(z)| �
∣∣∣f(z)− f

(R− s

R
z
)∣∣∣+

∣∣∣f
(R− s

R
z
)
− g(z)

∣∣∣·
D’après (�),

∣∣∣f(z)− f
(R− s

R
z
)∣∣∣ � ε car

∣∣∣R− s

R
z − z

∣∣∣ = s
∣∣∣ z
R

∣∣∣ � s.

D’autre part,
∣∣∣f
(R− s

R
z
)
− g(z)

∣∣∣ � ε car
∣∣∣R− s

R
z
∣∣∣ � R− s.

D’où |f(z)− g(z)| � 2ε pour tout z ∈ D et donc le résultat.
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On pourra noter
(
g(z)

)k
=

∞∑
n=0

bn,kz
n pour k ∈ N.

4. En déduire que si f est développable en série entière en 0 et si f(0) �= 0,

alors
1

f
est développable en série entière en 0.

5. Montrer que P, le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions
polynômes sur D est dense dans (E,NR).

Solution

1. a. Pour (r, θ) ∈ [0, R[×R, f(reiθ) =
∞∑
k=0

akr
keikθ. Posons uk(θ) = rkake

i(k−n)θ.

Soit r fixé dans [0, R[. Pour tout θ ∈ [0, 2π] et tout k ∈ N, |uk(θ)| � |ak|rk = λk.

λk est indépendant de θ et
∑

λk converge car 0 < r < R et par définition
du rayon de convegence de la série entière

∑
akz

k. Donc la série de fonctions∑
uk converge normalement a fortiori uniformément sur [0, 2π]. Du théorème

d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment, on déduit que :

1

2π

∫ 2π

0

f
(
reiθ

)
e−niθdθ =

∞∑
k=0

akr
k 1

2π

∫ 2π

0

ei(k−n)θdθ = anr
n ie. (1).

En effet
1

2π

∫ 2π

0

eiλθdθ = 1 si λ = 0 et 0 si λ ∈ Z∗

b. L’application h : [0, R] × [0, 2π] → C, (r, θ) �→ f(reiθ)e−inθ étant continue sur
[0, R]× [0, 2π] compact de R2, il existe A > 0 tel que, pour tout

(r, θ)∈[0, R] × [0, 2π], |h(r, θ)| � A. La fonction θ �→ A constante étant intégrable
sur le segment [0, 2π], on déduit du théorème de continuité des intégrales dépendant

d’un paramètre, que l’application [0, R] → C, r �→ 1

2π

∫ 2π

0

f(reiθe−niθdθ est

continue sur [0, R]. D’où (2) par passage à la limite dans (1) ;

c. De l’inégalité de la moyenne et de (1) on déduit (3).

Remarque : ces inégalités sont appelées les inégalités de Cauchy.

2. Si f ∈ B(R,C), alors il existe M ∈ R+, tel que pour tout r ∈ R∗
+, Nr(f) � M .

Donc, pour tout n ∈ N et tout r ∈ R∗
+, |an| � Mr−n.

Si pour n � 1 fixé, on fait tendre r vers +∞ dans l’inégalité précédente, on obtient
an = 0. Ce raisonnement étant valable pour tout n � 1, f(z) = a0.

3. Comme g est continue en 0, il existe r ∈ ]0, Rg] tel que |g(z)| < Rf si |z| < Rf .

Pour z ainsi fixé, on a :
(
f◦g

)
(z) =

∞∑
k=0

ak
(
g(z)

)k
=

∞∑
k=0

ak

∞∑
n=0

bn,kz
n.

Prouvons que la série double
(∑

wn,k

)
(n,k)∈N2 telle que wn,k = akbn,kz

n est

absolument convergente .

Soit (s, t)∈ ]0, Rg[× ]0, Rf [, on déduit des inégalités de Cauchy que, pour tout

k ∈ N, |ak| �
Nt(f)

tk
et |bn,k| �

(
Ns(g)

)k
sn

pour n � k (cf. bn,k = 0 si n < k).
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On pourra noter
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=
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alors
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f
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λk converge car 0 < r < R et par définition
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sur le segment [0, 2π], on déduit du théorème de continuité des intégrales dépendant

d’un paramètre, que l’application [0, R] → C, r �→ 1
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0

f(reiθe−niθdθ est

continue sur [0, R]. D’où (2) par passage à la limite dans (1) ;

c. De l’inégalité de la moyenne et de (1) on déduit (3).

Remarque : ces inégalités sont appelées les inégalités de Cauchy.

2. Si f ∈ B(R,C), alors il existe M ∈ R+, tel que pour tout r ∈ R∗
+, Nr(f) � M .

Donc, pour tout n ∈ N et tout r ∈ R∗
+, |an| � Mr−n.

Si pour n � 1 fixé, on fait tendre r vers +∞ dans l’inégalité précédente, on obtient
an = 0. Ce raisonnement étant valable pour tout n � 1, f(z) = a0.

3. Comme g est continue en 0, il existe r ∈ ]0, Rg] tel que |g(z)| < Rf si |z| < Rf .
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=
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n est

absolument convergente .

Soit (s, t)∈ ]0, Rg[× ]0, Rf [, on déduit des inégalités de Cauchy que, pour tout

k ∈ N, |ak| �
Nt(f)

tk
et |bn,k| �

(
Ns(g)

)k
sn

pour n � k (cf. bn,k = 0 si n < k).
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|wn,k| �
Nt(f)

(
Ns(g)

)k|z|n
sntk

= Nt(f)
(Ns(g)

t

)k( |z|
s

)n

·
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t
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s
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∑
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∞∑

n=0

∞∑
k=0

wn,k =

∞∑
k=0

∞∑
n=0

wn,k. Comme

∞∑
k=0

∞∑
n=0

wn,k =
(
f◦g

)
(z) et

∞∑
n=0

∞∑
k=0

wn,k =

∞∑
n=0

( ∞∑
k=0

akbn,k

)
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∞∑
n=0

( n∑
k=0

akbn,k

)
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4. Pour tout z ∈ C tel que |z| < r, f(z) =
∞∑

n=0

anz
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(
1 + U(z)

)
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n=1

an
a0

zn. Donc
1

f(z)
=

1

a0
V ◦U(z)

où V (z) =
1

1 + z
=

∞∑
n=0
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n=0

anz
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∑

anz
n est supérieur ou égal à R et que R > R−s, la série entière∑

anz
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∣∣∣f(z)−

N∑
n=0

anz
n
∣∣∣ � ε. Posons g(z) = P

(R− s

R
z
)
où P (X) =

N∑
n=0

anX
n.
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(R− s

R
z
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∣∣∣f
(R− s

R
z
)
− g(z)

∣∣∣·
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(R− s

R
z
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R
z − z
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∣∣∣ z
R
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∣∣∣f
(R− s

R
z
)
− g(z)
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R
z
∣∣∣ � R− s.
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On pourra noter
(
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)k
=

∞∑
n=0

bn,kz
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1
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∞∑
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• Une équation fonctionnelle

Dans tout le problème, J désigne un intervalle inclus dans [−1, 1] de
longueur non nulle et tel que, pour tout x ∈ J , on ait x2 ∈ J . On étudie
l’ensemble EJ des applications dérivables de J dans R, telles que :

∀x ∈ J, f ′(x) = f(x2)

I. Questions préliminaires

1. Soit g une application de classe Cn d’un intervalle borné ]a, b[ dans
R, (a < b), telles que, pour tout k ∈ [[0, n]], g(k) ait une limite finie λk

en a. Établir que, si l’on pose g(a) = λ0, la fonction g ainsi prolongée est
de classe Cn sur [a, b[ avec g(k)(a) = λk, k ∈ [[0, k]].

2. Étant donné n ∈ N∗, établir le théorème (Tn) :
〈〈Soit u une application de classe Cn d’un intervalle A dans R, soit v une
application de classe Cn d’un intervalle B dans R avec v(B) ⊂ A. Alors
w = u◦v est de classe Cn sur B . Si de plus il existe c ∈ B tel que,
pour tout k ∈ [[1, n]], u(k)

(
v(c)

)
= 0, on a aussi, pour les mêmes valeurs

de k,w(k)(c) = 0. 〉〉

On aura intérêt, (Tn−1) étant supposé établi, à l’appliquer à u′◦v pour
démontrer (Tn).

3. Soit J un intervalle satisfaisant aux hypothèses du préambule, et f ∈ EJ .
Montrer que f est de classe C∞ sur J .

4. Soit g une application dérivable d’un intervalle borné ]a, b[ dans R, a < b.
Établir que si g et g′ sont toutes deux majorées (ou toutes deux minorées)
sur ]a, b[, g admet une limite finie en a.

II. Étude de E[−,]

1. On suppose dans cette question qu’il existe une suite (an)n∈N de réels
vérifiant : (i) a0 = 1,
(ii) le rayon de convergence R de la série entière

∑
anx

n est non nul,

(iii) f : J = ]−R,R[∩[−1, 1] �→ R, x �→
∞∑

n=0

anx
n appartient à EJ .

a. On définit une suite d’entiers (qk)k∈N par q0 = 0 et, pour k ∈ N,
qk+1 = 2qk + 1. Expliciter qk.

b. Soit (Q) l’ensemble des qk, où k décrit N. Montrer que si n �∈ (Q), an est

nul et que de plus : aq1 =
1

q1
, aq2 =

1

q1q2
, · · · , aqk =

1

q1q2 · · · qk
·

2. La suite (an) est celle que l’on vient de déterminer au II.1.b.

a. Montrer que les séries
∑

an et
∑

nan convergent et comparer leurs
sommes. Déterminer le rayon de convergence de la série entière

∑
anx

n.

b. Pour tout x ∈ [−1, 1], on note S(x) =
∞∑

n=0

anx
n.

Établir pour tout x ∈ ]− 1, 1[, S′(x) = S(x2).
c. Établir que S est continue en 1, dérivable en 1 et que S ∈ E[−1,1].
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d. Donner une majoration, que l’on justifiera, de
∣∣∣S(x)−

15∑
n=0

anx
n
∣∣∣ qui soit

valable sur tout [−1, 1]. En déduire la valeur décimale approchée à 0, 001
près par défaut de S(1).
e. Représenter dans un repère orthonormé l’allure de la courbe : y = S(x) ;
on précisera la concavité.

f. Établir la formule :

∫ 1

0

S(x)dx =
2

3
S(1).

3. Soit h ∈ ]0, 1], J = [0, h] et f une application de J dans R.
a. On suppose que f ∈ EJ et f(0) = 0 ; on pose M = sup

t∈J
|f(t)|. Montrer

que pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ J, |f(x)| � Mxqn . Qu’en conclure ?

b. Si f ∈ EJ et f(0) quelconque, quel lien existe-t-il entre f et la restriction
de S à J ?

4. Soit a et b tels que −1 � a � 0 < b � 1 avec a2 � b et J = [a, b] ;
déterminer EJ .

III. Étude de E],[

Dans toute la suite, J désigne l’intervalle ouvert ],[

1. Soit f ∈ EJ .
a. Soit p ∈ J ; on pose p0 = p et pour tout n ∈ N, pn+1 =

√
pn.

Établir que (pn) est strictement monotone et donner sa limite. On pose :

Mn = sup
x∈[pn,pn+1]

|f(x)|. À l’aide de la relation f(x) = f(pn) +

∫ x

pn

f ′(t)dt,

démontrer l’inégalité : ∀n ∈ N∗,Mn � Mn−1

(
1 + pn+1 − pn

)
.

En déduire que la suite (Mn) est bornée.

b. Établir que, pour tout α ∈ J , f et f ′ sont bornées sur [α, 1[. Montrer
que f a une limite λ en 1, et que, si l’on pose f(1) = λ, la fonction ainsi
prolongée appartient à E]0,1].

2. a. Soit f ∈ EJ ; on suppose qu’il existe β ∈ J tel que f soit majorée dans
]0, β]. Établir que f et f ′ ont une même limite finie � et qu’en prolongeant
f par continuité en 0, on obtient un élément de E[0,1[.

b. En déduire que si f ∈ EJ et si f n’est pas le produit de la restriction de S
à J par une constante, alors, pour tout ε ∈ J , on a les propriétés suivantes

• f n’est ni majorée ni minorée sur ]0, ε],

• f s’annule en une infinité de points de ]0, ε].

Solution

I. Questions préliminaires

1. C’est une question de cours.

2. Si u ∈ Cn(A,R), si v ∈ Cn(B,R) et si v(B) ⊂ A, un théorème du cours permet
de conclure que w = u◦v ∈ Cn(B,R).
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Solution

I. Questions préliminaires
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• Une équation fonctionnelle
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près par défaut de S(1).
e. Représenter dans un repère orthonormé l’allure de la courbe : y = S(x) ;
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III. Étude de E],[

Dans toute la suite, J désigne l’intervalle ouvert ],[

1. Soit f ∈ EJ .
a. Soit p ∈ J ; on pose p0 = p et pour tout n ∈ N, pn+1 =

√
pn.

Établir que (pn) est strictement monotone et donner sa limite. On pose :

Mn = sup
x∈[pn,pn+1]

|f(x)|. À l’aide de la relation f(x) = f(pn) +

∫ x

pn

f ′(t)dt,

démontrer l’inégalité : ∀n ∈ N∗,Mn � Mn−1

(
1 + pn+1 − pn

)
.

En déduire que la suite (Mn) est bornée.

b. Établir que, pour tout α ∈ J , f et f ′ sont bornées sur [α, 1[. Montrer
que f a une limite λ en 1, et que, si l’on pose f(1) = λ, la fonction ainsi
prolongée appartient à E]0,1].

2. a. Soit f ∈ EJ ; on suppose qu’il existe β ∈ J tel que f soit majorée dans
]0, β]. Établir que f et f ′ ont une même limite finie � et qu’en prolongeant
f par continuité en 0, on obtient un élément de E[0,1[.

b. En déduire que si f ∈ EJ et si f n’est pas le produit de la restriction de S
à J par une constante, alors, pour tout ε ∈ J , on a les propriétés suivantes

• f n’est ni majorée ni minorée sur ]0, ε],

• f s’annule en une infinité de points de ]0, ε].

Solution

I. Questions préliminaires

1. C’est une question de cours.

2. Si u ∈ Cn(A,R), si v ∈ Cn(B,R) et si v(B) ⊂ A, un théorème du cours permet
de conclure que w = u◦v ∈ Cn(B,R).
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Soit (HRk) :
(
∀p ∈ [[1, k]], u(p)

(
v(c)

)
= 0

)
⇒ ∀p ∈ [[1, k]], w(p)(c) = 0.

(HR1) étant vérifiée, supposons, pour n � 2, (HRn−1) vraie.

Avec w1 = u′◦v, le théorème de Leibniz appliqué à w′ = w1 · v′ donne :

w(n) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
w

(k)
1 · v(n−k).

D’après (HRn−1), w
(k)
1 (c) = 0 pour tout k ∈ [[0, n−1]], d’où w(n)(c) = 0 et (HRn).

Par théorème de récurrence, le théorème (Tn) est vrai pour tout n � 1.

3. Soit n ∈ N∗. Si f ∈ Cn(J,R) et u(x) = x2, alors u ∈ Cn(J,R) et u(J) ⊂ J .
Donc : f ′ = f◦u ∈ Cn(J,R) ie. f ∈ Cn+1(J,R). Par récurrence, si f ∈ EJ , alors
f ∈ C∞(J,R).
4. Supposons g et g′ majorées sur ]a, b[. Soit m = sup

t∈ ]a,b[

g′(t). La fonction h

définie sur ]a, b[ par h(x) = g(x) − mx est majorée sur ]a, b[ et décroissante car
h′(x) = g′(x)−m � 0. D’après le théorème de la limite monotone, h a une limite
finie en a. Donc g a une limite finie en a.

Partie II

1. a. La suite (qk) étant arithmético-géométrique, on écrit qk+1 + 1 = 2(qk + 1).
Comme q0 = 0, on obtient, pour tout k ∈ N, qk = 2k − 1.

b. ∀x ∈ J, f ′(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n = f(x2) =

∞∑
n=0

anx
2n.

De l’unicité des coefficients d’une série entière, on déduit : a0 = a1 ; si n est impair,
an+1 = 0 ie. pour n � 1, a2n = 0 ; (2n+ 1)a2n+1 = an si n � 0.

Comme a0 = 1, qk+1aqk+1
= aqk pour tout k ∈ N. D’où : aqk =

1

q1q2 · · · qk
·

Si n �∈ (Q), on a une suite d’entiers (mr)1�r�s telle que :

n = 2ms+1,ms = 2ms−1+1, · · · ,m2 = 2m1+1. Si par des divisions successives par
2 on arrive à 1, alors n ∈ (Q) : absurde. C’est le cas si m1 = 1. Donc m1 � 2 et m1

est pair. D’où m2, . . . ,ms sont impairs. am1 = 0 et les relations (2p+1)a2p+1 = ap
si p � 0, impliquent an = 0. D’où le résultat.

2. a. Comme qk � k pour k � 1, on a : 0 < aqk �
1

k!
· D’où la convergence de∑

aqk et de
∑

an. Comme qkaqk = aqk−1
,
∑

qkaqk converge ie.
∑

nan converge.

De plus :

∞∑
n=0

nan =

∞∑
n=1

nan =

∞∑
k=1

aqk−1
=

∞∑
n=0

an.

∑
anx

n =
∑

uk où uk = aqkx
qk . Pour x �= 0 et k ∈ N, uk �= 0, donc :

∣∣∣uk+1

uk

∣∣∣ = |x|2k

2k+1 − 1
tend vers 0 si |x| � 1 et vers +∞ si |x| > 1 par croissances

comparées. D’où le rayon de convergence de la série entière
∑

anx
n vaut 1.

b. La série entière
∑

anx
n étant de rayon de convergence 1, sa somme S est de

classe C∞ sur ]− 1, 1[. De II.1.b) on déduit pour tout x ∈ ]− 1, 1[, S′(x) = S(x2).

c. Pour tout x ∈ [−1, 1], |anxn| � |an| = an. Comme
∑

an converge, la série entière∑
anx

n converge normalement sur [−1, 1], a fortiori uniformément sur [−1, 1]. Du
théorème de continuité de la somme d’une série de fontions continues, on déduit
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que S ∈ C([−1, 1],R). Donc S(1) = lim
x→1−

(
S(x2)

)
= lim

x→−1+

(
S(x2)

)
. On déduit de

I.1. que S ∈ C1([−1, 1],R) et S′(1) = S(1) = S′(−1). On a bien S ∈ E[−1,1].

d. T (x) = S(x)−
15∑

n=0

anx
n =

∞∑
k=5

aqkx
qk . Donc, pour x ∈ [−1, 1], |T (x)| �

∞∑
k=5

aqk .

aqk+1
=

1

qk+1
aqk , donc si k � 5, aqk+1

�
1

q6
aqk =

1

63
aqk et aqk �

( 1

63

)k−5

aq5 .

D’où : |T (x)| � 1

1− 1
63

aq5 =
63

62
aq5 =

63

3.7.15.31.62
< 1, 05.10−4.

15∑
n=0

an = 2 +
1

1.3
+

1

1.3.7
+

1

1.3.7.15
= 2, 384 . . . Donc S(1) = 2, 384 à 10−3 près

par défaut.

e. Notons que, pour tout x ∈ [−1, 1], S(x) + S(−x) = 2, la courbe représentative
de S est symétrique par rapport au point A(0, 1). Nous avons déjà vu que S est
de classe C∞ sur ] − 1, 1[. Comme les an sont positifs ou nuls, on a : S(k)(x) � 0
pour tout x ∈ [0, 1[ et pour tout k � 0. Donc S est croissante et convexe sur [0, 1].

L’équation cartésienne de la tangente en B(1, S(1)) est : y = S(1)x
car S(1) = S′(1). Cette tangente passe par O.

0 1
-1

2

1

x

y

f.

∫ 1

0

S(x)dx =
[
xS(x)

]1
0
−
∫ 1

0

xS′(x)dx = S(1)− 1

2

∫ 1

0

2xS(x2)dx.
∫ 1

0

S(x)dx = S(1) − 1

2

∫ 1

0

S(t)dt car le changement de variable t = x2 est une

bijection de classe C1 de ]0, 1] sur lui-même. D’où

∫ 1

0

S(x)dx =
2

3
S(1).

3. a. f étant de classe C∞ sur J et f(0) = 0, on a :

∀x ∈ J, f(x) =

∫ x

0

f ′(t)dt =

∫ x

0

f(t2)dt. (�)

Si t ∈ J, alors t2 ∈ J et pour tout x ∈ J, |f(x)| � M |x| = Mxq1 .

Si, pour tout x ∈ J, |f(x)| � Mxqn , alors (�) implique :

|f(x)| �
∫ x

0

Mt2qndt = M
x2qn+1

2qn + 1
� Mx2qn+1. Donc, par théorème de récurrence,

on a : ∀n ∈ N, ∀x ∈ J, |f(x)| � Mxqn .

Si x ∈ [0, 1[, xqn −−−→
n→∞

0. Donc f(x) = 0 si x ∈ J ∩ [0, 1[. Par continuité, f est

nulle. Donc, si f ∈ EJ et f(0) = 0, alors f est nulle.

b. EJ est, de façon évidente, un sous-espace vectoriel de C∞(J,R).
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Soit (HRk) :
(
∀p ∈ [[1, k]], u(p)

(
v(c)

)
= 0

)
⇒ ∀p ∈ [[1, k]], w(p)(c) = 0.

(HR1) étant vérifiée, supposons, pour n � 2, (HRn−1) vraie.

Avec w1 = u′◦v, le théorème de Leibniz appliqué à w′ = w1 · v′ donne :

w(n) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
w

(k)
1 · v(n−k).

D’après (HRn−1), w
(k)
1 (c) = 0 pour tout k ∈ [[0, n−1]], d’où w(n)(c) = 0 et (HRn).

Par théorème de récurrence, le théorème (Tn) est vrai pour tout n � 1.

3. Soit n ∈ N∗. Si f ∈ Cn(J,R) et u(x) = x2, alors u ∈ Cn(J,R) et u(J) ⊂ J .
Donc : f ′ = f◦u ∈ Cn(J,R) ie. f ∈ Cn+1(J,R). Par récurrence, si f ∈ EJ , alors
f ∈ C∞(J,R).
4. Supposons g et g′ majorées sur ]a, b[. Soit m = sup

t∈ ]a,b[

g′(t). La fonction h

définie sur ]a, b[ par h(x) = g(x) − mx est majorée sur ]a, b[ et décroissante car
h′(x) = g′(x)−m � 0. D’après le théorème de la limite monotone, h a une limite
finie en a. Donc g a une limite finie en a.

Partie II

1. a. La suite (qk) étant arithmético-géométrique, on écrit qk+1 + 1 = 2(qk + 1).
Comme q0 = 0, on obtient, pour tout k ∈ N, qk = 2k − 1.

b. ∀x ∈ J, f ′(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n = f(x2) =

∞∑
n=0

anx
2n.

De l’unicité des coefficients d’une série entière, on déduit : a0 = a1 ; si n est impair,
an+1 = 0 ie. pour n � 1, a2n = 0 ; (2n+ 1)a2n+1 = an si n � 0.

Comme a0 = 1, qk+1aqk+1
= aqk pour tout k ∈ N. D’où : aqk =

1

q1q2 · · · qk
·

Si n �∈ (Q), on a une suite d’entiers (mr)1�r�s telle que :

n = 2ms+1,ms = 2ms−1+1, · · · ,m2 = 2m1+1. Si par des divisions successives par
2 on arrive à 1, alors n ∈ (Q) : absurde. C’est le cas si m1 = 1. Donc m1 � 2 et m1

est pair. D’où m2, . . . ,ms sont impairs. am1 = 0 et les relations (2p+1)a2p+1 = ap
si p � 0, impliquent an = 0. D’où le résultat.

2. a. Comme qk � k pour k � 1, on a : 0 < aqk �
1

k!
· D’où la convergence de∑

aqk et de
∑

an. Comme qkaqk = aqk−1
,
∑

qkaqk converge ie.
∑

nan converge.

De plus :

∞∑
n=0

nan =

∞∑
n=1

nan =

∞∑
k=1

aqk−1
=

∞∑
n=0

an.

∑
anx

n =
∑

uk où uk = aqkx
qk . Pour x �= 0 et k ∈ N, uk �= 0, donc :

∣∣∣uk+1

uk

∣∣∣ = |x|2k

2k+1 − 1
tend vers 0 si |x| � 1 et vers +∞ si |x| > 1 par croissances

comparées. D’où le rayon de convergence de la série entière
∑

anx
n vaut 1.

b. La série entière
∑

anx
n étant de rayon de convergence 1, sa somme S est de

classe C∞ sur ]− 1, 1[. De II.1.b) on déduit pour tout x ∈ ]− 1, 1[, S′(x) = S(x2).

c. Pour tout x ∈ [−1, 1], |anxn| � |an| = an. Comme
∑

an converge, la série entière∑
anx

n converge normalement sur [−1, 1], a fortiori uniformément sur [−1, 1]. Du
théorème de continuité de la somme d’une série de fontions continues, on déduit
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que S ∈ C([−1, 1],R). Donc S(1) = lim
x→1−

(
S(x2)

)
= lim

x→−1+

(
S(x2)

)
. On déduit de

I.1. que S ∈ C1([−1, 1],R) et S′(1) = S(1) = S′(−1). On a bien S ∈ E[−1,1].

d. T (x) = S(x)−
15∑

n=0

anx
n =

∞∑
k=5

aqkx
qk . Donc, pour x ∈ [−1, 1], |T (x)| �

∞∑
k=5

aqk .

aqk+1
=

1

qk+1
aqk , donc si k � 5, aqk+1

�
1

q6
aqk =

1

63
aqk et aqk �

( 1

63

)k−5

aq5 .

D’où : |T (x)| � 1

1− 1
63

aq5 =
63

62
aq5 =

63

3.7.15.31.62
< 1, 05.10−4.

15∑
n=0

an = 2 +
1

1.3
+

1

1.3.7
+

1

1.3.7.15
= 2, 384 . . . Donc S(1) = 2, 384 à 10−3 près

par défaut.

e. Notons que, pour tout x ∈ [−1, 1], S(x) + S(−x) = 2, la courbe représentative
de S est symétrique par rapport au point A(0, 1). Nous avons déjà vu que S est
de classe C∞ sur ] − 1, 1[. Comme les an sont positifs ou nuls, on a : S(k)(x) � 0
pour tout x ∈ [0, 1[ et pour tout k � 0. Donc S est croissante et convexe sur [0, 1].

L’équation cartésienne de la tangente en B(1, S(1)) est : y = S(1)x
car S(1) = S′(1). Cette tangente passe par O.

0 1
-1

2

1

x

y

f.

∫ 1

0

S(x)dx =
[
xS(x)

]1
0
−
∫ 1

0

xS′(x)dx = S(1)− 1

2

∫ 1

0

2xS(x2)dx.
∫ 1

0

S(x)dx = S(1) − 1

2

∫ 1

0

S(t)dt car le changement de variable t = x2 est une

bijection de classe C1 de ]0, 1] sur lui-même. D’où

∫ 1

0

S(x)dx =
2

3
S(1).

3. a. f étant de classe C∞ sur J et f(0) = 0, on a :

∀x ∈ J, f(x) =

∫ x

0

f ′(t)dt =

∫ x

0

f(t2)dt. (�)

Si t ∈ J, alors t2 ∈ J et pour tout x ∈ J, |f(x)| � M |x| = Mxq1 .

Si, pour tout x ∈ J, |f(x)| � Mxqn , alors (�) implique :

|f(x)| �
∫ x

0

Mt2qndt = M
x2qn+1

2qn + 1
� Mx2qn+1. Donc, par théorème de récurrence,

on a : ∀n ∈ N, ∀x ∈ J, |f(x)| � Mxqn .

Si x ∈ [0, 1[, xqn −−−→
n→∞

0. Donc f(x) = 0 si x ∈ J ∩ [0, 1[. Par continuité, f est

nulle. Donc, si f ∈ EJ et f(0) = 0, alors f est nulle.

b. EJ est, de façon évidente, un sous-espace vectoriel de C∞(J,R).
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Donc g = f − f(0)S est élément de EJ . Mais g(0) = 0. Donc g est nulle d’après
II.3.a. ; d’où f = f(0)S.

En conclusion EJ est la droite vectorielle engendrée par la restriction de S à J .

4. a2 � b implique : x ∈ J ⇒ x2 ∈ J .

Si f ∈ EJ , d’après II.3.b), la restriction de f à [0, b] est la restriction de f(0)S à
[0, b]. Posons, pour x ∈ [a, 0], ψ(x) = f(x) + f(0)S(−x). On a alors :
ψ′(x) = f ′(x) − f(0)S′(−x) = f(x2) − f(0)S(x2) = f(0)S(x2) − f(0)S(x2) = 0.
La fonction ψ est donc constante. Pour tout x, ψ(x) = ψ(0) = 2f(0).

∀x ∈ [a, 0], f(x) = 2f(0)− f(0)S(−x) = f(0)
(
2− S(−x)

)
= f(0)S(x).

Tout élément f de EJ est la restriction à J de f(0)S.

Partie III

1. a. On a pn = p1/2
n

. Donc la suite (pn) est strictement croissante et de limite 1.

∀x ∈ [pn, pn+1], f(x) = f(pn) +

∫ x

pn

f ′(t)dt = f(pn) +

∫ x

pn

f(t2)dt.

∀x ∈ [pn, pn+1], |f(x)| � |f(pn)|+
∫ x

pn

max
t∈[pn,pn+1]

|f(t2)|dt � Mn−1 +

∫ x

pn

Mn−1dt,

car si t ∈ [pn, pn+1], alors t
2 ∈ [pn−1, pn]. Donc :

∀x ∈ [pn, pn+1], |f(x)| � Mn−1 +

∫ pn+1

pn

Mn−1dt = Mn−1

(
1 + pn+1 − pn

)
.

D’où l’inégalité demandée par définition de la borne supérieure.
• S’il existe k ∈ N tel que Mk = 0, la relation précédente donne : Mn = 0 pour
tout n � k.

• Sinon, pour tout n � 1, ln(Mn) − ln(Mn−1) � ln
(
1 + pn+1 − pn

)
� pn+1 − pn

car ln(1 + x) � x pour tout x � 0 puisque la fonction ln est concave sur ]0,+∞[.
Donc : ∀n � 1, ln(Mn) � ln(M0) + 1− p0.

La suite (ln(Mn)) est majorée ; d’où la suite à termes positifs (Mn) est bornée.

b. Pour p = α, on déduit de III.1.a. que f est bornée sur chaque intervalle [pn, pn+1]
et comme (Mn) est bornée, f est bornée sur la réunion des intervalles [pn, pn+1]
qui est [α, 1[.

Comme 〈〈f est bornée sur [α2, 1[ 〉〉 donne 〈〈f ′ est bornée sur [α, 1[ 〉〉 , la question
I.4. appliquée à la fonction x �→ f(1− x) montre que f a une limite finie λ en 1 et
I.1. montre que f ′(1) existe et vaut λ = f(1). On a, par prolongement f ∈ E]0,1].

2. a. Si f est majorée sur ]0, β], f ′ l’est. De I.4. on déduit que f a une limite
� ∈ R en 0. f ′ a la même limite. f prolongée est dans E[0,1[ et cf. II.3.b) f est la
restriction de f(0)S à [0, 1[.

b. Si f est majorée sur ]0, ε], alors f est la restriction de f(0)S à [0, 1[. De même,
avec f minorée en considérant −f .

Si f n’est pas la restriction de f(0)S à J , si elle n’est ni majorée, ni minorée sur
]0, ε], il existe (a, b) ∈ ]0, ε]2 tels que f(a) > 0 et f(b) < 0. Le théorème des valeurs
intermédiaires prouve l’existence de x0 ∈ ]0, ε[ tel que f(x0) = 0. Alors il existe
x1 ∈ ]0, x0[ tel que f(x1) = 0. Par récurrence, on obtient une suite strictement
décroissante de zéros de f dans ]0, ε].
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• Un théorème de Hardy et Littlewood

Pour toute série S à termes complexes an, n ∈ N, on note sn =

n∑
k=0

ak et

σn =
1

n+ 1

n∑
k=0

sk la moyenne arithmétique des (n + 1) premières sommes

partielles.

Dans l’ensemble des séries S, on envisage les sous-ensembles :

S1 constitué des séries S convergeant dans C ;

S2 constitué des séries S telles que la suite (σn)n∈N converge dans C.
S3 constitué des séries S telles que

∑
anx

n ait un rayon de convergence

au moins égal à 1 et que de plus sa somme f(x) =
∞∑

n=0

anx
n définisse sur

]−1, 1[ une fonction f ayant dans C une limite, notée �, lorsque x tend vers
1 par valeurs inférieures.

Partie I

1. Étudier du point de vue de l’appartenance à S1,S2 et S3, la série S1 telle
que an = (−1)n.

2. Étudier du point de vue de l’appartenance à S1,S2 et S3, la série S2 de
terme général an = (−1)n+1n.

3. Établir l’inclusion S1 ⊂ S2.

4. Soit S ∈ S2.

a. Établir la convergence sur ]− 1, 1[ de la série entière
∑

(n+ 1)σnx
n puis

de la série entière
∑

snx
n. En déduire une expresion de

∞∑
n=0

anx
n à l’aide

de la somme g(x) de la première de ces deux séries entières.

b. Montrer que S ∈ S3 et que si l’on note σ = lim(σn), alors f(x) −−−→
x→1

σ.

5. a. Résumer en termes d’inclusions entre S1,S2 et S3, les résultats obtenus
jusqu’ici.

b. Montrer que S1 = S2 = S3 si l’on se restreint aux séries S à termes réels
positifs.

Partie II

Dans cette partie, on considère une série S fixée appartenant à S, de
terme général an réel et telle qu’il existe un réel A vérifiant l’inégalité
nan � A. De plus tous les polynômes envisagés seront à coefficients réels.

1. a. Soit P (X) =

d∑
k=1

αkX
k un polynôme de valuation strictement positive.

Montrer que la série
∑

anP (xn) converge pour x ∈ ] − 1, 1[ et calculer,
lorsque x tend vers 1, la limite de sa somme à l’aide de � et de la valeur
prise par P en un point que l’on précisera.
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Donc g = f − f(0)S est élément de EJ . Mais g(0) = 0. Donc g est nulle d’après
II.3.a. ; d’où f = f(0)S.

En conclusion EJ est la droite vectorielle engendrée par la restriction de S à J .

4. a2 � b implique : x ∈ J ⇒ x2 ∈ J .

Si f ∈ EJ , d’après II.3.b), la restriction de f à [0, b] est la restriction de f(0)S à
[0, b]. Posons, pour x ∈ [a, 0], ψ(x) = f(x) + f(0)S(−x). On a alors :
ψ′(x) = f ′(x) − f(0)S′(−x) = f(x2) − f(0)S(x2) = f(0)S(x2) − f(0)S(x2) = 0.
La fonction ψ est donc constante. Pour tout x, ψ(x) = ψ(0) = 2f(0).

∀x ∈ [a, 0], f(x) = 2f(0)− f(0)S(−x) = f(0)
(
2− S(−x)

)
= f(0)S(x).

Tout élément f de EJ est la restriction à J de f(0)S.

Partie III

1. a. On a pn = p1/2
n

. Donc la suite (pn) est strictement croissante et de limite 1.

∀x ∈ [pn, pn+1], f(x) = f(pn) +

∫ x

pn

f ′(t)dt = f(pn) +

∫ x

pn

f(t2)dt.

∀x ∈ [pn, pn+1], |f(x)| � |f(pn)|+
∫ x

pn

max
t∈[pn,pn+1]

|f(t2)|dt � Mn−1 +

∫ x

pn

Mn−1dt,

car si t ∈ [pn, pn+1], alors t
2 ∈ [pn−1, pn]. Donc :

∀x ∈ [pn, pn+1], |f(x)| � Mn−1 +

∫ pn+1

pn

Mn−1dt = Mn−1

(
1 + pn+1 − pn

)
.

D’où l’inégalité demandée par définition de la borne supérieure.
• S’il existe k ∈ N tel que Mk = 0, la relation précédente donne : Mn = 0 pour
tout n � k.

• Sinon, pour tout n � 1, ln(Mn) − ln(Mn−1) � ln
(
1 + pn+1 − pn

)
� pn+1 − pn

car ln(1 + x) � x pour tout x � 0 puisque la fonction ln est concave sur ]0,+∞[.
Donc : ∀n � 1, ln(Mn) � ln(M0) + 1− p0.

La suite (ln(Mn)) est majorée ; d’où la suite à termes positifs (Mn) est bornée.

b. Pour p = α, on déduit de III.1.a. que f est bornée sur chaque intervalle [pn, pn+1]
et comme (Mn) est bornée, f est bornée sur la réunion des intervalles [pn, pn+1]
qui est [α, 1[.

Comme 〈〈f est bornée sur [α2, 1[ 〉〉 donne 〈〈f ′ est bornée sur [α, 1[ 〉〉 , la question
I.4. appliquée à la fonction x �→ f(1− x) montre que f a une limite finie λ en 1 et
I.1. montre que f ′(1) existe et vaut λ = f(1). On a, par prolongement f ∈ E]0,1].

2. a. Si f est majorée sur ]0, β], f ′ l’est. De I.4. on déduit que f a une limite
� ∈ R en 0. f ′ a la même limite. f prolongée est dans E[0,1[ et cf. II.3.b) f est la
restriction de f(0)S à [0, 1[.

b. Si f est majorée sur ]0, ε], alors f est la restriction de f(0)S à [0, 1[. De même,
avec f minorée en considérant −f .

Si f n’est pas la restriction de f(0)S à J , si elle n’est ni majorée, ni minorée sur
]0, ε], il existe (a, b) ∈ ]0, ε]2 tels que f(a) > 0 et f(b) < 0. Le théorème des valeurs
intermédiaires prouve l’existence de x0 ∈ ]0, ε[ tel que f(x0) = 0. Alors il existe
x1 ∈ ]0, x0[ tel que f(x1) = 0. Par récurrence, on obtient une suite strictement
décroissante de zéros de f dans ]0, ε].
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• Un théorème de Hardy et Littlewood

Pour toute série S à termes complexes an, n ∈ N, on note sn =

n∑
k=0

ak et

σn =
1

n+ 1

n∑
k=0

sk la moyenne arithmétique des (n + 1) premières sommes

partielles.

Dans l’ensemble des séries S, on envisage les sous-ensembles :

S1 constitué des séries S convergeant dans C ;

S2 constitué des séries S telles que la suite (σn)n∈N converge dans C.
S3 constitué des séries S telles que

∑
anx

n ait un rayon de convergence

au moins égal à 1 et que de plus sa somme f(x) =
∞∑

n=0

anx
n définisse sur

]−1, 1[ une fonction f ayant dans C une limite, notée �, lorsque x tend vers
1 par valeurs inférieures.

Partie I

1. Étudier du point de vue de l’appartenance à S1,S2 et S3, la série S1 telle
que an = (−1)n.

2. Étudier du point de vue de l’appartenance à S1,S2 et S3, la série S2 de
terme général an = (−1)n+1n.

3. Établir l’inclusion S1 ⊂ S2.

4. Soit S ∈ S2.

a. Établir la convergence sur ]− 1, 1[ de la série entière
∑

(n+ 1)σnx
n puis

de la série entière
∑

snx
n. En déduire une expresion de

∞∑
n=0

anx
n à l’aide

de la somme g(x) de la première de ces deux séries entières.

b. Montrer que S ∈ S3 et que si l’on note σ = lim(σn), alors f(x) −−−→
x→1

σ.

5. a. Résumer en termes d’inclusions entre S1,S2 et S3, les résultats obtenus
jusqu’ici.

b. Montrer que S1 = S2 = S3 si l’on se restreint aux séries S à termes réels
positifs.

Partie II

Dans cette partie, on considère une série S fixée appartenant à S, de
terme général an réel et telle qu’il existe un réel A vérifiant l’inégalité
nan � A. De plus tous les polynômes envisagés seront à coefficients réels.

1. a. Soit P (X) =

d∑
k=1

αkX
k un polynôme de valuation strictement positive.

Montrer que la série
∑

anP (xn) converge pour x ∈ ] − 1, 1[ et calculer,
lorsque x tend vers 1, la limite de sa somme à l’aide de � et de la valeur
prise par P en un point que l’on précisera.
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b. Soit Q(X) =

d′∑
k=0

βkX
k un polynôme. Montrer que la série

∑
xnQ(xn)

converge pour x ∈ ] − 1, 1[ et calculer, lorsque x tend vers 1, la limite de

(1− x)
∞∑

n=0

xnQ(xn) à l’aide d’une intégrale portant sur Q.

2. Cette question est réservée aux étudiants de (MP*).

En utilisant un théorème de Weierstrass, montrer que pour toute fonction

Ψ réelle continue sur
[
0,
1

2

[
et

[1
2
,1
]
et admettant une limite à gauche au

point
1

2
et pour tout ε > 0, il existe deux polynômes Q1 et Q2 tels que :

Q1(x) � Ψ(x) � Q2(x) pour tout x ∈ [0, 1] avec

∫ 1

0

(
Q2 −Q1

)
� ε.

On pourra utiliser la fonction χ égale à 0 sur
[
0,
1

2

[
et à 1 sur

[1
2
,1
]
·

3. a. Soit χ la fonction introduite à la question précédente. Montrer que
la série de fonctions

∑
anχ(x

n) converge uniformément sur tout intervalle
compact inclus dans [0, 1[.

b. Montrer que pour tout ε > 0 il existe deux polynômes P1 et P2 de
valuations strictement positives, tels que P1(1) = P2(1) et que :

P1(x) � χ(x) � P2(x) pour tout x ∈ [0, 1] avec

∫ 1

0

P2(x)− P1(x)

x(1− x)
dx � ε.

c. Établir que pour tout x ∈ [0, 1[ et assez proche de 1, les différences
∞∑

n=0

anχ(x
n)−

∞∑
n=0

anP1(x
n) et

∞∑
n=0

anP2(x
n)−

∞∑
n=0

anχ(x
n)

sont toutes deux majorées par (A+ 1)ε, et en déduire la convergence de la
série S.

4. a. Soit S3 une série appartenant à S3, de terme général bn et telle qu’il
existe B ∈ R vérifiant l’inégalité nbn � B pour tout n ∈ N. La série S3

converge-t-elle ?

b. Existe-t-il une telle série S3 qui vérifie la condition sup
n∈N

(nbn) = +∞ ?

c. Soit S4 une série appartenant à S3, de terme général cn et telle qu’il
existe C ∈ R vérifiant l’inégalité |ncn| � C pour tout n ∈ N. La série S4

converge-t-elle ?

Solution

Partie I

1. Comme la série S1 diverge grossièrement, S1 �∈ S1. Pour tout n ∈ N, s2n = 1

et s2n+1 = 0. Donc : (2n + 1)σ2n = n + 1 = (2n + 2)σ2n+1. D’où σn −−−→
n→∞

1

2
et

S ∈ S2.

Le rayon de convergence de
∑

anx
n est égal à 1 et sa somme est f(x) =

1

1 + x
si
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x ∈ ]− 1, 1[. Comme f(x) −−−−→
x→1−

1

2
, on a : S1 ∈ S3.

2. Comme La série S2 diverge grossièrement, S2 �∈ S1. On a s0 = 0 et, si

n ∈ N∗, s2n = −n et s2n+1 = n + 1. Donc : σ2n = 0 et σ2n+1 =
n+ 1

2n+ 2
−−−→
n→∞

1

2
·

Donc S2 �∈ S2.

De la considération de
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ on déduit que le rayon de convergence de
∑

anx
n

est égal à 1. Sa somme est f(x) =
x

(1 + x)2
si x ∈ ]− 1, 1[. Comme f(x) −−−−→

x→1−

1

4
,

on a : S2 ∈ S3.

3. S1 ⊂ S2 est une conséquence du théorème de sommation des relations de
comparaison encore appelée : lemme de Cesàro.

4. a. Comme (σn) converge, elle est bornée ; le rayon de convergence de
∑

σnx
n

est au moins égal à 1. D’après le cours
∑

σnx
n et

∑
(n+ 1)σnx

n ont même rayon
de convergence. Donc

∑
(n+ 1)σnx

n converge sur ]− 1, 1[.
Comme sn = (n+ 1)σn − nσn−1 pour n � 1, la série entière

∑
snx

n converge sur
]− 1, 1[. Si x ∈ ]− 1, 1[,
∞∑

n=0

snx
n = s0 +

∞∑
n=1

(
(n+ 1)σn − nσn−1

)
xn = g(x)− xg(x) = (1− x)g(x).

De même, an = sn − sn−1 pour n � 1. Donc
∑

snx
n converge sur ] − 1, 1[. Du

produit de deux séries entières, on déduit, pour tout x ∈ ]− 1, 1[ :
∞∑

n=0

snx
n =

∞∑
n=0

( n∑
k=0

ak

)
xn =

( ∞∑
n=0

xn
)( ∞∑

n=0

anx
n
)
=

1

1− x

∞∑
n=0

anx
n.

Donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[, f(x) =

∞∑
n=0

anx
n = (1− x)2g(x).

b. Il suffit d’examiner le cas où σ = 0. En effet si σ �= 0, on remplace (an) par (a
′
n)

définie par a′0 = a0 − σ et a′n = an si n � 1 pour s’y ramener, les suites associées
à (a′n) étant notées (s

′
n) et (σ

′
n), on a s′n = sn − σ d’où σ′

n = σn − σ −−−→
n→∞

0.

Supposons, donc σ = 0. Posons, pour x ∈ ]− 1, 1[,

h(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn ie. h(x) =
1

(1− x)2
· Montrons que g(x) =

x→1−
o
(
h(x)

)
.

Soit ε > 0. Soit m ∈ N tel que |σn| � ε si n � m.

∀x ∈ [0, 1[, |g(x)| �
∣∣∣

m∑
k=0

(k + 1)σkx
k
∣∣∣+

∞∑
k=m+1

(k + 1)εxk �
m∑

k=0

(k + 1)σk + εh(x).

m étant fixé, A =

m∑
k=0

(k + 1)σk étant une constante, A =
x→1−

o
(
h(x)

)
ie. il existe

x0 ∈ ]0, 1[ tel que pour x ∈ ]x0, 1[, on ait 0 � A � εh(x) et donc |g(x)| � 2εh(x).
En conclusion : ∀ε ∈ R∗

+, ∃x0 ∈ ]0, 1[, ∀x ∈ ]x0, 1[, (1− x)2|g(x)| � 2ε.
Autrement dit, d’après 4.a. on a : f(x) −−−−→

x→1−
0.

Compte tenu de la remarque faite au début de 4.b. on a : S ∈ S3 et f(x) −−−−→
x→1−

σ.

5. a. En résumé : S1 ⊂ S2 ⊂ S3 et les inclusions sont strictes. En effet, d’après 1.
on a S2 �⊂ S1, d’après 2. on a S3 �⊂ S2, d’après 3. on a S1 ⊂ S2, d’après 4. on a
S2 ⊂ S3.
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b. Soit Q(X) =

d′∑
k=0

βkX
k un polynôme. Montrer que la série

∑
xnQ(xn)

converge pour x ∈ ] − 1, 1[ et calculer, lorsque x tend vers 1, la limite de

(1− x)
∞∑

n=0

xnQ(xn) à l’aide d’une intégrale portant sur Q.

2. Cette question est réservée aux étudiants de (MP*).

En utilisant un théorème de Weierstrass, montrer que pour toute fonction

Ψ réelle continue sur
[
0,
1

2

[
et

[1
2
,1
]
et admettant une limite à gauche au

point
1

2
et pour tout ε > 0, il existe deux polynômes Q1 et Q2 tels que :

Q1(x) � Ψ(x) � Q2(x) pour tout x ∈ [0, 1] avec

∫ 1

0

(
Q2 −Q1

)
� ε.

On pourra utiliser la fonction χ égale à 0 sur
[
0,
1

2

[
et à 1 sur

[1
2
,1
]
·

3. a. Soit χ la fonction introduite à la question précédente. Montrer que
la série de fonctions

∑
anχ(x

n) converge uniformément sur tout intervalle
compact inclus dans [0, 1[.

b. Montrer que pour tout ε > 0 il existe deux polynômes P1 et P2 de
valuations strictement positives, tels que P1(1) = P2(1) et que :

P1(x) � χ(x) � P2(x) pour tout x ∈ [0, 1] avec

∫ 1

0

P2(x)− P1(x)

x(1− x)
dx � ε.

c. Établir que pour tout x ∈ [0, 1[ et assez proche de 1, les différences
∞∑

n=0

anχ(x
n)−

∞∑
n=0

anP1(x
n) et

∞∑
n=0

anP2(x
n)−

∞∑
n=0

anχ(x
n)

sont toutes deux majorées par (A+ 1)ε, et en déduire la convergence de la
série S.

4. a. Soit S3 une série appartenant à S3, de terme général bn et telle qu’il
existe B ∈ R vérifiant l’inégalité nbn � B pour tout n ∈ N. La série S3

converge-t-elle ?

b. Existe-t-il une telle série S3 qui vérifie la condition sup
n∈N

(nbn) = +∞ ?

c. Soit S4 une série appartenant à S3, de terme général cn et telle qu’il
existe C ∈ R vérifiant l’inégalité |ncn| � C pour tout n ∈ N. La série S4

converge-t-elle ?

Solution

Partie I

1. Comme la série S1 diverge grossièrement, S1 �∈ S1. Pour tout n ∈ N, s2n = 1

et s2n+1 = 0. Donc : (2n + 1)σ2n = n + 1 = (2n + 2)σ2n+1. D’où σn −−−→
n→∞

1

2
et

S ∈ S2.

Le rayon de convergence de
∑

anx
n est égal à 1 et sa somme est f(x) =

1

1 + x
si
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b. Soit Q(X) =

d′∑
k=0

βkX
k un polynôme. Montrer que la série

∑
xnQ(xn)

converge pour x ∈ ] − 1, 1[ et calculer, lorsque x tend vers 1, la limite de

(1− x)
∞∑

n=0

xnQ(xn) à l’aide d’une intégrale portant sur Q.

2. Cette question est réservée aux étudiants de (MP*).

En utilisant un théorème de Weierstrass, montrer que pour toute fonction

Ψ réelle continue sur
[
0,
1

2

[
et

[1
2
,1
]
et admettant une limite à gauche au

point
1

2
et pour tout ε > 0, il existe deux polynômes Q1 et Q2 tels que :

Q1(x) � Ψ(x) � Q2(x) pour tout x ∈ [0, 1] avec

∫ 1

0

(
Q2 −Q1

)
� ε.

On pourra utiliser la fonction χ égale à 0 sur
[
0,
1

2

[
et à 1 sur

[1
2
,1
]
·

3. a. Soit χ la fonction introduite à la question précédente. Montrer que
la série de fonctions

∑
anχ(x

n) converge uniformément sur tout intervalle
compact inclus dans [0, 1[.

b. Montrer que pour tout ε > 0 il existe deux polynômes P1 et P2 de
valuations strictement positives, tels que P1(1) = P2(1) et que :

P1(x) � χ(x) � P2(x) pour tout x ∈ [0, 1] avec

∫ 1

0

P2(x)− P1(x)

x(1− x)
dx � ε.

c. Établir que pour tout x ∈ [0, 1[ et assez proche de 1, les différences
∞∑

n=0

anχ(x
n)−

∞∑
n=0

anP1(x
n) et

∞∑
n=0

anP2(x
n)−

∞∑
n=0

anχ(x
n)

sont toutes deux majorées par (A+ 1)ε, et en déduire la convergence de la
série S.

4. a. Soit S3 une série appartenant à S3, de terme général bn et telle qu’il
existe B ∈ R vérifiant l’inégalité nbn � B pour tout n ∈ N. La série S3

converge-t-elle ?

b. Existe-t-il une telle série S3 qui vérifie la condition sup
n∈N

(nbn) = +∞ ?

c. Soit S4 une série appartenant à S3, de terme général cn et telle qu’il
existe C ∈ R vérifiant l’inégalité |ncn| � C pour tout n ∈ N. La série S4

converge-t-elle ?

Solution

Partie I

1. Comme la série S1 diverge grossièrement, S1 �∈ S1. Pour tout n ∈ N, s2n = 1

et s2n+1 = 0. Donc : (2n + 1)σ2n = n + 1 = (2n + 2)σ2n+1. D’où σn −−−→
n→∞

1

2
et

S ∈ S2.

Le rayon de convergence de
∑

anx
n est égal à 1 et sa somme est f(x) =

1

1 + x
si
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x ∈ ]− 1, 1[. Comme f(x) −−−−→
x→1−

1

2
, on a : S1 ∈ S3.

2. Comme La série S2 diverge grossièrement, S2 �∈ S1. On a s0 = 0 et, si

n ∈ N∗, s2n = −n et s2n+1 = n + 1. Donc : σ2n = 0 et σ2n+1 =
n+ 1

2n+ 2
−−−→
n→∞

1

2
·

Donc S2 �∈ S2.

De la considération de
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ on déduit que le rayon de convergence de
∑

anx
n

est égal à 1. Sa somme est f(x) =
x

(1 + x)2
si x ∈ ]− 1, 1[. Comme f(x) −−−−→

x→1−

1

4
,

on a : S2 ∈ S3.

3. S1 ⊂ S2 est une conséquence du théorème de sommation des relations de
comparaison encore appelée : lemme de Cesàro.

4. a. Comme (σn) converge, elle est bornée ; le rayon de convergence de
∑

σnx
n

est au moins égal à 1. D’après le cours
∑

σnx
n et

∑
(n+ 1)σnx

n ont même rayon
de convergence. Donc

∑
(n+ 1)σnx

n converge sur ]− 1, 1[.
Comme sn = (n+ 1)σn − nσn−1 pour n � 1, la série entière

∑
snx

n converge sur
]− 1, 1[. Si x ∈ ]− 1, 1[,
∞∑

n=0

snx
n = s0 +

∞∑
n=1

(
(n+ 1)σn − nσn−1

)
xn = g(x)− xg(x) = (1− x)g(x).

De même, an = sn − sn−1 pour n � 1. Donc
∑

snx
n converge sur ] − 1, 1[. Du

produit de deux séries entières, on déduit, pour tout x ∈ ]− 1, 1[ :
∞∑

n=0

snx
n =

∞∑
n=0

( n∑
k=0

ak

)
xn =

( ∞∑
n=0

xn
)( ∞∑

n=0

anx
n
)
=

1

1− x

∞∑
n=0

anx
n.

Donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[, f(x) =

∞∑
n=0

anx
n = (1− x)2g(x).

b. Il suffit d’examiner le cas où σ = 0. En effet si σ �= 0, on remplace (an) par (a
′
n)

définie par a′0 = a0 − σ et a′n = an si n � 1 pour s’y ramener, les suites associées
à (a′n) étant notées (s

′
n) et (σ

′
n), on a s′n = sn − σ d’où σ′

n = σn − σ −−−→
n→∞

0.

Supposons, donc σ = 0. Posons, pour x ∈ ]− 1, 1[,

h(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn ie. h(x) =
1

(1− x)2
· Montrons que g(x) =

x→1−
o
(
h(x)

)
.

Soit ε > 0. Soit m ∈ N tel que |σn| � ε si n � m.

∀x ∈ [0, 1[, |g(x)| �
∣∣∣

m∑
k=0

(k + 1)σkx
k
∣∣∣+

∞∑
k=m+1

(k + 1)εxk �
m∑

k=0

(k + 1)σk + εh(x).

m étant fixé, A =

m∑
k=0

(k + 1)σk étant une constante, A =
x→1−

o
(
h(x)

)
ie. il existe

x0 ∈ ]0, 1[ tel que pour x ∈ ]x0, 1[, on ait 0 � A � εh(x) et donc |g(x)| � 2εh(x).
En conclusion : ∀ε ∈ R∗

+, ∃x0 ∈ ]0, 1[, ∀x ∈ ]x0, 1[, (1− x)2|g(x)| � 2ε.
Autrement dit, d’après 4.a. on a : f(x) −−−−→

x→1−
0.

Compte tenu de la remarque faite au début de 4.b. on a : S ∈ S3 et f(x) −−−−→
x→1−

σ.

5. a. En résumé : S1 ⊂ S2 ⊂ S3 et les inclusions sont strictes. En effet, d’après 1.
on a S2 �⊂ S1, d’après 2. on a S3 �⊂ S2, d’après 3. on a S1 ⊂ S2, d’après 4. on a
S2 ⊂ S3.
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b. Soit Q(X) =

d′∑
k=0

βkX
k un polynôme. Montrer que la série

∑
xnQ(xn)

converge pour x ∈ ] − 1, 1[ et calculer, lorsque x tend vers 1, la limite de

(1− x)
∞∑

n=0

xnQ(xn) à l’aide d’une intégrale portant sur Q.

2. Cette question est réservée aux étudiants de (MP*).

En utilisant un théorème de Weierstrass, montrer que pour toute fonction

Ψ réelle continue sur
[
0,
1

2

[
et

[1
2
,1
]
et admettant une limite à gauche au

point
1

2
et pour tout ε > 0, il existe deux polynômes Q1 et Q2 tels que :

Q1(x) � Ψ(x) � Q2(x) pour tout x ∈ [0, 1] avec

∫ 1

0

(
Q2 −Q1

)
� ε.

On pourra utiliser la fonction χ égale à 0 sur
[
0,
1

2

[
et à 1 sur

[1
2
,1
]
·

3. a. Soit χ la fonction introduite à la question précédente. Montrer que
la série de fonctions

∑
anχ(x

n) converge uniformément sur tout intervalle
compact inclus dans [0, 1[.

b. Montrer que pour tout ε > 0 il existe deux polynômes P1 et P2 de
valuations strictement positives, tels que P1(1) = P2(1) et que :

P1(x) � χ(x) � P2(x) pour tout x ∈ [0, 1] avec

∫ 1

0

P2(x)− P1(x)

x(1− x)
dx � ε.

c. Établir que pour tout x ∈ [0, 1[ et assez proche de 1, les différences
∞∑

n=0

anχ(x
n)−

∞∑
n=0

anP1(x
n) et

∞∑
n=0

anP2(x
n)−

∞∑
n=0

anχ(x
n)

sont toutes deux majorées par (A+ 1)ε, et en déduire la convergence de la
série S.

4. a. Soit S3 une série appartenant à S3, de terme général bn et telle qu’il
existe B ∈ R vérifiant l’inégalité nbn � B pour tout n ∈ N. La série S3

converge-t-elle ?

b. Existe-t-il une telle série S3 qui vérifie la condition sup
n∈N

(nbn) = +∞ ?

c. Soit S4 une série appartenant à S3, de terme général cn et telle qu’il
existe C ∈ R vérifiant l’inégalité |ncn| � C pour tout n ∈ N. La série S4

converge-t-elle ?

Solution

Partie I

1. Comme la série S1 diverge grossièrement, S1 �∈ S1. Pour tout n ∈ N, s2n = 1

et s2n+1 = 0. Donc : (2n + 1)σ2n = n + 1 = (2n + 2)σ2n+1. D’où σn −−−→
n→∞

1

2
et

S ∈ S2.

Le rayon de convergence de
∑

anx
n est égal à 1 et sa somme est f(x) =

1

1 + x
si
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b. Pour i ∈ [[1, 3]], notons S+
i l’ensemble des séries à coefficients réels positifs dans

Si. On a, d’après 5.a. S+
1 ⊂ S+

2 ⊂ S+
3 .

Soit S ∈ S+
3 . La fonction f est croissante sur [0, 1[. S’il existe � ∈ R tel que

� = lim
x→1−

f , alors f(x) � � pour tout x ∈ [0, 1[.

Donc, pour tout (n, x) ∈ N × [0, 1[,
n∑

k=0

akx
k � f(x) � �. Par passage à la limite

dans les inégalités, n fixé et x tendant vers 1, on a : sn � �. La suite croissante
(sn) est majorée donc convergente. D’où S ∈ S+

1 . En conclusion S+
1 = S+

2 = S+
3 .

Partie II

Notons que A � 0. Ceci est obtenu en faisant n = 0 dans la condition donnée.

1. a. ∀x ∈ ]−1, 1[, ∀N ∈ N,
N∑

n=0

anP (xn) =

N∑
n=0

an

d∑
k=1

αkx
kn =

d∑
k=1

αk

N∑
n=0

an
(
xk

)n
.

Comme xk ∈ ]− 1, 1[, on a, pour tout k ∈ [[1, d]],

N∑
n=0

an
(
xk

)n −−−−→
N→∞

f(xk).

La série
∑

anP (xn) converge et a pour somme

d∑
k=1

αkf(x
k).

Or xk −−−−→
x→1−

1 et f(t) −−−→
t→1−

�, on a :

∞∑
n=0

anP (xn) −−−−→
x→1−

�

d∑
k=1

αk = �P (1).

b. ∀x ∈ ]− 1, 1[, ∀N ∈ N,
N∑

n=0

xnQ(xn) =

d′∑
k=0

βk

N∑
n=0

xnxkn =

d′∑
k=0

βk

N∑
n=0

(
xk+1

)n
.

N∑
n=0

(
xk+1

)n −−−−→
N→∞

∞∑
n=0

(
xk+1

)n
=

1

1− xk+1
· (série géométrique)

Donc la série
∑

xnQ(xn) converge et a pour somme FQ(x) =

d′∑
k=0

βk

1− xk+1
·

Pour tout x ∈ [0, 1[, (1− x)FQ(x) =

d′∑
k=0

βk

1 + x+ · · ·+ xk
·

(1− x)FQ(x) −−−−→
x→1−

d′∑
k=0

βk

1 + k
=

∫ 1

0

Q(x)dx. D’où

∞∑
n=0

xnQ(xn) −−−−→
x→1−

∫ 1

0

Q.

2. Il existe une unique constante λ ∈ R telle que θ = Ψ− λχ ∈ C([0, 1],R).
Soit ε > 0. D’après le théorème de Weierstrass, il existe S ∈ R[X] tel que, pour

tout x ∈ [0, 1], |S(x) − θ(x)| � ε

4
· En posant S1 = S − ε

4
et S2 = S +

ε

4
on a

S1 et S2 éléments de R[X] et pour tout x ∈ [0, 1], on a : S1(x) � θ(x) � S2(x) et

S2(x)− S1(x) =
ε

2
· D’où

∫ 1

0

(
S2 − S1

)
=

ε

2
·

Si λ = 0, il suffit de prendre Q1 = S1 et Q2 = S2 pour conclure.

Si λ �= 0 supposons par exemple λ > 0. Soit a ∈ R tel que a <
1

2
et λa �

ε

6
.

Notons U1 et U2 les fonctions de C([0, 1],R) définies comme suit : U1 = λχ sur
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[
0,
1

2

[
et sur

[1
2
+ a, 1

]
et est affine sur

[1
2
,1

2
+ a

]
; U2 = λχ sur

[
0,
1

2
− a

]
et sur

[1
2
, 1
]
et est affine sur

[1
2
−a,

1

2

]
· On a : U1 � λχ � U2 et

∫ 1

0

(
U2−U1

)
= λa �

ε

6
·

D’après le théorème de Weierstrass, ∃R ∈ R[X], ∀x ∈ [0, 1], |R(x)− U2(x)| �
ε

12
·

Posons T2 = R +
ε

12
alors, pour tout x ∈ [0, 1], (T2 − U2)(x) �

ε

6
, d’où

∫ 1

0

(
T2 − U2

)
�

ε

6
· De même, on construit T1 ∈ R[X] tel que :

pour tout x ∈ [0, 1], (T1 − U1)(x) �
ε

6
, d’où

∫ 1

0

(
T1 − U1

)
�

ε

6
·

Finalement, ∀x ∈ [0, 1], T1(x) � U1(x) � (λχ)(x) � U2(x) � T2(x) et∫ 1

0

(T2 − T1) =

∫ 1

0

(T2 − U2) +

∫ 1

0

(U2 − U1) +

∫ 1

0

(U1 − T1) �
ε

6
+

ε

6
+

ε

6
=

ε

2
·

Posons Q1 = S1 + T1, Q2 = S2 + T2. Alors :
∀x ∈ [0, 1], Q1(x) = S1(x)+T1(x) � θ(x)+λχ(x) = Ψ(x) � S2(x)+T2(x) = Q2(x)

et

∫ 1

0

(
Q2(x)−Q1(x)

)
dx =

∫ 1

0

(
S2 − S1

)
+

∫ 1

0

(
T2 − T1

)
�

ε

2
+

ε

2
= ε.

3. a. Soit α ∈ ]0, 1[. Fixons N ∈ N∗ tel que αN <
1

2
· C’est possible car αn −−−→

n→∞
0.

Pour tout x ∈ [0, α] et tout n � N, 0 � xn � αN <
1

2
· D’où χ(xn) = 0. En

particulier la série
∑

anχ(x
n) converge et son reste Rn(x) =

∞∑
k=n+1

akχ(x
k) vérifie

Rn = 0 si n � N .
La série de fonctions

∑
anχ◦τn où τn(t) = tn converge uniformément sur [0, α]. A

fortiori elle converge uniformément sur tout compact inclus dans [0, 1[.

b. La fonction ϕ : [0, 1] → R définie par ϕ(x) =
χ(x)− x

x(1− x)
si x ∈ ]0, 1[, ϕ(0) = −1

et ϕ(1) = 1 est continue sur
[
0,
1

2

[
, sur

[1
2
,1
]
et admet une limite à gauche en

1

2
·

Fixons ε > 0. D’après II.2. il existe Q1 et Q2 deux polynômes de R[X] tels que :

∀x ∈ [0, 1], Q1(x) � ϕ(x) � Q2(x) et

∫ 1

0

(
Q2 −Q1

)
� ε.

Posons Pi(X) = X +X(1−X)Qi(X) pour i ∈ {1, 2}. On a alors deux polynômes
P1 et P2 de valuation au moins égale à 1 et vérifiant :
• P1(1) = P2(1) = 1,
• Pour tout x ∈ [0, 1],
P1(x)=x+ x(1− x)Q1(x) � x+ x(1− x)ϕ(x)=χ(x)�x+ x(1− x)Q2(x)=P2(x)
• P2(x)− P1(x) = x(1− x)(Q2(x)−Q1(x) ; d’où :∫ 1

0

P2(x)− P1(x)

x(1− x)
dx =

∫ 1

0

(
Q2 −Q1

)
� ε.

c. Avec les notations de b), la fonction Φ : [0, 1] → R, x �→ P2(x)− P1(x)

x(1− x)
est

polynomiale et positive. Posons, pour x ∈ [0, 1[,

∆1(x) =

∞∑
n=0

anχ(x
n)−

∞∑
n=0

anP1(x
n) et ∆2(x) =

∞∑
n=0

anP2(x
n)−

∞∑
n=0

anχ(x
n).
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b. Pour i ∈ [[1, 3]], notons S+
i l’ensemble des séries à coefficients réels positifs dans

Si. On a, d’après 5.a. S+
1 ⊂ S+

2 ⊂ S+
3 .

Soit S ∈ S+
3 . La fonction f est croissante sur [0, 1[. S’il existe � ∈ R tel que

� = lim
x→1−

f , alors f(x) � � pour tout x ∈ [0, 1[.

Donc, pour tout (n, x) ∈ N × [0, 1[,
n∑

k=0

akx
k � f(x) � �. Par passage à la limite

dans les inégalités, n fixé et x tendant vers 1, on a : sn � �. La suite croissante
(sn) est majorée donc convergente. D’où S ∈ S+

1 . En conclusion S+
1 = S+

2 = S+
3 .

Partie II

Notons que A � 0. Ceci est obtenu en faisant n = 0 dans la condition donnée.

1. a. ∀x ∈ ]−1, 1[, ∀N ∈ N,
N∑

n=0

anP (xn) =

N∑
n=0

an

d∑
k=1

αkx
kn =

d∑
k=1

αk

N∑
n=0

an
(
xk

)n
.

Comme xk ∈ ]− 1, 1[, on a, pour tout k ∈ [[1, d]],

N∑
n=0

an
(
xk

)n −−−−→
N→∞

f(xk).

La série
∑

anP (xn) converge et a pour somme

d∑
k=1

αkf(x
k).

Or xk −−−−→
x→1−

1 et f(t) −−−→
t→1−

�, on a :

∞∑
n=0

anP (xn) −−−−→
x→1−

�

d∑
k=1

αk = �P (1).

b. ∀x ∈ ]− 1, 1[, ∀N ∈ N,
N∑

n=0

xnQ(xn) =

d′∑
k=0

βk

N∑
n=0

xnxkn =

d′∑
k=0

βk

N∑
n=0

(
xk+1

)n
.

N∑
n=0

(
xk+1

)n −−−−→
N→∞

∞∑
n=0

(
xk+1

)n
=

1

1− xk+1
· (série géométrique)

Donc la série
∑

xnQ(xn) converge et a pour somme FQ(x) =

d′∑
k=0

βk

1− xk+1
·

Pour tout x ∈ [0, 1[, (1− x)FQ(x) =

d′∑
k=0

βk

1 + x+ · · ·+ xk
·

(1− x)FQ(x) −−−−→
x→1−

d′∑
k=0

βk

1 + k
=

∫ 1

0

Q(x)dx. D’où

∞∑
n=0

xnQ(xn) −−−−→
x→1−

∫ 1

0

Q.

2. Il existe une unique constante λ ∈ R telle que θ = Ψ− λχ ∈ C([0, 1],R).
Soit ε > 0. D’après le théorème de Weierstrass, il existe S ∈ R[X] tel que, pour

tout x ∈ [0, 1], |S(x) − θ(x)| � ε

4
· En posant S1 = S − ε

4
et S2 = S +

ε

4
on a

S1 et S2 éléments de R[X] et pour tout x ∈ [0, 1], on a : S1(x) � θ(x) � S2(x) et

S2(x)− S1(x) =
ε

2
· D’où

∫ 1

0

(
S2 − S1

)
=

ε

2
·

Si λ = 0, il suffit de prendre Q1 = S1 et Q2 = S2 pour conclure.

Si λ �= 0 supposons par exemple λ > 0. Soit a ∈ R tel que a <
1

2
et λa �

ε

6
.

Notons U1 et U2 les fonctions de C([0, 1],R) définies comme suit : U1 = λχ sur
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[
0,
1

2

[
et sur

[1
2
+ a, 1

]
et est affine sur

[1
2
,1

2
+ a

]
; U2 = λχ sur

[
0,
1

2
− a

]
et sur

[1
2
, 1
]
et est affine sur

[1
2
−a,

1

2

]
· On a : U1 � λχ � U2 et

∫ 1

0

(
U2−U1

)
= λa �

ε

6
·

D’après le théorème de Weierstrass, ∃R ∈ R[X], ∀x ∈ [0, 1], |R(x)− U2(x)| �
ε

12
·

Posons T2 = R +
ε

12
alors, pour tout x ∈ [0, 1], (T2 − U2)(x) �

ε

6
, d’où

∫ 1

0

(
T2 − U2

)
�

ε

6
· De même, on construit T1 ∈ R[X] tel que :

pour tout x ∈ [0, 1], (T1 − U1)(x) �
ε

6
, d’où

∫ 1

0

(
T1 − U1

)
�

ε

6
·

Finalement, ∀x ∈ [0, 1], T1(x) � U1(x) � (λχ)(x) � U2(x) � T2(x) et∫ 1

0

(T2 − T1) =

∫ 1

0

(T2 − U2) +

∫ 1

0

(U2 − U1) +

∫ 1

0

(U1 − T1) �
ε

6
+

ε

6
+

ε

6
=

ε

2
·

Posons Q1 = S1 + T1, Q2 = S2 + T2. Alors :
∀x ∈ [0, 1], Q1(x) = S1(x)+T1(x) � θ(x)+λχ(x) = Ψ(x) � S2(x)+T2(x) = Q2(x)

et

∫ 1

0

(
Q2(x)−Q1(x)

)
dx =

∫ 1

0

(
S2 − S1

)
+

∫ 1

0

(
T2 − T1

)
�

ε

2
+

ε

2
= ε.

3. a. Soit α ∈ ]0, 1[. Fixons N ∈ N∗ tel que αN <
1

2
· C’est possible car αn −−−→

n→∞
0.

Pour tout x ∈ [0, α] et tout n � N, 0 � xn � αN <
1

2
· D’où χ(xn) = 0. En

particulier la série
∑

anχ(x
n) converge et son reste Rn(x) =

∞∑
k=n+1

akχ(x
k) vérifie

Rn = 0 si n � N .
La série de fonctions

∑
anχ◦τn où τn(t) = tn converge uniformément sur [0, α]. A

fortiori elle converge uniformément sur tout compact inclus dans [0, 1[.

b. La fonction ϕ : [0, 1] → R définie par ϕ(x) =
χ(x)− x

x(1− x)
si x ∈ ]0, 1[, ϕ(0) = −1

et ϕ(1) = 1 est continue sur
[
0,
1

2

[
, sur

[1
2
,1
]
et admet une limite à gauche en

1

2
·

Fixons ε > 0. D’après II.2. il existe Q1 et Q2 deux polynômes de R[X] tels que :

∀x ∈ [0, 1], Q1(x) � ϕ(x) � Q2(x) et

∫ 1

0

(
Q2 −Q1

)
� ε.

Posons Pi(X) = X +X(1−X)Qi(X) pour i ∈ {1, 2}. On a alors deux polynômes
P1 et P2 de valuation au moins égale à 1 et vérifiant :
• P1(1) = P2(1) = 1,
• Pour tout x ∈ [0, 1],
P1(x)=x+ x(1− x)Q1(x) � x+ x(1− x)ϕ(x)=χ(x)�x+ x(1− x)Q2(x)=P2(x)
• P2(x)− P1(x) = x(1− x)(Q2(x)−Q1(x) ; d’où :∫ 1

0

P2(x)− P1(x)

x(1− x)
dx =

∫ 1

0

(
Q2 −Q1

)
� ε.

c. Avec les notations de b), la fonction Φ : [0, 1] → R, x �→ P2(x)− P1(x)

x(1− x)
est

polynomiale et positive. Posons, pour x ∈ [0, 1[,

∆1(x) =

∞∑
n=0

anχ(x
n)−

∞∑
n=0

anP1(x
n) et ∆2(x) =

∞∑
n=0

anP2(x
n)−

∞∑
n=0

anχ(x
n).
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348 SÉRIES ENTIÈRES

∆1 et ∆2 sont définies d’après II.1.a) et II.3.a). Notons que dans les sommes
précédentes, on peut commencer à n = 1 car P1(1) = P2(1) = 1 = χ(1). Comme
P1 � χ � P2, on a :

∀x ∈ [0, 1[,∆1(x) =

∞∑
n=1

an
(
χ(xn)− P1(x

n)
)
�

∞∑
n=1

A

n

(
P2(x

n)− P1(x
n)
)
·

Donc : ∀x ∈ [0, 1[,∆1(x) �
∞∑

n=1

A

n
xn(1− xn)Φ(xn).

Or Φ(xn) � 0 et
1− xn

n
= (1− x)

1 + x+ · · ·+ xn−1

n
� 1− x si x ∈ [0, 1[. Donc :

∀x ∈ [0, 1[,∆1(x) � A(1− x)

∞∑
n=1

xnΦ(xn) � A(1− x)

∞∑
n=0

xnΦ(xn) car Φ � 0.

D’après II.1.b), on a : (1− x)
∞∑

n=0

xnΦ(xn) −−−−→
x→1−

∫ 1

0

Φ.

Comme

∫ 1

0

Φ � ε, il existe α1 ∈ ]0, 1[ tel que :

∀x ∈ [α1, 1[, 0 � ∆1(x) � Aε+ ε = (A+ 1)ε.
De même, il existe α2 ∈ ]0, 1[ tel que : ∀x ∈ [α2, 1[, 0 � ∆2(x) � (A+ 1)ε.
Montrons alors la série S converge et a pour somme �.

Soit ε > 0 et les notations précédentes, avec α = max(α1, α2). Pour tout k ∈ N∗,

posons xk = 2−1/k. On a xk −−−→
k→∞

1, 0 < xk < 1 pour tout k et

∞∑
n=0

anχ(x
n
k ) = sk.

Soit N ∈ N∗ fixé tel que xk � α pour tout k � N . On a, pour tout k � N :

0 � ∆1(xk) = sk −
∞∑

n=0

anP1(x
n
k ) � (A+ 1)ε. (1)

Or
∞∑

n=0

anP1(x
n
k ) −−−→

k→∞
�P1(1) = � d’après II.1.a.

Donc il existe N1 ∈ N∗, N1 � N tel que pour tout k � N1,
∣∣∣�−

∞∑
n=0

anP1(x
n
k )
∣∣∣ � ε.

Avec (1), on a : ∀k � N1, sk − � � (A+ 2)ε (2)
De même, avec ∆2, il existe N2 ∈ N∗, N2 � N , tel que :

∀k � N2, �− sk � (A+ 2)ε (3)
En posant N3 = max(N1, N2), on déduit de (2) et (3) :

∀k � N3, �− (A+ 2)ε � sk � �+ (A+ 2)ε.
Donc la série S converge et a pour somme �.

4. a. Si S3 ∈ S3, il en est de même de −S3. Or −S3 vérifie les hypothèses du début
de II. Donc −S3 converge et S3 aussi.

b. Posons bn = 2−p si n = 22p et bn = 0 sinon.
∑

bn converge donc est élément de
S1 a fortiori de S3. Comme 22pb22p = 2p −−−→

p→∞
+∞, la réponse est : oui.

c. Posons cn = an+ibn avec (an, bn) ∈ R2. Comme S4 ∈ S3, les séries
∑

an et
∑

bn
appartiennent à S3. D’autre part, si |ncn| � C, alors |nan| � C et |nbn| � C.
Donc, pour tout n ∈ N, nan � C et nbn � C. On déduit alors de 3.c. que les séries∑

an et
∑

bn convergent. D’où S4 est convergente.

9. ESPACES

PRÉHILBERTIENS RÉELS

E désigne un R-espace vectoriel dans tout ce chapitre.

I. Espaces préhilbertiens réels

A. Produit scalaire

1. Définition
On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie
positive sur E autrement dit, toute application ϕ de E×E dans R vérifiant :
(i) ∀x∈E, ϕx : y �→ ϕ(x, y) est linéaire linéarité à droite

(ii) ∀(x, y)∈E2, ϕ(x, y) = ϕ(y, x) symétrie

(iii) ∀x∈E \ {0}, ϕ(x, x)∈ ]0,+∞[ définie positive

On dit que (E,ϕ) est un espace préhilbertien réel, ϕ(x, y) est noté
(
x|y

)
.

Si E est de dimension finie, (E,ϕ) est un espace euclidien.

Remarque

Si (E,ϕ) est un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel de E, la
restriction de ϕ à F 2 est un produit scalaire sur F ; il est encore noté ϕ.

2. Exemples

2.1. Produit scalaire canonique sur Rn

Théorème

L’application ϕ : (x, y) �→
n∑

i=1

xi yi où x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn),

est un produit scalaire sur Rn.

Démonstration

ϕ est clairement une forme bilinéaire symétrique.

Si x∈Rn \ {0} on a
(
x|x

)
=

n∑
i=1

x2
i > 0 car un des xi au moins est non nul.��

2.2. Produit scalaire canonique sur Mn,p(R)

Théorème

(A,B) �→ tr(
t
A.B) définit un produit scalaire sur Mn,p(R).
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x ∈ ]− 1, 1[. Comme f(x) −−−−→
x→1−

1

2
, on a : S1 ∈ S3.

2. Comme La série S2 diverge grossièrement, S2 �∈ S1. On a s0 = 0 et, si

n ∈ N∗, s2n = −n et s2n+1 = n + 1. Donc : σ2n = 0 et σ2n+1 =
n+ 1

2n+ 2
−−−→
n→∞

1

2
·

Donc S2 �∈ S2.

De la considération de
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ on déduit que le rayon de convergence de
∑

anx
n

est égal à 1. Sa somme est f(x) =
x

(1 + x)2
si x ∈ ]− 1, 1[. Comme f(x) −−−−→

x→1−

1

4
,

on a : S2 ∈ S3.

3. S1 ⊂ S2 est une conséquence du théorème de sommation des relations de
comparaison encore appelée : lemme de Cesàro.

4. a. Comme (σn) converge, elle est bornée ; le rayon de convergence de
∑

σnx
n

est au moins égal à 1. D’après le cours
∑

σnx
n et

∑
(n+ 1)σnx

n ont même rayon
de convergence. Donc

∑
(n+ 1)σnx

n converge sur ]− 1, 1[.
Comme sn = (n+ 1)σn − nσn−1 pour n � 1, la série entière

∑
snx

n converge sur
]− 1, 1[. Si x ∈ ]− 1, 1[,
∞∑

n=0

snx
n = s0 +

∞∑
n=1

(
(n+ 1)σn − nσn−1

)
xn = g(x)− xg(x) = (1− x)g(x).

De même, an = sn − sn−1 pour n � 1. Donc
∑

snx
n converge sur ] − 1, 1[. Du

produit de deux séries entières, on déduit, pour tout x ∈ ]− 1, 1[ :
∞∑

n=0

snx
n =

∞∑
n=0

( n∑
k=0

ak

)
xn =

( ∞∑
n=0

xn
)( ∞∑

n=0

anx
n
)
=

1

1− x

∞∑
n=0

anx
n.

Donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[, f(x) =

∞∑
n=0

anx
n = (1− x)2g(x).

b. Il suffit d’examiner le cas où σ = 0. En effet si σ �= 0, on remplace (an) par (a
′
n)

définie par a′0 = a0 − σ et a′n = an si n � 1 pour s’y ramener, les suites associées
à (a′n) étant notées (s

′
n) et (σ

′
n), on a s′n = sn − σ d’où σ′

n = σn − σ −−−→
n→∞

0.

Supposons, donc σ = 0. Posons, pour x ∈ ]− 1, 1[,

h(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn ie. h(x) =
1

(1− x)2
· Montrons que g(x) =

x→1−
o
(
h(x)

)
.

Soit ε > 0. Soit m ∈ N tel que |σn| � ε si n � m.

∀x ∈ [0, 1[, |g(x)| �
∣∣∣

m∑
k=0

(k + 1)σkx
k
∣∣∣+

∞∑
k=m+1

(k + 1)εxk �
m∑

k=0

(k + 1)σk + εh(x).

m étant fixé, A =

m∑
k=0

(k + 1)σk étant une constante, A =
x→1−

o
(
h(x)

)
ie. il existe

x0 ∈ ]0, 1[ tel que pour x ∈ ]x0, 1[, on ait 0 � A � εh(x) et donc |g(x)| � 2εh(x).
En conclusion : ∀ε ∈ R∗

+, ∃x0 ∈ ]0, 1[, ∀x ∈ ]x0, 1[, (1− x)2|g(x)| � 2ε.
Autrement dit, d’après 4.a. on a : f(x) −−−−→

x→1−
0.

Compte tenu de la remarque faite au début de 4.b. on a : S ∈ S3 et f(x) −−−−→
x→1−

σ.

5. a. En résumé : S1 ⊂ S2 ⊂ S3 et les inclusions sont strictes. En effet, d’après 1.
on a S2 �⊂ S1, d’après 2. on a S3 �⊂ S2, d’après 3. on a S1 ⊂ S2, d’après 4. on a
S2 ⊂ S3.
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∑
snx

n converge sur
]− 1, 1[. Si x ∈ ]− 1, 1[,
∞∑

n=0

snx
n = s0 +

∞∑
n=1

(
(n+ 1)σn − nσn−1

)
xn = g(x)− xg(x) = (1− x)g(x).

De même, an = sn − sn−1 pour n � 1. Donc
∑

snx
n converge sur ] − 1, 1[. Du
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n = σn − σ −−−→
n→∞

0.

Supposons, donc σ = 0. Posons, pour x ∈ ]− 1, 1[,

h(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn ie. h(x) =
1

(1− x)2
· Montrons que g(x) =

x→1−
o
(
h(x)

)
.

Soit ε > 0. Soit m ∈ N tel que |σn| � ε si n � m.

∀x ∈ [0, 1[, |g(x)| �
∣∣∣

m∑
k=0

(k + 1)σkx
k
∣∣∣+

∞∑
k=m+1

(k + 1)εxk �
m∑

k=0

(k + 1)σk + εh(x).

m étant fixé, A =
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∆1 et ∆2 sont définies d’après II.1.a) et II.3.a). Notons que dans les sommes
précédentes, on peut commencer à n = 1 car P1(1) = P2(1) = 1 = χ(1). Comme
P1 � χ � P2, on a :

∀x ∈ [0, 1[,∆1(x) =

∞∑
n=1

an
(
χ(xn)− P1(x

n)
)
�

∞∑
n=1

A

n

(
P2(x

n)− P1(x
n)
)
·

Donc : ∀x ∈ [0, 1[,∆1(x) �
∞∑

n=1

A

n
xn(1− xn)Φ(xn).

Or Φ(xn) � 0 et
1− xn

n
= (1− x)

1 + x+ · · ·+ xn−1

n
� 1− x si x ∈ [0, 1[. Donc :

∀x ∈ [0, 1[,∆1(x) � A(1− x)

∞∑
n=1

xnΦ(xn) � A(1− x)

∞∑
n=0

xnΦ(xn) car Φ � 0.

D’après II.1.b), on a : (1− x)
∞∑

n=0

xnΦ(xn) −−−−→
x→1−

∫ 1

0

Φ.

Comme

∫ 1

0

Φ � ε, il existe α1 ∈ ]0, 1[ tel que :

∀x ∈ [α1, 1[, 0 � ∆1(x) � Aε+ ε = (A+ 1)ε.
De même, il existe α2 ∈ ]0, 1[ tel que : ∀x ∈ [α2, 1[, 0 � ∆2(x) � (A+ 1)ε.
Montrons alors la série S converge et a pour somme �.

Soit ε > 0 et les notations précédentes, avec α = max(α1, α2). Pour tout k ∈ N∗,

posons xk = 2−1/k. On a xk −−−→
k→∞

1, 0 < xk < 1 pour tout k et

∞∑
n=0

anχ(x
n
k ) = sk.

Soit N ∈ N∗ fixé tel que xk � α pour tout k � N . On a, pour tout k � N :

0 � ∆1(xk) = sk −
∞∑

n=0

anP1(x
n
k ) � (A+ 1)ε. (1)

Or
∞∑

n=0

anP1(x
n
k ) −−−→

k→∞
�P1(1) = � d’après II.1.a.

Donc il existe N1 ∈ N∗, N1 � N tel que pour tout k � N1,
∣∣∣�−

∞∑
n=0

anP1(x
n
k )
∣∣∣ � ε.

Avec (1), on a : ∀k � N1, sk − � � (A+ 2)ε (2)
De même, avec ∆2, il existe N2 ∈ N∗, N2 � N , tel que :

∀k � N2, �− sk � (A+ 2)ε (3)
En posant N3 = max(N1, N2), on déduit de (2) et (3) :

∀k � N3, �− (A+ 2)ε � sk � �+ (A+ 2)ε.
Donc la série S converge et a pour somme �.

4. a. Si S3 ∈ S3, il en est de même de −S3. Or −S3 vérifie les hypothèses du début
de II. Donc −S3 converge et S3 aussi.

b. Posons bn = 2−p si n = 22p et bn = 0 sinon.
∑

bn converge donc est élément de
S1 a fortiori de S3. Comme 22pb22p = 2p −−−→

p→∞
+∞, la réponse est : oui.

c. Posons cn = an+ibn avec (an, bn) ∈ R2. Comme S4 ∈ S3, les séries
∑

an et
∑

bn
appartiennent à S3. D’autre part, si |ncn| � C, alors |nan| � C et |nbn| � C.
Donc, pour tout n ∈ N, nan � C et nbn � C. On déduit alors de 3.c. que les séries∑

an et
∑

bn convergent. D’où S4 est convergente.

9. ESPACES

PRÉHILBERTIENS RÉELS

E désigne un R-espace vectoriel dans tout ce chapitre.

I. Espaces préhilbertiens réels

A. Produit scalaire

1. Définition
On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie
positive sur E autrement dit, toute application ϕ de E×E dans R vérifiant :
(i) ∀x∈E, ϕx : y �→ ϕ(x, y) est linéaire linéarité à droite

(ii) ∀(x, y)∈E2, ϕ(x, y) = ϕ(y, x) symétrie

(iii) ∀x∈E \ {0}, ϕ(x, x)∈ ]0,+∞[ définie positive

On dit que (E,ϕ) est un espace préhilbertien réel, ϕ(x, y) est noté
(
x|y

)
.

Si E est de dimension finie, (E,ϕ) est un espace euclidien.

Remarque

Si (E,ϕ) est un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel de E, la
restriction de ϕ à F 2 est un produit scalaire sur F ; il est encore noté ϕ.

2. Exemples

2.1. Produit scalaire canonique sur Rn

Théorème

L’application ϕ : (x, y) �→
n∑

i=1

xi yi où x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn),

est un produit scalaire sur Rn.

Démonstration

ϕ est clairement une forme bilinéaire symétrique.

Si x∈Rn \ {0} on a
(
x|x

)
=

n∑
i=1

x2
i > 0 car un des xi au moins est non nul.��

2.2. Produit scalaire canonique sur Mn,p(R)

Théorème

(A,B) �→ tr(
t
A.B) définit un produit scalaire sur Mn,p(R).

9. Espaces préhilbertiens 
réels
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Rappelons que MT =
t
M .

Démonstration

tr(
t
A.B) =

p∑
i=1

(
t
A.B)i,i =

p∑
i=1

n∑
k=1

ak,i bk,i, il s’agit donc du produit scalaire

canonique sur Mn,p(R) identifié à Rnp.��

2.3. Fonctions continues de carré intégrable

Théorème et définition

L’ensemble L2
c(I,R) des fonctions continues de carré intégrable peut être

muni d’une structure de R-espace vectoriel ; si f et g sont deux telles

fonctions alors le produit fg est intégrable sur I et (f, g) �→
(
f |g

)
=

∫

I

fg

définit un produit scalaire sur cet espace.

Démonstration

• Montrons que c’est un sous-espace vectoriel de C(I,R). La fonction nulle est de
carré intégrable donc cet ensemble est non vide.

Si f et g le sont et λ∈R alors (λf + g)2 � 2
[
(λf)2 + g2

]
car pour tous réels x et y

on a : (x+ y)2 � 2(x2 + y2) (�).

Comme (f2, g2)∈
(
L1
c

(
I,R

))2
et comme L1

c

(
I,R

)
est un R-espace vectoriel,

(λf + g)2 est élément de L1
c

(
I,R

)
.

• Si f et g sont de carré intégrable, l’inégalité |fg| �
1

2

[
f2 + g2

]
prouve que

fg ∈L1
(
I,R

)
. En effet, si x et y sont réels, on a |xy| � 1

2
[x2 + y2].

•
(
· | ·

)
est clairement linéaire à gauche et symétrique. Si

(
f |f

)
= 0 alors f2 = 0

car f2 est positive continue d’intégrale nulle. D’où f = 0.��

2.4. Espace �(N,R)

Théorème et définition

L’ensemble �2(N,R) des suites u = (un)n∈N ∈RN telles que
∑

u2
n converge,

peut être muni d’une structure de R-espace vectoriel ; si u et v sont deux

éléments de �2(N,R),
(∑

unvn
)
n�0

converge et (u, v) �→
∞∑

n=0

unvn définit

un produit scalaire sur �2(N,R).

Démonstration

• Si n∈N, 2|un vn| �
[
u2
n + v2n

]
d’après (�) de la démonstration précédente. La

convergence absolue et par suite la convergence de la série
∑

unvn en découle.

La suite nulle est élément de �2(N,R). Si u et v sont des éléments de �2(N,R) et λ
un nombre réel, pour tout n∈N, (λun + vn)

2 = λ2u2
n + 2λunvn + v2n montre que

λu+ v ∈ �2(N,R), d’où �2(N,R) est un sous-espace vectoriel de RN.

La linéarité à droite et la symétrie sont claires.

Si u∈ �2(N,R) \ {0},
(
u|u

)
=

∑
n∈Z

(un)
2 > 0 car un des un au moins est non nul.��
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2.5. Produit scalaire sur R[X]

Théorème
Soit w ∈ C(]a, b[,R∗

+), a < b telle que l’application t �→ tnw(t) soit intégrable

sur ]a, b[, pour tout n ∈ N. L’application ϕ : (P,Q) �→
∫ b

a

P (t)Q(t)w(t)dt

est un produit scalaire sur R[X].

Démonstration

Comme pour tout n ∈ N, l’application t �→ tnw(t) est intégrable sur ]a, b[, en tant
que somme finie de fonctions intégrables, t �→ P (t)Q(t)w(t) est intégrable sur ]a, b[.
La linéarité à droite et la symétrie sont claires.

Si P ∈ R[X] \ {0}, ϕ(P, P ) =

∫ b

a

P 2 w > 0 car l’application t �→ P 2w(t) est

intégrable, continue sur ]a, b[, a < b positive et non identiquement nulle.��

Désormais
(
· | ·

)
désigne un produit scalaire sur E.

3. Théorème : inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tout (x, y)∈E2, on a
∣∣(x|y)∣∣ � (

x|x
)1/2(

y|y
)1/2

, l’égalité ayant lieu
si, et seulement si, la famille (x, y) est liée.

Démonstration

• Inégalité : si x = 0E , l’inégalité est égalité. Si x �= 0E , il suffit de prouver
l’inégalité si ‖x‖2 =

(
x|x

)
= 1.

0 � ‖y −
(
x|y

)
x‖2 =

(
y −

(
x|y

)
x|y −

(
x|y

)
x
)
= ‖y‖2 −

(
x|y

)2
ie. le résultat.

• Égalité : si ‖x‖ = 1, ‖y‖2 −
(
x|y

)2
= 0 ⇒ y =

(
x|y

)
x. Donc (x, y) est liée.

Si x = 0E , (x, y) est liée. L’autre implication est immédiate.��
Reprenons alors les exemples 2.i. :

Pour 2.1. c’est
∣∣∣

n∑
i=1

xi yi

∣∣∣ �
( n∑

i=1

x2
i

)1/2( n∑
i=1

y2i

)1/2

.

Pour 2.2.
∣∣ tr(tA.B)

∣∣ � (
tr(

t
A.A)

)1/2(
tr(

t
B.B)

)1/2
.

Pour 2.3.

∣∣∣∣∣
∫ b

a

fg

∣∣∣∣∣ �
(∫ b

a

f2

)1/2 (∫ b

a

g2

)1/2

.

Enfin pour 2.4.
∣∣∣
∑
n∈N

un vn

∣∣∣ �
(∑

n∈N
u2
n

)1/2(∑
n∈N

v2n

)1/2

.

4. Norme associée

4.1. Théorème et définition

x �→
(
x|x

)1/2
définit une norme sur E, on l’appelle norme associée au

produit scalaire et on la note ‖ · ‖ ou ‖ · ‖2.

Démonstration

• ∀x∈E,
(
x|x

)
∈R+ ⇒ ‖x‖ =

√(
x|x

)
∈R+.

• De la bilinéarité du produit scalaire, on déduit : ∀(λ, x)∈R×E, ‖λx‖ = |λ|‖x‖.
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Rappelons que MT =
t
M .

Démonstration

tr(
t
A.B) =

p∑
i=1

(
t
A.B)i,i =

p∑
i=1

n∑
k=1

ak,i bk,i, il s’agit donc du produit scalaire
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2.3. Fonctions continues de carré intégrable

Théorème et définition
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c(I,R) des fonctions continues de carré intégrable peut être
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f |g

)
=

∫

I

fg

définit un produit scalaire sur cet espace.
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[
(λf)2 + g2

]
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Comme (f2, g2)∈
(
L1
c

(
I,R

))2
et comme L1

c

(
I,R

)
est un R-espace vectoriel,

(λf + g)2 est élément de L1
c

(
I,R

)
.
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1

2

[
f2 + g2

]
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fg ∈L1
(
I,R

)
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2
[x2 + y2].

•
(
· | ·

)
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(
f |f

)
= 0 alors f2 = 0
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2.4. Espace �(N,R)
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∑

u2
n converge,

peut être muni d’une structure de R-espace vectoriel ; si u et v sont deux

éléments de �2(N,R),
(∑

unvn
)
n�0

converge et (u, v) �→
∞∑

n=0

unvn définit

un produit scalaire sur �2(N,R).
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[
u2
n + v2n

]
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∑
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n + 2λunvn + v2n montre que
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(
u|u

)
=

∑
n∈Z

(un)
2 > 0 car un des un au moins est non nul.��
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+), a < b telle que l’application t �→ tnw(t) soit intégrable
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∫ b

a
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4.1. Théorème et définition
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définit une norme sur E, on l’appelle norme associée au

produit scalaire et on la note ‖ · ‖ ou ‖ · ‖2.
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• ∀x∈E,
(
x|x

)
∈R+ ⇒ ‖x‖ =

√(
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∈R+.

• De la bilinéarité du produit scalaire, on déduit : ∀(λ, x)∈R×E, ‖λx‖ = |λ|‖x‖.
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• ‖x + y‖2 =
(
x + y|x + y

)
= ‖x‖2 + 2

(
x|y

)
+ ‖y‖2 � ‖x‖2 + 2‖x‖.‖y‖ + ‖y‖2

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. D’où l’inégalité triangulaire vérifiée car ‖·‖
est à valeurs positives.��
Remarque

Le lecteur prouvera facilement en s’aidant du cas d’égalité dans l’inégalité de
Cauchy-Schwarz que :

‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ si, et seulement si, x = 0 ou y = λx avec λ∈R+.

De la bilinéarité du produit scalaire, on déduit :

4.2. Théorème
(i) Identité du parallélogramme :

∀(x, y) ∈ E2, ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
[
‖x‖2 + ‖y‖2

]
.

(ii) Identité de polarisation :

∀(x, y) ∈ E2,
(
x|y

)
=

1

4

[
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

]
.

B. Orthogonalité

1. Définition
1. Deux éléments x et y de E sont dits orthogonaux si

(
x|y

)
= 0, cette

relation est notée x⊥y.

2. Si V est un sous-espace vectoriel et x un élément de E on dit que x est
orthogonal à V s’il est orthogonal à tout élément de V .

Remarques

• x⊥y ⇐⇒ y⊥x.

• x est orthogonal à V si, et seulement si, il existe B base de V dont tout élément
est orthogonal à x, en effet ϕx : y �→

(
x|y

)
étant linéaire, elle est nulle sur V si, et

seulement si, elle nulle sur B.

2. Théorème de Pythagore

(i) x et y sont deux vecteurs orthogonaux de E si, et seulement si,
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

(ii) Si x1, . . . , xn sont des éléments de E deux à deux orthogonaux, alors∥∥∥
n∑

i=1

xi

∥∥∥
2

=

n∑
i=1

‖xi‖2.

Démonstration

(i) Il suffit d’écrire ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2
(
x|y

)
pour s’en convaincre.

(ii)
∥∥∥

n∑
i=1

xi

∥∥∥
2

=
( n∑

i=1

xi

∣∣∣
n∑

i=1

xi

)
=

n∑
i=1

‖xi‖2+
∑

1�i<j�n

[(
xi|xj

)
+
(
xj |xi

)]
d’après

la définition d’un produit scalaire, d’où l’égalité en cas d’orthogonalité.��

3. Familles orthogonales

3.1. Théorème
Si e1, . . . , en sont des éléments deux à deux orthogonaux tous non nuls de
E alors (e1, . . . , en) est une famille libre.
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Démonstration
n∑

i=1

λiei = 0 ⇒
(
∀j ∈[[1, n]], 0 =

( n∑
i=1

λiei

∣∣∣ ej
)
= λj ‖ej‖2

)
. D’où λj = 0.��

3.2. Définition
Une famille (e1, . . . , en) d’éléments de E est dite orthonormale si pour tout

(i, j)∈[[1, n]]2,
(
ei|ej

)
= δi,j =

{
1 si i = j,
0 sinon.

Une telle famille est donc base d’un sous-espace vectoriel de dimension n.

Remarque

• Si (e1, . . . , en) est orthonormale et si x =

n∑
i=1

xiei alors, par définition d’une

famille orthonormale et du produit scalaire, pour tout i∈[[1, n]], xi =
(
ei|x

)
et

‖x‖2 = x2
1 + · · ·+ x2

n.

• Si B = (e1, . . . , en) est une base orthonormée de E, alors B� = (ϕ1, . . . , ϕn) où
ϕi(x) =

(
x|ei

)
, est sa base duale.

Exemples

• Si E = Rn est muni du produit scalaire canonique, sa base canonique est une
base orthonormée sur E.

• Si E = Mn(R) est muni du produit scalaire canonique, sa base canonique est
une base orthonormée sur E.

4. Exemples de polynômes orthogonaux

Avec les notations de II.A.2.5. nous montrerons en exercices et en travaux dirigés
que les suites de polynômes définies comme suit sont des suites orthogonales.

4.1. Polynômes de Legendre

a = −1, b = 1, w(t) = 1, Pn(t) =
dn

dtn

[
(t2 − 1)n

]
·

4.2. Polynômes de Tchebychev de première espèce

a = −1, b = 1, w(t) =
1√

1− t2
,Tn(t) = cos

(
n arccos(t)

)
·

4.3. Polynômes de Laguerre

a = 0, b = +∞, w(t) = e−ttα, α � 0, Ln,α(t) = ett−α dn

dtn

[
e−ttn+α

]
.

4.4. Polynômes de Hermite

a = −∞, b = +∞, w(t) = e−t2 , Hn(t) = et
2 dn

dtn

[
e−t2

]
.

5. Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

5.1. Théorème
Soit (ei)i∈I une suite libre de E avec I = [[0, n]] ou N. Il existe une unique
suite orthonormale (εi)i∈I telle que :

∀k ∈ I,Vect(ε0, . . . , εk) = Vect(e0, . . . , ek) et (ek|εk) > 0.

Démonstration (algorithmique)

Effectuons une récurrence sur k. Si k = 0, ε0 =
e0

‖e0‖
de façon immédiate.
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• ‖x + y‖2 =
(
x + y|x + y

)
= ‖x‖2 + 2

(
x|y

)
+ ‖y‖2 � ‖x‖2 + 2‖x‖.‖y‖ + ‖y‖2

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. D’où l’inégalité triangulaire vérifiée car ‖·‖
est à valeurs positives.��
Remarque

Le lecteur prouvera facilement en s’aidant du cas d’égalité dans l’inégalité de
Cauchy-Schwarz que :

‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ si, et seulement si, x = 0 ou y = λx avec λ∈R+.

De la bilinéarité du produit scalaire, on déduit :

4.2. Théorème
(i) Identité du parallélogramme :

∀(x, y) ∈ E2, ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
[
‖x‖2 + ‖y‖2

]
.

(ii) Identité de polarisation :

∀(x, y) ∈ E2,
(
x|y

)
=

1

4

[
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

]
.

B. Orthogonalité

1. Définition
1. Deux éléments x et y de E sont dits orthogonaux si

(
x|y

)
= 0, cette

relation est notée x⊥y.

2. Si V est un sous-espace vectoriel et x un élément de E on dit que x est
orthogonal à V s’il est orthogonal à tout élément de V .

Remarques

• x⊥y ⇐⇒ y⊥x.

• x est orthogonal à V si, et seulement si, il existe B base de V dont tout élément
est orthogonal à x, en effet ϕx : y �→

(
x|y

)
étant linéaire, elle est nulle sur V si, et

seulement si, elle nulle sur B.

2. Théorème de Pythagore

(i) x et y sont deux vecteurs orthogonaux de E si, et seulement si,
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

(ii) Si x1, . . . , xn sont des éléments de E deux à deux orthogonaux, alors∥∥∥
n∑
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xi
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2

=

n∑
i=1

‖xi‖2.
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(i) Il suffit d’écrire ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2
(
x|y

)
pour s’en convaincre.

(ii)
∥∥∥

n∑
i=1

xi
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2

=
( n∑

i=1

xi

∣∣∣
n∑

i=1

xi

)
=

n∑
i=1

‖xi‖2+
∑

1�i<j�n

[(
xi|xj

)
+
(
xj |xi

)]
d’après

la définition d’un produit scalaire, d’où l’égalité en cas d’orthogonalité.��

3. Familles orthogonales

3.1. Théorème
Si e1, . . . , en sont des éléments deux à deux orthogonaux tous non nuls de
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e0

‖e0‖
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Supposons le résultat vrai pour k ∈ [[0, n − 1]], n � 1. Si (ε′0, . . . , ε
′
n) satisfait

aux conditions requises, on a, pour tout i ∈ [[0, n − 1]], εi = ε′i car (ε′0, . . . , ε
′
n−1)

satisfait alors aux conditions requises à l’ordre (n−1), de même que (e0, . . . , en−1).
Déterminons εn.

• Analyse : Si εn existe, εn ∈ Vect(e0, . . . , en) = Vect(ε0, . . . , εn−1, en).

∃(λ, α0, . . . , αn−1) ∈ Rn+1, εn = λen +

n−1∑
k=0

αkεk.

∀i ∈ [[0, n− 1]], (εn|εi) = 0 ⇒ αi = −λ(en|εi).

Donc εn = λvn où vn = en −
n−1∑
k=0

(en|εk)εk. (�)

‖εn‖ = 1 ⇒ |λ|.‖vn‖ = 1. D’où vn �= 0 et |λ| = 1

‖vn‖
·

Comme
(
εn|εn

)
= 1 = λ

(
εn|en

)
et

(
εn|en

)
> 0, on a λ > 0.

• Synthèse : soit vn définie par (�).
vn �= 0 car en �∈ Vect(e0, . . . , en−1) = Vect(ε0, . . . , εn−1).

On montre aisément que εn =
1

‖vn‖
vn est tel que (ε0, . . . , εn) vérifie les conditions.

D’où le théorème démontré par récurence.��

5.2. Corollaire
Tout sous-espace vectoriel de E de dimension finie non nulle, en particulier
tout espace euclidien, admet une base orthonormale.

5.3. Application

Avec les notations de I.A.2.5. l’espace préhilbertien réel R[X] ainsi défini
et muni de sa base canonique (Xn)n�0, a une unique base orthonormée
(Pn)n∈N constituée de polynômes avec des coefficients dominants réels
strictement positifs et tels que, pour tout n, Pn soit de degré n.

Démonstration

Le théorème précédent avec en = Xn et εn = Pn prouve l’existence d’une unique
suite B = (Pn)n∈N orthonormale constituée de polynômes avec des coefficients
dominants réels strictement positifs et telle que, pour tout n, Pn soit de degré n.
Il suffit, pour conclure, de montrer que B est une base de R[X]. Comme B est
libre d’après B.3. (ou parce qu’elle est échelonnée en degrés), il reste à montrer
qu’elle est génératrice. Pour tout n,Bn = (Pi)0�i�n étant libre et de cardinal
(n+ 1) = dim(Rn[X]) constitue une base de Rn[X].

Soit Q ∈ R[X]. Il existe p ∈ N tel que Q ∈ Rp[X]. Donc Q ∈ Vect(Bp) ⊂ Vect(B).
Donc B est génératrice de R[X].��

6. Parties orthogonales

6.1. Définition

Soit A une partie non vide de E. L’orthogonal de A, noté A⊥, est l’ensemble
des vecteurs de E orthogonaux à tous les vecteurs de A.
Si A est une partie vide, A⊥ = E.
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6.2. Propriétés

(i) Si A est une partie de E, alors A⊥ =
[
Vect(A)

]⊥
est un sous-espace

vectoriel fermé de E.

(ii) Si F est un sous-espace vectoriel de E, F ∩ F⊥ = {0E}·

(iii) E⊥ = {0E}. Autrement dit :
(
∀y ∈ E,

(
x|y

)
= 0

)
⇐⇒ x = 0E .

Démonstration

(i) Si nous notons fx la forme linéaire sur E définie par fx(y) =
(
x|y

)
, alors

A⊥ =
⋂
x∈A

Ker(fx) est un sous-espace vectoriel de E.

Comme fx est continue sur E, le sous-espace vectoriel Ker(fx) est fermé dans E.
Un intersection de fermés de E est fermée dans E. Donc A⊥ est fermée dans E.

(ii) x ∈ F ∩ F⊥ ⇒
(
x|x

)
= 0 ie. x = 0.

(iii)
(
∀y ∈ E,

(
x|y

)
= 0

)
⇒

(
x|x

)
= 0 ie. x = 0.��

Exercice

Soit A ∈ Mn(R). Montrer que tr(AX) = 0 pour tout X ∈ Mn(R) si, et seulement
si, A = 0.

C’est une application de (iii) à l’espace vectoriel E = Mn(R) muni de son produit
scalaire canonique.

6.3. Théorème (sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux)

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F et G sont orthogonaux. (ii) F⊥ = G (iii) G⊥ = F .

Démonstration

Par définition de F⊥ et G⊥, on a (ii)⇒(i) et (iii)⇒(i).

Montrons que (i)⇒(ii). Il suffit pour cela, sachant que E = F ⊕G et G ⊂ F⊥ de
montrer F⊥ ⊂ G. Si x ∈ F⊥, x ∈ E et donc s’écrit x = y + z, (y, z) ∈ F ×G.(
x|y

)
= 0 et

(
z|y

)
= 0, donc

(
y|y

)
= ‖y‖2 = 0 ie. y = 0. D’où x = z ∈ G.

Par échange de F et G on a (i)⇒(iii). D’où le résultat.��
Exemple

Dans Mn(R) muni de son produit scalaire canonique, Sn(R) =
[
An(R)

]⊥
.

C. Projection orthogonale

1. Théorème de la projection orthogonale

1.1. Théorème et définition
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et si x est
un vecteur de E, il existe un unique vecteur de F , noté pF (x), tel que
x − pF (x) ∈ F⊥. On l’appelle projeté orthogonal de x sur F . On a :
E = F ⊕ F⊥. De plus v 
→ d(x, v) admet un minimum global strict sur
F , il est atteint en pF (x).

On appelle distance de x à F le réel, noté d(x, F ) défini par :

d(x, F ) = inf
v∈F

d(x, v) = min
v∈F

d(x, v) = ‖x− pF (x)‖.
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Supposons le résultat vrai pour k ∈ [[0, n − 1]], n � 1. Si (ε′0, . . . , ε
′
n) satisfait

aux conditions requises, on a, pour tout i ∈ [[0, n − 1]], εi = ε′i car (ε′0, . . . , ε
′
n−1)

satisfait alors aux conditions requises à l’ordre (n−1), de même que (e0, . . . , en−1).
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∃(λ, α0, . . . , αn−1) ∈ Rn+1, εn = λen +

n−1∑
k=0

αkεk.

∀i ∈ [[0, n− 1]], (εn|εi) = 0 ⇒ αi = −λ(en|εi).

Donc εn = λvn où vn = en −
n−1∑
k=0

(en|εk)εk. (�)

‖εn‖ = 1 ⇒ |λ|.‖vn‖ = 1. D’où vn �= 0 et |λ| = 1

‖vn‖
·

Comme
(
εn|εn

)
= 1 = λ

(
εn|en

)
et

(
εn|en

)
> 0, on a λ > 0.

• Synthèse : soit vn définie par (�).
vn �= 0 car en �∈ Vect(e0, . . . , en−1) = Vect(ε0, . . . , εn−1).

On montre aisément que εn =
1

‖vn‖
vn est tel que (ε0, . . . , εn) vérifie les conditions.
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5.2. Corollaire
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Avec les notations de I.A.2.5. l’espace préhilbertien réel R[X] ainsi défini
et muni de sa base canonique (Xn)n�0, a une unique base orthonormée
(Pn)n∈N constituée de polynômes avec des coefficients dominants réels
strictement positifs et tels que, pour tout n, Pn soit de degré n.

Démonstration

Le théorème précédent avec en = Xn et εn = Pn prouve l’existence d’une unique
suite B = (Pn)n∈N orthonormale constituée de polynômes avec des coefficients
dominants réels strictement positifs et telle que, pour tout n, Pn soit de degré n.
Il suffit, pour conclure, de montrer que B est une base de R[X]. Comme B est
libre d’après B.3. (ou parce qu’elle est échelonnée en degrés), il reste à montrer
qu’elle est génératrice. Pour tout n,Bn = (Pi)0�i�n étant libre et de cardinal
(n+ 1) = dim(Rn[X]) constitue une base de Rn[X].

Soit Q ∈ R[X]. Il existe p ∈ N tel que Q ∈ Rp[X]. Donc Q ∈ Vect(Bp) ⊂ Vect(B).
Donc B est génératrice de R[X].��

6. Parties orthogonales

6.1. Définition

Soit A une partie non vide de E. L’orthogonal de A, noté A⊥, est l’ensemble
des vecteurs de E orthogonaux à tous les vecteurs de A.
Si A est une partie vide, A⊥ = E.
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6.2. Propriétés

(i) Si A est une partie de E, alors A⊥ =
[
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est un sous-espace

vectoriel fermé de E.
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(iii) E⊥ = {0E}. Autrement dit :
(
∀y ∈ E,

(
x|y

)
= 0

)
⇐⇒ x = 0E .

Démonstration

(i) Si nous notons fx la forme linéaire sur E définie par fx(y) =
(
x|y

)
, alors

A⊥ =
⋂
x∈A

Ker(fx) est un sous-espace vectoriel de E.

Comme fx est continue sur E, le sous-espace vectoriel Ker(fx) est fermé dans E.
Un intersection de fermés de E est fermée dans E. Donc A⊥ est fermée dans E.
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= 0 ie. x = 0.
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= 0
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(
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= 0 ie. x = 0.��

Exercice

Soit A ∈ Mn(R). Montrer que tr(AX) = 0 pour tout X ∈ Mn(R) si, et seulement
si, A = 0.

C’est une application de (iii) à l’espace vectoriel E = Mn(R) muni de son produit
scalaire canonique.

6.3. Théorème (sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux)

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F et G sont orthogonaux. (ii) F⊥ = G (iii) G⊥ = F .

Démonstration

Par définition de F⊥ et G⊥, on a (ii)⇒(i) et (iii)⇒(i).

Montrons que (i)⇒(ii). Il suffit pour cela, sachant que E = F ⊕G et G ⊂ F⊥ de
montrer F⊥ ⊂ G. Si x ∈ F⊥, x ∈ E et donc s’écrit x = y + z, (y, z) ∈ F ×G.(
x|y

)
= 0 et

(
z|y

)
= 0, donc

(
y|y

)
= ‖y‖2 = 0 ie. y = 0. D’où x = z ∈ G.

Par échange de F et G on a (i)⇒(iii). D’où le résultat.��
Exemple

Dans Mn(R) muni de son produit scalaire canonique, Sn(R) =
[
An(R)

]⊥
.

C. Projection orthogonale

1. Théorème de la projection orthogonale

1.1. Théorème et définition
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et si x est
un vecteur de E, il existe un unique vecteur de F , noté pF (x), tel que
x − pF (x) ∈ F⊥. On l’appelle projeté orthogonal de x sur F . On a :
E = F ⊕ F⊥. De plus v 
→ d(x, v) admet un minimum global strict sur
F , il est atteint en pF (x).

On appelle distance de x à F le réel, noté d(x, F ) défini par :

d(x, F ) = inf
v∈F

d(x, v) = min
v∈F

d(x, v) = ‖x− pF (x)‖.
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Démonstration

Notons n la dimension de F . Si n = 0 c’est clair. Désormais n � 1.

• Existence et unicité de pF (x) : soit (e1, . . . , en) une base orthonormale de F

et notons v =
n∑

i=1

λiei l’élément le plus général de F . Alors x − v ∈ F⊥ si, et

seulement si :
(
∀j ∈[[1, n]],

(
ej |x

)
=

(
ej |v

))
ie.

(
∀j ∈[[1, n]],

(
ej |x

)
= λj

)
par

définition d’une famille orthonormale. D’où l’existence et l’unicité de pF (x) avec,
de plus, pF (x) =

(
e1|x

)
e1 + · · ·+

(
en|x

)
en.

Donc : ∀x ∈ E, x = pF (x) + (x− pF (x)), pF (x) ∈ F et (x− pF (x)) ∈ F⊥.

Comme F ∩ F⊥ = {0}, on peut conclure que E = F ⊕ F⊥

• Minimisation de la distance à x : notons v0 = pF (x) pour simplifier.
Si v ∈F on a d2(x, v) = ‖x− v‖2 = ‖(x− v0) + (v0 − v)‖2 = ‖x− v0‖2 + ‖v0 − v‖2
d’après le théorème de Pythagore puisque (x− v0) ∈ F⊥ et (v0 − v) ∈ F .
Par conséquent d(x, v) � d(x, v0) avec égalité si, et seulement si, ‖v0 − v‖2 = 0 ie.
v = v0, ce qui prouve que v �→ d(x, v) admet en pV (x) un minimum global strict.��

Remarques

• d2(x, F ) = ‖x− pF (x)‖2 = ‖x‖2 − ‖pF (x)‖2.
En effet, x− pF (x) et pF (x) sont orthogonaux, le théorème de Pythagore donne :

‖x‖2 =
∥∥(x− pF (x)

)
+ pF (x)

∥∥2 = ‖x− pF (x)‖2 + ‖pF (x)‖2.
• De même d2(x, F ) =

(
x− pF (x)|x− pF (x)

)
=

(
x− pF (x)|x

)
.

• Si F n’est pas de dimension finie, on peut avoir E �= F ⊕ F⊥.

Soient par exemple E = �2(N,R) et F = Vect
(
e(n)

)
n∈N où, pour tout (k, n) dans

N2, e
(n)
k = δn,k. F est le sous-espace vectoriel des suites à support fini. u étant un

élément de E, u ∈ F⊥ ⇒ ∀n ∈ N, (u|e(n)) = 0.

Donc u ∈ F⊥ ⇒
(
∀n ∈ N, un = 0

)
. ie. F⊥ = {0}. Nous avons alors

F ⊕ F⊥ = F �= E car la suite
( 1

n+ 1

)
n∈N

est élément de E et pas de F .

1.2. Théorème

pF est un projecteur d’image F , application lipschitzienne de rapport 1.

Démonstration

L’expression en base orthonormale pF (x) =

n∑
i=1

(
ei|x

)
ei prouve la linéarité de pF .

Im(pF ) ⊂ F est clair, et, si v ∈F , la minimisation de la distance prouve que F est
point fixe de pF , d’où F ⊂ Im(pF ). Par conséquent F = Im(pF ) = Ker(pF − IE),
pF est projecteur sur F . Enfin 0 � d2(x, F ) = ‖x‖2 − ‖pF (x)‖2 prouve que
‖pF (x)‖ � ‖x‖, pF est lipschitzienne de rapport 1.��

2. Inégalité de Bessel

2.1. Théorème
Si (e1, . . . , en) est une famille orthonormale et si x∈E, alors on a l’inégalité

de Bessel :
n∑

i=1

(
ei|x

)2
� ‖x‖2.
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Démonstration

Si F = Vect(e1, . . . , en), alors pF (x)=

n∑
i=1

(
ei|x

)
ei et ‖pF (x)‖2=

n∑
i=1

∣∣(ei|x
)∣∣2�‖x‖2

car pF est lipschitzienne de rapport 1.��

2.2. Corollaire

(i) Si B = (en)n∈N est une suite orthonormale de E, la suite de terme

général
(
en|x

)
est élément de ∈ �2(N,R) et on a

∞∑
n=0

(
en|x

)2
� ‖x‖2.

(ii) On a l’égalité de Parseval :
∞∑

n=0

(
en|x

)2
= ‖x‖2 si, et seulement

si, x∈Vect(B). On dit que B est totale ou encore, que B est une base
hilbertienne de E si E = Vect(B).

Démonstration

(i) Si (en)n∈N est une suite orthonormale de E alors, par majoration de toute
somme partielle d’une série à termes positifs, pour tout x∈E, la suite de terme

général
(
en|x

)
est élément de ∈ �2(N,R) et on a

∞∑
n=0

(
en|x

)2
� ‖x‖2.

(ii) Si l’on a l’égalité de Parseval, ∀ε > 0, ∃n0 ∈N, ∀n � n0,

n∑
k=0

(
ek|x

)2
� ‖x‖2−ε2.

Notons Bn = Vect(ek)0�k�n, Fn = Vect(Bn) et F = Vect(B).

D’après C.1.1. d2(x, Fn) = ‖x‖2 −
n∑

k=0

(
ek|x

)2
. Donc : ∀n � n0, d

2(x, Fn) � ε2.

Comme Fn ⊂ F , on a d(x, F ) � d(x, Fn). D’où (∀ε > 0, d(x, F ) < ε) ie. d(x, F ) = 0
ce qui équivaut à x∈F .

Réciproquement, soit x∈F , pour tout ε > 0, il existe y ∈F tel que d(y, F ) <
√
ε.

Il existe n0 ∈N tel que y ∈Fn0 . Donc d2(x, Fn0) � d2(x, y) � ε d’après C.1.1.

Donc ‖x‖2 −
n0∑
k=0

(
ek|x

)2
� ε ie. ‖x‖2 − ε �

n0∑
k=0

(
ek|x

)2
�

n∑
k=0

(
ek|x

)2
si n � n0.

On déduit de C.2.1. que ‖x‖2 − ε �
n∑

k=0

(
ek|x

)2
� ‖x‖2.

Donc : ∀ε > 0, ∃n0 ∈N, ∀n∈N, n � n0 ⇒ 0 � ‖x‖2 −
n∑

k=0

(
ek|x

)2
< ε.

Ceci achève la démonstration.��

2.3. Application

Soit (a, b) ∈ R2, a < b. Soit w ∈ E = C([a, b],R) et w > 0. On suppose E muni du

produit scalaire (f, g) �→
∫ b

a

f g w. Soit E′ le sous-espace vectoriel de E constitué

des fonctions polynômes à coefficients réels. Soit (Pn)n∈N une base orthonormée
de E′ si ce dernier est muni du produit scalaire induit par (.|.).
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Démonstration

Notons n la dimension de F . Si n = 0 c’est clair. Désormais n � 1.

• Existence et unicité de pF (x) : soit (e1, . . . , en) une base orthonormale de F

et notons v =
n∑

i=1

λiei l’élément le plus général de F . Alors x − v ∈ F⊥ si, et

seulement si :
(
∀j ∈[[1, n]],

(
ej |x

)
=

(
ej |v

))
ie.

(
∀j ∈[[1, n]],

(
ej |x

)
= λj

)
par

définition d’une famille orthonormale. D’où l’existence et l’unicité de pF (x) avec,
de plus, pF (x) =

(
e1|x

)
e1 + · · ·+

(
en|x

)
en.

Donc : ∀x ∈ E, x = pF (x) + (x− pF (x)), pF (x) ∈ F et (x− pF (x)) ∈ F⊥.

Comme F ∩ F⊥ = {0}, on peut conclure que E = F ⊕ F⊥

• Minimisation de la distance à x : notons v0 = pF (x) pour simplifier.
Si v ∈F on a d2(x, v) = ‖x− v‖2 = ‖(x− v0) + (v0 − v)‖2 = ‖x− v0‖2 + ‖v0 − v‖2
d’après le théorème de Pythagore puisque (x− v0) ∈ F⊥ et (v0 − v) ∈ F .
Par conséquent d(x, v) � d(x, v0) avec égalité si, et seulement si, ‖v0 − v‖2 = 0 ie.
v = v0, ce qui prouve que v �→ d(x, v) admet en pV (x) un minimum global strict.��
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• d2(x, F ) = ‖x− pF (x)‖2 = ‖x‖2 − ‖pF (x)‖2.
En effet, x− pF (x) et pF (x) sont orthogonaux, le théorème de Pythagore donne :
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∥∥(x− pF (x)
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+ pF (x)

∥∥2 = ‖x− pF (x)‖2 + ‖pF (x)‖2.
• De même d2(x, F ) =

(
x− pF (x)|x− pF (x)

)
=

(
x− pF (x)|x

)
.

• Si F n’est pas de dimension finie, on peut avoir E �= F ⊕ F⊥.

Soient par exemple E = �2(N,R) et F = Vect
(
e(n)

)
n∈N où, pour tout (k, n) dans

N2, e
(n)
k = δn,k. F est le sous-espace vectoriel des suites à support fini. u étant un

élément de E, u ∈ F⊥ ⇒ ∀n ∈ N, (u|e(n)) = 0.

Donc u ∈ F⊥ ⇒
(
∀n ∈ N, un = 0

)
. ie. F⊥ = {0}. Nous avons alors

F ⊕ F⊥ = F �= E car la suite
( 1

n+ 1

)
n∈N

est élément de E et pas de F .

1.2. Théorème

pF est un projecteur d’image F , application lipschitzienne de rapport 1.

Démonstration

L’expression en base orthonormale pF (x) =

n∑
i=1

(
ei|x

)
ei prouve la linéarité de pF .

Im(pF ) ⊂ F est clair, et, si v ∈F , la minimisation de la distance prouve que F est
point fixe de pF , d’où F ⊂ Im(pF ). Par conséquent F = Im(pF ) = Ker(pF − IE),
pF est projecteur sur F . Enfin 0 � d2(x, F ) = ‖x‖2 − ‖pF (x)‖2 prouve que
‖pF (x)‖ � ‖x‖, pF est lipschitzienne de rapport 1.��

2. Inégalité de Bessel

2.1. Théorème
Si (e1, . . . , en) est une famille orthonormale et si x∈E, alors on a l’inégalité

de Bessel :
n∑
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(
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Démonstration

Si F = Vect(e1, . . . , en), alors pF (x)=

n∑
i=1

(
ei|x

)
ei et ‖pF (x)‖2=
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car pF est lipschitzienne de rapport 1.��
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(i) Si B = (en)n∈N est une suite orthonormale de E, la suite de terme

général
(
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est élément de ∈ �2(N,R) et on a

∞∑
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(
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)2
� ‖x‖2.

(ii) On a l’égalité de Parseval :
∞∑

n=0

(
en|x

)2
= ‖x‖2 si, et seulement

si, x∈Vect(B). On dit que B est totale ou encore, que B est une base
hilbertienne de E si E = Vect(B).

Démonstration

(i) Si (en)n∈N est une suite orthonormale de E alors, par majoration de toute
somme partielle d’une série à termes positifs, pour tout x∈E, la suite de terme

général
(
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)
est élément de ∈ �2(N,R) et on a

∞∑
n=0

(
en|x

)2
� ‖x‖2.

(ii) Si l’on a l’égalité de Parseval, ∀ε > 0, ∃n0 ∈N, ∀n � n0,

n∑
k=0

(
ek|x

)2
� ‖x‖2−ε2.

Notons Bn = Vect(ek)0�k�n, Fn = Vect(Bn) et F = Vect(B).

D’après C.1.1. d2(x, Fn) = ‖x‖2 −
n∑

k=0

(
ek|x

)2
. Donc : ∀n � n0, d

2(x, Fn) � ε2.

Comme Fn ⊂ F , on a d(x, F ) � d(x, Fn). D’où (∀ε > 0, d(x, F ) < ε) ie. d(x, F ) = 0
ce qui équivaut à x∈F .

Réciproquement, soit x∈F , pour tout ε > 0, il existe y ∈F tel que d(y, F ) <
√
ε.

Il existe n0 ∈N tel que y ∈Fn0 . Donc d2(x, Fn0) � d2(x, y) � ε d’après C.1.1.

Donc ‖x‖2 −
n0∑
k=0

(
ek|x

)2
� ε ie. ‖x‖2 − ε �

n0∑
k=0

(
ek|x

)2
�

n∑
k=0

(
ek|x

)2
si n � n0.

On déduit de C.2.1. que ‖x‖2 − ε �
n∑

k=0

(
ek|x

)2
� ‖x‖2.

Donc : ∀ε > 0, ∃n0 ∈N, ∀n∈N, n � n0 ⇒ 0 � ‖x‖2 −
n∑

k=0

(
ek|x

)2
< ε.

Ceci achève la démonstration.��

2.3. Application

Soit (a, b) ∈ R2, a < b. Soit w ∈ E = C([a, b],R) et w > 0. On suppose E muni du

produit scalaire (f, g) �→
∫ b

a

f g w. Soit E′ le sous-espace vectoriel de E constitué

des fonctions polynômes à coefficients réels. Soit (Pn)n∈N une base orthonormée
de E′ si ce dernier est muni du produit scalaire induit par (.|.).
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D’après le théorème de Weierstrass, comme ‖ · ‖ � KN
[a,b]
∞ , les hypothèses du

théorème de Parseval sont vérifiées et donc
n∑

k=0

(Pk|f)2 −−−→
n→∞

‖f‖2.

II. Espaces euclidiens

Dans ce paragraphe, E est un espace euclidien de dimension n � 1.

A. Expressions analytiques

Soient B = (ei)1�i�n une base orthonormée de E, deux vecteurs x et y de E de
coordonnées respectives dans B : (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn). Si l’on note X et Y
les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans B, alors :

(
x|y

)
=

t
XInY =

t
Y InX =

n∑
i=1

xiyi.

Application à l’expression matricielle d’un projecteur orthogonal

Si F est un sous-espace vectoriel de E dont une base orthonormée est
(a1, . . . , ak) et si (A1, . . . , Ak) sont les matrices colonnes des aj dans B,

alors : MB(pF ) =

k∑
j=1

Aj
t
Aj .

Démonstration

∀x ∈ F, pF (x) =

k∑
j=1

(aj |x)aj ⇐⇒ MX =

k∑
j=1

t
Aj X Aj =

k∑
j=1

Aj(
t
Aj X) car

t
AjX ∈ M1(R) avec M = MB(pF ) et X la matrice colonne des coordonnées d’un
vecteur x dans B,

Donc : ∀X,M X =
( k∑

j=1

Aj
t
Aj

)
X. D’où le résultat.��

B. Isomorphisme canonique

Théorème
Un espace euclidien est canoniquement isomorphe à son dual. Autrement
dit, si E est un espace euclidien, l’application θ : E → E∗, x �→ jx où
jx : E → R, y �→

(
x|y

)
est un isomorphisme de l’espace vectoriel E sur

l’espace vectoriel E∗ des formes linéaires sur E.

En effet, un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.

Remarques

• Pourquoi canonique ? Car l’isomorphisme est indépendant des bases choisies
sur E et E∗. Rappelons au lecteur étudiant que E et E∗ étant des espaces
vectoriels de dimension finie et dim(E) = dim(E∗), on sait qu’il existe au moins
un isomorphisme de E sur E∗.

• θ est continue et isométrique.
En effet : ∀y ∈ E, |θ(x)(y)| = |jx(y)| � ‖x‖.‖y‖ cf. l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
De plus jx(x) = ‖x‖2. Donc ‖θ(x)‖ = ‖x‖.
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C. Adjoint d’un endomorphisme

1. Théorème et définition

Soit u ∈ L(E). Il existe un unique endomorphisme de E noté u� tel que :

∀(x, y)∈E2, (u(x)|y) = (x|u�(y)).
u� est appelé l’endomorphisme adjoint de u.

Démonstration

Si B est une base orthonormée de E et A = MB(u), alors
(
u(x)|y

)
=

t
X

t
AY . Soit

u� ∈L(E) telle que MB(u
�) =

t
A, alors

(
u(x)|y

)
=

(
x|u�(y)

)
.

S’il existe v ∈L(E) vérifie : ∀(x, y)∈E2,
(
u(x)|y

)
=

(
x|u�(y)

)
=

(
x|v(y)

)
.

∀(x, y)∈E,
(
x|(v − u�)(y)

)
= 0 ⇒ ∀y ∈E, (v − u�)(y)∈E⊥ = {0E} ie. v = u�.��

2. Propriétés

1. Si B est une base orthonormée de E, u ∈ L(E) et A = MB(u) alors

MB(u
∗) =

t
A.

2. ∀u ∈ L(E),Ker(u�) =
[
Im(u)

]⊥
et Im(u�) =

[
Ker(u)

]⊥
.

3. ∀(u, v) ∈ (L(E))2, (u◦v)� = v�◦u�.
4. L’application u �→ u� est un automorphisme involutif de l’espace vectoriel
L(E).

5. Un endomorphisme u de E et son adjoint u� ont même polynôme
caractéristique, donc même déterminant et même trace.

6. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u alors F⊥ est stable
par u�.

Démonstration

1. Voir démonstration précédente.
2. x ∈ Keru� ⇐⇒ u�(x) = 0 (1)
(1) ⇐⇒ ∀y ∈ E, (y|u�(x)) = 0 car E⊥ = {0}.
(1) ⇐⇒ ∀y ∈ E, (u(y)|x) = 0 par définition de u�.

(1) ⇐⇒ x ∈
[
Imu

]⊥
cf. définition de Imu.

La seconde égalité découle de (u∗)∗=u et (F⊥)⊥=F car dim(F ) < +∞.
3. et 4. sont des conséquences de 1. et des résultat sur la transposition de matrices.

5. De 4. on déduit que χu = χu∗ car χA = χt
A

car le polynôme caractéristique

d’un endomorphisme est le polynôme caractéristique de sa matrice dans une base
quelconque.

6. Si F est stable par u, soit y ∈ F⊥. Pour tout x ∈ F, u(x) ∈ F . Donc (y|u(x)) = 0.
D’où (u�(y|x) = 0 par définition de u�. Par suite u�(y) ∈ F⊥.��
Exercice Montrer que rg(u) = rg(u�◦u).
Solution

D’après le théorème du rang, il suffit de montrer que Ker(u∗◦u) = Keru. Comme
Keru ⊂ Ker(u∗◦u), il reste à prouver l’inclusion inverse.
Si x ∈ Ker(u∗◦u), u∗◦u(x) = 0. Donc :

(
u∗◦u)(x)

∣∣x) = 0 ie.
(
u(x)

∣∣u(x)) = 0 par
définition de u∗. Donc u(x) = 0E car (.|.) est un produit scalaire.
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D’où x ∈ Ker(u) et le résultat.��
3. Définitions

Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E.
(i) u est dit symétrique ou autoadjoint si u� = u. On note u∈S(E).
(ii) u est dit antisymétrique si u� = −u.
(iii) u est un automorphisme orthogonal ou isométrie vectorielle
de E et l’on note u ∈ O(E) si : u ∈ GL(E) et u� = u−1.

(iv) u est un endomorphisme normal si u◦u� = u�◦u.

4. Caractérisations

4.1. Théorème
Soient u ∈ L(E), B une base orthonormée de E et A = MB(u). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est symétrique.

(ii) ∀(x, y) ∈ E2, (u(x)|y) = (x|u(y)).
(iii) A =

t
A.

Démonstration

Immédiate compte tenu de II.C.1. et II.C.3.��
4.2. Théorème

Soient u ∈ L(E), B une base orthonormée de E et A = MB(u).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est antisymétrique.

(ii) ∀(x, y) ∈ E2, (u(x)|y) = −(x|u(y)).
(iii) ∀x ∈ E, (u(x)|x) = 0.

(iv) A = −t
A.

Démonstration

Elle est immédiate compte tenu de III.C.1, III.C.2. et du fait que l’application
ϕ : (x, y) �→ (u(x)|y) est une forme bilinéaire sur E. (ii) est équivalent à (iii) car
ϕ est antisymétrique si, et seulement si, elle est alternée (cf. la caractéristique de
K est distincte de 2).��
4.3. Théorème

Soient E un espace euclidien et u ∈ L(E). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) u ∈ O(E) ; (ii) u conserve la norme.

(iii) u conserve le produit scalaire.

(iv) L’image par u de toute base orthonormée de E est une base or-
thonormée de E.

(v) Il existe une base orthonormée de E d’image par u une base or-
thonormée de E.

(vi) Il existe une base orthonormée B de E telle que A
t
A = In où

A = MB(u).

(vii) Il existe une base orthonormée B de E telle que
t
AA = In où

A = MB(u).
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Démonstration

(i)⇒(iii) : ∀(x, y) ∈ E2,
(
u(x)

∣∣u(y)) =
(
x
∣∣u∗◦u(y)

)
par définition de u∗. D’où le

résultat car u∗ = u−1.

(iii)⇒(i) : en effet, (iii)⇒ ∀x ∈ E, ‖u(x)‖2 = ‖x‖2. D’où u est injective. Or
u ∈ L(E) et E est de dimension finie, donc u ∈ GL(E).
∀(x, y) ∈ E2, ∃!y′ = u−1(y), (u(x)|y) =

(
u(x)

∣∣u(y′)) = (x|y′) =
(
x
∣∣u−1(y)

)
.

De la définition de u∗ on déduit que u∗ = u−1.

(ii) ⇐⇒ (iii) : D’après le lemme. D’où (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii)

(ii)⇒(iv) : si B = (ei)1�i�n est une base orthonormée de E et si l’on note
B′ = (u(ei))1�i�n, alors (u(ei)|u(ej)) = (ei|ej) = δi,j . Donc B′ est orthonormale
et par suite libre. Comme Card(B′) = n = dim(E), B est une base orthonormée
de E.

(iv)⇒(v) : car l’espace euclidien E possède au moins une base orthonormale.

(v)⇒(vi) : si A = MB(u) = (ai,j) alors u(ej) =

n∑
k=1

ak,jek.

Comme B est orthonormale, (u(ei)|u(ej)) =
n∑

k=1

ak,iak,j cf. III.A.

Or (u(ei)|u(ej)) = δi,j et
t
AA = (ci,j) où ci,j =

n∑
k=1

ak,iak,j . Donc
t
AA = In.

(vi) ⇐⇒ (vii) : car une matrice est inversible à droite si, et seulement si, elle est
inversible à gauche si, et seulement si, elle est inversible.

(vii)⇒(i) : (vii) équivaut à A ∈ GLn(R) et A−1 =
t
A ; ce qui équivaut à

u ∈ GL(E) et u−1 = u∗.��
5. Théorème (caractérisation des projecteurs orthogonaux)

Soit p ∈ L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) p est un projecteur orthogonal ;

(ii) p◦p = p et p est autoadjoint ;
(iii) p◦p = p et ‖p(x)‖ � ‖x‖ pour tout x ∈ E.

Démonstration

(i) ⇒ (ii) : soit F un sous-espace vectoriel de E. Notons p le projecteur orthogonal
sur F ie. projecteur sur F parallèlement à F⊥. Comme p est un projecteur,
p◦p = p. Il reste à montrer que p est symétrique.
∀(x, x′) ∈ E2, ∃ (y, z) ∈ F × F⊥, ∃ (y′, z′) ∈ F × F⊥, x = y + z et x′ = y′ + z′.
On vérifie aisément que (p(x)|x′) = (y|y′) = (x|p(x′)).

(ii) ⇒ (iii) : ∀x ∈ E, ‖p(x)‖2 =
(
x|(p∗◦p)(x)

)
=

(
x|p2(x)

)
= (x|p(x)).

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit : ‖p(x)‖2 � ‖x‖.‖p(x)‖.
L’examen des cas ‖p(x)‖ nul ou non, donne : ‖p(x)‖ � ‖x‖.
(iii) ⇒ (i) : p◦p = p ⇒ E = Ker(p)⊕ Im(p).
Il reste à prouver que Ker(p)⊥ Im(p).

Comme dim
([

Ker(p)
]⊥)

= dim
[
Im(p)

]
, montrons que

[
Ker(p)

]⊥ ⊂ Im(p).

Si x∈
[
Ker(p)

]⊥
, alors x = x1 + x2 où (x1, x2)∈Ker(p)× Im(p).

x2 = x− x1 et
(
x|x1

)
= 0. Donc ‖x2‖2 = ‖x‖2 + ‖x1‖2 � ‖x‖2.
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)
.

De la définition de u∗ on déduit que u∗ = u−1.

(ii) ⇐⇒ (iii) : D’après le lemme. D’où (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii)

(ii)⇒(iv) : si B = (ei)1�i�n est une base orthonormée de E et si l’on note
B′ = (u(ei))1�i�n, alors (u(ei)|u(ej)) = (ei|ej) = δi,j . Donc B′ est orthonormale
et par suite libre. Comme Card(B′) = n = dim(E), B est une base orthonormée
de E.

(iv)⇒(v) : car l’espace euclidien E possède au moins une base orthonormale.

(v)⇒(vi) : si A = MB(u) = (ai,j) alors u(ej) =

n∑
k=1

ak,jek.

Comme B est orthonormale, (u(ei)|u(ej)) =
n∑

k=1

ak,iak,j cf. III.A.

Or (u(ei)|u(ej)) = δi,j et
t
AA = (ci,j) où ci,j =

n∑
k=1

ak,iak,j . Donc
t
AA = In.

(vi) ⇐⇒ (vii) : car une matrice est inversible à droite si, et seulement si, elle est
inversible à gauche si, et seulement si, elle est inversible.

(vii)⇒(i) : (vii) équivaut à A ∈ GLn(R) et A−1 =
t
A ; ce qui équivaut à

u ∈ GL(E) et u−1 = u∗.��
5. Théorème (caractérisation des projecteurs orthogonaux)

Soit p ∈ L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) p est un projecteur orthogonal ;

(ii) p◦p = p et p est autoadjoint ;
(iii) p◦p = p et ‖p(x)‖ � ‖x‖ pour tout x ∈ E.

Démonstration

(i) ⇒ (ii) : soit F un sous-espace vectoriel de E. Notons p le projecteur orthogonal
sur F ie. projecteur sur F parallèlement à F⊥. Comme p est un projecteur,
p◦p = p. Il reste à montrer que p est symétrique.
∀(x, x′) ∈ E2, ∃ (y, z) ∈ F × F⊥, ∃ (y′, z′) ∈ F × F⊥, x = y + z et x′ = y′ + z′.
On vérifie aisément que (p(x)|x′) = (y|y′) = (x|p(x′)).

(ii) ⇒ (iii) : ∀x ∈ E, ‖p(x)‖2 =
(
x|(p∗◦p)(x)

)
=

(
x|p2(x)

)
= (x|p(x)).

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit : ‖p(x)‖2 � ‖x‖.‖p(x)‖.
L’examen des cas ‖p(x)‖ nul ou non, donne : ‖p(x)‖ � ‖x‖.
(iii) ⇒ (i) : p◦p = p ⇒ E = Ker(p)⊕ Im(p).
Il reste à prouver que Ker(p)⊥ Im(p).

Comme dim
([

Ker(p)
]⊥)

= dim
[
Im(p)

]
, montrons que

[
Ker(p)

]⊥ ⊂ Im(p).

Si x∈
[
Ker(p)

]⊥
, alors x = x1 + x2 où (x1, x2)∈Ker(p)× Im(p).

x2 = x− x1 et
(
x|x1

)
= 0. Donc ‖x2‖2 = ‖x‖2 + ‖x1‖2 � ‖x‖2.
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Or x2 = p(x) ⇒ ‖x2‖ � ‖x‖. Donc x1 = 0E ie. x = x2 ∈ Im(p).��
6. Théorème

Soit u un endomorphisme de l’espace euclidien E.
‖u‖ = sup

‖x‖=1

‖u(x)‖ = sup
‖x‖=‖y‖=1

∣∣(u(x)∣∣y)∣∣ = ‖u∗‖.

Démonstration

La première égalité a été prouvée dans le chapitre 〈〈Espaces métriques 〉〉 .
Soit (x, y)∈E2, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, alors |

(
u(x)

∣∣y)∣∣ � ‖u(x)‖.‖y‖ d’après l’inégalité

de Cauchy-Schwarz. Donc |
(
u(x)

∣∣y)∣∣ � ‖u‖.‖x‖.‖y‖ � ‖u‖ par définition de ‖u‖.
D’où M = sup

‖x‖=‖y‖=1

∣∣(u(x)∣∣y)∣∣ existe et M � ‖u‖. (�)

Soit x∈E et ‖x‖=1. Si u(x) �=0, ‖u(x)‖2=‖u(x)‖
(
u(x)

∣∣∣ u(x)

‖u(x)‖

)
� M‖u(x)‖·

D’où ‖u(x)‖ � M . Cette inégalité est évidente si u(x) = 0. D’où ‖u‖ � M .
Compte tenu de (�), on a ‖u‖ = M .
Comme (u(x)|y) = (x|u�(y)), on déduit de cette égalité : ‖u‖ = ‖u∗‖.��

D. Automorphismes orthogonaux

1. Groupe orthogonal

1.1. Théorème et définition
(i) O(E) est un sous-groupe de GL(E) appelé le groupe orthogonal de E.

(ii) SO(E) = {u ∈ O(E)| det(u) = +1} est un sous-groupe deO(E) appelé
groupe spécial orthogonal de E.

Démonstration

(i) • O(E) ⊂ GL(E) par définition.
• O(E) �= ∅ car IE ∈ O(E).
• Soit (u, v) ∈ (O(E))2. ∀x ∈ E, ‖(u◦v−1)(x)‖ = ‖v−1(x)‖ car u ∈ O(E).
Or ‖x‖ = ‖IE(x)‖ = ‖(v◦v−1)(x)‖ = ‖v−1(x)‖ car v ∈ O(E).
Donc u◦v−1 ∈ GL(E) ⊂ L(E) et conserve la norme ; d’où u◦v−1 ∈ O(E).

(ii) L’application θ : O(E) → {−1, 1}, u �→ det(u) est un morphisme du groupe(
O(E), ◦

)
dans le groupe

(
{−1, 1},×

)
. Son noyau, SO(E) est donc un sous-

groupe du groupe orthogonal de E.��
Notons que {u ∈ O(E)| det(u) = −1} n’est pas un sous-groupe de O(E) puisqu’il
n’est pas stable par la loi ◦.

1.2. Théorème et définition
Une matrice A ∈ Mn(R) est dite orthogonale si l’une des assertions
équivalentes suivantes est vérifiée.

(i) A ∈ GLn(R) et A−1 =
t
A.

(ii) A
t
A = In.

(iii)
t
AA = In.

(iv) Les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale pour le
produit scalaire canonique de Rn.
(v) Les vecteurs lignes de A forment une famille orthonormale pour le
produit scalaire canonique de Rn.
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Démonstration

Conséquence du théorème III.C.4.3. de ce chapitre.��
1.3. Théorème et définition

(i) L’ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe multiplicatif
de GLn(R) appelé groupe orthogonal d’ordre n et noté O(n).

(ii) SO(n) = {A ∈ O(n)| det(A) = +1} est un sous-groupe multiplicatif
de O(n) appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n.

Démonstration

(i) Soit u ∈ O(E) où E est un espace euclidien de dimension n. Si B est une base
orthonormée de E et A = MB(u), alors u ∈ O(E) ⇐⇒ A ∈ O(n). L’application

ψ : O(E) → O(n), u �→ MB(u) est un isomorphisme de
(
O(E), ◦

)
sur

(
O(n),×

)
.

D’où le résultat compte tenu de III.D.1.1.

(ii) Le résultat découle du même théorème car ψ induit un isomorphisme de(
SO(E), ◦

)
sur

(
SO(n),×

)
.��

Remarques

• O(n) et SO(n) sont des parties compactes de Mn(R).
En effet, ce sont des parties fermées et bornées de l’espace vectoriel normé de
dimension finie Mn(R).
O(n) est une partie fermée de l’espace vectoriel normé Mn(R), en effet, si

f : M �→ t
MM alors f est continue sur Mn(R) car toutes ses coordonnées sont

polynomiales en les mi,j et O(n) = f−1({In}). O(n) est bornée dans Mn(R) car,

si A = (ai,j) ∈ O(n), pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2, a2i,j �
n∑

i=1

a2i,j = 1.

Quant à SO(n) = O(n) ∩ {A∈Mn(R) | det(A) = 1} un compact dans un fermé
est compact de Mn(R).
• A ∈ O(n) ⇒ | det(A)| = 1 mais la réciproque est fausse comme le montre le

contre-exemple : A =

(
1 1
0 1

)
∈ M2(R), A

t
A =

(
2 1
1 1

)
�= I2.

2. Propriétés

Soit u un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E.

(i) Les valeurs propres de u sont dans {−1, 1} et les sous-espaces propres sont
orthogonaux.

(ii) u est diagonalisable si, et seulement si, u est une symétrie vectorielle ortho-
gonale de E.

(iii) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, F⊥ est stable par u et
l’application induite par u sur F (resp. sur F⊥) est élément deO(F ) (resp.O(F⊥)).

(iv) Ker(u − IE) et Im(u − IE) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
orthogonaux.

(v) La matrice de passage d’une base orthonormée à une autre est orthogonale.

(vi) Si A ∈ SO(n) et n impair, alors 1 est valeur propre de A.
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Or x2 = p(x) ⇒ ‖x2‖ � ‖x‖. Donc x1 = 0E ie. x = x2 ∈ Im(p).��
6. Théorème

Soit u un endomorphisme de l’espace euclidien E.
‖u‖ = sup

‖x‖=1

‖u(x)‖ = sup
‖x‖=‖y‖=1

∣∣(u(x)∣∣y)∣∣ = ‖u∗‖.

Démonstration

La première égalité a été prouvée dans le chapitre 〈〈Espaces métriques 〉〉 .
Soit (x, y)∈E2, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, alors |

(
u(x)

∣∣y)∣∣ � ‖u(x)‖.‖y‖ d’après l’inégalité

de Cauchy-Schwarz. Donc |
(
u(x)

∣∣y)∣∣ � ‖u‖.‖x‖.‖y‖ � ‖u‖ par définition de ‖u‖.
D’où M = sup

‖x‖=‖y‖=1

∣∣(u(x)∣∣y)∣∣ existe et M � ‖u‖. (�)

Soit x∈E et ‖x‖=1. Si u(x) �=0, ‖u(x)‖2=‖u(x)‖
(
u(x)

∣∣∣ u(x)

‖u(x)‖

)
� M‖u(x)‖·

D’où ‖u(x)‖ � M . Cette inégalité est évidente si u(x) = 0. D’où ‖u‖ � M .
Compte tenu de (�), on a ‖u‖ = M .
Comme (u(x)|y) = (x|u�(y)), on déduit de cette égalité : ‖u‖ = ‖u∗‖.��

D. Automorphismes orthogonaux

1. Groupe orthogonal

1.1. Théorème et définition
(i) O(E) est un sous-groupe de GL(E) appelé le groupe orthogonal de E.

(ii) SO(E) = {u ∈ O(E)| det(u) = +1} est un sous-groupe deO(E) appelé
groupe spécial orthogonal de E.

Démonstration

(i) • O(E) ⊂ GL(E) par définition.
• O(E) �= ∅ car IE ∈ O(E).
• Soit (u, v) ∈ (O(E))2. ∀x ∈ E, ‖(u◦v−1)(x)‖ = ‖v−1(x)‖ car u ∈ O(E).
Or ‖x‖ = ‖IE(x)‖ = ‖(v◦v−1)(x)‖ = ‖v−1(x)‖ car v ∈ O(E).
Donc u◦v−1 ∈ GL(E) ⊂ L(E) et conserve la norme ; d’où u◦v−1 ∈ O(E).

(ii) L’application θ : O(E) → {−1, 1}, u �→ det(u) est un morphisme du groupe(
O(E), ◦

)
dans le groupe

(
{−1, 1},×

)
. Son noyau, SO(E) est donc un sous-

groupe du groupe orthogonal de E.��
Notons que {u ∈ O(E)| det(u) = −1} n’est pas un sous-groupe de O(E) puisqu’il
n’est pas stable par la loi ◦.

1.2. Théorème et définition
Une matrice A ∈ Mn(R) est dite orthogonale si l’une des assertions
équivalentes suivantes est vérifiée.

(i) A ∈ GLn(R) et A−1 =
t
A.

(ii) A
t
A = In.

(iii)
t
AA = In.

(iv) Les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale pour le
produit scalaire canonique de Rn.
(v) Les vecteurs lignes de A forment une famille orthonormale pour le
produit scalaire canonique de Rn.
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Démonstration

Conséquence du théorème III.C.4.3. de ce chapitre.��
1.3. Théorème et définition

(i) L’ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe multiplicatif
de GLn(R) appelé groupe orthogonal d’ordre n et noté O(n).

(ii) SO(n) = {A ∈ O(n)| det(A) = +1} est un sous-groupe multiplicatif
de O(n) appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n.

Démonstration

(i) Soit u ∈ O(E) où E est un espace euclidien de dimension n. Si B est une base
orthonormée de E et A = MB(u), alors u ∈ O(E) ⇐⇒ A ∈ O(n). L’application

ψ : O(E) → O(n), u �→ MB(u) est un isomorphisme de
(
O(E), ◦

)
sur

(
O(n),×

)
.

D’où le résultat compte tenu de III.D.1.1.

(ii) Le résultat découle du même théorème car ψ induit un isomorphisme de(
SO(E), ◦

)
sur

(
SO(n),×

)
.��

Remarques

• O(n) et SO(n) sont des parties compactes de Mn(R).
En effet, ce sont des parties fermées et bornées de l’espace vectoriel normé de
dimension finie Mn(R).
O(n) est une partie fermée de l’espace vectoriel normé Mn(R), en effet, si

f : M �→ t
MM alors f est continue sur Mn(R) car toutes ses coordonnées sont

polynomiales en les mi,j et O(n) = f−1({In}). O(n) est bornée dans Mn(R) car,

si A = (ai,j) ∈ O(n), pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2, a2i,j �
n∑

i=1

a2i,j = 1.

Quant à SO(n) = O(n) ∩ {A∈Mn(R) | det(A) = 1} un compact dans un fermé
est compact de Mn(R).
• A ∈ O(n) ⇒ | det(A)| = 1 mais la réciproque est fausse comme le montre le

contre-exemple : A =

(
1 1
0 1

)
∈ M2(R), A

t
A =

(
2 1
1 1

)
�= I2.

2. Propriétés

Soit u un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E.

(i) Les valeurs propres de u sont dans {−1, 1} et les sous-espaces propres sont
orthogonaux.

(ii) u est diagonalisable si, et seulement si, u est une symétrie vectorielle ortho-
gonale de E.

(iii) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, F⊥ est stable par u et
l’application induite par u sur F (resp. sur F⊥) est élément deO(F ) (resp.O(F⊥)).

(iv) Ker(u − IE) et Im(u − IE) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
orthogonaux.

(v) La matrice de passage d’une base orthonormée à une autre est orthogonale.

(vi) Si A ∈ SO(n) et n impair, alors 1 est valeur propre de A.
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Démonstration

(i) Si λ est valeur propre de u, il existe x ∈ E \ {0} tel que u(x) = λx.
Comme ‖u(x)‖ = ‖x‖, |λ|‖x‖ = ‖x‖. D’où |λ| = 1 car x �= 0E .
Notons Eu(1) = Ker(u− IE) et Eu(−1) = Ker(u+ IE).
Pour (x, y) ∈ Eu(1)× Eu(−1), on a : (u(x)|u(y)) = (x|y) car u ∈ O(E) et
(u(x)|u(y)) = (x| − y) = (x|y). Donc

(
x|y

)
= 0.

(ii) Si u est diagonalisable, E = Eu(1)⊕ Eu(−1).
Donc u est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport à Eu(1).

(iii) Si F est stable par u, u(F ) ⊂ F . Notons uF l’application induite par u sur
F ; alors uF ∈ L(F ).
Comme F ⊂ E, on a : ∀x ∈ F, ‖uF (x)‖ = ‖u(x)‖ = ‖x‖. Donc uF ∈ O(F ).
Montrons que F⊥ est stable par u. Pour tout (x, y) ∈ F ×F⊥, il existe un unique
x′ ∈ F tel que x = u(x′) = uF (x

′) car uF ∈ O(F ) ⊂ GL(F ).
(x|u(y)) = (u(x′)|u(y)) = (x′|y) = 0. Donc u(F⊥) ⊂ F⊥.

On a de même uF⊥ ∈ O(F⊥).

(iv) Ker
(
(u− IE)

�) = [
Im(u− IE)

]⊥
.

Or (u− IE)
� = u� − IE = u−1 − IE = (IE − u)◦u−1.

Donc Ker
(
(u− IE)

�) = Ker(u− IE) et le résultat est prouvé.

(v) Comme IE ∈ O(E), si B et B′ sont des bases orthonormales de E, la matrice
P = MB′,B(IE) est orthogonale.

(vi) A− In = A−A
t
A = A(In − t

A). Comme det(M N) = det(M). det(N),

det(
t
M) = det(M), det(−M) = (−1)n det(M), on a :

det(A− In) = (−1)n det(A− In) ; d’où le résultat.��

3. Interprétation matricielle du procédé de Schmidt

Toute matrice A ∈ GLn(R) s’écrit de façon unique A = QR où Q ∈ O(n) et
R est une matrice triangulaire supérieure à éléments diagonaux strictement
positifs.

Démonstration

Existence : Si Rn est supposé muni de son produit scalaire canonique, soit B0

sa base canonique (orthonormale). Soit la base B = (e1, . . . , en) telle que A
soit la matrice de passage de B0 à B. Notons Q la matrice de passage de B0 à
B′ = (ε1, . . . , εn). Alors Q ∈ O(n) car B et B0 sont orthonormales. Enfin soit R la
matrice de passage de B′ à B.
Si x est un vecteur quelconque de Rn, X0, X,X ′ sont ses matrices colonnes dans
les bases B0,B et B′. D’après le cours sur les changements de bases, on peut écrire :
X0 = QX ′, X0 = AX,X ′ = RX.
Donc : ∀X,AX = QRX ie. A = QR.
Remarquons que R = (ri,j) est triangulaire supérieure à éléments diagonaux
strictement positifs, est déterminée par les formules données dans la démonstration
du théorème (procédé d’orthogonalisation de Schmidt) et que ri,i = (εi|ei) > 0.

Unicité : A = QR = Q′R′ ⇒ M = R′R−1 = Q′−1Q est élément de O(n) et
triangulaire supérieure à éléments diagonaux strictement positifs. Or une seule
matrice est à la fois orthogonale et triangulaire supérieure à éléments diagonaux
strictement positifs, c’est In. En effet, si M est une matrice triangulaire supérieure
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à éléments diagonaux non nuls, elle est inversible etM−1 est triangulaire supérieure

comme on peut le voir soit en utilisant la formule : M−1 =
1

det(M)

t
Com(M) soit

en utilisant le théorème de Cayley-Hamilton qui implique M−1 ∈ R[M ].

Or si M ∈ O(n),M−1 =
t
M qui est triangulaire inférieure, donc M est diagonale.

D’autre part, M = Diag(α1, . . . , αn) ∈ O(n) ⇒ ∀k ∈ [[1, n]], |αk| = 1.
D’où : ∀k ∈ [[1, n]], αk = 1 car M est à éléments diagonaux strictements positifs.
Donc : R = R′ et Q = Q′.��

E. Endomorphismes symétriques

1. Rappels

• u∈L(E) est symétrique, on note u∈S(E) si

∀(x, y)∈E2,
(
u(x)|y

)
=

(
x|u(y)

)
.

• Si u∈L(E) et A la matrice de u dans une base orthonormée de E. Alors
u∈S(E) ⇐⇒ A∈Sn(R).

2. Propriétés

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Si F est un
sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F⊥ est stable par u et si u1 et
u2 sont les applications linéaires induites par u sur F et F⊥, alors u1 ∈S(F )
et u2 ∈S(F⊥).

Démonstration

∀(x, y)∈F 2,
(
u1(x)|y

)
=

(
u(x)|y

)
=

(
x|u(y)

)
car u∈S(E).

=
(
x|u1(y)

)
, ce qui prouve que u1 ∈S(F ).

Si F est stable par u, on a vu que F⊥ est stable par u� = u.
En procédant comme pour u1, on prouve que u2 ∈S(F⊥).��
3. Lemme

Tout endomorphisme u d’un R-espace vectoriel E de dimension finie laisse
soit une droite soit un plan stable.

Ce lemme a déjà été prouvé au chapitre 2.

4. Théorème spectral

Si un endomorphisme u de E est symétrique alors E admet une base
orthonormée formée de vecteurs propres de u.

Si A∈Sn alors il existe P ∈O(n) et D∈Dn(R) telles que A = PD
t
P .

Démonstration

Les deux affirmations sont équivalentes.
Les sous-espaces propres de u sont deux à deux orthogonaux, car :
u(x) = λx et u(y) = µy avec λ �= µ ⇒

(
u(x)|y

)
= λ

(
x|y

)
.

Comme u∈S(E),
(
u(x)|y

)
=

(
x|u(y)

)
= µ

(
x|y

)
. Il s’en déduit

(
x|y

)
= 0.

Il suffit donc de montrer que u est diagonalisable. On procède par récurrence sur
n, le cas n = 1 étant immédiat.

On traite quand même le cas n = 2 matriciellement. Soit A =

(
a b
b c

)
, alors

χ
A = X2 − (a+ c)X + (ac− b2) de discriminant ∆ = (a− c)2 + b2 � 0.
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Démonstration

(i) Si λ est valeur propre de u, il existe x ∈ E \ {0} tel que u(x) = λx.
Comme ‖u(x)‖ = ‖x‖, |λ|‖x‖ = ‖x‖. D’où |λ| = 1 car x �= 0E .
Notons Eu(1) = Ker(u− IE) et Eu(−1) = Ker(u+ IE).
Pour (x, y) ∈ Eu(1)× Eu(−1), on a : (u(x)|u(y)) = (x|y) car u ∈ O(E) et
(u(x)|u(y)) = (x| − y) = (x|y). Donc

(
x|y

)
= 0.

(ii) Si u est diagonalisable, E = Eu(1)⊕ Eu(−1).
Donc u est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport à Eu(1).

(iii) Si F est stable par u, u(F ) ⊂ F . Notons uF l’application induite par u sur
F ; alors uF ∈ L(F ).
Comme F ⊂ E, on a : ∀x ∈ F, ‖uF (x)‖ = ‖u(x)‖ = ‖x‖. Donc uF ∈ O(F ).
Montrons que F⊥ est stable par u. Pour tout (x, y) ∈ F ×F⊥, il existe un unique
x′ ∈ F tel que x = u(x′) = uF (x

′) car uF ∈ O(F ) ⊂ GL(F ).
(x|u(y)) = (u(x′)|u(y)) = (x′|y) = 0. Donc u(F⊥) ⊂ F⊥.

On a de même uF⊥ ∈ O(F⊥).

(iv) Ker
(
(u− IE)

�) = [
Im(u− IE)

]⊥
.

Or (u− IE)
� = u� − IE = u−1 − IE = (IE − u)◦u−1.

Donc Ker
(
(u− IE)

�) = Ker(u− IE) et le résultat est prouvé.

(v) Comme IE ∈ O(E), si B et B′ sont des bases orthonormales de E, la matrice
P = MB′,B(IE) est orthogonale.

(vi) A− In = A−A
t
A = A(In − t

A). Comme det(M N) = det(M). det(N),

det(
t
M) = det(M), det(−M) = (−1)n det(M), on a :

det(A− In) = (−1)n det(A− In) ; d’où le résultat.��

3. Interprétation matricielle du procédé de Schmidt

Toute matrice A ∈ GLn(R) s’écrit de façon unique A = QR où Q ∈ O(n) et
R est une matrice triangulaire supérieure à éléments diagonaux strictement
positifs.

Démonstration

Existence : Si Rn est supposé muni de son produit scalaire canonique, soit B0

sa base canonique (orthonormale). Soit la base B = (e1, . . . , en) telle que A
soit la matrice de passage de B0 à B. Notons Q la matrice de passage de B0 à
B′ = (ε1, . . . , εn). Alors Q ∈ O(n) car B et B0 sont orthonormales. Enfin soit R la
matrice de passage de B′ à B.
Si x est un vecteur quelconque de Rn, X0, X,X ′ sont ses matrices colonnes dans
les bases B0,B et B′. D’après le cours sur les changements de bases, on peut écrire :
X0 = QX ′, X0 = AX,X ′ = RX.
Donc : ∀X,AX = QRX ie. A = QR.
Remarquons que R = (ri,j) est triangulaire supérieure à éléments diagonaux
strictement positifs, est déterminée par les formules données dans la démonstration
du théorème (procédé d’orthogonalisation de Schmidt) et que ri,i = (εi|ei) > 0.

Unicité : A = QR = Q′R′ ⇒ M = R′R−1 = Q′−1Q est élément de O(n) et
triangulaire supérieure à éléments diagonaux strictement positifs. Or une seule
matrice est à la fois orthogonale et triangulaire supérieure à éléments diagonaux
strictement positifs, c’est In. En effet, si M est une matrice triangulaire supérieure
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à éléments diagonaux non nuls, elle est inversible etM−1 est triangulaire supérieure

comme on peut le voir soit en utilisant la formule : M−1 =
1

det(M)

t
Com(M) soit

en utilisant le théorème de Cayley-Hamilton qui implique M−1 ∈ R[M ].

Or si M ∈ O(n),M−1 =
t
M qui est triangulaire inférieure, donc M est diagonale.

D’autre part, M = Diag(α1, . . . , αn) ∈ O(n) ⇒ ∀k ∈ [[1, n]], |αk| = 1.
D’où : ∀k ∈ [[1, n]], αk = 1 car M est à éléments diagonaux strictements positifs.
Donc : R = R′ et Q = Q′.��

E. Endomorphismes symétriques

1. Rappels

• u∈L(E) est symétrique, on note u∈S(E) si

∀(x, y)∈E2,
(
u(x)|y

)
=

(
x|u(y)

)
.

• Si u∈L(E) et A la matrice de u dans une base orthonormée de E. Alors
u∈S(E) ⇐⇒ A∈Sn(R).

2. Propriétés

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Si F est un
sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F⊥ est stable par u et si u1 et
u2 sont les applications linéaires induites par u sur F et F⊥, alors u1 ∈S(F )
et u2 ∈S(F⊥).

Démonstration

∀(x, y)∈F 2,
(
u1(x)|y

)
=

(
u(x)|y

)
=

(
x|u(y)

)
car u∈S(E).

=
(
x|u1(y)

)
, ce qui prouve que u1 ∈S(F ).

Si F est stable par u, on a vu que F⊥ est stable par u� = u.
En procédant comme pour u1, on prouve que u2 ∈S(F⊥).��
3. Lemme

Tout endomorphisme u d’un R-espace vectoriel E de dimension finie laisse
soit une droite soit un plan stable.

Ce lemme a déjà été prouvé au chapitre 2.

4. Théorème spectral

Si un endomorphisme u de E est symétrique alors E admet une base
orthonormée formée de vecteurs propres de u.

Si A∈Sn alors il existe P ∈O(n) et D∈Dn(R) telles que A = PD
t
P .

Démonstration

Les deux affirmations sont équivalentes.
Les sous-espaces propres de u sont deux à deux orthogonaux, car :
u(x) = λx et u(y) = µy avec λ �= µ ⇒

(
u(x)|y

)
= λ

(
x|y

)
.

Comme u∈S(E),
(
u(x)|y

)
=

(
x|u(y)

)
= µ

(
x|y

)
. Il s’en déduit

(
x|y

)
= 0.

Il suffit donc de montrer que u est diagonalisable. On procède par récurrence sur
n, le cas n = 1 étant immédiat.

On traite quand même le cas n = 2 matriciellement. Soit A =

(
a b
b c

)
, alors

χ
A = X2 − (a+ c)X + (ac− b2) de discriminant ∆ = (a− c)2 + b2 � 0.
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Si Sp(A) est de cardinal 2 l’affaire est faite, sinon on a à la fois a = c et b = 0 d’où
A = aI2 et c’est fini.
On suppose le théorème établi dans les espaces euclidiens de dimension inférieure
à n− 1 et n � 3.
Soit u∈S(E) où E est de dimension n et soit F un sous-espace vectoriel de E
de dimension 1 ou 2 stable par u. Son existence a été prouvée au chapitre 2 pour
tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie n � 2. On a vu
que u induit des endomorphismes symétriques u1 de F et u2 de F⊥. On a vu
que u1 est diagonalisable et l’hypothèse de récurrence prouve que u2 l’est. Comme
E = F ⊕ F⊥ on en déduit que u est diagonalisable.��

Exemple

Soit A ∈ Sn telle que : ∃k ∈ N∗, Ak = In. Montrer que A2 = In.

Du théorème précédent on déduit : ∃P ∈ O(n), ∃D ∈ Dn(R), A = PD
t
P .

Donc Ak = PDktP . D = Diag(λ1, . . . , λn) ⇒ Dk = Diag(λk
1 , . . . , λ

k
n).

Ak = In ⇒ Dk = In ⇒ ∀j ∈ [[1, n]], λk
j = 1.

Comme les λj sont réels, on a : ∀j ∈ [[1, n]], |λj | = 1 ie. λ2
j = 1.

Donc D2 = In et A2 = In.

Remarque

Une matrice symétrique de Mn(C) n’est pas nécessairement diagonalisable.

En effet, la matrice A =

(
2i 1
1 0

)
n’est pas diagonalisable puisque son polynôme

caractéristique étant (X − i)2, elle n’a qu’une valeur propre et n’est pas scalaire.

5. Une forme bilinéaire symétrique dans une base orthonormée

Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique d’un espace euclidien E de dimension
n � 1. u étant l’endomorphisme associé à ϕ, on déduit de la symétrie du
produit scalaire que u est autoadjoint. Soient B une base orthonormée de E et

A = MB(ϕ) = (ai,j). On déduit du théorème précédent que A = P D
t
P où

P ∈ O(n), D = Diag(λ1, . . . , λn) ∈ Dn(R). Donc A = MB(u)

ϕ(x, y) = (x|u(y)) = t
X AY =

t
X P D

t
P Y =

t
X ′ DY ′. (1)

où X = P X ′ et Y = P Y ′.
B′ étant une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres de u, la matrice
P est la matrice de passage de B à B′.
Si (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) sont les coordonnées de x et y dans la base B, si
(x′

1, . . . , x
′
n) et (y′1, . . . , y

′
n) sont les coordonnées de x et y dans la base B′, (1)

s’écrit : ϕ(x, y) =
n∑

i=1

n∑
j=1

ai,jxiyj =

n∑
i=1

λix
′
iy

′
i.

On dit qu’on a réduit ϕ dans une base orthonormée de E.

Cette réduction a de nombreuses applications que nous développons dans la fin de
ce chapitre.

6. Théorème (norme d’un endomorphisme symétrique)

Si u est un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien E,

‖u‖ = sup
‖x‖=1

∣∣(u(x)|x)∣∣ = r(u) où r(u) = max{|λ| | λ ∈ Sp(u)}.
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Démonstration

Pour tout x ∈ E tel que ‖x‖ = 1, |(u(x)|x)| � ‖u‖ = sup
‖x‖=1

‖u(x)‖.

Donc m = sup
‖x‖=1

∣∣(u(x)|x)∣∣ existe et m � ‖u‖.

La réduction de la forme bilinéaire symétrique (x, y) �→
(
u(x)

∣∣y) dans la base
orthonormée B′ = (e′i)1�i�n constituée de vecteurs propres de u où l’on a supposé
|λ1| � |λ2| � · · · � |λn| et u(e′i) = λie

′
i, donne :

∀x ∈ E, (u(x)|x) =
n∑

i=1

λi(x
′
i)

2. Si ‖x‖ = 1, |(u(x)|x)| � |λn|
n∑

i=1

(x′
i)

2

Donc (u(x)|x) � |λn|.‖x‖2 = |λn| = r(u).
Comme |(u(e′n)|e′n)| = |λn|, on a : r(u) = m.
Par un raisonnement analogue, on a :

‖u‖2 = sup
‖x‖=1

‖u(x)‖2 = sup
‖x‖=1

n∑
i=1

(λix
′
i)

2 = λ2
n. Donc r(u) = ‖u‖.��

Remarque

Si u n’est pas autoadjoint, on n’a que : sup
‖x‖=1

∣∣(u(x)|x)∣∣ � ‖u‖. Par exemple, si

u∈L(E) est antisymétrique non nul, on a : ∀x ∈ E, (u(x)|x) = 0 et ‖u‖ �= 0.

F. Endomorphismes normaux d’un espace euclidien

Notons qu’un endomorphisme symétrique, antisymétrique ou une isométrie vecto-
rielle d’un espace euclidien est normal.

1. Lemme 1
Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien E. Si F est un
sous-espace vectoriel de E stable par u, F⊥ est aussi stable par u.

Démonstration

Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, dans une base orthonormée
de E adaptée à la somme directe E = F ⊕ F⊥, la matrice de u est

M =

(
A B
0 C

)
. De M

t
M =

t
MM on déduit A

t
A+B

t
B =

t
AA.

Comme tr
(
A

t
A
)
= tr

(t
AA

)
et tr linéaire, tr

(
B

t
B
)
= 0 = ‖B‖2, Donc B = 0.

D’où F⊥ est aussi stable par u.��
2. Corollaire

Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien E. Si F est un sous-
espace vectoriel de E stable par u, l’endomorphisme induit par u sur F est
un endomorphisme normal de F .

Démonstration

Avec les notations de la démonstration précédente, A
t
A =

t
AA.��

3. Lemme 2
Tout endomorphisme normal d’un espace euclidien de dimension 2 peut être
représenté dans une base orthonormée par une matrice de la forme(

λ 0
0 µ

)
ou

(
α −β
β α

)
avec α, β, λ, µ réels.
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Si Sp(A) est de cardinal 2 l’affaire est faite, sinon on a à la fois a = c et b = 0 d’où
A = aI2 et c’est fini.
On suppose le théorème établi dans les espaces euclidiens de dimension inférieure
à n− 1 et n � 3.
Soit u∈S(E) où E est de dimension n et soit F un sous-espace vectoriel de E
de dimension 1 ou 2 stable par u. Son existence a été prouvée au chapitre 2 pour
tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie n � 2. On a vu
que u induit des endomorphismes symétriques u1 de F et u2 de F⊥. On a vu
que u1 est diagonalisable et l’hypothèse de récurrence prouve que u2 l’est. Comme
E = F ⊕ F⊥ on en déduit que u est diagonalisable.��

Exemple

Soit A ∈ Sn telle que : ∃k ∈ N∗, Ak = In. Montrer que A2 = In.

Du théorème précédent on déduit : ∃P ∈ O(n), ∃D ∈ Dn(R), A = PD
t
P .

Donc Ak = PDktP . D = Diag(λ1, . . . , λn) ⇒ Dk = Diag(λk
1 , . . . , λ

k
n).

Ak = In ⇒ Dk = In ⇒ ∀j ∈ [[1, n]], λk
j = 1.

Comme les λj sont réels, on a : ∀j ∈ [[1, n]], |λj | = 1 ie. λ2
j = 1.

Donc D2 = In et A2 = In.

Remarque

Une matrice symétrique de Mn(C) n’est pas nécessairement diagonalisable.

En effet, la matrice A =

(
2i 1
1 0

)
n’est pas diagonalisable puisque son polynôme

caractéristique étant (X − i)2, elle n’a qu’une valeur propre et n’est pas scalaire.

5. Une forme bilinéaire symétrique dans une base orthonormée

Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique d’un espace euclidien E de dimension
n � 1. u étant l’endomorphisme associé à ϕ, on déduit de la symétrie du
produit scalaire que u est autoadjoint. Soient B une base orthonormée de E et

A = MB(ϕ) = (ai,j). On déduit du théorème précédent que A = P D
t
P où

P ∈ O(n), D = Diag(λ1, . . . , λn) ∈ Dn(R). Donc A = MB(u)

ϕ(x, y) = (x|u(y)) = t
X AY =

t
X P D

t
P Y =

t
X ′ DY ′. (1)

où X = P X ′ et Y = P Y ′.
B′ étant une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres de u, la matrice
P est la matrice de passage de B à B′.
Si (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) sont les coordonnées de x et y dans la base B, si
(x′

1, . . . , x
′
n) et (y′1, . . . , y

′
n) sont les coordonnées de x et y dans la base B′, (1)

s’écrit : ϕ(x, y) =
n∑

i=1

n∑
j=1

ai,jxiyj =

n∑
i=1

λix
′
iy

′
i.

On dit qu’on a réduit ϕ dans une base orthonormée de E.

Cette réduction a de nombreuses applications que nous développons dans la fin de
ce chapitre.

6. Théorème (norme d’un endomorphisme symétrique)

Si u est un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien E,

‖u‖ = sup
‖x‖=1

∣∣(u(x)|x)∣∣ = r(u) où r(u) = max{|λ| | λ ∈ Sp(u)}.
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Démonstration

Pour tout x ∈ E tel que ‖x‖ = 1, |(u(x)|x)| � ‖u‖ = sup
‖x‖=1

‖u(x)‖.

Donc m = sup
‖x‖=1

∣∣(u(x)|x)∣∣ existe et m � ‖u‖.

La réduction de la forme bilinéaire symétrique (x, y) �→
(
u(x)

∣∣y) dans la base
orthonormée B′ = (e′i)1�i�n constituée de vecteurs propres de u où l’on a supposé
|λ1| � |λ2| � · · · � |λn| et u(e′i) = λie

′
i, donne :

∀x ∈ E, (u(x)|x) =
n∑

i=1

λi(x
′
i)

2. Si ‖x‖ = 1, |(u(x)|x)| � |λn|
n∑

i=1

(x′
i)

2

Donc (u(x)|x) � |λn|.‖x‖2 = |λn| = r(u).
Comme |(u(e′n)|e′n)| = |λn|, on a : r(u) = m.
Par un raisonnement analogue, on a :

‖u‖2 = sup
‖x‖=1

‖u(x)‖2 = sup
‖x‖=1

n∑
i=1

(λix
′
i)

2 = λ2
n. Donc r(u) = ‖u‖.��

Remarque

Si u n’est pas autoadjoint, on n’a que : sup
‖x‖=1

∣∣(u(x)|x)∣∣ � ‖u‖. Par exemple, si

u∈L(E) est antisymétrique non nul, on a : ∀x ∈ E, (u(x)|x) = 0 et ‖u‖ �= 0.

F. Endomorphismes normaux d’un espace euclidien

Notons qu’un endomorphisme symétrique, antisymétrique ou une isométrie vecto-
rielle d’un espace euclidien est normal.

1. Lemme 1
Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien E. Si F est un
sous-espace vectoriel de E stable par u, F⊥ est aussi stable par u.

Démonstration

Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, dans une base orthonormée
de E adaptée à la somme directe E = F ⊕ F⊥, la matrice de u est

M =

(
A B
0 C

)
. De M

t
M =

t
MM on déduit A

t
A+B

t
B =

t
AA.

Comme tr
(
A

t
A
)
= tr

(t
AA

)
et tr linéaire, tr

(
B

t
B
)
= 0 = ‖B‖2, Donc B = 0.

D’où F⊥ est aussi stable par u.��
2. Corollaire

Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien E. Si F est un sous-
espace vectoriel de E stable par u, l’endomorphisme induit par u sur F est
un endomorphisme normal de F .

Démonstration

Avec les notations de la démonstration précédente, A
t
A =

t
AA.��

3. Lemme 2
Tout endomorphisme normal d’un espace euclidien de dimension 2 peut être
représenté dans une base orthonormée par une matrice de la forme(

λ 0
0 µ

)
ou

(
α −β
β α

)
avec α, β, λ, µ réels.
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Démonstration

Soit M une matrice normale M =

(
a b
c d

)

M
t
M =

t
MM ⇐⇒

{
(b− c)(b+ c) = 0

(a− d)(b− c) = 0

Si b = c, M est symétrique et l’on sait que M est ortho-semblable à Diag(λ, µ).
Sinon, a = d et b = −c et le résultat est établi.��
4. Théorème

Tout endomorphisme normal d’un espace euclidien E peut être représenté
dans une base orthonormée par une matrice diagonale par blocs :

Diag(λ1, . . . , λs,M1, . . . ,Mt

)
où Mi =

(
αi −βi

βi αi

)
·

Démonstration

Par récurrence forte sur n∈N�. Si n∈{1, 2} le résultat est clair ou établi en lemme.
Supposons le résultat établi pour tout k∈[[1, n− 1]] avec n− 1 � 2.
Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien E de dimension n.
• Si u possède une droite F stable alors l’hyperplan F⊥ est stable par u et
l’endomorphisme induit par u sur F⊥ est normal. Par hypothèse de récurrence, il
existe une base orthonormée de F⊥ dans laquelle la matrice de l’endomorphisme
induit est de la forme annoncée. En concaténant cette base avec un vecteur unitaire
de F , on a une base orthonormée solution.

• Si u possède un plan F stable alors F⊥ est stable par u, les endomorphismes
induits par u sur F et F⊥ sont normaux. Par hypothèse de récurrence, il existe une
base orthonormée de F⊥ dans laquelle la matrice de l’endomorphisme induit est
de la forme annoncée. En concaténant cette base avec une base orthonormée de F
(cf. lemme), on a une base orthonormée solution. La récurrence est concluante.��
5. Corollaire

Toute matrice antisymétrique de Mn(R) est ortho-semblable à une matrice
diagonale par blocs :

Diag(M1, . . . ,Mp

)
où Mi =

(
0 −βi

βi 0

)
.

6. Théorème de réduction des isométries vectorielles
Soient E un espace euclidien de dimension n � 1 et u ∈ O(E). Il existe une
base orthonormée B′ de E telle que MB′(u) soit la matrice diagonale par

blocs : Diag
(
Ip,−Iq, R(θ1), . . . , R(θs)

)
avec :

R(θj) =

(
cos(θj) − sin(θj)
sin(θj) cos(θj)

)
est telle que θj ∈ R \ πZ. p, q, s∈[[0, n]].

7. Application

SO(n) est connexe par arcs.

Si A = Diag
(
Ip,−Iq, R(θ1), . . . , R(θs)

)
∈ SO(n), alors q est pair. Comme

R(π) = −I2, on peut écrire : A = Diag
(
Ip, R(θ1), . . . , R(θr)

)
.

L’application f : [0, 1] → O(n), t �→ Diag
(
Ip, R(tθ1), . . . , R(tθr)

)
est continue,

telle que f(0) = In, f(1) = A et f
(
[0, 1]

)
⊂ SO(n). Donc SO(n) est connexe par

arcs.��
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8. Théorème
Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E.

‖u‖ =
√
r(u∗◦u)

où r
(
u∗◦u

)
= max

λ∈Sp(u∗◦u)
λ et ‖u‖ = ‖u�‖.

En particulier si u est symétrique positif, ‖u‖ = r(u).

Démonstration

‖u‖2 = sup
‖x‖=1

‖u(x)‖2 = sup
‖x‖=1

(
u∗◦u(x)|x

)
.

Comme u∗◦u est un endomorphisme symétrique positif de E, le résultat est une
conséquence du théorème III.E.4.

Si u est un endomorphisme autoadjoint positif de E et si l’on note ses valeurs
propres λ1, . . . , λn avec 0 � λ1 � · · · � λn, alors λ2

1, . . . , λ
2
n sont les valeurs

propres de u2 = u∗◦u et r(u∗◦u) = λ2
n =

(
r(u)

)2
. D’où le résultat.

Comme u◦u� et u�◦u ont même polynôme caractéristique,
r(u◦u�) = r(u�◦u). Il s’ensuit que ‖u‖ = ‖u�‖.��
9. Théorème de coréduction de deux matrices symétriques réelles

Si A∈S++
n , B ∈Sn(R), il existe P ∈GLn(R), D∈Dn(R) tels que

A =
t
PP, B =

t
PDP .

Démonstration

A∈S++
n ⇒ ∃R∈GLn(R), A =

t
RR d’après le théorème spectral. En effet,

A = P1 Diag(λ1, . . . , λn)
t
P =

t
RR où R =

t(
P1 Diag

(√
λ1, . . . ,

√
λn

))
.

t
R−1BR−1 ∈Sn(R) ⇒ ∃Q∈O(n),

t
R−1BR−1 = QD

t
Q.

Donc B =
t
PDP où P =

t
QR et l’on vérifie que A =

t
PP car Q∈O(n).��

EXERCICES

1. Soit (a, b)∈R2, a < b. On suppose C
(
[a, b],R

)
muni du produit scalaire

(f, g) �→
∫ b

a

fg. Déterminer l’orthogonal de P le sous-espace vectoriel des fonctions

polynômes de [a, b] dans R.

2. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E, montrer
que : (F +G)⊥ = F⊥ ∩G⊥ et (F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥.

3. Projection sur un convexe compact
Soit H une partie de l’espace préhilbertien réel (E,

(
· | ·

)
, convexe et compacte,

et soit x∈E. On note d(x,H) = inf
h∈H

‖x− h‖.
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Démonstration

Soit M une matrice normale M =

(
a b
c d

)

M
t
M =

t
MM ⇐⇒

{
(b− c)(b+ c) = 0

(a− d)(b− c) = 0
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4. Théorème

Tout endomorphisme normal d’un espace euclidien E peut être représenté
dans une base orthonormée par une matrice diagonale par blocs :

Diag(λ1, . . . , λs,M1, . . . ,Mt

)
où Mi =

(
αi −βi

βi αi

)
·

Démonstration

Par récurrence forte sur n∈N�. Si n∈{1, 2} le résultat est clair ou établi en lemme.
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5. Corollaire
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)
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)
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(
Ip,−Iq, R(θ1), . . . , R(θs)

)
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R(θj) =

(
cos(θj) − sin(θj)
sin(θj) cos(θj)

)
est telle que θj ∈ R \ πZ. p, q, s∈[[0, n]].

7. Application
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)
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(
[0, 1]

)
⊂ SO(n). Donc SO(n) est connexe par

arcs.��
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a. Montrer qu’il existe un unique h0 ∈H tel que d(x,H) = ‖x − h0‖. On pourra
utiliser pour h0, h1 dans H la fonction définie pour tout t∈R par la formule
q(t) = ‖x− th0 − (1− t)h1‖2.
b. Montrer que h0 est caractérisé par la condition

(
x − h0|h − h0

)
� 0 pour tout

h∈H. On pourra utiliser la même fonction t �→ q(t) qu’à la question précédente.

Le vecteur h0 s’appelle projeté de x sur H.

4. Soit A = (ai,j)∈Mn(R). Déterminer : inf
M=(mi,j)∈Sn(R)

∑
1�i,j�n

(
ai,j −mi,j

)2
.

5. Théorème de Cartan-Dieudonné. Soit E un espace euclidien. u ∈ O(E) tel
que rg(u − IE) = p. Montrer par récurrence sur p que u est produit d’au plus p
symétries orthogonales par rapport à des hyperplans.

6. Soit E un espace euclidien de dimension n. Montrer qu’il existe (x1, . . . , xn+1)

tel que, pour tout i ∈ [[1, n+ 1]], ‖xi‖ = 1 et (xi|xj) = − 1

n
si i �= j.

7. Si ∆k est le mineur principal d’ordre k de A ∈ Sn(R), montrer que :
A ∈ S++

n ⇐⇒ ∀k ∈ [[1, n]],∆k > 0.

8. a. Soient A ∈ S++
n et B ∈ S+

n . Montrer que :

∃P ∈ GLn(R), ∃C ∈S+
n ,

t
P P = A−1 et P B

t
P = C.

b. (i) Si B ∈ S+
n , montrer que 1 + n

√
det(B) � n

√
det(In +B).

On pourra utiliser la convexité d’une fonction.

(ii) En déduire que si (A,B) ∈
(
S+
n

)2

, alors :

n
√

det(A) + n
√

det(B) � n
√

det(A+B).

9. Soient A ∈ S+
n et k ∈ N∗. Montrer qu’il existe une unique matrice A′ ∈ S+

n

telle que A = A′k. On pourra noter A′ = k
√
A. Montrer qu’il existe PA ∈ R[X] tel

que A′ = PA(A). On pourra utiliser des polynômes de Lagrange.

10. Décomposition polaire. Montrer que :
a. ∀A ∈ GLn(R), ∃ !(Q,S) ∈ O(n)× S++

n , A = QS.

b. ∀A ∈ Mn(R), ∃ (Q,S) ∈ O(n)× S+
n , A = QS.

11. a. Montrer que l’ensemble des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien
E est une partie compacte de L(E).

b. Si A et B sont des sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E on note pA
(resp. pB) le projecteur orthogonal sur A (resp. B). Montrer que ‖pA− pB‖∈[0, 1]
et que dim(A) = dim(B) si ‖pA − pB‖ < 1.

12. On munit E = R[X] d’une structure préhilbertienne. u désigne un élément de
L(E) vérifiant : ∀(P,Q)∈E2,

(
u(P )|Q

)
=

(
P |u(Q)

)
et deg

[
u(P )

]
� deg(P ).

On note (Pn)n la base obtenue à partir de (Xn)n par le procédé d’orthonorma-
lisation de Schmidt. Montrer que, pour tout n, Pn est vecteur propre de u.
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13. Calculer inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0

[
ln(x)− a− bx

]2
dx.

14. Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel et x1, . . . , xn éléments de E.
Montrer que ‖x1+ · · ·+xn‖ = ‖x1‖+ · · ·+‖xn‖ si, et seulement si, il existe u∈E,
il existe (λ1, . . . , λn)∈(R+)

n tels que, pour tout i∈[[1, n]], xi = λiu.

15. Si (p, q, r)∈R3, A =




p q r
q r p
r p q


 et si (An) converge, déterminer sa limite.

16. Pour A et B éléments de S+
n , montrer : 0 � tr(AB) � tr(A) tr(B).

17. Soit A =

(
α

t
C

C B

)
un élément de S+

n où α∈R et C ∈Mn−1,1(R).

a. Montrer : α � 0 et B ∈S+
n−1. Montrer que, si M ∈Mn(R),

t
MAM ∈S+

n .

b. Montrer que αB − C
t
C ∈S+

n−1.

c. Montrer que C est nulle dès que α est nul.

18. Décomposition de Cholesky
a. Montrer que A∈S++

n si, et seulement si, il existe un unique élément T de Tn(R)
à diagonale dans ]0,+∞[ tel que A =

t
TT .

b. Montrer que A∈S+
n si, et seulement si, il existe un élément T de Tn(R) à

diagonale dans [0,+∞[ tel que A =
t
TT .

On pourra appliquer la décomposition QR à une racine carrée de A.

19. Méthode de Householder pour la décomposition QR
On munit E = Mn,1(R) de sa structure euclidienne canonique.
a. Si U est un élément non nul de E donner la matrice SU relativement à la base
canonique de la réflexion par rapport à U⊥.
On appelle matrice de Householder toute matrice de la forme SU ou In.

b. Soit A∈GLn(R). Montrer l’existence d’une matrice de Householder S, d’un

élément A′ de GLn−1(R) et d’un élément α de R� tels que SA =




α ∗ · · · ∗
0
... A′

0


.

c. Soit toujours A élément de GLn(R), montrer par récurrence sur n l’existence
de n − 1 matrices de Householder S1, . . . , Sn−1 et d’une matrice T triangulaire
supérieure inversible telles que S1 . . . Sn−1A = T .
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4. Soit A = (ai,j)∈Mn(R). Déterminer : inf
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que rg(u − IE) = p. Montrer par récurrence sur p que u est produit d’au plus p
symétries orthogonales par rapport à des hyperplans.
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n , montrer : 0 � tr(AB) � tr(A) tr(B).

17. Soit A =

(
α

t
C

C B

)
un élément de S+
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. f ∈P⊥ ⇐⇒ ∀P ∈P,
(
f |P

)
=

∫ b

a

fP = 0.

D’après le théorème de Weierstrass, soit (Pn)∈PN telle que N
[a,b]
∞ (f−Pn) −−−→

n→∞
0.

On a, pour tout n∈N,
∫ b

a

fPn = 0. Or N
[a,b]
∞ (f2−fPn) � N

[a,b]
∞ (f)N

[a,b]
∞ (f−Pn).

Donc la suite de fonctions continues (fPn)n∈N converge uniformément vers f2 sur

[a, b]. D’après un théorème du cours,

∫ b

a

fPn −−−→
n→∞

∫ b

a

f2. D’où

∫ b

a

f2 = 0.

Comme f est continue sur [a, b] et f2 � 0, on a : f = 0 ie. P⊥ = {0}·

2. • F ∩G ⊂ F ⇒ F⊥ ⊂
(
F ∩G

)⊥
. De même, G⊥ ⊂

(
F ∩G

)⊥
.

D’où : F⊥ +G⊥ ⊂
(
F ∩G

)⊥
.

• F⊥ ⊂ F⊥ +G⊥ ⇒
(
F⊥ +G⊥)⊥ ⊂

(
F⊥)⊥ = F .

De même,
(
F⊥ +G⊥)⊥ ⊂ G.

Donc :
(
F⊥ +G⊥)⊥ ⊂ F ∩G ie.

(
F ∩G

)⊥ ⊂ F⊥ +G⊥. D’où le résultat.

En posant F⊥ = F ′ et G⊥ = G′, on a : (F ′ +G′)⊥ = F ′⊥ ∩G′⊥.

Donc (F ′ ∩G′)⊥ = F ′⊥ +G′⊥. D’où le résultat.

3. a. L’application h �→ ‖x−h‖ étant continue sur le compact H �= ∅, y est bornée
et atteint ses bornes. Il existe h0 ∈H tel que ‖x− h0‖ = inf

h∈H
‖x− h‖.

Supposons qu’il existe h0, h1 tels que ‖x− h0‖ = ‖x− h1‖ = d(x,H).

Comme H est convexe, pour tout t∈[0, 1], th0 + (1− t)h1 ∈H. Donc :

∀t∈[0, 1], q(t) = ‖t(x− h0) + (1− t)(x− h1)‖2 � ‖x− h0‖2.
Comme ‖a+ b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 + 2

(
a|b

)
, il s’ensuit que

∀t∈[0, 1], q(t) = t2‖x− h0‖2 + (1− t)2‖x− h1‖2 + 2t(1− t)
(
x− h0|x− h1

)
.

∀t∈[0, 1], q(t) � ‖x− h0‖2 = ‖x− h1‖2.
Donc ∀t∈[0, 1], 2t(1− t)

(
− ‖x− h0‖2 +

(
x− h0|x− h1

))
� 0.

D’où ∀t∈ ]0, 1[,−‖x− h0‖2 +
(
x− h0|x− h1

)
� 0.

Or, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz :(
x− h0|x− h1

)
� ‖x− h0‖‖x− h1‖ = ‖x− h0‖2,

donc
(
x − h0|x − h1

)
= ‖x − h0‖‖x − h1‖. Le cas d’égalité dans l’inégalité de

Cauchy-Schwarz implique (x− h0, x− h1) liés. D’où h0 = h1.

Deuxième méthode : on déduit de l’égalité de la médiane que :
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∥∥∥x− 1

2
(h0 + h1)

∥∥∥
2

=
1

2
‖x− h0‖2 +

1

2
‖x− h1‖2 −

1

4
‖h0 − h1‖2 < d2(x,H) si l’on

suppose h0 �= h1. Comme H est convexe,
1

2
(h0 + h1)∈H : absurde.

b. En remplaçant h1 par h dans les calculs de a.
∀t∈[0, 1], ∀h∈H, q(t) � ‖x− h0‖2 (�).

Écrivons q(t) = ‖x− h0 − (1− t)(h− h0)‖2. Alors
q(t) = ‖x− h0‖2 + (1− t)2‖h− h0‖2 − 2t(1− t)

(
x− h0|h− h0

)
.

(�) ⇐⇒ ∀t∈[0, 1], (1− t)2‖h− h0‖2 − 2(1− t)
(
x− h0|h− h0

)
� 0.

Si
(
x− h0|h− h0

)
� 0 alors (�) est vérifiée.

Réciproquement, (�) ⇒ ∀t∈[0, 1[, (1− t)‖h− h0‖2 − 2
(
x− h0|h− h0

)
� 0.

Par passage à la limite quand t → 1−, on obtient
(
x− h0|h− h0

)
� 0.

D’où la caractérisation demandée.

4. D’après le cours, Mn(R) = Sn(R)⊕An(R) et
[
Sn(R)

]⊥
= An(R).

∀A∈Mn(R), A = M0 +M1 où M0 =
1

2

(
A+

t
A
)
et M1 =

1

2

(
A− t

A
)
.

On cherche δ2 = d2
(
A,Sn(R)

)
. D’après le théorème de projection orthogonale,

δ2 = ‖A−M0‖2 = ‖M1‖2 =
1

22
∥∥A− t

A
∥∥2 =

1

4

∑
1�i,j�n

(
ai,j −aj,i

)2
puisque Mn(R)

est supposé muni de son produit scalaire canonique : (A,B) �→ tr
(t
AB

)
.

5. Si p = 0, u = IE = s0 pour toute symétrie s orthogonale par rapport à un
hyperplan.

Si p = 1, soit x ∈
[
Ker(u − IE)

]⊥ \ {0}, le sous-espace vectoriel Ker(u − λIE)

étant stable par u, le sous-espace vectoriel
[
Ker(u − IE)

]⊥
= Rx est stable par

u∗ = u−1 donc par u. Comme ‖u(x)‖ = ‖x‖, donc u(x) = ±x et u(x) = −x sinon
p = 0. Donc u est la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan Ker(u− IE).

Si p � 2, soit u ∈ O(n). Soit y ∈
[
Ker(u − IE)

]⊥
alors u(y) �= y. Posons

z = u(y) − y, H = {z}⊥, σ la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan
H et v = σ◦u. Montrons que Ker(u− IE)⊕ Ry ⊂ Ker(v − IE).
Notons σ

(
u(y)

)
= y. En effet, (y + u(y)|y − u(y)) =

(
y|y

)
−

(
u(y)|u(y)

)
= 0.

Donc σ
(
y + u(y)

)
= y + u(y). Comme σ

(
u(y)− y

)
= y − u(y). Donc σ

(
u(y)

)
= y

ie. v(y) = y. D’autre part, Ker(u − IE) ⊂ H car z ∈
[
Ker(u − IE)

]⊥
. Donc

Ker(u− IE)⊕ Ry ⊂ Ker(v − IE). Donc rg(v − IE) � p− 1.
De l’hypothèse de récurrence appliquée à v, on déduit l’existence de σ1, . . . , σk :
symétries orthogonales par rapport à des hyperplans telles que v = σ1◦ . . . ◦σk et
que k � rg(v − IE) � p − 1. Donc u = σ◦σ1◦ · · · ◦σk est le produit d’au plus p
symétries orthogonales par rapport à des hyperplans.

6. Première solution : soit la matrice A =
1 + n

n
In − 1

n
J ∈ Mn(R) où J est la

matrice dont tous les éléments sont égaux à 1. D’après le chapitre 2, la matrice J a
pour valeurs propres 0 et n avec les multiplicités respectives n−1 et 1. La matrice A

de Sn(R) a donc pour valeurs propres
1 + n

n
et

1

n
avec les multiplicités respectives
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. f ∈P⊥ ⇐⇒ ∀P ∈P,
(
f |P

)
=

∫ b

a

fP = 0.

D’après le théorème de Weierstrass, soit (Pn)∈PN telle que N
[a,b]
∞ (f−Pn) −−−→

n→∞
0.

On a, pour tout n∈N,
∫ b

a

fPn = 0. Or N
[a,b]
∞ (f2−fPn) � N

[a,b]
∞ (f)N

[a,b]
∞ (f−Pn).

Donc la suite de fonctions continues (fPn)n∈N converge uniformément vers f2 sur

[a, b]. D’après un théorème du cours,

∫ b

a

fPn −−−→
n→∞

∫ b

a

f2. D’où

∫ b

a

f2 = 0.

Comme f est continue sur [a, b] et f2 � 0, on a : f = 0 ie. P⊥ = {0}·

2. • F ∩G ⊂ F ⇒ F⊥ ⊂
(
F ∩G

)⊥
. De même, G⊥ ⊂

(
F ∩G

)⊥
.

D’où : F⊥ +G⊥ ⊂
(
F ∩G

)⊥
.

• F⊥ ⊂ F⊥ +G⊥ ⇒
(
F⊥ +G⊥)⊥ ⊂

(
F⊥)⊥ = F .

De même,
(
F⊥ +G⊥)⊥ ⊂ G.

Donc :
(
F⊥ +G⊥)⊥ ⊂ F ∩G ie.

(
F ∩G

)⊥ ⊂ F⊥ +G⊥. D’où le résultat.

En posant F⊥ = F ′ et G⊥ = G′, on a : (F ′ +G′)⊥ = F ′⊥ ∩G′⊥.

Donc (F ′ ∩G′)⊥ = F ′⊥ +G′⊥. D’où le résultat.

3. a. L’application h �→ ‖x−h‖ étant continue sur le compact H �= ∅, y est bornée
et atteint ses bornes. Il existe h0 ∈H tel que ‖x− h0‖ = inf

h∈H
‖x− h‖.

Supposons qu’il existe h0, h1 tels que ‖x− h0‖ = ‖x− h1‖ = d(x,H).

Comme H est convexe, pour tout t∈[0, 1], th0 + (1− t)h1 ∈H. Donc :

∀t∈[0, 1], q(t) = ‖t(x− h0) + (1− t)(x− h1)‖2 � ‖x− h0‖2.
Comme ‖a+ b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 + 2

(
a|b

)
, il s’ensuit que

∀t∈[0, 1], q(t) = t2‖x− h0‖2 + (1− t)2‖x− h1‖2 + 2t(1− t)
(
x− h0|x− h1

)
.

∀t∈[0, 1], q(t) � ‖x− h0‖2 = ‖x− h1‖2.
Donc ∀t∈[0, 1], 2t(1− t)

(
− ‖x− h0‖2 +

(
x− h0|x− h1

))
� 0.

D’où ∀t∈ ]0, 1[,−‖x− h0‖2 +
(
x− h0|x− h1

)
� 0.

Or, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz :(
x− h0|x− h1

)
� ‖x− h0‖‖x− h1‖ = ‖x− h0‖2,

donc
(
x − h0|x − h1

)
= ‖x − h0‖‖x − h1‖. Le cas d’égalité dans l’inégalité de

Cauchy-Schwarz implique (x− h0, x− h1) liés. D’où h0 = h1.

Deuxième méthode : on déduit de l’égalité de la médiane que :
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∥∥∥x− 1

2
(h0 + h1)

∥∥∥
2

=
1

2
‖x− h0‖2 +

1

2
‖x− h1‖2 −

1

4
‖h0 − h1‖2 < d2(x,H) si l’on

suppose h0 �= h1. Comme H est convexe,
1

2
(h0 + h1)∈H : absurde.

b. En remplaçant h1 par h dans les calculs de a.
∀t∈[0, 1], ∀h∈H, q(t) � ‖x− h0‖2 (�).

Écrivons q(t) = ‖x− h0 − (1− t)(h− h0)‖2. Alors
q(t) = ‖x− h0‖2 + (1− t)2‖h− h0‖2 − 2t(1− t)

(
x− h0|h− h0

)
.

(�) ⇐⇒ ∀t∈[0, 1], (1− t)2‖h− h0‖2 − 2(1− t)
(
x− h0|h− h0

)
� 0.

Si
(
x− h0|h− h0

)
� 0 alors (�) est vérifiée.

Réciproquement, (�) ⇒ ∀t∈[0, 1[, (1− t)‖h− h0‖2 − 2
(
x− h0|h− h0

)
� 0.

Par passage à la limite quand t → 1−, on obtient
(
x− h0|h− h0

)
� 0.

D’où la caractérisation demandée.

4. D’après le cours, Mn(R) = Sn(R)⊕An(R) et
[
Sn(R)

]⊥
= An(R).

∀A∈Mn(R), A = M0 +M1 où M0 =
1

2

(
A+

t
A
)
et M1 =

1

2

(
A− t

A
)
.

On cherche δ2 = d2
(
A,Sn(R)

)
. D’après le théorème de projection orthogonale,

δ2 = ‖A−M0‖2 = ‖M1‖2 =
1

22
∥∥A− t

A
∥∥2 =

1

4

∑
1�i,j�n

(
ai,j −aj,i

)2
puisque Mn(R)

est supposé muni de son produit scalaire canonique : (A,B) �→ tr
(t
AB

)
.

5. Si p = 0, u = IE = s0 pour toute symétrie s orthogonale par rapport à un
hyperplan.

Si p = 1, soit x ∈
[
Ker(u − IE)

]⊥ \ {0}, le sous-espace vectoriel Ker(u − λIE)

étant stable par u, le sous-espace vectoriel
[
Ker(u − IE)

]⊥
= Rx est stable par

u∗ = u−1 donc par u. Comme ‖u(x)‖ = ‖x‖, donc u(x) = ±x et u(x) = −x sinon
p = 0. Donc u est la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan Ker(u− IE).

Si p � 2, soit u ∈ O(n). Soit y ∈
[
Ker(u − IE)

]⊥
alors u(y) �= y. Posons

z = u(y) − y, H = {z}⊥, σ la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan
H et v = σ◦u. Montrons que Ker(u− IE)⊕ Ry ⊂ Ker(v − IE).
Notons σ

(
u(y)

)
= y. En effet, (y + u(y)|y − u(y)) =

(
y|y

)
−

(
u(y)|u(y)

)
= 0.

Donc σ
(
y + u(y)

)
= y + u(y). Comme σ

(
u(y)− y

)
= y − u(y). Donc σ

(
u(y)

)
= y

ie. v(y) = y. D’autre part, Ker(u − IE) ⊂ H car z ∈
[
Ker(u − IE)

]⊥
. Donc

Ker(u− IE)⊕ Ry ⊂ Ker(v − IE). Donc rg(v − IE) � p− 1.
De l’hypothèse de récurrence appliquée à v, on déduit l’existence de σ1, . . . , σk :
symétries orthogonales par rapport à des hyperplans telles que v = σ1◦ . . . ◦σk et
que k � rg(v − IE) � p − 1. Donc u = σ◦σ1◦ · · · ◦σk est le produit d’au plus p
symétries orthogonales par rapport à des hyperplans.

6. Première solution : soit la matrice A =
1 + n

n
In − 1

n
J ∈ Mn(R) où J est la

matrice dont tous les éléments sont égaux à 1. D’après le chapitre 2, la matrice J a
pour valeurs propres 0 et n avec les multiplicités respectives n−1 et 1. La matrice A

de Sn(R) a donc pour valeurs propres
1 + n

n
et

1

n
avec les multiplicités respectives

So
lu

ti
o

ns
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(n − 1) et 1. Donc A ∈ S++
n . Comme A = PDP−1 où D = Diag(λ1, . . . , λn) où

tous les λi sont dans R∗
+, il existe B ∈ S++

n tel que B2 = A. Il suffit de prendre
B = PD′P−1 avec D′ = Diag(

√
λ1, . . . ,

√
λn).

Si C1, . . . Cn sont les vecteurs colonnes de la matrice B, alors
t
CiCj = − 1

n
si i �= j

et
t
CiCi = 1. Si x1, . . . , xn sont les vecteurs de Rn dont les coordonnées dans la

base canonique de Rn sont C1, . . . , Cn, alors ‖xi‖ = 1 et
(
xi|xj

)
= − 1

n
si i �= j.

En posant xn+1 = −
n∑

k=1

xk, on a :
(
xn+1|xj

)
= − 1

n
pour j ∈ [[1, n]] et ‖xn+1‖ = 1.

Deuxième solution : par récurrence sur n.
Si n = 1, alors x1 = 1 et x2 = −1 constituent une solution.

Si E est de dimension (n + 1), soient y ∈ E, ‖y‖ = 1 et F = {y}⊥. D’après
l’hypothèse de récurrence, il existe (n + 1) vecteurs y1, . . . , yn+1 unitaires de F

vérifiant
(
yi|yj

)
= − 1

n
si i �= j.

Cherchons les xi sous la forme xi = αiy + βiyi si i ∈ [[1, n+ 1]] et xn+2 = y.

∀i ∈ [[1, n+ 1]],
(
xn+2|xi

)
= − 1

n+ 1
⇐⇒ αi = − 1

n+ 1
·

‖xi‖2 = 1 ⇐⇒ 1

(n+ 1)2
+ β2

i = 1 ⇐⇒ βi = ±
√
n(n+ 2)

n+ 1
·

En posant xi = − 1

n+ 1
y +

√
n(n+ 2)

n+ 1
yi si i � n + 1 et xn+2 = y, on vérifie les

conditions au rang (n+ 1) et l’on conclut par théorème de récurrence.

7. Soit ϕ la forme bilinéaire symétrique dont A est la matrice dans la base
canonique B = (e1, . . . , en) de Rn. Si A∈S++

n , Ak est la matrice de la restriction
de ϕ à Vect(e1, . . . , ek), donc Ak est définie positive et ∆k = det(Ak) > 0.

Réciproquement, effectuons une récurrence sur n. Si n = 1 le résultat est immédiat.
Soit n � 2. La restriction de ϕ à E′ = Vect(e1, . . . , en−1) est définie positive ; c’est
un produit scalaire sur Rn−1. Il existe une base (e′1, . . . , e

′
n−1) de E′ telle que le

matrice de ϕ
E′ est In−1.

Cherchons e′n = en −
n−1∑
k=1

ake
′
k avec ϕ(e′n, e

′
k) = 0 quel que soit k ∈ [[1, n]].

Nécessairement, ak = ϕ(en, e
′
k). La matrice de ϕ dans la base (e′1, . . . , e

′
n) est

Diag(1, . . . , 1, λ). Son déterminant est strictement positif, donc λ > 0. D’où Φ et A
sont définis positifs.

8. a. Comme A∈S++
n , elle est inversible car son déterminant est > 0 puisque

ses valeurs propres sont > 0. Son inverse est symétrique de spectre égal à

{1/λ |λ∈ Sp(A)}· A−1 est donc diagonalisable et s’écrit A−1 = Q∆
t
Q avec

∆ = Diag(λ1, . . . , λn) où λi > 0. Notons µi =
√
λi et D = Diag(µ1, . . . , µn).

Comme ∆ = D2 = D
t
D, on peut écrire A−1 =

t
PP où P =

t
(QD)∈GLn(R).

PB
t
P = C ∈Sn(R) et comme

t
XCX =

t
(
t
PX)B(

t
PX) =

t
Y BY � 0, C ∈S+

n .

b. (i) Si B ∈ S++
n , les valeurs propres λ1, . . . , λn de A sont dans R∗

+. De même
In +B ∈ S++

n car (λ1 + 1), . . . , (λn + 1) sont les valeurs propres de B + In.
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Soit (1) l’inégalité à prouver.

(1) ⇐⇒ ln

[
1 +

( n∏
i=1

λi

)1/n
]
�

1

n
ln
( n∏

i=1

(1 + λi)
)
=

1

n

n∑
i=1

ln(1 + λi) ;

(1) ⇐⇒ f
( 1

n

n∑
i=1

ti

)
�

1

n

n∑
i=1

f(ti) où f(t) = ln(1 + et) et ti = ln(λi).

Ceci est vrai car f est convexe puisque f ′′(t) =
et

(1 + et)2
> 0. D’où (1).

Si B ∈S+
n \ S++

n , on a det(B) = 0 et det(In + B) =

n∏
i=1

(1 + λi) � 1. Le résultat

est encore vrai.

(ii) Si det(A) = det(B) = 0, alors le résultat est immédiat.
Sinon, supposons det(A) �= 0, on déduit de a. :

∃P ∈ GLn(R), ∃C ∈S+
n , A−1 =

t
PP et BA−1 = PC

t
P où C ∈S+

n .

On veut prouver : n
√
det(A) + n

√
det(B) � n

√
det(A+B) ⇐⇒ (2).

(2) ⇐⇒ 1 + n
√
det(BA−1) � n

√
1 + det(BA−1)

(2) ⇐⇒ 1 + n
√
det(C) � n

√
det(In + C) car

(
det(P )

)2
> 0.

Le résultat découle alors de b.

9. Existence : comme A ∈ S+
n , il existe D = Diag(λ1 . . . λn) ∈ Dn(R) et P ∈ O(n)

tels que A = PD
t
P . Posons D′ = Diag(λ

1/k
1 , . . . , λ

1/k
n ) car on a λi � 0 pour tout

i ∈ [[1, n]]. La matrice A′ = P D′ tP est tel que A′k = A.

Unicité : La matrice A′ étant symétrique réelle, elle est diagonalisable. Comme
AA′ = A′A, on déduit d’un théorème du chapitre 2 qu’il existe une base de
vecteurs propres communs à A′ et A.
∃Q ∈ GLn(R), ∃D′

1 = Diag(µ1, . . . , µn) ∈ Dn(R), A′ = QD′
1Q

−1 et A = QDQ−1.

D’où : A′k = QDiag(µk
1 , . . . , µ

k
n)

t
Q = QDiag(λ1, . . . , λn)

t
Q.

Donc :
(
∀i ∈ [[1, n]], µk

i = λi

)
ie.

(
∀i ∈ [[1, n]], µi = λ

1/k
i

)
car les µi sont positifs.

Notons λi1 , . . . , λip les valeurs propres distinctes de A. Pour montrer l’existence
d’un polynôme P ∈ R[X] tel que A′ = P (A), il suffit de trouver P ∈ R[X] tel que

∀j ∈ [[1, p]], λ
1/k
ij

= P (λij ). Ceci étant immédiat avec les polynômes d’interpolation
de Lagrange associés aux réels distincts λij , 1 � j � p. On en déduit alors que

pour tout i ∈ [[1, n]], λ
1/k
i = P (λi) et l’on conclut.

10. a. Si A = QS avec Q ∈ O(n) et S ∈ S++
n alors A ∈ GLn(R).

Réciproquement, si l’on suppose l’existence de (Q,S) ∈ O(n) × S++
n tel que

A = QS, alors
t
AA = S

t
QQS = S2. D’où l’unicité de S =

√
t
AA, d’après l’exercice

9. et donc celle de Q = AS−1.

Existence :
t
AA ∈ S++

n . En effet, on vérifie que
t
AA est symétrique et pour tout

X ∈ Mn,1(R) \ {0},
t
X

t
AAX = ‖AX‖2 > 0 car A ∈ GLn(R).

Il existe, d’après l’exercice 9, une matrice S =
√

t
AA ∈ S++

n (R). Donc S2 =
t
AA.

SoitQ = AS−1. Alors
t
QQ =

t
S−1tAAS−1 = S−1S2S−1 = In car S est symétrique.

D’où l’existence de (Q,S) ∈ O(n)× S++
n tel que A = QS.
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(n − 1) et 1. Donc A ∈ S++
n . Comme A = PDP−1 où D = Diag(λ1, . . . , λn) où

tous les λi sont dans R∗
+, il existe B ∈ S++

n tel que B2 = A. Il suffit de prendre
B = PD′P−1 avec D′ = Diag(

√
λ1, . . . ,

√
λn).

Si C1, . . . Cn sont les vecteurs colonnes de la matrice B, alors
t
CiCj = − 1

n
si i �= j

et
t
CiCi = 1. Si x1, . . . , xn sont les vecteurs de Rn dont les coordonnées dans la

base canonique de Rn sont C1, . . . , Cn, alors ‖xi‖ = 1 et
(
xi|xj

)
= − 1

n
si i �= j.

En posant xn+1 = −
n∑

k=1

xk, on a :
(
xn+1|xj

)
= − 1

n
pour j ∈ [[1, n]] et ‖xn+1‖ = 1.

Deuxième solution : par récurrence sur n.
Si n = 1, alors x1 = 1 et x2 = −1 constituent une solution.

Si E est de dimension (n + 1), soient y ∈ E, ‖y‖ = 1 et F = {y}⊥. D’après
l’hypothèse de récurrence, il existe (n + 1) vecteurs y1, . . . , yn+1 unitaires de F

vérifiant
(
yi|yj

)
= − 1

n
si i �= j.

Cherchons les xi sous la forme xi = αiy + βiyi si i ∈ [[1, n+ 1]] et xn+2 = y.

∀i ∈ [[1, n+ 1]],
(
xn+2|xi

)
= − 1

n+ 1
⇐⇒ αi = − 1

n+ 1
·

‖xi‖2 = 1 ⇐⇒ 1

(n+ 1)2
+ β2

i = 1 ⇐⇒ βi = ±
√
n(n+ 2)

n+ 1
·

En posant xi = − 1

n+ 1
y +

√
n(n+ 2)

n+ 1
yi si i � n + 1 et xn+2 = y, on vérifie les

conditions au rang (n+ 1) et l’on conclut par théorème de récurrence.

7. Soit ϕ la forme bilinéaire symétrique dont A est la matrice dans la base
canonique B = (e1, . . . , en) de Rn. Si A∈S++

n , Ak est la matrice de la restriction
de ϕ à Vect(e1, . . . , ek), donc Ak est définie positive et ∆k = det(Ak) > 0.

Réciproquement, effectuons une récurrence sur n. Si n = 1 le résultat est immédiat.
Soit n � 2. La restriction de ϕ à E′ = Vect(e1, . . . , en−1) est définie positive ; c’est
un produit scalaire sur Rn−1. Il existe une base (e′1, . . . , e

′
n−1) de E′ telle que le

matrice de ϕ
E′ est In−1.

Cherchons e′n = en −
n−1∑
k=1

ake
′
k avec ϕ(e′n, e

′
k) = 0 quel que soit k ∈ [[1, n]].

Nécessairement, ak = ϕ(en, e
′
k). La matrice de ϕ dans la base (e′1, . . . , e

′
n) est

Diag(1, . . . , 1, λ). Son déterminant est strictement positif, donc λ > 0. D’où Φ et A
sont définis positifs.

8. a. Comme A∈S++
n , elle est inversible car son déterminant est > 0 puisque

ses valeurs propres sont > 0. Son inverse est symétrique de spectre égal à

{1/λ |λ∈ Sp(A)}· A−1 est donc diagonalisable et s’écrit A−1 = Q∆
t
Q avec

∆ = Diag(λ1, . . . , λn) où λi > 0. Notons µi =
√
λi et D = Diag(µ1, . . . , µn).

Comme ∆ = D2 = D
t
D, on peut écrire A−1 =

t
PP où P =

t
(QD)∈GLn(R).

PB
t
P = C ∈Sn(R) et comme

t
XCX =

t
(
t
PX)B(

t
PX) =

t
Y BY � 0, C ∈S+

n .

b. (i) Si B ∈ S++
n , les valeurs propres λ1, . . . , λn de A sont dans R∗

+. De même
In +B ∈ S++

n car (λ1 + 1), . . . , (λn + 1) sont les valeurs propres de B + In.
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Soit (1) l’inégalité à prouver.

(1) ⇐⇒ ln

[
1 +

( n∏
i=1

λi

)1/n
]
�

1

n
ln
( n∏

i=1

(1 + λi)
)
=

1

n

n∑
i=1

ln(1 + λi) ;

(1) ⇐⇒ f
( 1

n

n∑
i=1

ti

)
�

1

n

n∑
i=1

f(ti) où f(t) = ln(1 + et) et ti = ln(λi).

Ceci est vrai car f est convexe puisque f ′′(t) =
et

(1 + et)2
> 0. D’où (1).

Si B ∈S+
n \ S++

n , on a det(B) = 0 et det(In + B) =

n∏
i=1

(1 + λi) � 1. Le résultat

est encore vrai.

(ii) Si det(A) = det(B) = 0, alors le résultat est immédiat.
Sinon, supposons det(A) �= 0, on déduit de a. :

∃P ∈ GLn(R), ∃C ∈S+
n , A−1 =

t
PP et BA−1 = PC

t
P où C ∈S+

n .

On veut prouver : n
√

det(A) + n
√

det(B) � n
√

det(A+B) ⇐⇒ (2).

(2) ⇐⇒ 1 + n
√

det(BA−1) � n
√

1 + det(BA−1)

(2) ⇐⇒ 1 + n
√

det(C) � n
√

det(In + C) car
(
det(P )

)2
> 0.

Le résultat découle alors de b.

9. Existence : comme A ∈ S+
n , il existe D = Diag(λ1 . . . λn) ∈ Dn(R) et P ∈ O(n)

tels que A = PD
t
P . Posons D′ = Diag(λ

1/k
1 , . . . , λ

1/k
n ) car on a λi � 0 pour tout

i ∈ [[1, n]]. La matrice A′ = P D′ tP est tel que A′k = A.

Unicité : La matrice A′ étant symétrique réelle, elle est diagonalisable. Comme
AA′ = A′A, on déduit d’un théorème du chapitre 2 qu’il existe une base de
vecteurs propres communs à A′ et A.
∃Q ∈ GLn(R), ∃D′

1 = Diag(µ1, . . . , µn) ∈ Dn(R), A′ = QD′
1Q

−1 et A = QDQ−1.

D’où : A′k = QDiag(µk
1 , . . . , µ

k
n)

t
Q = QDiag(λ1, . . . , λn)

t
Q.

Donc :
(
∀i ∈ [[1, n]], µk

i = λi

)
ie.

(
∀i ∈ [[1, n]], µi = λ

1/k
i

)
car les µi sont positifs.

Notons λi1 , . . . , λip les valeurs propres distinctes de A. Pour montrer l’existence
d’un polynôme P ∈ R[X] tel que A′ = P (A), il suffit de trouver P ∈ R[X] tel que

∀j ∈ [[1, p]], λ
1/k
ij

= P (λij ). Ceci étant immédiat avec les polynômes d’interpolation
de Lagrange associés aux réels distincts λij , 1 � j � p. On en déduit alors que

pour tout i ∈ [[1, n]], λ
1/k
i = P (λi) et l’on conclut.

10. a. Si A = QS avec Q ∈ O(n) et S ∈ S++
n alors A ∈ GLn(R).

Réciproquement, si l’on suppose l’existence de (Q,S) ∈ O(n) × S++
n tel que

A = QS, alors
t
AA = S

t
QQS = S2. D’où l’unicité de S =

√
t
AA, d’après l’exercice

9. et donc celle de Q = AS−1.

Existence :
t
AA ∈ S++

n . En effet, on vérifie que
t
AA est symétrique et pour tout

X ∈ Mn,1(R) \ {0},
t
X

t
AAX = ‖AX‖2 > 0 car A ∈ GLn(R).

Il existe, d’après l’exercice 9, une matrice S =
√

t
AA ∈ S++

n (R). Donc S2 =
t
AA.

SoitQ = AS−1. Alors
t
QQ =

t
S−1tAAS−1 = S−1S2S−1 = In car S est symétrique.

D’où l’existence de (Q,S) ∈ O(n)× S++
n tel que A = QS.

So
lu

ti
o

ns
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b. Soit A ∈ Mn(R). Comme Sp(A) est un ensemble fini, à partir d’un certain

rang p0, la matrice Ap = A +
1

p
In est élément de GLn(R). D’après a. il existe

(Qp, Sp) ∈ O(n)× S++
n tel que Ap = QpSp.

Comme O(n) est compact dans l’espace vectoriel de dimension finie Mn(R), il
existe une suite (Qϕ(p)) extraite de (Qp) qui converge vers une matrice Q ∈ O(n).

Comme Aϕ(p) = Qϕ(p)Sϕ(p), alors Sϕ(p) =
t
Qϕ(p)Aϕ(p) −−−→

p→∞

t
QA.

Comme S++
n est une partie fermée de l’espace vectoriel normé Mn(R), on a

t
QA = S et le résultat.

11. a. Notons P l’ensemble des projecteurs orthogonaux de E, ϕ et ψ les
applications continues définies sur L(E) par ϕ(p) = p2 − p et ψ(p) = ‖p‖.
P = ϕ−1(0L(E))∩ψ−1

(
[0, 1]

)
est une partie fermée bornée de L(E) espace vectoriel

normé de dimension finie donc compacte.

b. pA − pB étant symétrique on a ‖pA − pB‖ = max
‖x‖=1

∣∣(pA(x)− pB(x)|x
)∣∣.

Si x est un vecteur unitaire on a 0 �
(
pA(x)|x

)
� 1 et 0 �

(
pB(x)|x

)
� 1 d’où(

pA(x)− pB(x)|x
)
=

(
pA(x)|x

)
−
(
pB(x)|x

)
∈[−1,+1] et donc ‖pA − pB‖ � 1.

Supposons ‖pA− pB‖ < 1. Si x est un vecteur unitaire de A on a
(
pA(x)|x

)
= 1 et

donc
(
pB(x)|x

)
> 0 et, a fortiori , pB(x) �= 0E . Par suite A et B⊥ sont en somme

directe et donc dim(A) +
[
dim(E)− dim(B)

]
� dim(E) ie. dim(A) � dim(B).

Par raison de symétrie, dim(A) = dim(B).

12. Si n∈N, comme deg
[
u(Pn)

]
� deg(Pn) = n, u(Pn)∈Vect(P0, . . . , Pn).

Si k∈[[0, n[[ , on a
(
u(Pn)|Pk

)
=

(
Pn|u(Pk)

)
= 0 car u(Pk)∈Vect(P0, . . . , Pk) ⊂ P⊥

n

et donc u(Pn)∈Vect(P0, . . . , Pn) ∩ Vect(P0, . . . , Pn−1)
⊥ = RPn, ce qu’il fallait

démontrer.

13. Soit E le sous-espace vectoriel de C
(
]0, 1],R

)
engendré par ϕ0 : x �→ 1,

ϕ1 : x �→ x et ln. Ces trois fonctions sont de carré intégrable sur ]0, 1] et donc

l’application (f, g) �→
∫ 1

0

fg est un produit scalaire sur E. Si l’on note f le projeté

orthogonal de ln sur Vect(ϕ0, ϕ1) alors le théorème de projection orthogonale

prouve que d = inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0

[
ln(x)− a− bx

]2
dx = ‖ ln−f‖2 = ‖ ln ‖2 − ‖f‖2.

Si f = aϕ0 + bϕ1 alors
(
ln |ϕ0

)
=

(
f |ϕ0

)
et

(
ln |ϕ1

)
=

(
f |ϕ1

)
ou encore∫ 1

0

ln(x) dx =

∫ 1

0

(a+ bx) dx et

∫ 1

0

x ln(x) dx =

∫ 1

0

(ax+ bx2) dx ce qui donne, en

intégrant par parties, a+
b

2
= −1 et

a

2
+

b

3
= −1

4
et enfin a = −5

2
et b = 3.

Alors d =

∫ 1

0

ln2(x) dx−
∫ 1

0

(a+ bx)2 dx =
1

4
·

14. Le sens réciproque est immédiat.
Montrons le sens direct par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat.
Si la propriété est établie à un rang n � 1 et ‖x1+· · ·+xn+1‖ = ‖x1‖+· · ·+‖xn+1‖,
le cas où l’un des xi est nul découle de l’hypothèse de récurrence.
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Sinon xn+1 �= 0E et l’on pose x = x1 + · · ·+ xn et y = xn+1, alors :

(�) ‖x+y‖ � ‖x‖+‖y‖ � ‖x1‖+ · · ·+‖xn+1‖ = ‖x+y‖, d’où ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖.
Par suite

(
x|y

)
= ‖x‖ × ‖y‖ et donc, l’étude de l’inégalité de Cauchy-Schwarz

montre que, comme y �= 0E , x∈Ry.
En posant x = λy on a

(
x|y

)
= ‖x‖ × ‖y‖ ie. λ‖y‖2 = |λ| ‖y‖2 d’où λ � 0.

De plus (�) montre que ‖x1+· · ·+xn‖ = ‖x1‖+· · ·+‖xn‖ d’où l’existence de u∈E
et de (λ1, . . . , λn)∈(R+)

n tel que, pour tout i∈[[1, n]], xi = λiu. Si α = λ1+· · ·+λn

alors α > 0 car aucun des xi n’est nul et αu = λxn+1 d’où u =
λ

α
xn+1 et donc,

pour tout i∈[[1, n]], xi =
λiλ

α
xn+1 avec

λiλ

α
� 0, ce qui termine la récurrence.

15. On remarque immédiatement que U =




1
1
1


 est vecteur propre de A associé

à la valeur propre p+q+r. Notons p+q+r, λ, µ les valeurs propres comptées avec
ordre de multiplicité, alors tr(A) = p+ q + r montre que µ = −λ. La convergence
de (An)n montre que les trois valeurs propres sont élément de ]−1,+1] et, comme
µ = −λ, on a |λ| = |µ| < 1.

• Si |p+ q + r| < 1 alors (An)n converge vers 03.

• Sinon, p+ q + r = 1 et, comme S3(R) est une partie fermée de M3(R), la suite
(An)n converge vers une matrice P vérifiant P 2 = P ∈S3(R) car (A2n) converge
aussi vers P . Cette matrice est donc celle du projecteur orthogonal sur Vect(U)

relativement à la base canonique de M3,1(R), soit P =
U

t
U

t
UU

=
1

3




1 1 1
1 1 1
1 1 1


.

16. Écrivons A = PD
t
P où P ∈O(n) et D = Diag(λ1, . . . , λn).

tr(AB) = tr
[
P (D

t
PB)

]
= tr

[
(D

t
PB)P

]
= tr(DB′) où B′ =

t
PBP . Remarquons

que B′ ∈Sn(R) et que, pour toute colonne X,
t
XB′X =

t
(PX)B(PX) � 0 car

B ∈S+
n , et donc B′ ∈S+

n . Si i∈[[1, n]], en choisissant pour X le i-ème vecteur de la
base canonique de Mn,1(R), on obtient b′i,i � 0.

On a tr(AB) =

n∑
i=1

λib
′
i,i et tr(A) tr(B) = tr(D) tr(B′) =

( n∑
i=1

λi

)( n∑
i=1

b′i,i

)
d’où

0 � tr(AB) � tr(A) tr(B) car les λi et les b
′
i,i sont éléments de R+.

17. a. Avec
t
X = (10 . . . 0) on a α =

t
XAX � 0. La matrice B est dans Sn−1(R) et,

si Y ∈Mn−1,1(R), avec X =

(
0
Y

)
, on a

t
XAX =

t
Y BY � 0 d’où B ∈S+

n−1(R).

Enfin
t
MAM ∈Sn(R) et, si X ∈Mn,1(R), on a

t
X

t
MAMX =

t
(MX)A(MX) � 0,

d’où
t
MAM ∈S+

n .

b. Posons M =




� −
t
C√
α

0
...

√
αIn−1

0



. Alors

t
MAM =

(
� �
� αB − C

t
C

)
en

effectuant le produit par blocs, et la question a. montre que αB−C
t
C ∈S+

n−1(R).
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b. Soit A ∈ Mn(R). Comme Sp(A) est un ensemble fini, à partir d’un certain

rang p0, la matrice Ap = A +
1

p
In est élément de GLn(R). D’après a. il existe

(Qp, Sp) ∈ O(n)× S++
n tel que Ap = QpSp.

Comme O(n) est compact dans l’espace vectoriel de dimension finie Mn(R), il
existe une suite (Qϕ(p)) extraite de (Qp) qui converge vers une matrice Q ∈ O(n).

Comme Aϕ(p) = Qϕ(p)Sϕ(p), alors Sϕ(p) =
t
Qϕ(p)Aϕ(p) −−−→

p→∞

t
QA.

Comme S++
n est une partie fermée de l’espace vectoriel normé Mn(R), on a

t
QA = S et le résultat.

11. a. Notons P l’ensemble des projecteurs orthogonaux de E, ϕ et ψ les
applications continues définies sur L(E) par ϕ(p) = p2 − p et ψ(p) = ‖p‖.
P = ϕ−1(0L(E))∩ψ−1

(
[0, 1]

)
est une partie fermée bornée de L(E) espace vectoriel

normé de dimension finie donc compacte.

b. pA − pB étant symétrique on a ‖pA − pB‖ = max
‖x‖=1

∣∣(pA(x)− pB(x)|x
)∣∣.

Si x est un vecteur unitaire on a 0 �
(
pA(x)|x

)
� 1 et 0 �

(
pB(x)|x

)
� 1 d’où(

pA(x)− pB(x)|x
)
=

(
pA(x)|x

)
−
(
pB(x)|x

)
∈[−1,+1] et donc ‖pA − pB‖ � 1.

Supposons ‖pA− pB‖ < 1. Si x est un vecteur unitaire de A on a
(
pA(x)|x

)
= 1 et

donc
(
pB(x)|x

)
> 0 et, a fortiori , pB(x) �= 0E . Par suite A et B⊥ sont en somme

directe et donc dim(A) +
[
dim(E)− dim(B)

]
� dim(E) ie. dim(A) � dim(B).

Par raison de symétrie, dim(A) = dim(B).

12. Si n∈N, comme deg
[
u(Pn)

]
� deg(Pn) = n, u(Pn)∈Vect(P0, . . . , Pn).

Si k∈[[0, n[[ , on a
(
u(Pn)|Pk

)
=

(
Pn|u(Pk)

)
= 0 car u(Pk)∈Vect(P0, . . . , Pk) ⊂ P⊥

n

et donc u(Pn)∈Vect(P0, . . . , Pn) ∩ Vect(P0, . . . , Pn−1)
⊥ = RPn, ce qu’il fallait

démontrer.

13. Soit E le sous-espace vectoriel de C
(
]0, 1],R

)
engendré par ϕ0 : x �→ 1,

ϕ1 : x �→ x et ln. Ces trois fonctions sont de carré intégrable sur ]0, 1] et donc

l’application (f, g) �→
∫ 1

0

fg est un produit scalaire sur E. Si l’on note f le projeté

orthogonal de ln sur Vect(ϕ0, ϕ1) alors le théorème de projection orthogonale

prouve que d = inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0

[
ln(x)− a− bx

]2
dx = ‖ ln−f‖2 = ‖ ln ‖2 − ‖f‖2.

Si f = aϕ0 + bϕ1 alors
(
ln |ϕ0

)
=

(
f |ϕ0

)
et

(
ln |ϕ1

)
=

(
f |ϕ1

)
ou encore∫ 1

0

ln(x) dx =

∫ 1

0

(a+ bx) dx et

∫ 1

0

x ln(x) dx =

∫ 1

0

(ax+ bx2) dx ce qui donne, en

intégrant par parties, a+
b

2
= −1 et

a

2
+

b

3
= −1

4
et enfin a = −5

2
et b = 3.

Alors d =

∫ 1

0

ln2(x) dx−
∫ 1

0

(a+ bx)2 dx =
1

4
·

14. Le sens réciproque est immédiat.
Montrons le sens direct par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat.
Si la propriété est établie à un rang n � 1 et ‖x1+· · ·+xn+1‖ = ‖x1‖+· · ·+‖xn+1‖,
le cas où l’un des xi est nul découle de l’hypothèse de récurrence.
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Sinon xn+1 �= 0E et l’on pose x = x1 + · · ·+ xn et y = xn+1, alors :

(�) ‖x+y‖ � ‖x‖+‖y‖ � ‖x1‖+ · · ·+‖xn+1‖ = ‖x+y‖, d’où ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖.
Par suite

(
x|y

)
= ‖x‖ × ‖y‖ et donc, l’étude de l’inégalité de Cauchy-Schwarz

montre que, comme y �= 0E , x∈Ry.
En posant x = λy on a

(
x|y

)
= ‖x‖ × ‖y‖ ie. λ‖y‖2 = |λ| ‖y‖2 d’où λ � 0.

De plus (�) montre que ‖x1+· · ·+xn‖ = ‖x1‖+· · ·+‖xn‖ d’où l’existence de u∈E
et de (λ1, . . . , λn)∈(R+)

n tel que, pour tout i∈[[1, n]], xi = λiu. Si α = λ1+· · ·+λn

alors α > 0 car aucun des xi n’est nul et αu = λxn+1 d’où u =
λ

α
xn+1 et donc,

pour tout i∈[[1, n]], xi =
λiλ

α
xn+1 avec

λiλ

α
� 0, ce qui termine la récurrence.

15. On remarque immédiatement que U =




1
1
1


 est vecteur propre de A associé

à la valeur propre p+q+r. Notons p+q+r, λ, µ les valeurs propres comptées avec
ordre de multiplicité, alors tr(A) = p+ q + r montre que µ = −λ. La convergence
de (An)n montre que les trois valeurs propres sont élément de ]−1,+1] et, comme
µ = −λ, on a |λ| = |µ| < 1.

• Si |p+ q + r| < 1 alors (An)n converge vers 03.

• Sinon, p+ q + r = 1 et, comme S3(R) est une partie fermée de M3(R), la suite
(An)n converge vers une matrice P vérifiant P 2 = P ∈S3(R) car (A2n) converge
aussi vers P . Cette matrice est donc celle du projecteur orthogonal sur Vect(U)

relativement à la base canonique de M3,1(R), soit P =
U

t
U

t
UU

=
1

3




1 1 1
1 1 1
1 1 1


.

16. Écrivons A = PD
t
P où P ∈O(n) et D = Diag(λ1, . . . , λn).

tr(AB) = tr
[
P (D

t
PB)

]
= tr

[
(D

t
PB)P

]
= tr(DB′) où B′ =

t
PBP . Remarquons

que B′ ∈Sn(R) et que, pour toute colonne X,
t
XB′X =

t
(PX)B(PX) � 0 car

B ∈S+
n , et donc B′ ∈S+

n . Si i∈[[1, n]], en choisissant pour X le i-ème vecteur de la
base canonique de Mn,1(R), on obtient b′i,i � 0.

On a tr(AB) =

n∑
i=1

λib
′
i,i et tr(A) tr(B) = tr(D) tr(B′) =

( n∑
i=1

λi

)( n∑
i=1

b′i,i

)
d’où

0 � tr(AB) � tr(A) tr(B) car les λi et les b
′
i,i sont éléments de R+.

17. a. Avec
t
X = (10 . . . 0) on a α =

t
XAX � 0. La matrice B est dans Sn−1(R) et,

si Y ∈Mn−1,1(R), avec X =

(
0
Y

)
, on a

t
XAX =

t
Y BY � 0 d’où B ∈S+

n−1(R).

Enfin
t
MAM ∈Sn(R) et, si X ∈Mn,1(R), on a

t
X

t
MAMX =

t
(MX)A(MX) � 0,

d’où
t
MAM ∈S+

n .

b. Posons M =




� −
t
C√
α

0
...

√
αIn−1

0



. Alors

t
MAM =

(
� �
� αB − C

t
C

)
en

effectuant le produit par blocs, et la question a. montre que αB−C
t
C ∈S+

n−1(R).

So
lu
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o

ns
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c. Si α = 0 alors la matrice symétrique C
t
C est à la fois symétrique positive et

négative. Elle est diagonalisable avec 0 pour seule valeur propre donc nulle. Pour

la structure euclidienne canonique sur Mn−1(R) on a 0 = tr(C
t
C) = ‖C‖2 et donc

C est la colonne nulle.

18. a. Si A∈S++
n l’application (X,Y ) �→ t

XAY est un produit scalaire sur
Mn,1(R) et le procédé de Gram-Schmidt appliqué à la base canonique de E prouve

l’existence de T ∈Tn(R) à diagonale strictement positive telle que A =
t
TInT ie.

A =
t
TT . L’unicité de la base obtenue par ce procédé montre l’unicité de T .

Réciproquement, si A =
t
TT où T ∈Tn(R) est à diagonale strictement positive,

alors A∈Sn(R) et, si X ∈E \{0E},
t
XAX =

t
(TX)(TX) > 0 car T est inversible,

et donc A∈S++
n .

b. Écrivons A = P Diag(λ1, . . . , λn)
t
P où P ∈O(n) et les λi � 0 et posons

B = P Diag
(√

λ1, . . . ,
√
λn

)t
P . Pour tout k∈N, la matrice Bk = B + 2−kIn

est élément de GLn(R) et admet une décomposition Bk = QkRk avec Qk ∈O(n)
et Rk triangulaire supérieure à diagonale dans ]0,+∞[ .
Extrayons de (Qk) une suite (Qϕ(k)) convergente et écrivons, pour tout k∈N,
Rϕ(k) =

t
Qϕ(k)Bϕ(k), alors (Rϕ(k)) converge et sa limite T est triangulaire

supérieure à diagonale dans R+. En notant Q la limite de (Qϕ(k)) on a B = QT

et A = B2 =
t
BB =

t
(QT )(QT ) =

t
TT .

19. a. La matrice relativement à la base canonique E = (E1, . . . , En) de Mn,1(R)

du projecteur orthogonal sur RU est PU =
U

t
U

t
UU

et SU = In − 2PU = In − 2
U

t
U

t
UU

·

b. Soit X = C1(A) la première colonne de A. Alors X est non nulle et, si elle est
colinéaire à E1, la matrice S = In convient.
Sinon la réflexion par rapport à (X + ‖X‖E1)

⊥ transforme X en ‖X‖E1 et sa
matrice S relativement à E vérifie C1(SA) = SAE1 = SX = ‖X‖E1 et convient.

c. Procédons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons la
propriété établie à un rang n−1 � 1 et soit A∈GLn(R). Choisissons S et A′ comme
dans la question précédente. Alors A′ ∈GLn−1(R) et l’hypothèse de récurrence
prouve que A′ = S′

1 . . . S
′
n−2T

′ où les S′
i sont des matrices de Householder dans

O(n−1) et T ′ ∈Tn−1(R). Posons, pour tout i∈[[1, n−2]], Si = Diag(1, S′
i), alors Si

est une matrice de Householder dans O(n) et Sn−1 . . . S1SA =




α 
 · · · 

0
... T ′

0




en effectuant les produits par blocs, ce qui termine la récurrence.
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• Matrice et déterminant de Gram

Soient E un espace euclidien de dimension m et (x1, . . . , xn) ∈ En, on

appelle matrice de Gram de (x1, . . . , xn) la matrice
((

xi|xj

))
1�i,j�n

et l’on

note G(x1, . . . , xn) son déterminant.

1. Montrer que (x1, . . . , xn) et sa matrice de Gram ont même rang.

2. Soient (u0, . . . , um) une famille de vecteurs unitaires de E et un élément
α de [−1,+1[ tels que, pour tout (i, j)∈[[0,m]]2, si i �= j alors

(
ui|uj

)
= α.

Déterminer α et u0 + · · ·+ um.

3. Montrer que (x1, . . . , xn) est une famille liée si, et seulement si,
G(x1, . . . , xn) = 0 et que (x1, . . . , xn) est une famille libre si, et seulement
si, G(x1, . . . , xn) > 0.

4. Montrer que pour σ ∈ Sn, G(xσ(1), . . . , xσ(n)) = G(x1, . . . , xn).

5. Si (x1, . . . , xn) est libre, on note F = Vect(x1, . . . , xn). Montrer que :

∀x∈E, d2(x, F ) =
G(x, x1, . . . , xn)

G(x1, . . . , xn)
·

6. Démontrer par récurrence l’inégalité de Hadamard
∀(x1, . . . , xn) ∈ En, G(x1, . . . , xn) � ‖x1‖2 . . . ‖xn‖2.

Étudier les cas d’égalité.

7. Si (y1, . . . , yn)∈En montrer qu’il existe un élément u de O(E) tel que
pour tout i∈[[1, p]], yi = u(xi) si, et seulement si, les familles (x1, . . . , xn) et
(y1, . . . , yn) ont même matrice de Gram.

Solution

1. Notons A la matrice de Gram de (x1, . . . , xn) et Λ∈Mn,1(R). Alors AΛ

est nulle si, et seulement si, pour tout i∈[[1, n]],
n∑

j=1

λj

(
xi|xj

)
= 0 ou encore

n∑
j=1

λjxj ∈Vect(x1, . . . , xn)
⊥, ce qui revient à

n∑
j=1

λjxj = 0E .

Par suite Ker(A) = Ker(Φ) où Φ est l’application linéaire surjective de Mn,1(R)

sur Vect(x1, . . . , xn) définie par Φ(Λ) =

n∑
j=1

λjxj . Le théorème du rang prouve

alors que rg(A) = rg(x1, . . . , xn)

2. La famille (u0, . . . , um) est liée car m+ 1 > dim(E) et sa matrice de Gram
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P où P ∈O(n) et les λi � 0 et posons

B = P Diag
(√

λ1, . . . ,
√
λn

)t
P . Pour tout k∈N, la matrice Bk = B + 2−kIn

est élément de GLn(R) et admet une décomposition Bk = QkRk avec Qk ∈O(n)
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7. Si (y1, . . . , yn)∈En montrer qu’il existe un élément u de O(E) tel que
pour tout i∈[[1, p]], yi = u(xi) si, et seulement si, les familles (x1, . . . , xn) et
(y1, . . . , yn) ont même matrice de Gram.

Solution

1. Notons A la matrice de Gram de (x1, . . . , xn) et Λ∈Mn,1(R). Alors AΛ

est nulle si, et seulement si, pour tout i∈[[1, n]],
n∑

j=1

λj

(
xi|xj

)
= 0 ou encore

n∑
j=1

λjxj ∈Vect(x1, . . . , xn)
⊥, ce qui revient à
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A =




1 (α)
. . .

(α) 1


 n’est donc pas inversible. Or A = (1 − α)Im+1 + αJ

où J est la matrice de Mm+1(R) de coefficient générique 1 et donc semblable à
Diag(0, . . . , 0,m + 1) d’après le cours du chapitre 2. Par suite A est semblable
à Diag(1 − α, . . . , 1 − α, 1 + mα) et, comme elle n’est pas inversible et α �= 1,

α = − 1

m
·

La somme des colonnes de A est par conséquent nulle, ce qui signifie que, pour
tout i∈[[0,m]], ui⊥(u0 + . . .+ um) et donc u0 + . . .+ um = 0E .

3. La question précédente montre que (x1, . . . , xn) est une famille liée si, et
seulement si, G(x1, . . . , xn) = 0.
Si (x1, . . . , xn) est une famille libre on considère E = (e1, . . . , en) une base
orthonormée de Vect(x1, . . . , xn) et X la matrice de (x1, . . . , xn) relativement à E .

Si (i, j)∈[[1, n]]2, (
t
XX)i,j =

n∑
k=1

xk,ixk,j =

n∑
k=1

(
xi|ek

)(
xj |ek

)
=

(
xi|xj

)
et donc

t
XX est la matrice de Gram de (x1, . . . , xn). Alors G(x1, . . . , xn) = det2(X) > 0
car X est inversible. La réciproque découle du début de la question.

4. • Si (x1, . . . , xn) est une famille liée, G(xσ(1), . . . , xσ(n)) = G(x1, . . . , xn) = 0.
• Si (x1, . . . , xn) est une famille libre, en reprenant la question précédente et en
notant X ′ la matrice de (xσ(1), . . . , xσ(n)) relativement à E , si ε(σ) désigne la
signature de σ on a det(X ′) = ε(σ) det(X) d’où :

G(xσ(1), . . . , xσ(n)) = ε2(σ)G(x1, . . . , xn) = G(x1, . . . , xn).

5. Soit x ∈ E. F étant un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, soit y
la projection orthogonale de x sur F . On déduit du théorème de la projection
orthogonale : x = y + z, (y, z) ∈ F × F⊥, d(x, F ) = ‖z‖ et ‖x‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2.

D’où A =




(x1|x1) . . . (x1|xn) (x1|x)
...

...
...

(xn−1|x1) . . . (xn|xn) (xn|x)
(x|x1) . . . (x|xn) (x|x)


 = B

avec B =




(x1|x1) . . . (x1|xn) (x1|y)
...

...
...

(xn|x1) . . . (xn|xn) (xn|y)
(y|x1) . . . (y|xn) ‖y‖2 + ‖z‖2


 car (xi|x) = (xi|y).

y ∈ F = Vect(x1, . . . , xn) donc y =

n∑
i=1

λixi.

Notons C1, C2, . . . , Cn+1 les vecteurs colonnes de B et effectuons dans le determi-
nant de B l’opération élémentaire suivante : Cn+1 ← Cn+1 − λ1C1 − · · · − λnCn.

On a alors : det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

(x1|x1) . . . (x1|xn) 0
...

...
...

(xn|x1) . . . (xn|xn) 0
(y|x1) . . . (y|xn) ‖z‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Par développement suivant la (n+ 1)-ème colonne.
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Donc : det(A) = G(x1, . . . , xn, x) = det(B) = ‖z‖2G(x1, . . . , xn). D’où le résultat.

6. Si (x1, . . . , xn) est liée alors G(x1, . . . , xn) = 0 et la formule est évidente ;
l’égalité ne pouvant avoir lieu que si l’un des xi est nul.

Sinon faisons une récurrence. La propriété étant vraie pour n = 1 (avec égalité),
pour n = 2, G(x1, x2) = ‖x1‖2‖x2‖2 − (x1|x2)

2 � ‖x1‖2‖x2‖2 avec égalité si, et
seulement si, (x1|x2) = 0.
Supposons l’inégalité vraie pour tout système libre de n vecteurs, l’égalité ayant
lieu si, et seulement si, les n vecteurs sont deux à deux orthogonaux. Soit
(x1, . . . , xn+1) une famille libre de (n + 1) vecteurs. Posons y la projection
orthogonale de xn+1 sur F = Vect(x1, . . . , xn). On déduit de 4. que :
G(x1, . . . , xn+1) = G(x1, . . . , xn)‖xn+1 − y‖2 (1)
xn+1 − y = z étant orthogonal à y, on déduit du théorème de Pythagore :
‖xn+1‖2 = ‖y + z‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2. Donc ‖xn+1‖2 � ‖z‖2 (2)

De l’hypothèse de récurrence on déduit compte tenu de (1) et (2) :
G(x1, . . . , xn+1) � ‖x1‖2 . . . ‖xn‖2‖xn+1‖2.
On n’a l’égalité que si G(x1, . . . , xn) = ‖x1‖2 . . . ‖xn‖2 et ‖xn+1‖2 = ‖z‖2.
ie. (x1, . . . , xn) sont deux à deux orthogonaux et y = 0. Or y = 0 ⇐⇒ xn+1 ∈ F⊥,
donc on n’a l’égalité que si (x1, . . . , xn+1) sont deux à deux orthogonaux. D’où la
propriété prouvée par récurrence.

7. Le sens direct découle de la conservation du produit scalaire par tout endomor-
phisme orthogonal.

Réciproquement, si (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) ont même matrice de Gram alors
elles ont même rang ; on le note p. Si p = 0 la propriété est immédiate.

Sinon, par exemple, (x1, . . . , xp) est libre et donc sa matrice de Gram est in-
versible. Comme c’est aussi la matrice de Gram de (y1, . . . , yp), cette dernière
famille est libre. On considère V = Vect(x1, . . . , xp) = Vect(x1, . . . , xn) et
W = Vect(y1, . . . , yp) = Vect(y1, . . . , yn), (ep+1, . . . em) et (εp+1, . . . εm) des bases
orthonormales de V ⊥ et W⊥. On définit enfin l’élément u de L(E) par :

∀i∈[[1, p]], u(xi) = yi, ∀i∈[[p+ 1,m]], u(ei) = εi.

Alors u∈O(E) car u conserve le produit scalaire par linéarité. Reste, pour
terminer, à vérifier que, pour tout i∈[[p+ 1, n]], u(xi) = yi.

Soient i∈[[p+ 1, n]] et j ∈[[1, p]], on a :(
yi − u(xi)|yj

)
=

(
yi|yj

)
−
(
u(xi)|u(xj)

)
=

(
yi|yj

)
−
(
xi|xj

)
= 0,

d’où yi − u(xi)∈W ∩W⊥ = {0E}, et donc yi = u(xi).
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Si (x1, . . . , xn) est une famille libre on considère E = (e1, . . . , en) une base
orthonormée de Vect(x1, . . . , xn) et X la matrice de (x1, . . . , xn) relativement à E .

Si (i, j)∈[[1, n]]2, (
t
XX)i,j =

n∑
k=1

xk,ixk,j =

n∑
k=1

(
xi|ek

)(
xj |ek

)
=

(
xi|xj

)
et donc

t
XX est la matrice de Gram de (x1, . . . , xn). Alors G(x1, . . . , xn) = det2(X) > 0
car X est inversible. La réciproque découle du début de la question.

4. • Si (x1, . . . , xn) est une famille liée, G(xσ(1), . . . , xσ(n)) = G(x1, . . . , xn) = 0.
• Si (x1, . . . , xn) est une famille libre, en reprenant la question précédente et en
notant X ′ la matrice de (xσ(1), . . . , xσ(n)) relativement à E , si ε(σ) désigne la
signature de σ on a det(X ′) = ε(σ) det(X) d’où :

G(xσ(1), . . . , xσ(n)) = ε2(σ)G(x1, . . . , xn) = G(x1, . . . , xn).

5. Soit x ∈ E. F étant un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, soit y
la projection orthogonale de x sur F . On déduit du théorème de la projection
orthogonale : x = y + z, (y, z) ∈ F × F⊥, d(x, F ) = ‖z‖ et ‖x‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2.

D’où A =




(x1|x1) . . . (x1|xn) (x1|x)
...

...
...

(xn−1|x1) . . . (xn|xn) (xn|x)
(x|x1) . . . (x|xn) (x|x)


 = B

avec B =




(x1|x1) . . . (x1|xn) (x1|y)
...

...
...

(xn|x1) . . . (xn|xn) (xn|y)
(y|x1) . . . (y|xn) ‖y‖2 + ‖z‖2


 car (xi|x) = (xi|y).

y ∈ F = Vect(x1, . . . , xn) donc y =

n∑
i=1

λixi.

Notons C1, C2, . . . , Cn+1 les vecteurs colonnes de B et effectuons dans le determi-
nant de B l’opération élémentaire suivante : Cn+1 ← Cn+1 − λ1C1 − · · · − λnCn.

On a alors : det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

(x1|x1) . . . (x1|xn) 0
...

...
...

(xn|x1) . . . (xn|xn) 0
(y|x1) . . . (y|xn) ‖z‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Par développement suivant la (n+ 1)-ème colonne.
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Donc : det(A) = G(x1, . . . , xn, x) = det(B) = ‖z‖2G(x1, . . . , xn). D’où le résultat.

6. Si (x1, . . . , xn) est liée alors G(x1, . . . , xn) = 0 et la formule est évidente ;
l’égalité ne pouvant avoir lieu que si l’un des xi est nul.

Sinon faisons une récurrence. La propriété étant vraie pour n = 1 (avec égalité),
pour n = 2, G(x1, x2) = ‖x1‖2‖x2‖2 − (x1|x2)

2 � ‖x1‖2‖x2‖2 avec égalité si, et
seulement si, (x1|x2) = 0.
Supposons l’inégalité vraie pour tout système libre de n vecteurs, l’égalité ayant
lieu si, et seulement si, les n vecteurs sont deux à deux orthogonaux. Soit
(x1, . . . , xn+1) une famille libre de (n + 1) vecteurs. Posons y la projection
orthogonale de xn+1 sur F = Vect(x1, . . . , xn). On déduit de 4. que :
G(x1, . . . , xn+1) = G(x1, . . . , xn)‖xn+1 − y‖2 (1)
xn+1 − y = z étant orthogonal à y, on déduit du théorème de Pythagore :
‖xn+1‖2 = ‖y + z‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2. Donc ‖xn+1‖2 � ‖z‖2 (2)

De l’hypothèse de récurrence on déduit compte tenu de (1) et (2) :
G(x1, . . . , xn+1) � ‖x1‖2 . . . ‖xn‖2‖xn+1‖2.
On n’a l’égalité que si G(x1, . . . , xn) = ‖x1‖2 . . . ‖xn‖2 et ‖xn+1‖2 = ‖z‖2.
ie. (x1, . . . , xn) sont deux à deux orthogonaux et y = 0. Or y = 0 ⇐⇒ xn+1 ∈ F⊥,
donc on n’a l’égalité que si (x1, . . . , xn+1) sont deux à deux orthogonaux. D’où la
propriété prouvée par récurrence.

7. Le sens direct découle de la conservation du produit scalaire par tout endomor-
phisme orthogonal.

Réciproquement, si (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) ont même matrice de Gram alors
elles ont même rang ; on le note p. Si p = 0 la propriété est immédiate.

Sinon, par exemple, (x1, . . . , xp) est libre et donc sa matrice de Gram est in-
versible. Comme c’est aussi la matrice de Gram de (y1, . . . , yp), cette dernière
famille est libre. On considère V = Vect(x1, . . . , xp) = Vect(x1, . . . , xn) et
W = Vect(y1, . . . , yp) = Vect(y1, . . . , yn), (ep+1, . . . em) et (εp+1, . . . εm) des bases
orthonormales de V ⊥ et W⊥. On définit enfin l’élément u de L(E) par :

∀i∈[[1, p]], u(xi) = yi, ∀i∈[[p+ 1,m]], u(ei) = εi.

Alors u∈O(E) car u conserve le produit scalaire par linéarité. Reste, pour
terminer, à vérifier que, pour tout i∈[[p+ 1, n]], u(xi) = yi.

Soient i∈[[p+ 1, n]] et j ∈[[1, p]], on a :(
yi − u(xi)|yj

)
=

(
yi|yj

)
−
(
u(xi)|u(xj)

)
=

(
yi|yj

)
−
(
xi|xj

)
= 0,

d’où yi − u(xi)∈W ∩W⊥ = {0E}, et donc yi = u(xi).
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• Théorème de Courant-Fischer et applications

1. Théorème du minimax
Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n et, si p∈[[1, n]], Gp

l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension p. On choisit
un endomorphisme symétrique u de E de spectre ordonné décroissant
λ1(u) � · · · � λn(u). Si F est un sous-espace vectoriel de E on note SF

sa sphère unité, SF =
{
x∈F

∣∣ ‖x‖ = 1
}
· Montrer que, pour tout k∈[[1, n]] :

λk(u) = max
F∈Gk

[
min
x∈SF

(
u(x)|x

)]
= min

G∈Gn+1−k

[
max
x∈SG

(
u(x)|x

)]
.

En déduire que λk est une application 1-lipschitzienne de l’espace vectoriel
normé

(
S(E), ‖ · ‖

)
des endomorphismes symétriques de E dans R.

2. On suppose n � 2, A∈Sn(R) et B =
(
ai,j

)
1�i,j�n−1

matrice extraite.

On ordonne les spectres de A : λ1 � · · · � λn et de B : µ1 � · · · � µn−1.
Montrer : λ1 � µ1 � λ2 � · · · � λn−1 � µn−1 � λn.

3. Inégalités de Bergstrom
a. Si y est un élément fixé non nul de E et u un endomorphisme symétrique

défini positif de E
(
u∈S++(E)

)
, on pose µ(u) =

1(
u−1(y)|y

) , montrer

µ(u) = min
(x|y)=1

[(
u(x)|x

)]
.

Montrer que, si u et v sont deux éléments de S++(E) : µ(u)+µ(v) � µ(u+v).

b. Si A et B sont deux éléments de S++
n , pour i∈[[1, n]] on note Ai et Bi les

matrices obtenues en supprimant les i-ème ligne et i-ème colonne.

Prouver :
det(A+B)

det(Ai +Bi)
�

det(A)

det(Ai)
+

det(B)

det(Bi)
·

Solution

1. Fixons (e1, . . . , en) une base de vecteurs propres associée à
(
λ1(u), . . . λn(u)

)
et k dans [[1, n]]. Soit Fk = Vect(e1, . . . , ek), Fk ∈Gk et u induit un élément

de S(Fk) et, sur SFk
,
(
u(x)|x

)
=

k∑
i=1

λi|xi|2 � λk, avec
(
u(ek)|ek

)
= λk d’où

min
x∈SFk

(
u(x)|x

)
= λk puis sup

F∈Gk

[
min
x∈SF

(
u(x)|x

)]
� λk sous réserve d’existence de

cette borne supérieure.

Soit alors F ∈Gk, si G est un sous-espace vectoriel de E de dimension n − k + 1
alors n � dim(F + G) = n + 1 − dim(F ∩ G) d’où dim(F ∩ G) � 1. On prend
G = Vect(ek, . . . , en), u induit un élément ũ de S(G) de rayon spectral r

(
ũ
)
= λk

et, si X ∈SG,
(
u(x)|x

)
� λk, ce qui prouve a fortiori que min

x∈SF∩G

(
u(x)|x

)
� λk et

donc min
x∈SF

(
u(x)|x

)
� λk. Cela prouve à la fois l’existence de la borne supérieure

et l’inégalité sup
F∈Gk

[
min
x∈SF

(
u(x)|x

)]
� λk, donc l’égalité.

La deuxième égalité se démontre de la même façon.

Soient k∈[[1, n]], F ∈Gk, u et v dans S(E), on a :
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(
u(x)|x

)
−
(
v(x)|x

)
=

(
[u− v](x)|x

)
� ‖u− v‖ par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

donc min
y∈SF

(
u(y)|y

)
� ‖u − v‖ +

(
v(x)|x

)
puis, en passant à la borne inférieure,

min
y∈SF

(
u(y)|y

)
� ‖u− v‖+ min

y∈SF

(
v(y)|y

)
.

Choisissons F dans Gk tel que λk(u) = min
y∈SF

(
u(y)|y

)
.

λk(u) � ‖u− v‖+ min
y∈SF

(
v(y)|y

)
� ‖u− v‖+ λk(v) et il vient alors :

λk(u)− λk(v) � ‖u− v‖ puis, en échangeant u et v,
∣∣λk(u)− λk(v)

∣∣ � ‖u− v‖.

2. Si Y ∈Mn−1,1(R) on pose Ỹ =

(
Y
0

)
, Ỹ ∈Mn,1(R) et

t
Ỹ AỸ =

t
Y BY ainsi que

‖Ỹ ‖ = ‖Y ‖ pour les structures euclidiennes canoniques surMn−1,1(R) et Mn,1(R).
Soit (X1, . . . , Xn−1) une base orthonormée de vecteurs propres de B associée à
(µ1, . . . , µn−1).
Pour k∈[[1, n− 1]] on pose Fk = Vect(X1, . . . , Xk) et Gk = Vect(Xk, . . . , Xn).

Avec des notations adaptées et les égalités de Courant-Fischer on a :

µk = max
Y ∈SGk

t
Y BY = min

Y ∈SFk

t
Y BY et λk � min

Ỹ ∈SF̃k

t
Ỹ AỸ et λk+1 � max

Ỹ ∈SG̃k

t
Ỹ AỸ

où l’on a posé F̃k = Vect(X̃1, . . . , X̃k) et G̃k = Vect(X̃k, . . . , X̃n). Par conséquent :

λk � µk � λk+1.

3. a. Comme u−1 est un endomorphisme symétrique défini positif, la forme
bilinéaire symétrique ϕ : (x′, y′) �→

(
u−1(x′)|y′

)
est un produit scalaire. Si x∈E,

l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée avec x′ = u(x) et y′ = y montre que

(
)
(
x|y

)
�

(
x|u(x)

)(
u−1(y)|y

)
, d’où µ(u) � sup

(x|y)=1

[(
u(x)|x

)]
.

(
) est une égalité si, et seulement si, u(x) est colinéaire à y car y �= 0E . Par suite,

avec x =
u−1(y)(
y|u−1(y)

) , on a µ(u) = max
(x|y)=1

[(
u(x)|x

)]
.

Soit alors x0 tel que
(
x0|y

)
= 1 et µ(u+ v) =

(
(u+ v)(x0)|x0

)
, on a :

µ(u) �
(
u(x0)|x0

)
et µ(v) �

(
v(x0)|x0

)
d’où µ(u) + µ(v) �

(
(u+ v)(x0)|x0

)
ie.

µ(u) + µ(v) � µ(u+ v).

b. Pour tout élément X =
t
(x1 · · · xi−1 xi+1 · · · xn ) de Mn−1,1(R)

on pose X̃ =
t
(x1 · · · xi−1 0 xi+1 · · · xn ), alors X̃ ∈Mn,1(R) et on a

l’égalité
t
X̃AX̃ =

t
XAiX d’où l’appartenance de Ai à S++

n−1(R).
Pour y = ei considérons µ(u) =

(
u−1(ei)|ei

)
où u est de matrice A relativement à

la base canonique (e1, . . . , en) de Rn.

On a
(
u−1(ei)|ei

)
=

t
EiA

−1Ei =
1

det(A)

t
EiA

†Ei où A† =
t
Com(A) d’où

(
u−1(ei)|ei

)
=

1

det(A)
(A†)i,i =

det(Ai)

det(A)
et donc µ(u) =

det(A)

det(Ai)
· De même,

si v est de matrice B relativement à (e1, . . . , en) alors u + v est de matrice

A+B, µ(v) =
det(B)

det(Bi)
et µ(u+ v) =

det(A+B)

det(Ai +Bi)
et la fin de la démonstration.
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• Théorème de Courant-Fischer et applications
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Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n et, si p∈[[1, n]], Gp

l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension p. On choisit
un endomorphisme symétrique u de E de spectre ordonné décroissant
λ1(u) � · · · � λn(u). Si F est un sous-espace vectoriel de E on note SF

sa sphère unité, SF =
{
x∈F

∣∣ ‖x‖ = 1
}
· Montrer que, pour tout k∈[[1, n]] :

λk(u) = max
F∈Gk

[
min
x∈SF

(
u(x)|x

)]
= min

G∈Gn+1−k

[
max
x∈SG

(
u(x)|x

)]
.

En déduire que λk est une application 1-lipschitzienne de l’espace vectoriel
normé

(
S(E), ‖ · ‖

)
des endomorphismes symétriques de E dans R.

2. On suppose n � 2, A∈Sn(R) et B =
(
ai,j

)
1�i,j�n−1

matrice extraite.

On ordonne les spectres de A : λ1 � · · · � λn et de B : µ1 � · · · � µn−1.
Montrer : λ1 � µ1 � λ2 � · · · � λn−1 � µn−1 � λn.

3. Inégalités de Bergstrom
a. Si y est un élément fixé non nul de E et u un endomorphisme symétrique

défini positif de E
(
u∈S++(E)

)
, on pose µ(u) =

1(
u−1(y)|y

) , montrer

µ(u) = min
(x|y)=1

[(
u(x)|x

)]
.

Montrer que, si u et v sont deux éléments de S++(E) : µ(u)+µ(v) � µ(u+v).

b. Si A et B sont deux éléments de S++
n , pour i∈[[1, n]] on note Ai et Bi les

matrices obtenues en supprimant les i-ème ligne et i-ème colonne.

Prouver :
det(A+B)

det(Ai +Bi)
�

det(A)

det(Ai)
+

det(B)

det(Bi)
·

Solution

1. Fixons (e1, . . . , en) une base de vecteurs propres associée à
(
λ1(u), . . . λn(u)

)
et k dans [[1, n]]. Soit Fk = Vect(e1, . . . , ek), Fk ∈Gk et u induit un élément

de S(Fk) et, sur SFk
,
(
u(x)|x

)
=

k∑
i=1

λi|xi|2 � λk, avec
(
u(ek)|ek

)
= λk d’où

min
x∈SFk

(
u(x)|x

)
= λk puis sup

F∈Gk

[
min
x∈SF

(
u(x)|x

)]
� λk sous réserve d’existence de

cette borne supérieure.

Soit alors F ∈Gk, si G est un sous-espace vectoriel de E de dimension n − k + 1
alors n � dim(F + G) = n + 1 − dim(F ∩ G) d’où dim(F ∩ G) � 1. On prend
G = Vect(ek, . . . , en), u induit un élément ũ de S(G) de rayon spectral r

(
ũ
)
= λk

et, si X ∈SG,
(
u(x)|x

)
� λk, ce qui prouve a fortiori que min

x∈SF∩G

(
u(x)|x

)
� λk et

donc min
x∈SF

(
u(x)|x

)
� λk. Cela prouve à la fois l’existence de la borne supérieure

et l’inégalité sup
F∈Gk

[
min
x∈SF

(
u(x)|x

)]
� λk, donc l’égalité.

La deuxième égalité se démontre de la même façon.

Soient k∈[[1, n]], F ∈Gk, u et v dans S(E), on a :
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(
u(x)|x

)
−
(
v(x)|x

)
=

(
[u− v](x)|x

)
� ‖u− v‖ par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

donc min
y∈SF

(
u(y)|y

)
� ‖u − v‖ +

(
v(x)|x

)
puis, en passant à la borne inférieure,

min
y∈SF

(
u(y)|y

)
� ‖u− v‖+ min

y∈SF

(
v(y)|y

)
.

Choisissons F dans Gk tel que λk(u) = min
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(
u(y)|y

)
.

λk(u) � ‖u− v‖+ min
y∈SF

(
v(y)|y

)
� ‖u− v‖+ λk(v) et il vient alors :

λk(u)− λk(v) � ‖u− v‖ puis, en échangeant u et v,
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2. Si Y ∈Mn−1,1(R) on pose Ỹ =
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Y
0

)
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t
Ỹ AỸ =

t
Y BY ainsi que

‖Ỹ ‖ = ‖Y ‖ pour les structures euclidiennes canoniques surMn−1,1(R) et Mn,1(R).
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t
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Ỹ AỸ

où l’on a posé F̃k = Vect(X̃1, . . . , X̃k) et G̃k = Vect(X̃k, . . . , X̃n). Par conséquent :
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)
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(
)
(
x|y

)
�

(
x|u(x)

)(
u−1(y)|y

)
, d’où µ(u) � sup

(x|y)=1

[(
u(x)|x

)]
.

(
) est une égalité si, et seulement si, u(x) est colinéaire à y car y �= 0E . Par suite,

avec x =
u−1(y)(
y|u−1(y)

) , on a µ(u) = max
(x|y)=1

[(
u(x)|x

)]
.

Soit alors x0 tel que
(
x0|y

)
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(
(u+ v)(x0)|x0

)
, on a :
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)
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)
d’où µ(u) + µ(v) �
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)
ie.
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b. Pour tout élément X =
t
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on pose X̃ =
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X̃AX̃ =

t
XAiX d’où l’appartenance de Ai à S++

n−1(R).
Pour y = ei considérons µ(u) =

(
u−1(ei)|ei

)
où u est de matrice A relativement à

la base canonique (e1, . . . , en) de Rn.

On a
(
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)
=

t
EiA

−1Ei =
1
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t
EiA

†Ei où A† =
t
Com(A) d’où

(
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)
=

1
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et donc µ(u) =
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· De même,
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det(Ai +Bi)
et la fin de la démonstration.
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• Approximation d’une matrice de rang fixé

n désigne un élément de N� et E l’ensemble Mn(R). On confond tout
élément x de Rn avec sa matrice unicolonne notée X ; l’espace vectoriel

Rn est muni du produit scalaire (x, y) �→
(
x|y

)
=

t
XY . La norme d’un

vecteur X de Rn sera notée |X|. L’espace vectoriel E sera muni du produit

scalaire (A,B) �→
〈〈
A/B

〉〉
= tr

(t
AB

)
, la norme de A est notée ‖A‖.

Première partie

1. Montrer qu’une matrice M ∈E est de rang 1 si, et seulement si, elle

s’écrit M = X
t
Y où X et Y sont des matrices colonnes non nulles.

Établir les relations qui lient les matrices colonnesX, X ′ et Y, Y ′ lorsqu’une

même matrice M de rang 1 est égale aux produits X
t
Y et X ′tY ′.

2. Si (U1, . . . , Up) et (V1, . . . , Vq) sont deux familles de vecteurs de Rn de

rangs r et s, déterminer le rang de la famille (Ui
t
Vj)(i,j)∈[[1,p]]×[[1,q]].

3. a. À quelle condition sur les vecteurs X, X ′, Y et Y ′ de Rn, les matrices

X
t
Y et X ′tY ′ sont-elles orthogonales dans E pour

〈〈
/
〉〉

?

b. En déduire comment choisir deux suites (Xi)1�i�n et (Yj)1�j�n

d’éléments de Rn, pour que (Xi
t
Yj)1�i,j�n soit base orthonormale de E.

4. Soit A = X
t
Y une matrice de rang 1 et soit a le réel

t
XY .

a. Montrer que A annule un polynôme de degré 2. Pour quelles valeurs de
a la matrice A est-elle diagonalisable ?

b. Montrer que les matrices diagonalisables de rang 1 engendrent E.

Deuxième partie

Soient A et B deux éléments de E et ΦA,B l’endomorphisme de E défini

par ΦA,B : M �→ AM
t
B.

1. Déterminer en fonction des rangs r et s de A et B, le rang de ΦA,B .

2. a. Montrer que si V et W sont des vecteurs propres de A et B, la matrice

V
t
W est vecteur propre de ΦA,B .

b. Caractériser les matrices de rang 1 qui sont éléments du noyau de ΦA,B .

c. Soit X
t
Y une matrice de rang 1 vecteur propre associé à la valeur propre

non nulle µ de ΦA,B . Est-ce queX et Y sont des vecteurs propres de A et B ?

d. Montrer que si A et B sont diagonalisables, ΦA,B l’est aussi.

3. a. On suppose que ΦA,B est orthogonal dans
(
E,

〈〈
/
〉〉)

euclidien.

En choisissant pour M et N deux matrices égales de rang 1, établir qu’il
y a une relation simple, pour tout couple (X,Y ) d’éléments de Rn, entre
|AX|2 |BY |2 et |X|2 |Y |2.
b. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur A et B d’apparte-
nance de ΦA,B à O(E).
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Troisième partie

Désignons par m l’endomorphisme de Rn de matrice dans la base canonique
M de rang r et par m� l’endomorphisme canoniquement associé à m.

1. Montrer que le rang de m� ◦ m est r. Établir l’existence d’une base
orthonormale (vi)1�i�n de Rn formée de vecteurs propres de m� ◦m et telle
que les valeurs propres associées αi vérifient les relations :

α1 � · · · � αr > 0 et si r < n, αr+1 = · · · = αn = 0.

2. a. Calculer
(
m(vi)|m(vj)

)
si (i, j)∈[[1, n]]2.

b. En déduire qu’il existe des bases orthonormales (Yi)1�i�n et (Zj)1�j�n

de Rn telles que : M =
√
α1 (Y1

t
Z1) + · · ·+√

αn (Yn
t
Zn).

Quatrième partie

La matriceM de rang r est donnée ainsi qu’un entier s vérifiant s < r. Le but
de cette partie est de déterminer une matrice P qui minimise P �→ d(M,P )
sur Rs = {P ∈E | rg(P ) � s}· On admet que si N et M sont des
matrices de rangs q et r, la suite décroissante (λi) des valeurs propres de
t
(M − N)(M − N) vérifie : ∀i∈[[1, n− q]], λi � αi+q où (αi) est la suite

décroissante des valeurs propres de
t
MM .

1. On suppose r > 1, soit s∈[[1, r − 1]].

a. Montrer d(M,Rs) �
√
αs+1 + · · ·+ αr où les αi sont les valeurs propres

de
t
MM .

b. Soit N élément de Rs ; comparer ‖M −N‖2 et αs+1 + · · ·+ αr.

c. En déduire la valeur de d(M,Rs).

Existe-t-il P dans Rs telle que ‖M − P‖ = d(M,Rs) ?

2. Soit s∈[[1, n]] ; soit Ss l’ensemble des matrices symétriques de rang
inférieur ou égal à s. Soient A et B deux matrices respectivement symétrique
et antisymétrique.

a. Que vaut
〈〈
A/B

〉〉
?

b. Montrer qu’il existe U dans Ss approchant A au plus près.

Évaluer ‖A− U‖ à l’aide des valeurs propres λi de A (|λ1| � · · · � |λn|).
À quelle condition y a-t-il unicité de U ?

c. Soit M élément de E ; M = A+B avec A =
t
A et B = −t

B.

Montrer qu’il existe un élément V de Ss approchant M au plus près.
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rangs r et s, déterminer le rang de la famille (Ui
t
Vj)(i,j)∈[[1,p]]×[[1,q]].
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de cette partie est de déterminer une matrice P qui minimise P �→ d(M,P )
sur Rs = {P ∈E | rg(P ) � s}· On admet que si N et M sont des
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inférieur ou égal à s. Soient A et B deux matrices respectivement symétrique
et antisymétrique.

a. Que vaut
〈〈
A/B

〉〉
?

b. Montrer qu’il existe U dans Ss approchant A au plus près.
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Solution

Première partie

1. Si M = X
t
Y avec xi �= 0 et yj �= 0 alors Im(M) ⊂ RX et mi,j = xiyj �= 0 donc

rg(M) = 1. Réciproquement si M est de rang 1 alors, toutes ses colonnes sont
homothétiques d’une même colonne X non nulle, les rapports étant y1, . . . , yn non

tous nuls, et alors M = X
t
Y .

Si X
t
Y = X ′tY ′ = M alors Im(M) = RX = RX ′ d’où l’existence d’un réel non

nul λ tel que X ′ = λX et donc X
t
Y = X ′tY ′ si, et seulement si, Y = λY ′.

2. On commence par le cas où les familles sont libres et on les complète en
(U1, . . . , Un) et (V1, . . . , Vn) bases de Rn. Soient P et Q les éléments de GLn(R)
dont les colonnes sont U1, . . . Un pour la première et V1, . . . , Vn pour la seconde.

Alors, si (i, j)∈[[1, n]]2, Ui
t
Vj = PEi

t
Ej

t
Q = PEi,j tQ et, comme X �→ PX

t
Q

est un automorphisme de E, la famille (Ui
t
Vj)1�i,j�n est une base de E et donc

(Ui
t
Vj)(i,j)∈[[1,p]]×[[1,q]] est libre.

Dans le cas général, en supposant pour simplifier que (U1, . . . , Ur) et (V1, . . . , Vs)
sont libres et en utilisant, pour tout (i, j)∈[[r+1, p]]×[[s+1, q]], Ui ∈Vect(U1, . . . , Ur)
et Vj ∈Vect(V1, . . . , Vs), on voit en développant que, si i � r + 1 ou j � s + 1,

Ui
t
Vj ∈Vect(Uk

t
V�)(k,�)∈[[1,r]]×[[1,s]] et donc (Ui

t
Vj)(i,j)∈[[1,p]]×[[1,q]] est de rang rs.

3. a.
〈〈
X

t
Y
/
X ′tY ′〉〉 = tr

[
Y (

t
XX ′)

t
Y ′] =

t
XX ′ tr(Y

t
Y ′) =

(
X|X ′)(Y |Y ′) et

donc X
t
Y est orthogonale à X ′tY ′ pour

〈〈/〉〉
si, et seulement si, X⊥X ′ ou Y⊥Y ′.

b. Il faut et il suffit que, pour tout i∈[[1, n]], ‖Xi
t
Yi‖2 = 1 ie. |Xi|2|Yi|2 = 1, et

que, de plus si i �= j, Xi⊥Yj ou X ′
i⊥Y ′

j .

4. a. On a (X
t
Y )2 = X(

t
Y X)

t
Y = aA et donc A annule T = X2 − aX.

• Si a �= 0 alors T est scindé à racines simples et A est diagonalisable.
• Si a = 0 alors A est nilpotente non nulle donc non diagonalisable.

b. Posons, pour tout i∈[[1, n]], Xi = E1 + · · ·+ Ei alors, pour tout (i, j)∈[[1, n]]2,
tr(Xi

t
Xj) = min(i, j) �= 0 et (X1, . . . , Xn) est une base de Rn, donc (Xi

t
Xj)1�i,j�n

est une base de E constituée de matrices de rang 1 diagonalisables.

Deuxième partie

1. Si (i, j)∈[[1, n]]2, ΦA,B(E
i,j) = (AEi)

t
(BEj) = Ci(A)

t
Cj(B) où Ck(X)

désigne la k-ième colonne de X. Comme le rang de ΦA,B est celui de la famille(
ΦA,B(E

i,j)
)
1�i,j�n

, la question I. 2. montre que rg(ΦA,B) = rg(A) rg(B).

2. a. Si AV = λV et BW = µW on a V
t
W non nulle car de rang 1 et

ΦA,B(V
t
W ) = λµ(V

t
W ), ce qui prouve que V

t
W est un vecteur propre de ΦA,B

associé à λµ.

b. ΦA,B(X
t
Y ) = 0 ⇐⇒ (AX)

t
(BY ) = 0 ⇐⇒ AX = 0 ou BY = 0 car un

produit X ′tY ′ est nul si, et seulement si, X ′ ou Y ′ est nul.

c. On a (AX)
t
(BY ) = (µX)

t
Y et donc, d’après I.1. AX et µX sont liés, BY et Y

également, X et Y sont vecteurs propres respectifs de A et B.
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d. Découle immédiatement de I.2. et de II.2.a.

3. a. On choisit M = N = X
t
Y .〈〈

ΦA,B(M)
/
ΦA,B(N)

〉〉
=tr(B

t
M

t
AAM

t
B) = tr

[
BY

t
(AX)(AX)

t
Y

t
B
]

=
t
(AX)(AX) tr

[
(BY )

t
(BY )

]
= |AX|2|BY |2.

D’autre part
〈〈
ΦA,B(M)

/
ΦA,B(N)

〉〉
=

〈〈
M

/
N
〉〉

= tr
[
Y (

t
XX)

t
Y
]
= |X|2|Y |2,

d’où |AX|2|BY |2 = |X|2|Y |2.
b. Si ΦA,B ∈O(E) alors rg(ΦA,B) = n2 d’où rg(A) = rg(B) = n.

Pour Y fixé non nul, on a, pour tout X ∈Rn, |AX|2 = α|X|2 où α =
|Y |2

|BY |2
> 0

et donc P =
A√
α
∈O(n) puis

√
αQ = B ∈O(n). Enfin ΦA,B = ΦP,Q.

Réciproquement, s’il existe (P,Q)∈
(
O(n)

)2
tel que ΦA,B = ΦP,Q alors, pour tout

(M,N)∈E2,
〈〈
ΦA,B(M)

/
ΦA,B(N)

〉〉
= tr(Q

t
M

t
PPM

t
Q) = tr(Q

t
MMQ−1)

d’où
〈〈
ΦA,B(M)

/
ΦA,B(N)

〉〉
= tr(

t
MM) = ‖M‖2 et donc ΦA,B ∈O(E).

Troisième partie

1. On a immédiatement Ker(m) ⊂ Ker(m�◦m).

Si x∈Ker(m�◦m) alors 0 =
(
x|m�◦m(x)

)
=

t
X

t
MMX = |Mx|2 par définition

de m� d’où x∈Ker(m) et donc Ker(m) = Ker(m�◦m), ce qui prouve que
rg(m) = rg(m�◦m).
Comme m�◦m est symétrique E admet une base orthonormée de vecteurs propres
de m�◦m, ce qui termine la question.

2. a. Si (i, j)∈[[1, n]]2 on a :(
m(vi)|m(vj)

)
=

t
(Mvi)(Mvj) =

t
vi

t
MMvj =

(
vi|m�◦m(vj)

)
= αj

(
vi|vj

)
d’où

m(vi)⊥m(vj) si i �= j et |m(vi)| =
√
αi.

b. Complétons la famille orthonormale

(
m(vi)√

αi

)

1�i�r

en une base orthonormée de

E notée (yi)1�i�n. Si i∈[[1, n]] on a m(vi) =
√
αi yi et donc, matriciellement, pour

tout k∈[[1, n]],
( n∑

i=1

√
αi Yi

t
Vi

)
Vk =

√
αk Yk = MYk, d’où M =

n∑
i=1

√
αi Yi

t
Vi, ce

qui répond à la question.

Quatrième partie

1. a. On reprend les notations de la question précédente et l’on considère la

matrice N =
s∑

i=1

√
αi Yi

t
Vi, alors N ∈Rs et, comme

(
Yi

t
Vj

)
1�i,j�n

est une base

orthonormée de E, ‖M −N‖2 =

n∑
i=s+1

αi =

r∑
i=s+1

αi, d’où d(M,Rs) �

√√√√
r∑

i=s+1

αi.

b.
t
(M−N)(M−N)∈Sn(R), en écrivant

t
(M−N)(M−N) = QDiag(λ1, . . . , λn)

t
Q

où Q∈O(n) et λ1 � · · · � λn, on a ‖M −N‖2 = λ1 + · · ·+ λn � αs+1 + · · ·+ αr

d’après la propriété admise dans l’énoncé, d’où ‖M −N‖2 � αs+1 + · · ·+ αr.
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Solution

Première partie

1. Si M = X
t
Y avec xi �= 0 et yj �= 0 alors Im(M) ⊂ RX et mi,j = xiyj �= 0 donc

rg(M) = 1. Réciproquement si M est de rang 1 alors, toutes ses colonnes sont
homothétiques d’une même colonne X non nulle, les rapports étant y1, . . . , yn non

tous nuls, et alors M = X
t
Y .

Si X
t
Y = X ′tY ′ = M alors Im(M) = RX = RX ′ d’où l’existence d’un réel non

nul λ tel que X ′ = λX et donc X
t
Y = X ′tY ′ si, et seulement si, Y = λY ′.

2. On commence par le cas où les familles sont libres et on les complète en
(U1, . . . , Un) et (V1, . . . , Vn) bases de Rn. Soient P et Q les éléments de GLn(R)
dont les colonnes sont U1, . . . Un pour la première et V1, . . . , Vn pour la seconde.

Alors, si (i, j)∈[[1, n]]2, Ui
t
Vj = PEi

t
Ej

t
Q = PEi,j tQ et, comme X �→ PX

t
Q

est un automorphisme de E, la famille (Ui
t
Vj)1�i,j�n est une base de E et donc

(Ui
t
Vj)(i,j)∈[[1,p]]×[[1,q]] est libre.

Dans le cas général, en supposant pour simplifier que (U1, . . . , Ur) et (V1, . . . , Vs)
sont libres et en utilisant, pour tout (i, j)∈[[r+1, p]]×[[s+1, q]], Ui ∈Vect(U1, . . . , Ur)
et Vj ∈Vect(V1, . . . , Vs), on voit en développant que, si i � r + 1 ou j � s + 1,

Ui
t
Vj ∈Vect(Uk

t
V�)(k,�)∈[[1,r]]×[[1,s]] et donc (Ui

t
Vj)(i,j)∈[[1,p]]×[[1,q]] est de rang rs.

3. a.
〈〈
X

t
Y
/
X ′tY ′〉〉 = tr

[
Y (

t
XX ′)

t
Y ′] =

t
XX ′ tr(Y

t
Y ′) =

(
X|X ′)(Y |Y ′) et

donc X
t
Y est orthogonale à X ′tY ′ pour

〈〈/〉〉
si, et seulement si, X⊥X ′ ou Y⊥Y ′.

b. Il faut et il suffit que, pour tout i∈[[1, n]], ‖Xi
t
Yi‖2 = 1 ie. |Xi|2|Yi|2 = 1, et

que, de plus si i �= j, Xi⊥Yj ou X ′
i⊥Y ′

j .

4. a. On a (X
t
Y )2 = X(

t
Y X)

t
Y = aA et donc A annule T = X2 − aX.

• Si a �= 0 alors T est scindé à racines simples et A est diagonalisable.
• Si a = 0 alors A est nilpotente non nulle donc non diagonalisable.

b. Posons, pour tout i∈[[1, n]], Xi = E1 + · · ·+ Ei alors, pour tout (i, j)∈[[1, n]]2,
tr(Xi

t
Xj) = min(i, j) �= 0 et (X1, . . . , Xn) est une base de Rn, donc (Xi

t
Xj)1�i,j�n

est une base de E constituée de matrices de rang 1 diagonalisables.

Deuxième partie

1. Si (i, j)∈[[1, n]]2, ΦA,B(E
i,j) = (AEi)

t
(BEj) = Ci(A)

t
Cj(B) où Ck(X)

désigne la k-ième colonne de X. Comme le rang de ΦA,B est celui de la famille(
ΦA,B(E

i,j)
)
1�i,j�n

, la question I. 2. montre que rg(ΦA,B) = rg(A) rg(B).

2. a. Si AV = λV et BW = µW on a V
t
W non nulle car de rang 1 et

ΦA,B(V
t
W ) = λµ(V

t
W ), ce qui prouve que V

t
W est un vecteur propre de ΦA,B

associé à λµ.

b. ΦA,B(X
t
Y ) = 0 ⇐⇒ (AX)

t
(BY ) = 0 ⇐⇒ AX = 0 ou BY = 0 car un

produit X ′tY ′ est nul si, et seulement si, X ′ ou Y ′ est nul.

c. On a (AX)
t
(BY ) = (µX)

t
Y et donc, d’après I.1. AX et µX sont liés, BY et Y

également, X et Y sont vecteurs propres respectifs de A et B.
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d. Découle immédiatement de I.2. et de II.2.a.
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t
Y .〈〈

ΦA,B(M)
/
ΦA,B(N)

〉〉
=tr(B

t
M

t
AAM

t
B) = tr

[
BY

t
(AX)(AX)

t
Y

t
B
]

=
t
(AX)(AX) tr

[
(BY )

t
(BY )

]
= |AX|2|BY |2.

D’autre part
〈〈
ΦA,B(M)

/
ΦA,B(N)

〉〉
=

〈〈
M

/
N
〉〉

= tr
[
Y (

t
XX)

t
Y
]
= |X|2|Y |2,

d’où |AX|2|BY |2 = |X|2|Y |2.
b. Si ΦA,B ∈O(E) alors rg(ΦA,B) = n2 d’où rg(A) = rg(B) = n.

Pour Y fixé non nul, on a, pour tout X ∈Rn, |AX|2 = α|X|2 où α =
|Y |2

|BY |2
> 0

et donc P =
A√
α
∈O(n) puis

√
αQ = B ∈O(n). Enfin ΦA,B = ΦP,Q.

Réciproquement, s’il existe (P,Q)∈
(
O(n)

)2
tel que ΦA,B = ΦP,Q alors, pour tout

(M,N)∈E2,
〈〈
ΦA,B(M)

/
ΦA,B(N)

〉〉
= tr(Q

t
M

t
PPM

t
Q) = tr(Q

t
MMQ−1)

d’où
〈〈
ΦA,B(M)

/
ΦA,B(N)

〉〉
= tr(

t
MM) = ‖M‖2 et donc ΦA,B ∈O(E).

Troisième partie

1. On a immédiatement Ker(m) ⊂ Ker(m�◦m).

Si x∈Ker(m�◦m) alors 0 =
(
x|m�◦m(x)

)
=

t
X

t
MMX = |Mx|2 par définition

de m� d’où x∈Ker(m) et donc Ker(m) = Ker(m�◦m), ce qui prouve que
rg(m) = rg(m�◦m).
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=

t
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t
vi

t
MMvj =

(
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)
= αj

(
vi|vj

)
d’où

m(vi)⊥m(vj) si i �= j et |m(vi)| =
√
αi.
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(
m(vi)√

αi

)

1�i�r

en une base orthonormée de

E notée (yi)1�i�n. Si i∈[[1, n]] on a m(vi) =
√
αi yi et donc, matriciellement, pour

tout k∈[[1, n]],
( n∑

i=1

√
αi Yi

t
Vi

)
Vk =

√
αk Yk = MYk, d’où M =

n∑
i=1

√
αi Yi

t
Vi, ce

qui répond à la question.

Quatrième partie

1. a. On reprend les notations de la question précédente et l’on considère la

matrice N =
s∑

i=1

√
αi Yi

t
Vi, alors N ∈Rs et, comme

(
Yi

t
Vj

)
1�i,j�n

est une base

orthonormée de E, ‖M −N‖2 =

n∑
i=s+1

αi =

r∑
i=s+1

αi, d’où d(M,Rs) �

√√√√
r∑

i=s+1

αi.

b.
t
(M−N)(M−N)∈Sn(R), en écrivant

t
(M−N)(M−N) = QDiag(λ1, . . . , λn)

t
Q

où Q∈O(n) et λ1 � · · · � λn, on a ‖M −N‖2 = λ1 + · · ·+ λn � αs+1 + · · ·+ αr

d’après la propriété admise dans l’énoncé, d’où ‖M −N‖2 � αs+1 + · · ·+ αr.
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c. Les questions précédentes prouvent que d(M,Rs) =
√
αs+1 + · · ·+ αr et que

cette distance est atteinte.

2. a.
〈〈
A
/
B
〉〉

= tr(
t
AB) = tr(AB) =

〈〈
B
/
A
〉〉

= tr(
t
BA) = − tr(AB).

D’où
〈〈
A
/
B
〉〉

= 0.

b. Si A = QDiag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0)
t
Q où Q∈O(n), on a A =

r∑
i=1

λiCi(Q)
t
Ci(Q)

et, en posant U =
s∑

i=1

λiCi(Q)
t
Ci(Q)∈Ss, on a, d’après les questions précédentes,

‖A− U‖ =
√
λ2
s+1 + . . .+ λ2

r = d(A,Rs) et donc U approche A au plus près.

• Si λs = λs+1 alors V =

s−1∑
i=1

λiCi(Q)
t
Ci(Q) + λs+1Cs+1(Q)

t
Cs+1(Q) convient

aussi, la solution n’est pas unique.
• Si λs > λs+1, si U est solution alors A − U ∈Sn(R) est diagonalisable.
On note µ1, . . . , µn ses valeurs propres comptées avec ordre de multiplicité et
|µ1| � · · · � |µn|. On a ‖A−U‖2 = µ2

1 + · · ·+µ2
n � λ2

s+1 + · · ·+λ2
r = ‖A−U‖2 et

il s’agit donc d’égalités. Par suite il existe Q∈O(n) et εs+1, . . . , εr dans {−1,+1}
tels que A− U = QDiag(εs+1λs+1, . . . , εrλr, 0, . . . , 0)

t
Q.

Le sous-espace vectoriel de Rn, F = Ker(U) ∩ Im(A) est de dimension au moins

r − s et, si X =
s∑

i=1

xiVi ∈F avec |X| = 1, on a |(A− U)X|2 = |AX|2 > λ2
s+1, ce

qui est absurde car, d’après la forme diagonale, |(A− U)X|2 � λ2
s+1.

Donc F ⊂ Vect(V1, . . . , Vs)
⊥ = Vect(Vs+1, . . . , Vn) et alors le rang de A−U prouve

que F = Vect(Vs+1, . . . , Vn) = Im(A− U).

Les matrices A − U et A −
s∑

i=1

λiCi(Q)
t
Ci(Q) cöıncident sur F et sur F⊥ donc

sont égales et on a prouvé l’unicité de U .

c. Le théorème de Pythagore montre que ‖M − S‖2 = ‖A − S‖2 + ‖B‖2 ce qui
nous ramène à la question b.

Remarque : la propriété admise par l’énoncé peut être prouvée en utilisant le
théorème du minimax vu dans un autre travail dirigé de ce chapitre.
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• Conditionnement d’une matrice de Hilbert

Notations

• À A ∈ Mn(R), on associe ΦA : Mn,1(R) → Mn,1(R), X �→ AX.

• Si tX = (x1 . . . xn) et
t
Y = (y1 . . . yn),

(
X|Y

)
=

t
X Y , ‖X‖

2
=

√(
X|X

)
.

• À A ∈ Mn(R), on associe ‖ΦA‖ = sup
‖X‖2�1

‖AX‖2 = ‖A‖.

On rappelle que l’on définit ainsi une norme d’algèbre sur Mn(R).

Partie I

1. Soit A′ ∈ Mn+1(R) une matrice symétrique définie positive notée par

blocs : A′ =

(
A C
t
C a

)
où A ∈ Mn(R), C ∈ Mn,1(R), a ∈ R.

Montrer que A est une matrice symétrique définie positive et que a > 0.

2. Notons Sp(A) l’ensemble des valeurs propres de A, α = min
(
Sp(A)

)
et

β = max
(
Sp(A)

)
.

a. Montrer que : α = min
‖X‖

2
=1

qA(X) et β = max
‖X‖

2
=1

qA(X).

b. Si α′=min
(
Sp(A′)

)
et β′ = max

(
Sp(A′)

)
, montrer que α′�α et β�β′.

3. Soit X ∈ Mn,1(R) et X ′ =

(
X
u

)
∈ Mn+1,1(R) où u ∈ R.

a. Montrer l’égalité : qA′(X ′)=qA(X) + 2u
(t
X C

)
+ a u2.

b. Montrer que : qA′(X ′) � ( ‖X‖
2

|u| )
(

β ‖C‖2

‖C‖
2

a

)(
‖X‖2

|u|

)
.

c. En déduire que : β′ �
1

2

[
β + a+

√
4‖C‖2

2
+ (β − a)2

]
·

Partie II

On note Hn ∈ Sn+1(R) définie par : Hn = (ai,j) où ai,j =
1

i+ j − 1
pour

i et j dans [[1, n + 1]]. Pour
t
X = (x0 . . . xn) ∈ M1,n+1(R) et non nul, on

pose qn(X) = q
Hn

(X) =
t
XHn X.

1. Montrer que qn(X) =

∫ 1

0

(x0+x1t+ . . .+xnt
n)2dt et en déduire que Hn

est définie positive.

2. a. Montrer que si P est un polynôme à coefficients complexes, on a :∫ 1

−1

P (x)dx+ i

∫ π

0

P (eiθ)eiθdθ = 0.

b. En déduire que : qn(X) <

∫ π

0

∣∣x0 + x1e
iθ + . . .+ xne

inθ
∣∣2dθ.

c. En déduire que qn(X) < π‖X‖2
2
.

3. Montrer que Sp(Hn) est une partie de ]0, π[.
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c. Les questions précédentes prouvent que d(M,Rs) =
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2. a.
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A
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B
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= tr(
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AB) = tr(AB) =
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B
/
A
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= tr(
t
BA) = − tr(AB).
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b. Si A = QDiag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0)
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r = d(A,Rs) et donc U approche A au plus près.
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t
Ci(Q) + λs+1Cs+1(Q)
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Q.

Le sous-espace vectoriel de Rn, F = Ker(U) ∩ Im(A) est de dimension au moins

r − s et, si X =
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xiVi ∈F avec |X| = 1, on a |(A− U)X|2 = |AX|2 > λ2
s+1, ce

qui est absurde car, d’après la forme diagonale, |(A− U)X|2 � λ2
s+1.

Donc F ⊂ Vect(V1, . . . , Vs)
⊥ = Vect(Vs+1, . . . , Vn) et alors le rang de A−U prouve
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Les matrices A − U et A −
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• Conditionnement d’une matrice de Hilbert

Notations

• À A ∈ Mn(R), on associe ΦA : Mn,1(R) → Mn,1(R), X �→ AX.

• Si tX = (x1 . . . xn) et
t
Y = (y1 . . . yn),

(
X|Y
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=

t
X Y , ‖X‖

2
=

√(
X|X

)
.

• À A ∈ Mn(R), on associe ‖ΦA‖ = sup
‖X‖2�1

‖AX‖2 = ‖A‖.

On rappelle que l’on définit ainsi une norme d’algèbre sur Mn(R).

Partie I

1. Soit A′ ∈ Mn+1(R) une matrice symétrique définie positive notée par

blocs : A′ =

(
A C
t
C a

)
où A ∈ Mn(R), C ∈ Mn,1(R), a ∈ R.

Montrer que A est une matrice symétrique définie positive et que a > 0.

2. Notons Sp(A) l’ensemble des valeurs propres de A, α = min
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=1

qA(X) et β = max
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=1
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X
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a. Montrer l’égalité : qA′(X ′)=qA(X) + 2u
(t
X C

)
+ a u2.

b. Montrer que : qA′(X ′) � ( ‖X‖
2

|u| )
(
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2

a
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)
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1

2

[
β + a+
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4‖C‖2

2
+ (β − a)2
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Partie II

On note Hn ∈ Sn+1(R) définie par : Hn = (ai,j) où ai,j =
1

i+ j − 1
pour

i et j dans [[1, n + 1]]. Pour
t
X = (x0 . . . xn) ∈ M1,n+1(R) et non nul, on

pose qn(X) = q
Hn

(X) =
t
XHn X.

1. Montrer que qn(X) =

∫ 1

0

(x0+x1t+ . . .+xnt
n)2dt et en déduire que Hn

est définie positive.

2. a. Montrer que si P est un polynôme à coefficients complexes, on a :∫ 1

−1

P (x)dx+ i

∫ π

0

P (eiθ)eiθdθ = 0.

b. En déduire que : qn(X) <

∫ π

0

∣∣x0 + x1e
iθ + . . .+ xne

inθ
∣∣2dθ.
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2
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4. On note αn = min
(
Sp(Hn)

)
et βn = max(Sp(Hn)

)
. Montrer que les

suites (αn)n�0 et (βn)n�0 sont respectivement décroissante et croissante.

Partie III

Soit δn = inf
(x0,...,xn−1)∈Rn

(∫ 1

0

(
x0 + x1t+ . . .+ xn−1t

n−1 + tn
)2
dt

)
.

1. Montrer qu’il existe un unique vecteur (a0, . . . , an−1) ∈ Rn tel que :

δn =

∫ 1

0

(
a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1 + tn
)2
dt et qu’il est déterminé par :

∀k ∈ [[0, n− 1]],

∫ 1

0

(
a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1 + tn
)
tkdt = 0.

2. Soit F la fraction rationnelle définie par :

F (X)=
a0

X + 1
+

a1
X + 2

+ · · ·+ an−1

X + n
+

1

X + n+ 1
a. Quelle est la valeur de F (k) pour k ∈ [[0, n− 1]] ?

b. Montrer que F (X) =
(n!)2

(2n)!
· X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

(X + 1) · · · (X + n+ 1)
· Exprimer δn à

l’aide de F et en déduire la valeur de δn.

3. αn ayant été défini en II.4. montrer que : ∀n ∈ N∗, 0 < αn �
1

12.(15)n−1
·

Partie IV

Pour toute matrice A inversible de Mn(R), on appelle conditionnement de
A le réel défini par : C(A) = ‖A‖.‖A−1‖.
1. Soit X ∈ Mn,1(R) l’unique solution de AX = B, B ∈ Mn,1(R), B �= 0.
Quand B devient B +∆B, alors X devient X +∆X, tel que :
A(X +∆X) = B +∆B. Montrer que :

‖∆X‖2
‖X‖2

� C(A).
‖∆B‖2
‖B‖2

et que C(A) � 1.

2. a. Exprimer pour toute matrice A inversible de Mn(R) le réel C(A)

à l’aide des éléments de Sp
(
A

t
A
)
. Que vaut C(A) si A est une matrice

symétrique définie positive ?

b. Montrer que si C(A) = 1, alors il existe µ > 0 tel que la matrice µA soit
orthogonale.

c. Comparer C(A) et C(QA) si Q est une matrice orthogonale.

d. Grâce au calcul de β1, donner une minoration de C(Hn) pour n � 1.

Solution

Partie I

1. Notons X ′ =

(
X
u

)
∈ Mn+1,1(R) où X ∈ Mn,1(R) et u ∈ R.

A′X ′ =

(
A C
t
C a

)(
X
u

)
=

(
AX + Cu
t
CX + au

)
. D’où :
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t
X ′A′X ′ =

( t
X u

)(AX + Cu
t
CX + au

)
=

t
XAX + u(

t
XC +

t
CX) + au2.

Comme
t
XC =

t
CX =

(
C|X

)
, donc : qA′(X ′) = qA(X)+2u

(t
XC

)
+au2 (1).

La matrice A′ étant symétrique définie positive, quel que soitX �= 0, siX ′ =

(
X
0

)

on a qA′(X ′) > 0. Donc qA(X) > 0 d’après (1). La matrice symétrique A est donc

définie positive. De même, avec X ′ =

(
0
1

)
on a qA′(X ′) > 0 ⇒ a > 0.

2. a. Notons B = (ei)1�i�n la base orthonormée de Rn dans laquelle la forme
quadratique qA a été réduite de telle sorte que α = λ1 � λ2 � · · · � λn = β où
λ1, . . . , λn sont les valeurs propres de A et où Aei = λiei pour 1 � i � n.

On a : qA(X) =

n∑
i=1

λiy
2
i où (y1, . . . , yn) sont les cordonnées de X dans la base B.

Donc : α
n∑

i=1

y2i � qA(X) � β

n∑
i=1

y2i . Comme

n∑
i=1

y2i = ‖X‖22, on a :

α � min
‖X‖2=1

qA(X) et β � max
‖X‖2=1

qA(X). De qA(e1) = α et qA(en) = β, on déduit

les égalités demandées.

b. Pour X ′
n =

(
en
0

)
, on a qA′(X ′

n) = qA(en) = β � max
‖X′‖2=1

qA′(X ′) = β′.

Un raisonnement analogue, avec X ′
1 =

(
e1
0

)
donne α′ � α.

3. a. Déjà traité en 1.1.

b. On déduit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz : |tXC| = |
(
X|C

)
| � ‖X‖2.‖C‖2.

Donc u(
t
XC) � |u|

∣∣tXC
∣∣ � |u|.‖X‖2.‖C‖2 et :

qA′(X ′) � qA(X) + 2|u|.‖X‖2.‖C‖2 + au2. D’après 3.a. qA(X) � β‖X‖22.
Donc : qA′(X ′) � β‖X‖22 + 2|u|.‖X‖2.‖C‖2 + au2 = z.

On vérifie que z = ( ‖X‖
2

|u| )
(

β ‖C‖2

‖C‖
2

a

)(
‖X‖2

|u|

)
.

c. Pour déterminer les valeurs propres de A′′ =

(
β ‖C‖2

‖C‖
2

a

)
∈ S2(R), on

calcule χ
A′′(T ) = T 2 − tr(A′′)T + det(A′′) = T 2 − (β + a)T + aβ − ‖C‖2

2
.

Le discriminant de ce trinôme est ∆ = (β − a)2 + 4‖C‖2
2
� 0.

A′′ a deux valeurs propres λ1 =
1

2

[
β + a −

√
∆
]
, λ2 =

1

2

[
β + a +

√
∆
]
et l’on a

λ1 � λ2. En appliquant à A′′ le calcul de I.3.a. en posant
t
X ′′ = ( ‖X‖2 |u| ), on

a : qA′′(X ′′) � λ2‖X ′′‖22. Or ‖X ′′‖22 = ‖X‖22 + u2 = ‖X ′‖22.
Donc qA′(X ′) � λ2‖X ′‖22. Donc β′ = max

‖X′‖2=1
qA′(X ′) � λ2 ie. le résultat.

Partie II

1. qn(X) =
t
XHnX =

n∑
i=0

n∑
j=0

ai+1,j+1xixj . Or ai+1,j+1 =
1

i+ j + 1
=

∫ 1

0

ti+jdt,

donc qn(X) =

n∑
i=0

n∑
j=0

(∫ 1

0

ti+jdt
)
xixj =

∫ 1

0

( n∑
i=0

xit
i
)( n∑

j=0

xjt
j
)
dt par linéarité
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4. On note αn = min
(
Sp(Hn)

)
et βn = max(Sp(Hn)

)
. Montrer que les

suites (αn)n�0 et (βn)n�0 sont respectivement décroissante et croissante.

Partie III

Soit δn = inf
(x0,...,xn−1)∈Rn

(∫ 1

0

(
x0 + x1t+ . . .+ xn−1t

n−1 + tn
)2
dt

)
.

1. Montrer qu’il existe un unique vecteur (a0, . . . , an−1) ∈ Rn tel que :

δn =

∫ 1

0

(
a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1 + tn
)2
dt et qu’il est déterminé par :

∀k ∈ [[0, n− 1]],

∫ 1

0

(
a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1 + tn
)
tkdt = 0.

2. Soit F la fraction rationnelle définie par :

F (X)=
a0

X + 1
+

a1
X + 2

+ · · ·+ an−1

X + n
+

1

X + n+ 1
a. Quelle est la valeur de F (k) pour k ∈ [[0, n− 1]] ?

b. Montrer que F (X) =
(n!)2

(2n)!
· X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

(X + 1) · · · (X + n+ 1)
· Exprimer δn à

l’aide de F et en déduire la valeur de δn.

3. αn ayant été défini en II.4. montrer que : ∀n ∈ N∗, 0 < αn �
1

12.(15)n−1
·

Partie IV

Pour toute matrice A inversible de Mn(R), on appelle conditionnement de
A le réel défini par : C(A) = ‖A‖.‖A−1‖.
1. Soit X ∈ Mn,1(R) l’unique solution de AX = B, B ∈ Mn,1(R), B �= 0.
Quand B devient B +∆B, alors X devient X +∆X, tel que :
A(X +∆X) = B +∆B. Montrer que :

‖∆X‖2
‖X‖2

� C(A).
‖∆B‖2
‖B‖2

et que C(A) � 1.

2. a. Exprimer pour toute matrice A inversible de Mn(R) le réel C(A)

à l’aide des éléments de Sp
(
A

t
A
)
. Que vaut C(A) si A est une matrice

symétrique définie positive ?

b. Montrer que si C(A) = 1, alors il existe µ > 0 tel que la matrice µA soit
orthogonale.

c. Comparer C(A) et C(QA) si Q est une matrice orthogonale.

d. Grâce au calcul de β1, donner une minoration de C(Hn) pour n � 1.

Solution

Partie I

1. Notons X ′ =

(
X
u

)
∈ Mn+1,1(R) où X ∈ Mn,1(R) et u ∈ R.

A′X ′ =

(
A C
t
C a

)(
X
u

)
=

(
AX + Cu
t
CX + au

)
. D’où :
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4. On note αn = min
(
Sp(Hn)

)
et βn = max(Sp(Hn)

)
. Montrer que les

suites (αn)n�0 et (βn)n�0 sont respectivement décroissante et croissante.

Partie III

Soit δn = inf
(x0,...,xn−1)∈Rn

(∫ 1

0

(
x0 + x1t+ . . .+ xn−1t

n−1 + tn
)2
dt

)
.

1. Montrer qu’il existe un unique vecteur (a0, . . . , an−1) ∈ Rn tel que :

δn =

∫ 1

0

(
a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1 + tn
)2
dt et qu’il est déterminé par :

∀k ∈ [[0, n− 1]],

∫ 1

0

(
a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1 + tn
)
tkdt = 0.

2. Soit F la fraction rationnelle définie par :

F (X)=
a0

X + 1
+

a1
X + 2

+ · · ·+ an−1

X + n
+

1

X + n+ 1
a. Quelle est la valeur de F (k) pour k ∈ [[0, n− 1]] ?

b. Montrer que F (X) =
(n!)2

(2n)!
· X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

(X + 1) · · · (X + n+ 1)
· Exprimer δn à

l’aide de F et en déduire la valeur de δn.

3. αn ayant été défini en II.4. montrer que : ∀n ∈ N∗, 0 < αn �
1

12.(15)n−1
·

Partie IV

Pour toute matrice A inversible de Mn(R), on appelle conditionnement de
A le réel défini par : C(A) = ‖A‖.‖A−1‖.
1. Soit X ∈ Mn,1(R) l’unique solution de AX = B, B ∈ Mn,1(R), B �= 0.
Quand B devient B +∆B, alors X devient X +∆X, tel que :
A(X +∆X) = B +∆B. Montrer que :

‖∆X‖2
‖X‖2

� C(A).
‖∆B‖2
‖B‖2

et que C(A) � 1.

2. a. Exprimer pour toute matrice A inversible de Mn(R) le réel C(A)

à l’aide des éléments de Sp
(
A

t
A
)
. Que vaut C(A) si A est une matrice

symétrique définie positive ?

b. Montrer que si C(A) = 1, alors il existe µ > 0 tel que la matrice µA soit
orthogonale.

c. Comparer C(A) et C(QA) si Q est une matrice orthogonale.

d. Grâce au calcul de β1, donner une minoration de C(Hn) pour n � 1.

Solution

Partie I

1. Notons X ′ =

(
X
u

)
∈ Mn+1,1(R) où X ∈ Mn,1(R) et u ∈ R.

A′X ′ =

(
A C
t
C a

)(
X
u

)
=

(
AX + Cu
t
CX + au

)
. D’où :
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t
X ′A′X ′ =

( t
X u

)(AX + Cu
t
CX + au

)
=

t
XAX + u(

t
XC +

t
CX) + au2.

Comme
t
XC =

t
CX =

(
C|X

)
, donc : qA′(X ′) = qA(X)+2u

(t
XC

)
+au2 (1).

La matrice A′ étant symétrique définie positive, quel que soitX �= 0, siX ′ =

(
X
0

)

on a qA′(X ′) > 0. Donc qA(X) > 0 d’après (1). La matrice symétrique A est donc

définie positive. De même, avec X ′ =

(
0
1

)
on a qA′(X ′) > 0 ⇒ a > 0.

2. a. Notons B = (ei)1�i�n la base orthonormée de Rn dans laquelle la forme
quadratique qA a été réduite de telle sorte que α = λ1 � λ2 � · · · � λn = β où
λ1, . . . , λn sont les valeurs propres de A et où Aei = λiei pour 1 � i � n.

On a : qA(X) =

n∑
i=1

λiy
2
i où (y1, . . . , yn) sont les cordonnées de X dans la base B.

Donc : α
n∑

i=1

y2i � qA(X) � β

n∑
i=1

y2i . Comme

n∑
i=1

y2i = ‖X‖22, on a :

α � min
‖X‖2=1

qA(X) et β � max
‖X‖2=1

qA(X). De qA(e1) = α et qA(en) = β, on déduit

les égalités demandées.

b. Pour X ′
n =

(
en
0

)
, on a qA′(X ′

n) = qA(en) = β � max
‖X′‖2=1

qA′(X ′) = β′.

Un raisonnement analogue, avec X ′
1 =

(
e1
0

)
donne α′ � α.

3. a. Déjà traité en 1.1.

b. On déduit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz : |tXC| = |
(
X|C

)
| � ‖X‖2.‖C‖2.

Donc u(
t
XC) � |u|

∣∣tXC
∣∣ � |u|.‖X‖2.‖C‖2 et :

qA′(X ′) � qA(X) + 2|u|.‖X‖2.‖C‖2 + au2. D’après 3.a. qA(X) � β‖X‖22.
Donc : qA′(X ′) � β‖X‖22 + 2|u|.‖X‖2.‖C‖2 + au2 = z.

On vérifie que z = ( ‖X‖
2

|u| )
(

β ‖C‖2

‖C‖
2

a

)(
‖X‖2

|u|

)
.

c. Pour déterminer les valeurs propres de A′′ =

(
β ‖C‖2

‖C‖
2

a

)
∈ S2(R), on

calcule χ
A′′(T ) = T 2 − tr(A′′)T + det(A′′) = T 2 − (β + a)T + aβ − ‖C‖2

2
.

Le discriminant de ce trinôme est ∆ = (β − a)2 + 4‖C‖2
2
� 0.

A′′ a deux valeurs propres λ1 =
1

2

[
β + a −

√
∆
]
, λ2 =

1

2

[
β + a +

√
∆
]
et l’on a

λ1 � λ2. En appliquant à A′′ le calcul de I.3.a. en posant
t
X ′′ = ( ‖X‖2 |u| ), on

a : qA′′(X ′′) � λ2‖X ′′‖22. Or ‖X ′′‖22 = ‖X‖22 + u2 = ‖X ′‖22.
Donc qA′(X ′) � λ2‖X ′‖22. Donc β′ = max

‖X′‖2=1
qA′(X ′) � λ2 ie. le résultat.

Partie II

1. qn(X) =
t
XHnX =

n∑
i=0

n∑
j=0

ai+1,j+1xixj . Or ai+1,j+1 =
1

i+ j + 1
=

∫ 1

0

ti+jdt,

donc qn(X) =

n∑
i=0

n∑
j=0

(∫ 1

0

ti+jdt
)
xixj =

∫ 1

0

( n∑
i=0

xit
i
)( n∑

j=0

xjt
j
)
dt par linéarité
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4. On note αn = min
(
Sp(Hn)

)
et βn = max(Sp(Hn)

)
. Montrer que les

suites (αn)n�0 et (βn)n�0 sont respectivement décroissante et croissante.

Partie III

Soit δn = inf
(x0,...,xn−1)∈Rn

(∫ 1

0

(
x0 + x1t+ . . .+ xn−1t

n−1 + tn
)2
dt

)
.

1. Montrer qu’il existe un unique vecteur (a0, . . . , an−1) ∈ Rn tel que :

δn =

∫ 1

0

(
a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1 + tn
)2
dt et qu’il est déterminé par :

∀k ∈ [[0, n− 1]],

∫ 1

0

(
a0 + a1t+ . . .+ an−1t

n−1 + tn
)
tkdt = 0.

2. Soit F la fraction rationnelle définie par :

F (X)=
a0

X + 1
+

a1
X + 2

+ · · ·+ an−1

X + n
+

1

X + n+ 1
a. Quelle est la valeur de F (k) pour k ∈ [[0, n− 1]] ?

b. Montrer que F (X) =
(n!)2

(2n)!
· X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

(X + 1) · · · (X + n+ 1)
· Exprimer δn à

l’aide de F et en déduire la valeur de δn.

3. αn ayant été défini en II.4. montrer que : ∀n ∈ N∗, 0 < αn �
1

12.(15)n−1
·

Partie IV

Pour toute matrice A inversible de Mn(R), on appelle conditionnement de
A le réel défini par : C(A) = ‖A‖.‖A−1‖.
1. Soit X ∈ Mn,1(R) l’unique solution de AX = B, B ∈ Mn,1(R), B �= 0.
Quand B devient B +∆B, alors X devient X +∆X, tel que :
A(X +∆X) = B +∆B. Montrer que :

‖∆X‖2
‖X‖2

� C(A).
‖∆B‖2
‖B‖2

et que C(A) � 1.

2. a. Exprimer pour toute matrice A inversible de Mn(R) le réel C(A)

à l’aide des éléments de Sp
(
A

t
A
)
. Que vaut C(A) si A est une matrice

symétrique définie positive ?

b. Montrer que si C(A) = 1, alors il existe µ > 0 tel que la matrice µA soit
orthogonale.

c. Comparer C(A) et C(QA) si Q est une matrice orthogonale.

d. Grâce au calcul de β1, donner une minoration de C(Hn) pour n � 1.

Solution

Partie I

1. Notons X ′ =

(
X
u

)
∈ Mn+1,1(R) où X ∈ Mn,1(R) et u ∈ R.

A′X ′ =

(
A C
t
C a

)(
X
u

)
=

(
AX + Cu
t
CX + au

)
. D’où :

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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de l’intégration. Donc qn(X) =

∫ 1

0

( n∑
i=0

xit
i
)2

dt.

La fonction polynomiale P : t �→
n∑

i=0

xit
i est continue sur [0, 1], distincte de la

fonction nulle car X �= 0. Comme P 2 � 0, on a qn(X) > 0. Donc la matrice
symétrique Hn est définie positive.

2. a. De la linéarité de l’intégration on déduit que l’application Φ : C[X] → C,

R �→
∫ 1

−1

R(x)dx+ i

∫ π

0

R(eiθ)eiθdθ est linéaire. (Xk)k∈N étant une base de C[X],

on a l’équivalence suivante :
(
∀R ∈ C[X],Φ(R) = 0

)
⇐⇒

(
∀k ∈ N,Φ(Xk) = 0

)
.

Or Φ(Xk) =
[ tk+1

k + 1

]+1

−1
+
[ei(k+1)θ

k + 1

]θ=π

θ=0
=

1

k + 1

[
1− (−1)k+1+(−1)k+1−1

]
= 0.

D’où Φ = 0 et le résultat est prouvé.

b. Avec les notations de II.1. P 2 est continue, positive et distincte de la fonction

nulle sur [−1, 0]. Donc

∫ 1

0

P 2(t)dt <

∫ 1

−1

P 2(t)dt = −i

∫ π

0

P 2(eiθ)eiθdθ car,

d’après a. Φ(P 2) = 0. En posant z = −i

∫ π

0

P 2(eiθ)eiθdθ, on a z ∈ R+. Donc :

z = |z| �
∫ π

0

|P (eiθ)|2dθ. Donc qn(X) <

∫ π

0

∣∣∣
n∑

k=0

xke
ikθ

∣∣∣
2

dθ.

c. |P (eiθ)|2 = P (eiθ)P (eiθ) = P (eiθ)P (e−iθ) car P est un polynôme à coefficients

réels, donc θ �→ |P (eiθ)|2 est paire. D’où :

∫ π

0

|P (eiθ)|2dθ =
1

2

∫ π

−π

|P (eiθ)|2dθ.

|P (eiθ)|2 = P (eiθ)P (e−iθ) =
( n∑

k=0

xke
ikθ

)( n∑
�=0

x�e
−i�θ

)
=

∑
0�k,l�n

xkx�e
i(k−�)θ.

Par linéarité de l’intégration,
1

2π

∫ 2π

0

|P (eiθ)|2dθ =
∑

0�k,l�n

xkx�
1

2π

∫ 2π

0

ei(k−�)θdθ.

Comme
1

2π

∫ 2π

0

eipθdθ = δp,0 pour tout p∈Z,
1

2π

∫ 2π

0

|P (eiθ)|2dθ =

n∑
k=0

x2
k.

Donc

∫ π

0

|P (eiθ)|2dθ = π‖X‖22. D’où qn(X) < π‖X‖22 d’après II.2.b).

3. Du cours et de II.1. on déduit que Sp(Hn) ⊂ ]0,+∞[.
De I.3. on déduit que : max Sp(Hn) = max

‖X‖2=1
qn(X).

De II.2.c. on déduit enfin que l’on a : Sp(Hn) ⊂ ]0, π[.

4. L’application de I.3.b. donne : ∀n ∈ N, αn+1 � αn � βn � βn+1.
La suite (αn) est décroissante et la suite (βn) croissante.

Partie III

1. Si l’on munit l’espace vectoriel réel R[T ] du produit scalaire défini par :

(A,B) �→
∫ 1

0

A(t)B(t)dt =
(
A|B

)
, c’est un espace préhilbertien réel. Comme

Rn−1[T ] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[T ], on déduit du
théorème de la projection orthogonale que : δn = d2

(
Tn,Rn−1[T ]

)
.
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Donc δn = inf
P∈Rn−1[T ]

d2(Tn, P ) = min
P∈Rn−1[T ]

d2(Tn, P ) = ‖Tn − PRn−1[T ](T
n)‖2

où PRn−1[T ](T
n) est la projection orthogonale de Tn sur Rn−1[T ], ‖.‖ la norme

associée au produit scalaire et d la distance associée à la norme.

PRn−1[T ](T
n) ∈ Rn−1[T ] ⇐⇒ Tn − PRn−1[T ](T

n) ∈
[
Rn−1[T ]

]⊥
.

Comme (T k)0�k�n−1 est une base de Rn−1[T ], on a :

PRn−1[T ](T
n) ∈ Rn−1[T ] ⇐⇒

(
∀k ∈ [[0, n−1]], Tn−PRn−1[T ](T

n)⊥T k
)

(�).

Notons PRn−1[T ](T
n) = −

n−1∑
k=0

akT
k, alors :

(�) ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n− 1]],

∫ 1

0

(
tn +

n−1∑
i=0

ait
i
)
tkdt = 0.

2. a. (�) ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n− 1]],
1

n+ k + 1
+

n−1∑
i=0

ai
i+ k + 1

= 0 = F (k).

b. δn =
(
Tn − PRn−1[T ]

∣∣Tn − PRn−1[T ]

)
=

(
Tn − PRn−1[T ]

∣∣Tn
)
car Tn − PRn−1[T ]

est orthogonal à PRn−1[T ]. Donc δn =

∫ 1

0

(
tn +

n−1∑
i=0

ait
i
)
tndt = F (n) d’après les

calculs du 2. a. La partie entière de F étant nulle, F (T ) =
P (T )

(T + 1) · · · (T + n+ 1)
où P ∈ Rn[T ]. Comme F (k) = P (k) = 0 pour tout k ∈ [[0, n − 1]] et deg(P ) � n,
on a P (T ) = λT (T − 1) · · · (T − n+ 1). Pour déterminer λ, il suffit de chercher le
résidu du pôle simple : −(n+ 1) par la méthode classique, à savoir multiplication
de F (T ) par (T +n+1) puis substitution de T par −(n+1). Comme ce résidu est

égal à 1 par définition de F , on a : 1 =
λ(−n− 1)(−n− 2) · · · (−2n)

(−n)(−n+ 1) · · · (−1)
= λ

(2n)!

(n!)2
·

D’où le résultat. On a alors δn = F (n) =
(n!)4

(2n)! (2n+ 1)!
·

3. Avec les notations de la partie II, si
t
X = (a0 . . . an−1 1) ∈ M1,n+1(R), alors

qn(X) = δn =
t
XHnX � αn‖X‖22 d’après I.3.

Comme ‖X‖22 = 1+a20+ · · ·+a2n � 1, on a bien δn � αn. (on sait déjà que αn > 0

d’après II.1.). Il suffit de montrer par récurrence que δn �
1

12(15)n−1
·

α1 =
4−

√
13

6
= 0, 0657 . . . et α1 �

1

12
·

Supposons le résultat vrai au rang (n− 1) pour n � 2.

δn =
(n+ 1)2

4(2n+ 1)(2n+ 3)
δn−1 et 4(n+ 1)2 = (2n+ 1)(2n+ 3) + 1.

Donc δn =
1

16

[
1 +

1

(2n+ 3)(2n+ 1)

]
�

1

16

[
1 +

1

3.5.

]
=

1

15
· D’où δn �

1

15
δn−1

et la conclusion avec l’hypothèse de récurrence. D’où le résultat par théorème de
récurrence.
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de l’intégration. Donc qn(X) =

∫ 1

0

( n∑
i=0

xit
i
)2

dt.

La fonction polynomiale P : t �→
n∑

i=0

xit
i est continue sur [0, 1], distincte de la

fonction nulle car X �= 0. Comme P 2 � 0, on a qn(X) > 0. Donc la matrice
symétrique Hn est définie positive.

2. a. De la linéarité de l’intégration on déduit que l’application Φ : C[X] → C,

R �→
∫ 1

−1

R(x)dx+ i

∫ π

0

R(eiθ)eiθdθ est linéaire. (Xk)k∈N étant une base de C[X],

on a l’équivalence suivante :
(
∀R ∈ C[X],Φ(R) = 0

)
⇐⇒

(
∀k ∈ N,Φ(Xk) = 0

)
.

Or Φ(Xk) =
[ tk+1

k + 1

]+1

−1
+
[ei(k+1)θ

k + 1

]θ=π

θ=0
=

1

k + 1

[
1− (−1)k+1+(−1)k+1−1

]
= 0.

D’où Φ = 0 et le résultat est prouvé.

b. Avec les notations de II.1. P 2 est continue, positive et distincte de la fonction

nulle sur [−1, 0]. Donc

∫ 1

0

P 2(t)dt <

∫ 1

−1

P 2(t)dt = −i

∫ π

0

P 2(eiθ)eiθdθ car,

d’après a. Φ(P 2) = 0. En posant z = −i

∫ π

0

P 2(eiθ)eiθdθ, on a z ∈ R+. Donc :

z = |z| �
∫ π

0

|P (eiθ)|2dθ. Donc qn(X) <

∫ π

0

∣∣∣
n∑

k=0

xke
ikθ

∣∣∣
2

dθ.

c. |P (eiθ)|2 = P (eiθ)P (eiθ) = P (eiθ)P (e−iθ) car P est un polynôme à coefficients

réels, donc θ �→ |P (eiθ)|2 est paire. D’où :

∫ π

0

|P (eiθ)|2dθ =
1

2

∫ π

−π

|P (eiθ)|2dθ.

|P (eiθ)|2 = P (eiθ)P (e−iθ) =
( n∑

k=0

xke
ikθ

)( n∑
�=0

x�e
−i�θ

)
=

∑
0�k,l�n

xkx�e
i(k−�)θ.

Par linéarité de l’intégration,
1

2π

∫ 2π

0

|P (eiθ)|2dθ =
∑

0�k,l�n

xkx�
1

2π

∫ 2π

0

ei(k−�)θdθ.

Comme
1

2π

∫ 2π

0

eipθdθ = δp,0 pour tout p∈Z,
1

2π

∫ 2π

0

|P (eiθ)|2dθ =

n∑
k=0

x2
k.

Donc

∫ π

0

|P (eiθ)|2dθ = π‖X‖22. D’où qn(X) < π‖X‖22 d’après II.2.b).

3. Du cours et de II.1. on déduit que Sp(Hn) ⊂ ]0,+∞[.
De I.3. on déduit que : max Sp(Hn) = max

‖X‖2=1
qn(X).

De II.2.c. on déduit enfin que l’on a : Sp(Hn) ⊂ ]0, π[.

4. L’application de I.3.b. donne : ∀n ∈ N, αn+1 � αn � βn � βn+1.
La suite (αn) est décroissante et la suite (βn) croissante.

Partie III

1. Si l’on munit l’espace vectoriel réel R[T ] du produit scalaire défini par :

(A,B) �→
∫ 1

0

A(t)B(t)dt =
(
A|B

)
, c’est un espace préhilbertien réel. Comme

Rn−1[T ] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[T ], on déduit du
théorème de la projection orthogonale que : δn = d2

(
Tn,Rn−1[T ]

)
.

Travaux dirigés 393

Donc δn = inf
P∈Rn−1[T ]

d2(Tn, P ) = min
P∈Rn−1[T ]

d2(Tn, P ) = ‖Tn − PRn−1[T ](T
n)‖2

où PRn−1[T ](T
n) est la projection orthogonale de Tn sur Rn−1[T ], ‖.‖ la norme

associée au produit scalaire et d la distance associée à la norme.

PRn−1[T ](T
n) ∈ Rn−1[T ] ⇐⇒ Tn − PRn−1[T ](T

n) ∈
[
Rn−1[T ]

]⊥
.

Comme (T k)0�k�n−1 est une base de Rn−1[T ], on a :

PRn−1[T ](T
n) ∈ Rn−1[T ] ⇐⇒

(
∀k ∈ [[0, n−1]], Tn−PRn−1[T ](T

n)⊥T k
)

(�).

Notons PRn−1[T ](T
n) = −

n−1∑
k=0

akT
k, alors :

(�) ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n− 1]],

∫ 1

0

(
tn +

n−1∑
i=0

ait
i
)
tkdt = 0.

2. a. (�) ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n− 1]],
1

n+ k + 1
+

n−1∑
i=0

ai
i+ k + 1

= 0 = F (k).

b. δn =
(
Tn − PRn−1[T ]

∣∣Tn − PRn−1[T ]

)
=

(
Tn − PRn−1[T ]

∣∣Tn
)
car Tn − PRn−1[T ]

est orthogonal à PRn−1[T ]. Donc δn =

∫ 1

0

(
tn +

n−1∑
i=0

ait
i
)
tndt = F (n) d’après les

calculs du 2. a. La partie entière de F étant nulle, F (T ) =
P (T )

(T + 1) · · · (T + n+ 1)
où P ∈ Rn[T ]. Comme F (k) = P (k) = 0 pour tout k ∈ [[0, n − 1]] et deg(P ) � n,
on a P (T ) = λT (T − 1) · · · (T − n+ 1). Pour déterminer λ, il suffit de chercher le
résidu du pôle simple : −(n+ 1) par la méthode classique, à savoir multiplication
de F (T ) par (T +n+1) puis substitution de T par −(n+1). Comme ce résidu est

égal à 1 par définition de F , on a : 1 =
λ(−n− 1)(−n− 2) · · · (−2n)

(−n)(−n+ 1) · · · (−1)
= λ

(2n)!

(n!)2
·

D’où le résultat. On a alors δn = F (n) =
(n!)4

(2n)! (2n+ 1)!
·

3. Avec les notations de la partie II, si
t
X = (a0 . . . an−1 1) ∈ M1,n+1(R), alors

qn(X) = δn =
t
XHnX � αn‖X‖22 d’après I.3.

Comme ‖X‖22 = 1+a20+ · · ·+a2n � 1, on a bien δn � αn. (on sait déjà que αn > 0

d’après II.1.). Il suffit de montrer par récurrence que δn �
1

12(15)n−1
·

α1 =
4−

√
13

6
= 0, 0657 . . . et α1 �

1

12
·

Supposons le résultat vrai au rang (n− 1) pour n � 2.

δn =
(n+ 1)2

4(2n+ 1)(2n+ 3)
δn−1 et 4(n+ 1)2 = (2n+ 1)(2n+ 3) + 1.

Donc δn =
1

16

[
1 +

1

(2n+ 3)(2n+ 1)

]
�

1

16

[
1 +

1

3.5.

]
=

1

15
· D’où δn �

1

15
δn−1

et la conclusion avec l’hypothèse de récurrence. D’où le résultat par théorème de
récurrence.
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394 ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS

Partie IV

1. A(X+∆X) = B+∆B et AX = B impliquent A∆X = ∆B ie. ∆X = A−1∆B
car A est inversible. Donc ‖∆X‖2 � ‖A−1‖.‖∆B‖2 .
Or AX = B ⇒ ‖A‖.‖X‖

2
� ‖AX‖

2
= ‖B‖

2
.

Donc
1

‖X‖
2

�
‖A‖
‖B‖

2

· (cf. B �= 0 ⇒ ‖B‖ > 0). D’où
‖∆X‖

2

‖X‖
2

� ‖A‖.‖A−1‖· ‖∆B‖
2

‖B‖
2

·

D’autre part, AA−1 = I ⇒ 1 = ‖I‖ � ‖A‖.‖A−1‖. D’où : ‖A‖.‖A−1‖ � 1

2. a. Si A ∈ GLn(R), les matrices M = A
t
A et M ′ =

t
AA sont symétriques

définies positives. En effet, elles sont symétriques. Elle sont inversibles en tant que
produit de matrices inversibles. Donc 0 /∈ Sp(M) et 0 /∈ Sp(M ′). Enfin, on a :

qM (X) =
t(t
AX

)(t
AX

)
= ‖

(t
AX

)
‖22 et qM ′(X) = ‖AX‖22.

On vérifie aisément, ‖A‖2 = ‖M‖ = ‖M ′‖.
Du théorème II.C.5, on déduit que ‖A‖ =

√
max

(
Sp(A

t
A)

)
=

√
max

(
Sp(

t
AA)

)
.

En remplaçant A par A−1, on a : ‖A−1‖ =
√
max

(
Sp(

t
A−1A−1)

)
.

Or
t
A−1A−1 = M−1 et Sp(M−1) = {λ−1 |λ ∈ Sp(M)}. Donc,

max
(
Sp(M−1)

)
=

1

min
(
Sp(M)

) puisque Sp(M) ⊂ R∗
+.

D’où : C(A) = ‖A‖.‖A−1‖ =

√√√√max
(
Sp(A

t
A)

)

min
(
Sp(A

t
A)

) ·

Si A est symétrique définie positive, A2 =
t
AA = A

t
A, de spectre {λ2 |λ ∈ Sp(A)},

on a C(A) =
max

(
Sp(A)

)

min
(
Sp(A)

) ·
b. C(A) = 1 ⇐⇒ max

(
Sp(A

t
A)

)
= min

(
Sp(A

t
A)

)
⇐⇒ Sp(A

t
A) = {α}.

Comme A
t
A est symétrique réelle, elle est diagonalisable et A

t
A = αIn.

Comme A
t
A est définie positive, α > 0.

Donc C(A) = 1 ⇐⇒ ∃α > 0, A
t
A = αIn ⇐⇒ ∃α > 0,

( A√
α

)
t
( A√

α

)
= In·

Donc C(A) = 1 ⇐⇒ ∃µ >, µA ∈ O(n).

c. Si Q ∈ O(n), (QA)
t
(QA) = Q(A

t
A)

t
Q est semblable à A

t
A et a donc le même

spectre. Par suite C(A) = C(QA).

d. D’après 2. a. on a : C(Hn) =
βn

αn
et αn �

1

12(15)n−1
si n � 1.

Donc C(Hn) � 12(15)n−1βn � 12(15)n−1β1 car (βn) est croissante.

Comme β1 =
4 +

√
13

6
d’après II.5. on a une minoration de C(Hn). On peut

conclure que la matrice de Hilbert est très mal conditionnée car C(Hn) tend très
vite vers +∞ quand n tend vers l’infini.
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• Norme d’un endomorphisme symétrique

Notations et objectifs

Soit n ∈ N∗. C désigne le R-espace vectoriel C([0, 1],R), En le sous-espace
vectoriel formé des y ∈ C de classe Cn et vérifiant : ∀k ∈ [[0, n[[, y(k)(0) = 0.

On munit C et donc aussi En du produit scalaire défini par :

(f |g) =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt et l’on note N la norme associée au produit scalaire.

On se propose d’établir l’existence d’une plus petite constante positive An

telle que, pour tout y ∈ En

(
y|y(n)

)
� An

(
y(n)|y(n)

)
et d’établir quelques

résultats relatifs à la valeur de An.

Première partie

1. Soit f ∈ C ; établir qu’il existe un unique g ∈ En tel que g(n) = f et

montrer que pour tout x ∈ [0, 1], g(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

On pose alors g = Tn(f), ce qui définit une application linéaire Tn de C
dans C ; la notation Tn(f) pourra être abrégée en Tnf .

2. a. Établir que Im(Tn) = En et trouver Ker(Tn).

b. Montrer que Tn est continue pour la norme N et donner une majoration
de la norme de Tn.

3. a. Montrer que la quantité An définie dans le préambule existe, qu’elle

est égale à : sup
f∈C\{0}

(f |Tnf)

(f |f)
et est majorée par

1

(n− 1)!
·

b. À l’aide d’un élément f de C \{0} très simple, établir que An �
1

(n+ 1)!
·

4. À tout f ∈ C on associe la fonction Un(f), notée Unf , définie par :

∀x ∈ [0, 1], Unf(x) =

∫ 1

x

(t− x)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

a. Établir que Unf est de classe Cn et donner sa dérivée n-ième.

b. Unf est donc un élément de C, et l’on a ainsi défini une application linéaire
Un de C dans C. Montrer que Un est continue.

c. Montrer que : ∀(f, g) ∈ C2, (Unf |g) = (f |Tng).

5. Soit Sn l’endomorphisme de C défini par Sn =
1

2
(Tn + Un)·

a. Établir que : ∀f ∈ C, ∀x ∈ [0, 1], (Snf)(x) =
1

2

∫ 1

0

|x− t|n−1

(n− 1)!
f(t)dt·

b. Donner la dérivée n-ième de Snf .

c. Comparer, f et g étant dans C, (Snf |g) et (f |Sng).

d. Établir que : An = sup
f∈C\{0}

(f |Snf)

(f |f)
·
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Partie IV

1. A(X+∆X) = B+∆B et AX = B impliquent A∆X = ∆B ie. ∆X = A−1∆B
car A est inversible. Donc ‖∆X‖2 � ‖A−1‖.‖∆B‖2 .
Or AX = B ⇒ ‖A‖.‖X‖

2
� ‖AX‖

2
= ‖B‖

2
.

Donc
1

‖X‖
2

�
‖A‖
‖B‖

2

· (cf. B �= 0 ⇒ ‖B‖ > 0). D’où
‖∆X‖

2

‖X‖
2

� ‖A‖.‖A−1‖· ‖∆B‖
2

‖B‖
2

·

D’autre part, AA−1 = I ⇒ 1 = ‖I‖ � ‖A‖.‖A−1‖. D’où : ‖A‖.‖A−1‖ � 1

2. a. Si A ∈ GLn(R), les matrices M = A
t
A et M ′ =

t
AA sont symétriques

définies positives. En effet, elles sont symétriques. Elle sont inversibles en tant que
produit de matrices inversibles. Donc 0 /∈ Sp(M) et 0 /∈ Sp(M ′). Enfin, on a :

qM (X) =
t(t
AX

)(t
AX

)
= ‖

(t
AX

)
‖22 et qM ′(X) = ‖AX‖22.

On vérifie aisément, ‖A‖2 = ‖M‖ = ‖M ′‖.
Du théorème II.C.5, on déduit que ‖A‖ =

√
max

(
Sp(A

t
A)

)
=

√
max

(
Sp(

t
AA)

)
.

En remplaçant A par A−1, on a : ‖A−1‖ =
√
max

(
Sp(

t
A−1A−1)

)
.

Or
t
A−1A−1 = M−1 et Sp(M−1) = {λ−1 |λ ∈ Sp(M)}. Donc,

max
(
Sp(M−1)

)
=

1

min
(
Sp(M)

) puisque Sp(M) ⊂ R∗
+.

D’où : C(A) = ‖A‖.‖A−1‖ =

√√√√max
(
Sp(A

t
A)

)

min
(
Sp(A

t
A)

) ·

Si A est symétrique définie positive, A2 =
t
AA = A

t
A, de spectre {λ2 |λ ∈ Sp(A)},

on a C(A) =
max

(
Sp(A)

)

min
(
Sp(A)

) ·
b. C(A) = 1 ⇐⇒ max

(
Sp(A

t
A)

)
= min

(
Sp(A

t
A)

)
⇐⇒ Sp(A

t
A) = {α}.

Comme A
t
A est symétrique réelle, elle est diagonalisable et A

t
A = αIn.

Comme A
t
A est définie positive, α > 0.

Donc C(A) = 1 ⇐⇒ ∃α > 0, A
t
A = αIn ⇐⇒ ∃α > 0,

( A√
α

)
t
( A√

α

)
= In·

Donc C(A) = 1 ⇐⇒ ∃µ >, µA ∈ O(n).

c. Si Q ∈ O(n), (QA)
t
(QA) = Q(A

t
A)

t
Q est semblable à A

t
A et a donc le même

spectre. Par suite C(A) = C(QA).

d. D’après 2. a. on a : C(Hn) =
βn

αn
et αn �

1

12(15)n−1
si n � 1.

Donc C(Hn) � 12(15)n−1βn � 12(15)n−1β1 car (βn) est croissante.

Comme β1 =
4 +

√
13

6
d’après II.5. on a une minoration de C(Hn). On peut

conclure que la matrice de Hilbert est très mal conditionnée car C(Hn) tend très
vite vers +∞ quand n tend vers l’infini.
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• Norme d’un endomorphisme symétrique

Notations et objectifs

Soit n ∈ N∗. C désigne le R-espace vectoriel C([0, 1],R), En le sous-espace
vectoriel formé des y ∈ C de classe Cn et vérifiant : ∀k ∈ [[0, n[[, y(k)(0) = 0.

On munit C et donc aussi En du produit scalaire défini par :

(f |g) =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt et l’on note N la norme associée au produit scalaire.

On se propose d’établir l’existence d’une plus petite constante positive An

telle que, pour tout y ∈ En

(
y|y(n)

)
� An

(
y(n)|y(n)

)
et d’établir quelques

résultats relatifs à la valeur de An.

Première partie

1. Soit f ∈ C ; établir qu’il existe un unique g ∈ En tel que g(n) = f et

montrer que pour tout x ∈ [0, 1], g(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

On pose alors g = Tn(f), ce qui définit une application linéaire Tn de C
dans C ; la notation Tn(f) pourra être abrégée en Tnf .

2. a. Établir que Im(Tn) = En et trouver Ker(Tn).

b. Montrer que Tn est continue pour la norme N et donner une majoration
de la norme de Tn.

3. a. Montrer que la quantité An définie dans le préambule existe, qu’elle

est égale à : sup
f∈C\{0}

(f |Tnf)

(f |f)
et est majorée par

1

(n− 1)!
·

b. À l’aide d’un élément f de C \{0} très simple, établir que An �
1

(n+ 1)!
·

4. À tout f ∈ C on associe la fonction Un(f), notée Unf , définie par :

∀x ∈ [0, 1], Unf(x) =

∫ 1

x

(t− x)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

a. Établir que Unf est de classe Cn et donner sa dérivée n-ième.

b. Unf est donc un élément de C, et l’on a ainsi défini une application linéaire
Un de C dans C. Montrer que Un est continue.

c. Montrer que : ∀(f, g) ∈ C2, (Unf |g) = (f |Tng).

5. Soit Sn l’endomorphisme de C défini par Sn =
1

2
(Tn + Un)·

a. Établir que : ∀f ∈ C, ∀x ∈ [0, 1], (Snf)(x) =
1

2

∫ 1

0

|x− t|n−1

(n− 1)!
f(t)dt·

b. Donner la dérivée n-ième de Snf .

c. Comparer, f et g étant dans C, (Snf |g) et (f |Sng).

d. Établir que : An = sup
f∈C\{0}

(f |Snf)

(f |f)
·

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és



396 ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS

Deuxième partie : Étude du cas où n est impair

1. Établir, pour tout y ∈ E1, l’inégalité :

∫ 1

0

yy′ �
1

2

∫ 1

0

y′2. Pour quels y

de E1 les deux membres sont-ils égaux ? Quelle est la valeur de A1 ?

2. Dans cette question et la suivante, n est impair au moins égal à 3. Pour
tout k ∈ N, on note Xk l’application : [0, 1] → R, x �→ xk. On désigne par
Pn le sous-espace vectoriel de C engendré par (X0, X1, . . . , Xn−1).

a. Établir que : Im(Sn) ⊂ Pn. On précisera (sous forme d’intégrales) les
coefficients du développement de Snf(x) selon les puisances de x.

b. Établir que Ker(Sn) est l’orthogonal P
⊥
n de Pn dans C.

c. Établir que : C = Pn ⊕ P⊥
n .

3. Soit σn l’application de Pn dans Pn qui à f associe Snf .

a. σn est-elle un automorphisme ?

b. Comparer Im(Sn) et Pn.

c. σn est-elle diagonalisable ? Comparer Sp(σn) et Sp(Sn) .

d. Soit αn la plus grande valeur propre de σn. Montrer que pour tout g de
Pn, (g|σng) � αn(g|g).
Pour quels g a-t-on l’égalité ? Quel est le signe de αn ?

e. En déduire, à l’aide de II.2.c. que An = αn, qu’il existe dans En au moins
un polynôme non nul y tel que (y|y(n)) = An(y

(n)|y(n)) et que tout élément
de En vérifiant cette égalité est un polynôme.

4. On suppose, dans cette question que n = 3. On admettra, que :{
X0,

(
X − 1

2
X0

)
,
(
X − 1

2
X0

)2}
constitue une base de P3. Donner la

matrice de σ3 dans cette base. On mettra cette matrice sous la forme
1

48
M ,

les coefficients de M étant tous des entiers relatifs à l’exeption d’un seul.
Déterminer A3 et les éléments y de E3 tels que :

(
y|y(3)

)
= A3(y

(3)|y(3)).

Solution

Partie I

1. Si g existe, le théorème de Taylor-Laplace donne :

g(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
g(k)(0) +

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
g(n)(t)dt =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

D’où l’unicité. Montrons l’existence par récurrence sur n.

Si n = 1, g(x) =

∫ x

0

f de façon évidente.

Si le résultat est vrai pour (n− 1), soit h telle que h(n−1) = f et h(k)(0) = 0 pour

tout k ∈ [[0, n− 2]] ; si l’on pose g(x) =

∫ x

0

h, on a alors g′ = h et g(0) = 0. D’où

g(n) = f et g(p)(0) = 0 pour p ∈ [[0, n− 1]].

2. a. De I.1. on déduit : ∀g ∈ En, g = Tn(g
(n)). Donc : Im(Tn) = En.
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f ∈ Ker(Tn) ⇐⇒ f = g(n) = 0. Donc Ker(Tn) = {0}.

b. Si g = Tn(f) avec f ∈ C. Alors, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

∀x ∈ [0, 1], g2(x) �
∫ x

0

(x− t)2n−2

[
(n− 1)!

]2 dt ·
∫ x

0

f2(t)dt �
1[

(n− 1)!
]2

x2n−1

(2n− 1)

[
N(f)

]2
.

Donc :
[
N(g)

]2
=

∫ 1

0

g2 �
1[

(n− 1)!
]2
(2n− 1)2n

[
N(f)

]2
.

D’où la continuité de l’application linéaire Tn et ‖Tn‖ �
1

(n− 1)!
√
(2n− 1)(2n)

·

3. a. Comme Im(Tn) = En, on a (i) ⇐⇒ (ii) où :

(i) ∀y ∈ En,
(
y|y(n)

)
� K

(
y(n)|y(n)

)
et (ii) ∀f ∈ C,

(
f |Tn(f)

)
� K

(
f |f

)
.

Avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz :
(
f |Tn(f)

)
� N(f)N

(
Tn(f)

)
� ‖Tn‖

[
N(f)

]2
.

{(
f |Tnf

)
(
f |f

)
∣∣∣ f ∈ C\{0}

}
est une partie non vide majorée (par ‖Tn‖) de R donc An,

le plus petit majorant de cet ensemble est bien la borne supérieure de cet ensemble

et An � ‖Tn‖ �
1

(n− 1)!
d’après I.2.b.

b. Si l’on prend f : [0, 1] → R, x �→ 1, on a :
(
f |f

)
= 1 et Tnf(x) =

xn

n!
·

Donc
(
f |Tnf

)
=

∫ 1

0

xn

n!
dx =

1

(n+ 1)!
=

(
f |Tnf

)
(
f |f

) � An.

4. a. Posons f̃ : [0, 1] → R, x �→ f(1−x). Le changement de variable affine t = 1−u

dans l’intégrale conduit à : ∀f ∈ C, ∀x ∈ [0, 1], Un(f)(x) = Tn(f̃)(1− x).

Donc Unf ∈ Cn([0, 1],R) et
(
Unf

)(n)
= (−1)n

(
Tnf

)(n)
= (−1)nf .

b. On procède comme pour Tn.

c. Rappelons la formule d’intégration par parties itérée. Si (F,G) ∈
(
Cn([a, b],R)

)2
,∫ b

a

F (n)G =
[ n−1∑
k=0

(−1)kF (k)(t)G(n−k−1)(t)
]b
a
+ (−1)n

∫ b

a

FG(n).

Appliquons cette formule à F = Un(f) et G = Tn(g) avec a = 0 et b = 1.

(Tng)
(p)(0) = 0 si 0 � p � n − 1 car Tng ∈ En d’après I.2.a. D’après I.4.a. on a

(Unf)
(p)(1) = 0 si 0 � p � n−1. Donc F (k)(1) = G(n−k)(0) = 0 pour k ∈ [[0, n−1]].

Comme F (n) = (−1)nf d’après I.4.a. et G(n) = g d’après I.2, on a le résultat.

5. a. vérification immédiate, d’après la relation de Chasles.

b.
(
Snf

)(n)
=

1

2

[(
Tnf

)(n)
+
(
Unf

)(n)]
=

1

2

(
1 + (−1)n

)
f .

c. De I.4.c) on déduit : ∀(f, g) ∈ C2,
(
Unf |g

)
=

(
f |Tng

)
.

Le produit scalaire étant symétrique, on a :
(
Tnf |g

)
=

(
f |Ung

)
. Par addition des

deux dernières égalités, on obtient : ∀(f, g) ∈ C2,
(
Snf |g

)
=

(
f |Sng

)
.

d. ∀f ∈ C,
(
f |Snf

)
=

1

2

[(
f |Tnf

)
+
(
f |Unf

)]
=

1

2

[(
f |Tnf

)
+
(
Tnf |f

)]
=

(
f |Tnf

)

d’après I.4.c). D’où An = sup
f∈C\{0}

(f |Tnf)

(f |f)
= sup

f∈C\{0}

(f |Snf)

(f |f)
·
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Deuxième partie : Étude du cas où n est impair

1. Établir, pour tout y ∈ E1, l’inégalité :

∫ 1

0

yy′ �
1

2

∫ 1

0

y′2. Pour quels y

de E1 les deux membres sont-ils égaux ? Quelle est la valeur de A1 ?

2. Dans cette question et la suivante, n est impair au moins égal à 3. Pour
tout k ∈ N, on note Xk l’application : [0, 1] → R, x �→ xk. On désigne par
Pn le sous-espace vectoriel de C engendré par (X0, X1, . . . , Xn−1).

a. Établir que : Im(Sn) ⊂ Pn. On précisera (sous forme d’intégrales) les
coefficients du développement de Snf(x) selon les puisances de x.

b. Établir que Ker(Sn) est l’orthogonal P
⊥
n de Pn dans C.

c. Établir que : C = Pn ⊕ P⊥
n .

3. Soit σn l’application de Pn dans Pn qui à f associe Snf .

a. σn est-elle un automorphisme ?

b. Comparer Im(Sn) et Pn.

c. σn est-elle diagonalisable ? Comparer Sp(σn) et Sp(Sn) .

d. Soit αn la plus grande valeur propre de σn. Montrer que pour tout g de
Pn, (g|σng) � αn(g|g).
Pour quels g a-t-on l’égalité ? Quel est le signe de αn ?

e. En déduire, à l’aide de II.2.c. que An = αn, qu’il existe dans En au moins
un polynôme non nul y tel que (y|y(n)) = An(y

(n)|y(n)) et que tout élément
de En vérifiant cette égalité est un polynôme.

4. On suppose, dans cette question que n = 3. On admettra, que :{
X0,

(
X − 1

2
X0

)
,
(
X − 1

2
X0

)2}
constitue une base de P3. Donner la

matrice de σ3 dans cette base. On mettra cette matrice sous la forme
1

48
M ,

les coefficients de M étant tous des entiers relatifs à l’exeption d’un seul.
Déterminer A3 et les éléments y de E3 tels que :

(
y|y(3)

)
= A3(y

(3)|y(3)).

Solution

Partie I

1. Si g existe, le théorème de Taylor-Laplace donne :

g(x) =

n−1∑
k=0

xk

k!
g(k)(0) +

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
g(n)(t)dt =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

D’où l’unicité. Montrons l’existence par récurrence sur n.

Si n = 1, g(x) =

∫ x

0

f de façon évidente.

Si le résultat est vrai pour (n− 1), soit h telle que h(n−1) = f et h(k)(0) = 0 pour

tout k ∈ [[0, n− 2]] ; si l’on pose g(x) =

∫ x

0

h, on a alors g′ = h et g(0) = 0. D’où

g(n) = f et g(p)(0) = 0 pour p ∈ [[0, n− 1]].

2. a. De I.1. on déduit : ∀g ∈ En, g = Tn(g
(n)). Donc : Im(Tn) = En.
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1. Établir, pour tout y ∈ E1, l’inégalité :

∫ 1

0

yy′ �
1

2

∫ 1

0

y′2. Pour quels y

de E1 les deux membres sont-ils égaux ? Quelle est la valeur de A1 ?

2. Dans cette question et la suivante, n est impair au moins égal à 3. Pour
tout k ∈ N, on note Xk l’application : [0, 1] → R, x �→ xk. On désigne par
Pn le sous-espace vectoriel de C engendré par (X0, X1, . . . , Xn−1).

a. Établir que : Im(Sn) ⊂ Pn. On précisera (sous forme d’intégrales) les
coefficients du développement de Snf(x) selon les puisances de x.

b. Établir que Ker(Sn) est l’orthogonal P
⊥
n de Pn dans C.

c. Établir que : C = Pn ⊕ P⊥
n .

3. Soit σn l’application de Pn dans Pn qui à f associe Snf .

a. σn est-elle un automorphisme ?

b. Comparer Im(Sn) et Pn.

c. σn est-elle diagonalisable ? Comparer Sp(σn) et Sp(Sn) .

d. Soit αn la plus grande valeur propre de σn. Montrer que pour tout g de
Pn, (g|σng) � αn(g|g).
Pour quels g a-t-on l’égalité ? Quel est le signe de αn ?

e. En déduire, à l’aide de II.2.c. que An = αn, qu’il existe dans En au moins
un polynôme non nul y tel que (y|y(n)) = An(y

(n)|y(n)) et que tout élément
de En vérifiant cette égalité est un polynôme.

4. On suppose, dans cette question que n = 3. On admettra, que :{
X0,

(
X − 1

2
X0

)
,
(
X − 1

2
X0

)2}
constitue une base de P3. Donner la

matrice de σ3 dans cette base. On mettra cette matrice sous la forme
1

48
M ,

les coefficients de M étant tous des entiers relatifs à l’exeption d’un seul.
Déterminer A3 et les éléments y de E3 tels que :

(
y|y(3)

)
= A3(y

(3)|y(3)).

Solution

Partie I

1. Si g existe, le théorème de Taylor-Laplace donne :

g(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
g(k)(0) +

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
g(n)(t)dt =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

D’où l’unicité. Montrons l’existence par récurrence sur n.

Si n = 1, g(x) =

∫ x

0

f de façon évidente.

Si le résultat est vrai pour (n− 1), soit h telle que h(n−1) = f et h(k)(0) = 0 pour

tout k ∈ [[0, n− 2]] ; si l’on pose g(x) =

∫ x

0

h, on a alors g′ = h et g(0) = 0. D’où

g(n) = f et g(p)(0) = 0 pour p ∈ [[0, n− 1]].

2. a. De I.1. on déduit : ∀g ∈ En, g = Tn(g
(n)). Donc : Im(Tn) = En.
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f ∈ Ker(Tn) ⇐⇒ f = g(n) = 0. Donc Ker(Tn) = {0}.

b. Si g = Tn(f) avec f ∈ C. Alors, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

∀x ∈ [0, 1], g2(x) �
∫ x

0

(x− t)2n−2

[
(n− 1)!

]2 dt ·
∫ x

0

f2(t)dt �
1[

(n− 1)!
]2

x2n−1

(2n− 1)

[
N(f)

]2
.

Donc :
[
N(g)

]2
=

∫ 1

0

g2 �
1[

(n− 1)!
]2
(2n− 1)2n

[
N(f)

]2
.

D’où la continuité de l’application linéaire Tn et ‖Tn‖ �
1

(n− 1)!
√

(2n− 1)(2n)
·

3. a. Comme Im(Tn) = En, on a (i) ⇐⇒ (ii) où :

(i) ∀y ∈ En,
(
y|y(n)

)
� K

(
y(n)|y(n)

)
et (ii) ∀f ∈ C,

(
f |Tn(f)

)
� K

(
f |f

)
.

Avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz :
(
f |Tn(f)

)
� N(f)N

(
Tn(f)

)
� ‖Tn‖

[
N(f)

]2
.

{(
f |Tnf

)
(
f |f

)
∣∣∣ f ∈ C\{0}

}
est une partie non vide majorée (par ‖Tn‖) de R donc An,

le plus petit majorant de cet ensemble est bien la borne supérieure de cet ensemble

et An � ‖Tn‖ �
1

(n− 1)!
d’après I.2.b.

b. Si l’on prend f : [0, 1] → R, x �→ 1, on a :
(
f |f

)
= 1 et Tnf(x) =

xn

n!
·

Donc
(
f |Tnf

)
=

∫ 1

0

xn

n!
dx =

1

(n+ 1)!
=

(
f |Tnf

)
(
f |f

) � An.

4. a. Posons f̃ : [0, 1] → R, x �→ f(1−x). Le changement de variable affine t = 1−u

dans l’intégrale conduit à : ∀f ∈ C, ∀x ∈ [0, 1], Un(f)(x) = Tn(f̃)(1− x).

Donc Unf ∈ Cn([0, 1],R) et
(
Unf

)(n)
= (−1)n

(
Tnf

)(n)
= (−1)nf .

b. On procède comme pour Tn.

c. Rappelons la formule d’intégration par parties itérée. Si (F,G) ∈
(
Cn([a, b],R)

)2
,∫ b

a

F (n)G =
[ n−1∑
k=0

(−1)kF (k)(t)G(n−k−1)(t)
]b
a
+ (−1)n

∫ b

a

FG(n).

Appliquons cette formule à F = Un(f) et G = Tn(g) avec a = 0 et b = 1.

(Tng)
(p)(0) = 0 si 0 � p � n − 1 car Tng ∈ En d’après I.2.a. D’après I.4.a. on a

(Unf)
(p)(1) = 0 si 0 � p � n−1. Donc F (k)(1) = G(n−k)(0) = 0 pour k ∈ [[0, n−1]].

Comme F (n) = (−1)nf d’après I.4.a. et G(n) = g d’après I.2, on a le résultat.

5. a. vérification immédiate, d’après la relation de Chasles.

b.
(
Snf

)(n)
=

1

2

[(
Tnf

)(n)
+
(
Unf

)(n)]
=

1

2

(
1 + (−1)n

)
f .

c. De I.4.c) on déduit : ∀(f, g) ∈ C2,
(
Unf |g

)
=

(
f |Tng

)
.

Le produit scalaire étant symétrique, on a :
(
Tnf |g

)
=

(
f |Ung

)
. Par addition des

deux dernières égalités, on obtient : ∀(f, g) ∈ C2,
(
Snf |g

)
=

(
f |Sng

)
.

d. ∀f ∈ C,
(
f |Snf

)
=

1

2

[(
f |Tnf

)
+
(
f |Unf

)]
=

1

2

[(
f |Tnf

)
+
(
Tnf |f

)]
=

(
f |Tnf

)

d’après I.4.c). D’où An = sup
f∈C\{0}

(f |Tnf)

(f |f)
= sup

f∈C\{0}

(f |Snf)

(f |f)
·
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1. Établir, pour tout y ∈ E1, l’inégalité :
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2

∫ 1

0

y′2. Pour quels y
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2. Dans cette question et la suivante, n est impair au moins égal à 3. Pour
tout k ∈ N, on note Xk l’application : [0, 1] → R, x �→ xk. On désigne par
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coefficients du développement de Snf(x) selon les puisances de x.

b. Établir que Ker(Sn) est l’orthogonal P
⊥
n de Pn dans C.

c. Établir que : C = Pn ⊕ P⊥
n .

3. Soit σn l’application de Pn dans Pn qui à f associe Snf .

a. σn est-elle un automorphisme ?

b. Comparer Im(Sn) et Pn.

c. σn est-elle diagonalisable ? Comparer Sp(σn) et Sp(Sn) .

d. Soit αn la plus grande valeur propre de σn. Montrer que pour tout g de
Pn, (g|σng) � αn(g|g).
Pour quels g a-t-on l’égalité ? Quel est le signe de αn ?

e. En déduire, à l’aide de II.2.c. que An = αn, qu’il existe dans En au moins
un polynôme non nul y tel que (y|y(n)) = An(y

(n)|y(n)) et que tout élément
de En vérifiant cette égalité est un polynôme.

4. On suppose, dans cette question que n = 3. On admettra, que :{
X0,

(
X − 1

2
X0

)
,
(
X − 1

2
X0

)2}
constitue une base de P3. Donner la

matrice de σ3 dans cette base. On mettra cette matrice sous la forme
1

48
M ,

les coefficients de M étant tous des entiers relatifs à l’exeption d’un seul.
Déterminer A3 et les éléments y de E3 tels que :

(
y|y(3)

)
= A3(y

(3)|y(3)).

Solution

Partie I

1. Si g existe, le théorème de Taylor-Laplace donne :

g(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
g(k)(0) +

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
g(n)(t)dt =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

D’où l’unicité. Montrons l’existence par récurrence sur n.

Si n = 1, g(x) =

∫ x

0

f de façon évidente.

Si le résultat est vrai pour (n− 1), soit h telle que h(n−1) = f et h(k)(0) = 0 pour

tout k ∈ [[0, n− 2]] ; si l’on pose g(x) =

∫ x

0

h, on a alors g′ = h et g(0) = 0. D’où

g(n) = f et g(p)(0) = 0 pour p ∈ [[0, n− 1]].

2. a. De I.1. on déduit : ∀g ∈ En, g = Tn(g
(n)). Donc : Im(Tn) = En.
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Partie II

1. y ∈ E1 ⇐⇒ y ∈ C1([0, 1],R) et y(0) = 0. On a donc :

2

∫ 1

0

yy′ = y2(1) − y2(0) = y2(1) =
(∫ 1

0

y′
)2

�
(∫ 1

0

12
)(∫ 1

0

y′2
)

d’après

l’inégalité de Cauchy-Schwarz ; avec égalité si, et seulement si, il existe λ ∈ R
tel que y′ = λ.1 ie. ∀x ∈ [0, 1], y(x) = λx puisque y(0) = 0.

Donc A1 �
1

2
et en fait A1 =

1

2
d’après I.3.a.

2. a. n étant impair, d’après I.5.b)
(
Snf

)(n)
= 0 ; donc Snf ∈ Pn ie. Im(Sn) ⊂ Pn.

Comme (n− 1) est pair, |x− t|n−1 = (x− t)n−1 =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk(−1)ktn−1−k.

Donc : Snf(x) =
1

2

∫ 1

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt =

n−1∑
k=0

akx
k où

ak =
(−1)k

2(k!)(n− 1− k)!

∫ 1

0

tn−1−kf(t)dt.

b. Avec les notations précédentes et la définition du vecteur nul de Pn, on a :
f ∈ Ker(Sn) ⇐⇒

(
∀k ∈ [[0, n− 1]], ak = 0

)
.

Donc : f ∈ Ker(Sn) ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n− 1]],

∫ 1

0

tn−1−kf(t)dt = 0.

Autrement dit f ∈ Ker(Sn) ⇐⇒
(
∀k′ ∈ [[0, n − 1]],

(
Xk′ |f

)
= 0

)
⇐⇒ f ∈ P⊥

n

car Pn = Vect(X0, . . . , Xn−1).

c. (C, (.|.)
)
étant un espace préhilbertien réel, Pn étant un sous-espace vectoriel

de dimension finie de C, on déduit du théorème de la projection orthogonale que
C = Pn ⊕ P⊥

n .
3. a. P ∈ Ker(σn) ⇐⇒

(
P ∈ Pn et Sn(P ) = 0

)
⇐⇒ P ∈ Pn ∩ P⊥

n = {0}·
Donc σn est un endomorphisme injectif de l’espace vectoriel de dimension finie
Pn ; d’où σn est un automorphisme de Pn ie. σn ∈ GL(Pn).

b. Pn = Im(σn) ⊂ Im(Sn) ⊂ Pn. Donc Im(Sn) = Pn.

c. D’après I.5.c), σn est un automorphisme symétrique de l’espace euclidien Pn.
Donc σn est diagonalisable et Pn possède une base constituée de vecteurs propres
de σn. On a de façon évidente : Sp(σn) ⊂ Sp(Sn).
• 0 ∈ Sp(Sn) et le sous-espace propre associé est Ker(Sn) = P⊥

n .
• 0 /∈ Sp(σn) car σn est un automorphisme de Pn.
• Si λ �= 0 et λ ∈ Sp(Sn), alors il existe f ∈ C \ {0} tel que Snf = λf . Comme
Im(Sn) ⊂ Pn et λ �= 0, donc f = λ−1Snf ∈ Pn ; d’où λ ∈ Sp(σn). Donc :

Sp(Sn) = Sp(σn) ∪ {0}.
d. Si f � 0, alors Sn(f) � 0 et

(
Snf |f

)
� 0. Comme σn est un automorphisme

symétrique positif de l’espace euclidien Pn, il est défini positif. d’où Sp(σn) ⊂ R∗
+.

Du théorème III.E.6.4. on déduit : ∀g ∈ Pn,
(
g|σn(g)

)
� αn

(
g|g

)
avec égalité si g

est vecteur propre associé à la valeur propre αn.

e. Notons que αn est un

(
Sng|g

)
(
g|g

) particulier, pour g vecteur propre de σn

associé à la valeur propre αn. Donc : αn � An = sup
g∈C\{0}

(
Sng|g

)
(
g|g

) · D’autre part,

C = Pn ⊕ P⊥
n , d’après II.2.c). Donc : ∀f ∈ C, ∃(g, h) ∈ Pn × P⊥

n , f = g + h.
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D’après 2.c), Snf = Sng = σn(g). Comme σn(g)⊥h d’après 2.a. on a :(
Snf |f

)
=

(
σn(g)|g + h

)
=

(
σn(g)|g

)
� αn

(
g|g

)
� αn

(
f |f

)
car αn � 0 et d’après

le théorème de Pythagore,
(
f |f

)
=

(
g|g

)
+
(
h|h

)
. Donc An � αn. Puis An = αn.

On déduit des inégalités précédentes que :(
Snf |f

)
= An

(
f |f

)
⇐⇒ h = 0 ⇐⇒ f ∈ Pn.

On a vu en I.5.d. que, pour tout f ∈ C,
(
Snf |f

)
=

(
Tnf |f

)
. Comme Tn est

surjective,
(
Tnf |f

)
=

(
y|y(n)

)
si f = y(n) et y ∈ En.

Si y ∈ En,
(
y|y(n)

)
= An

(
y(n)|y(n)

)
⇐⇒

(
Snf |f

)
= αn

(
f |f

)
avec f = y(n) ce

qui est impossible sauf si f ∈ Pn ; et donc y = Tnf ∈ Pn. De plus cette égalité est
effectivement réalisée si f est vecteur propre de σn associé à αn.

4. ∀t ∈ [0, 1], ∀k ∈ {0, 1, 2}, ϕk(t) =
(
t− 1

2

)k

·

∀x ∈ [0, 1], σ3ϕk(x) =
1

4

∫ 1

0

(x− t)2
(
t− 1

2

)k

dt d’après I.5.a.

Avec le changement de variable t− 1

2
= u, on obtient que σ3ϕk(x) est égal à :

1

4

∫ 1
2

− 1
2

(
x− 1

2
− u

)2

ukdu =
[1
4

(
x− 1

2

)2 uk+1

k + 1
− 1

2

(
x− 1

2

) uk+2

k + 2
+

1

4

uk+3

k + 3

] 1
2

− 1
2

·

D’où σ3ϕ0(x), σ3ϕ1(x) et σ3ϕ2(x) et la matrice de σ3 dans la base (ϕ0, ϕ1, ϕ2) :

1

48
M =

1

48




1 0 3
20

0 −2 0
12 0 1


.

La plus grande valeur propre de σ3 est α3 = A3.
La relation

(
y|y(3)

)
= A3

(
y(3)|y(3)

)
avec y ∈ E3 est vraie si, et seulement si,

y(3) = f vecteur propre associé à α3.

χ
M = −(T + 2)

[
(T − 1)2 − 9

5

]
· Donc α3 = A3 =

1

48

(
1 +

3√
5

)
·

Si l’on cherche les éléments de E3 tels que σ3(f) = α3f , on trouve :

f(x) = a
[
1 + 4

√
5
(
x − 1

2

)2]
où a ∈ R. Donc les y de E3 tels que f = y(3) et qui

vérifient
(
y|y(3)

)
= A3

(
y(3)|y(3)

)
sont proportionnels à la fonction :

x �→
∫ x

0

(x− t)2

2

(
1 + 4

√
5
(
t− 1

2

)2)
dt.
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Partie II

1. y ∈ E1 ⇐⇒ y ∈ C1([0, 1],R) et y(0) = 0. On a donc :

2

∫ 1

0

yy′ = y2(1) − y2(0) = y2(1) =
(∫ 1

0

y′
)2

�
(∫ 1

0

12
)(∫ 1

0

y′2
)

d’après

l’inégalité de Cauchy-Schwarz ; avec égalité si, et seulement si, il existe λ ∈ R
tel que y′ = λ.1 ie. ∀x ∈ [0, 1], y(x) = λx puisque y(0) = 0.

Donc A1 �
1

2
et en fait A1 =

1

2
d’après I.3.a.

2. a. n étant impair, d’après I.5.b)
(
Snf

)(n)
= 0 ; donc Snf ∈ Pn ie. Im(Sn) ⊂ Pn.

Comme (n− 1) est pair, |x− t|n−1 = (x− t)n−1 =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk(−1)ktn−1−k.

Donc : Snf(x) =
1

2

∫ 1

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt =

n−1∑
k=0

akx
k où

ak =
(−1)k

2(k!)(n− 1− k)!

∫ 1

0

tn−1−kf(t)dt.

b. Avec les notations précédentes et la définition du vecteur nul de Pn, on a :
f ∈ Ker(Sn) ⇐⇒

(
∀k ∈ [[0, n− 1]], ak = 0

)
.

Donc : f ∈ Ker(Sn) ⇐⇒ ∀k ∈ [[0, n− 1]],

∫ 1

0

tn−1−kf(t)dt = 0.

Autrement dit f ∈ Ker(Sn) ⇐⇒
(
∀k′ ∈ [[0, n − 1]],

(
Xk′ |f

)
= 0

)
⇐⇒ f ∈ P⊥

n

car Pn = Vect(X0, . . . , Xn−1).

c. (C, (.|.)
)
étant un espace préhilbertien réel, Pn étant un sous-espace vectoriel

de dimension finie de C, on déduit du théorème de la projection orthogonale que
C = Pn ⊕ P⊥

n .
3. a. P ∈ Ker(σn) ⇐⇒

(
P ∈ Pn et Sn(P ) = 0

)
⇐⇒ P ∈ Pn ∩ P⊥

n = {0}·
Donc σn est un endomorphisme injectif de l’espace vectoriel de dimension finie
Pn ; d’où σn est un automorphisme de Pn ie. σn ∈ GL(Pn).

b. Pn = Im(σn) ⊂ Im(Sn) ⊂ Pn. Donc Im(Sn) = Pn.

c. D’après I.5.c), σn est un automorphisme symétrique de l’espace euclidien Pn.
Donc σn est diagonalisable et Pn possède une base constituée de vecteurs propres
de σn. On a de façon évidente : Sp(σn) ⊂ Sp(Sn).
• 0 ∈ Sp(Sn) et le sous-espace propre associé est Ker(Sn) = P⊥

n .
• 0 /∈ Sp(σn) car σn est un automorphisme de Pn.
• Si λ �= 0 et λ ∈ Sp(Sn), alors il existe f ∈ C \ {0} tel que Snf = λf . Comme
Im(Sn) ⊂ Pn et λ �= 0, donc f = λ−1Snf ∈ Pn ; d’où λ ∈ Sp(σn). Donc :

Sp(Sn) = Sp(σn) ∪ {0}.
d. Si f � 0, alors Sn(f) � 0 et

(
Snf |f

)
� 0. Comme σn est un automorphisme

symétrique positif de l’espace euclidien Pn, il est défini positif. d’où Sp(σn) ⊂ R∗
+.

Du théorème III.E.6.4. on déduit : ∀g ∈ Pn,
(
g|σn(g)

)
� αn

(
g|g

)
avec égalité si g

est vecteur propre associé à la valeur propre αn.

e. Notons que αn est un

(
Sng|g

)
(
g|g

) particulier, pour g vecteur propre de σn

associé à la valeur propre αn. Donc : αn � An = sup
g∈C\{0}

(
Sng|g

)
(
g|g

) · D’autre part,

C = Pn ⊕ P⊥
n , d’après II.2.c). Donc : ∀f ∈ C, ∃(g, h) ∈ Pn × P⊥

n , f = g + h.
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D’après 2.c), Snf = Sng = σn(g). Comme σn(g)⊥h d’après 2.a. on a :(
Snf |f

)
=

(
σn(g)|g + h

)
=

(
σn(g)|g

)
� αn

(
g|g

)
� αn

(
f |f

)
car αn � 0 et d’après

le théorème de Pythagore,
(
f |f

)
=

(
g|g

)
+
(
h|h

)
. Donc An � αn. Puis An = αn.

On déduit des inégalités précédentes que :(
Snf |f

)
= An

(
f |f

)
⇐⇒ h = 0 ⇐⇒ f ∈ Pn.

On a vu en I.5.d. que, pour tout f ∈ C,
(
Snf |f

)
=

(
Tnf |f

)
. Comme Tn est

surjective,
(
Tnf |f

)
=

(
y|y(n)

)
si f = y(n) et y ∈ En.

Si y ∈ En,
(
y|y(n)

)
= An

(
y(n)|y(n)

)
⇐⇒

(
Snf |f

)
= αn

(
f |f

)
avec f = y(n) ce

qui est impossible sauf si f ∈ Pn ; et donc y = Tnf ∈ Pn. De plus cette égalité est
effectivement réalisée si f est vecteur propre de σn associé à αn.

4. ∀t ∈ [0, 1], ∀k ∈ {0, 1, 2}, ϕk(t) =
(
t− 1

2

)k

·

∀x ∈ [0, 1], σ3ϕk(x) =
1

4

∫ 1

0

(x− t)2
(
t− 1

2

)k

dt d’après I.5.a.

Avec le changement de variable t− 1

2
= u, on obtient que σ3ϕk(x) est égal à :

1

4

∫ 1
2

− 1
2

(
x− 1

2
− u

)2

ukdu =
[1
4

(
x− 1

2

)2 uk+1

k + 1
− 1

2

(
x− 1

2

) uk+2

k + 2
+

1

4

uk+3

k + 3

] 1
2

− 1
2

·

D’où σ3ϕ0(x), σ3ϕ1(x) et σ3ϕ2(x) et la matrice de σ3 dans la base (ϕ0, ϕ1, ϕ2) :

1

48
M =

1

48




1 0 3
20

0 −2 0
12 0 1


.

La plus grande valeur propre de σ3 est α3 = A3.
La relation

(
y|y(3)

)
= A3

(
y(3)|y(3)

)
avec y ∈ E3 est vraie si, et seulement si,

y(3) = f vecteur propre associé à α3.

χ
M = −(T + 2)

[
(T − 1)2 − 9

5

]
· Donc α3 = A3 =

1

48

(
1 +

3√
5

)
·

Si l’on cherche les éléments de E3 tels que σ3(f) = α3f , on trouve :

f(x) = a
[
1 + 4

√
5
(
x − 1

2

)2]
où a ∈ R. Donc les y de E3 tels que f = y(3) et qui

vérifient
(
y|y(3)

)
= A3

(
y(3)|y(3)

)
sont proportionnels à la fonction :

x �→
∫ x

0

(x− t)2

2

(
1 + 4

√
5
(
t− 1

2

)2)
dt.
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• Formes positives et produit scalaire sur R[X] (MP�)

Si une partie non vide de R est non majorée on convient que sa borne
supérieure est +∞, de même si elle est non minorée on convient que sa borne
inférieure est −∞.

Tout au long du problème on considère un espace vectoriel E, non
réduit à zéro, muni de deux formes bilinéaires symétriques a et b . On
suppose que la forme a est définie positive. On note ‖x‖ =

√
a(x, x).

On note :M(a, b) = sup
x∈E\{0}

( b(x, x)

a(x, x)

)
et m(a, b) = inf

x∈E\{0}

( b(x, x)

a(x, x)

)
·

Soit E′ un sous-espace vectoriel non nul de E, on note a|E′ et b|E′ les

restrictions à E′ de a et b. On pourra abréger les notations M
(
a|E′ , b|E′

)
en

M(E′), m(E′) ; M(a, b) et m(a, b) pourront être notés M(E) et m(E).
On ne fait a priori aucune hypothèse sur la dimension de E.

Partie I

1. Montrer que si E est de dimension finie, m(a, b) et M(a, b) sont finis.

Soit k ∈ N∗. Si k � dim(E), on note Mk(a, b) la borne supérieure des
m
(
a
F
, b

F

)
lorsque F décrit l’ensemble des sous-espaces vectoriels de

dimension k de E. Notons que M1(a, b) = M(a, b).

Soit E′ un sous-espace vectoriel non nul de E, on pourra noter :
Mk

(
a
E′ , b E′

)
= Mk(E

′).

2. Montrer l’inégalité : Mk(a, b) � Mk+1(a, b).

3. Soit E′ un sous-espace vectoriel non nul de E ; montrer l’inégalité
Mk(E

′) � Mk(E).

On suppose en outre que E′ est de codimension 1 ; montrer l’inégalité
Mk(E

′) � Mk+1(E).

4. On suppose, dans cette question, E de dimension finie n � 1. Soit
B = (ei)1�i�n une base de E, A et B les matrices respectives de a et b
relatives à cette base.

a. On suppose A = In et B = Diag(λ1, . . . , λn), où λ1 � . . . � λn.

(i) DéterminerM1(a, b), Mn(a, b) et m(Fk) si Fk = Vect
(
en−k+1, . . . , en

)
.

(ii) Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension k, déduire de
la considération de F ∩ Ek où Ek = Vect

(
e1, . . . , en−k+1

)
un majorant de

m(F ).

(iii) Déduire de (i) et (ii) Mk(a, b) en fonction d’un des réels λi, 1 � i � n.

b. On suppose A �= In. Montrer que :

∃P ∈ GLn(R), ∃D ∈ Dn(R), A =
t
P P et B =

t
P DP .

Exprimer Mk(a, b) en fonction de A et B. Que dire de A−1B ?

Partie II

Dans cette partie, on prend E = R[X]. On se donne une forme linéaire
L sur E telle que pour tout P ∈ E \ {0}, L(P 2) > 0 et l’on prend pour
a et b, a(P,Q) = L(PQ) et b(P,Q) = L(XPQ).
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On note enfin En = Rn−1[X] où n ∈ N∗.

1. Soit µ ∈ R. déterminer les formes linéaires u : En → R telles que :
∀P ∈ En−1, u(XP ) = µu(P ).

2. Soit n ∈ N∗. Montrer qu’il existe 2n nombres réels µ1,n, µ2,n, . . . µn,n et
γ1,n, γ2,n, . . . , γn,n avec µk,n � µk+1,n pour 1 � k � n − 1, tels que pour
tout polynôme R de E2n on ait la formule suivante

L(R) =

n∑
k=1

γk,nR(µk,n)

On montrera tout d’abord qu’il existe une telle formule pour les polynômes
R de la forme PQ et XPQ, P et Q parcourant En. Pour cela, on montrera

qu’il existe n formes linéaires uk telles que a(P,Q) =

n∑
k=1

uk(P )uk(Q) et

b(P,Q) une combinaison linéaire des uk(P )uk(Q) et l’on utilisera II.3.b.

Montrer l’unicité des 2n nombres réels µk,n, γk,n et les inégalités :
µk,n > µk+1,n pour 1 � k � n− 1 et γk,n > 0 pour k ∈ [[1, n]].

3. Montrer qu’il existe une et une seule suite (Pn)n∈N de polynômes, avec
Pn unitaire de degré n (en particulier P0 = 1), telle que L(Pn.Pm) = 0 pour
n �= m. Quelles sont les racines du polynôme Pn (n � 1) ?

4. Soient α, β deux nombres réels avec α < β et f : [α, β] → R une fonction
continue positive ou nulle, mais non identiquement nulle. On prend dans

cette question pour L la forme linéaire définie par : L(P ) =

∫ β

α

f(x)P (x)dx.

Montrer les inégalités : ∀k ∈ [[1, n]], α � µk,n � β.

Solution

Partie I

1. ∀x ∈ E \ {0}, b(x, x)
a(x, x)

= b
( x

‖x‖
, x

‖x‖

)
= b(y, y), y ∈ S(0, 1).

S(0, 1) : sphère unité de l’espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est fermée et bornée donc
compacte si E est de dimension finie. L’application x �→ b(x, x) étant continue, est
bornée sur le compact S(0, 1). D’où l’existence de m(a, b) et M(a, b) dans R.
2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension k+1. Si F ′ est un sous-espace
vectoriel de F de dimension k, alors m

(
a
F
, b

F
) � m

(
a
F ′ , b F ′).

Or m
(
a
F ′ , b F ′) � Mk(a, b), de la définition de Mk+1(a, b), puisque l’on a :

m(F ) � Mk(a, b) pour tout F sous-espace vectoriel de E de dimension (k+1), on
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′) � Mk(E).
Si E est de codimension 1, E = E′ ⊕ Re, e /∈ E′.
Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension (k+ 1), alors F = F ′ ⊕D où
D est une droite de E et F ′ un sous-espace vectoriel de E′ de dimension k.

m(F ) = m(F ′ ⊕D) � m(F ′) � Mk(E
′). D’où Mk+1(E) � Mk(E

′).
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Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension (k+ 1), alors F = F ′ ⊕D où
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• Formes positives et produit scalaire sur R[X] (MP�)

Si une partie non vide de R est non majorée on convient que sa borne
supérieure est +∞, de même si elle est non minorée on convient que sa borne
inférieure est −∞.

Tout au long du problème on considère un espace vectoriel E, non
réduit à zéro, muni de deux formes bilinéaires symétriques a et b . On
suppose que la forme a est définie positive. On note ‖x‖ =

√
a(x, x).

On note :M(a, b) = sup
x∈E\{0}

( b(x, x)

a(x, x)

)
et m(a, b) = inf

x∈E\{0}

( b(x, x)

a(x, x)

)
·

Soit E′ un sous-espace vectoriel non nul de E, on note a|E′ et b|E′ les

restrictions à E′ de a et b. On pourra abréger les notations M
(
a|E′ , b|E′

)
en

M(E′), m(E′) ; M(a, b) et m(a, b) pourront être notés M(E) et m(E).
On ne fait a priori aucune hypothèse sur la dimension de E.

Partie I

1. Montrer que si E est de dimension finie, m(a, b) et M(a, b) sont finis.

Soit k ∈ N∗. Si k � dim(E), on note Mk(a, b) la borne supérieure des
m
(
a
F
, b

F

)
lorsque F décrit l’ensemble des sous-espaces vectoriels de

dimension k de E. Notons que M1(a, b) = M(a, b).

Soit E′ un sous-espace vectoriel non nul de E, on pourra noter :
Mk

(
a
E′ , b E′

)
= Mk(E

′).

2. Montrer l’inégalité : Mk(a, b) � Mk+1(a, b).

3. Soit E′ un sous-espace vectoriel non nul de E ; montrer l’inégalité
Mk(E

′) � Mk(E).

On suppose en outre que E′ est de codimension 1 ; montrer l’inégalité
Mk(E

′) � Mk+1(E).

4. On suppose, dans cette question, E de dimension finie n � 1. Soit
B = (ei)1�i�n une base de E, A et B les matrices respectives de a et b
relatives à cette base.

a. On suppose A = In et B = Diag(λ1, . . . , λn), où λ1 � . . . � λn.

(i) DéterminerM1(a, b), Mn(a, b) et m(Fk) si Fk = Vect
(
en−k+1, . . . , en

)
.

(ii) Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension k, déduire de
la considération de F ∩ Ek où Ek = Vect

(
e1, . . . , en−k+1

)
un majorant de

m(F ).

(iii) Déduire de (i) et (ii) Mk(a, b) en fonction d’un des réels λi, 1 � i � n.

b. On suppose A �= In. Montrer que :

∃P ∈ GLn(R), ∃D ∈ Dn(R), A =
t
P P et B =

t
P DP .

Exprimer Mk(a, b) en fonction de A et B. Que dire de A−1B ?

Partie II

Dans cette partie, on prend E = R[X]. On se donne une forme linéaire
L sur E telle que pour tout P ∈ E \ {0}, L(P 2) > 0 et l’on prend pour
a et b, a(P,Q) = L(PQ) et b(P,Q) = L(XPQ).
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On note enfin En = Rn−1[X] où n ∈ N∗.

1. Soit µ ∈ R. déterminer les formes linéaires u : En → R telles que :
∀P ∈ En−1, u(XP ) = µu(P ).

2. Soit n ∈ N∗. Montrer qu’il existe 2n nombres réels µ1,n, µ2,n, . . . µn,n et
γ1,n, γ2,n, . . . , γn,n avec µk,n � µk+1,n pour 1 � k � n − 1, tels que pour
tout polynôme R de E2n on ait la formule suivante

L(R) =

n∑
k=1

γk,nR(µk,n)

On montrera tout d’abord qu’il existe une telle formule pour les polynômes
R de la forme PQ et XPQ, P et Q parcourant En. Pour cela, on montrera

qu’il existe n formes linéaires uk telles que a(P,Q) =

n∑
k=1

uk(P )uk(Q) et

b(P,Q) une combinaison linéaire des uk(P )uk(Q) et l’on utilisera II.3.b.

Montrer l’unicité des 2n nombres réels µk,n, γk,n et les inégalités :
µk,n > µk+1,n pour 1 � k � n− 1 et γk,n > 0 pour k ∈ [[1, n]].

3. Montrer qu’il existe une et une seule suite (Pn)n∈N de polynômes, avec
Pn unitaire de degré n (en particulier P0 = 1), telle que L(Pn.Pm) = 0 pour
n �= m. Quelles sont les racines du polynôme Pn (n � 1) ?

4. Soient α, β deux nombres réels avec α < β et f : [α, β] → R une fonction
continue positive ou nulle, mais non identiquement nulle. On prend dans

cette question pour L la forme linéaire définie par : L(P ) =

∫ β

α

f(x)P (x)dx.

Montrer les inégalités : ∀k ∈ [[1, n]], α � µk,n � β.

Solution

Partie I

1. ∀x ∈ E \ {0}, b(x, x)
a(x, x)

= b
( x

‖x‖
, x

‖x‖

)
= b(y, y), y ∈ S(0, 1).

S(0, 1) : sphère unité de l’espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est fermée et bornée donc
compacte si E est de dimension finie. L’application x �→ b(x, x) étant continue, est
bornée sur le compact S(0, 1). D’où l’existence de m(a, b) et M(a, b) dans R.
2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension k+1. Si F ′ est un sous-espace
vectoriel de F de dimension k, alors m

(
a
F
, b

F
) � m

(
a
F ′ , b F ′).

Or m
(
a
F ′ , b F ′) � Mk(a, b), de la définition de Mk+1(a, b), puisque l’on a :

m(F ) � Mk(a, b) pour tout F sous-espace vectoriel de E de dimension (k+1), on
déduit : Mk+1(a, b) � Mk(a, b).

3. Si F est un sous-espace vectoriel de E′ de dimension k, on a : m(F ) � Mk(E).
Par définition de la borne supérieure, on a donc : Mk(E

′) � Mk(E).
Si E est de codimension 1, E = E′ ⊕ Re, e /∈ E′.
Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension (k+ 1), alors F = F ′ ⊕D où
D est une droite de E et F ′ un sous-espace vectoriel de E′ de dimension k.

m(F ) = m(F ′ ⊕D) � m(F ′) � Mk(E
′). D’où Mk+1(E) � Mk(E

′).
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∀P ∈ En−1, u(XP ) = µu(P ).

2. Soit n ∈ N∗. Montrer qu’il existe 2n nombres réels µ1,n, µ2,n, . . . µn,n et
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4. a. (i) x =

n∑
i=1

xiei ⇒ a(x, x) =

n∑
i=1

x2
i et b(x, x) =

n∑
i=1

λix
2
i .

∀x ∈ E, λ1a(x, x) = λ1

n∑
i=1

x2
i � b(x, x) � λn

n∑
i=1

x2
i = λna(x, x).

Or λn =
b(en, en)

a(en, en)
et λ1 =

b(e1, e1)

a(e1, e1)
, donc λ1 = m(a, b) et λn = M(a, b).

Si Fk = Vect(en−k+1, . . . , en) par un raisonnement analogue, on montre que
m(Fk) = λn−k+1.

(ii) dim(F ) = k et dim(Ek) = n − k + 1 impliquent F ∩ Ek �= {0}. En effet,
si F ∩ Ek = {0}, les sous-espaces vectoriels F et Ek sont en somme directe et
dim(F +Ek) = n+1 > dim(E), ce qui est absurde. Donc on peut prendre x ∈ E,

tel que ‖x‖ = 1. Or si x ∈ Ek, x =

n−k+1∑
i=1

xiei alors b(x, x) =

n−k+1∑
i=1

λix
2
i � λn−k+1.

Donc m(F ) � λn−k+1.
(iii) De (i) et (ii) on déduit que Mk(a, b) = λn−k+1.

b. Procéder comme à l’exercice 8 précédent. On est ramené au cas 4.a.

A−1B = PDP−1. Donc A−1B est diagonalisable.

Partie II

1. Pour tout k ∈ N, u(Xk+1) = µu(Xk). D’où par récurrence, en posant u(1) = α,
on obtient, pour k ∈ N, u(Xk) = µkα et par linéarité u(P ) = αP (µ) pour P ∈ E.

2. Comme en I.4.b. si l’on note B′ = (f1, . . . , fn) et (u1, . . . , un) sa base duale,
alors, pour tout (P,Q) ∈ (En)

2,

a(P,Q) =

n∑
k=1

uk(P )uk(Q) et b(P,Q) =

n∑
k=1

µk,nuk(P )uk(Q) = L(XPQ).

On peut supposer µk,n � µk+1,n car les µk,n sont les valeurs propres de B.
Comme ui(fj) = δi,j , on a : ∀k ∈ [[1, n]], a(P, fk) = uk(P ) et b(P, fk) = µk,nuk(P ).
Donc : uk(XP ) = a(XP, fk) = L(XPfk) = b(P, fk) = µk,nuk(P ).

D’après II.1. il existe αk,n ∈ R tel que : uk(P ) = αk,nP (µk,n).

Donc :




L(PQ) =
n∑

k=1

(αk,n)
2P (µk,n)Q(µk,n),

L(XPQ) =
n∑

k=1

(αk,n)
2µk,nP (µk,n)Q(µk,n).

Posons γk,n = (αk,n)
2 � 0, comme L est déterminée sur les éléments de E2n de

la forme PQ et XPQ où (P,Q) parcourt E2
n, et comme X2n−1 = Xn−1Xn−1X,

l’application L est déterminée sur E2n par linéarité.

∀R ∈ E2n, L(R) =

n∑
k=1

γk,nR(µk,n).

• L’unicité des µk,n découle du fait que ce sont les valeurs propres de la matrice
B de b

En
dans la base B′.

• Soit Tk =

n∏
j=1
j �=k

(X − µk,n) ∈ En−1. Alors T 2
k ∈ E2n−2 ⊂ E2n et Tk �= 0.
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L(T 2
k ) = γk,nT

2
k (µk,n) > 0 par hypothèse sur L. Comme γk,n � 0, on a donc

γk,n > 0 et µk,n �= µj,n si j �= n. D’où µk,n > µk+1,n.
Les Tk sont déterminés par les µj,n, d’où les γk,n sont déterminés de façon unique

par : γk,n =
L(T 2

k )

T 2
k (µk,n)

·

3. (En, a) étant un espace euclidien, l’application du procédé d’orthonormalisation
de Schmidt à la famille (1, X, . . . , Xn−1) donne une unique suite de polynômes
(θk)0�k�n−1 telle que deg(θk) = k et le coefficient dominant est δk > 0. D’où le

résultat demandé avec Pk =
θk
δk

; L(PnPm) = a(Pn, Pm) = 0 si n �= m.

Soit ∆n =

n∏
k=1

(X − µk,n). Pour m �= n, L(∆n,∆m) = 0 d’après II.2.

Par unicité de (Pk)0�k�n−1, on conclut que ∆k = Pk. Les polynômes Pn et ∆n

ont donc les mêmes racines qui sont les µk,n où k ∈ [[0, n]].

4. Soit Sk =
Tk

Tk(µk,n)
=

n∏
j=1
j �=k

( X − µj,n

µk,n − µj,n

)
· On a :

L(XS2
k) = γk,nµk,n =

∫ β

α

xS2
k(x)f(x)dx et L(S2

k) = γk,n =

∫ β

α

fS2
k.

De l’inégalité de la moyenne, on déduit :

α

∫ β

α

fS2
k �

∫ β

α

xf(x)S2
k(x)dx � β

∫ β

α

fS2
k ie. αγk,n � L(XS2

k) � βγk,n.

Comme γk,n > 0, on peut conclure que : α � µk,n � β pour tout k ∈ [[1, n]].
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A−1B = PDP−1. Donc A−1B est diagonalisable.

Partie II

1. Pour tout k ∈ N, u(Xk+1) = µu(Xk). D’où par récurrence, en posant u(1) = α,
on obtient, pour k ∈ N, u(Xk) = µkα et par linéarité u(P ) = αP (µ) pour P ∈ E.

2. Comme en I.4.b. si l’on note B′ = (f1, . . . , fn) et (u1, . . . , un) sa base duale,
alors, pour tout (P,Q) ∈ (En)

2,

a(P,Q) =

n∑
k=1

uk(P )uk(Q) et b(P,Q) =

n∑
k=1

µk,nuk(P )uk(Q) = L(XPQ).

On peut supposer µk,n � µk+1,n car les µk,n sont les valeurs propres de B.
Comme ui(fj) = δi,j , on a : ∀k ∈ [[1, n]], a(P, fk) = uk(P ) et b(P, fk) = µk,nuk(P ).
Donc : uk(XP ) = a(XP, fk) = L(XPfk) = b(P, fk) = µk,nuk(P ).

D’après II.1. il existe αk,n ∈ R tel que : uk(P ) = αk,nP (µk,n).

Donc :




L(PQ) =

n∑
k=1

(αk,n)
2P (µk,n)Q(µk,n),

L(XPQ) =
n∑

k=1

(αk,n)
2µk,nP (µk,n)Q(µk,n).

Posons γk,n = (αk,n)
2 � 0, comme L est déterminée sur les éléments de E2n de

la forme PQ et XPQ où (P,Q) parcourt E2
n, et comme X2n−1 = Xn−1Xn−1X,

l’application L est déterminée sur E2n par linéarité.

∀R ∈ E2n, L(R) =

n∑
k=1

γk,nR(µk,n).

• L’unicité des µk,n découle du fait que ce sont les valeurs propres de la matrice
B de b

En
dans la base B′.

• Soit Tk =

n∏
j=1
j �=k

(X − µk,n) ∈ En−1. Alors T 2
k ∈ E2n−2 ⊂ E2n et Tk �= 0.
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L(T 2
k ) = γk,nT

2
k (µk,n) > 0 par hypothèse sur L. Comme γk,n � 0, on a donc

γk,n > 0 et µk,n �= µj,n si j �= n. D’où µk,n > µk+1,n.
Les Tk sont déterminés par les µj,n, d’où les γk,n sont déterminés de façon unique

par : γk,n =
L(T 2

k )

T 2
k (µk,n)

·

3. (En, a) étant un espace euclidien, l’application du procédé d’orthonormalisation
de Schmidt à la famille (1, X, . . . , Xn−1) donne une unique suite de polynômes
(θk)0�k�n−1 telle que deg(θk) = k et le coefficient dominant est δk > 0. D’où le

résultat demandé avec Pk =
θk
δk

; L(PnPm) = a(Pn, Pm) = 0 si n �= m.

Soit ∆n =

n∏
k=1

(X − µk,n). Pour m �= n, L(∆n,∆m) = 0 d’après II.2.

Par unicité de (Pk)0�k�n−1, on conclut que ∆k = Pk. Les polynômes Pn et ∆n

ont donc les mêmes racines qui sont les µk,n où k ∈ [[0, n]].

4. Soit Sk =
Tk

Tk(µk,n)
=

n∏
j=1
j �=k

( X − µj,n

µk,n − µj,n

)
· On a :

L(XS2
k) = γk,nµk,n =

∫ β

α

xS2
k(x)f(x)dx et L(S2

k) = γk,n =

∫ β

α

fS2
k.

De l’inégalité de la moyenne, on déduit :

α

∫ β

α

fS2
k �

∫ β

α

xf(x)S2
k(x)dx � β

∫ β

α

fS2
k ie. αγk,n � L(XS2

k) � βγk,n.

Comme γk,n > 0, on peut conclure que : α � µk,n � β pour tout k ∈ [[1, n]].
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10. VARIABLES

ALÉATOIRES DISCRÈTES

I. Espaces probabilisés

En première année, l’univers Ω était fini. Lorsqu’il ne l’est pas, la définition d’une
probabilité s’avère insuffisante comme le montre l’exemple suivant.

Si l’on tire n fois à pile ou face, Ω = {0, 1}n a 2n éléments. Si la pièce n’est pas

truquée, pour tout A ⊂ Ω,P(A) =
Card(A)

2n
en vertu de l’indépendance des lancers

Si l’on poursuit le jeu indéfiniment, Ω devient {0, 1}N
�
et si A est l’événement 〈〈on

ne tire jamais pile 〉〉 , en notant An l’événement 〈〈on ne tire jamais pile lors des n
premiers tirages 〉〉 , alors P(An) = 2−n.

On a A =
⋂

n∈N�
An avec An+1 ⊂ An. L’événement A se présente comme 〈〈 limite 〉〉

des An. Il semble naturel d’écrire P(A) = lim
n→∞

P(An) = 0. Pour que ceci soit vrai,

les hypothèses de la définition du cours de MPSI sont insuffisantes. Il manque un
axiome permettant ce 〈〈passage à la limite 〉〉 .

1. Définition
Soit Ω un ensemble non vide et T une partie de P(Ω). On dit que T est
une tribu de parties de Ω si

(i) Ω∈T ,

(ii) T est stable par différence,

(iii) T est stable par union dénombrable.

Tout élément de T est appelé événement et le couple (Ω, T ) est appelé
espace probabilisable.

T est stable par différence signifie, si A,B ∈T , alors
A \B = {ω ∈Ω |ω ∈A et ω /∈ B} = A ∩B ∈T .

Exemples

• {∅,Ω} est une tribu dite grossière ; c’est la plus petite (au sens de l’inclusion)
tribu de parties de Ω.

• P(Ω) est une tribu de parties de Ω. C’est la plus grande de toutes.

• Si A ⊂ Ω \ ∅, alors {∅, A,A,Ω} est une tribu.

• On vérifie aisément qu’une intersection de tribus est une tribu. Donc, si B est un
ensemble de parties de Ω, l’intersection de toutes les tribus de Ω qui contiennent
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B est la plus petite tribu contenant B. On l’appelle la tribu engendrée par B et
on la note σ(B).
• Lorsque Ω = R et B est l’ensemble des intervalles ouverts de R, la tribu engendrée
par B est dite tribu borélienne de R et notée B(R).
2. Définition

Soit (Ω, T ) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur l’espace
(Ω, T ) toute application P : T → R+ telle que :

(i) P(Ω) = 1,

(ii) Pour toute suite (An)n∈N d’événements deux à deux disjoints,

P
( ∞⋃

n=0

An

)
=

∞∑
n=0

P(An).

Le triplet (Ω, T ,P) est appelé un espace probabilisé.

La propriété (ii) sera appelée la σ-additivité de P.

II. Propriétés des probabilités

1. Propriétés élémentaires

1.1. P(∅) = 0.

1.2. Pour toute suite finie (Ai)i∈[[0,n]] d’événement deux à deux disjoints,

P
( n⋃

i=0

Ai

)
=

n∑
i=0

P(An).

1.3. On dit qu’un système d’événements au plus dénombrable et deux à deux
disjoints (Ai)i∈N est un système complet d’événements si

∞∑
i=0

P(Ai) = 1.

1.4. ∀A∈T ,P
(
A
)
= 1− P(A).

1.5. ∀A,B ∈T , A ⊂ B ⇒ P(B \A) = P(B)− P(A) et P(A) � P(B).

1.6. P est à valeurs dans [0, 1].

1.7. ∀A,B ∈T ,P(A ∪B) + P(A ∩B) = P(A) + P(B).

1.8. Pour toute suite finie (Ai)i∈[[0,n]] d’événements,

P
( n⋃

i=0

Ai

)
�

n∑
i=0

P(An).

Démonstration

1. Conséquence de la σ-additivité de P avec tous les An vides.

2. Posons Bi =
{
Ai si 0 � i � n
∅ sinon

. Alors
∞⋃
i=0

Bi =

n⋃
i=0

Ai et

∞∑
i=0

P(Bi) =

n∑
i=0

P(Ai) +

∞∑
i=n+1

P(∅) =
n∑

i=0

P(Ai).

3. Conséquence de 1. et 2. puisque

n⋃
i=0

Ai = Ω.

4. Application de 3. à {A,A} qui est une partition finie.
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5. P(B) = P(B \A) ∪A) = P(B \A) + P(A) d’après 2.
Comme P(B \A) � 0, il s’ensuit que P(B) � P(A).
6. ∅ ⊂ A ⊂ Ω et 5. impliquent 0 � P(A) � 1.

7. On déduit de 2. que : P (A∪B) = P (A)+P(B\A) et P(B) = P(B\A)+P(A∩B).

En soustrayant la deuxième égalité de la première, on obtient le résultat.

8. Preuve par récurrence immédiate sur n. Le cas n = 0 est immédiat et le cas
n = 2 découle de 7.��
2. Propriétés des suites d’événements

Nous laissons au lecteur le soin de prouver le

Lemme
Soit (An)n∈N une suite croissante de parties de Ω. On pose B0 = A0 et si
n � 1, Bn = An \An−1. Alors (Bn)n∈N est une suite de parties deux à deux

disjointes de Ω et An =

n⋃
k=0

Bk,

∞⋃
n=0

An =

∞⋃
n=0

Bn.

Si (Ω, T ,P) est un espace probabilisé et (An)n∈N une suite d’événements,

(i) Si (An)n∈N est croissante, lim
n→∞

P(An) = P
( ∞⋃

n=0

An

)
.

(ii) Si (An)n∈N est décroissante, lim
n→∞

P(An) = P
( ∞⋂

n=0

An

)
.

(iii) P
( ∞⋃

n=0

An

)
�

∞∑
n=0

P(An).

Démonstration

(i) Soit (Bn)n∈N définie dans le lemme. On déduit de la σ-additivité de P :

P
( ∞⋃

n=0

An

)
= P

( ∞⋃
n=0

Bn

)
=

∞∑
n=0

P(Bn) = lim
n→∞

( n∑
k=0

P(Bk)
)
= lim

n→∞
P(An).

(ii) L’application de (i) à la suite
(
An

)
n∈N donne P

( ∞⋃
n=0

An

)
= lim

n→∞
P(An).

On déduit de la propriété 1.4. que :

P
( ∞⋂

n=0

An

)
= 1− P

( ∞⋃
n=0

An

)
= 1− lim

n→∞
P(An) = lim

n→∞
P(An).

(iii) Notons Cn =

n⋃
i=0

Ai. Alors comme

∞⋃
n=0

An =

∞⋃
n=0

Cn et comme la suite

(Cn)n∈N est croissante, on déduit de (i) et de 1.8. pour majorer P(Ck), que

P
( ∞⋃

n=0

An

)
= P

( ∞⋃
n=0

Cn

)
= lim

n→∞
P(Cn) � lim

n→∞

n∑
k=0

P(Ak) =

∞∑
k=0

P(Ak)

(cette dernière somme pouvant être +∞).��
3. Construction d’une probabilité sur un ensemble au plus dénombrable

Dans ce paragraphe, Ω est un ensemble au plus dénombrable et T = P(Ω).
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(Ω, T ) toute application P : T → R+ telle que :

(i) P(Ω) = 1,

(ii) Pour toute suite (An)n∈N d’événements deux à deux disjoints,

P
( ∞⋃

n=0

An

)
=

∞∑
n=0

P(An).

Le triplet (Ω, T ,P) est appelé un espace probabilisé.
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Proposition

(i) Une probabilité P sur Ω est entièrement déterminée par ses valeurs
prises sur les singletons ie. pω = P({ω}) appelé atome de la probabilité.

(ii) Étant donnée une famille (pω)ω ∈Ω de nombres réels, il lui correspond
une unique probabilité P telle que quel que soit ω ∈Ω, pω = P({ω}) si, et

seulement si, pω � 0 et
∑
ω ∈Ω

pω = 1 (�).

Dans ce cas, pour tout A ⊂ Ω,P(A) =
∑
ω ∈A

pω (��).

Démonstration

(i) Soit P une probabilité sur Ω. Si pω = P({ω}), alors pω � 0 et comme Ω est
union disjointe de singletons, on a (��) et dans le cas particulier où A = Ω, comme
P(Ω) = 1, on a (�).

(ii) Soit pω vérifiant pω � 0 et
∑
ω ∈Ω

pω = 1. On définit P (A) par (��), pour tout

A ⊂ Ω. On a immédiatement P(A)∈[0, 1] et P(Ω) = 1.
Si (An)n∈N est une suite d’événements non vides et deux à deux disjoints,
∞⋃

n=0

An = {ωi | i∈ I} où I est dénombrable. Pour tout n∈N,P(An) =
∑
i∈ In

pωi

où (In)n∈N est une partition de I. L’égalité P
( ∞⋃

n=0

An

)
=

∞∑
n=0

P(An) résulte du

théorème de groupements par paquets pour les familles de réels positifs.��

III. Probabilités conditionnelles et indépendance

1. Définition
Soit B un événement de l’espace probabilisé (Ω, T ,P)) tel que P(B) > 0.

L’application PB : T → R+, A �→ PB(A) =
P(A ∩B)

P(B)
= P(A|B) est une

probabilité sur (Ω, T ) appelée probabilité conditionnelle à l’événement
B.

On a alors PB(B) = 1 et P(A ∩B) = PB(A).P(B).

2. Proposition

Pour toute suite (Ai)i∈N� d’événements telle que P(
( n⋂

i=1

Ai

)
> 0,

∀n∈N�,P
( n⋂

i=1

Ai

)
= P(A1)

n∏
k=2

P
(
Ak

∣∣∣
k−1⋂
i=1

Ai

)
.

Démonstration

Si l’on note, pour n∈N�, pn = P
( n⋂

i=1

Ai

)
. La suite (pn)n�1 est décroissante.

Donc, s’il existe m∈N� tel que pm = 0 alors pm+1 = 0 et compte tenu de la
convention, pn = 0 pour tout n � m.
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La remarque qui suit la définition C.1. appliquée à A = Ak+1, B =

k⋂
i=1

pour k � 2

donne pk+1 = pkP
(
Ak+1

∣∣∣
k⋂

i=1

Ai

)
. Donc, si n � 2,

P
( n⋂

i=1

Ai

)
= pn = p1

n∏
k=2

pk
pk−1

= P(A1)

n∏
k=2

P
(
Ak

∣∣∣
k−1⋂
i=1

Ai

)
.��

3. Proposition

Soit (Ai)i∈ I une partition au plus dénombrable de Ω en événements de
l’espace probabilisé (Ω, T ,P) de probabilités > 0.

(i) ∀B ∈T ,P(B) =
∑
i∈ I

P
(
Ai ∩B

)
=

∑
i∈ I

P(Ai)PAi
(B)

(formule des probabilités totales)

(ii) Si de plus P(B) > 0, pour tout j ∈ I,PB(Aj) =
P(Aj)PAj

(B)∑
i∈ I

P(Ai)PAi(B)

(formule de Bayes ou de probabilité des causes).

Notons que cette dernière formule est sans intérêt mathématique, mais d’un intérêt
surtout statistique.

Démonstration

(i) Comme B =
⋃
i∈ I

(Ai ∩B) est union d’événements deux à deux disjoints, par la

σ-additivité de P on a P(B) =
∑
i∈ I

P
(
Ai ∩B

)
. Le résultat découle de C.1.

(ii) Pour tout j ∈ I,PB(Aj) =
P(B ∩Aj)

P(B)
=

P(Aj)PAj (B)

P(B)
·

D’où le résultat d’après (i).��

4. Événements indépendants. Familles indépendantes

4.1. Définition

Deux événements A et B de l’espace probabilisé (Ω, T ,P) sont dits
indépendants (en probabilité) si P(A ∩B) = P(A).P(B).

4.2. Propriétés

(i) Les événements indépendants d’eux-mêmes sont ceux de probabilité 0
ou 1.

(ii) Les assertion suivantes sont équivalentes :

• A et B sont indépendants • A et B sont indépendants,

• A et B sont indépendants • A et B sont indépendants.
(iii) Si P(B) /∈ {0, 1}, les événements A et B sont indépendants si, et
seulement si, PB(A) = PB(A) si, et seulement si, PB(A) = P(A).
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Proposition
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(ii) Étant donnée une famille (pω)ω ∈Ω de nombres réels, il lui correspond
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seulement si, pω � 0 et
∑
ω ∈Ω

pω = 1 (�).

Dans ce cas, pour tout A ⊂ Ω,P(A) =
∑
ω ∈A

pω (��).

Démonstration
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(ii) Soit pω vérifiant pω � 0 et
∑
ω ∈Ω

pω = 1. On définit P (A) par (��), pour tout

A ⊂ Ω. On a immédiatement P(A)∈[0, 1] et P(Ω) = 1.
Si (An)n∈N est une suite d’événements non vides et deux à deux disjoints,
∞⋃

n=0

An = {ωi | i∈ I} où I est dénombrable. Pour tout n∈N,P(An) =
∑
i∈ In

pωi

où (In)n∈N est une partition de I. L’égalité P
( ∞⋃

n=0

An

)
=

∞∑
n=0

P(An) résulte du

théorème de groupements par paquets pour les familles de réels positifs.��

III. Probabilités conditionnelles et indépendance
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Ai
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i=1

Ai
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P
(
Ak

∣∣∣
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i=1

Ai

)
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Notons que cette dernière formule est sans intérêt mathématique, mais d’un intérêt
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4.3. Définition
Soit (Ai)i∈ I est une famille au plus dénombrable d’événements. Les Ai sont
dits (mutuellement) indépendants en probabilité si pour toute J partie

finie de I,P
( ⋂

i∈ J

Ai

)
=

∏
i∈ J

P(Ai).

Si n événements sont mutuellement indépendants alors ils le sont deux à
deux mais la réciproque est fausse.

Avec Ω = [[1, 4]], ∀k∈Ω, P
(
{k}

)
=

1

4
, A = {1, 2}, B = {2, 3} et C = {1, 3} alors

P(A) = P(B) = P(C) =
1

2
, P(A ∩B) = P(B ∩ C) = P(C ∩A) =

1

4
=

(1
2

)2

mais

P(A ∩B ∩ C) = 0 �=
(1
2

)3

·

4.4. Application à l’arithmétique

• Soient n∈N� et P la loi de probabilité uniforme sur [[0, n− 1]].

Si p est un diviseur premier de n et si Ap = pN ∩ [[0, n− 1]] alors

P(Ap) =
Card(Ap)

n
=

1

p
· Notons P l’ensemble des nombres premiers.

Si p1, p2, . . . , pk sont des diviseurs de n deux à deux distincts, alors

Ap1
∩Ap2

∩ · · · ∩Apk
= Ap1p2···pk

d’où l’indépendance mutuelle des Api
.

P(m ∧ n = 1) = P


m∈

⋃
p∈P
p/n

Ap


 = P


m∈

⋂
p∈P
p/n

Ap


 =

∏
p∈P
p/n

(
1− 1

p

)
=

ϕ(n)

n

d’où ϕ(n) = n
∏
p∈P
p/n

(
1− 1

p

)
· On retrouve un résultat du chapitre 1 sur la fonction

indicatrice d’Euler.

• Supposons l’existence d’une loi de probabilité P sur N telle que, pour tout nombre

premier p, on a P(pN) =
1

p
et que les pN sont mutuellement indépendants.

Soit n∈N�. Si N � n posons AN =
⋂

p∈P
n�p�N

pN, alors (AN )N�n est décroissante et,

par indépendance, P(AN ) =
∏
p∈P

n�p�N

(
1− 1

p

)
� exp


−

∑
p∈P

n�p�N

1

p


 par convexité de

la fonction exp, d’où P(AN ) −−−−→
N→∞

0 car
∑
p∈P

1

p
diverge.

Par limite monotone il vient P

(
⋂

N�n

AN

)
= 0 ie. P


 ⋃

p∈P
p�n

pN


 = 1.

Soit alors, pour tout n∈N�, Bn =
⋃

p∈P
p�n

pN, la suite (Bn)n est décroissante et, pour

tout n � 1, P(Bn) = 1 d’où P

(
⋂

n∈N�
Bn

)
= 1 ie. P


 ⋂

n∈N�


 ⋃

p∈P
p�n

pN




 = 1 alors
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que
⋂

n∈N�


 ⋃

p∈P
p�n

pN


 =∅.

IV. Variables aléatoires discrètes

1. Définition
Soient (Ω, T ) un espace probabilisable et E un ensemble. Une variable
aléatoire discrète définie sur (Ω, T ) est une application X de Ω dans E
telle que X(Ω) soit au plus dénombrable et que : ∀x∈X(Ω), X−1({x})∈T .

Si E ⊂ R, la variable aléatoire est dite réelle.

Remarques

• Cette définition conserve le vocabulaire historique, mais X n’est ni une variable,
puisque c’est une fonction et le caractère 〈〈aléatoire 〉〉 se réfère à un espace
probabilisé. . .

• Le plus souvent E = N, Z.
On laisse au lecteur le soin de prouver que l’ensemble des variables aléatoires réelles
définies sur (Ω, T ) est un R-espace vectoriel stable par la multiplication et réticulé
ie. si X,Y sont deux variables aléatoires réelles, |X|, XY,max(X,Y ),min(X,Y )
sont des variables aléatoires réelles.

2. Proposition et définition

Pour toute partie E′ de E, on note

{X ∈E′} = {ω ∈Ω|X(ω)∈E′} = X−1(E′).
L’application PX : P(E) → [0, 1], E′ �→ P({X ∈E′}) est une probabilité sur
(E,P(E)). On l’appelle la loi de probabilité de la variable aléatoire X ou
probabilité image de P par X.

Démonstration

• PX(E) = P({X ∈E}) = 1.

Si E′ ⊂ E alors E′ ∩ X(Ω) est finie ou dénombrable et, donc, il existe une
application x de N dans E telle que E′ ∩ X(Ω) =

{
xn

∣∣ n∈N
}
· Par suite

{X ∈E′} =
∞⋃

n=0
X−1

(
{xn}

)
∈A car A est une tribu.

Soit (E′
n)n�0 une suite de parties deux à deux disjointes deE. Alors

(
{X ∈E′

n}
)
n�0

est une suite d’événements deux à deux disjoints.

En effet si m �= n, {X ∈E′
n} ∩ {X ∈E′

m} = {X ∈E′
n ∩ E′

m} =∅
Par σ-additivité de P, on a :

PX

( ∞⋃
n=0

E′
n

)
=P

(
X ∈

∞⋃
n=0

E′
n

)
= P

( ∞⋃
n=0

{X ∈E′
n}

)
=

∞∑
n=0

P({X ∈E′
n})

=
∞∑

n=0

PX(E′
n).

Donc PX est une probabilité sur (E,P(E)).��
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dits (mutuellement) indépendants en probabilité si pour toute J partie
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Ap1
∩Ap2

∩ · · · ∩Apk
= Ap1p2···pk
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(E,P(E)). On l’appelle la loi de probabilité de la variable aléatoire X ou
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• PX(E) = P({X ∈E}) = 1.

Si E′ ⊂ E alors E′ ∩ X(Ω) est finie ou dénombrable et, donc, il existe une
application x de N dans E telle que E′ ∩ X(Ω) =

{
xn

∣∣ n∈N
}
· Par suite

{X ∈E′} =
∞⋃

n=0
X−1

(
{xn}

)
∈A car A est une tribu.

Soit (E′
n)n�0 une suite de parties deux à deux disjointes deE. Alors

(
{X ∈E′

n}
)
n�0

est une suite d’événements deux à deux disjoints.

En effet si m �= n, {X ∈E′
n} ∩ {X ∈E′

m} = {X ∈E′
n ∩ E′

m} =∅
Par σ-additivité de P, on a :

PX

( ∞⋃
n=0

E′
n

)
=P

(
X ∈

∞⋃
n=0

E′
n

)
= P

( ∞⋃
n=0

{X ∈E′
n}

)
=

∞∑
n=0

P({X ∈E′
n})

=
∞∑

n=0

PX(E′
n).

Donc PX est une probabilité sur (E,P(E)).��
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3. Cas d’une variable aléatoire réelle X

3.1. Définition
On appelle fonction de répartition de X la fonction
FX : R → [0, 1], x �→ PX

(
]−∞, x]

)
= P({X � x}).

3.2. Proposition

(i) FX est croissante , lim
x→−∞

FX(x) = 0 et lim
x→+∞

FX(x) = 1.

(ii) FX est continue à droite ; lim
y→x−

FX(y) = P
(
]−∞, x[

)
= FX(x−)

(iii) ∀x∈R, pX(x) = P
(
{X = x}

)
= FX(x)− FX(x−).

En particulier, la fonction FX caractérise la loi de X.

Démonstration

(i) x � x′ ⇒ ]−∞, x] ⊂ ]−∞, x′] ⇒ FX(x) � FX(x′).

]−∞,+∞[ =
⋃

n∈N
]−∞, n] ⇒ lim

n→+∞
FX(n) = P(]−∞,+∞[) = 1.

De même, ]−∞,+∞[ =
⋃

n∈N
]− n,+∞[. Comme FX(−n) = 1− PX

(
]− n,+∞[

)
,

on a 1− lim
n→+∞

FX(−n) = PX

(
]−∞,+∞[

)
= 1.

(ii) Soit (xn)n∈N une suite de nombres réels qui converge en décroissant vers x.(
{X � xn}

)
n∈N est une suite décroissante et {X � x} =

⋃
n∈N

{X � xn}.

Donc FX(x) = lim
n→∞

FX(xn).

Si (x′
n)n∈N une suite de nombres réels strictement croissante qui converge vers x,(

{X � x′
n}

)
n∈N est une suite croissante et {X < x} =

⋃
n∈N

{X � x′
n}.

Donc FX(x−) = lim
n→∞

FX(x′
n).

(iii) Il suffit d’écrire {X � x} = {X < x} ∪ {X = x} et d’appliquer un résultat
précédent.��

V. Couple de variables aléatoires

1. Généralités

Soit (Ω, T ,P) un espace probabilisé et X une application de Ω dans Rd, d∈N�.
Pour tout i∈[[1, d]], πi : Rd → R, (x1, . . . , xd) �→ xi est la i-ème projection de Rd

dans R. Alors πi◦X = Xi est une application de Ω dans R.
On a ∀ω ∈Ω, X(ω) = (X1(ω), . . . , Xd(ω)).

Avec les notations précédentes, si, pour tout i∈[[1, d]], Xi est une variable aléatoire
sur Ω, on dit que X est une variable (ou un vecteur) aléatoire de dimension
d définie sur E.

Dans la suite, on étudiera principalement le cas où d = 2 et l’on parlera de couple
de variables aléatoires. De plus, on se limitera au cas les Xi sont des variables
aléatoires discrètes ie. les Xi(Ω) sont au plus dénombrables.
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2. Loi conjointe ; lois marginales

2.1. Définition
Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires discrètes .

(i) L’application X(Ω)× Y (Ω) → [0, 1] définie par

(xi, yj) �→ pi,j = P
(
(X = xi) ∩ (Y − yj)

)
est appelée loi conjointe du couple.

2.2. Définition
(ii) L’application X(Ω) → [0, 1], xi �→ pi,. = P(X = xi)

est appelée première loi marginale du couple (c’est la loi de X)

(iii) L’application Y (Ω) → [0, 1], yj �→ p.,j = P(Y = yj)

est appelée deuxième loi marginale du couple (c’est la loi de Y )

2.3. Proposition

Avec les notations précédentes,

∀i∈N, pi,. =
∞∑
j=0

pi,j ; ∀j ∈N, p.,j =
∞∑
i=0

pi,j

(pi,j)(i,j)∈N2 est sommable et
∑

(i,j)∈N2

pi,j =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

pi,j =

∞∑
j=0

∞∑
i=0

pi,j = 1.

Démonstration

Y est une variable aléatoire discrète Y (Ω) = {y0, . . . , yn, . . .}·
Donc

(
{Y = yj}

)
j ∈N est un système complet d’événements.

Ω =
⋃
j ∈N

{Y = yj} union au plus dénombrable d’événements deux à deux disjoints.

Par σ-additivité de P , on a P(X = xi) =

∞∑
j=0

P
(
(X = xi) ∩ (Y − yj)

)

ie. pi,. =

∞∑
j=0

pi,j . On prouve de même la deuxième égalité.

Comme les applications xi �→ pi,. et yj �→ p.,j sont les lois respectives de X et Y ,
∞∑
i=0

pi,. = 1 =

∞∑
j=0

p.,j impliquent le résultat.��

3. Lois conditionnelles
Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires discrètes.

(i) Pour tout j tel que P(Y = yj) �= 0 , on appelle loi conditionnelle
de X sachant Y = yj l’application de X(Ω) dans [0, 1] définie par

xi �→ P(X = xi|Y = yj) =
pi,j
p.,j

·

(ii) Pour tout i tel que P(Y |X = xi) �= 0 , on appelle loi conditionnelle
de Y sachant X = xi l’application de Y (Ω) dans [0, 1] définie par

xi �→ P(Y = yj |X = xi) =
pi,j
pi,.

·

On a bien défini des lois de probabilité.
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3. Cas d’une variable aléatoire réelle X
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(
]−∞, x]

)
= P({X � x}).
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(i) FX est croissante , lim
x→−∞

FX(x) = 0 et lim
x→+∞

FX(x) = 1.

(ii) FX est continue à droite ; lim
y→x−

FX(y) = P
(
]−∞, x[

)
= FX(x−)

(iii) ∀x∈R, pX(x) = P
(
{X = x}

)
= FX(x)− FX(x−).
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Démonstration
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]−∞,+∞[ =
⋃

n∈N
]−∞, n] ⇒ lim

n→+∞
FX(n) = P(]−∞,+∞[) = 1.

De même, ]−∞,+∞[ =
⋃

n∈N
]− n,+∞[. Comme FX(−n) = 1− PX

(
]− n,+∞[

)
,

on a 1− lim
n→+∞

FX(−n) = PX

(
]−∞,+∞[

)
= 1.
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)
n∈N est une suite décroissante et {X � x} =

⋃
n∈N

{X � xn}.

Donc FX(x) = lim
n→∞

FX(xn).

Si (x′
n)n∈N une suite de nombres réels strictement croissante qui converge vers x,(

{X � x′
n}

)
n∈N est une suite croissante et {X < x} =

⋃
n∈N

{X � x′
n}.
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n→∞

FX(x′
n).
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4. Indépendance des variables aléatoires

4.1. Définition
Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires discrètes. On dit que X et Y
sont des variables aléatoires indépendantes si

∀(i, j)∈N2,P
(
(X = xi) ∩ (Y = yj)

)
= P(X = xi).P(Y = yj).

ie. pi,j = pi,..p.,j .

4.2. Définition
Soit (X1, . . . , Xd) une famille de d variables aléatoires discrètes sur le même
espace probabilisé (Ω, T ,P). Elles sont mutuellement indépendantes si

∀(α1, . . . , αd)∈X1(Ω)× · · · ×Xd(Ω)),P
( d⋂

i=1

{Xi = αi}
)

=

d∏
i=1

P(Xi = αi).

Si (Xi)i∈ I est une famille de variables aléatoires discrètes sur le même
espace probabilisé (Ω, T ,P). On dit que c’est une famille de variables
aléatoires indépendantes si toute sous-famille finie est constituée de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.

5. Fonctions de variables aléatoires

5.1. Définition
Soient X une variable aléatoire discrète sur un espace probabilisé (Ω, T ,P)
à valeurs dans E et f une variable aléatoire définie sur (E, E) à valeurs dans
F . Alors f◦X est une variable aléatoire sur (Ω, T ,P). On la note f(X) et
on l’appelle fonction de la variable aléatoire X.

En effet, ∀A∈F, (f◦X)−1(A) = X−1
(
f−1(A)

)
∈T .

Remarques

• Si X est une variable aléatoire et si, pour tout x∈E,X−1({x})∈T , alors f◦X
est une variable aléatoire quel que soit l’application f : E → F .

Par exemple, si X est une variable aléatoire discrète, alors X2, sin ◦X sont des
variables aléatoires discrètes.

• Si X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires discrètes définies sur (Ω, T ,P) à
valeurs dans E1, . . . , En, soit F un ensemble quelconque, et f : E1×· · ·×En → F
une application quelconque, alors l’application ω �→ f(X1(ω), . . . , Xn(ω)) se note
f(X1, . . . , Xn) et est une variable aléatoire discrète.

5.2. Proposition

Si (Xi)i∈ I est une famille de variables aléatoires discrètes sur le même
espace probabilisé (Ω, T ,P) à valeurs dans (Ei,P(Ei)). On suppose que
ces variables aléatoires sont indépendantes. Soit, pour tout i∈ I, fi une
variable aléatoire définie sur l’espace probabilisable (Ei,P(Ei)) à valeurs
dans l’espace probabilisable (Fi,P(Fi)). Alors les variables aléatoires fi(Xi)
sont indépendantes.

Démonstration

∀i∈ I, ∀Ai ∈P(Fi), {fi(Xi)∈Ai} = (fi◦Xi)
−1(Ai) = X−1

i

(
f−1
i (Ai)

)
= {Xi ∈ f−1

i (Ai)}·
Or f−1

i (Ai)∈P(Ei). L’indépendance des variables Xi implique celle des fi(Xi).��
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Une conséquence immédiate est le corollaire suivant :

5.3. Corollaire
SoientX1, . . . , Xn sont des variables aléatoires discrètes définies sur (Ω, T ,P)
à valeurs dans E1, . . . , En et soient f : E1 × · · · × Em → F et
g : Em+1 × · · · × En → G. Si X1, . . . , Xn sont indépendantes, les variables
aléatoires f(X1, . . . , Xm) et g(Xm+1, . . . , Xn) sont indépendantes.

Par exemple, si X1, X2, X3, X4 sont 4 variables aléatoires indépendantes à valeurs
dans Z, alors X1 +X2 et X3 +X4 sont indépendantes ; X1 +X3 et X2 +X4 sont
indépendantes ; (−1)X2 cos(πX3) et X

10
1 +X7

4 sont indépendantes.

6. Construction d’un modèle

Étant donné une famille (Ei, Ei)i∈ I d’espaces probabilisables, et une loi de
probabilité donnée Pi sur chacun de ces espaces, peut-on construire un espace
probabilsé (Ω, T ,P) et une famille de variable aléatoires (Xi)i∈ I définies sur cet
espace, à valeurs dans (Ei, Ei) indépendantes et telles que, pour tout i∈ I, la
variable aléatoire Xi soit de loi Pi ?

La réponse, dans le cadre du programme est donnée dans la proposition suivante
dont la démonstration est hors programme.

Proposition

Soit I = [[1, n]] ; pour tout i∈ I, soient Ei un ensemble dénombrable et
Pi une probabilité sur l’espace probabilisable (Ei,P(Ei)) engendré par le
atome de probabilité pi. Soit Ω = E1×· · ·×En et la projection Xi de Ω sur

Ei. La fonction p : Ωn → [0, 1], (ω1, . . . , ωn) �→
n∏

i=1

pi(ωi) est un atome d’une

probabilité P sur (Ω,P(Ω)), appelée probabilité produit des probabilités
Pi. L’espace probabilisé (Ω, T ,P) est tel que les variables aléatoires Xi sont
indépendantes et de lois respectives Pi.

VI. Lois discrètes usuelles

1. Loi uniforme sur [[,n]]

1.1. Définition
X suit la loi uniforme sur [[1, n]] si X(Ω) = [[1, n]] et

∀i∈[[1, n]],P(X = i) =
1

n
·

On note X ∼ U
(
[[1, n]]

)
.

1.2. Modèle probabiliste

On choisit au hasard un objet parmi n objets numérotés de 1 à n.

X est le numéro de l’objet choisi.

2. Loi de Bernoulli

2.1. Définition
Soit p∈[0, 1]. X suit une loi de Bernoulli de paramètre p si X(Ω) = {0, 1},
P(X = 0) = 1− p et P(X = 1) = p.
On note X ∼ B(p).
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aléatoires indépendantes si toute sous-famille finie est constituée de variables
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espace, à valeurs dans (Ei, Ei) indépendantes et telles que, pour tout i∈ I, la
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2.2. Modèle probabiliste

On considère un espace probapilisé (Ω, T ,P) et l’on s’intéresse à un événement S

appelé succès. On définit la variable aléatoire X : ω �→
{
1 si w∈S
0 sinon

X est donc indicatrice du succès. Si l’on note p = P(S), alors X suit une loi de
Bernoulli de paramètre p.

3. Loi binomiale

3.1. Définition
X suit la loi binomiale de paramètres n et p si X(Ω) = [[0, n]] et

∀k∈[[0, n]],P(X = k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k.

On note X ∼ B(n, p).

On a bien une loi de probabilité puisque, d’après le binôme de Newton,
n∑

k=0

P(X = k) = (p+ (1− p))n = 1.

3.2. Modèle probabiliste

Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 − p de boules
blanches. On effectue un tirage de n boules avec remise de la boule tirée. X est le
nombre de boules noires obtenues au cours de ce tirage.
La preuve a été donnée en MPSI.

4. Loi géométrique

4.1. Définition

Soit p∈ ]0, 1[. X suit la loi géométrique de paramètre p si X(Ω) = N� et

∀k∈N�,P(X = k) = (1− p)k−1p.
On note X ∼ G(p).

4.2. Modèle probabiliste

Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 − p de boules
blanches. On effectue un tirage avec remise de la boule tirée. X est le rang
d’apparition de la première boule noire. On dit que X est le temps d’attente de
la première boule noire. En effet, (X = k) = A∩B où A est l’événement : les (k−1)
premiers tirages sont des échecs, B l’événement : le k-ième tirage est un succès.
Comme les événements sont indépendants, P(X = k) = P(A)P(B) = (1− p)k−1p.

On peut vérifier qu’on a bien une loi de probabilité. En effet la série géométrique∑
(1− p)k−1p converge et a pour somme p · 1

1− (1− p)
= 1.

5. Loi de Poisson

5.1. Définition

Soit λ∈R�+. On dit que X suit la loi de Poisson de paramètre λ si

X(Ω) = N et pour tout k∈N,P(X = k) = e−λλ
k

k!
·

On note X ∼ P(λ).

On a bien défini une loi de probabilité puisque eλ =

∞∑
k=0

λk

k!
⇒

∞∑
k=0

P(X = k) = 1.
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5.2. Modèle probabiliste

La loi de Poisson peut-être vue comme limite de lois binomiales. Supposons que
Xn ∼ B(n, pn) et que lim

n→∞
npn = λ

P(Xn = j) =




(
n
j

)
pjn(1− pn)

n−j si 0 � j � n

0 si j � n+ 1

Écrivons P(Xn = j) =
1

j!

j−1∏
i=1

(
1− i

n

)
(npn)

j(1− pn)
n−j .

On montre facilement que, pour j fixé, lim
n→∞

P(Xn = j) = e−λλ
j

j!
·

On peut interpréter la loi de Poisson comme la loi du nombre de succès lorsque
l’on compte un nombre très élevé d’épreuves avec une probabilité p de succès très
faible.

VII. Moments d’une variable aléatoire discrète

1. Espérance

1.1 Définition
Si X est une variable aléatoire à valeurs dans R+, l’espérance de X est la
somme dans [0,+∞] de la famille

(
xP(X = x)

)
x∈X(Ω)

.

Si X est une variable aléatoire réelle, X est dite d’espérance finie si la famille(
|x|P(X = x)

)
x∈X(Ω)

est sommable ; dans ce cas, la somme de cette famille

est l’espérance de X. On la note E(X)

1.2. Espérance des lois usuelles

(i) Si X ∼ U
(
[[1, n]]

)
alors E(X) =

n+ 1

2
·

(ii) Si X ∼ G(p), alors E(X) = 1/p.
(iii) Si X ∼ B(n, p) alors E(X) = np.

(iv) Si X ∼ P(λ), alors E(X) = λ.

Démonstration

Nous donnons des démonstrations directes, mais proposerons d’autres preuves de
ces résultats au cours de ce chapitre.

(i) E(X) =
n∑

i=1

i.
1

n
=

1

n
· n(n+ 1)

2
=

n+ 1

2
·

(ii) Du théorème de dérivation des séries entières on déduit que :

∀x∈ ]− 1, 1[,
d

dx

( 1

1− x

)
=

∞∑
k=1

kxk−1 =
1

(1− x)2
·

Donc ∀p∈ ]0, 1[,E(X) =

∞∑
k=1

k(1− p)k−1p = p · 1(
1− (1− p)

)2 =
p

p2
=

1

p
·

(iii) E(X) =
n∑

k=0

k

(
n
k

)
pk(1− p)n−k. Comme ∀k∈[[1, n]], k

(
n
k

)
= n

(
n− 1
k − 1

)



416 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

2.2. Modèle probabiliste

On considère un espace probapilisé (Ω, T ,P) et l’on s’intéresse à un événement S

appelé succès. On définit la variable aléatoire X : ω �→
{
1 si w∈S
0 sinon

X est donc indicatrice du succès. Si l’on note p = P(S), alors X suit une loi de
Bernoulli de paramètre p.

3. Loi binomiale

3.1. Définition
X suit la loi binomiale de paramètres n et p si X(Ω) = [[0, n]] et

∀k∈[[0, n]],P(X = k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k.

On note X ∼ B(n, p).

On a bien une loi de probabilité puisque, d’après le binôme de Newton,
n∑

k=0

P(X = k) = (p+ (1− p))n = 1.

3.2. Modèle probabiliste

Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 − p de boules
blanches. On effectue un tirage de n boules avec remise de la boule tirée. X est le
nombre de boules noires obtenues au cours de ce tirage.
La preuve a été donnée en MPSI.

4. Loi géométrique

4.1. Définition

Soit p∈ ]0, 1[. X suit la loi géométrique de paramètre p si X(Ω) = N� et

∀k∈N�,P(X = k) = (1− p)k−1p.
On note X ∼ G(p).

4.2. Modèle probabiliste

Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 − p de boules
blanches. On effectue un tirage avec remise de la boule tirée. X est le rang
d’apparition de la première boule noire. On dit que X est le temps d’attente de
la première boule noire. En effet, (X = k) = A∩B où A est l’événement : les (k−1)
premiers tirages sont des échecs, B l’événement : le k-ième tirage est un succès.
Comme les événements sont indépendants, P(X = k) = P(A)P(B) = (1− p)k−1p.

On peut vérifier qu’on a bien une loi de probabilité. En effet la série géométrique∑
(1− p)k−1p converge et a pour somme p · 1

1− (1− p)
= 1.

5. Loi de Poisson

5.1. Définition

Soit λ∈R�+. On dit que X suit la loi de Poisson de paramètre λ si

X(Ω) = N et pour tout k∈N,P(X = k) = e−λλ
k

k!
·

On note X ∼ P(λ).

On a bien défini une loi de probabilité puisque eλ =

∞∑
k=0

λk

k!
⇒

∞∑
k=0

P(X = k) = 1.
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5.2. Modèle probabiliste

La loi de Poisson peut-être vue comme limite de lois binomiales. Supposons que
Xn ∼ B(n, pn) et que lim

n→∞
npn = λ

P(Xn = j) =




(
n
j

)
pjn(1− pn)

n−j si 0 � j � n

0 si j � n+ 1

Écrivons P(Xn = j) =
1

j!

j−1∏
i=1

(
1− i

n

)
(npn)

j(1− pn)
n−j .

On montre facilement que, pour j fixé, lim
n→∞

P(Xn = j) = e−λλ
j

j!
·

On peut interpréter la loi de Poisson comme la loi du nombre de succès lorsque
l’on compte un nombre très élevé d’épreuves avec une probabilité p de succès très
faible.

VII. Moments d’une variable aléatoire discrète

1. Espérance

1.1 Définition
Si X est une variable aléatoire à valeurs dans R+, l’espérance de X est la
somme dans [0,+∞] de la famille

(
xP(X = x)

)
x∈X(Ω)

.

Si X est une variable aléatoire réelle, X est dite d’espérance finie si la famille(
|x|P(X = x)

)
x∈X(Ω)

est sommable ; dans ce cas, la somme de cette famille

est l’espérance de X. On la note E(X)

1.2. Espérance des lois usuelles

(i) Si X ∼ U
(
[[1, n]]

)
alors E(X) =

n+ 1

2
·

(ii) Si X ∼ G(p), alors E(X) = 1/p.
(iii) Si X ∼ B(n, p) alors E(X) = np.

(iv) Si X ∼ P(λ), alors E(X) = λ.

Démonstration

Nous donnons des démonstrations directes, mais proposerons d’autres preuves de
ces résultats au cours de ce chapitre.

(i) E(X) =

n∑
i=1

i.
1

n
=

1

n
· n(n+ 1)

2
=

n+ 1

2
·

(ii) Du théorème de dérivation des séries entières on déduit que :

∀x∈ ]− 1, 1[,
d

dx

( 1

1− x

)
=

∞∑
k=1

kxk−1 =
1

(1− x)2
·

Donc ∀p∈ ]0, 1[,E(X) =

∞∑
k=1

k(1− p)k−1p = p · 1(
1− (1− p)

)2 =
p

p2
=

1

p
·

(iii) E(X) =

n∑
k=0

k

(
n
k

)
pk(1− p)n−k. Comme ∀k∈[[1, n]], k

(
n
k

)
= n

(
n− 1
k − 1

)
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E(X) = np

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
pk−1(1− p)n−1−(k−1) = np(1− p+ p)n−1 = np.

(iv) kP(X = k) = e−λ λk

(k − 1)!
si k � 1 et 0 si k = 0.

Comme ex =

∞∑
k=0

xk

k!
⇒ eλ =

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
, la famille (kP(X = k))k∈N est

sommable de somme E(X) = λe−λ
∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ.��

1.3. Théorème de transfert
Si X est une variable aléatoire discrète prenant ses valeurs dans un ensemble
E. Soit f : E → R. La variable aléatoire f(X) a une espérance finie si, et
seulement si,

(
f(x)P(X = x)

)
x∈E

soit sommable. Dans ce cas

E(f(X)) =
∑
x∈E

f(x)P(X = x).

Démonstration (non exigible)

Soit y ∈R, {f(Y ) = y} =
⋃

x∈ f−1(y)

{X = x} (union disjointe)

X(Ω) est au plus dénombrable. Donc
{
x∈ f−1(y) | {X = x} �= ∅

}
est un sous-

ensemble au plus dénombrable de f−1(y) que l’on note Ay.

Par σ-additivité de P , on a P(f(X) = y) =
∑

x∈Ay

P(X = x).

Comme P(X = x) = 0 si x∈ f−1(y) \Ay, on a P(f(X) = y) =
∑

x∈ f−1(y)

P(X = x).

Donc |y|P(f(X) = y) = |y|
∑

x∈ f−1(y)

P(X = x) =
∑

x∈ f−1(y)

|f(x)|P(X = x).

Comme E =
⋃
y ∈R

f−1(y) est une union disjointe, d’après le théorème de sommation

par paquets des familles de réels positifs,∑
x∈E

|f(x)|P(X = x) =
∑
y ∈R

∑
x∈ f−1(y)

|f(x)|P(X = x) =
∑
y ∈R

|y|P(f(X) = y).

Donc
∑
x∈E

|f(x)|P(X = x) est finie si, et seulement si,
∑
y ∈R

|y|P(f(X) = y) est

finie, si, et seulement si, f(X) a une espérance finie.

Lorsque cette condition est réalisée, on déduit du théorème de sommation par
paquets :

E(f(X) =
∑
y ∈R

yP(f(X) = y)=
∑
y ∈R

∑
x∈ f−1(y)

f(x)P(X = x)

=
∑
x∈E

f(x)P(X = x).��

Remarque

Ce théorème permet de calculer l’espérance de la variable aléatoire f(X) sans
déterminer sa loi de probabilité, en utilisant uniquement celle de X.
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1.5. Propriétés de l’espérance

(i) Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles telles que |X| � Y et
E(Y )∈R+, alors E(X)∈R et |E(X)| � E(Y ).

(ii) L’ensemble des variables aléatoires réelles discrètes possédant une
espérance finie, est un espace vectoriel sur lequel, E est une forme linéaire.

Démonstration

(i) Immédiat.
(ii) Avec les hypothèses, pour λ∈R, λX + Y est une variable aléatoire discrète
ainsi que Z = (X,Y ) qui, elle, est à valeurs dans F = X(Ω)× Y (Ω).

Si π1 et π2 sont les projections canoniques ie. ∀(x, y)∈F, π1(x, y) = xπ2(x, y) = y.

λX + Y = f(Z) où f = λπ1 + π2.

D’après le théorème de transfert, les familles
(
πi(z)P(Z = z)

)
z ∈F

, i∈{1, 2} sont

sommables et donc, en utilisant la propriété (i), (f(z)P(Z = z))z ∈F est sommable,
ce qui implique que λX + Y a une espérance finie. Ce même théorème implique :

E(λX + Y ) =
∑
z ∈E

(
λπ1(z) + π2(z)

)
P(Z = z)

= λ
∑
z ∈E

π1(z)P(Z = z) +
∑
z ∈E

π2(z)P(Z = z) = λE(X) + E(Y ).��

1.6. Inégalité de Markov

Si X est une variable aléatoire à valeurs dans R+ d’espérance finie non nulle

m, alors ∀λ∈R�+,P(X � λm) �
1

λ
·

Démonstration

Si λ∈ ]0, 1], le résultat est évident et sans intérêt.

Si λ > 1, notons m =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x).

On a : x � λm ⇒ xP(X = x) � λmP(X = x). Comme la somme d’une famille de

réels positifs est � 0, on a : m � λm
∑

x∈X(Ω),x�λm

P(X = x) = λmP(X � λm).��

1.6. Espérance du produit de deux variables aléatoires

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes admettant
une espérance finie, alors XY a une espérance finie et E(XY ) = E(X)E(Y ).

Démonstration

Montrons que si X(Ω) = {xi | i∈ I} et Y (Ω) = {yj | j ∈ J} où I et J sont au plus
dénombrables, alors la famille (xiyjpi,j)i,j)∈ I×J est sommable.
On a pi,j = pi,.p.,j car les variables aléatoires sont indépendantes.
Comme X et Y sont d’espérances finies, les familles (xipi,.)i∈ I et (yjp.,j)j ∈ J

sont sommables. On déduit du théorème sur les familles sommables que la famille(
(xipi,.)(yjp.,j)

)
i,j)∈ I×J

est sommable. et

E(XY ) =
∑

(i,j)∈ I×J

xiyjpi,j =
∑

(i,j)∈ I×J

(xipi,.)(yjp.,j)

=
(∑

i∈ I

pi,.xi

)( ∑
j ∈ J

p.,jyj

)
= E(X)E(Y ).��
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E(X) = np

n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
pk−1(1− p)n−1−(k−1) = np(1− p+ p)n−1 = np.

(iv) kP(X = k) = e−λ λk

(k − 1)!
si k � 1 et 0 si k = 0.

Comme ex =

∞∑
k=0

xk

k!
⇒ eλ =

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
, la famille (kP(X = k))k∈N est

sommable de somme E(X) = λe−λ
∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ.��

1.3. Théorème de transfert
Si X est une variable aléatoire discrète prenant ses valeurs dans un ensemble
E. Soit f : E → R. La variable aléatoire f(X) a une espérance finie si, et
seulement si,

(
f(x)P(X = x)

)
x∈E

soit sommable. Dans ce cas

E(f(X)) =
∑
x∈E

f(x)P(X = x).

Démonstration (non exigible)

Soit y ∈R, {f(Y ) = y} =
⋃

x∈ f−1(y)

{X = x} (union disjointe)

X(Ω) est au plus dénombrable. Donc
{
x∈ f−1(y) | {X = x} �= ∅

}
est un sous-

ensemble au plus dénombrable de f−1(y) que l’on note Ay.

Par σ-additivité de P , on a P(f(X) = y) =
∑

x∈Ay

P(X = x).

Comme P(X = x) = 0 si x∈ f−1(y) \Ay, on a P(f(X) = y) =
∑

x∈ f−1(y)

P(X = x).

Donc |y|P(f(X) = y) = |y|
∑

x∈ f−1(y)

P(X = x) =
∑

x∈ f−1(y)

|f(x)|P(X = x).

Comme E =
⋃
y ∈R

f−1(y) est une union disjointe, d’après le théorème de sommation

par paquets des familles de réels positifs,∑
x∈E

|f(x)|P(X = x) =
∑
y ∈R

∑
x∈ f−1(y)

|f(x)|P(X = x) =
∑
y ∈R

|y|P(f(X) = y).

Donc
∑
x∈E

|f(x)|P(X = x) est finie si, et seulement si,
∑
y ∈R

|y|P(f(X) = y) est

finie, si, et seulement si, f(X) a une espérance finie.

Lorsque cette condition est réalisée, on déduit du théorème de sommation par
paquets :

E(f(X) =
∑
y ∈R

yP(f(X) = y)=
∑
y ∈R

∑
x∈ f−1(y)

f(x)P(X = x)

=
∑
x∈E

f(x)P(X = x).��

Remarque

Ce théorème permet de calculer l’espérance de la variable aléatoire f(X) sans
déterminer sa loi de probabilité, en utilisant uniquement celle de X.
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1.5. Propriétés de l’espérance

(i) Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles telles que |X| � Y et
E(Y )∈R+, alors E(X)∈R et |E(X)| � E(Y ).

(ii) L’ensemble des variables aléatoires réelles discrètes possédant une
espérance finie, est un espace vectoriel sur lequel, E est une forme linéaire.

Démonstration

(i) Immédiat.
(ii) Avec les hypothèses, pour λ∈R, λX + Y est une variable aléatoire discrète
ainsi que Z = (X,Y ) qui, elle, est à valeurs dans F = X(Ω)× Y (Ω).

Si π1 et π2 sont les projections canoniques ie. ∀(x, y)∈F, π1(x, y) = xπ2(x, y) = y.

λX + Y = f(Z) où f = λπ1 + π2.

D’après le théorème de transfert, les familles
(
πi(z)P(Z = z)

)
z ∈F

, i∈{1, 2} sont

sommables et donc, en utilisant la propriété (i), (f(z)P(Z = z))z ∈F est sommable,
ce qui implique que λX + Y a une espérance finie. Ce même théorème implique :

E(λX + Y ) =
∑
z ∈E

(
λπ1(z) + π2(z)

)
P(Z = z)

= λ
∑
z ∈E

π1(z)P(Z = z) +
∑
z ∈E

π2(z)P(Z = z) = λE(X) + E(Y ).��

1.6. Inégalité de Markov

Si X est une variable aléatoire à valeurs dans R+ d’espérance finie non nulle

m, alors ∀λ∈R�+,P(X � λm) �
1

λ
·

Démonstration

Si λ∈ ]0, 1], le résultat est évident et sans intérêt.

Si λ > 1, notons m =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x).

On a : x � λm ⇒ xP(X = x) � λmP(X = x). Comme la somme d’une famille de

réels positifs est � 0, on a : m � λm
∑

x∈X(Ω),x�λm

P(X = x) = λmP(X � λm).��

1.6. Espérance du produit de deux variables aléatoires

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes admettant
une espérance finie, alors XY a une espérance finie et E(XY ) = E(X)E(Y ).

Démonstration

Montrons que si X(Ω) = {xi | i∈ I} et Y (Ω) = {yj | j ∈ J} où I et J sont au plus
dénombrables, alors la famille (xiyjpi,j)i,j)∈ I×J est sommable.
On a pi,j = pi,.p.,j car les variables aléatoires sont indépendantes.
Comme X et Y sont d’espérances finies, les familles (xipi,.)i∈ I et (yjp.,j)j ∈ J

sont sommables. On déduit du théorème sur les familles sommables que la famille(
(xipi,.)(yjp.,j)

)
i,j)∈ I×J

est sommable. et

E(XY ) =
∑

(i,j)∈ I×J

xiyjpi,j =
∑

(i,j)∈ I×J

(xipi,.)(yjp.,j)

=
(∑

i∈ I

pi,.xi

)( ∑
j ∈ J

p.,jyj

)
= E(X)E(Y ).��
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1.7. Espérance d’une variable aléatoire à valeurs entières

X désigne une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P)
prenant ses valeurs dans N. Elle admet une espérance si, et seulement si, la
série de terme général P(X > n) est convergente et qu’on a alors :

E(X) =
∞∑

n=0
P(X > n).

Démonstration

Notons que :

k∈N, uk = P(X = k) et vn =
∞∑

k=n+1

uk = P

(
⋃

k�n+1

(X = k)

)
= P(X > n).

n∑
k=1

kuk =
n∑

k=1

k(vk−1 − vk) =
n−1∑
k=0

(k + 1)vk −
n∑

k=1

kvk =
n−1∑
k=0

vk − nvn (�).

• Si
∑

vn converge, comme vn � 0, on a
n∑

k=1

kuk �
∞∑
k=0

vk et donc, par croissance,

la suite de terme général
n∑

k=1

kuk converge. La série
∑

kuk converge.

• 0 � nvn =
∞∑

k=n+1

nuk �
∞∑

k=n+1

kuk reste de rang n de la série convergente
∑

kuk.

Donc, par encadrement, nvn −−−→
n→∞

0.

Ceci prouve de plus que, si
∑

kuk converge,
∑

vk converge et
∞∑
k=1

kuk =
∞∑
k=1

vk.

On vient donc de montrer que que les séries de termes généraux kuk et vk sont de
même nature et que, en cas de convergence, leurs sommes sont égales.

On peut donc dire que X admet une espérance si, et seulement si,
∑

P(X > n)

converge avec E(X) =
∞∑
k=1

kuk =
∞∑
k=0

P(X > k).

Autre démonstration

Notons an,k =

{
P(X = k) si k � n+ 1
0 si k � n

.

∞∑
n=0

an,k =

k−1∑
n=0

P(X = k) = kP(X = k).

• Si E(X) < +∞, le théorème d’interversion des séries doubles implique alors que

E(X) =
∞∑
k=0

∞∑
n=0

an,k =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

an,k =

∞∑
n=0

P(X > n).

• Si
∑

P(X > n) converge, comme P(X > n) =

∞∑
k=n+1

P(X = k) =

∞∑
k=0

an,k,

le théorème d’interversion des séries doubles implique que
∞∑

n=0

P(X > n) =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

an,k =

∞∑
k=0

∞∑
n=0

an,k = E(X).��

2. Variance, écart-type

2.1 Définition

On appelle moment d’ordre r∈N� de la variable aléatoire X, l’espérance
finie, si c’est le cas, de la variable aléatoire Xr.
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Notons qu’il découle du théorème de transfert que E(Xr) =
∑

x∈X(Ω)

xrP(X = x).

2.2. Définition

On appelle variance de X le moment centré d’ordre 2 ie. l’espérance finie,
si c’est le cas, de la variable aléatoire (X − E(X))2

V(X) = E
(
(X − E(X)2

)
=

∑
x∈X(Ω)

(x− E(x))2P(X = x).

Remarques

• L’existence de la variance de X suppose celle de E(X)∈R.

• V(X) est la somme des carrés des écarts entre les valeurs de X et la moyenne,
pondérés par les poids des probabilités. C’est un indicateur de 〈〈dispersion 〉〉 autour
de E(X).

2.3. Proposition

Si une variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 elle est d’espérance

finie et
(
E(X)

)2
� E(X2).

Démonstration

On sait que : ∀(x, y)∈R2, |xy| � 1

2
(x2 + y2).

En prenant x =
√
pn et y = xn

√
pn, comme E(X2) existe, la série

∑
pnx

2
n converge

et comme
∑

pn converge de somme 1, , la série
∑

|xnpn| converge.

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans l’espace préhilbertien réel �2, on déduit :

∣∣∣
∞∑

n=0

pnxn

∣∣∣ �
√√√√

∞∑
n=0

pn.

√√√√
∞∑

n=0

pnx2
n ie.

∣∣E(X)
∣∣ � 1.

√
E(X2).��

2.4. Proposition

Si X admet une variance, V(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
.

Démonstration

V(X) = E(
(
X2 − 2E(X)X + E(X)2

)
= E(X2 − 2

(
E(X)

)2
+

(
E(X)

)2
car E est

linéaire et E(1) = 1. D’où le résultat.��

2.5. Proposition

Si X admet une variance et si (a, b)∈R2, aX + b a une variance et
V(aX + b) = a2V(X).

Démonstration

Par linéarité de E, on a (aX + b− E(aX + b))2 = a2(X − E(X))2.

Si X a une variance, (X − E(X))2 a une espérance finie ; a2(X − E(X))2 a une
espérance finie égale à a2V(X). D’où le résultat.��
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1.7. Espérance d’une variable aléatoire à valeurs entières

X désigne une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P)
prenant ses valeurs dans N. Elle admet une espérance si, et seulement si, la
série de terme général P(X > n) est convergente et qu’on a alors :

E(X) =
∞∑

n=0
P(X > n).

Démonstration

Notons que :

k∈N, uk = P(X = k) et vn =
∞∑

k=n+1

uk = P

(
⋃

k�n+1

(X = k)

)
= P(X > n).

n∑
k=1

kuk =
n∑

k=1

k(vk−1 − vk) =
n−1∑
k=0

(k + 1)vk −
n∑

k=1

kvk =
n−1∑
k=0

vk − nvn (�).

• Si
∑

vn converge, comme vn � 0, on a
n∑

k=1

kuk �
∞∑
k=0

vk et donc, par croissance,

la suite de terme général
n∑

k=1

kuk converge. La série
∑

kuk converge.

• 0 � nvn =
∞∑

k=n+1

nuk �
∞∑

k=n+1

kuk reste de rang n de la série convergente
∑

kuk.

Donc, par encadrement, nvn −−−→
n→∞

0.

Ceci prouve de plus que, si
∑

kuk converge,
∑

vk converge et
∞∑
k=1

kuk =
∞∑
k=1

vk.

On vient donc de montrer que que les séries de termes généraux kuk et vk sont de
même nature et que, en cas de convergence, leurs sommes sont égales.

On peut donc dire que X admet une espérance si, et seulement si,
∑

P(X > n)

converge avec E(X) =
∞∑
k=1

kuk =
∞∑
k=0

P(X > k).

Autre démonstration

Notons an,k =

{
P(X = k) si k � n+ 1
0 si k � n

.

∞∑
n=0

an,k =

k−1∑
n=0

P(X = k) = kP(X = k).

• Si E(X) < +∞, le théorème d’interversion des séries doubles implique alors que

E(X) =
∞∑
k=0

∞∑
n=0

an,k =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

an,k =

∞∑
n=0

P(X > n).

• Si
∑

P(X > n) converge, comme P(X > n) =

∞∑
k=n+1

P(X = k) =

∞∑
k=0

an,k,

le théorème d’interversion des séries doubles implique que
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P(X > n) =
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n=0

∞∑
k=0

an,k =

∞∑
k=0

∞∑
n=0

an,k = E(X).��

2. Variance, écart-type

2.1 Définition

On appelle moment d’ordre r∈N� de la variable aléatoire X, l’espérance
finie, si c’est le cas, de la variable aléatoire Xr.
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Notons qu’il découle du théorème de transfert que E(Xr) =
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x∈X(Ω)

xrP(X = x).

2.2. Définition

On appelle variance de X le moment centré d’ordre 2 ie. l’espérance finie,
si c’est le cas, de la variable aléatoire (X − E(X))2

V(X) = E
(
(X − E(X)2

)
=

∑
x∈X(Ω)

(x− E(x))2P(X = x).

Remarques

• L’existence de la variance de X suppose celle de E(X)∈R.

• V(X) est la somme des carrés des écarts entre les valeurs de X et la moyenne,
pondérés par les poids des probabilités. C’est un indicateur de 〈〈dispersion 〉〉 autour
de E(X).

2.3. Proposition

Si une variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 elle est d’espérance

finie et
(
E(X)

)2
� E(X2).

Démonstration

On sait que : ∀(x, y)∈R2, |xy| � 1

2
(x2 + y2).

En prenant x =
√
pn et y = xn

√
pn, comme E(X2) existe, la série

∑
pnx

2
n converge

et comme
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pn converge de somme 1, , la série
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∣∣∣
∞∑

n=0

pnxn

∣∣∣ �
√√√√
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∞∑
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pnx2
n ie.

∣∣E(X)
∣∣ � 1.

√
E(X2).��

2.4. Proposition

Si X admet une variance, V(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
.

Démonstration

V(X) = E(
(
X2 − 2E(X)X + E(X)2

)
= E(X2 − 2

(
E(X)

)2
+

(
E(X)

)2
car E est

linéaire et E(1) = 1. D’où le résultat.��

2.5. Proposition

Si X admet une variance et si (a, b)∈R2, aX + b a une variance et
V(aX + b) = a2V(X).

Démonstration

Par linéarité de E, on a (aX + b− E(aX + b))2 = a2(X − E(X))2.

Si X a une variance, (X − E(X))2 a une espérance finie ; a2(X − E(X))2 a une
espérance finie égale à a2V(X). D’où le résultat.��



422 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

2.6. Définitions
Si la variable aléatoire X a une variance, on appelle écart-type de X, le
nombre réel σ(X) =

√
V(X).

On appelle variable centrée toute variable aléatoire X telle que E(X) = 0.

On appelle variable réduite, toute variable aléatoireX telle que σ(X) = 1.

Si la variable aléatoire X a une variance, X� =
X − E(X)

σ(X)
est centrée et réduite.

2.7. Théorème
L’ensemble des variables aléatoires réelles discrètes admettant un moment
d’ordre 2 est un espace vectoriel sur R.

Démonstration

La variable aléatoire nulle a un moment d’ordre 2.

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discrètes admettant un moment
d’ordre 2 et si λ∈R, alors (λX + Y ) est une variable aléatoire réelle discrète.
Comme, pour tout (x, y)∈R2, (x+y)2 � 2(x2+y2), on peut conclure que (λX+Y )
a un moment d’ordre 2. Donc l’ensemble des variables aléatoires réelles discrètes
admettant un moment d’ordre 2 est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel
des variables aléatoires réelles discrètes.��
2.8. Théorème

Si deux variables aléatoires X,Y admettent un moment d’ordre 2, XY a
une espérance finie et l’on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|E(XY )| �
√
E(X2)

√
E(Y 2).

Démonstration

Rappelons que, pour tout (x, y)∈R2, |xy| � 1

2
(x2 + y2). Il s’ensuit que si X et Y

ont un moment d’ordre 2, alors X et Y ont une espérance finie ainsi que XY .
D’après le théorème précédent, pour tout λ∈R, (λX+Y ) a un moment d’ordre 2.
Notons Q(λ) = E

(
(λX + Y )2

)
. Alors, ∀λ∈R, Q(λ) � 0 (�).

Par linéarité de E, Q(λ) = λ2E(X2) + 2λE(XY ) + E(Y 2).
• Si E(X2) > 0, on déduit des résultats sur le signe du trinôme du second degré

que : (�) ⇐⇒
(
E(XY )

)2 − E(X2)E(Y 2) � 0.
• Si E(X2) = 0 on a : (�) ⇐⇒ ∀λ∈R, 2λE(XY ) + E(Y 2) � 0.
Comme, pour a, b réels, la fonction t �→ at+ b change de signe si a �= 0,
(�) ⇒ E(XY ) = 0 et l’inégalité est encore vérifiée.��

2.9. Variance des lois usuelles

(i) Si X ∼ U
(
[[1, n]]

)
alors V(X) =

n2 − 1

12
·

(ii) Si X ∼ G(p), alors V(X) =
1− p

p2
·

(iii) Si X ∼ B(n, p) alors V(X) = np(1− p).

(iv) Si X ∼ P(λ), alors V(X) = λ.

Démonstration

Nous donnons des démonstrations directes, mais proposerons d’autres preuves de
ces résultats au cours de ce chapitre.
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(i) E(X2) =

n∑
i=1

i2 · 1
n
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6
· On déduit V(X) de la proposition 2.4.

(ii) Dans la démonstration de G.1.2. on a vu : ∀x∈ ]− 1, 1[,
1

(1− x)2
=

∞∑
k=1

kxk−1.

Le théorème de dérivation des séries entières implique

∀x∈ ]− 1, 1[,
d

dx

( x

(1− x)2

)
=

1 + x

(1− x)3
=

d

dx

( ∞∑
k=1

kxk
)
=

∞∑
k=1

k2xk−1.

Donc E(X2) =
1− p

p2
· On déduit V(X) de la proposition 2.4.

(iii) E(X2) =

n∑
k=0

k2
(
n
k

)
pk(1− p)n−k.

Comme k2 = k(k − 1) + k et ∀k∈[[2, n]], k(k − 1)

(
n
k

)
= n(n− 1)

(
n− 2
k − 2

)

E(X2) = n(n− 1)p2
n∑

k=2

(
n− 2
k − 2

)
pk−2(1− p)n−2−(k−2) + E(X).

Donc E(X2) = n(n− 1)p2(1− p+ p)n−2 + E(X) = n(n− 1)p2 + np.
On déduit V(X) de la proposition 2.4.

(iv) D’après le théorème de dérivation des séries entières,

∀x∈R,
d

dx
(ex) = ex =

∞∑
n=0

n
xn−1

n!
⇒ d

dx
(xex) = ex(x+ 1) =

∞∑
n=0

n2x
n−1

n!
·

Donc E(X2) existe et V(X2) =

∞∑
n=0

n2e−λλ
n−1

n!
= λ(λ+ 1).

On déduit V (X) de la proposition 2.4.��
2.10. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Si la variable aléatoire réelle discrète X a un moment d’ordre 2,

∀ε > 0, P
(
|X − E(X)| > ε

)
�

σ(X)2

ε2
·

Démonstration

Application de l’inégalité de Markov à la variable aléatoire (X − E(X))2, compte
tenu de :

{
(X − E(X))2 > ε2

}
=

{
|X − E(X)| > ε

}
· ��

3. Covariance de deux variables aléatoires réelles discrètes

3.1. Définition
Si X et Y sont deux variables aléatoires ayant un moment d’ordre 2,
la variable aléatoire (X − E(X))(Y − E(Y )) a une espérance appelée
covariance de X et Y . On la note cov(X,Y ) = E

(
(X−E(X))(Y −E(Y ))

)
.

En effet, X et Y ayant un moment d’ordre 2, ces variables aléatoires ont une
espérance. Les variables aléatoires centrées ont un moment d’ordre 2. On déduit du
théorème sur l’inégalité de Cauchy-Schwarz que cov(X,Y )∈R. Si σ(X)σ(Y ) �= 0,

on définit le coefficient de corrélation de X,Y : ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )

σ(X)σ(Y )
∈[−1, 1].

Notons que cov(X,Y ) =cov(Y,X) et cov(X,X) = V (X) � 0.
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2.6. Définitions
Si la variable aléatoire X a une variance, on appelle écart-type de X, le
nombre réel σ(X) =

√
V(X).

On appelle variable centrée toute variable aléatoire X telle que E(X) = 0.

On appelle variable réduite, toute variable aléatoireX telle que σ(X) = 1.

Si la variable aléatoire X a une variance, X� =
X − E(X)

σ(X)
est centrée et réduite.

2.7. Théorème
L’ensemble des variables aléatoires réelles discrètes admettant un moment
d’ordre 2 est un espace vectoriel sur R.

Démonstration

La variable aléatoire nulle a un moment d’ordre 2.

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discrètes admettant un moment
d’ordre 2 et si λ∈R, alors (λX + Y ) est une variable aléatoire réelle discrète.
Comme, pour tout (x, y)∈R2, (x+y)2 � 2(x2+y2), on peut conclure que (λX+Y )
a un moment d’ordre 2. Donc l’ensemble des variables aléatoires réelles discrètes
admettant un moment d’ordre 2 est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel
des variables aléatoires réelles discrètes.��
2.8. Théorème

Si deux variables aléatoires X,Y admettent un moment d’ordre 2, XY a
une espérance finie et l’on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|E(XY )| �
√
E(X2)

√
E(Y 2).

Démonstration

Rappelons que, pour tout (x, y)∈R2, |xy| � 1

2
(x2 + y2). Il s’ensuit que si X et Y

ont un moment d’ordre 2, alors X et Y ont une espérance finie ainsi que XY .
D’après le théorème précédent, pour tout λ∈R, (λX+Y ) a un moment d’ordre 2.
Notons Q(λ) = E

(
(λX + Y )2

)
. Alors, ∀λ∈R, Q(λ) � 0 (�).

Par linéarité de E, Q(λ) = λ2E(X2) + 2λE(XY ) + E(Y 2).
• Si E(X2) > 0, on déduit des résultats sur le signe du trinôme du second degré

que : (�) ⇐⇒
(
E(XY )

)2 − E(X2)E(Y 2) � 0.
• Si E(X2) = 0 on a : (�) ⇐⇒ ∀λ∈R, 2λE(XY ) + E(Y 2) � 0.
Comme, pour a, b réels, la fonction t �→ at+ b change de signe si a �= 0,
(�) ⇒ E(XY ) = 0 et l’inégalité est encore vérifiée.��

2.9. Variance des lois usuelles

(i) Si X ∼ U
(
[[1, n]]

)
alors V(X) =

n2 − 1

12
·

(ii) Si X ∼ G(p), alors V(X) =
1− p

p2
·

(iii) Si X ∼ B(n, p) alors V(X) = np(1− p).

(iv) Si X ∼ P(λ), alors V(X) = λ.

Démonstration

Nous donnons des démonstrations directes, mais proposerons d’autres preuves de
ces résultats au cours de ce chapitre.
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(i) E(X2) =

n∑
i=1

i2 · 1
n
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6
· On déduit V(X) de la proposition 2.4.

(ii) Dans la démonstration de G.1.2. on a vu : ∀x∈ ]− 1, 1[,
1

(1− x)2
=

∞∑
k=1

kxk−1.

Le théorème de dérivation des séries entières implique

∀x∈ ]− 1, 1[,
d
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( x

(1− x)2

)
=

1 + x

(1− x)3
=

d

dx

( ∞∑
k=1

kxk
)
=

∞∑
k=1

k2xk−1.

Donc E(X2) =
1− p

p2
· On déduit V(X) de la proposition 2.4.

(iii) E(X2) =

n∑
k=0

k2
(
n
k

)
pk(1− p)n−k.

Comme k2 = k(k − 1) + k et ∀k∈[[2, n]], k(k − 1)
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k
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= n(n− 1)
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n∑

k=2
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k − 2
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⇒ d

dx
(xex) = ex(x+ 1) =
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2.10. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Si la variable aléatoire réelle discrète X a un moment d’ordre 2,

∀ε > 0, P
(
|X − E(X)| > ε

)
�

σ(X)2

ε2
·
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Application de l’inégalité de Markov à la variable aléatoire (X − E(X))2, compte
tenu de :

{
(X − E(X))2 > ε2

}
=

{
|X − E(X)| > ε

}
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3. Covariance de deux variables aléatoires réelles discrètes

3.1. Définition
Si X et Y sont deux variables aléatoires ayant un moment d’ordre 2,
la variable aléatoire (X − E(X))(Y − E(Y )) a une espérance appelée
covariance de X et Y . On la note cov(X,Y ) = E

(
(X−E(X))(Y −E(Y ))

)
.

En effet, X et Y ayant un moment d’ordre 2, ces variables aléatoires ont une
espérance. Les variables aléatoires centrées ont un moment d’ordre 2. On déduit du
théorème sur l’inégalité de Cauchy-Schwarz que cov(X,Y )∈R. Si σ(X)σ(Y ) �= 0,

on définit le coefficient de corrélation de X,Y : ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )

σ(X)σ(Y )
∈[−1, 1].

Notons que cov(X,Y ) =cov(Y,X) et cov(X,X) = V (X) � 0.
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La covariance est une forme bilinéaire symétrique positive sur l’espace vectoriel
des variables aléatoires réelles discrètes ayant un moment d’ordre 2.

3.2. Proposition

Si X et Y sont deux variables aléatoires ayant un moment d’ordre 2,

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Démonstration

Conséquence de : (X − E(X))(Y − E(Y )) = XY − E(X)Y − E(Y )X − E(X)E(Y )
et de la linéarité de E.��
3.3. Corollaire

Si X et Y sont deux variables aléatoires ayant un moment d’ordre 2 et
indépendantes, cov(X,Y ) = 0.

Démonstration

Application de G.1.6. et G.3.2.��
La réciproque est fausse comme on le verra en exercice.

4. Somme de variables aléatoires
Si, X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires réelles discrètes ayant un mo-

ment d’ordre 2, V
( n∑

k=1

Xk

)
=

n∑
k=1

V(Xk) + 2
∑

1�i<j�n

cov(Xi, Xj).

Si ces variables aléatoires sont deux à deux indépendantes, on a :

V
( n∑

k=1

Xk

)
=

n∑
k=1

V(Xk).

Démonstration

Par récurrence en utilisant la linéarité de E.��
5. Sommes finies des variables aléatoires usuelles

5.1. Théorème
SiX1 etX2 sont des variables aléatoires discrètes, indépendantes définies sur
l’espace probabilisé (Ω, T ,P) à valeurs dans le même espace probabilisable
(E,P(E)) où E est une partie d’un groupe abélien stable par l’addition,
alors X1 +X2 est une variable aléatoire discrète dont la loi est définie par

P(X1 +X2 = x) =
∑

x1 ∈E

P(X = X1)P(X = x− x1)

Démonstration

(X1 + X2)(Ω) est dénombrable en tant qu’image de X1(Ω) × X2(Ω) qui est
dénombrable comme produit de deux ensembles dénombrables par l’application
(x1, x2) �→ x1 + x2. Pour tout x∈E,

{X1 +X2 = x} =
⋃

x1 ∈X1(Ω)

{X1 = x1} ∩ {X2 = x− x1}.

Donc {X1 + X2 = x}∈T . Le résultat se déduit de la σ-additivité de P et de
l’indépendance de X1 et X2.��
La relation s’écrit encore PX1+X2

({x}) =
∑

x1 ∈E

PX1
({x1})PX2

({x− x1}).
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5.2. Théorème
Si, X1, . . . , Xr sont des variables aléatoires indépendantes définies sur le

même espace probabilisé et si Xi ∼ B(ni, p), alors

r∑
i=1

Xi ∼ B
( r∑

i=1

ni, p
)
.

Démonstration

Par récurrence. Nous ne développerons que le cas r = 2.

P(X1 +X2 = k) =

k∑
i=0

P((X1 = i)P((X2 = k − i) d’après G.5.1.

P((X1 +X2 = k) =

k∑
i=0

(
n1

i

)
pi(1− p)n1−i
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n2

k − i

)
pk−i(1− p)n2−k+i

=

( k∑
i=0

(
n1

i

)(
n2

k − i

)
pk−i

)
pk(1− p)n1+n2−k

=

(
n1 + n2

k

)
pk(1− p)n1+n2−k

car

(
n1 + n2

k

)
=

k∑
i=0

(
n1

i

)(
n2

k − i

)
.

Ce résultat peut s’obtenir en identifiant le coefficient de Xk dans les deux membres
de l’égalité : (1+X)n1+n2 = (1+X)n1(1+X)n2 ou par un raisonnement utilisant
les dénombrements.��
5.3. Théorème

Si, X1, . . . , Xr sont des variables aléatoires indépendantes définies sur le

même espace probabilisé et si Xi ∼ P(λi), alors

r∑
i=1

Xi ∼ P
( r∑
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)
.
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λi
1

i!
e−λ2

λk−i
2

(k − i)!
=

e−λ1−λ2

k!

k∑
i=0

(
k
i

)
λi
1λ

k−i
2 .

Du binôme de Newton, on déduit que P(X1 +X2 = k) =
e−(λ1+λ2)

k!
(λ1 + λ2)

k.

D’où X1 +X2 suit une loi de Poisson de paramètre λ1 + λ2.��
6. Loi faible des grands nombres

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles discrètes indépendantes,
de même loi et admettant un moment d’ordre 2, alors si m = E(X1) et si

Sn =

n∑
i=1

Xi on a : P
(∣∣∣Sn

n
−m

∣∣∣ � ε

)
−−−→
n→∞

0.

Démonstration

Compte tenu des hypothèses, E
(Sn

n

)
=

1

n

n∑
i=1

E((Xi) = m.
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Du binôme de Newton, on déduit que P(X1 +X2 = k) =
e−(λ1+λ2)

k!
(λ1 + λ2)

k.
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V
(Sn

n

)
=

1

n2
V(Sn) =

1

n2

n∑
i=1

V(Xi) =
σ2

n
car les variables aléatoires sont

indépendantes. On déduit du théorème de Bienaymé-Tchébychev que :

P
(∣∣∣Sn

n
−m

∣∣∣ � ε

)
�

σ2

nε2
· D’où le théorème.��

VIII. Fonctions génératrices

1. Définition
Soit X une variable aléatoire définie sur (Ω, T ,P) à valeurs dans N. Pour
tout s∈[−1, 1] la variable aléatoire sX a une espérance finie. On la note
GX(s) = E(sX). La fonction GX est appelée fonction génératrice de la
variable aléatoire X.

En effet, |sX | � 1. Comme la variable aléatoire constante 1 a une espérance finie,
on déduit de G.1.5. que sX a une espérance finie.��
2. Propriétés

(i) ∀s∈[−1, 1], GX(s) =

∞∑
n=0

pns
n ; |GX(s)| � 1 ; GX(1) = 1.

(ii) La fonction GX est continue sur [−1, 1] et de classe C∞ sur ]− 1, 1[.

(iii) ∀n∈N,P(X = n) =
G

(n)
X (0)

n!
·

La fonction génératrice GX caractérise la loi de X.

Si la fonction s �→
∞∑

n=0

pns
n est définie pour s > 1, on notera encore sa somme GX .

Les propriétés sont des conséquences immédiates des théorèmes sur les séries
entières de rayon R � 1. La série

∑
pns

n convergeant normalement sur [−1, 1].

3. Fonctions génératrices et moments

3.1. Théorème
Soit X une variable aléatoire définie sur (Ω, T ,P) à valeurs dans N.
(i) X a une espérance finie si, et seulement si, GX est dérivable à gauche

en 1. Dans ce cas, E(X) = lim
s→1−

G′
X(s).

(ii) X a un moment d’ordre 2 (ou une variance) si, et seulement si, GX

est deux fois dérivable à gauche en 1.
Dans ce cas, E(X2) = lim

s→1−
G′′

X(s) + E(X).

Démonstration

• Si la série entière
∑

pns
n est de rayon R > 1, comme GX est de classe C∞ sur

]−R,R[, on a E(X) = G′
X(1) et G′′

X(1) = E
(
X(X − 1)

)
= E(X2)− E(X).

• Si R = 1, il suffit d’appliquer un théorème du chapitre 〈〈 Séries entières 〉〉 à la
série entière

∑
npns

n−1 pour (i) et à la série entière
∑

n(n− 1pns
n−2 pour (ii).��
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3.2. Fonctions génératrices pour les lois usuelles

(i) Si X ∼ B(n, p), alors gX(s) = (1− p+ ps)n.

(ii) Si X ∼ P(λ), alors GX(s) = eλ(s−1).

(iii) Si X ∼ G(p), alors GX(s) =
ps

1− (1− p)s
·

Retrouver E(X) et V(X) dans ces cas.

Démonstration

(i) GX(s) =

n∑
k=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−ksk = (1− p+ ps)n avec le binôme de Newton.

La fonction s �→ GX(s) étant une fonction polynôme, est de classe C∞ sur R. D’où
GX(1) = 1, G′

X(s) = np(1− p+ ps)n−1 ⇒ E(X) = G′
X(1) = np.

G′′
X(s) = n(n− 1)p2(1− p+ ps)n−1−2 ⇒ E(X2) = n(n− 1)p2 + np.

Comme V(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2
, on retrouve V(X) = np(1− p).

(ii) ∀s∈R,
∞∑
k=0

e−λλ
k

k!
sk = eλ(s−1) = GX(s).

En tant que somme d’une série entière de rayon +∞, la fonction s �→ GX(s) a un
prolongement de classe C∞ à R.
G′

X(s) = λeλ(s−1) ⇒ G′
X(1) = λ = E(X).

G′′
X(s) = λ2eλ(s−1) ⇒ G′′

X(1) = λ2 ⇒ E(X2) = λ2 + λ ⇒ V(X) = λ.

(iii) P (X = n)sn = p(1 − p)n−1sn = ps
(
(1 − p)s

)n−1
est le terme général d’une

série géométrique convergente si, et seulement si, |(1− p)s| < 1. Soit R =
1

1− p
·

∀r∈]−R,R[, GX(s) =

∞∑
n=1

p(1− p)n−1sn = ps · 1

1− (1− p)s
·

Comme R > 1, les moments d’ordre 1 et 2 existent.

G′
X(s) =

p

(1− (1− p)s)2
⇒ G′

X(1) =
1

p
= E(X).

G′′
X(s) =

2p(1− p)

(1− (1− p)s)3
⇒ G′′

X(1) =
2(1− p)

p2
⇒ V (X) =

1− p

p2
· ��

3.3. Théorème
Si X et Y sont deux variables aléatoires définie sur (Ω, T ,P) à valeurs dans
N et indépendantes, alors GX+Y = GXGY .

Démonstration

SiX et Y sont indépendantes, sX et sY sont des variables aléatoires indépendantes.
GX+Y (s) = E(sX+Y ) = E(sXsY ) = E(sX)E(sY ) = GX(s)GY (s) d’après G.1.6.��
Applications

Retrouvons des résultats déjà vus.

(i) Si X1 ∼ B(n1, p) et X2 ∼ B(n2, p) et si X1 et X2 sont indépendantes,
GX1+X2(s) = (1− p+ ps)n1(1− p+ ps)n2 = (1− p+ ps)n1+n2 .

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on retrouve :

X1 +X2 ∼ B(n1 + n2, p).
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En tant que somme d’une série entière de rayon +∞, la fonction s �→ GX(s) a un
prolongement de classe C∞ à R.
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Démonstration
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(ii) Si X1 ∼ P(λ1) et X2 ∼ P(λ2) et si X1 et X2 sont indépendantes,

GX1+X2(s) = eλ1(1−s)eλ2(1−s) = e(λ1+λ2)(1−s).

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on retrouve :

X1 +X2 ∼ P(λ1 + λ2).

EXERCICES

1. Dans une famille donnée, on suppose que la probabilité qu’une famille ait k

enfants est pk telle que p0 = p1 = α et si k � 2, pk =
(1− 2α)

2k−1
où α∈ ]0, 1[. On

suppose que la probabilité d’avoir un garçon ou une fille est la même.

a. Quelle est la probabilité pour qu’une famille ayant exactement deux garçons
parmi ses enfants, ait deux enfants seulement ?

b. Quelle est la probabilité pour qu’une famille ait deux filles sachant qu’elle a
deux garçons ?

2. Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 − p de boules
blanches. On effectue un tirage avec remise de la boule tirée. Xr est le rang
d’apparition de la r-ième boule noire. On dit que Xr est le temps d’attente
de la r-ième boule noire. On note q = 1− p.

a. Préciser Xr(Ω) et montrer que la loi de Xr est :

∀k∈[[r,+∞[[,P(Xr = k) =

(
k − 1
r − 1

)
prqk−r.

b. Montrer que ∀x∈ ]− 1, 1[, ∀r∈N�,
∞∑

k=r−1

(
k

r − 1

)
xk−r+1 =

1

(1− x)r
·

c. Vérifier que la loi de Xr est bien une loi de probabilité.

d. Déterminer E(Xr), V(Xr) et la fonction génératrice de Xr.

3. Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 − p de boules
blanches. On effectue un tirage de n boules sans remise de la boule tirée. Notons
N le nombre de boules dans l’urne au départ. On appelle X le nombre de boules
noires obtenu.

a. Préciser X(Ω) et montrer que ∀k∈[[0, n]],P(X = k) =

(
Np
k

)(
Nq
n− k

)

(
N
n

) ·

b. Déterminer l’espérance et la variance de X.
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4. Soient u et v deux variables aléatoires réelles discrètes, indépendantes sur
un espace probabilité (Ω, T ,P) de même loi définie par P (u = 1) = p∈ ]0, 1[ et
P (u = 0) = 1 − p. Montrer que l’on peut choisir a, b, c, d réels non nuls tels que
X = au + bv et Y = cu + du soient deux variables aléatoires discrètes et non
indépendantes alors que cov(X,Y ) = 0.

5. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Ω, T ,P) à valeurs dans N
muni de la tribu de ses parties de loi de probabilité conjointe définie par

∀(n,m)∈N2,P
(
{X = n} ∩ {Y = m}

)
= p2qn+m,

où p∈ ]0, 1[ et q + p = 1.

1. a. Déterminer les lois marginales de (X,Y ).

b. Calculer E(X + Y ).

c. Calculer, pour tout k∈N, FX(k).

2. On pose Z = max(X,Y ) et T = min(X,Y ).

a. Calculer, pour tout k∈N, l’événement {Z = k} en fonction des événements
{X = k}, {Y = k}, {X � k} et {Y � k}· En déduire la loi de probabilité de Z et
l’espérance de Z.

b. Calculer l’espérance de |X − Y |. On pourra penser à X + Y, Z, T .

c. Déterminer et identifier la loi de T .

3. Déterminer la loi conjointe de X,Z. Retrouver à partir de cette loi, celle de Z.

4. a. Calculer, pour m∈N,P({X + Y = m}).
b. Déterminer et identifier la loi de Z conditionnelle à {X + Y = 2n+ 1},n∈N.

6. Soient λ > 0 et α∈ ]0, 1[. On considère un couple (X,Y ) de variables aléatoires
à valeurs dans N de loi conjointe :

∀(i, j)∈N2, pi,j =




λie−λαj(1− α)i−j

j!(i− j)!
si 0 � j � i

0 si j > i
a. Vérifier que la famille (pi,j)(i,j)∈N2 définit une probabilité sur (N2,P(N2)) et
déterminer les lois de X et Y .

b. Déterminer la loi de Z = X − Y .
c. Calculer, pour tout (n, j)∈N2,P

(
{Y = j}|{Z = n}

)
.

7. Pour (m,n)∈N× Z, on pose um,n = p2q2m+|n| avec p∈ ]0, 1[ et p+ q = 1.

1. Montrer que la famille (um,n)m,n)∈N×Z permet de définir une probabilité sur
(N× Z,P(N× Z).
2. Soit (Z, T ) un couple de variables aléatoires définies sur l’espace probabilisé
(N× Z,P(N× Z) de loi de probabilité définie par :

∀(m,n)∈N× Z,P
(
{Z = n} ∩ {T = m}) = um,n.

Déterminer les lois de Z et de T .

3. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles à valeurs dans N, indépendantes
et de même loi. On pose Z = X − Y et T = min(X,Y ).

a. On suppose X ∼ G(p) et Y ∼ G(p). Déterminer la loi conjointe de Z et T .
Montrer que Z et T sont indépendantes.
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(ii) Si X1 ∼ P(λ1) et X2 ∼ P(λ2) et si X1 et X2 sont indépendantes,
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de la r-ième boule noire. On note q = 1− p.

a. Préciser Xr(Ω) et montrer que la loi de Xr est :

∀k∈[[r,+∞[[,P(Xr = k) =

(
k − 1
r − 1

)
prqk−r.

b. Montrer que ∀x∈ ]− 1, 1[, ∀r∈N�,
∞∑

k=r−1

(
k

r − 1

)
xk−r+1 =

1

(1− x)r
·
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b. Déterminer l’espérance et la variance de X.
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(N× Z,P(N× Z) de loi de probabilité définie par :
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b. On suppose inversement que Z et T sont indépendantes et que pour tout

n∈N,P({X = n}) > 0 et l’on pose α =
P
(
{X = n+ 1} ∩ {Y = n}

)

P
(
{X = n} ∩ {Y = n}

) ·

(i) Écrire les événements {X = n + 1} ∩ {Y = n} et {X = n} ∩ {Y = n} en
fonction des variables aléatoires Z et T . En déduire une autre expression de α.

(ii) Utilisant successivement l’indépendance de X et Y , puis celle de Z et T ,
prouver l’existence d’un réel p tel que : ∀n∈N,P({X = n}) = pnP({X = 0}).
En déduire la loi de X.

8. Jean tente, au saut en hauteur, de franchir successivement les hauteurs
1, 2, . . . , n, . . .. On suppose les sauts indépendants les uns des autres et l’on suppose
que la probabilité de succès à la hauteur n est exactement 1/n, n � 1. Jean est
éliminé a son premier échec. On note X la variable aléatoire 〈〈 le numéro du dernier
saut réussi 〉〉 .

a. Quelles sont les valeurs possibles de X ? Donner la loi de X.

b. Déterminer l’espérance et la variance de X.

9. a. Soient deux variables aléatoires indépendantes de lois binomiales B(n, p) et
B(m, p) respectivement. On pose S = X + Y et l’on demande P

(
X = x|S = s

)
.

b. Même question avec X et Y suivant une loi de Poisson de paramètre λ, µ
respectivement.

10. Théorème de Bernstein

a. Soit Z une variable aléatoire prenant les valeurs 0 et 1 avec les probabilités
respectives 1− x et x∈ ]0, 1[. Donner la valeur moyenne et la variance de Z.

b. Soient Z1, . . . , Zn des variables aléatoires indépendantes de même loi que Z. On

pose Yn =
1

n

n∑
i=1

Zi. Déterminer la valeur moyenne et la variance de Yn. Montrer

que pour tout α > 0,
∑

k∈[[0,n]],| kn−x|<α

(
n
k

)
xk(1− x)n−k �

1

4nα2
·

Cette majoration reste-t-elle valable si x = 0 ou 1 ?

c. Soit f ∈C(
[
0, 1],R

)
et x∈[0, 1]. On pose Pn(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−kf

(k
n

)
·

Calculer E(f(Yn)). Montrer que, pour tout ε > 0, il existe α > 0 tel que∑

k∈[[0,n]],| kn−x|>α

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣f
(k
n

)
− f(x)

∣∣∣ � ε.

d. En déduire de ce qui précède la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite
(Pn)n∈N
 de fonctions polynomiales vers f sur [0, 1].

11. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi de
Bernoulli de paramètre p. On pose Yn = XnXn+1.

a. Calculer la variance de Sn =

n∑
i=1

Yi.
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b. Que dire de P
(∣∣∣Sn

n
−m

∣∣∣ � ε

)
?

12. Processus en cascade

a. Soit (uk,�)(k,�)∈N2 ∈(R+)
N2

telle que pour tout �∈N, la somme
∞∑
k=0

uk,� est finie

et que
∞∑
�=0

( ∞∑
k=0

uk,�

)
est finie ; on note S cette dernière somme.

Montrer que pour tout k fixé dans N,
∞∑
�=0

uk,� est finie et que
∞∑
k=0

( ∞∑
�=0

uk,�

)
est

finie et égale à S.

b. Soient X et Y des variables aléatoires à valeurs dans N ayant une espérance
finie. Pour tout k∈N on note E(X=k)(Y ) l’espérance de la loi conditionnelle de Y

sachant (X = k) ie. E(X=k)(Y ) =
∞∑
�=0

�P(Y = �|X = k).

Montrer que E(Y ) =
∞∑
k=0

E(X=k)(Y )P(X = k).

c. On considère N poules de la même race. Le nombre de descendants femelles
de chacune suit P(λ) et il y a mutuelle indépendance. Déterminer l’espérance du
nombre Xn de poules de la n-ième génération.

13. Soient N ∈ N�, X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [[1, N ]].
On note Y la variable aléatoire donnant le nombre de facteurs premiers distincts
de X. Si p est un nombre premier, on note Yp la variable aléatoire I(p|X). On note
P l’ensemble des nombres premiers.
a. (i) Calculer E(Yp) et E(Yp Yq) où p et q sont deux nombre premiers distincts.

(ii) Montrer que E(Y ) �
∑

p∈P,p�N

1

p
− 1.

(iii) Montrer que V(Y ) � 2 + 3E(Y ).

b. (i) Montrer que
∏

p∈P,p�N

(
1− 1

p

)−1

�
N∑

n=1

1

n
·

(ii) Montrer que la famille (1/p)p∈P n’est pas sommable.

(iii) Soit ε > 0. Donner la limite quand N → +∞ de P
(
|Y − E(Y )| � εE(Y )

)
.

14. (Pour MP�)Pour n∈N�, on définit µ(n) comme 0 si n est divisible par le carré
d’un nombre premier, et sinon (−1)k où k est le nombre de diviseurs premiers de

n. On fixe s∈ ]1,+∞[, et l’on pose ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
. On admet que ζ(2) =

π2

6
·

a. Montrer que
∑
d|n

µ(d) =

{
1 si n = 1
0 si n � 2

.

b. Montrer que
1

ζ(s)
=

∞∑
n=1

µ(n)

ns
·

c. Montrer que ∀n∈N�,
ϕ(n)

n
=

∑
d|n

µ(d)

d
où ϕ est l’indicatrice d’Euler.
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En déduire la loi de X.

8. Jean tente, au saut en hauteur, de franchir successivement les hauteurs
1, 2, . . . , n, . . .. On suppose les sauts indépendants les uns des autres et l’on suppose
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k

)
xk(1− x)n−k �

1

4nα2
·
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k
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n

)
·
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n
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où ϕ est l’indicatrice d’Euler.

Ex
er

ci
ce

s



432 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

d. Montrer que
1

n2

n∑
k=1

ϕ(k) −−−→
n→∞

3

π2
·

e. Pour tout n∈N�, on considère deux variables aléatoires indépendantes Xn et Yn

suivant une loi uniforme sur [[1, n]], et l’on pose pn = P(Xn∧Yn = 1). Montrer que
la suite (pn) converge et préciser sa limite.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Notons En l’événement la famille se compose de n enfants, Fn, la famille se
compose de n filles, Gn, la famille se compose de n garçons. P(En) = pn.

a. On demande P(E2|G2) =
P(E2)P(G2|E2)

P(G2)
· Or P(G2|En) =

(
n
2

)
1

2n
·

D’après la formule de probabilités totales P(G2) =

∞∑
n=0

P(En)P(G2|En)

Comme P(G2|En) = 0 si n∈{0, 1} on a

P(G2) =

∞∑
n=2

pn

(
n
2

)
1

2n
=

1− 2α)

42

∞∑
n=2

n(n− 1)

4n−2
=

8(1− 2α)

27

car, d’après le théorème de dérivation des séries entières,

∀x∈ ]− 1, 1[,
d2

dx2

( 1

1− x

)
=

2

(1− x)3
=

∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2.

Il s’ensuit que P(E2|G2) =

p2

(
2
2

)
1

22

8(1− α)

27

=
27

64
·

b. On cherche P(F2|G2).

D’après la formule des probabilités totales, P(F2∩G2) =

∞∑
n=0

P(En)P(F2∩G2|En).

Comme, pour tout n∈N \ {4},P(F2 ∩G2|En) = 0, on a

P(F2 ∩G2) = P(E4)P(F2 ∩G2|E4) =
1− 2α

23

(
4
2

)
1

24
=

3(1− 2α)

64
·

D’où P(F2|G2) =
P(F2 ∩G2)

P(G2)
=

81

512
·

2. a. X(Ω) = [[r,+∞[[. {X = r} = A∩B où A est l’événement : il y a eu succès au
cours des (k− 1) premiers essais et B, l’événement : le k-ième essai est un succès.
Comme les événements sont indépendants, P({Xr = k}) = P(A∩B) = P(A)P(B).
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Or P(B) = p par hypothèse. P(A) =

(
k − 1
r − 1

)
pr−1q(k−1)−(r−1). En effet, on

cherche la probabilité d’obtenir (r − 1) succès en (k − 1) essais indépendants de
même probabilité p ; on a affaire à un phénomène binomial. D’où le résultat.

b. On déduit du théorème de dérivation des séries entières

∀x∈ ]− 1, 1[,
dr−1

dxr−1

( 1

1− x

)
=

(r − 1)!

(1− x)r
=

∞∑
k=r−1

k(k − 1) . . . (k − r + 2)xk−r+1.

Donc : ∀x∈ ]− 1, 1[, ∀r∈N�,
∞∑

k=r−1

(
k

r − 1

)
xk−r+1 =

1

(1− x)r
·

c.

∞∑
k=r

P(Xr = k) =

∞∑
k=r

(
k − 1
r − 1

)
prqk−r = pr

∞∑
�=r−1

(
�

r − 1

)
q�−r+1.

D’après b),
∞∑
k=r

P(Xr = k) =
pr

(1− q)r
= 1. On a bien une loi de probabilité.

d. Déterminons la fonction génératrice de Xr et nous en déduirons son espérance

et sa variance. Notons uk =

(
k − 1
r − 1

)
prqk−rsk =

(
k − 1
r − 1

)
(ps)r(qs)k−r.

On déduit de b) que
∑
k�r

uk converge si |qs| < 1 et a pour somme
( ps

1− qs

)r

·

Donc ∀s∈
]
− 1

q
, 1

q

[
,GXr (s) =

∞∑
k=r

uk =
( ps

1− qs

)r

·

Comme
1

q
> 1, on en déduit E(Xr) = G′

Xr
(1) =

r

p
·

Comme G′′
Xr

(1) =
r(r − 1) + 2rq

p2
, on obtient V(Xr) =

rq

p2
·

Notons que l’on peut déterminer directement E(Xr) et V(Xr) par les techniques
utilisées dans le cours.

3. a. On a X(Ω) = [[max(0, n−Np),min(n,Np)]] ⊂ [[0, n]].

Rappelons que

(
n
p

)
= 0 si p < 0 ou p > n. Il s’ensuit que P(X = k) = 0 si

k > Np ou si n − Np > k. Il s’ensuit que la connaissance précise de X(Ω) est
inutile.

Nous renvoyons notre lecteur à notre livre d’exercices de MPSI où la résolution de
cette question est faite dans un cadre plus général.

On dit que X suit une loi hypergéométrique de paramètres N,n, p.

b. E(X) =
n∑

k=0

k

(
Np
k

)(
Nq
n− k

)

(
N
n

) =

(
N
n

)−1

Np

n∑
k=1

(
Np− 1
k − 1

)(
Nq
n− k

)

car k

(
Np
k

)
= Np

(
Np− 1
k − 1

)
pour 1 � k � n.

Dans la démonstration du théorème G.5.2. on a vu que :(
n1 + n2

k

)
=

k∑
i=0

(
n1

i

)(
n2

k − i

)
(�).
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d. Montrer que
1

n2

n∑
k=1

ϕ(k) −−−→
n→∞

3

π2
·

e. Pour tout n∈N�, on considère deux variables aléatoires indépendantes Xn et Yn

suivant une loi uniforme sur [[1, n]], et l’on pose pn = P(Xn∧Yn = 1). Montrer que
la suite (pn) converge et préciser sa limite.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Notons En l’événement la famille se compose de n enfants, Fn, la famille se
compose de n filles, Gn, la famille se compose de n garçons. P(En) = pn.

a. On demande P(E2|G2) =
P(E2)P(G2|E2)

P(G2)
· Or P(G2|En) =

(
n
2

)
1

2n
·

D’après la formule de probabilités totales P(G2) =

∞∑
n=0

P(En)P(G2|En)

Comme P(G2|En) = 0 si n∈{0, 1} on a

P(G2) =

∞∑
n=2

pn

(
n
2

)
1

2n
=

1− 2α)

42

∞∑
n=2

n(n− 1)

4n−2
=

8(1− 2α)

27

car, d’après le théorème de dérivation des séries entières,

∀x∈ ]− 1, 1[,
d2

dx2

( 1

1− x

)
=

2

(1− x)3
=

∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2.

Il s’ensuit que P(E2|G2) =

p2

(
2
2

)
1

22

8(1− α)

27

=
27

64
·

b. On cherche P(F2|G2).

D’après la formule des probabilités totales, P(F2∩G2) =

∞∑
n=0

P(En)P(F2∩G2|En).

Comme, pour tout n∈N \ {4},P(F2 ∩G2|En) = 0, on a

P(F2 ∩G2) = P(E4)P(F2 ∩G2|E4) =
1− 2α

23

(
4
2

)
1

24
=

3(1− 2α)

64
·

D’où P(F2|G2) =
P(F2 ∩G2)

P(G2)
=

81

512
·

2. a. X(Ω) = [[r,+∞[[. {X = r} = A∩B où A est l’événement : il y a eu succès au
cours des (k− 1) premiers essais et B, l’événement : le k-ième essai est un succès.
Comme les événements sont indépendants, P({Xr = k}) = P(A∩B) = P(A)P(B).
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Or P(B) = p par hypothèse. P(A) =

(
k − 1
r − 1

)
pr−1q(k−1)−(r−1). En effet, on

cherche la probabilité d’obtenir (r − 1) succès en (k − 1) essais indépendants de
même probabilité p ; on a affaire à un phénomène binomial. D’où le résultat.

b. On déduit du théorème de dérivation des séries entières

∀x∈ ]− 1, 1[,
dr−1

dxr−1

( 1

1− x

)
=

(r − 1)!

(1− x)r
=

∞∑
k=r−1

k(k − 1) . . . (k − r + 2)xk−r+1.

Donc : ∀x∈ ]− 1, 1[, ∀r∈N�,
∞∑

k=r−1

(
k

r − 1

)
xk−r+1 =

1

(1− x)r
·

c.

∞∑
k=r

P(Xr = k) =

∞∑
k=r

(
k − 1
r − 1

)
prqk−r = pr

∞∑
�=r−1

(
�

r − 1

)
q�−r+1.

D’après b),
∞∑
k=r

P(Xr = k) =
pr

(1− q)r
= 1. On a bien une loi de probabilité.

d. Déterminons la fonction génératrice de Xr et nous en déduirons son espérance

et sa variance. Notons uk =

(
k − 1
r − 1

)
prqk−rsk =

(
k − 1
r − 1

)
(ps)r(qs)k−r.

On déduit de b) que
∑
k�r

uk converge si |qs| < 1 et a pour somme
( ps

1− qs

)r

·

Donc ∀s∈
]
− 1

q
, 1

q

[
,GXr (s) =

∞∑
k=r

uk =
( ps

1− qs

)r

·

Comme
1

q
> 1, on en déduit E(Xr) = G′

Xr
(1) =

r

p
·

Comme G′′
Xr

(1) =
r(r − 1) + 2rq

p2
, on obtient V(Xr) =

rq

p2
·

Notons que l’on peut déterminer directement E(Xr) et V(Xr) par les techniques
utilisées dans le cours.

3. a. On a X(Ω) = [[max(0, n−Np),min(n,Np)]] ⊂ [[0, n]].

Rappelons que

(
n
p

)
= 0 si p < 0 ou p > n. Il s’ensuit que P(X = k) = 0 si

k > Np ou si n − Np > k. Il s’ensuit que la connaissance précise de X(Ω) est
inutile.

Nous renvoyons notre lecteur à notre livre d’exercices de MPSI où la résolution de
cette question est faite dans un cadre plus général.

On dit que X suit une loi hypergéométrique de paramètres N,n, p.

b. E(X) =
n∑

k=0

k

(
Np
k

)(
Nq
n− k

)

(
N
n

) =

(
N
n

)−1

Np

n∑
k=1

(
Np− 1
k − 1

)(
Nq
n− k

)

car k

(
Np
k

)
= Np

(
Np− 1
k − 1

)
pour 1 � k � n.

Dans la démonstration du théorème G.5.2. on a vu que :(
n1 + n2

k

)
=

k∑
i=0

(
n1

i

)(
n2

k − i

)
(�).

So
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ns



434 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

Appliquons ce résultat avec n1 = Np− 1, n2 = Nq et notons que

n− k = (n− 1)− (k − 1),. Alors E(X) =

(
N
n

)−1

Np

(
N − 1
n− 1

)
= np.

Pour calculer E(X2), on note que k2 = k(k − 1) et l’on utilise la formule

k(k − 1)

(
Np
k

)
= Np(Np− 1)

(
Np− 2
k − 2

)
pour 2 � k � n et (�) et l’on procède

comme précédemment, E(X2) = E(X) +
n(n− 1)p(Np− 1)

N − 1
·

D’où V(X) = E(X2)− (E(X))2 = npq
N − n

N − 1
·

4. X = au+ bv et Y = cu+ du ⇒ XY = acu2 + bdv2 + (ad+ bc)uv.
De la linéarité de E, on déduit E(XY ) = acE(u2) + bdE(v2) + (ad+ bc)E(uv)
Comme E(X)E(Y ) = acE(u)2 + bdE(v)2 + (ad+ bc)E(u)E(v),
cov(X,Y ) = acV(u) + bdV(v) puisque u et v sont indépendantes.
Comme V(u) = V(v), on obtient : cov(X,Y ) = (ac+ bd)V(u).
Prenons a+ b �= 0 et b+ d �= 0. On a :
{X = 0} = {u = 0} ∩ {v = 0} = {Y = 0}· Donc
P({X = 0}) = P({Y = 0} = P({u = 0}.P({v = 0}) = (1− p)2.
D’autre part, P

(
{X = 0} ∩ {Y = 0}

)
= P

(
{u = 0} ∩ {v = 0}

)
= (1− p)2.

Si p∈ ]]0, 1[,P
(
{X = 0} ∩ {Y = 0}

)
�= P({X = 0}).P({Y = 0}).

Les variables aléatoires X,Y ne sont pas indépendantes si l’on prend ac+ bd = 0
alors que cov(X,Y ) = 0.

5. 1. a. ∀n∈N,P({X = n}) =
∑
m∈N

P({X = n}∩{Y = m}) = p2qn
∑
m∈N

qm = pqm.

Donc X ∼ G(p). De même en échangeant m et n, on montre que Y ∼ G(p).

b. E(X) = E(Y ) =
q

p
; V(X) = V(Y ) =

q

p2
· La linéarité de E implique

E(X + Y ) =
2q

p
· On a V(X + Y ) = V(X) + V(Y ) = 2

q

p2
car X,Y sont

indépendantes.

c. ∀k∈N, FX(k) = P(X � k) =

k∑
�=0

P({X = �}) = p
1− qk+1

1− q
= 1− qk+1.

2. a. {Z = k} =
(
{X � k} ∩ {Y = k}

)
∪
(
{X = k} ∩ {Y � k}

)
. Donc : P({Z = k}

est égal à P
(
{X � k}∩{Y = k}

)
+P

(
{X = k}∩{Y � k}

)
−P

(
{X = k}∩{Y = k}

)
.

P({Z = k}) = 2P({X � k} ∩ {Y = k})− P({X = k})P ({Y = k}).
D’où P({Z = k}) = 2(1− qk+1)pqk − p2q2k = pqk(1− qk − qk+1).

b. Comme kq2k =
k→∞

o(kqk) et kqk =
k→∞

o(k−2) par croissances comparées puisque

0 < q < 1, Z est d’espérance finie et

E(Z) =
∞∑
k=0

kpqk(2− qk − qk+1) = 2p

∞∑
k=0

kqk − p(q + 1)

∞∑
k=0

kq2k.

E(Z) = 2
q

p
− q2

p(1 + q)
=

q(p+ 2)

p(p+ 1)
·

On a Z = max(X,Y ) =
1

2

(
X + Y + |X − Y |

)
. Donc, par linéarité de E,
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E(|X − Y )| = 2E(Z)− E(X + Y ) =
2q

p(1 + q)
·

c. Pour k∈N�, on procède comme au a. P({T = k} est égal à
P
(
{Y � k} ∩ {X = k}

)
+ P

(
{Y = k} ∩ {X � k}

)
− P

(
{X = k} ∩ {Y = k}

)
.

P({T = k}) = 2P({X = k})
(
1− P{Y � k − 1})

)
− p2q2k = (1− q2)q2k.

P({T = 0}) = 2P({X = 0})−
(
P({X = 0})

)2
= 2p− p2 = (1− q2)q2.0.

Donc T ∼ G(1− q2).

3. Pour tout couple (k, n)∈N2,

P({X = n} ∩ {Z = k}) =

{P({X = n})P({Y = k}) = p2qn+k si k > n
P({X = n})P({Y � n}) = pqn(1− qn+1) si k = n
0 si k < n

∀k∈N�,P({Z = k}) =
∑
n∈N

P({X = n} ∩ {Z = k}) =
k−1∑
n=0

p2qn+k + pqk(1− qk+1)

= pqk(1− qk) + pqk(1− qk+1) = pqk(2− qk − qk+1).
P({Z = 0}) = p(1− q), donc le résultat précédent est vrai pour tout k∈N.
4. a. X et Y étant indépendantes,

∀m∈N,P({X + Y = m}) =
m∑
i=0

P({X = i})P({Y = m− i}).

Donc P({X + Y = m}) =
m∑
i=0

pqipqm−i =

m∑
i=0

p2qm = (m+ 1)p2qm.

b. P({Z = 0}|{X + Y = 2n+ 1}) = P({X + Y = 2n+ 1} ∩ {max(X,Y ) = k})
P({X + Y = 2n+ 1})

·

Donc P({Z = 0}|{X + Y = 2n+ 1}) =
{
α si n+ 1 � k � 2n+ 1
0 sinon

où

α=
1

2(m+ 1)p2q2n+1
P(({X = k}∩{Y = 2n+1−k})∪({X = 2n+1−k}∩{Y = k}))

ie. α =
2p2q2n+1

2(n+ 1)p2q2n+1
=

1

n+ 1
si k∈[[n+ 1, 2n+ 1]].

La loi est l’équiprobabilité sur [[n+ 1, 2n+ 1]].

6. a. On a déjà, les pi,j � 0.
i∑

j=0

pi,j=

i∑
j=0

λie−λαj(1− α)i−j

j!(i− j)!
=

λie−λ

i!

i∑
j=0

(
i
j

)
αj(1−α)i−j=

λie−λ

i!
(α+1−α)i

=
λie−λ

i!
· Donc

∞∑
i=0

∞∑
j=0

pi,j = 1. Donc (pi,j)(i,j)∈N2 est une famille

sommable de réels positifs. Elle caractérise une probabibilité sur (N2,P(N2)).

• ∀i∈N, P ({X = i}) = λie−λ

i!
· Donc X ∼ P(λ).

• ∀j ∈N,P({Y = j}) =
∞∑
i=j

λie−λαj(1− α)i−j

j!(i− j)!
=

∞∑
k=0

e−λλ
j+kαj(1− α)k

j!k!

= e−λ (λα)
j

j!

∞∑
k=0

(λ(1− α))k

k!
=

(λα)je−λα

j!
·
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Appliquons ce résultat avec n1 = Np− 1, n2 = Nq et notons que

n− k = (n− 1)− (k − 1),. Alors E(X) =

(
N
n

)−1

Np

(
N − 1
n− 1

)
= np.

Pour calculer E(X2), on note que k2 = k(k − 1) et l’on utilise la formule

k(k − 1)

(
Np
k

)
= Np(Np− 1)

(
Np− 2
k − 2

)
pour 2 � k � n et (�) et l’on procède

comme précédemment, E(X2) = E(X) +
n(n− 1)p(Np− 1)

N − 1
·

D’où V(X) = E(X2)− (E(X))2 = npq
N − n

N − 1
·

4. X = au+ bv et Y = cu+ du ⇒ XY = acu2 + bdv2 + (ad+ bc)uv.
De la linéarité de E, on déduit E(XY ) = acE(u2) + bdE(v2) + (ad+ bc)E(uv)
Comme E(X)E(Y ) = acE(u)2 + bdE(v)2 + (ad+ bc)E(u)E(v),
cov(X,Y ) = acV(u) + bdV(v) puisque u et v sont indépendantes.
Comme V(u) = V(v), on obtient : cov(X,Y ) = (ac+ bd)V(u).
Prenons a+ b �= 0 et b+ d �= 0. On a :
{X = 0} = {u = 0} ∩ {v = 0} = {Y = 0}· Donc
P({X = 0}) = P({Y = 0} = P({u = 0}.P({v = 0}) = (1− p)2.
D’autre part, P

(
{X = 0} ∩ {Y = 0}

)
= P

(
{u = 0} ∩ {v = 0}

)
= (1− p)2.

Si p∈ ]]0, 1[,P
(
{X = 0} ∩ {Y = 0}

)
�= P({X = 0}).P({Y = 0}).

Les variables aléatoires X,Y ne sont pas indépendantes si l’on prend ac+ bd = 0
alors que cov(X,Y ) = 0.

5. 1. a. ∀n∈N,P({X = n}) =
∑
m∈N

P({X = n}∩{Y = m}) = p2qn
∑
m∈N

qm = pqm.

Donc X ∼ G(p). De même en échangeant m et n, on montre que Y ∼ G(p).

b. E(X) = E(Y ) =
q

p
; V(X) = V(Y ) =

q

p2
· La linéarité de E implique

E(X + Y ) =
2q

p
· On a V(X + Y ) = V(X) + V(Y ) = 2

q

p2
car X,Y sont

indépendantes.

c. ∀k∈N, FX(k) = P(X � k) =

k∑
�=0

P({X = �}) = p
1− qk+1

1− q
= 1− qk+1.

2. a. {Z = k} =
(
{X � k} ∩ {Y = k}

)
∪
(
{X = k} ∩ {Y � k}

)
. Donc : P({Z = k}

est égal à P
(
{X � k}∩{Y = k}

)
+P

(
{X = k}∩{Y � k}

)
−P

(
{X = k}∩{Y = k}

)
.

P({Z = k}) = 2P({X � k} ∩ {Y = k})− P({X = k})P ({Y = k}).
D’où P({Z = k}) = 2(1− qk+1)pqk − p2q2k = pqk(1− qk − qk+1).

b. Comme kq2k =
k→∞

o(kqk) et kqk =
k→∞

o(k−2) par croissances comparées puisque

0 < q < 1, Z est d’espérance finie et

E(Z) =
∞∑
k=0

kpqk(2− qk − qk+1) = 2p

∞∑
k=0

kqk − p(q + 1)

∞∑
k=0

kq2k.

E(Z) = 2
q

p
− q2

p(1 + q)
=

q(p+ 2)

p(p+ 1)
·

On a Z = max(X,Y ) =
1

2

(
X + Y + |X − Y |

)
. Donc, par linéarité de E,
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E(|X − Y )| = 2E(Z)− E(X + Y ) =
2q

p(1 + q)
·

c. Pour k∈N�, on procède comme au a. P({T = k} est égal à
P
(
{Y � k} ∩ {X = k}

)
+ P

(
{Y = k} ∩ {X � k}

)
− P

(
{X = k} ∩ {Y = k}

)
.

P({T = k}) = 2P({X = k})
(
1− P{Y � k − 1})

)
− p2q2k = (1− q2)q2k.

P({T = 0}) = 2P({X = 0})−
(
P({X = 0})

)2
= 2p− p2 = (1− q2)q2.0.

Donc T ∼ G(1− q2).

3. Pour tout couple (k, n)∈N2,

P({X = n} ∩ {Z = k}) =

{P({X = n})P({Y = k}) = p2qn+k si k > n
P({X = n})P({Y � n}) = pqn(1− qn+1) si k = n
0 si k < n

∀k∈N�,P({Z = k}) =
∑
n∈N

P({X = n} ∩ {Z = k}) =
k−1∑
n=0

p2qn+k + pqk(1− qk+1)

= pqk(1− qk) + pqk(1− qk+1) = pqk(2− qk − qk+1).
P({Z = 0}) = p(1− q), donc le résultat précédent est vrai pour tout k∈N.
4. a. X et Y étant indépendantes,

∀m∈N,P({X + Y = m}) =
m∑
i=0

P({X = i})P({Y = m− i}).

Donc P({X + Y = m}) =
m∑
i=0

pqipqm−i =

m∑
i=0

p2qm = (m+ 1)p2qm.

b. P({Z = 0}|{X + Y = 2n+ 1}) = P({X + Y = 2n+ 1} ∩ {max(X,Y ) = k})
P({X + Y = 2n+ 1})

·

Donc P({Z = 0}|{X + Y = 2n+ 1}) =
{
α si n+ 1 � k � 2n+ 1
0 sinon

où

α=
1

2(m+ 1)p2q2n+1
P(({X = k}∩{Y = 2n+1−k})∪({X = 2n+1−k}∩{Y = k}))

ie. α =
2p2q2n+1

2(n+ 1)p2q2n+1
=

1

n+ 1
si k∈[[n+ 1, 2n+ 1]].

La loi est l’équiprobabilité sur [[n+ 1, 2n+ 1]].

6. a. On a déjà, les pi,j � 0.
i∑

j=0

pi,j=

i∑
j=0

λie−λαj(1− α)i−j

j!(i− j)!
=

λie−λ

i!

i∑
j=0

(
i
j

)
αj(1−α)i−j=

λie−λ

i!
(α+1−α)i

=
λie−λ

i!
· Donc

∞∑
i=0

∞∑
j=0

pi,j = 1. Donc (pi,j)(i,j)∈N2 est une famille

sommable de réels positifs. Elle caractérise une probabibilité sur (N2,P(N2)).

• ∀i∈N, P ({X = i}) = λie−λ

i!
· Donc X ∼ P(λ).

• ∀j ∈N,P({Y = j}) =
∞∑
i=j

λie−λαj(1− α)i−j

j!(i− j)!
=

∞∑
k=0

e−λλ
j+kαj(1− α)k

j!k!

= e−λ (λα)
j

j!

∞∑
k=0

(λ(1− α))k

k!
=

(λα)je−λα

j!
·
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D’où Y ∼ P(λα). Les deux variables aléatoires ne sont pas indépendantes car

P({X = 0}).P({Y = 1}) �= P({X = 0} ∩ {Y = 1}).
b. Z = X − Y est une variable aléatoire à valeurs dans N.

∀k∈N,P({Z = k}) =
∞∑
�=0

P({Z = k} ∩ {Y = �}) =
∞∑
�=0

P({X = k + �} ∩ {Y = �})

=
∞∑
�=0

e−λλk+�α�(1− α)k

k!�!
=

λk(1− α)ke−λ

k!

∞∑
�=0

(λα)�

�!

=
(λ(1− α))k

k!
e−λ(1−α).

Donc X − Y ∼ P
(
λ(1− α)

)
.

c. P({Y = j|}|{Z = n}) = P({Z = n} ∩ {Y = j})
P({Z = n})

=
P({X = n+ j} ∩ {Y = j})

P({Z = n})

=
e−λ(λα)j

j!
= P({Y = j}.

Donc Y, Z sont deux variables aléatoires indépendantes.

7. 1. En tant que série géométrique convergente,

∞∑
m=0

un,m = p2q|n|
1

1− q2
= vn.

En tant que série géométrique,
∞∑

n=0

qn =
1

1− q
=

1

p
·

Donc (vn)n∈Z est sommable et
∑
n∈Z

vn =
p

1 + q

(
2

∞∑
n=0

qn−1
)
=

p

q + 1

(2
p
−1

)
= 1.

La famille (un,m)(m,n)∈N×Z de réels positifs est sommable de somme 1. Elle
caractérise une probabilité sur (N× Z,P(N× Z).

2. P({T = m}) =
∑
n∈Z

P ({Z = n} ∩ {T = m}) = p2q2m
∑
n∈Z

q|n| = p(1 + q)q2m et

ceci, pour tout m∈N. Donc T ∼ G(1− q2). De même, pour tout n∈Z,

P({Z = n}) =
∑
m∈N

P({Z = n} ∩ {T = m}) = p2q2|n|
∑
m∈N

q2m =
pq|n|

1 + q
·

P({Z = n} ∩ {T = m}) = pq|n|

1 + q
.p(1 + q)q2m = P({Z = n}).P({T = m}).

Les deux variables aléatoires Z, T sont donc indépendantes.

3. a. ∀(m,m)∈N×Z,P({Z = n}∩{T = m})=P({X−Y = n}∩{min(X,Y ) = m}).

P({Z = n} ∩ {T = m}) =
{
P({X = m} ∩ {Y = m− n}) = p2q2m−n si n < 0
P({X = m} ∩ {Y = m+ n}) = p2q2m+n si n � 0

ie. P({Z = n} ∩ {T = m}) = p2q2m+|n|. On déduit de 2. que Z et T sont
indépendantes.

b. (i) {X = n+ 1} ∩ {Y = n} = {T = n} ∩ {Z = 1} et

{X = n} ∩ {Y = n} = {T = n} ∩ {Z = 0}· Donc α =
P({T = n} ∩ {Z = 1})
P({T = n} ∩ {Z = 0})

·

(ii) Comme X et Y sont indépendantes, α =
P({X = n+ 1})
P({X = n})

·
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Comme Z et T sont indépendantes, α =
P({Z = 1})
P({Z = 0})

= p.

Donc la suite (P({X = n}))n∈N est géométrique de raison p.
D’où ∀n∈N�,P({X = n}) = pn−1P({X = 0}). Les deux variables aléatoires
X et Y sont de loi G(1− p).

8. a. L’événement (X = n) est réalisé si Jean a franchi avec succès les étapes
1, 2, . . . , n mais a échoué à l’étape (n + 1). L’hypothèse d’indépendance permet

d’écrire ∀n∈N�, P (X = n) =
1

1
· 1
2
· · · 1

n

(
1− 1

n+ 1

)
=

1

n!
− 1

(n+ 1)!
·

b. Notons un = n
( 1

n!
− 1

(n+ 1)!

)
=

1

(n− 1)!
− 1

n!
+

1

(n+ 1)!

Comme
∑ 1

n!
converge de somme e, la série

∑
un converge et E(X) existe.

E(X) =

∞∑
n=1

un = e− 1.

De même, n2un =
1

(n− 2)!
+

1

n!
− 1

(n+ 1)!
si n � 2 et

1

2
si n = 1, donc

E(X2) existe et E(X2) = e+ 1. D’où V(X) = E(X2)− E(X)2 = 3e− e2.

9. a. P
(
X = x|S = s

)
=

P({X = x} ∩ {Y = s− x})
P(S = s)

·

X et Y étant indépendantes et, d’après le cours S ∼ B(n+m, p),

On a P
(
X = x|S = s

)
=

(
n
x

)
px(1− p)n−x

(
m

s− x

)
ps−x(1− p)m−x+s

(
m+ n

s

)
ps(1− p)m+n−s

d’où P
(
X = x|S = s

)
=

(
n
x

)(
m

s− x

)

(
m+ n

s

) (loi hypergéométrique).

b. Dans ce cas, on obtient : P
(
X = x|S = s

)
=

(
s
x

)( λ

λ+ µ

)x( µ

λ+ µ

)s−x

ie. loi binomiale de paramètres s et
λ

λ+ µ
·

10. a. Z suit une loi de Bernoulli. Donc E(Z) = x et V(Z) = x(1− x).

b. La linéarité de E donne E(Yn) =
1

n

n∑
k=1

E(Zk) =
1

n

n∑
k=1

E(Z) = x. Comme les

variables aléatoires Xi sont indépendantes, V(Yn) =
1

n2

n∑
k=1

V(Zk) =
x(1− x)

n
·

L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev, implique : P(|Yn − x| > α) �
x(1− x)

nα2
·

Comme, pour tout x∈[0, 1], x(1− x) =
1

4
−
(
x− 1

2

)2

�
1

4
,

P(|Yn − x| > α) �
1

4nα2
· Comme nYn ∼ B(n, x), l’inégalité précédente s’écrit :
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D’où Y ∼ P(λα). Les deux variables aléatoires ne sont pas indépendantes car

P({X = 0}).P({Y = 1}) �= P({X = 0} ∩ {Y = 1}).
b. Z = X − Y est une variable aléatoire à valeurs dans N.

∀k∈N,P({Z = k}) =
∞∑
�=0

P({Z = k} ∩ {Y = �}) =
∞∑
�=0

P({X = k + �} ∩ {Y = �})

=
∞∑
�=0

e−λλk+�α�(1− α)k

k!�!
=

λk(1− α)ke−λ

k!

∞∑
�=0

(λα)�

�!

=
(λ(1− α))k

k!
e−λ(1−α).

Donc X − Y ∼ P
(
λ(1− α)

)
.

c. P({Y = j|}|{Z = n}) = P({Z = n} ∩ {Y = j})
P({Z = n})

=
P({X = n+ j} ∩ {Y = j})

P({Z = n})

=
e−λ(λα)j

j!
= P({Y = j}.

Donc Y, Z sont deux variables aléatoires indépendantes.

7. 1. En tant que série géométrique convergente,
∞∑

m=0

un,m = p2q|n|
1

1− q2
= vn.

En tant que série géométrique,
∞∑

n=0

qn =
1

1− q
=

1

p
·

Donc (vn)n∈Z est sommable et
∑
n∈Z

vn =
p

1 + q

(
2

∞∑
n=0

qn−1
)
=

p

q + 1

(2
p
−1

)
= 1.

La famille (un,m)(m,n)∈N×Z de réels positifs est sommable de somme 1. Elle
caractérise une probabilité sur (N× Z,P(N× Z).

2. P({T = m}) =
∑
n∈Z

P ({Z = n} ∩ {T = m}) = p2q2m
∑
n∈Z

q|n| = p(1 + q)q2m et

ceci, pour tout m∈N. Donc T ∼ G(1− q2). De même, pour tout n∈Z,

P({Z = n}) =
∑
m∈N

P({Z = n} ∩ {T = m}) = p2q2|n|
∑
m∈N

q2m =
pq|n|

1 + q
·

P({Z = n} ∩ {T = m}) = pq|n|

1 + q
.p(1 + q)q2m = P({Z = n}).P({T = m}).

Les deux variables aléatoires Z, T sont donc indépendantes.

3. a. ∀(m,m)∈N×Z,P({Z = n}∩{T = m})=P({X−Y = n}∩{min(X,Y ) = m}).

P({Z = n} ∩ {T = m}) =
{
P({X = m} ∩ {Y = m− n}) = p2q2m−n si n < 0
P({X = m} ∩ {Y = m+ n}) = p2q2m+n si n � 0

ie. P({Z = n} ∩ {T = m}) = p2q2m+|n|. On déduit de 2. que Z et T sont
indépendantes.

b. (i) {X = n+ 1} ∩ {Y = n} = {T = n} ∩ {Z = 1} et

{X = n} ∩ {Y = n} = {T = n} ∩ {Z = 0}· Donc α =
P({T = n} ∩ {Z = 1})
P({T = n} ∩ {Z = 0})

·

(ii) Comme X et Y sont indépendantes, α =
P({X = n+ 1})
P({X = n})

·
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Comme Z et T sont indépendantes, α =
P({Z = 1})
P({Z = 0})

= p.

Donc la suite (P({X = n}))n∈N est géométrique de raison p.
D’où ∀n∈N�,P({X = n}) = pn−1P({X = 0}). Les deux variables aléatoires
X et Y sont de loi G(1− p).

8. a. L’événement (X = n) est réalisé si Jean a franchi avec succès les étapes
1, 2, . . . , n mais a échoué à l’étape (n + 1). L’hypothèse d’indépendance permet

d’écrire ∀n∈N�, P (X = n) =
1

1
· 1
2
· · · 1

n

(
1− 1

n+ 1

)
=

1

n!
− 1

(n+ 1)!
·

b. Notons un = n
( 1

n!
− 1

(n+ 1)!

)
=

1

(n− 1)!
− 1

n!
+

1

(n+ 1)!

Comme
∑ 1

n!
converge de somme e, la série

∑
un converge et E(X) existe.

E(X) =

∞∑
n=1

un = e− 1.

De même, n2un =
1

(n− 2)!
+

1

n!
− 1

(n+ 1)!
si n � 2 et

1

2
si n = 1, donc

E(X2) existe et E(X2) = e+ 1. D’où V(X) = E(X2)− E(X)2 = 3e− e2.

9. a. P
(
X = x|S = s

)
=

P({X = x} ∩ {Y = s− x})
P(S = s)

·

X et Y étant indépendantes et, d’après le cours S ∼ B(n+m, p),

On a P
(
X = x|S = s

)
=

(
n
x

)
px(1− p)n−x

(
m

s− x

)
ps−x(1− p)m−x+s

(
m+ n

s

)
ps(1− p)m+n−s

d’où P
(
X = x|S = s

)
=

(
n
x

)(
m

s− x

)

(
m+ n

s

) (loi hypergéométrique).

b. Dans ce cas, on obtient : P
(
X = x|S = s

)
=

(
s
x

)( λ

λ+ µ

)x( µ

λ+ µ

)s−x

ie. loi binomiale de paramètres s et
λ

λ+ µ
·

10. a. Z suit une loi de Bernoulli. Donc E(Z) = x et V(Z) = x(1− x).

b. La linéarité de E donne E(Yn) =
1

n

n∑
k=1

E(Zk) =
1

n

n∑
k=1

E(Z) = x. Comme les

variables aléatoires Xi sont indépendantes, V(Yn) =
1

n2

n∑
k=1

V(Zk) =
x(1− x)

n
·

L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev, implique : P(|Yn − x| > α) �
x(1− x)

nα2
·

Comme, pour tout x∈[0, 1], x(1− x) =
1

4
−
(
x− 1

2

)2

�
1

4
,

P(|Yn − x| > α) �
1

4nα2
· Comme nYn ∼ B(n, x), l’inégalité précédente s’écrit :
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∑

k∈[[0,n]],| kn−x|>α

(
n
k

)
xk(1−x)n−k �

1

4nα2
· Cette inégalité reste vraie si x∈{0, 1}·

Comme E(Yn) =

n∑
k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k k

n
l’application de la formule de transfert

donne E(f(Yn)) = Pn(x).

c. Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y est, d’après le théorème de
Heine, uniformément continue. Donc :

∀ε∈R�+, ∃α∈R�+, ∀(x, y)∈[0, 1]2, |x− y| < α ⇒ |f(x)− f(y)| � ε.

Donc
∑

k ∈[[0,n]]

| k
n

−x|�α

(
n
k

)
xk(1−x)n−k

∣∣∣f
(k
n

)
−f(x)

∣∣∣ � ε
∑

k ∈[[0,n]]

| k
n

−x|�α

(
n
k

)
xk(1−x)n−k � ε.

Pour x∈[0, 1], |Pn(x)−f(x)| � ε+
∑

k∈[[0,n]],| kn−x|>α

(
n
k

)
xk(1−x)n−k

∣∣∣f
(k
n

)
−f(x)

∣∣∣.

Notons M = sup
x∈[0,1]

|f(x)| ∈R+, on peut écrire, pour tout x∈[0, 1],

∑

k∈[[0,n]],| kn−x|>α

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣f
(k
n

)
− f(x)

∣∣∣ � 2M
1

4nα2
·

Donc ∃n0(ε)∈N, ∀n∈N, n � n0(ε) ⇒ M
1

2nα2
� ε.

d. Finalement, ∀ε > 0, ∃n0(ε)∈N, ∀n∈N, n � n0(ε), ∀x∈[0, 1], |Pn(x)−f(x)| � 2ε.

Ceci traduit bien la convergence uniforme de la suite de fonctions polynômes
(Pn)n�1 vers f sur [0, 1]. On retrouve le théorème de Weierstrass avec une suite
explicite de polynômes appelés polynômes de Bernstein.

11. a. Comme les variables aléatoires sont indépendantes, on a :

E(Yn) = P(XnXn+1 = 1) = P(Xn = 1)P(Xn+1 = 1) = E(Xn)
2 = p2.

Donc E(Sn) = np2. D’autre part, E(S2
n) = E

( n∑
k=1

Y 2
k + 2

∑
1�i<j�n

YiYj

)
. Donc

E(S2
n) = E

( n∑
k=1

X2
kX

2
k+1

)
+ 2E

( n−1∑
i=1

YiYj

)
+ 2E

( ∑
2�i+1<j�n

YiYj

)
.

b. Comme Yi et Yj sont indépendantes si i+ 1 < j, on a :

E(S2
n) = np2 + 2E

( n−1∑
i=1

XiXi+1Xi+2

)
+ 2

∑
2�i+1<j�n

p4.

Comme E(Xi) = E(X2
i ) = p et comme les variables aléatoires Xi sont

indépendantes, 2E
( n−1∑

i=1

XiXi+1Xi+2

)
= 2(n− 1)p3.

D’où E(S2
n) = np2 + 2(n− 1)p3 + p4(n− 1)(n− 2).

Donc V(Sn) = np2 + 2(n− 1)p3 − (3n− 2)p4.

Il suffit d’appliquer la loi faible des grands nombres avec ici m = p2, pour conclure

que lim
n→∞

P

(∣∣∣Sn

n
−m

∣∣∣ � ε

)
= 0.
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12. a. On va fortement utiliser la positivité des uk,�.

Posons, pour tout �∈N, s� =
∞∑
k=0

uk,�.

Fixons ε > 0 puis �0 tel que S − ε �
�0∑
l=0

( ∞∑
k=0

uk,�

)
� ε.

�0∑
�=0

( ∞∑
k=0

uk,�

)
=

∞∑
k=0

(
�0∑
�=0

uk,�

)
et on choisit alors un entier k0 tel que :

k0∑
k=0

(
�0∑
�=0

uk,�

)
=

�0∑
�=0

(
k0∑
k=0

uk,�

)
� S − 2ε.

Soit k∈N, uk,� � s� et
∞∑
�=0

s� est finie donc
∞∑
�=0

uk,� est finie.

Soit alors K � k0. On a UK =
K∑

k=0

( ∞∑
�=0

uk,�

)
=

∞∑
�=0

(
K∑

k=0

uk,�

)
�

∞∑
�=0

s� = S.

De plus UK � Uk0
=

∞∑
�=0

(
k0∑
k=0

uk,�

)
�

�0∑
�=0

(
k0∑
k=0

uk,�

)
� S − 2ε. Par suite

K � k0 ⇒ S − 2ε � UK � S, ce qui prouve que (UK)K converge vers S, ce
qu’il fallait montrer.

Remarque : cette question est une conséquence du cours sur les familles
sommables de première année.

b. Posons, pour tout (k, �)∈N2, uk,� = �P
(
(Y = �) ∩ (X = k)

)
. La suite (uk,�)k,�

est à valeurs dans R+.

Si �∈N, comme P
( ∞⋃

k=0

(X = k)

)
= 1, la formule des probabilités totales montre

que s� =
∞∑
k=0

uk,� = �P(Y = �) qui est donc finie.

De plus
∞∑
k=0

s� =
∞∑
�=0

�P(Y = �) = E(Y ) qui est aussi finie.

La première question montre que E(Y ) =
∞∑
k=0

( ∞∑
�=0

�P(Y = �|X = k)P(X = k)

)

soit E(Y ) =
∞∑
k=0

( ∞∑
�=0

�P(Y = �|X = k)

)
P(X = k) =

∞∑
k=0

E(X=k)(Y )P(X = k).

c. Notons Xk le nombre de poules de la k-ième génération. Comme P(λ) a λ pour
espérance et comme il y a mutuelle indépendance des descendances de chaque
poule on a E(X1) = Nλ.
Supposons que E(Xp) = Nλp.
La loi conditionnelle de Xp+1 sachant (Xp = k) est P(kλ) d’où E(Xp=k)(Y ) = kλ.

La question précédente montre : E(Xp+1) =
∞∑
k=0

kλP(Xp = k) = λE(Xp) = Nλp+1.

Cela montre, par récurrence, que l’espérance du nombre de poules de la n-ième
génération est Nλn.

13. a. (i) Comme, pour p∈P il existe �N/p� multiples de p dans [[1, N ]], on a :

E(Yp) = P(p|X) =
1

N

⌊N
p

⌋
· De même, comme p et q sont distincts,

E(YpYq) = P(p|X, q|X) = P(pq|X) =
1

N

⌊N
pq

⌋
·
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∑

k∈[[0,n]],| kn−x|>α

(
n
k

)
xk(1−x)n−k �

1

4nα2
· Cette inégalité reste vraie si x∈{0, 1}·

Comme E(Yn) =

n∑
k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k k

n
l’application de la formule de transfert

donne E(f(Yn)) = Pn(x).

c. Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y est, d’après le théorème de
Heine, uniformément continue. Donc :

∀ε∈R�+, ∃α∈R�+, ∀(x, y)∈[0, 1]2, |x− y| < α ⇒ |f(x)− f(y)| � ε.

Donc
∑

k ∈[[0,n]]

| k
n

−x|�α

(
n
k

)
xk(1−x)n−k

∣∣∣f
(k
n

)
−f(x)

∣∣∣ � ε
∑

k ∈[[0,n]]

| k
n

−x|�α

(
n
k

)
xk(1−x)n−k � ε.

Pour x∈[0, 1], |Pn(x)−f(x)| � ε+
∑

k∈[[0,n]],| kn−x|>α

(
n
k

)
xk(1−x)n−k

∣∣∣f
(k
n

)
−f(x)

∣∣∣.

Notons M = sup
x∈[0,1]

|f(x)| ∈R+, on peut écrire, pour tout x∈[0, 1],

∑

k∈[[0,n]],| kn−x|>α

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣f
(k
n

)
− f(x)

∣∣∣ � 2M
1

4nα2
·

Donc ∃n0(ε)∈N, ∀n∈N, n � n0(ε) ⇒ M
1

2nα2
� ε.

d. Finalement, ∀ε > 0, ∃n0(ε)∈N, ∀n∈N, n � n0(ε), ∀x∈[0, 1], |Pn(x)−f(x)| � 2ε.

Ceci traduit bien la convergence uniforme de la suite de fonctions polynômes
(Pn)n�1 vers f sur [0, 1]. On retrouve le théorème de Weierstrass avec une suite
explicite de polynômes appelés polynômes de Bernstein.

11. a. Comme les variables aléatoires sont indépendantes, on a :

E(Yn) = P(XnXn+1 = 1) = P(Xn = 1)P(Xn+1 = 1) = E(Xn)
2 = p2.

Donc E(Sn) = np2. D’autre part, E(S2
n) = E

( n∑
k=1

Y 2
k + 2

∑
1�i<j�n

YiYj

)
. Donc

E(S2
n) = E

( n∑
k=1

X2
kX

2
k+1

)
+ 2E

( n−1∑
i=1

YiYj

)
+ 2E

( ∑
2�i+1<j�n

YiYj

)
.

b. Comme Yi et Yj sont indépendantes si i+ 1 < j, on a :

E(S2
n) = np2 + 2E

( n−1∑
i=1

XiXi+1Xi+2

)
+ 2

∑
2�i+1<j�n

p4.

Comme E(Xi) = E(X2
i ) = p et comme les variables aléatoires Xi sont

indépendantes, 2E
( n−1∑

i=1

XiXi+1Xi+2

)
= 2(n− 1)p3.

D’où E(S2
n) = np2 + 2(n− 1)p3 + p4(n− 1)(n− 2).

Donc V(Sn) = np2 + 2(n− 1)p3 − (3n− 2)p4.

Il suffit d’appliquer la loi faible des grands nombres avec ici m = p2, pour conclure

que lim
n→∞

P

(∣∣∣Sn

n
−m

∣∣∣ � ε

)
= 0.
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12. a. On va fortement utiliser la positivité des uk,�.

Posons, pour tout �∈N, s� =
∞∑
k=0

uk,�.

Fixons ε > 0 puis �0 tel que S − ε �
�0∑
l=0

( ∞∑
k=0

uk,�

)
� ε.

�0∑
�=0

( ∞∑
k=0

uk,�

)
=

∞∑
k=0

(
�0∑
�=0

uk,�

)
et on choisit alors un entier k0 tel que :

k0∑
k=0

(
�0∑
�=0

uk,�

)
=

�0∑
�=0

(
k0∑
k=0

uk,�

)
� S − 2ε.

Soit k∈N, uk,� � s� et
∞∑
�=0

s� est finie donc
∞∑
�=0

uk,� est finie.

Soit alors K � k0. On a UK =
K∑

k=0

( ∞∑
�=0

uk,�

)
=

∞∑
�=0

(
K∑

k=0

uk,�

)
�

∞∑
�=0

s� = S.

De plus UK � Uk0
=

∞∑
�=0

(
k0∑
k=0

uk,�

)
�

�0∑
�=0

(
k0∑
k=0

uk,�

)
� S − 2ε. Par suite

K � k0 ⇒ S − 2ε � UK � S, ce qui prouve que (UK)K converge vers S, ce
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Remarque : cette question est une conséquence du cours sur les familles
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b. Posons, pour tout (k, �)∈N2, uk,� = �P
(
(Y = �) ∩ (X = k)

)
. La suite (uk,�)k,�

est à valeurs dans R+.

Si �∈N, comme P
( ∞⋃

k=0

(X = k)

)
= 1, la formule des probabilités totales montre

que s� =
∞∑
k=0

uk,� = �P(Y = �) qui est donc finie.

De plus
∞∑
k=0

s� =
∞∑
�=0

�P(Y = �) = E(Y ) qui est aussi finie.
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∞∑
k=0

( ∞∑
�=0

�P(Y = �|X = k)P(X = k)

)
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∞∑
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( ∞∑
�=0

�P(Y = �|X = k)

)
P(X = k) =

∞∑
k=0

E(X=k)(Y )P(X = k).

c. Notons Xk le nombre de poules de la k-ième génération. Comme P(λ) a λ pour
espérance et comme il y a mutuelle indépendance des descendances de chaque
poule on a E(X1) = Nλ.
Supposons que E(Xp) = Nλp.
La loi conditionnelle de Xp+1 sachant (Xp = k) est P(kλ) d’où E(Xp=k)(Y ) = kλ.

La question précédente montre : E(Xp+1) =
∞∑
k=0

kλP(Xp = k) = λE(Xp) = Nλp+1.

Cela montre, par récurrence, que l’espérance du nombre de poules de la n-ième
génération est Nλn.

13. a. (i) Comme, pour p∈P il existe �N/p� multiples de p dans [[1, N ]], on a :

E(Yp) = P(p|X) =
1

N

⌊N
p

⌋
· De même, comme p et q sont distincts,

E(YpYq) = P(p|X, q|X) = P(pq|X) =
1

N

⌊N
pq

⌋
·

So
lu

ti
o

ns
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(ii) Comme Y =
∑

p∈P,p�N

Yp et comme E est linéaire,

E(Y ) =
∑

p∈P,p�N

E(Yp) �
∑

p∈P,p�N

1

N

(N
p

− 1
)
�

∑
p∈P,p�N

1

p
− 1

N
α

où α = Card
(
P ∩ [[1, N ]]

)
. Comme α � N , le résultat est établi.

(iii) E(Y 2) =
∑

p,q ∈P,p,q�N

E(YpYq) = E(Y ) +
∑

p,q ∈P,p,q�N,p�=q

1

N

⌊N
pq

⌋
·

Comme V(Y ) = E(Y 2)− E(Y ), il s’ensuit que :

V(Y ) = E(Y ) +
∑

p,q ∈P,p,q�N,p�=q

1

N

⌊N
pq

⌋
−

∑
p,q ∈P,p,q�N

1

N

⌊N
p

⌋ 1

N

⌊N
q

⌋
·

Comme ∀x∈R, �x� � x < �x�+ 1,

V(Y ) � E(Y ) +
∑

p,q ∈P,p,q�N,p�=q

(
1

N

N

pq
− 1

N2

(N
p

− 1
)(N

q
− 1

))
.

Donc V(Y ) � E(Y ) +
∑

p∈P,p�N

1

p
+

∑
q ∈P,q�N

1

q
·

On déduit de a. (i) que V(Y ) � E(Y ) + (E(Y ) + 1) + (E(Y ) + 1) = 3E(Y ) + 2.

b. (i) Tout entier naturel n∈N� s’écrivant comme produit de puissances de

nombres premiers, on a
N∑

n=1

1

N
�

∏
p∈P,p�N

N∑
k=0

1

pk
�

∏
p∈P,p�N

(
1− 1

p

)−1

·

En effet, comme p � 2, on a :

N∑
k=0

1

pk
<

∞∑
k=0

1

pk
=

1

1− 1/p
·

(ii) Comme
∑ 1

n
diverge, il en est de même du produit des

(
1− 1

p

)−1

·

Comme ln
((

1− 1

p

)−1)
p̃→∞

1

p
la série

∑
1/p diverge ie. la famille (1/p)p∈P n’est

pas sommable.

(iii) On en déduit ainsi que de a. (i) que lim
N→∞

E(Y ) = +∞.

On déduit de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev que :

P
(
|Y − E(Y )| � εE(Y )

)
�

V(Y )

ε2E(Y )2
�

2 + 3E(Y )

ε2E(Y )2
·

2 + 3E(Y )

ε2E(Y )2 Ñ→∞
3

ε2E(Y )
−−−−→
N→∞

0, d’où le résultat.

14. a. Soit n � 2. Notons sa décomposition en facteurs premiers n = pα1
1 . . . pαk

k .
les diviseurs entiers naturels non nuls d de n tels que µ(d) �= 0 sont de la forme

d =
∏
i∈P

où P est une partie quelconque de [[1, k]]. Donc µ(d) = (−1)Card(P ).

D’où
∑
d|n

µ(d) =
∑

P⊂[[1,k]]

(−1)Card(P ) =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)i = (1− 1)k = 0.

b. Les deux séries
∑ 1

ks
et

∑ µ(n)

ns
sont absolument convergentes. Donc la famille

( 1

(kn)s

)
k,n�1

est sommable. On déduit ddu théorème de Fubini que :
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ζ(s)

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=

∞∑
k=1

1

ks

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=

∞∑
p=1

∑
p,n�1
kn=p

µ(n)

(kn)s
=

∞∑
p=1

1

ps

∑
n|p

µ(n) = 1.

c. Rappelons un résultat vu au chapitre 1 :
∑
d|n

ϕ(d) = n.

∑
d|n

µ(d)
n

d
=

∑
d|n

µ(d)
∑
e|nd

ϕ(e) =
∑

d,e,de|n

µ(d)ϕ(e) =
∑
e|n

ϕ(e)
∑
d|ne

µ(d) = ϕ(n)

d’après a.

d. On peut alors écrire que :

n∑
k=1

ϕ(k) =

n∑
k=1

∑
d|k

µ(d)
k

d
=

n∑
k=1

µ(d)

d

n∑
k=1,d|k

k.

Avec le changement de variable k = pd,
n∑

k=1

ϕ(k) =

n∑
d=1

µ(d)

d

∑
1�p�n/d

pd =

n∑
d=1

µ(d)
1

2

⌊n
d

⌋(⌊n
d

⌋
+ 1

)
·

Comme ∀x∈R, �x� � x < �x�+1, on a :
(n
d
−1

)n
d
�

⌊n
d

⌋(⌊n
d

⌋
+1

)
�

n

d

(n
d
+1

)
·

Donc
⌊n
d

⌋(⌊n
d

⌋
+ 1

)
=

n2

d2
+O

(n
d

)
·

D’où
1

n2

n∑
k=1

ϕ(k) =

n∑
d=1

(µ(d)
2d2

+O
( 1

nd

))
=

n∑
d=1

µ(d)

2d2
+O

( ln(n)
n

)
·

Finalement : lim
n→∞

n∑
k=1

ϕ(k) =

∞∑
d=1

µ(d)

2d2
=

1

2ζ(2)
=

3

π2
·

e. Card{(x, y)∈[[1, n]]2 |x∧y = 1} = 1+2Card{(x, y)∈[[1, n]]2 |x∧y = 1 et y < x}·

pn =
1

n2
+

2

n2

n∑
x=2

Card{y)∈[[1, x[[ |x ∧ y = 1} =
1

n2
+

2

n2

n∑
x=2

ϕ(x) −−−→
x→∞

6

π2
·
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(ii) Comme Y =
∑

p∈P,p�N

Yp et comme E est linéaire,

E(Y ) =
∑

p∈P,p�N

E(Yp) �
∑

p∈P,p�N

1

N

(N
p

− 1
)
�

∑
p∈P,p�N

1

p
− 1

N
α

où α = Card
(
P ∩ [[1, N ]]

)
. Comme α � N , le résultat est établi.

(iii) E(Y 2) =
∑

p,q ∈P,p,q�N

E(YpYq) = E(Y ) +
∑

p,q ∈P,p,q�N,p�=q

1

N

⌊N
pq

⌋
·

Comme V(Y ) = E(Y 2)− E(Y ), il s’ensuit que :

V(Y ) = E(Y ) +
∑

p,q ∈P,p,q�N,p�=q

1

N

⌊N
pq

⌋
−

∑
p,q ∈P,p,q�N

1

N

⌊N
p

⌋ 1

N

⌊N
q

⌋
·

Comme ∀x∈R, �x� � x < �x�+ 1,

V(Y ) � E(Y ) +
∑

p,q ∈P,p,q�N,p�=q

(
1

N

N

pq
− 1

N2

(N
p

− 1
)(N

q
− 1

))
.

Donc V(Y ) � E(Y ) +
∑

p∈P,p�N

1

p
+

∑
q ∈P,q�N

1

q
·

On déduit de a. (i) que V(Y ) � E(Y ) + (E(Y ) + 1) + (E(Y ) + 1) = 3E(Y ) + 2.

b. (i) Tout entier naturel n∈N� s’écrivant comme produit de puissances de

nombres premiers, on a
N∑

n=1

1

N
�

∏
p∈P,p�N

N∑
k=0

1

pk
�

∏
p∈P,p�N

(
1− 1

p

)−1

·

En effet, comme p � 2, on a :

N∑
k=0

1

pk
<

∞∑
k=0

1

pk
=

1

1− 1/p
·

(ii) Comme
∑ 1

n
diverge, il en est de même du produit des

(
1− 1

p

)−1

·

Comme ln
((

1− 1

p

)−1)
p̃→∞

1

p
la série

∑
1/p diverge ie. la famille (1/p)p∈P n’est

pas sommable.

(iii) On en déduit ainsi que de a. (i) que lim
N→∞

E(Y ) = +∞.

On déduit de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev que :

P
(
|Y − E(Y )| � εE(Y )

)
�

V(Y )

ε2E(Y )2
�

2 + 3E(Y )

ε2E(Y )2
·

2 + 3E(Y )

ε2E(Y )2 Ñ→∞
3

ε2E(Y )
−−−−→
N→∞

0, d’où le résultat.

14. a. Soit n � 2. Notons sa décomposition en facteurs premiers n = pα1
1 . . . pαk

k .
les diviseurs entiers naturels non nuls d de n tels que µ(d) �= 0 sont de la forme

d =
∏
i∈P

où P est une partie quelconque de [[1, k]]. Donc µ(d) = (−1)Card(P ).

D’où
∑
d|n

µ(d) =
∑

P⊂[[1,k]]

(−1)Card(P ) =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)i = (1− 1)k = 0.

b. Les deux séries
∑ 1

ks
et

∑ µ(n)

ns
sont absolument convergentes. Donc la famille

( 1

(kn)s

)
k,n�1

est sommable. On déduit ddu théorème de Fubini que :
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(ii) Comme Y =
∑

p∈P,p�N

Yp et comme E est linéaire,

E(Y ) =
∑

p∈P,p�N

E(Yp) �
∑

p∈P,p�N

1

N

(N
p

− 1
)
�

∑
p∈P,p�N

1

p
− 1

N
α

où α = Card
(
P ∩ [[1, N ]]

)
. Comme α � N , le résultat est établi.

(iii) E(Y 2) =
∑

p,q ∈P,p,q�N

E(YpYq) = E(Y ) +
∑

p,q ∈P,p,q�N,p�=q

1

N

⌊N
pq

⌋
·

Comme V(Y ) = E(Y 2)− E(Y ), il s’ensuit que :

V(Y ) = E(Y ) +
∑

p,q ∈P,p,q�N,p�=q

1

N

⌊N
pq

⌋
−

∑
p,q ∈P,p,q�N

1

N

⌊N
p

⌋ 1

N

⌊N
q

⌋
·

Comme ∀x∈R, �x� � x < �x�+ 1,

V(Y ) � E(Y ) +
∑
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1

N

N

pq
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N2

(N
p

− 1
)(N
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.

Donc V(Y ) � E(Y ) +
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1
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+

∑
q ∈P,q�N

1

q
·

On déduit de a. (i) que V(Y ) � E(Y ) + (E(Y ) + 1) + (E(Y ) + 1) = 3E(Y ) + 2.

b. (i) Tout entier naturel n∈N� s’écrivant comme produit de puissances de

nombres premiers, on a
N∑

n=1

1

N
�

∏
p∈P,p�N

N∑
k=0

1

pk
�

∏
p∈P,p�N

(
1− 1

p

)−1

·

En effet, comme p � 2, on a :

N∑
k=0

1

pk
<

∞∑
k=0

1

pk
=

1

1− 1/p
·

(ii) Comme
∑ 1

n
diverge, il en est de même du produit des

(
1− 1

p

)−1

·

Comme ln
((

1− 1

p

)−1)
p̃→∞

1

p
la série

∑
1/p diverge ie. la famille (1/p)p∈P n’est

pas sommable.

(iii) On en déduit ainsi que de a. (i) que lim
N→∞

E(Y ) = +∞.

On déduit de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev que :

P
(
|Y − E(Y )| � εE(Y )

)
�

V(Y )

ε2E(Y )2
�

2 + 3E(Y )

ε2E(Y )2
·

2 + 3E(Y )

ε2E(Y )2 Ñ→∞
3

ε2E(Y )
−−−−→
N→∞

0, d’où le résultat.

14. a. Soit n � 2. Notons sa décomposition en facteurs premiers n = pα1
1 . . . pαk

k .
les diviseurs entiers naturels non nuls d de n tels que µ(d) �= 0 sont de la forme

d =
∏
i∈P

où P est une partie quelconque de [[1, k]]. Donc µ(d) = (−1)Card(P ).

D’où
∑
d|n

µ(d) =
∑

P⊂[[1,k]]

(−1)Card(P ) =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)i = (1− 1)k = 0.

b. Les deux séries
∑ 1

ks
et

∑ µ(n)

ns
sont absolument convergentes. Donc la famille

( 1

(kn)s

)
k,n�1

est sommable. On déduit ddu théorème de Fubini que :
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ζ(s)

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=

∞∑
k=1

1

ks

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=

∞∑
p=1

∑
p,n�1
kn=p

µ(n)

(kn)s
=

∞∑
p=1

1

ps

∑
n|p

µ(n) = 1.

c. Rappelons un résultat vu au chapitre 1 :
∑
d|n

ϕ(d) = n.

∑
d|n

µ(d)
n

d
=

∑
d|n

µ(d)
∑
e|nd

ϕ(e) =
∑

d,e,de|n

µ(d)ϕ(e) =
∑
e|n

ϕ(e)
∑
d|ne

µ(d) = ϕ(n)

d’après a.

d. On peut alors écrire que :

n∑
k=1

ϕ(k) =

n∑
k=1

∑
d|k

µ(d)
k

d
=

n∑
k=1

µ(d)

d

n∑
k=1,d|k

k.

Avec le changement de variable k = pd,
n∑

k=1

ϕ(k) =

n∑
d=1

µ(d)

d

∑
1�p�n/d

pd =

n∑
d=1

µ(d)
1

2

⌊n
d

⌋(⌊n
d

⌋
+ 1

)
·

Comme ∀x∈R, �x� � x < �x�+1, on a :
(n
d
−1

)n
d
�

⌊n
d

⌋(⌊n
d

⌋
+1

)
�

n

d

(n
d
+1

)
·

Donc
⌊n
d

⌋(⌊n
d

⌋
+ 1

)
=

n2

d2
+O

(n
d

)
·

D’où
1

n2

n∑
k=1

ϕ(k) =

n∑
d=1

(µ(d)
2d2

+O
( 1

nd

))
=

n∑
d=1

µ(d)

2d2
+O

( ln(n)
n

)
·

Finalement : lim
n→∞

n∑
k=1

ϕ(k) =

∞∑
d=1

µ(d)

2d2
=

1

2ζ(2)
=

3

π2
·

e. Card{(x, y)∈[[1, n]]2 |x∧y = 1} = 1+2Card{(x, y)∈[[1, n]]2 |x∧y = 1 et y < x}·

pn =
1

n2
+

2

n2

n∑
x=2

Card{y)∈[[1, x[[ |x ∧ y = 1} =
1

n2
+

2

n2

n∑
x=2

ϕ(x) −−−→
x→∞

6

π2
·

So
lu

ti
o

ns
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Autour des records

Partie I

Si (An)n�1 est une suite d’événements indépendants d’un espace probabilisé

(Ω,A,P), pour tout n � 1, on pose P(An) =
1

n
et Rn =

n∑
k=1

χ
Ak

.

1. a. Déterminer l’espérance et la variance de Rn. Donner un équivalent de
E(Rn) et de V(Rn).

b. Montrer que, pour tout ε∈R�+, lim
n→∞

P
({∣∣∣ Rn

ln(n)
− 1

∣∣∣ > ε
})

= 0.

Interpréter ce résultat.

c. Calculer, pour tout t∈[−1, 1], ϕn(t) = E(tRn). En déduire, pour i = 1, 2
et n, P(Rn = i).

2. a et b étant deux éléments de N�, a < b, on pose Tn = Rbn −Ran.

a. Déterminer la fonction génératrice ψn de Tn.

Montrer que lim
n→∞

ln
(
ψn(t)

)
= (t− 1)

( b

a

)
, puis déterminer lim

n→∞
ψn(t).

On pourra utiliser après justifications : ∀x∈R+, x− x2

2
� ln(1 + x) < x.

Quelle conclusion en tire-t-on ?

b. Vérifier que ψn(t) est un polynôme de degré (b − a)n. On note αn(k)
le coefficient de tk de ce polynôme. Déterminer, pour chaque k de N,
lim
n→∞

αn(k).

Partie II

Pour tout n∈N�, on note In = {1, 2, . . . , n} et Sn l’ensemble des permu-
tations de In. On considère l’espace probabilisé (Sn,P(Sn), Pn) où Pn est
l’équiprobabilité sur (Sn,P(Sn)).

1. Pour i, j ∈ In, on note Ai(j) l’ensemble des éléments de Sn qui envoient
i sur j.

a. Calculer Pn(Ai(j)).
b. Soient k un entier strictement supérieur à 1 et inférieur ou égal à n,
(i1, . . . , ik) et (j1, . . . , jk) deux k-uplets d’éléments deux à deux distincts de

In. Montrer que : Pn

( k⋂
m=1

Aim(jm)
)
=

(n− k)!

n!
·
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Les événements Aim(jm),m∈[[1, k]] sont-ils indépendants ?
2. Pour k∈ In, on considère la variable aléatoire Yk définie par
Yk : Sn → In, σ �→ Yk(σ) le rang de σ(k) dans la suite (σ(1), . . . , σ(k))
réordonné en croissant. On a donc
Y1(σ) = 1, Y2(σ) = 1, si σ(2) < σ(1), Y2(σ) = 2, si σ(2) > σ(1) ; etc . . .
On note Z le n-uplet (Y1, . . . , Yn). Pour tout entier r � k, on appelle Bk(r)
l’événement {σ ∈Sn |Yk(σ) = r}·

a. Montrer que Z est une bijection de Sn sur Πn =

n∏
k=1

{1, 2, . . . , k}·

b. Soit ρ = (r1, . . . , rn) un élément de Πn. Calculer P({Z = π}) et déduire

que, pour tout k∈ In−1, on a : P
( k⋂

m=1

{Ym = rm}
)
=

1

k!
·

c. Montrer que les variables aléatoires Yk sont indépendantes et que, pour
tout k∈ Ik, la loi de Yk est l’équiprobabilité. Que peut-on en déduire pour
les événements Bi, 1 � i � n ?

d. Pour tout σ ∈Sn, on note Rn(σ) le cardinal de l’ensemble {i |Yi(σ) = i}·
Exprimer Rn(σ) en fonction des indicatrices des Bi(i). Quel lien peut-on
faire avec la première partie ?

Solution

Première partie

1. a. Par linéarité de E, on a : E(Rn) =

n∑
k=1

P(Ak) =

n∑
k=1

1

k
·

Les événements étant indépendants, V(Rn) =

n∑
k=1

V(χAk
) =

n∑
k=1

1

k

(
1− 1

k

)
·

Comme
n∑

k=1

1

k ñ→∞ ln(n) et
∑ 1

k2
converge, V (Rn) ñ→∞ ln(n).

b. Pour n∈N, n � 2, Un =
Rn

ln(n)
est une variable aléatoire ayant une variance et

l’on a : E(Un) =
E(Rn)

ln(n) ñ→∞ 1 et V(Rn) ñ→∞
V(Rn)

ln2(n) ñ→∞
1

ln(n)
est de limite nulle

quand n → ∞, le résultat demandé est établi.

c. Les χAi
étant indépendantes, pour tout t∈[−1, 1], on a :

ϕn(t) =

n∏
i=1

ϕAi(t) =

n∏
i=1

(
1− 1

i
+

t

i

)
=

t

n!

n∏
i=2

(i− 1 + t). Notons ϕn(t) =
tfn(t)

n!
·

P(Rn = 0) = ϕn(0) = 0.

P(Rn = 1) = ϕ′
n(0) =

1

n!

(
0f ′

n(0) + fn(0)
)
=

(n− 1)!

n!
=

1

n
·

P(Rn = 2) =
1

2
ϕ′′
n(0) =

1

2n!

(
0f ′′

n (0) + 2f ′
n(0)

)
=

f ′
n(0)

n!
·
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Les événements Aim(jm),m∈[[1, k]] sont-ils indépendants ?
2. Pour k∈ In, on considère la variable aléatoire Yk définie par
Yk : Sn → In, σ �→ Yk(σ) le rang de σ(k) dans la suite (σ(1), . . . , σ(k))
réordonné en croissant. On a donc
Y1(σ) = 1, Y2(σ) = 1, si σ(2) < σ(1), Y2(σ) = 2, si σ(2) > σ(1) ; etc . . .
On note Z le n-uplet (Y1, . . . , Yn). Pour tout entier r � k, on appelle Bk(r)
l’événement {σ ∈Sn |Yk(σ) = r}·

a. Montrer que Z est une bijection de Sn sur Πn =

n∏
k=1

{1, 2, . . . , k}·

b. Soit ρ = (r1, . . . , rn) un élément de Πn. Calculer P({Z = π}) et déduire

que, pour tout k∈ In−1, on a : P
( k⋂

m=1

{Ym = rm}
)
=

1

k!
·

c. Montrer que les variables aléatoires Yk sont indépendantes et que, pour
tout k∈ Ik, la loi de Yk est l’équiprobabilité. Que peut-on en déduire pour
les événements Bi, 1 � i � n ?

d. Pour tout σ ∈Sn, on note Rn(σ) le cardinal de l’ensemble {i |Yi(σ) = i}·
Exprimer Rn(σ) en fonction des indicatrices des Bi(i). Quel lien peut-on
faire avec la première partie ?

Solution

Première partie

1. a. Par linéarité de E, on a : E(Rn) =

n∑
k=1

P(Ak) =

n∑
k=1

1

k
·

Les événements étant indépendants, V(Rn) =

n∑
k=1

V(χAk
) =

n∑
k=1

1

k

(
1− 1

k

)
·

Comme
n∑

k=1

1

k ñ→∞ ln(n) et
∑ 1

k2
converge, V (Rn) ñ→∞ ln(n).

b. Pour n∈N, n � 2, Un =
Rn

ln(n)
est une variable aléatoire ayant une variance et

l’on a : E(Un) =
E(Rn)

ln(n) ñ→∞ 1 et V(Rn) ñ→∞
V(Rn)

ln2(n) ñ→∞
1

ln(n)
est de limite nulle

quand n → ∞, le résultat demandé est établi.

c. Les χAi
étant indépendantes, pour tout t∈[−1, 1], on a :

ϕn(t) =

n∏
i=1

ϕAi(t) =

n∏
i=1

(
1− 1

i
+

t

i

)
=

t

n!

n∏
i=2

(i− 1 + t). Notons ϕn(t) =
tfn(t)

n!
·

P(Rn = 0) = ϕn(0) = 0.

P(Rn = 1) = ϕ′
n(0) =

1

n!

(
0f ′

n(0) + fn(0)
)
=

(n− 1)!

n!
=

1

n
·

P(Rn = 2) =
1

2
ϕ′′
n(0) =

1

2n!

(
0f ′′

n (0) + 2f ′
n(0)

)
=

f ′
n(0)

n!
·
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Autour des records

Partie I

Si (An)n�1 est une suite d’événements indépendants d’un espace probabilisé

(Ω,A,P), pour tout n � 1, on pose P(An) =
1

n
et Rn =

n∑
k=1

χ
Ak

.

1. a. Déterminer l’espérance et la variance de Rn. Donner un équivalent de
E(Rn) et de V(Rn).

b. Montrer que, pour tout ε∈R�+, lim
n→∞

P
({∣∣∣ Rn

ln(n)
− 1

∣∣∣ > ε
})

= 0.

Interpréter ce résultat.

c. Calculer, pour tout t∈[−1, 1], ϕn(t) = E(tRn). En déduire, pour i = 1, 2
et n, P(Rn = i).

2. a et b étant deux éléments de N�, a < b, on pose Tn = Rbn −Ran.

a. Déterminer la fonction génératrice ψn de Tn.

Montrer que lim
n→∞

ln
(
ψn(t)

)
= (t− 1)

( b

a

)
, puis déterminer lim

n→∞
ψn(t).

On pourra utiliser après justifications : ∀x∈R+, x− x2

2
� ln(1 + x) < x.

Quelle conclusion en tire-t-on ?

b. Vérifier que ψn(t) est un polynôme de degré (b − a)n. On note αn(k)
le coefficient de tk de ce polynôme. Déterminer, pour chaque k de N,
lim
n→∞

αn(k).

Partie II

Pour tout n∈N�, on note In = {1, 2, . . . , n} et Sn l’ensemble des permu-
tations de In. On considère l’espace probabilisé (Sn,P(Sn), Pn) où Pn est
l’équiprobabilité sur (Sn,P(Sn)).

1. Pour i, j ∈ In, on note Ai(j) l’ensemble des éléments de Sn qui envoient
i sur j.

a. Calculer Pn(Ai(j)).
b. Soient k un entier strictement supérieur à 1 et inférieur ou égal à n,
(i1, . . . , ik) et (j1, . . . , jk) deux k-uplets d’éléments deux à deux distincts de

In. Montrer que : Pn

( k⋂
m=1

Aim(jm)
)
=

(n− k)!

n!
·
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Les événements Aim(jm),m∈[[1, k]] sont-ils indépendants ?
2. Pour k∈ In, on considère la variable aléatoire Yk définie par
Yk : Sn → In, σ �→ Yk(σ) le rang de σ(k) dans la suite (σ(1), . . . , σ(k))
réordonné en croissant. On a donc
Y1(σ) = 1, Y2(σ) = 1, si σ(2) < σ(1), Y2(σ) = 2, si σ(2) > σ(1) ; etc . . .
On note Z le n-uplet (Y1, . . . , Yn). Pour tout entier r � k, on appelle Bk(r)
l’événement {σ ∈Sn |Yk(σ) = r}·

a. Montrer que Z est une bijection de Sn sur Πn =

n∏
k=1

{1, 2, . . . , k}·

b. Soit ρ = (r1, . . . , rn) un élément de Πn. Calculer P({Z = π}) et déduire

que, pour tout k∈ In−1, on a : P
( k⋂

m=1

{Ym = rm}
)
=

1

k!
·

c. Montrer que les variables aléatoires Yk sont indépendantes et que, pour
tout k∈ Ik, la loi de Yk est l’équiprobabilité. Que peut-on en déduire pour
les événements Bi, 1 � i � n ?

d. Pour tout σ ∈Sn, on note Rn(σ) le cardinal de l’ensemble {i |Yi(σ) = i}·
Exprimer Rn(σ) en fonction des indicatrices des Bi(i). Quel lien peut-on
faire avec la première partie ?

Solution

Première partie

1. a. Par linéarité de E, on a : E(Rn) =

n∑
k=1

P(Ak) =

n∑
k=1

1

k
·

Les événements étant indépendants, V(Rn) =

n∑
k=1

V(χAk
) =

n∑
k=1

1

k

(
1− 1

k

)
·

Comme
n∑

k=1

1

k ñ→∞ ln(n) et
∑ 1

k2
converge, V (Rn) ñ→∞ ln(n).

b. Pour n∈N, n � 2, Un =
Rn

ln(n)
est une variable aléatoire ayant une variance et

l’on a : E(Un) =
E(Rn)

ln(n) ñ→∞ 1 et V(Rn) ñ→∞
V(Rn)

ln2(n) ñ→∞
1

ln(n)
est de limite nulle

quand n → ∞, le résultat demandé est établi.

c. Les χAi
étant indépendantes, pour tout t∈[−1, 1], on a :

ϕn(t) =

n∏
i=1

ϕAi(t) =

n∏
i=1

(
1− 1

i
+

t

i

)
=

t

n!

n∏
i=2

(i− 1 + t). Notons ϕn(t) =
tfn(t)

n!
·

P(Rn = 0) = ϕn(0) = 0.

P(Rn = 1) = ϕ′
n(0) =

1

n!

(
0f ′

n(0) + fn(0)
)
=

(n− 1)!

n!
=

1

n
·

P(Rn = 2) =
1

2
ϕ′′
n(0) =

1

2n!

(
0f ′′

n (0) + 2f ′
n(0)

)
=

f ′
n(0)

n!
·
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Les événements Aim(jm),m∈[[1, k]] sont-ils indépendants ?
2. Pour k∈ In, on considère la variable aléatoire Yk définie par
Yk : Sn → In, σ �→ Yk(σ) le rang de σ(k) dans la suite (σ(1), . . . , σ(k))
réordonné en croissant. On a donc
Y1(σ) = 1, Y2(σ) = 1, si σ(2) < σ(1), Y2(σ) = 2, si σ(2) > σ(1) ; etc . . .
On note Z le n-uplet (Y1, . . . , Yn). Pour tout entier r � k, on appelle Bk(r)
l’événement {σ ∈Sn |Yk(σ) = r}·

a. Montrer que Z est une bijection de Sn sur Πn =

n∏
k=1

{1, 2, . . . , k}·

b. Soit ρ = (r1, . . . , rn) un élément de Πn. Calculer P({Z = π}) et déduire

que, pour tout k∈ In−1, on a : P
( k⋂

m=1

{Ym = rm}
)
=

1

k!
·

c. Montrer que les variables aléatoires Yk sont indépendantes et que, pour
tout k∈ Ik, la loi de Yk est l’équiprobabilité. Que peut-on en déduire pour
les événements Bi, 1 � i � n ?

d. Pour tout σ ∈Sn, on note Rn(σ) le cardinal de l’ensemble {i |Yi(σ) = i}·
Exprimer Rn(σ) en fonction des indicatrices des Bi(i). Quel lien peut-on
faire avec la première partie ?

Solution

Première partie

1. a. Par linéarité de E, on a : E(Rn) =

n∑
k=1

P(Ak) =

n∑
k=1

1

k
·

Les événements étant indépendants, V(Rn) =

n∑
k=1

V(χAk
) =

n∑
k=1

1

k

(
1− 1

k

)
·

Comme
n∑

k=1

1

k ñ→∞ ln(n) et
∑ 1

k2
converge, V (Rn) ñ→∞ ln(n).

b. Pour n∈N, n � 2, Un =
Rn

ln(n)
est une variable aléatoire ayant une variance et

l’on a : E(Un) =
E(Rn)

ln(n) ñ→∞ 1 et V(Rn) ñ→∞
V(Rn)

ln2(n) ñ→∞
1

ln(n)
est de limite nulle

quand n → ∞, le résultat demandé est établi.

c. Les χAi
étant indépendantes, pour tout t∈[−1, 1], on a :

ϕn(t) =

n∏
i=1

ϕAi(t) =

n∏
i=1

(
1− 1

i
+

t

i

)
=

t

n!

n∏
i=2

(i− 1 + t). Notons ϕn(t) =
tfn(t)

n!
·

P(Rn = 0) = ϕn(0) = 0.

P(Rn = 1) = ϕ′
n(0) =

1

n!

(
0f ′

n(0) + fn(0)
)
=

(n− 1)!

n!
=

1

n
·

P(Rn = 2) =
1

2
ϕ′′
n(0) =

1

2n!

(
0f ′′

n (0) + 2f ′
n(0)

)
=

f ′
n(0)

n!
·
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Comme
f ′
n(t)

fn(t)
=

n∑
i=2

1

t+ i− 1
on a P (Rn = 2) =

1

n

n−1∑
k=1

1

k
·

P(Rn = n) est le coefficient de tn dans ϕn(t) ie.
1

n!
·

2. a. Les événements Ak étant indépendants, pour tout t∈[−1, 1],

ψn(t) = E(tTn) =

bn∏
i=an+1

ϕAi
(t) =

ϕnb(t)

ϕna(t)
=

nb∏
i=na+1

( i− 1

i
+

t

i

)
·

ψn est une fonction polynôme. ∀t � 1, ln(ψn(t)) =

nb∑
i=na+1

ln
(
1 +

t− 1

i

)
·

On déduit, par exemple, de l’inégalité de Taylor avec reste intégral :

∀x∈R+, x− x2

2
� ln(1 + x) < x.

D’où, ∀i∈N�, ∀t � 1,
t− 1

i
− (t− 1)2

2i2
� ln

(
1 +

t− 1

i

)
�

t− 1

i
·

Par sommation, αn(t− 1)− βn
(t− 1)2

2
� ln(ψn(t)) � αn(t− 1)

où αn =

nb∑
i=na+1

1

i
et βn =

nb∑
i=na+1

1

2i2
·

Comme la série
∑ 1

n2
converge, lim

n→∞
βn = 0.

D’autre part,
n∑

k=1

1

k
=

n→∞
ln(n) + γ + o(1). Donc αn =

n→∞
ln
( b

a

)
+ o(1).

Par encadrement, ∀t � 1, lim
n→∞

ln
(
ψn(t)

)
= (t− 1) ln

( b

a

)
·

La continuité de la fonction exp sur R implique lim
n→∞

ψn(t) = exp
(
ln
( b

a

)
(t−1)

)
.

La limite simple de la fonction ψn est donc la fonction génératrice de la loi de

Poisson de paramètre ln
( b

a

)
·

b. La fonction ψn étant le produit de (bn−an) monomes est un polynôme de degré
(b− a)n. On déduit de a. que :

∀k∈N, lim
n→∞

αn(k) = lim
n→∞

P
(
{Tn = k}

)
=

a

b

1

k!
lnk

( b

a

)
·

Deuxième partie

1. a. σ ∈Ai(j) ⇐⇒ σ(i) = j et ∀k �= i, σ(k)∈ In \ {j}·
Card(Ai(j)) = (n−1)! puisque c’est le nombre de bijections de In\{i} sur In\{j}·

Donc Pn(Ai(j) =
Card(Ai(j))

Card(Sn)
=

(n− 1)!

n!
=

1

n
·

b. De même, σ ∈
k⋂

m=1

Aim(jm) ⇐⇒ ∀m∈{1, . . . , k},σ(im) = jm

ie. k valeurs de σ parmi les n sont fixées. Donc σ est déterminée par les (n − k)

valeurs restantes. Le cardinal de
k⋂

m=1

Aim(jm) est donc le nombre de bijections de

In \ {i1, . . . , ik} sur In \ {j1, . . . , jk} ie. (n− k)! Il en résulte que :
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P
( k⋂

m=1

Aim(jm)
)
=

Card
( k⋂

m=1

Aim(jm)
)

Card(Sn)
=

(n− k)!

n!
·

Ce dernier nombre réel étant distinct de
k∏

m=1

Pn(Aim(jm)) =
1

nk
, on peut conclure

que les événements Aim(jm) ne sont pas indépendants.

2. a. Pour chaque k∈ In, σ(k) peut occuper les positions 1, 2, . . . , k dans la suite
réordonnée σ(1), σ(2), . . . , σ(k). Par suite, Yk est à valeurs dans Ik et Z est à
valeurs dans Πn = I1 × I2 × · · · × In. Soit ρ = (r1, . . . , rn)∈Πn. On a σ(n) = rn,
σ(n − 1) est à valeurs dans In \ {rn}· Il y a donc une unique valeur se trouvant
en rn−1-ième position et σ(n− 1) est ainsi fixé et ainsi de suite. . . Il s’ensuit que,
pour chaque ρ∈Πn il existe une unique permutation σρ telle que Z(σρ) = ρ ;
Z est bien bijective.

b. Donc Pn({Z = ρ}) = Pn(σρ) =
1

n!
· Il vient alors :

P
( k⋂

m=1

{Ym = rm}
)
=

∑
(rk+1,...,rn)∈Ek+1×···×En

P
( n⋂

m=1

{Ym = rm}
)

=
1

n!
Card

(
Ek+1 × · · · × En

)
=

(k + 1) . . . n

n!
=

1

k!
·

c. Les variables aléatoires Yi sont bien à valeurs dans Ii et l’on a : ∀ri ∈ Ii,

Pn(Yi = ri)=
∑

∀j �=i, rj ∈Ej

Pn

( k⋂
m=1

{Ym = rm}
)
=

1.2. . . . (i− 1).(i+ 1) . . . n

n!
=

1

i
·

La loi de Yi est donc l’équiprobabilité sur Ei et l’on a :

∀ρ = (r1, . . . , rn)∈Πn,Pn

( n⋂
m=1

{Ym = rm}
)
=

1

n!
=

n∏
m=1

Pn(Ym = rm),

ce qui prouve l’indépendance des variables aléatoires Yi. On en déduit, en parti-
culier, l’indépendance des événements Bi(j) = {Y = i}·

d. Comme Yi(σ) = i équivaut à σ ∈Bi(i), on a Rn =

n∑
i=1

χ
Bi(i). Pour n fixé, les

résultats de la partie I s’appliquent à Ω = Sn, A = P (Sn) et Pn = P.
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Comme
f ′
n(t)

fn(t)
=

n∑
i=2

1

t+ i− 1
on a P (Rn = 2) =

1

n

n−1∑
k=1

1

k
·
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1
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·
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ϕna(t)
=

nb∏
i=na+1

( i− 1

i
+

t

i

)
·
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nb∑
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ln
(
1 +

t− 1

i

)
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2i2
� ln
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1 +
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i
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�
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i
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nb∑
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i
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nb∑
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Poisson de paramètre ln
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Tr

av
au

x 
d

ir
ig

és



446 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

• Somme aléatoire de variables aléatoires

1. Pour p réel de ]0, 1[, on pose q = 1−p et pour tout n∈N�, αn =
−qn

n ln(p)
·

a Montrer que (αn)n�1 définit une probabilité sur (N�,P(N�) une proba-
bilité L(p).
b. Déterminer l’espérance mathématique, la variance et la fonction généra-
trice d’une variable aléatoire X de loi L(p).
Dans la suite du problème, (N,Xn, n∈N�) est une suite de variables
aléatoires indépendantes à valeurs entières. Les variables aléatoires Xn ont
la même loi que X1. On pose :

∀n∈N,P(N = n) = βn, SN : ω ∈Ω �→




0 si N(ω) = 0
n∑

i=1

Xi(ω) si N(ω) = n > 0

2. a. Vérifier que l’on a :

{SN = 0} = {N = 0} ∪
∞⋃

n=1

(
{N = n} ∩

{ n∑
i=1

Xi = 0
})

∀m∈N�, {SN = m} =

∞⋃
n=1

(
{N = n} ∩

{ n∑
i=1

Xi = m
})

.

En déduire que SN et N − SN sont des variables aléatoires.

b. On suppose dans les questions 2.b),c) et d) que X1 est une variable
aléatoire d’espérance mathématique p. Déterminer, pour tout m∈N,
P (SN = m) en fonction de p,m et des βn.

c. On suppose dans les questions 2. c) et d) que N ∼ P(λ). Déterminer et
identifier la loi de SN . Écrire sa fonction génératrice.

d. Calculer, pour tout (m,n)∈N2,P
(
{SN = n} ∩ {N − SN = m}

)
. En

déduire la loi de N − SN et l’indépendance de SN et N − SN .

3. a. On note ϕ la fonction génératrice de N et ψ celle X1. Montrer que,

pour tout n∈N et tout u∈[−1, 1], on a : EN=n(u
SN ) = E

(
uXi+···+Xn

)
.

En déduire EN (uSN ) en fonction de ψ, puis que la fonction génératrice de
SN est ϕ◦ψ.
b. On suppose désormais que N ∼ P(λ).

(i) Déterminer la fonction génératrice de SN en fonction de λ et ψ.

(ii) Retrouver, lorsqueX1 est une variable aléatoire indicatrice d’espérance
mathématique p, les résultats de 2.c).

(iii) Déterminer la fonction génératrice de SN lorsqueX1 ∼ P(λ). Préciser
la loi de SN lorsque λ est le produit d’un entier strictement positif par
− ln(p).

4. On considère une suite (Yk)k�1 de variables aléatoires entières indépen-

dantes. Pour chaque n∈N�, la fonction génératrice ϕYk
est donnée par

∀t∈[−1, 1], ϕYk
(t) = exp

(
λαk(t

k − 1)
)
.
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a. Déterminer, pour tout k la loi de probabilité de Yk.

b. Déterminer la fonction génératrice Φn de

n∑
k=1

Yk

c. Calculer lim
n→∞

Φn. Conclure.

Solution

1. a. Pour tout u∈[−1, 1] la famille (αnu
n)n�1 est sommable de somme

f(u) =
−1

ln(p)

∞∑
n=1

(uq)n

n
=

ln(1− uq)

ln(p)
·

Comme les αn sont positifs et f(1) = 1, la famille (αn)n�1 sommable de somme

1, définit une loi de probabilité L(p) sur
(
N�,L(N�)

)
.

b. Il découle du calcul précédent qu’une variable aléatoire X ∼ L(p) admet f pour
fonction génératrice f .

Comme f ′(1) =
−q

p ln(p)
et f ′′(1) =

−q2

p2 ln(p)
on a : E(X) = f ′(1) =

−q

p ln(p)

V(X) = f ′′(1) + f ′(1)−
(
f ′(1)

)2
=

−q(q + ln(p))

p2 ln2(p)
·

2. a. Pour tout m∈N,
{SN = m} = {SN = m} ∩

⋃
n∈N

{N = n} =
⋃

n∈N

(
{SN = m} ∩ {N = n}

)
.

n = m = 0 ⇒ {SN = 0}∩, {N = 0} = {N = 0} ;
n = 0 et m∈N� ⇒ {SN = m} ∩ {N = 0} = {S0 = m}∩, {N = 0} = ∅ ;

(n,m)∈N� × N ⇒ {SN = m}∩, {N = n} =
{ n∑

i=1

Xi = m
}
∩ {N = n}·

Pour chaque n,

n∑
i=1

Xi est une variable aléatoire et, une tribu étant stable par

l’intersection et l’union dénombrable, {Sn = m} est un événement. Il en résulte
que SN et N − SN sont des variables aléatoires.

b. L’indépendance desXi et deN implique celle de

n∑
i=1

Xi et deN . La loi de

n∑
i=1

Xi,

somme de n variables aléatoires indicatrices indépendantes de même espérance
mathématique est binomiale B(n, p). Donc

P({SN = 0} = P({X = 0}) +
∞∑

n=1

P({N = n})P
({ n∑

i=1

Xi = 0
})

= β0 +

∞∑
n=1

βn(1− p)n =

∞∑
n=0

βn(1− p)n.

De même, pour tout m∈N�,

P({SN = m} =

∞∑
n=1

P({N = n})P
({ n∑

i=1

Xi = m
})

=

∞∑
n=m

βn

(
n
m

)
pm(1− p)n−m, encore vraie si m = 0.
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b. Déterminer la fonction génératrice Φn de
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Xi est une variable aléatoire et, une tribu étant stable par

l’intersection et l’union dénombrable, {Sn = m} est un événement. Il en résulte
que SN et N − SN sont des variables aléatoires.

b. L’indépendance desXi et deN implique celle de

n∑
i=1

Xi et deN . La loi de

n∑
i=1

Xi,

somme de n variables aléatoires indicatrices indépendantes de même espérance
mathématique est binomiale B(n, p). Donc

P({SN = 0} = P({X = 0}) +
∞∑

n=1

P({N = n})P
({ n∑

i=1

Xi = 0
})

= β0 +

∞∑
n=1

βn(1− p)n =

∞∑
n=0

βn(1− p)n.

De même, pour tout m∈N�,

P({SN = m} =

∞∑
n=1

P({N = n})P
({ n∑

i=1

Xi = m
})

=

∞∑
n=m

βn

(
n
m

)
pm(1− p)n−m, encore vraie si m = 0.
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a. Déterminer, pour tout k la loi de probabilité de Yk.
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n∑
k=1

Yk
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n→∞

Φn. Conclure.
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∞∑
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n
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·
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1, définit une loi de probabilité L(p) sur
(
N�,L(N�)

)
.
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)2
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⋃
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∞∑
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∞∑
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∞∑
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c. Les calculs de la question précédente donnent :

P({SN = m} =

∞∑
n=m

e−λλn

n!

(
n
m

)
pm(1− p)n−m =

e−λ(λp)m

m!

∞∑
n=m

(λ(1− p))n−m

(n−m)!

ie. P({SN = m} =
e−λ(λp)m

m!
eλ(1−p) =

e−λp(λp)m

m!
· Donc SN ∼ P(λp).

La fonction génératrice de SN est u �→ ϕSN
(u) = e−λp+pλu pour tout u∈[−1, 1].

d. ∀(n,m)∈N2, {SN = n} ∩ {N − SN = m} = {SN = m} ∩ {N = n+m}·

{SN = n} ∩ {N − SN = m} =
{ n+m∑

i=1

Xi = n
}
∩ {N = n+m}·

Comme N et

n+m∑
i=1

Xi sont indépendantes, et comme la loi de

n+m∑
i=1

Xi est binomiale

B(n+m, p), il s’ensuit que :

P
(
{SN = n} ∩ {N − SN = m}

)
= P

({ n+m∑
i=1

Xi = n
})

P({N = n+m})

=
(n+m)!

n!m!
pn(1− p)me−λ λn+m

(n+m)!

= P
(
{SN = n}

)e−λ(1−p)(λ(1− p))m

m!
·

Par suite, pour tout m∈N,

P
(
{N − SN = m}

)
=

e−λ(1−p)(λ(1− p))m

m!

∞∑
n=0

P
(
{SN = n}

)

=
e−λ(1−p)(λ(1− p))m

m!
·

Donc la variable aléatoire N − SN suit une loi P(λ(1− p).

Comme P
(
{SN = n} ∩ {N − SN = m}

)
= P

(
{SN = n}

)
.P
(
{N − SN = m}

)
,

les variables aléatoires SN et N − SN sont indépendantes.

3. a. Comme les variables aléatoires N et

n∑
i=1

Xi sont indépendantes, pour

u∈[−1, 1] et pour (n,m)∈N2,

P
(
{SN = k}

∣∣{N = n}
)
=

P
(
{SN = k} ∩ {N = n}

)

P
(
{N = n})

=

P
(
{N = n})P

({ n∑
i=1

Xi = k
})

P
(
{N = n})

= P
({ n∑

i=1

Xi = k
})

.

Il s’ensuit que

E{N=n}(u
SN ) =

∞∑
k=0

ukP
(
{SN = k}

∣∣{N = n}
)
=

∞∑
k=0

ukP
({ n∑

i=1

Xi = k
})

ie. E{N=n}(u
SN ) = E

(
uX1+···+Xn

)
.

Comme les Xi sont indépendantes, il s’en déduit que :

E{N=n}(u
SN ) = ϕX1+···+Xn

(u) =
(
ψ(u)

)n
.

Donc l’espérance conditionnelle de uSN à N est (ψ(u))N et comme ψ(u)∈[−1, 1],
on a : ϕSN

(u) = E(uSN ) = E
(
EN (uSN )

)
= E

(
(ψ(u))N

)
= ϕ

(
ψ(u)

)
.

Travaux dirigés 449

b. (i) Lorsque X ∼ P(λ), la fonction génératrice ϕ est telle que, pour t∈[−1, 1],
ϕ(t) = exp

(
λ(t− 1)

)
. Le résultat de 3.a. s’écrit :

∀u∈[−1, 1], ϕSN
(u) = exp

(
λ(ψ(u)− 1

)
.

(ii) Lorsque X1 est une variable aléatoire indicatrice d’espérance mathématique
p, la fonction génératrice de X1 est u �→ ψ(u) = 1− p+ pu. Donc
∀u∈[−1, 1], ϕSN

(u) = exp
(
λ(pu− p)

)
= exp

(
λp(u− 1)

)
.

On retrouve bien le résultat de 2.c.

(iii) Lorsque X ∼ L(p) on a vu que : ∀u∈[−1, 1], (u) =
ln(1− uq)

ln(p)
·

Donc : ∀u∈[−1, 1], ϕSN
(u) = exp

(
− λ+ λ

ln(1− uq)

ln(p)

)
=

( p

1− qu

)−λ/ ln(p)

Lorsqu’il existe r∈N� tel que λ = −r ln(p), la fonction génératrice qui s’écrit

ϕSN
(u) =

( p

1− qu

)r

est connue sous le nom de la loi binomiale négative N (r, p).

4. a. ∀k∈N�, ∀t∈[−1, 1],
ϕYk

(t) = exp
(
λαk(t

k − 1)
)
= ϕY (t

k) = E
(
(tk)Y

)
= E(tkY )

où Y ∼ P(λαk). Donc Yk et kY ont la même loi. La variable aléatoire Yk est à
valeurs dans kN et sa loi est caractérisée par :

∀�∈N,P
(
{Yk = k�}

)
= P

(
{Y = �}

)
=

e−λαk(λαk)
�

�!
·

b. L’indépendance des Yk entrâıne que l’on a, pour tout t∈[−1, 1],

Φn(t) = ϕY1+···+Yn(t) =

n∏
i=1

ϕYk
(t) = exp

(
− λ

n∑
i=1

αk + λ

n∑
i=1

αkt
k
)
.

c. Comme la série entière
∑

αkt
k converge sur [0, 1], on a :

lim
n→∞

n∑
k=0

αkt
k =

∞∑
k=0

αkt
k =

ln(1− qt)

ln(p)
·

Par continuité de la fonction exp, lim
n→∞

Φn(t) = exp
(
−λ+λ

ln(1− qt)

ln(p)

)
= ϕSN

(t)

ce qui montre que la suite des lois des variables aléatoires
n∑

i=1

Yi converge vers la

loi de SN .
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·
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Xi sont indépendantes, pour
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P
(
{SN = k}

∣∣{N = n}
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=
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(
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(
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=

P
(
{N = n})P

({ n∑
i=1

Xi = k
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P
(
{N = n})

= P
({ n∑

i=1

Xi = k
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.
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E{N=n}(u
SN ) =
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k=0

ukP
(
{SN = k}

∣∣{N = n}
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=

∞∑
k=0

ukP
({ n∑

i=1

Xi = k
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ie. E{N=n}(u
SN ) = E

(
uX1+···+Xn

)
.

Comme les Xi sont indépendantes, il s’en déduit que :

E{N=n}(u
SN ) = ϕX1+···+Xn

(u) =
(
ψ(u)

)n
.
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on a : ϕSN
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valeurs dans kN et sa loi est caractérisée par :
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• Variables aléatoires entières décomposables

Notations
Toutes les variables aléatoires considérées dans ce problème sont discrètes.
On note PX la loi d’une variable aléatoire X.

Si X et X ′ sont deux variables aléatoires définies sur les espaces probabilisés
respectifs (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′), la notation X ∼ X ′ signifie que X et X ′

ont même loi, c’est-à-dire PX = PX′ .

Pour toute variable aléatoire X à valeurs dans N, on note GX sa fonction
génératrice.
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. On appelle décomposition
de X toute relation de la forme X ∼ Y + Z où Y et Z sont deux variables
aléatoires indépendantes à valeurs dans N, définies sur un espace probabilisé
pouvant être distinct de celui sur lequel X est définie.

On dit que X est décomposable si X admet une décomposition où Y et Z
ne sont pas constantes presque sûrement.

A - Premiers exemples
A.1) Soit X et X ′ deux variables aléatoires à valeurs dans N. Justifier que
X ∼ X ′ si et seulement si GX = GX′ .

A.2) Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N admettant une décom-
position X ∼ Y + Z où Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes
à valeurs dans N. Quelle relation lie GX , GY et GZ ?

A.3) Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, p) où n � 1
et p∈ ]0, 1[. Montrer que X est décomposable si et seulement si n � 2.

A.4) Soit A(T )∈R[T ] le polynôme : A(T ) = T 4 + 2T + 1.

a. Soit U(T ) et V (T ) deux polynômes à coefficients réels positifs ou nuls
tels que U(T )V (T ) = A(T ). Montrer que l’un des polynômes U(T ) ou V (T )
est constant.

On pourra distinguer les cas selon les valeurs des degrés de U(T ) et V (T ).

b. En déduire qu’il existe une variable aléatoire décomposable X telle que
X2 ne soit pas décomposable.

On pourra considérer le polynôme
1

4
A(T ).

B. Variables uniformes
Dans cette sous-partie, n est un entier naturel supérieur ou égal à 2 et X
est une variable aléatoire à valeurs dans N, définie sur un espace probabilisé
(Ω,A,P) et suivant la loi uniforme sur [[0, n− 1]]

P(X = k) =
1

n
si k∈[[0, n− 1]] et P(X = k) = 0 sinon
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B.1) Variables uniformes décomposables
On suppose dans cette question que n n’est pas premier : il existe des entiers
a et b, supérieurs ou égaux à 2, tels que n = ab.

a. Montrer qu’il existe un unique couple de variables aléatoires entières
(Q,R) définies sur Ω telles que X = aQ+R et ∀ω ∈Ω, R(ω)∈[[0, a− 1]]. On
pourra considérer une division euclidienne.

b. Préciser la loi de (Q,R) puis les lois de Q et de R.

c. Montrer que X est décomposable. En déduire une expression de GX

comme produit de deux polynômes non constants que l’on précisera.
B.2) Variables uniformes non décomposables
On suppose dans cette question que n est un nombre premier et on établit
que X n’est pas décomposable.

a. Montrer qu’il suffit de prouver le résultat suivant : si U et V sont des
polynômes de R[T ] unitaires à coefficients dans R+ tels que
U(T )V (T ) = 1+T + · · ·+Tn−1, alors l’un des deux polynômes U ou V est
constant.

Dans ce qui suit, on fixe des polynômes U et V de R[T ] unitaires à
coefficients dans R+ tels que U(T )V (T ) = 1 + T + · · ·+ Tn−1

On pose r = deg(U) et s = deg(V ) et l’on suppose que r �= 0 et s �= 0.

b. Montrer que U(T ) = T rU
( 1

T

)
et V (T ) = T rV

( 1

T

)
·

On note alors U(T ) = 1 + u1T + · · ·+ ur−1T
r−1 + T r et

V (T ) = 1 + v1T + · · · + vs−1T
s−1 + T s avec r � s (quitte à échanger les

rôles de U et V ).
c. Montrer que ∀k∈[[1, r]], ukvk = 0.

d. En déduire que ∀k∈[[1, r]], uk ∈{0, 1} et vk ∈{0, 1}·
e. Conclure. On pourra d’abord montrer que tous les coefficients de V sont
à valeurs dans {0, 1}·

Solution

A.1) X ∼ X ′ ⇒ GX = GX′ . Réciproquement, Si GX = GX′ alors :

∀n∈N,P(X = n) =
G

(n)
X (0)

n!
=

G
(n)
X′ (0)

n!
= P(X ′ = n).

Donc X ∼ X ′ ⇐⇒ GX = GX′ .

A.2) Y et Z étant indépendantes, tY et tZ sont deux variables aléatoires
indépendantes et donc ∀t∈ ]−R,R[, GY+Z(t) = E(tY )E(tZ) = GY (t)GZ(t).

A.3) On suppose que X suit la loi B(n, p).
Si n � 2, X ∼ Y +Z où Y ∼ B(n−1, p) et Z ∼ B(1, p) avec Y et Z indépendantes.

Si n = 1, GX(t) = pt+ q avec q = 1− p. Supposons X ∼ Y + Z. alors
GX = GY GZ . Donc GY GZ est une fonction polynomiale de degré 1. Donc
GX et GY sont polynomiales de degré � 1 puisque, ∀k � 2, (Y = k) ⊂ (Y +Z � k).
Donc GY est polynomiale de degré 0 ou 1. Si GY est de degré 0, GY (t) = 1 alors
P(Y = 0) = 1 et ∀k � 1,P(Y = k) = 0. Donc Y est presque sûrement constante et
X non décomposable. Finalement X est décomposable si, et seulement si, n � 2.
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On suppose dans cette question que n est un nombre premier et on établit
que X n’est pas décomposable.
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polynômes de R[T ] unitaires à coefficients dans R+ tels que
U(T )V (T ) = 1+T + · · ·+Tn−1, alors l’un des deux polynômes U ou V est
constant.

Dans ce qui suit, on fixe des polynômes U et V de R[T ] unitaires à
coefficients dans R+ tels que U(T )V (T ) = 1 + T + · · ·+ Tn−1

On pose r = deg(U) et s = deg(V ) et l’on suppose que r �= 0 et s �= 0.

b. Montrer que U(T ) = T rU
( 1

T

)
et V (T ) = T rV

( 1

T

)
·

On note alors U(T ) = 1 + u1T + · · ·+ ur−1T
r−1 + T r et

V (T ) = 1 + v1T + · · · + vs−1T
s−1 + T s avec r � s (quitte à échanger les

rôles de U et V ).
c. Montrer que ∀k∈[[1, r]], ukvk = 0.

d. En déduire que ∀k∈[[1, r]], uk ∈{0, 1} et vk ∈{0, 1}·
e. Conclure. On pourra d’abord montrer que tous les coefficients de V sont
à valeurs dans {0, 1}·

Solution

A.1) X ∼ X ′ ⇒ GX = GX′ . Réciproquement, Si GX = GX′ alors :

∀n∈N,P(X = n) =
G

(n)
X (0)

n!
=

G
(n)
X′ (0)

n!
= P(X ′ = n).

Donc X ∼ X ′ ⇐⇒ GX = GX′ .

A.2) Y et Z étant indépendantes, tY et tZ sont deux variables aléatoires
indépendantes et donc ∀t∈ ]−R,R[, GY+Z(t) = E(tY )E(tZ) = GY (t)GZ(t).

A.3) On suppose que X suit la loi B(n, p).
Si n � 2, X ∼ Y +Z où Y ∼ B(n−1, p) et Z ∼ B(1, p) avec Y et Z indépendantes.

Si n = 1, GX(t) = pt+ q avec q = 1− p. Supposons X ∼ Y + Z. alors
GX = GY GZ . Donc GY GZ est une fonction polynomiale de degré 1. Donc
GX et GY sont polynomiales de degré � 1 puisque, ∀k � 2, (Y = k) ⊂ (Y +Z � k).
Donc GY est polynomiale de degré 0 ou 1. Si GY est de degré 0, GY (t) = 1 alors
P(Y = 0) = 1 et ∀k � 1,P(Y = k) = 0. Donc Y est presque sûrement constante et
X non décomposable. Finalement X est décomposable si, et seulement si, n � 2.



450 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

• Variables aléatoires entières décomposables
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1

4
A(T ).
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1

n
si k∈[[0, n− 1]] et P(X = k) = 0 sinon
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A.4) a. Comme −1 est racine évidente, A(T ) = (T + 1)(T 3 − T 2 + T + 1).
f : x �→ x3 − x3 + x+ 1 est polynomiale, donc de classe C1 sur R.
∀x∈R, f ′(x) = 3x2 − 2x+ 1 = 2x2 + (x− 1)2 > 0.
La fonction f est strictement croissante sur R et lim

−∞
f = −∞ et lim

+∞
f = +∞. Elle

est bijective de R sur R. Elle a donc une unique racine réelle. Comme f(0) = 1 > 0,
cette racine est strictement négative. Notons la −a2 avec a∈R�.
Donc A(T ) = (T + 1)(T + a2)(T − z)(T − z) avec z ∈C \R. La décomposition de
d’Alembert-Gauss de A est A(T ) = (T + 1)(T + a2)(T 2 − 2�e(z)T + |z|2).
Notons que la somme des racines de A est 0 = −1− a2 + 2�e(z).
Donc −2�e(z) = −(1+a2) < 0. On ne peut avoir A = UV avec U et V polynômes
à coefficients réels positifs que si U ou V est constant.

b. X ∼ B
(
2,

1

2

)
est décomposable d’après A.3) et

GX(t) =
( t+ 1

2

)2

=
1

4

(
t2 + 2t+ 1

)
. Donc GX2(t) =

1

4

(
t4 + 2t+ 1

)
=

1

4
A(t).

X2 n’est pas décomposable car A(T ) n’est pas le produit U(T )V (T ) de deux
polynômes à coefficients réels positifs que si U ou V est constant d’après a.

B.1) a. D’après le théorème de division euclidienne dans N,

∀k∈N, ∃!(q, r)∈N2,

{
k = aq + r

0 � r < a
. Donc il existe un unique couple de variables

aléatoires entières (Q,R) définies sur Ω telles queX = aQ+R, ∀ω ∈Ω, R(ω)∈[[0, a[[.
b. X = k∈[[0, n− 1]] ⇐⇒ k = ai+ j ∈[[0, ab− 1]].
Donc Q(Ω) = [[0, b− 1]] et R(Ω) = [[0, a− 1]].
Comme X suit une loi uniforme sur [[0, n− 1]] et comme l’application
X �→ (Q,R) est bijective, (Q,R) suit une loi uniforme sur [[0, b− 1]]× [[0, a− 1]] qui
est un ensemble de cardinal n.

P(Q = i) =
a−1∑
j=0

P
(
Q = i, R = j

)
=

a−1∑
j=0

1

n
=

a

n
=

1

b
· De même, P(R = j) =

1

a
·

c. Posons Y = aQ et Z = R, on a deux variables aléatoires non constantes, à
valeurs dans N. Montrons qu’elles sont indépendantes.

P(Y = y, Z = z) = P (aQ = y,R = z)
Si y = aq, q /∈ [[0, b− 1]] ou x /∈ [[0, a− 1]], alors
P(Y = y, Z = z) = P (aQ = y,R = z) = 0 = P(Y = y)P(Z = z).

Si y = aq, q ∈[[0, b− 1]] et x∈[[0, a− 1]],

P(Y = y, Z = z) = P (Q = q,R = z) =
1

n
=

1

b
· 1
a
= P(Q = q)P(R = z).

On a ∀y, z,P(Y = y, Z = z) = P(Y = y)P(Z = z) ie. Y et Z sont indépendantes.
Donc X est décomposable.

Donc GX(T ) = GAQ(T )GR(T ) =
( b−1∑

i=0

T ai

b

)( a−1∑
i=0

T i

a

)
·

B.2) a. Supposons X décomposable. Il existe Y et Z presque sûrement non

constantes tels que GX = GY GZ . Or GX(t) =
1

n

n−1∑
k=0

tk.

Comme ∀k � n, (Y = k) ⊂ (Y +Z � k) et (Z = k) ⊂ (Y +Z � k), on a GY et GZ

polynomiales. Posons U(T ) = αGY (T ) et V (T ) = βGZ(T ) avec U et V unitaires.
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On a U, V unitaires à coefficients dans R+ tels que U(T )V (T ) =

n−1∑
k=0

T k.

Donc U ou V est constant ; GY ou GZ est constant. Donc Y ou Z est presque
sûrement constant ce qui est absurde.

b. U(T )V (T ) =

n−1∑
k=0

T k =

n−1∏
k=1

(T − zk). avec zk = exp
(2ikπ

n

)
= zn−k =

1

zk
·

Si z ∈C \R est racine de U , comme U ∈R[X], alors z =
1

z
est racine de U(T ). La

seule racine réelle de U est −1 qui vérifie aussi −1 =
1

−1
·

Comme U(0)V (0) = 1 ⇒ U(0) �= 0 le polynôme T rU
( 1

T

)
est de degré r a les

mêmes racines que U qui est de degré r. Donc ∃α∈R, αU(T ) = T rU
( 1

T

)
·

1 = αU(0) = α|U(0)| car U est à coefficients positifs. Comme |U(0)| est le module
du produit des racines de U , on a |U(0)| = 1, donc α = 1.

Donc U(T ) = T rU
( 1

T

)
et V (T ) = T sV

( 1

T

)
par un raisonnement analogue.

c. L’énoncé suggère que u0 = ur = v0 = vs = 1.

U(T ) = T rU
( 1

T

)
et (T k)k∈N est libre dans R[X], donc ∀k∈[[0, r]], uk = ur−k.

En identifiant les coefficients de T r dans UV , il vient

1 =

r∑
k=0

ur−kvk = 1 +

r∑
k=1

ukvk. Comme ∀k∈[[1, r]], ukvk � 0, il s’ensuit que

∀k∈[[1, r]], ukvk = 0.

d. Procédons par récurrence. On a u0 = v0 = 1∈{0, 1}·
Soit k∈[[0, r − 1]] tel que, ∀j ∈[[0, k]], (uj , vj)∈{0, 1}2·
En identifiant les coefficients de T k+1 dans UV , il vient

1 = uk+1 + vk+1 +

k∑
j=0

ujvk+1−j . Donc

k∑
j=0

ujvk+1−j ∈[0, 1].

Par hypothèse de récurrence,

∀j ∈[[1, k]], (uj , vk+1−j)∈{0, 1}2 ⇒
k∑

j=0

uivk+1−j ∈{0, 1}·

Donc uk+1 + vk+1 ∈{0, 1}· Or uk+1vk+1 = 0, donc (uk+1, vk+1)∈{0, 1}2·
On conclut par théorème de récurrence forte.

e. On montre de même que ∀k∈[[1, s]], vk ∈{0, 1}·

U(1) =
r∑

j=0

uj = 2 +

r−1∑
j=1

uj ⇒ 2 < U(1) � r + 1. De même, 2 � V (1) � s+ 1.

Or (U(1), V (1))∈N2, U(1)V (1) = n et n est un nombre premier. C’est impossible.
On a donc prouvé le résultat. Si n est premier, X ∼ U

(
[[0, n − 1]]

)
n’est pas

décomposable.
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(2ikπ

n

)
= zn−k =

1

zk
·
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1

z
est racine de U(T ). La
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1

−1
·
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T
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( 1

T
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T
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T
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T
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e. On montre de même que ∀k∈[[1, s]], vk ∈{0, 1}·

U(1) =
r∑
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• Variables aléatoires infiniment divisibles : exemples

Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs dans R. On dit que X est
infiniment divisible si, pour tout m∈N�, il existe des variables aléatoires
réelles discrètes Xm,1, . . . , Xm,m mutuellement indépendantes, de même
loi, et vérifiant X ∼ Xm,1 + · · · + Xm,m. Dans cette définition, l’espace
probabilisé Ωm sur lequel sont définies les Xm,i peut dépendre de m.

A - Variables bornées

A.1) On suppose que X est constante égale à a∈R. Montrer que X est
infiniment divisible.

Soit X une variable aléatoire bornée infiniment divisible définie sur un
espace probabilisé (Ω,A,P). On noteM = sup

Ω
|X|, de sorte que |X(ω)| � M

pour tout ω ∈Ω.

A.2) Soit n∈N� et soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes
et de même loi, et telles que X1 + · · ·+Xn ait même loi que X.

a. Pour tout i∈[[1, n]], montrer que Xi �
M

n
presque sûrement, puis

|Xi| �
M

n
presque sûrement.

b. En déduire que V(X) �
M

n2
, où V(X) désigne la variance de X.

A.3) Conclure que X est presque sûrement constante.

B - Étude du caractère infiniment divisible de quelques variables
entières

B.1) Une variable binomiale est-elle infiniment divisible ?

B.2) Soit n un entier naturel non nul et soit X1, . . . , Xn des variables
aléatoires mutuellement indépendantes suivant des lois de Poisson de
paramètres respectifs λ1, . . . , λn Montrer que X1 + · · · + Xn suit une loi
de Poisson de paramètre λ1 + · · ·+ λn.
B.3) Soit X une variable aléatoire de Poisson. Montrer queX est infiniment
divisible.
B.4) Soit r un entier naturel non nul et soit X1, . . . , Xr des variables
aléatoires de Poisson mutuellement indépendantes.

Montrer que

r∑
i=1

iXi est une variable aléatoire infiniment divisible.

C - Séries de variables aléatoires à valeurs entières
C.1) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Ω,A,P) et à valeurs
dans N.
a. Montrer que si X et Y sont des événements de A, et si A et B sont leurs
événements contraires respectifs, alors∣∣P(A)− P(B)

∣∣ � P(A ∩B) + P(A ∩B).
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b. En déduire que, pour tout t∈[−1, 1], |GX(t)−GY (t)| � 2P(X �= Y ).

C.2) Soit (Ui)i∈N� une suite de variables aléatoires mutuellement indépen-

dantes à valeurs dans N telle que la série des P(Ui �= 0) soit convergente.
a. Soit Zn = {ω ∈Ω | ∃i � n,Ui(ω) �= 0}· Montrer que (Zn) est une suite
décroissante d’événements et que lim

n→∞
P(Zn) = 0.

b. En déduire que l’ensemble {i∈N� |Ui �= 0} est presque sûrement fini.

c. On pose Sn =

n∑
i=1

Ui et S =

∞∑
i=1

Ui. Justifier que S est définie presque

sûrement. Montrer que (GSn) converge uniformément vers GS sur [−1, 1].

C.3) Soit (λi)i∈N� une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la

série
∑

λi est convergente, et on note λ =

∞∑
i=1

λi.

Soit (Xi)i∈N� une suite de variables aléatoires indépendantes telles que,
pour tout i,Xi suive une loi de Poisson de paramètre λi. On convient que,
si λi = 0, Xi est la variable aléatoire nulle.

a. Montrer que la série
∑

P(Xi �= 0) est convergente.

b. Montrer que la série
∑

Xi est presque sûrement convergente et que sa

somme (définie presque sûrement) suit une loi de Poisson de paramètre λ.

c. Montrer que la série
∑

iXi est presque sûrement convergente et que

sa somme X =
∞∑
i=1

iXi définit une variable aléatoire infiniment divisible.

Solution

A -
A.1) On admet qu’il existe Xm,1, . . . , Xm,m définies sur un espace probabilisé Ωm

mutuellement indépendantes de même loi que
X

m
·

On a : ∀ω ∈Ωm,

m∑
k=1

Xm,k(ω) = a ⇒ X ∼ Xm,1 + · · ·+Xm,m.

Donc X constante est infiniment divisible.

A.2) a. S’il existe i∈[[1, n]] tel que P
(
Xi >

M

n

)
> 0. Comme les Xk sont de même

loi, ∀k∈[[1, n]],P
(
Xk >

M

n

)
> 0.

Les Xk étant indépendantes, P
( n⋂

k=1

(
Xk >

M

n

))
=

n∏
k=1

P
(
Xk >

M

n

)
> 0.

Comme
n⋂

k=1

(
Xk >

M

n

)
⊂

( n∑
k=1

Xk > M

)
,P

( n∑
k=1

Xk > M

)
= P(X > M) > 0

ce qui est absurde puisque (X > M) = ∅.

Donc ∀i∈[[1, n]], Xi �
M

n
presque sûrement.
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b. En déduire que l’ensemble {i∈N� |Ui �= 0} est presque sûrement fini.

c. On pose Sn =
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Ui et S =
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i=1

Ui. Justifier que S est définie presque

sûrement. Montrer que (GSn) converge uniformément vers GS sur [−1, 1].

C.3) Soit (λi)i∈N� une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la
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∑

λi est convergente, et on note λ =
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Soit (Xi)i∈N� une suite de variables aléatoires indépendantes telles que,
pour tout i,Xi suive une loi de Poisson de paramètre λi. On convient que,
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c. Montrer que la série
∑

iXi est presque sûrement convergente et que

sa somme X =
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iXi définit une variable aléatoire infiniment divisible.

Solution

A -
A.1) On admet qu’il existe Xm,1, . . . , Xm,m définies sur un espace probabilisé Ωm

mutuellement indépendantes de même loi que
X

m
·

On a : ∀ω ∈Ωm,

m∑
k=1

Xm,k(ω) = a ⇒ X ∼ Xm,1 + · · ·+Xm,m.

Donc X constante est infiniment divisible.

A.2) a. S’il existe i∈[[1, n]] tel que P
(
Xi >

M

n

)
> 0. Comme les Xk sont de même

loi, ∀k∈[[1, n]],P
(
Xk >
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n

)
> 0.

Les Xk étant indépendantes, P
( n⋂
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(
Xk >

M

n

))
=
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(
Xk >
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n

)
> 0.
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)
,P
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= P(X > M) > 0

ce qui est absurde puisque (X > M) = ∅.

Donc ∀i∈[[1, n]], Xi �
M

n
presque sûrement.
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réelles discrètes Xm,1, . . . , Xm,m mutuellement indépendantes, de même
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Soit X une variable aléatoire bornée infiniment divisible définie sur un
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|X|, de sorte que |X(ω)| � M

pour tout ω ∈Ω.
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et de même loi, et telles que X1 + · · ·+Xn ait même loi que X.

a. Pour tout i∈[[1, n]], montrer que Xi �
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presque sûrement, puis

|Xi| �
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b. En déduire que V(X) �
M

n2
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somme (définie presque sûrement) suit une loi de Poisson de paramètre λ.
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A.1) On admet qu’il existe Xm,1, . . . , Xm,m définies sur un espace probabilisé Ωm
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> 0. Comme les Xk sont de même
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M
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Comme −X � M , on a ∀i∈[[1, n]],−Xi �
M

n
presque sûrement.

Donc ∀i∈[[1, n]], |Xi| �
M

n
presque sûrement.

b. V(X) = V(X1 + · · · +Xn) = V(X1) + · · · + V(Xn) car les variables aléatoires
Xi sont indépendantes. Comme elles sont de même loi, V(X) = nV(X1).

V(X1) = E(X2
1 )− E(X1)

2 � E(X2
1 ) �

M2

n2
d’après a. et par croissance de E.

Donc ∀n∈N�,V(X) �
M2

n
·

A.3) Comme V (X) � 0, il découle de l’inégalité précédente et du théorème
d’encadrement que V(X) = 0 ie. E

(
(X − E(X))2

)
= 0.

Donc X = E(X) presque sûrement. Donc X est presque sûrement constante.

B -
B.1) Une variable aléatoire binomiale étant bornée et non constante, n’est pas
infiniment divisible d’après II.A.

B.2) Si X ∼ P(λ), on a ∀t∈R, GX(t) = eλ(t−1).
Si X1 ∼ P(λ1) et X2 ∼ P(λ2) et sont indépendantes, on déduit du cours que
GX1+X2(t) = e(t−1)(λ1+λ2).

Soit n∈N� et soitX1, . . . , Xn des variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant des lois de Poisson de paramètres respectifs λ1, . . . , λn. Supposons que
X1 + · · · + Xn−1 ∼ P(λ1 + · · · + λn−1). Comme X1 + · · · + Xn−1 et Xn sont
indépendantes, pour tout t∈R,
GX1+···+Xn(t) = GX1+···+Xn−1(t)GXn(t) = e(t−1)(λ1+···+λn−1)eλn(t−1).

Donc ∀t∈R, GX1+···+Xn(t) = e(t−1)(λ1+···+λn).

Il découle de I.A.1) que X1 + · · ·+Xn ∼ P(λ1 + · · ·+ λn).
B.3) Soit X ∼ P(λ). D’après un résultat admis, il existe Xm,1, . . . , Xm,m définies

sur un espace probabilisé Ωm mutuellement indépendantes de même loi que
X

m
·

D’après II.B.2), Xm,1 + · · ·+Xm,m ∼ P(λ).
Donc Xm,1 + · · ·+Xm,m ∼ X et donc X est infiniment divisible.

B.4) On déduit de B.3) que pour tout i∈[[1, r]], il existe Xm,1(i), . . . , Xm,m(i)
définies sur un espace probabilisé Ωm mutuellement indépendantes de même loi

que Xm,1(i) et telles que

m∑
k=1

Xm,k(i) ∼ Xi.

Notons, pour tout k∈[[1,m]], Ym,k =

r∑
i=1

iXm,k(i).

Les variables aléatoires iXm,k(i), i∈[[1, r]] étant mutuellement indépendantes,

GYm,k
=

r∏
i=1

GiXm,k(i) = GYm,1
, donc les Ym,k, 1 � k � m ont même loi que Ym,1.

Or

m∑
k=1

Ym,k =

r∑
i=1

i

m∑
k=1

Xm,k(i) et Xm,1(i) et telles que

m∑
k=1

Xm,k(i) ∼ Xi.

Comme (Xi)i∈[[1,r]] et
(
i

m∑
k=1

Xm,k(i)
)
i∈[[1,r]]

sont des familles mutuellement indé-

pendantes, en utilisant les fonctions génératrices et A.1), on montre que :

Travaux dirigés 457

r∑
i=1

i

m∑
k=1

Xm,k(i) ∼
r∑

i=1

iXi et donc

r∑
i=1

iXi est infiniment divisible.

C -
C.1) a. A ⊂ B ∪ (A ∩B) et B ∩ (A ∩B) = ∅ ⇒ P(A) � P(B) + P(A ∩B).
Donc P(A)− P(B) � P(A ∩B) + P(B ∩A).

L’échange de A et B donne P(B)− P(A) � P(A ∩B) + P(B ∩A).

Donc
∣∣P(A)− P(B)

∣∣ � P(A ∩B) + P(B ∩A).

b. ∀t∈[−1, 1],
∣∣GX(t)−GY (t)

∣∣ �
∞∑

n=0

∣∣P(X = n)− P(Y = n)
∣∣.

D’après a.
∣∣P(X = n)− P(Y = n)

∣∣ � P(X = n, Y �= n) + P(X �= n, Y = n).

Or (X �= Y ) =
⋃

n∈N
(X = n, Y �= n) =

⋃
n∈N

(X �= n, Y = n).

Comme les événements
(
X = n, Y �= n

)
n∈N sont deux à deux incompatibles, ainsi

que les événements
(
X �= n, Y = n

)
n∈N, on a

P(X �= Y ) =
∞∑

n=0

P
(
X = n, Y �= n

)
=

∞∑
n=0

P
(
X �= n, Y = n

)
. Donc ∀t∈[−1, 1],

∣∣GX(t)−GY (t)
∣∣ �

∞∑
n=0

(
P(X = n, Y �= n) + P(X �= n, Y = n)

)
� 2P(X �= Y ).

C.2) a. ∀n � 1, Zn =

∞⋃
i=n

(Ui �= 0) ⇒ Zn+1 ⊂ Zn.

Donc (Zn) est décroissante. On a 0 � P(Zn) �
∞∑
i=n

P(Ui �= 0) car
∑

P(Ui) converge.

Comme la suite des restes d’une série convergente converge vers 0, on déduit du
théorème d’encadrement que lim

n→∞
P(Zn) = 0.

b. (Zn) étant décroissante, P
( ∞⋂

n=1

Zn

)
= lim

n→∞
P(Zn) = 0, d’après un théorème

du cours. Donc P
( ∞⋃

n=1

Zn

)
= 1 ie.

∞⋃
n=1

Zn est un événement presque sûr. Or

Zn =
⋂
i�n

{Ui �= 0} = {ω | ∀i � n,Ui(ω) = 0}·

ω ∈
∞⋃

n=1

Zn ⇐⇒
(
∃n∈N�, ∀i � n,Ui(ω) = 0

)
⇐⇒ {i∈N� |Ui(ω) �= 0} est fini.

Donc l’ensemble {i∈N� |Ui(ω) �= 0} est presque sûrement fini.
c. On déduit de b) que la suite (Ui(ω)) est presque nulle. Donc la série

∑
Ui

converge simplement presque surement ie. S est définie presque sûrement sur D
l’ensemble des ω ∈Ω tels que {i∈N� |Ui(ω) �= 0} est presque sûrement fini.

On déduit de II.C.b) que
∣∣GSn

(t)−GS(t)
∣∣ � P(Sn �= S) (�).

Pour ω ∈Ω \ D la suite (Sn(ω))n�1 stationnaire converge vers S(ω). Comme elle
est croissante, la suite d’événements (Sn �= S) est décroissante. On déduit d’un

théorème du cours que P
( ∞⋂

n=1

(Sn �= S)
)
= lim

n→∞
P(Sn �= S).
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Comme −X � M , on a ∀i∈[[1, n]],−Xi �
M

n
presque sûrement.

Donc ∀i∈[[1, n]], |Xi| �
M

n
presque sûrement.
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V(X1) = E(X2
1 )− E(X1)

2 � E(X2
1 ) �

M2

n2
d’après a. et par croissance de E.

Donc ∀n∈N�,V(X) �
M2

n
·
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(
(X − E(X))2

)
= 0.
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B -
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m
·
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m∑
k=1
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r∑
i=1

iXm,k(i).
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GYm,k
=

r∏
i=1

GiXm,k(i) = GYm,1
, donc les Ym,k, 1 � k � m ont même loi que Ym,1.
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m∑
k=1

Ym,k =

r∑
i=1

i

m∑
k=1
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k=1
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c. On déduit de b) que la suite (Ui(ω)) est presque nulle. Donc la série
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converge simplement presque surement ie. S est définie presque sûrement sur D
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On déduit de II.C.b) que
∣∣GSn

(t)−GS(t)
∣∣ � P(Sn �= S) (�).

Pour ω ∈Ω \ D la suite (Sn(ω))n�1 stationnaire converge vers S(ω). Comme elle
est croissante, la suite d’événements (Sn �= S) est décroissante. On déduit d’un

théorème du cours que P
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)
= lim

n→∞
P(Sn �= S).

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és



458 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

Comme

∞⋂
n=1

(Sn �= S) ⊂ D on a P
( ∞⋂

n=1

(Sn �= S)
)
= 0. On déduit de (�) que (GSn

)

converge uniformément vers GS sur [−1, 1].

C.3) a. P(Xi �= 0) = 1− P(Xi = 0) = 1− e−λi .
Comme

∑
λi converge, lim

i→∞
λi = 0. Donc 1− e−λi

ĩ→∞λi � 0

La convergence de
∑

λi et le critère d’équivalence des séries à termes positifs
implique la convergence de

∑
P(Xi �= 0).

b. Le remplacement de Ui par Xi permet de conclure que
∑

Xi converge presque

sûrement. En notant Sn =

n∑
i=1

Xi et S =

∞∑
i=1

Xi on sait que (GSn
) converge

simplement car uniformément sur [−1, 1] vers GS .

Comme ∀t∈R, GSn
(t) = exp

(( n∑
i=1

λi

)
(t− 1)

)
, on a GS(t) = eλ(t−1).

On déduit de I.A.1) que S ∼ P(λ).

c. Notons que GiXi
(t) = E(tiXi) = E

(
(ti)Xi

)
= eλi(t

i−1).

On peut remplacer, dans cette question, Ui par iXi puisque les hypothèses sont

vérifiées. Donc X =

∞∑
i=1

iXi est définie presque sûrement. On sait que (GSn)

converge simplement car uniformément sur [−1, 1] vers GX avec Sn =

n∑
i=1

iXi.

Les iXi étant des variables aléatoires indépendantes,

GSn
(t) =

n∏
i=1

GiXi
(t) = exp

(
−

n∑
i=1

λi

)
exp

( n∑
i=1

λit
i
)
.

Pour tout t∈[−1, 1], |λit
i| � λi. La convergence de

∑
λi implique celle de

∑
λit

i.

Donc GSn(t) −−−→
n→∞

GX(t) = e−λ exp
(
−

∞∑
i=1

λit
i
)
.

Montrons que X est infiniment divisible.

Soit m∈N�,GX(t) =
(
fm(t)

)m
avec fm(t) = e−λ/m exp

(
−

∞∑
i=1

λi

m
ti
)
·

La fonction fm est la fonction d’une variable aléatoire comme on peut le voir en
remplaçant λi par λi/m dans la démonstration précédente.
D’après le résultat admis et déjà maintes fois utilisé, il existe Xm,1, . . . , Xm,m

définies sur un espace probabilisé Ωm mutuellement indépendantes de même loi.

Donc GXm,1+···+Xm,m
=

m∏
k=1

GXm,k
=

(
fm

)m
= GX .

Donc Xm,1 + · · ·+Xm,m ∼ X. D’où X =

∞∑
i=1

iXi est infiniment divisible.
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• Variable aléatoire sous-gaussienne

Dans tout le problème, toutes les variables aléatoires considérées sont réelles
et discrètes, définies sur un espace probabilisé (Ω,A,P). Soit α > 0. On dit
que la variable aléatoire X est α-sous-gaussienne si :

∀t∈R, E
(
exp(tX)

)
� exp

(α2t2

2

)
·

On rappelle la notation : ch(t) =
exp(t) + exp(−t)

2
·

1. Montrer que pour tout t∈R, on a ch(t) � exp
( t2
2

)
· On pourra au

préalable établir le développement de la fonction ch en série entière.

2. Soit t∈R. Démontrer que si x∈[−1, 1], on a l’inégalité de convexité

exp(tx) �
1 + x

2
exp(t) +

1− x

2
exp(−t).

3. Soit X une variable aléatoire réelle bornée par 1 et centrée. Montrer que
X est 1-sous-gaussienne. En déduire que, si X est une variable aléatoire
bornée par α > 0 et centrée, alors elle est α-sous-gaussienne.

4. Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires mutuellement indépendantes et
α-sous-gaussiennes, et µ1, . . . , µn des nombres réels tels que
n∑

i=1

(µi)
2 = 1. Montrer que la variable aléatoire

n∑
i=1

µiXi est α-sous-

gaussienne.

5. Soit X une variable aléatoire α-sous-gaussienne et λ > 0. Montrer que

pour tout t > 0 : P(X � λ) � exp
(α2t2

2
− λt

)
.

En déduire que : P(|X| � λ) � 2 exp
(
− λ2

2α2

)
·

Dans la suite du problème, on admet qu’une variable aléatoire X à valeurs
dans N est d’espérance finie si et seulement si la série

∑
P(X�k) converge

et que, dans ce cas : E(X) =
∞∑
k=1

P(X�k).

6. Si X est une variable aléatoire à valeurs dans R+, montrer que X est
d’espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X � k)

converge et que, dans ce cas :
∞∑
k=1

P(X � k) � E(X) � 1 +

∞∑
k=1

P(X � k).

On pourra pour cela considérer la partie entière �X�.

Pour tout s∈ ]1,+∞[, on note ζ(s) =
∞∑
k=1

k−s.
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λi converge, lim
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sûrement. En notant Sn =

n∑
i=1

Xi et S =

∞∑
i=1

Xi on sait que (GSn
) converge

simplement car uniformément sur [−1, 1] vers GS .

Comme ∀t∈R, GSn
(t) = exp

(( n∑
i=1

λi

)
(t− 1)

)
, on a GS(t) = eλ(t−1).
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iXi est définie presque sûrement. On sait que (GSn)

converge simplement car uniformément sur [−1, 1] vers GX avec Sn =

n∑
i=1

iXi.

Les iXi étant des variables aléatoires indépendantes,
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• Variable aléatoire sous-gaussienne

Dans tout le problème, toutes les variables aléatoires considérées sont réelles
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X est 1-sous-gaussienne. En déduire que, si X est une variable aléatoire
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7. Soit X une variable aléatoire α-sous-gaussienne et β > 0. Montrer que

pout tout entier k > 0 : P
(
exp

(β2X2

2

)
� k

)
� 2k−η

où on a posé η = α−2β−2. En déduire que si αβ < 1, la variable aléatoire

exp
(β2X2

2

)
est d’espérance finie majorée par 1 + 2ζ(η).

En particulier, en prenant αβ=
1√
2
et en utilisant l’inégalité 1+2ζ(2)� 5

(que l’on ne demande pas de justifier), on obtient immédiatement, et
on l’admet, que si X est une variable aléatoire α-sous-gaussienne, on a
l’inégalité d’Orlicz

E
(
exp

(X2

4α2

))
� 5.

Solution

1. ∀t∈R, ch(t) =
∞∑

n=0

t2n

(2n)!
·

Comme (2n)! = n!(n+ 1) . . . (n+ n) � n! 2n, on a :

∀t∈R, ch(t) �
∞∑

n=0

t2n

2nn!
= exp

( t2
2

)
·

2. tx =
1 + x

2
t+

1− x

2
(−t) = at+ b(−t) avec a, b∈R+ et a+ b = 1 car x∈[−1, 1].

exp étant convexe sur R, etx � aet + be−t =
1 + x

2
et +

1− x

2
e−t.

3. Par hypothèse, X(Ω) ⊂ [−1, 1] et E(X) = 0 =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x) (1).

D’après le théorème de transfert, E(etX) =
∑

x∈X(Ω)

etxP(X = x).

Or etxP(X = x) �
1 + x

2
P(X = x)et +

1− x

2
P(X = x)e−t car P(X = x) � 0.

On déduit de (1) que
∑

x∈X(Ω)

et
1 + x

2
P(X = x) =

et

2

∑
x∈X(Ω)

P(X = x) =
et

2

et
∑

x∈X(Ω)

e−t 1− x

2
P(X = x) =

e−t

2

∑
x∈X(Ω)

P(X = x) =
e−t

2
·

Donc E(etX) � ch(t). On déduit de 1. que E(etX) � exp
( t2
2

)
·

Donc X est 1-sous-gaussienne.

Si X est centrée et bornée par α > 0, on remplace X par X/α dans le raisonnement
précédent puisque X/α est bornée par 1 et centrée car E est linéaire. On a :

E(etX) = E(e(tα)X
α ) � exp

( (tα)2
2

)
· Donc X est α-sous-gaussienne.

4. D’après le cours, Sn =

n∑
i=1

µiXi est une variable aléatoire.
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E(etSn) = E
(
exp

( n∑
i=1

tµiXi

))
= E

( n∏
i=1

etµiXi

)
.

Les Xi étant indépendantes, il en est de même des etµiXi . D’où

E(etSn) =

n∏
i=1

E(etµiXi). On déduit de 3. et de la positivité de exp que :

E(etSn) �
n∏

i=1

exp
( (tµiα)

2

2

)
= exp

( n∑
i=1

µ2
i

t2α2

2

)
= exp

( (tα)2
2

)
·

Donc Sn est α-sous-gaussienne.

5. On a déjà vu que E(etX) =
∑

x∈X(Ω)

etxP(X = x).

Comme t > 0, on a E(etX) �
∑

x∈X(Ω)
x�λ

etλP(X = x) = eλtP(X � λ).

Donc ∀t > 0,P(X � λ) � e−λtE(etX) � exp
(α2t2

2
− λt

)
car X est α-sous-

gaussienne.

(|X| � λ) = (X � λ) ∪ (−X � λ) union de deux événements incompatibles.

Donc ∀t > 0,P(|X| � λ) � 2 exp
(α2t2

2
− λt

)
.

Or
α2t2

2
− λt =

1

2

(
αt− λ

α

)2

− λ2

2α2
· Donc en particulier pour t =

λ

α2
> 0, on a :

P(|X| � λ) � 2 exp
(
− λ2

2α2

)
·

6. �X� � X < �X� + 1. Donc X a une espérance finie si, et seulement si, �X� a
une espérance finie. Dans ce cas, comme la variable aléatoire constante égale à 1
a pour espérance 1, on a E(�X�) � E(X) � 1 + E(�X�).

D’après le résultat admis, E(�X�) =
∞∑
k=1

P(�X� � k).

Comme (X � k) = (�X� � k) car k∈N, le résultat demandé est établi.

7. Pour k � 2,P
(
exp

(β2X2

2

)
� k

)
= P

(
|X| �

√
2 ln(k)

β2

)
.

On déduit de 12) que P
(
exp

(β2X2

2

)
� k

)
� 2 exp

(
− 1

2α2
· 2 ln(k)

β2

)
= 2k−η

où η = (αβ)−2. Lorsque k = 1, l’inégalité est claire. En effet, elle se réduit à

P
(
exp

(β2X2

2

)
� k

)
� 2.

Si 0 < αβ < 1 alors η > 1 et
∑

k−η converge. L’inégalité précédente implique la

convergence de
∑
k�0

P
(
exp

(β2X2

2

)
� k

)
. On déduit de 6. que la variable aléatoire

exp
(β2X2

2

)
est d’espérance finie et l’on a :

E
(
exp

(β2X2

2

))
� 1 +

∞∑
k=1

P
(
exp

(β2X2

2

)
� k

)
� 1 +

∞∑
k=1

2

kη
= 1 + 2ζ(η).
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7. Soit X une variable aléatoire α-sous-gaussienne et β > 0. Montrer que

pout tout entier k > 0 : P
(
exp

(β2X2

2

)
� k

)
� 2k−η

où on a posé η = α−2β−2. En déduire que si αβ < 1, la variable aléatoire

exp
(β2X2

2
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est d’espérance finie majorée par 1 + 2ζ(η).

En particulier, en prenant αβ=
1√
2
et en utilisant l’inégalité 1+2ζ(2)� 5

(que l’on ne demande pas de justifier), on obtient immédiatement, et
on l’admet, que si X est une variable aléatoire α-sous-gaussienne, on a
l’inégalité d’Orlicz
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Donc E(etX) � ch(t). On déduit de 1. que E(etX) � exp
( t2
2

)
·

Donc X est 1-sous-gaussienne.

Si X est centrée et bornée par α > 0, on remplace X par X/α dans le raisonnement
précédent puisque X/α est bornée par 1 et centrée car E est linéaire. On a :

E(etX) = E(e(tα)X
α ) � exp

( (tα)2
2

)
· Donc X est α-sous-gaussienne.

4. D’après le cours, Sn =

n∑
i=1

µiXi est une variable aléatoire.
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on l’admet, que si X est une variable aléatoire α-sous-gaussienne, on a
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Donc E(etX) � ch(t). On déduit de 1. que E(etX) � exp
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)
·

Donc X est 1-sous-gaussienne.

Si X est centrée et bornée par α > 0, on remplace X par X/α dans le raisonnement
précédent puisque X/α est bornée par 1 et centrée car E est linéaire. On a :

E(etX) = E(e(tα)X
α ) � exp

( (tα)2
2

)
· Donc X est α-sous-gaussienne.

4. D’après le cours, Sn =

n∑
i=1

µiXi est une variable aléatoire.

Travaux dirigés 461

E(etSn) = E
(
exp

( n∑
i=1

tµiXi

))
= E

( n∏
i=1

etµiXi

)
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Les Xi étant indépendantes, il en est de même des etµiXi . D’où

E(etSn) =

n∏
i=1

E(etµiXi). On déduit de 3. et de la positivité de exp que :

E(etSn) �
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( (tµiα)

2

2

)
= exp

( n∑
i=1

µ2
i

t2α2

2

)
= exp

( (tα)2
2

)
·

Donc Sn est α-sous-gaussienne.

5. On a déjà vu que E(etX) =
∑

x∈X(Ω)

etxP(X = x).

Comme t > 0, on a E(etX) �
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car X est α-sous-

gaussienne.
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)
.

Or
α2t2

2
− λt =

1

2

(
αt− λ

α

)2

− λ2

2α2
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2α2

)
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une espérance finie. Dans ce cas, comme la variable aléatoire constante égale à 1
a pour espérance 1, on a E(�X�) � E(X) � 1 + E(�X�).
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• Étude du processus de Galton-Watson

Dans tout le problème, on se place dans un espace probabilisé (Ω,A,P).
I - Étude d’une suite récurrente

On considère une fonction f de classe C2 sur [0, 1] à valeurs dans [0, 1] telle
que f ′ et f ′′ soient à valeurs positives. On suppose f(1) = 1, f ′(0) < 1 et
f ′′(1) > 0. On considère de plus la suite récurrente (un)n∈N définie par
u0 = 0 et, pour tout n∈N, un+1 = f(un). On pose m = f ′(1).

I.A -
I.A.1) Montrer que la suite (un)n∈N est croissante, puis qu’elle est conver-
gente. On note � sa limite.

I.A.2) Montrer que l’équation f(x) = x admet une plus petite solution.
dans toute la suite, on la notera xf .

I.A.3) Montrer que � = xf .

I.B - On suppose m > 1. Montrer que xf ∈[0, 1[ .
I.C - On suppose maintenant m � 1. Montrer que xf = 1 et que pour tout
n∈N, un �= 1.

I.D - Dans cette question, on suppose m = 1.

I.D.1) On pose, εn = 1− un. Montrer que lim
n→∞

( 1

εn+1
− 1

εn

)
=

f ′′(1)

2
·

I.D.2) En déduire que, 1− un ñ→∞
2

f ′′(1)n
·

I.E - On suppose maintenant m < 1 et on pose, pour n∈N, εn = 1− un.
I.E.1) Montrer que la série de terme général εn est absolument convergente

et en déduire la convergence de celle de terme général ln
(m−(n+1)εn+1

m−nεn

)
·

I.E.2) En déduire qu’il existe c > 0 tel que, 1− un ñ→∞ cmn.

II - Formule de Wald

Soit (Xn)n∈N� une suite de variable aléatoires, mutuellement indépendantes,
de même loi à valeurs dans N, et T une variable aléatoire à valeurs dans
N indépendantes des précédentes. (T,Xn)n∈N� est une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.
On note GX la fonction génératrice commune à toutes les Xn. Pour

n∈N et ω ∈Ω, on pose Sn(ω) =
n∑

k=1

Xk(ω), S0(ω) = 0 et S(ω) = ST (ω)(ω).

II.A - On souhaite démontrer l’égalité GS = GT ◦GX .

II.A.1) Montrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires à valeurs
dans N indépendantes, alors GX+Y = GXGY .

II.A.2) Prouver que pour tout k∈N, GSk
= (GX)k.

II.A.3) Conclure.
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II.B - En déduire que, si T et les Xn sont d’espérance finie, alors S aussi
et E(S) = E(T )E(X1).

II.C - Lors d’une ponte, un insecte pond un nombre aléatoire d’œufs suivant
la loi de poisson de paramètre λ > 0. Ensuite, la probabilité qu’un œuf donné
devienne un nouvel insecte est α∈ ]0, 1[ .

II.C.1) Rappeler la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant la
loi de Poisson de paramètre λ.

II.C.2) En utilisant la loi de composition ci-dessus, déterminer la loi du
nombre d’insectes issus de la ponte.

III - Processus de Galton-Watson

Soit µ une loi de probabilité caractérisée par la suite (pk)k∈N de nombres

réels entre 0 et 1 telle que
∞∑
k=0

pk = 1.

Dire qu’une variable aléatoire X sur (Ω,A,P) suit la loi µ signifie que
X(Ω) ⊂ N et, pour tout k∈N, P(X = k) = pk.
On suppose que p0 + p1 < 1 (ce qui signifie qu’il existe au moins un entier
k supérieur ou égal à 2 tel que pk �= 0).
On étudie un individu qui a un certain nombre de fils. Ces fils ont
également chacun (indépendamment les uns des autres) un certain nom-
bre de fils et ainsi de suite. Afin de modéliser la situation, on se donne
des variables aléatoires (Xn,i)(n,i)∈N×N� indépendantes qui suivent toutes

la loi µ, on pose Y0 la variable certaine égale à 1 et, pour n∈N et

ω ∈Ω,




Yn+1(ω) = 0 si Yn(ω) = 0

Yn+1(ω) =
Yn(ω)∑
i=1

Xn,i(ω) si Yn(ω) �= 0

Yn représente le nombre d’individus à la génération n.
S’il n’y a pas d’individu à la génération n, il n’y en a pas plus à la génération
suivante et sinon, le nombre de fils du i-ème élément de la génération n est
égal à Xn,i.
On dit qu’il y a extinction lorsqu’il existe un entier n tel que Yn = 0.
On note f la fonction génératrice de la loi µ (et donc de chacune des variables
Xn,i) et, pour n∈N, ϕn la fonction génératrice de la variable aléatoire Yn.
On a donc en particulier, pour t∈[0, 1], ϕ0(t) = t.
On suppose que toute variable aléatoire suivant la loi µ possède une
espérance égale à m et une variance.
III.A - Probabilité d’extinction
III.A.1) Montrer que, pour tout n∈N, ϕn+1 = ϕn◦f .
III.A.2) Exprimer, pour n∈N, l’espérance de Yn en fonction de m et de n.

III.A.3) a. Vérifier que la probabilité d’extinction est la limite de
(
ϕn(0)

)
.

b. Vérifier qu’on peut appliquer les résultats de la partie I à
(
ϕn(0)

)
n�0

.
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II.B - En déduire que, si T et les Xn sont d’espérance finie, alors S aussi
et E(S) = E(T )E(X1).

II.C - Lors d’une ponte, un insecte pond un nombre aléatoire d’œufs suivant
la loi de poisson de paramètre λ > 0. Ensuite, la probabilité qu’un œuf donné
devienne un nouvel insecte est α∈ ]0, 1[ .

II.C.1) Rappeler la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant la
loi de Poisson de paramètre λ.

II.C.2) En utilisant la loi de composition ci-dessus, déterminer la loi du
nombre d’insectes issus de la ponte.

III - Processus de Galton-Watson

Soit µ une loi de probabilité caractérisée par la suite (pk)k∈N de nombres

réels entre 0 et 1 telle que
∞∑
k=0

pk = 1.

Dire qu’une variable aléatoire X sur (Ω,A,P) suit la loi µ signifie que
X(Ω) ⊂ N et, pour tout k∈N, P(X = k) = pk.
On suppose que p0 + p1 < 1 (ce qui signifie qu’il existe au moins un entier
k supérieur ou égal à 2 tel que pk �= 0).
On étudie un individu qui a un certain nombre de fils. Ces fils ont
également chacun (indépendamment les uns des autres) un certain nom-
bre de fils et ainsi de suite. Afin de modéliser la situation, on se donne
des variables aléatoires (Xn,i)(n,i)∈N×N� indépendantes qui suivent toutes

la loi µ, on pose Y0 la variable certaine égale à 1 et, pour n∈N et

ω ∈Ω,




Yn+1(ω) = 0 si Yn(ω) = 0

Yn+1(ω) =
Yn(ω)∑
i=1

Xn,i(ω) si Yn(ω) �= 0

Yn représente le nombre d’individus à la génération n.
S’il n’y a pas d’individu à la génération n, il n’y en a pas plus à la génération
suivante et sinon, le nombre de fils du i-ème élément de la génération n est
égal à Xn,i.
On dit qu’il y a extinction lorsqu’il existe un entier n tel que Yn = 0.
On note f la fonction génératrice de la loi µ (et donc de chacune des variables
Xn,i) et, pour n∈N, ϕn la fonction génératrice de la variable aléatoire Yn.
On a donc en particulier, pour t∈[0, 1], ϕ0(t) = t.
On suppose que toute variable aléatoire suivant la loi µ possède une
espérance égale à m et une variance.
III.A - Probabilité d’extinction
III.A.1) Montrer que, pour tout n∈N, ϕn+1 = ϕn◦f .
III.A.2) Exprimer, pour n∈N, l’espérance de Yn en fonction de m et de n.

III.A.3) a. Vérifier que la probabilité d’extinction est la limite de
(
ϕn(0)

)
.

b. Vérifier qu’on peut appliquer les résultats de la partie I à
(
ϕn(0)

)
n�0

.



462 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

• Étude du processus de Galton-Watson

Dans tout le problème, on se place dans un espace probabilisé (Ω,A,P).
I - Étude d’une suite récurrente

On considère une fonction f de classe C2 sur [0, 1] à valeurs dans [0, 1] telle
que f ′ et f ′′ soient à valeurs positives. On suppose f(1) = 1, f ′(0) < 1 et
f ′′(1) > 0. On considère de plus la suite récurrente (un)n∈N définie par
u0 = 0 et, pour tout n∈N, un+1 = f(un). On pose m = f ′(1).

I.A -
I.A.1) Montrer que la suite (un)n∈N est croissante, puis qu’elle est conver-
gente. On note � sa limite.

I.A.2) Montrer que l’équation f(x) = x admet une plus petite solution.
dans toute la suite, on la notera xf .

I.A.3) Montrer que � = xf .

I.B - On suppose m > 1. Montrer que xf ∈[0, 1[ .
I.C - On suppose maintenant m � 1. Montrer que xf = 1 et que pour tout
n∈N, un �= 1.

I.D - Dans cette question, on suppose m = 1.

I.D.1) On pose, εn = 1− un. Montrer que lim
n→∞

( 1

εn+1
− 1

εn

)
=

f ′′(1)

2
·

I.D.2) En déduire que, 1− un ñ→∞
2

f ′′(1)n
·

I.E - On suppose maintenant m < 1 et on pose, pour n∈N, εn = 1− un.
I.E.1) Montrer que la série de terme général εn est absolument convergente

et en déduire la convergence de celle de terme général ln
(m−(n+1)εn+1

m−nεn

)
·

I.E.2) En déduire qu’il existe c > 0 tel que, 1− un ñ→∞ cmn.

II - Formule de Wald

Soit (Xn)n∈N� une suite de variable aléatoires, mutuellement indépendantes,
de même loi à valeurs dans N, et T une variable aléatoire à valeurs dans
N indépendantes des précédentes. (T,Xn)n∈N� est une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.
On note GX la fonction génératrice commune à toutes les Xn. Pour

n∈N et ω ∈Ω, on pose Sn(ω) =
n∑

k=1

Xk(ω), S0(ω) = 0 et S(ω) = ST (ω)(ω).

II.A - On souhaite démontrer l’égalité GS = GT ◦GX .

II.A.1) Montrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires à valeurs
dans N indépendantes, alors GX+Y = GXGY .

II.A.2) Prouver que pour tout k∈N, GSk
= (GX)k.

II.A.3) Conclure.
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II.B - En déduire que, si T et les Xn sont d’espérance finie, alors S aussi
et E(S) = E(T )E(X1).

II.C - Lors d’une ponte, un insecte pond un nombre aléatoire d’œufs suivant
la loi de poisson de paramètre λ > 0. Ensuite, la probabilité qu’un œuf donné
devienne un nouvel insecte est α∈ ]0, 1[ .

II.C.1) Rappeler la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant la
loi de Poisson de paramètre λ.

II.C.2) En utilisant la loi de composition ci-dessus, déterminer la loi du
nombre d’insectes issus de la ponte.

III - Processus de Galton-Watson

Soit µ une loi de probabilité caractérisée par la suite (pk)k∈N de nombres

réels entre 0 et 1 telle que
∞∑
k=0

pk = 1.

Dire qu’une variable aléatoire X sur (Ω,A,P) suit la loi µ signifie que
X(Ω) ⊂ N et, pour tout k∈N, P(X = k) = pk.
On suppose que p0 + p1 < 1 (ce qui signifie qu’il existe au moins un entier
k supérieur ou égal à 2 tel que pk �= 0).
On étudie un individu qui a un certain nombre de fils. Ces fils ont
également chacun (indépendamment les uns des autres) un certain nom-
bre de fils et ainsi de suite. Afin de modéliser la situation, on se donne
des variables aléatoires (Xn,i)(n,i)∈N×N� indépendantes qui suivent toutes

la loi µ, on pose Y0 la variable certaine égale à 1 et, pour n∈N et

ω ∈Ω,




Yn+1(ω) = 0 si Yn(ω) = 0

Yn+1(ω) =
Yn(ω)∑
i=1

Xn,i(ω) si Yn(ω) �= 0

Yn représente le nombre d’individus à la génération n.
S’il n’y a pas d’individu à la génération n, il n’y en a pas plus à la génération
suivante et sinon, le nombre de fils du i-ème élément de la génération n est
égal à Xn,i.
On dit qu’il y a extinction lorsqu’il existe un entier n tel que Yn = 0.
On note f la fonction génératrice de la loi µ (et donc de chacune des variables
Xn,i) et, pour n∈N, ϕn la fonction génératrice de la variable aléatoire Yn.
On a donc en particulier, pour t∈[0, 1], ϕ0(t) = t.
On suppose que toute variable aléatoire suivant la loi µ possède une
espérance égale à m et une variance.
III.A - Probabilité d’extinction
III.A.1) Montrer que, pour tout n∈N, ϕn+1 = ϕn◦f .
III.A.2) Exprimer, pour n∈N, l’espérance de Yn en fonction de m et de n.

III.A.3) a. Vérifier que la probabilité d’extinction est la limite de
(
ϕn(0)

)
.

b. Vérifier qu’on peut appliquer les résultats de la partie I à
(
ϕn(0)

)
n�0

.
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II.B - En déduire que, si T et les Xn sont d’espérance finie, alors S aussi
et E(S) = E(T )E(X1).

II.C - Lors d’une ponte, un insecte pond un nombre aléatoire d’œufs suivant
la loi de poisson de paramètre λ > 0. Ensuite, la probabilité qu’un œuf donné
devienne un nouvel insecte est α∈ ]0, 1[ .

II.C.1) Rappeler la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant la
loi de Poisson de paramètre λ.

II.C.2) En utilisant la loi de composition ci-dessus, déterminer la loi du
nombre d’insectes issus de la ponte.

III - Processus de Galton-Watson

Soit µ une loi de probabilité caractérisée par la suite (pk)k∈N de nombres

réels entre 0 et 1 telle que
∞∑
k=0

pk = 1.

Dire qu’une variable aléatoire X sur (Ω,A,P) suit la loi µ signifie que
X(Ω) ⊂ N et, pour tout k∈N, P(X = k) = pk.
On suppose que p0 + p1 < 1 (ce qui signifie qu’il existe au moins un entier
k supérieur ou égal à 2 tel que pk �= 0).
On étudie un individu qui a un certain nombre de fils. Ces fils ont
également chacun (indépendamment les uns des autres) un certain nom-
bre de fils et ainsi de suite. Afin de modéliser la situation, on se donne
des variables aléatoires (Xn,i)(n,i)∈N×N� indépendantes qui suivent toutes

la loi µ, on pose Y0 la variable certaine égale à 1 et, pour n∈N et

ω ∈Ω,




Yn+1(ω) = 0 si Yn(ω) = 0

Yn+1(ω) =
Yn(ω)∑
i=1

Xn,i(ω) si Yn(ω) �= 0

Yn représente le nombre d’individus à la génération n.
S’il n’y a pas d’individu à la génération n, il n’y en a pas plus à la génération
suivante et sinon, le nombre de fils du i-ème élément de la génération n est
égal à Xn,i.
On dit qu’il y a extinction lorsqu’il existe un entier n tel que Yn = 0.
On note f la fonction génératrice de la loi µ (et donc de chacune des variables
Xn,i) et, pour n∈N, ϕn la fonction génératrice de la variable aléatoire Yn.
On a donc en particulier, pour t∈[0, 1], ϕ0(t) = t.
On suppose que toute variable aléatoire suivant la loi µ possède une
espérance égale à m et une variance.
III.A - Probabilité d’extinction
III.A.1) Montrer que, pour tout n∈N, ϕn+1 = ϕn◦f .
III.A.2) Exprimer, pour n∈N, l’espérance de Yn en fonction de m et de n.

III.A.3) a. Vérifier que la probabilité d’extinction est la limite de
(
ϕn(0)

)
.

b. Vérifier qu’on peut appliquer les résultats de la partie I à
(
ϕn(0)

)
n�0

.
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464 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

• Galton Watson (suite et fin)

III.A.4) Si m � 1, montrer que la probabilité d’extinction est 1.

On définit alors le temps d’extinction T par : ∀ω ∈Ω,

T (ω) =

{
min

{
n∈N

∣∣ Yn(ω) = 0
}

s’il existe n∈N tel que Yn(ω) = 0
−1 sinon

On admettra que T est une variable aléatoire.

III.B - Cas sous-critique m < 
On suppose dans cette question que m < 1.
III.B.1) Vérifier que T admet une espérance.

III.B.2) a. Montrer que, pour tout entier n, P(Yn � 1) � mn.

b. Montrer que E(T ) =
∞∑

n=0
P(T > n).

c. En déduire une majoration de E(T ).
III.C - Étude de la lignée. Dans cette question, on suppose m � 1.

On note, pour n∈N�, Zn = 1 +
n∑

i=1

Yi et Z = 1 +
∞∑

n=1
Yn.

On admettra que Z est une variable aléatoire définie sur
⋃
k∈N

{Yk = 0}·

III.C.1) Montrer que Z est définie sur un ensemble de probabilité 1.

III.C.2) a. Montrer que, pour tout k∈N,
(
P(Zn � k)

)
n∈N� est une suite

convergente. Déterminer sa limite.

b. En déduire que, pour tout k∈N,
(
P(Zn = k)

)
n∈N� converge vers

P (Z = k).

c. Montrer que, pour tout s∈[0, 1[ , tout n∈N� et K ∈N,
∣∣GZn

(s)−GZ(s)
∣∣ �

K∑
k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣+ sK

1− s
·

d. En déduire que la suite de fonctions (GZn
) converge simplement vers GZ

sur [0, 1].

III.C.3) a. Exprimer GZ1
en fonction de f .

b. On admet que, pour tout n entier naturel supérieur ou égal à 2 et pour
tout s∈[0, 1], GZn

(s) = sf
(
GZn−1

(s)
)
.

En déduire que ∀s∈[0, 1[, GZ(s) = sf
(
GZ(s)

)
.

c. Montrer que Z est d’espérance finie si, et seulement si, m < 1. Calculer
l’espérance lorsque c’est le cas.

IV - Un exemple

On suppose dans cette partie que, pour tout k∈N, pk =
1

2k+1
·

IV.A - Exprimer, pour t∈[0, 1], f(t) et calculer m.
IV.B - Vérifier que, pour tout t∈[0, 1], ϕn(t) �= 1.

On peut donc poser an(t) =
1

ϕn(t)− 1
·
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IV.C - Montrer que, pour tout t∈[0, 1[ , la suite
(
an(t)

)
n∈N est arith-

métique.

IV.D - En déduire que, pour t∈[0, 1[ et n∈N, ϕn(t) =
n+ (1− n)

1 + n− nt
·

IV.E - Exprimer, pour (n, k)∈N2, P (Yn = k) en fonction de n et k.
IV.F - Exprimer, en fonction de n∈N�, la probabilité de l’événement
(T > n). La variable T admet-elle une espérance ?
IV.G - Exprimer, pour s∈[0, 1[ , GZ(s) en fonction de s. En déduire la loi
de Z.

V - Cas surcritique

On suppose dans cette partie m > 1.
On étudie un problème légèrement différent : k étant un entier strictement
positif fixé, on suppose qu’il y a k individus à la génération 0 ; ensuite tout
se passe comme précédemment. On note Wn le nombre d’individus à la n-
ième génération et on définit un la probabilité que la suite (Wn)n∈N� prenne
la valeur k pour la première fois au rang n :

un = P

(
(Wn = k) ∩

(
n−1⋂
i=1

(Wi �= k)

))
.

Pour n et r entiers naturels non nuls, on définit de même u
(r)
n comme la

probabilité pour que la suite (Wn)n∈N� prenne la valeur k pour la r-ième
fois au rang n.

V.A - Vérifier que les séries
∑
n�1

un s
n et

∑
n�1

u
(r)
n sn convergent quand

s∈[−1, 1]. On peut donc définir U(s) =
∞∑

n=1
un s

n et Ur(s) =
∞∑

n=1
u
(r)
n sn

pour s∈[−1, 1].
V.B.1) Montrer que P (W1 > k) > 0.

V.B.2) Montrer que la probabilité que la suite (Wn)n∈N� ne prenne pas la
valeur k est non nulle ; on note u cette probabilité.

On pourra étudier séparément les cas p0 = 0 et p0 > 0.
V.C.1) Soit n∈N� et r un entier naturel supérieur ou égal à 2. Montrer la

relation u
(r)
n =

n−1∑
i=1

uiu
(r−1)
n−i .

V.C.2) En déduire que, pour tout entier r strictement positif, Ur = Ur (Ur

désigne U × U × · · · × U r fois).
V.D.1) Montrer que la probabilité que la suite (Wn)n∈N� prenne la valeur
k une infinité de fois est nulle.

V.D.2) Montrer qu’il en est de même pour la suite (Yn)n∈N� .

V.E - Soit (An)n∈N une suite d’événements tous de probabilité 1.

Montrer que P

( ⋃
n∈N

An

)
= 0. Qu’en déduit-on pour P

( ⋂
n∈N

An

)
?

V.F - Soit α la probabilité qu’il y ait extinction et β la probabilité que la
suite (Yn) diverge vers l’infini. Montrer que α+ β = 1.
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IV.C - Montrer que, pour tout t∈[0, 1[ , la suite
(
an(t)

)
n∈N est arith-

métique.

IV.D - En déduire que, pour t∈[0, 1[ et n∈N, ϕn(t) =
n+ (1− n)

1 + n− nt
·

IV.E - Exprimer, pour (n, k)∈N2, P (Yn = k) en fonction de n et k.
IV.F - Exprimer, en fonction de n∈N�, la probabilité de l’événement
(T > n). La variable T admet-elle une espérance ?
IV.G - Exprimer, pour s∈[0, 1[ , GZ(s) en fonction de s. En déduire la loi
de Z.

V - Cas surcritique

On suppose dans cette partie m > 1.
On étudie un problème légèrement différent : k étant un entier strictement
positif fixé, on suppose qu’il y a k individus à la génération 0 ; ensuite tout
se passe comme précédemment. On note Wn le nombre d’individus à la n-
ième génération et on définit un la probabilité que la suite (Wn)n∈N� prenne
la valeur k pour la première fois au rang n :

un = P

(
(Wn = k) ∩

(
n−1⋂
i=1

(Wi �= k)

))
.

Pour n et r entiers naturels non nuls, on définit de même u
(r)
n comme la

probabilité pour que la suite (Wn)n∈N� prenne la valeur k pour la r-ième
fois au rang n.

V.A - Vérifier que les séries
∑
n�1

un s
n et

∑
n�1

u
(r)
n sn convergent quand

s∈[−1, 1]. On peut donc définir U(s) =
∞∑

n=1
un s

n et Ur(s) =
∞∑

n=1
u
(r)
n sn

pour s∈[−1, 1].
V.B.1) Montrer que P (W1 > k) > 0.

V.B.2) Montrer que la probabilité que la suite (Wn)n∈N� ne prenne pas la
valeur k est non nulle ; on note u cette probabilité.

On pourra étudier séparément les cas p0 = 0 et p0 > 0.
V.C.1) Soit n∈N� et r un entier naturel supérieur ou égal à 2. Montrer la

relation u
(r)
n =

n−1∑
i=1

uiu
(r−1)
n−i .

V.C.2) En déduire que, pour tout entier r strictement positif, Ur = Ur (Ur

désigne U × U × · · · × U r fois).
V.D.1) Montrer que la probabilité que la suite (Wn)n∈N� prenne la valeur
k une infinité de fois est nulle.

V.D.2) Montrer qu’il en est de même pour la suite (Yn)n∈N� .

V.E - Soit (An)n∈N une suite d’événements tous de probabilité 1.

Montrer que P

( ⋃
n∈N

An

)
= 0. Qu’en déduit-on pour P

( ⋂
n∈N

An

)
?

V.F - Soit α la probabilité qu’il y ait extinction et β la probabilité que la
suite (Yn) diverge vers l’infini. Montrer que α+ β = 1.
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• Galton Watson (suite et fin)

III.A.4) Si m � 1, montrer que la probabilité d’extinction est 1.

On définit alors le temps d’extinction T par : ∀ω ∈Ω,

T (ω) =

{
min

{
n∈N

∣∣ Yn(ω) = 0
}

s’il existe n∈N tel que Yn(ω) = 0
−1 sinon

On admettra que T est une variable aléatoire.

III.B - Cas sous-critique m < 
On suppose dans cette question que m < 1.
III.B.1) Vérifier que T admet une espérance.

III.B.2) a. Montrer que, pour tout entier n, P(Yn � 1) � mn.

b. Montrer que E(T ) =
∞∑

n=0
P(T > n).

c. En déduire une majoration de E(T ).
III.C - Étude de la lignée. Dans cette question, on suppose m � 1.

On note, pour n∈N�, Zn = 1 +
n∑

i=1

Yi et Z = 1 +
∞∑

n=1
Yn.

On admettra que Z est une variable aléatoire définie sur
⋃
k∈N

{Yk = 0}·

III.C.1) Montrer que Z est définie sur un ensemble de probabilité 1.

III.C.2) a. Montrer que, pour tout k∈N,
(
P(Zn � k)

)
n∈N� est une suite

convergente. Déterminer sa limite.

b. En déduire que, pour tout k∈N,
(
P(Zn = k)

)
n∈N� converge vers

P (Z = k).

c. Montrer que, pour tout s∈[0, 1[ , tout n∈N� et K ∈N,
∣∣GZn

(s)−GZ(s)
∣∣ �

K∑
k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣+ sK

1− s
·

d. En déduire que la suite de fonctions (GZn
) converge simplement vers GZ

sur [0, 1].

III.C.3) a. Exprimer GZ1
en fonction de f .

b. On admet que, pour tout n entier naturel supérieur ou égal à 2 et pour
tout s∈[0, 1], GZn

(s) = sf
(
GZn−1

(s)
)
.

En déduire que ∀s∈[0, 1[, GZ(s) = sf
(
GZ(s)

)
.

c. Montrer que Z est d’espérance finie si, et seulement si, m < 1. Calculer
l’espérance lorsque c’est le cas.

IV - Un exemple

On suppose dans cette partie que, pour tout k∈N, pk =
1

2k+1
·

IV.A - Exprimer, pour t∈[0, 1], f(t) et calculer m.
IV.B - Vérifier que, pour tout t∈[0, 1], ϕn(t) �= 1.

On peut donc poser an(t) =
1

ϕn(t)− 1
·

Travaux dirigés 465

IV.C - Montrer que, pour tout t∈[0, 1[ , la suite
(
an(t)

)
n∈N est arith-

métique.

IV.D - En déduire que, pour t∈[0, 1[ et n∈N, ϕn(t) =
n+ (1− n)

1 + n− nt
·

IV.E - Exprimer, pour (n, k)∈N2, P (Yn = k) en fonction de n et k.
IV.F - Exprimer, en fonction de n∈N�, la probabilité de l’événement
(T > n). La variable T admet-elle une espérance ?
IV.G - Exprimer, pour s∈[0, 1[ , GZ(s) en fonction de s. En déduire la loi
de Z.

V - Cas surcritique

On suppose dans cette partie m > 1.
On étudie un problème légèrement différent : k étant un entier strictement
positif fixé, on suppose qu’il y a k individus à la génération 0 ; ensuite tout
se passe comme précédemment. On note Wn le nombre d’individus à la n-
ième génération et on définit un la probabilité que la suite (Wn)n∈N� prenne
la valeur k pour la première fois au rang n :

un = P

(
(Wn = k) ∩

(
n−1⋂
i=1

(Wi �= k)

))
.

Pour n et r entiers naturels non nuls, on définit de même u
(r)
n comme la

probabilité pour que la suite (Wn)n∈N� prenne la valeur k pour la r-ième
fois au rang n.

V.A - Vérifier que les séries
∑
n�1

un s
n et

∑
n�1

u
(r)
n sn convergent quand

s∈[−1, 1]. On peut donc définir U(s) =
∞∑

n=1
un s

n et Ur(s) =
∞∑

n=1
u
(r)
n sn

pour s∈[−1, 1].
V.B.1) Montrer que P (W1 > k) > 0.

V.B.2) Montrer que la probabilité que la suite (Wn)n∈N� ne prenne pas la
valeur k est non nulle ; on note u cette probabilité.

On pourra étudier séparément les cas p0 = 0 et p0 > 0.
V.C.1) Soit n∈N� et r un entier naturel supérieur ou égal à 2. Montrer la

relation u
(r)
n =

n−1∑
i=1

uiu
(r−1)
n−i .

V.C.2) En déduire que, pour tout entier r strictement positif, Ur = Ur (Ur

désigne U × U × · · · × U r fois).
V.D.1) Montrer que la probabilité que la suite (Wn)n∈N� prenne la valeur
k une infinité de fois est nulle.

V.D.2) Montrer qu’il en est de même pour la suite (Yn)n∈N� .

V.E - Soit (An)n∈N une suite d’événements tous de probabilité 1.

Montrer que P

( ⋃
n∈N

An

)
= 0. Qu’en déduit-on pour P

( ⋂
n∈N

An

)
?

V.F - Soit α la probabilité qu’il y ait extinction et β la probabilité que la
suite (Yn) diverge vers l’infini. Montrer que α+ β = 1.
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ième génération et on définit un la probabilité que la suite (Wn)n∈N� prenne
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relation u
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uiu
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k une infinité de fois est nulle.
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Montrer que P

( ⋃
n∈N

An

)
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Solution

Partie I

I.A -
I.A.1) Par hypothèses f est croissante à valeurs dans [0, 1] et l’on a aussi :
0 = u0 � u1 = f(u0) � 1. En notant fn = f◦ · · · ◦f︸ ︷︷ ︸

n fois

qui est elle-même croissante

et à valeurs dans [0, 1], on a 0 � fn(u0) = un � fn(u1) = un+1 � 1.
Cela prouve que (un)n est croissante majorée donc convergente.

I.A.2) Si (xn)n est une suite convergente de solutions de f(x) = x de limite
ω alors ω ∈[0, 1] fermé et, par continuité de f en ω, on a f(ω) = ω. Par suite{
x∈[0, 1]

∣∣ f(x) = x
}
est une partie fermée de [0, 1] et non vide car f(1) = 1, donc

cette partie admet un minimum.

I.A.3) Par continuité de f en � on a f(�) = �.
De plus u0 = 0 � xf d’où, pour tout n∈N, par croissance de fn, il vient
un = fn(u0) � fn(xf ) = xf d’où, par passage à la limite, � � xf et, par définition
de xf , on en déduit � = xf .

I.B - g : x �→ f(x) − x est de classe C2 sur [0, 1] et g′′ = f ′′ � 0. La fonction g′

est croissante sur [0, 1] avec g′(0) = f ′(0) − 1 < 0 et g′(1) = m − 1 > 0 donc g′

possède un zéro, noté α, dans ]0, 1[ . On en déduit le tableau de variations

x 0 α 1

g f(0) ↘ < 0 ↗ 0

Cela montre que g admet un zéro dans [0, 1[ et donc que xf < 1.

I.C - Cette fois g′ est croissante sur [0, 1] et g′(1) = m−1 � 0 donc g′ est négative,
g est décroissante sur [0, 1].
Si xf < 1 alors g est nulle sur [xf , 1] et donc g′′ aussi, d’où f ′′(1) = 0, ce qui
contredit l’énoncé. Par conséquent xf = 1.

I.D -

I.D.1) f(1− h) =
h→0

1− h+
h2

2
f ′′(1) + o(h2) car m = 1.

εn+1 = 1− f(un) = 1− f(1− εn) =
n→∞

εn − ε2n
2
f ′′(1) + o(ε2n)

puis
1

εn+1
=

n→∞

1

εn
× 1

1− εnf ′′(1)
2 + o(εn)

=
n→∞

1

εn

[
1 +

εnf
′′(1)

2
+ o(εn)

]
d’où

1

εn+1
− 1

εn
=

n→∞

f ′′(1)

2
+ o(1) −−−→

n→∞

f ′′(1)

2
·

I.D.2) Par Cesaro
1

n

n−1∑
k=1

( 1

εk+1
− 1

εk

)
−−−→
n→∞

f ′′(1)

2
soit encore

1

nεn
− 1

nε1
−−−→
n→∞

f ′′(1)

2
ou

1

nεn
−−−→
n→∞

f ′′(1)

2
et donc, comme f ′′(1) �= 0,

εn ñ→∞
2

nf ′′(1)
·

I.E -
I.E.1) La question I.C montre que εn n’est jamais nul.
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εn+1

εn
=

1− f(1− εn)

εn
−−−→
n→∞

f ′(1) = m < 1, la règle de d’Alembert montre la

convergence de la série
∑

εn à termes strictement positifs.

De plus εn+1 =
n→∞

1− f(1− εn) =
n→∞

mεn − ε2n
2
f ′′(1) + o(ε2n)

d’où ln
(m−(n+1)εn+1

m−nεn

)
ñ→∞

m−(n+1)εn+1

m−nεn
− 1

ñ→∞−εnf
′′(1)

2m
·

La convergence de
∑

ln
(m−(n+1)εn+1

m−nεn

)
en découle.

I.E.2) Si l’on note L la somme de la série précédente, comme on a
N−1∑
n=1

ln
(m−(n+1)εn+1

m−nεn

)
= ln(m−NεN ) − ln(m−1ε1) −−−−→

N→∞
L on en déduit

m−NεN −−−−→
N→∞

eL
′
où L′ est un nombre réel. Par suite εn ñ→∞ eL

′
mn.

Partie II

II.A -
II.A.1) Question de cours

∀n∈N, P(X + Y = n) = P
( n⋃

k=0

(X = k, Y = n− k)
)
d’où

P(X + Y = n) =
n∑

k=0

P(X = k)P(Y = n − k) par indépendance et donc, par

produit de Cauchy de séries absolument convergentes, sur [−1, 1], on obtient
GX+Y = GXGY .

II.A.2) GS0
= 1 = G0

X .
Si GSk

= Gk
X alors, comme Sk+1 = Sk +Xk+1 et comme les variables Sk et Xk+1

sont indépendantes, la question précédente montre : GSk+1
= GSk

GX soit

GSk+1
= Gk+1

X . On a montré par récurrence : ∀k∈N, GSk
= Gk

X .

II.A.3) Pour tout n∈N la formule des probabilités totales montre :

P(S = n) =
∞∑
k=0

P(S = n|T = k)P(T = k) =
∞∑
k=0

P(Sk = n)P(T = k) car

Sk et T indépendantes pour tout entier k, d’après un théorème du cours, puisque
(Xn, T )n∈N� sont indépendantes.

Donc si |t| � 1, GS(t) =
∞∑

n=0

( ∞∑
k=0

P(Sk = n)P(T = k)tn
)

Notons un,k = P(Sk = n)P(T = k)tn. Pour tout k∈N,
∞∑

n=0

|un,k| = P(T = k)

∞∑
n=0

P(Sk = n)|t|n = P(T = k)GSk

(
|t|
)

= P(T = k)Gk
X(|t|) = vk.

Comme
∞∑
k=0

vk = GT

(
GX |t|)

)
, on déduit du théorème d’interversion des suites

doubles que

∀t∈ ]− 1, 1[,
∞∑

n=0

( ∞∑
k=0

P(Sk = n)P(T = k)tn
)

=
∞∑
k=0

( ∞∑
n=0

P(Sk = n)P(T = k)tn
)

ie. ∀t∈ ]− 1, 1[, GS(t) = GT

(
GX(t)

)
.

II.B - Sur [0, 1[ on a G′
S = (G′

T ◦GX)G′
X .
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Solution
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I.B - g : x �→ f(x) − x est de classe C2 sur [0, 1] et g′′ = f ′′ � 0. La fonction g′

est croissante sur [0, 1] avec g′(0) = f ′(0) − 1 < 0 et g′(1) = m − 1 > 0 donc g′
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Cela montre que g admet un zéro dans [0, 1[ et donc que xf < 1.
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2
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1
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1 +
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2
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=
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2
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1

n

n−1∑
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( 1
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− 1

εk
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1
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1
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I.E -
I.E.1) La question I.C montre que εn n’est jamais nul.

Travaux dirigés 467

εn+1

εn
=

1− f(1− εn)

εn
−−−→
n→∞

f ′(1) = m < 1, la règle de d’Alembert montre la

convergence de la série
∑

εn à termes strictement positifs.

De plus εn+1 =
n→∞

1− f(1− εn) =
n→∞

mεn − ε2n
2
f ′′(1) + o(ε2n)

d’où ln
(m−(n+1)εn+1

m−nεn

)
ñ→∞

m−(n+1)εn+1

m−nεn
− 1

ñ→∞−εnf
′′(1)

2m
·

La convergence de
∑

ln
(m−(n+1)εn+1

m−nεn

)
en découle.

I.E.2) Si l’on note L la somme de la série précédente, comme on a
N−1∑
n=1

ln
(m−(n+1)εn+1

m−nεn

)
= ln(m−NεN ) − ln(m−1ε1) −−−−→

N→∞
L on en déduit

m−NεN −−−−→
N→∞

eL
′
où L′ est un nombre réel. Par suite εn ñ→∞ eL

′
mn.

Partie II

II.A -
II.A.1) Question de cours

∀n∈N, P(X + Y = n) = P
( n⋃

k=0

(X = k, Y = n− k)
)
d’où

P(X + Y = n) =
n∑

k=0

P(X = k)P(Y = n − k) par indépendance et donc, par

produit de Cauchy de séries absolument convergentes, sur [−1, 1], on obtient
GX+Y = GXGY .

II.A.2) GS0
= 1 = G0

X .
Si GSk

= Gk
X alors, comme Sk+1 = Sk +Xk+1 et comme les variables Sk et Xk+1

sont indépendantes, la question précédente montre : GSk+1
= GSk

GX soit

GSk+1
= Gk+1

X . On a montré par récurrence : ∀k∈N, GSk
= Gk

X .

II.A.3) Pour tout n∈N la formule des probabilités totales montre :

P(S = n) =
∞∑
k=0

P(S = n|T = k)P(T = k) =
∞∑
k=0

P(Sk = n)P(T = k) car

Sk et T indépendantes pour tout entier k, d’après un théorème du cours, puisque
(Xn, T )n∈N� sont indépendantes.

Donc si |t| � 1, GS(t) =
∞∑

n=0

( ∞∑
k=0

P(Sk = n)P(T = k)tn
)

Notons un,k = P(Sk = n)P(T = k)tn. Pour tout k∈N,
∞∑

n=0

|un,k| = P(T = k)

∞∑
n=0

P(Sk = n)|t|n = P(T = k)GSk

(
|t|
)

= P(T = k)Gk
X(|t|) = vk.

Comme
∞∑
k=0

vk = GT

(
GX |t|)

)
, on déduit du théorème d’interversion des suites

doubles que

∀t∈ ]− 1, 1[,
∞∑

n=0

( ∞∑
k=0

P(Sk = n)P(T = k)tn
)

=
∞∑
k=0

( ∞∑
n=0

P(Sk = n)P(T = k)tn
)

ie. ∀t∈ ]− 1, 1[, GS(t) = GT

(
GX(t)

)
.

II.B - Sur [0, 1[ on a G′
S = (G′

T ◦GX)G′
X .

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és



468 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

Comme T et X sont d’espérance finie, G′
S a pour limite E(T )E(X) en 1. Donc S

est d’espérance finie et E(S) = E(T )E(X).

II.C -
II.C.1) Si X suit P(λ) alors, si −1 � t � 1, GX(t) = e−λ(1−t).

II.C.2) La variable aléatoire T représentant le nombre d’œufs suit P(λ).
Pour tout k∈N� on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si l’œuf numéro k
devient un insecte et 0 sinon ; ainsi Xk est une variable aléatoire de Bernoulli de
paramètre α.

Le nombre S d’insectes vérifie ∀ω ∈Ω, S(ω) =
T (ω)∑
k=1

Xk(ω), donc GS = GT ◦GX

d’après ce qui précède où X désigne une variable aléatoire de Bernoulli de
paramètre α.
Comme GX : t �→ (1−α)+αt il vient GS : t �→ e−λα(1−t) ainsi, comme la fonction
génératrice caractérise la loi, S suit P(λα).

Partie III

III.A -
III.A.1) Découle de II.A en admettant toujours, pour tout (k, n)

•
k∑

i=1

Xn,i est indépendante de Xn,k+1 ;

•
k∑

i=1

Xn,i est indépendante de Yn.

III.A.2) La question II.B montre que, pour tout n∈N, E(Yn+1) = mE(Yn) et
donc E(Yn) = mn puisque que Y0 est certaine égale à 1.

III.A.3)
a.

(
(Yn = 0)

)
n

est une suite croissante d’événements et donc, par continuité

croissante, P
( ∞⋃

n=1
(Yn = 0)

)
= lim

n→∞
P(Yn = 0) = lim

n→∞
ϕn(0).

b. ϕ0 = Id et, si n∈N, ϕn+1 = ϕn◦f donc ϕn = f◦ · · · ◦f︸ ︷︷ ︸
n fois

= fn.

Donc ∀n∈N, ϕn+1(0) = fn+1(0) = f
(
ϕn(0)

)
.

Comme µ admet une variance (finie s’entend) sa fonction génératrice, qui n’est
autre que f , est de classe C2 sur [0, 1], les fonctions f ′ et f ′′ sont positives
sur [0, 1] comme sommes de séries entières dont les coefficients sont positifs,

f(1) =
∞∑
k=0

pk = 1, f ′(0) = p1 < 1 car p1 � p0 + p1 < 1 et f ′′(1) = 2p2 > 0

car p2 � 1− (p0 + p1) > 0.
La partie I s’applique donc à

(
ϕn(0)

)
n
.

III.A.4) Si m � 1 la question I.C montre que lim
n→∞

ϕn(0) = xf = 1.

III.B -
III.B.1) Pour tout n∈N�, (T = n) ⊂ (Yn−1 � 1),

d’où P(T = n) � P(Yn−1 � 1) =
∞∑
k=1

P(Yn−1 = k) � E(Yn−1) = mn−1.

Par domination
∑

nP(T = n) converge et donc T admet une espérance finie.

III.B.2)
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a. On vient de le montrer puis de l’utiliser.

b. Question de cours

Si n∈N�, P(T = n) = P(T > n− 1)− P(T > n) d’où, en réindexant, si N ∈N� :
N∑

n=1

nP(T = n) =

N−1∑
n=0

(n+ 1)P(T > n)−
N∑

n=1

nP(T > n)

=
N−1∑
n=0

P(T > n)−NP(T > N).

Or 0 � NP(T > N) =
∞∑

n=N+1

NP(T = n) �
∞∑

n=N+1

nP(T = n) −−−−→
N→∞

0 car
∑

nP(T = n) converge. Donc, quand N → ∞, on obtient le résultat.

c. (T > n) ⊂ (Yn � 1) ⇒ P(T > n) � mn ⇒ E(T ) �
∞∑

n=0

mn =
1

1−m
·

III.C - Que signifie
∞∑

n=1
Yn ? S’agit-il de convergence simple, uniforme, normale ?

Sur quel ensemble ? On admettra qu’il s’agit de convergence simple et l’on
remarquera que si Yn(ω) = 0 alors

(
Yn(ω)

)
n
stationne à 0 d’où la convergence

de
∑

Yn(ω).

III.C.1)
⋃
k∈N

(Yk = 0) est l’extinction dont la probabilité est 1 d’après III.A.

III.C.2)

a. Pour tout n∈N�, Zn � Zn+1 et donc
(
P(Zn � k)

)
n
est décroissante positive,

donc convergente ; notons � sa limite.

Par continuité décroissante de P on en déduit que � = P

(
⋂
n�1

(Zn � k)

)
ou encore

� = P(Z � k).

b. ∀(k, n)∈(N�)2, P(Zn = k) = P(Zn � k) − P(Zn � k − 1) et d’après ce qui
précède, P(Zn = k) −−−→

n→∞
P(Z � k)− P(Z � k − 1) = P(Z = k).

De plus P(Zn = 0) = P (Zn � 0) −−−→
n→∞

P(Z � 0) = P(Z = 0).

c. Si 0 � s < 1, n∈N� et K ∈N, par inégalité triangulaire

∣∣GZn(s)−GZ(s)
∣∣ �

K∑
k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣sk

+

∞∑
k=K+1

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣sk

�
K∑

k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣+

∞∑
k=K+1

sk

car, si k � K + 1,
∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)

∣∣ � max
(
P(Zn = k),P(Z = k)

)
� 1

d’où
∣∣GZn

(s)−GZ(s)
∣∣ �

K∑
k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣+ sK+1

1− s
, ce qui est meilleur

que le majorant demandé.

d. Fixons s dans [0, 1[ et ε > 0.
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Comme T et X sont d’espérance finie, G′
S a pour limite E(T )E(X) en 1. Donc S

est d’espérance finie et E(S) = E(T )E(X).

II.C -
II.C.1) Si X suit P(λ) alors, si −1 � t � 1, GX(t) = e−λ(1−t).

II.C.2) La variable aléatoire T représentant le nombre d’œufs suit P(λ).
Pour tout k∈N� on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si l’œuf numéro k
devient un insecte et 0 sinon ; ainsi Xk est une variable aléatoire de Bernoulli de
paramètre α.

Le nombre S d’insectes vérifie ∀ω ∈Ω, S(ω) =
T (ω)∑
k=1

Xk(ω), donc GS = GT ◦GX

d’après ce qui précède où X désigne une variable aléatoire de Bernoulli de
paramètre α.
Comme GX : t �→ (1−α)+αt il vient GS : t �→ e−λα(1−t) ainsi, comme la fonction
génératrice caractérise la loi, S suit P(λα).

Partie III

III.A -
III.A.1) Découle de II.A en admettant toujours, pour tout (k, n)

•
k∑

i=1

Xn,i est indépendante de Xn,k+1 ;

•
k∑

i=1

Xn,i est indépendante de Yn.

III.A.2) La question II.B montre que, pour tout n∈N, E(Yn+1) = mE(Yn) et
donc E(Yn) = mn puisque que Y0 est certaine égale à 1.

III.A.3)
a.

(
(Yn = 0)

)
n

est une suite croissante d’événements et donc, par continuité

croissante, P
( ∞⋃

n=1
(Yn = 0)

)
= lim

n→∞
P(Yn = 0) = lim

n→∞
ϕn(0).

b. ϕ0 = Id et, si n∈N, ϕn+1 = ϕn◦f donc ϕn = f◦ · · · ◦f︸ ︷︷ ︸
n fois

= fn.

Donc ∀n∈N, ϕn+1(0) = fn+1(0) = f
(
ϕn(0)

)
.

Comme µ admet une variance (finie s’entend) sa fonction génératrice, qui n’est
autre que f , est de classe C2 sur [0, 1], les fonctions f ′ et f ′′ sont positives
sur [0, 1] comme sommes de séries entières dont les coefficients sont positifs,

f(1) =
∞∑
k=0

pk = 1, f ′(0) = p1 < 1 car p1 � p0 + p1 < 1 et f ′′(1) = 2p2 > 0

car p2 � 1− (p0 + p1) > 0.
La partie I s’applique donc à

(
ϕn(0)

)
n
.

III.A.4) Si m � 1 la question I.C montre que lim
n→∞

ϕn(0) = xf = 1.

III.B -
III.B.1) Pour tout n∈N�, (T = n) ⊂ (Yn−1 � 1),

d’où P(T = n) � P(Yn−1 � 1) =
∞∑
k=1

P(Yn−1 = k) � E(Yn−1) = mn−1.

Par domination
∑

nP(T = n) converge et donc T admet une espérance finie.

III.B.2)
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a. On vient de le montrer puis de l’utiliser.

b. Question de cours

Si n∈N�, P(T = n) = P(T > n− 1)− P(T > n) d’où, en réindexant, si N ∈N� :
N∑

n=1

nP(T = n) =

N−1∑
n=0

(n+ 1)P(T > n)−
N∑

n=1

nP(T > n)

=
N−1∑
n=0

P(T > n)−NP(T > N).

Or 0 � NP(T > N) =
∞∑

n=N+1

NP(T = n) �
∞∑

n=N+1

nP(T = n) −−−−→
N→∞

0 car
∑

nP(T = n) converge. Donc, quand N → ∞, on obtient le résultat.

c. (T > n) ⊂ (Yn � 1) ⇒ P(T > n) � mn ⇒ E(T ) �
∞∑

n=0

mn =
1

1−m
·

III.C - Que signifie
∞∑

n=1
Yn ? S’agit-il de convergence simple, uniforme, normale ?

Sur quel ensemble ? On admettra qu’il s’agit de convergence simple et l’on
remarquera que si Yn(ω) = 0 alors

(
Yn(ω)

)
n
stationne à 0 d’où la convergence

de
∑

Yn(ω).

III.C.1)
⋃
k∈N

(Yk = 0) est l’extinction dont la probabilité est 1 d’après III.A.

III.C.2)

a. Pour tout n∈N�, Zn � Zn+1 et donc
(
P(Zn � k)

)
n
est décroissante positive,

donc convergente ; notons � sa limite.

Par continuité décroissante de P on en déduit que � = P

(
⋂
n�1

(Zn � k)

)
ou encore

� = P(Z � k).

b. ∀(k, n)∈(N�)2, P(Zn = k) = P(Zn � k) − P(Zn � k − 1) et d’après ce qui
précède, P(Zn = k) −−−→

n→∞
P(Z � k)− P(Z � k − 1) = P(Z = k).

De plus P(Zn = 0) = P (Zn � 0) −−−→
n→∞

P(Z � 0) = P(Z = 0).

c. Si 0 � s < 1, n∈N� et K ∈N, par inégalité triangulaire

∣∣GZn(s)−GZ(s)
∣∣ �

K∑
k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣sk

+

∞∑
k=K+1

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣sk

�
K∑

k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣+

∞∑
k=K+1

sk

car, si k � K + 1,
∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)

∣∣ � max
(
P(Zn = k),P(Z = k)

)
� 1

d’où
∣∣GZn

(s)−GZ(s)
∣∣ �

K∑
k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣+ sK+1

1− s
, ce qui est meilleur

que le majorant demandé.

d. Fixons s dans [0, 1[ et ε > 0.

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és



470 VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES

On choisit ensuite K ∈N tel que
sK

1− s
� ε puis la question b. montre que

K∑
k=0

∣∣P(Zn = k) − P(Z = k)
∣∣ −−−→

n→∞
0 et on choisit nε ∈N� tel que, si n � nε,

alors
K∑

k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣ � ε.

Alors n � nε ⇒
∣∣GZn

(s) − GZ(s)
∣∣ � 2ε, ce qui montre que (GZn

)n converge

simplement vers GZ sur [0, 1[ . De plus ∀n∈N�, GZn
(1) = 1 = GZ(1), la

convergence simple a donc lieu sur [0, 1].

III.C.3)
a. Z1 = 1+Y1 et les variables 1 et Y1 sont indépendantes, d’où GZ1 = G1GY1 , soit
GZ1

: s �→ sf(s).

b. Découle de la convergence simple précédente et de la continuité de f sur [0, 1].

c. ∀s∈[0, 1[ , G′
Z(s) = f

(
GZ(s)

)
+ sf ′(GZ(s)

)
G′

Z(s)

d’où
[
1− sf ′(GZ(s)

)]
G′

Z(s) = f
(
GZ(s)

)
.

Quand s → 1, 1 − sf ′(GZ(s)
)
→ 1 −m et f

(
GZ(s)

)
→ 1. Si m < 1 cela prouve

que G′
Z(s) → 1

1−m
et que, si m = 1, G′

Z(s) n’a pas de limite finie, donc tend

vers +∞.

Partie IV

IV.A - ∀t∈[0, 1], f(t) = 1

2

∞∑
k=0

( t

2

)k

=
1
2

1− t
2

=
1

2− t
·

IV.B - f
(
[0, 1[

)
⊂ [0, 1[ et, ∀n∈N, ϕn = f◦ · · · ◦f︸ ︷︷ ︸

n fois

, d’où ϕn

(
[0, 1[

)
⊂ [0, 1[ .

IV.C - an+1(t)− an(t) =
1

1
2−ϕn(t)

− 1
− 1

ϕn(t)− 1
=

2− ϕn(t)

ϕn(t)− 1
− 1

ϕn(t)− 1
d’où

an+1(t)− an(t) = −1.

IV.D - an(t) = a0(t)− n =
1

t− 1
− n =

1 + n− nt

t− 1
=

1

ϕn(t)− 1
d’où

ϕn(t) =
t− 1

1 + n− nt
+ 1 =

n+ (1− n)t

1 + n− nt
·

IV.E - Sur [0, 1] on a

ϕn(t) =
n− 1

n
+

(
ϕn(t)−

n− 1

n

)
=

n− 1

n
+

1

n(1 + n− nt)

=
n− 1

n
+

1

n(n+ 1)
× 1

1− nt
n+1

=
n− 1

n
+

1

n(n+ 1)

∞∑
k=0

( n

n+ 1

)k

tk

d’où P (Yn = 0) =
n− 1

n
+

1

n(n+ 1)
=

n

n+ 1

et, si k∈N�, P(Yn = k) =
nk−1

(n+ 1)k+1
·

IV.F - Quelle est cette variable T , celle définie dans II ou le temps d’extinction ?
Parions pour la deuxième hypothèse.
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(T > n) = (Yn � 1) ⇒ P(T > n) = 1− P(Yn = 0) =
1

n+ 1
·

Si T était d’espérance finie la série de terme général P(T > n) convergerait, ce qui
est faux. Donc T n’est pas d’espérance finie.

IV.G - III.C.3 montre que, sur [0, 1[ , GZ(s) =
s

2−GZ(s)
et donc GZ(s) est

racine de X2 − 2X + s d’où, pour tout s∈[0, 1[, ∃ε(s)∈{−1, 1} tel que l’on a
GZ(s) = 1+ε(s)

√
1− s. CommeGZ � 1 la fonction ε est égale à−1. Par continuité

cela montre GZ(s) = 1−
√
1− s sur [0, 1].

On développe en série entière sur [0, 1[ : GZ(s) =

∞∑
n=1

(2n− 2)!

22n−1n!(n− 1)!
sn d’où

P(Z = 0) = 0 et, si n � 1, P(Z = n) =
(2n− 2)!

22n−1n!(n− 1)!
·

Partie V

V.A - (Wn = k) ∩
(

n−1⋂
i=1

(Wi �= k)

)
⊂ (Wn = k) donc , si s∈[−1, 1], on a

|un s
n|� P(Wn=k) d’où l’absolue convergence de

∑
un s

n.

Il en va de même pour
∑

u
(r)
n sn.

V.B -

V.B.1) Si chaque individu de la génération 0 a deux fils alors W1 > k donc

0 < pk2 � P(W1 > k).

V.B.2) Si p0 > 0 alors P

(
⋂
n�1

(Wn �= k)

)
� P(W1 = 0) = pk0 > 0.

Si, au contraire, p0 = 0, pour tout n � 1, P (Wn+1 � Wn) = 1 d’où

P

(
⋂
n�1

(Wn �= k)

)
� P(k < W1 � W2 � · · ·) = P(W1 > k) = 1− pk1 > 0.

V.C -

V.C.1) Si An,r est l’événement 〈〈 la suite des Wp prend la valeur k pour la r-ième
fois au rang n 〉〉 alors (An,r ∩An−i,r−1)1�i�n−1 est une partition de An,r car il

faut bien que la valeur k soit prise pour la (r − 1)-ième fois à un rang compris

entre 1 et n − 1. Donc u
(r)
n =

n−1∑
i=1

P(An,r|An−i,r−1)u
(r−1)
n−i d’après la formule des

probabilités totales.

Si An−i,r−1 est réalisé on peut considérer la génération n − i comme génération
originale et constater qu’ainsi P(An,r|An−i,r−1) = P(Ai,1) = ui, d’où l’égalité

u
(r)
n =

n−1∑
i=1

uiu
(r−1)
n−i .

V.C.2) Par produit de Cauchy la question précédente montre que l’on a :

Ur = UUr−1 et donc, par récurrence, Ur = Ur.

V.D -

V.D.1) Si r∈N�; , Ur(1) = Ur(1) =
∞∑

n=1
u
(r)
n = P(Sr) où Sr est l’événement

〈〈 (Wn)n prend au moins r fois la valeur k 〉〉 car, par définition, on a
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On choisit ensuite K ∈N tel que
sK

1− s
� ε puis la question b. montre que

K∑
k=0

∣∣P(Zn = k) − P(Z = k)
∣∣ −−−→

n→∞
0 et on choisit nε ∈N� tel que, si n � nε,

alors
K∑

k=0

∣∣P(Zn = k)− P(Z = k)
∣∣ � ε.

Alors n � nε ⇒
∣∣GZn

(s) − GZ(s)
∣∣ � 2ε, ce qui montre que (GZn

)n converge

simplement vers GZ sur [0, 1[ . De plus ∀n∈N�, GZn
(1) = 1 = GZ(1), la

convergence simple a donc lieu sur [0, 1].

III.C.3)
a. Z1 = 1+Y1 et les variables 1 et Y1 sont indépendantes, d’où GZ1 = G1GY1 , soit
GZ1

: s �→ sf(s).

b. Découle de la convergence simple précédente et de la continuité de f sur [0, 1].

c. ∀s∈[0, 1[ , G′
Z(s) = f

(
GZ(s)

)
+ sf ′(GZ(s)

)
G′

Z(s)

d’où
[
1− sf ′(GZ(s)

)]
G′

Z(s) = f
(
GZ(s)

)
.

Quand s → 1, 1 − sf ′(GZ(s)
)
→ 1 −m et f

(
GZ(s)

)
→ 1. Si m < 1 cela prouve

que G′
Z(s) → 1

1−m
et que, si m = 1, G′

Z(s) n’a pas de limite finie, donc tend

vers +∞.

Partie IV

IV.A - ∀t∈[0, 1], f(t) = 1

2

∞∑
k=0

( t

2

)k

=
1
2

1− t
2

=
1

2− t
·

IV.B - f
(
[0, 1[

)
⊂ [0, 1[ et, ∀n∈N, ϕn = f◦ · · · ◦f︸ ︷︷ ︸

n fois

, d’où ϕn

(
[0, 1[

)
⊂ [0, 1[ .

IV.C - an+1(t)− an(t) =
1

1
2−ϕn(t)

− 1
− 1

ϕn(t)− 1
=

2− ϕn(t)

ϕn(t)− 1
− 1

ϕn(t)− 1
d’où

an+1(t)− an(t) = −1.

IV.D - an(t) = a0(t)− n =
1

t− 1
− n =

1 + n− nt

t− 1
=

1

ϕn(t)− 1
d’où

ϕn(t) =
t− 1

1 + n− nt
+ 1 =

n+ (1− n)t

1 + n− nt
·

IV.E - Sur [0, 1] on a

ϕn(t) =
n− 1

n
+

(
ϕn(t)−

n− 1

n

)
=

n− 1

n
+

1

n(1 + n− nt)

=
n− 1

n
+

1

n(n+ 1)
× 1

1− nt
n+1

=
n− 1

n
+

1

n(n+ 1)

∞∑
k=0

( n

n+ 1

)k

tk

d’où P (Yn = 0) =
n− 1

n
+

1

n(n+ 1)
=

n

n+ 1

et, si k∈N�, P(Yn = k) =
nk−1

(n+ 1)k+1
·

IV.F - Quelle est cette variable T , celle définie dans II ou le temps d’extinction ?
Parions pour la deuxième hypothèse.
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(T > n) = (Yn � 1) ⇒ P(T > n) = 1− P(Yn = 0) =
1

n+ 1
·

Si T était d’espérance finie la série de terme général P(T > n) convergerait, ce qui
est faux. Donc T n’est pas d’espérance finie.

IV.G - III.C.3 montre que, sur [0, 1[ , GZ(s) =
s

2−GZ(s)
et donc GZ(s) est

racine de X2 − 2X + s d’où, pour tout s∈[0, 1[, ∃ε(s)∈{−1, 1} tel que l’on a
GZ(s) = 1+ε(s)

√
1− s. CommeGZ � 1 la fonction ε est égale à−1. Par continuité

cela montre GZ(s) = 1−
√
1− s sur [0, 1].

On développe en série entière sur [0, 1[ : GZ(s) =

∞∑
n=1

(2n− 2)!

22n−1n!(n− 1)!
sn d’où

P(Z = 0) = 0 et, si n � 1, P(Z = n) =
(2n− 2)!

22n−1n!(n− 1)!
·

Partie V

V.A - (Wn = k) ∩
(

n−1⋂
i=1

(Wi �= k)

)
⊂ (Wn = k) donc , si s∈[−1, 1], on a

|un s
n|� P(Wn=k) d’où l’absolue convergence de

∑
un s

n.

Il en va de même pour
∑

u
(r)
n sn.

V.B -

V.B.1) Si chaque individu de la génération 0 a deux fils alors W1 > k donc

0 < pk2 � P(W1 > k).

V.B.2) Si p0 > 0 alors P

(
⋂
n�1

(Wn �= k)

)
� P(W1 = 0) = pk0 > 0.

Si, au contraire, p0 = 0, pour tout n � 1, P (Wn+1 � Wn) = 1 d’où

P

(
⋂
n�1

(Wn �= k)

)
� P(k < W1 � W2 � · · ·) = P(W1 > k) = 1− pk1 > 0.

V.C -

V.C.1) Si An,r est l’événement 〈〈 la suite des Wp prend la valeur k pour la r-ième
fois au rang n 〉〉 alors (An,r ∩An−i,r−1)1�i�n−1 est une partition de An,r car il

faut bien que la valeur k soit prise pour la (r − 1)-ième fois à un rang compris

entre 1 et n − 1. Donc u
(r)
n =

n−1∑
i=1

P(An,r|An−i,r−1)u
(r−1)
n−i d’après la formule des

probabilités totales.

Si An−i,r−1 est réalisé on peut considérer la génération n − i comme génération
originale et constater qu’ainsi P(An,r|An−i,r−1) = P(Ai,1) = ui, d’où l’égalité

u
(r)
n =

n−1∑
i=1

uiu
(r−1)
n−i .

V.C.2) Par produit de Cauchy la question précédente montre que l’on a :

Ur = UUr−1 et donc, par récurrence, Ur = Ur.

V.D -

V.D.1) Si r∈N�; , Ur(1) = Ur(1) =
∞∑

n=1
u
(r)
n = P(Sr) où Sr est l’événement
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u
(r)
n = P

(
n = min

{
p∈N�

∣∣ Wp = k pour la r-ième fois
})

. La suite (Sr)r�1 est
décroissante donc, par continuité décroissante de P , il vient :

P

(
⋂
r�1

Sr

)
= lim

r→∞
Ur(1) = lim

r→∞
(1−u)r=0 ce qui revient à dire que (Wn)n prend

la valeur k une infinité de fois avec une probabilité nulle.

V.D.2) Tout comme dans V.B.2 la probabilité que (Yn)n ne prenne jamais la
valeur k est strictement positive puis on suit la même démarche que dans la
question précédente en considérant la première fois que la suite (Yn)n prend la
valeur k pour la r-ième fois.

V.E - Si N ∈N, P
(

N⋃
n=0

An

)
�

N∑
n=0

P
(
An

)
= 0 par hypothèse.

Comme P
( ⋃

n∈N
An

)
= lim

N→∞
P
(

N⋃
n=0

An

)
, on en déduit P

( ⋃
n∈N

An

)
= 0.

Par complémentarité P
( ⋂

n∈N
An

)
= 1.

V.F - Encore une fois totalement hors programme car (Yn)n est une suite définie
sur Ω.
Immédiatement α+ β � 1.
Si k∈N� soit Dk l’événement 〈〈 il existe n0 ∈N� tel que n � n0 ⇒ Yn > k 〉〉 .
Dk ⊂ 〈〈 (Yn)n reste un nombre fini de fois dans [0, k] 〉〉 d’où P

(
Dk

)
� α d’après

la question V.D

Comme (Dk)k est décroissante, P

(
⋂
k�1

Dk

)
� 1−α, soit β � 1−α, d’où α+β = 1.

Ce problème est largement inspiré d’un problème de Centrale PSI.

11. ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES

Dans ce chapitre K désigne R ou C, I est un intervalle de R non réduit à un point.

Conformément au programme, seules les équations différentielles linéaires seront
étudiées.

I. Généralités

• Équations différentielles scalaires d’ordre n �  : c’est l’écriture

(L) a0(t)y
(n) + a1(t)y

(n−1) + · · ·+ an(t)y = b(t)

où a0, . . . , an, b sont n+ 2 fonctions de F
(
I,K

)
telles que a0 soit non nulle.

• b est le second membre de (L).
• (L) est dite homogène si b = 0. On note (H) : a0y

(n)+a1y
(n−1)+ · · ·+any = 0.

• (L) est dite à coefficients constants si les ak sont des constantes.

• Si J est un intervalle de R contenu dans I et non réduit à un point, f ∈ Dn(J,K)
est une J-solution de L si pour tout t ∈ J, a0(t)f

(n)(t) + · · ·+ an(t)f(t) = b(t).

• t0 ∈ I tel que a0(t0) = 0 est un point singulier de (L).
• Résoudre ou intégrer (L), c’est obtenir toutes les solutions de (L) sur tous les
intervalles possibles contenus dans I.

• SJ(L) (resp. SJ(H)) est l’ensemble des J-solutions de L (resp. de (H)).

• SJ(H)) est un sous-espace vectoriel de Dn(J,K).

• SJ(L) est soit vide, soit un sous-espace affine de direction SJ(H).

Ceci est une conséquence de la linéarité de l’application y �→
n∑

k=0

aky
(n−k).

II. Équations linéaires scalaires d’ordre 1

1. Théorème
Soit (L) : y′ = a(t)y + b(t) où a et b sont des fonctions continues sur I à
valeurs dans K, SI(L) est une droite affine de C1(I,K).
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P

(
⋂
r�1

Sr

)
= lim

r→∞
Ur(1) = lim

r→∞
(1−u)r=0 ce qui revient à dire que (Wn)n prend
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DIFFÉRENTIELLES

Dans ce chapitre K désigne R ou C, I est un intervalle de R non réduit à un point.
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Démonstration

a ∈ C(I,K). Elle possède donc des primitives sur I. Soit P : t �→
∫ t

t0

a(s)ds, t0 ∈ I,

l’une d’elles. On a : y ∈ SI(L) ⇐⇒

(
∀t ∈ I,

d

dt

(
e−P (t)y(t)

)
= e−P (t)b(t)

)
(1)

(1) ⇐⇒ ∃C ∈ K, ∀t ∈ I, e−P (t)y(t) =

∫ t

t0

e−P (u)b(u)du+ C.

(1) ⇐⇒ ∃C ∈ K, ∀t ∈ I, y(t) =

(∫ t

t0

e−P (u)b(u)du+ C

)
eP (t).

ce qui met fin à la démonstration. En effet :

(i) si (H) est y′ = a(t)y, y ∈ SI(H) ⇐⇒
(
∃C ∈ K, ∀t ∈ I, y(t) = CeP (t)

)
.

(ii) f ∈ SI(L) ⇐⇒
(
f = f0 + g, g ∈ SI(H)

)
.��

2. Remarques

• Si (t0, y0) ∈ I ×K, il existe une unique f ∈ SI(L) telle que f(t0) = y0.

En effet, f(t0) = y0 ⇐⇒ C = y0.

• La démonstration est algorithmique. Autrement dit, elle constitue une (la ?)
bonne méthode de résolution de (L). Nous la conseillons vivement à nos lecteurs
étudiants. Évitez la méthode dite de variation de la constante ou des considérations

de
dy

y
·

• Si l’on connâıt deux solutions distinctes de (L) sur I : f1, f2, la solution générale
de (L) est f = f1 + λ(f1 − f2), λ parcourant K.

En effet, f1 − f2 est solution non nulle de H sur I.

3. Exemple

Résoudre sur chacun des intervalles I1 = ] − ∞,−1[, I2 = ] − 1, 1[, I3 = ]1,+∞[
(L1) (t2 − 1)y′ + ty + 1 = 0

Solution

Sur les intervalles considérés, on peut écrire : (L1) ⇐⇒ y′ = a(t)y + b(t).

où a(t) =
t

1− t2
et b(t) =

1

1− t2
· a et b sont continues sur les Ij , 1 � j � 3. Avec

les notations de la démonstration précédente, P (t) = −1

2
ln |1− t2|. Donc

(L1) ⇐⇒ ∀t ∈ Ij ,
d

dt

(√
|t2 − 1|y(t)

)
=

√
|t2 − 1|
1− t2

·

si t ∈ I2,
d

dt

(√
1− t2y(t)

)
=

1√
1− t2

et si t ∈ I1∪I3,
d

dt

(√
t2 − 1y(t)

)
=

−1√
t2 − 1

·

Donc : ∃ C2 ∈ R, ∀t ∈ I2, y(t) =
1√

1− t2

(
C2 + arcsin(t)

)
. De même,

∃ C1 ∈ R, ∀t ∈ I1, y(t) =
1√

t2 − 1

(
C1 − ln

∣∣∣t+
√

t2 − 1
∣∣∣
)
.

∃ C3 ∈ R, ∀t ∈ I3, y(t) =
1√

t2 − 1

(
C3 − ln(t+

√
t2 − 1

))
.
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4. Raccordement des solutions

Soit à résoudre (L) : a0y′ + a1y = b où a0, a1, b sont continues sur I = ]t0, tp+1[.

• Si a0 ne s’annule pas sur I, le théorème I.B.1. permet de conclure.

• Si par exemple Z = {t ∈ I | a0(t) = 0} = {(ti)1�i�p|t1 < t2 < . . . < tp},
après avoir résolu (L) sur chaque intervalle ]ti, ti+1[, cf. définition de l’expression :
résoudre l’équation différentielle (I.A.), il faut voir s’il est possible de raccorder les
solutions. Pour mieux comprendre, reprenons un exercice précédent.

(L1) : (t
2 − 1)y′ + ty + 1 = 0.

Cette équation a déja été étudiée sur I1, I2 et I3.

(i) Recherche des solutions sur ]− 1,+∞[ = J1. Procédons par analyse-synthèse.

S’il existe f ∈ SJ1
(L1) alors il existe (C1, C2) ∈ R2 tels que :

si t ∈ I2, f(t) =
C2 + arcsin(t)√

1− t2
, si t ∈ I3, f(t) =

C3 − ln(t+
√
t2 − 1

)
√
t2 − 1

, f(1) = −1.

Noter que f(1) = −1 par substitution de t par 1 dans (L1).

Si C2 �= −π

2
et C3 �= 0, alors lim

1−
|f | = +∞ et lim

1+
|f | = +∞ et f n’est pas continue

en 1. Donc si f existe, elle est unique et définie par :

si t ∈ I2, f(t) =
− arccos(t)√

1− t2
, si t ∈ I3, f(t) =

− ln(t+
√
t2 − 1

)
√
t2 − 1

,f(1) = −1. (1)

Montrons l’existence. Soit f définie par (1), elle est I2-solution et I3-solution. Pour
montrer qu’elle est J1-solution, il suffit de montrer qu’elle est dérivable en 1. La
méthode directe est possible, mais les calculs sont pénibles. Examinons en une
autre avec des calculs moins fastidieux.

Le changement de variable t = x+ 1 transforme y en z qui est solution de :

(L2) : (x
2 + 2x)z′ + (x+ 1)z + 1 = 0

Recherchons les solutions développables en série entière de (L2).

Si z(x) =
∑
n�0

anx
n pour x ∈ ] − R,+R[, et R > 0, alors z′(x) =

∑
n�1

nanx
n−1

d’après le théorème de dérivation des séries entières. Pour tout x ∈ ] − R,+R[,

(x2 + 2x)
∑
n�1

nanx
n−1 + (x+ 1)

∑
n�0

anx
n + 1 = 0.

∀x ∈ ]−R,+R[, 1 + a0 +
∑
n�1

(
(2n+ 1)an + nan−1

)
xn = 0.

De l’unicité des coefficients du développement en série entière de la fonction nulle,

on déduit a0 = −1 et pour tout n � 1, an =
−n

2n+ 1
an−1. Comme

∣∣∣ an
an−1

∣∣∣ −−−→
n→∞

1

2
,

R = 2. Par récurrence on obtient : an =
(−1)nn!

(2n+ 1) . . . 5.3
= − (−2)n(n!)2

(2n+ 1)!
·

Donc z : x �→
∑
n�0

(−1)n+12n(n!)2

(2n+ 1)!
xn est l’unique solution développable en série

entière en 0, de (L2). La fonction z est une solution de (L2) sur ] − 2, 2[. Donc
g : t �→ z(t − 1) est solution de (L1) sur ] − 1, 3[. Par suite g = f sur ] − 1, 3[
d’après l’unicité de la solution de (L1) sur ] − 1,+∞[. En tant que somme d’une
série entière de rayon de convergence 2, z est de classe C∞ sur ]− 1, 3[. Donc g est
dérivable sur ]− 1, 3[. D’où f est dérivable en 1.
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montrer qu’elle est J1-solution, il suffit de montrer qu’elle est dérivable en 1. La
méthode directe est possible, mais les calculs sont pénibles. Examinons en une
autre avec des calculs moins fastidieux.
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476 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

(ii) Recherche des solutions sur ]−∞, 1[= J2.

Comme dans le cas (i), on montre que (L1) a une unique J2-solution h définie par

h(t) =

π

2
+ arcsin(t)
√
1− t2

si t ∈ I2, h(t) =
− ln

∣∣t+√
t2 − 1

∣∣
√
t2 − 1

si t ∈ I1, et h(−1) = 1.

(iii) Recherche des solutions sur R.
Si y est une R-solution de (L1), alors y = f sur ]−1,+∞[. Comme f(t) −−−−−→

t→−1+
−∞

y ne peut être continue en −1 et (L1) n’a pas de R-solution ie. SR(L1) = ∅.

III. Équations linéaires du premier ordre

1. Définitions

1.1. Définition
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, a une application
continue de I dans L(F ) et b une application continue de I dans F .
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre l’écriture :

(L) x′ = a(t)x+ b(t).
On appelle équation différentielle linéaire homogène du premier ordre

(H) x′ = a(t)x.

1.2 Définition
Si J est un intervalle non réduit à un point de R contenu dans I, on appelle
J-solution de (L) toute fonction ϕ : J �→ F dérivable telle que :

∀t ∈ J, ϕ′(t) = a(t)ϕ(t) + b(t).
On note SJ(L) l’ensemble des J-solutions de L.
Étant donné (t0, x0) ∈ J × F , le problème de Cauchy consiste à trouver
une J-solution ϕ de L telle que ϕ(t0) = x0.

1.3. Remarques

• SJ(H) est un sous-espace vectoriel de C1(J, F ).

• SJ(L) est ∅ ou un sous-espace affine de C1(J, F ) de direction SJ(H).

• La résolution d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n � 2 équivaut
à celle d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.

En effet, si (L) : y(n)+a1y
(n−1)+ . . .+any = b. Alors L ⇐⇒ X ′ = A(t)X+B(t)

où X est la matrice colonne telle que
t
X = ( y y′ · · · y(n−1) ), B(t) la matrice

colonne telle que
t
B(t) = ( 0 0 · · · b(t) ) et A(t) la matrice carrée définie par

A(t) =




0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
. . .

. . .
. . .

0 · · · · · · 0 1
−an · · · · · · · · · −a1



.
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1.4. Écriture matricielle ou sous forme de système

Notons B = (e1, . . . , en) une base de F , A(t) = (ai,j(t)) = MB(a(t)) la matrice de

a(t) dans la base B. On a : b(t) =

n∑
i=1

bi(t)ei et ϕ(t) =

n∑
i=1

ϕi(t)ei. On écrit :

(L) ∀i ∈ [[1, n]], x′
i =

( n∑
j=1

ai,jxj

)
+ bi

ϕ ∈ SJ(L) ⇐⇒ ∀t ∈ J, ∀i ∈ [[1, n]], ϕ′
i(t) =

( n∑
j=1

ai,j(t)ϕj(t)
)
+ bi(t).

2. Théorème de Cauchy linéaire

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, a une application
continue de I dans L(F ) et b une application continue de I dans F . Pour
t0∈I et x0 ∈ F , il existe une unique I-solution ϕ de (L) telle que ϕ(t0)= x0.

Démonstration (non exigible)

Notons N une norme sur F et ‖.‖ la norme subordonnée sur L(F ).

Posons f(t, x) = a(t)x+b(t). En utilisant le théorème sur les primitives de fonctions
continues, on définit, par récurrence, la suite (ϕn)n�0 de fonctions de classe C1 sur

I en posant : ϕ0(t) = x0 et ϕn+1(t) =

∫ t

t0

f
(
s, ϕn(s)

)
ds pour tout t ∈ I.

Si K est un compact de diamètre h inclus dans I. Comme a et b sont continues
sur K, il existe k = max

t∈K
‖a(t)‖ et M = max

t∈K
N
(
f(t, x0)

)
dans R+. Donc :

∀(t, x1, x2) ∈ K × F × F, N
(
f(t, x2)− f(t, x1)

)
� k N(x2 − x1). (�)

• Montrons que : ∀n � 1, ∀t ∈ K,N
(
ϕn(t)− ϕn−1(t)

)
� Mh

(hk)n−1

n!
·

(HRn) : ∀t ∈ K,N
(
ϕn(t)− ϕn−1(t)

)
�

Mkn−1

n!
|t− t0|n.

(HR1) est vérifiée d’après l’inégalité de la moyenne car ϕ1(t)−ϕ0(t) =

∫ t

t0

f(s, x0)ds

Soit n � 2 ; supposons (HRn−1). Pour t ∈ K,

N
(
ϕn(t)− ϕn−1(t)

)
�

∣∣∣
∫ t

t0

N
(
f(s, ϕn−1(s))− f(s, ϕn−2(s))

)
ds
∣∣∣.

(�) ⇒ ∀t ∈ K,N
(
f(t, ϕn−1(t))− f(t, ϕn−2(t)

))
� k N

(
ϕn−1(t)− ϕn−2(t)

)
.

Donc : N
(
ϕn(t)− ϕn−1(t)

)
�

∣∣∣
∫ t

t0

k
Mkn−2

(n− 1)!
|s− t0|n−1ds

∣∣∣.

∀t ∈ K, t � t0, N
(
ϕn(t)−ϕn−1(t)

)
�

Mkn−1

(n− 1)!

∫ t

t0

(s−t0)
n−1ds =

Mkn−1(t− t0)
n

n!
·

∀t ∈ K, t < t0, N
(
ϕn(t)−ϕn−1(t)

)
�

Mkn−1

(n− 1)!

∫ t0

t

(t0−s)n−1ds=
Mkn−1(t0 − t)n

n!
·

D’où (HRn) et, d’après le théorème de récurrence, (HRn) pour tout n.

Si t ∈ I, |t− t0| � h et le résutat est prouvé.

• Montrons que la suite de fonctions (ϕn) converge uniformémént sur K.
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(ii) Recherche des solutions sur ]−∞, 1[= J2.

Comme dans le cas (i), on montre que (L1) a une unique J2-solution h définie par

h(t) =

π

2
+ arcsin(t)
√
1− t2

si t ∈ I2, h(t) =
− ln

∣∣t+√
t2 − 1

∣∣
√
t2 − 1

si t ∈ I1, et h(−1) = 1.

(iii) Recherche des solutions sur R.
Si y est une R-solution de (L1), alors y = f sur ]−1,+∞[. Comme f(t) −−−−−→

t→−1+
−∞

y ne peut être continue en −1 et (L1) n’a pas de R-solution ie. SR(L1) = ∅.

III. Équations linéaires du premier ordre

1. Définitions

1.1. Définition
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, a une application
continue de I dans L(F ) et b une application continue de I dans F .
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre l’écriture :

(L) x′ = a(t)x+ b(t).
On appelle équation différentielle linéaire homogène du premier ordre

(H) x′ = a(t)x.

1.2 Définition
Si J est un intervalle non réduit à un point de R contenu dans I, on appelle
J-solution de (L) toute fonction ϕ : J �→ F dérivable telle que :

∀t ∈ J, ϕ′(t) = a(t)ϕ(t) + b(t).
On note SJ(L) l’ensemble des J-solutions de L.
Étant donné (t0, x0) ∈ J × F , le problème de Cauchy consiste à trouver
une J-solution ϕ de L telle que ϕ(t0) = x0.

1.3. Remarques

• SJ(H) est un sous-espace vectoriel de C1(J, F ).

• SJ(L) est ∅ ou un sous-espace affine de C1(J, F ) de direction SJ(H).

• La résolution d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n � 2 équivaut
à celle d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.

En effet, si (L) : y(n)+a1y
(n−1)+ . . .+any = b. Alors L ⇐⇒ X ′ = A(t)X+B(t)

où X est la matrice colonne telle que
t
X = ( y y′ · · · y(n−1) ), B(t) la matrice

colonne telle que
t
B(t) = ( 0 0 · · · b(t) ) et A(t) la matrice carrée définie par

A(t) =




0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
. . .

. . .
. . .

0 · · · · · · 0 1
−an · · · · · · · · · −a1



.
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1.4. Écriture matricielle ou sous forme de système

Notons B = (e1, . . . , en) une base de F , A(t) = (ai,j(t)) = MB(a(t)) la matrice de

a(t) dans la base B. On a : b(t) =

n∑
i=1

bi(t)ei et ϕ(t) =

n∑
i=1

ϕi(t)ei. On écrit :

(L) ∀i ∈ [[1, n]], x′
i =

( n∑
j=1

ai,jxj

)
+ bi

ϕ ∈ SJ(L) ⇐⇒ ∀t ∈ J, ∀i ∈ [[1, n]], ϕ′
i(t) =

( n∑
j=1

ai,j(t)ϕj(t)
)
+ bi(t).

2. Théorème de Cauchy linéaire

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, a une application
continue de I dans L(F ) et b une application continue de I dans F . Pour
t0∈I et x0 ∈ F , il existe une unique I-solution ϕ de (L) telle que ϕ(t0)= x0.

Démonstration (non exigible)

Notons N une norme sur F et ‖.‖ la norme subordonnée sur L(F ).

Posons f(t, x) = a(t)x+b(t). En utilisant le théorème sur les primitives de fonctions
continues, on définit, par récurrence, la suite (ϕn)n�0 de fonctions de classe C1 sur

I en posant : ϕ0(t) = x0 et ϕn+1(t) =

∫ t

t0

f
(
s, ϕn(s)

)
ds pour tout t ∈ I.

Si K est un compact de diamètre h inclus dans I. Comme a et b sont continues
sur K, il existe k = max

t∈K
‖a(t)‖ et M = max

t∈K
N
(
f(t, x0)

)
dans R+. Donc :

∀(t, x1, x2) ∈ K × F × F, N
(
f(t, x2)− f(t, x1)

)
� k N(x2 − x1). (�)

• Montrons que : ∀n � 1, ∀t ∈ K,N
(
ϕn(t)− ϕn−1(t)

)
� Mh

(hk)n−1

n!
·

(HRn) : ∀t ∈ K,N
(
ϕn(t)− ϕn−1(t)

)
�

Mkn−1

n!
|t− t0|n.

(HR1) est vérifiée d’après l’inégalité de la moyenne car ϕ1(t)−ϕ0(t) =

∫ t

t0

f(s, x0)ds

Soit n � 2 ; supposons (HRn−1). Pour t ∈ K,

N
(
ϕn(t)− ϕn−1(t)

)
�

∣∣∣
∫ t

t0

N
(
f(s, ϕn−1(s))− f(s, ϕn−2(s))

)
ds
∣∣∣.

(�) ⇒ ∀t ∈ K,N
(
f(t, ϕn−1(t))− f(t, ϕn−2(t)

))
� k N

(
ϕn−1(t)− ϕn−2(t)

)
.

Donc : N
(
ϕn(t)− ϕn−1(t)

)
�

∣∣∣
∫ t

t0

k
Mkn−2

(n− 1)!
|s− t0|n−1ds

∣∣∣.

∀t ∈ K, t � t0, N
(
ϕn(t)−ϕn−1(t)

)
�

Mkn−1

(n− 1)!

∫ t

t0

(s−t0)
n−1ds =

Mkn−1(t− t0)
n

n!
·

∀t ∈ K, t < t0, N
(
ϕn(t)−ϕn−1(t)

)
�

Mkn−1

(n− 1)!

∫ t0

t

(t0−s)n−1ds=
Mkn−1(t0 − t)n

n!
·

D’où (HRn) et, d’après le théorème de récurrence, (HRn) pour tout n.

Si t ∈ I, |t− t0| � h et le résutat est prouvé.

• Montrons que la suite de fonctions (ϕn) converge uniformémént sur K.
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αn = Mh
(hk)n−1

n!
est le terme général d’une série à termes réels positifs conver-

gente (de somme
M

k
ehk si k �= 0). Donc la série de fonctions

(∑
(ϕn−ϕn−1)

)
n�1

converge normalement a fortiori uniformément sur K. Les fonctions ϕn étant
continues sur I, la somme S de la série est une fonction continue sur I. Or

ϕn = ϕ0 +

n∑
k=1

(ϕk − ϕk−1

)
, donc (ϕn) converge uniformément sur K vers la

fonction ϕ = ϕ0 + S ∈ C(I, F ).

• Montrons que ϕ ∈ SI(L).
Comme ϕn(t0) = x0 pour tout n, on a ϕ(t0) = x0 par passage à la limite.

Prenons, dorénavant pour compact K le segment d’extémités t0 et t, pour t ∈ I.

L’application de (�) avec x1 = ϕ(x) et x2 = ϕn(x) donne :
N
(
f
(
t, ϕ(t)

)
− f(t, ϕn(t)

)
� k N

(
ϕ(t)− ϕn(t)

)
.

Soit gn(t) = f
(
t, ϕn(t)

)
et g(t) = f

(
t, ϕ(t)

)
. Comme (ϕn) converge uniformément

sur K vers ϕ, on déduit de l’inégalité précédente, que (gn) converge uniformément
surK vers g. D’après le théorème d’intégration des suites de fonctions continues sur

un segment,

∫ t

t0

gn −−−→
n→∞

∫ t

t0

g. Or ϕn+1(t) = y0 +

∫ t

t0

gn et ϕn+1(t) −−−→
n→∞

ϕ(t).

Donc, pour tout t ∈ I, ϕ(t) = y0 +

∫ t

t0

f
(
s, ϕ(s)

)
ds. De la continuité de

s �→ f
(
s, ϕ(s)

)
et du théorème sur les primitives de fonctions continues, on déduit

l’existence d’une solution ϕ de L prenant la valeur x0 en t0.

• Montrons l’unicité.

Supposons l’existence d’une fonction ψ dérivable sur I telle que ψ′(t) = f
(
t, ψ(t)

)
si t ∈ I et que ψ(t0) = x0. Notons b = max

s∈K
N
(
ψ(s) − x0) où K est un segment

d’extémités t0 et t, pour t ∈ I. L’existence de b découle de la continuité de ψ.

Puisque ψ est une I-solution de L telle que ψ(t0) = x0, on peut écrire, pour tout

t ∈ I, ψ(t) = y0 +

∫ t

t0

f
(
s, ψ(s)

)
ds. En opérant comme précédemment, on montre

par récurrence que : ∀t ∈ I, ∀n ∈ N, N
(
ψ(t)− ϕn(t)

)
�

knb|t− t0|n

n!
� b

(kh)n

n!
·

Comme
∑ (kh)n

n!
converge (et a pour somme ekh), on a

(kh)n

n!
−−−→
n→∞

0. Donc

ϕn(t) −−−→
n→∞

ψ(t). D’après l’unicité de la limite, ψ(t) = ϕ(t) pour t ∈ I.��

3. Cas homogène

3.1. Théorème
Soient F unK-espace vectoriel de dimension finie, a une application continue
de I dans L(F ) et t0 ∈ I. L’application Φt0 : SI(H) → F,ϕ �→ ϕ(t0) est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels . En particulier, si la dimension de F
est n � 1, SI(H) est un sous-espace vectoriel de C1(I, F ) de dimension n.

Démonstration

La linéarité de Φt0 est immédiate et Φt0 est bijective d’après I.C.2.��
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3.2. Corollaire 1
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, a une application
continue de I dans L(F ) et (H) l’équation différentielle x′ = a(t)x. Si
p ∈ [[1, n]], les I-solutions ϕ1, . . . , ϕp sont linéairement indépendantes si,
et seulement si, il existe t0 ∈ I tel que les vecteurs ϕ1(t0), . . . , ϕp(t0) sont
linéairement indépendants dans F . Si c’est le cas, pour tout t ∈ I, les
vecteurs ϕ1(t), . . . , ϕp(t) sont linéairement indépendants dans F .

Démonstration

Conséquence du fait que les Φt0 sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.��

3.3. Définition

On appelle système fondamental de solutions de (H) toute base de SI(H).

3.4. Remarque

On déduit du corollaire 1 que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (ϕ1, . . . , ϕn) est une base du K-espace vectoriel SI(H).

(ii) Il existe t0 ∈ I tel que (ϕ1(t0), . . . , ϕn(t0)) est une base de F .

(iii) Pour tout t ∈ I, (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) est une base de F .

4. Cas général

4.1. Corollaire 2
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, a ∈ C(I,L(F )),
b ∈ C(I, F ) et (L) l’équation différentielle x′ = a(t)x + b(t). L’ensemble
SI(L) est un sous-espace affine de dimension n de C1(I, F ).

Démonstration

La non vacuité de SI(L) est assurée par le théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire.
SI(H) étant un K-espace vectoriel de dimension n d’après le corollaire 1, SI(L)
étant un sous-espace affine de direction SI(H), le corollaire est prouvé.��

4.2. Wronskien

Avec les notations de I.C.1.3. si (ϕ1, . . . , ϕn) est un système fondamental de
solutions de (H), W défini par W (t) = det(R(t)) = detB(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) est
appelé le wronskien de (ϕ1, . . . , ϕn) dans la base B.

5. Variation des constantes
Soit (ϕ1, . . . , ϕn) un système fondamental de solutions de (H) et (C1, . . . , Cn)
un n-uple de fonctions de D(I,K).

ϕ =
n∑

k=1

Ckϕk ∈ SI(L) ⇐⇒ ∀t ∈ I,

n∑
k=1

C ′
k(t)ϕk(t) = b(t).

Démonstration

ϕ′ =

n∑
k=1

C ′
kϕk +

n∑
k=1

Ckϕ
′
k =

n∑
k=1

C ′
kϕk +

n∑
k=1

Ckaϕk =

n∑
k=1

C ′
kϕk(t) + aϕ.

Donc ϕ′ = aϕ+ b ⇐⇒
n∑

k=1

C ′
kϕk = b ⇐⇒ ∀t∈ I, R(t)




C ′
1(t)
...

C ′
n(t)


 = b(t).��
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αn = Mh
(hk)n−1

n!
est le terme général d’une série à termes réels positifs conver-

gente (de somme
M

k
ehk si k �= 0). Donc la série de fonctions

(∑
(ϕn−ϕn−1)

)
n�1

converge normalement a fortiori uniformément sur K. Les fonctions ϕn étant
continues sur I, la somme S de la série est une fonction continue sur I. Or

ϕn = ϕ0 +

n∑
k=1

(ϕk − ϕk−1

)
, donc (ϕn) converge uniformément sur K vers la

fonction ϕ = ϕ0 + S ∈ C(I, F ).

• Montrons que ϕ ∈ SI(L).
Comme ϕn(t0) = x0 pour tout n, on a ϕ(t0) = x0 par passage à la limite.

Prenons, dorénavant pour compact K le segment d’extémités t0 et t, pour t ∈ I.

L’application de (�) avec x1 = ϕ(x) et x2 = ϕn(x) donne :
N
(
f
(
t, ϕ(t)

)
− f(t, ϕn(t)

)
� k N

(
ϕ(t)− ϕn(t)

)
.

Soit gn(t) = f
(
t, ϕn(t)

)
et g(t) = f

(
t, ϕ(t)

)
. Comme (ϕn) converge uniformément

sur K vers ϕ, on déduit de l’inégalité précédente, que (gn) converge uniformément
surK vers g. D’après le théorème d’intégration des suites de fonctions continues sur

un segment,

∫ t

t0

gn −−−→
n→∞

∫ t

t0

g. Or ϕn+1(t) = y0 +

∫ t

t0

gn et ϕn+1(t) −−−→
n→∞

ϕ(t).

Donc, pour tout t ∈ I, ϕ(t) = y0 +

∫ t

t0

f
(
s, ϕ(s)

)
ds. De la continuité de

s �→ f
(
s, ϕ(s)

)
et du théorème sur les primitives de fonctions continues, on déduit

l’existence d’une solution ϕ de L prenant la valeur x0 en t0.

• Montrons l’unicité.

Supposons l’existence d’une fonction ψ dérivable sur I telle que ψ′(t) = f
(
t, ψ(t)

)
si t ∈ I et que ψ(t0) = x0. Notons b = max

s∈K
N
(
ψ(s) − x0) où K est un segment

d’extémités t0 et t, pour t ∈ I. L’existence de b découle de la continuité de ψ.

Puisque ψ est une I-solution de L telle que ψ(t0) = x0, on peut écrire, pour tout

t ∈ I, ψ(t) = y0 +

∫ t

t0

f
(
s, ψ(s)

)
ds. En opérant comme précédemment, on montre

par récurrence que : ∀t ∈ I, ∀n ∈ N, N
(
ψ(t)− ϕn(t)

)
�

knb|t− t0|n

n!
� b

(kh)n

n!
·

Comme
∑ (kh)n

n!
converge (et a pour somme ekh), on a

(kh)n

n!
−−−→
n→∞

0. Donc

ϕn(t) −−−→
n→∞

ψ(t). D’après l’unicité de la limite, ψ(t) = ϕ(t) pour t ∈ I.��

3. Cas homogène

3.1. Théorème
Soient F unK-espace vectoriel de dimension finie, a une application continue
de I dans L(F ) et t0 ∈ I. L’application Φt0 : SI(H) → F,ϕ �→ ϕ(t0) est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels . En particulier, si la dimension de F
est n � 1, SI(H) est un sous-espace vectoriel de C1(I, F ) de dimension n.

Démonstration

La linéarité de Φt0 est immédiate et Φt0 est bijective d’après I.C.2.��
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3.2. Corollaire 1
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, a une application
continue de I dans L(F ) et (H) l’équation différentielle x′ = a(t)x. Si
p ∈ [[1, n]], les I-solutions ϕ1, . . . , ϕp sont linéairement indépendantes si,
et seulement si, il existe t0 ∈ I tel que les vecteurs ϕ1(t0), . . . , ϕp(t0) sont
linéairement indépendants dans F . Si c’est le cas, pour tout t ∈ I, les
vecteurs ϕ1(t), . . . , ϕp(t) sont linéairement indépendants dans F .

Démonstration

Conséquence du fait que les Φt0 sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.��

3.3. Définition

On appelle système fondamental de solutions de (H) toute base de SI(H).

3.4. Remarque

On déduit du corollaire 1 que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (ϕ1, . . . , ϕn) est une base du K-espace vectoriel SI(H).

(ii) Il existe t0 ∈ I tel que (ϕ1(t0), . . . , ϕn(t0)) est une base de F .

(iii) Pour tout t ∈ I, (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) est une base de F .

4. Cas général

4.1. Corollaire 2
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n � 1, a ∈ C(I,L(F )),
b ∈ C(I, F ) et (L) l’équation différentielle x′ = a(t)x + b(t). L’ensemble
SI(L) est un sous-espace affine de dimension n de C1(I, F ).

Démonstration

La non vacuité de SI(L) est assurée par le théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire.
SI(H) étant un K-espace vectoriel de dimension n d’après le corollaire 1, SI(L)
étant un sous-espace affine de direction SI(H), le corollaire est prouvé.��

4.2. Wronskien

Avec les notations de I.C.1.3. si (ϕ1, . . . , ϕn) est un système fondamental de
solutions de (H), W défini par W (t) = det(R(t)) = detB(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) est
appelé le wronskien de (ϕ1, . . . , ϕn) dans la base B.

5. Variation des constantes
Soit (ϕ1, . . . , ϕn) un système fondamental de solutions de (H) et (C1, . . . , Cn)
un n-uple de fonctions de D(I,K).

ϕ =
n∑

k=1

Ckϕk ∈ SI(L) ⇐⇒ ∀t ∈ I,

n∑
k=1

C ′
k(t)ϕk(t) = b(t).

Démonstration

ϕ′ =

n∑
k=1

C ′
kϕk +

n∑
k=1

Ckϕ
′
k =

n∑
k=1

C ′
kϕk +

n∑
k=1

Ckaϕk =

n∑
k=1

C ′
kϕk(t) + aϕ.

Donc ϕ′ = aϕ+ b ⇐⇒
n∑

k=1

C ′
kϕk = b ⇐⇒ ∀t∈ I, R(t)




C ′
1(t)
...

C ′
n(t)


 = b(t).��
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6. Cas des équations à coefficients constants

Dans ce paragraphe (L) est l’équation x′ = ax + b(t) où a ∈ L(F ) et b ∈ C(I, F )
et (H) l’équation x′ = ax.

Dans le cas où F = Kn, les matrices X et B(t) sont éléments de Mn,1(K) ; (L) est
l’équation X ′ = AX +B(t) où A ∈ Mn(K) et (H) l’équation X ′ = AX.

6.1. Cas général

Rappelons que :

• ϕ : t �→ eta = exp(ta) est de classe C∞ sur R et ϕ′(t) = a◦eta = eta◦a.
• Pour (s, t) ∈ R2, eta◦esa = esa◦eta = e(s+t)a.
En effet, (sa)◦(ta) = (ta)◦(sa) = (ts)a2 puisque

(
L(F ),+, ◦, .) est une K-algèbre.

Théorème

La solution de (H) prenant la valeur x0 en t0 est la fonction t �→ e(t−t0)ax0.

Démonstration

Avec les notations du rappel, e(t−t0)a = ϕ(t− t0). L’application g : t �→ e(t−t0)ax0

est dérivable sur R et g′(t) =
(
a◦ϕ(t − t0)

)
x0 = ag(t). Or g(t0) = ϕ(0)x0 = x0 ;

donc g est solution de x′ = ax et x(t0) = x0. Du théorème de Cauchy-Lipschitz
linéaire on déduit l’unicité de la solution de H telle que x(t0) = x0.��

Théorème (expression intégrale de la solution)

La solution de L prenant la valeur x0 en t0 est la fonction :

t �→ e(t−t0)ax0 +

∫ t

t0

e(t−s)ab(s)ds.

Démonstration

x ∈ SI(L) ⇐⇒ ∀t ∈ I,
d

dt

(
e−tax(t)

)
= e−tab(t). (1)

(1) ⇐⇒ ∃c ∈ F, ∀t ∈ I, e−tax(t) = eta
∫ t

t0

e−sab(s)ds+ c.

(1) ⇐⇒ ∃c ∈ F, ∀t ∈ I, x(t) = etac+

∫ t

t0

e−sads.

x(t0) = x0 ⇐⇒ et0ac = x0. D’où la conclusion du théorème.��

6.2. Cas où A est diagonalisable dans K
Première méthode : il existe P ∈ GLn(K) tel que A = P DP−1 où
D = Diag(λ1 . . . λn). On pose X = P Y et (L) ⇒ (L1) : Y

′ = DY + P−1B(t).

(L1) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], ∀t ∈ I, y′i = λiyi + gi(t).

(L1) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], ∀t ∈ I,
d

dt

(
e−λityi(t)

)
= e−λitgi(t).

(L1) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], ∃βi ∈ K, ∀t ∈ I, yi(t) = βie
λit +

∫ t

t0

eλi(t−s)gi(s)ds.

La solution générale de (L) s’obtient avec X = PY .

Exemple

Résoudre le système différentiel suivant :

{
x′ − 5x+ 2y = et,
y′ + x− 6y = t.
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Il s’écrit X ′ = AX +B(t) où A =

(
5 −2
−1 6

)
, X =

(
x
y

)
, B(t) =

(
et

t

)
·

Le polynôme caractéristique de A est λ2 − 11λ+ 28 = (λ− 4)(λ− 7).

Un vecteur propre associé à la valeur propre 4 (resp. 7) est

(
2
1

)
(resp.

(
1
−1

)
)

A = PDP−1 où P =

(
2 1
1 −1

)
et P−1 =

1

3

(
1 1
1 −2

)
·

Avec les notations précédentes, (L1) : Y
′ = DY + P−1B(t), Y =

(
u
v

)

(L1) ⇐⇒




u′ = 4u+
1

3
(et + t),

v′ = 7v +
1

3
(et − 2t).

En déterminant une primitive de t �→ te−4t en intégrant par parties ou en écrivant
qu’elle est de la forme (ct+ d)e−4t, on obtient :

u′ = 4u+
1

3
(et + t) ⇐⇒ d

dt

(
e−4tu(t)

)
=

1

3

d

dt

[
− e−3t

3
− 1

4

(
t+

1

4

)
e−4t

]
·

D’où : ∃α ∈ R, ∀t ∈ R, u(t) = αe4t − 1

3

[et
3

+
1

4

(
t+

1

4

)]
·

En procédant de même, on obtient v(t) = βe7t +
1

3

[
− et

6
+

2

7

(
t+

1

7

)]
·

On conclut en écrivant : x = 2u+ v et y = u− v

Deuxième méthode : si λ1, · · · , λn sont les valeurs propres de A dans K et
(X1, . . . , Xn) base de vecteurs propres associés aux λi, la famille (ϕ1, . . . , ϕn) telle
que ϕi(t) = eλitXi est un système fondamental de solutions de (H). En effet, pour
tout i ∈ [[1, n]], ϕ′

i(t) = λiϕi(t) = Aϕi(t). Si R(t) est la matrice de Mn(K) dont les
colonnes sont les coordonnées des vecteurs ϕ1(t), . . . , ϕn(t) dans la base canonique
de Kn, on a : det(R(0)) = detB

(
X1, . . . , Xn

)
�= 0 car (X1, . . . , Xn) est libre puisque

A est diagonalisable. D’après un théorème précédent, (ϕ1(0), . . . , ϕn(0)) étant libre
dans Kn, (ϕ1, . . . , ϕn) est un système fondamental de solutions. R(t) = PetD où
P = [X1 · · ·Xn]. Donc R(t)R(0)−1 = R(t)P−1 = PetDP−1 = etA.

Le théorème 2 permet d’achever la résolution de (L) puisque :

e(t−s)A = etAe−sA = R(t)
(
R(s)

)−1
.

On peut aussi utiliser la méthode de variation des constantes puisque l’on a un
système fondamental de solutions de (H).

Exemple

Déterminer les fonctions x et y telles que x(0) = y(0) = 0 et

{
x′ = 6x− 3y + e5t,
y′ = 2x+ y + 4.

Avec les notations précédentes, on a : ϕ1(t) = e3t
(
1
1

)
et ϕ2(t) = e4t

(
3
2

)
.

Donc R(t) =

(
e3t 3e4t

e3t 2e4t

)
. D’où

(
R(s)

)−1
=

(
−2e−3s 3e−3s

e−4s −e−4s

)
.

Donc X(t) = R(t)

∫ t

0

(
R(s)

)−1
B(s)ds ie.

{
x(t) = 5e3t − 6e4t + 2e5t − 1,
y(t) = 5e3t − 4e4t + e5t − 2.
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6. Cas des équations à coefficients constants

Dans ce paragraphe (L) est l’équation x′ = ax + b(t) où a ∈ L(F ) et b ∈ C(I, F )
et (H) l’équation x′ = ax.

Dans le cas où F = Kn, les matrices X et B(t) sont éléments de Mn,1(K) ; (L) est
l’équation X ′ = AX +B(t) où A ∈ Mn(K) et (H) l’équation X ′ = AX.

6.1. Cas général

Rappelons que :

• ϕ : t �→ eta = exp(ta) est de classe C∞ sur R et ϕ′(t) = a◦eta = eta◦a.
• Pour (s, t) ∈ R2, eta◦esa = esa◦eta = e(s+t)a.
En effet, (sa)◦(ta) = (ta)◦(sa) = (ts)a2 puisque

(
L(F ),+, ◦, .) est une K-algèbre.

Théorème

La solution de (H) prenant la valeur x0 en t0 est la fonction t �→ e(t−t0)ax0.

Démonstration

Avec les notations du rappel, e(t−t0)a = ϕ(t− t0). L’application g : t �→ e(t−t0)ax0

est dérivable sur R et g′(t) =
(
a◦ϕ(t − t0)

)
x0 = ag(t). Or g(t0) = ϕ(0)x0 = x0 ;

donc g est solution de x′ = ax et x(t0) = x0. Du théorème de Cauchy-Lipschitz
linéaire on déduit l’unicité de la solution de H telle que x(t0) = x0.��

Théorème (expression intégrale de la solution)

La solution de L prenant la valeur x0 en t0 est la fonction :

t �→ e(t−t0)ax0 +

∫ t

t0

e(t−s)ab(s)ds.

Démonstration

x ∈ SI(L) ⇐⇒ ∀t ∈ I,
d

dt

(
e−tax(t)

)
= e−tab(t). (1)

(1) ⇐⇒ ∃c ∈ F, ∀t ∈ I, e−tax(t) = eta
∫ t

t0

e−sab(s)ds+ c.

(1) ⇐⇒ ∃c ∈ F, ∀t ∈ I, x(t) = etac+

∫ t

t0

e−sads.

x(t0) = x0 ⇐⇒ et0ac = x0. D’où la conclusion du théorème.��

6.2. Cas où A est diagonalisable dans K
Première méthode : il existe P ∈ GLn(K) tel que A = P DP−1 où
D = Diag(λ1 . . . λn). On pose X = P Y et (L) ⇒ (L1) : Y

′ = DY + P−1B(t).

(L1) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], ∀t ∈ I, y′i = λiyi + gi(t).

(L1) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], ∀t ∈ I,
d

dt

(
e−λityi(t)

)
= e−λitgi(t).

(L1) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], ∃βi ∈ K, ∀t ∈ I, yi(t) = βie
λit +

∫ t

t0

eλi(t−s)gi(s)ds.

La solution générale de (L) s’obtient avec X = PY .

Exemple

Résoudre le système différentiel suivant :

{
x′ − 5x+ 2y = et,
y′ + x− 6y = t.
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Il s’écrit X ′ = AX +B(t) où A =

(
5 −2
−1 6

)
, X =

(
x
y

)
, B(t) =

(
et

t

)
·

Le polynôme caractéristique de A est λ2 − 11λ+ 28 = (λ− 4)(λ− 7).

Un vecteur propre associé à la valeur propre 4 (resp. 7) est

(
2
1

)
(resp.

(
1
−1

)
)

A = PDP−1 où P =

(
2 1
1 −1

)
et P−1 =

1

3

(
1 1
1 −2

)
·

Avec les notations précédentes, (L1) : Y
′ = DY + P−1B(t), Y =

(
u
v

)

(L1) ⇐⇒




u′ = 4u+
1

3
(et + t),

v′ = 7v +
1

3
(et − 2t).

En déterminant une primitive de t �→ te−4t en intégrant par parties ou en écrivant
qu’elle est de la forme (ct+ d)e−4t, on obtient :

u′ = 4u+
1

3
(et + t) ⇐⇒ d

dt

(
e−4tu(t)

)
=

1

3

d

dt

[
− e−3t

3
− 1

4

(
t+

1

4

)
e−4t

]
·

D’où : ∃α ∈ R, ∀t ∈ R, u(t) = αe4t − 1

3

[et
3

+
1

4

(
t+

1

4

)]
·

En procédant de même, on obtient v(t) = βe7t +
1

3

[
− et

6
+

2

7

(
t+

1

7

)]
·

On conclut en écrivant : x = 2u+ v et y = u− v

Deuxième méthode : si λ1, · · · , λn sont les valeurs propres de A dans K et
(X1, . . . , Xn) base de vecteurs propres associés aux λi, la famille (ϕ1, . . . , ϕn) telle
que ϕi(t) = eλitXi est un système fondamental de solutions de (H). En effet, pour
tout i ∈ [[1, n]], ϕ′

i(t) = λiϕi(t) = Aϕi(t). Si R(t) est la matrice de Mn(K) dont les
colonnes sont les coordonnées des vecteurs ϕ1(t), . . . , ϕn(t) dans la base canonique
de Kn, on a : det(R(0)) = detB

(
X1, . . . , Xn

)
�= 0 car (X1, . . . , Xn) est libre puisque

A est diagonalisable. D’après un théorème précédent, (ϕ1(0), . . . , ϕn(0)) étant libre
dans Kn, (ϕ1, . . . , ϕn) est un système fondamental de solutions. R(t) = PetD où
P = [X1 · · ·Xn]. Donc R(t)R(0)−1 = R(t)P−1 = PetDP−1 = etA.

Le théorème 2 permet d’achever la résolution de (L) puisque :

e(t−s)A = etAe−sA = R(t)
(
R(s)

)−1
.

On peut aussi utiliser la méthode de variation des constantes puisque l’on a un
système fondamental de solutions de (H).

Exemple

Déterminer les fonctions x et y telles que x(0) = y(0) = 0 et

{
x′ = 6x− 3y + e5t,
y′ = 2x+ y + 4.

Avec les notations précédentes, on a : ϕ1(t) = e3t
(
1
1

)
et ϕ2(t) = e4t

(
3
2

)
.

Donc R(t) =

(
e3t 3e4t

e3t 2e4t

)
. D’où

(
R(s)

)−1
=

(
−2e−3s 3e−3s

e−4s −e−4s

)
.

Donc X(t) = R(t)

∫ t

0

(
R(s)

)−1
B(s)ds ie.

{
x(t) = 5e3t − 6e4t + 2e5t − 1,
y(t) = 5e3t − 4e4t + e5t − 2.
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6.3. Cas où A est trigonalisable

Il existe P ∈ GLn(K) tel que A = P T P−1 où T est triangulaire supérieure.

On pose X = P Y et (L) ⇒ (L2) : Y
′ = T Y + P−1B(t).

La dernière ligne de (L2) est de la forme y′n = λnyn + hn(t). D’où yn(t).
Une fois fixée une solution de cette équation, la ligne précédente est une équation
linéaire du premier ordre en yn−1,etc. . .

Exemple

Résoudre le système différentiel suivant :

{
x′ = x+ y + sin(t),
y′ = −x+ 3y.

Il s’écrit X ′ = AX +B(t) où A =

(
1 1
−1 3

)
, X =

(
x
y

)
, B(t) =

(
sin(t)
0

)
·

Le polynôme caractéristique de A est (λ − 2)2. A �= I2, donc A n’est pas
diagonalisable. Trigonalisons la puisque son polynôme caractéristique est scindé
sur R. Le sous espace propre associé à la valeur propre 2 est la droite vectorielle

engendrée par le vecteur (1, 1) de R2. Soit la matrice de passage P =

(
1 0
1 1

)
·

Alors P−1 =

(
1 0
−1 1

)
et P−1AP = T =

(
2 1
0 2

)
. Posons Y =

(
u
v

)

(L1) : Y
′ = TY + P−1B(t) ⇐⇒

{
u′ = 2u+ v + sin(t),
v′ = 2v − sin(t).

v′ = 2v − sin(t) ⇐⇒ d

dt
(e−2tv(t)) = −e−2t sin(t) = −�m

(
e(−2+i)t

)
.

Donc : v′ = 2v − sin(t) ⇐⇒ d

dt

(
e−2tv(t)

)
=

d

dt

[
�m

(e(−2+i)t

2− i

)]
·

D’où : ∃α ∈ R, ∀t ∈ R, v(t) =
1

5
(2 sin(t) + cos(t)) + αe2t.

u′ = 2u+ v + sin(t) ⇐⇒ u′ = 2u+
1

5

(
7 sin(t) + cos(t)

)
+ αe2t.

En procédant de même, on trouve :

∃β ∈ R, ∀t ∈ R, u(t) = (αt+ β)e2t − 1

25

(
13 sin(t) + 9 cos(t)

)
.

X = PY ⇐⇒




x(t) = u(t) = (αt+ β)e2t − 1

25

(
13 sin(t) + 9 cos(t)

)
,

y(t) = u(t) + v(t) = (αt+ β + α)e2t − 1

25

(
3 sin(t) + 4 cos(t)

)
·

IV. Équations scalaires d’ordre 2

1. À coefficients constants (rappels)

1.1 Théorème
Soit H : y′′ + ay′ + by = 0 où (a, b) ∈ C2 ; f(r) = r2 + ar + b son polynôme
caractéristique de discriminant ∆ = a2 − 4b.
(i) Si ∆ �= 0, f(r) a deux zéros distincts r1, r2.

y ∈SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ C2, ∀t ∈ R, y(t) = λer1t + µer2t.
(ii) Si ∆ = 0, f(r) a un zéro double r1.

y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ C2, ∀t ∈ R, y(t) = er1t(λ+ µt).
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1.2. Théorème
Soit H : y′′ + ay′ + by = 0 où (a, b) ∈ R2.

(i) Si ∆ > 0, f(r) a deux zéros réels distincts r1 = α+ β, r2 = α− β.

y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀t ∈ R, y(t) = λer1t + µer2t.

y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(ν, τ) ∈ R2, ∀t ∈ R, y(t) = eαt(ν ch(βt) + τ sh(βt)).

(ii) Si ∆ < 0, f(r) a deux zéros r1 = α+ iβ, r2 = r1 où (α, β) ∈ R× R∗.

y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(ν, τ) ∈ R2, ∀t ∈ R, y(t) = eαt(ν cos(βt) + τ sin(βt)).

(iii) ∆ = 0, f(r) a un zéro double r1.

y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀t ∈ R, y(t) = er1t(λ+ µt).

2. Cas général

2.1. Théorème
Soient t0 ∈ I, (x0, x

′
0) ∈ K2, (a, b, c)∈(C(I,K))3. Il existe une unique I-

solution f de (L) : x′′ + a(t)x′ + b(t)x = c(t) telle que f(t0) = x0 et
f ′(t0) = x′

0.

Démonstration

Comme dans I.C.1.3. posons X =

(
x
x′

)
, B =

(
0
c

)
, A =

(
0 1
−b −a

)
. Alors :

(L) ⇐⇒ X ′ = A(t)X +B(t). Le théorème est une conséquence de I.C.2.��

2.2. Théorème
Soit (a, b, c)∈(C(I,K))3. Si (L) : x′′+a(t)x′+b(t)x = c(t), alors SI(L) est un
plan affine de C2(I,K) de direction SI(H) où (H) : x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0.

Démonstration

Il suffit d’utiliser les notations de la démonstration précédente et d’appliquer les
résultats de I.C. à F = K2.��
2.3. Wronskien

Définitions
Soit (a, b)∈(C(I,K))2. Si (H) : x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0, alors toute base de
SI(H) est appelée un système fondamental de I-solutions. Si u et v sont des
I-solutions, W = uv′ − u′v est le wronskien de ces solutions.

Propriétés

Avec les notations de la définition précédente,

a) W ′ + aW = 0.

b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (u, v) est une famille libre, (ii) ∃t0 ∈ I,W (t0) �= 0, (iii) ∀t ∈ I,W (t) �= 0.

Démonstration

a) W ′ = uv′′ − u′′v et vérification facile.

b) a été prouvé en I.C.3. (cf. notations de la démonstration de D.2.1.)��
3. Résolution de L
Notons (L) : y′′ + α(t)y′ + β(t)y = γ(t) où (α, β, γ) ∈ (C(I,K))3.
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6.3. Cas où A est trigonalisable

Il existe P ∈ GLn(K) tel que A = P T P−1 où T est triangulaire supérieure.
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′ = T Y + P−1B(t).
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Exemple
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{
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Il s’écrit X ′ = AX +B(t) où A =

(
1 1
−1 3

)
, X =

(
x
y

)
, B(t) =

(
sin(t)
0

)
·

Le polynôme caractéristique de A est (λ − 2)2. A �= I2, donc A n’est pas
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1 0
1 1

)
·

Alors P−1 =

(
1 0
−1 1

)
et P−1AP = T =

(
2 1
0 2

)
. Posons Y =

(
u
v

)

(L1) : Y
′ = TY + P−1B(t) ⇐⇒

{
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dt
(e−2tv(t)) = −e−2t sin(t) = −�m

(
e(−2+i)t

)
.
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dt

(
e−2tv(t)

)
=

d

dt

[
�m

(e(−2+i)t

2− i

)]
·

D’où : ∃α ∈ R, ∀t ∈ R, v(t) =
1

5
(2 sin(t) + cos(t)) + αe2t.

u′ = 2u+ v + sin(t) ⇐⇒ u′ = 2u+
1

5

(
7 sin(t) + cos(t)

)
+ αe2t.
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25

(
13 sin(t) + 9 cos(t)

)
.

X = PY ⇐⇒



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25

(
13 sin(t) + 9 cos(t)

)
,
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25

(
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)
·

IV. Équations scalaires d’ordre 2

1. À coefficients constants (rappels)

1.1 Théorème
Soit H : y′′ + ay′ + by = 0 où (a, b) ∈ C2 ; f(r) = r2 + ar + b son polynôme
caractéristique de discriminant ∆ = a2 − 4b.
(i) Si ∆ �= 0, f(r) a deux zéros distincts r1, r2.

y ∈SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ C2, ∀t ∈ R, y(t) = λer1t + µer2t.
(ii) Si ∆ = 0, f(r) a un zéro double r1.

y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ C2, ∀t ∈ R, y(t) = er1t(λ+ µt).
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1.2. Théorème
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y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀t ∈ R, y(t) = er1t(λ+ µt).

2. Cas général
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′
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0.
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Soit (a, b, c)∈(C(I,K))3. Si (L) : x′′+a(t)x′+b(t)x = c(t), alors SI(L) est un
plan affine de C2(I,K) de direction SI(H) où (H) : x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0.

Démonstration

Il suffit d’utiliser les notations de la démonstration précédente et d’appliquer les
résultats de I.C. à F = K2.��
2.3. Wronskien

Définitions
Soit (a, b)∈(C(I,K))2. Si (H) : x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0, alors toute base de
SI(H) est appelée un système fondamental de I-solutions. Si u et v sont des
I-solutions, W = uv′ − u′v est le wronskien de ces solutions.

Propriétés

Avec les notations de la définition précédente,

a) W ′ + aW = 0.

b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (u, v) est une famille libre, (ii) ∃t0 ∈ I,W (t0) �= 0, (iii) ∀t ∈ I,W (t) �= 0.

Démonstration

a) W ′ = uv′′ − u′′v et vérification facile.

b) a été prouvé en I.C.3. (cf. notations de la démonstration de D.2.1.)��
3. Résolution de L
Notons (L) : y′′ + α(t)y′ + β(t)y = γ(t) où (α, β, γ) ∈ (C(I,K))3.
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D’après I.C.5. et les notations de la démonstration de I.C.2. on a :

3.1. Théorème (méthode de variation des constantes)

Si l’on connâıt un système fondamental (u, v) de solutions de H, on cherche
une solution particulière de (L) sous la forme y(t) = c1(t)u(t)+ c2(t)v(t) où
c1 et c2 sont de classe C1 sur I et déterminées par c′1U + c′2V = B où

U =

(
u
u′

)
, V =

(
v
v′

)
et B =

(
0
γ

)
.

Exemple

Résoudre sur ]0,+∞[ l’équation différentielle (L) : y′′ + 3y′ + 2y =
x− 1

x2
e−x.

(H) : y′′+3y′+2y = 0 a pour polynôme caractéristique r2+3r+2 = (r+2)(r+1).
Donc : y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀x ∈ R, y(x) = λe−x + µe−2x.

f ∈ SR∗
+
(L) ⇐⇒ ∃(c1, c2) ∈ (C1(R∗

+,R))2, ∀x ∈ R∗
+, f(x) = c1(x)e

−x+c2(x)e
−2x.

c′1, c
′
2 sont déterminés par le système :

{
c′1(x)e

−x + c′2(x)e
−2x = 0,

−c′1(x)e
−x − 2c′2(x)e

−2x =
x− 1

x2
e−x.

D’où c′1(x) =
x− 1

x2
et c′2(x) =

1− x

x2
ex· Par une intégration facile on en déduit :

c1(x) = ln(x) +
1

x
+ λ et c2(x) = −ex

x
+ µ pour x ∈ ]0,+∞[.

y ∈ SR∗
+
(L) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀x ∈ ]0,+∞[, y(x) = e−x ln(x) + λe−x + µe−2x.

3.2. Si l’on connâıt une solution particulière

Soit u une solution de H ne s’annulant pas sur un intervalle J non réduit à
un point. y = uz ∈ SJ(H) si, et seulement si, Z = u2z′ ∈ SJ(G) où G est
une équation différentielle scalaire du premier ordre.

Démonstration

Si u ∈ SJ(H) et ne s’annule pas sur J , pour y ∈ SJ(H), z =
y

u
est définie sur J .

y = uz ⇒ y′ = u′z + uz′ ⇒ y′′ = u′′z + 2u′z′ + uz′′. Comme au′′ + bu′ + cu = 0,
y ∈ SJ(H) ⇐⇒ auz′′ + (bu+ 2au′)z′ = 0 ⇐⇒ a(u2z′)′ + b(u2z′) = 0 (1)

Soit Z(t) = exp
(∫ t

t0

− b(s)

a(s)
ds
)
. (1) est équvalent à u2(t)z′(t) = λZ(t) pour t ∈ J .

Donc, pour tout t ∈ J, z(t) = µ+ λ

∫ t

t0

Z(s)

u2(s)
ds et y(t) = u(t)z(t).

On obtient ainsi toutes les J-solutions de H, car les deux fonctions u et h (définie

par h(t) = u(t)

∫ t

t0

Z(s)

u2(s)
ds) constituent une base du plan SJ(H). En effet, d’après

les propriétés du wronskien vues précédemment, (h′u−hu′)(t0) = Z(t0) = 1 �= 0.��
3.3. Recherche d’une solution développable en série entière

Cette méthode a déjà été développée au chapitre 8. Elle peut être pratique lorsque
l’équation différentielle est à coefficients polynomiaux.

Notons que nous l’avons justifiée en exercice, au chapitre 8 lorsque les coefficients
sont des fonctions développables en série entière en 0.
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EXERCICES

1. Si ϕ1, . . . , ϕn sont n solutions deX ′ = A(t)X sur [a, b] et t0 ∈ [a, b], le wronskien
W de ϕ1, . . . , ϕn dans la base B est déterminé par :

W (t) = W (t0) exp
(∫ t

t0

tr
(
A(s)

)
ds
)
.

2. Résoudre l’équation différentielle (H) : 3(x2 + x)y′′ + (8x + 3)y′ + 2y = 0 sur
]− 1,+∞[. On pourra chercher les solutions développables en série entière en 0.

3. Discuter suivant les valeurs de a ∈ R les solutions réelles du système différentiel

(Ha) : X
′ = AX où A =




−(2a+ 3) 3a+ 5 −(3a+ 5)
2a− 2 −(3a− 2) (3a− 1)
2a −(3a+ 1) (3a+ 2)


 et X =




x
y
z


.

4. Soient I un intervalle de R non réduit à un point et f ∈ C(I,R). Déterminer
les solutions de l’équation différentielle (L) : y(n) = f(x) qui vérifient y(k)(0) = 0
pour tout k ∈ [[0, n− 1]].

5. Soit (H) : X ′ = AX où A ∈ Mn(C). Montrer que (i) ⇐⇒ (ii).

(i) Toute solution de (H) est bornée.

(ii) A est diagonalisable et Sp(A) ⊂ Ri.

6. Soit E : xy′′ + y′ + xy = 0.

a. Déterminer les solutions développables en série entière ; on note f0 la solution
développable en série entière telle que f0(0) = 1.

b. Montrer que, si f est solution sur ]0, a[ , alors (f0, f) est libre si, et seulement
si, f n’est pas bornée au voisinage de 0.

7. Soient (L) : y′′ + e−t2y = sin(t) et f ∈ SI(L) où I = [0,+∞[. Si f ∈ B(I) et
f2 ∈ L1(I,R), montrer que f(x) −−−−→

x→+∞
0.

On pourra étudier l’intégrabilité de f ′′ − sin sur I.

8. Soit (H) : y′′ + q(x)y = 0 où q ∈ D(R+,R) est croissante et de limite +∞ en
+∞. Montrer que toute solution de (H) sur R+ est bornée. On pourra considérer
ϕ = f2 + f ′2q−1 si f ∈ SR+(H).

9. Soit (H) : y′′+q(x)y = 0 où q ∈ C(R+,R)∩L1(R+,R). Montrer que si f est une
solution bornée de (H), alors f ′(x) −−−−→

x→+∞
0 et il existe des solutions non bornées.

On pourra utiliser le wronskien.
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D’après I.C.5. et les notations de la démonstration de I.C.2. on a :

3.1. Théorème (méthode de variation des constantes)

Si l’on connâıt un système fondamental (u, v) de solutions de H, on cherche
une solution particulière de (L) sous la forme y(t) = c1(t)u(t)+ c2(t)v(t) où
c1 et c2 sont de classe C1 sur I et déterminées par c′1U + c′2V = B où

U =

(
u
u′

)
, V =

(
v
v′

)
et B =

(
0
γ

)
.

Exemple

Résoudre sur ]0,+∞[ l’équation différentielle (L) : y′′ + 3y′ + 2y =
x− 1

x2
e−x.

(H) : y′′+3y′+2y = 0 a pour polynôme caractéristique r2+3r+2 = (r+2)(r+1).
Donc : y ∈ SR(H) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀x ∈ R, y(x) = λe−x + µe−2x.

f ∈ SR∗
+
(L) ⇐⇒ ∃(c1, c2) ∈ (C1(R∗

+,R))2, ∀x ∈ R∗
+, f(x) = c1(x)e

−x+c2(x)e
−2x.

c′1, c
′
2 sont déterminés par le système :

{
c′1(x)e

−x + c′2(x)e
−2x = 0,

−c′1(x)e
−x − 2c′2(x)e

−2x =
x− 1

x2
e−x.

D’où c′1(x) =
x− 1

x2
et c′2(x) =

1− x

x2
ex· Par une intégration facile on en déduit :

c1(x) = ln(x) +
1

x
+ λ et c2(x) = −ex

x
+ µ pour x ∈ ]0,+∞[.

y ∈ SR∗
+
(L) ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀x ∈ ]0,+∞[, y(x) = e−x ln(x) + λe−x + µe−2x.

3.2. Si l’on connâıt une solution particulière

Soit u une solution de H ne s’annulant pas sur un intervalle J non réduit à
un point. y = uz ∈ SJ(H) si, et seulement si, Z = u2z′ ∈ SJ(G) où G est
une équation différentielle scalaire du premier ordre.

Démonstration

Si u ∈ SJ(H) et ne s’annule pas sur J , pour y ∈ SJ(H), z =
y

u
est définie sur J .

y = uz ⇒ y′ = u′z + uz′ ⇒ y′′ = u′′z + 2u′z′ + uz′′. Comme au′′ + bu′ + cu = 0,
y ∈ SJ(H) ⇐⇒ auz′′ + (bu+ 2au′)z′ = 0 ⇐⇒ a(u2z′)′ + b(u2z′) = 0 (1)

Soit Z(t) = exp
(∫ t

t0

− b(s)

a(s)
ds
)
. (1) est équvalent à u2(t)z′(t) = λZ(t) pour t ∈ J .

Donc, pour tout t ∈ J, z(t) = µ+ λ

∫ t

t0

Z(s)

u2(s)
ds et y(t) = u(t)z(t).

On obtient ainsi toutes les J-solutions de H, car les deux fonctions u et h (définie

par h(t) = u(t)

∫ t

t0

Z(s)

u2(s)
ds) constituent une base du plan SJ(H). En effet, d’après

les propriétés du wronskien vues précédemment, (h′u−hu′)(t0) = Z(t0) = 1 �= 0.��
3.3. Recherche d’une solution développable en série entière

Cette méthode a déjà été développée au chapitre 8. Elle peut être pratique lorsque
l’équation différentielle est à coefficients polynomiaux.

Notons que nous l’avons justifiée en exercice, au chapitre 8 lorsque les coefficients
sont des fonctions développables en série entière en 0.
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EXERCICES
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W de ϕ1, . . . , ϕn dans la base B est déterminé par :

W (t) = W (t0) exp
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.

2. Résoudre l’équation différentielle (H) : 3(x2 + x)y′′ + (8x + 3)y′ + 2y = 0 sur
]− 1,+∞[. On pourra chercher les solutions développables en série entière en 0.
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−(2a+ 3) 3a+ 5 −(3a+ 5)
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2a −(3a+ 1) (3a+ 2)
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
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4. Soient I un intervalle de R non réduit à un point et f ∈ C(I,R). Déterminer
les solutions de l’équation différentielle (L) : y(n) = f(x) qui vérifient y(k)(0) = 0
pour tout k ∈ [[0, n− 1]].

5. Soit (H) : X ′ = AX où A ∈ Mn(C). Montrer que (i) ⇐⇒ (ii).

(i) Toute solution de (H) est bornée.

(ii) A est diagonalisable et Sp(A) ⊂ Ri.

6. Soit E : xy′′ + y′ + xy = 0.

a. Déterminer les solutions développables en série entière ; on note f0 la solution
développable en série entière telle que f0(0) = 1.

b. Montrer que, si f est solution sur ]0, a[ , alors (f0, f) est libre si, et seulement
si, f n’est pas bornée au voisinage de 0.

7. Soient (L) : y′′ + e−t2y = sin(t) et f ∈ SI(L) où I = [0,+∞[. Si f ∈ B(I) et
f2 ∈ L1(I,R), montrer que f(x) −−−−→
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0.

On pourra étudier l’intégrabilité de f ′′ − sin sur I.

8. Soit (H) : y′′ + q(x)y = 0 où q ∈ D(R+,R) est croissante et de limite +∞ en
+∞. Montrer que toute solution de (H) sur R+ est bornée. On pourra considérer
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x→+∞
0 et il existe des solutions non bornées.
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10. Résoudre
[
1 − cos(4x)

]
y′′ + 2y′ sin(4x) − 8y = 0 sur

]
0 ,

π

2

[
sachant qu’elle

admet deux solutions u et v vérifiant uv = 1.

11. Résoudre xy′ + |y| = x2 +
3

2
, y(1) = −1.

12. Résoudre (1 + x2)y′′ + xy′ − y = 0.

13. Soit E : y′ − y = ln(x).
a. Étudier le comportement des solutions au voisinage de 0, de +∞.
b. Donner l’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale admet
une tangente horizontale, un point d’inflexion.
c. Donner l’allure des courbes intégrales.

14. a. Si A∈Mn(R) montrer que chaque courbe intégrale du système différentiel
X ′ = AX est tracée dans un sous-espace affine de direction Im(A).
b. On munit M3,1(R) de sa structure euclidienne canonique et on suppose que
A∈M3(R) et est antisymétrique. Montrer que toute solution de X ′ = AX est de
norme constante. Étudier la réciproque. Que peut-on en déduire pour les courbes
intégrales ?

15. Si p, q, h sont des éléments de C
(
[a, b],R

)
, q � 0, (α, β)∈R2, montrer que

y′′ + p(x)y′ − q(x)y = h(x), y(a) = α, y(b) = β admet une et une seule solution.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. D’après le théorème de dérivation d’une forme n-linéaire, vu au chapitre 6 :

W ′(t) =

n∑
k=1

detB
(
ϕ1(t), · · · , ϕk−1(t), ϕ

′
k(t), ϕk+1(t), · · · , ϕn(t)

)
.

Or ϕ′
k = Aϕk. Donc detB

(
ϕ1(t), · · · , ϕk−1(t), ϕ

′
k(t), ϕk+1(t), · · · , ϕn(t)

)
= ∆k est

le déterminant d’une matrice dont les colonnes sont C1, . . . , Cn sauf la k-ième

colonne Ck =

n∑
i=1

ai,kCi. Du caractère n-linéaire et alterné du déterminant, on

déduit que ∆k = ak,k∆ où ∆(t) = detB
(
ϕ1(t), · · · , ϕn(t)

)
.

Donc, pour tout t ∈ [a, b],W ′(t) =

n∑
k=1

ak,kW (t) = tr
(
A(t)

)
W (t).

W est solution sur [a, b] de l’équation différentielle linéaire scalaire du premier
ordre y′ = tr

(
A(t)

)
y. D’où le résultat.

2. a. Recherchons les solutions de (H) développables en série entière en 0.
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Si y(x) =
∑
n�0

anx
n, x ∈ ] − R,+R[, R > 0, alors, d’après le cours sur les séries

entières, y ∈ C∞(]−R,R[,R), y′(x) =
∑
n�1

nanx
n−1 et y′′(x) =

∑
n�2

n(n−1)anx
n−2.

3(x2 + x)
∑
n�2

n(n− 1)anx
n−2 + (8x+ 3)

∑
n�1

nanx
n−1 + 2

∑
n�0

anx
n = 0. (1)

De l’unicité des coefficients du développement en série entière de la fonction nulle,
on déduit que : (1) ⇐⇒ ∀n � 1, 3nan = −(3n− 1)an−1

Si a0 = 0, alors y est la fonction nulle et R = +∞.

Si a0 �= 0, alors an �= 0 pour tout n ∈ N et comme
∣∣∣ an
an−1

∣∣∣ −−−→
n→∞

1, on a R = 1.

Par une récurrence facile on a an = −2

3

(
− 2

3
− 1

)
· · ·

(
− 2

3
− n+ 1

)a0
n!

·
Du cours sur les séries entières, on déduit que, pour tout x ∈ ]− 1, 1[, on a :

y(x) = a0(1 + x)−2/3. Notons u : ] − 1,+∞[→ R, x �→ (1 + x)−2/3. L’ensemble
des solutions développable en série entière en 0 de (H) est la droite vectorielle
engendrée par la restriction de u à ]− 1, 1[.

b. Résolution de (H) sur I1 et I2 où I1 = ]− 1, 0[ et I2 = ]0,+∞[.

On vérifie que u est solution de (H) sur chacun des intervalles I1, I2 et ne s’y annule
pas. On cherche (cf. cours) les autres solutions de (H) en posant y = uz ; on est
ramené à résoudre l’équation différentielle linéaire du premier ordre en Z = u2z′ :

3x(x+ 1)Z ′ + (8x+ 3)Z = 0 (2)

Comme
8X + 3

3X(X + 1)
=

1

X
+

5

3(X + 1)
, on a :

(2) ⇐⇒ ∀j ∈ {1, 2}, ∃λj ∈ R, ∀x ∈ Ij , Z(x) = u2z′(x) = λjx
−1(x+ 1)−5/3.

(2) ⇐⇒ ∀x ∈ Ij , z
′(x) =

λj

x 3
√
1 + x

·

Le changement de variable t = 3
√
1 + x permet de ramener le calcul d’une

primitive ϕ de x �→ 1

x 3
√
1 + x

à celui de la fonction rationnelle t �→ 3t

t3 − 1
qui,

après décomposition en éléments simples conduit au résultat. Mais les calculettes
donnent pour x ∈ Ij ,

ϕ(x) =
1

2
ln
( (

3
√
1 + x− 1

)2
3
√
(1 + x)2 + 3

√
1 + x+ 1

)
+
√
3 arctan

(2 3
√
1 + x+ 1√

3

)
·

Donc, il existe des constantes réelles λj et µj telles que zj(x) = λjϕ + µj pour
tout x ∈ Ij . On déduit du cours que SIj (H) est le plan vectoriel Vect(uj , vj) où
les fonctions uj et vj sont u

Ij
et (uϕ)

Ij
.

c. Résolution sur J = ]− 1,+∞[.

Si f ∈ SJ(H), alors d’après b), il existe (λ2, µ2, λ1, µ1) ∈ R4 tel que :

∀x ∈ I1, f(x) = u(x)
(
λ1ϕ(x) + µ1

)
; ∀x ∈ I2, f(x) = u(x)

(
λ2ϕ(x) + µ2

)
.

ϕ(x) −−−→
x→0

−∞ et u(x) −−−→
x→0

u(0) = 1. La fonction f étant continue en 0,

nécessairement, λ1 = λ2 = 0 et µ1 = µ2 = µ. Donc f = µu où µ ∈ R.

Réciproquement, pour tout λ ∈ R, la fonction λu est J-solution de H.

Donc SJ(H) = Ru.
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10. Résoudre
[
1 − cos(4x)

]
y′′ + 2y′ sin(4x) − 8y = 0 sur

]
0 ,

π

2

[
sachant qu’elle

admet deux solutions u et v vérifiant uv = 1.

11. Résoudre xy′ + |y| = x2 +
3

2
, y(1) = −1.

12. Résoudre (1 + x2)y′′ + xy′ − y = 0.

13. Soit E : y′ − y = ln(x).
a. Étudier le comportement des solutions au voisinage de 0, de +∞.
b. Donner l’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale admet
une tangente horizontale, un point d’inflexion.
c. Donner l’allure des courbes intégrales.

14. a. Si A∈Mn(R) montrer que chaque courbe intégrale du système différentiel
X ′ = AX est tracée dans un sous-espace affine de direction Im(A).
b. On munit M3,1(R) de sa structure euclidienne canonique et on suppose que
A∈M3(R) et est antisymétrique. Montrer que toute solution de X ′ = AX est de
norme constante. Étudier la réciproque. Que peut-on en déduire pour les courbes
intégrales ?

15. Si p, q, h sont des éléments de C
(
[a, b],R

)
, q � 0, (α, β)∈R2, montrer que

y′′ + p(x)y′ − q(x)y = h(x), y(a) = α, y(b) = β admet une et une seule solution.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. D’après le théorème de dérivation d’une forme n-linéaire, vu au chapitre 6 :

W ′(t) =

n∑
k=1

detB
(
ϕ1(t), · · · , ϕk−1(t), ϕ

′
k(t), ϕk+1(t), · · · , ϕn(t)

)
.

Or ϕ′
k = Aϕk. Donc detB

(
ϕ1(t), · · · , ϕk−1(t), ϕ

′
k(t), ϕk+1(t), · · · , ϕn(t)

)
= ∆k est

le déterminant d’une matrice dont les colonnes sont C1, . . . , Cn sauf la k-ième

colonne Ck =

n∑
i=1

ai,kCi. Du caractère n-linéaire et alterné du déterminant, on

déduit que ∆k = ak,k∆ où ∆(t) = detB
(
ϕ1(t), · · · , ϕn(t)

)
.

Donc, pour tout t ∈ [a, b],W ′(t) =

n∑
k=1

ak,kW (t) = tr
(
A(t)

)
W (t).

W est solution sur [a, b] de l’équation différentielle linéaire scalaire du premier
ordre y′ = tr

(
A(t)

)
y. D’où le résultat.

2. a. Recherchons les solutions de (H) développables en série entière en 0.

Solutions des exercices 487

Si y(x) =
∑
n�0

anx
n, x ∈ ] − R,+R[, R > 0, alors, d’après le cours sur les séries

entières, y ∈ C∞(]−R,R[,R), y′(x) =
∑
n�1

nanx
n−1 et y′′(x) =

∑
n�2

n(n−1)anx
n−2.

3(x2 + x)
∑
n�2

n(n− 1)anx
n−2 + (8x+ 3)

∑
n�1

nanx
n−1 + 2

∑
n�0

anx
n = 0. (1)

De l’unicité des coefficients du développement en série entière de la fonction nulle,
on déduit que : (1) ⇐⇒ ∀n � 1, 3nan = −(3n− 1)an−1

Si a0 = 0, alors y est la fonction nulle et R = +∞.

Si a0 �= 0, alors an �= 0 pour tout n ∈ N et comme
∣∣∣ an
an−1

∣∣∣ −−−→
n→∞

1, on a R = 1.

Par une récurrence facile on a an = −2

3

(
− 2

3
− 1

)
· · ·

(
− 2

3
− n+ 1

)a0
n!

·
Du cours sur les séries entières, on déduit que, pour tout x ∈ ]− 1, 1[, on a :

y(x) = a0(1 + x)−2/3. Notons u : ] − 1,+∞[→ R, x �→ (1 + x)−2/3. L’ensemble
des solutions développable en série entière en 0 de (H) est la droite vectorielle
engendrée par la restriction de u à ]− 1, 1[.

b. Résolution de (H) sur I1 et I2 où I1 = ]− 1, 0[ et I2 = ]0,+∞[.

On vérifie que u est solution de (H) sur chacun des intervalles I1, I2 et ne s’y annule
pas. On cherche (cf. cours) les autres solutions de (H) en posant y = uz ; on est
ramené à résoudre l’équation différentielle linéaire du premier ordre en Z = u2z′ :

3x(x+ 1)Z ′ + (8x+ 3)Z = 0 (2)

Comme
8X + 3

3X(X + 1)
=

1

X
+

5

3(X + 1)
, on a :

(2) ⇐⇒ ∀j ∈ {1, 2}, ∃λj ∈ R, ∀x ∈ Ij , Z(x) = u2z′(x) = λjx
−1(x+ 1)−5/3.

(2) ⇐⇒ ∀x ∈ Ij , z
′(x) =

λj

x 3
√
1 + x

·

Le changement de variable t = 3
√
1 + x permet de ramener le calcul d’une

primitive ϕ de x �→ 1

x 3
√
1 + x

à celui de la fonction rationnelle t �→ 3t

t3 − 1
qui,

après décomposition en éléments simples conduit au résultat. Mais les calculettes
donnent pour x ∈ Ij ,

ϕ(x) =
1

2
ln
( (

3
√
1 + x− 1

)2
3
√

(1 + x)2 + 3
√
1 + x+ 1

)
+
√
3 arctan

(2 3
√
1 + x+ 1√

3

)
·

Donc, il existe des constantes réelles λj et µj telles que zj(x) = λjϕ + µj pour
tout x ∈ Ij . On déduit du cours que SIj (H) est le plan vectoriel Vect(uj , vj) où
les fonctions uj et vj sont u

Ij
et (uϕ)

Ij
.

c. Résolution sur J = ]− 1,+∞[.

Si f ∈ SJ(H), alors d’après b), il existe (λ2, µ2, λ1, µ1) ∈ R4 tel que :

∀x ∈ I1, f(x) = u(x)
(
λ1ϕ(x) + µ1

)
; ∀x ∈ I2, f(x) = u(x)

(
λ2ϕ(x) + µ2

)
.

ϕ(x) −−−→
x→0

−∞ et u(x) −−−→
x→0

u(0) = 1. La fonction f étant continue en 0,

nécessairement, λ1 = λ2 = 0 et µ1 = µ2 = µ. Donc f = µu où µ ∈ R.

Réciproquement, pour tout λ ∈ R, la fonction λu est J-solution de H.

Donc SJ(H) = Ru.
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Remarque : les lecteurs curieux pourront utiliser les méthodes exposées précédem-
ment pour résoudre (H) sur ]−∞, 0[ puis sur R. Ils pourront montrer que la seule
R-solution est la fonction nulle.

3. (Ha) est un système différentiel linéaire homogène à coefficients constants.
Le polynôme caractéristique de A est χA(X) = (1−X)(X2 + 2aX + 1).
Soit B = (e1, e2, e3) la base canonique du C-espace vectoriel C3 et u l’endomor-
phisme de C3 canoniquement associé à A.

• Si a2 �= 1, la matrice A a trois racines complexes simples. Elle est diagonalisable
sur C. Comme (X2+2aX +1) = (X − r1)(X − r2), on a r1r2 = 1. On peut, à bon
droit, choisir θ ∈ C tel que r1 = eθ et r2 = e−θ. (La fonction exp est une surjection
de C sur C∗.) Donc a = − ch(θ) et θ �= 0 car a2 �= 1.

Sous-espace propre associé à la valeur propre r1 : Er1(u) = Ce′1

La matrice A−eθI3 =




−3 + e−θ 5− 3 ch(θ) 3 ch(θ)− 5
−2− 2 ch(θ) 2 + 3 ch(θ)− eθ −1− 3 ch(θ)
−2 ch(θ) 3 ch(θ)− 1 2− 3 ch(θ)− eθ


 est de

rang 2. Si L1, L2, L3 sont les lignes de cette matrice, L1+L2 et L2−L3 donnent les

lignes

(
−5− eθ 7− eθ −6

2 −3 + eθ 3− eθ

)
qui sont indépendantes. Du calcul des trois

mineurs, on déduit e′1 = (eθ + 3e−θ − 4)e1 + (−eθ + 3e−θ − 2)e2 + (−eθ + e−θ)e3.

On passe de r1 à r2 en changeant θ en −θ. D’où : Er2(u) = Ce′2
avec e′2 = (e−θ + 3eθ − 4)e1 + (−e−θ + 3eθ − 2)e2 + (−e−θ + eθ)e3.

Enfin E1(u) = Ce′3 où e′3 = e2 + e3.

Donnons maintenant les solutions réelles de (Ha).

•• Si |a| > 1, on peut choisir θ réel, et on le fait. X ∈ SR(Ha) si, et seulement si,
il existe (α1, α2, α3) ∈ R3 tel que : ∀t ∈ R, X(t) = α1e

r1te1 + α2e
r2te2 + α3e

te3.

ie.




x(t) = α1 exp(te
θ)(eθ + 3e−θ − 4) + α2 exp(te

−θ)(3eθ + e−θ − 4),
y(t) = α1 exp(te

θ)(−eθ + 3e−θ − 2) + α2 exp(te
−θ)(3eθ − e−θ − 2) + α3e

t,
z(t) = α1 exp(te

θ)(−eθ + e−θ) + α2 exp(te
−θ)(eθ − e−θ) + α3e

t.

•• Si |a| < 1, on peut choisir θ = iϕ avec ϕ ∈ R, et on le fait. Comme les
composantes de e1, e2 et e3 sont réelles, les solutions réelles sont données par :
∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R, X(t) = �e

[
(α+ iβ)etr1e′1

]
+ γete′3.




x(t) = exp(t cosϕ)
[
α
(
cos(ϕ+ t sinϕ

)
+ 3 cos(−ϕ+ t sinϕ)− 4 cos(t sinϕ)

)

−β
(
sin(ϕ+ t sinϕ) + 3 sin(−ϕ+ t sinϕ)− 4 sin(t sinϕ)

)]
.

y(t) = exp(t cosϕ)
[
α
(
− cos(ϕ+ t sinϕ

)
+ 3 cos(−ϕ+ t sinϕ)− 2 cos(t sinϕ)

)

+β
(
− sin(ϕ+ t sinϕ) + 3 sin(−ϕ+ t sinϕ)− 2 sin(t sinϕ)

)]
+ γet.

z(t) = 2 sinϕ exp(t cosϕ)
[
α sin(t sinϕ) + β cos(t sinϕ)

]
+ γet.

• Si a = −1, χA(X) = (1−X)3. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, on a :

A = I3+B où B ∈ M3(R) et B3 = 0. Donc exp(tA) = etetB = et
[
I3+ tB+

t2

2
B2

]

car B3 = 0. Le calcul donne B =




−2 2 −2
−4 4 −4
−2 2 −2


 et B2 = 0.
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D’où : ∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R,




x(t)
y(t)
z(t)


 = et

(
I3 + tB

)



α
β
γ


.

ie. ∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R,




x(t) = et
(
α+ 2(β − γ − α)t

)
,

y(t) = et
(
β + 4(−α+ β − γ)t

)
,

z(t) = et
(
γ + 2(−α+ β − γ)t

)
.

• Si a = 1 alors χA = (1−X)(1 +X)2. Comme le rang de A+ I3 est égal à 2, on
conclut que A n’est pas diagonalisable. Son polynôme caractéristique étant scindé
sur R, la matrice A est trigonalisable sur R.
On a ε1 = e′1 tel que u(ε1) = ε1. On obtient facilement ε2 tel que u(ε2) = −ε2 ;

ε2 = 2e1 + e2. On trouve ε3 = −2e1 + e3 tel que u(ε3) = −ε3 + ε2. D’où
B′ = (ε1, ε2, ε3) une base de R3 telle que si P est la matrice de passage de B

à B′, alors A = PTP−1 où P =




0 2 −2
1 1 0
1 0 1


 et T = MB′(u) =




1 0 0
0 −1 1
0 0 −1


.

En procédant comme indiqué dans le cours, on résout (H1) : X ′
1 = TX1 et l’on

déduit X = PX1. On a : (H1) ⇐⇒




x′
1 = x1

y′1 = −y1 + z1
z′1 = −z1

D’où (H1) ⇐⇒ ∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R,




x1 = αet,
y′1 + y1 = γe−t,
z1 = γe−t.

Or y′1 + y1 = γe−t ⇐⇒ d

dt

(
ety1(t)

)
= γ ⇐⇒ ∃β ∈ R, ∀t ∈ R, ety1(t) = β + γt,

donc : ∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R,




x(t) = 2e−t
[
γt+ β − γ

]
,

y(t) = αet + (γt+ β)e−t,
z(t) = αet + γe−t.

4. Première méthode : Le système différentiel

{
y(n) = f(x)
y(k)(0) = 0, 0 � k � n− 1.

est

équivalent à (L)
{
X ′ = AX +B(x)
Y (0) = 0.

avec
t
X = ( y y′ . . . y(n−1) ),

A = (ai,j) ∈ Mn(R) où les ai,j sont tous nuls sauf les ai,i+1, 1 � i � n − 1 qui

sont égaux à 1 et
t
B(x) = ( 0 0 · · · f(x) ) ∈ M1,n(R). D’après le théorème

de Cauchy-Lipschitz linéaire, (L) a une unique R solution qui s’écrit sous forme

intégrale : X(x) = exAX(0) +

∫ x

0

e(x−t)AB(t)dt.

Comme An = 0, on a : exp(xA) =

n−1∑
k=0

xkAk

k!
· La première ligne de exp(xA) est

(
1 x

x2

2
. . .

xn−1

(n− 1)!

)
. Donc la première ligne de exp((x − t)A)B(t) est

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) ; d’où y(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

Deuxième méthode

Unicité : Si y est une R-solution de (L), alors le théorème de Taylor-Laplace donne :

y(x) = y(0) + y′(0) + · · ·+
∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
y(n)(t)dt =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.
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Remarque : les lecteurs curieux pourront utiliser les méthodes exposées précédem-
ment pour résoudre (H) sur ]−∞, 0[ puis sur R. Ils pourront montrer que la seule
R-solution est la fonction nulle.

3. (Ha) est un système différentiel linéaire homogène à coefficients constants.
Le polynôme caractéristique de A est χA(X) = (1−X)(X2 + 2aX + 1).
Soit B = (e1, e2, e3) la base canonique du C-espace vectoriel C3 et u l’endomor-
phisme de C3 canoniquement associé à A.

• Si a2 �= 1, la matrice A a trois racines complexes simples. Elle est diagonalisable
sur C. Comme (X2+2aX +1) = (X − r1)(X − r2), on a r1r2 = 1. On peut, à bon
droit, choisir θ ∈ C tel que r1 = eθ et r2 = e−θ. (La fonction exp est une surjection
de C sur C∗.) Donc a = − ch(θ) et θ �= 0 car a2 �= 1.

Sous-espace propre associé à la valeur propre r1 : Er1(u) = Ce′1

La matrice A−eθI3 =




−3 + e−θ 5− 3 ch(θ) 3 ch(θ)− 5
−2− 2 ch(θ) 2 + 3 ch(θ)− eθ −1− 3 ch(θ)
−2 ch(θ) 3 ch(θ)− 1 2− 3 ch(θ)− eθ


 est de

rang 2. Si L1, L2, L3 sont les lignes de cette matrice, L1+L2 et L2−L3 donnent les

lignes

(
−5− eθ 7− eθ −6

2 −3 + eθ 3− eθ

)
qui sont indépendantes. Du calcul des trois

mineurs, on déduit e′1 = (eθ + 3e−θ − 4)e1 + (−eθ + 3e−θ − 2)e2 + (−eθ + e−θ)e3.

On passe de r1 à r2 en changeant θ en −θ. D’où : Er2(u) = Ce′2
avec e′2 = (e−θ + 3eθ − 4)e1 + (−e−θ + 3eθ − 2)e2 + (−e−θ + eθ)e3.

Enfin E1(u) = Ce′3 où e′3 = e2 + e3.

Donnons maintenant les solutions réelles de (Ha).

•• Si |a| > 1, on peut choisir θ réel, et on le fait. X ∈ SR(Ha) si, et seulement si,
il existe (α1, α2, α3) ∈ R3 tel que : ∀t ∈ R, X(t) = α1e

r1te1 + α2e
r2te2 + α3e

te3.

ie.




x(t) = α1 exp(te
θ)(eθ + 3e−θ − 4) + α2 exp(te

−θ)(3eθ + e−θ − 4),
y(t) = α1 exp(te

θ)(−eθ + 3e−θ − 2) + α2 exp(te
−θ)(3eθ − e−θ − 2) + α3e

t,
z(t) = α1 exp(te

θ)(−eθ + e−θ) + α2 exp(te
−θ)(eθ − e−θ) + α3e

t.

•• Si |a| < 1, on peut choisir θ = iϕ avec ϕ ∈ R, et on le fait. Comme les
composantes de e1, e2 et e3 sont réelles, les solutions réelles sont données par :
∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R, X(t) = �e

[
(α+ iβ)etr1e′1

]
+ γete′3.




x(t) = exp(t cosϕ)
[
α
(
cos(ϕ+ t sinϕ

)
+ 3 cos(−ϕ+ t sinϕ)− 4 cos(t sinϕ)

)

−β
(
sin(ϕ+ t sinϕ) + 3 sin(−ϕ+ t sinϕ)− 4 sin(t sinϕ)

)]
.

y(t) = exp(t cosϕ)
[
α
(
− cos(ϕ+ t sinϕ

)
+ 3 cos(−ϕ+ t sinϕ)− 2 cos(t sinϕ)

)

+β
(
− sin(ϕ+ t sinϕ) + 3 sin(−ϕ+ t sinϕ)− 2 sin(t sinϕ)

)]
+ γet.

z(t) = 2 sinϕ exp(t cosϕ)
[
α sin(t sinϕ) + β cos(t sinϕ)

]
+ γet.

• Si a = −1, χA(X) = (1−X)3. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, on a :

A = I3+B où B ∈ M3(R) et B3 = 0. Donc exp(tA) = etetB = et
[
I3+ tB+

t2

2
B2

]

car B3 = 0. Le calcul donne B =




−2 2 −2
−4 4 −4
−2 2 −2


 et B2 = 0.

Solutions des exercices 489

D’où : ∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R,




x(t)
y(t)
z(t)


 = et

(
I3 + tB

)



α
β
γ


.

ie. ∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R,




x(t) = et
(
α+ 2(β − γ − α)t

)
,

y(t) = et
(
β + 4(−α+ β − γ)t

)
,

z(t) = et
(
γ + 2(−α+ β − γ)t

)
.

• Si a = 1 alors χA = (1−X)(1 +X)2. Comme le rang de A+ I3 est égal à 2, on
conclut que A n’est pas diagonalisable. Son polynôme caractéristique étant scindé
sur R, la matrice A est trigonalisable sur R.
On a ε1 = e′1 tel que u(ε1) = ε1. On obtient facilement ε2 tel que u(ε2) = −ε2 ;

ε2 = 2e1 + e2. On trouve ε3 = −2e1 + e3 tel que u(ε3) = −ε3 + ε2. D’où
B′ = (ε1, ε2, ε3) une base de R3 telle que si P est la matrice de passage de B

à B′, alors A = PTP−1 où P =




0 2 −2
1 1 0
1 0 1


 et T = MB′(u) =




1 0 0
0 −1 1
0 0 −1


.

En procédant comme indiqué dans le cours, on résout (H1) : X ′
1 = TX1 et l’on

déduit X = PX1. On a : (H1) ⇐⇒




x′
1 = x1

y′1 = −y1 + z1
z′1 = −z1

D’où (H1) ⇐⇒ ∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R,




x1 = αet,
y′1 + y1 = γe−t,
z1 = γe−t.

Or y′1 + y1 = γe−t ⇐⇒ d

dt

(
ety1(t)

)
= γ ⇐⇒ ∃β ∈ R, ∀t ∈ R, ety1(t) = β + γt,

donc : ∃(α, β, γ) ∈ R3, ∀t ∈ R,




x(t) = 2e−t
[
γt+ β − γ

]
,

y(t) = αet + (γt+ β)e−t,
z(t) = αet + γe−t.

4. Première méthode : Le système différentiel

{
y(n) = f(x)
y(k)(0) = 0, 0 � k � n− 1.

est

équivalent à (L)
{
X ′ = AX +B(x)
Y (0) = 0.

avec
t
X = ( y y′ . . . y(n−1) ),

A = (ai,j) ∈ Mn(R) où les ai,j sont tous nuls sauf les ai,i+1, 1 � i � n − 1 qui

sont égaux à 1 et
t
B(x) = ( 0 0 · · · f(x) ) ∈ M1,n(R). D’après le théorème

de Cauchy-Lipschitz linéaire, (L) a une unique R solution qui s’écrit sous forme

intégrale : X(x) = exAX(0) +

∫ x

0

e(x−t)AB(t)dt.

Comme An = 0, on a : exp(xA) =

n−1∑
k=0

xkAk

k!
· La première ligne de exp(xA) est

(
1 x

x2

2
. . .

xn−1

(n− 1)!

)
. Donc la première ligne de exp((x − t)A)B(t) est

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) ; d’où y(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

Deuxième méthode

Unicité : Si y est une R-solution de (L), alors le théorème de Taylor-Laplace donne :

y(x) = y(0) + y′(0) + · · ·+
∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
y(n)(t)dt =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

So
lu

ti
o

ns
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Existence : par récurrence sur n. Si n = 1, alors y(x) =

∫ x

0

f de façon immédiate.

Soit n � 2. Si le résultat est vrai pour (n−1), soit h tel que h(n−1) = f et h(k)(0)=0

pour 0 � k � n−2 ; si l’on pose y(x) =

∫ x

0

h, on a alors y′ = h et y(0) = 0. D’où :

y(n) = f et y(p)(0) = 0 pour 0 � p � n− 1.

5. On sait que : (H) ⇐⇒ ∀t ∈ R, X(t) = etAX0 où X0 ∈ Cn.
Supposons (ii) et notons λ1, λ2, . . . , λn les valeurs propres de A. Si X1, X2, . . . , Xn

sont des vecteurs propres associés, on a X(t) =

n∑
m=1

αmeλmtXm où αm ∈ C. Soit N

une norme quelconque sur Cn. Alors, pour tout t ∈ R, N
(
X(t)

)
�

n∑
m=1

N
(
αmXm

)

car les λm sont imaginaires purs. D’où (i).

Réciproquement, si λ ∈ Sp(A) et Y �= 0 tels que AY = λY , alors etAY = eλtY .
Comme t �→ eλtY est solution de (H), elle est bornée. D’où λ ∈ Ri.
Notons λ1, . . . , λk les valeurs propres deux à deux distinctes de A. Le polynôme

caractéristique de A est χA(T ) =

k∏
m=1

(T −λm)αm . D’après le théorème de Cayley-

Hamilton et le théorème des noyaux, on a : Cn =

k⊕
m=1

Ker
[
(A− λmIn)

αm
]
.

Pour montrer que A est diagonalisable, il suffit de prouver que pour toutm ∈ [[1, k]],
Ker

[
(A− λmIn)

αm
]
= Ker(A− λmIn).

S’il existe m ∈ [[1, k]] et Y ∈ Ker
[
(A−λmIn)

αm
]
tel que Y �∈ Ker(A−λmIn), alors

ϕ : t �→ etλmY est solution de (H) et l’on a :

ϕ(t) = etAY = eλmtet(A−λmIn)Y = eλmt

αm−1∑
p=0

(
t(A− λmIn)

)p
p!

Y = eλmtPm(t).

Comme Y �∈ Ker(A − λmIn), Pm est un polynôme en t de degré supérieur ou
égal à 1. Comme �e(λm) = 0, on a : N

(
eλmtPm(t)

)
= N

(
Pm(t)

)
et la fonction

t �→ N
(
Pm(t)

)
n’est pas bornée. D’où une contradiction. Donc Cn est somme

directe des sous-espaces propres de A ie. la matrice A est diagonalisable.

6. a. Soit f une solution développable en série entière sur ] − R,R[ où R > 0,

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n, alors, si |x| < R, a1 +

∞∑
n=1

[
(n + 1)2an+1 + an−1

]
xn = 0 et, par

unicité des coefficients d’un développement en série entière, il vient a1 = 0 et, pour

tout n � 1, an+1 = − 1

(n+ 1)2
an−1 d’où, si n∈N, a2n+1 = 0 et a2n=

(−1)n

22n(n!)2
a0.

Donc f = a0f0 où f0 : x �→
∞∑

n=0

(−1)n

22n(n!)2
x2n.

Comme
(−1)n

22n(n!)2
=

n→∞
o
( 1

n!

)
, le rayon de convergence de cette série entière est

infini, l’ensemble des solutions développables en série entière est donc la droite
vectorielle engendrée par f0.
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b. Si f est bornée au voisinage de 0 alors, comme
d

dx

[
xf ′(x)

]
= −xf(x), la fonction

x �→ d

dx

[
xf ′(x)

]
est intégrable sur

]
0 ,

a

2

]
et donc x �→ xf ′(x) admet une limite

réelle � en 0. Par suite f ′(x) =
x→0+

�

x
+o

( 1

x

)
et donc, par intégration de la relation

o, on a f(x) =
x→0+

� ln(x) + o
[
ln(x)

]
et donc � = 0 car f est localement bornée.

Le wronskien W = Wf0,f vérifie xW ′(x)+W (x) = 0 sur ]0, a[ et donc x �→ xW (x)
est constante. Or xW (x) = f0(x)

[
xf ′(x)

]
− xf ′

0(x)f(x) =
x→0+

o(1) car, d’après a.

lim
0

f0 = 1 et lim
0

f ′
0 = 0. Donc W est nulle et (f0, f) est liée.

Remarques

• Le cours permet de montrer que S]0,+∞[(H) = Vect(f0, g) où g est définie par :

g(x) = f0(x)

∫ x

x0

dt

tf2
0 (t)

dt et de retrouver les résultats précédents.

• f0 est la fonction de Bessel J0 cf. travail dirigé qui suit.

7. f ∈ S(L) ⇒ ∀t ∈ I, f ′′(t)− sin(t) = −e−t2f(t)

f ∈ B(I) ⇒ g(t) = f ′′(t)− sin(t) = O(e−t2) =
t→+∞

o(t−2). Donc g ∈ L1(I,R).

D’où h : x �→
∫ x

0

g a une limite finie en +∞. Or h(x) = f ′(x) + cos(x)− f(0)− 1,

donc f ′ est bornée sur I. Comme f2 ∈ L1(I,R) et f ′ ∈ B(I) , alors f2f ′ = O(f2).

Donc f2f ′ ∈ L1(I,R). Comme

∫ x

0

f2f ′ =
1

3

(
f3(x)− f3(0)

)
, f3 a une limite finie

�. Si � �= 0, alors f2(x) ˜x→+∞ �2/3 > 0, ce qui contredit f2 ∈ L1(I,R).

8. q(x) −−−−→
x→+∞

+∞ ⇒
(
∃α ∈ R∗

+, ∀x � α, q(x) > 0
)
.

Si f ∈ SI(H), ϕ = f2 +
f ′2

q
est définie et dérivable sur [α,+∞[.

∀x ∈ [α,+∞[, ϕ′(x) = 2f(x)f ′(x) + 2
f ′(x)f ′′(x)

q(x)
− f ′2(x)q′(x)

q2(x)
= −f ′2(x)q′(x)

q2(x)
car f ∈ SI(R+). q étant croissante, ϕ′ � 0 sur [α,+∞[. Donc ϕ est décroissante
sur [α,+∞[. q étant positive sur [α,+∞[, on a : ∀x � a, f2(x) � ϕ(x) � ϕ(α).

Donc f est bornée sur [α,+∞[. f étant continue sur le segment [0, α] de R y est
bornée. On conclut que f est bornée sur R+.

9. Si f ∈ B(R+) ∩ SR+
(H), q ∈ L1(R+,R) ⇒ f ′′ = −qf ∈ L1(R+,R).

Donc f ′ a une limite finie �, car f(x) = f ′(0) +

∫ x

0

f ′′(t)dt. Supposons � �= 0.

On déduit du théorème de sommation des relations d’équivalence que :

f(x) ˜x→+∞ �x. f est alors non bornée. Donc � = 0.

Si (f, g) est un système fondamental de solutions de (H) sur R+ alorsW = fg′−f ′g
est non nul sur R+. Si f et g sont bornées sur R+ alors du raisonnement précédent,
on déduit que f ′ et g′ tendent vers 0 en +∞ et donc W (x) −−−−→

x→+∞
0. (1)

(cf. produit d’une fonction bornée par une fonction de limite nulle).
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Existence : par récurrence sur n. Si n = 1, alors y(x) =

∫ x

0

f de façon immédiate.

Soit n � 2. Si le résultat est vrai pour (n−1), soit h tel que h(n−1) = f et h(k)(0)=0

pour 0 � k � n−2 ; si l’on pose y(x) =

∫ x

0

h, on a alors y′ = h et y(0) = 0. D’où :

y(n) = f et y(p)(0) = 0 pour 0 � p � n− 1.

5. On sait que : (H) ⇐⇒ ∀t ∈ R, X(t) = etAX0 où X0 ∈ Cn.
Supposons (ii) et notons λ1, λ2, . . . , λn les valeurs propres de A. Si X1, X2, . . . , Xn

sont des vecteurs propres associés, on a X(t) =

n∑
m=1

αmeλmtXm où αm ∈ C. Soit N

une norme quelconque sur Cn. Alors, pour tout t ∈ R, N
(
X(t)

)
�

n∑
m=1

N
(
αmXm

)

car les λm sont imaginaires purs. D’où (i).

Réciproquement, si λ ∈ Sp(A) et Y �= 0 tels que AY = λY , alors etAY = eλtY .
Comme t �→ eλtY est solution de (H), elle est bornée. D’où λ ∈ Ri.
Notons λ1, . . . , λk les valeurs propres deux à deux distinctes de A. Le polynôme

caractéristique de A est χA(T ) =

k∏
m=1

(T −λm)αm . D’après le théorème de Cayley-

Hamilton et le théorème des noyaux, on a : Cn =

k⊕
m=1

Ker
[
(A− λmIn)

αm
]
.

Pour montrer que A est diagonalisable, il suffit de prouver que pour toutm ∈ [[1, k]],
Ker

[
(A− λmIn)

αm
]
= Ker(A− λmIn).

S’il existe m ∈ [[1, k]] et Y ∈ Ker
[
(A−λmIn)

αm
]
tel que Y �∈ Ker(A−λmIn), alors

ϕ : t �→ etλmY est solution de (H) et l’on a :

ϕ(t) = etAY = eλmtet(A−λmIn)Y = eλmt

αm−1∑
p=0

(
t(A− λmIn)

)p
p!

Y = eλmtPm(t).

Comme Y �∈ Ker(A − λmIn), Pm est un polynôme en t de degré supérieur ou
égal à 1. Comme �e(λm) = 0, on a : N

(
eλmtPm(t)

)
= N

(
Pm(t)

)
et la fonction

t �→ N
(
Pm(t)

)
n’est pas bornée. D’où une contradiction. Donc Cn est somme

directe des sous-espaces propres de A ie. la matrice A est diagonalisable.

6. a. Soit f une solution développable en série entière sur ] − R,R[ où R > 0,

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n, alors, si |x| < R, a1 +

∞∑
n=1

[
(n + 1)2an+1 + an−1

]
xn = 0 et, par

unicité des coefficients d’un développement en série entière, il vient a1 = 0 et, pour

tout n � 1, an+1 = − 1

(n+ 1)2
an−1 d’où, si n∈N, a2n+1 = 0 et a2n=

(−1)n

22n(n!)2
a0.

Donc f = a0f0 où f0 : x �→
∞∑

n=0

(−1)n

22n(n!)2
x2n.

Comme
(−1)n

22n(n!)2
=

n→∞
o
( 1

n!

)
, le rayon de convergence de cette série entière est

infini, l’ensemble des solutions développables en série entière est donc la droite
vectorielle engendrée par f0.
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b. Si f est bornée au voisinage de 0 alors, comme
d

dx

[
xf ′(x)

]
= −xf(x), la fonction

x �→ d

dx

[
xf ′(x)

]
est intégrable sur

]
0 ,

a

2

]
et donc x �→ xf ′(x) admet une limite

réelle � en 0. Par suite f ′(x) =
x→0+

�

x
+o

( 1

x

)
et donc, par intégration de la relation

o, on a f(x) =
x→0+

� ln(x) + o
[
ln(x)

]
et donc � = 0 car f est localement bornée.

Le wronskien W = Wf0,f vérifie xW ′(x)+W (x) = 0 sur ]0, a[ et donc x �→ xW (x)
est constante. Or xW (x) = f0(x)

[
xf ′(x)

]
− xf ′

0(x)f(x) =
x→0+

o(1) car, d’après a.

lim
0

f0 = 1 et lim
0

f ′
0 = 0. Donc W est nulle et (f0, f) est liée.

Remarques

• Le cours permet de montrer que S]0,+∞[(H) = Vect(f0, g) où g est définie par :

g(x) = f0(x)

∫ x

x0

dt

tf2
0 (t)

dt et de retrouver les résultats précédents.

• f0 est la fonction de Bessel J0 cf. travail dirigé qui suit.

7. f ∈ S(L) ⇒ ∀t ∈ I, f ′′(t)− sin(t) = −e−t2f(t)

f ∈ B(I) ⇒ g(t) = f ′′(t)− sin(t) = O(e−t2) =
t→+∞

o(t−2). Donc g ∈ L1(I,R).

D’où h : x �→
∫ x

0

g a une limite finie en +∞. Or h(x) = f ′(x) + cos(x)− f(0)− 1,

donc f ′ est bornée sur I. Comme f2 ∈ L1(I,R) et f ′ ∈ B(I) , alors f2f ′ = O(f2).

Donc f2f ′ ∈ L1(I,R). Comme

∫ x

0

f2f ′ =
1

3

(
f3(x)− f3(0)

)
, f3 a une limite finie

�. Si � �= 0, alors f2(x) ˜x→+∞ �2/3 > 0, ce qui contredit f2 ∈ L1(I,R).

8. q(x) −−−−→
x→+∞

+∞ ⇒
(
∃α ∈ R∗

+, ∀x � α, q(x) > 0
)
.

Si f ∈ SI(H), ϕ = f2 +
f ′2

q
est définie et dérivable sur [α,+∞[.

∀x ∈ [α,+∞[, ϕ′(x) = 2f(x)f ′(x) + 2
f ′(x)f ′′(x)

q(x)
− f ′2(x)q′(x)

q2(x)
= −f ′2(x)q′(x)

q2(x)
car f ∈ SI(R+). q étant croissante, ϕ′ � 0 sur [α,+∞[. Donc ϕ est décroissante
sur [α,+∞[. q étant positive sur [α,+∞[, on a : ∀x � a, f2(x) � ϕ(x) � ϕ(α).

Donc f est bornée sur [α,+∞[. f étant continue sur le segment [0, α] de R y est
bornée. On conclut que f est bornée sur R+.

9. Si f ∈ B(R+) ∩ SR+
(H), q ∈ L1(R+,R) ⇒ f ′′ = −qf ∈ L1(R+,R).

Donc f ′ a une limite finie �, car f(x) = f ′(0) +

∫ x

0

f ′′(t)dt. Supposons � �= 0.

On déduit du théorème de sommation des relations d’équivalence que :

f(x) ˜x→+∞ �x. f est alors non bornée. Donc � = 0.

Si (f, g) est un système fondamental de solutions de (H) sur R+ alorsW = fg′−f ′g
est non nul sur R+. Si f et g sont bornées sur R+ alors du raisonnement précédent,
on déduit que f ′ et g′ tendent vers 0 en +∞ et donc W (x) −−−−→

x→+∞
0. (1)

(cf. produit d’une fonction bornée par une fonction de limite nulle).
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D’après le cours, siW est le wronskien de deux solutions de l’équation différentielle :
y′′ + α(x)y′ + β(x)y = 0, alors W est solution de y′ + α(x)y = 0.

Ici α = 0, donc pour tout x ∈ R+,W (x) = W (0). On déduit de (1) que pour tout
x ∈ R+,W (x) = 0 ce qui est contraire à l’hypothèse (f, g) famille libre. Donc il
existe des solutions non bornées.

10. Posons I =
]
0 ,

π

2

[
·

Si x∈ I, v(x) =
1

u(x)
d’où v′(x) = − u′(x)

u2(x)
et v′′(x) = −u′′(x)

u2(x)
+2

u′2(x)

u3(x)
, et donc

[
1− cos(4x)

]
v′′(x) + 2 sin(4x)v′(x) =−

[
1− cos(4x)

]
u′′(x) + 2 sin(4x)u′(x)

u2(x)

+ 2
[
1− cos(4x)

]u′2(x)

u3(x)

=− 8

u(x)
+ 2

[
1− cos(4x)

]u′2(x)

u3(x)
,

et par suite, en écrivant que v est solution de l’équation, 4u2(x) = u′2(x) sin2(2x).

puis, comme sin(2x) �= 0 sur I, u′(x) =
ε(x)

sin(2x)
u(x) où ε(x)∈{−1,+1}· Comme

ε est une fonction continue sur I elle est constante et donc il existe k∈C tel que,
soit u = k tan, soit u = k cotan.

(tan, cotan) est un couple de solutions linéairement indépendantes (car lim
0

tan = 0

alors que cotan(x) −−−−→
x→0+

+∞) d’une équation différentielle linéaire homogène

scalaire d’ordre 2. Comme, sur I, 1 − cos(4x) �= 0, il s’agit d’un système
fondamental, l’ensemble des solutions est donc Vect(tan, cotan).

11. On montre que, sur I = ]−∞, 0[ ou ]0,+∞[ toute solution de

(1) xy′+y = x2+

3

2
est de la forme ϕ : x �→ 2x3 + 9x+ α

6x
,

(2) xy′ − y = x2 +
3

2
est de la forme ψ : x �→ x2 +βx− 3

2
·

La solution de
(
(2) et y(1) = −1

)
est ψ0 : x �→ x2−x

2
− 3

2
, ψ0(x) =

x→0
−3

2
−x

2
+o(x)

et ψ(x) =
x→0

−3

2
+βx+o(x), donc le problème de Cauchy

(
(2) et y(1) = −1

)
admet

une seule R-solution, à savoir ψ0. De plus : ψ0(x) = 0 ⇐⇒ x∈
{
− 1 ,

3

2

}
·

Le problème de Cauchy
(
(1) et y(−1) = 0

)
admet ϕ1 : x �→ (x+ 1)(2x2 − 2x+ 11)

6x

pour solution et l’équation xy′ + |y| = x2 +
3

2
montre que ψ′

0(−1) = ϕ1(−1), de

plus ϕ1 > 0 sur ] −∞,−1[ . De même le problème de Cauchy
(
(1) et y

(3
2

)
= 0

)

admet pour solution ϕ2 : x �→
(
x− 3

2

)
(4x2 + 6x+ 27)

12x
pour solution, ϕ2 > 0 sur

]3
2
, +∞

[
et ψ′

0

(3
2

)
= ϕ′

2

(3
2

)
·

On obtient donc une et une seule R-solution : ϕ1I]−∞,−1[+ψ0I[−1, 32

]+ϕ2I] 3
2 ,+∞

[.
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12. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogène d’ordre 2. Soit ϕ une

solution développable en série entière sur ] − R,R[ où R > 0, ϕ(x) =

∞∑
n=0

anx
n

alors, sur ] − R,R[ , en utilisant le théorème de dérivation des séries entières,

(1 + x2)ϕ′′(x) + xϕ′(x)− ϕ(x) =

∞∑
n=0

[
(n+ 2)(n+ 1)an+2 + (n2 − 1)an

]
xn.

Par unicité des coefficients d’un développement en série entière on obtient, pour

tout n∈N, an+2 = −n− 1

n+ 2
an d’où a3 = 0 et donc, pour tout n � 1, a2n+1 = 0.

∀n∈N, a2n = (−1)n−1 1.3 . . . (2n− 3)

2n n!
a0 soit ϕ(x) = a0

√
1 + x2+a1x sur ]−1, 1[ .

En fait
(
x �→ x, x �→

√
1 + x2

)
sont des R-solutions et elles sont linéairement

indépendantes par raison de parité, donc elles constituent un système fondamental.

13. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1. On se place sur
I = ]0,+∞[ .

a. ϕ est solution si, et seulement si, pour tout x∈ I,
d

dx

(
ϕ(x)e−x

)
= ψ(x) où

ψ : x �→ e−x ln(x) est continue sur I avec ψ(x) =
x→0

o
(
x− 1

2

)
et ψ(x) =

x→+∞
o(x−2),

d’où l’intégrabilité de ψ sur I.
Donc ϕ est solution si, et seulement si, il existe un réel k tel que, pour tout réel

x > 0, ϕ(x) =

(
k +

∫ x

+∞
ψ

)
ex.

• Étude au voisinage de 0 : comme ψ est intégrable sur I, ϕ admet k −
∫

I

ψ soit

k − Γ′(1) pour limite en 0.

• Étude au voisinage de +∞ : si k �= 0 alors ϕ(x) ˜x→+∞ kex et ϕ(x) −−−−→
x→+∞

k · ∞
avec les conventions usuelles.
Si k = 0, en posant u(t) = −e−t et v(t) = ln(t) et en intégrant par parties, on

a ϕ(x) = − ln(x) + ex
∫ x

+∞

e−t

t
dt or

e−t

t
=

t→+∞
o(e−t) et t �→ e−t est positive

intégrable sur I d’où

∫ x

+∞

e−t

t
dt =

x→+∞
o(e−x) par sommation de relation de

comparaison, puis ϕ(x) ˜x→+∞− ln(x)−−−−→
x→+∞

−∞.

b. Soit Γ l’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale a une
tangente horizontale. Si M0 = (x0, y0)∈Γ et si ϕ est la solution telle que
ϕ(x0) = y0 alors ϕ′(x0) − ϕ(x0) = ln(x0) d’où y0 = − ln(x0). Réciproquement,
si y0 = − ln(x0), la solution ϕ telle que ϕ(x0) = y0 vérifie ϕ′(x0) = 0 et donc
(x0, y0)∈Γ. La courbe Γ admet y = − ln(x) pour équation.
En notant Γ′ l’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale
admet un point d’inflexion et en remarquant que, si ϕ est solution, on a

ϕ′′(x) = ϕ(x)+ ln(x)+
1

x
ainsi que ϕ′′′(x) = ϕ(x)+ ln(x)+

1

x
− 1

x2
, on montre de

la même façon que Γ′ admet y = − ln(x)− 1

x
pour équation.

La fonction γ : x �→ ln(x) − 1

x
est de classe C1 sur I et γ′(x) =

1− x

x2
d’où le
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D’après le cours, siW est le wronskien de deux solutions de l’équation différentielle :
y′′ + α(x)y′ + β(x)y = 0, alors W est solution de y′ + α(x)y = 0.

Ici α = 0, donc pour tout x ∈ R+,W (x) = W (0). On déduit de (1) que pour tout
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[
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et v′′(x) = −u′′(x)

u2(x)
+2

u′2(x)
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,

et par suite, en écrivant que v est solution de l’équation, 4u2(x) = u′2(x) sin2(2x).
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scalaire d’ordre 2. Comme, sur I, 1 − cos(4x) �= 0, il s’agit d’un système
fondamental, l’ensemble des solutions est donc Vect(tan, cotan).

11. On montre que, sur I = ]−∞, 0[ ou ]0,+∞[ toute solution de
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(1) xy′+y = x2+
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(1 + x2)ϕ′′(x) + xϕ′(x)− ϕ(x) =
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En fait
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sont des R-solutions et elles sont linéairement

indépendantes par raison de parité, donc elles constituent un système fondamental.
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a. ϕ est solution si, et seulement si, pour tout x∈ I,
d

dx

(
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= ψ(x) où

ψ : x �→ e−x ln(x) est continue sur I avec ψ(x) =
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et ψ(x) =
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o(x−2),

d’où l’intégrabilité de ψ sur I.
Donc ϕ est solution si, et seulement si, il existe un réel k tel que, pour tout réel

x > 0, ϕ(x) =

(
k +

∫ x
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ψ

)
ex.

• Étude au voisinage de 0 : comme ψ est intégrable sur I, ϕ admet k −
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I

ψ soit

k − Γ′(1) pour limite en 0.

• Étude au voisinage de +∞ : si k �= 0 alors ϕ(x) ˜x→+∞ kex et ϕ(x) −−−−→
x→+∞

k · ∞
avec les conventions usuelles.
Si k = 0, en posant u(t) = −e−t et v(t) = ln(t) et en intégrant par parties, on

a ϕ(x) = − ln(x) + ex
∫ x

+∞

e−t

t
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t
=
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o(e−t) et t �→ e−t est positive

intégrable sur I d’où

∫ x
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e−t

t
dt =

x→+∞
o(e−x) par sommation de relation de

comparaison, puis ϕ(x) ˜x→+∞− ln(x)−−−−→
x→+∞

−∞.

b. Soit Γ l’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale a une
tangente horizontale. Si M0 = (x0, y0)∈Γ et si ϕ est la solution telle que
ϕ(x0) = y0 alors ϕ′(x0) − ϕ(x0) = ln(x0) d’où y0 = − ln(x0). Réciproquement,
si y0 = − ln(x0), la solution ϕ telle que ϕ(x0) = y0 vérifie ϕ′(x0) = 0 et donc
(x0, y0)∈Γ. La courbe Γ admet y = − ln(x) pour équation.
En notant Γ′ l’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale
admet un point d’inflexion et en remarquant que, si ϕ est solution, on a

ϕ′′(x) = ϕ(x)+ ln(x)+
1

x
ainsi que ϕ′′′(x) = ϕ(x)+ ln(x)+

1

x
− 1

x2
, on montre de

la même façon que Γ′ admet y = − ln(x)− 1

x
pour équation.

La fonction γ : x �→ ln(x) − 1

x
est de classe C1 sur I et γ′(x) =
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d’où le

So
lu

ti
o

ns



494 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

tableau de variations :
0 1 +∞

γ′ + 0 −

γ −∞ ↗ −1 ↘ −∞
c. Soit ϕ une solution, comme elle est bornée au voisinage de 0 on a ϕ′(x)

x̃→0+
ln(x)

et donc ϕ est localement décroissante.

De même ϕ′′(x)
x̃→0+

1

x
et ϕ est localement convexe.

Si la courbe de ϕ rencontre Γ on aura une courbe qui correspond au cas k > 0.
Sinon et si la courbe de ϕ rencontre Γ′ alors à partir de l’abscisse de l’intersection
ϕ est concave, on a une courbe qui correspond à k < 0.
Reste le cas où la courbe de ϕ ne rencontre ni Γ ni Γ′, c’est le cas où k = 0.

14. a. On munit Mn,1(R) du produit scalaire canonique et on choisit un élément

N de
(
Im(A)

)⊥
, on a

t
NA = 0. Si X est une solution du système différentiel alors,

en posant Y =
t
NX, on a Y ′ =

t
NX ′ =

t
NAX = 0 et donc Y est constante.

Si (N1, . . . , Np) est une base de
(
Im(A)

)⊥
et si l’on note, pour tout i∈[[1, p]], αi

la valeur constante de
(
Ni|X

)
, on s’aperçoit que la courbe représentative de X est

tracée dans le sous-espace affine de Rn défini par
(
∀i∈[[1, n]],

(
Ni|X

)
= αi

)
qui

est de direction Im(A).
b. Posons, si X est solution, Z =

(
X|X

)
, alors on obtient : Z ′ = 2

(
X|X ′)

ie. Z ′ = 2
t
XAX = −2

t
(AX)X = −2

(
X ′|X

)
et donc Z ′ = 0 ie. ‖X‖ est constante.

Réciproquement, si la norme de toute solution de X ′ = AX est constante et
si X0 ∈M3,1(R), en notant X la solution de (X ′ = AX et X(0) = X0) on a

0 =
(
X|X

)′
= 2

t
X0AX0 d’où

(
X0|(A+

t
A)X0

)
= 0 et, comme A+

t
A∈S3(R), on

en déduit que A+
t
A = 0 ie. A∈A3(R).

Soit X une solution du système différentiel. On a det(A) = det(
t
A) = (−1)3 det(A)

d’où det(A) = 0 et il existe un plan contenant Im(A). La courbe de X est donc
tracée dans l’intersection d’une sphère et d’un plan d’après le début de la question
et a. Si X n’est pas constante cette courbe est donc un arc de cercle.
X ′ vérifie le même système différentiel donc est de norme constante non nulle, l’arc
associé à X est régulier de longueur infinie, c’est un cercle.

15. Soient ϕ0 une solution de y′′+p(x)y′− q(x)y = h(x) et (ϕ, ψ) un système fon-
damental de l’équation homogène associée. Toute solution f s’écrit de façon unique

λϕ + µψ + ϕ0 où (λ, µ)∈R2 et

{
f(a) = α
f(b) = β

⇐⇒
{
λϕ(a) + µψ(a) = α− ϕ0(a)
λϕ(b) + µψ(b) = α− ϕ0(b)

montre que le problème admet une et une seule solution si, et seulement si,
y′′ + py′ − qy admet une et une seule solution nulle à la fois en a et b, à savoir la
solution nulle. Soit f une solution de ce dernier problème,

{
x∈ [a, b]

∣∣ f ′(x) = 0
}

est un compact non vide d’après le théorème de Rolle ; notons c son minimum. Sur
[a, c] le signe de f est constant toujours d’après le théorème de Rolle ; supposons le
positif. En notant P une primitive de p et g = f ′eP on a g′ = (f ′′+pf ′)eP = qfeP

de signe constant sur [a, c]. La fonction g est croissante sur [a, c] nulle en c donc
g(a) � 0 ie. f ′(a) � 0 et la positivité de f sur [a, c] impose alors f ′(a) = 0. Le
théorème de Cauchy linéaire prouve alors la nullité de f .
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Solutions pseudo-périodiques d’une équation différentielle

K désigne R ou C. On donne ϕ∈C
(
R,R

)
et l’on note EK le K-espace

vectoriel des solutions de l’équation différentielle (1) y′′ + ϕ(x)y = 0.

Première partie

1. Montrer que si (u1, u2) est base de ER elle est aussi base de EC.

2. Soit (u, v)∈E2
K. On note Cu,v l’application de R dans K définie par

Cu,v = uv′ − u′v.

a. Montrer que Cu,v est constante.

b. Que dire de l’application E2
K → K, (u, v) �→ Cu,v(0) ?

c. A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur (u, v) a-t-on
Cu,v(0) �= 0 ?

3. Montrer que les éléments de ER qui ne s’annulent pas sont les fonctions
de la forme εef , où f est solution sur R de y′′ + y′2 + ϕ(x) = 0 et où
ε∈{−1,+1}.

4. Soit u un élément de EK qui ne s’annule pas. On définit

v : R → K, x �→ u(x)

∫ x

0

dt

u2(t)
. Montrer que (u, v) est une base de EK.

5. On donne ψ ∈C2
(
R,R

)
, strictement monotone et telle que ϕ◦ψ = ϕ.

Pour u∈EK, on note LK,ψ(u) l’application u◦ψ. On considère les propriétés
suivantes : (i) ∀u∈EK, LK,ψ(u)∈EK et (ii) ψ est une isométrie de R.
a. Montrer : (ii) ⇒ (i).

b. Montrer que si ϕ n’est pas la fonction nulle alors (i) ⇒ (ii).

c. Montrer que si (ii) est vérifiée l’application LK,ψ est un automorphisme
et que l’on a det(LK,ψ) = ψ′(0).

6. Une base (u1, u2) de EK est dite adaptée si u1 est paire et u2 est impaire.

a. Montrer que si (u1, u2) est adaptée, les bases adaptées de EK sont
exactement les (λ1u1, λ2u2), avec (λ1, λ2)∈(K�)2.

b. Montrer que EK admet une base adaptée si et seulement si ϕ est paire.

c. Déterminer des bases adaptées de ER dans les cas suivants :
(i) ϕ est constante égale au réel k. (ii) ϕ : x �→ −1− x2.
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tableau de variations :
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γ′ + 0 −

γ −∞ ↗ −1 ↘ −∞
c. Soit ϕ une solution, comme elle est bornée au voisinage de 0 on a ϕ′(x)
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et donc ϕ est localement décroissante.

De même ϕ′′(x)
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NA = 0. Si X est une solution du système différentiel alors,
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qui
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ie. Z ′ = 2
t
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t
(AX)X = −2
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et donc Z ′ = 0 ie. ‖X‖ est constante.

Réciproquement, si la norme de toute solution de X ′ = AX est constante et
si X0 ∈M3,1(R), en notant X la solution de (X ′ = AX et X(0) = X0) on a

0 =
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t
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X0|(A+

t
A)X0

)
= 0 et, comme A+

t
A∈S3(R), on

en déduit que A+
t
A = 0 ie. A∈A3(R).

Soit X une solution du système différentiel. On a det(A) = det(
t
A) = (−1)3 det(A)

d’où det(A) = 0 et il existe un plan contenant Im(A). La courbe de X est donc
tracée dans l’intersection d’une sphère et d’un plan d’après le début de la question
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{
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⇐⇒
{
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{
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}
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[a, c] le signe de f est constant toujours d’après le théorème de Rolle ; supposons le
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théorème de Cauchy linéaire prouve alors la nullité de f .
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Solutions pseudo-périodiques d’une équation différentielle

K désigne R ou C. On donne ϕ∈C
(
R,R

)
et l’on note EK le K-espace

vectoriel des solutions de l’équation différentielle (1) y′′ + ϕ(x)y = 0.

Première partie

1. Montrer que si (u1, u2) est base de ER elle est aussi base de EC.

2. Soit (u, v)∈E2
K. On note Cu,v l’application de R dans K définie par

Cu,v = uv′ − u′v.

a. Montrer que Cu,v est constante.

b. Que dire de l’application E2
K → K, (u, v) �→ Cu,v(0) ?

c. A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur (u, v) a-t-on
Cu,v(0) �= 0 ?

3. Montrer que les éléments de ER qui ne s’annulent pas sont les fonctions
de la forme εef , où f est solution sur R de y′′ + y′2 + ϕ(x) = 0 et où
ε∈{−1,+1}.

4. Soit u un élément de EK qui ne s’annule pas. On définit

v : R → K, x �→ u(x)

∫ x

0

dt

u2(t)
. Montrer que (u, v) est une base de EK.

5. On donne ψ ∈C2
(
R,R

)
, strictement monotone et telle que ϕ◦ψ = ϕ.

Pour u∈EK, on note LK,ψ(u) l’application u◦ψ. On considère les propriétés
suivantes : (i) ∀u∈EK, LK,ψ(u)∈EK et (ii) ψ est une isométrie de R.
a. Montrer : (ii) ⇒ (i).

b. Montrer que si ϕ n’est pas la fonction nulle alors (i) ⇒ (ii).

c. Montrer que si (ii) est vérifiée l’application LK,ψ est un automorphisme
et que l’on a det(LK,ψ) = ψ′(0).

6. Une base (u1, u2) de EK est dite adaptée si u1 est paire et u2 est impaire.

a. Montrer que si (u1, u2) est adaptée, les bases adaptées de EK sont
exactement les (λ1u1, λ2u2), avec (λ1, λ2)∈(K�)2.

b. Montrer que EK admet une base adaptée si et seulement si ϕ est paire.

c. Déterminer des bases adaptées de ER dans les cas suivants :
(i) ϕ est constante égale au réel k. (ii) ϕ : x �→ −1− x2.
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Deuxième partie

On suppose que ϕ est 1-périodique. u ∈ EK est dit pseudo-périodique s’il
existe λ∈K tel que, pour tout x∈R, u(x+1) = λu(x). On dit que ϕ vérifie
la condition (S) si 0 est le seul élément pseudo-périodique de ER.

1. a. Si B = (u1, u2) est une base de ER, on note pour x∈R, UB(x) la

matrice :

[
u1(x) u2(x)
u′
1(x) u′

2(x)

]
. Montrer que MB(x) = UB(x)

−1UB(x + 1) est

une matrice de déterminant 1 indépendante de x et préciser le lien entre
MB et l’endomorphisme LK,ψ1

où ψ1 : x �→ x+ 1.

b. Montrer que ϕ vérifie la condition (S) si et seulement si les valeurs propres
dans C de LK,ψ1

sont de la forme eiθ, e−iθ, avec θ∈R \ πZ. En déduire que
si ϕ vérifie la condition (S) tout élément de EK est borné.

2. Soient a et b des réels avec a < b et h∈C2
(
[a, b],R

)
telle que :

∀x∈[a, b], h(x)h′′(x) = 0.

a. Montrer que F =
{
x∈[a, b]

∣∣ h(x) = 0
}
est un segment.

b. En envisageant différents cas montrer que h est affine.

3. Soient a et b des réels vérifiant a < b, w∈C2
(
[a, b],R

)
telle que :

(i) w(a) = w(b) = 0, (ii) ∀x∈ ]a, b[, w(x) > 0,

(iii) L’intégrale I =

∫ b

a

|w′′(x)|
w(x)

dx existe.

On pose M = max
[a,b]

w(x) et J =
1

M
× max

a�x1�x2�b
|w′(x2)− w′(x1)|.

a. Montrer que I � J .

b. En utilisant II.2. et en raisonnant par l’absurde montrer que I > J .

c. Soit c∈ ]a, b[ tel que M = w(c). A l’aide de b. et de réels x1 et x2

convenablement choisis dans ]a, c[ et ]c, b[, montrer que (b− a)I > 4.

4. On suppose dans cette question

∫ 1

0

ϕ(x) dx > 0. Montrer que tout

élément pseudo-périodique de ER s’annule sur [0, 1].

On pourra raisonner par l’absurde à l’aide de
u′

u
·

5. On suppose que ϕ prend ses valeurs dans R+ et que 0 <

∫ 1

0

ϕ(x) dx � 4.

Montrer que tout élément de ER est borné.

Solution
Première partie

Il s’agit de démontrer (et non d’utiliser) les propriétés du wronskien au début du
problème.

1. Si (u1, u2) est un R-système fondamental alors u1 et u2 sont à valeurs réelles.

Si (λ, µ)∈C2, λu1 + µu2 = 0 ⇒
{

�e(λ)u1 + �e(µ)u2 = 0
�m(λ)u1 + �m(µ)u2 = 0

d’où, immédia-

tement, λ = µ = 0. Comme dimC(EC) = 2, (u1, u2) est un C-système fondamental.
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2. a. Cu,v est de classe C1 et
(
Cu,v

)′
= uv′′ − u′′v = ϕ × (uv − vu) = 0 d’où le

résultat.

b. Cette application est clairement bilinéaire alternée ie. élément de Λ�2 (EK). En

prenant u solution du problème de Cauchy




(1)
u(0) = 1
u′(0) = 0

et v solution du problème

de Cauchy




(1)
v(0) = 0
v′(0) = 1

on a Cu,v(0) = 1. Comme Λ�2 (EK) est de dimension 1,

l’application proposée en est un vecteur directeur.

c. On vient de prouver qu’une condition nécessaire et suffisante est : (u, v) système
fondamental.

3. Si u est sans zéro, le théorème des valeurs intermédiaires prouve que u est de
signe constant. Posons alors f = ln(εu), ε∈{−1,+1} ie. u = εef . On a :

u′′ =
(
f ′′ + f ′2)εef , donc u est solution de (1)si, et seulement si :(

f ′′ + f ′2 + ϕ
)
εef = 0 ie. si, et seulement si, f ′′ + f ′2 + ϕ = 0.

4. On voit immédiatement que v est de classe C2 et que, pour tout x réel,

v′′(x) = u′′(x)

∫ x

0

dt

u2(t)
= −ϕ(x)v(x), d’où l’appartenance de v à EK. Comme

Cu,v(0) = 1 �= 0, (u, v) est un système fondamental.

5. Pour tout simplifier on posera Ψ = LK,ψ. Ψ est clairement linéaire sur EK.

a. ψ′2 = 1 et ψ′′ = 0 d’où
[
Ψ(u)

]′
= (u′◦ψ)ψ′ puis

[
Ψ(u)

]′′
= (u′′◦ψ) = −ϕ×Ψ(u)

et donc EK est stable par Ψ.

b. Si x∈R, Λ : (u, v) �→ CΨ(u),Ψ(v) est élément de Λ�2 (EK) et indépendant de x
comme on l’a déjà vu. On a même l’existence d’un scalaire λ tel que Λ(u, v) = λCu,v

pour tout (u, v).

Or Λ(u, v) = (u◦ψ)(v◦ψ)′ − (u◦ψ)′(v◦ψ)′ = ψ′ ×
[
(uv′ − u′v)◦ϕ

]
= ψ′ × Cu,v car

Cu,v est constante, donc ψ′ est constante, ψ′′ est nulle.

Alors
[
Ψ(u)

]′′
+ ϕ × Ψ(u) = ϕ × (u◦ψ) × (1 − ψ′2) = 0 pour tout u dans EK et,

comme ϕ est non nulle, ψ′2 = 1.

Le théorème des valeurs intermédiaires montre alors que ψ′ est constante égale à
ε où ε∈{−1,+1} et, en intégrant, que ψ est une isométrie.

c. Soit (u, v) un système fondamental, Θ : (u, v) �→ Cu,v engendre Λ�2 (EK) et on a
vu dans b) que l’on a Λ(u, v) = ψ′(0)Θ(u, v) = Θ

(
Ψ(u),Ψ(v)

)
= det(Ψ)Θ(u, v) car

Θ est un déterminant. Par conséquent det
(
LK,ψ

)
= ψ′(0) �= 0 et LK,ψ ∈GL(EK).

6. a. Si (u1, u2) est une base adaptée, (λ1, λ2) dans (K�)2, il est clair que
(λ1u1, λ2u2) est une base adaptée.

Soit (u, v) une base adaptée, u = αu1 + βu2 ⇒ βu2 = u − αu1 est à la fois paire
et impaire, donc nulle. Comme u2 n’est pas nulle, nécessairement β = 0, de même
v est colinéaire à u2, (u, v) = (αu1, γu2) et αγ �= 0, ce qui termine la question.

b. On va traiter séparemment les deux implications :
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Deuxième partie

On suppose que ϕ est 1-périodique. u ∈ EK est dit pseudo-périodique s’il
existe λ∈K tel que, pour tout x∈R, u(x+1) = λu(x). On dit que ϕ vérifie
la condition (S) si 0 est le seul élément pseudo-périodique de ER.

1. a. Si B = (u1, u2) est une base de ER, on note pour x∈R, UB(x) la

matrice :

[
u1(x) u2(x)
u′
1(x) u′

2(x)

]
. Montrer que MB(x) = UB(x)

−1UB(x + 1) est

une matrice de déterminant 1 indépendante de x et préciser le lien entre
MB et l’endomorphisme LK,ψ1

où ψ1 : x �→ x+ 1.

b. Montrer que ϕ vérifie la condition (S) si et seulement si les valeurs propres
dans C de LK,ψ1

sont de la forme eiθ, e−iθ, avec θ∈R \ πZ. En déduire que
si ϕ vérifie la condition (S) tout élément de EK est borné.

2. Soient a et b des réels avec a < b et h∈C2
(
[a, b],R

)
telle que :

∀x∈[a, b], h(x)h′′(x) = 0.

a. Montrer que F =
{
x∈[a, b]

∣∣ h(x) = 0
}
est un segment.

b. En envisageant différents cas montrer que h est affine.

3. Soient a et b des réels vérifiant a < b, w∈C2
(
[a, b],R

)
telle que :

(i) w(a) = w(b) = 0, (ii) ∀x∈ ]a, b[, w(x) > 0,

(iii) L’intégrale I =

∫ b

a

|w′′(x)|
w(x)

dx existe.

On pose M = max
[a,b]

w(x) et J =
1

M
× max

a�x1�x2�b
|w′(x2)− w′(x1)|.

a. Montrer que I � J .

b. En utilisant II.2. et en raisonnant par l’absurde montrer que I > J .

c. Soit c∈ ]a, b[ tel que M = w(c). A l’aide de b. et de réels x1 et x2

convenablement choisis dans ]a, c[ et ]c, b[, montrer que (b− a)I > 4.

4. On suppose dans cette question

∫ 1

0

ϕ(x) dx > 0. Montrer que tout

élément pseudo-périodique de ER s’annule sur [0, 1].

On pourra raisonner par l’absurde à l’aide de
u′

u
·

5. On suppose que ϕ prend ses valeurs dans R+ et que 0 <

∫ 1

0

ϕ(x) dx � 4.

Montrer que tout élément de ER est borné.

Solution
Première partie

Il s’agit de démontrer (et non d’utiliser) les propriétés du wronskien au début du
problème.

1. Si (u1, u2) est un R-système fondamental alors u1 et u2 sont à valeurs réelles.

Si (λ, µ)∈C2, λu1 + µu2 = 0 ⇒
{

�e(λ)u1 + �e(µ)u2 = 0
�m(λ)u1 + �m(µ)u2 = 0

d’où, immédia-

tement, λ = µ = 0. Comme dimC(EC) = 2, (u1, u2) est un C-système fondamental.
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élément pseudo-périodique de ER s’annule sur [0, 1].
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u
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5. On suppose que ϕ prend ses valeurs dans R+ et que 0 <
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2. a. Cu,v est de classe C1 et
(
Cu,v

)′
= uv′′ − u′′v = ϕ × (uv − vu) = 0 d’où le

résultat.

b. Cette application est clairement bilinéaire alternée ie. élément de Λ�2 (EK). En

prenant u solution du problème de Cauchy




(1)
u(0) = 1
u′(0) = 0

et v solution du problème

de Cauchy




(1)
v(0) = 0
v′(0) = 1

on a Cu,v(0) = 1. Comme Λ�2 (EK) est de dimension 1,

l’application proposée en est un vecteur directeur.

c. On vient de prouver qu’une condition nécessaire et suffisante est : (u, v) système
fondamental.

3. Si u est sans zéro, le théorème des valeurs intermédiaires prouve que u est de
signe constant. Posons alors f = ln(εu), ε∈{−1,+1} ie. u = εef . On a :

u′′ =
(
f ′′ + f ′2)εef , donc u est solution de (1)si, et seulement si :(

f ′′ + f ′2 + ϕ
)
εef = 0 ie. si, et seulement si, f ′′ + f ′2 + ϕ = 0.

4. On voit immédiatement que v est de classe C2 et que, pour tout x réel,

v′′(x) = u′′(x)

∫ x

0

dt

u2(t)
= −ϕ(x)v(x), d’où l’appartenance de v à EK. Comme

Cu,v(0) = 1 �= 0, (u, v) est un système fondamental.

5. Pour tout simplifier on posera Ψ = LK,ψ. Ψ est clairement linéaire sur EK.

a. ψ′2 = 1 et ψ′′ = 0 d’où
[
Ψ(u)

]′
= (u′◦ψ)ψ′ puis

[
Ψ(u)

]′′
= (u′′◦ψ) = −ϕ×Ψ(u)

et donc EK est stable par Ψ.

b. Si x∈R, Λ : (u, v) �→ CΨ(u),Ψ(v) est élément de Λ�2 (EK) et indépendant de x
comme on l’a déjà vu. On a même l’existence d’un scalaire λ tel que Λ(u, v) = λCu,v

pour tout (u, v).

Or Λ(u, v) = (u◦ψ)(v◦ψ)′ − (u◦ψ)′(v◦ψ)′ = ψ′ ×
[
(uv′ − u′v)◦ϕ

]
= ψ′ × Cu,v car

Cu,v est constante, donc ψ′ est constante, ψ′′ est nulle.

Alors
[
Ψ(u)

]′′
+ ϕ × Ψ(u) = ϕ × (u◦ψ) × (1 − ψ′2) = 0 pour tout u dans EK et,

comme ϕ est non nulle, ψ′2 = 1.

Le théorème des valeurs intermédiaires montre alors que ψ′ est constante égale à
ε où ε∈{−1,+1} et, en intégrant, que ψ est une isométrie.

c. Soit (u, v) un système fondamental, Θ : (u, v) �→ Cu,v engendre Λ�2 (EK) et on a
vu dans b) que l’on a Λ(u, v) = ψ′(0)Θ(u, v) = Θ

(
Ψ(u),Ψ(v)

)
= det(Ψ)Θ(u, v) car

Θ est un déterminant. Par conséquent det
(
LK,ψ

)
= ψ′(0) �= 0 et LK,ψ ∈GL(EK).

6. a. Si (u1, u2) est une base adaptée, (λ1, λ2) dans (K�)2, il est clair que
(λ1u1, λ2u2) est une base adaptée.

Soit (u, v) une base adaptée, u = αu1 + βu2 ⇒ βu2 = u − αu1 est à la fois paire
et impaire, donc nulle. Comme u2 n’est pas nulle, nécessairement β = 0, de même
v est colinéaire à u2, (u, v) = (αu1, γu2) et αγ �= 0, ce qui termine la question.

b. On va traiter séparemment les deux implications :
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c. Soit c∈ ]a, b[ tel que M = w(c). A l’aide de b. et de réels x1 et x2

convenablement choisis dans ]a, c[ et ]c, b[, montrer que (b− a)I > 4.

4. On suppose dans cette question

∫ 1

0

ϕ(x) dx > 0. Montrer que tout

élément pseudo-périodique de ER s’annule sur [0, 1].

On pourra raisonner par l’absurde à l’aide de
u′

u
·

5. On suppose que ϕ prend ses valeurs dans R+ et que 0 <

∫ 1

0

ϕ(x) dx � 4.

Montrer que tout élément de ER est borné.

Solution
Première partie

Il s’agit de démontrer (et non d’utiliser) les propriétés du wronskien au début du
problème.

1. Si (u1, u2) est un R-système fondamental alors u1 et u2 sont à valeurs réelles.

Si (λ, µ)∈C2, λu1 + µu2 = 0 ⇒
{

�e(λ)u1 + �e(µ)u2 = 0
�m(λ)u1 + �m(µ)u2 = 0

d’où, immédia-

tement, λ = µ = 0. Comme dimC(EC) = 2, (u1, u2) est un C-système fondamental.
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• Soit (u1, u2) une base adaptée, si u1(x) �= 0 on a ϕ(x) = −u′′
1

u1
(x) et les zéros de

u1 sont isolés (c’est un classique à connâıtre et déjà prouvé dans un autre travail

dirigé), −u′′
1

u1
admet donc un unique prolongement continu à R et c’est une fonction

paire, or c’est ϕ, donc ϕ est paire.

• On suppose ϕ paire, alors ψ : x �→ −x est une isométrie de R, ϕ◦ψ = ϕ et LK,ψ

est involutive car ψ l’est. det(LK,ψ) = ψ′(0) = −1 donc LK,ψ �= ±IEK et donc les
sous-espaces propres de LK,ψ sont des droites.
EK = Ker(LK,ψ − IEK)⊕Ker(LK,ψ + IEK), prenons (u, v) une base de EK associée
à cette décomposition. LK,ψ(u) = u signifie que u est paire, de même v est impaire
et donc EK admet une base adaptée.

c. On se contente de donner les réponses, les vérifications sont immédiates.

(i)




Si k = 0 une base adaptée est (x �→ 1, x �→ x)

Si k > 0 une base adaptée est
(
x �→ cos

(
x
√
k
)
, x �→ sin

(
x
√
k
))

Si k < 0 une base adaptée est
(
x �→ ch

(
x
√
−k

)
, x �→ sh

(
x
√
−k

))

(ii) Par 4. une base adaptée est

(
x �→ ex

2/2, x �→ ex
2/2

∫ x

0

e−t2 dt

)
.

Deuxième partie

1. a. On pose Ψ1 = LK,ψ1
et A =

(
α β
γ δ

)
= MB(Ψ1).

Alors, pour tout x réel, (Σ)

{
u1(x+ 1) = αu1(x) + γu2(x)
u2(x+ 1) = βu1(x) + δu2(x)

ou encore, ma-

triciellement : (u1 u2 )

(
α β
γ δ

)
= (Ψ1(u1) Ψ1(u2) ).

En dérivant on a également (u′
1 u′

2 )

(
α β
γ δ

)
=

( [
Ψ1(u1)

]′ [
Ψ1(u2)

]′ )
et

donc, en définitive, UB = MB(Ψ1)UΨ1(B) soit, en multipliant par U−1
B , on a

MB = MB(LK,ψ1
) qui est constante et de déterminant 1 car ψ′

1(0) = 1.

b. u est un élément de EK pseudo-périodique si, et seulement si, u est nulle ou
vecteur propre de LK,ψ1 , donc ϕ vérifie (S) si, et seulement si, SpR(LR,ψ1) = ∅ ie.
si, et seulement si, les racines de χMB sont dans C\R. Comme χMB est un trinôme
réel cela équivaut à dire que les racines de χMB sont des complexes conjugués non
réels et on sait que leur produit est det(MB), soit 1. Donc :
ϕ vérifie (S) si, et seulement si, il existe θ ∈ R\Z tel que SpC(LR,ψ1

) = {e−iθ, eiθ}·

Si c’est le cas, MB est C-semblable à

(
e−iθ 0
0 eiθ

)
, soit u un vecteur propre associé

à eiεθ. Pour tout x réel et tout k entier on a nécessairement u(x+ k) = eiεkθu(x)
d’où |u(x)| � max

[0,1]
|u| et u est bornée.

Si (u, v) est une base formée de vecteurs propres alors u et v sont bornées donc
tout élément de EC l’est, a fortiori tout élément de ER.

2. a. F = h−1
(
{0}

)
∩ [a, b] est fermé comme intersection de fermés. Si F n’est pas

un segment on peut trouver α et β dans F avec α < β et ]α, β[∩F = ∅. Sur ]α, β[
on a h′′ = 0 et donc h

[α, β]
est affine nulle en α et β donc nulle : absurde.
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b. Si F a plus d’un élément et n’est pas [a, b], par exemple α = minF ∈ ]a,+∞[.

h n’a aucun zéro dans [a, α[ d’où h′′
[a, α[

= 0 et donc h
[a, α]

est affine nulle en

α, ∀x∈[a, α], h(α) = λ(x− α) où λ est un réel.

h est nulle sur un intervalle [α, α+ η] où η > 0 car F est un segment non réduit à
α, donc h′(α) = 0 et λ = 0 en découle, h serait nulle sur [a, α], ce qui a été exclu.

Soit F a plus d’un point et alors F = [a, b], soit F a au plus un point, h′′ est nulle
sauf en au plus un point donc partout et h est affine. Dans tous les cas, h est affine.

3. a. Sur [a, b] on a
1

w
�

1

M
, donc si a � x1 � x2 � b, on a :

I �
∫ x2

x1

|w′′|
w

�
1

M

∫ x2

x1

|w′′|.

Or

∫ x2

x1

|w′′| �

∣∣∣∣
∫ x2

x1

w′′
∣∣∣∣ =

∣∣w′(x2) − w′(x1)
∣∣. Le nombre réel MI majore

l’ensemble :
{∣∣w′(x2)− w′(x1)

∣∣ ∣∣ a � x1 � x2 � b
}
. D’où : I � J .

b. Si I = J =
1

M

∣∣w′(x2)− w′(x1)
∣∣ où a � x1 � x2 � b, on a :

I �
∫ x2

x1

|w′′|
w

�
∫ x2

x1

|w′′|
M

�
J

M
= I, il s’agit donc d’une suite d’égalités, en

particulier

∫ x2

x1

|w′′|
[
1

w
− 1

M

]
= 0 or l’intégrande est continue positive sur ]x1, x2[,

donc nulle, ce qui donne, par continuité, la nullité de (w −M)w′′ sur [x1, x2].

En prenant h = w−M , la question 2. montre que h est affine sur [x1, x2] et donc
que w′′ y est nulle. Alors I = J = 0, w′ est constante sur [a, b], w est affine nulle
en a et b donc nulle, ce qui est absurde. Donc I > J .

c. Utilisons les accroissements finis, soient x1 et x2 dans ]a, c[ et ]c, b[ tels que
w(c)− w(a)

c− a
= w′(x1) et

w(c)− w(b)

c− b
= w′(x2), alors

∣∣w′(x2)− w′(x1)
∣∣ = M

∣∣∣ 1

c− a
+

1

b− c

∣∣∣ = M(b− a)

(c− a)(b− c)
·

La question 3. montre que MI >
∣∣w′(x2) − w′(x1)

∣∣ d’où I >
(b− a)

(c− a)(b− c)
, or

ϕ : x �→ (x − a)(b − x) atteint son maximum sur [a, b] en
a+ b

2
et ce maximum

vaut
(b− a

2

)2

d’où (b− a)I <
(b− a

b− a
× 2

)2

, soit : (b− a)I > 4.

4. Sinon, v =
u′

u
est définie et de classe C1 sur [0,1] et v′ =

u′′

u
−

(u′

u

)2

� −ϕ

d’où v(1)− v(0) � −
∫ 1

0

ϕ < 0 et
u′

u
(1)− u′

u
(0) �= 0. Si w : x �→ u(x+ 1), w∈ER

par I.5. et Cu,w(0) = u(0)u′(1)− u′(0)u(1) �= 0 ie. (u,w) est base de ER, or (u,w)
est liée car u est pseudo-périodique.

5. Si ϕ ne vérifie pas la condition (S), soit u une solution pseudo-périodique non
nulle, par 4. elle a un zéro, noté a dans [0, 1] et, pour tout k dans Z, u(a+ k) = 0
par pseudo-périodicité. Dans [a, a+ 1], u a un nombre supérieur ou égal à 2 mais
fini de zéros car ceux-ci sont isolés, supposons donc a et b zéros consécutifs (et on
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• Soit (u1, u2) une base adaptée, si u1(x) �= 0 on a ϕ(x) = −u′′
1

u1
(x) et les zéros de

u1 sont isolés (c’est un classique à connâıtre et déjà prouvé dans un autre travail

dirigé), −u′′
1

u1
admet donc un unique prolongement continu à R et c’est une fonction

paire, or c’est ϕ, donc ϕ est paire.

• On suppose ϕ paire, alors ψ : x �→ −x est une isométrie de R, ϕ◦ψ = ϕ et LK,ψ

est involutive car ψ l’est. det(LK,ψ) = ψ′(0) = −1 donc LK,ψ �= ±IEK et donc les
sous-espaces propres de LK,ψ sont des droites.
EK = Ker(LK,ψ − IEK)⊕Ker(LK,ψ + IEK), prenons (u, v) une base de EK associée
à cette décomposition. LK,ψ(u) = u signifie que u est paire, de même v est impaire
et donc EK admet une base adaptée.

c. On se contente de donner les réponses, les vérifications sont immédiates.

(i)




Si k = 0 une base adaptée est (x �→ 1, x �→ x)

Si k > 0 une base adaptée est
(
x �→ cos

(
x
√
k
)
, x �→ sin

(
x
√
k
))

Si k < 0 une base adaptée est
(
x �→ ch

(
x
√
−k

)
, x �→ sh

(
x
√
−k

))

(ii) Par 4. une base adaptée est

(
x �→ ex

2/2, x �→ ex
2/2

∫ x

0

e−t2 dt

)
.

Deuxième partie

1. a. On pose Ψ1 = LK,ψ1
et A =

(
α β
γ δ

)
= MB(Ψ1).

Alors, pour tout x réel, (Σ)

{
u1(x+ 1) = αu1(x) + γu2(x)
u2(x+ 1) = βu1(x) + δu2(x)

ou encore, ma-

triciellement : (u1 u2 )

(
α β
γ δ

)
= (Ψ1(u1) Ψ1(u2) ).

En dérivant on a également (u′
1 u′

2 )

(
α β
γ δ

)
=

( [
Ψ1(u1)

]′ [
Ψ1(u2)

]′ )
et

donc, en définitive, UB = MB(Ψ1)UΨ1(B) soit, en multipliant par U−1
B , on a

MB = MB(LK,ψ1
) qui est constante et de déterminant 1 car ψ′

1(0) = 1.

b. u est un élément de EK pseudo-périodique si, et seulement si, u est nulle ou
vecteur propre de LK,ψ1 , donc ϕ vérifie (S) si, et seulement si, SpR(LR,ψ1) = ∅ ie.
si, et seulement si, les racines de χMB sont dans C\R. Comme χMB est un trinôme
réel cela équivaut à dire que les racines de χMB sont des complexes conjugués non
réels et on sait que leur produit est det(MB), soit 1. Donc :
ϕ vérifie (S) si, et seulement si, il existe θ ∈ R\Z tel que SpC(LR,ψ1

) = {e−iθ, eiθ}·

Si c’est le cas, MB est C-semblable à

(
e−iθ 0
0 eiθ

)
, soit u un vecteur propre associé

à eiεθ. Pour tout x réel et tout k entier on a nécessairement u(x+ k) = eiεkθu(x)
d’où |u(x)| � max

[0,1]
|u| et u est bornée.

Si (u, v) est une base formée de vecteurs propres alors u et v sont bornées donc
tout élément de EC l’est, a fortiori tout élément de ER.

2. a. F = h−1
(
{0}

)
∩ [a, b] est fermé comme intersection de fermés. Si F n’est pas

un segment on peut trouver α et β dans F avec α < β et ]α, β[∩F = ∅. Sur ]α, β[
on a h′′ = 0 et donc h

[α, β]
est affine nulle en α et β donc nulle : absurde.
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b. Si F a plus d’un élément et n’est pas [a, b], par exemple α = minF ∈ ]a,+∞[.

h n’a aucun zéro dans [a, α[ d’où h′′
[a, α[

= 0 et donc h
[a, α]

est affine nulle en

α, ∀x∈[a, α], h(α) = λ(x− α) où λ est un réel.

h est nulle sur un intervalle [α, α+ η] où η > 0 car F est un segment non réduit à
α, donc h′(α) = 0 et λ = 0 en découle, h serait nulle sur [a, α], ce qui a été exclu.

Soit F a plus d’un point et alors F = [a, b], soit F a au plus un point, h′′ est nulle
sauf en au plus un point donc partout et h est affine. Dans tous les cas, h est affine.

3. a. Sur [a, b] on a
1

w
�

1

M
, donc si a � x1 � x2 � b, on a :

I �
∫ x2

x1

|w′′|
w

�
1

M

∫ x2

x1

|w′′|.

Or

∫ x2

x1

|w′′| �

∣∣∣∣
∫ x2

x1

w′′
∣∣∣∣ =

∣∣w′(x2) − w′(x1)
∣∣. Le nombre réel MI majore

l’ensemble :
{∣∣w′(x2)− w′(x1)

∣∣ ∣∣ a � x1 � x2 � b
}
. D’où : I � J .

b. Si I = J =
1

M

∣∣w′(x2)− w′(x1)
∣∣ où a � x1 � x2 � b, on a :

I �
∫ x2

x1

|w′′|
w

�
∫ x2

x1

|w′′|
M

�
J

M
= I, il s’agit donc d’une suite d’égalités, en

particulier

∫ x2

x1

|w′′|
[
1

w
− 1

M

]
= 0 or l’intégrande est continue positive sur ]x1, x2[,

donc nulle, ce qui donne, par continuité, la nullité de (w −M)w′′ sur [x1, x2].

En prenant h = w−M , la question 2. montre que h est affine sur [x1, x2] et donc
que w′′ y est nulle. Alors I = J = 0, w′ est constante sur [a, b], w est affine nulle
en a et b donc nulle, ce qui est absurde. Donc I > J .

c. Utilisons les accroissements finis, soient x1 et x2 dans ]a, c[ et ]c, b[ tels que
w(c)− w(a)

c− a
= w′(x1) et

w(c)− w(b)

c− b
= w′(x2), alors

∣∣w′(x2)− w′(x1)
∣∣ = M

∣∣∣ 1

c− a
+

1

b− c

∣∣∣ = M(b− a)

(c− a)(b− c)
·

La question 3. montre que MI >
∣∣w′(x2) − w′(x1)

∣∣ d’où I >
(b− a)

(c− a)(b− c)
, or

ϕ : x �→ (x − a)(b − x) atteint son maximum sur [a, b] en
a+ b

2
et ce maximum

vaut
(b− a

2

)2

d’où (b− a)I <
(b− a

b− a
× 2

)2

, soit : (b− a)I > 4.

4. Sinon, v =
u′

u
est définie et de classe C1 sur [0,1] et v′ =

u′′

u
−

(u′

u

)2

� −ϕ

d’où v(1)− v(0) � −
∫ 1

0

ϕ < 0 et
u′

u
(1)− u′

u
(0) �= 0. Si w : x �→ u(x+ 1), w∈ER

par I.5. et Cu,w(0) = u(0)u′(1)− u′(0)u(1) �= 0 ie. (u,w) est base de ER, or (u,w)
est liée car u est pseudo-périodique.

5. Si ϕ ne vérifie pas la condition (S), soit u une solution pseudo-périodique non
nulle, par 4. elle a un zéro, noté a dans [0, 1] et, pour tout k dans Z, u(a+ k) = 0
par pseudo-périodicité. Dans [a, a+ 1], u a un nombre supérieur ou égal à 2 mais
fini de zéros car ceux-ci sont isolés, supposons donc a et b zéros consécutifs (et on

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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vient de montrer que cela a un sens), supposons pour fixer les idées que u > 0 sur
]a, b[ en utilisant le théorème des valeurs intermédiaires.

On a : 4 < (b−a)

∫ b

a

|u′′|
u

= (b−a)

∫ b

a

ϕ � (b−a)

∫ a+1

a

ϕ = (b−a)

∫ 1

0

ϕ � 4(b−a)

d’où 1 < b − a, ce qui est absurde. Par conséquent ϕ vérifie la condition (S) et
donc, d’après 1.b), tout élément de ER est borné.

• Équation différentielle de Bessel

Pour α ∈ R+, on note Bα l’équation différentielle linéaire du second ordre :
Bα : x2y′′ + xy′ + (x2 − α2)y = 0

que l’on étudiera sur l’intervalle I = ]0,+∞[.

1. a. On suppose que α �∈ N et α �= 1

2
· Déterminer les I-solutions de Bα. On

les cherchera sous la forme y(x) = xr
∑
n�0

an(r)x
n où a0(r) = 1 et r ∈ C.

b. Déterminer les I-solutions de B 1
2
.

On note Jα(x) =
(x
2

)α ∑
n�0

(−1)n

n! Γ(α+ n+ 1)

(x
2

)2n

où (α, x) ∈
(
R+

)2
.

On suppose α = 0 dans les deux questions suivantes.

2. a. Déterminer les solutions développables en série entière de B0.

b. Montrer qu’il existe a > 0 tel que J0(x) > 0 si x ∈ [0, a]. Exprimer la
solution générale de B0 sur ]0, a[.

3. a. Montrer que la fonction f est I-solution de B0 si, et seulement si, la
fonction g : x �→ f(x)−J0(x) ln(x) est I-solution de l’équation différentielle

C0 : A(x)z′′ +B(x)z′ + C(x)z = −2J ′
0(x).

où A,B et C sont des fonctions polynomiales que l’on déterminera.

b. Déterminer les solutions de C0 développables en série entière. On les

cherchera sous la forme z(x) =
∑
n�0

a2nsnx
2n où a2n =

(−1)n(
2nn!

)2 · On

déterminera les sn en fonction des γk définis par γ0 = 0 et γk =

k∑
m=1

1

m

si k � 1. On précisera le rayon de convergence des séries qui conviennent.

c. Déterminer les I-solutions de B0.

4. On suppose dorénavant que α = p ∈ N∗ et l’on note (b2n)n∈N la suite

définie par b2n =
(−1)n

22n+pn!(n+ p)!
·

a. Soit h ∈ C2(I,R) et g : I → R, x �→ Jp(x) ln(x) + x−ph(x). Montrer que
g est I-solution de Bp si, et seulement si, h est I-solution d’une équation
différentielle Cp : xy′′ + A1(x)y

′ + B1(x)y = θ(x) où A1, B1 et θ sont à
déterminer.
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b. Déterminer les suites (σn)n�p réelles et (c1, . . . , cp−1) ∈ Rp tels que la

série entière de somme S : x �→
p−1∑
n=0

cnx
2n +

∞∑
n=p

b2nσnx
2n soit I-solution de

Cp. Préciser l’ensemble des I-solutions de Bp.

Solution

1. a. Si y(x) = xrY (x) où Y (x)=
∑
n�0

an(r)x
n pour x∈ ]−R,R[ avec R > 0, d’après

les théorèmes sur les séries entières, Y ∈C∞(]− R,R[,R). Donc y ∈C∞(]0, R[,R).
y′(x)=

∑
n�0

(n+ r)an(r)x
n+r−1, y′′(x)=

∑
n�0

(n+ r)(n+ r − 1)an(r)x
n+r−2.

y est solution de Bα sur ]0, R[ si, et seulement si, pour tout x ∈ ]0, R[,

xr

[
(r2−α2)a0(r)+

[
(r+1)2−α2

]
a1(r)+

∑
n�2

[[
(n+r)2−α2

]
an(r)+an−2(r)

]
xn

]
=0.

D’où (r2−α2)a0(r)+
[
(r+1)2−α2

]
a1(r)+

∑
n�2

[[
(n+r)2−α2

]
an(r)+an−2(r)

]
xn = 0

pour tout x ∈ ]0, R[. Du lemme suivant, on déduit que : (r2 − α2)a0(r) = 0,[
(r + 1)2 − α2

]
a1(r) = 0 et pour tout n � 2,

[
(n+ r)2 − α2

]
an(r) + an−2(r) = 0.

Lemme

Si Ψ(x) =
∞∑

n=0

cnx
n pour tout x ∈ ]0, R[ avec R > 0, alors :

∀x ∈ ]0, R[, Ψ(x) = 0 ⇐⇒ ∀n ∈ N, cn = 0.

En effet, si tous les cn sont nuls, alors Ψ est nulle.

Réciproquement, c0 = lim
x→0

Ψ(x) = 0. S’il existe n ∈ N∗ tel que cn �= 0, soit

p=min{n ∈ N∗ | cn �= 0}. On déduit de l’hypothèse : ∀x ∈ ]0, R[, cp+
∑

n�p+1

cnx
n=0.

Par passage à la limite quand x tend vers 0, on obtient cp = 0 : absurde. D’où la
preuve du lemme.
Comme a0(r) = 1, on a donc α ∈ {−r, r}, (2r + 1)a1(r) = 0 et pour tout
n � 2, n(n+ 2r)an(r) + an−2(r) = 0. (�)

• Si r = α, comme α � 0, on a : a1(r) = 0 et par récurrence, on déduit de (�) que

a2n+1(r) = 0 et a2n(r) =
(−1)n

22nn!(α+ n) · · · (α+ 1)
=

(−1)nΓ(α+ 1)

22nn!Γ(α+ n+ 1)
pour tout

n ∈ N∗.

• Si r = −α, comme (2α−1)a1(r) = 0, si α �= 1

2
, alors a1(r) = 0 et par récurrence,

on déduit de (�) que a2n+1(r) = 0 et a2n(r) =
(−1)n

22nn!(−α+ n) · · · (−α+ 1)
pour

tout n ∈ N∗. Notons un = a2nx
2n. Si x �= 0, α �= 1

2
, r ∈ {−α, α} et n � 0, alors

un �= 0. Comme
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = x2

|(n+ r)2 − α2|
−−−→
n→∞

0· D’après la règle de d’Alembert

pour les séries réelles que
∑

|un| converge quel que soit le réel x. Donc R = +∞.
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b. Déterminer les suites (σn)n�p réelles et (c1, . . . , cp−1) ∈ Rp tels que la

série entière de somme S : x �→
p−1∑
n=0

cnx
2n +

∞∑
n=p

b2nσnx
2n soit I-solution de

Cp. Préciser l’ensemble des I-solutions de Bp.

Solution

1. a. Si y(x) = xrY (x) où Y (x)=
∑
n�0

an(r)x
n pour x∈ ]−R,R[ avec R > 0, d’après

les théorèmes sur les séries entières, Y ∈C∞(]− R,R[,R). Donc y ∈C∞(]0, R[,R).
y′(x)=

∑
n�0

(n+ r)an(r)x
n+r−1, y′′(x)=

∑
n�0

(n+ r)(n+ r − 1)an(r)x
n+r−2.

y est solution de Bα sur ]0, R[ si, et seulement si, pour tout x ∈ ]0, R[,

xr

[
(r2−α2)a0(r)+

[
(r+1)2−α2

]
a1(r)+

∑
n�2

[[
(n+r)2−α2

]
an(r)+an−2(r)

]
xn

]
=0.

D’où (r2−α2)a0(r)+
[
(r+1)2−α2

]
a1(r)+

∑
n�2

[[
(n+r)2−α2

]
an(r)+an−2(r)

]
xn = 0

pour tout x ∈ ]0, R[. Du lemme suivant, on déduit que : (r2 − α2)a0(r) = 0,[
(r + 1)2 − α2

]
a1(r) = 0 et pour tout n � 2,

[
(n+ r)2 − α2

]
an(r) + an−2(r) = 0.

Lemme

Si Ψ(x) =
∞∑

n=0

cnx
n pour tout x ∈ ]0, R[ avec R > 0, alors :

∀x ∈ ]0, R[, Ψ(x) = 0 ⇐⇒ ∀n ∈ N, cn = 0.

En effet, si tous les cn sont nuls, alors Ψ est nulle.

Réciproquement, c0 = lim
x→0

Ψ(x) = 0. S’il existe n ∈ N∗ tel que cn �= 0, soit

p=min{n ∈ N∗ | cn �= 0}. On déduit de l’hypothèse : ∀x ∈ ]0, R[, cp+
∑

n�p+1

cnx
n=0.

Par passage à la limite quand x tend vers 0, on obtient cp = 0 : absurde. D’où la
preuve du lemme.
Comme a0(r) = 1, on a donc α ∈ {−r, r}, (2r + 1)a1(r) = 0 et pour tout
n � 2, n(n+ 2r)an(r) + an−2(r) = 0. (�)

• Si r = α, comme α � 0, on a : a1(r) = 0 et par récurrence, on déduit de (�) que

a2n+1(r) = 0 et a2n(r) =
(−1)n

22nn!(α+ n) · · · (α+ 1)
=

(−1)nΓ(α+ 1)

22nn!Γ(α+ n+ 1)
pour tout

n ∈ N∗.

• Si r = −α, comme (2α−1)a1(r) = 0, si α �= 1

2
, alors a1(r) = 0 et par récurrence,

on déduit de (�) que a2n+1(r) = 0 et a2n(r) =
(−1)n

22nn!(−α+ n) · · · (−α+ 1)
pour

tout n ∈ N∗. Notons un = a2nx
2n. Si x �= 0, α �= 1

2
, r ∈ {−α, α} et n � 0, alors

un �= 0. Comme
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = x2

|(n+ r)2 − α2|
−−−→
n→∞

0· D’après la règle de d’Alembert

pour les séries réelles que
∑

|un| converge quel que soit le réel x. Donc R = +∞.
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vient de montrer que cela a un sens), supposons pour fixer les idées que u > 0 sur
]a, b[ en utilisant le théorème des valeurs intermédiaires.

On a : 4 < (b−a)

∫ b

a

|u′′|
u

= (b−a)

∫ b

a

ϕ � (b−a)

∫ a+1

a

ϕ = (b−a)

∫ 1

0

ϕ � 4(b−a)

d’où 1 < b − a, ce qui est absurde. Par conséquent ϕ vérifie la condition (S) et
donc, d’après 1.b), tout élément de ER est borné.

• Équation différentielle de Bessel

Pour α ∈ R+, on note Bα l’équation différentielle linéaire du second ordre :
Bα : x2y′′ + xy′ + (x2 − α2)y = 0

que l’on étudiera sur l’intervalle I = ]0,+∞[.

1. a. On suppose que α �∈ N et α �= 1

2
· Déterminer les I-solutions de Bα. On

les cherchera sous la forme y(x) = xr
∑
n�0

an(r)x
n où a0(r) = 1 et r ∈ C.

b. Déterminer les I-solutions de B 1
2
.

On note Jα(x) =
(x
2

)α ∑
n�0

(−1)n

n! Γ(α+ n+ 1)

(x
2

)2n

où (α, x) ∈
(
R+

)2
.

On suppose α = 0 dans les deux questions suivantes.

2. a. Déterminer les solutions développables en série entière de B0.

b. Montrer qu’il existe a > 0 tel que J0(x) > 0 si x ∈ [0, a]. Exprimer la
solution générale de B0 sur ]0, a[.

3. a. Montrer que la fonction f est I-solution de B0 si, et seulement si, la
fonction g : x �→ f(x)−J0(x) ln(x) est I-solution de l’équation différentielle

C0 : A(x)z′′ +B(x)z′ + C(x)z = −2J ′
0(x).

où A,B et C sont des fonctions polynomiales que l’on déterminera.

b. Déterminer les solutions de C0 développables en série entière. On les

cherchera sous la forme z(x) =
∑
n�0

a2nsnx
2n où a2n =

(−1)n(
2nn!

)2 · On

déterminera les sn en fonction des γk définis par γ0 = 0 et γk =

k∑
m=1

1

m

si k � 1. On précisera le rayon de convergence des séries qui conviennent.

c. Déterminer les I-solutions de B0.

4. On suppose dorénavant que α = p ∈ N∗ et l’on note (b2n)n∈N la suite

définie par b2n =
(−1)n

22n+pn!(n+ p)!
·

a. Soit h ∈ C2(I,R) et g : I → R, x �→ Jp(x) ln(x) + x−ph(x). Montrer que
g est I-solution de Bp si, et seulement si, h est I-solution d’une équation
différentielle Cp : xy′′ + A1(x)y

′ + B1(x)y = θ(x) où A1, B1 et θ sont à
déterminer.
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b. Déterminer les suites (σn)n�p réelles et (c1, . . . , cp−1) ∈ Rp tels que la

série entière de somme S : x �→
p−1∑
n=0

cnx
2n +

∞∑
n=p

b2nσnx
2n soit I-solution de

Cp. Préciser l’ensemble des I-solutions de Bp.

Solution

1. a. Si y(x) = xrY (x) où Y (x)=
∑
n�0

an(r)x
n pour x∈ ]−R,R[ avec R > 0, d’après

les théorèmes sur les séries entières, Y ∈C∞(]− R,R[,R). Donc y ∈C∞(]0, R[,R).
y′(x)=

∑
n�0

(n+ r)an(r)x
n+r−1, y′′(x)=

∑
n�0

(n+ r)(n+ r − 1)an(r)x
n+r−2.

y est solution de Bα sur ]0, R[ si, et seulement si, pour tout x ∈ ]0, R[,

xr

[
(r2−α2)a0(r)+

[
(r+1)2−α2

]
a1(r)+

∑
n�2

[[
(n+r)2−α2

]
an(r)+an−2(r)

]
xn

]
=0.

D’où (r2−α2)a0(r)+
[
(r+1)2−α2

]
a1(r)+

∑
n�2

[[
(n+r)2−α2

]
an(r)+an−2(r)

]
xn = 0

pour tout x ∈ ]0, R[. Du lemme suivant, on déduit que : (r2 − α2)a0(r) = 0,[
(r + 1)2 − α2

]
a1(r) = 0 et pour tout n � 2,

[
(n+ r)2 − α2

]
an(r) + an−2(r) = 0.

Lemme

Si Ψ(x) =
∞∑

n=0

cnx
n pour tout x ∈ ]0, R[ avec R > 0, alors :

∀x ∈ ]0, R[, Ψ(x) = 0 ⇐⇒ ∀n ∈ N, cn = 0.

En effet, si tous les cn sont nuls, alors Ψ est nulle.

Réciproquement, c0 = lim
x→0

Ψ(x) = 0. S’il existe n ∈ N∗ tel que cn �= 0, soit

p=min{n ∈ N∗ | cn �= 0}. On déduit de l’hypothèse : ∀x ∈ ]0, R[, cp+
∑

n�p+1

cnx
n=0.

Par passage à la limite quand x tend vers 0, on obtient cp = 0 : absurde. D’où la
preuve du lemme.
Comme a0(r) = 1, on a donc α ∈ {−r, r}, (2r + 1)a1(r) = 0 et pour tout
n � 2, n(n+ 2r)an(r) + an−2(r) = 0. (�)

• Si r = α, comme α � 0, on a : a1(r) = 0 et par récurrence, on déduit de (�) que

a2n+1(r) = 0 et a2n(r) =
(−1)n

22nn!(α+ n) · · · (α+ 1)
=

(−1)nΓ(α+ 1)

22nn!Γ(α+ n+ 1)
pour tout

n ∈ N∗.

• Si r = −α, comme (2α−1)a1(r) = 0, si α �= 1

2
, alors a1(r) = 0 et par récurrence,

on déduit de (�) que a2n+1(r) = 0 et a2n(r) =
(−1)n

22nn!(−α+ n) · · · (−α+ 1)
pour

tout n ∈ N∗. Notons un = a2nx
2n. Si x �= 0, α �= 1

2
, r ∈ {−α, α} et n � 0, alors

un �= 0. Comme
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = x2

|(n+ r)2 − α2|
−−−→
n→∞

0· D’après la règle de d’Alembert

pour les séries réelles que
∑

|un| converge quel que soit le réel x. Donc R = +∞.
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b. Déterminer les suites (σn)n�p réelles et (c1, . . . , cp−1) ∈ Rp tels que la

série entière de somme S : x �→
p−1∑
n=0

cnx
2n +

∞∑
n=p

b2nσnx
2n soit I-solution de

Cp. Préciser l’ensemble des I-solutions de Bp.

Solution

1. a. Si y(x) = xrY (x) où Y (x)=
∑
n�0

an(r)x
n pour x∈ ]−R,R[ avec R > 0, d’après

les théorèmes sur les séries entières, Y ∈C∞(]− R,R[,R). Donc y ∈C∞(]0, R[,R).
y′(x)=

∑
n�0

(n+ r)an(r)x
n+r−1, y′′(x)=

∑
n�0

(n+ r)(n+ r − 1)an(r)x
n+r−2.

y est solution de Bα sur ]0, R[ si, et seulement si, pour tout x ∈ ]0, R[,

xr

[
(r2−α2)a0(r)+

[
(r+1)2−α2

]
a1(r)+

∑
n�2

[[
(n+r)2−α2

]
an(r)+an−2(r)

]
xn

]
=0.

D’où (r2−α2)a0(r)+
[
(r+1)2−α2

]
a1(r)+

∑
n�2

[[
(n+r)2−α2

]
an(r)+an−2(r)

]
xn = 0

pour tout x ∈ ]0, R[. Du lemme suivant, on déduit que : (r2 − α2)a0(r) = 0,[
(r + 1)2 − α2

]
a1(r) = 0 et pour tout n � 2,

[
(n+ r)2 − α2

]
an(r) + an−2(r) = 0.

Lemme

Si Ψ(x) =

∞∑
n=0

cnx
n pour tout x ∈ ]0, R[ avec R > 0, alors :

∀x ∈ ]0, R[, Ψ(x) = 0 ⇐⇒ ∀n ∈ N, cn = 0.

En effet, si tous les cn sont nuls, alors Ψ est nulle.

Réciproquement, c0 = lim
x→0

Ψ(x) = 0. S’il existe n ∈ N∗ tel que cn �= 0, soit

p=min{n ∈ N∗ | cn �= 0}. On déduit de l’hypothèse : ∀x ∈ ]0, R[, cp+
∑

n�p+1

cnx
n=0.

Par passage à la limite quand x tend vers 0, on obtient cp = 0 : absurde. D’où la
preuve du lemme.
Comme a0(r) = 1, on a donc α ∈ {−r, r}, (2r + 1)a1(r) = 0 et pour tout
n � 2, n(n+ 2r)an(r) + an−2(r) = 0. (�)

• Si r = α, comme α � 0, on a : a1(r) = 0 et par récurrence, on déduit de (�) que

a2n+1(r) = 0 et a2n(r) =
(−1)n

22nn!(α+ n) · · · (α+ 1)
=

(−1)nΓ(α+ 1)

22nn!Γ(α+ n+ 1)
pour tout

n ∈ N∗.

• Si r = −α, comme (2α−1)a1(r) = 0, si α �= 1

2
, alors a1(r) = 0 et par récurrence,

on déduit de (�) que a2n+1(r) = 0 et a2n(r) =
(−1)n

22nn!(−α+ n) · · · (−α+ 1)
pour

tout n ∈ N∗. Notons un = a2nx
2n. Si x �= 0, α �= 1

2
, r ∈ {−α, α} et n � 0, alors

un �= 0. Comme
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = x2

|(n+ r)2 − α2|
−−−→
n→∞

0· D’après la règle de d’Alembert

pour les séries réelles que
∑

|un| converge quel que soit le réel x. Donc R = +∞.

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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Notons fα(x) = xα
[
1 +

∑
n�1

(−1)n

22nn!(α+ n) · · · (α+ 1)
x2n

]
si x > 0.

Alors fα et f−α sont deux I-solutions de Bα. D’autre part, (fα, f−α) est libre car
fα(x) −−−−→

x→0+
0 et f−α(x) −−−−→

x→0+
+∞. Comme Bα est une équation différentielle

linéaire du second ordre dont les coefficients sont des fonctions continues sur I
et le coefficient de y′′ ne s’annule pas sur I, SI(Bα) est un plan vectoriel. D’où
SI(Bα) = Vect(fα, f−α).

b. a2n

(1
2

)
=

(−1)n

(2n+ 1)!
et a2n+1

(1
2

)
= 0 pour tout n � 0 d’après 1.a.

D’où, si r =
1

2
, y(x) = x

1
2

[
1 +

∑
n�1

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n

]
= x− 1

2 sin(x) pour x > 0.

En reprenant les calculs de 1.a. on a a1

(
− 1

2

)
quelconque et, pour tout n � 1,

2n(2n−1)a2n

(
− 1

2

)
= −a2n−2

(
− 1

2

)
et (2n+1)(2n)a2n+1

(
− 1

2

)
= −a2n−1

(
− 1

2

)
·

D’où par récurrence : a2n

(
− 1

2

)
=

(−1)n

(2n)!
et a2n+1

(
− 1

2

)
=

(−1)n

(2n+ 1)!
a1

(
− 1

2

)
·

Si r = −1

2
, y(x) = x− 1

2

[
cos(x) + a1

(
− 1

2

)
sin(x)

]
.

Un raisonnement analogue à celui fait au 1.a. prouve que les deux fonctions

x �→ sin(x)√
x

et x �→ cos(x)√
x

constituent une base de SI

(
B 1

2

)
.

Notons que fα(x) = 2αΓ(α+ 1)Jα(x) si x et α sont dans R∗
+.

2. a. La reprise du calcul fait à la question 1.a. avec r = 0 prouve que les solutions
développables en série entière de B0 sont les fonctions λJ0 définies sur R où λ est
une constante réelle et leurs restrictions à des intervalles ]−A,A[ où A > 0.

b. J0 étant un élément de C(R,R) tel que J0(0) = 1, il existe a > 0 tel que
J0(x) > 0 quel que soit x ∈ [0, a]. Il suffit d’appliquer la technique vue en cours
pour déterminer la solution générale d’une équation différentielle linéaire du second
ordre lorsque l’on connâıt une solution sur un intervalle et que cette solution ne
s’y annule pas. On pose y = J0z. D’où y′ = J ′

0z+J0z
′ et y′′ = J ′′

0 z+2J ′
0z

′+J0z
′′.

y vérifie B0 si, et seulement si, xJ0(x)z
′′ +

(
2xJ ′

0(x) + J0(x)
)
z′ = 0 (2)

(2) ⇐⇒ d

dx

(
xJ2

0 (x)z
′(x)

)
= 0 pour tout x ∈ ]0, a[.

(2) ⇐⇒ ∃ (C,D) ∈ R2, ∀x ∈ ]0, a[, z(x) = C

∫ x

x0

dt

tJ2
0 (t)

+D, où x0 ∈ ]0, a[.

y ∈ S]0,a[(B0) ⇐⇒ ∃ (C,D) ∈ R2, ∀x ∈ ]0, a[, y(x) = J0(x)

(
C

∫ x

x0

dt

tJ2
0 (t)

+D

)
.

3. a. f ∈ C2(I,R) ⇐⇒ g ∈ C2(I,R). De f(x) = g(x) + J0(x) ln(x) on déduit

f ′(x) = g′(x)+J ′
0(x) ln(x)+

J0(x)

x
et f ′′(x) = g′′(x)+J ′′

0 (x) ln(x)+2
J ′
0(x)

x
−J0(x)

x2
·

D’où : xf ′′(x) + f ′(x) + xf(x) = xg′′(x) + g′(x) + xg(x) + 2J ′
0(x).

Donc f ∈ SI(B0) ⇐⇒ g ∈ SI(C0) où C0 : xy′′ + y′ + xy = −2J ′
0(x).

b. Si z(x) =
∑
n�0

a2nsnx
2n où x ∈ ] − R1, R1[ et R1 > 0, d’après le théorème de

Travaux dirigés 503

dérivation des séries entières, z ∈ C∞(]−R1, R1[,R), z′(x) =
∑
n�1

2na2nsnx
2n−1 et

z′′(x) =
∑
n�1

2n(2n − 1)a2nsnx
2n−2. z est solution de C0 sur ] − R1, R1[ si, et

seulement si, pour tout n � 1, 2n(2n− 1)sna2n +2na2nsn + a2n−2sn−1 = −4na2n.
Or, pour tout n � 1, 4n2a2n + a2n−2 = 0 et a2n �= 0, donc z est solution de C0 si,

et seulement si, pour tout n � 1, sn − sn−1 = − 1

n
= γn−1 − γn ie. sn = s0 − γn.

Posons vn = a2nsnx
2n pour tout n � 1. Comme |sn| ñ→∞ ln(n) et vn �= 0 si x �= 0,∣∣∣ vn

vn−1

∣∣∣ = 1

4n2

∣∣∣ sn
sn−1

∣∣∣x2 −−−→
n→∞

0 et R1 = +∞.

Les fonctions z solutions de C0 et développables en série entière sont des R-solutions
de C0. Ce sont les fonctions z : x �→ λJ0(x) +

∑
n�1

a2nγnx
2n où λ est une constante

réelle arbitraire.
c. D’après 3.a. et 3.b. la fonction ϕ : x �→ J0(x) ln(x) −

∑
n�1

a2nγnx
2n est une

I-solution de B0. Comme J0(x) −−−→
x→0

1 et ϕ(x)
x̃→0+

ln(x), les deux fonctions

J0 et ϕ sont linéairement indépendantes. Comme SI(B0) est un espace vectoriel
de dimension 2, une base de SI(B0) est (J0, ϕ).

4. a. En procédant comme à la question 3.a. on obtient :

Cp : xy′′ − (2p− 1)y′ + xy = −2xpJ ′
p(x).

b. On a donc Jp(x) =
∑
n�0

b2nx
2n+p pour tout x ∈ I.

D’où : −2xpJ ′
p(x) = −2

∑
n�0

(2n+ p)b2nx
2n+2p−1.

Si l’on pose cn = b2nσn pour n � p et si l’on procède comme en 3.b. la fonction

y : x �→
∑
n�0

cnx
2n est solution de Cp sur ] − R2, R2[ où R2 > 0, on obtient, pour

n � 1, 2n(2n− 2p)cn + cn−1 = −2(2n− p)b2n−2p. (convention b2k = 0 si k < 0.)
D’où : 4n(n− p)cn + cn−1 = 0 pour n ∈ [[1, p− 1]], cp−1 = −2p.

Si n � p+ 1, 4n(n− p)b2n−2pσn + b2n−2p−2σn−1 = −2(2n− p)b2n−2p.

Or b2n−2 + 4n(n+ p)b2n = 0 pour n � 1, donc σn − σn−1 = − 2n− p

2n(n− p)
·

De cp−1 = −2p, on déduit par récurrence : cp−k−1 = − k!p!22k+1

(p− k − 1)!
si 0 � k � p−1.

σp est arbitraire et pour n > p, σn − σn−1 = −1

2

( 1

n
+

1

n− p

)
·

Donc, pour tout n � p, σn = σp −
1

2

(
γn − γp + γn−p

)
·

Comme σn ñ→∞− ln(n), un raisonnement analogue à celui fait à la question 3.b.
permet de conclure que R2 = +∞ et que les fonctions S solutions de Cp et
développables en série entière sont des R-solutions de Cp. Ce sont les fonctions

S : x �→
p−1∑
n=0

cnx
2n +

∞∑
n=p

b2nσnx
2n où les cn et σn sont déterminés comme indiqué

précédemment. La fonction ψ définie par ψ(x) = Jp(x) ln(x) + x−pS(x) où σp = 0
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Notons fα(x) = xα
[
1 +

∑
n�1

(−1)n

22nn!(α+ n) · · · (α+ 1)
x2n

]
si x > 0.

Alors fα et f−α sont deux I-solutions de Bα. D’autre part, (fα, f−α) est libre car
fα(x) −−−−→

x→0+
0 et f−α(x) −−−−→

x→0+
+∞. Comme Bα est une équation différentielle

linéaire du second ordre dont les coefficients sont des fonctions continues sur I
et le coefficient de y′′ ne s’annule pas sur I, SI(Bα) est un plan vectoriel. D’où
SI(Bα) = Vect(fα, f−α).

b. a2n

(1
2

)
=

(−1)n

(2n+ 1)!
et a2n+1

(1
2

)
= 0 pour tout n � 0 d’après 1.a.

D’où, si r =
1

2
, y(x) = x

1
2

[
1 +

∑
n�1

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n

]
= x− 1

2 sin(x) pour x > 0.

En reprenant les calculs de 1.a. on a a1

(
− 1

2

)
quelconque et, pour tout n � 1,

2n(2n−1)a2n

(
− 1

2

)
= −a2n−2

(
− 1

2

)
et (2n+1)(2n)a2n+1

(
− 1

2

)
= −a2n−1

(
− 1

2

)
·

D’où par récurrence : a2n

(
− 1

2

)
=

(−1)n

(2n)!
et a2n+1

(
− 1

2

)
=

(−1)n

(2n+ 1)!
a1

(
− 1

2

)
·

Si r = −1

2
, y(x) = x− 1

2

[
cos(x) + a1

(
− 1

2

)
sin(x)

]
.

Un raisonnement analogue à celui fait au 1.a. prouve que les deux fonctions

x �→ sin(x)√
x

et x �→ cos(x)√
x

constituent une base de SI

(
B 1

2

)
.

Notons que fα(x) = 2αΓ(α+ 1)Jα(x) si x et α sont dans R∗
+.

2. a. La reprise du calcul fait à la question 1.a. avec r = 0 prouve que les solutions
développables en série entière de B0 sont les fonctions λJ0 définies sur R où λ est
une constante réelle et leurs restrictions à des intervalles ]−A,A[ où A > 0.

b. J0 étant un élément de C(R,R) tel que J0(0) = 1, il existe a > 0 tel que
J0(x) > 0 quel que soit x ∈ [0, a]. Il suffit d’appliquer la technique vue en cours
pour déterminer la solution générale d’une équation différentielle linéaire du second
ordre lorsque l’on connâıt une solution sur un intervalle et que cette solution ne
s’y annule pas. On pose y = J0z. D’où y′ = J ′

0z+J0z
′ et y′′ = J ′′

0 z+2J ′
0z

′+J0z
′′.

y vérifie B0 si, et seulement si, xJ0(x)z
′′ +

(
2xJ ′

0(x) + J0(x)
)
z′ = 0 (2)

(2) ⇐⇒ d

dx

(
xJ2

0 (x)z
′(x)

)
= 0 pour tout x ∈ ]0, a[.

(2) ⇐⇒ ∃ (C,D) ∈ R2, ∀x ∈ ]0, a[, z(x) = C

∫ x

x0

dt

tJ2
0 (t)

+D, où x0 ∈ ]0, a[.

y ∈ S]0,a[(B0) ⇐⇒ ∃ (C,D) ∈ R2, ∀x ∈ ]0, a[, y(x) = J0(x)

(
C

∫ x

x0

dt

tJ2
0 (t)

+D

)
.

3. a. f ∈ C2(I,R) ⇐⇒ g ∈ C2(I,R). De f(x) = g(x) + J0(x) ln(x) on déduit

f ′(x) = g′(x)+J ′
0(x) ln(x)+

J0(x)

x
et f ′′(x) = g′′(x)+J ′′

0 (x) ln(x)+2
J ′
0(x)

x
−J0(x)

x2
·

D’où : xf ′′(x) + f ′(x) + xf(x) = xg′′(x) + g′(x) + xg(x) + 2J ′
0(x).

Donc f ∈ SI(B0) ⇐⇒ g ∈ SI(C0) où C0 : xy′′ + y′ + xy = −2J ′
0(x).

b. Si z(x) =
∑
n�0

a2nsnx
2n où x ∈ ] − R1, R1[ et R1 > 0, d’après le théorème de
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dérivation des séries entières, z ∈ C∞(]−R1, R1[,R), z′(x) =
∑
n�1

2na2nsnx
2n−1 et

z′′(x) =
∑
n�1

2n(2n − 1)a2nsnx
2n−2. z est solution de C0 sur ] − R1, R1[ si, et

seulement si, pour tout n � 1, 2n(2n− 1)sna2n +2na2nsn + a2n−2sn−1 = −4na2n.
Or, pour tout n � 1, 4n2a2n + a2n−2 = 0 et a2n �= 0, donc z est solution de C0 si,

et seulement si, pour tout n � 1, sn − sn−1 = − 1

n
= γn−1 − γn ie. sn = s0 − γn.

Posons vn = a2nsnx
2n pour tout n � 1. Comme |sn| ñ→∞ ln(n) et vn �= 0 si x �= 0,∣∣∣ vn

vn−1

∣∣∣ = 1

4n2

∣∣∣ sn
sn−1

∣∣∣x2 −−−→
n→∞

0 et R1 = +∞.

Les fonctions z solutions de C0 et développables en série entière sont des R-solutions
de C0. Ce sont les fonctions z : x �→ λJ0(x) +

∑
n�1

a2nγnx
2n où λ est une constante

réelle arbitraire.
c. D’après 3.a. et 3.b. la fonction ϕ : x �→ J0(x) ln(x) −

∑
n�1

a2nγnx
2n est une

I-solution de B0. Comme J0(x) −−−→
x→0

1 et ϕ(x)
x̃→0+

ln(x), les deux fonctions

J0 et ϕ sont linéairement indépendantes. Comme SI(B0) est un espace vectoriel
de dimension 2, une base de SI(B0) est (J0, ϕ).
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Cp : xy′′ − (2p− 1)y′ + xy = −2xpJ ′
p(x).

b. On a donc Jp(x) =
∑
n�0

b2nx
2n+p pour tout x ∈ I.

D’où : −2xpJ ′
p(x) = −2

∑
n�0

(2n+ p)b2nx
2n+2p−1.

Si l’on pose cn = b2nσn pour n � p et si l’on procède comme en 3.b. la fonction

y : x �→
∑
n�0

cnx
2n est solution de Cp sur ] − R2, R2[ où R2 > 0, on obtient, pour

n � 1, 2n(2n− 2p)cn + cn−1 = −2(2n− p)b2n−2p. (convention b2k = 0 si k < 0.)
D’où : 4n(n− p)cn + cn−1 = 0 pour n ∈ [[1, p− 1]], cp−1 = −2p.

Si n � p+ 1, 4n(n− p)b2n−2pσn + b2n−2p−2σn−1 = −2(2n− p)b2n−2p.

Or b2n−2 + 4n(n+ p)b2n = 0 pour n � 1, donc σn − σn−1 = − 2n− p

2n(n− p)
·

De cp−1 = −2p, on déduit par récurrence : cp−k−1 = − k!p!22k+1

(p− k − 1)!
si 0 � k � p−1.

σp est arbitraire et pour n > p, σn − σn−1 = −1

2

( 1

n
+

1

n− p

)
·

Donc, pour tout n � p, σn = σp −
1

2

(
γn − γp + γn−p

)
·

Comme σn ñ→∞− ln(n), un raisonnement analogue à celui fait à la question 3.b.
permet de conclure que R2 = +∞ et que les fonctions S solutions de Cp et
développables en série entière sont des R-solutions de Cp. Ce sont les fonctions

S : x �→
p−1∑
n=0

cnx
2n +

∞∑
n=p

b2nσnx
2n où les cn et σn sont déterminés comme indiqué

précédemment. La fonction ψ définie par ψ(x) = Jp(x) ln(x) + x−pS(x) où σp = 0
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est I-solution de Bp d’après 4.a. et 4.b. Comme ψ(x)
x̃→0+

−x−p22p−1(p− 1)!p! on
a ψ(x) −−−−→

x→0+
−∞. Donc (Jp, ψ) est une famille libre du plan vectoriel SI(Bp), ie.

une base de SI(Bp).

• Lemme de Gronwall ; applications

1. On note I = [a, b[ où −∞ < a < b � +∞. Soient u, v et y trois fonctions
continues sur I à valeurs dans R+ telles que :

∀t ∈ I, y(t) � u(t) +

∫ t

a

v(s)y(s)ds (�).

a. Montrer que, pour t ∈ I, y(t) � u(t) +

∫ t

a

u(s)v(s) exp
(∫ t

s

v(x)dx
)
ds.

On pourra étudier G(t) =

∫ t

a

v(s)y(s)ds.

b. En déduire que si v et y sont deux fonctions de C(I,R+), vérifiant :

∃λ ∈ R+, ∀t ∈ I, y(t) � λ+

∫ t

a

v(s)y(s)ds (��)

alors, pour tout t ∈ I, y(t) � λ exp

(∫ t

a

v(s)ds

)
.

On suppose, jusqu’à la fin de la question 1. que b = +∞.

c. Supposons v intégrable sur I. Montrer que si l’inégalité (��) est vraie
pour tout réel x > a, λ ne dépendant pas de x, alors y est bornée sur I.

d. Si y est bornée sur I et si v est intégrable sur I, montrer que s’il existe

λ ∈ R+ tel que pour tout t ∈ I, y(t) � λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds, alors :

∀t ∈ I, y(t) � λ exp
(∫ +∞

t

v(s)ds
)
.

2. Soit (H) : y′′ +
(
1+ϕ(x)

)
y = 0 où ϕ ∈ L1

c(I,R). Si f est une solution de

(H) sur I, on note g(x) = f(x) +

∫ x

a

sin(x− t)ϕ(t)f(t)dt.

a. Montrer que, pour tout x ∈ I, g′′(x) + g(x) = 0.

b. Montrer que : ∃ M ∈ R+, ∀x ∈ I, |f(x)| � M +

∫ x

a

|ϕ(t)f(t)|dt .

c. En déduire que toute solution de (H) est bornée sur I.

d. En déduire que h : x �→
∫ +∞

a

f(t)ϕ(t) sin(x − t)dt est définie sur I et

que : ∃(λ0, µ0) ∈ R2, ∀x ∈ I, h(x) = λ0 cos(x) + µ0 sin(x).

e. Montrer qu’il existe (λ, µ) ∈ R2 tel que :

f(x) =
x→+∞

λ cos(x) + µ sin(x) +O
(∫ +∞

x

|ϕ(t)|dt
)

3. Soit q ∈ C1(R+,R∗
+) et croissante. Montrer que toutes les solutions de

l’équation différentielle (H) : y′′ + q(x)y = 0 sont bornées sur R+

4. Soit f ∈ C1(R+,R) telle que f ′ ∈ L1(R+,R). Montrer que les solutions
de l’équation différentielle (H) : y′′ +

(
1 + f(x)

)
y = 0 sont bornées si
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� = lim
+∞

f > −1.

5. Montrer que les solutions sur ]0,+∞[ de l’équation différentielle de Bessel

Bα : x2y′′ + xy′ + (x2 − λ2)y = 0

vérifient : y(x) =
x→+∞

1√
x
[λ cosx+ µ sinx] +O

( 1

x
√
x

)
·

On pourra procéder au changement de fonction z(x) =
√
xy(x).

Solution

1. a. En tant que primitive d’une fonction continue, G ∈ C1(I,R) et G′ = v y.
Par multiplication des deux membres de (�) par v � 0 on trouve :

∀t ∈ I,G′(t)− v(t)G(t) � u(t)v(t).

Donc : ∀t ∈ I,
d

dt

[
G(t) exp

(
−
∫ t

a

v(s)ds
)]

� u(t)v(t) exp
(
−
∫ t

a

v(s)ds
)

D’où par intégration : G(t) exp
(
−
∫ t

a

v(s)ds
)
�

∫ t

a

u(s)v(s) exp
(
−
∫ s

a

v(x)dx
)
ds

car G(a) = 0. Or (�) ⇒ y(t) � u(t) + G(t). D’où le résultat, compte tenu de
ex+y = exey et de la relation de Chasles.

b. Cas particulier où u est la fonction constante t �→ λ.

y(t) � λ+

∫ t

a

λv(s) exp
(∫ t

s

v(x)dx
)
ds = λ+ λ

[
− exp

(∫ t

s

v(x)dx
)]s=t

s=a

.

c. v ∈L1(I,R+) ⇒ ∀t∈ I, 0 � y(t) � λ exp
(∫ +∞

a

v(s)ds
)
. Donc y est bornée.

d. Si y est bornée sur I, on a : y(t)v(t) =
t→+∞

O(v(t)). Donc si v ∈ L1(I,R+), alors

yv ∈ L1(I,R+). Posons g(t) =
(
λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds
)
exp

(
−
∫ +∞

t

v(s)ds
)
.

Comme

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds =

∫ a

t

y(s)v(s)ds +

∫ +∞

a

y(s)v(s)ds = −G(t) + C où C

est une constante réelle, g est de classe C1 sur I et l’on a :

g′(t) = v(t)

[
− y(t) + λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds

]
exp

(
−
∫ +∞

t

v(s)ds
)
� 0.

D’où la croissance de g sur I. Or g(t) −−−−→
t→+∞

λ. Donc g(t) � λ pour tout t ∈ I.

Donc : ∀t ∈ I, y(t) � λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds � λ exp
(∫ +∞

t

v(s)ds
)
.

2. a. g(x) = f(x) + h(x) où h(x) = �m
(∫ x

0

ei(x−t)f(t)ϕ(t)dt
)
.

h(x) = �m
(
eixψ(x)

)
où ψ : x �→

∫ x

0

e−itf(t)ϕ(t)dt est de classe C1 sur R en tant

que primitive d’une fonction continue sur R. Donc h∈C1(R,R) et
h′(x) = �m

(
f(x)ϕ(x) + ieixψ(x)

)
= �m

(
ieixψ(x)

)
. Donc h′ ∈C1(R,R) et

h′′(x) = �m
(
if(x)ϕ(x)− eixψ(x)

)
= f(x)ϕ(x)− h(x).

Donc g′′(x) = −g(x) car f est I-solution de (H).
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� = lim
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f > −1.

5. Montrer que les solutions sur ]0,+∞[ de l’équation différentielle de Bessel

Bα : x2y′′ + xy′ + (x2 − λ2)y = 0

vérifient : y(x) =
x→+∞

1√
x
[λ cosx+ µ sinx] +O

( 1

x
√
x

)
·

On pourra procéder au changement de fonction z(x) =
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xy(x).

Solution

1. a. En tant que primitive d’une fonction continue, G ∈ C1(I,R) et G′ = v y.
Par multiplication des deux membres de (�) par v � 0 on trouve :

∀t ∈ I,G′(t)− v(t)G(t) � u(t)v(t).

Donc : ∀t ∈ I,
d

dt

[
G(t) exp

(
−
∫ t

a

v(s)ds
)]

� u(t)v(t) exp
(
−
∫ t
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v(s)ds
)

D’où par intégration : G(t) exp
(
−
∫ t
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v(s)ds
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�

∫ t
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(
−
∫ s
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car G(a) = 0. Or (�) ⇒ y(t) � u(t) + G(t). D’où le résultat, compte tenu de
ex+y = exey et de la relation de Chasles.

b. Cas particulier où u est la fonction constante t �→ λ.

y(t) � λ+

∫ t

a

λv(s) exp
(∫ t

s

v(x)dx
)
ds = λ+ λ

[
− exp
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s
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)]s=t

s=a

.
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(∫ +∞
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v(s)ds
)
. Donc y est bornée.

d. Si y est bornée sur I, on a : y(t)v(t) =
t→+∞

O(v(t)). Donc si v ∈ L1(I,R+), alors

yv ∈ L1(I,R+). Posons g(t) =
(
λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds
)
exp

(
−
∫ +∞

t

v(s)ds
)
.
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t

y(s)v(s)ds =

∫ a

t

y(s)v(s)ds +
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y(s)v(s)ds = −G(t) + C où C

est une constante réelle, g est de classe C1 sur I et l’on a :

g′(t) = v(t)

[
− y(t) + λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds

]
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−
∫ +∞

t
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)
� 0.
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est I-solution de Bp d’après 4.a. et 4.b. Comme ψ(x)
x̃→0+

−x−p22p−1(p− 1)!p! on
a ψ(x) −−−−→

x→0+
−∞. Donc (Jp, ψ) est une famille libre du plan vectoriel SI(Bp), ie.

une base de SI(Bp).
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1. On note I = [a, b[ où −∞ < a < b � +∞. Soient u, v et y trois fonctions
continues sur I à valeurs dans R+ telles que :

∀t ∈ I, y(t) � u(t) +

∫ t

a

v(s)y(s)ds (�).

a. Montrer que, pour t ∈ I, y(t) � u(t) +

∫ t

a

u(s)v(s) exp
(∫ t
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v(x)dx
)
ds.

On pourra étudier G(t) =

∫ t

a

v(s)y(s)ds.

b. En déduire que si v et y sont deux fonctions de C(I,R+), vérifiant :

∃λ ∈ R+, ∀t ∈ I, y(t) � λ+

∫ t

a

v(s)y(s)ds (��)

alors, pour tout t ∈ I, y(t) � λ exp

(∫ t

a

v(s)ds

)
.

On suppose, jusqu’à la fin de la question 1. que b = +∞.

c. Supposons v intégrable sur I. Montrer que si l’inégalité (��) est vraie
pour tout réel x > a, λ ne dépendant pas de x, alors y est bornée sur I.

d. Si y est bornée sur I et si v est intégrable sur I, montrer que s’il existe

λ ∈ R+ tel que pour tout t ∈ I, y(t) � λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds, alors :

∀t ∈ I, y(t) � λ exp
(∫ +∞

t

v(s)ds
)
.

2. Soit (H) : y′′ +
(
1+ϕ(x)

)
y = 0 où ϕ ∈ L1

c(I,R). Si f est une solution de

(H) sur I, on note g(x) = f(x) +

∫ x

a

sin(x− t)ϕ(t)f(t)dt.

a. Montrer que, pour tout x ∈ I, g′′(x) + g(x) = 0.

b. Montrer que : ∃ M ∈ R+, ∀x ∈ I, |f(x)| � M +

∫ x

a

|ϕ(t)f(t)|dt .

c. En déduire que toute solution de (H) est bornée sur I.

d. En déduire que h : x �→
∫ +∞

a

f(t)ϕ(t) sin(x − t)dt est définie sur I et

que : ∃(λ0, µ0) ∈ R2, ∀x ∈ I, h(x) = λ0 cos(x) + µ0 sin(x).

e. Montrer qu’il existe (λ, µ) ∈ R2 tel que :

f(x) =
x→+∞

λ cos(x) + µ sin(x) +O
(∫ +∞

x

|ϕ(t)|dt
)

3. Soit q ∈ C1(R+,R∗
+) et croissante. Montrer que toutes les solutions de

l’équation différentielle (H) : y′′ + q(x)y = 0 sont bornées sur R+

4. Soit f ∈ C1(R+,R) telle que f ′ ∈ L1(R+,R). Montrer que les solutions
de l’équation différentielle (H) : y′′ +

(
1 + f(x)

)
y = 0 sont bornées si
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� = lim
+∞

f > −1.

5. Montrer que les solutions sur ]0,+∞[ de l’équation différentielle de Bessel

Bα : x2y′′ + xy′ + (x2 − λ2)y = 0

vérifient : y(x) =
x→+∞

1√
x
[λ cosx+ µ sinx] +O

( 1

x
√
x

)
·

On pourra procéder au changement de fonction z(x) =
√
xy(x).

Solution

1. a. En tant que primitive d’une fonction continue, G ∈ C1(I,R) et G′ = v y.
Par multiplication des deux membres de (�) par v � 0 on trouve :

∀t ∈ I,G′(t)− v(t)G(t) � u(t)v(t).

Donc : ∀t ∈ I,
d

dt

[
G(t) exp

(
−
∫ t

a

v(s)ds
)]

� u(t)v(t) exp
(
−
∫ t

a

v(s)ds
)

D’où par intégration : G(t) exp
(
−
∫ t

a

v(s)ds
)
�

∫ t

a

u(s)v(s) exp
(
−
∫ s

a

v(x)dx
)
ds

car G(a) = 0. Or (�) ⇒ y(t) � u(t) + G(t). D’où le résultat, compte tenu de
ex+y = exey et de la relation de Chasles.

b. Cas particulier où u est la fonction constante t �→ λ.

y(t) � λ+

∫ t

a

λv(s) exp
(∫ t

s

v(x)dx
)
ds = λ+ λ

[
− exp

(∫ t

s

v(x)dx
)]s=t

s=a

.

c. v ∈L1(I,R+) ⇒ ∀t∈ I, 0 � y(t) � λ exp
(∫ +∞

a

v(s)ds
)
. Donc y est bornée.

d. Si y est bornée sur I, on a : y(t)v(t) =
t→+∞

O(v(t)). Donc si v ∈ L1(I,R+), alors

yv ∈ L1(I,R+). Posons g(t) =
(
λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds
)
exp

(
−
∫ +∞

t

v(s)ds
)
.

Comme

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds =

∫ a

t

y(s)v(s)ds +

∫ +∞

a

y(s)v(s)ds = −G(t) + C où C

est une constante réelle, g est de classe C1 sur I et l’on a :

g′(t) = v(t)

[
− y(t) + λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds

]
exp

(
−
∫ +∞

t

v(s)ds
)
� 0.

D’où la croissance de g sur I. Or g(t) −−−−→
t→+∞

λ. Donc g(t) � λ pour tout t ∈ I.

Donc : ∀t ∈ I, y(t) � λ+

∫ +∞

t

y(s)v(s)ds � λ exp
(∫ +∞

t

v(s)ds
)
.

2. a. g(x) = f(x) + h(x) où h(x) = �m
(∫ x

0

ei(x−t)f(t)ϕ(t)dt
)
.

h(x) = �m
(
eixψ(x)

)
où ψ : x �→

∫ x

0

e−itf(t)ϕ(t)dt est de classe C1 sur R en tant

que primitive d’une fonction continue sur R. Donc h∈C1(R,R) et
h′(x) = �m

(
f(x)ϕ(x) + ieixψ(x)

)
= �m

(
ieixψ(x)

)
. Donc h′ ∈C1(R,R) et

h′′(x) = �m
(
if(x)ϕ(x)− eixψ(x)

)
= f(x)ϕ(x)− h(x).

Donc g′′(x) = −g(x) car f est I-solution de (H).
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b. ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀x ∈ I, g(x) = λ cos(x) + µ sin(x).

Donc ∀x ∈ R+, |g(x)|� |λ|+ |µ| = M . D’où : ∀x ∈ I, |f(x)| � M +

∫ x

a

|f(t)ϕ(t)|dt.

c. De 1.b. et de ϕ∈L1(I,R) on déduit que, pour tout x∈ I, |f(x)|�M exp
(∫

I

|ϕ|
)
.

f est bornée sur I.

d. f et sin étant bornées, on a f(t)ϕ(t) sin(x− t) =
t→+∞

O
(
ϕ(t)

)
.

Comme ϕ est intégrable sur I, il en est de même de t �→ f(t)ϕ(t) sin(x− t).
Comme sin(x− t) = sin(x) cos(t)− sin(t) cos(x), on a : h(x) = λ0 cos(x)+µ0 sin(x)

où : λ0 = −
∫

I

f(t)ϕ(t) sin(t)dt et µ0 =

∫

I

f(t)ϕ(t) cos(t)dt.

e. De 2.a. on déduit que : f(x) = α cos(x) + β sin(x)−
∫ x

a

f(t)ϕ(t) sin(x− t)dt.

f(x) = α cos(x) + β sin(x)− h(x) +

∫ +∞

x

f(t)ϕ(t) sin(x− t)dt.

f(x) = (α− λ0) cos(x) + (β − µ0) sin(x)

∫ +∞

x

f(t)ϕ(t) sin(x− t)dt.

Posons λ = α− λ0, µ = β − µ0. Comme f est bornée, on a :∫ +∞

x

f(t)ϕ(t) sin(x− t)dt =
x→+∞

O
(∫ +∞

x

|ϕ(t)|dt
)
. D’où le résultat.

3. Soit y ∈ SR+(H). Alors 2y′y′′ + 2qyy′ = 0. D’où par intégration :

∀x ∈ R+, y
′2(x)− y′2(0) + 2

∫ x

0

q(t)y(t)y′(t)dt = 0.

Par intégration par parties, en posant a = y′2(0) + y2(0)q(0),

∀x ∈ R+, y
′2(x) + q(x)y2(x) = a+

∫ x

0

q′(t)y2(t)dt.

Donc : ∀x ∈ R+, q(x)y
2(x) � a+

∫ x

0

q′(t)y2(t)dt.

L’application de 1.b. aux fonctions positives qy2 et
q′

q
(cf. q > 0) donne :

∀x ∈ R+, q(x)y
2(x) � a exp

(∫ x

0

q′(t)

q(t)
dt
)
= a

q(x)

q(0)
·

Donc : ∀x ∈ R+, y
2(x) <

a

q(0)
car q > 0. D’où le résultat.

4. Comme f ′ ∈ L1(R+,R) et f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt, 	 existe.

∀y ∈ S(H), ∀x ∈ R+, y
′(x)y′′(x) = −(1 + f(x)y(x)y′(x).

D’où par intégration, y′2(x)− y′2(x0) = −2

∫ x

x0

(1 + f(t))y(t)y′(t)dt.

Par intégration par parties :

y′2(x)− y′2(x0) = −(1 + f(x))y2(x) +
(
1 + f(x0))y

2(x0) +

∫ x

x0

f ′(t)y2(t)dt.

Comme 	 > −1, fixons x0 tel que : ∀x � x0, 1 + f(x) � k =
1 + 	

2
> 0.

∀x � x0, y
2(x) =

(1 + f(x0))y
2(x0) + y′2(x0)− y′2(x)

1 + f(x)
+

1

1 + f(x)

∫ x

x0

f ′(t)y2(t)dt
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∀x � x0, y
2(x)�λ+a

∫ x

x0

|f ′(t)|y2(t)dt où a=
1

k
, λ=a

[
(1+f(x0)y

2(x0)+y′2(x0)
]
.

Par application du 1.b. ∀x � x0, y
2(x) � λ exp

(
a

∫ x

x0

|f ′|
)
� λ exp

(
a

∫

R+

|f ′|
)
.

D’où y est bornée puisqu’elle est continue sur le segment [0, x0].

5. Le changement de fonction inconnue z(x) = y(x)
√
x donne : z′′+

(
1+

K

x2

)
z = 0

où K =
1

4
− λ2. La fonction ϕ : x �→ Kx−2 est intégrable sur [1,+∞[. On déduit

de 2.e. que z(x) =
x→+∞

λ cos(x) + µ sin(x) +O
(∫ +∞

x

K

t2
dt
)
D’où le résultat.

• Fonctions oscillantes

Toutes les fonctions considérées dans le problème sont à valeurs dans R.
(A, a, b, α,m) ∈ R5 et vérifie : m > 0 ; α < 2 ; b > a > 0 ; A > 0.
(f, g, p, q, r, s) ∈ (C2(R∗

+,R))6 ; (u, ϕ) ∈ (C1(R∗
+,R))2 ; on appelle zéro de f

tout réel tel que f(x) = 0. On dira que f est une fonction oscillante sur
]a,+∞[ s’il existe une suite strictement croissante que l’on notera (x2n)n∈N
telle que : (i) x0 > a et lim

n→∞
(x2n) = +∞ ; (ii) f s’annule en changeant

de signe en tout point x2n ; (iii) ∀x > a, f(x) = 0 ⇐⇒ ∃n ∈ N, x = x2n.

Partie I

1. On suppose que f ′ est intégrable et de classe C1 sur [1,+∞[. Si (tn) est une
suite strictement croissante de réels supérieurs à 1, étudier la convergence
de la série de terme général : |f(tn)− f(tn−1|.

2. Résoudre sur R∗
+ l’équation différentielle y′′ +

A

4x2
y = 0 en effectuant

simultanément le changement de variable t = ln(x) et le changement de

fonction z(t) =
y(x)√

x
· On distinguera les cas A > 1 ; A = 1 ; A < 1.

3. a. Transformer l’équation différentielle y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 à

l’aide du changement de fonction z(x) = y(x) exp
(1
2

∫ x

1

p(t)dt
)
. L’équation

transformée est du type z′′ + v(x)z = 0. Donner v en fonction de p, q et p′.

b. Appliquer cette transformation à y′′+
1

x
y′+

(
1− λ2

x2

)
y = 0 pour λ ∈ R+.

On donnera l’équation transformée sous la forme z′′ +
(
1 +

K

x2

)
z = 0.

c. Montrer que si une solution non nulle f de y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 sur
R∗

+ s’annule en x0, f change de signe en x0.

Partie II

1. (y1, y2) désigne une base de l’espace vectoriel des solutions de l’équation
différentielle y′′ + r(x)y = 0. On pose : W(y1,y2)(x) = (y1y

′
2 − y2y

′
1)(x).

a. Montrer queW ′
(y1,y2)

(x) = 0 pour tout x > 0. En déduire qu’il est possible

de choisir (y1, y2) de sorte que W(y1,y2) = 1. On suppose qu’il en est ainsi.

b. À l’aide de la méthode de variation des constantes, montrer que les
solutions sur R∗

+ de l’équation différentielle y′′ + r(x)y = ϕ(x) peuvent
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où : λ0 = −
∫

I

f(t)ϕ(t) sin(t)dt et µ0 =

∫

I

f(t)ϕ(t) cos(t)dt.
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. D’où le résultat.

3. Soit y ∈ SR+(H). Alors 2y′y′′ + 2qyy′ = 0. D’où par intégration :
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car q > 0. D’où le résultat.

4. Comme f ′ ∈ L1(R+,R) et f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt, 	 existe.

∀y ∈ S(H), ∀x ∈ R+, y
′(x)y′′(x) = −(1 + f(x)y(x)y′(x).
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telle que : (i) x0 > a et lim

n→∞
(x2n) = +∞ ; (ii) f s’annule en changeant

de signe en tout point x2n ; (iii) ∀x > a, f(x) = 0 ⇐⇒ ∃n ∈ N, x = x2n.

Partie I

1. On suppose que f ′ est intégrable et de classe C1 sur [1,+∞[. Si (tn) est une
suite strictement croissante de réels supérieurs à 1, étudier la convergence
de la série de terme général : |f(tn)− f(tn−1|.

2. Résoudre sur R∗
+ l’équation différentielle y′′ +

A

4x2
y = 0 en effectuant

simultanément le changement de variable t = ln(x) et le changement de

fonction z(t) =
y(x)√

x
· On distinguera les cas A > 1 ; A = 1 ; A < 1.

3. a. Transformer l’équation différentielle y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 à

l’aide du changement de fonction z(x) = y(x) exp
(1
2

∫ x

1

p(t)dt
)
. L’équation

transformée est du type z′′ + v(x)z = 0. Donner v en fonction de p, q et p′.

b. Appliquer cette transformation à y′′+
1

x
y′+

(
1− λ2

x2

)
y = 0 pour λ ∈ R+.

On donnera l’équation transformée sous la forme z′′ +
(
1 +

K

x2

)
z = 0.

c. Montrer que si une solution non nulle f de y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 sur
R∗

+ s’annule en x0, f change de signe en x0.

Partie II

1. (y1, y2) désigne une base de l’espace vectoriel des solutions de l’équation
différentielle y′′ + r(x)y = 0. On pose : W(y1,y2)(x) = (y1y

′
2 − y2y

′
1)(x).

a. Montrer queW ′
(y1,y2)

(x) = 0 pour tout x > 0. En déduire qu’il est possible

de choisir (y1, y2) de sorte que W(y1,y2) = 1. On suppose qu’il en est ainsi.

b. À l’aide de la méthode de variation des constantes, montrer que les
solutions sur R∗

+ de l’équation différentielle y′′ + r(x)y = ϕ(x) peuvent

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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s’écrire sous la forme :

y(x) = λy1(x) + µy2(x) +

∫ x

1

ϕ(t)

∣∣∣∣
y1(t) y1(x)
y2(t) y2(x)

∣∣∣∣ dt avec W(y1,y2)(x)=1.

c. Utiliser cette expression pour résoudre y′′ +my = ϕ(x) où m > 0. Puis
montrer que si f vérifie f ′′(x) +mf(x) � 0 pour x > 0, alors pour tout

x > 0, f(x) + f
(
x+

π√
m

)
� 0.

2. a. On suppose dans cette question que : ∀x ∈ R∗
+, r(x) > 0. Effectuer

simultanément dans l’équation différentielle y′′+r(x)y = 0 le changement de

variable : t =

∫ x

1

√
r(ξ)dξ+C (C est une constante réelle) et le changement

de fonction z(t) = 4
√
r(x) y(x). On donnera l’équation transformée sous la

forme z′′ + (1 + u(t))z = 0 avec u(t) =
K1r

′2(x)−K2r
′′(x)r(x)

16r3(x)
·

b. Quelle équation différentielle obtient-on en transformant de cette façon,

en prenant C =
2
√
A

2− α
, l’équation y′′+

A

xα
y = 0 où A > 0 et α < 2 ? Vérifier

que dans ce cas u est intégrable sur [1,+∞[.

Partie III

On suppose dorénavant que la fonction r vérifie :
∃(m1,m2) ∈ R2, ∀x ∈]1,+∞[, m2 � r(x) � m1 > 0.

f désigne une solution non nulle de y′′ + r(x)y = 0 sur R∗
+.

1. Montrer que f s’annule en changeant de signe en au moins un point de[
b, b+

π
√
m1

]
pour tout b > 1.

On pourra utiliser la fonction g définie par g(x) = sin
(√

m1(x − b)
)
, puis

raisonner par l’absurde en construisant le tableau de variations de W(f,g).

2. Si α et β sont deux zéros consécutifs de f , prouver à l’aide d’une solution

g bien choisie de y′′ +m2y = 0 que β − α �
π

√
m2

·

3. En déduire que f est oscillante sur ]1,+∞[.

4. Dans toute la suite du problème, on suppose que lim
x→+∞

r(x) = R > 0.

On sait que f est oscillante sur ]1,+∞[. Soit (x2n) la suite strictement
croissante des zéros de f sur ]1,+∞[. En détaillant avec soin la solution

proposée, prouver que : lim
n→∞

(x2n+2 − x2n) =
π√
R
·

5. Déduire de ce qui précède que toute solution non nulle de y′′ +
A

xα
y=0,

(A > 0, α < 2) est oscillante. (Justifier avec précision le choix α < 2).
6. On note Mn = sup{|f(t)| | x2n � t � x2n+2}.
a. Montrer que : ∀n ∈ N, ∃ !x2n+1 ∈ ]x2n, x2n+2[, |f(x2n+1)| = Mn.

b. Si r est monotone sur ]1,+∞[, prouver que (Mn) est une suite monotone.
Préciser son sens de variation par rapport à celui de r. On pourra intégrer
la fonction 2f ′f ′′ + 2rf ′f .

c. Si r′ est intégrable sur [1,+∞[, montrer que la suite (Mn) converge vers

M > 0 et que lim
n→∞

|f ′(x2n)| = M
√
R. On pourra utiliser I.1.
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Solution

Partie I

1. |f(tn)− f(tn−1)| =
∣∣∣
∫ tn

tn−1

f ′
∣∣∣ �

∫ tn

tn−1

|f ′| pour n � 1.

f ′ étant intégrable sur [1,+∞[, la série
(∑∫ tn

tn−1

|f ′|
)
n�1

converge. Par théorème

de comparaison des séries à termes positifs, la série
∑

|f(tn)− f(tn−1)| converge.
2. À partir de y(x) =

√
xz

(
ln(x)

)
on obtient :

y′′(x) +
A

4x2
y(x) = 0 ⇐⇒ z′′(t) +

A− 1

4
z(t) = 0.

• Si A < 1 et ω =

√
1−A

4
, alors z(t) = λeωt + µe−ωt et y(x) = (λxω + µx−ω)

√
x.

• Si A = 1, alors z(t) = λt+ µ et y(x) = (λ ln(x) + µ)
√
x.

• Si A > 1, posons ω =

√
A− 1

4
, alors z(t) = λ cos(ωt) + µ sin(ωt). Doù

y(x) =
[
λ cos

(
ω ln(x)

)
+ µ sin

(
ω ln(x)

)]√
x.

3. a. y = euz où u(x) =
1

2

∫ x

1

p(t)dt.

Donc : y′ = eu
(
z′ − 1

2
pz

)
et y′′ = eu

(
z′′ − 1

2
p′z − pz′ +

p2

4
z
)
.

y′′ + py′ + qy = 0 ⇐⇒ z′′ + vz = 0 où v = q − 1

4
p2 − 1

2
p′ car eu �= 0.

b. Dans cette question z(x) =
√
xy(x). Prenons p(x) =

1

x
et q(x) = 1− λ2

x2
, alors

v(x) = 1 +
K

x2
où K =

1

4
− λ2.

c. On déduit du théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire qu’il existe une unique
solution de l’équation différentielle : y′′ + py′ + qy = 0 sur ]0,+∞[ vérifiant
y(x0) = y′(x0) = 0. La fonction nulle étant solution, on conclut que c’est la
seule solution de l’équation différentielle : y′′ + py′ + qy = 0 sur ]0,+∞[ vérifiant
y(x0) = y′(x0) = 0. Soit f une solution non nulle vérifiant f(x0) = 0, alors
f ′(x0) �= 0 et f(x)

x̃→x0
(x− x0)f

′(x0). Donc les fonctions f et x �→ (x− x0)f
′(x0)

ont même signe au voisinage de x0. Par suite f change de signe en x0.

Partie II

1. a. On vérifie que W ′
(y1,y2)

(x) = 0 pour tout x > 0. (cf. aussi le cours sur

le wronskien). Donc W(y1,y2) est constant et non nul car (y1, y2) est libre. Il
est possible de choisir (y1, y2) de sorte que W(y1,y2) = 1 en multipliant une
des fonctions par une constante réelle non nulle, compte tenu des propriétés du
déterminant.

b. La méthode de variation des constantes consiste à chercher des solutions sous
la forme : y(x) = λ(x)y1(x) + µ(x)y2(x), où (λ, µ) ∈

(
C1(R∗

+,R)
)2
. On a alors :

λ′(x)

(
y1(x)
y′1(x)

)
+ µ′(x)

(
y2(x)
y′2(x)

)
=

(
0

ϕ(x)

)
. D’où

{
λ′(x) = −ϕ(x)y2(x),
µ′(x) = ϕ(x)y1(x).

Posons λ = λ(1) et µ = µ(1), on a alors :

508 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

s’écrire sous la forme :

y(x) = λy1(x) + µy2(x) +

∫ x

1

ϕ(t)

∣∣∣∣
y1(t) y1(x)
y2(t) y2(x)

∣∣∣∣ dt avec W(y1,y2)(x)=1.

c. Utiliser cette expression pour résoudre y′′ +my = ϕ(x) où m > 0. Puis
montrer que si f vérifie f ′′(x) +mf(x) � 0 pour x > 0, alors pour tout

x > 0, f(x) + f
(
x+

π√
m

)
� 0.

2. a. On suppose dans cette question que : ∀x ∈ R∗
+, r(x) > 0. Effectuer

simultanément dans l’équation différentielle y′′+r(x)y = 0 le changement de

variable : t =

∫ x

1

√
r(ξ)dξ+C (C est une constante réelle) et le changement

de fonction z(t) = 4
√
r(x) y(x). On donnera l’équation transformée sous la

forme z′′ + (1 + u(t))z = 0 avec u(t) =
K1r

′2(x)−K2r
′′(x)r(x)

16r3(x)
·

b. Quelle équation différentielle obtient-on en transformant de cette façon,

en prenant C =
2
√
A

2− α
, l’équation y′′+

A

xα
y = 0 où A > 0 et α < 2 ? Vérifier

que dans ce cas u est intégrable sur [1,+∞[.

Partie III

On suppose dorénavant que la fonction r vérifie :
∃(m1,m2) ∈ R2, ∀x ∈]1,+∞[, m2 � r(x) � m1 > 0.

f désigne une solution non nulle de y′′ + r(x)y = 0 sur R∗
+.

1. Montrer que f s’annule en changeant de signe en au moins un point de[
b, b+

π
√
m1

]
pour tout b > 1.

On pourra utiliser la fonction g définie par g(x) = sin
(√

m1(x − b)
)
, puis

raisonner par l’absurde en construisant le tableau de variations de W(f,g).

2. Si α et β sont deux zéros consécutifs de f , prouver à l’aide d’une solution

g bien choisie de y′′ +m2y = 0 que β − α �
π

√
m2

·

3. En déduire que f est oscillante sur ]1,+∞[.

4. Dans toute la suite du problème, on suppose que lim
x→+∞

r(x) = R > 0.

On sait que f est oscillante sur ]1,+∞[. Soit (x2n) la suite strictement
croissante des zéros de f sur ]1,+∞[. En détaillant avec soin la solution

proposée, prouver que : lim
n→∞

(x2n+2 − x2n) =
π√
R
·

5. Déduire de ce qui précède que toute solution non nulle de y′′ +
A

xα
y=0,

(A > 0, α < 2) est oscillante. (Justifier avec précision le choix α < 2).
6. On note Mn = sup{|f(t)| | x2n � t � x2n+2}.
a. Montrer que : ∀n ∈ N, ∃ !x2n+1 ∈ ]x2n, x2n+2[, |f(x2n+1)| = Mn.

b. Si r est monotone sur ]1,+∞[, prouver que (Mn) est une suite monotone.
Préciser son sens de variation par rapport à celui de r. On pourra intégrer
la fonction 2f ′f ′′ + 2rf ′f .

c. Si r′ est intégrable sur [1,+∞[, montrer que la suite (Mn) converge vers

M > 0 et que lim
n→∞

|f ′(x2n)| = M
√
R. On pourra utiliser I.1.
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s’écrire sous la forme :

y(x) = λy1(x) + µy2(x) +

∫ x

1

ϕ(t)

∣∣∣∣
y1(t) y1(x)
y2(t) y2(x)

∣∣∣∣ dt avec W(y1,y2)(x)=1.

c. Utiliser cette expression pour résoudre y′′ +my = ϕ(x) où m > 0. Puis
montrer que si f vérifie f ′′(x) +mf(x) � 0 pour x > 0, alors pour tout

x > 0, f(x) + f
(
x+

π√
m

)
� 0.

2. a. On suppose dans cette question que : ∀x ∈ R∗
+, r(x) > 0. Effectuer

simultanément dans l’équation différentielle y′′+r(x)y = 0 le changement de

variable : t =

∫ x

1

√
r(ξ)dξ+C (C est une constante réelle) et le changement

de fonction z(t) = 4
√
r(x) y(x). On donnera l’équation transformée sous la

forme z′′ + (1 + u(t))z = 0 avec u(t) =
K1r

′2(x)−K2r
′′(x)r(x)

16r3(x)
·

b. Quelle équation différentielle obtient-on en transformant de cette façon,

en prenant C =
2
√
A

2− α
, l’équation y′′+

A

xα
y = 0 où A > 0 et α < 2 ? Vérifier

que dans ce cas u est intégrable sur [1,+∞[.

Partie III

On suppose dorénavant que la fonction r vérifie :
∃(m1,m2) ∈ R2, ∀x ∈]1,+∞[, m2 � r(x) � m1 > 0.

f désigne une solution non nulle de y′′ + r(x)y = 0 sur R∗
+.

1. Montrer que f s’annule en changeant de signe en au moins un point de[
b, b+

π
√
m1

]
pour tout b > 1.

On pourra utiliser la fonction g définie par g(x) = sin
(√

m1(x − b)
)
, puis

raisonner par l’absurde en construisant le tableau de variations de W(f,g).

2. Si α et β sont deux zéros consécutifs de f , prouver à l’aide d’une solution

g bien choisie de y′′ +m2y = 0 que β − α �
π

√
m2

·

3. En déduire que f est oscillante sur ]1,+∞[.

4. Dans toute la suite du problème, on suppose que lim
x→+∞

r(x) = R > 0.

On sait que f est oscillante sur ]1,+∞[. Soit (x2n) la suite strictement
croissante des zéros de f sur ]1,+∞[. En détaillant avec soin la solution

proposée, prouver que : lim
n→∞

(x2n+2 − x2n) =
π√
R
·

5. Déduire de ce qui précède que toute solution non nulle de y′′ +
A

xα
y=0,

(A > 0, α < 2) est oscillante. (Justifier avec précision le choix α < 2).
6. On note Mn = sup{|f(t)| | x2n � t � x2n+2}.
a. Montrer que : ∀n ∈ N, ∃ !x2n+1 ∈ ]x2n, x2n+2[, |f(x2n+1)| = Mn.

b. Si r est monotone sur ]1,+∞[, prouver que (Mn) est une suite monotone.
Préciser son sens de variation par rapport à celui de r. On pourra intégrer
la fonction 2f ′f ′′ + 2rf ′f .

c. Si r′ est intégrable sur [1,+∞[, montrer que la suite (Mn) converge vers

M > 0 et que lim
n→∞

|f ′(x2n)| = M
√
R. On pourra utiliser I.1.
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Solution

Partie I

1. |f(tn)− f(tn−1)| =
∣∣∣
∫ tn

tn−1

f ′
∣∣∣ �

∫ tn

tn−1

|f ′| pour n � 1.

f ′ étant intégrable sur [1,+∞[, la série
(∑∫ tn

tn−1

|f ′|
)
n�1

converge. Par théorème

de comparaison des séries à termes positifs, la série
∑

|f(tn)− f(tn−1)| converge.
2. À partir de y(x) =

√
xz

(
ln(x)

)
on obtient :

y′′(x) +
A

4x2
y(x) = 0 ⇐⇒ z′′(t) +

A− 1

4
z(t) = 0.

• Si A < 1 et ω =

√
1−A

4
, alors z(t) = λeωt + µe−ωt et y(x) = (λxω + µx−ω)

√
x.

• Si A = 1, alors z(t) = λt+ µ et y(x) = (λ ln(x) + µ)
√
x.

• Si A > 1, posons ω =

√
A− 1

4
, alors z(t) = λ cos(ωt) + µ sin(ωt). Doù

y(x) =
[
λ cos

(
ω ln(x)

)
+ µ sin

(
ω ln(x)

)]√
x.

3. a. y = euz où u(x) =
1

2

∫ x

1

p(t)dt.

Donc : y′ = eu
(
z′ − 1

2
pz

)
et y′′ = eu

(
z′′ − 1

2
p′z − pz′ +

p2

4
z
)
.

y′′ + py′ + qy = 0 ⇐⇒ z′′ + vz = 0 où v = q − 1

4
p2 − 1

2
p′ car eu �= 0.

b. Dans cette question z(x) =
√
xy(x). Prenons p(x) =

1

x
et q(x) = 1− λ2

x2
, alors

v(x) = 1 +
K

x2
où K =

1

4
− λ2.

c. On déduit du théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire qu’il existe une unique
solution de l’équation différentielle : y′′ + py′ + qy = 0 sur ]0,+∞[ vérifiant
y(x0) = y′(x0) = 0. La fonction nulle étant solution, on conclut que c’est la
seule solution de l’équation différentielle : y′′ + py′ + qy = 0 sur ]0,+∞[ vérifiant
y(x0) = y′(x0) = 0. Soit f une solution non nulle vérifiant f(x0) = 0, alors
f ′(x0) �= 0 et f(x)

x̃→x0
(x− x0)f

′(x0). Donc les fonctions f et x �→ (x− x0)f
′(x0)

ont même signe au voisinage de x0. Par suite f change de signe en x0.

Partie II

1. a. On vérifie que W ′
(y1,y2)

(x) = 0 pour tout x > 0. (cf. aussi le cours sur

le wronskien). Donc W(y1,y2) est constant et non nul car (y1, y2) est libre. Il
est possible de choisir (y1, y2) de sorte que W(y1,y2) = 1 en multipliant une
des fonctions par une constante réelle non nulle, compte tenu des propriétés du
déterminant.

b. La méthode de variation des constantes consiste à chercher des solutions sous
la forme : y(x) = λ(x)y1(x) + µ(x)y2(x), où (λ, µ) ∈

(
C1(R∗

+,R)
)2
. On a alors :

λ′(x)

(
y1(x)
y′1(x)

)
+ µ′(x)

(
y2(x)
y′2(x)

)
=

(
0

ϕ(x)

)
. D’où

{
λ′(x) = −ϕ(x)y2(x),
µ′(x) = ϕ(x)y1(x).

Posons λ = λ(1) et µ = µ(1), on a alors :
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s’écrire sous la forme :

y(x) = λy1(x) + µy2(x) +

∫ x

1

ϕ(t)

∣∣∣∣
y1(t) y1(x)
y2(t) y2(x)

∣∣∣∣ dt avec W(y1,y2)(x)=1.

c. Utiliser cette expression pour résoudre y′′ +my = ϕ(x) où m > 0. Puis
montrer que si f vérifie f ′′(x) +mf(x) � 0 pour x > 0, alors pour tout

x > 0, f(x) + f
(
x+

π√
m

)
� 0.

2. a. On suppose dans cette question que : ∀x ∈ R∗
+, r(x) > 0. Effectuer

simultanément dans l’équation différentielle y′′+r(x)y = 0 le changement de

variable : t =

∫ x

1

√
r(ξ)dξ+C (C est une constante réelle) et le changement

de fonction z(t) = 4
√
r(x) y(x). On donnera l’équation transformée sous la

forme z′′ + (1 + u(t))z = 0 avec u(t) =
K1r

′2(x)−K2r
′′(x)r(x)

16r3(x)
·

b. Quelle équation différentielle obtient-on en transformant de cette façon,

en prenant C =
2
√
A

2− α
, l’équation y′′+

A

xα
y = 0 où A > 0 et α < 2 ? Vérifier

que dans ce cas u est intégrable sur [1,+∞[.

Partie III

On suppose dorénavant que la fonction r vérifie :
∃(m1,m2) ∈ R2, ∀x ∈]1,+∞[, m2 � r(x) � m1 > 0.

f désigne une solution non nulle de y′′ + r(x)y = 0 sur R∗
+.

1. Montrer que f s’annule en changeant de signe en au moins un point de[
b, b+

π
√
m1

]
pour tout b > 1.

On pourra utiliser la fonction g définie par g(x) = sin
(√

m1(x − b)
)
, puis

raisonner par l’absurde en construisant le tableau de variations de W(f,g).

2. Si α et β sont deux zéros consécutifs de f , prouver à l’aide d’une solution

g bien choisie de y′′ +m2y = 0 que β − α �
π

√
m2

·

3. En déduire que f est oscillante sur ]1,+∞[.

4. Dans toute la suite du problème, on suppose que lim
x→+∞

r(x) = R > 0.

On sait que f est oscillante sur ]1,+∞[. Soit (x2n) la suite strictement
croissante des zéros de f sur ]1,+∞[. En détaillant avec soin la solution

proposée, prouver que : lim
n→∞

(x2n+2 − x2n) =
π√
R
·

5. Déduire de ce qui précède que toute solution non nulle de y′′ +
A

xα
y=0,

(A > 0, α < 2) est oscillante. (Justifier avec précision le choix α < 2).
6. On note Mn = sup{|f(t)| | x2n � t � x2n+2}.
a. Montrer que : ∀n ∈ N, ∃ !x2n+1 ∈ ]x2n, x2n+2[, |f(x2n+1)| = Mn.

b. Si r est monotone sur ]1,+∞[, prouver que (Mn) est une suite monotone.
Préciser son sens de variation par rapport à celui de r. On pourra intégrer
la fonction 2f ′f ′′ + 2rf ′f .

c. Si r′ est intégrable sur [1,+∞[, montrer que la suite (Mn) converge vers

M > 0 et que lim
n→∞

|f ′(x2n)| = M
√
R. On pourra utiliser I.1.
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λ(x) = λ−
∫ x

1

ϕ(t)y2(t)dt et µ(x) = µ+

∫ x

1

ϕ(t)y1(t)dt. D’où le résultat.

c. Posons ω =
√
m. Alors y1(x) = cos(ωx) et y2(x) =

1

ω
sin(ωx) par exemple.

D’où : ∀x ∈ R∗
+, y(x)=λ cos(ωx)+µ sin(ωx)+

1

ω

∫ x

1

ϕ(t) sin
(
ω(x−t)

)
dt. (�)

Soit f vérifiant f ′′(x)+mf(x) � 0 ; en posant ϕ(x) = f ′′(x)+mf(x), on déduit de

(�) que : f
(
x+

π

ω

)
+f(x) =

1

ω

∫ x+ π
ω

x

ϕ(t) sin
(
ω(t−x)

)
dt � 0 car si t ∈

[
x, x+

π

ω

]
,

alors sin
(
ω(t− x)

)
� 0 et ϕ(t) � 0.

2. a. r étant de classe C2 sur R∗
+, à valeurs dans R∗

+, on a :
dx

dt
=

1√
r(x)

·

y(x) = z(t)
(
r(x)

)−1/4 ⇒ y′(x) = −1

4
r′(x)

(
r(x)

)−5/4
z(t) +

(
r(x)

)−1/4
z′(t)

dt

dx
·

Donc y′(x) = −1

4
r′(x)

(
r(x)

)−5/4
z(t) +

(
r(x)

)1/4
z′(t). D’où :

y′′(x) = −1

4

[
r′′(x)

(
r(x)

)−5/4 − 5

4
r′2(x)

(
r(x)

)−9/4
]
z(t)− 1

4
r′(x)

(
r(x)

)−1/4
z′(t)

+
(
r(x)

)3/4
z′′(t) +

1

4
r′(x)

(
r(x)

)−3/4
z′(t).

Donc : ∀x ∈ R∗
+, y

′′(x) + r(x)y(x) = 0 ⇐⇒ ∀t ∈ R∗
+, z

′′(t) + (1 + u(t))z(t) = 0

avec u définie par u(t) =
1

16r2(x)

[
5r′2(x)− 4r(x)r′′(x)

]
·

b. Avec r(x) = Ax−α, on obtient : u(t) =
xα−2

16A

(
α2 − 4α

)
.

t =
√
A

∫ x

1

ζ−
α
2 dζ + C =

2
√
A

2− α

[
ζ1−

α
2

]x
1
+ C =

2
√
A

2− α
x1−α

2 ·

On a alors u(t) =
K

t2
où K =

(α2 − 4α)(2− α)2

64A2
· Donc u ∈ L1([1,+∞[,R).

Partie III

1. Supposons f de signe constant sur
[
b, b+

π√
m1

]
et soit g(x) = sin

(√
m1(x−b)

)
.

Alors, pour tout x ∈
[
b, b+

π√
m1

]
, g(x) � 0 et, quitte à changer f en −f , on peut

aussi supposer f(x) � 0. Comme g′′(x)−m1g(x) = 0, on a :
W ′

(f,g)(x) = f(x)g′′(x)− f ′′(x)g(x) =
(
r(x)−m1

)
f(x)g(x) � 0.

Donc W(f,g) est croissante sur
[
b, b +

π√
m1

]
· Or W(f,g)(b) = f(b)

√
m1 � 0

et W(f,g)

(
b +

π√
m1

)
= −f

(
b +

π√
m1

)√
m1 � 0. Donc W(f,g) s’annule dans

]
b, b+

π√
m1

]
· Donc, d’après le cours, (f, g) est liée. Comme g �= 0, il existe λ ∈ R

tel que f(x) = λg(x) si x ∈
[
b, b+

π√
m1

]
· Donc f(b) = 0. D’où deux cas :

• f n’est pas de signe constant sur
[
b, b +

π√
m1

]
, alors f s’annule en changeant

de signe cf. I.3.c. en un point de
]
b, b+

π√
m1

[
·
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• f s’annule en b en changeant de signe cf. I.3.c.

Dans tous les cas, f s’annule en changeant de signe en un point de
[
b, b+

π√
m1

]
·

2. Notons que d’après I.3.c. les zéros de f sont isolés et que l’on peut à bon droit,

parler de zéros consécutifs. Supposons β − α �
π

√
m2

· La fonction g définie par

g(x) = − sin
(√

m2(x−β)
)
est positive sur [α, β]. On a comme en III.1. la fonction

W(f,g) croissante. D’où deux cas de figure pour f . Voici le premier.

En changeant f en −f , on passe du premier au second cas. Dans le premier cas,
f ′(α) > 0 et f ′(β) < 0 ; donc W(f,g)(α) = g(α)f ′(α) > 0 = W(f,g)(β). D’où W(f,g)

est nulle sur [α, β]. Comme à la question précédente, on en déduit que, pour tout

x ∈ [α, β], g(x) = λf(x). Donc g(α) = 0, ce qui contredit β − α <
π

√
m2

·

3. D’après III.1. f a une infinité de zéros ; d’après III.2. la distance entre deux

zéros consécutifs est au plus de
π

√
m1

et au moins de
π

√
m2

· D’après I.3.c. f change

de signe en chacun de ses zéros. Donc f est oscillante sur [a,+∞[ ; On définit par
récurrence, la suite (x2n) par x2n+2 est le plus petit zéro de f (ils sont isolés)

supérieur à x2n +
π

√
m2

· On a :
π

√
m2

� x2n+2 − x2n �
π

√
m2

·

4. Soit ε > 0. On sait qu’il existe A > 0 tel que : x � A ⇒ R− ε � r(x) � R+ ε.
Soit alors N tel que x2N � A. On déduit de III.3. que, pour tout n � N ,

π√
R+ ε

� x2n+2 − x2n �
π√

R− ε
· Donc (x2n+2 − x2n) −−−→

n→∞

π√
R
·

5. On a vu en II.2.b. qu’en effectuant le changement de variable t =
2
√
A

2− α
x1−α

2

et le changement de fonction inconnue z(t) =
(A
x

)α
4

y(x) on obtenait :

∀x ∈ R∗
+, y

′′(x) +
A

xα
y(x) = 0 ⇐⇒ ∀t ∈ R∗

+, z
′′(t) +

(
1 +

K

t2

)
z(t) = 0

où K =
(α2 − 4α)(2− α)2

64A2
·

On déduit de III.4. que z est oscillante et que la suite de ses zéros (t2n) vérifie :
t2n+2 − t2n −−−→

n→∞
π. La fonction y possède une suite de zéros (x2n).

x2n =
(2− α

2
√
A

t2n

) 2
2−α

. Donc x2n −−−→
n→∞

+∞ si α < 2.

6. a. f étant de signe constant sur ]x2n, x2n+2[, f
′′ = −rf en fait de même car

r > 0. la fonction f ′ est donc strictement monotone sur ]x2n, x2n+2[. Comme
au III.2. on a : f ′(x2n)f

′(x2n+2) < 0. Donc f ′ s’annule en un unique point de
]x2n, x2n+2[ noté x2n+1. D’où f a un unique extremum sur ]x2n, x2n+2[.

b. 2f ′f ′′ + 2rf ′f = 2f ′(f ′′ + rf) = 0. Donc, en intégrant :

0 =

∫ x2n+1

x2n−1

(2f ′f ′′ + 2rf ′f) = f ′2(x2n+1)− f ′2(x2n−1) +

∫ x2n+1

x2n−1

2rff ′.

Par intégration par parties,

∫ x2n+1

x2n−1

2rff ′ =
[
r(t)f2(t)

]x2n+1

x2n−1

−
∫ x2n+1

x2n−1

r′f2.

Donc : r(x2n+1)M
2
n − r(x2n−1)M

2
n−1 =

∫ x2n+1

x2n−1

r′f2.

Si r est croissante, r′ est positive et donc :
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λ(x) = λ−
∫ x

1

ϕ(t)y2(t)dt et µ(x) = µ+

∫ x

1

ϕ(t)y1(t)dt. D’où le résultat.

c. Posons ω =
√
m. Alors y1(x) = cos(ωx) et y2(x) =

1

ω
sin(ωx) par exemple.

D’où : ∀x ∈ R∗
+, y(x)=λ cos(ωx)+µ sin(ωx)+

1

ω

∫ x

1

ϕ(t) sin
(
ω(x−t)

)
dt. (�)

Soit f vérifiant f ′′(x)+mf(x) � 0 ; en posant ϕ(x) = f ′′(x)+mf(x), on déduit de

(�) que : f
(
x+

π

ω

)
+f(x) =

1

ω

∫ x+ π
ω

x

ϕ(t) sin
(
ω(t−x)

)
dt � 0 car si t ∈

[
x, x+

π

ω

]
,

alors sin
(
ω(t− x)

)
� 0 et ϕ(t) � 0.

2. a. r étant de classe C2 sur R∗
+, à valeurs dans R∗

+, on a :
dx

dt
=

1√
r(x)

·

y(x) = z(t)
(
r(x)

)−1/4 ⇒ y′(x) = −1

4
r′(x)

(
r(x)

)−5/4
z(t) +

(
r(x)

)−1/4
z′(t)

dt

dx
·

Donc y′(x) = −1

4
r′(x)

(
r(x)

)−5/4
z(t) +

(
r(x)

)1/4
z′(t). D’où :

y′′(x) = −1

4

[
r′′(x)

(
r(x)

)−5/4 − 5

4
r′2(x)

(
r(x)

)−9/4
]
z(t)− 1

4
r′(x)

(
r(x)

)−1/4
z′(t)

+
(
r(x)

)3/4
z′′(t) +

1

4
r′(x)

(
r(x)

)−3/4
z′(t).

Donc : ∀x ∈ R∗
+, y

′′(x) + r(x)y(x) = 0 ⇐⇒ ∀t ∈ R∗
+, z

′′(t) + (1 + u(t))z(t) = 0

avec u définie par u(t) =
1

16r2(x)

[
5r′2(x)− 4r(x)r′′(x)

]
·

b. Avec r(x) = Ax−α, on obtient : u(t) =
xα−2

16A

(
α2 − 4α

)
.

t =
√
A

∫ x

1

ζ−
α
2 dζ + C =

2
√
A

2− α

[
ζ1−

α
2

]x
1
+ C =

2
√
A

2− α
x1−α

2 ·

On a alors u(t) =
K

t2
où K =

(α2 − 4α)(2− α)2

64A2
· Donc u ∈ L1([1,+∞[,R).

Partie III

1. Supposons f de signe constant sur
[
b, b+

π√
m1

]
et soit g(x) = sin

(√
m1(x−b)

)
.

Alors, pour tout x ∈
[
b, b+

π√
m1

]
, g(x) � 0 et, quitte à changer f en −f , on peut

aussi supposer f(x) � 0. Comme g′′(x)−m1g(x) = 0, on a :
W ′

(f,g)(x) = f(x)g′′(x)− f ′′(x)g(x) =
(
r(x)−m1

)
f(x)g(x) � 0.

Donc W(f,g) est croissante sur
[
b, b +

π√
m1

]
· Or W(f,g)(b) = f(b)

√
m1 � 0

et W(f,g)

(
b +

π√
m1

)
= −f

(
b +

π√
m1

)√
m1 � 0. Donc W(f,g) s’annule dans

]
b, b+

π√
m1

]
· Donc, d’après le cours, (f, g) est liée. Comme g �= 0, il existe λ ∈ R

tel que f(x) = λg(x) si x ∈
[
b, b+

π√
m1

]
· Donc f(b) = 0. D’où deux cas :

• f n’est pas de signe constant sur
[
b, b +

π√
m1

]
, alors f s’annule en changeant

de signe cf. I.3.c. en un point de
]
b, b+

π√
m1

[
·
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• f s’annule en b en changeant de signe cf. I.3.c.

Dans tous les cas, f s’annule en changeant de signe en un point de
[
b, b+

π√
m1

]
·

2. Notons que d’après I.3.c. les zéros de f sont isolés et que l’on peut à bon droit,

parler de zéros consécutifs. Supposons β − α �
π

√
m2

· La fonction g définie par

g(x) = − sin
(√

m2(x−β)
)
est positive sur [α, β]. On a comme en III.1. la fonction

W(f,g) croissante. D’où deux cas de figure pour f . Voici le premier.

En changeant f en −f , on passe du premier au second cas. Dans le premier cas,
f ′(α) > 0 et f ′(β) < 0 ; donc W(f,g)(α) = g(α)f ′(α) > 0 = W(f,g)(β). D’où W(f,g)

est nulle sur [α, β]. Comme à la question précédente, on en déduit que, pour tout

x ∈ [α, β], g(x) = λf(x). Donc g(α) = 0, ce qui contredit β − α <
π

√
m2

·

3. D’après III.1. f a une infinité de zéros ; d’après III.2. la distance entre deux

zéros consécutifs est au plus de
π

√
m1

et au moins de
π

√
m2

· D’après I.3.c. f change

de signe en chacun de ses zéros. Donc f est oscillante sur [a,+∞[ ; On définit par
récurrence, la suite (x2n) par x2n+2 est le plus petit zéro de f (ils sont isolés)

supérieur à x2n +
π

√
m2

· On a :
π

√
m2

� x2n+2 − x2n �
π

√
m2

·

4. Soit ε > 0. On sait qu’il existe A > 0 tel que : x � A ⇒ R− ε � r(x) � R+ ε.
Soit alors N tel que x2N � A. On déduit de III.3. que, pour tout n � N ,

π√
R+ ε

� x2n+2 − x2n �
π√

R− ε
· Donc (x2n+2 − x2n) −−−→

n→∞

π√
R
·

5. On a vu en II.2.b. qu’en effectuant le changement de variable t =
2
√
A

2− α
x1−α

2

et le changement de fonction inconnue z(t) =
(A
x

)α
4

y(x) on obtenait :

∀x ∈ R∗
+, y

′′(x) +
A

xα
y(x) = 0 ⇐⇒ ∀t ∈ R∗

+, z
′′(t) +

(
1 +

K

t2

)
z(t) = 0

où K =
(α2 − 4α)(2− α)2

64A2
·

On déduit de III.4. que z est oscillante et que la suite de ses zéros (t2n) vérifie :
t2n+2 − t2n −−−→

n→∞
π. La fonction y possède une suite de zéros (x2n).

x2n =
(2− α

2
√
A

t2n

) 2
2−α

. Donc x2n −−−→
n→∞

+∞ si α < 2.

6. a. f étant de signe constant sur ]x2n, x2n+2[, f
′′ = −rf en fait de même car

r > 0. la fonction f ′ est donc strictement monotone sur ]x2n, x2n+2[. Comme
au III.2. on a : f ′(x2n)f

′(x2n+2) < 0. Donc f ′ s’annule en un unique point de
]x2n, x2n+2[ noté x2n+1. D’où f a un unique extremum sur ]x2n, x2n+2[.

b. 2f ′f ′′ + 2rf ′f = 2f ′(f ′′ + rf) = 0. Donc, en intégrant :

0 =

∫ x2n+1

x2n−1

(2f ′f ′′ + 2rf ′f) = f ′2(x2n+1)− f ′2(x2n−1) +

∫ x2n+1

x2n−1

2rff ′.

Par intégration par parties,

∫ x2n+1

x2n−1

2rff ′ =
[
r(t)f2(t)

]x2n+1

x2n−1

−
∫ x2n+1

x2n−1

r′f2.

Donc : r(x2n+1)M
2
n − r(x2n−1)M

2
n−1 =

∫ x2n+1

x2n−1

r′f2.

Si r est croissante, r′ est positive et donc :
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r(x2n+1)M
2
n − r(x2n−1)M

2
n−1 �

∫ x2n

x2n−1

r′(t)M2
n−1dt+

∫ x2n+1

x2n

r′(t)M2
ndt. D’où :

r(x2n+1)M
2
n−r(x2n−1)M

2
n−1 �

(
r(x2n)−r(x2n+1)

)
M2

n−1+
(
r(x2n+1)−r(x2n)

)
M2

n

Donc : r(x2n)
(
M2

n−1 −M2
n) � 0. ie. Mn−1 � Mn � 0.

La suite (Mn) est décroissante. On montre, de même que si r est décroissante, la
suite (Mn) est croissante.

c. Posons E(t) = f ′2(t) + r(t)f2(t). On a alors E′(t) = r′(t)f2(t).

Donc |E′(t)| � 1

m1
|r′(t)|.|r(t)|f2(t) �

1

m1
|r′(t)|E(t). D’où :

∣∣∣E
′(t)

E(t)

∣∣∣ � |r′(t)|
m1

·

r′ étant intégrable sur [1,+∞[, il en est de même de
E′

E
· Donc il existe � ∈ R tel que

ln |E(t)| −−−−→
t→+∞

�. Or E(x2n+1) = f ′2(x2n+1) + r(x2n+1)f(x2n+1) = r(x2n+1)M
2
n.

r′ étant intégrable sur [1,+∞[, il existe R ∈ R tel que R � m1 et r(t) −−−−→
t→+∞

R.

Donc M2
n −−−→

n→∞

L

R
= M2 où L = e�.

De même : E(x2n) = f ′2(x2n). Donc |f ′(x2n)| −−−→
n→∞

√
L = M

√
R.

12. CALCUL

DIFFÉRENTIEL

(E,N), (F, P ) et (G,Q) sont des R-espaces vectoriels normés de dimension finie
n, p et q avec, en général n � 2, U désigne une partie ouverte de E et f
une application de U dans F . On choisit E = (e1, . . . , en) et F = (ε1, . . . , εp)

bases de E et F , on décompose f sous la forme f =

p∑
i=1

fiεi où, pour tout

i∈[[1, p]], fi ∈F
(
U,R

)
. K désigne l’un des corps R ou C.

Les notions de limite et de continuité ont été vues au chapitre 3.

I. Généralités

1. Différentielle en un point

1.1. Définition

Théorème et définition
Soit a élément de U ; il existe au plus un élément ϕ de L(E,F ) tel que

f(a+ h) =
h→0

f(a) + ϕ(h) + o(N(h)).

Si c’est le cas, on dit que f est différentiable en a, ϕ est alors appelée
différentielle de f en a ou application linéaire tangente à f en a et notée
df(a). Ainsi df(a) est élément de L(E,F ).

Démonstration

Si ϕ et ψ sont solutions alors, par différence,
(
ϕ − ψ

)
(h) =

h→0
o(Nh)), ϕ − ψ

est donc lipschitzienne de rapport ε pour tout ε > 0, donc constante nulle car(
ϕ− ψ

)
(0) = 0 par linéarité.��

Remarques

• Dans le cas n = 1 et E = R, l’espace vectoriel L(E,F ) est isomorphe à F par
ϕ �→ ϕ(1). Donc ϕ est l’application h �→ hα où α∈F , on retrouve la notion de
développement limité d’ordre 1 en a avec, bien sûr, α = f ′(a). On parlera donc
encore de développement limité d’ordre 1 en a. f est différentiable en a si, et
seulement si, f admet un développement limité d’ordre 1 en a.

• Si f est différentiable en a alors f est continue en a car ϕ est continue en 0
comme application linéaire entre espaces vectoriels normés de dimensions finies.
La réciproque est fausse comme on l’a vu dans le cas n = 1.
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r(x2n+1)M
2
n − r(x2n−1)M

2
n−1 �

∫ x2n

x2n−1

r′(t)M2
n−1dt+

∫ x2n+1

x2n

r′(t)M2
ndt. D’où :

r(x2n+1)M
2
n−r(x2n−1)M

2
n−1 �

(
r(x2n)−r(x2n+1)

)
M2

n−1+
(
r(x2n+1)−r(x2n)

)
M2

n

Donc : r(x2n)
(
M2

n−1 −M2
n) � 0. ie. Mn−1 � Mn � 0.

La suite (Mn) est décroissante. On montre, de même que si r est décroissante, la
suite (Mn) est croissante.

c. Posons E(t) = f ′2(t) + r(t)f2(t). On a alors E′(t) = r′(t)f2(t).

Donc |E′(t)| � 1

m1
|r′(t)|.|r(t)|f2(t) �

1

m1
|r′(t)|E(t). D’où :

∣∣∣E
′(t)

E(t)

∣∣∣ � |r′(t)|
m1

·

r′ étant intégrable sur [1,+∞[, il en est de même de
E′

E
· Donc il existe � ∈ R tel que

ln |E(t)| −−−−→
t→+∞

�. Or E(x2n+1) = f ′2(x2n+1) + r(x2n+1)f(x2n+1) = r(x2n+1)M
2
n.

r′ étant intégrable sur [1,+∞[, il existe R ∈ R tel que R � m1 et r(t) −−−−→
t→+∞

R.

Donc M2
n −−−→

n→∞

L

R
= M2 où L = e�.

De même : E(x2n) = f ′2(x2n). Donc |f ′(x2n)| −−−→
n→∞

√
L = M

√
R.

12. CALCUL

DIFFÉRENTIEL

(E,N), (F, P ) et (G,Q) sont des R-espaces vectoriels normés de dimension finie
n, p et q avec, en général n � 2, U désigne une partie ouverte de E et f
une application de U dans F . On choisit E = (e1, . . . , en) et F = (ε1, . . . , εp)

bases de E et F , on décompose f sous la forme f =

p∑
i=1

fiεi où, pour tout

i∈[[1, p]], fi ∈F
(
U,R

)
. K désigne l’un des corps R ou C.

Les notions de limite et de continuité ont été vues au chapitre 3.

I. Généralités

1. Différentielle en un point

1.1. Définition

Théorème et définition
Soit a élément de U ; il existe au plus un élément ϕ de L(E,F ) tel que

f(a+ h) =
h→0

f(a) + ϕ(h) + o(N(h)).

Si c’est le cas, on dit que f est différentiable en a, ϕ est alors appelée
différentielle de f en a ou application linéaire tangente à f en a et notée
df(a). Ainsi df(a) est élément de L(E,F ).

Démonstration

Si ϕ et ψ sont solutions alors, par différence,
(
ϕ − ψ

)
(h) =

h→0
o(Nh)), ϕ − ψ

est donc lipschitzienne de rapport ε pour tout ε > 0, donc constante nulle car(
ϕ− ψ

)
(0) = 0 par linéarité.��

Remarques

• Dans le cas n = 1 et E = R, l’espace vectoriel L(E,F ) est isomorphe à F par
ϕ �→ ϕ(1). Donc ϕ est l’application h �→ hα où α∈F , on retrouve la notion de
développement limité d’ordre 1 en a avec, bien sûr, α = f ′(a). On parlera donc
encore de développement limité d’ordre 1 en a. f est différentiable en a si, et
seulement si, f admet un développement limité d’ordre 1 en a.

• Si f est différentiable en a alors f est continue en a car ϕ est continue en 0
comme application linéaire entre espaces vectoriels normés de dimensions finies.
La réciproque est fausse comme on l’a vu dans le cas n = 1.

12. Calcul différentiel
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1.2. Exemples

• Si f ∈L(E,F ) alors, pour tous a et h dans E on a f(a+ h) = f(a) + f(h) donc
f est partout différentiable avec df(a) = f .

• Si Φ est bilinéaire sur E × F à valeurs dans G, pour tous (a, b) et (h, k) dans
E × F on a Φ(a+ h, b+ k) = Φ(a, b) + Φ(h, b) + Φ(a, k) + Φ(h, k).
ϕ : (h, k) �→ Φ(h, b) + Φ(a, k) est linéaire à valeurs dans G et il existe C dans
R+ tel que, pour tout (h, k) dans E × F, Q

[
Φ(h, k)

]
� CN(h)P (k) (voir le

lemme qui suit). Avec un tel C, Q
[
Φ(h, k)

]
�

C

2

(
N (h, k)

)2
où N est la norme

(h, k) �→ max
(
N(h), P (k)

)
sur E × F .

Donc Φ(a+ h, b+ k) =
(h,k)→(0,0)

Φ(a, b) + ϕ(h, k) + o
(
N (h, k)

)
.

Φ est partout différentiable avec dΦ(a, b) : (h, k) �→ Φ(a, k) + Φ(h, b).

1.3. Lemme
Soient (E1, N1), (E2, N2), (F,N

′) trois espaces vectoriels normés de dimen-
sion finie et u une application bilinéaire de E1 × E2 dans F . Alors

∃C ∈R�+, ∀(x1, x2)∈E1 × E2, N
′(u(x1, x2)) � CN1(x1)N1(x2).

Démonstration

Compte tenu des hypothèses, u est continue sur E1 × E2 donc en 0. Si l’on note
N la norme produit sur E1 × E2, il existe α > 0 tel que :
N(x1, x2) � α ⇒ N ′(u(x1, x2)) � 1.
Donc N1(x1) � α et N2(x2) � α ⇒ N ′(u(x1, x2)) � 1.

Pour (x1, x2)∈E1 × E2 avec x1 �= 0 et x2 �= 0, soit yi = α
xi

N(xi)
avec 1∈{1, 2}·

N ′(u(y1, y2)) � 1 ⇒ N ′(u(x1, x2)) �
1

α2
N1(x1)N2(x2).

L’inégalité est encore vraie si un des xi est nul. D’où une preuve du lemme.��
2. Dérivée selon un vecteur

Soient a∈U et h∈E, comme a est centre d’une boule ouverte contenue dans U ,
il existe δ > 0 tel que, pour tout t∈R et tel que |t| < δ alors a+ th∈U .
Avec un tel δ, ϕh : t �→ f(a+ th) est définie sur ]− δ, δ[.
t �→ a+ th est un paramétrage de la droite a+Rh (si h �= 0), on se ramène donc,
le long de cette droite, à une fonction de la variable réelle t.

2.1. Définition
On dit que f admet en a une dérivée selon h si ϕh est dérivable en 0, on
note dans ce cas Dhf(a) = ϕ′

h(0) et on l’appelle dérivée de f en a selon le
vecteur h.

Remarques

• Si h est nul alors f est en tout point dérivable selon h car ϕh est constante et
Dhf(a) = 0

• Sous réserve d’existence Dhf(a) = lim
t→0
t�=0

f(a+ th)− f(a)

t
·

2.2. Théorème
Si f est différentiable en a alors f admet en a une dérivée selon tout vecteur
et Dhf(a) = df(a)(h).
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Démonstration

Si h∈E et t∈R alors f(a+th)−f(a) =
t→0

df(a)(th)+o(N(th)) =
t→0

tdf(a)(h)+o(t)

par linéarité de df(a), d’où
f(a+ th)− f(a)

t
−−−−−→
t→0,t �=0

df(a)(h).��

3. Définition des dérivées partielles

Si a∈U et j ∈[[1, n]], on dit que f admet en a une j-ième dérivée partielle
relativement à E si elle admet en a une dérivée selon le vecteur ej . On la

note dans ce cas Djf(a) ou
∂f

∂xj
(a) ie. Djf(a) = lim

t→0
t�=0

f(a+ tej)− f(a)

t
·

Exemples

1. Si f est différentiable en a alors pour tout j ∈[[1, n]], Djf(a) existe et est égale
à df(a)(ej).

2. Soit f définie sur R2 par f(x, y) =
xy

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

Les restrictions de f aux droites (0, 0)+R(1, 0) et (0, 0)+R(0, 1) sont nulles donc
f admet en (0, 0) des dérivées partielles et D1f(0, 0) = D2f(0, 0) = 0.

Par contre f(x, x) =
1

2
−−−−−→/
x → 0

f(0, 0) donc f est discontinue en (0, 0).

L’existence de dérivées partielles n’assure pas la continuité et donc pas la
différentiabilité.

4. Applications de classe C

4.1. Définition
On dit que f est de classe C1 sur U relativement à E si, pour tout
j ∈[[1, n]], Djf existe et est continue sur U .

Exemples

1. Si f ∈L(E,F ) on a vu que, en tout point a de E, df(a) existe et est égale à f ,
donc pour tout j ∈[[1, n]], Djf est constante égale à f(ej) donc continue sur E. La
fonction f est de classe C1 sur E relativement à E .
2. Si Φ est bilinéaire sur E × F à valeurs dans G, pour tout (a, b) dans E × F ,
dΦ(a, b) : (h, k) �→ Φ(a, k) + Φ(h, b), donc dΦ est continue sur E × F en tant
qu’application linéaire entre les espaces vectoriels de dimension finie E × F et
L(E × F,G). Par suite toutes les dérivées partielles existent et sont continues sur
E × F . L’application Φ est de classe C1 sur E × F .

4.2. Théorème
Si f est de classe C1 sur U relativement à E , alors f est différentiable en

tout point a de U avec df(a) : h �→
n∑

j=1

Djf(a)hj si h =

n∑
j=1

hjej .

Démonstration (non exigible)

On se limite, afin d’alléger les notations, au cas où E = R2, N est la norme
produit et a = (0, 0). On peut supposer f(0, 0) = D1f(0, 0) = D2f(0, 0) = 0,
quitte à remplacer f par (h, k) �→ f(h, k)− f(0, 0)− hD1f(0, 0)− kD2f(0, 0).
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1.2. Exemples

• Si f ∈L(E,F ) alors, pour tous a et h dans E on a f(a+ h) = f(a) + f(h) donc
f est partout différentiable avec df(a) = f .

• Si Φ est bilinéaire sur E × F à valeurs dans G, pour tous (a, b) et (h, k) dans
E × F on a Φ(a+ h, b+ k) = Φ(a, b) + Φ(h, b) + Φ(a, k) + Φ(h, k).
ϕ : (h, k) �→ Φ(h, b) + Φ(a, k) est linéaire à valeurs dans G et il existe C dans
R+ tel que, pour tout (h, k) dans E × F, Q

[
Φ(h, k)

]
� CN(h)P (k) (voir le

lemme qui suit). Avec un tel C, Q
[
Φ(h, k)

]
�

C

2

(
N (h, k)

)2
où N est la norme

(h, k) �→ max
(
N(h), P (k)

)
sur E × F .

Donc Φ(a+ h, b+ k) =
(h,k)→(0,0)

Φ(a, b) + ϕ(h, k) + o
(
N (h, k)

)
.

Φ est partout différentiable avec dΦ(a, b) : (h, k) �→ Φ(a, k) + Φ(h, b).

1.3. Lemme
Soient (E1, N1), (E2, N2), (F,N

′) trois espaces vectoriels normés de dimen-
sion finie et u une application bilinéaire de E1 × E2 dans F . Alors

∃C ∈R�+, ∀(x1, x2)∈E1 × E2, N
′(u(x1, x2)) � CN1(x1)N1(x2).

Démonstration

Compte tenu des hypothèses, u est continue sur E1 × E2 donc en 0. Si l’on note
N la norme produit sur E1 × E2, il existe α > 0 tel que :
N(x1, x2) � α ⇒ N ′(u(x1, x2)) � 1.
Donc N1(x1) � α et N2(x2) � α ⇒ N ′(u(x1, x2)) � 1.

Pour (x1, x2)∈E1 × E2 avec x1 �= 0 et x2 �= 0, soit yi = α
xi

N(xi)
avec 1∈{1, 2}·

N ′(u(y1, y2)) � 1 ⇒ N ′(u(x1, x2)) �
1

α2
N1(x1)N2(x2).

L’inégalité est encore vraie si un des xi est nul. D’où une preuve du lemme.��
2. Dérivée selon un vecteur

Soient a∈U et h∈E, comme a est centre d’une boule ouverte contenue dans U ,
il existe δ > 0 tel que, pour tout t∈R et tel que |t| < δ alors a+ th∈U .
Avec un tel δ, ϕh : t �→ f(a+ th) est définie sur ]− δ, δ[.
t �→ a+ th est un paramétrage de la droite a+Rh (si h �= 0), on se ramène donc,
le long de cette droite, à une fonction de la variable réelle t.

2.1. Définition
On dit que f admet en a une dérivée selon h si ϕh est dérivable en 0, on
note dans ce cas Dhf(a) = ϕ′

h(0) et on l’appelle dérivée de f en a selon le
vecteur h.

Remarques

• Si h est nul alors f est en tout point dérivable selon h car ϕh est constante et
Dhf(a) = 0

• Sous réserve d’existence Dhf(a) = lim
t→0
t�=0

f(a+ th)− f(a)

t
·

2.2. Théorème
Si f est différentiable en a alors f admet en a une dérivée selon tout vecteur
et Dhf(a) = df(a)(h).

Généralités 515

Démonstration

Si h∈E et t∈R alors f(a+th)−f(a) =
t→0

df(a)(th)+o(N(th)) =
t→0

tdf(a)(h)+o(t)

par linéarité de df(a), d’où
f(a+ th)− f(a)

t
−−−−−→
t→0,t �=0

df(a)(h).��

3. Définition des dérivées partielles

Si a∈U et j ∈[[1, n]], on dit que f admet en a une j-ième dérivée partielle
relativement à E si elle admet en a une dérivée selon le vecteur ej . On la

note dans ce cas Djf(a) ou
∂f

∂xj
(a) ie. Djf(a) = lim

t→0
t�=0

f(a+ tej)− f(a)

t
·

Exemples

1. Si f est différentiable en a alors pour tout j ∈[[1, n]], Djf(a) existe et est égale
à df(a)(ej).

2. Soit f définie sur R2 par f(x, y) =
xy

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

Les restrictions de f aux droites (0, 0)+R(1, 0) et (0, 0)+R(0, 1) sont nulles donc
f admet en (0, 0) des dérivées partielles et D1f(0, 0) = D2f(0, 0) = 0.

Par contre f(x, x) =
1

2
−−−−−→/
x → 0

f(0, 0) donc f est discontinue en (0, 0).

L’existence de dérivées partielles n’assure pas la continuité et donc pas la
différentiabilité.

4. Applications de classe C

4.1. Définition
On dit que f est de classe C1 sur U relativement à E si, pour tout
j ∈[[1, n]], Djf existe et est continue sur U .

Exemples

1. Si f ∈L(E,F ) on a vu que, en tout point a de E, df(a) existe et est égale à f ,
donc pour tout j ∈[[1, n]], Djf est constante égale à f(ej) donc continue sur E. La
fonction f est de classe C1 sur E relativement à E .
2. Si Φ est bilinéaire sur E × F à valeurs dans G, pour tout (a, b) dans E × F ,
dΦ(a, b) : (h, k) �→ Φ(a, k) + Φ(h, b), donc dΦ est continue sur E × F en tant
qu’application linéaire entre les espaces vectoriels de dimension finie E × F et
L(E × F,G). Par suite toutes les dérivées partielles existent et sont continues sur
E × F . L’application Φ est de classe C1 sur E × F .

4.2. Théorème
Si f est de classe C1 sur U relativement à E , alors f est différentiable en

tout point a de U avec df(a) : h �→
n∑

j=1

Djf(a)hj si h =

n∑
j=1

hjej .

Démonstration (non exigible)

On se limite, afin d’alléger les notations, au cas où E = R2, N est la norme
produit et a = (0, 0). On peut supposer f(0, 0) = D1f(0, 0) = D2f(0, 0) = 0,
quitte à remplacer f par (h, k) �→ f(h, k)− f(0, 0)− hD1f(0, 0)− kD2f(0, 0).
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Reste à montrer f(h, k) =
(h,k)→(0,0)

o
(
(h, k)

)
.

Fixons ε > 0 et choisissons η > 0 tel que sur la boule B = B
(
(0, 0), η

)
on ait

P (D1f) � ε et P (D2f) � ε.
Si (h, k)∈B on a P

[
f(h, k)

]
� P

[
f(h, k) − f(0, k)

]
+ P

[
f(0, k)

]
� ε

[
|h| + |k|

]
par l’inégalité des accroissements finis appliquée aux fonctions t �→ f(t, k) et
t �→ f(0, t), d’où P

[
f(h, k)

]
� 2εN(h, k) et le résultat.��

L’expression de df prouve alors le corollaire suivant :

4.3. Corollaire

Si f est de classe C1 relativement à E sur U alors df est continue sur U .

4.4. Corollaire et définition
Si f est de classe C1 sur U relativement à E , alors f est de classe C1 sur U
relativement à toute base de E. On dira donc simplement que f est de classe
C1 sur U ou continûment différentiable sur U . On note C1

(
U,F

)
l’ensemble

de telles applications.

Démonstration

Si E ′ = (e′1, . . . , e
′
n) est une base de E alors, pour tout j dans [[1, n]], pour tout a

dans U, f est dérivable en a selon le vecteur e′j et De′
j
f(a) = df(a)(e′j), De′

j
f est

donc continue sur U et f est de classe C1 relativement à E ′.��

II. Opérations sur l’ensemble des applications de
classe C

1. Théorème

C1
(
U,F

)
est un R-espace vectoriel et, pour tout a dans U, f �→ df(a) est

une application linéaire entre C1
(
U,F

)
et L(E,F ).

Démonstration

Découle des définitions de C1
(
U,F

)
, des dérivées partielles, de la linéarité de la

notion de limite et la structure de R-espace vectoriel de C
(
U,F

)
.��

2. Théorème de copmposition

Si f ∈C1
(
U,F

)
, g ∈C1

(
V,G

)
où V est une partie ouverte de F contenant

f(U), alors g◦f est de classe C1 sur U avec, pour tout a dans U , l’égalité[
d(g◦f)

]
(a) =

(
dg

[
f(a)

])
◦
[
df(a)

]
.

Démonstration

Posons ϕ =
(
dg

[
f(a)

])
◦
[
df(a)

]
, alors ϕ∈L(E,G).

Si (a, h)∈E2 on a f(a+ h) = f(a) + df(a)(h) + P (h)ε(h) = f(a) + P (h)M(h) où
lim
0

ε = 0 et M bornée.(
g◦f

)
(a+ h) =

h→0
g
[
(f(a)

]
+ dg

[
f(a)

][
P (h)M(h)

]
+ o

[
P (h)M(h)

]
d’où

(
g◦f

)
(a+ h) =

h→0
g
[
f(a)

]
+ ϕ(h) + P (h)ϕ

[
ε(h)

]
+ P (h) o

[
M(h)

]
ie.

(
g◦f

)
(a+ h) =

h→0
g
[
f(a)

]
+ ϕ(h) + o(N(h)) ;
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g◦f est donc différentiable en a avec
[
d(g◦f)

]
(a) = ϕ.

Si j ∈[[1, n]], Dj(g◦f)(a) existe, est égale à ϕ(ej) ie. Dj(g◦f)(a)=dg
[
f(a)

][
Djf(a)

]
.

Par composition Dj(g◦f) est continue sur U et g◦f est de classe C1 sur U .��

3. Applications du théorème de composition

3.1. Applications coordonnées

On rappelle que si F = (ε1, . . . , εp) est une base de F alors f =

p∑
i=1

fiεi où,

pour tout i∈[[1, p]], fi ∈F
(
U,R

)
, f1, . . . , fp sont les applications coordonnées de f

relativement à F .

Théorème
f est de classe C1 sur U si, et seulement si, pour tout i de [[1, p]], fi est de
classe C1 sur U . Dans ce cas : ∀(i, j)∈[[1, p]]× [[1, n]], Dj(fi) = (Djf)i.

Démonstration

La structure d’espace vectoriel de C1
(
U,F

)
et le lien entre f et les fi prouvent

que, si les fi sont de classe C1 sur U , alors f aussi.
Si f est de classe C1 sur U , en notant, pour tout i∈[[1, p]], ε�i l’application i-ième
coordonnée relativement à F = (ε1, . . . , εp), on a fi = ε�i ◦f pour tout i∈[[1, p]], les
fi sont donc toutes de classe C1 sur U . De plus, si a∈E,

Djfi(a) =
[
d(ε�i ◦f)

]
(a)(ej) =

(
dε�i

[
f(a)

]
◦df(a)

]
(ej) = ε�i

[
Djf(a)

]
=

(
Djf

)
i
(a)

car dε�i est constante égale à ε�i par linéarité.��

3.2. Dérivation

Théorème

Si ϕ∈C1
(
I, U

)
et f ∈C1

(
U,F

)
où I est un intervalle de R, alors f◦ϕ est de

classe C1 sur I et, pour tout t de I,
(
f◦ϕ

)′
(t) = df

[
ϕ(t)

][
ϕ′(t)

]
.

Démonstration

Si, par exemple, I = [a, b[, f◦ϕ est déjà de classe C1 sur ]a, b[ par le théorème de

composition. De plus, si t∈ ]a, b[,
[
f◦ϕ

]′
(t) = d

(
f◦ϕ

)
(t)(1) =

[
df
[
ϕ(t)

]
◦dϕ(t)

]
(1)

d’où
[
f◦ϕ

]′
(t) = df

[
ϕ(t)

][
ϕ′(t)

]
.

Par continuité de df◦ϕ et ϕ′,
[
f◦ϕ

]′
(t) −−−→

t→a+
df
[
ϕ(a)

][
ϕ′(a)

]
.

Comme f◦ϕ est continue sur [a, b[ et de classe C1 sur ]a, b[, elle est de classe C1

sur I et
[
f◦ϕ

]′
(a) = df

[
ϕ(a)

][
ϕ′(a)

]
.��

Corollaire

Si ϕ∈C1
(
[a, b], U

)
et f ∈C1

(
U,F

)
avec ϕ(0) = a et ϕ(1) = b,

f(b)− f(a) =

∫ b

a

df(ϕ(t).ϕ′(t)dt.

Rappels

• Soit U un ouvert de R3 et I un intervalle ouvert de R. Supposons f de classe C1

sur U et à valeurs dans K, ϕ de classe C1 sur I et ϕ(I) ⊂ U . Alors F ∈ C1(I,K).
Notons F (t) =

(
f◦ϕ

)
(t) = f

(
x(t), y(t), z(t)

)
. Alors, pour tout t ∈ I,
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Reste à montrer f(h, k) =
(h,k)→(0,0)

o
(
(h, k)

)
.

Fixons ε > 0 et choisissons η > 0 tel que sur la boule B = B
(
(0, 0), η

)
on ait

P (D1f) � ε et P (D2f) � ε.
Si (h, k)∈B on a P

[
f(h, k)

]
� P

[
f(h, k) − f(0, k)

]
+ P

[
f(0, k)

]
� ε

[
|h| + |k|

]
par l’inégalité des accroissements finis appliquée aux fonctions t �→ f(t, k) et
t �→ f(0, t), d’où P

[
f(h, k)

]
� 2εN(h, k) et le résultat.��

L’expression de df prouve alors le corollaire suivant :

4.3. Corollaire

Si f est de classe C1 relativement à E sur U alors df est continue sur U .

4.4. Corollaire et définition
Si f est de classe C1 sur U relativement à E , alors f est de classe C1 sur U
relativement à toute base de E. On dira donc simplement que f est de classe
C1 sur U ou continûment différentiable sur U . On note C1

(
U,F

)
l’ensemble

de telles applications.

Démonstration

Si E ′ = (e′1, . . . , e
′
n) est une base de E alors, pour tout j dans [[1, n]], pour tout a

dans U, f est dérivable en a selon le vecteur e′j et De′
j
f(a) = df(a)(e′j), De′

j
f est

donc continue sur U et f est de classe C1 relativement à E ′.��

II. Opérations sur l’ensemble des applications de
classe C

1. Théorème

C1
(
U,F

)
est un R-espace vectoriel et, pour tout a dans U, f �→ df(a) est

une application linéaire entre C1
(
U,F

)
et L(E,F ).

Démonstration

Découle des définitions de C1
(
U,F

)
, des dérivées partielles, de la linéarité de la

notion de limite et la structure de R-espace vectoriel de C
(
U,F

)
.��

2. Théorème de copmposition

Si f ∈C1
(
U,F

)
, g ∈C1

(
V,G

)
où V est une partie ouverte de F contenant

f(U), alors g◦f est de classe C1 sur U avec, pour tout a dans U , l’égalité[
d(g◦f)

]
(a) =

(
dg

[
f(a)

])
◦
[
df(a)

]
.

Démonstration

Posons ϕ =
(
dg

[
f(a)

])
◦
[
df(a)

]
, alors ϕ∈L(E,G).

Si (a, h)∈E2 on a f(a+ h) = f(a) + df(a)(h) + P (h)ε(h) = f(a) + P (h)M(h) où
lim
0

ε = 0 et M bornée.(
g◦f

)
(a+ h) =

h→0
g
[
(f(a)

]
+ dg

[
f(a)

][
P (h)M(h)

]
+ o

[
P (h)M(h)

]
d’où

(
g◦f

)
(a+ h) =

h→0
g
[
f(a)

]
+ ϕ(h) + P (h)ϕ

[
ε(h)

]
+ P (h) o

[
M(h)

]
ie.

(
g◦f

)
(a+ h) =

h→0
g
[
f(a)

]
+ ϕ(h) + o(N(h)) ;
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g◦f est donc différentiable en a avec
[
d(g◦f)

]
(a) = ϕ.

Si j ∈[[1, n]], Dj(g◦f)(a) existe, est égale à ϕ(ej) ie. Dj(g◦f)(a)=dg
[
f(a)

][
Djf(a)

]
.

Par composition Dj(g◦f) est continue sur U et g◦f est de classe C1 sur U .��

3. Applications du théorème de composition

3.1. Applications coordonnées

On rappelle que si F = (ε1, . . . , εp) est une base de F alors f =

p∑
i=1

fiεi où,

pour tout i∈[[1, p]], fi ∈F
(
U,R

)
, f1, . . . , fp sont les applications coordonnées de f

relativement à F .

Théorème
f est de classe C1 sur U si, et seulement si, pour tout i de [[1, p]], fi est de
classe C1 sur U . Dans ce cas : ∀(i, j)∈[[1, p]]× [[1, n]], Dj(fi) = (Djf)i.

Démonstration

La structure d’espace vectoriel de C1
(
U,F

)
et le lien entre f et les fi prouvent

que, si les fi sont de classe C1 sur U , alors f aussi.
Si f est de classe C1 sur U , en notant, pour tout i∈[[1, p]], ε�i l’application i-ième
coordonnée relativement à F = (ε1, . . . , εp), on a fi = ε�i ◦f pour tout i∈[[1, p]], les
fi sont donc toutes de classe C1 sur U . De plus, si a∈E,

Djfi(a) =
[
d(ε�i ◦f)

]
(a)(ej) =

(
dε�i

[
f(a)

]
◦df(a)

]
(ej) = ε�i

[
Djf(a)

]
=

(
Djf

)
i
(a)

car dε�i est constante égale à ε�i par linéarité.��

3.2. Dérivation

Théorème

Si ϕ∈C1
(
I, U

)
et f ∈C1

(
U,F

)
où I est un intervalle de R, alors f◦ϕ est de

classe C1 sur I et, pour tout t de I,
(
f◦ϕ

)′
(t) = df

[
ϕ(t)

][
ϕ′(t)

]
.

Démonstration

Si, par exemple, I = [a, b[, f◦ϕ est déjà de classe C1 sur ]a, b[ par le théorème de

composition. De plus, si t∈ ]a, b[,
[
f◦ϕ

]′
(t) = d

(
f◦ϕ

)
(t)(1) =

[
df
[
ϕ(t)

]
◦dϕ(t)

]
(1)

d’où
[
f◦ϕ

]′
(t) = df

[
ϕ(t)

][
ϕ′(t)

]
.

Par continuité de df◦ϕ et ϕ′,
[
f◦ϕ

]′
(t) −−−→

t→a+
df
[
ϕ(a)

][
ϕ′(a)

]
.

Comme f◦ϕ est continue sur [a, b[ et de classe C1 sur ]a, b[, elle est de classe C1

sur I et
[
f◦ϕ

]′
(a) = df

[
ϕ(a)

][
ϕ′(a)

]
.��

Corollaire

Si ϕ∈C1
(
[a, b], U

)
et f ∈C1

(
U,F

)
avec ϕ(0) = a et ϕ(1) = b,

f(b)− f(a) =

∫ b

a

df(ϕ(t).ϕ′(t)dt.

Rappels

• Soit U un ouvert de R3 et I un intervalle ouvert de R. Supposons f de classe C1

sur U et à valeurs dans K, ϕ de classe C1 sur I et ϕ(I) ⊂ U . Alors F ∈ C1(I,K).
Notons F (t) =

(
f◦ϕ

)
(t) = f

(
x(t), y(t), z(t)

)
. Alors, pour tout t ∈ I,
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F ′(t) = D1f
(
ϕ(t)

)
x′(t) +D2f

(
ϕ(t)

)
y′(t) +D3f

(
ϕ(t)

)
z′(t).

• Soient f ∈C1
(
R2,K

)
et F : x �→

∫ x

0

f(t, x) dt.

Considérons Φ : (x, y) �→
∫ x

0

f(t, y) dt, sur R2 on a D1Φ(x, y) = f(x, y) et

D2Φ(x, y) =

∫ x

0

D2f(t, y) dt, D1Φ et D2Φ sont continues sur R2 donc Φ est de

classe C1 sur R2. Soit aussi Ψ : x �→ (x, x), Ψ est de classe C1 sur R.
Comme F = Φ◦Ψ, F est de classe C1 sur R avec F ′(x) =

(
dΦ

[
Ψ(x)

])[
Ψ′(x)

]

d’où F ′(x) =

∫ x

0

D2f(t, x) dt+ f(x, x).

Remarque : si F (x) =

∫ x

0

f(t) sin(x − t)dt avec f ∈C(R,R), ne pas procéder

comme précédemment pour montrer que F ′′ + F = f . Poser plutôt

F (x) = �m
(∫ x

0

f(t)ei(x−t)dt
)
= �m

(
eix

∫ x

0

f(t)e−itdt
)
et utiliser les théorèmes

sur les primitives de fonctions continues sur un intervalle. Voir un travail dirigé
du chapitre 11.

3.3. Théorème
Soient f1 et f2 deux applications différentiables en un point a d’un ouvert U
d’un espace vectoriel normé de dimension finie respectivement dans F1 et F2

deux espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit B une application
bilinéaire de F1 × F2 dans G. L’application g de U dans G définie par
g(x) = B(f1(x), f2(x)) est différentiable en a et

dg(a) : h �→ B(f1(a), df2(a).h2) +B(df1(a).h1, f2(a)).

Démonstration

Notons que g = B◦f où f : x �→ (f1(x), f2(x)). L’application B est différentiable
en tout point d’après l’exemple I.1.2. et f est différentiable en a avec
df(a) : h �→

(
df1(a).h1, df2(a).h2

)
. Le théorème découle du théorème II.2.��

4. Jacobienne, jacobien

4.1. Définition
Si f ∈C1

(
U,F

)
et a∈U on appelle jacobienne de f en a (resp. jacobien de

f en a) la matrice, notée Ja(f), de l’application linéaire df(a) relativement
aux bases E et F (resp. le déterminant de cette matrice si n = p).

Remarque

Ja(f) =
(
Djfi(a)

)
∈ Mp,n(K) car, avec les notations précédentes,

ε
�
i

[
df(a)(h)

]
= ε

�
i

[ n∑
j=1

Djf(a)(hj)

]
=

n∑
j=1

Djfi(a)(hj) si h =

n∑
j=1

hjεj .

Exemples

1. En identifiant C à R2, f : z �→ ez est de classe C1 sur C, sa jacobienne en

z = x+iy relativement à la base (1, i) est facilement

(
ex cos(y) −ex sin(y)
ex sin(y) ex cos(y)

)
soit

encore ex
(
cos(y) − sin(y)
sin(y) cos(y)

)
, son jacobien en z est e2�e(z) donc df(z)∈GL(C).
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2. Si Φ(ρ, θ) �→
(
ρ cos(θ), ρ sin(θ)

)
, alors Φ est de classe C1 sur R2 et sa jacobienne

en (ρ, θ) est

(
cos(θ) −ρ sin(θ)
sin(θ) ρ cos(θ)

)
, son jacobien est ρ, donc dΦ(ρ, θ)∈GL(R2) si,

et seulement si, ρ �= 0.

4.2. Théorème

Si f ∈C1
(
U,F

)
, g ∈C1

(
V,G

)
où V est une partie ouverte de F contenant

f(U), alors Ja
(
g◦f

)
= Jf(a)(g) · Ja(f).

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate du théorème I.B.2. et du lien entre composée
d’applications linéaires et produit des matrices de ces applications dans des bases.��
On en déduit la formule de la châıne.

Si E = Rn, F = Rm et G = Rp, le théorème précédent se traduit en notant :
f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), g(y) = (g1(y), . . . gp(y)), h(x) = (h1(x), . . . , hp(x)) où
h = g◦f ,

∂hi

∂xj
(a) =

m∑
k=1

∂gi
∂yk

(f(a)) · ∂fk
∂xj

(a).

III. Algèbre C
(
U ,K

)

1. Structure

1.1. Théorème

1. C1
(
U,K

)
est une K-algèbre sur laquelle f �→ df est une application

linéaire vérifiant en outre d(fg) = f dg + g df .

2. Si f ∈C1
(
U,K
) alors

1

f
est de classe C1 sur U avec d

( 1

f

)
= − 1

f2
df .

Démonstration

1. On sait déjà que C1
(
U,K

)
est un K-espace vectoriel et que f �→ df est linéaire.

Soient f et g éléments de C1
(
U,K

)
, alors F : a �→

(
f(a), g(a)

)
est de classe C1 sur

U à valeurs dans K2, Φ : (λ, µ) �→ λµ est bilinéaire donc de classe C1 sur K2. Par
composition Φ◦F , ie. fg, est de classe C1 sur U .

De plus, si a∈U, d(fg)(a) =
(
dΦ

[
F (a)

])
◦dF (a) = f(a) dg(a) + g(a) df(a) car

dΦ(λ, µ)(h, k) = λk + µh.

2. I : z �→ 1

z
est de classe C1 sur K
 facilement, par composition I◦f est de classe

C1 sur U avec d(I◦f) = (dI◦f)◦df = − 1

f2
df .��

Une application directe du théorème est :

1.2. Corollaire

Si f et g sont éléments de C1
(
U,K

)
et si g ne s’annule pas, alors

f

g
est de

classe C1 sur U avec d
(f
g

)
=

g df − f dg

g2
·
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F ′(t) = D1f
(
ϕ(t)

)
x′(t) +D2f

(
ϕ(t)

)
y′(t) +D3f

(
ϕ(t)

)
z′(t).

• Soient f ∈C1
(
R2,K

)
et F : x �→

∫ x

0

f(t, x) dt.

Considérons Φ : (x, y) �→
∫ x

0

f(t, y) dt, sur R2 on a D1Φ(x, y) = f(x, y) et

D2Φ(x, y) =

∫ x

0

D2f(t, y) dt, D1Φ et D2Φ sont continues sur R2 donc Φ est de

classe C1 sur R2. Soit aussi Ψ : x �→ (x, x), Ψ est de classe C1 sur R.
Comme F = Φ◦Ψ, F est de classe C1 sur R avec F ′(x) =

(
dΦ

[
Ψ(x)

])[
Ψ′(x)

]

d’où F ′(x) =

∫ x

0

D2f(t, x) dt+ f(x, x).

Remarque : si F (x) =

∫ x

0

f(t) sin(x − t)dt avec f ∈C(R,R), ne pas procéder

comme précédemment pour montrer que F ′′ + F = f . Poser plutôt

F (x) = �m
(∫ x

0

f(t)ei(x−t)dt
)
= �m

(
eix

∫ x

0

f(t)e−itdt
)
et utiliser les théorèmes

sur les primitives de fonctions continues sur un intervalle. Voir un travail dirigé
du chapitre 11.

3.3. Théorème
Soient f1 et f2 deux applications différentiables en un point a d’un ouvert U
d’un espace vectoriel normé de dimension finie respectivement dans F1 et F2

deux espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit B une application
bilinéaire de F1 × F2 dans G. L’application g de U dans G définie par
g(x) = B(f1(x), f2(x)) est différentiable en a et

dg(a) : h �→ B(f1(a), df2(a).h2) +B(df1(a).h1, f2(a)).

Démonstration

Notons que g = B◦f où f : x �→ (f1(x), f2(x)). L’application B est différentiable
en tout point d’après l’exemple I.1.2. et f est différentiable en a avec
df(a) : h �→

(
df1(a).h1, df2(a).h2

)
. Le théorème découle du théorème II.2.��

4. Jacobienne, jacobien

4.1. Définition
Si f ∈C1

(
U,F

)
et a∈U on appelle jacobienne de f en a (resp. jacobien de

f en a) la matrice, notée Ja(f), de l’application linéaire df(a) relativement
aux bases E et F (resp. le déterminant de cette matrice si n = p).

Remarque

Ja(f) =
(
Djfi(a)

)
∈ Mp,n(K) car, avec les notations précédentes,

ε
�
i

[
df(a)(h)

]
= ε

�
i

[ n∑
j=1

Djf(a)(hj)

]
=

n∑
j=1

Djfi(a)(hj) si h =

n∑
j=1

hjεj .

Exemples

1. En identifiant C à R2, f : z �→ ez est de classe C1 sur C, sa jacobienne en

z = x+iy relativement à la base (1, i) est facilement

(
ex cos(y) −ex sin(y)
ex sin(y) ex cos(y)

)
soit

encore ex
(
cos(y) − sin(y)
sin(y) cos(y)

)
, son jacobien en z est e2�e(z) donc df(z)∈GL(C).
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2. Si Φ(ρ, θ) �→
(
ρ cos(θ), ρ sin(θ)

)
, alors Φ est de classe C1 sur R2 et sa jacobienne

en (ρ, θ) est

(
cos(θ) −ρ sin(θ)
sin(θ) ρ cos(θ)

)
, son jacobien est ρ, donc dΦ(ρ, θ)∈GL(R2) si,

et seulement si, ρ �= 0.

4.2. Théorème

Si f ∈C1
(
U,F

)
, g ∈C1

(
V,G

)
où V est une partie ouverte de F contenant

f(U), alors Ja
(
g◦f

)
= Jf(a)(g) · Ja(f).

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate du théorème I.B.2. et du lien entre composée
d’applications linéaires et produit des matrices de ces applications dans des bases.��
On en déduit la formule de la châıne.

Si E = Rn, F = Rm et G = Rp, le théorème précédent se traduit en notant :
f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), g(y) = (g1(y), . . . gp(y)), h(x) = (h1(x), . . . , hp(x)) où
h = g◦f ,

∂hi

∂xj
(a) =

m∑
k=1

∂gi
∂yk

(f(a)) · ∂fk
∂xj

(a).

III. Algèbre C
(
U ,K

)

1. Structure

1.1. Théorème

1. C1
(
U,K

)
est une K-algèbre sur laquelle f �→ df est une application

linéaire vérifiant en outre d(fg) = f dg + g df .

2. Si f ∈C1
(
U,K
) alors

1

f
est de classe C1 sur U avec d

( 1

f

)
= − 1

f2
df .

Démonstration

1. On sait déjà que C1
(
U,K

)
est un K-espace vectoriel et que f �→ df est linéaire.

Soient f et g éléments de C1
(
U,K

)
, alors F : a �→

(
f(a), g(a)

)
est de classe C1 sur

U à valeurs dans K2, Φ : (λ, µ) �→ λµ est bilinéaire donc de classe C1 sur K2. Par
composition Φ◦F , ie. fg, est de classe C1 sur U .

De plus, si a∈U, d(fg)(a) =
(
dΦ

[
F (a)

])
◦dF (a) = f(a) dg(a) + g(a) df(a) car

dΦ(λ, µ)(h, k) = λk + µh.

2. I : z �→ 1

z
est de classe C1 sur K
 facilement, par composition I◦f est de classe

C1 sur U avec d(I◦f) = (dI◦f)◦df = − 1

f2
df .��

Une application directe du théorème est :

1.2. Corollaire

Si f et g sont éléments de C1
(
U,K

)
et si g ne s’annule pas, alors

f

g
est de

classe C1 sur U avec d
(f
g

)
=

g df − f dg

g2
·
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1.3. Corollaire
Si on note (x1, . . . , xn) les coordonnées relativement à E de tout élément x

de E, toute fonction rationnelle
P

Q
en les xi est de classe C1 sur la partie

ouverte U =
{
x∈E

∣∣ Q(x) �= 0
}
.

Démonstration

U est une partie ouverte en tant qu’image réciproque par Q continue de la partie
ouverte K� de K, le reste découle directement du théorème.��

Exemples

1. ∆ : Mn(K) → K, A �→ det(A) est de classe C1 sur Mn(K) car polynomiale en
les ai,j . Pour tout (i, j) de [[1, n]]

2, le développement de det(A) selon la i-ième ligne
montre que det(A) = ai,j∆i,j(A) + µi,j où ∆i,j(A) désigne le cofacteur i, j et µi,j

est une constante quand ai,j varie.

Di,j∆(A) = ∆i,j(A) puis d∆(A)(H) =
∑

1�i,j�n

Di,j∆(A)hi,j =
∑

1�i,j�n

∆i,j(A)hi,j

d’où d∆(A) : H �→ tr
[t
Com(A)H

]
où Com(A) désigne la comatrice de A.

2. GLn(K) est une partie ouverte de Mn(K) en tant qu’image réciproque par ∆ de

K�, A �→ A−1 est de classe C1 sur cet ouvert car sa coordonnée i, j est A �→ ∆i,j(A)

∆(A)
de classe C1 sur GLn(K) en tant que fonction rationnelle en les ai,j .

2. Gradient

2.1. Théorème et définition

Soit E,
(
· | ·

)
un espace euclidien et f ∈C1(U,R). Pour tout a∈U , il existe

un unique élément de E, noté grad f(a) ou ∇f(a) tel que :

df(a)(h) =
(
grad f(a)|h

)
.

grad f est une application continue de U dans E appelée gradient de f . Si
E est une base orthonormée de E les coordonnées de grad f relativement à
E sont (D1f, . . . , Dnf).

Démonstration

Pour tout a∈E, df(a) est une forme linéaire sur E et θ : E → E�, x �→
(
x| ·

)
est l’isomorphisme canonique d’espaces vectoriels, d’où l’existence et l’unicité de
grad f(a). Si i∈[[1, n]], Dif(a) = df(a)(ei) =

(
grad f(a)|ei

)
= (grad f)i(a).��

2.2. Théorème : interprétation du gradient

R2 étant muni de sa structure euclidienne canonique, soit f ∈C1(U,R) où
U est un ouvert de R2.
Pour λ∈R, on appelle courbe de niveau l’ensemble d’équation f(x) = λ.
Soient a∈R2 tel que ∇f(a) �= 0 et γ un arc paramétré de classe C1 défini
sur ]− ε, ε[, ε > 0 tel que γ(0) = a et ‖γ′(t)‖ = 1 pour tout t.

(i) ∇f(a) est dans la direction de 〈〈plus grande pente 〉〉 de f en a.

(ii) Si γ′(0) est colinéaire à ∇f(a) et de même sens, alors pour λ proche
de f(a), il existe un unique t voisin de 0 tel que x = γ(t)∈Cλ.
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Démonstration

(i) F : t �→ f(γ(t)) est telle que F ′(0) = df(a).γ′(0) =
(
∇f(a)|γ′(0)

)
.

Comme ‖γ′(0)‖ = 1, on déduit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que :

F ′(0)∈
[
−‖∇f(a)‖, ‖∇f(a)‖

]
. Le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz

permet de prouver que la valeur maximale ‖∇f(a)‖ est obtenue si, et seulement
si, γ′(0) est colinéaire et de même sens que ∇f(a).

F ′(0) = 0 si, et seulement si, l’arc γ est orthogonal en a à ∇f(a) ie. tangent en a
à la courbe de niveau de f passant par ce point.

(ii) Il découle de l’hypothèse que F ′(0) = ‖∇f(a)‖.
Par continuité de F ′, il existe I =]− ε, ε[ tel que : ∀t∈ I, F ′(t) > 0.

Donc F est strictement croissante de I sur F (I) = J intervalle ouvert contenant
F (0) = f(a). Pour tout λ∈ J, il existe un unique t∈ I tel que F (t) = f◦γ(t) = λ.

t = F−1(λ). Comme F−1 est dérivable sur J et comme (F−1)′ =
1

F ′◦F−1
le point

x(λ) = γ
(
F−1(λ)

)
∈Cλ et x′(t) =

γ′(0)

F ′(0)
·

Donc x(λ)− x(α) =
λ→α

γ′(0)

F ′(0)
(λ− α) + o(λ− α).

D’où ‖x(λ)− a‖
λ̃→α

|λ− α|
‖∇f(a)‖

car ‖γ′(0)‖ = 1.��

Commentaires

Ce théorème permet de faire le lien entre le gradient défini précédemment et
celui utilisé en physique. Sa 〈〈direction 〉〉 orthogonale aux courbes de niveau
est celle dans laquelle la fonction (altitude, pression. . . ) augmente le plus vite
lors d’un déplacement à vitesse donnée (ici égale à 1). Sa norme est inversement
proportionnelle à l’écartement des courbes de niveau.

Ce résultat se généralise aisément à Rn, n � 3.

2.3. Théorème
Soient E un espace euclidien, U un ouvert de E et f une fonction de U
dans R différentiable sur U . Si X est une ligne de niveau de f , les vecteurs
tangents à X au point x∈X sont orthogonaux au vecteurs ∇f(x).

Démonstration

On reprend les notations de II.3.4. avec t0 = x, I = ]− ε, ε[, γ(0) = x et γ′(0) = v.

(
) ⇐⇒
(
∇f(x)|v

)
= 0.��

3. Accroissements finis

3.1. Théorème

Si U est une partie ouverte de E, f ∈C1
(
U,R

)
et (a, b)∈U2 tel que

[a, b] ⊂ U . Il existe θ∈ ]0, 1[ tel que f(b)− f(a) = df
(
1− θ)a+ θb

)
.(b− a)

Démonstration

Il suffit d’appliquer le théorème des accroissements finis à la fonction g définie par
g : [0, 1] → R, t �→ f

(
(1− t)a+ tb

)
. Il existe θ∈ ]0, 1[, g(1)− g(0) = (1− 0)g′(θ).��
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1.3. Corollaire
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}
.
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[a, b] ⊂ U . Il existe θ∈ ]0, 1[ tel que f(b)− f(a) = df
(
1− θ)a+ θb

)
.(b− a)

Démonstration
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3.2. Théorème
Si U est une partie ouverte et convexe de E, f ∈C1

(
U,K

)
et, pour tout

x dans U, df(x) lipschitzienne de rapport k, alors, pour tout (a, b) ∈ U2,∣∣f(b)− f(a)
∣∣ � kN(b− a).

Démonstration

Soit (a, b)∈U2, alors [a, b] ⊂ U par convexité et, si pour tout t∈[0, 1] on pose
ϕ(t) = tb+ (1− t)a, on a F : t �→ f(ϕ(t)) de classe C1 sur [0, 1] par composition,
avec pour tout t∈[0, 1], F ′(t) = df(ϕ(t))(b−a) d’où |F ′| � kN(b−a) par hypothèse

et
∣∣f(b)− f(a)

∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 1

0

F ′
∣∣∣∣ � kN(b− a).��

3.3. Corollaire
Si U est une partie ouverte et convexe de E, pour qu’une application
de classe C1 sur U à valeurs dans K soit constante sur U il faut et il suffit
que sa différentielle soit nulle sur U .

Démonstration

Si f est constante sur U sa différentielle est clairement partout nulle. La réciproque
découle immédiatement du théorème.��

4. Extremum local

f désigne un élément de C1
(
U,R

)
.

4.1. Définition

Un point a de U est dit point critique de f si df(a) est nulle.

4.2. Théorème

Si f admet en a un extremum local, alors c’est un point critique.

Démonstration

Soit ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂ U . Si h est un vecteur unitaire alors f �→ f(a + th)
qui est de classe C1 sur ]− ε, ε[ admet un extremum local en 0 donc sa dérivée en
ce point, Dhf(a), est nulle et c’est df(a)(h), d’où le résultat.��
Remarque : Ce n’est bien sûr qu’une condition nécessaire, comme on l’a déjà vu
si E = R.

5. Vecteur tangent à une partie d’un espace vectoriel normé

5.1. Définition
Soient X une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie E et
x∈E. Un vecteur v de E est tangent à X en x s’il existe ε > 0, un arc
γ défini sur ] − ε, ε[ dérivable en 0 à valeurs dans X tel que γ(0) = x et
γ′(0) = v.

5.2. Définition
Si F est une application de classe C1 d’un ouvert U de R3 dans R, on appelle
surface S l’ensemble défini par F (x, y, z) = 0.

5.3. Plan tangent à une surface définie implicitement

Soient U un ouvert de R3 et f une fonction de U dans R, différentiable en
M0 = (x0, y0, z0) où df(M0) �= 0. Soit S la surface d’équation : F (x, y, z) = 0.
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Si l’on considère un arc tracé sur S, passant par M0 et défini par γ : I → R3 où I
est un intervalle de R, γ(I) ⊂ S, γ(t0) = M0 et γ dérivable en t0.

∀t∈ I, f(γ(t)) = 0 ⇒ df(M0)◦γ′(t0) (�).

Si γ′(t0) =




λ
µ
ν


, comme df(M0) =

(∂F
∂x

(M0),
∂F

∂y
(M0),

∂F

∂z
(M0)

)
= 0 on a :

(�) ⇐⇒ λ
∂F

∂x
(M0) + µ

∂F

∂x
(M0) + ν

∂F

∂x
(M0) = 0.

Le plan affine tangent à S est M0 a pour équation :

(x− x0)
∂F

∂x
(M0) + (y − y0)

∂F

∂x
(M0) + (z − z0)

∂F

∂x
(M0) = 0.

En particulier si S a une équation de la forme : z = f(x, y) où f est une fonction
de classe C1 sur un ouvert Ω de R2, en posant F (x, y, z) = f(x, y)− z on obtient
une équation du plan affine tangent à S :

5.4. Théorème
Le plan affine tangent en M0 = (x0, y0, z0) à la surface S définie par
z = f(x, y) où f est une application de classe C1 sur un ouvert Ω de R2 est

d’équation : (x− x0)
∂f

∂x
(M0) + (y − y0)

∂f

∂y
(M0) = z − z0.

IV. Dérivées partielles d’ordre k � 

1. Généralités

Pour tout i ∈ [[1, n]], l’application Di : C1
(
U,F

)
→ C

(
U,F

)
, f �→ Dif est linéaire.

1.1. Définition

On définit par récurrence sur k l’ensemble Ck
(
U,F

)
par :

f ∈Ck
(
U,F

)
⇐⇒ f ∈C1

(
U,F

)
et ∀i∈[[1, n]], Dif ∈Ck−1

(
U,F

)
On dit dans ce cas que f est de classe Ck sur U .

On dit que f est de classe C∞ si elle est de classe Ck pour tout k � 1.

Remarque

f ∈Ck
(
U,F

)
⇐⇒ f ∈C1

(
U,F

)
et df ∈Ck−1

(
U,L(E,F )

)
.

De cette définition découle directement le

1.2. Théorème

Ck
(
U,F

)
est un R-espace vectoriel dont Ck−1

(
U,F

)
est un sous-espace

vectoriel, et, pour tout i∈[[1, n]], Di est une application linéaire de
Ck

(
U,F

)
dans Ck−1

(
U,F

)
, df une application linéaire de Ck

(
U,F

)
dans

Ck−1
(
U,L(E,F )

)
.

Par exemple f est de classe C2 sur U si, et seulement si, pour tout (i, j)∈[[1, n]]2,
l’application DiDjf = (Di◦Dj)(f) existe et est continue sur U .

1.3. Théorème de Schwarz

Pour tout (i, j)∈[[1, n]]2, les restrictions de Di et Dj à C2
(
U,F

)
commutent

ie. pour toute f dans C2
(
U,F

)
, on a DiDjf = DjDif .



522 CALCUL DIFFÉRENTIEL

3.2. Théorème
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et
∣∣f(b)− f(a)

∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 1

0

F ′
∣∣∣∣ � kN(b− a).��

3.3. Corollaire
Si U est une partie ouverte et convexe de E, pour qu’une application
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Si f est constante sur U sa différentielle est clairement partout nulle. La réciproque
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5.1. Définition
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1.1. Définition
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est un R-espace vectoriel dont Ck−1

(
U,F

)
est un sous-espace

vectoriel, et, pour tout i∈[[1, n]], Di est une application linéaire de
Ck

(
U,F

)
dans Ck−1

(
U,F

)
, df une application linéaire de Ck

(
U,F

)
dans

Ck−1
(
U,L(E,F )

)
.

Par exemple f est de classe C2 sur U si, et seulement si, pour tout (i, j)∈[[1, n]]2,
l’application DiDjf = (Di◦Dj)(f) existe et est continue sur U .

1.3. Théorème de Schwarz

Pour tout (i, j)∈[[1, n]]2, les restrictions de Di et Dj à C2
(
U,F

)
commutent

ie. pour toute f dans C2
(
U,F

)
, on a DiDjf = DjDif .
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Démonstration (non exigible)

On peut supposer f de deux variables car x3, . . . , xn sont fixées dans cette question.

La propriété découle du fait que l’on peut définir, sous ces hypothèses,
∂2f

∂x1∂x2
(a)

par la formule :
∂2f

dx1∂x2
(a) = lim

(h1,h2)→(0,0)
h1h2 �=0

g(h1, h2) (1).

où g(h1, h2) =
f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1 + h1, a2)− f(a1, a2 + h2 + f(a1, a2)

h1h2
·

La symétrie de cette définition fait apparâıtre la propriété d’interversion. Pour
établir (1), en prenant les coordonnées dans une base de de F , on se ramène à la
même propriété pour les fonctions à valeurs réelles. Utilisons deux fois le théorème
des accroissements finis.

La fonction ϕ : h1 �→ f(a1+h1, a2+h2)− f(a1+h1, a2) est dérivable au voisinage

de 0 et ϕ′(h1) =
∂f

∂x1
(a1 + h1, a2 + h2)−

∂f

∂x1
(a1 + h1, a2).

On suppose les hypothèses d’existence des dérivées partielles vérifiées sur V défini
par V = {(a1 + h1, a2 + h2) | |h1| < α et |h2| < α}·
Si (a1 + h1, a2 + h2)∈V , la fonction ϕ est dérivable entre 0 et h1 et il existe k1
entre 0 et h1 tel que : ϕ(h1)− ϕ(0) = h1ϕ

′(k1). Donc

g(h1, h2) =
ϕ′(k1)

h2
=

1

h2

( ∂f

∂x1
(a1 + k1, a2 + h2)−

∂f

∂x1
(a1 + k1, a2)

)
.

Il existe k2 entre 0 et h2 tel que : g(h1, h2) =
∂2f

∂x2∂x1
(a1 + k1, a2 + k2).

La continuité de
∂2f

∂x2∂x1
en (a1, a2) permet d’écrire que, pour ε > 0,

∃α > 0, |h1| � α, |h2| � α ⇒
∣∣∣ ∂2f

∂x2∂x1
(a1 + h1, a2 + h2)−

∂2f

∂x2∂x1
(a1, a2)

∣∣∣ � ε

a fortiori, |k1| � α et |k2| � α, donc
∣∣∣g(h1, h2) −

∂2f

∂x2∂x1
(a1, a2)

∣∣∣ � ε dans les

mêmes conditions, et le résultat voulu.��

Remarque

Ce théorème peut aider à prouver qu’une fonction n’est pas deux fois différentiable.

Soit f : R2 → R, (x, y) �→




xy(x2 − y2)

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

Toutes les dérivées partielles secondes existent et
∂f

∂x
(0, y) = −y.

D’où
∂2f

∂y∂x
(0, 0) = −1 alors que

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 1 puisque f(x, y) = −f(y, x). Il

découle du théorème de Schwarz que f n’est pas deux fois différentiable en (0, 0).

2. Algèbre Ck
(
U ,K

)

2.1. Théorème

Ck
(
U,K

)
est une K-algèbre et, si f ∈Ck

(
U,K�), alors 1

f
est de classe Ck.
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Démonstration

On connâıt déjà la structure d’espace vectoriel et la fonction constante égale à 1 est
clairement élément de Ck

(
U,K

)
. Montrons la stabilité par produit par récurrence

sur k, le cas k = 1 ayant déjà été traité. Supposons que Ck−1
(
U,K

)
soit une

K-algèbre et choisissons f et g dans Ck
(
U,K

)
.

On a d(fg) = f dg + g df ∈Ck−1
(
U,K

)
car f, g, df et dg en sont éléments et par

hypothèse de récurrence. Par suite fg ∈Ck
(
U,K

)
et la fin de la récurrence.

On procède exactement de même avec
1

f
car d

( 1

f

)
= − 1

f2
df .��

2.2. Corollaire

Toute fonction rationnelle F =
P

Q
en les coordonnées xi de x relativement

à une base est de classe C∞ sur la partie ouverte
{
x∈E

∣∣ Q(x) �= 0
}
.

Démonstration

U est ouverte comme image réciproque par Q continue de K� partie ouverte de K
et le fait que F soit de classe C∞ découle directement du théorème.��

Exemples

1. Identifions C à R2. Alors, si z = x+ iy, on a ez = exeiy donc z �→ ez est C∞ sur
C en tant que produit de z �→ ex et z �→ eiy.

2. Rappelons que GLn(K) est une partie ouverte de Mn(K) et que, si A∈GLn(K),
tout coefficient i, j de A−1 est rationnel en les ai,j , donc A �→ A−1 est de classe
C∞ sur GLn(K).

3. Différentielle seconde

3.1. Définition
Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie et U un ouvert
de E. Soit f une application de U dans F . On dit que f est deux fois
différentiable en a∈U si elle est différentiable au voisinage de a et si df est,
elle même différentiable en a. Dans ce cas, on appelle différentielle seconde
de f l’application d2f : U → L(E,E;F ) définie par :

d2f(x)(h, k) =
(
d(df)(x)(h)

)
(k).

Si de plus, l’application x �→ d2f(x) est continue sur U , on dit que f est de
classe C2 sur U .

Exemple. Dans le cas où f est une application bilinéaire de E1 ×E2 dans F on
a vu que df(x1, x2)(h1, h2) = f(x1, h2) + f(h1, x2).
(h1, h2) étant fixé, la différentielle de θ : (x1, x2) �→ f(x1, h2) + f(h1, x2) est :
dθ(x1, x2)(k1, k2) = f(k1, h2) + f(h1, k2).
D’où d2f(x1, x2)(h, k) = f(k1, h2) + f(h1, k2)
La différentielle seconde d’une application bilinéaire est constante.

3.2. Théorème
Soient U un ouvert de Rn et f une application différentiable sur U et deux
fois différentiable en a. Alors, pour tout (h, k)∈Rn × Rn,

d2f(a)(h, k) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)hikj .
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Démonstration (non exigible)

On peut supposer f de deux variables car x3, . . . , xn sont fixées dans cette question.

La propriété découle du fait que l’on peut définir, sous ces hypothèses,
∂2f

∂x1∂x2
(a)

par la formule :
∂2f

dx1∂x2
(a) = lim

(h1,h2)→(0,0)
h1h2 �=0

g(h1, h2) (1).

où g(h1, h2) =
f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1 + h1, a2)− f(a1, a2 + h2 + f(a1, a2)

h1h2
·

La symétrie de cette définition fait apparâıtre la propriété d’interversion. Pour
établir (1), en prenant les coordonnées dans une base de de F , on se ramène à la
même propriété pour les fonctions à valeurs réelles. Utilisons deux fois le théorème
des accroissements finis.

La fonction ϕ : h1 �→ f(a1+h1, a2+h2)− f(a1+h1, a2) est dérivable au voisinage

de 0 et ϕ′(h1) =
∂f

∂x1
(a1 + h1, a2 + h2)−

∂f

∂x1
(a1 + h1, a2).

On suppose les hypothèses d’existence des dérivées partielles vérifiées sur V défini
par V = {(a1 + h1, a2 + h2) | |h1| < α et |h2| < α}·
Si (a1 + h1, a2 + h2)∈V , la fonction ϕ est dérivable entre 0 et h1 et il existe k1
entre 0 et h1 tel que : ϕ(h1)− ϕ(0) = h1ϕ

′(k1). Donc

g(h1, h2) =
ϕ′(k1)

h2
=

1

h2

( ∂f

∂x1
(a1 + k1, a2 + h2)−

∂f

∂x1
(a1 + k1, a2)

)
.

Il existe k2 entre 0 et h2 tel que : g(h1, h2) =
∂2f

∂x2∂x1
(a1 + k1, a2 + k2).

La continuité de
∂2f

∂x2∂x1
en (a1, a2) permet d’écrire que, pour ε > 0,

∃α > 0, |h1| � α, |h2| � α ⇒
∣∣∣ ∂2f

∂x2∂x1
(a1 + h1, a2 + h2)−

∂2f

∂x2∂x1
(a1, a2)

∣∣∣ � ε

a fortiori, |k1| � α et |k2| � α, donc
∣∣∣g(h1, h2) −

∂2f

∂x2∂x1
(a1, a2)

∣∣∣ � ε dans les

mêmes conditions, et le résultat voulu.��

Remarque

Ce théorème peut aider à prouver qu’une fonction n’est pas deux fois différentiable.

Soit f : R2 → R, (x, y) �→




xy(x2 − y2)

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

Toutes les dérivées partielles secondes existent et
∂f

∂x
(0, y) = −y.

D’où
∂2f

∂y∂x
(0, 0) = −1 alors que

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 1 puisque f(x, y) = −f(y, x). Il

découle du théorème de Schwarz que f n’est pas deux fois différentiable en (0, 0).

2. Algèbre Ck
(
U ,K

)

2.1. Théorème

Ck
(
U,K

)
est une K-algèbre et, si f ∈Ck

(
U,K�), alors 1

f
est de classe Ck.
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Démonstration

On connâıt déjà la structure d’espace vectoriel et la fonction constante égale à 1 est
clairement élément de Ck

(
U,K

)
. Montrons la stabilité par produit par récurrence

sur k, le cas k = 1 ayant déjà été traité. Supposons que Ck−1
(
U,K

)
soit une

K-algèbre et choisissons f et g dans Ck
(
U,K

)
.

On a d(fg) = f dg + g df ∈Ck−1
(
U,K

)
car f, g, df et dg en sont éléments et par

hypothèse de récurrence. Par suite fg ∈Ck
(
U,K

)
et la fin de la récurrence.

On procède exactement de même avec
1

f
car d

( 1

f

)
= − 1

f2
df .��

2.2. Corollaire

Toute fonction rationnelle F =
P

Q
en les coordonnées xi de x relativement

à une base est de classe C∞ sur la partie ouverte
{
x∈E

∣∣ Q(x) �= 0
}
.

Démonstration

U est ouverte comme image réciproque par Q continue de K� partie ouverte de K
et le fait que F soit de classe C∞ découle directement du théorème.��

Exemples

1. Identifions C à R2. Alors, si z = x+ iy, on a ez = exeiy donc z �→ ez est C∞ sur
C en tant que produit de z �→ ex et z �→ eiy.

2. Rappelons que GLn(K) est une partie ouverte de Mn(K) et que, si A∈GLn(K),
tout coefficient i, j de A−1 est rationnel en les ai,j , donc A �→ A−1 est de classe
C∞ sur GLn(K).

3. Différentielle seconde

3.1. Définition
Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie et U un ouvert
de E. Soit f une application de U dans F . On dit que f est deux fois
différentiable en a∈U si elle est différentiable au voisinage de a et si df est,
elle même différentiable en a. Dans ce cas, on appelle différentielle seconde
de f l’application d2f : U → L(E,E;F ) définie par :

d2f(x)(h, k) =
(
d(df)(x)(h)

)
(k).

Si de plus, l’application x �→ d2f(x) est continue sur U , on dit que f est de
classe C2 sur U .

Exemple. Dans le cas où f est une application bilinéaire de E1 ×E2 dans F on
a vu que df(x1, x2)(h1, h2) = f(x1, h2) + f(h1, x2).
(h1, h2) étant fixé, la différentielle de θ : (x1, x2) �→ f(x1, h2) + f(h1, x2) est :
dθ(x1, x2)(k1, k2) = f(k1, h2) + f(h1, k2).
D’où d2f(x1, x2)(h, k) = f(k1, h2) + f(h1, k2)
La différentielle seconde d’une application bilinéaire est constante.

3.2. Théorème
Soient U un ouvert de Rn et f une application différentiable sur U et deux
fois différentiable en a. Alors, pour tout (h, k)∈Rn × Rn,

d2f(a)(h, k) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)hikj .
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3.3. Définition
La matrice jacobienne de ∇f en a s’appelle matrice hessienne de f en a

et est notée Hf (a). Donc Hf (a) = J∇f (a) =
( ∂2f

∂xi∂xj
(a)

)
1�i,j�n

·

avec
∂2f

∂x2
i

=
∂

∂xi

( ∂f

∂xi

)
et

∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

( ∂f

∂xj

)
·

Exemples

(i) Soient a∈Rn, b∈R et f : x �→
(
x|a

)
+ b. Montrer que f est deux fois

différentiable sur Rn et préciser sa hessienne.

En tant qu’application affine, ∀x∈Rn,∇f(x) = a. Donc ∀x∈Rn, Hf (x) = 0.

(ii) Soit A∈Sn(R). Montrer que f : Rn → R, x �→
(
Ax|x

)
est de classe C2 sur

Rn et déterminer Hf (x).

Par théorème de composition, f est différentiable sur Rn et ∀x∈Rn,∇f(x) = 2Ax.
∇f étant linéaire, on a ∀x∈Rn, Hf (x) = 2A.

Conséquence du théorème de Schwarz

On suppose Rn muni de sa structure euclidienne canonique. On a alors

d2f(a)(h, k) =
t
hHf (a)k =

(
h|Hf (a)k

)
.

3.4. Formule de Taylor-Young à l’ordre 2

Soient U un ouvert de Rn et f ∈C2(U,R).
f(x+ h) =

h→0
f(x) +

(
∇f(x)|h

)
+) +

1

2

(
Hf (x)(h)|h

)
+ o

(
‖h‖2

)

soit aussi

f(x+ h) =
h→0

f(x) +∇f(x)Th+) +
1

2
hTHf (x)h+ o

(
‖h‖2

)
.

Démonstration non exigible
Cas particulier où n = 2
Soit U un ouvert convexe de R2, A = (a, b) ∈ U et H = (h, k) tel que A+H ∈ U .
Si f ∈ C2(U,R) et si N est une norme sur R2, alors :

f(A+H) =
H→0

f(A) + ph+ qk +
1

2

[
rh2 + 2shk + tk2

]
+ o

(
N(H)

)2

où p = D1f(A), q = D2f(A), r = D2
1f(A), s = D1D2f(A), t = D2

2f(A).

3.5. Position du graphe de f par rapport à son approximation affine

Soient U un ouvert de Rn et f une application de U dans R.
Si f est différentiable en a∈U , T (x) = f(a)+

(
∇f(a)|x−a

)
est son approximation

affine.

Théorème : condition nécessaire du second ordre
On suppose f de classe C2 sur U . Si f a un minimum local en a∈U , alors
a est un point critique et Hf (a)∈S+

n (R).

Démonstration

Soit x∈U tel que [a, x] ⊂ U . La fonction ϕ définie par
ϕ : [0, 1] → R, t �→ f

(
(1− t)a+ tx

)
est de classe C2 sur [0, 1] par composition.

ϕ′(t) =
(
∇f((1− t)a+ tx)|x− a

)
puis ϕ′′(t) =

(
Hf ((1− t)a+ tx)(x− a)|x− a

)
.

Si f a un minimum local en a∈U , alors la condition nécessaire du second ordre
pour une fonction d’une variable réelle est vérifiée en ce point. Donc ϕ′′(0) � 0.

Dérivées partielles d’ordre k �  527

Donc
(
Hf (a)(x− a)|x− a

)
� 0. Ce qui implique Hf (a)∈S+

n (R).��
Théorème : condition suffisante du second ordre

On suppose f de classe C2 sur U . Si Hf (a)∈S++
n (R) (resp. S−−

n (R)), alors
f(x) > T (x)( resp. f(x) < T (x)) dans un voisinage épointé de de a.
En particulier f a un minimum local en a (resp. un maximum) en a si a
est un point critique de f .

Démonstration

Supposons que Hf (a)∈S++
n (R). Nous ferons la démonstration avec la norme

euclidienne sur Rn. On déduit de la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 que :

f(x)− T (x) =
x→a

1

2

(
x− a|Hf (a)(x− a)

)
+ ‖x− a‖2ε(x− a) où ε est continue en 0

et ε(0) = 0.

Soit m = min
{(

Hf (a)y|y
)

‖y‖2
∣∣∣y ∈Rn \ {0}

}
= min

{(
Hf (a)z|z

) ∣∣‖z‖ = 1
}
·

L’application z �→
(
Hf (a)|z

)
étant continue sur le compact {z ∈Rn | ‖z‖ = 1} il

existe z� tel que m =
(
Hf (a)z

�|z�
)
> 0 puisque Hf (a)∈S++

n (R).
ε(x− a) −−−→

x→a
0 ⇒ ∃V ∈V(a), ∀x∈V, |ε(x− a)| � m

4
·

Il s’ensuit que : ∀x∈V, f(x)− T (x) �
m

4
‖x− a‖2.

On conclut aisément le théorème.��
Exemple : La fonction f définie par f : R2 → R, (x, y) �→ x2 + y2 + x4 est de
classe C∞ sur R2 car polynomiale.

Hf (x, y) =

(
2 + 12x2 0

0 2

)
∈S++

2 (R). Donc tout point du graphe est au dessus

du plan tangent.

Cas particulier où n = 2
Avec les notations (appelées notations de Monge) vues précédemment,
a) Si A = (a, b) un point critique de f tel que rt− s2 �= 0, alors :

(i) Si rt− s2 > 0 et r > 0, alors f a un minimum en A ;

(ii) si rt− s2 > 0 et r < 0, alors f a un maximum en A ;

(iii) si rt− s2 < 0, alors f n’a pas d’extremum en A.

b) Déterminer les extremums relatifs et absolus de f : (x, y) �→ x4+y4−2(x−y)2.

Démonstration

a) A étant un point critique, on a : p = q = 0. On déduit du a) que f(A+H)−F (A)
est du signe de Φ(H) = rh2 + 2shk + tk2 lorsque N(H) est au voisinage de 0.
Φ(H) = k2ϕ(h/k) si k �= 0 avec ϕ(θ) = rθ2 + 2sθ + t est un trinôme du second
degré si r �= 0, dont le discriminant est δ = s2 − rt.
Si rt− s2 < 0 alors δ > 0 et ϕ(θ) change de signe.

Si rt− s2 > 0 alors δ < 0 et ϕ(θ) est du signe de r.
La conclusion est immédiate.
b) En tant que fonction polynomiale, f ∈ C∞(R2,R).
D1f(x, y) = 4x3 − 4(x− y) et D2f(x, y) = 4y3 +4(x− y). Donc M = (x, y) est un

point critique si, et seulement si, (1)

{
x3 + y3 = 0
x3 − y3 + 2(x− y) = 0

R → R, t �→ t3 étant bijective, (1) ⇐⇒
(
(y = −x) et (x(x2 − 2) = 0)

)
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3.3. Définition
La matrice jacobienne de ∇f en a s’appelle matrice hessienne de f en a

et est notée Hf (a). Donc Hf (a) = J∇f (a) =
( ∂2f

∂xi∂xj
(a)

)
1�i,j�n

·

avec
∂2f

∂x2
i

=
∂

∂xi

( ∂f

∂xi

)
et

∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

( ∂f

∂xj

)
·

Exemples

(i) Soient a∈Rn, b∈R et f : x �→
(
x|a

)
+ b. Montrer que f est deux fois

différentiable sur Rn et préciser sa hessienne.

En tant qu’application affine, ∀x∈Rn,∇f(x) = a. Donc ∀x∈Rn, Hf (x) = 0.

(ii) Soit A∈Sn(R). Montrer que f : Rn → R, x �→
(
Ax|x

)
est de classe C2 sur

Rn et déterminer Hf (x).

Par théorème de composition, f est différentiable sur Rn et ∀x∈Rn,∇f(x) = 2Ax.
∇f étant linéaire, on a ∀x∈Rn, Hf (x) = 2A.

Conséquence du théorème de Schwarz

On suppose Rn muni de sa structure euclidienne canonique. On a alors

d2f(a)(h, k) =
t
hHf (a)k =

(
h|Hf (a)k

)
.

3.4. Formule de Taylor-Young à l’ordre 2

Soient U un ouvert de Rn et f ∈C2(U,R).
f(x+ h) =

h→0
f(x) +

(
∇f(x)|h

)
+) +

1

2

(
Hf (x)(h)|h

)
+ o

(
‖h‖2

)

soit aussi

f(x+ h) =
h→0

f(x) +∇f(x)Th+) +
1

2
hTHf (x)h+ o

(
‖h‖2

)
.

Démonstration non exigible
Cas particulier où n = 2
Soit U un ouvert convexe de R2, A = (a, b) ∈ U et H = (h, k) tel que A+H ∈ U .
Si f ∈ C2(U,R) et si N est une norme sur R2, alors :

f(A+H) =
H→0

f(A) + ph+ qk +
1

2

[
rh2 + 2shk + tk2

]
+ o

(
N(H)

)2

où p = D1f(A), q = D2f(A), r = D2
1f(A), s = D1D2f(A), t = D2

2f(A).

3.5. Position du graphe de f par rapport à son approximation affine

Soient U un ouvert de Rn et f une application de U dans R.
Si f est différentiable en a∈U , T (x) = f(a)+

(
∇f(a)|x−a

)
est son approximation

affine.

Théorème : condition nécessaire du second ordre
On suppose f de classe C2 sur U . Si f a un minimum local en a∈U , alors
a est un point critique et Hf (a)∈S+

n (R).

Démonstration

Soit x∈U tel que [a, x] ⊂ U . La fonction ϕ définie par
ϕ : [0, 1] → R, t �→ f

(
(1− t)a+ tx

)
est de classe C2 sur [0, 1] par composition.

ϕ′(t) =
(
∇f((1− t)a+ tx)|x− a

)
puis ϕ′′(t) =

(
Hf ((1− t)a+ tx)(x− a)|x− a

)
.

Si f a un minimum local en a∈U , alors la condition nécessaire du second ordre
pour une fonction d’une variable réelle est vérifiée en ce point. Donc ϕ′′(0) � 0.
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Donc
(
Hf (a)(x− a)|x− a

)
� 0. Ce qui implique Hf (a)∈S+

n (R).��
Théorème : condition suffisante du second ordre

On suppose f de classe C2 sur U . Si Hf (a)∈S++
n (R) (resp. S−−

n (R)), alors
f(x) > T (x)( resp. f(x) < T (x)) dans un voisinage épointé de de a.
En particulier f a un minimum local en a (resp. un maximum) en a si a
est un point critique de f .

Démonstration

Supposons que Hf (a)∈S++
n (R). Nous ferons la démonstration avec la norme

euclidienne sur Rn. On déduit de la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 que :

f(x)− T (x) =
x→a

1

2

(
x− a|Hf (a)(x− a)

)
+ ‖x− a‖2ε(x− a) où ε est continue en 0

et ε(0) = 0.

Soit m = min
{(

Hf (a)y|y
)

‖y‖2
∣∣∣y ∈Rn \ {0}

}
= min

{(
Hf (a)z|z

) ∣∣‖z‖ = 1
}
·

L’application z �→
(
Hf (a)|z

)
étant continue sur le compact {z ∈Rn | ‖z‖ = 1} il

existe z� tel que m =
(
Hf (a)z

�|z�
)
> 0 puisque Hf (a)∈S++

n (R).
ε(x− a) −−−→

x→a
0 ⇒ ∃V ∈V(a), ∀x∈V, |ε(x− a)| � m

4
·

Il s’ensuit que : ∀x∈V, f(x)− T (x) �
m

4
‖x− a‖2.

On conclut aisément le théorème.��
Exemple : La fonction f définie par f : R2 → R, (x, y) �→ x2 + y2 + x4 est de
classe C∞ sur R2 car polynomiale.

Hf (x, y) =

(
2 + 12x2 0

0 2

)
∈S++

2 (R). Donc tout point du graphe est au dessus

du plan tangent.

Cas particulier où n = 2
Avec les notations (appelées notations de Monge) vues précédemment,
a) Si A = (a, b) un point critique de f tel que rt− s2 �= 0, alors :

(i) Si rt− s2 > 0 et r > 0, alors f a un minimum en A ;

(ii) si rt− s2 > 0 et r < 0, alors f a un maximum en A ;

(iii) si rt− s2 < 0, alors f n’a pas d’extremum en A.

b) Déterminer les extremums relatifs et absolus de f : (x, y) �→ x4+y4−2(x−y)2.

Démonstration

a) A étant un point critique, on a : p = q = 0. On déduit du a) que f(A+H)−F (A)
est du signe de Φ(H) = rh2 + 2shk + tk2 lorsque N(H) est au voisinage de 0.
Φ(H) = k2ϕ(h/k) si k �= 0 avec ϕ(θ) = rθ2 + 2sθ + t est un trinôme du second
degré si r �= 0, dont le discriminant est δ = s2 − rt.
Si rt− s2 < 0 alors δ > 0 et ϕ(θ) change de signe.

Si rt− s2 > 0 alors δ < 0 et ϕ(θ) est du signe de r.
La conclusion est immédiate.
b) En tant que fonction polynomiale, f ∈ C∞(R2,R).
D1f(x, y) = 4x3 − 4(x− y) et D2f(x, y) = 4y3 +4(x− y). Donc M = (x, y) est un

point critique si, et seulement si, (1)

{
x3 + y3 = 0
x3 − y3 + 2(x− y) = 0

R → R, t �→ t3 étant bijective, (1) ⇐⇒
(
(y = −x) et (x(x2 − 2) = 0)

)
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D’où trois points critiques : O, A = (
√
2,−

√
2) et B = (−

√
2,
√
2).

• Étude en O. Comme f(x, x) = 2x4 et f(x,−x) = 2x2(x2 − 4),
pour x �= 0, f(x, x) > 0 et pour 0 < |x| < 2, f(x,−x) < 0. Donc dans toute
boule ouverte de centre O il existe des points où f(M) > f(O) et des points où
f(M) < f(O). Le point O est un point col. O n’est pas un extremum de f .

• Étude en A : r = t = 20 et s = 4. Donc rt − s2 > 0 et r > 0. D’où A est un
minimum local de f .

• Étude en B. Comme f(−x,−y) = f(x, y), le graphe de f dans le repère

orthonormé (O;
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) possède (O;

−→
k ) pour axe de symétrie. Donc B est un

minimum local de f .

• Étude globale. En coordonnées polaires f(x, y) = ρ4ϕ(θ)− 2ρ2
[
cos(θ)− sin(θ)

]2
où ϕ : θ �→ cos4(θ) + sin4(θ) est continue

π

2
-périodique sans annulation donc

minorée par m > 0 sur R. Donc f(x, y) � ρ2[mρ2 − 8] −−−−→
ρ→+∞

+∞.

Soit r > 2 tel que, hors de la boule fermée Bf (O, r), f � 0.
f est continue sur Bf (O, r) compact donc y admet un minimum majoré par −8.
f admet donc, sur R2, un minimum global, nécessairement local, min

R2
f = −8.

3.6. Optimisation sous contrainte d’égalité

Position du problème
Soient f et g deux applications de U dans R. Optimiser f sous contrainte g = 0
revient à optimiser f sur l’ensemble Γ = {x∈U | g(x) = 0}·
Par exemple, optimiser f : R2 → R sous la contrainte x2 + y2 − 1 = 0 revient à
chercher les extremums de f sur le cercle unité de R2.

Première méthode : substitution
a) Soient f : R2 → R, (x, y) �→ x+y et g(x, y) = x2−y. On est ramené à optimiser

la fonction F : R → R, x �→ x2 + x =
(
x+

1

2

)2

− 1

4
·

On conclut que F a un minimum global en −1/2. Donc f a un minimum global

sous la contrainte g = 0 en
(
− 1

2
, 1

4

)
·

b) Soient f : R2 → R(x, y) �→ x+ y et g(x, y) = x2 + y2 − 1. On peut paramétrer
le cercle Γ. On est ramené à optimiser la fonction θ �→ G(θ) = cos(θ) + sin(θ).

Comme G(θ) =
√
2 cos

(
θ − π

4

)
on conclut que f a un maximum global sous la

contrainte g = 0 en
( 1√

2
, 1√

2

)
et un minimum global sous la contrainte g = 0 en

(−1√
2
, −1√

2

)

Deuxième méthode : multiplicateurs de Lagrange

Théorème admis
Soient U un ouvert de Rn, f et g deux fonctions de classe C1 sur U à valeurs
réelles. Soit Γ l’ensemble des zéros de g. Supposons que f

Γ
admette un

extremum local en un point a où dg(a) �= 0. Alors il existe un unique λ∈R
tel que df(a) = λdg(a). Le scalaire λ est appelé multiplicateur de Lagrange
associé à la contrainte g = 0.

Exemple : soient f : (x, y) �→ x+ y et Γ = {(x, y)∈R2|x4 + y4 = 1}·
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dg ne s’annule pas sur Γ. D’après le théorème précédent, si f
Γ
a un extremum en

(a, b)∈Γ, il existe un unique λ∈R tel que

{
1 + 4λa3 = 0

1 + 4λb3 = 0

Comme λ = 0 est impossible, on a a = b.

(a, b)∈Γ ⇒ (a, b) =
(
− 2−1/4,−2−1/4

)
ou

(
2−1/4, 2−1/4

)
.

Γ étant un compact de R2 et f étant continue, f a au moins un minimum global
et un maximum global sur Γ.

f
(
− 2−1/4,−2−1/4

)
= −23/4 et f

(
2−1/4, 2−1/4

)
= 23/4.

f a donc un minimum en
(
− 2−1/4,−2−1/4

)
et un maximum en

(
2−1/4, 2−1/4

)
.

EXERCICES

1. Les fonctions suivantes sont-elles de classe C1 sur D ?

a. f(x, y) =
x sin(y)− y sin(x)

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0), f(0, 0) = 0 et D = R2.

b. f(x, y) = exp
( 1

x2 + y2 − 1

)
si x2 + y2 < 1, f(x, y) = 0 sinon et D = R2.

c. f(x, y) =

∞∑
n=1

1 + nx

1 + ny
si (x, y) ∈ D ensemble de définition de f .

2. Soit I un intervalle ouvert de R, f ∈ D(I,Rn), F (x, y) =
f(x)− f(y)

x− y
si x �= y.

a. Soit a ∈ I. La limite de F (x, y) quand (x, y) −−→
x �=y

(a, a) existe-t-elle ? Examiner

le cas où f ′ est continue en a.

b. Si f ∈ C1(I,Rn) et F (x, x) = f ′(x). Montrer que F ∈ C(I2,Rn). Calculer
grad(F (a, a)) si f ′′ ∈C2(I,Rn).

3. Fonction harmonique et transformation de Kelvin

Soient D un ouvert de Rn ne contenant pas 0 et f ∈ C2(D,R). Pour x ∈ Rn, on

pose r = ‖x‖ =
[ n∑

i=1

x2
i

]1/2
, ∆1f(x) =

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(x), ∆2f(x) =

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

(x).

a. Montrer que θ : x �→ x

r2
est une application de classe C∞ et bijective de Rn \{0}

sur lui-même et donner sa différentielle.

b. Montrer que F définie par F (x) = f
( x

r2

)
est de classe C2 sur un ouvert U que

l’on précisera. Examiner ∆1F,∆2F au moyen de ∆1f,∆2f, r et vérifier que :

∆2F (x)− 1

r4
∆2f(

x

r2
) s’exprime au moyen des dérivées premières de f .



528 CALCUL DIFFÉRENTIEL

D’où trois points critiques : O, A = (
√
2,−

√
2) et B = (−

√
2,
√
2).

• Étude en O. Comme f(x, x) = 2x4 et f(x,−x) = 2x2(x2 − 4),
pour x �= 0, f(x, x) > 0 et pour 0 < |x| < 2, f(x,−x) < 0. Donc dans toute
boule ouverte de centre O il existe des points où f(M) > f(O) et des points où
f(M) < f(O). Le point O est un point col. O n’est pas un extremum de f .

• Étude en A : r = t = 20 et s = 4. Donc rt − s2 > 0 et r > 0. D’où A est un
minimum local de f .

• Étude en B. Comme f(−x,−y) = f(x, y), le graphe de f dans le repère

orthonormé (O;
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) possède (O;

−→
k ) pour axe de symétrie. Donc B est un

minimum local de f .

• Étude globale. En coordonnées polaires f(x, y) = ρ4ϕ(θ)− 2ρ2
[
cos(θ)− sin(θ)

]2
où ϕ : θ �→ cos4(θ) + sin4(θ) est continue

π

2
-périodique sans annulation donc

minorée par m > 0 sur R. Donc f(x, y) � ρ2[mρ2 − 8] −−−−→
ρ→+∞

+∞.

Soit r > 2 tel que, hors de la boule fermée Bf (O, r), f � 0.
f est continue sur Bf (O, r) compact donc y admet un minimum majoré par −8.
f admet donc, sur R2, un minimum global, nécessairement local, min

R2
f = −8.

3.6. Optimisation sous contrainte d’égalité

Position du problème
Soient f et g deux applications de U dans R. Optimiser f sous contrainte g = 0
revient à optimiser f sur l’ensemble Γ = {x∈U | g(x) = 0}·
Par exemple, optimiser f : R2 → R sous la contrainte x2 + y2 − 1 = 0 revient à
chercher les extremums de f sur le cercle unité de R2.

Première méthode : substitution
a) Soient f : R2 → R, (x, y) �→ x+y et g(x, y) = x2−y. On est ramené à optimiser

la fonction F : R → R, x �→ x2 + x =
(
x+

1

2

)2

− 1

4
·

On conclut que F a un minimum global en −1/2. Donc f a un minimum global

sous la contrainte g = 0 en
(
− 1

2
, 1

4

)
·

b) Soient f : R2 → R(x, y) �→ x+ y et g(x, y) = x2 + y2 − 1. On peut paramétrer
le cercle Γ. On est ramené à optimiser la fonction θ �→ G(θ) = cos(θ) + sin(θ).

Comme G(θ) =
√
2 cos

(
θ − π

4

)
on conclut que f a un maximum global sous la

contrainte g = 0 en
( 1√

2
, 1√

2

)
et un minimum global sous la contrainte g = 0 en

(−1√
2
, −1√

2

)

Deuxième méthode : multiplicateurs de Lagrange

Théorème admis
Soient U un ouvert de Rn, f et g deux fonctions de classe C1 sur U à valeurs
réelles. Soit Γ l’ensemble des zéros de g. Supposons que f

Γ
admette un

extremum local en un point a où dg(a) �= 0. Alors il existe un unique λ∈R
tel que df(a) = λdg(a). Le scalaire λ est appelé multiplicateur de Lagrange
associé à la contrainte g = 0.

Exemple : soient f : (x, y) �→ x+ y et Γ = {(x, y)∈R2|x4 + y4 = 1}·
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dg ne s’annule pas sur Γ. D’après le théorème précédent, si f
Γ
a un extremum en

(a, b)∈Γ, il existe un unique λ∈R tel que

{
1 + 4λa3 = 0

1 + 4λb3 = 0

Comme λ = 0 est impossible, on a a = b.

(a, b)∈Γ ⇒ (a, b) =
(
− 2−1/4,−2−1/4

)
ou

(
2−1/4, 2−1/4

)
.

Γ étant un compact de R2 et f étant continue, f a au moins un minimum global
et un maximum global sur Γ.

f
(
− 2−1/4,−2−1/4

)
= −23/4 et f

(
2−1/4, 2−1/4

)
= 23/4.

f a donc un minimum en
(
− 2−1/4,−2−1/4

)
et un maximum en

(
2−1/4, 2−1/4

)
.

EXERCICES

1. Les fonctions suivantes sont-elles de classe C1 sur D ?

a. f(x, y) =
x sin(y)− y sin(x)

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0), f(0, 0) = 0 et D = R2.

b. f(x, y) = exp
( 1

x2 + y2 − 1

)
si x2 + y2 < 1, f(x, y) = 0 sinon et D = R2.

c. f(x, y) =

∞∑
n=1

1 + nx

1 + ny
si (x, y) ∈ D ensemble de définition de f .

2. Soit I un intervalle ouvert de R, f ∈ D(I,Rn), F (x, y) =
f(x)− f(y)

x− y
si x �= y.

a. Soit a ∈ I. La limite de F (x, y) quand (x, y) −−→
x �=y

(a, a) existe-t-elle ? Examiner

le cas où f ′ est continue en a.

b. Si f ∈ C1(I,Rn) et F (x, x) = f ′(x). Montrer que F ∈ C(I2,Rn). Calculer
grad(F (a, a)) si f ′′ ∈C2(I,Rn).

3. Fonction harmonique et transformation de Kelvin

Soient D un ouvert de Rn ne contenant pas 0 et f ∈ C2(D,R). Pour x ∈ Rn, on

pose r = ‖x‖ =
[ n∑

i=1

x2
i

]1/2
, ∆1f(x) =

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(x), ∆2f(x) =

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

(x).

a. Montrer que θ : x �→ x

r2
est une application de classe C∞ et bijective de Rn \{0}

sur lui-même et donner sa différentielle.

b. Montrer que F définie par F (x) = f
( x

r2

)
est de classe C2 sur un ouvert U que

l’on précisera. Examiner ∆1F,∆2F au moyen de ∆1f,∆2f, r et vérifier que :

∆2F (x)− 1

r4
∆2f(

x

r2
) s’exprime au moyen des dérivées premières de f .

Ex
er

ci
ce

s
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c. Si (u, v) ∈
(
C2(O,R)

)2
où O est un ouvert de Rn, calculer ∆2(uv) en fonction

de ∆2u,∆2v et des dérivées premières de u et v.
d. cf. notations du a. montrer qu’il existe α ne dépendant que de n tel que :
∆2f = 0 ⇐⇒ ∆2(r

αF ) = 0.

4. Extremums de la fonction définie par : f(x, y) = x2y + ln(1 + y2).

5. Déterminer inf
{
λ∈R+

∣∣ ∀M ∈M2(R), det(M) � λ tr(
t
MM)

}
·

6. Montrer qu’il existe r > 0 tel que si max(|u0|, |v0|) � r, alors les suites

(un) et (vn) définies par :




un+1 =
1

2

(
vn + u2

n + v2n
)
,

vn+1 =
1

2

(
un + u2

n + v2n
)
,

vérifient un −−−→
n→∞

0 et

un −−−→
n→∞

0.On pourra utiliser le le théorème du point fixe vu en travaux dirigés

au chapitre 3.

7. Théorème de d’Alembert
On suppose C identifié à R2 par l’application R2 → C, (x, y) �→ x+ iy et muni de
la structure euclidienne canonique. Soit P ∈ C[X] tel que deg(P ) � 1.

a. Montrer que fP : R2 → R2, z �→ P (z) est différentiable et déterminer
sa différentielle en un point z0 ∈ C. Même question pour gP : z �→ P (z).
Interprétation géométrique du résultat.

b. Montrer que F : R2 → R, z �→ |P (z)|2 est différentiable, et que les points
critiques de F sont les zéros de PP ′.

c. Montrer que F ne peut présenter d’extremum en un point z0 ∈ C tel que
P (z0) �= 0. On pourra faire un développement limité de F (z0 + reiθ) − F (z0)
lorsque r est au voisinage de 0.

d. Montrer que F atteint son minimum en au moins un point de C et en déduire
que P a au moins un zéro.

8. a. (i) Soit E un espace euclidien. Montrer que f : x �→ ‖x‖ est différentiable sur
E \ {0} et donner sa différentielle.

(ii) Soit F un sous-espace vectoriel de E et x ∈ E. Montrer que si y est
l’élément de F tel que ‖x− y‖ = min

x′∈F
‖x− x′‖, alors (x− y) est orthogonal à F .

b. (i) Soient (a, b) ∈ E2 et ϕ : E → R, x �→ ‖x−a‖+‖x−b‖. Déterminer les points
de E où la différentielle de ϕ s’annule. Quels sont les extremums de ϕ ?

(ii) Déterminer sans calculs les extremums de f définie par :

f : R2 → R, (x, y)
√
x2 + (y − 1)2 +

√
(1− x)2 + y2.

c. Soient A, B, C trois points non alignés d’un plan euclidien P. Montrer que le
minimum de la fonction g : M �→ MA+MB +MC est atteint en l’un des points
A, B, C ou en un point d’où l’on voit les trois côtés du triangle (ABC) sous un

angle de
2π

3
· Cas où le triangle (ABC) est équilatéral.

9. a. Déterminer les fonctions non nulles continues sur ]0,+∞[ à valeurs dans R
telles que : ∀(x, y) ∈ ]0,+∞[2, f(xy) = f(x)f(y). (1)
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b. Déterminer les couples (f, g) de fonctions non nulles continues sur ]0,+∞[ à
valeurs dans R telles que : ∀(x, y) ∈ ]0,+∞[2, f(xy) = g(x)f(y). (2)

c. Soit Ω un ouvert non vide de Rn, n � 1 tel que pour tout x ∈ Ω, et tout
t ∈ ]0,+∞[, tx ∈ Ω. Déterminer les couples (g, h) de fonctions non nulles à valeurs
dans R où h ∈ C(Ω,R) et g ∈ C(]0,+∞[,R) telles que :

∀(t, x) ∈ ]0,+∞[×Ω, h(xy) = g(t)h(x).

10. E et F désignent des espaces vectoriels normés de dimension finie et f
un élément de C1(E,F ). On dit que f est α-homogène si pour tout (λ, x) dans
R+ × E, f(λx) = λαf(x). On suppose ici α > 1.

a. Montrer : f α-homogène ⇐⇒
(
df (α− 1)-homogène et f(0) = 0

)
.

b. Montrer que f est α-homogène si, et seulement si, ∀x∈E, df(x)(x) = αf(x).

11. Montrer que si f ∈C([a, b]× [c, d],K), alors
∫ b

a

(∫ d

c

f(t, x)dx
)
dt =

∫ d

c

(∫ b

a

f(t, x)dt
)
dx.

Application : calcul de I =

∫ π

0

ln
( b− cos(t)

a− cos(t)

)
dt où 1 < a < b.

12. Soit k∈N�. Montrer que fk : Mn(R) → Mn(R), A �→ Ak est différentiable sur

Mn(R) et que : ∀H ∈Mn(R), dfk(A)(H) =

k−1∑
i=0

Ak−iHAi.

13. a. Montrer que f : GLn(R) → GLn(R), A �→ A−1 est différentiable en In et
que df(In)(H) = −H. On pourra noter que In − (In −H)(In +H) = H2.

b. Montrer que f : A �→ A−1 est différentiable sur GLn(R) et déterminer df(A)(H).

14. Soient α1, . . . , αn ∈R+ tels que

n∑
i=1

αi = 1 et f : (R+)
n → R telle que

f(x1, . . . , xn) = xα1
1 . . . xαn

n .

On définit Γ = {x = (x1, . . . , xn)∈(R+)
n |α1x1 + · · ·+ αnxn = 1}·

a. Montrer que ∃a∈Γ tel que f(a) = sup
x∈Γ

f(x) (�) avec les ai dans R�+.

b. Déterminer tous les points a vérifiant (�) et en déduire que :
∀x∈Γ, xα1

1 . . . xαn
n � 1.

c. Montrer que ∀x∈(R+)
n, xα1

1 . . . xαn
n �

n∑
i=1

αixi. Cas d’égalité ?

d. On considère dans R3 un parallélépipède rectangle de côtés de longueurs x, y, z

de volume V et de surface S. Montrer que V 2/3 �
S

6
· Comment obtenir un

parallélépipède rectangle de surface minimale de volume donné.

15. Soit U un ouvert de R2. Pour f ∈C2(U,R), on note ∆f(a) le laplacien de
f en a∈U . Montrer que si f a un maximum (resp. minimum) local en a alors
∆f(a) � 0 (resp. ∆f(a) � 0).
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c. Si (u, v) ∈
(
C2(O,R)

)2
où O est un ouvert de Rn, calculer ∆2(uv) en fonction
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MM)

}
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
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1

2
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2
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un + u2

n + v2n
)
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n→∞
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un −−−→
n→∞
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lorsque r est au voisinage de 0.

d. Montrer que F atteint son minimum en au moins un point de C et en déduire
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3
· Cas où le triangle (ABC) est équilatéral.

9. a. Déterminer les fonctions non nulles continues sur ]0,+∞[ à valeurs dans R
telles que : ∀(x, y) ∈ ]0,+∞[2, f(xy) = f(x)f(y). (1)
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. a. Si l’on considère ϕ : (x, y) �→
x
[
sin(y)− y

]
x2 + y2

si (x, y) �= (0, 0) et ϕ(0, 0) = 0

alors, pour tout (x, y)∈R2, f(x, y) = ϕ(x, y)− ϕ(y, x).

De plus, la formule de Taylor-Laplace montre que, pour tout y ∈R, on a

sin(y)−y = −y3

2

∫ 1

0

(1−u)2 cos(uy) dy et la fonction g : y �→
∫ 1

0

(1−u)2 cos(uy) dy

est de classe C∞ sur R comme intégrale dépendant d’un paramètre. En effet si l’on
pose : ∀(u, y)∈[0, 1]×R, G(u, y) = (1−u)2 cos(uy) et si l’on note K un segment de
R, commeG est de classe C∞ sur [0, 1]×R et comme [0, 1]×K est un compact de R2,

pour tout k∈N�, il existe Mk ∈R+ tel que ∀(u, y)∈[0, 1]×K,
∣∣∣∂

kG

∂yk
(u, y)

∣∣∣ � Mk.

Si (x, y) �= (0, 0) on a ϕ(x, y) = − xy3

2(x2 + y2)
g(y) et il suffit donc de montrer que

la fonction ψ définie par ψ(x, y) =
xy3

x2 + y2
si (x, y) �= (0, 0) et ψ(0, 0) = 0 est de

classe C1 sur R2. Elle l’est par quotient sur R2 \ {(0, 0)}·

L’inégalité |xy| � 1

2

[
x2 + y2

]
prouve la continuité en (0, 0). Comme la restriction

de ψ à Ox est nulle on a D1ψ(0, 0) = 0.

Si (x, y) �= (0, 0),
∣∣D1ψ(x, y)

∣∣ =
∣∣∣∣

y3

x2 + y2
− 2x2y3

(x2 + y2)2

∣∣∣∣ � |y|
(
1 +

1

2

)
toujours en

utilisant |xy| � 1

2

[
x2 + y2

]
et donc D1ψ est continue en (0, 0). La même méthode

s’applique à D2ψ et donc f est de classe C1 sur R2.

b. La fonction ϕ définie sur R par ϕ(t) = exp
( 1

t− 1

)
si t < 1 et ϕ(t) = 0 sinon

est de classe C∞ sur R et f = ϕ◦ψ où ψ : (x, y) �→ x2 + y2 est de classe C∞ sur R2

car polynomiale. Par composition f est de classe C∞ sur R2.

c. Posons, si n � 1 et (x, y)∈R2, un(x, y) =
1 + nx

1 + ny
, alors un(x, y) ñ→∞

1

nα(x,y)

et donc (x, y)∈D si, et seulement si, α(x, y) > 1, ce qui a lieu si, et seulement si,(
x > 0 et y − x > 1

)
ou

(
x � 0 et y > 1

)
. Pour tout n∈N la fonction un est de

classe C1 sur D.

Soient (x0, y0)∈D et, pour tout n, vn : x �→ un(x, y0). Choisissons η > 0 tel que,

pour tout x∈K = [x0 − η, x0 + η], α(x, y0) �
1 + α(x0, y0)

2
= β > 1.

La série
∑

vn converge simplement sur K, chaque vn est de classe C1 sur K et
∣∣v′n(x)

∣∣ = nx ln(n)

1 + ny
�

ln(n)

nβ
, ce qui montre la convergence normale sur K de

∑
v′n.
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Par suite

∞∑
n=1

vn est de classe C1 sur ]x0−η, x0+η[ avec

∞∑
n=1

v′n : x �→
∞∑

n=1

nx ln(n)

1 + ny
·

La série de fonctions de terme général wn : (x, y) �→ nx ln(n)

1 + ny
converge normale-

ment sur un voisinage compact de (x0, y0) pour la même raison et donc D1f existe
et est continue sur D. On procède de la même façon avec D2f .

2. a. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x2 sin
( 1

x

)
si x �= 0 et

f(0) = 0. La fonction f est de classe C1 sur R� et f(x) =
x→0

o(x) donc f est

dérivable en 0 avec f ′(0) = 0. Avec xn =
1

π
2 + nπ

on a f(xn) = (−1)nx2
n d’où

f(xn)− f(xn+1) = (−1)n
[
x2
n + x2

n+1

]
ñ→∞

2(−1)n

n2π2
·

Comme xn − xn+1 =
1

nπ

([
1 +

1

2n

]−1

−
[
1 +

3

2n

]−1
)

ñ→∞
1

n2π
le quotient

f(xn)− f(xn+1)

xn − xn+1
est sans limite, la limite n’existe donc pas en général.

Si f ′ est continue en a on peut se limiter au cas où f est à valeurs réelles quitte
à utiliser les applications coordonnées. L’égalité des accroissements finis assure
l’existence de c dans l’intervalle ouvert d’extrémités x et y tel que F (x, y) = f ′(c)
et, par encadrement, la limite existe et est f ′(a).

b. La formule de Taylor-Laplace montre que F (x, y) =

∫ 1

0

f ′[ux + (1 − u)y
]
du,

F est donc continue sur I2 comme intégrale sur un segment dépendant d’un
paramètre.
Si f ′′ existe et est continue sur I, exactement pour la même raison on a :

D1F (a, a) =

∫ 1

0

uf ′′(a) du =
f ′′(a)

2
= D2F (a, a).

3. a. L’application ϕ : x �→ ‖x‖2 est la restriction à la diagonale de Rn × Rn

de l’aplication bilinéaire continue (x, y) �→
(
x|y

)
. Elle est de classe C∞ et sa

différentielle est l’application dϕ(x) : h �→
(
x|h

)
+
(
h|x

)
= 2

(
x|h

)
.

Par théorème de composition, ψ =
1

ϕ
est de classe C∞ sur Rn \ {0} et sa

différentielle est l’application dψ(x) : h �→ −
2
(
x|h

)
‖x‖4

· Donc l’application involutive

θ, produit de l’application identique et de ψ, est un C∞-difféomorphisme de Rn\{0}

sur lui-même et dθ(x) : h �→ −
2
(
x|h

)
‖x‖4

x+
1

‖x‖2
h.

b. F = f◦θ est de classe C2 sur l’ouvert U = θ−1(D). Comme θ est involutive, on

a U = θ(D). On déduit de a. que
∂

∂xi

( 1

r2

)
= −2xi

r4
· Donc :

∂F

∂xi
(x) =

1

r2
∂f

∂xi

( x

r2

)
− 2xi

r4

n∑
j=1

xj
∂f

∂xj

( x

r2

)
=

1

r2
∂f

∂xi

( x

r2

)
− 2xi

r2
(∆1f)

( x

r2

)
·

D’où : (∆1F )(x) =

n∑
i=1

xi
∂F

∂xi
(x) = −(∆1f)

( x

r2

)
·
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Si f ′ est continue en a on peut se limiter au cas où f est à valeurs réelles quitte
à utiliser les applications coordonnées. L’égalité des accroissements finis assure
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θ, produit de l’application identique et de ψ, est un C∞-difféomorphisme de Rn\{0}

sur lui-même et dθ(x) : h �→ −
2
(
x|h

)
‖x‖4

x+
1

‖x‖2
h.

b. F = f◦θ est de classe C2 sur l’ouvert U = θ−1(D). Comme θ est involutive, on

a U = θ(D). On déduit de a. que
∂

∂xi

( 1

r2

)
= −2xi

r4
· Donc :

∂F

∂xi
(x) =

1

r2
∂f

∂xi

( x

r2

)
− 2xi

r4

n∑
j=1

xj
∂f

∂xj

( x

r2

)
=

1

r2
∂f

∂xi

( x

r2

)
− 2xi

r2
(∆1f)

( x

r2

)
·

D’où : (∆1F )(x) =

n∑
i=1

xi
∂F

∂xi
(x) = −(∆1f)

( x

r2

)
·
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En opérant de même, on a :

∂

∂xi

[ ∂f

∂xj
◦θ
]
(x) =

1

r2
∂2f

∂xi∂xj

( x

r2

)
− 2xi

r4

n∑
k=1

xk
∂2f

∂xj∂xk

( x

r2

)
· D’où :

∂2F

∂x2
i

(x)=−4xi

r4
∂f

∂xi
+
[8x2

i

r4
− 2

r2

]
(∆1f)

( x

r2

)
+

1

r4
∂2f

∂x2
i

( x

r2

)
−4xi

r6

n∑
j=1

xj
∂2f

∂xi∂xj

( x

r2

)

+
4x2

i

r8

n∑
k=1

n∑
j=1

xjxk
∂2f

∂xk∂xj

( x

r2

)
·

Par addition, on obtient :

(∆2F )(x) =

n∑
i=1

∂2F

∂x2
i

(x) =
1

r4
(∆2f)

( x

r2

)
+

4− 2n

r2
(∆1f)

( x

r2

)
·

c. ∀i ∈ [[1, n]], D2
i (uv) = vD2

i u+ 2DiuDiv + uD2
i v.

Donc : ∆2(uv) = v∆2u+ 2(gradu| grad v) + u∆2v.

d. La fonction x �→ ‖x‖α étant de classe C∞ sur Rn \ {0}, on a :

grad(rα) = αrα−2x et ∆2(r
α) = α(n+ α− 2)rα−2. Comme (x| gradF ) = ∆1F .

L’application du résultat de c. donne :

∆2(r
αF ) = rα∆2F + 2αrα−2∆1F + α(n+ α− 2)rα−2F.

Des résultats de la question b. on déduit :

r2−α∆2(r
αF )(x)=r−2∆2f

( x

r2

)
+(4−2n)∆1f

( x

r2

)
−2α∆1f

( x

r2

)
+α(n+α−2)F .

Donc ∆2f = 0 ⇐⇒ ∆2(r
αF ) = 0 ⇐⇒ α = 2− n.

4. f est de classe C∞ sur R2 et grad f(x, y) =
(
2xy, x2 +

2y

1 + y2

)
; donc (x, y) est

un point critique si, et seulement si, x = y = 0.

f(0, 0) = 0, f(x, x)
x̃→0

x2 � 0 et f(x,−x3)
x̃→0

−x5 � 0, il s’agit d’un point col.
La fonction f n’admet aucun extremum.

5. (M,N) �→ tr(
t
MN) est le produit scalaire canonique sur M2(R) et, pour tout

(α,M)∈R×M2(R), det(αM) = α2 det(M). Comme det est polynomiale elle est
continue et admet donc un maximum sur la sphère unité qui est compacte, ce
maximum est strictement positif et c’est le réel λ cherché.

Pour ce λ, la fonction f : M �→ λ tr(
t
MM) − det(M) admet un minimum et

donc un point critique car elle est polynomiale donc de classe C∞. En écrivant

M =

(
a b
c d

)
cela donne 2λa = d, 2λb = −c, 2λc = −b et 2λd = a d’où, si

x∈{a, b, c, d},x = 4λ2x et donc λ =
1

2
car f admet un point critique sur la sphère

unité.

6. Il suffit de déterminer un voisinage D convexe compact de (0, 0), stable par
une application f et sur lequel f est contractante pour appliquer le théorème
du point fixe. Soit R2 muni de la norme N∞ et f définie par f(x, y) = (u, v)

où u =
1

2

(
y + x2 + y2

)
et v =

1

2

(
x + x2 + y2

)
· Si N∞(x, y) � α alors

N∞(u, v) �
α

2
+ α2. Donc si α �

1

2
alors N∞(u, v) � α. La matrice jacobienne
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de f est J =


 x

1

2
+ y

1

2
+ x y


 et la norme matricielle subordonnée à N∞ est

‖J‖ = max
(
|x| +

∣∣∣1
2
+ y

∣∣∣, |y| +
∣∣∣1
2
+ x

∣∣∣
)
� 2α +

1

2
si N∞(x, y) � α. En prenant

un α quelconque tel que α <
1

4
on a le résultat. D = {(x, y) |N∞(x, y) � α} est

une partie convexe compacte, stable par f . L’application induite par f sur D est
contractante.

Remarque : pour les lecteurs étudiants qui n’ont pas vu pourquoi on a cherché
D convexe et compacte, revoir l’inégalité des accroissements finis.

7. a. Posons P (z) =
n∑

k=0

akz
k et z0 ∈ C. Pour z �= z0, on a :

P (z)− P (z0)

z − z0
=

n∑
k=1

ak
zk − zk0
z − z0

=

n∑
k=1

ak
(
zk−1
0 + zzk−2

0 + · · ·+ z0z
k−2 + zk−1

)
.

Donc :
P (z)− P (z0)

z − z0
−−−→
z→z0

n∑
k=1

kakz
k−1
0 = P ′(z0).

ie. P (z)−P (z0) =
z→z0

(z− z0)P
′(z0) + o

(
|z− z0|

)
. D’où fP est différentiable en z0

et sa différentielle en z0 est l’application dfP (z0) : h �→ P ′(z0)h. On reconnait une
similitude directe.

Notons s l’application R-linéaire définie par s(z) = z (ie. la symétrie par rapport
à l’axe réel). On a gP = s◦fP . Donc gP est différentiable en z0 et sa différentielle
en z0 est l’application : h �→ dgP (z0)(h) = s◦dfP (z0) : h �→ P ′(z0)h. On reconnait
une similitude indirecte.

b. En tant que produit de deux fonctions différentiables, F = fP gP est
différentiable et dF (z0) = dfP (z0)gP + fP dgP (z0).

Donc dF (z0)(h) = P ′(z0)P (z0)h+ P (z0)P ′(z0)h = 2�e
[
P (z0)P

′(z0)h
]
.

Si z0 est un point critique, de dF (z0)(1) = 0 et dF (z0)(i) = 0 on déduit
P (z0)P

′(z0) = 0. Donc : dF (z0) = 0 ⇐⇒ P (z0)P
′(z0) = 0.

c. Si P (z0) = λ, P ′(z0) = . . . = P (m−1)(z0) = 0 et
P (m)(z0)

m!
= µ �= 0, et m

existe car deg(P ) � 1, alors, pour t ∈ C, P (z0 + t) =
t→0

λ+ µtm + O(tm+1). D’où

fP (z0 + t) =
t→0

λ+ µtm +O(tm+1) et gP (z0 + t) =
t→0

λ+ µ tm +O(tm+1).

Donc F (z0 + t) =
t→0

λλ+ λµtm + λµ tm +O(tm+1).

Posons t = reiθ et λµ = r0e
iθ0 . Comme F (z0) = λλ, on a :

F (z0 + reiθ)− F (z0) =
t→0

r0r
m cos(mθ − θ0) +O(rm+1).

Comme P (z0) �= 0 et r0 =
∣∣λµ∣∣ �= 0, on peut choisir le réel θ tel que cos(mθ − θ0)

ait un signe donné. Dans ce cas, il existe des valeurs de t dans tout voisinage de
0 telles que F (z0 + t) − F (z0) ait un signe arbitrairement donné ie. F n’a pas
d’extremum en z0.

d. F étant une fonction réelle positive, il existe M = inf
z∈C

F (z) ∈ R+. Il existe une

suite (λn) de points de C telle que F (λn) −−−→
n→∞

M . Comme |P (z)| −−−−−→
|z|→+∞

+∞,
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En opérant de même, on a :

∂

∂xi

[ ∂f

∂xj
◦θ
]
(x) =

1

r2
∂2f

∂xi∂xj

( x

r2

)
− 2xi

r4

n∑
k=1

xk
∂2f

∂xj∂xk

( x

r2

)
· D’où :

∂2F

∂x2
i

(x)=−4xi

r4
∂f

∂xi
+
[8x2

i

r4
− 2

r2

]
(∆1f)

( x

r2

)
+

1

r4
∂2f

∂x2
i

( x

r2

)
−4xi

r6

n∑
j=1

xj
∂2f

∂xi∂xj

( x

r2

)

+
4x2

i

r8

n∑
k=1

n∑
j=1

xjxk
∂2f

∂xk∂xj

( x

r2

)
·

Par addition, on obtient :

(∆2F )(x) =

n∑
i=1

∂2F

∂x2
i

(x) =
1

r4
(∆2f)

( x

r2

)
+

4− 2n

r2
(∆1f)

( x

r2

)
·

c. ∀i ∈ [[1, n]], D2
i (uv) = vD2

i u+ 2DiuDiv + uD2
i v.

Donc : ∆2(uv) = v∆2u+ 2(gradu| grad v) + u∆2v.

d. La fonction x �→ ‖x‖α étant de classe C∞ sur Rn \ {0}, on a :

grad(rα) = αrα−2x et ∆2(r
α) = α(n+ α− 2)rα−2. Comme (x| gradF ) = ∆1F .

L’application du résultat de c. donne :

∆2(r
αF ) = rα∆2F + 2αrα−2∆1F + α(n+ α− 2)rα−2F.

Des résultats de la question b. on déduit :

r2−α∆2(r
αF )(x)=r−2∆2f

( x

r2

)
+(4−2n)∆1f

( x

r2

)
−2α∆1f

( x

r2

)
+α(n+α−2)F .

Donc ∆2f = 0 ⇐⇒ ∆2(r
αF ) = 0 ⇐⇒ α = 2− n.

4. f est de classe C∞ sur R2 et grad f(x, y) =
(
2xy, x2 +

2y

1 + y2

)
; donc (x, y) est

un point critique si, et seulement si, x = y = 0.

f(0, 0) = 0, f(x, x)
x̃→0

x2 � 0 et f(x,−x3)
x̃→0

−x5 � 0, il s’agit d’un point col.
La fonction f n’admet aucun extremum.

5. (M,N) �→ tr(
t
MN) est le produit scalaire canonique sur M2(R) et, pour tout

(α,M)∈R×M2(R), det(αM) = α2 det(M). Comme det est polynomiale elle est
continue et admet donc un maximum sur la sphère unité qui est compacte, ce
maximum est strictement positif et c’est le réel λ cherché.

Pour ce λ, la fonction f : M �→ λ tr(
t
MM) − det(M) admet un minimum et

donc un point critique car elle est polynomiale donc de classe C∞. En écrivant

M =

(
a b
c d

)
cela donne 2λa = d, 2λb = −c, 2λc = −b et 2λd = a d’où, si

x∈{a, b, c, d},x = 4λ2x et donc λ =
1

2
car f admet un point critique sur la sphère

unité.

6. Il suffit de déterminer un voisinage D convexe compact de (0, 0), stable par
une application f et sur lequel f est contractante pour appliquer le théorème
du point fixe. Soit R2 muni de la norme N∞ et f définie par f(x, y) = (u, v)

où u =
1

2

(
y + x2 + y2

)
et v =

1

2

(
x + x2 + y2

)
· Si N∞(x, y) � α alors

N∞(u, v) �
α

2
+ α2. Donc si α �

1

2
alors N∞(u, v) � α. La matrice jacobienne
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de f est J =


 x

1

2
+ y

1

2
+ x y


 et la norme matricielle subordonnée à N∞ est

‖J‖ = max
(
|x| +

∣∣∣1
2
+ y

∣∣∣, |y| +
∣∣∣1
2
+ x

∣∣∣
)
� 2α +

1

2
si N∞(x, y) � α. En prenant

un α quelconque tel que α <
1

4
on a le résultat. D = {(x, y) |N∞(x, y) � α} est

une partie convexe compacte, stable par f . L’application induite par f sur D est
contractante.

Remarque : pour les lecteurs étudiants qui n’ont pas vu pourquoi on a cherché
D convexe et compacte, revoir l’inégalité des accroissements finis.

7. a. Posons P (z) =

n∑
k=0

akz
k et z0 ∈ C. Pour z �= z0, on a :

P (z)− P (z0)

z − z0
=

n∑
k=1

ak
zk − zk0
z − z0

=

n∑
k=1

ak
(
zk−1
0 + zzk−2

0 + · · ·+ z0z
k−2 + zk−1

)
.

Donc :
P (z)− P (z0)

z − z0
−−−→
z→z0

n∑
k=1

kakz
k−1
0 = P ′(z0).

ie. P (z)−P (z0) =
z→z0

(z− z0)P
′(z0) + o

(
|z− z0|

)
. D’où fP est différentiable en z0

et sa différentielle en z0 est l’application dfP (z0) : h �→ P ′(z0)h. On reconnait une
similitude directe.

Notons s l’application R-linéaire définie par s(z) = z (ie. la symétrie par rapport
à l’axe réel). On a gP = s◦fP . Donc gP est différentiable en z0 et sa différentielle
en z0 est l’application : h �→ dgP (z0)(h) = s◦dfP (z0) : h �→ P ′(z0)h. On reconnait
une similitude indirecte.

b. En tant que produit de deux fonctions différentiables, F = fP gP est
différentiable et dF (z0) = dfP (z0)gP + fP dgP (z0).

Donc dF (z0)(h) = P ′(z0)P (z0)h+ P (z0)P ′(z0)h = 2�e
[
P (z0)P

′(z0)h
]
.

Si z0 est un point critique, de dF (z0)(1) = 0 et dF (z0)(i) = 0 on déduit
P (z0)P

′(z0) = 0. Donc : dF (z0) = 0 ⇐⇒ P (z0)P
′(z0) = 0.

c. Si P (z0) = λ, P ′(z0) = . . . = P (m−1)(z0) = 0 et
P (m)(z0)

m!
= µ �= 0, et m

existe car deg(P ) � 1, alors, pour t ∈ C, P (z0 + t) =
t→0

λ+ µtm + O(tm+1). D’où

fP (z0 + t) =
t→0

λ+ µtm +O(tm+1) et gP (z0 + t) =
t→0

λ+ µ tm +O(tm+1).

Donc F (z0 + t) =
t→0

λλ+ λµtm + λµ tm +O(tm+1).

Posons t = reiθ et λµ = r0e
iθ0 . Comme F (z0) = λλ, on a :

F (z0 + reiθ)− F (z0) =
t→0

r0r
m cos(mθ − θ0) +O(rm+1).

Comme P (z0) �= 0 et r0 =
∣∣λµ∣∣ �= 0, on peut choisir le réel θ tel que cos(mθ − θ0)

ait un signe donné. Dans ce cas, il existe des valeurs de t dans tout voisinage de
0 telles que F (z0 + t) − F (z0) ait un signe arbitrairement donné ie. F n’a pas
d’extremum en z0.

d. F étant une fonction réelle positive, il existe M = inf
z∈C

F (z) ∈ R+. Il existe une

suite (λn) de points de C telle que F (λn) −−−→
n→∞

M . Comme |P (z)| −−−−−→
|z|→+∞

+∞,
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la suite (λn) est bornée. Elle admet une valeur d’adhérence z0 et par passage à la
limite, on a F (z0) = M . Donc F atteint son minimum en z0 et d’après le résultat
de la question c), on a F (z0) = 0 et le résultat.

8. a. (i) L’application θ : E → R, x �→ ‖x‖2 est de classe C∞ et sa différentielle est
dθ(x) : h �→ 2

(
x|h

)
(cf. cours). Par théorème de composition, f : x �→

√
θ(x) est

de classe C∞ sur E \ {0} et sa différentielle est l’application df(x) : h �→
(
x|h

)
‖x‖

·

(ii) • L’existence et l’unicité de y = PF (x), la projection orthogonale de x sur
F , sont une conséquence du théorème de projection orthogonale dans les espaces
euclidiens (cf. chapitre 9).

• On suppose seulement ici : ∃y ∈ F, d(x, F ) = ‖x− y‖ = min
x′∈F

‖x− x′‖.
ψ : F → R, x′ �→ ‖x − x′‖ est différentiable sur F \ {0}. Si y réalise le minimum

de ψ et si y �= x, alors dψ(y) = 0 ie. ∀h ∈ F , (x− y|h)
‖x− y‖

= 0. Donc (x− y)⊥F .

b. (i) D’après a. (i), ϕ : x �→ f(x− a) + f(x− b) est différentiable sur E \ {a, b} et

dϕ(x) : h �→ (x− a|h)
‖x− a‖

+
(x− b|h)
‖x− b‖

· Donc dϕ(x) = 0 ⇐⇒ x− a

‖x− a‖
+

x− b

‖x− b‖
= 0.

Autrement dit les deux vecteurs unitaires
x− a

‖x− a‖
et

x− b

‖x− b‖
sont opposés. Donc

dϕ(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ ]a, b[.
Si x ∈ [a, b], f(x) = ‖b − a‖ et si x �∈ [a, b], (x − a|x − b) < ‖x − a‖.‖x − b‖.
L’inégalité est stricte car on n’a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz que si
les vecteurs sont colinéaires et

(
u|v

)
=

∣∣(u|v)∣∣ si u et v sont de même sens. Donc
‖b−a‖2 = ‖x−a‖2+‖x−b‖2−2(x−a|x−b) < ‖x−a‖2+‖x−b‖2+2‖x−a‖.‖x−b‖.
D’où ‖b−a‖2 <

(
‖x−a‖+‖x− b‖

)2
ie. ‖b−a‖ < ϕ(x). Donc min

x∈E
ϕ(x) est atteint

en tout point de [a, b]. ϕ n’a pas d’autre point extremum ni d’autre point critique.
(ii) Il suffit d’appliquer le résultat précédent sur E = R2 muni de sa structure
euclidienne canonique, de poser a = (1, 0), b = (0, 1) et m = (x, y). La fonction f

définie par f(m) = ‖−→ma‖+ ‖−→mb‖ atteint son minimum en tout point du segment
[a, b] et n’a pas d’autre point extremum.

c. Une application de a. prouve que g est différentiable sur P \ {A,B,C} et que

dg(M) :
−→
h �→ (

−−→
MA|−→h )

‖−−→MA‖
+
(
−−→
MB|−→h )

‖−−→MB‖
+
(
−−→
MC|−→h )

‖−−→MC‖
· Comme g(M) � ‖−−→MA‖, g est non

majorée mais elle est minorée et sa borne inférieure est atteinte en au moins un
point de P. Si ce point est M0 �∈ {A,B,C} alors dg(M0) = 0 ie. les trois vecteurs

unitaires −→x =

−−−→
M0A

‖−−−→M0A‖
,−→y =

−−−→
M0B

‖−−−→M0B‖
et −→z =

−−−→
M0C

‖−−−→M0C‖
vérifient −→x +−→y +−→z =

−→
0 .

De ‖−→z ‖2 = ‖−→x +−→y ‖2 = ‖−→x ‖2 + ‖−→y ‖2 + 2(−→x |−→y ) on déduit cos(−→x ,−→y ) = −1

2
·

De même pour cos(−→z ,−→y ) et cos(−→x ,−→z ). D’où le résultat.

Si (A,B,C) est équilatéral, on sait que l’on voit les trois côtés du triangle sous un

angle de mesure
2π

3
du centre O du triangle. Le minimum de g est atteint en O

car g(A) = g(B) = g(C) = 2AB > OA+OB +OC.
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9. a. Supposons que f existe et vérifie (1). S’il existe x0 > tel que f(x0) = 0, alors

f est la fonction nulle sur ]0,+∞[. En effet, pour tout x > 0, f(x) = f(x0)f
( x

x0

)
·

De
(
f(1)

)2
= f(1), on déduit f(1) = 1. Pour tout x > 0, f(x) =

(
f
(√

x
))2

> 0.

L’application ψ : x �→ ln
[
f(x)

]
vérifie ψ(xy) = ψ(x)+ψ(y) pour (x, y) ∈ ]0,+∞[2.

Du cours de MPSI on déduit l’existence de α ∈ R tel que ψ(x) = α ln(x). Doù
f est l’application de ]0,+∞[ dans R définie par f(x) = xα. La réciproque est
immédiate.

b. On déduit de (2) que : ∀(x, y) ∈ ]0,+∞[2, g(x)f(y) = g(y)f(x).
f étant non nulle, on déduit de (2) que g(1) = 1. Posons a = f(1). Alors a �= 0
sinon, puisque f(x) = g(x)f(1) la fonction f serait nulle.

Donc f(yx) =
1

a
f(y)f(x) pour tout (x, y) ∈ ]0,+∞[2. L’application

1

a
f vérifiant

(1), on a f(x) = axα et par suite g(y) = yα pour tout (x, y) ∈ ]0,+∞[2.

c. h étant non nulle il existe ω ∈ Ω tel que h(ω) �= 0. L’application f : x �→ h(ωx)
vérifie les hypothèses de b), donc il existe α ∈ R tel que g(t) = tα.

10. a. Pour le sens direct, fixons λ > 0 et considérons ϕλ : x �→ f(λx) − λαf(x),
f est de classe C1 sur E par composition et combinaison linéaire et, pour tout x
dans E, dϕλ(x) = λdf(λx)− λαdf(x).
Comme ϕλ est nulle on a df(λx) = λα−1df(x) si x∈E et λ > 0.
Comme λ �→ df(λx) − λα−1df(x) est continue sur R+ pour x fixé, on obtient
df(0) = 0 par passage à la limite quand λ → 0+ et df est (α− 1)-homogène.

Si df est (α − 1)-homogène, dϕλ est nulle sur E pour tout λ � 0, donc ϕλ est
constante égale à ϕλ(0) soit 0 si f(0) = 0 et f est α-homogène.

b. Si f est α-homogène, fixons x dans E et considérons ψx : λ �→ f(λx)− λαf(x),
ψx est de classe C1 sur R+ nulle et ψ′

x(λ) = df(λx)(x)− αλα−1f(x) = 0.
Pour λ = 1 on, obtient df(x)(x) = αf(x).

Pour la réciproque, avec les mêmes notations, λψ′
x(λ) = λdf(λx)(x)−αλαf(x) ie.

ψ′
x(λ) = df(λx)(λx)− αλαf(x) = αψx(λ).

ψx est donc solution sur R+ de l’équation λy′ − αy = 0, équation différentielle
linéaire homogène d’ordre 1 dont 0 est point singulier.
D’où ψx(λ) = ψx(1)λ

α si λ > 0, comme ψx(1) = 0, ψx est nulle sur ]0,+∞[ et
donc sur R+ par continuité, ce qui termine la réciproque.

11. Soit F : [c, d] → K, y �→
∫ y

c

(∫ b

a

f(t, x)dt
)
dx et G définie par

G : [c, d] → K, y �→
∫ b

a

∫ y

c

(
f(t, x)dx

)
dt. On déduit des théorèmes de dérivation

des intégrales paramétrés que F et G sont continues sur [c, d] et dérivables sur

]c, d[. On a aussi, F ′(y) =

∫ b

a

f(t, x)dt.

Notons ϕ(t, y) =

∫ y

c

f(t, x)dx. Alors
∂ϕ

∂y
(t, y) = f(t, y).

Comme G(y) =

∫ b

a

ϕ(t, y)dt, on a G′(y) =

∫ b

a

∂ϕ

∂y
(t, y)dt =

∫ b

a

f(t, y)dt.
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la suite (λn) est bornée. Elle admet une valeur d’adhérence z0 et par passage à la
limite, on a F (z0) = M . Donc F atteint son minimum en z0 et d’après le résultat
de la question c), on a F (z0) = 0 et le résultat.

8. a. (i) L’application θ : E → R, x �→ ‖x‖2 est de classe C∞ et sa différentielle est
dθ(x) : h �→ 2

(
x|h

)
(cf. cours). Par théorème de composition, f : x �→

√
θ(x) est

de classe C∞ sur E \ {0} et sa différentielle est l’application df(x) : h �→
(
x|h

)
‖x‖

·

(ii) • L’existence et l’unicité de y = PF (x), la projection orthogonale de x sur
F , sont une conséquence du théorème de projection orthogonale dans les espaces
euclidiens (cf. chapitre 9).

• On suppose seulement ici : ∃y ∈ F, d(x, F ) = ‖x− y‖ = min
x′∈F

‖x− x′‖.
ψ : F → R, x′ �→ ‖x − x′‖ est différentiable sur F \ {0}. Si y réalise le minimum

de ψ et si y �= x, alors dψ(y) = 0 ie. ∀h ∈ F , (x− y|h)
‖x− y‖

= 0. Donc (x− y)⊥F .

b. (i) D’après a. (i), ϕ : x �→ f(x− a) + f(x− b) est différentiable sur E \ {a, b} et

dϕ(x) : h �→ (x− a|h)
‖x− a‖

+
(x− b|h)
‖x− b‖

· Donc dϕ(x) = 0 ⇐⇒ x− a

‖x− a‖
+

x− b

‖x− b‖
= 0.

Autrement dit les deux vecteurs unitaires
x− a

‖x− a‖
et

x− b

‖x− b‖
sont opposés. Donc

dϕ(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ ]a, b[.
Si x ∈ [a, b], f(x) = ‖b − a‖ et si x �∈ [a, b], (x − a|x − b) < ‖x − a‖.‖x − b‖.
L’inégalité est stricte car on n’a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz que si
les vecteurs sont colinéaires et

(
u|v

)
=

∣∣(u|v)∣∣ si u et v sont de même sens. Donc
‖b−a‖2 = ‖x−a‖2+‖x−b‖2−2(x−a|x−b) < ‖x−a‖2+‖x−b‖2+2‖x−a‖.‖x−b‖.
D’où ‖b−a‖2 <

(
‖x−a‖+‖x− b‖

)2
ie. ‖b−a‖ < ϕ(x). Donc min

x∈E
ϕ(x) est atteint

en tout point de [a, b]. ϕ n’a pas d’autre point extremum ni d’autre point critique.
(ii) Il suffit d’appliquer le résultat précédent sur E = R2 muni de sa structure
euclidienne canonique, de poser a = (1, 0), b = (0, 1) et m = (x, y). La fonction f

définie par f(m) = ‖−→ma‖+ ‖−→mb‖ atteint son minimum en tout point du segment
[a, b] et n’a pas d’autre point extremum.

c. Une application de a. prouve que g est différentiable sur P \ {A,B,C} et que

dg(M) :
−→
h �→ (

−−→
MA|−→h )

‖−−→MA‖
+
(
−−→
MB|−→h )

‖−−→MB‖
+
(
−−→
MC|−→h )

‖−−→MC‖
· Comme g(M) � ‖−−→MA‖, g est non

majorée mais elle est minorée et sa borne inférieure est atteinte en au moins un
point de P. Si ce point est M0 �∈ {A,B,C} alors dg(M0) = 0 ie. les trois vecteurs

unitaires −→x =

−−−→
M0A

‖−−−→M0A‖
,−→y =

−−−→
M0B

‖−−−→M0B‖
et −→z =

−−−→
M0C

‖−−−→M0C‖
vérifient −→x +−→y +−→z =

−→
0 .

De ‖−→z ‖2 = ‖−→x +−→y ‖2 = ‖−→x ‖2 + ‖−→y ‖2 + 2(−→x |−→y ) on déduit cos(−→x ,−→y ) = −1

2
·

De même pour cos(−→z ,−→y ) et cos(−→x ,−→z ). D’où le résultat.

Si (A,B,C) est équilatéral, on sait que l’on voit les trois côtés du triangle sous un

angle de mesure
2π

3
du centre O du triangle. Le minimum de g est atteint en O

car g(A) = g(B) = g(C) = 2AB > OA+OB +OC.
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9. a. Supposons que f existe et vérifie (1). S’il existe x0 > tel que f(x0) = 0, alors

f est la fonction nulle sur ]0,+∞[. En effet, pour tout x > 0, f(x) = f(x0)f
( x

x0

)
·

De
(
f(1)

)2
= f(1), on déduit f(1) = 1. Pour tout x > 0, f(x) =

(
f
(√

x
))2

> 0.

L’application ψ : x �→ ln
[
f(x)

]
vérifie ψ(xy) = ψ(x)+ψ(y) pour (x, y) ∈ ]0,+∞[2.

Du cours de MPSI on déduit l’existence de α ∈ R tel que ψ(x) = α ln(x). Doù
f est l’application de ]0,+∞[ dans R définie par f(x) = xα. La réciproque est
immédiate.

b. On déduit de (2) que : ∀(x, y) ∈ ]0,+∞[2, g(x)f(y) = g(y)f(x).
f étant non nulle, on déduit de (2) que g(1) = 1. Posons a = f(1). Alors a �= 0
sinon, puisque f(x) = g(x)f(1) la fonction f serait nulle.

Donc f(yx) =
1

a
f(y)f(x) pour tout (x, y) ∈ ]0,+∞[2. L’application

1

a
f vérifiant

(1), on a f(x) = axα et par suite g(y) = yα pour tout (x, y) ∈ ]0,+∞[2.

c. h étant non nulle il existe ω ∈ Ω tel que h(ω) �= 0. L’application f : x �→ h(ωx)
vérifie les hypothèses de b), donc il existe α ∈ R tel que g(t) = tα.

10. a. Pour le sens direct, fixons λ > 0 et considérons ϕλ : x �→ f(λx) − λαf(x),
f est de classe C1 sur E par composition et combinaison linéaire et, pour tout x
dans E, dϕλ(x) = λdf(λx)− λαdf(x).
Comme ϕλ est nulle on a df(λx) = λα−1df(x) si x∈E et λ > 0.
Comme λ �→ df(λx) − λα−1df(x) est continue sur R+ pour x fixé, on obtient
df(0) = 0 par passage à la limite quand λ → 0+ et df est (α− 1)-homogène.

Si df est (α − 1)-homogène, dϕλ est nulle sur E pour tout λ � 0, donc ϕλ est
constante égale à ϕλ(0) soit 0 si f(0) = 0 et f est α-homogène.

b. Si f est α-homogène, fixons x dans E et considérons ψx : λ �→ f(λx)− λαf(x),
ψx est de classe C1 sur R+ nulle et ψ′

x(λ) = df(λx)(x)− αλα−1f(x) = 0.
Pour λ = 1 on, obtient df(x)(x) = αf(x).

Pour la réciproque, avec les mêmes notations, λψ′
x(λ) = λdf(λx)(x)−αλαf(x) ie.

ψ′
x(λ) = df(λx)(λx)− αλαf(x) = αψx(λ).

ψx est donc solution sur R+ de l’équation λy′ − αy = 0, équation différentielle
linéaire homogène d’ordre 1 dont 0 est point singulier.
D’où ψx(λ) = ψx(1)λ

α si λ > 0, comme ψx(1) = 0, ψx est nulle sur ]0,+∞[ et
donc sur R+ par continuité, ce qui termine la réciproque.

11. Soit F : [c, d] → K, y �→
∫ y

c

(∫ b

a

f(t, x)dt
)
dx et G définie par

G : [c, d] → K, y �→
∫ b

a

∫ y

c

(
f(t, x)dx

)
dt. On déduit des théorèmes de dérivation

des intégrales paramétrés que F et G sont continues sur [c, d] et dérivables sur

]c, d[. On a aussi, F ′(y) =

∫ b

a

f(t, x)dt.

Notons ϕ(t, y) =

∫ y

c

f(t, x)dx. Alors
∂ϕ

∂y
(t, y) = f(t, y).

Comme G(y) =

∫ b

a

ϕ(t, y)dt, on a G′(y) =

∫ b

a

∂ϕ

∂y
(t, y)dt =

∫ b

a

f(t, y)dt.

So
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ti
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ns
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Pour tout y ∈ ]c, d[, F ′(y) = G′(y). Comme F (c) = G(c) = 0, on a F (y) = G(y)
pour tout y ∈[c, d].

Application : comme I =

∫ π

0

ln
( b− cos(t)

a− cos(t)

)
dt =

∫ π

0

(∫ b

a

dt

x− cos(t)

)
dx,

en posant, pour (x, t)∈[a, b] × [0, π], f(t, x) =
1

x− cos(t)
, on peut appliquer le

résultat précédent.∫ π

0

f(t, x)dt =
π√

x2 − 1
avec le changement de variable de classe C1 et bijectif

entre [0, π[ et [0,+∞[ : u = tan(t/2).

Donc I =

∫ b

a

π√
x2 − 1

dx = π ln
( b+

√
b2 − 1

a+
√
x2 − 1

)
·

12. Le résultat étant donné, un raisonnement par récurrence s’impose. Nous
laissons au lecteur le soin du développement des calculs.

13. a. La relation est immédiatement vérifiée. Si In+H est inversible, elle implique
(In +H)−1 − In +H = (In +H)−1H2 =

H→0
o(‖H‖).

Le résultat est donc établi.

b. En supposant HA−1 inversible, cette dernière égalité s’écrit :
((In +HA−1)−1 − In +HA−1 =

H→0
o(‖H‖).

En prémultipliant par A−1, il vient
A−1(In +HA−1)−1 =

H→0
A−1 −A−1HA−1 + o(‖H‖)

ie. (A+H)−1 =
H→0

A−1 −A−1HA−1 + o(‖H‖).
f est différentiable et df(A)(H) = −A−1HA−1.

14. a. La fonction g : (R+)
n → R, x �→ α1x1 + · · ·+ αnxn − 1 étant polynomiale,

est continue. Donc Γ = g−1({0}) est un fermé de Rn.

D’autre part, ∀i∈[[1, n]], 0 � αixi � 1. D’où ∀i∈[[1, n]], 0 � xi �
1

αi
(car αi > 0).

Il s’ensuit que Γ est un compact de Rn sur lequel f est continue par théorème
sur les opérations sur les fonctions continues ; d’où l’existence de a∈Γ tel que
f(a) = sup

x∈Γ
f(x) = max

x∈Γ
f(x).

Si un des ai est nul, alors f(a) = 0. Or f(1, . . . , 1) = 1 et f atteint son maximum
en a. Contradiction. Donc ∀i∈[[1, n]], ai > 0.
b. Les a∈Γ vérifiant f(a) = sup

x∈Γ
f(x) sont dans l’ouvert ]0,+∞[n de Rn. Ce sont

donc les extremums de f sous la contrainte g = 0. D’après le théorème du cours
sur l’optimisation sous contrainte, si a est l’un d’entre eux, ∃λ∈R, df(a) = λdg(a).

On a : ∀h∈Rn, df(a)(h) =

n∑
i=1

αia
αi−1
i hi

∏
j �=i

a
αj

j et dg(a)(h) =

n∑
i=1

αohi.

Donc ∀i∈[[1, n]], aαi−1
i

∏
j �=i

a
αj

j = λαi.

D’où λ �= 0 et ∀i∈[[1, n]], ai =
1

λ

n∏
j=1

a
αj

j = β et λ = βn−1.
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Il s’ensuit que a = (β, . . . , β). Comme

n∑
i=1

αi = 1, on a a∈Γ ⇐⇒ β = 1.

Donc, l’unique point de Γ où f peut atteindre son maximum est a = (1, . . . , 1).
Comme l’existence d’un point où f atteint son maximum a déjà été prouvée, on
conclut que 1 = f(1, . . . , 1) = sup

x∈Γ
f(x). L’inégalité demandée en résulte.

c. Soit x∈(R+)
n. Si x = 0 alors on a égalité. Sinon, s =

n∑
i=1

αixi �= 0.

En posant y =
x

s
on a y ∈Γ et yα1

1 . . . yαn
n � 1. Donc xα1

1 . . . xαn
n � sα1+···+αn = s.

On a égalité si x = (0, . . . , 0) ou f(y) = 1 ie. y = (1, . . . , 1).
On a donc égalité en les points x = (z, . . . , z) où z parcourt R+.

d. Dans ce cas on a V = xyz et S = 2xy + 2yz + 2zx. Des résultats précédents

avec α1 = α2 = α3 =
1

3
et x1 = xy, x2 = yz, x3 = zx on déduit que

V
2
3 = (xy)

1
3 (yz)

1
3 (zx)

1
3 �

1

3
(xy)+

1

3
(yz)+

1

3
(zx) =

S

6
avec égalité si, et seulement

si, xy = yz = zx. Pour xyz �= 0 ceci équivaut à x = y = z.
À volume V donné, le parallélépipède rectangle de surface minimale est le cube de
côté x = V 1/3.

15. Supposons que f admet un minimum en a∈U . Alors a est un point critique
de f , donc ∇f(a) = 0. La formule de Taylor-Young à l’ordre 2 s’écrit avec les
notations de Monge :

f(a+ h) =
h→0

f(a) +
1

2
(rh2

1 + 2sh1h2 + th2
2) + o(‖h‖2).

Pour h = (h1, 0), il vient f(a+ h) =
h→0

f(a) +
r

2
h2
1 + o(h2

1).

Si r �= 0, on a f(a+ h)− f(a)
h̃1→0

r

2
h2
1.

Comme f a un minimum en a, au voisinage de a, on a f(a+ h)− f(a) � 0. Donc
r � 0. L’échange de x et y donne t � 0. Donc ∆f(a) = r + t � 0.
Si f a un maximum en a, alors −f admet un minimum en a et donc :
∆(−f)(a) = −∆f(a), d’où ∆f(a) � 0.
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Pour tout y ∈ ]c, d[, F ′(y) = G′(y). Comme F (c) = G(c) = 0, on a F (y) = G(y)
pour tout y ∈[c, d].

Application : comme I =

∫ π

0

ln
( b− cos(t)

a− cos(t)

)
dt =

∫ π

0

(∫ b

a

dt

x− cos(t)

)
dx,

en posant, pour (x, t)∈[a, b] × [0, π], f(t, x) =
1

x− cos(t)
, on peut appliquer le

résultat précédent.∫ π

0

f(t, x)dt =
π√

x2 − 1
avec le changement de variable de classe C1 et bijectif

entre [0, π[ et [0,+∞[ : u = tan(t/2).

Donc I =

∫ b

a

π√
x2 − 1

dx = π ln
( b+

√
b2 − 1

a+
√
x2 − 1

)
·

12. Le résultat étant donné, un raisonnement par récurrence s’impose. Nous
laissons au lecteur le soin du développement des calculs.

13. a. La relation est immédiatement vérifiée. Si In+H est inversible, elle implique
(In +H)−1 − In +H = (In +H)−1H2 =

H→0
o(‖H‖).

Le résultat est donc établi.

b. En supposant HA−1 inversible, cette dernière égalité s’écrit :
((In +HA−1)−1 − In +HA−1 =

H→0
o(‖H‖).

En prémultipliant par A−1, il vient
A−1(In +HA−1)−1 =

H→0
A−1 −A−1HA−1 + o(‖H‖)

ie. (A+H)−1 =
H→0

A−1 −A−1HA−1 + o(‖H‖).
f est différentiable et df(A)(H) = −A−1HA−1.

14. a. La fonction g : (R+)
n → R, x �→ α1x1 + · · ·+ αnxn − 1 étant polynomiale,

est continue. Donc Γ = g−1({0}) est un fermé de Rn.

D’autre part, ∀i∈[[1, n]], 0 � αixi � 1. D’où ∀i∈[[1, n]], 0 � xi �
1

αi
(car αi > 0).

Il s’ensuit que Γ est un compact de Rn sur lequel f est continue par théorème
sur les opérations sur les fonctions continues ; d’où l’existence de a∈Γ tel que
f(a) = sup

x∈Γ
f(x) = max

x∈Γ
f(x).

Si un des ai est nul, alors f(a) = 0. Or f(1, . . . , 1) = 1 et f atteint son maximum
en a. Contradiction. Donc ∀i∈[[1, n]], ai > 0.
b. Les a∈Γ vérifiant f(a) = sup

x∈Γ
f(x) sont dans l’ouvert ]0,+∞[n de Rn. Ce sont

donc les extremums de f sous la contrainte g = 0. D’après le théorème du cours
sur l’optimisation sous contrainte, si a est l’un d’entre eux, ∃λ∈R, df(a) = λdg(a).

On a : ∀h∈Rn, df(a)(h) =

n∑
i=1

αia
αi−1
i hi

∏
j �=i

a
αj

j et dg(a)(h) =

n∑
i=1

αohi.

Donc ∀i∈[[1, n]], aαi−1
i

∏
j �=i

a
αj

j = λαi.

D’où λ �= 0 et ∀i∈[[1, n]], ai =
1

λ

n∏
j=1

a
αj

j = β et λ = βn−1.
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Il s’ensuit que a = (β, . . . , β). Comme

n∑
i=1

αi = 1, on a a∈Γ ⇐⇒ β = 1.

Donc, l’unique point de Γ où f peut atteindre son maximum est a = (1, . . . , 1).
Comme l’existence d’un point où f atteint son maximum a déjà été prouvée, on
conclut que 1 = f(1, . . . , 1) = sup

x∈Γ
f(x). L’inégalité demandée en résulte.

c. Soit x∈(R+)
n. Si x = 0 alors on a égalité. Sinon, s =

n∑
i=1

αixi �= 0.

En posant y =
x

s
on a y ∈Γ et yα1

1 . . . yαn
n � 1. Donc xα1

1 . . . xαn
n � sα1+···+αn = s.

On a égalité si x = (0, . . . , 0) ou f(y) = 1 ie. y = (1, . . . , 1).
On a donc égalité en les points x = (z, . . . , z) où z parcourt R+.

d. Dans ce cas on a V = xyz et S = 2xy + 2yz + 2zx. Des résultats précédents

avec α1 = α2 = α3 =
1

3
et x1 = xy, x2 = yz, x3 = zx on déduit que

V
2
3 = (xy)

1
3 (yz)

1
3 (zx)

1
3 �

1

3
(xy)+

1

3
(yz)+

1

3
(zx) =

S

6
avec égalité si, et seulement

si, xy = yz = zx. Pour xyz �= 0 ceci équivaut à x = y = z.
À volume V donné, le parallélépipède rectangle de surface minimale est le cube de
côté x = V 1/3.

15. Supposons que f admet un minimum en a∈U . Alors a est un point critique
de f , donc ∇f(a) = 0. La formule de Taylor-Young à l’ordre 2 s’écrit avec les
notations de Monge :

f(a+ h) =
h→0

f(a) +
1

2
(rh2

1 + 2sh1h2 + th2
2) + o(‖h‖2).

Pour h = (h1, 0), il vient f(a+ h) =
h→0

f(a) +
r

2
h2
1 + o(h2

1).

Si r �= 0, on a f(a+ h)− f(a)
h̃1→0

r

2
h2
1.

Comme f a un minimum en a, au voisinage de a, on a f(a+ h)− f(a) � 0. Donc
r � 0. L’échange de x et y donne t � 0. Donc ∆f(a) = r + t � 0.
Si f a un maximum en a, alors −f admet un minimum en a et donc :
∆(−f)(a) = −∆f(a), d’où ∆f(a) � 0.

So
lu

ti
o

ns
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Endomorphismes conservant un opérateur différentiel

Notations et objectifs

Dans tout le problème, n ∈ N∗ et A = (ai,j) est une matrice carrée
symétrique réelle ie. un élément de Sn(R). On considère l’application linéaire

D de C2(Rn,R) dans C(Rn,R) définie par Df =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
∂2f

∂xi∂xj
·

On noteN son noyau. Le but du problème est de chercher les u ∈ C2(Rn,Rn)
qui conservent N ie. qui vérifient la propriété : si f ∈ N , alors f◦u ∈ N .

On note u = (u1, . . . , un) où les uk sont les applications coordonnées de

u. Sa matrice jacobienne en x ∈ Rn est Jx(u) =
( ∂ui

∂xj

)
et l’on appelle la

matrice hessienne de f en x la matrice Hx(f) =
( ∂2f

∂xi∂xj

)
·

Partie I

Dans cette partie f ∈ C2(Rn,R) et u désigne une application de C2(Rn,Rn)
conservant N ie. si Df = 0, alors D(f◦u) = 0.

1. Montrer que les applications composantes de u appartiennent à N . On
pourra introduire les fk : x = (x1, . . . , xn) �→ xk.

2. a. Exprimer
∂(f◦u)
∂xi

en fonction des
∂uk

∂xi

, ∂f

∂xk
et de u.

b. En appliquant deux fois cette relation, montrer que :

∂2(f◦u)
∂xi∂xj

=

n∑
k=1

n∑
�=1

∂uk

∂xi

∂u�

∂xj
·
( ∂2f

∂xk∂x�
◦u

)
+

n∑
k=1

∂2uk

∂xi∂xj
·
( ∂f

∂xk
◦u

)
·

c. Interpréter l’ensemble de ces égalités pour (i, j) ∈ [[1, n]]2 comme une iden-

tité matricielle qui exprime Hx(f◦u) en fonction de
t
Jx(u), Hu(x)(f), Jx(u)

et des
∂f

∂xk

[
u(x)

]
et Hx(uk).

3. a. Montrer que (V,W ) �→ tr(VW ) est un produit scalaire sur Sn(R).
b. Soit V1 et V2 deux éléments de Sn(R). On suppose que, pour tout
S ∈ Sn(R) si tr(V1S) alors tr(V2S) = 0. Montrer qu’il existe λ ∈ R tel
que V2 = λV1.

4. a. Montrer que D(f)(x) = tr
[
AHx(f)

]
.

b. Montrer que D(f◦u)(x) = tr
[
A

t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

]
.

Travaux dirigés 541

5. a. Soit S = (si,j) ∈ Sn(R). Soit q(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

si,jxixj .

Calculer Hx(q) pour x ∈ Rn.

b. Soit x ∈ Rn. En considérant V1 = A et V2 = Jx(u)A
t
Jx(u) montrer qu’il

existe λ(x) ∈ R tel que : Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A.

En déduire : ∀f ∈ C2(Rn,R), ∀x ∈ Rn, D(f◦u)(x) = λ(x)Df
[
u(x)

]
.

Partie II

On suppose A inversible dans cette partie et l’on note B = A−1 = (bi,j).
Dans cette partie u désigne une application de C2(Rn,Rn) telle que :
(1) ∀k ∈ [[1, n]], Duk = 0,

(2) ∃λ : Rn → R, ∀x ∈ Rn, Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A,

(3) ∀x ∈ Rn, det
(
Jx(u)

)
�= 0.

1. a. Montrer que, pour tout x ∈ Rn, λ(x) �= 0.

b. Montrer que λ ∈ C1(Rn,R).

c. Montrer que : ∀x ∈ Rn,
t
Jx(u)B Jx(u) = λ(x)B.

2. Montrer que, pour tout (i, j, k) ∈ [[1, n]]3,
n∑

p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
=

1

2

( ∂λ

∂xj
bk,i +

∂λ

∂xi
bk,j −

∂λ

∂xk
bi,j

)
·

Indication : Dériver par rapport à xk la quantité :

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi

∂uq

∂xj
et

écrire :
∂2up

∂xk∂xi
· ∂uq

∂xj
=

∂

∂xi

[∂up

∂xk

∂uq

∂xj

]
− ∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

3. Montrer que, pour tout k ∈ [[1, n]], (n − 2)
∂λ

∂xk
= 0. On calculera à cet

effet :
∑
i,j,p,q

ai,jbp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

4. On suppose n �= 2.

a. Montrer que λ est constant et déduire de II.2. que pour tout (i, j, q),
∂2uq

∂xi∂xj
= 0.

b. Prouver que u est une application affine. Que peut-on dire de sa partie
linéaire ?

5. On suppose n = 2 et l’on prend pour A la matrice I2. On considère
l’application u : R2 → R2, x = (x1, x2) �→

(
ex1 cos(x2), e

x1 sin(x2)
)
.

Montrer que u satisfait aux conditions (1), (2) et (3) mais que u n’est pas
affine.

Solution

1. Les applications fk sont éléments de C∞(Rn,R) et pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2,
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5. a. Soit S = (si,j) ∈ Sn(R). Soit q(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

si,jxixj .

Calculer Hx(q) pour x ∈ Rn.

b. Soit x ∈ Rn. En considérant V1 = A et V2 = Jx(u)A
t
Jx(u) montrer qu’il

existe λ(x) ∈ R tel que : Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A.

En déduire : ∀f ∈ C2(Rn,R), ∀x ∈ Rn, D(f◦u)(x) = λ(x)Df
[
u(x)

]
.

Partie II

On suppose A inversible dans cette partie et l’on note B = A−1 = (bi,j).
Dans cette partie u désigne une application de C2(Rn,Rn) telle que :
(1) ∀k ∈ [[1, n]], Duk = 0,

(2) ∃λ : Rn → R, ∀x ∈ Rn, Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A,

(3) ∀x ∈ Rn, det
(
Jx(u)

)
�= 0.

1. a. Montrer que, pour tout x ∈ Rn, λ(x) �= 0.

b. Montrer que λ ∈ C1(Rn,R).

c. Montrer que : ∀x ∈ Rn,
t
Jx(u)B Jx(u) = λ(x)B.

2. Montrer que, pour tout (i, j, k) ∈ [[1, n]]3,
n∑

p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
=

1

2

( ∂λ

∂xj
bk,i +

∂λ

∂xi
bk,j −

∂λ

∂xk
bi,j

)
·

Indication : Dériver par rapport à xk la quantité :

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi

∂uq

∂xj
et

écrire :
∂2up

∂xk∂xi
· ∂uq

∂xj
=

∂

∂xi

[∂up

∂xk

∂uq

∂xj

]
− ∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

3. Montrer que, pour tout k ∈ [[1, n]], (n − 2)
∂λ

∂xk
= 0. On calculera à cet

effet :
∑
i,j,p,q

ai,jbp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

4. On suppose n �= 2.

a. Montrer que λ est constant et déduire de II.2. que pour tout (i, j, q),
∂2uq

∂xi∂xj
= 0.

b. Prouver que u est une application affine. Que peut-on dire de sa partie
linéaire ?

5. On suppose n = 2 et l’on prend pour A la matrice I2. On considère
l’application u : R2 → R2, x = (x1, x2) �→

(
ex1 cos(x2), e

x1 sin(x2)
)
.

Montrer que u satisfait aux conditions (1), (2) et (3) mais que u n’est pas
affine.

Solution

1. Les applications fk sont éléments de C∞(Rn,R) et pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2,
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TRAVAUX DIRIGÉS

• Endomorphismes conservant un opérateur différentiel

Notations et objectifs

Dans tout le problème, n ∈ N∗ et A = (ai,j) est une matrice carrée
symétrique réelle ie. un élément de Sn(R). On considère l’application linéaire

D de C2(Rn,R) dans C(Rn,R) définie par Df =

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
∂2f

∂xi∂xj
·

On noteN son noyau. Le but du problème est de chercher les u ∈ C2(Rn,Rn)
qui conservent N ie. qui vérifient la propriété : si f ∈ N , alors f◦u ∈ N .

On note u = (u1, . . . , un) où les uk sont les applications coordonnées de

u. Sa matrice jacobienne en x ∈ Rn est Jx(u) =
( ∂ui

∂xj

)
et l’on appelle la

matrice hessienne de f en x la matrice Hx(f) =
( ∂2f

∂xi∂xj

)
·

Partie I

Dans cette partie f ∈ C2(Rn,R) et u désigne une application de C2(Rn,Rn)
conservant N ie. si Df = 0, alors D(f◦u) = 0.

1. Montrer que les applications composantes de u appartiennent à N . On
pourra introduire les fk : x = (x1, . . . , xn) �→ xk.

2. a. Exprimer
∂(f◦u)
∂xi

en fonction des
∂uk

∂xi

, ∂f

∂xk
et de u.

b. En appliquant deux fois cette relation, montrer que :

∂2(f◦u)
∂xi∂xj

=

n∑
k=1

n∑
�=1

∂uk

∂xi

∂u�

∂xj
·
( ∂2f

∂xk∂x�
◦u

)
+

n∑
k=1

∂2uk

∂xi∂xj
·
( ∂f

∂xk
◦u

)
·

c. Interpréter l’ensemble de ces égalités pour (i, j) ∈ [[1, n]]2 comme une iden-

tité matricielle qui exprime Hx(f◦u) en fonction de
t
Jx(u), Hu(x)(f), Jx(u)

et des
∂f

∂xk

[
u(x)

]
et Hx(uk).

3. a. Montrer que (V,W ) �→ tr(VW ) est un produit scalaire sur Sn(R).
b. Soit V1 et V2 deux éléments de Sn(R). On suppose que, pour tout
S ∈ Sn(R) si tr(V1S) alors tr(V2S) = 0. Montrer qu’il existe λ ∈ R tel
que V2 = λV1.

4. a. Montrer que D(f)(x) = tr
[
AHx(f)

]
.

b. Montrer que D(f◦u)(x) = tr
[
A

t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

]
.
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5. a. Soit S = (si,j) ∈ Sn(R). Soit q(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

si,jxixj .

Calculer Hx(q) pour x ∈ Rn.

b. Soit x ∈ Rn. En considérant V1 = A et V2 = Jx(u)A
t
Jx(u) montrer qu’il

existe λ(x) ∈ R tel que : Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A.

En déduire : ∀f ∈ C2(Rn,R), ∀x ∈ Rn, D(f◦u)(x) = λ(x)Df
[
u(x)

]
.

Partie II

On suppose A inversible dans cette partie et l’on note B = A−1 = (bi,j).
Dans cette partie u désigne une application de C2(Rn,Rn) telle que :
(1) ∀k ∈ [[1, n]], Duk = 0,

(2) ∃λ : Rn → R, ∀x ∈ Rn, Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A,

(3) ∀x ∈ Rn, det
(
Jx(u)

)
�= 0.

1. a. Montrer que, pour tout x ∈ Rn, λ(x) �= 0.

b. Montrer que λ ∈ C1(Rn,R).

c. Montrer que : ∀x ∈ Rn,
t
Jx(u)B Jx(u) = λ(x)B.

2. Montrer que, pour tout (i, j, k) ∈ [[1, n]]3,
n∑

p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
=

1

2

( ∂λ

∂xj
bk,i +

∂λ

∂xi
bk,j −

∂λ

∂xk
bi,j

)
·

Indication : Dériver par rapport à xk la quantité :

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi

∂uq

∂xj
et

écrire :
∂2up

∂xk∂xi
· ∂uq

∂xj
=

∂

∂xi

[∂up

∂xk

∂uq

∂xj

]
− ∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

3. Montrer que, pour tout k ∈ [[1, n]], (n − 2)
∂λ

∂xk
= 0. On calculera à cet

effet :
∑
i,j,p,q

ai,jbp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

4. On suppose n �= 2.

a. Montrer que λ est constant et déduire de II.2. que pour tout (i, j, q),
∂2uq

∂xi∂xj
= 0.

b. Prouver que u est une application affine. Que peut-on dire de sa partie
linéaire ?

5. On suppose n = 2 et l’on prend pour A la matrice I2. On considère
l’application u : R2 → R2, x = (x1, x2) �→

(
ex1 cos(x2), e

x1 sin(x2)
)
.

Montrer que u satisfait aux conditions (1), (2) et (3) mais que u n’est pas
affine.

Solution

1. Les applications fk sont éléments de C∞(Rn,R) et pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2,
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5. a. Soit S = (si,j) ∈ Sn(R). Soit q(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

si,jxixj .

Calculer Hx(q) pour x ∈ Rn.

b. Soit x ∈ Rn. En considérant V1 = A et V2 = Jx(u)A
t
Jx(u) montrer qu’il

existe λ(x) ∈ R tel que : Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A.

En déduire : ∀f ∈ C2(Rn,R), ∀x ∈ Rn, D(f◦u)(x) = λ(x)Df
[
u(x)

]
.

Partie II

On suppose A inversible dans cette partie et l’on note B = A−1 = (bi,j).
Dans cette partie u désigne une application de C2(Rn,Rn) telle que :
(1) ∀k ∈ [[1, n]], Duk = 0,

(2) ∃λ : Rn → R, ∀x ∈ Rn, Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A,

(3) ∀x ∈ Rn, det
(
Jx(u)

)
�= 0.

1. a. Montrer que, pour tout x ∈ Rn, λ(x) �= 0.

b. Montrer que λ ∈ C1(Rn,R).

c. Montrer que : ∀x ∈ Rn,
t
Jx(u)B Jx(u) = λ(x)B.

2. Montrer que, pour tout (i, j, k) ∈ [[1, n]]3,
n∑

p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
=

1

2

( ∂λ

∂xj
bk,i +

∂λ

∂xi
bk,j −

∂λ

∂xk
bi,j

)
·

Indication : Dériver par rapport à xk la quantité :

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi

∂uq

∂xj
et

écrire :
∂2up

∂xk∂xi
· ∂uq

∂xj
=

∂

∂xi

[∂up

∂xk

∂uq

∂xj

]
− ∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

3. Montrer que, pour tout k ∈ [[1, n]], (n − 2)
∂λ

∂xk
= 0. On calculera à cet

effet :
∑
i,j,p,q

ai,jbp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

4. On suppose n �= 2.

a. Montrer que λ est constant et déduire de II.2. que pour tout (i, j, q),
∂2uq

∂xi∂xj
= 0.

b. Prouver que u est une application affine. Que peut-on dire de sa partie
linéaire ?

5. On suppose n = 2 et l’on prend pour A la matrice I2. On considère
l’application u : R2 → R2, x = (x1, x2) �→

(
ex1 cos(x2), e

x1 sin(x2)
)
.

Montrer que u satisfait aux conditions (1), (2) et (3) mais que u n’est pas
affine.

Solution

1. Les applications fk sont éléments de C∞(Rn,R) et pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2,
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∂2fk
∂xi∂xj

= 0. Donc fk ∈ N . D’où fk◦u = uk ∈ N .

2. a.
∂(f◦u)
∂xi

=

n∑
k=1

( ∂f

∂xk
◦u

)
· ∂uk

∂xi
·

b. Par dérivation de l’expression précédente par rapport à xi, on a :

∂2(f◦u)
∂xi∂xj

=

n∑
k=1

( ∂f

∂xk
◦u

) ∂2uk

∂xi∂xj
+

n∑
k=1

∂

∂xj

( ∂f

∂xk
◦u

)∂uk

∂xi
·

Donc :
∂2(f◦u)
∂xi∂xj

=

n∑
k=1

(
∂f

∂xk
◦u

)
∂2uk

∂xi∂xj
+

n∑
k=1

n∑
�=1

∂uk

∂xi

∂u�

∂xj

(
∂2f

∂xk∂x�
◦u

)
.

c. Avec les notations M = (Mi,j) ∈ Mn(R), on a, si l’on pose hi,j =
(
Hx(f◦u)

)
i,j

hi,j =

n∑
k=1

∂f

∂xk

(
u(x)

)(
Hx(uk)

)
i,j

+

n∑
k=1

n∑
�=1

(
Jx(u)

)
k,i

(
Hu(x)(f)

)
k,�

(
Jx(u)

)
�,j
.

hi,j =

n∑
k=1

∂f

∂xk

(
u(x)

)(
Hx(uk)

)
i,j

+
(t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

)
i,j
.

Donc : Hx(f◦u) =
t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u) +

n∑
k=1

∂f

∂xk

(
u(x)

)
Hx(uk).

3. a. Exemple fondamental du chapitre sur les espaces euclidiens.

b. L’hypothèse s’écrit : V ⊥
1 ⊂ V ⊥

2 . Si V2 = 0, alors V2 = 0V1. Sinon, V
⊥
2 est un

hyperplan de Sn(R). D’où V ⊥
1 = V ⊥

2 . Donc V2 ∈
[
V ⊥
1

]⊥
= RV1 ; d’où l’existence

de λ ∈ R tel que V2 = λV1.

4. a. tr
(
AHx(f)

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
(
Hx(f)

)
j,i

=

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
∂2f

∂xi∂xj
(x) = Df(x).

b. D(f◦u)(x) = tr
[
AHx(f◦u)

]
. Comme tr est linéaire, on déduit de 2.c. que :

D(f◦u)(x) = tr
[
A

t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

]
+

n∑
k=1

∂f

∂xk
(u(x)) tr

[
AHx(uk)

]
. Donc :

D(f◦u)(x) = tr
[
A

t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

]
+

n∑
k=1

∂f

∂xk
(u(x))Duk(x). D’où :

D(f◦u)(x) = tr
[
A

t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

]
car uk ∈ N .

5. a.
∂q

∂xi
(x) = 2

n∑
k=1

si,kxk ⇒ ∂2q

∂xj∂xj
(x) = 2si,j . d’où Hx(q) = 2S.

b. D’après les hypothèses, q ∈ N ⇒ q◦u ∈ N . Ce qui se traduit par :

∀S ∈ Sn(R), tr(AS) = 0 ⇒ tr
[
A

t
Jx(u)SJx(u)

]
= 0.

Comme tr
[
A

t
Jx(u)SJx(u)

]
= tr

[
Jx(u)A

t
Jx(u)S

]
, de I.3.b. on déduit que :

∃λ(x) ∈ R, Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A.

D(f◦u)(x) = tr
[
Jx(u)A

t
Jx(u)Hu(x)(f)

]
= λ(x) tr

[
AHu(x)(f)

]
= λ(x)Df

(
u(x)

)
.
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Partie II

1. a. A et Jx(u) étant deux matrices de GLn(R), la matrice λ(x)A = Jx(u)A
t
Jx(u)

est inversible, donc λ(x) �= 0.

b. u ∈ C2(Rn), donc l’application x �→ Jx(u) est de classe C1 ; d’où pour tout

(i, j) ∈ [[1, n]]2, x �→ λ(x)ai,j =
(
JxA

t
Jx(u)

)
i,j

est de classe C1. La matrice A est

inversible, donc il existe ai,j �= 0 ; d’où λ ∈ C1(Rn,R).

c. λ(x)In = BJx(u)A
t
Jx(u). Par multiplication à gauche par

t
Jx(u) et à droite

par [
t
Jx(u)]

−1 on a : λ(x)In =
t
Jx(u)BJx(u)A ; d’où λ(x)B =

t
Jx(u)BJx(u) car

B = A−1.

2. λ(x)bi,j =
(t
Jx(u)BJx(u)

)
i,j

=

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi
(x)

∂uq

∂xj
(x).

Donc :
∂λ

∂xk
bi,j =

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂2up

∂xk∂xi

∂uq

∂xj
+

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi

∂2uq

∂xk∂xj
·

Échangeons (i, j, k) en (k, j, i) et alors :

∂λ

∂xi
bk,j =

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂2up

∂xk∂xi

∂uq

∂xj
+

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

De même, en échangeant (i, j, k) en (i, k, j) on a :

∂λ

∂xj
bi,k =

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂2up

∂xj∂xi

∂uq

∂xk
+

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi

∂2uq

∂xj∂xk
·

Donc :
∂λ

∂xi
bk,j +

∂λ

∂xj
bi,k − ∂λ

∂xk
bi,j = 2

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂2up

∂xi∂xj

∂uq

∂xk
car B ∈ Sn(R).

3. Calculons de deux manières E =
∑
i,j,p,q

ai,jbp,q
∂2uq

∂xi∂xj

∂up

∂xk
·

D’une part : E =
∑
p,q

bp,q
∂up

∂xk

(∑
i,j

ai,j
∂2uq

∂xi∂xj

)
=

∑
p,q

bp,q
∂up

∂xk
Duq = 0· D’autre

part : E =
∑
i,j

ai,j
∑
p,q

bp,q
∂2uq

∂xi∂xj

∂up

∂xk
=

1

2

∑
i,j

ai,j

[ ∂λ

∂xi
bk,j +

∂λ

∂xj
bk,i−

∂λ

∂xk
bi,j

]
·

2E =

n∑
j=1

∂λ

∂xj

( n∑
i=1

bk,iai,j

)
+

n∑
i=1

∂λ

∂xi

( n∑
j=1

bk,jaj,i

)
− ∂λ

∂xk

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,jbi,j .

2E =

n∑
j=1

∂λ

∂xj
δk,j +

n∑
i=1

∂λ

∂xi
δk,i −

∂λ

∂xk
tr(AB) car AB = BA = In.

Donc E = −1

2
(n− 2)

∂λ

∂xk
· D’où (n− 2)

∂λ

∂xk
= 0 pour tout k ∈ [[1, n]].

4. a. n �= 2, donc
∂λ

∂xk
= 0 pour tout k ∈ [[1, n]]. D’où λ est constant.

∀(i, j, k) ∈ [[1, n]]3,
∑

1�p,q�n

bp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
= 0.

Soit Ui,j la matrice colonne qui a pour élément de la q-ième ligne
∂2uq

∂xi∂xj
(x).
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∂2fk
∂xi∂xj

= 0. Donc fk ∈ N . D’où fk◦u = uk ∈ N .

2. a.
∂(f◦u)
∂xi

=

n∑
k=1

( ∂f

∂xk
◦u

)
· ∂uk

∂xi
·

b. Par dérivation de l’expression précédente par rapport à xi, on a :

∂2(f◦u)
∂xi∂xj

=

n∑
k=1

( ∂f

∂xk
◦u

) ∂2uk

∂xi∂xj
+

n∑
k=1

∂

∂xj

( ∂f

∂xk
◦u

)∂uk

∂xi
·

Donc :
∂2(f◦u)
∂xi∂xj

=

n∑
k=1

(
∂f

∂xk
◦u

)
∂2uk

∂xi∂xj
+

n∑
k=1

n∑
�=1

∂uk

∂xi

∂u�

∂xj

(
∂2f

∂xk∂x�
◦u

)
.

c. Avec les notations M = (Mi,j) ∈ Mn(R), on a, si l’on pose hi,j =
(
Hx(f◦u)

)
i,j

hi,j =

n∑
k=1

∂f

∂xk

(
u(x)

)(
Hx(uk)

)
i,j

+

n∑
k=1

n∑
�=1

(
Jx(u)

)
k,i

(
Hu(x)(f)

)
k,�

(
Jx(u)

)
�,j
.

hi,j =

n∑
k=1

∂f

∂xk

(
u(x)

)(
Hx(uk)

)
i,j

+
(t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

)
i,j
.

Donc : Hx(f◦u) =
t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u) +

n∑
k=1

∂f

∂xk

(
u(x)

)
Hx(uk).

3. a. Exemple fondamental du chapitre sur les espaces euclidiens.

b. L’hypothèse s’écrit : V ⊥
1 ⊂ V ⊥

2 . Si V2 = 0, alors V2 = 0V1. Sinon, V
⊥
2 est un

hyperplan de Sn(R). D’où V ⊥
1 = V ⊥

2 . Donc V2 ∈
[
V ⊥
1

]⊥
= RV1 ; d’où l’existence

de λ ∈ R tel que V2 = λV1.

4. a. tr
(
AHx(f)

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
(
Hx(f)

)
j,i

=

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,j
∂2f

∂xi∂xj
(x) = Df(x).

b. D(f◦u)(x) = tr
[
AHx(f◦u)

]
. Comme tr est linéaire, on déduit de 2.c. que :

D(f◦u)(x) = tr
[
A

t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

]
+

n∑
k=1

∂f

∂xk
(u(x)) tr

[
AHx(uk)

]
. Donc :

D(f◦u)(x) = tr
[
A

t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

]
+

n∑
k=1

∂f

∂xk
(u(x))Duk(x). D’où :

D(f◦u)(x) = tr
[
A

t
Jx(u)Hu(x)(f)Jx(u)

]
car uk ∈ N .

5. a.
∂q

∂xi
(x) = 2

n∑
k=1

si,kxk ⇒ ∂2q

∂xj∂xj
(x) = 2si,j . d’où Hx(q) = 2S.

b. D’après les hypothèses, q ∈ N ⇒ q◦u ∈ N . Ce qui se traduit par :

∀S ∈ Sn(R), tr(AS) = 0 ⇒ tr
[
A

t
Jx(u)SJx(u)

]
= 0.

Comme tr
[
A

t
Jx(u)SJx(u)

]
= tr

[
Jx(u)A

t
Jx(u)S

]
, de I.3.b. on déduit que :

∃λ(x) ∈ R, Jx(u)A
t
Jx(u) = λ(x)A.

D(f◦u)(x) = tr
[
Jx(u)A

t
Jx(u)Hu(x)(f)

]
= λ(x) tr

[
AHu(x)(f)

]
= λ(x)Df

(
u(x)

)
.
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Partie II

1. a. A et Jx(u) étant deux matrices de GLn(R), la matrice λ(x)A = Jx(u)A
t
Jx(u)

est inversible, donc λ(x) �= 0.

b. u ∈ C2(Rn), donc l’application x �→ Jx(u) est de classe C1 ; d’où pour tout

(i, j) ∈ [[1, n]]2, x �→ λ(x)ai,j =
(
JxA

t
Jx(u)

)
i,j

est de classe C1. La matrice A est

inversible, donc il existe ai,j �= 0 ; d’où λ ∈ C1(Rn,R).

c. λ(x)In = BJx(u)A
t
Jx(u). Par multiplication à gauche par

t
Jx(u) et à droite

par [
t
Jx(u)]

−1 on a : λ(x)In =
t
Jx(u)BJx(u)A ; d’où λ(x)B =

t
Jx(u)BJx(u) car

B = A−1.

2. λ(x)bi,j =
(t
Jx(u)BJx(u)

)
i,j

=

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi
(x)

∂uq

∂xj
(x).

Donc :
∂λ

∂xk
bi,j =

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂2up

∂xk∂xi

∂uq

∂xj
+

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi

∂2uq

∂xk∂xj
·

Échangeons (i, j, k) en (k, j, i) et alors :

∂λ

∂xi
bk,j =

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂2up

∂xk∂xi

∂uq

∂xj
+

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
·

De même, en échangeant (i, j, k) en (i, k, j) on a :

∂λ

∂xj
bi,k =

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂2up

∂xj∂xi

∂uq

∂xk
+

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂up

∂xi

∂2uq

∂xj∂xk
·

Donc :
∂λ

∂xi
bk,j +

∂λ

∂xj
bi,k − ∂λ

∂xk
bi,j = 2

n∑
p=1

n∑
q=1

bp,q
∂2up

∂xi∂xj

∂uq

∂xk
car B ∈ Sn(R).

3. Calculons de deux manières E =
∑
i,j,p,q

ai,jbp,q
∂2uq

∂xi∂xj

∂up

∂xk
·

D’une part : E =
∑
p,q

bp,q
∂up

∂xk

(∑
i,j

ai,j
∂2uq

∂xi∂xj

)
=

∑
p,q

bp,q
∂up

∂xk
Duq = 0· D’autre

part : E =
∑
i,j

ai,j
∑
p,q

bp,q
∂2uq

∂xi∂xj

∂up

∂xk
=

1

2

∑
i,j

ai,j

[ ∂λ

∂xi
bk,j +

∂λ

∂xj
bk,i−

∂λ

∂xk
bi,j

]
·

2E =

n∑
j=1

∂λ

∂xj

( n∑
i=1

bk,iai,j

)
+

n∑
i=1

∂λ

∂xi

( n∑
j=1

bk,jaj,i

)
− ∂λ

∂xk

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,jbi,j .

2E =

n∑
j=1

∂λ

∂xj
δk,j +

n∑
i=1

∂λ

∂xi
δk,i −

∂λ

∂xk
tr(AB) car AB = BA = In.

Donc E = −1

2
(n− 2)

∂λ

∂xk
· D’où (n− 2)

∂λ

∂xk
= 0 pour tout k ∈ [[1, n]].

4. a. n �= 2, donc
∂λ

∂xk
= 0 pour tout k ∈ [[1, n]]. D’où λ est constant.

∀(i, j, k) ∈ [[1, n]]3,
∑

1�p,q�n

bp,q
∂up

∂xk

∂2uq

∂xi∂xj
= 0.

Soit Ui,j la matrice colonne qui a pour élément de la q-ième ligne
∂2uq

∂xi∂xj
(x).

Tr
av

au
x 

d
ir

ig
és
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On a :
∑
p,q

bp,q
∂up

∂xk
(x)

∂2uq

∂xi∂xj
(x) =

(
t
Jx(u)B Ui,j

)
k,1

. Donc
t
Jx(u)B Ui,j = 0.

Or
t
Jx(u)B ∈ GLn(R). Donc Ui,j = 0 ie.

∂2uq

∂xi∂xj
(x) = 0 pour tout (q, i, j).

b. Les applications
∂uq

∂xi
sont des constantes. Posons

∂uq

∂xi
= αq,i. Appliquons

le théorème de Taylor-Laplace à la fonction de classe C2 sur [0, 1] définie par

ϕ(t) = uq(tx). Il vient : ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +

∫ 1

0

(1− t)ϕ′′(t)dt.

Comme ϕ′(t) =

n∑
i=1

xi
∂uq

∂xi
(tx) et ϕ′′(t) =

∑
1�i,j�n

xixj
∂2uq

∂xi
(tx) = 0, on a :

uq(x) = uq(0) +

n∑
i=1

αq,ixi. Donc u est affine et la matrice de la partie linéaire de

u dans la base canonique est Jx(u) ; elle est inversible.

5. n = 2. On a : Df =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

· Doù la condition (1) puisque :

Du1(x) = ex1 cos(x2)− ex1 cos(x2) = 0 et Du2(x) = ex1 sin(x2)− ex1 sin(x2) = 0.

On a Jx(u) =

(
ex1 cos(x2) −ex1 sin(x2)
ex1 sin(x2) ex1 cos(x2)

)
. Donc

t
Jx(u)Jx(u) = e2x1 et la

condition (2) est réalisée. Enfin det
(
Jx(u)

)
= e2x1 �= 0 et la condition (3) est

réalisée. Et pourtant, u n’est pas affine.

• Équation aux dérivées partielles

C désigne l’ensemble C
(
R2,R

)
. Le sous-espace de C constitué des fonctions

polynomiales de deux variables est noté P. Étant donnée l’équation aux

dérivées partielles (1)
∂2u

∂x2
=

∂u

∂t
on désigne par E le sous-espace vectoriel

de C constitué des solutions de (1) et par F l’ensemble E ∩ P.

1. Soit P un élément de F que l’on écrit sous la forme P (x, t) =
n∑

k=0

Pk(x)t
k

où, pour tout k∈[[0, n]], Pk ∈C[X], Pn n’étant pas le polynôme nul.
a. Calculer P ′′

n et exprimer P ′′
k en fonction de Pk+1 lorsque k∈[[0, n− 1]]

b. En déduire l’expression de Pk, puis de P , en fonction de P0. Quel est le

degré de P0 ? Prouver finalement que P (x, t) =

n∑
k=0

∂2kP

∂x2k
(x, 0)

tk

k!
·

2. a. Prouver que pour tout élément π de C[X], la fonction polynôme à

deux variables Pπ définie par : Pπ(x, t) =

∞∑
k=0

π(2k)(x)
tk

k!
appartient à F .

b. On note désormais L l’application de C[X] dans F définie par L(π) = Pπ.
Prouver que L est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre C[X] et F .
Expliciter L−1.
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3. Si n∈N on pose Un = L(Xn).

a. Prouver que (Un)n∈N est une base de F . Expliciter Un(x, t).

b. Montrer, sans calcul, que pour tout entier n, les fonctions
∂Un

∂x
et

∂Un

∂t
sont encore des éléments de F et les exprimer dans la base (Uk)k∈N.

4. Soit (λ, x, t) �→ fλ(x, t) une fonction de classe C∞ sur R3. Pour tout

(n, λ)∈N×R on pose f
(n)
λ (x, t) =

∂nf

∂λn
(x, t). On suppose, pour tout λ, que

la fonction (x, t) �→ fλ(x, t) est solution de (1). Montrer, pour tout entier n

et tout réel λ, que la fonction f
(n)
λ est aussi solution de (1).

5. Soit g un élément non nul de C de la forme g(x, t) = ϕ(x)ψ(t) où ϕ et ψ
sont de classe C∞ sur R.
a. Montrer : g ∈E ⇐⇒ ∃α∈R tel que ϕ′′ = α2ϕ et ψ′ = α2ψ.

b. En déduire la forme générale des solutions g de la forme précédente.
(On distinguera le cas α = 0 et le cas α �= 0).

6. On note désormais F la fonction définie sur C3 par : F (λ, x, t) = eλx+λ2t.

a. Soit (u, v) un élément donné de C2 ; prouver que α �→ F (α, u, v) est la

somme d’une série entière sur C de la forme (2) F (α, u, v) =
∞∑

n=0

Vn(u, v)
αn

n!

où Vn est, quel que soit l’entier n, un élément de P.

b. Pour λ réel, on note fλ la fonction définie sur R2 par fλ(x, t) = F (λ, x, t).

Exprimer Vn(x, t) à l’aide de f
(n)
λ et en déduire que la fonction, qui à tout

élément (x, t) de R2 associe Vn(x, t) appartient à F .

c. En utilisant (2) calculer Vn(x, 0) et en déduire :
∀n∈N, ∀(x, t)∈R2, Un(x, t) = Vn(x, t).

7. a. Calculer f
(1)
λ et prouver, si n � 2 :

f
(n)
λ (x, t) = (x+ 2λt)f

(n−1)
λ (x, t) + 2t(n− 1)f

(n−2)
λ (x, t).

b. En déduire que les polynômes Un satisfont, pour tout (x, t) dans R2, à
U0(x, t) = 1, U1(x, t) = x et, si n � 1, Un+1(x, t) = xUn(x, t)+2ntUn−1(x, t).

8. En considérant
∂F

∂x
, retrouver l’expression de

∂Un

∂x
trouvée dans I.3.b.

Solution

1. a.
∂2P

∂x2
(x, t) =

n∑
k=0

P ′′
k (x) t

k =
∂P

∂t
(x, t) =

n∑
k=1

kPk(x)t
k−1. Par liberté de

(tk)k�0 sur le corps C(x) dans l’espace vectoriel C(x)[t], en identifiant les coef-
ficients de tk il vient : P ′′

n = 0 et ∀k∈[[0, n− 1]], P ′′
k = (k + 1)Pk+1.

b. Par récurrence : ∀k∈[[0, n]], Pk =
1

k!
P

(2k)
0 et donc P =

n∑
k=0

P
(2k)
0 (x)

tk

k!
·

Comme Pn �= 0 et P ′′
n = 0 on a deg(Pn)∈{0, 1} d’où deg(P0)∈{2n, 2n+ 1}·
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3. Si n∈N on pose Un = L(Xn).

a. Prouver que (Un)n∈N est une base de F . Expliciter Un(x, t).

b. Montrer, sans calcul, que pour tout entier n, les fonctions
∂Un

∂x
et

∂Un

∂t
sont encore des éléments de F et les exprimer dans la base (Uk)k∈N.

4. Soit (λ, x, t) �→ fλ(x, t) une fonction de classe C∞ sur R3. Pour tout

(n, λ)∈N×R on pose f
(n)
λ (x, t) =

∂nf

∂λn
(x, t). On suppose, pour tout λ, que

la fonction (x, t) �→ fλ(x, t) est solution de (1). Montrer, pour tout entier n

et tout réel λ, que la fonction f
(n)
λ est aussi solution de (1).

5. Soit g un élément non nul de C de la forme g(x, t) = ϕ(x)ψ(t) où ϕ et ψ
sont de classe C∞ sur R.
a. Montrer : g ∈E ⇐⇒ ∃α∈R tel que ϕ′′ = α2ϕ et ψ′ = α2ψ.

b. En déduire la forme générale des solutions g de la forme précédente.
(On distinguera le cas α = 0 et le cas α �= 0).

6. On note désormais F la fonction définie sur C3 par : F (λ, x, t) = eλx+λ2t.

a. Soit (u, v) un élément donné de C2 ; prouver que α �→ F (α, u, v) est la

somme d’une série entière sur C de la forme (2) F (α, u, v) =
∞∑

n=0

Vn(u, v)
αn

n!

où Vn est, quel que soit l’entier n, un élément de P.

b. Pour λ réel, on note fλ la fonction définie sur R2 par fλ(x, t) = F (λ, x, t).

Exprimer Vn(x, t) à l’aide de f
(n)
λ et en déduire que la fonction, qui à tout

élément (x, t) de R2 associe Vn(x, t) appartient à F .

c. En utilisant (2) calculer Vn(x, 0) et en déduire :
∀n∈N, ∀(x, t)∈R2, Un(x, t) = Vn(x, t).

7. a. Calculer f
(1)
λ et prouver, si n � 2 :

f
(n)
λ (x, t) = (x+ 2λt)f

(n−1)
λ (x, t) + 2t(n− 1)f

(n−2)
λ (x, t).

b. En déduire que les polynômes Un satisfont, pour tout (x, t) dans R2, à
U0(x, t) = 1, U1(x, t) = x et, si n � 1, Un+1(x, t) = xUn(x, t)+2ntUn−1(x, t).

8. En considérant
∂F

∂x
, retrouver l’expression de

∂Un

∂x
trouvée dans I.3.b.

Solution

1. a.
∂2P

∂x2
(x, t) =

n∑
k=0

P ′′
k (x) t

k =
∂P

∂t
(x, t) =

n∑
k=1

kPk(x)t
k−1. Par liberté de

(tk)k�0 sur le corps C(x) dans l’espace vectoriel C(x)[t], en identifiant les coef-
ficients de tk il vient : P ′′

n = 0 et ∀k∈[[0, n− 1]], P ′′
k = (k + 1)Pk+1.

b. Par récurrence : ∀k∈[[0, n]], Pk =
1

k!
P

(2k)
0 et donc P =

n∑
k=0

P
(2k)
0 (x)

tk

k!
·

Comme Pn �= 0 et P ′′
n = 0 on a deg(Pn)∈{0, 1} d’où deg(P0)∈{2n, 2n+ 1}·
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On a :
∑
p,q

bp,q
∂up

∂xk
(x)

∂2uq

∂xi∂xj
(x) =

(
t
Jx(u)B Ui,j

)
k,1

. Donc
t
Jx(u)B Ui,j = 0.

Or
t
Jx(u)B ∈ GLn(R). Donc Ui,j = 0 ie.

∂2uq

∂xi∂xj
(x) = 0 pour tout (q, i, j).

b. Les applications
∂uq

∂xi
sont des constantes. Posons

∂uq

∂xi
= αq,i. Appliquons

le théorème de Taylor-Laplace à la fonction de classe C2 sur [0, 1] définie par

ϕ(t) = uq(tx). Il vient : ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +

∫ 1

0

(1− t)ϕ′′(t)dt.

Comme ϕ′(t) =

n∑
i=1

xi
∂uq

∂xi
(tx) et ϕ′′(t) =

∑
1�i,j�n

xixj
∂2uq

∂xi
(tx) = 0, on a :

uq(x) = uq(0) +

n∑
i=1

αq,ixi. Donc u est affine et la matrice de la partie linéaire de

u dans la base canonique est Jx(u) ; elle est inversible.

5. n = 2. On a : Df =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

· Doù la condition (1) puisque :

Du1(x) = ex1 cos(x2)− ex1 cos(x2) = 0 et Du2(x) = ex1 sin(x2)− ex1 sin(x2) = 0.

On a Jx(u) =

(
ex1 cos(x2) −ex1 sin(x2)
ex1 sin(x2) ex1 cos(x2)

)
. Donc

t
Jx(u)Jx(u) = e2x1 et la

condition (2) est réalisée. Enfin det
(
Jx(u)

)
= e2x1 �= 0 et la condition (3) est

réalisée. Et pourtant, u n’est pas affine.

• Équation aux dérivées partielles

C désigne l’ensemble C
(
R2,R

)
. Le sous-espace de C constitué des fonctions

polynomiales de deux variables est noté P. Étant donnée l’équation aux

dérivées partielles (1)
∂2u

∂x2
=

∂u

∂t
on désigne par E le sous-espace vectoriel

de C constitué des solutions de (1) et par F l’ensemble E ∩ P.

1. Soit P un élément de F que l’on écrit sous la forme P (x, t) =
n∑

k=0

Pk(x)t
k

où, pour tout k∈[[0, n]], Pk ∈C[X], Pn n’étant pas le polynôme nul.
a. Calculer P ′′

n et exprimer P ′′
k en fonction de Pk+1 lorsque k∈[[0, n− 1]]

b. En déduire l’expression de Pk, puis de P , en fonction de P0. Quel est le

degré de P0 ? Prouver finalement que P (x, t) =

n∑
k=0

∂2kP

∂x2k
(x, 0)

tk

k!
·

2. a. Prouver que pour tout élément π de C[X], la fonction polynôme à

deux variables Pπ définie par : Pπ(x, t) =

∞∑
k=0

π(2k)(x)
tk

k!
appartient à F .

b. On note désormais L l’application de C[X] dans F définie par L(π) = Pπ.
Prouver que L est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre C[X] et F .
Expliciter L−1.
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3. Si n∈N on pose Un = L(Xn).

a. Prouver que (Un)n∈N est une base de F . Expliciter Un(x, t).

b. Montrer, sans calcul, que pour tout entier n, les fonctions
∂Un

∂x
et

∂Un

∂t
sont encore des éléments de F et les exprimer dans la base (Uk)k∈N.

4. Soit (λ, x, t) �→ fλ(x, t) une fonction de classe C∞ sur R3. Pour tout

(n, λ)∈N×R on pose f
(n)
λ (x, t) =

∂nf

∂λn
(x, t). On suppose, pour tout λ, que

la fonction (x, t) �→ fλ(x, t) est solution de (1). Montrer, pour tout entier n

et tout réel λ, que la fonction f
(n)
λ est aussi solution de (1).

5. Soit g un élément non nul de C de la forme g(x, t) = ϕ(x)ψ(t) où ϕ et ψ
sont de classe C∞ sur R.
a. Montrer : g ∈E ⇐⇒ ∃α∈R tel que ϕ′′ = α2ϕ et ψ′ = α2ψ.

b. En déduire la forme générale des solutions g de la forme précédente.
(On distinguera le cas α = 0 et le cas α �= 0).

6. On note désormais F la fonction définie sur C3 par : F (λ, x, t) = eλx+λ2t.

a. Soit (u, v) un élément donné de C2 ; prouver que α �→ F (α, u, v) est la

somme d’une série entière sur C de la forme (2) F (α, u, v) =
∞∑

n=0

Vn(u, v)
αn

n!

où Vn est, quel que soit l’entier n, un élément de P.

b. Pour λ réel, on note fλ la fonction définie sur R2 par fλ(x, t) = F (λ, x, t).

Exprimer Vn(x, t) à l’aide de f
(n)
λ et en déduire que la fonction, qui à tout

élément (x, t) de R2 associe Vn(x, t) appartient à F .

c. En utilisant (2) calculer Vn(x, 0) et en déduire :
∀n∈N, ∀(x, t)∈R2, Un(x, t) = Vn(x, t).

7. a. Calculer f
(1)
λ et prouver, si n � 2 :

f
(n)
λ (x, t) = (x+ 2λt)f

(n−1)
λ (x, t) + 2t(n− 1)f

(n−2)
λ (x, t).

b. En déduire que les polynômes Un satisfont, pour tout (x, t) dans R2, à
U0(x, t) = 1, U1(x, t) = x et, si n � 1, Un+1(x, t) = xUn(x, t)+2ntUn−1(x, t).

8. En considérant
∂F

∂x
, retrouver l’expression de

∂Un

∂x
trouvée dans I.3.b.

Solution

1. a.
∂2P

∂x2
(x, t) =

n∑
k=0

P ′′
k (x) t

k =
∂P

∂t
(x, t) =

n∑
k=1

kPk(x)t
k−1. Par liberté de

(tk)k�0 sur le corps C(x) dans l’espace vectoriel C(x)[t], en identifiant les coef-
ficients de tk il vient : P ′′

n = 0 et ∀k∈[[0, n− 1]], P ′′
k = (k + 1)Pk+1.

b. Par récurrence : ∀k∈[[0, n]], Pk =
1

k!
P

(2k)
0 et donc P =

n∑
k=0

P
(2k)
0 (x)

tk

k!
·

Comme Pn �= 0 et P ′′
n = 0 on a deg(Pn)∈{0, 1} d’où deg(P0)∈{2n, 2n+ 1}·
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3. Si n∈N on pose Un = L(Xn).

a. Prouver que (Un)n∈N est une base de F . Expliciter Un(x, t).

b. Montrer, sans calcul, que pour tout entier n, les fonctions
∂Un

∂x
et

∂Un

∂t
sont encore des éléments de F et les exprimer dans la base (Uk)k∈N.

4. Soit (λ, x, t) �→ fλ(x, t) une fonction de classe C∞ sur R3. Pour tout

(n, λ)∈N×R on pose f
(n)
λ (x, t) =

∂nf

∂λn
(x, t). On suppose, pour tout λ, que

la fonction (x, t) �→ fλ(x, t) est solution de (1). Montrer, pour tout entier n

et tout réel λ, que la fonction f
(n)
λ est aussi solution de (1).

5. Soit g un élément non nul de C de la forme g(x, t) = ϕ(x)ψ(t) où ϕ et ψ
sont de classe C∞ sur R.
a. Montrer : g ∈E ⇐⇒ ∃α∈R tel que ϕ′′ = α2ϕ et ψ′ = α2ψ.

b. En déduire la forme générale des solutions g de la forme précédente.
(On distinguera le cas α = 0 et le cas α �= 0).

6. On note désormais F la fonction définie sur C3 par : F (λ, x, t) = eλx+λ2t.

a. Soit (u, v) un élément donné de C2 ; prouver que α �→ F (α, u, v) est la

somme d’une série entière sur C de la forme (2) F (α, u, v) =
∞∑

n=0

Vn(u, v)
αn

n!

où Vn est, quel que soit l’entier n, un élément de P.

b. Pour λ réel, on note fλ la fonction définie sur R2 par fλ(x, t) = F (λ, x, t).

Exprimer Vn(x, t) à l’aide de f
(n)
λ et en déduire que la fonction, qui à tout

élément (x, t) de R2 associe Vn(x, t) appartient à F .

c. En utilisant (2) calculer Vn(x, 0) et en déduire :
∀n∈N, ∀(x, t)∈R2, Un(x, t) = Vn(x, t).

7. a. Calculer f
(1)
λ et prouver, si n � 2 :

f
(n)
λ (x, t) = (x+ 2λt)f

(n−1)
λ (x, t) + 2t(n− 1)f

(n−2)
λ (x, t).

b. En déduire que les polynômes Un satisfont, pour tout (x, t) dans R2, à
U0(x, t) = 1, U1(x, t) = x et, si n � 1, Un+1(x, t) = xUn(x, t)+2ntUn−1(x, t).

8. En considérant
∂F

∂x
, retrouver l’expression de

∂Un

∂x
trouvée dans I.3.b.

Solution

1. a.
∂2P

∂x2
(x, t) =

n∑
k=0

P ′′
k (x) t

k =
∂P

∂t
(x, t) =

n∑
k=1

kPk(x)t
k−1. Par liberté de

(tk)k�0 sur le corps C(x) dans l’espace vectoriel C(x)[t], en identifiant les coef-
ficients de tk il vient : P ′′

n = 0 et ∀k∈[[0, n− 1]], P ′′
k = (k + 1)Pk+1.

b. Par récurrence : ∀k∈[[0, n]], Pk =
1

k!
P

(2k)
0 et donc P =

n∑
k=0

P
(2k)
0 (x)

tk

k!
·

Comme Pn �= 0 et P ′′
n = 0 on a deg(Pn)∈{0, 1} d’où deg(P0)∈{2n, 2n+ 1}·
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Si i∈[[0, n]], ∂2iP

∂x2i
(x, t) =

n∑
k=0

P
(2(i+k))
0 (x)

tk

k!
d’où

∂2iP

∂x2i
(x, 0) = P

(2i)
0 (x) et donc :

P (x, t) =
n∑

k=0

∂2kP

∂x2k
(x, 0)

tk

k!
·

2. a. Par linéarité des opérateurs
∂

∂x
et

∂

∂t
et comme les sommes portent en

fait sur un ensemble fini d’indices, on a
∂2Pπ

∂x2
(x, t) =

∞∑
k=0

π(2(k+1))(x)
tk

k!
et aussi

∂Pπ

∂t
(x, t) =

∞∑
k=1

π(2k)(x)
tk−1

(k − 1)!
, ce qui prouve que Pπ ∈F .

b. L est clairement linéaire et 1.b. prouve sa surjectivité. De plus Pπ(x, 0) = π(x)
donc Ker(L) = {0} et donc L est un isomorphisme entre C[x] et F avec
L−1(P ) = π si π(x) = P (x, 0).

3. a. L’image de la base (xn)n�0 de C[x] par l’isomorphisme L est une base de F .

d2kxn

dx2k
=

n!

(n− 2k)!
xn−2k si n � 2k, 0 sinon, Un(x, t) =

E[n/2]∑
k=0

n!

(n− 2k)!k!
xn−2ktk.

On se place dans C(x)[t], le degré cherché est E[n/2] comme on vient de le voir.

b.
∂2

∂x2

(
∂Un

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂2Un

∂x2

)
=

∂

∂x

(
∂Un

∂t

)
=

∂

∂t

(
∂Un

∂x

)
d’après le théorème de

Schwarz car Un est de classe C∞ sur R2. Donc
∂Un

∂x
∈F et, de même

∂Un

∂t
∈F .

Un(x, t) =

∞∑
k=0

d2kxn

dx2k

tk

k!
d’où

∂Un

∂x
(x, t) = n

∞∑
k=0

d2k+1xn

dx2k+1

tk

k!
= nUn−1(x, t) si n � 1

et
∂U0

∂x
(x, t) = 0 car U0 est constant. Alors

∂Un

∂t
=

∂2Un

∂x2
= n(n − 1)Un−2 si

n � 2 et 0 sinon.

4. Utilisons le théorème de Schwarz :
∂2f

(n)
λ

∂x2
=

∂2

∂x2

(
∂nf

∂λn

)
=

∂n

∂λn

(
∂2f

∂x2

)
=

∂

∂t

(
∂nf

∂λn

)
=

∂f
(n)
λ

∂t
donc f

(n)
λ est

solution de (1).

5. a. • Si ϕ′′ = α2ϕ et ψ′ = α2ψ g est solution de (1).

• Si g est solution de (1) on a, pour tout (x, t) dans R2, ϕ′′(x)ψ(t) = ϕ(x)ψ′(t).
La fonction g étant non nulle on peut trouver un élément (x0, t0) de R2 tel que

g(x0, t0) �= 0 ie. tel que ϕ(x0) �= 0 �= ψ(t0). Si t∈R, on a ψ′(t) =

(
ϕ′′(x0)

ϕ(x0)

)
ψ(t).

Notons α une racine carrée dans C de
ϕ′′(x0)

ϕ(x0)
, alors ψ′ = α2ψ. Pour tout x dans

R, on a ϕ′′(x) =

(
ψ′(t0)

ψ(t0

)
ϕ(x) ie. ϕ′′(x) = α2ϕ(x), d’où l’équivalence demandée.

b. Si α = 0, en tenant compte de la solution nulle, g : (x, t) �→ ax+b où (a, b)∈C2.

Si α �= 0 on obtient g : (x, t) �→
[
λeαx + µe−αx

]
eα

2t où (λ, µ)∈C2.

6. a. En tant que produit de fonctions développables en série entière sur C on a :
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F (α, u, v) = eαueα
2v =

( ∞∑
n=0

αnun

n!

)( ∞∑
n=0

α2nvn

n!

)
et donc α �→ F (α, u, v) est

développable en série entière sur C avec F (α, u, v) =
∞∑

n=0

Vn(u, v)
αn

n!
où, pour

tout n∈N, Vn ∈P.

b. Par unicité des coefficients d’un développement en série entière on a, pour tout

n∈N, Vn(x, t) =
∂nF

∂λn
(0, x, t) = f

(n)
0 (x, t).

Or
∂2F

∂x2
(λ, x, t) = λ2F (λ, x, t) =

∂F

∂t
(λ, x, t), donc f0 est solution de (1) en

particulier et, par II.1. f
(n)
0 aussi. Pour tout n∈N, (x, t) �→ Vn(x, t)∈F .

c. F (λ, x, 0) = eλx =

∞∑
n=0

Vn(x, 0)
λn

n!
=

∞∑
n=0

xn

n!
λn. Par unicité des coefficients

d’un développement en série entière il vient Pour tout n∈N, Vn(x, 0) = xn.

En utilisant la notation L définie dans I.2. on a L−1(Vn)−L−1(Un) polynôme qui
s’annule sur R donc nul, et, par injectivité de L−1, on en déduit Un = Vn.

7. a. f
(1)
λ (x, t) = (x+ 2λt)fλ(x, t) facilement. La formule de Leibniz prouve alors

que f
(n)
λ (x, t) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
∂k(x+ 2λt)

∂λk

∂n−k−1fλ
∂λn−k−1

(x, t) et donc :

si n � 2, f
(n)
λ (x, t) = (x+ 2λt)f

(n−1)
λ (x, t) + 2(n− 1)tf

(n−2)
λ (x, t).

b. U0(x, t)=V0(x, t)=f
(0)
0 (x, t)=1, U1(x, t)=V1(x, t) = f

(1)
0 (x, t) = xf0(x, t) = x.

Si n � 1, Un+1(x, t)=Vn+1(x, t)=f
(n+1)
0 (x, t)=(x+2λt)f

(n)
0 (x, t)+2ntf

(n−1)
0 (x, t)

ie. Un+1(x, t) = (x+ 2λt)Un(x, t) + 2ntUn−1(x, t).

8.
∂Un

∂x
(x, t) =

∂f
(n)
0

∂x
(x, t) =

∂

∂x

(
∂nF

∂λn

)
(0, x, t), le théorème de Schwarz et la

formule de Leibniz montrent que, si n � 1,
∂

∂x

(
∂nF

∂λn

)
(λ, x, t) =

∂n

∂λn

(
∂F

∂x

)
(λ, x, t) =

∂n

∂λn

[
λF (λ, x, t)

]

=λf
(n)
λ (λ, x, t) + nf

(n−1)
λ (λ, x, t), d’où

∂Un

∂x
(x, t) = nf

(n−1)
0 (0, x, t) = nUn−1(x, t) si n � 1 et 0 sinon.
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Si i∈[[0, n]], ∂2iP

∂x2i
(x, t) =

n∑
k=0

P
(2(i+k))
0 (x)

tk

k!
d’où

∂2iP

∂x2i
(x, 0) = P

(2i)
0 (x) et donc :

P (x, t) =
n∑

k=0

∂2kP

∂x2k
(x, 0)

tk

k!
·

2. a. Par linéarité des opérateurs
∂

∂x
et

∂

∂t
et comme les sommes portent en

fait sur un ensemble fini d’indices, on a
∂2Pπ

∂x2
(x, t) =

∞∑
k=0

π(2(k+1))(x)
tk

k!
et aussi

∂Pπ

∂t
(x, t) =

∞∑
k=1

π(2k)(x)
tk−1

(k − 1)!
, ce qui prouve que Pπ ∈F .

b. L est clairement linéaire et 1.b. prouve sa surjectivité. De plus Pπ(x, 0) = π(x)
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L−1(P ) = π si π(x) = P (x, 0).

3. a. L’image de la base (xn)n�0 de C[x] par l’isomorphisme L est une base de F .

d2kxn

dx2k
=

n!

(n− 2k)!
xn−2k si n � 2k, 0 sinon, Un(x, t) =

E[n/2]∑
k=0

n!

(n− 2k)!k!
xn−2ktk.

On se place dans C(x)[t], le degré cherché est E[n/2] comme on vient de le voir.

b.
∂2

∂x2

(
∂Un

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂2Un

∂x2

)
=

∂

∂x

(
∂Un

∂t

)
=

∂

∂t

(
∂Un

∂x

)
d’après le théorème de

Schwarz car Un est de classe C∞ sur R2. Donc
∂Un

∂x
∈F et, de même

∂Un

∂t
∈F .

Un(x, t) =

∞∑
k=0

d2kxn

dx2k

tk

k!
d’où

∂Un

∂x
(x, t) = n

∞∑
k=0

d2k+1xn

dx2k+1

tk

k!
= nUn−1(x, t) si n � 1

et
∂U0

∂x
(x, t) = 0 car U0 est constant. Alors

∂Un

∂t
=

∂2Un

∂x2
= n(n − 1)Un−2 si
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4. Utilisons le théorème de Schwarz :
∂2f

(n)
λ

∂x2
=

∂2

∂x2

(
∂nf

∂λn

)
=

∂n

∂λn

(
∂2f

∂x2

)
=

∂

∂t

(
∂nf

∂λn

)
=

∂f
(n)
λ

∂t
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(n)
λ est

solution de (1).
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ϕ′′(x0)

ϕ(x0)

)
ψ(t).
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ϕ′′(x0)

ϕ(x0)
, alors ψ′ = α2ψ. Pour tout x dans

R, on a ϕ′′(x) =

(
ψ′(t0)

ψ(t0

)
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eα

2t où (λ, µ)∈C2.
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F (α, u, v) = eαueα
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( ∞∑
n=0

αnun

n!

)( ∞∑
n=0

α2nvn

n!

)
et donc α �→ F (α, u, v) est

développable en série entière sur C avec F (α, u, v) =
∞∑

n=0

Vn(u, v)
αn

n!
où, pour

tout n∈N, Vn ∈P.
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n∈N, Vn(x, t) =
∂nF

∂λn
(0, x, t) = f

(n)
0 (x, t).
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∂2F

∂x2
(λ, x, t) = λ2F (λ, x, t) =

∂F

∂t
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(n)
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∞∑
n=0
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λn

n!
=

∞∑
n=0
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n!
λn. Par unicité des coefficients
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(1)
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(n)
λ (x, t) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
∂k(x+ 2λt)

∂λk

∂n−k−1fλ
∂λn−k−1

(x, t) et donc :

si n � 2, f
(n)
λ (x, t) = (x+ 2λt)f

(n−1)
λ (x, t) + 2(n− 1)tf

(n−2)
λ (x, t).
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(0)
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(1)
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(n+1)
0 (x, t)=(x+2λt)f

(n)
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(n−1)
0 (x, t)

ie. Un+1(x, t) = (x+ 2λt)Un(x, t) + 2ntUn−1(x, t).
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∂Un

∂x
(x, t) =

∂f
(n)
0

∂x
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∂

∂x

(
∂nF

∂λn

)
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∂

∂x

(
∂nF

∂λn

)
(λ, x, t) =

∂n

∂λn

(
∂F

∂x

)
(λ, x, t) =

∂n

∂λn

[
λF (λ, x, t)

]

=λf
(n)
λ (λ, x, t) + nf

(n−1)
λ (λ, x, t), d’où

∂Un

∂x
(x, t) = nf

(n−1)
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• Optimisation, méthode du gradient (MP�)

Notations

E = Rn muni de sa structure euclidienne canonique. On note
(
· | ·

)
son

produit scalaire et ‖ · ‖ sa norme euclidienne.

• Soit C une partie convexe de E. On dit que J : C → R est convexe si :

∀(t∈[0, 1], ∀(x, y)∈C2, J
(
(1− t)x+ ty

)
� (1− t)J(x) + tJ(y).

• Soit C une partie convexe de E. On dit que J est dite strictement convexe
si :

∀(t∈ ]0, 1[, ∀(x, y)∈C2, x �= y, J
(
(1− t)x+ ty

)
< (1− t)J(x) + tJ(y).

• J : E → R est dite coercive si J(x) −−−−−−→
‖x‖→+∞

+∞.

• On notera le problème P : min
x∈E

J(x).

• Si J ∈C1(E,R), on note ∇J(x) le vecteur gradient de J en x.

• Si J ∈C1(E,R), on rappelle que :
J(x+ ty)− J(x)

t
−−→
t→0

(
∇J(x)|y

)

Partie I. Fonctions convexes sur Rn

1. a. Montrer que la fonction E → R+, x �→ ‖x‖ est convexe.

b. La fonction : J : E → R : x �→
(
b|x

)
+ β est-elle convexe ? Strictement

convexe ?

c. Soit A∈S++
n (R) et b∈Rn. La fonction : J : E → R : x �→ 1

2

(
Ax|x

)
−
(
b|x

)

est-elle convexe ? Est-elle strictement convexe ?

2. a. Si n = 2, la fonction J1 : x �→ x2
1+x2

2−ax1− bx2− c est-elle coercive ?
Et la fonction J2 : x �→ x2

1 − x2
2 ? Et la fonction J3 : x �→ x2

1 ?

b. Soit A∈S++
n (R) et b∈Rn. La fonction

J : E → R : x �→ 1

2

(
Ax|x

)
−
(
b|x

)
est-elle coercive ?

c. Soit (α, β)∈E × R. La fonction : J : E → R : x �→
(
α|x

)
+ β est-elle

coercive ?

3. a. Montrer que si J : E → R est continue et coercive, P a au moins une
solution.

b. Montrer que si J : E → R est strictement convexe, alors P a au plus une
solution.

4. Soit C une partie convexe de E et J une application de classe C1 sur C.
Montrer qu’elle est convexe si, et seulement si,

∀(u, v)∈C × C, J(v) � J(u) +
(
∇J(u)|v − u

)
(1).

5. Soit C une partie convexe de E et J une application de classe C1 sur
C. Montrer qu’elle est convexe si, et seulement si, ∇J est un opérateur
monotone de E ie. ∀(u, v)∈C × C,

(
∇J(u)−∇J(v)|u− v

)
� 0 (2).
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On pourra introduire pour prouver l’une des implications, la fonction :
ϕ : t �→ (1− t)J(u) + tJ(v)− J

(
(1− t)u+ tv

)
.

Dans la suite, on admettra que∇J est strictement monotone si, et seulement
si, J est strictement convexe.

6. Soit J ∈C1(E,R) telle que :

∃α∈R�+, ∀(u, v)∈E2
(
∇J(u)−∇J(v)|u− v

)
� α‖u− v‖2 (�)

Montrer que J est strictement convexe et coercive. Que conclure pour P ?

On pourra appliquer le théorème de Taylor avec reste intégral à la fonction
ψ : t �→ J

(
(1− t)u+ tv

)
.

7. Soit J ∈C1(E,R) et convexe. Montrer que x� réalise un minimum de J
sur E si, et seulement si, ∇J(x�) = 0.

Partie II. Algorithmes

On veut minimiser une fonction J . On se donne un point de départ x0.
Pour construire x1 on veut se rapprocher de min J = J(x�). on veut
J(x1) < J(x0) ; on cherche x1 = x0 + ρ1d1 où d1 est un vecteur de
Rn \ {0} et ρ1 > 0. Quand ρ1 existe, c’est une direction de descente de
pas ρ1.

Schéma : x0 ∈Rn donné ; xk+1 = xk + ρkdk, ρk, dk choisis tels que
J(xk+1) < J(xk).

Pour trouver une direction de descente, le théorème de Taylor-Young donne :
J(xk+1) = J(xk) + ρk

(
∇J(xk)|dk

)
+ o(ρkdk).

Si l’on veut J(xk+1) < J(xk), il suffit de prendre dk = −∇J(xk).

On appelle cet algorithme méthode du gradient.

Le pas ρk est choisi constant ou variable. La méthode à pas optimal propose
un choix qui rend J minimale le long de la direction de descente choisie.

1. Montrer que si le pas est optimal,
(
∇J(xk)|∇J(xk+1)

)
= 0.

2. Soient J ∈C1(E,R),M > 0 et α > 0.

On suppose que ∇J est M -lipschitzienne et

∀(x, y)∈E2,
(
∇J(x)−∇J(y)|x− y

)
� α‖x− y‖2.

Montrer, en utilisant le théorème du point fixe, que l’algorithme du gradient
à pas constant converge. On pourra considérer Sρ : x �→ x− ρ∇J(x).

3. Avec les mêmes hypothèses, montrer que l’algorithme du gradient à pas
optimal converge vers le minimum de J . On pourra utiliser les calculs de
I.6 pour comparer J(xk) et J(xk+1).

Solution

Partie I

1. a. J
(
(1− t)x+ ty

)
=

∥∥(1− t)x+ ty
∥∥ � (1− t)‖x‖+ t‖y‖ car t∈[0, 1].

b. J est affine donc convexe mais pas strictement convexe.
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sur E si, et seulement si, ∇J(x�) = 0.

Partie II. Algorithmes

On veut minimiser une fonction J . On se donne un point de départ x0.
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+ o(ρkdk).

Si l’on veut J(xk+1) < J(xk), il suffit de prendre dk = −∇J(xk).

On appelle cet algorithme méthode du gradient.

Le pas ρk est choisi constant ou variable. La méthode à pas optimal propose
un choix qui rend J minimale le long de la direction de descente choisie.

1. Montrer que si le pas est optimal,
(
∇J(xk)|∇J(xk+1)

)
= 0.

2. Soient J ∈C1(E,R),M > 0 et α > 0.

On suppose que ∇J est M -lipschitzienne et

∀(x, y)∈E2,
(
∇J(x)−∇J(y)|x− y

)
� α‖x− y‖2.

Montrer, en utilisant le théorème du point fixe, que l’algorithme du gradient
à pas constant converge. On pourra considérer Sρ : x �→ x− ρ∇J(x).

3. Avec les mêmes hypothèses, montrer que l’algorithme du gradient à pas
optimal converge vers le minimum de J . On pourra utiliser les calculs de
I.6 pour comparer J(xk) et J(xk+1).

Solution

Partie I

1. a. J
(
(1− t)x+ ty

)
=

∥∥(1− t)x+ ty
∥∥ � (1− t)‖x‖+ t‖y‖ car t∈[0, 1].

b. J est affine donc convexe mais pas strictement convexe.
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c. Comme A∈S++
n , il existe une base orthonormée de Rn constituée de vecteurs

propres de A et l’on a alors :
(
Ax|x

)
=

n∑
i=1

λix
2
i avec 0 < λ1 � λ2 · · · � λn.

L’application R → R, x �→ x2 étant strictement convexe, x �→
(
Ax|x

)
et par suite

J est strictement convexe ; en effet, pour tout x �= y et tout t∈ ]0, 1[,(
(1− t)x+ ty

)2
< (1− t)x2 + ty2 ⇐⇒ t(1− t)(x− y)2 > 0.

2. a. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R2, on peut écrire
J1(x) = ‖x‖2 − ax1 − bx2 + c � ‖x‖2 −

√
a2 + b2‖x‖ − c −−−−−−→

‖x‖→+∞
+∞.

Donc J1 est coercive.

J2(0, p) = −n2 �−−−−→
p→+∞

+∞. Donc J2 n’est pas coercive.

J3(0, p) = 0. Donc J3 n’est pas coercive.

b. Avec les notations de 1.c. et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

J(x) =
1

2

(
Ax|x

)
−
(
b|x

)
�

1

2
λ1‖x‖2−‖b‖·‖x‖ −−−−−−→

‖x‖→+∞
+∞. Donc J est coercive.

c. J(x) =
(
α|x

)
+ β =

n∑
i=1

αixi + β.

S’il existe αi = 0, pour x tel que xi = p∈N et xj = 0 si j �= i, on a J(x) = β.
S’il existe αi < 0, pour x tel que xi = p∈N et xj = 0 si j �= i, on a
J(x) −−−−−−→

‖x‖→+∞
−∞,

S’il existe αi > 0, pour x tel que xi = −p∈N et xj = 0 si j �= i, on a
J(x) −−−−−−→

‖x‖→+∞
−∞.

Autre méthode. Si α = 0, alors J(x) = β. Si α �= 0, on a ∀x∈{α}⊥, J(x) = β.
Dans tous les cas, J est non coercive.

3. a. J étant coercive, soit a∈R
+ tel que, pour tout x∈E tel que
‖x‖ � a, J(x) > J(0E). L’application J étant continue, il en est de même de
sa restriction au compact de E défini par Bf (0E , a). Il existe x1 ∈Bf (0E , a) tel
que, pour tout x∈Bf (0E , a), J(x) � J(x1). Comme J(0E) � J(x1), pour tout
x∈E, J(x) � J(x1) ie. min

x∈E
J(x) = J(x1).

b. Si J est srictement convexe et si m = min
x∈E

J(x) = J(x1) = J(x2) avec x1 �= x2

alors J
(x1 + x2

2

)
<

1

2

(
J(x1) + J(x2)

)
= m ce qui contredit le fait que m est

minimum.

4. Si J est convexe, ∀t∈[0, 1], ∀(u, v)∈C2, J
(
(1− t)u+ tv

)
� (1− t)J(u) + tJ(v).

∀t∈ ]0, 1],
J
(
(1− t)u+ tv

)
− J(u)

t
� J(v)− J(u).

par passage à la limite quand t → 0+ on obtient (1).

Réciproquement (1) appliqué au couple
(
(1− t)u+ tv, u) puis au couple(

(1− t)u+ tv, v
)
avec t∈[0, 1], donne :

J(u) � J
(
(1− t)u+ tv

)
− t

(
∇
(
(1− t)u+ tv

)
|v − u

)
puis

J(v) � J
(
(1− t)u+ tv

)
− (1− t)

(
∇
(
(1− t)u+ tv

)
|v − u

)
.

Si l’on multiplie la première inégalité par (1 − t), la seconde par t et si l’on les
additionne membre à membre, on obtient : (1− t)J(u) + tJ(v) � J

(
(1− t)u+ tv

)
ie. J est convexe.
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5. D’après I.4. si J est convexe, alors, pour tout (u, v)∈C2, on a :
J(v) � J(u) +

(
∇J(u)|v − u

)
et J(u) � J(v) +

(
∇J(v)|u− v

)
.

L’addition membre à membre de ces inégalités donne :

0 �
(
∇J(u)−∇J(v)|v − u

)
ie. (2).

Réciproquement, si (2) est vérifiée, ϕ est de classe C1 sur [0, 1] à valeurs réelles par
composition et ϕ′(t) = J(v)− J(u)−

(
∇J

(
(1− t)u+ tv

)
|v − u

)
.

ϕ′(t1)− ϕ′(t2) =
(
∇J

(
(1− t2)u+ t2v)

)
−∇J

(
(1− t1)u+ t1v

)
|v − u

)
.

Si x = (1− t2)u+ t2v et y = (1− t1)u+ t1v, alors x− y = (t1 − t2)(u− v).
Donc

(
ϕ′(t1)−ϕ′(t2)

)
(t1− t2) � 0 d’après (2). D’où la décroissance de ϕ′. D’après

le théorème de Rolle, comme ϕ(0) = ϕ(1) = 0, il existe c∈ ]0, 1[ tel que ϕ′(c) = 0.
Il s’ensuit que ϕ′ � 0 sur [0, c] et ϕ′ � 0 sur [c, 1]. La fonction ϕ est croissante sur
[0, c] et décroissante sur [c, 1]. D’où ϕ � 0 sur [0, 1] ie. J est convexe.

6. (�) implique que ∇J strictement monotone et donc J est strictement convexe
d’après le résultat admis.

ψ(1) = ψ(0) + ψ′(0) +

∫ 1

0

(
ψ′(t)− ψ′(0)

)
dt ie.

J(y) = J(x) +
(
∇J(x)|y − x

)
+

∫ 1

0

(
∇J

(
x+ t(y − x)

)
−∇J(x)|y − x

)
dt.

D’après (�),

J(y) � J(x) +
(
∇J(x)|y − x

)
+

∫ 1

0

α‖y − x‖2tdt

= J(x) +
(
∇J(x)|y − x

)
+

α

2
‖y − x‖2 (��)

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, J(y) � J(x)−‖∇J(x)‖·‖y−x‖+α

2
‖y−x‖2.

Avec x = 0 on trouve J(y) −−−−−−→
‖y‖→+∞

+∞ ie. J est coercive.

De I.3.a. et b. on déduit que J a un minimum atteint en un unique x� ie. P a une
solution unique.

7. • La condition nécessaire découle du cours.

• Si ∇J(x�) = 0, on déduit de (1) : ∀x, J(x) � J(x�)+
(
∇J(x�)|x−x�

)
= J(x�).

Donc x� réalise le minimum.

Partie II

1. Si J est minimale le long de la direction de descente choisie,
d

dt

[
J
(
xk − t∇J(xk)

)]

t=ρk

= −
(
∇J(xk+1)|∇J(xk)

)
= 0 ⇒ ∇J(xk)⊥∇J(xk+1).

2. Si Sρ : x �→ x− ρ∇J(x), alors Sρ(x)− Sρ(y) = x− y − ρ(∇J(x)−∇J(y)
)
.

‖Sρ(x)− Sρ(y)‖2 = ‖x− y‖2 − 2ρ
(
∇J(x)−∇J(y)|x− y

))
+ ρ2‖∇J(x)−∇J(y)‖2

� ‖x− y‖2
[
1− 2ρα+ ρ2M2

]
= k2‖x− y‖2.

1− 2ρα + ρ2M2 < 1 ⇐⇒ ρ(2α −M2ρ) > 0 ⇐⇒ ρ∈
]
0,

2α

M2

[
· Dans ce cas, Sρ

est contractante. Sρ a un point fixe unique et la suite converge vers ce point fixe.

Remarque : si ρ =
α

M2
, k est le meilleur possible. On a convergence géométrique.

3. Avec les hypothèses, J est coercive et strictement convexe. Donc J a un
minimum unique sur Rn. Celui-ci est caractérisé par ∇J(x�) = 0.
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c. Comme A∈S++
n , il existe une base orthonormée de Rn constituée de vecteurs

propres de A et l’on a alors :
(
Ax|x

)
=

n∑
i=1

λix
2
i avec 0 < λ1 � λ2 · · · � λn.

L’application R → R, x �→ x2 étant strictement convexe, x �→
(
Ax|x

)
et par suite

J est strictement convexe ; en effet, pour tout x �= y et tout t∈ ]0, 1[,(
(1− t)x+ ty

)2
< (1− t)x2 + ty2 ⇐⇒ t(1− t)(x− y)2 > 0.

2. a. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R2, on peut écrire
J1(x) = ‖x‖2 − ax1 − bx2 + c � ‖x‖2 −

√
a2 + b2‖x‖ − c −−−−−−→

‖x‖→+∞
+∞.

Donc J1 est coercive.

J2(0, p) = −n2 �−−−−→
p→+∞

+∞. Donc J2 n’est pas coercive.

J3(0, p) = 0. Donc J3 n’est pas coercive.

b. Avec les notations de 1.c. et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

J(x) =
1

2

(
Ax|x

)
−
(
b|x

)
�

1

2
λ1‖x‖2−‖b‖·‖x‖ −−−−−−→

‖x‖→+∞
+∞. Donc J est coercive.

c. J(x) =
(
α|x

)
+ β =

n∑
i=1

αixi + β.

S’il existe αi = 0, pour x tel que xi = p∈N et xj = 0 si j �= i, on a J(x) = β.
S’il existe αi < 0, pour x tel que xi = p∈N et xj = 0 si j �= i, on a
J(x) −−−−−−→

‖x‖→+∞
−∞,

S’il existe αi > 0, pour x tel que xi = −p∈N et xj = 0 si j �= i, on a
J(x) −−−−−−→

‖x‖→+∞
−∞.

Autre méthode. Si α = 0, alors J(x) = β. Si α �= 0, on a ∀x∈{α}⊥, J(x) = β.
Dans tous les cas, J est non coercive.

3. a. J étant coercive, soit a∈R
+ tel que, pour tout x∈E tel que
‖x‖ � a, J(x) > J(0E). L’application J étant continue, il en est de même de
sa restriction au compact de E défini par Bf (0E , a). Il existe x1 ∈Bf (0E , a) tel
que, pour tout x∈Bf (0E , a), J(x) � J(x1). Comme J(0E) � J(x1), pour tout
x∈E, J(x) � J(x1) ie. min

x∈E
J(x) = J(x1).

b. Si J est srictement convexe et si m = min
x∈E

J(x) = J(x1) = J(x2) avec x1 �= x2

alors J
(x1 + x2

2

)
<

1

2

(
J(x1) + J(x2)

)
= m ce qui contredit le fait que m est

minimum.

4. Si J est convexe, ∀t∈[0, 1], ∀(u, v)∈C2, J
(
(1− t)u+ tv

)
� (1− t)J(u) + tJ(v).

∀t∈ ]0, 1],
J
(
(1− t)u+ tv

)
− J(u)

t
� J(v)− J(u).

par passage à la limite quand t → 0+ on obtient (1).

Réciproquement (1) appliqué au couple
(
(1− t)u+ tv, u) puis au couple(

(1− t)u+ tv, v
)
avec t∈[0, 1], donne :

J(u) � J
(
(1− t)u+ tv

)
− t

(
∇
(
(1− t)u+ tv

)
|v − u

)
puis

J(v) � J
(
(1− t)u+ tv

)
− (1− t)

(
∇
(
(1− t)u+ tv

)
|v − u

)
.

Si l’on multiplie la première inégalité par (1 − t), la seconde par t et si l’on les
additionne membre à membre, on obtient : (1− t)J(u) + tJ(v) � J

(
(1− t)u+ tv

)
ie. J est convexe.
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5. D’après I.4. si J est convexe, alors, pour tout (u, v)∈C2, on a :
J(v) � J(u) +

(
∇J(u)|v − u

)
et J(u) � J(v) +

(
∇J(v)|u− v

)
.

L’addition membre à membre de ces inégalités donne :

0 �
(
∇J(u)−∇J(v)|v − u

)
ie. (2).

Réciproquement, si (2) est vérifiée, ϕ est de classe C1 sur [0, 1] à valeurs réelles par
composition et ϕ′(t) = J(v)− J(u)−

(
∇J

(
(1− t)u+ tv

)
|v − u

)
.

ϕ′(t1)− ϕ′(t2) =
(
∇J

(
(1− t2)u+ t2v)

)
−∇J

(
(1− t1)u+ t1v

)
|v − u

)
.

Si x = (1− t2)u+ t2v et y = (1− t1)u+ t1v, alors x− y = (t1 − t2)(u− v).
Donc

(
ϕ′(t1)−ϕ′(t2)

)
(t1− t2) � 0 d’après (2). D’où la décroissance de ϕ′. D’après

le théorème de Rolle, comme ϕ(0) = ϕ(1) = 0, il existe c∈ ]0, 1[ tel que ϕ′(c) = 0.
Il s’ensuit que ϕ′ � 0 sur [0, c] et ϕ′ � 0 sur [c, 1]. La fonction ϕ est croissante sur
[0, c] et décroissante sur [c, 1]. D’où ϕ � 0 sur [0, 1] ie. J est convexe.

6. (�) implique que ∇J strictement monotone et donc J est strictement convexe
d’après le résultat admis.

ψ(1) = ψ(0) + ψ′(0) +

∫ 1

0

(
ψ′(t)− ψ′(0)

)
dt ie.

J(y) = J(x) +
(
∇J(x)|y − x

)
+

∫ 1

0

(
∇J

(
x+ t(y − x)

)
−∇J(x)|y − x

)
dt.

D’après (�),

J(y) � J(x) +
(
∇J(x)|y − x

)
+

∫ 1

0

α‖y − x‖2tdt

= J(x) +
(
∇J(x)|y − x

)
+

α

2
‖y − x‖2 (��)

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, J(y) � J(x)−‖∇J(x)‖·‖y−x‖+α

2
‖y−x‖2.

Avec x = 0 on trouve J(y) −−−−−−→
‖y‖→+∞

+∞ ie. J est coercive.

De I.3.a. et b. on déduit que J a un minimum atteint en un unique x� ie. P a une
solution unique.

7. • La condition nécessaire découle du cours.

• Si ∇J(x�) = 0, on déduit de (1) : ∀x, J(x) � J(x�)+
(
∇J(x�)|x−x�

)
= J(x�).

Donc x� réalise le minimum.

Partie II

1. Si J est minimale le long de la direction de descente choisie,
d

dt

[
J
(
xk − t∇J(xk)

)]

t=ρk

= −
(
∇J(xk+1)|∇J(xk)

)
= 0 ⇒ ∇J(xk)⊥∇J(xk+1).

2. Si Sρ : x �→ x− ρ∇J(x), alors Sρ(x)− Sρ(y) = x− y − ρ(∇J(x)−∇J(y)
)
.

‖Sρ(x)− Sρ(y)‖2 = ‖x− y‖2 − 2ρ
(
∇J(x)−∇J(y)|x− y

))
+ ρ2‖∇J(x)−∇J(y)‖2

� ‖x− y‖2
[
1− 2ρα+ ρ2M2

]
= k2‖x− y‖2.

1− 2ρα + ρ2M2 < 1 ⇐⇒ ρ(2α −M2ρ) > 0 ⇐⇒ ρ∈
]
0,

2α

M2

[
· Dans ce cas, Sρ

est contractante. Sρ a un point fixe unique et la suite converge vers ce point fixe.

Remarque : si ρ =
α

M2
, k est le meilleur possible. On a convergence géométrique.

3. Avec les hypothèses, J est coercive et strictement convexe. Donc J a un
minimum unique sur Rn. Celui-ci est caractérisé par ∇J(x�) = 0.
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(��) avec x = xk+1 et y = xk donne :

J(xk) � J(xk+1) +
(
∇J(xk+1)|xk − xk+1

)
+

α

2
‖xk − xk+1‖2.

∇J(xk)⊥∇J(xk+1) ⇒
(
∇J(xk+1)|xk+1 − xk

)
= 0.

Donc J(xk) � J(xk+1) +
α

2
‖xk − xk+1‖2 (� � �).

(
J(xk)

)
étant décroissante et minorée par J(x�), converge.

(� � �) ⇒ ‖xk+1 − xk‖2 −−−→
k→∞

0.

∇J étant M -lipschitzienne, ∇J(xk)−∇J(xk+1) −−−→
k→∞

0.

Comme ∇J(xk+1)⊥∇J(xk), on a :
‖∇J(xk)‖2 =

(
∇J(xk)|∇J(xk) −∇J(xk+1)

)
� ‖∇J(xk)‖.‖∇J(xk) −∇J(xk+1)‖

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc ∇J(xk) −−−→
k→∞

0.

D’après l’hypothèse et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

α‖xk − x�‖2 �
(
∇J(xk)−∇J(x�)|xk − x�

)
� ‖∇J(xk)−∇J(x�)‖.‖xk − x�‖.

Comme ∇J(x�) = 0, on a : ∀k∈N, ‖xk − x
�‖ �

1

α

∥∥∇J(xk)
∥∥.

La suite (xk) converge vers x�.
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connexité par arcs 119
convergence

absolue 143
normale 174
série 141
simple 163
suite
uniforme 165,173
dominée 250
en moyenne 207
en moyenne quadratique

convexité 118
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inégalités 335
problème 476

Cauchy-Schwarz (inégalité) 422
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Cholesky (décomposition) 371
classe Ck 199
compact 113
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connexité par arcs 119
convergence

absolue 143
normale 174
série 141
simple 163
suite
uniforme 165,173
dominée 250
en moyenne 207
en moyenne quadratique

convexité 118
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552 CALCUL DIFFÉRENTIEL

(��) avec x = xk+1 et y = xk donne :

J(xk) � J(xk+1) +
(
∇J(xk+1)|xk − xk+1

)
+

α

2
‖xk − xk+1‖2.

∇J(xk)⊥∇J(xk+1) ⇒
(
∇J(xk+1)|xk+1 − xk

)
= 0.

Donc J(xk) � J(xk+1) +
α

2
‖xk − xk+1‖2 (� � �).

(
J(xk)

)
étant décroissante et minorée par J(x�), converge.

(� � �) ⇒ ‖xk+1 − xk‖2 −−−→
k→∞

0.

∇J étant M -lipschitzienne, ∇J(xk)−∇J(xk+1) −−−→
k→∞

0.

Comme ∇J(xk+1)⊥∇J(xk), on a :
‖∇J(xk)‖2 =

(
∇J(xk)|∇J(xk) −∇J(xk+1)

)
� ‖∇J(xk)‖.‖∇J(xk) −∇J(xk+1)‖

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc ∇J(xk) −−−→
k→∞

0.

D’après l’hypothèse et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

α‖xk − x�‖2 �
(
∇J(xk)−∇J(x�)|xk − x�

)
� ‖∇J(xk)−∇J(x�)‖.‖xk − x�‖.

Comme ∇J(x�) = 0, on a : ∀k∈N, ‖xk − x
�‖ �

1

α

∥∥∇J(xk)
∥∥.

La suite (xk) converge vers x�.
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Cayley-Hamilton (théorème) 49
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convolution 277
Courant-Fischer (théorème) 382
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distance 91
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connexité par arcs 119
convergence

absolue 143
normale 174
série 141
simple 163
suite
uniforme 165,173
dominée 250
en moyenne 207
en moyenne quadratique

convexité 118
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convolution 277
Courant-Fischer (théorème) 382
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différentielle 513
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polynômes 58
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méthode 288
transformation 284

Laguerre (polynômes) 353
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Stirling (théorème) 288
subdivision 168
suite

convergentes 97
extraite 100
de fonctions 163
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Hardy (théorème) 251
Hardy-Littlewood (théorème) 383
harmonique (fonction) 529
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Fourier (transformation) 280
frontière 104
G
Galton-Watson 462
Gamma (fonction) 245, 254
gradient 521, 548
Gram-Schmidt (procédé) 353
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moment d’une variable aléatoire 417
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Parseval (égalité) 357
point fixe (théorème) 155
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inégalité de Cauchy-Schwarz 351
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méthode 288
transformation 284

Laguerre (polynômes) 353
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Ce manuel de mathématiques, conforme aux nouveaux programmes, est écrit 
à l’intention des étudiants des classes préparatoires de seconde année des 
filières MP/MP* et MPI/MPI*.

Les auteurs se sont efforcés de respecter le programme où certaines 
démonstrations sont déclarées « hors programme » et d’autres « non exigibles 
des étudiants ». Si les premières ne figurent pas toutes dans ce livre, les 
secondes sont explicitées et pourront n’être abordées qu’en seconde lecture.

Chaque chapitre est à considérer comme un triptyque dont la partie centrale 
serait le cours et les panneaux les exercices et les travaux dirigés :

• le cours contient un très grand nombre d’exemples et de remarques pour 
aider à la compréhension ;

• les 220 exercices sont tous intégralement corrigés ;

• les 57 travaux dirigés prolongent le cours et ouvrent des horizons vers la 
physique, les sciences de l’ingénieur, et les mathématiques enseignées 
dans les écoles d’ingénieur.

Les auteurs n’ont pas privilégié les exercices « rusés » mais les exercices riches 
tant par l’utilisation du cours qu’ils nécessitent que par les espaces de liberté 
qu’ils ouvrent.
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