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Avant-propos

Ce manuel de mathématiques est écrit a l'intention des étudiants des
classes préparatoires de seconde année MP/MP* et MPI/MPI*. 1l est conforme
au programme en vigueur & partir de septembre 2022.

Nous nous sommes efforcés de respecter tant l'esprit que la lettre du
programme qui a été rédigé de fagon a la fois directive pour les enseignants et
contraignante pour les examinateurs des concours.

Les démonstrations « hors programme » sont omises et celles déclarées « non
exigibles des étudiants » sont signalées. Ces dernieres sont explicitées et pourront
n’étre abordées qu’en seconde lecture.

Les notations sont celles indiquées dans le contrat (le programme) ou celles
que la tradition mathématique a consacrées.

Chaque chapitre est a considérer comme un triptyque dont la partie centrale
serait le cours et les panneaux les exercices et les travaux dirigés. Les exercices sont
tous intégralement corrigés. Les travaux dirigés prolongent le cours et ouvrent des
horizons vers les sciences physique, les sciences de I'ingénieur, et les mathématiques
enseignées dans les Ecoles d’ingénieur.

Nous n’avons pas privilégié les exercices «rusés» mais les exercices riches
tant par I'utilisation du cours qu’ils nécessitent que par les espaces de liberté qu’ils
ouvrent.

Des coquilles 7 Il en reste probablement ! Nous serons heureux d’accueillir
toutes les observations de nos lecteurs.

On ne fait pas de mathématiques seul et ex nihilo. Nous saluons nos
prédécesseurs universitaires et professeurs de classes préparatoires scientifiques
qui ceuvrent depuis longtemps a I’amélioration et I’évolution de ’enseignement des
mathématiques, et ont contribué de facon induite & la réalisation de cet ouvrage.
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Index des notations

F(E, F) : ensemble des applications de E dans F.

C(E, F) : ensemble des applications continues sur F et a valeurs dans F'.
CM(I, E) : ensemble des applications continues par morceaux de F (I, F').
Ck(I, E) : ensemble des applications de classe C* sur I & valeurs dans E.
L(E,F) : espace vectoriel des applications linéaires de FE dans F.

L.(E, F) : espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F.
GL(E) : groupe linéaire de E.

I : application identique dans F.

O(E) : groupe orthogonal de E.

My, »(K) : espace vectoriel des matrices (n,p) a coefficients dans K.

M, (K) : algebre des matrices carrées (n,n) a coefficients dans K.

GL,,(K) groupe des éléments inversibles de I, (K).

I, : élément unité de M, (K).

O(n) : groupe des matrices orthogonales de 9, (R).

Sy (R) : ensemble des matrices symétriques de 9, (R).

G, : groupe symétrique.

Ker : noyau.

'‘M=MT . transposée de la matrice M.

Im : image.

det : déterminant.

Card : cardinal.

Vect(A) : sous-espace vectoriel engendré par A.

I4 : fonction caractéristique de A.

d(z, F) : distance du vecteur = au sous-espace vectoriel F'.
[a,b] = [a,b] N Z.

d;,; : symbole de Kronecker. §; ; = 1 si ¢ = j et 0 sinon.
V(X) : variance d’une variable aléatoire X.

E(X) : espérance mathématique d’une variable aléatoire X.



Algebre générale

I. Groupes et sous-groupes

1. Groupes

Nous rappelons dans ce tout premier paragraphe, des résultats vus en MPSI.

1.1. Définition
Un ensemble G # () muni d’une Ioi de composition interne x est un groupe
si cette loi est associative, s’il existe un élément neutre et si tout élément
de G a un symétrique pour la loi x dans G. Si de plus * est commutative,
le groupe est dit commutatif ou abélien.

1.2. Exemples

(K, +) est un groupe abélien si K = Z, Q, R ou C.

(K*, x) est un groupe abélien si K=Q, R, C, Q4,R;,U,U,,.

(S(E), o) est le groupe des permutations (bijections) de ’ensemble E.

(&,,0) : groupe des permutations de [1,n] est le groupe symétrique d’ordre n.
1.3. Propriétés

e Dans un groupe, 1’élément neutre est unique.

e Dans un groupe, le symétrique de tout élément est unique.

e Si a,b sont deux éléments d'un groupe (G, .), alors (a.b)~! =b"1.a L.
2. Produit de groupes

2.1. Théoréme et définition
Si G, et G sont deux groupes, alors Gy X Go est muni d’une loi de
composition interne notée :
(x1,22) + (y1,92) = (1 + y1, T2 + y2) en notation additive,
(z1,22) X (y1,y2) = (x1 - y1, T2 - y2) en notation multiplicative.
Muni de cette loi G1 X G2 a une structure de groupe.

2.2. Exemples
SiK e {Z, Q, R, C} alors, pour n > 2, (K", +) est un groupe abélien.

3. Sous-groupes

3.1. Définition
Une partie non vide H de G est un sous-groupe de (G,x) si elle est stable
par x et si, munie de la loi induite, elle a une structure de groupe.



2 ALGEBRE GENERALE

3.2. Caractérisations
Soit (G, *) un groupe. H est un sous-groupe de (G, *) si I'une des assertions
équivalentes suivantes est vraie.

(i) (H C G), (H #* @) et (V(x,y) € H? zxy € H) oty est le symétrique
de y dans G.

(i) (HCG@),(H#0),(V(z,y) € H*,xxyc Hety € H) oty est le
symétrique de y dans G.

3.3. Exemples
e {—1,1} est un sous-groupe de (R*, x).
o Z[i] = {2 € C | 3(a,b) € Z?, 2 = a + ib} est un sous-groupe de (C, +).
e K = {2 = (2;) € K!| 2; = 0 sauf sur une partie finie de I} est un sous-groupe
additif de K’.
e Si G est un groupe additif (resp. multiplicatif), le sous-groupe gr(a) défini par :
gr(a) = {ka | k € Z} (resp. {a* | k € Z}) est le sous-groupe de G engendré par
I’élément a de G.
3.4. Intersection
Soit (G,-) un groupe. Si (G;);c 1 est une famille de sous-groupes de (G, -),
alors leur intersection est un sous-groupe de G.

Démonstration

Notons F' l'intersection des G;,i € I et e I’élément neutre de G. Comme e € Gj,
pour tout i € I, on a e € F. Si (x,y) € F?, alors (z,y) € G? pour tout i € I. Comme
les G; sont des sous-groupes de G, pour tout i €I, zy~ ' € G;. Donc zy~ '€ F. 1l
s’ensuit que F' est un sous-groupe de G.0O

Remarque

La réunion de sous-groupes n’est en général pas un sous-groupe. En effet, R? muni
de la loi + définie par (x,y) + (2/,y') = (z + o',y + ') est un groupe, d’apres
2.2. On montre aisément que G; = R x {0} et G2 = {0} x R sont des sous-
groupes de (R?,+), mais que G; U G5 n’est pas un sous-groupe de (R?,+); en
effet, (1,1) = (1,0) + (0,1) ¢ G; U G2 alors que (1,0) € G; C G1 U G2 et que
(O, 1) €Gy C G1 UG,.

Mais, si V(i,j) € I?,3k€1,G; UG, C G, on vérifie aisément que la réunion des
G; est un sous-groupe de G.

En particulier si I = N et si la suite (Gy)n>0 est croissante (pour l'inclusion), la
réunion des G, est un sous-groupe de G.

4. Génération

4.1. Définition
Soit (G,.) un groupe et A une partie de G. L’intersection des sous-groupes
de (G,.) contenant A est le plus petit sous-groupe de G contenant A. On
lappelle le sous-groupe de (G,.) engendré par A, on le note gr(A). On
dit aussi que A est une partie génératrice de gr(A).

Comme intersection de sous-groupes, gr(A) est un sous-groupe de (G, .).
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4.2. Théoreme
Soient (G,.) un groupe d’élément neutre e et A une partie de G.
Si A = 0, alors gr(A) = {e}, sinon, gr(A) est I'ensemble des produits

afl ...asm ou n varie dans N* et pour 1 < i < n, les a; sont dans A et

les €; dans {—1,1}.

Démonstration

Si A est non vide, il suffit de montrer que '’ensemble H des produits a$' ...aZ»
ou n varie dans N* et pour 1 < 7 < n, les a; sont dans A et les ; dans Z, est un
sous-groupe de G contenant A.

Siae€ A, alors a = a' € H. Donc H est non vide et contient A.

Si x et y sont éléments de H, il existe deux entiers naturels p et g tels que
r=al"...ap", y= bfl ...bg“ ot (a;,b;) € A? et (o, B;) € Z2.

Donc y~! = b;ﬁ"...bfﬂl €CHetzy 'cH.O

4.3. Exemples

e {1} est une partie génératrice du groupe (Z, +).

e RU {i} est une partie génératrice du groupe (C,+).

e Si E est un plan vectoriel euclidien, (O(FE), o) est engendré par I’ensemble des
réflexions de E.

e Si 7;; est la transposition de [1,n] qui échange ¢ et j, les parties A, B et C
suivantes sont des parties génératrices du groupe symétrique (S, o).

A={ri;|(i,j) € [Ln]*}s B ={mip1li € [Ln[};

C = {m1,2,7} ol r est la permutation circulaire notée (; § " ; L T)

S, = gr(A) est un théoreme vu en MPSI.
S, = gr(C) peut se déduire de &,, = gr(B). Il suffit de vérifier que :

1 2 ... (n—i) (n—i+1l) ... n
i+1 i+2 ... n 1 z>
Montrons que &,, = gr(B). Comme &,, = gr(A), il suffit de montrer que si i < j,
7i,; est produit d’éléments de B, puisque Tk_)t} = Tk
La permutation ¢ = 7j_; j0Tj_2 O - 0Tiq1 j420T; ;41 est élément de &,. On a
o(t)=jmaiso(t+1)=4,0(i+2)=i+1,...,0(j —1) = j. On vérifie aisément
que 7; ; = T3,441°Ti4+1,i42°...7j-2,j—1°0.

4.4. Définition
Un groupe est dit monogéne s’il admet une partie génératrice réduite a un
élément. Un groupe monogéne fini est appelé groupe cyclique.

— et —1 i
Tit1,i42 = T OT1 20T ", Carr =

4.5. Définition

Soit (G,.) un groupe d’élément neutre e. On appelle ordre d’un élément x
de G, s’il existe, le plus petit entier positif non nul n tel que x™ = e. Si un
tel entier n’existe pas, on dit que I'élément x est d’ordre infini.

4.6. Théoreme
Soit (G,.) un groupe et x un élément de G d’ordre n. Alors tout entier
naturel k non nul tel que ¥ = e est divisible par n.
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Démonstration
Si k € N* et ¥ = e, par division euclidienne par n, on a k = ng-+r avec 0 < r < n.
Donc e = 2% = (") 2" = 2". Comme r < n, par définition de n, on a r = 0.0
Exemple
Dans (U,-), le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1, les
éléments i, j, —j et ¢j sont d’ordres respectifs : 4, 3, 6 et 12.
4.7. Complément

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble non vide E. Si l'on

note cl(z) la classe d’équivalence de x ie. {&' € E|xz'Rx}, Les classes
d’équivalence forment une partition de E.

Démonstration

e Pour tout = € E, cl(z) # (). En effet, x € cl(x) puisque R est réflexive.

e Pour tout (x,y) € E?, cl(x) # cl(y) = cl(x) Ncl(y) = 0.

En effet, en raisonnant par contraposition, on a puisque R est symétrique :
zed(z)Nely) = [(zRz) et (2Ry)] = aRy. D’ott cl(x) = cl(y).

e [ est réunion des classes d’équivalence. En effet, pour tout x de E, on a :
x € d(x) C U cl(y). L’inclusion inverse est évidente puisqu'une réunion de

yeE
parties de F est incluse dans E.0O

4.8. Théoréme de Lagrange
| Si G est fini, le cardinal de tout sous-groupe de (G, .) divise Card [G].

Démonstration

On montre que si H est un sous-groupe de G, la relation binaire définie par
2Ry <= zy ! € H est une relation d’équivalence.

Pour z € G la classe de z modulo cette relation d’équivalence est donc :

O(x) = {yeGly = xz,2€ H} = zH. Donc Card [O(z)] = Card [H|. Comme
les classes d’équivalence forment une partition de G et qu’elles ont toutes méme
cardinal, on a le résultat. O

4.9. Corollaire
Si G est fini de cardinal n, Iordre de tout élément de G divise n. En
particulier, a™ = e quel que soit a élément de G.

Démonstration
Siw est lordre de a € G, alors a¥ = e. Le groupe cyclique gr(a) étant isomorphe &
Z/wZ, son cardinal est w et w divise n d’apres le corollaire précédent. Donc n = wr
avec 7 € N. D’ou a” = e.O

5. Sous-groupes du groupe (Z,+)

H est un sous-groupe de (Z,+) si, et seulement si, il existe un unique n € N
tel que H = nZ.

Démonstration

Si H = {0}, alors H = 0Z. Supposons H # {0}. Alors il existe z € H \ {0}.
Comme H est un sous-groupe de (Z,+), I'élément —x appartient & H, donc
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|| € HNZ% = H'. Dot H' est une partie non vide de N. Il existe un unique
n € N* tel que n = n%\lin(H’). Le sous-groupe de H engendré par n ie. (n) = nZ

est inclus dans H. Inversement, si z est un élément quelconque de H, par division
euclidienne, x = ng + 7 ol (¢,7) € Z% et 0 < r < n. Comme ng € nZ C H qui est
sous-groupe de (Z,+), r = x — ng est élément de H. Comme r < n, donc r & H'.
D’ot r = 0 et x = ng € nZ. L'unicité du plus petit élément strictement positif de
H implique 'unicité de a € N* tel que H = aZ si H # {0}-O

II. Morphismes de groupes

1. Définition
Si (G,T) et (G',T") sont deux groupes, une application f de G dans G’ est
un morphisme de groupes si, pour tout (x,y) € G2, f(x Ty) = f(x)T" f(y).
2. Propriétés
On conserve les notations de la définition précédente.
a) L’image par f du neutre de (G, T) est le neutre de (G',T").
b) L’image par f du symétrique de x € G pour la loi T est le symétrique de
f(z) € G’ pour la loi T".
¢) f(G) est un sous-groupe de (G',T").
d) L’image réciproque de I'élément neutre ¢’ de (G',T”), appelée le noyau du
morphisme f et notée Ker(f), est un sous-groupe de (G,T).
e) f est injective si, et seulement si, Ker(f) est réduit a I’élément neutre de (G, T).
f) Si f est un isomorphisme de groupes ie. si f est un morphisme bijectif de
groupes, il en est de méme de f~1.
Démonstrations
a) Si e est 'élément neutre dans G et €' I’élément neutre dans G’, pour tout
x€G, 2Te=eTx=e= f(x)T' f(e) = f(e)T' f(z) = f(e) = f(e) =€
b) Si T2’ = a'Tx = e, alors f(x)T'f(a") = f(2')T' f(x) = f(e) = ¢'. Donc f(z')
est le symétrique de f(z) dans le groupe (G',T").
c) On a déja f(e) =€’ € f(G). Donc f(G) est non vide. Si a et b sont éléments de
f(G), il existe z et y dans G tels que a = f(z) et b= f(y). Si ¥/ est le symétrique
de b pour T”, on a vu que b’ = f(y’') ol ' est le symétrique de y dans G pour T.
Donc aT'd = f(x)T'f(y') = f(aTy') € f(G) car (G,T) est un groupe.
Donc f(G) est un sous-groupe de (G',T").
d) Ker(f) = f~'({¢'}) = {x € G| f(z) = €'} contient e, d’apres a), donc Ker(f)
est non vide. Si (z,y) € (Ker(f))2 f(@Ty) = f()T' f(y) =e'T'e =¢'.
Si ¢y est le symétrique de y dans G pour T, alors f(y’) est le symétrique de f(y)
dans G’ pour T7. Done f(y) =€’ = f(y') =€ i.e. y €Ker(f).
Donc Ker(f) est un sous-groupe de (G, -).
e) Si f est injective, x € Ker(f) < f(x) =€ < f(z) = fle)=>x=e.
Dongc, si f est injective, son noyau est réduit a {e}-

Réciproquement si Ker(f) = {e}» pour tout z,y€G, f(x) = f(y) implique
f(@)T' f(y') = € d’apres b), si ¥’ est le symétrique de y dans G pour T. Comme
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f est un morphisme, f(zTy’) = €' i.e. Ty € Ker(f). Comme Ker(f) = {e}; il
s’ensuit que Ty = e ce qui équivaut & z = y. Donc f est injective.

f) 11 suffit de prouver que f~! est un morphisme de groupes.

Soit (2’,y’) € G2, il existe un unique couple (z,y) € G? tel que :

' = f(z) et y' = f(y) puisque f est bijective.

fHENT ) = aTy = f7(f(=Ty) = f7H(f(@)T'f(y)) car f est un
morphisme. Donc f~1(2\Tf~(y') = f~H(2'T"y'). O

3. Exemples

e In est un isomorphisme du groupe (]Ri, x) sur le groupe (R, +).

e det est un morphisme du groupe (GL,(C), x) dans le groupe (C*,.).

e L’application ¢ : 6,, — {—1,1},0 — &(0), la signature de la permutation o, est
un morphisme de groupes.

ITI. Groupes monogenes et cycliques

1. Congruence modulo n

1.1. Théoréme et définition
Pour n € N donné, Ia relation R définie sur Z par xRy si, et seulement si,
x — 1y € nZ, est une relation d’équivalence appelée relation de congruence
modulo n. On note xRy : x =y [mod n].

La classe d’équivalence de x modulon est T ={y € Z | x =y [mod n] }.
Z/nZ est I'ensemble quotient Z/R.

Démonstration

R est réflexive car 0 € nZ puisque (nZ est un sous-groupe de (Z, —|—)) (1)
R est symétrique car si z € nZ, alors —z € nZ d’apres (1).

R est transitive d’apres (1), car (z — 2) = (z —y) + (y — 2).

Donc R est une relation d’équivalence sur Z.0O

1.2. Proposition

(7,y) appartenant a Z? et n étant un entier naturel non nul, * = y [mod n]
si, et seulement si, x et y ont méme reste dans la division euclidienne par n.

Démonstration
Siz=nqg+rety=ng +ravec (q,¢,r) € Z3, alors x —y = n(q — ¢') € nZ.
Réciproquement, si x = y [mod n], il existe k € Z tel que x — y = nk.
Si 7 est le reste de la division euclidienne de y par n, alors y = np+rou 0 < r < n,
donc z = n(p + k) + r. De 'unicité du couple quotient-reste dans la division
euclidienne, on déduit que r est le reste de la division euclidienne de x par n.0O
1.3. Conséquence

Sin>2, Z/nZ={0,1,....n—1}
En effet, les seuls restes possibles sont 0,1,...,(n —1). Donc, si z = ng + r, alors
z =r [mod n] je. T=T.
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1.4. Compatibilité

Soit n € N*. Si x = 2’ [mod n] et y =y’ [mod n], alors :

r+y =12 +vy [modn] et xy =2y’ [mod n).
Démonstration
L’hypothese s’écrit (z — a2’ € nZ et y —y' € nZ) ou (z =2’ + nk et y =y + nk’)
avec (k, k') € Z2. Donc :
(x+y)— (' +y)=(x—2')+ (y—y') € nZ car nZ est un sous-groupe de (Z, +).
D’autre part xy — 2’y = n(nkk’ + ky' + kK'z) € nZ.O
1.5. Conséquence
x =y [mod n] = Vp € N,zP = y? [mod n].

Exercice
Déterminer, pour n € N, les restes R, de la division euclidienne de 3™ par 5.
Solution
3 =3 [mod 5] = 32 =4 [mod 5] = 3% =2 [mod 5] = 3* =1 [mod 5.
vneN,3l(q,r) eN?n=4q+7r0<r <4
Comme 3" = (3*)93", on a : 3" = 3" [mod 5]. D’ot la conclusion.
Sin =0 [mod 4], alors R, = 1. Sin =1 [mod 4], alors R,, = 3.
Si n =2 [mod 4], alors R,, = 4. Si n = 3 [mod 4], alors R,, = 2.

2. Morphisme canonique

2.1. Définition
Soit n € N. L’application 7, : Z — Z/nZ,x — T est surjective. On appelle
la surjection canonique de Z sur Z/nZ.

2.2. Théoréme et définition

On définit une loi de composition interne notée + sur Z/nZ en posant :
T+y=z+y.

Z/nZ est alors muni d’une structure de groupe abélien et m, est un

morphisme de groupes additifs.

Démonstration

On déduit de C.1.4. que siT =T et y =7, alors T + y = 2’ + 3. Donc on a bien
défini une loi de composition interne sur Z/nZ. On a : 7, (z +y) = 7 (z) + 70 (y).
Comme 7, est surjective et (Z,+) un groupe abélien, Z/nZ est alors muni d’une
structure de groupe abélien. O

3. Groupes cycliques

3.1. Théoréeme
Soit G' un groupe et a € G. Le morphisme k + ka (ou k +— a*) du groupe
(Z,+) dans G a pour image le groupe monogéne gr(a) et pour noyau nZ.

Sin =0, gr(a) est isomorphe a (Z,+).
Sin #0, gr(a) est isomorphe a (Z/nZ,+) donc cyclique.
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Démonstration
(Dans le cas ot la loi sur G est multiplicative). Donc gr(a) = {a* | k € Z}.

L’application ¢ : Z — gr(a), k + a* est un morphisme surjectif de groupes. Ker(¢)
étant un sous-groupe de (Z, +), il existe un unique n € N tel que Ker(p) = nZ.

e Sin =0, est injective, donc bijective et réalise un isomorphisme de (Z,+) sur
(gr(a),.).
e Sin > 0, soit 7, la surjection canonique de Z sur Z/nZ, montrons qu’il existe
une unique ¢ : Z/nZ — gr(a) telle que ¢ = pom, et que P est un isomorphisme
de groupes.
Si @ existe, alors pour tout k € Z, p(k) = (por) (k) = p(k). Elle est donc unique.
De plus, elle est surjective puisque ¢ ’est. D’autre part, on a :
aF=ad" = "V = = k—FK eKer(p) =nZ <= k=F. (%)
Donc, on définit bien une application @ de Z/nZ dans gr(a) en posant B(k) = a*.
De plus, elle est injective d’apres (x). Elle est un isomorphisme de groupes car
Pk +F) =k + k) = o(k) p(k') = a* a* = B(k) p(F). O
3.2. Théoréme
Soit n € N,n > 2. Un élément T est générateur du groupe (Z/nZ,+) si, et
seulement si, x et n sont premiers entre eux.

Démonstration

T est générateur du groupe (Z/nZ,+) si, et seulement si, il existe y € Z tel que

1 =y7 ie. (il existe (y,2) € Z? tel que 1 = zy + nz), ce qui, d’apres le théoréme

de Bézout, équivaut a (x et n sont premiers entre eux).O

3.3. Exemple

Soit n € N*. L'ensemble U,, = {z € C|2z" = 1} = {w*|0 < k < n — 1} ou
o

w = exp (ﬂ) est un sous-groupe cyclique de ((C*7 .) isomorphe & (Z/nZ,+). Ses
n

2ikm

générateurs sont les ay = exp ( ) ou k et n sont premiers entre eux.

IV. Anneaux

1. Définitions

1. Définition
(A, +, ) est un anneau si (A, +) est un groupe abélien, la loi x est asociative
et distributive par rapport a la loi + et si A admet un élément neutre 14
pour la loi .
Si la loi % est commutative, ’anneau est dit commutatif.

Exemples

Si K est I'un des ensembles Z, Q, R, C, les ensembles K, K[X], F(A4,K), KN sont
munis d’une structure d’anneau commutatif et 91, (K) d’une structure d’anneau
non commutatif.

Si (E,+,.) est un K espace vectoriel, (L(E), +,0) est un anneau.
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2. Définition

Soit (A, +,*) un anneau. Une partie A" de A est un sous-anneau de (A, +, %)
sily € A, si A’ est stable par les lois + et x et si, muni des lois induites,
c’est un anneau.

On en déduit immédiatement, comme pour les sous-groupes, la caractérisation
suivante.

3. Caractérisation
Soit (A, 4+, *) un anneau. Une partie A’ de A est un sous-anneau de (A, +,*)
si, et seulement si, 14 € A" et (V(z,y) € A%,z —ye A etzxyc A).

Exemples
e Z[i] = {p +iq| (p,q) € Z*} est un sous-anneau de (C,+,.).
e C(R,C) est un sous-anneau de (F(R,C),+,.).

4. Définition
(K, +,x) est un corps si (K,+,*) est un anneau commutatif et si tout
élément non nul de K est inversible dans K (pour la loi *).

Exemples

Q, R, Cet Qli] = {p+iq|(p,q) € Q*} sont des corps.

5. Définition

On appelle sous-corps d’un corps (K, +,.) tout sous-anneau K’ qui, pour
les lois induites, est un corps.

6. Définition : anneau produit
Si Ay et Ay sont des anneaux, Ay X As est muni de deux lois de composition
internes notées :

(z1,22) + (y1,92) = (¥1 + Y1, 22 + ¥2),

(z1,22) X (y1,92) = (¥1 - Y1, 22 - Y2).
Muni de ces lois, A1 X Ay a une structure d’anneau.

7. Eléments remarquables dans un anneau

7.1. Définition
Dans un anneau (A, +,x), on appelle diviseur de zéro a gauche (resp. a
droite) tout élément a € A\ {04} tel que : 3b € A\ {04}, axb=04 (resp.
bxa=04).

7.2. Définition

| Un anneau commutatif sans diviseurs de zéro est dit intégre.

Dans un tel anneau, axb =04 = (a =04 ou b= ()A).

Exemples

e Z, Q, R, C sont des anneaux integres.

e KN = F(N,K) n’est pas un anneau integre. En effet, si a = (a,,) et b = (b,,) sont
tels que agp = bopy1 =1 et by, = agp41 = 0, alors a.b = 0 avec a et b non nuls.

e M, (K) est un anneau non commutatif avec des diviseurs de zéro.

En effet, si (F; j)1<ij<n €St sa base canonique, E; jEx o = 6; 1 E; ¢.
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7.3. Définition

‘ Un élément a de Panneau (A, +,x) est nilpotent si : IneN*,a" = 04.

7.4. Proposition
Soit a un élément d’un anneau (A, +,.).
(i) Sia est nilpotent non nul, a est un diviseur de zéro.

(ii) Sia est nilpotent, alors 14 — a est inversible et
oo

(1g—a) t= Zak =la4+a+---+a" L
k=0
Démonstration
(i) In = 2 tel que a™ = 04, soit p = min{n € N|a™ =04}.
Alors a*xaP ! =aP L xa = 04.
(ii) Si a est nilpotent,
(la—a)la+a+--+a"V)=Oa+a+ - +a"1(1g—a)=14.
La conclusion est immédiate. O
7.5. Théoreme et définition
L’ensemble U(A) des éléments inversibles de I'anneau (A, +,*) est stable

par la loi x. Muni de la loi induite, c’est un groupe appelé groupe des
unités de A.

Démonstration
U(A) # D car 14 € U(A) puisque 14 x14 = 14.
U(A) est stable par la loi % car, si (a,b) € (Z/{(A))z7 (axb)"L=b"txa"t cU(A).
SiaceU(A),a ™t €U(A) car (a7 =a.
La loi x est associative dans A donc dans U(A).O
Exemples
e U(Z)={-1,1}; UK) =K\ {0} si (K, +,.) est un corps.
o U (M, (K)) = GL, (K).
o UK[X]) = K\ {0}
2. Idéaux d’un anneau commutatif

1. Définition
On appelle idéal d’un anneau commutatif (A, +,-) tout sous-groupe I de
(A,+) tel que a - x € I quel que soit (a,z) € A x I.

2. Théoreme et définition

Soit (A,+,) un anneau commutatif et a € A. La partie notée (a) ou
a A= {ax|z € A} est un idéal de (A, +,-). On l'appelle I'idéal engendré
par a.

Démonstration
Si 14 est I’élément neutre pour la multiplication, alors (a) # 0 car a = aly € (a).
Si (z,y) € (aA)?, il existe (2/,y') € A% tel que © = ax’ et y = ay’.

x—y=a(r' —y)€a A= (a) car (A,+,") est un anneau.
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Pour tout z € A, on a zz = a(z'z2) € (a).0

Exemples

o Aet {04} sont des idéaux de (A, +,-).

e Pour tout n € Z, la partie nZ est un idéal de (Z, +, -).

e Pour tout P € K[X], la partie (P) = PK[X] est un idéal de (K[X], +, ).

e Soit x1, ..., z, une famille d’éléments de ’'anneau commutatif (A4, +, ). L’ensemble
des éléments de la forme A\jx1 + -+ + A\, x, ou les \; décrivent A est un idéal de

(A,+,-). En effet, la somme de deux éléments de ce type est du méme type et si
I’on multiplie par un élément de ’anneau, on obtient un élément du méme type.

Remarque : (a) = A si, et seulement si, a est inversible.
Eneffet : (a) = A <= (la € (a)) < (By€ A, ay=14) < a € U(A), car
Panneau (A4, +,-) est commutatif.

3. Divisibilité dans un anneau intéegre

3.1. Définition
Soit (A, 4+, ) un anneau intégre. On dit que x divise y (dans A), et I'on note
x|y, s’il existe un élément q de A tel que y = qz.

3.2. Théoréme

| Avec les notations de la définition précédente, x|y < (y) C (z).

Démonstration
Si z|y, pour tout a € A, ya = (ga)r = (y) C (z).
Réciproquement, (y) C (z) = y € (z) = z|y.O
4. Morphisme d’anneaux

4.1. Définition

Soient (A,+,-) et (A’,+,) deux anneaux. Une application ¢ de A dans A’
est un morphisme d’anneaux si p(14) = 14/ et si :

V(x,y) € A% (x4 y) = o(x) + 0(y) et o(z-y) = (z) - o(y).
4.2. Théoréme

Soient (A,+,-) et (A’,+,-) deux anneaux dont le premier est commutatif
et ¢ un morphisme d’anneaux. Le noyau de ¢ est un idéal de (A, +,-).

Démonstration
En tant que morphisme de groupes additifs, Ker(y) est un sous-groupe de (A4, +).
D’autre part, si € Ker(p) et a € A, p(a-z) = ¢(a) - p(z) = p(a) - 04 = 04,.0

4.3. Théoréme
Soient (A,+,-) et (A’,+,-) deux anneaux commutatifs et f un morphisme
d’anneaux.
(i) Sil est un idéal de (A,+,"), alors f(I) est un idéal de (f(A),+,").

(ii) Si I’ est un idéal de (A’,+,.), alors f=1(I') est un idéal de (A, +,).

Démonstration

(i) 0ar = f(04) € f(1).
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V(' y) €(f(1))% Az,y) €I, 2" = f(z) et y' = f(y).

' —y = f(z) — fly) = f(x — y) car f est un morphisme d’anneaux.

Vo' € f(A),Jae A,d' = f(a) = d'z’ = f(ax) € f(I) car I est un idéal de A et f
est un morphisme d’anneaux.

Il s’ensuit que f(I) est un idéal de f(A).

(i) 04 Ef_l(fl) car 04 = f(04) €.

Soient z,y € f~1(I'). On a f(x —y) = f(z) — f(y) €I’ car I’ est un idéal de A’,
donc z —y € f~H(I').

Sia€ A, alors f(ax) = f(a)f(z) €I’ car I' est un idéal de A’. Donc ax € f~1(I).
On peut conclure que f~1(I’) est un idéal de A.O

3. Idéaux de Z; anneaux (Z/nZ,+,-)

1. Théoréme
I est un idéal de (Z,+,-) si, et seulement si, il existe un unique n € N tel
que I = nZ.

Démonstration
Pour tout n € N, (n) = nZ est un idéal de (Z, +, -).
Réciproquement, si I est un idéal de (Z, +, -), alors I est un sous-groupe de (Z, +)
d’ou le résultat d’apres A.5.0
Par une démonstration analogue a celle de C.2.2. on montre
2. Théoréme et définition
Soit n € Nyn > 2. On définit sur Z/nZ une multiplication en posant :
Ty =7y
(Z/nZ,+,-) est un anneau commutatif.

L’application m, : Z — Z/nZ,x — T est un morphisme surjectif d’anneaux.

Exemples
Tables d’addition et de multiplication pour n € {3,4}
Addition dans Z/37Z Multiplication dans Z/37Z
0[1]2 0[1]2
0[0]1]2 0[{0]0]0
1[1]2]0 1[0]1]2
2(2]0]1 2(0]2]1
Addition dans Z/4Z Multiplication dans Z/4Z
0[1]2]3 0[1]2]3
0/0]1]2]3 0[{0/0]0]0
1]1]2|3]0 1]0[1]2]3
212]13|0]1 2/012|0]2
313]0]1]2 31013]2]1

On remarque que Z/3Z est un corps commutatif, alors que Z/47Z n’est pas integre.
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3. Théoréme chinois
Sim et n sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux, les anneaux
Z/mnZ et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes.

Démonstration

Définissons f de Z/mnZ dans Z/mZ x Z/nZ en posant pour tout y € Z/mnZ,
f(y) = (Wm(x)aﬂ—n(x)) avec y = 7rmn(x)‘

f est bien une application car si y = mpn(21) = Tmn(x2), alors (21 — x2) € mnZ.
D’ou (x1—x2) € mZ et (x1—x2) € nZ. D’ott mp (1) = T (T2) €t Ty (21) = mp(22).
On vérifie que f est morphisme d’anneaux.

f est injective. En effet, si f(y) = (0,0) alors y = mpn(x) avec mp(z) = 0 et
mn(xz) = 0. D’ott & € mZ et € nZ. Or m et n sont premiers entre eux. Donc
x € mnZ ie. Tpp(x) =0=y.

Comme les ensembles Z/mnZ et Z/mZ x Z/nZ ont méme cardinal, f est bijective
et le théoreme est prouvé. O

4. Corollaire

Le systéme (1) { © = 21 [mod 7]

_ oum An =1, a des solutions dans Z.
x = xo[mod m]

Démonstration

Avec les notations de la démonstration précédente,

(1) <= (mm(@),Tn(2)) = (Tm(22), ™0 (21)).

(1) <= f(y)=(mm(22), (1)) avec les notations de la preuve précédente.
f étant bijective, la réponse a la question est positive.

D’apres le théoréme de Bézout, il existe (u,v) € Z2 tel que un + vm = 1.
Les nuxo + mvzy + kmn ou k parcourt Z, sont solutions du systeme. O
5. Fonction indicatrice d’Euler
5.1. Théoréme et définition
Soitn € N,n > 2. AlorsU(Z/nZ) = {Z|xAn = 1}. Son cardinal est ¢ (n) ot
@ est la fonction indicatrice d’Euler. Pour tout a € L[(Z/nZ),ﬁ“"(”) =1.
Démonstration

T est inversible si, et seulement si, il existe 7 tel que -7 = 1. (%)
(*) <= zy=1[ mod n| < (Elq €Z,xy —qn = 1) — (m An = 1) d’apres
le théoreme de Bézout.

La fin du théoréme est une conséquence du théoreme de Lagrange. O

5.2. Propriétés
(i) Sin e Nyn > 2, et si pi*...pp" est «sa décomposition en facteurs

k
1
premiersy , p1 < pa < --- < pj et a; € N*, alors p(n) = nH (1 - —)~
. Pi
i=1

(ii) Soit n € N,n > 2. Alorsn = Zcp(d).
d|n
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Démonstration
i) o (u,v) est inversible dans anneau Z/mZ x Z/nZ si, et seulement si, il existe
(u',v") dans lanneau tel que (uu’,vv") = (1,1), c’est-a-dire uu’ = 1 et vv’ =1 ie.
u (resp. v) est inversible dans Z/mZ (resp. Z/nZ). Compte tenu de I'isomorphisme
défini par le théoréme chinois, on a : p(mn) = p(m)e(n) simAn=1.
1
e Si p est premier, p(p®) = p* —p*~1 = p* (1 — 7)- En effet, les nombres compris
p

entre 1 et p® et non premiers avec p sont p,2p, ..., p* p.

e Si pi,...,pr sont des nombres premiers deux a deux distincts, alors pp* est

premier avec le produit p{*...pp* 7" On déduit le théoréme d’une récurrence et

des deux résultats précédents.

ii) Si d est un diviseur de n, on note Cy = {k‘ € [1,n] ‘ pged(k,n) = g } Lorsque
d décrit les diviseurs de n, les ensembles Cy forment une partition de [1,n]. D’olt
n = ZCard[C’d]. Or, si k € Cy4 alors k£ = %q ouqg € Net gAn = 1. Donc
gNhd d:‘nll et ¢ € [1,d]. D’ou Card [Cq] = ¢(d).O

6. Théoréme

| Z/pZ,+,-) est un corps si, et seulement si, p est premier.

Démonstration

(Z/pZ,+,-) est un corps si, et seulement si, Z/pZ\ {0} = L{(Z/pZ), ce qui équivaut
d’apres le théoreme précédent a 1,2,...,(p — 1) sont premiers avec p ie. p est
premier. O

Remarque

On peut déduire de ce qui précede une autre preuve du « petit théoreme de Fermat »
si p est premier et a € Z, a? = a[ mod p).

En effet, a¥?) = T dans U(Z/pZ). Si p est premier, p(p) = p— 1. Donc (@)?~' =T,
d’ott (@)? =@ et le résultat.

V. Anneaux de polynémes a une indéterminée

Dans ce paragraphe, K est un sous-corps de C.
En premieére année, on a démontré le théoréeme suivant :
1. Théoréme de la division euclidienne dans K[X]

Soient A et B deux polynémes de K[X] avec B non nul. Il existe un unique
couple (Q, R) d’éléments de K[X] tel que A = BQ + R et deg(R) < deg(B).

On en déduit le théoreme de caractérisation des idéaux de K[X].

2. Théoréme
Si Z est un idéal de I'anneau (K[X],+,-), alors T = {0} ou il existe un
unique polynéme unitaire M tel que T = (M) = M. K[X].

Démonstration

Supposons Z # {0}. La partie de N définie par P = { deg(P) | P € T\ {0}} étant
non vide, il existe Py € T tel que deg(Py) = min(P). Si Py = a,XP+- - -+ap, notons
Py=a,M.OnaMeZIet(M)CZcarZ estun idéal de Vanneau (K[X],+, ).
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De plus, quel que soit P € Z, par division euclidienne, on a P = M@ + R avec
deg(R) < deg(M). Dot R = P — M@ € T car T est un idéal de 'anneau
(K[X], +,-). Comme deg(R) < deg(M) = min(P), ona R=0 douZ C (M).
Donc Z = (M). Montrons I"unicité du générateur de 'idéal Z (si Z # {0}).

S’il existe deux polynémes unitaires M et N tels que Z = (M) = (N), d’apres
ITI.A.3.2. on a M|N et N|M. Il existe (Q1,Q2) € (K[X])2 tel que M = NQ; et
N = MQs. Donc M = M@Q1Q2 ie. Q1Q2 =1 car M # 0. D’ou @ est inversible
dans l'anneau (K[X],+,-) te. @1 = XA € K\ {0}. Donc A = 1 car M et N sont
unitaires. O

On en déduit aisément le :

3. Théoréme et définition

Soient Py, ..., P, des polynémes non tous nuls de K[X] I’ensemble T des
polynémes P1Q1 + - -+ + Pp,Qy, ot les Q; sont des éléments de K[X], est un
idéal de K[X]. Son unique générateur unitaire est appelé pged(Py, ..., P,).
C’est le diviseur unitaire de plus haut degré divisant tous les P;.

4. Définition
Les polynémes P, ..., P, de K[X] sont dits premiers entre eux dans leur
ensemble, si pged(Py, ..., P,) = 1.

5. Théoreme de Bézout
Les polynémes Pi,...,P, de K[X] sont premiers entre eux dans leur
ensemble si, et seulement si, il existe (U, ...,U,) €(K[X])™ tel que

u.p+---+U,P, =1.

Il s’ensuit que, comme dans Z, on prouve le théoreme suivant :

6. Théoreme de Gauss
Si A, B,C sont des polynémes de K[X]. On suppose que A divise BC' et
que A est premier avec B, alors A divise C.

Démonstration

En effet, il existe U,V dans K[X] tels que AU + BV = 1. Donc ACU + BCV = C.
Comme A divise AC et BC, on peut conclure que A divise C.0O

7. Définition

Un polynéme P de K[X] est dit irréductible dans K[X], s’il est non
constant et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes et les
polynémes AP ou A € K*.

En premiere année, on rencontre les théoremes de Gauss et d’Alembert-Gauss qui
peuvent s’écrire sous la forme :

8. Théoreme

Soit P € K[X]\ {0} Alors P se décompose de maniére unique a ’ordre prés
sous la forme P = AP ... P& ou AeK \ {0} et oi les a; €N* et les
polynémes P; sont irréductibles distincts et unitaires.

En effet, les polynomes irréductibles de C[X] sont de la forme (X —a) ot a € C et
les polynoémes irréductibles de R[X] sont de la forme (X — a) o1 a €R et ceux de
la forme X2 4+ pX + q olt p et ¢ sont réels tels que p? — 4q < 0.
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VI. Algebres

Si E, F, G sont trois K-espaces vectoriels on rappelle qu’une application f de £ x F'
dans G est bilinéaire si les applications = — f(z,.) et y — f(.,y) sont linéaires.
1. Définition
Un ensemble A muni de deux lois de composition internes + et x et d’une
loi de composition externe - a une structure de K-algébre si (A, +,-) est un
K-espace-vectoriel, si 'application A x A — A, (z,y) — x xy est bilinéaire
et si A possede un élément neutre 1 4 pour la loi associative *.

Remarque
(A, +,*) est alors muni d’une structure d’anneau.

2. Définition
A’ est une sous-algébre de A si A’ est une partie de A contenant 1 4 stable
par les lois sur A et si, muni des lois induites, A" a une structure d’algébre.

Des caractérisations de sous-espaces vectoriels et de sous-anneaux on déduit :

3. Théoréme de caractérisation
A’ est une sous-algébre de A si 14€ A et si :

V(iz,y, ) eA x A/ x K \x +ye A et zxyec A

Exemples

e K, K[X] sont des K-algebres.

e Si E est un K-espace-vectoriel, (F(E,K),+, x,-) et (L(E),+,0,-) sont des
K-algebres.

o (M, (K),+, x,-) est une K-algebre.

e Pour tout (i,...,i,) €EN" on note fi, . ; D'élément de F(K",K) défini par
firiin (@1, xn) = 22y .. xin. L'ensemble Vect (fil,...,ina (i1y...,0n) € N")
est une sous-algebre de F(K",K) que l'on appelle 'algébre des fonctions
polynomiales.
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EXERCICES

1. (MP*) Soit G un sous-groupe non réduit & {0} de Z". Montrer qu’il existe
r € [1,n] tel que G soit isomorphe & Z". Considérer f : Z" — Z, (1, ..., Tpn) —> Tn.

% + 6y = 22

/ 4 N
2. Résoudre dans N* le systeme { 622 + y? = 12,

3. Dans tout l’exercice, on consideére un entier d positif qui n’est le carré d’aucun
entier. On s’intéresse a 1’équation |22 — dy?| = 1, ou I'inconnue (z,y) est dans Z2.

On pose Z[Vd] = {a+bVd |, (a,b) € Z?}-
a. Montrer que Z[\/ﬁ ] peut étre muni d’une structure d’anneau.
b. Soit u € Z[\/E] Montrer qu’il existe un unique (a, b) € Z? tel que u = a+ bV/d.
c. Déterminer les automorphismes de ’anneau (Z [\/3 ] ,+, )
d. On définit 'application N : Z[Vd] — Z,z + yvVd — 22 — dy?.
Vérifier que pour (u,u’) € (Z[\/&])Q, N(u') = N(u).N(u).
On pose G = {u € Z[Vd] | Jv e Z[Vd], uv =1} et GF = GNRY.
e. () Montrer que G et G sont des sous-groupes de (R*,.).
(ii) Montrer que G = {u € Z[x/&] | IN(u)] =1}
f. (i) Soit u = a +bvd € G o (a,b) € Z2.
Etablir ’équivalence : u > 1 <—- (a >letb> O).
On pourra, siu = a+bvVd > 1, ezaminer l’ensemble {+u, +u~'}-
(ii) Soit M > 1. Montrer que G N [1, M] est fini.

(iii) En déduire que la groupe (G™,.) est monogene.

4. a. Soit F,, = 22" + 1. Montrer que si n # m alors F,, A F,, = 1.
b. Montrer que F), divise 2F» — 2.

5. Radical d’un idéal. Soit (4,+,.) un anneau commutatif. A toute partie B non
vide de A on associe R(B) = {x € A|3In € N*, 2™ € B}. SiI et J sont deux idéaux
de (A,+,.),onnote I +J ={z+y|(z,y) € I x J} et IJ ={ay|(z,y) €I x J}.

a. Montrer que B C R(B) et que B C C = R(B) C R(C).
b. Montrer que R(I) est un idéal de (A, +,.).

Exercices
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c. Montrer que R(R(1)) = R(I).

d. Montrer que R(I) NR(J) =R(INJ)=R(IJ).

e. Montrer que R(R(I) + R(J)) = R(I + J).

f. Déterminer R(nZ) si n € N.

On pourra décomposer n en facteurs premiers si n = 2.

6. Soit A ={al0""|a € Z et n € N} 'ensemble des nombres décimaux. Montrer
que A peut étre muni d’une structure d’anneau commutatif et que tout idéal de
A est principal ie. engendré par un élément de A.

7. Théoréme de Wilson.
a. Soit p un nombre premier. Montrer que (p — 1)! +1 = 0 mod p]. On pourra
chercher les x de Z/pZ qui sont leur propre inverse.

b. Montrer que si n € N,n > 2 est tel que (n —1)! +1 = 0[ mod n] alors n est

premier.

—1)!
c. Soit (n,p) € N2 n > 5 et 2 < p < n. Montrer que {MJ =0[ mod p— 1].
p

On pourra distinguer les cas p < n et p=n.

8. Théoreme de Liouville.

Soit o € R\ Q algébrique ie. racine d’un polynéme de degré n a coefficients entiers.
a. Montrer qu’il existe f € Z[X], irréductible dans Q[X], tel que f(a) = 0 et
deg(f) = r < n. On admet le résultat suivant que nous démontrerons dans le
travail dirigé « Polynémes cyclotomiques » : un polyndéme & coefficients entiers,
non constant et irréductible dans Z[X] l'est dans Q[X].

b. Montrer que pour tout ¢ € R, I'inégalité ’a — E’ < n’admet qu’un
q

qn+s
nombre fini de solutions (p, q) dans Z x N*.

oo

c. Montrer que x = Z
k=1

107 est transcendant ie. n’est pas algébrique.

9. a. Montrer que si p est premier alors p divise <Z) pour k € [1, p[.

b. Montrer que si p est premier, pour tout n € N et tout (a,b) € Z/pZ?,

(a+ " = a?" + b
c. Retrouver le résultat suivant si p est premier : Vn € N,n? = n[ mod p].

10. Montrer que si p est premier, p > 5, alors 240 divise p* — 1.

11. a. Sin € N* et p € Z, montrer que (pk)kez est périodique a partir d’un certain
rang dans Z/nZ. Si p An = 1, que peut-on dire de plus ?
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b. Reste de la division euclidienne de S = 1010 + 1010 + ... 4+ 101" par 7.
c. Déterminer la classe de 2601'87 dans Z/11Z.

12. On considere la suite (u,)nen définie par (ug,u1) € Z2 et upro = U1 + ug
si k € N. Montrer que pour tout n € N, la suite (@) est périodique dans Z/nZ.

13. Montrer que x € Q si, et seulement si, le développement décimal de x est
périodique a partir d’un certain rang.

14. Soit (G, .) un groupe fini commutatif.

a. Montrer que si g € G est d’ordre p.q, alors gP est d’ordre q.

b. Montrer que si g et h sont d’ordres respectifs p et ¢ avec p A ¢ = 1, il existe un
élément d’ordre p.q.

c. Soit n le ppcm des ordres des éléments de G. Montrer que G admet un élément
d’ordre n.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Procédons a une récurrence. Le résultat est dans le cours pour n = 1. Soit
n € N*. Supposons le démontré pour (n —1). La projection f étant un morphisme
de groupes, f(G) est un sous-groupe de (Z,+). Il existe donc m € N tel que
f(G) = mZ.

e Sim =0, G C Ker(f) qui est isomorphe & Z"~!; on conclut avec I'hypothese
de récurrence.

e Sim # 0, GNKer(f) est un sous-groupe de Ker(f) qui lui, est isomorphe & Z"~1.
Donc G NKer(f) est isomorphe & Z*, s < n — 1, par hypothese de récurrence. Soit
g un tel isomorphisme et a € G tel que f(a) = m.

ff;f) a € Ker(f). L’application h : G — (Ker(f) N G) X 7
(2) < f(z) f(a?))

définie par h(x) = (x — —= a» ——= ) est un morphisme de groupes et méme un
m

Pour tout x € G,z —

m
isomorphisme puisque h~! est définie par (y,\) = y+ Aa . Donc G est isomorphe
aZ",r=s+1<n. Doula conclusion avec le théoréeme de récurrence.

Remarque : on montre 'unicité de r.

2. Notons que (z,y, z,t) = (0,0,0,0) est solution.

Solutions
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e Sixz=0ety #0, alors 65> = 22. Dans la décomposition en facteurs premiers
de y, on a y = 2% ou y est impair et a € N. Donc 22 = 2°T13.9/2. Ceci est
impossible car 2a 4+ 1 étant impair, le second membre de 1’égalité précédente ne
peut étre un carré d’entier. De méme, on ne peut avoir z # 0 et y = 0.

e S'il existe une solution telle que x.y # 0, soit § = x Ay. Alors 62|22 et 62|t? ; d’ott
8|z et 4]t avec § # 0. En notant = §z’, y = §y/, z = 62’ et t = 6t’, Le systéme
x’? +6y/2 =22, ’ I 121,12 o TV A
602 + 42 = 172, Si ¢’ = a’ Az’ alors 6"?|6y’“. Donc ¢’|y’. D’on
0" =1 car ¢ divise z’ et ¢ premiers entre eux. Par un raisonnement analogue, on
a:x' N2 =2 At =y At =1.

est équivalent a : {

Si 2/ est pair, 2|2/, ce qui est absurde puisque 2’ A 2/ = 1.

Si 2’ est impair, 2’ est impair, 2’2 — 2'? = (2/ — 2’)(2’ + 2') est divisible par 4;
donc 4|6y"2. Donc 2|y’. D’ot1 t/? et par suite ¢’ est pair : absurde car y' At = 1.
En conclusion (0,0,0,0) est la seule solution du systéeme dans N*.

3.a. ZWVd CR; 1 =14 0/deZ[Vd|.

Si (a,b,a’,b') € Z*, posons z = a + bv/d et y = o’ + b'\/d.
z—y=(a—a)+(b-b)Vdet zy = (ad’ +bb'd) + (ab' + a’b)V/d. Donc = — y et xy
sont éléments de Z[V/d]. Donc Z[v/d] est un sous anneau de (R, +, ).

b. L’existence étant immédiate par définition de Z[v/d], comme a+bvd = o’ +b'\/d
étant équivalent a (a —a') + (b—b')V/d = 0, il suffit de supposer a + bvd = 0 avec
(a,b) € Z2.

Donc a®? = db?. Si a # 0, alors b # 0. Soit p un diviseur premier de d dont
I'exposant dans la décomposition de d est impair. L’exposant de p dans a? est pair
et impair dans db?. C’est absurde. Donc a = b = 0.

c. Soit ¢ un automorphisme de 'anneau (Z[v/d], +,-). On a (1) = 1. Comme ¢
est un morphisme additif, p(—1) = —1 et ¢(m) = me(l) = m pour tout meZ

moyennant un raisonnement par récurrence. Comme (@(\/&))2 = ¢(d) =d, on a
o(Vd) = +Vd.

Donc ¢ = Id ou ¢ = v : Z[Vd] — Z[Vd],a + bv/d — a — b\/d. On vérifie que ce
sont des automorphismes de ’anneau (Z[\/&], +,+). Donc les automorphismes de
Panneau (Z[Vd],+, ) sont Id et 7.

d. Comme N (u) = uy(u) et v est un morphisme de (Z[\/ﬁ], ), ona:

N(uu') = N(u)N(u).

e. (i) En tant que groupe des unités de I’anneau (Z[\/ﬁ], +,), (G,-) est un groupe,
sous-groupe de (R*,.). Comme intersection de sous-groupes de (R*,.), G est
sous-groupe de (R*, ).

(i) ueG=1=N(1) = N(u)N(u™') = N(u) = +1 car (N(u), N(u™')) € Z>.

Inversement, soit u € Z[v/d] tel que |N(u)| = 1. L’élément v = % est dans
u

Z[Vd] et uv = 1. Donc u € G. Ainsi G = {u€ Z[Vd] | |N(u)| = 1}-
f. (i) Siu=a+bVd, a>1etb>0,alors u > 1.
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1 a—bvd

Inversement, soit v = a + bV/de€G et v > 1. On a — = - Puisque
u N(u)
1 1
N(u)=+1,0n a {u, —Us —> — f} = {a—!—b\/a, —a+bVd,a—bVd, —a— b\/g}
u u
1 1
Le maximum de cet ensemble est |a| + |b|v/d. C'est aussi u car —u» — — — sont

oo
tous < 1 < w. Donc a = |a|] et b = |b|. Ainsi, a > 0 et b > 0. Si a = 0, alors
u = bv/d, donc N(u) = b?d # 1 ce qui est absurde. Donc a > 1.

M
(ii) Soitu:a—i—b\/aeG*ﬁ[l,M]. Commea>0etb>0,ona:a< Metb< —-

Vd
Donc (a,b) €]0, |[M]] x [0, | M/+/d]]. Donc Gt N [1, M] est fini.

(iii) Si Gt = {1} il est monogene. Supposons G+ # {1}-
Soit u€ GT \ {1} Soit v = max (u, l) €GT. Alors 1 < v. L’ensemble G*N|1,v]

U
est fini non vide. Il possede donc un plus petit élément w et I'on a
w = min (G+ﬂ]1, +oo[)

Montrons que w engendre GT. Soit z € GT. La suite (w™), ¢z croit de 0 & +oo.
Donc il existe n€Z tel que : w” < z < w". Onal < ow™ <w. Sizw™ #1,
alors zw™™ € GTN]1, +oolet zw™™ < w : absurde. Donc zw™" =1 je. z = w".

4. a. 1l suffit de noter que pour m < n, F, — 1 = (F,, — 1)2 . Comme 27~

est un entier pair, par le bindme de Newton on a: F,, — 1 =1+ \F,, ou A € Z.
Si ¢ divise F,, et Fy, dans Z, alors §|2 ie. |0| € {1,2}. Comme F,, et F, sont
impairs, |0| =1 ie. F, A F,, = 1.

b. 22" = —1[ mod F,] = (22")? = 1[ mod F,]

om (2™ —n) "
Comme 2f» =292° = 2.(2")2 et 2" —n>1=22""" c2N, ona:

2Fn = 2(—1)2*" " mod F,] ie. 2 = 2[ mod F,).

5. a. Vérification immédiate.
b. I #0 et I C R(I) impliquent R(I) # 0.

Soit (x,y) € (R(I))2 Il existe (n,m) € (N*)2 tel que 2™ € I et y™ € I. L’anneau
(A, +,.) étant commutatif, par le binéme de Newton, on a :

(x —y)"T™m=1 = ax™ + by™ ol a et b sont deux éléments de A définis par :
m—1
- Z (n + 7]? — 1> (—1)Fykam—1k o
k=0
n+m—1 + _1
b— Z (n 7]:? ) (_1)kyk—m$n+m—1—k.
k=m

Comme (a,b) € A%et (2", y™) € [?,ona: (z—y)"T L eTlet (z—y) e RU).

Enfin, si (a,x) € A x R(I), il existe n € N* tel que z™ € I.
Comme (az)"™ = a"2™ € I, donc az € R(I).

R(I) est bien un idéal de anneau (4, +,.).

Solutions
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c. D'apres a. R(I) C R(R(I)). Soit z € R(R(I)). Il existe n € N* tel que
2™ € R(I); donc il existe m € N* tel que (™)™ = 2™ € I. Donc x € R(I). D’out
I’inclusion inverse et 1’égalité des deux ensembles.

d. Notons X = R(I)NR(J), Y =R(INJ) et Z=R(IJ). 1l suffit de prouver
que X CY, YCZ et ZCX.

e Montrons que X C Y. Soit z € X. Il existe (n,m) € (N*)? tel que 2" € I,2™ € J.
(™ a™) € Ax I = g™t =g™z" € I; (a™,2™) € Ax J= "™ =amz™ € J.
Donc 2"t™m e InJie z €Y.

e Montrons que Y C Z. Soit y € Y. Il existe n € N* tel que y" € I et y" € J.
Donc y?" € IJ ety € Z.

e Montrons Z C X. Soit x € Z. Il existe n € N* tel que 2™ = yz ou (y,z) € I x J.
(zyy) EAXT=a"el; (y,2) EAxJ=a" e J.

Donc z € R(I) et z € R(J) Dot = € X.

e. D’apres a. on a R(I + J) C R(R(I) + R(J)). Soit z € R(R(I) + R(J)). I
existe (n,p,q) € (N*)? tel que 2™ =y + z, ot y? € I et 29 € J. D’apres le binome
de Newton on a (y + 2)PT7 = A\yP + pz? ot (A, pu) € A2

Comme M\yP € Tet uz? € Jyona: (y+2)Pt9el+J.

Dot 2?9 € [ 4 Jet x € R(I + J). On conclut alors aisément.

f. Etude du cas ot = nZ est un idéal de (Z,+,.).
Sin=0,R(I)={0};sin=1R({I)=2%Z;sin > 2, la décomposition de n en
facteurs premiers s’écrit : n = pi* ... pp*.

e R(I) C py...prZ, car, si x € R(I), il existe p € N* tel que 2P € nZ. Donc
n|z? ; donc pour tout i € [1, k], p;|a? ; d’olt p;|x. Comme les p; sont deux & deux
premiers entre eux car premiers et distincts, on a py ... pg qui divise x.

e p1...pxZ C R(I). Soit * € p1...pkZ. Alors © = p1...prg ot ¢ € Z. Si
m = 1r£1a<xk(ozi), alors n|x™. Donc 2™ € T ie. x € R(I).

En conclusion, R(I) = p; ... piZ.

6. On vérifie aisément que A est un sous-anneau de (Q, +,.). Soit I # {0} un idéal
de (A,+,.). Considérons J = {10"z |z € I, n € N} NZ. C’est une partie de Z
distincte de {0}. Montrons que J est un idéal de (Z, +,.).

e Si (a, B) € J?, alors a = 10™z, B = 10"y avec (m,n) € N2, (z,y) € I%
Supposons m > n. On a : a+ 8 = 10"(10™ "z + y) € Z. Comme [ est un idéal
de (4,4,.),ona (10™ "z +y) €l et donca+pgeJ.

e SikeZ,ka=(kx)l0™ € J car x € I = kx € I puisque [ est idéal de (A, +,.).
Par conséquent, il existe ¢ € N tel que J = gZ. Pour tout z € I, il existe n € N
tel que 10™x € J. Donc 10"z = gb ou b € Z. D’ou x = ¢bl0~" avec b10~™ € A ie.
I'=qA=(q)

7. a. Si p€{2,3} le résultat est immédiat. Si p > 5, p étant premier, (Z/pZ,+,.)
estuncorps:z=12"! <= 22=1 < (z—-1)(z+1)=0 < z e {1,(p—1)}.
Dans I'ensemble {2,...,p — 2} chaque élément est 'inverse d’un autre élément du
méme ensemble, donc 2....(p —2) = 1.

Dou:1.(2....(p—2)).(p—1)=(p—1)! = -Tie. (p—1)! = —1][ mod p].
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b. Dans Z/nZ, 1.2....(n—1) = —1. Donc 1,2,...,(n — 1) sont inversibles dans
Panneau (Z/nZ,+,.) ie. 1,2,...,(n—1) sont premiers avec n . Donc n est premier.
1)!

c. Sip < n, alors p(p —1) divise (n —1)!. Donc (n=1! est un entier divisible par
p

(p — 1), d’ou le résultat. Si p = n, distinguons trois cas.

- 1
u4——:0461\1.

(n_l)!+1f -1+ (-1

e Si n est premier, on déduit de a. que

(n—1)!

Donc est un entier

1=
n n n n
divisible par (n — 1) car n A (n — 1) = 1.

eSin=m2et mpremier,n >5=m>3.Doncl<m<2m<m?—-1=n—1.
D’on (n — 1)! est divisible par m(2m)(n —1) = 2n(n — 1). On conclut comme dans
le cas p < n.

eSinonn=stoul<s<t<n CommenA(n—1)=1,onat<(n—1). Donc
st(n —1) =n(n — 1) divise (n — 1)! et 'on conclut comme dans le cas p < n.

8. a. On choisit f de degré minimal parmi I’ensemble, non vide par hypothese, des
polynémes de Z[X] annulant «. On a clairement 1 < deg(f) < n; Si f n’est pas
irréductible dans Q[X ] il ne I’est pas non plus dans Z[X]. On peut écrire f = P, P,

ot (P, P) € (Z[X]) < deg[P;] < n,etl'ona Pi(a) =0ou Py(a) = 0: absurde.
b. On choisit f comme en a. Comme o« € R\ Q,deg(f) > 1. Les solutions
(p,q) € Z x N* de I'inégalité ’a — g‘ <

Pe [a—1,a+1]. Soit M le maximum de la fonction continue |f’| sur ce segment.

q

D’apres I'inégalité des accroissements finis, f(g) ’ = ’f(a) — (p) ’ M‘a —=
q q

f € Z[X] et deg(f) = r, donc q”f(g) € Z. De plus, f irréductible dans Q[X]| n

q

e sont toutes, puisque g > 1, telles que
q

. P 1 . P 1 1
as de racine dans Q. Donc ’ (f)‘ > —- Do ‘a — f’ > > .
P v / q q" ! ql = Mq~~ Mqg"
p 1 1 1 N 1
Si ozfgqurEalorqungqn E,doulgngs.

Comme ’oz— f‘ 1 implique |p| < q(1+4|a|) < M= (1+4|a|), il 0’y a qu'un nombre
q

fini de couples (p, q) € Z x N* tels que ¢ < M= et [p| < M<(1+ |al).
k
c. Soient les deux entiers g, = 10** et p;, = Z 10%=™' Comme nous le montrons

a un autre exerc1ce x € R\ Q car son developpement décimal n’est pas périodique.
o0

11
0<a—Dh— Z 107 < 107 PN 107 = O10 k<ot < =
Tk m=k+1 m=0 qk qk

Comme, pour n > 2 fixé, et tout € €]0, 1], les couples (p, gk ), k = n+1 constituent

une infinité de solutions de 'inégalité ‘x — B’ < - est transcendant.
q q

9. a. Pour k € [1,p — 1], k(i) :p(]]z:i> . Donc p divise k (i) Comme p

Solutions
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est premier avec k pour k €[[1,p — 1], on déduit du théoréme de Gauss dans Z que

p divise 4
k
b. Procédons a une récurrence sur n. Si n = 1, par le bindme de Newton, le corps

p—1
étant commutatif, on a : (a + b)? = aP + Z <Z) a*bPk 1 b = aP + bP d’apres
la question a. =
Soit n > 1. Supposons le résultat vrai pour (n — 1). Alors :

(a+b)P" = [(a + b)”"le = (apnfl + b”WI)p =a?" + 07",
La premiere égalité étant une conséquence de I'hypothese de récurrence et la
seconde du cas n = 1. On conclut par le théoréme de récurrence.

c. On montre par récurrence que si n € Net (a1,...,a,) € (Z/pZ)™ alors :
£a1+...+an)p:a1+...+an_
Posons a; =--- =a, =1. On a : »? = 7 pour tout n de N.

Donc : Vn € Z,n? = n[ mod p).

10. Notons F,, = L{(Z/nZ) si n > 2. On sait que E,, est un groupe multiplicatif
d’ordre ¢(n) et que si a An =1 alors a®™ = 1] mod n).

240 = 2%.3.5, p est premier et p > 5.

epA3=1etp(3)=2donc p?=1[ mod 3], d’ot1 p* = 1[ mod 3.
epA5=1etp(5) =4 donc p* = 1[ mod 5].
epAl6=1=pc{dk+ 1|k € Z} = p?=1[ mod 8], d’ot1 p* = 1[ mod 16].

p* — 1 est divisible par 3, 5 et 16 qui sont deux & deux premiers entre eux.

Donc 240 divise p* — 1.

11. a. L’application F : N — Z/nZ, k — " n’est pas injective, compte tenu des
cardinaux de N et Z/nZ. Soit kg € Net T € N* tels que F(ko +T) = F(ko).

La suite (p*)r>k, est T-périodique car, F'(k + T) = F(k) pour tout k > k.
En effet, F(k +T) = p*+7) = plkotDplk=ko) = phogh—Fko) = pk = F (k).
SipAn=1alorsp € E,, = U(Z/nZ) qui est un groupe multiplicatif d’ordre ¢(n).
La suite (p*)r>k, est T-périodique ott T' est I'ordre de B, lequel divise ¢(n).
b. 10 = 3] mod 7] et 3 est d’ordre 6 = ¢(7) dans (E7,.). Donc 10¥ = 10¢[ mod 7]
si, et seulement si, k = ¢[ mod 6].
wen Ou 10 est la classe de 10 dans Z./6Z. .
10 € Eg car 10 n’est pas prenier avec 6. Comme 10 = 4 = 42, la suite (10 )
constante et égale & 4. Donc S = 103 =3 =3"car3°=1T.
Or 3.5 =15=1[ mod 7], donc 3 ' =5 et S = 5[ mod 7].
c. Dans Z/117Z, 10 = —1 est d’ordre 2. Si a,a,_1...ao est I'écriture décimale de
x, alors : ¢ = Zaklok = Z(—l)kak [ mod 11].

k=0 k=0
Iciz=5[mod11]et 5A11=1= (5k)keN est T-périodique ot T'|p(11) = 10.

. . —~k
Examinons la suite (10 )

k>1 est
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Or5 =3=5 =9=5 =1 Donc T =5.
Comme 187 = 2[ mod 5]. Donc z = 52 [ mod 11] ie. T = 3.

12. L’application f : N — (Z/nZ)Q,k — (W,m) n’est pas injective compte
tenu des cardinaux de N et de (Z/nZ)Q. La partie non vide de N définie par
K ={k e N|3p € N*, f(k) = f(k+p)} admet un minimum k. Montrons que
ko = 0. Soit pg € N* tel que f(ko) = f(ko + po) et supposons kg > 1. On a :

Uky = Ukotpo €0 Uko+1 = Ukytpot+1- Par soustraction, d’apres la définition de
(ug), on a : Up,—1 = Ukg—1tpe- Donc f(ko — 1) = f(ko + po — 1), ce qui
contredit la définition de kg. Donc kg = 0. Par une récurrence immédiate, on
a:VpeN, f(p+po) = f(p). Dot la suite (uy) est périodique.

13. Siz=a,...a9,b1...byc1...c5¢1...Cs... 0N considere
05 P

oo
_ c1...c
y:lOp[xfaT...ao,bl...bp]:0,01...cscl...cs...:;cl...cle ks — 1108 — ;
Dotz =a,...ap,b1...0,+107Py € Q.
Réciproque : on remplace x par  — |z ce qui ne change rien & la périodicité du
9:0,a1...an...01\1b€N* et0<a<b.
Rappelons une méthode de calcul des a,,,n > 1.
1"
Pour tout n € N*, ¢,, = {TaJ’ 10"a = bg,, + ry, ot r,, € [0,D].
10"a=ay...an,ant1... et donc g, =ay...a,.
Dot a; = ¢qq et pour n > 2,a, = q, — 10q,_1 =1, — 107, _1.
L’application ® : N — Z/bZ,n — T, ne peut étre injective.
SiK={keN" 3T > 1, (k) =P(k+T)}.
Soit kg = min(K) et Tp = min{T € N* | ®(kg) = ®(ko+T)}. On a Ty 17 = Tg, le.
10%0+tTq = 10%0a [ mod b].
Si k€ Net k > ko, on a, en multipliant par 10*=%0 : 10+ = 10*a [ mod b].
Donc (rg)ksk, est T-périodique, (ar)k>ko+1 est T-périodique, autrement dit,
(ak)k>1 est T-périodique & partir du rang ko + 1.

développement décimal. On a : z =

14. a. (¢P)f =e <= g™ =e < pk € (p)Z < k€ ¢Z.

b. Considérons z = gh. Alors 2?9 = (gP)9(h9)P = e. Donc r 'ordre de z divise pq.
D’autre part, " = e = (¢P)"hP" = h?" = e = q|(pr). Comme p A g =1, on a ¢|r
d’apres le théoréeme de Gauss. De méme, p|r. Finalement, r = pq.

c. Soit n = p{*...p% ou les p; sont deux & deux distincts, la décomposition de n
en facteurs premiers.

Si¢ e [1,r], G admet un élément d’ordre pj.g; ou p; A ¢; = 1 par définition du

ppem des ordres. Notons g; un tel élément. D’apres a. gf* est d’ordre pi, d’apres
T

la question b. et une récurrence, H g;' est d’ordre n.
i=1

Solutions
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TRAVAUX DIRIGES

e Dévissage du groupe des éléments inversibles de Z/nZ (MP¥*)

1l résulte du théoréme chinois que sin € N*,n > 2 s’écrit n = my ... m, ou
m; = p;" avec les p; premiers distincts et les o; dans N*, les anneaux Z/nZ
et Z/miZ x - -+ X Z/m,Z sont isomorphes. Il s’ensuit I'isomorphisme entre
les groupes multiplicatifs E,, et E,,, X --- X E,, ou E, = L{(Z/k:Z). Nous
allons étudier la structure de E,« pour p entier naturel premier et o € N*.
1. Casou a=1.

a. Montrer que si n € N*, tout sous-groupe de (Z/nZ, —i—) est cylique.

b. Soit n € N*. Montrer que pour tout diviseur d de n, il existe un unique

n

sous-groupe Cy de (Z/nZ, +) de cardinal d ; Cy est engendré par m, (7)

d
c. Soit (G,.) un groupe d’ordre n vérifiant : si d|n alors le cardinal de

{x € G|z? =1} est inférieur ou égal & d. Montrer que G est cyclique. On
pourra considérer ’ensemble Hy des x de G d’ordre égal a d.

d. Déduire de 1.b) et 1.c) que si (K,+,.) est un corps fini de cardinal n,
alors (K*,.) est un groupe cyclique isomorphe a (Z/(n - 1)Z, —|—).

e. Que dire de E, si p est un nombre premier ?

2. Cas ou p est premier et impair.

a. Montrer que : Vk € N, (1 +p)pk =1+ p**! [mod p*+2].

b. Déterminer l'ordre de (1 + p) dans Ep« ot o € N*.

c. Soient a et b deux éléments d’ordre p et ¢ d’un groupe (G,.). Si a.b="b.a
et si p A ¢ = 1, montrer que a.b est d’ordre pq.

d. Montrer que (Epo,.) est un groupe cyclique.

3. Cas ou p = 2.

a. Montrer que : Vk € N, 52" = 1 + 2542 [mod 2++3].

b. Quel est 'ordre de 5 dans Fs« ol « est entier et o« > 3 7
¢. Montrer que (Fs«,.) n’est pas cyclique pour o > 3.

4. a. Soient (H,.) et (K,.) deux groupes finis h € H, k € K. Montrer que
lordre de (h, k) dans le groupe (H x K, .) est le ppcm des ordres de h et k.

b. Montrer que le groupe produit de deux groupes cycliques H et K est
cyclique si, et seulement si, leurs ordres sont premiers entre eux.

c. Déterminer n € N,n > 2 tel que (E,,.) soit cyclique.
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Solution

1. a. Soit H un sous-groupe de (Z/nZ,+). Rappelons que 7, est la surjection
canonique : Z — Z/nZ,x — T. L'image réciproque de H par 7, étant un sous-
groupe de (Z,+), soit p € N tel que 7,1 (H) = pZ = (p).

Donc 7, (7, (h)) = (p) = p.Z/nZ. Par définition m, (r,*(H)) C H. Comme T,
est surjective, H = m, (m,, ' (H)). Donc H = (p) ie. le résultat.

b. Si Cy existe, il est cyclique d’apres 1l.a. Posons n = pd. Soit x € Z tel que
Cq = (). Comme Card [Cy] = d, on a dz = 0 ie. n|dz; dou p|z ie. Cqy C (D).
D’autre part p est clairement d’ordre d. Donc Card [(]3)] =d = Card [C’d} ; d’ou
Cyq = (D). Réciproquement, Cy = (P) est bien solution.

c. Soit d un diviseur de n ; s'il existe z € G d’ordre d, alors (z) = {y € G|y = 15}

car () est de cardinal d et (z) C {y € G |y? = 1g}. Donc si d|n, le cardinal de Hy

est égal & 0 ou ¢(d). Comme n = Z ©(d), le cardinal de Hy est systématiquement
dln

égal & p(d) car G est réunion disjointe des Hy pour d divisant n. En particulier

Card(H,) = ¢(n) > 1 et G est cyclique.

d. Quel que soit d un diviseur de (n — 1), U'ensemble des = de K* tels que

r? = 1x admet au plus d solutions; d’aprés 1.c) le groupe (K*,.) est cyclique

donc isomorphe au groupe (Z/ (n—1)Z, +) puisque K* est de cardinal (n — 1).

e. Si p est premier, (Z/pZ,+,.) est un corps de cardinal p. Donc le groupe (E,,.)

est cyclique et isomorphe au groupe (Z/ (p—1Z, —|—).

2. a. Faisons un raisonnement par récurrence.

Posons HRy : (1+p)?" =1+ pF+1 [mod p++2].

HRy est vérifiée. Soit k € N. Supposons HR . Avec le bindme de Newton on a :

A+ = [ +p)P ] = [+ pF AP 2] = [T+ pFH (1 + Ap)]” ont A € N.

P
(1 —&-p)”k+1 =1+pp*ti 1+ Mp) + Z (Tl:l) [pFTH(1+ Ap)]™.

m=2
HRr = (14 p)pk+1 =1+ p**2 [mod p*+3].
D’ott HRy41 et le résultat par théoreme de récurrence.
b. Comme (1 + p)?" " = 1+ p®[mod p**+!], Pordre de (1 + p) dans Epo est un
diviseur de p®~! et donc de la forme p* ot k € [1,a — 1]. Comme (1 +p)pa72 =
14 p*~! [mod p®], n’est pas congru & 1 modulo p®, Pordre de (1+ p) dans Epa est
p(x—l-
c. a.b=b.a = (a.b)P? = aP1.b?? =1 car a? = 1 = b?. Donc 'ordre d de a.b divise
pq. Inversement, si (a.b)” =1 = a™.b" alors 1 = a"2.0™9 ; donc a™? = 1; d’ott p|ng.
Comme p A g =1, on a pgln. D’ou la conclusion.

d. (Epa,.) est un groupe de cardinal ¢(p®) = p*~(p — 1) et posséde un élément
d’ordre p®~1. Soit a € Z dont la classe modulo p ie. m,(a) est un générateur de
E,. Si k est l'ordre de @ dans Epa, alors a* = 1[ mod p®] ; donc a* = 1[ mod p] ie.
mp(a¥) = my(1) = mp(aP~1) d’apres la définition de a et car E, a (p — 1) éléments.
Donc il existe m € N tel que k = m(p — 1). Soit b = a™ ; 'ordre de b dans Epa
est (p — 1). Comme p* et (p — 1) sont premiers entre eux, d’apres 2.c), 'ordre de
(1+p)b dans Eye est (p—1)p*~t = p(p®). Donc le groupe (Epa, .) est cyclique et
I'un de ses générateurs est (1 + p)b.
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3. a. Procédons par récurrence sur k € N comme en 2.a.

Soit HRy, : 52° = 14 282 [ mod 2++3].

HR est vérifiée.

Soit k € N. Supposons HRy,. Alors il existe p € Z tel que 52° = 1+ 28+2(1 4 2p).
520 = (52°)% = 14 28F3(1 + 2p) 4 2264 (1 4 200)2,

Donc 52" = 14 283 [ mod 26+4] ie. HRpps.

D’ou la conclusion par théoréeme de récurrence.

b. Pour k > 3,52 " = 142°~![mod 2°]. Donc 52"~ n’est pas congru & 1 modulo
2%, D’ot1 I'ordre de 5 dans Fae est 2972 et celui de —1 est égal & 2.

c. Notons que —1 & (5) En effet, si c’était le cas, il existerait j € N tel que
5/ = —1] mod 2%]. On aurait alors 1 = —1[ mod 4]. Soit G le sous-groupe de
Ese engendré par —1 et 5. On a (5) strictement contenu dans G et G C FEza. Or
Card [(5)] = 2°72 et Card [Eg«| = 271, Donc 272 < Card[G] < 2*~!. Comme
Card[G] divise Card [Ega], on a G = Es« et n’est pas cyclique puisqu’il existe x
de G tel que z2° " #1.

4. a. Soit n,r, s les ordres respectifs de (h, k), h et k.

(1H71K) = (h,k)n = (hn,kn) = [hn = ]-H et k" = ].K].

Donc r|n et s|n. D’olt ppem (r, s) = t divise n.

Comme t = 1’ = ss’, on a : (h, k)t = ((h’“)r/, (k*)*) = (1g, 1)

Donc t est ordre de (h, k) dans H x K.

b. Notons Card[H] = r et Card[K] = s. Le groupe produit H x K est cyclique
si, et seulement si, il existe (h,k) € H x K d’ordre rs. Notons o(z) l'ordre d’'un
élément z. On a rs = o((h, k))) <= rs = ppcem (o(h),o(k)) (%)

Or r = 1’o(h) et s = s'o(k). Donc (x) <= r's'o(h)o(k) = o(h)o(k). Donc
() < ' =5 =1lie (r=o(h) et s =o(k)) ie. s = ppem (r,s) ce qui
équivaut & pged (r,s) = 1.

c. On vérifie aisément que By, = {1} et B, = {1,4} sont cycliques.

Si a > 3, Esa n’est pas cyclique d’apres 3.

Si p est premier et p > 3, E,« est cyclique d’apres 2.d.

Si p est premier et p > 3, Eope est cyclique d’apres 4.b).

En utilisant les notations du début du probleme, F,, est cyclique si, et seulement
si, les E,,, le sont puisque les m; sont deux a deux premiers entre eux et compte
tenu de 4b). Ceci impose que n admet au plus un diviseur premier impair puisque
o(p*) = p*~L(p—1) est pair si p > 3. Si de plus n admet 2 diviseurs premiers, 'un
d’eux doit étre égal a 2 et d’exposant 1 dans la décomposition de n en facteurs
premiers car ¢(2°) = 2771 p(p®) =p*~tp—1)et (p—1) A28 =1.

En conclusion, E, est cyclique si, et seulement si, n € {2,4, p%, 2p*} ol p est un
nombre premier impair.
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e Polynémes cyclotomiques

2
Soit U, ={z€C|z" =1} = {w* |k € [0,n[} ouin € N* et w = exp (z—ﬂ->
n
On note P,, = {w* | k € [0,n]et kAn = 1} I'ensemble des racines primitives
n-iémes de 'unité dans C. On rappelle que P,, est 'ensemble des générateurs
du groupe (U, .) et que Card [P,] = ¢(n) ot ¢ est la fonction indicatrice
d’Euler.
I. Questions préliminaires
1. Polynémes et arithmétique. Si P(X) = ap+a1 X+ -+a, X" € Q[X],
on définit son «contenu » cp de la facon suivante : on réduit toutes les
fractions a; au méme dénominateur d, on met en facteur le pged 6 des

p . e 0
numérateurs de ces fractions ainsi réduites. Alors cp = y

a. Montrer que cp = + Hpmin{o‘f’(“j)mgjg"} ou P est I'ensemble des
peEP

nombres premiers et ou cp(a;) est I'exposant (positif, négatif ou nul) de

p dans la décomposition de a; en facteurs premiers.

b. Prouver que cpg = cpcg-

c. En déduire que si P € Z[X] est un polynéme irréductible dans Z[X], il

est irréductible dans Q[X].

d. Critére d’irréductibilité d’Eisenstein.

Soit P(X) = ap + a1 X + -+ 4+ a, X" € Z[X]. Montrer que s’il existe un

nombre premier p vérifiant les trois conditions :

(1) p /ranz (11) Vi€ [[O,TZ - 1]]ap|ai7 (111) p2 /{/U’Oa

alors P est irréductible dans Z[X].

2. Fonction de Mébius. Soient f et g deux applications de N* dans R.

On pose, pour tout n € N*, (f x g)( Zf (

d
a. Montrer que x est associative. In

b. Soit p : N* — N définie par u(1) = 1, u(n) = 0 si n contient un facteur
carré; u(n) = (=1)" sin = p1...p, ot les p;,1 < i < r sont des nombres
premiers distincts. On note fy : N* — N,n +— 1. Calculer fy* p.

c. En déduire la « formule d’inversion de Mobius

=Y f@d) = f(n) = zm(g).

d|n d|n
d. Montrer que ¢(n Z du( ) pour tout n € N*.

II. Polynomes cyclotomiques

On pose ¢,(X) = H (X = ¢) € C[X] le n-iéme polynéme cyclotomique.
£EP,
On a deg(®,,) = ¢(n) et &1(X) =X — 1.
1. Montrer que X" — 1 = H(Dd(X
d|n
2. En utilisant I.1. et une récurrence, montrer que ®,, € Z[X].

irigés

T
x
3
>
8
=
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3. Montrer que ®,,(X) = H(Xd — 1)#C) . On pourra utiliser la fonction In
d|n
4. Calcul des polynémes @,,. On note p un nombre premier.

a. Pour tout o € N*, montrer que ®p« Z Xk

b. Si de plus p est impair, o« € N* et ﬁ € N* montrer que :

X2a lpB -! a—1 B 1
Do (X) = a— 1)k x*2
D, (XP)

c. Sip [n, montrer que ®,,(X) =

d. Calculer ®19, Pgg et Pro.

5. Si p est premier, montrer que ®, est irréductible dans Z[X] et dans Q[X].
On examinera ®,(X + 1).

®,(X)

Solution
Partie I

1 & 5§ &
1. a. Notons P = - Zaka ouap € Zetme Z*. Alors : P = o Za;Xk ou
k=0

d = pged(a;) et les o sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’oll cp = —
m

et le résultat par décomposition de § et m en facteurs premiers.
b. P(X) = cpPi(X) ou P, € Z[X] et est & coefficients premiers entre eux dans leur
ensemble. Q(X) = co@Q1(X) ot Q1 € Z[X] et est & coefficients premiers entre eux

dans leur ensemble. Donc PQ) = cpcgP1 Q1. Pour conclure, il suffit de montrer que
le polynéme PiQq de Z[X] est a coefﬁcients premiers entre eux dans leur ensemble.

ZBZX’eth Z%Xl0u61—081z>p1et72—0512>q1
=0 =0
Soit d un nombre premier, il existe au moins un élément de (So,...,[Sp,) non

divisible par d. Soit j = min{i € [0,p1] |d f8;}. Soit k = min{i € [0,1]|d fvi}-
Le coefficient de X7+ dans P, Q1 s’écrit :

;B + [ 1841+ -+ aoBirk] + [raBr1+ - + @iribo)-

Les deux termes entre crochets sont divisibles par d et pas a;3;. Donc d ne divise
pas le coefficient de X7*t*. Ceci est vrai quel que soit le nombre premier d, les
coefficients de P; ()1 sont premiers entre eux dans leur ensemble.

c. Si P = RT € Z[X] ou R et T sont éléments de Q[X]. Avec les notations de b),
ona P =cpP;, R=crRy et T = cpT} avec cp = crer. Donc P = cpR1T; ou
(R1,Th) € (Z[X])2. Comme P € Z[X], on a cp € Z. Si P est irréductible dans
Z[X], Ry ou T est un polynéme constant. Donc P est irréductible dans Q[X].
d.SiP=ABouA=ay+1 X+ --4+a, X" et B=Fg+ 8. X+---+8:X°,s>1
(A,B) € (Z[X])2. Comme ag = apfp. D’apres (ii) plag. Donc plag (par exemple).
De méme, plag,...; il existe k tel que p|lag—1 et p fay. En effet, p ne peut diviser
tous les «;, sinon il diviserait a,, = «,-8s. Donc :
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ar = aofk +a1fr—1+ -+ 101 + arBo = ai.fo [ mod pJ.
Comme k < 7 < n, on a a, # a,. Donc play a fortiori plagBy. Or p est premier et
p ,rak, donc p|ﬂ0 Par suite, p2|a0 ce qui contredit (iii).

(frg)n) = > f(dg(d) = [(Fxg)xh](n) = D (f*g)(d)h(d).

dd'=n dd’'=n
[(fxg)xh](n) = > Zf h(d') = Z F(s)g(t)h(d)
dd'=n st=d std’'=n
[(fxg)xh](n) =D f(s Z = 3" f(s)(gxh)(d").

sd''=n td’ a sd''=n
Dot [(f *g) * h]( )= [f*(g* h)] (n) et * est associative.

(fo*xp)( Z,u f0< ) = Z u(d) par définition de fo.
d|n d|n
Décomposé en facteurs premiers, n s’écrit : n = pi™* ...p%s ol les p; sont deux &
deux distincts. Dans la somme précédente, seuls les d s’écrivant d = pg, ...pg, ou
les 3; sont éléments distincts de [1, s] seront pris en compte puisque si I'un des «;
est supérieur ou égal a 2, alors u(d) = 0.
e = 3wt = 3 ()0 =01 =versz1

d=pg, ..-Ppy, 0<k<n
En effet, ,u(pg1 .. .pﬁk) =(-DFetilya (z) fagons de choisir k£ éléments distincts

dans{pl, . yPst- Donc (foxpu)(n)=1sin=1et 0sin> 1.
Zf = (f*x fo)(n). Donc g* p= (f * fo) xu=f* (foxp).

Donc (g * p)( Z f(d)(fo*p)(d) = f(n) dapres 1.2.b.
dd'=n
Or (g* p)( Zg ( ) d’oul le résultat.
d|n

d. Comme n = Zgo(d), le résultat précédent avec g(x) = = et f = ¢ permet de
d|n
conclure.
Partie II

1. Soit n € N*. Comme (Pg)q|,, forme une partition de U,, on a :

[Teax)=]][[x-9=]]&x-9=x"-1

dn dln €€Pq €eu,
2. 9(X) = X —-1eZ[X ] Supposons pour tout k < n, @, € Z[X] et est unitaire.
Alors Q(X) = [ @x(x [X] et @,(X)Q(X) = X" —1 d’apres IL1.

d|n

#n

Q(X) divise X” — 1 dans Q[X] donc ®,, € Q[X]. Avec les notations de I.1.
cxn_1 =1=cgp,cq. Or cg = 1 puisque Q € Z[X] et a pour coefficient dominant
1. Donc cg, =1 et @,, € Z[X] et est unitaire. Le résultat demandé est prouvé par
récurrence.

3. ®4(X) est unitaire, donc : A €]1,4o00[,Vx €]A, +o0[,Vd|n, @, (x) > 0.

Pour z fixé dans |A, —|—oo[ posons f( ) =In(z" — 1) et g(n) = In [®,,(z)].

D’apres II.1. on a : f(n Z g(d). On déduit de 1.2. que :

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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In [®,(z)] = ;’MC;) In(z% — 1). Donc ®,,(z) = l—[(:cd — 1)),
Ceci étant vrai quel que soit = élément de ] A, +00[ qui est une partie infinie de R,

comme @, et H(Xd — 1)“(%) sont des polynomes, le résultat est prouvé.

d|n

4. a. Comme p est premier, pour tout o € N*, Upa \ Upa-1 = Ppa.

X o1 RN,
DODC(bpn(X):T:Zka 1-

Xr -1 5

Xzapﬂ o 1 X2(x—1p,6—1 o 1
b. On déduit de I1.3. @ya,s(X) = — . — :
! DA T Gl |

Comme X2P°7" _1= (XQQ?IPB?1 - 1)(X2ap671 +1),

et X271 = (XQaflpﬁ — 1)(X2C171pﬁ + 1), on a le résultat car p est impair.

c. Les résultats demandés, conséquences de I1.3. peuvent se prouver directement.
P, (XP
P(X) = <I>n((X)) € Q[X]. En effet ®,, n’a que des racines simples. Si £ est I'une
n
d’elles, P en est une autre car p An = 1 et £ est une racine primitive n-ieme
de l'unité dans C. Donc ®,(£P) = 0. P est unitaire car ®,, et ®,(X?) le sont.
deg(P) = pp(n) = ¢(n) = (p — D)g(n) = ¢(p)p(n) = ¢(np) car n A p = 1. Donc
P et @, ont méme degré. Or ®,,,(z) = 0 implique que x est racine np-ieme de
I'unité. Donc x n’est pas racine n-ieme de 'unité. Donc ®,(z) # 0 et l'ordre de

=n. Donc ®,,(z?) =0et P(x) =0.
pAnp
d. 12 = 22.3. D’on, d’aprés 4.b), ®15(X) =1 — X2 4+ X4,
De méme, 72 = 23.32. D'ot1 : ®7p(X) =1 — X112 + X2,
P X5 X20 _ XIO 1
60 = 12.5. D’ou, d’apres 4.c), Pgo(X) = @1122((X)) = a3 ++1 et apres
division euclidienne, ®g(X) = X106 + XM — x10 — x8 X6 4+ X2 1.
Remarque : il faut calculer ®1p5 pour trouver un coefficient d’un polynéme @,
distinct de 1 en l'occurrence égal a —2.

zP est

p—1
XP -1
_ k _
5. <I>p(X)—k§_OX = X_1~Donc
_XHDP-1 oy (P ype2 p P
<I>p(X+1)—T—X + 1 XP™2 4 4 b2 X+ 1)

Nous avons vu dans l’exercice 9. que p‘ Z sil < k< p—1carpest premier.

D’apres la question 1.1.d) le polynéme ®,, est irréductible dans Z[X] donc ®,, est
irréductible dans Q[X] d’apres la question I.1.c.
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e Corps des quaternions ; théoréme des quatre carrés

Partie I

. 10 i 0 0 1 0 4
Soit eg = (0 1) ,e1 = <0 —i> ,ey = <_1 0) ,e3 = <z 0> dans
M (C) et I'on note H le R-espace vectoriel engendré par ces matrices.
On vérifie : egey, = exeo = ey si k € [0,3]; e = —eg si k € [1,3];
€1€2 = —€2€] = €3; €3€] = —€1€3 = €3 ; €263 = —€3€2 = €].
1. Déterminer dimg(H). Un élément de H est appelé un quaternion.
2. Si X = xpeg + w1e1 + w2ex + w363 €6 Y = yoeg + y1e1 + yae2 + yzes,
exprimer XY dans la base (ex)o<k<s de H. Structure de H ?
3. On pose X = xgeg — r1€1 — Loes — x3e3. Comparer XY et Y X.
4. Prouver que N : H — Ry, X — y/a oit X X = aeq est une norme et que
Pona:N(XY)=NX)NY).
5. Prouver que tout élément non nul de H est inversible dans (H,.).

Partie II : application au théoréme des quatre carrés

On se propose de prouver le résultat suivant : tout entier naturel est somme
de quatre carrés d’entiers (certains pouvant étre nuls).

1. Déduire de 1.3. que si m et n sont sommes de quatre carrés d’entiers, il
en est de méme de mn. Montrer qu’il suffit de prouver le résultat pour p
premier et traiter le cas p = 2. On suppose dorénavant p premier impair.
2. a. Soit f : Z/pZ — Z/pZ,x + z* et soit £ I'image par fom, de [0, pgl]]-
Quel est le nombre d’éléments de £ 7

b. Soit g : Z/pZ — Z/pZ,x — —(1 + x?) et soit F I'image par gom, de

[0, pgl]]~ Quel est le nombre d’éléments de F ?

¢. Déduire de 2.a. et b. que : 3(x,y) € [0; pgl]]zmrp(xz +y?+1)=0.
3. Soit M I’ensemble des m € [1,p[ tels que mp soit somme de quatre carrés

d’entiers. Montrer que M # (. Soit mg € M. Notons mop = x3+a3+a3+a3.

4. Prouver que si mq est pair, a une permutation des indices pres, xg et T

~ s e . L1 m
sont de méme parité ainsi que x5 et r3. En déduire que 70 e M.

5. Supposons mq impair et mg > 1.

a. Prouver Dexistence d’un entier u; tel que ’— — u;
mo

yi = x; — mou;. Prouver que mop = y3 + y? + y3 + y3 [ mod my] et qu’il
existe m’ € [1,mq[ tel que y2 + 3 + y3 + y3 = mom'.

1
< 3 On pose

b. Reprenant les notations de I.2. les x; et y; étant ceux IL.5. a., on dira que
deux éléments Ty et Ty de H, a coefficients entiers sont congrus modulo m si
leurs composantes sur (eg, €1, €2, €3) le sont ; et I'on notera Ty = Ty [ mod m).
Montrer que X = Y [ mod mg] et XY = XX = 0 mod mg). En déduire
Pexistence d’un quaternion T & coefficients entiers tel que XY = moT.
Calculer N? (X?) en fonction de mg, m’, p puis N?(T) en fonction de m’, p.

6. Conclure.
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Solution
Partie I

1. Tl suffit de montrer que B = (e, €1, €2, e3) est libre pour conclure. En effet, par
définition de H, B étant génératrice, sera base de H et 'on aura dimg(H) = 4.

ZTo + il’l i) + iIg
—x9 +1tx3 Ty — 17 >
Donc zpeg + x1e1 + 2265 + 1363 = 0 <= x9 = 11 = x5 = x3 = 0 par égalité de
deux matrices et car les xy sont réels. D’ou B est libre et la conclusion.

Soit (zg, 71, T2, 23) € RY. On a zgeg+rie;+aoeat+r303 = (

2. Compte tenu des résultats donnés par ’énoncé, on obtient :
XY = (xoyo — x1y1 — T2y2 — T3y3)eo + (T1yo + Toy1 — Tay2 + Tay3)er
+(x2yo + T3y1 + Toy2 — T1Y3)ea + (T3yo — T2y1 + T1Y2 + Toys)es.
H est une sous R-algebre de 9Ms(C). En effet, H est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel Ma(C), stable par la multiplication et eg = I € H.
Notons que la multiplication n’est pas commutative dans H puisque ejes # ege;.

3. XY = (woyo — x1y1 — T2y2 — ¥3y3)eo — (T1yo + Toy1 — T3y2 + Tays)er
— (2290 + Z3y1 + Toy2 — T1Y3)e2 — (Tayo — Tay1 + T1Y2 + Toys)es.
On vérifie que XY =Y X.

4. On déduit de 3. que X X = (23 + 22 + 23 + 22)eg. Donc N est bien définie.
e N(X)=0 < xp =21 =22 =23 =0 car les x sont réels. D’ot X = 0.

N est une norme car 'application R* — R, (g, 71, T2, 3) = /23 + 23 + 23 + 3
est une norme sur R*.

N2(XY)ep = XYXY = XYY X d’apres 3.

N2(XY)ep = XN2(Y)eoX = N3(Y)XX = N2(YV)N2(X)eo.

Comme N est & valeurs positives, N(XY) = N(Y)N(X) = N(X)N(Y) car la
multiplication est commutative dans R.

X
5. Si X # 0 alors N(X) # 0. Soit X' = N Ona XX =X'X =e.
D’ou le résultat.
Partie I1

1. Notons qu’une somme de quatre carrés d’entiers est le carré de la norme d’un
quaternion a coefficients réels entiers. Il existe donc X et Y éléments de H tels
que n = N2(X) et m = N2(Y). Donc mn = [N(X)N(Y)]* = N2(XY) = N%(Z)
ou Z = XY € H. On est ramené a prouver le théoreme pour chaque facteur
intervenant dans la décomposition de p € N,p > 2 en facteur premier, donc dans
le cas ol p est premier. Si p =2, on a2 =12+ 12 4+ 02 + 02

C . s -1 +1
2. a. Montrons que fom, est injective. On en déduira Card(€) = g G 5
(Z/pZ,+,.) étant un corps commutatif, 2?2 = y? dans Z/pZ si, et seulement si,

(x —y)(x +y) =0 ie. si, et seulement si, z =y ou & = —y.

Si (m,n) € [0,p[?, mp(m) = mp(n) <= m =n car m, est injective sur [0, p[.
Or mp(m) = —mp(n) = mp(m) = mp(n1) ol ng € [[%ap]] sin € [[Oa%]] Donc
mp(m) = mp(n1) implique m = ny ce qui est impossible.

Donc fom,(m) = fomp(n) = n=m ie. fom, est injective.

b. De méme gom, est injective, car gom,(m) = gom,(n) <= fom,(m) = fomy(n).
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Donc Card[F] = Card[€].

c. Si &€ et F étaient disjoints, £ U F aurait
est impossible puisque Z/pZ a p éléments. Donc il existe a € £ N F. D’ou il existe
(,y) € [0:251]? tel que a = fomy(z) = gom,(y).

2
Or formy(w) = (mp(x))” = mp(a?) et gomy(y) = —(
Dol mp(2?) = mp(—1 — y?) de. mp(x® +y*> +1) =
3. Dapres 2.b) il existe (z,y) € [0,272]? et m € N tels que 2% + y? + 1 = mp.
(p—1)
4

+1<p? <= pP’+2p-3>0 <= (p—1)(p+3) > 0; ce qui est

1 1
p+ + I% = p+ 1 éléments, ce qui

+mp(y?) = mp (=1 — y?).
0.

Montrons que m < p. On a 22 + 32 +1 < 2 +1.

—1)2
or P ' )
vrai si p > 2. Donc mp < p? ie. m < p. Donc m € M.

4. Si mg est pair, 2 divise 22 + 22 + 23 + 22.

e Si trois des quatre x; sont pairs, 2 divise la somme de leurs carrés ; donc le carré
du quatrieme qui est pair.

e Si trois des quatre x; sont impairs, la somme de leurs carrés est impaire.
Comme 2 divise la somme des quatre carrés, le carré du quatrieme est impair.
Les seuls cas possibles sont pour les x;, deux pairs et deux impairs ou tous de
méme parité. On peut donc supposer xgy et x1, o et r3 de méme parité. Il s’en

suit que 20 —; xl’ 20 ; 331’ 2 ;— x37 2 ; 3 sont entiers et o € M car:
{:co —1—931}2 [xo —xl]Q {xz +x3r {xz —933]2_953 +af+a3+a3 mo
2 2 2 2 B 2 2
5.a.Soit r e R. Ilexiste p=|r] €Z tel quep<r<p+1.
2 1 1 1
Sauf si r = P+ yon asoit r—p < 3 soit p+1—7r< 3
. ; 2k+1 .
S’il existe k € Z tel que Li alors 2z; = (2k + 1)myg et mq est pair, ce
mo
i 1
qui est impossible. Donc il existe un entier u; tel que ‘& —u| < 3
mo
3 3 3 3
fo =mop = Z(yz +mou;)? = ny [ mod myg]. Donc Zy? = 0[ mod my].
i=0 i=0 i=0 i=0

3
1l existe m’ > 0 tel que mom’ = Z y?. Comme m/ est entier, m’ > 1.
i=0

2 3
T; mo 2 My 2 2
‘ < D) =y; < 1 :>Eoyi<m0.
i=

1 xX;
<5 = il = Imol| 2= —u,
Mo

— u;
mo

Donc 1 <m/ < my.

b. z; = y; [ mod mg] <= X =Y [ mod my].

Notons que si (T3, T, T3) € H?, alors, d’apres le calcul fait en 1.2, on a :
Ty = T [ mod mg] = (T1T3 = T5T5 [ mod myg) et T5Ty = T35 [ mod mo]).
D’autre part, Ty = Ty [ mod mg] <= T1 = T3 [ mod my).

Donc X =Y [ mod mo] = Y = X [ mod my).

irigés

T
x
3
>
0
=
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Donc XY =YY =YX = XX [ mod my).

Comme XX = N2(X)eg = mopep = 0] mod mp], XX = XY = 0[ mod my).

XY =0[mod mg] = 3T € H, XY =mT.

N?(XY) = mdN?(T) = N*(X)N?(Y) = (mop)(mom’) par définition de m’.
Donc N2(T) = m/p ot 1 < m' < mg. D’ott m/p est somme de quatre carrés

d’entiers, te. m’ € M.

6. D’apres 4. et 5. si mg > 1 est dans M, il existe m’ € M strictement inférieur
a mg. Le plus petit élément de M est donc 1. D’ou mp = 1p = p est somme de
quatre carrés d’entiers.



Réduction
des endomorphismes

K désigne I'un des corps R ou C, E un K-espace vectoriel et u un élément de L(E).
I. Sommes directes

g est un élément de N, ¢ > 2, Ey, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels de F.

A. Somme

Définition
q q
On note ZE7 I’ensemble { in | (1,...,2q) EE X -+ X Eq}.
i=1 i=1
Remarques
1. By x --- x E; est muni naturellement d'une structure de K-espace vectoriel,

q
Vapplication ¥ de Ey X --- x E; dans E définie par U(x1,...,24) = in est
i=1

q
linéaire, son image est E FE;, donc un sous-espace vectoriel de F.
i=1

q

2. Si 'on note ® 'application de Fy x --- x E; dans Z FE; définie par :
i=1

D(z1,...,24) = U(x1,...,24), alors @ est linéaire surjective.

Kl q q
3. ZEl est le sous-espace vectoriel Vect < U E1> engendré par |J F; car c’est
Py i=1 i=1

le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant cette partie.
Exemple

SineN, Ko[X] C Ki[X] C -+ C Kyn[X] dott Y K;[X] = Kn[X].
=0

B. Définition et premieres propriétés
1. Définition
q

q
On dit que ZE est une somme directe, et on la note alors @@ E;, si
i=1 i=1

q q
lapplication ® : Ey x --- X E;, — ZEi, (T1,...,2q) = in est un

i=1 i=1
isomorphisme de K-espaces vectoriels.
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2. Théoreme
Il y a équivalence entre :
q

(i) Z E; est directe;

i=1
q q
(ii) La seule décomposition de O dans Z E; est O = Z Og, ;
i=1 i=1
q q
(iii) V:EEZEi, Mz1,...,29) EEL X -+ X Ey, x = in;
i=1 i=1

(iv) Vke[l,q], (ZE’L) N Eyr1 = {0g}

Démonstration
e Comme ® est lindaire surjective et comme la condition (ii) exprime son injectivité
on a immédiatement I’équivalence entre (i) et (ii).

e De méme (iii) signifie que @ est bijective, d’on (i) <= (iii).

e Supposons (i), choisissons k dans [1, ¢[ puis  dans ZEl) N Ej11, écrivons
i=1

k
x = E x; ou (z1,...,25) EE X -+ X E.
i=1

Onaz= (I)(xl,...,.’Ek,OEkJrl,...,OEq) = (I)(OEU~~~70Ek7x70Ek+2>~~-aOEQ)7 d’ou
x = 0g,,, = O par injectivité de ®.

e Supposons (iv) et (z1,...,z4) dans Ker(®) \ {0g}.

Avec K’ = max {i €[1, q] } z; #0g}onak’ > 1let,enposant k = k'—1,k€[1,q[ et

k k

aussi T = Z(—xz) € (Z El> N E;4+1 = {0g} : absurde. Donc ® est injective
i=1 i=1

et (iv) = (1).0

3. Supplémentaires
Définition
| Les sous-espaces vectoriels V et W de E sont supplémentaires si E = V@& W.

Remarque

V et W sont supplémentaires si, et seulement si, tout z de E s’écrit de fagon
unique z = v + w ou (v,w) €V x W ou encore si, et seulement si, 'application
®:VxW = E, (v,w) = v+ w est un isomorphisme de K-espaces vectoriels,
c’est-a-dire si, et seulement si, VAW = {0g}let E=V +W.

Exemples
e Soit P élément de K[X] de degré n + 1 ot n€N et (P) 'idéal engendré par

P, (P) = {AP | AcK[X]}, alors K, [X] et (P) sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de K[X].

En effet, ce sont facilement deux sous-espaces vectoriels de K[X] et le théoreme de

division euclidienne montre que tout élément A de K[X] s’écrit de fagon unique
A=S+RouSe(P)et ReK,[X].
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eRE=PaZouP = {fERR ‘ f paire } et T = {fERR | f impaire }> en
particulier ch et sh sont définies comme partie paire et impaire de exp.
4. Une condition nécessaire et suffisante en dimension finie

4.1. Théoréme

q
Si E est de dimension finie alors ZE1 est directe si, et seulement si,

i=1
i=1 i=1

Démonstration
q

q
O:Eix...xE;,— E Ei, (z1,...,2q) — g x; est linéaire surjective. La somme
i=1 i=1
est directe si, et seulement si, ¢ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ie. si,
q

et seulement si, By x...x E, et Z FE; sont de méme dimension, d’ou le résultat. O
i=1
4.2. Corollaire
Si E est de dimension n, deux sous-espaces vectoriels V et W de dimensions
respectives p et n—p sont supplémentaires si, et seulement si, VNW = {0g}-

Démonstration
En effet la condition est nécessaire et, si elle est remplie, alors V & W est un
sous-espace vectoriel de F de dimension p+ (n —p) et donc E=V & W.O

C. Décomposition de E en somme directe

1. Applications linéaires
Théoréme

q
Si E = @ E; et si, pour tout i €[1,q], u; € L(E;, F), alors il existe un
i=1

K3
unique élé

ment u de L(E, F) tel que U‘El = u; pour tout i de [1,¢], U‘El
désignant la restriction de u a F;.
Démonstration .
e Si un tel u existe alors, pour x dans F, z = le ou (z1,...,2q) €EE1 X... X Ey,

i=1

M-

Il
Q

par lindarité on a u(z) = Z u(z;) =) wi(x;) ce qui prouve 'unicité de u.

=1 %

q
eSizek, x= Zaf;i, posons u(x) = Zui(mi), I'unicité de la décomposition de
i=1 i=1
chaque x prouve que l'on a ainsi défini une application.
Si x € E;, la définition de u(z) donne u(x) = u;(z) d’ou U‘E = u;.
i

q q
Si (z,y) € E?, A€K, x = le et y = Zyi ou (z1,...,%4) €t (y1,...,y,) dans
i=1 i=1
q

Eix...xEj,onalz+y = Z()\xi—i—yi) et (Az1+y1,..., Axq+yq) EE1 X .. X Ey,
i=1
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d’oti, par définition, u(Ax + y) Zuz Az +y;) = )\Zu, (x;) + Zuz (y;) soit

encore u(Ax + y) = Au(z) + u(y) ce qu1 termine la demonstratlon. I]
Remarque
On vient en fait de montrer que application © de 'espace L(E, F') dans l'espace

L(E1,F) x ... x L(E,, F) définie par O(u) =

est un isomorphisme

Y
E 1<i<q

de K-espaces vectoriels.

Exemple : projecteurs associés & une décomposition

e Fixons ¢ dans [1, ¢], soit p; 'unique élément de L(E) vérifiant p;(z) = §; ;= si

j€ll,q] et z € E;. Pour tout j dans [1,¢] on a p? 5= pi‘E d’ol1, par unicité,
J J

p? = p;, p; est un projecteur, on a immédiatement E; C Im(p;) et, si z € Im(p;),

alors p;(x) = x car p; est un projecteur. En décomposant z on a immédiatement

q
z € E; dou Im(p;) = E;. De méme Ker(p;) = @ E;.
j=1
i
e Si(i,j,k)€[l,q]>eti+#jona (piopj)‘Ek =0 d’ott p;op; = 0.

q a
e Pour tout j dans [1,¢], Vz € Ej;, (Zpl) ‘E(w) =z d’out Zpi =Ig.
i=1 J i=1

2. Cas de la dimension finie

Théoréme et définitions
E est de dimension n > 1 et on suppose = E, © --- @ E,.

e Si, pour tout i de [1,q], & désigne une base de E;, alors la famille £
obtenue en réunissant les &; est une base de E, elle est dite adaptée a la
décomposition E = E, & --- ® E,.

e Si F' est un sous-espace vectoriel de E, une base est dite adaptée a F' si
ses premiers éléments constituent une base de F'.

Démonstration
& étant de cardinal n = dim(E,) + - - - + dim(E,), il suffit de montrer qu’elle est
génératrice de E. Siz € B, x =x1+ - -+ x4 ou (x1,...,24) €L X ... X Eg, on

a, pour tout i €[1,q], x; € F; = Vect(&;) et donc, par sommation, x € Vect(£), ce
qui termine la preuve. O

II. Sous-espaces vectoriels stables

1. Définition
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
1. F est dit stable par u si u(F') C F ie. si, pour tout « dans F, u(x) € F.

2. Dans ce cas on appelle endomorphisme induit par u sur F' I'endo-
morphisme de F' qui a tout x associe u(x).

Remarques

e Ne pas confondre ’endomorphisme induit qui est élément de L£(F') et la restriction
Ul g qui est élément de L(F, E).
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e Si u est 'endomorphisme induit par w sur F' alors Ker(u) = Ker(u) N F' et
Im(u) = u(F).

Exemple
Pour E =K[X]et A: P(X)— P(X +1) — P(X) appartient a L(E).
Si PeKer(A), P(X)— P(0) ’annule sur Z infini donc P(X) = P(0) e Ko[X], la
réciproque est immédiate d’ott Ker(A) = Ko[X].
Si neN on a A(K,41[X]) C K,[X] et, en considérant la restriction de A &
Kpi1[X], dim {A(KM[X])} = dim (Kpy1[X)) — dim (Ko[X]) = dim (K, [X])
d'ott A(Ky41[X]) = K,[X]. A induit un endomorphisme A, de K,41[X] avec
Ker(A,,) = Ko[X] et Im(A,,) = K, [X]. De plus A, est nilpotent.
2. Théoréeme

| SiveL(E) et commute avec u alors Im(v) et Ker(v) sont stables par u.
En effet, si y €Im(v), y = v(z) ol € E, alors on a u(y) = v[u(z)] € Im(v) et, si
z €Ker(v), v[u(z)] = u[v(z)] = 0 donc u(z) € Ker(v).O
Rappelons un théoréme vu en MPSI

3. Théoreme
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et w € L(E), alors
(i) un sous-espace vectoriel V de E est stable par u si, et seulement si,

pour toute base B de E adaptée a V, Mg (u) est de la forme (61 5)7

(ii) si B est somme directe de sous-espaces vectoriels stables par u alors,
si B est une base adaptée, Mp(u) est diagonale par blocs.

II1. Polynoémes d’endomorphisme

A. Généralités
1. Fonctions polynomiales

1.1. Théoréme et définitions

Si A est une K-algébre d’élément unité e. Pour tout a € A, il existe un
unique morphisme de K-algébres ¢, : K[X] — A tel que ¢,(X) = a.
SiP=ay+ar X+ -+a, X" alors p,(P) = ape+ara+---+aya™ = P(a).
1. ¢, est appelé morphisme de substitution défini par a € A.

2. Ker(p,) = {P € K[X]| P(a) = 0} est I'idéal annulateur de a.

3. Im(p,) = {P(a)| P € K[X]} = K[a] est une sous-algébre commutative
de A.

Démonstration

Une application f de K[X] dans A est un morphisme de K-algebres si, et seulement
si, f € LIK[X], A), f(X°) =eet f(AB) = f(A) f(B) pour (4, B) € (K[X])2.

Si ¢, est un morphisme de K-algebres vérifiant ¢,(X) = a, on a par récurrence,

pour tout n € N,p,(X"™) = a”. Une application linéaire étant déterminée par
limage d’une base et (X™),en étant une base de K[X], on peut dire qu’il
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existe une unique application linéaire ¢, de K[X] dans A telle que, pour tout
n €N g, (X") =a™.
Comme application (A, B) — ¢4(A B) est bilinéaire, il suffit de vérifier I’égalité
00 (XPXT) = 0q(XP)pa(X9) avec (p, q) € N2, (ce qui est immédiat) pour conclure
que ¢, est un morphisme d’algebres et achever la preuve. O

1.2. Cas particuliers importants

a) Si A = Lg(E) ou E est un K-espace vectoriel et E # {0} et u € L(E),
pu : K[X] = L(E),P =Y X" aolp + ayu+ - + apu™ = P(u) € K[u].
k=0
Si (P.Q) € (KIX])", (P +Q)(u) = P(u) + Q(u) et (PQ)(u) = P(u)oQ(u).
b) Si A=2,(K),n>1et AeM,(K),
P

2

ea KIX] = M (K), P = apX¥ s agl, + a1 A+ + 0, AP = P(A) € K[A].
k=0

Si (P,Q) € (KX])®, (P +Q)(A) = P(A) + Q(A) et (PQ)(A) = P(4) Q(A).

2. Polynéme minimal

Ker(p,) étant un idéal de K[X], on déduit du chapitre 1.

2.1. Théoréme et définition
Si Ker(pa) # {Okx}, il existe un unique polynéme unitaire 11, appelé
polynéme minimal de a, tel que Ker(p,) = (I1,).

2.2. Théoreme
Ker(p,) # {0} si, et seulement si, K[a] est de dimension finie.

Si c’est le cas, dim (Kla]) = r = deg(Il,). Plus précisément, (a™)o<n<r €st
une base de K[a).

Démonstration

e Si Ker(y,) = {0} ¢, est injective. Donc ¢, établit un isomorphisme de K[X]
sur Im(p,) = K[a]. Donc K[a] n’est pas de dimension finie.

e Si Ker(p,) # {0}, comme K[X] = K,_1[X] ® (II,) (c¢f. théoréme de division
euclidienne), l'application de K, _;[X] dans K[a] = Im(p,) qui & P associe P(a)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Comme l'image d’une base par un
isomorphisme est une base, (a”)ogn<r €st une base de Kla].O

Remarque : une autre démonstration consiste, puisque F est de dimension n > 1,

a observer que (f*)o<r<n2 est liée dans L£(E) qui est de dimension n?.

Exemples

e Si E est un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et si u € L(FE), alors
K[u] € L(FE) est de dimension finie ; d’ot Ker(p,,) # {0}-

e Si AeM,(K),n > 1, alors K[A] C M, (K) et donc Ker(pa) # {0}
3. Applications

3.1. Calcul des puissances

On suppose connu P polynéme annulateur non nul de A€M, (K). Si k€N, la
division euclidienne de X* par P s’écrit X* = PQy + Ry, ot deg(R}.) < deg(P).
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Alors, par le morphisme d’algebres, A¥ = Ry (A).
Cette méthode n’a d’intérét que si P est de degré raisonnable et si k > deg(P).

Exemple
0 2 -1
SiA=|( 3 =2 0 |.Onvérifieque P(A)=00u P =(X—-1)(X—-2)(X+4).
-2 2 1
D’ici quelques paragraphes de ce chapitre vous saurez déterminer un polyndéme
annulateur d’une matrice.
Pour k € N, X* = PQy, + Ry, avec Ry, = apLq + by Lo + ¢, L3 ol
Li=(X-1)(X-2),Lo=(X-1)(X+4)et Ly = (X —2)(X +4).
En effet, (L1, Lo, L3) est une base de Ry[X]. Le lecteur attentif aura reconnu des
polynomes d’interpolation de Lagrange.
En substituant 1, 2 et —4 a X on obtient immédiatement ay, bx et cx. D’ou

—4)k 2k 1
= L S - tnw .
De plus P(A) = 0 montre l'existence de B €R[A] telle que AB = I5. Donc
A est une matrice inversible & droite (donc inversible) et 'on a A™* = B la

méme méthode utilisant un polynéme annulateur de A~! ou une récurrence facile
prouverait que I’expression donnée de A* est valable pour k € Z.

3.2. Théoréme
A

0 B>’ alors, pour tout

Si M est triangulaire supérieure par blocs, M = <

polynéme P on a P(M) = (P (OA) P<*B) )

Démonstration

NPT P(A) *
Par linéarité de P — P(M) — ( 0 P(B)
P = X* ou k décrit N. On Pobtient alors trés facilement par récurrence a Uaide
des produits par blocs et les résultats classiques sur les produits de matrices
triangulaires supérieures. O

>, il suffit de le montrer quand

Si I'on note IT4 le polyndéme minimal de la matrice A € M,,(K) on a le
3.3. Corollaire
| Si M = Diag(A, B), alors Iy =ppem(I14,11g).

Démonstration

Pour tout P € K[X], P(M) = Diag (P(A), P(B)).

Donc : I (A) =0et Iy, (B) = 0. D’ou II4 et IIp divisent ITy,.

Si P est un multiple commun de II4 et IIp, P(A) = 0 et P(B) = 0 puisque
IMa(A) =0et IIp(B) = 0. Donc P(M) = 0 ie. IIj;| P. De la définition du ppcm,
on déduit le résultat. O

B. Théoréeme de décomposition des noyaux

1. Lemme

Soit uw un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et (P,Q) € (K[X])2

Pour P et @ premiers entre eux, Ker [(PQ)(u)] = Ker [P(u)] ®Ker [Q(u)].
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Démonstration

o Si z€Ker [P(u)] alors (PQ)(u)(x) = ([Q(u)}o[P(u)] @
Ker [P(u)] C Ker [(PQ)(u)], de méme Ker [Q(u)] C Ker [(PQ)(u)] et donc
Ker [P(u)] + Ker [Q(u)] C Ker [(PQ)(u)].

e Si zeKer [P(u)] N Ker [Q(u)], en écrivant, d’aprés le théoreme de Bézout,

u)f,
PU+QV =1, on a P(w)oU(u) + Q(u)oV (u) = U(u)oP(u) + V(u)oQ(u) = Iz ct,
en x, cela donne z = O, Ker [P(u)] 4+ Ker [Q(u)] est donc directe.

) = 0 donc on a

e Si z € Ker [(PQ)(U)], avec les notations précédentes, x = y + z ou l'on a posé
y = [V(u)oQ(u)] (x )et z= [U( JoP(u)] ().

Or P(u)(y) = [V(w)]o[(PQ)(w)](z) = 0 et, de méme, Q(u)(z) = 0, d'on
z € Ker [P(u)] @ Ker [Q(u )] ce qui termine la démonstration. O

2. Théoréme
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Si P, ..., P, sont des

P p
polynomes deux a deux premiers entre eux, Ker [ H PZ} (u)= @ Ker [P U
i=1 i=1

Démonstration

On procede par récurrence sur p, les cas p = 1, p = 2 étant déja traités. Si cela
a déja été prouvé pour p polynomes et si P,11 est premier avec P, ..., P,, alors,
en posant P = P;... P, et Q = P,11 on a P et (Q premiers entre eux et donc
Ker [(PQ)(u)] = Ker [P(u)] @ Ker [Q(u)] ou encore

Ker [(Py...Pyy1)(u)] = Ker [(Py...P,)(u)] @ Ker [P,41(u)] et, avec Phypothese

p+1
de récurrence, Ker [(Py ... Pyi1)(u)] = @ Ker [P;(u)]. O
i=1

3. Corollaire

P
Si de plus Py ...P, est annulateur de u alors E = @ Ker [P;(u)] et la
i=1

matrice de u relativement a toute base adaptée a cette décomposition est
diagonale par blocs.

Démonstration

On applique le corollaire précédent en remarquant de plus que chacun des
Ker [P;(u)] est stable par u.O

Exemples

1. Si ue L(E) et u> = u on retrouve le fait que u est projecteur sur Im(u)
parallelement & Ker(u) car v annule X (X — 1) et donc E = Ker(u) ® Ker(u — Ig)
ie. E = Ker(u) ® Im(u).

2. Siu € L(E) et uou = Ig. Comme u annule le polynéme (X — 1)(X + 1), on a
E =Ker(u—Ig)®Ker(u+Ig) ie. u est la symétrie de E par rapport a Ker(u—Ig)
parallelement & Ker(u + Ig).
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IV. Eléments propres
A. Cas d’un endomorphisme

1. Définitions

1. Un scalaire \ est dit valeur propre de u si u — Al g n’est pas injectif,
tout élément non nul de Ker(u — A g) est vecteur propre associé a \.
2. Si A est valeur propre de u on appelle sous-espace propre associé a A
et I'on note E)(u) le sous-espace vectoriel Ker(u — M g).

3. On appelle spectre de u et on note Sp(u) ’ensemble des valeurs propres
de u.

Remarques

1. En dimension finie, A € Sp(u) <= (u— Ag) ¢ GL(E).

2. Toujours en dimension finie, v est élément de GL(E) si, et seulement si, 0 n’est
pas valeur propre de u.

Exemples

1. u = M si, et seulement si, Sp(u) = {\} et E\(u) = E.

2. Si p est un projecteur non nul et distinct de Ig alors : Sp(p) = {0,1},
Ey(p) = Ker(p) et E1(p) = Im(p).

3. Dans E = C*®(R,C), avec D : f — f', on a Sp(D) = C et chaque sous-
espace propre est une droite car, pour tout A complexe, ’équation f’ = A\f est
une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 admettant pour ensemble
de solutions Vect(x + ) droite de E.

4. Si u est un endomorphisme nilpotent, ie. s’il existe p dans N* tel que uP soit
nul, alors Sp(u) = {0} En effet u n’est pas injectif sinon u? le serait et, si x est
vecteur propre de u associé & A , on a 0g = uP(xz) = \Px d’ou \? = Og puis A = Og.
Sp(u + alg) = {a} d’apres la derniére des remarques précédentes.

5. Soit w : K[X] — K[X], P — X P(X). En raisonnant sur les degrés, on montre
facilement que Sp(u) = 0.

2. Propriétés des sous-espaces propres

2.1. Théoréme
Si v est un élément de L(E) qui commute avec u, alors tout sous-espace
propre de u est stable par v.

Démonstration

Soit A € Sp(u), u — Alg et v commutent donc Ker(u — Alg) = Ey(u) est stable par
v d’apres 'exemple 1.2.0

2.2. Théoréme
Si A1,..., A, sont des valeurs propres deux a deux distinctes de u alors

P
Z E), (u) est directe.
i=1

Démonstration

P

Soit P = H(X — ;). Comme i # j = (X — X)) A (X — A;) =1, ce théoreme est
i=1

une conséquence du théoreme de décomposition des noyaux. O
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On en déduit le
2.3. Corollaire

Si x1,...,x, sont des vecteurs propres de u associés a des valeurs propres
deux & deux distinctes alors (z1,...,xp) est libre.
Exemple

Pour tout o € C, on considere ’élément de ’espace vectoriel E = C* (R, C) défini
par fo : x — e*®. L’endomorphisme de dérivation D de E vérifie D(f,) = afa.
Comme toute sous-famille finie est libre on en déduit que (f,)aecc est libre.

De méme, avec D? on montre aisément que (g, )nen Ol gy : @ — cos(nz) est libre.

3. Polynémes d’endomorphisme

3.1. Théoreme
Si x est vecteur propre de u associé a X\ et si P € K[X], alors x est vecteur
propre de P(u) associé & P()).

Démonstration

A est zéro de P — P(A) dou P — P(A\) = (X — A)Q ou Q € K[X] et donc

P(u) — P(\)Ip = Q(u)o(u — Mg), d’ott Ker(u — M g) C Ker [P(u) — P(A\)Ig].O
3.2. Corollaire

Si P est un polynéme annulateur de u alors tout élément de Sp(u) est zéro
de P. La réciproque est généralement fausse.

Si le polynéme minimal I1,, de u existe, Sp(u) est inclus dans I'ensemble des
zéros de 11,,.

Démonstration
e Soit A valeur propre de u, le théoréme prouve que P()) est valeur propre de
P(u). Comme P(u) = 0, nécessairement P(\) = 0.
e Si u est nul sa seule valeur propre est 0 et P = X (X — 1) est un annulateur dont
0 n’est pas le seul zéro. C’est un contre-exemple de la réciproque. O

B. Cas d’une matrice

On se donne un élément M de M, (K) ot n € N*.

1. Définitions

1. Un élément non nul X de M, 1(K) est dit vecteur propre de M s’il
existe un scalaire \ tel que M X = \X.

Ce scalaire A est unique et est appelé valeur propre associée a X.

2. Un scalaire X est dit valeur propre de M si M — \I,, ¢ GL,,(K), tout
élément non nul de Ker(M — \I,,) est dit vecteur propre associé a \.

3. Si A est valeur propre de M on appelle sous-espace propre associé a
A et 'on note E\(M) le sous-espace vectoriel Ex(M) = Ker(M — \I,,).

4. On appelle spectre de M et ’on note Spg (M) ou Sp(M) si le corps n’est
pas ambigu, 'ensemble des valeurs propres de M, {)\ €K ‘ M-\, ¢ GLn(K)}-

Remarque
0€Spx(M) < M ¢GL,(K) < rg(M) <n <= det(M) =0.
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2. Lien avec les endomorphismes

Théoreme
Soit £ base de E relativement a laquelle M est matrice de u, alors u et M
ont méme spectre et x est vecteur propre de u associé a A si, et seulement
si, sa matrice X relativement a £ est vecteur propre de M associé a .

Démonstration

Si x est de matrice X relativement a £ alors u(z) est de matrice M X relativement
a €. Donc u(x) = Az < MX = XX et z, X sont simultanément nuls ou non.O

3. Changement de corps

On remarque que M, (R) est un sous-ensemble de M, (C) et donc que tout élément
de M, (R) est aussi élément de M, (C), il faudra donc se garder de confondre
Spr(M) et Spe (M) mais on a le
Théoréme
Si AeM,(R) alors Spr(A) C Spe(A), mais Iinclusion réciproque est en
général fausse. Plus précisément, Spgr(A) = RN Spe(A).

Démonstration

e Si A€ Spr(A) on choisit X vecteur propre associé, alors AX = AX et X est un
élément non nul de M, 1 (R) C M, 1(C) donc A € Spp(4).

(1) (1)> matrice de rotation d’angle g pour la structure euclidienne
orientée canonique de R?, aucune droite n’est stable donc Spg(A4) = @ alors que

i €Spe(A) car A —ily = <_; :1) ¢ GL(C).O

OPourA:<

C. Polynéme caractéristique

1. Définitions

1.1. Définition
On appelle polynéme caractéristique de M € M, (K), et I'on note Xy, le
déterminant de la matrice (X1I,, — M).

On a immédiatement Xy = Xz,
1.2. Théoréme et définition
Si M et N sont semblables alors Xj; = X, si u est un endomorphisme de E
espace vectoriel de dimension finie n, on appelle polynéme caractéristique
de u, et I'on note X,,, le polynéme caractéristique d’une matrice quelconque
de u, étant entendu que cela ne dépend pas du choix de la matrice.

Démonstration

Si N=PMP~! ot PeGL,(K), alors XI,, — N = P(XI, — M)P~! et, comme le
déterminant est invariant par similitude, Xp; = Xn.0O

Remarque

Le lien entre matrices et endomorphismes nous permet, pour la suite et sauf
exception, de ne donner que les résultats relatifs aux matrices, le lecteur les traduira
en termes d’endomorphismes.
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2. Premiéres propriétés
L’utilité essentielle du polyndéme caractéristique vient du
2.1. Théoréme

| Le spectre de M dans K est I’ensemble des zéros de X, dans K.

Démonstration
Immédiate car A€ Sp(M) < M, — M ¢ GL,(K) < det(\,, — M) =0.0
2.2. Théoréme

| Xar = X" — tr(M)X" 1 + - + (—1)" det(M).

Démonstration

e Tout d’abord X,;(0) = (—1)"det(M) par définition de Xps, d’ou le coefficient
constant. Si 0 € &, et i €[1,n] posons by = X —m, ; si 0(i) =i et —m; (;) sinon,

n
puis P, = l_Ib;-’7 alors Xy = Z g(0)P, et 0 < deg(P,) < n.

i=1 €S,
e deg(P,) > n — 1 signifie que (i) # ¢ pour au plus un ¢ soit encore o = e
identité, les coefficients de X"~ ! et X™ de Xj; sont donc ceux de P., & savoir
respectivement — tr(M) et 1 facilement, d’ou ’expression de X;;.0

2.3. Corollaire
(i) Card [Sp(M)] < n.

(ii) Si Xps est scindé, avec Xp; = H(X — \i), alors A1, ..., A\, sont les
n =l n
valeurs propres de M, tr(M) = Z A; et det(M) = H i
i=1 i=1
(i) Si K = C alors Sp(M) # 0.
(ii) SiK =R et Spgr(M) = 0 alors n est un entier pair.

Démonstration
1. découle directement du théoréme de d’Alembert.

2. Si n est impair alors Xj; est de degré impair, X () T x" et le théoréme des

valeurs intermédiaires assure 'existence d’un zéro réel, donc Spg(M) # (.0

Remarques

Le théoreme précédent permet un calcul facile de X, dans le cas oun =2 :
Xpr = X2 — X tr(M) + det(M).

2.4. Théoréme
A B

Si M est triangulaire supérieure par blocs, M = ( 0 C

) ou AeM,(K),
alors X]\/[ = XAXC.

Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par ’endomorphisme u et si v
est 'endomorphisme induit par u sur F', alors X,, divise X,,.
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Démonstration
XI,—A -B

0 Xl —C
supérieur par blocs termine la démonstration.

XI,— M= ) et le calcul d’'un déterminant triangulaire

Si B = B; UB; est une base de F adaptée a F' ou B est une base de F', la matrice
M = Mp(u) est triangulaire par blocs et A = Mp, (v). Donc X,, = X, X¢ et le
théoréeme est prouvé puisque X¢ est un polynéme. O

3. Ordre de multiplicité

3.1. Définition
Si A€ Sp(M) on appelle ordre de multiplicité de \, et on note w(\) dans le
cours, son ordre de multiplicité en tant que racine de Xjy.

Remarque
Si Xz est scindé et si A, ..., A\, sont les valeurs propres (deux & deux distinctes)
P
de M, alors X, = H(X — )P ou encore X = H (X — N0,
i=1 AeSp(M)

3.2. Théoréme

| Si AeSp(M), alors 1 < dim [Ex(M)] < w(A).

Démonstration

On écrit M comme matrice de u endomorphisme de F = K" puis E = E)\(u) @V
et on note p la dimension de Ey(u), p > 1 car comme A € Sp(u), Ex(u) # {0}
E,(u) étant un sous-espace vectoriel de F stable par u, notons v ’endomorphisme
induit par u sur Ey(u). D’apres le théoreme IV.C.2.4, on a : X,, divise X,,.
Comme v est I’homothétie de rapport A et comme Ej(u) est de dimension p,
Xy = (A= X)P. D’ott p < w(A) et la conclusion. O

4. Théoréme de Cayley-Hamilton

4.1. Théoreme
Siu est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E, alors
X,, est un polynéme annulateur de u.

Démonstration (non exigible mais vivement recommandée)
Soit x € E\ {0}. Il existe p = max{r € N*|(z,u(z),...,u""!(x)) libre }. Donc
J(ag, ... ap—1) € KP,uP(z) = apz + aru(z) + - - - + ap_1uP~(z). (%)
F = Vect {z,u(z),...,uP~"(x)} est un sous-espace vectoriel de E, de dimension
p et stable par u. Si v est ’endomorphisme de F induit par u sur F', il suffit de
prouver que X,(u) = 0 puisque X, |X,.
Notons B = (z,u(),...,uP"*(z)) et A la matrice de v dans la base B de F.
0 - 0 ap X 0 .- —ap

- : -1 :
1 ' ) . Donc : X4(X) = )

.0 . t- X —Qp—2

(O) 1 ap_l (O) -1 X - CLp_l
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0 0 - QX)

Ly~ L1+XLo+-- -—|—X”_1Lp montre que X4(X) = -1

(0) -1 Ap—1 — X
D’ott en développant par rapport & la premiere ligne, X4 = (—1)P*}(—=1)P71Q(X)
ou Q(X) = —ag — a1X + — -+ (X — ap_l)prl.

Or Q(u)(z) = 0 d’apres (x), Donc X, (u)(z) = 0. Si z =0, on a X, (u)(z) = 0.
Donc, pour tout « € E, X, (u)(z) = 0 ie. X,(u) =0 et la conclusion. O

4.2. Applications
a) Calcul de A*¥ pour k € N*. ¢f. IIL.A.3.1.
b) Sp(u) est 'ensemble des racines du polynéme minimal II,, de w.

En effet, X, étant annulateur de w, le polynéme I, divise X, et I’ensemble des
racines de II, est inclus dans ensemble des racines de X,, ie. Sp(u).

D’autre part, si A€ Sp(u), alors \ est racine de tout polynéme annulateur de u ;
donc X est racine de II,,. D’ou la conclusion.

c) Si M € GL,(K) alors det(M) # 0 et le théoréme de Cayley-Hamilton donne
MP(M) = I, ott P est un polynéme, d’on M~ = P(M) € K[M].
d) u est un endomorphisme nilpotent d’un C-espace vectoriel E de dimension finie
n > 1 si, et seulement si, u™ = 0 si, et seulement si, Spe(u) = {0}.
En effet, Spc(u) = {0} si, et seulement si, X,,(X) = X™.

P

e) Si ueL(E),X, = [J(X — \)** avec Sp(u) = {A1,..., A} On déduit du
k=1
théoréme de décomposition des noyaux et du théoreme de Cayley-Hamilton :

P

E= @Ker(M — A1), Les sous-espaces vectoriels Ker(u — A Ig)“* sont des
k=1

sous-espaces stables par u et Ker(u — A\pIg) C Ker(u — Aplg)“*. Si ve L(E) et

vou = uow, alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de v est diagonale

par blocs.

4.3. Exemple
0o --- 0 1
. 1 - 0 . .
Soit C' = ) ) _ | . Déterminer X¢ et 7.
(0) 10

1 2 ... (n=1) n
2 3 ... =n 1 > le
calcul des C* est facile et montre que (I,,,C, ..., C" 1) est libre alors que C™ = I,.
X™—1 est de degré minimal parmi les polynomes annulateurs non nuls de C, donc
mo(X) = X™ — 1 et m¢|X¢. La comparaison des degrés et coefficients dominants
montre alors que X¢ est égal & (X™—1) et donc Spg(C) = U,, ensemble des racines
n-iemes de 1 alors que Spr(C) = U, NR.

C' est la matrice de la permutation circulaire o = (

4.4. Proposition
Tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie laisse
soit une droite soit un plan stable.
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Démonstration
Si Sp(u) # @ c’est immédiat.

k
Sinon alors X,, = [[(X? + a;X + b;) ot, pour tout i €[1,k], a? — 4b; < 0. Le
i=1
k
théoréme de Cayley-Hamilton montre que [] (u? 4+ a;u + biIg) = Oz et donc
i=1
I'un au moins des ¢; = u? + a;u + b; I est non bijectif. On suppose par exemple
1 non bijectif et alors, si z € Ker(¢1) \ {0g} le plan Vect (z,u(z)) fait affaire. O

D. Sous-espaces caractéristiques

Soient FE un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u € L(E).

1. Théoréme et définition
k

On suppose que X,, = H(X — X\i)® et 'on note F; = Ker(u — \Ig)%i.
i=1
Les F; sont appelés les sous-espaces caractéristiques de u.

(i) F; est stable par u et u; = Y est nilpotent.
(ll) E=F®FKd & F.
(iii) Vi €[1, k], dim(F}) = a;.

Démonstration
(i) et (iil) wo(u—NiIg) = (u—N;iIg)ou car (u—\;Ig) € K[u] : algébre commutative,
donc F; est stable par u. Comme u; € L(F}), on a (u; — A\iIp,)* = 0. Donc
(u; — Milp,) est nilpotent. D’olt X,,, = (X — \;)dmF),
k

Or Xy, |Xy, donc dim(F;) < «;. Comme Zdim Zaz, on a dim(F;) = ;.

=1
(ii) Conséquence du théoréme de Cayley-Hamilton et du theoreme de décomposition

des noyaux. O

2. Théoreme et définition
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et feL(E).
{k€[0,n] ’ Ker(f*) = Ker(f*™} # 0. On note désormais p le minimum de
cet ensemble. On I’appelle I'indice de f. On a : VEEN, k > p = Nj, = N,,.

Démonstration
e Notons N, = Ker(f*). On déduit de Ker(u) C Ker(vou) que Nj, C Njy1.
e Si cet ensemble est vide alors (ng)ogr<n €st une suite strictement croissante a
valeurs dans N donc n,, > n : absurde.
e Si k > p on a toujours Ny, C Niy1.
Si & € Njy1 alors fA1(z) = 0 de. fPHH(fFP(z)) =0 dot f*~P(z) € Npp1 = N,
et donc f*(z) = fP(f*P(x)) = 0 ie. 2 € Ni. On vient de montrer que (Ni)i>p
est constante. O
3. Théoréme
Avec les notations du théoreme 1,
k
(i) I, = H(X — )" ot 1 <7 < oy pour tout i €1, K.
i=1
(ii) r; est lindice de (u — A\ Ig) et F; = Ker(u — \;)"™.
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Démonstration

(i) se déduit de la définition du polynéme minimal et de X,, du théoréme 1.

(ii) Faisons la démonstration pour ¢ = 1. I, = (X — A1) Q ou Q A (X — \)™
On déduit du théoréme des noyaux : E = Ker(u — \1)™ @& Ker(Q(u)).

D’on dim(E) = dim(Ker(u — A1)™) + dim(Ker(Q(u)) (1).

Pour pe N, posons P = (X — A\)PQ(X). On déduit du théoréme des noyaux que
Ker(P(u)) = Ker(u — A1) @ Ker(Q(u)).

Donc dim(Ker(u — A1)™) + dlm(Ker(Q( )) = dim(Ker(P(u))

e g>ry = II,|P = Ker(P(u)) = E. il découle de (1) et (2) que :
dim(Ker(u — A)™) = dim(Ker(u — A1)P).

ep<r; =1, fP= P(u) #0= Ker(P(u)) # E

On déduit de (1) et (2) : dim(Ker(u — A1)™) > dim(Ker(u — A1)P).
On déduit du théoreme 2. que r; est l'indice de (u — A\ Ig).O

2).

V. Réduction en dimension finie

On suppose ici E de dimension finie n avec toujours n > 1.

A. Diagonalisation

1. Endomorphisme diagonalisable

1.1. Définition
On dit que u est diagonalisable si, et seulement si, E/ est somme directe des
sous-espaces propres de u.

Exemples
Homothéties, projecteurs et symétries sont des endomorphismes diagonalisables.

1.2. Théoreme
1l y a équivalence entre les assertions :

(i) wu est diagonalisable ;
(ii) E admet une base formée de vecteurs propres de u ;
(i) n= > dim[Ex(u)]
A€ESp(u)
(iv) u admet pour matrice une matrice diagonale ;
(v) X, est scindé et, si A€ Sp(u), w(A) = dim [Ex(u)].

Démonstration
e Si (i) alors toute base adaptée & E = @ FE\(u) prouve (ii). Si (ii) alors
AESP(u)
EcC & Ex(u)et (i) en découle immédiatement. Donc (i) <= (ii).
AeSp(u)

e Comme u induit une homothétie sur chaque Ey(u) on a (i)=-(iii). Si (iii), en
utilisant une base adaptée a la décomposition de E on a (ii) et donc (i), d’out
(i) < (iii).
e Comme la somme des sous-espaces propres est directe on a immédiatement
(i) <= (iv).
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o (ii) <= (v) est claire.

e Si (i) alors, dans une base adaptée & la décomposition la matrice de u est
P

diagonale par blocs, M = Diag(Ail,(x,))1<i<p d'oll Xy, = 1_[()\Z — X)“(/\"') scindé
i=1

et, pour tout 4, w();) = dim [Ej, (u)]. Donc (i)=(vi).

Comme n = deg(X,) = Z w(A) si X, est scindé, on a (vi)=-(iv) et donc

AESP(u)
(i) < (vi).O

Remarque

Si Sp(u) = {A} alors u est diagonalisable si, et seulement si, u = Al g. En effet, si
u est diagonalisable, A\I,, est une de ses matrices d’ou u = Al g. Réciproque facile.
En particulier, v diagonalisable et nilpotente si, et seulement si, u = 0.

1.3. Corollaire
Si u est diagonalisable et P € K[X], alors P(u) est diagonalisable et toute
base de vecteurs propres de u est base de vecteurs propres de P(u).

Démonstration
Si & = (e1,...,en) est base de vecteurs propres de u associée a (A1,...,A,) on a,
si1<i<n, [P(u)](e;) = P(\)e; dou le résultat. O
e Exemple : si u est diagonalisable, IL, = H (X =M.
A € Sp(u)

1.4. Corollaire
Si Sp(u) est de cardinal n alors u est diagonalisable et tout sous-espace
propre est une droite.

Démonstration

Si A€ Sp(u) alors 1 <dim [E)(u)] <w(X) =1, chaque sous-espace propre est une

droite et Z dim [E) (u)] = Card [ Sp(u)] prouve que u est diagonalisable. O
A € Sp(u)

2. Matrices diagonalisables

2.1. Définition
Un élément M de M, (K) est dit diagonalisable si c¢’est la matrice d’un
endomorphisme diagonalisable.

2.2. Théoreme
Si M e M, (K), il y a équivalence entre :
(i) M est diagonalisable sur K ;

(i) M est semblable & une matrice diagonale ie. A= PDP~! oul P est la
matrice de passage de la base canonique de K™ a la base de K™ constituée
des vecteurs propres de M ;

(i) n= Y  dim[E\(M)];

AESpg (M)
(iv) Xas scindé sur K et, pour tout A dans Spg (M), w(X) = dim [Ex(M)].
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Exemples

(i) Sin > 1, Ey , est non diagonalisable car nilpotente non nulle.

(ii) On s’intéresse a J € M, (R) de coefficient générique 1.

a) Premiére méthode

J est de rang 1 donc 0 est valeur propre et dim [Eo(J)| = dim(R™)—rg(J) =n—1;
donc w(0) = n — 1. Si on note 0,0,...,0, A les valeurs propres dans C comptées

avec leur ordre de multiplicité, alors tr(J) = n = A qui est valeur propre d’ordre
1, donc dim [E,(J)] =1 car 1 < dim [E,(J)] < w(n) = 1.
Comme n < Z dim [Ex(J)] < Z w(A) = n on a nécessairement

AESP(J) AESP(J)
Spc(J)=Spr(J) = {0,n}, w(0) =n—1, J est diagonalisable sur R et donc sur C.
e Base de FEy(J). Comme toutes les colonnes de J sont égales, en notant
(E1, ..., Ey) la base canonique de M, 1 (K), (E; — E1)agicn est libre dans Eo(J)
donc est une base.

e Base de E,(J). En notant U une colonne de J on a U # 0 et JU = nU, donc
E,(J) = Vect(U).

% 1 ... 1 0
: 1 (0) ..

e Avec P = ,onadJ =P : 0 P! et aussi
1 () 1 "

XJ:(—X)n_l(’I’L—X).
NotonsEi:U:ZEietE’ E; — Eq si2 <4< n, alors

i=1
Ey (E' ZE) et pour @ > (E/ ZE’ ) Dot P71,
b) Deux1eme methode .

(8) JX =XX <= ) zi=\z; = =z,

e Si A #0, alors 1 = zzl =z, d’ou X € Vect(U) droite et, comme JU = nU, on
al=n.

e Si A = 0 alors on obtient I'hyperplan d’équation z; + --- + z,, = 0.

K™ est somme directe de sous-espaces vectoriels sur lesquels J induit des ho-
mothéties, donc J est diagonalisable et, a cause des dimensions des sous-espaces
propres, Sp(J) = {0,n}, E,(J) = Vect(U) et Ey(J) est 'hyperplan d’équation
r1+ - +x, =0.

c) Troisiéme méthode. % est un projecteur de rang 1, image et noyau déja vus.
d) Quatriéme méthode. On verra, dans un prochain chapitre, que J est
diagonalisable car symétrique réelle.
3. Caractérisation par les polynémes annulateurs

3.1. Théoréme

u est diagonalisable si, et seulement si, il annule un polynéme scindé a
racines simples ie. si, et seulement si, II,, est scindé a racines simples.



Réduction en dimension finie 55

Démonstration

e Sens direct. Si Aq,...,Ap sont les valeurs propres deux a deux distinctes de u,

p
posons P = H(X — ) =10,.

i=1
p

e Réciproque. Soit P = « H(X — ;) polynéme scindé & racines simples annulateur

i=1
de u. Les corollaires du théoreme de décomposition des noyaux montrent alors que
FE est somme directe de sous-espaces vectoriels sur chacun desquels v induit une
homothétie, u est donc diagonalisable. O

3.2. Corollaire
Si u est diagonalisable alors il induit sur tout sous-espace vectoriel stable
un endomorphisme diagonalisable.

Démonstration

Soit V' un tel sous-espace vectoriel et P un annulateur de u scindé a racines simples.
Notons v I’endomorphisme induit par u sur V. Comme V est stable par u, il 'est
par P(u) et 'endomorphisme induit est P(v), v annule P donc est diagonalisable. O

3.3. Corollaire
Si M est diagonale par blocs, soit M = Diag(M;)1<i<p, alors M est
diagonalisable si, et seulement si, chaque M; est diagonalisable.

Démonstration

e Le corollaire précédent montre le sens direct.

e Si chaque M, est diagonalisable, M; = PiDiPi_1 ou D; est diagonale et
P; inversible, on considéere P = Diag(P;)icicp, P est inversible d’inverse
Diag(P;l)lgigp et on a P_IMP = Diag(PiilMiPi)lgigp = Diag(Di)lgigp
diagonale, donc M est diagonalisable. O

Exemples

e La matrice J est diagonalisable sur C, car P(J) =0 ou P = X(X —n).

o Ac9,(K) de rang 1 est diagonalisable si, et seulement si, tr(A) # 0.

En effet, Si A est de rang 1, il existe C'€ M,, 1(K) et L € My ,,(K) tels que A = CL.
Il s’ensuit que A% = tr(A4)A. Le polynome P = X (X —tr(A4)) annule la matrice A.
Si tr(A) # 0, le polynéme P étant scindé a racines simples, A est diagonalisable.
Sinon, P(A) =0 <= A? = 0. La matrice A est nilpotente. Elle est diagonalisable
si, et seulement si, elle est nulle, ce qui n’a pas lieu car elle est de rang 1.

e Si (G, .) est un sous-groupe fini de GL,,(C) de cardinal p, tout élément de G est
diagonalisable. En effet, pour tout M € G, M? = I,,.
En particulier, toute matrice de permutation est diagonalisable.

0 - 0 1
o C = 1 _ 0 est diagonalisable sur C car IIg(X) = X™ — 1 est
0) 10

scindé a racines simples. Donc Spp(C) = U, et chacun de ses sous-espaces propres
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20
est une droite. Posons w = exp (—) et, si 0 < k < n, désignons par Xy I’élément

de M, 1(C) de coefficient générique @**. On a facilement C X} = w*X} donc
E 1 (C) = Vect(Xy).

n—1
Si (ag,...,an—1) €C" posons M(ag,...,an—1) = P(C) ou P = E apX"®, on a
k=0
Qg Ap—1 ai
a . . .
M(ag,...,aGn-1) = 1 dite matrice circulante.
An—1
Ap—1 a ao

On a vu que (Xo, ..., X,,—1) est base de vecteurs propres de P(C) et que P(C) est
semblable a la matrice diagonale Diag (P(wg)) ogL<n le polynéme caractéristique

n—1 n—1
de P(C) est H [X - P(we)] et, en particulier, det [P(C)] = H P(w").
=0 £=0

En particulier pour n = 3, on obtient :
a b c
c a bl=a>+b+c—3abc= (a+b+c)(a+bj+ci?)(a+bj%+cj).
b ¢ a

Remarque

C est diagonalisable sur C mais pas sur R en général, il est donc essentiel de
préciser sur quel corps on diagonalise une matrice a coefficients réels.

Exercice (incontournable)

Montrer que si u et v sont deux endomorphismes diagonalisables d’un espace
vectoriel £ de dimension finie n > 1 et s’ils commutent, il existe une base de F
constituée de vecteurs propres communs a u et a v.

Donc P(u,v) est diagonalisable si P est une fonction polynomiale de deux
variables.

Solution

Soit A € Sp(u). Le sous-espace vectoriel E)(u) est stable par v car uov = wvou.
D’apres le corollaire 5.2. application ¢ induite par v sur F)(u) est diagonalisable.
Donc E\(u) a une base constituée de vecteurs propres communs a u et a v.
Comme F est somme directe des sous-espaces propres E)(u) ol A parcourt Sp(u),
par concaténation des bases, £ admet une base constituée de vecteurs propres
communs a u et a v.

B. Trigonalisation

1. Définition

1. u est dit trigonalisable s’il existe une base relativement a laquelle sa
matrice est triangulaire supérieure.

2. M e M, (K) est dite trigonalisable si elle est matrice d’un endomorphisme
trigonalisable ie. si elle est semblable a une matrice trigonale supérieure.

2. Théoréme
u est trigonalisable si, et seulement si, X, est scindé ou encore si, et
seulement si, u annule un polynéme scindé.
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Démonstration

e Si u est trigonalisable, relativement a une base sa matrice est triangulaire
supérieure et X, est donc scindé.

e Si X, est scindé, le théoreme de Cayley-Hamilton prouve que u annule un
polynome scindé.

e On montre par récurrence sur n que si v annule un polynéme scindé alors u est
trigonalisable, I'initialisation pour n = 1 étant immédiate.

Si cela a été prouvé a un rang n et si u est un endomorphisme de E de dimension
n + 1 annulant P scindé alors 7, divise P donc est scindé. Comme m, et X, ont
méme ensemble de zéros, X,, admet au moins une racine (dans K).

Soit donc A valeur propre de u et ey vecteur propre associé, complétons en

& =(e1,...,ent1) base de E. Relativement a £ la matrice de u est
A ok o X PN x oo %
0 0

M=1. ou NeM,(K).Ona0=P(M) = .

: : P(N)

0 0

donc, par hypothese de récurrence, N est trigonalisable, soit QNQ ™! = T ou Q
inversible et T triangulaire supérieure.

10 --- 0 10 --- 0
Posons R = | . , alors R est inversible d’inverse | . .
: Q : Q
0 0
A% * A ox -k
0 0
et, par blocs, RMR™' = | . =1 . triangulaire
: QNQ! : T
0 0

supérieure et la fin de la récurrence. O

Comme, sur C, tout polynéme non constant est scindé, on a le

3. Corollaire
Tout élément de M, (C) est trigonalisable.

Si A1, A2, ..., A\, sont les valeurs propres de M € 9M,,(C), pour tout
keN, tr(MF) = Z)\f et le valeurs propres de P(M) sont les P(\;),

i=1
1 << n pour PeC[X].
0 -1

1 O) a un spectre réel vide.

C’est bien siir faux sur R car, par exemple, (

4. Corollaire
Un endomorphisme est nilpotent si, et seulement si, il est trigonalisable avec

pour seule valeur propre 0.

Démonstration

Si u est nilpotent, u™ = 0; le polynéme X" scindé sur K annule u. D’apres B.2. u
est trigonalisable. On a déja prouvé que Sp(u) = {0}

Réciproquement, si u est trigonalisable avec pour seule valeur propre 0, il existe
une base de E dans laquelle la matrice de u est trigonale supérieure stricte. Il
s’ensuit que X,, = X™ et l'on conclut avec le théoreme de Cayley-Hamilton. O
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5. Cas de la dimension 2
On suppose v € L(E), non diagonalisable mais trigonalisable et dim(E) = 2. Alors
Sp(u) = {A\}+ On choisit e; un vecteur propre de u et on compléte en B = (e, e2)

base de E. On a alors Mg(u) = (3 i),a#Ocar Xy = (A= X)? et u est non

diagonalisable. Dans la base («eq,e2) de E la matrice de u est (8 i\)

EXERCICES

1. Soit U € £(R[X]) défini par : P — (3X +8)P — (5X — X*)P' + (X* - X*)P".
U est-il injectif ? surjectif 7 Déterminer les éléments propres de U.

2. n € N (4,B) € ((Cn[X])Q,deg(A) = n, et A scindé & racines simples.
U : P — R reste de la division euclidienne de PB par A. Montrer que U est
un endomorphisme de C,,[X]. Déterminer son noyau, son image et ses éléments
propres. On pourra penser a des polynomes d’interpolation de Lagrange.

3. E=C([0,1],R), U : f > g telle que g(x /f Ydt stz # 0et g(0) = £(0).

Montrer que U est un endomorphisme de E et déterminer ses éléments propres.

4. E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, f € L(E). On suppose qu’il
existe (\, ) € K2\ {0,0}, 3(U,V) € (L(E))?, Vk € {1,2,3}, f¥ = N\FU + p*V.
Montrer que U et V sont des projecteurs, que f est diagonalisable et que :
Vk e N*, fF = MU + b v.

5. Diagonaliser les matrices suivantes dans le cas ou elles sont diagonalisables.
0 a a® 0. I
aaA=|a! 0 a ,aER*;b.B:(" ")efmgn(C);
-2 -1 I, 0,
a a 0
J

c. 0= (a ) € M, (C) ou pour tout i,a; # 0.

6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et F une partie de
L(E) constituée d’endomorphismes commutant deux & deux.

a. On suppose que F est constituée d’endomorphismes diagonalisables.
(i) Montrer qu'’il existe un vecteur propre commun & tout élément de F.
(On pourra raisonner par récurrence sur n,).
(ii) Montrer lexistence d’une base de E constituée de vecteurs propres com-

muns & tous les éléments de F (raisonner par récurrence sur la dimension du
sous-espace vectoriel de L(E) engendré par F).
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b. Si F est constituée d’endomorphismes trigonalisables, montrer I’existence d’une
base de E dans laquelle les éléments de F ont tous une matrice triangulaire
supérieure.

7. a. Si f et g sont deux formes linéaires sur un espace vectoriel £ de dimension
finie n > 1 telles que f # 0, montrer que Ker(f) C Ker(g) < IAe€K, g = Af.

b. Appliquer a. a la détermination des hyperplans stables par v € L(E) ou E est
un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0.

I v
c. Déterminer les sous-espaces stables par A= | j j2 1 | ot j=e™".

.2 .

ol

8. Soit M = (am') S Sn(R), QG4 = Qiy, QG341 = bl = 0414 et Qg 5 = 0 sinon
On pose by = b, = 0 et Pon suppose que : a; > |b;| + |bi—1], 1 < i < n.

a. Montrer que si A est valeur propre réelle de M, alors 0 < A < 2 max (a;)

<isn
b. Déterminer deux matrices A et B triangulaires supérieures (resp. inférieures )
telles que : M = A B, les termes diagonaux de A valant 1.

9. Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A = (o ;) € M,(C),n > 3
telle que o, = ap; = a; pour 1 < i < n et o;; =0 sinon.

0O ¢ 0 ... 0
b T e
10. Soit (b,c) € (C*)2. Montrer que la matrice M = | o -, "-. -, | est
: ¢
0 ... 0 b 0

diagonalisable, et en calculer une base de vecteurs propres. On pourra montrer que
l’on peut se ramener au cas ot b=c=1.

11. E = {f € C(R+,R)|E|Emf € R}. Déterminer les éléments propres de
I’endomorphisme de E défini par ¢ : f — g telle que g(x) = f(z + 1).

12. Si A = (a;;) € ML (C) et B € M,(C).

On définit A® B € M,,2(C) par : A® B = (a;;B).

a. Montrer que si (A, A’, B, B') € (M,(C))*, (A®B).(A'@B') = (A.A)®(B.B).
En déduire que A ® B est inversible si, et seulement si, A et B le sont.

b. Déterminer Sp(A ® B). En déduire le polynéme caractéristique, la trace et le
déterminant de A ® B.

c. Si X est un vecteur propre de A et Y un vecteur propre de B, déterminer un
vecteur propre Z de A ® B. Montrer que si A et B sont diagonalisables, il en est
de méme de A ® B.

13. Montrer que si F est un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(F) est
diagonalisable si, et seulement si, Ker(u) N Im(u) = {0} et lapplication induite
par u sur Im(u) est diagonalisable.

Exercices



60 REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

14. Si AeM,(C) et B = ?Z é”), donner les éléments propres de B en
n
fonction de ceux de A. Montrer que B est diagonalisable si, et seulement si, A

est diagonalisable et inversible.

15. Si A est un élément diagonalisable de M, (K), donner la dimension du
commutant C4 = {B€M,(K) | AB = BA} de A en fonction des ordres de
multiplicité des valeurs propres de A.

16. Montrer que tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie
n > 1 laisse stable une droite vectorielle ou un plan vectoriel.

17. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u € L(E).
Montrer que u est nilpotent si, et seulement si, pour tout k €[1,n], tr(u*) = 0.

18. Si n est un entier impair, montrer qu'un élément A de M, (R) de déterminant
1 et dont les valeurs propres complexes sont de module 1 admet nécessairement 1
pour valeur propre.

0 1 0)

19. a. Résoudre X2=| = ° = dans M, (C),n > 2.
: o1
0 v o 0

b. Résoudre X? = A si A est un élément diagonalisable de GL,(C) et p > 2.

20. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1, (a,3)€C? et
(u,v) € (E(E))2 tel que uov — vou = au + Pv.

a. On suppose a # 0 et 3 = 0. Pour tout k € N, calculer u*ov — vou* en fonction
de k,u, a. En déduire que u est nilpotent.

b. Dans le cas général montrer que u et v ont un vecteur propre commun.

c. En déduire qu’il existe une base de F qui les trigonalise simultanément.

n
€M, (Ry) telle que, pour tout i €[1,n], Zam =1.
j=1

21. Soit A = (aivj)lgi,jgn

a. Montrer que 1€ Spc(A) et que, si A€ Spe(4), [N < 1.

b. Montrer que si, de plus, pour tout i €[1,n], a;; # 0, la seule valeur propre de
module 1 est 1.

c. Montrer que, si A € Spc(A4) N, alors il existe p € N* tel que \P = 1.

22. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u€ L(E). Pour
tout z € E on pose I, = {P€K[X] | P(u)(z) =0}

a. Montrer que, pour tout « € E, I, est un idéal non nul de K[X] ; on note p, son
générateur unitaire.

b. Montrer que 7, = ppem(py, x € E) et que, si p, et p, sont premiers entre eux,
alors fig 1y = fafly-
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c. En déduire l'existence d’un élément x de E tel que 7, = pg.-

d. Montrer qu'il existe un élément = de E tel que E = {P(u)(z) | P €K[X]} si,
et seulement si, 7, = X,.

23. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u € L(E).

Si Pp,...,P; sont des polynémes deux a deux premiers entre eux tels que
k k

1 A;
Im = I:IIPZ- est annulateur de u. On pose f(X) = o= Zlﬁ ol, pour tout
i, Al A\ Pi =1 puis Qi = Az HPj et q; = Qz(u)
J#i
a. Montrer que, pour tout ¢ €[1, k], ¢; est un projecteur de noyau € Im(g;).
J#i

b. Qu’en déduit-on si u est diagonalisable ?

3 6 5 2 1 1 0 0

-1 -6 5 — .- [0 1 1 0

24. Montrer que A= 1 10 3 _3 est semblable & B= 00 1 0

0 -3 2 0 0 0 0 2
25. Une localisation des valeurs propres
a. On dit que A = (a;;) €M,(C) est une matrice a diagonale strictement

dominante si |a; >Z la; ;| pour i €[1,n]. Montrer que A est inversible.

i#£j
b. Montrer le théoréme de Hadamard.

n
Soit A = (a;,;) € M, (C). Alors Sp(4) | J { —ail <Y laiy] } ie.
i=1 VE
Sp(A) est contenu dans la réunion des disques fermés de centres les a; ; et de rayons

les Rl = Z |am-|.

J#i
26. Projecteurs spectraux. Si u est diagonalisable et, pour tout A dans Sp(u),
on note py la projection sur F(u) parallelement a éh E,(u). Les py sont

€ Sp(u)\{A}
, . . 2
appelés projecteurs spectraux de u. Alors, si (A, p) € [Sp(u)] , DAODy = O upx €t
Z px = Ig. En effet les py sont les projecteurs associés a la décomposition
AESp(u)

E= @ BEx(u).

AESP(u)
Si u est diagonalisable, montrer que, Vk e N, u* = Z Nepy et py € Ku].
AESP(u)
27. Soit (A, B) € (EJJT,L((C))2 tel que AB = BA et A nilpotente.
Montrer que det(A+ B) = det(B). (On examinera, d’abord le cas ot B € GL,(C).)

1 -3 4
28. Trigonaliser la matrice A= |4 -7 8
6 —7 7

29. Montrer que deux matrices A et B de 9, (R) semblables dans M, (C),
sont semblables dans 90, (R). On pourra poser A = PBP~! ou P = Q + iR,

Exercices
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Q,ReM,(R) et montrer qu’il existe A€ R tel que Q + AR € GL,,(R).

30. a. Montrer que si A € M, ,(K) et B € M, ,,(K), alors
XPXap(X) = X"Xpa(X). On pourra écrire A = Q~1J,.P si A est de rang r > 0.

b. Si (A4, B) € M, (K))?, montrer que X4p = Xpa en considérant d’abord le cas ot
A est inversible.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Vk e NU(XF) = (k+1)(3 — k) X* + (k- 2)(k — 4) X" (*).

Donc si deg(P) = k € N, alors deg (U(P)) = k+1sik # 3 et k sinon. Le polynéme
X* n’a donc pas d’antécédent par U. D’oll U n’est pas surjective.

Si deg(P) > 3, alors deg (U(P)) > 4. Seuls R3[X] et {0} sont stables par U. On

est ramené a la recherche des éléments propres de 'endomorphisme U induit par
U sur R3[X] = E. Soit A la matrice de U dans la base B = (1, X, X2, X3) de E.

8 0 0 O
. 330 0 .
D’apres (x), on a : A = 040 0| D’out Sp(A) = {0,-1,3,8} et A est
0 0 3 -1

diagonalisable. On recherche les valeurs propres associées en résolvant les systemes
linéaires homogenes (A — Al)Y = 0 ot Y € 9y 1(R). On obtient facilement les
droites vectorielles Eg(U), E_1(U), E3(U) et Eg(U) engendrées respectivement par
(X2 +3X3), X3, (3X +4X%+3X3) et (10+6X +3X%+ X?3).

On note que U est non injective.

2. Du théoreéme de la division euclidienne dans C,[X] on déduit que U est un
endomorphisme de C,[X] et méme, U est une projection.
n

Notons A(X) = ai[[l(Xfai) et Li(X) = 71:[1 ?Zj oui#j=a;#ajeta#0.
i)
{L1,..., Ly} est une base de C,,_1[X] constltuee des polynomes d’interpolation de

Lagrange associés & ay,...a,. D’ol R = ZR a;)L;( ZP a;)B(a;)Li(X)
car PB = AQ + R. D’autre part, la famille B ={L4,.. Ln7 A} est libre.

En effet, si P = apA + ZaiLi(X) et si ag # 0, alors deg(P) = deg(apA) = n.
i=1

Donc P=0=ap=0puis oy =+ - =, =0 car {Ly,...,L,} est libre.

Comme Card[B] = n+1 = dim [C,,[X]], la famille B constitue une base de C,,[X].

Donc : P = inLi + x0A (%).

i=1
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Notons 8; = B(a;), alors U(P) = R = Z Bixi L; (%%).

i=1
De (%) et (%*) on déduit que Mp(U) = Diag(f; - - - 8, 0). D’ou U est diagonalisable.
rg(U) = rg (Mp(U)) est égal au nombre des 3; non nuls.
Supposons f1 -8 #0et Bry1 =--- =L, =0. On a Im(U) = Vect(Ly,...,L,),
Ker(U) = Vect(Ly41,...,Ly, A) et C,[X] = Im(U) & Ker(U).

x

3. f étant continue sur [0, 1], la fonction F : z — [ est de classe C! sur [0,1]
0
F F(x) - F(0
et F/ = f. Comme, pour tout z €]0, 1], g(x) = (z) = (z) 5 © on a
T T —

lin% g(z) = F'(0) = £(0) = g(0), la fonction g est continue en 0. Comme, g est de
T—

classe C! sur ]0, 1], on peut conclure que g € E. Comme l'intégration est linéaire,
U est un endomorphisme de F.

U(f) =\ < (Vm € [0, 1],/; f@)dt = Az f(x) et f(0) = )\f(O)).

d

Donc : Vz €]0, 1},)\%(xf(x)) = f(x).
f est solution sur ]0,1] de I’équation différentielle linéaire du premier ordre &
A1

TA N
est impossible car f est un vecteur propre. Donc : Vz €]0,1],y(z) = Kz > .
Comme [ € E, on a lim f = f(0) € R. Donc — = >04e. A€o, 1].
Si A €]0,1], alors y € E et l'on vérifie que U(f) = Af.
Donc Sp(U) =10, 1] et pour tout A €]0, 1], Ex(U) est la droite vectorielle Vect(fy)
ot fr(z) =2"% size]0,1] et 1siz=0.

coefficients fonctions continues : y’ + y=0carsi A=0, alors f =0 ce qui

4. De f = MU + pV et f2 = \U? + puV?2, on déduit f2 — \f = p(u — A\)V.

De f3 = \U3 + uV3et f2 = \U? + uV?, on déduit f2 — \f? = p?(u— \)V.

Donc f% — Af2 — u(f2 = Af) = 0 ie. fo(f? — A+ p)f + Aulg) = 0.

Donc le polynéme P = X (X — A\)(X — p) est annulateur de f.

e Si A\u(A— p) # 0, P étant scindé et & racines simples, f est diagonalisable.

OnaV:MetU:M- On vérifie que U2 = U, V2 =V et
p(p = A) AN = )

VoU = UoV =0 car P(f) =0. Donc U et V sont des projecteurs de E.

eSiA=0, f=uV, f?=p?V =pu?V2 Donc V2 =V car u # 0. D’ou V est un

projecteur, donc est diagonalisable. E,(f) =Im(V) et Ey(f) = Ker(V).

e Si =0 ou A = p un raisonnement analogue permet de conclure.

Comme f3 = (A + u)f2 — Auf, pour tout k > 1, fF+2 = (A + p) fFH1 — Apfk. 1l

suffit de faire une récurrence forte en supposant f? = APU + PV pour p < k+1

pour obtenir f82 = (A4 p)(ANETLU + b1V = Au(NFU + b V) = NEF2U + ik 42V

5.a. A2=2I3+A. Donc P=X? - X —2= (X +1)(X —2) est annulateur de A,
scindé et a racines simples. La matrice A est donc diagonalisable sur R. Comme
A n’est pas scalaire, P = II 4 est le polynéme minimal de A et Sp(4) = {—1, 2}

Solutions
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T 0
Recherche de E_1(A) : (A+ L) |y | =|0| < z+ay+a®2=0.
z 0

Donc E_1(A) est le plan vectoriel de R? dont une équation est x + ay + a?z = 0.
E_1(A) = Vect(e), €) ot €] = ae; — ez, €y = a’e; —e3 et ot B = (e1,ez,¢e3) est la
base canonique de R?. On a facilement Ey(A) = Vect(e}) ol e§ = ae; + aes + e3.
Donc B' = (e}, €h,¢4) est une base de R? constituée de vecteurs propres de A. la

2 2
a a® a

matrice de passagede BaB' est P=| —1 0 a |.On détermine P! par des
0o -1 1

opérations élémentaires, la résolution d’un systéme linéaire, ou avec une boite a
1 1 —2a? ad

outils telle que TI, HP, Maple, Mathematica,... P~ = 302 1 a —2a?

a 1 a a?
Ona: A= PDP~!olu D= Diag(-1, —1, 2).
b. B2 = —1I,,. Le polyndéme T? + 1 étant scindé, a racines simples sur C et

annulateur de B, la matrice B est diagonalisable sur C et pas sur R. Comme
B # ily, et B # —ils,, le polynéme minimal de B est mp(T) = T? + 1. Donc
Sp(B) = {4, —i}. Recherchons les sous-espaces propres E;(B) et E_;(B) en notant

X = <Y> o Y et Z sont éléments de 9, 1 (C). Notons € € {—1,+1}.

Z
. —7Z =&Y .
BX62X<:>{Y:EiZ — Y =¢eiZ (%).
Si'y = (T1,...,2,) et ‘7 = (Tnt1,---,Tan), alors :
(x) <= Vk € [1,n],zx = €izpir. Notons (e, ...,e2,) la base canonique de C*".

on a E.;(B) = Vect(gier + entk)i<k<n. Dot B=PDP~! avec :
il, 0 (il, —il, L1 (I, i,
D‘(o iIn>’P_<In In> et m<1n iIn)'

c. 1g(C) = 1. D’apres un résultat du chapitre précédent, C? =tr(C)C ie. C?=nC.
Le polynéme X (X —n) est scindé & racines simples, annulateur de C, donc C' est
diagonalisable. Comme C' # 0 et C # nl,, on amc = X(X —n) et Sp(C) = {0, n}.

Notons B = (ey, ..., ey) la base canonique de C™.
T T
Eo(C) = Ker(C) est P'hyperplan de C* d’équation : — + --- + =% = 0 dont une
a1 (07%
base est (ef,...,e,,_1) ol e}, = —agey + aney. D’olt la matrice P.
E,.(C) = Vect(el,) ou €], = (ai,...,a,). Déterminons P~! par la méthode des
systemes hnealres 1€. PX Y «— X Py,
P Vk € [1,n[], —arzr + arzn = ys,
anZ1 + -+ apnt, = Yn-
Vk el,n], —zr +x, = y—k7
(1) = Gk
T+ - Tp = —
an
L R R Yn
En sommant les n inégalités précédentes, on a : x,, = —|=— +--- + — |-
nlay an,

En reportant la valeur de z,, dans les n — 1 premieres équations, on obtient :



Solutions des exercices 65

1 .
xp=—|(1- n)y—k + Z &} pour tout k € [1,n]. D’ou P71,

n ar A
Autre méthode : on peut remarquer que £ = AJA™! ot A = Diag(ay,...,a,)
et J la matrice carrée vue en cours, qui a tous ses éléments égaux a 1 et qui est
diagonalisable.

6. a. (i) Si F C Vect(Ig) le résultat est clair, sinon on raisonne par récurrence sur
n, le cas n = 1 étant immédiat.

Supposons la propriété établie a un rang n et E de dimension n + 1. Soit
ue F\ Vect(Ig) et A€Sp(u), alors 1 < dim [Ex(u)] < n et Ex(u) est stable par
tout élément de F. Par hypothese de récurrence E)(u) contient un vecteur propre
commun a tous les endomorphismes induits par les éléments de F, ce vecteur
convient.

(ii) On va raisonner par récurrence sur p = dim [ Vect(F)]. Si p = 0 ou 1 c’est
immédiat. Supposons le résultat établi jusqu’a un rang p et Vect(F) de dimension
p + 1. Choisissons (u1, ..., up+1) libre maximale dans F donc base de Vect(F) et

k
écrivons E = @ Ex, (upt1)-
i=1
Sil<i<k, uy,...,u, induisent des endomorphismes diagonalisables u?, ... ,u;,
de Ej,(upy1), ces endomorphismes commutent deux a deux et on peut donc
trouver, par hypothese de récurrence, une base £ de Ey, (up+1) formée de vecteurs
propres communs & u}, . .. ,u;,. La réunion des £¢ constitue une base de E formée
de vecteurs propres communs a tous les ug, 1 < k < p+ 1. Si w€ F, en écrivant
u comme combinaison linéaire des ug on constate que & est formée de vecteurs

propres de u.

b. L’existence d’un vecteur propre commun se fait comme au a. en utilisant le fait
que si u est trigonalisable, alors Sp(u) # 0.

Pour l'existence d’'une base commune de trigonalisation on va raisonner par
récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons donc la propriété établie
a un rang n et £ de dimension n + 1.

Soit e; vecteur propre commun a tous les éléments de F et complétons en

E = (e1,...,ent1) base de E. Relativement & £ la matrice M(u) d’un élément
Aw) * o0 %
0
u de F est . d’ou X, = [)\(u) — X] X A(u), le polynome
: A(u)
0

caractéristique de A(u) est scindé sur K, A(u) est trigonalisable.

Si uw et v sont dans F on a uov = vou d’ou, par blocs, A(u)A(v) = A(v)A(u),

I’hypothese de récurrence s’applique donc a {A(u) | RS .7:}-

Soit P € GL,(K) telle que, pour tout u dans F, PA(u)P~! = T(u) triangulaire

supérieure. On pose @ = Diag(1, P), alors, comme d’habitude, Q € GL,11(K) et
Au) * o %

0
Q! = Diag(1,P7!) et QM(u)Q™! = . T triangulaire
u

supérieure pour tout u de F.

Solutions
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7. a. 81 g=Af, il est clair que Ker(f) C Ker(g).

Réciproquement, si Ker(f) C Ker(g), comme Ker(f) est un hyperplan de E, il
existe a € E \ Ker(f) tel que E = Ker(f) @ Vect(a).

Donc Vz € E,(y, ) e Ker(f) x K,z = y + aa.

f(x) = af(a) et g(x) = ag(a) car y € Ker(f) C Ker(g).
Il s’ensuit que g = Af ot A = g(a)/f(a) €K.

b. Si B est une base de E, H = {xEE‘ Zami = 0} est un hyperplan de E.
i=1

Notons A = Mg (u), 'L = (o1, ...,0m) €t X = (1, ., Zn)-

Ona:XeH <« 'LX=0.

w(H)CH < (YXeH,'LAX =0) < ('LX =0="LAX =0) (%).

Les deux formes linéaires ¢ : X > ‘LX et P X — 'LAX sont telles que
Ker(p) C Ker(¢). Donc (x) <= (IA€K, v = \p) <= 3AeK, LA=\L.
Donc (¥) <— AL = AL ie. L est un vecteur propre de 4.

c. {0} et C3 sont stables par A.

e Recherche des droites vectorielles stables par A. Pour ce, étudions les sous-espaces
propres de A. La matrice A est de rang 1. En effet, si C(A) est la k-iéme colonne
de A, on a : Cy(A) = jC1(A) et C3(A) = j2C1(A). D’apres le théoreme du rang,
dim [Ker(A)| = dim [Eg(A)] = 2. Zéro est valeur propre de A de multiplicité
au moins égale & 2. Comme tr(A4) = 0, c’est la seule valeur propre de A. Donc
Xa(T) = T3.

Le sous-espace propre Ey(A) est le plan P dont une équation est : x+jy+ 52z = 0.
Toute droite vectorielle contenue dans P est stable et P est stable par A.

e Recherche des plans vectoriels stables par A. D’apres a. cela revient a rechercher
les sous-espaces propres de . Comme, XZ‘ = X4 la seule valeur propre de A est 0.
P :ax + by + cz = 0 est stable par A si, et seulement si, a + bj + cj2 = 0 cf. b).

Donc les plans stables par A sont les plans d’équations : b(y — jz) +c(z — j%z) = 0
ot (b,c) € C2.

8. a. Nous verrons au chapitre 9 que M étant symétrique réelle, ses valeurs propres
sont réelles et elle est diagonalisable dans R.

Si A € Spr(M), il existe X # 0 tel que M X = AX. Notons 'X = (T1...2,).

MX =)0X < Vie [[].,Tlﬂ, bi_1xi_1 + ajx; + bi+1$i+1 = \z;. (1)

Comme X # 0, soit |zx| = Jnax |z;|. On déduit de (1) :

lar — A||zk| < (|b;€_1| + \bk+1|)|xk|. Donc : |ag — A| < |bg—1| + |br+1| < ar par
hypothese. D’ol1 0 < A < 2a;, < 2 max (a;).

1<ign

b. Cherchons A et B de la forme :

1 o ... 0 Y1 0 0
A=Y tB=|"
: p—1 : . . 0

AB=M <= Vie[1,n],Bi—1 =bi—1, vi + 0if3i = a; et a;yip1 = b;.
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b2 b;
o =

On pose a, = 0. D’olty, = an et Vi € [1,n—1],8; = b;, v = a;— =
Yi+1

b
Yi+1
par une récurrence descendante.

Il reste a s’assurer que l'on définit ainsi tous les ;.

Montrons par récurrence que 7,11 > |b;| pour i € [0,n]. On a v, = an > [bp_1]|.
2

)

v = a; — > a; — |b;| > |bi—1] par hypothese. Donc : Vi € [1,n],~; > 0.
1

9. Siay=--=an,_1=0,0onaXu(T)=T""YT — a,) car A est diagonale.
Siles a;,1 < i< n—1sont non tous nuls, rg(A4) = 2. Donc, d’apres le théoreme du
rang, dim [Eo(A)] = n—2 et la multiplicité de la valeur propre 0 est w(0) > n —2.
D'oit X4 (T) = T"2(T? — oT + B).
D’apres un théoréme du cours, X4(T) = T™ — tr(A)T" 1 + - + (=1)" det(A),
donc a = tr(A) = ay,.

_ Vi € [1,n], a;z, = Az, (1)
SiA#0, z; = %xn pour tout ¢ € [1,n — 1] d’apres (1).

n—1 o
a’
d'ott (3 (D% + an)an = Awa dapres (2).
ou (3) ;)\+a x x, d’apres (2)
Si x, = 0, alors, pour tout i € [1,n[, x; = 0 et X = 0 ce qui est impossible si X
n—1
est un vecteur propre. Donc x, # 0 et (3) <= A —a,\ — Z a?=0 (%)

i=1
Donc si A est une valeur propre non nulle de A, elle est racine d’un polynéme de

degré 2 c¢f. (x). Donc : X4(T) =T" (T2 —a,T — nz_:laf).

Autre méthode : Xa(X) = X""2(X? - a,X +b) Z:;r tr(A) = ay,.

Xa(—=1) =det(A+I,) =1+ a, + b. L’opération élémentaire L,, < L, — ”il a;L;
dans le calcul de det(A + I,,) donne un déterminant d’une matrice tria;l:giﬂaire

n—1

supérieure. Donc : det(A+I,,) = a, + 1 — Z a? = a, +1+b. D’ou b.

i=1
10. Soit B = (e1,...,e,) la base canonique de C" et wu l'endomorphisme
canoniquement associé & A. On cherche B’ = (e],...,e) telle que :

e, = ageg et u(e}) = ple_y + € yq).
e}, = ager, = ule)) = ag(beg_1 + egxt1). Donc bay, = pag_1 et coy = pouy1.

k

. M & .
Siv=— = —;alors ay+1 = vai. Donc : o, = v* convient.

b

N c .
Dot = bv = — ie. V>
v

= <. T existe un v € C car tout élément de C\ {0} a deux

racines carrées. Par suite M = pA ou 'on a remplacé b et ¢ par 1 dans M pour
obtenir A.

Nous verrons dans un autre chapitre que A étant symétrique réelle, ses valeurs
propres sont réelles et elle est diagonalisable dans R. Mais, pour I'instant cela
nous est inutile.

Solutions
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A € Spe(A) <= 3IX # 0, AX = AX. Notons 'X = (z1...2,). On a :
A1+ 22=0
AX =)0X < (1)(Vke[2,n—1], -1 — Az + 241 =0
Tp1— Axp =0
o = Tp+1 = 0
1) <—
(1) {Vke [1,n], vx—1 — Az + 211 = 0.
La suite (2)ogk<n+1 €st une suite récurrence linéaire finie dont I’équation
caractéristique est : r2 — Ar + 1 = 0. Cette derniere a deux racines r; et 7o dans C
qui vérifient 7 +ry = Aet rry = 1.
Sir # 7y : 3a,b) € C2Vk € [0,n+ 1], x = ark + br .
To=0=b=—a;x,1 =0=a(rP™ —r"H =0.
n . 2
a # 0 sinon X = 0. Donc rf( = 1 je. 71 = exp (z %

Donc A =7y +r;* :2cos(%> =y, 0<p < 2n.
n

).o<p<on

{ap | p € [1,n]} est un ensemble de cardinal n car 0 < % <msil<p<netcos
n

est strictement décroissant sur [0, 7]. Donc A posséde au moins n valeurs propres

réelles distinctes. Or deg(X4) = n, donc Sp(A4) = {a, |p € [1,n]}- Le sous-espace
kpm )

(n+1)/1<kgn’

propre E,, (A) est la droite vectorielle engendrée par v, = sin (

11. FE est un sous-espace vectoriel de C(R;,R) et lon vérifie que ¢ € L(E).

A €Sp(p) <= If € E\{0},Vz € [0,400[, f(z+1) = Af(x). (%)

Par récurrence, on a : Vn € N, f(z +n) = \" f(z). (1)

f(zo +n)
(o)

tout n € N. Donc la limite de la suite (A\"),cn existe dans R. D’ott Sp(¢) C]—1,1].

Réciproquement, soit A €] — 1, 1]. Examinons deux cas.

e Si A =1 (%) équivaut & f est 1-périodique et f € E. Pour n € N, f(z+n) = f(x).

Par passage a la limite, x fixé, n tendant vers oo, on a f constante.

e Si—1< A<1,ilexiste fo € C([0,1],R) \ {0} tel que fo(1) = Afo(0).

Posons f‘[O 1 = fo,siz €]1,2], f(x) = Af(x — 1), d’ou f est continue sur |1, 2].

1%r+nf: f(1) = Af(0). Donc : f“l 2] € C([1,2],R) et f‘[o 2 e C([0,2],R).
Par récurrence : Vn € N,Vz €n,n+1], f(z) = \"f(z—n) et f‘[O n] € C([0,n],R).

D’ou lexistence de f € C(Ry,R) tel que o(f) = Af.
Vo € Ry, f(z) = \P@) f(x — E(z)). D’ott lim f = 0.
oo

f étant non nulle, il existe 29 € Ry tel que f(xg) # 0. Donc = A" pour

En conclusion, Sp(p) =] — 1,1] et 'on a déterminé les vecteurs propres.

Z$

12. 2. Si A® B = (a;;B) et A' @ B' = (aj ;B'), alors (A @ B).(A' @ B') = (Ci;)

n
oll, en faisant le produit par blocs, C; ; = ZaLkBa;w-B' = (ZaLka;’j)BB’
k=1 k=1
terme générique de (AA’) ® (BB’). D’ou le résultat.
Si A et B sont inversibles, (A®B).(A7'®@B~!) = (AA Y ®(BB™!) = I,&I,=1,2.
Donc A ® B est inversible et son inverse est A~ @ B~1.
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Si A ® B est inversible et A non inversible, il existe A’ # 0 telle que A.A’ = 0. On
peut prendre pour matrice A’ la projection de R™ sur Ker(A) ( ou tCom(A) dans
le casourg(4A) =n—1).Ona: (A® B).(A®1I,) = (AA") ® B =0 : absurde.
b. En tant qu’éléments de 9, (C), A et B sont trigonalisables. Il existe P et @
éléments de GL,(C) tels que A = PTP~! et B = QT'Q™! ou T et T’ sont
trigonales supérieures, (A1,...,A,) (resp.(p1, ... ,Mn)) sont les valeurs propres de
A (resp. B) et les éléments diagonaux de T' (resp. T”).

D’aprés a. AQ B = (PRQ).(T®T').(P®Q)~ . Donc les matrices A® B et TRT’
sont semblables. Donc Sp(A ® B) = Sp(T' @ T").

Les valeurs propres de A ® B sont les éléments de {)\i,uj (i,4) € [1,n]}.

Donc Xagp(T) = H (T — Aipj) et tr(A® B) = ZZ)‘““J_H tr(B).

det(A ® B) H H (i) = [det(T)]" [det(T")]" = [det(A)]" [ det(B)]".

c. Si AX = AX et BY = puY avec X = (z1...2,) et vy = (y1...yn) posons Z,
I'élément de M2 1(C) tel que 'z = (1Y ...2,Y). On a:

) BY x}
(A® B).Z = : ot AX =] @ |.Donc (A® B).Z = A\uZ.

x) BY xl
Donc Z est un vecteur propre de A ® B associé a la valeur propre A\pu.

Notons Z = [X,Y]. Supposons A et B diagonalisables. Il existe (X;)1<icn €t
(Yj)1<j<n deux bases de C™ constituées de vecteurs propres de A et B. Il suffit de

montrer que ([X“ Y; ]) 1<ij<n Ot libre pour conclure que A® B est diagonalisable.

Soit (a ;) € C™* tel que ZZai’j [X;,Y;] = 0. Notons tXi = (i1 Tin)

i=1 j=1

Alors [Xl,YJ} (25,1Y; ... ,Y;). Donc : Vk € [1,n] ZZa”xZ kY; =0.

=1 j=1
n

Comme (Y,)1<p<n est libre, Zozmvxi’k = 0 pour tout (j, k) € [1,n]?.
i=1

n
Donc : Zai’in = 0 pour tout j € [1,n]. Comme (X,)i1<p<n est libre, a; ; =0

1=
pour tout (i,7) € [1,n]?. D’o la liberté de ([Xi,Y;]), ., j<n €t la conclusion.

s

13. Si Ker(u) N Im(u) = {0} et si 'application induite par u sur Im(u) est
diagonalisable, alors Im(u) a une base constituée de vecteurs propres de u et
E =Im(u) ® Ker(u). Donc u est diagonalisable.

Réciproquement : si u est diagonalisable, et x un vecteur propre associé a la valeur

1
propre A # 0, alors x = X u(z) € Im(u). Donc E' = @ Ey(u) C Im(u).
AeSp(u)
A#£0

Si Ker(u) # {0}, alors Ker(u) = Ey(u). Donc E = Ker(u) @ E'.

Solutions
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Du théoréme du rang, on déduit que Im(u) et E’ ont méme dimension. Donc
E = Ker(u) ® Im(u). L’application induite par w sur Im(u) est diagonalisable car
u est diagonalisable et Im(u) est stable par w.

14. Si X = (?;) ou (X17X2) S (mn,l(K))Q’ ona BX = <A)§?1

Xy = AX,

AX; = N\2X,y

Par suite X est vecteur propre de B associé a A si, et seulement si, X est vecteur

propre de A associé a A% et Xy = AX].

Cela prouve que \ € Sp(B) si, et seulement si, A2 € Sp(A) et que, dans ce cas,

E\(B) et E)2(A) sont des espaces vectoriels isomorphes.

Par suite Z dim [E(B)] =2 Z dim [E,(A)] et dim [Ey(B)| = dim [Ey(A)].

A€eSp(B)\{0} neSp(A)\{0}

Comme B est diagonalisable si, et seulement si, Z dim [Ex(B)] = 2n et A

A€Sp(B)

> et donc :

BX = )\X <:>{

est diagonalisable si, et seulement si, Z dim [EM(A)] = n, on a ’équivalence

pnESP(A)
demandée.

15. Soit P € GL,(K) telle que P~*AP = D = Diag(A1 1, ..., \elpn,) ot les \;
sont deux a deux distincts et les n; dans N*.

B ey si, et seulement si, P"'BP €Cp et donc X — P~ XP induit un isomor-
phisme de C4 sur Cp.

De plus, si C'€Cp alors tout sous-espace propre de D est stable par C' ie.
C = Diag(Ch,...,Ck) ou, pour tout i, C;€M,, (K). La réciproque découle du
produit par blocs et donc CD = {Diag(Cl, oo, C) ‘ Viell, k], C;eM,, (K)}

Par conséquent dim(C4) Z n;

16. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u € L(E).

Si Sp(u) # alors il existe une droite vectorielle stable par u par définition des
vecteurs propres.

Sinon il n’existe aucune droite vectorielle stable par u et donc chaque facteur
irréductible de 7, est un trind6me a discriminant strictement négatif.

Soit T = X? + aX + b un tel facteur et z € Ker(u? + au + blg) \ {0}

Alors Vect (x,u(x)) est un plan vectoriel stable par u, on peut méme remarquer
que le polynéome minimal de I’endomorphisme induit est T

17. Si u est nilpotent alors, en trigonalisant, tr(u) = 0 et donc, comme pour tout
k€[1,n], u* est nilpotent, tr(u*) = 0.

Réciproquement si I'on suppose que, pour tout k€[1,n], tr(u*) = 0, en posant
I, = X? 4+ ap,lXp_1 + -4+ ag, on a u? + ap,lup_l + -4+ aglg = 0 et, par
linéarité de la trace, nag = 0. Par suite X divise 7,,. On va terminer en raisonnant
par I'absurde de deux facons différentes.

e Premiére méthode : on pose II, = X"Q oit h > 1 et Q est un polynéme non
constant premier avec X. La lemme de décomposition des noyaux prouve que
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E = Ker(u") ® Ker [Q(u)] et, dans une base adaptée, u a une matrice de la forme
<](\)[ 31) ot N" =0et Q(A) =0.

Nk 0
0 Ak

nilpotente, le polynéme X divise II4 et donc @, ce qui est absurde.

Comme, pour tout k€[l,n], 0 = tr(u*) = tr( = tr(A*) car N est

e Deuziéme méthode : on note Ay, ..., A, les valeurs propres complexes non nulles
d’une matrice de u et wy,...,w, leurs ordres de multiplicité respectifs.

P
En trigonalisant sur C, pour tout k€[l,n], 0 = tr(u*) = Zwi)\f et donc
i=1

Ao A w1 0
: = | | car p < m, c'est absurde car (w1 - - wp)
)\11’ )\g wp 0
Ao A
est non nul et | : =AM H (Aj — i) # 0 (¢f. Vandermonde).
N 1<i<j<p

18. Supposons que 1 ne soit pas valeur propre de A. Comme X 4 est a coeflicients

réels et de degré impair, A a au moins une valeur propre réelle et donc —1 € Sp(A).

Notons —1, A1, A1, ..., Ax, Ak les éléments de Spe(A) et w,wi,wi, ..., Wk, wy leurs

ordres de multiplicité respectifs.

En trigonalisant on a 1 = det(A) = (—1)“|A1|?1 ... [A\g|?* = (=1)¥ et donc w est
k

pair, ce qui contredit n = w + 2 Z Wi
i=1

19. a. Si X est solution alors X2, et donc X, est nilpotente, par suite ITx divise
X", Or X2(v=1) =£ () alors que 2(n —1) = n car n > 2, c’est absurde. L’équation
n’a donc pas de solution.

b. Quitte a remplacer X par une matrice semblable cela revient a résoudre X? = D

ou D = Diag(A11,,, ..., A\eln, ), les A; scalaires deux a deux distincts et les n; dans

N*. Si X est solution alors X et D commutent, tout sous-espace propre de D est

stable par A et donc X = Diag(Xj,...,Xy) oli, pour tout ¢, X = X\;I,,,. Notons,

pour tout 4, p; un nombre complexe tel que ¥ = \;, alors X; annule le polynome
p—1

scindé a racines simples H(X —wpii) ol wy, = e

2im

» car, comme D est inversible,

r=0
Ai # 0. Donc il existe P; € GL,, (K) et des entiers naturels ¢; 1,...,¢; , dont la
somme est n; tels que X; = BAiPi_l ot A; = Diag(pw" Iy, ,)1<r<p-
Réciproquement si ces conditions sont remplies alors, pour tout i, X? = \;I,, et
donc X est solution.

20. a. Montrons par récurrence que, pour tout k € N, u*ov — vou* = kau®.
L’égalité est vraie si k = 0, supposons la établie & un rang k.

uF oy = uo(kau® + vouk) = kau**! + (au + vou)our = (k + 1)auf*t + vour+t,
d’ou I'égalité au rang k£ + 1. On conclut par le théoreme de récurrence simple

Solutions
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L’application @ : L(E) — L(E), X — Xov —voX est linéaire et vérifie :

VkeN, ®(uF) = kauk,
Comme « # 0 et Sp(®) est fini, & partir d’un certain rang ko n’est pas élément
de Sp(®) et donc u¥ est nul, ce qui prouve que w est nilpotent.
b. Si @« = 8 = 0 alors u et v commutent. Soit A € Sp(u), le sous-espace propre
E)(u) est stable par v et tout vecteur propre de I’endomorphisme induit par v sur
E)(u) est un vecteur propre commun & u et v.
Si, par exemple 3 # 0, Sp(u) étant fini, il n’est pas stable par la translation
A= A+ B. Soit A€ Sp(u) tel que A+ S ¢ Sp(u) et x un vecteur propre associé.
On a : uo(au + fv) = au? + B(vou + au + Bv) = (au + fv)o(u + BIE).
Par suite u[(au + Bv)(z)] = (A + B)(au + Bv)(z) et donc (au + Bv)(z) = 0 ie.

v(z) = _B x, ce qui prouve que x est vecteur propre commun a u et v.

c. Procédons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons la
propriété établie a un rang n — 1 ou n > 2.
On choisit un vecteur propre e; commun & u et v et on considere une base

E = (e1,...,e,) de E. Les matrices de u et v relativement & £ sont de la
A x e % T SRR
0

forme U = . et V = . . De plus la condition
: A : B
0 0

uov — vou = au + v impose AB — BA = aA + BB et 'hypothése de récurrence
prouve l'existence de P € GL,,_1(C) telle que PAP~! et PBP~! sont triangulaires
supérieures. Alors, si Q = Diag(1,P), on a Q€ GL,(C), QUQ! et QVQ~*

Ak e *
triangulaires supérieures car, par exemple, QUQ™' = | . , ce
g P p ple, QUQ : pAp-1
0
qui termine la récurrence.
21.a. Si X :t(l -+« 1) alors AX = X et donc 1€ Spc(A4).

Si XeM,1(C)\ {0} et AX = AX on a, pour tout i €[1,n], |Az;| < Zai,j|xj|
j=1

car les a; j sont positifs. Si |z,| = max |;| alors |z, > 0 et
n n s n
IAllzp| < Zap7j|zj| < Zap,j|zp| = |ap| Zapyj = |zp|.
j=1 j=1 j=1
Par conséquent tout élément A de Spp(A) vérifie : |A| < 1.

b. Soit A une valeur propre de module 1 et X un vecteur propre unitaire associé.
n

Par exemple |z1] =1 et on a Az; = E a1,;T; puis, en passant aux modules :
=1

n n
Ao =1<D an e <D ar; =1
j=1 j=1
Comme ce sont des égalités et comme a1 1 # 0, pour tout j €[1,n], soit a1 ; = 0,

soit z; = x1. Si I'on note J = {j €[1,n] | a1,; # 0}> on a Azy = a1 Zal,j =1
i€
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et donc A = 1.

c. On reprend ce qui vient d’étre fait en perdant l'information a;,; # 0 mais en
conservant J # car Z ay,; = 1. L’application j — x; est constante sur J et donc
jeJ
Ar1 = Z a1,;T; = Tj, ou Jjo € J.
jeJ
L’application x + Az induit donc une permutation ¢ de l’ensemble fini des
composantes de X de module 1. Si on note p Pordre de o on a \P = 1.

22. a. Si x € E, le sous-espace vectoriel V, = Vect (uk(x), k EN) de E est stable
par u et I, est 'idéal annulateur de ’endomorphisme induit par u sur V.

b. Le polynéme P = ppcm(p,, z € E) est annulateur de u.
Si xz € E alors m, € I, et donc u, divise m,, par suite P = m,,.

Hafly € Ipyy est immédiat et donc pyy,, divise figfiy.
Comme pig; Ay = 1, la somme Ker [,ugu(u)] + Ker [,uy(u)] est directe et chacun des
deux sous-espaces vectoriels est stable par g, (u).
Or :U/ery(u) (LL') = _,ua:+y(u) (y) € Ker [Mm (U)] N Ker [My (’LL)] = {O} et donc
Haty € Ip N Iy, ce qui prouve que pig e, divise pgpy,, car g A py, = 1.
En définitive plpqy = fafly-

k

¢. Décomposons 7, en produit de facteurs irréductibles, m, = H P et posons,
i=1

k
pour tout i, E; = Ker [P (u)]. Alors E = @ E; et u induit sur chaque E; un
i=1

endomorphisme que 1’on note u;.

Par minimalité de m, on a, pour tout i, m,, = P et la question b) permet de se
ramener a 'existence d’un élément x de E; tel que P = p,.

Soit € Ker [P{ (u)] \ Ker [P~ "(u)], et un tel x existe. Le polynome p, divise
P et PN (u)(x) #0, dott P = p,.

d. Si z € E, en notant p le degré de p,., application ® : K[X] — E, P — P(u)(x)
induit un isomorphisme entre le supplémentaire K,_1[X] de Ker(®) et Im(®).

e S'il existe z € FE tel que E = Im(®) alors p = n et, comme 7, €I, on a
n < deg(my) < n, d’ott m, = Xy

e Si m, = Xy, en choisissant x € F tel que 1, = i, le sous-espace vectoriel Im(®)
de F est de dimension n donc Im(®) = E.

23. a. Par définition des polynémes @; on a :

& k
(x) 1= E Q; et donc, pour tout ¢ €[1, k], (%) Q; = E QiQ;
j=1

j=1 —
Si i # j le polynéme II divise Q;Q; et donc g;oq; = 0, par suite (x*) montre que
n

q = Z%‘O% = ¢? ie. g; est un projecteur (et donc tr(g;) = rg(qi)).
j=1
k k
(%) montre que Ig = qu dou E = Zlm(qj) et, par linéarité de la trace,
j=1 j=1
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=

k
dim(FE Z Zdlm Im qJ ,donc F = @ Im(g;).

=1

giog; =0 montre que Im(qj) C Ker(g;) et donc Im(qj) C Ker(g;).
J#i

De plus dim < ) Im(qj)> = dim(E) — dim [Im(¢;)] = dim [Ker(q;)] d’apreés le

J#i

théoréme du rang, d’ott Ker(g;) = € Im(g;).
J#i

b. Si Pon note Ap,...,A\; les valeurs propres de w et, pour tout i€[l,k],
P, = X — \;, alors la question a. s’applique.

a; . . 1 . X — )\j

X) = , pour tout i, a; = ————— ot Q; = -y
f(X) ZlXi/\ioupour out 7, a; 0w =) ol Q;  Suyy i
= ki J#i
i-eme polynome d’interpolation de Lagrange en (Aq, ..., A).
Le i-éme projecteur spectral (voir I'exercice 26) associé a u est donc ¢; = L;(u) et,
k
pour tout peN, uP = Z Ng, = Z NPL;i(u)
i=1 i=

24. Supposons que A est semblable & B et notons u I’endomorphisme de R*
canoniquement associé & A. On note (e1,€2,€3,¢4) une base de R* relativement
a laquelle B est matrice de u. Alors X, = X4 = (1 — X)3(2 — X) et donc,
en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton et le lemme de décomposition des
noyaux, R* = Ker [(u — I)?] & Ker [u — 2I|. Le calcul de B? et B* montre que
ez €Ker [(u—1)*] \ Ker [(u — I)?].

Le calcul de (A — I,)® et (A — I,)? montre que e3 = 5e; — ez — e3 — 2ey est
un élément de Ker [(u — I)?] \ Ker [(u — I)?] si on note (e1,ez,e3,€e4) la base
canonique de R*. Tl reste alors & calculer e = (u — I)(e3) = 5ey + ex + 4ez + 3ey
et enfin e1 = (u—I)(e3) = 2e1 + 2e5 + 4ez + 2¢4. Le calcul de A — 21, montre que
€4 = 3e1 + e3 + e4 est vecteur propre de u associé a la valeur propre 2.

Comme la famille (e1,e9,e3,64) ainsi calculée se révele étre libre, en posant

25 5 3
(21 -1 0 o

P= 44 -1 1 ona B=P +AP.

2 3 -2 1
25. a. Montrons que 0 n’est pas valeur propre de A. D’ou A sera inversible.
Soit X € M, 1(C). Notons 'X = (z1 - zp)et|xy| = Jmax |-

P
AX = 0= lappay] = | 3 apsos| <D lapllas] < o] Y lapsl.
J#p J#p J#P
Donc |z,| <|ap7p - Z lap,; |) 0. Dot |z,| < 0 compte tenu des hypotheses faites
J#P

sur la matrice A. Donc z, = 0. Par suite, X = 0. D’ot 0 ¢ Sp(A) et A € GL,,(C).
Noter qu’ll existe des matrices inversibles qui ne sont pas a diagonale strictement

dominante. Par exemple A = ((1) (1])
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b. Notons A cette réunion de disques fermés. Si A ¢ A, alors |a;; — A| > Z la; ;1
i#]

pour tout ¢ € [1,n]. Donc A — AI,, € GL,,(C) d’apres a.

Autrement dit, si A ¢ A, alors A ¢ Sp(A). D’ou 'inclusion par contraposition.

P
26. Notons Sp(u) = {A1,..., Ay} alors II,(X) = H(X - \i).

Par théoreme de division euclidienne : Vk € N, X’C QHu( )+RouReK,_1[X].

X =)\
C R=) rLon Li(X) = Z)ori = R(\) = M etuf =R
omme ;r ou L;(X) ].1:[1(&'—)\;) T (A\i) . etu (u),
- i

P
on a l’égalité demandée. Pour k = 0, elle donne : I = ZLl(u) (%).

i=1
II, | L;L; sii# j,ona L;(u)oL;(u )—Osii;éj D’aprés( ), on a L7 (u) = L;(u).
D’apres le théoreme des noyaux, Ker @EA . Comme IT, (u) = 0, ce

J#i
méme théoréme implique E = Ey, (u) @ Ker [L;(u)]. Donc Ej, (u) et Im [L;(u)]
sont isomorphes d’apres le théoreme fondamental.
IL,(u) = 0= (u— Nlg)oLi(u) = 0= Im [L;(u)] C Ex,(u).
Donc Im [L;(u)] = Ex, (u). Donc L;(u) = p, .

27. e Si B est inversible, comme A et B commutent, il en est de méme de A et B~1.
De plus, en vertu de cette propriété, AB~! est nilpotente, donc semblable & une
matrice triangulaire supérieure 1" avec des zéros dans la diagonale.

det(A + B) = det(AB~! + I,,) det(B) = det(T + I,,) det(B) = det(B).

e si B est non inversible, si z€ C\ Sp(B), B — zI,, € GL,,(C) et commute avec A.
On lui applique les conclusions du premier cas :

VzeC\ Sp(B), det(A+ B — zI,) = det(B — zI,).

Les deux membres de 'égalité précédente sont des fonctions polynomiales qui
coincident sur une partie infinie de C (car Sp(B) est fini). Elles sont donc partout
égales, en particulier en z = 0. D’ou ’égalité cherchée.

28. X4(X) = (X —3)(X + 1)2. On obtient aisément :

E_1(A) = Vect(1,2,1) et E5(A) = Vect(1,2,2).

On pose tel =(121)et tEg (1 2 2). On cherche e5 tel que Aes = —e5 + €.

En effet, R? = Ker(A — 3I) & Ker(A + I)? d’apres le théoreme des noyaux et
gg €Ker(A +1)?

On trouve que ‘g5 = (=1 —10) convient. On s’assure que (€1, €2, €3) est une base

-1 1 O 1 -1 1
deR3etlona A=PTP 'ouT=| 0 -1 O0|etP=]2 —1 2
0 0 3 1 0 2

On aurait pu poser £5 = ey, s’assurer que (¢1, €3, €2) est une base de R*, déterminer
Aeo dans la base (e1,¢e3,€2).

Solutions
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29. Ona A= PBP7 ! ou P=Q +iReGL,(C), Q, ReM,(R). Donc

AQ =QB
AR =RB

Pour tout z € R, A(Q + zR) = (@ + xR)B. Notons f(X) = det(Q + XR). Clest
un élément de R[X]. Si, pour tout z €R, f(z) = 0 alors f est le polynéme nul,
ce qui est impossible puisque f(i) = det(P) # 0. Donc, il existe A€R tel que
F(A) # 0 de. il existe A€R tel que (Q + AR) € GL,,(R). Pour un tel A, on déduit
de A(Q + AR) = (Q + AR)B que A et B sont semblables dans 2, (R).

AP =PB < { car (1,4) est une base du R-espace vectoriel C.

30. a. Notons r le rang de A € M, (K). Sir =0, alors A = 0 et la preuve est faite.
Sir # 0, il existe (P,Q) € GL,(K) x GL,,(K) tel que A = Q~1J.P ol J, est la

I, 0 o1 (B1 B
0 O).NotonsB—P <Bg B4)Qpar

B: B B O
) -1 1 b2 — p-1 1
blocs. On a alors : AB = Q (0 0>QetBA—P (33 0>P'

Deux matrices semblables ayant méme polynoéme caractéristique,

Dot Xap(X) = X" "Xpg, (X) et Xpa(X) = XP7"Xp, (X). Dot le résultat.

b. En particulier, si p = n, on trouve X 4p = Xp4. Mais I’énoncé suggere une autre
méthode.

Si A est inversible, AB = A(BA)A~!. Les matrices AB et BA sont semblables,
elles ont méme polynéme caractéristique.

Si A n’est pas inversible, pour tout A € K\ Sp(A4), (A — A\I,,) € GL,,(K).

On déduit de a. que Vo € K,VA €K\ Sp(A), P(z,A) =0

ot P(z,A) =det ((A— Al,)B — xl,) — det (B(A — \I,) — «1,).

Pour tout = € K, A — P(x, A) est nulle sur une partie infinie de K, puisque Sp(A)
est fini. Comme on a affaire & une fonction polynomiale, elle est nulle sur K, en
particulier en 0, et donc Xap = Xpa-

matrice qui s’écrit par blocs : J,. = (
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TRAVAUX DIRIGES

e Matrices cycliques

Notations

Pour E €{Z,R,C} et n € N*, on note 9,,(E) I'ensemble des matrices carrées
n x n a coefficients dans E. Une matrice A de M, (E) est dite cyclique si,
et seulement si, il existe p dans N* tel que AP = I, ; le plus petit des tels
entiers p est appelé ordre de la matrice cyclique et noté h(A).
L’ensemble des matrices cycliques de M, (E) est noté C,,(E) et on appellera
groupe de C,(E) toute partie de C,,(F) munie d’une structure de groupe
pour le produit matriciel.

Premiére partie

A désigne un élément de C,(C) et I'on note p son ordre, p = h(A). Les
nombres complexes A1, ..., \, désignent les valeurs propres de A comptées
avec leur ordre de multiplicité.

1. Montrer que A est diagonalisable et que Sp(A) C U, ensemble des
racines p-iemes de 1 dans C. Réciproquement un élément B de M, (C)
diagonalisable et & spectre inclus dans un U, est-il élément de C,,(C) ?

2. Montrer que | det(A)| =1 et | tr(4)| < n.

3. Montrer que, si tr(A) =n, alors A = I,. Que dire de A si [tr(A)| =n?
4. On note, pour tout i dans [1,n], p; le plus petit des entiers naturels non
nuls k tels que \¥ = 1, ainsi \¥ = 1 si, et seulement si, k est multiple de p;.
Montrer que h(A) est le plus petit commun multiple des entiers p1,...,pp.

Deuxiéme partie

Soient A = ¢ Z

avec leur ordre de multiplicité.

1. Prouver que det(A) = +1 et que tr(A) €[-2,2].
2. On pose € = +£1.

1
a. On suppose que tr(A) = 2¢. Prouver que A = €l et que h(A) = 3 (3—¢).

€Co(Z) et A1 et Ay les deux racines de X 4 comptées

b. On suppose que A1 et Ay sont réelles et distinctes.

Prouver que, a la permutation prés, A1 = —\2 = € et que h(A) = 2.
Expliciter un ensemble infini de matrices A satisfaisant a cette condition.
c. On suppose A1 et Ao non réelles. Montrer que det(A) = 1. Déterminer
Sp(A) puis h(A) dans les cas suivants : tr(4) = —1, tr(4) =0, tr(A) = 1.
Dans chacun des cas, expliciter un ensemble infini de matrices A satisfaisant
aux conditions imposées.
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3. a. Montrer I'existence de No € N* tel que : VA€ Cyo(Z), AN = I,.

b. Cette propriété est-elle encore vraie dans Co(R) ?

4. a. Prouver que A~ est aussi élément de C2(Z). Déterminer h(A™').

b. Prouver que C3(Z) n’est pas un groupe pour le produit matriciel.
Troisiéme partie

1. Soit G un groupe de C,(Z).

a. Montrer que Vect(G) dans 9,,(C) est de dimension finie ; on la note k.

b. Soit (X;)ic[1,x] une base de Vect((G) formée d’éléments de G. Notons T'
Papplication de G dans C*F qui & tout A associe (tr(AXi))ie[[l’k]].

Si A et B sont deux éléments de G vérifiant T(A) = T(B), prouver que,
pour tout X dans G, on a tr [(AB™! — I,)X]| = 0.

c. Montrer, en utilisant la question 3. de la premiere partie, que T est
injective et en déduire que G est un groupe fini.

2. a. Montrer que 'ensemble des polynémes unitaires de degré n a coeffi-
cients entiers dont les racines complexes sont de module 1 est fini.

b. En déduire I'existence d’un élément N,, de N* tel que :
VA€C,(Z), ANn =1,.

Solution

Premiére partie

1. A annule X? —1 = J] (X — z) polynome scindé a racines simples, donc A est

z€Up
diagonalisable et Sp(A) C U,.
Si pq,..., 4, sont les valeurs propres comptées avec ordre de multiplicité de

B, alors B est semblable a Diag(uy,...,ps), BP a Diag(uf,...,ut) = I, donc
BP = I, puis Be(C,(C).
2. On a det”(A) = det(AP) = 1 donc det(A) €U, C U puis | det(A)| = 1.

n

pOPY

i=1

D’autre part |tr(A)| =

n
< > |\ = n car, pour tout i, |\ = 1, dout
i=1
| tr(A)| < n.

3. e Si tr(A) = n alors, pour tout i, A; =1 et A est semblable & I, ie. A =1,.

e Si | tr(A)| = n, notons # un argument de tr(A), tr(A) = ne®.

Onan= Y Ae ¥ et, pour tout j, |)\je’zo| =1dol N\je ™ =1de. \; = €.
j=1

Donc A est semblable & eI, ou encore A = €T, on €% € Up.

4. A est semblable & Diag(\1, ..., \,) donc, pour tout k dans N, A* est semblable
a Diag(\F, ..., \F).

Ak =T, <= Diag(\F)1cick =1, <= Vie[l,n],\F=1 < Vie[l,n], ke p;N*.
p est un multiple du ppem ¢ des p; d’ou g < p, d’autre part A? = I,, d’ou p < gq.
En définitive p = ppem(py, ..., pn)-
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Deuxiéme partie

1. La question 1.2. montre que | det(A)| = 1 et |tr(4)| < 2, comme ce sont des
entiers, on a : det(A) = £1 et tr(A) €[-2,2].

2. a. La question 1.3. montre que A€ Vect(l2) et, comme A est & coefficients
entiers, A = +1I5. La considération de la trace donne A = el,.

e Siec = 41, Ay = Ay = 1, avec les notations de 1.4., p1 = ps = 1 et
1
h(A) =ppem(l,1) =1==(3—-1).

[\)

1
eSic=—1, A\ =X =—1, p1:p2:2d’oi1h(A):2:5(3—|—1).

1
Dans tous les cas h(A) = 3 (3—2¢).

b. ; eUNR ={—1,41} et Ay # Ay done, quitte & permuter, A} = =Xy =¢.
On a p; =1 et po = 2 ou inversement et donc h(A) = 2.

8 _g), Ay €M(Z), Sp(A) = {—1,+1} = Uy et A est

diagonalisable car son spectre est de cardinal 2. La question I.1. montre alors que
Ay €Ca(Z) et donc {Aa | a€ Z} est un ensemble infini de solutions.

Si a €Z posons A, =

c. Comme X4 €R[X] on a Ay = A\ et det(A4) = Ao = [N\ ]? = 1.

e Sitr(A) = —1 alors X4 = X? + X + 1, Sp(4) = {j,7} p1 = p2 = 3 et donc
h(A) = 3.

Pour a€Z si B, = (a2—|—(zz—|—1 —1_ia>’ B, €My(Z), tr(B,) = —1 et
det(B,) = 1 d'ott X, = X? + X + 1, ce qui montre que B, est diagonalisable
avec pour spectre {j,7} inclus dans Us, donc B, € C2(Z) et {Ba | aGZ} est un
ensemble infini de solutions.

e Sitr(4) =0 alors X4 = X%+ 1, Sp(A4) = {—i,+i}s h(A) = 4.
a
a’®+1
et donc {Ca | a€ Z} est un ensemble infini de solutions.

SiacZ et Cp= :i) EM(Z), Xe, = X2+ 1, Sp(Cy) ={—i,+i} C Uy

e Sitr(A) = +1alors X4 = X2 — X +1, Sp(A) = {—4,—7} h(A) =6.
¢ -1 >69T(2(Z), Xe, = X?—-X+1,0na

a?—a+1 1-a
Sp(Cq) = {—j,—7} C Us et {D, | a€Z} est un ensemble infini de solutions.

Pour a€Z et D, =

3. a. La question 2. ayant épuisé tous les cas possibles, on a montré que, si
A€eCy(Z), alors h(A) €{1,2,3,4,6} et donc Ny = 12 convient.

cos(f,) —sin(6,) _
sin(6,) cos(ﬁp)> €Cy(R) avec h(R,) = p car

R, est matrice d’une rotation plane d’angle 6,,, h n’est donc pas majorée sur Ca(R).

b. Si peN* et 6, = m Rp:<
p

$
2
-
O
x
3
8
=
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1 ¢ t
-1 5 N
4. a. A7 = Jot(A) Com(A) or Com(A)eMy(Z) et det(A) = +£1, d'on

A=t €My (Z). Posons p = h(A).

AP =T, = (AP =1, dott A~1 €Cs(Z) et h(A™1) < h(A).
Comme A = (A71)71 on a h(A) < h(A7D).

En définitive A= € Co(Z) et h(A™1) = h(A).

b. Utilisons les notations définies dans 2. B_; = (_1 _(1)> et D1 = <1 _(1)>
—2 1 ,
1 1 ¢ Co(Z) car sa trace n’est

pas dans [—2,42] et donc C2(Z) n’est pas un groupe.

sont éléments de Cy(Z) alors que B_1D; =

Troisieme partie

1. a. Vect(G) est un sous-espace vectoriel de M, (C), espace vectoriel de dimension
finie.

b. Si X €G posons Y = B71X, alors Y € G groupe et X = BY d’ou l'égalité
tr [(AB™! — I,,)X| = tr(AY — BY). Décomposons Y dans la base (X;)i<i<k de

k
Vect(G), Y = > A\ X; et utilisons la linéarité de tr :
i=1

tr[(AB™! = I)X] = Zk: Ai[tr(AX;) — tr(BX;)] = 0 car T(A) = T(B).
i=1

c. Pour X = [, €G il vient tr(AB™!) = tr(l,,) = n et L.3. montre alors que
AB™!' =1, ie. A= B et T est injective.

Si A€ @, pour tout i dans [1,k], AX; €G dou tr(AX;) €[-n,+n]| NZ et donc
T(G) C [-n,+n]* ensemble fini. Comme T est injective, G est un groupe fini.

n
2. a. Soit P un polynome solution, P = [[ (X —z;) = X"—01 X" 1+ -+(=1)"0,
i=1

ol les z; sont dans U et, pour tout k, o = E Ziy iyt * Ziy, alors
101 < <ip<n
n n n
lok| < > |24, iy 2| = ( )doncake[—( ),—i—( )} ensemble de
1< << <n k k k
n

k) + 1. Il y a donc au plus H nyg solutions.

k=1

cardinal ny = 2 (

b. Si A€C,(Z), X4 est un des polynomes Py, ..., P, précédents, soit Pj.
n

Sip=h(A)et P, = [[(X — \;) alors chaque A; est dans U, et p est le plus petit

des entiers naturels ;18111 nuls r tels que, pour tout ¢, A\] =1 de. A\; € U,.

Sur C,(Z), h ne prend donc qu’au plus ¢ valeurs.

Si I'on note py,...,ps les valeurs distinctes prises par h sur C,(Z) alors Uentier
N,, = ppem(ps, .. .,ps) convient.
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e Sous-algebres de L(E) de codimension 1

FE désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2.

I désignera Dapplication identique de E, si (f,g) € E on pose fg = fog.
On appelle ici K-algébre A tout K-espace vectoriel muni d’une loi interne
notée -, associative, distributive par rapport a l’addition et telle que :
VN z,y) €K x A% Ma.y) = (A\x).y = 2.(\y), (la loi interne . ne posséde
pas nécéssairement d’unité).

T.(K) désigne la sous-algébre de M, (K) constituée des matrices triangu-
laires supérieures.

Premiére partie

A désigne une sous-algébre de L(E) de dimension n? — 1. On se propose de
montrer par 'absurde que I € A, pour cela on suppose I ¢ A.

1. Montrer L(E) = A®KI, en déduire : f € L(E) et f?°€ A= feA.

2. Soit (e1,...,e,) une base de E, pour tout (i,j)€[1,n] on note u®
I'unique endomorphisme de E vérifiant : Vk€[l,n], u"I(ex) = & e;.
Montrer que pour tout i €[1,n], u** € A puis conclure.

On suppose désormais dim(E) = 2.
Deuxiéme partie

Soit A une sous-algébre de L(E) de dimension 3.

1. Soit fe L(FE)\ KI. Montrer que C(f) = {gEE(E) ‘ fg9= g.f} est la
sous-algébre de L(E) égale a C(f) = Vect(I, f) et donner sa dimension.

2. a. Montrer que A admet une base de la forme (I, ®,¥) avec .U # U.P.
b. Montrer alors Iexistence de (A, u,v) €K? tel que ®.¥ = A\® + u¥ + vl
puis, en raisonnant par 'absurde, que (& — puI).(¥ — A1) = 0.

c. Montrer que A admet une base (I, ®1,¥;) avec ®1.¥; = 0.
Si (I, 91, V1) est une telle base, montrer que ®;1 et Uy sont de rang 1 et ont
un vecteur propre comimun.

Troisiéme partie

1. Soit A un sous-ensemble non vide de L(E). Montrer ’équivalence entre
les propriétés suivantes :

(i) A est une sous-algébre de L(E) de dimension 3,

(ii) II existe une droite ® de E telle que A= {f € L(E) | f(D) C D},
(iii) Il existe une base (e1, ez) de E telle que, si f € L(E), alors f € A si, et
seulement si, Mp(f) € T2(K).
2. On suppose dans cette question K = R et ’on considére un sous-groupe
fini G de GL(E) tel que dim | Vect(G)] = 3.
Montrer que V = Vect(G) est une sous-algebre de L(E).

Montrer f2 = I pour tout élément f de G. En déduire que G est commutatif.
Que conclure 7

3. Soit (f,g) une famille libre de L(E) telle que f*> = g*> = 0. Montrer que
la sous-algébre de L(E) engendrée par f et g est L(E).
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4. On étudie le sous-espace vectoriel X de L(L(E)) constitué des éléments
A tels que : ¥(f.g) € L(E)?, A(fg) = A(f)g + FA(g).

A tout élément fy de L(E) on associe 'élément ®(fo) de L(L(E)) défini
par : ©(fo)(f) = fof — ffo. Montrer que ® est une application linéaire de
L(E) dans L(L(E)), déterminer Ker(®), vérifier Im(®) C X.

5. a. Soit A € X ; montrer qu’il existe trois scalaires x,y et z tels que, dans
(e1,e2), les matrices de A(uy,2) et A(ug,1) soient (x y) et < _Z 0 ) .

0 —=z Yy —z
iy (X = L(E) x L(E) . _
b. A l'aide de F : A o (A?),Au)) montrer que dim(X) = 3.

En déduire Im(®) = X.

Solution

Premiére partie

1. A est un hyperplan de L(F) dont I n’est pas élément donc L(F) = A ® KI.
Soit f € L(E), écrivons f = a+ Al o (a,\) € A X K. On a f2 = (a® + 2\a) + 21
et donc, si f2€ A4, A2 =0 ie. A =0 ou encore f € A.

2.Sii#jona (u)?=0€A et donc u’ € A Or u®' = ubiul? d'ott ub? € A.
I=ubt+... +u™m e A, ce qui contredit "hypothese I ¢ A.

Deuxiéme partie

1. Vect(I, f) C C(f) est immédiat. Comme f ¢ KI on a deg(Ily) = 2 et donc
Vect(Z, f) est un sous-espace vectoriel de L(E) de dimension 2.
Soient g € C(f), A et B des matrices de f et g relativement & une base de E.
by =cB
Si A= (CCL Z) et B = (a g),ona:AB:BAﬁ (a —d)B =bla—9)
K (a —d)y = c(a— )

e Si (b,c) # (0,0), par exemple b # 0, avec A = pona B = A\b,y = SBc et aussi
Ma—d)=a—-0§ dou B=(a—Xa)la + MA.
e Si b = ¢ = 0 nécessairement a # d car A ¢ Kl d'ou § = v = 0 puis

0—d -0
p="2 da Ig—i-a ¥ A. Dans tous les cas g € Vect(1, f), d’'ou C(f) = Vect(I, f).

a— a—
2. a. Si ® € A\KI alors C(®) est une sous-algebre de dimension 2 de A et on peut
donc choisir un élément ¥ dans A\ C(®). Alors (I, @, ¥) est une famille libre dans
A de dimension 3 avec ¥ # WP, cette famille répond a la question.

b. Comme ®¥ € A on a existence de (A, p, v).

(O —pul)(T —A) = A+ v)I et, si Au+v # 0, alors ® — ul € GL(E) et son
inverse est liée a ¥ — AI, donc ® et ¥ commutent, ce qui est absurde.

Par conséquent (& — pul)(¥ — A1) =0.

c. Les familles (I,®,V) et (I,® — pI, ¥ — AI) ont méme rang et donc choisir
(®1,T) = (& — ulI, ¥ — M) convient.

®; et ¥y sont a la fois non inversibles et non nulles donc de rang 1. Si e est un
vecteur générateur de Im(Wy) alors, comme ¥y (e) € Im(¥) = Ke, le vecteur e est
un vecteur propre de Uy et il est d’autre part dans Ker(®), il s’agit donc d'un
vecteur propre commun a 1 et Uy,
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Troisieme partie

1. On utilise les résultats et les notations de la deuxieme partie.

e Supposons (i) et choisissons e; un vecteur directeur de Im(¥;), c’est un vecteur
propre de I, ®; et ¥y et donc de tout élément de A. Si B = (61, e2) est une base de
E alors, pour tout f €A, EmB(f)ETg( ) et, comme {fGL' |9ﬁg ETQ(K)}
est de dimension 3, il vient {f € L(E) | Mz(f) € T2(K)} = A et donc (i)=>(iii).

o (iii) <= (ii) est immédiat ainsi que (iii)=(i).

2. Vect(QG) est stable par produit car G l'est et donc Vect(G) est une sous-algebre
de L(E).

Si 'on note p le cardinal de G alors, pour tout f € G, fP = I et donc f annule le
polynéme X? — 1. D’autre part la propriété (iii) prouve que Xy est scindé sur R
et donc Sp(f) C UNR = {—1,+1}. Une matrice A de f est C-diagonalisable et
donc A? est C-semblable & I, ie. égale a I, d'ou f2 =1I.

Tout élément de G est son propre inverse et donc, si f et g sont des éléments de
G,ona fg=(fg) ' =g tf !t =gf ie. G est commutatif.

L’algebre Vect(G) serait commutative, ce qui est en contradiction avec la question
I1.1. Un tel groupe G n’existe donc pas.

3. f est nilpotent et donc (I, f) est libre. Si g = A+ puf ona 0 = g2 = \2T+2\uf
d’ott A2 = A\ = 0 par liberté de (f,g). Par suite A\ = 0 et g€ Kf, ce qui est
exclu, donc (I, f,g) est libre. Si Palgebre engendrée par cette famille n’est pas
L(E) sa dimension est 3 et on peut simultanément trigonaliser f et g. Comme
{AeTa(K) | A% = 0} est de dimension 1, la famille (f,g) est liée, ce qui est
absurde.

4. La linéarité de ® est immédiate et Ker(®) est exactement le centre de L(E) ie.
le sous-espace vectoriel KI.

Soit ¢ € Im(®), = B(fo) on fo € L(E). Si (f,9) € (L(E)) on a:

o(fg) = fofg — fafo = (fof — ffo)g + f(fog — g9fo) = ©(f)g + fe(g) et donc
peX.

5.a.5 A= (5, 5,) est la matrice de u!? relativement & (ey, e2), alors comme
(ub)? = 0, on a 0 = A(ub?)ul? + ub2A(ul?) de. AEY?2 + EY2A = 0 soit

z+y =2'=0dou A= (:é _z)

De méme, relativement a cette base la matrice de u?! est de la forme <§ _2 )
w2212 = b2 donne A(u'?)u?? + ul2Au N ub? + w1 A(uN?) = Au?)
soit encore AE?? + E12AFE12 + EV A = A d'ou t = —y et le résultat demandé.

b. L’application F' est linéaire injective.

En effet si A € Ker(F) on a A(ul!) = A(ul?u?t) = A(ub?)u?t +ut2A(u?t) = 0
et, de méme, A(u??) = 0. A s’annule sur une base de £(E) et donc est nulle.

la question a. a montré que rg(F) < 3 et donc dim(X) < 3.

Le théoréme du rang appliqué & ® montre que rg(®) = 3 et, comme Im(P) C X,
on en déduit rg(®) = dim(X) = 3 puis Im(P) = X.
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e Matrice de Vandermonde

Pour n € N*, soient w = v, A = (w(p_l)(q_l)) et 7 = tr(A).
1<p,q<n

Premiére partie

n—1
1. Sir €7, calculer S, = Y wk".
k=0
1
2. Calculer A% et B? si B = —A?. En déduire | det(A)|.
n
3. Montrer que B est diagonalisable et préciser son spectre.
Déterminer les sous-espaces propres en distinguant selon la parité de n.
4. Montrer que A est diagonalisable et que son spectre est inclus dans
Pensemble {/n, —/n,iv/n, —iy/n}.
5. Calculer C= Y, (p+¢q).

1<p<g<n
6. Montrer qu’un argument de det(A) est %(n —1)(3n — 2).

n—1
7.SireZsoit . = > Ww+0?  Montrer : Vr € Z,T, =T.

k=0
. vn o osin=2p+1,
En déduire |7|? = > W puis 7| =4 \on sin = 4p,
o<r,s<n—1 0 .
sinon.

Deuxiéme partie
Soient a,b,c,d les ordres de multiplicité des valeurs propres éventuelles
VN, —/n,iv/n, —i/n de A.
1. Exprimer 7 en fonction de a,b, c,d ; en déduire (a — b)? + (¢ — d)?.
2. Calculer a 4+ b et ¢+ d en distinguant suivant la parité de n.
3. a. Ici n = 2p + 1. En distinguant suivant la parité de p et a I’aide d’un
argument de det(A) calculer (a,b,c,d).

b. Procéder de méme si n = 2p.

Solution
Premieére partie
1. Tout d’abord w”™ = 1 si, et seulement si, r € nZ. Dans ce cas S, = n. Sinon

1_wnr

S, = =0 car w" = 1.
1—wr

2. Posons Z = A?, alors 2, , = Zw(k_l)(p_l)w(k_l)(q_l) = Spiq-2-

k=1
Comme 1 < p,g<n,onal<p+qg—2<2(n—1)et donc p+q—2€nZ alieu si,
1 0 --- 0

|

et seulement si, p = ¢ = 1 ou p+¢q = n+2. Par suite A2 =n
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1
et B* = —2A4 =1I,. On a |det(A)|* = n?"|det(B)|> = n>* d’ou | det(A)| = n™/2.
n

3. Notons (E1, ..., E,) la base canonique de 9, 1(C).

B annule (X — 1)(X + 1) et n’est pas dans RI,, donc B est diagonalisable avec
Sp(B) = {—1,+1}- De plus tr(B) = 1 si n est impair et 2 sinon.

e Sin = 2p+1 la trace montre que 1 et —1 sont valeurs propres d’ordre p+ 1 et p.
(Er,Eo + Egpy1, Es+ Esp, ..., B, + Ep11) est une famille libre de p + 1 éléments
de Ker(B — Izp4+1) donc une base de ce sous-espace propre.

De méme (Ey — Eopy1, Es — Esp, ..., E, — Epyq) est une base de Ker(B + Izpt1).
e Sin = 2p la trace montre que 1 et —1 sont valeurs propres d’ordre p+1 et p— 1.
(Er,Ea + Eop, B3+ Eop1,...,Ep_1 + Epp1, Ep) est une base de Ker(B — Iyp),
(Ey — Egp, E3 — Eop_1,...,Ep_1 — E,11) est une base de Ker(B + I,).

4. A annule le polynéme X* —n? = (X — /n) (X + n ) (X —iyn) (X +iyn)

d’ou le résultat.
n

5. 2C = Z p+gq = Z (p+q) — Z2p =2 Z p—2Zp501t

1$p;q<n 1<p,q<n 1<p,q<n
2
-1
2C =n(n+1)(n—1) puis C = %
6. A étant une matrice de Vandermonde on a det(A4) = H (Wit —wP™h),

1<p<g<sn
_ —9 _
Or wi=t — wP~! = 2isin (q pw) exp (ZILW> et sin (q pﬂ') > 0 car
n n

) n
J— n_
O<q—pﬂ'<

n n

Par suite arg [ det(A4)] = Z [g + pra-2 W} [27],

%} x Card ({(p7 @ ell,n]*|1<p<q< n}) —l—%C’ [27],
Z (n—1)(3n—2) [2a] car {(p,q)€[L,n]? | 1 <p<q<n}

—-—n

T <.

Mlh‘

arg [det(A)] = w[
soit arg | det(A ]

% |||

a pour cardinal

7. On a déja 79 = 7, reste donc a montrer que la suite (7,.), est constante.
n—1

Trgl — Tpr = Z [w(r+l+k)2 — w(r+k)2] = w(r+n)2 - WT2 = WT2 [W(H_n)z_TQ - 1] =0
k=0
car (r +n)? —r?enZ et w" = 1, d’ot le résultat.

n—1

2 2 .2 .
Alors |72 =7 E w = E W+ W™ car =71, = 7, i (r,5) € Z2.
r=0 0<r,s<n— 1
9 A 2 52 2rs
D'ou |7]* = E E W S
ogr,s<n—1

Distinguons alors trois cas suivant que g est ou non un entier et suivant sa parité :
eSin=2p+1, |[7]2 =w'Sy =n dou |7| = V/n.

o Sin=4dp, |7|2 = w'Sy+w)’ S, = n(1+e2P™) = n(1+1) = 2n d'on |7| = v2n.
eSin=4p+2, |72 =w'Sy + wtD*S, = n(1 4 @P+D™) = 0 dont || = 0.

. 7
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Deuxiéme partie

1. A est semblable & \/n Diag(I,, —1Iy,il, —il4) et donc 7 = /n [(a—b)+i(c—d)].
On en déduit |7|> = nf(a —b)? + (¢ — d)?] et, en utilisant le résultat de 11.7. on a :
(a—1b)2+ (c—d)? =1sinest impair, 2sin =0 [4] et 0 sinon.

2. B, est semblable a Diag(I,tp, —I.+q) d’ou :

(a+b’c+d)_{(p+1,p) sin=2p+ 1.

3.a.0na:a+b=p+1,c+d=pet(a—0b?+(c—d)?=1.

e Si p =2k alors ¢ — d est pair donc nul, c=d=4k, a=b=+ 1.

La question L.6. donne arg [det(A)] = kx  [27] et 'on a, en utilisant la réduite

diagonale, det(A) = (v/n)*(—y/n)?(iy/n)(—iy/n)¢ d’olt arg [det(A)] = br  [2n],

la seule solution est donc (a,b,c,d) = (k+ 1,k, k, k).

e Si p =2k + 1 on obtient de méme (a,b,c,d) = (k+1,k+ 1,k k+1).

b. On distingue deux cas :

e Si n = 4k, les conditions sont a+b = 2k+1,c+d = 2k—1, (a—b)*+ (c—d)*? = 2,
1

arg [det(4)] = (kz + i)w [27] d’ou (a,b,c,d) = (k+ 1,k,k,k — 1) ou encore

(kk+1,k—1,k).
o Sin=4k+2, (a,bc,d) = (k+1,k+1,k k).

e Décomposition de Dunford ; applications

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a N > 1. Soit u un

endomorphisme de E dont le polynéme caractéristique X, est scindé sur
n

K. On note X,, = H(/\l — X)) et I'on appelle N; = Ker(u — \Ig)* le
i=1
sous-espace caractéristique associé a la valeur propre \;.
I. Questions préliminaires

1. a. Montrer que N; est stable par u et que E = N1 @ --- & N,.
b. Montrer que pour tout i € [1,n], dim(N;) = a;.

2. Montrer que la suite (Ker(uk))k>0 est stationnaire. On note r le

minimum de I'ensemble des entiers k tels que Ker(u*) = Ker(u**'). Montrer
que si k > r,Ker(u*) = Ker(u**1). On appelle r Iindice de u.
n
3. Montrer que m, = H(X —X)" ot 1 < r; < ay et our; est indice de
i=1
(u—XiIg). On pourra poser P = (X —X\1)1Q ot Q est le polyndme premier
avec (X — M) tel que m,(X) = (X — A1) Q et examiner les deux cas
q=r1 etqg<ry.

4. Montrer que si v et v’ sont deux endomorphismes nilpotents de E, il en
est de méme de v — v’ si v et v/ commutent.
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II. Le théoréme

On conserve les notations de la partie 1. Le but de cette partie est de
prouver qu’il existe un couple unique (d,v) d’endomorphismes de E tel
que u = d + v, dov = vod avec d diagonalisable et v nilpotent.

1. Montrer que si I'on pose d(x) = Mz et v(x) = u(x) — \;x pour tout
x € N, le couple (d,v) ainsi déterminé convient.

2. Soit (d',n) € (E(E))2 tel que u = d' + V', d'ov’ = v'od avec d’
diagonalisable et v' nilpotent.

a. Montrer que les sous-espaces vectoriels N; sont stables par d’.

b. Montrer que d — d' est diagonalisable. Conclure.

III. Applications
On note A, = R, — L,, ot R,, et L,, sont les deux endomorphismes de L(E)
définis par R, (w) = uow et L, (w) = wou.
1. Comparer les polynémes 7y, et m, ainsi que X, et X,,.

2. Prouver que A, = Ag+ A, que A, est nilpotent, Ay diagonalisable et
que A, et Ay commutent.

3. Montrer que si A, est diagonalisable, u est diagonalisable.

Solution
Partie I

1. 2 et 3. sont des questions de cours, traitées précédemment.

4. S'il existe (p,q) € N2 est tel que vP = v'? = 0, montrons que (v — v')PT¢ = 0.
D’apres le binome de Newton, puisque vov’ = v’ov, on a :

(v+v)PTa = Z <p _]L_ q) vk(—l)k'v’k/. Dans chaque terme de la somme, on
k+k'=p+q
a:k>=pouk’ >q. Donc:v— v estnilpotente.

Partie I1

1. Posons d(z) = Az et v(x) = u(x) — \jz pour tout x € N;. Chaque N; est stable
par d et par v puisque N; est stable par u. Donc, il existe (d;,v;) € ([J(Ni))2
endomorphismes induits par d et v sur ;. Ainsi défini, d est diagonalisable.

v =0 puis que : Vz € N;, (u — N\ Ig)¥ (z) = 0.

Soit o = ,HE?X]](O‘Z')- Alors n* = 0 sur chaque N; donc sur E'; donc n® = 0.
e|l,n

Comme, d; = A\; Iy, pour tout ¢ € [1,n], on a d;ov; = v;0d;. Donc dov = vod. D’ou
Pexistence d’un couple (d, v) solution.
2. a. Comme d’ou = uod’, les sous-espaces vectoriels IV; sont stables par d’. En effet

si d’ commute avec u, il commute avec tout élément de K[u] donc avec (u—\;Ig)*,
d’ot N; = Ker(u — A\ Ig)® est stable par d'.
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b. Comme d; = A\;Iy,, on a dod’ = d’od sur chaque N;, d’ott dod’ = d'od. Comme
d et d’ sont diagonalisables, on peut trouver une base de E constituée de vecteurs
propres communs a d et d’. Donc d — d’ est diagonalisable.

u=d+v=d +v. Doncd—d = v — v est un endomorphisme de E & la fois
diagonalisable et nilpotent d’aprés 1.4. Donc d = d' et v = v'. D’ou 'unicité du
couple solution.

De I1.1. et I1.2. on déduit le théoreme de Dunford.
Partie I11

1. Par une récurrence immédiate, on prouve que :

Vk € N, RE(w) = uFow et LE(w) = wout.

Donc P(Ry)(w) = P(u)ow et P(Ly,)(w) = woP(u) pour tout P € K[X].

Pour tout w € L(E), 7y (R)(w) = my(u)ow = 0. Donc mwr|m,.

Pour tout w € L(E), g, (R)(w) = mg, (u)ow = 0.

En particulier : g, (u)olg = mg, (u) = 0. Donc m,|rg, . Finalement, 7r, = m,.
De méme, 71, = m,.

2. On vérifie que A, = Ag+ A,.

Comme d est diagonalisable, il en est de méme de Ly et Ry d’apres II1.3.a. et
la caractérisation des endomorphismes diagonalisables par les polynomes annula-
teurs. Comme Ry et Ly commutent, puisque (RgoLg)(w) = (LgoRg)(w) = wodow,
I’endomorphisme Ay = Ry — L4 est diagonalisable.

Comme v est nilpotent, il en est de méme de L, et R, d’apres I11.3.a. Comme R, et
L, commutent, puisque (R,oL,)(w) = (LyoR,)(w) = wovow, 'endomorphisme
A, = R, — L, est nilpotent d’apres 1.4.

3. Si A, est diagonalisable, alors A, = 0 d’aprés I'unicité dans le théoreme de
Dunford et III1.3.b). Comme le centre de L(E) (cf. exercice classique de MPSI) est
réduit aux homothéties, v = Alg. D’out v = 0 car v est nilpotent. Donc u = d est
diagonalisable.

e Suites récurrentes linéaires

p—1
p € N* donné, (ag,...,ap—1) € KP, on note P(X) = XP — ZakX"+k.

k=0

On définit Ep comme ’ensemble des applications f de N dans K telles que

p—1

VneN, f(n+p)=> arf(n+k)

k=0
et 'on note T I'endomorphisme de K~ défini par T'(f)(n) = f(n + 1) pour
n € N.
1. En utilisant P et T, montrer que E est un sous-espace vectoriel de KY.
2. Soit ¢ : K — Ep,(Bo,...,Bp—1) — f telle que, pour tout élément
i € [0,p—1], f(i) = B;. Montrer que ¢ est un isomorphisme de K-espaces
vectoriels. Préciser la dimension de Ep.
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3. Montrer que Ep est stable par T'. On note T ’endomorphisme induit par
T sur Ep. Donner la matrice de 7 dans la base canonique B de E, image de
la base canonique de KP par . Quel est le polynéme caractéristique de T 7

4. On pose A = 7 — Ig. Préciser pour ¢ € N*, Ie noyau de A?.
5. On suppose P scindé sur K et P(0) # 0. Si Aq,..., A, sont les racines
K

distinctes de P sur K, on note P(X) = H(X — \;)®. Montrer

(i) E=EPKer(r — Xilp)™,
i=1
(i) feB < (meN, f(n) = XNQn)

ot Q; € K,,-1[X] pour tout i € [1,r].
On pourra poser ex(n) = A" et calculer (1 — M g)(ex.g) pour g € Ep.

Solution

1. Par une récurrence immédiate, on montre que V(k,n) € N2, T*(f)(n) = f(n+k).
p—1

Donc f € Ep <= Vn € N,T?(f)(n) = > _aT*(f)(n) <= P(T)(f) =0.
k=0

Donc Ep = Ker [P(T)] est bien un sous-espace vectoriel de KN,
2. ¢ est bien une application car f € Ep est déterminée par la donnée de

p—1
F(0),.... f(p— 1). En effet, si £(0) = Bo,...,f(p—1) = Bper. f(p) = >_ a;(j)
Jj=0

est déterminé de fagon unique. Soit n € N. Supposons f(k) connu pour tout
p—1

kE<n+p-—1,alors f(n+p) = Zajf(n + 7) permet de déterminer f(n + p) de
§=0

fagon unique. Donc, par théoreme de récurrence, il existe une unique suite f € Ep.

@ est clairement linéaire et pour tout f € Ep, il existe un unique (8o, ..., Bp—1)

de K? tel que pour tout i € [0,p[, f(i) = B;. Par suite ¢ est un isomorphisme

d’espaces vectoriels. Donc dim(Ep) = dim(K?) = p.

3. Comme Ep = Ker [P(T)] ou P € K[X] et ToP(T) = P(T)oT, le sous-espace

vectoriel E, de K" est stable par T. Soit (eg, . .. ,ep—1) la base canonique de KP.

La famille (fo,..., fp—1) = B d’éléments de Ep tels que ¢p(e;) = f; est une base

de Ep car ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

p—1
On cherche (ay ;) € KP” telle que T(fi) = Zak,ifk.
k=0
Comme ¢ est bijective, on a : 7(fi) =g < (Vn € [0,p—1],7(fi)(n) = g(n)).

0 sit#n+let0<n+1<p—1,
(£ = fin+ 1) = {7 F1EEL y

. 7
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4 1 sin=i—-1,(3(>1),
filn+1) = 0 bln;«éz—letO n<p—2.
) —

filp) = —ap_1filp—1) — -+ —a; fi(i) — -+~ ao fi(0).
Donc : fo(p) = —ao, fi(p) = —a1,~-7fp—1(10) = —Qp-1-
0 1 (0)
D'ou : Mg(7) = 0 :
1
—ag o —p_2 —ap_1

En procédant comme dans la démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton on
conclut que X, = P.

4. Soit P lespace vectoriel des fonctions polynomiales de degré strictement
inférieur & q. Comme deg [A(Q)] < deg(Q) — 1 pour tout @ € P, par récurrence,

ona: P C Ker(A?). Comme A? = (7 —Ig)?=Q(7) o Q = Z( ) Y-k xk

est un polynéme de degré g, d’apres le binome de Newton car ToI r = Igor.
Des questions 1. et 2. on déduit que dim(A?) = dim(Eqg) = ¢. Comme dim(P) = g,
donc P = Ker(A?).
5. (i) est une application du théoréme des noyaux.

(ii) Comme P(0) # 0, Sp(7) ne contient pas 0.
e Si A\ # 0,Ker(7 — AIg) est la droite vectorielle engendrée par ey : n — A"™. En
effet, 7(f) = Af <= (VWneN, f(n+1) =Af(n)) < VneN, f(n) =\"f(0).
e Si ¢ > 1, cherchons Ker(7 — Alg)?.

Sige Ep,Vne N, (1t — Ag)(ex.g)(n ) (ex.g)(n+ ) Aex.g)(n).

(1 = Mg)(ex.g)(n) = A"+ g(n + 1) — g(n)] = Aea(n)(Ag)(n).

D’ou (7 — Mg)(ex.g) = AexAg.

Par récurrence sur ¢, on a : Vg > 1, (1 — AMg)%(ex.g) = AexAlg. (%)

Si f € E, on peut écrire f =ej.gou g € E.
Donc (x) = [f € Ker(r — Mg)? < g € Ker(AY)].
De la question 4. on déduit que f € Ker(r — Alg)? <= g € P. D’ou le résultat.



Espaces vectoriels
normes

Dans tout ce chapitre K désigne I'un des corps R ou C.

I. Normes et distances

A. Définitions

1. Définition d’une norme
1. Soit E un espace vectoriel sur K, une norme sur E est une application
N de E dans Ry vérifiant :
(i) VeeFE, N(z)=0=2=0 Séparation
(i) Yxe E,VAeK, N(Az) = |\|N(z) Homogénéité
(iii) V(z,y)€ E? N(z+y) < N(z)+ N(y) Inégalité triangulaire
2. Le couple (E, N) est alors appelé espace vectoriel normé.

Exemple
La valeur absolue (le module) est une norme sur R (sur C).

Remarque

Tout C-espace vectoriel E est un R-espace vectoriel ; une C-norme est donc une
R-norme ; la réciproque est fausse.

1.1. Propriétés
1. Si N est une norme sur E alors : V(z,y) € E, |N(z) - N(y)| < N(z—y).

q a
2. De plus : Vg € N, V(x1,...,24) € EY, N(ZM) < ZN(mk).
k=1

Démonstration
1.0naN(z) = N((m—y)+y) < N(z—y)+N(y) dou N(z)—N(y) < N(z—y), par
suite N(y)—N(z) < N(y—=) et donc max { N(z)—N(y), N(y)—N(z)} < N(z—y),
ce qui est le résultat annoncé.
2. Se montre par récurrence immédiate a partir de 'inégalité triangulaire. O
En premieére année, on a prouvé le théoreme suivant :
1.2. Théoréme
Si (E, ( - )) est un espace préhilbertien réel, I’application définie par :

x|zl = (x\:z:)l/Q est une norme sur E.
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2. Distance associée & une norme

2.1. Définition
On appelle alors distance associée & N 'application d de E? dans R, définie
par : V(z,y) € E?, d(x,y) = N(z —y).
Des propriétés de N on déduit
2.2. Propriétés de d
(i) V(z,y)€E? d(z,y)=0 < z=y

(i) V(z,y) € E? d(z,y) = d(y,x) Symeétrie
(i) V(z,y,2)€ E®, d(z,y) < d(z,z) +d(2,y) Inégalité triangulaire

3. Boules

3.1. Définitions
Soient (E,N) un espace vectoriel normé, a un élément de E et v un réel
strictement positif, on définit les parties
B(a,r) = {z € E | N(z — a) < r}boule ouverte de centre a et de rayon r,
Bf(a,r) = {x € E | N(z — a) < r}boule fermée de centre a et de rayonr,
S(a,r) = {z€E | N(z — a) =r} sphére de centre a et de rayon r.

Remarque

Toute boule est convexe, par exemple si x et y sont éléments de B(a,r) et si
tel0,1], N(tz + (1 —t)y —a) = N(t(x —a) + (1 — t)(y — a)) d’on
Ntz +(1—-t)y—a) <tN(@—a)+ (1 —t)N(y —a) < tr + (1 — t)r = r et donc
tr+ (1 —t)ye Bla,r).

3.2. Définition
Si (E,N) est un espace vectoriel normé, une partie A de E est dite bornée
si elle est contenue dans une boule.

3.3. Propriété

Avec les mémes notations A est bornée si, et seulement si, il existe un
réel positif A tel que, pour tout (x,y) € A%, N(x —y) < A ou encore si, et
seulement si, il existe un réel positif M tel que, pour tout x € A, N(z) < M.

Démonstration

Eliminons le cas immédiat ot A est vide.

e Supposons A bornée, A C By(a,r) par exemple, alors, par inégalité triangulaire,

si (z,y)€€ A%, N(x —y) < N(x —a) + N(a—1y) < 2r et A = 2r convient.

e Si A majore {N(x - ) | (x,y)eAz}, en fixant a dans A on a, pour tout

x€A, N(z) < N(x—a)+ N(a) < A+ N(a) et M = A+ N(a) convient

e Si M majore {N(z) | z€ A} alors A C By(0g, M + 1), d’ott A est bornée. O

3.4. Définition

Si X est un ensemble, une application f entre X et I’espace vectoriel normé
E est dite bornée si la partie f(X) de E est bornée. On note B(X,E)
DPensemble des applications bornées de X dans FE.
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4. Définition (distance d’un point a une partie)
Soient (E, N) un espace vectoriel normé et d la distance associée. Si A est
une partie non vide de E et x un élément de E, lensemble { N (z—a) ’ acA}
est une partie non vide et minorée de R, on appelle distance de x a A, et
Pon note d(z, A), le nombre réel ingN(m —a) = injf4 d(z,a).
ac ac

Exemple

Dans R muni de la norme usuelle x — |9c,0nzaual(—;l 7N> = g et d(—;l 7Z> _ L

5. Définition
Si (E, N) est un espace vectoriel normé, on appelle vecteur unitaire tout
élément v de E tel que N(v) = 1.

Remarque

Si (E, N) est un espace vectoriel normé et si u € E \ {0}, alors, pour tout A €K,

le vecteur v = A ——— est unitaire si, et seulement si, |A| = 1.
N (u)

6. Définitions
Soient (E, N) un espace vectoriel normé et d la distance associée.
1. Si F est un sous-espace vectoriel de E, la restriction de N a F est une
norme sur F, appelée norme induite par N sur F', on la note encore N.
2. Si A est une partie de F, la restriction de d & A x A est appelée distance
induite sur A et vérifie les mémes propriétés que d.

7. Produit fini d’espaces vectoriels normés

Théoréme et définition

neN*, pour tout i€[1l,n], (E;,N;) est un K-espace vectoriel normé,
E =FE; x --- x E, est 'espace vectoriel produit.

L’application N : (z1,...,2Zn) — rr[%ax]] N;(z;) est une norme sur E, appelée
i€[l,n

norme produit et (E, N) est appelé espace vectoriel normé produit.

Démonstration

N est clairement & valeurs dans Ry et, si (z1,...,2,) € E avec N(z1,...,2,) =0,
alors, pour tout i €[1,n], 0 < N;(z;) < N(z1,...,2,) = 0, d’ott 2; = Op, puis
(1‘1, oo ,],‘n) = OE

Si(x1,...,2,) € Eet A€ K\{0}, Vi €[1,n], N;(Ax;) = [\ Ni(z;) < |AN(z1,...,2,)
indépendant de i d’ott N(A(z1,...,2,)) < [AIN(z1,...,3,).

1 1
Par suite N(z1,...,2,) = N(/\()\xl, . .,)\xn)> < WN()\(scl,...,xn)) et donc

N(A(@1,...,2n)) = [AIN(z1,...,2,), le cas A = 0 est immédiat.

Si, de plus, (y1,...,yn) € E, pour tout i €[1,n] on a :

Ni(‘ri + yz) < Nz(xz) + Nl(yz) < ]\7(1‘17 e ,Qﬁn) + N(yl» ce ,yn) indépendant de i7
d’on N((xl,...,xn)—}—(yl,...,yn)) <Nz, .. 20) + Ny, oy yn). O
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B. Exemples fondamentaux

1. Normes sur K"

1.1. Théoréme (norme N,,)

‘ Noo : (21,...,2p) — max |z;| = |||l définit une norme sur K".
1<i<n

Démonstration

Comme x — |z| est une norme sur K, le théoreme relatif au produit d’espaces
vectoriels normés montre que N, est une norme sur K". O

1.2. Théoréme (norme IV,)

| Ni:(x1,...,@n) = |x1| + -+ |zn| = ||z||1 définit une norme sur K™.

Démonstration

(i) Si Ni(x1,...,2,) = 0 alors Yk€[l,n], |zg] < Ni(z1,...,2,) = 0 d’ou
(x1,...,2n) = (0,...,0).

(i) Ni(Az1,...,Azn) = > Az = Al Y |zk] = |AIN1(z1, ..o 20).

k=1 k=1

(i) Yke[l,n], |zk + vkl < |zk| + |yk| d’ou, par sommation :
Nl((fﬂ+y)1,(f£+y)2,7(I’+y)n) < Nl(xlw"axn)+N1(y17"'7yn)'|:|

1.3. Théoréme (norme NN,)

‘ Ny (21,0 20) = /[21]2 + -+ + |2,]2 = ||2||2 définit une norme sur K".

Démonstration

La considération du produit scalaire canonique sur R™ montre le théoreme dans le
cas ou K =R.

Si K = C, la séparation et 'homogénéité se vérifient aisément.

n n
lz+ylla = | D lzn 4+l < (| Dzl + lye)? < lllla+ |yl car x| et [ye| €R
k=1 k=1
et le théoreme est vrai pour K=R.0O
1.4. Forme des boules dans R?
SiX=(r,y)etr>00na:No(X)<r < |z|<ret|y <,
N (X)<r < |z + |y| <r, No(X) <r <= 2% + y?> <r? d’ou la forme des boules
dans R? muni respectivement des normes N, N; et No.

A A A

Y
Y

Remarque

On peut observer que chaque boule d’une espeéce contient une boule de méme centre
pour une autre des trois normes. On verra plus tard une signification topologique
de cette remarque.
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2. Cas de la dimension infinie

2.1. Norme de la convergence uniforme

Théoréeme
Si X est un ensemble non vide et (E, N') un espace vectoriel normé, B(X, E)
est un K-espace vectoriel et NX : f +— sup N(f(z)) = ||f|| est une norme
reX

sur cet espace vectoriel , on ’appelle norme de la convergence uniforme.

Démonstration

Montrons que B(X, E) est un sous-espace vectoriel de l’espace des applications de
X dans E : la fonction nulle est bornée, si f et g sont dans B(X, E) et A\ dans
K, soient r et v’ dans ]0,4o00[ tels que f(X) C B(0,r) et g(X) C B(0,7"), alors
(Af+9)(X) C B(0,|Alr +7') et donc Af + g € B(X, E) ce qui donne la structure
d’espace vectoriel .

L’application NX est clairement & valeurs dans R, et, si NX(f) = 0, alors pour
tout z € X, N(f(z)) < NX(f) =0 ie. f est nulle.

SixeKet feB(X,E),ona:VoeX,NAf(z)) = [AN(f(z)) < [ANZ(f).
Done : NX(\) = sup N(\/(#) < INZ ()

Si 07 0.8 (F00) = NA(7) € NI = NEOH) = WNE (D)

Donc, pour A # 0, on a NX(Af) = |\|[NZ(f), égalité encore vraie si A = 0.
Enfin, si f et g sont dans B(X, E), Ve € X, N((f + g)(z)) < N(f(z)) + N(g(z))
dou N((f +g)(z)) < NX(f) + NZ(g) puis NX(f) + N2 (g) majore ensemble
{N((f +9)(@)) | we X} dot NI(f +9) < NI(f) + N (9)-0

Remarque

NZX(f + g) n'est pas nécessairement élément de ’ensemble précédent, il ne faut
surtout pas confondre les notions de max et de sup.

2.2. Normes N,, N, et Ng;’b] sur C([a,b],K).

a) Norme N, : le cours de premiére année a prouvé que ’ensemble C([a, b], K)
des applications continues de [a,b] dans K est un sous-espace vectoriel de
B([a, b], K), la restriction de Ng‘é’b] définit alors une norme sur cet espace vectoriel

et méme, on a : Vf €C([a,b],K), Nég’b](f) = zrg[%ﬁ] N(f(z)).
b) Norme N, :
Théoreme et définition
Ni:f— | f| définit sur C([a,b],K) une norme, on I'appelle norme de

la,b
la convergence en moyenne.

Démonstration

(i) Si Ni(f) =0 alors, comme |f| est continue positive, elle est nulle.

(ii) N1 (Af) = |AIN1(f) par linéarité de f +— I
[a,b]



96 ESPACES VECTORIELS NORMES

(i) |f + 9| < |f] + |g| et, par croissance et linéarité de f — f, il vient

[a,b]
/ |f+g|</ \f|+/ lg| ou encore Ni(f + g) < N1(f) + Ni(g).O
[a,b] la,b] la,b]
c) Norme N, : on montrera ultérieurement le

)

Théoréme

1/2
Ny : f— (/ |f|2> définit sur C([a,b],]K) une norme, on l'appelle
[a,b]

norme de la convergence en moyenne quadratique.

2.3. Norme N, sur (*(N,C)

Théoreme
L’ensemble ¢*°(N,C) des suites bornées de nombre complexes est un C-
espace vectoriel sur lequel Iapplication Noo : () — sup|z,| définit une
n

norime.

Démonstration
(2 (N,C) = B(N,C) et cet exemple a déja été traité. O
Nous prouverons plus loin le théoréme suivant.

2.4. Norme N, sur (*(N,C)

Théoreme
(N,C) = {z = (zn)n €CN| X |un| converge} est un sous-espace vectoriel
o0

de CN sur lequel I'application Ny : x — Z || définit une norme.
n=0
Vérification laissée au lecteur qui utilisera la norme sur C™ et les propriétés des
séries a termes positifs.
C. Applications lipschitziennes

1. Définition
Si (E,N) et (F, P) sont deux espaces vectoriels normés et A une partie de
FE, une application f de A dans F est dite lipschitzienne s’il existe un réel
positif k tel que, pour tout (z,y) € A%, P[f(z) — f(y)] < kN(z—y), on dit
alors que f est lipschitzienne de rapport k ou encore k-lipschitzienne.

Remarque

si f est k-lipschitzienne et si k' > k, alors f est k’-lipschitzienne.

2. Exemples

a) Si (F, N) est un espace vectoriel normé alors N est 1-lipschitzienne de (E, N)
dans (R, |- ) car, pour tout (z,y) € E?, |[N(z) — N(y)| < N(z —y).

b) Si (E, N) est un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E alors
z — d(z, A) est 1-lipschitzienne de (E, N) dans (R,]- ).

En effet, si (z,y,a) € E? x A, d(z,A) < d(z,a) < d(x,y) + d(y,a) d’ott l'on tire
d(z,A) — d(z,y) < d(y,a). Le réel d(z,A) — d(z,y) minore {d(y,a) | a€ A}
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et donc d(z,A) — d(z,y) < d( ,A). On en déduit d(z, A) — d(y,A) < d(z,y)

et aussi d(y, ) - d( ) d(y,x) = d(z,y) par raison de symétrie, donc

|d(z, A) — A)| <d

c) Si (61,...,6n) est une base de E relativement a laquelle les applications

coordonnées sont notées @1, ..., Py, alors application Ny, : = — max |<pk(a;)|
IFN

est une norme sur E et chaque ¢y est 1-lipschitzienne de (E, N, ) dans (K, | - |).
En effet, si k €[1,n] et (z,y) € E%, |pr(z) — ¢r(y)| = |or(@ — y)| < Noo(z — ).

3. Composition
Si(E,N), (F,P) et (G, Q) sont des espaces vectoriels normés, A une partie
de E, f une application k-lipschitzienne de A dans F et g une application
{-lipschitzienne de f(A) dans G, alors gof est k{-lipschitzienne sur A.

Démonstration
Si (2,y) € 42, Q[gof () — 9o/ ()] = Q(g[/ ()] -
P[f(z) = f(y)] <kN(z—y) dou Q[go (x) — go ( )] < kIN(z —y).0

II. Suites

A. Nature d’une suite

1. Convergence

1.1. Définition
Soit (E,N) un espace vectoriel normé. On dit que la suite (Tp)nen
d’éléments de E converge pour N si I'une des conditions équivalentes sui-
vantes est vérifiée :
(i) il existe ¢ dans E tel que la suite réelle (N(xz,, — {)) converge vers 0
(i) #eE, Ve >0, IngeN, VneN, n > ng = N(z, — ) <e¢
(ili) e E, Ve > 0, IngeN, VneN, n = nyg = z, € B({,¢)
On dit alors que (x,)nen converge vers £ ou que £ est limite de (zy,)nen-
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

1.2. Théoréme et définition
Si (x,)nen converge alors elle admet une unique limite, cette limite est notée

lim z,, ou hm x, ou lim(z,,).
n—oo

Démonstration

Si £ et £ sont deux limites de (zy,)nen on a :

VReEN, 0K Nl —0) = N((l —zn) + (@n — ') < N(l — ) + N(zn — '), et

donc, par encadrement, la suite réelle constante égale & N (¢ — ¢’) converge vers 0

dout N(¢—¢)=0puis £ =¢.0

1.3. Théoréme

Soient (F1,N1), ..., (Eg, Ni) des espaces vectoriels normés, I’espace produit
FE = Ey X --- X B, est muni de la norme produit notée N, soient une suite a
valeurs dans E de terme général x, = (Xp,1,...,Tnk) et €= ({1,..., ;) EE.
(@) converge vers £ dans E si, et seulement si, pour tout ¢ dans [1, k], (z,,;)
converge vers {; dans Fj.
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Démonstration

o Si (x,,) converge vers £ alors, pour tout (7,n) €[1, k] xN, N;(x,;—¢;) < N(z,—¥)
et donc (x,, ;) converge vers ¢; si i €1, k].
e Réciproquement si, pour tout ¢ €[1, k], (xn,;) converge vers ¢;, alors, pour tout

neN, N(x Z N;(zy,; — ¢;), terme général d’une suite réelle convergeant

vers 0, donc (z,,) Converge vers £.0

2. Opérations algébriques

On a vu que, si (F, N) est un espace vectoriel normé, No, : u +—> sup N (uy,) définit
n

une norme sur l’espace vectoriel B(N, E') des suites bornées d’éléments de E.

2.1. Théoréme
L’ensemble des suites convergentes a valeurs dans E est un sous-espace
vectoriel de B(N, E) et I'application qui a tout élément (x,,),, associe lim x,,
n

est linéaire, autrement dit si x = (x,,), converge vers ¢, ¥’ = (x ), converge

vers ¢ et si A€ K alors Az + 2’ converge vers M + {'. Cette application est
de plus 1-lipschitzienne.

Démonstration

Montrons qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de B(N, E).
Si (z,,) est une suite convergente & valeurs dans F alors il existe un rang ng & partir

duquel N(z, —¢) < 1 oul'on a posé ¢ = hm ZTp. Avec r =1+ o nax N(z, — )
n<ng

on a, pour tout n €N, x, € By(¢,r) et donc () EEOO( )
La suite nulle converge et si (), converge vers ¢, (z},), vers ' et Ae K on a :
vneN, 0 < N((Azy + ) — (M +0)) = ()\(xn —0) + (z}, = 1)),
par inégalité triangulaire 0 < N ((Az,, +al,) — (M+L)) < [AN (2, —0)+N(z),—').
Par encadrement la suite réelle de terme général N ((Az,, +a7,) — (Al+{')) converge
vers 0 ce qui termine la preuve de la structure de sous-espace vectoriel.
Pour ce qui est du rapport de Lipschitz, sineN :
N{—-10)<N{ —uz,)+ N(zy, —2))+ N(z, — )
KN — ) + Noo(x — ') + N(x], — ')
et, quand n — 0o, N({ —¢') < Nyo(z — 2').0
2.2. Théoreme
Soit () une suite de vecteurs de E et (\,,) une suite d’éléments de K.
Si (xy,) est bornée et (\,) converge vers O, alors (A,x,) converge vers O,
si (A\,) est bornée et (x,,) converge vers O, alors (A,x,) converge vers O,
si (\n) et (zy,) convergent vers A et ¢, alors (\,x,) converge vers \{.

Démonstration

(IM € Ri,Vn € N,N(z,) < M) = N(Az,) < M|A,|. Dot le résultat par
théoreme d’encadrement. Le deuxieme résultat se prouve de méme.

Enfin Az, — M = A (2, — €) + (A — A)E, (M) est bornée, (z, — £) converge vers
0p, (A, — A) converge vers Ok, on procéde par combinaison linéaire en utilisant les
deux premiers résultats. O
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Remarque

Si (#n)n converge vers { l'inégalité triangulaire prouve que (N (Jcn))n converge
vers N ({), la réciproque est fausse sauf si, bien sir, ¢ = Og, ainsi que le prouve le
contre-exemple z,, = (—1)" dans R.

B. Comparaison des normes
1. Généralités

1.1. Théoréme
Si 'espace vectoriel E est muni simultanément des normes N et N’ alors :
toute suite convergeant pour N vers Og converge aussi pour N’ vers Og si,
et seulement si, il existe a dans ]0, +oo] tel que N’ < aN.

Démonstration

e Si, pour un @ > 0 on a N’ < aN et si (x,) converge vers O pour N alors,
pour tout n €N, 0 < N'(z,) < aN(x,) et donc, par encadrement, la suite réelle
(N’(zy)) converge vers 0 ie. (x,,) converge vers O pour N'.

e Dans le cas contraire, pour tout n € N, nN ne majore pas N, choisissons donc
zn, dans E tel que N'(z,) > nN(z,). Aucun des z, n’est nul et, si 'on pose, pour

cn —ie "z nN(z,) = v/n donc
malorsN(xn)—\/ﬁ t N'(z,) > nN(z,) = v/n d

(z,) converge vers O pour N alors que N'(z,,) = +o0.0

tout neN, z,, =

Remarques

1. Dans ce cas, si (x,,) converge vers £ pour N alors elle converge aussi vers ¢ pour
N’ car la convergence vers £ équivaut & la convergence vers Og de (z, — £).
2. Cette condition équivaut encore & N’ est lipschitzienne en tant qu’application
entre les espaces vectoriels normés (E, N) et (R, |- ), en effet :
e Si N <aN etsi(z,y)€E?, |N'(z)— N'(y)| < N'(z—y) < aN(z —y).
e Si N’ est a-lipschitzienne et « € E alors N'(z) = |N'(2)—N'(0g)| < aN(z—0g).
1.2. Définition
On dit que les normes (sur E) N et N’ sont équivalentes si, et seulement
si, toute suite qui converge vers O pour I'une converge aussi vers Og

pour autre ie. si, et seulement si, il existe a et 8 dans |0,+o00[ tels que
aN < N' < BN.

Remarque et question

e Il s’agit immédiatement d’une relation d’équivalence sur ’ensemble des normes
définies sur F.

e La condition «vers Og » de la définition précédente est-elle indispensable ? Ce
sera ’objet d'un des exercices.

2. Exemples
2.1. Cas de la dimension finie

Théoréme
Sur K™ les normes Ny, No et N, sont équivalentes, plus précisément :

Noo < N1 < \/HN2 <N Neo.
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Démonstration
n
Six = (x1,...,2,) EK” on a Noo(x) = max |zg] < D |zk] = Ni(x) et aussi,
1<k<n =
n
par Cauchy-Schwarz, Z |2k < No((Jaa], @2l, - - ., J@a])) Na(1, = /n Ny(z).
k=

n

Enfin N2(z) = él [raf? < 32 V() = niVE(2) d'oit No(z) < Vi Neo(0). D

2.2. Cas de C([a,b],K).
Théoréeme

Sur C([a,b],K), Ny, Ny et NL@’Z’] ne sont pas équivalentes mais on a les
inégalités : N1 < vb—a Ny < (b—a)Ny

Démonstration
Si f€C([a,b]) on a, par Cauchy—Schwarz Ni(f) < Na(|f])Na2(1) = Vb — a Nao(f)

et aussi N3 (f / IfI? < / N[“ b]) (f) = (b—a) (N(Lg"b])Q(f) d’ot1 les inégalités.

b—a
n—f—l’

r—a\"

b—a) , alors fr, €C([a,b]) et Ni(f,) =

Si n €N considérons f, : x — (

b—

NZ(fn): on +1

s N2l (f,) =1, on a donc (n 3/4f”)n qui converge en moyenne

b—a

2
De méme (f,), converge en moyenne quadratique vers 0 mais pas uniformément,
la troisieme comparaison découle de celles-ci. O

vers 0 mais pas en moyenne quadratique car Ng(n?’/ 4 fn) ~nt/4

C. Suites extraites. Valeurs d’adhérence

On se place dans un espace vectoriel normé (E, N).

1. Définition
Si (v,) € EN on appelle suite extraite de (z,) toute suite de la forme
(Ty(n)) Ol @ est une application strictement croissante de N dans N.

Remarques

e Si  est une telle application, alors pour tout n €N, p(n) = n.

e Toute suite extraite d’une suite extraite est elle méme extraite car la composée
d’applications de N dans N strictement croissantes est elle méme strictement
croissante.

2. Propriété
Si une suite (z,) a valeurs dans E converge vers { il en est de méme de
toute suite extraite.

Démonstration

Soit € > 0, choisissons ng €N tel que : VneN, n > ng = N(z, — ¢) < ¢
Soit ¢ : N — N une application strictement croissante, si n € N, n > ng, alors
@(n) = n =ng et donc N(zy(m) —{) <e, ie. (zy(n)) converge vers (.00
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Remarque

On obtient ainsi une condition suffisante de divergence. Si 'on peut extraire de
(zy,) deux suites qui convergent vers des limites distinctes, alors (x,,) diverge. Par
exemple la suite réelle de terme général (—1)™ diverge.
3. Théoreme
Une suite (x,) de vecteurs de E converge vers { si, et seulement si,
(z2n,) et (zan41) convergent vers /.

Démonstration

e Le sens direct découle de la proposition précédente.
e Si (z2,) et (x2n41) convergent vers ¢, soit € > 0, choisissons ng € N tel que
YneN, n > ng= N(xg, — ) <cet N(xogpt1 — L) < e.
Si neN et n > 2ng, envisageons deux cas :
sine2N, n=2petp>ng dou N(z, — ) = N(zgp, — {) <,
sinon n =2p+1et p>nget N(z, — ) = N(zopt1 — ) <e.
En résumé N(x,, —¢) < € et donc (z,,) converge vers ¢.0
4. Définition
On appelle valeur d’adhérence d’une suite (x,) a valeurs dans E toute
limite d’une suite extraite de (xy,).

Remarques

e Une suite convergente a une et une seule valeur d’adhérence, sa limite.
e La réciproque est fausse comme le prouve ’exemple de la suite réelle de terme
p sin=2p

général x,, = { .
0 sinon

qui diverge mais a 0 pour seule valeur d’adhérence.

ITI. Topologie d’un espace vectoriel normé

(E, N) désigne un espace vectoriel normé.

A. Voisinages, ouverts, fermés

1. Voisinages

1.1. Définition
Si a un élément de E, on appelle voisinage de a (dans E pour la norme
N) toute partie V de E contenant une boule centrée en a.
L’ensemble des voisinages de a dans E pour N se note Vg n(a) ou Vg(a).

Remarques

e Pour une partie V.de Eona:V eVg(a) <= Irel0,+o0[, Bla,r) CV.
e Si (z,)€ EN et £€ E, alors (z,,) converge vers / si, et seulement si, pour tout
V €Vg(a), il existe ng €N tel que : VneN, n > ng = z, €V.
1.2. Propriétés
.NYa€eE, YV eVg(a), aeV.
.VaeE, Vrel0,4+o00[, B(a,r) € Vg(a) et Bf(a,r) € Vg(a).
SiV CcV'CEetVeVg(a), alors V' € Vg(a).
Sipe N*, Iintersection de p voisinages de a est un voisinage de a.
Une réunion quelconque de voisinages de a est un voisinage de a.
. Deux éléments distincts de E ont des voisinages disjoints.

S CR W
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Démonstration
e Les propriétés 1. a 3. et 5. sont immédiates.
e 4. Si, pour tout i €[1, p], B(a,r;) C V; avec r; > 0, alors r = min(ry,...,7r,) >0
et B(a,r) C ﬁl V;, ce qui prouve que ﬁl Vi eV(a).

i= i=
® 6. Si (a,b) e E? et a # b, pour r = N(bea)w >0 et B(a,r) N B(b,r) =0.0
Remarque
Une intersection quelconque de voisinages de a n’est pas toujours un voisinage de
a comme le prouve, dans R, I’exemple : m } — % ; % [ = {0} ¢ Vr(0).

n>1
1.3. Définition
Si A est une partie de E, a un élément de A, une partie V de A est appelée
voisinage de a dans A s’il existe V; voisinage de a dans F tel que V =V NA
ou encore s’il existe r € ]0, +o0| tel que B(a,m)NACV.

1.4. Définition
Une propriété P est dite vraie au voisinage de a s’il existe V € Vg(a) tel que
tout élément de V vérifie P.

Exemple

Si f: R — R est continue et vérifie f(0) = 1 alors f est strictement positive au
voisinage de 0.

2. Parties ouvertes
2.1. Définition
Une partie Q de E est dite ouverte (dans E pour N ) si §) est voisinage de
chacun de ses points ou encore : Yz € ), Q€ Vg y(a).
Cette définition est équivalente & : Vo € Q, Ir €]0,+o0[, B(z,r) C Q.
Exemple

Toute boule ouverte est une partie ouverte.

>

En effet, soient (a,r) € Ex]0,+o0[ et 2 € B(a,r), posons ' =r — N(x — a), alors
r’ > 0. Pour tout y dans B(z, '), N(a—y) < N(a—z)+N(z—y) < N(a—x)+r' =r
et donc y € B(a,r), ce qui prouve B(x,r") C B(a,r). Par suite B(a,r)€V(x), ce
qui termine la preuve. O
2.2. Propriétés

1. § et E sont des parties ouvertes.

2. Une réunion quelconque de parties ouvertes est une partie ouverte.

3. Une intersection finie de parties ouvertes est une partie ouverte.



Topologie d'un espace vectoriel normé 103

Démonstration

1. découle de la définition d’une partie ouverte.
2. 3. et 4. découlent des propriétés des voisinages. O

2.3. Proposition
Si (E,N) est I'espace vectoriel normé produit de (Eq1,N1),...,(Ep, Np) et
si, pour tout k€[l,p], Q est une partie ouverte de Ej pour N, alors
Q= x--- xQ, est une partie ouverte de I/ pour N.

Démonstration

Soit = (x1,...,xp) €, alors, pour tout k €[1,p], zx € Qy, on choisit 7 > 0 tel
que By (zk, k) C Q. Posons r = mil<1 r, alors r > 0.

IRXP

Siy=(y1,...,yp) € B(z,r), alors, pour tout k €[1,p] on a :
Ni(yy — k) S Ny —z) <7 < 7, d'olt yg € Bi(x, 1) C Q et donc y € Q.
Q) contient une boule de centre x, d’ot1 {2 est une partie ouverte de E pour N.O

Remarque

Les parties ouvertes d’un espace vectoriel normé produit ne sont pas toutes de
cette forme, en effet, par réunion, | — 1,0[2U]0, 1[? est une partie ouverte de R? et
n’est pas de la forme € x Q5 comme le montre immédiatement un dessin.

2.4. Définition
Si A est une partie de I, on appelle ouvert relatif de A toute partie U de

A de la forme U = QN A ou 2 est une partie ouverte de E.

Exemple

[0, 1] est une partie ouverte de R, car c’est | — oo, 1[NR par exemple.

3. Parties fermées

En notant CE(A) le complémentaire dans E de la partie A, on rappelle les égalités

C,0=F et C,(B)=0,
CauB) = (C) 0 (Cm) et Cans) = (C) u (C 1)

3.1. Définition

| Une partie F' de E est fermée si son complémentaire est une partie ouverte.

3.2. Propriétés

1. § et E sont des parties fermées de E.

2. Toute intersection de parties fermées est une partie fermée.
3. Une réunion finie de parties fermées est une partie fermée.

3.3. Théoréme (caractérisation séquentielle des parties fermées)
Une partie F' de E est fermée si, et seulement si, toute suite convergente
d’éléments de F' a sa limite dans F'.

Démonstration

e Si F' est une partie fermée et (x,,) une suite convergente & valeurs dans F', on va
montrer par l'absurde que sa limite, ¢ est dans F'.
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Sinon £ € Q = CE(F) partie ouverte de E. Soit r > 0 tel que B(¢,7) C Q. A partir
d’un certain rang ng on a x, € B(¢,r) N F = (), ce qui est absurde.
e Supposons que F' n’est pas une partie fermée, alors ) = C (F) n’est pas
E

une partie ouverte. Soit ¢ dans 2 tel que toute boule de centre ¢ rencontre
F = CE(Q) Pour tout n €N on choisit x,, dans B(¢,27") N F, alors (x,) est
une suite convergente d’éléments de F' dont la limite n’est pas dans F.0O
Conséquences
1. Toute boule fermée est une partie fermée car, si (x,) est une suite convergente
d’éléments de By(a,r), de limite notée ¢, alors N (z, —a) est le terme général d’une
suite réelle convergeant vers N (¢ — a) et majorée par r.
Par suite N(¢{ —a) < ret £ € By(a,r).
2. Toute sphére est une partie fermée car S(a,r) = By(a,r) N C (B(a,r)).

E
3.SizeE, () Bf(x,27") = {x} est une partie fermée. Comme réunion finie,

n=0
toute partie finie est fermée.

4. Z est une partie fermée de R car toute suite convergente d’entiers stationne.

Remarques

1. Il existe des parties a la fois ouvertes et fermées et aussi des parties ni ouvertes
ni fermées dans E.

2. Si x € E, alors une union quelconque de parties fermées n’est pas toujours une
partie fermée comme le montre 'exemple E =Ret |J {z} =]0,1].
z€]0,1]
3.4. Proposition

| Un produit de parties fermées est une partie fermée de 'espace produit.

Démonstration

SiE =FE x---xEyet N: (21,...,2p) max Ny (z1), on considére une
IRXP
suite convergente d’éléments du produit F' des fermés Fi,. .., F}, de terme général

noté x, = (Tn,1,...,%nyp). Pour tout ke[l,p], la suite (z, k), est & valeurs
dans Fy, et converge, sa limite est donc un élément ¢, de Fj, (z,) converge vers
L= (ty,...,¢,)€F, ce qui prouve que F' est une partie fermée de E.O

3.5. Définition
Si A est une partie de F, on appelle fermé relatif de A toute partie
G = FN A ou F est une partie fermée de E

B. Adhérence, intérieur, frontiere

1. Définitions

A désigne une partie de E.

1. On appelle intérieur de A et on note ;1, la réunion des parties ouvertes
contenues dans A. C’est aussi la plus grande partie ouverte de E contenue
dans A. Les éléments de A sont dits intérieurs a A.

2. On appelle adhérence de A, et on note A, Iintersection des parties
fermées de E contenant A, c¢’est aussi la plus petite partie fermée contenant
A. Tout élément de A est dit adhérent a A.
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2. Définition
On appelle frontiére de A, et on note Fr(A), intersection des adhérences
de A et de CE(A)

3. Propriétés

1.S1'ACB,alors;)1CBgetZC§. B
2. A est une partie fermée si, et seulement si, A = A.
3. Fr(A) est une partie fermée de E.

4. Théoréme

Si A est une partie de E et x € E, il y a équivalence entre les assertions :
(i) z€A,
(ii) VW eV(z), VN A £,
iii) d(x, A) =0,

(iif)
(iv) II existe une suite (a,,) d’éléments de A convergeant vers .

Démonstration

e Supposons (i). Soit V € V(z), V contient une boule B(z, ).

Si on avait B(x,7)NA = () alors A C A\ B(x,r), partie fermée strictement contenue
dans A, ce qui est impossible. Donc B(x,7) N A # 0 et a fortiori VN A # (.

e Supposons (ii). Pour tout » > 0, on peut choisir a, dans A N B(x,r) et donc
0<d(z,A) <d(z,ar) <r, doud(z,A) =0.

e Supposons (iii). Pour tout n €N, d(x, A) < 27" et donc il existe a,, dans A tel
que N(z —ay,) < 27" Une telle suite (a,) est & valeurs dans A et converge vers z.
e Supposons enfin (iv). Une suite (ay,) d’éléments de A qui converge vers z est
aussi & valeurs dans A fermée. Sa limite = est donc élément de A. O

5. Définition d’une partie dense

Une partie A de E est dite dense si A = E ou encore si tout élément de E
est limite d’une suite d’éléments de A.

Exemples

Q et R\ Q sont denses dans R. En effet, si z € R on a z = limu,, = limv,, olt, pour
n n

2
tout neN,; u, = 10_"L10”xJ €Qet v, :un<1+1\g;> eR\Q.

IV. Limites, continuité

A. Limites

1. Définitions

Si (E,N) et (F,N') sont deux espaces vectoriels normés, A une partie de
E, a un point adhérent a A et f une application de A dans F, on dit que
f admet une limite en a si I'une des assertions équivalentes suivantes est
vérifiée :

(1) (3b € F),(Ve> 0), (In > 0), (Vo € A), (N(z—a) < n = N'(f(x)-b) <e),
(2) (3be F),(YV € Vr(b), 3W € Vg(a)), Vx e A),(x e W = f(z) e V).

Un tel b sera sera appelé limite de f au point a.
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Remarques
Comme a est adhérent & A, AN W est non vide.

L’équivalence de (1) et (2) se vérifie aisément, compte tenu de la définition des
voisinages.

2. Théoreme et définition
Si f admet une limite ¢ en a alors cette limite est unique, on la note
= lim f(z) oul =1lim f ou £ = lim f(x). On note aussi f(xr) — £.
a T—a r—a

r—a
TEA

Démonstration

Si b et ¢ sont limites de f en a avec b # ¢, choisissons V et V', voisinages disjoints
de b et c. Il existe alors deux voisinages W, W’ de a dans E tels que, pour tout
z€A (zeW=fz)eV)et (zxeW = f(z) e V).

WNW’' e Vg(a) et a est adhérent & A, donc WNW’'N A # (et on a, pour tout
zde WNW'NA, f(z) e VNV =0 : absurde.O

3. Théoréme (caractérisation séquentielle de ’existence d’une limite)

f admet une limite en a adhérent a A si, et seulement si, I'image par f de
toute suite d’éléments de A convergeant vers a est une suite convergente.

Démonstration

e Si f admet pour limite b en a et si (z,,), est une suite & valeurs dans A de limite
a, pour ¢ > 0, choisissons n > 0 tel que pour tout x de A, si N(z — a) < 7 alors
N’(f(x) — b) < . Choisissons alors ng dans N tel que pour tout n €N, si n > ng
alors N(z, —a) <n.

Si n €N vérifie n > ng on a N'(f(z,) —b) < ¢ et donc (f(a:n))n converge vers b.
e Réciproquement, on va procéder par ’absurde en deux temps :

«) Soient (z,)n et (yn)n & valeurs dans A de limite a, posons, pour tout
n €N, zo, =z, et 29,41 = Yn, alors (2,), est & valeurs dans A et converge vers a,
par suite (f(zn))n converge et lim f(x,) = lim f(22,,) = lim f(22p+1) = im f(yy).
La limite commune & toutes ces suites est notée b, dés que (z,,), € AN et converge
vers a, on a : lim f(x,) = b.

B) Si f n’a pas b pour limite en a, soit €9 > 0 tel que pour tout n > 0, il existe z
dans A tel que N(z —a) < net N'(f(z) —b) > eo. Pour tout n € N choisissons

x, dans A tel que N(z, —a) < et N’(f(xn) — b) > eo, (xn)n converge vers
n

+1
a, est a valeurs dans A mais ( f (xn))n ne converge pas vers b : absurde. O
4. Théoréme (cas des fonctions a valeurs dans un espace produit)

Soient (E, N), (F1,Ni),...,(F,, N,) des espaces vectoriels normés, A une
partie de E, a un point adhérent a A et f une application de A dans ’espace
vectoriel produit Fy x ... x F, muni de la norme produit notée N'. On note,
pour tout x € A, f(z) = (f1(x),..., fp(x)) et £ = (L1,...,0,).

¢ = lim f(z) si, et seulement si, pour tout k € [1,p], £, = lim fi(x).

z€A z€A

Démonstration

Compte tenu de la définition de N’, le résultat découle de I’équivalence suivante :
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N'(f(z)—0) <& (Vk € [1,p], NL(fi(@) — ) < 5) 0

5. Théoréme
1. L’ensemble des applications de A dans F' ayant une limite en a adhérent
a A est un K-espace vectoriel et f +— lim f est linéaire.

a

2. L’ensemble des applications de A dans K ayant une limite en a adhérent
a A est une K-algebre.

3. SiACE, BCF, a point adhérent a A, f application de A dans B
ayant b pour limite en a, alors b est adhérent a B et, si g, application de B
dans G, a pour limite ¢ en b, gof a pour limite ¢ en a.

Démonstration

Démontrons a titre d’exemple la troisieme partie du théoreme. Soit (x,,), suite
d’éléments de A de limite a (et il en existe), alors (f(xn))n est une suite d’éléments
de B de limite b, celui-ci est donc adhérent & B. Puis ((go f)(a;n))n converge vers
c en tant qu’image par g d’une suite a valeurs dans B de limite b. Cela prouve que
c est limite de gof en a.O

6. Théoréme
Soit (E,N) un K-espace vectoriel normé, A une partie de E, a un point
adhérent 4 A et f une application de A dans K. Si f admet b € K\ {0}
1 1

pour limite en a, alors f ne s’annule pas au voisinage de a et ——

—) .
flx) s b
Démonstration

Comme b # 0 et comme deux éléments distincts ont des voisinages disjoints, il
existe V € Vk(b) tel que 0 ¢ V. Comme lim f = b, il existe W € Vg(a) tel que, pour
a

tout e WN A, f(x) € V. La fin se prouve aisément en utilisant la caractérisation
séquentielle de l'existence d’une limite et les résultats sur les suites réelles ou
complexes. O
7. Théoréme
Soient (E, N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés , A une partie de
FE, a un point adhérent a A et f une application de A dans F. Si f admet
une limite en a, elle est bornée au voisinage de a.

Démonstration

Avec les notations de la définition IV.A.1. en posant € = 1, il existe W € Vg(a)
tel que : Ve e WN A, N'(f(z)) < N'(f(z) =b)+ N'(b) <1+ N'(b).O0

8. Définitions (extensions)

1. Si a est adhérent a A et f a valeurs réelles, on dit que f admet pour
limite +00 en a, et 'on écrit f(x) — +o00 si :
r—a
(VM eR,y),(3n >0),(Vze€A),(N(z—a) <n= f(z) > M)
2. Si f est une application d’une partie non majorée A de R dans F', on dit
que f admet b€ F pour limite en +o0, et l'on écrit f(x) —+> b, si :
Tr—r+00

(Ve >0),(3M eR),(Vzel), (x> M = N'(f(z) —b) <e)
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9. Définitions (extensions)

3. Si A est une partie non bornée de E et f une application de A dans F,

et b e F, on dit que f(x) ——— bsi:
N(z)—+o0

(Ve >0),(3R >0),Vze€A),(N(z) >R= N’(f(x) —b) <e).
4. Si A est une partie non bornée de E et f une application de A dans R,
on dit que f(r) ——— 400 si :
N(z)—+o0
(VM > 0),(3R > 0),(Vz € A),(N(z) > R= f(x) > M).

Remarque

On définirait de méme : f(x) —— —oo, f(r) —— b, f(x) ——— —o0
r—a T—r—00 N(z)~>+oo

ces extensions de la notion de limite peuvent aussi étre caractérisées de facon

séquentielle.

)

Exemples

a) Si f : RQ — R, (‘T;y) — IE4 _|_y4 +x2y’ alors f(x,y) s
Noo (@,y)—+o00

En effet, en notant r = max(|z, [y|) = Ne(z,y), on a f(z,y) > r* —r?.

b) Si f : R* = R,(z,y) = (2° —y*)* + a2y, alors f n’a pas de limite lorsque

Noo(2,y) — +00. En effet, f(x,0) = 2* et f(x, —x) = —22.

On déduit de la caractérisation séquentielle de ’existence de limites de fonctions et
du théoréme de pronlongement des inégalités dans les suites réelles les théoremes
suivants :

10. Théoreme de prolongement des inégalités

Si (E, N) est un K-espace vectoriel normé, A une partie de E, a un point
adhérent 4 A (a € R si E = R), f et g deux applications de A dans R. Si
f et g admettent une limite en a et si au voisinage de a, f(x) < g(x), alors
lign < lign g.

11. Théoréme d’encadrement

Si (E, N) est un K-espace vectoriel normé, A une partie de E, a un point
adhérent 4 A (a € Rsi E =R), f, g et h trois applications de A dans R. Si f
et h admettent b pour limite en a et si au voisinage de a, f(x) < g(z) < h(z),
alors g admet b pour limite en a.

B. Continuité

1. Définitions

1.1. Définition
Soit f une application d’une partie A de E dans F, (E,N) et (F, N') étant
des espaces vectoriels normés. Si a € A, on dit que f est continue en a si f
admet une limite en a.

Remarques
1. Si f est continue en a alors lim f = f(a).
a

281 F=F x...xFy, f=1(f1,..., f;) alors f est continue en « si, et seulement
si, toutes les fi sont continues en a.
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3. f est continue en q si, et seulement si, 'image par f de toute suite convergeant
vers a d’éléments de A est une suite convergente.

4. Une fonction lipschitzienne sur A est continue en tout point de A.

1.2. Définitions
1. Si B C A, on dit que f est continue sur B si elle est continue en tout
point de B.
2. On dit que f est continue si elle est continue sur A. On note C(A, F)
Iensemble des telles applications.

2. Propriétés

2.1. Restriction et prolongement
Si f est continue et si B C A alors la restriction de f a B est clairement continue,
la réciproque est fausse comme le prouve I'’exemple de la restriction de Xg a Q.
Si f est continue et a adhérent & A sans étre dans A alors f admet un prolongement

fcontinu & AU {a} si, et seulement si, f admet une limite en a par définition de
la continuité. Si c’est le cas il y a unicité du prolongement f, car f(a) = lim f.
a

2.2. Opérations
On déduit de IV.A.5. et A.6. le théoréme suivant :

Théoréme
1. C(A, F) est un sous-espace vectoriel de F (A, F).

2. C(A,K) est une sous-algebre de F(A,K).

1
3. Si f € C(A,K) et si f ne s’annule pas sur A, alors 7 € C(A,K).

Conséquences

a) Si 'on note (z1,...,p) les coordonnées de = € E, K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, relativement & une base, une fonction polynéme de p variables
dans K est associée a une famille (ap)nen de coefficients dans K indexée par H,
partie finie de N? (h € H s’écrit h = (h1,...,hy)) par la relation :

P(z1,...,2p) = Z apx . ahr,
heH
Comme les applications (z1,...,2,) — x; sont 1-lipschitziennes de K? muni de

N, dans K, donc continues, on déduit du théoréme précédent la continuité de P.
D’ou la continuité de lapplication 9,(K) — K, A = (a;;) — det(4) ou

det(4) = > (o) H i o (i) -

ceES,
b) On appelle fonction rationnelle de p variables, le quotient de deux fonctions
polynomes de p variables. Une telle fonction est continue sur son ensemble de
définition.
2.3. Composition
On déduit aisément de TV.A.5.
Théoréme
SifeC(AF), f(A)C BCF et gEC(B,G) ot (G, N") est un K-espace
vectoriel normé , alors gof € C(A,G).
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3. Une caractérisation des applications continues

3.1. Théoréme
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue.
(ii) L’image réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert relatif de A.

(iii) L’image réciproque de tout fermé de F' est un fermé relatif de A.

Démonstration

(ii) <= (iii) car f7H(F\ Q) =E\ f~1(Q).

(i) =(ii) Si Q est un ouvert de F et si a € f~1(Q), alors f(a) € €. Donc
Q € Vp(f(a)). f étant continue en a, il existe W € Vg(a) tel que, pour tout
r € WNA,f(z) € Q; autrement dit WN A C f71(2). Donc f~1(Q) est donc un
voisinage de a dans A. D’out f~1(Q) est un ouvert relatif de A car voisinage de
chacun de ses points.

(if) =(i) Soit a € A. Pour tout voisinage V' de f(a) dans F, il existe Q C F' tel
que f(a) € Q C V'. Comme, par hypotheése, f~1(£2) est un ouvert de A et comme
a € f7HQ), f71(Q) est un voisinage de a dans A. D’on l'existence de V € Vg(a)
tel que f~1(Q) = ANV. Donc: Vz € ANV, f(x) € 2 C V'. D’olt la continuité de
f en a. Comme a est quelconque, f est continue sur A.O

3.2. Corollaire
Si f est une application continue de E dans R et si a € R alors
{zeE| f(z) =a}, {x€E| f(z) < a} sont fermées, {z € E | f(x) < a}
est une partie ouverte de E.

Démonstration
Aapplication du théoréme aux parties fermées {a}, | — 00, @] et a la partie ouverte
] —o0,af.0
Exemples

. . T\2 Y2 I
1. Dans R?, si F(z,y) =1, 0ou F : (z,y) — <7> + (E) , est I’équation d’une

a

cllipse (€), alors (£) est une partie fermée, {(z,y) €R? | F(z,y) < 1} est une
partie ouverte, appelée intérieur de l'ellipse, {(x,y) cR? ‘ F(z,y) > 1} est aussi
une partie ouverte, I'extérieur de 'ellipse.
2. O(n) est une partie fermée de l’espace vectoriel normé 9, (R), en effet, si
F 1M — 'MM alors f est continue sur M, (R) car toutes ses coordonnées sont
polynomiales en les m; j et O(n) = f~1({I,}).
3. GL,(K) est une partie ouverte de 9, (K) car c’est detfl(K*), det est continue
car polynomiale, K* est une partie ouverte car de complémentaire fini.

4. Toute boule ouverte (resp. fermée) d’un espace vectoriel normé (E, N) est une
partie ouverte (resp. fermée) de E. 1l suffit, pour s’en convaincre de prendre pour
f la fonction z — N(x — a) = d(x,a) qui est continue car lipschitzienne.

3.3. Corollaire
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et A une partie dense dans
FE. Deux applications continues sur E a valeurs dans F' sont égales si, et
seulement si, elles le sont sur A.
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Démonstration

Si f =g, alors f‘A:g‘A'
Réciproquement, d’apres le théoreme precédent, X = {z € E | (f — g)(=)
est une partie fermée de F contenant A. Donc AC X C E=A. D'ou X =

= OF}
E.O
Application

Déterminer les applications f de C(R,R) telles que : Vo € R, f(z+y) = f(z)+f(y).

Les éléments de L£(R) sont solutions. Réciproquement, si une telle f existe, soit
x € E. Apres avoir prouvé par récurrence, que f(nz) = nf(z) pour tout n € N et
que f est impaire, on a : f(nz) = nf(z) pour n € Z. De la remarque suivante :

Vg € N* f(z) = f(gx) = qf(%x) on déduit que f(Az) = Af(x) pour A € Q.

Les applications de R dans R, ¢ — f(tz) et t — tf(z) étant continues sur R, égales
sur QQ, partie dense dans R, sont égales.

C. Continuité uniforme

1. Définition
Soient (E,N) et (F, N") deux espaces vectoriels normés et A une partie de
E. Si f est une application de A dans F, f est uniformément continue si :

(Ve > 0), (In > 0), (V(z,y) € A%),(N(z —y) <n = N'(f(z) - f(y)) < o).

2. Théoreme
1. Une application lipschitzienne est uniformément continue.

2. Une application uniformément continue est continue.

Les réciproques sont fausses.

Démonstration
€
1. Si f est lipschitzienne de rapport k > 0, pour € > 0 en posant = T on a, pour

tout (v,y) € A%, N(z —y) <n= N'(f(x) — f(y) <EkN(x —y) < kn=ce.
Voici un exemple d’application uniformément continue non lipschitzienne.
Soit f :[0,1] = R, z +— /z. Si f est lipschitzienne de rapport k alors pour tout

1 1
z€]0,1], |f(x) — f(0)] < klxz — 0] d’ou NG < k et donc NG
1
pas le cas car lim — = +o00. Montrons que f est uniformément continue. ie.
z—0t \/5
Ve>0,In=¢% V(z,y) €[0,12,0<2 —y<e? =2 0< Vo — Yy <e.
Comme:m>y>0:>\/g7< Ve =y <., ry,ona:
0<z—y<el= (f— \/;U)Z =z —y+2y—2/xy <2, dou la conclusion.
2. Si dans la définition précédente, on fixe y = a € A, on a la continuité de f en a.
2

= O(1), ce qui n’est

L’application f : R — R,z — x° est continue sur R par composition, mais

non uniformément continue. On peut s’en convaincre en considérant les suites

(up) et (vy,) définies par u, = /n et v, = +/n+1, on a u,, — v, — 0 puisque
n—oo

Up — Up alors que |f(u,) — f(vp)] = 1.0

1
Vit ld+yn
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V. Applications linéaires continues

1. Théoréme
Si (E,N) et (F,N') sont des espaces vectoriels normés et u élément de
L(E, F), alors u est continue si, et seulement si, il existe k € R’ tel que :
Vo € E, N'(u(z)) < kN(z) (%)

On note L.(E, F) I'espace vectoriel des applications continues de L(E, F).

Démonstration

e On déduit de (x) que w est k-lipschitzienne donc continue. En effet, u étant
linéaire, on a : V(z,y) € E?, N'(u(z) — u(y)) = N'(u(z —y)) < kN(z —y).

e Réciproquement, si u est continue, elle 'est en 0g. Donc :

Ja € RY,Vz € E,N(z — 0g) < a = N'(u(z) — u(0g)) <1 (1)

Siz # 0p, le vecteur y = « est tel que N(y) = a. On déduit de (1) que :

x
N (l’)
N'(u(y)) < 1. Dot N'(u(z)) < aN(JU).

Si z = 0, l'inégalité (x) est vérifiée. D’oul la conclusion quel que soit x € E.

LAE,F)=L(E,F)NC(E, F) prouve que L.(E, F) est un sous-espace vectoriel
de F(E,F).O

Remarques

e Siue L(E,F), uest continue si, et seulement si, u est uniformément continue
si, et seulement si, u est continue en 0 si, et seulement si, u est lipschitzienne.

e Ce théoréme étant important, nous proposons une autre preuve de la réciproque
utilisant des suites et qui est formatrice.
Si (%) n’est pas vérifiée, il existe une suite (z,)n>0 dans E \ {0} telle que, pour

tout n € N, N'(u(zy,)) = 2"N(x,). Si y, = xn on a N'(u(yn)) > 1 avec

2" N (z,)
N(yn) =2"". Donc lim y, =0, ce qui contredit la continuité de u.O
n—oo

2. Une norme sur L.(E, F)

2.1. Théoréeme et définition
Soient (E,N) et (F,N') deux espaces vectoriels normés. L’application de
L.E,F) dans Ry :u+s sup N'(u(x)) est une norme sur L.(E, F) dite
N(z)<1
norme subordonnée a N et N'. On note ||u|| = sup N'(u(x)).
N(z)<1

Démonstration

eSiuc L(E,F),{N'(u(z))|z € E,N(x) < 1} est une partie non vide et majorée
de R, d’apres le théoreme de caractérisation des applications linéaires continues.
Donc ||u|| existe et appartient & R.

o [u+ v|| < |lul] + |Jv|]| est une conséquence des propriétés de la norme de la
convergence uniforme avec f = N'ou,g = N'ovet X = {z € E|N(z) < 1}

e De méme, si (A\,u) € K x L(E, F). Alors [[Aul| = |A].||ul.

e Si |[u]| = 0, alors, pour tout = € E tel que N(z) <1, 0 < N (u(z)) < |lul| = 0.
Comme N’ est une norme, pour tout z € E tel que N(z) < 1, u(z) = 0.
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. y o X u(y)
Siye E\{0g}, z = est unitaire. Dot u(x) = 0p = - ie. u(y) = Op.
{0s} N(y) N(y)
Comme u(0g) = 0p, on a : Yy € E, u(y) = Or et Pon peut conclure que ||.|| est

une norme sur L.(E, F).O

2.2. Conséquences
(i) VzeE,N'(u(z)) < |Ju||N(z).
(ii) Si (E,N), (F,N’) et (G,N") sont des espaces vectoriels normés,
u€ L (F,G) et ve L.(E,F) montrer que, pour les normes subordonnées
on a : [luov|| < [luf - [[o].

Démonstration

(i) est immédiate puisque le vecteur est unitaire si z # 0 et u linéaire.

x
N(z)
(ii) Si N(z) < 1 alors N”(u(v(x))) < Jlufl-N' (v()) puis N”(u(v(m))) < -]
et I'inégalité découle du théoreme précédent. O

VI. Compacité

1. Définition
Une partie A d’un espace vectoriel normé (E, N) est dite compacte si toute
suite de points de A a au moins une valeur d’adhérence dans A ie. si, de
toute suite de points de A on peut extraire une suite qui converge dans A.

2. Théoréme

| Toute partie compacte d’un espace vectoriel normé est fermée et bornée.

Démonstration
Soit A une partie compacte de I’espace vectoriel normé (E, N).

e Si (z,) est une suite de points de A convergeant vers ¢ € E, comme A est
compacte, elle admet une suite extraite (z,(,)) qui converge vers b € A. En tant
que suite extraite de (z,,), elle converge vers £. On déduit de I'unicité de la limite
que £ =b € A. Donc A est une partie fermée de F.

e A est bornée si, et seulement si, AIM € Ry ,Voz € A, N(x) < M.

Si A est non bornée, pour tout n dans N, il existe z,, dans A tel que N(z,) > n.
Pour tout application ¢ strictement croissante de N dans N : N (z,(n)) > o(n) > n
pour tout n € N. Donc N(z,)) 0 Too

7l existait ¢ strictement croissante de N dans N telle que (z,(,)) converge vers
(€ E, alors (N (z,(n))) convergerait, par continuité de la norme, vers N(¢) € R4,
d’olt une contradiction. O

Conséquence : R n’est compacte dans 'espace vectoriel normé (R, |.|).

3. Théoréme

Toute partie fermée contenue dans un compact d’un espace vectoriel normé
est compacte.
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Démonstration

Soit (z,) une suite de la partie A fermée contenue dans le compact B. En tant
que suite de B, elle admet une suite extraite qui converge vers ¢ € B. Comme A
est fermée, £ € A et donc A est une partie compacte de E.O

4. Théoreme
Si A est une partie compacte de Pespace vectoriel normé (E, N). Si (up)n
a valeurs dans A n’a qu’une valeur d’adhérence /¢, elle converge vers .

Démonstration

Supposons que (u,) ne converge pas vers /.

EIEEIRi, Vg €N, JkeN, k > ng et N(ux — £) > e. Fixons un tel .

On construit alors par récurrence ¢ : N — N strictement croissante telle que, pour

tout n €N, N(uym) —¥€) = €.

Il existe k = ¢(0) > no = 0 tel que N(up —¥¢) = € et, si ¢(0),...,¢(n) sont définis,

il existe k = p(n+1) =2 ng = p(n) + 1 tel que N(ug —¥£) > ¢.

(uyp(n)) est une suite a valeurs dans A compact, donc il existe ¢ : N — N strictement

croissante et ¢ € A tels que Ugpoy(n) —— C. Comme (uwow(n)) est une suite extraite
n—roo

de (un), on a ¢ = £. Or pour tout n €N, N(Ugoyn) —F) = € : absurde. Donc (u,)
converge vers £.0

5. Théoréme
Si A est une partie compacte de l'espace vectoriel normé (E,N) et B est
une partie compacte de 'espace vectoriel normé (F,N'), alors A x B est
une partie compacte de I'espace vectoriel normé produit.

Démonstration
Soit (y,yn) une suite de A x B. Il existe (x,(,)) extraite de (z,) et convergeant
vers a € A. En tant que suite de points de la partie compacte B, (y,(n)) a une
suite extraite (Ypoyp(n)) convergeant vers b € B. La suite (2, 0y(n)) étant extraite de
la suite convergente (z,(,)), converge vers a € A. Donc la suite (Zeoy(n), Ypow(n))
extraite de (x,,y,) converge vers (a,b) € A x B.O
Remarque
On montre par récurrence qu'un produit fini de parties compactes est compact.
6. Théoreme de Heine
Si (E,N) et (F,N') sont deux espaces vectoriels normés, A une partie
compacte de E et f € C(A, F), alors f est uniformément continue.

Démonstration
Si f n’est pas uniformément continue, on peut écrire :
1
Je > 0,Vn € N, I(zp,yn) € A%, N(x), — yn) < ——l et N'(f(zn) — flyn)) > e

A étant compacte, A2 I'est d’aprés le théoreme précédent. 11 existe (T p(n)» Yo(n))
extraite de (z,,y,) qui converge vers (a,b) € A?. Comme N est continue et

N2t — yorm) < < , sage & la limite, N(a —b) = 0 de.

(To(n) = Yo(n)) FOETES] par passage & la limite, N(a — b) ie

a=b. fet N’ étant continues, N'(f(zp(n)) — f(Yp(n))) — 0 ce qui contredit
n—oo

notre hypothese : la suite (N’(f(wn) — f(yn))) est minorée par € > 0. O
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7. Théoréme (image continue d’un compact)
Si (E,N) et (F,N') sont deux espaces vectoriels normés, A une partie

compacte de E et f € C(A,F), alors f(A) est une partie compacte de
F.

Démonstration

Soit (y,) une suite de points de f(A). Il existe une suite (z,) de points de A telle

que y, = f(x,) pour tout n € N. A étant compact, il existe (7,(,)) extraite de

() convergeant vers a € A. y,(,) — f(a) car f est continue sur A. La suite
n—oo

(Yp(n)) étant extraite de (y,) et f(a) étant élément de f(A), la partie f(A) est
compacte dans F'.O

Remarque

L’image réciproque d’une partie compacte n’est en général pas compacte.
11 suffit pour s’en convaincre de considérer f: R — [—1,1], x — sin(x).

8. Théoréme (cas des fonctions a valeurs réelles)

Soient (E, N) un espace vectoriel normé, A une partie compacte non vide

de E et f € C(A,R). Alors f est bornée et atteint ses bornes. Autrement

dit, sup f(x) et ian f(z) existent dans R et sont égaux respectivement a
TEA TE

max f(z) et iréig fx).

Démonstration

D’apres le théoréme précédent, f(A) est une partie compacte non vide de R. Donc

f(A) est une partie non vide et bornée de R. D’ou l'existence de sup f(z) et
T€EA

ingf(m). De plus f(A) étant une partie compacte, est fermée dans R. On acheve
fAS

la démonstration a l’aide de la remarque qui suit. O

Remarque
Si X est une partie non vide de R et majorée, M = sup X est adhérent a X.

R
En effet, par définition de M,ona:Ve > 0,3y e X, M —e<y< M < M +e¢.
Donc toute boule ouverte B(M,¢e) rencontre X. D’ou, tout voisinage de M dans
R rencontre X. Autrement dit M est adhérent & X.

9. Théoréme
Les parties compactes de (R, |.|), (R™, Ny ), (C™, N ), n > 1 sont les parties
fermées et bornées de ces espaces vectoriels normés.

Démonstration

Une partie compacte d’un espace vectoriel normé étant fermée et bornée, il suffit
de prouver que si P est une partie fermée et bornée de R, elle est compacte. En
effet, pour R”, le résultat découle du théoreme VL.5. et, pour C™, du fait que C et
R? sont isométriques.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass vu en premiere année, P étant une
partie bornée de R, toute suite de points de P a au moins une valeur d’adhérence
dans R. P étant fermée, cette valeur d’adhérence est élément de P.O
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VI1I. Espace vectoriel normé de dimension finie

1. Lemme

Sur KP, deux normes quelconques sont équivalentes.
b

Démonstration
e Comparons une norme quelconque N a Ny sur KP.
Si B = (&i)1<i<p €st la base canonique de KP, tout vecteur x de K? s’écrit de facon
P P P
unique : = ;xisi, x; € K. Donc N(z) < Zl |z;|N(g:) < Jax (N(e)) Zl |-
= = =

B étant une base de KP, les ¢; sont tous non nuls ainsi que les N(g;). Posons

a = max (N(g;)), il vient alors N < aNy avec a > 0.
N4

e L’application N : KP — R, est continue de I’espace vectoriel normé (K?, Np)
dans lespace vectoriel normé (R, |.|) car lipschitzienne. En effet :

IN(2) - N(y)| < N(z — ) < aNy (& — ).

La sphere unité S de (KP, Np) est fermée et bornée, donc compacte dans KP.
En effet, les normes Ny et N, sont équivalentes sur KP. N ‘ g atteint sa borne

inférieure. Comme Og & S pour tout = de S, 0 < f < N(z).

Siye KP\ {0},z = Ny( ] € S. Donc : BN;(y) < N(y). Cette inégalité est vraie
1Y

si y =0. Donc : Vo € KP, BN (z) < N(z) < alN1(z).O

2. Théoréeme fondamental

| Sur un espace vectoriel de dimension finie les normes sont équivalentes.

Démonstration

Soit B’ = (e;)igigp une base d'un espace vectoriel de dimension finie E.

P P
L’application ¢ : E — KP & = inei = (21,...,2p) = ina est un iso-
i=1 i=1

morphisme de K-espaces vectoriels. A une norme N sur E on associe N’ sur K? ,
définie par : Vy € K?, N'(y) = N[¢ ™ (y)].

D’olt ¢ est une isométrie de (E, N) sur (KP, N') je. N(z —y) = N'(¢(x) — ¢(y))
pour (z,y) € E?; donc une bijection telle que ¢ et ¢! soient continues. On
conclut avec le lemme précédent. O

Du fait que ¢! est une isométrie, on déduit :

3. Corollaire
Dans un espace vectoriel de dimension finie, les parties compactes sont les
parties fermées et bornées.

4. Corollaire
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé E
est une partie fermée de E.

Démonstration

Soit A un sous-espace vectoriel de dimension finie p d’un espace vectoriel normé
(E,N).SiB=(e1,...,ep) est une base de A, et y € A, de coordonnées (y1,. .., Yp)
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dans la base B notons Noo(y) = max ly;| une norme sur A. Comme toutes les

normes y sont équivalentes, il existe c et d € R T tels que dN < Ny, < ¢N. Donc

Vi €[1,p], il < Noo(y) < eN(y) ().
Soit (xy,)n suite & valeurs dans A qui converge vers ¢ dans (E, N). Alors la suite
réelle (N (xy,)) est convergente, majorée. Pour tout n € N notons (Zn,1,-- -, Znyp )

les coordonnées de x,, dans la base B. On déduit de (x) que (xy,1)n est une suite
numérique bornée, on en extrait (2}, (n),1)n convergente.

(75, (n),2)n est également bornée et on en extrait (2;,0j,(n),2)n convergente, alors
(%), 0j(n),1)n € (Tj,04,(n),2)n cONVergent.

En itérant ce procédé on arrive a Vk €1, p], (2 0..-05,(n),k)n cOnvergente et donc
(Zlfjlo...ojp(n))n converge vers a € A pour Ny, a fortiori pour N. Du théoréme sur
les sous-suites des suites convergentes, on déduit que £ =a € A. O

5. Corollaire

Soient A une partie d’un espace vectoriel normé (E, N), a un point adhérent
a A, F un espace vectoriel de dimension finie et f un application de A
dans F. Si F = (617...,€q) désigne une base de F', on note pour tout

zeA, f(x)= Z fe(z)er. f admet une limite en a si, et seulement si,

pour tout ke[[l q]], fr admet une limite en a; si tel est le cas on a

lim f = Z (lLim f)eg.
a hep @

Démonstration
On utilise 'isomorphisme entre F' et KP. Le théoréme découle de IV.A.4.0

6. Théoreme
Toute application linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E dans

un espace vectoriel normé (F, N') est continue.

Démonstration

Les normes sur E étant équivalentes, adoptons NVj.
Si B = (ei)1<i<p €st une base de E, tout vecteur x de F s’écrit de fagon unique :

/ I
Zlm i€, ¢; € K. Donc N Z |xl\N ) < 1%11324 51 Z ||
Donc : Vz € E, N'(u(z)) < kNy(x ) ou k = max (N (u(ei)) € Ry
On déduit du théoreme V.A.1. la continuité de 'application linéaire u.O

7. Théoréeme
Soient (F1,...,E,) des espaces vectoriels normés de dimension finie et
(F, N') un espace vectoriel normé. Toute application n-linéaire u de E; X
- x B, dans I est continue.

Démonstration

Nous ne traiterons que le cas oit n = 2. Notons B = (e;)1<ign une base de Ej et
B’ = (€})1<i<p une base de E,. L’application v étant bilinéaire sur Eq X Es, on a

n p n p

u(x,y) = u( Z ae;, Z Bje;) = Z Z aifju(e;, €}). La continuité de u découle
i=1 j=1 i=1j=1

de celle des fonctions polynomiales sur K2.0O
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VIII. Convexité

1. Barycentres

e Soient ay,...,an, n points d'un R-espace vectoriel E et (c); c[1,n] €R"

tels que a; + - - + o, # 0. On appelle barycentre du systéme de vecteurs
aial + -+ apay

L<icn le vecteur g= .

KN a1+...+an

pondérés (ai, ai)

2. Définition
Soit E un R-espace-vectoriel.
e Si (a,b) € E?, le segment [ab] est 'ensemble : {(1—t)a+tb|t €[0,1] C R}

e Une partie C de E est dite convexe si : V(a,b) € C?, [ab] C C.

3. Enveloppe convexe

3.1. Définition

On appelle enveloppe convexe d’une partie H # () d’un espace vectoriel E,
Pintersection des parties convexes de E contenant H. C’est aussi le plus
petit (au sens de 'inclusion) convexe de E contenant H.

3.2. Théoreme
L’enveloppe convexe (notée conv(H)) d’une partie H de E est I’ensemble

P p
{I:Z)\ixi peN* Vi, \; >O,xieH,Z)\i:1}.

i=1 =1

Démonstration

P
Notons C = {1’ = Z \i;
i=1

p
pGN*,Vi,)\i >O7$i€H’Z)\i — ]_}
i=1

e Montrons que C est une partie convexe de E contenant H. Comme conv(H) est
le plus petit convexe de E contenant H, on aura conv(H) C C.

Pour x € H, comme x = 1.z, on peut conclure que H C C.

P P
Pour tout (z,y) €C?, o = Z)\ixi ou \; = 0,x; GH,Z)\Z- =1,
i=1 1=1
D p
Y= Z#wi ol pu; > O,Iz‘EH,ZM =1,
i=1 =1

P
vt el0,1], (1 —t)z + ty = Zuixi ouv; =(1—t)A+tu; =0et
i=1

p P P
Zl/i =(1 —t)Z)\i = —|—tZui = (1—1t)+¢t=1. Donc C est convexe.
i=1 i=1 i=1

e Montrons que C C conv(H) en raisonnant par récurrence sur p.
Sip=1xz1€H C conv(H).
Sip=2,(r1,12) € H A\ ER,, M €R, tels que A\ + A\ = 1.

A1Z1 + Aoxa = M1 + (1 — A\p)ao € conv(H) car conv(H) est convexe.
P
Supposons p = 2,V(A1, ..., Ap) €(RL)P,V(xq,...,2,) € HP, Z =1,

i=1
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P
alors Z Aix; € conv(H).

i=1

p+1
Soient (x1,...,2p+1) € HP, (11, ... vp1) €(R4)PT! telsque Z vi = 1.
i=1
P
Supposons o = Z v; # 0 sinon le résultat est obtenu.
i=1
p+1 P P »
xzzluixi =Y + Vpp1Zp+1 OflyZEéxm le =1 et é 2 0.
1= 1= 1=

D’apres ’hypothese de récurrence, y € conv(H).
Comme o > 0,vp41 2 0et o +vp41 =1, 0n a x € conv(H).

En conclusion, C = conv(H).O

IX. Connexité par arcs

1. Définition
Une partie A non vide d’un espace vectoriel normé (E, N) est dite connexe
par arcs si, et seulement si, pour tout (a,b) € A2, il existe f € C([0,1], E)
telle que : f(0)=a, f(1)=bet f([0,1]) C A. f s’appelle un chemin de a a b.

Exemple

Toute partie convexe d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs. En
particulier les boules ouvertes, les boules fermées, les sous-espaces vectoriels sont
connexes par arcs. Les intervalles de R sont connexes par arcs.

Démonstration

(i) Si A est convexe, on a : Vt € [0,1],V(a,b) € A%, (1 —t)a+tb € A.

Soit f :[0,1] = E,t — (1 —t)a+tb. Alors f(0) =a, f(1) = b, f([0,1]) C A et f
est continue d’apres les opérations sur les fonctions continues. D’out A est connexe
par arcs.

(ii) Une boule ouverte est convexe, d’apres I.A.3. de ce chapitre.

Remarque

Il existe des parties de F connexes par arcs mais non convexes si F contient plus
de deux vecteurs x et y linéairement indépendants, car alors on peut considérer la
partie A = {o(t) =tz +t2y |t € [0,1]} et vérifier qu’elle est connexe par arcs mais
0 1

non convexe. FEn effet #(0) —g (1) S ; Y ¢ A implique la non convexité de A.
Pour tout (a,b) € A2, il existe (t1,t2) € [0,1]?, tel que a = p(t1) et b = p(t2). On
peut construire f € C[0,1], E) en posant f(6) = ¢((1 — 6)t; + 0t2). f vérifie bien
f(0)=a, f(1)=bet f([0,1]) C A.

Par contre, en dimension 1, les deux notions coincident, car :

2. Théoréeme
Une partie non vide de R est connexe par arcs si, et seulement si, elle est
un intervalle de R.
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Démonstration
e Tout intervalle de R est convexe donc connexe par arcs.
e Soit A une partie de R connexe par arcs. Supposons que A ne soit pas un
intervalle. Il existe (a,b,c) € R® telsque a < c < baveca € A, cZ Aet b€ A. Par
hypothese, il existe f € C([0,1],R) telle que f(0) = a, f(1) = bet f([0,1]) C A.
[ étant continue, F = f~(] — 0o,c]) est une partie fermée de [0,1], donc
de R. La borne supérieure v de F dans R existe et est élément de F. Donc
v €0,1] et f(y) < c. Comme ¢ € A, f(y) <c. Puisqueb>c,onal>~.
f étant continue en v, il existe n €]0, 1—~/|, tel que, pour tout 8 € [0, 1], si |0—7| < 7
alors |f(0) — f(y)| < ¢ = f(7). Donc y+n € [0,1],7 +n > yet f(y+n) < c. Ceci
contredit : v est la borne supérieure de F'. Donc A est un intervalle de R.O
Remarque
Une intersection de parties connexes par arcs n’en est en général pas une, comme
le prouve I’étude de 'intersection d’un cercle et d’une droite qui le coupe en deux
points. Pour une réunion, voir 'exercice 20.
3. Théoréme (image continue d’une partie connexe par arcs)
Si (E,N) et (F,N') sont deux espaces vectoriels normés, A une partie
connexe par arcs de E, et f une application continue de A dans F, alors
f(A) est une partie connexe par arcs de F.

Démonstration

Soit (a’, ') € (f(A))?, il existe (a,b) € A? tel que b’ = f(b) et a’ = f(a). Comme
A est connexe par arcs, il existe g € C([0,1], F)) telle que g(0) = a,g(1) = b et
9([0,1]) C A. L’application fog est un élément de C([0, 1], F') par composition, et
vérifie fog(0) = ', fog(1) = bl et fog([0,1]) C f(A).0

4. Corollaire (théoréme des valeurs intermédiaires)

Si (E,N) est un espace vectoriel normé, A une partie connexe par arcs de
E, et f€C(A,R), alors f(A) est un intervalle de R.

5. Corollaire (image d’un segment de R par une application continue)
| SiI est un segment de R et f € C(I,R), alors f(I) est un segment de R.

Démonstration

Du corollaire précédent on déduit que f(I) est un intervalle de R. I étant un
compact de R, et f continue, f(I) est un compact de R. Donc f(I) est un intervalle
compact de R de. f(I) = [m,M].O
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EXERCICES

1. On définit cing applications de C[X] dans R, de la fagon suivante :
n

. _ k _ _ _
si P = kz_oakx » No(P) = max x|, Ni(P) = kz_o axl, No(P) = sup |P(2)]
1

N3(P) = sup {|P(2)| ‘ z€C, |z| =1}, Ny(P) = / |P(t)|dt.

0
Montrer que ce sont des normes sur C[X] et que Ny, N1, No, Ny sont deux & deux
non équivalentes, ainsi que No, No, N3, Ny.

2. Soit A une partie bornée de 1’espace vectoriel normé (E, N), L espace vectoriel
des applications lipschitziennes de A dans E. En tant que sous-espace vectoriel de
B(A, E), L est muni de la norme induite par No,. Soit a € A.

a. Pour f € L, soit Ky = {k € Ry |V(z,y) € A%, N(f(2) — f(y)) < kN(z —y)}.
On note ¢(f) = inf(Ky). Montrer que N : L — Ry, f — ¢(f) + N(f(a)) est une
norme sur L.

b. Dans le cas o E = R et A = [0, 1], montrer que No, et N ne sont pas des
normes équivalentes sur L.

3. a. Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit & {0} et a la borne inférieure de
G NRY. Montrer que si a > 0, G = aZ et que si a = 0, G est dense dans R.

b. En utilisant par exemple le fait que la fonction cos est 1-lipschitzienne sur R
et la question précédente, prouver que si a € R\ 7Q, {cos(na)|n € N} est dense
dans [—1,1].

4. Soient (E,N) un K-espace vectoriel normé, A € K, A et B deux parties non
vides de E. On note A+ B = {a+b|(a,b) € Ax B} et AA = {Xa|a € A}. Montrer
que :

a. si A est fermé (resp. ouvert, compact), il en est de méme de \A.

b. si A et B sont 2 ouverts (resp. compact), il en est de méme de A + B.

c. si A est compact et B fermé, A+ B est fermé. Examiner A+ Bsi E =R, A = aZ,
B = bZ et conclure. On pourra utiliser [’exercice 3.

d. si A est un sous-espace vectoriel fermé et B un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E, alors A + B est fermé dans F.

5. Soient (E,N) et (F, N’) deux espaces vectoriels normés. On a montré en V.2.

que 'application de L.(E,F) dans Ry : u — sup N'(u(z)) est une norme sur
N(z)<1

L.(E,F) dite norme subordonnée 4 N et N'. On note ||u|| = sup N'(u(z)).

Soient (F,N) et (F, N') deux espaces vectoriels normés, (E # {Og}).

Exercices
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N/
Montrer que |jul| = sup N'(u(z)) = sup M7
N(z)=1 ford N(z)

et que |lul| = min{k € Ry |Vz € E, N'(u(z)) < kN(z)}-
Montrer que, en particulier : Vo € E, N’ (u(z)) < |lul|N(z).

6. Montrer que les normes N et P définies sur un espace vectoriel E sont
équivalentes si, et seulement si, toute suite convergeant pour I'une converge aussi
pour 'autre.

7. Soit A ={y/n— |v/n]|n € N} ot |z] est la partie entiere de x.
Déterminer A, A, Fr(A).

8. Soit N I’ensemble des matrices nilpotentes de 9,,(C). Montrer que N est une
partie fermée non vide de 9, (C). Est-elle compacte ? Montrer que N est connexe
par arcs.

9. Si A est une partie bornée d'un espace vectoriel normé (£, N'), montrer que :
diam(A) = diam(A) ot diam(A) = sup{N(z —y) | (x,y) € A?}-

10. Soit A une partie compacte non vide de (E, N) espace vectoriel normé et f
une application de A dans A.

a. Montrer que si, pour tout (z,y) € A%, N[f(z) — f(y)] = N(z —y), alors f est
bijective, continue et que f~! est continue.

b. Montrer que si, pour tout (x,y) € A?, N[f(x) — f(y)] > N(z —vy), alors f est
dans le cas du a.

On utilisera (z,,) et (yn) telles que zo = x, Yo =Y, Tn+1 = f(@n); Ynt+1 = f(yn)
et ap = N(Tp — Yn)-

c. Montrer que, si : V(z,y) € A%, o £y = N|[f(z) — f(y)] < N(z —y),

alors f admet un unique point fixe zg et que, pour tout a dans A, la suite (a,)
définie par a9 = a, ant1 = f(a,) converge vers xg.

11. Soient (E, N) et (F, N’') deux espaces vectoriels normés et f une application
de E dans F.

a. Montrer que si f est linéaire et transforme une suite convergeant vers O en une
suite bornée, alors f est continue.

b. Montrer que si K = R, si f est compatible avec I’addition ie. V(x,y) € E?,
f(x+y) = f(z)+ f(y) et bornée sur Bf(0g, 1), alors f est linéaire continue.

12. Si (E, N) est un espace vectoriel normé non réduit & 0z, montrer que deux
endomorphismes continus u et v ne peuvent vérifier uov—vou = alg ot a € K\ {0}

On pourra utiliser les résultats de l’exercice 5.

13. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On note E’ espace vectoriel des formes
linéaires continues sur E et || - || la norme sur E’ subordonnée & N et | - | (définie
en V.2).

a. Montrer que ¢ forme linéaire sur E est continue si, et seulement si, son noyau
est fermé.
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Indication : si Ker(y) est fermé, distinct de E, on utilisera la constante d(a, Ker())
avec a € E\ Ker(y) pour obtenir une majoration de || sur By(0g,1).

b. Soit ¢ dans E’\ {Og}- Montrer que : Vz € E \ Ker(y), |¢| = w
d(x,Ker(p))

14. Distance a une partie en dimension finie

(E, N) désigne un espace vectoriel normé de dimension finie.

a. Si A est une partie non vide de F et x € E/, montrer I'existence d’un élément a
de A tel que d(z,A) = N(z — a).

b. En déduire que l'application qui & A associe d4 = d(-, A) est injective sur
I’ensemble des parties fermées non vides de F.

c. Si A et B sont des parties fermées non vides de E on note d(A, B) la borne
inférieure de 'ensemble {N(a —b) | (a,b) € A x B}-

Montrer que, si A est compacte cette borne inférieure est un minimum, en donner
un contre-exemple dans le cas contraire.

15. Soient (E,N) espace vectoriel normé de dimension finie, u un élément de
L(E) et ¢ un élément de GL(E). Montrer que {c€R | Nou < ¢(Noyp)} admet
un minimum et le déterminer. On pourra utiliser les résultats de ’exercice 5.

16. Soit (E,N). Montrer que 'endomorphisme ¢ de l'espace vectoriel normé
(B(N, E), Noo) défini par () = (2n41 — @) si © = (z,,) est continu et expliciter
sa norme subordonnée.

17. Théoréme de Riesz (MP*)

Soit (E, N) un espace vectoriel normé.

a. Montrer que By(0g, 1) est compacte si et seulement si F est de dimension finie.

Indication : dans E non de dimension finie on fabriquera une suite (a,) a valeurs
1

dans S(0g,1) telle que d(ay, Vect(a)ken) > 3

b. En déduire que, si E n’est pas de dimension finie, tout compact de E est

d’intérieur vide.

18. Sine N*, montrer que le sous-ensemble de R,,[X] constitué des polynémes de
degré n, scindés sur R a racines simples, est une partie ouverte.

19. Soit n € N*. On note £ I'ensemble des éléments de R,, [X] de degré n, normalisés
et scindés (sur R). On se propose de montrer que £ est une partie fermée de R,,[X]
par deux méthodes différentes.

a. Soit P un élément de C,[X] de degré n et normalisé. Montrer que, si z; est un

zéro de module minimal de P, on a |21| < |P(O)|1/n. En déduire le résultat.
n—1
b.Si P=X"+a, 1 X" 1+ - +agetsi P(z) =0, montrer : |z| <1+ Z |ak]|.
k=0

En déduire le résultat.

20. (MP*) a. Soit (P;)ier une famille de parties connexes par arcs d'un espace
vectoriel normé (E, N). S’il existe une partie P; qui rencontre toute partie de la

Exercices
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famille, montrer que U P; est connexe par arcs.

iel
b. Si A; est une partie connexe par arcs de 'espace vectoriel normé (E;, N;) pour
i € [1,p], montrer que Ay X --- x A, est une partie connexe par arcs de l’espace
vectoriel normé produit £y X --- X Ep,.

21. a. Montrer que GL,, (K) est un ouvert dense de ’espace vectoriel normé 9, (K).

b. Si A et B sont deux éléments de M, (K), montrer que Xap = Xp4.

22. Montrer que tout élément de 'espace vectoriel normé 9, (C) est limite d’une
suite de matrices diagonalisables & spectre de cardinal n. Montrer que ceci est faux
dans M, (R).

23. Deux applications de la connexité par arcs
a. Soit f une application de I dans R. Montrer que si f est injective et continue
sur I, elle est strictement monotone.

b. Théoréme de Darboux. Montrer qu'une fonction f dérivable sur un intervalle
I et a valeurs réelles, a la propriété des valeurs intermédiaires.

24. Théoréme de Carathéodory et compacité.

Si H est une partie non vide d’un espace vectoriel E de dimension n, on souhaite
mountrer que 'enveloppe convexe conv(H) est constituée des combinaisons convexes
d’au plus n + 1 éléments de H.

P

Soit = = Z)\iaﬁi avec (21, T2,...,%p) € HP, Ai=1et p>n+2. On dira que
i=1 i=1

x est combinaison convexe des x;.

a. Montrer qu'’il existe p réels non tous nuls p1, fto, . .. itp tels que

P p
ZN:‘%‘ZO et Zui:O.
i=1 i=1

On pourra considérer la famille (zg — z1, 23 — 21, ..., Tp — 1).

b. En déduire que z s’écrit comme combinaison convexe d’au plus p — 1 éléments
de H et conclure que conv(H) est constituée des combinaisons convexes d’au plus
n + 1 éléments de H.

On pourra considérer une suite de coefficients de la forme A; — Ou; > 0,
i€{l1,2,...,p} pour un réel 6 bien choisi.

c. Si H est une partie compacte de B, montrer que conv(H) est compacte.

On pourra introduire I’ensemble compact de R™! défini par :
n+1

A= {(ﬁl,...,tn+1) avec t; > 0 pour tout ¢ €{1,...,n+ 1} et Zti = 1}~
i=1
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1. On rappelle qu'une norme sur E est une application N de F dans R vérifiant
(1), (ii) et (iii).
Le fait que Ny et N7 sont des normes sur E se montre sans difficulté.
Pour N3, N3 et Ny, on prouve la propriété (i) en signalant qu’un polynéme est nul
si, et seulement si, il posséde une infinité de racines ; pour N4 un utilise le théoreéme
vu en premieére année : une fonction continue positive d’intégrale nulle sur [0, 1]
est nulle sur [0, 1]. Les propriétés (ii) et (iii) se démontrent par des arguments
analogues & ceux utilisés pour Noo et N7 sur C([a, ], R).

€ N}

. 1 Ni(X™)
o Ni(X™) =1sik € [0,3] et Ny(X") = —— La artle{in
LX) [0.3] et No(X") = - La partie { 5
n’est pas bornée si k € [0,3]. Donc Ny n’est équivalente & aucune des normes
Ni, 0 < k<3,

e Pour P, =1+ X +---+ X" on obtient No(P,,) =1, Ny(P,) =n+1,1 <k < 3.

1 1
Ny(P,) =1+ 3 +---4+ —— —— 4+00. Donc Ny n’est équivalente a aucune des

n+1 n—oo
normes Ni,1 < k < 4.
e Pour Q, = X" — X", N1(Qn) =2 = N3(Qy) et

1
Na(Qn) = [oin
2(Qn) = T e nin (770
ni & N3 (d’apres les résultats précédents ni & Ny ni & Ny.)

Remarque : N; et N3 ne sont pas équivalentes. Ce résultat est plus difficile a
établir en ce début d’année.

)] —— 0. Donc N> n’est équivalente ni a Ny

n—oo

2. a. Soit f € L. Montrons d’abord que ¢(f) € K.
Siz =y, ona:0=N(f(z)-f(y) <c(f)N(z—y).

: N(f(z) = f(y)) o N () = f(y)
Siz #y,Vk e Ky, Nz =) < k. Le réel N =)
N(f(z) = f(y))

Nz —y)
que K est un intervalle fermé de R. Plus précisément : Ky = [¢(f), +o0].
SiN(f) =0,alors ¢(f) =0 et f(a) = 0g. D’ou f est constante d’apres la remarque
précédente. Donc f = 0.

Soit f € Let A € K\ {0},V(x,y) € A2,N(()\.f)(x) — (/\f)(y)) < |Ae(f)N(x —y).
Donc : ¢(\.f) < |Ae(f). De méme, ¢(f) < H ¢(A.f). Donc : ¢(A.f) = [Ne(f).
Dot N(A.f) = NN ().

Soit (f,g) € L2 Pour tout (z,y) € A2, N((f+ g)(z) — (f + 9)(v)) = =

2 < N(f(z) = f(y) + N(g(z) = 9(y)) < (c(f) +clg)) N(z —y).

minore Ky. Donc

c(f) existe et est minoré par - D’oti ¢(f) € Ky. On peut conclure

Solutions
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Dot : ¢(f +g) < c(f) +c(g) et N(f +g) < N(f) +N(g).

N est une norme sur L.

b.Si E =R, A=[0,1] et a = 0, l'application f, : & — sin(nx) est n-lipschitzienne
car |f/(z)] < n pour tout z € A. Donc ¢(f,) < n. On a aussi, pour tout
z €]0,1],¢(fn) = In(2)

x
lorsque = tend vers 0, on a : ¢(f,) = n. Dot ¢(f,) = n et N(fn) = n. Comme

Noo(fn) =1, les deux normes N, et N ne sont pas équivalentes sur L.

‘- Par passage a la limite dans l'inégalité précédente

Notons cependant, que si f € L, pour tout z €10,1] :

@) < 1@ — £+ 1)) < LRI o)) < ey + 1001
Donc : Vf € L, Noo(f) < N(f).

3. a. Supposons H # {0}, H étant un sous-groupe de (R, +), il est non vide. Donc
il existe z € H \ {0}. Comme H est un sous-groupe de (R,+),—x € H. Donc
H' = HNR?Y est une partie non vide de R minorée par 0. Il existe a = i{éf H'.

e Sia>0etadg H', il existe par critere de borne inférieure, un élément h; de H’
tel que a < hy < a + a. Donc, vu I’hypothese, a < hy < 2a

De méme il existe ho € H' tel que a < ho < hy. Donc a < hy < h1 < 2a.

Donc hy — hy € H (c¢f. H sous-groupe de (R,4)) et 0 < hy —hy < a = i%fH/.
Absurde. Donc si a > 0,a € H, donc a € H' : c’est le minimum de H'.

Dans ce cas, a € H, donc H étant un sous-groupe de (R, +),aZ C H.

Six € H, soit m la partie entiere de L. Alors ma <z <(m+1l)aetz—maec H.
Donc:0<z—ma<a= i%fH’. Corgme x —ma > 0 et n’appartient pas & H', il
est nul, donc z = ma. Do H = aZ par double inclusion.

e Si a = 0 utilisons le critere de la borne inférieure dans R. Soit (z,y) € R?,z <y
dne H,a=0<n<y—xz. Commen € H', il est strictement positif, et ’on peut
noter p la partie entiere de L. Alors m<z<(p+l)p<az+n<yet (p+1)npe H,
puisque H est un sous-groupe de (R, +). D’ott H est dense dans R.

b. I = {cos(ma) | m € N} = {cos(ma) | m € Z} = {cos(ma + 2kn) | (m, k) € Z?*}.

H = {ma + 2kr | (m, k) € Z*} est un sous-groupe de (R, +) non réduit & {0}. S’il
était de la forme aZ, avec a > 0, on aurait : & = pa et 2m = qa avec (p,q) € Z x N*.

a 2
Dou: — = 4 € Q, ce qui est exclu par hypothese. Donc H est dense dans R.
T q
Tout z de [—1,1] peut s’écrire = cos(f) ou § = arccos(z) € [0,n]. Pour tout

e € R%, il existe h € H tel que |h — 0] < & car H = R. On déduit le résultat du
caractere 1-lipschitzien de la fonction cos, puisque |x — cos(h)| < |6 — h| < e.

4. a. Pour A # 0, l’application = +— Az est une bijection continue de réciproque
continue de F sur E. Comme AA est 'image de A par cette application, les résultats
sont immédiats.

b. La translation t, :  — x + a est aussi une bijection continue de réciproque
continue de E sur E. pour tout a € A, t,(B) = a + B est comme B une partie
ouverte ou compacte de F.
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e Si B est ouverte, A+ B = U t,(B) est une partie ouverte de E. L’hypothese

acA
« A ouvert » est inutile.

e Si A et B sont compacts, il en est de méme de A x B d’apres un théoreme du
cours. La continuité de u : (z,y) — x4y assure la compacité de u(Ax B) = A+ B.

c. Soit ¢ € A+ B. Alors ¢ = lim(a,, + b,) ot a,, € Aet b, € B pour tout n € N.
Il existe une suite extraite (a,(,)) qui converge vers a € A. D’apres les propriétés
des suites extraites, (ay(n) + by(n)) converge vers c¢. Compte tenu de la structure
d’espace vectoriel de ’ensemble des suites convergentes, la suite (b@(n)) converge
vers b=c—a € B car B est fermé. Douc=a+b€ A+ B ie. A+ B est fermé.

Mais A et B peuvent étre tous deux fermés sans que A + B le soit. En effet, v/3Z
et Z sont deux fermés de R (leurs complémentaires sont réunions d’intervalles
ouverts de R). Comme v/3 € R\ Q, A + B est dense dans R, donc non fermé,
puisque R # A + B. En effet, V2 ¢ A + B.

d. I1 suffit de faire le raisonnement dans le cas ot B est de dimension 1 et de faire
une récurrence.

Soit ¢ € A+ B. Alors ¢ = lim(a,, + b,) ou a, € A et b, € B pour tout n € N.
Notons {z} une base de B et supposons que = ¢ A. On a : b, = Bz, 3, € K.
Notons que § = d(z, A) > 0 car d(z,A) =0 <= 2z € A= A puisque A est fermé.

. 1
Pour toutnEN,ﬁn7é0:>5<N(x+g—>- Donc Vn € N, |8,| < EN(an—&—bn).

Comme (ay,, + b,,) converge, elle est bornée, et donc (3,,) aussi. Il existe une suite
extraite (B,(n)) qui converge vers § dans K. D’out (by(,)) converge vers fr € B.
On termine la démonstration comme a la question c.

5. ©Si N(z) =1, alors N(z) < 1, donc N’ (u(z)) < |ul.
Dot s= sup N'(u(z)) < ||ul.
N(z)=1
e Si N(z) < 1, soit = Og alors u(z) = 0p et N'(u(z)) < s; soit © # Op, alors

y = %) est unitaire et lon a : N'(u(z)) = N’ (w(N(z)y)) = N(z)N'(uly)) < L.s.
x
D’ou ||ul| € s et finalement |ju|| = s.
N/
e ||lu|| = sup Nlulz)) découle de 1’égalité suivante :
2#0p

N'(u(z
{N'(u(z)) | N(z) =1} = {]\(7(;))) ’JZ eE\ {OE}}
e Soit K = {k € Ry|Ve € E,N'(u(x)) < kN(x)}. |lul| € K d’apres I'étape
précédente. Si k € K, alors tout vecteur unitaire x de E vérifie N'(u(z)) < k.1.
Donc k majore {N'(u(x)) | N(z) =1} de. |Jul]| < k. D’ot la conclusion.

6. Si N et P sont équivalentes et si (x,) converge vers ¢ pour N alors (z, — ¢)
converge vers O pour N. On a montré dans le cours que (x,, — ¢) converge vers
Og pour P ie. que (z,) converge vers ¢ pour P.

Réciproquement, si (z,) converge vers Op pour N, Ihypothese dit que (z,)
converge pour P ; notons ¢ sa limite. On définit (y,,) par ya, = @p et yantr1 = Og
pour tout n € N. La considération des deux suites extraites (y2,) et (y2n+1) montre
que (yn) converge vers O pour N. Alors 'hypotheése permet d’affirmer que (y,,)
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converge pour P et, comme £ et O sont valeurs d’adhérence pour P, on en déduit
que ¢ = 0g, ce qui prouve que N et P sont équivalentes.

7. e Montrons que A= () en raisonnant par ’absurde. Supposons qu’il existe

a € A. Alors il existe r > 0 tel que la —r,a+r[\{0} C A.

Soit ' = min(a,r) > 0. Alors Ja — 7', a + r'[C A, ce qui est absurde, car le seul

rationnel élément de A est 0 (si n n’est pas carré parfait, dans N, alors \/n € Q).

Donc A = 0.

e A C[0,1]. Donc A C [0,1]. Montrons que A = [0, 1].

Considérons p € N*; il y a 2p entiers consécutifs strictement compris entre

p? et (p+ 1)% soit ny < ng < -+ < ng,p,.

Pour k € [1,2p], /i, — [ni] = v/nw —p = ar € A. En posant : ag = 0, agpt1 = 1,
1 1

ona:agy; —ap =——"—""-— —-
* V1 + 1k S 2p
1
Soit z € [0,1] et e € R% . Tl existe p € N* tel que o, <€ Alors, il existe k € [0, 2p]
p

tel que ay < @ < agyr: |z — ax| < e. Donc A contient [0, 1].

En conclusion : A = [0, 1] et Fr(A4) = [0, 1].

8. D’apres le chapitre 2, on peut écrire que N = {M € M,,(C) | M™ =0, }-

La matrice nulle étant élément de A, cet ensemble est non vide.

L’application M, (C) — M, (C) : M — M™ étant continue car ses applications
coordonnées sont polynomiales, en tant qu’image réciproque du fermé {0,} de
9,,(C) par une application continue, N est un fermé de 9, (C).

Pour tout A € K, A\M € N si M € N. Donc N n’est pas bornée et donc pas compacte
dans M, (C).

vt €[0,1],t0, + (1 —t)M € N si M € N. Donc, si M € N, le segment [0,,, M] est
contenu dans A. Donc, si (M, N) € N2, avec les deux segments [N, 0,] et [0,,, M],
on a un chemin continu entre M et N contenu dans A. Il s’ensuit que N est
connexe par arcs.

9. Notons § = diam(A4). Comme A C A, on a : § <diam(A).

Soit (z,y) € A. Il existe deux suites (z,,) et (y,) de vecteurs de A convergeant
vers x et y respectivement. Donc : Vn € N, N(z, — y,) < 0.
Par passage a la limite, compte tenu de la continuité de la norme, on a :

N(z —y) < 4. Dot : diam(A) < 5. D’ou la conclusion.

10. a. f est continue car 1-lipschitzienne et évidemment injective.

Reste & montrer f(A) = A.

Soit x € A, on définit (u,) par up =z et : Vn €N, upt1 = f(uy).

De (u,) on peut extraire (uy,(,)) convergente puisque A est compact.

Soit € dans Ri, il existe ng € N tel que : Vn €N, n = ng = N(Uy(nt1) —Up(n)) < €
Prenons n > ng et posons p = ¢(n+ 1) — p(n) €eN*, on a :

N(tgp(ny+p = Upn)) = N(Upmn)4p—1 — Upm)—1) = -+ = N(up —ug) car ¢ est une
isométrie, et donc N(x — up) < € avec up € f(A). x est adhérent & f(A) compact
comme image continue d’un compact, donc = appartient & f(A) et f(A) = A.

f est une une bijection continue de réciproque continue de A sur lui-méme.
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b. Soit x,y éléments de A et les suites de A définies par :

xo=x, Yo=Y, VREN, 11 = f(x,) et ypt1 = f(yn)-

((#n), (yn)) est une suite de A x A compact de E x E muni de la norme
N : (a,b) — max [N (a), N(b)] donc il existe (a,b) € AxAet ¢ : N — Nstrictement
croissante tels que ((xw(n), (yw(n))) converge vers (a,b).

Pour tout € dans Ri, comme dans a. il existe p € N* tel que :

N(a,b) = (zp,yp)] <eie. N(a—zp,) <eet N(b—y,) <&, dott N(zp —y,) < 2e.
Si o, = N(zp—yn), () croit. On obtient : g < a1 < ap < g +2e dot g = g
car € est arbitraire dans Ri.

N[f(z) = f(y)] = N(z —y) et on est ramené au a.

c. On considére g: A — A, =z — N[f(m) — x}, alors g est continue sur A compact
non vide a valeurs réelles donc admet un minimum g = g(xg) avec xg € A.

Si p # 0 alors f(zg) # xo et donc N(f[f(:co)] - f(:co)> < N[ f(zo) — 0], ce qui
contredit le caractére minimal de p. Donc p = 0 et f(zg) = 0.

Si c est un point fixe de f distinct de zg, N(c—zo) = N [f(c)— f(z0)] < N(c—wp),
ce qui est absurde. Donc f admet un et un seul point fixe.

(N(xo — an)) est une suite décroisante dans R donc a une limite ¢ dans R...
Supposons £ > 0 et extrayons de (a,) une suite (a,,)) convergeant vers x € A,
nécessairement x # xo car £ > 0. On a N[f(z) — x9| < N(z — xo) = ¢ alors que
(N(aw(n)_H - xo)) converge, par continuité de f en x, vers N[f(:z:) - xo] qui est
dans [¢,+o00[, c’est absurde.

Donc ¢ =0 et (a,) converge vers zg.

11. a. Soit (x,) une suite de E convergeant vers Op.

79;” si X, 75 OE
On définit (u,) par u, = N(zn) s N(un) = /N(zn) —— 0 et
Op si @, = 0 A
donc u,, — O ; par hypothése (f(un)) est bornée.

n— oo
Comme f est linéaire et que xz,, = /N (zy,) Un, f(zn) = /N(zp) f(u,) — Op.
n—oo
[ est donc continue en 0, étant linéaire elle est continue car f(zx—xo) = f(z)—f(zo).
b. f étant un morphisme entre les groupes (E,+) et (F,+), si € FE et
meQ, f(mz)=mf(x) comme on I’a vu en cours.

Toujours d’apres cette application, il suffit de montrer que f est continue en O
pour pouvoir conclure.

M
Soit M = sup N(f). Pour ¢ fixé dans Ri, soit ng €N tel que — < e.
B (0p,1) no

Si N(z) < i, alors N (nox) < 1 donc N'[f(noz)] < M et ngN'[f(x)] < M puis
no

N’ [f(w)} < g, ce qui prouve la continuité de f en Og.

12. Supposons existence d’un couple solution (u,v).

Montrons par récurrence : Vn € N*, R, u"ov —wvou" = nau" L.
Pour n = 1, c’est I'hypotheése et, si on a montré la formule au rang n, alors
u" oy =uo(u"ov) = uo(nau™"t 4 vou™)

=nou™ + (vou + alg)ou™ = (n + 1)au™ + vou™
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d’oti la formule au rang n + 1. On note || - || la norme subordonnée a N.

vneN*, nlafllu" || < uto(uov)| + [[(vou)oum M| < [fu™ | (Jluov]| + [[voull)
dott nlou = < 2fjul o]l "

Si, pour tout n e N*, [[u"~1|| # 0 et alors, pour tout n € N*, nla| < 2|ul| |v| :
absurde car N n’est pas bornée.

Donc il existe ng € N* tel que |[u™ || = 0. Une récurrence descendante donne
(par R,,) pour tout k €[0,ng — 1], u* = 0z(x) et donc I est nulle : absurde.

Remarque : en dimension finie, I'utilisation de la trace donne immédiatement le
résultat.

13. a. Si ¢ est continue alors Ker(¢) = ¢~ '({0k}) est fermé comme image
réciproque d’un fermé par une application continue.

Considérons maintenant une forme linéaire ¢ de noyau H fermé.

Ou ¢ est nulle, donc continue, ou ¢ n’est pas nulle.

E\ H nest pas vide ; soit @ un point de E\ H. Comme H est fermé 6 = d(a, H) > 0.

¢(a)

Soit v€ Bf(0g,1). Si veH, ¢(v) = 0, sinon a — ——ve&H donc, comme
(v
p(A) o (a) F2COI R

0=d(a,H) <N ) < N(v) < —=* dou:

§ | )< ) (56 |v>< >|W)| cEe

pla pla
(o)l < P ) < 0L
¢ est linéaire et bornée sur Bf(0g,1) donc continue.
b. Soit « dans E \ Ker(p).
Le calcul fait en a. prouve que, si v€ Bf(0g, 1), |¢(v)| < lp(2)] ou 'on a posé
x

0= d(:L',Ker(cp)) > 0. Donc ||¢|| = sup {|g0(v)| | v€ Bf(0g, 1)} < @

D’autre part § = inf {N(z —y) | y € Ker(p) }-
Soit eeRi, il existe y dans Ker(y) tel que 0 < 6§ < N(z —y) < 0 + ¢, alors

Ty (@) —o(y)| o1
N 9| S t —————— < & < |l
\@(m — 39| S llell soit rr—2 = < lell dot = fe(@)] < el
Donc pour tout EGR%, |<|5||<p|| < |p(x)] < (6 + ¢)|l¢ll, ce qui donne §|p|| = |o(z)]
4

et donc |p(z)] = a(z, Ker(9))
14. a. § = d(z, A) est adhérent & {N(z —a) | a€ A} soit (a,) € AV telle que la
suite de terme général N(x — a,,) converge vers 0.

Pour tout n €N, N(a,) < N(z—a,)+N(z) et donc (a,,) est bornée. On en extrait
une suite convergente (a,(,)) dont la limite, notée £ est élément de A. Alors la suite
de terme général N (x —ay(,)) converge vers § et aussi vers N (z —¢) par continuité
de a — N(z —a), donc d(z, A) =6 = N(z — ).

b. Si A et B sont des parties fermées non vides de E telles que d4 = dp alors,
pour tout b€ B, on a 0 = dg(b) = da(b) = 0 et la question a. prouve que b€ A,
d’ott B C A = A. Par raison de symétrie A C B et donc A = B.

c. Soient (a,) € AN et (b,) € BY telles que la suite de terme général N(a,, — by,)
converge vers d(A, B). Pour tout n €N, N(b,) < N(a,—by,)+ N(a,) et donc (by,)
est bornée car (ay) est a valeurs dans A compacte.
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La suite ((as),(by)) est bornée dans l'espace vectoriel normé produit E? de
dimension finie, on peut donc en extraire une suite convergente ((a@(n)), (bw(n)))
dont la limite, notée (a,b), est élément de la partie fermée A x B de E?. Par
continuité de (a,b) — N(a — b) on en déduit que (N (a, — by,)) converge & la fois
vers d(A, B) et vers N(a —b), d’ou le résultat.

On va fournir un contre-exemple dans E = R2. On note A le sous-espace vectoriel
(donc fermé) d’équation y = 0 et B 'hyperbole d’équation zy = 1. Comme
f i (z,y) — zy est continue et comme B = ffl({l}), la partie B est fermée.
De plus ANB = et d(A,B) =0 car N((n,O) - (nvl)) _! — 0.

n n n—oo

15. Comme ¢ est un automorphisme : Nou < ¢ (Nop) <= Nouop ' <cN.

Cela prouve que le minimum existe et vaut ||[uop™!|.

16. Si z = (z,) € B(N, E) on a, pour tout n€N, N(z,41 — x,) < 2Ny (z) par
inégalité triangulaire, donc ¢ est continu avec ||| < 2.

Soit e un vecteur unitaire de E et posons, pour tout n €N, z, = (—1)"e. Alors
Noo(x) =1 et, pour tout n €N, N(zp41 — x,) = 2, donc ||¢|| = 2.

17. a. Le cas de la dimension finie a été traité en cours.

Supposons que E n’est pas de dimension finie et notons S = {m ek ’ N(z) = 1}-
On choisit ag € 5, on remarque que Kag # E et que Kag, de dimension finie, donc
fermé dans F.

Soit zg € E'\ Kag et §o = d(xg, Kag) > 0 car Kag est fermé.

11 existe yo dans Kag tel que dp < N(yo — o) < 26, soit a3 = _To=% es.
N(xo — %)
1 oo
VyeKag, Ny —a1) = —— N|N(yo — x0)y + yo — = _
0 ( 1) N(ﬂ?o _ yO) [ ( 0 0) (0 O]) (yO — 1‘0)
. 1N o — Yo
car N(yo — x0)y + yo €Kag, d'ou N(a; —y) = fet donc
o =92 S NG —w)
d(al,Kao) Z 5
Supposons choisis ag,...,a, dans S tels que pour tout k€[l,n], si on pose
F}, = Vect(ag, . ..,ar—1), alors d(ag, Fy) >
F,+1 = Vect(aog, . . ., a,) est un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie, donc
fermé dans E. D’autre part Fj, 11 # E. Soit x,, € E\ Fj,41 et 0, = d(zp, Fru41) > 0.
. n — Yn
Il existe y,, dans F, tel que &, < N(y, — z,) < 20,, on pose ap41 = —————-
N(xn - yn)
1 On
Vye Fuy1, Ny —an = ———< N|N(yn — s n—Tn| €
Y€ Fut1, N(y—an41) NG =) [N(yn = @n)y + Yo — 4] N — )

) 1 1
car N(yn - an)y +yn€ Fn—i—l et, comme - Z o d(an-i-h FTL+1) = 5

N(yn —25) ~ 2

On a ainsi prouvé par récurrence I’existence d’une suite (a,,) & valeurs dans S telle
1

que : Vne N*, d(an,Vect(ao7 e an_l)) > X

Soit ¢ : N — N strictement croissante, si (p,k)€N? et n = ©(p + k), alors

ay (k) € Vect(ag, - . ., an—1) et donc N (apk) = Gp(k4p)) = 3 La suite (ayx)) diverge
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donc. La suite (ay) n’a aucune valeur d’adhérence et est a valeurs dans B¢(0g, 1),
cette boule n’est donc pas compacte.

b. Si un compact K de E n’était pas d’intérieur vide, il existerait a € K, r E]Rf_
tels que Bf(a,r) C K, donc By(a,r), fermée dans K compact, serait compacte ;
or B;(0g,1) est 'image de By(a,r) par la composée f d’une homothétie et d’une
translation ; f étant continue, By(0g, 1) serait compacte : absurde.

Remarque : E contient aussi des fermés bornés d’intérieur vide non compacts,
par exemple S.

18. Notons 2 ’ensemble en question et choisissons Py dans 2. Notons (z1, ..., 2,)
la suite ordonnée croissante de ses zéros et choisissons vy, ..., y,+1 dans R tels que
Y1 <21 <Y <22 < <Yp < Tp < Ynt1-

Pour tout k €[1,n+1], ¢r : Ry[X] = R, P+ P(yr)FPo(yi) est une forme linéaire
sur l'espace vectoriel de dimension finie R, [X], donc continue.

n+1
Par suite V. = () cp,zl(Ri) est un voisinage ouvert de Py car, pour tout
k=1

ke[l,n+1], on a ¢r(Py) = P (yx) > 0.

Si P eV, alors P a le méme signe (au sens strict) que Py en chacun des y;, et donc
a un zéro dans chaque |yg, yr+1[ pour 1 < k < n, soit au moins n zéros réels. La
condition ¢4 (P) > 0 impose P(y;) # 0, P n’est pas nul et donc P €.

Q est voisinage de chacun de ses points, c’est une partie ouverte de R, [X].

n n
19. a. Ecrivons P = H(X—zk) olt |z1] < -+ < |zn|, alors | P(0)| = H |zi| = |21
k=1 k=1

et donc |z1| < ‘P(O)|1/n.

Si (P,) est a valeurs dans € et converge vers P, alors la considération de la norme
n
N : Z apX* — max |ag| montre que P est de degré n et normalisé car la suite
P 0<k<n
des coefficients dominants des Pj est constante égale a 1.
Supposons que z soit zéro de P dans C\ R, posons Q(X) = P(X + z) et, pour tout
peN, Qp(X) = P,(X + z). Alors (Q,) est une suite de polyndmes normalisés et

de degré n qui converge vers ) et donc |Qp(0)’1/n — |Q(O)|1/n =0.
pP—00

Soit pg € N tel que |Qp, (O)‘l/n < |z|, Qp, admet un zéro dans B(0, |z|) et donc P,

en admet un dans B(z, |z|) € C\ R : absurde.
P est donc scindé sur R, normalisé et de degré n, £ est une partie fermée de R, [X].

b. Si |z| < 1, I'inégalité est claire. Sinon,
n

-1 n—1 n—1
2" =— Zakzk d’on |z] < Z lag| |2/F 771 < Z |ak| et I'inégalité est prouvée.
k=0 k=0 k=0

On considere une suite (P,) d’éléments de £ qui converge vers P.
n

On écrit, pour tout pe N, P, = H (X —2g,p). L’inégalité que I'on vient de montrer
k=1

prouve que (Z,) = ((z1,p, - .,Zn,p))p est une suite bornée de l’espace vectoriel

normé R"™, donc admet une valeur d’adhérence Z = (z1,. .., z,).
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Soit ¢ : N — N strictement croissante telle que (Z,(,)) converge vers Z,

les relations entre coefficients et racines montrent que (P,,)) converge vers
n

H(X — z1) et, par extraction, P = H(X — z,) est scindé sur R.

k=1 k=1

20. a. ¥(z,y) € P%,3(p,q) € I?>, x € Py ety € P,.

Comme P; NP, et P; NP, sont non vides, soit (a,b) € (P;NP,) x (P;NP,). 1l
existe donc trois chemins continus reliant x et a, a et b, b et y.

f1:00,1] = Py, f1(0) =z et fi1(1) = a,

f2 [0 1] — Pj, fg( ) =aet fg(l) = b,

f3 [0 1} — Pq, f3( ) =bet f3(1) =

D’olt un chemin continu reliant x et y. F : [0,1] — P, UP; U P, défini par :

F(t)=f1(3t) sit € [0%]7 F(t) = fo(3t — 1) si t e}%%}
F(t)= f(3t —2)site };4

b. Soient a = (as,...,ap) et b = (by,...,b,) dans Ay x --- x A,. Comme A;
est connexe par arcs, il existe f; € C(]0,1], E;) telle que f(0) = a;, f(1) = b; et
f([0,1]) C A;. L’application f : [0,1] — Ey X -+ X E,, t (f () o fe(t)

est continue puisque ses composantes le sont, et vérifie f(0) = a, f(1) = b et
F0,1]) C Ay x - x Ay,

1
21. a. Si M € M, (K), Sp(M) est fini. Donc les matrices M, = M — EI" sont

inversibles pour k assez grand. De M — M on déduit la densité de GL,, (K)
— 00

dans M, (K). « GL,,(K) est un ouvert de 'espace vectoriel normé M, (K) » est un
résultat déja prouvé dans le cours.

b. @ Si A est inversible, AB = A(BA)A™!. Les matrices AB et BA étant
semblables, elles ont méme polynome caractéristique.

e L’application ¢ : M +— Xpap(X) — Xprp(X) est polynomiale en les coefficients
de M, donc continue sur M, (K). Comme ¢ est nulle sur GL,,(K), elle 'est sur
M, (K) d’apres le cours.

1l est a noter que c’est la troisiéme preuve de Xagp = Xpa donnée dans ce livre.

22. Soit M € M,,(C), par le corollaire de IV.B. du chapitre 1, on écrit M = PTP~!

Mo
ou P inversible et T' triangulaire supérieure, T' = .
(0) An
Si pEN on pose T, = T + Dlag( ) . Pour 1 € i < j < n, égalité
p/igign

i
Aj— XN
produit que pour au plus un p dans N*. Donc {pe N* ’ Card [Sp(Tp)] < n} est

A + =\ + J n’a lieu que si, et seulement si, p = y ce qui ne se
p p

un ensemble fini et, a partir d’'un certain rang py > 1, T, est diagonalisable a

spectre de cardinal n. T, —— T est immédiat.
p—o0

Comme X — PX P! est linéaire, elle est continue sur l’espace vectoriel normé
de dimension finie 9, (C) et donc (PT,P~!),>,, converge vers M et est une suite

Solutions
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de matrices diagonalisables a spectre de cardinal n.

. -1 . . .
SiA= (8 | )€ Mo (R), supposons Pexistence d'une suite (Ag)x e n de matrices

diagonalisables de 9t2(R) a spectre de cardinal 2. telle que Ay, k—) A.
bde el

Si M € My (R), notons p(M) = (tr(M))2 —4det(M) ie. (M) est le discriminant

de X% — tr(M)X + det(M) = Xj;. La fonction ¢ est continue car polynomiale

sur M3 (R). Donc ¢(Ay) p— »(A). Comme les Ay ont deux valeurs propres
— 00

distinctes, ¢(Ag) > 0, d’ott p(A4) > 0 : absurde car p(A) = —1. Le résultat est

donc faux dans M, (R).

23. a. La partie T = {(z,y) €I? |z < y} de R? est convexe donc connexe par
arcs. Soit F': T — R, (x,y) — f(y) — f(z). F est continue donc F(T) est une
partie connexe par arcs de R de. un intervalle de R. Comme f est injective,
F(T) € R*. Dot F(T) C RY de. f est strictement croissante, ou F(T) C R*
ie. f est strictement décroissante.

b. On considére F : (z,y) +—

D I0) 7 (y)erle < o)

T —
L’application F' étant continue sur la partie convexe, donc connexe par arcs de
R2, la partie F'(T) est connexe par arcs dans R ie. un intervalle de R.

D’apres le théoréme des accroissements finis, on a F(T') C f'(I).
D’autre part, f étant dérivable sur I, on a f'(I) ¢ F(T).

F(T) étant un intervalle de R, la double inclusion F(T) C f'(I) C F(T) montre
que f'(I) est un intervalle de R.

24. a. Supposons x = Z Aix; avec x; € Hetp>n+ 2.

i=1
(xog — 21,...,2p — x1) est constitué de (p — 1) vecteurs liés puisque p—1 > n+1
et E est de dimension n. Il existe donc (pg, ..., u,) € RP™ I non tous nuls tels que

p p p
ZMZ ZT; = 0. Notons u; = ZM’ alors Z,uixi =0et Zui =0.
i=2 i=1 i=1

1<z’<pet,ui>0}-

Ai
b. Un des p; au moins est > 0. Soit § = min {—

Hi
Posons A, = \; — 6p;. Alors, pour tout i, A, > 0, Z A = Z)‘i =1
i=1
P
Il existe i tel que X, =0etx = Z PV
i=1
11 s’ensuit que conv(H) est constitué d’au plus (n + 1) éléments de H.

n+1
c. Soit ¢ : A x Hn+1 — COHV(H), ()\1, .. .,)\n+1,1’1, Ce ,l’n+1) — Z )\le

Si H est compact, comme A est compacte, le produit A x H"*! est compact.
L’application ® étant continue et surjective, conv(H) est compact.
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TRAVAUX DIRIGES

e Des normes sur 91, (K)

Soit A = (a;;) € M,(K) oun > 2.
1. Montrer que la norme subordonnée & Ny (voir V.2.) est ||.||1 définie par :

IAll: = max (Z |am-|) si A € M, (C).
=1

1<j<n

2. Montrer que la norme subordonnée & No, est ||.||o définie par :

[Alloe = max (3 las,l) si 4 €9, (C).

3. Montrer que N : M,(R) — R, A — /tr(*AA) est une norme non
subordonnée et que :

(4, B) € (M, (R))*, N(AB) < N(A)N(B).

Solution

Notons 'X = (z1...2,), 'Y = (y1...yn), Y = AX & Vi€ [1,n],y; = Zai,jmj

n

1. Ni(AX) = Z ZZ|ai,jmj|<Z|xj|(2|ai,j|>

i=1 j=1 j=1 i=1

3

n

< y =
Ni(AX) < max (El Iaz,JI) > 1 ;] = lgljagn(E |ai.j )N1 (1)
= Jj=

IIN
n n
Soit jo tel que lrél]aécn( g |am-|) = g |lai jo|. Posons 'Z = (z1...2,) ot z; = 1 si
i=1 i=1

J = Jo et z; = 0 sinon. Alors N1(Z) =1 et N1(AZ) Z‘Zamzj’ = Z lai o |-
=1 j=1
Compte tenu de (1) et de la définition de la norme subordonnée, on conclut.

n
Zaz]x]] < max (M lais )N () ()

Noo(AX) = max
1<ign

1<ign

n n
Soit ig tel que 1 < ip < n et max (Z |a7;7j|) = Z lai, ;. Soit tZ = (z1...2,) ol
j=1 =1

irigés
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. Qo5 .
z; = 1 si Qi j = 0 et zj = ‘a.l0].| sinon. Alors NOO(Z) =1let
20,J

n n
=D laig gl = max (Y lasgl) @)

Noo(AZ) > ‘Z ig,j%j
j=1

De (2), (3) et de la définition de la norme subordonnée, on déduit le résultat.

n n
a; )2 M, (R) étant identifié a R"2, N n’est autre que la
J
i=1 j=1

. , . . 2
norme euclidienne notée N, dans I’espace vectoriel euclidien R™ .

Pour démontrer I'inégalité demandée, rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
n

W, osms B B) € B (S < (Yo a2). (3 2):
k=1 k=1

k=1

n n n
— N — 2 2 2 5 N
AB = (¢; ;) o ¢, ; = E aikby,j. Donc ¢f ; < ( E alk)(z bk,j)' D’ou
k=1 k=1 k=1
n

Vj € ﬂl,n]],zn:cij < Zn:(z aik).(zn: bz,j> = N(A)Q(zn: bi,j). Donc :
i=1 i=1 k=1 k=1 k=1
n n

N(AB)? =" "¢l ; < N(A)>.N(B)*. D'olt I'inégalité car N (9, (R)) C Ry
j=11i=1
N(I,) =n # 1 donc N n’est pas subordonnée.

e Valeurs d’adhérence d’une suite ; applications

On note A(u) 'ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite u = (up)neN
d’un espace vectoriel normé (E,N).

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) a est valeur d’adhérence de u.
(ii) Pour tout € € R, I'ensemble {n € N|N(u,, —a) < €} est infini.
(ili) Ve e R%,Vpe N, In e N,;n > p et N(u, —a) <e.
2. Si E =R et (Jup|)nen ne tend pas vers +oo, montrer que A(u) # (.
3. Montrer que A(u) = ﬂ U, ott U, = {uy, | k = n}. En déduire que A(u)

neN
est fermé dans (E, N).

4. Montrer que si la suite u est bornée, I'ensemble A(u) est vide ou borné
et que diam (A(u)) < diam (Uy). Voir lexercice 9.
Dans le cas ot E =R et u est bornée, que dire de plus de A(u) ?

5. S1 F =R et upy1 — up, —— 0, montrer que A(u) est vide ou un
n—oo

intervalle.

6. Soit (F, N') un espace vectoriel normé, C une partie compacte de F.

a. Montrer que si (u,) suite a valeurs dans C n’a qu’une valeur d’adhérence
¢, alors (u,,) converge vers {.
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b. On considére une application f d’une partie A de FE dans F'.

(i) Montrer que, si f est continue, I' = {(z,y)€Ax F | y = f()}
(graphe de f) est un fermé relatif de A x F partie de espace vectoriel
normé E x F.

(ii) Montrer en utilisant a. que, si f(A) C C et ' est fermé dans A x F,
alors f est continue.

7. Si A est un intervalle compact de R et si f € C(A, A), on définit une suite

u en prenant ug dans A et u, 41 = f(un) Montrer que si up41 —u, —— 0,
n— oo

la suite u converge.

8. On suppose (E, N) de dimension finie et 'on considére f € L.(E) et non

nilpotente On pose, pour tout n € N*, u,, = 7M.

a. On note u la suite (u,)nen«. Montrer que A(u) est non vide.

b. Soient ¢ > 1,7 > 0,m > 0,n > 1 des entiers naturels tels que n = mq—+r.
U n T

Montrer que : (—n) < (m> . (%)
Ug Uq

c. Soit a € A(u). Montrer que : Vg € N*, a < uy.

d. En déduire que la suite u est convergente.

Solution
1. (i) = (ii). Sil existe une suite extraite (u,(,)) qui converge vers a, alors :
Ve € R%,3ng € N,Vn € Nyn > ng = N(ugm) —a) <e.
L’ensemble {n € N, | N(u, —a) < €} contient {¢(n)|n > ng} qui est infini puisque
 est injective.

(i) = (iii). L’ensemble {n € N|n < p} est fini alors que {n € N| N(u, —a) < €}
est infini, donc il existe n > p tel que N(u, —a) < e.

(ili) = (i). Soit P(e,p) : V(e,p) e RY xN,In e N, n > pet N(u, —a) <e.
Construisons, par récurrence, ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite
de terme général u,(,) converge vers a.

La propriété P(1,0) donne : Ing € N,ng > 0 et N(uy, —a) < 1.
)

1 1
La propriété P(gvno) donne : 3n; € N;ny > ng et N(u,, —a) < 3
1
Si ng,...,ny sont définis par ng > --- > ng et Vi € [0, k], N(up, —a) < 1
i
1 1
P(k;—i-Z’nk) donne : Inpy1 € Nyngyr > ng et N(up,,, —a) < Py

Du théoreme de récurrence, on déduit que ¢ : N — N,k +— ny est strictement

croissante et vérifie : Vk € N,0 < N(ugp) —a) < T

Par encadrement, (g (n))nen converge vers a.

2. Le lecteur étudiant ne tombera pas dans le piege qui consiste a dire que que la
suite (u,) est bornée.

(|tn|)nen ne tend pas vers +oo s’éerit : A > 0,Vp € N, In > p, Ju,| < A.
Comme a la question 1. on construit, par récurrence ¢ : N — N, strictement
croissante telle que : Vp € N, |uy, ()| < A.

irigés
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La suite (uy(p))pen étant réelle et bornée, admet une valeur d’adhérence a qui est
aussi valeur d’adhérence de (uy,).

3. Soit n fixé dans N. un élément a € A(u) est limite d’'une suite extraite
(Up(r))ken de u, donc limite de (ug(ntr))ren suite a valeurs dans U,, puisque
o(n+k)=n+k=>=n. DotacU,. Onadonc A(u) C m U,.
neN
Réciproquement, si a € ﬂU7n :VneN, Ve e Ry, 3k e Nk >net N(uy—a)<e.
neN
Donc a est valeur d’adhérence de u. D’ott : A(u) = ﬂ U, est fermé, en tant que

neN
intersection de fermés.

4. Si u est bornée, Uy, donc U, est borné et diam(Up) = diam(Uy) d’apres
lexercice 10. Supposons A(u) # 0. Comme A(u) C Uy, la partie A(u) est bornée
et diam(A(u)) < diam(Up).

Si E = R et u est bornée, d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on a :

A(u) # 0.

5. On suppose dans cette question £ = R, w41 — u,, — 0 et A(u) # 0.
n—oo

Si A(u) n’est pas un intervalle, il existe (a,a’) € (.A(u))Q, be R\ A(u) tels que :
a < b < a'. Le réel b n’étant pas valeur d’adhérence, il existe ¢ € R* ,ng € N tels
que, pour tout n > ng, |u, — b| > e. Par prolongement des inégalités, on a pour

tout @ € A(u),|a — b > €. En particulier, a < b—ceta’ > b+e.

o €
Par hypothese, il existe n1 € N tel que : Vn > nq, |upt1 — upn| < =-

2

. . €

Comme a € A(u), il existe ng > max(ng,n1) dans N tel que |a — up,| < 5
€ .
Donc uy,, <b— 3 <b—e. Si, pour n = ns,u, <b—¢, alors :
€ g . €

Unt1l — Un +Up — b < §+(_6) =—3 €. Upt1 < b— 3 Donc u,11 < b—e.
Par récurrence, on obtient : Vn > ng, u, < b — ¢, done |u, — a'| > 2¢ ce qui

contredit : a’ € A(u). Donc avec ces hypotheéses, A(u) est un intervalle.
6. a. Voir le théoreme VI.4 du chapitre.

b. (i) g: Ax F — F, (z,y) — y — f(x) est continue par addition car (z,y) — y
est 1-lipschitzienne et (x,y) — f(x) est continue par composition.
Comme I' = g7 ({0f}), T est fermée dans A x F.

(ii) Soit (ay,) une suite d’éléments de A convergente dans A et a sa limite. La suite
u = (f(an)) est & valeurs dans C' compact et donc ensemble A(u) de ses valeurs
d’adhérence est non vide.

Soient £ € A(u) et ¢ : N — N strictement croissante telle que f(a,(n)) — L.

(ay(n)), suite extraite, converge vers a, donc ((aw(n)),f(aq,(n))) converge dans
E x F vers (a,f). Comme I' est fermé dans A x F, il existe IV fermé de E x F
tel que I' = IV N A. Or, pour tout n €N, ((aw(n)), f(a@(n))) eIl c I fermé, donc
(a,?) appartient & TV et méme & TV N (A x F), d’ott £ = f(a) et A(u) = f(a).

La question a. appliquée & u suite de C' compact montre que u converge vers f(a),
c’est caractéristique de la continuité. Donc f est continue.
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7. Montrons d’abord que A(u) est contenu dans ’ensemble des points fixes de f.
En effet, si ugmn) — ¢, par continuité de f, tp(n)+1 = f(Upn)) — f(). Or

N(uw(n)ﬂ — uw(n)) — 0 par hypothese, donc f(¢) = ¢.

A(u) # 0 car A est compact. Donc A(u) est un intervalle de R d’aprés 5. Si

a1 et ag sont deux valeurs d’adhérence de u, a; < ag, alors [a1,as] C A(u).
aq + as

Comme € A(u), il existe ng € N tel que up, € [a1,az]. Mais alors u,, est

un point fixe de f. Donc la suite est stationnaire et ne peut avoir qu’une unique
valeur d’adhérence ; d’ou1 la conclusion, avec la question 6.

8. a. Comme on I'a vu dans V.2., pour tout n € N*, ||| < ||f]|™
Donc : Vn € N*,0 < u,, < || f]|- La suite réelle u étant bornée, A(u) # 0.

bo[[f = 17 < ™A = ()™ < (ug) ™ AT = (ug)" I
D’ou I'inégalité demandée.
c. Soit ¢ € N*. Pour tout n € N*, par division euclidienne, on déduit 'existence de

(m,r) € N®tel quen = mg+rou 0 < r < gq. SoitM:max{(M) Oéréq}-
Ug

D’aprés (%), on a : Vn € N* u,, < u, M/

Si a est valeur d’adhérence de u et si (u,(,)) est une suite extraite de u qui converge
vers a, I'inégalité précédente donne : Vn > 1,u,(,) < qul/“’(").

D’oli a < uq par passage a la limite.

d. Supposons que la suite u possede deux valeurs d’adhérence a et a’ distinctes,
avec a < a’. Comme a' € A(u), il existe ng € N* tel que |a@’ — up,| < ¢’ — a.

D’ott a < up, ce qui contredit 8.c). Donc A(u) = {a}. D’apres 6. la suite u étant
a valeurs dans [0, || f||] qui est une partie compacte de R, elle converge vers a.

e Morphismes continus entre les groupes multiplicatifs GL,,(C) et c*.

On suppose donné un entier n > 2 et l'on se propose de déterminer
Pensemble noté G des morphismes continus entre les groupes multiplicatifs
GL,(C) et C*. On suppose donné un élément ¢ de G.

On rappelle que, si A€M, (C) et o€ C*, alors det(A) = a si, et seulement
si, il existe des matrices de transvections Ty, ..., Tn telles que :

Ty...TyA = Diag(l,...,1,a)

1. Montrer que toute matrice de transvection T s’écrit T = A"'B~'AB ou
A et B sont des matrices de transvection si n > 3, ol A est diagonale et B
matrice de transvection si n = 2.

2. Déterminer ¢(T) si T est une matrice de transvection.

3. Soit f un morphisme continu entre les groupes (R, +) et (C*, x).
Montrer l’existence d’un nombre complexe « tel que f soit solution de
Péquation différentielle y' = ay et expliciter f en fonction de .

4. a. Déterminer les applications f1 : R — (C*, t— w(Diag(l, ey 1 et)) et
fo:R—=C*, 60— @(Diag(L e 1,ei9)).
b. En déduire I’ensemble G.
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Solution
1. Supposons tout d’abord n > 3. Si T = I,, + AE™J on choisit k €[1,n] \ {i,j} et
I'on pose A =1, — E¥Ii B =1, + \E".
AT'BTYAB = (I, + E®)(I,, — AE"®)(I,, — E®9)(I,, + AE"F)
= (I, + E®I — XE"F)(I,, — EM + AE"")
=1, — EM £ \EVF 4 BRI \EYF L AEY =T,

-1 -1
. 7 0 1 p 1 0 1w\ (1 2up
Sln—20na(0 —i) <0 1) (0 —i)(O 1>—(0 1)etd0nc,

toute matrice de transvection s’écrit A" B~1AB.

2. En écrivant T = A7'B71AB, on a ¢(T) = p(A)"1o(B) 1p(A)p(B) = 1 car
((C*, X) est un groupe commutatif.

3. Soit F': z +— f primitive de f nulle en 0, on a F’(0) = f(0) = 1 et donc il
0
existe xg €]0, 400 tel que F(xg) # 0.

Zo

Pour un tel zg, si y€R on a /0 fE+y)dt = f(y) /Ozo f@®)dt = f(y)F(xo).

Zo y+zo
Le changement de variable u = t 4+ y prouve que / flt+y)dt = / f(u)du
0 Y

et donc f(y) = F(i ] /lﬁ-wo f(u) du, ce qui prouve que f est de classe C! avec
0/ Jy
fy) = Iy +;(ng0; 1) = f(;f(();o_) ! fly) et a= f(;(()g)co_)l convient.

Comme f(0) =1 on en déduit que, pour tout t €R, f(t) = e,

4. a. Si A€ C, t — Diag(1,...,1,e*) est un morphisme continu entre les groupes
(R, +) et (GL,(C), x) donc, par composition, f; et fz sont des morphisme continus
entre les groupes (R, +) et (C*, x).

Soit (a, B) € C? tel que pour tout (¢,0) €R?, fi(t) = e* et fo(t) = Y.

Comme f, est 27-périodique on a 1 = fo(27) = €™ et donc B €iZ; posons
B = ik, alors, pour tout 8 € R, fo(0) = €9,

b. Soit A€ GL,(C), écrivons T3 ...TyA = Diag(1,...,1,a) ou T1,..., Ty sont

des matrices de transvections et o = det(A) = pe'? avec p €0, 400 et € R.

On a p(A) = o(T1)...o(Tn)p(Diag(l,...,1,pe")) = fi[In(p)] f2(6) dapres la
question 2.

Par suite ¢(A) = e Pkl = poeikd — po—k(peif)k — | det(A)|7 x [det(A)}k ol
l'on a posé v = a — k.

Réciproquement, si (v,k) € C x Z, comme le déterminant est un élément de G,
Papplication A — |det(A)|” x [det(A)] " est un un élément de G.

Donc ¢ € G si, et seulement si, il existe v dans C et k& dans Z tels que, pour tout
A€GCL,(C), p(A) = [det(A)" x [det(4)]".
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Dans tout le chapitre, on suppose que (E, N) est un K-espace vectoriel normé
de dimension finie, avec K = R ou C.

Toutes les normes sur E sont équivalentes et la plupart des propriétés énoncées
seront indépendantes de la norme choisie.

I. Généralités

A. Séries vectorielles

1. Définition

Soit (un)nen suite d’éléments de E. On appelle suite des sommes partielles
n

la suite de terme général S,, = Z ug. On appelle série de terme général u,,
k=0

le couple ((uy),(Sy)). On dit que la série de terme général u,, converge si,

et seulement si, la suite (Sy,,), converge, sinon elle est dite divergente. En

cas de convergence, le vecteur S = hm S, est appelé somme de la série et,

pour tout n € N, on définit le reste de rangn, R, =5 —9,.
oo
Notations : > u,, désigne la série de terme général u,, E U, S& SOMmMeE en cas
n=0
de convergence.
Remarques

1. On ne modifie pas la nature (convergence ou divergence) de > u,, en modifiant
un nombre fini de ses termes car on ajoute une constante a S, a partir d’un certain
rang, la convergence de la série associée & (up)n>0 équivaut donc a celle de la série
associée & (U )n>n, Sl no est un entier fixé. C’est pourquoi, dans tout ce chapitre,
on ne traitera que le cas d’une suite (u,,),, définie & partir du rang 0, le cas général
s’y ramenant. Par contre les exemples pourront utiliser une suite (up)n>n,. On

notera alors la série (Z un)

n}'no.
o0
2. Si > u,, converge alors, pour tout n€N, on a R, = E up —— 0.
k=n—+1
3. Toujours en cas de convergence, comme u, = S, — S,_1 = R,_1 — R,, pour

n > 1, il y a convergence vers 0 de (up)n.
2. Définition

| On dit que > u,, diverge grossiérement si (un), ne converge pas vers 0.
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Remarque
La grossiere divergence est une condition suffisante de divergence.
3. Théoréme (transformation suite/série)

| Une suite (ay,), converge si, et seulement si, Y (any1 — an) converge.

Démonstration
n—1

Le résultat est immédiat puisque Z(akH —ag) = a, — ag par télescopage. O
k=0

B. Structure d’espace vectoriel

1. Théoréme
L’ensemble des séries convergentes d’éléments de E est un K-espace vectoriel

o0
et application > u, — Z uy, est linéaire, autrement dit si Y u, et Y v,

convergent, si A € K a]ors Z()xun + vp) converge e et 'on a :

Z()\un+vn)—)\2un+2vn

n=0 n=0 n=0

La démonstration de ce théoréeme est une conséquence de la structure de K-espace
vectoriel de I’ensemble des suites convergentes d’éléments de FE.
Remarques
1. Si AeK* alors > un et > Auy, sont de méme nature.
2. Si )" uy, converge alors Y vy, et Y (uy, + v,) sont de méme nature,

L SN+ Y + 1) divergente,
3. Si Y u, et Y v, sont divergentes on ne peut rien affirmer a priori quant a la
nature de > (u, + v,) comme le prouvent les exemples ol v, = —u,, d’une part
et v, = u, d’autre part.

2. Théoréme (séries composantes)

Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie p et (ex)req1,p] une base
de E. Si (un)nen est une suite d’éléments de E et (uy, i )nen pour k € [1,p],
les suites composantes (définies par u, = uUp1 €1 + -+ + Up pep), la série
> u, converge si, et seulement si, les p sérjes composantes convergent.

Dep]us:iun—z (Zunkek> :Z (Zunk>ek

n=0 n=0 k=1

Démonstration

11 suffit d’appliquer & la suite (S,,) un théoreme de convergence des suites & valeurs
dans un espace vectoriel de dimension finie. O

Cas particulier des séries a termes complexes

> u, converge si, et seulement si, Z Sm(uy,) et Z Re(un,) convergent

De plus, en cas de convergence, Z Re(up) + i Z Sm(un) Z U -

n=0
Compte tenu des propriétés ci-dessus, étudier une série a termes dans un K-espace
vectoriel de dimension p revient a 1’étude simultanée de p séries a termes dans K.
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3. Convergence absolue

3.1. Définition

| On dit que Y u, est absolument convergente si Y N(uy) est convergente.

3.2. Théoréme
Si > uy, est absolument convergente alors Y u,, converge et I'on a 'inégalité

N( > un) < Y N(uy). La réciproque est fausse.
n=0

n=0

Démonstration

Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie p et (ex)req1,p] une base de E.
Si (un)nen est une suite d’éléments de E et (uyn k)nen pour k € [1,p], les suites
composantes (définies par w, = u,,1€1 + -+ + Uy pep), avec la norme Ny, on a

Noo(up) = Jnax. [tn,i], on a Vi €[1, ], |un,i| < Noo(un).

Si Y u, est absolument convergente, on déduit de I'inégalité précédente que les p
séries Y |uy ;| convergent. D’apres le cours de MPSI, la convergence absolue dans
K implique la convergence, d’ou la convergence des p séries > u, ;. On conclut
avec le théoreme B.2.

Comme contre-exemple de la réciproque on dispose de la série alternée

-H" 1
Z (n—i—)l qui converge alors que Z ] diverge. O

C. Compléments sur les séries numériques

1. Sommation de relations de comparaison

1.1. Théoréme
> vy, désigne une série a termes positifs, >  u, une série a termes complexes
vérifiant u, = O(vy).

n— oo

[e.e]
(i) Sid> v, converge alors y, u, =

0o
k=n n— =

(kz vk).

n

)
(ii) Si > v, diverge alors Y up = O( > vk).
k=0 k=0

n—oo

(iii) Résultats analogues si I'on remplace ’hypothése «u,, = O(v,)» par
n— oo
Cup = o(vr)» , Cuy, S Un
Démonstration

(i) > up est absolument convergente. Puisque u,, = O(v,) il existe M > 0 et
n o0

N
no € N tels que, pour tout n, n = ng = |u,| < M|v,]|.

o0 (&) &)
Alors, sin > ng, | > uk’ < Y Juk| < M D v d’ott le résultat.
k=n k=n k=n

(ii) Avec les mémes M et ng, sin > ng on a :
n no—1 n n
> Uk‘ < Y Jug|+ M >, vp=C+ M > v, ou C est un réel.
k=0 k=0 k=no k=0

n n
Comme > vy, — 400, ona C = O(ka>.
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n n
’ > uk’ < 2M 3 wg, ce qui est
k=0 k=0

< n

A partir d’un rang ny > ng, C < M Y vy puis
k=0

le résultat annoncé.

(iii) Si up, = o(vy), en remplacant M par € on obtient les mémes conclusions
n—oo

que dans (i) et (ii) en remplacant O par o.

Si u, —— vy alors u, —v, = o(v,) et Pon peut donc remplacer O par ~ dans
n— oo n—oo

les conclusions de (i) et (ii). O

1.2. Application au théoréeme de Cesaro

Si Yy, est une série a termes positifs divergente et (8,)n est une suite
n

> o

. (1 k=0
complexe convergeant vers (3, alors la suite de terme général ———

> ak

k=0
(définie a partir d’un certain rang) converge vers 3.
Démonstration
OnafB,—8 = o(l)dotua,(fn—8) = o(a,),leshypotheses du théoréme sont
n—oo n—oo
n n
vérifiées avec (un,vn) = (n(Bn — B),am), Aot : > ar(Br — B) = 0( > ak>
k=0 noo N k=0
n
n n n Z akﬁk
soit > arfr — B Y. ap = o( > ak> puis % =08+0(1).0
k=0 k=0 k=0 S ay,
k=0
1.3. Application aux séries de Riemann
o0 n
) 1 o dt ) 1 " dt
S1a>17zk—an:go/ o et sia<l1, ]?an;\go/ o
k=n " k=1 1
Démonstration
n+1
Si on pose vy, (a) = / 7o pourn > 1, la série > v, () est & termes positifs.
1 1
vp(l) =In(n+1) —In(n) =In (1 + E) e

Sia#l,u,(a)= ai : [nal_l _ = +11)a_1} = oz 11)71(’“_1 {1 — (1 + %)1_(1]

— L’application du théoréeme précédent permet de conclure. O

Donc v, (o) —— o

I1I. Exponentielle d’un endomorphisme, d’une matrice

1. Théoréme et définition

Soit E est un espace vectoriel de dimension dinie. Pour tout u élément
n

de L(E), la série de terme général — converge dans L(FE). Sa somme est
n

appelée Pexponentielle de u notée éxp(u) ou e,

Démonstration

Le cas u = 0 étant évident, supposons u # 0.
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Les normes étant équivalentes sur espace vectoriel de dimension finie L(FE),
utilisons la norme || - || sur £L(F) définie en V.2 du chapitre précédent. Par une

[l
n'

, . L1 *
récurrence immédiate, pour tout n€eN",0 < ’

= «,. La série
un

«,, converge d’apres la régle de d’Alembert. Par comparaison — converge
’ |
n!

absolument donc converge car L(E) est de dimension finie. O

2. Théoreme
Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si u et v sont deux éléments
permutables de L(E), alors exp(u)o exp(v) = exp(u + v).

Démonstration (non ezigible)
uP vl u+o)"
Notons Un:Z—,V Z 1D SYT T G LD
p= 0 r=0 pt+g=n
el IR o (1[5
d’apres le bindme de Newton. Notons encore U}, = Z — V., = Z — et

+ n
M, enfin I, = [1,n]* et Jn, = {(p,q) € N*|p+q <n}.
n:

u? vt [[ul[? v]|?
[UnoVi — Wi|| < H 3 HOEH < ¥ T = UV
(P;Q)GIH\JH (p7‘I)€In\J7L

Comme |[Jul], ||v]|, ||u+wv]|| sont des réels, on déduit des propriétés de ’exponentielle
réelle, que : U}V, —— exp([ull)-exp(o]}) et W, —— exp([lu] + o]

W), =

Donc U},.V, — W! —— 0. 1l sensuit que U,oV,, — W,, —— 0 par en-
n—oo

n—oo
cadrement. Comme les suites (U,,), (V,,) et (W,,) convergent respectivement vers
exp(u), exp(v) et exp(u + v) et comme l'application (u,v) — wov est bilinéaire
continue, le théoreme est prouvé. O

L’application de ce théoréme au couple (u, —u) donne :

3. Corollaire
Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si u€ L(E), exp(u) est
inversible et a pour inverse exp(—u).

4. Exponentielle d’une matrice

4.1. Théoréme et définition
Ak
Soit A ume matrice de M, (K) ou n > 1, La série de terme général i
converge dans M, (K). Sa somme est appelée I’exponentielle de A notée

exp(A) ou e,

Démonstration

Il suffit de prouver existence sur M, (K) d’une norme N telle que, pour tout
A, BeM,(K), N(AB) < N(A)N(B) pour n’avoir qu’a reproduire la démonstration

de 5.1. Or la norme N’ : A = (a;;) — max la; ;| ie. la norme Ny sur
' 1<i,g<n

Pespace vectoriel de dimension finie 91, (K) rapporté & sa base canonique vérifiant
N'(AB) < nN'(A).N'(B), la norme N = nN’ convient. O
En procédant de méme a partir du théoreme 2 on prouve le théoreme suivant :
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4.2. Théoréme
Si A et B sont deux éléments de M, (K) qui commutent, e
A est inversible et a pour inverse e~ 4

ATE — A B,

Contre-exemple : U = M2,V =M1 =>U+V = <(1) (1)> = U+V)?=
2% _ 21 _ sonu+v _ (ch(l) sh(1)
Donc (U+ V) =L et (U4+V) =U+V.Dolue = (sh(l) ch(1)

2
11

el +e ! el —et > 1
h(l) = = t sh(1 P .
ch(1) 2 Z .es )= ;(%H)!

Ces notations seront Justlﬁees dans le chapitre « Séries entieres » .

alors que eV.eV = (L +U) (Il +V) = ( ) Nous avons noté :

EXERCICES

n
1
1. Montrer que (u,) définie par u,, = Z exp(i) — n, converge vers In(2).
— n+k

On pourra utiliser, aprés Uavoir prouvée, l'inégalité suivante :

VreRy,0<e” —1—-2< %em. Nature de la série > (u, — In(2)).

On notera que : 1In(2) — u, = Z (up — ug—1)-
k=n-+1

2. a. Etudier la suite (up,) définie par ug € R et upt1 = up + €7 %n.

b. Montrer que si une fonction f définie sur [0,a[,a > 0 est telle que :
f(x) =z - az®Tt + o(z**1), olt @ # 0, alors il existe v € R tel que :

(f(@))" =27 — L e R™.
z—0
c. Application : prouver que u,, ot In(n). On pourra poser x, = e~ .
1
d. On Pose y,, = — — n. En considérant y,,+1 — yn, trouver un développement
x

n
asymptotique de u,, a deux termes.

e. Poser de méme z, = ... pour aller plus loin. On pourra utiliser :
In(n+1) In(n) In(n)
n + 1 n n—o00 n2

3. a. Btudier (u,) définie par un41 = u, 4+ u2 et up € R%.
b. Montrer que (v,) définie par v,, = 27" In(u,,) converge. Soit a sa limite, montrer

que a > 0 et u, —— exp(2"a).
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Mont !
C. ontrer que VUp41 — Up oo W oo

1
- En déduire u,, = exp(2"a) — 3 +o(1).

2
4. Soit, pour n > 1, S, —ZZ If - Montrer que S, n_>oo3(1—ln(2))n3
q

p=1g=1
On pourra examiner Sy, — Sp_1.

n1 U 1
5. S e N, =1 (£) ) Lo
PYERT, tn = n/ \/n Up41/ n—oo 12n(n—|—1)+ (n )

En déduire un développement asymptotique de n! en utilisant le théoreme de
Stirling.

> montrer In (

n
6. Donner un équivalent de Z e~ VIn(k) quand n — oo.
k=2

7. Si (u,)€CN vérifie upy1 = o(uy,), montrer que . u, est absolument
n—oo

convergente et que E Uk o, Un-
k=n

s . . - " (—1)k
En déduire la nature de la série de terme général n! [( Z ) (Z X -1
k=0 k=0

Gl

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Soit z > 0. L’application du théoréme de Taylor-Laplace & la fonction ¢ ~ ef
xT
sur [0,z] donne : e =142 +/ (z —t)e'dt.
0

T 2
Comme, pour t € [0,2],0 < (z —t)e! < (z —t)e” et / (x —t)dt = %7 on déduit
0

$2

de I'inégalité de la moyenne:()ge”—l—xg?e”.
1
1 1 entk e
Donc : V& € [1,7],0 < (—)f _ < <-°.
one [1.n] Pk n+k = 2(n+k)2 T 2n?
1 e 1
D,\a. 2]—70< n <7P n — :
oll, si n U kgln+k 0sons v ,éanrk

Comme v, —— In(2) (¢f. sommes de Riemann), on déduit du théoreme
n—oo
d’encadrement que la suite (u,) converge vers In(2).

(1) o (1) e (1)
Uy — Up—1 = € e — ) —e —)—1.
! P 272171 P 2n P n

Ore® = 1+x+%+0(z3). Donc :

x—0

Solutions
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Cw = ;,L+l<#,i>+o<i)
Un L e -1 2n 2(2n—1) An? n3

! —i<1 i)fl Ll +O( 1) et P S i+0<i)
2n—1 2n 2n n—oo 21 4n?2 (2n — 1)2 n—oo 4n? n3

1
Donc : up — Up—1 = O( 3) Du théoreme IV.D.1. et de son application aux
n—o00 n
- . P 1
séries de Riemann, on déduit que Z (up — uk—1) = O(—Q)
n—oo n
k=n-+1
N+1
Par télescopage des termes on a : VN > n, Z (ug — Uk—1) = UN+1 — Up-
k=n+1
1
Comme lim(u,) = In(2), on a : In(2) —w, = O(—Q) D’olt la convergence
n— oo n

absolue et donc la convergence de la série de terme général (In(2) — wuy,).

2. a. L’application ¢ : R — R,z +— x 4+ e~ est définie et continue sur R. Donc
la suite (x,,), est définie, & valeurs réelles, et si elle converge, alors, £ = ¢(£), ce
qui équivaut & e=* = 0 et est impossible. Donc (), diverge. Comme elle est
croissante, sa limite est +oo.

b. Si x>0, (f(:z:))’y —a¥=x" [(@)W - 1} o 27 [(1—~az® + o(z*)) —1]. Donc
(f(x)" —a7 = —ayz?* +o(z7F). Do (f(z))” —a” —aa £0siy=—

x

c. Silon pose x, = e~ alors 11 = f(x,) avee f(z) = xe™ = r—x?+o0(z?).
T

L’application de b) avec a = 1 = «, donne : x;il -zt —— 1.

n— oo
Or x;}rl -zl — o1 et la série a termes pos1t1fs égaux a 1 diverge on déduit
de TV.D.1. que z;' — 25" — n. Comme 2;° = o(n), on a ;! — n. Or
n—oo n—o00 n—oo
uy = —In(z,), donc : u, —— In(n) (cas particulier de la fonction In).
1 efEn — 1
d. Ynt1 — Yn —an gl—lz(f(xn)) —rt—1= . -1
e’ —1 r  a? 9 Tn
Comme — . 1+§+F+O(CE ),on a: Ynir — Yn e g
1 1
D’aprésc),ona: yni1—Yn —— nSoo 3y, > 0. La série (Z E)nEI étant divergente, On
1
déduit de IV.D.1. et de son application aux séries de Riemann : y,—y1 ——- 3 In(n).
. 1 .
Comme vy = o(In(n)), on obtient : y, S In(n). Autrement dit,
1 1 1 1 | -1
Pl n+ 5 In(n) + o(In(n)). Donc z, i {1 + 112(:) + o( nr(zn)ﬂ .
1 1
D'ou : u, = —In(x,) = In(n)+ In(n) + o(M)-
) n—00 2n n ) )
e. Sizp =yYn — 5111( n), 2adors Zn;—l — Zn = Yn+l — Yn — §ln (1 + E)
1/1 1 1
Znil = Zn = % + %L —0—0(%) - 5(% — 2n2> —l—o(n ) ¢f. un calcul de d).
1 In(n) In(n) 1 9 1 In(n)
Orxnn_—woﬁ o2 —|—0( 32 )etxnnﬁmgﬁxnnémﬁn__)mo( 3 )
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In(n)

n2

In(n)
Donc 2,41 — 2p, vl in? —|—0(

1
ou g(z) = Lg(cm)
fonction g dérivable sur ]0, +oo[ justifie 'existence de ¢ € |n,n + 1] tel que :
1
g(n+1)—gn)=(Mn+1-n)g'(c). Comme ¢'(x) - nx(f)
In(n)

n2
g(n) —— 0= (g9(n+ 1) — g(n)) converge. Donc Y (2,41 — 2,) converge et
n— oo

o5 1 (9041~ g(m)

- En effet, le théoreme des accroissements finis appliqué a la

)- Donc 2,41 —

» on déduit du cas
r—+00

particulier de la fonction In, que : g(n + 1) — g(n) —< —

par le critere suite/série, la suite (zn) converge vers A € R. On déduit de IV.D.1.
oo

)\_Zn:Z(Zk+1_Zk ). oot Z (k+1)— (k)):—@
k=n
Domczn:——n—M = )\+1n() (M)

Tn 2n n—oo 4n to n
U, = — In(zy,) = In(n) +In [1 2( n) +2+%+0(lnn(7?))]
In(n) N A In?(n) n In(n) +O(ln(n)>.

2n n 8n? 4n? n?

Dou:u, = In(n)+
n—r oo

3. a. Posons f : Ry — R, 2 — x+22. Comme f(]0,+oo[) C]0,+o0[, la suite (uy)y
est bien définie et a termes strictement positifs. Elle est strictement croissante,
puisque Up41 — Up = un > 0. Si elle convergeait vers ¢, f étant continue, on aurait
= f(£) ie. £ =0, ce qui est impossible puisque 0 < ug < £ ((u,) étant strictement
croissante). La suite (u,) étant croissante et divergente, on a : liTILn(un) = +00.

b. v, = 27" In(u,,) est défini car, pour tout n € N, u,, > 0.

1 1
Upp1 =2"""1In {ui(l + —)} =v,+2 " 1ln (1 + —) (%)
Unp, Unp
In étant strictement croissante et concave, on a : Vo €]0,400[,0 < In(1+z) <z
1 1
Donc : Vn € N,0 < vp41 — vy < == < TEST™ (%x)

car (u,) est croissante. Par comparaison & une série géométrique convergente
327" la série Y (vn41 — vn) converge et d’apres le critére suite/série, la suite
(vn)n converge vers a € R. Notons que a > 0. En effet, de (%x) on déduit que
(vn)n est croissante, d’olt v,, < a pour tout n et de lim(u,,) = +00, on déduit qu’a
partir d'un certain rang p, u, > 1, donc v,, > 0 pour n = p.

Montrons que 2™(a — v,) —— 0, pour prouver que : exp(2”a) —— exp(2™uy).
n—oo n—oo

Rappelons au lecteur étudiant que e™ — eV <= lim(x, — yn) = 0 et que
Yaca M — Tn YUn
I'assertion (xn oo Un = e e ) est une erreur grave.

n—oo
(k) = VEEN, 0 < vpy1 — v < iy,
La suite (u,) étant croissante, on a : Vk > n, 0 < vppr1 — v < ﬁ
Les deux séries > (vpy1 — vg) et > 27%~1 convergent, donc :

- I — 1 1
O<a—vn:Z(vk+1—vk)<aZW=m- (% % %)

k=n k=n

Solutions
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1
Donc : ¥n € N,0 < 2"a — 2"v,, < —- D’ott 2"(a — v,) — 0 et le résultat.
n—oo

n

1

K p — .
c. D’apres (), vn+1 — Un o e

- o0
Ora—u, = Z(UkJrl —Vg) = Unt1 — Up + Ry o Ry, = Z (Vkg1 — Vg)-
k=n h=nt

) p !

D’apres (x**), 0 < R, < g, o 0(m> car
2 . p— = -, an+1.. '
Un+1 55 n— 00 Up, = Un+1 E} 0. Donc : a Un n—o00 2n+1un N 0<2”+1un>
1

s _ n. . -

Dot : In(uy,) = 2"q S (1 + (1)))
1 1+ol
exp(2™a). exp [— L()} S, &p(2"a) {1 a L()}
2y, n—00 2un

2n 1
Donc u,, — exp(2"a) —M(l +0(1)) —— 3 d’apres le début de c.

n— 00 2U, n— o0
D’ou le résultat.

n—1 n—1

n n n

4.5, —Sn-1=—+ E P + @ En effet les trois termes correspondent
2 “pt+n il +n

aux éléments tels que p = ¢, puis ceux tels que g =n et p € {1,...,n — 1}, enfin

ceux tels quep:netqe {1,...,n—1}.

n—1

P n
Sn = Sum1 = 5 +2n Z —+2n2(1—p+n)
n—1
STL_Sn 1—§—|—2n(n—1 —2n22p+n
n—1 1 1n—1 1
Orz =— 5 — In(2) cf. sommes de Riemann. Donc
p+n n :11—‘,-% n— o0

p=1 P
Sp—Sn—1 = 2n(n—1)+ 5 D on? In(2) +o(n?) de. Sp—Sn_1 el 2n%(1—1n(2)).
S"n? est une série a termes positifs divergente. On déduit de C.1. que :

= - 1)(2n + 1
Sn — Sn_1 n/—TSoZkQ' Ceux qui savent que Zk2 = n(n+1D@2n+1)

k=1 k=1 6
utiliser ce résultat pour conclure. On peut aussi montrer, en utilisant la fonction

croissante f i [0,400[— [0,4+o0[,t — t? et la remarque 2. de IL.C.1. que

pourront

n

Z k2 — t2dt et conclure.

5. In(u,) = In(n!) +n — (n—|— %) In(n) d’or In (Uu+1) = (n—|— %) In (1—|— %) -1,

n (uzil)n—:mo(n—i_%) l:i—Q:LQ_FSnj 4n4+0(n )]n—>ool2( %)4—0(%>
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C 1 1{1+1}71 ! 1+0(1) tré
omme —— = — = = = - = —)» on a montré que
n(n+1) n? n n—oo m?  nd nt)’ d

U 1 1
() = ey -0
Upt1/ n—oo 12n(n+ 1) nt
Comme E oy est une série a termes positifs convergente, par théoreme :

oo

Zl <Uk+1> n—oo 12 Z k( k;—l—l) +O<,;Lk14>'

On sait, d’apres le théoreme de Stirling que Z In ( Uk ) = In(u,) — In (\/ 271')7
k=n

Uk+1
oo

> 1 1 1 1 1 1
—_— _—— = — t _— 7{7d7 U
quegk(k+1) ;(k k+1) n ¢ queglk‘l oo 3y’ ¢ M

In(uy,) D In (\/T) + . + O(%) puis uy, = V21 exp [% + O(nig)]

12n
1 1
soit encore u,, = V2 [1 + Ton + — 9882 + O(rﬁﬂ et enfin :
nl = (ﬁ)”m I +O(i) :
“nooo \e 12n ' 288n2 n3

1
6.0Ona: = e~ In(n) — 0( —Vn(n) ) donc Ze VIn(k) s 4 5o car la série

a termes positifs > e”V () diverge.
oy 1
Si z,, = ne~ V(" alors Tpil — Ty = NE- In(n) [(1 + *)672" — 1} ou 'on a posé
n

In (1-|— %)
e VIn(n) )

\/In(n)+In (1+1) _1}
In(n)

Zn=v/In(n + 1)—+/In(n) =\/In(n) [

1
et donc z, = 0(7>~

n—oo n

S 1
Par suite ©,11 —x, = ne” In(n) {(1 + 7>e ( ) — 1] o€ ln("), et par le
n n oo

e el

théoreme de sommation des relations de comparaison, on a :

n n

§ —+/In(k) __ 2 _ o o —+/1In(n)
€ n—00 ('Tk"'l xk) oo Tntl n 55, ME :

k= k=2

7. La relation w,y; = o(u,) montre, c¢f. cours que, pour tout ¢€]0,1][,
n— 00

u, = O(q") et donc, en particulier, Y u, est absolument convergente.
n—oo

Posons, pour tout n €N, v, = |us| — |unt1], alors v, —— |uy| et, par 1.C.4.1.

o0 o0

D el D v =lunal = oun).
k=n+1 k=n+1

(oo} [e.e]
Donc Zuk =u, + Z up = Up+ ouy,) car Z u| < Z |ug]
k=n+1 nree k=n+1 k=n-+1

En définitive E U —— Up,
n—0oo
k=n

Solutions
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1 1 — 1 1

En particulier m P O(H) montre a la fois que k_;_l 71 5o m et
o~ (=D (= ito -

que k;ﬂ T noee (41! - Par suite :

n n ok —1)ntt
kZ_o;!XZ( . [ ey “’(<n+11)!)} F e “((“il)!)]

k=0
"1 (—1)* 1 1 -
ou encore ; o 2 = 1= CE] [; +(-1) e} + 0(

<1>n<ekio ’:'> <,; (_kl!)k> o

(=1)"e
n+1

L
[]= ¢

)

Alors o, = n!

n—oo _’n,+ 1

! [1 + (—1)"“6} +o<%)

(&

1 . . .
d’ou oy, — —— qui est le terme général d’une série a termes négatifs
en

divergente alors que est celui d’une série convergente, donc Y a, diverge.

TRAVAUX DIRIGES

¢ Réegle de Raabe-Duhamel

1. Soit u, le terme général d’une série a termes strictement positifs. On
Un+1

@
suppose qu’il existe a« € R et v, € R tels que : 1——+wv, ou
n

n n—r oo

> |vn| converge.

K
Montrer qu’il existe K € RY, tel que uy, w00 o

On pourra étudier la série de terme général an+1 — an 0t a, = In(n%u,,).

2. Application a I’étude des séries > u, ot a > 0 :

24....2n
a. Uy =
35 (2n+1)
nn!
b. u,= ’
" (a+1)...(a+n)
c. up =n "nle”.
U @ @
3. On suppose qu’il existe a € R tel que : i R P 0<7>~
n N—00 n n
a. Montrer que la série Y u,, converge si « > 1 et diverge si a < 1.
1
b. Examiner les cas ol = ——— et ot = ="
xaminer U Up () T un = 3 In(n)

Conclure.
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Solution
1. Si nous montrons que la série de terme général (a,+1 —a,) converge, il en sera de
méme de la suite (a,) vers L € R et, de la continuité de la fonction exponentielle
nous déduirons l'existence de K = lim(n®u,) = exp(L) > 0.

1 U 1 «
Gp+1 — Gy :aln(l—l——) +ln 2L = aln(1+—) +ln(1— ——|—vn)-

n n n

U, n—o0

Or In <1+%> = g4—%0(1) et In <1—%+vn) = —%+vn+<—%+vn>20(1).

n—oo N n
1 Up, 9
Donc : api1 — ay = Ut EO(l) + ?O(l) + (v,)°0(1).

o0
Pour n > 1, [vn] < |vn| et > |vpn| converge ; donc Z [vn] converge.
n n

Comme 3 |v,| converge, |v,| — 0, donc (v,)? = o(vy,); donc > (vy,)? converge.
n— oo

En tant que somme de séries absolument convergentes, > (an4+1 — ap) converge
absolument donc converge. D’ou le résultat.

1 U
2. 11 suffit d’effectuer des développements limités en — de —ntl,
n Unp,
Untr o _ L (L) ot — ~
a. On trouve w e 1 o + 0 3 Dot up —— NG et Y uy, diverge.
Up41 a—1 1 N .
b. Z—: o 1-— - + O(ﬁ) D’ou u, v et Y u, converge si, et
seulement si, a > 2.
Up+1 _ 1 1 N .
c. T = 1+ o + O(ﬁ) D’ou u, e Kv/n et > u, diverge.
Notons qu’avec le théoreme de Stirling, on prouve que K = /2.
1 V. 1
3. a. Posons v, = -3 Ona: "1 = 1- é +0(—)~ Donc
n Vp N—00 n n
u v -« 1
ntl _ Unt1l  _ p —|—0<—>. (%)
Uy, Vp n—oo M n

. .. N Up+1 Un+1

e Si a > 1, choisissons § €]1,af. D’aprés (), pour n assez grand ol ol
Un Un

Du critere de comparaison logarithmique on déduit la convergence de 3 w,, puisque
la série de Riemann »_ v,, converge.

. .. N Un+1 Un+1
e Si o < 1, choisissons 8 = 1. D’apres (%), pour n assez grand ol Tl

Up, Up,

Du critere de comparaison logarithmique on déduit la divergence de > u,, puisque
la série de Riemann > v, diverge.

Uu 1 1
b. On vérifie que dans les deux cas R [ o(—) alors que les
Uy N—00 n n
1 1
séries de Bertrand et ———— sont respectivement divergentes et
Z nln(n) Z n?In(n) P &

convergentes.

En conclusion si @ = 1, on ne peut rien dire.
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e Développement asymptotique du reste d’une série de Riemann

o0
1
On se propose de donner un développement asymptotique de Ry = Z —
n
n=N
ou k est un entier, k > 2, on notera p un entier naturel.
1 1
1. Si @ > 0 donner un développement asymptotique de — — ———
n® (n+1)°

jusqu’a I'ordre O(T—M)'

n
2. Pour tout r dans [0,p + 1] on pose P, = (X +1)F*P X" — Xk+P(X +1).
Montrer que (X%, X*,..., X P=2 Py Py,..., Py1) est une base de I'espace
vectoriel Ryt o,[X].
En déduire D'existence et 'unicité d’une décomposition :

p+1 k+p—2
(X + 1)k+po = Z NP+ Z ,quj ot les A; et les pi; sont des réels.
i=0 j=0

3. Montrer I’existence d’un développement :

1< 1 1 of L
nk nvoo ,Zl Ui[n’”” C(n+ 1)k+i} + (nk+p+2)'

v I Vp 1
4. Montrer alors Ry Vo T TR T e +O(Nk+p+1)'

1
5. Donner le développement de Ry jusqu’a I'ordre O (m) si k=2.

Solution

1 1 1 1\«
L47_4447:471_6+,)
n® (n+1)> no n
o« ala+1)  ala+1)(a+2) 0 1
T opetl o opat? 6nots * (n“+4).

2. P, est de degré k+p+r—1, la famille étant échelonnée en degrés et de cardinal
k+2p+1, elle est libre dans l'espace vectoriel Ry 9,[X] de dimension k + 2p + 1,
donc base.

Comme (X +1)*PXP € Ry 9,[X], I'existence et I'unicité de la décomposition sont
immédiates.

p+1 k+p—-2
3. Ecrivons (n 4 1)F+Pp? = Z)\iPi (n) + Z p;m? et multiplions cette égalité
=0 j=0
par (n + 1)~ k+P)p=(+r) on obtient :
p+1 k+p—2

1 1 1 L
nk DN [nkﬂm T r el 2 (n + 1)ktpph+r—i
i=0 j=0
En remplagant p — ¢ par ¢ dans la premiere somme et en remarquant que tous les

)» il vient :

. 1
termes de la deuxiéme somme sont des O ( s
nk+p+2

I pA 1 1 of 1
nk noo Z p_i[nk“ a (n—l—l)’““} + (nk+P+2)'
i=—1
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P o)
. P v; 1 i
4. Par sommation on en déduit que Ry N Z NET +0 (Z W) soit
=—1 n=N
P Vi 1 l
encore Ry Nooo Z NEr T O(nk+p+1)'
i=—1
, 1 1 1 1 1 1 1 1
oty = oft o]
VOIS 03 S Yl nt 1 +h n? (n+1)2 + nd (n+1)3 + n®
et utilisons la premiere question :
1 1 1 1 2 3 3y 1 )
w0l s ) 8 e 0(5) ou
“ N 12 5 1
_ 2 = p=2 - = 4242 <_>
o + 28 0= 5¢Zn2N%ON+N2+6N3+O Rz
a—-36+3y=0 1= N

e Théoréme du point fixe et applications

1. Théoréme

Soit F' une partie fermée d’un espace vectoriel normé de dimension finie
(E,N) et f une application de F dans F contractante ie. lipschitzienne de
rapport k €[0,1].

Si a€ F on considére la suite (x,) définie par xo = a et, pour tout
neN, x,11 = f(x,). Montrer que cette suite converge et que sa limite
est I'unique point fixe de f.

Montrer que l’existence et I'unicité d’un point fixe de f subsistent si on
suppose seulement qu’une itérée de f est contractante.

2. Application a I’algébre linéaire

Si neN*, on munit Iespace vectoriel E = M, 1(C) d’une norme N et
M, (C) de la norme subordonnée || - ||, on considére un élément A de M, (C)
tel que ||A]| < 1 et un élément B de E. Montrer que le systéme linéaire
(3¥) X = AX + B est de Cramer et que sa solution Y est la limite de toute
suite (X,,) définie par Xg € E et VneN, X,,41 = AX,, + B. Montrer de plus
que :VneN, N(X,, -Y) < N (X1 = Xo) < A" N(X; — Xp).

’ 1— A 1—[|4]
3. Application a la géométrie

Déduire du théoréme de point fixe que deux droites affines d’un espace
vectoriel euclidien de dimension 3 ont une perpendiculaire commune et une

seule si, et seulement si, elles ne sont pas paralléles.

Solution

1. La série de terme général w, = z,41 — x, vérifie, par hypothese, pour

tout n €N, N(upt1) < kN(up) ot k€[0,1], et donc N(u,) = O(k"). Cela
n—oo

prouve que Y u, est absolument convergente donc convergente car dans un espace
vectoriel de dimension finie, la convergence absolue implique la convergence.
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Par suite (z,) converge et, comme f est continue, sa limite w vérifie f(w) = w.
Si w’ est un point fixe de f, alors N(w — w’) = N[f(w) — f(w')] < EN(w — ')
d’ott N(w —w') <0 de. w=uw'.

Si fP est contractante alors elle admet un unique point fixe que ’on note encore
w. Comme f et fP commutent on a fP[f(w)] = f[f?(w)] = f(w) et, par unicité
du point fixe de fP, on a f(w) = w. Tout point fixe de f étant aussi point fixe de
fP, f admet un unique point fixe.

2. L’application f : X — AX + B est définie sur ' & valeurs dans E et vérifie,
pour tout (X,Y)€E? N[f(X)— f(Y)] = N[AX - Y)] < ||A]| x N(X - Y),
donc f est contractante sur E espace vectoriel de dimension finie. Cela prouve
que (X)) admet une et une seule solution, donc est de Cramer, et que sa solution
s’obtient comme indiqué.

SineN, N(X,-Y) < N(X,, — Xp11) + N(Xp41 —Y) par inégalité triangulaire,
or N(Xp41 —Y) = N[f(Xn) — f(Y)] < [|A]] x N(X,, =), d’ou les inégalités
(1 — ||A||)N(Xn -Y) < N(X,, — Xpnt1) < ||A|"N(X; — Xo) car, si k > 1,
N(Xk+1 — Xk) = N[f(Xk) — f(Xk—l)] < ||AH X ZV()(]C - Xk—1)7 et, en divisant

N(Xnp1 —Xn) _ A"
par 1 — ||A] > 0, N(X, — V) < < N(X, — Xo).
1— A 1—[lA]l

3. Notons 6 I’angle entre les deux droites D et D', 0 < 0 < T

pour tout M € D notons M’ sa projection orthogonale sur D’ et f(M) la projection
orthogonale de M’ sur D qui est une partie fermée de 'espace. f est lipschitzienne
de rapport cos?(0) car, pour tout (M, N)e D2, ||f(M)f(NY| = cosQ(H)HWH.

D et D’ ont une unique perpendiculaire commune si, et seulement si, f a un unique
point fixe.

Si & = 0 les droites sont paralleles et il y a une infinité de perpendiculaires
communes car pour tout M dans D, f(M)= M.

Sinon f est contractante et il y a donc une et une seule perpendiculaire commune.

e Groupement par paquets

1. Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N. Si (u,,) est
une suite a valeurs dans E espace vectoriel de dimension finie muni d’une

p(n+1)—1
norme N, on lui associe la série de terme général v,, = Z U, -
k=¢p(n)
(oo} oo
a. Montrer que, si Y u,, converge, alors » . v, converge et Z Up = Z Up.
n=¢(0) n=0

b. On suppose que » v, converge, montrer que » u, converge dés que I’'une
pp q n y q n q

des deux conditions suivantes est satisfaite :
@(n+1)—1

(i) la suite de terme général Z N (uy) converge vers 0,
k=p(n)
(i) (uy) est a valeurs réelles et Yn € N, Vk €[p(n), o(n+1)[, (—=1)"uy = 0.
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2. Donner la nature de la série de terme général u,, Si :

N _1 Qn
a.un:J—a b.un:( ) ou o, = n
n n 3
—1)Lvnl
3. Si a€]0,1], étudier la nature de la série de terme général ~———— ot
n

|| désigne la partie entiére de .

Solution
n p(n+1)—1
1. a. Pour tout n €N, ka = Z uy, d’ou le résultat.
k=0 n=¢(0)

b. (i) Soit n€N, n > ¢(0). Comme ([¢(k),p(k +1)[),-, est une partition de
[¢(0), +00[ NN, il existe un unique entier p, tel que p(p,) < n < @(p, + 1).
Comme ¢ est croissante, n — p, l'est et, si elle était majorée par g, on aurait
[¢(0), +00[ NN C [0, (g + 1)], ce qui est absurde. Donc pj, —

n pn—1 Pn—1
On a Z Up = Z v + Z ug avec, si p, =0, Z v = 0 par convention.
k=0 k=¢(pn) k=0
n n o(pnt+1)—1
N< Z uk> < Z N(ug) < Z N (ug) — 0, > u, converge.
k=¢(pn) k=¢(pn) k=¢(pn)
p(n+1)—1 e(n+1)—1
(ii) Pour tout n €N, Z luk| = Z (=1)"ug = (=1)"vy, = |vg] — 0,
k=¢p(n) k=p(n)

on est ramené au (i).

2. a. On utilise ¢ : n — 3n et alors, pour tout n € N, v, = ugy,, + Usn4+1 + Usnt2 ,

1 1 1
soit encore v, = — + J + J = 9n*(1+j +7) + Oln) = O(—)
3n 3n+1 3n+2n-c 3nBn+1)3n+2) nooo

ce qui prouve I’absolue convergence, et donc la convergence, de Y vy,.

n2

De plus |ugn| + |usnt1| + |usnt2| — — —— 0, (i) montre que Y u,, converge.

n—=%0 n nooo
b (n) _n(n—1)(n—-2)
si, etgseulement si, n =3 [4].
On utilise ¢ : n — 4n et alors v :i—i— ! + LI NL,Zv
" 4n 4dn+1 4n+2 4n+3770 2 "
diverge et 1. a. montre la divergence de Z U, -

est impair si, et seulement si, n — 1 = 2 [4] ou encore

3. |VE] =n <= n? <k < (n+1)% Lapplication ¢ : n — n? satisfait a la
condition (ii).
(n+1)2-1

Si neN G '/~:>1/k+1dt<1</lC % por
in v, = (— — or, si — < — — d’ou
bl n k:nz ka ) = ) X ta X ka X eo1 ta

(n+1) gy (n+1)
/ — < o] € / — et on va distinguer plusieurs cas.
nz ta n2_1 ta
1 242
e Sia=1il vient 2In (1—1——) < |up] < 1n <w> et on a
n n?—1

irigés
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21n(1+%) = 3+0(%) ainsiqueln(n22+72n) - 1n(1+%+0(n*2)>

n—oo n ns—1 n— o0
2(=1)"

1
d’ot, par encadrement, v,, = ——— + O(—Z) et > v, converge.
n— 00 n n

1
[(n—l—l)g(l_“)—nz(l_“)} < o] < T a [(112—1—271)1_“—(712—1)1_“}7
-«

e Sinon

2(1—)_ 2(1~a) __ 2(1—a) 1y2(1-a) 1-2a —2a
or (n+1) -n =n (1—1—5) -1l = 2(1—-a)n +0(n™*)

n— 00
. R . . 2(=1)"
et le majorant a le méme développement. Par suite v,, = + O( )
n—o00 TLQO‘ 1

. 1 . N .
Sia< 3 alors > v, diverge grossiérement, sinon elle converge. > u, et > v,

, A . .1
étant de méme nature, Z u, converge si, et seulement si, B <a<l.

e Espaces /P

. 9 o 11 uP  v?
1. a. Montrer que si (u,v) € (R4)?, (p,q) € (RL)>—+-=1, uv < —+—-
p q p q

b. En déduire que pour tout (ay,...,a,,b1,...,b,) € (R%)?"

n

- 1/p 1 /g
Zaibi < (Z af) (2 b?) (Holder)

- 1/p ) a: b
Poser a = < ) ( bq) et appliquer a. auzx (—l:—l)
; Z ppliq o' B
c. Btablir pour tout (ay,...,an,b1,...,by) € (R%)2"

Seenr] < (Ser) "+ (3)

1= 1= =1

On pourra utiliser b) et (a+b)? = (a+ b)P"La+ (a+ b)P~1b.
2. Sip > 1, montrer que I'ensemble ¢P des suites réelles u = (uy)nen telles
que > |un|p converge peut étre muni d’une structure de R-espace vectoriel.

Siwu € (P, on pose Ny(u (Z\uﬂ) <p < Hoo.

3. a. Montrer que N, est une norme sur ¢P.

b. Prouver que Cy, le R-espace vectoriel des suites de réels nulles a partir
d’un certain rang, est dense dans ({7, N,).

c. Soient p1,ps réels tels que p1 > pa > 1; prouver que (P2 C (P! et que
Pinclusion est stricte. Montrer que : Np, < Ny, sur (P2, Ces deux normes
sont-elles équivalentes 7

1 1
4. Soient p réel fixé, p > 1 et q le réel tel que — + — = 1. On note
p q

E, = LC(¢?,R) muni de la norme subordonnée & N,.

a. On fixe v = (vp)nen € 9. Montrer que pour tout u = (up)neny € P la
oo
série > u, v, est absolument convergente et que si I’'on pose 0(u) = Z Uy, Un,

alors on définit un élément v € F,.
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b. (MP *) Montrer que I'application v — ¥ est une bijection R-linéaire et
isométrique de (¢9, Ny) sur (E,, ||.|)-

Pour montrer la surjectivité, on prendra pour k € Nyer € Cy la suite
(Ok,e)een telle que g = 1 et dpp = 0 st £ # k, on posera vy = @(ex) ;
on prouvera que v = (vy) € €1 et que U = .

Solution
1. Question traitée en exercice dans le chapitre « Espaces vectoriels normés » .

2. o (P est non vide car ¢P contient Cy.

e SiuelPetAeR, alors Au € ¢P.

o Si (u,v) € ((P)2,Yn € N, |uy, + v, [P < (2max(|unl, [vn]))” < 2P (Jun|? + |va|P).
Par théoréeme de comparaison des séries a termes positifs, on déduit que la série
> |t + vp|P converge ; d’ott u + v € €P et P est un sous-espace vectoriel de RY.

3. a. Montrons que N, est une norme sur ¢P. Les propriétés (i) et (ii) étant

immédiates, il suffit de montrer I'inégalité triangulaire.

n 1/p n 1/p n

zmmﬁ] < [zwﬂw < [zw
i=1 i=1

1/p

Vn €N, +

n 1/p
> Juil? ]
i=1 i=1
d’apres 1.c). Cette inégalité étant vraie quel que soit n € N, si u et v sont éléments
de P, u + v aussi et I'on a par prolongement des inégalités :
Np(u+v) < Np(u) + Np(v) et N, est une norme sur 7.

oo
b. Soit u = (up)n € £P. > |u,|P converge, donc Ve > 0,3ng € N, Z |ui|P < eP.
1=no+1
Soit v = (vp,)n € Co définie par : v, =u, sin <npetwv, =0sin >ng+ 1.
Par construction v € Cy et Np(v —u) < e.

c.ou=(u,) € P = (u, — 0) = (3no € N,Vn < ng, |u,| < 1).

Donc : Vn = ng, [un [P* < |u,|P2.
Par comparaison des séries & termes positifs, la convergence de > |u, [P? implique
celle de Y |u,|Pr. D’ott u = (u,) € 1.

e L’inclusion est stricte car u définie par u,, = (n +1)"/P2 si n > 0 est élément
de ¢Pr \ ¢P2 d’apres les résultats sur les séries de Riemann.

Uy, |P

1
= 1. Or, pour
C p

oo

e Soit u = (uy), € €2\ {0}. Posons C' = N, (u). On a : Z
n=0

‘ pz-Ori>i’ona:
0 P2 M

Unp

NE

Q|

n

1 1/p2

—_

D2 D2

/p1
U
- <

tout n, < 1. Comme ps < 1l,ona: 1<
oo (o) U

Z Yol Z’E" = aNm (u). Donc Np, (u) < Np,(u) si
n=0 n=0

u # 0 et méme si v = 0. Donc : Yu € P2, N, (u) < Ny, (u).

o Soit u®) € (P2 définie par : ulf) = (n+1)"P2 sin <keta0sin> k.

1<

k—o0

Ny, (u®)) —— 00. Or N, (u®) < C(%) pour tout k. ({(z) = Z n~%siz>1)
2 n=1

irigés

T
x
3
>
0
=




160 SERIES

La suite (u(®)); étant bornée pour N, et pas pour N,,, les deux normes ne sont
pas équivalentes.

n 1

4. a. (H) = VneN, Z|ukvk| (immﬁ(gmw)a < N,(w) Ny (v).
k=0

Les sommes partlelleb de la série & termes positifs > |upv,| étant majorées
par Np(u)Ny(v) € R, cette série converge ie. la série > u,v, est absolument
convergente, ainsi v est bien définie. v est clairement une forme linéaire sur /7. Par
passage a la limite, dans I'inégalité précédente, on obtient :

o0

< Z [unvn| < Np(u)Ny(v), ce qui montre que ¢ est continue sur ’espace

k=0
vectoriel normé (€7, N,) et que ||9|| < Ny(v). Donc ¥ € E,.

b. L’application f : ¥ — E,,v — ¥ est R-linéaire. Soit sgn ’application de R dans
lui-méme définie par sgn(0) =0, sgn(x) =1 si z > 0 et sgn(x) = —1 si z < 0.

Considérons u(*) = (u%k))n € P telle que ull = sgn(v )|vn|q Lsin <ketull) =0
si n > k pour v fixé dans ¢7 \ {0}. Alors : 5(u(F)) = Z [un]? < Ny(v) Np(u®).

k k 1-1
Or Ny(v)Np(ul®) = Ny(v) [Z |Un|p(q_1)] Ny( [Z Unq] :

n=0
Donc &(u(*)) — (N, (v))" et Ny(v)N, (u(k) (Ny(
o = o )
Np(u®) &
Comme d’apres 4. a. ||7]] < Ny(v), il Vlent : ||9]] = Ny(v). Donc f est isométrique,
d’ol injective. Montrons qu’elle est surjective.
Soit ¢ € E, \ {0}. Avec les notations de I’énoncé, soit vy = ¢(ex). On pose
B = ||¢|. Soit k € N* et ul®) I'élément de ¢ tel que ull) = sgn (v, )|v, |97 si
<ketul =0sin>k Alors o(u®) < BN,(u®)) soit :

Donc, puisque Ny(v) > 0, P~ Ny(v).

k k 1/p k 1-3
S foalt < B| Y fofrla) )3 |vn|q] )
n=0 n=0
k q
Pour k assez grand, Z [un|? > 0 donc ( [Z lu,|?7] < B.
n=0

Ceci étant vrai quel que soit k assez grand, la série Y |v,|? converge ie. v € ¢P.
Comme p(ey) = v = ¥(ex) pour tout k, on voit que ¢ et ¥ coincident sur I’espace
vectoriel engendré par les ey ie. Co. Comme @ et ¥ sont continues, on déduit de
3.b. que p = v. D’ou la surjectivité de f.
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e Transformation d’Abel ; premiéres applications

n
1. Soit u,, = apb, o (a,) €RY et (b,) € CN. On note B,, = Zbk'
k=0
Si la suite (an)n en décroit et tend vers 0 et si la suite (B, )n en est bornée,
montrer que la série > u,, converge.

On pourra écrire, pour n > Zakbk = Z ar — ag+1)Bg + anBy,.
k=0
2. Application de la question precedente a I’étude des séries Y uy, suivantes.
ein9
(i) u, = oulg2nZetaeR;
" sin(n)
i) up, =——"-—";
(i) un v/n + cos(n)
sin(n)

i) up = ——F—-

(i) /1 + sin(n)
3. Soient Y v, une série a termes complexes convergente et (o )nen une
suite strictement croissante de réels strictement positifs, de limite +o0.

Un
a. Montrer que g — converge.

1
b. Montrer que Z = o( )
[~ ak n—oo an+1

Solution

1.Yn > Zakbk = ZakBk — Zak+1Bk = Z( ap — ak+1)Bk + anB,.

k=0
|anBn| < Mlay,| et hm an = 0 1mphquent hm anB, =0.

|(ar —ak+1)Br| < M|a;c —agt+1]| = (ak—akH) et le critere suite/série impliquent
la convergence de Y (ar — ag+1)Bji. D’ou la convergence de (Sy,)n>0 €. celle de
> Up. X )

2. (i) On pose u, = v et v, = ™. Comme |a,| = et > a, converge

absolument si a > 1 et diverge grossierement si o < 0. Si a > 0, la suite (ap),
réelle est décroissante de limite nulle. II suffit de montrer que (V}, 4)p>q est bornée.

a i(qg—
. . 1 — eila—p+1)0
Sif&2nZ, e £1.Yg>p,V, :2 0\ _ ip0 : )
1 ¢ Ty € 7é q D, Vpq n:p(e ) e T
2 2 0 oo (O oy
WVodl S 71 = sm(@)] e __2”1“(§>6 '
. __sin(n) cos(n)\~1 _ sin(n) cos(n) 1
() an = vn (1+ \/ﬁ> n—oo \/n (1_ NG +O(n))
1 2
AT 150 1—h+O(h7) et COSHO(l)' Donc :

sin(n)  sin(2n) 1 P .
an = NG - + O(n?’/?). On déduit de (i) la convergence de

. 7

irigés

.

T
x
3
>
o
=
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sin(n sin(2n 3
Z (n) et Z (2n) . Comme 2 > 1, on déduit d’un théoreme de comparaison

Vn 2n

du cours, que Y O(n_3/ 2) converge absolument. Donc > a,, converge en tant que

combinaison linéaire des séries convergentes.
. sin(n)  sin®(n) 1 o 1 — cos(2n)
(iii) De méme, a, e N + O(n3/2>. Or sin“(n) = —

donc a, = ;— + b, ou Y b, converge (raisonnement analogue & celui de (i)).
n

1
Comme Z — diverge, il en est de méme de Y a,.
n

3. a. est une conséquence immédiate de 2.

b. Comme R,, = Z Vg, on a : v, = R,_1 — R,. Par la transformation d’Abel

k=n+1
ie. le calcul de la question 1. on a :
N+1 N
v 1 1 R R
wWon 3 =Y Gt M tan o ©
[ A— Ak [~ Q41 A Ap+1 AN+1
L N . 1 1
Comme (—) —— 0, la série a termes positifs Z ( — —) converge.
Uy / M=o Unt1 Ay
1 1 1 1
Comme R, —— 0, ( — —)Rn = 0( — —) et d’apres le théoreme
n—o0 Unt1  Qp n—00 Unt1  Qpn
de sommation des relations de comparaison, on a :
= 1 1 > 1 1 1
S (s 3 G ) )
jS— Akt1 Qg n—o0 [~ A1 Qg n—o0 Apt1

(2) = i LA i ( ! *aik)Rk+ L

(0% « (0%
k=n-+1 k k=n+1 k+1 n+l
R, 1 Uk 1
Comme = o » on peut conclure que : E — = o0 .
Qp1 =0 Qp41 Q n—o0 Qp 41

k=n-+1



Suites et séries
de fonctions

Dans tout ce chapitre, les fonctions considérées sont définies sur une partie A
d’un espace vectoriel normé (E, P) et a valeurs dans (F, N), K-espace vectoriel de
dimension finie, la plupart des propriétés sont indépendantes de la norme choisie
dans F' (car toutes les normes sont équivalentes).

On note respectivement F (A, F') le K-espace vectoriel des fonctions définies sur A
a valeurs dans F', B(A, F) le sous-espace vectoriel de F(A, F) formé des fonctions
bornées sur A. Il est supposé muni de la norme N2 : f — N2 (f) = sup N(f(z)).

T€A

Divers types de convergence de suites de fonctions

Si I'on cherche a définir une notion de convergence pour une suite de fonctions
(fn)nen de A dans F, deux voies sont possibles :

e Conserver un point de vue fonctionnel et étudier dans F' les suites ( fn(x))"EN
(pour z fixé). C’est la notion de convergence simple.

e Considérer les f,, comme éléments d’un espace vectoriel normé. Cela suppose la
définition d’une norme sur certains sous-espaces vectoriels de F(A, F') et amene
aux notions de convergence uniforme, de convergence en moyenne, de
convergence en moyenne quadratique.

1. Convergence simple

1.1. Définition
On dit que la suite de fonctions (f)nen définies sur A a valeurs dans
F converge simplement sur A si pour tout x € A, la suite (fn(x))
converge dans F'.

neN

Si c’est le cas, on pose, pour z € A, lim f,(z) = f(x).
n—oo

f: A — F Sappelle la limite simple de la suite de fonctions (f,,)nen.
Donc (fpn)nen converge simplement vers f sur A si, et seulement si,
Vo € A, Ve € Ry, dng(e,z) €N, Vn €N, [n > no(e, ) = N(fn(z)— f(z)) <€l
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1.2. Propriétés

1. Si (fn)nen est une suite d’applications de L(E, F') qui converge simple-
ment sur E vers f, alors f € L(E, F).

2. Soit (f,) une suite de fonctions croissantes, définies sur A C R a valeurs
dans R et convergeant simplement sur A vers f, alors f est croissante.

3. Soit (fy) une suite de fonctions convexes, définies sur I intervalle de R a
valeurs dans R, convergeant simplement sur I vers f, alors f est convexe.
4. Soit (f,) une suite de fonctions positives, définies sur A C R a valeurs
dans R et convergeant simplement sur A vers f, alors f est positive.

5. Soit (fy) une suite de fonctions périodiques, définies sur A C R a valeurs
dans C et convergeant simplement sur A vers f, alors f est périodique.

Démonstration

1. Soit (z,y) € E?, £ € K. Pour tout n € N, f,,(lx +y) = Lfn(z) + fu(y).
Par linéarité de la convergence dans (F,N) : f(lx +y) = £f(x) + f(y).
(

+
2. Soit (x,y) € A% tel que x < y. Si, pour tout n € N, f,,(x) < fn(y), les deux
suites étant convergentes, par passage a la limite : f(z) < f(y).
3.VY(z,y) € 12Vt € [0,1],Vn €N, f, [(1 — )z + ty] < (1 —1)fn(x) + tfn(y).
Toutes les suites étant convergentes, on peut prolonger I'inégalité et 1’on obtient
A=t +ty] <A —0)f()+ f(y).

4. et 5. sont laissées au lecteur.O

1.3. Exemples

a. Soit f, :C—=>C,z—2".Si|z| <1, 2"——0etsiz=1,2"=1—-1.
n— oo

n—oo

Si|z] = 1avec z # 1 ou |z| > 1, (2")nen diverge car |2"! — 27| = |z — 1]
qui ne tend pas vers 0 quand n tend vers co. (f,)nen converge simplement sur
B={z€C||z|] <1louz=1} vers f définie par f(z) =0si |z| <1et f(1) =1.

1 1 1
b. I =R,n € N* f,(z) =n?xsi|z| < — et folx) = = si|z| > —-

n x n
Pour tout z # 0, la suite (f(2))nen est constante & partir d’une valeur de n, et a

pour limite —; alors que f,,(0) = 0 pour tout n. (f,)nen converge simplement vers
x
1
f définie par f(0) =0et f(z) = —siz #0.
x

c. I =Ry, fu(x) = ™ . Montrons que (f,) converge simplement sur I vers f
nx

définie par f(z) =1siz # 0 et f(0) =0 en utilisant €,ng . . ..

¢ étant donné, cherchons ng tel que : Vn € N, n > ng = |f(x) — fo(2z)| <e.

Siz =0, |f(z) — fao(x)] = 0; donc ng est quelconque.

Siz >0, |f(zx) — fulz)] = 5 na < ¢ si, et seulement si, n > -

Sie > 1, ng(e,z) est arbitraire.

1—c¢

€
Sie€]0,1], no(e,z) = { J + 1 est le plus petit entier qui convient.

ET

€ ., . .
Noter que = > n’est pas majorée sur R} ; il n’existe pas de ng valable quel

que soit = > 0.
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1.4. Remarque

Comme nous ’avons vu, certaines propriétés des fonctions f, se conservent par
passage a la limite.
Par contre on peut avoir f, bornée pour tout n et pas f. (¢f exemple b. ).

On peut avoir f,, continue pour tout n et pas f (cf exemples a. b. et c. ).

2. Convergence uniforme

2.1. Définition
Soit (fn)nen une suite de fonctions de A dans F, f une fonction de A dans
F. On dit que la suite (f,)nen converge uniformément sur A vers f si a
partir d’un certain rang, f, — f € B(A, F) et si N2 (fn — f) — Og-

Traductions
(i) Ve € R%, dng(e) € N,Vn €N, [n>=ng(e) = sup (N(fulz) — f(z)) <e].
z€A
(i) Ve € R%, 3ng(e) e N,V €N, [n = ng(e) = Vo € A, N(fn(z) — f(2)) <el.
2.2. Remarques

a. La convergence uniforme implique la convergence simple. La réciproque est
fausse. En effet, apres exemple ¢) du paragraphe I. nous avons noté I'impossibilité
de trouver ng(e, ) indépendant de x € RY.

b. La convergence uniforme dépend de l'intervalle sur lequel on étudie la suite.

Reprenons 'exemple c. de 1.1.3. f,, () mais avec I = [1,+o0].

- 14+ nz

Vme[1’+oo[,|f(x)—fn(x)|<1+%<8<1sin>no(g): {1;1 + 1.

(frn) converge uniformément vers f sur [1,4o0[ et pas sur [0, +oo[ ni sur ]0, +oo.

c. De la définition précédente on déduit une méthode pratique pour montrer la
convergence uniforme.

Soit par exemple f,(z) = zy/nexp(—nz), x € Ry. (f,) converge simplement vers
la fonction nulle sur R . f,, étant dérivable sur R, on a f! (x) = /n(1 —nx)e "*.

1 1 1 1
Par suite f, croit sur [O, f} décroit sur {77 + oo{ et f(f) = ——- D'ou (fn)
n n n evn
1
converge uniformément vers f sur [0, +-o00[ car sup(\f(x)—fn(xﬂ) =— ——0.
xzel

e\/ﬁ n—o00
2.3. Interprétation géométrique dans le cas ou K =R

La convergence uniforme de (f,,) vers f signifie que, pour tout ¢ > 0, il existe
no(e) tel que, pour tout n > ng(e), la représentation graphique de f,, est contenue
dans la «bande» du plan 2Oy définie par z € I, y € [|f(z)| — &, |f(z)| + €]
2.4. Théoréme
Pour que la suite (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur A il suffit
qu’il existe une suite (x,,) d’éléments de A, telle que la suite (fn(zn)—f(22))
ne tende pas vers 0.

Démonstration

1l suffit de remarquer que N (fn(zn) — f(2n)) < N2 (fn — f). D’olt par contrapo-
sition une condition suffisante de «non convergence uniforme» .0
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Exemples
a. fo(x) =2"sixz €[0,1]. f(z) =0size€0,1] et f(1) = 1.
Soit ¢ €10, 1),z = 1 — % ful@n) = fln) —— e~ 0.

b. Soit f définie sur R par fn(z) = M f est la fonction nulle sur R.
1+ (nx)?
. ™
Iulin) = 1) = g 81 o = 5

Dans ces deux cas, on n’a pas convergence uniforme.
On déduit d’un théoreme sur les suites dans un espace vectoriel de dimension finie
3. Théoreme

Soit A une partie d’'un K-espace vectoriel normé et F un K-espace vectoriel
de dimension finie égale & p > 1. B = (e;)1<igp une base de F.

fEF(AF) Ve A f(z) = fu(@)e oit fu) € F(AK).
=1

P
fn € F(AF) Vo € A, fo(x) =Y failx)e; ot fri € F(AK).

i=1
(fn) converge simplement (resp. uniformément) vers f sur A si, et seulement
si, pour tout i € [1,p], (fn,i)n converge simplement (resp. uniformément)
vers f(;) sur A.

II. Continuité et limites uniformes

1. L’espace vectoriel normé B(A, F)

Si (fn)nen converge vers f uniformément sur A et si, pour tout n € N, f,
est bornée sur A, alors f I’est aussi.

Démonstration
(fn—f), fn€B(A, F). Comme B(A, F) est un espace vectoriel, f € B(A, F).O

2. Continuité et convergence uniforme

2.1. Théoréme
Si une suite (f,)nen de fonctions de A dans F', continues en a € A, converge
uniformément sur A vers f, alors f est continue en a.

Démonstration

Vo € A, N(f(z)=f(a)) < N(f(x)=fn(x))+N(fn(z)=fn(a))+N(fn(a)—f(a)) (1).

Soit e € R%. Ing €N, Vn €N, (n>ng=Vze A, N(fulz)— f(z)) < %)

Fixons n = ng. La fonction f,, est continue en a. On peut donc écrire :

Jo €RY Vo € A, (P(z—a) < a= N(fn (@) — faola)) < %).

On déduit alors de (1) : Vo € A, P(x —a) < o = N(f(z) — f(a)) <e.O

Une conséquence immédiate du théoreme est :

2.2. Corollaire

Si une suite (fn)nen de fonctions de C(A, F') converge uniformément vers f
sur A, alors f € C(A, F).
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2.4. Théoreme
Si une suite (fy,)nen de fonctions de C(A, F') converge uniformément vers f
sur tout compact inclus dans A, alors f € C(A, F).

Démonstration

Soit a € A et (z,,) une suite de points de A de limite a. Soit K = {a}U{z, |n € N}

K est compacte dans F et K C A. Comme f‘K est continue d’apres I11.2.2.

f(z,) —— f(a). Ceci étant vrai pour toute suite de points de A de limite a,
n—oo

on en déduit que f est continue en a (choisi quelconque dans A).O

Remarque

En pratique les théorémes sur la continuité servent :
— & démontrer la continuité de la limite ;
— a montrer que la convergence n’est pas uniforme si la limite est discontinue.
Soit la suite de fonctions (f,,). fn : Ry — R définie par f,(x) = nwe "’
(fn) converge simplement vers la fonction nulle qui est, bien stir, continue.
Une simple étude de la fonction g, = f, — f montre que :
1 n

Pas de convergence uniforme sur R4, et pourtant, f,, et f sont continues sur R .
3. Théoreme de la double limite

Il s’agit de l’extension au cas ot a € A (ou, lorsque £ = R aux cas oll a = 400 ou

a = —o0) et ou, pour tout n € N, f,, admet une limite en a.

Théoréme
Soit (fn)nen une suite de fonctions de A dans F, a un point adhérent a
A (si E = R, on peut prendre a = +0o ou a = —0). Si (f,) converge

uniformément vers f sur A et si f,(x) — £, € F pour tout n €N, alors
r—a
(¢,,) converge dans (F,N). Si { est sa limite, f(z) — (.
Tr—ra

Autrement dit : nh_)néo ( ilg}l fn(@)) =lim ( nh_{rgo fa(2)).

Démonstration

(fn) converge uniformément vers f sur V voisinage pointé de a et, pour tout
n €N, f, admet une limite ¢,, dans F en a.

Soient € > 0 puis ng €N tels que n > ng = N2 (f, — f) <e.

e Sin >=nget x€V,N(fu(z)— fno(x)) < 2¢ par inégalité triangulaire et donc,
quand & — a, N(€,, — £,,) < 2¢ ce qui montre que la suite (¢,,) est bornée.

e Soit a une valeur d’adhérence de (£,,) ; soit a = lim £, y,).

n—oo
Supposons que {n € N| N (£, — «) > €} n’est pas fini, on choisit une suite extraite
convergente (Ly(,)) de (£,) telle que, pour tout n €N, N(£y,) — a) > € et 'on

note [ sa limite.
2e

Soit pe Ntel quen > p = NA(f,—f) < %u alors sin = p, N2 (fom) = fym)) < 3
2 2

dott N(Ly(ny — Ly(m)) < g puis, lorsque n — 0o,e < N(a — ) < ?5’ ce qui est

absurde.

e Soient n1 €N tel que n > ny = N(£ — a) < € et ng = max(ng, ny).
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Soit W un voisinage pointé de a sur lequel N(fp,(z) — €,,) < €.

zeW = N(f(x) —a) S N(f(x) = fny (@) + N(fny(x) = lny) + N(ln, — ) < 3¢
et le théoreme de double limite est prouvé. Ol

III. Approximations de fonctions

Dans tout ce paragraphe, les applications considérées sont définies sur un intervalle
I non trivial de R et a valeurs dans un K-espace vectoriel F' de dimension finie.

1. Subdivisions

1.1. Définition 1
On appelle subdivision du segment [a,b] de R, toute suite finie strictement
croissante (ay)ogk<n de points de [a,b] telle que : ag = a, a, = b.

1.2. Définition 2
Si o = (ak)ogk<n €t 0’ = (b;))ogicm sont deux subdivisions de [a,b], o est
moins fine que o’ si tout point de o est un point de ¢’ : on note o C o’.

1.3. Définition 3
Soient 0,0’ deux subdivisions de [a, b].

(i) On note o No’ la subdivision de [a, b] obtenue en ordonnant dans 'ordre
croissant les points communs a o et o”.

(ii) On note o Uc’ la subdivision de [a,b] obtenue en ordonnant dans 'ordre
croissant les points appartenant a o ou o’.

(iii) On a alors c No’ Co CoUd etoNo’ Co' CoUd’.

b—a

a+b

sont trois subdivi-

Exemples (Gn ab) i (a,b); (ak)ogksn O ap = a+k

sions du segment [a, b].

2. Fonctions continues par morceaux

2.1. Définition

f € F(la,bl], F) est dite continue par morceaux sur le segment [a,b] de R
— on note f € CM([a,b], F') — s’il existe une subdivision o = (ax)ogk<n de
[a,b] telle que pour tout k € [1,n], la restriction de f & Iintervalle ouvert
lak—1, ag[ soit prolongeable par continuité au segment [ay_1,ai]. Une telle
subdivision est dite subordonnée a f.

f € F(I,F) est dite continue par morceaux sur lintervalle I si elle Iest sur
tout segment inclus dans I. On note f € CM(I, F).

2.2. Propriétés

a. Si f € CM([a,b], F), une subvivision subordonnée & f contient les points de
discontinuité de f. Il y en a un nombre fini.

b. Toute subdivision plus fine que o de la définition est encore subordonnée & f.
c. CM([a,b], F) est un sous-espace vectoriel de F([a,b], F').
Démonstration

a. et b. sont immédiates.
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c. CM([a,b], F) C F([a,b], F). CM([a,b],F) # 0 car w : x + Op est élément de
CM([a,b], F). Soient f et g deux éléments de CM([a,b], F) et A € K. 01 et o9
étant deux subdivisions subordonnées respectivement a f et g, 0 = o1 U 0y est
une subdivision de [a, b] plus fine que o1 et oq, donc subordonnée & f et g. Notons
o = (ak)ogk<n ; Af + g est continue sur Jax_1, ax[ et prolongeable par continuité
a [ag—1,ak], pour tout k € [1,n], d’apres les théorémes sur la continuité et les
limites de fonctions de F([a,b], F').O

2.3. Exemple

La fonction f : x — x? — |22] est continue par morceaux sur R.

3. Fonctions en escalier

3.1. Définitions

1. f € F(la,b], F) est dite en escalier — on note f € E([a,b], F) — s’il existe
une subdivision o = (ay)o<k<n de [a,b] telle que, pour tout k € [1,n], la
restriction de f a intervalle ouvert Jay_1, ay| est constante.

Une telle subdivision est dite subordonnée a f.

2. f € F(I,F) est dite en escalier — on note f € E(I,F) — s’il existe un
segment [a,b] inclus dans I tel que f‘[a b € &([a,b], F) et f est nulle en

dehors de [a, b].

3.2. Propriétés
a. Toute subdivision plus fine que o de la définition est encore subordonnée a f.
b. £(I, F) est un sous-espace vectoriel de CM(I, F).

c. £(I,K) est le sous-espace vectoriel de F(I,K) engendré par les fonctions
caractéristiques d’intervalles.

Démonstration

a. est immédiate et b. est analogue a 2.2.c. au remplacement de continue par

constante.
n—1 n

c. Le résultat découle de : f = Z Akl it T Z flaw)l,,, st f(z) = Ay, pour
k=0 k=0

x €lag, ag+1[. O

3.3. Exemple

2] stz €la bl oot ément de E(R, R).

La fonction f : z — { .
0 sinon

4. Fonctions continues affines par morceaux

4.1. Définition
f € F(la, b, F) est continue affine par morceaux - on note f € CAM([a,b], F)
s’il existe une subdivision o = (ag)ogk<n de [a,b] telle que pour tout
k € [1,n], la restriction de f aux segments [ai_1,ax] est affine.

4.2. Propriétés
a. CAM([a, b], F) est un sous-espace vectoriel de C([a,b], F').
b. CAM([a, b], R) admet pour base (©¢)cefa,p) O @e(t) = [t —c|.
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Démonstration
a. Analogue a celle faite en 2.2.c) au remplacement de continue par affine.

b. Soit A, I’ensemble des fonctions de CAM([a, b], R) pour lesquelles la subdivision
o = (ar)o<k<p de [a, b] est une subdivision subordonnée. A, est clairement un sous-
espace vectoriel de CAM([a,b],R). Soit L : A, — RPTL f e (f(ao), ..., f(ap))
est un isomorphisme d’espaces vectoriels car une fonction affine est entierement
déterminée par ses «nceuds» autrement dit, les (a;, f(a;)),0 < 4 < p, puisqu’'une
fonction affine est déterminée par les images de deux points. Donc dim(A,) = p+1.
11 suffit de montrer que la famille (¢q,)o<i<p €st libre pour en déduire que cette
famille est une base de A, et conclure. Supposons-la liée. Il existe une famille
P

(Ai)ogigp de réels non tous nuls tels que Z Ai¢a, = 0. (%)
i=0
S’il existe j € [1,p — 1] tel que A; # 0, alors Z)\igoai = —XjPa;-
i+

Ajpa,; n'est pas dérivable en a; alors que la fonction du premier membre de 1'égalité
précédente est. Ceci est impossible. Donc : A\; = 0 si ¢ € [1,p — 1]. On déduit
alors de (%) que Aowq + Appp = 0. Dot Ao, (b) = 0 = Appp(a).

Enfin A; =0 si i € [0,p]. D’ol la conclusion.

Le lecteur étudiant attentif aura noté la nécessité de supposer que j € [1,p—1] dans
le raisonnement précédent. En effet, o, (t) = [t—a| =t—a et pp(t) = [t —b =b—t
si t € [a,b]. Les fonctions ¢, et ¢y sont dérivables sur [a,b]. O

5. Théoréemes d’approximation

5.1. Théoreme
Toute fonction f € C([a,b], F') est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de
fonctions en escalier.

Démonstration
f € C(la,b], F) est uniformément continue sur [a, b], d’apres le théoreme de Heine.
Donc : Ve € R%, Ja € R, V(z,y) € [a,b]?, |z —y| <a= N(f(z) - f(y)) <e.

b—a

b—
Il existe mgo(e) € N* tel que 279 < ol T suffit de prendre myo(e) = E{

mo(€)
b—a'

Soit n > mg(e) et la subdivision o, = (ak)ogkgn OM ar, = a+k

J+1.

Soit ¢, € E(R, F') définie par : ¢, (t) =0sit & [a,b] et
vk € Hlvnﬂavt e]ak—lvak[ﬂan(t) = f(a’k) et Vk € [[07’”}]’90”((17?) = f(ak)

b—a

Vt € [a,b],Fi € [1,n], t € [ai—1,ai, [t —a;] <a; —a;—1 = < a, d’ou :
N(f(t) = f(a:i)) = N(f(t) — ¢n(t)) < e. On peut donc conclure que :
Ve € RY,Imo(e) € N,Vn € N,n > my(e) = N (f —p,)<e O

5.2. Théoreme
Toute fonction f € CM([a,b], F) est limite uniforme sur [a,b] d’une suite
de fonctions en escalier.
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Démonstration

f € CM([a,b], F). Il existe o = (b;)ogj<p une subdivision de [a, b] subordonnée &
f. La restriction de f & ]bj_1,b;[ admet g; pour prolongement par continuité sur
[bj—1,b;]. Du théoreme précédent, on déduit, pour tout € € R, I'existence d'une
suite (gn,;j)n de fonctions en escalier sur R nulle hors de [b;_1,b;] & valeurs dans
F et de m; € N tels que : Vn > mj, Vo €]bj_1,b;[, N(gj(z) — gn,;(z)) <e. (1)

Soit ¢, : R — F, définie par : ¢, (t) =0sit & [a,b]

on € E(R, F) et si m(e) = max(myq,...,m,) € N*, pour tout n > m(e), pour tout

t € [a,b], il existe j € [1,p] tel que t € [b;_1,b;].

Si t =b; alors N (¢, (t) — f(t)) =0 <e.

Sit €]bj—1,b;], alors N (¢, (t) = f(t)) = N(gn,;(t) — g;(t)) < e d’apres (1). O
5.3. Théoréme

Toute fonction f € C([a,b], F') est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de
fonctions continues affines par morceaux sur [a, b).

Démonstration

Utilisation du début de la démonstration du théoreme 5.1. Soit v, définie par :

Vt € [ag—1, ak], Yn(t) = ﬁ [(ak —t)f(ar—1) + (t — ak—l)f(ak):|

On note que : f(t) = ﬁ [(ak —t)f(t)+ (- ak,l)f(t)]. Donc :

N(f(t)=¢n(t)) < a% {(ak_t)N(f(akfl)_f(t))+(t_ak71)N<f(ak)_f(t))]
kE— Qg—1

Donc : Vt € [ak_l,ak],N(f(t) — wn(t)) < ﬁ [(ak —te+ (t— ak_l)s} =ec.

D’ot la conclusion car tout t € [a,b] est dans un [ag_1, ax]. O
5.4. Théoréme (d’approximation de Weierstrass)

Toute fonction f € C([a,b],C) est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de
fonctions polynomes.

Démonstration (non ezigible)

Notons qu’il suffit de faire la démonstration pour les fonctions a valeurs réelles.
En effet, f € C([a,b],C) <= (Re(f),Sm(f)) € (C([a,b],R))2. Sl existe
des suites de fonctions polynémes (\,), (p,) convergeant uniformément sur [a, b]
vers Re(f) et Im(f), alors la suite de fonctions polynémes (v,,) définie par
Vp = An + iy, converge uniformément vers f sur [a,b], d’apres 1.3.
e Montrons qu’il existe une suite de fonctions convergeant uniformément vers
x — |z| sur [—1,+1].

1
Soit (fn)n en définie par fo(x)=0 et Vo €[—1,1], fri1(z)=folx)+= (x2 - fﬁ(x))

2
On montre, par une récurrence immédiate, que toutes les fonctions f,, sont

polynomiales & coefficients réels, et paires. Ce qui ramene & I’étude sur [0, 1].

1
Soit x € [0,1]. La fonction F' définie par F : [0,1] — R, ¢t — t + 5(952 —t?)
est dérivable et F'(t) = 1 —¢ > 0. Donc F est croissante. D’out F'([0,2]) C [0, z].
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Comme fp,+1(x) = F(fn(x)), la suite réelle (f,,(z))nen est bornée. De la croissance
de F, on déduit la monotonie de (f,(x)), et donc la convergence vers ¢(x) € [0, z].
F étant continue, £(x) = F({(z)), d’ot £?(x) = 22 et {(x) = x car {(x) > 0.
La suite (f,)n converge simplement sur [0, 1] vers la fonction ¢ : [0, 1] — R.

2z
Mont < Ry):V 0,1 n
ontrons par récurrence (HRy) : Vo € [0,1]0 < z — f(z) < P
(HRo) est aisément vérifiée. On a, pour tout = € [(), 1],
1
= far1(@) = 5z = fn(2)) (2 =2 = fu(2)). (1)
. . 2z 24+ (n—1zx
Si (HR.,) est vraie, ona: 0 < 2—z— fo(z) < 2(1 — < :
i (HR,) est vraie, on a x— fn() (2 x)+2+mc Gy
T
D tout z € [0, 1 A 2 o)
onc, pour tout x € [0,1],0 — falz) < 5Tt Dz ax)
2 1 2 -1 2 —x?
ey EHOF DT (0= Da) @ —a?
(2 + nx)? (2 + nx)?
D’ott (HRy+1) et (HR,) pour tout n € N par théoreme de récurrence.
2 2 2
Pour tout = €]0, 1]; A < - Donc Nig’l] - fn) < ——-
24+nz 2 4 NF2 n+ 2

x
La suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers ¢ sur [0,1] et donc, par
parité, elle converge uniformément vers g : x — |z| sur [—1, +1].

e Montrons qu’il existe une suite de fonctions convergeant uniformément vers
e it |t —¢| sur [a,b] avec ¢ € [a, b)].
Soit r = max(c — a,b—¢), r > 0. Alors [a,b] C [c —r,c+7].

u : x + ¢+ rx est une bijection affine de [—1,+41] sur [¢ — r, ¢ + r]. La bijection
t—c

réciproque s’écrit t —

r
Il existe une suite (P,), de fonctions polynomiales & coefficients réels telle que :
Ve € R ,3ni(e) € N,Vn > ny(e),Va € [-1,+1], |P,(z) — |x|‘ < -

r
t— t—
Pn( C)_’ C’ <
T T

En posant Q,(t) =r P, ( ) (Qn)n est une suite de fonctions polynomiales &

€

r

d’apres la premiere étape. Alors : Vo € [¢ — r,c + 7],

coefficients réels convergeant uniformément vers ¢, : t — |t — ¢| sur [a, D].
e Soit € € R} et f € C([a,b],R).
€

D’apres I11.5.3. il existe g € CAM ([a,b],R) tel que Nt (9—f) < 5
D’apres 111.4.2.b), il existe p € N et (A\;)o<icp € RPT! tels que g = Z Xie,; -

i=0
D’apres la seconde étape, il existe une suite (Q, ;)n de fonctions polynomiales a
coefficients réels qui converge uniformément vers ¢, sur [a, b]. Si A = Jnax |Ai]+1,

P

3 ; > Nl o < .
m(e) € N,Vi € [0,p],Vn > m(e), (Qnyi — ¢e;) < PRSI
P
= Z AiQn.i est une fonction polynomiale et : Vn > m(e), Ngé’b] (Rn — g) < %
i=0

Dot : N2 (Rn — f) <esin>=m(e) et la conclusion du théoreme. O
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IV. Séries de fonctions

A. Divers modes de convergence

1. Définitions

1.1. Définition
On appelle série de fonctions, une série de f(A, F) — on la note Y u, —

ot u, : A— F,x +— u,(x). On note S, (x) = Zuk(x) A la série S uy, est
k=0

associée la suite de fonctions (Sy,).

Exemples
2

— 1
boun(@) = TP R 21, boun(e)= zeRn 1,

n n*

L x €A=R d. up(z) D" o er
C. Uy = —— , X = , CUp(x) = )X .
n+1 [n,n+1[ + n+x

1.2. Définition (convergence simple)

La série de fonctions Y u,, converge simplement sur A si la série y  u,(x)
de vecteurs de F converge pour tout x € A. On appelle alors somme
de la série de fonctions, I'application S € .F(A,F) telle que pour tout

x €A S(x)= Zun(m) On note alors R, (z) = (S—5,)(z) = Z ug ().
n=0 k=n+1

Exemples
a. > u, converge simplement sur R car pour tout € R,0 < u, () < —-
n
b. > u, converge simplement sur |1, +o0o] ¢f. séries de Riemann.
La somme de cette série est la fonction Zéta de Riemann. On note
o0
1
Vo € ]1, 400 ,((x) = v
n=1
c. Y u, converge simplement sur R car : Vx € Ry, Ip € N, p = |z].
Donc, pour tout n € N,n > p = S, (z) = u,(x).

d. > u, converge simplement sur R\ Z~. En effet u, () est défini si x + n # 0,
donc si z ¢ Z~. Inversement si * € Z~,u,(x) est le terme général d’une série
alternée qui converge avec le théoréme spécial sin > N = |—z| + L.

1.3. Définition
La série de fonctions ) u,, converge uniformément sur une partie B de
A si 'une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) La suite de fonctions (Sy)nen converge uniformément sur B vers S.

(ii) La suite de fonctions (Ry,)nen existe et converge uniformément sur B
vers la fonction nulle sur B.
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1.4. Définition
La série de fonctions ) u, converge normalement sur B C A si I'une
des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) La série & termes réels positifs > N2 (u,) converge,
(ii) II existe une série Y o, a termes réels positifs (et indépendants de x),
convergente telle que : Vn € N,Vz € B, N (up(2)) < an.

2. Comparaison des modes de convergence

2.1. Théoreme
1. Une série normalement convergente sur A est uniformément convergente
sur A. La réciproque est fausse.

2. Une série uniformément convergente sur A, est uniformément convergente
sur tout compact inclus dans A. La réciproque est fausse.

3. Une série uniformément convergente sur A, convergente simplement sur
A. La réciproque est fausse.

Démonstration

1. Si Y u, converge normalement sur A, il existe p € N tel que :

Vn = p,Vae € A, N(up(z)) < Noo(up). D’ott Uexistence de R,,(x) pour x € A.
Donc, pour tout n > p et tout z € A, N(Rn(x)) < 1y, OU 1, est le reste de la série
réelle convergente de terme général No,(u,). Comme 7, est indépendant de z et

lim r, =0, la suite (R, )nen converge uniformément vers la fonction nulle sur A.
n— o0

2. et 3. sont conséquences de théoremes analogues sur les suites de fonctions.

Les exercices suivants constitueront des contre-exemples pour les réciproques. O
2.2. Exemples

Etude des exemples qui suivent la définition IV.A.1.1.

a. Y uy, converge normalement donc uniformément, donc simplement sur R.

b. Soit o > 1. Vz €la, +00[,0 < up(z) < nia > uy, converge normalement donc

uniformément sur [«, +oo[, donc uniformément sur tout segment de |1, +oo[ mais

0o 2n
1 1
passur |1, +oo[. Eneffet : Vo > 1,Vn > 1, R, (x) = Z = > Z T > (22)1
k=n+1 k=n+1
Donc : Vz > 1,Yn > 1, R,,(z) > ¢(z) = 27%n1 "%,
1
 étant décroissante sur |1,4+o00[, sup ¢(x)= 3 Donc sup Ry(x) > 3

z€]1,4+00[ z€]1,400[

1 .
c. N2 (up) = 1 Donc Y uy, ne converge pas normalement sur A, mais converge

+1
normalement sur tout segment de A car R,(z) = 0 a partir d’un certain rang
1
indépendant de z. Elle converge uniformément sur A car 0 < R, (z) < 1
n

d. N4(u,) = sup ——
wlin) = S0 sl

. , * ) 7
R\ Z_. Y uy, converge uniformément sur R, car, en tant que série alternée
1 1

< .
n+l+z n+l
Donc (R,) converge uniformément vers la fonction nulle sur R .

- Donc Y u, ne converge pas normalement sur A ici

convergeant avec le théoréme spécial, Vr € Ri, |R,(2)] <
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Montrons que Y u, converge uniformément sur tout segment inclus dans R\ Z_.

Premiére méthode : sip € Z* , x € | —p,—p+ 1[= Vn > p, |R,(z)| < P
n —-p
Deuzxiéme méthode : soit [a,b] un segment inclus dans A. Fixons ng € N tel que
1
b+ mo] € Ry Siw € [a,],
[a + ng, b+ no] +. Siz € [a,b] P
Du théoreme spécial des séries alternées on déduit la convergence de la série réelle

) converge vers 0 en décroissant.
n>no

o0
1
> un(x) et pour tout n = ng, Z uk(x)’ < |un(2)] < Tt qui est indépendant

k=n
de z et tend vers 0 quand n — oo, donc Y u, converge uniformément sur [a, b].

B. Propriétés de la somme

1. Continuité

1.1. Théoreme
Soit > u, une série de fonctions de C(A, F') qui converge uniformément sur
A (resp. sur tout compact inclus dans A). Sa somme est continue sur A.
Démonstration

On applique a (.5y,) le théoréme de continuité de la limite d’une suite de fonctions. O
1.2. Exemple

La fonction ¢ est continue sur |1, +o00[, d’apres 'exemple IV.A.2.2.b).

2. Limite en un point

Théoreme de la double limite
Soient > u,, une série de fonctions de F (A, F ) qui converge uniformément
sur A et a un point adhérent & A (si E = R, a peut étre +00 ou —00).

S’il existe v, € F tel que v, = lim w,(x), alors _ v, converge et
r—a

3l wn(w) = 3 = Jin (3 ().

Démonstration
C’est le théoreme de la double limite appliqué & la suite de fonctions (S,).0

Applications

1
° Emg‘ = 1. En effet, pour n > 1, u,(z) = — - Donc v, =0sin>2etv; =1 Or
[e’e) n

la série ) u, converge uniformément sur [2, +ool, d’ou le résultat.
) b)

: 1 :
e Prouvons une seconde fois que ) f, ot fu(z) = — mne converge pas uni-
n
. g 1 1 - 1 .
formément sur |1, +o00[. Si ¢’était le cas, comme — —— —; la série — serait
nt z—=1 n n

convergente.
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EXERCICES

1. Etudier la convergence uniforme sur [0, 7] puis sur ]0, 7] de la suite de fonctions

(fn) si, pour tout ne€N, f,(z) = m siz#0et f,(0) = 1.

2. Etudier la convergence simple (resp. uniforme) des suites de fonctions définies
par fp(z),z €1 :
a. fu(x) = SIEEZ;) si z €]0,+o0 et f,(0) = 0.
1
b. fu(x) =
Ju(@) sin?(z) + (1 + x2)n

c. fo(z) =47 (2" — J:QHH) et I =[0,1].

et I =Rou (I =]a,b[ tel que 0 &1I).

[e3

n
k\ na
3. Montrer que pour tout a > 0, Z (1 — 7) c

n n—oo e —1
k=0

1

x~>1+x_1'

4. Montrer que ((z)

5. Etudier les séries de fonctions suivantes : (convergence simple, uniforme,
normale sur. . .)

a. up R} = R,z yn > 1. Déterminer un équivalent de sa somme en 0

n + n2x?
et en +o0.

b. un : Ry - R, 2+ (—1)"In (1+

()"
nx 4+ (—1)n

2

7)7712 1. Limite de la somme en +oo.
n(1+ a?)

c. up Ry - R,z

6. a. Montrer a l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange que la série de fonctions
n

> fn, oU fp est définie sur R par f,(x) = —+ converge uniformément sur tout
n

compact de R et a pour somme exp.
2n+1

k
b. Montrer que, pour tout n€N, P, = Z (—1)* o admet un et un seul zéro
k=0 ’

dans Ri ; on le note «,,. Montrer que «a,, —— +oc.
n— oo
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7. Soient K une partie compacte de espace vectoriel normé (E,N) et A une
partie fermée de l'espace vectoriel normé (F, P). Montrer que ’ensemble noté
W = {fGC(K, F) | f(K)NA # (7)} est une partie fermée de 'espace vectoriel
normeé (C(K, ), Noo).

8. Soit (E, N) un espace vectoriel normé de dimension finie et (f,)nen une suite
de fonctions de F([a,b], E) toutes k-lipschitziennes qui converge simplement vers
f sur [a, b]. Montrer que f est k-lipschitzienne et que la convergence est uniforme.
On pourra utiliser une subdivision de [a, b].

n
9. a. Etudier la série de fonctions > Uy ol uy, Ri - R, z— H
k=0
Montrer que Y u, ne converge pas uniformément sur |0, ool
b. Montrer que sa somme S est définie, continue et monotone sur R* . Donner la
relation liant S(z) et S(z + 1).

c. Déterminer un équivalent en 0 et en +o0o de S.

1
T+ k

n

(=)
d. Montrer que : Yz > 0,5(x) =e g —_
— (z+n)n!

10. Soit U I’ensemble des nombres complexes de module 1. On pose, pour z € C\U,
on
z .
up(z) = T Etudier la continuité de la somme de la série de fonctions > u,,
—z

et donner une expression simple de cette somme.

11. Théoréme de Mertens.

Montrer que si Y u,, est absolument convergente et » _ v,, convergente, leur produit
de Cauchy est convergent et de somme W = UV

n n n k
On pourra noter U, = E U, Vi = E v et W, = E Wy 0l Wi = E UpVk—p-
k=0 k=0 k=0 p=0

Wy =uoVp +urtViog + - +up Vo = Zukvn—k-
k=0

Exercices
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SOLUTIONS DES EXERCICES

1
1. Tout d’abord f,(z) 5+ Tome et donc f, est continue en 0.

sin(x)

Size€l0,7], fu(z) =2 7 o 0, ce qui montre que (f,) converge simple-

ment sur [0, 7] vers Xyo3.

e Si (fn) converge uniformément sur [0, 7| alors X (o est continue en 0 : absurde.
e Si (fn) converge uniformément sur |0, 7] alors le théoreme de double limite
appliqué a la suite des restrictions des f,, & ]0,7] montre que la fonction nulle
admet 1 pour limite en 0 : absurde.

1
2.a.Sizx 6} } | fn(z)| < —= car, pour tout u € R, |sin(u)| < |ul.

1 V!
Six 6}77 —l—oo[ | fn(z)] < —= car, pour tout u € R, |sin(u)| < 1.

N

1

Donc : sup |fn(x)] < —=- D’ou la convergence uniforme de la suite de fonctions
rERL \/H

(fn)n vers la fonction nulle sur R..

b. Pour tout * € R,0 < fu(z) < (1+2?) ™ Siz # 0, ona (1 +2%) > 1
et lim f,(z) = 0. La suite de fonctions (f,) converge simplement sur R vers
n—oo

f:R — R définie par f(z) =0six#0et f(0)=1

Les f,, étant toutes continues sur R et pas f, la suite de fonctions (f,,) ne converge
pas uniformément sur R d’apres la remarque qui suit 1.2.4.

Les f,, étant paires, soit I C]0,+oo[. Si I Cla,b[ et 0 < a < b < +oo alors
Vo € 1,0 < fo(z) <

< = ay,. Comme «, est indépendant de
A+ad) S A+a)n " " P
x et de limite nulle, la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur 1.

1
Si I =]0,b] ou I =]0,b[, alors, comme fn(— L £ 0. la suite de

\/ﬁ) nron
fonctions (f,) ne converge pas uniformément sur I d’apres 1.2.5.

c. La suite de fonctions (f,) converge simplement Vers la fonction nulle sur 1.
Pour étudier la convergence uniforme, posons t = 22". Alors f,, () = gn(t) ol
gn(t) = 47(t — t2). Pour étudier les variations de la fonction g,, on peut dériver

4 2
qui ne tend pas vers 0 lorsque n — co. Donc (f,,) ne converge pas uniformément
pas sur [.

1 1\2 )
(méthode classique) ou noter que : t — % = — — (t — 7) Dot sup | fn(z)| = 4" *
zel
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kN na
3. Soit up(n) = (177) sik<net0sik>n.
n
Pour k fixé, ug(n) —— e~*®. D’autre part, on déduit de la convexité de exp :
n—oo

k k
1+t<e pourtout t € R. Donc : Vb < n,0<1— = gexp(—f)

n n
Dol : Yk € N,0 < ug(n) < e Fo.
e~k étant indépendant de n et la série géométrique > e étant convergente
car e~® €]0,1], la série de fonctions ) uj converge normalement a fortiori
uniformément sur N. On déduit du théoreme de la double limite que :

—ka

(0%

n [eS) [eS) 1 e
D u(m) = u(m) Y e = = o
k=0 k=0 k=0

4. p:[1,400[—= R,t +— t~% est décroissante sur [1, +ool, donc

1 mlae 1
v 1, +oo[xN* ——— < < L.
(z,n) €1, [x CFSE /n

t7 n®

Donc : Vz €]1, +o00[, Vn € N* i1</n+1dt< 9 1 (%)
. ) 9 7k=1 (k+1)x X 1 tm \k:_1 ne .

n n

n+l_
L @) Z%—)((m)—let/l a@__ , _1

k=1 k=1
1
z—1

Par passage & la limite dans (x), on a : {(z) — 1

(
Donc : Vz €]1,4+o00[, 1 < (z —1)((z) < z.
(

/A

< ((z) pour z > 1.

* o .
5. a. Pour tout n dans N, u,, : x +— est définie continue sur R7 .

n+ ax?2n?
Notons que Y u, ne converge pas normalement sur |0, +o0o[ puisque :
1 1
sup  |up(z)| = up (7) = qui est le terme général d’une série divergente.
2€]0,400] n n-+1

1
Soit a > 0. Pour tout (z,n) € [a, +00[xN",0 < u,(z) < —— d’ott la convergence
n%a

normale de Y u,, sur [a, +00[ a fortiorila convergence uniforme sur [a, +00[ et donc
la convergence uniforme sur tout segment inclus dans R7 .

1
La fonction f : [1,4o00[— R,t — Py est continue, positive et décroissante
x

sur [1, +oo[. Comme uy,(z) = f(n), on a, pour x €0, +oo[et n > 2 :
n+1 n
/ f <up(z) < / f. En procédant comme dans le cours, pour ¢ on obtient :
n n—1

2

teo - = 3 teo G 1 1 x
. f X nz_:zun(x) NS . f omine m = f — m? cette

1 1 1 1
inégalité donne : Va > 0, 1322 + In (1 + @) < S(z) < o2 +1In (1 + ﬁ)

Du cas particulier de la fonction In, on déduit que : S(z) =+ — In(2?).

1 1 1
—Up(r) = 55— siz > 0.

Pour n > L,on a : u,(x) T

— — ot ———
r——+00 .2?27’12 .%‘27’12

Solutions



180 SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1 1 .
poc i uy(r) < —5—+ Par sommation, on

@-D’Ofl S(x) — @,

.%'4 r—+00 .%'2

Donc, pour (n,z) € N* x R%,0 <

obtient, pour tout z € R ,0 < % —S(z) <

b. Pout tout ¢t € R, u,(t) est une série alternée qui converge avec le théoreme

spécial. Autrement dit (Ju,(t)|) décroit et tend vers 0. Du théoréme spécial, avec

des notations classiques on a :

Vt e R,Vn € N, |R,(t)| < |unt1(t)| =1n (1 + L) <In (1 + #>
(n+1)(1+12) (n+1)

2
car 0 < iz < 1. Donc la suite de fonctions (R, ) converge uniformément vers

la fonction nulle sur R ie. la série de fonctions > u,, converge uniformément sur

1
R. Or, pour n fixé, u,(t) T (-=1)"1In (1 + 7), le théoréme de la double limite
—+00 n

1
nous permet de conclure que la série de terme général (—1)" In (1 + f) converge
n

[e'e) 2p

et que S(t) m (-=1)"1In (1 + %) = {. Posons sg, = Z(—l)”ln (1 + %)
n=1

3252 i (2p—1)2(2p+1)
2242 ... (2p — 2)2(2p)?

2
Alors s9, = In [ el In (;) ¢f. formule de Stirling.

2 . . . .
Donc ¢ = In (7) car une suite convergente a méme limite que ses suites extraites.
m

1
c. Défini si > —su,(z) tend vers 0 et est du signe de (—1)" si n > nq(z). Aban-
n

donnons ’espoir d’utiliser directement le théoreme spécial des séries alternées.

1 -1)" —1)™\ 1
Commel_‘_u:lfrpouru;éfl et up(z ):(mc) <1+(nx) ) ) on a
_1)"
Vn}l,un:vnfwnouvn(x):( )etwn(z):—six>0.
nx nx(nz + (—1)7)

1
Soit a > 0 et ng = E[ﬂ + 1. V(z,n) € [a,+00[x[no, oof, |wn ()| < ma(na —1).

Donc Y w, converge normalement sur [a, +00[.
La série réelle > op(x) converge avec le théoreme spécial des séries alternées. On a

1
donc : ‘ E vg(z ‘ < — < — si z > a. D’ou la convergence uniforme de la série
nr ~ na

de fonctlons > vy, sur [a,+oo[. On peut alors conclure que la série de fonctions
> u, converge uniformément sur [a,+oo[ a fortiori converge uniformément sur
tout compact de ]0, +o0] et donc simplement sur 0, +o0[.

6. a. Soit A > 0, il suffit de montrer la convergence uniforme sur [—A, AJ.
exp est de classe C* sur R et N[ AA](exp(”“)) = ¢4, I'inégalité de Taylor
Lt ML AT
< e <e
Z Tl ‘ (n+1)! (n+1)!
terme général d’une suite numérique convergeant vers 0, d’ou la convergence
uniforme sur [—A, A].

Lagrange montre que, si ¢ €[—A
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b. On raisonne par récurrence sur n, Py = 1 — X admet ap = 1 pour unique zéro
dans Ri, Py(x) > 0si z€[0,ap[, Po(z) <0siz> ap.
Supposons 'existence de o, dans Ri tel que Py(z) > 0 si 2 €[0,ax[, Px(z) <0

a2k a2k
si x> oy Alors P | = Py, Py (ax) = —Pr(o) — (22)' = —(21’;)1 <0, d’ot le
0 g 400
tableau de variations Py 1 +4 0 — —
Plé+1 -1 S~ - Ny —©

P41 réalise une bijection continue strictement décroissante entre R et

] — 00, 1] d’ont Iexistence d’un réel strictement positif a1 tel que Pyiq(z) > 0 si
x €0, agt1], Prt1(x) <08l x> agq1, ce qui termine la récurrence.

Si (a,) admet une sous-suite convergente (v, (y,)), notons £ sa limite.

Comme (P, ;) converge uniformément sur le compact {ay () | n €N} U{¢} vers
r + e " et comme, pour tout n €N, P, (apm)) = 0, on a et =0, ce qui
est absurde. () n’admet aucune sous-suite convergente donc aucune sous-suite
bornée. Si AeR, {nG N | an < A} est fini et donc, a partir d’un certain rang
Ny, a, > A, ce qui montre que o, n—>—oo> +00.

7. Soit (f,) une suite convergente d’éléments de W, notons f sa limite. Pour
tout n € N choisissons un élément x, dans K tel que f(x,) € A. Soit (z,(,)) une
suite extraite convergente, notons x sa limite. Comme K est fermé, x € K. (f,n))
converge vers f dans (C(K, F),Noo) donc (fga(n)('rap(n))) converge vers f(z) et est
a valeurs dans A fermé, donc f(x) € A, ce qui montre que f € W et que W est une
partie fermée de (C(K, F), No).

8. Si (z,y) € [a,b]*, on a: Vn e N, N(fn(2) — fu(y)) < klz —yl.
Par prolongement des inégalités, compte tenu de la continuité de N, on a :
N(f(z) = f(y)) < klz —y|, dou f est k-lipschitzienne sur [a, b].

b—a

Fixons ¢ > 0. Soit p € N, tel que 2k < % Pour tout i € [0,p], posons
<.

p 2
Six € [a,b] et n €N, soit i € [0,p — 1] tel que x € [z;,x;41] (un tel i existe).
Supposons n > max (n;), alors :

0<isp
N(fa(z) = f(2)) < N(ful(@) = fulz:)) + N(fn(l;”vi) = f(@3)) + N (f(z:) = f(2))
Dot : N(fo(@) — f(x)) < 2klz — 2:] + % <ok 2y g <e.
p

Ce qui prouve la convergence uniforme et éclaire le choix du pas de la subdivision.

b—a

T =a-+1 et n; € N tel que si n > n;, alors N(fn(xz) - f(xl)) <

1
zn! 1
Soit a € R}. Pour tout € [a,+00[,0 < up(x) < — qui est indépendant de
an

9. a. Yz €]0,+00[, 0 < up(z) <

r et le terme général d’une série & termes positifs convergente (de somme ea~1).

Solutions
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Donc la série de fonctions Y u,, converge normalement a fortiori uniformément sur
[a, +00[, uniformément sur tout compact de ]0, +oo| et simplement sur |0, +o0].

1 1 1 (n+1)!

comme gy 1) () < Sl 1

e i AN T w0 Sy

> 1 1
;uk((n_i_l)!) > un<m> > 1. La suite de fonctions (R,,), ne converge
pas uniformément vers la fonction nulle sur ]0,+o00[. Donc > u,, ne converge pas
uniformément sur |0, +o00|.
b. Les fonctions u,, étant continues sur ]0, +00o[, la somme S de la série de fonctions
est élément de C(]0, +-o00[,R) d’apres I1.2.4. et un résultat de a.

Les fonctions u, étant décroissantes sur |0, +oo[, S est décroissante en tant que
limite simple d’une suite de fonctions décroissantes (ici (S, ), ou Sy, = ug+- - -+uy,)

U (z + 1) = Ttn41(z). Done S(z + 1) = z[S(x) — up(z)] = 2S(z) — 1.

c. S étant continue en 1, S(1) = ili% S(x+1)= 7;) CE =e—1.
Pour tout z > 0, S(z) = S(z + 1) + 1. Donc : zS(x) —— e ie. S(z) % ‘.
z—0+ z—=0" o

1
Pour tout = > 0,5(x) > wug(x) = —- D’autre part, de la décroissance de S,
on déduit que pour x > 0, 2S(x) — 1 = S(z + 1) < S(x). Donc, pour tout
1 1
>L—-<Sx) < ——Dou §
x . (x) ——7 Dot (z)

T
1
d. La fraction rationnelle u,, (X) = ayant tous ses poles réels
M =¥z xxn ™ P
n 1 k
et simples, on a : u,(X) = 2 Xaji ’ ou ayp = k'En)k)'
Donc, pour tout z > 0, u,(x) = . (-1" = (vxw)(n) ol w, = — et
’ o P Ok'(n—k)!(x+k) "onl

(="

Un = n!(z +n)

- Les deux séries Y |v,| et > |wy,| convergent car v, = O(wy)
n—oo
o0
et Z wy, = e. Donc leur produit de Cauchy > u,(x) converge et sa somme est :

n=0

st = () (o) =

10. Comme uy, (27') = —uy(z), on fera I'étude sur B(0,1) = {z € C/ |z < 1}.
Soit a €]0,1[. [z2| <a=1—22"" 21— 22" 21-a¥" 21—

n
Donc : Vn € N, |z] < a = |u,(2)] < 71(1 :

—a
De la convergence de la série géométrique > a™, on déduit que > u, converge
normalement sur By(0,a) a fortiori uniformément sur Bf(0,a). Donc > u,
converge uniformément sur tout compact de B(0,1). Les fonctions wu, étant

continues sur B(0, 1), la fonction S est continue sur B(0,1) d’apres I11.2.4.
t 1 1

Jorel) =i —p =i 1o

on

un(z) = cp(z
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n

1 1 1
Donc : Sy, ( Zuk Z ( z2k+1) =1 T

-z
k=0 k=0
st |z| < 1.
-z

Donc : S(z) =

n n n k
11. Notons U,, = E U, Vip = E v, et W, = Zwk ou wg = Zupvk,p.
k=0 k=0 k=0 p=0

n
Wn = uOVn + ulvn—l +--+ un‘/O = Zuk‘/n—k“

UV sik<n

1 f fi {
Considérons la suite de fonctions (fk)k>0 définie par fi(n) = 0 Gk n

On a alors W,, = Z fr(n) et Pon applique le théoréme de la double limite.
k=0
Comme Y v,, converge et est de somme V, IM e R, VpeN, |V, | < M
Donc, ¥n e N, |fr(n)| < M|ug|.
Comme Y u, converge absolument, la série de fonctions > fi convege normale-
ment sur N. Comme, pour £ fixé, lim fe(n) = ugV, on déduit du théoreme de la

double limite : Z lim fx(n) = hm ka ie. UV =W.

n—oo

Solutions
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TRAVAUX DIRIGES

e Théorémes de Dini (MP*)

A. Premier théoréme
K désigne une partie compacte d’un espace vectoriel normé (E, N).
1. Soit (f,,) une suite d’applications continues de K dans un espace vectoriel
normé (F, P), convergeant simplement sur K vers une fonction continue et
telle que, pour tout x € K, la suite de terme général P[fn(x) — f(x)] est
décroissante. Montrer que la convergence est uniforme sur K :
a. en raisonnant par I’absurde a ’aide de la définition de la compacité,
b. en montrant que si (F,,)nen est une suite décroissante de fermés non vides
de K, alors ﬂ F, #£0.

neN
2. Variantes
a. Si une suite monotone (f,) de fonctions continues sur K et a valeurs dans
R converge simplement sur K vers une fonction continue, montrer que la
convergence est uniforme.
b. Si >, est une série de fonctions continues sur K a valeurs dans Ry qui

converge simplement sur K, montrer que la convergence est uniforme sur
K si, et seulement si, la somme est continue.

3. Montrer que la suite (f,)n>1 de fonctions définies sur Ry par :

fulz) = (1 - %)HX[OW] (z) converge uniformément sur R .

4. Montrer que la suite de fonctions polynomiales définies par Py(z) = 0 et
Poyi(x) = Py(x) + % [#* — P2(z)] pour n > 0, converge uniformément sur
[—1,1] vers f: x> |z|.

B. Deuxiéme théoréme

1. Soit (f,) une suite de fonctions croissantes définies sur un segment
[a,b] de R (a valeurs réelles bien siir). Si 'on suppose que (f,) converge
simplement sur [a, b] vers une fonction continue, montrer que la convergence
est uniforme.

2. Soient I un intervalle ouvert de R et (f,,) une suite de fonctions convexes
sur I qui converge simplement sur I vers f continue. Montrer que la
convergence est uniforme sur tout compact.
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Solution

A. 1. a. Si la convergence n’est pas uniforme il existe g € Rf_ tel que, pour tout
n €N, on peut trouver p, > n vérifiant : Noo(fp, — f) = €o.
Choisissons €q et construisons ¢ une application strictement croissante de N dans
lui-méme telle que, pour tout n €N, Neo(fym) — f) = 0. Comme, pour tout
n €N, P(fsmn) — [f) est continue sur K & valeurs réelles, elle admet un minimum
et 'on peut choisir z,, dans K tel que P[f () (zn) — f(zn)] = €0
Extrayons (xy,)) convergente et notons x sa limite, € K fermé.
Si p = n alors poy(p) = wouv(n) et donc, par décroissance de la suite de terme
général P[fi(zpp) — f(Tpp)], ona:

Pl foosm (@pm) = F(@uw)] 2 Plfoowm) (@ue) = f(@uw)] > €0
Quand p — oo, par continuité de P, P[fsopm)(®) — f(z)] > €0, puis, quand
n — oo, toujours par continuité de P, 0 = P[f(z) — f(z)] = o > 0, ce qui est
absurde.
b. Soit seRi. Pour tout n €N posons F,, = {z€ K | P[fa(z) — f(z)] > €}
F,, est fermé comme image réciproque par ’application continue P[ fn — f] de la
partie [e, +oo[ qui est fermée dans R.
La décroissance, pour tout z € K, de la suite de terme général P[ folz) = f (m)]
prouve que (F,,) est décroissante pour I'inclusion et la convergence simple sur K
prouve que (| F, = 0.

neN

Montrons que, & partir d’un certain rang ng on a F,, = () ie.

VneN, n 2 ng = Vo€ K, P[fu(z) — f(x)] < ¢, ce qui établira la convergence
uniforme.

F,, # 0. Donc il existe z,, € F,, ; d’oit une suite (z,),en€ K. Comme K est
compact, il existe une suite extraite (z,(n))nen qui converge vers £€ K. On a
¢ € F,, pour tout n. En effet, soit p€N, pour n > p, on a p(n) > n > p. Comme
la suite de parties (F,) est décroissante, x,(,) € Fy, ceci pour tout n > p. Donc
(e F, =F, car F, est fermé. Donc ¢ € ﬂ F,.

neN

(x
(x

2. a. En notant f la limite simple de (f,) et en munissant R de la norme | - |,
pour tout x dans K, la suite de terme général | fulz) = f (x)‘ est décroissante car
(fn(z)) converge de fagon monotone vers f(xz), la question 1. s’applique.

b. Le cours montre le sens direct et la question précédente la réciproque car la
n

suite de fonctions continues sur K de terme général S,, = ug est croissante.
k=0
3. (fn) est une suite de fonctions continues sur Ry.
x
Siz€Rietn>zonaln[f,(z)] =nln (1 - 5) 5, — et donc, par continuité

T

de exp on a : f,(x) —— e~ = p(z). On sait que ¢ est continue sur Ry.
n—oo

Montrons la croissance de (f,,). Soit x € Ry, envisageons plusieurs cas :

0 5i 2> nalors fupi (@) — fu(@) = fasi(2) > 0,

e sinon f,11(x)— fn(x) est du signe de g, (z) = (nw—i—l) In (1—%_'_1) —nln (1—%»
gn est dérivable sur [0,n] avec g/, (z) = Y g >0 et g,(0) =0, donc

gn = 0 sur [0, n].

irigés

T
x
3
>
8
=
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Cela prouve la croissance de (f,) mais on ne peut pas directement utiliser le
théoreme de Dini car Ry n’est pas compact dans R.

En revanche, par croissance, pour x € Ry de (fn (x)), onal<e®— f(z) <e ™
Sie€]0,1[ on pose A = —In(e) et lon utilise la convergence uniforme de (f,,) vers
 sur le compact [0, A] en choisissant ng & partir duquel Nc[g’A](gp — fn) <e.
Comme, si x€[0,4], 0 < @(x) — fo(z) < e < e = ¢, on a, pour
n>ng, Naot (¢ — fn) < e d’on la convergence uniforme sur Ry de (f,).

4. La démonstration du théoreme de Weierstrass donnée dans le cours montre que
(P,,) est une suite croissante qui converge simplement vers f sur [—1, 1]. Comme
f est continue, le théoréeme de Dini permet de s’affranchir de la preuve de la
convergence uniforme.

B. 1. La croissance étant conservée par limite simple, f est croissante sur [a, b].
Soit € € Ri, le théoréme de Heine assure 'uniforme continuité de f sur [a, b] ; soit
n€RY tel que, pour tout (z,2') €[a, b]?, (lo —2'| <n=|f(z) - fa)] <e).

b _
Posons p = L—GJ + 1, pour tout k€[0,p[, 2x =a+k a4
n

et z, =D.

Enfin soit ng un entier tel que Vn € N, (n = ng = Vk €]0, p], ’fn(xk)—f(xk)‘ < 5).
Sin > ng et x €[a, b], choisissons k dans [0, p[ tel que x €[z, xxt1].

Par monotoie on &+ f(rg) — f(zis1) < fu(®) — F(@) < fo(zrs1) — F(z8).

Or | fu(zr) = flarr1)| < [falzr) = f(zr)] + |[f(@r) = f(@rs1)] < 26 caron a &
la fois |z — 41| < n et n = ng. De méme ‘fn(xk;+1) — f(xk)| < 2¢ d’ou, par
encadrement, |f,(x) — f(z)| < 2¢ et le résultat.

2. 1l suffit de montrer la convergence uniforme sur un compact de la forme [a, b].
Fixons o dans T N] — 00, a] et considérons, pour tout n €N, la fonction p,, définie
_ fn(z) = fula)
N @

» P, est croissante par convexité de f,, et (p,)
T —

f(@) = f(e)

sur [a, b] par p,(z)

converge simplement sur [a,b] vers p : z +— continue, la convergence

est donc uniforme. ,

Or, si z€fa,b], |fu(z) — f(2)| = |2 — a| x |pa(@) — p(x)| < (b— )N (p, — p)
terme général d’une suite numérique qui converge vers 0, donc (f,) converge
uniformément sur [a, b].

Remarque : la convexité étant conservée par passage a la limite simple, I étant
un intervalle ouvert, ’hypothese de continuité de f est superflue car toute fonction
convexe sur un intervalle ouvert est continue.
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e Un produit infini

Partie 1
Soit Ie polynéme Q,(X) = (1 + X)?" — (1 — X)?". On note h I'application
t
R—-R t— —=sit#0et1sit=0.

sh(t)

1. Préciser le degré de Q,, et le coefficient dominant Décomposer Q,, en

facteurs irréductibles sur R. En déduire la valeur de H tan? (12)_71-) sin > 2.
sl n

2. Montrer que h(t) = lim 1+ ———m—— .
n—00 i} 47’l2 tan2 (E)
n

t2

3. a. Montrer que la série Z In (1 + (p7r)2) est convergente.
p=1

b. Montrer que ln Z In (1 + 2)
2
On posera upy(n) = In 1+t—p7T sip<netu,(n)=0sip>=n
4n? tan? ( )
2n
n—1 t2 _1
En déd h(t) = 1i [+ =]
c. En déduire que h(t) = Jim H + )2
Partie I1

1. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle :

1 L (n—l)
R, (X) = ﬁ ﬂ En déduire que : 722(—1)1’_1# -1
! oo X A+ (pm)? pt <n—1+p>

p
(")
2. Montrer que : lim P J 1 pour p € N. En déduire que :
p

o t2
h(t)=1+2 1P

Partie III

: * t2 _ = 2n+2
1. Montrer que : ¥Vt €] — m, [, Vp € N*, W = nz:%ant . On
déterminera o,.
) > (=1)P o 0
2. Soit, pour a > 0, S, = Z—a Montrer que |S,| < 1. En déduire O
p 1 p ~§’
S om—
pour [t| <, h(t) =1+ 22 ﬂ_iZiz 22,

O
x
3
>
o
=




188 SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Solution

1. Le terme de plus haut degré de Q,, est : 4n X271 d’ou deg(Qn) = 2n — 1.
Qn(z)=0 <= (1+z2)>=(1 —x)zn_ — l+z=(1 —x)eﬁ%,k € [0,2n — 1].

ik

Donc Qn(z) =0 <= z(l+e") =e"" —1,k € [0,2n— 1].

ik

en =—-1 < k=nsike]0,2n—1]. Donc:
k
Qn(z) =0 <= z =itan (2—7T> =k, k€ [0,2n — 1]\ {n}.
n
Comme x9,_j = Tg, les racines de @, sont 0,21, ..., Tn_1,Tp_1,--+,L1-

Comme (X — 2,)(X —Tp) = (X —iyp)(X 4 iyp) = X +y2 ol y, € R.

n—1
Donc Q,(X) = 4nX H (X2 + tan? (?)) L’examen du coeficient de X dans
n

p=1

n—1 . n—1 X2
Q,, donne : H tan? (g%) =1. Dot Q,(X) = 4nX H (1 + tan2(p7r)>

p=1 p=1 -
t t \2n t \2n

T SR X B (5 i (o
2. H 1+ fTi = 2? = 2n 2n tend

p=1 4n? tan? (—) dn - — 2t

2n 2n
t_ =t ‘h t

lorsque n — oo vers % = ¥ sit # 0. Le résultat est immédiat si t = 0.

2 2
t
3. a. In (1 + W) TS o3 Des régles de Riemann, on déduit que la série a
T™p

termes positifs donnée converge.
n—1 0

b. De la continuité de In , on déduit : In(h(t)) = nh%n;o Zl up(n) = nlgr;o Zl up(n).
p= p=

t2
o Pour p fixé, lim u,(n) = v, =In (1+ =) >0

o Vn € N*,Vp € N*,0 < up(n) < v, car tan(z) > x pour z € [07 g [
vp ¢étant indépendant de n et (va)p>1 convergeant d’apres 3.a. la série de

fonctions de n : (Zup)p>1 converge normalement, a fortiori uniformément sur

oo o0
N* D Lo - (q i _
u théoreme de la double limite, on déduit que nh_}rrolo E up(n) E vp et le
p=1 p=1
résultat est prouvé.

c. est une conséquence de 3.b. et de la continuité de la fonction exp.

Partie I1

1. Les poles de R,, étant tous simples, on a :

n—1 a, \ ((n B 1)!7r)2 2(71)”*1(])702 <n; 1)
0= L T e T (") |

p

1<g<n—1
a#p
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L <n—1)
n— n—1
a _ p
Dou: R,(0)=1= P__9 B Y- S N A
O =1=2, 7 Z;( ) <n_1+p>
p

n n+1 n+p—1

2.((714(13)(1 P )---(1— P )Hoolentantque

produit dont le nombre est indépendant de n, de termes de limite 1.

h(t) = lim R, (t*). En notant R,(t?) = (R, (t?) —1) + 1, on déduit de la question

(")

n—1 D t2

11.2. CR,(2)=1+2 —1)P . )
p

((”p1)>. T )
n—1+p\ 2+ (pm)?

p

Procedons comme en 1.3.b) en posant uj,(n) = 2(—1)?

sip<nuy(n)=0sip=>n

(n— 1)
t2
ca; L 1.

* ) o A e e T T 1 g o
(")
(")
212
° |u;)(n)| < W:’U; car 0 < n—;i—l—p < 1.
(")
2t (o . . .
Comme v, — ——> la série réelle ) 7)1/7 converge d’apres les regles de Riemann.

P p—oo (p’/T)2
vy, étant indépendant de n et (ZU;)ID>1 convergeant, la série de fonctions de n :

(Z up)p>1 converge normalement, a fortiori uniformément sur N*. Du théoreme
>

de la double limite, on déduit que : ¥Vt € R, h(t) =1+ 2 Z —)2
Partie III

t? t\2 1 — (—1)"g2nt2
Lvtel-mal g = () - = dapres 1
bmmml mme = o) T e ,;) (pryzniz C AP ES

t
résultats sur les séries géométriques (cf. ’—‘ <1.)

n+pt2n+2
Donc : Vt €] — 7, @[, h —1—|—QZZ ()
p=1n=0
2. S, est la somme d’une série alternée qui converge avec le théoreme spécial.

Nt
( ) < S, <0.

D 1=
onc Ia

irigés
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(71)n+pt2n+2

Notons Bn’p = W

,p>=1,n>0, pour t fixé dans | — 7, 7.

t2 n+1
e La série () ‘5”7P|)n>0 converge car |fyp| = (W) est le terme général

+1 . t2

o0 = Gy

t2
° ;Wn,ﬂ =)\ = W Donc )\ —-0p. Dot (Z)\p)p>1 converge.

Du théoreme d’interversion des sommations, on déduit que la suite double de
o0 o0 o0 (o]

complexes (B p)n>0,p>1 €st sommable et que : Z Zﬁn_p = Z Z B p-

de la série géométrique > (6p)n € [0, 1] puisque p > 1 et [t| < 7.

n= Op 1 p=1n=0
/ . S2n+2 2n+2
On déduit de ITL.1. que : Vt €] — m,w[,h(t) =1+ 2 Z 7r2"+2

e Une convergence vers la fonction exponentielle

A. Convergence uniforme sur tout compact de C

On considére la suite (f,,) de fonctions définies sur C par f,(z) = (1 + %) .

1. Premiére méthode

a. Montrer que (f,) converge simplement vers exp sur R.
| | n

z
b. Montrer que, pour tout z € C, |ez — fn(z){ <elfl — (1 + —
n
c. En déduire la convergence uniforme sur toute partie compacte de C de
(fn) vers exp.
2. Deuxiéme méthode

On définit la suite de fonctions (up)p>1 sur C x [1,4+o00] par ui(z,x) = 1+ 2

et, sip > 2, up(z, ) = {$($—1)-~-(x—p+1)<;)lﬂ sizz>p

p! ,
sinon
Montrer que, si z est fixé dans C, Y u,(z,-) converge normalement sur
[1,+00[. En déduire que (f,) converge simplement vers exp sur C.

B. Etude sur R_
On définit pour tout n €N la fonction g, sur R_ par g,(z) = (1 + f) si
n

x = —n et g,(x) = 0 sinon ainsi que G,, = exp —¢,.
a. Montrer que G,, admet un maximum et qu’il est atteint en un unique
point o, de ] — 00, 0].

b. En déduire que (g,) converge uniformément sur R_ vers exp.

Solution
A. 1. a Siz€eR (fu(z)) converge vers e”.
<k

b. En utilisant la formule du binéme et ’égalité e* = ﬂ on obtient :
k=0
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+
k=2 =n+1
) k' (n nn—1)--(n—k+1 1 k-1

) k 27 s Tk = = (1——> (1— ) ]_,
or, sik €[2,p] e <k> ok n . <

I AN z Z\" - |zw k! n = |ZW |z| |Z| "
d’ou |e _(1+E> <ZF|:1_J<I€>:|+ Z FZG — 1+; .

k=2 k=n+1

c. Soient K un compact de C, on choisit M € ]Ri tel que K C By(0,M). Si z€ K,
en reprenant les inégalités de la question précédente :
n k ' 00 k n
. _ i)"’< MEL R (n ME_ o (M
e <1+n \Zk! 1 5\ K +Z i =e 1+n et la
k=2 k=n+1
convergence simple sur R prouve la convergence uniforme sur K.

(1-3) - (-2) 5y wiez
2. SizE(CethQ,up(z,x):{ ; z /pl LT 2D
0 si x €[1, pl.
s |2 [P NPT i .
d’on ‘up(z,x)| < — - terme général d’une série convergente, ce qui prouve la
p!
convergence normale sur [1,4+oo[ de Y u,(z, ).
»
De plus u,(z,z) —— z_' sip>2etui(z,z) =1+ z pour tout x.
p!

T—+00
La définition de (u,) et la formule du binéme montrent que, si (n,z) €N x C,
o0

fn(z) = Z (2, n). Le théoréme de la double limite montre que (f,(2)) converge

-1
P [ee] ° 2P
. . M — —_— z
et a pour limite ; 117Iln [up(z,m)] = ;;) P! e

n—1
B. a. G,, est continue sur R_, dérivable sur | —n, 0], G}, (x) = ¢* — (1 + E) qui
n

est du signe de z — (n—1) In (1 + E) = ¢n(x) car exp réalise un homéomorphisme
n

croissant entre R et Ri.

1
©n est dérivable sur | — n, 0] avec ¢, (x) = ;C::__n d’on le tableau de variations
—00 -n O, -1 0
Pn - - 0+
#n +00 N\ 0 N - 20
G, |0 e Gulay) N\ N0

qui montre l'existence et 'unicité de «,.

b. a;, est Punique solution dans R_ de ’équation z = (n — 1)In (1 + E) d’on
n

n—1
et = (1—1—%) . Donc G, (o) = e [1— (1+%>] =20 ean,
n n

n
¥ x — xe® est continue sur R_ et admet 0 pour limite en —oo, donc est bornée
R_
N,
sur R_ et N2 (G,) = Gp(ay) < Nos (¥) —— 0, d’olt la convergence uniforme
n n— oo
sur R_.

irigés
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Fonctions vectorielles

Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont définies sur un intervalle I de R, non
réduit a un point, et a valeurs dans un K-espace vectoriel normé E de dimension
finie, avec K = R ou C. On note N une norme sur E.

I. Dérivation

A. Définitions

1. Dérivabilité en un point

1.1. Définition
f € F(I,E) est dérivable en un point a de I si 'application ¢, de I\ {a}

dans E, x = —— [f(z) — f(a)] a une limite en a. En cas d’existence de
T—a

cette limite dans E, celle-ci est appelée vecteur dérivé de f en a et notée

daf
/ D v .
'(a) ou Df(a) ou - (a)
Interprétation géométrique
Avec les notations précédentes, la droite affine réelle de représentation paramétrique
R—-RxEN— (aj(a)) + (/\,)\f’(a)) s’appelle la tangente en (a,f(a)) au
graphe de f dans R x F.

Interprétation cinématique

Soit K = R et E = R? ; identifions R* = RxR? & I'univers de la relativité restreinte,
les axes canoniques de R* étant ceux d’un référentiel galiléen fixé. Le graphe de f
s’interprete comme ’ensemble des positions dans I'univers d’un point mobile qui
ocupe la position f(¢) a la date ¢. Le vecteur (1, f'(a)) est le vecteur-vitesse
spatio-temporel du mobile en le point (a, f(a)).
1.2. Théoréme

f € F(I,E) est dérivable en a € I si, et seulement si, il existe £ € E et

e € F(I,E) continue en a tels que, pour tout x € I,

f(z) = f(a) + (x — a)l + (x — a)e(x). De plus, dans ce cas, £ = f'(a).

Démonstration

Si f est dérivable en a il suffit de poser £ = f'(a), e(a) =0g et, siz € I\ {a}
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_ f&) = f(a)

Réciproquement, lexistence de (¢, &) montre que ¢, admet £ pour limite en a.O

— {. Alors, par dérivabilité de f en a, € est continue en a.

L’application directe de ce théoréme et la considération de x +— |z| prouvent :
1.3. Corollaire

| Si f est dérivable en a, alors elle est continue en a, la réciproque est fausse.

2. Dérivabilité a droite, a gauche
2.1. Définition
f € F(I, E) est dérivable a droite (respectivement a gauche) en un point a
de I siI, = 1IN [a,+oo] (respectivement I/ = I'N]— o0, a]) n’est pas réduit
au point a et si la restriction de f a I/ (respectivement I!]) est dérivable en
a. Si elle existe, une telle dérivée s’appelle dérivée a droite (respectivement
a gauche) de f en a; on la note fj(a) (respectivement f,(a)).

Il découle immédiatement de ces définitions le théoréme suivant :

2.2. Théoreme
Soient f € F(I, E) et a un point intérieur & I, il y a équivalence entre
(i) f est dérivable en a,
(ii) f est dérivable a droite et & gauche en a avec fy(a) = f,(a).
Dans ce cas f'(a) = fy(a) = f,(a).

3. Fonction dérivée

Définitions
1. f € F(I,E) est dérivable sur lintervalle I si elle est dérivable en
tout point de I. On définit alors I’application dérivée de f, notée

d
f':I— E,x— f'(x) ou Df ou encore é

2. f € F(I, E) est dite continiiment dérivable ou encore de classe C' sur
I si f est dérivable sur I et f’ est continue.

Notations

On note D(I, E) respectivement C'(I, E) I'ensemble des éléments f de F(I, E)
dérivables, respectivement de classe C! sur 1.

4. Exemple de I’exponentielle

Soient (A, +, k| - ||) une K-algebre normée de dimension finie, a un élément de
00

A et ¢ Vapplication définie sur R par () = exp(ta) = Z (tZ?n.

Comme b+ a *xb— b x a est continue sur A enntant qu’a%?olication linéaire sur un

espace vectoriel de dimension finie, nulle en Z (tZ') ' pour tout (t,n) € R x N,

k=0
a et exp(ta) sont permutables par passage & la limite pour tout ¢ réel.

Théoréme
| ¥ est de classe C! sur R et, pour tout t € R, ¢'(t) = a * (t) = (t) * a.



Dérivation 195

Démonstration

e Si (t,h) € R? avec |h| < 1, ta et ha sont permutables et 'on a :
6(h) = exp [(t+ h)a] — exp(ta) — hexp(ta) * a = exp(ta) * [ exp(ha) —a — ha] d’on

> pk-2,k i ”aHk
§(h) = h? exp(ta) * kzzz —5— et donc [[3(h)[| < h?||exp(ta)] <k2_2 o ) ce qui

montre que 6(h) o O(h?) et donc que 1 est dérivable en t avec 1’ (t) = ¢(t) * a.
—

e b — bx*a est linéaire donc continue sur A et i continue sur R car dérivable,
donc, par composition, 1’ est continue et 1 est de classe C1.O

B. Opérations

1. Linéarité de la dérivation

Théoréme
D(1, E) est un sous-espace vectoriel de C(I, E) et application D de D(I, E)
dans F(I, E), f — f' est linéaire.
CY(I, E) est un sous-espace vectoriel de D(I, E).

Démonstration

Soient a € I, (f,g) € (D(I,E))? et A € K. Pour tout x € I\ {a},
1 1

—— |0 +9)@) = (O +9)(@)] = A —(f(2) = f(@)) + ——(9(a) — g(a)).

Des théoremes sur les opérations sur les limites, on déduit que Af + g est dérivable

en a et que (Af + g)'(a) = Af'(a) + ¢'(a). Dot la conclusion, ce raisonnement

étant valable quel que soit a élément de I et D(I, E) étant non vide.

Enfin C(I, E) est un sous-espace vectoriel de F(I, E) et C'(I,E) = D~*(C(I, E)),

d’ou la derniere affirmation. O

2. Action d’une application linéaire

2.1. Théoreme
Soient f € D(I, E) (resp. CH(I, E)) et u une application linéaire de E dans
F, deux espaces vectoriels de dimensions finies ; alors uof € D(I, F) (resp.
Cl(I,F)) et (uof) = uof’.

Démonstration

Soit a € I'; u étant linéaire, pour tout « € I\ {a},

1 —
— {u(f(ai)) — u(f(a))} = u(f(a?c — (]:(a)) - u(f'(a)) car f est dérivable en
a et u est continue sur E car F et F sont de dimensions finies et u € L(E, F).O

2.2. Corollaire
Si E est de dimension finie p > 1 et muni d’une base B = (ey,...,e,) et

P
feF(U,E) telle que : Yz € I, f(z) = ka(m)ek.
k=1

f €D, E) (resp. C(I, E)) si, et seulement si, toutes les fonctions f}, sont

P
dans D(I,K) (resp. C'(I K)). Dans ce cas : Vx € I, f'(z) = Z fr(z)ek.
k=1
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Démonstration

Une premieére preuve consiste a dire que ceci est une conséquence de la linéarité
de 'application K — E,z +— xv.

Une deuxiéme peut consister a y voir une application immédiate d’un théoreme sur

fx fr(@) = frl(a)

- , . ) —fla)
les limites de fonct I ) —— = .0
es limites de fonctions car si x € I'\ {a} — k2=1 - €k

x
2.3. Applications

aM:I—-M,,(K),z— (mi,j (:I:)) est dérivable sur I si, et seulement si, toutes
les m; ; sont dérivables sur I. Dans ce cas, on a : M'(z) = (mgyj ().

b. f € D(I,C) (resp. C*(I,C)) si, et seulement si, (Re(f), Sm(f)) € (D(I,R))2
(resp. C'(1,C)) et f € D(I,C) (resp. C'(I,C)) si, et seulement si, f € D(I,C)
(resp. C*(1,C)). On a alors : f/ = Re(f) +iSm(f) et (?)/ =f

c. Si f € C(I,E) est dérivable sur Uintérieur de I, elle est constante sur I si, et
seulement si, f’ est nulle sur I'intérieur de I.

En effet le résultat a été démontré en premiere année dans le cas ou £ = R.

3. Action d’une application multilinéaire
3.1. Cas bilinéaire

Théoréme
Soient E1, Es, F' trois espaces vectoriels de dimension finie, B une appli-
cation bilinéaire de Ey x FEo dans F, fy € D(I, E,), fo € D(I, Es). Alors
Papplication g : x B(f1 (2), fo (ac)) est dérivable sur I et

Vee I,¢'(z) = B(f{(a:),fg(a:)) + B(fl(x),fé(:c))_
Démonstration
Soit a € I, g(z) — g(a) = B(f1(z) — fi(a), f2(a)) + B(fi(z), f2(x) — f2(a)).
o e 1\ fap L0810 _ p(ARIZAW g ) (), L)

—a r—a T —a
car B est bilinéaire.
fi(x) — fi(a)

f1 étant dérivable en a et B continue, B <
T—a

() ) 2B ). o).
f1 étant dérivable en a est continue en a; comme fy; est dérivable en a et B
continue, B(f1 ()5 folw) = f2(a)> - B(fi(a), f3(a)). D’ou la conclusion. O

x—a
Applications

a. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, f € D(I, E) et ¢ € D(I,K),
alors of € D(I, E) et (of) = ¢'f +of.

b. Si E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et si f et g sont
éléments de D(I, E), alors © — f(z) A g(x) est dérivable sur I et :

d
Vo e I, —(f(z) Ag(2)) = f'(z) Ag(z) + f@) N g ().
c. Si F est un espace vectoriel euclidien et si (f, g) € (D(I , E))27 alors I'application

z = (f(z)|g(x)) est dérivable sur I et :
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Vel %(f(x)\g(fv)) = (f'(@)lg(x)) + (f(2)lg'(x)).

2

d.Si(A,B) € (D(I,Smn(K))) ,alors AB € D(I, M, (K)) et (AB)' = A'B+ AB'.
e. Soit E un espace vectoriel euclidien f € D(I, E) tel que Vz € I,|f(x)] = 1,
alors f(z) et f'(z) sont orthogonaux.
En effet, Vo € I, 1 = || f(2)|* = (f(af)|f(a:)) =Vrel 0= 2(f’(x)|f(x)) cf.
application c. du théoreme 3.
Ainsi si ¢ € D(I,U) ot U désigne l'ensemble des complexes de module 1, alors
e’ + @y’ est nulle je. p’ est & valeurs imaginaires pures.

3.2. Extension au cas n-linéaire
En procédant comme pour le théoréme précédent, on prouve le

Théoréme

Soient E1,FEs,...,E, et F des espaces vectoriels normés de dimension

finie et M : Ey; X --- X E,, — F une application n-linéaire. Si, pour tout
€ [1,n], fi € D(I,E;), alors I'application ® : z +— M (f1(z),..., fa(z))

est dérivable sur I et, pour tout x € I, on a :

(I),(x) = ZM(fl(f)v e fk—l(x%flg(x)afk—‘rl(l')v . afn(x))
k=1

Applications

a. Si A est une algebre normée de dimension finie, pour tout n dans N* et tout
/ n

(f1,-- -, fn) dans (D(I,.A))", (fl*. . .*fn) =Y (fl*. O *f>

k=1
, n

Quand A est commutative cette formule s’écrit (ﬁ fk) = Z (f,’f H fj).

k=1 k=1 j#k

b. Si E est de dimension n, muni d'une base &, si (f1,..., f») € (D(I,E))", alors
Papplication ® : x — detg (fl(x), RO (:c)) est dérivable sur I avec :

Vo el, ®(z) = dete (fi(x), ..., fr1(x), fi(@), far1(z), ..., fulz))
k=1

Exemple

pit1—i
Soit A, : b—)dt<" ) U i = ———5sij+12>27et0

oit A, : et (m; ;(x) Leijen ou m; ;(z) Gl sij+ ie
sinon. On note £ la base canonique de F' = M, 1(R) et, si ¢ € [1,n], Ci(z) la
i-eme colonne de (m”(x)) .
1<i,j<n

Alors C; € CY(R, F) et, comme A, = detg(Cy,...,Cp), A, € C*(R,R) avec, si
z € R, Al (z) = dete (C](x), Ca(x),...,Cn(x)) car,sii > 2, onaC)(x) = Ci_1(z)
et donc detg (Cy(2),...,Ci—1(z),Ci(z),Ciz1(x),...,Cp(x)) = 0.

Par suite, comme C(x) est égal au premier vecteur de £, en développant suivant

la premiére colonne on obtient A/ (z) = A, _1(x). Par nullgté de la premiére ligne

T

A, (0) = 0 et une récurrence immédiate donne A, (x) = —
n!
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4. Quotient

Théoréme

Si (f,g) € (D(I,K))? et si g ne s’annule pas sur I, alors ! € D(I,K) et
g

([)’ _f9—-19"
g 92

Démonstration

Compte tenu de 'application a. du théoreme 3, il suffit de faire la démonstration
pour la puis d’écrire g = a+if ot (o, B) € (D(I,R))? et enfin d’utiliser le corollaire
du théoreme 2 et les résultats connus pour les fonctions a valeurs réelles. O

5. Composition

5.1. Théoréme
SifeD(I,R),geD(J,E)etsi f(I)CJ,alors gof € D(I,E) et

(gof) = 1" (g'of)

Démonstration
Il suffit d’utiliser le corollaire du théoreme 2 et les résultats connus pour les
fonctions a valeurs réelles. O

5.2. Applications

a. Si f € D(] —a,a[, E) et est paire (respectivement impaire) alors f’ est impaire
(respectivement paire).

b. Si f € D(R, E) est T-périodique, f’ est T-périodique.
c. Siu e D(I,R) et 0 ¢ u(l), alors z — In|u(x)| est dérivable sur I et (In |u|)’ = “.
u
C. Fonctions de classe C*
1. Dérivée k-ieme
1.1. Définition

Pour f € F(I,E) on définit par récurrence les dérivées successives de f :
fO = f et, pour k € N*, on dit que f est k fois dérivable sur I si f(~1

d
est dérivable sur I et on note D*(f) = f = [0 = (f=Dy,
On note D¥(I, E) I'ensemble des f € ]-'(I E) k fois dérivables sur I.

1.2. Exemples fondamentaux

a) Soit o € C,Vzx € R\{a}, T (x i a) = (x(_l();;ﬁ_l'

k!
= | T sk
. _ —n):
b) SmtaEC,VareR,@(I*a) BN sik=n,
0 si k <mn.

c) Yz € R, VneN, D"(cos)(z) = cos (a: +n %) et D" (sin)(z) = sin (J: +n g)
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d. Pour trouver la dérivée n-ieme d’une fonction rationnelle, il suffit de décomposer
en éléments simples dans C(X) la fraction rationnelle associée et d’utiliser les
exemples a) et b).

e. Yn € N, D"(exp) = exp; D?"(ch) = ch; D?"*1(ch) = sh.
1.3. Définition (fonctions de classe C*)

f € F(I,E) est dite de classe C* sur I si f € D*(I,E) et si f*) € C(I, E).
f est dite de classe C* si elle est de classe C* quel que soit k € N*.

Si k € N* U {co} on note C*(I, E) I’ensemble des applications de I dans E
de classe CF.

Remarque
Si ke N*, ¢>(I,E) c C¥(I,E) c D*(I,E) c D(I,E) C C(I, E).
2. Opérations
On démontre par récurrence le théoreme suivant :
2.1. Théoréme

Pour tout k € N, D¥(I, E) et Ck(I, E) sont des sous-espaces vectoriels de
C(I, E) et pour tout n < k, (Af +g)™ = \f(") 4 g,

2.2. Théoréme (formule de Leibniz)

Soient E, F,G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K, n € N,
si f € DI,E),g € D"(I,F) et B : E x FF — G est bilinéaire, alors
Papplication h = B(f, g) est élément de D"™(I,G) et

B = i <Z> B(f®),gn=h).

k=0
Démonstration
Par récurrence sur n. Le résultat est évident si n = 0 et déja vu sin = 1. Supposons
n—1

. 1 (n— n—1 k) (n—1—k
le, vrai pour 0 < k < n — 1, alors h(*~1) = ;} ( i ) B(f( ), gt ))'

i n—1

n) _ - (k+1) (n—1— k) (k) (nfk)
h(>_kz_0< ] )B(f +Z< . ) (f ).
— 7n 1 " n-1
- (k4+1) (n—1—k)\ _ - (p) ,(n—p) .
Orkzo< P >B(f .9 )2(})_1)3(#,9 P)), donc :
= p=

h<n>:(”51> (FO), g + ni{(”?)jL(Z—i)}B(f(k)?g(nk))
+<Z: ) B(F™, g,
1],

Comme, pour tout k €[1,n —

n—1 n—1 n—1 n—1 n
POV () () - (o) - (5 - () -
la relation est alors vérifiée a l'ordre m, d’ou la conclusion par théoreme de

récurrence. O
Une conséquence immédiate en est le corollaire suivant :
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2.3. Corollaire
C™(I,K) est une K-algebre. Si (f,g) € (C"(I,K))* et si k € N*, k <n,

k
(F® =3 (’j) FOgt.

i=0
1
Si f € C"(I,K) et ne s’annule pas alors 7 e C™(I1,K).

2.4. Corollaire
Si A est une algébre normée de dimension finie, a € A, alors 'application
¥ définie sur R par 1(t) = exp(ta) est de classe C* et, sin € N*,

w("):a"*wzw*a".

Démonstration
On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 ayant déja été prouvé.
Si 7 est de classe C" avec (™ = 1) % a™ alors, comme 1)/ = a % 1) et comme
t — a est de classe C*, le théoréme montre que 1’ est de classe C™ avec
(1/1')(”) = ax ™ = a" x4, ce qui termine la récurrence car a et 1 sont
permutables. O
2.5. Théoréme
Si feC"(I,R),g € C"(J,E) ot J est un intervalle d’intérieur non vide de
Ret f(I) C J, alors gof € C"(I, E).

Démonstration

Si feC(,R),geC(J,E)et f(I)C J,alors gof € C(I, E) (déja vu). Supposons
n>1etpour fi € C"HI,R), g1 € C" " YJ,E) et f1(I) C J, grof1 € C" (I, E).

Soit feC™(I,R),geC™(J,E) et f(I) C J,comme (gof) = f'-(¢g’of), application
du théoreme 2.2. au couple (¢’of, f') permet de conclure que (gof)’ est de classe
C" L sur I ie. gof €C™(I,E), d’ott la conclusion par théoréme de récurrence. O

I1. Intégrale sur un segment

Dans cette partie I est le segment [a,b] de R, a < b.

1. Théoréme et définition

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finiep > 1, si B = (e1, ..., ep) et
B' = (e},...,e,) sont deux bases de E. Soit f € F(I,E) telle que :

P p
Viel, f(t) = Z filt)e; = Zgj (t)e. Alors f € CM(I, E) si, et seulement
i=1 j=1

si, toutes les fonctions fi et gy sont dans CM(I,K). Dans ce cas :

zsz/ffl)el - ji(/[gj)e;.

On appelle ce vecteur 'intégrale sur [a,b] de f. On le note / fou / ft)dte.
I I

Démonstration

Si P = (a,j) € GL,(K) est la matrice de passage de B & B’, on a, pour tout t € I,
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p

P
=S ousas(t) Don [ fi=3 s [ a5
i=1 I I
P P p
= Z (/fi(ﬁ)dt)ei = Z (Z i /g])eZ par linéarité de I’application
i=1 /I i=1  j=1
> ([a)eo
I

P
CM(I,K) — K, <p»—>/ . Donc Ig(f =Z/gj dtZa”elz
j=1 Jj=1

Corollaire
Pour qu’une fonction f soit élément de CM(I,C), il faut et il suffit que
Re(f) et Sm(f) soient éléments de CM(I,R). Dans ces conditions :

we( [ 1) = [mer). am( [ 1) = [smip. [7= [ 1.

2. Propriétés

On considere dans ce paragraphe F un K-espace vectoriel de dimension finie > 1
et I un segment de R d’extrémités a et b.

Des propriétés de lapplication CM(I,K) — K, f — /f on déduit les trois
I
théoremes suivants.

2.1. Théoréme (linéarité)

L’application : CM(I,E) = E, f — /f est linéaire. Autrement dit :
I
W) e eMmmE ek [uf+g=x[1+ [
I I I

Convention

b a a
Sia>b,onnote [ f(t)dt= —/ f)ydt = — f(t)dt; de plus / f=0.
a b [b,a] a

2.2. Théoréme (relation de Chasles)
Soient a, b, ¢ trois points d’un intervalle J de R, et f € CM(J, E).

/acf/abf+/bcf-

2.3. Théoréme (sommes de Riemann)
SifeC(I,E) et si(a;)ogign €st une subdivision de pas constant de I, alors
b—a

Rn(f Z f az m f
Exemple
n—1 2
Soit la suite de terme général w, = o ZRk ou, pour k € [0,n — 1],
2n P

_ (cos(0r) —sin(6y) _ km
Ry, = (sin(@k) cos(0y) avec Oy, = n
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cos(t) —sin(t)

L’application f définie sur R par f(t) = (sin(t) cos(t)

) est continue sur R et

n—1 T
aveca;) (n):k%aona%Z:S(f;(s,ﬁ))—> f:<(2) _(2)> ce qui
0

n—oo
k=0
0 -1
montre que (u,) converge vers 1 o) = —1I.

2.4. Théoréme (image de ’intégrale par une application linéaire)

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et U € L(E, F), pour tout
FECM(ILE), on aUof € CM(I, F) et /Uof: U(/f).
I

I

Démonstration
Notons B et C des bases de E et F. Notons X(t),Y (¢),I(f),I(Uof) les matrices

colonnes des coordonnées des vecteurs f(t),Uof(t), | fet [ Uof. On a :
I I

X(t) = (f (), fp(t)) 1(t> s gq); Y(t) = AX(t) ot A est
Mge(U); 'I(f) = /f1,~ /fp ; I(Uof) = (/Igl,...,/gq).

t

A= (ai,j) Donc gj Zaz,]fz :>/g] Zazj/fﬂe I UOf AI(f)

D’ou le résultat. O

2.5. Théoréme (inégalité de la moyenne)
Si N est une norme sur E et f e CM(I, E) et si (a,b) € I?,

N(/abf) q/:zvof <|b—alNL(f)=Ib—a| sup N(f(x)).

z €[a,b]
Démonstration

e Si feC(I,E),I=]a,bl,a<betsi(a;)ocicn est une subdivision de pas constant

b_aZfaz —> f

n— oo

de I, d’apres le théoréme 2.3. on a R, (f) =

N étant continue sur F, la fonction Nof est contlnue sur [ et I'on a :

n—1
Ra(Nof) =2 3 (Nof)(@w) —— [ Nef.
k=0 1

D’aprés 'inégalité triangulaire : Vn € N*, N(R,,(f)) < Rn(Nof).
La continuité de N sur E implique, par passage a la limite : N< / f) < /Nof.
I I

e Si fECM(L,E), et si 0 = (xr)ogk<p €St une subdivision subordonnée &
f, notons fi le prolongement par continuité de f‘ Iz a [Tk, zpt+1]. On a
ks

/:H fk_éjk+1f Donc/f Z/wm

$k+1[

Tk+4+1
/ fu.
Tp

k=0
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Th+1

Th41
Comme fj, est continue sur [z, Zk11], on a N(/ fk> < / Nof. Donc :

(/) ZN(/:MJ% Z/kaNofk—pz‘i/mlzvof:/zvof.

k
La fin de la demonbtratlon decoule de I'inégalité de la moyenne pour les fonctions
a valeurs réelles (voir le cours de premiere année).O

III. Dérivation et intégration

A. Primitives de fonctions continues

1. Définition
Soit f €C(I, E). On appelle primitive de f sur I toute fonction g : I — E
qui est dérivable et telle que g’ = f.

Remarques

e g est de classe C! sur I.
e Deux primitives d’'une méme application different d’une constante.

2. Théoréme fondamental

Soient f € C(I,E) et acl. L’application F : x / f{t)dt est I'unique

a
primitive de f qui s’annule en a. Pour toute primitive G de f sur I,

/ " it = G(x) — Gla).

Ce théoreme est une conséquence immédiate de II.1. et du théoréme, vu en
premiere année, sur les primitives de fonctions continues sur I & valeurs réelles. O

2.1. Corollaire
Si f est de classe C! sur I et a € I. Alors :Vx € I, f(x / f(t

Démonstration

2.2. Corollaire
b
Si fGC([a,b],R) est de signe constant sur [a,b] alors / f=0=f=0.

Démonstration
.

F: IRz f(t)dt est de classe C! sur I et F’ = f. Supposons f > 0
F est croissante sur [a,b] et F(a) = F(b) =0. Donc F =0. Dot F' = f=0.0

2.3. Corollaire
Soit f € C(R,C) et T-périodique.

1. f a une primitive T-périodique si, et seulement si, toutes ses primitives

le sont ou encore si, et seulement si, f=0.
0

Yab) € B2, /ab I /::;T ; y /aa+T i /bb+T ;
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Démonstration
x+T x

Soit H(z) = / f=Flx+T) - Fx) on F : z — / f(t)dt est la
primitive de f s’annulant en a. Tout comme F, H est de classe C' sur R, et
H(z)=F(zx+T)—-F'(x)=f(x+T)— f(z) =0, donc H est constante.

1. F est T-périodique si, et seulement si, Vo € R, H(z / f=0.

Si G est une primitive de f sur R, G: x — F(z) + C et

Flz+T)— F(x) =G(z+T)— G(x). D'ou la fin de la preuve de 1.

2. H(a) = H(b) donne la deuxieme égalité. La premiere s’en déduit par la relation
de Chasles. O

2.4. Corollaire
Soient f€C(I,E), ael, ueD(J,R) telle que u(J) C I.

u(x)
G:xzw— / f(t)dt est dérivable sur J et G'(x) = u'(x) f (u(x)).

Démonstration

Avec les notations précédentes, G = Fou. Il suffit d’appliquer le théoreme de
dérivation des fonctions composées. O

3. Quelques primitives

F' désigne une primitive particuliere de f sur un intervalle que le lecteur précisera
sans peine.

f(z) F(z)
(r—a)*, aeR, a#—1 %
ya €R In (| — a)

Tr—a

ra=a+ib, b#0 1n(\x—a|)+iarctan(u)

r—a b

1
mwz;éO farctan( )

1 z+a
- 1 e
a? — 2 a#0 2a n(x—a)

1 . (T
\/ﬁa a#0 arcsin (E)

1
ﬂah#o 1n<:1:+\/:c2+h)

x

B. Accroissements finis

1. Cas réel : (rappels)

1.1. Théoréme de Rolle
Soit [a,b] un segment de R,a # b. Si f € C([a,b],R) est dérivable sur |a, b|
et si f(a) = f(b), alors il existe ¢ € |a, b[ tel que f'(c) =
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1.2. Théoréme des accroissements finis
Soit [a,b] un segment de R,a # b. Si f € C([a,b],R) est dérivable sur |a, b],
alors il existe ¢ € ]a, b tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

2. Cas vectoriel

2.1. Théoréme (inégalité des accroissements finis)
Soient [a,b] un segment de R,a < b et f €C([a,b], E) de classe C! sur]a,b|.
Si: 3N € Ry, Vt €la,b[, N(f'(t)) < A, alors N(f(b) — f(a)) < A(b— a).
Démonstration
1 1 e
f(b — 7) — f(a + f) = / f' et I'inégalité de la moyenne donnent :
n n atd
pour tout nEN*,N[f(b — l) — f(a + l)] < )\(b —a— z) Par passage a la
limite, N et f étant continuez7 on a le résgltat. a "
Remarque
Il n’y a pas d’égalité des accroissements finis si F est de dimension p > 2.
En effet, prenons par exemple E = C et f(t) = €', alors |f/(t)| = |ie®| = 1.
Donc : f(27) — f(0) = 0 et ne peut étre égal a 2nf'(c).
2.2. Corollaire

Soit f € C(I, E) et de classe C! sur I'intérieur de I. Alors f est lipschitzienne
sur I si, et seulement si, f' est bornée sur 'intérieur de I.

Démonstration

Si f’ est bornée sur l'intérieur de I, pour (z,y) € I?,z < y, on a (cf. corollaire 1.)
(3 € Ry ¥t €yl N (1) < \) = (N (F(y) — £(2)) < Ay — ).
Donc f est lipschitzienne sur 1.

Réciproquement soit g € I, il existe k € R tel que Va # xg, N(M) <k.
T — X
x)— f(x
Si xg est intérieur & I, f(@) ~ f(wo) f' (o). D’olt la conclusion par passage
T — X T—0

a la limite dans les inégalités car N est continue sur F.O

2.3. Théoreme
Si f € C([a,b], E) est de classe C sur ]a,b] et si f a une limite ¢ € E en a,
alors f est de classe C! sur [a,b] et f'(a) = ¢.

Démonstration
(lim f = 0) = (Ve € RY,3c €]a,b],Vt €la,c], N(f'(t) — £) <e).

L’application g : [a,¢] — E,z + f(z) — 2 est continue sur [a, c], de classe C! sur
la, c], et vérifie : N(¢'(t)) < e sit €la,c], donc on déduit du théoréme 2.1. que :

Yz € [a,d], N(g(x) —g(a)) < e(x—a) e N(f(as) —f(a)—(z —a)ﬁ) = o((a; —a)).
Donc f est dérivable en a, f'(a) = £ et lim f' = f'(a).
f! étant continue en a et sur ]a,b] Vest sur [a,b].O

Une récurrence immédiate prouve alors le corollaire suivant :
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2.4. Corollaire
Si f € C([a,b], E) est de classe C* sur ]a,b] et si pour tout r € [1,k], f(") a
une limite ¢, € E en a, alors f est de classe C* sur [a,b] et f(")(a) = ¢,.

Exemple

-1
ffRo>Rzxz— exp(—2) six #0et 0+ 0 est de classe C*™ sur R.
T
En effet, par récurrence, on montre qu'il existe P, € R[X] de degré 3n tel
1 -1
que pour tout xeRi,f(") (r) = Pn(—) exp(—Q)- Par croissances comparées,
x x
lim+ R (x) = 0; d’ott par application du corollaire, f est de classe C* sur [0, +oo|
z—0

et f("(0) = 0. D’oti le résultat annoncé car f est paire.

C. Formules de Taylor

1. Théoréme de Taylor-Laplace (ou Taylor avec reste intégral)
Soient f€C*Y(I,E) et acl. Alors Vxel, f(x) = Tp(x) + Ri(z) ou

k n T
Ti(x) =Y % ™ (a) et Ry(z) = / (f’“’%k FUHD(¢) dt ou bien
2l LK

L] )k
Ri(z) = (z — a)kH/O %f(kﬂ) (1 = w)a + uz) du.

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate de II.1. et du théoréeme Taylor avec reste
intégral déja prouvé en premiere année pour les fonctions a valeurs réelles. O

Remarque

L’intérét de la deuxieme expression du reste Ry réside dans le fait que les bornes
d’intégration sont fixes. D’ou des facilités pour encadrer (par exemple).

Du théoreme de Taylor-Laplace et de I'inégalité de la moyenne on déduit :
2. Inégalité de Taylor-Lagrange
Soient f €CF1(I, E) et (a,b) € I?, alors :
(b—a) b= a1

k
N(f(b) - f(a) - Z 7]0(1))(&)) < SRR Nl (f(k+1)).

p=1 P!
3. Théoréme de Taylor-Young
f€C™(I,E) a un développement limité d’ordre n en xg €1 :
Tr—x n
F@) = fa)+ (@ —a0)f o)+ + IV 0 ) 4 of(@ a0,
Démonstration

Elle est une conséquence immédiate de II.1. et du théoréeme Taylor-Young déja
prouvé en premiere année pour les fonctions a valeurs réelles. O
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D. Exemple des intégrales de Wallis

w/2 w/2
Sipourn € N, I, :/ sin" (z)dx, alors I, :/ cos"(x)dx et nl,=(n—1)I,_o
0 0
m(2p)! _(2rp)? i
sin>2;pour peN, Iy, = W et Iopp1 = m Enfin I, " S\ 3

Démonstration

0
e Le changement de variable x = 5 t donne la premiere égalité.

e Intégrons par parties en posant f(z) = sin" '(z) et g(x) = —cos(z). Les
fonctions f et g sont de classe C! sur R sin > 2, et (fg)(0) = (fg)(g) =0.

/2
I,=(n- 1)/ sin"~? cos? = (n — 1)(In_o — I,). D’ott la deuxieme égalité.
0

T
Comme I = 3 et Iy =1, on obtient Iy, et I3, par récurrence.

e Procédons par étapes :
(i) (I,) est décroissante et & termes strictement positifs.

En effet, Vo € [0, g] 0 <sin(@) < 1= 0< Iy < I On a déja vu que I, > 0.

I,, 1 n—+1 I, 1
In1 == In- Eneffet : (i) = Vn € N, “+2< 1= s
() Tt ; neffet : (i) = Vn € N == < = nt2 S,

D’ou la conclusmn par théoreme d’encadrement

<1

(iii) la deuxiéme égalité prouve que la su1te (uy,) définie par u, = (n+ 1)1, I 41

est constante. D’ou Vn € N, u,, = ug = 5

(iv) Enfin nl, 1, 11—~ nl; = I — —— Comme I, > 0 on a le résultat. 0

”n—)oo2

IV. Suites et séries de fonctions

Dans tout cette partie les fonctions sont a valeur dans K.

A. Convergence en moyenne

1. Norme de la convergence en moyenne
[a, b] désigne ici un segment fixé de R avec a < b, la norme sur E est notée N.

Théoreme
b
L’application Nl[a’b] Cf e / | f| définit une norme sur C([a,b],E) appelée
norme de la convergence en moyenne, de plus Nl[a’b] <(b— a)N(LZ’b].

Démonstration
N; est & valeurs dans R;. Soient f et g continues sur [a,b] et A € K.
Si Nl[a’b] (f) = 0 alors, comme |f| est continue et & valeurs dans R, f est nulle.
Par linéarité de Iintégration, NI (Af) = |A| NI*?(#).
b

|f +g| < |f] + |g| d’on, par croissance def»—>/ f.ona:
a,b a,b a,b @
NS +9) < () + N ).
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Enfin Nl[a’b] < (b- a)N(Lg’b] découle de l'inégalité de la moyenne. O
Remarque
On peut prolonger N; a l'espace vectoriel C./\/l([a, b],K) mais ce n’est alors plus

une norme car, par exemple, si u € K\ {0} et f = T4y u, on a Ni(f) = 0 alors
que f n’est pas nulle.

2. Suites de fonctions
On déduit immédiatement de Nl[a’b] < (b-— a)Nég’b] :

2.1. Corollaire
Si (fn) est une suite de fonctions continues sur un segment [a,b] de R qui

converge uniformément sur [a, b] vers f, alors / fn—— / f-
a n—oo a

Remarque

Ce corollaire ne donne qu’une condition suffisante pour que / fn— / f-
a n—oo

En effet si f, :  — ™, alors la convergence n’est pas uniforme sur [0, l]acar la
limite simple, I;;) n’est pas continue et pourtant / fn= b — 0.
0 n+1 n—ooo
2.2. Corollaire

Soient (f,) une suite de fonctions continues sur un intervalle I d’intérieur
non vide, a un point fixé de I et, pour tout n € N, h,, la primitive de f
s’annulant en a. Si (f,) converge uniformément vers f sur tout segment de
I, alors (hy,) converge uniformément sur tout segment de I vers la primitive
de f nulle en a.

Démonstration

Soit K un segment. On choisit un segment [a, 8] (et il en existe) inclus dans I qui

contienne {a} UK. )
Sime[a,ﬁ],N(hn(:c)—h(af))=N</L(f—fn) /Nof f)l S Ni(f=fn)

ou IV; désigne la norme de la convergence en moyenne sur C [ , 01, E) La fin de
la preuve découle directement du théoréeme. O

3. Séries de fonctions
Exprimons dans le langage des séries le corollaire 2.1.
Corollaire

Soit ( fn) C([a, b], K) Si Y fa converge uniformément sur |[a,b], alors

/ fn converge et Z / fn= / ZO fn-

B. Dérivation

Le théoreme d’approximation de Weierstrass prouve que toute fonction continue
sur [a,b] est la limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales et donc de
classe C*°, la dérivabilité n’est donc en général pas conservée par «passage a la
limite uniforme », on va donner quelques conditions suffisantes.
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1. Suites

1.1. Théoreme
Soient a un point fixé de I et (fn)nen une suite d’éléments de C1(I,K). On
suppose que (fn(a))neN converge et que (f!)nen converge uniformément
sur tout segment de I vers une fonction notée g.
Alors (fn)nen converge uniformément sur tout segment de I, sa limite f est
de classe Ct sur I et f' = g.

Démonstration

Si I'on applique le corollaire TV.A.2.2. & (hp)pey o1 by 0 [ — K,z — / 1l on

.
montre que (h, ), converge uniformément sur tout segment de I vers h : z — / g.
a

Comme f,, = hy + fn(a) et (fn(a)) converge vers un élément de E noté ¢, la suite
de fonctions (f,,) converge uniformément sur tout segment vers h + £ qui est de
classe C! sur I et primitive de g.O

L’utilisation de ce théoreme et d’une récurrence montre le corollaire suivant :

1.2. Corollaire
Soient k € N*, (f,)nen une suite d’éléments de C*(I,KK) telle que :

(i) Pour tout p € N, p < k, il existe a,, dans I tel que ( ,(Lp)(ap)) converge,

(i) (fy(lk))neN converge uniformément sur tout segment de I ; on note g sa
limite simple sur I.
Alors (fn)nen converge uniformément sur tout segment de I, sa limite f est
de classe C* sur I et vérifie f(*) = g.

2. Séries

2.1. Corollaire

Soient a un point fixé de I et (f,)nen une suite d’éléments de C*(I,KK). On
suppose que Y fn(a) converge et que Y, fI converge uniformément sur tout
segment de I. Alors Y f,, converge uniformément sur tout segment de I, sa

oo ! o0
somme S est de classe C! sur I et S’ = (an) = Zfr/L
n=0 n=0

2.2. Corollaire
Soient k € N* et (f,)nen une suite d’éléments de C*(I,K).

Si pour tout p € N,p < k il existe a, € I tel que Zﬁ(f’) (a) converge et si

> f T(Lk) converge uniformément sur tout segment de I, alors :
> fn converge uniformément sur tout segment de I, sa somme S est de

o (p) o
classe C* sur I et pour tout p < k, S®) = <an> = Z fr(Lp)~
n=0 n=0

3. Exemple de la fonction zéta

1
Soient I =]1, 400 et, pour tout n € N*, f, 12— —
n

On rappelle que Y f,, converge simplement sur I et que sa somme est notée C.
La continuité de ¢ a déja été prouvée.
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In*(n
Sin e N*, f, est de classe C* sur I et, si k > 1, fék) cx e (—1)F S )
ne
. . (k) lnk(n) ., o .
Soitael,sixz > a,ona ’fn (:v)| < o = Qp, terme général d’une série réelle
1
convergente car o,, = 0(—1)) ou 1 < b < a, par croissances comparées.
n—o00 n

Pour tout k € N* 3 fT(Lk) converge normalement sur [a,+o00[, le corollaire 2.2.
s’applique, prouve que ( est de classe C* sur I avec, pour tout k € N* et tout
o0 1k
In"(n)

zel (W)= (-1k Z o En particulier ¢ est décroissante et convexe.
n=2
Rappelons que Eg( =1 et que ((x) eyt po— d’apres le chapitre précédent.
\ Y
1
1 X

V. Arcs paramétrés

E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n élément de {2, 3}-

1. Définitions
1. On appelle arc paramétré de classe C' un couple (I, f) ot I est un
intervalle de R et f un élément de C* (I, E).

2. Dans ce cas f(I) est appelée trajectoire ou support du mouvement.
3. On dit qu’un élément ty de I est une valeur réguliére du paramétre
(ou valeur réguliére pour abréger) si f’(tg) # ﬁ, Parc est dit régulier si
toutes les valeurs du parameétre sont réguliéres.

4. On dit que la droite My, + R est tangente a la trajectoire pour la valeur
to s’il existe une fonction € définie sur un voisinage de 0, a valeur réelles, de
limite nulle en 0 telle que My, My, 41, hf;fos(h)ﬁ.

Remarques
_>

PR . : . dMy,
to est une valeur réguliere du parametre si, et seulement si, 7 *

2. Théoréme

to

Si tg est une valeur réguliere alors est tangent a la trajectoire en M, .

Démonstration

M
Ona My4p =0+ f(to+ h) o M, + (t —to) dtto + (m d’ott le résultat. O
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EXERCICES

Sauf mention contraire, (E,N) désigne un espace vectoriel
normé de dimension finie.

1. f € C*(R,R). Déterminer hm ﬁ fx+h)+ f(x —h) — 2f(:v)}. En déduire les
fonctions f telles que f € C’2(R ]R) et V(z,y) € R?, f(z+y)+f(z—y) = 2f(2)f(y).

2. I un intervalle ouvert de R et f € C"(I,E). Apg(z) = —(9(z + h) — g(z))

pour g € RS telle que (z + h,z) € I? avec h # 0. Si x € I, montrer que
%in%)A f(z)=rm ()oqufAhOAnl AV 10Ah81n>1etAf f
—

S| =

On pourra introduire la fonction ¢ : t — (et — 1) et déterminer ¥ (0) si k < n

3. Soit f € C*(R,R), 6: R —]0, 1] telles que Jpour tout € R,

f@) = £(0) +2f'(0) + f”(l‘e( )
a. On suppose que f(3)(0) # 0. Déterminer h(r)n 9.

b. Méme question si : Vk € [3,p — 1], f*)(0) =0 et f®)(0) # 0.

4. Soit f € CP(I,I), p > 2. On suppose qu’il existe un unique point fixe ¢
de f dans I. On définit (z,) par 9 € I et z,41 = f(x,). On suppose que
¢ =1lim(z,), f® ) =0si ke [l,p—1] et fP)(¢) # 0. Montrer que :

A, A) € REx 0,1, Jay — €]~ p AP,

1 I [\an —£|].

On pourra étudier la série ou =
P 2P 08 P = S I [y

5. Limites des suites définies pour n > 1, par :

= E}; W,aeRi\{l};b. vy = (fn)!)l/n; o w, — Z/sinQ( 1 )

Inn

6. f €C'([0,1],R). Etudier (Un)n>1 OU Uy = i <f(2k+ 1) B f(k)>
k=0
((2n+1)(2n+3)...(4n1)>.

En déduire : U
n déduire : lim 2n(2n +2) ... (4n — 2)

n—oo

Exercices
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7. a. Montrer que le systéme d’équations : / P(t)sin(t)dt :/ P(t) cos(t)dt =0,
0 0
d’inconnue z n’a qu'un nombre fini de solutions réelles si P € R[X], deg(P) > 1.
y _
b.si fECR,R),siz<y<ax+met / f(t)e™ dt = 0, montrer que f s’annule au

moins une fois dans |z, y[.

fl@)
8. Montrer que la relation / e’ dt = 1 définit une fonction f de classe C*

xX
sur R. Montrer que la droite d’équation y = —x est axe de symétrie de la courbe
représentative de f. Etudier les branches infinies de la courbe.

9. h € Ry, k € N, f € C?**([~kh,kh],R). on associe & f le polynome
P € R[X] de degré 2k tel que pour ¢ € [—k,k], P(ih) = f(ih). On pose
Mh2k
M= sup |f@**Y(z)|. Montrer que |f'(0) — P'(0)] < ——————-
xe[—kh,kh) (2k +1) <2kk)
k

Pour x €] — h,h[\{0}, on définira A tel que f(x) — P(x) = Ax H (z* = (pk)?)

ba—e)n
10. Pour z € C* et n € N, on pose I,,(z) = / ettt

1 n!

a. Montrer que I,,(z) = eZAn(z)fe*ZAn(fz)} ou A, € Z[X] et deg(A) = n.

An(—2)
An(z)
11. Soit E I'ensemble des applications de C1([0, 1], C) telles que f(0) = 0. On pose
n(f) = sup [f(t)+ f'(t)] et N(f) = sup [f(t)|+ sup |f'(2)].

telo,1] te[0,1] telo,1]
Montrer que n et N sont deux normes equwalentes sur E. On pourra utiliser les

remarques suivantes : f(x / f(t)dt et —( LR = e (f'(t) + f(t) si f € E.

22n+1

b. Donner un développement limité de e** — a lordre (2n + 1) en 0.

12. Soit E = C([0,1],C) muni de NEY Soit u € L(E) défini par :
u(f)(x) = / f(t)dt. On pose u° = I, u™ = uou™ "t sin > 1.
0

T (x—t)nt
a. Montrer que : Vn € N,Vz € [0, 1], u™(f)(z) =
0

S e

b. Montrer que u € L.(E) et déterminer |[u”|| sin > 1.

b
13. a. Montrer que si f € C*([a,b],C),a < bet si I(\) = / f(t)e™dt ot A € R,

alors lim I(\)=0.
[A]|—=+o0

b. En déduire que ce résultat est encore vrai si f € C([a,b],C). On pourra utiliser

un théoreme d’approximation. On parle alors du lemme de Riemann-Lebesgue.
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14. Soient [a,b] un segment de R et feC([a b], E) telle que f(a) = f(b) = Og.

Montrer que la fonction définie sur R par ®(z / |t —x|f(t) dt est de classe C2.

15. Si a et b sont deux réels, soit £ = {f€C([0,1],R) | f(0) = a et f(1) = b}

Montrer que F : f +— / f? admet un minimum m sur &, expliciter m et

1 ({m)). i

16. Soit feC?([0,1],E) telle que f(0) =
Montrer l'existence d’un élément ¢ de [0, 1

70) = 1) = 0 e N0)] = 1
] tel que N[f"(z0)] =

17. Soit f € F(R, E) dérivable en 0, on suppose qu'il existe k€ R\ {—1,0,1} tel
que, pour tout z € R, f(kx) = kf(z). Montrer que f est linéaire.

18. Soit f€C'(R,,E) qui admet une limite en +oo et telle que f’ est uni-
formément continue. Montrer que f’ admet Og pour limite en +oo.

1
19. Soient f €C([0,1],]0, 400[), I:/ fetneN”,

a. Montrer l'existence d’une subdivision (x;)o<i<n de [0,1] telle que :
vielt,n], [ f==

Ti—1 n

b.Si feC([0,1],R), f' >0, f(0) =0et f(1) = 1, montrer I'existence d’une suite

n
1
strictement croissante (;)1<i<n & valeurs dans [0,1] telle que Z

i=1 fl(xl)

n
20. ay,...,q, sont des réels deux a deux distincts et P = [[ (X — ag). On se
k=1
propose de montrer que z > ’P(z)| admet un minimum sur I’ensemble U des
complexes de module 1 et que ce minimum n’est atteint qu’en +1.
a. Montrer 'existence de ce minimum et traiter le cas {a,...,an}N{-=1,+1} #.
On suppose désormais P(—1) # 0 # P(1).

=n.

b. Montrer que la fonction f définie sur R par f(6 |P ) ‘ est de classe C*
sur R et vérifie :

| J'6) _ N~ ausingd)
() vOER, oy = QkZ af — 20y, cos(0) + 1’
f//f f/2
f?

2

27 (f)=cotan(f) 7 —4sin’( 1?:21 — 20y, COS(G) + 1)2.

(ii) VO € R\7Z,

c. Conclure.

21. Seconde formule de la moyenne
Soient f et g des éléments de C/\/l([a, b], R), f étant décroissante et positive et G
la primitive (continue) de g nulle en a. On pose [m, M] G(la, b])

a. On suppose f en escalier, montrer que mf(a / fa<Mf(a

Exercices
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b. Montrer I'existence d’une suite (f,,) de fonctions en escalier sur [a, b] qui converge
uniformément vers f sur [a,b] et telle que, pour tout n€N, f, est positive
décroissante avec f,(a) = f(a).

b €
c. En déduire l'existence d’un élément £ de [a, b] tel que / fg= f(a)/ g.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Du théoreme de Taylor-Young, on déduit :
h2
fle+h) = f(z)+hf()+ o f"(x) + o(h?) et
h—0 2

2
Fle—h) = f(r) = hf'(@) + o () + olh?). Do :

h—0
M) = [Fleth) Fla—h)-27(2)] = () o(1). Done: Au(z) — f(z).
e Si f existe et vérifie : V(z,y) € R2 f(z +y) + f(z —y) = 2f(2) f(y) (1)

alors f(0) = f(0)2. Donc f(0) € {0,1}. Si f(0) = 0, alors (1) pour x quelconque
et y = 0 implique f(z) = f(0)f(x) =0 ie. f est la fonction nulle.

Supposons f distincte de la fonction nulle. (1) avec = 0 donne f paire.

Soit zg tel que f(xg) # 0, en utilisant (1) avec = zg,y = h et le début de

Pexercice, on a : 2f(xo)<%) h——>0) f"(z0). Donc Ja = 2}1}1}1}) % € R.
SizeR, 2f(m)(%) —2 af(z) et 2f(x)(%) — 1 ().

De T'unicité de la limite, on déduit que f est solution sur R de I’équation
différentielle y” — ay = 0.
—sia=0, f(z) =azx+ 5. De f(0) =1et f paire, on déduit f(z) = 1.
—sia>0,a=w?oltw>0. f(xr) = ach(wz) + Bsh(wx). De f(0) = 1 et f
paire, on déduit f(z) = ch(wz).
—sia<0,a=-w?olw>0. f(z) = acos(wz) + Bsin(wz). De f(0) =1et f
paire, on déduit f(z) = cos(wz).
e Réciproquement, on montre aisément que les fonctions définies pour tout w € R
par : X, (z) = ch(wx), et ¢, (z) = cos(wx) vérifient (1). Notons que Xo(z) = 1.
e En conclusion, les fonctions de C?(R,R) vérifiant (1) sont les fonctions définies
pour tout w € R par : z — 0, x — ch(wx) et  — cos(wz) on w € R.

Remarque : on montre que les fonctions continues sur R qui vérifient (1) sont de
classe C* en utilisant des techniques classiques, vues en premiere année, sur les
équations fonctionnelles.
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1
2. Ay = E(Th —1I)ou Ty : g — G définie par G(z) = g(z + h). Par récurrence,
on a T}’ = G, ou Gp(x) = g(x + nh) pour tout n € N.

Comme T}, et I commutent dans l'algebre des endomorphismes de F(I, E), le
1 " 1 n
bindéme de Newton donne : A} = h—n(Th -I)" = o p;o (Z) (—1)"~PTP.

2@ = g 3 (1) 00Tt )

p=0 p
D’apres le théoréme de Taylor-Young, on a : f(xz+ph) o (p:')k ) (z)+o(h™).
k=0 ’

SN n _ 1 - - n n_P(ph)k ()
Do 1)) =, (1) o B @)+ o)

. R o i\ BE
206,572 (3 (1) o) ) + o)
o0 = (e =1 =3 (1) Correr = oo = 3 (1) ot

p=0 p p=0 p

et =15t = o(t) =5t" de. p(t) o t" + o(t™).

De l'unicité du développement limité de la fonction ¢ en 0 et du théoréeme de
Taylor-Young, on déduit que p*)(0) = 0si k € [0,n — 1] et (™ (0) = n!
D’ou A} (f)(x) o fO(x) + o(1) et le résultat.

—

3. a. D’apres Iénoncé, Vo € R, f(z) = f(0) + xf'(0) + %Qf” (z0(2)).

Du théoreme de Taylor-Young, on déduit que :
2

F@) =, 10+ 27/0) + 5 /(0 + 5 FD(0) + ofa).

0(z)
3

Donc : f”(z6(x)) = 77(0) + F3N0) + o(z) car 0(x) €]0,1].

Or: f"(z0(x)) = F7(0) + 20(z) £ (0) + o(z) car O(x) €]0,1].
‘ 1
Comme f®)(0) # 0, on obtient : 6(x) 3
T—
b. En procédant de méme, compte tenu des hypotheses, on peut écrire :

F(@) =, JO) +27(0)+ F (0 + 57 0(0) + ofa). (*)

. gy 4 @0@)"
f"(26()) o (0)+W

En effet, comme 6(z) €]0, 1], on a o(xH(x))p_2 = o(xP~2).

xp(Z?x))p*Q ) )
Wf( )(0) +o(xP).  (%*)
(G(x))p_2 !

2(p—2) =0 pl

F@(0) + o(zP72).

2
Donc : f(x) o F(0) +xf'(0) + %fﬁ(o) +

Comme f®)(0) # 0, on déduit de () et () que

D’ou O(x) - (p(le)>p12

Solutions
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4. Par Taylor-Young @11 — € = f(z,)— f({) = uf(p)( 0)+o((xy —0)P)

n— 00 p'

Tpp1 — L () (¢
car z,, — {. Par conséquent [#n 1 = 1] o= ‘f '(6) ‘
n—00 |mn47£V n— 00 |

X +1-—€ _

| |;n 7 ] . In(a) et By T O(p™™), > Bn converge

absolument par comparaison a une série géométrique convergente.

On vient de voir en fait 8, = p " llna+o(p~™ !). Doll, par sommation de
n—oo

Par continuité In [

relations de comparaison

Zﬂk ol lnaZp k= 1—1—0(2]) ): lnalp_”+0(p_”).

k=n k=n p
Z Br= >0 Z Bror B =p " n|zy — €] — p~FIn|xy, — £]. (dominos)
k=n k=0
o0 1
Dou Y Br = Z Bk +Injzg — € —p " In|z, — ¢|. Posons A = na17 on a :
k=n k=0 -

p"lnjz, —¢ = C—Xp " +o0(p~") puis |z, — ¢ = (ec)pn A e dont
n—oo n—oo
| —E\NMA(p)avecu—e)‘>OetA—e €10,1[ car ,, —¢ —— 0.

n— oo

“~ .k
5. a. La fonction f :[0,1] = R,z — a® est continue sur [0, 1] et u,, = Zf(f)
n
k=1
a—1
In(a)

1
D’apres le théoreme sur les sommes de Riemann, u,, —— f=
n—oo
0

1 (1)
b. In(v,) = an = ln( o

(n+n))

_ %zn:m (1 n %) On déduit du
k=1

théoreme sur les sommes de Riemann que a,, —— In(1+ 2)dz = 1.
n—oQ
0

1 4
1= [(:1:+1) In(z+1) fx] = In(4) — 1. Comme exp est continue sur R, v, —— —-

0 n—oo e
c. Il existe A € R tel que pour tout € [0, 1], 22 — Az? <sin®(z) <22 (»)
.2 2
sin®(x) — 2* . 1
me#Oet @(O):—g est

continue sur le segment [0, 1]. On déduit de (%), pour tout k > 1

1 A . 1 1 . .
- < sin? (—) < —- D’ou par sommation : a,, — Ab, < u, < ay,

k k \/Ek

1 boat
ouanfzk ﬁzl—i—f nﬁoo/o 1+t:ln(2)etbnm0,car

En effet, la fonction ¢ telle que ¢(x) =

2n
1
Z 2 S Z 3= o + - Par encadrement, on a : u, —— In(2).

n— oo

2k +1 k 1
6. D’apres le théoreme des accroissements finis, f( 2+ ) — f(f) = 2—f’(ck)
n n

n
2k k 2k +1 2k+2  k+1
ol — =—<¢p < < = :

2n n 2n 2n n

Comme f’ est continue, on déduit du théoréme sur les sommes de Riemann que :
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1, F) =)

n—oo 2 J, 2

Ston = (2n22(21(2+n§.%). .(.4.71(4712; . alors In(v,) i ( (% . 1) -/ (S))

ot f(t) = In(1 + t). Donc In(v,) — = In(2). D’ott v,, —— /2 par continuité
n—oo

n—oo 2

de exp.

7. a. Raisonnons par l'absurde en supposant l’existence d’une suite stricte-
ment croissante (z,) de solutions réelles. x — P(x)e'” admet une primitive
de la forme x — Q(z)e® ou Q€C[X] et deg(Q) = deg(P). On a, pour

Tn

tout neN, e~ n P(t)edt = 0 ie. Q(x,) = e **»Q(0). Donc, pour tout
_ 0__ _ _ _
neN, (QQ)(z,) = (QRQ)(0) méme si (QQ)(0) est nul. Le polynéme QQ — (QQ)(0)

possede une infinité de zéros donc est nul alors qu’il est de degré 2deg(P) : c’est
absurde.

b. Sinon f est continue de signe constant sur [z,y] ainsi que ¢t — f () sin(t — z).
y

Or/ f(@&)sin(t — z) dt = cos(x /f sin(t) dt — sin(x / f(t)cos(t)dt =0, ce

qui est absurde.

8. Soit @ : x — / et dt, ® est impaire de classe C* et strictement croissante sur

Ret,siz>1 ona: ®(x)> /etdtze””—l—%i—oo.
1

r—+00
® réalise un C°°-difféomorphisme croissant entre R et lui-méme.
f(=@)
el dt =1 ®(f(z)) —®(z) =1 < f(z) = @' (1+ &(z)) prouve

qﬁe f est définie et de classe C*° sur R.
Montrer que la droite D d’équation y = —x est axe de symétrie de la courbe Cy
revient a montrer que, pour tout réel z, (y =f(z)=> —ax= f(fy)).
f(x) -

Comme ¢ — et est paire, pour tout z € R, / et dt = / et dt et donc

z —f(z)
—x=f ( —f (x)), ce qui prouve l'invariance de la courbe Cy de f par la réflexion
d’axe D.

Comme @ est strictement croissante et ®(f(z)) — ®(z) = 1 on a, pour tout
z€R, f(z)>a

@ @ ,
D’autre part, si reR, 1 = / el dt > / e’ dt = [f(x) — a:]ez d’on

z< flz) <z + e=*" et donc f(z) = x4 o0(1) ce qui prouve que la droite A

|z|—+o00
d’équation y = x est asymptote a Cy.

9. Soit g : [—hk, hk] — Rt — f(t) AtH — p?h?).

g a (2k + 2) zéros distincts (z et les points ih ot i € [—k, k]).

Solutions
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Des applications du théoréeme de Rolle et un raisonnement par récurrence prouvent
qu'il existe ¢ € [—hk, hk] tel que g+ (c) = FCH+D(c) — (2k + 1)!A =0.

FEH(e) 20
Donc : Yz €]—h, h[\{0}, 3¢ € [—hk, hk], f(z)—P(z) = Wm H (22 —p*h?).

k
- P M
Donc : f(@) . (z) < k1 1! 1;[1 T —p2h2) Par passage a la limite quand x
tend vers 0, comme f(0) = P(0), on a :
Mn2* (k)2 Mh2*

|f'(0) = P'(0)] <

(2k + 1)! o (2k +1) (Qkk)'

10. a. Apres deux intégrations par parties, on trouve :

)= [ S [ e
T
Donc : I41(z) = _z%I"(Z) + Zi;(ln_l(z) —nly(2)).

De méme, on a : Ip(z) = ? et I1(z) = %[(2 +2)e” — (—z+2)e7].

Dot Ap(z) =1let A1(2) =z + 2.

Supposons que jusqu’au rang n, la relation de I’énoncé soit vraie. Alors :
Lii(2)= ﬁ [—(4n+2)(e* Ay (2)—e * Ay (—2))+42° (e* Ap—1(2)—e " Ap_1(—2))]
est de la méme forme avec A, 11(2) = —(4n + 2)A,(2) + 422 A, _1(2). (%)
Par un raisonnement par récurrence, on montre en utilisant cette relation, que les
polynomes A, sont & coefficients entiers et de degré p, le coefficient dominant de
A, étant de la forme (—1)P"'a, ou a, > 0.

De (%) on déduit A,4+1(0) = —(4n + 2)A,(0) pour tout n > 1.

Comme Ag = 1et A1(0) =2,0na: A,(0) = (-1)""12"1.3...(2n—1) pour n > 1.
Du théoreme de continuité des intégrales dépendant d’un parametre, on déduit

1 2
112"
immédiatement que I,, est continue sur C, d’ott lim I,,(z) = / (7)
z—0 1 TL'

Par le changement de variable § = arcsin(t) qui établit un C!-difféomorphisme
w/2 2n+1

de [-1,1] sur [f ga g]a on obtient u,, = 2/ cos?"1(0)do =
0

13...2n+1)
d’apres le cours sur les intégrales de Wallis.

e’ Ay () [621 _ A"(_I)} .

dt = uy,.

b. Notons que : I,(z) =

p2n+l A, (z)
1 [ 2 _ An(*x)] 1,(0) _ 2(-n" .
w2t Ap(z) 1 e=0 A,(0)  [1.3... 20— 1)]°(2n+1)
An(—
Donc e?* et A( 2) ont méme développement limité a ’ordre 2n. D’ou :
n(x
20 _ An(=7) _ 2(-1)"!

x2n+1 + 0(x2n+1).

An(@) ==0 (13, (20— 1)]*(2n + 1)
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11. Comme N2 (f) = sup |f(t)| définit une norme sur C([0,1],C), on vérifie
teo,1]
facilement que N est une norme sur C*([0, 1], C) et donc sur E. Notons I = [0, 1].

Quant & n, on vérifie facilement que pour tout (f,g) € E? et A € C,
n(Af) = |AIn(f) et n(f + g) < n(f) +n(g). En outre

n(f)=0=Vt € [0,1], f(t)+ f'(t) =0= (IN € C,Vt, f(t) = Xe™t) = Vt, f(t) =
car f(0) =A=0.

On aVfe E,n(f) < NL(f)+ NL(f) = N(f). D’autre part, si f € E,

/f(tdt:>Vx6[01 I 1f (= /|f (t)|dt < eNo(f") < NL(f).

DoncNI (f) < NL(f). SofcpourfEC1 0,1],C),g : t — f(t)e!, alors f € E si,
et seulement si, g € E.

On a: g'(t) = (f'(t) + f(t))e’ et inversement f'(t) = (¢'(t) — g(t))e~*. Donc :

NL(g") <en(f) et NL(f') < NL(9) + NL(¢)). Dot pour f € E

NU7) = NL(4NL() < 3NLF) 2L (6) - NL () € ANL(5) < enl).
S

)
La double inégalité : Vf € E,n(f) < N(f) < 4en(f) traduit ’équivalence des
normes.

x

12. a. Notons F,, = u™(f). On a: F,(z) :/ F,_1sin>1let Fy=f.

0
F est la primitive de la fonction f continue sur [0, 1] et qui s’annule en 0. Donc
F{ = f et F1(0) = 0. Par récurrence, on montre que F, € C"([0,1],C) et que
F'=F, 1. Do FP0)=0si0<k<n—1et F{" = f.
D’apres la formule de Taylor-Laplace, on a, pour tout = € [0, 1],

n—1 (k) T n—1
N~ F0) g / (z—1) (n) a1
F,(z)= kzo I + T F™(t)dt. D’ou le résultat.
b.u € L(E) et ¥a € [0,1), |u(f)(@)| < 2N (f) < N ().
Donc : N }( (f) < N(Lg 1](f). ie. u € Lo(F) et |Jul] < 1. De méme :

vo e 1) b)) < M) [ =

Pour fy € E définie par fo(t) =1, 0n a N (u™(fo)) = l'No[g’l](fO) _ 1
n!

" 1 1
dt =2 < = Donc [u™] < =-
n! n!

1
Dot [[u"[| = = pour tout n > 1.
n!

1 LI L :
13. a. En intégrant par parties, si A # 0, I(\) = Y [f(t)e’)‘t} Y / f(t)e at

[a,b] [a,b] ¢ ¢r
2Nso N.
() + N (f) et donc I()\)

d'ott |I(N)] < o Y-

b. Soit (P,,) une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f
sur [a, b] (une telle suite existe d’apres le théoréme d’approximation de Weierstrass)

b
et, pour tout n € N, soit I, : A — / P, (t)e dt.
a

Pour tout (A\,n) ER x N, [I(A) = L,(\)| < (b — a)NE(f — P,) —— 0.

n—oo

Solutions
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(I,,) converge uniformément vers I sur R et, pour tout n €N, I,,(\) ? 0, le
— o0

théoréme de la double limite montre que I(A\) —— 0
[A]=+o0

14. Comme on le verra au chapitre suivant, ¢ : (x,t) — |t — x| f(¢) étant continue
sur R x [a, b] la fonction ® est continue sur R en tant qu’intégrale sur un segment

0
dépendant d’un parameétre, en revanche 790 n’est pas définie sur R x [a, b].

Siz>b, q)(x):/(xft dtfx/f t)dt — /Qtf(t)dt

sia<z<h @(x):/m(x—t)f()dt+/ (t — 2) f(t) dt

x

—x/f t) dt — /:tf(t)dt—&—/btft dt—:c/:f(t)dt
siz <a, (z) = /a(t—w)f() /tf dt—x/f

donc ® est de classe C! par morceaux sur R avec :

b
siz>b, & /f, Six<a,<I>(x):—/ fs
Sia<z<b O /f+xf xf(z:)—a:f(:z:)+xf(x)—/f_/;f—/:f.
@)= [ s

a
b
x

® est continue, de classe C! par morceaux sur R, ®'(a~) = &’

b
)= (b") = / f, donc @ est de classe C! sur R.

De plus @’ est de classe C' par morceaux sur R avec ®” = 2f sur |a, b] et " nulle
en dehors de [a,b]. Comme ®"(a™) = ®”(a™) = ®"(b™) = ®"(b") = 0p, P’ est de
classe C! sur R je. ® est de classe C? sur R.

1 2
15. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que, si f €&, (/ 1 x f’) < F(f)
0

avec égalité si, et seulement si, (1, f’) est une famille liée, donc F(f) > (b — a)?
avec égalité si, et seulement si, f est affine.

& contient exactement une fonction affine, fy : © — a+ (b—a)z, ce qui prouve que,
sur £, F admet (b—a)? pour minimum global strict et qu’il n’est atteint qu’en fo.

16. Appliquons deux fois I'inégalité de Taylor-Lagrange a f :

N(1(3) - £0) - 570) < 5 (3) ML)
N(7(3) - 10 - (G- 0r@) < 55 1) VeI
(5))
1

F) - f(;)) > 8N (f(1)) —N<f(2)>
8 ie. N (#7) > 4.

NOY(#") > 8N
Par suite
NRA(f") > 8N

V /"

et, en sommant, 2N ()
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Comme Nof est continue sur le compact [0, 1], NQ’” (f") est atteinte en un point
xo de [0, 1] qui répond & la question.

17. Pour tout réel x, f(k X ) = kf( ) d’on f(%) = %f(x), ce qui permet de

supposer |k| < 1.
I L Flh)

on a —*= = ~—= et donc
T T

est le terme général d’une suite

T
constante qui converge vers f’(0) car (k™x) converge vers 0. Cela montre que f et
x — xf'(0) coincident sur R* et donc sur R car elles sont continues en 0.

18. Soit € € Ri, par uniforme continuité de f’ on pelét choisir n € Ri tel que :

V(z,2") €R4)%, |v —a'| <= N[f'(2) - f(2)] < 5
Soit z€Ry, ¢ : t — f(xz+1t) — f(z) — tf'(x) est dérivable avec pour dérivée
@t = flx+t)— f'(x) et I'inégalité des accroissements finis prouve que

N [io(n) = p(0)] = N[f(x+ ) = f(@) = nf ()] <n -

1
ng 5N[f(x+77) ff(x)} = 1(x) avec ¥(x) m g car f
admet une limite en +00. Donc il existe A€ R, tel que : z > A = N[f’(x)] <e¢
et donc f/(x) D Op.

Par suite N [f'(z)] <

xr
19. a. On pose xg = a. La fonction Fy : x — / f est une bijection de classe C*
0

I
entre [0, 1] et [0, I] donc il existe un unique 1 €]0,1] tel que F(z1) = —-
n

Supposons définie, pour un élément k de [1,n— 1], une suite strictement croissante

(o, ...,xx) & valeurs dans [0, 1] telle que, pour tout i €[1, k], f=-
. n
. Tio1 N
Fiiq :x f est une bijection de classe C* entre [z, 1] et [0, (1 — 7)1}.
n
xr
kN1 . , I
Comme (1 - f)l > — il existe un unique x4 €]xg, 1] tel que Fqq(xp41) = —
n n

et, de plus x, = b car F,,_1(b) = — La subdivision (x;)o<i<n ainsi construite est
n
solution.

b. En appliquant a) & f’ on obtient une Subdivision (ai)o<icn de [0,1] telle que,

X

pour tout i €[1,n], fl = / f=—ie fla;) — flai_1) = %

L’égalité des accrmssements finis prouve, pour tout i€[l,n], lexistence de
x; €lai—1,a;] tel que f(a;) — f(ai—1) = (a;i — a;—1)f'(x;). Pour un tel z; on a
n

1 1
——— =n(a; — a;—1) et, en sommant, —— =n.
f'(w:) o ’ 2 f'(w:)
20. a. L’existence du minimum découle immédiatement de la continuité de | P| sur
le compact non vide U.
Si, par exemple, a; €{—1,1} alors ‘P(al)’ = 0 et il s’agit d’'un minimum qui ne
peut étre atteint qu’en un point de {aq,...,a,} NU soit {—1,1} car les «; sont
réels.

Solutions
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b. Pour tout réel 0, f(0) = P(e”?)P(e~) et donc, d’apres les théoremes relatifs
aux opérations, f est de classe C* sur R.

VOeR, f(6) = H(ew — ap)(e™? — ap) H — 2ay cos(f) + 1) et donc
k=1 k=1
In [f(8)] = Zln [af — 2ay cos(0) + 1] car, pour tout k €[1,n] :

k=1
ai —2apcos(f) +1= ‘ew — ak‘Q > 0.
En dérivant on obtient immédiatement (i). De plus :
f/ 7 f//f f/2
=) (0) =——7—(0)
f f

ay, cos(6) 9 al
=2 —4 0 5
Z < — 2a cos(0) + 1 sin”(6)  (af — 2ay cos(0) +1)?

d’on Iégalité (11)
c. Si f admet un mlmmum en fp €R \ 7Z alors f'(0y) = 0 et donc, d’apres (ii),

f// ak
= —4sin*(0 < 0 et donc f"(6y) < 0, ce qui
f ( ) ( 0) ; (az — 204]@ COS(H()) + 1)2 f ( 0) q
6o —m bo bo + 1

f// _ _

justifie le tableau de variations locales : -
f 1+ N 0N -
f / Y

qui prouve que f ne peut pas admettre en 3 un minimum. Donc si f admet un
minimum en 6y alors 0y € 7Z ie. €% €{—1,1}, ce qui termine I'exercice.

21. a. Soit (z;)o<ign une subdivision subordonnée & f et, pour tout ¢ €[0,n—1], A;

la valeur prise par f sur |z;, xzﬂ[
n

b n-1 Tit1
/fgzz)\i/ +g—z)\ $z+1 Z)\l 1G Z)\G
@ i=0

Zq

car G(z¢) = G(a) = 0. Donc / fg =X 1G(b) + Z(AH —\)G(z).

Comme f est positive décroissante on a A,,_1 > 0 ethi ell,n—1], A\i-1—X\; 2 0.
Par suite :

mig = m (n 1+Z i—1— ) /fg (n_1+1§(xi_1—Ai)):MA0.

Onam<0< M car G( )=0et Ao < f(a) car f décroit,_donc mAg < mf(a) et
MMy < M f(a), ce qui prouve l'encadrement souhaité.

1
b. Soit (x;)o<ign une subdivision de pas au plus — et plus fine qu'une subdivision
n

subordonnée a f.

Vi €[0, N1, fulxi) = f(z:)
On définit f,, € €([a,b],R) en posant : ¢ ; E[[O: N[[: fZ‘] i [ 7.: fah
is Tit1 !
Tout comme f, f,, est positive décroissante et (f,,) converge uniformément vers f
sur [a,b] par uniforme continuité de f sur tout intervalle ouvert de continuité. De

plus, pour tout n € N*, f,(a) = f(a).
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b
c. En utilisant b), pour tout n, mf(a) = mf,(a) < / frng < Mfn(a) = Mf(a).
Comme g est bornée, (f,g) converge uniformément sur [a,b] vers fg et donc

/abfng — /abfg, d'ott mf(a) < /abfg < Mfl(a).

1
Si f(a) = 0 alors tout élément ¢ de [a,b] convient, sinon, —— > 0 et donc

\ f(a)
%/ fg€lm, M] = G([a,b]), d’olt le résultat car G est continue sur [a, b).

TRAVAUX DIRIGES

e Une suite de fonctions périodiques

On note E le sous-espace vectoriel des éléments f de C(R, C) 2w-périodiques
27

et tels que f=0.
0

1. Montrer que tout élément f de E admet une et une seule primitive T f
dans E et que 'application T ainsi définie est un endomorphisme de E.

2. Si f1 est une fonction paire et élément de E, on note (fn)n>1 la suite
d’éléments de E définie par : Vn = 2, fl = fn,_1.

a. Montrer que f, et n + 1 ont méme parité.

b. On suppose de plus : Vz €R, fi(x + m) = —f1(x). Montrer :

VreR, VneN*, fu,(x + 7) + fn(x) = 0. Comparer f,(x) et fn(m — ).

3. a. Montrer que la fonction f, paire, 2m-périodique dont la restriction a
[0, 7] est © — x — g est élément de E. (f,)n>1 est définie comme en 2.

™
b. Montrer que f, est entiérement déterminée par sa restriction a [Oa 5}

c. Prouver que, sur [0, 7], f, est une fonction polynomiale P, de degré n.

Calculer P, pour n€[1,5].
77

d. Montrer que f,, est monotone sur [O, 2

| et que NE(f2) = fu((n+1)%)-

[\

4 & 2n +1
4. On admet que : Ve €R, fi(z) = __ZW'

7r
n=0

Montrer la convergence uniforme sur R des suites (fan+r) si r€[0,3] et

donner sa limite.

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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Solution
2w
1. Si f € E, comme f est 2m-périodique continue et que f =0, toute primitive
0
de f est 2w-périodique.
x

Soit ¢ : T —> f, alors (T'f) = f équivaut & T'f — ¢ est une fonction constante.
0 2w
Si cette condition est réalisée, posons f = ¢ + K, alors / g = 0 équivaut a
0

2m 2T
1
/ p+2nK =01 K= —2—/ @, d’ou l'existence et 'unicité de T'f.
0 T Jo
2w

0

- 7 (u— 2) () du

T 1 2
d'ouVzeR, Tf(z) = / f+ o / (u— 27) f(u) du, d’ot la linéarité de T
0 T Jo

2
En intégrant par parties, / o(u) du = {(u - 277)(,0(u)}
0

2. a. Raisonnons par récurrence en utilisant la suite (¢, )n>1 définie par o1 = fi et,

xr
sin =1, ony1(2) :/ Pn-
1 et f1 sont égales etopaires.
Si, pour un n € N*, Vo € R, ¢, (—z) = (=1)"lp,(2) et f(—x) = (=1)" T f, (z).
e Si n = 2p, f, est impaire, toutes ses primitives sont paires, ainsi ¢, 11 et fri1
sont paires.
e Sin = 2p+1, f, est paire donc ¢,4+1 est la seule primitive impaire de f,

1 27
et on a vu dans 1. que fh,+1 = @nt1 — 2—/ Yn+1. Par 2m-périodicité on a
™ Jo

27 T
/ Ontl = / Ynt+1 = 0 car @,41 est impaire, d’oll f,,41 = @p41 est impaire,
0 —Tr
ce qui termine la récurrence.

b. On procede toujours par récurrence, le cas n = 1 étant donné par I’énoncé.
Supposons que, pour un n € N*, 2 — f, (z+m)+ fn(x) soit nulle, alors, en tant que

primitive, G :  — fr11(x+ )+ fnr1(x) est constante, notons C' cette constante.
2m 21 2m

On a 27C = / G = / fot1(z + ) dr + far1(x)dr = 0 car f,o1 est
élément de F. Pgu“ suite G est nulle et le théoreme dOe récurrence permet de conclure.
Si(n,z) € N*xR, fn(r—z) = (—=1)"*t1f, (z—7) d’apres a. d’ot, par 27-périodicité,
folmr —2) = (=1)"" f,(z + ) = (1) f,,(x) d’apres le début de la question.

3. a.Sizxe[—m ], fi(z)=|z|— g donc f7 est continue par morceaux sur R et sa

restriction & [—m, 7| est continue. Par parité on a f1(—m) = fi(7) et donc fi est
continue sur R. Par 27-périodicité et par parité on a :

:”fl :/_7;]01 :2/0”f1:2/07f (:C—g) dx = {(m—g)zrzo,cequiprouve

0
que f; est un élément de F.

b. G : z — fi(x + m) + fi(z) est 2m-périodique et, pour tout x €R, on a
G(=z) = fil-z+7) + fi(—2) = filzx — ) + fi(z) = filz +7) + fi(z) = G().

Siz€l0,7], G(x) = fi(z)+ fi(z+7) = fi(z)+ fi(r—x) = x—g+(7r—z)—g =0,
ce qui prouve que G est nulle.
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La question 2. montre que f, est 2w-périodique, de la parité de n + 1, que
folx +7) = —fu(z) et que fo(r — ) = (=1)"fn(x) pour tout z€R, ce qui
T
prouve que f, est entierement déterminée par sa restriction a |0, —} .
x
c. Comme, pour (n,z) €N* xR, fry1(x) = fni1(0) —|—/ fn et que la restriction
0

de f1 & [0, 7] est polynomiale de degré 1, une récurrence immédiate montre que la
restriction de f,, & [0, 7] est polynomiale de degré n.

1 2
En utilisant la relation f, = ¢, — o / pn qui a été établie a la question 1.
T Jo

. T X2 X X3 7Xx? 3
pourn>2,onobtlent:P1:X—§,P2:7—77P3:?— 1 +ﬂ»
P _X4_7TX3+7T3XetP _X5 _7T‘X2+7T3

T 12 T ST 120 4 4
d. Comme f}, | = fn si n > 1 on a immédiatement les tableaux :
0 m/2 0 /2

h / 0 fant1 S 0
f2 [0 e

o S0 ¢ m2d

fi |0 / Jants \‘ 0
s a 0 Jan+a | O A

En effet, si n est pair f,, est impaire et donc f,(0) = 0 et, si n est impair,

folm = ) = = fu(2) dot fu(5) = 0.

Comme |f,| est m-périodique et paire, NE (f,) = N(L%W](fn) = fn ((n + 1)%)
d’apres le tableau de variation précédent.

4 cos|(2n+ 1)z
4. Pour tout n €N on définit u, 1 sur R par u,1(z) = —— H
s n

> up1 est une série de fonctions continues, 2m-périodiques, qui converge normale-

(o]
ment sur R car N& (Un,1) = et Z un,1 = f1 par hypothese.
n=0

w(2n + 1)2
Si l'on note, pour n €N, u,, 2 la primitive de w,, 1 nulle en 0, alors Y u, o converge
uniformément sur tout segment et sa somme est la primitive de fi nulle en 0, soit
encore fo par définition.

Plus généralement uy, 41 est la primitive de uy, ; nulle en 0 si k est impair, nulle

T

en 5 sinon. Alors par récurrence immédiate, pour tout k€N, > wu,  converge
uniformément sur tout segment et sa somme est fy.

4 sin [(2n + 1)z]

Par récurrence immédiate, si (n, k €NxN* et cR, ==
r récurrence immédi i(n,k) x Un, 4k () T @n+ i

4 . 4] & 4 & 1 43 1
[fute) = 2 sin(@)] = 23 wa@)| < 23X gy € 7 X g o

4 4
donc ‘f4k (z) — = sin(m)‘ < = [¢(4k + 1) — 1] pour tout z réel.

. P . ) 4 .
Comme Em( = 1, on en déduit que (f4x) converge uniformément sur R vers — sin.
00 ™

irigés

T
x
3
>
0
=
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Montrons que 7' est continue si on munit £ de NX .
T est linéaire et, si f € E, Tf est 2m-périodique donc NZ (T'f) = N (Tf).

Vo €[0,2], |Tf(z)] = ‘/Oxf—f—;ﬂ/o%(u—%r)f(u)du

i@l <an2 )+ 25D [T or i< onnt () + X2 [or -y

us 0 4m 2m
et enfin ’Tf(x)’ < 37NE (f), donc T est lipschitzienne de rapport 3.

d’ou

. . , 4 . .4
Par suite (f4x41) converge uniformément sur R vers — T'(sin), soit —— cos.
™

De méme (far12) et (far+s3) convergent uniformément sur R vers —— sin et — cos
™ 7r

respectivement.

e Majoration d’une fonction dérivée

E désigne un espace vectoriel de dimension finie. Si f € B(R, E), on pose
IIfll = NE(f). On suppose que f € C*(R, E) et que f et f sont bornées.
1. a. Montrer que, pour tout (z,h) €R?, on a :

1

Flo+h)— f(z—h)=2hf'(x) + hQ/O (1= ) [f" (@ +uh) — f"(z — uh)] du.

b. En déduire, pour tout couple (z,h) € R h2| f"|| — 2h|f' (x)| + 2||f]] = 0
puis que f’ est bornée avec ||f'||* < 2||f]l x |I.f”|-
2. Pour tout entier n > 0, soit g, la fonction impaire, admettant 2
1
comme période, définie par : g,(x) = 2nx si x € [0; 2—} gn(z) = 1 si
n
1

1 . 1
gge[%;1—%}y‘(]n($):27?,—27?,17511'6[1—%?1}-

t x
On pose hy, : t — / gn(u)du et fr, @ — / hy(t) dt.
1 0

a. Montrer que h,, est paire et admet 2 pour période.
b. Simplifier © — gn(z) — gn(1 — ) puis  — hyp(z) + hy(1 — ) sur R.

c. Montrer que f, est impaire et admet 2 pour période.

1 1 1
d. Donner les expressions de h,(x) si x € [O; —} et size [— ) f]
2n 2n 2

e. Dresser le tableau de variations de f}!, f! et f, sur [0,1].
f. Montrer que f,, f!, f!! sont bornées et calculer || full, /51l /1]

g. En déduire que dans la question 1. le coefficient 2 est le plus petit réel
a vérifiant : || f']|? <« f|| x ||f"|| pour tout élément f de C*(R, E) tel que
f et f soient bornées.

Solution

1. a. Appliquons la formule de Tayllor—Laplace sur [x,z + h] et [x — h, ] :
Fo+ ) = 1)+ hf @)+ [ (=)o 4 uh)du
0

fla =) = f@)=hf @)+ 12 [ (1= w)f" (o =) du
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On obtient le résultat par différence.
b. On a, pour tout (z,h) :

2h|f'(x)| < [2hf ()] = ‘f(x-l—h)—f(:z: h)— h2/1(1 —u)[f’ '(u-l-:z:h) —f"(x— uh)]du‘
et, par inégalité triangulaire : 2h|f'(z)| < 2||f|| + 20| || | (1 —u)du

ie. 2| f"|| = 2h|f'(z)| + 2| f]| = 0 car / (1—u)du= ;

Si||f"]| = 0 alors f est affine bornée dor?c constante et I'inégalité est évidente.

Sinon, pour tout réel z, soit Py (h) = h?| f”|| —2h| f'(x)|+2[| f||, P est un trindme

et P, (R) C R4, son discriminant réduit est donc négatif ie. |f’(x)|2 <2< 1

et ceci est valable pour tout = réel. Donc f’ est bornée avec || f'||% < 2|| £ x || £”]I-

2. a. g, est facilement continue sur R, affine par morceaux.

h, est paire en tar;t que primitilve de fonction impaire, de plus, par périodicité et

imparité de gy, / gn(t) dt= / gn(t) dt =0, ce qui prouve la 2-périodicité de h,.
0 -1

b. Soit ¢, : & = gn(z) — gn(1 — x), on vérifie immédiatement la nullité de ¢,, sur

[0,1] ainsi que sa 2-périodicité.

De plus pour tout z €R, ¢,(—z) = —[gn(z) — gn(—1 — 2)] = —¢,(z) car g, est

2-périodique. La nullité de ¢, sur R en découle.

Soit alors 9, : © — hy(z) + hn(l — ), @, = VY, et ¥, est constante égale a

1 1
wn(§> = 2hn(§) =0, @, et ¥, sont nulles sur R.
c. fn est la primitive de h,, nulle en 0 donc impaire.

2 1
Par parité et 2-périodicité on a : / hn(x)de =2 / hn(z) dx et, par le change-
0

ment de variable u = 1—x /h dx—/ hn(l—u)d /h ) du d’ou
2
/ hn(z)dz =0 et donc f,, est 2-périodique.
0
1 1/2n x 1 1
. Si s — | = 2 = —(1- P —
d. Si xE[O 2n} b () /1/2 dt + n/1/2ntdt 2n( n)—l—n(x 4n2>
1 1
2—— —_—— .
douh()—anQ{l 274
Sinon, hn(x):/ dt =o— —-
1/2 2
0 1 L 1 L 1
2n 2n
e. On a le tableau : filo 41 - 1 = 1 N 0
fol-a 2 = 2 0 2+ oa
fo O N = N — /0

f. Si f est 2-périodique, paire ou impaire et continue sur R on a | f|(R) = | f[([0, 1])
compact donc borné, f,,, f/, et f/ sont donc bornées et le tableau précédent permet
de calculer leur norme.

1 1
17 =Let [ fnll = ~ha(0) = 5[1 = 5-]-
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150 =£.(3) = |

sans difficulté, fn<1) = éb—; — 1}-

B résumé - L2 = LIl = 5[1- 5] et lfall = 5 [1- 5

g. Si a est solution alors, pour tout n, on a ||fL|| < || fall X [|f7]], ce qui revient

1 112  « 1 ., .
a — {1 - —} < = [1 — }7 ce sont des termes généraux de suites convergentes
4 2n 8 3n?

) e
et, en passant a la limite, 1 < g ie. a = 2. Cela prouve que 2 est la plus petite

1 1/2 1
(nt2 ——4— 1 ) dt+/ (t - 7) dt d’ot, apres un calcul
n 1/2n

solution du probleme.

e Théoréme de Borel

Le but de ce travail dirigé est de montrer que I'application C*°(R,R) — RY
fe (f(”)(O))neN est surjective. On note K> I'ensemble des fonctions de
C>®(R,R) nulles en dehors d’un compact.

1
1. a. Montrer que 61 : R — R définie par 6,(z) = exp ( — f) siz >0 et
x

01(x) = 0 sinon est de classe C* sur R.
b. Que dire de 03 : x + 61 (x)01(1 —x) ?

1 -1 T

c. Soit O3(x) = (/ 02) / 02. Montrer que 03 € C*(R,R) et que
0 0

Os(x)=1six>1etOs(x) =0siz<0.

1
d. Déterminer une fonction ¢ € K> telle que p(z) = 1 si|z| < 3 eto(x) =0
silz] =1
2. Pour ¢ €]0,1[, on pose p.(x) = <p(£> Pour f € K, on note
5
M,(f) = maXN (f@). Montrer que : ¥n € N, lirr%) M, (p-(z)2™) = 0.
q E—r

3. Montrer qu’il existe (e,,) une suite décroissante d’éléments de ]0, 1] telle

1
que : My (pe, (z)z" ') < min (1, )
|an+1‘
n

x
Montrer que la fonction f : x — ag + Z Pz, (¥) an — est de classe C*
n!

n=1

sur R et vérifie, pour tout n € N, f("(0) = a,.

Solution

1. a. En procédant comme dans I'’exemple I11.B.2.4. du cours, on montre que 6
est de classe C* sur R et que 6™ (0) = 0 quel que soit n € N.
b. 0 est de classe C*° sur R en tant que produit de fonctions de classe C*° et
O2(x) =0six &]0,1] .

1
c. 0 étant continue et strictement positive sur |0, 1], on a 02 > 0. Comme

0
primitive d’une fonction classe C*°, 63 est classe C*°. Des propriétés de 6> on
déduit que O3(x) =0sixz <0et O3(x) =1siz > 1.



Travaux dirigés 229

d. Soit p(x) = 05(2z + 1)03(1 — 2z). On vérifie aisément que ¢ convient.
2. o étant de classe C* et nulle hors de [—1,1], il existe K,, € Ry tel que :
K = sup|p™) (2)] = NE (™). Comme ¢{"(z) = =™ ()  on a:

z€R

sug |<p£”) (x)} = ¢ "K,,. D’autre part, soit p € N, avec la formule de Leibniz,
€

L (puwe™) =3 () nln = 1)+ (n = pt b + Dam Pl ).

dzP
k=0

Posonsozmk:(z)n(n—l)-~-(n—p—|—k+ 1). Si @ & [—¢,¢], pe(x) = 0, donc :

> N [ (r0)] € et PN (o) < [ anati] s

Donc : M, (gos(a:)x”"’l) — 0.

e—0
3. La suite (g,) existe d apres 2. et l'on a
Vn > p, M, («pan : ) < min (1, )'a"| <=
|an| nl’

anpx”
Posons fo(x) = a et fn( )= fer @) i > 1.
Comme f € K, pour tout p > 0, M,( f est défini et >~ M,(fn) converge. Donc

pour tout k € N, > NE ( (k )) converge. D’ott la convergence uniforme de > fn (k)
pour tout k£ € N.
Du corollaire du théoreme de dérivation des séries de fonctions, on déduit que

fEC®R,R) et fF) = Z f*) pour tout k € N.

Posons f*) = S, + Ry, ou Sj, = Z f,sk).
n=k+1
o Si |z <k 2 79051( x) =1 pour j < k car (g,,) est décroissante. Donc :

Zan - D’ou S(k)( 0) = ay.

R(k) Z Z( ) n! 'a’; "PoP) () d’apres le théoreme de
(n—p)n!
n=k+1 p=0

Leibniz. Or dans ces sommes n —p > n —k > 1, donc R,(Ck)(O) =0.
D’ou le résultat.
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e Intégration approchée

n désigne un entier supérieur ou égal a 1.
n

1. geC™"1([0,n],R) et, pour tout k €[0,n], P, = H(X — ).
ik
a. Montrer qu’il existe un et un seul élément P de R, [X] tel que, pour tout

k dans [0,n], g(k) = P(k) et que c’est P = Z(—l)”*kg g(k) Py.
n.
k=0
b. Soit x un élément de [0,n] \ [0, n], on choisit un réel A tel que la fonction

¢ définie sur [0,n] par ¢(t) = g(t) — P(t) — X [] (t — k) vérifie p(x) = 0.
k=0

Montrer que ¢™*t1) posséde au moins un zéro dans 10, n].

c. Pour tout x €[0,n|, montrer I'existence d’un élément ¢, de |0,n[ tel que :

o)~ Pla) = L) TT o).

(n+1)! o
d. Si k €[0,n] on pose Ni, = (—1)"’“(]“')/ Ppet K = H |z — k| dx.
n! Jo 0 g

Montrer :

n - K
_ [(0.n] (,(n+1)
/Og kE ng(k)‘<(n+1)!Noo (9 )
=0

2. a. Soient (a,b) €R?, a < b et f un élément de C" ' ([a,b],R). Prouver :
b n
b—a b—a K b—a\nt2
S N (e k) < e () RI().
/af n kZ:o wflat n (n+1)!'\ n <\
b. Si n = 2, calculer Ny, N1, No, K ; il s’agit de la méthode de Simpson.

3. Amélioration de la majoration dans la méthode de Simpson
Soit g€ C*([~1,1],R) puis ® définie sur [-1,1] par :

¢

t

(1) :/ 9-3 [g(—t)+4g(0)+g(t)]—¢t> o1 € est choisi de fagon que ®(1)=0.
—t

a. Montrer I'existence d’un élément « de 10, 1] tel que ®"'(a) = 0.
1
b. Calculer ®"'. Montrer l'existence de 3 €| — «, o tel que £ = ~50 gD (B).

No[ng] (4)
9 é [9(=1) 4+ 4g(0) + g(1)] ’ < 90(9)-

c. Soient (a,b) €R?, a < b et f un élément de C*([a,b],R). Prouver :

1

FEn déduire : ‘/

b n—1 n—1 5
b—a (b—a)
_ ) 4 <~ Nlbl(£4)
[7- 55t rae > o)+ k}_oif<£k>+f<b>] e Nt (£9)
ot 'on a posé ay, = a+k b-a sike[0,n] et &, = Tk ¥ Tetl sike0,n—1].

2
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Solution

1. a. Soit (j, k) €]0,n]>.

Sij # k alors Py(j) = 0 et Py(k) = l;[k(k —i)=(k—=n)---(=1)(1)--- (k) ou

encore Py(k) = (=1)"*kl(n — k)! = (_1)"—knT!.
(%)

Posons P = Z ( ) g(k) Py, alors, si j €[0,n], P(j) = g(j), ce qui prouve

que P est solutlon Si Q est une autre solution alors le polynéome P — @ est un
élément de R, [X] qui posséde au moins n + 1 zéros, les éléments de [0, n], donc
P — @ est nul, ce qui prouve 'unicité de la solution.

b. ¢ est de classe C"*! sur [0,n] et s’annule en n + 2 points, z,0,1,...,n.
Le théoréme de Rolle itéré assure l'existence d'un zéro de (1) dans |0, n].

) ) qntt n
c. Toujours si  €[0,n] \ [0,n], on a P(™*Y =0 et —— proE=y [H(t - k)] = (n+1),
g(n+1)(cac)

d’ott ot = g+ _ \(n + 1), cela prouve que A = )

ou ¢, €]0,n[ et,

en écrivant p(x) = 0, on obtient 1’égalité demandée.
Si z €[]0, n], tout point ¢, fait laffaire.

NC[gm] (g(n+1)) n .
Wkl;[opc — k|, d’ou, par

n n K
- P)| < - P|< Nl (o (n+1)Y)
L(g )‘ A lg — P R (g *Y)

n
Par linéarité de l'intégrale sur [0, n], on a / P = Z Nig(k), d’ott I'inégalité.
0

d. Si  €[0,n] ) montre que |g(z) — P(z)| <

intégration,

b—a . n
u de. u =
b—a

n
b— b— b—a [m
/ fz = a/ f(a au) du = a/ g(u)du ou l'on a posé
0 n nJo

g:u»—>f<a+b au).

2. a. Effectuons le changement de variable x = a + (x — a),

h— +1 h—
g est de classe C"*1 sur [0,7] et gty ( - a)n ftD (a+ u) d’on
n b—a\ntl - - b—a
NET (g ) < (SE) T NEI( ) e 3 Nigl) = 3 (kTS

k=0 k=0
L’inégalité découle alors directement de 1. d.
b. Ny = G) 1 %) d = - (@ Sc42)de =2 |5 64| =
e e R A e 1 E Al
2 2 2 2
__G) S DY B N ¢) 1
Nl——j/o x(x—z)dm——[§—4:|—§aN2—7 OI(I—l)dI—gv

2 1 2
K:/ x|a:—1|(2—m)dx:/ x(l—x)(2—x)d:1c+/1 z(x —1)(2 — z)dx, le

0
changement de variable u = 2 — = dans la seconde intégrale montre que :

S
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/lx(xfl)@—z)dz:/o u(lfu)(Q—u)dud’oflK:2/0 z(1—x)(2 —z)dx,

1
1 1
K:2/ (x3—3$2+2x)dx:2{—1+1]:-
0 4 2

3. a. ® est impaire de classe C* sur [—1,1].

/(1) = 9(1) + 9(~) 5 [o(~1) +49(0)+9(1)] ~ & [¢/(1) ~g' (-] ~50t", 3/(0) =0,

®(0) = (1) = 0. Appliquons le théoreme de Rolle & @ sur [0, 1] : on trouve un z;
dans 0, 1 tel que ®’(z1) = 0. Comme ®’(0) = 0 on peut de nouveau appliquer ce
théoréme & @’ sur [0, z1] : on trouve un zo dans ]0, 1] tel que ®”(z3) = 0.

Or @" est impaire, donc nulle en 0. Une nouvelle application du théoréme prouve
Pexistence d’un point « dans |0, z3[, et donc dans 0, 1], tel que &/ (o) = 0.

b. vte[-1,1], (1) = % lg'(t) — ¢'(—t)] — % [g"(t) + ¢"(-t)] — 200t% puis
Q" (t) = % [g""(—t) — g™ (t)] — 60¢¢>.

% (" (—a) — ¢"" ()] = 606a°.

L’égalité des accroissements finis montre I'existence d'un élément S de | — a, o[ tel
1
que ¢ (—a) — g""(a) = —2ag™(B), Aot £ = —— g (B).

" (a) =0 <

90
(1) = 0 s'éerit /11 g_%[g(_1)+49(0)+g(1)] = ¢, et, comme |¢| < W7
viene: | g Lot 2000+ o) < 520,
c. Si o, 8] C [a,b] effectuons le changement de variable u = a (x @ er B)7

[ ra=t52 [(*52 250 )

On utilise alors la fonction g : u f(a;rﬂ + p ; a u) qui est de classe C*
—and _
sur [—1,1] avec Yue[-1,1], ¢¥(u) = (670[) f(4)(a—;6 + b 5 au), d’on

_ b—a\t
I'inégalité N(Lo L1 (g(4)) < (Ta) th‘é?b] (f(4)). La question b. montre :

[ -2 T ar (S5 2) + 119)

< (B —a)P Nladl (),

2 = 2880

En sommant les inégalités obtenues pour («, 8) = (ak, ax+1) quand k €[0,n—1], on

btient | [ f - 229 znil 47%1 o] < L= yiasl (0
obtien | [~ 2 (a)+ > flox)+4 31+ )| < S M ().
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e Une racine carrée de fonction

Dans tout le probléme, f désigne une fonction de classe C? sur]—1,1]

1
a valeurs dans R telle que f(0) = 0. On pose a = f/(0) et b = §f”(0)~

On suppose que 0 < |a| < 1 et I'on fixe r tel que : 0 < |a] < r < 4/|al.

1. a. Montrer qu’il existe une fonction « € C(] — 1,1[,R) telle que a(0) =0

et :Vt €] —1,1[, f(t) = at + bt? + t2a(t). (%)

b. Montrer qu’il existe une fonction 8 € C(] — 1,1[,R) telle que 5(0) =0
et :Vte]—1,1[, f'(t) = a+ 2bt 4+ t5(¢). (%x)

c. Montrer qu’il existe M = ter?_ajfr] la(t) € R et My = ten[n_a:fﬂ |6(t)| € R.

2. a. Montrer qu'il existe € €]0,1] tel que : Vx €] —¢,¢[, | f'(z)| < r.

€ est supposé fixé ainsi dans la suite de cette partie.

b. Montrer que : Vx €] —¢g,¢[, | f(x)] < e.
On définit alors par récurrence la suite (f,)n>0 de fonctions sur | — e, ¢|
par : fo(z) = = et Vn =2 1, fo(x) = f[fu_1(z)], et Pon pose pour
n=0,U,(z)=a " fp(z) —a " fn().
3. a. Montrer que la suite (f,) est bien définie et que :

Ve el —e e[, Vn e N, |fl(z)| <r" et |fn(z)] < r"|x]

b. Montrer que la suite de fonctions (gn) telle que g,(xz) = a " fn(z)
converge uniformément sur | — ¢, ¢[.

b + M (r?\n
On pourra montrer que : Vx €| — ¢, ¢, |Up(x)| < | ||—5| (%) .

On pose, pour |z| < ¢, 8(x) = li_>m gn ().
4. Montrer que 6 est de classe C! sur | — ¢,¢[ et que :

0(0) =0, 6'(0) =1, Vz €] —e, e[, 0 f(z)] = a.6(z).
2|b| + M, (7’2 )"

On pourra montrer que : Va €] —e,el, |U! (x)] < al al
a a

5. Montrer que U]/(0) existe et calculer sa valeur. Montrer que 6" (0) existe
et exprimer sa valeur en fonction de a et b.

<

/

Ul(x)| _ 2/b] + My fr?2\»
< Tw )
6. Soit 0 :] — e,e[— R, telle que : H(0) = 0, 0~’~(O) =1let é[f(x)] = a.0(x)

1
pour z €] — ¢,¢[. Montrer que : Vx €] —e,¢[, () = 6(x).
t

On pourra montrer que : Vx €] — e,e[\{0},

7. Montrer que pour t > 0 fixé, la relation 0(z) = t0(y) définit une fonction
Yy z = ¢(y) de classe C' sur un intervalle [0, yo)-

Etablir les identités : Pru = POy, Yo = f.

Déduire de ce qui précéde I'existence d’une fonction h de classe C' sur un
intervalle |0, o] et satisfaisant a hoh = f.
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Solution
1. 1
a. Soit v :] — 1, 1[— R définie par o(t) = t—2<f(t) —at — bt2) sit#0et a(0)=0.

Comme f € C(] = 1,1[,R) v est continue sur ] — 1,1[\{0} par théoréme sur les
opérations sur les fonctions continues. Du théoreme de Taylor-Young, on déduit
que f(t) o at + bt? + o(t?). Dol la continuité de a en 0 et (%).

—

1
b. Raisonnement analogue avec 3(t) = n (f’(t) —a— th) sit# 0et 5(0) =0. En

effet, f'(t) = f'(0) +1f"(0) +o(t).
—

c. Si[—r,r] €]—1,1], le résultat est une conséquence de la continuité des fonctions
a et 8 sur le segment [—r, 7).
2. a. |f’| étant continue en 0 : Je €]0,1],Vz €] —e, e, |f'(z)| — |f/(0)| < r — |a].
D'ou |f/(x)| — |a| < r — |a| et le résultat.
b. f étant dérivable sur | — 1, 1], le théoréme des accroissements finis implique :

V€] —eel,|f(z) = FO)] < rle -0
Comme f(0) =0, |z <eet0<r<1l,ona:Vre]|—ecl|f(x)]<e.
3. a. Comme f(]—¢,e[) C]—¢,e], lasuite (f,) est bien définie. Par une récurrence
facile et le théoreme de dérivation des fonctions composées, on peut dire que
vneN, f, €CH(] —¢€,e[R), Vo € R, |fn(z)] <eet fr(0) = 0.
Montrons par récurrence que : Vo €] —g,e[,Vn € N, |f] (z)| < r™.
Le résultat est immédiat si n = 0 car fo(z) = x et vrai si n = 1 d’apres 2.
Supposons le vrai pour n € N. Comme f,,+1 = fof,, on a:

Vo €] - £,el, [ (@)] = [ (Fal@) L fi()] < e = .
Il est vrai au rang (n + 1). D’otu le résultat par théoreme de récurrence.

L’autre résultat découle de 'application de l'inégalité des accroissements finis
comme a la question précédente.

b Un(@) = gat1 (@) = ga(@) = ™" [£ (fa(@) — afu(@)]-
Un(w) = a1 [bf2(@) + f2@)a(fal@)))].

Comme pour z €] —¢,e[ et pour n > 1, |fn(z)] < r™, on a:

Vo €] —e,el, |Un(@)| < |a| ="} [|b|r2n —|—Mr2n} _ o[+ M (ﬁ)n =

lal

lal "

2
Comme Y A, converge car 0 < — < 1 (¢f. série géométrique) et comme A, est
indépendant de z, la série de fonctions Y U, converge normalement a fortiori
uniformément sur | — ¢, £[.
Or g, (x) —go(z) = Up(x)+- - -+ Un—1(x). Donc la suite de fonctions (g,,) converge
uniformément vers la fonction 0 sur | — ¢, ¢[.
4. f, €C*(]-1,1[,R), donc g, €C*(]—1,1[,R). Comme | f,(z)| < & < 1, on déduit
de (x%) ot de : Up(e) = a1 £l 4(2) — a = fo(a) = a1 () [/ (fule) — ]

que : Ul (z) = a1 f1(2) [2bfn(a:) + fn(a:)ﬁ(fn(w)} :

Comme : |f,(z)| < r™|z| < 7™ et |fl(z)| < 7™, ona:
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20b| + My r2\n
Vo €]—e,el, |U,(z)| < a7t (20b] + M) = %(H> . (e x %)
a a
En raisonnant comme & la question 3. on peut conclure que > U/ converge
uniformément sur | — e, e[. Comme Y U,, converge uniformément sur | — ¢, [, on

déduit du théoreme de dérivation des séries de fonctions que 6 € C* (] —&,¢, R).
—1+ZU ) pour tout z €] — e, €.

Pour tout n 6 N, fn(0) = g, (0) = 0, donc #(0) = 0. On montre par récurrence que
f1(0) =a™. Dol g,,(0) = 1 et §(0) = 1. D’autre part, pour tout z €] — ¢, :
G(f(x)) = nh_)rr;o [a_”fn (f(x))} = nli)néo {a(a‘”_lfnﬂ(w))} = af(x).

5. Uo(z) = a1 f(z) — 2. Donc UJ(0) = 2ba~!. De 3. on déduit :

Vo €] —e,el, Ul(x) =a "1 fl(x ){2b+ /B(fn(ﬂﬂ))]fn(ﬂc)

vi €] ee[\foy, OO ot [on 4 (1 )] P22,
tim () = 1 0) = o car fu(0) =0,

Comme f € C'(] -1, 1[,R),iig{) fi(x) = f!(0). Par composition de fonctions

Uy () — U, (0)

x x—0

2ba "L

continues, lim (Bofn) (z) = Bofn(0) = 0. Donc
z—0
Donc U}/ (0) existe pour tout n € N et vaut 2ba" !

Reprenons les calculs de (x % *) et majorons | frn(x)| par r™|z| et non par r™.

Vi €] - e, 103 (@) < 2'b'k+|MlQ |) .

2|b| + M1 7’2 n

D’ tout — < — ) = ln.

ol, pour tout z €] —¢,e[\{0}, ‘ ’ al (|a|> I
tn est indépendant de = et D u, converge (cf. série géométrique), la série de
U, (x)

x
Pour n € N, v, (z) — U(0) = 2ba™ 1.

z—

On déduit du théoreme de la double limite que :
(0 (@) =0 0)y . 0(z) -1\ o~ "(0) = 2b
i (D) = g (HO2) = 3yt = 3020 = 7

2b
a(l —a)
6. Pour tout = €] —¢,¢], g(f(x)) = af(x). Par une récurrence immédiate on a :
Ve €] —e,¢], g(fn(x)) = a"f(x).
Comme 0(z) = z 4 zvy(z) ot v(z) - 0.

xTr—

Donc 0(z) = a™"0(fn(x)) = ™" fu(x) [1+7(fn(2))] car fn(z) ——0(cf la]<1)

Comme 6(z) = li_>m (a_"fn(x)), par passage a la limite, on a : § = 6 sur | —e, ¢l
n o0

fonctions Y v, ot v, (z) = converge uniformément sur | —e,e[\{0}-

Donc 0”(0) existe et vaut

7. Comme 6'(0) = 1, la fonction 6 strictement croissante définit un homéomorphisme
de [0,a] sur [0, ] ; de sorte que §~1 est définie sur [0,a] et 61 est de classe C! sur
cet intervalle.

$
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Si donc y > 0 satisfait & 6(y) < %, 11 existe un unique z € [0, a] tel que 0(z) = t0(y),

défini par z = 071 [t0(t)]. La fonction y — z = ¢;(y) ainsi définie est de classe ! ;
9/

sa dérivée est donnée par ¢i(y) =t G’Ey;

z

[0, o] tel que O(yo) < % donc pour y > 0 assez petit. Si 'on pose y = ¢, (z), on

- Donc ¢y est définie sur tout intervalle

a, si les quantités écrites sont définies : 0(z) = t0(y) = tub(z).

De sorte que les fonctions ¢y, et piop,, coincident ou elles sont définies. En posant
u = +/a, la fonction h : x — ¢, (z) est définie pour z assez petit, et satisfait &
hoh = ¢,. Mais la relation fof = af implique ¢, = f, de sorte que I'on a bien
hoh = f, la fonction f étant de classe C! sur un intervalle |0, zo] assez petit

e Fonctions a variation bornée

Si (a,b) € R?, a < b, on désigne par Sla,p) 'ensemble des subdivisions
o = (zi)o<i<p de [a,b]. Pour o € S|4y, on note ju(o) = ﬁgax . (Tig1 — ).
1€|0,p—

p—1
Si f € F(la,b],R) et 0 = (x;)ogi<p » 00 note Vi (f) = Z |f(zig1 — f(z)].
i=0

On dira que f est a variation bornée sur [a,b] si les sommes V,(f)
sont majorées. Dans ces conditions, on appelle variation totale de f sur [a, ]
I’élément de [0, 4-o00[ noté : Vg (f) = sup Vi, (f).

O'Es[a,b]
Partie I
1. a. Une fonction lipschitzienne est-elle a variation bornée ?

b. Une fonction f monotone est-elle a variation bornée ? Si oui préciser

Viap (f)-

c. Que dire si Vi 3 (f) = 07 Que vaut Vi) (f) si f est affine sur [a,b] ?

d. Soit ¢ un homéomorphisme de [a,b] sur [c,d] et g une application a
variation bornée de [c,d] dans R, montrer que : Vi. 4(9) = Vja,p)(g0®).

e. Une fonction de classe C! sur [a,b] est-elle & variation bornée ?

f. Montrer que I’ensemble VB([a, b],R) des fonctions a variation bornée sur
[a,b] peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel.

2. a. Une restriction d’une fonction a variation bornée a un sous-intervalle
de [a, b] est-elle a variation bornée ?

b. Réciproquement, si I'on se donne (a,b,c) € R3, a<c<bet f:[a,b = R
telle que f restreinte & [a, c] et [c, b] soient & variation bornée, montrer que
[ est a variation bornée et que : Vig 4 (f) = Via,q)(f) + Viep) (f)-

3. Soit f € F([0,1],R) définie par f(0) = 0 et f(z) = xsin (%) siz # 0. Soit

2 2 2 2 2
oy, la subdivision de [0,1] o, = (O,( Cy——r = 1).

n+ )7 2nm (2n—x 27 7
Calculer V,,_(f). Conclusion ?
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4. a. Montrer que la différence de deux fonctions croissantes sur [a, b] est &
variation bornée.

b. Montrer que 'application [0,1] — R,z — x — E[z] est non continue et a
variation bornée
5. Soit f : [a,b] — R, continue et & variation bornée. Montrer que :
Ve € Rj—a Jda € Rj—a Vo € S[a,b]a ,U,(O') <a= |‘/[a,b](f) - VO’(f)| Se.
On montrera que :

Ve € Ry, Joe = (zi)o<i<p € Sas) Vo () S Van (f) < Voo (f) +e
On notera 1(o:) = ag. On montrera que :

3oy € R, V(z, ') € [a, b, |z — o' < a1 = |f(2) — F(2)] < ——

2p+1)

On notera o = min(avg, a1) et l'on montrera que si 0 € Sy, est telle que
p(o) < a alors Vigy (f) — Vo (f) < 3e.

6. Déduire de la question 5. que si f est continue sur [a,b] et & variation
bornée, I'application [a,b] — R, &+ V|, (f) est croissante et continue.

7. a. Montrer que si f est a variation bornée sur [a,b], la fonction
g:la,b] = R,z Vi (f) — f(x) est croissante sur [a, b].

b. En déduire que toute fonction & variation bornée est différence de deux
fonctions croissantes.

8. Déduire de 5. que si f est de classe C* sur [a, b] s Viaw (f / Il

Partie I1

Soit Ej, ) I'espace vectoriel des fonctions continues de [a,b] dans R, nulles

en a et Flq ) le sous-ensemble de Ey, y des fonctions a variation bornée sur
[a,b].

1. Montrer que Fi, y est un sous-espace vectoriel de El, p) et que I'application
N : Flo 5 — Ry définie par : N(f) = Vi, (f) est une norme sur Fi, ).

2. Pour tout f € F, ), on note Noo(f) = sup |f(z)].

z€la,b
a. Montrer que : Vf € Fiq 4], Noo(f) < N(f).
b. Montrer que les normes N, et N ne sont pas équivalentes sur Fl, ).

On pourra considérer la suite de fonctions (fn)n>1,00 fp est la restriction

h—
a [a,b] de g, la fonction périodique sur R de période Qn—_?;n > 1 définie

) ) b—a
par.gn(x):x—aszxé[a,a—i— on ];
b—a

) b—a
2n_1> —T s1TE [a—l— on o1

gn(z) = (a +

Solution

Partie I

1. a. La réponse est oui. En effet, si f est k-lipschitzienne on a :

S
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p—1

p—1
Vo € Sjay), Volf) = Z |f(@ig1) — f(@i)] < kZ(%‘H — ;) = k(b —a).
i=0 i=0
b. La réponse est encore oui. En effet, si f ebt monotone on a:
p—1

Vo € Sy, Volf) = Z |f(ziv1) — f(x4)
Dans ce cas, ona:Vl[a,(;,](f) |f(b) — f(a )|

c. Si Vi (f) = 0, alors V,(f) = 0 quel que soit o € S, .

Pour z €]a, b|, soit 09 = {a,z,b}. On a V() =0=|f(z) — f(a)| +]|f(b) — f(z)].
On peut conclure que : Yz €a, b[, f(x) = f(a) = f(b). ie. f est constante.

Si f est affine sur [a, b, elle est monotone et donc Vjq 4 (f) = [f(b) — f(a)l.

= [f(b) = f(a).

d. ¢ étant un homéomorphisme de [a, b] sur [c,d] elle est strictement monotone.
e Si @ est strictement croissante. Si ¢ = yp < y1 < -+ < yp = d définit un élément
de S q) la suite (l‘z)0<z<p telle que z; = ¢~ 1(y;) est élément de S[a,5-Comme

>_lolwir) =g yz\—Z|g p(ri1)) — g9(p(x))],

e Si  est strictement decrmssante on fait un raisonnement analogue en remplacant
x; par t; = <P_1(yp_i) pour conclure que : Vig ) (goy) = Vie,d) (g)-

e. La réponse est oui, puisque si f est de classe C! sur [a, b], elle est k-lipschitzienne
sur [a,b] avec k = Irél[ax |f/ ()]

s

la,b] (9090) = ‘/[c,d] (g) .

f. Soit (f,g) € (VB([a,b], )) et (u,v) € [a,b]?. Posons h = f + g.

|h(u) = h(v)] < |f() F0)] + lg(u) — g(v)].
Donc : vc‘-esab ( )S a( ) V( )g‘/[ ,b](f)"_‘/[a,b](g)'

e. (f,9) € (VB([a,b],R))* =h €VB([a, ], R).

D0u~‘/[ab()<‘/[ab]( )+ ab]()Z

Comme : Vi, 5(Nf) = | |V[a7b](f) pour (X, f) € R x VB([a,b],R), on peut
conclure, puisque VB( ) #+ 0 VB([a,b],R) est un sous-espace vectoriel
de F(([a, t], R).

2. a. Supposons f a variation bornée sur [ ,b]. Sl 0 € Sla,q, avec a < ¢ < b, alors
o' = oU{b} € Sjqp et comme Vo (f) = Vo (f) < Vigy(f), f est a variation bornée

sur [a, c| et de méme sur [c, b].
b. Soit 01 € S[q,q et o2 € S|y alors 01 U oz € Sjq -

Comme V01U02(f) =V, (f) + V0’2(f) on a VUl( )+ V<72( ) ab]( )
Viap)(f) = Voo (f) est un majorant de 'ensemble des V;,, (f), o1 parcourant Sjg ).

Via.0)(f) = Via,e (f) est un majorant de I'ensemble des V5, (f), o2 parcourant Si. ).

Donc : Vig, ) (f) + Vies) (f) < Vi (f) (1)
Par définition de la borne supérieure, pour ¢ € R, il existe 0. € Sj, ) tel que
Vo (f) 2 Viap(f) — €. Soit Ae = 0. U{c}. Ona: VA (f) 2 Vo (f) 2 Viay (f) — €.

Notons Aj ¢ (respectivement A, ) la trace sur [a, ¢] (respectivement sur [c, b]) de
Ac. Ona: VAE (f) = VAl,E (f) + VAz,s (f) < ‘/[a,c](f) + ‘/[c,b](f)' Donc :

Ve € Ria ‘/[a,c](f) + Vv[c,b](f) > Vv[a,b](f) — € (2)

(2) étant vraie pour tout € >0, on a : Vig () + Vie) (f) = Viaw (f)-

Compte tenu de (1), on en déduit : Vig o (f) + Vie,p) (f) = Via,py) (f)-
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2 2| | w 4 4
. Vo) = 2+ ) - 4
() —+ sin(1) - +I;ﬂ(2k+l) — > +oo car SOTEY est le

terme général d’une série a termes réels positifs divergente.

Comme f est continue sur |0, 1] et | f(x)| < |z|, f est continue sur [0, 1] et elle n’est
pas a variation bornée.

4. f n’est pas continue sur [0,1] puisque f(z) =x siz € [0,1] et f(1) = 0.
f est cependant & variation bornée d’apres 1.1.b) et f).

5. Par définition de la borne supérieure, on a :
Ve € RY,Joe € S[a,b]’ Vo (f) < V[a,b](f) < Vo (f) +e
Soit 0. = (z;)o<i<p €t ap = p(o:) ; comme f est continue sur le segment [a, b] de
R, elle y est uniformément continue. Donc :
€

Jay € RY, V(z,a') € [a,b]?, [z — /| < a1 = |f(z) — f(2')] < )

Soit @ = min(ap,a1). Si 0 = (Yi)icjo,n] € Slap) €t p(o) < «, considérons la
subdivision A = 0 U 0. = (2i)ic[o,m] € S[a,5)- Comme A est plus fine que o, on a
par inégalité triangulaire : VaA(f) = V,(f) et Va(f) < Vo (f) +&.
Soient ji,- -, jp—1 les entiers vérifiant z; = 25,1 <i<p— 1.
Il résulte des définitions que :
Va()=Vo () < |F(zi-1) = F (i) |+ [ f (i) = F i) [+ o+ [ £ (5,00 = f (25, 2040) |
2e(p+1)
Donc 0 < Vo) S 57— =
onc 0 < Va(f) = Vo (f) 1)
Comme 0 < Via b (f) = Vo (f) S Vo) (f) = Vo (f) + Vo (F) = Vo (f),
et |Vo (f) = Va(f)] < Va = Voo (f) + Va = Vo (f), on a le résultat.
6. La croissance de l'application x + V], 4 (f) résulte de 1.2.b) Montrons la
continuité. Soit € € R . Il existe a € R tel que :
{Vges[a,b]vu(a)<a:>‘/[a,b](f)_va(f)<€7 )
V(l‘,y) € [a7b]27 |w - y| Sa= |f(l‘) - f(y)| Se€
Soit (z,y) € [a,b]? tel que 0 <y — 2 < . Il existe 0 € S|, ) contenant z et y mais
aucun autre point de [z,y] et telle que pu(o) < a.
Soient o1 et gy les traces de o sur [a,z] et [y,b]. La relation Vi, 4 (f) < Vo(f) +¢
s'écrit 1 Via o] (f) + View (F) + Viyo) (f) < Vo, (f) + [ F(2) = FW)] + Voo (f) + €.
Donc : Vig o) (f) + Viey) (f) + Vig.o) (f) < 28 + Vig,21(f) + Viy.5 ()
D'out : Vi (f) < 2e i (z,y) € [a,b]* et |z —y| < a.
La fonction z > V|, 4 (f) est continue sur [a, b].
7. a. Soit 0’ € Sy otia <xy < - <xp <2 et o lasubdivision de [a, x] définie
par:a<zi <---<x,<7 <z.0Ona:
f(x) - f(x,) < |f($(,‘) - f(ﬁ(}/) = Va(f) - VU’(f) < ‘/[a,a:](f) - VG’(f)'
Donc : Vo' € S[a,x’]7vcf’(f) < ‘/[a,x] + f(:lf/) - f(.’E)
Par définition de Vg o) = sup Vo (f), on a: Vig o (f) < Viga + f(2') — f(2).
O'/GS[QYE/]
Donc : 2/ < z = g(2') < g(z) ie. g est croissante sur [a, b].

b. Avec les notations de 7. a. f(z) = Vjq,z) — g(x), on peut dire que f est la
différence de deux fonctions croissantes.

8. Si f € C*([a,b],R) et si o = (%;)o<i<p € Sla,p]» On Peut écrire :
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p—1
Z |f(xiv1) — flx)] = Z($i+1 —z)|f'(Ni)| ot N; €y, 2541 ], dapres le
=0
theoreme des accroissements finis. Or Vi, 4)(f) = hgn Vo (f) d’apres L5. et
p(o
b p—1
/ |f'l= lim Z(l‘i.ﬂrl —z;)|f'(\;)| d’apres le théoreme (sommes de Riemann).
a p(o)—0 =0

On déduit le résultat de 'unicité de la limite.

Partie II

1. Fiap = C(la,b],R) N VB([a,b],R) N {f € F([a,b],R)|f(a) = 0} est un sous-
espace vectoriel de Ej, ;; d’apres 1.1.f).

De L.1.c) et f) on déduit que N est une norme sur Fi, p).

2. a. Flap C C([a,b],R), donc Noo(f) € Ry si f € Fq .

Il existe wg € [a,b] tel que N (f) =|f(w0)| = [f(20) — f(a)] € Via,wo)(f) < Ve (f)-
Donc : Vf € Fap), Noo(f) < N(f).

b. Commencons par un dessin :

(b-a)[2
(b-a) 44
(b-a)7
a (atb)/2 b g
Pour tout n € N, Noo(fn) = b— Donc la suite de fonctions (f,) converge

uniformément vers la fonction nulle sur [a,b]. Comme Vi, 4 (fn) = b—a, il n’existe
pas de M € R% tel que N(f) < MN(f) quel que soit f et les deux normes ne
sont pas équivalentes sur Fi, j.



Intégration
sur un intervalle

En MPSI, on a défini l'intégrale des fonctions continues par morceaux sur un
segment de R. On souhaite généraliser cette définition sur un intervalle quelconque.

I désigne un intervalle d’intérieur non vide et K I'un des corps R ou C.

I. Intégrales généralisées

A. Définitions

1. Définition
Soient (a,b) €ER x R,a < b et f une fonction continue par morceaux sur

b T
[a,b]. On dit que Iintégrale / f converge si la fonction F : x +— / f

b
a une limite dans K. Si c’est le cas, on note / f cette limite.
a

Extension facile de cette définition aux fonctions déﬁnies et continues par morceaux
sur un intervalle I de 'une des formes [a,b],a,bER; ,acRetbeR.

On note l'intégrale ainsi obtenue :/ f ou /f ou/ f(t)dt.

Dans la suite du chapitre nous donnerons les énoncés sur un intervalle I et les
démonstrations sur I = [a, b[ de la définition précédente.

2. Définition
Une fonction f continue par morceaux sur un intervalle I est dite intégrable

sur I si l'intégrale / |f| converge. On dit aussi que I’intégrale / f est
I JI

absolument convergente sur I. On note f € L*(I,K).
B. Propriétés
1. Théoréme
L’ensemble des fonctions de I dans K dont 'intégrale converge, est un espace
vectoriel. L’application de cet espace vectoriel dans K : f — | f est une

I
forme linéaire sur cet espace vectoriel.
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Démonstration

Notons E I’ensemble des fonctions de I dans K dont 'intégrale converge. Il est
contenu dans CM (I, K), non vide puis qu ’il contient ’application nulle.

Si (f,g) € E? et A€ K, Vz €]a, b[/ (Af+g) _)\/ f+/
Donc /I()\f+g)—>)\/ f+/ g €K. 1l s’ensuit que/ (Af + g) converge,

b
que \f + g€ FE et / A +g) = )\/ f+ / g ce qui acheve la démonstration. O

2. Théoréeme
Une fonction f continue par morceaux positive sur I = [a,b| est intégrable
xr

sur I si, et seulement si, la fonction F : x — / f est majorée sur I si, et
b
seulement si, / f converge. Dans ce cas / f= 1il1£nF =sup F.
a I I

Démonstration
Si fel! (I,R+) alors, par définition, /f majore F' et donc sup F' < /f
I I

I
Réciproquement, si F' est majorée alors, par monotonie, lilr)n F =supF eR ce qui
I
prouve que f est intégrable sur I avec / < lilr)n F.
I

De plus, on a montré : /If = lian = s%p F.O
3. Exemples classiques
3.1. Théoréme
fit— tia est intégrable sur [1,4+o0| si, et seulement si, a > 1.

Démonstration
1

z 1—a .
—1 1

f est continue positive sur [1, +oo[,siz > 1, / f=¢1-a [m ] stas
1 In(x) sia=1

qui n’est majoré sur [1,+oo[ que si a > 1.0

3.2. Théoréme

Si—oco<a<b<+4oo, f:t— est intégrable sur [a,b| si, et

1
(b—1t)~
seulement si, &« < 1. En particulier la fonction t = est intégrable sur

10,1] si, et seulement si, o < 1.

Démonstration
f est continue positive sur [a,b[ et , pour a < z < b :
T 1 11—« 11—« :
F(:c):/ = ozfl[(b x) (b—a) ] sia#1
a In(b—a) —In(b—x) sia=1

F n’est majorée que si a < 1.0
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3.3. Exercice

fit m est intégrable sur [2, +oo[ (respectivement ]0,1/2]) si, et
seulement si, o > 1 (respectivement o < 1).
Démonstration
Le changement de variable ¢ — In(¢) montre, si > / /ln(w o @ qui
In

permet d’utiliser le théoréeme B.2. pour Iintégrabilité sur
Ce changement de variable et le théoréeme B.2. donnent le resultat sur ]0,1/2].0

4. Corollaire
Soit f une fonction continue par morceaux sur I a valeurs dans K. Il existe
pe LI, Ry) telle que |f| < ¢, si, et seulement si, f est intégrable sur I.

Démonstration

Si f est intégrable sur I, la fonction ¢ = |f| convient.

xT
Réciproquement, s’il existe p € L1(I,Ry) telle que |f| < ¢, la fonction x — / ®
a

est majorée sur [a,b[, d’aprés le théoréme précédent. La fonction x — |f| est

a
majorée sur [a,b[. Donc | f]| est intégrable sur [a,b] ie. f est intégrable sur [a,b].O
5. Théoréeme

Si une fonction f de I dans K est intégrable sur I, son intégrale / f est
I

convergente. Réciproque fausse.

Démonstration

e Si f est a valeurs réelles, utilisons les notations classiques f = f+ — f~ avec
Jft et f~ positives, |f| = fT+ f~. Donc 0 < f+ < |flet 0 < f~ < |f|
feLY(I,K) <= |f|€L(I,R;). D’apres le corollaire B.4. f* et f~ sont

intégrables sur I et positives. D’apres le théoreme B.2. / ftet / f~ convergent.
I I

Le théoreme B.1. permet de conclure que [ f converge.
I

e Si f est & valeurs complexes, notons f = Re(f) + i Sm(f) et rappelons que
Re(f) et Sm(f) sont des fonctions continues par morceaux sur I & valeurs réelles.
Comme | Re(f)] < |f| et |Sm(f)| < |f], on déduit de B.4. que Re(f) et Sm(f)
sont intégrables sur I. La premiere étape de la démonstration permet de conclure
que les fonctions & valeurs réelles Re(f) et Im(f) sont d’intégrales sur I,
convergentes, et ’on conclut avec B.1.0

t
Contre exemple : f :t+— » est continue sur ]0, +o0[, prolongeons-la par

continuité en O car sint —¢.
t—0

e Montrons que f n’est pab intégrable sur R+

n—1

westae [0 [ [ e b

k=0

. 2 - 1
douIn>;;Em—i—ooetdoncfgéﬁl(l&r,ﬂ%).
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+oo
e Montrons la convergence de I'intégrale / f:
0

sin(t) \ 2
g:t— (ﬁ) est continue sur ]0, 4+o00[, prolongeable par continuité en 0 et

1 1
lg(t)] < 72> comme t— =€ L'([1,+00[,R), g est intégrable sur R.

Si xRy on a, en intégrant par parties :

T o3 _ . x z _ o _ - T 2
I(x) :/ sin(t) dh— [1 cos(t)] _/ 1 CObtdtzl cosac_z/ sin“(t/2) it
0 0 0

t t 0 t2 T t2
t2 o t
car 1 — cost ;5 OB Le changement de variable linéaire ¢ — 5 donne alors :
1— z/2 . 2 4o . 9
I(a)=12os(@) / (Sm0)? g, / (2209)* gu car [1—cos | <2
x 0 u z—=+o0  Jg u
+oo - +o00 .
t 2
e En résumé / Smt( ) dt existe et est égale a / (sm(u)) du
0 0 u

6. Théoreme
Si f et g sont continues par morceaux positives sur I avec f < g alors :

1. Si g est intégrable sur I alors f est intégrable sur I et /f < /g.
I I
2. Si f est non intégrable sur I alors g est non intégrable sur I.

Démonstration

Par contraposition il suffit de montrer la premiere propriété. Si x €[a, b on a, par

T T x b
croissance de h +— / h, / < / g < / g €R, d’ou lintégrabilité de f et
Pinégalité. O ‘ ‘ ‘ ‘
7. Corollaire
Si f et g sont continues par morceaux positives sur I = [a,b] avec f = O(g)

et g intégrable sur I alors f € L! (I, ]R).

Démonstration

Sur un intervalle [¢,b] on a 0 < f < Ag ou A€]0,4o0fet c¢€[a,b[, donc, par
majoration, f est intégrable sur [c,d[ et, comme elle est continue par morceaux
sur [a, cl, elle est aussi intégrable sur ce segment donc intégrable sur I = [a, ¢]U]c, b]
d’apres A.2.2.0

8. Corollaire
Si f et g sont continues par morceaux positives sur I = [a,b] avec f 39, alors
f est intégrable sur I si, et seulement si, g 1'est.

Démonstration
Le corollaire précédent s’applique car f = O(g) et g = O(f).o
Remarques : supposons I = [a, +0o[ et f continue par morceaux positive sur 1.

1. Si f admet ¢ pour limite en 400 et f intégrable sur I alors ¢ = 0. En effet la

fonction constante égale a £ est positive et O(f) , donc intégrable sur I ce qui n’est

possible que si £ = 0.

2. Em f = 0 ne suffit pas a assurer U'intégrabilité de f comme le prouve 'exemple
o0

1
de t— —-
t
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9. Exemples fondamentaux
9.1. Intégrales de Bertrand

e Etudions I'intégrabilité de f, g : ¢ — sur I = [2, 400 :

te|n(t)|”
Elle est continue positive sur I et on va distinguer trois cas :
1 1

si v < 1 alors ;= o(fa,8) et t— n ¢ L'(I,Ry), donc fop5 ¢ L1(I,Ry).

sia=1onadéavu fogel!(I,Ry) < B> 1.

. 1 5 AN 1

si a > 1, avec v dans |1, on a fu 3 = 0(1577) d'ou fap€L(I,Ry) car

1 1

b €LY (I,Ry).

En résumé f, g€ L' (I,Ry) <= (@ >1)ou(a=1let 3 >1).

. 1
e Etudions son intégrabilité sur J = ]07 ﬂ :
1 T 1/2
Si z > 2 le changement de variable ¢ — n donne / fa= f2—a,p et donc
2 1/z

fap €LY (JRy) <= (a<1l)ou(a=1letS>1).

9.2 Fonction Gamma

SizeRet f, : t+— t* e ! alors f, est intégrable sur |0, +oo] si, et seulement si,
x > 0, en effet f, est continue positive sur |0, +oo[ et on a les comparaisons :

o f:(t) i donc f, est intégrable sur ]0, 1] si, et seulement si, © > 0;
1
o f.(1) = o(t—Q) et donc, pour tout x € R, f, est intégrable sur [1, +oo].
o0
On conclut en rappelant que f, est intégrable sur ]0, +o00[ si, et seulement si, elle
Pest sur ]0,1] et [1,4+o0].
Définition

On note T' I'application définie sur |0, +oo[ par I'(z) = / t* et dt.
10,400]

Remarques
xr

1.T(1) = / e tdt = lim e tdt =1.
10,400[

Tr—+00 0
. * . " A RVAL " ) s

2.Six > 0et neN” on a, par parties : for1 = [t e } +x fz d’ou,

1/n n 1/n
quand n — oo, I'(z + 1) = zI'(x). Par récurrence, sin €N, T'(n+ 1) = n!
3.Sit >0, x— t* ! est convexe sur ]0,+oo[. Si z,y dans ]0,+oo[ et A€[0,1]
on a, pour tout ¢t > 0, tAN==DHA=Ny=e=t < \pr=le=t 1 (1 — \)t¥~ et et, par
croissance de lintégrale, I'(Az + (1 — A)y) < A'(z) + (1 — M)['(y), T est donc
convexe sur |0, +o0].
Nos lecteurs un peu cultivés déduisent de la convexité de I' sa continuité.

10. Théoreme : fonction d’intégrale nulle

Soit f continue positive et intégrable sur I, /f =0 < f=0.
I
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Démonstration

Sizel = | / / f= Odou/ f = 0. Comme f est continue

positive sur le segment [a, z], elle est nulle sur [a, z] et, en particulier, f(z) =0.0
11. Théoréme d’intégration par parties

Soient f et g deux fonctions de classe C! sur [a, b[. Si deux des trois termes

b b b b
/ 79, / fg', lim [fg]? existent, / fd' = lim [fgl - / 7'g.
a a r—b— a r—b— a

Démonstration

Elle se déduit du théoréme vu en MPSI sur le segment [a,z] et de théorémes
classiques sur les limites. O

12. Théoréme de changement de variable

Si ¢ est une bijection strictement monotone de classe C! entre les intervalles
I d’extrémités a et b et J d’extrémités c et d, alors
feL(JK) < (fop)¢' € L(I,K).

Si c’est le cas on a / f= /(f0<,0)|90/|-
J I

Démonstration

On se limite au cas o I = Ja,b] et ¢ croissante. Pour tout x€[a,b] on

x ()
a/ |fopll¢'| = / |f] et hmap = d, par suite, si fe/L'(J,K), alors

a
(fop)¢’ € L1 (I,K). La réciproque découle du sens direct et du fait que ¢ est
une bijection strictement monotone de classe C! entre les intervalles. Enfin, si c’est

b d
le cas, / (fop)y' = / f par la méme méthode. O
II. Intégration de relations de comparaison

A. Théoréme

(i) Soient f et g continues par morceaux sur [a,b[, f a valeurs dans R, et
g a valeurs complexes avec g = o(f).

b b
a. Si feL(la,b[,Ry) alors/ g = 0O (/ f)
z—b z
b. Dans le cas contraire, / g = 0O </ f)
a 3:—>b a

(ii) On a les mémes propriétés en remplagant «O» par «o» ou &~ .

Démonstration
(i) a. Soient M > 0 et c €[a, b[ tels que, sur [c,b], |g] < M f.
b b b b
/ g </ g < / Mf= M/ f d’ot le résultat.

Six €le,bl on a
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xr
b. On utilise les mémes notations mais, comme / f —— +o0o, tout revient a

a z—b
xT xT xr xr x
montrer que / g = O (/ f) Sixz>ec, / g‘ < / lg| < M/ f permet
c z—b c c c c
de conclure.

(ii) Si g(z) =, o(f(x)), il suffit de remplacer dans (i) M par € > 0 arbitraire.
—

€T

Dans le cas ot g(z) —~; f(), il suffit d’appliquer le cas précédent puisque :

(9= x) (f(x)).0

B. Applications
boa
In(1 + ¢) e—0°

b. (i) Montrer que : Vo € R, a > 1, / (ln(t))adtwqooxln“(x).

.. Todt p 1z (k—1)lx x

(ii) Montrer que — = — 5 e - 0( - )
o In(t) e=+oo In(z)  In?(x) In®(z) In"(z)

c. Soient a € C tel que Re(a)>0 et f€C(Ry,C) de limite nulle en +oco. Montrer

que toute solution de I’équation différentielle y' 4+ ay= f a une limite nulle en +oo.

= 0
z—b

a. Montrer que /

x

In(x).

Solution

1
(o) to0t ¢
b. Idée générale : Intégrer par parties [ =[] — [ ; puis montrer que [¢ ~ []
en comparant [ ¢ et [ al'aide du théoréme.

1
>0ett— 7 non intégrable sur ]0, 1] donnent le résultat.

0 / (0t = (@) — aln*(@) — o / ().
(In())*~* st 00 0<(ln(t))a) et la fonction ¢ — (In(¢))* n’est pas intégrable sur

[a, +o00[,a > 1 car t(In(t))* —— +o0.
t——+o0

Donc : /:(ln(t))a_ldt = 0(/am(ln(t))adt). Or :

Tr—r—+00

aln“(a) = 0(/ (hﬁ(t))"‘dt)7 d’ot le résultat.
z a

—+o00
(if) Vpelj*,/a ln(jlét) - [Wf'(t)}}p/a (m(f;)'pﬂ' w
Donc : /a hii(tt) = lnf(rx) + 1n12.(a;) +~~+W+Ak+k!/a (ln(fﬁ
Ay est une constante réelle, donc : Ay et O(ﬁ).

/m LU = O(L)~ D’ou le résultat

u (ln(t))k-i-l x—+00 lnk'H(x) 400 lnk(:c) .

c. Soit ¢ solution et ¢ : z — @(z)e®®, alors, sur Ry, ¢/(z) = [¢/(z) + ap(z)]e™
soit ¥’ (x) = f(x)e*® T o(e® Rela)),

z Re(a)

e est continue positive non intégrable sur R, le b) du théoréme, montre

em%e(a)
que Y(xr) = 0(

Tr—r+o0

) d’olt ¢(x) e o(1) ou encore (x) DR 0.
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ITI. Intégrales et séries

A. Comparaison a une série numérique

1. Théoréme
Si f est continue par morceaux positive et décroissante sur R, alors la série

n
de terme général w,, = < / f ) — f(n) est une série a termes positifs con-
n

vergente. f € L1 (R+,R+) <= > f(n) converge, sinon Z fk) n/—\ﬂgo/ I
k=0 0

Démonstration

n
e [ étant décroissante, pour tout n > 1, (x) f(n) < f < f(n—=1) dou
n—1
0 < w, < f(n—1) = f(n). > w, est une série & termes positifs et sa somme
n

de rang n est majorée par Y [f(k — 1) — f(k)] donc par f(0), ce qui prouve la
k=1
convergence de > wy,.

xr
e Comme f est positive, z — / f est croissante, elle est majorée si, et seulement
0

n
si, Z f converge ou encore, d’apres (x), si, et seulement si, > f(n) converge.
n—1

Par conséquent f € L' (R, Ry) < Y f(n) converge.

e En cas de divergence, par monotonie, f —— 4o alors que la suite de
n— oo

0
n

n
terme général (/ f) - Z f(k) converge car c’est la somme de rang n de > w,.
0 k=1

On a donc (/ f>—Zf(k)n_z>ooo</ f) zer(k)n:go/ 7.0
0 k=1 0 k=0 0
Remarque : sous les mémes hypotheses, la série a termes négatifs de terme général

n+1
</ f> — f(n) converge.

Exemple

1
eSiaecl0,1]et f:t—

— les hypotheses du théoréme sont satisfaites sur

{In(0)
(2,400l et f ¢ El([Qv +o0l, R+) d’olt les équivalents :
- 1 n 1 (In(n))t—<
Z nT(n) S (ln(n)) et (i (n) ) G 1og S ¢ #1.

k=2 k=2

e Sia>1alors fe El([2, —|—oo[,R+) et, avec les notations du théoréme, comme

+o0 i
0 < w, < f(n—1)—f(n) on obtient en sommant : 0 < / f- Z f(k) < f(n),
n k=n-+1

comme f(n) =0 </+OO f) il vient i fk) == /+0° f soit

k=n-+1
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oo

1 1 1
2. n(In(n))® 7= o — 1 (In(n))*1

k=n+1
2. Théoreme
Si f est continue par morceaux positive et croissante sur R, , alors la série

n+1
de terme général w!, = ( / f) — f(n) est une série a termes positifs
n

convergente si f est majorée.
Si f(n) = 0</ f),alors f(k N/ f-

Démonstration

Pour tout n€N,0 < w), < f(n+1) — f(n). Donc : Z w, < f(n+1) — f(0).

> w), converge si f est majorée. On a aussi f(0) g / f<

dong, si f(n) = o (/ ) il vient Zf el f. O
n—oo 0

Exemple
Pour o > ﬂ Let f:t+ t*(Int)? sur [1,+oo] on a en intégrant par parties :
1 n a+1
= i b t(In(t)Ptdt — (1 p
[ r= ) - L [ ey e, S n)
En effet 0 < / “(Int)?~tdt < na+1(ln( Nl = o(naH(ln(n))ﬁ).
n—oo

Par suite f(n) =0 (/ln f) et donc ina(ln(n))ﬁ = Z+ : (In(n))”?.
k=1

Pour a = 0 et 8 = 1 on obtient ainsi In(n!) —— nlnn, la formule de Stirling
permet aussi de le prouver.

B. Application a I’étude de séries

Nous avons déja vu une utilisation des intégrales pour ’étude des séries a termes

positifs ¢f. A. Si f€CY(R,,K), pour tout n €N posons w, = </ f> — f(n).

n
Une intégration par parties donne : w,, = 7/ (t—n+1)f'(t)dt.

n—1

n
Vien—1,n], 0 < (t—n+1) <1 et donc, par domination, on a : |w,,| < / [F']
n—1

Si f' € L£'(R4,K) alors - wy, est absolument convergente.

sin (In(n)) .

Exercice : Nature de la série E
n

i , o X sin (In(t))
Application des résultats précédents a f : ¢t — ————=
cos(In(t)) — sin(In(t))

2

sur I = [1, +o0[.

2
FeCY(I,R). Pourte I, |f'(t)| = ] ‘ < - Donc f' € L1(LR).
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. N .
. sin(In(t)) sin(In(n))
SiNeN, N > 2, HEan/ fdtanZQTnjooK+o(l)par
N, sin(In(n))
absolue convergence de Y w,,. Donc E —_— —cos(InN) + C + o(1)

n n—o00
n=2

sin(In
sans limite lorsque N — 00, ce qui prouve la divergence de Z M
n

C. Passage a la limite sous l’intégrale

1. Théoréme de convergence dominée (admis)
Si (fn)n est une suite de fonctions de CM(I,K), convergeant simplement
sur I vers f € CM(I,K). S’il existe ¢ € L* (I, R) et positive telle que pour

tout n €N, |fn| < ¢, alors f € L1(I,K) et/f:hm/fn,
I noJr

Remarques

e La condition de domination est essentielle, méme s’il y a convergence uniforme
n

sur tout l'intervalle I. La suite (g )nen+ avec g, = X[—n,n) donne 'exemple
d’une suite convergeant uniformément vers la fonction nulle sur R, telle que la
suite des intégrales sur R diverge, puisque / gn = (—1)".

e Le théoreéme est encore vrai si (f;)zer estRune famille de fonctions.

Exemples

/2
1. Montrer que : I, = / sin” (t)dt —— 0.
n—roo

0
Une application du théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,,)
T
définies par f,(t) = sin™(t) pourt € I = [O» 5} permet de conclure car | f,,(¢)| < 1,

la fonction I — R : ¢t — 1 est continue sur I, et la suite de fonctions (f,,) converge
simplement vers I /oy sur I.

2.8 I=RetVneN", f, (1+ hm/fn—/ e~ da.
En effet (f,,), converge simplement sur R vers = + exp(—z?2) avec la majoration,
(e
En effet, d’apres le bindme de Newton, (1 + 2) =1+2°+A00A>0
n

pour tout (n,z), |fn(z)] <

pell (R R) et le théoreme de convergence dominée s’applique.

Le changement de variable linéaire x — —= montre que —_—
g v \/ﬁ q / fn=vn / : +u2)

et, a l'aide du changement de variable u +— arctan(u) qui établit une bijection

de classe C! entre R et [07 % {, on obtient /fn = 2y/nly,_» (Wallis). Comme
R

Inn;voo,/%onali?Afn:[Re’zzdx:ﬁ.

On notera que le changement de variable z +— +/z et la parité de z — e

1
montrent également que / e do = F(i)
R

7:1/‘2
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2. Théoréme de sommation £! (admis)

Soit 3 f, une série de fonctions de L(I,K) convergeant simplement sur I,

de somme fe€CM(I,K) telle que Z/ |fn| converge. Alors f € LY(I,K),
I

la série Z/f” converge et /f = Z/f"
I I —o/1
Exemple (théoréme de Hardy)

a) f: tHZ

Montrer que f € C(R 0).

une série a termes complexes absolument convergente.

+oo
b) Montrer que : t — f(t)e~! est élément de L (R, C) et / e tf(t) Z Cn.-
0 n=0
Solution

Puisque Y ¢, converge, il existe M € Ry tel que, pour tout n € N, |c,| < M

cnt” Ma™
Soit @ > 0. Pour tout ¢ € [—a,+a], n' '
n! n!

de t et terme général de la série convergente de somme Me®. Donc la série de
n

< = A\, qui est indépendant

fonctions continues ¢ — converge normalement, a fortiori uniformément, sur

n!
tout segment de R. Donc f € C(R, C).

cpt™

Il suffit d’appliquer le théoréeme précédent a f, : ¢t — e~ !. Les hypotheéses

+o0 ’ n
4

se vérifient immédiatement. E / | fn] converge car |f,(t)] < |cn|—‘e*t pour
0 n!

+oo
teRy, / t"e 'dt =T(n+1) = nl et . |e,| converge.
0

Remarque

Le théoréeme donne des conditions suffisantes pour 'interversion des deux signes
somme. Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner I’exemple suivant.

Montrer que si f € £1(]0, 1], alors/ ) dt 2/ 1)"" f(t)
c- f@t)

Vi €10,1], )" f(t) = cf. séries géométriques.
010 3470 = {7 of séris geomatri
Posons f,,(t) = (—t)" f(t) pour t €]0, 1[ et n > 0. La série de fonctions intégrables
t
> fn converge simplement sur I =]0,1[ et a pour somme t % qui est

continue par morceaux sur /. On ne peut rien dire en général de la nature de la

série réelle > / | fn]- (prendre par exemple f(t) = 1.)
I

t n+1
Les fonctions S,, définies par S, ( Z fi(t) (()t) f(t) sont continues
par morceaux sur I et pour tout n € N et t €]0,1[,|Sn ()| < |f(t)| carsit €]0,1],
0 < |1 —(=t)""] < 1+t"F1 < 1+t De lintégrabilité de f et du théoréme de
convergence dominée appliqué & la suite (S,,), on déduit I’égalité annoncée.
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D. Intégrales a parametre

1. Continuité

1.1. Théoreme
Soient I un intervalle de R, A une partie de R™ et fe]—'(A X I,K). Si
x +— f(x,t) est continue sur A, si pour tout x € A, la fonction t — f(x,t)
est continue par morceaux sur I et s’il existe ¢ dans L' (I , R) telle que, pour
tout (x,t) € A x I,|f(z,t)| < p(t) (hypothése de domination), alors la

fonction g : x / f(z,t) dt est définie et continue sur A.
J

Démonstration

e La fonction g est définie sur A puisque pour tout = € A, f(x,-) : t = f(x,t) est
continue par morceaux sur I et intégrable sur I puisque |f(z,-)| < ¢.

e Montrons la continuité de g sur A. Soit a un point de A; pour montrer
que g est continue en a, il suffit de prouver que pour toute suite (an)nen e AN
convergeant vers a, la suite (g(an)) converge vers g(a). Considérons donc une
suite (an)nen & valeurs dans A et convergeant vers a, et définissons une suite
(hn)nen d’applications de I dans K par h, : t — f(an,t). Pour tout n € N, la
fonction h,, est continue par morceaux sur I, et vérifie la propriété de domination
|hn| < ¢. Comme de plus la suite (hy,) converge simplement vers h : ¢t — f(a,t)
qui est elle aussi continue par morceaux nous pouvons appliquer le théoreme de
convergence dominée qui se traduit par g(a,,) — g(a). Ainsi nous avons prouvé

la continuité de g au point a, donc sur I, puisque a est quelconque dans 1.0
On en déduit facilement le corollaire suivant :

1.2. Corollaire
Soient I un intervalle de R, A une partie de R™ et fe]-"([ X J, K). Si
x — f(x,t) est continue sur A, si pour tout x € A, la fonction t — f(x,t)
est continue par morceaux sur I et si, pour tout compact K inclus dans A, il
existe pg positive et intégrable sur J telle que, sur K x I, |f(z,t)| < px(t),

alors la fonction g : x — / f(z,t)dt est définie continue sur A.
J

Exemple : continuité de la fonction I

La fonction f : (x,t) — t*"le~™! est continue sur ]0, +o0[ x |0, +o0].

Pour 0 <a <z <b<+4ooetteld,+ool,

[f(z,t)] < e tmax{t* 7} e (#T H07h) = pap(t) = flat) + f(bit).

@ap € L1(]0, +00[,R), donc le corollaire 1.2. prouve que I' € C(]0, +oo, R).

2. Dérivabilité

Nous supposons que le lecteur étudiant a des notions de calcul différentiel.
2.1. Théoréme

Soient I et J sont deux intervalles de R et fE]:(I X J, K). Si pour tout
x €1, la fonction t — f(z,t) est intégrable sur J, si la fonction f admet

une dérivée partielle % vérifiant les hypothéses du théoréme de continuité,
x
9]
alors g : © / f(z,t)dt est de classe C! sur I et ¢g'(z) = a—f(x,t)dt.
J J ox
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Démonstration
On a donc 4 hypotheses.

— pour tout x € I,t +— a—f(:r, t) est continue par morceaux sur J ;
xz

0
— pour tout t€ J, x — a—{(m, t) est continue sur [ ;

— pour tout z € I, f(x,-) est continue par morceaux et intégrable sur I ;
— il existe une application ¢ continue par morceaux positive et intégrable sur I
telle que ‘%(;& )‘ < .
Remarquons d’abord qu’en raison de I'inégalité des accroissements finis,
vt € J, Y(a,b) € I?, a #b= w < ().
Soit a € I, une suite (an,)neny d’éléments de I\ {a} convergeant vers a et définissons

ny ) — ’ t
la suite (hy)nen de fonctions définies sur J par hy,(t) = flant) = flat),
an —a

Pour tout n € N, h,, est continue par morceaux sur J, et |h,| < ¢. Comme la

suite (h,) converge simplement vers t a—f(a, t) qui est continue par morceaux
X

sur J, le théoreme de convergence dominée donne :
n) nat B 7t 0
ap — @ 7 an — a n—oo J; Ox
Cela étant vrai pour toute suite (a,) & valeurs dans I\ {a} convergeant vers a, on
- 0
en déduit que 9(z) — g(a) / 8—f(a,t)dt. D’oti la dérivabilité de g sur A et
J ox

— r—a
T —a r 2

la valeur de ¢’. La continuité de ¢’ résulte de I’application du théoréme 1.1 & ¢’. O

On déduit sans difficulté du théoréeme :

2.2. Corollaire
On a la méme conclusion si les hypothéses de domination sont vérifiées
seulement sur tout segment inclus dans I.

2.3. Corollaire

Si k € N*, si f vérifie les hypothéses du théoreme de continuité avec

domination sur tout segment de I et admet, a tout ordre i < k, des dérivées
7

partielles Ers vérifiant les mémes hypothéses, alors g est de classe C* sur I
x
_ 9
avec, sii € N*,i <k, ¢ (z) = f(x,t)dt.
J 333’

Exemple : dérivabilité de la fonction I
f o (zt) — t*le7? est de classe C* sur ]0,+oo[? avec, pour tout entier

(z,t) = In"(t) f(z,t). Soit Ja, b[ C]0, 400|.

V(x,t) € [a,b]x]0,400], g;]:(x,t)‘ < pi(t) = |ln(t)|i(f(a,t) + f(b, t))

La fonction ¢;, continue sur |0, +o00[, est d’une part, intégrable sur [1, +oo[, puisque
@i(t) = o(t™?): d’autre part intégrable sur ]0, 1] puisque ¢;(t) = o(tz71).

t——+00 —0
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Par conséquent ; est intégrable sur ]0, +o0], le corollaire 2 s’applique et prouve
que T est de classe C> sur |0, 4-o00[ avec : Vi > 1, T (z) = /+Oo(ln t) e tat.
En particulier I > 0 (et méme I > 0), on retrouve ainsi laoconvexité de T

3. Limite

Lorsque la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur J, les théorémes du programme
permettent d’étudier la continuité et la dérivabilité de F : x — [ f(x,t)dt sur I.

Que faire pour connaitre la limite de F' en une des bornes de 'intervalle I ou F'
n’est pas définie, par exemple ? Les deux exemples suivants fournissent des pistes.

+00 i
sin(t
a. Déterminer lim &() e~ vt

r—r+00 0

t
b. Si feCM(R4,C) est telle que g, : ¢ +— f:—)t est intégrable sur Ry pour tout
x

+oo
t
x > 0, déterminer lim 1)
z—+oo Jq x+t

dt.

sin(t)

e—zt

< e~ la fonction

Solutions : a. Comme pour xeRi et tERi,
sin(t
_ sin()

e~ " est intégrable sur |0, +oo[ pour tout x € Ri. De plus

+oo i +oo
t 1
/ sin(t) e_”’tdt‘ < / e Tt = —.
0 0

VxER*,
+ t T

+oo s
sin(t
Par encadrement, / sin(t) e tdt ——— 0.
0

b. On peut utiliser la remarque qui suit le théoreme de convergence dominée. On
f(t)

. Pour tout z > L et t e Ry, |hy(t)] < |g1(8)]-

T
Comme |g1]| est intégrable sur Ry et comme (h;),er converge simplement sur
R vers la fonction A nulle sur Ry, d’apres le théoreme de convergence dominée,

—+oo —+oo
/ &dt—>/ h=0.
0 x+t z—+oo  Jq

+oo
/ SO 4,
0 x+t T— 400

E. Complément sur la fonction I

note, pour tour x > 1,h, : t —

e Etude des variations :

Rappelons que si n € Non a I'(n + 1) = n! donc I'(1) = I'(2) = 1, le théoréme de
Rolle et la stricte monotonie de IV montrent qu’il existe un unique zo dans |1, 2[ tel
que IV < 0 sur |0, zo[ et IV > 0 sur |zo, +oo|, I' est donc strictement décroissante
puis strictement croissante.

Notons aussi que : F(;) = /7 a été prouvé en II1.C.1.

e Comportement aux bornes :
Siz>0onal(x+1)=al(x) et, comme la fonction I" est continue en 1, il vient

al'(x) — 1 ou encore I'(z) —— .
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T croit sur [2,4o00[, siz > 1, T'(z > I'(E[z +1]) = (E[z])!, par conséquent
['(x) —> +00, et au voisinage de +oo F(m) st prépondérant sur toute puissance

OL
de z, ie. pour tout a € R7, et o(I'(z)).

¢ Représentation graphique de I :
Y

EXERCICES

1. Intégrabilité de f sur I si:

a.f(x)::zfi)retI:Ri, b. f(z) = Hxalme()aI:R+eta>0,
c. f(z)= [ln(af)]_ln(w),l =]1,4o00[, d. f(z) = ln(x%p)vl = Ri,(p, q) E(Ri)2

2. Existence et calcul de :
1 +o0o ya—1
In(z) / t*~!1n(t) / dx
= ————dr,b. J = —— 2 dt,aa>0,c. K = )
/0 1—apr ™ o (TreEe T Ve —1
+o00 n ak
. L= d. =0< < < Ty
/O (me) esi> o =0<m

k=1 k=1

Q

[oN

2 71'/2 n n
3. Calculer la limite de la suite (uy,),>1 définie par u,, = (f / (sin()) 1/ dx) .
0

™

4. Montrer que :

/+oo dt 1 z
0 (1 + t2)x r—+00 2 .%'7

+oo e—t ,
b./o dt = —In(z)+T'(1)+o(1).

r+t z—0t

®

n
5. a. Montrer que Vz € [0,n],0 < (1 - 7) <e .
n

.Onpose[n:/ol1[1—(1—Z)n]dtet Jn:/ln(l_:l)ncit.

Déterminer lim (I,) et lim (J,).

o

n—r oo n—oo
1
c. Montrer que I, — J,, = E —In(n).

Exercices
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+oo
d. Montrer que I'(1) = / e 'In(t)dt = — (constante d’Euler.)
0

1
6. Si f € CM([0,1],C) et est continue en 1, déterminer lim nt" f(t)dt

n—oo 0

—|z—t| ;
7. Soit F(x) = / Wdt' Etudier F et son comportement en +oo. Montrer que
R

2
F est I'unique solution de 1’équation différentielle : 3"’ — y = ———— de limite

1422
nulle en +o00 et —oo

1 —1 &)
¢ 1 1
8. Mont o> 0, 1 (f)d -5
ontrer que si o > /o Tl )de T;)(nJra)?
n t n
9. a. Montrer que si z > 0,/ (1 - 7> t"tdt — T(x).
0 n n—o00
t\" )
On pourra introduire la fonction f, définie par f,,(t) = (1 - ﬁ) si0<t<n
0 sitzn
L . nln®
b. En déduire que nl;ngo @) (atn) I'(x).
too ot N
10. Soit, pour A > 0, f(\) = / (et 1 1+ 5)6_ tdt et
0 _
te 11
o= [T e
9 /0 et—1 ¢t + 2)°
a. Montrer que g est dérivable sur R et que g’ = —f.
1 o0
b. En écrivant que — = Z e~ (1)t pour tout ¢ > 0, prouver que :
et —1 o
R G 1
AN)=——— —
ey 222\ +; (n+ X)?
11. Soit f € CY(I,R%),a > 0, telle que : Ja € R, a = lim (xf’(x))
. I +/ = Yy T—-Foo f(.’E)
a. Montrer que lim ( n (/(2)) ) =a. Que dire de lim (27 f(z)),y€R\{-a}?
r— 400 ln(x) r— 400 ’
“+o0
: zf(x)
b. S -1 t LYI,Ry) et tydt — — :
i< —1, montrer que f € LY(I,Ry) e que/x fO)dt =~ Y
! zf(x)
. Si —1 t LMI,Ry) et tydt — :
c. Si > —1, montrer que f & L'(I,R.) e que/af() 25T o 1 1
d. Si @ = —1 que peut-on conclure ?
ndxf(x)dx

12.a.Si f € B(R,C)NC(R, C) et est dérivable en 0, déterminer nlgxgo i m
_ . . n’zf(x)dx
b. Si f € L1(R,,C), déterminer nhﬁrrgo . A+ nsa2)

13. Soit f€C?(R.,C) avec f et f” intégrables sur R,. Montrer que f' et f
admettent 0 pour limite en +oo puis que les séries > f'(n) et > f(n) convergent.
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sin(tx)
t(1+412)
de classe C2 sur R* , solution de ’équation différentielle v —y + g =0 sur Ri en

14. Montrer que f : x +— / dt est une fonction de classe C' sur R,

+oo o
utilisant / M du = T Expliciter f.
0 U 2

15. Expliciter

“+oo
tan(tz) — arctan(t
/ arctan(tz) arcan()dtsixeRi-
0

t

oo 141
16. Si feC([O7 1],@), montrer que Z (_1)kl/ ek”(t_")f( duy ——— / f
0

k! T—+00
k=1

pour tout ¢ €[0,1]. En déduire que si la suite de terme général / e f(t)dt est
0
bornée, alors f est nulle.

62

ZC (n+1)z

n=1
—xt?

18. a. Trouver une équation différentielle dont f : x — / e dt est solution.
0

—+o0
17. Si z € C et vérifie |z| < 1, montrer que /
0

—+oo
Déterminer li(I)Il fet l+im f. En déduire la valeur de / et dt.
o0
0

+oo
b. Calculer / et gy pour tout réel x.
0

19. Soit feCY(R4,R) telle que f(0) = 0 et f’ est de carré intégrable sur R.
2(¢ +oo r2 +oo
Montrer que t — ftg ) est intégrable sur Ri et / / ( ) dt < 4/ 12
0 0

arctan(tz)

e dt est continue sur R, de classe C! sur

20. Montrer que f : x >—>/

1
1
RY. Donner £(0), f(1) et lim /. En déduire la valeur de / f(s)l ds et de C(2).
(o) o S

2¢et
14 ¢2

1 n
21. Convergence et somme éventuelle de Z/ e ) dt sie==+1.
0

d t—1
Indication : on pourra calculer — (et )
dt t+1

22. Soit (A,) une suite croissante non majorée de réels strictement positifs.

+oo o0 ) 1)
Montrer que / (Z(—l)”e_)‘”)dm _ Z %
0 n

n=0 n=0

1
23. Soient f€C([0,1],C) et ¢ € L' (R4, Ry). Trouver limn/ f(#®)p(nt) dt.
" 0

1

1
Application : lim — f(t)(
nn J

sin(nt)\ 2
) @

24. Soient (ay) et (b,) deux suites de nombres complexes et a, f deux nombres
réels tels que a < f et, pour tout z €[a, 5], a, cos(nz) + by, sin(nz) —— 0.
n— oo

Exercices
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B
a. Calculer / |ay, cos(nx) + by, sin(nz) |2 dx.

b. En utilisant le théoreme de convergence dominée et un raisonnement par
Pabsurde en déduire que les suites (a,,) et (b,) convergent vers 0.

25. Lemme de Riemann-Lebesgue

On se propose de montrer que, si f € L1(R,C) et si g est continue par morceaux

T
T-périodique sur R, alors /f(t)g()\t) dt ——— 1(/f> (/ g).
I A—+o0 T I 0

a. Montrer que pour tout € € Ri, il existe ¢ en escalier sur I telle que N{ (f—¢)<e.
T
b. On suppose g = 0, prouver le résultat si f est en escalier puis dans le cas

0
général en utilisant a.

T
c. Traiter le cas / g # 0.
0

SOLUTIONS DES EXERCICES

1

ﬁ) et f(x) = o(z72), donc

: *
1. a. f est continue sur R, f(z) .~ In(z) = 0( s

L *
[ est intégrable sur R, .

b. f est continue positive sur R sans équivalent intéressant en +o00. On va utiliser :

(k+1)7
f est intégrable sur R si, et seulement si, > u,, converge ou uy = / f.
km
. " du N
Le changement de variable © =t — k7w donne u = / —5 d’ou
0o 14 (u+ km)®sin®(u)

< e & . . /7r du 2/”/2 du
« S U X O OuOn apose & = =
FELS TS S POk = ) TT kmesin®(u) o 1+ (km)osin®(u)

s e e el o .92 m . .
par m-périodicité et parité de sin“. Sur |0, 5| par concavité, e < sin(u) < u

/2 d /2 d
d’oﬁ:2/ %gakgz/ —“4
0 1+(l€ﬂ') u 0 1+(k?7T) 2

*—
2

/2 du 2 ™ ™
Or, 5 050, 2 - ton (kYO T) T
r, si /0 T Chou? k@/Q\@arC an \FQ NN o
Donc > ay, converge si, et seulement si, a > 2 de. f est intégrable sur Ry si, et
seulement si, a > 2.
c. f est continue strictement positive sur I et In [f(z)] = —In(z)In [In(z)].

Par croissances comparées, In [f(z)] — 0 donc f(z) — et f admet un
rz—1 rz—1

prolongement continu en 1.
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In [z2f(z)] = ln(m)(Z —In [ln(:r)}) T %o donc f(x) = o(r™2) et f est
intégrable sur 1.

d. f est continue sur Ri, f(x)

seulement si, ¢ — p < 1.

250 ga=p donc f est intégrable sur ]0,1] si, et

1
e Si g <1 alors P o(f(x)) donc f n’est pas intégrable sur [1, 400 .

e Sinon, avec r €11, ¢[, f(x) = o(z™") et f est intégrable sur [1, 4o0].
Tr—r+00

En résumé f est intégrable sur I si, et seulement si, 1 < g <p+ 1.

In(x)
(1 —x)3/2

1
0=~
On va intégrer par parties avec un choix de primitive judicieux sur [a,b] C]0, 1.

b

/ab ulil(gmdx = I:an(.’l)‘)((l —x)"Y2 - 1)]2 - 2/(1 é((l R 1) dzx.
In(x) ((l—x)_1/2—1) — V1 -2 = 0et2In(x) ((l—x)_l/Q—l) —~oprn(z) =0

x—1
1
1vli—xz—-1
d’oﬁ]:Q/ SV
0

ARV
u = +/1 — x qui est une bijection de classe C! entre [0,1] et ]0,1].

1
est continue sur |0, 1[ avec f(z) .~ In(z) = 0(—) et

Jz

2.a. f:x—

» donc f est intégrable sur ]0,1[.

1
1 —
dr = — / 1712 du par le changement de variable
0 - u

1
Par suite [ = —4/ du = —41n(2).
o 1+u
to~1n(t) , * In(?) 1
b. f:t — aroe est continue sur R, f(t)t’;JOtlfoz = ol =ar et

In(t) 1

f( )t;::oo e = o<tl+a/2) donc f est intégrable sur ]Rf_.

Le changement de variable ¢ +— n est une bijection de classe C! entre ]Rj_ et

lui-méme donne immédiatement J = —J d’ou J = 0.
1 . * 1 _9
c.fiaxm T est continue sur RY, f(z) -~ 7 et f(x) s o(x™*), donc

L *
[ est intégrable sur R, .

. _ . . 1 *
Le changement de variable u = y/e” — 1 est une bijection de classe C* entre R’

xr
. e dx du .
et lui-méme avec du = ———— dx ou encore =2 » ce qui montre

2Ver —1 Vver —1 1+ u?
+o0 d
queK:Q/ LI
0

1+ u?
n a n
. k : — -2 _
d. f:z— ,;_1 P est continue sur Ry et f(z) et O(z™=) car ,;_1 ap =0,

donc f est intégrable sur R;.
SiXeRiona:

/Xf = En:akln(X—l—xk) —ln(ﬁxzk) = zn:akln(l—l- %) _1n<ﬁmzk>
0 k=1 k=1 k=1

Solutions
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cauriak=07domcL:/+OO ln(Hxak).
0

k=1

3. Par intégration par parties, on a, sin > 1,

1

/E (sin(t ))" dt = 5 - %/05 tcos(t)(sin(t))ﬁ_ldt. D’ott :

0
In(u,) =nln (1 - — fn dt) ou fn(t) = tcotan(t)(sm(t))i site ]077}

et f,(0) = 0. Soit f : [075} — R telle que f(0) = 0 et f(t) = tcotan(t) si t # 0.
La suite croissante de fonctions continues donc intégrables sur [0%} converge

simplement vers f sur {077} Donc 0 < f,, < f. Comme f est intégrable sur {ng},

car continue sur ce segment, le théoreme de la convergence dominée implique :

/fnm f.

2 % 2 (%
Donc In(uy,) = nln <1 - E/o f+ o(l)) = —;/0 f+o(1).

92 %
De la continuité de exp, on déduit que u,, — exp ( - — / f)
n—o0o T Jo

™

Z Z
Par intégration par parties, on a : / f= —/ In (sin(t))dt =1
0 0

Soit ¢(x) = In(sin(x)). ¢ € C(] 0, g] ,R). ¢(7) ;7 In(z). Donc p(z) = o(z=1/?).

z—0t

Donc ¢ est intégrable sur }O, g} Le changement de variable x = g — t montre

™

Z
que lnocoseﬁl(}o, g],R) etIzJoﬁJz/ In o cos.
0

. I+J 1 [™%  /sin(2z) T 1"
Dou I = — = 5/0 In (T>dz = —Zln(Q) + Z/o In(sin(u))du.
Or sin(m — u) = sin(u), donc :
s /2 T 1
/ In(sin(u))du = 2/ In(sin(u))du = 2I. D’ou I = 5 In(2) et up, —— —
0 0

n—00 2

4. a. La fonction Ry — Rt — f,(t) = est continue sur [0, +oo| et

1
(14 2)=
1
fu () ST t=2%. Elle est intégrable sur [0, +oo[ si, et seulement si, z > 3 Soit

F(z) = fo(t)dt. Par le changement de variable qui est une bijection de classe
Ry
1 Tl o 2 222
C' de [0, 4o00[ sur [075 [ défini par 6 = arctan(t), on a F(z) = (cos()) do
0

1 /
six > 3 D’apres les intégrales de Wallis, on a pour n € N*, I,, = Fi(n) — TZT .
n oo n

La fonction F est décroissante sur [1,4oo[, comme on le vérifie en examinant
Fz)—F(y)siz >y.Onan=EFE[z] <z < E[z]+1,oun € Nsiz est assez
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1 1
grand. D’ott I,y < F(x) < I,,. Done F(z)  ~+ B E7[Tw] ie. F(x) 4. 21 / g

—t
b. Si z > 0, la fonction f : ¢t — ¢
r+1

est continue sur [0, +oco[ et f(t) = o(t72)

t—+oo
par croissances comparées. Donc f € L1 ([07 +oo[, R).

+oo +oo
Par intégration par parties, on a : / f=—-ln(z) + / e In(x + t)dt en
0 0
posant u(t) = In(z +t) et v(t) = e~'. En effet, u et v sont de classe C* sur |0, +o0|
et Em(uv) = 0. Le changement de variable affine z + ¢t = u dans 'intégrale du
%) oo too
second membre donne : / f=—-In(z)+ ex/ e "In(u)du.
0 T
Comme la fonction u — e~ " In(u) est intégrable sur |0, +o0o[ et comme, d’apres le

+oo +oo
cours, I'"(1) = / e “In(u)du, on a/ e “In(u)du — I'(1) et le résultat.
0 T T—r

5. a. La fonction exp étant convexe sur R, on a e* > 1+ wu pour tout u € R. Donc
n

sigce[O,n],u:—faogl—fge_”’/"éog (1—£) <e ™.
n n n

b. Posons f,(x) = (1 - E) six € [0,n] et fo(r) = 0si > n. La suite
n
de fonctions (f,) converge simplement vers f :  — e~ * sur R} et pour tout
x €RL,0< fnlz) < f(o).
In@)
x

Définissons gy, (z) =

f(x)

x
g € LM[1,+0c[,Ry) car g(z) = o(x72) et g est continue sur [1,+oo[. Du

iz > 1. La suite de fonctions (g, ) converge simplement

vers g 1 x — sur [1,+oo] et pour tout x € [1,400[,0 < gn(z) < g(z) et

“+o0
théoreme de convergence dominée, on déduit que lim(J,,) = / g=J
1

1_n .
Soithn(x)zﬂ51x>06thn()_1 Pour n > 1 et x € [0,1],
x
1n71 ok
0 < hn(@) = — (1= 2) < 1. cf suites géométriques.
(x) 02 - cf. suites géométriques

La suite de fonctions (h,) de C([0,1],R) converge simplement vers h € C([0, 1], R)
1-
sur 0,1]; h(z) = 7"0 (=)

e:Vx € [0,1],Vn € N*,0 < 1. Du théoréme de convergence dominée
1 _ ot
on déduit que lim(7, / / ¢ dt =1.

c. Comme In(n) — J, = / hn(t)dt, on déduit du théoreme de Chasles que :
1
n—1 n—1 n
" "1 x\k 1 x\k+1
In— Jn +1 :/ hn:/f (1—7)(1 - —(1—7)
n(n) ; o > ) do kZ:O T - 0

I, — Jy, +In(n) = —— D’ot1 le résultat.

si x > 0 et h(0) = 1. D’autre part, nous avons vu

Solutions
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—+o0
d. Intégrons par parties : / e 'In(t) dt en posant u(t) = —e~t et v(t) = In(t).
1

+oo
u,veC (R, R); Erol.}(uv) =0= (uv)(1) D’ou : / e 'In(t)dt = J (cf. b)).

1
De méme en posant u(t) = 1 —e ' et v(t) = In(t); (u,v) € (CHRY,R))?,
1 1 ot
lim(uv) = 0, (uv)(1) = 0. D’oﬁ/ et In(t )dt:—/ ! te dt = —1 (cf. b)).
0
On déduit de la question ¢) que I'V(1) = —~.

6. Le changement de variable affine t =1 — z donne :

In/on (175) f(l)dx/OJroogan(:)dz ot

T n
on(z) = (1—7) f(l—f) si0<z<netp,(x)=0siz>n.
n n
La suite de fonctions continues par morceaux (¢ )n,>1 converge simplement vers

p:Ry 5> Rz e @ sur Ry. Pour tout t €Ry et n > 1, |¢n(z)] < Nc[g’l](f) e ",
cf. exercice 5.a. On déduit du théoreme de convergence domlnee que :
—+o0
I, —— e Pf(1)dz = f(1).
0

n—oo

—lz—t|

7. Notons f(z,t) = elJritQ. Ona: feCR:LR)et0< f(z,t) < e = p(t).
La fonction ¢ est élément de L£1(R,R.) Donc, d’apres le théoréme de continuité
des intégrales paramétrées sur un intervalle, I’ est définie et continue sur R.

Si (xy,) est une suite de limite +o00, notons h,(t) = f(zn,t). La suite de fonctions
(hy,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, +o0o[ et 'on a : |h, (t)] < ¢(t)
pour tout ¢ € [0,4o0c[. On déduit du théoréme de convergence dominée que
F(zy,) — 0. De la caractérisation séquentielle de ’existence de limite, on déduit

que F(x) P 0. Comme F(z) = F(—x), on a aussi F'(z) —— 0.
z—+00 T——00
B x et too ot
ot

En tant que primitives de fonctions continues, les fonctions = — / T2 dt et

+o0 et
T / dt sont de classe C! sur R.

+oo e—t T e—t +o00o e—t
Le lecteur étudiant écrira, ——dt=a— ——dtoua= —dt
s 1+t2 o 1412 o 1+1t2

est une constante, pour appliquer le théoréeme du cours.

F est de classe C! sur R et, apres simplifications, on a :

T et +o0 et
F'(x) = —e—w/ T dt +e /z 5 dt. De méme, on prouve que F' est

T t +o0 —t
2
declasseC2surRetF”(m):e*w/ 1j—t2dt+e /x le—i-tht_l—sz.

2
1+ 22
Si G est solution de cette équation différentielle, alors F' — G est solution de
I’équation différentielle linéaire homogene a coefficients constants : y” —y = 0.

Donc F' est solution sur R de 1’équation différentielle : 3" —y = —
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Donc : 3(A, B) € R Vx € R, (F — G)(z) = Ae® + Be™®.
(z) =

lim F(x lim G(z) =0 implique : A = B = 0.
|z|—+o00 || —+o00
a—1 1
8. La fonction f définie par f(z) = f In (7> six €]0,1[ et f(1) = 1 est
-z x

continue sur ]0,1]. (¢f. In(t) ;=57 (t — 1))

1
Pour tout Vz € [0,1[71 Zx Donc Vz €]0,1], an
—x

fo(z) = =2 Ln(z) > 0siz E]O 1[
Par intégrations par parties, on a, pour a € ]0,1] :

/1 I = l_ T In(z) n zotn i
u a+n (a+n)

Donc les fonctions positives f,, sont intégrables sur |0, 1[. Du théoréme d’intégration
1

1
as0t (a0 +n)?

des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit, puisque fn =\|folet > / | fn]
0

1

converge, que f € L1 (]0 1[ R+ et/ f= Z/ fn = OW.

9. a. f,, est clairement positive et f,,(¢) < e " est immédiat si ¢ > n. Si ¢t €[0,n] on

t
a par concavité de la fonction In I'inégalité : nln (1 — f) < —t d’ol1, par croissance
n

de exp, fn(t) < e .

Définissons, pour tout n € N, la fonction g, sur Ri par g,(t) = fo ()t L.

Alors g, est continue sur Rf_ et dominée par f, : t — e~ intégrable, la suite
de fonctions (g,,) converge simplement sur ]Ri vers f, continue car, si t > 0, pour
n assez grand g, (t) = (1 - %)ntm_l qui tend vers f,(t) lorsque n — oo.

—+oo

—+o0
Le théoreme de convergence dominée prouve alors que / Gn — Sz
0 n— oo 0

ce qui est le résultat demandé.
t
b. Le changement de variable © = — donne :

n
/ (1 - 7) 2=t dt = nr/ (1- u)nuguil du=n"Ip ;.
0 n 0

En intégrant par parties, tenant compte du fait que lim+ t* = 0, on obtient la
t—0

n!

, n PR
formule de récurrence I,, , = PR d'ou I, » = @) (wEn 1)10@4_”
n! n!n®
et enfin I, , = ce qui, avec a. donne I'(x) = lim ——-
z(x+1)--(x+n) n_mOH(x+k)

k=0
Autre méthode : rappelons le théoréme de Taylor-Laplace. Si F € C"([a, b], K),

~ (b—a)* Pt
alors F'(b) = kz TF(k)(a) +/ TF( D (t)dt.
=0 a
A t:r+n
lication a F': ¢ =0etb=1.
pplication & Hx(m+1)-~-(m+n) avec a e
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n!

! - n n+1 — n! = .
/0(1 t)"F" T (t)dt = F(1)n! 2@+ D) (z+n)

1 1 1
10. a. La fonction ¢ définie par ¢(t) = — 173 + 5 sit>0et 0) =0 est
et —
. _N(@) _ 2 2
continue sur Ry . En effet ¢(t) = D)’ N(t) T o(t”) et D(t) , 5o, 2t

1
Emgp =getpe C(R4,R). Donc il existe M € Ry, tel que : Vt € Ry, |o(t)| < M.

Notons F(\,t) = @(t)e ™. Soit a > 0. Pour (\,t) € [a, +00[x, |[F(\,t)] < Me™ .

La fonction 8y : t — Me " est intégrable sur [0,+oo[ & valeurs positives. En

effet, elle est continue et d;(t) A o(t™2). Comme F est continue sur R% x R,
— 100

on déduit du corollaire du théoréeme de continuité des intégrales paramétrées que
g € C(RL,R).
1 * * oF —at
F € CY(R% x R%,R) et pour (A,t) € [a, +0o[x, ’ﬁ(“)‘ < Mte= = §y(1).
82 € LY(R4,Ry). En effet, elle est continue et da(t) Wi o(t~2). On déduit d'un
—+00

corollaire du théoreme de dérivabilité des intégrales paramétrées sur un intervalle
que g € C*(R%,R) et que ¢'(A) = —f().

1 —t =
b. Pour tout t >0, on a 0 < e~! < 1, donc 11 ieft = Ze_(""‘l)t.
n=0

t EN e (1 AN, (1)t
B Sy
“+o0 - +oo
Soit k € R% . on a I'(2) = / tetdt = k2/ ue”"®du = 1.
0

0
Les fonctions u, définies par u,(t) = te~ (14Nt i ¢ € R, sont éléments de

LR, ,R,). La série > u,, converge simplement sur ]0, +oo[ et a pour somme la
—t

fonction S :]0, +oo[— Ry, t +— T Du théoreme d’intégration des séries de

400
fonctions intégrables sur un intervalle, on déduit, puisque / Uy converge,
0

+00 >l > 1
1 R = = —
wes LR |3 =y

N * 1 ! 3 !
D’ou:vxeR+,f(A):TA2*§+Zm'

n=1

f'(x)

f(x) z—>:+oo

o) " w i

X

11.a.Ona:zx a+o(l) = flz) _a (1)

/
x
(@) —— « pour éviter I’étude de deux cas,

Fla) =

Noter que nous n’avons pas écrit x

selon que « est nul ou pas.
f'(x)
f(x)

théoréme de sommation de relations de comparaison. On a donc (avec o’ > 0) :

[ G- =)

Posons g(z) =

1
%t h(x) = = Le couple (g, h) vérifie les hypotheéses du
T T
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Comme In(f(a’)) —aln(a’) = o(In(z)), In(f(z)) —aln(z) = o(In(z)).

T—r—+00
1
Doy - @)
In(xz) @+

Vy € R,Vz € Ry, In (27 f(2)) = In(f(z)) + 7 In(z) e (a+7)In(z) +o(In(z)).
Siy > —a, aﬂf(x)m—ﬁ—oo. Siy < —a, x”f(x)mo.

b. Si aw < —1, il existe vy € R tel que —a > 79 > 1. On a donc 27 f(z) —— 0.

T—r+00
D’ou f(x) = 0(1”7") avec 79 > 1. Comme f € C(I,Ry), on conclut que f est
T—r+00
intégrable sur I. D’autre part, une intégration par parties donne :

W) e Pa<y, [ " Ft)dt = yf(y) — wf(x) - / L ()

Comme a < =1, # 0. Donc tf'(t), —~_af(t). Comme f € L'(I,R) et f >0, il
en est de méme de t — tf'(¢) et Pon dedult du théoreme de sommation de relations

—+o0 —+o0
de comparaison que : / tf (t)dt o+ a/ f(t)dt.
x x

= —70 1.
yf(y) P 0 car f(y) e o(y=7°) avec o >
“+o00

W= [T i=asw- [Tirwa = —eiw-a [ reo( [ 1),

z Tr——+00
D’ou le résultat.

c. Si > —1, il existe 79 €] — «, 1[. On a donc 2 f(z) P “+o0.
Tr—r1+00

Dou0 <z = off(z)) avec 7o < 1. Comme f € C(I,R,), on conclut que
xT

—+00
f n’est pas intégrable sur I. En procédant comme précédemment, on a :
xr

Vo ela, ool [ 0t = af() —of@) — [ er @ (@)
Comme ¢ f'(t) ta—ioo af(t)+o(f(t)) par hypotahése, et comme f n’est pas intégrable

sur I et & valeurs dans 0, +o00[, on déduit du théoreme de sommation de relations
x

de comparaison que : / tf'(t) —af(t)) H* / f@) dt

a

Comme f ¢ LY(I,R) etf>0,/zfm>+oo:>af(a) zH:Jrooo /xf(t)dt).

zf(x) .
:> / f g;—>+oo a+1 sta>—1.
1 1
d. Soit a = 2. P = —et T ()
oit a osons fi(x) s fa(z) 2 10%(2)

f1 et fo sont continues sur I & valeurs dans R*. f; & L1(I,R).

€ L'(I,R). En effet —_— —

f2 ( ). En effe /2 f2 z—+o0 In(2)

deux cas, « = —1. On ne peut donc rien conclure en général si a = —1.
nz f()

(1+ n222)2

3
intégrable sur R car : Vo € R,Vn > 1,|fy(2)] < (17:‘52)2]\]5)(]0) = 0(x) et

et fo > 0. On vérifie que dans ces

12. a. La fonction f, définie sur R par f,(z) = est continue et
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6 € LL(R,R,), puisque 6(z) = o(z72). Le Changement de variable affine
xr—r1+00
t = nx dans I,, = /an(m)dx donne I,, = / a —|—t2)2 f( )
t) — f(0
Soit ¢ la fonction définie sur R par g(t) = M sit#0 et g(0) = f'(0) est

continue sur R et pour tout ¢, on a f(t) = f(0) +tg(t). Compte tenu de 'imparité
nt nt t? t
detr— ————> | ——=dt=0.Dou [, = | ——= <7>dt.
IO farer oty = [ el
t t
Posons ¢, (t) = aToe g(g) La suite de fonctions (p,,) converge simplement
t2

vers la fonction ¢ : t — 2 g(0) sur R. D’autre part, sit € Ret n > 1,

(1+¢2

2
lon(t)] < ( NE (g). En effet, la fonction g est bornée sur R, puisque

1+412)2

o si |z > 1,[g(x)] < |f(z) = f(0)] < 2NL(f),

o si|z| < 1,1l existe M € Ry tel que M = max |g(z)] = sup |g(z)|, la
:L’E[fl,l] 16[71,1]

fonction g étant continue sur le compact [—1,1] de R.

2

La fonction 1) : t +— NE (g) est continue positive et intégrable sur R, car

(1+2)?
P(t) i O(t=2). On déduit du théoreme de convergence dominée que :
t|——+o0
I, B T (0). Bn effet, le ch iable ¢ —
P 9(0) Nieirhy §f (0). En effet, le changement de variable ¢ = -

étant une bijection de classe C! de ]0, 4+o0[ sur lui-méme, on a :

+oo t2 +oo d I J 1 +o00 dt
I:/ 7(%:/ 7UZJ:L:,/ _T.
0 (1+t2)2 0 (1+u2)2 2 2 Jo 1+ ¢2 4

2
b. Posons g,(t) :2W sit>1letx > 0. g, étant dérivable sur [1,4o00[, on a :
2t(1 — 22%13)
L) = 5 dob +(t) = g((22%)~1/3).
9(0) =~y o max g () = g((20%)77)

VIG i

Donc : Vo € R%,Vn > 1,0 < 2g,.(n) <

Posons f,(x) = zg.(n)f(x), p(z) = \/—TG z 3 f(x) si x> 0 et p(0) = 0.
Pour n > let x > 0, |fn(2)] < ¢(x).

Pour > 1,0 < ¢ < | f| et p(x) =, o(z71/3). Donc p € L} (R, Ry).
r—

Comme (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, +00[, on déduit du

théoréme de convergence dominée que fn——0.
R+ n— oo

13. Comme f” est intégrable sur Ry, f’ a une limite en +oo car, si z€R,,
f'(z) = f(0) +/ f", notons la £. Si ¢ # 0 alors f'(z) — ¢ = o(1) d’ot, par
Tr—r+00

lx, ce qui

0
intégration de la relation o, f(x) — fx T o(x) et donc f(x) .

contredit I'intégrabilité de f sur R;. Donc ¢ = 0.
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z+1 z+1
On a / f=flx)+ / (x +1—t)f(t)dt en intégrant par parties ou par le

théoreme de Taylor—Laplgce.

z+1 x+1
Or / (x+1—10)f(t) dt’ < / NzeH(fy = N2+ car on a
T x
x+1
0<z+1-t<1sur [z,2+ 1], donc/ (x+1—1t)f(t)dt e 0 et
T Tr—r+00

T—+00

x+1
/ f D 0, donc f(z) —— 0.

n+1 n+1
/ (n+1t)f”(t)dt'< [

n+1
d’olt 'absolue convergence de Z/ (n+1—1¢)f"(t)dt. Comme f admet une

n+1 n+1
[ r=rws [ mrenradee

n+1
limite en oo, Z/ f' converge et donc Z f'(n) converge.
n

n+1 n+1
De méme / f = fn)+ %f’(n) + 5/ (n+1—t)2f"(t)dt, et on a

n+1 n+1
'inégalité / (n4+1—1t)2f"(t) dt‘ < / |f”| d’on I'absolue convergence de
n n

n+1 n+1
Z/ (n4+1—1)%f"(t) dt. Comme f est intégrable sur R, Z/ f converge

et, par combinaison linéaire, E f(n) converge.

sin(tx)
t(1+¢2)

Soit AER:, si o] < Aett >0, |pxt)] <

est de classe C' sur R x RY.
o _ A

) 1+12 © 1+¢2
lipschitzienne de rapport 1, ¢ : ¢ — ——— est intégrable sur R,.

14. f est impaire et la fonction ¢ : (z,t) —

car sin est

1+t
O | cos(tz)] - AT .
%(x, t)‘ =ig < ¥(t), le théoreme de dérivation d’une intégrale dépendant
, +° cos(tx)
d'un parametre prouve que f est de classe C! sur R avec f'(z) = / e dt.
0

2
La domination de ——= présente un sérieux probleme, on va donc procéder

Ox?
A . A .
t 1 t A 1 2t t
différemment. Si x # 0, / cos(tz) dt = 7{5111( x)} + f/ Mdt et,
o 1+t zLl1+¢2lo o)y, (1+1?)?
uand A — +00, on obtient g(x) = xf'(z) = 2/+00 sin(tr) dt
q 9 g - - o (1 +252)2 .
Soit 1 (2,¢) > ~8U2) st de classe €1 sur B xRy et [(, 6)] < —
oit ¢ : (x ———2 1 est de classe C* sur e T < —s
D ey +x Ryt WOl S iy
0:1t~—~ m est continue sur Ry et 6(t) ST t=3, donc 6 est intégrable
sur R. Par suite g est de classe C' sur R et donc f est de classe C? sur R* et

+oo 42 +oo 2
zf"(x) + f(z) = 2/0 t(lcj_sg;?dt, donc zf"(z) = /0 ﬁ cos(tz) dt.
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A 42 A
-1 t  cos(xzt)]A t
- ‘tdt:{— ]— sin(xt) dt, dot
/0 ESEE cos(xt) T2 1 o /0 e sin(zt) d ol

+o00 tsin(t . .
== [ B et done,siveRY, f@0) - ) = - [ 2 a
0 0
+oo i
soit f"(x) — f(x) = — / w du = —g par le changement de variable u = xt
0 u

qui est une bijection de classe C! entre Ri et lui-méme.

On en déduit immédiatement, si x > 0, f(z) = Ae” + Be * + g et, comme

teoat
f(0) =0, f'(0) = /0 T = g7 il vient A = 0, B = —g et donc

fl@)= (1 —e") siz>0, fl@) = Z(" —1) siz <0.

arctan(xt) — arctan(t)

15. ¢ : (x,t) — " est de classe C! sur (Ri)z.
1 1 1
Va > 0,arctan(a)+arctan(l/a) = 7/2 = p(z,t) = ;(arctan (E) —arctan (—t)>
x
1 1 .
go(ac,t)t;rooﬁ(l — ;) et tlgr(l)cp(x,t) =z—L

Donc ¢ — ¢(t, x) est intégrable sur |0, +oo[ pour tout z > 0.

Soit a > 0. Pour tout (z, t) €[a, +00[x ]0, +-00], ’(Z—i(x,t)‘ < = Ao (t) et A

1+ a?t?
est intégrable sur Ri. Comme intégrale dépendant d’un parametre, f est de classe

e at 1 A
C! sur Ri et,siz >0, f'(z) = /0 T 222 EAI—HIOO arctan (;) = %

Comme f(1) =0, on en déduit : VxeRi, flz) = gln(x).

. . *
16. On suppose ici z € R7.

k-1
(_1) €k$(t7u)

k!
xt\k
sur [0,1] et Ngg’l](fk) < (QT')N(L%”(J‘) terme général d’une série convergente

indépendante de u, donc ) f;; converge normalement sur [0, 1] et, par suite,

i % /O 1 =) f(u) du = /O 1 <§: (_Ik#e’“(t*u) f(u)>du

k=1 k=1

:/01 {1 - e_em(t7u>}f(u) du.

Soit (zy) G(Ri)N telle que z, —— 400 et considérons, pour tout neN,
n—oo

On définit, pour tout keN*, f : u — f(u), fr est continue

n @ U > [1 — e_ez"(tfu)}f(u), (g9n) est une suite de fonctions continues sur [0, 1]

qui converge simplement vers la fonction g définie par g(u) = f(u) si u < ¢,
1

glu) =0siu>tet g(t) = (1 - f)f(t). g est continue par morceaux sur [0, 1] et
e

|gn] < N2U(f) constante donc intégrable sur [0,1].
1

1
Le théoreme de convergence dominée prouve que / Gn — g, soit encore :
0 n—oo 0
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i —/ ekelt=u) £y dum/f

k=1
Si t €[0, 1], le changement de variable u =1 — ¢ donne :

1 1 1
/ e" f(t) dt:/ "= p(u) du:e”(lft)/ e"CIn(u)du ot h s u s f(1—w).
0 0 0
1
/ " h(w) du
0
_1\k—1 1
L/ ekﬂﬂ(t—U)h(u) du

0 -1 k—1 1
Z 7( k)' / P () du
: 0

k=1

Donc il existe M € R tel que : YneN, < M=),

ekx(tfl)

SizeN*ona donc, pour tout k € N*, <M I

et donc

M[l — eew(tfl)] Quand z — +o0,

t

comme t < 1, on obtient / h = 0 d’apres le début de 'exercice. Par dérivation,
0
h est nulle sur [0, 1] et donc sur [0, 1] par continuité. Cela prouve que f est nulle.

zt

et —1

17. Soit z € C tel que \z| < 1. Soit f(t) = sit>0et f(0) =

1
Sit >0, il Ze cf. série géométrique (0 < e~ < 1.)

Donc la série de fonctions contlnues sur Ry, fp @ t = e F (eZt — 1) converge
simplement et a f pour somme sur Ri. De plus f€C(R4,C).

zt 20 |zt
E E =2 ptlal
VteR+, ‘ < ] =e¢ 1.
n=1

Donc : ¥n € N¥, weRi, |fk B)] < ekt (et — 1
Comme |z| <1< n,ona |fi(t o(t72). D’ou fr€ L} (R4, C) pour k > 1

e
+oc L1 g "

—kt t‘z‘*ldt — .
L e = = e

—+o0
Donc la série g / | /x| converge. D’apres le théoréme d’intégration des séries
0

de fonctions intégrables sur un intervalle7 f est intégrable sur Ri et :
+eo 1 1
/0 f= Z / Ji= k: —z %)

Comme 0 < ‘k|<lona k;iz ]i 1(ﬁ ) ;i()
|

< 2
k

n

- Comme 0 <
1 1
k—|z| k
théoreme, vu en MPSI de sommation des séries doubles que :

oo o0
/o f= ;(anﬂ):;qn—kl)z

—zt?

Notons uy, ; = < 1, la série (Z \un7k|)n>1 converge et
=

kn+1

a pour somme vy = - Comme la série > vy converge, on déduit du

1
est de classe C' sur (R.)? avec |p(z,t)| < = (1)

18 (2,) > —
. A S\
¢ (, o

14 ¢2
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ot p € LY(Ry, Ry ) et donc f est définie continue sur R .

3}
Six>a>0ett >0, ‘8—90(37,75)‘ < e = 0(t), 0 est continue sur R, avec
x

0(t) = o(t?) donc 6 € L (R,,R) et le théoréme de dérivation d'une intégrale

t—+
dépendant d’un parameétre sur un intervalle montre que f est de classe C! sur Ri
, +oo t2€—mt2 , +oo .2 1
avec f'(z) = — dt, dou f'(z) — f(x) = — e dt = ———=1
fo) == [ St doi fo) - fla) = - | e

+oo
oul = / e~ du & Vaide du changement de variable u = t\/x qui est une

0
bijection de classe C! entre R, et lui-méme.

oo dt ™
lim f = f(0) = —— = —car f€C(R4,R).
mi= 0= [ =G e fec®R)
Soit (z,,) €(R4)N telle que z,, —— +o0, pour tout n €N, si f,, : t = p(zy,1),
n—oo
alors (f,) converge simplement sur Ri vers la fonction nulle et est dominée par
1 intégrable sur Ri, d’ou f(xz,) —— 0 d’apres le théoréme de convergence
n—oo
dominée. Par caractérisation séquentielle de I'existence de limite, Em f=0.
o)

Ie™®
NG

T Tt
pour tout & > 0. Par suite g(z) = 5 I/ Wdt et, comme on a vu que
0

Sig:xz— e *f(x), alors g(0) = g et ¢'(z) = e [f'(x) — f(z)] = —

+oo —t
limg =0, I C _a=".

VA
Le changement de variable u = V't est de classe C! et bijectif entre Ri et lul-méme

T

T
et montre que 212 = 3 soit I = 5 car I1>0.

b. @ : (z,t) — e "=/t est de classe C! sur R x R et |®(z,t)| < e = 0()
+oo

avec ¥ intégrable sur Ri, donc I : x — / ®(x,t) dt est continue et paire sur R.
0

o 2 —a/t?
a(x,t)‘ - 733 e =T opet” & — = 6(1).

© admet un prolongement continu a Ry et O(t) A o(t~?) donc © est intégrable
—+00

Si0<a<z<b< 4o,

oo dt

sur Ri et donc I est de classe C! sur R* avec I'(z) = —2$/ ettt/ =
0

x

Si z > 0, le changement de variable u = = qui est une bijection de classe C' entre

t
]Ri et lui-méme montre que I'(x) = —21(x) d’ou I(x) = I(0)e™2* = VT e 2,

2
N
2

Par parité et continuité : Vx € R, I(x) =

ft)

19. g:t— e admet un prolongement continu en 0 car liéng = f/(0).

xr T xr
Si 0 < & < z, en intégrant par parties, / i {f tg(t)] + 2/ gf' et, quand
€ € €



Solutions des exercices 271

o [l [ [9)' ([ )

xT xr xT o0
Si / g% > 0, on obtient / > < 4/ f? < 4/ f", sinon c’est encore vrai.
0 0 0 0

Comme g2 est continue positive cela montre qu’elle est intégrable sur Ri avec

+o0 +oo
/ g2 < 4 / f/2‘
0 0

arctan(tz)

™

20. ¢ : (z,t) — e est de classe C! sur (Ry)? et |p(z,t)] < SAERBE oll
T ) dp t
t» —— e LYR4,R,) et, > >0,‘— ,t‘g
sarm €L RuRet siz>a a: DY S T T e
4
t— € L'(R;,Ry). Le théoreme de dérivation d’une intégrale

(1+¢2)(1 4 a?t?)
dépendant d'un parametre sur un intervalle montre que f est de classe C' sur

R‘k f/( ) /+OC t dt 1 /+OO du 1
avec : f'(z) = = = ———————— par le

+ o (L+2)(1+ 2262) 2)y A+wd+au) ¥

changement de variable v = t? qui est une bijection de classe C! entre Ri et Ri.

+°° arctan(t) arctan?(A) m?
_ 1) = A gt = i — ) ==
f(0) =0, f(1) /0 1+12 A—lg-loo( 2 > 8
Si (x,) €(RLN et z, oo +00, en posant, pour tout n €N, f, = o(zn,-), (fa)
n o0

converge simplement sur Ri vers ¢ : t — ﬁ € El(Ri,R+) et est dominée
+oo 7'(2 ﬂ_Q
par ¢, donc f(x,) — ; P = T Par suite Hg}f =
1 1 1 x?

Siosl, _ ( - ) Joir

iz# I4+uw)(1+2%u) 1—22\14+u 1+2%u ot

1 1+A4 In(x)

(2) = 5y Jim_In( )= .

/@) 2(1 — x?) Atoo T\T ¥ 224 22 _ 1

Comme f est continue sur [0,1], de classe C!' sur ]0,1], on en déduit que

Pngs) oo o
/0 21 ds existe et vaut f(1) — f(0), soit <

1
fr : s — —s?FIn(s) est continue positive intégrable sur |0, 1] car f(s) = 0(—>7
S—

Vs
In(s)

> fx converge simplement sur 0, 1] et sa somme, s+ — T est continue.
52 _

1
SiaE}O,l[,/ SQkIH(S)dSZ{

82k+1

2k+1

! L "o
ln(s)L BT /E %" ds et donc, quand

1
1
e —0, / fre = W D’apres le théoreme d’intégration des séries de fonctions
0

m ! In(s) B =t _ - 1

§_/O 82_1ds—§/0 fk—;)m.

5 77'2 - > 1 o > 1 . 72 o 1 EREN _ 71-2
D°“§7z::(2k+1)2 =2 e e g (1-7)e@ donce) = -

Solutions
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2t 2t
Vtel0,1], 0 < e < 1 avec 7= 1 si, et seulement si, ¢ = 1, donc > f,
. | 1+,
converge simplement sur [O7 1[ et sa somme, F' :t— e 5 = e’ est
I (1—1)2
. . e L
continue mais F(t) ~; 17 donc F ¢ £'([0,1[,R).
Le th d d ) (<2
théore iné t t di .
e théoreme de convergence dominée montre que /0 e (1 n t2) iverge

Si, pour tout n €N, g, = (—1)"f, alors >_ g, converge simplement sur [0, 1] et sa

2 n 1 2t n+l
ng(t) + ( 1+t2>

t
somme, G : t % e! est continue. on
(1+1) k=0 1+ 1+t2

:et

<e.

—2t
1+1¢2

1 n 1
Par convergence dominée E / et( ) dt converge et sa somme est / G
0 0

! t—1
ou encore/ d(et ) je. 1.
0 t+1

22. f, : ¥ = (—1)"e " est continue intégrable sur R,, Y f, converge
. * s N s . o1y
simplement sur R’} d’apres le théoreme des séries alternées avec l'inégalité

> ful@)

k=n-+1
[a, +o0[ pour tout a > 0, la somme est continue sur Ri.

> fulx)
k=0

o] “+o0
gence dominée montre que Z fn est intégrable, que Z / fn converge et que
0

< e 1% gz > g > 0. Donc > fn converge uniformément sur

De plus < fo(z)| = e % fo eﬁl(Ri,RJr), le théoreme de conver-

n=0
foo 0 00 rtoo +oo s 0 = (=1)n
/ > fn= Z/ fus soit / (Z(—l)ne’\"m)dx —y B
0 n=0 n=0"0 0 n=0 n=0 )\n
1
23. Le changement de variable u = nt montre que n / f)p(nt)dt = fn ol
0 R,

, U
lon a posé f, : u+—> f(ﬁ)go(u)x[w (u).
(fn) est une suite de fonctions continues par morceaux sur R; qui converge
simplement vers g = f(0)p car f est continue en 0.

De plus, pour tout neN, |f,] < N<[>(<1’1](]")<,0€£1(]R+,R+)7 le théoreme de

1
convergence dominée montre que n/ f@)p(nt) dt —— f(0) / ®.
0 n— o0 R,

sin(u
La fonction ¢ définie par ¢(u) = (L) admet un prolongement continu a
U

Ry et ¢(u) = o(u=2), donc o€ L}(R,R,), le cours a méme montré que
uU—r+00
+0 sin(t) e . .
/ w = / — dt et le travail dirigé relatif a la transformation de Laplace
R, 0

M)zdt —n /0 1 f(t)p(nt)dt,

1
montre que sa valeur est T, Comme — / f(t)(
2 nJo t
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1

1
on en déduit que lim— [ f (t)(
n nJ

sin(nt)
t

>2dt:gf(0).

B
24. a. Posons \, = / |y, cos(nz) + by Sin(n:v)|2 dx.

B [e3%
An :/a [an, cos(nz) + by, sin(nx))| [ay, cos(na) + by, sin(nz)] dz

2 anl?  100P2) s ([~ 1001%)[sn(208) —sin(2no)]

+ [anbn + @by ] [ cos(2na) — COS(Qnﬁ)D.
b. Si l'une des deux suites ne converge pas vers 0 alors |a,|? + |b,|> —F— 0.
n — 0o

Soient un élément r de ]0,+oo[ et une partie infinie P de N telle que, pour tout
neEP, |anl? + |bnl? = 7.
— 1
On déduit de a. que )\, = (|an|2 + \bn|2) <,Ba + O(>>, il existe donc une
n— oo 2 n
partie C de P dont le complémentaire est fini et telle que, sineC :
2 P ()

=
|an|? + |bn|? 4
n bn i 2
Pour tout n dans C et tout  dans [«, 8] on pose f,(x) = o cos|(nx|)2—iJ—r L s|12n(na:)|
an n

2
an| +|b
la fonction f,, est continue sur [, 8] et 0 < fr(2) < M
|an|? + [bn]

Comme, si n€C, |an|? + [bp]? = 7 > 0, la suite (f,)nec converge simplement
vers la fonction nulle sur [a, (] et le théoréme de convergence dominée prouve que

< 2.

B
/ fn —— 0, ce qui contredit (x). Donc (a,) et (by,) convergent vers 0.

n-— oo
neC

b
25. a. Soit € ER:(_, on choisit [a, b] C I tel que N{(f) —/ |f] < = et lon choisit ¢

N ™

€
2b—a)
ce qui est possible car toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est limite
uniforme d’une suite de fonctions en escalier nulles en dehors de [a, b].

a b “+o0o
Alors N{(f —¢) < / |f] +/ lf — ¢l +/ |f] < e d’apres l'inégalité de la
—o0 a b

moyenne et le choix de [a, b].

fonction en escalier nulle en dehors de [a, b] et telle que N@PI(f — o) <

x
b. Supposons f en escalier. Soit G : x — / g, alors G est continue T-périodique
0

T
bornée car / g=0.
0

n
Si f = E agllg, b, OU |ak, bi| désigne un des quatre intervalles d’extrémités

k=1
ap et by, si A > 0, on a /f(t)g()\t)dt = Z%[G(Abk) — G(Aay)] dou
4 k=1

Solutions
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‘/f (At) dt‘ NA(G Z\ak|—>o

Examinons le cas ou f & Ll. Ch0131ssons une suite (p,) de fonctions en escalier

telle que N(f — ¢n) — 0. Définissons F : X — /f(t)g()\t) dt et, pour tout
n (o] I
neN, F,: A— /gon(t)g()\t) dt.
I

V(A,n) ERXN,|[F(X) = F,(\)| </|ft —on(t)] [g(A)] dt < N{(f —¢n) Neo(9),

d’ott la convergence uniforme sur R de (F),) vers F. Le début de la question et le
théoreme de la double limite montrent que F admet 0 pour limite en 4oco.

1 (7 T
c.Sih=g— T / g alors h est continue par morceaux T-périodique et / h=0,
0 0

par conséquent / F@&)h(AE) dt ﬁ 0, ce qui revient a dire que :
—+0o0

Jremoon =2 ([)([ o)
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TRAVAUX DIRIGES

e Fonction définie par une intégrale

Site€RY et z€C on pose t* = exp (z In(t)), ainsi, pour tout z€C, t — t*
définit une fonction continue sur ]R* et |t7| = tRe(2),

1. a. Montrer que f : z +— /

I’ensemble D = {ZG(C | Re(z —1}

b. Lier f(z) et f(z+ 1) si zED et en déduire un développement a deux
termes de f(z) lorsque z — —1.

c¢. Donner un équivalent de f(z) lorsque Re(z) — +oo.

e -1 n—1
d. Montrer f(z) = Z (Gt pour tout z€D.

n+z
n=1
1[It

2. Etablir, pour |z| < 1, f(z ];)Ikz ot 'on a posé I}, = o ?—ét) dt.

& n 1
. 1)k

Montrer également que, pour tout k€N, I, = (— Z nk+1 .

n=1
> (k—1)!

3. Prouver, si z€D, f(z) :Z - .
=26z +1) - (24 F)

Indication : utiliser le travail gz'm'gé relatif a la régle de Raabe-Duhamel du
chapitre 4.

Solution
z

1. a. ¢ : (2,t) — est continue sur Dx]0,1] et, si Re(z) > a > -1,

o2 In(®) §Re(z In(t) 4

‘(p(z,t)| =T ‘ = 117 < 5 ¥(t). La fonction v est continue
sur 10, 1] et (¢ )t—>0t — et donc Y e L£(]0,1],R4) car —a < 1, donc f est définie
continue sur D.

b.SizeD,alors z+1€Det f(z)+ f(z+1) :/Oltzdt: ﬁ

On en déduit f(z) LT zil + f(0) 4+ o(1) par continuité de f en 0, d’on
J) = | g+ () +ol)

z——1 Z+1

irigés

. o

T
x
3
>
o
=
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1opettar o b et
Sieelo,1] et z€D, dt = [ } dt, ot
c.Sie€lo 1 et z€ / T+t s+l €+z+1/ (1+1)2 ot

1 1 bogatl
(z) = 2(z+1) +z+1/0 aroz

bt S b (2)+1 1
———dt| < T dt = teET R dt = 0,
/0 (1 + t)2 /0 ‘ | /O §R€(2) + 2 Re(z)——+o0
1

1
d - ( ) .
one f(Z) Re(z)—+o0 2(2’ =+ 1) to z+1 Re(z)—+o00 2z
d. On a prouvé en cours, dans II1.C.2. en remarque, que, si g € L'l(](), 1], (C), alors

Or

1 o0 1
4
/ 9t dt = E (—1)"/ t"g(t) dt. Avec g : t — t* cela donne immédiatement
o L+t "0 0

Pégalité f(z Z +
n+z

2K Inf (t)
k' (1+41t)

1
car gi(t) o O(W)~ La série ) g converge simplement sur ]0,1] et sa somme

est encore ¢(z, ), continue sur |0, 1].
n n

2. Pour |z| < 1 on pose gi : t — » gk est continue sur |0, 1] et intégrable

> —lz]
ng(t)‘ < Z |gk(t)| < Z |gk(t)| = L = A(t), A est intégrable sur ]0, 1] car
k=0 k=0 k=0 1+t

—|z| € D et le théoréme de convergence dominée montre que f(z Z I2"

Soit k fixé dans N, pour tout n €N, on pose h, : t — (—1)"t" In” ( ), hp est
continue intégrable sur |0,1], > h,, converge simplement sur ]0, 1] et sa somme est
n

th(t)‘ < | In*(t)] et £ — In*(¢) € £1(]0,1], R).
p=0
(—k1!)" /Olt” In®(t) dt.

1
Posons J,, ;, = / t" lnk(t) dt, alors, si k > 1 et £€]0,1[, en intégrant par parties,
0

1t”l Rty dt = [th 1 ’“(t)]l— i 1t"l F=1(t) dt don
; n = n+1 n j n ou :

continue. De méme,

K

Toujours par convergence dominée, I, =
n=0

e n+1
k k! k!

Jn :*7n7:71k7<]n :71]{7

*= g e =50 (n—+1)k ™0 (=1) (n+ 1)F+1

n 1
Enfin Ji = (- Z nk+1
a 0 n—l 0 7— > Wl 2 k

R tant d =y = = 1 (,)

emarque : en partant de f(z z:: n+z z:: <kzo( ) - )

k
et en montrant que (( 1)nth=t i +1) est une série double sommable, on
n nk>1

boutit directement 3 = i (S ED

aboutit directement & f(z) = k_o( ) ,1W z".
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3. Si keNete€]0,1], en intégrant par parties :

L etk ekl 1 1 k41 1 pzthtl
/ —dt:[ ] n / dt ot
N ey W o Py N S

1 t#+k 9—k-1 k41 1 patk+l
Tt = dt et ¢
/0 (14 t)k+1 R + R / (L4012 et une récurrence

immeédiate donne alors :
P

tz-‘rp

B (k—1)! p! !
f(z)_;%(z—kl)n-(z—i-k) + (z+1)--~(z—|—p)/0 (1+t)ptt dt.

1 tz+p 1 . 1 §R
———dt| < tPdt = ——— ou a = RNe(z).
/0 (L4 )P+t ‘ /0 a+p+1 (=)

(k—1)! p!
< = Up.
2k(z+1)---(2+ k) (a+1)---(a+p+1)
1 1\ 1 1 1
On a 21 — pt :(1+a—|— ) :1_a+ —|—O(—)-
u, a+p+2 p+1 P p?
Le travail dirigé du chapitre 4 relatif & la régle de Raabe-Duhamel montre

On a

Par suite ¢, = ’f(z) -

Eal
i M.,s
N

9 . * . .
I'existence de C'€R tel que u, vl et donc u, — 0, ce qui donne

pa+1 p—
le développement en série souhaité.

e Convolution et régularisation

A. Unité approchée
On appelle unité approchée toute suite (p,) d’éléments de L'(R,Ry)

vérifiant : (i) Vn €N, / n =1,

(ii) Yo €RY, /cpn /_a% ——

Si pe LY(R,R,) vérifie / @ = 1, montrer que la suite de terme général
©n 1t np(nt) est une urfité approchée.

B. Convolution

On note L' = LY(R,C) et Cs = C(R,C) N B(R, C), on choisit g dans Cg.

1. Montrer que, si f € L, pour tout réel z, la fonction t — f(x —t)g(t) est
intégrable sur R ; on pose (f * g)( / flx—1t)g

Montrer que, pour tout x €R, (f *g)(x) = /g(x —t)f(t)dt, en déduire
R

que f — f % g est une application linéaire entre L' et Cp vérifiant

NE(fxg) < Nu(f) NE(9)-

2. On suppose f € LL(R, C), g de classe C* avec toutes ses dérivées bornées,
montrer que fxg est de classe C* avec, pour tout k €N, (fxg)®) = fxg*).

3. Soient f € Cp et (¢y,,) une unité approchée. Montrer que (., * f) converge
uniformément vers f sur tout segment de R.

dt.

Application : déterminer hm
PP / n2+t2

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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C. Convexité. On note I I'intervalle ]a,b].

1. On suppose f convexe sur I. En utilisant une unité approchée convenable
montrer, pour tout segment [, 8] de I, I'existence d’une suite de fonctions
convexes et de classe C*° qui converge uniformément vers f sur [«, f].

2. On suppose f de classe C? sur I, montrer que f est convexe si, et
seulement si, pour toute fonction v positive de classe C? & support compact

inclus dans I, on a /fw” > 0.
I

3. Etendre au cas ou f est seulement continue. On admettra le théoréme
suivant : si g est une fonction continue sur [a,b] X [«, 5],

/j (/abg(x,y)dx)dy = /j (/ab g(:v,y)dy)dx'

Solution

A. Le changement de variable linéaire ¢t — nt montre que ¢, € L'(R,R) avec

N = 0et / on =1, d’ou (i).
i

Deméme,siaeRi,/gpn—/ (pn:/go—/ o —— 0, d’out (ii).
R —« R —na

n—oo

B. 1. Si z€R, f, : t — f(z — t)g(t) est continue par morceaux et on a
|f2(t)] < NE(g)|f(z — t)|. Le changement de variable ¢ —  — ¢ qui est une
bijection de classe C! entre R et lui-méme montre que t — ’f(x — t)| € L' et donc
fr €LY Ainsi (f xg)(x) = / g(t)f(x —t) dt est définie.

Par le changement de variab]i{e affinet—xz—t,ona fxg=gxf.

¥ (z,t) = glz—1t) f(t) est telle que, pour tout z € R, ¢ — 1(x, t) est intégrable sur
R, pour tout t € R,z + 1(x,t) est continue sur R et |(¢(z,t)| < NE (g9)|f(t)| avec
f intégrable sur R. D’apres le théoreme de continuité des intégrales paramétrées,

= (fxg)(x) = / ¥ (x,t)dt est continue sur R.
R
L’inégalité de la moyenne montre que : Vo € R, |(fxg)(z)| < NZ (9) N1(f) et donc
f*xg€Cp et la linéarité de f — f x g est immédiate.
2. ¢: (z,t) = g(x—t) f(t) admet pour tout k € N une dérivée partielle d’ordre k par

rapport & x continue sur R? avec ‘gkf(x, t)|= ‘g(k) (x—t)| |f(t)| < N5 (g™ |f(8)],
la fonction de domination étant intaggrable sur R. Le théoreme de dérivation d’une
intégrale dépendant d’un parametre montre que f *x g est de classe C*° avec, pour
tout (z, k) eR x N, (fxg)®)(z) = / 9P (@ —t)f(t)dt = (f % g™) ().

3. Soit [a,b] C R, exprimons l’uniforfﬁe continuité de f sur le compact [a—1,b+1]

VeeRi, In €]0,1[ tel que V(z, z’) €la—1,b+1]%, |z—2'| < np = |f(z)—f(2')| < %

Posons, pour tout (z,n) €[a,b] x N, 6,(z) = |(¢n * f)(z) — f(z)].
Comme /Rgan =1, on a §,(z) = ‘/R[f(ac —t) — f(ac)]gpn(t)dt’ < /Rz/upn ol
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P(t) = |f(:r —t)— | Site[—n,n], ¥(t) < E’ sinon ¥ (t) < 2NX (f), d’ou :

(5n(x)<g/_:gon+2NR (/% /%)\ FoNE (f </% /%>

d’apres (i). D’autre part la condition (i) montre Pexistence de ng €N tel que, si

n
n = ng, alors 2Noo(f)(/ ©n —/ cpn> <3 et donc 6, (x) < ¢, ce qui prouve la
R =

convergence uniforme sur [a, b].

Application : la suite de terme général p,, : t — —

ot [ B0 = (s DO 2 70

—5 5 est une unité approchée
ne+1t

1
C. 1. Soit la fonction v définie sur R par ¢ (t) = exp (m) site]—1,1] et

¥ (t) = 0 sinon, est continue sur R, de classe C> sur R\ {—1,1} et, sur | —1,1[, ¢*)

est de la forme fi out f € R(X), d’ott 9p*) (—17) = *)(17) = 0 et donc 1 est de

classe C* sur R (c¢f. chapitre 6, paragraphe ITII1.B.2. exemple pour plus de détails).
1

On pose alors ¢ = a1 oll a est choisi tel que / ¢ = 1, la suite (p,) définie

ar : Vn €N, ¢, : t — np(nt) est une unité approchée, pour tout n €N, ¢, est

de classe C* nulle en dehors de [ - — —} a dérivées bornées.
n n

1 1
Soit [a, f] C I, & partir d’un certain rang ng € N*on a [a— — B+ —] C I et alors,
n n

1
pour tout x €[, 8], t — f(z — t)¢n(t) est continue nulle en dehors de {— n’ —]~

1/n "
fule) = (pux Nla) = [ L, P DI = / | T then(t) d e
une fonction sur [, 3] qui, comme dans B. est de classe C*™ et (f,) converge
uniformément vers f sur [«, 5].
Si (z,y) €[a, 8] et A€[0,1], on a, pour tout t € [— % 5 %] sin>ng:
fOe+A=Ny—t) =f(Mz =) + A =Ny 1)) <Af(z =)+ (1= N fly —t)

et, comme ¢,, est a valeurs dans R, en intégrant :
oAz 4+ (1= Ny) < Afalz) + (1= N) foly), d’olt la convexité de fi,.

2. Supposons f convexe, alors f”" > 0. Soit 1 de classe C? positive & support inclus
dans [a, 8 segment de I.

/ fo = / =[] - /jf'w':— /jf'w' car ¥/(a) = '(8) = 0.

D’oﬁ/lfw”=— (4] a+/a f”¢=/jf”¢>0

Si f n’est pas convexe il existe xo €I tel que f”(xp) < 0 et, par continuité, z
admet un voisinage compact [a, 8] dans I sur lequel f” < 0. En choisissant, par
1

(t—a)(t—p) ) ,
1 s s N "o_ [/ ” 0.
classe C*, positive, a support [a, 8] et /If@/) /a fv /a Y <

z+1/n

exemple ¢ telle que 9 (t) = exp ) si t€]a, Blet 0 sinon, 1) est de

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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3. Supposons f continue et convexe (la convexité suffit). On choisit 1) comme
dans I’énoncé a support dans [«, 3] segment de I et (f,,) comme dans la question

1. Alors la question 2. montre que, pour tout n €N, / fatt" = / fatt" >
I

Comme " est bornée car continue sur [a, 8], ( fnil)’ ") converge uniformément sur

B
ce segment vers fi" et donc / fat" —— / fu" = /fw” >0

Réciproquement, soit une fonction 1 positive de classe C? & support compact inclus

1
}CIeton

1
dans [a, 8] segment de I. On choisit ng eN* tel que {a - — ,5 +
no

reprend la suite de terme général f,, = ¢, * f définie dans 1
Si n > ng, en utilisant le théoréme admis :

/ e (@) da = / ’ ( | 11//: £ = 0" (@)pn(t) dt) da
_ /_ 11//7; ( /a ? He - () dx> on(t) dt.

11 A
Par hypothése, pour tout t¢& [ - 7ﬂ7:|, / flx — )" (x)de > 0 et donc
n n o

B
/ fat" = / fa0” > 0, ce qui montre en utilisant la question 2. que f,, est
« I

convexe car de classe C2. Comme f est limite simple de (f,,) sur [a, 3], sa restriction
a ce segment est convexe. Ceci étant vérifiée pour tout segment, f est convexe.

e Transformation de Fourier

L’espace vectoriel Cg = C(R,C) N B(R,C) est muni de No, = NE et
LY = LYR,C) est muni de Ny : f /\f| On définit ¢ sur R par
R

o(t) — sin(t)

On utilisera un résultat : }ez’ = e®e(®) pour zeC.

x
sit# 0 et p(0) =1, on rappelle que/ o — T
0 Tr—r+00 2

1. Définition et premiéres propriétés
a. Montrer que la relation F(f)(x) = f(ac) = /f(t)efzmlm dt définit une
R

application linéaire F entre les espaces vectoriels £ et Ciz dont la restriction
a Ll = L'NC(R,C) muni de Ny est continue. Préciser sa norme. On pourra

utiliser f, = %H[_mn]. On appelle f]a transformée de Fourier de f.

b. SineNet feL! on pose F,(f) = ]-‘(f]l[,n’n]), montrer que (]:n(f))
converge uniformément vers fsur R.

c. Montrer que ]/”\(m) \I—> 0. On pourra utiliser l’exercice 25.
x| =400
d. Déterminer les transformées de Fourier des fonctions suivantes :
hi @ x +— e H(x), hy : x — eH(—z) et hy : z — e 9 on
H =Tjg o) et a € C,Re(a) > 0. H est appelée fonction de Heaveside.
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2. Transformation de Fourier et dérivation.

a. Montrer que si, pour tout k €[0,n],z + 2¥f(z) est intégrable sur R,
alors f € C"(R,C).
b. Montrer que si f € C*(R,C) () £! et si pour tout k €[0,n], f*) € L, alors,

o~

pour tout k €]0,n], f®)(z) = (2irz)* f(z).

- k
c. En déduire hy si hy : x +— %hl ().

d. En utilisant une équation différentielle vérifiée par hs : x +— e—a” ,a >0,
déduire de a. et b. ’'expression de hs. N
3. Montrer que si f et g sont éléments de L', alors fg et fg sont éléments

de L' et / fg= fg. On admettra toutes les interversions licites ici.
R R

4. Théoréme d’inversion

On veut prouver que si f et g sont éléments de L' et si on note

F(f)(x) = / f(t)e*™ " dt, alors .T(f) = f.
N 27
a. Pour neN*,gn(x) = exp( — —\x|) Déterminer g,. Montrer que
n

/R F(@)gn(@)e? ™= da = / fWa - bdy. )

~ o~

b. Montrer que /Rf(x)gn(x)e%”mdx — F(f)(t).

n— o0

c. Calculer /@: Déduire de a. que /f(y)ﬁ,}(y — t)dy — f() et
R R n o0

conclure.
5. Applications du théoréme d’inversion

a. Montrer que si f €C3(R,C) et si f, f', f" sont dans L', alors fert
1

b. Déterminer les transformées de Fourier des fonctions : x — T
(a + 2imax)k+
2

si ke N* et Re(a) >0, z — T exp(—%) sia € R+,
a a

Solution

1. a. Soit F(z,t) = f(t)e=2"*!. Pour tout x € R,t ~ F(x,t) est continue par
morceaux et intégrable sur R car |F(z,t)| = |f(t)| et f€ L .

Pour tout t e R,z — F(x,t) est continue sur R. D’apres le théoréme de continuité
des intégrales paramétrées, f est définie et continue sur R.

Pour tout z € R, | f(z)| < Ni(f). Donc f € B(R) et Noo(f) < Ni(f).

Par linéarité de l'intégration, F est linéaire entre L' et Cp. De l'inégalité
précédente, on déduit que F est continue et || F|| < 1.

1 ~ 1 Mm sin(2rnx) .
= — X I N =1 = 2imtw gy D\ET )
f m [—n,n] eL ) 1(f) et, f(il?) m [n e dt I S1

 # 0. Par continuité on a f(0) = 1 d’ot Noo (f) = 1 et enfin || F|| = 1.
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b. SiaeR, |Fu(N) - FO@] < [ 15+ /:OO = [ i /nm I

oo _
terme général d’une suite numérique qui converge vers 0 car f€L!, d’ou la
convergence uniforme sur R.
c. D’apres 'exercice 25, le résultat est immédiat.
d. hy et hy sont continues par morceaux et hs est continue sur R.
hi(z) =0siz <0et hi(z) = o(x~2). Donc hy € L}(R,R).
Tr— 400
hao(x) =0siz>0et hao(z) = o(x~2). Donc hy € LY(R,R).
r——00

Comme hs = hy + he sur R*, on a hs € L1(R,R).

71:(:0) = /Jr e 2mwtemat gt —  lim {Mrﬁx} = ;
0 y=+oo L a+ 2ixzm lo a+ itz

De méme, fp(z) = ﬁ Dot g = hy + g @ — ﬁ-

2. a. Avec les notations de l.a. x — F(xz,t) est de classe C* sur R.
vk €[1, n] 8k—F(x t) = (—2int)*F(z,t) = ‘M—F(x 1) = 2n|tt £ (1)

1 Bk ’ a0 '

Les fonctions t + t* f(¢), k €]0, n] étant intégrables sur R, on déduit d’un corollaire
du théoreme de dérivation des intégrales paramétrées que f € C™*(R,C) et

vk e[0,n], ¥z € R, T®(z) = / =20t (_ 91V F(1) .
R

b. Effectuons une intégration par parties itérée. Rappelons la formule, pour
(a,b) eR? si (u,v) € (Ck([a,b],(C))2.
k-1

"o ® =[S (120 ® (110 t-r-0 0] 4 (1) [ u® .
/ [ o] oy ()

Ici, v = f et u(t) = e~ 2"t Donc uP)(t) = (=2imz)Pu(t) et k €[1,n].

‘u(p) (t)v(’f—p_l)(t)’ = 2|mx|? f(k—p—l)(t)‘ H—> 0.
t|——+o0

En effet, Vk €[0,n — 1],YVa € R, f*)(a) — ) (0) = / FED @)at.
0
Comme fF+1) e £l il existe ¢, = HI—P f(k)(x)e(C. Comme f*) ef! on a
T—r1+00
lr, = 0. De méme, lim f®)(z) = 0. Par passage & la limite dans (%) lorsque
r—r—00

a— —ooeth— +ooona:Vixk)eERX [[1,n]],f/(k\)(x) = (2irz)k f ().
1

c. hy(x) = m(—%wm)khl(ﬂc) De 1.d. et 2.a. on déduit que :
T~ 1 7\ (k) 1
h =———(h = ——.

4(@) kl(—2im)k (7)™ () (a + 2izm)k+!

d. hs est solution de I’équation différentielle : ¢’ + 2azy = 0.
Notons h : « — h§(z)+2axhs(z). Comme h = 0 = h = 0, on déduit de la linéarité
— —/
de F que : Vx € R, 2imx hs(x) = 4 hs (x).
im
— o2

Donc hs est solution sur R de équation différentielle : (£) 3y’ + i;1cy =0.
a

(€) < VzeR, %(y(x)eﬁzﬁ/a) =0 < 3CER,VzeR, y(z) = Ce ™ =/,
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1 7 - 2, 2
Comme F<§> = /7, ona hs(0) = \/g- Donc hs(z) = \/?e_” z*/a

3. Comme g et fsont bornées et f et g dans L', fg et fg sont éléments de L£!.
Comme les interversions sont permises par I’énoncé,

[sa= [ 10 [awesmeac)a= [ g [ soemi)a= [ oF

n
(1 + n?n2) '
sont intégrables sur R, on déduit de 3. appliqué a f et G, : x +— g, (x)e?™ :

/ F(@)gn(@)e®™= dz = / F(0)Crn(y)dy
R R

Gn(y) = /}RGn(x)e_%mydx = /}Rgn(m)e—%”(y_t)dm =gn(y —t). D’ou (¥).

27 —
4. a. D’apres 1.d) avec a = — dans hg,on a : g, = Comme g, et f
n

b. La suite de fonctions intégrables sur R : = — f(x) gn(2)e™ converge
simplement sur R vers la fonction o — f(z)e?™® qui est continue par morceaux sur
R. Pour tout z € R et neN*, |f(2)gn(z)e? ™| < | f(x)|. Comme f€ L', dapres

le théoréeme de convergence dominée, fA(:L") gn ()™ dy —— .T'f(t).
n—oo

R

—~ 1 +oo
C.gn€L et / gn = — [arctan(nx)] =1.

R ™ —0o0

/ F(@W)gn(y —t)dy = / f(y + t)gn(y)dy par changement de variable affine.
R R

Donc - / F)Taly — t)dy — () = / (Fly+ 1) — £()Fn(w)dy.
R R

Comme f € C(R), soit € > 0, soit a > 0 tel que [y+t—t| < o = | f(y+t)—f(t)] <

| ™

‘/ (y+1t) = f()gn(y dy‘ »(t) + By (t) ot puisque g, >0 :

% e [t*__ e [ - €
Vne N, A, (t) < 5 In(y) < e gnly) =5
Ve N, B, (1) < / o150 [ G

Jn étant paire et décroissante, on a :

/||> |f(y + 1) |gn(y)dy < Gn(a )/||> |y +1)|dy < gn(a)N1(f).

“+ o0
— — 2 1 2
Daute part, [ Galw)dy =2 [ Galwidy = aretan (=) < 2
‘y|>a a ™ no noTm
[f(t)]—— —— 0 et gn(a)N1(f) —— 0. Dong, il existe ng €N, tel que :
noam mn—oo 9 n—00
€ _ €
> o (0] < 5 et Gale)Nalh) <

Donc : Vn > no, Vt €R, B, (t) <

Finalement, on a :

N ™
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Ve €RY,3Ing €N, VneN,n>ny= ‘ / (f(y—l—t)—f(t))g;(y)dy‘ <AL () +By(t)<e
R

De a., b., c., par passage & la limite dans (1) quand n — oo on a prouvé le théoreme
d’inversion dans L1(R,C).

5. a. D'apres 2.b. f7 = —4r222 f ().

Comme, d’aprés l.c. f/(r) —— 0,0na f(x) = oz~ 2?).
|z|—+o00 |z|—+o00

La fonction f étant continue sur R, on peut conclure que f € LL(R,C).

k

et hy(x) = x—e““‘H( ).

b. D'apres 2.c. hy(z) = o

(a + 2imax)k+1
Pour tout k > 1, hy et hy sont éléments de £1.

N 7 (_x)k ax
D’aprés 4. on a : F(hg)(z) = o€ H(—xz).

D’apres 2.d. on a hs et hs éléments de £1. Donc ]:(h5)( ) =e % = hy(x).

e Transformation de Laplace

On note C le C-espace vectoriel C(R4.,C). Pour tout f dans C on note I(f)

I'ensemble des réels x pour lesquels t — e~ f(t) est intégrable sur R et,
+oo

pour tout x € I(f), on pose L(f)(x) = / e TLf(t) dt
0
F désigne I'ensemble des éléments f de C pour lesquels I(f) # 0.

A. Généralités f désigne un élément de F.
1. Montrer que I(f) est un intervalle non majoré. En déduire que F est un
C-espace vectoriel.

2.SineN, zeCet f:t+— e *'t", déterminer I1(f) et L(f).
3. Montrer que L(f) est continue sur I(f) et que, si a est I'extrémité
inférieure de I(f), L(f) est de classe C* sur Ja, +oo[ et expliciter L(f)*).

4. On suppose que f(t) Z T L o™+,
a. Montrer, pour tout 7 €R+, L(f)(z) = / Ft)e ™ dt + O(z~"2).
x oo

b. En déduire que L(f)(x) T Z xk+1 + 0@z "2).

sin(t)

B. Soit la fonction f définie sur Ry par f(t) = sit#0et f(0)=
1. Déterminer I(f) et expliciter L(f) (x) puis L(f)(z) pour x € I(f).

x
2. Montrer que x — / f admet une limite (dans R) en +oo.
0

+oo
On prolonge alors L(f) en 0 en posant L(f)(0) = / I
0

n+1
3. A l'aide de la série de fonctions Y, f, ou fy, : x — / e tf(t)dt
nm
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sin(¢) it

+o0
montrer que L(f) est continue en 0 et en déduire la valeur de /
0

C. Injectivité de L
1

1. Montrer que, si heC([0,1],C) vérifie : Vn€N, / 2"h(z)dx = 0,
0

1
alors / |h(z)|*dz = 0 (on pourra utiliser le théoréme d’approzimation
0
de Weierstrass). En déduire la nullité de h.
2. Soient feF, s€I(f)eta>0. Montrer :
+00 t
F(s+a)= a/ e g(t)dt ou, pour tout t > 0, g(t) = / e " f(u) du.
0 0

3. Si, sous les mémes conditions, pour tout n € N*, F(s+mna) = 0, montrer :

1
1
pour tout n €N, / u"g( — M) du = 0, pour tout t > 0, g(t) = 0.
0 a

4. Montrer linjectivité de L.

Solution

A. 1. On notera, pour tout x € R, f, la fonction définie sur R par f,(t) = e”** f(¢)
et 'on remarque que f, €C.

Si wo€I(f) et x€lxg,+oo| alors |fz| < |fz,| intégrable sur R, donc, par
domination, f, est intégrable sur R, . Ceci prouve que [zg, +oo[C I(f) et donc
I(f) est un intervalle non majoré.

F C C par définition. La fonction nulle vérifie I(f) = R # ), donc est élément de
F. Si f et g sont éléments de F et A€ C, on choisit z¢ dans I(f) et z1 dans I(g)
et on pose z3 = max(zg, T2), alors [z, +oo[C I(f) N I(g) C I(Af + g) et donc
Af 4+ g€ F, ce qui montre que F est un sous-espace vectoriel de C.

2.Siz = a+ibou (a,b) € R?, alors V(z,t) € RxR, [e " f(t)| = e~ (@T® ¢ = (1).

Sia+ x> 0 alors ¢(t) o o(t=2), sinon, ¢(t) > 1 des que t > 1.
oo

Les regles de comparaison montrent que f,, est intégrable sur Ry si, et seulement
si, z > —a, donc I(f) =] — a, +o0].
SiX >0 ne N* et 2 > —a, en intégrant par parties :

X
/ e—(m+z)ttn dt = |:_ 1 e_(z—l—z)ttn]X n
0

X
/ e~ @=L gt Qon

r+z 0 r+2z Jy
comme t" T o(el@+2)t), /OJFOO e~ g — P /0+<>0 e~ (@Hatn=1 gt
en faisant tendre X vers 4oo. D’autre part /0+00 e-@tAt g — poarpe d’ou
L(f)(z) = /+00 e~ @Htm gy — o si zeI(f).
0 (x4 2)n*t

3. Soit xo € I(f). L’application ¢ : (x,t) — e %t f(t) est continue sur I(f) x R,
avec, si x €[zg, +oo[et t ERy, [p(x, )| < (t) = e ™0 f(t)| et ¢ est intégrable sur
R, . Le théoreme relatif a la continuité d’une intégrale sur un intervalle dépendant
d’un parametre montre que L£(f) est continue sur I(f).
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Choisissons x; dans |a, +oo[ et remarquons que ¢ admet des dérivées partielles
par rapport a x a tout ordre avec, siz > zyett >0 :

81@()0 —xtyk —x1tak
g (2, t)| = e " 1F| ()] < h(t) = e ™| £(1)]
¥y est continue sur Ry et, si z¢ dans Ja, z1[, on a ¥ (¢) o o(e ! f(t)) d’on
— 400

Iintégrabilité de 1y sur R;. Le théoreme relatif a la dérivation d’une intégrale
sur un intervalle dépendant d’un parametre montre que £(f) est de classe C* sur
+oo

Jav, +-00] avec, pour tout k€N, L(f)*) : z (—1)’“/ etk f(t) dt.
0

4. a. Soient nERi et o€ I(f). Six>zgona:
+oo +oo

‘/ fe ™t dt| < / e*(m*$0)te*w°t|f(t)| dt < e*("”*“)tﬁ(|f|)(xo) et donc
n n

n
L(f)(x) e /0 ft)e ™t dt + O(xz~""2) d’apres la relation de Chasles.

n

b. Soient M Ry et n eRi tels que, si t €0, 7],

n "o n
Pour z > 0 on a / [f(t) - Z k—’:tk}e_” dt < M/ t" e~ dt or, avec le
0 k=0 0
changement de variable u = xt, pour tout k€N :

k_—uxt k_—u 9 AN 4
/0 the dt = rk 1 A u-e du " s = R »d’ou le developpement

n

n
/ ft)e "t dt = %«Iil 4+ O(x~"?) puis celui de £(f) en utilisant a.

B. 1. f€C et, comme sin est 1-lipschitzienne, |f| < 1.
Si x> 0 alors, sur Ry, |e ' f(t)| < e e o(t™2) et donc z € I(f).
—T 00

- *
L.B.5. du cours montre que 0 ¢ I(f), donc I(f) "R_ =0, d’ou I(f) = R}.

+oo
A.3. montre que L(f) est de classe C! sur Rf_ avec L(f) (z) = — / e "t sin(t) dt,
0

1 1
soit encore, d’apres A.2. L(f) (z) = %m( ) = ——— et donc, sur Ri,

i—x 1+ a2
L(f)(x) = C — arctan(z) on C €R.

1 T
—~ — ——— 0il vient C = — et donc :
T—=+00 400 2

Comme on a vu dans A.4. que L(f)(z)

Ve >0, F(z) = g — arctan(x)
2. a été traité en cours.

3. h:(x,t) — e " f(t) est continue sur R x [n7, (n+ 1)7] pour tout n € N, comme

intégrale sur un segment dépendant d’un parametre, f, est continue sur R pour
P

tout n€N. On a fu(z) = (f1)n/ SI(U) ) gy e done (—1)" fu(z) > 0.

0 u+nmw

sin(u , , . s .
Pour u €[0, 7], (() e_”("+7‘”)) est décroissante et donc, par intégration,
n

U+ nm
(|fn(x)|)n est décroissante.
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T du 1
Enfin |f, < — = — d¢ >1,d n 0 et n
nfin | f,, ()| /0 — = désquen onc |fn(z)] ——0e S fulx)

vérifie le théoréme des séries alternées si x € Ry.

> i)

sur Ry, ce qui montre que L(f) est continue sur Ry. En particulier :

1
SineN etz >0 < ‘ fn(x)| < —» donc Y f,, converge uniformément
n

. s [T sin(t)
L(f)(0) = wlir& L(f)(z) = zli%i <5 - arctan(x)) ie. /0 ; dt = 2
—xt 1
Variante : Si © > 0, les fonctions w : ¢t — 1 — cos(t) et v : ¢ ¢ ;
sont de classe C! sur Ri avec H(I)H(UU) = Em(uv) = 0 d’ol, en intégrant par
o0

“+oo —xt __
parties, 6(x) = F(z) — F(0) = / (1‘|'1?t)t—§1 [1 — cos(t)] dt et, comme
0

1— (14 at)e™® > 0 car, par convexité de exp, €* > 1 +u, on a :

+oo 1—(1 —xt “+o0 —:tt_l
|5(x)|<2/ ﬂdtz?/ O g — 90— 0, o
0 t2 0 8t t x—0

qui prouve la continuité de F en 0.

C. 1. Soit (P,), une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément
vers h sur [0,1].

On a N2 (P.h — |02) < N2V (h) x N2 (P, —h) —— 0 et donc (P,h),

TLA)OO

converge uniformément vers |h|? sur [0,1]. Par suite / Poh —— / |h|? et,

0 n—oo
1 1
comme par linéarité / P,h =0 pour tout n €N, / |h|? =0
0 0
|h|? étant continue positive, elle est nulle ie. h est nulle.

2. g est de classe C! sur R et admet une limite (finie) en +oo car s € I(f), donc
g est bornée sur Ry. u : t — e~ est de classe C! sur R, en intégrant par parties

X ¥ X
pour X > 0, / e~ Tt f() dt = [ug]o + a/ e g(t)dt.
0 0

+oo
Comme Em(ug) =0, quand X — 400, F(s+a) = a/ e g(t)dt.
oo 0

3.t +— e~ est une bijection de classe C! entre R et ]0, 1] et donc, par changement
de variable,

“+o0 1 1
F(s+na) = na/ e "Mg(t) dt = n/ u"_lg< - M) du =0 sineN*.
0 0 a

1
Soit h la fonction définie sur [0, 1] par h(0) = Emg et h(u) = g( - M) si
o'} a

0 < u < 1, alors h est continue sur [0, 1] et vérifie ’hypotheése de la question 1.
donc est nulle sur [0, 1] ie. g est nulle sur Ry.

4. Si (p,1) €C% et L(p) = L(1), alors, par linéarité de I'intégration, £(p—1) = 0.
Avecg:t— / _S“ (u) w(u)] du ou s € I(p — 1), la question 3. montre que g

est nulle sur Ry, sa dérivée également ie. pour tout ¢t € Ry, [o(t) —(t)]e 5 =0,
d’olt p =1 et L est injective.
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e Méthode de Laplace ; application a la formule de Stirling

L’objectif des questions 1. a 5. est de prouver le théoréme suivant :
Soit I =]a,b[ un intervalle borné ou non de R, f € C(I,R) et p € C3(I,R).
On suppose
(1) t = f(t)e®#® est intégrable sur I quel que soit x > 0,
(2) il existe un unique tog € I tel que ¢"(ty) <0 ,
(3) f(to) # 0.

. _ zo(t 2
alors : F(z) = /Ie W f(t)dt 2500 o]
1. Montrer qu’il existe 1 € C*(I,R), tel que, pour tout t € I,

(1) = p(to) + (t — t0)*(t)

2. Montrer qu’il existe a > 0 tel que :

Vt € Jo = [to — 2a,to + 2a], ¥(t) < 0 et %((t - to)\/—w(t)) > 0.

Soit 8 € C*(R,[0,1]) tel que, pour tout t € [tg — a,to + ], 0(t) = 1 et
0(t) =0sit & Jy. Une telle fonction 0 existe cf. TD du chapitre précédent :
théoréme de Borel. On note F(x) = Fy(x) + Fa(z), ot

Fi(z) = /1 DY) f(t)dt et Fy(z) = / e (1 — 0(t)) f(t)dt.

1

f(to)e?tio).

3. Etude de F,(z).

a. Montrer que le changement de variable u = \(t) = (t — to)\/—¥(t) est
licite. On note v = A(t) <= t = g(u). Donner la nouvelle expression de

Fy(z) sous la forme Fy(z) = e*#(t0) / e—xu2h(u)du
R

b. Déterminer la limite en +oo de x — / e‘”zh(i)dv.
R Vi

c. En déduire un équivalent de Fy(z) quand x tend vers +c.

4. Etude de F,(x).

a. Montrer que : 3m > 0,Vt & [to — o, to + |, p(to) — p(t) = m.
b. Pour x > 1, on note z¢(t) = ¢(t) + (x — 1)p(t).

Montrer que lon a : Fy(x)e™##(t0) sty O(e=m=).

5. Conclure.
—+o0

6. Apres avoir fait le changement de variable t = zu dans e o dt,
0

déduire de la partie I, un équivalent de I'(x + 1) lorsque x — +00.

Solution

1. Le résultat est une conséquence immédiate du théoreme de Taylor-Laplace.

Vt e I,o(t) = @(to) + (t —to)¢ (to) + (t — t0)2/0 (1 —u)e” (to(1 — u) + tu)du.

1
La fonction ) : ¢ — / (1 —u)¢" (to(1 — u) + tu)du convient. Elle est en effet de
0



Travaux dirigés 289

classe C! sur I car p € C3(I,R) et d’apres le théoréme de dérivation des intégrales
paramétrées sur le segment [0, 1].

2
t
2. Comme ¢'(tg) = 7 ;0)
[t —to| < a1 = ¥(t) < 0. D’autre part, la fonction A : ¢ — (¢t — to)y/—9(t) est
t
de classe C! sur [tg — a1,to + a1] et N(t) = /=o(t) + (t — to) ¥ ( ) - Donc

V(1)
N(to) = /—9¥(tg) > 0. Comme X est de Classe Cl, il existe 2a €10, aq] tel que
pour t € [tg — 2a, tg + 2a], ¥(t) < 0et N (t) >

< 0 et 9 est continue, il existe vy > 0 tel que

3. a. Comme 6 est nulle hors de Jy C I, Fy(z) = / eW(to)”(t*to)2w(t)9(t)F(t)dt.

R
Posons, A(t) = u. Le changement de variable est licite car, pour ¢t € Jo,¥(t) < 0
et X'(t) > 0. D’ou le résultat avec h(u) = 0(g(u)) f(g(uw))g' (u).

b. Pour une suite (z,,) de |0, 4+o00[ de limite 400, notons k,(v) = efvzh(\/v_)
T,

Comme h € C(R,R) et est nulle hors de Jy, les fonctions k,, sont continues sur R

et : Vn € N,Vu € R, |k, (v)] < NE (h)e="" = p(v).

p € LYR, R ) car u est négligeable devant v — v~2 en +oo. La suite de fonctions

(k) converge simplement sur R vers la fonction continue sur R,v — h(0)e="".

On déduit du théoreme de convergence dominée que / kn, —— h(0) / e dv.

R n— oo

R
De la caractérisation séquentielle de I'existence des limites, on déduit que :

/R —v h(\/_>dv —>h( )ﬁ puisque /Re—zﬂdv: N

c. D’apres a. et avec le changement de variable v = y/zu on peut écrire :
ezﬂp(to)

(o)== [ h(\/_>dv doit Fi(2)e=#(10) /& —— h(0) /.

2
Donc : F](.’L') m:i-/oo f(t()) W
4. a. On déduit de (2) que ¢'(t) < 0sit >ty et ¢'(t) > 05sit <.
Sit <to—a,p(to)—p(t) = ¢(to) —p(to—a)+p(to—a)—p(t) = ¢(to)—p(to—a) > 0.
De méme, si t > to + a, p(tg) — o(t) = o(to) — p(to + ) > 0.
Donc, si t & Jo, o(to) — @(t) = m > 0.
b. D’ot, pour tout & > 1, zp(t) < ¢(t) + (x — 1)¢p(to) —m(z — 1) et 'on a :
|Fy(z)] < ew(to)e—w(to)—(w—l)Tn/ e“’(t)|f(t)|dt.

zp(to)

R
On déduit alors de (1) que Fy(z)e~¢lt0) = O(e~™*).

T—+00

5.Onadonc: Fy(z)e #¢(0) = o(z71/2). D'ou F(z)

T—+00

S0 Fi() et le résultat.

+oo +o0
6. Vr > 071"(m + 1) — xw-i—l/ e T T dy = $w+1 ea:(ln(u)—u)du.
0 0
La partie I s’applique avec f(t) =1, p(t) = In(t) — t.
1
(1) est vérifié car I'(x + 1) existe. (2) aussi, puisque ¢'(t) = T let (1) = —1.

Donc : I'(z +1) 5. @ e "V2nz.

$
2
-
O
x
3
8
=
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e Calcul d’une intégrale

Partie I
. P(X) . . . .
1. Soit f(X) = ox) une fraction rationnelle a coefficients complexes, les
polynémes P et () étant premiers entre eux. On suppose que zy est un
pole simple de f, c¢’est-a~dire que Q(z9) = 0 et Q’(z9) # 0. Soit X 0 Ja
— %

partie de la décomposition de f(X) en éléments simples relative au péle z.

P(z
Montrer que Ay = /( ) .

Q' (20)

2. Soit (a,h) € R?, n € N*. Posons C(a, h) Zcos a+ kh)

h) = "Z_: sin(a + kh).

Déterminer des expressions simples de C'(a, h) et de S(a, h) ; vérifier notam-

. (nh . h
ment que, lorsque sin ( ) £0, S(a,h) = st (?) * S (C;l-i- (n— 1)5) .
sin (5)

3. Démontrer la formule valable lorsque sin ( ) #0,
h
sin (a + (2n — 1)5)

w@

4. En déduire que si I'on note T(a,h) = stin(a + kh), alors, pour
k=0

1 [2” cos (a +(2n — 1)2) sin(a) — sin(a + nh)}

K sin (g) sin? (g)

2C(a,h) =

+ cos(a) — sin(a) cotan (g)

sm( )750 T(a,h) =

On appelle n et s deux entiers tels que n > 1 et 0 < s < 2n — 2. L'objet de
+oo 5dx
cette partie est de calculer I'intégrale I(n,s) = —_
p O

5. Vérifier existence de I(n,s).

6. Soit f(z) = %—1-1 Montrer que les péles de f sont définis par :
z
wi kwi
zk:exp<—+—>,—n<k<n—1.
2n n

7. On appelle Ay, le coefficient de dans la décomposition en éléments

zZ— Zk

n—1 -
A A
simples de f(z). Calculer Ay. Montrer que f(z) = ( E o4 7]“)

:Oz—zk Z—Zk
n—1
et que Z (Ak —i—Aik) =0.
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x
8. a. En déterminant la limite en +oo de x / f(t)dt, montrer que :
0

I(n,s) = %nz_:lsin ((Qk; +1)(s+ 1)%) [71- — (2k+ 1)%}
. B(n)

sin [p(n, s)]
On les précisera simplement en fonction de n et s.
Partie I1

On pose ici, n et s deux entiers tels que : n > 1et 0 < s<2n— 1.
S

b. En déduire que : I(n,s) = ou B(n) > 0 et ¢(n,s) €]0,7].

1. Montrer que la fonction x — est intégrable sur [0, +00[.

x2n+1 + 1
x*dx

z2nHl 11

2. Calculer I1(n,s) en utilisant la formule de 1.4. ainsi qu’un changement

de variable trés simple.

—+o0
On note I1(n, s) = /
0

3. Soit s et m deux entiers tels que m > 2 et 0 < s < m — 2.
S

Montrer que la fonction x + — 1 est intégrable sur [0,4o0c[. On note
x

™+ 1
valable quelle que soit la parité de m.

o sy
J(m,s) = / - Donner pour expression de J(m,s) une formule

4. a. Montrer que la fonction x
dz
r+1
b. Montrer que la fonction K est continue sur |1, +ool.

e est intégrable sur [0, +oo[ si

“+o0
A > 1. On note K()\) :/
0

™

c¢. Déduire des résultats précédents : VA € ]1, +oo[, K(\) = ——————
Asin (7/A)
Partie III

Soient (A, 1) € R2,A >0, =1 < p < XA — 1 et n un entier naturel non nul.
.‘:L'I'L

(.’E)‘ + 1)n

xhdx
On note M, (X, ) = / e,
10,400] (X +1)7

2. Calculer My (A, i) a laide des résultats de la partie II.
3. Montrer que la suite (M, (\, 1))

1. Montrer que la fonction x +— est intégrable sur |0, +00[.

converge et donner sa limite.
n>1

4. Former une relation de récurrence liant M,(\,u) et M,_1(\, 1), en
supposant n > 2. En déduire M,, (A, p) sous forme de produit.
nt1

5. Montrer que si 'on pose an (A, p1) = n"> My(X, ), la suite (an (X, 1)),
admet, une limite finie, strictement positive. On ne cherchera pas a calculer

explicitement cette limite. Quelle est la nature de la série Z M, (A p)?
n>1

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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Solution
Partie I
1. Comme Q(X) = (X — 29)

1(X) ot Q1(20) # 0, on sait d’apres le cours de
) O Q/(X) = Qu(X) + (X — 20)@4(X). Donc

premiere année, que Ag =

Q1(20
P(zo) .
Q' (%0

n—1
2. C(a,h) +iS(a,h) = z(a,h) = Y @t = ¢io
k=0

Q1(20) = Q'(20) et Ag =

\/

1— einh
1—eih

si h € 2nZ et

, , , 0
z(a,h) = ne' si h € 27Z. Comme 1 — ¢ = eis [ — 2isin (§>:|a on a, pour

. (nh
h & 277, z(a, h) = exp { ( +(n— 1);)]8111(%)
(1)
En écrivant que C(a, h) = Re (z(a, h)) et S(a, h) = Sm (2(a, h)), on a le résultat.
3. On suppose h & 27Z. Comme 2sin(p) cos(q) = sin(p + ¢) + sin(p — ¢), on a :

2C(a,h) = : 1h [Sin<a+(2n—1)g)—sin(a_g)]

2C(a,h) = . Eh {sin (a + (2n — 1)%) — sin(a) cos (g) + cos(a) sin (g)]

D’ou le résultat.

4. La fonction h — C(a, h) est dérivable sur R en tant que somme de fonctions
-1

dérivables. Donc T'(a, h) = a@i (a,h)- Donc T'(a, h) = nin=1) sin(a) si h € 27Z,

sinon on obtient le résultat apres quelques calculs faciles.
S

1+ 20
Comme s — 2n < —2 < —1, f est intégrable sur [1,+oo[ d’apres le critere
d’équivalence et I'intégrale de Riemann. Donc f € £1([0, +-oc[, R).

5. La fonction f: Ry — R,z — est continue sur R et f(z) — 572"

Tr—r+00

) k

6.2+ 1=0 > 2 =¢"" <= 2=z, =exp {i(;ﬁ-l)],k‘G [0,2n —1].
n n
Comme z = 29—, les poles de f sont les 2z, k € [-n,n — 1].

1 23 1
7. D’apres la question 1. A = — —E— = Z“ car 27" = —1.

2n zin71 2

n—1 n—1 —_
Or z_(;_1) = Zx, donc f(z Z Ax Z( Ar + Akf). (1)

Z—Zk Z — Zk zZ — Zk

Comme f(x) — z° et 5—2 < -2, hm xf( ) = 0. D’autre part,
T—r+00

r—+00
n—1

lim zf(z)= Z (Ak —l—E) d’apres (1). D’ou le résultat cf. unicité de la limite.

Tr—r+00
k=0

8. a. f étant intégrable sur [0, 4+o0[,I(n,s) = lim / f@)

m~>+oo

D’un résultat de premiere année, on déduit :
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T odt . ’
——— = | In|t — 2| +zarctan(

t — Re(zx)
o t— 2z Sm(z) )

Comme |t — zi| = |t — Zx| si t € R, Sm(zZ) = — Sm(zk) et Re(Zx) = Re(zx),

1):>/0Zf—

_ _ Tl et — g 1,
Comme |z| = 1, Re(zx) = cos [(21@ —i; 1)2n} et Sm(zx) = sin {(Qk + 1)2n}

[ =4+ iB(e) ot Alw) = Y- (A4 A e - 2] e

k=0
x — Re(zk)

Sm(zg)

Sm(zg)

Z (Ak +A_k) In |t — Zk| -+ 'L(Ak — A_k) arctan (M)} .

(Ar — Ag) arctan ( ) + arctan (Cotan(Qk + 1)2—>]

n—1

Comme Y (A + Ax) = 0, A(x) = Y (Ax + Ap) In|1 = =
k=0 . k=0 T z

= — < (2k+ 1)— < (2n — 1)2— <m= %m(zk) > 0. D’ou

— 0.

T—r+00

arctan —- D’autre part, comme —5 <I_ (2k+1)— <I

z—+00 2 2 2n 2

(
arctan [Cotan(Qk + I)Qn} = arctan [tan (5 — 2k + 1)%” = 5 — (2k + 1)2n

. iy v W W S e | :l ; ( L)’
Comme (A, — Ay) o™ (2 z" ) —sin 2k +1)(s+ 1) 5, ) ona le
résultat annoncé.

(2n — o T
b.I(n,s)= 52 I;)sm [ 2k+1)(s+1)2n} 52 kzzo k sin [(2k+1)(s+1)2n]
Avec les notations des questions 2. & 4. on a :
(2n—1)w ™ ™ ™
I =27 De—s(s+1)=)— =T — (s +1
(n;5) 2n2 S<(S+ )2n (s + )n) n2 <(8+ )2n (s + )n)

sin?(s + 1 il .
S((S—H) (5-{-1)2) (s + >2 1+ cos(sm) 14 (1)
2n
m ™ 1 2n(—1)5+1 1+ (~1)°
T (8+1)—7(S—‘r1)— = __ - +
( 2n n) 4 {sin ((s + 1)%) sin <(s +1) Qn)
-Ona B(n) > 0et ®(n,s) = (34_1)% €10, 7

T

G
2nsin (s-+ )3, )
nsin (s + )2n
car s +1€]0,2n — 1].

D’ou: I(n,s) =

Partie I1

S

1. La fonction g : = +— [T est continue sur Ry et g(x) 2T T

Comme s —2n — 1 < —2 < —1, g est intégrable sur [1,+o0o[ d’aprés le critére
d’équivalence et I'intégrale de Riemann. Donc g € £1([0, +oo[, R).

s—2n—1

2. Le changement de variable t = \/z étant une bijection de classe C! de ]0, +o0|

+oo t28+1 T
sur ]0, +oof, on a : I1(n,s) = 2/0 1 +t2(2n+1)dt -

w(s+1))'

(2n—|—1)sin( a1

sin ((s—}—l)%) - 2sin ((s—}—l)%)  2sin <(s—|—1)l>.

irigés

. o

T
x
3
>
o
=
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S

x
3. La fonction h : = ———— est continue sur R et h(z) —~— 2°7™. Comme
1+azm —

s—m < —2 < —1, h est intégrable sur [1, +oo[ d’apres le critere d’équivalence et
I'intégrale de Riemann. Donc h € £1(]0, +oo[, R).

i B 7T .
De 1.8. et I1.2. on déduit que J(m,s) = ' (7r(s T 1))
msin [ ——=
) m
4. a. La fonction : x — k(z, \) = T est continue sur Ry et k(z,A) —— A,

Comme —\ < —1, la fonction = — k(z,\) est intégrable sur [1,+oo[ d’apres le
critere d’équivalence et l'intégrale de Riemann. Donc la fonction = — k(x, \) est
intégrable sur [0, +oo.

b. k € C(]1,+00[x[0, +00[,R). Soit [a,b] C]1,+oocl.

Vz € [a,b] x [0,+00[,0 < k(\, z) < max (k(a,z),k(b,z)).

Donc : Vz € [a,b] x [0,4+00[,0 < k(\, x) < k(a,z) + k(b, z) = 0(x).

0 € LL([0,+00], [0, +00]) car K(a) et K(b) existent. Du corollaire du théoréme de
continuité des intégrales paramétrées sur un intervalle (ici [0, +00[), on déduit la
continuité de la fonction K sur |1, +o0l.

c. La fonction L :]1,400[— R\ — Lﬂ
Asin <X>

sur les opérations de fonctions continues. Les fonctions K et L sont continues sur
J1,400[ et égales sur QN |1, +o0o[. Comme Q est dense dans R, K = L sur |1, +o0.

Partie I11

est continue d’apres les théoremes

x”
(1+a22)"
Comme g —nA < p— A < —1, ¢, est intégrable sur [1,+oo[ d’apres le critére
d’équivalence et lmtegrale de Riemann. D’autre part, ¢, (z) —: " car A > 0.
Comme p > —1, la fonction 1, est intégrable sur ]0, 1]. Donc ,, € £! ( 10, o0, R).

1. La fonction vy, : & — est continue sur |0, +oo[et ¥, (r) —— xH~"A

Tr—r+00

2. Le changement de variable = t!*# est une bijection de classe C! de 10, +o0]
1 A
sur lui-méme. D’ott My (A, p) = K( ) _ m )
PR i (T

A
3. (¥n)n>1 est une suite de fonctions positives continues et intégrables sur ]0, +oo].

Elle est décroissante et converge simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction v nulle
sur ]0, +o00[. ¢ étant continue et intégrable sur |0, +oo[ et comme 0 < ¢, < ¥ on

déduit du théoréme de convergence dominée que M, (A, u) —+> 0.
—+o00

4. Intégrons par parties M, _1(\, u),n > 2.
pltw

Posons u(z) = Tetv(z) = - w et v sont de classe C! sur ]0, +ool.

1
(14 22)"-

1
U(J?)’U(ﬂf)$*>+oo (1 + u)x(TL—l)A—l—M

= Em(uv) =0car (n—D)A—1—p>=2A—p—1>0

An—1) [T zrzidx
Comme u(0)v(0) = 0, M,,—1 (A, p) = (1+ " ) /0 1+ x,\)n'
Mo=1ry,

T M, 1(>\ ,u) n()"ﬂ)}

1
—DA—pu-1
Donc : ¥n > 2, My, (A, p) = (n (n)— 1)f< Mp_1(A, p).

Mnfl ()‘7 /’L)
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1
Par récurrence, on a : ¥n > 2, M, (A, u) = il (1 _ ﬂ)
. (m(1+p)
Asin T)
5. Posons b,, = In(a,,) car a,, > 0 d’aprés II1.4. On a :

bn+1—bn=1n<MML:1)+l+T'uln<l+%) :ln(l—lr—;\u)—I-HTﬂln(l—l-%)-

1 2
Donc : by,11 — by, e O(ﬁ) car In(1+ h) o h+O(h?).

La série > (bp41 — bn) converge absolument sur R donc converge. Du critere
suite/série, on déduit la convergence de (b,,) vers £1 € R. Comme exp est continue
sur R, la suite (a,) converge vers £ = et > 0.

Georges Perec dirait : « Je me souviens de Raabe-Duhamel vu au chapitre 4 .

1
Mn(A\ 1) =2 ¢n~—"*. Comme 0 < % < 1, on déduit du critere d’équivalence

des séries a termes positifs et des résultats sur les séries de Riemann que la série
> My, (A, p) diverge. On retrouve cependant le résultat de III. 3.

e Formule des compléments

1
Soit A €]1,+o0[ et « = —- On suppose connu le résultat suivant qui a été

A

prouvé au travail dirigé précédent : K(\) = T

asin(a)
exp ( — :ct’\)
L+tA
—+oo
[0,400[ si, et seulement si, x € [0,+00[. On note F(z) = / gz, t)dt
0

pour x = 0.

1. Montrer que la fonction t — g(t,z) = est intégrable sur

2. a. Montrer que F est continue sur [0, +oo| et de classe C sur |0, 4+o0].
b. Déterminer la limite en +oo de F'.
3. Montrer que F est solution sur |0, +oo| d’une équation différentielle que
Ion précisera.
4. Du calcul de %(F(x)e_m) déduire la formule des compléments :
MNa)I'(1 — a)sin(ar) =7
Retrouver I' (%) .

Solution
LgeC®®LR) (1

Siz <0,ona:g(x,t) ﬁ) +o00o et t — g(x,t) nest pas intégrable sur [0, +oo].
—>+00
1

Six > 0, pour tout ¢ € [0, +00[, 0 < g(x,t) < T 1(t) (2)

01 € LLRy,Ry) car K()) existe. De plus ¢1(t) est indépendant de x. Donc F
existe et est continue sur [0, +o0o[ d’apres le théoréme de continuité des intégrales
dépendant d’un parametre sur un intervalle.

A

—zt?

0 0
2. a. De (1), on déduit que 99 existe et que —g(x,t) =— e

ox ox

14+ tA

irigés

T
x
3
>
0
=
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Soit a > 0. pour tout (z,t) € [a, +00[xRy, ]?(z,t)\ < e = oo(h). (3)
X
w2 € C(R1, R4 et pa(t) o o(t™?). Donc ¢y € LL(R,,R,).

Compte tenu de (1), (2), (3), les hypotheses d’un corollaire du théoreme de
dérivation sous le signe somme des intégrales dépendant d’un parametre sur un
intervalle sont vérifiées. Donc F' € C'(R%,R) et pour tout = > 0, on a :

+oo g Feo A A
F'(x) :/ —=(z,t)dt = f/ e " dt.

0 51’ 0 1 + t)‘
b. Soit (x,,) une suite d’éléments de ]0, +o00[ de limite +o0o. Posons 8,,(t) = g(zn, ).
La suite de fonctions continues (6,,) converge simplement sur [0,+oo[ vers la

fonction continue par morceaux I;y. D’apres (1), 0 < 0,(t) < @1(t) pour tER .
“+o0o
On déduit du théoréme de convergence dominée que F(x,) —— Iy =0.
n— oo
0

De la caractérisation séquentielle de l'existence d’une limite, on déduit que

F(z) —— 0.
Tr——400

+oo
3. Vz €]0, 40|, F(z) — F'(z) = / exp (— xt))dt.
0
Le changement de variable u = zt* étant une bijection de classe C! de 0, +o0|
+oo
sur |0, +o00[, on a : exp ( - .Z‘tA)dt = ax” °T(«). Par suite, F est solution sur

0
10, +00[ de Iéquation différentielle : y' —y = —al'(a)z .

4. d—(eﬂ”F(:z:)) = —al(a)z~%~". Donc, pour tout (z,y) € (R%)?, on peut
x
écrire : .
e PF(x)—e YF(y) = af(a)/ t~ e tdt (4)
D’apres 2.b), e VF(y) P 0. De la continuité de F en 0, on déduit que
y—+o0
T

rF F(0)=K(\) = .

(@) 1 FO) = KO = 1
y

Comme 0 < a < 1,T'(1 — ) existe et donc : / t~e~tdt — (1l -a).

T y——+oo

Par passage a la limite dans (4), on obtient la «formule des compléments» .

1
Avec a = 3’ on retrouve, puisque I' est a valeurs positives F(i) = /T
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e Développements asymptotiques de fonctions définies par une intégrale

Dans tout le probléme, on fixe un réel xq > 0 et les applications
étudiées sont définies sur [xg, +0o[ et & valeurs dans C.

On note C I'ensemble C([zo, +oc[,C) et B I'ensemble B([zo, +oc[,C) NC.

On dit que f € C a un développement asymptotique (en abrégé DAS) en
+oo lorsqu’il existe une suite (a,)nen € CY telle que, pour tout n € N,

_ Uy o)
f(x)z%—Jr a0+x+ +:E"+O "

On note alors f(x E anx” " méme si la série Y a,x”™ diverge.

On note A I’ensemble des fonctions de C admettant un DAS.

I. Opérations sur les DAS
Toutes les applications considérées ici, sont éléments de C.
1. Montrer que A C B et A # B.

2. Soit f € A. Montrer 'unicité des a,, tels que f(x Z anxr™ "

3. Donner un exemple d’application f qui ne s’annule pas sur [xg, +00[ et
qui admet un DAS a coefficients tous nuls.

1 1
4. Que dire du DAS de f lorsque t — f(;) se prolonge sur [Oy —] en une

zo
fonction de classe C>® 7?7

, 1
5. Soient f et g dans A. Etudier 'existence des DAS de f + g, fg- ?
6. Soit f € C'([x0,+00[,C) telle que f' € A : f'(x chx "
A quelle condition sur les c,, 'application f admet—e]le un DAS 7 Quels en
sont les coefficients ?

II. Etude de fonctions définies par une intégrale
On note Q = {(a, ) € C* x R| (Re(ar) > 0) ou (Re(er) =0 et 8> 0)}.
Soit (v, B) € Q. On note a = Re(a). On pose fz(z) = e**af |
_ ‘ Jﬁ ) ‘ a(t—x) t\?
Tow) = [ ottt et oty = Pt = [ et (2)

x), Jp-1(x), f3(x) et fa(zo).
On suppose dans 2. et 3. que a=Re(a) >0

1. Trouver une relation entre Jg

2. Montrer que Jg(z )m—>+ooaf5( T).

3. Montrer que Qg € Aet : Qa(x _+Z 1)...(5—n+1).

an+lmn

4. Montrer dans le cas ou Re(a) =0 on a : Qg( x) P a b

Soit & nouveau (a, ) un élément quelconque de Q. On pose gg(z) =

falz)

irigés

T
x
3
>
0
=




298 INTEGRATION SUR UN INTERVALLE

+oo
5. Montrer la fonction : © — Ig(x) = / gp(t)dt est définie sur [zq, 400l

x
Trouver une relation entre Ig(z), Ig+1(x) et gs(x).

Ig(x
6. On suppose ici a = Re(a) > 0 et I'on pose Pg(x) = ﬂE % Montrer que
gp\x
1
Ps(x) —+> —, puis montrer que l’application Pg est dans A et expliciter
Tr—+00
son DAS.

ITI. Une équation intégrale

On note A = {(z,t) € R?|xo < = < t}. Soit K une application continue
bornée de A dans C; on pose A = sup{|K(z,t)| | (z,t) € A}. Pour tout
g € B, on pose N(g) = sup{|g(t)] | ¢ > o}

1. Soit h € B. Montrer que la fonction t — K (x,t)h(t)t=2 est intégrable sur
+oo
[, +00[. On note Th(zx) = K (z,t)h(t)t2dt.
- N(h)
2. Montrer que pour tout h € B, T'(h) € B et : Vo > xo, |Th(z)]| < A ——-
x
3. Montrer que T : h — Th est linéaire continue de B dans B.

4. Montrer la convergence normale de (. T"h) sur [zq, +00].

n=0

o0
5. Montrer que Z T"h est 'unique g € B tel que g —Tg = h.
n=0

IV. DAS de la solution d’un probléeme du type précédent
u 283
Soit (a, 8) € Q. On pose pour (z,u) € A, L(z,u) = / g2olt—u) (E) dt.

u
xr
1. Montrer que L est continue sur A.
t\28
2. Montrer que (t,u) — >*~% (7) est bornée sur A.
u

3. Montrer que L est bornée sur A. (On pourra introduire Lo(u) = Lz, u)
et exprimer L & laide de la fonction Ly.)

oo L(x,u)
4. Soit n € N. Montrer que x / ;2 du admet un DAS si a > 0.
x un
Solution
Partie I

1. Si f € A, f(x) o 0 € C. Comme f € C, on peut conclure que f est
Tr—r+00

bornée. Donc A C B. Comme fy : [zg, +oo[— R,z > sin(z) est élément de B et
n’a pas de limite en +o00, on peut dire que : A # B.

2. L’unicité de la suite (a,) résulte de 'unicité de la limite :

n—1
_ : n _ —k
o= g (- S )

3. Si f(z) = e~ ®, alors pour tout n € N, 2" f(x) —— 0. Donc tous les

r—+00
coefficients du DAS sont nuls.
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) a [O, i] » d’apres le théoreme
To
(k)(o)

| =

4. Si g est le prolongement continu de ¢t — f (

n
de Taylor-Young, on a pour tout n € N, g(t) = Z th + o(t"). Dot f a
t—0
g™ (0)
n!
5.5i (f,9) € A%, f +g, fg sont éléments de C et si f ne s’annule pas sur [zg, +00]

un DAS dont les coefficients sont a,, =

? € C. On déduit alors des théoremes sur les développements limités que

o0
~ Z anx” " et g(x Z b,x~™ alors :
n= n=0

(oo}
frgedet (f+9)(x Zan+b ,

fge Aet (fg)(z ch "ol ¢y = Z apbyg ;

p+q=n
1 1 o~ m . 1
? € A si, et seulement si, ap = hmf # 0 et ? g dpx™™ ou dy = — et
ao
n=0
1 1
d, = ——(ando + ap_1di + - + aldn,l) sin > 1. (en utilisant f - f =1et
a

0
l'unicité des DAS.)

6. Supposons que [ € Aet f'(z chx ",

. f'(@) - R . .
Sico #0, i 1. Du théoreme d’intégration des relations d’équivalence on

¢

déduit que f(z) 25T Cox. Dot f & Bet of L1. f & A
G o F@) L

icg =0 et g s z—'ﬂ-/oo; u théoreme d’integration des relations
d’équivalence on déduit que f(z) —+ ci1ln(z). D’ou f € Bet c¢f. L1. f ¢ A.
Donc si f € A, alors ¢g = ¢; = 0.

= = = -n > 2.

Réciproquement, si ¢; = ¢ = 0, g, (x Z R~ et o(x™)etn =2

Comme = — z~" est intégrable sur [1,+o0] et posmve, pour n > 2, d’apres

le théoréme d’intégration des relations de comparaison, g, € L'([zg, +oc[,C),

teo oo dt oo 1
[ s, 5 o[ F)ie [ o, = ol

4 Cy c Y

Donc = { t)———-- - — —n] a une limite dans C lorsque y tend
/xg” r6-3 (n—1)tn1l, duey
vers +00. Donc il existe ag € C tel que ap = lim f(z) et f(z E anx "
T—r—+00

an= - sin > 1.

n

Partie I1

1. En intégrant par parties, les hypotheses du théoreme étant vérifiées, on a :

x Y >
aJg(z) =/ ae®ttPdt = [eattﬂ} - B/ etB—1 ¢
Zo ) o0

irigés
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Don : aoJg(z) + BJs-1(x) = fa(x) — f(xo).
2. En opérant comme en II.1. on a :

a/ attﬁdtfeax B — %o B B/ attﬁ 1dt

“tt5 = e?tP) et, par croissances comparées, e*t?~1 ——— 400 car
1% p
t——+oo t——+o0

a > 0. La fonction positive ¢ +— et n’est pas intégrable sur [xg, +-00[. On déduit
du théoreme d’intégration des relations de comparaison que :

x xr
1
/ ettPlar = o(/ e“ttﬂdt).Donc/ eMPdt — —evgh,
o r—~400 z0 o =400 g

1
De méme, en transformant 5 en 8 —1, on a : / Pl dt — Zeargfl
. r——+o0 a

x
t,8—1 _ :
Comme |Jg_1(z)| < /IO e™tP=1dt, donc Jz_ 4 () T o(e® ) ie

fo(@)

250 g

Jg—1(x) e o(fs(x)). On déduit alors de I'égalité de IL.1. que J3()
1B

3. La relation de IL.1. implique : Qg(z) = o —leg,l(m) + Coe ®z=F on
c, = 180

a
De méme, pour tout p € N, il existe C), € C tel que :
1 _B-p
Qp—p(r) =~ — Qp—p-1(x) + Cpe™ 72?7
Par une récurrence facile, on montre 'existence de C/, € C tel que

BRI A (L R ) B

ap‘f‘lxp

p=0
R,(x) = (,1)715(5 -1 an](:f —n+1)

1 1
—— = —z,—B =
Or Qp—n(®) .57 5 et e "z et O(m”>7 donc Qg a un DAS dont les
coefficients sont ceux qui ont été demandés.

4. On a a = Re(a) = 0. Etendons la définition de Jz et de fz au cas oit 8 < 0
On a alors : aJg(x) + BJs—1(z) = fa(x) — fa(zo). (1)

V> w0, |81 (2)] < / BtF1dt — 2f — b,

Zo

est une constante complexe.

Qp-n(@) + Cpe™a™".

(1) = Va = z9, a|Js(z)| < 2P erg + 28 — xg =22%. Donc Js(z) = O(2P)

Tr——+o0
En changeant § en (8 —1), on a Jz_;(x) = O(z?~1). Dot
Tr—r+00

Jg—1(x) = o(fs(x)) et on déduit de (1) que Jg(x)
Tr—
5. Par intégration par parties, on a :

a/a: 95 = —(95(y) — 5/ 9p+1 (2)

e Sia>0|gst) =t Pe o ( )- Comme g3 € C, g5 € L ([xg, +o0], C).

e SFoo o 18(2)-

e Sia=0,|gsi1(t)] =t P71 Comme B+ 1 > 1, la fonction gz est intégrable
Y 400

sur [xg + oof. D’ou e — e C.
[zo [ /1 S Rl SRR
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Y +o0
=y P
Comme |g5(y)| =y~ ———= 0, a/ 98 T 9s(@ ﬁ/ gs+1 €C.

- y——+o0
Donc Ig(z) existe pour tout = > xo.

Par passage & la limite dans (2) quand y tend vers +oo, pour (o, 3) € Q, on a :

alg(x) = gs(x) — Blata(x). 3)
+00 Foo
6. En intégrant par parties, a/ e Pdt = ey P B/ e~ =P 1t
e P71 = o(e *t~P) et, par croissances comparées, e “t™F = o(t7?)

t—+o0o t—+oo
car a > 0. La fonction positive t — e~?¢~7 est intégrable sur [zg, +oo[. On déduit
du théoreme d’intégration des relations de comparaison que :

+oo T +oo e—aT =0
/ e~ Ptqr = o(/ e_“tt_ﬁdt).Donc/ e~ B — = .
= r— 400 z0 = r—+00 a

+oo

1
De méme, en transformant S en 8—1,0n a : em A lqr — Zemamp—h-l
- :c—>+oo

+oo
Comme [Ig41(z)| < / e~ P71dt, donc Igi1(z) = o(e79zP) ie.

z T—+00

Igt1(x) et o(ga(x)). On déduit alors de (3) que Ig(x) ST QBT(I).
1B

Pour tout = > x¢, (3) = Ps(z) = o @Pﬂﬂ(m) car gg(z) = xgg+1(x).

Par récurrence, on a :

B nBB+1)---(B4+n—-2)

1
Pg(x):a—%—k---—k( 1) g1 + rp(z) ol
1)--- ~1
() = (- LB = D )
Or Pgip(z) = 1 + 0(1) donc Pg a un DAS et :

T—+4o00 (v
1 (—1)” _
~ — + El_ﬁ(lg+1)...(ﬁ+n_1)x

Partie 111
1. t = K(z,t)h(t)t2 est continue sur [xg, +ool et |K(x,t)h(t)t=2 < AN(h)t=2
pour tout ¢ > z¢. D’olt 'intégrabilité de t — K (z,t)h(t)t=2 sur [zg, +o00[.

teodt  AN(h) _ AN(h

2.V > a0, [Thia)| < ANG) [ = (h)  AN(h)

t x To
D’out Th est bornée. Montrons que Th € C.
Soit X[z, 4o0] la fonction caractéristique de [z, +oo].
Posons 0, : t — K (z,t)h(t)t2X |5 4oo((t)
Considérons une suite (y,,) de [zg, +00[ qui converge vers z. Soit 6,,(t) = 0, (¢).
0., € CM([zo, +o0[, C) et (6,,) converge simplement vers 6 sur [z, +00][.
Vt € [xo, +oo[,Vn € N, [0, ()] < AN (R)t™*X [y t00] = ¥(2).
Comme ¥ € L([xg, +0o[, R, ), on déduit du théoréme de convergence dominée,

que : 0, —— 0 ie. Th(y,) —— Th(x).
[zo, 400l "7 Jz,+oof e
De la caractérisation séquentielle de la continuité, on déduit que Th € C.

3. La linéarité de T' découle de celle de I'intégrale et la continuité de I'inégalité :

A
N(Th) < == N(h). Done T € LC(B) et | T]] < -
0

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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A™N(h)
nlzn
C’est fait pour n = 1. Si le résultat est prouvé pour n > 1, T" 1h(z) = T[T”h(x)]
Hoo T™h(t AN (h) o gy AN (h)
n+1 _ —
T+ ()| = ‘/ K(w,t)—, dt‘ < / e T
D’ou la conclusion par théoreme de récurrence.
A" N(h
Yn € N*, N(T™h) < (h) = 0n-

n
! xg

4. Par récurrence, on montre que : Vn € N* V& > g, [T"h(x)| <

A
by, est indépendant de z et (Y 5n)n>0 converge et a pour somme N (h) exp (—)
= ty)
Donc la série (3 T”h)n>0 converge normalement sur [z, +00].

5. La convergence normale implique la convergence uniforme de ( > T”h)n>0. Soit

g= Z T"h. Alors g € B. Comme T est continue, on a : T'g = Z T h = g—h.
n=0 n=0
Pour prouver I'unicité, il suffit de prouver l'injectivité de (I — T). Or si f € B
est telle que T'f = f, alors T"™f = f pour tout n > 1. Comme » T"f converge,
T"f —— 0. Donc f = 0.
n—oo

Partie IV

u u x
1. L(xz,u) = e‘za“u_w/ e2ot2Bt = =2y, =28 / eQO‘ttwdt—/ ezo‘ttwdt] .
x 0 0

L est continue d’apres les théoremes sur les opérations sur les fonctions continues
et ceux sur les primitives de fonctions continues.

2.0na: ’eza(t*“) <%>2ﬁ‘ = J‘f((i)) ol f(v) = e** v,

De la croissance de f, on déduit que pour (t,u) € A,zo <t <u= =+ < 1.

3. L(z,u) = Lo(u) — 20w (%)wLo(x).

28
La fonction (z,u) — €@~ “)<x> est bornée sur A. Or Lo(u) = Q2p(u), o
déduit de I1.3. et I1.4. que Ly est continue. D’ou L est bornée sur A.

4. En utilisant la décomposition de IV.3. on a :
400 +oo +o0o 2a(z—u
L(z,u) Lo(u) e2e(@=u) /gy 28
L ) du :/x ) du — LO(I)/I W(ﬂ) du.

teor L
/x ifjg) du = ®(x) — z(’)l( )P25+n+2( ) avec les notations précédentes au

changement pres de « en 2a.

Lo(z)  Qop(z)

xn+2 - xn+2

® est de classe C! et ®'(z) = —

®" a un DAS si a > 0, d’apres I1.3. Le terme en 73 assure que les deux premiers
x

coefficients du DAS de ®’ sont nuls, donc, d’aprés 1.6. @ a un DAS.

1
Comme Lo, Pygyni2 €t @ H —73 ont un DAS, il en est de méme de la fonction

Lo( ) oo L(z,u)

2 du.

—— Pagini2(z) et par suite, de la fonction z +— /



Séries entieres

Dans ce chapitre K désigne R ou C

I. Rayon de convergence

A. Définitions

1. Définition
Une série entiére a variable réelle ou complexe est une série de fonctions

Sup ot uy : K= K 2 a,2", a, € K. Une telle série est notée y_ a,z".
oo

En tout point ou elle converge, sa somme est : S : z — Z an2™.

n=0

2. Opérations

a. La somme des séries entieres »  a,z" et Y b, 2" est la série entiere Y (a,+b,)z".
b. Le produit de la série entiere Y a,z™ par A € K est la série entiere > Aa,,z".
c. Le produit des séries entieres Y a,z™ et > b, 2" est la série entiere > ¢, 2" ou

n
cn:E apbn—p = E apby.
k=0

ptq=n
d. Muni de ces lois, I’ensemble des séries entieres est une K-algebre commutative.

3. Rayon de convergence

3.1. Lemme d’Abel
Soit > a,z™ une série entiére. On suppose qu’il existe zg € C* tel que la
suite (anz{)n>0 soit bornée. Alors, pour tout z€C tel que |z| < |z, la
série numérique converge absolument (donc converge).

Démonstration

Soit MERi majorant les |a,z§|,n € N. Pour z € C tel que |z| < |z,
‘n n

|anz"| < |anzy < M‘z—‘ - Comme ‘Z—‘ < 1, la série géométrique E ‘Z—
0 0 0

ik
20
converge. D’out Y |a,2™| converge. O
Si > an,2™ une série entiere, on introduit les ensembles F;, 1 < i < 5 définis par :
Ey ={z€C|(anz™)n>0 est bornée }s Es = {z€C|ay,z" —— 0 }
n— o0

E; ={z€C]| > anz" converge}r By = {z€C| Y a,z™ converge absolument},
Es ={z€C]| > a,z" diverge}-
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Pour 0 < 7 < 4, les ensembles F; sont non vides puisqu’ils contiennent 0 ; on note

donc R; I'élément de R défini par R; = sup |z|. En convenant que Rs = +oc si
z€E;
Es est vide, on pose Rs = inf |z|.
z€ Es

Remarquons tout d’abord que E, C E3 C Fy C E; de telle sorte que

Ry < R3<Ry<R;.SiR;=0,ilvient Ry =R3 =Ry =Ry =0¢et R5 =0.

On suppose dans ce qui suit que Ry > 0. Soit alors r €0, Ry[. La suite (an,7™)n>0
est bornée et donc, d’apres le lemme d’Abel, pour tout z € C tel que |z| < r, la
série > a,z™ converge absolument de telle sorte que Ry > r. Ceci ayant lieu pour
tout r < Ry, on en déduit que Ry > Ry et finalement Ry = Ry = R3 = Rjy.
De plus la série > a,r™ convergeant absolument, r ¢ Es5 de sorte que r < Rs.
Ceci ayant lieu pour tout r < Ry, on conclut que 0 < R; < Rjs. Soit maintenant
p €0, Rs[; par définition de Es, le nombre p appartient & E4 et donc p < Ry. Ceci
étant valable pour tout p €[0, Rs[, on en déduit que Rs < R4 = Ry ce qui met fin
a la preuve de I'assertion annoncée. Finalement : Ry = Ry = R3 = Ry = Rs.

3.2. Théoreme et définition
Avec les notations précédentes, on appelle rayon de convergence de la série
entiére Y a,z" I'élément R €0, +o0] tel que R= Ry = Ry = R3 = R4 =Rs.

3.3. Définitions
Pour une série entiére Y a,z"™ de rayon de convergence R > 0, on appelle

disque ouvert (resp. intervalle ouvert) de convergence, {z € C||z| < R} (resp.
|- R,R[.

B. Détermination du rayon

1. Théoréme 1 (régle de d’Alembert)
Soit 3 a,z™ une série entiére telle qu’a partir d’un certain rang a, # 0. S’il

existe { € Ry U {+o0}, tel que ’M

n

— ¢, alors R = 1
n—-+oo K

.1 1
(avec la convention 0= +oo et T 0.)

Démonstration

Appliquons la regle de d’Alembert & la série & termes positifs > |a,2"| si z # 0.
an+1zn+1
l)z|.

Comme il existe N € N, tel que a,, #0sin > N, on a :

anz” ‘ n—o0

> lanz™| converge si f|z] < 1 et diverge si £|z| > 1. D’ou la conclusion par
application de (i) de 1.A.3.2.0

2. Théoreme 2
Si Y anz™ et > byz" sont deux séries entiéres de rayons de convergence
respectifs R, et Ry.

() (3N €NVn > N, Jan] < [bal) = (R > Ry).

(ii) (Ela €R,a, = O(nabn)) = (Ry > Ry).

— 00

(ii)) (30 € R,an 55,10 ) = (Ra = R).
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Démonstration

(i) IN € N,Vn > N,Vz € C, |apz"| < |bp2"|.

Si |z| < Rp, > by2z™ converge absolument, donc Y a,, 2" aussi; d’ou R, > Rp.

(i) (¢f. hypothese) 3A € Ry, ¥n € N, |a,| < An®|by,|.

Si|z| < Ry, il existe r €]|z|, Rp[. Donc > |b,|r™ converge ; d’ou (|b,,|r™) est bornée.

|anz"| < Alby|r"n a(|7|) = ap2" n%:mO(na<|74i‘>n>

n
Or n® M converge d’apres la regle de d’Alembert des séries a termes
g p g
”
2|

positifs, car 0 < — < 1, donc > a,2™ converge, d'out R, > Ry.
r

(iii) Application de (ii) car 3N € N,¥n > N, no‘|b | < lan| < gno‘\bn|.|:|

3. Exemples

a) Déterminer les rayons de convergence des séries entieres Y a,2"

(i) an = (”; 1)” C (i) ap = 2%"'(271)' (iii) an = (%ka)_

(iv) ay, est le nombre de diviseurs de n.  (v) a,, est la nieme décimale de 7.

(vi) an = COZ(:") ,(0,0) € R2.

b) Comparer les rayons de convergence R,, Ry, R. des séries entieres > a,z™,
> bpz™ et Y ¢, 2™ ou ¢, = anby,. Cas particulier ou a,, = by,.

Solution
a) (i) On a facilement a, —— e~™e" 2. Or la série géométrique S (e™1z)"
converge si et seulement si |z| < e, donc R = e ¢f. théoréme 1.B.2. de ce chapitre.
(ii) En utilisant le théoréme 1.B.1. ou la formule de Stirling et le théoreme 1.B.2.
de ce chapitre, on trouve R = 8.

(iii) Le théoréme 1.B.1. permet de conclure que R = 1. En effet a,, = S, !

—«a . SnJrl 1 . Lo
:Zk 7dn: Sn :1+m SlOl>1,SnmC(Oé)€R,SI
n

€ [0, ]S — > +00; enfin si o < 0, S, > —- Dans tous les cas, d,, —— 1-
ne

n—oo
(iv) 1 < a, <n;dou R =1 par application du théoréme 2. précédent, deux fois.
(v) 0 < a, <9; dot R > 1 par application du théoréme 2. précédent et R < 1
car »_ a, diverge grossiérement en tant que série d’entiers naturels non tous nuls
a partir d’'un certain rang.

(vi) Par une application double du théoréme 2. précédent, on obtient que R est le
rayon de convergence de Y cos(n#)z". Comme |cos(nd)| < 1, R > 1. D’autre part,
comme Y cos(nf) diverge grossierement, R < 1, d’ot R = 1.

cos(nf) ne tend pas vers 0 car sinon, puisque cos(2nf) = 2cos?(n#) — 1, on
aboutirait a une absurdité par passage a la limite.

b) Si0 < r < R, et 0<r < Ry les suites (a,r™) et (b,r'™) sont bornées, donc
(anT™bp1™) = (anbn(rr’)™) est bornée. Donc cf. .A.3.1. on a R, > rr’. Donc
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R. > RuRy. Si ap = by, la suite (a,r™) est bornée si et seulement si la suite
(a2r?") est bornée. Donc R, = R2.0

4. Opérations et rayon

4.1. Théoreme
Si Y anz™ et Y bpz™ sont deux séries entiéres de rayons de convergence
respectifs R, et Ry.

(i) Si R est le rayon de convergence de la série somme, R > min(R,, Ry).
Si Ry # Ry, R = min(Ra, Ry).

(ii) Si R’ est le rayon de convergence de la série produit, R' > min(R,, Rp).

(iii) Si p est le rayon de convergence de la série Y Aan, p = Ry si A # 0.

Démonstration

(i) Si |z| < min(Rq, Rp), Y (an + by)z™ converge absolument d’apres le théoreme
sur la somme de séries absolument convergentes. Donc R > min(R,, Rp).

Si R, < Ry, pour z tel que R, < |z| < Ry, > (an + b,)z™ diverge en tant que
somme d’une série convergente et d’une série divergente. Donc R = min(R,, Rp).

(ii) Raisonnement analogue en utilisant le théoreme sur le produit de séries
absolument convergentes. O

4.2. Remarques

a) Si R, = Ry, on peut avoir R > R,. Soit en effet, a,, = 1 et b, = —1, alors
R, = Ry =1 car |a,| = |by| =1 et > 2™ est de rayon 1, alors que R = +o0.

b) Cas particulier : si R, = Ry et si les séries sont disjointes, ie. pour tout
n € N,a,.b, =0, alors R = R,. C’est le cas si les séries > agp12%PT! et Y agpaz??
ont méme rayon de convergence.

Pour tout n €N, |a,| < |ap| + |bn| = |an + bn| = R, = R. D’ou R = R,.
4.3. Exemple

VEeNVzeC,|z|<1=

1 —~ (n+k n .
o (1) iR

n=0

Solution
Par récurrence sur k. Le résultat est bien connu si k = 0 ¢f. séries géométriques.

Soit k € N, supposons le résultat vrai a ’ordre k. De la définition de la série entiere
produit, et du théoréme précédent, on déduit que R > 1 et pour tout z € C, |z| < 1,

u_l)=(§°’f)(§f(*’<’)) ianznoﬁanzi(p;k).

n=0 p=0

Or Chl = prE+1Y _ (ptk sip>1;donc o, = ntk+1
P p p—1 n

par télescopage. D’ou le résultat par théoreme de récurrence. O
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II. Propriétés de la somme

A. Continuité

1. Théoréme 1
Une série entiére est normalement donc uniformément convergente sur tout

compact inclus dans le disque ouvert de convergence.

Démonstration

Soit r < R. Pour tout z tel que |z] < 7, |anz™| < |an|r™ = Ay .

An est indépendant de z et Y A, converge; donc > a,z™ converge normalement
sur le disque fermé de centre 0 et de rayon r, a fortiori sur tout compact inclus
dans Dpg. En effet, un compact de K est un fermé et borné de K il est contenu
dans un disque fermé de centre 0 et de rayon r.0O

2. Théoreme 2
La somme d’une série entiére de rayon R > 0 est continue sur le disque

ouvert de convergence.
Démonstration
Conséquence du théoreme de continuité des sommes des séries de fonctions. O

3. Remarques

a. Une série entiere de rayon R > 0 ne converge en général pas uniformément sur
son disque ouvert de convergence.

1
Soit par exemple > 2", ona R=1et S(z) = 1 sixze]—1,1].
-z
|x|n+1
Ve e]—1,1[]S(z) — Sp(x)| = —— = sup |S(z) — Sp(z)| = +o0.
1-x z€]—1,1]

b. Si > |a,|R"™ converge, la série entiere ) a,z" converge normalement sur le
disque fermé de centre 0 et de rayon R et sa somme y est continue. En effet, pour
z dans ce disque, |a,2"| < |an|R".

3. Théoréme d’Abel radial

. * .
Si >~ anx™ a pour rayon de convergence R€R’ et si ) a,R" converge,
o0

oo
alors E anxr" ——— a,R™.
z—R~
n=0 n=0

Démonstration non exigible. Un résultat plus général fait I’objet de I’exercice 22.
B. Intégration
Dans ce paragraphe a, € K et z € R.

1. Théoréme et définition
Soit Y an,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.

r o0 [e%) T %) xTLJrl
i) Vee]—R,R ( at”)dt: / antdt =S a, .
wel-mt (o= 5 [Caru- ol
n=0 n=0 n=0
l.n—i—l
(ii) La série entiére Z an? est dite déduite de Y a,x™ par intégration
n

terme a terme et a pour rayon de convergence R.
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Démonstration

(i) Conséquence de la convergence normale de la série de fonctions ¢ — a,t™ sur
[0,2] C]— R, R et du théoreme d’intégration des séries de fonctions continues sur
un segment.

a
(ii) Application du théoreme I1.B.2. avec b, = — n~la,.0

2. Remarque
wn+1

n+1
gence mais peuvent avoir des comportements différents aux bornes de cet intervalle.

n+1
Par exemple Z — dlverge alors que Z 7)2
n+

Les séries entieres E G, et Y a,z™ ont méme intervalle ouvert de conver-

converge si x = 1.
3. Exemples

oo -1 n+1
a. vz 6]—1,1[,ln(1+x):ZLx"; R=1.
n
n=1

-1
b. Vz €] —1,1[, arctan(z) = Z 2(n+)1 Intl. R=1.

n=0

11 suffit d’appliquer le théoréme précédent. Dans le cas a. Y (—1)"z™ est une série

géométrique de somme sur | — 1,1[ la fonction z —

n+1

Codt = " >
&dﬂVIE]—LH,MO+x%:/'——f: (=1) :E:

0 n=0 n=1
Dans le cas b), on trouve le résultat en partant de :

oo

1 E n,.2
Vo e]—l,l[am:nzo(—l) _’L‘”.
c. En déduire que f(z) = E 1 est définie si x €] — 1, 1], f(0) = 1,
n
n=0

*Larcan zlsize]— e L LtV
@) = = osctan el st o €] = 10[ et f() = 3 =In(T 202

C. Dérivabilité
Dans ce paragraphe a, € K et z € R

)gxqam

1. Définition
Soit Y an,x™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.

(i) Sa série dérivée premiére est ( E (n—i—l)anﬂx”) = ( E nanx"%)
n=0 n>1
(ii) Sa série dérivée p-ieme est :

(Z Wam—pxn)n)o - (Z n(n—1)...(n—p+ Ua"mn_p)n?p.

2. Théoréme 1
Si >~ apx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0, il en est de
méme de toutes ses séries dérivées.
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Démonstration

3 a,x™ se déduit de Y na,z" ! par intégration terme a terme. Il suffit d’appliquer
le théoreme 11.B.1.0

3. Théoréme 2
Si > anx™ est une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme
S, S est de classe C* sur | — R, R[ et pour tout p € N et tout x €] — R, R|,

o | . qr (n)
S®)(z) = Z Manﬂ)x" _ Z %(anx"). Donc a,, — S (0)
n=0

n! n!
n=0

Démonstration
Par récurrence a partir du théoreme précédent. O
4. Théoreme 3

Soient Y anx™ et Y byx™ deux séries entiéres de rayons de convergence
respectifs non nuls R, R'. Supposons 0 < R < R et

oo oo
Ve €] — R, R[,Z anx” = Z b,x™. Alors, pour tout n € N, a,, = b,,.
n=0 n=0

Démonstration

.- (n)
Vz E] 7R,R[,Z(an*bn)xn :f(x) =0= (v'TLGN,CLn*bn _ / (O)
n=0

n!

—0).0

III. Fonctions développables en série entiere

A. Définitions

1. Définition
f : K — K définie au voisinage de 0 est dite développable en série entiére en

0 — on dit f a un DSE en 0 — s’il existe une série entiére Y a, 2" de rayon
de convergence R # 0 et une boule ouverte V de centre 0 tel que :

VzeV, f(z) = Zanz”.
n=0

2. Définition
f : K — K définie au voisinage de zy est dite développable en série entiére

en zg si g:z > f(z0 + z) est développable en série entiére en 0.

Exemple

f:ze est développable en série entiere en 0 car, pour tout nombre

o0
complexe z tel que |z| < 1, f(z) = Zzn
n=0

3. Remarques

a) Compte tenu de la définition 2. on se limitera dans la suite de ce chapitre &
I’étude des fonctions développables en série entiere en 0.

b) L’ensemble des fonctions de K dans K développables en série entiére en 0 est
une sous-algebre de l'algebre des fonctions de K dans K définies au voisinage de 0.
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B. Séries de Taylor

1. Définition
Soit f : R — C de classe C* au voisinage de 0. On appelle série de Taylor

(o
de f en 0, la série entiére Z / ( )

De I1.C.3. on déduit :

2. Théoréme
Si f:R — C a un DSE en 0, elle est de classe C* au voisinage de 0, son
DSE est unique. C’est la série de Taylor de f en 0.

3. Exemple de fonction non développable en série entiere

1
Soit f : R — R définie par f(0) =0 et f(z) = exp(——z) si x # 0. Nous avons
x

montré dans le chapitre 6 que f € C®°(R,R) et f(™(0) = 0 pour n € N. La série
de Taylor de f en 0 est la série nulle, donc il n’existe aucun intervalle ouvert de

centre 0 ou f(x Z f 1’ puisque f ne s’annule qu’en 0.
4. Propriété

Si une fonction f a un DSE en 0, Y a,2", elle est paire (resp. impaire) si,
et seulement si, pour tout n € N,as,+1 = 0 (resp. ag, =0).

Démonstration

(o
Immédiate, compte tenu du fait que a, = / '( ) et que si par exemple f est
n!

paire, f**tDest impaire pour tout n € N.O

5. Théoréme (une condition nécessaire et suffisante)

f R — K de classe C* au voisinage de 0 est DSE en 0 si, et seulement si,
il existe o € R tel que :

Vre]—a,qf 7/$ uf“””(t)dt — 0.
0

n! n—o0

Démonstration

Si f est de classe C*° au voisinage de O Il existe o > 0 tel que

Vo €] — a,a[,Vn €N, f(x Zf /gC wf(nﬂ)(t)dt’
0

n!
d’apres le théoreme de Taylor-Laplace D’ou le résultat. O

C. Développements classiques

1. Fonction : t — (1 4 t)*

1.1. Théoréme
— (1+t)* est développable en série entiére en 0.

a—1)...(a=n+1)
n!

Vel L1+t =1+ & .

n=1
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Démonstration

Soit fo it = (1 +1)* fo € C®(] — 1,400, R).

Si o € N, il n’y a rien a prouver, c’est le binéme de Newton.

Sinon f, est 'unique solution sur | — 1, 1[ de I’équation différentielle (E) :

(1+t)y’ — ay =0 qui prend la valeur 1 en 0.
d
En effet : ¥t e ]~ 1,1[, (1 + )y —ay =0 < &(f_a.y)(t) —0.

Donc: 3C e R,Vt e |- 1,1[,y(t) = C.fu(t); y(0) =1 <= C =1.
Cherchons les solutions de (E) DSE en 0.

S'il existe g : t > Y _ant",t € ] = R,R[,R > 0, alors g € C*(] — R, R[,R) et
n=0

o0
= Z na,t" 1 et Z(nan —(a—n+ l)an_l)tnfl =0.

De I'unicité des coefﬁ(nentb du DSE, on déduit : Vn > 1,na, — (a—n+1)a,—1 = 0.
ala—1)...(a—n+1)
n!
cas, les a, sont tous non nuls puisque o € N et

Donc : Vn € N*,a,, =

ag et R =1 si ag # 0, car dans ce
Ap41

—— 1. Comme g(0) = ay,
n—oo

n

-1) — 1
= 1+ Z (a ( nt )t” est la seule solution de (E) sur | — 1,1]

DSE en O et prenant la valeur 1 en 0. Comme une équation différentielle linéaire
du premier ordre & coefficients fonctions continues sur un intervalle de R ou le
coefficient de ¢’ ne s’annule pas n’a qu’une solution qui prend une valeur donnée
en un point de cet intervalle, le résultat est prouvé. O

1.2. Application
Déterminons le DSE en 0 de la fonction arcsin

1.35...(2n—1
Vo €] —1,1[, (arcsin)/ () = (1 — 2?)"1/2 = 1+2246n))x2n-
n=1

Du théoreme d’intégration des séries entieres, on déduit :
o0

. (2n)! 2n—+1
Vo €] —1,1[,arcsin(x) = gt
T;J (2rn)2(2n + 1)
2. Fonction rationnelle

2.1. Théoréme
Toute fonction rationnelle f non nulle, n’admettant pas 0 pour péle a un
DSE en 0. La série entiére dont f est la somme a pour rayon de convergence
le plus petit module des péles dans C.

Démonstration

Soit f = g € K(X) fraction rationnelle irréductible dont les pdles distincts dans

. Qi
C* sont (Zj)léjék ou ‘Zl| § |2’2| g |Zk| F( +Z(Z )T )T>

jl'f‘l
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1
ou E € K[X] et oj, € C. DuDSE de z — a—ar vu précédemment, on déduit
—z
* 1 - n+ pP— 1 (_l)p n
que.VpGN,VzGC,|z|<|a|,(Z_a)pZ()( n P

Des théoremes sur les opérations sur les séries entieres, on déduit que le rayon de
convergence de la série entiere de somme S obtenue est R > |z1| = mmk(Ri). Si
1<i<

S5

R > |z1], la fonction S est continue en z; € Dpg, ce qui est absurde puisque |f| n’a
pas une limite finie en z;. Donc R < |z;| et par suite R = |z1]. O

2.2. Exemple

1+ «a
DSEen 0 de fo:x— arctan(l — tan <§)>,a €10, 7.
On a déja fo, eC¥(R\ {1}, R).

() = sin :i[ 1 1 ]:l{ e e ]
¢ 2 —2xcosa+1 2 2i L1 —zetr 1 —ge i

Veel-1,1[, f (Z eintl)a "—Ze*z (nt1)a ) = ix" sin(n+ 1)«
n=0

D’ou par théoreme d’mtegratlon des séries entleres

Ve e | —-1,1[ fa(z) = % +ZMI"-

n

1Y

T —ele g —eia

n=1

EXERCICES

1. Déterminer les rayons de convergence des séries entieres Y . a,z"

h 1 y
Gp = ¢ 2(71) ; b. a,, = arccos (1 — —2) c. ap = (1 +ne‘") +1 1,
sh”(n) n
d . ( n+1 ) s 1
.Gp =arcsin( ———=) —— e a,=—--—>
1+nv2/ 4 sin (nmy/3)

na(na+1)---(na+n—1)

a > 0.
n!

f.a, =
22
On montrera que : T — 5 < <In(l4+2z)<zsixz>=0.

2. Soit > a, une série divergente a termes strictement positifs. On note :

n = E ag. On suppose que a,, = o(S,,). Déterminer les rayons de convergence
n—oo
k=0

de > anz™et ) Sp2".

3. Soit (a,,) une suite & termes positifs. On suppose qu’il existe £ € R* tel que :
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2

. a . . , .
¢ = lim [n(in — 1)} Déterminer le rayon de convergence de la série
n—ro0 Gp—10p+1

entiere Y a,z". Que diresi £ =07

4. Déterminer le rayon de convergence et exprimer les sommes des séries entieres
suivantes a l'aide des fonctions usuelles :

g2l (=1)ra”
DI D N R

¢. Y (ch(n))z™, a3 m 22+

5. Former les développements en série entiere en 0 des fonctions définies par :

sin(dx) . .

a. f(z) = { sm((x)) si sin(z) # 0, b. f(z) =In (23 + 222 + 2z + 1).
5 sinon.

c. f@)=In(1+V1+ua). d. f(z) = cos(z) ch(z), z € C ou

cos(z) = %(ez + e7®) et ch(z) = cos(iz).

6. Former le développement en série entiére en 1 de la fonction arctan.

7. Soit (uy) une suite complexe bornée. Sy, Zuk

a. Déterminer les rayons de convergence de E " et E S x™?

b. On note u et S leurs sommes. Former une relatlon entre u/, S et S’.

c. Si la suite (S,) converge vers £, montrer que (e~ *S(x)) DR £. On prend
r—r+00

u, = (—1)". Calculer Jm (e7*S(z)).

oo 71

8. Montrer que pour tout z € Ri,/

o 1+1t* Z —l—nx

n=0

. = (1) (-1
En déd I 1 de : g t E
N dedulre les valeurs ae n:01 2 € 1+ "

n=0

1
2 (n+1)(n— 2)2n>n>3'

1 o)
, d
10. Etablir les égalités suivantes : a. / In(z?)In(1 — 2?) = z E
0

22
+oo 2 > 1 oo
d 1
b./ x E —37 c./ x %dx = g n~"
0 = 0 n=1

11. ¢ €]0,1[; up(x) = sin(a"x). Montrer que la somme S de la série de fonctions
> u, est de classe C*° sur R. Montrer que S est développable en série entiere en
0 et donner ce développement. Existence des limites de S en —oo et +o00.

Jr
9. Calculer la somme de la série (

—_ 12’
nzln(2n 1)

12. a. Existence et calcul de I, = / 2™ exp ( — t2)dt.
R

Exercices
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b. Existence et calcul de F'(z) = / exp ( — t?) cos (tz)dt pour tout z € C.
R

ch(tz)
ch(t)

tz + 6tz

13. a. Montrer que la fonction ¢t — est intégrable sur R pour tout

z € C*,|z|<1. On définit ch(tz) =

b. Montrer que dans ces conditions :

. ch(tz) = 22" +°°t27"
0 [ )dt‘QZ@n)/ am "

oo

h(t -
(tz)

Qk + 1
i =4 (2n+ 1)z
(i) [ S Z et Z "+
ot 7 est la fonction RY — R,z +— Z &
! * (2n + 1)
14. Soit B > 0 et S(z Z anx™ pour |z| < R. Alors S est développable en série

=0
entiére au voisinage de xg e] — R, RJ. Plus précisément, pour tout x €] — Ry, R1],

< g(n)
ona:S(x)= Z STW(x — )" avec Ry > R — |zo|-
n=0 )

15. a. Soit S(t) = Z LA Montrer que S € C(] — 1,1[,R).

x| (it
b. Montrer que : Vt €] — 1,1[, S(t) = Z ket
k=0
In(2)

c¢. En déduire que S(t )tﬁl 1—¢

— /1 1
16. a. Montrer que v = Z (7 —1In (1 + 7>) ol v est la constante d’Euler.
n

n
n=1

8

(D",

b. En déduire que : v = Z C(k).

17. a. Développement en série entiere de la fonction arcsin.
z 2
b. Du calcul de / arcsin (sin(t))dt de deux fagons, déduire que ((2) = %
0
18. Soit (H) I'équation différentielle : y” + a(x)y’ + S(z)y = 0. Montrer que
si o et B sont développables en série entiere sur | — R, R[ a valeurs complexes,

alors (H) a une unique solution y telle que y(0) = wup,4'(0) = wu; telle que

y(x) = Zunx" pour |z| < R.On pourra raisonner par analyse-synthése, noter
n=0
oo

o0
= Zanz", B(z) = anx” pour x €] — R, R[ et montrer que si pour
n=0

r €10, R[, il eziste C' = C(r) > 0 tel que pour tout n € N*, (n+1)(n+2)|an| < ——
rTL
et |b,| < Cr=", alors il existe M = M(r) > 0 tel que pour tout n, |u,| < Mr—".
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19. Soit a € R tel que —a € N. On note, pour z €] — 1,1[, F,, la fonction définie
3 _
par F, : x +— / (1 —2?sin?(t)) “dt.
0
a. Montrer qu’il existe une série entiere de somme S, dont on précisera le rayon
de convergence telle que : Vo €] — 1, 1], Fi,(z) = Sa(x).
b. Etude de la série entiere aux bornes de lintervalle de convergence.

On pourra utiliser la régle de Raabe-Duhamel vue en travail dirigé au chapitre 4.

20. Soit (ay,)nen une suite complexe telle que > |a,|? converge.

a

o0
a. Soit p € N*. Montrer que la fonction fy, : ¢t — Z est développable en

n=p

n—t
série entiere sur | — p,p[. Donner ce DSE.

b. Montrer que si f1(t) = 0, pour ¢t €] — 1, 1], alors a,, = 0 quel que soit n € N*.

n

1 o0

21. Soit u, = Y =3 una”.

oit u,, <n> Calculer S(z) Uy T
k=0 i n=0

n+ 2
On pourra montrer que Un41 = 1+

2(n+1) ™

22. Convergence radiale.

Soit > an,2™ une série entiere de rayon de convergence RER: Montrer que si
|z0] = R et si Y anzy converge alors la restriction de la série entiere au segment
[0, z9] converge uniformément sur ce segment.

Exercices
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SOLUTIONS DES EXERCICES

n

1. a. Comme sh(n) —— S et ch(n) — ¢ onaa

o —n
—00 9 n—oo 9 " n—oco 2e".

La série géométrique > e "z™ convergeant si, et seulement si, || < e, on déduit
de I.LB.2. que R =e.

b. sin(arccos(1—x) \/1— 1—22)2= \/235—1‘2/\/\/2:5 Donca, — v2n L.

n—oo
n

Z — étant de rayon de convergence 1 d’apres [.B.1, On a R =1 d’apres [.B.2.
n

n—oo

c. Soit b, = (n2+1)In(1+ne~"). Alors b, = (n?+1)(ne "+o(ne ") — n3e™".
n—oo
Comme b, —— O et a, = e’ — 1, on a a, — o bn. De 1.B.2. On déduit que
n— oo
dlanz™, Y bya™ et > e "x™ ont méme rayon de convergence R = e.

1 1
d. arcsin étant dérivable en —, avec arcsin’ (—) = /2 # 0, on déduit de la
V3 Vi 7

1
définition de la dérivabilité que : arcsin(z) — arcsin (—) — V2 ( )
q (z) 7)o 7
V2 —
n\f

e. Comme V3 ¢ Q, sin(nmv/3) # 0 si n € N*. Comme |sin(nmv/3)] < 1, on a
|an| > 1. Donc R > 1 d’apres 1.B.2. Cherchons & majorer |a,|.

Donc an o

- De I.B1. et .LB.2. un déduit que R = 1.

o : 1 Lo : 20 T
De la convexité et de 'imparité de sin on déduit : |sin(u)| > —|u| siu € [— 3’ 5} .
T

1 1
Pour tout n € N*, il existe p € N* tel que : p — 3 <nmV/3<p+ 3 (1)

™
Soit p ainsi choisi, on a [n7v/3 — pr| < 5

2
|sin(nrv/3)| = | sin(nwv/3 — pr)| > ;|mr\/§ — pr| = 2|nv/3 — p|. Donc

1 n3+p 1 1
ol < = < =(nV3+p) < nV3+= of. (1) et 3n2—p? € N*.
|G, | 2|n\/§_p| 2(377/2—]92) 2(nf+p) n\/>+4 Cf( )e nT—p°

Soit v, = nv3+ 1 Comme o, e nv/3, la série enticre > anx™ est de rayon de

convergence 1 d’apres I.LB.1. et I.B.2. D’ou R < 1 et finalement R = 1.

) enles )

a4

k + na n+1
L’application du théoréme de Taylor-Laplace & la fonction ¢ : ¢ — In(1 4 ¢) sur

[0, 2] si x > 0 donne : @(z) = ¢(0) + z¢’(0) —l—/o (x —t)p" (t)dt.

VT = O, ln(]. l’) €T / ( )2d

n—1
f. Comme a, > 0 pourn > 1, In (G"H) = Zln (1+
k=0

27
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T —t T 2
Comme 0 < / M dt < / (z —t)dt = T, I'indication est prouvée.
0 (1 + t)2 0 2

—

n—

Donc, pour toutn > 1, u,,—

M

e
. a
( k+n )Sunouun=§k+naet

k=0
n—1 a 2 a2
Un = Z ( ) - Comme 0< v, < n(—) »on a v, —— 0 par encadrement.
k= k+na na n—00

721?( R /w aln

sommes de Riemann, car ¢ : t —

) d’apres le théoreme sur les

est continue sur [0,1]. On déduit, par

n—1

1
encadrement que : Z In (1 + a ) aln (a + )
— k+4+na/ n—oo a
D’ott In (%:1) — (a+1)In(a+1) —aln(a) et R = (a_:lm d’apres 1.B.1.
2. Pour tout n € N, a,, > 0. Donc S,, > 0.
an =S, — Sn_1 = (S)DoncS —= Sn-1 et Rg =1 d’apres 1.B.1.
a, = 0(Sp) = Rq > Rs =1 d’apres I.B.Q. Mais, comme la série 3 a,, diverge,

n—oo

R, <1 d’apres .LA.3.1. D'ou R, = Rg = 1.

2 I
3. 81040 1 . (%)
Gp—10n+1 nTeon
Ap+1 bnfl

-1 — L. Comme In(z) ~—z — 1,

Posons b,, = b oo gy et

- Alors (%) <~

an
¢
(*x) <= In(bp—1) — In(by,) . D'ott In(b,) —~- —¢In(n) d’apres le théoreme
de sommation des relations de comparaison.
Si £ > 0, alors In(by,) — % donc by, — 0et R = +o0.

n—oo

Si £ < 0, alors In(by,) 0+, donc b, —— +ooet R =0.

n— oo
a2
e Si ¢/ = 0, supposons que : —+—— — 1 = » on montre comme
n— 1an+1 nln(n)
précédemment que In(b,) —- — kl - La série (de Bertrand) a termes
n(

1
positifs Z pyy ) diverge. Donc ln(bn) o oot R = 4o0.

2

a -1
Supposons que : —*— —1 — ———; alors b, — +oo et R =0.
bp d An—10n11 n—o0 nln(n)7 " oo
2
a 1
Supposons enfin, que a, = o™ ot a > 0, alors —>— —1=0et R= —-
Gn—10n+1 «

En conclusion, si £ = 0, on ne peut rien conclure en général.

e $2.

n—oo

4. a. Soit u, = (=1)"nz** pour n > 1. Si & # 0,u, # 0 et ‘M
Unp,

Du théoréme de d’Alembert sur les séries réelles, on déduit que Y u, converge si
0 < 2% <1, diverge si 22 > 1. D’'ot R = 1.

Solutions
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1
Pour |t| < 1 Z 1)"t" = ——- Donc, d’apres le théoreme de dérivation des
T+t
- ~1
séries entieres, on a : nzl(— Tl = TEE si |t] < 1. Dot :
_ 2n+1 .
Vo el —1,1[> (-1)" xz = AR

n=0

(="
(2n+1)(2n + 3)

1 n
entiere Z ) 2™ a pour rayon de convergence 1, on a, pour z € | — 1, 1[\{0},

b. Soit a, = - De 1.B.1. on déduit que R = 1. Comme la série

2n+1
R N G D e Gl DA r+1 1

S@)=3 ;Zn—i—lx _nz: n+s" 5[51( )+52(0)] = 2z W5,
_ = (71)n+1 n __ S ( ) m—1 __ 51(1})*1

Cars?(m)*nz:% m+3 *;2m+1x -T2

D L. arctan (,/z) .

Z 1 t“" = arctan(t) pour |¢| < 1, donc Sy (z) = — si x €]0,1].

n=0

iﬂt" In(14+¢t)etIn(l—¢) = il si |t] < 1, donc :

— n —n ’ '

SN TR B 1 1+v-z\ .
;::07162 +1_,1n(m> etSl(x)—%/jxln(l_\/jx) sixze]—1,0[

1
Comme S(0) = 3 ona S(x) pour tout x €] — 1,1].

" 1
C. an o %- D’ott R = — (c¢f. raisonnement de V’exercice 1.a.)
n oo e
1 n 1 1 1
I 5] (MO FH
re e e g 211 —ex + 1-2
11 1 —xzch(1)
Donc : V e}—f,f[vs = :
one v e e (z) 1 —2xch(1) + 22
4nn)?
d. Posons a,, = o et u, = a,z?"T1. Appliquons, pour = # 0, la regle de
(2n+1)!
d’Alembert a la série réelle Y u,. ‘U"H ’ = 2n z? z2, et la série réelle

> |un| converge si 0 < 2% < 1 et diverge si 22 > 1, et la série entiere donnée a
pour rayon de convergence R = 1 et pour somme S. ¢f. définition de R.

De Pégalité vraie pour tout n € N, (2n + 3)an+1 — 2(n + 1)a, = 0 on déduit :
vee]—-1,1[, 2(211 +3)an 122" — Z(?n +2)a,z?" 2 = 0.

n=0 n=0
d d
Or Z(Qn + 3)an 22" = . ( Z an+1x2”+3) = (S(a?) — aox)
n>=0 n>0
et 2(271 + 2)anz?" 2 = 2? Z(?n + Dayz®™ + Z an®" % = 225" (2) + xS ().
n=0 n>=0 n=0

Donc : Vo €] — 1,1], (1 — 22)S’(z) — 2S(x) = 1.
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S est la solution sur | — 1,1[ de I’équation différentielle linéaire du premier ordre
(1—2%)y —ay =1 (x) qui prend la valeur 0 en 0. cf. théoréeme du cours de
premiere année et que nous reverrons dans le chapitre 12.

Va:e]—l,l[,(*) <= %( 1—x2_y(x)):1%x2.

Donc (x) = INE€R,Vz € | — 1,1],y(x) = (1 — 22)~/?(arcsin(z) + N).
Comme S(0) = 0, pour tout = €] — 1,1[, S(x) = (1 — 2?)~/? arcsin(z).

. - - -
sin(5x edir _ effnw 1— elOzw Y Y . . . .

5. a. - ( ) _ i i _ - e diz _ e 4zw(1+e2zaz+e4m+eﬁzm+681x)
sin(z) el — e 1— e?i

1—¢° .
1_qq =14+g+¢+¢ +q*sige C\{1}.
Donc, pour tout z € R\ 7Z, f(z) = 1+ 2cos(2z) + 2COS(4:L’) Cette égalité est

n22n+1 1 22n
5.4 Z ( + )an.

car

encore valable si z € 7Z. D'ou : Vz € R, f(x

b. 23+ 222 +2r + 1= (z + 1)(2? + 2 + 1) > 0 si, et seulement si, = E] — 1,400
1 1—a3
Vo e]—1,+00], f(z) =In (w)

(1-2)
14+ (1Pt 1
Donc, pour tout z €] —1,1], Zanx ouagp—%—fsinL
p p
L+ (=1)P (T
= et - T sipeN
a3p+1 3p+ 1 €l azp+2 3p+2 S1p

1 _1
2\/11—|—7m 1—}—\;73: 2% [17( +2) 2]‘

1

1.3- 2 -1
Comme, pour tout z €] — 1,1[, (1+z) 2 = —|—Z Sy " )( 1)z,

c. feCH(]—1,+oo[,R) et f'(z) =

.- (2n—1
:Z 5 _Hn' )( D™z pour x €] — 1,1, et
nTin!

f(z) =1n(2) + Z % (—=1)" 2" pour x €] — 1, 1[.
n=1 :

d.Vz € C, f(2) = i[e(lﬂ)z + =97 4 (71402 e_(1+i)z} = Z % 2" ou

n=0
dan, =(1+0)"+ (1 =) "+ (=1+0)"+ (-1 —i)" =2Re (1 +i)" + (-1 —i)").
dan, =2(1+ (-1)") Re (1 +4)") =2(1 + (-1)") (v2)" cos(%)-

N 2
D’ou Q4q = ( 1) 291 et A4q+1 = Q4q4+2 = 4943 = 0.

1 1 1 1
: *(R,R) et f'(z) = = - '
6. f € C¥(R,R) et f'(x) 1+ 22 Qi[x—i x—Hl
1 1 1
P =1+h. () = - '
osons +h.On a f'(z) 21‘{1+h—z' 1+h+i}

1 1+ 1 o (Layntl 1+
I+h—i 2 '{1+(1 )h]zz( 2 ) (=1)"h bl‘Th‘<1'

Solutions
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(1 —H’)”H _ (1 —i>"+1 (—1)"hn.

Donc si |h| < V2, f'(z) = —1_ E
i
0

2 £ 2 2
r= S | () - £ gin e v

Si |z —1] < V2, f(a) = = — Z%(l—m)n.

4 n=1 n \/i)n
1

7. a. (u,) étant bornée Un O( ) La série entiere Z —x a pour rayon

n! n—oo n!
de convergence +oo d’apres 1.B.2. En effet, si a,, = —| et b, = — alors

n! n!

an, = O(by) = Ry > Ry et ici, Ry = +0o.
(up) étant bornée, S, = O(n). Donc — = O<7> Par un raison-

. - S
nement analogue au précédent, on montre que la série entiere Z —T " a pour
n!
rayon de convergence +o<.
b. D’apres les théoremes du cours, on a u et S de classe C* sur R et pour tout
o0 o0
U S,
xeR U (z) = — g S(2) = L
)= 3 e S = 30
Comme u, =5, —Sp—1sin>1,ona:u(x)=25(x)— S(x).

c. Soit € > 0. Prenons ng € N tel que si n > ng alors |S, — ¢| < g
no oo
Vm€R+,|S(a:)—£e“|<’ZTﬂc + Z YR (1)
n=0 n=ng+1
o0 oo oo
[Sn—4| ,, € 1, e " e,
vez0 ) matsg 2 gptsgd =g @
n=no+1 n=ngo+1 n=0
G (Sn B E)
ng étant fixé, la fonction P : z — Z — " est polynomiale. Par croissances
n
n=0
4 — T
comparées, P(x) T o(e”).
Dong, il existe A > 0 tel que pour tout z > A, |P(z)| < ; e’ (3)

On déduit de (1), (2) et (3) que : Ve € R, JA € RE Vo > A, |S(x) — le®| < ee”.
Donc, pour tout © > A, |S(x)e™™ — ¢| < €. Autrement dit, S( Je T —— L.

Tr— 400
St uy, = (—1)", alors S, = 1 et Sa,11 = 0. Donc (S,,) diverge et cependant,
— 2P 1 1
= =ch [1 —Q’C} =
S@) ;)(Qp)! chi@) = S@e™ =31 +e ™ 552 3

Remarque : voir le travail dirigé intitulé « Comportement au bord »

8. Si x > 0, la fonction f : x —

— est continue sur [0, 1]. Pour tout ¢ € [0, 1],

1+4¢
ft) = Z(fl)”tm. La suite (f,,) de fonctions continues sur [0, 1], donc intégrables
n=0
sur [0, 1] définies par f,,(t) Z VEtk® converge simplement vers f sur [0, 1.

k=0
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1 71)n+1tz(n+1) 1 4 bz
t 1 n(t)] = ‘

La fonction ¢ — 1 étant intégrable sur [0, 1] et positive, on déduit du théoreme de

‘ X X

de convergence dominée que / f= lim fa(t)dt
0 n—oo

1 n 1 N n (
Comme/O fn(t)dt:Z/(,l)ktk dt = ZH—kz son a: /f Zl—s—kx

= (—1)k 1 00 1 1
Z( ) :/ 2: :/ dt3:7ln(2>+i
ST +2k Jo 1+t 116 3 9
a l’aide d’une calculette.
1 1 1 1 n
9. (n+1)(n—2) = §<n —5 n T 1)- Comme la série entiere Z % converge
1/ ¢
-1,1 1V 0,1 = = dt.
o re [,n 3” /Zg a:/o 1—t
o~ 2" 3 g2 In(1 —
S (ST a( ))
n:3n+1 3 2 T
nz::?)nx—Z z::%——l‘ In(l —2x). Si f Zanx,alors:
Lra? @ N 4 7
- L2 - }.Dw )=t L
f(-T) 3{3+2+ +( m)n( x) ou f 5 o - n()

In(2?).In(1 — 2?)

10. a. Soit f(z) = 3

si x €]0,1].

x?(n—l)

xT

vz €]0,1], an ou fn(z)=— In(x?) si z €]0,1].

Les fonctions f,, sont contmues sur ]0, 1] et & valeurs positives. Elles sont intégrables
sur ]0,1] car fo(z) = o(z"2) et fo(x) — 0 si n > 1 par croissances
z—0t z—01

2
n(2n — 1)2
terme général d’une série convergente par comparaison a une série de Riemann.
Du théoreme d’intégration des séries de fonctions positives et intégrables sur un

comparées. Par intégration par parties, on trouve que / fn =
0

intervalle on déduit que, puisque Z/ fn converge, on a f € £L1(]0,1],R,); et
0

0 .1 1
dans ce cas Z/ fn= / f. D’ou le résultat.
n=0"0 0

2
b. Posons f(x) =

- 1 si z > 0. On peut écrire, puisque 0 < e™% < 1,
T —

flx) = 1 sz ~(+D2 Les fonctions f, définies sur ]0,+oo| par
— e T

fo(z) = 22e~(rtD2 Sont continues sur ]0,4o0[, & valeurs positives. Comme

+oo
r'3) = / t?e"'dt = 2, par le changement de variable affine t = (n + 1)z
0

Solutions
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+o0
ona:I'(3)=(n+ 1)3/ fn- Donc f, € £1(]0,+00[) et 'on conclut comme &
0
I’exercice a.

c. f:]0,1] — R définie par f(z) =z~* = exp(—zIn(z)) siz #0et par 1siz =0
est continue sur [0,1]. Donc f est intégrable sur le segment [0, 1] Comme exp est

développable en série entiere sur R, on peut écrire : Vo € [0, 1], Z Unp (T
n>1
ol la suite de fonctions (u,) est définie par ug(z) = 1 pour tout z € [0,1] et tout
| n
n =1 uy(z) = w si x €]0,1] et u,(0) = 0.
n!

La fonction ¢ : [0,1] — R définie par p(z) = —xIn(z) si 2 # 0 et ©(0) = 0 est
continue sur le segment [0, 1] de R. Donc : 3M € Ry, Vz € [0, 1], |¢(z)| < M.

M
D’ou : Vn € N,Vz € [0, 1], |un(2)| < -

n!

La série Y u, converge normalement sur [0, 1], a fortiori uniformément sur [0, 1].
Du théoreme d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment de R,

1 o0 1
1 n
on déduit que : I = / = E —J, ou J, = / " ( —In(x)) dz.
0 n=0 n! 0 ( ( )

Le changement de variable t = —In(x) étant une bijection de classe C! de ]0,1]
sur [0,+o0[, on a : J, = e~ FD4 gt Par le changement de variable affine
'n+1) n!

u = (n+ 1)t, on obtient J,, = ( + 1) (n+ 1)”*1.

D’oﬁ;I:Z(anH Zn

n=0

k
11. Pour tout n € N, u,, € C*(R,R) et pour k > 1, u%k)(x) = a"* sin (a”x—i— ?ﬂ-)
Pour tout (k,z) € N* x R, [ul) (z)] < (a¥)" et |un(2)| < a™|z|.

k
Donc Y u, convergence simplement sur R et pour tout k > 1,Zu$l) converge
normalement a fortiori uniformément sur R. D’apres un corollaire du théoreme de

dérivation des séries de fonctions, S est de classe C* sur R et S*) = Z u;’“)

Du développement en série entiere de la fonction sin on déduit :
71(2k+1)x2k+1 (_1)k

Ve € R, S(x Zankouwnk TR

n=0 k=0
Pour tout n > 0, la série (3 |wy, k|)k>0 converge et a pour somme v, = sh(a"|z|).

n— oo
(wp, k) est sommable et d’apres le théoréme d’interversion des sommations, on a :
© > i © k.2k+1 o0 k.2k+1
=3 S v =3 () G = S
P s —\= (2k +1)! — (1-a )(2k + 1)!
Ceci étant vrai pour tout x réel, S est développable en série entiere sur R.

La série (Y vn), ., converge car v, —— a"|z| et a €]0,1[. Donc la suite double

Notons que S(z) — S(ax) = sin(z). Si la fonction S avait une limite en oo la
fonction sinus en aurait une : absurde.
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12. a. f:t > t™exp(—t?) est continue sur [0, +oo| et f(t) Wi (t_z) donc

elle est intégrable sur R. Par une intégration par parties facﬂe on a en posant

1 2 -1
u(t) = —§e_t2 et v(t) = t?"~! la relation : ¥n > 1,1, = n2 L.
2
D’ott par récurrence : Vn € N, I,, = 52:)'\/77, car Iy = ( ) N
—1)"(t2)*" _p
b.Vt € R,Vz € C, F(t) = exp(—t?) cos(tz) gun ol uy,(t) = (()275)!Z)et

‘ |2n | |2n

z
Pour tout n € N,u,, € L'(R,C) et /R\un(tﬂdt = (Qn)!In = Sonp] /7. Donc
2
la série Z/ |un| converge et a pour somme +/7.exp (‘4|

d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit que F E LY(R,C),

) D’un théoréme

/ /;oun t)dt = ;/un t)dt = (()) I—\F;) 22;‘%

Donc : F:ﬁ.exp(—z—)-
R 4

t
?) est élément de C(R, C).

h
13. a. La fonction f définie sur R par f(t) = Cch(t)

ch(ltz[)  ch(]tz]) —t(1— 1
< etz (7)
[f(®)] < (D) t (D) ST € oo ol car |z] < 1 et par
croissances comparées. Comme [ est paire elle intégrable sur R et / f=2 f.
R R,
(tz)Qn

b. Vt € R, f(t) an oufnll) = Gy

(tlz)>"  (tz)Pre 0(&)
(2n)!ch(t) t=Fo  2(2n)!  totoo  \#2
Les fonctions f, sont intégrables sur R et
/ |fnl = |zl2n/ £ dt <2 2> / t2etdt = 2|2*" car T'(2n+1) = (2n)!
(2n)! Jr, ch(t) (2n)! Jr,

¢
et ch(t) > % pour tout t € R. Comme |z| < 1,2/ | frn| converge. D’un
R

fn €CR,C) et |fn(t)] =

+
théoreme d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle, on déduit que :
2n 2n
z t
f= / fn= / dt: d’ot (i).
/R+ 2 Jo " L Gy, @

ch(tz)  2ch(tz)e
ch(t) — 14e 2 Zgn

gn sont définies par g, (t) = (—1)" ch(tz)e= "+ sit € [0 +oo[ Les fonctions gy,
sont continues sur Ry et a valeurs dans C.

1
Yt >0, |gn(t)] < ch(|z|t)e” Gt < = 5 e~ (@ntl=lzt
— -2 9 A 1
Comme |z| < 1, on a donc gy (t) e o(t72). D'on g,, € L} (R4, C).

Montrons (ii). Si ¢ €10, 400l ) ou les fonctions

Solutions



324 SERIES ENTIERES

1—(=1)" —2nt
Soit Sp( ng h(tz Z e~ (2k+1) % ch(tz)e .

Pour n > 1 etﬁ 0,e~ 2t < e_t. Donc IS, (t)] < |ch(tz)le™t = g(t).
Comme A la question a. on montre que g € £ (R R ). La suite (S,,) convergeant
simplement vers f sur ]0,+oo[, on déduit du théoréme de convergence dominée

que:/ f= lim S":Z/ gn.Notonan:/ gn- On a :
R, n— oo Ry o) Ry

g, = (*1)"/ (e~ @1t 4 o= Craleaty gy — (*1)”[ 1 n 1 }

2 R, 2 n+l—-2z 2n+1+z2
D’ou : / i 2k+12kf2
k 2n
(2/4(—21- 1—;—212 2 2k1_|_1 ' 1_( 1z )2 :nz::O (2kj1)2”"r1 car ’2kj—1‘ <l
2k + 1
DODC/f_4ZZunk0uunk m

k=0n=0
Pour tout n > 1, la série (Z |tn k) k>0 CONVErge par comparaison a une série de
oo
2"

Riemann et sa somme est v,, = Z W < J2"¢(2n + 1) < |2]"¢(2).

Comme |z| < 1, la série Y vy, converge. On déduit du théoreme de convergence
des séries doubles, que (Zun k>n>1 k>0 converge absolument et que :

/f—42uk0+422unk—4n +4Zn2n+1 f4Z772n+1

n=1k=0 n=1

14. Comme |zg| < R m = iqila zd7P. Soit x réel et tel que
. 0 p( q 0

| | _
p! = (g —p)!

S (o)
Tr— x| < R — |xo|. Montrons que ( =X p) converge.
| ol |0l que (Y ol (z — o) 20 g
q!(z — xo)Paqgzg "

Montrons que la série double définie par u,, = sig>pet

plq —p)!
Up,q = 0 si ¢ < p est absolument convergente.

: q - ‘o
Sig=p,|upgl = <p) lag||z — xo|P|zo]?P. Pour tout ¢ € N, la série (Z ‘quQDp)o
q
converge et a pour somme v, = Z (q) |ag||z—z0|"|20|T™ = |ag|(|z—0|+|20]) .
p=0
vg = |aglr? ou r = |x — xo| + |ro| €]0,R[. Donc la série > v, converge car
R est le rayon de convergence de la série entiere Y a,z™. D’apreés le théoréme
d’interversion des sommations des séries doubles, > u, , est absolument conver-

(e o) o (e e) e 9]
gente et Z Z Up g = Z Z Up,g-

p=0¢=0 q Op 0

) SP)(20) et

g Q'aqxo "~ (@)
Comme ZZUP’Q = Z ol Z - Z )
q=p

p=0¢=0 p=0
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co o co Qg (e’ q 0o
D) IS 3 S S (z) (o= ol el =3 ag (e — 0+ 20)".
q=0  p=

q=0 p=0 q=0 p=0 0 q=0

Donc : Z Z Up g = Z aqz? = . D’ou le résultat.

q=0p=0

n

1+¢n
Soit a €]0,1[. Pour tout ¢ € [—a,a], [L+¢"| > |1 —[¢|*| =1 —[¢|* > 1 — a. Donc,

15. a. Les fonctions u, définies par wu,(t) = sont continues sur | — 1,1].

pour tout t € [—a,al, |u,(t)] < 1a7 = A,. Comme \,, est indépendant de ¢ et
—a

comme Y A, est une série géométrique convergente, > u, converge normalement
a fortiori uniformément sur tout compact inclus dans | — 1, 1[. D’apres le théoréme
de continuité des sommes des séries de fonctions, S € C(] —1,1[,R).

b. Si |t] < 1,S(t Z Zunk ot Uy, j = (—1)kgnk+1),

n=1 k=0
P 11 i
our tout n > 1 la série (> |up, k')k>0 converge et a pour somme v,, = - \t|”
Comme v, —— [t[", la série & termes réels positifs )b, converge. D’apres le

théoreme de Fub1n1 pour les séries doubles, (X:Umk)n>1 k>0 ©st absolument

1 k:tk+1
convergente et S(t Z Z Up | = Z ()W (cf. séries géométriques).

k=0n= 1 k=0
( 1)ktk+1
c. vt € [0,1[,(1—)S }:& oufilt) = T
(—1)’“

Pour k € N, f,(
our k €N, fi(t) = 77

Pour t fixé dans [0, 1[, la série > fi(¢) est une série alternée qui converge avec le
théoreme spécial. En effet, | fi(¢)| P~ 0 car > fr(t) converge; | fr+1(t)| < |fx(t)]
— 00

car : 0 < t<1:>0<1+t+--~+tk<1+t+~-~+tk+t’“+1ett"'+2gt’““.

1
Donc : ‘ Z fr(t ‘ |fn(t)] < —— ] sit € [0, 1] puisque 14+t+- - -+t" > (n+1)t"+L.

Donc la suite de fonctions ( E fk> converge uniformément vers la fonction
neN

nulle sur [0, 1] de. la série de fonctlons > fn converge uniformément sur [0, 1.
L’application du théoreme de la double limite donne :

(1—1)S(t

n
1
16. a. v = nangoyn ol vy, = Z 7= In(n +1).
k=1

Comme Z (In(k) —In(k +1))) = —In(n + 1) par télescopage des termes, on a :
k=1

Yn = Z [% —1In (1 + %)} D’ou le résultat.

Solutions
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b. Pour tout z €] —1,1],1n Z (1)
k=1
. i ceabli : o~ (D!
Ce résultat a été établi dans ce chapitre pour z €] — 1,1 et In(2) = Z —

k=1
a déja été vu a au moins deux reprises dans ce cours. D’une part dans le chapitre

4, d’autre part dans la remarque qui suit le théoréeme d’intégration des séries de
fonctions de signe quelconque dans le chapitre précédent. Il sera encore établi dans

le travail dirigé qui suit et qui s’intitule :« Comportement au bord.» Donc pour
o0

tout n > 17——1 ( %)ZZ(;;X
k=2

ot N (-1)*
Diou : vy = Zzunk O Uy = =

n=1 k=2

1 1
Pour tout n > 2, (Y |unkl), -, converge et a pour somme v, = —1In (1 - —) -—
> n/ n

1
s Lo .
Comme vy, —— oz’ la série (Z fun)n>2 converge. D’apres le théoreme de Fubini

pour les séries doubles7 (Z un,k)n>2 k>0 €t absolument convergente et :
ey

D DI 3p pres

n= 2k 2 k=2n=2
(CDF X Ly XD
ZZU”’“ Z . (an) Z ’ (¢(k) — 1) D’ou le résultat.
k=2n=2 k=2 n=2 k=2

17. a. Pour tout = € ]—1, 1], arcsin(z 22" Qapres 111.C.2.

Z_: 2"n' 2n + 1)
(2n)! 1
(27nl)2(2n + 1) "> 2032 /7
Donc la série de fonctions > a,x converge normalement sur [—1, 1]. Sa somme
est continue sur [—1, 1] d’apres le théoréme de continuité des sommes des séries de

de ce chapitre. D’apres la formule de Stirling, a,, =

2n+1

fonctions continues. D’ou : Vx € [—1, 1], arcsin(z) = Z anpz® Tt

b.Site [07 g}vt = arcsin sm Z Un () ol uy(t) = an(sin(t))%’ﬂ,

7r
Comme, pour tout ¢t € [07 5} 2 |un (¢ )| < ap, la série de fonctions continues Y u,

T . ™ 1. P
converge normalement a fortiori uniformément sur [O, 5} » on déduit du théoreme

d’intégration des séries de fonctions Continues sur un segment que :

™

/Ofarcsin(sin(t))dt: /0 tdt = Z / D2 ().

2"n!
En tant qu’intégrale de Wallis, / st"H(t)dt = (771)
0 (2n +1)!
2 o0 o0 1
D — = - .
onc : n;o o E 1) - Or ¢(2 n:2 720 Gn 1)
3 2 w2
one 44( )= Terc@) =T
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18. Supposons qu’il existe y solution de (H) telle que y(0) = ug et y'(0) = uy.

oo

Posons y(z) = E upx" pour |z| < R. D’aprés un théoréme sur les séries entieres,

n=0
y €C*(]-R,R[,C),y(z) = > (n+D)up1z" ety (x) = > (n+1)(n+2)up 422"
n=0 n=0

y'(2) + al@)y (@) + Blx)y(z) = Y Ana" ot
n=0

n n
An = (n+2)(n+ Dupy2 + Z(n =P+ Dun—pt1a, + Z Un—pbp
p=0 p=0
De 'unicité des coefficients du développement en série entiere de la fonction nulle,
on déduit que A,, = 0 pour tout n € N.

Soit r €]0, R[. Comme > (n+ 1)(n + 2)a,z" ! et Y. b,z" convergent absolument

C
pour z = r, il existe C' = C(r) > 0 tel que Vn € N* (n + 1)(n + 2)|a,| < i et
|b,| < Cr~™. Comme A, = 0 pour tout neN, ona:

(n—p+1)|up—pt1]
Vn e N, (n+ 1)(n+2)|upss| < pz:% PRSP +Z|un p|7

Supposons qu'il existe M (r) > 0 tel que, pour k € [0, n+1], |uk| < M(r)r=*. Alors

CM(r) [i (n—p+1)
(

(n+1)(n+2)[unsa| < +(n+1)} < 2CM(r)(n+1)r~

ol DeT)
1 1 1
car = =1- <1
pZO p+2) ;((p—i—l) p—|—2) n+2
2CM (r)yr—m 2C
Donc |tp42| < C(n% sera inférieur ou égal & M (r)r—"=2 si oS ce

qui est vrai si n > ng(r) (= E[2Cr?] par exemple).
On suppose dans ’hypothése de récurrence que M (r) est choisi tel que, pour tout
k € [0,n0(r) + 1], |ux| < M(r)r=* et 'on a, par théoréme de récurrence :

Vn e N, |u,| < M(r)r~
D’ou le résultat, ce qui constitue un théoreme d’existence globale de solutions de
Péquation différentielle (H).

19. a. Soit z fixé dans | — 1,1[. Pour tout w €] — 1,1[, (1 4+ u)~“ Z)\u ol

(—a)(—a+1)---(—a—n+1)
n!

M=1let ), = " sin > 1.

Pour tout t € {ng} +|2®sin®(t)| < 2® < 1. Donc (1 — 2? sinz(t))_a = Z fn(t) ot

2n

falt) = )\n(—xQ sin2(t))n. Donc | f,,(t)| < 22|\, | = xn—' la(a+1) - (a+n—1).
A a2n+2 ’ )
Comme — WP — T e [0,1].

D’apres la regle de d’Alembert pour les séries réelles, la série > [\, |22 converge.

, . - . , 77
Donc la série Y f,, converge normalement a fortiori uniformément sur [0,— |- Du

Solutions
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théoreme d’ intégration des séries de fonctions continues sur un segment, on déduit

que Z/ fa(t)dt = Z An(— "12n ou Iy, est 'intégrale de Wallis
o [? (2n)! =
I, —/0 sin?"(t)dt = @l 2
2n)!
Pour tout x €] — 1, 1], F,(z) = Sa(z) = Zanxzn ol a, = (1)")\71(2(7112)2 g si
an$2n

z?. D’apres la régle de d’Alembert

>leta0:g-8ix#0,

an_1x2(n—1)
2n

n—oo
pour les séries réelles, la série > a, %" converge si #2 < 1 et diverge si 22 > 1.
Donc la série entiere Y a,,z?" est de rayon de convergence égal a 1.
b. Etude de la série entiere en 1 et -1. Si n > \oz —1|. On a a,, de signe constant.
a 2n+la+n ; -«

ntl + 1 ) ( )

an 2n+214n n—oo

(x) D’apres la regle de

(xx)

: 1 s
o Sia< > la série Y a,, converge absolument. Donc Y a,z™ converge en 1 et -1.

K

—
nz—¢«

Raabe-Duhamel, il existe K > 0 tel que a, ——

e Sia > 2’ la série 3 |a,| diverge grossierement d’apres (xx). Donc > a,z"”

diverge en 1 et -1.

3
o Sl <a< 2’ la série Y |ay,| diverge mais ay, — 0. D’apres (%), (Jan|) décroit
sin est assez grand. Donc 3 a,2™ converge -1 et dlverge en 1.
2 2 | 1
20. a. Pour (z,y) € R?, 2|zy| < 22 + y%. Dol : 2‘ ‘ lan|® + el
n—
. 2%
Donc la série (Z ) converge quel que soit p > lett €] —p,p[.
n—t/n>p
a Ay > ¢k
P Let |t = Yy
ourn > 1let|t| <n p— nznk
k=0
a,tk
Dong, sit €] —p,p|, f, ZZunk ol Uy = ET
n=p k=0
e Pour tout n > p, (Z |u”7k|)k>0 converge et a pour somme v,, = |an||t|-
= n —
. (Zvn)n>p converge et a pour somme fy(|¢]).
Du théoreme de Fubini on déduit que la série double (Zun7k)n2p,k20 est abso-

o0

o0
lument convergente et que f,(t) = Z (Z Zﬂ)tk site]—p,pl
k=0 n=p
b. Si les a,, sont non tous nuls, soit N = min{n | a, # 0}. On a fx(¢) = f1(t) si

€] —1,1[. Si f1 est nulle sur | —1,1[ on a (k)(()) = 0 pour tout k (cf. série de
Taylor). D’ou fy = 0. Donc, pour t €| —N, N[,0 = an +fN+1( ) est impossible
puisque fy41 est de classe C*° sur | — N — 1, N + 1[

21. Montrons d’abord I'indication de 1’énoncé.
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n

El(n+1—k)!
(20 + 2up1 =20 +2) +2 ——
k=0
n+1— B G E(n+1—k)!
=(2n+2) +Z +I;) — :

El(n — k)!
:(2n+2)+ZT(n+1fk+k+l)»
k=0
=2n+2) + (n + 2)u,
Comme 'application [O» {gﬂ — N,k — Z) est croissante, on a, pour tout
n—2

1 1 = 1 2 2
+ <2y 2y Hn=d)

+ X :
n n = (" n  n(n-—1)
1 n—1 k
Par encadrement, u,, — 2. D’aprées .LB.2. ona: R=1.

n—oo

De:VneN, 2(n+ Dupyr =2(n+1) + (n+ 2)uy,

n=2 2<u, <2+

on déduit : Vo €]-1,1[, 2) " (n+1)up12" =2 (n+1)2" =Y (n+2)upa™ = 0.

n=0 n=0 n=0

2
S est la solution sur | — 1,1[ de I’équation différentielle linéaire du premier ordre
2
2-2)y —2y= = (%) qui prend la valeur 1 en 0.
d 2(2 —x)? 1 2
= 2 —z)? = =2 1|
(0 (@ -2) 22 “la=ep 1=zt
2(2 -
Donc : 3C € R,Vz €] — 1,1[,(2 — 2)?S(x) = 2In(1 — x) + % +C.
-

In(1 — z)? 2

Comme 5(0) =1, 5) = =+ G-oe=a

oo
22. Posons, pour tout n€N, R, = > a2z, (R,), converge vers 0.
k=n
vt €[0,1] si (n,p) €N? on a, en effectuant une transformation d’Abel :
n+p n+4p n+p
Sooapthzlb = Y tH(Rp — Riy1) = "Ry + Y, (tF —tF YR, — PR,
k=n k=n k=n+1

< IRl + (1= 0)( sup [Rel) 3 ¢+ puis
k=n

oo
d’ot, quand p — oo, | > apthzb
k=n k>n+1

o
art?zF| < 2sup |Ry|, ce qui prouve la convergence uniforme annoncée.
0 )
— k>n

Solutions
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TRAVAUX DIRIGES

e Théoréme de Bernstein

On suppose que f est de classe C*>* sur | — 1, 1], a valeurs réelles avec :
Y(n,z) eNx]—1,1[, f®(x) > 0.
f(2) + f(=a) f(@) = f(-a)
2

2
1. Montrer que, pour tout n € N, g®® > 0 sur [0, 1[. En déduire qu’il en va

de méme pour g(™.

2. On fixeneN.

a. Si o, : x — x 7t [g(x) - Z

k=0

On considere g : x — et h:z—

(2k) (0
g(2k§' ) x%}, montrer que @, est

croissante et positive sur |0, 1].
b. Si z €[0,1] et a €], 1], en déduire la double inégalité :

n g(2k) o 2t
0<gl)=) g(%g?) a?* < (5)2 gt
k=0

c. En déduire que, sur] — 1,1, g est somme de sa série de Taylor en 0 :

> (k)
Vee]—1,1], g(:v)zngfo)xk.
k=0 ’

3. a. Si|z| <1 et neN, montrer : |h®™ (z)| < g™ ().
b. En déduire, pour tout n€N et tout x €] —1,1] :

L () L 4C9(0)
h(z) — 2k+1‘ < _ 2%
‘ (z) k1) " 9(@) =) k) "
c. Montrer alors le théoréme de Bernstein : si pour (n,z) eNx ] —1,1],
f@)(z) > 0 alors f est somme de sa série de Taylor en 0 sur | — 1,1[.
4. Montrer que tan est développable en série entiére sur ] — g ) g [

Solution
Notons que g et h sont respectivement paire et impaire, donc pour tout n €N,
g™ et h(»*+1) ont méme parité que n. D’otl, pour n € N, g>»+1(0) = h(2™)(0) = 0.
(2n) (2n)(_
1. ¥(n,5) €N x [0,1], g2 () = L@+ (=)

Si n est impair on a g™’ > 0 sur [0, 1] donc g™ croit avec g(™ (0) = 0.
En résumé : Vn €N, g™ > 0 sur [0, 1].

= 0.
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2. a. La formule de Taylor-Laplace donne, sur ]0,1],

1 1
on(z) = W/o (1 —u)?"g® ) (uz) du > 0 d’apres 1.
Pour tout u dans [0,1], z — g®"* (uz) croit donc ¢,, croit.
b.Le cas x =0 est clair. Si0 <z < a <1 on a p,(x) < p,(a) don

" g2k (0 7\ 2n+1 " g2k (0
gl@) =Y g(%g! )2 < (5) [g(a) - ]; 710

" g(2k) 2n+1
0<g(x) — Z g(0) 2% < g(a) x (2) car les g(?*)(0)a?* sont positifs.

2k] d’ou

n+1
c. Soit z €] —1,1[, g(z) = g(|x\) Choisissons a dans ]|:17| 1[ (a) — 0.

n—oo

> (2k)(( < (R0
Donc g(|z|) = Z g(%g' ) |z|?* et, par parité : Vo €] —1,1[, g(z) = Z gk—'()xk
k=0 ) k=0

3. a. Si (n,z) ENx ] —1,1[, comme f(>") est & valeurs dans R,
(2n) () — F(2n)(— (2n) (2n) (_
K2 (2)] = )f (z) 2f (=2)| o fOV (@) + fCV(-2)

<
donc || < g™ sur ] —1,1]
b. Si (n,z) € Nx ] — 1, 1], utilisons Taylor-Laplace :

n h(2k+1)(0) |x|2”+2
1) = [160) - o T g = gy [ e ]
=0

| |2n+2
2n +1)!
(

|2 t2 ot ntl (2n+2)
m/ (1 —u)™" g (uz) du
n 'Jo

1
puis I(z) < / (1 — w2+ R0+ (1) | du de.

I(z) <

. g(Qk) (0) 2k ’
qui vaut, par Taylor-Laplace, g(z) — Z Wx ,d
k=0 )
®) (0 0
c.Size]—-1,1], g(z) = Zg (© )ac donc h(z) =
k=0 ! k=0
par encadrement, d’apres b.

Comme f =g+hsur|—1,1[, f est somme de sa série de Taylor en 0 sur | — 1,1].

ou l'inégalité.

4. Soit ¢ : x > tan (7r_2w>, © est C* impaire sur | — 1, 1[.

Si f = ¢', pour montrer que (Vn eN, f@ >0sur]—1, 1[) il suffit de montrer

que, pour tout n €N, ¢ > 0 sur [0, 1[. Par récurrence :
e v >0sur0,1]

e Si (Vk €fo,n], f* > 0 sur [0,1[) alors ") = ()M = g(l + %)™
dott o) = g [1(") + kZ:O (Z) w(k)np("_k)] d’apres la formule de Leibniz, d’ou

@+t > 0 sur [0,1] et la fin de la récurrence.

Par suite f, et donc ¢, sont développables en série entiére sur | — 1,1[, par
T
conséquent tan est développable en série entiere sur } —5'3 {

irigés

. o

T
x
3
>
o
=




332 SERIES ENTIERES

e Comportement aux bornes de l’intervalle de convergence

1. a. Si ) a,x™ est une série entiére réelle de rayon de convergence R € R
telle que > a,R™ converge avec le théoréme spécial des séries alternées,
montrer que la série entiére Y a,x™ converge uniformément sur [0, R]. En
déduire la continuité de sa somme sur | — R, R].

o0 _1 n
b. Montrer que : Vx € [—1,1], arctan(z) = Z (=1) gL,

— 2n+1
= n—lxn 5N = (_1)n—1
et queVmE]—l,l],ln(1+x):Z(—l) - dou:ln(2):ZT-
n=1 n=1

2. Soit Y anz™ et > b,x™ deux séries entiéres réelles de rayon de conver-
gence R = +00, de sommes respectives f et g telles que : Vn € N* b, > 0.

a. Montrer que : a, = O(by) = f(z) = O(g(z)). En déduire un
n—oo

Tr——+00
résultat analogue si I’on remplace O par o.

b. Montrer que an = Abp = f(x) 5 Ag(x),A € R™.
> Lo

n
c. Montrer que f,(z) = Z — " S rtet sia €L
n!

Tr— 400
n=1
3. Soient > anx™ et Y by,a™ deux séries entiéres réelles telles que, pour tout
oo
n € N*, b, > 0, Z by, = +o0 et Y b,a™ de rayon de convergence 1. Soient

n=0
f et g les sommes respectives des séries entiéres sur [0, 1].

a. Montrer que l}{ng = 400.

b. Montrer que : a,, = O(b,) = f(x) = O(g(z)). En déduire un
n— o0 rx—1—

résultat analogue si I'on remplace O par o.

c. Montrer que : a, —- b, = f(z) T~ Ag(x ) A e R

4. a. Si (a,,) converge vers £ € R*, que dire de Z an "
n=0

aln)

b. Si o € R% , montrer I'existence de : lim ( 1—2x)

HM8

r—1—
In(1 — x)
Mont E In( e
c. Montrer que : f(x n(n ey -
Prouver que : f(z)(1 — x) —|— In(1 — x) —
z—1-

k!
d. Montrer que : Z nFan v W

1 1
e. Montrer que : / \/ — t2 ) 1 5 In (m)

/ ™
f. Montrer que : Z\fzal 12




Travaux dirigés 333

Solution

1. a. Par hypothese (|a,|R™) décroit donc pour tout n € N, |a,4+1|R < |a,|. Dol
Vo € [0, R], |ant1]z < |apnt1|R < |an|. La suite (|a,|2z™) décroit si x € [0, R]. Or
elle converge vers 0 car la série D a,z™ converge, donc la série Y a,z™ converge

avec le théoreme spécial des séries alternées. Donc :
o0

Vr € [O,R],‘ Z akxk‘ <Nanp12™ < a1 |[R™ = g

k=n+1
ay, est indépendant de x et >« converge, donc lim(a,,) = 0. Donc Y ana”
converge uniformément sur [0, R]. Du théoréme de continuité des sommes de séries
de fonctions, on déduit la continuité de sa somme sur [0, R]; or elle est continue
sur | — R, R[, d’apres le cours, d’ou le résultat.

b. Dans le premier cas particulier R = 1 et a, R*"*! = —a,,(—R)?>"™! = a,,, d’'on
une application facile du résultat de a. Le second est immédiat.

2. a. Comme a,, = O(b,) et b, >0sin > 1, on peut écrire :
n—oo

IM eR:, AN e N,Vn e Nyn > N = |a,| < Mb,. (1)

Soit N ainsi fixé. Pour tout z € R, comme b,, > 0,

N o] N
|f(z)] < ’Zanx"‘vLM > bnxné‘zanx”
n=0 n=0

+ My(z) = [P(z)| + Mg(x).

n=N+1
N étant fixé, P est une fonction polynéme ; donc P(x) = o(g(z)) car
Tr—r—+00
Vn > 1,b, > 0= VxR, g(x) = byy12V 1) et on sait que P(x) i o(xNF1h),
r—+00

Donc : 3 29 > 0,Vz > o, |P(z)| < Mg(z).
Donc : dzg € R, Vo € [zg, +-00[, | f(z)] < 2Mg(x).
Si a, = o(by), le remplacement de M par un € > 0 quelconque donne la

conclusion.

b. a, — Ab, < a, — Ab, = o0(b,). On déduit de a. :
n—00 n—-+oo

f(z) —Ag(xz) = ofg(x)) ie. le résultat.

r—+o0

c. folx) = €" =1 -+ e et fi(x) = we® donnent l'idée de raisonner par

récurrence. Pour ce, il suffit de vérifier que foi1(z) TTeo fa(z), ce qui se déduit
TL(?’L _ 1)a ) a+1
deb)avecaozalzo,an:—'s1n>2etb0:0,bn: '
n! n!
3. a. La fonction g est croissante sur [0, 1[ car les b,, sont tous positifs. S’il existe

e R tel que £ = 111{1 g, alors g(z) < £ pour tout x € [0, 1].
r—1-

sin>1.

n
Donc, pour tout (n,z) € N x [0, 1[,Zbkxk < g(z) < /. Par passage a la limite
k=0

n
dans les inégalités, n fixé et z tendant vers 1, on a : s, = Zbk < /4. La suite
k=0

croissante (s,,) est majorée donc convergente ; ce qui contredit E bp, = +00.
n=>0

b.a, = O(b,)= R, >1o0u R, est le rayon de convergence de > a,z"
n—oo

irigés
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Comme a, = O(b,) et by, > 0sin > 1, on peut écrire
n—oo

IM eRi,IN e N,Vne Nyn > N = |a,| < Mb

Soit N ainsi fixé. Pour tout = € [0, 1], comme b,, > 0,

N
‘Zan ‘—FM Z bpa" Z\an\+Mg(x):B+Mg(oc).
n=0

n=N-+1
B étant fixé, comme limg = +00, B = o(g(x)). Donc
=

Tz—1-
Jc€]0,1[,Vz €]l —¢,1[, B < Mg(x).
D’oti: 3M € RY,3c €]0,1[,Vz €]l — ¢, 1, | f(x)| < 2Mg(x).
Si a, = ofb,), le remplacement de M par un € > 0 quelconque donne la
conclusq;no.o
c. Méme raisonnement qu’en 2. b)

4. Applications de 3.

aan—>€750:>an — ¢. Dans ce cas b, = 1,9(z) = 1 .
- —x

N P n L

Toutes les hypotheses de 3.c. sont vérifiées et g an®

z—1" 1_,$.
n=0

- 1)... —1
boVre]-LIL(1-2) =1+ " oha, = XD la¥n=1),

n!

n=1
1—
n 1 2"% Du travail dirigé du chapitre 4 (régle de Raabe-Duhamel), on
Ap—1 n
déduit Pexistence de K € R} tel que a5 Kn®" L

Si I'on pose b, = n®~ !, Iapplication de 3.c) donne f(x) Hl_ Kg(z);

d’olt %(w)ﬁK‘l >0avec f(z) =(1—z) %et g(x Zn x".

c¢. Comme In(n) —— Z — et comme les hypotheses de 3.c) sont vérifiées,

il

- S nm 1 In(1 —
> S 3 (30 )" - U0 DSE du cours.
(1-2)f(2) =3 I(n)a™ -3 n)z" =3 <ln(n) “In(n— 1))95”

n=1 n=1 n=2
In(n) —In(n—1)=—1n (1 - %) = % + ¢, ol C"n??o#'
Donc :Vz €] —1,1[, (1 — ) f(x) — Zﬁ = ch:c"

n=2 n=2

Dou:Vee]|-1,1[, (1 —2)f(z) +In(l —z) = —:r—i—ch =

Pour tout =z € [—1,1],|c,2™| < |cn|. De la convergence de Y |cpn|, on déduit la
convergence normale de Y ¢,z" sur [—-1,1]. D’ou: lim h = h(1).
rz—1-

De Pexercice 16. de ce chapitre on déduit que h(1) = —7.
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N k! dr ( 1

(1 —z)F1  daF

):i(n—kl)...(n—i—k)x" size]—1,1], et

1—=z

(n+1)...(n+k) — n* Dou le résultat par application de 3.c.

n—
1

JA—2)1-2%2)
1 s .
o(t) - I t)1/2' Donc ¢ est intégrable sur [0,1[ si z €] — 1, 1].

Le changement de variable C! et bijectif u = arcsin(¢) donne

_/ dv
o \/1—x2sin2(u)

e. Soit p(t) = Si|z] < 1,¢ € C([0,1[,R)

Puis, cf. exercice 19. on a :

n))*m 1 -
Ve e]—1,1], Z agnx®™ Ol ag, = %5 Yoo 3 ¢f. Stirling.
1 1
D’ou f(x )z—>1— —3 In(1 — z?) 1 —5 In(1 — x).
o0
f. Le résultat découle de 3.c), de : (1— X)~Y/2 = Z "siXe]l-1,1]et

de la formule de Stirling.

e Inégalités de Cauchy ; applications

Pour R € RY, on définit D = {z € C||z| < R}. On note E le C-espace
vectoriel des fonctions de C(D, C) tel qu’il existe une série entiére de somme

Sy de rayon au moins égal & R tel que pour tout z € D, f(z Z an?

On note N,(f) = |m|ax|f( )|

1. a. Soit f € E. Montrer que pour tout n € N et tout r € [0, R|,

27
= %/0 f(re®))e ap (1)

1 27 ) )
b. En déduire que Vn € N,a, R" = 2—/ f(Rela))e_mgdG (2)
T Jo
c. Montrer que pour tout n € N et tout r € [0, R], |an|r™ < Ny(f) (3)

2. Si f est bornée et développable en série entiere sur C, montrer que f est
constante.

3. Montrer que si f est développable en série entiére en 0, si g est
développable en série entiére en 0 et si g(O) =0, alors fog est développable

en série entiére en 0. Plus précisément, si f E anz" pour |z| < Ry, si
n=0

(o)
z) = anz” pour |z| < Ry, et sir €]0, Ry] est tel que |g(z)| < Ry pour

n=1

|z| < z alors fog(z chz pour |z| <.
n=0

irigés
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oo
On pourra noter (g(z))k = Z by k2" pour k € N.
n=0
4. En déduire que si f est développable en série entiére en 0 et si f(0) # 0,

alors — est développable en série entiére en 0.

5. Montrer que P, le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions
polynémes sur D est dense dans (E, Ng).

Solution
1. a. Pour (T7 9) € [OvR[XR7 f(reie) = Zakrkeike. Posons Uk(e) =r akel(k ”)9
k=0

Soit r fixé dans [0, R[. Pour tout 6 € [0,27] et tout k € N, |ug(0)| < |ag|rF = M.

A est indépendant de 6 et > A\ converge car 0 < r < R et par définition
du rayon de convegence de la série entiere 3 a,z¥. Donc la série de fonctions
> wuy converge normalement a fortiori uniformément sur [0,27]. Du théoréme
d’intégration des séries de fonctions continues sur un segment, on déduit que :

1 27 1 27 )
o f(re“g) i g — Z akrk e F=m0q0 = g™ ie. (1).
T 0

1 27 .
Eneffet—/ eMdh=1si\=0et 0si\eZ*
2T 0

b. L’application h : [0, R] x [0,27] — C, (r,0) = f(re®®)e=™? étant continue sur
[0, R] x [0, 27] compact de R, il existe A > 0 tel que, pour tout
(r,0) €0, R] x [0,27], |h(r,0)] < A. La fonction 0 — A constante étant intégrable

sur le segment [0, 27], on déduit du théoréme de continuité des intégrales dépendant
27

d’un parametre, que lapplication [0,R] — C,r — ), f(re®e m%dp est
T

continue sur [0, R]. D’ou (2) par passage & la limite dans (1)
c. De l'inégalité de la moyenne et de (1) on déduit (3).
Remarque : ces inégalités sont appelées les inégalités de Cauchy.

2. Si f € B(R,C), alors il existe M € R, tel que pour tout r € R, N,.(f) < M.

7’!74

Donc, pour tout n € N et tout r € RY, |a,| <
Si pour n > 1 fixé, on fait tendre r vers +oo dans I'inégalité précédente, on obtient
ap, = 0. Ce raisonnement étant valable pour tout n > 1, f(z) = ag.

3. Comme g est continue en 0, il existe r €]0, R ] tel que |g( )| < Ry si |z| < Ry.

o0
Pour z ainsi fixé, on a : (fog) (2) = Z Z ak Z b k2"
k=0
Prouvons que la série double (an’k)(mk)eNQ telle que wmk = apbp k2" est
absolument convergente .
Soit (s,t) €]0, Ry[x ]0, R¢[, on déduit des inégalités de Cauchy que, pour tout

N(f) (Na(9))"

keN, |ag| < ok et |by k| < pour n =k (cf. by =0sin <k).




Travaux dirigés 337

MDD _ gy (Mol (121)

okl < sk t s
Soit s tel que |z| < s <7 < Ry et t tel que Ny(g) <t < Ry. Cest possible d’apres

N k
la remarque faite en début de question. Les séries géométriques Z (#) et

z n
Z (u> convergent et donc la série double ) w,, 1 est absolument convergente

S
et du théoreme d’interversion des séries doubles on déduit que :
o0 oo

Zzw"k Zank CommeZank— fog)(z) et

n=0 k=0 k= On O k=0n=0

Z Z Z (Zakbn k) = Z (Zakbn’k)z”, le résultat est prouvé.

n=0 k=0 n=0 k=0 n=0 k=0

4. Pour tout z € C tel que |z| < r, f(z Zanz Comme ag = f(0) # 0, on

n=0
. o~ 1 1

peut écrire f(z) = ag(1 + U(z)) on U(z z". Donc —— = —VolU(z

10) = a(1+U() 0t Ue) = 3 2 = VU
[e.e]
ou V(z) =11 Z )"2" pour tout z tel que |z| < 1. Comme U(0) =0, la

question précédente permet de conclure.

5. Soit f € E et ¢ € RY. Montrons qu’il existe g € P tel que N(f —g) <¢
f étant continue sur le compact D, elle y est uniformément continue. Soit s €]0, R|

tel que si |X - Y| < s, alors [f(X) — f(Y)] <e. (%)
Soit Sy (= Z anz" et K le compact {z € C||z] < R — s}. Comme le rayon de
n=0

convergence de Y a, 2™ est supérieur ou égal & R et que R > R — s, la série entiére
> anz™ converge uniformément sur K. Soit N € N tel que pour tout z € K, on

N N
ait ‘f(z) - Zanz" < e. Posons g(z) = P(RJ; i z) oun P(X) = ZanX”.
n=0 =

OnagePetpour z€ D, ona:

1) - g <) - (B2 2) |+ (B =) — o))
f(z)— (R_sz)‘gacar‘

S R
(%% 7

) (z)‘ < e car
Dot |f(z) — g(2)] < 28 pour tout z € D et donc le résultat.

D’apres (),

z
z—z‘:s‘—‘gs
R

D’autre part,

z‘ < R-s.

irigés
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e Une équation fonctionnelle

Dans tout le probléme, J désigne un intervalle inclus dans [—1,1] de
longueur non nulle et tel que, pour tout x € J, on ait 2 € J. On étudie
Pensemble Ej des applications dérivables de J dans R, telles que :

Vz € J, f'(z) = f(z?)
I. Questions préliminaires

1. Soit g une application de classe C" d’un intervalle borné |a,b| dans
R,(a < b), telles que, pour tout k € [0,n],g"® ait une limite finie A
en a. Etablir que, si I'on pose g(a) = Mo, la fonction g ainsi prolongée est
de classe C" sur [a,b[ avec g (a) = A\, k € [0, &].

2. Etant donné n € N*, établir le théoréme (T},) :

«Soit u une application de classe C™ d’un intervalle A dans R, soit v une
application de classe C" d’un intervalle B dans R avec v(B) C A. Alors
w = wuov est de classe C"™ sur B . Si de plus il existe ¢ € B tel que,
pour tout k € [1,n],u® (v(c)) = 0, on a aussi, pour les mémes valeurs
de k,w® (c) =0.»

On aura intérét, (T,—_1) étant supposé établi, a lappliquer a u'ov pour
démontrer (T,,).

3. Soit J un intervalle satisfaisant aux hypothéses du préambule, et f € E ;.
Montrer que f est de classe C* sur J.

4. Soit g une application dérivable d’un intervalle borné ]a, b[ dans R,a < b.
Etablir que si g et g’ sont toutes deux majorées (ou toutes deux minorées)
sur ]a, b], g admet une limite finie en a.

II. Etude de E_,

1. On suppose dans cette question qu’il existe une suite (a,)nen de réels
vérifiant : (1) ap =1,
(ii) Ie rayon de convergence R de la série entiére Y, a,x™ est non nul,

(ii) f: J=]—-R,R[N[-1,1] » R,z — Zan:c” appartient a Ej.
n=0
a. On définit une suite d’entiers (qx)ren par qo = 0 et, pour k € N,
qr+1 = 2qi + 1. Expliciter gy,.
b. Soit (Q) I'ensemble des gy, ou k décrit N. Montrer que sin & (Q), a,, est
1 1 1

4142 192 " " gk
2. La suite (a,,) est celle que I'on vient de déterminer au II.1.b.

nul et que de plus : ag, = —r a4, = 1o gy =

a. Montrer que les séries Y a, et > na, convergent et comparer leurs
sommes. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,x™.

b. Pour tout z € [—1, 1], on note S(x) = Z anz™.
n=0

Eta/blir pour tout x €] — 1,1[, S'(x) = S(z?).
c. Etablir que S est continue en 1, dérivable en 1 et que S € E[_y ).
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15
d. Donner une majoration, que I'on justifiera, de ‘S(x) — Z anx™| qui soit
n=0

valable sur tout [—1,1]. En déduire la valeur décimale approchée a 0,001
preés par défaut de S(1).

e. Représenter dans un repére orthonormé 'allure de la courbe : y = S(x) ;
on précisera la concavité.

1
f. Etablir la formule / S(z)dx = %S(l).
0

3. Soit h €]0,1], J = [0, h] et f une application de J dans R.
a. On suppose que f € Ej et f(0) = 0; on pose M = sup|f(t)|. Montrer
teJ

que pour tout n € N* et tout « € J, | f(z)| < Mz9. Qu’en conclure ?

b. Si f € Ej et f(0) quelconque, quel lien existe-t-il entre f et la restriction
deSaJ?

4. Soit a et b tels que —1 < a <0< b< 1aveca®? <betJ = [ab];
déterminer Fj.

III. Etude de Ej,

Dans toute la suite, J désigne l’intervalle ouvert o, 1]
1. Soit f € Ej.
a. Soit p € J ; on pose pg = p et pour tout n € N, p,11 = /Dn.
Etablir que (py) est strictement monotone et donner sa limite. On pose :

xr

M, = sup |f(z)|. A laide de la relation f(z) = f(pn) + f/(t)dt,

TE€[Pn,pnt1] Dn
démontrer 'inégalité : ¥Yn € N* M, < M,,_1 (1 + Pnt1 — pn).
En déduire que la suite (M,,) est bornée.
b. Etablir que, pour tout o € J, f et f’ sont bornées sur [, 1[. Montrer
que f a une limite A en 1, et que, si 'on pose f(1) = A, la fonction ainsi
prolongée appartient a Ejg 1.
2. a. Soit f € Ej; on suppose qu'il existe 3 € J tel que f soit majorée dans
10, B]. Etablir que f et f' ont une méme limite finie £ et qu’en prolongeant
[ par continuité en 0, on obtient un élément de Eg (.
b. En déduire que si f € Ej et si f n’est pas le produit de la restriction de S
a J par une constante, alors, pour tout € € .J, on a les propriétés suivantes
e f n’est ni majorée ni minorée sur |0, €],

e f s’annule en une infinité de points de ]0, ].

Solution

I. Questions préliminaires

-

irigés

1. C’est une question de cours.

2. SiueC™"(AR),siveC™(B,R)etsiv(B)C A, un théoreme du cours permet
de conclure que w = uov € C"(B,R).
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Soit (HRy) : (vp € [1, k], u® (v(c)) = o) = Vp € [1,k],w®(c) = 0.
(HRy) étant vérifiée, supposons, pour n > 2, (HR, 1) vraie.
Avec wy; = u/ov, le théoréme de Leibniz appliqué & w’ = w; - v’ donne :

n—1
W™ — Z <"; 1) wgk) (k)

k=0
D’aprés (HR,—1), wgk) (¢) = 0 pour tout k € [0,n—1], d’ott w™(c) = 0 et (HR,,).
Par théoreéme de récurrence, le théoreme (7),) est vrai pour tout n > 1.

3. Soit n € N*. Si f € C*(J,R) et u(z) = 22, alors u € C"(J,R) et u(J) C J.
Donc : f' = fou € C"(J,R) ie. f € C"(J,R). Par récurrence, si f € E;, alors
fec>({LR).

4. Supposons g et ¢’ majorées sur Ja,b[. Soit m = sup ¢'(t). La fonction h

te]a,b|

définie sur Ja,b] par h(z) = g(z) — maz est majorée sur ]a,b[ et décroissante car
R (x) = ¢'(x) — m < 0. D’apres le théoréme de la limite monotone, h a une limite
finie en a. Donc g a une limite finie en a.

Partie I1

1. a. La suite (gx) étant arithmético-géométrique, on écrit qr+1 + 1 = 2(gr + 1).
Comme gy = 0, on obtient, pour tout k € N, g, = 2F — 1.

b. Va € J, f'(x) = Z(n + Dappz™ = f(2%) = Z anz?™.
n=0 n=0

De l'unicité des coefficients d’une série entiere, on déduit : ag = a1 ; si n est impair,
an+1 =0 de. pour n > 1,a9, =0; (2n+ 1)agpt1 = a, sin = 0.
1

Comme ag = 1, qxy1aq,,, = aq, pour tout k € N. D’ot1 : ag, = ————
q192 -4k

Sin & (Q), on a une suite d’entiers (m,)1<r<s telle que :

n=2mg+1,ms =2ms_1+1,---,my = 2my+1. Si par des divisions successives par
2 on arrive & 1, alors n € (@) : absurde. C’est le cas si m; = 1. Donc m; > 2 et my
est pair. D’olt mg, ..., m, sont impairs. a,,, = 0 et les relations (2p+ 1)ag,+1 = ap
si p > 0, impliquent a,, = 0. D’ou le résultat.

1
2. a. Comme g, > k pour k > 1,on a: 0 < a4 < i D’ou la convergence de

> aq, et de Y a,. Comme graq, = aq, ,, Y. qrlq, CONVErge ie. »  na, converge.

oo o0 oo oo
De plus : g na, = g na, = E Qg |, = E Qy,-
n=1 k=1 n=0

n=0 = =
danx™ = > up olt up = ag, x%. Pour x # 0 et k € N,uy, # 0, donc :
2k
‘uk—i-l ‘ _ |z|
Uk 2k+1 -1
comparées. D’ott le rayon de convergence de la série entiere Y a,z™ vaut 1.

tend vers O si |z| < 1 et vers +oo si |z] > 1 par croissances

b. La série entiere > a,x™ étant de rayon de convergence 1, sa somme S est de
classe C* sur | — 1,1[. De IL.1.b) on déduit pour tout = €] — 1,1[, S’(z) = S(«?).
c. Pour tout = € [—1, 1], |apz™| < |an| = ayn. Comme Y a,, converge, la série entiere
> anxz™ converge normalement sur [—1, 1], a fortiori uniformément sur [—1, 1]. Du
théoréeme de continuité de la somme d’une série de fontions continues, on déduit
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que S € C([—1,1],R). Donc S(1) = lim (S(z?)) = lim1+ (S(z?)). On déduit de
T——

r—1—

L1. que S € C*([-1,1],R) et S'(1) = S(1) = §’(—1). On a bien S € E_4 j.

15 oo
d. T(z) = S(z) — Zanx” = Zaqkmq’“. Donc, pour z € [—1,1],|T(x Zaqk

n=0 k=5

1 , 1 1 LNk
Ogppy = qk—Haqka donc si k 2653: Qg1 < %Z‘;‘ = 6_3an et Qg < (6—3) Qgs -
Dot : |T(z)]  —— ag, = — ag, = ————— < 1,05.107%.
ot [T(@) 1—61—3%5 62" T 3.7.15.3L.62
1 1

Zan =2+ o+ 1o T 1o = 2384 Done S(1) = 2,384 103 prés

par défaut.

e. Notons que, pour tout z € [-1,1],S(x) + S(—x) = 2, la courbe représentative
de S est symétrique par rapport au point A(0,1). Nous avons déja vu que S est
de classe C* sur | — 1,1[. Comme les a,, sont positifs ou nuls, on a : S®)(z) > 0
pour tout = € [0, 1] et pour tout k£ > 0. Donc S est croissante et convexe sur [0, 1].

L’équation cartésienne de la tangente en B(1,S(1)) est : y = S(1)x
car S(1) = S’(1). Cette tangente passe par O.

Ay ”
2]
1

-1

]/ 0 1§

1 1 1 , 1 1
£ /0 S(@)dz = [£5(x)]! - /0 28/ (x)dw = S(1) — /0 225 (22)dz.

1 1
1
/ S(x)dx = S(1) — 5/ S(t)dt car le changement de variable t = 2?2 est une
0 0

1
2
bijection de classe C* de ]0, 1] sur lui-méme. D’'ott [ S(z)dz = 3 S(1).

3. a. f étant de classe C*™ sur J et f(0) =0, on a :O

Vo e J, f(z) = / "t = / Cra
Sit e J,alors t? € J et pour tou?c z e J |f(zx )fg Mlz| = Mx®.
Si, pour tout x € J,|f(x)| < Mz, alors (x) implique :

()] < / Mgt = i

0 2qn, +1
ona:VneNVeeld|f(z) < Mzin
Si z € [0, 1],z — 0. Donc f(z) = 0six € JN [0,1]. Par continuité, f est
nulle. Done, si f € Ejy et f(0) =0, alors f est nulle.

b. E; est, de fagon évidente, un sous-espace vectoriel de C*(J, R).

< Mz?+1 Donc, par théoreme de récurrence,

S
2
-
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Donc g = f — f(0)S est élément de E;. Mais g(0) = 0. Donc ¢ est nulle d’apres
I1.3.a.; d’ou f = f(0)S.

En conclusion E; est la droite vectorielle engendrée par la restriction de S a J.
4. o> < bimplique : z € J = 22 € J.

Si f € E;, dapres I1.3.b), la restriction de f & [0,b] est la restriction de f(0)S &
[0, b]. Posons, pour z € [a,0],%(z) = f(z) + f(0 )2 (—x). On a alors :

V(@) = f'(z) = f(0)S'(—2) = f(a?) = f(0)S(2?) = f(0)S(x?) — f(0)S(2?) = 0.

La fonction v est donc constante. Pour tout z, ¢ (z) = ¥(0) = 2£(0).

Vz € [a,0], f(z) = 2f(0) = f(0)S(~x) = f(0)(2 — S(~2)) = f(0)S().
Tout élément f de Ej est la restriction & J de f(0)S.

Partie I11

1. a. On a p, = p*/?". Donc la suite (pn) est strictement croissante et de limite 1.

V2 € [P, pst], £ >ff(pn)+/ F(0)dt = f(pn) / (2t

Pn

o € el W@ < )+ [ e 5@ Moo+ [ b
Pn

pn:p'n+1]
car si t € [pn, pni1], alors t2 € [p,_1,pn]. Donc :
Pn+1
Vx € [pn7pn+1]7 ‘f(l‘)‘ g Mn—l +/ n 1dt n 1(]- +pn+1 pn)

Pn
D’ou l'inégalité demandée par définition de la borne supérieure.

e S’il existe k € N tel que My = 0, la relation précédente donne : M,, = 0 pour
tout n > k.

e Sinon, pour tout n > 1,In(M,) — In(M,—1) < In (1 + Prnt1 — pn) < Pnt1 — Pn
car In(1 + z) < z pour tout = > 0 puisque la fonction In est concave sur ]0, +oo].
Donc : Vn > 1,In(M,,) < In(My) + 1 — po.

La suite (In(M,,)) est majorée ; d’ou la suite & termes positifs (M,,) est bornée.

b. Pour p = a, on déduit de II1.1.a. que f est bornée sur chaque intervalle [py,, prt1]
et comme (M,,) est bornée, f est bornée sur la réunion des intervalles [py, pnt1]
qui est [a, 1].

Comme « f est bornée sur [a?,1[» donne « f’ est bornée sur [a, 1[» , la question
I.4. appliquée a la fonction  — f(1 — ) montre que f a une limite finie A en 1 et
L.1. montre que f’(1) existe et vaut A = f(1). On a, par prolongement f € Ejg 1.

2. a. Si f est majorée sur |0, 3], f' lest. De 1.4. on déduit que f a une limite
€ Ren 0. f' alaméme limite. f prolongée est dans Ey 1 et cf. I1.3.b) f est la
restriction de f(0)S a [0, 1].

b. Si f est majorée sur |0, ], alors f est la restriction de £(0)S a [0, 1[. De méme,
avec f minorée en considérant — f.

Si f n’est pas la restriction de f(0)S a J, si elle n’est ni majorée, ni minorée sur
10, €], il existe (a, b) €]0,¢]? tels que f(a) > 0et f(b) < 0. Le théoreme des valeurs
intermédiaires prouve lexistence de zo €]0,¢[ tel que f(zo) = 0. Alors il existe
z1 €]0,z0[ tel que f(z1) = 0. Par récurrence, on obtient une suite strictement
décroissante de zéros de f dans 0, €].
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e Un théoréme de Hardy et Littlewood

n

Pour toute série S a termes complexes a,,n € N, on note s, = g ap et

k=
1 O 0
Op = Z sk la moyenne arithmétique des (n + 1) premiéres sommes
n+1 Py
partielles.

Dans I’ensemble des séries S, on envisage les sous-ensembles :
Sy constitué des séries S convergeant dans C;
Sy constitué des séries S telles que la suite (o,,)nen converge dans C.

Ss constitué des séries S telles que Y anx™ ait un rayon de convergence
o0

au moins égal a 1 et que de plus sa somme f(x) = Z anx™ définisse sur
n=0

] — 1,1[ une fonction f ayant dans C une limite, notée ¢, lorsque x tend vers

1 par valeurs inférieures.

Partie I

1. Etudier du point de vue de 'appartenance a S1, S et Ss, la série Sy telle
que a, = (—1)™.

2. Etudier du point de vue de 'appartenance a S1,Ss et Ss, la série Sy de
terme général a,, = (—1)"*n.

3. Etablir I'inclusion S; C Ss.

4. Soit S € Ss.

a. Etablir la convergence sur | — 1,1 de la série entiére S (n + 1)o,z™ puis
o0

de la série entiére »_ s,x™. En déduire une expresion de g anx™ a laide
n=0

de la somme g(x) de la premiére de ces deux séries entiéres.

b. Montrer que S € S3 et que si I'on note o = lim(o,,), alors f(z) —7 0
T—r

5. a. Résumer en termes d’inclusions entre Sy, So et Sz, les résultats obtenus
Jjusqu’ici.
b. Montrer que §; = Sy = S3 si I'on se restreint aux séries S a termes réels
positifs.

Partie II

Dans cette partie, on considére une série S fixée appartenant a S;, de
terme général a, réel et telle qu’il existe un réel A vérifiant I'inégalité
nay, < A. De plus tous les polynémes envisagés seront a coefficients réels.

d
1. a. Soit P(X) = Z o, X* un polynéme de valuation strictement positive. "
k=1 Y
Montrer que la série > a, P(z™) converge pour x €] — 1,1[ et calculer, 0

lorsque x tend vers 1, la limite de sa somme a ’aide de { et de la valeur
prise par P en un point que ’on précisera.
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d/
b. Soit Q(X ZBka un polynéme. Montrer que la série Y z™Q(z™)

k=0
converge pour x €] — 1,1] et calculer, lorsque z tend vers 1, la limite de
o0

(1—ux) Z 2"Q(x") a l'aide d’une intégrale portant sur Q.

2. Cette question est réservée aux étudiants de (MP*).
En utilisant un théoréme de Weierstrass, montrer que pour toute fonction

1 1
W réelle continue sur {0;5{ et [5,1} et admettant une limite a gauche au

point 3 et pour tout € > 0, il existe deux polynémes @)1 et Q2 tels que :

1
Q1(x) < U(z) < Q2(x) pour tout x € [0,1] avec/ (Q2— Q1) <e

0
1 1
On pourra utiliser la fonction X égale a 0 sur [0;7[ et a1l sur [5;1}

3. a. Soit X la fonction introduite a la question précédente. Montrer que
la série de fonctions Y a,X(z™) converge uniformément sur tout intervalle
compact inclus dans [0, 1].

b. Montrer que pour tout € > 0 il existe deux polynéomes P; et P de
valuations strictement positives, tels que Py(1) = Py(1) et que :

P (z) < X(z) < Pa(z) pour tout x € [0,1] avec /1 ]32(33()1_131)(‘@) da
0 — X

c. Etablir T que pour tout x €[0,1] et assez proche de 1, ]es différences

Zan ZanPl " etZanPg Zan

sont toutes deux majorees par (A+ 1)5, et en déduire Ia convergence de la
série S.

E.

N

4. a. Soit S3 une série appartenant a Ss, de terme général b,, et telle qu’il
existe B € R vérifiant I'inégalité nb,, > B pour tout n € N. La série Ss
converge-t-elle 7

b. Existe-t-il une telle série Ss qui vérifie la condition sup(nb,) = +oo ?

neN

c. Soit Sy une série appartenant a Ss, de terme général c, et telle qu’il
existe C' € R vérifiant I'inégalité |nc,| < C pour tout n € N. La série Sy
converge-t-elle 7

Solution
Partie I

1. Comme la série S7 diverge grossierement, S; ¢ S1. Pour tout n € N, s, = 1
et sop4+1 = 0. Donc : (2n+ 1)o, = n+ 1= (2n + 2)o9,41. Dot 0, —— 3 et

n—r 00
Ses,.

1
Le rayon de convergence de Y a,z™ est égal & 1 et sa somme est f(x) =

14z

si
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z €] —1,1[. Comme f(zx) —— %7 ona:S €Ss.
Tz—1—

2. Comme La série Sy diverge grossierement, So ¢ S;. On a sg = 0 et, si
. n+1 1
n € N*,s9, = —n et sop41 = n+ 1. Donc : 09, = 0 et 0941 = 2 m 3
Donc SQ &i 32.
De la considération de |2"*L| on déduit que le rayon de convergence de Y a,a"
an
1
est égal & 1. Sa somme est f(z) = ﬁ size]—1,1. Comme f(x) — 7

ona:S; eSs.

3. §; C &y est une conséquence du théoreme de sommation des relations de
comparaison encore appelée : lemme de Cesaro.

4. a. Comme (o,) converge, elle est bornée ; le rayon de convergence de Y opz™
est au moins égal & 1. D’apres le cours > o,2™ et > (n+ 1)o,z™ ont méme rayon
de convergence. Donc Y (n + 1)o,a™ converge sur | — 1, 1].

Comme s, = (n+ 1)o, —no,_1 pour n > 1, la série entiere y  s,z™ converge sur
|- 1,1[. Size]—1,1],

(o) oo

Z spa” = s + Z (n+1)op —nop_1)a"™ = g(x) — xg(z) = (1 — x)g(x).

De méme, a, = s, — $,—1 pour n > 1. Donc > s,2™ converge sur | — 1,1[. Du
produit de deuX séries entiéres, on déduit, pour tout x €] — 1,1 :

an = Z (iak>x" = (ix")(ianx"> = ﬁganx"

n=0 k=0
Donc : Vz €] —1,1], Zan:c (1 —2z)%g(x).

b. Il suffit d’examiner le cas ot 0 = 0. En effet si o # 0, on remplace (a,,) par (al)
définie par a, = ag — 0 et al, = a, si n > 1 pour s’y ramener, les suites associées

a (a,) étant notées (s, )et( r),onas, =s,—odouo,=0,—0——0.
n— oo

Supposons, donc o = 0. Posons, pour x €] — 1, 1],
(oo}

h(z) = 7;)(71 + 1)z™ de. h(z) = = Montrons que g(x) = o(h(x)).

Soit € > 0. SmtmeNtelque lon| <esin>=m.

Va € [0,1], |g(x (Zk+1akx‘+ (k+ Dez® < (k+ Loy + <h(x).
k=m+1 k=0

m étant fixé, A = Z k4 1)oy étant une constante, A = o(h(z)) ie. il existe

r—1-
k=0
xo €0, 1] tel que pour = € |xp, 1], on ait 0 < A < eh(x) et donc |g(x)| < 2eh(z).
En conclusion : Ve € R%, 3z €]0, 1],V €]z, 1], (1 — z)?|g(z)| < 2e.
Autrement dit, d’apres 4.a. on a : f(x) — 0.
Compte tenu de la remarque faite au debut de 4b.ona:SeSset f(x) —— 0.
r—1—
5. a. En résumé : S; C S; C S3 et les inclusions sont strictes. En effet, d’apres 1.
on a Sy ¢ S, d’apres 2. on a S3 ¢ So, d’apres 3. on a S; C Sy, d’apres 4. on a
Sy C Ss.
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b. Pour i € [1,3], notons S;' I'ensemble des séries & coefficients réels positifs dans
Si. On a, d’apres 5.a. S € Sy € S .

Soit S € Si. La fonction f est croissante sur [0,1[. S’il existe £ € R tel que
¢= lim f, alors f(x) < ¢ pour tout z € [0,1].
r—1-

Donc, pour tout (n,z) € N x [0, 1[7Zakxk < f(x) < L. Par passage a la limite

k=0
dans les inégalités, n fixé et = tendant vers 1, on a : s, < . La suite croissante

s,,) est majorée donc convergente. D’ot1 S € S;". En conclusion S = S = Sy .
1 1 2 3
Partie 11

Notons que A > 0. Ceci est obtenu en faisant n = 0 dans la condition donnée.

N
l.a.VxE]—Ll[,VNENZanP( ZanZakx ZakZan

n=0 n=0
N
Comme z* €] — 1, 1[, on a, pour tout k € [1,d] Z — f(zF).
"0 N—>oo
d
La série Y a, P(z™) converge et a pour somme Z o f ().
k=1
9] d
Or 28 —— let f(t) —— ¢, : P - =/(P
) o on s S P (3 =70
N d’ N
b.Vr €] - LILYN €N, 2"Qa") =) B » a"a" = Z@k Z BT
= k=0 n=0 k=0 n=0
N &S] 1
k+1\" k+1 s, P S
ZO (1) o 70( ) = ok (série géométrique)
d/
onc la série > 2™ Q(z™) converge et a pour somme Fg(x) = [
k=0
d 3
Pour tout = € [0, ].[, (]. - .T)FQ(x) = Z M—k—i_mk
1
1—x)F Ydz. D’ " .
(-l o 3 - | et OHZ“’Q [l A

2. 1l existe une unique constante A € R telle que 6 = \If AX € C([0,1],R).
Soit € > 0. D’apres le théoréme de Weierstrass, il existe S € R[X] tel que, pour
tout z € [0,1],]S(z) — 8(z)| < i En posant S; = S — Z et S =8 —l—i on a
S et Sy éléments de R[X] et pour tout z € [0,1], on a : Si(x) < O8(x) < So(z) et
1
€ . 3
SQ(QT) — Sl(l‘) = 5 D’ou / (52 — Sl) = 5
0
Si A = 0, il suffit de prendre 1 = S et Q2 = S pour conclure.
3
6.
Notons U; et Uy les fonctions de C([0,1],R) définies comme suit : Uy = AX sur

1
Si A # 0 supposons par exemple A > 0. Soit a € R tel que a < 5 et Aa <
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1 1 11 1
[075 { et sur [5 + a, 1] et est affine sur {55 + a] ; Ug = AX sur [075 —a| et sur

1 1 !

{—,1} et est affine sur [——a,—] Ona:U; < AX KU, et/ (Uz=Up) = Aa < =
2 2 o 6
D’apres le théoréme de Weierstrass, IR € R[X], Vz € [0,1],|R(z) — Uz(z)| < 16—2
Posons T, = R + 16—2 alors, pour tout = € [0,1],(Tx — U2)(z) < %a d’on

1
/ (T2 — Ug) < % De méme, on construit 77 € R[X] tel que :
0
pour tout x € [0,1],(Ty — Up)(x) < 6 / (T1 U1) < %
Finalement, Yz € [0,1],T1(z) < Uy (x) < (A )(x) Us(z) < Ta(z) et
1 1 1
e € € ¢
/(TQ—Tl):/(TQ—UQ) /(UQ—U1)+ (U1 T1)<6+6+6=§'
0 0 0

Posons Q1 = S1 + T4, Q2 = 5o +OT2. Alors :
Va 61[0, 1],Q1($)=51($)+T1(~’f) < O(z)+AX(z 1) V(z) < S2(x)+T2(x) = Qa2(x)

et /0 (Qg(a:) — Ql(x))dx = /0 (52 — Sl)

g
)<§+

[\')I(T)

3. a. Soit a €10, 1[. Fixons N € N* tel que «

- Clest p0551b1e car " —— 0.
n—r oo
N

N <
Pour tout = € [0,a] et tout n > N,0 < 2" < o < 5 D’ou X(z™) = 0. En

particulier la série > a, X(2™) converge et son reste R, (x) = Z apX(z") vérifie

k=n-+1
R,=0sin>N.

La série de fonctions ) a,Xo7, ol 7,(t) = t" converge uniformément sur [0, a]. A
fortiori elle converge uniformément sur tout compact inclus dans [0, 1[.

X() -
=)

1 1 1
et ©(1) =1 est continue sur {075 {7 sur [ial} et admet une limite a gauche en —-

b. La fonction ¢ : [0,1] — R définie par ¢(x) = siz €]0,1], ¢(0) = —1

Fixons € > 0. D’apres I1.2. il existe Q1 et Q2 deux polynomes de R[X] tels que :
1

v € 0,11, Qu(x) < pl() < Qal) et/ (Q2-0Q1) <e

Posons P;(X) =X+ X(1 - X)Q:(X) I())our i € {1,2}. On a alors deux polynémes
Py et P; de valuation au moins égale a 1 et vérifiant :

e P(1)=P(1)=1

e Pour tout z € [0,1],

Pi(z) =2+ 2(1 —2)Qi(r) < v+ 2(1 — 2)p(r) =X(z) <z + (1 — 2)Qa(z) = Po(z)
o Py(x) — Pr(z) = (1 — 2)(Q2() — Qu(x) ; d'ou :

R =P, [ o,
/o z(1—x) dx_/o (Q2— Q1) <e.

c. Avec les notations de b), la fonction @ : [0,1] — R,z —

(1 —x)
polynomiale et positive. Posons pour z € [0, 1[
x) = Z anX Z anP1(2") et Ag(x Z anPo(2™) — Z apX(x™).
n=0 n=0

$
2
-
O
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A1 et Ay sont définies d’apres II.1.a. et II1.3.a. Notons que dans les sommes
précédentes, on peut commencer & n = 1 car P;(1) = Py(1) = 1 = X(1). Comme
Pr>2X2>P,ona:

[e'S) oo A
Vo e (0,1 Ai(z) = Y an = Pi(a") < D0 (Pala") = Pa(a™)):
n=1 n=1
A
Donc : 1L, A < —z"(1—a2")®(z").
onc : Vz € [0,1[, Ay (x) ;nx ( z")®(z")
1—an lta+---fam!

Or ®(z™) > 0et =(1-ux) - <1—2asiaxel0,1]. Donc :
Vo € [0,1[Ar(x) S A(1—2) Y 2"®(a") < Al —x) Y a"®(a") car & > 0.

nl
1

D’apres II.1.b), on a : (1 — ) Z 2" P(x .

I*}l’ 0
1
Comme ® < g, il existe ay €]0, 1] tel que :

0
VIG[OQ, [, <A1( ) A€+€:(A+1)€
De méme, il existe as €]0, 1] tel que : Vo € [ag,1[,0 < Ag(z) < (A+ 1)e.
Montrons alors la série S' converge et a pour somme £.

Soit € > 0 et les notations précédentes, avec o = max(aq, @s). Pour tout k € N*,
oo
posons x = 27 /% On a z}, —> 1,0 <z < 1 pour tout k et Z apX(x}) = Sk.

n=0
Soit N € N* fixé tel que T = a pour tout £ > N. On a, pour tout k > N

< Aq(xg) = s, — Z an P (z) < (A+1)e. (1)
n=0
Or Z an Py (x}) - P (1) = ¢ d’apres I1.1.a.

n=0

oo
Donc il existe N; € N*, N7 > N tel que pour tout k > Ny, ‘E — Z anpl(xz)‘ <e.

n=0
Avec (1), ona:Vk > Ny, s, — € < (A+2)e (2)
De méme, avec Ao, il existe Ny € N*, Ny > N, tel que :
Vk > No, b — s, < (A+2)e (3)

En posant N3 = max (N1, N3), on déduit de (2) et (3) :
Vk > N3, £ — (A4 2)e < s, <L+ (A+2)e.
Donc la série S converge et a pour somme /.
4. a. Si S5 € 83, il en est de méme de —S3. Or —S3 vérifie les hypotheses du début
de II. Donc —S3 converge et S3 aussi.

b. Posons b,, = 27P si n = 22P et b,, = 0 sinon. > by, converge donc est élément de

81 a fortiori de S3. Comme 22Pbgs, = 2P — 400, la réponse est : oui.
p*}OO

c. Posons ¢, = a,+ib, avec (an,b,) € R2. Comme S; € Ss, les séries > a,, et Y. by,
appartiennent & S3. D’autre part, si |ne,| < C, alors |na,| < C et |nb,| < C.
Donc, pour tout n € N, na,, < C et nb,, < C. On déduit alors de 3.c. que les séries
> an et > b, convergent. D’out Sy est convergente.



Espaces prehilbertiens
reels

FE désigne un R-espace vectoriel dans tout ce chapitre.

I. Espaces préhilbertiens réels

A. Produit scalaire

1. Définition
On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie
positive sur E autrement dit, toute application ¢ de E X F dans R vérifiant :

(i) Vz€E, ¢, :y+— ¢(x,y) est linéaire linéarité a droite
(i) ¥(z,y) € E?, ¢(z,y) = ¢(y, ) symétrie
(iii) Ve € E\ {0}, ¢(z,z) € ]0,400] définie positive

On dit que (E, ) est un espace préhilbertien réel, p(x,y) est noté (x|y)
Si E est de dimension finie, (E, @) est un espace euclidien.

Remarque

Si (E, ) est un espace préhilbertien réel, F' un sous-espace vectoriel de E, la
restriction de ¢ & F? est un produit scalaire sur F'; il est encore noté ¢.

2. Exemples
2.1. Produit scalaire canonique sur R"
Théoréme
n
L’application ¢ : (z,y) — Zml yi ou = (T1,...,Tn) €ty = (Y1,--+,Yn),

i=1
est un produit scalaire sur R".

Démonstration

 est clairement une forme bilinéaire symétrique.
n

SizeR"\ {0} on a (z|z) = Zx? > 0 car un des z; au moins est non nul. O
i=1

2.2. Produit scalaire canonique sur M, ,(R)
Théoréme
‘ (A, B) — tr(f4.B) définit un produit scalaire sur M, ,(R).



350 ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Rappelons que MT = ‘M.
Démonstration
. P, p n
tr(A.B) = Z(AB)m‘ = ZZ@M bii, il s’agit donc du produit scalaire

i=1 i=1 k=1
canonique sur M, ,(R) identifié & R"P. 0

2.3. Fonctions continues de carré intégrable

Théoréme et définition
L’ensemble £2(I,R) des fonctions continues de carré intégrable peut étre
muni d’une structure de R-espace vectoriel; si f et g sont deux telles
fonctions alors le produit fg est intégrable sur I et (f,g) — (flg) = /fg
I

définit un produit scalaire sur cet espace.

Démonstration
e Montrons que c’est un sous-espace vectoriel de C(I,R). La fonction nulle est de
carré intégrable donc cet ensemble est non vide.
Si f et g le sont et A€R alors (A\f + g)? < 2[(/\f)2 —|—g2] car pour tous réels x et y
ona: (x+1y)? <2(2%+y?) (%).
Comme (f?,g?) € (L} (I,R))2 et comme L} (I,R) est un R-espace vectoriel,
(Af 4 g)* est élément de LL(I,R).
1
e Si f et g sont de carré intégrable, I'inégalité |fg| < 5[]‘2 + 92] prouve que
1
fg€LY(I,R). En effet, si x et y sont réels, on a |zy| < 5[952 + 7).

° ( - ) est clairement linéaire & gauche et symétrique. Si ( fl f) =0 alors f2=0
car f? est positive continue d’intégrale nulle. D’oll f = 0.0

2.4. Espace (*(N,R)

Théoréme et définition
L’ensemble ¢*(N,R) des suites u = (u,)nen € RY telles que > u? converge,
peut étre muni d’une structure de R-espace vectoriel ; si u et v sont deux

oo

éléments de (*(N,R), (Z“nﬂn)nm converge et (u,v) Zunvn définit
n=0

un produit scalaire sur £?(N,R).

Démonstration

e Si n€N,2[u, v,| < [u + v2] d’aprés () de la démonstration précédente. La
convergence absolue et par suite la convergence de la série Y u,v, en découle.
La suite nulle est élément de ¢2(N,R). Si u et v sont des éléments de ¢?(N,R) et A
un nombre réel, pour tout n €N, (Au, + v,)? = N2u2 + 2\ u,v, + v2 montre que
u 4 v € ?(N,R), d’ott £2(N,R) est un sous-espace vectoriel de RY.

La linéarité a droite et la symétrie sont claires.

Siue?(N,R)\ {0}, (ulu) = z:(un)2 > ( car un des u, au moins est non nul.O
neL
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2.5. Produit scalaire sur R[X]
Théoréme
Soit w € C(Ja,b[, R%),a < b telle que 'application t — t™w(t) soit intégrable
sur |a, b, pour tout n € N. L’application ¢ : (P,Q) — /b P#)Q(t)w(t)dt
est un produit scalaire sur R[X]. ‘

Démonstration

Comme pour tout n € N, 'application ¢ — " w(t) est intégrable sur |a, b[, en tant
que somme finie de fonctions intégrables, t — P(t)Q(t)w(t) est intégrable sur ]a, b].
La linéarité a droite et la symétrie sont claires.

Si P € R[X]\ {0}, o(P,P) / P?w > 0 car l'application t +— P%w(t) est

intégrable, continue sur |a, b[,a < b positive et non identiquement nulle. O

Désormais ( o] ) désigne un produit scalaire sur E.
3. Théoreme : inégalité de Cauchy-Schwarz
Pour tout (z,y) € E?, on a |(a:|y)| < (:c|x) 1/2 (y|y) 1/2, Dégalité ayant lieu

si, et seulement si, la famille (x,y) est liée.

Démonstration

e Inégalité : si xz = Op, 'inégalité est égalité. Si x # O, il suffit de prouver
Pinégalité si ||z[|? = (z]z) = 1.
2. /
<y = (zly)z)? = (y — (z|y)zly — (z]y)z) = |y]|* — (z]y)” ie. le résultat.

e Egalité : si||lz]| =1, ||y|? — (a:|y)2 =0=y = (z|y)z. Donc (z,y) est lice.
Si x = 0g, (x,y) est liée. L’autre implication est immédiate. O

Reprenons alors les exemples 2.i. :
n 1/2 , 2 1/2
< ( > x?) ( > v ) :
i=1 i=1

Pour 2.2. |tr(€4.B)‘ < (tr(tA.A))l/z(tr(tB.B))l/z.

[of<(L7) ()"

Enfin pour 2.4. ‘ Z Up V| < < Z ui) i ( Z vi) 1/2.

neN neN neN

n
Pour 2.1. c’est ‘ le Yi
i=1

Pour 2.3.

4. Norme associée

4.1. Théoréme et définition

/2 .. .
T (x\m) définit une norme sur E, on DPappelle norme associée au

produit scalaire et on la note || - || ou || - ||2.
Démonstration
e Vz€E, (z|z) eRy = |lz| =/ (z]z) €R4.

e De la bilinéarité du produit scalaire, on déduit : V(A, ) €R x E, [|Az| = |Al]|z]||.
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o lz+yll” = (v +yle+y) = ll2lI* + 2(zly) + llyl® < ll® + 2]zl [yl + [lv]*
d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz. D’oti 'inégalité triangulaire vérifiée car || - ||
est a valeurs positives. O
Remarque
Le lecteur prouvera facilement en s’aidant du cas d’égalité dans l'inégalité de
Cauchy-Schwarz que :
|z + | = ||z]| + ||ly|| si, et seulement si, z = 0 ou y = Az avec A€ R,..
De la bilinéarité du produit scalaire, on déduit :
4.2. Théoreme
(i) Identité du parallélogramme :
V(w,y) € B o+ yll? + o — yll? = 2{ )2 + yl?]
(ii) Identité de polarisation :

V(.y) € B2 (aly) = 7[llo +yl* — I = l*]-

= =

B. Orthogonalité

1. Définition
1. Deux éléments x et y de E sont dits orthogonaux si (m|y) = 0, cette
relation est notée x_Ly.

2. Si 'V est un sous-espace vectoriel et x un élément de E on dit que x est
orthogonal a V' s’il est orthogonal a tout élément de V.

Remarques
exly <— ylux.
e 1 est orthogonal a V si, et seulement si, il existe B base de V' dont tout élément

est orthogonal a z, en effet ¢, : y — (z|y) étant linéaire, elle est nulle sur V si, et
seulement si, elle nulle sur B.

2. Théoréme de Pythagore
(i) x ety sont deux vecteurs orthogonaux de E si, et seulement si,
Iz +ylI* = ll=l* + llyll*.

(ii) Sixy,...,x, sont des éléments de E deux & deux orthogonaux, alors
n 2 n
> =2 Nl
i=1 i=1
Démonstration
(i) 11 suffit d’écrire ||z + y||*> = ||lz||* + ||ly||> + 2(z|y) pour s’en convaincre.
n 2 n n n
(ii) ‘ Zzi = (Zx, sz) = Z Il )%+ Z [(xz|xj)—|—(x]|x,)] d’apres
i=1 i=1 i=1 i=1 1<i<j<n

la définition d’un produit scalaire, d’ou 1’égalité en cas d’orthogonalité. O

3. Familles orthogonales

3.1. Théoreme
Siey,...,e, sont des éléments deux a deux orthogonaux tous non nuls de
E alors (e, ..., ey,) est une famille libre.
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Démonstration

ixiei =0= (vje[l,n], 0= (f:mi

i=1 i=1
3.2. Définition
Une famille (eq, ..., e,) d’éléments de E est dite orthonormale si pour tout
. 1 sii=j
5 S 17 2a ilei) =6 = { . ’
(4,4) €[1,n] (el\e]) 0] 0 sinon.
Une telle famille est donc base d’un sous-espace vectoriel de dimension n.

ej) = )‘j ||€jH2). D’ou >‘j =0.0

Remarque

n
e Si (e1,...,e,) est orthonormale et si x = inei alors, par définition d’une
famille orthonormale et du produit scalaire, I.‘;Olllr tout i €[1,n], z; = (e;|z) et
|| = 2f + - + .
e Si B=(eq,...,e,) est une base orthonormée de F, alors B* = (¢15-.+,pn) Ol
pi(z) = (z]e;), est sa base duale.
Exemples
e Si EF = R" est muni du produit scalaire canonique, sa base canonique est une
base orthonormée sur F.
e Si B = M, (R) est muni du produit scalaire canonique, sa base canonique est
une base orthonormée sur E.

4. Exemples de polynémes orthogonaux

Avec les notations de II.A.2.5. nous montrerons en exercices et en travaux dirigés
que les suites de polynémes définies comme suit sont des suites orthogonales.
4.1. Polynémes de Legendre
dn
a=—1b=1wt)=1,P,t :—[t2—1 "}
()= 1, Palt) = 5 (2 = 1)
4.2. Polynémes de Tchebychev de premiere espéce

a=-1,b=1w(t) = narccos(t))-

\/1%7752711"(75) = cos (

4.3. Polynémes de Laguerre

dTL
a=0,b=+4o00,w(t) =e " a>0,L,a(t) = ett_“dt—n {e_tt’”“}.

4.4. Polynémes de Hermite

2 2 dn
a=—00,b=+oo,w(t) =e ¥ Hy(t) =¢' e [e*tQ].

5. Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

5.1. Théoréme
Soit (e;)icr une suite libre de E avec I = [0,n] ou N. Il existe une unique
suite orthonormale (g;);¢1 telle que :
Vk € I, Vect(eo,...,ex) = Vect(eo, ..., ex) et (exler) > 0.

Démonstration (algorithmique)
€o

lleol|

Effectuons une récurrence sur k. Si k = 0,¢9 = de fagon immédiate.
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Supposons le résultat vrai pour k € [0,n — 1],n > 1. Si (ef,...,e,) satisfait
aux conditions requises, on a, pour tout i € [0,n — 1],e; = &} car (gp,...,€l,_1)
satisfait alors aux conditions requises & l'ordre (n—1), de méme que (eg, ..., €n—1).
Déterminons &,,.
e Analyse : Si g, existe, €, € Vect(eg,...,e,) = Vect(eg, ..., en—1,€n).

n—1
I @0, om1) ERML gy = Nep + > agéy.

k=0

Vi€ [0,n— 1], (enlei) = 0 = ai = —A(enles).

n—1

Donc ¢, = \v,, ol v,, = €, — Z(en|6k)5k. (%)
k=0

llenll =1 = |Al.|lon]l = 1. Dot v, £ 0 et [N = ol
Un
Comme (En\en) =1= )\(En\en) et (€n|en) >0,ona\>0.
e Synthése : soit v, définie par (*).

v, # 0 car e, & Vect(eg,...,en—1) = Vect(eg,...,en—1).

. 1 , . -
On montre aisément que £, = ——w,, est tel que (go, ..., e,) vérifie les conditions.

ol
D’ou le théoreme démontré par récurence. [

5.2. Corollaire
Tout sous-espace vectoriel de E de dimension finie non nulle, en particulier
tout espace euclidien, admet une base orthonormale.

5.3. Application

Avec les notations de I1.A.2.5. Pespace préhilbertien réel R[X] ainsi défini
et muni de sa base canonique (X™)n>0, a une unique base orthonormée
(Pn)nen constituée de polynémes avec des coefficients dominants réels
strictement positifs et tels que, pour tout n, P, soit de degré n.

Démonstration

Le théoreme précédent avec e,, = X™ et ¢, = P,, prouve l'existence d’une unique
suite B = (P, )nen orthonormale constituée de polynomes avec des coefficients
dominants réels strictement positifs et telle que, pour tout n, P, soit de degré n.
Il suffit, pour conclure, de montrer que B est une base de R[X]. Comme B est
libre d’apres B.3. (ou parce qu’elle est échelonnée en degrés), il reste a montrer
qu’elle est génératrice. Pour tout n,B, = (P;)o<ign 6tant libre et de cardinal
(n+1) = dim(R,,[X]) constitue une base de R,,[X].

Soit @ € R[X]. Il existe p € N tel que @ € R,[X]. Donc @ € Vect(B,) C Vect(B).
Donc B est génératrice de R[X].0

6. Parties orthogonales

6.1. Définition
Soit A une partie non vide de E. L’orthogonal de A, noté A, est '’ensemble
des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A.
Si A est une partie vide, A+ = E.
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6.2. Propriétés
(i) Si A est une partie de E, alors A+ = [Vect(A)]J' est un sous-espace
vectoriel fermé de E.
(ii) Si F est un sous-espace vectoriel de E, F N F+ = {0g}-

(iil) E+ = {0g}. Autrement dit : (Vy €E, (zly) = 0) = v =0g.

Démonstration
(i) Si nous notons f, la forme linéaire sur E définie par f,(y) = (:13|y)7 alors

At = ﬂ Ker(f,) est un sous-espace vectoriel de F.

€A
Comme f, est continue sur E, le sous-espace vectoriel Ker(f,) est fermé dans E.

Un intersection de fermés de E est fermée dans E. Donc AL est fermée dans E.
(i) z € FNF* = (z]z) =0 de. z = 0.

(iii) (Vy €E, (zly) = O) = (z]z) =0ie. 2 =0.0

Exercice

Soit A € M, (R). Montrer que tr(AX) = 0 pour tout X € M, (R) si, et seulement
si, A=0.

C’est une application de (iii) & I’espace vectoriel E = 9, (R) muni de son produit
scalaire canonique.

6.3. Théoréme (sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux)
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F et G sont orthogonaux. (i) Fr=G (iii) G+ =F.

Démonstration

Par définition de F* et G+, on a (ii)=(i) et (iii)=>(i).

Montrons que (i)=-(ii). Il suffit pour cela, sachant que E = F & G et G C F* de
montrer F1 C G. Siz € F+ 2 € F et donc s’écrit © =y + 2, (y,2) € F x G.
(zy) = 0et (z|y) =0, donc (yly) = ly||> =0 ie. y=0. Doz =z € G.

Par échange de F et G on a (i)=(iil). D’ou le résultat. O

Exemple

Dans 9M,,(R) muni de son produit scalaire canonique, S, (R) = [A,(R)] +

C. Projection orthogonale

1. Théoréme de la projection orthogonale

1.1. Théoréme et définition
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et si x est

un vecteur de E, il existe un unique vecteur de F, noté pp(z), tel que
r — pp(x) € F+. On Pappelle projeté orthogonal de x sur F. On a :
E = F @ F*. De plus v + d(z,v) admet un minimum global strict sur
F, il est atteint en pp(x).

On appelle distance de x a F' le réel, noté d(x, F') défini par :

d(z, F) = 1}22 d(z,v) = min d(z,v) = ||z — pr(x)].
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Démonstration
Notons n la dimension de F. Si n = 0 c’est clair. Désormais n > 1.

e Existence et unicité de pg(x) : soit (e1,...,e,) une base orthonormale de F’

n

et notons v = Z)‘iei I’élément le plus général de F. Alors © — v € F si, et

i=1
seulement si : (Vj €[, n], (ej|a:) = (ej|v)) ie. (Vj €[, n], (ej|x) = )\j) par
définition d’une famille orthonormale. D’ou l'existence et I'unicité de pr(x) avec,
de plus, pr(z) = (el|x)el 4+t (en|m)en.
Donc : Vz € E,x = pp(x) + (x — pr(z)),pr(z) € F et (v — pp(z)) € FL.
Comme F N F+ = {0}, on peut conclure que £ = F @ F+
e Minimisation de la distance &  : notons vy = pp(z) pour simplifier.
SiveF onad(z,v) = [lz—v|? = [(z —vo) + (vo — )| = ||lz —vo|* + [lvo — v||?
d’apres le théoréme de Pythagore puisque (x —vg) € F+ et (vg —v) € F.
Par conséquent d(x,v) > d(z,vg) avec égalité si, et seulement si, |Jvg — v[|? = 0 ie.
v = Vg, ce qui prouve que v — d(z,v) admet en py () un minimum global strict. O

Remarques
o &*(x,F) = |lz — pr(@)|* = ||l]* — |lpr (2)]*.
En effet, x — pp(z) et pr(x) sont orthogonaux, le théoreme de Pythagore donne :
|2l = || (z = pr(@)) + pe@)|* = |2 = pr@)|2 + |pr ()]
e De méme d*(z, F) = (z — pp(z)|z — pr(z)) = (z — pr(z)|).
e Si F n’est pas de dimension finie, on peut avoir E # F @ F*.
Soient par exemple E = (?(N,R) et F' = Vect (e("))neN ou, pour tout (k,n) dans
NZ, e,(cn) = 0p k. F' est le sous-espace vectoriel des suites a support fini. u étant un
élément de E, u € F+ = Vn e N, (ule™) = 0.
Donc v € F+ = (Vn € Nu, = 0). ie. F+ = {0}. Nous avons alors
F@® FL = F +# E car la suite (i) est élément de E et pas de F.
n+1/neN
1.2. Théoréme
| pr est un projecteur d’image F', application lipschitzienne de rapport 1.

Démonstration
n

L’expression en base orthonormale pp(z) = Z (ei|:r) e; prouve la linéarité de pp.
i=1

Im(pp) C F est clair, et, si v € F, la minimisation de la distance prouve que F est

point fixe de pg, d’ou F' C Im(pr). Par conséquent F' = Im(pr) = Ker(pr — Ig),

pr est projecteur sur F. Enfin 0 < d?(x, F) = ||z||> — |[pr(x)||? prouve que

lpr(x)|| < ||z||, pr est lipschitzienne de rapport 1.0

2. Inégalité de Bessel

2.1. Théoréme
Si(eq,...,e,) est une famille orthonormale et si x € E, alors on a I'inégalité
n

de Bessel : Z (ei|x)2 < lz|?.

i=1
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Démonstration

n

n
. 2
Si F = Vect(ey, ..., ep), alors pp(x g (eilz)ei et |lpr(z)|*= E ’(el|x)| <lz)?
i=1 j
car pr est lipschitzienne de rapport 1.0

2.2. Corollaire
(i) Si B = (en)nen est une suite orthonormale de E, la suite de terme

o0
général (ey|z) est élément de € (*(N,R) et on a Z (en|gc)2 < ll?

n=0
oo
(ll) On a 17ég'311té de Parseval : Z (en‘:L')2 = ||;L‘H2 sj’ et seulement
n=0

si, x € Vect(B). On dit que B est totale ou encore, que B est une base
hilbertienne de E si E = Vect(B).

Démonstration

(i) Si (en)nen est une suite orthonormale de E alors, par majoration de toute
somme partielle d’une série a termes positifs, pour tout x € F, la suite de terme
o0

général (e,|r) est élément de € (*(N,R) et on a Z (en|m)2 <z

n=0
(ii) Sil’on al’égalité de Parseval, Ve > 0,3ng €N, Vn > ng (ek|a:)2 > ||z||? -2
k=0
Notons B,, = Vect(ex)ogkcn, Fn = Vect(B,,) et F' = Vect(B).
D’apres C.1.1. d*(z, F,,) = ||z]|* — Z (ek|x) Donc : Vn > ng, d?(z, F,,) < &2
k=0

Comme F,, C F,onad(z, F) < d(z, F,,). D’ot (Ve > 0,d(z, F') < ¢) de. d(x, F)) = 0
ce qui équivaut a x € F.

Réciproquement, soit = € F, pour tout £ > 0, il existe y € F tel que d(y, F) < 1/z.
Il existe ng €N tel que y € F,,. Donc d?(x, F,,,) < d*(z,y) < € d’apres C.1.1.

o no n
2 . 2 .
Donc ||z[|? — Z (ex]z)” <ede. ||lz||* —e < Z (ek|m) < Z (exlz)” sin > no.
k=0 k=0 k=0
n
On déduit de C.2.1. que ||z||* — Z ek|x < x|
k=0

n
Donc : Ve > 0,3ng e N,VneN,n > ng = 0 < ||z|* — Z (ek\m)z <e.
k=0
Ceci acheve la démonstration. O
2.3. Application

Soit (a,b) € R? a < b. Soit w € E = C([a,b],R) et w > 0. On suppose E muni du
b

produit scalaire (f, g) — fgw. Soit E’ le sous-espace vectoriel de F constitué

a
des fonctions polynémes a coefficients réels. Soit (P, )nen une base orthonormée
de E’ si ce dernier est muni du produit scalaire induit par (.|.).
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D’apres le théoreme de Weierstrass, comme | - || < K NP les hypotheses du
n

théoréme de Parseval sont vérifiées et donc Z(Pk| N —— IfI%
k—0 n—oo

II. Espaces euclidiens

Dans ce paragraphe, F est un espace euclidien de dimension n > 1.
A. Expressions analytiques

Soient B = (e;)1<ign une base orthonormée de E, deux vecteurs = et y de E de
coordonnées respectives dans B : (x1,...,2,) et (y1,...,yn). Si on note X et ¥
les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans B, alors :

n

t t
(zly) = XLY =YI,X =) ziy:.
i=1
Application a I’expression matricielle d’un projecteur orthogonal
Si F' est un sous-espace vectoriel de E dont une base orthonormée est
(a1,...,ax) et si (Al, ..., Ag) sont les matrices colonnes des a; dans B,

alors : Mg(pr) ZA

Démonstration
k

k
aj|x o= MX =) A XA =Y A4 X) car
: o
£4jX € M (R) avec M = Mpg(pr) et X la matrice colonne des coordonnées d'un
vecteur x dans B,

\V/Z‘EFpF

H'M»

k
Donc : VX, M X = (3~ 4;4;) X. Dot le résultat. D
=1

B. Isomorphisme canonique

Théoréme
Un espace euclidien est canoniquement isomorphe a son dual. Autrement
dit, si E est un espace euclidien, I'application 6 : E — E* xr — j, ou
s F > Ry~ (x|y) est un isomorphisme de l’espace vectoriel & sur
Pespace vectoriel E* des formes linéaires sur E.

En effet, un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.
Remarques

e Pourquoi canonique ? Car l'isomorphisme est indépendant des bases choisies
sur E et E*. Rappelons au lecteur étudiant que E et E* étant des espaces
vectoriels de dimension finie et dim(F) = dim(E™*), on sait qu’il existe au moins
un isomorphisme de E sur E*.

e 0 est continue et isométrique.

En effet : Vy € E,|0(2)(y)| = |7 (v)] < ||=]-]|y|| ¢f- inégalité de Cauchy-Schwarz.
De plus j,(z) = ||z]|?. Donc ||8(z)|| = ||z
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C. Adjoint d’un endomorphisme

1. Théoréme et définition
Soit uw € L(FE). Il existe un unique endomorphisme de E noté u” tel que :
*
V(z,y) € B2, (u(2)ly) = (2u” (y)).
u* est appelé I'endomorphisme adjoint de w.

Démonstration

Si B est une base orthonormée de E et A = Mg(u), alors (u(z)]y) = 'XAY . Soit

u* € L(E) telle que M(u™) = A, alors (u(z)ly) = (:c|u*(y))

S’il existe v € L(E) vérifie : V(xz,y) € E?, (u(z)|y) = (:c|u*(y)) = (z[v(y)).

Y(z,y) € E, (z|(v —u*)(y)) = 0= Vy € E, (v—u)(y) € E+ = {0g} ie. v=1u".0

2. Propriétés

1. Si B est une base orthonormée de E, w € L(E) et A = Mp(u) alors
t

MB(U*) = A.

N 1L . 1L

2.Vu e L(E),Ker(u") = [Im(u)} et Im(u™) = {Ker(u)}

3. Y(u,v) € (L(E))?, (uov)* = v*ou*.

4. L’application u u” est un automorphisme involutif de I’espace vectoriel

L(E).

5. Un endomorphisme u de E et son adjoint u* ont méme polynéme

caractéristique, donc méme déterminant et méme trace.

6. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u alors F- est stable
*
paru”.

Démonstration

1. Voir démonstration précédente.

2.z € Keru* <= u*(z) =0 (1)

(1) < Yy € E, (ylu*(z)) = 0 car EL = {0}.

(1) <= Vy € E, (u(y)|z) = 0 par définition de u*.

(1) <= z € {Im u] . cf. définition de Imw.

La seconde égalité découle de (u*)*=wu et (F+)1=F car dim(F) < +o0.

3. et 4. sont des conséquences de 1. et des résultat sur la transposition de matrices.
5. De 4. on déduit que X,, = X,» car Xy = Xil car le polynéme caractéristique
d’un endomorphisme est le polynéme caractéristique de sa matrice dans une base
quelconque.

6. Si F est stable par u, soit y € F+. Pour tout € F,u(x) € F. Donc (y|u(z)) = 0.
Dol (u*(y|lz) = 0 par définition de u*. Par suite u*(y) € F+.0O

Exercice Montrer que rg(u) = rg(u*ou).

Solution

D’apres le théoréme du rang, il suffit de montrer que Ker(u*ou) = Ker u. Comme
Keru C Ker(u*ou), il reste a prouver I'inclusion inverse.

Si # € Ker(u*ou),u*ou(z) = 0. Donc : (u*ou)(z)|x) = 0 ie. (u(z)|u(z)) = 0 par
définition de u*. Donc u(z) = 0g car (.|.) est un produit scalaire.
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D’on x € Ker(u) et le résultat. O
3. Définitions
Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E.
(i) w est dit symétrique ou autoadjoint si u* = u. On note ue S(E).
(i) wu est dit antisymétrique si u* = —u.
(ili) w est un automorphisme orthogonal ou isométrie vectorielle
de E et I'on note u € O(E) si : u € GL(E) et u* = u~!.

. . . * *
(iv) w est un endomorphisme normal si uou” = u” ou.

4. Caractérisations

4.1. Théoreme
Soient v € L(E), B une base orthonormée de E et A = Mpg(u). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) wu est symétrique.
(i) V(z,y) € B2, (u(2)ly) = (z|u(y)).
(iii) A = A.

Démonstration

Immédiate compte tenu de I1.C.1. et I1.C.3.0

4.2. Théoréme
Soient w € L(FE), B une base orthonormée de E et A = Mp(u).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) w est antisymétrique.

(i) V(z,y) € E2, (u(@)ly) = —(z|u(y)).
(iii) Vo € E, (u(z)|x) = 0.

(iv) A=-4.

Démonstration

Elle est immédiate compte tenu de III.C.1, ITI.C.2. et du fait que l'application
¢ (x,y) — (u(x)|y) est une forme bilinéaire sur E. (ii) est équivalent & (iii) car
® est antisymétrique si, et seulement si, elle est alternée (c¢f. la caractéristique de
K est distincte de 2).0

4.3. Théoreme
Soient E un espace euclidien et u € L(FE). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) we O(F); (ii) u conserve la norme.
(iii) w conserve le produit scalaire.

(iv) L’image par u de toute base orthonormée de E est une base or-
thonormée de E.

(v) II existe une base orthonormée de E d’image par u une base or-
thonormée de E.

(vi) I existe une base orthonormée B de E telle que AA = I, o
A= MB (U)
(vii) II existe une base orthonormée B de E telle que A4A =1, on

A= MB(U)
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Démonstration

()=(ii) : Y(z,y) € E2 (u(z)|uly)) = (z|u*ou(y)) par définition de u*. Do le
résultat car u* =u"".

(ili)=(i) : en effet, (ii)= Vo € E,|u(x)||* = |lz|>. Dot u est injective. Or
u € L(E) et E est de dimension finie, donc v € GL(E).

V(@,y) € B2, 3y =u=(y), (u(@)ly) = (u(x)|u(y)) = (2]y') = (z]u"' ().

De la définition de u* on déduit que u* = u~1.

(ii) <= (iil) : D’apres le lemme. D’ou (i) < (ii) < (iii)

(if)=(iv) : si B = (e;)1<ign ©st une base orthonormée de E et si l'on note
B = (u(e;))i<i<n, alors (u(e;)|u(e;)) = (eile;) = d;,;. Donc B’ est orthonormale
et par suite libre. Comme Card(B’) = n = dim(E), B est une base orthonormée
de E.

(iv)=-(v) : car l'espace euclidien F possede au moins une base orthonormale.

(v)=(vi) : si A= Mp(u) = (a;,;) alors u(e;) Zamek

Comme B est orthonormale, (u(e;)|u(e;)) Zak ok, cf IILA.

Or (u(e;)|ule;)) = d;,; et A= (cij) ol ¢y j = Zak,iak,j. Donc A A = I,.
k=1
(vi) <= (vil) : car une matrice est inversible a droite si, et seulement si, elle est
inversible a gauche si, et seulement si, elle est inversible.
(vii)=(i) : (vii) équivaut & A € GL,(R) et A™! = A; ce qui équivaut a
u € GL(E)etu™t =u*.0
5. Théoréme (caractérisation des projecteurs orthogonaux)
Soit p € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) p est un projecteur orthogonal ;
(ii) pop = p et p est autoadjoint ;
(iii) pop = p et ||p(x)|| < ||z|| pour tout x € E.

Démonstration

(i) = (ii) : soit F' un sous-espace vectoriel de E. Notons p le projecteur orthogonal
sur F ie. projecteur sur F parallelement & F1. Comme p est un projecteur,
pop = p. Il reste & montrer que p est symétrique.

V(z,2') € B2, 3(y,2) e Fx F+- 3 (y,2)eFxFX o=y +zeta =y + 2.
On vérifie aisément que (p(x)|z’) = (y|y’) = (x|p(x ’))

(ii) = (iii) : Vo € B, [|p(2)|* = (2[(p*op)(z)) = ([p*(z)) = (z|p(x)).

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit : ||p(x )||2 < lz))-llp(2)])-

L’examen des cas ||p(z)|| nul ou non, donne : ||p(z)|| < ||z

(iii) = (i) : pop = p = E = Ker(p) & Im(p).

Il reste & prouver que Ker(p)L Im(p).

Comme dim ([ Ker(p)] J') = dim [Im(p)], montrons que [Ker(p)] e Im(p).

Size [Ker(p)}L, alors © = 1 + x2 ou (z1, x2) € Ker(p) x Im(p).
v2 =z — 1 et (zfa1) = 0. Done [z = [l + [lz1 ] > ||«
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Or z3 = p(z) = ||z2|| < ||z]|. Donc z1 = 0g ie. x = x2 € Im(p). O
6. Théoreme
Soit u un endomorphisme de I'espace euclidien E.
lul = sup [lu(z)| = sup |(u(@)|y)|= [lu"].
llzll=1 lzll=llyll=1

Démonstration
La premiere égalité a été prouvée dans le chapitre « Espaces métriques» .
Soit (z,y) € E%, ||lz|| = |ly| = 1, alors |(u(z)|y)| < [lu(z)|.|ly|| d’apres 'inégalité
de Cauchy-Schwarz. Donc |(u(x)|y)| < [|ull-[|z[lyl| < |lu| par définition de |jul|.
Dou M = sup |(u(x)|y)| existe et M < |Ju. (%)
lzll=llyll=1

. . 2 u(z)
Soit &€ B et ]| =1. 81 u(@)£0, Ju(a) | = u(a) | (u(e)| s ) < M)l
D’ou ||u(z)|| < M. Cette inégalité est évidente si u(xz) = 0. D’ou ||ul| < M.
Compte tenu de (%), on a |lul]| = M.
Comme (u(z)]y) = (x|u*(y)), on déduit de cette égalité : |lul| = ||u*|.O

D. Automorphismes orthogonaux

1. Groupe orthogonal

1.1. Théoréme et définition
(i) O(FE) est un sous-groupe de GL(E) appelé le groupe orthogonal de E.
(ii) SO(E) = {u € O(E)|det(u) = +1} est un sous-groupe de O(E) appelé
groupe spécial orthogonal de E.

Démonstration

(i) « O(F) C GL(F) par définition.

e O(E) # 0 car I € O(E).

e Soit (u,v) € (O(E))2. Vo € E,|[(uov=1)(2)| = [[v™1(2)] car u € O(E).

Or [|lz[| = [|[Zg(2)|| = [I(vov™")(@)|| = [[v™"(2)[| car v € O(E).

Donc uov~—t € GL(E) C L(E) et conserve la norme ; d’ot uov=* € O(E).

(ii) L’application 6 : O(E) — {—1,1},u > det(u) est un morphisme du groupe
(O(E),O) dans le groupe ({7171}, x). Son noyau, SO(E) est donc un sous-
groupe du groupe orthogonal de E.O

Notons que {u € O(F)|det(u) = —1} n’est pas un sous-groupe de O(E) puisqu’il
n’est pas stable par la loi o.

1.2. Théoréeme et définition
Une matrice A € 9MM,(R) est dite orthogonale si I'une des assertions
équivalentes suivantes est vérifiée.

(i) A€ GLy(R)et A=l =4,

(i) AA=1,.

(i) 4A = I,.

(iv) Les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale pour le
produit scalaire canonique de R"™.

(v) Les vecteurs lignes de A forment une famille orthonormale pour le
produit scalaire canonique de R"™.
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Démonstration
Conséquence du théoreme I11.C.4.3. de ce chapitre. O

1.3. Théoréme et définition
(i) L’ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe multiplicatif
de GL,(R) appelé groupe orthogonal d’ordre n et noté O(n).

(ii) SO(n) = {A € O(n)|det(A) = +1} est un sous-groupe multiplicatif
de O(n) appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n.

Démonstration

(i) Soit u € O(F) ol E est un espace euclidien de dimension n. Si B est une base
orthonormée de E et A = Mg(u), alors u € O(E) < A € O(n). L’application

¥ : O(E) — O(n),u — Mp(u) est un isomorphisme de ((’)(E), o) sur ((’)(n), ><>.
D’ou le résultat compte tenu de I11.D.1.1.

(ii) Le résultat découle du méme théoréme car ¢ induit un isomorphisme de
(SO(E),o) sur (SO(n),x).0

Remarques

e O(n) et SO(n) sont des parties compactes de 9, (R).

En effet, ce sont des parties fermées et bornées de l’espace vectoriel normé de
dimension finie M, (R).
O(n) est une partie fermée de lespace vectoriel normé 9, (R), en effet, si

f:M— ‘MM alors f est continue sur 9, (R) car toutes ses coordonnées sont
polynomiales en les m; ; et O(n) = f~1({I,}). O(n) est bornée dans M,,(R) car,

si A = (a; ;) € O(n), pour tout (,5) € [1,n]?, af; < Zaij =1.
i=1

Quant & SO(n) = O(n) N{A €M, (R)| det(A) = 1} un compact dans un fermé
est compact de 9, (R).

e A € O(n) = |det(4)] = 1 mais la réciproque est fausse comme le montre le

(é 1) € My(R), AU = (f }) £ I,

contre-exemple : A =

2. Propriétés
Soit u un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E.

(i) Les valeurs propres de u sont dans {—1,1} et les sous-espaces propres sont
orthogonaux.

(ii) u est diagonalisable si, et seulement si, u est une symétrie vectorielle ortho-
gonale de F.

(iii) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, F- est stable par u et
I'application induite par u sur F' (resp. sur F1) est élément de O(F) (resp. O(F4)).

(iv) Ker(u — Ig) et Im(u — Ig) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
orthogonaux.

(v) La matrice de passage d’une base orthonormée & une autre est orthogonale.

(vi) Si A € SO(n) et n impair, alors 1 est valeur propre de A.



364 ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Démonstration
(i) Si X est valeur propre de u, il existe z € E \ {0} tel que u(x) = Az.

Comme |[u(z)]| = ||z|l, |Alllz]] = ||z|. D’ot |A] =1 car x # 0.

Notons E, (1) = Ker(u — Ig) et E,(—1) = Ker(u + Ig).

Pour (z,y) € Ey(1) X E,(—1), on a : (u(z)|u(y)) = (z]y) car u € O(FE) et
(u(@)[u(y)) = (x| - y) = (z[y). Donc (zly) = 0.

(ii) Si w est diagonalisable, E = E, (1) ® E,(—1).

Donc u est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport a E, (1).

(iii) Si F' est stable par u, u(F) C F. Notons ur 'application induite par u sur
F; alors up € L(F).

Comme F C E, on a: Vz € F,||lup(z)|| = ||u(x)| = ||z||. Donc up € O(F).
Montrons que F'* est stable par u. Pour tout (x,y) € F x F*, il existe un unique
2’ € F tel que z = u(z’) = up (') car up € O(F) C GL(F).

(zlu(y)) = (u(2")|u(y)) = (2'|y) = 0. Donc u(F+) C F-.

On a de méme up1 € O(F1L).

(iv) Ker ((u — Is)*) = [Im(u — Ir)]

Or (u—Ip) =u" —Ig=u"'—1Ig=(Ip—u)ou '
Donc Ker ((u — IE)*) = Ker(u — Ig) et le résultat est prouvé.

1

(v) Comme I € O(E), si B et B’ sont des bases orthonormales de F, la matrice
P = Mp g(Ig) est orthogonale.

(vi) A= I, = A— AA = A(I,, — A). Comme det(M N) = det(M). det(N),
det(‘M) = det(M),det(—M) = (—1)" det(M), on a :
det(A —1I,,) = (—1)"det(A — I,) ; d’ou le résultat. O

3. Interprétation matricielle du procédé de Schmidt
Toute matrice A € GL,(R) s’écrit de fagon unique A = Q R ou @ € O(n) et
R est une matrice triangulaire supérieure a éléments diagonaux strictement
positifs.

Démonstration

Existence : Si R™ est supposé muni de son produit scalaire canonique, soit By
sa base canonique (orthonormale). Soit la base B = (ey,...,e,) telle que A
soit la matrice de passage de By a B. Notons ) la matrice de passage de By a
B' = (e1,...,&n). Alors Q € O(n) car B et By sont orthonormales. Enfin soit R la
matrice de passage de B’ a B.

Si z est un vecteur quelconque de R™, Xy, X, X’ sont ses matrices colonnes dans
les bases By, B et B'. D’apres le cours sur les changements de bases, on peut écrire :
Xo=QX', Xo=AX,X'=RX.

Donc : VX, AX =QRX ie. A=QR.

Remarquons que R = (r;;) est triangulaire supérieure & éléments diagonaux
strictement positifs, est déterminée par les formules données dans la démonstration
du théoreme (procédé d’orthogonalisation de Schmidt) et que r; ; = (g;]e;) > 0.
Unicité : A = QR = Q'R = M = RR™' = Q'71Q est élément de O(n) et
triangulaire supérieure a éléments diagonaux strictement positifs. Or une seule
matrice est & la fois orthogonale et triangulaire supérieure a éléments diagonaux
strictement positifs, c’est I,,. En effet, si M est une matrice triangulaire supérieure
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4 éléments diagonaux non nuls, elle est inversible et M ~! est triangulaire supérieure
" Com(M ) soit

comme on peut le voir soit en utilisant la formule : M~! =
P det(M)

en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton qui implique M ~! € R[M].

Orsi M e O(n), Mt = ‘M qui est triangulaire inférieure, donc M est diagonale.
D’autre part, M = Diag(ay,...,a,) € O(n) = Vk € [1,n], |ax| = 1.

D’on : Vk € [1,n],ar = 1 car M est & éléments diagonaux strictements positifs.
Donc: R=R et Q=0Q'.0

E. Endomorphismes symétriques

1. Rappels
o u € L(E) est symétrique, on note u € S(E) si

(@, y) € B, (u(@)ly) = (z|u(y))-
o Si ue L(E) et A la matrice de u dans une base orthonormée de E. Alors
ueS(FE) < AecS,(R).

2. Propriétés
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Si F' est un
sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F est stable par u et si u; et
ug sont les applications linéaires induites par u sur F et F*, alors u; € S(F)
et up € S(F1).

Démonstration

V(z,y) € F?, (u1(2)]y) = (u(z)|y) = (z|u(y)) car ue S(E).
= (z|u1(y)), ce qui prouve que u; € S(F).
Si F est stable par u, on a vu que F- est stable par wr = .
En procédant comme pour u;, on prouve que us € S(F4). O
3. Lemme

Tout endomorphisme u d’un R-espace vectoriel E de dimension finie laisse
soit une droite soit un plan stable.

Ce lemme a déja été prouvé au chapitre 2.

4. Théoréme spectral
Si un endomorphisme u de E est symétrique alors FE admet une base
orthonormée formée de vecteurs propres de u.
Si A€ S, alors il existe P € O(n) et D € D,,(R) telles que A = PD'P.

Démonstration

Les deux affirmations sont équivalentes.

Les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux, car :

u(z) = Az et u(y) = py avec X # p = (u(z)ly) = M(z|y).

Comme u € S(E), (u(z)ly) = (zlu(y)) = p(z|y). I s'en déduit (z|y) = 0.

Il suffit donc de montrer que u est diagonalisable. On procede par récurrence sur
n, le cas n = 1 étant immédiat.

On traite quand méme le cas n = 2 matriciellement. Soit A = z i), alors

Xa=X%—(a+c)X + (ac — b?) de discriminant A = (a — ¢)? +b? > 0.
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Si Sp(A) est de cardinal 2 laffaire est faite, sinon on a a la fois a = cet b = 0 d’out
A = aly et c’est fini.

On suppose le théoreme établi dans les espaces euclidiens de dimension inférieure
an—1letn>3.

Soit u€ S(E) ou F est de dimension n et soit F' un sous-espace vectoriel de F
de dimension 1 ou 2 stable par u. Son existence a été prouvée au chapitre 2 pour
tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2. On a vu
que v induit des endomorphismes symétriques u; de F et uy de F+. On a vu
que u; est diagonalisable et I'hypothese de récurrence prouve que us 1’est. Comme
E = F @& F* on en déduit que u est diagonalisable. O

Exemple

Soit A € S, telle que : 3k € N*, AF = I,,. Montrer que A% = I,,.

Du théoréme précédent on déduit : 3P € O(n), 3D € D,(R), A = pPD'P.
Donc A* = PDF'P. D = Diag()1,...,\n) = DF = Diag(AF, ... \F).

AF =1, = DF =1, = Vje[l,n],\f =1.

Comme les \; sont réels, on a : Vj € [1,n], [Nj| =1 ie. A} = 1.

Donc D?> =1, et A% = 1I,,.

Remarque

Une matrice symétrique de 2, (C) n’est pas nécessairement diagonalisable.
2i

1 0
caractéristique étant (X — 7)2, elle n’a qu'une valeur propre et n’est pas scalaire.

En effet, la matrice A = n’est pas diagonalisable puisque son polynéme

5. Une forme bilinéaire symétrique dans une base orthonormée

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique d’un espace euclidien E de dimension
n > 1. u étant 'endomorphisme associé a ¢, on déduit de la symétrie du
produit scalaire que u est autoadjoint. Soient B une base orthonormée de FE et
A = Mg(¢) = (a;;). On déduit du théoreme précédent que A = PD'P ou
P € O(n),D = Diag(A1,...,\n) € Dp(R). Donc A = Mp(u)

o(z,y) = (zu(y)) = X AY =X PD'PY ='X'DY". (1)

ouX=PX etY=PY"

B’ étant une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres de u, la matrice
P est la matrice de passage de B a B'.

Si (z1,...,2n) €t (y1,...,yn) sont les coordonnées de = et y dans la base B, si
(xh,...,2h) et (yi,...,y,,) sont les coordonnées de = et y dans la base B', (1)
n n n
sécrit 1 p(z,y) = Z Zai,jmiyj = Z NiZly.
i=1 j=1 i=1

On dit qu’on a réduit ¢ dans une base orthonormée de FE.

Cette réduction a de nombreuses applications que nous développons dans la fin de
ce chapitre.

6. Théoréme (norme d’un endomorphisme symétrique)
Si u est un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien E,
lull = sup |(u(z)|z)] = r(u) oit r(u) = max{|A] | A € Sp(u)}.
1

llzll=
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Démonstration
Pour tout = € E tel que ||| =1, |(u(z)|z)] < [Jul| = sup |Ju(x)].
llzll=1
Donc m = sup |(u(z)|z)]| existe et m < |u].
llzll=1

La réduction de la forme bilinéaire symétrique (z,y) — (u(x)’y) dans la base
orthonormée B’ = (e})1<i<n constituée de vecteurs propres de u ot 'on a supposé
Al < A2 <--- < |)\n| et u(e’») = \;e}, donne :

Ve e E,( ZA St lafl = 1, | (ule)2)] < Al Y (a))?
i=1

Donc (u(z)|z) < [An \IIiEII2 [Anl = r(u).
Comme |(u(ey,)le;,)] = [Anl, on a : r(u) =
Par un raisonnement analogue on a :

|lul|> = sup |Ju(z)|?* = sup Z (\xh)? = A2, Donc 7(u) = ||ul.O

m.

llzll=1 llzll=1
Remarque
Si u n’est pas autoadjoint, on n’a que : sup |(u(z)|z)| < |lul|. Par exemple, si

llzll=1

u € L(E) est antisymétrique non nul, on a : Vz € E, (u(x)|x) =0 et ||ul| # 0.

F. Endomorphismes normaux d’un espace euclidien

Notons qu’un endomorphisme symétrique, antisymétrique ou une isométrie vecto-
rielle d’un espace euclidien est normal.

1. Lemme 1

Soit uw un endomorphisme normal d’un espace euclidien E. Si F est un
sous-espace vectoriel de E stable par u, F1 est aussi stable par u.

Démonstration
Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, dans une base orthonormée
de E adaptée & la somme directe E = F @ F, la matrice de u est

M = <‘§ g) .De M'M = ‘MM on déduit A4+ B'B ="4A.

Comme tr (Afél) =tr (£4A) et tr lindaire, tr (BtB) =0=|B|? Donc B = 0.
D’oll F- est aussi stable par u.O

2. Corollaire
Soit w un endomorphisme normal d’un espace euclidien E. Si F' est un sous-
espace vectoriel de E stable par u, I’endomorphisme induit par u sur F' est
un endomorphisme normal de F.

Démonstration
Avec les notations de la démonstration précédente, A ="14.0

3. Lemme 2
Tout endomorphisme normal d’un espace euclidien de dimension 2 peut étre
représenté dans une base orthonormée par une matrice de la forme

A0 a —f ,
(0 M) ou (5 o ) avec «, 3, A, p réels.
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Démonstration

Soit M une matrice normale M = (Z Z)

(b—c)b+c)=0

(a—d)(b—c)=0

Si b = ¢, M est symétrique et I'on sait que M est ortho-semblable & Diag(\, p).
Sinon, a = d et b = —c et le résultat est établi.O

MM="MM — {

4. Théoréme
Tout endomorphisme normal d’un espace euclidien E peut étre représenté
dans une base orthonormée par une matrice diagonale par blocs :

) . Q;  — I
DlagO\lw-w)‘s»Mlv'"’Mt) ou M; = (61 Of >

Démonstration

Par récurrence forte sur n € N*. Sin €{1, 2} le résultat est clair ou établi en lemme.
Supposons le résultat établi pour tout k €[1,n — 1] avecn — 1 > 2.

Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien £ de dimension n.

e Si u posséde une droite F stable alors I'’hyperplan F- est stable par u et
I'endomorphisme induit par u sur F- est normal. Par hypothese de récurrence, il
existe une base orthonormée de F+ dans laquelle la matrice de I’endomorphisme
induit est de la forme annoncée. En concaténant cette base avec un vecteur unitaire
de F, on a une base orthonormée solution.

e Si u possede un plan F stable alors F'* est stable par u, les endomorphismes
induits par u sur F et F'- sont normaux. Par hypotheése de récurrence, il existe une
base orthonormée de F- dans laquelle la matrice de 'endomorphisme induit est
de la forme annoncée. En concaténant cette base avec une base orthonormée de F'
(¢f. lemme), on a une base orthonormée solution. La récurrence est concluante. O
5. Corollaire

Toute matrice antisymétrique de M, (R) est ortho-semblable & une matrice
diagonale par blocs :

. N 0 —Bi
Dlag(Ml,...,Mp) ouMi:(ﬂi 0 )

6. Théoreme de réduction des isométries vectorielles
Soient E un espace euclidien de dimension n > 1 et u € O(F). 1l existe une
base orthonormée B’ de E telle que Mp/(u) soit la matrice diagonale par

blocs : Diag (Ip, —1I,,R(61), ... ,R(@S)) avec :
_ ([ cos(§;) —sin(4;)
R(6;) = <sin(0j) czs(ﬁj)

> est telle que 0; € R\ nZ. p,q,s €[0,n].

7. Application
| SO(n) est connexe par arcs.
Si A = Diag (Ip, —1,,R(61), ... ,R(Os)) € SO(n), alors g est pair. Comme
R(w) = —I5, on peut écrire : A = Diag (Ip, R(61),..., R(GT)).
L’application f : [0,1] — O(n),t — Diag (I,, R(t6:),..., R(t6,)) est continue,

telle que f(0) = I,,, f(1) = Aet f([0,1]) C SO(n). Donc SO(n) est connexe par
arcs.
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8. Théoreme
Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E.

[ul| = v/r(urou)

ot r(u*ou) = N Sm(ax )/\ et |Jul = [|lu*|.
eSp(u*ou

En particulier si u est symétrique positif, ||u|| = r(u).

Démonstration

lull® = sup [lu(z)|* = sup (u*ou(x)lz).
Jeli=1 lol=1

Comme wu*ou est un endomorphisme symétrique positif de E, le résultat est une
conséquence du théoreme I11.E.4.
Si u est un endomorphisme autoadjoint positif de E et si 'on note ses valeurs
propres Ai,..., A, avec 0 < A\; < -+ < A, alors A2, ..., A2 sont les valeurs
propres de u? = u*ou et r(u*ou) = \2 = (r(u))2 D’ou le résultat.
Comme uou™ et w*ou ont méme polynome caractéristique,
r(uou™) = r(u*ou). Il s’ensuit que [|ul| = ||u*]|.O
9. Théoréme de coréduction de deux matrices symétriques réelles

Si AeSFT, BeS,(R), il existe P € GL,(R), D € D,(R) tels que

A="PP, B="PDP.

Démonstration

AeSt = 3ReGL,(R),A = '‘RR daprés le théoréme spectral. En effet,
A= Py Diag(A1,...,A\) P ="RR ot R ="(P, Diag (VA1,...,vAn)).
'R-IBR™1€S,(R) = 3Q€O(n),'R"1BR~! = QD'Q.

Donc B = "PDP on P = 'QR et l'on vérifie que A = ‘PP car QeO(n).0

EXERCICES

1. Soit (a,b)€R2,a < b. On suppose C([a,b],R) muni du produit scalaire
b

(f,9) — / fg. Déterminer 'orthogonal de P le sous-espace vectoriel des fonctions

polynémesa de [a,b] dans R.

2. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’'un espace euclidien E, montrer
que: (F+G)tr=FtNnGret (FNG)t =Ft +Gh

3. Projection sur un convexe compact
Soit H une partie de l’espace préhilbertien réel (E, ( - )7 convexe et compacte,
et soit x € E. On note d(z, H) = hinﬁ{ |l — Rl

€

Exercices
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a. Montrer qu’il existe un unique ho € H tel que d(z, H) = ||z — hol|. On pourra

utiliser pour hg,h; dans H la fonction définie pour tout ¢t €R par la formule
q(t) =l — tho — (1 — ).

b. Montrer que hg est caractérisé par la condition (;v — holh — ho) 2> 0 pour tout
h € H. On pourra utiliser la méme fonction ¢t — ¢(t) qu’a la question précédente.

Le vecteur hg s’appelle projeté de x sur H.

2
4. Soit A = (a; ;) € M, (R). Déterminer : inf a; i —m; i) .
(ai;) (R) M=(m; ;) € Sn(R) Z ( »J ,J)

1<i,j<n

5. Théoréme de Cartan-Dieudonné. Soit E un espace euclidien. u € O(E) tel
que rg(u — Ig) = p. Montrer par récurrence sur p que u est produit d’au plus p
symétries orthogonales par rapport a des hyperplans.

6. Soit E un espace euclidien de dimension n. Montrer qu'il existe (z1,...,Zp41)

1
tel que, pour tout ¢ € [1,n+ 1], ||lai]| = 1 et (z;]x;) = —— si i # j.
n

7. Si Ay est le mineur principal d’ordre k de A € S,,(R), montrer que :
Ae St <« Vke[l,n],A; > 0.

8. a. Soient A € S/t et B € S;F. Montrer que :
3P € GL,(R),3CeSH,'PP=A"1et PB'P=C.
b. (i) Si B € S;f, montrer que 1 + {/det(B) < {/det(I, + B).
On pourra utiliser la convexité d’une fonction.
(ii) En déduire que si (4, B) € (S,‘f)z, alors :
Y/det(A) + {/det(B) < {/det(A + B).

9. Soient A € S et k € N*. Montrer qu’il existe une unique matrice A’ € S;
telle que A = A’*. On pourra noter A’ = V/A. Montrer qu’il existe P4 € R[X] tel
que A" = P4(A). On pourra utiliser des polynomes de Lagrange.

10. Décomposition polaire. Montrer que :
a. VA € GL,(R), 31(Q,S) € O(n) x S+, A=Q5.

b. VA € M,(R), 3(Q,S) € O(n) x S, A= Q8.

11. a. Montrer que I’ensemble des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien
E est une partie compacte de L(E).

b. Si A et B sont des sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien F on note p»
(resp. pg) le projecteur orthogonal sur A (resp. B). Montrer que ||pa — pg|| €[0,1]
et que dim(A4) = dim(B) si ||pa — psl| < 1.

12. On munit £ = R[X] d’une structure préhilbertienne. v désigne un élément de
L(E) vérifiant : V(P,Q) € E?, (u(P)|Q) = (P|u(Q)) et deg [u(P)] < deg(P).

On note (P,), la base obtenue & partir de (X™),, par le procédé d’orthonorma-
lisation de Schmidt. Montrer que, pour tout n, P, est vecteur propre de w.
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1
13. Calculer  inf / [In(z) — a — bz]” da.
0

(a,b)ER?
14. Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel et x1,...,x, éléments de E.
Montrer que ||z1+- -+ a,| = |z1||+ - +]|zn]| si, et seulement si, il existe u € E,

il existe (A1,..., ) E(R4)™ tels que, pour tout ¢ €[1,n], x; = A\;u.

15. Si (p,q,7) €ER3, A=

= Q3

q r
r p | etsi(A™) converge, déterminer sa limite.
p q

16. Pour A et B éléments de S;, montrer : 0 < tr(AB) < tr(A) tr(B).

n?

t

17. Soit A — <g g

a. Montrer : a > 0 et BES,"_;. Montrer que, si M €90,(R), tMAMES;“.

n

b. Montrer que aB — C'C € S ..

c. Montrer que C est nulle dées que « est nul.

> un élément de S;F ot a€R et C €M1 1(R).

18. Décomposition de Cholesky

a. Montrer que A € S si, et seulement si, il existe un unique élément T de 7, (R)
a diagonale dans ]0, +oo| tel que A = 7.

b. Montrer que A€ S;" si, et seulement si, il existe un élément 7' de T, (R) &
diagonale dans [0, 4+o00[ tel que A = ‘TT.

On pourra appliquer la décomposition QR o une racine carrée de A.

19. Méthode de Householder pour la décomposition QR

On munit £ = M, 1 (R) de sa structure euclidienne canonique.

a. Si U est un élément non nul de E donner la matrice Sy relativement & la base

canonique de la réflexion par rapport & U-.

On appelle matrice de Householder toute matrice de la forme Sy ou I,,.

b. Soit A€ GL,(R). Montrer l'existence d’une matrice de Householder S, d’un
o ok -e- %

(12 .y * 0

élément A" de GL,,—1(R) et d'un élément o de R™ tels que SA = | . W

0

c. Soit toujours A élément de GL,(R), montrer par récurrence sur n lexistence

de n — 1 matrices de Householder Si,...,S,-1 et d’'une matrice T triangulaire

supérieure inversible telles que Sy...5, 1A=T.

Exercices
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SOLUTIONS DES EXERCICES

b
1. feP+ < VPeP,(f|P) :/ fP=0.
D’apres le théoréme de Weierstrass, soit (P,,) € P" telle que NP (f-P,) —— 0.
n—oo
b
On a, pour tout nEN,/ fP,=0.0r NLZ’*’](F —fP,) < Nég’b](f)N([f;b}(f—Pn).
Donc la suite de fonctions continues (fP,)n en converge uniformément vers f2 sur
b
[a,b]. D’apres un théoréme du cours, / fP, — f2 D’ou / f?=o.

Comme f est continue sur [a,b] et f2>0,ona: f = O ie. P+ = {0}

2.« FNGCF=F'C (FNG)". De méme, G- ¢ (FNG)™
Dot : FX +GL c (FNG)™

e FLCFL4 Gt = (Fr+GY) c(FY) =F.
De méme, (FL—&—GL)L C G.
Donc : (FL —&—GL)l C FNG de (FﬁG)L C F+ + G*. Dot le résultat.
En posant FX = F'et Gt =G, ona: (F' + Gt = F'-nG'™+.
Donc (F' NG")* = F'* + G'*. Dot le résultat.

3. a. L’application h — ||z — h|| étant continue sur le compact H # (), y est bornée
et atteint ses bornes. Il existe hg € H tel que ||z — hol| = }inﬁq |z — Rl
S
Supposons qu’il existe hg, hy tels que ||x — ho| = ||z — || = d(z, H).
Comme H est convexe, pour tout t €[0, 1], tho + (1 — t)hy € H. Donc :
vt€[0,1],q(t) = [t(x — ho) + (1 = t)(z — ha)|* > ||z — hol[*.
Comme [la + b]|? = [|a]|? + [|b]|* + 2(alb), il s’ensuit que
vt €[0,1],q(t) = ||z — hol|* + (1 — t)?||x — ha||® + 2¢t(1 — ) (x — holz — h1).
vt€(0,1],q(t) > [lz — hol|* = ||z — ha||*.
Donc Vt €[0,1],2¢(1 — t)( — ||z — hol|* + (2 — holz — k1)) > 0.
Dot Vt €]0,1[, — ||z — ho||* + (z — holz — hy) = 0.
Or, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(z = holz — h1) < |l& = holllle — ha| = [|lz — hol|?,
donc (z — holz — hy) = ||z — hol|||z — h1]|. Le cas d’égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwarz implique (z — hg, 2 — hq) liés. D’ott hg = hy.

Deuzieme méthode : on déduit de 1’égalité de la médiane que :
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1 2 1 1 1 )
Hx — 5(ho + hl)H = Sl = kol + Sl = b2 = Fllho — A < &*(w, H) si Ton
1
suppose hg # hy. Comme H est convexe, §(h0 + h1) € H : absurde.

b. En remplagant h1 par h dans les calculs de a.

vt €[0,1],Yh € H,q(t) > ||z — hol|? (%).

Ecrivons q(t) = ||x — ho — (1 — t)(h — ho)||2. Alors

q(t) = ||lz = holl* + (1 = t)?[|h — hol|* — 2t(1 — t) (z — holh — ho).

(x) <= Vvte[0,1],(1 —t)2||h — hol|* —2(1 — t)(x — holh — ho) > 0.

Si (z — holh — ho) < 0 alors (x) est vérifiée.

Réciproquement, (x) = Vt €[0, 1[, (1 — t)||h — hol|* — 2(x — holh — hg) > 0.
Par passage a la limite quand ¢ — 17, on obtient (ac — holh — ho) <0

D’ou la caractérisation demandée.

4. D’apres le cours, M, (R) = S, (R) & A, (R) et [SH(R)]J' = A, (R).

VAeM,(R), A= My + My ot My = %(A+f4) et My = %(Affél).

On cherche §? = d? (A,Sn(R)). D’apres le théoreme de projection orthogonale,
1 t 2 1 2

0% = [|[A—Mo|* = || My |* = ?HA—AH =1 Z (aij —aj,;)" puisque M, (R)

1<i,j<n
est supposé muni de son produit scalaire canonique : (A, B) — tr (f4B)

5. Sip=0,u=Ir = s” pour toute symétrie s orthogonale par rapport & un
hyperplan.

Sip =1, soit z € [Ker(u— IE)]L \ {0}, le sous-espace vectoriel Ker(u — A\ g)

étant stable par u, le sous-espace vectoriel [Ker(u -1 E)]l = Rz est stable par
u* = u~" donc par u. Comme [u(z)|| = [|z]|, donc u(x) = +x et u(z) = —x sinon
p = 0. Donc u est la symétrie orthogonale par rapport & ’hyperplan Ker(u — Ig).

Sip > 2, soit u € O(n). Soit y € [Ker(u — IE)]L alors u(y) # y. Posons
z = u(y) —y, H = {z}*, o la symétrie orthogonale par rapport & '’hyperplan
H et v = oou. Montrons que Ker(u — Ig) ® Ry C Ker(v — Ig).

Notons o (u(y)) = y. En effet, (y + u(y)ly — u(y)) = (yly) — (w(y)|u(y)

Donc o (y + u(y)) =y + u(y). Comme o (u(y) —y) =y — u(y). Donc a(u y))

ie. v(y) = y. D’autre part, Ker(u — Ig) C H car z € |[Ker(u — IE)}L Donc
Ker(u — Ig) ® Ry C Ker(v — Ig). Donc rg(v — Ig) <p — 1.

De I’hypothese de récurrence appliquée a v, on déduit 'existence de o1, ...,0% :
symétries orthogonales par rapport a des hyperplans telles que v = g10...00} et
que k < rg(v — Ig) < p— 1. Donc u = gooj0--- o0y est le produit d’au plus p
symétries orthogonales par rapport a des hyperplans.

6. Premieére solution : soit la matrice A = n(R) ot J est la
n n
matrice dont tous les éléments sont égaux a 1. D’apres le chapitre 2, la matrice J a

pour valeurs propres 0 et n avec les multiplicités respectives n—1 et 1. La matrice A

de S,,(R) a donc pour valeurs propres et — avec les multiplicités respectives
n

Solutions
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(n—1) et 1. Donc A € S*. Comme A = PDP~! ot D = Diag(\1,...,\,) ol
tous les \; sont dans R, il existe B € S;* tel que B? = A. Il suffit de prendre
B = PD'P~! avec D' = Diag(v/A1,. ..,V n).
1
Si Cy,...C, sont les vecteurs colonnes de la matrice B, alors tCiCj =——sli#£j
n

et tCiC’i =1.Si zy,...,x, sont les vecteurs de R™ dont les coordonnées dans la

1
base canonique de R" sont Ci,...,Cy, alors |lz;]| = 1 et (z;]z;) = —= sii # j.
n
n
1 .
En posant 41 = —Zwk, ona: (Tpi1lr;) = —- pour j € [1,n] et [|[xpt1] = 1.
k=1
Deuxiéme solution : par récurrence sur n.

Sin =1, alors x1 = 1 et z9 = —1 constituent une solution.

Si E est de dimension (n + 1), soient y € E, ||y|| = 1 et F = {y}*. D’apres
Ihypothese de récurrence, il existe (n + 1) vecteurs yi,...,Yn+1 unitaires de F’
vérifiant (y;|y;) = —% sii# 7.

Cherchons les z; sous la forme x; = auy + Biy; sii € [L,n+ 1] et 2120 = 9.

1
ce|L,n+ 1], (zn )= = o; =— .
Vie[l,n ]](xﬁ\x) — « —
\/ +2)
A2 =1 32 1 3, n(n .
i (n+1)2 ‘ n+1

n(n + 2)

Y
n+1 n+1
conditions au rang (n + 1) et 'on conclut par théoreme de récurrence.

En posant z; = —

y; sii <n+1etax,o =y, on vérifie les

7. Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique dont A est la matrice dans la base
canonique B = (eq,...,e,) de R". Si A€ S+, Ay est la matrice de la restriction
de ¢ & Vect(eq,...,ex), donc Ag est définie positive et Ax = det(Ag) > 0.

Réciproquement, effectuons une récurrence sur n. Sin = 1 le résultat est immédiat.
Soit n > 2. La restriction de ¢ & E' = Vect(ey, ..., e,—1) est définie positive ; c’est
un produit scalaire sur R"~1. 1l existe une base (e},...,e/, ;) de E’ telle que le
matrice de @‘E, est I,,_1.

n—1
Cherchons €], = e, — Zake?C avec (el e,) = 0 quel que soit k € [1,n].
k=1

Nécessairement, ar = @(ep,€},). La matrice de ¢ dans la base (ef,...,e),) est

Diag(1,...,1,A). Son déterminant est strictement positif, donc A > 0. D’ou ® et A
sont définis positifs.

8. a. Comme A€ ST, elle est inversible car son déterminant est > 0 puisque
ses valeurs propres sont > 0. Son inverse est symétrique de spectre égal a
{1/A|A€Sp(A)}- A~! est donc diagonalisable et s'écrit A=! = QA'Q avec
A = Diag(A1,...,An) ot A; > 0. Notons u; = /A; et D = Diag(p1, ..., fin)-
Comme A = D2 = D'D, on peut écrire A~ = ‘PP on P = t(QD) € GL,(R).

PB'P = CeS,(R) et comme 'XCX ="'("PX)B('PX)="YBY >0, CeS;.

b. (i) Si B € S, les valeurs propres Aj,...,\, de A sont dans R% . De méme
I,+BeS& Tt car (A1 +1),...,(\, + 1) sont les valeurs propres de B + I,,.
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Soit (1) 'inégalité a prouver.

n 1/n 1 n
1+(H)\i) ]gnln(gl—k)\ ) Zlnl—i—)\
(1) = f(lz ) Zf ) ot £(£) = In(1 + e) et t; = In(\;).

i=1

(1)<= In

Ceci est vrai car f est convexe puisque f”(t) = > 0. D’ou (1).

(1+e')? )2
Si BES; \S;, on adet(B) = 0 et det(I, + B) = [[(1+ i) > 1. Le résultat
=1

est encore vrai.

(ii) Si det(A) = det(B) = 0, alors le résultat est immédiat.
Sinon, supposons det(A) # 0, on déduit de a. :
3P € GL,(R),3C €S, A~ ='PP et BA~' = PC'P ol C €S}

On veut prouver : {/det(A) + {/det(B) < {/det(A+ B) < (2).
(2) <= 1+ ¢/det(BA-T) < {/1+ det(BA-1L)

(2) <= 1+ {/det(C) < {/det(I, + C) car (det(P))” > 0.
Le résultat découle alors de b.

9. Existence : comme A € S, il existe D = Diag(\1 ... \,) € Dy(R) et P € O(n)

tels que A = PD'P. Posons D' = Diag()\i/k, ceey )\}/k) car on a A; > 0 pour tout
€ [1,n]. La matrice A’ = P D’ ‘P est tel que A’ = A.

Unicité : La matrice A’ étant symétrique réelle, elle est diagonalisable. Comme

AA" = A'A, on déduit d’un théoréme du chapitre 2 qu’il existe une base de

vecteurs propres communs a A’ et A.

3Q € GL,(R),3D] = Diag(pt1, ..., ptn) € Dp(R), A’ =QD/Q let A=QDQ .

Dot : A% = QDiag(i,. .., 11*)'Q = QDiag(\1, ..., \)'Q.

Donc : (Vi € [1,n], uf = \;) de. (Vi€ [1,n], ;i = Ag/k) car les y; sont positifs.

Notons A;;,..., i, les valeurs propres distinctes de A. Pour montrer I'existence

d’un polynéme P € R[X] tel que A’ = P(A), il suffit de trouver P € R[X] tel que

Vi e [1,p], Al/k = P( ;)- Ceci étant immédiat avec les polynémes d’interpolation

de Lagrange associés aux réels distincts Ai;; 1 < j < p. On en déduit alors que

pour tout ¢ € [1,n], Ayk = P()\;) et 'on conclut.

10. a. Si A= QS avec Q € O(n) et S € §;F ™ alors A € GL,(R).
Réciproquement, si I'on suppose l'existence de (Q,S) € O(n) x ST tel que
A =QS5, alors AA = StQQS = 52, D’ot1 I'unicité de S = \/ﬂ, d’apres ’exercice
9. et donc celle de Q = AS™%.

Existence : AA € ST, En effet, on vérifie que AA est symétrique et pour tout
X €M1 (R)\ {0}, XAAX = |AX |2 > 0 car A € GL,(R).

Il existe, d’apres exercice 9, une matrice S = \/ﬂ € SFT(R). Donc S? =

Soit Q = AS~!. Alors tQQ —'5-14451 = §-1§25-1 = I, car S est symétrique.
D’ou l'existence de (Q, S) € O(n) x S;F* tel que A = Q8.

Solutions
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b. Soit A € M, (R). Comme Sp(A) est un ensemble fini, & partir d'un certain
1
rang po, la matrice A, = A+ —I,, est élément de GL,(R). D’apres a. il existe

b
(Qp, Sp) € O(n) x St tel que A, = Q,S5,
Comme O(n) est compact dans I’espace vectoriel de dimension finie 9, (R), il
existe une suite (Q,(p)) extraite de (Q,) qui converge vers une matrice @ € O(n).

t t
Comme Ay ) = Qu(p)Sp(p): alors Sp) = Qo(p) Aw(p) P QA.

Comme ST est une partie fermée de 'espace vectoriel normé 90, (R), on a
tQA = S et le résultat.

11. a. Notons P l'ensemble des projecteurs orthogonaux de E, ¢ et i les
applications continues définies sur L(E) par p(p) = p® — p et ¥(p) = ||p|-

P = 1 (0z(m) N1 ([0,1]) est une partie fermée bornée de L(E) espace vectoriel
normé de dimension finie donc compacte.

b. pa — pp étant symétrique on a ||pa — pg| = H i ax ’ pA x) — pB(x)|x)|.

Si  est un vecteur unitaire on a 0 < (pa(z)|z) <1 et 0 < (ps(z)|z) <1 dou
(Pa(@) —pp(@)|2) = (pa(2)lz) — (pB(2)|x) €[-1,+1] et donc [lps — pp|l < 1
Supposons ||ps —pg|| < 1. Si  est un vecteur unitaire de A on a (pa(x)|z) =1 et
donc (pp(z)|z) > 0 et, a fortiori, pp(z) # Op. Par suite A et B+ sont en somme
directe et donc dim(4) + [dim(E) — dim(B)] < dim(E) de. dim(A) < dim(B).
Par raison de symétrie, dim(A) = dim(B).

12. SineN, comme deg [u(P,)] < deg(Py) =n, u(P,) € Vect(Py, ..., P,).
Sike[0,n[,ona (u(P,)|Py) = (P, |u(P;C ) = 0 car u(Py) € Vect(Fy, ..., Pr) C Py
et donc u( n)eVect(Po,...,Pn N Vect(Py,...,P,_1)* = RP,, ce quil fallait
démontrer.

13. Soit E le sous-espace vectoriel de C(]O, 1},]1@) engendré par g : x +— 1,

©1 : & — x et In. Ces trois fonctions sont de carré intégrable sur ]0,1] et donc
1

Papplication (f,g) — / fg est un produit scalaire sur E. Si l’on note f le projeté

0
orthogonal de In sur Vect(yo,p1) alors le théoreme de projection orthogonale
1
prouve que d = inf [In(z) —a— bx}z de = || In—f|? = || In|® = |If]*
(a,b)eR? Jqo
Si f = apo + bpy alors (Infpg) = (fleo) et (Infer) = (fle1) ou encore
1 1 1 1
/ In(z) dz z/ (a+bx) dx et/ xIn(z) dz :/ (azx + bx?) dz ce qui donne, en
0 0 0 0

intégrant ties, at 2= —1et Lo 2= Lot enf 5 etb=3
mtegran ar parties, a — = —1le€el — —=——ctennmma = ——=¢€ = 9.
gratt bar parties, a T 5 273771 2

1 1
Alors d = / In?(z) dz — / (a+ bx)*dr =
0 0

14. Le sens réciproque est immédiat.

Montrons le sens direct par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat.

Sila propriété est établie A unrangn > 1 et ||x1+- - +zpt1l] = |z1 ||+ -Fl|znt1ll,
le cas ou 'un des x; est nul découle de I’hypothese de récurrence.

P,
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Sinon x, 41 # O0g et 'on pose x =1 + -+ + z, et y = T 41, alors :

) lle+yll < [lzll+lyll < lleall+- -+ llenall = lz+yll, dou [z +yl = [zl +[ly]-
Par suite (z|y) = ||z| x [ly|| et donc, I'étude de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
montre que, comme y # Og, = € Ry.

En posant @ = Ay on a (aly) = [Jel| x lyll ie. Alyl> = A Jyll? d'oit A >0,

De plus (%) montre que ||x1+- - -+x,|| = ||z1]|+- - -+ ||z, || d’ot existence de u € E
et de (A1,...,An) €(Ry)™ tel que, pour tout i €[1,n], z; = Au. St = A+ -+,

alors o > 0 car aucun des x; n’est nul et au = A\z,41 d'olt u = — x,41 et donc,
«@

. A
. 1 1 . . 7’
pour tout ¢ €[1,n], x; = — x5, 41 avec — > 0, ce qui termine la récurrence.
oY o

1
15. On remarque immédiatement que U = | 1 | est vecteur propre de A associé
1
a la valeur propre p+ g+ r. Notons p+q+r, A, i les valeurs propres comptées avec
ordre de multiplicité, alors tr(A) = p + ¢ + r montre que u = —\. La convergence
de (A™),, montre que les trois valeurs propres sont élément de | — 1, 4+1] et, comme
p=—-XonalA=ul <Ll
e Si|p+q+r| <1 alors (A™), converge vers 0Os.
e Sinon, p+ g+ r =1 et, comme S3(R) est une partie fermée de M3(R), la suite
(A™),, converge vers une matrice P vérifiant P2 = P € S3(R) car (42") converge
aussi vers P. Cette matrice est donc celle du projecteur orthogonal sur Vect(U)

Uy 1 1 1 1
relativement & la base canonique de M3 1 (R), soit P=——=-[1 1 1

o "3\, 1

16. Ecrivons A = PD'P ou P e O(n) et D = Diag(\1,..., \n)-

tr(AB) = tr [P(D'PB)] = tr [(D'PB)P] = tr(DB’) ot B' = 'PBP. Remarquons
que B’ €S, (R) et que, pour toute colonne X, 'XB'X = t(PX)B(PX) > 0 car
BeSt, et done B’ € S;t. Sii€[l,n], en choisissant pour X le i-eme vecteur de la
base canonique de 9, 1(R), on obtient bgl > 0.

On a tr(AB) Z Aib); et tr(A) tr(B) = tr(D) tr(B') = <Z )\i> <Z b;’i> d’on
=1 =1

0 <tr(AB) < (A) tr(B) car les \; et les b; ; sont éléments de R,.

17. a. Avec 'X = (10...0)onaa = 'XAX > 0. La matrice B est dans S,_ 1(R) et,
siY €M,_11(R), avec X = (g) ona'XAX ='YBY >0dot BES! | (R).

Enfin ‘MAM €8, (R) et, si X €M, 1(R),ona X' MAMX = "(MX)AMX) >0,
d'ott ‘MAM € S}

_lo t _ ([~ *
b. Posons M . . Alors MAM <* B —Clo | e
\/aln—l
0
effectuant le produit par blocs, et la question a. montre que aB — c'ce ST (R).

Solutions
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c. Si a = 0 alors la matrice symétrique C'C est  la fois symétrique positive et
négative. Elle est diagonalisable avec 0 pour seule valeur propre donc nulle. Pour
la structure euclidienne canonique sur M,,_1(R) on a 0 = tr(C’tC’) = ||C|? et donc
C' est la colonne nulle.

18. a. Si A€ ST lapplication (X,Y) — ‘X AY est un produit scalaire sur
My, 1(R) et le procédé de Gram-Schmidt appliqué a la base canonique de E prouve
lexistence de T € T, (R) a diagonale strictement positive telle que A = ‘T L, T ie.
A = "TT. L'unicité de la base obtenue par ce procédé montre I'unicité de T.
Réciproquement, si A = "TT o T € To(R) est a diagonale strictement positive,
alors A€ S, (R) et,si X € E\{0g}: 'XAX = t(TX)(TX) > 0 car T est inversible,
et donc AeS;T.

b. Ecrivons A = PDiag()\l,...,)\n)tP ot PeO(n) et les A; = 0 et posons
B = PDiag (v, ...,\/E)tP. Pour tout k€N, la matrice B, = B + 27*I,
est élément de GL,(R) et admet une décomposition By = Qi Ry avec Qr € O(n)
et Ry, triangulaire supérieure & diagonale dans ]0, +oo].

Extrayons de (Qx) une suite (Q,x)) convergente et écrivons, pour tout k€N,
Ry = th(k)Bw(k), alors (R, ()) converge et sa limite 7' est triangulaire
supérieure a diagonale dans R,. En notant @ la limite de (Qy)) on a B = QT
et A= B?="BB="(QT)(QT)="TT.

19. a. La matrice relativement a la base canonique £ = (Ey, ..., Ey,) de M, 1 (R)
¢

‘vu

b. Soit X = C1(A) la premiere colonne de A. Alors X est non nulle et, si elle est
colinéaire & F1, la matrice S = I,, convient.

Sinon la réflexion par rapport & (X + || X|| E1)* transforme X en || X| E; et sa
matrice S relativement a & vérifie C1(SA) = SAE, = SX = || X|| E1 et convient.

c. Procédons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons la
propriété établie & un rang n—1 > 1 et soit A € GL,,(R). Choisissons S et A’ comme
dans la question précédente. Alors A’ € GL,_1(R) et I'hypothese de récurrence
prouve que A’ = 51...5),_,T" ou les S; sont des matrices de Householder dans
O(n—1) et T’ € T,,—1(R). Posons, pour tout i €[1,n—2], S; = Diag(1,S}), alors S;
a ke %

Uuu
du projecteur orthogonal sur RU est Py = 7—— et Sy =1, — 2Py = I, — 27—
vu

est une matrice de Householder dans O(n) et S,—1...515A = : T
0
en effectuant les produits par blocs, ce qui termine la récurrence.
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TRAVAUX DIRIGES

e Matrice et déterminant de Gram

Soient E un espace euclidien de dimension m et (x1,...,x,) € E™, on

appelle matrice de Gram de (1, . .., x,) la matrice ((xz|x])) B et l'on
1<i,j<n
note G(x1,...,2,) son déterminant.

1. Montrer que (1, ...,2,) et sa matrice de Gram ont méme rang.

2. Soient (ug, ..., Uy,) une famille de vecteurs unitaires de E et un élément
o de [-1,+1] tels que, pour tout (i,5) €[0,m]?, si i # j alors (u;|u;) = a.
Déterminer « et ug + - -+ + Upy,.

3. Montrer que (x1,...,T,) est une famille liée si, et seulement si,
G(z1,...,z,) = 0 et que (x1,...,x,) est une famille libre si, et seulement
si, G(21,...,2n) > 0.

4. Montrer que pour o € &, G(T5(1), .-, Tom)) = G(T1,...,75).

5. Si (z1,...,xy) est libre, on note F' = Vect(xy, ..., x,). Montrer que :
G
Yz € B, d(x, F) = G& T Tn),
G(z1,...,zp)
6. Démontrer par récurrence I’inégalité de Hadamard
V(ﬂfl, s ,an) € En’ G(xb s ax’n) < ||le2 te ||‘T’I’LH2

Etudier les cas d’égalité.

7. Si (y1,...,Yn) € E™ montrer qu’il existe un élément u de O(E) tel que

pour tout i €[1,p], y; = u(x;) si, et seulement si, les familles (1, ..., x,) et
(y1,---,Yn) ont méme matrice de Gram.
Solution

1. Notons A la matrice de Gram de (z1,...,2,) et A€M, 1(R). Alors AA
n

est nulle si, et seulement si, pour tout i€[l,n], ZAJ- (z;lz;) = 0 ou encore
—
n n !
Z)xjxj € Vect(x1,...,x,)", ce qui revient & Z Ajzj = 0g.
=1 i=1
Par suite Ker(A) = Ker(®) ou ® est 'application linéaire surjective de 9, 1 (R) 3
n
(2]
sur Vect(zy,...,x,) définie par ®(A) = Z)\jmj. Le théoréeme du rang prouve =
Jj=1 O
alors que rg(A) = rg(z1, ..., %) -]
2. La famille (uo, ..., un) est liée car m + 1 > dim(E) et sa matrice de Gram g
S
=
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1 (a)
A= n'est donc pas inversible. Or A = (1 — &)L41 + aJ
(a) 1
ou J est la matrice de 9M,,,+1(R) de coefficient générique 1 et donc semblable &
Diag(0,...,0,m + 1) d’apres le cours du chapitre 2. Par suite A est semblable

a Diag(l — «,...,1 — a,1 + ma) et, comme elle n’est pas inversible et o # 1,
1

a=——-
m

La somme des colonnes de A est par conséquent nulle, ce qui signifie que, pour
tout ¢ €[0, m], u; L(ug+ ...+ wy) et donc ug + ... + upy = 0p.

3. La question précédente montre que (z1,...,2,) est une famille liée si, et
seulement si, G(x1,...,x,) = 0.
Si (z1,...,%,) est une famille libre on considere £ = (ey,...,e,) une base
orthonormée de Vect(z1,...,x,) et X la matrice de (x1,...,x,) relativement a &.
n n
L t
Si (i,5) €[1,n]? (XX)i; = Zxkyixk’j = Z (zilex) (z5ler) = (w]z;) et donc
k=1 k=1

"X X est la matrice de Gram de (z1,...,2,). Alors G(z1,...,x,) = det*(X) > 0
car X est inversible. La réciproque découle du début de la question.

4.  Si (21,...,7y) est une famille liée, G(2,(1),- -, Ton)) = G(21,...,2,) = 0.
e Si (x1,...,x,) est une famille libre, en reprenant la question précédente et en
notant X' la matrice de (24(1),...,%y(n)) relativement & &, si (o) désigne la

signature de o on a det(X') = (o) det(X) d’ou :
G(To(1)s- 2 To(n) = 2(0)G (21, 2n) = G(z1,. . Tn).
5. Soit x € E. F étant un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, soit y

la projection orthogonale de = sur F. On déduit du théoréme de la projection
orthogonale : & =y + 2, (y,2) € F x F*,d(z, F) = ||| et ||| = [ly[|* + || =]|*.

(z1lz1) .o (Tlzn)  (21]2)
Dot A = : : C | =B
(z1lz1) ... (z1]zn) (z1]y)
avec B = : : : car (x;|x) = (x;|y)-
(@aler) oo (@alzn) (@) ) = el
() o (lza) Nyl + 2]

y € F = Vect(z1,...,2,) donc y = Z)‘ixi‘
i=1

Notons C1,Ca,...,Cphy1 les vecteurs colonnes de B et effectuons dans le determi-
nant de B 'opération élémentaire suivante : Cp 11 < Cpyp1 — ACp — -+ — A, Chy.
(I1|1‘1) (I1|l‘n) 0
On a alors : det(B) = : : :
(yle) o (ylza) 2]

Par développement suivant la (n + 1)-éme colonne.
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Donc : det(A) = G(x1, ..., 2y, x) = det(B) = ||2[|>G(z1, . .., x,). Dot le résultat.

6. Si (x1,...,x,) est liée alors G(x1,...,x,) = 0 et la formule est évidente;
I’égalité ne pouvant avoir lieu que si I'un des z; est nul.

Sinon faisons une récurrence. La propriété étant vraie pour n = 1 (avec égalité),
pour n = 2, G(a1,@3) = Ja1]?lall? — (z1]w2)? < [l |?lloa]? avec égalité si, et
seulement si, (z1]z2) = 0.

Supposons l'inégalité vraie pour tout systeme libre de n vecteurs, I’égalité ayant
lieu si, et seulement si, les n vecteurs sont deux a deux orthogonaux. Soit

(21,...,Zpt1) une famille libre de (n + 1) vecteurs. Posons y la projection
orthogonale de x,,11 sur F = Vect(z1,...,z,). On déduit de 4. que :
G(z1,. s Tng1) = Gz, .. 20) || Tns1 — yl|? (1)

Tpnt1 — Yy = z étant orthogonal a y, on déduit du théoreme de Pythagore :
lznsal® = lly + 21 = llyll> + [|2]%. Done [z > |I]> (2)

De I’hypothese de récurrence on déduit compte tenu de (1) et (2) :

o1,y tns1) < 1] - Il s |2

On n’a I'égalité que si G(z1,...,2,) = |21]]? ... [|[zall? et [[zas|* = [|2]%

ie. (x1,...,r,) sont deux & deux orthogonauxety =0.0ry =0 <= z,,, € F*,
donc on n’a légalité que si (z1,...,2Tne+1) sont deux & deux orthogonaux. D’ou la

propriété prouvée par récurrence.

7. Le sens direct découle de la conservation du produit scalaire par tout endomor-
phisme orthogonal.

Réciproquement, si (x1,...,x,) et (y1,...,y,) ont méme matrice de Gram alors
elles ont méme rang; on le note p. Si p = 0 la propriété est immédiate.

Sinon, par exemple, (z1,...,%,) est libre et donc sa matrice de Gram est in-

versible. Comme c’est aussi la matrice de Gram de (y1,...,Yp), cette derniere

famille est libre. On considere V. = Vect(z1,...,2,) = Vect(z1,...,2,) et

W = Vect(y1, ..., yp) = Vect (Y1, .-, Yn)s (€p+1,---€m) €t (€py1,...Em) des bases

orthonormales de V+ et W=. On définit enfin I'élément u de £(E) par :
Vie[l,p], u(z:) =i, YVie[p+1,m], ule;) =e€;.

Alors ue€ O(FE) car u conserve le produit scalaire par linéarité. Reste, pour

terminer, & vérifier que, pour tout i €[p + 1,n], u(z;) = y;.

Soient i €[p+ 1,n] et j €[1, p]] ona:

(yi - u(xl)|y]) (%|yg) ( U\T; |u Zj ) (y1|y]) (.Z‘1|$j) = 0;
d’ot y; — u(z;)) eWNWL = {0g}: et donc y; = u(x;).

irigés

T
x
3
>
0
=
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e Théoréme de Courant-Fischer et applications

1. Théoréme du minimax

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n et, si p€[1,n], G,

Pensemble des sous-espaces vectoriels de FE de dimension p. On choisit

un endomorphisme symétrique u de E de spectre ordonné décroissant

A(u) = -+ = Ap(u). Si F est un sous-espace vectoriel de E on note Sp

sa sphére unité, Sp = {z € F ‘ ||| = 1}- Montrer que, pour tout k €[[1,n] :
) = o | mp (@) = pin [ s (w@lo)]

En déduire que A\, est une application 1-lipschitzienne de I’espace vectoriel

normé (S(E), || - ||) des endomorphismes symétriques de E dans R.

2. On suppose n > 2, AcS,(R) et B = (aivﬂ')1<z’j<n—1 matrice extraite.
On ordonne les spectresde A : \y = -2 A petde By =+ 2 fin_1.

Montrer : Ay 2 1 2 Ao 2+ 2 Apo1 2 fin—1 2 An.

3. Inégalités de Bergstrom
a. Siy est un élément fixé non nul de E et uw un endomorphisme symétrique

défini positif de E (v STT(E)), on pose p(u) = (_11)|); montrer
u-y)y
plw) = min {(u(a)lr) |

Montrer que, siu et v sont deux éléments de STT(E) : p(u)+u(v) < plu+tv).

b. Si A et B sont deux éléments de S;" ", pour i €[1,n] on note A; et B; les
matrices obtenues en supprimant les i-eme ligne et i-éme colonne.

det(A+ B) < det(4)  det(B)

P : > .
rouver dot(A, + By) ~ det(A) | det(By)
Solution
1. Fixons (e1,...,e,) une base de vecteurs propres associée a (A1(u), ... Ay (u))

et k dans [1,n]. Soit Fr = Vect(ey,...,ex), Fr€Gr et u induit un élément
k

de S(Fy) et, sur Sg,, (u(z)|z) = 3 Nilzi|* > Mg, avec (u(eg)|er) = A d’on
i=1

i = Xy pui [ mi ER ¢serve d'existence d
mrerléilk (u(z)|z) k puis zfgclj)k Iin (u(z)|z)| > A sous réserve d’existence de

cette borne supérieure.

Soit alors I € G, si G est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — k + 1

alors n > dim(F + G) = n+ 1 —dim(F N G) d’ou dim(F NG) > 1. On prend

G = Vect(ey, ..., €,), u induit un élément @ de S(G) de rayon spectral (@) = Ay

et, si X € 9, (u(x)|;z:) < Mg, ce qui prouve a fortiori que exglin (u(x)|m) < Mg et
T FNG

donc misn (u(z)|z) < Ag. Cela prouve a la fois D'existence de la borne supérieure
zESF
et I'inégalité sup [ min (u(m)|x)} < Ag, donc I'égalité.
Feg, LTESF
La deuxieme égalité se démontre de la méme fagon.

Soient k €[1,n], F € Gy, uetv dans S(E), on a :
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(u(z)|z) — (v(z)]|z) = ([u—v](z)|z) < |lu—v|| par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
donc mm (u(y)ly) < |lu —v| + (v(z)|z) puis, en passant & la borne inférieure,
ye

min (uly ( M) < lhu ol + min (v(y)ly)-
Choisissons I dans Gy, tel que A (u) = rggn (u(y)]y)-
YEor
A (u) < |lu—v|| + misn (v(W)]y) < llu—v|| + Ae(v) et il vient alors :
YESF
Ak(u) = Ak(v) < |lu — v|| puis, en échangeant u et v, |Ax(u) — Ax(v)| < [Ju — .

2.51Y €M, _1.1(R) on pose Y = (}0/—)7 Y e M, 1(R) et 'Y AY = "Y' BY ainsi que

|Y[| = ||Y|| pour les structures euclidiennes canoniques sur M, 1 (R) et M, 1 (R).
Soit (X7,...,X,—1) une base orthonormée de vecteurs propres de B associée a
(ula v 7/”'1’7,—1)‘

Pour k €[1,n — 1] on pose Fj, = Vect(X1,...,X) et G, = Vect(Xy, ..., X,).

Avec des notations adaptées et les égalités de Courant-Fischer on a :

[k = max 'YBY = min ‘YBY et AL > min 'Y AY et Akt+1 < max Y AY
YeSe, YeSr, ?esﬁk ?esék

ou l'on a posé Ey, = Vect()?l, e ,X’k) et Gy = Vect()?k, e ,)Afn) Par conséquent :

Ak 2= e = At

3. a. Comme u~! est un endomorphisme symétrique défini positif, la forme

bilinéaire symétrique ¢ : (z',y’) — (ufl(x’)\y’) est un produit scalaire. Si x € F,
I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée avec ' = u(x) et ¥’ = y montre que

() (aly) < (alu@) (™ (o), dot ) < sup [ (u(@)|z)] .

(%) est une égalité si, et seulement si, u(z) est colinéaire & y car y # 0. Par suite,

~1

avec x = du_—%a on a p(u) = (iﬂ%il [(u(x)|x)]

Soit alors zq tel que (x0|y) =1let p(u+v) = ((u+v)(zo)|wo), ona:

n(u) = (u(wo)|zo) et pu(v) = (v(wo)|zo) d’ott pu(u) + pu(v) < ((u+ v)(wo)|xo) ie.
pu) + p(v) < plu+v).

b. Pour tout élément X = (xl cee X1 Xigr - Tp) de M1 1(R)

on pose X = t(xl oo w1 0 wip1 -+ my), alors )N(Eimn,l(R) et on a

I’égalité 'XAX ='x A; X d’olt 'appartenance de 4; & S (R).
Pour y = e; considérons p(u) = (u='(e;)|e;) out u est de matrice A relativement &
la base canonique (eq,...,e,) de R™.
1
On a (u_l(ei)|ei) = tEiA_lEi = tEiATEi ou AT = tCom(A) d’ou

det(A)
1 det( i) det(A)

(u="(es)le:) = m(/ﬂ)” = Tot(A) et donc u(u) = det(Al-). De méme,
si v est de matrice B relatlvement a (e1,...,en) alors u + v est de matrice
e

A B, ) = S5 et 0) = %

et la fin de la démonstration.

irigés

T
x
3
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0
=
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e Approximation d’une matrice de rang fixé

n désigne un élément de N* et E D’ensemble M, (R). On confond tout
élément x de R™ avec sa matrice unicolonne notée X ; I'espace vectoriel

R™ est muni du produit scalaire (x,y) (x\y) = 'XY. La norme d’un
vecteur X de R™ sera notée |X|. L’espace vectoriel E sera muni du produit

scalaire (A, B) — ((A/B)) = tr (fAB), la norme de A est notée || A]|.

Premiére partie

1. Montrer qu’une matrice M € E est de rang 1 si, et seulement si, elle
sjécrit M = X'Y oi1 X et Y sont des matrices colonnes non nulles.

Etablir les relations qui lient les matrices colonnes X, X' et Y, Y’ lorsqu’une
méme matrice M de rang 1 est égale aux produits XY et XY

2. 81 (Uy,...,Up) et (V1,...,V,) sont deux familles de vecteurs de R™ de

rangs r et s, déterminer le rang de la famille (U,»th)(i’j) elL.plx[1a]-

3.a A quelle condition sur les vecteurs X, X', Y et Y’ de R"™, les matrices
X'Y et X'V sont-elles orthogonales dans E pour ((/))?

b. En déduire comment choisir deux suites (X;)i<i<n €t (Yi)igi<n
d’éléments de R"™, pour que (Xith)1<i,j<n soit base orthonormale de E.
4. Soit A= X'Y une matrice de rang 1 et soit a le réel 'XY.

a. Montrer que A annule un polynéme de degré 2. Pour quelles valeurs de
a la matrice A est-elle diagonalisable 7

b. Montrer que les matrices diagonalisables de rang 1 engendrent F.

Deuxiéme partie

Soient A et B deux éléments de E et ®4 p I'endomorphisme de E défini
par &4 p: M — AM'B.

1. Déterminer en fonction des rangs r et s de A et B, le rang de ® 4 .

2. a. Montrer que si V et W sont des vecteurs propres de A et B, la matrice
V'W est vecteur propre de ® 4 p.

b. Caractériser les matrices de rang 1 qui sont éléments du noyau de ® 4 p.

c. Soit X'Y une matrice de rang 1 vecteur propre associé a la valeur propre
non nulle yt de ® 4 p. Est-ce que X et Y sont des vecteurs propres de A et B ?

d. Montrer que si A et B sont diagonalisables, ® 4 g 'est aussi.

3. a. On suppose que ® 4 p est orthogonal dans (E7 <</>>) euclidien.

En choisissant pour M et N deux matrices égales de rang 1, établir qu’il
y a une relation simple, pour tout couple (X,Y) d’éléments de R™, entre
|AX|?|BY > et | X|? |V ]2

b. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur A et B d’apparte-
nance de @4 p a O(E).
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Troisiéme partie

Désignons par m I'endomorphisme de R™ de matrice dans la base canonique
* . . sz
M de rang r et par m” I’endomorphisme canoniquement associé a m.

1. Montrer que le rang de m* o m est r. Etablir I'existence d’une base

orthonormale (v;)1<i<n de R™ formée de vecteurs propres de m*om et telle

que les valeurs propres associées «; vérifient les relations :
apz--za>0etsir<n, apy = =a, =0.

2. a. Calculer (m(v;)|m(v;)) si (i,7) €[1,n]?.
b. En déduire qu’il existe des bases orthonormales (Y;)1<i<n €t (Zj)i1<j<n
de R™ telles que : M = \/aq (YltZl) 4+ Jay, (Ynth).

Quatriéme partie

La matrice M de rang r est donnée ainsi qu’un entier s vérifiant s < r. Le but
de cette partie est de déterminer une matrice P qui minimise P — d(M, P)
sur R;, = {P€E | rg(P) < s}- On admet que si N et M sont des
matrices de rangs q et r, la suite décroissante (\;) des valeurs propres de

t(M — N)(M — N) vérifie : Vi€[l,n—q], \i > aiyq 0 (a;) est la suite
décroissante des valeurs propres de ‘MM.

1. On suppose r > 1, soit s €[1,r — 1].

a. Montrer d(M,R;) < \/m ot les «; sont les valeurs propres
de "MM.

b. Soit N élément de R ; comparer |M — N||? et g1 + -+ + ..

c. En déduire la valeur de d(M,Rs).

Existe-t-il P dans Ry telle que ||M — P|| = d(M,Rs) ?

2. Soit s€[l,n]; soit Ss l'ensemble des matrices symétriques de rang
inférieur ou égal a s. Soient A et B deux matrices respectivement symétrique
et antisymétrique.

a. Que vaut ((A/B))?

b. Montrer qu’il existe U dans Ss approchant A au plus prés.
Evaluer ||A — U|
A quelle condition vy a-t-il unicité de U ?

c. Soit M élément de E; M = A+ B avec A="Aet B=—'B.

Montrer qu’il existe un élément V' de S approchant M au plus preés.

a laide des valeurs propres \; de A (|A\1] = -+ = |\n]).
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Solution

Premiére partie

1. Si M = X'Y avec z; # 0 et y; # 0 alors Im(M) C RX et m; ; = x;y; # 0 donc

rg(M) = 1. Réciproquement si M est de rang 1 alors, toutes ses colonnes sont

homothétiques d’une méme colonne X non nulle, les rapports étant yi, ..., y, non

tous nuls, et alors M = X'y,

Si X'V = X"'Y’ = M alors Im(M) = RX = RX’ d’oi I'existence d'un réel non

nul A tel que X’ = AX et donc X'y = x"y’ si, et seulement si, Y = AY".

2. On commence par le cas ou les familles sont libres et on les compléte en

(U1,...,U0,) et (V1,...,V,) bases de R™. Soient P et @Q les éléments de GL,(R)

dont les colonnes sont Uy, . ..U, pour la premiere et Vi,...,V, pour la seconde.

Alors, si (i,7) €[1,n]?, U;'V; = PE'E,'Q = PE"'Q et, comme X — PX'Q

est un automorphisme de F, la famille (Uit‘/j)lgmgn est une base de E et donc
t .

(Ui ‘/j)(i,j)Gﬂl,pﬂX[[l,q]] est libre.

Dans le cas général, en supposant pour simplifier que (Uy,...,U,) et (V4,..., V%)

sont libres et en utilisant, pour tout (¢, 5) €[r+1,p]x[s+1,q], U; € Vect(Un,...,U;)

et V; € Vect(V4,...,Vs), on voit en développant que, si ¢ > r+1ouj > s+ 1,
t t t

Ui Vj € Vect(Ur Vi) (ko) ei ] x [1,5] €6 donc (Ui Vi) (i j)ef1,p)x[1,q] €St de rang rs.

3. a ((X'YV/X'Y)) = e [Y(XX)Y] = XX te(Y'Y) = (X|X)(Y]Y) et

done XY est orthogonale & X"y’ pour ((/)) si, et seulement si, X L X" ou Y LY.

b. 11 faut et il suffit que, pour tout i €[1,n], ||XitYi||2 = 1ie. | X;2|Vi]? =1, et

que, de plus si i # j, X; LY; ou X; Y]

4.2 Ona (XY)?=X(YX)'Y =aA et donc A annule T = X? — aX.

e Sia # 0 alors T est scindé a racines simples et A est diagonalisable.

e Si a =0 alors A est nilpotente non nulle donc non diagonalisable.

b. Posons, pour tout i €[1,n], X; = E1 + --- + E; alors, pour tout (i, j) €[1,n]?,
tr(Xith) =min(i, j) # 0 et (Xy,...,X,) est une base de R™, donc (Xith)1<i,j<n

est une base de E constituée de matrices de rang 1 diagonalisables.
Deuxiéme partie

1. Si (i,§) €[L,n]?, ®ap(EY) = (AE)'(BE;) = Ci(A)'C;(B) ot Cy(X)
désigne la k-iéme colonne de X. Comme le rang de ® 4 p est celui de la famille
(<I>A7B(Ei’j))1<ij<n, la question I. 2. montre que rg(®4 p) = rg(A) rg(B).

2. a. Si AV = AV et BW = uW on a V'W non nulle car de rang 1 et
<I)A7B(VtW) = )\,u(VtW), ce qui prouve que V'W est un vecteur propre de ®4 p
associé a Ap.

b. d4p(X'Y) =0 < (AX)(BY) =0 <= AX =0 ou BY = 0 car un
produit XY est nul si, et seulement si, X’ ou Y’ est nul.

c. On a (AX) (BY) = (uX)'Y et donc, d’apres L1. AX et uX sont liés, BY et Y
également, X et Y sont vecteurs propres respectifs de A et B.
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d. Découle immédiatement de 1.2. et de II.2.a.

3. a. On choisit M = N = XtY% . . . ey

((®a,(M)/Pap(N))) =tr(B'MAAM B) = tr [BY (AX)(AX)Y'B]
='(AX)(AX) tr [(BY)'(BY)] = |AX ]?|BY |.

D’autre part ((® 4 5( /ch B(N)) = ((M/N)) = tr [Y (X X)'Y] = |X2[V]%,

dou |[AX|?|BY|? = | X|?|Y

b. Si &4 5 € O(E) alors rg(CDA,B) =n? d'ott rg(A) = rg(B) = n.

Y2

_— 0
BYE ~

Pour Y fixé non nul, on a, pour tout X €R", [AX|? = a|X|? ol o =

et donc P = % € O(n) puis /aQ = BeO(n). Enfin &4 5 = Ppg.
a

Réciproquement, s'il existe (P, Q) € ( (n )) tel que ® 4. = Op g alors, pour tout
(M,N)eE?, ((®ar(M)/®a5( )>> = t(Q'M'PPM'Q) = tr(Q'MMQ™)
d'out ((@a,5(M)/Pap(N))) = tr(‘MM) = || M2 et donc ® 4 5 € O(E).

Troisieme partie

1. On a immédiatement Ker(m) C Ker(m*om).
Si 2 € Ker(m*om) alors 0 = (zc|m*om (x)) = 'X'MMX = |Mxz|? par définition
de m* d’ou z€Ker(m) et donc Ker(m) =

rg(m) = rg(m om).

Comme m*om est symétrique E admet une base orthonormée de vecteurs propres
de m*om, ce qui termine la question.

2. a.Si (i,j) €[1,n]? on a :
(m(v)lm(v;)) = "(Mvi)(Mvy) = “o'MMuv; = (vim*om(v;)) = ay(vilv;) d'on
m(v;)Lm(v;) sii # j et |m(v;)| = \/ou.

b. Complétons la famille orthonormale (

* .
Ker(m™om), ce qui prouve que

m(v;)
NG
E notée (y;)1<icn- Si1€[1,n] on a m(v;) = \/a; y; et donc, matriciellement, pour

tout ke[[1,n], (Z@Yitvi)vk =Jar Y, = MY}, don M = Z\/a—i}gtvi, ce
=1 =1

qui répond a la qu?astion.

> en une base orthonormée de
1<ikr

Quatrieme partie

1. a. On reprend les notations de la question précédente et l'on considere la

matrice N = Z,/alY Vi, alors N € R, et, comme (Y V)1<z <, ©st une base
i=1

.
orthonormée de E, ||[M — N||? = Z a; = Z a;, dott d(M,Rs) <
1=s+1 1=s+1

t

b. (M=N)(M—N) €8,(R), en écrivant ‘(M —N)(M—N) = QDiag(A1, ..., A\n)'Q
ot Qe0Mm)et Ay == Ap,ona|M—-N|?P= 1+ -+ =1+ +a
d’apres la propriété admise dans I’énoncé, d’ott |M — N||? > asq + -+ + .
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c. Les questions précédentes prouvent que d(M,R;) = Jasy1 + - + ar et que
cette distance est atteinte.

2. a. ((A/B)) = tr(AB) = tr(AB) = ((B/A)) = = —tr(AB).
Dot ((4/B)) =0
b.Si A = QDiag(A1,..., A, 0,...,0)'Q ot Qe O(n), ona A= \Ci(Q) Ci(Q)

i=1

S
et, en posant U = Z )\iCi(Q)tCi(Q) € S;, on a, d’apres les questions précédentes,

i=1
|A=Ul| = /A2 +...+ X2 =d(A, R;) et donc U approche A au plus pres.
s—1
e Si A\ = Agyq alors V = Z)\Z-C’i(Q)tCZ-(Q) + )\s+1CS+1(Q)tCS+1(Q) convient
i=1

aussi, la solution n’est pas unique.

e Si Ay > Agp1, si U est solution alors A — U €S, (R) est diagonalisable.
On note p1,..., 1, ses valeurs propres comptées avec ordre de multiplicité et
il = - = |un|- Ona [A=U|? = pi+- - +pup 2 A0+ -+ A= [[A- U et
il s’agit donc d’égalités. Par suite il existe @ € O(n) et €541, ...,&, dans {—1,+1}
tels que A — U = Q Diag(es+1Ast1,y--5Er A, 0, ... 7O)tQ.

Le sous-espace vectoriel de R, F' = Ker(U) NIm(A) est de dimension au moins

r—set, si X = leV €F avec |[X|=1,ona|(A-U)X|? = |AX]* > X2, ce
i=1

qui est absurde car, d’apres la forme diagonale, |(A — U)X|? < A2,,.

Donc F C Vect(Vy,. .., Vi)t = Vect(Viy1, ..., Vy) et alors le rang de A—U prouve

que F = Vect(Vsq1,...,V,) =Im(4A - U).

Les matrices A — U et A — Z)\,;C’i(Q)tO,;(Q) coincident sur F et sur F+ donc
i=1

sont égales et on a prouvé 'unicité de U.

c. Le théoréme de Pythagore montre que |[M — S||? = ||[A — S||* + || B||* ce qui

nous ramene a la question b.

Remarque : la propriété admise par I’énoncé peut étre prouvée en utilisant le
théoreme du minimax vu dans un autre travail dirigé de ce chapitre.
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e Conditionnement d’une matrice de Hilbert

Notations

e A Ae M, (R), on associe ® 4 : M, 1 (R) — M, 1(R), X — AX.
0 Si'X = (z1...xp) et Y = (y1...y), (X]YV)="XY, IX], = /(X]|X).
e A AeM,(R), on associe |®4]| = sup [AX], = ||A]l.

X1, <1
On rappelle que 'on définit ainsi une norme d’algébre sur M, (R).
Partie I
1. Soit A’ € M,,11(R) une matrice symétrique définie positive notée par
blocs : A’ = <t/(1j S) ot AeM,(R),C e M, 1(R),a €R.
Montrer que A est une matrice symétrique définie positive et que a > 0.

2. Notons Sp(A) I'ensemble des valeurs propres de A, & = min (Sp(A)) et
8 = max (Sp(4)).
a. Montrer que : « = min ga(X) et § = ”max qa(X).

IX1l,=1 Xll,=1
b. Si o =min (Sp(A4’)) et #/ = max (Sp(A’)), montrer que o/ <cv et B[,
3. Soit X e M,, 1(R) et X' = </;(> € Mpt1,1(R) ot uw € R.
a. Montrer I'égalité : qa/(X')=qa(X) + 2u (tX C) +au?.

c X
b. Montrer que : ga(X') < (|| X, |u]) <||Cﬁ|| | a||2) (H |u|||2 )

1
c. En déduire que : 8 < 5

ﬂ+a+\/4||0||§+(ﬂ—a)2]~

Partie I1

On note H,, € S,+1(R) définie par : H,, = (a; ;) ot a; ; = pour

itj—1
i et j dans [1,n + 1]. Pour ‘X = (o...zn) € My py1(R) et non nul, on
pose g, (X) = Qy, (X) = 'x H,X.

1
1. Montrer que ¢,(X) = / (xo+ 1t + ... +x,t")%dt et en déduire que H,
0
est définie positive.

2. a. Montrer que si P est un polynéme a coefficients complexes, on a :
1 ™
/ P(z)dx + z/ P(e%)e?df = 0.
-1 0
™
b. En déduire que : ¢,(X) < / |zo + zie? + .+ xne”‘0|2d0.
0

c. En déduire que ¢,(X) < «|| X|2.
3. Montrer que Sp(H,,) est une partie de 0, «|.
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4. On note a,, = min (Sp(H,)) et B, = max(Sp(H,)). Montrer que les
suites (an)n>0 €t (Bn)n>0 sont respectivement décroissante et croissante.

Partie III
1
Soit 8, = inf / (zo+ait+. ... o, it" "+ t")th )
(20, Tn—1)ER™ 0
1. Montrer qu’il existe un unique vecteur (ag,...,a,—1) € R™ tel que :

1
0p = / (ao +agt+...+a,_1t"+ t")zdt et qu’il est déterminé par :
0

1
Vk € [0,n — 1]],/ (ap +art + ...+ ap_1t" "t +¢")thdt = 0.
0

2. Soit F' la fraction rationnelle définie par :
ao ay ap—1 1
F(X)=
S S I on R Gl grpeny|
a. Quelle est la valeur de F(k) pour k € [0,n —1] ?
n)? X(X-1)---(X—n+1)

2n)! (X+1)---(X+n+1)
Plaide de F et en déduire la valeur de ¢,,.

b. Montrer que F(X) = - Exprimer 6,, a
3 t été défini en I1.4 t Yn € N*,0 < a, < L
. au, ayant été défini en II.4. montrer que : Vn , ap € ————

4 d 12.(15)"1

Partie IV

Pour toute matrice A inversible de 9, (R), on appelle conditionnement de
A le réel défini par : C(A) = ||A|.]|A7Y.
1. Soit X € M, 1(R) I'unique solution de AX = B, B € M, 1(R), B #0.
Quand B devient B 4+ AB, alors X devient X + AX, tel que :
A(X + AX) = B+ AB. Montrer que :
[AX][2 [1AB]2
< C(A).
X112 B2
2. a. Exprimer pour toute matrice A inversible de M, (R) le réel C(A)
a laide des éléments de Sp (AE4) Que vaut C(A) si A est une matrice
symétrique définie positive ?

et que C(A) > 1.

b. Montrer que si C(A) = 1, alors il existe u > 0 tel que la matrice pA soit
orthogonale.

c. Comparer C(A) et C(Q A) si Q est une matrice orthogonale.

d. Grace au calcul de (81, donner une minoration de C'(H,,) pour n > 1.

Solution

Partie I

1. Notons X’ = (ij) € Mpt11(R) on X € M, 1(R) et u € R.

v A C X\ [(AX+Cu R
AX-(tC a uw )= tC’X—i—au . D’ou
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b arvr (1 AX + Cu
XX =(X ) <tCX+au
Comme 'XC = 'CX = (C1X), donc : gar(X') = qA(X)—I—Qu(tXC')—|—au2 (1).
X

0
on a ga(X’) > 0. Donc ga(X) > 0 d’apres (1). La matrice symétrique A est donc

) ='XAX +u('XC +'CX) + au?.
La matrice A’ étant symétrique définie positive, quel que soit X # 0, si X’ = (

définie positive. De méme, avec X' = 0) onaqa(X')>0=a>0.

1
2. a. Notons B = (e;)1<ign la base orthonormée de R"™ dans laquelle la forme
quadratique qa a été réduite de telle sorte que a = A\; < g < - = [ ou
Al, ..., A, sont les valeurs propres de A et ou Ae; = \;e; pour 1 <4 < n.

Ona:qa(X)= Z A\iy? ott (y1,...,yn) sont les cordonnées de X dans la base B.

n n n
Donc: a3y < 4a(X) € 32 Comune 3 2 = XI5, on a:

i=1 i=1
a < 2 nﬁm qA(X) et B> H;{n”axlqA(X). De ga(e1) = a et ga(en) = B, on déduit
o

les égalités demandées.
b Pour 3, = (5 ) om0 4 (X0) = aa(ea) = 5 < mx e (X7) = 5.

€1

Un raisonnement analogue, avec X| = < 0

) donne o' < a.

3. a. Déja traité en 1.1.

b. On déduit de 'inégalité de Cauchy-Schwarz : |tXC| = [(X[C)] < | X]|2.]|C]|2-
Donc u('XC) < [ul|' XC| < [ul[|X]2-|C]l2 et :

qa(X") < qa(X) + 2|u|.| X||2-|C|l2 + au?. D’apres 3.a. q4(X) < 8| X3

Donc : qar(X') < BIXI[3 + 2ful- [ X]|2.[|C]]2 + au® = =.

z.: C 2 X 2
On vérifie que z = ([| X, |u]) <||Cﬂ|| I aH > <|| |u||| )

c. Pour déterminer les valeurs propres de A” = <” éBII ”CC;H2> € S2(R), on
2

calcule X (T) = T? — tr(A")T + det(A”) = T? — (B4 a)T 4+ aff — | C|12.

Le discriminant de ce trinéme est A = (3 — a)? +4[|C||2 > 0.

1 1
A" a deux valeurs propres A\; = 3 {5 +a— \/Z} J g = 3 [B +a+ \/Z] et 'on a
A1 < A2. En appliquant & A” le calcul de 1.3.a. en posant ‘X" = (I X2 |u]), on

a: qar(X") < Al X3 Or [IX]5 = || X3 + u? = [|X"]|3.

Donc ga/(X') < Xo||X'||3. Donc ' = o qa(X') < Ay ie. le résultat.

Partie I1
n n 1

1
t i4q
1. qn(X) = XHnX = E E Ai41,541T;T5- Or Qi1 541 = T :/ t+Jdt,
i=0 j=0 i+j+l 0

donc g, (X Z Z ( / t”jdt) TT; = / ( Z xt ) ( Z mjtj) dt par linéarité

i=0 j=0
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1 n N2
de l'intégration. Donc ¢, (X) = / (Z xitl) dt
0 =0

La fonction polynomiale P : ¢ — inti est continue sur [0, 1], distincte de la
i=0

fonction nulle car X # 0. Comme P? > 0, on a ¢,(X) > 0. Donc la matrice

symétrique H,, est définie positive.

2. a. De la linéarité de I'intégration on déduit que I'application ® : C[X] — C,
R~ /1 R(x)dx Jrz'/7T R()e?df est linéaire. (X*),cy étant une base de C[X],
on a l’é_qluivalence sui\(/)ante : (VR e CIX],®(R) =0) < (VkeN,®(X*)=0).
th+1 }+1 {6z(k+1)0]zz;r 1 {1 - (71)“1 N (71)“1 - 1} o

or a0 = | elaiinoss 1
R ) Il by k+ 1
D’ott ® = 0 et le résultat est prouvé.

b. Avec les notations de II.1. P? est continue, positive et distincte de la fonction

1 1 ™
nulle sur [—1,0]. Donc / P3(t)dt < / P3(t)ydt = —i/ P%(e?)e?dh car,
0

d’apres a. ®(P?) = 0. En posant z = fz/ 2(e%)edh, on a z € Ry. Donc :

z:lzls/ |P(e)2df. Donc g, (X / Z M’
0

c. |[P(e?)]? = P(e")P(ei®) = P(e’)P(e™") car P est un polynome a coefficients
réels, donc 0 +— |P(e*?)|? est paire. D’ou : / |P(e)|?dh = 5/ |P(e'9)|2db.

|P(e)|2 = P(ei)P(e=) (Zxkezlw) <Z$Zefi£9) _ Z wpzpe®00
0<k,I<n
1 27
Par linéarité de I'intégration, —/ |P(e')|?dh = Z xkng/ i(k=0)0 9.
21 Jo

0Lk, l<n
27

1 2w i 1 i
Comme %/0 e?df = 6,0 pour tout pEZ, %/0 |P(e")[2d0 = in

Donc / |P(e)]2df = x| X||3. D’ott ¢, (X) < 7|| X||3 d’aprés 11.2.b).
0

3. Du cours et de I1.1. on déduit que Sp(H,,) C 10, +oo.

De 1.3. on déduit que : max Sp(H,,) = ‘nhax Gn(X).

De II.2.c. on déduit enfin que l'on a : Sp(H,) C]0,x].

4. L’application de 1.3.b. donne : Vn € N, a1 < @y < B < Brt1-
La suite (a,) est décroissante et la suite (3,) croissante.

Partie I1I

1. Si 'on munit Pespace vectoriel réel R[T] du produit scalaire défini par :
1

(A,B) — / A(t)B(t)dt = (A|B), c’est un espace préhilbertien réel. Comme

R,—1[T] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[T], on déduit du
théoréme de la projection orthogonale que : 6,, = d? (T”,Rn_l[T]).
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D S, = inf d*(T",P)= i d*(T™,P) = |T" — P )|
onc oy = inf (I P)= min @17 P)=| (7] (T7)]
ot Pr,_,i7)(T™) est la projection orthogonale de 7" sur R, [T}, ||.|| la norme

associée au produit scalaire et d la distance associée a la norme.

1
Pp, ,m)(T") € Ry [T] <= T" — Pr, ,ir)(T") € [Ryp—1[T]]
Comme (T*)o<r<n—1 est une base de R,,_1[T], on a :

P]Rn_l[T] (Tn) c Rnfl[T] < (Vk S IIO,'H—].]],TTL _PRn—l[T] (Tn) J_Tk) (*)

n—1
Notons Py, _,r(T") = — Z apT", alors :
k=0

1 n—1
(%) = Vke[[(),n—l]],/ (t"—|—2aiti)tkdt:0.

0 i=0
2.a. (x) < Vke[0,n—1] ! +7§ & =0=F(k)
- ’ n+k+1 i+k+1 '

=0
b. 6, = (T™ = Pp,_,1)|T" — Pr,_,r) = (T = Pr,,_,7)|T™) car T" — Pr, (1)

1 n—
est orthogonal & Pg,_, (7). Donc 6, = / (t" + Z aiti)t"dt = F(n) d’apres les
0 i=0

P(T)
(T+1)---(T+n+1)
ou P € R,[T]. Comme F(k) = P(k) = 0 pour tout k € [0,n — 1] et deg(P) < n,
ona P(T)=X(T—1)--- (T —n+1). Pour déterminer A, il suffit de chercher le
résidu du pole simple : —(n + 1) par la méthode classique, & savoir multiplication
de F(T) par (T +n+1) puis substitution de T par —(n+ 1). Comme ce résidu est

1) (—n—2)- (=2 2n)!
égal a 1 par définition de F,ona: 1= Aln—D{n—2)-- - (=2n) = ( n)2_
(=n)(=n+1)---(=1) (n!)
(n)*
(2n)! (2n + 1)!

3. Avec les notations de la partie II, si X = (ag - ..an—11) € My n41(R), alors
@n(X) =6, = "XH,X > o || X||2 d’apres 1.3.

Comme || X||3 =1+a3+---+a2 > 1, on a bien §,, > a,. (on sait déja que a,, > 0

calculs du 2. a. La partie entiere de F' étant nulle, F(T') =

D’ou le résultat. On a alors 6, = F(n) =

d’apres I1.1.). 11 suffit de montrer par récurrence que 6, <

12(15)— 1
4—+/13 1
= "= < —-
ay 5 0,0657...et oy D
Supposons le résultat vrai au rang (n — 1) pour n > 2.
(n+1)° 2

Op = Op—1 €t 4 1) =(2 1)(2 3 1.
"= q@nt Dan ) A DT = @A 48+

1 1 1 1 1 1
ANSPRNE N (SN SN PPN TR R B D

60 @n+3)@2n+1) 160 T 35] 7 15 15

et la conclusion avec I’hypothése de récurrence. D’ou le résultat par théoreme de
récurrence.
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Partie IV

1. AX+AX)=B+ABet AX = Bimpliquent AAX = AB ie. AX = A~'AB

car A est inversible. Donc [|AX]|, < ||[A7L.]|AB,.

Or AX N B jjlkﬁll-llelz > [|AX], = [IB],- A

Donc w—— <+ (¢f. B# 0= ||B|| > 0). D’ou 2 < AJLATY)-
X1, 1B, X1/,

D’autre part, AA™L =T = 1=|I|| < ||A|.|A7Y|. Dou: ||A].| A7 =1

2. a. Si A € GL,(R), les matrices M = AA et M’ = AA sont symétriques

définies positives. En effet, elles sont symétriques. Elle sont inversibles en tant que
produit de matrices inversibles. Donc 0 ¢ Sp(M) et 0 ¢ Sp(M’). Enfin, on a :

¢t t t
qu(X) =" (AX) (AX) = [|(AX) 3 et qurr (X) = [ AX]J3.
On vérifie aisément, ||A|? = [|M|| = |[|M|.

Du théoreme II.C.5, on déduit que ||A|| = \/max ( Sp(Afél)) = \/max (Sp(félA)).

[AB],
1Bl

En remplacant A par A= on a: [|[A7Y| = \/max ( Sp(%—lA—l)).
Or A=1A=1 = M~ et Sp(M~1) = {A=!| X\ € Sp(M)}. Donc,

max (Sp(M 1)) = puisque Sp(M) C R

min (Sp(M))
Dot : C(4) = [A].[ A~ = | R (Sp(AD),
min (Sp(AA))

Si A est symétrique définie positive, A2 = AA = AA, de spectre {A?| X € Sp(A)},

Sp(A
on a O(4) = "X (Sp(4).
min (Sp(A))
b. C(A) =1 <= max (Sp(44)) = min (Sp(44)) <= Sp(44) = {a}.
Comme A4 est symétrique réelle, elle est diagonalisable et Al = al,.

Comme A% est définie positive, a > 0.

Donc C(A) =1 <= Ja >0, A4 =al, <= Ja >0, (i)t(i) = I,

Val \Va
Donc C(A) =1 <= Ju >, uA € O(n).

c. Si Q € O(n), (QA)t(QA) = Q(Afél)tQ est semblable & A4 et a donc le méme
spectre. Par suite C(A) = C(QA).
. B 1
D’ 2. a. :C(H,) = — < ————
d. D’apres 2. a. on a : C(H,) o et ap T2(15)1
Donc C(H,,) > 12(15)""13,, > 12(15)" 718, car (53,) est croissante.

4413

Comme f; = d’aprés IL5. on a une minoration de C(H,). On peut

sin>1.

conclure que la matrice de Hilbert est trés mal conditionnée car C(H,,) tend tres
vite vers 400 quand n tend vers l'infini.
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e Norme d’un endomorphisme symétrique

Notations et objectifs
Soit n € N*. C désigne le R-espace vectoriel C([0,1],R), E,, le sous-espace
vectoriel formé des y € C de classe C" et vérifiant : Vk € [0, n[, 5 (0) = 0.

On munit C et donc aussi E,, du produit scalaire défini par :
1
(flg) = / f(t)g(t)dt et on note N la norme associée au produit scalaire.
0

On se propose d’établir I'existence d’une plus petite constante positive A,
telle que, pour tout y € E, (y|y(”)) < A, (y(”)|y(”)) et d’établir quelques
résultats relatifs a la valeur de A,,.
Premiére partie

1. Soit f € C; établir qu’il existe un unique g € E,, tel que g™ = f et

x —t n—1
montrer que pour tout x € [0,1], g(x) = / %f(t)dt.

0 n — !

On pose alors g = T,(f), ce qui définit une application linéaire T,, de C
dans C ; la notation T, (f) pourra étre abrégée en T, f.

2. a. Etablir que Im(T,) = E,, et trouver Ker(T},).

b. Montrer que T,, est continue pour la norme N et donner une majoration
de la norme de T,,.

3. a. Montrer que la quantité A,, définie dans le préambule existe, qu’elle

L (fITnf)
1 : - - .
est cgale a feSCu\I{)O} (f1.f) (n—1)!

b. A I'aide d’un élément f de C \ {0} trés simple, établir que A,, >

et est majorée par

1
(n+1)!
4. A tout f € C on associe la fonction U,(f), notée U, f, définie par :

1 — )1
vee 0100w = [ L2 pa

T (n_l)

a. Etablir que U, f est de classe C™ et donner sa dérivée n-iéme.

b. U, f est donc un élément de C, et I'on a ainsi défini une application linéaire
U, de C dans C. Montrer que U,, est continue.

c. Montrer que : Y(f, g) € C*, (Unflg) = (f|Tng)-
1
5. Soit S,, I'endomorphisme de C défini par S,, = §(Tn +U,)-

Y

1 n—
. Etablir que : Vf € C, Va € [0,1], (Sn.f)(z) = %/ %J‘(t)dt-
0 - .

jon

. Donner la dérivée n-ieme de S, f.
Comparer, f et g étant dans C, (S, f|g) et (f|Sng).
(f1Snf)
sup
recvioy  (f1F)

T

-

(oW
irigés

. Etablir que : A, =

*

.
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Deuxiéme partie : Etude du cas oll n est impair
) 1 1 !
1. Etablir, pour tout y € E1, I'inégalité : / yy' < 5/ y'%. Pour quels y
de E; les deux membres sont-ils égaux ? Quelle est la valeur de Ay ?

2. Dans cette question et la suivante, n est impair au moins égal a 3. Pour
tout k € N, on note X, I'application : [0,1] — R,z + x*. On désigne par
P, le sous-espace vectoriel de C engendré par (Xo, X1,...,Xn—1).

a. Etablir que : Im(S,,) € P,. On précisera (sous forme d’intégrales) les
coefficients du développement de S,, f(x) selon les puisances de x.

b. Etablir que Ker(S,,) est 'orthogonal P de P, dans C.

c. Etablir que :C =P, & PnL.

3. Soit o, application de P,, dans P, qui a f associe S, f.

a. o, est-elle un automorphisme ?

b. Comparer Im(S,,) et P,.

c. o, est-elle diagonalisable ? Comparer Sp(oy,,) et Sp(S,,) .

d. Soit o, la plus grande valeur propre de o,,. Montrer que pour tout g de

P, (glong) < an(glg)-
Pour quels g a-t-on ’égalité 7 Quel est le signe de o, 7

e. En déduire, a I'aide de I1.2.c. que A,, = a,,, qu’il existe dans F,, au moins
un polynéme non nul y tel que (y|ly™) = A, (y™|y("™) et que tout élément
de E, vérifiant cette égalité est un polynéme.

4. On suppose, dans cette question que n = 3. On admettra, que :
1 1 2
{XO, (X — §X0>, (X — §X0> } constitue une base de P;. Donner la

1
matrice de o3 dans cette base. On mettra cette matrice sous la forme 4—M ,

les coefficients de M étant tous des entiers relatifs a I'exeption d’un seul.
Déterminer Az et les éléments y de E3 tels que : (y\y(?’)) = Az(y®]y®).

Solution
Partie I

1. Si g existe, le théoreme de Taylor-Laplace donne :

=3 )+ [ e gowa= [CE g

x) = — _— = _— .
g 2 Y y (-1 7 s (m—1)!
D’ou 'unicité. Montrons ’existence par récurrence sur n.
Sin=1¢g(x) = / f de fagon évidente.

0
Si le résultat est vrai pour (n — 1), soit & telle que h»~1 = f et h(¥)(0) = 0 pour
tout k € [0,n — 2] ; si l'on pose g(z) = / h, on a alors ¢’ = h et g(0) = 0. D’ou
0

g(n) — f et g(P)(O) =0 pour p € [[O,n - 1]].
2. a. De 1.1. on déduit : Vg I En7 g = Tn(g(n)) Donc : Im(Tn) = En
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f €Ker(T,) <= f=g™ =0. Donc Ker(T,) = {0}.

b. Si g = T, (f) avec f € C. Alors, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
x2n—1

x( 2n2 1 9
Vxe[o’”’f(x)g/o (n—1)! /f £t < n—1)1]2(2n_1)[N(f)]'

N

Donc : [N(g)]2 =

1
2
/0 s [(n—1).] (2n—1)2n

1
D’ot la continuité de 'application linéaire T, et || T, || <

(n—1)/@n - 1)2n)

3. a. Comme Im(7},) = E,,, on a (i) <= (ii) ou :

(i) Yy € En, (yly™) < K(y™ly™) et (i) Vf € C, (FITu(f)) < K(fIf)-

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz : (f|T,(f)) < N(f)N(To(f)) < |ITull[N(f )]2

{ (/17f)
(/1)

le plus petit majorant de cet ensemble est bien la borne supérieure de cet ensemble
et A, < || T < d’apres 1.2.D.

_
S (n—1)!
b. Silon prend f:[0,1] = R,z L,ona: (f|f) =1et T, f(z) = —

o Lan - 1 o (f|Tnf)
Donc (f|T,f) —/0 de_ i 1) < A,.

4. a. Posons f : [0,1] = R,z +— f(1—=x). Le changement de variable affinet = 1—u
dans l'intégrale conduit & : Vf € C,Vz € [0,1], U, (f)(z) = To.(f)(1 — x).

Done U, f € ¢™([0,1],R) et (Unf)™ = (=1)" (T )" = (1) .

b. On procede comme pour T,.

‘ fe C\{O}} est une partie non vide majorée (par ||1,,]|) de R donc 4,,

c. Rappelons la formule d’ mtegratlon par parties itérée. Si (F, G) € (C"([a,b], R))27

/ FWG = Z(—l)kw)(t)a(" F=D (¢ / FG™.
a k=0

Appliquons cette formule & F = U, (f) et G =T, (g) aveca=0et b=1.
(T,9)P(0) =0si0<p<n—1car Thg € E, dapres 1.2.a. D’aprés 1.4.a. on a
(U, f)P (1) = 0510 < p < n—1. Donc F®) (1) = G™=*)(0) = 0 pour k € [0,n—1].
Comme F(™ = (=1)"f d’apres L4.a. et G = g d’apres 1.2, on a le résultat.

5. a. vérification immédiate, d’apres la relation de Chasles.
n 1 n n 1 n

b (520)™ = S [@) ™+ Ua)"] = S0+ D) £

c. De L4.c) on déduit : V(f, g) € C%, (Unflg) = (f|Thg)-

Le produit scalaire étant symétrique, on a : (T, f|g) = (f|Ung). Par addition des
deux dernieres égalités, on obtient : V(f, g) € C%, (Snflg) = (f|Sng)-

A1 €C,(£15.F) = 3 [(T1Taf) + (10.)] = 5 [(F1Tof) + (Tuf1)] = (717)

\ \ (T f) (F1Snf)
dapres La.c). D'on A, = Ulnl) _ U1onf)
aprés Ldc). Dow A = b ST jenk ()
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Partie II
1.y€ B, < yeC([0,1],R) et y(0) = 0. On a donc :
1

2/ yy' = v*(1) —y?(0) = y*(1) = (/Oly’)2 < (/01 12)(/011/2) d’apres

0
I'inégalité de Cauchy-Schwarz; avec égalité si, et seulement si, il existe A € R
tel que y' = A.1 de. V € [0,1],y(z) = Az puisque y(0) = 0.

1 1
Donc A; < 3 et en fait A; = 3 d’apres 1.3.a.

2. a. n étant impair, d’apres 1.5.b) (Snf)(n) =0;donc S, f € P, ie. Im(S,,) C P,.

n—1
-1
Comme (n — 1) est pair, |z —¢t[" "1 = (z —t)" ! = Z (n k > b (=1)ken1k,
k=0

1 _ 4\n—1 n—1
Donc : S, f(z) = %/0 (x(n_t)l)' ft)dt = ;akxk ol

—1)* ! n—1—
= Q(k!)((n —)1 — k) /0 Rt

b. Avec les notations précédentes et la définition du vecteur nul de P, on a :

f €Ker(S,) < (Vke€[0,n—1],a, =0).
1

Donc : f € Ker(S,) < Vk e [0,n — 1]]7/ t" 1R f(t)dt = 0.

0

Autrement dit f € Ker(S,) < (VK € [0,n—1],(Xw|f) =0) < f € P;
car P, = Vect(Xo, ..., Xn-1).
c. (C, (\)) étant un espace préhilbertien réel, P, étant un sous-espace vectoriel
de dimension finie de C, on déduit du théoréme de la projection orthogonale que
C=P,® P .
3. a. PeKer(o,) < (P€P,etS,(P)=0) < PecP,NP;-={0}
Donc o, est un endomorphisme injectif de 1’espace vectoriel de dimension finie
P, ; d’ou o, est un automorphisme de P, ie. o, € GL(P,).
b. P, = Im(o,) C Im(S,,) C P,. Donc Im(S,,) = P,.
c. D’apres 1.5.¢), o, est un automorphisme symétrique de l'espace euclidien P,.
Donc o, est diagonalisable et P,, possede une base constituée de vecteurs propres
de o,,. On a de fagon évidente : Sp(o,,) C Sp(Sy).
e 0 € Sp(S,,) et le sous-espace propre associé est Ker(S,,) = Pi-.
e 0 ¢ Sp(o,) car o, est un automorphisme de P,.
e SiA#0etAe Sp(S,), alors il existe f € C\ {0} tel que S, f = Af. Comme
Im(S,) C P, et A #0, donc f = A"1S,f € P,; dou A € Sp(c,,). Donc :

Sp(S,) = Sp(e,) U {0}.
d. Si f >0, alors S,,(f) > 0 et (Snf|f) > 0. Comme o, est un automorphisme
symétrique positif de I'espace euclidien P,,, il est défini positif. d’ott Sp(o,) C RY.
Du théoréeme I11.E.6.4. on déduit : Vg € P,, (g|0n(g)) < an (g|g) avec égalité si g
est vecteur propre associé a la valeur propre a,,.

S,
e. Notons que «, est un ( (n|g|>g ) particulier, pour g vecteur propre de o,
g19
o . B (Snglg) .,
associé a la valeur propre «,,. Donc : o, < A, = sup - D’autre part,

gecfoy  (919)
C = P, ® P, d’aprés 11.2.¢). Donc : Vf € C,3(g,h) € P, x P, f =g+ h.
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D’apres 2.c), S, f = Spg = on(g). Comme o,,(g)Lh d’apreés 2.a. on a :

(Snflf) = (Un(g)lg + h) = (O'n(g)lg) < Qg (glg) < an(f|f) car o, > 0 et d’apres
le théoreme de Pythagore, (f|f) = (glg) + (h|h). Donc A, < ay,. Puis A, = ay,.
On déduit des inégalités précédentes que :

(Suflf) =An(fIf) <= h=0 < feP,.

On a vu en L.5.d. que, pour tout f € C, (Snf|f) = (Tnf|f) Comme T,, est
surjective, (Tnf|f) = (y|y(”)) sif=y™etyeckE,.

Siy € En, (yly'™) = An(yMly™) = (Suflf) = an(f|f) avec f =y ce
qui est impossible sauf si f € P, ; et donc y =T, f € P,. De plus cette égalité est
effectivement réalisée si f est vecteur propre de o,, associé a a,.

4.Vt € [0,1],Vk € {0, 1,2}, px(t) = (t _ 1)’“.

2
e 1k
Vo € [0,1], 030k () = 4_1/ (z —t)? (t - 5) dt d’apres 1.5.a.
0

Avec le changement de variable t — 5= u, on obtient que ospy(z) est égal a :

1 [z 1 2 kg 1 N2kl 1 1N F 2 1 gkt3 L
Z/_% (x_i_“) = [Z(“’_é) k+1 _§<x_§>k+2+71k+3]7;
Dot o3p0(x), o301(x) et o392(x) et la matrice de o3 dans la base (¢o, 1, p2) :

3
Lyt 5 o®
48 481201

La plus grande valeur propre de o3 est az = As.
La relation (y|y(3)) = Aj (y(3)|y(3)) avec y € FEj3 est vraie si, et seulement si,
y®) = f vecteur propre associé & as.
9 1 3
Xor = —(T Q{T—lz——}.D :A:—(1 _)
M (T +2)|( ) 5| onc as 3= g\t NG
Si Pon cherche les éléments de E5 tels que o3(f) = asf, on trouve :
1\ 2
flx) = a[l + 4\/3(1: — 5) ] ot a € R. Donc les y de F3 tels que f = y®) et qui

vérifient (y|y®) = A3(y®|y®) sont proportionnels & la fonction :

o /Ox @(1 +4\/5(t— %)2>dt.

irigés
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e Formes positives et produit scalaire sur R[X] (MP*)

Si une partie non vide de R est non majorée on convient que sa borne
supérieure est +00, de méme si elle est non minorée on convient que sa borne
inférieure est —oo.

Tout au long du probléme on considére un espace vectoriel E, non
réduit a zéro, muni de deux formes bilinéaires symétriques a et b . On
suppose que la forme a est définie positive. On note ||z|| = \/a(x,x).

On note : M (a,b) = sup (b(x,x)) et m(a,b) = inf <b(x,ac))

zeB\{0} \a(T,T) zeE\{0} \a(z, x)
Soit E' un sous-espace vectoriel non nul de E, on note a),, et b, les
restrictions & E' de a et b. On pourra abréger les notations M (a;,,,b),,) en
M(E"), m(E'); M(a,b) et m(a,b) pourront étre notés M(FE) et m(E).
On ne fait a priori aucune hypothese sur la dimension de E.

Partie I

1. Montrer que si E est de dimension finie, m(a,b) et M(a,b) sont finis.
Soit k € N*. Si k < dim(FE), on note My(a,b) la borne supérieure des
m(a‘ F’b‘ F) lorsque F décrit I’ensemble des sous-espaces vectoriels de
dimension k de E. Notons que M (a,b) = M(a,b).
Soit E' un sous-espace vectoriel non nul de E, on pourra noter :

My, (a‘E”b‘E’) = My(E").
2. Montrer 'inégalité : My(a,b) = Myi+1(a,b).
3. Soit E’ un sous-espace vectoriel non nul de E; montrer l'inégalité
M (E") < Mp(E).
On suppose en outre que E’ est de codimension 1; montrer l'inégalité
My (E") > M1 (E).
4. On suppose, dans cette question, E de dimension finie n > 1. Soit

B = (ei)1<isn une base de E, A et B les matrices respectives de a et b
relatives a cette base.

a. On suppose A = I,, et B = Diag(A1,...,An), ol A\ < ... < Ay
(i) Déterminer M (a,b), My, (a,b) et m(Fy) si Fy, = Vect (en,kJrh R en).
(ii) Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension k, déduire de
la considération de F'N E, ou E = Vect (el, ey €n—k+1) un majorant de
(iii) Déduire de (i) et (ii) My(a,b) en fonction d’un des réels A;, 1 < i < n.
b. On suppose A # I,,. Montrer que :
3P € GL,(R), 3D € D,(R),A="PPet B="'PDP.
Exprimer My (a,b) en fonction de A et B. Que dire de A~'B ?

Partie 11

Dans cette partie, on prend E = R[X]. On se donne une forme linéaire
L sur E telle que pour tout P € E \ {0}, L(P?) > 0 et I'on prend pour
aet b, a(P,Q)=L(PQ)etb(P,Q)=L(XPQ).
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On note enfin E,, = R,,_1[X] oun € N*.

1. Soit p € R. déterminer les formes linéaires u : E, — R telles que :
VP € E,_1, u(XP) = pu(P).

2. Soit n € N*. Montrer qu’il existe 2n nombres réels i1, fl2,n; - - - fin,n €t

Vi V2,ns - -« s Ynn AVEC Uk pn = Mk41,n Pour 1 < k < n —1, tels que pour
tout polynéme R de Fs, on ait la formule suivante

R) = vinR(pkn)
k=1

On montrera tout d’abord qu’il existe une telle formule pour les polynomes
R de la forme PQ et XPQ, P et Q parcourant E,,. Pour cela on montrera

qu’il existe n formes linéaires uy telles que a(P,Q) Zuk ) et

b(P, Q) une combinaison linéaire des ux(P)ug(Q) et l’on utzlzsem 11.3.0.

Montrer I'unicité des 2n nombres réels [ij, n, Y,n €t les inégalités :

Wk > prt1n pour 1 <k <n—1ety, >0 pourk € [1,n].

3. Montrer qu’il existe une et une seule suite (P, )nen de polynémes, avec
P, unitaire de degré n (en particulier Py = 1), telle que L(P,,.P,,) = 0 pour
n # m. Quelles sont les racines du polynéme P, (n > 1) ?

4. Soient «, f deux nombres réels avec o < et f : [a, 5] — R une fonction
continue positive ou nulle, mais non identiquement nulle. On prend dans

B
cette question pour L la forme linéaire définie par : L(P) = / f(z)P(x)dx

Montrer les inégalités : Yk € [1,n], o < pgn < B.

Solution
Partie I
(:1: ) T T\
1. Vz € E\ {0}, o 2) b(||x||’ ||$||> =b(y,y), y € S(0,1).

S(0,1) : sphere unité de I’espace vectoriel normé (E, ||.||) est fermée et bornée donc
compacte si E est de dimension finie. L’application x — b(x, ) étant continue, est
bornée sur le compact S(0,1). D’ou lexistence de m(a,b) et M(a,b) dans R.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de FE de dimension k+1. Si F’ est un sous-espace
vectoriel de F' de dimension k, alors m(a‘F,b‘F) < m(a‘F, ,b F,).

Or m(a‘F,,b‘F,) < Myg(a,b), de la définition de Myyi(a,b), puisque l'on a :
m(F) < Mg(a,b) pour tout F sous-espace vectoriel de E de dimension (k+ 1), on
déduit : My41(a,b) < Mi(a,b).

3. Si F est un sous-espace vectoriel de E’ de dimension k&, on a : m(F) < My(E).
Par définition de la borne supérieure, on a donc : M (E') < My (FE).

Si E est de codimension 1, E=FE' ®Re, e ¢ E’.

Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension (k+ 1), alors F'= F' @& D ou
D est une droite de E et F’ un sous-espace vectoriel de £’ de dimension k.
m(F) =m(F' @& D) < m(F') < Mg(E"). Dot My41(E) < Mi(E").

irigés
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4. a. (i) x—szeziaxm Zx et b(z, ) i)\im?.
i=1

i=1

Va € E, \ia(z,x) = Alzx )<)\n2x?:/\na(m,x).
i=1
b ny+=n b bl
Or A\, = blen; en) et \p = Mv donc A\ = m(a,b) et A\, = M(a,b).
a(en, en) a(ela 61)
Si Fr, = Vect(ep—k+1,-.-,6n) par un raisonnement analogue, on montre que

m(Fg) = An—k+1-
(ii) dim(F) = k et dim(Fy) = n — k + 1 impliquent F N Ej, # {0}. En effet,
si F'N E, = {0}, les sous-espaces vectoriels F' et Ej, sont en somme directe et

dim(F + E;) =n+1 > dim(FE), ce qui est absurde. Donc on peut prendre = € E,
n—k+1 n—k+1

tel que ||z|| = 1. Orsiz € Ey, x = Z x;e; alors b(z, x) Z )\:1: Akl

=1
Donc m(F) < Ap—g41-

(iii) De (i) et (ii) on déduit que Mg (a,b) = A\p_ps1-
b. Procéder comme a l'exercice 8 précédent. On est ramené au cas 4.a.
A7'B = PDP~!. Donc A~!B est diagonalisable.

Partie I1

1. Pour tout k € N, u(X*+1) = pu(X*). D’ou par récurrence, en posant u(1) = a,
on obtient, pour k € N, u(X*) = y*a et par linéarité u(P) = aP(u) pour P € E.

2. Comme en L.4.b. si 'on note B’ = (f1,..., fn) et (u1,...,u,) sa base duale,
alors, pour tout (P,Q) € (En)27
Zuk ) et b(P,Q) = Zuk ik (P)ur(Q) = L(X PQ).

On peut supposer Whkn = k1,0 CAT les ,uk,n sont les valeurs propres de B.
Comme u;(f;) = 6;5, on a: Vk € [1,n],a(P, fr) = ux(P) et b(P, fr) = e, nur(P).
Donc : up(XP) = a(XP, fr) = L(XPf) = b(P, fr) = bk nur(P).

D’apres I1.1. il existe oy, € R tel que : ug(P) = agnP(tbon)-

n

L(PQ) = Z(O‘k,n)QP(Hk,n)Q(#k,n)v

Donc : k=1

L(XPQ) = > (k) ttr,nP (1h,0)Q(k,n)-
k=1
Posons v, = (oz;wb)2 > 0, comme L est déterminée sur les éléments de Fs, de
la forme PQ et X PQ o (P, Q) parcourt E2, et comme X2~ ! = Xn-1xX"-1X,
I’application L est déterminée sur Es, par linéarité.
n

VR € Eyp, L(R) =Y e R(tth.n)-

e L’unicité des py ,, découle du fait que ce sont les valeurs propres de la matrice
B de b‘ dans la base B'.
E,

e Soit T}, = H(X — k) € Bn_y. Alors T2 € By, o C Ea, et T, # 0.

j=1
J#k
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L(T?) = YenT?(prn) > 0 par hypotheése sur L. Comme 7, > 0, on a donc
Ve > 0 €t ik n # fijn $1J # n. DU g n > 1,0
Les T}, sont déterminés par les fi;,, d’olt les vy , sont déterminés de facon unique

L(T?)
par: Yin = mmr -
" Tkz (1k,n)
3. (En, a) étant un espace euclidien, ’application du procédé d’orthonormalisation
de Schmidt & la famille (1, X,..., X" !) donne une unique suite de polynémes

(0k)o<kgn—1 telle que deg(f;) = k et le coefficient dominant est d; > 0. D’ou le

0

résultat demandé avec Py, = 5—k ; L(PoPp) = a(Pp, Py) =0sin#m.
k
n
Soit A, = H(X — Ug.n). Pour m #n, L(A,,Ay,,) =0 d’apres I1.2.
k=1

Par unicité de (Py)ogkgn—1, on conclut que Ay = Py. Les polynémes P, et A,
ont donc les mémes racines qui sont les puy ,, ot k € [0, n].

4.SoitSk:L:H M)Ona:
Ti(prm) 55 \Hen — i
i#k

B B
LXSE) = ntin = | 05F(a)f(@)de et L(SH) =mn = [ 152

«
De I'inégalité de la moyenne, on déduit :

B B B
a/ fS,% < / xf(ac)S,%(x)da: < ﬂ/ fS,% ie. oY p < L(XS,%) < BYkn-

Comme 7,5, > 0, on peut conclure que : a < g, < 8 pour tout k € [1,n].

irigés
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Variables aléatoires
discretes

I. Espaces probabilisés

En premiere année, 'univers €2 était fini. Lorsqu’il ne I'est pas, la définition d’une
probabilité s’avere insuffisante comme le montre I’exemple suivant.

Si Pon tire n fois & pile ou face, = {0,1}" a 2™ éléments. Si la piece n’est pas
_ Card(4)

truquée, pour tout A C Q,P(A) o en vertu de 'indépendance des lancers

Si 'on poursuit le jeu indéfiniment, 2 devient {0, 1}N* et si A est I’événement «on
ne tire jamais pile» , en notant A, I’événement «on ne tire jamais pile lors des n
premiers tirages» , alors P(A,) =27".

Ona A= m A, avec A,y1 C A,. L’événement A se présente comme «limite »

neN¥
des A,,. Il semble naturel d’écrire P(A) = lim P(A,,) = 0. Pour que ceci soit vrai,
n— oo

les hypotheses de la définition du cours de MPSI sont insuffisantes. Il manque un
axiome permettant ce « passage a la limite» .

1. Définition
Soit 2 un ensemble non vide et T une partie de P(€2). On dit que T est
une tribu de parties de 2 si

(i) QeT,
(ii) T est stable par différence,
(iii) T est stable par union dénombrable.

Tout élément de T est appelé événement et le couple (2, T) est appelé
espace probabilisable.

T est stable par différence signifie, si A, B € T, alors -
A\B={weQ|weAetw¢g B} =ANBeT.
Exemples

e {(,Q} est une tribu dite grossiére; c’est la plus petite (au sens de I'inclusion)
tribu de parties de 2.

e P(Q) est une tribu de parties de Q. C’est la plus grande de toutes.
e Si ACQ\0, alors {0, A, A, Q} est une tribu.

e On vérifie aisément qu’une intersection de tribus est une tribu. Donc, si B est un
ensemble de parties de §2, I'intersection de toutes les tribus de £ qui contiennent
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B est la plus petite tribu contenant B. On 'appelle la tribu engendrée par B et
on la note o(B).

e Lorsque 2 = R et B est I’ensemble des intervalles ouverts de R, la tribu engendrée
par B est dite tribu borélienne de R et notée B(R).

2. Définition
Soit (£2,7T) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur ’espace
(Q,T) toute application P: T — R telle que :

(i) P(Q) =1,
(ii) Pour toute suite (A, ), cn d’événements deux a deux disjoints,
u»( U An> ~ Y P4
n=0 n=0

Le triplet (Q, T,P) est appe]é_un espace_probabilisé.

La propriété (ii) sera appelée la o-additivité de P.
II. Propriétés des probabilités

1. Propriétés élémentaires
1.1. P(0)=0.

1.2. Pour toute suite finie (A;); co,n) d’événement deux & deux disjoints,

n n
p( U A> =3 P(4,)
i=0 i=0
1.3. On dit qu’un systéeme d’événements au plus dénombrable et deux a deux
disjoints (A;); e est un systéme complet d’événements si
o0

> P(A
1.4. VAeT,P(A) =1 —P(A). -
1.5.VA,BeT,AC B=P(B\ A) =P(B) —P(A4) et P(4) < P(B).
1.6. P est a valeurs dans [0, 1].
1.7. VA, BeT,P(AUB) +P(ANB) =P(A) + P(B).
i)i

1.8. Pour toute suite finie (A;); efo,n] 4 evenements

P(Q)Ai) < ;P(A )

Démonstration

1. Conséquence de la o- additivité de P avec tous les A,, vides.
A; si 0

2. Posons B; = { . Alors
UBi=JAiet ZP(B» =Y "P(4)+ D PO) =) P4
i=0 i=0 i=0 i=0 i=n+1 i=0

n
3. Conséquence de 1. et 2. puisque U A; =
i=0
4. Application de 3. & {A, A} qui est une partition finie.
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5.P(B)=P(B\ A)UA) =P(B\ A) + P(A) d’apres 2.

Comme P(B\ A) > 0, il s’ensuit que P(B) > P(A).

6.0 C ACQetb. impliquent 0 < P(4) < 1.

7. On déduit de 2. que : P(AUB) = P(A)+P(B\A) et P(B) = P(B\A)+P(ANB).
En soustrayant la deuxieme égalité de la premiere, on obtient le résultat.

8. Preuve par récurrence immédiate sur n. Le cas n = 0 est immédiat et le cas
n = 2 découle de 7.0

2. Propriétés des suites d’événements
Nous laissons au lecteur le soin de prouver le

Lemme
Soit (Ap)nen une suite croissante de parties de Q. On pose By = Ay et si
n>1,B,=A,\An_1. Alors (B n)neN est une suite de parties deux a deux

disjointes de ) et A, = U By, U A, = U B,,.
k=0 n=0 n=0

Si (2, T,P) est un espace probabilisé et (Ay,), en une suite d’événements,

(i) Si(An)nen est croissante, hm P(A < U A >
(ii) Si (Ap)nen est décroissante, nh—>HoloP ( ﬂ A )
(iii) ( U A ) < Z P(A
n=0
Démonstration

(i) Soit (Bp)nen définie dans le lemme. On déduit de la o-additivité de P :
P( UOAn) - IP’< UOBn> - ZOIP(Bn) = lim (kZ]P(Bk)) = lim P(4,).
n= n= n= =0

(ii) L’application de (i) a la suite (/T")neN donne ]P’( U An> = lim P(A,).

n—oo
n=0
On déduit de la propriété 1.4. que :
IP( OO An) =1- P( L_JO An) =1- lim P(4,) = lim P(4,).
o0

n (oo}

(iii) Notons C,, = UAi' Alors comme U A, = U C,, et comme la suite
=0 n=0 n=0

(Cn)nen est croissante, on déduit de (i) et de 1.8. pour majorer P(Cy), que

IP’( UOAn) = ]p< Uocn> = lim P(C,) < lim ZIP’ Ap) = kZIP’(Ak)
n= n= =0
(cette derniére somme pouvant étre +00). O

3. Construction d’une probabilité sur un ensemble au plus dénombrable

Dans ce paragraphe, Q est un ensemble au plus dénombrable et T = P ().
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Proposition
(i) Une probabilité P sur §) est entiérement déterminée par ses valeurs
prises sur les singletons ie. p,, = P({w}) appelé atome de la probabilité.
(ii) Etant donnée une famille (p,). e o de nombres réels, il lui correspond
une unique probabilité P telle que quel que soit w € Q,p,, = P({w}) si, et

seulement si, p,, > 0 et Z Do =1 (%).
weN
Dans ce cas, pour tout A C Q,P(A) = Z D (%%).
weEA
Démonstration

(i) Soit P une probabilité sur Q. Si p, = P({w}), alors p, > 0 et comme € est
union disjointe de singletons, on a (xx) et dans le cas particulier ot A = Q, comme
P(Q) =1, on a (x).

(ii) Soit p,, vérifiant p, > 0 et Z P = 1. On définit P(A) par (xx), pour tout
weN

A C Q. On a immédiatement P(A) €[0,1] et P(Q2) = 1.

Si (An)nen est une suite d’événements non vides et deux a deux disjoints,

U A, = {w;|i€I} ou I est dénombrable. Pour tout n € N,P(4,,) = Z Do,

n=0 i€ I,
ol (In)nen est une partition de I. L’égalité P( U An> = ZIP’(An) résulte du
n=0

n=0 =
théoreme de groupements par paquets pour les familles de réels positifs. O

III. Probabilités conditionnelles et indépendance

1. Définition
Soit B un événement de l’espace probabilisé (2, T,P)) tel que P(B) > 0.

P(ANB
L’application Pg : T — Ry, A — Pp(A) = w = P(A|B) est une
probabilité sur (2, T) appelée probabilité conditionnelle i ’événement

B.
On a alors Pp(B) =1et P(AN B) =Pp(A).P(B).

2. Proposition

n
Pour toute suite (A;), _x d’événements telle que IP’(( ﬂ Ai) > 0,
i=1

n n k—1
vneN*,P< N Ai> =P(A)) HIP’(Ak‘ N Ai>.
i=1 k=2 i=1
Démonstration
n
Si l'on note, pour n€N*,p, = ]P’( ﬂ Az). La suite (pn)n>1 est décroissante.
i=1

Donc, s’il existe meN” tel que p,, = 0 alors p,,+1 = 0 et compte tenu de la
convention, p, = 0 pour tout n > m.
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k
La remarque qui suit la définition C.1. appliquée a A = Ay41, B = m pour k > 2
i=1

k
donne pyy1 = piP (A;H_l‘ ﬂ AL> Donc, sin > 2,
i=1

n n n k—1
P( ﬂ Ai> =pn=n1 H pf: =P(A;) H P(Ak‘ ﬂ Ai>.IZI
i=1 k=2 i=1

k=2

3. Proposition
Soit (A;); e une partition au plus dénombrable de Q en événements de
Pespace probabilisé (0, T,P) de probabilités > 0.
(i) VBET,P(B)=> P(AinB) =Y P(A;)P4,(B)
(formule des probabil?teé; totales) <
P(A;)P4,(B)

~ Y B4R, (B)

iel

(ii) Si de plus P(B) > 0, pour tout j € I,Pg(A;)

(formule de Bayes ou de probabilité des causes).

Notons que cette derniere formule est sans intérét mathématique, mais d’un intérét
surtout statistique.

Démonstration

(i) Comme B = U (A; N B) est union d’événements deux & deux disjoints, par la
iel

o-additivité de P on a P(B) = » P(A; N B). Le résultat découle de C.1.
icl
. , _ P(BNA;)  P(A)P4,(B)
(ii) Pour tout j€I,Pg(A4;) = FB) E(B) .

D’ou le résultat d’apres (i).O

4. Evénements indépendants. Familles indépendantes

4.1. Définition
Deux événements A et B de l'espace probabilisé (2,7T,P) sont dits
indépendants (en probabilité) si P(AN B) = P(A).P(B).

4.2. Propriétés

(i) Les événements indépendants d’eux-mémes sont ceux de probabilité 0
ou 1.

(ii) Les assertion suivantes sont équivalentes :
e A et B sont indépendants o A et B sont indépendants,

e A et B sont indépendants o A et B sont indépendants.
(iii) Si P(B) ¢ {0,1}; les événements A et B sont indépendants si, et
seulement si, Pp(A) = P5(A) si, et seulement si, Pp(A) = P(A).
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4.3. Définition
Soit (A;); e 1 est une famille au plus dénombrable d’événements. Les A; sont
dits (mutuellement) indépendants en probabilité si pour toute J partie

finie de 1,1@( ﬂ Ai) = H P(A;).
ied ielJ
H Si n événements sont mutuellement indépendants alors ils le sont deux a
2 deux mais la réciproque est fausse.
1
Avec Q = [1,4], Vk€Q, P({k}) = T A={1,2}s B={2,3} et C = {1, 3} alors
1 1 1\ 2
P(4) =P(B) =B(C) = 3: P(ANB) =B(BNC) = P(CNA) = 7 = (5) mais

143
P(ANBNC) =0+ (5) :
4.4. Application a ’arithmétique
e Soient n€ N* et P la loi de probabilité uniforme sur [0,n — 1].

Si p est un diviseur premier de n et si A, = pNN[0,n — 1] alors

P(4,) = %(Ap) = —- Notons P 'ensemble des nombres premiers.

Si p1,p2,-- .,k sont des diviseurs de n deux a deux distincts, alors
Ap, NAp, NN A, = Ay, p,...p, d’ott 'indépendance mutuelle des A, .

PimAn=1)=P mEUAp =P meﬂfp :H(l_l):M

n
PEP pEP pEP p
p/n p/n p/n

1
d’ot p(n) =n H (1 - 7)~ On retrouve un résultat du chapitre 1 sur la fonction
b

pEP
p/n
indicatrice d’Euler.

e Supposons l'existence d’une loi de probabilité IP sur N telle que, pour tout nombre

1
premier p, on a P(pN) = = et que les pN sont mutuellement indépendants.
p

Soit neN*.Si N >n posons Ay = (] pN, alors (Ax)n>y est décroissante et,

pEP
n<p<N

1 1
par indépendance, P(Ay) = H (1 — 7) <exp | — Z — | par convexité de
p p

pEP peP
n<p<N n<p<N

la fonction exp, d’ott P(Axy) — 0 car Z — diverge.
N—o00 P
P

Par limite monotone il vient P ( N AN> =0i.P| UpN]| =1

N2>n pip
pon
Soit alors, pour tout n e N*, B,, = U pN, la suite (B,,),, est décroissante et, pour
S
tout n > 1, P(B,) =1dou P ( N Bn> =l Pl N U »N =1 alors
neN® neN® ﬁgz
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que ) U pN | =o.

P
nGN* z;n

IV. Variables aléatoires discretes

1. Définition
Soient (2, T) un espace probabilisable et E un ensemble. Une variable
aléatoire discréte définie sur (2, T) est une application X de  dans E
telle que X () soit au plus dénombrable et que : Yz € X (), X 1({z}) € T.

Si E C R, la variable aléatoire est dite réelle.

Remarques

e Cette définition conserve le vocabulaire historique, mais X n’est ni une variable,
puisque c’est une fonction et le caractere «aléatoire» se réféere a un espace
probabilisé. . .
e Le plus souvent £ =N, Z.
On laisse au lecteur le soin de prouver que I’ensemble des variables aléatoires réelles
définies sur (Q,7) est un R-espace vectoriel stable par la multiplication et réticulé
ie. si X,Y sont deux variables aléatoires réelles, | X|, XY, max(X,Y), min(X,Y)
sont des variables aléatoires réelles.
2. Proposition et définition
Pour toute partie ' de E, on note
{XePR}={weQX(w)eL}=X"YE.
L’application Px : P(E) — [0,1], E' — P({X € E'}) est une probabilité sur
(E,P(E)). On I'appelle la loi de probabilité de la variable aléatoire X ou
probabilité image de P par X.

Démonstration
o Px(E)=P{X€eE})=1.

Si E/ C E alors E' N X(Q) est finie ou dénombrable et, donc, il existe une
application = de N dans FE telle que E' N X(Q) = {xn ’ nGN}~ Par suite

{XeFr'} = G X'({zn}) € A car A est une tribu.

Soit (E )n>0 une suite de parties deux & deux disjointes de E. Alors ({X € E}, })
est une suite d’événements deux a deux disjoints.

Eneffet sim#n, {Xe€E }N{Xe€E, }={X€E NE],} =2
Par o-additivité de P, on a :
IP’X< U E;> :}P’(Xe U E;L> :]P>< U{xeE)} ) > PUXeE,})
n=0 n=0 n=0 n=0
= ZHDX(E%)

n=0
Donc Py est une probabilité sur (F,P(F)).0

n>=0
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3. Cas d’une variable aléatoire réelle X

3.1. Définition
On appelle fonction de répartition de X la fonction
Fx :R—[0,1],2 — Px(] — 00,2]) = P({X < a}).

3.2. Proposition

(i) Fx est croissante, lim Fx(z)=0et lim Fx(z)=1.
r—r—00 Tr— 400

(ii) Fx est continue & droite; lim Fx(y) = P(] —oo,z[) = Fx(27)
Yy—x—

(i) VzeR,px(z) = ]P’({X = a:}) = Fx(z) — Fx(z7).

En particulier, la fonction Fx caractérise la loi de X.
Démonstration

(i)z<a' =] —o00,z] C]—o00,2'] = Fx(z) < Fx(z').

] — o0, +o0[= | J]—o0,n] = lim Fx(n)=P(] - oo,+oc[) = 1.

n—-+oo
neN
De méme, | — 00, +o00[= U ] = n,+oo[. Comme Fx(—n) =1-Px(] —n,+oo]),
n€eN
onal-— nll)rfoo Fx(—n)=Px (] — o0, +o0[) = 1.

(ii) Soit (2, )n e N une suite de nombres réels qui converge en décroissant vers x.

({X < xn})neN est une suite décroissante et {X <z} = U {X <z,}.
n €N
Donc Fx(z) = lim Fx(xz,).
n—oo

Si (2],)n e N une suite de nombres réels strictement croissante qui converge vers z,

({X < ac;l})neN est une suite croissante et {X < z} = U {X <2}
neN
Donc Fx(z7) = nlgr;o Fx(x).

(iii) I suffit d’écrire {X < 2} = {X < 2} U{X = z} et d’appliquer un résultat
précédent. O

V. Couple de variables aléatoires

1. Généralités

Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé et X une application de € dans R, d N*.
Pour tout i €[1,d],m; : R? — R, (x1,...,74) = ; est la i-eme projection de R¢
dans R. Alors m;0X = X; est une application de 2 dans R.

On aVwe, X(w) = (X1(w),..., Xq(w)).

Avec les notations précédentes, si, pour tout ¢ €1, d], X; est une variable aléatoire
sur , on dit que X est une variable (ou un vecteur) aléatoire de dimension
d définie sur E.

Dans la suite, on étudiera principalement le cas ou d = 2 et ’on parlera de couple
de variables aléatoires. De plus, on se limitera au cas les X; sont des variables
aléatoires discretes ie. les X;(€) sont au plus dénombrables.
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2. Loi conjointe ; lois marginales

2.1. Définition
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes .

(i) L’application X (2) x Y (Q2) — [0, 1] définie par
(@i,y;) = pig =P((X = 2:) N (Y —y;))
est appelée loi conjointe du couple.
2.2. Définition
(ii) L’application X (Q2) — [0,1],z; — p;,, = P(X = )
est appelée premiére loi marginale du couple (c’est la loi de X)
(iii) L’application Y (Q2) — [0,1],y; = p.; =P(Y =y;)

est appelée deuxiéme loi marginale du couple (c’est la loi de ' Y')

2.3. Proposition
Avec les notations précédentes,
(oo}

o0
VieNpi =2 pig ; ViENp ;= iy
' i=0
oo o0 oo 00
(Pi,j)(i,j) ene est sommable et Z Dij = Z Zpiaj — Z me -1
(i,5) €N? i=0 j=0 j=0 i=0
Démonstration

Y est une variable aléatoire discrete Y (2) = {yo, .-, Yn,- .-}
Donc ({Y = yj})j ¢ est un systeme complet d’événements.

Q= U {Y = y,} union au plus dénombrable d’événements deux & deux disjoints.

jEN
oo
Par o-additivité de P, on a P(X Z P(( N(Y —y;))
j=0
o0
te. p;, = me-. On prouve de méme la deuxieme égalité.
j=0
Comme les applications x; — p; . et y; — p. ; sont les lois respectives de X et Y,
o0
Zpi,. =1= prj impliquent le résultat. 0
; o

3. Lois conditionnelles
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discreétes.
(i) Pour tout j tel que P(Y = y;) # 0, on appelle loi conditionnelle
de X sachant Y = y; Iapplication de X (Q) dans [0, 1] définie par
pl7j
D.j
(ii) Pour tout i tel que P(Y|X = x;) # 0, on appelle loi conditionnelle
de Y sachant X = x; I'application de Y () dans [0, 1] définie par
Pi,j

= PX =5V =y;) =

On a bien défini des lois de probabilité.
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4. Indépendance des variables aléatoires

4.1. Définition
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. On dit que X et Y
sont des variables aléatoires indépendantes si
V(i §) N2 P((X = i) N(Y =y;)) = P(X = ;) P(Y = ;).
%e. pi,j = pi,.~p.,j~

4.2. Définition
Soit (X1, ..., X4) une famille de d variables aléatoires discrétes sur le méme
espace probabilisé (2, T,P). Elles sont mutuellement indépendantes si

d d
Y(ag,. .., aq) € X1(Q) x -+ x Xd(Q)),IP( ﬂ{xi = ai}> = H]P’(Xi = ).

Si (X;)ier est une famille de variables aléatoires discrétes sur le méme
espace probabilisé (2, T,P). On dit que c’est une famille de variables
aléatoires indépendantes si toute sous-famille finie est constituée de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.

5. Fonctions de variables aléatoires

5.1. Définition
Soient X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, T, P)
a valeurs dans E et f une variable aléatoire définie sur (E, £) a valeurs dans
F. Alors foX est une variable aléatoire sur (2, 7,P). On la note f(X) et
on 'appelle fonction de la variable aléatoire X.

En effet, VA€ F, (foX) ' (A) = X1 (f~*(4)) eT.
Remarques

e Si X est une variable aléatoire et si, pour tout x € E, X ~1({z}) € T, alors foX
est une variable aléatoire quel que soit 'application f : F — F.

Par exemple, si X est une variable aléatoire discrete, alors X2, sinoX sont des
variables aléatoires discretes.

e Si Xi,...,X, sont des variables aléatoires discretes définies sur (Q,7,P) a

valeurs dans F, ..., E,, soit I un ensemble quelconque, et f: Fy x---x E, = F

une application quelconque, alors 'application w — f(X;(w), ..., X, (w)) se note

f(Xy,...,X,) et est une variable aléatoire discrete.

5.2. Proposition

Si (X;)ier est une famille de variables aléatoires discrétes sur le méme
espace probabilisé (2, T,P) a valeurs dans (E;, P(E;)). On suppose que
ces variables aléatoires sont indépendantes. Soit, pour tout i€ I, f; une
variable aléatoire définie sur ’espace probabilisable (E;, P(FE;)) a valeurs
dans l'espace probabilisable (F;, P(F;)). Alors les variables aléatoires f;(X;)
sont indépendantes.

Démonstration
Vi€ I,YA; €P(Fy), {fi(X:) € A} = (fioXi) ™1 (As) = X, (f7(Ay)

= {X; e f; (4}
Or f7'(A;) € P(E;). L'indépendance des variables X; implique celle des f;(X;).0
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Une conséquence immédiate est le corollaire suivant :

5.3. Corollaire

Soient X7, ..., X,, sont des variables aléatoires discrétes définies sur (2, T, P)
a valeurs dans E1,...,E, et soient f : E1 X --- X E,, = F et
g:FEpi1 x---x E, - G.Si Xy,...,X, sont indépendantes, les variables

aléatoires f(X1,...,Xm) et g(Xm+1, ..., X,) sont indépendantes.

Par exemple, si X7, Xo, X3, X4 sont 4 variables aléatoires indépendantes & valeurs
dans Z, alors X1 + X5 et X3 + X, sont indépendantes ; X; + X3 et Xo + X4 sont
indépendantes ; (—1)*2 cos(7X3) et X{° + X sont indépendantes.

6. Construction d’un modele

Etant donné une famille (Ei,&i)ier d’espaces probabilisables, et une loi de
probabilité donnée P; sur chacun de ces espaces, peut-on construire un espace
probabilsé (£, 7,P) et une famille de variable aléatoires (X;); e définies sur cet
espace, & valeurs dans (F;,&;) indépendantes et telles que, pour tout i€ 1, la
variable aléatoire X; soit de loi P; ?

La réponse, dans le cadre du programme est donnée dans la proposition suivante
dont la démonstration est hors programme.

Proposition

Soit I = [1,n]; pour tout i €I, soient E; un ensemble dénombrable et

P; une probabilité sur l’espace probabilisable (E;, P(FE;)) engendré par le

atome de probabilité p;. Soit 2 = E1 X --- X E, et la projection X; de §) sur
n

E;. La fonction p : Q" — [0,1], (w1, ..., wy) — Hpi(wi) est un atome d’une
i=1

probabilité P sur (2, P(Q2)), appelée probabilité produit des probabilités

P;. L’espace probabilisé (Q, T,P) est tel que les variables aléatoires X; sont

indépendantes et de lois respectives P;.

V1. Lois discretes usuelles

1. Loi uniforme sur [1,n]

1.1. Définition
X suit la loi uniforme sur [1,n] si X(Q) =[1,n

Vie[l,n],P(X =1i) =
On note X ~ U ([1,n]).

et

=

:.M—‘

1.2. Modele probabiliste
On choisit au hasard un objet parmi n objets numérotés de 1 a n.
X est le numéro de ’objet choisi.
2. Loi de Bernoulli
2.1. Définition
Soit p €[0,1]. X suit une loi de Bernoulli de paramétre p si X (2) = {0,1};
PX=0)=1-petP(X=1)=p.
On note X ~ B(p).
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2.2. Modele probabiliste
On considére un espace probapilisé (2, T,P) et l'on s’intéresse & un événement S
1 siwesS

0 sinon
X est donc indicatrice du succes. Si I'on note p = P(5), alors X suit une loi de

Bernoulli de parametre p.

appelé succes. On définit la variable aléatoire X : w +— {

3. Loi binomiale

3.1. Définition
X suit la loi binomiale de paramétres n et p si X () = [0,n] et

vk 0, n], B(X = k) = (}j)pm et
On note X ~ B(n,p).

On a bien une loi de probabilité puisque, d’apres le binome de Newton,
Y P(X =k =(p+(1-p)" =1
k=0

3.2. Modele probabiliste

Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 — p de boules
blanches. On effectue un tirage de n boules avec remise de la boule tirée. X est le
nombre de boules noires obtenues au cours de ce tirage.

La preuve a été donnée en MPSI.

4. Loi géométrique
4.1. Définition
Soit p€]0,1[. X suit Ia loi géométrique de paramétre p si X (Q) = N* et
VkeN* P(X =k) = (1 —p)*p.
On note X ~ G(p).

4.2. Modéele probabiliste
Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 — p de boules
blanches. On effectue un tirage avec remise de la boule tirée. X est le rang
d’apparition de la premiere boule noire. On dit que X est le temps d’attente de
la premiére boule noire. En effet, (X = k) = ANB ou A est I’événement : les (k—1)
premiers tirages sont des échecs, B l’événement : le k-ieme tirage est un succes.
Comme les événements sont indépendants, P(X = k) = P(A)P(B) = (1 — p)*!p.
On peut vérifier qu’on a bien une loi de probabilité. En effet la série géométrique

1 —p)*~!p converge et a pour somme p- ——— = 1.
=) I
5. Loi de Poisson
5.1. Définition
Soit /\ER: On dit que X suit la loi de Poisson de paramétre X\ si
)\k
_Ai

X(Q) =Net pour tout ke N,P(X =k)=¢e R

On note X ~ P(A).
. . . - . N o AP -
On a bien défini une loi de probabilité puisque e* = Z T = Z]P’(X =k)=1.
k=0 k=0
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5.2. Modele probabiliste

La loi de Poisson peut-étre vue comme limite de lois binomiales. Supposons que
X, ~ B(n,p,) et que lim np, = A
n— oo
n\ . L
0 jzn+1

si

\\/ //\

j—1
, 17 i , .
i — ) = — _ 2 J(1 — p \Pd
Ecrivons P(X,, = j) = i };[1 (1 n)(npn) (I =pp)" 7.
AN
4!
On peut interpréter la loi de Poisson comme la loi du nombre de succes lorsque

I’on compte un nombre tres élevé d’épreuves avec une probabilité p de succes tres
faible.

On montre facilement que, pour j fixé, lim P(X, =j) =
n— oo

VII. Moments d’une variable aléatoire discrete

1. Espérance

1.1 Définition
Si X est une variable aléatoire a valeurs dans Ry, I'espérance de X est la

somme dans [0, +o0c] de la famille («P(X = x))_ € X Q)"
Si X est une variable aléatoire réelle, X est dite d’espérance finie si la famille

(J=|P(X x))m e x(a) €5t sommable ; dans ce cas, la somme de cette famille
est Pespérance de X. On la note E(X)

1.2. Espérance des lois usuelles

(i) Si X ~U([1,n]) alors E(X) =
(ii) Si X ~ G(p), alors E(X) = 1/p.
(iii) Si X ~ B(n,p) alors E(X) = np.
(iv) Si X ~ P(A), alors E(X) = A.

n+1

Démonstration

Nous donnons des démonstrations directes, mais proposerons d’autres preuves de
ces résultats au cours de ce chapitre.

(B =Y ig =5 M he

i=1

(ii) Du théoreme de dérivation des séries entieres on déduit que :
d 1
weel 11 ( ) N
v€l b3 l-—2z Z (1—1x)2

Donc Vp€]0,1[,E Zklf p(l(ll))Q;;
—\lu=p

k o n—=k n o ’I'L*l
p*(1—p) .Commere[[l,n]Lk(k)—n k—1>
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)\k
(iv) kP(X:k):e**(k_l)! sik>1let0sik=0.
>k > \k—1
Comme e = o et = Z = la famille (kP(X = k))pen est
k=0 k=1
e )\k—l
sommable de somme E(X) = Xe™* > e 2.0

1.3. Théoreme de transfert
Si X est une variable aléatoire discréte prenant ses valeurs dans un ensemble
E. Soit f : E — R. La variable aléatoire f(X) a une espérance finie si, et
seulement si, (f(z)P(X = x))we  Soit sommable. Dans ce cas

E(f(X)) = ) f@)P(X = ).

reEFE

Démonstration (non exigible)

Soit ye R, {f(¥)=y}= |J {X =2} (union disjointe)

€ f1(y)
X () est au plus dénombrable. Donc {z € f~!(y)|{X = x} # 0} est un sous-
ensemble au plus dénombrable de f~!(y) que l'on note A,.

Par o-additivité de P, on a P(f(X) =y) = »  P(X =u2).

z€ A,
Comme P(X =) =0size f~'(y)\ Ay, onaP(f(X)=y)= > PX=ua)
€ f~1(y)
Done [yP(F(X) =p) =yl 3 P(X=2)= 3 [f@)P(X =a).
€ f~1(y) z€f~1(y)
Comme FE = U () est une union disjointe, d’apres le théoreme de sommation

y €R
par paquets des familles de réels positifs,

Y @PX=2)=3 > f@PX=x)=) WPSX)=y).

reFE yeERze f-1(y) yeR
Donc Z |f(2)|P(X = x) est finie si, et seulement si, Z ly|P(f(X) = y) est
reFE yER

finie, si, et seulement si, f(X) a une espérance finie.

Lorsque cette condition est réalisée, on déduit du théoreme de sommation par
paquets :

E(f(X) =) yP(f(X)=p)=>_ > [f@PX =z)

yER yeERz e f~1(y)
=Y f@)P(X =2).0
rEFE
Remarque

Ce théoréme permet de calculer lespérance de la variable aléatoire f(X) sans
déterminer sa loi de probabilité, en utilisant uniquement celle de X.
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1.5. Propriétés de I’espérance
(i) Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles telles que | X| <Y et
E(Y)eRy, alors E(X)eR et |[E(X)| < E(Y).
(ii) L’ensemble des variables aléatoires réelles discrétes possédant une
espérance finie, est un espace vectoriel sur lequel, E est une forme linéaire.

Démonstration

(i) Immédiat.

(ii) Avec les hypotheses, pour A€ R, AX + Y est une variable aléatoire discrete
ainsi que Z = (X,Y) qui, elle, est & valeurs dans F = X () x ().

Si 7 et 7o sont les projections canoniques ie. V(z,y) € F,m (z,y) = z ma(z,y) = y.
AX+Y:f(Z) Ol\lf:)\ﬂ'l +7T2.

D’apres le théoréme de transfert, les familles (m;(2)P(Z = z))ZGF,iE{l, 2} sont
sommables et donc, en utilisant la propriété (i), (f(2)P(Z = 2)), ¢ r est sommable,
ce qui implique que AX + Y a une espérance finie. Ce méme théoreme implique :

E(AX +Y) = Z(Am ) + m2(2))P(Z = 2)

zek
=AY mEP(Z =2+ Y m(2)P(Z=2z) = AE(X) +E(Y).O
z€FE zeFE

1.6. Inégalité de Markov
Si X est une variable aléatoire a valeurs dans Ry d’espérance finie non nulle

1
m, alors YA ERY,P(X > Am) < N

Démonstration

Si A €]0,1], le résultat est évident et sans intérét.
Si A > 1, notons m = Z 2P(X = x).
zeX(Q)
Ona:z>Am= 2P(X =z) > ImP(X = z). Comme la somme d’une famille de
réels positifs est > 0, on a:m > AIm Z P(X =2x) = mP(X > Am).O
€ X(Q),z=Am
1.6. Espérance du produit de deux variables aléatoires
Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant
une espérance finie, alors XY a une espérance finie et E(XY) = E(X)E(Y).

Démonstration

Montrons que si X () = {z;|i€l} et Y () ={y;|j€J} ou I et J sont au plus
dénombrables, alors la famille (xiyjpi7j)i7j) c 1xJ est sommable.

On a p; j = pi,.p.,; car les variables aléatoires sont indépendantes.

Comme X et Y sont d’espérances finies, les familles (z;p; )icr et (y;p.)je
sont sommables. On déduit du théoreme sur les familles sommables que la famille
((a:ipi,i)(yjp,,j))i’j) ¢ 1y €st sommable. et

E(XY)= Y wypij= », (zpi)ip.;)

(i,5) € IxJ (i,5) e IxJ

- (szxz) ( Z p.,jyj) =E(X)E(Y).O
iel jed
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1.7. Espérance d’une variable aléatoire a valeurs entiéres

X désigne une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, A, P)
prenant ses valeurs dans N. Elle admet une espérance si, et seulement si, la
série de terme général P(X > n) est convergente et qu’on a alors :

E(X)= 3 P(X >n).

n=0
Démonstration
Notons que :
o0
keN, up, =P(X =k)etv,= >, w=P U X=k)| =PX >n).
k=n+1 k>2n+1
n n n—1 n n—1
Yokup =3 k(vg—1 — k) = Do (E+ Do — D kvp = D vp —nwy (%)-
k=1 k=1 k=0 k=1 k=0
n o
e Si > v, converge, comme v, > 0,ona Y kug < Y. v et done, par croissance,
k=1 k=0

n
la suite de terme général Y kuy converge. La série Y kuy converge.

k=1
oo oo
e0<nu, = > nup< Y. kugreste de rang n de la série convergente Y kuy.
k=n-+1 k=n-+1
Donc, par encadrement, nv, —— 0.
n—oo

o0 o0
Ceci prouve de plus que, si Y kug converge, Y vy converge et ». kup = > vg.
k=1 k=1

On vient donc de montrer que que les séries de termes généraux kuy et vg sont de
méme nature et que, en cas de convergence, leurs sommes sont égales.

On peut donc dire que X admet une espérance si, et seulement si, > P(X > n)

converge avec E(X) = > kup = Y, P(X > k).
k=1 k=0

Autre démonstration
e’} k—1
_(P(X=k) sik>n+1 B o B
Notons a, , = {O Sk<n . EZO Un = EﬁOIP’(X =k)=kP(X = k).

e Si E(X) < 400, le théoreme d’interversion des séries doubles implique alors que

E(X) =Y ani=> > anr=» PX>n).
n=0

k=0n=0 n=0 k=0
e Si > P(X > n) converge, comme P(X > n) = Z P(X =k) = Zamk,
k=n+1 k=0

le théoreme d’interversion des séries doubles implique que

DTSRI 35 ST o STNECEONE
n=0 n=0 k=0 k=0n=0
2. Variance, écart-type

2.1 Définition

On appelle moment d’ordre r € N* de la variable aléatoire X , I'espérance
finie, si c’est le cas, de la variable aléatoire X" .
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Notons qu'’il découle du théoreme de transfert que E(X") = Z 2'P(X = x).
e X(Q)

2.2. Définition
On appelle variance de X le moment centré d’ordre 2 ie. I’espérance finie,
si c’est le cas, de la variable aléatoire (X — E(X))?

V() = E(X ~E(XP) = Y (¢ - B@)*P(X =),
zE€X(Q)
Remarques
e L’existence de la variance de X suppose celle de E(X) € R.

e V(X) est la somme des carrés des écarts entre les valeurs de X et la moyenne,
pondérés par les poids des probabilités. C’est un indicateur de «dispersion » autour
de E(X).

2.3. Proposition

Si une variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 elle est d’espérance
finie et (E(X))* < E(X2).

Démonstration

1
On sait que : V(x,y) €R?, |zy| < §(x2 +y?).

En prenant z = /p,, et Yy = T,,\/Pn, comme E(X?) existe, la série >_ p,z2 converge
et comme Y p, converge de somme 1, , la série > |z,p,| converge.

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans Iespace préhilbertien réel £2, on déduit :
oo

‘ Z PnTn
n=0

2.4. Proposition
‘ Si X admet une variance, V(X) = E(X?) — (IE(X))2

< an. anac% ie. [E(X)| < 1.\/E(X?).0
n=0 n=0

Démonstration
V(X) = E((X2 —2E(X)X + ]E(X)Q) = E(X?2 - Q(E(X))
linéaire et E(1) = 1. D’ou le résultat. O

2.5. Proposition

Si X admet une variance et si (a,b) € R?,aX + b a une variance et
V(aX +b) = a®’V(X).

Démonstration

Par linéarité de E, on a (aX +b— E(aX + b))? = a*(X — E(X))?.
Si X a une variance, (X —E(X))? a une espérance finie; a*(X —E(X))? a une
espérance finie égale & a?V(X). D’ot le résultat. O
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2.6. Définitions
Si la variable aléatoire X a une variance, on appelle écart-type de X, le
nombre réel o(X) = /V(X).

On appelle variable centrée toute variable aléatoire X telle que E(X) = 0.

On appelle variable réduite, toute variable aléatoire X telle que o(X) = 1.
X —-E(X)

est centrée et réduite.
o(X)

. . o . *
Si la variable aléatoire X a une variance, X~ =

2.7. Théoréme
L’ensemble des variables aléatoires réelles discrétes admettant un moment
d’ordre 2 est un espace vectoriel sur R.

Démonstration
La variable aléatoire nulle a un moment d’ordre 2.

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discretes admettant un moment
d’ordre 2 et si A€ R, alors (AX +Y) est une variable aléatoire réelle discrete.
Comme, pour tout (z,y) € R? (x+y)? < 2(x%+3?), on peut conclure que (AX +Y)
a un moment d’ordre 2. Donc ’ensemble des variables aléatoires réelles discretes
admettant un moment d’ordre 2 est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel
des variables aléatoires réelles discretes. O
2.8. Théoreme
Si deux variables aléatoires X,Y admettent un moment d’ordre 2, XY a
une espérance finie et I'on a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

IE(XY)| < VEX2)VEY?).

Démonstration

1
Rappelons que, pour tout (z,y) € R?, |ry| < (:17 +9?). Il S’ensuit que si X et Y

ont un moment d’ordre 2, alors X et Y ont une espérance finie ainsi que XY
D’apres le théoreme précédent, pour tout A € R, (AX +Y) a un moment d’ordre 2.
Notons Q(A) = E((AX +Y)?). Alors, VAER, Q(A) >0 ().

Par lindarité de E, Q(\) = A?E(X?) + 2AE(XY) + E(Y?).

e Si E(X?) > 0, on déduit des résultats sur le signe du trinéme du second degré
que : (x) <= (E(XY))? —E(X2)E(Y?2) <0.

e SiIE(X?)=0ona: (x) & VAER,2ME(XY)+E(Y?) > 0.

Comme, pour a, b réels, la fonction ¢ — at + b change de signe si a # 0,

(%) = E(XY) = 0 et 'inégalité est encore vérifiée. O

2.9. Variance des lois usuelles

(i) Si X ~U([1,n]) alors V(X) =

n?—1

12

(ii) Si X ~ G(p), alors V(X) = 1;p.
(iii) Si X ~ B(n,p) alors V(X) = np(1 — p).
(

)
iv) Si X ~ P(A), alors V(X) = A.

Démonstration

Nous donnons des démonstrations directes, mais proposerons d’autres preuves de
ces résultats au cours de ce chapitre.
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n

(i) E(X?) = Zi2 . % = %62”—’—1) On déduit V(X)) de la proposition 2.4.

i=1

1 oo
(ii) Dans la démonstration de G.1.2. ona vu: Vre|—1,1]; e = Z kak—t,

Le théoreme de dérivation des séries entieres implique

Wg]”’”’%(a —xx)2> = (11::63 dx(zkx ) :Zkzxkfl'

k=1

Donc E(X?) =

p
(iif) Z k2 ( > S

Comme k? = k(k — 1) + k et Vk €[2,n], k(k — 1) (Z) =n(n—1) <Z_§)

(X) de la proposition 2.4.

2 _ ax- (=2 geo n—2—(k—2)
E(X)—n(n—l)pkzz(k_Q)p (1-p) +E(X),
Donc E(X?2) =n(n —1)p?(1 —p+p)" 2 + E(X) = n(n — 1)p? + np.
On déduit V(X)) de la proposition 2.4.

(iv) D’apres le théoréme de dérivation des séries entieres,
e n—1

d T d ™
R Ty _ T x 1 2
Ve ,—dx(e )=¢ nE:On " = e (ze®) = e"(x + ng On
Donc E(X?) existe et V(X?) = E n?e _Ai =AA+1).

On déduit V(X)) de la propos1t10n 2 4.0
2.10. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Si la variable aléatoire réelle discréte X a un moment d’ordre 2,
o(X)*
o2

Ve > 0, P(|X —E(X)| > ¢) <

Démonstration

Application de I'inégalité de Markov & la variable aléatoire (X — E(X))?,

tenu de : {(X —E(X))? >} = {|X —E(X)| >¢}- O

compte

3. Covariance de deux variables aléatoires réelles discretes

3.1. Définition
Si X et Y sont deux variables aléatoires ayant un moment d’ordre 2,
la variable aléatoire (X — E(X))(Y — E(Y)) a une espérance appelée
covariance de X et Y. On la note cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y —E(Y))).

En effet, X et Y ayant un moment d’ordre 2, ces variables aléatoires ont une
espérance. Les variables aléatoires centrées ont un moment d’ordre 2. On déduit du
théoréme sur l'inégalité de Cauchy-Schwarz que cov(X,Y) eR. Si o(X)o(Y) # 0,
cov(X,Y) l-1.1]
o(X)a(Y) o
Notons que cov(X,Y) =cov(Y, X) et cov(X,X) =V (X) > 0.

on définit le coefficient de corrélation de X, Y : p(X,Y) =
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La covariance est une forme bilinéaire symétrique positive sur 1’espace vectoriel
des variables aléatoires réelles discretes ayant un moment d’ordre 2.

3.2. Proposition
Si X et Y sont deux variables aléatoires ayant un moment d’ordre 2,

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Démonstration
Conséquence de : (X —E(X))(Y —E(Y)) = XY —-E(X)Y —E(Y)X —E(X)E(Y)
et de la linéarité de E. O

3.3. Corollaire
Si X et Y sont deux variables aléatoires ayant un moment d’ordre 2 et
indépendantes, cov(X,Y) = 0.

Démonstration
Application de G.1.6. et G.3.2.0
La réciproque est fausse comme on le verra en exercice.

4. Somme de variables aléatoires

Si, X1,...,X, sont des variables aléatoires réelles discrétes ayant un mo-
n n
ment d’ordre 2, V(ZXk) = ZV(Xk) +2 Z cov(X;, X;).
k=1 k=1 1<i<j<n

Si ces variables aléatoires sont deux a deux indépendantes, on a :

V(;Xk) - éka).

Démonstration
Par récurrence en utilisant la linéarité de E. O
5. Sommes finies des variables aléatoires usuelles
5.1. Théoréme
Si X et X5 sont des variables aléatoires discretes, indépendantes définies sur
Despace probabilisé (2, T,P) a valeurs dans le méme espace probabilisable
(E,P(E)) ot E est une partie d’'un groupe abélien stable par l’addition,
alors X1 4+ X5 est une variable aléatoire discréte dont la loi est définie par
P(X1+Xp=2)= Y PX=X)PX=12—1)
x1 €FE

Démonstration

(X1 + X2)(Q) est dénombrable en tant qu’'image de X;(Q) x X2(2) qui est
dénombrable comme produit de deux ensembles dénombrables par ’application
(z1,22) — 1 + x2. Pour tout z € E,
{X1+X2:a'}}: U {Xlle}ﬂ{XQZl‘—JZl}.

z1 € X1(Q)
Donc {X; + Xo = z} €T. Le résultat se déduit de la o-additivité de P et de
I'indépendance de X; et X5.0

La relation s’écrit encore Px, 1+ x,({z}) = Z Px, {z1})Px, {x — 21}).
T €ER
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5.2. Théoréme
Si, Xi,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes définies sur le

s T
méme espace probabilisé et si X; ~ B(n;,p), alors Z X; ~ B( Z ni,p).
i=1 i=1
Démonstration

Par récurrence. Nous ne développerons que le cas r = 2.

P(X1 4+ Xo = k) = ZP P((Xy = k — 1) d’apres G.5.1.
< 2 Ny - .
]P)((Xl +X2 = k = Z ( > p)nl—l <k 2Z> pk—z(l _p)nz—k—i-z

i

(B ()

+n n1+ng—
( ]{Z 2>pk<1_p) ok

w (") -5 () (27)

Ce résultat peut s’obtenir en identifiant le coefficient de X* dans les deux membres
de Dégalité : (1+X)"*"2 = (14 X)™ (14 X)"2 ou par un raisonnement utilisant
les dénombrements. O

5.3. Théoréme
Si, X1,...,X, sont des variables aléatoires indépendanteb déﬁnies sur le

méme espace probabilisé et si X; ~ P()\;), alors Z X~ 73( Z oy )

Démonstration

Par récurrence. Nous ne développerons que le cas r = 2.

k
P(X)+ Xy =k) =Y P(X; =i)P(X =k —i) daprés G.5.1.

k i k—i “A1-Az F
PO+ Xe=h) = .Ze_h% e (lji oo = ZO <]Z> A
T emaa)
Du binéme de Newton, on déduit que P(X; + Xo = k) = T()\l + A2)".
D’out X7 + X5 suit une loi de Poisson de parametre A\ + A2. 0 '
6. Loi faible des grands nombres
Soit (X,,)n e n une suite de variables aléatoires réelles discrétes indépendantes,
de méme loi et admettant un moment d’ordre 2, alors si m = E(X1) et si

ZX ona: P(‘—m‘ €> —

Démonstration

Compte tenu des hypotheéses, E(&) == ZE((XZ) =m.
n
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S 1 o? . e
V(?) = ﬁ Sp) = o ZV = - car les variables aléatoires sont
indépendantes. On déduit du theoreme de Bienaymé-Tchébychev que :
2
P(‘n — m‘ > 5) < 0—2~ D’ou le théoreme. O
n ne

VIII. Fonctions génératrices

1. Définition
Soit X une variable aléatoire définie sur (2, 7T,P) a valeurs dans N. Pour
tout s €[—1,1] la variable aléatoire s* a une espérance finie. On la note
Gx(s) = E(s¥). La fonction Gx est appelée fonction génératrice de la
variable aléatoire X .

En effet, |sX| < 1. Comme la variable aléatoire constante 1 a une espérance finie,
on déduit de G.1.5. que sX a une espérance finie. O

2. Propriétés
(i) Vse[-1,1],Gx(s an L Gx(s) <15 Gx(1) = 1.

(ii) La fonction Gx est contmue sur [—1,1] et de classe C* sur | — 1,1].

(n)
(iii) VneN,P(X =n) = Gx '(O).
n

La fonction génératrice Gx caractérise la loi de X.

o0
Si la fonction s — Z pns™ est définie pour s > 1, on notera encore sa somme Gy .
n=0
Les propriétés sont des conséquences immédiates des théorémes sur les séries
entieres de rayon R > 1. La série > p,s"™ convergeant normalement sur [—1, 1].

3. Fonctions génératrices et moments

3.1. Théoreme
Soit X une variable aléatoire définie sur (2, T,P) a valeurs dans N.
(i) X a une espérance finie si, et seulement si, Gx est dérivable a gauche
en 1. Dans ce cas, E(X) = lim G'x(s).
s—1—

(i) X a un moment d’ordre 2 (ou une variance) si, et seulement si, G x
est deux fois dérivable a gauche en 1.
Dans ce cas, E(X?) = lim G'%(s) + E(X).
s—1—

Démonstration

e Si la série entiere Y p,s™ est de rayon R > 1, comme Gx est de classe C* sur
]—R,R[,onaE(X)=G(1) et G%%(1) = IE(X(X — 1)) =E(X?) - E(X).

e Si R =1, il suffit d’appliquer un théoreme du chapitre « Séries entieres» a la
série entiere Y np,s" ! pour (i) et & la série entiere > n(n — 1p,s"~2 pour (ii).0
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3.2. Fonctions génératrices pour les lois usuelles
(i) Si X ~ B(n,p), alors gx(s) = (1 —p+ps)™.
(ii) Si X ~ P(N), alors Gx(s) = e*~1,

(i) Si X ~ G(p), alors Gx(s) = ﬁ
Retrouver E(X) et V(X) dans ces cas.
Démonstration
(i) Gx(s) = Z (Z) pF(1 —p)"*s* = (1 — p+ ps)™ avec le binéme de Newton.
k=0

La fonction s — Gx(s) étant une fonction polyndme, est de classe C* sur R. D’ott
Gx(1) =1,G%(s) =np(l —p+ps)"~ ! = E(X) = Gy (1) = np.

G%(s) =n(n—1)p*(1 —p+ps)"~ ' 72 = E(X?) = n(n — 1)p* + np.

Comme V(X) = E(X?) — (]E(X))27 on retrouve V(X) = np(1 — p).

)\k
(ii) Vs € R, Z e_>‘ sk A = Gy (s).
k=0
En tant que somme d’une série entiere de rayon +oo, la fonction s — Gx(s) a un
prolongement de classe C*° a R.
G’y (5) = XA = G (1) = X = B(X).
G (s) = N2V = GL1) =N =EX2) =2+ A= V(X)) =\

(iii) P(X =n)s™ = p(1 —p)"~ts" = ps((1 - p)s)nil est le terme général d’une

1
série géométrique convergente si, et seulement si, [(1 — p)s| < 1. Soit R = 17

—-D
1

1—p)" s =ps ————.
Vre€] — R,R[,Gx(s E o( s (=05
Comme R > 1, les moments d’ordre 1 et 2 existent.

p / 1
Gy(s) = ———- = G = - =FX).
X() (1—(1—p)8)2 X() P ( )
2p(1 _p) " 2(1 _p) 1-p

Gi(s)= ——F— 5= Gx(1)=——5—==>V(X)= .0

3.3. Théoreme
Si X etY sont deux variables aléatoires définie sur (2, T,P) a valeurs dans
N et indépendantes, alors Gx1y = GxGy .

Démonstration

Si X et Y sont indépendantes, sX et s¥ sont des variables aléatoires indépendantes.
Gxiy(s) = E(sXY) =E(s¥sY) = E(sN)E(sY) = Gx(5)Gy(s) d’apres G.1.6.0
Applications

Retrouvons des résultats déja vus.

(i) Si X7 ~ B(n1,p) et Xa ~ B(ng,p) et si X1 et X sont indépendantes,
Gx,1x,(8) = (1 —p+ps)" (1 —p+ps)™ = (1 — p+ ps)rT"2.

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on retrouve :

X1+ Xo ~ B(ny + ng,p).
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(ii) Si X1 ~ P(A1) et Xo ~ P(A2) et si X; et X5 sont indépendantes,
Gxysx, (s) = eM1=9)ere(1=8) = ((a+da)(1=s)
Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on retrouve :

X1 +Xo~ P()\l + )\2)

EXERCICES

1. Dans une famille donnée, on suppose que la probabilité qu’'une famille ait k

1 -2«
enfants est pi telle que pg = p1 = a et si k > 2,p, = % ou a€]0,1[. On

suppose que la probabilité d’avoir un garcon ou une fille est la méme.

a. Quelle est la probabilité pour qu'une famille ayant exactement deux garcons
parmi ses enfants, ait deux enfants seulement ?

b. Quelle est la probabilité pour qu’une famille ait deux filles sachant qu’elle a
deux garcons ?

2. Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 — p de boules
blanches. On effectue un tirage avec remise de la boule tirée. X, est le rang
d’apparition de la r-ieme boule noire. On dit que X, est le temps d’attente
de la r-iéme boule noire. On note ¢ =1 — p.

a. Préciser X,.(€2) et montrer que la loi de X, est :

k-1 .
Vk €[r, +oo[, P(X, = k) = (r_ 1)p’"qk :

= 1
b. Montrer que Vx €] — 1, 1[,VTEN*,k;_1 (rﬁ 1) g+l = m
c. Vérifier que la loi de X, est bien une loi de probabilité.

d. Déterminer E(X,), V(X,) et la fonction génératrice de X,.

3. Soit une urne contenant une proportion p de boules noires et 1 — p de boules
blanches. On effectue un tirage de n boules sans remise de la boule tirée. Notons
N le nombre de boules dans I'urne au départ. On appelle X le nombre de boules

noires obtenu.
Np Ngq
k n—k

(%)

a. Préciser X () et montrer que Vk €[0,n], P(X = k) =

b. Déterminer ’espérance et la variance de X.
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4. Soient u et v deux variables aléatoires réelles discrétes, indépendantes sur
un espace probabilité (Q,7,P) de méme loi définie par P(u = 1) = p€]0,1[et
P(u = 0) =1 — p. Montrer que l'on peut choisir a, b, ¢, d réels non nuls tels que
X =au+bv et Y = cu + du soient deux variables aléatoires discretes et non
indépendantes alors que cov(X,Y) = 0.

5. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, 7,P) & valeurs dans N
muni de la tribu de ses parties de loi de probabilité conjointe définie par

V(n,m) eN2,P({X = n} N{Y =m}) = p?q"*™,
oupel0,1fet g+p=1.
1. a. Déterminer les lois marginales de (X,Y).
b. Calculer E(X +Y).
c. Calculer, pour tout k€N, Fx (k).
2. On pose Z = max(X,Y) et T = min(X,Y).

a. Calculer, pour tout k€N, I'"événement {Z = k} en fonction des événements
{X =k} {Y =k} {X <k} et {Y < k}- En déduire la loi de probabilité de Z et
I’espérance de Z.

b. Calculer 'espérance de | X — Y|. On pourra penser a X +Y,Z,T.

c. Déterminer et identifier la loi de T'.

3. Déterminer la loi conjointe de X, Z. Retrouver a partir de cette loi, celle de Z.
4. a. Calculer, pour m e N,P{X +Y =m}).

b. Déterminer et identifier la loi de Z conditionnelle & {X +Y =2n+1},neN.

6. Soient A > 0 et @ €10, 1[. On considere un couple (X,Y") de variables aléatoires
a valeurs dans N de loi conjointe :
Ne 2l (1 — a)i=7
V(i,§) EN?,p; j = . i — )

$i0<j<i

sij >

a. Vérifier que la famille (p; ;)(;,j)enz définit une probabilité sur (N?, P(N?)) et
déterminer les lois de X et Y.

b. Déterminer laloide Z = X - Y.
c. Calculer, pour tout (n,j) e N2, P({Y = j}{Z =n}).

7. Pour (m,n) €N x Z, on pose U, n, = p>¢*"+1" avec p€]0,1[et p+q=1.
1. Montrer que la famille (w1 )m,n)enxz permet de définir une probabilité sur
(NxZ,P(NxZ).
2. Soit (Z,T) un couple de variables aléatoires définies sur 'espace probabilisé
(N x Z,P(N x Z) de loi de probabilité définie par :

V(m,n) eN x Z,P({Z =n} N{T =m}) = upmn.
Déterminer les lois de Z et de T.

3. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a valeurs dans N, indépendantes
et de méme loi. On pose Z =X —Y et T = min(X,Y).

a. On suppose X ~ G(p) et Y ~ G(p). Déterminer la loi conjointe de Z et T.
Montrer que Z et T sont indépendantes.

Exercices
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b. On suppose inversement que Z et T sont indépendantes et que pour tout
PH{X=n+1}Nn{Y =n
neN,P({X =n}) > 0 et 'on pose o = " i })
P{X =n}n{Y =n})
(i) Ecrire les événements {X = n+ 1} N{Y =n} et {X =n}N{Y =n} en
fonction des variables aléatoires Z et T. En déduire une autre expression de a.

(ii) Utilisant successivement 'indépendance de X et Y, puis celle de Z et T,
prouver l'existence d’un réel p tel que : Vn € N,P({X = n}) = p"P({X = 0}).
En déduire la loi de X.

8. Jean tente, au saut en hauteur, de franchir successivement les hauteurs
1,2,...,n,.... On suppose les sauts indépendants les uns des autres et l’'on suppose
que la probabilité de succes a la hauteur n est exactement 1/n,n > 1. Jean est
éliminé a son premier échec. On note X la variable aléatoire «le numéro du dernier
saut réussiy .

a. Quelles sont les valeurs possibles de X ? Donner la loi de X.

b. Déterminer ’espérance et la variance de X.

9. a. Soient deux variables aléatoires indépendantes de lois binomiales B(n, p) et
B(m, p) respectivement. On pose S = X + Y et 'on demande ]P’(X =z|S = s).

b. Méme question avec X et Y suivant une loi de Poisson de parametre A, p
respectivement.

10. Théoreme de Bernstein
a. Soit Z une variable aléatoire prenant les valeurs 0 et 1 avec les probabilités
respectives 1 — z et 2 €]0, 1[. Donner la valeur moyenne et la variance de Z.

b. Soient Z4, ..., Z, des variables aléatoires indépendantes de méme loi que Z. On
n

pose Y, = — E Z;. Déterminer la valeur moyenne et la variance de Y,,. Montrer
n
i=1

n _k n—k 1
_ < .
que pour tout a > 0, Z (k) z(1 —x) S ot
k e[[O,n]],|%fac|<a
Cette majoration reste-t-elle valable siz =0 ou 17

. S e k
c. Soit f€C([0,1],R) et = €[0,1]. On pose P,(z) = ,;_:0 <k> 2*(1 - ) kf<ﬁ>
Calculer E(f(Y},)). Montrer que, pour tout £ > 0, il existe o > 0 tel que

> (1)t ar () s <
kelo,n],| £ —z|>a
d. En déduire de ce qui précede la convergence uniforme sur [0,1] de la suite
(Pn),, ¢+ de fonctions polynomiales vers f sur [0, 1].

11. Soit (X,,)n en une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi de
Bernoulli de parametre p. On pose Y, = X, X,,11.

a. Calculer la variance de S,, = Z Y.
i=1
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b. Que dire de H”(’iﬁ —m’ > 5) ?

12. Processus en cascade

oo
a. Soit (Uk,e) (k,0)en E(R+)N2 telle que pour tout £ €N, la somme ) uy ¢ est finie
k=0

o0 o0
et que Y. <Z Uk,g> est finie ; on note S cette derniere somme.
(=0 \k=0

oo oo o0

Montrer que pour tout k fixé dans N, > uy, est finie et que ) <Z Uk7g> est
=0 k=0 \£=0

finie et égale & S.

b. Soient X et Y des variables aléatoires & valeurs dans N ayant une espérance
finie. Pour tout £ € N on note E(x—)(Y") 'espérance de la loi conditionnelle de Y’

sachant (X = k) ie. E(x—i)(Y) = D (P(Y = (| X = k).
=0

Montrer que E(Y) = 3 Ex—p)(Y)P(X = k).
k=0

c. On considere N poales de la méme race. Le nombre de descendants femelles
de chacune suit P()) et il y a mutuelle indépendance. Déterminer Iespérance du
nombre X,, de poules de la n-ieme génération.

13. Soient N € N*, X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1, NJ.
On note Y la variable aléatoire donnant le nombre de facteurs premiers distincts
de X. Si p est un nombre premier, on note Y, la variable aléatoire I, x). On note
‘P I'ensemble des nombres premiers.

a. (i) Calculer E(Y},) et E(Y,Y;) ol p et ¢ sont deux nombre premiers distincts.

1
(ii) Montrer que E(Y) > Z - —1.
pEP,pSN
(iii) Montrer que V(Y) <2+ 3E(Y).

WV
WE
:p—‘

!
b. (i) Montrer que H (1 — 7)
pePp<n © P
(ii) Montrer que la famille (1/p)yep n’est pas sommable.

(i) Soit € > 0. Donner la limite quand N — 4oco de P(|Y — E(Y)| = eE(Y)).

14. (Pour MP*)Pour n € N*, on définit z1(n) comme 0 si n est divisible par le carré
d’'un nombre premier, et sinon (—1)* ol k est le nombre de diviseurs premiers de

n. On fixe s €1, +oo[, et 'on pose ((s) = Z —. On admet que ((2) = %
n=1 n

1 sin=1

a. Montrer que dz:u(d) = {0 sin>o2
1 o0
b. Montrer que — = u(n)
(o) &
d
c. Montrer que Vn € N*, ﬂ = Mil ) ou ¢ est 'indicatrice d’Euler.
n

Exercices
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n

3
d. Montrer que Z

n—>c>o w2
k=1

e. Pour tout n € N* , on considere deux variables aléatoires indépendantes X,, et Y,
suivant une loi uniforme sur [1, n], et 'on pose p,, = P(X,, AY,, = 1). Montrer que
la suite (p,) converge et préciser sa limite.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. Notons E, ’événement la famille se compose de n enfants, F;,, la famille se
compose de n filles, G,,, la famille se compose de n gargons. P(E,,) = p,.

a. On demande P(E5|Gs) = ]P%G)QM Or P(G2|E,) = (g) 2%
2

D’apres la formule de probabilités totales P(Ga) = Z P(E,)P(G2|Ey)

n=0

Comme P(G2|E,) =0sine{0,1} on a

1—20) e=n(n—1) 8(1—2a)
an< > on 42 7;2 qn—2 27
car, d’apres le théoreme de dérivation des séries entieres,

2
voe]- ll[ddQ(lia:) 1-2) Z (n =1z

(2) 1

b2 52

2 2 2

Il s’ensuit que P(Fs3|Ga) = 8(17—03 = 6—1
27

b. On cherche P(F3|G2).

D’apres la formule des probabilités totales, P(Fo NGa) = Z P(E,)P(FoNG2|E,).

Comme, pour tout n € N\ {4}, P(Fx N G3|E,) =0, on a
B o 1=2a 4\ 1  3(1-2a)
]P(FQ n GQ) = ]P(E4)P(F2 N G2|E4) =55 <2> Ty
P(F;NG2) 81
P(Gy) 512

2. a. X(Q) =[r,+oo[. {X =7} = AN B ou A est 'événement : il y a eu succes au
cours des (k — 1) premiers essais et B, ’événement : le k-iéme essai est un succes.
Comme les événements sont indépendants, P({X, = k}) = P(ANB) = P(A)P(B).

D'olt P(Fy|Ga) =
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Or P(B) = p par hypotheése. P(A) = f:i p g D=1 En effet, on

cherche la probabilité d’obtenir (r — 1) succes en (k — 1) essais indépendants de
méme probabilité p; on a affaire & un phénomene binomial. D’ou le résultat.

b. On déduit du théoréme de dérivation des serles entieres

dar—t 1 7'71
71a17 ( ): k *]. k* 2 k71‘+1.
V€] [da:”'—l - Zl r+2)x
Donc : Yz €] —1,1[,¥r e N* i K g;k*”rl:#.
e 2 e oy
.- — — S k-1 k E r+1
c.kZ:P(XT—k:)_kZ(T_1> R — ezl(’"_1> .

D’aprés b), ZP(XT = k') = ﬂﬁi)r
k=r q

d. Déterminons la fonction génératrice de X,. et nous en déduirons son espérance

et sa variance. Notons uy = (l: B i) prghTTsk = (l;j_ i) (ps)(gs)F.

= 1. On a bien une loi de probabilité.

T
On déduit de b) que Zuk converge si |¢s| < 1 et a pour somme (1 ps ) .
—qs
k>r

DochsE] —(11’;[7GXT(5):iuk:( qs)

1
Comme p > 1, on en déduit E(X,) = G’ (1) =

Comme G’ (1) = 77%7" — 12+ 2rq

Notons que 'on peut déterminer directement E(X,.) et V(X,.) par les techniques
utilisées dans le cours.

T
P
x,) =4

on obtient V( -

3. a. On a X () = [max(0,n — Np), min(n, Np)] C [0,n].
Rappelons que (Z) =0sip<0oup>n. Il sensuit que P(X = k) =0 si

k > Np ou si n — Np > k. Il s’ensuit que la connaissance précise de X (12) est
inutile.

Nous renvoyons notre lecteur a notre livre d’exercices de MPSI ou la résolution de
cette question est faite dans un cadre plus général.

On dit que X suit une loi hypergéométrique de paramétres N, n,p.

SO ) g e ()

k=0
n

car k (J\ép) = Np <J\]2p__11> pour 1 <k < n.
Dans la démonstration du théoreme G.5.2. on a vu que :

(")n () 6m) e

Solutions
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Appliquons ce résultat avec n; = Np — 1, ny = Ngq et notons que
-1
n—k=mn-1)—(k—1), Alors]E(X)—(ij) NP(ij_f)an.

Pour calculer F(X?), on note que k* = k(k — 1) et 'on utilise la formule

k(k—1) (]\lip) = Np(Np—-1) (]\I::p—_;) pour 2 < k < n et (%) et I'on procede

n(n—1)p(Np—1)

comme précédemment, E(X?) = E(X) + N1

N—n
N_-1

Dot V(X) = E(X?) — (E(X))? = npg

4. X =au+betY =cu+du= XY = acu?® + bdv? + (ad + be)uv.

De la linéarité de E, on déduit E(XY) = acE(u?) + bd E(v?) + (ad + be)E(uv)
Comme E(X)E(Y) = acE(u)? + bdE(v)? + (ad + be)E(u) E(v),

cov(X,Y) = acV(u) + bd V(v) puisque u et v sont indépendantes.

Comme V(u) = V(v), on obtient : cov(X,Y) = (ac+ bd)V(u).
Prenonsa+b#0etb+d+#0. On a :
{X=0}={u=0}Nn{v=0} ={Y =0} Donc

PH{X =0}) =P({Y =0} =P({u=0}P({v =0}) = (1 —p)*.

D’autre part, P({X =0} N {Y =0}) =P({u =0} N{v =0}) = (1 — p)%.
Sipe]0,1[,P({X =0} n{Y =0}) #P({X = 0}).P({Y =0}).

Les variables aléatoires X, Y ne sont pas indépendantes si I’on prend ac + bd = 0
alors que cov(X,Y) = 0.

5.1.a.VneN,P{X =n}) = Z P{X =n}n{Y =m}) = p*¢" Z q" =
meN meEN
Donc X ~ G(p). De méme en échangeant m et n, on montre que Y ~ G(p).

b. E(X) = E(Y) = %; V(X)) = V) = ]% La linéarité de E implique

2
E(X +Y) = L. Ona V(X +Y) = V(X) + V(Y) = 2 car X,V sont
p p

indépendantes.

k
c. VkeN, Fx (k) =P(X <k) =Y P({X =1} :p% =1— ¢!

2. 8. {Z=k}=({X <k}n {Yezzok}) U({X =k} n{Y <k}). Donc : P({Z = k}

est égal AP({X < kIN{Y = k})+P({X = k}n{Y <k})-P({X = k}n{Y = k}).
P{Z =k}) =2P{X <k} {Y =k}) - P{X = k})P({Y = k}).

Dot P({Z = k}) = 2(1 — ¢"*")pg" — p*¢** = pg"(1 — ¢* — ¢**).

b. Comme kq** P o(kq®) et kq* Lo o(k™2) par croissances comparées puisque

0<g< 1 Z est d’espérance finie et

oo
kaq ¢ —q") *%qu —pla+1)) k¢*

k=0 k=0
E(Z):ﬂ— @ _alp+?2)
p p(l+q) plp+1)

Ona Z =max(X,Y) = = (X +Y +|X — Y]). Donc, par linéarité de E,

N =
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x|

p(1+4q)

c. Pour k € N*, on procede comme au a. P({T = k} est égal

PHY 2k} n{X =k}) +P{Y =k} n{X > k}) —P{X =k} n{Y =k}).
P({T = k}) = 2P({X = k})(1 = P{Y <k —1})) = p%¢* = (1 - ¢*)¢**.
P({T = 0}) = 2P({X = 0}) = (P{X = 0}))* = 2p — p? = (1 — ¢*)¢**

Donc T ~ G(1 — ¢?).

3. Pour tout couple (k,n) € N?,

E(|X - V)| =2E(Z) —E(X +Y) =

P{X =n})P{Y = k}) = p?q"+* sik>n
PU{X =n}n{Z=k}) = {P({X = n)P({Y <n}) =pg"(1— ™) sik=n
0 sik<n

VheN  P(Z =k}) = 3 PUX =n}n{Z =k}) = Zﬁ " pgh(1 - g
neN

=pq"(1 - ¢") +pd*(1 — ¢"*) =pg*(2 — ¢* — ¢

P({Z = 0}) = p(1 — ¢), donc le résultat précédent est vrai pour tout k € N.

k+1) k—‘—l).

4. a. X et Y étant indépendantes,
VmeN,PH{X +Y =m}) =Y PHX =i} )P{Y =m —i}).

Donc P({X +Y =m}) = quipq Zp (m 4 1)p?

P({X T Y — o +1) N {max(X,Y) = k})
P{X +Y =2n+1})

DOHCP({Z:0}|{X+Y:2n+1}):{8‘ 2;n7(l)$1<k<2n+1 ot

P{Z=0}{X+Y =2n+1}) =

1
= = = 1— = — =
3m + 1) q2n+1IF’(({X E}{Y = 2n+1-k}HU({X = 2n+1-kIn{Y = k}))
2p2 2n+1 1
ie. a = = si ke€[n+1,2n+1].

2(n+ Dp?¢*tt  n+1
La loi est ’équiprobabilité sur [n + 1,2n + 1].

6 a. On a déjé les p; ; = 0.

Aad(1—a)=d  Ne* < (i ; o NeA .
) = . ].— )= ]_— v
Zp 97 ]ZO j!(i Y il ; (]> o’(1-a) g (etl=a)
)\'L o0 [e ]
= Donc Zme- = 1. Donc (p;;)@,j)en> est une famille
’ i=0 j=0
sommable de réels positifs. Elle caractérise une probabibilité sur (N2, P(N?)).
)\z -
e VieN,P{X =1i}) = - Donc X ~ P(A).
‘ , )\e (1 —a) ™ N NI (1 - a)F
o VjeNP{Y =3}) = — = e
( b ; gl — ) kZ:O JlE!
_ a0l SO0 )t Qe
1l | il
A k! gl
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Do Y ~ P(Aa). Les deux variables aléatoires ne sont pas indépendantes car
PHX =0}).P{Y = 1}) # P{X = 0} n{Y = 1}).

b. Z = X — Y est une variable aléatoire a valeurs dans N.

VkeN,P{Z = k}) :iP({Z:k}ﬂ{Y:E}) :iP({X:kJrE}m{Y:é})

=0 £=0
e M (T — ) (1= a)fe S (M)’
N k0! B k! Z 2!
=0 =0
_ (A(1 - a))ke—,\(l—a)
N k! ’

Donc X —Y ~ P(A(1 — a)).
PUY = j}{Z =ny) = PHZ=m 0¥ =j}) _ PUX =ntj}0{Y =j})

. P({Z =n}) - P{Z =n})
e~ Aa)? .
= =Ry =),
Donc Y, Z sont deux variables aléatoires indépendantes.
(oo}
‘o . L 2 _|n| _
7. 1. En tant que série géométrique convergente, Z Un.m = P°q 5 = Un
k) 1 q
m=0
fe 1 1
En tant que série géométrique, Z ¢ =— ==
n=0 1- q p
2
D tsommatioet Y v, = 2 (23 g7 -1) = 2o (21) =1
onc (vp ) ¢ z est sommable e nzezvn 1—|—q nz:%q g+ 1

La famille (umm)(m’n)e nxz de réels positifs est sommable de somme 1. Elle
caractérise une probabilité sur (N x Z, P(N x Z).

2P{T =m}) = PH{Z=n}n{T =m}) =p*¢"" > _ " = p(1+q)g"" et
nez nez
ceci, pour tout m € N. Donc T ~ G(1 — ¢?). De méme, pour tout n € Z,

PUZ=n}) = Y BUZ=n} 0 (T =m}) =gt 3 g = PO

mEN mEN 1+ q
pql™l
P{Z =n}n{T =m}) = Tq P+ )" =P({Z = n}).P{T = m}).
Les deux variables aléatoires Z,T sont donc indépendantes.
3.a.V(m,m) eNXZ,P{Z =n}n{T = m})=P{X-Y = n}n{min(X,Y) = m}).
_ _ _ ({X m}ﬂ{Y m—n} p?@®m " sin <0
ie. P{Z = n} n{T = }) =p q2m+|"|. On déduit de 2. que Z et T sont

indépendantes.
b.){X=n+1}n{Y=n}={T=n}n{Z=1}et
(X =n}n{Y =n} = {T =n}N{Z = 0} Donc a — ﬁﬁgiﬁggiéﬁ
PUX =n+1})
P{X =n})

(ii) Comme X et Y sont indépendantes, o =
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Pz =1}) _

B{z=0p "

Donc la suite (P({X = n}))nen est géométrique de raison p.

Dot Yne N, P({X = n}) = p" '"P({X = 0}). Les deux variables aléatoires
X et Y sont de loi G(1 — p).

Comme Z et T sont indépendantes, o =

8. a. L’événement (X = n) est réalisé si Jean a franchi avec succes les étapes

1,2,...,n mais a échoué a Iétape (n + 1). L’hypothese d’indépendance permet
1 1 1 1 1 1
décrire Vn e N*, P(X = :7-7~--—(1— ):7_7.
ecre v ( n) 1 2 n n+1 n! (n+1)!
1 1 1 1 1
b Notons uy =n( 4~ L yo L1y 1
ot tn =M\ T L) T =)l (g 1)

Comme E — converge de somme e, la série ) u, converge et E(X) existe.
n!

E(X):iun:efl.
n=1

Lo 1
(n—=2)! n! (n+1)!
E(X?) existe et E(X?) = e+ 1. D’'ou V(X) = E(X?) — E(X)? = 3¢ — €2

R . 1.
De méme, n?u,, = sin>2et 3 sin =1, donc

9.a. P(X =a|S=5) = P({X=a;}(2ii)=s—x}).

X et Y étant indépendantes et, d’apres le cours S ~ B(n + m, p),

(Z) pr(l—p)"* (S Tm) (L = p)m ot
(m N n) po(1 —p)min=s

OnaP(X =z|S=s) =

S

(£)(2)
dott P(X = 2|§ = s) = ~ /N "0/

. ) _ _ _ s A T I s—x
b. Dans ce cas, on obtient : ]P’(X =2x|S = s) = (x) (7)\+M) (7)\ +M)

(loi hypergéométrique).

ie. loi binomiale de parametres s et .
+u
10. a. Z suit une loi de Bernoulli. Donc E(Z) = z et

V(Z) = z(1 —x).
1

NE

1 n
b. La linéarité de E donne E(Y,,) = - ZE(Zk) = E(Z) = z. Comme les
k=1

x>
=

z(1—x)

variables aléatoires X; sont indépendantes, V(Y,,) = V(Zy) = ——=-
n

WE

1
n?

=

=1
1—
L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev, implique : P(|Y,, — 2| > a) < L;C)
na

1 1\2 1
Comme, pour tout z €[0, 1], z(1 — z) = i (ac - 5) < 7

5+ Comme nY,, ~ B(n,z), 'inégalité précédente s’écrit :

P(Y, — 2| >a) < ——
(¥n—al>a) < 4o

Solutions
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n k(1 \n—k 1
|k (k)m(l DS e

r—z|>a

kefo,n],

=

n

k
Comme E(Y,,) = Z <Z) 2% (1 — )"7%= Dapplication de la formule de transfert
n

k=0
donne E(f(Yy,)) = Pn(x).

c. Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y est, d’aprés le théoreme de
Heine, uniformément continue. Donc :

Ve €RY, 3a €KY, Wz, y) €[0, 1%, |o — |<a:»|f<> vl <=
k
Donc <n>xk(1—x)"_k —)—f(z)| <e¢ < ) F<e.
ke%;nﬂ k (n) ’ f T

| &

k<o

Powr 2 €0, 1), Pu(z)—f(2)| < e+ 3 (Z) xk(l—x)"—k‘f(S) ~f(@)|
kefon],| £ —z|>a

Notons M = sup |f(x)] €R4, on peut écrire, pour tout x €[0, 1],
z €[0,1]

n\ K n—k k 1
Z (k:)m (1-2) ’f(;)—f(x)‘ <2M4na2'
kelo,n],| & —z|>a
1
Donc Ing(e) eN,VneN,n = no(e) = MW <e
d. Finalement, Ve > 0, 3ng(e) e N,¥n e N,n > ng(e),Va €[0, 1], | Pp(x)—f(2)] < 2e.
Ceci traduit bien la convergence uniforme de la suite de fonctions polynémes

(Pn)n>1 vers f sur [0,1]. On retrouve le théoréme de Weierstrass avec une suite
explicite de polynémes appelés polynémes de Bernstein.

|4 L

—z|<a

11. a. Comme les variables aléatoires sont indépendantes, on a :
E(Y,) =P(X, X,11=1)=P(X,, = DP(X,.1 = 1) = E(X,,)? = p°.

Donc E(S,,) = np?. D’autre part, E(S (ZYk +2 Z YY) Donc
1<i<jgsn
E(S2) = (ZXka+1)+2E(ZYY>+2E( > vy,
2<it1<j<n

b. Comme Yz et Y sont 1ndependantes sit+1<j,ona:

n—1
E(S2) = np? + 2E< 3 XZ-XZ-HXHQ) 2 Y
i=1 2<i+1<5<n

Comme E(X;) = IE(XZQ) = p et comme les variables aléatoires X; sont

indépendantes, 2]E( Z X; XZ+1XZ+2) =2(n— l)p
D’ou E(S2) = np? —|—2(n— Dp® +p*(n—1)(n —2).
Donc V(S,,) = np? +2(n — 1)p* — (3n — 2)p*.

11 suffit d’appliquer la loi faible des grands nombres avec ici m = p?, pour conclure

que lim P(‘ —-m /6> =0.

n— oo
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12. a. On va fortement utiliser la positivité des uy o.
o0

Posons, pour tout £ €N, sp = > ug .
=0

@0 o0
Fixons € > 0 puis 4y tel que S —e < > (Z uk,g) <e.
1=0 \k=0

Lo o 00 Lo
> (E uk,g) =3 (Z “M) et on choisit alors un entier kg tel que :
k=0 £=0

(=0 k=0
ko K() ZO kO
Z <Z uk1[> = Z <Z ukyg) 2 5728.
k=0 (=0
Soit k€N, wup¢ < sg et Z sy est finie donc Z ug,¢ est finie.
(=0 (=0
K 00 0
Soit alors K > kg. Ona Ug = 5 (Z uk,g> = Z (Z uH) <Y se=8.
= =0 =0 =0

oo ko Lo ko
De plus Uk > Uy, = > (Z uk,g) > > (Z Uy, g) > S — 2e. Par suite
k=0

(=0 =0
K > ky=S—2 < Ug <8, ce qui prouve que (Ug)k converge vers S, ce

qu’il fallait montrer.

Remarque : cette question est une conséquence du cours sur les familles
sommables de premieére année.

b. Posons, pour tout (k,¢) € N?, ug e = (P((Y =€) N (X =k)). La suite (uj¢)r.e

est a valeurs dans R .
o0

Si £eN, comme P ( UX = k)> = 1, la formule des probabilités totales montre
k=0

que sp = Y upe =LP(Y = £) qui est donc finie.
k=0

De plus > sp = > ¢P(Y =4) =E(Y) qui est aussi finie.
k=0 =0

La premiére question montre que E(Y) = > <Z (P(Y =¢X =k)P(X = k))
k=0 \i=

soit E(Y) = Z (Z (P(Y ={4|X = k;)) P(X =k)= > Ex—p(Y)P(X = k).
k=0 k=0

c. Notons Xy le nombre de poules de la k-ieme génération. Comme P(\) a A pour

espérance et comme il y a mutuelle indépendance des descendances de chaque

poule on a E(X;) = NA.

Supposons que E(X,) = NAP.

La loi conditionnelle de X, 11 sachant (X, = k) est P(kX) d’ott E(x,—p)(Y) = kA

&)
La question précédente montre : E(X,11) = Y. kAP(X, = k) = AE(X,,) = NAPTL
k=0

Cela montre, par récurrence, que l’espérance du nombre de poules de la n-ieme
génération est NA™.

13. a. (i) Comme, pour p € P il existe | N/p| multiples de p dans [1, N], on a :

1| N
E(Y,) =P(p|X) = N {—J De méme, comme p et ¢ sont distincts,
p

B(Y,Y,) =PI, qlX) = PoalX) = 57 o |

Solutions
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(ii) Comme Y = Z Y, et comme E est linéaire,
pEP,pKN
1 /N 1 1
Br)= 3 B> 3 g(5-1)> ¥ J-ge
p € P,p<N p € P,p<N p€E€P,p<N

ou o = Card (P N[, N]]) Comme a < N, le résultat est établi.

1| N
@) EYH)= Y ERY)=EM+ Y ||

p,q € P,p,asN p,q € P,p,a<N,p7#q
Comme V(Y) = E(Y?) — E(Y), il s’ensuit que :

1N 1 /N1 N
wemne  $ XN s N
1) =E(Y) Z N Lpg Z NLlplINLgq
p,q € P,p,q<N,p#q P, € P,p,q<N
Comme Vz €eR, |z] <z < |z] + 1,

1IN 1 (N N
TSR +p7q€P,§<N7psﬁq ( . W(i . 1) (7 . 1))
Done V(Y) > E(Y) + > l S

perp<N  gePgen
On déduit de a. (i) que V(Y) 2 E(Y)+(E(Y)+ 1)+ (E(Y) + 1) =3E(Y) + 2.

b. (i) Tout entier naturel neN* sécrivant comme produit de puissances de
N

. 1 1\ -1
nombres premiers, on a Z N H Z o < H (1 — 5) .
n=1 pE’Pp<Nk 0 pEP,p<N
1 1
En effet, comme p > 2, on a :
;p <>

1y -1

(ii) Comme Z — diverge, il en est de méme du produit des <1 — 7) .
n b
1y -1
Comme In ((1 - ;;) ) o p la série > 1/p diverge ie. la famille (1/p),ep n'est
pas sommable.
(iii) On en déduit ainsi que de a. (i) que Nlim E(Y) = +o0.
— 00
On déduit de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que :
VY) 24 3E(Y)
P(|Y — E(Y)| > eE(Y)) < < :
(| (V)] = eE( )) 2E(Y)2 £2E(Y)?

2+3E(Y) 3

2E(Y)2 N 2E(Y) Nooo

0, d’ou le résultat.

14. a. Soit n > 2. Notons sa décomposition en facteurs premiers n = p{* ... pp*.
les diviseurs entiers naturels non nuls d de n tels que p(d) # 0 sont de la forme

d= H otl P est une partie quelconque de [1, k]. Donc pu(d) = (—1)Card(P),

1€eP . . |
Do Y@ = ¥ (0% =3 (V) i -1t —o.
dn PC[1,k] i=0

1
b. Les deux séries g = et E uln) sont absolument convergentes. Donc la famille
S nS

1
(7( Tn)? )k N est sommable. On déduit du théoreme de Fubini que :
n) n=1
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Y == Z =2 Z Z“
n=1 k=1 n=1 p=1rp => n|p
c. Rappelons un résultat vu au chapitre 1 Z o(d) = n.
d|n
dould)Z => ud)d ple)= > udple) => wle) > pud) =
d|n d|n el % d,e,de|n eln d|z
d’apres a.
d. On peut alors écrire que : i: p(k) = i: Z:u(d)ﬁ = i #d) " k.
d d
k=1 k=1 d|k =1 k=1,d|k

Avec le changement de variable k = pd

et =250 S = o [)((5] +)

k=1 d=1 1<p<n/d

Comme Vz €R, 2| < x <2LIJ+1 ona: (%—1)% < {7J

Do L%MZJ 1) =3 o(3)

N Z(QS?W(%D: 5+ O()

d=1 d=1
n o0
. p(d) 1 3
Finalement : nhﬁn;() E p(k) = W QC( ) ;
k=1 d=1

e. Card{(z,y) € [[1 n]?|xAy =1} = 142 Card{(z, y) [[ ]] lzAny=1lety < x}

:—+—ZCard{y 1;10\50/\34—1}7 ZSD

a:~>oo 7'(2

Solutions
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TRAVAUX DIRIGES

e Autour des records

Partie I

Si (Ap)n>1 est une suite d’événements indépendants d’un espace probabilisé

(Q, A,P), pour tout n > 1, on pose P(A,) = ﬁ et R, ZXAk

1. a. Déterminer ’espérance et la variance de R,,. Donner un équivalent de
E(R,) et de V(R,,).

b. Montrer que, pour tout 5€R+, lim P({‘l — 1‘ > 5}) =0.
n(n

n—oo
Interpréter ce résultat.

c. Calculer, pour tout t €[—1,1], ¢, (t) = E(tf). En déduire, pour i = 1,2
et n, P(R, =1).
2. a et b étant deux éléments de N*, a < b, on pose T,, = Ry, — Ran.-

a. Déterminer la fonction génératrice 1,, de T,,.

b
Montrer que li_>m In (¢ () = (¢t — 1)( ) puis déterminer lim ,,(t).

n—oo
T
On pourra utiliser aprées justifications : Ve € Ry, x iy <hn(l+2z) <z
Quelle conclusion en tire-t-on ?

b. Vérifier que 1, (t) est un polynéme de degré (b — a)n. On note a, (k)
le coefficient de t* de ce polynéme. Déterminer, pour chaque k de N,

nh—>Holo ap (k).
Partie II
Pour tout neN*, on note I,, = {1,2,...,n} et &, I'ensemble des permu-

tations de I,,. On considére I'espace probabilisé (&,,, P(&,,), P,) ot P, est
D’équiprobabilité sur (&, P(&,)).

1. Pour i,j € I,, on note A;(j) 'ensemble des éléments de &,, qui envoient
i surj.

a. Calculer P, (A;(5))-
b. Soient k un entier strictement supérieur a 1 et inférieur ou égal a n,
(i1y...,1k) et (j1,. .. ,jk) deux k-uplets d’éléments deux a deux distincts de

I,,. Montrer que : Pn( m A, (jm ) _ (n— k)!.
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Les événements A;  (jm), m €[1, k] sont-ils indépendants ?

2. Pour k € I,,, on consideére la variable aléatoire Y}, définie par

Y. : 6, = I,,0 — Yi(0) le rang de o(k) dans la suite (o(1),...,0(k))
réordonné en croissant. On a donc

Yi(o) =1,Y2(0) =1, si0(2) < o(1), Ya(o) =2, si 0(2) > o(1) ; etc ...

On note Z le n-uplet (Y1,...,Y,). Pour tout entIer r < k, on appelle By (r)
Pévénement {oc € &,,|Yi(c) =1}

a. Montrer que Z est une bijection de &, sur Il,, = H{l, 2,...,k}

b. Soit p = (r1,...,r,) un élément de II,,. Calculer P({Z = ©}) et déduire
i 1
que, pour tout k€I, 1, on a : ]P’( ﬂ {Y, = rm}) =7
m=1

c. Montrer que les variables aléatoires Y}, sont indépendantes et que, pour
tout k € Iy, la loi de Y}, est I’équiprobabilité. Que peut-on en déduire pour
les événements B;,1 <i<n?

d. Pour tout o € &,,, on note R, (o) le cardinal de I'ensemble {i|Y;(c) = i}
Exprimer R, (c) en fonction des indicatrices des B;(i). Quel lien peut-on
faire avec la premiére partie 7

Solution

Premiére partie

1. a. Par linéarité de E, on a : E(R ZIF’ (Ag) =

n
1 1
Les événements étant indépendants, V(R,,) = ZV(X Ay) = Z Z <1 - —)-
k=1 k=1

1 1
Comme Z P In(n) et Z 73 converge, V(Ry,) , —~= In(n).
k=1

R
b. Pour neN;n > 2,U, = o (2) est une variable aléatoire ayant une variance et
E 1
lona:E(U,) = E(fn) __ let V(R,) — V(QRn) — est de limite nulle
In(n) 7o n=o0 In?(n) "o In(n)

quand n — oo, le résultat demandé est établi.
c. Les X4, étant indépendantes, pour tout ¢t €[—1,1], on a :

on(t) = ﬁ(ﬁAi(t) = ﬁ (1 - 1 + E) = %ﬁ(z —1+1t). Notons p,(t) = Enlt),

T4 n!

P(R, =1) = ¢,(0) = %(Of’ (0) + £x(0)) = U ;,1)! = %
PR, =2) = Lol(0) = o (07200 + 2£,0) = L0,

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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/ n n—1
Comme A0 = # ona P(R,=2)=
) Ztti-1 k=1

S
(]
=

1
P(R,, = n) est le coefficient de " dans ¢, (t) ie. —
n!

2. a. Les événements Ay étant indépendants, pour tout ¢t €[—1, 1],
bn

ot i1t
e fl S B

1=an+1 1=na+1

¥y, est une fonction polynéme. Vt > 1, 1In(e,(t) Z In (
i=na+1

On déduit, par exemple, de I'inégalité de Taylor avec reste 1ntegra1 :
22
2?
t—1 t—1 t—1 t—1
D’oﬁ,VieN*,Vt>1,—,—( ) gln(1+ . )g .
1 212 i i

(t—1)°

2
nb nb

ol a, = Z %etﬁn: Z %

1=na+1 i=na+1

)

VeeRy,z— —<In(l+z) <z

Par sommation, a,,(t — 1) — 3,

< (Y, (1) < an(t—1)

- 1 .
Comme la série E — converge, lim 3, = 0.
n—oo

D’autre part, Z ’ In(n) ++v+o(1). Donc o, = In (9> +o(1).

n— o0 n—oo
b

Par encadrement, Vt > 1, lim In (¢, (t)) = (t—1)In <7>
n—00 a

La continuité de la fonction exp sur R implique lim ,, () = exp <ln <b> (t— 1))
La limite simple de la fonction ), est donc lanE;loction génératrice de la loi de
Poisson de parametre In (é>

b. La fonction 1,, étant le groduit de (bn—an) monomes est un polynome de degré

(b — a)n. On déduit de a. que :
b

. al.
VkEN, lim a,(k) = lim P({T, = k}) = 1 (E)

Deuxiéme partie

1.a.0€Ai(j) <= o(i)=jetVk #i,0(k)el, \{j}
Card(A;(j)) = (n—1)! puisque c’est le nombre de bijections de I, \ {¢} sur I, \{j}-

Done B (A,(j) — CH4AG) _ (-1 1

Card(6,,) n! n
k
b. De méme, 0 € (] Ai,, (jm) < Yme{l,... k}r0(im) = jm
m=1
ie. k valeurs de o parmi les n sont fixées. Donc o est déterminée par les (n — k)
k

valeurs restantes. Le cardinal de ﬂ A;, (jm) est donc le nombre de bijections de

m=1
I\ {é1,.. . i} sur I, \ {j1,...,Jk} ie. (n — k)! Il en résulte que :
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k
. Card ([ 4i,,(Gm)) )
P(Ql A, Um)) - c:;f(@n) - n!k)!'

k

1
Ce dernier nombre réel étant distinct de H Pn(Ai,, (jm)) = —;> on peut conclure

n

m=1

que les événements A; (j,,) ne sont pas indépendants.
2. a. Pour chaque k € I,,, o(k) peut occuper les positions 1,2, ...,k dans la suite
réordonnée o(1),0(2),...,0(k). Par suite, Yj est & valeurs dans I et Z est &
valeurs dans II,, = I} X Iy X -+ X I,. Soit p = (r1,...,1) €IL,. On a o(n) = rp,
o(n — 1) est & valeurs dans I, \ {r,} - Il y a donc une unique valeur se trouvant
en r,_1-iéme position et o(n — 1) est ainsi fixé et ainsi de suite. .. Il s’ensuit que,
pour chaque p €11, il existe une unique permutation o, telle que Z(o,) = p;
Z est bien bijective.

1
b. Donc P,,({Z = p}) = Pyp(0,) = - Il vient alors :

p( nél{ym —rm}) = 3 P( ﬁl{ym = rm})

(Tht15-5Tn) € Bxp1 XX Ep

1 k+1)... 1
:—Card(Ek+1 X e xEn) :M = .
n! n! k!
c. Les variables aléatoires Y; sont bien a valeurs dans I; et 'on a : Vr; € I,

k . .
1.2....6—-1).(i+1)...n 1
PaVi=r)= > Pu( (V¥ =rm}) = - -+
Vi, r; € E; m=1 ’
La loi de Y; est donc I’équiprobabilité sur E; et I'on a :

N o [ WE RS, FY—
m=1 : m=

ce qui prouve 'indépendance des variables aléatoires Y;. On en déduit, en parti-
culier, 'indépendance des événements B;(j) = {Y =i}
n

d. Comme Y;(c) = i équivaut & o € B;(i), on a R,, = ZXBi(i)~ Pour n fixé, les
1=1

résultats de la partie I s’appliquent & Q =&,,, A= P(&,,) et P, =P.

irigés
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e Somme aléatoire de variables aléatoires

_.n

1. Pour p réel de |0, 1[, on pose ¢ = 1 —p et pour tout neN*, a, = 7
nln(p)

a Montrer que (o,)n>1 définit une probabilité sur (N*, P(N*) une proba-

bilité L(p).

b. Déterminer l’espérance mathématique, la variance et la fonction généra-

trice d’une variable aléatoire X de loi L(p).

Dans la suite du probléeme, (N,X,,n¢€ N*) est une suite de wvariables
aléatoires indépendantes a valeurs entiéres. Les variables aléatoires X,, ont
la méme loi que X1. On pose :

0 si N(w)=0
VnGN,P(N:n):ﬂVUSN:WEQH ZXZ(W) SjN(w):n>0
=1

2. a. Vérifier que I'on a :

{SN:o}:{zv:o}un@1 ({Nzn}ﬂ{iX,»zO})
vmeN*,{ssz}zg ({N:n}ﬂ{g)(i:m})

En déduire que Sy et N — Sy sont des variables aléatoires.
b. On suppose dans les questions 2.b),c) et d) que X; est une variable
aléatoire d’espérance mathématique p. Déterminer, pour tout m € N,
P(Sy = m) en fonction de p, m et des 3,.
c. On suppose dans les questions 2. ¢) et d) que N ~ P(\). Déterminer et
identifier la loi de Sy . Ecrire sa fonction génératrice.
d. Calculer, pour tout (m,n)eN?P({Sy = n} N{N — Sy = m}). En
déduire la loi de N — Sy et I'indépendance de Sy et N — Sy.
3. a. On note ¢ la fonction génératrice de N et v celle X;. Montrer que,
pour tout n €N et tout u€[—1,1], on a : Ey—,(u’Y) = ]E(uxi+"‘+xn).
En déduire En(u®N) en fonction de 1), puis que la fonction génératrice de
SN est o).
b. On suppose désormais que N ~ P()\).

(i) Déterminer la fonction génératrice de Sy en fonction de A et 9.

(ii) Retrouver, lorsque X; est une variable aléatoire indicatrice d’espérance
mathématique p, les résultats de 2.c).

(iii) Déterminer la fonction génératrice de Sy lorsque X1 ~ P()\). Préciser
la loi de Sy lorsque A est le produit d’un entier strictement positif par
—In(p).

4. On considére une suite (Y;)r>1 de variables aléatoires entiéres indépen-

dantes. Pour chaque nGN*, la fonction génératrice ¢y, est donnée par
vt €[—1,1], oy, (t) = exp (Ao (tF — 1)).
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a. Déterminer, pour tout k la loi de probabilité de Y.

b. Déterminer la fonction génératrice ®,, de Z Y.

k=1

c. Calculer lim ®,,. Conclure.
n—oo

Solution

1. a. Pour tout u €[—1,1] la famille (a,u™),>1 est sommable de somme

o1 S () In(l-ug)
= 2w = )

Comme les o, sont positifs et f(1) = 1, la famille (ay,)n>1 sommable de somme
1, définit une loi de probabilité £(p) sur (N*, E(N*)).

b. Il découle du calcul précédent qu’une variable aléatoire X ~ L(p) admet f pour
fonction génératrice f.

’ . —q ot £ _ _q2 on a - Yy _ —q
Comme f'(1) = oTn(p) t (1) p—2 () E(X) = f'(1) oTn(p)
V(X) = £1(1) + /(1) — (1) =~ ),
p?1In“(p)

2. a. Pour tout m e N,

{Sy=m}={Sxy=m}n |J{N=n}=J ({SN:m}ﬂ{N:n}).
D=0 {Sy =0}, (N =0} = (N0}
n=0etmeN"= {Sy =m}N{N =0} ={S; =m}nN,{N=0=0;

(n,m) eN* x N = {Sy = m}n, {N =n} = {zn:Xi:m}ﬁ{N:n}-

n
Pour chaque n, ZXZ- est une variable aléatoire et, une tribu étant stable par
i=1
I'intersection et 'union dénombrable, {S, = m} est un événement. Il en résulte
que Sy et N — Sy sont des variables aléatoires.

n n
b. L’indépendance des X; et de N implique celle de Z X;etde N.Laloide Z X,
i=1 i=1
somme de n variables aléatoires indicatrices indépendantes de méme espérance
mathématique est binomiale B( p). Donc

P({Sy = 0} = P({X = 0}) +ZIF’{N_n} ({me})
:60+Zﬁn(1—p)"=2ﬂn<1—p)"
n=0

n=1
De méme, pour tout me N*

<{sN—m}—;P{N—n} ({ZX—m})
:2 <) (1—p)"™™, encore vraie si m = 0.

irigés
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c. Les calculs de la question précédente donnent :

00 6_>\ n n e_)\ m _ n—m
s =m) = 3 S (1) gy = G 5 00

n! m! )!

n=m

—A Ap)™ —Ap Ap)™
ie. P({Sy = m} = % A1-p) _ % Donc Sx ~ P(Ap).
m! m!
La fonction génératrice de Sy est u > @g, (u) = e~ PP pour tout u €[—1,1].

d. V(n,m)eN2 {Sy =n} N{N — Sy =m} ={Sy =m}N{N =n+m}

n+m
{SN:n}ﬂ{N—SN:m}z{ZXi:n}ﬂ{N:n—i—m}'
i=1
n+m n+m

Comme N et Z X, sont indépendantes, et comme la loi de Z X; est binomiale
i=1 i=1
B(n 4+ m,p), il s’ensuit que :

n+m

P({Sy =n} N{N — Sy =m}) = ({ Z X; _n}) ({N =n+m})
- %pm e e
= B({8y = n}) NPT

Par suite, pour tout m € N,
B =5y =) = OIS ey = m)
MDA - p)"
m!

Donc la variable aléatoire N — Sy suit une loi P(A(1 — p).
Comme P({Sy =n} N{N — Sy =m}) =P({Sy =n})P{N — Sy =m}),

les variables aléatoires Sy et N — S sont indépendantes.
3. a. Comme les variables aléatoires N et ZXi sont indépendantes, pour
i=1
u€[—1,1] et pour (n,m) € N?,
P({Sy =k} N {N =n})
P({Sy = k}|{N =n}) =
(S =N =) == =ap

(v - oe([ -1
_ ({an}) :]P’({ZXZ»:I@}).

Il s’ensuit que

E gy (u5) = 3 uFB({S = K} [{N = n}) = iukP({zn:Xisz
k=0 i=1

k=0
ie. E{N:n}(usN) = B(uX T tXn),
Comme les X; sont indépendantes, il s’en déduit que :
E{n=n}(u) = ox,4px, (1) = ((u)) "
Donc 'espérance conditionnelle de 4%y & N est (1(u))Y et comme 1 (u) €[—1,1],

on a: psy (u) = B(w’™) = E(En(uV)) = E((¥(u)Y) = ¢(¥(u)).
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b. (i) Lorsque X ~ P(\), la fonction génératrice ¢ est telle que, pour ¢t €[—1,1],
o(t) = exp (A(t — 1)). Le résultat de 3.a. s’écrit :
Vue[—1,1],ps, (u) = exp (A(¥(u) — 1).
(ii) Lorsque X; est une variable aléatoire indicatrice d’espérance mathématique
p, la fonction génératrice de X; est u +— 1(u) = 1 — p 4 pu. Donc

Vu€[—1,1], ¢s, (u) = exp (A(pu — p)) = exp (Ap(u — 1)).
On retrouve bien le résultat de 2.c.

In(1 —
(iii) Lorsque X ~ L(p) on a vu que : Yu €[—1,1], (u) = %
n\p
) B In(1 —uq)y p N\~ In(p)
Donc : Vu €[—1,1], o5, (u) = exp ( - A+ )\W> = (1 = qu)
Lorsqu’il existe reN* tel que A = —rln(p), la fonction génératrice qui s’écrit

.
psy () = ( - qu) est connue sous le nom de la loi binomiale négative N (r, p).

4. a. Yk eN* vt e[-1,1],

ey, (1) = exp (A (tF = 1)) = oy (t*) = E((t*)Y) = E(t*)

ot Y ~ P(Aag). Donc Yy et kY ont la méme loi. La variable aléatoire Y} est a
valeurs dans kN et sa loi est caractérisée par :

e (Aay)”

=

b. L’indépendance des Y}, entraine que l'on a, pour tout ¢t €[—1,1],
n n

D, (1) = Yy, 4oty (B) = H vy, (t) = exp ( - A Z ay + )\Zaktk).
i=1 i=1 i=1

c. Comme la série entiere Y ayt* converge sur [0, 1], on a :
= >, In(1 — gt)
: k_ k_ ,
nlgr;o Z apt’ = Z apt® = n(p)
k=0 k=0

In(1—gqt

Par continuité de la fonction exp, lim @, (¢) = exp (— A+ )\M

n—00 In(p)

n

ce qui montre que la suite des lois des variables aléatoires g Y; converge vers la
i=1

VEEN,P({Yy = k£}) = P({Y = ¢})

) = sy (t)

loi de Sy.
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VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

e Variables aléatoires entieres décomposables

Notations
Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont discrétes.
On note Px la loi d’une variable aléatoire X .

Si X et X' sont deux variables aléatoires définies sur les espaces probabilisés
respectifs (2, A, P) et (', A, '), la notation X ~ X' signifie que X et X’
ont méme loi, c’est-a-dire Px = Px.

Pour toute variable aléatoire X a valeurs dans N, on note G x sa fonction
génératrice.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle décomposition
de X toute relation de la forme X ~Y + Z ou Y et Z sont deux variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans N, définies sur un espace probabilisé
pouvant étre distinct de celui sur lequel X est définie.

On dit que X est décomposable si X admet une décomposition ou Y et Z
ne sont pas constantes presque siirement.

A - Premiers exemples

A.1) Soit X et X' deux variables aléatoires a valeurs dans N. Justifier que
X ~ X' si et seulement si Gx = Gx.

A.2) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N admettant une décom-
position X ~Y + Z ou Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans N. Quelle relation lie Gx,Gy et Gz ?

A.3) Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n,p) oun > 1
et p€]0,1[. Montrer que X est décomposable si et seulement si n > 2.
A.4) Soit A(T) €RI[T] le polynéme : A(T) = T* + 2T + 1.

a. Soit U(T) et V(T) deux polynémes a coefficients réels positifs ou nuls
tels que U(T)V(T) = A(T). Montrer que I'un des polynémes U(T) ou V(T)
est constant.

On pourra distinguer les cas selon les valeurs des degrés de U(T) et V(T).

b. En déduire qu’il existe une variable aléatoire décomposable X telle que
X? ne soit pas décomposable.

1
On pourra considérer le polynéme ZA(T)'
B. Variables uniformes
Dans cette sous-partie, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et X

est une variable aléatoire a valeurs dans N, définie sur un espace probabilisé
(Q, A,P) et suivant la loi uniforme sur [0,n — 1]

P(X =k)= 1 si k€[0,n — 1] et P(X = k) = 0 sinon
n
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B.1) Variables uniformes décomposables
On suppose dans cette question que n n’est pas premier : il existe des entiers
a et b, supérieurs ou égaux a 2, tels que n = ab.

a. Montrer qu’il existe un unique couple de variables aléatoires entiéres
(Q, R) définies sur N telles que X = a@Q + R et Vw € Q, R(w) €]0,a —1]. On
pourra considérer une division euclidienne.

b. Préciser la loi de (Q, R) puis les lois de Q et de R.

c. Montrer que X est décomposable. En déduire une expression de Gx
comme produit de deux polynémes non constants que 1’'on précisera.

B.2) Variables uniformes non décomposables

On suppose dans cette question que n est un nombre premier et on établit
que X n’est pas décomposable.

a. Montrer qu’il suffit de prouver le résultat suivant : si U et V sont des
polynémes de R[T| unitaires & coefficients dans Ry tels que
UTV(T)=1+T+---+T"1, alors I'un des deux polynémes U ou V est
constant.

Dans ce qui suit, on fixe des polynémes U et V de R[T] unitaires a
coefficients dans R, tels que U(T)V(T) =1+T +---+T" !
On pose r = deg(U) et s = deg(V') et I'on suppose que r # 0 et s # 0.
1 1
b. Montrer que U(T) = TTU(?) et V(T) = TTV(T)«
On note alors U(T) =1 +u; T+ -+ up 1 T"" L+ T" et
V(T) =1+vT+ - +vs 1T+ T avec r < s (quitte a échanger les
réles de U et V).
c. Montrer que Yk €[1, 7], ugvg = 0.
d. En déduire que Yk €1, 7], ux €{0,1} et v €{0,1}-
e. Conclure. On pourra d’abord montrer que tous les coefficients de V' sont
& valeurs dans {0,1}

Solution

A.1l) X ~ X' = Gx = Gx . Réciproquement, Si Gx = Gx alors :
() (n)

YneN,P(X =n) = Cx '(O) = GX"(O)

n! n!

Donc X ~ X' «<— Gx =Gx'.

A.2) Y et Z étant indépendantes, t¥ et t# sont deux variables aléatoires

indépendantes et donc Vt €] — R, R[, Gy 1 z(t) = E(tY)E(t?) = Gy (t)Gz(t).

A.3) On suppose que X suit la loi B(n,p).

Sinz22,X~Y+ZouY ~ B(n—1,p) et Z ~ B(1,p) avec Y et Z indépendantes.

Sin=1,Gx(t) = pt+ q avec ¢ =1 — p. Supposons X ~Y + Z. alors

Gx = GyGyz. Donc GyGy est une fonction polynomiale de degré 1. Donc

G x et Gy sont polynomiales de degré < 1 puisque, Vk > 2, (Y = k) C (Y+Z > k).

Donc Gy est polynomiale de degré 0 ou 1. Si Gy est de degré 0, Gy (t) = 1 alors

P(Y =0)=1etVk > 1,P(Y =k) =0. Donc Y est presque stirement constante et

X non décomposable. Finalement X est décomposable si, et seulement si, n > 2.

=P(X' =n).



452 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

A.4) a. Comme —1 est racine évidente, A(T) = (T + 1)(T3 —T? +T + 1).
frx— a3 —2% 4+ 2 +1 est polynomiale, donc de classe C' sur R.

VzeR, f'(x) =322 — 20+ 1 =222+ (v —1)2 > 0.

La fonction f est strictement croissante sur R et lig.} f=—ccet kgg f =+oc. Elle

est bijective de R sur R. Elle a donc une unique racine réelle. Comme f(0) =1 > 0,
cette racine est strictement négative. Notons la —a? avec a € R*.

Donc A(T) = (T + 1)(T + a?)(T — 2)(T — %) avec z € C \ R. La décomposition de
d’Alembert-Gauss de A est A(T) = (T + 1)(T + a?)(T? — 2Re(2)T + |2]?).
Notons que la somme des racines de A est 0 = —1 — a? + 2 Re(z2).

Donc —2Re(2) = —(1+a?) < 0. On ne peut avoir A = UV avec U et V polynomes
a coefficients réels positifs que si U ou V est constant.

1
b. X ~ 8(27 5) est décomposable d’apreés A.3) et

12 1 1 1
(&@:(%}):ZW+%+anmGpw=1w+%+U:Zmﬂ

X? n’est pas décomposable car A(T) n’est pas le produit U(T)V(T) de deux
polynomes a coefficients réels positifs que si U ou V' est constant d’apres a.

B.1) a. D’apres le théoréme de division euclidienne dans N,
k=aq+r . . .
VkeN,3!(q,r) e N? . Donc il existe un unique couple de variables
0<r<a
aléatoires entieres (@, R) définies sur 2 telles que X = aQ+R,Vw € Q, R(w) €]0, a].
b. X =ke[0,n—1] < k=ai+j€[0,ab—1].
Donc Q(2) = [0,b — 1] et R(Q?) = [0,a — 1].
Comme X suit une loi uniforme sur [0,n — 1] et comme application
X — (Q, R) est bijective, (@, R) suit une loi uniforme sur [0,b— 1] x [0,a — 1] qui
est un ensemble de cardinal n.

a—1
. . 1 1 . ) 1
- =0

c. Posons Y = aQ et Z = R, on a deux variables aléatoires non constantes, a
valeurs dans N. Montrons qu’elles sont indépendantes.

Siy=aq,q¢[0,b—1] ouxz ¢ [0,a — 1], alors
Siy=aq,q€[0,b—1] et z €[0,a — 1],
PW:%Z:@:P@:%Rfdfl:

n
OnaVy,z,P(Y =y, Z=2)=PY =y)
Donc X est décomposable.

b—1 Tm- a—1 TZ
Donc Gx(T) = Gaq(T)Ga(T) = (3 - (> ?).
=0 =0

1= 7=

B.2) a. Supposons X décomposable. Il existe YV et Z presque surement non

=PQ=qgP(R =2z
) ie. Y et Z sont indépendantes.

1
b

1
a
P(Z ==z

constantes tels que Gx = GyGyz. Or Gx (t Z k.

CommeVk 2n,(Y=k)CY+Z=2k)et (Z = k) (Y+Z k),ona Gy et Gz
polynomiales. Posons U(T) = aGy (T') et V(T) = BGz(T) avec U et V unitaires.
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n—1
On a U,V unitaires a coefficients dans R tels que U(T)V(T) = Z T*.
k=0

Donc U ou V est constant; Gy ou Gz est constant. Donc Y ou Z est presque

stirement constant ce qui est absurde.
n—1

n—1 .
2ikm 1
b. U(T — k— — ). - ( ): —_ .
(TYV(T) ZT H(T 2k). avec zp = exp - Zn—k =
k=0 k=1 )
Si z€ C\ R est racine de U, comme U € R[X], alors Z = — est racine de U(T)). La
z
1
seule racine réelle de U est —1 qui vérifie aussi —1 = =l

1
Comme U(0)V(0) = 1 = U(0) # 0 le polynéme TTU(T) est de degré r a les

1
mémes racines que U qui est de degré r. Donc Ja€R,aU(T) =T"U( = )
1=aU(0) = a|U(0)] car U est a coefficients positifs. Comme |U(0)] est le module
du produit des racines de U, on a |U(0)] = 1, donc o = 1.
1 1
Donc U(T') = TTU<f> et V(T) = TSV<f> par un raisonnement analogue.
c. L’énoncé suggere que ug = u, = vg = vs = 1.

1
UT) = T”U<f> et (T*)ken est libre dans R[X], donc Vk €[]0, 7], ur = u,—.
En identifiant les coefficients de T dans UV, il vient

1 = Zur,kvk =1+ Zukvk. Comme Vk€[1,r],upvr > 0, il s’ensuit que
k=0 k=1

Vke[1,r], ugvr = 0.

d. Procédons par récurrence. On a ug = vg = 1€{0,1}-

Soit k €[0,r — 1] tel que, Vj €]0, k], (u;, v;) €{0,1}>-

En identifiant les coefficients de 7%+ dans UV, il vient

k k
1= 1upp1 +vp41 + Zujvk+1_j. Donc Z UjVk41—j €[0,1].
i=0 =0
Par hypothese de récurrence,
k
V_] E[[l, k‘]]7 (Uj, vk+1—j) 6{0, 1}2 = Z UiVk+1—j 6{07 1}
j=0

Donc uy g1 + vpe1 €{0,1} Or up 141 = 0, donc (upy1,vs1) €0, 132
On conclut par théoréme de récurrence forte.
e. On montre de méme que Vk €[1, s], v, €{0, 1}

T r—1
U) =) uj =2+ u;=2<U(1)<r+1 Deméme, 2< V(1) <s+1.
§=0 j=1
Or (U(1),V(1)) eN2,U(1)V(1) = n et n est un nombre premier. C’est impossible.

On a donc prouvé le résultat. Si n est premier, X ~ U([0,n — 1]) n’est pas
décomposable.

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

e Variables aléatoires infiniment divisibles : exemples

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans R. On dit que X est
infiniment divisible si, pour tout m € N*, il existe des variables aléatoires
réelles discretes X, 1,..., Xm,m mutuellement indépendantes, de méme
loi, et vérifiant X ~ X, 1 + -+ 4+ Xy, ;. Dans cette définition, I'espace
probabilisé €2, sur lequel sont définies les Xy, ; peut dépendre de m.

A - Variables bornées

A.1) On suppose que X est constante égale a a € R. Montrer que X est
infiniment divisible.

Soit X une variable aléatoire bornée infiniment divisible définie sur un

espace probabilisé (2, A,P). On note M = sup |X|, de sorte que | X (w)| < M
Q

pour tout w € ().

A.2) Soit ne N* et soit X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes
et de méme loi, et telles que X1 + - - - + X,, ait méme loi que X.

a. Pour tout i€[l,n], montrer que X; < — presque siirement, puis
n
M "
| X;| < — presque siirement.
n
M
b. En déduire que V(X) < — ot V(X) désigne la variance de X.
n

A.3) Conclure que X est presque sirement constante.

B - Etude du caractére infiniment divisible de quelques variables
entiéres

B.1) Une variable binomiale est-elle infiniment divisible ?

B.2) Soit n un entier naturel non nul et soit Xi,...,X, des variables
aléatoires mutuellement indépendantes suivant des lois de Poisson de
paramétres respectifs \i,..., A\, Montrer que X1 + --- + X,, suit une loi

de Poisson de paramétre A1 + -+ -+ \,.

B.3) Soit X une variable aléatoire de Poisson. Montrer que X est infiniment
divisible.

B.4) Soit r un entier naturel non nul et soit Xi,...,X, des variables

aléatoires de Poisson mutuellement indépendantes.
T

Montrer que Z iX; est une variable aléatoire infiniment divisible.
C - Séries d1e 1var1'ab1es aléatoires a valeurs entiéres
C.1) Soit X etY deux variables aléatoires définies sur (€2, A, P) et a valeurs
dans N.
a. Montrer que si X et Y sont des événements de A, et si A et B sont leurs
événements contraires respectifs, alors

|P(A) — P(B)| < P(ANB) + P(AN B).
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b. En déduire que, pour tout t €[—1,1],|Gx(t) — Gy (t)| < 2P(X #Y).
C.2) Soit (U;), ;cyx une suite de variables aléatoires mutuellement indépen-

dantes a Valeurs dans N telle que la série des P(U; # 0) soit convergente.
a. Soit Z, = {we Q|3 > n,U;(w) # 0} Montrer que (Z,) est une suite
décroissante d’événements et que lim P(Z,) = 0.

n—oo

b. En déduire que 'ensemble {i € N* |U; # 0} est presque siirement fini.

n (oo}

c. On pose S,, = ZUi et § = ZUi' Justifier que S est définie presque
i=1 i=1

stirement. Montrer que (Gg, ) converge uniformément vers Gg sur [—1,1].

C.3) Soit (A\;). ;e * une suite de réels pos1t1fs ou nuls. On suppose que la

série Y \; est convergente, et on note A = Z Ai.

i=1
Soit (X ) cx une suite de variables aléatoires indépendantes telles que,
pour tout z X, suive une loi de Poisson de parametre ;. On convient que,
si A =0, Xi est la variable aléatoire nulle.

a. Montrer que la série Y P(X; # 0) est convergente.
b. Montrer que la série ZXi est presque siirement convergente et que sa
somme (définie presque stirement) suit une loi de Poisson de paramétre \.

c. Montrer que la série g 1X; est presque surement convergente et que

oo
sa somme X = E 1X; définit une variable aléatoire infiniment divisible.
i=1

Solution
A -
A.1) On admet qu'il existe X, 1, ..., Xm, m définies sur un espace probabilisé £,

X
mutuellement indépendantes de méme loi que —-
m

m
On a: VwEQm,Zka w=a=X~Xp1+ -+ Xmm.
=1
Donc X constante est infiniment divisible.

M
A.2) a. S’il existe i €[1, n] tel que ]P’(XZ- > —) > 0. Comme les X}, sont de méme
n
. M
loi, Vk e[[l,n]],]P’(X;c > ;) > 0.

Les X}, étant indépendantes, P(ﬂ (Xk > 7)) - H]}D(Xk > 7) > 0.

k=1
n

Comme ﬂ (Xk > —) (Zxk > M) (ZX;C > M) =P(X >M)>0
=1
ce qui est absurde puisque (X > M) =0.

Donc Vi €[1,n], X; < — presque slirement.
n

irigés

T
x
3
>
0
=
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M
Comme —X < M, on a Vi €]1,n], —X; < — presque slirement.
n

M
Donc Vi €1, n], | X;| < — presque siirement.
n

b. V(X)=V(X1 4+ -+ X,) =V(X1) + -+ V(X,,) car les variables aléatoires
X; sont indépendantes. Comme elles sont de méme loi, V(X) = nV(X;).

M2
V(X,) = E(X}) - E(X,)? <E(X?) < —5 d’apres a. et par croissance de E.
n
M2
Donc Yn e N*, V(X) < —-
n

A.3) Comme V(X) > 0, il découle de 'inégalité précédente et du théoréme
d’encadrement que V(X) = 0 ie. E((X — E(X))?) = 0.

Donc X = E(X) presque stirement. Donc X est presque siirement constante.

B -

B.1) Une variable aléatoire binomiale étant bornée et non constante, n’est pas
infiniment divisible d’apres II.A.

B.2) Si X ~P(\), on a VteR,Gx(t) = M=,

Si X1 ~ P(M) et Xo ~ P(A2) et sont indépendantes, on déduit du cours que
GX1+X2 (t) = e(t=D(A1+A2)

Soit n € N* et soit X 1,..., Xy des variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant des lois de Poisson de parametres respectifs Aq,...,\,. Supposons que
X1+ +Xp1~PA+ -+ A1) Comme X7 + -+ + X,,—1 et X, sont
indépendantes, pour tout ¢t € R,

Gxytotx, (1) = Gxyporx, o, (DGx, (1) = elm DGt (021,

Donc V¢t €R, Gx, 4. x,, (t) = eltmDRaut+An),

1l découle de A1) que X7 + -+ X, ~P(A1 4+ -+ ).

B.3) Soit X ~ P()\). D’aprés un résultat admis, il existe X, 1, ..., Xpm,m définies

sur un espace probabilisé €2, mutuellement indépendantes de méme loi que —-
m

D’apres ILB.2), X, 1 + -+ - + Xppm ~ P(N).

Donc X, 1+ -+ 4+ Xin,m ~ X et donc X est infiniment divisible.

B.4) On déduit de B.3) que pour tout i €[1,r], il existe X, 1(4),. .., Xm,m(?)

définies sur un espace probabilisé Q,, mutuellement indépendantes de méme loi

que X, 1(7) et telles que ZXm (1) ~ X;.
k=1

,
Notons, pour tout k €[1, m], Y., x = Zszk(z)

i=1
Les Varlables aléatoires i X,, 1 (7),7 €[1, r] étant mutuellement indépendantes,

Gy, ., = H Gix,, »(i) = Gy,,.,, donc les Yy, 1, 1 < k < m ont méme loi que Yy, 1.
i=1

Or ZYm E= Z ZX’" k(1) et X, 1(3) et telles que Zm:mek(i) ~ X;.

i=1 k=1 k=1

Comme (X;); ef1,r] et ( Z Xm >z€ (] sont des familles mutuellement indé-

pendantes, en utilisant les fonctlons génératrices et A.1), on montre que :



Travaux dirigés 457

ZlZka(l) ~ ZiXi et donc Z 1X; est infiniment divisible.

i=1 k=1 i=1 i=1

C - —_— —_— —_—
Cl)a. ACBU(ANB)et BN(ANB)=0=P(A) <P(B)+P(ANB).
Donc P(A) —P(B) < P(ANB) + P(BN A).

L’échange de A et B donne P(B) — P(A) < P(AN B) + P(BN A).

Donc [P(4) - P(B)| <P(ANB) + IP(B N A).

(1 !<Z!P ~P(Y =n)|
D’apres a. [P(X =n) —P(Y = )} < P(X =n,Y #n) +P(X #n,Y =n).
Or (X#Y)=|JX=nY#n)=JX#nY =n).

neN n€eN

b. Vte[-1,1],

Comme les événements (X =n,Y # n)n < Sont deux a deux incompatibles, ainsi

que les événements (X #n,Y = n)neN, on a
P(X £Y) = Z]}D =nY #n) = i]P’(Xyén,Y:n). Donc Vt €[—1,1],
n=0
|Gx(t) — Gy ()] < i (P(X =n,Y #n)+P(X #n,Y =n)) <2P(X #Y).
n=0
C2)aVn>212,= G(Ui#O)éZnHCZn.
Donc (Z,,) est décroissante. On a 0 < ZIP’ (U; #0) car > P(U;) converge.

Comme la suite des restes d’une série convergente converge vers 0, on déduit du
théoréme d’encadrement que lim P(Z,) = 0.
n— oo

(oo}
b. (Z,) étant décroissante, IP’( ﬂ Zn> = ILm P(Z,) = 0, d’apreés un théoreme
(oo} n=t (oo}
du cours. Donc IF’( U Z_n> =1 te. U Z, est un événement presque sir. Or
n=1 n=1
Zn = ({0 # 0} = {w|Vi > n,Uj(w) = 0}-

z<n

wEUZ = (EInEN Vi > n,Ui(w) =0) < {i e N* | U;(w) # 0} est fini.
n=1

Donc I’ensemble {i € N* | Ui(w) # 0} est presque siirement fini.

c. On déduit de b) que la suite (U;(w)) est presque nulle. Donc la série > U;

converge simplement presque surement ie. S est définie presque stirement sur D

I’ensemble des w € Q) tels que {i € N* | Ui(w) # 0} est presque siirement fini.

On déduit de ILC.b) que |Gg, (t) — Gs(t)| < P(S, # S) (%).

Pour we Q\ D la suite (S, (w))n>1 stationnaire converge vers S(w). Comme elle

est croissante, la suite d’événements (S, # S) est décroissante. On déduit d’un

théoreme du cours que IP’( ﬂ (S, # S)) = li_>m P(S, # S).

n=1

$
2
-
O
x
3
8
=




458 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Comme ﬂ S, #S)CDona ]P’( ﬂ (Sn # S)) = 0. On déduit de () que (Gg, )
n=1
converge uniformément vers Gg sur [ 1,1].

C3)aPX;#0)=1-P(X; =0)=1—e.
Comme > \; converge, lim A; = 0. Donc 1 — e~ T A =0
i—00 100

La convergence de Y \; et le critére d’équivalence des séries a termes positifs
implique la convergence de > P(X; # 0).
b. Le remplacement de U; par X, permet de conclure que »_ X; converge presque

stirement. En notant S, = ZXi et S = ZX on sait que (Gg,) converge

=1
simplement car uniformément sur [—1,1] vers Gs.

Comme Vt €R,Gg, (t) = exp ((Z /\i> (t— 1))7 on a Gg(t) = M1,
i=1
On déduit de I.A.1) que S ~ P()).
c. Notons que Gix, (t) = E(t"X) = E((t))%) = it =1,
On peut remplacer, dans cette question, U; par iX; puisque les hypotheses sont

vérifiées. Donc X = Zin- est définie presque stirement. On sait que (Gg,)
i=1

converge simplement car uniformément sur [—1, 1] vers Gx avec S,, = Z 1X;.
Les i .X; étant des variables aléatoires indépendantes
HGlX —exp( Z)\)exp(Z)\t)
Pour tout t E[ ], [t < N La convergence de > \; implique celle de > \;t?.
2
Donc Gg, (t) — Gx(t) =e *exp ( Z Ait )

Montrons que X est infiniment divisible.

oo
Ai s
Soit m € N*, Gx (t) = (fm(@®)"™ avec fu(t) = e~ MM exp ( - Z —lt’)
m
i=1
La fonction f,, est la fonction d’une variable aléatoire comme on peut le voir en
remplacant A; par \;/m dans la démonstration précédente.

D’apres le résultat admis et déja maintes fois utilisé, il existe Xy 1,..., Xom,m
définies sur un espace probabilisé Q,, mutuellement indépendantes de méme loi.
Done Gx,, y 4t X0 = H Gx,. = (fm)" =Gx.

Donc X1+ + Xpm ~ X. Dot X = Z 1X; est infiniment divisible.

i=1



Travaux dirigés 459

e Variable aléatoire sous-gaussienne

Dans tout le probléme, toutes les variables aléatoires considérées sont réelles
et discrétes, définies sur un espace probabilisé (2, A, P). Soit a > 0. On dit
que la variable aléatoire X est a-sous-gaussienne si :

242
VteR, E(exp(tX)) < exp (%)

4 -t
On rappelle la notation : ch(t) = exp(t) +2exp( ).
2

t
1. Montrer que pour tout t€R, on a ch(t) < exp (5> On pourra au

préalable établir le développement de la fonction ch en série entiere.
2. Soit t € R. Démontrer que si x €[—1, 1], on a l'inégalité de convexité

’ exp(t) + 1-e exp(—t).

3. Soit X une variable aléatoire réelle bornée par 1 et centrée. Montrer que
X est 1-sous-gaussienne. En déduire que, si X est une variable aléatoire
bornée par a > 0 et centrée, alors elle est a-sous-gaussienne.

1
exp(tz) < +

4. Soit X1,...,X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et
«a-sous-gaussiennes, et [, ..., [i, des nombres réels tels que

n n
Z(M)z = 1. Montrer que la variable aléatoire Z 1; X; est a-sous-
i=1 i=1
gaussienne.

5. Soit X une variable aléatoire a-sous-gaussienne et A > 0. Montrer que
242
t
pour tout t >0 : P(X > \) < exp (aT — )\t).
)\2

En déduire que : P(|X| > )\) < 2exp ( —53);

Dans la suite du probléme, on admet qu’une variable aléatoire X a valeurs
dans N est d’espérance finie si et seulement si la série Y . P(X > k) converge

et que, dans ce cas : E(X) = ZIP’(X}k).
k=1

6. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans R*, montrer que X est
d’espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k)

oo (o)
converge et que, dans ce cas : Z]P’(X >k <EX)<1+ ZIP’(X > k).
k=1 k=1

On pourra pour cela considérer la partie entiére | X |.

o0
Pour tout s €1, +o00[, on note ((s) = Z k=%,
k=1

. 7
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7. Soit X une variable aléatoire a-sous-gaussienne et § > 0. Montrer que
232
) > k) < 2%

otl on a posé n = a~2B72. En déduire que si o3 < 1, la variable aléatoire
2X2

pout tout entier k > 0 : ]P’(exp (5

exp ( ) est d’espérance finie majorée par 1 + 2((n).

1
En particulier, en prenant aff = 7 et en utilisant I'inégalité 1+2((2) <5

(que T'on ne demande pas de justifier), on obtient immédiatement, et
on ladmet, que si X est une variable aléatoire a-sous-gaussienne, on a
Iinégalité d’Orlicz

2

(e (32)) <

Solution
o0

t2n
1. VteR,ch(t) = ) :
= (2n)!

Comme (2n)! =nl(n+1)...(n+n) > n!2" on a:

S t2n t2
VteR,ch(t) <> :exp<4).
npl
= 2nn! 2

_l+xt+1—x
T2 2

exp étant convexe sur R, e!® < ae? 4+ be™t =

2. tx (—t) = at +b(—t) avec a,be Ry et a+b =1 car z €[—1,1].

1 1
ET e T

2 2
3. Par hypothese, X(Q) C [-1, 1] et B(X) =0= Y  aP(X=z) (1).
zeX(Q)
D’apres le théoréme de transfert, E(e!™) = Z eP(X = z).
z€X(Q)
1 1-—
Or e”P(X =x) < —;JCIP’(X =z)e' + xIP’(X =z)e ' car P(X =) > 0.
1+ et et
, . t _ _ < _ _c
On déduit de (1) que Z e — P(X =x)= 5 Z P(X =x) 5
z € X(Q) z € X(Q)
1—x et et
_ti = = — = = —
et Z e 5 P(X =x) 5 Z P(X =x) 5
€ X(Q) € X(Q)
tQ
Donc E(e*X) < ch(t). On déduit de 1. que E(e*¥) < exp (5)

Donc X est 1-sous-gaussienne.

Si X est centrée et bornée par a > 0, on remplace X par X/« dans le raisonnement
précédent puisque X/« est bornée par 1 et centrée car E est linéaire. On a :

2
E(e') = E(et¥) < exp (L2

)- Donc X est a-sous-gaussienne.

n
4. D’apres le cours, S, = E 1; X; est une variable aléatoire.
i=1
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E@ﬁq:E@m(iym&»:E(ﬁam&)

Les X; étant indépendantes, il en est de méme des et*Xi. Dot

HIE tiXi) On déduit de 3. et de la positivité de exp que :

o < [T (U575) = (L) = (7).

Donc S, est a sous-gaussienne.

5. On a déja vu que E(e'¥) = Z P(X = z).
e X(Q)

Comme ¢ > 0, on a E(eX) > Z ePP(X = x) = MP(X > ).
e X(Q)

E>DN
242

Donc V¢t > 0,P(X > )\) < e ME(e!X) < exp (QT — )\t) car X est a-sous-
gaussienne.

(IX] 2 X)) =(X>2X)U(=X > A) union de deux événements incompatibles.

a?t?
Donc Vt > 0,P(|X| > A) < 2exp <T - )\t).
242 1 A2 A2 A
Or a2 — A= i(at — E) by Donc en particulier pour ¢ = o) >0,ona:

B(IX| > 0) < 200 (- =)-

6. | X] < X < |X]+1. Donc X a une espérance finie si, et seulement si, [ X | a
une espérance finie. Dans ce cas, comme la variable aléatoire constante égale & 1
a pour espérance 1, on a E(| X]) < IE(X) <1 —HE(LXJ)

D’apres le résultat admis, E(|X]) Z P(X]| >

Comme (X > k)= (|X]| 2 k) car ke N le résultat demandé est établi.

2 2
7.Pourk>2,]P’<exp(ﬂ;()>k>:P<|X|> 21;§k)>

2x? 1 2In(k
On déduit de 12) que P(exp (ﬁ 5 ) > k) < 2exp ( ~ 55 %) = 2k7"
ot n = (aB)~2. Lorsque k = 1, l'inégalité est claire. En effet, elle se réduit &

2

]P’(exp(ﬁzX ) > k) < 2.

Si0<af <1lalorsn > 1et ) k™" converge. L’inégalité précédente implique la

2X2
convergence de Z P < exp (6 ) > k> . On déduit de 6. que la variable aléatoire
k>0
2X2
exp ( 5 ) est d’espérance finie et 'on a :
ﬂZXQ & ,82X2 > )
E(exp( ) <1+;P exp< . >>k <1+;ﬁ=1+24(n)-

irigés
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e Etude du processus de Galton-Watson

Dans tout le probléme, on se place dans un espace probabilisé (£, A, P).
I - Etude d’une suite récurrente

On considére une fonction f de classe C? sur [0,1] a valeurs dans [0,1] telle
que [’ et f" soient a valeurs positives. On suppose f(1) =1, f'(0) < 1 et
f”(1) > 0. On considére de plus la suite récurrente (u,)nen définie par
ug = 0 et, pour tout n €N, uy1 = f(u,). On pose m = f'(1).

LA -
1.A.1) Montrer que la suite (un)nen €St croissante, puis qu’elle est conver-
gente. On note ¢ sa limite.

1.A.2) Montrer que I'équation f(x) = x admet une plus petite solution.
dans toute la suite, on la notera xy.

I.A.3) Montrer que { = zy.

I.B - On suppose m > 1. Montrer que z; €[0,1].

I1.C - On suppose maintenant m < 1. Montrer que x¢y = 1 et que pour tout
neN, u, # 1.

I.D - Dans cette question, on suppose m = 1.

1.D.1) On pose, €, = 1 — u,,. Montrer que lim 5

n—oo

( 1 1 ) f()
8n—0—1 En
2
" oo f”(l)n.
I.E - On suppose maintenant m < 1 et on pose, pour n €N, €, =1 — u,.
1.E.1) Montrer que la série de terme général e,, est absolument convergente
mf(n+1)€n+1
m~"e, )

cm™.

1.D.2) En déduire que, 1 — u

et en déduire la convergence de celle de terme général In (

1.E.2) En déduire qu’il existe ¢ > 0 tel que, 1

Y
" n—oo

IT - Formule de Wald

Soit (X”)neN* une suite de variable aléatoires, mutuellement indépendantes,
de méme loi a valeurs dans N, et T une variable aléatoire a valeurs dans
N indépendantes des précédentes. (T, X”)neN* est une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.

On note Gx la fonction génératrice commune a toutes les X,. Pour

neNetweQ, on pose S, (w) = Y Xp(w), So(w) =0 et S(w) = Spw)(w).
k=1

II.A - On souhaite démontrer I’égalité Gg = GroGx.

II.A.1) Montrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs
dans N indépendantes, alors Gx 1y = GxGy .

I1.A.2) Prouver que pour tout k€N, Gg, = (Gx)k.
I1.A.3) Conclure.
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II.B - En déduire que, si T et les X,, sont d’espérance finie, alors S aussi
et E(S) = E(T)E(X3).

II.C - Lors d’une ponte, un insecte pond un nombre aléatoire d’ceufs suivant
la loi de poisson de paramétre A > 0. Ensuite, la probabilité qu’un ceuf donné
devienne un nouvel insecte est e €10, 1.

II.C.1) Rappeler la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant la
loi de Poisson de paramétre .

I1.C.2) En utilisant la loi de composition ci-dessus, déterminer la loi du
nombre d’insectes issus de la ponte.

IIT - Processus de Galton-Watson
Soit 1 une loi de probabilité caractérisée par la suite (py)ren de nombres

o0
réels entre 0 et 1 telle que > pr = 1.

k=0
Dire qu’une variable aléatoire X sur (92, A,PP) suit la loi p signifie que
X(Q) C N et, pour tout keN, P(X = k) = py.
On suppose que po + p1 < 1 (ce qui signifie qu’il existe au moins un entier
k supérieur ou égal a 2 tel que py # 0).
On étudie un individu qui a un certain nombre de fils. Ces fils ont
également chacun (indépendamment les uns des autres) un certain nom-
bre de fils et ainsi de suite. Afin de modéliser la situation, on se donne
des variables aléatoires (X"*i)(n,i)eNxN* indépendantes qui suivent toutes

la loi p, on pose Y, la variable certaine égale a 1 et, pour n€N et
Yit1(w) =0 siY,(w)=0

Yo (w)
YViri(w) = 30 Xpi(w) siYp(w)#0
Y,, représente le noml;r_e1 d’individus a la génération n.
S’il n’y a pas d’individu a la génération n, il n’y en a pas plus a la génération
suivante et sinon, le nombre de fils du i-éme élément de la génération n est
égal a X, ;.
On dit qu’il y a extinction lorsqu’il existe un entier n tel que Y,, = 0.
On note f la fonction génératrice de la loi p (et donc de chacune des variables
Xn,i) et, pour n €N, ¢, la fonction génératrice de la variable aléatoire Y,,.
On a donc en particulier, pour t €[0, 1], o(t) = t.
On suppose que toute variable aléatoire suivant la loi p posséde une
espérance égale a m et une variance.
III.A - Probabilité d’extinction
II1.A.1) Montrer que, pour tout n €N, @,11 = pnof.

w e,

II1.A.2) Exprimer, pour n € N, Pespérance de Y, en fonction de m et de n.
II1.A.3) a. Vérifier que la probabilité d’extinction est la limite de (¢, (0)).

b. Vérifier qu’on peut appliquer les résultats de la partie I a (g@n(O))n>0.
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e Galton Watson (suite et fin)

IIT1.A.4) Sim < 1, montrer que la probabilité d’extinction est 1.

On définit alors le temps d’extinction T par : Vw € (2,

T(w) = min {n €N | Y, (w) =0} s'il existe n €N tel que Yy (w) =0
-1 sinon

On admettra que T est une variable aléatoire.

ITI.B - Cas sous-critique m < 1
On suppose dans cette question que m < 1.
II1.B.1) Vérifier que T admet une espérance.

II1.B.2) a. Montrer que, pour tout entier n, P(Y;,, > 1) < m™.
b. Montrer que E(T) = > P(T > n).
n=0
c. En déduire une majoration de E(T).
III.C - Etude de la lignée. Dans cette question on suppose m < 1.
On note, pour n € N*, an1+ZYetZ*1+ Z Y.
i=1

On admettra que Z est une variable aléatoire deﬁme sur |J {Yx =0}
kEN

II1.C.1) Montrer que Z est définie sur un ensemble de probabilité 1.
II1.C.2) a. Montrer que, pour tout k€N, (P(Z, < k))nEN* est une suite
convergente. Déterminer sa limite.

b. En déduire que, pour tout k&N, (P(Zn = k))neN* converge vers
P(Z =k).

c. Montrer que, pour tout s €[0,1[, tout n € N*et K € N,
K

|Gz, (s) — Gz(s)| < fj |P(Z, = k) = P(Z = k)| + 157_5
d. En déduire que la suite de fo_noctions (Gz,) converge simplement vers Gz
sur [0, 1].
II1.C.3) a. Exprimer Gy, en fonction de f.
b. On admet que, pour tout n entier naturel supérieur ou égal a 2 et pour
tout s €[0,1], Gz,(s) = sf(Gz,_.(s)).
En déduire que Vs €[0,1[, Gz(s) = sf(Gz(s)).
c. Montrer que Z est d’espérance finie si, et seulement si, m < 1. Calculer
Pespérance lorsque c’est le cas.

IV - Un exemple
On suppose dans cette partie que, pour tout k €N, pr = R
IV.A - Exprimer, pour t €[0,1], f(t) et calculer m.
IV.B - Vérifier que, pour tout t €]0, 1], ¢, (t) # 1.
1

0) td 5 )= ———
n peut donc poser a,(t) =1
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IV.C - Montrer que, pour tout t€[0,1[, la suite (an(t)) est arith-

neN
meétique.
1—
IV.D - En déduire que, pour t €[0,1[et n €N, ¢, (t) = n+( n)
1+n—nt

IV.E - Exprimer, pour (n,k) € N2, P(Y, = k) en fonction de n et k.
IV.F - Exprimer, en fonction de nEN*, la probabilité de I’événement
(T > n). La variable T admet-elle une espérance ?

IV.G - Exprimer, pour s €[0,1[, Gz(s) en fonction de s. En déduire la loi
de Z.

V - Cas surcritique

On suppose dans cette partie m > 1.
On étudie un probleme légerement différent : k étant un entier strictement
positif fixé, on suppose qu’il y a k individus a la génération 0 ; ensuite tout
se passe comme précédemment. On note W,, le nombre d’individus a la n-
iéme génération et on définit u,, la probabilité que la suite (W")n c* prenne
la valeur k pour la premiére fois au rang n :

n—1

Uy =P <(Wn =k)n <ﬂ1(WZ #* k)))

i=
Pour n et r entiers naturels non nuls, on définit de méme usf) comme la
probabilité pour que la suite (W")neN* prenne la valeur k pour la r-iéme
fois au rang n.

s s T
V.A - Vérifier que les séries > un,s™ et Y ul sn convergent quand
n>1 n>=1

o) o0
€[—1,1]. On peut donc définir U(s) = . u,s™ et Up(s) = > usn
n=1 n=1

pour s €[—1,1].
V.B.1) Montrer que P(W7 > k) > 0.

V.B.2) Montrer que la probabilité que la suite (Wn)neN* ne prenne pas la
valeur k est non nulle ; on note u cette probabilité.

On pourra étudier séparément les cas pg = 0 et pg > 0.
V.C.1) Soit n e N* et r un entier naturel supérieur ou égal & 2. Montrer la
(r=1)

(r) n—1
relation up’ = > wu,_,; .
i=1

V.C.2) En déduire que, pour tout entier r strictement positif, U, = U" (U"
désigne U x U x --- x U r fois).

V.D.1) Montrer que la probabilité que la suite (W) _ .+ prenne la valeur
k une infinité de fois est nulle.

V.D.2) Montrer qu’il en est de méme pour la suite (Yn), -

V.E - Soit (An)nen une suite d’événements tous de probabilité 1.

Montrer que P ( U A_n> = 0. Qu’en déduit-on pour P ( N An> ?
neN neN

irigés

*

V.F - Soit « la probabilité qu’il y ait extinction et 8 la probabilité que la
suite (Y,,) diverge vers l'infini. Montrer que a + 8 = 1.

.
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Solution
Partie I

I.A -
I.A.1) Par hypotheses f est croissante & valeurs dans [0, 1] et I'on a aussi :
0=1wup <u = f(up) < 1. En notant f™ = fo---of qui est elleeméme croissante

——

n fois

et a valeurs dans [0, 1], on a 0 < f™(ugp) = up < f™(u1) = Up41 < 1.
Cela prouve que (u,), est croissante majorée donc convergente.
I.A.2) Si (z,), est une suite convergente de solutions de f(x) = x de limite
w alors w €[0,1] fermé et, par continuité de f en w, on a f(w) = w. Par suite
{x€[0,1] | f(z) = x} est une partie fermée de [0, 1] et non vide car f(1) = 1, donc
cette partie admet un minimum.
I.A.3) Par continuité de f en £ on a f(£) = £.
De plus ug = 0 < z¢ d’ou, pour tout n €N, par croissance de f", il vient
un = f™(up) < f™(xy) = x5 d'ol, par passage a la limite, £ < x5 et, par définition
de zf, on en déduit £ = zy.

I.B-g:2+ f(x) — x est de classe C? sur [0,1] et ¢ = f” > 0. La fonction ¢’
est croissante sur [0, 1] avec ¢’(0) = f/(0) =1 < 0et ¢'(1) =m —1 > 0 donc ¢’
posséde un zéro, noté «, dans ]0,1[. On en déduit le tableau de variations

m‘O a 1
g[ f0) N <0 0

Cela montre que g admet un zéro dans [0, 1] et donc que zy < 1.

I.C - Cette fois ¢’ est croissante sur [0,1] et ¢’(1) = m—1 < 0 donc ¢’ est négative,
g est décroissante sur [0, 1].

Si zy < 1 alors g est nulle sur [z, 1] et donc ¢g” aussi, d’ou f”(1) = 0, ce qui
contredit I’énoncé. Par conséquent = = 1.

D -

I.D.1) f(1—h) o 1-h+ %2]”/(1) +o(h?) car m = 1.
2

Enit = 1= flun) = 1= f(l=e0) = 20— 2f"(1) +0(c2)

1 1 1 1 { enf”(1)

L4 2+ ofe)| dloi

puis = — X T = —
Entl MO En 1 — ‘Enfg( )4 o(en) "7 En

I U 0]

En+1 Ep M—00 n—00 2

e/ 1 1 (1
I.D.2) Par Cesaro — Z ( - —) —_— ) soit encore
= \ekt1  Ex/ mooo 2
1 1 1 1
N A€ R SN M ©))
NEn Nney  n—oo 2 ne, n—oo 2

et donc, comme f"”(1) # 0,

En S nf"(1) ’
LE -
I.LE.1) La question I.C montre que ¢, n’est jamais nul.
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1—f(1-—
Entl _ f(—en) f'(1) = m < 1, la regle de d’Alembert montre la

En En n—oo
convergence de la série )" e, & termes strictement positifs.

2
Deplus eppy = 1- f(l—e,) = men = E?"f"(l) +o(g2)

—(n+1) —(n+1) 1
. m Ent1 m Ent1 enf"(1)
d’ou ln( po— )n:;o e, lago T om

—(n+1)
La convergence de Z In (m—snﬂ

) en découle.

m~"e,

I.E.2) Sil'on note L la somme de la série précédente, comme on a
N-1 —(n+1)

m & 1 _ _ , .
Z In (—M) = In(m Vey) — In(m~'e;) —— L on en déduit

T m~"e, N—oo
n=
/ N 7 . /

m Ney —— e’ ol L’ est un nombre réel. Par suite £, — eX m™.

N—0c0 n—oo

Partie 11

II.A -

I1.A.1) Question de cours
n
VneN, P(X +Y =n) :]P( U (X:k,Y:n—k)) dod
k=0

PIX+Y =n) = > PX = k)P(Y = n — k) par indépendance et donc, par

k=0
produit de Cauchy de séries absolument convergentes, sur [—1,1], on obtient
Gx+y = GxGy.
II.A.2) Gg, =1 =G%.
SiGg, = G’)“( alors, comme Si11 = Sk + Xk41 et comme les variables Sy et X1
sont indépendantes, la question précédente montre : G, ., = G5, Gx soit

Gsppy = G5 On a montré par récurrence : Vk €N, Gg, = G%.
I1.A.3) Pour tout n € N la formule des probabilités totales montre :
P(S =n) = Z P(S = n|T = B)P(T = k) = Z P(S, = n)P(T = k) car

SpetT 1ndependantes pour tout entier k, d’apres un theoreme du cours, puisque
(Xn,T),, o * sont indépendantes.

o0

Doncsi [¢t] < 1, Gs(t) = Y (Z P(S, =n)P(T = k‘)t”)

n=0
Notons U,k = P(Sk = n)IP’(T k)t"™. Pour tout k €N,

Zlunkl ZP Sk =n)t|" =P(T = k)Gs, (|t])
—IP(T k)Gk(|t|)—vk

Comme ka = Gr(Gxlt])), on déduit du théoréme d’interversion des suites
k=0
doubles que

vie] - 1,1 3 <§ P(Sy = n)P (T:k)t") = <§ P(Sy :n)IP(T:k)t")

n=0 k=0 \n=0

ie. Vte] — 1,1[,Gs(t) = Gr(Gx(1)).
IL.B - Sur [0,1[ on a G = (G4oGx)G.

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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Comme T et X sont d’espérance finie, G’ a pour limite E(T)E(X) en 1. Donc S
est d’espérance finie et E(S) = E(T)E(X).

II.C -

I1.C.1) Si X suit P()\) alors, si —1 <t <1, Gx(t) = e 217D,

I1.C.2) La variable aléatoire T représentant le nombre d’ceufs suit P(N).

Pour tout k€ N* on note X}, la variable aléatoire qui vaut 1 si 'ceuf numéro k
devient un insecte et 0 sinon ; ainsi X} est une variable aléatoire de Bernoulli de
parametre a.

T(w)
Le nombre S d’insectes vérifie Vw € Q, S(w) = > Xi(w), donc Gg = GroGx
k=1

d’apres ce qui précede ou X désigne une variable aléatoire de Bernoulli de
parametre a.

Comme Gy :t+— (1—a)+at il vient Gg : t — e~ **1=1) ainsi, comme la fonction
génératrice caractérise la loi, S suit P(Aa).

Partie I11

III. A -
ITI.A.1) Découle de II.A en admettant toujours, pour tout (k,n)

. Xpn,i est indépendante de X, 41 ;

-

=1

e > X, ; est indépendante de Y,,.
i=1

1=

= |l

ITI.A.2) La question II.B montre que, pour tout n € N, E(Y,,11) = mE(Y,,) et
donc E(Y,,) = m™ puisque que Yj est certaine égale a 1.

TIL.A.3)
a. (Y, = O))n est une suite croissante d’événements et donc, par continuité
croissante, P ( U@, = 0)> = lim P(Y,, =0) = lim ¢,(0).

n=1 n—oo n—oo

b. po=Idet,sineN, g1 = puof donc ¢, = fo---of = f™.
——
n fois
Done Vn €N, ¢n1(0) = f771(0) = f(¢n(0)).
Comme g admet une variance (finie s’entend) sa fonction génératrice, qui n’est
autre que f, est de classe C? sur [0,1], les fonctions f’ et f” sont positives

sur [0,1] comme sommes de séries entieres dont les coefficients sont positifs,
o0

f)=>pe=1 f(0)=p1 <lcarp <po+pr <let f'(l)=2ps >0
k=0

car ps =2 1 — (po +p1) > 0.

La partie I s’applique donc & ((pn(O))

n'

ITI.A.4) Si m < 1 la question I.C montre que lim ¢,(0) =z = 1.
n— oo

ITIL.B -
ITI1.B.1) Pour tout n € N*, (T =n) C (Yy_1 > 1),
dou P(T=n)<PY,-121)= Y P(Y,o1 =k) <E(Y,—1) =m" L.
k=1
Par domination Y nlP(T = n) converge et donc T admet une espérance finie.
I11.B.2)
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a. On vient de le montrer puis de l'utiliser.

b. Question de cours
SineN*, P(T =n)=P(T >n—1) —P(T > n) d’oi, en réindexant, si N € N* :
N-1

N N
> onP(T=n)=Y (n+1)P(T >n)— Y nP(T >n)

S
o

N-1
=S P(T' > n) - NP(T > N).
n=0
Or0 < NP(T > N)= > NPT =n)< > nP(T =n) —— 0car
n=N+1 n=N+1 N—o0

> nP(T = n) converge. Donc, quand N — oo, on obtient le résultat.

oo
1
c. (T>n)C(Yn21):>]P’(T>n)gmnéE(T)SZm”:—-
= 1-m

oo

ITI.C - Que signifie > Y, ? S’agit-il de convergence simple, uniforme, normale ?
n=1

Sur quel ensemble? On admettra qu’il s’agit de convergence simple et 'on

remarquera que si Y, (w) = 0 alors (Y,(w)) stationne & 0 d’olt la convergence
de Y Y, (w).

ITI.C.1) U (Yr = 0) est lextinction dont la probabilité est 1 d’apres ITL.A.
keN

I11.C.2)

a. Pour tout neN*, Z, < Z,,1 et donc (P(Z, < k))n est décroissante positive,
donc convergente ; notons ¢ sa limite.

Par continuité décroissante de P on en déduit que £ = P < N (Z, < k)) ou encore

n>1

0 =P(Z < k).
— 1) et d’apres ce qui

c.510<s<1, ne N*et K € N, par inégalité triangulaire

Gz, (s) = Gz(s)| <D |P(Zn = k) = P(Z = k)| s*

+ > [P(Zy=k)—P(Z=k)|s"
k=K+1

K oo
< P(Zy=k)-P(Z=k)|+ Y s
k=0 k=K+1
car,sik > K +1, |P(Z, =k) —P(Z = k)| <max (P(Z, =k),P(Z=k)) <1

K K+l
d'ott |Gz, (s) = Gz(s)| < X |P(Zn = k) —P(Z = k)| + T e qui est meilleur
-

que le majorant demandé. -
d. Fixons s dans [0,1] et € > 0.

irigés

. o

T
x
3
>
o
=
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s
On choisit ensuite K €N tel que 1 < € puis la question b. montre que

n— oo

K
> |P(Z, = k) —=P(Z = k)] —— 0 et on choisit ne € N* tel que, si n > n.,
k=0

alors i |P(Z, =k)—P(Z =k)| <e.
k=0

Alors n > ne = |Gz, (s) — Gz(s)| < 2e, ce qui montre que (Gz,), converge
simplement vers Gz sur [0,1[. De plus YneN*, Gz (1) = 1 = Gz(1), la
convergence simple a donc lieu sur [0, 1].

IT1.C.3)
a. Z1 = 147Y] et les variables 1 et Y7 sont indépendantes, d’ou Gz, = G1Gy,, soit
Gz, s sf(s).

b. Découle de la convergence simple précédente et de la continuité de f sur [0, 1].
c. Vs€[0,1[, G%(s) = f(Gz(s)) + sf'(Gz(s))G%(s)

dott [1 - sf’(GZ(s))}G’Z(s) = f(Gz(s)).

Quand s —» 1, 1 — sf’(GZ(s)) —1—met f(GZ(s)) — 1. Si m < 1 cela prouve

que G%(s) — - et que, si m = 1, G’%(s) n’a pas de limite finie, donc tend

1—
vers +00.
Partie IV
1 o= /t\F 1 1
IV.A - Vtel0,1 t) == 2) =2 =
0l 1= 13 () =ty =5

IV.B - f([0,1]) C [0,1[ et, VnEN, ¢, = fo---of, dout ¢, ([0,1[) C [0, 1[.
f“
1 1 22— p,() 1

IV.C - app1(t) —an(t) = - - B
nall) = () o=l e =1 o)1 pa(t) -1

d’ou

any1(t) —ap(t) = —1.

1 1+n—nt 1 P
IV.D-an<t>=ao<t>—n=t?1—7;= N RS
t—1 n+(1—-n)t
o) = T T T T T
IV.E - Sur [0,1] on a
so<t>”1+(9”“>nl)nl+ :
n " n n n n(1+n—nt)
n—1 1 I n-1 1 3 )
n n(n+1) = 1- 25 n n(n+1)1cz—:(n+l)
n—1 1 n

d’ont P(Y, =0) = + =

i *
et,si keN", ]P’(Yn:k):m‘

IV.F - Quelle est cette variable T, celle définie dans II ou le temps d’extinction ?
Parions pour la deuxieme hypothese.
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1
(T>n):(Yn>1):>P(T>n):1_]p(yn:0):?.
n
Si T était d’espérance finie la série de terme général P(T > n) convergerait, ce qui

est faux. Donc T n’est pas d’espérance finie.

IV.G - III.C.3 montre que, sur [0,1], Gz(s) et donc Gz(s) est

B s
2 Gz(s)
racine de X2 — 2X + s d’olt, pour tout s€[0,1[, Je(s)€{-1,1} tel que 'on a
Gz(s) = 14€(s)V/1 — s. Comme Gz < 1lafonction ¢ est égale & —1. Par continuité
cela montre Gz(s) =1 —+/1 — s sur [0,1].

Nt 2n — 2)!
On développe en série entiere sur [0,1] : Gz(s) = nz::l 22n(_+(n)_1)!3" d’ou
o . L (2n — 2)!
P(Z=0)=0et,sin>1, P(Z—n)_m.
Partie V

n—1

VA - W, =kn (ﬂ (W,;ék)) Cc (W, = k) donc , si s€[-1,1], on a
i=1

|y 8™ < P(W,=k) d’ot 'absolue convergence de Y u,, s™.

Il en va de méme pour S ull)s™.

V.B -

V.B.1) Si chaque individu de la génération 0 a deux fils alors W; > k donc
0 < ph <P(W; > k).

n>1

V.B.2) Si py > 0 alors P ( N (W, # k)) >P(W; =0) =pk > 0.
Si, au contraire, pg = 0, pour tout n > 1, P(W,41 > W,,) =1 d’ou

]P’(ﬂ(Wn;ék)> SPh<Wi<Wa< ) =P(W,>k)=1—-pk>o0.
n>1

V.C -

V.C.1) Si A, est 'événement «la suite des W), prend la valeur k pour la r-ieme
fois au rang n» alors (A4, , N An—i,r—l)lgign_l est une partition de A, , car il
faut bien que la valeur k soit prise pour la (r — 1)-iéme fois & un rang compris

n—1
entre 1 et n — 1. Donc uEZ") = > IP(An,T|An_i,T_1)u(T7il) d’apres la formule des
i=1

n—
probabilités totales.

Si A,—;r—1 est réalisé on peut considérer la génération n — i comme génération
originale et constater qu’ainsi P(A,, ,|An—;r—1) = P(A4;1) = w;, d’on Pégalité

n—1
u) = > wiul""Y.
i=1

n—

V.C.2) Par produit de Cauchy la question précédente montre que l'on a :

U, =UU,_1 et donc, par récurrence, U, = U".

V.D -

V.D.1) SireN%, U(1) = U (1) = S uf) = P(S,) ot S, est I'événement

n=1

« (W) prend au moins r fois la valeur k» car, par définition, on a

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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ug) = P(n = min {peN* ‘ W, = k pour la r-ieme fois}). La suite (S,),>1 est
décroissante donc, par continuité décroissante de P, il vient :

7’21 700 r—00

P ( N S| = lim U"(1) = lim (1—w)" =0 ce qui revient & dire que (W,,),, prend

la valeur k une infinité de fois avec une probabilité nulle.

V.D.2) Tout comme dans V.B.2 la probabilité que (Y,), ne prenne jamais la
valeur k est strictement positive puis on suit la méme démarche que dans la
question précédente en considérant la premiere fois que la suite (Y},), prend la
valeur k pour la r-ieme fois.

'%

) = (0 par hypothese.

(A,
n) on en déduit P ( U An) =

neN

A
V.E - Si NeN, IP’(U A,
n=0

N

Comme]P’(U An): lim P(

neN N—oc0

Par complémentarité P (] A,
neN

v
I ||C2<|1M2
—

V.F - Encore une fois totalement hors programme car (Y},),, est une suite définie
sur ).

Immédiatement o + 5 < 1

Si ke N* soit Dy, Iévénement «il existe ng € N* tel quen=ng=Y,>k».

Dy, C «(Yy,)y reste un nombre fini de fois dans [0,k]» d’ou P( Dy, ) < a d’apres
la question V.D

Comme (Dy,), est décroissante, P ( N Dk> >1—q,s0it f 2 1—a,dona+p =1.
k=1

Ce probléme est largement inspiré d’un probleme de Centrale PSI.



Equations
différentielles

Dans ce chapitre K désigne R ou C, I est un intervalle de R non réduit a un point.

Conformément au programme, seules les équations différentielles linéaires seront
étudiées.

Généralités

¢ Equations différentielles scalaires d’ordre n > 1 : c’est I’écriture

(£) ao(t)y™ +ar()y" ) + -+ an(t)y = b(t)
ol ag,...,an,b sont n + 2 fonctions de ]-"(I, K) telles que ag soit non nulle.

e b est le second membre de (£).
e (£) est dite homogene si b = 0. On note (H) : agy™ + a1y +---+a,y = 0.
o (L) est dite a coefficients constants si les ax sont des constantes.

e Si J est un intervalle de R contenu dans I et non réduit & un point, f € D™(J,K)
est une J-solution de £ si pour tout ¢t € J,ag(t) f™ (t) + - - + an () f(t) = b(t).

o iy € I tel que ap(tp) = 0 est un point singulier de (£).

e Résoudre ou intégrer (L), c’est obtenir toutes les solutions de (£) sur tous les
intervalles possibles contenus dans 1.

e S;(L) (resp. S;(H)) est 'ensemble des J-solutions de £ (resp. de (H)).

e S;(H)) est un sous-espace vectoriel de D™ (J,K).

e S;(L) est soit vide, soit un sous-espace affine de direction S;(H).

n

Ceci est une conséquence de la linéarité de I'application y — Z aky("*k).

k=0

I1. Equations linéaires scalaires d’ordre 1

1. Théoréme
Soit (L) : y' = a(t)y + b(t) ot a et b sont des fonctions continues sur I a
valeurs dans K, S;(L) est une droite affine de C'(I,K).
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Démonstration

t
a € C(I,K). Elle possede donc des primitives sur I. Soit P : t — / a(s)ds,ty € 1,
to

l'une d’elles. On a: y € S;(L) <~ (Vt el, % (e_P(t)y(t)) = e_P(t)b(t)> (1)

t
(1) <= 3IC KVt e I,e PWy(t) = / e PWp(u)du + C.

to

to

(1) <= 3ICeK,Vte,yt) = (/t e PWp(u)du + C> eP®,

ce qui met fin & la démonstration. En effet :

(i) si (W) est y’ = alt)y, y € Si(H) «= (3C €K Ve e Ly(t) = CePD).
(ii) f € S1(L) = (f =fotg.9€ SI(H)>-D

2. Remarques
e Si (to,90) € I x K, il existe une unique f € S7(£) telle que f(to) = yo.
En effet, f(tg) =yo <= C = yp.

e La démonstration est algorithmique. Autrement dit, elle constitue une (la?)
bonne méthode de résolution de (£). Nous la conseillons vivement & nos lecteurs
étu?iiants. Evitez la méthode dite de variation de la constante ou des considérations
de &Y.

)
e Si l'on connait deux solutions distinctes de (£) sur I : fi, f2, la solution générale
de (£) est f = f1 + A(f1 — f2), A parcourant K.

En effet, fi — fo est solution non nulle de H sur I.

3. Exemple

Résoudre sur chacun des intervalles Iy =] — oo, —1[, I =] — 1,1], Is =]1,+o0|
(£1) (#2 =1y +ty+1=0

Solution

Sur les intervalles considérés, on peut écrire : (£1) <= v’ = a(t)y + b(t).

t
ou a(t) = 12 et b(t) = T ¢ et b sont continues sur les I;,1 < j < 3. Avec
1
les notations de la démonstration précédente, P(t) = —3 In |1 — ?|. Donc
d VIEE =1
(L1) = Ve Lo (VIP=1y(t)) = %

d 1 d -1
3 , — — 12 = — i y— 2 - = :
sit € Iy dt( 1—t¢ y(t)) metsnﬁEIlUIg dt< t ly(t)) T
1
Donc : 3 Cy e RVt € I, y(t) = (Cg + arcsin(t)). De méme,
V1—t2

1 2
30, eRVEE€ I y(t) = m(q —ln‘t—i— N 1D

1
305 € RVt € Iy, y(t) = m(cg —In(t+ V2 -1 )).
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4. Raccordement des solutions

Soit & résoudre (L) : apy’ + a1y = b olt ag, a1, b sont continues sur I = Jtg, tpt1]-

e Si ag ne s’annule pas sur I, le théoreme I.B.1. permet de conclure.

e Si par exemple Z = {t el | Cl()(t) = 0} = {(ti)1§i<p|t1 <ty <L < tp},
apres avoir résolu (£) sur chaque intervalle |¢;, t;41[, ¢f. définition de l'expression :
résoudre I’équation différentielle (I.A.), il faut voir s’il est possible de raccorder les
solutions. Pour mieux comprendre, reprenons un exercice précédent.

(L1): (> = 1)y +ty+1=0.
Cette équation a déja été étudiée sur I, I et I3.

(i) Recherche des solutions sur | — 1, +oo[ = J;. Procédons par analyse-synthese.
S’il existe f € Sy, (£1) alors il existe (C1,Cs) € R? tels que :
Cy + arcsin(t) Cs—In(t+vVt2—1)

sitely, ft) = == ysite Iy, f(t) = =T S f(1) = -1

Noter que f(1) = —1 par substitution de ¢ par 1 dans (£4).
SiCy # —g et C5 # 0, alors lim | f| = +o0 et hI_P |f] = 400 et f n’est pas continue
1- 1

en 1. Donc si f existe, elle est unique et définie par :

— arccos(t) I It +V2-1) e 1 .
ﬁ’blte 3, f(t) = V1 Jf()=-1. (1)
Montrons existence. Soit f définie par (1), elle est Ir-solution et Is-solution. Pour
montrer qu’elle est Jy-solution, il suffit de montrer qu’elle est dérivable en 1. La
méthode directe est possible, mais les calculs sont pénibles. Examinons en une

autre avec des calculs moins fastidieux.

site IQ,f(t) =

Le changement de variable t = x + 1 transforme y en z qui est solution de :
(L) : (22 +22)2 +(x+1)z2+1=0
Recherchons les solutions développables en série entiere de (L3).
Siz(z) = Zanx” pour x €] — R,+R[, et R > 0, alors 2'(z) = Zn@nznfl
n=0 n>1
d’apres le théoreme de dérivation des séries entieres. Pour tout €] — R, +R],

(22 + 27) Z na,z" "t + (z +1) Z apz™ +1=0.

n>1 n=0
Ve €] — R, +R[,1+4 ap + Z ((Qn + Day, + nan_l)xn =0.
n>1
De l'unicité des coefficients du développement en série entiere de la fonction nulle,
— 1
on déduit ag = —1 et pour tout n > 1, a,, = 7nan_1. Comme —
2n+1 Qp—11 n—oco 2
—1)™n! —2\(n! 2
R = 2. Par récurrence on obtient : a, = (=1)"n = 7( )" () .
(2n+1)...5.3 (2n+1)!
(_1)n+12n(n!)2
Donc z : z Z ~———— 2" est 'unique solution développable en série
= (2n + 1)!
entiere en 0, de (L2). La fonction z est une solution de (£5) sur | — 2,2[. Donc
gt z(t —1) est solution de (£1) sur | — 1,3[. Par suite g = f sur | — 1,3|
d’apres I'unicité de la solution de (£;) sur | — 1, 4+o0[. En tant que somme d’une

série entiere de rayon de convergence 2, z est de classe C* sur | — 1, 3[. Donc g est
dérivable sur | — 1,3[. D’ou f est dérivable en 1.
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(ii) Recherche des solutions sur | — 0o, 1[= Ja.

Comme dans le cas (i), on montre que (£1) a une unique Ja-solution h définie par
™ .
B E—I—arcsm(t) . B ~Inft+VEZ 1|
h(t) = 2—————sit € I, h(t) =
V1—t2 2 —1

(iii) Recherche des solutions sur R.

sitel, et h(—1)=1.

Si y est une R-solution de (£1), alors y = f sur ]—1, 4o00[. Comme f(t) —— -
t——1

y ne peut étre continue en —1 et (£1) n’a pas de R-solution ie. Sg(L1) = 0.

III. Equations linéaires du premier ordre

1. Définitions

1.1. Définition

Soient F' un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, a une application
continue de I dans L(F) et b une application continue de I dans F.

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre I’écriture :

(L) ' = a(t)x + b(t).
On appelle équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre
(H) ' = a(t)z.

1.2 Définition
Si J est un intervalle non réduit a4 un point de R contenu dans I, on appelle
J-solution de (L) toute fonction ¢ : J — F dérivable telle que :

Vit e J, ' (t) = a(t)p(t) + b(t).
On note S;(L) Pensemble des J-solutions de L.
Etant donné (ty, o) € J x F, le probléme de Cauchy consiste a trouver
une J-solution ¢ de L telle que ¢(ty) = xo.

1.3. Remarques
e S;(H) est un sous-espace vectoriel de C1(J, F).
e S;(L) est 0 ou un sous-espace affine de C1(J, F') de direction S;(H).

e La résolution d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n > 2 équivaut
a celle d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.
En effet, si (£) : y™ 4+ a1y Y +.. .4 a,y =b. Alors £ <= X' = A(t)X + B(t)

ot X est la matrice colonne telle que ‘X = (y v --- y™ ), B(t) la matrice
colonne telle que tB(t) =(0 0 --- b(t))et A(t) la matrice carrée définie par
0 0
0 0 1 :
A(t) =
0 0 1

—an PR e .. —aq
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1.4. Ecriture matricielle ou sous forme de systéme
Notons B = (ey, ..., e,) une base de F, A(t) = (a;, j(t)) = Mpg(a(t)) la matrice de

a(t) dans la base B. On a : b(t Zb Jei et o(t) Zgol )e;. On écrit :
=1

(L) Vi e [1,n], 2, = (iai,jxj) +b;

j=1

P €5,(L) = Ve g vie[Lnlgi(t) = (3 aiy(es(0) +bilt).

2. Théoréme de Cauchy linéaire

Soient F' un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, a une application
continue de I dans L(F) et b une application continue de I dans F. Pour
toel et xg € F, il existe une unique I-solution ¢ de (L) telle que p(to) = xo.

Démonstration (non exigible)

Notons N une norme sur F et ||.|| la norme subordonnée sur L(F).
Posons f(t,z) = a(t)x+b(t). En utilisant le théoreéme sur les primitives de fonctions
continues, on définit, par récurrence, la suite (¢, )n>0 de fonctions de classe C! sur

t
I en posant : g (t) = g et ppy1(t) = / f(s7 gon(s))ds pour tout ¢ € I.
to

Si K est un compact de diametre h inclus dans /. Comme a et b sont continues
sur K, il existe k = max lla(®)|| et M = mz}g(]\f(f(t,xo)) dans R,.. Donc :
€ te

V(t,z1,x2) € K X F x F, N(f(t,x2) — f(t,21)) < kN(zg —21). (%)
(hk)n—l
e Montrons que : Vn > 1,Vt € K, N (¢, (t) — ¢n-1(t)) < Mh—=—-
Mgt
(HRn) : Vit € Ka N(@n(t) - @n—l(t)) < nl It - t0|n
(H Ry) est vérifiée d’apres 'inégalité de la moyenne car o1 (¢ / f(s,x0)ds

Soit n > 2 ; supposons (HRn 1). Pour t € K,
N(galt) ~ pna (1) < | / (5, 0n1(5)) — F(s. n-a(s)))ds|
(x) = Vit € K,N(fu,son,l( ) = 1t pu-a(t))) <k N(pnr(t) — pu-alt)).

b MEn?
Donc : N(n(t) — @n-1(t)) < ‘ /t k =1 |s — to|"_1ds‘.

Mgt ME™ 1 (t — o)™
Vi e K,t > tyg, N(pn(t)—pon_1(t)) < —— —to)" lds = ——— 2.
€Kt 2 to, N(pult)=pn 1) < [y [ (st s -

Mknfl to B Mkn71 to — )"
WEKJ<%N@ManN»§m_m/(%ﬂWI@:éf).

D’ou (HR,,) et, d’apres le théoréme de récurrence, (HR,,) pour tout n.
Sitel, |t —to] <hetlerésutat est prouvé.

e Montrons que la suite de fonctions (¢, ) converge uniformémént sur K.
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n—1
o, = Mhi(hk)
n!

est le terme général d’'une série a termes réels positifs conver-

M
gente (de somme - e"® si k # 0). Donc la série de fonctions (> (en — @n,l))n>1
converge normalement a fortiori uniformément sur K. Les fonctions ¢, étant

continues sur I, la somme S de la série est une fonction continue sur I. Or
n

On = o + Z(gpk — SDk—l), donc (¢,) converge uniformément sur K vers la
k=1
fonction ¢ = g + S € C(I, F).

e Montrons que ¢ € S;(L).
Comme @n(to) = xg pour tout n, on a gp(to) = x( par passage a la limite.
Prenons, dorénavant pour compact K le segment d’extémités ¢, et ¢, pour t € I.
L’application de (x) avec 21 = p(z) et z2 = ¢, () donne :
N(f(t, () = ft,on(t)) < kN (o(t) — @nlt)).

Soit g, (t) = f(t n(t)) et g(t) = f(t, ¢(t)). Comme (p,) converge uniformément
sur K vers ¢, on déduit de I'inégalité précédente, que (g, ) converge uniformément
sur K vers g. D’apres le théoreme d’intégration des suites de fonctions continues sur

t t t
un segment, / gn —— [ 9. Or puyi(t) = %o +/ gn €t Pnp1(t) —— @(t).

to tO

tO n—oo

¢

Donc, pour tout t € I, o(t) = yo + / f(s,¢o(s))ds. De la continuité de
to

s— f (s7 go(s)) et du théoreme sur les primitives de fonctions continues, on déduit

Pexistence d’une solution ¢ de L prenant la valeur xg en tg.
e Montrons 'unicité.

Supposons I’existence d’une fonction ¢ dérivable sur I telle que ¢'(t) = f (t, w(t))
sit e I etque(ty) = xo. Notons b = ma]?N(z/J(s) — xp) ot K est un segment
se

d’extémités tg et t, pour t € I. L’existence de b découle de la continuité de ).
Puisque 1 est une I-solution de L telle que ¥ (tg) = xo, on peut écrire, pour tout

t
tel,y(t)=yo+ / f(s, w(s))ds. En opérant comme précédemment, on montre
to

k™|t — to|™ kh)™
par récurrence que : Vt € I,VYn € N, N (¢(t) — ¢ (t)) < | ' ol <b ( |) :
n! n!
kh)™ kh)™
Comme Z( ) converge (et a pour somme "), on a (kh) —— 0. Donc

n! n! n—oo

©n(t) — 1(t). D’apres Punicité de la limite, 1(t) = o(t) pour ¢ € 1.0
n—oo

3. Cas homogeéne

3.1. Théoreme
Soient F' un K-espace vectoriel de dimension finie, a une application continue
de I dans L(F) et tg € I. L’application ®;, : S;(H) — F, ¢+ ¢(to) est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels . En particulier, si la dimension de F'
est n > 1,S7(H) est un sous-espace vectoriel de C*(I, F) de dimension n.

Démonstration

La linéarité de ®;, est immédiate et ®,, est bijective d’apres 1.C.2.0
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3.2. Corollaire 1
Soient F' un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, a une application

continue de I dans L(F) et (H) Déquation d1fferent1e]le 2 = a(t)x. Si
p € [1,n], les I-solutions ¢1,...,p, sont linéairement indépendantes si,
et seulement si, il existe to € I tel que les vecteurs ¢1(to), - - -, p(to) sont
linéairement indépendants dans F. Si c’est le cas, pour tout t € I, les
vecteurs 1(t), ..., pp(t) sont linéairement indépendants dans F'.

Démonstration

Conséquence du fait que les ®,, sont des isomorphismes d’espaces vectoriels. O

3.3. Définition
| On appelle systéme fondamental de solutions de (H) toute base de St(H).

3.4. Remarque
On déduit du corollaire 1 que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (®1,...,%n) est une base du K-espace vectoriel St(H).
(ii) II existe tg € I tel que (¢1(to),- .., pn(to)) est une base de F.
(iii) Pour tout t € I, (1(t),...,pn(t)) est une base de F.

4. Cas général

4.1. Corollaire 2
Soient F' un K-espace vectoriel de dimension finie n >
b e C(I,F) et (L) I'équation différentielle x' = ( )x +
S1(L) est un sous-espace affine de dimension n de C*(I, F).

L a € C(I,L(F)),
)-

b(t). L’ensemble

Démonstration

La non vacuité de S;(L£) est assurée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire.
Sr(H) étant un K-espace vectoriel de dimension n d’aprés le corollaire 1, S7(£)
étant un sous-espace affine de direction S7(H), le corollaire est prouvé. O

4.2. Wronskien

Avec les notations de I.C.1.3. si (¢1,...,¢,) est un systéme fondamental de
solutions de (H), W défini par W (t) = det(R(t)) = detg(w1(t),...,pn(t)) est
appelé le wronskien de (g1, ..., p,) dans la base B.

5. Variation des constantes
Soit (¢1, - - ., pn) un systéme fondamental de solutions de (H) et (C1, ..., Cy)
un n-uple de fonctions de D(I,K).

o= Crpr€Si(L) <= Vtel,Y Cpt)pr(t) =b(t).

k=1 k=1
Démonstration
¢ = ch% + ZCWJC = chsﬁk + chfwk = ZC’ksak + ap.
n Cl( )
Donc ¢’ =ap +b < ZC,Q(pk:b@VteI,R() =0b(t).O0

= Ca(t
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6. Cas des équations a coefficients constants
Dans ce paragraphe (L) est Péquation ' = ax + b(t) ot a € L(F) et b € C(I, F)
et (H) léquation ' = ax.
Dans le cas ot F' = K", les matrices X et B(t) sont éléments de I, 1(K) ; (L) est
I'équation X' = AX + B(t) ot A € M, (K) et (H) I'"équation X' = AX.
6.1. Cas général
Rappelons que :
o ¢t ! =exp(ta) est de classe C* sur R et ¢/(t) = aoe!® = e%oa.
e Pour (s,t) € R? ef0e%® = e%%0el® = elstt)a,
En effet, (sa)o(ta) = (ta)o(sa) = (ts)a® puisque (L(F),+,0,.) est une K-algebre.
Théoréeme

| La solution de () prenant la valeur xq en tq est la fonction t — e(t=t0)ag.

Démonstration
Avec les notations du rappel, e(t=%)% = o (t — t,). L’application g : t — e(t~to)ag,
est dérivable sur R et ¢'(t) = (aogo(t — to))xo = ag(t). Or g(tg) = p(0)zp = x0;
donc g est solution de ' = ax et x(ty) = . Du théoréme de Cauchy-Lipschitz
linéaire on déduit I'unicité de la solution de H telle que x(tg) = 2.0
Théoréme (expression intégrale de la solution)
La solution de L prenant la valeur xq en ty est la fonction :
t
t— elt—to)ag, 4 / e(t=9)%(s)ds.
to

Démonstration

v e S (L) — Vtel, % (e*tax(t)) = e~tep(t). (1)

t
(1) < Jce FVtel,etoz(t) = et“/ e b(s)ds + c.

to

¢
(1) <= Jece Fvtel,x(t) = et“c—i—/ e *%ds.

to
z(tg) = 19 < e'% = . Dol la conclusion du théoréme. O

6.2. Cas ou A est diagonalisable dans K
Premiére méthode : il existe P € GL,(K) tel que A= P D P! ou
D = Diag(\1...\,). Onpose X = PY et (L) = (£1):Y' = DY + P~1B(t).
(El) — Vie [[l,n]],Vt S Ly{ = )\Z’yl +gi(t).

(L1) <= Vi€ [l,n],Vtel, % (e**ityi(t)) = e Mtg(t).

¢
(L1) <= Vi [l,n],36; € KVt € I,y;(t) = Bie? +/ i) g (s)ds.
to

La solution générale de (£) s’obtient avec X = PY.
Exemple
' —bx + 2y = e,

Résoudre le systeme différentiel suivant : { Yt — Gy =t.
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_ t
1l géerit X' = AX + B(t) ot A = ( 5 2) X = (‘U) B(t) = <€ )
-1 6 Y t
Le polynome caractéristique de A est A2 — 11\ + 28 = (A — 4)(\ — 7).

Un vecteur propre associé a la valeur propre 4 (resp. 7) est (?) (resp. (_11 ))

2 1 1/1 1
_ -1 .8 p_ -1 _ * )
A=PDP ouP—(1 _1) et P —3<1 2)

Avec les notations précédentes, (£1) : Y’ = DY + P71B(t),Y = <z>

1
o =du+ (et + 1),
(L) = %
v ="Tv+ g(et —2t).

En déterminant une primitive de ¢t — te ™%t en intégrant par parties ou en écrivant

quelle est de la forme (ct + d)e~*, on obtient :
1 d ldp e3t 1 1
B R
u u+3(e +t) — g \e u(t) 3 3 1 t+4 e
1ret 1 1
D’oﬁ:EIaeR,VteR,u(t):oze‘“—g[%—&—z(t—i—z)}-
t

1 1
En procédant de méme, on obtient v(t) = B + 3 [ - % + - (t + ?)}

[\

On conclut en écrivant : ¢ =2u+vety=u—v

Deuxiéme méthode : si \i,---, )\, sont les valeurs propres de A dans K et
(X1,...,X,) base de vecteurs propres associés aux A;, la famille (1, ..., p,) telle
que @;(t) = e** X; est un systéme fondamental de solutions de (#). En effet, pour
tout i € [1,n], ¢i(t) = A\iwi(t) = Ap;i(t). Si R(t) est la matrice de M, (K) dont les
colonnes sont les coordonnées des vecteurs p1(t),. .., p,(t) dans la base canonique
de K™ on a: det(R(0)) = detg (Xl, ... ,Xn) # 0 car (Xy,...,X,) est libre puisque
A est diagonalisable. D’apres un théoreme précédent, (¢1(0), ..., v, (0)) étant libre
dans K", (p1,...,pn,) est un systéme fondamental de solutions. R(t) = Pe'? ol
P =[X; - X,]. Donc R(t)R(0)~! = R(t)P~! = PetPP~! = ¢t4,

Le théoreme 2 permet d’achever la résolution de (£) puisque :

elt=M = etesA = R(t) (R()

On peut aussi utiliser la méthode de variation des constantes puisque 'on a un
systéme fondamental de solutions de (H).

Exemple

' =6z — 3y + &5,

Déterminer les fonctions z et y telles que z(0) = y(0) = 0 et { =%ty + A,

Avec les notations précédentes, on a : 1 (t) = €3 (1) et po(t) = et (3)

2
e3t 36415 - 1 _26—35 36—35
Donc R(t) = (egt 26‘“)' D'ou (R(s)) = < o—ds 4S>.

—€

t 3t 4t 5t
-1 ) z(t) = be’? — 6e* 4 2e°" — 1,
Donc X (t) = R(t)/o (R(s)) " B(s)ds ie. { y(f) — 5edt — det 4¢3t — 9,
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6.3. Cas ou A est trigonalisable
Il existe P € GL,(K) tel que A = PT P~! o T est triangulaire supérieure.
Onpose X =PY et (L) = (L2):Y' =TY + P 1B(t).
La derniere ligne de (£3) est de la forme y), = Apyn + hn(t). Dot yy, ().

Une fois fixée une solution de cette équation, la ligne précédente est une équation
linéaire du premier ordre en y,_1,etc. ..

Exemple
;L .
Résoudre le systeme différentiel suivant : x, = +y+sin(t),
y = —x+ 3y.
e v N 1 1 x sin(t)
Il s’écrit X' = AX + B(t) ou A = 1 3 , X = Y ,B(t) = 0 .

Le polynéme caractéristique de A est (A — 2)2. A # Iy, donc A n’est pas
diagonalisable. Trigonalisons la puisque son polynome caractéristique est scindé
sur R. Le sous espace propre associé a la valeur propre 2 est la droite vectorielle

engendrée par le vecteur (1,1) de R2. Soit la matrice de passage P = <1 (1)> .
Alors P71 = 1o et PT1AP =T = 21 . Posons Y = |

-1 1 0 2 v
u' = 2u+ v+ sin(¢),

v = 2v — sin(t).

%(e*%v(t)) = —e sin(t) = me(e(’Qﬂ')t),

Donc : v' = 2v —sin(t) <= %(e_%v(t)) = %[%m(e;—?;)t)]

1
Dot : dJa € R, Vi € R o(t) = 5(2 sin(t) + cos(t)) 4+ ae®.

(L1):Y' =TY + P1B(t) < {

v/ =2v —sin(t) <=

1
u =2u+v+sin(t) <= v =2u+ 5 (7 sin(t) + cos(t)) + e’
En procédant de méme, on trouve :
1
38 € RVt € R,u(t) = (at + B)e* — % (13 sin(t) + QCos(t)).
1
2(t) = u(t) = (at + B)e* — = <1SSin(t) + QCos(t)),

y(t) = u(t) + v(t) = (at + B+ a)e? — 2715 (3 sin(t) + 4c0s(t))~

X =PY =

IV. Equations scalaires d’ordre 2

1. A coefficients constants (rappels)

1.1 Théoreme
Soit H : y" + ay’ + by = 0 out (a,b) € C?; f(r) = 1%+ ar + b son polynéme
caractéristique de discriminant A = a? — 4b.
(i) Si A # 0, f(r) a deux zéros distincts 1, rs.
yESr(H) <= I\, u) € C2,Vt € R,y(t) = Ae™! + pemt.
(ii) Si A =0, f(r) a un zéro double 1.
y € Sr(H) < I\, u) € C2Vt € R,y(t) = e™t(\ + put).
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1.2. Théoréme
Soit H : y" + ay’ + by = 0 out (a,b) € R2.
(i) Si A > 0, f(r) a deux zéros réels distincts 11 = o + 3,12 = a — .
y € Sp(H) <= I\, p) € RVt € R, y(t) = et + pe™?.
y € Sr(H) < 3I(v,7) € R2 )Vt € R,y(t) = e®* (v ch(Bt) + Tsh(Bt)).
(ii)) Si A <0, f(r) a deux zéros 11 = a+if, 12 =71 ot (a0, B) € R x R*.
y € Sp(H) < I(v,7) € R%,Vt € R,y(t) = e**(v cos(Bt) + Tsin(Bt)).
(iii) A = 0, f(r) a un zéro double 1.
y € Sr(H) < I\, n) e RZVt € R, y(t) = e™t(\ + put).

2. Cas général

2.1. Théoréme

Soient ty € I,(zo,7}) € K2, (a,b,c)€(C(I,K))%. Il existe une unique I-
solution f de (L) : " + a(t)z’ + b(t)x = c(t) telle que f(ty) = xo et
f'(to) = zp.
Démonstration
Comme dans 1.C.1.3. posons X = ;,) ,B = ((c)) JA= <Ob 1a>' Alors :
(L) <= X' = A(t)X + B(t). Le théoréme est une conséquence de 1.C.2.0

2.2. Théoreme
Soit (a,b,c) €(C(I,K))3. Si (L) : " +a(t)z'+b(t)x = c(t), alors S;(L) est un
plan affine de C*(I,KK) de direction S;(H) ot1 (H) : 2" + a(t)z’ + b(t)x = 0.

Démonstration
Il suffit d’utiliser les notations de la démonstration précédente et d’appliquer les
résultats de I.C. & F = K?.0O

2.3. Wronskien
Définitions
Soit (a,b) €(C(I,K))%. Si (H) : 2" + a(t)z’ + b(t)z = 0, alors toute base de
S1(H) est appelée un systéme fondamental de I-solutions. Siu et v sont des
I-solutions, W = uv’ — v'v est le wronskien de ces solutions.

Propriétés

Avec les notations de la définition précédente,

a) W'+ aW = 0.

b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (u,v) est une famille libre, (i) Jtg € I, W(tp) #0, (i) Vt € I, W(t) # 0.
Démonstration

a) W' = wv” — u”v et vérification facile.

b) a été prouvé en 1.C.3. (¢f. notations de la démonstration de D.2.1.) O

3. Résolution de £

Notons (£) : y” + a(t)y’ + B(t)y = y(t) ot («, 8,7) € (C(I,K))3.
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D’apres 1.C.5. et les notations de la démonstration de I.C.2. on a :

3.1. Théoréme (méthode de variation des constantes)
Si P'on connait un systéme fondamental (u,v) de solutions de H, on cherche
une solution particuliére de (L) sous la forme y(t) = 1 (t)u(t) + c2(t)v(t) ou
c1 et ¢y sont de classe C* sur I et déterminées par ¢,U + ¢4V = B ou

()= () ()

Résoudre sur 0, +oo[ I'équation différentielle (£) : y” + 3y’ 4+ 2y = —5—e™".

x
(H) : y" +3y"+2y = 0 a pour polynéme caractéristique r2+3r+2 = (r+2)(r+1).
Donc : y € Sg(H) < I\, u) € R2,Vz € R, y(x) = e % + pe 22,

f €Sk (L) == F(cr,e2) € (C(R},R))?, Vo € RY, f(z) = cr(x)e™” +ea(z)e "

Exemple

ch(m)e™® + ch(x)e 2 = 0,
cy, ¢y sont déterminés par le systéme : , . or—1
12 P Y —ci(x)e™™ — 2ch(z)e > = —5— e .
x
C r—1 , l1—-z e . . 41
D’ou ¢} (z) = — et ch(x) = e Par une intégration facile on en déduit :

1 xr
c1(z) = In(z) + . + et ca(x) = —% + p pour z €]0, 400[.

y € Spy (L) <= 3\, p) € R*, Vo €]0, +oof,y(x) = e~ In(z) + Xe™™ + pe~>".
3.2. Si ’on connait une solution particuliere

Soit u une solution de H ne s’annulant pas sur un intervalle J non réduit a

un point. y = uz € S;(H) si, et seulement si, Z = u?2’ € S;(G) ot G est

une équation différentielle scalaire du premier ordre.

Démonstration
Siu € S;(H) et ne s’annule pas sur J, pour y € S;(H),z = Y est définie sur J.
u
y=uz=vy =uz+uz =y =u"z+ 27 +uz’. Comme av” + bu’ + cu = 0,
yeS;(H) «= auz’ + (bu+2au)2 =0 <= a(u®s) +bu?2)=0 (1)
t
b
Soit Z(t) = exp ( / —ﬂds) (1) est équvalent & u2(t)2'(t) = AZ(t) pour ¢ € J.

o als) ,
Z
Donc, pour tout t € J, 2(t) = pu + )\/ 2(8)
to u3(8)

On obtient ainsi toutes les J-solutions de H, car les deux fonctions u et h (définie

par h(t) = u(t) /t 52((?)

les propriétés du wronskien vues précédemment, (h'u—hu’)(tg) = Z(tp) =1 # 0.0

ds et y(t) = u(t)z(t).

ds) constituent une base du plan S;(#). En effet, d’apres

3.3. Recherche d’une solution développable en série entiére

Cette méthode a déja été développée au chapitre 8. Elle peut étre pratique lorsque
I’équation différentielle est a coefficients polynomiaux.

Notons que nous ’avons justifiée en exercice, au chapitre 8 lorsque les coefficients
sont des fonctions développables en série entiere en 0.
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EXERCICES

1.Sip1,..., ¢y, sont n solutions de X’ = A(t)X sur [a, b] et ¢y € [a, b], le wronskien
W de ¢1,...,p, dans la base B est déterminé par :

W(t) = W (to) exp (/tt tr (A(s))ds).

2. Résoudre I'équation différentielle (H) : 3(z2 + z)y” + (8 + 3)y’ + 2y = 0 sur
| = 1, 400[. On pourra chercher les solutions développables en série entiére en 0.

3. Discuter suivant les valeurs de a € R les solutions réelles du systeme différentiel

—(2a+3) 3a+5 —(3a+5) x
(Ho): X'=AX ou A= 20—2 —Ba—-2) Ba-1) |etX=1]y
2a —(Ba+1) (3a+2) z

4. Soient I un intervalle de R non réduit & un point et f € C(I,R). Déterminer
les solutions de ’équation différentielle (£) : 4™ = f(z) qui vérifient y*)(0) = 0
pour tout k € [0,n — 1].

5. Soit (H) : X' = AX ou A € M, (C). Montrer que (i) < (ii).
(i) Toute solution de (H) est bornée.

(ii) A est diagonalisable et Sp(A4) C Ri.

6. Soit & : zy’ + vy + xy = 0.

a. Déterminer les solutions développables en série entiere ; on note fy la solution
développable en série entiere telle que fy(0) = 1.

b. Montrer que, si f est solution sur |0,a[, alors (fo, f) est libre si, et seulement
si, f n’est pas bornée au voisinage de 0.

7. Soient (£) : 4’ 4+ e "y = sin(t) et f € S;(L) ot I = [0,+00[. Si f € B(I) et
f? € LY(I,R), montrer que f(x) o 0.
xr—r+00

On pourra étudier lintégrabilité de "' — sin sur I.

8. Soit (H) : ¥’ + q(x)y = 0 out ¢ € D(R4,R) est croissante et de limite +00 en
+00. Montrer que toute solution de (H) sur R est bornée. On pourra considérer
o= f*4 ¢! si f e Sk, (H).

9. Soit (H) : " +q(z)y = 0 ot ¢ € C(R4,R)N LY (R, R). Montrer que si f est une
solution bornée de (#), alors f/(x) D 0 et il existe des solutions non bornées.

On pourra utiliser le wronskien.

Exercices
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10. Résoudre [1 — cos(4z)]y” + 2y sin(4z) — 8y = 0 sur ]O ) g[ sachant qu’elle

admet deux solutions u et v vérifiant uv = 1.

3
11. Résoudre 23/ + |y| = 2% + 5 y(1) = —1.

12. Résoudre (1 + 22)y” +zy' —y = 0.

13. Soit £ : ¢y’ — y = In(x).

a. Etudier le comportement des solutions au voisinage de 0, de +o0.

b. Donner I’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale admet
une tangente horizontale, un point d’inflexion.

c. Donner lallure des courbes intégrales.

14. a. Si A€M, (R) montrer que chaque courbe intégrale du systeme différentiel
X' = AX est tracée dans un sous-espace affine de direction Im(A).

b. On munit M3 ;(R) de sa structure euclidienne canonique et on suppose que
AeM3(R) et est antisymétrique. Montrer que toute solution de X' = AX est de
norme constante. Etudier la réciproque. Que peut-on en déduire pour les courbes
intégrales ?

15. Si p,q,h sont des éléments de C([a,b},R), q >0, (a,B)€R?, montrer que
Yy +p(x)y — q(x)y = h(z), y(a) = «, y(b) = 8 admet une et une seule solution.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1. D’apres le théoreme de dérivation d’une forme n-linéaire, vu au chapitre 6 :
ke
! t) = Z detB (Wl(t)v Ty QDk_l(t>, @;g(t)a Sﬁk+1(t)7 Ty Sﬁn(t))

Or ¢}, = Agpy. Donc detp (¢1(t), -+, or—1(t), £} (t), rr1(t), -, @n(t)) = Ay est

le déterminant d’une matrice dont les colonnes sont C1,...,C, sauf la k-ieme
n

colonne Cj = E a; C;. Du caractere n-linéaire et alterné du déterminant, on
i=1

déduit que A = ap A ou A(t) = detg (e1(t), -, on(1)).
Donc, pour tout t € [a, b], W’(t Z ar, kW (t) = tr (A(t))W(t).

W est solution sur [a,b] de lequatlon différentielle linéaire scalaire du premier
ordre y = tr (A(t)) y. D’ott le résultat.

2. a. Recherchons les solutions de (#) développables en série entiere en 0.
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Si y(x Zanm x €] — R,+R[,R > 0, alors, d’apres le cours sur les séries
n=0
entieres, y € C*(]— R, R|, Z nap,z™ ety (z) = Z n(n—1)a,z" 2.
n>1 nz=2
3(x? + ) Z n(n — 1a,z" 2 + (82 4 3) Z na,z" "t 42 Z anpz™ = 0. (1)
n>=2 n=1 n=0

De 'unicité des coefficients du développement en série entiere de la fonction nulle,
on déduit que : (1) <= V¥n > 1,3na, = —(3n — 1)ay—1

Si ag = 0, alors y est la fonction nulle et R = +00.

Si ag # 0, alors a, # 0 pour tout n € N et comme

—— 1l,ona R=1.

an—l n—oo
7 . 2 2 2 ap
Par une récurrence facile on a a,, = —g( —3” 1) (— 3~ n+ 1)—'-
Du cours sur les séries entieres, on déduit que, pour tout z €] — 1, 1], ona:
y(x) = ap(1 + z)~2/3. Notons u :] — 1,+o00[— R,z ~ (1 4+ x)~2/3. L’ensemble

des solutions développable en série entiere en 0 de (H) est la droite vectorielle
engendrée par la restriction de uw & | — 1,1].
b. Résolution de (#H) sur I; et I ou Iy =] — 1,0[et Iy =]0, +o0].

On vérifie que u est solution de (#H) sur chacun des intervalles I, I et ne 8’y annule
pas. On cherche (cf. cours) les autres solutions de (H) en posant y = uz; on est
ramené & résoudre ’équation différentielle linéaire du premier ordre en Z = w22’ :
3r(x+1)Z'+ 8z +3)Z =0 (2)

C 8X+3 1 5 )

omme 73X(X+1) =X + 73(X+1)7 on a :
(2) <= Vje{1,2},3\; eRVa € I}, Z(z) = u?2'(x) = N\jz~ (x +1)75/5.

’ _ >‘j

(2) <= Vz el (z)= P
Le changement de variable ¢ = +/1 + 2 permet de ramener le calcul d’une

imiti de z — 1! lui de la foncti ti lle ¢ — LI
rimitive ex a celui de la fonction rationnelle ui,
P 4 /14 -1

apres décomposition en éléments simples conduit au résultat. Mais les calculettes
donnent pour = € I,

3/ 2 3/
go(x):fn( WVite—1) )—i—\/garctan(w)'

2 Y0+ + T +a+1 V3
Donc, il existe des constantes réelles \; et p; telles que z;(x) = Ajp + u; pour
tout & € I;. On déduit du cours que S, (H) est le plan vectoriel Vect(u;,v;) ol
les fonctlons u; et v; sont U‘I et (uyp ‘I

c. Résolution sur J =] — 1, 4o00|.

Si f € S;(H), alors d’apres b), il existe (\g, p2, A1, p1) € R* tel que :

Vo € Iy, f(z) = u(z) (Me(x) + 1) 3 Vo € Ip, f(z) = u(z) (Aop(a) + p2).
o(x) —g o et u(z) — u(0) = 1. La fonction f étant continue en 0,
r—r T—r

nécessairement, Ay = Ay =0 et u3 = po = p. Donc f = pu ou p € R.
Réciproquement, pour tout A € R, la fonction Au est J-solution de H.

Donc S;(H) = Ru.

Solutions
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Remarque : les lecteurs curieux pourront utiliser les méthodes exposées précédem-
ment pour résoudre (H) sur ] — 0o, 0 puis sur R. Ils pourront montrer que la seule
R-solution est la fonction nulle.

3. (Ha) est un systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants.

Le polynome caractéristique de A est X4(X) = (1 — X)(X?2 + 2aX + 1).

Soit B = (e1, ez, e3) la base canonique du C-espace vectoriel C* et u 1’endomor-
phisme de C3 canoniquement associé & A.

e Si a? # 1, la matrice A a trois racines complexes simples. Elle est diagonalisable
sur C. Comme (X% +2aX +1) = (X —r1)(X —732), on ar;ry = 1. On peut, & bon
droit, choisir § € C tel que r; = ¢’ et 7y = e, (La fonction exp est une surjection
de C sur C*.) Donc a = —ch(f) et § # 0 car a® # 1.

Sous-espace propre associé a la valeur propre ry : E,., (u) = Ce}

—3+e7f 5 — 3ch(h) 3ch(d) — 5
La matrice A—e’I3 = | =2 —2ch(d) 2+3ch(d) —e’ —1—3ch(d) | estde
—2ch(0) 3ch(h) —1 2 —3ch(f) —
rang 2. Si Ly, Lo, L3 sonteles lignes de cette matrice, L1+ Ly et Ly — L3 donnent les
lignes <_52_ € j3—+ee 3 :66 ) qui sont indépendantes. Du calcul des trois
mineurs, on déduit e} = (e +3e7% —4)e; + (=€ +3e7% —2)en + (—e? + e )es3

On passe de 71 & r9 en changeant § en —6. D’ou : E,,(u) = Cé}
avec ey = (e7% +3e? —4)e; + (—e % +3e? —2)eq + (—e? + €¥)es.
Enfin Fy(u) = Ce} ol e = eg + e3.

Donnons maintenant les solutions réelles de (H,,).

ee Si |a| > 1, on peut choisir § réel, et on le fait. X € Sp(H,) si, et seulement si,

il existe (a1, a9, a3) € R3 tel que : Vt € R, X (t) = aje’le; + age™tes + azeles.
2(t) = ay exp(te?)(e? +3e7% — 4) + agexp(te™?)(3e? +e7f — 4),

ie. { y(t) = agexp(te?)(—e? +3e7? — 2) + agexp(te™?)(3e? — e — 2) + azel,
2(t) = aj exp(te?)(—e? +e7%) + agexp(te ) (e? — e ) + azet.

ee Si |a] < 1, on peut choisir § = ip avec ¢ € R, et on le fait. Comme les

composantes de eq, es et es sont réelles, les solutions réelles sont données par :

e, B,7) € RVt € R, X (t) = Re [(a +iB)e!™ €} | + veles.

z(t) = exp(t cos p) {a( cos( + tsin ) + 3cos(—¢ + tsinp) — 4 cos(tsin p))
—B(sin(p + tsin @) + 3sin(—¢p + tsin ) — 4sin(¢sin cp))} .
y(t) = exp(t cos ) {a( — cos(ip + tsin p) + 3cos(—p + tsin ) — 2cos(tsinp))
+B( = sin(y + tsin ) + 3sin(—¢ + ¢ sin ) — 2sin(¢sin (p))] + ~et.

z(t) = 2sin p exp(t cos p) [oz sin(tsin @) + [ cos(t sin gp)} + vet.

e Sia=—-1,X4(X)=(1-X)3 Dapres le théoréme de Cayley-Hamilton, on a :
t2

A=1I34+Bou B € M(R) et B3 = 0. Donc exp(tA) = e'e'® = e’ [I;+tB+ — B’

2
-2 2 =2
car B3 =0. Lecalcul donne B=| -4 4 —4 | et BZ2=0.
-2 2 =2
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t
Dott : I(a, B,7) € R3,Vt € R, ygtg Ig + tB)
z(t)
x(t) =€t a—|—25 v —a t),
ie. Ia, B,7) € R3,Vt € R, () e (B+4(—a+ B -,
2(t) =e'(y+2(-a+B-t).
e Sia=1alors X4 = (1 - X)(1+ X)2. Comme le rang de A + I3 est égal & 2, on
conclut que A n’est pas diagonalisable. Son polynéme caractéristique étant scindé
sur R, la matrice A est trigonalisable sur R.

F2 e

On a &1 = €] tel que u(e1) = &1. On obtient facilement &5 tel que u(ey) = —e9;
€9 = 2e1 + ea. On trouve e3 = —2e; + e3 tel que u(ez) = —e3 + 2. Dol
B = (e1,e2,e3) une base de R? telle que si P est la matrice de passage de B
0 2 -2 1 0 0
aBalors A=PTP'ouP=[11 0 |etT=Mp(u)=(0 -1 1
1 0 1 0o 0 -1
En procédant comme indiqué dans le cours, on résout (Hi) : X{ = TX; et 'on
T =T
déduit X = PX;.Ona: (Hy) < S yi=—-—wn + 2
zi=-=z
z1 = ael,
Dot (H1) <= e, B,7) € R3,Vt € R, ¥} +y1 = vet,
21 = ye L.

d
Oryi+y1=7vet < (e y1(t)) =v < IBeR,Vt € R, ey (t) = B +t,
z(t) =2e" [yt + B -],
donc : 3(a, B,7) € R?, VL € R, { y(t) = ae’ + (vt + B)e ™,
2(t) = aet + ye™t.

y™ =
4. Premiére méthode : Le systeme différentiel { 4(0) f(%) o<k<n—l. est
, . N = AX + B(l‘) t o ’ (n—l)
équivalent & (L) { Y(0) = 0. avec X =(y v ... vy ),

A = (a;;) € M,(R) ou les a; ; sont tous nuls sauf les a;;+1,1 < i < n—1qui

sont égaux a 1 et ‘B(z) = (0 0 - f(z)) € My n(R). Dapres le théoreme

de Cauchy-Lipschitz linéaire, (£) a une unique R solution qui s’écrit sous forme
xr

intégrale : X () = " X (0) +/ e=YAB(t)dt.
0

n—1 kAk
Comme A™ = 0, on a : exp(zA) = Z $k' - La premiere ligne de exp(zA) est
k=0
1,2 xnfl
(1 x ? (1)'> Donc la premiere ligne de exp((z — ¢)A)B(t) est
n—1)!
(=" x—t)" !

. “(
t); d = ——— f(t)dt.
E0 s donyte) = [ =00 s
Deuxiéme méthode
Unicité : Siy est une R-solution de (L), alors le théoréme de Taylor-Laplace donne :

o) =0+ )4+ [ EEI o= [TEZDE fan

Solutions
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Ezistence : par récurrence sur n. Si n = 1, alors y(z / f de facon immédiate.

Soit n > 2. Si le résultat est vrai pour (n— ), soit h tel que A"~V = f et h(¥) (0)=0
pour 0 < k < n—2;sil'on pose y(z) = / h, on a alors y' = h et y(0) = 0. D’ot :
0

f

y™ = fet y®(0)=0pour 0 < p<n— 1.

5. On sait que : (H) <= Vt € R, X(t) = ¢! X on Xo € C™.
Supposons (ii) et notons Ay, Ag, ..., A, les valeurs propres de A. Si X1, Xo,..., X,

sont des vecteurs propres associés, on a X (¢ Z ame’t X, ot oy, € C. Soit N
m=1
une norme quelconque sur C™. Alors, pour tout ¢ € R, N Z N am

car les A, sont imaginaires purs. D’ou (i).
Réciproquement, si A € Sp(A) et Y # 0 tels que AY = \Y, alors 'Y = MY
Comme t — €Y est solution de (H), elle est bornée. D’ot1 A € Ri.

Notons Aq,..., Ax les valeurs propres deux a deux distinctes de A. Le polynome

caractéristique de A est X(T) = H (T — A\pp)%™. D’apres le théoreme de Cayley-

k
Hamilton et le théoreme des noyaux, on a : C" = @ Ker [(A — A I,)™].
m=1
Pour montrer que A est diagonalisable, il suffit de prouver que pour tout m € [1, k],
Ker [(A = A1) | = Ker(A — Ay 1y).
S'il existe m € [1,k] et Y € Ker [(A— A1) ] tel que Y & Ker(A— A, 1), alors
@t e?mY est solution de (H) et I'on a :

aym—1 p
2 (HA = Al,))
_ AV At (A=A In) YV — o Amt ( mon
p(t) = Y = ermte Y =e E Pl

p=0
Comme Y & Ker(A — A\, 1), P est un polynéme en ¢t de degré supérieur ou
égal & 1. Comme Re(A,,) = 0, on a : N(e* P, (t)) = N(Pn(t)) et la fonction
t — N(Pm(t)) n’est pas bornée. D’ou une contradiction. Donc C" est somme
directe des sous-espaces propres de A ie. la matrice A est diagonalisable.

Y =M P, ().

6. a. Soit f une solution développable en série entiere sur | — R, R[ ot R > 0,
oo

Zan " alors, si x| < R, a1 + Z n + 1)2an+1 + an_l]x” = 0 et, par

n=1

unicité des coefficients d’un développement en série entiere, il vient a; = 0 et, pour
(-n"
toutn > 1, ap41 = ﬁan—l d’ou, sin €N, ag,11 =0et agn—mdo.

17L
Donc f = agfoy ou fy: :L‘»—>Z2gn))x2n.

(=" 1

Comme ———— = o( > le rayon de convergence de cette série entiere est
22n(pl)2 n—oo \nl

infini, ’ensemble des solutions développables en série entiere est donc la droite

vectorielle engendrée par fo.
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d
b. Si f est bornée au voisinage de 0 alors, comme — [;z:f’(;z:)] = —zf(x), la fonction

dx

d
T o [2f'(z)] est intégrable sur }0 ; g} et donc z — xf'(x) admet une limite

4 1
réelle £ en 0. Par suite f/(z) = —|—0(;) et donc, par intégration de la relation
xT—
o,on a f(x) =, ¢In(z) + o[ In(z)] et donc £ =0 car f est localement bornée.
z—
Le wronskien W = Wy, ; vérifie tW'(x) + W (x) = 0 sur ]0, a[ et donc x — zW (z)
est constante. Or W (z) = fo(z)[af(z)] — 2 fi(2) f(z) =, o(1) car, d’apres a.
z—

li(r)n fo=1let lign 4 =0. Donc W est nulle et (fo, f) est liée.

Remarques

e Le cours permet de montrer que Sy [(H) = Vect(fo,g) ol g est définie par :
x

dt
g(x) = folx) / —5 dt et de retrouver les résultats précédents.
w0 t15 (1)

e fo est la fonction de Bessel Jy cf. travail dirigé qui suit.

7. f€S(L)=> VeI, f(t) —sin(t) = —e~ f(t)
feBI) = g(t)=f"(t) —sin(t) = O(e="") = o(t=2). Donc g € L} (I, R).

t—+o00
Douh:z+— /Ig a une limite finie en 4+o00. Or h(z) = f'(z) + cos(x) — f(0) — 1,
donc f’ est borglée sur I. Comme f? € LY(I,R) et f' € B(I) , alors f2f' = O(f?).
Donc f2f" € £1(I,R). Comme /Oz f2f = é(f?’(x) - f3(0)), f? a une limite finie
0. 8i 0 #0,alors f2(z) —— ¢%/3>0, ce qui contredit f2 € L}(I,R).

T—+00

8. gq(x) D +o0 = (Ela e RY Vo > o, q(z) > 0).
Tr—r+00
12

SifeSi(H),p=f*+ o est définie et dérivable sur [a, +oo].

N 1 €2 Vi (o N A €2/ CO N Al COVA )
Vo € [o, ol ¢f(a) = 2(@)f'(x) + 2 pre 7]

car f € Sr(R4). g étant croissante, ¢’ < 0 sur [a, +oo[. Donc ¢ est décroissante
sur [a, +00[. ¢ étant positive sur [a, +oo[, on a : Vo > a, f2(x) < ¢(z) < ().

Donc f est bornée sur [a, +oo[. f étant continue sur le segment [0,a] de R y est
bornée. On conclut que f est bornée sur R .

9. Si f € B(R-i-) N SR+(H)7q € Ll(R-HR) = f/l = _qf € L"l(R-‘HR)'

Donc f” a une limite finie ¢, car f(x) = f/(0) —|—/ 1" (t)dt. Supposons £ # 0.

0
On déduit du théoreme de sommation des relations d’équivalence que :

f(x) ;5o Cx. [ est alors non bornée. Donc £ = 0.

Si (f, g) est un systeme fondamental de solutions de (H) sur Ry alors W = fg¢'—f'g

est non nul sur R. Si f et g sont bornées sur R, alors du raisonnement précédent,

on déduit que f’ et ¢’ tendent vers 0 en +oo et donc W(x) P 0. (1)
T—r+00

(¢f. produit d’une fonction bornée par une fonction de limite nulle).

Solutions
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D’apres le cours, si W est le wronskien de deux solutions de ’équation différentielle :
Yy + a(z)y + B(x)y = 0, alors W est solution de y' + a(z)y = 0.

Ici o = 0, donc pour tout € Ry, W(z) = W(0). On déduit de (1) que pour tout
x € Ry, W(z) = 0 ce qui est contraire & I’hypothese (f,g) famille libre. Donc il
existe des solutions non bornées.

10. PosonSI:]()7g[~

u'(z u”(z u?(x
Sizel, v(z) = ﬁ d’ott v'(x) = _u2<(1:)) et v (z) = _UQEl”? +2 u3((5c))7 et donc
[1— cos(4z)|v" (z) + 2sin(4a )’ (z) = — L oot u(f()x;_ P
+2[1 — cos(4z)] Z/?) ((j))
-8 — cos(4x UQ(I),
=g P el

et par suite, en écrivant que v est solution de I'équation, 4u?(z) = u'?(x) sin?(2z).

£(x)
sin(2x)
€ est une fonction continue sur I elle est constante et donc il existe k € C tel que,
soit u = ktan, soit u = k cotan.

puis, comme sin(2z) # 0 sur I, u'(z) =

u(x) ou e(x) e{—1,+1}- Comme

(tan, cotan) est un couple de solutions linéairement indépendantes (car li(r)n tan =0
alors que cotan(z) — +00) d’une équation différentielle linéaire homogene
z—0

scalaire d’ordre 2. Comme, sur I, 1 — cos(4z) # 0, il s’agit d’un systeme
fondamental, ’ensemble des solutions est donc Vect(tan, cotan).

11. On montre que, sur I =] — 00, 0[ ou ]0, +00[ toute solution de
3 223 4+ 9

(1) zy+y= x2—|—§ est de la forme ¢ :  — w,
x

3 3
(2) ch’—y:x2—|—§ est delaforme¢:x»—>x2+ﬁx—§-

. z 3
La solution de ((2) et y(1) = —1) est ¢g :  — x2—§—§, Yo(z) o —§—§+0($)

3
et (xz) = —5—1—53@—1—0(1‘)7 donc le probleme de Cauchy ((2) et y(1) = —1) admet

z—0

une seule R-solution, & savoir ¢g. De plus : ¢¥g(z) =0 < x € { -1, g}
(x +1)(22% — 22 + 11)
6x

3
pour solution et I'équation zy’ + |y| = 2% + B montre que ¥,(—1) = p1(—1), de

Le probleme de Cauchy ((1) et y(—1) = 0) admet ¢y : z —

3
plus ¢1 > 0 sur ] — oo, —1[. De méme le probléme de Cauchy ((1) et y(i) =0)
(z — 2)(42% 4 6z +27)

admet pour solution ¢ : x —
122

2 soef () = ()

On obtient donc une et une seule R-solution : @1l _1;+ 0l [_

pour solution, o > 0 sur

A

1,8 %,+oo['

(N
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12. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2. Soit ¢ une

oo
solution développable en série entiére sur | — R, R[ ou R > 0, p(x) = Zanx"
n=0

alors, sur | — R, R[, en utilisant le théoréme de dérivation des séries entiéres,
(o ]
(1+2%)@" () + 2’ (x) — o(x) = Y [(n+2)(n+ Danya + (n* — Day]a™
n=0
Par unicité des coefficients d’'un développement en série entieére on obtient, pour
n—1
tout neN, a,10 = R a, d’olt ag = 0 et donc, pour tout n > 1, agy4+1 = 0.
n
1.3...(2n - 3)

VneN, ag, = (-1)"! ] ag soit p(z) = agV'1 + x24aqx sur |—1, 1].

En fait (:B — x,r — V14 x2) sont des R-solutions et elles sont linéairement

indépendantes par raison de parité, donc elles constituent un systeme fondamental.

13. 11 s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1. On se place sur
I=]0,400].

d
a. ¢ est solution si, et seulement si, pour tout z €, —(ap(x)eﬂﬂ) = ¢(x) on

dx
¥z — e *ln(x) est continue sur I avec ¢(z) = o(x*%) et (z) = o(x?),
z—0 T—+400
d’ou l'intégrabilité de 1 sur I.
Donc ¢ est solution si, et seulement si, il existe un réel k tel que, pour tout réel

x>0, p(x) = (k+[;¢>e“".

e Etude au voisinage de 0 : comme 9 est intégrable sur I, ¢ admet k& — / 1) soit
I

k —T’(1) pour limite en 0.
e Etude au voisinage de 400 : si k # 0 alors () —— ke” et p(z) — k- 00

T—+00 T—r—400
avec les conventions usuelles.
Si k = 0, en posant u(t) = —e~ ! et v(t) = In(t) et en intégrant par parties, on

8
|
-
|
-

a p(r) = —In(z) + e‘”/ ert or S = o(e™") et t = e~! est positive

intégrable sur I d’ou / ¢ a

too T (1:~>:+oo
comparaison, puis ¢(z) —~— —In(x) —+> —00.
Tr—r+00

o(e™™) par sommation de relation de

r—+00

b. Soit I I’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale a une
tangente horizontale. Si My = (zo,y0) €' et si ¢ est la solution telle que
w(xo) = yo alors ¢'(zg) — ¢(x0) = In(xp) d’ott yg = — In(zp). Réciproquement,
si yo = —In(xp), la solution ¢ telle que @(zg) = yo vérifie ¢'(zg) = 0 et donc
(z0,y0) €T. La courbe I' admet y = — In(z) pour équation.

En notant IV I’ensemble des points du plan en lesquels une courbe intégrale
admet un point d’inflexion et en remarquant que, si ¢ est solution, on a

1 1 1
¢"(x) = ¢(x) +In(z) + = ainsi que ¢"’(z) = ¢(z) +In(z) + = — —> on montre de
T T T

1
la méme fagon que IV admet y = —In(z) — — pour équation.
x

1
La fonction v :  — In(z) — = est de classe C! sur I et v'(z) = 21‘ d’ott le
x x

Solutions
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tableau de variations :

0 1 +00

o + 0 -
v |00 A =1 N\, —©

c. Soit ¢ une solution, comme elle est bornée au voisinage de 0 on a ¢’(z) — .+ In(z)
et donc ¢ est localement décroissante.

z—07T
Si la courbe de ¢ rencontre I' on aura une courbe qui correspond au cas k > 0.
Sinon et si la courbe de ¢ rencontre I' alors & partir de ’abscisse de I'intersection
o est concave, on a une courbe qui correspond a k < 0.

Reste le cas ou la courbe de ¢ ne rencontre ni I' ni I, c’est le cas ot k& = 0.

1
De méme " (x) — et ¢ est localement convexe.
x

14. a. On munit M, ; (R) du produit scalaire canonique et on choisit un élément
N de (Im(A))J', ona 'NA=0.SiX est une solution du systéme différentiel alors,
en posant Y = '‘NX,onaV’ ='NX' ='NAX =0 et donc Y est constante.

Si (Ny,...,N,) est une base de (Im(A))J' et si Pon note, pour tout i €[1,p], oy
la valeur constante de (NZ-|X )7 on s’apercoit que la courbe représentative de X est
tracée dans le sous-espace affine de R™ défini par (Vi €[1,n], (Ni|X ) = ai) qui
est de direction Im(A).

b. Posons, si X est solution, Z = (X|X)7 alors on obtient : Z' = 2(X|X/)

ie. 7' =2'XAX = th(AX)X = —2(X'|X) et donc Z' = 0 ie. || X|| est constante.
Réciproquement, si la norme de toute solution de X’ = AX est constante et
si Xo€Ms1(R), en notant X la solution de (X' = AX et X(0) = Xj) on a
0= (X|X)/ =2'X,AX, d'on (Xo|(A+ %)Xo) =0 et, comme A+ A€ S3(R), on
en déduit que A+ A =0 ie. A € A3(R).

Soit X une solution du systéme différentiel. On a det(A4) = det(fél) = (—1)3det(A)
d’ott det(A) = 0 et il existe un plan contenant Im(A). La courbe de X est donc
tracée dans l'intersection d’une sphere et d’un plan d’apres le début de la question
et a. Si X n’est pas constante cette courbe est donc un arc de cercle.

X' vérifie le méme systeme différentiel donc est de norme constante non nulle, Iarc
associé a X est régulier de longueur infinie, c’est un cercle.

15. Soient o une solution de y” + p(x)y’ — q(z)y = h(zx) et (¢, 1) un systéme fon-
damental de ’équation homogene associée. Toute solution f s’écrit de fagon unique
N 2 fla) =« Ap(a) + pi(a) = a — po(a)

YR G R e i
montre que le probleme admet une et une seule solution si, et seulement si,
y" + py’ — quy admet une et une seule solution nulle & la fois en a et b, & savoir la
solution nulle. Soit f une solution de ce dernier probleme, {x € [a,b] | f'(z) = 0}
est un compact non vide d’apres le théoreme de Rolle ; notons ¢ son minimum. Sur
[a, c] le signe de f est constant toujours d’apres le théoréme de Rolle ; supposons le
positif. En notant P une primitive de p et g = f'e” ona g’ = (f" +pf')el = qfe”
de signe constant sur [a, c]. La fonction g est croissante sur [a, c] nulle en ¢ donc
g(a) < 0 de. f'(a) < 0 et la positivité de f sur [a,c] impose alors f/(a) = 0. Le
théoreme de Cauchy linéaire prouve alors la nullité de f.
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TRAVAUX DIRIGES

e Solutions pseudo-périodiques d’une équation différentielle

K désigne R ou C. On donne goEC(R,R) et I'on note Ex le K-espace
vectoriel des solutions de ’équation différentielle (1) y" + o(x)y = 0.

Premiére partie
1. Montrer que si (uy,us) est base de Eg elle est aussi base de Eg.
2. Soit (u,v)€ EZ. On note C,, Dapplication de R dans K définie par
Cyp =uw' —u'v.
a. Montrer que C’uﬂ, est constante.
b. Que dire de I'application E% — K, (u,v) + Cy.,(0) ?
c. A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur (u,v) a-t-on

Cu(0) £07

3. Montrer que les éléments de Egx qui ne s’annulent pas sont les fonctions
de la forme eef, ot f est solution sur R de y” + v + o(z) = 0 et o
ee{-1,41}.

4. Soit w un élément de Ex qui ne s’annule pas. On définit

Todt
v:R =K 2 u(z) / 20 Montrer que (u,v) est une base de Ex.
o Uu

5. On donne 1 € C? (R, R), strictement monotone et telle que oy = .
Pour u € Ex, on note Lx y(u) I'application uoy. On considére les propriétés
suivantes : (i) Vu € Fx, Lxy(u) € Ex et (ii) 9 est une isométrie de R.

a. Montrer : (i) = (i).

b. Montrer que si ¢ n’est pas la fonction nulle alors (i) = (ii).

c. Montrer que si (ii) est vérifiée I’application Lx y est un automorphisme
et que l'on a det(Lk ) = ¥'(0).

6. Une base (u1,us) de Ex est dite adaptée si uy est paire et us est impaire.

a. Montrer que si (u1,us) est adaptée, les bases adaptées de Fx sont
exactement les (Au1, Aaus), avec (A1, A2) E(K*)2.

b. Montrer que Fx admet une base adaptée si et seulement si  est paire.

c. Déterminer des bases adaptées de Er dans les cas suivants :
(i) ¢ est constante égale au réel k. (i) o 1 x = —1 — 22
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Deuxiéme partie

On suppose que ¢ est 1-périodique. u € Ex est dit pseudo-périodique s’il

existe A € K tel que, pour tout z € R, u(x+1) = Au(z). On dit que ¢ vérifie

la condition (S) si 0 est le seul élément pseudo-périodique de Ex.

1. a. Si B = (uy,us) est une base de Eg, on note pour x €R, Ug(z) la
o | ua(@) ua(x) _ 1

matrice : [u’l(a:) uhy(z) | Montrer que Mg(x) = Ug(z)~*Ug(x + 1) est

une matrice de déterminant 1 indépendante de x et préciser le lien entre

Mp et I'endomorphisme Lk , ot 1 : x +— = + 1.

b. Montrer que ¢ vérifie la condition (S) si et seulement si les valeurs propres

dans C de Lg 4, sont de la forme e e avec § € R\ 7Z. En déduire que

si @ vérifie la condition (S) tout élément de Ex est borné.

2. Soient a et b des réels avec a < b et h e C?([a,b],R) telle que :
Yz €la,b], h(z)h"(x) = 0.

a. Montrer que F = {x €[a,b] | h(z) = 0} est un segment.

b. En envisageant différents cas montrer que h est affine.

3. Soient a et b des réels vérifiant a < b, w € CQ([a, b], R) telle que :
(i) w(a) =w(b) =0, (ii) Vz€]la,b], w(z) >0,

by,
(iii) L’intégrale I :/ [w(@) dx existe.
o w(@)
M = tJ=— ! —w .
On pose I[I;?;)}](w(zli) et J i agzr{lgi(ngm (z2) — w'(21)]

a. Montrer que I > J.
b. En utilisant I1.2. et en raisonnant par I’absurde montrer que I > J.

c. Soit c€la,b] tel que M = w(c). A I'aide de b. et de réels x; et x2

convenablement choisis dans |a, c[ et ]c,b[, montrer que (b — a)I > 4.
1
4. On suppose dans cette question / o(z)dx > 0. Montrer que tout

élément pseudo-périodique de Eg s’annule sur [0, 1].
/

. \ . u
On pourra raisonner par l'absurde a l'aide de —-
U

1
5. On suppose que @ prend ses valeurs dans R et que 0 < / o(z)dr < 4.
0

Montrer que tout élément de Ex est borné.

Solution
Premiére partie

Il s’agit de démontrer (et non d’utiliser) les propriétés du wronskien au début du
probléme.
1. Si (ug, uz2) est un R-systéme fondamental alors uy et ug sont & valeurs réelles.

. Re(Nuy + Re(p)ug =
2 J—
Si (A, p) €C? Muy + pup = 0 = {%m(/\)m + () ug 0

tement, A = p = 0. Comme dim¢(E¢) = 2, (ug,usz) est un C-systeme fondamental.

d’ou, immédia-
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2. a. Cy, est de classe C* et (C’u’v)/ =w” —u"v = x (uw—vu) =0 dou le
résultat.

b. Cette application est clairement bilinéaire alternée ie. élément de A% (Ex). En

1)
prenant u solution du probleme de Cauchy ¢ u(0) =1 et v solution du probleme
u'(0) =0
(1)
v(0) =0 on a Cy,(0) = 1. Comme A} (FEk) est de dimension 1,
v'(0) =1
I’application proposée en est un vecteur directeur.

de Cauchy

c. On vient de prouver qu’une condition nécessaire et suffisante est : (u, v) systéme
fondamental.

3. Si u est sans zéro, le théoreme des valeurs intermédiaires prouve que u est de
signe constant. Posons alors f = In(eu), e €{—1,+1} ie. u =ee/. On a :
u’ = (f” + f’2)56f, donc u est solution de (1)si, et seulement si :

(f" + [+ ¢)eel =0 ie. si, et seulement si, f” + f? + ¢ = 0.
4. On voit immédiatement que v est de classe C? et que, pour tout x réel,
xr

dt
v (x) = u”(x)/o 20 = —p(x)v(z), d’our appartenance de v & Ex. Comme

Cuw(0) =10, (u,v) est un systeme fondamental.

5. Pour tout simplifier on posera ¥ = L 4. ¥ est clairement linéaire sur Fx.

a. % =1ety” =0don [W(u)] = (u'op)y puis [W(u)]” = (uov)) = —px ¥(u)
et donc Ex est stable par W.

b. SizeR, A: (u,v) = Cy(u),w() est élément de A} (Ex) et indépendant de z
comme on 'a déja vu. On a méme 'existence d'un scalaire A tel que A(u,v) = ACy,
pour tout (u,v).

Or A(u,v) = (uot)(vory)' — (uoh)’ (vorp) =o' x [(wv' — w'v)op| = ¢’ x C,,, car
Cly,v est constante, donc 9’ est constante, 1" est nulle.

Alors [\Il(u)]// + o x U(u) = ¢ x (uoh) x (1 — 1) = 0 pour tout u dans Ex et,
comme ¢ est non nulle, ¥’ = 1.

Le théoréme des valeurs intermédiaires montre alors que 1)’ est constante égale &
eoue€e{—1,+1} et, en intégrant, que ¢ est une isométrie.

c. Soit (u,v) un systéme fondamental, © : (u,v) — C,,,, engendre A (Fx) et on a
vu dans b) que 'on a A(u, v) = ¢/(0)0(u,v) = O(¥(u ) \IJ( ) = det(\P)@(u v) car
© est un déterminant. Par conséquent det (Lx ) = 1'(0) # 0 et Lk, € GL(Fk).

6. a. Si (uj,u2) est une base adaptée, (A1, A2) dans (K*) , il est clair que
(Aru1, Ag2us) est une base adaptée.

Soit (u,v) une base adaptée, u = au; + Bug = Pus = u — auy est & la fois paire
et impaire, donc nulle. Comme uy n’est pas nulle, nécessairement § = 0, de méme
v est colinéaire & us, (u,v) = (quy,yus) et ary # 0, ce qui termine la question.

b. On va traiter séparemment les deux implications :
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"
e Soit (u1,us) une base adaptée, si u1(x) # 0 on a p(z) = —ﬁ(az) et les zéros de
Uy

uy sont isolés (c’est un classique d connaitre et déja prouvé dans un autre travail
"

., Uy . . N s .
dirigé), —— admet donc un unique prolongement continu a R et c¢’est une fonction
U1
paire, or c’est ¢, donc @ est paire.

e On suppose ¢ paire, alors 1 : & — —z est une isométrie de R, po) = ¢ et Lk 4
est involutive car ¢ l'est. det(Lk ) = ¢'(0) = —1 donc Lk # £Ig, et donc les
sous-espaces propres de Lk , sont des droites.
Ex = Ker(Lk,p — Ig) ® Ker(Lk oy + Ik, ), prenons (u,v) une base de Ex associée
a cette décomposition. Lk ., (u) = u signifie que u est paire, de méme v est impaire
et donc Ex admet une base adaptée.
c. On se contente de donner les réponses, les vérifications sont immédiates.

Si k = 0 une base adaptée est (z — 1, z — x)

(i) Si k& > 0 une base adaptée est (x — COS (:v\/E), T+ sin (xﬂ))
Si k < 0 une base adaptée est (w — ch (m\/—k‘), xz +— sh (a:\/—k‘))
(ii) Par 4. une base adaptée est <x e /2 s 612/2/ et dt>.
0
Deuxiéme partie

1. a. On pose ¥y = Lk 4, et A = (: ?) = Mp(¥y).

u(z+1) = aui(z)+ yus(z) )
Alors, pour tout z réel, (X) {u @+1) = Bui(a)+ dus(z) ou encore, ma
triciellement : (uy (a ﬁ) Uyi(ur) Up(ug)).
L . g
En dérivant on a également (u} wu)) (7 (5) = ([\Ill(ul)]/ [\I/]_(UQ)]I) et

donc, en définitive, Ug = Mp(V1)Uy, () soit, en multipliant par Ugl, on a

Mp = Mp(Lxk,y, ) qui est constante et de déterminant 1 car ¢} (0) = 1.

b. u est un élément de Fx pseudo-périodique si, et seulement si, u est nulle ou

vecteur propre de Lk 4, , donc ¢ vérifie (S) si, et seulement si, Spy(Lr,y, ) = 0 e.

si, et seulement si, les racines de Xz, sont dans C\R. Comme X7, est un trinéme

réel cela équivaut a dire que les racines de Xy, sont des complexes conjugués non

réels et on sait que leur produit est det(Mpg), soit 1. Donc :

¢ vérifie (9) si, et seulement si, il existe 6 € R\ Z tel que Sp¢(Lr.y,) = {e7%, e}
—i0

Si c’est le cas, Mp est C-semblable a <6 0

a €% Pour tout x réel et tout k entier on a nécessairement u(z + k) = e

d’olt |u(x)| < max |u| et u est bornée.

i > , Soit u un vecteur propre associé

iek@u(l,)

)

Si (u,v) est une base formée de vecteurs propres alors u et v sont bornées donc
tout élément de E¢ lest, a fortior: tout élément de Fg.

2. a. F = h7({0}) Na, b] est fermé comme intersection de fermés. Si F n’est pas
un segment on peut trouver « et 3 dans F' avec a < et Jo, B[NF = 0. Sur Jo, 8]
on a h” =0 et donc h‘ 4 est affine nulle en « et 8 donc nulle : absurde.
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b. Si F a plus d’un élément et n’est pas [a,b], par exemple o = min F' € ]a, +00[.

[a, o

a, Yz €la,a], h(a) = Mz — a) ol X est un réel.

h n’a aucun zéro dans [a, o[ d’ou A" ‘ = 0 et donc h‘ la, o] est affine nulle en

h est nulle sur un intervalle [, a4 1] ot 7 > 0 car F' est un segment non réduit a
a, donc h'(a) =0 et A = 0 en découle, h serait nulle sur [a, a], ce qui a été exclu.

Soit F' a plus d’un point et alors F' = [a, b], soit F' a au plus un point, h” est nulle
sauf en au plus un point donc partout et h est affine. Dans tous les cas, h est affine.

1 1
3.a.Sur[a,b]ona—>—7doncsuz< <zxya<bona:

T2
Or/ lw”| >
1

Pensemble : {|w'(z2) — w'(z1)| | a < a1 < @2 <b}.Do: 1> J.
<

= |w'(z2) — w’(x1)|. Le nombre réel MI majore

b.Sil=J= M|w'(x2)—w'(x1)| ola<z <wa<b,ona:

1) w ) w// J
I > / [w”| < / [w”| > i = I, il s’agit donc d’une suite d’égalités, en
T xr

1

*2 1 1
particulier / |w”| {— — M] = 0 or 'intégrande est continue positive sur |z, 3],
w

donc nulle, ce qui donne, par continuité, la nullité de (w — M)w" sur [x1, z3].

x1

En prenant h = w — M, la question 2. montre que h est affine sur [z1,x2] et donc
que w” y est nulle. Alors I = J =0, w’ est constante sur [a,b], w est affine nulle
en a et b donc nulle, ce qui est absurde. Donc I > J.

c. Utilisons les accroissements finis, soient x; et xo dans Ja, ¢ et J¢, b tels que

w(e) —wla) _ o wle) )

Z3), alors
c—a c—b b a)
1 1 M(b—-a
/ o _ M’ ‘ _ .
‘w (w2) —w <$1)’ c— b—c (c—a)(b—c)
: ’ / N (b_a)
La question 3. montre que MI > |w (z2) —w (:1:1)’ dou [ > —————— or

(c—a)(b—c)

. . a .
p:x— (z—a)(b— ) atteint son maximum sur [a,b] en et ce maximum

vaut (Ta)z d’ott (b—a)l < (2

a 2
><2) , soit : (b—a)l > 4.
—-a
!/ 1

u u'\ 2
4. Sinon, v = 2 est définie et de classe C! sur [0,1] et v/ = — — <—> < —p
u U
1 /

doit v(1) — v(0) < —/ o <0 et %(1)— C10) #0.Siw o ule+ 1), we B
0

par L5. et Cy, 4 (0) = u(0)w' (1) — v/ (0)u(1) # 0 ée. (u,w) est base de Eg, or (u,w)

est liée car u est pseudo-périodique.

5. Si ¢ ne vérifie pas la condition (S), soit u une solution pseudo-périodique non

nulle, par 4. elle a un zéro, noté a dans [0, 1] et, pour tout k dans Z, u(a+k) =0

par pseudo-périodicité. Dans [a,a + 1], © a un nombre supérieur ou égal & 2 mais
fini de zéros car ceux-ci sont isolés, supposons donc a et b zéros consécutifs (et on
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vient de montrer que cela a un sens), supposons pour fixer les idées que u > 0 sur
Ja, b[ en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires.
b
|u”]

Ona:d< (b—a)/ u=(b—a)/ab90<(b—a)/aaﬂgo:(b—a)/olgaéél(b—a)

a
d’olt 1 < b — a, ce qui est absurde. Par conséquent ¢ vérifie la condition (S) et

donc, d’apres 1.b), tout élément de Ex est borné.

° Equation différentielle de Bessel

Pour oo € R, on note B, I’équation différentielle linéaire du second ordre :
B : 22y +ay + (22 — o)y =0
que lon étudiera sur I'intervalle I =)0, +o0].

1
1. a. On suppose que o € N et a # 5 Déterminer les I-solutions de B,. On

les cherchera sous la forme y(x) = x” Z an(r)z™ ot ap(r) =1 et r € C.
n>=0
b. Déterminer les I-solutions de B%.

On note J,(x) = (g)a Z W(;)Zﬂ ou (o, x) € (R+)2.

= a+n+1)
On suppose a = 0 dans les deux questions suivantes.
2. a. Déterminer les solutions développables en série entiere de By.
b. Montrer qu’il existe a > 0 tel que Jo(x) > 0 si © € [0,a]. Exprimer la
solution générale de By sur 0, a.

3. a. Montrer que la fonction f est I-solution de By si, et seulement si, la
fonction g : x — f(x) — Jo(z) In(z) est I-solution de ’équation différentielle
Co: A(z)z" + B(x)z' + C(x)z = =2J)(z).

ou A, B et C sont des fonctions polynomiales que I'on déterminera.
b. Déterminer les solutions de Coy développables en série entiére. On les

(1"

cherchera sous la forme z(xz) = g AonSnx" O agy, = ——- On
7>0 (2"71!)

k
1
déterminera les s, en fonction des ~y; définis par vg = 0 et vy, = E —
m
m=1

si k > 1. On précisera le rayon de convergence des séries qui conviennent.
c. Déterminer les I-solutions de By.

4. On suppose dorénavant que o = p € N* et I'on note (bay,)nen la suite
(=D

22ntppl(n + p)l

a. Soit h € C*(I,R) et g : I — R,z + J,(z)In(z) + 27 Ph(z). Montrer que

g est I-solution de B, si, et seulement si, h est I-solution d’une équation

différentielle C, : xzy” + Ai(z)y’ + Bi(z)y = 6(x) ou Ay, By et 0 sont a

déterminer.

définie par by, =
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b. Déterminer les suites (oy,)n>p réelles et (cl, ... Cp—1) € RP tels que la
p—1

série entiére de somme S : x — Z enz? + Z banonx®™ soit I-solution de
n=0 n=p

Cp. Préciser I'ensemble des I-solutions de B,,.

Solution

l.a. Siy(x) =2"Y(z)ou Y (x Zan r)z" pour € |- R, R[ avec R > 0, d’apres
n>=0
les théoremes sur les séries entieres, Y € C*°(] — R, R[,R). Donc y € C*(]0, R[, R).

y'(x)= Z(” + 1r)an (r)z™ Ty (z) = Z(n +r)(n+r —1a,(r)z" 2

n=0 n>=0
y est solution de B, sur ]0, B[ si, et seulement si, pour tout x €10, R],
" (r2—a2)a0(r)+[(r+1)2— —|—Z { n4r)? ] n(r)—|—an_2(r)} x"] =0.
n>2
D'ott (r2—a®)ag(r)+ [(r4+1)*—a]as (r)+ > [ n+7)2—a?] n(r)—i—an_z(r)]xn ~0
n>=2

pour tout z €]0, R[. Du lemme suivant, on déduit que : (r?* — a?)ag(r) = 0,
[(r+1)2 — a?]ai(r) = 0 et pour tout n > 2, [(n+7)? — a?]a,(r) + an—2(r) = 0.

Lemme

Si ¥ (x Z cpa™ pour tout x €10, R[ avec R > 0, alors :
n=0
Vz €]0,R[, ¥(r) =0 < ¥YneN, ¢, =0.
En effet, si tous les ¢,, sont nuls, alors ¥ est nulle.

Réciproquement, ¢y = lir% U(x) = 0. S’il existe n € N* tel que ¢, # 0, soit
z—

p=min{n € N*|¢, # 0}. On déduit de 'hypothese : Vz €10, R[, c;+ Z cpz™=0.
nzp+1

Par passage a la limite quand z tend vers 0, on obtient ¢, = 0 : absurde. D’ou la
preuve du lemme.

Comme ag(r) = 1, on a donc o € {—r,r}, (2r + 1)a1(r) = 0 et pour tout
n =2, n(n+ 2r)a,(r) + an—a(r) = 0. (%)

e Sir=q, comme a > 0,ona:ai(r) =0 et par récurrence, on déduit de () que

(=n" _ (=)' + 1)

2npl(a+n) - (a+1)  22nIT(a+n+ 1)

agn+1(r) = 0 et agy(r) =
n € N*,

pour tout

1
e Sir = —a, comme (2a—1)ai(r) =0, si a # = alors a1 (r) = 0 et par récurrence,
="
222pl(—a+n) - (—a+1)
tout n € N*. Notons u, = a,z*". Si z # 0, a;é—,re{ a,a} et n > 0, alors

$2

on déduit de (x) que agp+1(r) = 0 et ag,(r) = pour

1
Uy, # 0. Comme Unt

0- D’apres la regle de d’Alembert

n | (k)2 = a2 noe
pour les séries réelles que Y |uy,| converge quel que soit le réel z. Donc R = +oc0.
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a (_1)71 n :
Notons fq(z) =z [1 + Z ot n) (@t D) z? } siz > 0.
n>1

Alors f, et f_, sont deux I-solutions de B,. D’autre part, (fo, f—o) est libre car
fa(x) — 0et fon(z) —— +oo. Comme B, est une équation différentielle
z—0 z—0

linéaire du second ordre dont les coefficients sont des fonctions continues sur I
et le coefficient de y” ne s’annule pas sur I, S;(B,) est un plan vectoriel. D’ott

SI(BCY) = VeCt(fou f—u)

1 1" 1
b. a2n<§) = (2(n+)1)' et agnt1 (§> = 0 pour tout n > 0 d’apres 1.a.
1 1" 1
D’ow, si r = 3’ y(z) = v [1 + g (2(n+)1)' x%} = 272 sin(x) pour z > 0.

nz
1
En reprenant les calculs de 1.a. on a a; ( — 5) quelconque et, pour tout n > 1,

2n(2n—1)a2n(—%) = —a2n_2(—%) et (2n+1)(2n)a2n+1(—%) = —agn-1 (—%)

D’ou par récurrence : as (— 1) = (-1)" et as +1(— 1) = ﬂ ai ( — 1)
" 2 (2n)! " 2 (2n + 1)! 2
Sir= 7%7 y(x) = 72 [cos(ac) +ap ( - %) sin(:c)}.
Un raisonnement analogue a celui fait au l.a. prouve que les deux fonctions
— M et x — LS(I)
v v

Notons que fo(z) = 2°T(a + 1)Jo () si z et o sont dans R .

constituent une base de Sy (B 1 )

2. a. La reprise du calcul fait & la question 1.a. avec r = 0 prouve que les solutions
développables en série entiere de By sont les fonctions AJy définies sur R ot A est
une constante réelle et leurs restrictions a des intervalles | — A, A[ o A > 0.

b. Jo étant un élément de C(R,R) tel que Jy(0) = 1, il existe a > 0 tel que
Jo(z) > 0 quel que soit = € [0,a]. 1l suffit d’appliquer la technique vue en cours
pour déterminer la solution générale d’'une équation différentielle linéaire du second
ordre lorsque I'on connait une solution sur un intervalle et que cette solution ne
8’y annule pas. On pose y = Joz. Doty = Jiz+ Jo2' et ¢’/ = Jiz+2J)z" + Jo2".
y vérifie By si, et seulement si, z.Jy(z)z" + (2zJ)(z) + Jo(z))z' =0 (2)

(2) — %(ng(x) "(z )) = 0 pour tout x €]0, al.

(2) < 3(C,D) € R* Vx €]0,al, 2 C/ tJ +D, ou o €]0,al.
o

y € Sj,a((Bo) < 3(C,D) € R? Vx €]0,a[, y(x) = Jo(x) (C/z tjgt(t) +D>.

3.a. feC?*(,R) < g<cC?,R). De f(x) = g(x) + Jo(x) In(x) on déduit

!
F(@) = o @)+ ) @)+ et 7(0) = /(@) 57 o) ) 42 5oL o).
Dou: xf"(z) + f(x) + o f(x) = zg" (z) + ¢'(x) + zg(x) + 2J)(z).
Donc f € S’I(Bo < g€ 51(Cy) ouCy: xy’ +y + axy = —-2J)(x).
b. Si z(z Zagnsn ot x €] — Ry, Ri[et Ry > 0, d’aprés le théoreme de

n=0
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dérivation des séries entieres, z € C°(] — Ry, R1[, R Z 2Ma2nsnz>" "t et
n>=1
Z(x) = Z2n(2n — 1)ag,s,2*" 2. 2 est solution de Cy sur | — Ry, Ry] si, et
n>1
seulement si, pour tout n > 1,2n(2n — 1)s, a2, + 2nas, s, + aop—28n—1 = —4nas,.
Or, pour tout n > 1,4n%as, + agn—o = 0 et as, # 0, donc z est solution de Cy si,
et seulement si, pour tout n > 1, 8, —Sp—1 = —— = VYn—1 — Yn €. Sn = S0 — Vn-
Posons Uy = agnsn " pour tout n > 1. Comme |sn| ln( et v, #0siax#0,
Sn

—)OetR1=+OO.

n— oo

v 4n Sn_
Leg f(l)nctlons z sglultions de Cy et développables en série entiere sont des R-solutions
de Cp. Ce sont les fonctions z : z — AJy(x) + Z Ao Ynx?™ ot X est une constante
n=1
réelle arbitraire.
c. D’apres 3.a. et 3.b. la fonction ¢ : z — Jo(z Zagnq/nx est une
n>1
I-solution de By. Comme Jo(z) — 1 et p(z) T+ In(z), les deux fonctions

Jo et ¢ sont linéairement indépendantes. Comme S7(Bj) est un espace vectoriel
de dimension 2, une base de S;(Bp) est (Jo, ¢).

4. a. En procédant comme a la question 3.a. on obtient :
Cp'xy’—(2p—-)y“+xy==—2$“%0ﬂ-

b. On a donc Jp( Z bonz®™ P pour tout z € I.
n=0
Dot : —2aPJ) () = =2 (2n + p)ba,z* 2P,
n>=0

Si ’'on pose ¢, = by, pour n > p et si 'on procede comme en 3.b. la fonction

YT Z cnz®™ est solution de C, sur | — Ra, Ro[ olt Ry > 0, on obtient, pour
n=0

n =1, 2n(2n — 2p)cy, + cr—1 = —2(2n — p)bay—_gp. (convention bgy, = 0si k < 0.)

D’ou : 4n(n —p)c, + cp—1 =0 pour n € [1,p — 1], ¢pm1 = —2p.

Sin>=p+1, 4n(n — p)ban—_2pon + ban_op—20n,—1 = —2(2n — p)bay_2p.

oM —
Or bap—2 + 4n(n + p)bay, = 0 pour n > 1, donc o, — 0,1 = S
2n(n —p)

Elpl22k+1

De ¢,—1 = —2p, on déduit par récurrence : ¢,_p_1 = ——( Eo1)l si0<k<p—1.
p—k—1)!

. 1/1 1
op est arbitraire et pour n > p,o, —0p_1 = —= (_ + )
2\n n-p

1
Donc, pour tout n = p, o, = 0, — B (’yn — Y+ 'yn,p)-
Comme 0, —- —In(n), un raisonnement analogue & celui fait a la question 3.b.
permet de conclure que Ry = 400 et que les fonctions S solutions de C, et
développables en série entiere sont des R-solutions de C,. Ce sont les fonctions
p—1 00
S:xz— Z nx?™ + Z bonopnx®™ ol les ¢, et o, sont déterminés comme indiqué
n=0 n=p
précédemment. La fonction ¢ définie par ¢(z) = Jp(z) In(z) + 2 PS(z) ot o, =0
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est I-solution de B, d’apres 4.a. et 4.b. Comme 9(z) —— —z7P22?~1(p—1)!p! on

z—07"
a (x) — T Donc (Jp, 1) est une famille libre du plan vectoriel S;(B,), ie.
x—

une base de S;(B,).

e Lemme de Gronwall ; applications

1. On note I = [a,b] ott —oco < a < b < 400. Soient u,v et y trois fonctions
continues sur I a valeurs dans Ry telles que :
t
Vit e I,y(t) < ul(t) Jr/ v(s)y(s)ds (%).

¢ ¢ ¢

a. Montrer que, pourt € I,y(t) < u(t) —|—/ u(s)v(s)exp (/ v(x)dx) ds.
a S
t

On pourra étudier G(t) = / v(s)y(s)ds.

b. En déduire que si v et y sont deux fonctions de C(I,R,), vérifiant :
t

INeRy,VEel,yt) <A +/ v(s)y(s)ds (*%)

a

¢
alors, pour tout t € I,y(t) < Aexp / v(s)ds
a

On suppose, jusqu’a la fin de la question 1. que b = +oc0.
c. Supposons v intégrable sur I. Montrer que si I'inégalité (xx) est vraie
pour tout réel x > a, A ne dépendant pas de x, alors y est bornée sur I.

d. Si y est bornée sur I et si v est intégrable sur I, montrer que s’il existe

+oo
A € Ry tel que pour tout t € I, y(t) < A +/ y(s)v(s)ds, alors :
¢

Ve I y(t) < )\exp(/+oov(s)ds).
2. Soit (H) : 9"+ (1+¢(z))y=0ou ¢ € tﬁi(I,R). Si f est une solution de
(H) sur I, on note g(z) = f(z) + / sin(z — t)p(t) f(t)dt.

a

a. Montrer que, pour tout z € I, ¢"(x) + g(x) = 0.

x

b. Montrer que : 3 M € Ry, Vo € I,|f(x)] < M+/ lp(t) f()|dt .
a

c. En déduire que toute solution de (H) est bornée sur I.
+oo
d. En déduire que h : x — / Ff)p(t) sin(xz — t)dt est définie sur I et

a

que : I(No, po) € R%2,Vx € I, h(x) = \g cos(z) + g sin(z).
e. Montrer qu’il existe (\, ) € R? tel que :

f@) = Acos(a) + psin(a) + o( / - |ga(t)\dt)

3. Soit q € C*(Ry,R%) et croissante. Montrer que toutes les solutions de
I'équation différentielle (H) : y” + q(x)y = 0 sont bornées sur R

4. Soit f € CY(R4,R) telle que f' € L*(R,,R). Montrer que les solutions
de I'équation différentielle (1) : y" + (1 + f(z))y = 0 sont bornées si
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= li —1.
=/

5. Montrer que les solutions sur |0, +o00[ de I’équation différentielle de Bessel

B : 22y +xy' + (22 = M)y =0
1 1
vérifient : y(x) e ﬁ[)\cos:c + psinz] + O<m>

On pourra procéder au changement de fonction z(x) = /zy(z).

Solution

1. a. En tant que primitive d'une fonction continue, G € C*(I,R) et G’ = v y.
Par multiplication des deux membres de (x) par v > 0 on trouve :

Ve I,G'(t) — v(t)G(t) < ut)u(t).
G(t) exp(— / tv(s)ds)] < u(t)o(t) exp(_ / tv(s)ds)

t

D’ou par intégration : G(t) exp <—/ v(s)ds) < /t u(s)v(s) exp (—/: v(m)dw) ds

car G(a) = 0. Or () = y(t) < 17(15) + G(1). Dot le résultat, compte tenu de
e*tY = e%e¥ et de la relation de Chasles.

b. Cas particulier ou u est la fonction constante ¢ — A.

y(t) < A —|—/ —exp (/stv(a:)dx>]

a
v(s)ds). Donc y est bornée.

d
D Vtel, —
onc € g

s=t

t)\v(s) exp (/stv(m)dx>ds =A+A

s=a
+oo

c.veLYI,RT)=Vtel,0< y(t) < Aexp(/

a

d. Si y est bornée sur I, on a: y(t)v(t) = O(v(t)). Doncsiv € L1(I,RT), alors

t—+o0
yv € LY(I,RT). Posons g(t) = ()\ + /t+<><> y(s)v(s)ds) exp ( —/t v(s)ds).

+oo a +oo
Comme /t y(s)v(s)ds = /t y(s)v(s)ds —I—/ y(s)v(s)ds = —G(t) + C ou C

est une constante réelle, g est de classe C! sur I et I'on a :

g’ (t) = v(t) l —y(t) + A+ /t+°° y(s)v(s)ds} exp ( — /t+°° v(s)ds) > 0.

D’ot la croissance de g sur I. Or g(t) P A. Donc ¢(t) < A pour tout t € T.
—r+00

“+o0

Donc : Vt € I,y(t) < A+ /t+°° y(s)v(s)ds < Aexp (/t+°° v(s)ds).
2. a. g(z) = f(z) + h(z) olt h(z) = Sm ( /0 " gite=n) f(t)cp(t)dt).

h(z) = Sm (e (z)) olt ¢ : z — / e " f(t)p(t)dt est de classe C' sur R en tant
0

que primitive d'une fonction continue sur R. Donc h€C HR,R) et

W (z) = Sm (f(2)p(x) + ie"y(x)) = Sm (ie""(z)). Donc h' € C*(R,R) et

W'(x) = Sm (if (v)p(x) — ey (@) = f(2)p(@) = h(z).
Donc ¢’ (z) = —g(x) car f est I-solution de (H).
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b. 3\, p) € R% Vx € I, g(z) = Acos(z) + psin(z).
Donc Vz € Ry, |g(z)|<|A|+|u| = M. Dou: Ve € I,|f(x M+/ |f(®)p(t)|dt.

c. De 1.b. et de ¢ € £L1(I, R) on déduit que, pour tout z € I, | f(z)| < M exp / lo] ).
I
f est bornée sur 1.
d. f et sin étant bornées, on a f(t)¢(t)sin(x — t) o O(e(t)).
t—

+
Comme ¢ est intégrable sur 1, il en est de méme de ¢t — f(¢)p(t) sin(z — t).
Comme sin(z —t) = sin(x) cos(t) —sin(t) cos(x), on a : h(z) = Ao cos(x) + o sin(x)

ou: N\ = —/If(t)go(t) sin(t)dt et pg = /If(t)gp( ) cos(t)dt.
e. De 2.a. on déduit que : f(x) = acos(x) + Bsin(z / f(@)p(t) sin(xz — t)dt.
+oo
f(z) = acos(z) + Bsin(x) — h(x) + / f(@)p(t) sin(z — t)dt.
+oo
(@) = (@ = Ma)cos(a) + (5 — p)sinfa) [ F(e)p(®)sinfe )t

x
Posons A = a — Ay, = — pg. Comme f est bornée, on a :

/m JWesint -~ =0 /+w|gp(t)|dt>.D’oﬁlerésultat.

@—s+o0
3. Soit y € Sg, (H). Alors 2y'y"” + 2qyy’ = 0. D’ol1 par intégration :

Vo € Ry, y2(x) — y2(0) + 2 / A&yt (t)dt = 0.
0
Par intégration par parties, en posant a = 32(0) + y2(0)q(0),
Vi € Ry, y(2) + q(0)y*(@) = a + / ¢ (B (1)dt.
0

xr
Donc : Vo € Ry, q(z)y?(z) < a —|—/ ¢ (H)y?(t)dt.
0
/
L’application de 1.b. aux fonctions positives qy? et i (¢f. ¢ > 0) donne :
q

Vo € R+’q(x)y2(x) < aexp (/Ow (f]’((]?d}f) = GZE‘E;

car ¢ > 0. D’ou le résultat.

Donc : Vo € Ry, y%(z) < %0) )

4. Comme f' € LY(R,,R) et f(x) = £(0) —|—/ f'(t)dt, ¢ existe.
0

Yy € S(H),Vx € Ry, v/ (2)y"(z) = = (1 + f(z)y(z)y'(x).

D’ou par intégration, y'%(z) — y"?(wo) = —2/ (1+ F()y(®)y (t)dt.

0
Par intégration par parties :
xr

Y2 (@) =y (o) = —(L+ f(2)y?(x) + (1 + o))y (xo) + [ f'(t)y?(t)dL.

Comme ¢ > —1, fixons zg tel que : Vz > xo,1 + f(z) 2 k = 1T+€ > 0.

(1 + f(z0))y*(20) + " (w0) — y"*(2) 1 C 2
ol AL

i = T+ @)
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x

Vo > xo,yQ(x)g)\—i—a/

Zo

7Ol (00t o a= A=al(1+ o)y (x0) +” (o))

x
Par application du 1.b. Vo > z0, y?(x) < Aexp (a/ |f’|> < dexp (a/ |f'|)
xo R+
D’ot1 y est bornée puisqu’elle est continue sur le segment [0, z].

K
5. Le changement de fonction inconnue z(x) = y(z)/z donne : 2" + (1 + —2)2 =0
x

1
ou K = i A2 La fonction ¢ : x — Kz =2 est intégrable sur [1,+oo[. On déduit

+o00
de 2.e. que z(z) = Acos(z) 4+ psin(z) + O(/

r—r+00 T

K
2 dt) D’ou le résultat.

e Fonctions oscillantes

Toutes les fonctions considérées dans le probléme sont a valeurs dans R.
(A, a,b,a,m) € R% et vérifie:m >0; a<2;b>a>0; A>0.

(f,9:p, 4,7, 8) € (C3(R},R))®; (u, ) € (C'(R%,R))? ; on appelle zéro de f
tout réel tel que f(x) = 0. On dira que f est une fonction oscillante sur
la, +o00[ s’il existe une suite strictement croissante que ’on notera (T2, )nen
telle que : (i) zp>a et nll)ngo(mgn) = +4o00; (ii) f s’annule en changeant

de signe en tout point oy, ; (iii) Vo > a, f(z) =0 < In €N, z = zq,.
Partie I

1. On suppose que f' est intégrable et de classe C! sur [1,+oo]. Si (t,,) est une
suite strictement croissante de réels supérieurs a 1, étudier la convergence
de la série de terme général : |f(t,) — f(tn-1]-

2. Résoudre sur R I’équation différentielle y" + Yol A 0 en effectuant
z

simultanément le changement de variable t = In(x) et le changement de
fonction z(t) = ﬁ\/{) On distinguera les cas A>1; A=1; A<1.
X

3. a. Transformer D'équation différentielle " + p(z)y’ + q(z)y = 0 a
1 T

Paide du changement de fonction z(x) = y(x) exp(i / p(t)dt). L’équation
1

transformée est du type z" + v(x)z = 0. Donner v en fonction de p, q et p'.
2

1 A
b. Appliquer cette transformation a y" +— y' + (1 — —2>y =0 pour A € R,.
x x

On donnera I'équation transformée sous la forme 2" + (1 + —)z=0.

c. Montrer que si une solution non nulle f de y" + p(x)y’ + q(x)y = 0 sur
R% s’annule en xg, f change de signe en .

Partie I1

1. (y1,y2) désigne une base de l’espace vectoriel des solutions de I’équation
différentielle y" + r(z)y = 0. On pose : Wiy, 1. () = (y1y5 — y291) ().
a. Montrer que W('y1 y2)(m) = 0 pour tout x > 0. En déduire qu’il est possible

de choisir (y1,y2) de sorte que W y = 1. On suppose qu’il en est ainsi.

Y1,Y2
b. A laide de la méthode de variation des constantes, montrer que les
solutions sur R de I'équation différentielle y" + r(x)y = ¢(x) peuvent

irigés
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s’écrire sous la forme : x (t) ()
- Y1 iz
y(@) = Ay1 () + pya () + /1 POl a0 1ol)

c. Utiliser cette expression pour résoudre y" + my = ¢(x) ott m > 0. Puis
montrer que si f vérifie f(x) +mf(x) = 0 pour x > 0, alors pour tout

x>0, f(x)-i—f(x—f—%) > 0.

2. a. On suppose dans cette question que : Vo € R* ,r(x) > 0. Effectuer
simultanément dans ’équation différentielle y" +r(x)y = 0 le changement de

variable : t = / Vr(€)dé+C (C est une constante réelle) et le changement
1

dt avec Wy, .y (2)=1.

de fonction z(t) = /r(z)y(x). On donnera I’équation transformée sous la
K17 (z) — Kor” (z)r(x)

167r3(x)
b. Quelle équation différentielle obtient-on en transformant de cette facon,

forme 2" 4+ (1 4 u(t))z = 0 avec u(t) =

A A
» 'équationy”+—y =00t A >0 et a <27 Vérifier
x

que dans ce cas u est intégrable sur [1,+oo].

Partie II1

en prenant C' = 5

On suppose dorénavant que la fonction r vérifie :
3(m1,ma) € R?, Vz €]1, +00[, ma > r(z) = my > 0.
[ désigne une solution non nulle de y" 4 r(x)y = 0 sur RY.
1. Montrer que f s’annule en changeant de signe en au moins un point de
b
[b,b + } pour tout b > 1.

my

On pourra utiliser la fonction g définie par g(x) = sin (,/ml(x — b)), puis

raisonner par l’absurde en construisant le tableau de variations de Wy o).

2. Si «a et 8 sont deux zéros consécutifs de f, prouver a I’aide d’une solution
T

g bien choisie de y"” +moy =0 que 8 —a > ——-

NG

3. En déduire que f est oscillante sur |1, +o0].

4. Dans toute la suite du probléme, on suppose que lir+n r(z) = R > 0.
T—r+00

On sait que f est oscillante sur |1,4o00[. Soit (z2,) la suite strictement

croissante des zéros de f sur |1,4+o0[. En détaillant avec soin la solution

proposée, prouver que : lim (Zop40 — Top) = ——-
n—oo

VR
5. Déduire de ce qui précéde que toute solution non nulle de y" + —y=0,

(A >0, a < 2) est oscillante. (Justifier avec précision le choix a < 2).
6. On note M,, = sup{|f(t)| | x2n <t < Tani2}.
a. Montrer que : Vn € N, 3 xop 11 €)Tan, Tant2|, |f(@2nt1)| = M.
b. Si r est monotone sur |1, 4+o00[, prouver que (M,,) est une suite monotone.
Préciser son sens de variation par rapport a celui de r. On pourra intégrer
la fonction 2f"f" + 2rf'f.
c. Sir’ est intégrable sur [1,+oo[, montrer que la suite (M,,) converge vers
M >0 et que lim |f'(z2n)] = MVR. On pourra utiliser 1.1.

n— oo
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Solution
Partie I

115 ~ sl =] [ 7

tn
S/ |f'| pour n > 1.
th—1

tn
f/ étant intégrable sur [1, +oo], la série (Z / lf |) _, converge. Par théoreme
tn71 n/l

de comparaison des séries & termes positifs, la série > |f(tn) — f(tn—1)| converge.
2. A partir de y(z) = Vzz(In(z)) on obtient :
-1

z(t) = 0.

A
7 A _ %
y"(z) + 12 ylz) =0 <= 2"(t) +

eSiA<letw=1/ ! ;Aa alors z(t) = Ae*t + pe “t et y(z) = (Aa¥ + pz~%) /.
e Si A=1,alors 2(t) = M + pet y(x) = (An(z) + p)v/z.
e Si A > 1, posons w = A; 1, alors z(t) = Acos(wt) + wsin(wt). Dou

y(z) = [/\ cos (wln(z)) + psin (w ln(x))] V.

1 T
3.a.y=e"zouu(x) = 5/ p(t)dt.
1

/ u / ]' i u 1 1 / ’ p2
Donc:y =e (z —ipz) ety =e (z — 5Pz +ZZ)
1
y'+py +ay=0 Z//+”Z:00flvzq—ZPQ—iplcare"#O.
2

1 A
b. Dans cette question z(z) = /zy(x). Prenons p(x) = — et ¢(z) = 1 — — alors
x x

u(x):1+§2ow{=i—v.

¢. On déduit du théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire qu’il existe une unique
solution de 1’équation différentielle : " 4+ py’ + qy = 0 sur |0, +oo[ vérifiant
y(xo) = y'(zo) = 0. La fonction nulle étant solution, on conclut que c’est la
seule solution de I’équation différentielle : y” + py’ + qy = 0 sur |0, +o00[ vérifiant
y(xo) = y'(xo) = 0. Soit f une solution non nulle vérifiant f(zy) = 0, alors
f'(xo) #0et f(x) — (x —x0)f (x0). Donc les fonctions f et z — (z — x0) f'(z0)

~ . T—=ITo | . .
ont méme signe au voisinage de xg. Par suite f change de signe en xg.

Partie I1

1. a. On vérifie que W(’yhyz)(a:) = 0 pour tout = > 0. (¢f. aussi le cours sur
le wronskien). Donc W, ,,) est constant et non nul car (yi,y2) est libre. Il
est possible de choisir (yi,y2) de sorte que W, ,,j) = 1 en multipliant une
des fonctions par une constante réelle non nulle, compte tenu des propriétés du
déterminant.

b. La méthode de variation des constantes consiste a chercher dgs solutions sous
la forme : y(z) = A(2)y1(z) + p(z)y2(z), on (A, p) € (C*(R%,R))". On a alors :

v (30)) + (30)) = (ol ) Pon 0= e

Posons A = A(1) et u = p(1), on a alors :

irigés
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x
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x

AMz)=X— / e(t)y2(t)dt et p(z) = p —|—/ p(t)y1(t)dt. Dot le résultat.
1 1

1
c. Posons w = /m. Alors y1(z) = cos(wz) et yo(x) = — sin(wz) par exemple.
w
x

1
D’ou: Vo € R, y(x) :)\cos(wx)—i—usin(wx)—l—; / o(t) sin (w(z—1))dt. (%)
1
Soit f vérifiant f”(z)+mf(x) > 0; en posant ¢(x) = f"(z)+mf(x), on déduit de

(%) que : f(x—kg) +f(x) = :}/:-s-w o(t)sin (w(t—x))dt = O carsit € {x,x—i—g}y
alors sin (w(t — x)) = 0 et p(t) > 0.
dz 1

2. a. r étant de classe C? sur R%, a valeurs dans R} ,on a: — = ——-
dt r(gg)

= y/(@) =~ @) (@) () + (@) )

2(t) + (r(2)) "2 (t). Don -

- @) 0 - @ @)

~1/4 at

dz

-1/4 ,

Z'(t)

Donc : Vo € RY,y"(z) + r(z)y(x) =0 < Vt € RY,2"(t) + (1 +u(t))z(t) =0

avec u définie par u(t) = 16T1( ] [5r’2(z) - 4r(x)r"(:c)].
a—2
b. Avec r(z) = Az, on obtient : u(t) = 171614 (0® — 4a).
2 z 2V A a
t_f/ (TFd¢+C = \f[ *} +C=£x1—f-
1 2—-«
K | (a? —40)(2 — a)?
On a alors u(t) = 7 ot K = 1Az - Donc u € L([1, +c[, R).
Partie III

1. Supposons f de signe constant sur |:ba b+

\/»1} et soit g(z) = sin (v/m, (z—1)).

}’ g(x) > 0 et, quitte & changer f en —f, on peut

7r

Alors, pour tout = € |:ba b+
vy
aussi supposer f(z) > 0. Comme ¢”(z) — mig(z) =0, on a :

Wip. (@) = f(2)g"(x) = f"(x)g(x) = (r(z) —ma) f(z)g(x) > 0.

Donc Wy gy est croissante sur [bab + %} Or Wi () = f(b)ymi = 0
1

71— )
et W(fg) (b + \Fl) f(b + W)\/ml < 0. Donc W(f,g) s’annule dans
}b7b+

] Donc, d’apres le cours, (f,g) est liée. Comme g # 0, il existe A € R

Vimy
tel que f(z) = Ag(x) si x € |:b7b+

T } Donc f(b) = 0. D’ou deux cas :
my

e f n’est pas de signe constant sur {by b+

}7 alors f s’annule en changeant

N
wmﬂ'

de signe cf. [.3.c. en un point de }ba b+
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e f s’annule en b en changeant de signe cf. 1.3.c.

Dans tous les cas, f s’annule en changeant de signe en un point de [b, b+ il ]
vy
2. Notons que d’apres 1.3.c. les zéros de f sont isolés et que I'on peut & bon droit,

™
parler de zéros consécutifs. Supposons 8 — a < - La fonction g définie par
NG

g(z) = —sin (y/mz(x — B)) est positive sur [o, 5]. On a comme en II1.1. la fonction
W(s.g) croissante. D’out deux cas de figure pour f. Voici le premier.

En changeant f en —f, on passe du premier au second cas. Dans le premier cas,
f'(a) > 0et f'(B) <0; donc Wiy g (a) = g(a)f'(a) >0=Wy;q(3). Dot Wy g
est nulle sur [a, §]. Comme & la question précédente, on en déduit que, pour tout
z € [a, B], g(x) = Af(x). Donc g(a) = 0, ce qui contredit § — a <

AUzl .
3. D’apres III.1. f a une infinité de zéros; d’apres III1.2. la distance entre deux

L s de T
et au moins de
/1M \/ M2
de signe en chacun de ses zéros. Donc f est oscillante sur [a, +o0o[; On définit par
récurrence, la suite (x2,) par xa,y2 est le plus petit zéro de f (ils sont isolés)
7r

0
supérieur a x ——Ona: —<z — 29, < ——-
P 2n + \/m—z \/m_2 X 42n+2 an X \/m—Q
4. Soit € > 0. On sait qu'il existe A >0telque: x > A= R—e<r(z) < R+e.
Soit alors N tel que xon > A. On déduit de II1.3. que, pour tout n > N,
T T

<$n _xn< _
vVR+e¢ e ? vVR—¢ n—oo /R
WA .

5. On a vu en I1.2.b. qu’en effectuant le changement de variable ¢ = 37

zéros consécutifs est au plus de

- D’apres 1.3.c. f change

- Donc (an42 — Tan)

AN S
et le changement de fonction inconnue z(t) = (—) ! y(z) on obtenait :
T
A K
Ve e R,y (z) + x—ay(x) =0 < VteRL,2"(t)+ (1 + t_Q)z(t) =0
. (a? —40)(2 — a)?
on k= 6442 '
On déduit de IIT.4. que z est oscillante et que la suite de ses zéros (ta,,) vérifie :
tont2 — ta, — 7. La fonction y possede une suite de zéros (zay,).
n—oo

2—-«w == .
Top = (m th) . Donc z2, —= +o00 si a < 2.

6. a. f étant de signe constant sur |xay,, Tant2[, f/ = —rf en fait de méme car
r > 0. la fonction f’ est donc strictement monotone sur |xa,, Zan42[- Comme
au I11.2. on a : f'(z2n)f (x2n+2) < 0. Donc f/ s’annule en un unique point de
|Ton, Tant2] nOté Tap41. Dol f a un unique extremum sur oy, Tan42|-

b.2f' f"+2rf' f =2f'(f" +rf) = 0. Donc, en intégrant :
0= [ ers e ) = Pl = P+ [ 2t

2n—1 T2n—1

Ton41 T2n+1
Par intégration par parties, / aff = [r(t)f2 (t)] - / ' f2.
x

Tan—1 T2n—1 2n—1

T2n+1

Toan+41 9
Donc : 7(29p1) M2 — r(v9n_1)M2_| = / r f2.
x

2n—1
Si r est croissante, 7’ est positive et donc :

irigés
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T2n T2n+1
r(Toni1) M2 — 7(zon_1)M?_, g/ r’(t)M,%,ldH/ 7 (t)M2dt. Do :
Tan—1 T2n
P(@on 1) ME=r(2on-1)M2_y < (r(z2n) =7 (Tans1)) MA_ )+ (r(22n 1) —7(z2n)) M,
Donc : T(asgn)(M,QL_l — M2) > 0. ie. M,y > M, >0.
La suite (M,,) est décroissante. On montre, de méme que si 7 est décroissante, la

suite (M) est croissante.
c. Posons E(t) = f2(t) +r(t) f2(t). On a alors E'(t) = r'(t) f2(t).

Donc |E'(t)] < mi1|r’(t)l.|r(t)lf2(t) < millr’(ﬂlE(t)- Drott : L;((tt))’

()]

mi

r’ étant intégrable sur [1, +oo[, il en est de méme de = Donc il existe £ € R tel que
I [E@)] =7 ¢ Or Bzzni1) = f2(@2n11) + 7(22n41)f (22041) = 7(22041) My

r’ étant intégrable sur [1, 400, il existe R € R tel que R > my et r(t) P R.
— 400

L
DonchL—>E:M20f1L:e€.

n—oo

De méme : E(x2,) = f"*(22,). Donc |f'(x2,)| —— VL = MV/R.
n—oo



Calcul differentiel

(E,N), (F,P) et (G,Q) sont des R-espaces vectoriels normés de dimension finie
n,p et q avec, en général n > 2, U désigne une partie ouverte de E et f
une application de U dans F. On choisit £ = (e1,...,e,) et F = (e1,...,&p)

p

bases de E et F, on décompose f sous la forme f = Z fie; ou, pour tout
i=1

i€[1,p], fi E]—'(U, R). K désigne I'un des corps R ou C.

Les notions de limite et de continuité ont été vues au chapitre 3.
Généralités

1. Différentielle en un point
1.1. Définition

Théoréme et définition
Soit a élément de U ; il existe au plus un élément ¢ de L(E, F) tel que

fla+h) = f(@)+ (k) +o(N(h).

Si c’est le cas, on dit que f est différentiable en a, ¢ est alors appelée
différentielle de f en a ou application linéaire tangente a f en a et notée
df (a). Ainsi df (a) est élément de L(E, F).

Démonstration
Si ¢ et 1 sont solutions alors, par différence, ((p — ’(/J) (h) o o(Nh)), ¢ — ¢
—

est donc lipschitzienne de rapport € pour tout € > 0, donc constante nulle car
(¢ — ¥)(0) = 0 par linéarité. O

Remarques

e Dans le cas n = 1 et E = R, 'espace vectoriel L(F, F') est isomorphe & F par
© +— ©(1). Donc ¢ est Papplication h — ha ot a € F, on retrouve la notion de
développement limité d’ordre 1 en a avec, bien sir, @ = f/(a). On parlera donc
encore de développement limité d’ordre 1 en a. f est différentiable en a si, et
seulement si, f admet un développement limité d’ordre 1 en a.

e Si f est différentiable en a alors f est continue en a car ¢ est continue en 0

comme application linéaire entre espaces vectoriels normés de dimensions finies.
La réciproque est fausse comme on I’a vu dans le cas n = 1.
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1.2. Exemples

e Si feL(E,F) alors, pour tous a et h dans E on a f(a+ h) = f(a) + f(h) donc
f est partout différentiable avec df (a) = f.

e Si @ est bilinéaire sur E x F' & valeurs dans G, pour tous (a,b) et (h,k) dans
ExFona®(a+hb+k)=®(a,b)+ ®(h,b) + P(a, k) + ®(h, k).

v : (hk) — ®(h,b) + ®(a, k) est linéaire & valeurs dans G et il existe C' dans
R, tel que, pour tout (h,k) dans E x F, Q[®(h,k)] < CN(h)P(k) (voir le

C
lemme qui suit). Avec un tel C, Q[®(h, k)] < §(N(h,k))2 ot NV est la norme

(h,k) — max (N (h), P(k)) sur E x F.

D ) h,b+k = ®(a,b h,k h,k)).
one ®la+hb+k) = @(a,b) +p(h k) +o(N(hK)

® est partout différentiable avec d®(a,b) : (h, k) — ®(a, k) + ®(h,b).
1.3. Lemme
Soient (Ey, N1), (E2, Nao), (F,N') trois espaces vectoriels normés de dimen-
sion finie et u une application bilinéaire de Ey X Eo dans F'. Alors

E'CER:,V(ICl,.Tg) € E1 X E27N/(’LL(£L'1,£C2)) < CNl(‘Tl)Nl(CEQ).

Démonstration

Compte tenu des hypotheses, u est continue sur F; x Es donc en 0. Si ’on note
N la norme produit sur Fy x Fs, il existe a > 0 tel que :

N(z1,22) < a = N'(u(z1,22)) < L.

Donc Ni(x1) < a et Na(z2) < o = N'(u(z1,22)) < 1.

Pour (z1,22) € E1 X Ey avec 1 # 0 et xg # 0, soit y; = « avec 1 €{1,2}-

xl
N(z;)
N'(u(y1,y2)) < 1= N'(u(z1,22)) < %Nl(xl)%(@)-
L’inégalité est encore vraie si un des x; est nul. D’ol1 une preuve du lemme. O
2. Dérivée selon un vecteur
Soient a €U et h € E, comme a est centre d'une boule ouverte contenue dans U,
il existe 6 > 0 tel que, pour tout ¢t € R et tel que [t| < 0 alors a +theU.

Avec un tel 0, ¢y, : t — f(a + th) est définie sur | — 4, d].
t — a+ th est un paramétrage de la droite a + Rh (si h # 0), on se ramene donc,
le long de cette droite, & une fonction de la variable réelle ¢.

2.1. Définition
On dit que f admet en a une dérivée selon h si py, est dérivable en 0, on
note dans ce cas Dy, f(a) = ¢}, (0) et on I'appelle dérivée de f en a selon le
vecteur h.

Remarques

e Si h est nul alors f est en tout point dérivable selon h car ¢} est constante et
Dpf(a) =0

th) —
e Sous réserve d’existence Dy, f(a) = lim flatth) = fla),
o t
2.2. Théoreme
Si f est différentiable en a alors f admet en a une dérivée selon tout vecteur

et Dy, f(a) = df (a)(h).
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Démonstration
Sihe EetteRalors f(a+th)— f(a) o df (a)(th)+o(N(th)) o tdf (a)(h)+o(t)
f(a’—"_tht)_f(a) df(a)(h)[l

linéarité de d d’ot
par linéarité de df (a), d’ou p—

3. Définition des dérivées partielles
SiaeU et j€[l,n], on dit que f admet en a une j-iéme dérivée partielle
relativement a & si elle admet en a une dérivée selon le vecteur e;. On la
fla+te;) — fla)
t

0
note dans ce cas D; f(a) ou QTf(a) ie. D f(a) = lim

J o0
Exemples
1. Si f est différentiable en a alors pour tout j €[1,n], D, f(a) existe et est égale
a df (a)(e;).
2. Soit f définie sur R? par f(x,y) = % si (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.

€ Y
Les restrictions de f aux droites (0,0) +R(1,0) et (0,0) +R(0, 1) sont nulles donc
f admet en (0,0) des dérivées partielles et Dy f(0,0) = D5 f(0,0) = 0.

1
Par contre f(z,z) = 3 —+— £(0,0) donc f est discontinue en (0,0).
z—0

2 H L’existence de dérivées partielles n’assure pas la continuité et donc pas la
différentiabilité.
4. Applications de classe C*

4.1. Définition
On dit que f est de classe C' sur U relativement a & si, pour tout
j€ll,n], D;f existe et est continue sur U.

Exemples

1. Si fe L(E,F) on a vu que, en tout point a de E, df(a) existe et est égale & f,
donc pour tout j €[1,n], D;f est constante égale & f(e;) donc continue sur E. La
fonction f est de classe C! sur F relativement a &.

2. Si ® est bilinéaire sur £ x F' a valeurs dans G, pour tout (a,b) dans E x F,
d®(a,b) : (h,k) — ®(a,k) + ®(h,b), donc dP® est continue sur F X F en tant
qu’application linéaire entre les espaces vectoriels de dimension finie E x F' et
L(E x F,G). Par suite toutes les dérivées partielles existent et sont continues sur
E x F. L’application ® est de classe C! sur E x F.

4.2. Théoréeme
Si f est de classe C* sur U relativement & £, alors f est différentiable en

tout point a de U avec df (a) : h — Z D;f(a)h; sih= Z hje;.
j=1 j=1

Démonstration (non exigible)

On se limite, afin d’alléger les notations, au cas on E = R2?, N est la norme
produit et a = (0,0). On peut supposer f(0,0) = D;f(0,0) = D2f(0,0) = 0,
quitte & remplacer f par (h,k) — f(h,k) — f(0,0) — hD; f(0,0) — kD2 f(0,0).
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Reste a t h,k = h,k)).
este a montrer f(h,k) (S 00) o((h, k))

Fixons € > 0 et choisissons 1 > 0 tel que sur la boule B = B((0,0),n) on ait
(le) € et P(sz) <e.
Si (h,k)€eB on a P[f(h,k)] < P[f(h,k:) — f(0, k)] +P[f(0,k)} < €[|h\ + |k|]
par l'inégalité des accroissements finis appliquée aux fonctions ¢t — f(t,k) et
t— f(0,t), dott P[f(h,k)] < 2eN(h,k) et le résultat. 0
L’expression de df prouve alors le corollaire suivant :
4.3. Corollaire

| Si f est de classe C' relativement & £ sur U alors df est continue sur U.

4.4. Corollaire et définition
Si f est de classe C' sur U relativement a &, alors f est de classe C! sur U
relativement a toute base de E. On dira donc simplement que f est de classe
C' sur U ou contintiment différentiable sur U. On note C! (U, F) I’ensemble
de telles applications.

Démonstration

Si & = (e),...,el,) est une base de E alors, pour tout j dans [1,n], pour tout a

e n

dans U, f est dérivable en a selon le vecteur €’ et De;f(a) = df (a)(€}), Der f est
donc continue sur U et f est de classe C' relativement & £'.0

II. Opérations sur I’ensemble des applications de
classe ¢

1. Théoréme
ct (U, F) est un R-espace vectoriel et, pour tout a dans U, f — df(a) est
une application linéaire entre C! (U, F) et L(E,F).

Démonstration

Découle des définitions de C! (U, F ), des dérivées partielles, de la linéarité de la
notion de limite et la structure de R-espace vectoriel de C (U ,F ) g

2. Théoréme de copmposition

Si fect (U, F)7 g GCl(V, G) ot V est une partie ouverte de F' contenant
f(U), alors gof est de classe C* sur U avec, pour tout a dans U, I'égalité

[d(ge)](a) = (dg[f(a)])o[df (a)].

Démonstration
Posons ¢ = (dg [f(a)])o [df (a)], alors p € L(E, G).

Si (a,h) € E? on a f(a+ h) = f(a) +df (a)(h) + P(h)e(h) = f(a) + P(h)M(h) on
li(r)na = 0 et M bornée.

(9of)(a+h) = g[(f(@)] +dg (@] [PAIM(R)] +o[P(W)M ()] d'on
(9oF)(a+ 1) = 9[(@)] + (k) + P(R)o[=()] + P() o[M(B)] i
(9of)(a+h) = glf@] + () +o(N(h));
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gof est donc différentiable en a avec [d(gof)](a) = ¢.

Sije[l,n], Dj(gof)(a) existe, est égale & p(e;) te. Dj(gof)(a)=dyg [f(a)} [Djf(a)].
Par composition D;(gof) est continue sur U et gof est de classe C' sur U.O

3. Applications du théoréme de composition

3.1. Applications coordonnées
P
On rappelle que si F = (e1,...,&p) est une base de F alors f = Zfiei ol,
i=1

pour tout i €[1,p], fi € .F(U, R), fis-.., fp sont les applications coordonnées de f
relativement a F.

Théoréme
f est de classe C* sur U si, et seulement si, pour tout i de [1,p], fi est de
classe C' sur U. Dans ce cas : ¥(i,j) €[1,p] x [1,n], D;(fi) = (D;f)i.

Démonstration

La structure d’espace vectoriel de C* (U, F ) et le lien entre f et les f; prouvent
que, si les f; sont de classe C! sur U, alors f aussi.

Si f est de classe C! sur U, en notant, pour tout i €[1, p], 5:( I’application i-ieme
coordonnée relativement & F = (e1,...,¢,), on a f; = ¢, of pour tout i €[1,p], les
fi sont donc toutes de classe C! sur U. De plus, si a € E,

D; fila) = [d(Fo ) (@)(e;) = (df [F(@)]odf ()] (e;) = X [D;f ()] = (D;),(a)
car de] est constante égale & € par linéarité. 0

3.2. Dérivation
Théoreme

Si et (I7 U) et feCt (U, F) ot I est un intervalle de R, alors foy est de
classe C! sur I et, pour tout t de I, (fow)/(t) = df [¢(t)] [¢'(1)].

Démonstration
Si, par exemple, I = [a,b[, foyp est déja de classe C! sur ]a, b[ par le théoréme de
composition. De plus, si t € ]a, b, [fow]/(t) =d(fop)(t)(1) = {df [ap(t)]Odgo(t)} (1)
dott [fop]'(t) = df [0(1)] [ (1)].
Par continuité de dfop et ¢, [fogp]/(t) — df [¢(a)] [¢'(a)].
t—a

Comme foy est continue sur [a, b] et de classe C! sur a,b|, elle est de classe C!
sur I et [fop] (a) = df [p(a)] [¢'(a)].O
Corollaire

Si o eC([a,b],U) et feCH(U,F) avec ¢(0) = a et ¢(1) = b,

b
f@—ﬂwzfﬂwwwmw

Rappels

e Soit U un ouvert de R3 et I un intervalle ouvert de R. Supposons f de classe C!
sur U et & valeurs dans K, ¢ de classe C* sur I et ¢(I) C U. Alors F € C*(I,K).
Notons F(t) = (fop)(t) = f(z(t),y(t),2(t)). Alors, pour tout t € I,
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F'(t) = D1f ()2’ (t) + D2f (0(t))y'(t) + D3 f (¢(t)) 2/ (t).
e Soient f€C'(R*K) et F: '—>/ f(t,x)dt.
0

Considérons @ : (x,y) — / f(t,y)dt, sur R?2 on a D1 ®(z,y) = f(x,y) et
0

Dy®(z,y) = / Do f(t,y)dt, D1® et Da® sont continues sur R? donc ® est de

0
classe C! sur R?. Soit aussi ¥ : 2 +— (z,2), ¥ est de classe C! sur R.
Comme F = ®oW, F est de classe C! sur R avec F'(x) = <d<I> [\I/(x)]) [V (2)]

d’ou F'(z / Dof(t,x)dt + f(z,z).

Remarque : si F(x / f(t)sin(z — t)dt avec f€C(R,R), ne pas procéder
comme precedemment pour montrer que F" + F = f. Poser plutot
F(z)=Sm / f(t) ’(I t)dt =Qm / ft) Ztdt et utiliser les théoréemes

sur les primitives de fonctlons continues sur un 1ntervalle Voir un travail dirigé
du chapitre 11.
3.3. Théoréme

Soient f, et fo deux applications différentiables en un point a d’un ouvert U
d’un espace vectoriel normé de dimension finie respectivement dans Fy et Fy
deux espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit B une application
bilinéaire de F} x Fy dans G. L’application g de U dans G définie par
g(z) = B(f1(x), fo(x)) est différentiable en a et

dg(a) : h— B(fi(a),df2(a).h2) + B(df1(a).h1, fa(a)).

Démonstration

Notons que g = Bof ou f : z — (fi1(z), fo(x)). L’application B est différentiable
en tout point d’apres 'exemple 1.1.2. et f est différentiable en a avec
df (a) : h = (dfi(a).h1,df2(a).hs). Le théoréme découle du théoréme I1.2.0
4. Jacobienne, jacobien
4.1. Définition
Si fect (U7 F) et a € U on appelle jacobienne de f en a (resp. jacobien de

f en a) la matrice, notée J,(f), de I'application linéaire df (a) relativement
aux bases € et F (resp. le déterminant de cette matrice sin =p).

Remarque
Jo(f) = (lei(a)) € M, »(K) car, avec les notations précédentes,

e [df(a)(h)] =& {pr } ZD fi(a sih:ihjej.
j=1

Exemples
1. En identifiant C & R%, f : z + e* est de classe C' sur C, sa jacobienne en
x 2 _ pT g3
e c.os(y) €® sin(y) soit
e®sin(y)  e*cos(y)

encore e”® Cf)s(y) —sin(y) , son jacobien en z est e?%¢(?) donc df(z) € GL(C).
sin(y)  cos(y)

z = x+1iy relativement & la base (1, ¢) est facilement (
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2. Si @(p,0) — (pcos(8), psin(6)), alors @ est de classe C' sur R? et sa jacobienne

n (p,0) est <§?§Ez)) _Z(S:g;((z)) ), son jacobien est p, donc d®(p,6) € GL(R?) si,

et seulement si, p # 0.

4.2. Théoreme
Si fect (U F) gect (V G) ou V est une partie ouverte de F' contenant

fU), alors Ja(gof) = J4(a)(9) - Ja(f)-

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate du théoreme 1.B.2. et du lien entre composée
d’applications linéaires et produit des matrices de ces applications dans des bases. O

On en déduit la formule de la chaine.

Si E =R" F =R"™ et G = RP, le théoréme précédent se traduit en notant :

f@) = (fi(@), .., fm(@)),9(y) = (91(9),---9p(y)), h(@) = (ha(x), ..., hp(z)) ol
h=gof,
891 of,
axj Z ayk [“)x];( a)-

II1. Algebre ¢ (U K)

1. Structure

1.1. Théoréme
1. Cl(U, K) est une K-algébre sur laquelle f — df est une application
linéaire vérifiant en outre d(fg) = fdg + gdf.

1 1 1
2. Si feCt (U, K*) alors ? est de classe C' sur U avec d<?) =—

= df.

Démonstration

1. On sait déja que C* (U, K) est un K-espace vectoriel et que f +— df est linéaire.
Soient f et g éléments de C! (U, K), alors F': a — (f(a),g(a)) est de classe C! sur
U a valeurs dans K2, ® : (A, 1) + A est bilinéaire donc de classe C! sur K2. Par
composition ®oF, je. fg, est de classe C! sur U.

De plus, si a€U, d(fg)(a) = (d<I> [F(a)])odF(a) = f(a)dg(a) + g(a) df(a) car
d®(\, 1) (h, k) = Ak + .

2. I:z+ = est de classe C! sur K* facilement, par composition o f est de classe
z

C! sur U avec d(Iof) = (dIof)odf = _ﬁdf O
Une application directe du théoreéme est :
1.2. Corollaire

Si f et g sont éléments de C'(U,K) et si g ne s’annule pas, alors S est de
g

gdf — fdg

classe C! sur U avec d(i) = 5
g g
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1.3. Corollaire
Si on note (z1,...,Z,) les coordonnées relativement a £ de tout élément x

de E, toute fonction rationnelle — en les x; est de classe C' sur la partie

ouverte U = {z € E | Q(z) # 0}.

Démonstration

U est une partie ouverte en tant qu’'image réciproque par @ continue de la partie
ouverte K* de K, le reste découle directement du théoreme. O

Exemples

1. A9, (K) = K, A+ det(A) est de classe C* sur 9, (K) car polynomiale en

les a; ;. Pour tout (i, ) de [1,n]?, le développement de det(A) selon la i-ieme ligne

montre que det(A4) = a; ;A; ;(A) + p;; ou A; ;(A) désigne le cofacteur i,5 et p; ;

est une constante quand a; ; varie.

Dl’JA(A) = AZ’](A) puis dA(A)(H) = Z Dle(A)hz’] = Z Ai,j(A)hi,j

1<6,5<n 1<i,j<n

d’ott dA(A) : H — tr [tCom(A)H] ou Com(A) désigne la comatrice de A.

2. GL,,(K) est une partie ouverte de M, (K) en tant qu’'image réciproque par A de

Ai;(4)
A(4)

K*, A — A~ est de classe C! sur cet ouvert car sa coordonnée 7, j est A —

de classe C! sur GL,,(K) en tant que fonction rationnelle en les a; ;.

2. Gradient

2.1. Théoréme et définition
Soit E, ( | - ) un espace euclidien et f € C1(U,R). Pour tout a € U, il existe
un unique élément de E, noté grad f(a) ou Vf(a) tel que :
df (a)(h) = (grad f(a)|h).
grad f est une application continue de U dans E appelée gradient de f. Si

& est une base orthonormée de E les coordonnées de grad f relativement a
E sont (D1f,...,Dnf).

Démonstration

Pour tout a € E, df(a) est une forme linéaire sur E et 0 : E — E*, 2+ (z]-)
est 'isomorphisme canonique d’espaces vectoriels, d’ou I'existence et 1'unicité de

grad f(a). Sii€[l,n], D;f(a) =df(a)(e;) = (grad f(a)|ei) = (grad f);(a).O

2.2. Théoréme : interprétation du gradient
R? étant muni de sa structure euclidienne canonique, soit f € C1(U,R) ot
U est un ouvert de R2.
Pour A\ € R, on appelle courbe de niveau 'ensemble d’équation f(x) = A.
Soient a € R? tel que Vf(a) # 0 et v un arc paramétré de classe C' défini
sur ] —e,el,e > 0 tel que v(0) = a et ||7/(t)|]| = 1 pour tout t.

(i) Vf(a) est dans la direction de « plus grande pente» de f en a.

(ii) Si~'(0) est colinéaire a V f(a) et de méme sens, alors pour A proche
de f(a), il existe un unique t voisin de 0 tel que x = y(t) € Cy.
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Démonstration

(i) F:t— f(v(t)) est telle que F'(0) = df (a).7'(0) = (Vf(a)[7/(0)).

Comme ||4/(0)|| = 1, on déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que :

F'(0) € [~V f(a)],[IVf(a)]l]. Le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz
permet de prouver que la valeur maximale |V f(a)|| est obtenue si, et seulement
si, 7/(0) est colinéaire et de méme sens que V f(a).

F'(0) = 0 si, et seulement si, 'arc 7y est orthogonal en a & V f(a) ie. tangent en a
a la courbe de niveau de f passant par ce point.

(ii) 11 découle de ’hypothese que F’'(0) = ||V f(a)]|.

Par continuité de F”, il existe I =] — ¢, ¢[ tel que : Vte I, F'(t) > 0.

Donc F est strictement croissante de I sur F'(I) = J intervalle ouvert contenant
F(0) = f(a). Pour tout A € J, il existe un unique t € I tel que F(t) = foy(t) = A

t = F~Y(\). Comme F~! est dérivable sur J et comme (F~1) = Top=i le point
_ 7'(0)

z(A) =~(F71(N) €Cret 2/(t) = F’(O).

7'(0)
D —_ = —_ J— .

onc z(\) — z(a) )‘—’0‘|fl(0)|(/\ a) 4+ o(A — )
-«
D’ou ||x(N\) — a|| — car [|[7/(0)]| = 1.0
l=(A) —all ;= V@l 17 (0)]

Commentaires

Ce théoreme permet de faire le lien entre le gradient défini précédemment et
celui utilisé en physique. Sa «direction» orthogonale aux courbes de niveau
est celle dans laquelle la fonction (altitude, pression...) augmente le plus vite
lors d’un déplacement a vitesse donnée (ici égale & 1). Sa norme est inversement
proportionnelle a I’écartement des courbes de niveau.

Ce résultat se généralise aisément a R™, n > 3.

2.3. Théoréeme

Soient E un espace euclidien, U un ouvert de E et f une fonction de U
dans R différentiable sur U. Si X est une ligne de niveau de f, les vecteurs
tangents & X au point x € X sont orthogonaux au vecteurs V f(x).

Démonstration
On reprend les notations de I1.3.4. avec to =z, I =] —¢,¢[, 7(0) = z et v'(0) = v.
(x) <= (Vf(z)lv) =0.0
3. Accroissements finis
3.1. Théoréme
Si U est une partie ouverte de E, feC'(UR) et (a,b)eU? tel que
[a,b] C U. Il existe § €]0, 1[ tel que f(b) — f(a) = df (1 — 8)a + 6b).(b — a)
Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis & la fonction g définie par
g:10,1] > R, ¢t — f((l —t)a+ tb). Il existe 6 €10,1[,g(1) — g(0) = (1 — 0)g’(0).O0
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3.2. Théoréme
Si U est une partie ouverte et convexe de E, f € C! (U, K) et, pour tout

x dans U, df (x) lipschitzienne de rapport k, alors, pour tout (a,b) € U?,
£(6) - f(a)| < kN(b—a).

Démonstration

Soit (a,b) € U2, alors [a,b] C U par convexité et, si pour tout t€[0,1] on pose
o(t) =tb+ (1 —t)a,on a F :t+ f(p(t)) de classe C* sur [0, 1] par composition,
avec pour tout ¢ €[0,1], F'(¢) = df (p(t))(b—a) d’ott |F’'| < kN (b—a) par hypothese

et | f(b) — |‘/ F'| <kN(b—a).0

3.3. Corollaire
Si U est une partie ouverte et convexe de E, pour qu’une application
de classe C' sur U a valeurs dans K soit constante sur U il faut et il suffit
que sa différentielle soit nulle sur U.

Démonstration
Si f est constante sur U sa différentielle est clairement partout nulle. La réciproque
découle immédiatement du théoreme. O
4. Extremum local
f désigne un élément de C! (U, R).
4.1. Définition
| Un point a de U est dit point critique de f si df(a) est nulle.

4.2. Théoréme

| Si f admet en a un extremum local, alors c’est un point critique.

Démonstration

Soit € > 0 tel que B(a,e) C U. Si h est un vecteur unitaire alors f — f(a + th)
qui est de classe C! sur | — €, e[ admet un extremum local en 0 donc sa dérivée en
ce point, Dy, f(a), est nulle et c’est df (a)(h), d’ou le résultat. O

Remarque : Ce n’est bien stir qu’une condition nécessaire, comme on ’a déja vu
si £ =R.

5. Vecteur tangent 4 une partie d’un espace vectoriel normé

5.1. Définition

Soient X une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie E et
x € E. Un vecteur v de E est tangent a X en x s’il existe ¢ > 0, un arc
v défini sur | — ¢,¢[ dérivable en 0 a valeurs dans X tel que v(0) = z et

~'(0) = v.

5.2. Définition
Si F est une application de classe C* d’un ouvert U de R? dans R, on appelle
surface S Iensemble défini par F(z,y, z) = 0.

5.3. Plan tangent & une surface définie implicitement

Soient U un ouvert de R? et f une fonction de U dans R, différentiable en
My = (x0,Y0,20) ot df(Mpy) # 0. Soit S la surface d’équation : F(z,y,z) = 0.
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Si 'on considere un arc tracé sur S, passant par My et défini par v : I — R3 ou
est un intervalle de R, v(I) C S, v(to) = My et v dérivable en t.

|\ MELIO0) =0 F M (t) )
Si v/ (to) = p | comme df (Mo) = (%Z(Moy %(Mo)» Z—Z(MO)) —Oona:
() = A2 )+ 02 )+ 2 1) = 0
Le plan affine tangent a S est My a pour équation :
(& = 0) 5 (Mo) + (3 = o) S (M) + (= = 20) o (Mo) = 0.

En particulier si S a une équation de la forme : z = f(z,y) ou f est une fonction
de classe C! sur un ouvert Q de R?, en posant F(z,y,2) = f(x,y) — z on obtient
une équation du plan affine tangent a S :

5.4. Théoréme
Le plan affine tangent en My = (xo,y0,20) & la surface S définie par
z = f(z,y) ot f est une application de classe C* sur un ouvert Q de R? est

. . 0
d’équation : (x — IO)%(MO) + (y — yo)a—z(MO) =z— 2.

IV. Dérivées partielles d’ordre k > 2

1. Généralités
Pour tout i € [1,n], Iapplication D; : C* (U, F) — C(U, F), f = D;f est linéaire.
1.1. Définition
On définit par récurrence sur k I'ensemble C* (U JF ) par :
feCH(UF) < feC'(UF)etVie[l,n], D;f eC* (U, F)
On dit dans ce cas que f est de classe C* sur U.

On dit que f est de classe C* si elle est de classe C* pour tout k > 1.

Remarque
feCH(UF) < feC'(UF)etdf eC*1(U L(E,F)).
De cette définition découle directement le

1.2. Théoréme
ck (U7 F) est un R-espace vectoriel dont Ck_l(U, F) est un sous-espace
vectoriel, et, pour tout i€[l,n], D; est une application linéaire de
ck (U7 F) dans Ck_l(U7 F), df une application linéaire de C* (U, F) dans
CkH1(U,L(E, F)).
Par exemple f est de classe C2 sur U si, et seulement si, pour tout (i, j) €[1,n]?,
Vapplication D;D;f = (D;oD;)(f) existe et est continue sur U.
1.3. Théoréme de Schwarz
Pour tout (i, ) €[1,n]?, les restrictions de D; et D; a C*(U, F) commutent
ie. pour toute f dans C? (U, F), onaD;D;f =D;D,f.
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Démonstration (non ezigible)

On peut supposer f de deux variables car z3, . .., x, sont fixées dans cette question.
2

La propriété découle du fait que 'on peut définir, sous ces hypotheses,

I = dm glhh) Q)
a) = i .
dxﬁxz (h1,h2)—(0,0) g\,
h1ha#0
. ~ flar + hi,a2 4 ha) — f(ay + hi,a2) — f(ar,az + he + f(a1,az)
ot g(h1,he) = :
hyhs
La symétrie de cette définition fait apparaitre la propriété d’interversion. Pour
établir (1), en prenant les coordonnées dans une base de de F, on se ramene a la
méme propriété pour les fonctions a valeurs réelles. Utilisons deux fois le théoreme
des accroissements finis.

La fonction ¢ : hy — f(ay + hi,as+ he) — f(a1 + h1, a2) est dérivable au voisinage
de 0 et (p/(hl) = %(al + hi,a0 + hg) — 687‘51(0,1 + h1,a2).
On suppose les hypotheses d’existence des dérivées partielles vérifiées sur V' défini
par V = {(a1 + h1,a2 + h2) | |h1] < a et |ha| < a}
Si (a1 + hi,a9 + he) €V, la fonction ¢ est dérivable entre 0 et hy et il existe kq
entre 0 et hy tel que : p(h1) — ¢(0) = hi1¢’(k1). Donc

el _ 101

0
g(hl,hg) = T2 = hfz aixl(al + k’hag + hg) — aixi(al + kl,ag)).
0% f

6.1‘2831‘1

8£E161‘2 “

par la formule :

11 existe ko entre 0 et ho tel que : g(hy, ha) = (a1 + k1, a9 + ko).
2
8.2?28331

E|a>0,|h1|§04,|h2|<a:"

La continuité de en (a1, aq) permet d’écrire que, pour € > 0,

o%f 0%f
gy <
D007 (a1 + hy,az + ha) (a17a2)‘ <e

81‘28%‘1
. o0 f
a fortiori, k1| < a et |ka| < «, donc ’g(hl,hg) -

83328331

(al,ag)’ < ¢ dans les
mémes conditions, et le résultat voulu. O
Remarque

Ce théoréme peut aider a prouver qu’une fonction n’est pas deux fois différentiable.

wy(a® —y?)
Soit f:R2 SR, (r,y) >4 azyge O (@Y7 (0,0)

0 st (z,y) = (0,0)
Toutes les dérivées partielles secondes existent et g—f(o, y) = —y.
x
D’ou ﬂ(o 0) = —1 alors que ﬂ(o 0) = 1 puisque f(z,y) = —f(y,x). Il
Bydz " = q 920y = 1 puisq b Y) = Y, x).

découle du théoreme de Schwarz que f n’est pas deux fois différentiable en (0, 0).

2. Algebre C* (U,K)
2.1. Théoréme

1
ck (U7 K) est une K-algébre et, si f € C* (U, K*), alors ? est de classe C*.
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Démonstration

On connait déja la structure d’espace vectoriel et la fonction constante égale a 1 est
clairement élément de C* (U, K) Montrons la stabilité par produit par récurrence
sur k, le cas kK = 1 ayant déja été traité. Supposons que Ck_l(U7 K) soit une
K-algebre et choisissons f et g dans C* (U, K).

On a d(fg) = fdg + gdeCk_l(U, K) car f,g,df et dg en sont éléments et par
hypothese de récurrence. Par suite fgeCF (U, K) et la ﬁn de la récurrence.

1 1
On procede exactement de méme avec ? car d<?> = f2 df.0

2.2. Corollaire
Toute fonction rationnelle F = — en les coordonnées x; de x relativement

a une base est de classe C* sur la partie ouverte {x € E | Q(z) # 0}.

Démonstration

U est ouverte comme image réciproque par () continue de K* partie ouverte de K
et le fait que F soit de classe C*° découle directement du théoreme. O

Exemples

1. Identifions C & R2. Alors, si z = = + iy, on a e* = e donc z — e? est C* sur
C en tant que produit de z — e” et z — €"¥.

2. Rappelons que GL,, (K) est une partie ouverte de M, (K) et que, si A € GL,,(K),
tout coefficient 4, de A~! est rationnel en les a; j, donc A — A1 est de classe
C> sur GL,(K).

3. Différentielle seconde

3.1. Définition
Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie et U un ouvert
de E. Soit f une application de U dans F. On dit que f est deux fois
différentiable en a € U si elle est différentiable au voisinage de a et si df est,
elle méme différentiable en a. Dans ce cas, on appelle différentielle seconde
de f Iapplication d*f : U —> E(E E; F) déﬁnje par

2 f( — (d(df) (@) (R)) ().
Si de plus, 'application x '—> d f( ) est contmue sur U, on dit que f est de
classe C? sur U.

Exemple. Dans le cas ou f est une application bilinéaire de F, x Ey dans F on

a vu que df (x1,z2)(h1, he) = f(x1, he) + f(h1,x2).

(h1, ho) étant fixé, la différentielle de 0 : (z1,x2) — f(x1, ha) + f(h1,z2) est :

di(z1,22)(k1, k2) = f(ki,h2) + f(ha, k2).

Dot d*f(w1,w2)(h, k) = f(k1, ha) + f(h1, k2)

La différentielle seconde d’une application bilinéaire est constante.

3.2. Théoréme

Soient U un ouvert de R™ et f une application différentiable sur U et deux
fois différentiable en a. Alors, pour tout (h,k) € R"™ x R™,

Pk =35 2w,
’ &rlaxj v

i=1 j=1
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3.3. Définition
La matrice jacobienne de V f en a s’appelle matrice hessienne de f en a

et est notée Hy(a). Donc Hy(a) = Jyyf(a) = (af;j;j (a))1<ij<n'
0% f 0 (af)et o’ f 0 (3f)_

avee 5z2 = 6':131 8I181‘j - Bxl 87%

Exemples
(i) Soient a e R™" beR et f : = — (:c|a) + b. Montrer que f est deux fois
différentiable sur R™ et préciser sa hessienne.
En tant qu’application affine, Vo € R, V f(2) = a. Donc Vx € R", H¢(z) = 0.
(ii) Soit A €S, (R). Montrer que f : R® — R,z — (Az|z) est de classe C* sur
R™ et déterminer H(x).
Par théoréme de composition, f est différentiable sur R™ et Va e R™, V f (z) = 2Ax.
V f étant linéaire, on a Vo € R”, H¢(z) = 2A.
Conséquence du théoreme de Schwarz
On suppose R™ muni de sa structure euclidienne canonique. On a alors
@ f(a)(h. k) ="hH (a)k = (h| Hy(a)F).
3.4. Formule de Taylor-Young a ’ordre 2
Soient U un ouvert de R™ et f € C*(U,R).

flx+h) = @)+ (VI(@)]h)+)+

h

1
5 (Hr@)(B)[R) + o([IR]?)
soit aussi
T Lop 2
Jla+h) = J()+ V@) + S Hy )b+ of b)),
Démonstration non exigible
Cas particulier ou n =2

Soit U un ouvert convexe de R?, A = (a,b) € U et H = (h, k) tel que A+ H € U.
Si f € C2(U,R) et si N est une norme sur R?, alors :

FA+H) = f(A)+ph+qk+ %[th + 2shk + th*] 4+ o(N(H))
ot p=D1f(A), ¢ = D2f(A), r = D}f(A), s = D1D2f(A), t = D3 f(A).

2

3.5. Position du graphe de f par rapport a son approximation affine

Soient U un ouvert de R™ et f une application de U dans R.
Si f est différentiable en a € U, T'(z) = f(a)+ (V f(a)|z—a) est son approximation
affine.
Théoréme : condition nécessaire du second ordre
On suppose f de classe C? sur U. Si f a un minimum local en a € U, alors
a est un point critique et Hy(a) € S;F (R).

Démonstration

Soit x € U tel que [a,x] C U. La fonction ¢ définie par

©:[0,1] = R, t— f((1—t)a+ tx) est de classe C? sur [0, 1] par composition.
¢'(t) = (Vf((1 = t)a+tz)|z —a) puis ¢"(t) = (Hf((1 = t)a + tz)(z — a)|z — a).
Si f a un minimum local en a € U, alors la condition nécessaire du second ordre
pour une fonction d’une variable réelle est vérifiée en ce point. Donc ¢’ (0) > 0.
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Donc (Hy(a)(z — a)|z — a) > 0. Ce qui implique Hy(a) € S} (R).O

Théoréme : condition suffisante du second ordre
On suppose f de classe C? sur U. Si H(a) € S;7H(R) (resp. S, ~(R)), alors
f(x) > T(x)( resp. f(z) < T(x)) dans un voisinage épointé de de a.
En particulier f a un minimum local en a (resp. un maximum) en a si a
est un point critique de f.

Démonstration

Supposons que Hy(a) € S; T (R). Nous ferons la démonstration avec la norme
euclidienne sur R™. On déduit de la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 que :
f(x)—T(x) = %(x —alHf(a)(z —a)) + ||z — a||*s(z — a) ol € est continue en 0
et £(0) = 0.

(Hjh(;')g/y) ’ eR™\ {0}} = mln{ Hf ) “|Z | = 1}

L’application z — (Hy(a)|z ) étant continue sur le compact {z €R"|||z]| = 1} il
existe z* tel que m = (Hy(a) 2|z ) > 0 puisque H¢(a) € S;F T (R).
e(z—a) — 0= IV eV(a),Vz eV, |e(z — a)| < %

Tr—a

Soit m = min {

Il s’ensuit que : Vz €V, f(z) — T(x) > %Hx —a?.

On conclut aisément le théoreme. O

Exemple : La fonction f définie par f : R? — R, (x,y) — 22 + 3> + 2% est de
classe C* sur R? car polynomiale.

2
Hi(z,y) = <2 —i—éQx g) € S5 (R). Donc tout point du graphe est au dessus

du plan tangent.
Cas particulier ou n = 2
Avec les notations (appelées notations de Monge) vues précédemment,
a) Si A = (a,b) un point critique de f tel que rt — s # 0, alors :
(i) Sirt —s%>0etr >0, alors f a un minimum en A;
(ii) si 7t — 52 > 0 et 7 < 0, alors f a un maximum en A;
(iii) si 7t — s2 < 0, alors f n’a pas d’extremum en A.
b) Déterminer les extremums relatifs et absolus de f : (z,y) — 2* +y* —2(z —y)2.
Démonstration
a) A étant un point critique, on a : p = ¢ = 0. On déduit du a) que f(A+H)—F(A)
est du signe de ®(H) = rh? + 2shk + tk? lorsque N(H) est au voisinage de 0.
O(H) = k*>o(h/k) si k # 0 avec ¢(f) = 76% + 250 + t est un trinéme du second
degré si r # 0, dont le discriminant est § = s2 — rt.
Sirt —s? < 0 alors § > 0 et ¢(0) change de signe.
Sirt —s? > 0 alors § < 0 et (0) est du signe de 7.
La conclusion est immédiate.
b) En tant que fonction polynomiale, f € C*°(R?,R).
Dif(x,y) = 4a® —4(z —y) et Daf(z,y) = 4y° +4(z —y). Donc M = (z,y) est un
B4y =0
Sy +22—-y)=0
R — R, t — t3 étant bijective, (1) < ((y =—z)et (z(z?-2) = O))

point critique si, et seulement si, (1)
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D’oul trois points critiques : O, A = (\f7 —\/5) et B= (—\/5, \/5)

e Etude en O. Comme f(z,z) = 2z* et f(z, —x) = 222(2% — 4),

pour z # 0, f(z,z) > 0 et pour 0 < |z| < 2, f(z,—x) < 0. Donc dans toute
boule ouverte de centre O il existe des points ott f(M) > f(O) et des points ot
f(M) < f(O). Le point O est un point col. O n’est pas un extremum de f.
eBtudeen A:r=t=20ets=4. Doncrt—s2>0etr >0 Dou A est un
minimum local de f.

e Etude en B. Comme f(—z,—y) = f(z,y), le graphe de f dans le repere
orthonormé (O; 7777?) possede (O; k') pour axe de symétrie. Donc B est un
minimum local de f.

e Etude globale. En coordonnées polaires f(z,y) = p*o(0) — 2p? [ cos(6) — sin(6)] 2
N 4 . 4 . T . 1 .
ou ¢ : 6 — cos*(f) + sin“(0) est continue —-périodique sans annulation donc
minorée par m > 0 sur R. Donc f(x,y) > p?[mp? — §] — +00.
p—+o0
Soit 7 > 2 tel que, hors de la boule fermée By(O,r), f > 0.

f est continue sur Bf(O,r) compact donc y admet un minimum majoré par —8.
f admet donc, sur R%, un minimum global, nécessairement local, r%izn f=-8.

3.6. Optimisation sous contrainte d’égalité

Position du probléme

Soient f et g deux applications de U dans R. Optimiser f sous contrainte g = 0
revient & optimiser f sur I'ensemble I' = {x € U | g(z) = 0}

Par exemple, optimiser f : R? — R sous la contrainte 22 4+ 2 — 1 = 0 revient &
chercher les extremums de f sur le cercle unité de R2.

Premiére méthode : substitution

a) Soient f : R? — R, (x,y) — w+y et g(x,y) = 22 —y. On est ramené & optimiser

1
la fonction F: R = R,z 22+ 2 = <x+§) _Z.

On conclut que F' a un minimum global en —1/2. Donc f a un minimum global

11
sous la contrainte g = 0 en ( -3 Z)

b) Soient f : R? — R(z,y) — = +y et g(x,y) = 22 + y> — 1. On peut paramétrer
le cercle T'. On est ramené & optimiser la fonction 6 — G(0) = cos(6) + sin(h).

Comme G(0) = V2 cos (9 — %) on conclut que f a un maximum global sous la

contrainte g = 0 en ( ) et un minimum global sous la contrainte g = 0 en

1 1
V2 V2
(75 7)

V2 /2
Deuxiéme méthode : multiplicateurs de Lagrange
Théoréme admis

Soient U un ouvert de R", f et g deux fonctions de classe C' sur U & valeurs
réelles. Soit I' I'ensemble des zéros de g. Supposons que f‘l" admette un

extremum local en un point a ou dg(a) # 0. Alors il existe un unique A € R
tel que df (a) = Adg(a). Le scalaire X\ est appelé multiplicateur de Lagrange
associé a la contrainte g = 0.

Exemple : soient f: (z,y) = x+yet I = {(z,y) eR?*| 2t + y* = 1}-
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dg ne s’annule pas sur I'. D’apres le théoreme précédent, si f ‘1" a un extremum en

(a,b) €T, il exist ique A€ R tel 14 42a" =0
existe e € e
a, , il existe un uniqu qu LA = 0

Comme A = 0 est impossible, on a a = b.

(a,b) €T = (a,b) = (— 2714, —271/4) ou (271/4,271/4),

I' étant un compact de R? et f étant continue, f a au moins un minimum global
et un maximum global sur T'.

f( _ 2—1/4, _2—1/4) — _23/4 et f(2—1/472—1/4) — 23/4.

—1/4 _9—

f a donc un minimum en ( -2 1/4) et un maximum en (2_1/4, 2_1/4).

EXERCICES

1. Les fonctions suivantes sont-elles de classe C sur D ?
xsin(y) — ysin(z) .
flx,y) = si (z

_ _ w2
a. x2+y2 ay)#(oao)a f(070)_OetD_R
1
b. f(x,y) = exp (ﬁ) siz? +y? <1, f(z,y) = 0 sinon et D = R2.

1
c. f(z,y) Z 1 I Z?! (z,y) € D ensemble de définition de f.

2. Soit I un intervalle ouvert de R, f € D(I,R"), F(z,y) = f@) = 1)
Y

siz #y.
Tz —
a. Soit a € I. La limite de F(z,y) quand (z,y) 7> (a,a) existe-t-elle ? Examiner
ay

le cas ou f’ est continue en a.
b. Si f € CY(I,R") et F(x,x) = f'(z). Montrer que F € C(I?,R"). Calculer
grad(F(a,a)) si f"€C?(I,R").

3. Fonction harmonique et transformation de Kelvin
Soient D un ouvert de R™ ne contenant pas 0 et f € C?(D,R). Pour z E R”

pose r = ||z| = [Zxﬂ 1/2, Ay f(z sz (z),  Aof(x Z O 2

i=1 Li

a. Montrer que 0 : x — % est une application de classe C* et bijective de R™\ {0}

sur lui-méme et donner sa différentielle.

T
b. Montrer que F définie par F(x) = f(—z) est de classe C? sur un ouvert U que
r

I’on précisera. Examiner A F, Ao F au moyen de Aq f, As f,r et vérifier que :

AsF(x) — T—4A2f(r—2) s’exprime au moyen des dérivées premieres de f.

Exercices
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c. Si (u,v) € ((12((9,R))2 ot O est un ouvert de R”, calculer Ag(uv) en fonction
de Asu, Asv et des dérivées premieres de u et v.

d. cf. notations du a. montrer qu’il existe o ne dépendant que de n tel que :

Azf =0 <= AQ(TQF) =0.

4. Extremums de la fonction définie par : f(x,y) = 2%y + In(1 + 3?).

5. Déterminer inf {\€ Ry | VM € My(R), det(M) < Atr('MM)}-

6. Montrer qu'il existe » > 0 tel que si max(|ug|, |vg]) < r, alors les suites

Up41 = f(vn + ui + vi),
2 . 2 s
(un) et (v,) définies par : i vérifient u,, —— 0 et
2 2 n—oo
Up+1 = f(un +u, + vn),
up, — 0.0n pourra utiliser le le théoréme du point fixe vu en travauz dirigés
n—roo

au chapitre 3.

7. Théoréeme de d’Alembert

On suppose C identifié & R? par I'application R? — C, (z,y) — = + iy et muni de
la structure euclidienne canonique. Soit P € C[X] tel que deg(P) > 1.

a. Montrer que fp : R? — RZ% 2 — P(z) est différentiable et déterminer
sa différentielle en un point zy € C. Méme question pour gp : z +— P(z).
Interprétation géométrique du résultat.

b. Montrer que F : R? — R,z — |P(z)|? est différentiable, et que les points
critiques de F sont les zéros de PP’.

c. Montrer que F ne peut présenter d’extremum en un point zy € C tel que
P(z) # 0. On pourra faire un développement limité de F(zo + re’?) — F(zp)
lorsque T est au voisinage de 0.

d. Montrer que F' atteint son minimum en au moins un point de C et en déduire
que P a au moins un zéro.

8. a. (i) Soit E un espace euclidien. Montrer que f : z — ||z| est différentiable sur
E\ {0} et donner sa différentielle.

(ii) Soit F' un sous-espace vectoriel de E et @ € E. Montrer que si y est
Iélément de F tel que ||z — y|| = mi% |z — ||, alors (x — y) est orthogonal & F.
S

b. (i) Soient (a,b) € E? et p : E — R, x — ||z —al|+ ||z — b||. Déterminer les points
de F ou la différentielle de ¢ s’annule. Quels sont les extremums de ¢ ?
(ii) Déterminer sans calculs les extremums de f définie par :
fiRZ SR, (z,y)/22+ (y— 1)2+ /(1 —2)2 + 2.
c. Soient A, B, C trois points non alignés d’un plan euclidien P. Montrer que le

minimum de la fonction g : M — M A+ MB + MC est atteint en I'un des points
A, B, C ou en un point d’ott 'on voit les trois cotés du triangle (ABC) sous un

2
angle de g Cas ol le triangle (ABC) est équilatéral.

9. a. Déterminer les fonctions non nulles continues sur ]0, +oo[ & valeurs dans R
telles que : V(z,y) €]0,+0c[?, f(zy) = f(x)f(y). (1)
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b. Déterminer les couples (f,g) de fonctions non nulles continues sur |0, 4o00[ &
valeurs dans R telles que : V(z,y) €]0, +00[?, f(zy) = g(x)f(y). (2)

c. Soit € un ouvert non vide de R™,n > 1 tel que pour tout = € €, et tout
t €10, +o0], tx € §2. Déterminer les couples (g, h) de fonctions non nulles & valeurs
dans R ot h € C(Q,R) et g € C(]0, +00[,R) telles que :

Y(t,z) €]0,+00[xQ, h(zy) = g(t)h(x).

10. E et F désignent des espaces vectoriels normés de dimension finie et f
un élément de CY(E, F). On dit que f est a-homogene si pour tout (\,z) dans
Ry x E, f(Az) = A*f(z). On suppose ici o > 1.

a. Montrer : f a-homogene <= (df (o — 1)-homogene et f(0) = 0).

b. Montrer que f est a-homogene si, et seulement si, Va € E, df (x)(z) = af(x).

11. Montrer que si f € C([a,b] X [c,d],K), alors

/ /ftard:c dt /(/abf(t,m)dt)dx.

b — cos(t)

Application : calcul de I = / ln(
0 a — cos(t)

)dtoﬁ1<a<b.

12. Soit k € N*. Montrer que f : 9, (R) —> zm (R), A — AF est différentiable sur

M, (R) et que : YH € M, (R), dfy (A Z AFTTH AT

13. a. Montrer que f : GL,(R) — GL,(R), A — A~! est différentiable en I,, et
que df (I,)(H) = —H. On pourra noter que I,, — (I, — H)(I, + H) = H?.

b. Montrer que f : A — A~ est différentiable sur GL,,(R) et déterminer df (A)(H).

n
14. Soient aq,...,a, €Ry tels que Zai =1let f: (Ry)™ = R telle que
i=1

flxr,. .o my) =2t . aln,

On définit I' = {& = (z1,...,2,) €RY)" o121 + - - + @p,, = 1}

a. Montrer que Ja €T tel que f(a) = sup f(x) (%) avec les a; dans RY.
zel

b. Déterminer tous les points a vérifiant (x) et en déduire que :
Veel, o .. .xdn < 1.
n

c. Montrer que Vo €(R4 )™, 2" ... 2% < Z a;z;. Cas d’égalité ?

i=1
d. On consideére dans R3 un parallélépipede rectangle de cotés de longueurs x, v, 2
de volume V et de surface S. Montrer que V%3 < =. Comment obtenir un

parallélépipede rectangle de surface minimale de volume donné.

15. Soit U un ouvert de R2. Pour f€C?(U,R), on note Af(a) le laplacien de
f en a€U. Montrer que si f a un maximum (resp. minimum) local en a alors

Af(a) <0 (resp. Af(a) > 0).

Exercices
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SOLUTIONS DES EXERCICES

W si (z,y) # (0,0) et (0,0) =0
alors, pour tout (z,y) €R?, f(z,y) = o(z,y) — p(y, ).

De plus, la formule de Taylor-Laplace montre que, pour tout y€R, on a
3 1 1

sin(y)—y = —%/ (1—u)? cos(uy) dy et la fonction g : y / (1—u)? cos(uy) dy
0 0

est de classe C* sur R comme intégrale dépendant d’un parametre. En effet si 'on
pose : ¥(u,y) €[0,1] xR, G(u,y) = (1 —u)? cos(uy) et si 'on note K un segment de

R, comme G est de classe C* sur [0, 1] xR et comme [0, 1] x K est un compact de R?,
k

oG
aT/k(%y)’ < M.

1. a. Si 'on considere ¢ : (z,y) —

pour tout k€ N, il existe My € Ry tel que ¥(u,y) €[0,1] x K,

3

Si (z,y) # (0,0) on a p(z,y) = —m g(y) et il suffit donc de montrer que
3

la fonction v définie par ¢ (z,y) = P si (z,y) # (0,0) et 1(0,0) = 0 est de
T Y

classe C! sur R2. Elle I'est par quotient sur R? \ {(0,0)}-

1
Linégalité |zy| < = [2? + 4] prouve la continuité en (0,0). Comme la restriction
de ¢ & Oz est nulle on a D1¢(0,0) = 0.

3 2 2,3
Si (z,y) # (0,0), fDﬂﬁ(ﬂ%y)! = inyQ - (:7021?/2)2

1
< |y (1 + 5) toujours en

1
utilisant |zy| < 3 [2° + y?] et donc Dy3) est continue en (0,0). La méme méthode

s’applique & Dot et donc f est de classe C! sur R2.

1
b. La fonction ¢ définie sur R par ¢(t) = exp (ﬁ) sit <1etp(t)=0sinon

est de classe C™® sur R et f = potp on ¥ : (x,y) — 22 +y? est de classe C* sur R?
car polynomiale. Par composition f est de classe C* sur R2.

14+ n* 1
gy alors wu, (x,y)
et donc (x,y) € D si, et seulement si, a(z,y) > 1, ce qui a lieu si, et seulement si,
(x >0ety—ax > 1) ou (ac <0Oety > 1). Pour tout n €N la fonction w,, est de
classe C! sur D.

c. Posons, sin > 1 et (z,y) €RZ, u,(x,y) =

n—oo na(z,y)

Soient (x0, o) € D et, pour tout n, v, : & — u,(x,yo). Choisissons 1 > 0 tel que,
1+ a(zo,
7(2 0:90) _ g4,

La série Y v, converge simplement sur K, chaque v,, est de classe C! sur K et

z] |
g, ()] = nl _:l:;) < I;(;L)’ ce qui montre la convergence normale sur K de > v/,.

pour tout x € K = [zg — 1,20 + 1], a(z,yo) =
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oo oo
n® In(n
Par suite E v, est de classe C! sur Jxo —n, xo + 1 avec E v T T E T .
n

n=1 n=1
n”In(n)

1+4+nY
ment sur un voisinage compact de (xg, yo) pour la méme raison et donc D; f existe
et est continue sur D. On procede de la méme fagon avec Do f.

La série de fonctions de terme général w, : (x,y) — converge normale-

1
2. a. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2?sin (E) six # 0 et
f(0) = 0. La fonction f est de classe C' sur R* et f(z) = o(x) donc f est
r—r

dérivable en 0 avec f'(0) = 0. Avec z,, = — o O 2 f(xn) = (=1)"z2 d’on
2
2(— 1)

f@n) = f@ni1) = (-1)" [} + 2711 ] 5o n2n2

1 171 3711 1
Comme z, — Tpy1 = o [1 + —] — [1 + —] o o le quotient

2n 2n
f(@n) = f(zni1)
Ty — Tp41
Si f’ est continue en a on peut se limiter au cas ou f est & valeurs réelles quitte
a utiliser les applications coordonnées. L’égalité des accroissements finis assure
lexistence de ¢ dans I'intervalle ouvert d’extrémités z et y tel que F(z,y) = f'(c)
et, par encadrement, la limite existe et est f/(a).

est sans limite, la limite n’existe donc pas en général.

1
b. La formule de Taylor-Laplace montre que F(z,y) = / f [u:c +(1- u)y] du,
0

F est donc continue sur I? comme intégrale sur un segment dépendant d’un
parametre.
Si f” existe et est continue sur I, exactement pour la méme raison on a :

1 "(a
D1F(a,a) 2/0 uf”(a)du = f2( ) = DyF(a,a).

3. a. L’application ¢ : x ~ ||| est la restriction & la diagonale de R™ x R"
de D'aplication bilinéaire continue (z,y) — (z|y). Elle est de classe C*° et sa
différentielle est Papplication dp(x) : h+— (z|h) + (h|z) = 2(z|h).

Par théoréme de composition, ¢y = — est de classe C* sur R™ \ {0} et sa
2(z|h)
[ ]|*
0, produit de l’application identique et de v, est un C*°-difféomorphisme de R™\{0}
2(z|h) 1
aE ET
] ]|
b. F = fof est de classe C? sur 'ouvert U = §~*(D). Comme 6 est involutive, on

a U = 0(D). On déduit de a. que 37171(7’72) = —— Donc :

T'
%(x) B 7"12 gﬂi <7’2> - 21"?;:%;2(;) B r12 aai (r2> - %(Alf)(%)

Dot : (A1F)(x le _(Alf)(r%).

11

différentielle est I’application diy(z) : h - Donc I’application involutive

sur lui-méme et df(x) : h — —

Solutions
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En opérant de méme, on a :

2
Ox; [(gxfj 0} () = r12 a:i—ng (r%) = Z T 3$35f$k (:32) Drou:
gzxf(z)i? §3£+{87i? 7“22](A1f)(r%) T14 gi (i) o Z J@m Oz (r2>

2
< = 12% kaxkﬁm (x)

Par addition, on obtient :
" 0’F 1 x 4—2n x

(BeF)(w) =3 Gz (o) = S0 () + @i ()
c. Vi € [1,n], D}(uv) = vD?u + 2D;uD;v + uD3?v.
Donc : Ag(uv) = v Aqu + 2(grad u| grad v) + u Agwv.
d. La fonction x — ||z||* étant de classe C*° sur R™ \ {0}, on a :
grad(r®) = ar® 2z et Ay(r®) = a(n + a — 2)r*=2. Comme (z|grad F) = A, F.
L’application du résultat de c. donne :
Ao(rF) = r*AgF + 207 2A1F + a(n + a — 2)r*~2F.
Des résultats de la question b. on déduit :

—a a — &€ xT
27 Ay (r*F)(x) =7 2A2f(r—2) +(4—2n)A1f(T2) 2aA1f( )+a(n—|—a 2)F.

Donc Ayf =0 < Ay(r*F)=0 < a=2—n.

2
4. f est de classe C*° sur R? et grad f(z,y) = (2:1:y,x2 + ] +y 2); donc (z,y) est
)
un point critique si, et seulement si, =y =0.
f(0,0) =0, f(z,7) -~ x > 0et f(x, );;/ —x® <0, il s’agit d’un point col.

0
La fonction f n admet aucun extremum.

5. (M,N) — tr(tMN) est le produit scalaire canonique sur Mz (R) et, pour tout
(a, M) €ER x My(R), det(aM) = o?det(M). Comme det est polynomiale elle est
continue et admet donc un maximum sur la sphére unité qui est compacte, ce
maximum est strictement positif et c’est le réel A cherché.

Pour ce A, la fonction f : M +— )\tr(tMM) — det(M) admet un minimum et
donc un point critique car elle est polynomiale donc de classe C*°. En écrivant

M = (z Z) cela donne 2Aa = d,2A\b = —¢,2 ¢ = —b et 2Ad = a d'ou, si

1
r€{a,b,c,d}x = 4\%x et donc \ = 3 car f admet un point critique sur la sphere

unité.

6. Il suffit de déterminer un voisinage D convexe compact de (0,0), stable par
une application f et sur lequel f est contractante pour appliquer le théoreme
du point fixe. Soit R? muni de la norme N, et f définie par f(x,y) = (u,v)

1 1
oﬁu:§<y+x2+y2) etvzi(a:+x2+y)81 w~(r,y) < a alors

a
Noo(u,v) < 5 + a2 Donc si o < = alors Noo(u,v) < a. La matrice jacobienne

[NCRI
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1
de f est J = 1 2 et la norme matricielle subordonnée a N, est
5 +x Y

1 1 1
II7]] = max (|x\ + ‘5 +ylr |y + ’5 +xD < 2a+ 3 si Noo(z,y) < . En prenant

1
un a quelconque tel que o < — on a le résultat. D = {(z,y) | Noo(,y) < a} est
une partie convexe compacte, stable par f. L’application induite par f sur D est
contractante.
Remarque : pour les lecteurs étudiants qui n’ont pas vu pourquoi on a cherché
D convexe et compacte, revoir I'inégalité des accroissements finis.

n
7. a. Posons P(z) = Zakzk et zop € C. Pour z # 29, on a :

k=0
P(z) — P(20) & 2k — Z(])C & k—1 k—2 k—2 k—1
k=1 k=1
P(z)—P -
Donc : (2) (20) Zk‘akzg*l = P'(20).
zZ— 20 Z2—rZ20 1

ie. P(z) — P(2p) = (z = 20)P'(20) + 0|z — 20|). D’olt fp est différentiable en zo
0

et sa différentielle en zq est application dfp(zo) : h — P’(29)h. On reconnait une
similitude directe.

Notons s 'application R-linéaire définie par s(z) = Z (ie. la symétrie par rapport
a Paxe réel). On a gp = sofp. Donc gp est différentiable en zj et sa différentielle
en zp est application : h + dgp(20)(h) = sodfp(zo) : h — P’(z0) h. On reconnait
une similitude indirecte.

b. En tant que produit de deux fonctions différentiables, F' = fpgp est
différentiable et dF'(z9) = dfp(20)gp + frdgr(zo).
Donc dF(z0)(h) = P'(20)P(20)h + P(20) P (20) hh = 2 Re {P(zo)P’(zo)h} .
Si zp est un point critique, de dF(zp)(1) = 0 et dF(z)() = 0 on déduit
P(z9)P'(z9p) = 0. Donc : dF(z9) =0 <= P(z) P'(20) = 0.
p(m)
c. Si P(z) = \,P'(2) = ... = Pm U (%) =0 et % =p# 0 etm
existe car deg(P) > 1, alors, pour t € C, P(z9 + t) o A+ pt™ + O(t™+1). Do
—

fr(zo+1t) = A+ ut™+ 0™ ) et gp(z0 +1) = X+n@t™ +O@™Fh).

t—0 77 o t—0
Donc F(zg +t) S M AT+ AT o(tm+1).

—

Posons t = re?? et \li = rge'®. Comme F(29) = A\, on a :

F(zo +1e'?) — F(2) = ror™ cos(mf — 6p) + O(r™+1).

Comme P(z9) # 0 et rg = |Ai| # 0, on peut choisir le réel 6 tel que cos(mé — )
ait un signe donné. Dans ce cas, il existe des valeurs de ¢ dans tout voisinage de
0 telles que F(zg +t) — F(zp) ait un signe arbitrairement donné ie. F' n’a pas
d’extremum en zg.

d. F' étant une fonction réelle positive, il existe M = in([f: F(z) € Ry. 1l existe une
ze

suite () de points de C telle que F'(\,) —— M. Comme |P(z)| H—) —+00,
n—r00 zZ|—+oo

Solutions
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la suite (\,,) est bornée. Elle admet une valeur d’adhérence zy et par passage a la
limite, on a F(z9) = M. Donc F atteint son minimum en zo et d’apres le résultat
de la question c), on a F'(z9) = 0 et le résultat.

8. a. (i) L’application § : E — R,z ~— ||z||? est de classe C™ et sa différentielle est
df(z) : h — 2(z|h) (cf. cours). Par théoreme de composition, f : z +— \/0(x) est

(x[h)

de classe C* sur E \ {0} et sa différentielle est application df (x) : h — Tl

(ii) e L’existence et I'unicité de y = Pr(z), la projection orthogonale de x sur
F', sont une conséquence du théoréeme de projection orthogonale dans les espaces
euclidiens (c¢f. chapitre 9).

e On suppose seulement ici : Iy € F,d(z, F) = ||z — y|| = mi% |z — 2/
z'e
Y F = Ra' — |z — 2| est différentiable sur F\ {0}. Si y réalise le minimum

h
de ¢ et siy # x, alors dy(y) = 0 ie. Yh € Fs (| — Yl ”) 0. Donc (z —y)LF.

b. (i) D’apres a. (i), ¢ : x — f(z —a) + f(x — b) est différentiable sur E'\ {a,b} et

x —alh) (z—10blh) r—a x—b
dp(z) : h— - Donc dp(x) =0 <~ + =0.
|z —all [z —0b] |z —all [l — b
Autrement dit les deux vecteurs unitaires Hx — a” et ||I — l sont opposés. Donc
T —a x —

dp(z) =0 <= z €la,bl.

Siz € [a,b], f(x) = ||b—al et siz & [a,b],(x —alz —b) < ||z —a|.]|lz — b
L’inégalité est stricte car on n’a égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz que si
les vecteurs sont colinéaires et (u\v) = |(u|v)‘ si v et v sont de méme sens. Donc
Ib—all* = [lz—a|*+]|lz—b]*—2(x—alz—b) < [z —al*+[lz—b|*+2[lz—a].|z—b].
Dou [|b—al* < (|lz —all —I—Ha:—b||)2 ie. ||b—al| < ¢(x). Donc glelgga(x) est atteint

en tout point de [a, b]. ¢ n’a pas d’autre point extremum ni d’autre point critique.
(i) 11 suffit d’appliquer le résultat précédent sur E = R? muni de sa structure
euclidienne canonique, de poser a = (1,0), b = (0,1) et m = (z,y). La fonction f
définie par f(m) = ||ma| + ||7%H atteint son minimum en tout point du segment
[a,b] et n’a pas d’autre point extremum.

c. Une apphcatlo% de a. pr%e que g % différentiable sur P \ {4, B,C} et que
= (MMA|R) (MB|T) (MC|T)
dg(M): h — + + - Comme g(M) > ||m||, g est non
|MA| " |MB| T

majorée mais elle est minorée et sa borne inférieure est atteinte en au moins un
point de P. Si ce pomt est My g {A, B,C} alors dg(Mp) = 0 ie. les trois vecteurs

unitaires @ = ﬁ Y = ﬁ t 7 = ”ﬁz ” vérifient @ + 7 + 7 :1
De [Z]? =7+ ZI* =171 + [ 71>+ 2(F|7) on déduit cos(T, 7) = —7-
De méme pour cos(Z, ) et cos(Z, 7). Dol le résultat.

Si (A, B, C) est équilatéral, on sait que 'on voit les trois c6tés du triangle sous un

angle de mesure T qu centre O du triangle. Le minimum de g est atteint en O
car g(A) =g(B) =g(C)=2AB > 0OA+ OB+ OC.
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9. a. Supposons que f existe et vérifie (1). S’il existe zog > tel que f(z¢) = 0, alors

f est la fonction nulle sur ]0, +-o0o[. En effet, pour tout « > 0, f(z) = f(xo)f(ﬁ)
zo

De (f(l))2:f(1), on déduit f(1) = 1. Pour tout = > 0, f(x (f
L’application t : @ +— In [f(x)] vérifie ¢ (zy) = 1 (z) +1(y) pour (z,y) € ]0 —|—oo[
Du cours de MPSI on déduit lexistence de a € R tel que ¢(x) = aln( ). Dou

f est Papplication de ]0,4o0o[ dans R définie par f(x) = x°. La réciproque est
immédiate.

b. On déduit de (2) que : ¥(z,y) €]0, +00%, 9(2) f(y) = 9(y) f (x)-
f étant non nulle, on déduit de (2) que g(1) = 1. Posons a = f(1). Alors a # 0
sinon, puisque f(x) = g(z)f(1) la fonction f serait nulle.
1
Donc f(yx) = = f(y)f(x) pour tout (x,y) €]0,+oo[?. L’application — f vérifiant
a a
(1), on a f(x) = ax® et par suite g(y) = y® pour tout (z,y) €10, +o02.

c. h étant non nulle il existe w € Q tel que h(w) # 0. L’application f : z — h(wzx)
vérifie les hypotheses de b), donc il existe o € R tel que g(t) = t«.

10. a. Pour le sens direct, fixons A > 0 et considérons ¢y : = — f(Ax) — A% f(x),
f est de classe C' sur E par composition et combinaison linéaire et, pour tout
dans E, dpy(x) = Mdf (Ax) — A*df (x).

Comme ¢y est nulle on a df (A\z) = \*"1df(x) siz € Eet A > 0.

Comme \ +— df(A\z) — A\*"1df(z) est continue sur R, pour z fixé, on obtient
df (0) = 0 par passage & la limite quand A — 0T et df est (o — 1)-homogene.

Si df est (a — 1)-homogene, dpy est nulle sur E pour tout A > 0, donc @) est
constante égale & ¢ (0) soit 0 si f(0) =0 et f est a-homogene.

b. Si f est a-homogene, fixons = dans E et considérons ¢, : A — f(Ax) — A\*f(x),
1, est de classe C! sur Ry nulle et ¢, () = df (Az)(z) — a1 f(z) =0

Pour A =1 on, obtient df (z)(x) = af(x).

Pour la réciproque, avec les mémes notations, AL (\) = Mdf (A\x)(z) — a\*f(z) e
U (A) = df (Az)(Az) — @A f(z) = appe(N).

1, est donc solution sur Ry de I'équation Ay’ — ay = 0, équation différentielle
linéaire homogene d’ordre 1 dont 0 est point singulier.

Dot 9, (A) = 9, (1)A* si A > 0, comme ¢,(1) = 0, 1, est nulle sur |0, 4o0[ et
donc sur R, par continuité, ce qui termine la réciproque.

Yy b
11. Soit F: [¢,d] = K,y — / / f t,x)dt) dx et G définie par

G:le,d - Ky~ / / f(t,x) d:z: dt. On déduit des théoremes de dérivation

des intégrales paramétrés que F et G sont continues sur [c,d] et dérivables sur

le,d[. On a aussi, F'(y /ftx
dp
Notons ¢(t,y) = / f(t,x)dx. Alors a—(t y) = f(t,y).

b
CommeG(y):/ p(t,y)dt, on a G'(y /6 t,y)dt = /f ,y)d

Solutions
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Pour tout y €]e,d[, F'(y) = G'(y). Comme F(c) = G(c¢) = 0, on a F(y) = G(y)
pour tout y €[e, d].

o g b — cos(t) " ’ dt
A : I'= [ In{——F)dt= T — cos(t)
pplication : comme /0 n (a — cos(t)>dt /0 (/a T — cos(t))daj7
1

en posant, pour (z,t)€la,b] x [0,7], f(t,) = ————> on peut appliquer le
x — cos(t)
résultat précédent.

i 0
t,x)dt = ———— avec le changement de variable de classe C! et bijectif
/O f(t,x) W g j
entre [0, 7] et [0, +o0] : u = tan(t/2).
/b ™ b+ Vb2 —1 )
o Vo2 —1 a++vVr?—1

12. Le résultat étant donné, un raisonnement par récurrence s’impose. Nous
laissons au lecteur le soin du développement des calculs.

Donc I = d:z::7rln<

13. a. La relation est immédiatement vérifiée. Si I, + H est inversible, elle implique
(I + H) L= Lyt H = (L + H) B2 = of|[H]).
Le résultat est donc établi.
b. En supposant HA~! inversible, cette derniere égalité s’écrit :
((In+ HA™) "1 = I, + HA™L = of|[H]).

H—0
En prémultipliant par A1, il vient
A YT, + HA=Y)! o AL —ATTHATL 4+ o(||H||)

—

ie. (A+H)™! o A7V —ATTHAY + o(|| H|).
—
f est différentiable et df (A)(H) = —A~*HA™L.

14. a. La fonction g : (Ry)" = R,z — ayx1 + - + apx, — 1 étant polynomiale,
est continue. Donc I' = g7({0}) est un fermé de R™.
1
D’autre part, Vi €[1,n],0 < aya; < 1. Dot Vi €[1,n],0 < 2; < — (car oy > 0).
Q;
Il s’ensuit que I' est un compact de R™ sur lequel f est continue par théoreme
sur les opérations sur les fonctions continues; d’ou l'existence de a €T tel que

fla) = ;gl%f(x) = max f(z).

Si un des a; est nul, alors f(a) =0. Or f(1,...,1) =1 et f atteint son maximum
en a. Contradiction. Donc Vi €[1,n],a; > 0.

b. Les a €T vérifiant f(a) = sup f(x) sont dans I'ouvert |0, +o00[™ de R™. Ce sont
zel
donc les extremums de f sous la contrainte g = 0. D’apres le théoréme du cours

sur I'optimisation sous contrainte, si a est 'un d’entre eux, IA € R, df (a) = Adg(a).

On a: VheR", df (a Zal ai=lp. Hajetdg Zao i
J#i
Donc Vi €[1,n],af ! Ha?j = \a;.
J#i
1 n N
Dot A # 0 et Vi €[1,n], a; = 3 [[e? =pBetA=p""
j=1
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11 s’ensuit que a = (B,..., ). Comme Zaizl, onaa€cl < [f=1.

i=1

Donc, l'unique point de I' ot f peut atteindre son maximum est a = (1,...,1).
Comme l’existence d’un point ou f atteint son maximum a déja été prouvée, on
conclut que 1 = f(1,...,1) = sup f(z). L’inégalité demandée en résulte.

zel

n
c. Soit z €(R4)™. Si « = 0 alors on a égalité. Sinon, s = Zai:ri # 0.
i=1
x
En posant y = = onay€el ety ...y2" < 1. Donc z{! ... 280 < s@rtton =
On a égalité si x = (0,...,0) ou f(y) =1 ie. y =(1,...,1).
On a donc égalité en les points = (z,...,2) ou z parcourt R.

d. Dans ce cas on a V = zyz et S = 2zy + 2yz + 2zx. Des résultats précédents
1

avec oy = g = ;g = 3 et x1 = xy, xo = yz, x3 = zx on déduit que
2 1 1 1 1 1 1 S s
V3 = (2y)3(y2)3(22)3 < g(xy)+§(yz)+§(za:) = g avec égalité si, et seulement

si, xy = yz = zx. Pour zyz # 0 ceci équivaut a © = y = z.
A volume V donné, le parallélépipede rectangle de surface minimale est le cube de
coté z = V1/3,

15. Supposons que f admet un minimum en a € U. Alors a est un point critique
de f, donc Vf(a) = 0. La formule de Taylor-Young & 'ordre 2 s’écrit avec les
notations de Monge :

1
flath) = fa)+ 5(rhi + 2shihs + th3) + o([|1]*).
Pour h = (hy,0), il vient f(a+h) = f(a)+ ghf + o(R2).
—

. T
Sir#0,ona f(a+h)— f(a) 0 ih%
Comme f a un minimum en a, au voisinage de a, on a f(a+ h) — f(a) > 0. Donc
r > 0. L’échange de x et y donne ¢ > 0. Donc Af(a) =7+t > 0.
Si f a un maximum en a, alors —f admet un minimum en a et donc :

A(=f)(a) = =Af(a), dott Af(a) <O0.

Solutions
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TRAVAUX DIRIGES

¢ Endomorphismes conservant un opérateur différentiel

Notations et objectifs

Dans tout le probléme, n € N* et A = (a;;) est une matrice carrée
symétrique réelle ie. un élément de S,,(R). On consjdérelapplication linéaire

D de C?(R"™,R) dans C(R",R) défi D .

e C*(R™,R) dans C(R™,R) définie par Df = ;jzl ’]3 5‘x
On note N son noyau. Le but du probléme est de chercher lesu € C?(R"™,R")
qui conservent N ie. qui vérifient la propriété : si f € N, alors fou € N.

On note u = (uq,...,u,) ol les uy sont les applications coordonnées de
Ou,;
u. Sa matrice jacobienne en x € R™ est J,(u) = (8 Z) et I'on appelle la
Ly
. . . >*f
matrice hessienne de f en x la matrice H,(f) = ( )
axif):rj

Partie I
Dans cette partie f € C?(R™,R) et u désigne une application de C*(R"™, R")
conservant N ie. si Df = 0, alors D(fou) = 0.

1. Montrer que les applications composantes de u appartiennent a N'. On
pourra introduire les fi : x = (X1,...,%y) — Tk.

d(fou) . Ou Uk of
ox; ox; 8xk
b En apphquant deux fois cette relation, montrer que :

2(fou) Ouy, Ouy "L 92y af
8x 0% E;Z ox; (93: . (61’k8$[ ) Z 8xi89:j . (Txkou)

c. Interpréter I’ensemble de ces égalités pour (z, j) € [1,n]? comme une iden-

et de u.

2. a. Exprimer

tité matricielle qui exprime H,(fou) en fonction de f]ac(u), Hyz)(f), Jo(u)

0
et des a—g‘; [u(z)] et Hy(ur).

3. a. Montrer que (V,W) — tr(VW) est un produit scalaire sur S, (R).

b. Soit Vi et V, deux éléments de S,(R). On suppose que, pour tout
S € S,(R) si tr(V1S) alors tr(V2S) = 0. Montrer qu’il existe A € R tel
que Vo = AV7.

4. a. Montrer que D(f)(z) = tr [A H,(f)].
b. Montrer que D(fou)(z) = tr [Af]x(u)Hu(L)(f)Jr(u)]
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n n
5. a. Soit S = (S@j) € Sn(R) Soit q(:z:l, o ,.Tn) = Z ZSLJ’II@ZIIJ‘.
i=1 j=1
Calculer Hy(q) pour x € R™.

b. Soit x € R™. En considérant Vi, = A et V5 = Jx(u)Ame(u) montrer qu’il

existe A(z) € R tel que : Jw(u)Af]w(u) = Ax)A.
En déduire : Vf € C*(R™",R),Vz € R", D(fou)(z) = A(z)Df[u(z)].
Partie II

On suppose A inversible dans cette partie et 'on note B = A™' = (b; ;).
Dans cette partie u désigne une application de C?(R™,R") telle que :

(1) Vk € [1,n], Duy =0,

(2) XRS5 R, Vo € R, J, (1) A Ty (u) = Mz)A,

(3) Vo € R", det (J,(u)) # 0.

1. a. Montrer que, pour tout z € R™, A(z) # 0.

b. Montrer que A € C}(R",R).

c. Montrer que : Yz € R", 7, (w)B Jz(u) = Mz)B.

2. Montrer que, pour tout (4, j, ) [1,n]3,

ou, &u, 170X OA oA
Zsz’qa_xk O0x;0x; T2 (83@ bk + ox; br.g = oxy sz)

p=1qg=1
Indication : Dériver par rapport a xj la quantité : ZZ PGy a5 3 -9
x; Ox;
p=1g=1
02 2
écrire : —P .%:i{%%}_a% uq
Oxp0x; Oz Ox; LOxy Ox; Oz, Oz, 0x;

o\
3. Montrer que, pour tout k € [1,n], (n — 2) i 0. On calculera a cet
T

Ou, 0%u
et - § y P 9 .
effet @5 bp.g Oz, Ox;0x;

4,J,P:4
4. On suppose n # 2.

a. Montrer que \ est constant et déduire de II.2. que pour tout (i, 7,q),
Pug
81‘1'6.%]'
b. Prouver que u est une application affine. Que peut-on dire de sa partie
linéaire 7

5. On suppose n = 2 et l'on prend pour A la matrice Is. On considére
Papplication u : R? — R?, & = (z1,x2) — (™ cos(z2), €”* sin(x2)).

Montrer que u satisfait aux conditions (1), (2) et (3) mais que u n’est pas
affine.

-

irigés

. o

Solution

1. Les applications fi sont éléments de C*°(R™,R) et pour tout (i, j) € [1,n]?,

T
x
3
>
o
=
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2
O I = 0. Donc f, € N. D’out frou = uy € N.
61‘1‘83}]‘
O(fou) af 3’1%
2. a. or; Z <3:17k ) ox;

b. Par dérivatlon de I’expression precédente par rapport a x;, on a :
0?(fou) of 0%y, " of auk
00 B Z (&Tk )&viaxj + ; O0x; (8xk ) 5‘%
02 (fou) of 0%uy, - Ouy, Oup [ O?f
D : = —_— .
one 63318% kz::l 6xk ou 8.’)3iaxj + ; Z (r“)LL'z 83:] 8xk6xg ou
c. Avec les notations M = (M; ;) € M, (]R)7 on a, si I'on pose h; ; = (Hx(fou))ij

k=1 /(= 1
Z 9o (W) (o)), + (T () Hugey () 1o ()
Done : Hy(fou) = Jo(w) Hyga) () Jo(u) + Y (% (u(z)) Ha (up).
k=1

3. a. Exemple fondamental du chapitre sur les espaces euclidiens.

b. L’hypothese s’écrit : Vit C Vi-. Si Vo = 0, alors Vo = 0V;. Sinon, V5= est un
hyperplan de S, (R). D’ou Vi = V5-. Donc V5 € [VlﬂL = RV;; d’ou Vexistence
de A € R tel que V5 = AV;.

4. a. tr(AHz(f)):ZZai,j( ZZ zga 5':v =Df(z).

i=1 j=1 i=1 j=1

b. D(fou)(z) = tr [AH,(fou)]. Comme tr est lindaire, on déduit de 2.c. que :

D(fou)(x) = tr [Af]z(u)Hu(I) Z (‘33% ) tr [AH, (uy)]. Donc :

D(fou)(x) = tr [ATy(u) Hye) (f Z 9or (W(@) Duk(2). Dot

D(fou)(x) = tr [ATy(uw) Hygy(f) Jo(w)] car uy € N.

5. a aq(x)—Qis = 24 (z) = 2s;;. dott Hy(q) = 28
o 6371‘ - —1 ikk (‘)xj@xj o b 2\ = '

b. D’apres les hypotheses, ¢ € N' = gou € M. Ce qui se traduit par :
VS € Sp(R), tr(AS) = 0 = tr [AT,(u)S T, (u)] = 0.

t

Comme tr [Af]T (w)SJy(w)] = tr [Jo(w) AT, (u)S], de L.3.b. on déduit que :
IN(z) €R, Jx(u)Affz(u) A(z)A.
D(fou)(z) = tr [Jx(u)A o (W) Hy(a) ()] = Ma) tr [AH ) (f)] = A@)Df (u(x)).
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Partie I1

1. a. A et J,(u) étant deux matrices de GL,,(R), la matrice A(z)A = Jx(u)Af]x (u)
est inversible, donc A(z) # 0.

b. u € C*(R"™), donc lapplication x + J,(u) est de classe C1; d’ott pour tout
(i,7) € [1,n]* z — Az)a;; = (J$Af]z(u))ij est de classe C'. La matrice A est
inversible, donc il existe a; ; # 0; d’ou A € C*(R",R).

c. Mz)I, = BJ,(u )Af]x( ). Par multiplication & gauche par f]x(u) et & droite
par [T, (w)] ! on a : Az)I, = Jo(u)BJ,(w)A; dott Mz)B = J,(u)BJ,(u) car
B=A"1

0 8
2. M)y = (LB, = 3D o S22 o).
p=1qg=1
& Pu, 8uq ~ 8“1: 0%uq
Donc : Zszq 01,07; O, ZZ P 9x; OxyOxj

p=1qg=1

Echangeons (i,4,k) en (k,j,7) et alors :

8 "L 0%u, Ou " - Ou, O%u
b _ p OUq oup a .
kg = Zszqaxkax O0x; ZZ ”qaxkaxax]

p=1qg=1 =1g=1

De méme, en echangeant (i,7,k) en (z k,j)ona:

OA 02 _O%up Oug = Ouyp 0%ug
dx; le; P4 902, Dy, ;Z P4 da; 0wy,

oA oA 8%u, Ou

D D — b —bi— =2 —r 1 B e S, (R).

one 8.%1 kg + (9:1:j o ’J pzlqzl pa 890 8:]3 éh:k car < ( )
3. Calculons de deux manieres E = Z a; M aup

A ibp.a 0x;0x; Ty
D’une part : E = Zb %<Z 8uq ) Zb 8upDu = 0- D’autre
P9 O \ L= " g0 Ox; P9 oy,

4,J

0%u, 0 (9)\ O\ o
part : B = Zawz p,ang‘]ma—Zz—Z ,][ - bk, + . b,z_a_xkbi,j}.

zEzzg(Zb,ﬂaw) Za)‘(Zbkdaﬂ) mkzzam i

=1 j=1
2F = Z 5k]+z aA tr(AB) car AB=BA=1I,.
’ T
Donc E = —% (n— 2)88—;\]~C D’ou (n — 2)88—;; = 0 pour tout k € [1,n].

122
4. a. n # 2, donc v 0 pour tout k € [1,n]. D’out A est constant.
T

2
(i g k) € [Lal®, > b Gup _97uq

P4 D O0x;0z;
1<p,q<n

2
0%uq

Soit U; ; la matrice colonne qui a pour élément de la g-ieme ligne

S
2
-
T
x
3
>
0
=
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8up 0?uy t t
Ona: pz;‘bpq 5o ) G (0) = (JI(U)B Um)k’l. Donc 7, (u) BU; ; = 0.
2

" Ox; 8@
q

ou
sont des constantes. Posons — = ay;. Appliquons
T

Or J,(u) B € GL,(R). Donc U; ; =0 i () = 0 pour tout (q,i,7).

Oug

b. Les applications
L
le théoréeme de Taylor-Laplace a la fonction de classe C? sur [0,1] définie par

o(t) = ug(tz). Il vient : (1) = p(0) + ¢'(0) + /O (1 —t)" (t)dt.

2
Comme ¢'( Zl‘z et "(t) = Z xixjaauq

X

(tz) =0, 0n a:

ug(z) = uq(0) + Z 0yq,;%;. Donc u est affine et la matrice de la partie linéaire de
i=1
u dans la base canonique est J;(u) ; elle est inversible.
o*f  O*f
5. n=2.0na: Df*axqua 5
Duy () = €™ cos(zz) — e™* cos(:vg) = 0 et Dug(z) = e®* sin(z2) — €™ sin(x2) = 0.
(€™ cos(za) —esin(xs) t _ om
On a J,(u) = (exl sin(ra) ¢ cos(za) ) Donc J,(u)J,(u) = e**' et la
condition (2) est réalisée. Enfin det (J,(u)) = €2>** # 0 et la condition (3) est
réalisée. Et pourtant, u n’est pas affine.

- Dot la condition (1) puisque :

¢ Equation aux dérivées partielles

C désigne I'ensemble C (RQ, R). Le sous-espace de C constitué des fonctions
polynomiales de deux variables est noté P. Etant donnée Iéquation aux
%u  Ou
dérivées partielles (1) Erchalier on désigne par E le sous-espace vectoriel
x
de C constitué des solutions de (1) et par F I'ensemble E NP.

1. Soit P un élément de F que 'on écrit sous la forme P(x,t) Z Py(z

ou, pour tout k €]0,n], Py € C[X], P, n’étant pas le polynéme nul
a. Calculer P] et exprimer P} en fonction de Py11 lorsque k €[0,n — 1]

b. En déduire I'expression de Py, puis de P , en fonctmn de Py. Quel est le

82/6}:) tk
degré de Py ? Prouver finalement que P(z,t) = 5 o (2,0) 7 o
2. a. Prouver que pour tout élément m de (C[ ] la fonction polynéme a
deux variables P, définie par : P (x,t) Z 7T(2k) — appartwnt akF.

b. On note désormais L I'application de (C[ ] dans F' définie par L(w) = P;.
Prouver que L est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre C[X] et F.
Expliciter L™".
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3. SineN on pose U, = L(X™).

a. Prouver que (Uy)n en est une base de F. Expliciter Uy (z,t).

ou, | oU,
et

x ot
sont encore des éléments de F et les exprimer dans la base (Ug)k e n-
4. Soit (\,z,t) — fi(x,t) une fonction de classe C*° sur R3. Pour tout

(n,A\) e N xR on pose f(")( t) = %(x,t). On suppose, pour tout \, que

b. Montrer, sans calcul, que pour tout entier n, les fonctions

la fonction (x,t) — fi(z,t) est solution de (1). Montrer, pour tout entier n
et tout réel \, que la fonction fi") est aussi solution de (1).

5. Soit g un élément non nul de C de la forme g(x,t) = p(z)1(t) o p et ¢
sont de classe C*° sur R.

a. Montrer : g€ E <= 3a R tel que ¢ = a?p et ¢/ = a?i).

b. En déduire la forme générale des solutions g de la forme précédente.
(On distinguera le cas oo = 0 et le cas o # 0).
6. On note désormais F' la fonction définie sur C3 par : F(\, z,t) = e A7,

a. Soit (u,v) un élément donné de C? ; prouver que o F(a u,v) est Ia
somme d’une série entiére sur C de la forme (2) F (o, u,v) Z Vi (u,v)

ou V, est, quel que soit I’entier n, un élément de P.
b. Pour ) réel, on note fy la fonction définie sur R? par fy(z,t) = F(\, z,t).
Exprimer V,,(z,t) a I'aide de f)(\") et en déduire que la fonction, qui a tout
élément (x,t) de R? associe V,,(z,t) appartient a F.
c. En utilisant (2) calculer V,,(x,0) et en déduire :
Vn eN,V(x,t) €R2, U, (z,t) = V,(z,1).

7. a. Calculer fil) et prouver, sin > 2 :

(2, 1) = (24 20) F 7 (@, 1) + 2t(n — 1) £ (2, 1),
b. En déduire que les polynémes U, satisfont, pour tout (x,t) dans R?, a
Up(z,t) = 1,Ur(x,t) =z et,sin = 1,Upy1 (2, t) = 2Upy (2, t)+2ntU,—1 (2, ).

" trouvée dans I.3.b.

o or )
8. En considérant . retrouver I'expression de
x

Solution
>*P - /" k k— 1 : 4
1. a. W(m,t) = kZ_OPk (x)t¥ = ZkPk )t Par liberté de

(t*)k>0 sur le corps C(x) dans l’espace vectoriel (C( )[t], en identifiant les coef-
ficients de t* il vient : P! = 0 et Vk e[[o n—1], P/ = (k+ 1)Pk+1

b. Par récurrence : Vk €[0,n], P, = 7z Fo P(%) et donc P = ZP(%)

Comme P, # 0 et P =0 on a deg(P,) €{0,1} d’ou deg(Pg) 6{2n 2n + 1}

irigés
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8 i 0% p i
Si i €[]0, n], ZP(Q( +k)) d ou P2 (2,0) = PéQ )(m) et donc :
82’“P tk
P(z,t) = e 5 (2,0) o
s . 9
2. a. Par linéarité des opérateurs 2 et a et comme les sommes portent en
x
8
fait sur un ensemble fini d’indices, on a Zw k+1)) — et aussi
t k—1
Zw(zk 1) , ce qui prouve que P, € F.
b. L est clalrernent hnealre et 1.b. prouve sa surjectivité. De plus Pr(z,0) = 7(x)
donc Ker(L) = {0} et donc L est un isomorphisme entre Clz] et F avec

L=Y(P) = 7 si w(x) = P(z,0).

3. a. L’image de la base (2™),,>0 de C[z] par I'isomorphisme L est une base de F'.

d* g n! ok /2] n! ok sk
daj2k = (n—Qk)' Sln 2k OSann U( ) kzzo mw t.

On se place dans C(z)[t], le degré cherché est E[n/2] comme on vient de le voir.

b 2 () L0 (U D (00 0 (O
"2\ oz ) T ox\ 022 ) T ax\ ot ) ar\ oy ) ¢ OPeS e theoremede

n a n
Schwarz car U, est de classe C*® sur R2. , ¢
oz ot
koIn tk " oU. & d2k+1l‘n tk )
Un(x,t) ng 6an (l‘,t) =N Wg :TLUn_l(JC,t) sin > 1
k=

oU, ou, 02U, .
et T;(x,t) = % - a2 n(n — 1)U,_o si

n > 2 et 0 sinon.

4. Utilisons le théoreme de Schwarz :

PRV (onfN o (PF\ _ 9 (N _ " o
Ox2  9x2\9X*) T oxn\9x2)  ot\oxt) Ot

solution de (1).

5. a. 08 ¢" =a?pet ) =a*p g est solution de (1).

e Si g est solution de (1) on a, pour tout (z,t) dans R?, " (z)y(t) = @(x)'(t).

La fonction g étant non nulle on peut trouver un élément (z¢,ty) de R? tel que
11

g(zo,to) # 0 ie. tel que p(xg) # 0 # Y(to). SiteR, on a ¢/ (t) = (QP (x0)>¢(t).

, e(xo)
L (m0)7 alors ¢ = o24. Pour tout x dans
¢(zo)

>gp(:c) ie. " (x) = a?p(x), d’ott I'équivalence demandée.

Notons « une racine carrée dans C de

i (¥ (o)
R,onacp(x)(w(tz

b. Si a = 0, en tenant compte de la solution nulle, g : (x,t) — az+b ou (a,b) € C2.
Si a # 0 on obtient g : (z,t) — [Ae®® + ue‘”]eO‘Qt ot (\, p) € C2.

6. a. En tant que produit de fonctions développables en série entiere sur C on a :
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oo o0 2
o a2y au" a"y"
F(a,u,v) = e e’ = Z " Z = et donc a — F(a,u,v) est
n=0 n=0
S n
développable en série entiere sur C avec F(a,u,v) = Z Vi (u,v) — oll, pour
n!
n=0

tout neN, V, eP.

b. Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére on a, pour tout

neN, Vi(z,t) = g;:(o 2,t) = £ (@, 1),
2

0°F oF
Or 527 ()\ r,t) = NF(\x,t) = oy —(\,z,t), donc fp est solution de (1) en
particulier et, par II.1. f (") aussi. Pour tout n €N, (x,t) = Vo (z,t) e F.

F(\ z,0) Z Vo (z,0) — Z ) A". Par unicité des coefficients

n=0
d’un développement en série entiere il vient Pour tout n €N, V, (z,0) = ™.

En utilisant la notation L définie dans 1.2. on a L=1(V},) — L~(U,,) polynéme qui
s’annule sur R donc nul, et, par injectivité de L™!, on en déduit U,, = V,,.

7.a f (1)( t) = (x + 2At) fa(x,t) facilement. La formule de Leibniz prouve alors

n—1
) n—1Y\ (x4 2xt) gn—k-1
que f>\ (z,t) = E ( & ) (8)\"’ ) 8)\n_k_f1’\(a:,t) et donc :
k= 0

sin>2 (2, t) = (x+22) f"V (@, ) + 2n — DEf" D (@, 1),
b. Uy, ) =Vo(z, )= £z, t) =1, Uy (2,t)=Vi(2,t) = <1>(;c t) = afola,t) = .

Sin =1, Uppr(a,t) =V (2, t) = £ (@, ) = (@4+27) £ (@, £) + 20t £ (2, 1)
ie. Upy1(z,t) = (x4 22)Up(z, t) + 2ntUp,—1(z, ).

ou, afim B (8"F

8 S Wt =7t =5\ o

formule de Leibniz montrent que, sin > 1,

0 (O"F o (oOF am
e (87)()\’96’75) —37<6—)()\75U7t) = 5w [AF(X,z,1)]

)\f)(‘n)()\ x t)—i—nf(n 2 (A, z,t), dont

)(0 x,t), le théoréme de Schwarz et la

ou,

a—x(x,t) =nf"V(0,2,t) = nUp_1(,t) sin > 1 et 0 sinon.

irigés
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e Optimisation, méthode du gradient (MP*)

Notations
E = R" muni de sa structure euclidienne canonique. On note ( - ) son
produit scalaire et || - || sa norme euclidienne.

e Soit C une partie convexe de . On dit que J : C — R est convexe si :
V(t€[0,1],V(z,y) €C: (1 — )z + ty) < (L —t)J(z) + tJ(y).
e Soit C une partie convexe de E. On dit que J est dite strictement convexe
Si:
V(t€l0,1[V(z,y) €C?x#y, J((1 — )z +ty) < (1 —t)J(z) +tJ(y).

e J: E — R est dite coercive si J(x)
llzl|—+o0

e On notera le probléme P : mi% J(x).
fAS

e Si JeCY(E,R), on note V.J(x) le vecteur gradient de J en .

J(x + tyt) — J(x) — (VJ()ly)

e Si J€CY(E,R), on rappelle que :

Partie I. Fonctions convexes sur R"

1. a. Montrer que la fonction E — R, x +— ||z|| est convexe.

b. La fonction : J : E - R : z — (b|:c) + [ est-elle convexe 7 Strictement
convexe ?

c. Soit A€ §;F(R) et beR™. La fonction: J : E — R : x — %(Ax\x)—(bpc)
est-elle convexe ? Est-elle strictement convexe ?

2. a. Sin = 2, la fonction Jy : x — x% +x§ —ax1 — bxry — ¢ est-elle coercive ?
Et la fonction Jy : @ + 22 — 23 ? Et la fonction Js : x +— 23 ?

b. Soit A€ ST (R) et b€R"™. La fonction

J:E—-R:zw— §(Ax|ac) — (blz) est-elle coercive ?

c. Soit (o, B) € E x R. La fonction : J : E — R : x — (alz) + 8 est-elle
coercive 7

3. a. Montrer que si J : E — R est continue et coercive, P a au moins une
solution.

b. Montrer que si J : E — R est strictement convexe, alors P a au plus une
solution.

4. Soit C une partie convexe de E et J une application de classe C' sur C.
Montrer qu’elle est convexe si, et seulement si,

Y(u,v) €C xC,J(v) = J(u) + (VJ(u)|v — u) (1).
5. Soit C une partie convexe de E et J une application de classe C! sur

C. Montrer qu’elle est convexe si, et seulement si, V.J est un opérateur
monotone de E ie. ¥(u,v) €C x C, (VJ(u) — VJ(v)|u—v) >0 (2).




Travaux dirigés 549

On pourra introduire pour prouver l'une des implications, la fonction :
it (L=1)J(u) +tJ(v) = J((1 — t)u + tv).

Dans la suite, on admettra que VJ est strictement monotone si, et seulement

si, J est strictement convexe.

6. Soit J €C'(E,R) telle que :

Ja €RY,V(u,v) € E? (VJ(u) = VJI@)|lu—v) = allu—v|> ()

Montrer que J est strictement convexe et coercive. Que conclure pour P ?
On pourra appliquer le théoreme de Taylor avec reste intégral a la fonction
Vit J((1—tu+t).

7. Soit J €C(E,R) et convexe. Montrer que z* réalise un minimum de .J
sur E si, et seulement si, V.J(z*) = 0.

Partie II. Algorithmes

On veut minimiser une fonction J. On se donne un point de départ xg.
Pour construire x1 on veut se rapprocher de minJ = J(:c*). on veut
J(x1) < J(xg); on cherche 1 = xy + p1dy ou dy est un vecteur de
R™\ {0} et p1 > 0. Quand p; existe, c’est une direction de descente de
pas pi.
Schéma : x¢g€R"™ donné; xi11 = x + prdi, pr,dr choisis tels que
J(@rs1) < J(zp).
Pour trouver une direction de descente, le théoreme de Taylor-Young donne :
J(xpy1) = J(xk) + pr (VJ(a:k)|d,k) + o(prdy).
Si I'on veut J(xpy1) < J(xy), il suffit de prendre dy, = —V J(zy).
On appelle cet algorithme méthode du gradient.
Le pas py, est choisi constant ou variable. La méthode & pas optimal propose
un choix qui rend J minimale le long de la direction de descente choisie.
1. Montrer que si le pas est optimal, (V.J(zx)|VJ (k1)) = 0.
2. Soient J€C*(E,R),M > 0et a> 0.
On suppose que V.J est M-lipschitzienne et

V(z,y) € B, (VJ(2) = VJI(y)|lz —y) > alz - y]*.
Montrer, en utilisant le théoreme du point fixe, que I'algorithme du gradient
a pas constant converge. On pourra considérer S, : x — x — pVJ(x).

3. Avec les mémes hypothéses, montrer que I'algorithme du gradient a pas
optimal converge vers le minimum de J. On pourra utiliser les calculs de
L6 pour comparer J(xy) et J(xp11).

Solution

-

irigés

Partie I

. o

Loa J((1 =tz +ty) = [|(1 - ) + ty|| < (1 —t)[|z]| + t|ly|| car t€[0,1].

b. J est affine donc convexe mais pas strictement convexe.

T
x
3
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c. Comme A €S8, il existe une base orthonormée de R™ constituée de vecteurs

n
propres de A et I’on a alors : (Am\a;) = Z Nix? avec 0 < A\p < Ay -+ < Ay

i=1
L’application R — R, z — 22 étant strictement convexe, x — (Ax\x) et par suite
J est strictement convexe ; en effet, pour tout z # y et tout t €]0, 1],

(1=t)z+ty)? < (1 —t)a2 +ty? < t(1—t)(z —y)? > 0.
2. a. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R?, on peut écrire
Ji(z) = ||z||* — azy — bxo + ¢ = ||z)|? — Va2 + bv?|z| — ¢

llz]|—+oo
Donc J; est coercive.

J2(0,p) = —n? /—— +oc0. Donc J; n’est pas coercive.
p—+oo

J3(0,p) = 0. Donc J3 n’est pas coercive.
b. Avec les notations de 1.c. et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 1
J(x) = 5(Ax|:r) —(blz) = 5)\1||x||2— 16]] - ||| ———— +o0. Donc J est coercive.

ll]| =00

n
c. J(z) = (alz) + 8= Zai:z:i + 8.
i=1
Sil existe a; = 0, pour x tel que x; =peNetz; =0si j# i, ona J(xz)=p.
S’il existe oy < 0, pour x tel que z; = peN et z; = 0si j # ¢, on a
J(x) ——— —o0,

llzll—=+o0
S’il existe a; > 0, pour x tel que z; = —pEN et z; = 0si j # 4, on a
J(x) ——— —o0

llz||—=+o0

Autre méthode. Si a = 0, alors J(z) = 8. Si a # 0, on a Vz €{a}*, J(z) = 3.
Dans tous les cas, J est non coercive.

3. a. J étant coercive, soit a € Ri tel que, pour tout x € E tel que

lz|| = a,J(x) > J(0g). L’application J étant continue, il en est de méme de
sa restriction au compact de E défini par Bf(0g,a). Il existe x1 € B¢(0g,a) tel
que, pour tout z € By(0g,a),J(z) > J(x1). Comme J(0g) > J(z1), pour tout
xeE,J(x) = J(x1) te. ;rg% J(z) = J(z1).

b. Si J est srictement convexe et si m = min J(z) = J(x1) = J(x2) avec x1 # x2

el
1
o +x2> < §<J(x1) + J(xg)) = m ce qui contredit le fait que m est

alors J(
minimum.
4. Si J est convexe, Vt €[0,1],V(u,v) €C2, J((1 — tyu+ tv) < (1 —t)J(u) + tJ (v).

vieo, 1 L=t t) =W gy,

par passage & la limite quand ¢t — 0T on obtient (1).

Réciproquement (1) appliqué au couple ((1 — t)u + tv, u) puis au couple

((1 = t)u+tv,v) avec t €[0, 1], donne :

J(w) = J((1 = tu+tv) —t(V((1 — t)u+ tv)|v — u) puis

JW) = J((L=tyu+tv) = (1= )(V((1 = t)u+tv)|v — u).

Si 'on multiplie la premiere inégalité par (1 — t), la seconde par ¢ et si on les
additionne membre & membre, on obtient : (1 —t).J(u) + t.J(v) = J((1 —t)u+tv)
te. J est convexe.
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5. D’apres L.4. si J est convexe, alors, pour tout (u,v) €C?, on a :

J(v) = J(u) + (VI (u)|v — u) et J(u) = J(v) + (VI (v)|u —v).
L’addition membre a membre de ces inégalités donne :
0= (VJ(u) — VJ(v)|v—u) ie. (2).
Réciproquement, si (2) est vérifiée, ¢ est de classe C' sur [0, 1] & valeurs réelles par
composition et ¢’ (t) = J(v) — J(u) — (VJ((1 = t)u + tv)|v — u).
@' (t1) — ¢ (t2) = (VI ((1 — ta)u+ tov)) = VJ((1 — t1)u+ tyv) v — u).
Six=(1—t)u+tav ety=(1—t1)u+tiv, alors x —y = (t1 — t2)(u — v).
Donc (¢'(t1) — ¢ (t2)) (t1 —t2) < 0 d’aprés (2). D’ou la décroissance de ¢'. D’apres
le théoréme de Rolle, comme ¢(0) = ¢(1) = 0, il existe ¢ €]0, 1] tel que ¢’(¢) = 0.
11 s’ensuit que ¢’ > 0 sur [0,c] et ¢’ < 0 sur [¢, 1]. La fonction ¢ est croissante sur
[0, ] et décroissante sur [c, 1]. D’out ¢ = 0 sur [0, 1] de. J est convexe.

6. () implique que V.J strictement monotone et donc .J est strictement convexe
d’apres le résultat admis.

P(1) = 1(0) +4'(0) + /0 (¢'(t) — ' (0))dt ie.

J(y)=J(@)+ (VI(x)|y —z) + /0 (VI(z+tly —x)) — VJ(2)ly — x)dt.
D’apres (x),

1
I > Ja) + (TI@ly ~ ) + [ ally— ot
0
a
= J(@) + (VI(@)ly —2) + Slly = zl* (o)
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, J(y) > J(z)—||VJ(z)]|- ||y—x||+%||y—x||2.

Avec z = 0 on trouve J(y) ——— +0o0 ie. J est coercive.
lyll=+o0

De I.3.a. et b. on déduit que J a un minimum atteint en un unique 2™ ie. P a une
solution unique.

7. o La condition nécessaire découle du cours.
e Si V.J(2) = 0, on déduit de (1) : Va, J(x) > J(z*) + (VJ(x*)\x —:17*) = J(z).

* 41 ..
Donc z” réalise le minimum.

Partie 1T
1. Si J est minimale le long de la direction de descente choisie,
d
P J(xk — tVJ(xk)) = —(VJ(:ck+1)|VJ(xk)) =0= VJ(zg)LVJ(zpt1).
t=pr

2.8i 8,z x—pVJ(z), alors S,(z) — S,(y) =z —y — p(VJ(z) — VJ(y)).
1Sp(x) = Sp(W)II* = llz = ylI* = 2p(V I (z) = VI (y)lz —y)) + |V I (z) = VI (y)]?
<z = yllP[1 =200 + p* M?] = K[|z — y||*.

1—2pa+p’M? <1 <= p2a— M?p) >0 < pc }07%{- Dans ce cas, S,
est contractante. S, a un point fixe unique et la suite converge vers ce point fixe.

@
Remarque : si p = ek k est le meilleur possible. On a convergence géométrique.

3. Avec les hypotheses, J est coercive et strictement convexe. Donc J a un
minimum unique sur R”. Celui-ci est caractérisé par V.J(z*) = 0.

S
2
-
T
x
3
>
8
=
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(%*) avec = zk11 et y = ) donne :

J(xr) 2 J(@es1) + (VI (@rgr) |0 — Tpgr) + %Hl’k — T
VI (z) LV (@41) = (VI (@ks1)|Trg1 — 2) = 0.

Donc J(xg) = J(xp+1) + %ka —zp1|)? (% * *).
(J(zy)) étant décroissante et minorée par J (z), converge.
(k%) = ||zpp1 — 2k ]2 = 0.

VJ étant M-lipschitzienne, VJ(x) — VJ(Tg+1) p—— 0.

Comme VJ(z41)LVJ(xg), on a:
IV @) = (VI (@) [V () — VI (@s1)) < IVI @)1V (@) — T @)
d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc V.J(zy) = 0.

—00

D’apres 'hypothese et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

allzr —2|* < (VI (ar) = VI @)ar —a¥) <[V (@) = VI @) Jax — ™.
1

Comme VJ(z*) =0, on a : VkeN, ||z, — 2| < EHVJ(xk)H

. *
La suite (xy) converge vers x”.
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accroissements finis 204, 522
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adjoint (endomorphisme) 359
B
base

adaptée 40
Bergstrom (inégalités) 382
Bernstein 330
Bessel

inégalité 356

équation différentielle 500
Bienaymé-Tchebychev 423
boule 92
Borel (théoréme) 228
C
caractéristique (polynoéme) 47
caractéristique (sous-espaces) 51
Carathéodory 124
Cartan-Dieudonné (théoreme) 370
Cauchy

inégalités 335

probleme 476
Cauchy-Schwarz (inégalité) 422
Cayley-Hamilton (théoréeme) 49
Cesaro (théoréme) 144
chinois (théoreme) 13
Cholesky (décomposition) 371
classe C* 199
compact 113
compléments (formule)
continue 105
continue par morceaux 168
continuité uniforme 111
congruence 6
connexité par arcs 119
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convergence

absolue 143

normale 174

série 141

simple 163
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uniforme 165,173

dominée 250

en moyenne 207

en moyenne quadratique
convexité 118
convolution 277
Courant-Fischer (théoréme) 382
covariance 423
critique (point) 522
cyclique

groupe 3, 6

matrices 77
cyclotomiques (polynomes) 29
D
D’Alembert (théoreme) 530
Darboux 124
décomposition des noyaux 43
décomposition polaire 370
dense 105
dérivable, dérivée 193
diagonalisable 52
différentielle 513
Dini (théoremes) 184
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distance a une partie 93
double limite 167, 175
DSE
Dunford (décomposition) 86
Eisenstein (critere) 29
endomophisme

normal 367

symétrique 365
équivalence
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normes 99
écart-type 422
escalier (fonctions) 168
espace /P 158
espace vectoriel normé 91
espérance 417
Euler (indicatrice) 13
F
fermée (partie) 103
fonctions génératrices 426
Fourier (transformation) 280
frontiere 104
G
Galton-Watson 462
Gamma (fonction) 245, 254
gradient 521, 548
Gram-Schmidt (procédé) 353
Gram (déterminant) 379
Gronwall (lemme) 504
H
Hadamard (inégalité) 61
Hardy (théoreme) 251
Hardy-Littlewood (théoréme) 383
harmonique (fonction) 529
Heine (théoreme) 114
Hermite (polynémes) 353
hessienne 526
Hilbert (matrice) 389
homéomorphisme
Householder (méthode) 371
I
Idéal 10
induit (endomorphisme) 37
inégalité de Cauchy-Schwarz 351
intégrale

de Bertrand 245

a parametre 252
intérieur 105
J
Jacobien(ne) 518

L
Lagrange
polynomes 58
théoreme 4
multiplicateurs 528
Laplace
méthode 288
transformation 284
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Legendre (polynomes) 353
Leibniz (formule) 199
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d’une fonction 105
d’une suite 97
Liouville (théoréme) 18
lipschitzienne 96
M
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