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Chapitre 1

Suites réelles et complexes

1.1 Suites réelles

1.1.1 Suites particuliéres

1.1.1.1 Suite géométrique

Définition 1.1. Suite géométrique
Soit (un)neN une suite de nombres réels et q € R’
On dit que la suite (up)neN est géométrique de raison q si elle vérifie la relation de
récurrence définie par : pour tout n €N, up11= qup,.

Dans ce cas, on dit que (up) est un suite géométrique de raison g et de premier terme wp.
Exemples
up= 2
e Soit (up) la suite définie par :
VneN, upy1=—bu,
(un) est un suite géométrique de raison —5 et de premier terme 2.

e La suite (v,) definie par : 1; —2;4;-8;--;(—2)",---, n€ N, est une suite géométrique de
premierterme vo=1 et de raison —2.
n

e La suite (w,) definie par : n€ N*, w, = T est une suite géométrique de premier terme

S
wy; = — et de raison 2 car elle vérifie Ia5re|ation: wy = 2 et Vne N*, w, 11 :gun.
25 5 25 ' 5

Proposition 1.2. Relation entre deux termes quelconque
Une suite (u,) est géométrique de raison q si et seulement si Yne N et VpeN :

Up=upx q" P

. DEMONSTRATION :

—

Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

Si (up) est identiquement nulle alors pour tous entiers naturels n et p :
Up= q(”fp) up=0

Supposons que Vn €N, u,#0. Soient n et p deux entiers naturels. On a les égalités :

Up+1 = qup
Up+2 = QqUp+1
Up—1 = quUp—2

Un = qup-1
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On obient (n—1— p+ 1) =n— p égalités par suite en multipliant puis en simplifiant chacune des
égalités membres & membres on obtient :

e u, comme membre de gauche;

® " Pu, comme membre de droite c’est-a-dire par conséquent Vn€ N et Vpe N,

up=q("=P) Up.

<= Soit (up) une suite numérique tel que Yne N et Vpe N ,u,= q(n=p) Up.
Donc up41= q(”+1_p) up. En posant p=n, il s'ensuit que Vn€N, uy,11=qu,

On déduit la proposition suivante :

Proposition 1.3. Expression de u, en fonction de n
Une suite (u,) est géométrique de raison q si et seulement si Vn €N, u,= q"up.
Exemples
up=2
e Soit (up) la suite définie par : . Alors VneN, u,=2x (—5)".

Vne N, upy1=—5u,
e Soit (v,) une suite géométrique dont le 3¢ terme est 729 et le 8¢ est 3.
Déterminons :
I=" |e premier terme de la suite puis son terme général. Soit g la raison de cette.
Vo s 729 _
On a: = g°v3 c'est-a-dire q5:T: 243. Or, 243 =3°, donc en vertu de la strictement
monotonie de la fonction x — x>, on en déduit que g=3. Ainsi, vozg :%:81 et Vne N,
V=81 x 3"=3""3,
1.1.1.2 Sens de variation d’une suite géométrique

Sens de variation d’une suite géométrique

/Proposition 1.4. Sens de variation d’une suite géométrique A
Soit (up) une suite géométrique de raison q. Alors :
e pourg>1:
o (uy) est une suite strictement croissante si et seulement uy>0;
o (uy) est une suite strictement décroissante si et seulement ug<0;
e pour(0<g<l:
o (uy) est une suite strictement décroissante si et seulement ug>0;
o (uy) est une suite strictement croissante si et seulement uy<0;
e pour q=1, (u,) est une suite constante;
. ® pourqg<l, (un) est une suite alternée et n'est pas monotone. )

“ DEMONSTRATION :
Soit (up) une suite géométrique de raison g non identiquement nulle alors Vne€ N,
Unt1— Un=qup—Up=(qg—1)up=(q—1)q"uo
D’ou la disjonction de cas suivants :

e Sig>1alors (g—1)g" >0 par conséquent (up) est une suite strictement croissante si et
seulement up>0; (up) est une suite strictement croissante si et seulement up<O0;

e SiO<g<lalors (g —1)q" <0 par conséquent (u,) est une suite strictement décroissante
si et seulement up>0;
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(up) est une suite strictement croissante si et seulement 1p<O0;
e Sig=1alors VneN, upy1=u, donc (up) est une suite constante.

e Sig<0 puisque Vne N, %: g <0, on en déduit que u,1 et u, ont des signes opposés.

Ainsi, la suite (u,) est alternée.
De plus on a upy1—up=(q9—1)up et upt2— upt1=(q9 — 1)qu, donc up41 — up et
Un42 — Up+1 sont de signes opposés. Ainsi, la suite (up) n'est pas monotone.

Exemples

up=2
e Soit (u,) la suite définie par : :
Vne N, upy1=—5u,
On a vu que (uy) est une suite géométrique de raison g =5 et de premier terme ug=2.
En vertu de la propriété précédente, on en déduit que la suite (uj,) est strictement décroissante.

up = -5
e Soit (v,) la suite définie par :
5
VneN, upy1= §u,7
La suite (v,) ainsi définie est une suite géométrique de raison g=g et de premier terme —5.

Comme g<1 et up<0, en vertu de la propriété précédente, on en déduit que la suite (u,) est
strictement croissante.

1.1.1.3 Suite arithmétique

Définition 1.5. Suite arithmétique
Soit (up)nenN une suite de nombres réels et r € R.
On dit que la suite (u,)neN est arithmétique de raison r si elle vérifié la relation de
récurrence définie par : pour tout n€N, u,11=r+ u,.

Dans ce cas , on dit que (u,) est un suite arithmétique de raison r et de premier terme wp.
Exemples

u=-7
e Soit (u,) la suite définie par :

VneN,upy1=up—5
(up) est un suite arithmétique de raison —5 et de premier terme —7.
e La suite (v,) definie par :1;3;5;7;---;2n+1,---, n€N, est une suite arithmétique de premier
terme vo=1 et de raison 2.
e La suite (w,) definie par : 5;10;15;20; - - -; 5n, - - -, n€ IN*, est une suite arithmétique de
premier terme wy =5 et de raison 5.

Proposition 1.6. Relation entre deux termes quelconque
Une suite (u,) est arithmétique de raison r si et seulement si Yne N et VpeN :

up=(n—p)xr+up

> DEMONSTRATION :
_—
Soit (up) une suite arithmétique de raison r. Soient n et p deux entiers naturels.
On a les égalités :

Upg1—Up =T

Up42 = Upt1 =  F

N

Up—1—Up—2 =
Up— Up—1 = r
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On obient (n—1— p+1)=n— p égalités par suite en additionnant chacune des
égalités membres 3 membres on obtient :

® u, — u, comme membre de gauche;

e (n— p) x r comme membre de droite.

<= Soit (up) une suite numérique tel que Vne N et Vpe N, up=u,+ (n— p)r.
C'est-a-dire , upr1=up+ (n+1— p)r alors en particulier pour p=n, on obtient ¥Yne€ N,

Up4+1= Up+ r ce qui montre que (u,) est suite arithmétique de raison r.

On déduit la proposition suivante :

[P

roposition 1.7. Expression de u, en fonction de n
Une suite (uy,) est arithmétique de raison r si et seulement si Y¥n€ N, u,=nr+ up.

1.

Exemples
e Soit (up) est une suite arithmétique de raison —0,5 et si up =7, alors pour tout n>2

up=74+(n—2) x(-0,5)

c'est-a-dire u,=—0,5n+38.

e Soit (v,) une suite arithmétique définie par vo=11 et w:%.
Déterminons |'expression de uj,.

Soit r la raison de cette suite.

I=" D'une part on a vg=v5+4r. Or, v5= % donc 4vs = v5 + 4r c'est-a-dire r= %V5.
4vp
1=

0= D'autre part on a vs = vg+ 5r=yy —I—%Vg; donc vs=— —4.

Ainsi, r=—3 , par suite VneN, v,=—-3n+11.

e La suite (w,) définie par Vne€ N*, w,=5— %n est une arithmétique de raison % et de premier

terme w: 17
1=
4

1.1.4 Sens de variation d’une suite arithmétique

Sens de variation d’une suite arithmétique

/Proposition 1.8. Sens de variation d’une suite arithmétique )
Soit (up) une suite arithmétique de raison r. Alors :
e Sir>0 alors (u,) est une suite strictement croissante ;
e Sir<0 alors (u,) est une suite strictement décroissante;

_ * pourr=0, (un) est une suite constante. )

La démonstration de cette propriété est triviale.

En effet, si (up) est une suite arithmétique de raison r, on a I'égalite Vn €N, upp1—up=r.

Exemples

IZ |3 suite de terme générale u, =3n+1 est une suite arithmétique strictement croissante.
up=20

I=" Soit (v,) la suite définie par : est suite arithmétique strictement
VneN, upp1=u,—7

décroissante.
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1.1.1.5 Somme des termes d’une suite arithmétique ou géométrique

Définition proposition

Définition 1.9. Somme des termes de I'indice p a I'indice n
Soit (up) une suite. On définit la somme des termes consécutifs de I'indice p a l'indice n par :

Sp,n:up+up+1+"'+un—1+un

IZF" Si la somme commence par le premier terme wg, on notera par comodité S, au lieu de Sp .
Ainsi, on écrit :

Sh=uot+ui+t--+up—1+up

Exercice 1.1. Montrer que pour tout n€ N :

n(n+1)

142434+ (n—1)+n="0

Solution. Posons S,=14+2+3+---+(n—1)+n.
Ecrivons de deux facons la somme S, on a :

Sp = 14+2+43+---4+(n—=1)+n

So = (n—=1)+n+---+1+2+3

En faisant la somme des deux égalités membres en membres, on obtient :
e le membre de gauche a pour expression 2S,;

e le membre de droite a pour expression n(n+1).
Ainsi, on a 25,=n(n+1). D'ou : D'ou :

n(n+1
s _ nln+1)
2
(Exercice 1.2. Calculer la somme des n premiers nombres entiers naturels pairs. )

Solution. Soit n € N. Posons 7, cette somme.
Ona:7,=244+4---+2n=2(1+2+---+n—1+n)
Or, en vertu de la propriété précédente, il s'ensuit que 1+2+--- +
D'ou :

_n(n+1)
nff.

n(n+1)

T,=2x 3

=n(n+1)

Exercice 1.3. Calculer la somme des n premiers nombres entiers naturels impairs.
En déduire la somme Sjg9 des 100 premiers termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison 2 et
premier terme 1.

Solution. Soit W,=1+4+3+5+---+2n+1, n€N. Calculons W,
Par définitionona W,=T7,+n+1.
En effet, donc W,=1+(1+2)+(4+1)+---+(2n+1)=2+4+ ---+2n)+(1+14---+1)
Or,14+1+---+1 est la somme de n+ 1 termes tous égaux 3 1, donc elle est égale a n+ 1.
Ainsi, W, =n(n+1)+n+1=(n+1)*>d’ou :

14345+ - +2n+1=(n+1)?
Soit (u,) la suite arithmétique de raison 2 et premier terme 1.

Pour tout n€ N, u,=2n+1 par suite ug+ u; + - - - + tgg = S100 -
Or, Si00= (99 + 1)>=1002=10000 donc 1 +3+ --- + 199 = 10000.

(Exercice 1.4. h
Soient a et b deux nombres réels et (u,),en une suite définie par pour tout entier naturel non n :

n—1

ottt +u, 1= ug=n(an+b)
k=0

1. Montrer que la suite (u,),en est arithmétique.

L 2. Calculer le premier terme et la raison de cette suite.
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Solution. Pour tout n €N, posons S,,:Zuk.
k=0
1. Pourtout n€N, n>0o0na:
u, = 5n_Sn—l
u, = n(an+b)—(n—1)[a(n—1)+b]
u, = an*+bn—a(n—1)2—bn+b
u, = 2an—a+b>b

d’aprés la proposition 1.7 de la page 6 on en déduit que la suite (u,),en est arithmétique.

2. Pour tout n€éN, n>0, u, 1 —u,=2a(n+1)—a+b—(2an—a+b)=2a. De plus, S;=up=a+b
par suite, la suite (u,),en est une suite arithmétique de premier terme ug=a+ b et de raison 2a.

Exercice 1.5. Soit u, le terme générale d'une aritmétique de raison r et de premier ter up.
Exprimer la somme S, =up+ v+ -+ 4+ u,_1+ u, en fonction up, u, et de n.

Solution. Pour tout n€ N, On a u,=nr+ u.
Donc S,=uo+r+ug+2r+up+---+nr+ug=(n+1)ug+(1+2+--- 4+ n)r. Or, en vertu de |'exercice 1.1

précédent, il s'ensuit que 1 4+2+ --- —O—n:w d'ou :

Sp=(n+1)ug+r x

n(n+1) _(n+1)(2uo+nr) _ (n+1)(uo+ un)
2 2 2

Proposition 1.10. Somme des termes d’une suite arithmétique
Soit (up) une suite arithmétique de raison r. Pour tout p € N et pour tout n€N on a :

(n—p+1)(up+ un)
2

Up+up+1+“‘+un—1+un =

1.1.1.6 Somme de puissances d’'un réel g

Proposition 1.11. Somme de 1+ g+ q¢*>+---+q"
Pour tout réel g+ 1 et pour tout entier naturel n :
_ qn+1

1
1+q+q2+~'+q”=?q

> DEMONSTRATION : Soit g€ R\{1}. Ona:

(Q+q'+¢++¢)(1-q) = A+q'+¢+ - +¢)—(¢"+ @+ @+ +q")
(Q+q'+g++¢)(1-q) = 1+(g—aq)+(¢°~¢*)+ - +(q"—q") — ¢"*"
(1+a'+ ¢+ +q")(1—-q) = 1-q""

Or, g€ R\{1} alors on peut diviser chaque membre par 1 — g, ce qui permet d’obtenir :

1 2 n 1—g""!
1+ +qg+--+q" = ioq
Exemple
e Calculons1—24+4—-8+---—128
Posons S cette somme. On remarque que (—2)7: —128 donc on a:

S=1+(-2) +(-2)%+ - +(-2)
Ainsi, en vertude la propriété précédente on en déduit que :

I ) S

S 1+2 3

(1—256)=—85
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/Exercice 1.6. Jeux télévisé h

M.Ndong a été selectionné pour participer a un jeu télévisé. Chaque mois on lui verse, pendant une durée
maximale de douze mois, une somme d’agrent dont le montant initial est de 600 000 fcfa le premier mois.
Le versement augmente, sur le modéle des intéréts composeés, de 3% chaque mois.

Ainsi, le 2¢ mois M.Ndong touchera 618 6000 fcfa, etc.

On désigne par u, le montant, exprimé en fcfa, versé a M.Ndong le n — iéme mois. Ainsi, u; =600 000.
I55° On arrondira éventuellement les résulats a I'unité.

1. Calculer la somme exacte que M.Ndong touchera le 3¢ mois.

2. Quelle est la nature de la suite (u,) ? Exprimer u, en fonction de n.
3. Calculer la somme que M.Ndong touchera le dernier mois.
4.

M.Ndong veut calculer la somme totale qu'il a gagnée durant ces 12 mois. On pose S=u1+ur+ -+ +
L u1p. Déterminer la somme S.

J

Solution.

1. La somme exacte que M.Ndong touchera le 3°* mois correspond & us3. On a :
3
=11 —Q—m up;=1,03 x 6186000 = 6371580

Ainsi, le 3° mois M.Ndong touchera la somme de 6371580 fcfa.

2. On a l'égalité Vn € N*, u,,.1=1,03u,. Ainsi, (u,) est une suite gométrique de raison 1,03 et de premier
terme 600 000 donc Vn e N*, u,=1,03" x 600000.

3. La somme gagnée par M.Ndong le 12° mois représente u;» on a u32 = 1,032 x 600000 ~ 855457. Ainsi,
la somme gagnée par M.Ndong le 12° mois est de 855457 fcfa.

4. Ona:S=u;+1,03u+ - +1,0320u; = (141,03 + - +1,03'2)u or,

1-1,03 100

e 12:777
141,034 41,037 = S0 =3

(1,033 1)
Donc on en déduit que :

100w
3

100

S= (1,03" —1) = == x 600000 x (1, 03" 1) ~: 9370674

Ainsi, la somme totale gagnée par M.Ndong ces 12 mois est de 9370674 fcfa.

1.1.1.7 Somme des termes d’une suite géométrique

Soit up le terme générale d'une géométrique de raison g et de premier ter up.
Notons par S, la somme g+ 1+ -+ +up_1+u,. Ona:VneN, u,= q"ug donc

Sp=uo+ quo+ q*uo+ -+ q"uo=(1+q' + ¢ +---+ q")wo

_ n+1
or, en vertu de la propriété précédente, il s'ensuit que 1+ gt + g*>+--- + qn:%.
D'ou :
1— n+1
Sp=—I  x i
l—gq

Plus généralement, on en déduit la propriété suivante :

Proposition 1.12. Somme des termes d'une suite géométrique
Soit (u,) une suite arithmétique de raison q #+ 1. Pour tout p € N et pour tout n€N on a :

_ qn—p+1

Up+up+1+"'+un—1+un: l—q

X Up
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1.1.1.8 Suites récurrentes linéaires d’ordre 1

Définition proposition

Définition 1.13. Suite récurrente linéaire d'ordre 1
Soient « et 4 deux nombres complexes. On appelle suite récurrente linéaire d'ordre 1 toute
suite (up)neN définie par ug et la relation de récurrence : un+1=aup,+ b avec a#0

I=" Lorsque a=1,alors (up)nenalors (un)neN est une suite arithmétique de raison b.
I=" Lorsque b=0 et a+1,alors (u,)seN est une suite géométrique de raison a.

fProposition 1.14. Expression explicite d’une suite récurrente linéaire d’ordre 1. B
Soient a et 4 deux nombres complexes et (up)neN la suite définie par définie par uy et
la relation de récurrence pour tout n€ N, u,41=au,+ b avec a# 1. Alors pour tout n€ N* :
(u1—ug)a"— b
un =
a—1
N J
™ DEMONSTRATION
n
Montrons d'abord par récurrence la propriété n€ N*, P(n) : up=a"up+ b a"k
1 k=1
pour n=1on a uy=aug+ b donc uy=alug+ b > a' =¥ ainsi pour n=1 P(n) est vérifice
k=1

(c'est méme la définition de u1), on peut aussi remarqué que la propriété P(n) pour
n=2 et n=3 est également vérifiee. Montrer que P(n) implique P(n+1).

Upt1 = aup+b

n
Upi1 = a(a”uo+ bZa”‘k> +b
k=1

Up41 = a(a"u0—|— b(an —|—a"71+ oo da—+ 1)) + b
Upyr = a"Mug+(@" 143"+ +a*+a)b+b
U1 = a"Mlug+ ("M +a"+ - +a%+a+1)b
n+1
Upt1 = an+1uO+bZan+1—k
k=1
n
d'ot P(n) implique P(n+ 1) par suite pour tout n€ N*, on a u,=a"ug+b > a" k.

k=1
De plus, pour tout n€ IN* on a

! a"—1
S ek = 142y fatl=
a—1
k=1
donc on en déduit que pour tout n>1:
! a"—1
__ N n—k _ ,n _
up=a uo—i—bZa = 3U0+ba_1
k=1
(a—1)a"up+ b(a" — 1)
u, =
a—1
u, = (ul—uo)a"—b

a—1
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un

Exercice 1.7. Soit (u,),en la suite définie par up € R et pour tout n€N, u,,+1:7+ 1.
1. Exprimer le terme général u, en fonction de n.

2. En déduire le sens de variation de la suite (up)nen.

Solution. Soit (u,)sen la suite définie par up=0 et pour tout n €N, un+1:%+ 1.

1. D'aprés la proposition 1.14 on en déduit que : pour tout n € N* :

(m—uo)(%)n—l o

u, =

1 2n—1'
Z-1
2
1 1 1 . . .
2. Upy1—Up=2— o 2+ 1 :§>O donc la suite (u,)nen est strictement croissante.

1.1.1.9 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition proposition

Définition 1.15. Suite récurrente linéaire d'ordre 2
Soient a et 4 deux nombres complexes. On appelle suite récurrente linéaire d'ordre 2 tout
suite (up)neN définie par ug et uy et la relation de récurrence : upi2=au,4+1+ bu, avec

b+0.

I= Lorsque a=1 et b=0,alors (u,)seN est une suite constante.
I=" Lorsque b=0 et a+1,alors (uy)peN est une suite géométrique de raison a.

(Proposition 1.16. Suites récurrentes linéaires d'ordre 2 (Cas complexe) h
Soient (a,b)€Cx C* et (up)neN une suite définie par (uo, un)€C? et :
VneN, u,1o=au,y1+ bu,
L'equation r? —ar—b=0 est appelée I'equation caractéristique.
e Sil'equation caractéristique admet deux solutions distinctes ry et r», alors :
(N, p) €C? tels que VneEN, up=Ar{ + purs
e S l'equation caractéristique admet une solution double r, alors :
(N, 1) €C? tels que VneEN,u,=Ar"4 pnr"
N J

Remarque 1.17. L’hypothése b+ 0 assure qu'il s'agit bien d'une relation de récurrence d’ordre 2.
En particulier, 0 n'est pas solution de |’equation caractéristique.

“> DEMONSTRATION :

Supposons d’abord que I'equation admette deux solutions ry et r.

Analyse - Supposons que pour tout €N, u,=Ar{'+ 11ry. On cherche (), 1) € C? satisfaisant
A+ p=ug
Ar+prn=u
). Ainsi, si (A, 1) conviennent, alors leurs valeurs

cette relation. Pour n=0 et n=1, on obtient { . Ce syst'eme admet une
U1 — rug Ul — rug
)

unique solution (A, M):< P i——
sont données par la résolution de ce systéme et donc le couple (A, 1) sera unique.

Synthése -Montrons alors par récurrence d’ordre 2 sur n€NN la propriété P(n): up=Ar{+ pr3.
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On a P(0) et P(1) vérifiees par définition de (A, it). Soit n€N tel que P(n) et P(n+1) sont
vraies. Par hypothese de récurrence, up=Ar 4+ rd et upr1=Ar{ 1+ uri ™t donc

Upt2 = aupy1+ buy
iz = A4 pr Y+ B + )
Unio = AP 02

car n?=ar;+bet n?=ar+b. Ainsi on a P(n+2) vraie. En conclusion, Yn€N, P(n) est vraie.
Supposons maintenant que I'equation admette une solution double r 0
Analyse-Supposons que pour tout n€N, u,=Ar"+ unr". On cherche (\, 1) € C? satisfaisant

. . A= . .
cette relation. Pour n=0 et n=1, on obtient { to . Ce syst'eme admet une unique

A+ pun=u
solution (A, ,u):(uo,”l_—rruo). Ainsi, le couple (A, i) est unique.

Synthése-Montrons alors par récurrence d’ordre 2 sur n€N la propriété P(n)
up=Ar"+pnr". On a P(0) et P(1) vérifiées par définition de (A, it). Soit n€N tel que
P(n) et P(n+1) sont vraies. Par hypothése de récurrence, u,=Ar"+ unr" et
Upp1=Ar"T 4 p(n+1) r"*1 donc

Upt2 = aupp1+ buy
nro = a4 p(n 1) P+ BN+ pn ")
Upya = Ar"P2 4 p(n+2) r"t2

car r’=ar+bet r:%. Ainsi on a P(n+2) vraie. En conclusion, VneN, P(n) est vraie.

(Proposition 1.18. Suites récurrentes linéaires d'ordre 2 (Cas réel) h
Soient (a, b)€R x R* et (up)nen une suite définie par (up, up) ER? et :
VYneN, upro=aups+1+ bup
L'equation r? —ar—b=0 est appelée |"equation caractéristique.
e Sil'equation caractéristique admet deux solutions distinctes ry et r», alors :
I\, p) €R? tels que YneEN, up=Ar{+ urs
e Sil'equation caractéristique admet une solution double r, alors :
(N, ) €R? tels que VneEN,u,=Ar"+ punr"
e Sil'quation caractéristique admet deux racines complexes (non réelles) conjuguées
n=re et n=re " (avec r >0 et HcR), alors :
L (N, n) €R? tels que VneN, u,=r"(Acos(nd)+ psin (nf)) )

™ DEMONSTRATION :

Les deux premiers cas s’obtiennent comme dans le cas complexe. Les scalaires (\, i) déterminés
en résolvant les systémes introduits dans la preuve seront cette fois réels.

Supposons que I’équation admette deux racines complexes (non réelles) conjuguées r; = re et
ro=re~". D’aprés le théoréme précédent, on sait qu'il existe (A, B) € C? tels que pour

tout n€N, u,=Ar" e +Br"e~"_ Montrons que B=A : On sait que:

A—I—BZUO
An+nB=uwu
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Puisque rp # A car r; € R alors on en déduit que

up—nup

h=nto . g— A

A= — —
n—n h—n

Ainsi, pour tout n€NN, on a:

Arh ein0+ Arne—ine

u: i 2Re(Ae™)rn
up, = (2Re(A)cos(nf) — 2lm(A)sin(nd))r"

Exercice 1.8. Suite récurrente
Etudier la convergence de la suite (u,),en dans chacun des cas suivants :

1. upyo=>5u,41—4u,

2. un+2+ Upt1 +u, =0

Solution. On utilise les propositions 1.17 et 1.18 ci-dessus.
1. Soit (up)nen la suite définie par u, 2 =>5u,+1— 4u,.
L’équation caractéristique x?>—5x +4=0 admet pour solutions :
543 5—-3
rl:T:4 et rZ:Tzl

Par suite, il existe un unique couple (X, 1) € R? tel que pour tout n €N,

u,=M"+p
ur—ug ui—4u
avec ()\»/i):( - 3 0»%) donc :
. U1 — uo S e .
o si\= 3 =0 c’est-a-dire si u; = g alors la suite (u,),en converge vers = —uo.
. 1 — uo S e . .
o si\= 3 >0 c’est-a-dire si u; > up alors la suite (u,),en admet pour limite +o0.
. U1 — Uo Lo s e s . .
o sSi\= 3 <0 c’est-a-dire si uy < ug alors la suite (u,)sen admet pour limite —oco.

2. Soit (un)nen la suite définie par upi2+ U1+ u, =0.
L’équation caractéristique x?+ x +1=0 admet pour solutions :

rlz_%"‘?':ef%n et r2:—%—§i:e—’%ﬂ”

Par suite, il existe un unique couple (X, 1) € R? tels que pour tout n€ N,

u, = A cos <2—;n) + g sin (%n)

u1+§72u1+u0
NV
2

e siA=p=0 c’est-a-dire que u; = up=0 alors la suite (u,),en converge vers 0.

avec A=up et p=

e SiA#0ou p#0 c’est-a-dire que ug#0 ou 2u; + ug# 0 alors la suite (u,),en n’a pas de limite.

1.1.2 Convergence d’une suite

1.1.2.1 Représentation graphique d’une suite de nombres réels

VOZO

Soit la suite (v,) définie par :
i uite (v,) définie par InEN, vyy1 = 1
1+v,
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%" Représentation sur un axe graduée

Le tableau ci-dessous affiche les 4 premiers termes de la suite (v,).

n]0]1]12]3
112(3
1121212
121315
On en déduit une représentation graphique sur un axe (O; /).
0] vi V3 w» Vo
0 1 3 2
2 5 3 1

& Représentation dans le plan
Le plan est muni du repére (O, 1, J).

Soit € la courbe représentative de la fonction f : x+— = 1 7 et (A) la droite d'équation y = x.

Contruction de v; Vo P,
Soit My le point de € d'abscisse vo=1; Yo p !
1 , 1 1
I'ordonnée de My est vi = f(vp). v N - :
M2 1 |
Soit Py le point de (A) d'ordonnée vy; L D K--b--=== i
- M
I'abscisse de Py est vy. v !
V) ;
. Vi V2w ’
Contruction de v

Soit M le point de € d'abscisse vi =1; I'ordonnée de Mj est v = f(v1).

Soit P; le point de (A) d'ordonnée v»; I"abscisse de P; est vo.

1.1.2.2 Limite d’une suite

Suites Convergentes
Le plan est muni du repére (O, 1, J).

On désigne par € la repésentation graphique de y=x
la fonction f : x»—>§x+2 et (A) la droite
d'équation y = x. €

Le graphique permet de conjecturer que lorsque
n prendre des valeurs « de plus en plus grandes » -
les termes de la suite se rapprochent de 4. ]

On dit que u, tend vers 4 lorsque n tend vers 400

B e

K - — m e e e e - - N

ou que la suite (u,) a pour limite 4. J
Onnote: |lim u,=4
n— 00
0 up | uy up U32

Suites divergentes
e Soit (v,) la suite définie par v,=—n?+1
Le plan est muni du repére (O, 1,J). On désigne par € la représentation de la fonction g
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définie par : g(x)=—x%+1.

Ona: lim g(x)=—o0
xX— 400 2
. J
On admet que :  lim v,=—00 Vo
n—teo Vi \
5 >
-1
Vo Lo __

e Soit (wp)nen la suite définie par w,=(—1)"

Pour tout nombre entier naturel pair, on a : w,=1.

Pour tout nombre entier naturel impair, on a : w,=—1.

On admet que cette suite n'a pas de limite lorsque n tend vers +o0.
Définition proposition

Définition 1.19. On suppose que la suite (u,)neN est définie pour tout n suffisamment grand.
On dit la suite que la suite (uy)neN est convergente si elle a une limite finie.
On dit la suite que la suite (u,)neN est divergente si elle n'est pas convergente.

I=” Toute suite constante est convergente.
IZ" | es suites de terme générale (—1)", sin(n) et cos(n) sont divergentes.

Proposition 1.20. Soit (up)peN une suite numérique définie par u, = f(n), ou f est fonction
numérique. Si f a une limite en +oo, alors u, a une limite et on a :

lim u,= lim f(n)
n— 0o n—-+o0o

Remarque 1.21.
e Les régles de calculs sur les limites de fonctions s'appliquent aux suites.
e On admet que si une suite admet une limite, cette limite est unique.
e Si la fonction f n'a pas de limite en 400, on ne peut rien conclure sur |'éventuelle
limite de (up).

Exemples

1. Soit (up) la suite définie sur N par u,=2n?+5. On a pour tout nde N, u,=f(n) ot f est la
fonction définie sur [0; +oo[ par f(x)=2x24+5. Ona: lim f(n)= lim (2n®+5)=+oc;

. n— —+o00 n——+00
donc lim u,=-+o0.
n— 400

I=" Ainsi, la suite (u,) diverge vers +oo.

2. Soit (vy) la suite de terme générale V"ZYn_T%lrn' On a pour tout nde N, v,=f(n) ot f est la

fonction définie sur [0; +oo] par f(x)= 7):'_2: Ona: nﬂrroof(n) = nﬂrr@( 7n_+24n ) =-2;
donc lim v,=-2.
n—-4o00

B=" Ainsi, la suite (v,) converge vers —2.
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Définition 1.22. Soit (uy)neN est définie pour tout n suffisamment grand et ¢ € R.
On dit que (un)neN converge vers { si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang.

On écrit alors |lim u,=/¢.
n—-4-00

Interprétation graphique - si on représente la suite convergente par un nuage de points dans
un repére, a partir d'un certain rang p, tous les points sont dans la bande délimitée par les
droites d'équations y={¢—c et y={(+¢

Les termes de cette suite semblent se

resserrer autour de ¢ pour des valeurs n

de n qui dépassent un certain rang p. - .

»
o —t===f=--—0-=
v

1.1.3 Suites majorées, minorées et bornées

Définition - Vocabulaire

(Définition 1.23. Soit (un)nen une suite de nombres réelles.

1. La suite (up)neN est majorée s'il existe un réel M tel que Vn €N, u, < M.
On dit dans ce cas, on dit que M est un majorant de la suite (up)neN:-

2. La suite (un)nen est minorée s'il existe un réel m tel que Yn €N, u, > m.
On dit dans ce cas, on dit que m est un minorant de la suite (up)neN.

3. La suite (up)nen est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

- )

I=" Pour une suite (uy),en de nombre complexe, on dit qu'elle est bornée si et seulement si,
il existe un réel M positif tel que YneN, |u,| < M.

Exemples

e Les suites (up) de terme général sin(n), cos(n) et (—1)" sont majorées par 1 et minorées par
—1, donc elles sont bornées.

e La suite de terme général u, =cos(n) + isin(n) est bornée. En effet, pour tout n€ N :

lun| = \/cos2(n) +sin®(n) =y1=1

e La suite de nombres complexes (z,)nen définie par zp € C et pour tout n€ N :

_ Znt |z
Zni1=—5

est bornée. En effet, tout nombre complexe z s'écrit sous la forme algébriquez=a+ib ot aeR
est la partie réelle de z et b€IR sa partie imaginaire. Or, on pour tous réels a et b : a° < a®+ b?,

avec égalité lorsque b est nul, soit |a| < y/ a’+ b%. De plus, a< |a] donc, a<|a| </ a%+ b2. Pour
tout nombre complexe z, Rez <|Re z| <|z| ainsi, on en déduit que pour tout n€ N,

= |z,,—|—2|z,,|| < |2 ‘; |2n] _ |2,]
donc la suite (|zn|)nen est décroissante par suite, pour tout n € IN, |re(z,)| < |z,| < |z|, ce qui
prouve que la suite (|z,|)nen est majorée.

|Zn+1
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5 ¢ Toute suite croissante est minorée par son premier terme.
I o Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.

Proposition 1.24. Soit (up),en une suite de nombres réels croissante et admettant
pour limite £ € R. Alors la suite (un)neN est majorée par (.

> DEMONSTRATION
Raisonnons par |'absurde en supposant qu'il existe p € N tel que u, > ¢.
Comme (up)neN est croissante, pour tout n> p, u, >£>{—1donc l'intervalle | =]¢ —1; u,| est

un intervalle ouvert contenant /. Comme lim u,=/, par définition, I'intervalle / contient tous
n— 00
les termes de la suite & partir d'un certain rang ; ce qui contredit le fait que pour tout n> p,

up > up. Donc pour tout n€ N, u, </.

1.1.3.1 Théoréme de la convergence des suites monotones

Théoréme 1.25. Soit (u,) une suite de nombres réels. )
1. Si la suite (up)neN est croissante est majorée, alors elle est convergente.
2. Sila suite (up)nen est décroissante est minorée, alors elle est convergente. )
Exercice 1.9. Suite bornée h
La suite (u,)nen est définie pour tout naturel n par up=1 et pour tout n€N, u,1=u, —%(u,,)?
1. Montrer que pour tout n€N, u, €[0;1].
2. Etudier le sens de variation de (u,),en-
3. Démontrer que la suite (u,),en converge et calculer sa limite. )

. . Lo 1
Solution. La suite (u,),en est définie pour tout naturel n par ug=1 et pour tout n €N, up41=u, —g(un)z.

1. Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x)=x — %xz et pour tout x €[0;1], (x) = —g(x -3)

Pour x €[0;1], x —3< 0 et —x <0 donc f(x):—%(x—?»)zo par suite pour tout x €[0; 1], f(x)>0.

2
De plus, pour tout x € [0; 1], f(x) :%—%(X —%) g% donc pour tout x € [0;1], f(x) €[0; 1].
Considérons la proposition pour tout n€ N, P(n) : u,€[0;1]. Pour n=1on a ug=1 donc ug€[0;1]
par suite P(0) est vérifie. Supposons P(n) pour un certain n € N donc d'aprés la fonction f on
en déduit que u,41="1(u,) € [0; 1] par conséquent on a P(n+1).

Conclusion : On a vérifie P(0) et P(n) implique P(n+ 1) donc pour tout n €N on a P(n).

2. Pour tout n€N, up11—u,= —%(un)2 donc pour tout n €N, wu,41— u, <0 donc la suite (u,),en est

décroissante.

3. La suite (u,)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle converge d'aprés le théoréme 1.25. De
plus, si on pose £= lim u, alors £ est solution de I'équation f(x)=x car f est continue. On a :

n—-+oo
f(x):x<:>%x2:O<:>x:O
donc |lim w,=0.

n—+oo

(Exercice 1.10. Suite des racines d’un polynéme
n désigne un entier strictement positif. Soit (E,) I'équation d'inconnu x € R définie par x>+ nx =1.
On suppose que (E,) admet une unique solution x, dans [0; 1].

1. Soit f, la fonction définie sur [0; 1] par pour tout x € [0; 1], f,(x)=x3>+ nx — 1 et on note (C,) sa
courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 7,])

a) Etudier la position relative des courbes (C,) et (Cy41).
b) En déduire que le sens de variation de la suite (x,),en-

Y 2. Montrer que la suite (x,),en est convergente puis préciser sa limite. )

Solution. n désigne un entier strictement positif. Soit (E,) I'équation d’inconnu x € R définie par x>+ nx=1.
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On suppose que (E,) admet une unique solution x, dans [0; 1].

1. a) Pour x €[0;1] et pour tout €N, f,11(x) —Ff(x)=x3*+(n+1)x—1—x3—nx+1=x>0
donc f,11(x) > f,(x) c'est-a-dire que la courbe (C,) est située en dessous de la courbe
(Cn+1) sur l'intervalle [0; 1] ainsi, f,41(x,) >0 pour tout n€ N.
b) De ce qui précéde, on en déduit que pour tout n €N, £,,1(x,) > f,(x,) et on a
I'inégalité,f, +1(x,) > 0 donc par suite, f,11(x,+1) < f+1(X,) et par croissance de la fonction f,, on

en déduit que pour tout n €N, x,41 < x, donc la suite (x,),en décroissante.

2. La suite (xy)nen est valeur dans [0; 1] donc elle est minorée par 0 et d'aprés la question 1b, elle est
également décroissante donc par le théoréme de la convergence des suites monotone, la suite (x,),en
est convergente.

3 3
X X, 1
Pour tout ne N*, x, =1 — 7” donc |x, — 1| = '—7” < - et par le théoréme des gendarmes on en
déduit que lim x,=1.
n— 400
(Exercice 1.11. Suites et intégrales R

Soit f : Ry — IR, une fonction continue, positive et décroissante.
n

On pose : u, =1f(n), puis : vn:Z%—/ f(x)dx. Montrer que la suite (v,) est monotone, puis qu’elle
k=1 0

converge. )
Application : En considérant la fonction f : x — ————, étudier la suite définie pour tout n>1 par :
pp Vx+1 P =P
1 1 1
Upy=—=+—++—F——-2n
TVIV2 el
- J
e - - - ™
Exercice 1.12. Suites de radicaux
a désigne un nombre réel positf.
On consideére la suite (u,) définie par u; =+/a et u,+1=+/u, +a pour tout n>1.
1. Montrer que la suite (u,) est bien définie, a termes positifs.
2. a) Etudier les variations de la fonction f : x+— \/a—+ x pour les x positifs.
b) En déduire la convergence de la suite de terme général v, définie pour tout n>1 par :
Vo= \/a+1/a+«/a+~~+\/5
e —
\_ l’expression comporte n radicaux Y,
N

(Exercice 1.13. Détermination des solutions exactes d’une équation f(x) =k.
n étant un entier naturel, f, désigne la fonction numérique définie sur ]—oo; 1] par
Vx € ]—00; 1], fu(x) = x"v/1—x
Partie A : Etude des variations de f,.

1. a) Dresser le tableau des variations de f,, pour n > 1, suivant la parité de n.
b) Déterminer I'unique réel «, de ]0; 1] tel que f,(c,) =0 pour n>1.

2. Représenter dans le méme repére orthonormal les fonctions f,, f; et f,.

1

3V3°

1. Etudier suivant les valeurs du réel k, le nombre des solutions de I'équation f1(x) = k.

Partie B : Détermination des valeurs des solutions de I'équation f;(x) =

2. Montrer que I'équation |x+/1 — x| =—=——= admet trois solutions x;, x, et x5 vérifiant :

3v3

1 2 2
—§<x1<0, 0<xz<§ et §<X3<1

. 1 ). . . P "
3. Pour i €{1,2,3}, on pose alors u,-:%(xl—g). Montrer qu'il existe unique réel 0; dans l'intervalle

[0; 7], tel que u; =cos(0;).

4. Montrer que 6y, 0, et 03 sont solutions de I'équation cos(36) :%, avec 0 €[0; 1]

L 5. Donner alors les valeurs exactes de x;, x5 et x3.
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(Exercice 1.14. Etude d’une limite )
Soit n€N.
1. Montrer qu'il existe un unique polydme P, tel que pour tout t € ]O%[
P,(cotan®(t)) = %
2. a) Montrer que pour tout t € }O, ’2‘[ cotan’t <z < 1+ cotan? t.
b) En déduire la limite de la suite de terme general Sn ZkZ
- J

Solution. n désigne un entier naturel.

1. D’aprés la formule de Moive on a :

2n+1
ei@n+1)t — (COS(t) + isin(t))2n+1 — Z C2k,,+1(i)k5ink(t)c05n7‘((1’)

Or pour tout t € ]O [ sin(2n+ 1)t est la partie imaginaire du nombre complexe e’"*Vt d'og
2n+1
sin(2n+1)t = Im( Z Cz",,+1(i)ksink(t)cos2”“_"(t))
= ZCzﬁrll (—1)¥sin?*+1(t)cos?(" ~K)(t)
par suite on obtient pour tout t € ]0; 5[,
sin(2n+ 1)t C3E 1 (—1)ksin2 +1(t)cos" 241 P 2n—k
sin?7+1¢ :Z sin?n+1¢ ZCML( 1)cotan’"=1)(t)

k=0

En pose P,(X) = Z CHHL(=1)*X"—*(t) alors P, est un polynéme de degré n vérifiant :

bis
pour tout t € }O; 5{,
sin(2n+ 1)t

P,(cotan®(t)) = TS

d'ou I'existence.
Montrons l'unicité :

Supposons qu'il existe un autre polynéme Q, vérifiant pour tout t € ] [ Qn(cotanz(t))fw

donc le polydme P, — Q, vérifie pour tout t € |0; 3[, (P, — Qn)(cotanz(t)) =0 du fait son degré est
au plus n, on en déduit que la polydme P, — @, est nul d'ou P, = Q, par suite on a l'unicité.

2. Pour t€]0; 5[, Py(cotan®(t)) =0« sin(2n+1)t =06 (2n+ 1)t =kn e t= 2:11 avec k €[1; n].
par suite les racines de P, sont réels x, définie par x, :cotan2<2:;‘1> avec k €[1;n].

a) Pour tout t € 0; [, 0<sin(t) <t <tan(t) donc par croissante de la fonction carrée sur R, on
en déduit 0 <sin’(t) < t*><tan’(t) puis cotan’t < ; L <1 +cotan2t pour tout t € ]0; 2.

2 2 n n
b) Pour tout k € [1; n], xk < (2("7:1)> k2 <1+ xi par suite Zxk < <@> Z% < kz—:1Xk +1

o . - . k=1 k=1
or d’aprés la relation coefficient-racines on en déduit que :

n _ 3 _
ZXk __ C;2n+1 _ n(2n 1)
C2n+1 3
par suite :
n(2n—1) 72 "1 n(2n—1) 72 72
<N <
3 C@nrp =S 3 “tip  @atip

n
donc par le théoréme des gendarmes on en déduit que la suite (Z%) converge et :
n

k=1
. "1 n2
lim E ﬁzf

n— oo
k=
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