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Présentation de la Collection 

Les Mathématiques constituent un élément très important dans la plupart des dis- 

ciplines modernes, à commencer par la Mécanique, la Physique, la Chimie, la Bio- 

logie, les Sciences économiques etc., sans omettre la dernière-née, l'Informatique. 

C’est donc tout naturellement que l’enseignement de cette matière, qui trouve sa 

naissance aux temps les plus reculés de l’Antiquité, occupe une place importante 

dans les programmes d'enseignement des premiers cycles. 

D'une manière générale, les programmes successifs de Mathématiques de ce 

cycle n’ont pas subi de changements importants dans leur contenu; la manière 

d'enseigner a évolué et certaines notions modernes se sont greffées au corpus 

principal, en suivant le processus d’avancement des disciplines qui à leur tour 

s’adaptaient à celui de la Science. C’est pourquoi on actualise périodiquement les 

manuels de Mathématiques, les excellents ouvrages plus anciens restant toujours 

utilisables — lorsqu'ils sont encore disponibles. 

L'objectif de la présente collection, Mathématiques pour DEUG, est de mettre à 

la disposition des étudiants des premiers cycles scientifiques des universités un 

ensemble de livres de mathématiques; ils contiennent le cours et de nombreux 

exercices et problèmes corrigés, et sont conformes aux derniers programmes des 

DEUG-Sciences des universités françaises. 

Nous avons conçu ces ouvrages en ayant à l’esprit une double préoccupation : celle 

de rendre ces livres aussi accessibles que possible à tous les étudiants — et pas 

seulement aux plus brillants, et celle de leur donner toute la rigueur mathématique, 

afin de satisfaire nos collègues les plus exigeants. Cette collection sera formée d’une 

dizaine d'ouvrages, de volume volontairement réduit. 

Dans les premiers volumes, nous avons jugé utile d'introduire certaines parties 

des mathématiques en marge des programmes des enseignements du secondaire, 

ainsi que quelques nouvelles notions souhaitées par nos collègues numériciens et 

informaticiens. Pour attirer particulièrement l'attention des lecteurs, les parties 

délicates sont signalées par le signe de danger . La plupart des exercices sont 

des applications directes du cours et peuvent être facilement résolus; toutefois, 

pour prévenir les lecteurs, ceux d’une certaine difficulté sont précédés du signe & 

et ceux marqués par le double signe & sont destinés aux plus courageux. 

Pour la préparation de ces manuels, nous avons fait appel à une douzaine de 

mathématiciens, professant en moyenne depuis 30 ans, issus de diverses universités ; 
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cette équipe rédactionnelle trouve son ossature dans l’ancienne Faculté des Sciences 

de Paris et l’un de ses successeurs directs, l'Université Pierre et Marie Curie 

(Paris VI). 

Nous avons apporté le plus grand soin à la présentation et à la mise en page des 

textes et des figures de ces livres; le choix du logiciel TEX de Donald E. Knuth 

s’est imposé pour ce travail. 

Le travail accompli pour réaliser cette collection trouve sa parfaite justifica- 

tion dans l’aide qu’elle apportera aux étudiants pour une acquisition solide des 

mathématiques fondamentales. 

Philippe Pilibossian 



Avant-propos 

Le présent livre, Analyse 4, destiné aux étudiants de seconde niveau du DEUG- 

Sciences, est consacré à l'Analyse; il traite des séries de FOURIER, des séries entières 

et des intégrales multiples. Ce livre, Analyse 4, complète le précédent ouvrage 

Analyse 3. 

Le cours est présenté dans sa version la plus utile pour la résolution des exercices et 

problèmes figurant à la fin de chaque chapitre, sans tomber dans l’accumulation de 

recettes propre à quelques manuels. Certaines parties apparaissent en petits carac- 

tères et peuvent être négligées par les lecteurs qui ne cherchent pas à approfondir 

toutes les notions mathématiques. Les exercices sont souvent des applications 

directes du cours et sont faciles à résoudre. Les solutions, qui suivent directement 

les énoncés des exercices et des problèmes, sont rédigées de façon détaillée et 

peuvent servir dans de nombreux cas comme modèle de corrigé-type. Elles ont été 

rédigées en tenant compte des programmes du DEUG, ce qui peut dans certains 

cas dépasser le cadre des classes préparatoires. De nombreux énoncés, signalés 

par sont des extraits de sujets d’examens et certains sont devenus des 

thèmes classiques de concours aux grandes écoles; nous ne pouvons mieux faire 

qu’encourager les étudiants des classes préparatoires à s'entraîner sur ces textes. 

Nous avons adopté les notations mathématiques les plus courantes en France en 

donnant une préférence à celles déjà homologuées par l’'AFNOR ; on trouvera en 

début uniquement celles utilisées dans les livres Analyse 3 et Analyse 4. Nous avons 

jugé utile de reproduire aussi l’alphabet grec, souvent ignoré, avec l’appellation et 

l’usage le plus courant des lettres. 

On trouvera en annexe, en petit caractères, la théorie du calcul d’intégrales par la 

méthode des résidus et un formulaire de trigonométrie classique. 

Nous remercions par avance les lecteurs qui nous signaleront les erreurs éventuelles 

malgré le soin que nous avons porté à cette édition. 

l’Auteur 

e 
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Notations mathématiques 

d'Analyse 3 et d'Analyse 4 

<— équivalence logique 

= implication logique 

V pour tout 

1 il existe 

€ appartient 
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If, produit pour à variant de 1àn 

N ensemble des entiers naturels 
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Z, ensemble des entiers relatifs 
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R‘=R — {0} 
R+ = [0,+co| 

R- =]-00,0] 

R = R + {—00, +co} droite achevée 

d(a,b) distance de a à b 

|| - || norme 
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Arg(z) argument du complexe 2 
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adhérence de À 2 

À adhérence de À 

f:E — F application f de E 

dans F 

f:xt—y application f qui à x fait 

correspondre y 

Jim f(m) limite de f(m) lorsque m 

tend vers a 

f(at) limite de f(x) lorsque x tend 

par valeurs supérieures vers a 

(x — a*) 
f(a”) limite de f(x) lorsque x tend 

par valeurs inférieures vers a 

(x — a) 
f2s ol dérivée partielle de f par 

rapport à x 

cos cosinus 

cosh cosinus hyperbolique 

cot cotangente 

sin sinus 

sinh sinus hyperbolique 

tan tangente 

exp exponentielle de base e 

In logarithme népérien 

= valeur approchée 

équivalent à (fonctions) 

& équivalent à (fonctions) pour les 

séries de Fourier 

O(u) infiniment petit équivalent à u 



(un) suite de terme général un 

Sun série de terme général u, 

Ü ensemble vide 

A—-B={r; xeA,xéB} 

im image de y 

n! factoriel n 

rot rotationnel 

div divergent 

F(E,F) espace vectoriel des fonc- 

tion de E dans F 

C(E,F) l’ensemble des fonctions 

continues de E dans F 
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CHAPITRE | 

SÉRIES DE FOURIER 

1. Séries trigonométriques 

Définition I.1. — Une série trigonométrique est une série de fonctions dont le 

terme général est de la forme : 

Un(T) = an cos nx + b, sinnx (n > 1) 

où x est une variable réelle et (a,), (b.) sont des suites complexes ou réelles. 

Pour n = 0, on pose wo(x) = 3ao (cela sera justifié ultérieurement). 

REMARQUE I.2. — Le terme général u, est une fonction continue de période 2x. 

27rnx .27rnx 
REMARQUE I.3. — Le réel T étant positif, posons Un(z) = an cos + bA sin T : 

un est une fonction continue de période T', w = z est la pulsation, f = F est la fréquence. 

REMARQUE I.4. — Dans la suite on ne considérera que des fonctions de période 27, en 

donnant les formules utiles pour une période T quelconque. 

Autre expression de un(x). — Sachant que : 

LA 06-10 : Lie) We cos 0 = =(e"” +e *) et sin® = —(e*” —-e *”), 
2 21 

ba | 
on à Un(x) = Ste de ere) re En Ci x en) 

1 ; 1 - 
= 3 (an — ibn )e""* + 3 (an taba)e "F: 

Pour n > 0, posons Cr = (an — ib,), pour (—n) < 0, cn = 5 (an + ibn) et 

co 30: On peut alors écrire, sous réserve que la série en question converge, 

retu(eh= DT ce"? avec la convention suivante : 

+00 +00 

D mar 
— 00 1 

REMARQUE I.5. — On en déduit que an = Cn +C-n et bn = (cn —c-n) (n 21). 

1.1 Convergence 

On donne deux cas où la série converge : 

Proposition 1.6. — Si les séries de termes généraux an et b, sont absolument 

convergentes, la série >= u(x) est uniformément convergente et sa somme u(x) est 

une fonction continue de période 27. 
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Preuve : lun(x)| < [an cosnz| + |b, sinnx| < [an] + lb.|, donc ÿu,(xr) converge 

absolument et normalement ; la continuité de la somme en résulte. La périodicité 

est évidente. D 

Proposition I.7 [Théorème d’ABEL-uniforme]. — Si (an) et (bn) sont des 

suites positives qui tendent vers 0 en décroissant, la série trigonométrique est 

convergente; elle converge uniformément sur tout compact [e,27r — €], € > 0; sa 

somme u(x) est donc continue sur ]0,2x|{ , donc sur R — 2rZ. 

Preuve : Posons a, (x) = a, cosnx et a, décroit vers 0, uniformément par rapport 
NS . . / nm à 

à x puisque indépendant de x, comme }} cos kx = Re(5° eiKt) avec 

nm 

ikz < 

2e 1er | |1-e 

ps 
ke2|le7 me e2| (sin © sin 

| T— etr+1)z D 

sur {e,2r — €]. On peut alors appliquer le théorème d’ABEL. De même avec 

BA) = 0,smarx. 0 

1.2 Calcul des coefficients en fonction de la somme 

On suppose que la série converge uniformément sur [0,27] et on pose 

+00 : a CO 

né . Ene = _ + ÿ_ (an cosnx + b, sinnzx). 
— 00 1 

Soit p un entier relatif : 

27 27 + +00 27 

1 utr)e ‘PFdr — ï S ce tetiaz _ LS e(r-P)r Gr. 

0 0 — 00 0 

ni. 0 sm£o 
Comme Patte 3 et m entier relatif, on trouve que : 

0 27 sim—=0 
5 

27 ; 

j u(sle sde 2rcs 
0 

On en déduit l’expression des coefficients a, et b, : 

27 

u (x) (e 
il , ; 1 27 

= ro =— TPF ete as= = | . Pi Cp P a. ) 2 u(x) cos(px) dx ; 

À L 
DNS) . u(x) (e7*P5 — er?) dr = - jh u(x) sin(px) dx. 

T Jo 

27 2 
o U(æ)dzx; or par nos formules ao = L pe u(x) dx ce qui 

justifie que la série ait pour terme constant 300- 

REMARQUE I.8 — co = _ 
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Formulaire 1.9. — On retiendra les formules suivantes : 

a+2T 

je u(x) cos px dx (p > 0), a réel quelconque 
a 

1 

T 

1 a+27 

= L u(x)sinpx dx (p2>0) 
a 

| a+27T : 

D | u(z)e ‘P* dx (p entier relatif) 
a 

En particulier a = 0 donne les expressions précédentes, tandis que à = —7 donne 

d’autres formules; c’est la fonction u(x) qui déterminera, comme on le verra, le 
choix de a; ces formules reposent sur le lemme suivant. 

Lemme I.10. — Si g est une fonction de période 27, intégrable, on a 

pren JOVAL = Fe g(x) dx. 
a 

a+27 0 27 2r+a 

Preuve : L ar) dr = | g(x) dx +] g(x) dx +] g(x) dx. 
0 œ a 27 

Posons x — y + 27 dans la dernière intégrale qui devient fs g(y) dy car g est 

périodique, de période 27, d’où le résultat. O 

Cas particuliers : a) Si la période Test différente de 27, on trouverait 

1 a+T pr 2 a+T 2 

en + u(x)e ŸT = dx : = < u(x) cos ee dis 

2 a+T 2 

b,,= Fe u(x) sin SV dx 

b) En prenant a = —", on obtient les cas suivants : 

> si u(x) est une fonction paire, alors u(x)sinpx est impaire donc b, = 0 et 

ap = 2 J, u(x) cospz dr; 
> si u(x) est une fonction impaire, on aura a, = 0 et b, = 2 ['u(x) sin pr dr. 

ExEeMPLE L.11. — u,(x)=r"cosnr, n>0,0< Tr < 1. Pour étudier cette 

série trigonométrique, on lui associe : 

(x) =r"sinnz, puis Un = Un + in = 7e = (re”)T. 

On sait que cette série converge car lw,| = r" et converge uniformément sur R. 

_ L 1 1—rcosx +irsinzxz 
Tee — : _ : 

2 1— rer 1 — 2r cos x + r? 

d’où, en prenant les parties réelle et imaginaire, 

OO OO . 

1—-rcosx ne rsmT 
> r'cosnxz = — «et > ÉD 

à 1+7r2 —2rcosx ee 1+72—2rcosx 
n—= 

_— 
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EXEMPLE I.12. — Cet exemple utilise la notion de logarithme complexe. 

Soit u, (€) = Line (n > 1). La convergence est connue par ABEL et on admet que 
n 

D L'éins = —In(i-e) (voir Chapitre Il, Séries entières). En remarquant que : 
n 

n>1 

: 1; 1; 1; lire Tee er (er E e2T) — —De2!T sin = : 

et compte tenu de la détermination du logarithme complexe (voir Analyse 3, Chapitre II, Suites 

et séries de fonctions), on à : 

1 ; : T—T 
In(1 — e2!®) —in (2sin Retirer hr) — In 2sin > +1 

2 

CO 

cos nT zx D'où : ÿ = -n(2sn$) , O<x<2r 
n 2 

NÉ 

CO . 

SiNNnT T—T 
et Ù = DIT 2T. 

n 2 
n—1 

2. Développement en série de Fourier 

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction de R dans C, de période 27, localement 

intégrable. 

2.1 Coefficients de FOURIER d’une fonction 

Définition I.13. — Les coefficients de FOURIER d’une fonction f sont les 
nombres complexes ou réels : 

1 a+27 1 a+27 

en => | f(x)cosnx dx et m=e | f(x)sinnx dx (n>O0), 
T Jo . 

1 a+2Tr k , 

ou encore : ne 1 f(x)e "dx (n entier relatif). 
a 

REMARQUE I.14. — Ilse peut que ces intégrales définissant les coefficients soient généralisées, 

on doit alors résoudre un problème de convergence. 

REMARQUE I.15. — On choisit a selon la parité (éventuelle) de f. 

Définition 1.16. — On appelle série de FOURIER d’une fonction f, la série 
trigonométrique : 

ao — 
+ Se cosnz +b,sinnzx), ou encore D cette 

où les an, bn, Cn sont les coefficients de FOURIER de f. 
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Si besoin est, on précisera a,(f), etc ...Cette série trigonométrique est le 

développement de f en série de FOURIER; plus généralement, si f est définie sur 

un compact [ab], le développement en série de FOURIER de f sur [a,b] est le 
développement de FOURIER de la fonction périodique f1 de période (b — a), égale 
à f sur [a, b]. 

Problème : La série de FOURIER d’une fonction f peut ne pas converger ; quand elle 

converge, sa somme peut ne pas être f(x). Le but du présent chapitre sera donc 

de trouver des conditions satisfaisantes pour ne pas rencontrer les ennuis précités. 

EXEMPLE 1.17. — Fonction continue dont la série de FOURIER diverge en un 

point. — On pose uq(x) = 2singz [sin + Sn +, + ae | (fonction paire, 
OO 

1 # . 

continue, de période 2x) et f(x) = Ne. Ta Ur (x) avec 4x = 24”. Cette série converge 
K=T 

uniformément et sa somme f(x) est donc continue (et périodique). Or sa série de 
FOURIER diverge en un point. 

Convention : Sans préjuger de la convergence ni de la somme de la série de 

FOURIER on écrira : f(x) & 3 20 + ÿ_ (an cos nx + b, sin nt). 
n>1 

ExEMPLE I.18. — Pour x €]0,2r{|, on pose f(x) = == et f(0) = 0, avec f de 
période 2x. Cette fonction est impaire donc a, — 0, pour tout n . 

Figure I.1 
nr 

b = 2 TT sinnx dr (a = —x) 
0 2 T 

=] Esnnzdr À | dE 
À 0 7 T 0 7 

ES 1 ” EE poses] cos de) Te 

n D 7z n 0 nJo n 

T —T sinnt 
On écrira donc CS Ù » VENTE 2T. 

2 n 
nl 

ExEeMPLE I.19. — Sur l'intervalle ]0,r] , on pose f(x) = In(2sin$) , f(0) = 0. 
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On prolonge la fonction f par 

symétrie par rapport à Oy sur 

[-r,0[ et on l’achève sur R par In2 
périodicité, de période 27. Aïnsi, 

pour tout x, la fonction f est 

paire; donc b, = 0. D'autre part 

les coefficients sont donnés par : 

T 

= | In (2sin =) cos nx dx 
T Jo 2 

Figure I.2 

et ao = £ In (2sin LL Fe In 2 | dx + In(sin +) dx 
T Jo 2 T 0 0 2 

He : 2 
= 2In2 + — In sinudu =2In2+—1. 

T 0 T 

Or : 

Leaf In snudu= |” In sinudu+ | insinvdo= In sintdt 
0 0 0 zT 

2 

t t de t 4 t 
— ] in — _ Ti in — _ j n (2sin; COS :) d Tr In 24 | In (sins) a+ | In (co) dt 

E) E: 
=rin2+2/ insin y dy +2 | In cos x dx 

0 0 
TT 

2 

=rin2+4 / In sin y dy = —7r In2. 
0 

Donc ao = 0 et : 

> FEI rome 4Ës z 
An = — (F sinnz In(2sin ] - [ ER dx 

HOUR 2° lo o n 2sin$ 
: z : 1 . 1 ci Er T nues Pres ch pr sin(n + pe ste = ST pu 

nT Jo sin ; nT Jo 2sin > 

Lemme I.20. — [Noyau de DIRICHLET] On a : 

_snmn+shu 1. À 
fre Fri SU 

Ce lemme sera aussi utilisé dans un théorème de convergence. 

Du) 

Preuve : On a 5 +) },_, cos pu = Re (4 FI eiru) . Supposons u € R — 2xZ. 
DR . 1 — eiun 

Comme D er ÉoyE , on obtient : 

p=1 

1 F se Gin si LH eu — 2ei(n+l)u 4 hs eu — 2ei(n+l)u 

2 1 h 2(1 = cru) 4 2eriu(e—ziu —_ eziu) 

er 2iu +esiu _ Jéiln+s)u 
vod RE Co 4i sin 5 

i u 1 — 1 me (cos 5 cos(n + ;)u — isin(n + nu) 



Propriétés des coefficients ‘ 19 

Il suffit de prendre la partie réelle pour obtenir le lemme, qui reste valable pour 
u = 0 (mod 2x)par prolongement. On en déduit que : 

T sin(n + 3) T 1 n - “S " j 

a re co) COS PTT =: 

T sin(n — Lx 
De même on a / — 2 dx = L 

0 2sin ; 2 

1 T\ LA cosnx 
Finalement a, = —— et In (2 sin :) R — D (Or <27). 0 

n 2 : n 

EXEMPLE I.21. — Soit f(x) = |x| sur [—7, +x], prolongée sur R par périodicité 
27. La fonction f est paire donc b, = 0. On trouve que ay = 0; si n est pair, et 

4 = 4 es + 1)x 
ue An = — — 2” Sin est impair, avec ap = T. D'où [rl # 5 — rome 

2.2 Propriétés des coefficients 

Proposition I.22 [Lemme de RIEMANN-LEBESGUE]. — Soit une fonction f 
définie et intégrable sur un compact [a, b] de R, prenant des valeurs complexes ou 

réelles. Pour tout t réel, on définit I(t) = F f(x) et? dx. Alors I(t) tend vers 0 
quand t tend vers l'infini. 

Preuve : Nous examinons deux cas : : 
Premier cas. Si f est une fonction en escalier sur {a, b]|, il existe une subdivision 

Co = a <...< Cn = b telle que f(x) = Àx constante sur |cx-1,cx|. 

=D) [7 stopate ae = Ya [ete ae = ET (ete ete) 
k=1 * Ck-1 Ck—1 

d’où HN pet ét I = 0 quan +0 
Cas général. d nt intégrable. il existe une pair en escalier g telle que 

|f(x)—g(x)l < e sur [a, b]. Il suffit d’écrire que f(r)e"t® = (f(x)—g(x))e"*+g(x)e"tt 
pour avoir 

b . 

| g(x)e"** dx 
a 

Conséquences : Les coefficients de FOURIER a, et b, , ainsi que c, , tendent vers 

0 quand n — co. 

! A 
roue 0 

| 
IT(E)| < Î Lf(æ) — g(x)| dr + 

1 a+2T 

Res f(x)e-*"* dx —0, quand n — oo, 
T 

1 a +2n 

et An = =] f(x) cos nx dx 
TJ 
1 a+27 +27 i 

= =f (Re f(x)) cosnx dx + 2 [Sm f(x)] cos nr dx. 
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D orme tt 

Posons h(x) = Re f(x) et k(x) = Sm f(x) : 

1 a+2T 1 a+2T ; 

— . h(x) cosnx dr = Re C/ h(z)e®"* az) à 
TS T Ja 

Donc tend vers 0, quand n — ©. De même 

1 a+27 1 a+27 2 

=] k(x) sin nx dr = Im (= k(2}eR" dx 
LUS a 

tend vers 0, quand n — co. Finalement a, tend vers 0, quand n — co. On prouve 

de façon analogue que b, tend vers 0, quand n — oo. O 

Proposition 1.23. — Si la fonction f est de classe C*, de période 2r, on a : 

Né = (5) aU), no 
Preuve : On calcule : 

a+2T 

(D = | faer ar 2x 
—inx10+2T a+27 

Me _ er | = ch . Pire + dx. 

T in ; in 27 Jo 

Or Mer) 0 = f(a+2r)— f(a) = 0. Par périodicité, on a c,(f) = £ca(f') 
et, par récurrence, on en déduit la relation annoncée. 

Conséquences : 

1) Comme f(%) est continue 

a+27 | 

: Fe Gnie 7dx £< sup 
[a,a+2r] 

1% (x)| 27 = M}. 

M 
Donc |c(f)| < +. c’est-à-dire que plus une fonction est régulière, plus ses 

coefficients de FOURIER décroissent rapidement vers 0. 

2) On en déduit que |a,| = O(n-*) et |b,| = O(n-*). En particulier, si f est de 
classe C?, la série de FOURIER de f converge normalement sur R. 

3. Convergence des séries de Fourier 

Théorème I.24 [Formule de DIRICHLET]. — Soit f un fonction de R dans C, 
localement intégrable et de période 2x. On a : 

(ax cos kx + by sin kx) > Sn(a) = + + 
1 

à 

Il 

1 i = il Ce + ne — 0] DE 
1 T 

= | Ve+u)+f(@- 0) pat du, 
où, par définition, D,(u) est le noyau de DIRICHLET. 
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Preuve : On considère les coefficients de FOURIER de f en prenant & = -r. 

1ETET Dep L 
Salt ss HP: (t) dt + Fe fee f(t) 2 [cos kt cos kx + sin kt sin kx] dt 

= 10 k(t—x)| d er + DE (t—x)| dt 

1 + 1/2 
= — 7 (t pan + 12) 2) dt (Lemme du noyau de DIRICHLET). 

Lt 0 2sin * 

Posons u = t — x. Quand t € [-x,+x], u E [rx —x,7 — x]; d’où : 

= f f(x + y Cr 2? D Ne 
u : u es 2sin > 2sin ; —T 

(car f est 27 périodique) 

—T . Le 

if fa + nd ue FORMES 

n> T Jo 2sin ; 

Il suffit alors de changer u en —u dans la seconde intégrale pour obtenir la formule 

de DIRICHLET. O 

Cas particulier : Si f(x) = 1, alors on a ao = 2,an = 0,b, = 0 et donc S, (x) = 1; 
1 f"sin(n+1lju 

d’où l'identité 1 = — | nue du. 
T Jo 2sin ; 

Théorème 1.25 [DIRICHLET]. — Soit f une fonction de R dans C, localement 
intégrable, de période 2x. On suppose que les deux conditions suivantes sont 

réalisées : 

(1) Pourx ER , f admet en ce point une limite à droite, notée f(x*), et une 
limite à gauche, notée f(x”). 

(2) La fonction u — =: [f(x +u) + (f(x — u) — f(x*) — f(x°))] est bornée 

au voisinage de u = (. 

Alors, au point x, la série de FOURIER de f converge vers 5[f(x*) + f(x=)]. 

Preuve : On pose S,(x) = 300 + pers a (ax cos kx + b& sin kr), somme partielle 

de la série de FOURIER de se & = 5[f(xt) + f(x-)]. On doit montrer que 
| sin(n + su 

limh Sh(x) = 2: On écrit £ = Lx 1=— 2 — 1 
0 2sin 7 

formule de DIRICHLET. Ainsi : 

ie ete + [ U@+u) +10 - 24] 

du et on utilise la 

ie + DE 

1 
= el g(u)(sinn + D'udu, 

T 

7) 2 han = 

où l'on à posé g(u) = OR Le, Cette fonction g 
2 

est intégrable sur tout intervalle [e,7],e > 0 comme combinaison de fonctions 

intégrables. 
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Sur [0,e{, en écrivant g(u) 2 LG +u)+ f(x —u) — f(et) — f(x Je z cten 

r 1 au voisinage de O0, on trouve que g 
sin v 

utilisant la condition (2) et le fait que 

est bornée au voisinage de 0; donc intégrable sur [0 ,e[. Finalement g est intégrable 

sur {0, x] et la Proposition I.22 (avec t = n+3) montre que lim, (S,(x)—£) = 0. 
D 

Deux cas classiques de convergence sont donnés dans les corollaires suivants. 

Corollaire 1.26. — Dans le théorème précédent on remplace la condition (2) 

par la condition suivante : 

(2bis) La fonction f admet une dérivée à droite généralisée et une dérivée à 

gauche généralisée au point x. 

Alors la conclusion du théorème subsiste. 

Preuve : Il suffit de prouver que (2bis) implique (2). On dit que f admet une 
dérivée : droite généralisée en x si f, n'étant pas continue en x, est telle que 

lim 7. 4 f(x + u) — f(x*)] existe. Si f admet une dérivée à droite généralisée 
u— > 

au point x, +[f(x + u) — f(x*)] a une limite {1 quand u — 0. De même 
LS ii u) — f(x=)] a une limite 2, pue la dérivée à gauche généralisée existe. 
Donc 1 L[f(x + u) + f(x — u) — f(x*t) — f(x-)] a une limite {1 + {2 quand u — 0 
et il s’en suit est borné. O 

Cas particulier : Si f est continue au point x et admet en ce point une dérivée à 

droite et une dérivée à gauche, sa série de FOURIER converge vers f(x). 

Corollaire I.27. Dans le théorème précédent, si f est une fonction 
27-périodique et dérivable, sa série de FOURIER converge vers f(x). 

Preuve : La fonction f est alors continue donc intégrable et le corollaire précédent 
est satisfait puisque les dérivées à droite et à gauche existent et sont égales ; comme 
f est continue, f(xT) = f(x") = f(x). 0 

REMARQUES I.28. — 1) Plus généralement, si f est dérivable par morceaux, sa série de 
FOURIER converge vers f(x) en chaque point x de continuité et vers 2[ f(x?) + f(xz=)] aux 
points de discontinuité. 

2) Si f est de classe C1 par morceaux, la série de FOURIER de f converge uniformément sur tout 
intervalle où f est continue. 

EXEMPLES 1.29. — 1) Soit, pour x €]0,2r|, f(x) = — het f(0).=.0. Sur 
T 

; 2 
sinnx 

= >, a Il en est de même sur [-7, 0[. En 
n>1 

0, f n’est pas dérivable, mais les dérivées généralisées à droite . à gauche existent ; 

10, x], f est dérivable donc ms 

la série de FOURIER converge donc vers SU (0*) + f(07)] = : — = 0 

er T snnT 
Application : f 7G) = > re car la convergence est assurée. On obtient ainsi 

(y 

la relation  — 54 

p>0 

; . NA é : — à j’ Puisque sin BAS 0, si n est pair. 
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2) Soit, pour x €]0,x{, f(x) = In(2sin ?) une fonction paire et f(0) = 0. Sur ob ne AN ee) COS NT [-T, O[ U ]0, +x], f est dérivable; donc In (2 sin =) : ss 
n 

n>1 

: | _j])7 1 

Application : x = x, In2 — SRE: faire x = 2 et conclure. 
=. n ? 

3) Soit, pour x € [-x, +x], f(x) = (|. On à, pour x € [-x, O[ U 0, +x] : 

T = 4cos(2r + 1)r 
[xl = + — D RraTio V 

2 “= n(2p+1) 
p=0 

car f est dérivable. Pour x = 0, f(0*) =0 = f(0-) et f/(0) = +1, f(0 )=-1.Il 

T 4 y à donc convergence vers 3(0+0) = 0; d’où on téc 0 = — — —— g 3(0+0) = peut écrire à » r Gp +1) 

et on en déduit la relation — s rDS er Gp+1 F' 

4) Soit a € C—Z et, pour x € [-r,r], f(x) = cosar et prolongée sur R par 
période 27. f est dérivable et paire; donc on a : b, = 0, 

PME pe 
ap = — cos ax dx = — sinra 

T 0 TA 

2 T 

et = = f(x) cos nx dr 
0 

Dale Toi 
= — | COS GT COS nt dt = — | [cos(a — n)x + cos(a + n)] dr 

T Jo T Jo 
=. L'Tsin(a + h)r É sin(a+n)r| (1) 2asin ra 

OT a—n a+n FE n(a? — n?) 

— sinr@æ 2. = 
D'où: mcosoz= Æ ds ina D à Din CONTE. 

Applications de l’Exemple I.29-4) : 

4.1) Prenons x = 7 et a = z € C — Z. Comme cosnx = (—1)" on obtient : 

CO 

Re EE 1 2z 1 

tanrz TZ 7 22 — nm? 
1 

Cela est le développement en série de fractions rationnelles de la fonction méromorphe - 
an T2 

quotient des deux fonctions holomorphes cos rz et sin xz. 
T Hl (—1)7 

4.2) zx =0 et a = z. On a — F DE 
sin T2 

n>1 

2 T 1 1 
.3)O — ——— . La série qui définie 

OR (==) Di (z—n)2 » tan xz 
OO 

tout compact de € — Z, ainsi que la série des dérivées. On peut donc dériver terme à terme : 

d d T 22 + n? 

dz ee) E | (sinrz)? F _ (z2 — n2)2 

converge uniformément sur 



24 SÉRIES DE FOURIER 

22 + n? d'où - 
eu (sin _. 72 ge Se) (z—n)?2(2+n)? 

1 
2 

a+? > + G el en ee n° 

30. — = —») = 8 —— REMARQUE 1.30 SIT on a 7? SG =. + Un +1ÿ SA Cn+1} 

n=— 00 n=0 

On retrouve l’Exemple I.29-3). 

Théorème I.31 [JORDAN], — Soit f une fonction réelle, intégrable et 
2r-périodique. Si f est monotone par morceaux, alors la série de FOURIER de 

f converge vers 5[f(æ*) + f(x”)]. 

On démontrera d’abord le lemme suivant. 

Lemme I.32. — Pour toutz eR et pour tout q E N*,on a: 

q : 
S* sinnnxz 

n 
REA 

<r+i. 

Preuve : On peut supposer que 0 < x < #7. Soit un entier p € N* tel que 
sin kt sin Z 

< ; 
kx œ 

pz < 7 < (p+1)z. Alors si 1 <k <p,onazx<ktz <ret0< 

sinnt DES P 
d ou 0 < D 

transformation d’ABEL et en posant v,,4(t) = sinpr +...+sinqx, on a : 

q . 
sinnt 1 1 1 1 

Dee pipe 2) een 55 nec he on 
p+1 

+ 1 =) 7. 
= = = a —V J qg—1 q p+1,q—1 q p+1,q 

< psinx < px < 7m. D'autre part, pour p < q, par la 

; : 3 : 1 
On a, d’après un calcul classique, toujours |[v,,4(t)| < —— ; d’où : 

sin ? 2 

q . 
> sin nT 

n 
p+1 

1 (+ 1 1 1 1 +) 1 
=. ——-:|+: SN nm CO 

sing (ip+1 p+2 g—1 gl aq (p + 1)sin £ 

est croissante : Comme p + 1 > a que : 
x sin x 

z T 
Pa < _ : = = — 2 = x 2 = - 2 X 2 _ il : 

(p+l)sins 7 £sin£ sn 1. sn /r 

d’où 
g D 4 
5 sinnx sinnt sinnx 

3 = > <T +1 O 
1 Le p+1 
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Preuve : [Théorème de JORDAN] 

F7) + f(x) 

compte tenu de la Formule de DIRICHLET, on démontre que les deux intégrales 

l'ée+u-: roi rus 2 
tendent vers 0. . 
Prenons & > 0 de façon que f soit monotone, bornée sur [r — à, x[U]r,x+o] 
et h tel que 0 < h < a. La différence f(x + u) — f(r*) est monotone, bornée, de 
signe constant sur ]0, h]; d’après la deuxième formule de la moyenne on a : 

Pour établir ce théorème, on prouve que Sh(z) — tend vers 0 et, 

sin(n + ;)u +3 sin(n + 5)u 
sin ; 

“du «+ f [f(x — u) — f(x”)] 
sin # 2 

sin(n + +)u 
o U sin à 

te 1 sin(n + j)u à 
rar ue QU 

ss sin 
2 

hk 

Î [f( +0) - fat) 

<|f(z+h)- f(x*)] sup 
O<a<b<h 

<1f(&+h)— f(x*)| (a + 4(x +1)), 
compte tenu du lemme précédent et de À < a. 

On en déduit que É [f(x + u) — f(x*)] es 

f{z+u) — f(a) 
- ein % Sn 

du tend vers 0 quand h — 0. 

D'autre part, la fonction u -— est intégrable sur [h,x]; donc 

"@+u) -f(*) lim — sin(n+2i)u du = 0, d’après le Lemme de RIEMANN- 
RC E sm > 

Ê sin (n + 
LEBESGUE. Finalement lim j [f(& +u) — f(x*)] ne du = 0. Il en est 

n—0 Jo sin + 2 

de même avec l’autre expression ; d’où le théorème. O 

Théorème I.33 [Inégalité de BESsEL]. — Soit f une fonction 2r-périodique, à 
valeurs réelles ou complexes, intégrable, de coefficients de FOURIER a», ba ou cn. 

On a : 

oi (an [2 + lon?) < = f(x) dx où VIe? < = |f(x)f dx. 
n=1l A Eee dE 

Preuve : Calculons l'intégrale : 

1 + PS ue 
k=-n 

er SR RS ; Li a 1 sr) sa DE ae) dx 

2» tee ER 

d 2 er iKz = | Par - ” Se f(x)e 7 dx 
are 

= SE Te [| f(x) ee dr + : 5» sage [| etk- x Gr. 

k=-n k=-nl=-n 
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. 0 sik£l Compte tenu que | ere = { a , on obtient : 
27 SUR =! 

2 

1 +T +n +n +n 

D lal+ 2° lu. 
k=-n =-n k=-n 

+n +T 
1 e 

Comme 1, > 0, on a sn = Ù lcxl? < x |f(x)l? dx. La suite (s:) est 
= 

k=-n 

croissante, majorée, donc convergente; d’où Ù lc? < — |f(x)l?dx. 
2) 

— OO 

L'autre expression provient des relations entre c, et les ah, bn. O 

Application : On peut montrer, grâce à l'inégalité de BESSEL, que certaines séries 

trigonométriques convergentes ne sont les séries de FOURIER d’aucune fonction 

intégrable. 
: OO 2 

sinnx 1 ; 
Exemple : > En car JE on diverge. 

n>1 É 1 2 

REMARQUE I.34. — Sous les même hypothèses, on peut démontrer que l’inégalité de BESSEL 

devient une égalité, appelée égalité PARSEVAL, dont la démonstration utilise la convergence au 

sens de CESARO des sommes partielles de la série de FOURIER de f. 
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4. Exercices 

Exercice I.1 
a) Soit f1 la fonction paire de période 2r définie par f1(x)= x sur [0, x]. 

(i) Démontrer que la série de FOURIER de f converge vers f1. 
(ii) Calculer les coefficients de FOURIER Hi fi. 

1 (ïii) En déduire la somme de la série La — et de la série > En + - 

b) Soit À la fonction impaire de période 27 définie par g1 AU = x sur 0, r{ et 

g(r) = 
(i) une la convergence de la série de FOURIER de 91. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER 5 91: 

—-1)" 
(iii) En déduire la somme de la série Le TES 

c) Soit f2 la fonction paire de période 2x Fa par f2(x) = x? sur [0, x]. 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f2. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de f2. 

(=D. 
n?2 

(iii) En déduire la somme de la série >e 
n>1 

d) Soit g2 la fonction impaire de période 2x définie par g2(x) = x? sur [0, x{ et 

g2(T) = 0. 
(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de g. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de gz. 
1 nm 

(ii) En déduire la somme de la série 2 Eu 

e) Soit f3 la fonction paire de période 27 définie par f3(x) = x° sur [0, x]. 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f3. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de f3. 

(ii) En déduire la somme de la série 2 na de 

f) Soit g3 la fonction impaire de période 2r définie par g3(x) = x 

gs(r) = 0. 
(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de g3. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de 93. 

Gi 
 Qn +1) 

3 sur [0, r{ et 

(ïïi) En déduire la somme de la série Z 

2k sur Exercice I.2 Soit f24 la fonction paire de période 2r définie par f24(x) = x 

[0, x] où k est un entier, k 2 1. 
a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f24. 

b) On pose Z(2k,n) = | 7 x2k cosnx dr, n entier, n > 1. Trouver une relation entre 

I(2k,n) et I(2k — 2,n). 

c) Calculer les coefficients de FOURIER de f24. 
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DS 

d) On pose (a) = DS D , avec & > 1.Calculer C(2), (4) et ((6). 

n>1 
k1 

k (—1)P((2p) 24 k+172k e) Démontrer que 6(2k) = (—1) (æ + Di + : LR 2p + LP 

f) En déduire que ((2k) est un multiple rationnel de mes 

Exercice I.3 

a) Soit f la fonction paire de Doi 2x définie par f(x) = cos° x sur {0, x]. 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de f. 

b) Soit g la fonction paire de période 2x définie par g(x) = | cos° x| sur [0, x]. 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de g- 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de g. 

(iii) En déduire la somme des séries : 

(= 1 
DIE Are RE 2 Gr DA =) 

3 c) Soit h la fonction impaire de période 27 définie par h(x) = cos° x sur ]0, x{ et 
h(0)=A (Tr) =0. 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de h. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de h. 
n 

(ii) En déduire que D (—1) 1 =3% (1) ———— 
n>1 (an? —9) n>1 =D 1) 

d) Soit k la fonction impaire de période 2x ais par k(x) = |cos° x] sur ]0, x| 
et k(0) = k(x) = 0. 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de k. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de k en précisant b, selon n = 4g + £, 
£=0,123. 

L 
iii) En déduire la somme de la série numérique ————— o É 22 Tn= DO +3) 

Exercice I.4 Soit FL la fonction impaire de période 27 définie par f(x) = Pr Co 
sur ]0, x] et f(0) — 

a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f (Tracer le graphe de f). 

b) Calculer les coefficients de FOURIER de f. 

c) En déduire la somme de la série ÿ_ (1 
n>1 

2n +1 

nm +n 

Exercice I.5 Soit f la fonction paire de période 27 définie par f(x) = e-* % cos = 
sur [0, x]. | : 

a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f. 

b) Calculer les coefficients de FOURIER de f. 
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Exercice L.6 Soit f la fonction de période 27 définie par f(x) = esinx sur 
[—7, +. 

a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f (on pourra représenter le 
graphe de f). 

b) Pour p entier, p > 0, calculer 1= Fi TePt dr. En déduire les coefficients de 
FOURIER de f. 

2 
c) Calculer la somme de la série Las 

® Exercice I.7 Soit f la fonction paire de période 2r définie par f(x) = In(tan +) 
sur ]0, x[ et f(0) = f(x) = 0 
a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f. 

b) Calculer les coefficients de FOURIER de f. 

c) En déduire la somme de la série > 
n>0 

@ Exercice I.8 On définit une fonction f; de période 2r par : 
fe(x) = 4cos* à tr sur [-r, +x|, avec t un réel strictement positif fixé. 

(6n + 1)(6n + 3)(6n + 5) 

a) On suppose dans cette question que t est un entier fixé, avec t > 1. 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de fe 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de f4. 

di b) On suppose dans cette question que t — FN 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f4. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de 4. 

de ne 4 1 Ed 
(ïïi) En déduire la somme des séries > ns te > 5 Lions, 

ny REA na RNA 
c) On suppose dans cette question que t est un irrationnel, avec t > O. 

(i) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f4. 

(ii) Calculer les coefficients de FOURIER de f:. 

Exercice I.9 On définit une fonction f; de période 27 par f(x) = e* sur 
[—7, +r|, avec t réel non nul fixé. 

a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f+. 

b) Calculer les coefficients de FOURIER de fi. 
2 H 

c) Démontrer que coth{rt) = — + — > ge 
>1 nt nt n? +t? 

T° t? Re n? 
# . — +12 d) En déduire que ——— Aie 2 TE ao 

Exercice I.10 Soit f la fonction de RE 27 définie sur [—7, +x| par f(x) = 

|sinh x|. 

a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f. 

b) Calculer les coefficients de FOURIER de f. 
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1 
c) En déduire la somme de la série ÿ nn LT 

n>0 

Exercice L.11 Soit f la fonction de période 27 définie par f(x) = zcoshzx sur 

[—7, +r|. 

a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f. 

b) Pour un entier n > 0, calculer les intégrales suivantes 

T T 

= | sinhæsinnxz dr et 1h = | cosh x cos nx dx. 
0 0 

c) En déduire les coefficients de FOURIER de f. 

Exercice I.12 Soit f la fonction paire de période 2r définie sur [0, x] par 

foie . 2+cosx 
a) Étudier la convergence de la série de FOURIER de f. 

b) Calculer les coefficients de FOURIER de f. 

c) Calculer de deux façons la somme de la série 57,,,(—1)"(2 — Va) 

Exercice I.13 Dans un plan affine euclidien muni d’un repère orthonormé 

(O, Oz, Oy) on considère un triangle équilatéral ABC de centre © dont le côté AB 

est porté par la droite d’équation x = 1. La courbe 7 formée des côtés AB, BC, CA 
du triangle a une équation en coordonnées polaires de la forme r = f(8) 
a) Déterminer f et la période T de f. 

b) Étudier la convergence de la série de Fourier de 1: 

c) Calculer les coefficients ao et a de la série de FOURIER de f et en donner une 

valeur numérique décimale à la précision 1072. 

d) On pose 51(9) = 3ao + a1 cos 30. Construire en coordonnées polaires la courbe 
représentative de p = 81(8) et la comparer à la courbe 7. 

+00 

Exercice I.14 On admet que ï e7"" du = ÿT. 
— OO : Pa S | 

a) Pour x réel et À réel positif, on pose c(x) = je éd 
— 00 

(i) Justifier l'existence de c(x). 

(ii) Démontrer que la fonction c est continue, dérivable et même indéfiniment 
dérivable sur R. 

(ïi) Calculer c(x) sous forme de fonction élémentaire. 
b) Pour t réel, on pose F(t) = Le e AGP}, 

(i) Justifier l’existence de F. 

(ii) Démontrer que F est continue, dérivable et indéfiniment dérivable sur R.. 

c) (i) Démontrer que la série de FOURIER de F converge vers F. 

(ii) 
) (ii 
Calculer les coefficients de FOURIER de F. 

En déduire que ee. a Van. en? 
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5. Solution des exercices 

Exercice I.1 a) (i) f1 est monotone par morceaux, donc sa série de FOURIER est 
partout convergente d’après le théorè- 

me de JORDAN. Autre solution : f1 est 

dérivable sur ]—T, 0[U]0, x{; elle admet 
aux points kr (k € Z) une dérivée à 
droite et une dérivée à gauche; d’après 

le théorème de DIRICHLET, sa série de 

FOURIER est convergente et vers f1, car 
27 

f1 est continue. 

Figure 1.3 

(ii) f1 est paire donc b, = 0 et 

» T 3 T 

An = — | fi(x)cosnx dr = — | xcosnx dx 
T Jo 770 

. T 1 La 

- 2 {ee -- | sin dr} (n £ 0) 
T n EU 

2 Foosnr]r 2 _ 2 D. 
= — | | = —[(—-1)"-—-1]; d’où, selon la parité de n : 

nr an nids CT 

=0 ; = E. ; ao=? | sav A2p ET > A2p+1 — T(2p + 1)2 ? 0 T Jo . 

%Æ 2} x 24 cos(2p + 1)z 

GD AGE T2 Rp 
T À 1 (2 1 semi 

AOC PRIE re doi Grip 8 

On remarque que : 

1 1 1 1 10 Lr-LertEorr-i2rts 2 A 2 2 2 tr fes (2p) 2 Cp +1) HV 

3 Port : BE x, 

Da nl peste 
n>1 n>1 

Pour l’autre série, on utilise l'identité de PARSEVAL : 

a + Dale a? +b2) = if" f?(x) dx, qui devient ici : 

n>1 

2 2 
+ Dobu = 2 fred? T'dr =" 

p>0 

4 
16 be ur d’ot 1 PA 
— ——————— — ___—— = —— , ou ————————— = — : 

De 6 s)r 6 Tin 96 
P2 p20 
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b) (i) g1 est dérivable sur | — x, +{; d’après le théorème de DIRICHLET sa série 

de FOURIER converge vers 
gi. Au point 7 (ou —7) gi 
admet une dérivée générali- 

sée à droite et une dérivée 

généralisée à gauche; donc 

sa série de FOURIER con- 

verge vers : 

3(g1(rt) + gi(r—)) = 0. 

Figure I.4 

(ii) g1 est impaire donc a, = 0 et 

DUT 2e 
be 2 g1(x) sinnx dt = 2 xsinnx dt 

46 T Jo 
Fe Lou 2 

— É [2 , = cos de} sep HE "1)e 
T n o no n 

1 n+1 

(ii) On a g(x) = Des ES sinnt. Pour x = : 
n>1 

A0 SUN — 2p .. AU. (—1}P nn CNE 

snne = {(_ sin=2p+1" PSE Fi D ET A 

c) (i) f2 est continue sur R, 
dérivable sur | — x, +x{[; au 
point +7 f2 admet une dérivée 5 

à droite et une dérivée à gauche, 

donc d’après le théorème de 

DIRICHLET, sa série de FOURIER 

converge partout vers f2. 

=2r. CT 0 : 27 

Figure I.5 
(ii) f2 est paire donc b, = 0 et 

ailes 2 Fr 
do — 2 f(x) cos nx dx = 2 x? cos nr dx 

T Jo T Jo 

2 runs 2 lHot : 
tes = zsinnrdxz} (n#O0) 

STAR 4(—1)" Er L — zsinnrdr = + d’après b)(ii), 

D TT 2 

co = + | zdr =2—. 
T Jo 3 

T° Ca” (iii) On a f(x) = 3 . an m2 COSNE ; 

mr? (—1)" (—1}" Tr? 
FO) OS FE Tai d’où dE —=-—. 

#51 251 n 12 
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2 
Remarque : x = x donne x? = — Pre d’où je LA: 

3 n>1 n>1 4 

d) (i) g2 est dérivable 
sur | — x, +m[; sa série de 
FOURIER converge donc vers 

g2. Au point +7, g> admet 

des dérivées généralisées à 
droite et à gauche, sa série 

de FOURIER converge vers 

2(g2(T*) + ga(r—)) = 0 

Figure I.6 
(ii) g2 est impaire, donc a, = 0 et 

NL 2 #7 
bi = 2 g2(x) sin nr dx = = | r° sin nx dx 

T Jo T Jo 

2 2 T 2 T 2 4 T 

= 2{[-Ene) +2 2 cos ne de} = Tip ++] x cos nt dx T n o. "Jo n PEMO 

= (17 + sr — 1), | d’après a)(ii). 

Mens) = 27 d-—— LE siNnnz + — LL — En La ir 
n>1 rs 

= Ce à à 2 sin(2p +1)x +1)x 
= 27 Lors sinnt re tip 

AT A TS " OCT SE > ren Compte tenu que 

E v. 3 
Den T, il vient Fer Lee où Eœrr = 

e) L’allure du graphe de f3 est celle du c). 
(i) fs est continue sur R, dérivable sur | — x, +x{, dérivable à droite et à gauche 
en +7 et —7; d’après le théorème de DIRICHLET, sa série de FOURIER converge 

partout vers f3. 

(ii) fa est paire donc b, =0 et: 

nn 4 le 
=</ fa(a)cosne de = À | x° cos nx dr 

T Jo T Jo 
3 : TT T 

- {el -2/ s?sinnrde)} (n £ 0) 
0 0 ts n n 

:3 2 F = È2 f'arsmnrdr = 2 [y 4 ED) d'après din n T Jo n|n 

DNS ET ne dé Sfr NT. = -3(-1) AC 1) 1) et TT È HA TL 9 
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Gù) fa) = © +67 5 LE 24 1 
cosnx + — vi Gp+1% cos(2p + 1)x. 2 

n>1 me p>0 

EL? T Pour x = 0, compte tenu que De 2 Rs on obtient : 

n>1 F 

24 1 7° n° 1 T Em e-s dù Don 4 ’ 4 r (pl) 20 K Æ (2p + 1) 96 

f) L’allure du graphe de 93 est celle du d). 

(i) gs est dérivable sur ] — 7, +x{; sa série de FOURIER est donc convergente vers 
93 ; au point +T, g3 admet des dérivées généralisées à droite et à gauche, sa série 

de FOURIER converge vers 3(g3(7*) + g3(1-)) = 0. 
(ii) g3 est impaire donc a, = 0 et: 

D TH 

D 2 g3(x) sin nx dx 
T Jo 

Qu 2 . 4 É 
=2f sannede = À {|-E ce) += 2? cos na de } 

7 Jo T n Sr Je 

Æ (til f° ve eur 12} 1)", d’aprè ii É rs _ 73 , d’après c)(ii). 

à si n+1 mi 

(ii) g3(x) = 27° 3 CRE sinnx + 12 D. ( D sinnz ; 
n>1 re n>1 # 

T LE (> 93 (=) = 27°? ) =—— — S. 7 ss d'où, compte tenu que 
2 me 2p +1 ee (2p +1) 

s (SPA GUPZ 77 ET ET cv LONA nm ed PER > (2P+1)3 32 

Exercice L.2 a) f4 est dérivable sur ]—7, +x{, dérivable à droite et à gauche aux 
points 7m et —T; d’après le théorème de DIRICHLET, sa série de FOURIER converge 
vers f24 car cette fonction est continue sur R. 

T : T T 

b) I(2k,n) = zF cosnx dx = aime _ J r'ÀT sinnx dr 
0 Te. lo #48 80 
2k Fi COŒNEIT 2 7 

= —— ([- | + | zr'À 2 cosnx dx) 
n n 0 n 0 

D en © 
te Me ne I(2k-2,n)  (k>1). 

c) f2x est paire, donc b,, = et a, = SJ fax (x) cos nt dr = 27(k n) 
T 0 TH 1 à 

co = + [| sa = £ Ha = n), il suffit de cal eh TE ve n),ils e calculer Z(2k,n) par 



Solution des exercices 35 

une récurrence descendante jusqu’à 7(0,n). 

1 2 _ (Dir ete 2km 2-1 _ " I(2k — 2,n) 
n 
(2k — 2)(2k — 3) 

n? 
«3 ose ra ee “ (2k — 2)r #3 I(2k— 4,n) 

nn nm 

avec I(0,n) : [ cos nx dx = 0. 
0 

et en l’ajoutant à l’avant-dernière 
4 x _ 

En multipliant la dernière ligne par — 

1 —] 
ligne, on obtient 1(4,n) — Œ é ae Am° — ( > 4x 3x 27. En poursuivant ce 

a } Ce) (—1}Pt1r 2k—2p+1 

procédé, on obtient Z(2k,n) = = LOT (k > 1), formule 

(2H) (-1P# 1 obtenue par récurrence. D'où a, = (—1)"27 D 2p + Di (rat (n >1) 

+00 

d) On a f(x) = 70 6 Ÿ_ancosnr 
m1 

r* « à k 1yp+1( (DPI) : 

= COS NT. 
ER D 2 “se (2k — 2p+ 1)! (mn)? 

Prenons k = 1 : x? = T HP) cosnxz et x — 7 donne 

> 7 F2 
T = +2» 7; d'oùpirC(2) 

n>1 

4 4(—1)" A1(—1)" 
Pour L'=2 gt = +2 51 = cosnz — ÿ ta cos nT et 

n>1 n>1 

a : 1 d de Tr 
z=7 donne 7 + rh Durs 482) à où 20 Les à 

n>1 n>1 

Hd ES 

6 6(—1 6!(— 
CRT 6 nt + COS NT Lrages 1e7 Dre cos nT DE 2 

et x = 7x, donne 7% ST pm D — 20m D 7 + 1MO D 

n>1 n>1 n>1 

T° 

doi (ie qe 
e) Pour k fixé, on ut x par 7 dans la série de FOURIER de f24 

PGA) 1 
no ns 2k—2p+ 1) ns) 

n>1 
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(—1)P+1(2k)! 1 
= — x —— |} est convergente et 
(2k — 2p+ 1)! =) g La série de terme général u, = > ( 

p=1 
co +1 ar = 
ù x" _ Pret CLPT CR)! 1 (2k)! > er . On peut donc intervertir les somma- 

n=1 p=1 (2x — ” 1)! ob : 

2k p+1 ee CE 2 ST CP CE)! , Cr) tions: x ei > (2k—2p+1)! T2? 

2k (—1}P#1(2k)! C(2r) 2k k+1 na 

Dar #3 AS 2p + 1)! T2 AT Een) (RG 

es (-D°t1 (2H)! ç(2r) 
dé: ve D (or 2e 

p <@) à 
"a 

6 — sont rationnels; par récurrence, il est donc immédiat que —-—— 

est Édnete 

Exercice I.3 a) 

(i) f est dérivable sur R 
donc d’après le théorème 

de DIRICHLET, sa série de 

FOURIER est partout con- 

vergente vers f. 

Figure 1.7 
(ii) f est paire, donc b, = 0 et : 

TE DURE" ni £2 An = — | cos’ rcosnr dt = — 4 — | cosrcosnrdr+- | cos3rcosnx dr 
T Jo I 4 0 4 0 

LUS 11 
a (cos(n + 1)x+cos(n — 1)x) dz+3 | (cos(n + 3)x+cos(n — 3)x) az) 

0 0 

donc a, = 0 sin £ 1 et n £ 3. On calcule : 

a — : / 2: +1)d a. 4 2 : FR ; cos 2x 2+7 | (cos x + cos 2x) dr > 

_—- / 4x + cos 2x) de + 2 [” : ee | cos 4x + cos 2x)  ) (cos 6e + 1) dx } = 2 

D'où f(x) = cosx = $cosx + lcos 3x. Ce qui n’est pas surprenant, bien 
entendu, les calculs étaient inutiles . 
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b) (i) La fonction g est 
dérivable sur R, donc 

sa série de FOURIER est 
convergente vers g. 

(ii) La fonction g est 
paire, donc b, = 0 et 

Figure I.8 

zx 

ho 2 ons 75 sg An = — |cos* x| cos nx dr = — COS” TZ COS NT dT — cos” Z COS nz dx 
T Jo T 0 z 

2 

DST re ÿ 
= — — | COS ZI COS NT dx SE F COS TZ COS NT dx 

T |4|Jo z 
2 

2 

37 

4 2 : [' cos 3x cosnz de — | ) 
0 z 

- = £ [host etc n de f° teostr +1)x + cos(n — 1)x] ds 

* 
4 

2 

Pour n£let n £ 3, il vient : 

ur Ë É +1)z , sin(n— de Ep! be +3)z , sin(n— 2. | 

is [cos(n + 3)x + cos(n — 3)x] as [| [cos(n + 3)x + cos(n — 3)x] | L 
0 zx 

7x |4 n +1 nl nd n +3 on : 

SO RS Te ” r V4 n+1 n—+ : n +3 n — 3 

Les entiers n — 1, n —3, n +1, n + 3 ont mêmes parités. Si n est impair, 
T 

sin(n + 1)> =nOvedonce er — 0:28i n=22praisin(2plf 1)> = "(S1)f, 
T F , x 

sin(2p — 5 = (—1)77!, sin(2p + 3); = (—1)P77 et sin(2p —3)£ 

Ainsi : 

ds Loir. er | Lt. 
MDP 10 2 1 Alan à 213 

LEP 2,23 
Mr: 4p? —1 4p?—-9 

__3(—-1} bete ete CCE 
7” 2m (4p?-1)(4p?-9)  r(4p? —1)(4p? — 9) 

} 

2 
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88 > un PEER 

2 
En particulier, on à ao = . et 

Gi = = Ë If onze +de fl (mar + Das 
2 

ne (cos 2x + cos 4x) dx — V (cos 2x + cos 4x) | 

HHE-5-0 
Il en est de même avec a3 = (. 

” 
1 

ii) O =] fai LP ER, pe (iü). Onéaeg(x) = |co D. r 2 BD 0) 

14.6 (—1} 
et D 1= +R 2 Ge Dr 9 

M ee (-1) rt 
Do 2 (4p? = 1J(4p2 9) 18 
D'autre part, de 

T 1 6 k NE TN 
9(3) 2e he ne) 

p21 

on calcule 
L 

2 TP — 1)( Fe — 9) 18 

c) (i) Comme h est dérivable 
sur | — 7, 0[U]0, r{, sa série de 
FOURIER est donc convergente 

vers hk. Aux points —r,0,7,h 

admet des dérivées généralisées 

à droite et à gauche; sa série 

de FOURIER converge alors vers 

14) + J{o)) eux points 
= —7T, 0,7. Dans ces trois 

cas, cette demi-somme vaut 0. 

Figure I.9 

(ii) k est impaire donc a, = 0 et : 

2e RE NS Re à k 47 
bn= — cos” zsinnt dr = — 4 — COS x sinnx dr + — J cos 3x sin nx dx 

T Jo T 4 0 4 0 

= = { je [sin(n+1)x+sin(n — 1)r] dr+= L [sin(n +3)x+sin(n — 3)x] ds} 



Solution des exercices 

Pownæélen#3 : 

39 

n L 1 | cos(n+1)x cos(n—1}r|”" 1! cos(n+3)r  cos(n—3)x |” 
qe À EE — ——— 

T |4 n +1 n— 1 o 4 n +3 n — 3 ü 

1 3 le r\rri = _1)2-1 rte n+3 _ (_1\n-—3 

= + HRIiEN".  l=(epUreli. 
mr |4 n +1 n—1 4 n +3 n —3 

Les entiers (n—1), (n+1), (n—3), (n+3) ont mêmes parités donc si n = 2p+1, 
tous les numérateurs sont nuls et b2,41 = 0. Sin = 2p: 

DU RE |, mt 
too} Va 25-92-95) ET mes 

1 6 2 1 

4 \4p?—1 4p?—-9 2 \4p2—1 App? —-9 
1 3 T T 

Et bi = — = J sin 2x de + % | (sin 4x — sin 2x) dx ? =0, 
T |4Jo 4 Jo 

TS ,f"- è PVR 
b3 = —4-— | (sin4x +sin2x) dx + - | sin6x dx} —0. 

T 4 0 4 0 

(ii) On en déduit que : 

1 3p p 
= HET R 2 h(x)= > ( 1e 5) cos2r< 

T eÀ 3p p x 

h(3) Rs 2 + La 0 Le 

d’où la relation cherchée. 

d) (i) k est dérivable sur ] — x, 0[UJO, x{, donc de série de FOURIER convergente; 

en —r, 0, x, k admet des dérivées généralisées à droite et à gauche, sa série de 

FouRIER converge vers 0 = 4(f(x*) + f(x")) pour x € {—7, 0, x}. 

(ii) k est impaire, donc a, = 0 et : 

De Fr : 
bn = — | cos° x| sin nx dr 

T Jo 

2 l'idr: : 
= Es COS ZI SIN NT dx — COS ZT SIMNT dx 

7 | 4 Jo z 
2 

Z T 

+ : [ cosBrsinnx de — | sin de k 
0 sir 

2 
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Pour nr El énms3: 

0 5 

b, = = é [tant Dan de | (sin(n+1)e +sin(n 1)x] a 

+ : If (sin(n + 3)x + sin(n — 3)x] as | [sin(n + 3)x + sin(n — 3)x] 2} 
0 3 

LAS cos(n+1)r  cos(n—1)r 2 _cos(n+l)r  cos(n—1)x 2 

_r]|4 n+l n—1 Lo n+1 n—1 Jz 
2 

g 1/ff cos(n+3)r  cos(n —3)z _ _ cos(n +3)z _ —— 3e 

4 n +3 Ho 0 n ES 

LS 1—cos(n+1)5  1—cos(n-1) 3 (—1)7+1 — cos(n + a 

7 (4 +1 n A nH1 

És (—1)*"1 — cos(n — 1) F Lt cos(n + 3)7 

Ra : n +3 

1—cos(n—3)7 (—-1)"*3- cos(fn+3)7  (—1)"7$ — cos(n — 3)7 
RE ©? | 

n—3 n +3 1 19 

Les parités de n —1,n+1,n— 3, n +3 étant les mêmes, on a : 

HeLe Re LE PT M Ed. 
RE A n+1l n—-1 n+1 n—-1 n+3 n—-3 n+3 n—-3 ue 

Pour n = 2p +1: 

cos(2p + 2)7 = (— Dee et cos(2p)Z = (—1}, cos(2p + 4)7 = (—1)P et 

cos(2p — 2)7 = (—1 FRE - 

1f3/f1-(—-1)P# 1—-(—1} 1-(—1ptt, 1 (—1}? 
b = 
md til 2p +2 : 2p É RE # 2p ) 

sr Lula SGD he IE pre CS 
4 2p + 4 2p —2 _ 2p — 2 

= (REP: LON ,(REE)| 
RP Ghen) (3) 

= K[a+c D + (1 = (- DD ee LE 

bé 11225 Si p = 2q : bat = ra SP = 29+1, bag+3 = — x (29 + 1)(29 + 3) et, bien 
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entendu, b4g = 0 = b49+2. 

2 [TR : 
b = - {| cos® x sin x dr - | crane} 

0 E) 

ÿ | ce | ee] 

T 0 4 z T 

bi 

æ 

S co Il 
AIN 

2 

4 F T 
é | cos x sin 3x dx - | cos x sin 37 de 

0 z 

INPrE É 
+ À | | cos 3x sin 3x dt — | cos 3x sin 37 de | 

0 5 

C'EST . ne Ë | (sin 4x + sin 2x) dr — | (sin 4x + sin 2x) de 
0 3 

1 2 
+ — | sin 6x dx — 
49 

2 

31 0 

__ cos 6x 

6 0 

+z|( 
"A 

up) AIS 

(ii) On a 

en es — si = 1 — k(x) = - sin z + 3x sin 3x + < te A sin(4q + += 3 a 

q> g> 

et &(5) = 0. D'autre part sin(4q + 1)5 = 1, sin(4q + 3)5 = 

1 D 1 4q — 1 4q +5 FAT er Sr ere 

3 cosdx | cos T 29 cosdr | cos 27 ie 

4 4 2 4 2 z 

41 

| sin 6x de | 
5 

+ nn =) | | 

6 /z 
2 

4g +5 
(2a + 1)(29+3) sin(4q <e JT 

1. On en tire : 

5) te 37 (2g—1)(249+1) (2g+1)(2q 

4q +2 el 
— = — EE EEE EE PE SSSR SE 5 où a ———————— —. 

37 12 (2q — 1)(2q + 1)(2q + 3) 22 a 29+3) 3 

Exercice I.4 a) On calcule facilement la dérivée de f : 

F L }si ) =" cosx 1 +tanx f(a)=5(—cos7-(r-7 sin x) = . . 
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La fonction f est continue 

et dérivable sur R — 27Z; sa 

série de FOURIER est donc 

convergente. Aux points 247 
(k € Z), f admet des dérivées 
généralisées à droite et à 

gauche; donc sa série de 

FOURIER converge vers 

ROSE TODE 
0 — 

Figure I.10 

b) f est impaire; donc a, = 0 et 
2 T 

bi 2 f(x) sinnzx dx 
%J0 
2 Fr 1 TE 

= 2 TT cos x sinnr dx = =] LS [sin(n + 1)x + sin(n — 1)x] dx 
T Jo > T Jo 2 

à 2 EE (_e ke, ee De)| 

à sl ee cos(n+1)r  cos(n— = az) Ga) 
n +1 n — 1 

vi T 

r]|2 — is 

1 T—T 1 (fr -x cos2r\lé. LE 1 
bi = — 2x dx = — 2 Se 1 J 5 sin 2x dx HE D 2€ 2 je ab cos 2 de} n 

T 1 
c z = sin de (>) = = — Inn ) Flex) Æ D re jsiont, f 2 0 F Fe 7—jsions 

n>2 

avec sinn Z = u sin = 2p 2 |(—-1} Pme 

(-1}P(2p +1) - (—1)P(2p + 1) Et l'on 8 : -2 5 d'OÙ > -—————— —= —]. = 2 Gr ne 2 p°+p 

Exercice I.5 a) f est continuesur R, caren +7, lim f(x) =0et f est paire. 
T—T,L<T 

deb ZE L ONE ; V3 
f est dérivable sur ]0, r{; elle admet une dérivée à droite en 0 f,(0) = TS et, par 

symétrie, une dérivée à gauche. De même, en x, f admet une dérivée à gauche qui 

3 7% 
est f(x) = FR 7"2. D’après le théorème de DIRICHLET, sa série de FOURIER est 

partout convergente vers f(x). 
T 

b) La fonction f est paire, donc b, = 0 et an = À ji f(x) cos nx dr. 
T Jo 

T 

FREE Es ess 1 1 
An = — nn _ = — me — à L e cos à cos nr dx - Î é 2 cos(n + 5)T + cos(n — 5e dx. 

far En posant In) = | e* 7 cos (n+5)rdr, on trouve an = (In) + I(n = 1). 
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Calculons 

T D #3 +i(n+i É 

I(n) = Re | e° [A#itn+3)] dr = Re Au Ua) 
0 SA a di o 

.. n+n+il 

3 ner 1) 45 n—1,-7 8 1 AS Et 1 a T se 
Donc rie 2 FE He : GR 2 LS 1) € k (n 2) 

T n+n+l n-n+i 

1 nm? +1 “Han -1 
=. _1)7+1 ET Ra R EU 

=+ | Feat | 37 Fret 
L 

et ao == |[V3+e7*]. 
T 

D'où : 
nv 

3 F, 1 rite — 1] 
7e) ER Ti nr = je een qh es) ) ss rs 

27 ni+n2+1 
n>1 

Exercice L.6 a) f(x) = e’(sinx + cos) = V2ef sin(x + 7) 
f est dérivable sur | — x,+r{, dérivable à droite et à gauche en x donc sa série de 
FOURIER converge vers f sur R. 

b) On a : 

+7 z(1+ip)1 TT f(21)DmenT (1)? LS 

PE rer dx = É | = OT = asia 
“e 1+1p 1+1p in 

+T (—1)? 

D'où Î e” cos pr dx = 2sinhr-=—— 
ee 1+? 

… (1) t sin px dx = 2sinh 7 -——— : e . e” sin px dx T+p 

La fonction f n’est ni paire, ni impaire. Ainsi : 
+T +T 

dé = = e” sin x cos nt dt = — e” [sinx(n +1) —sinx(n — 1)] dx 
Ty E 2) 22 

1 Chem Core = — i = — 2sinh 7 -— 27 sin r T+(n+1)  ‘l+(n-1} 
a core Det Le nl = 1" = n?. 
OT n+2+2n n2+2-—-2n A: 

sinh 7 
IDE; 

T 
+7 1 Fr 

bu = e* sinxsinnz dr = r) e7 [cos x(n — 1) — cos x(n + 1)] dx 
La 2 7 

1 (—1)7"1 D DH =) #4 | 4sinhr (—-1)"-1n 
PL NN TT — = —— ———————  — 

2x gs Ti+(n-1} ï 1+(n +1)? T n4 +4 
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inh 2sinh 2— n°? re 
c) f(x) = en D (EE cos nt + (—1)" sans) 

27 T ee 4 

sinhr  2sinhr 2 =? + 2—n? 1 

DS SRE SEA hs É. > UE n>1 n>1 

Exercice I.7 a) f est dérivable sur R—7Z, donc de série de FOURIER convergente 

vers f sur cet ensemble d’après le théorème de DIRICHLET. 

b) f est paire donc b, = 0 et a, = 2/ f(x) cosnzx dt. a, est défini par une 
intégrale généralisée convergente car à la borne 0, f(x) + In5; de même à la 

borne 7, au signe près. D’autre part 

on =? | In (tan ©) cosnx dx 
T 0 2 

2 z\sinntc|" 1 f”"sinnt 
= À {]in (tan?) à | == es az (n £ 0) 

0 

2 [f”sinnxz 
Fast , 

An Jo Sint 

T 

car la partie toute intégrée | * | : est nulle, par exemple, étant équivalente à x In 

en (. 
. . % 1 . 1 1 

Le canon OUR NES DR RP LE 
sin z 2sin 5 cos % 2sin ÿ 2 cos % 

sin(n + 3) nm 

Utilisant le Noyau de DIRICHLET (Lemme 1.18), : re Ù CODE none 
sin 2 p=1 

on trouve : 

sin(n + 3)r 
nm 

+ Ù COS PT = - 
2 sin ? 

p=1 2 

1 4 
(—1}? cos pr = 2 Là Ÿ_ cosp(x +T) = sin(n+3)(x +7) 

Dir 
+ 
PTS NI 

RE p=1 2sin six 

_ (—-1)" cos(n + 3) 

2 cos 

den sinnt 1—(-1)" & n 

sn snz 2 À D_cospr er) ÿ_(-1} COS PT 

7 _1\n2+1 : Æ 

et enfin An = + | LECL EE 0 A n=2p 

7n Jo 2 gi Si n=2p+1 

avec ao = fm (sn£) ds [lin (cos à) ds] ; 
0 

Posons x = x — y dans la seconde intégrale : 

A In(cos ©) dr Æ -f In (cos G — 2) (—dy) = . In (sin à) dy : 

d’où ap = 0. 
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cos(2p + 1)r T T T 1 ChJtr) = —25 * On prend x = +; f(—)—In{tan—)=--1n3 OR 3 a ( à 2 
T 

et cos(2p + DE se calcule en considérant séparément les trois cas : 

: 1 
D si p = 3k, on 6k DES LE pet P a cos(6k + le és ns 

D si p= 3k + 1, on à cos(6k + 3)— = —1; 
) 

D si p = 3k +2, on à cos(6k + 5)E =». 

On a donc : 

1 5 1 5 Hd. + à 1 2 D Les ts) 

In3 > (6k + 3)(6k + 5) — 2(6k + 1)(6k + 5) + (6k + 1)(6k + 3) 
£ (6k + 1)(6k + 3)(Gk + 5) 

D (6k + 1) FE + 3)(6k +5) 
k>0 

1 In3 Dos fon t : (GkLIL\(GE L3NGEL5) 16 
où finalemen 2 TR EDGE + HF +5 16 

Exercice I.8 On note que f:(x) = $ + 2costr + 3 cos 2tx. 

a) ()'Sit =inte NS j.()= j + 2cosnx + 3 cos 2nx. fn est continue sur R, 

dérivable sur R et f/ (kr) = 0. Sa série de FOURIER est donc convergente ce qui se 
voit puisque f, est une somme finie de termes. 

(üi) ao =3 ; ax =0,sik£n et si k £ 2n; an = 2 et am = 3 

b) f1(x) = 3 +2cos ? + 3 cos. 

(i) f4 est continue sur R, dérivable sur ]—x,+7|, dérivable à droite et à gauche en 
_r et +7, (f(r) = —1, fix) = 1). D’après le théorème de DIRICHLET, sa série 
de FOURIER is partout convergente vers fi. 

2 T 

(ii) fi est paire, donc b, = 0 et a, = 2 fa (x) cos nx dx. 
0 

T 1 
FE = | G + 20087 + 3 cos) cos nx dx 

SR de ALES 1 1 
= 2 cos nz dx + — cos(n + =)r + cos(n — -)x| dx 

T Jo T Jo 2 2 

di cl | [cos(n + 1)x + cos(n — 1)x] dx. 
27 0 
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Pour n £ 0 et n £ 1, il vient : 

ps Jr sin(n- et 
Mme RAR AT TT CO TE 

Re HS NA 
( + 2e) 2 {CP ; CU 

sin(n+1l)z sin(n—1)xz|” 

n+1 HE 0 

F7 
4 

3 1 8 
J (5 +200 4 poosx) D ne É 

723 1 
: G +208 © + 3 CS x) cos x dx 

3 PSE 
de (m2 +53) CET (1 + cos 2x) dx 

A +2sinT AE LE 
3 2 2 DA OT 

QG — 

2 

T 

2 

T 
2 

= 
2 

a) = — 
T 

2 

T 
2 

T 
2 

T 

(ii) On calcule 

+ far 4 DE 8 2 2 (1) 
AOC ee COS nT 

3 À 1 8 2 1 ACC 2 2 HR OT pts 

; 1 
d’où D | D'autre part 

150 UT 

8 4e 4 LE 4 Bi Vs 102 SL 
0)=4=|-+— =+—|-- OCR RSS 

=1\7—1 
et on en tire al) Op 

ire 3 

c) (i) f+ est continue sur R, dérivable sur ]-7,+r| et dérivable à droite et à gauche 
en —7 et 7, sa série de FOURIER est donc convergente. 
(ii) On calcule 

2e [718 1 
ap = — CURE dx 

T 0 D 2 

2 Le 
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Pour:n #02 

2 ETS 1 
An = — — + 2costxr + = cos 2tx | cos nx dx 

Jo \2 2 

3. DLL RELe 
& = con de + = | 2cos tr cosn de + > | cos 2tx cos nx dx 

T 0 T 0 27 0 

D TT 

3 | (cos(n + t}r + cos(n — t)x) dx 
0 

1 T 

ue % (cos(n + 2t)x + cos(n — 2t)x) dx 
27 0 

. De +t)r  sin(n—t}r di 1 fsin(n+2t}r  sin(n — 2t)x 

T RTL n—t 27 n + 2t n — 2t 

2 1 —1)"si 

T n+t n-t 27 n+2t n—2t 

4 tSMmrt _2 tsin 2Tt | nee bed NL ennee 0 ee 

at ) n? — 1? et ) n? — 4t? 

La fonction f; étant paire, les b, sont nuls. 

Exercice I.9 a) La fonction f; est continue et dérivable sur | — x, +x{, sa série 
de FOURIER est donc convergente. La fonction f n’est pas continue au point 7, 

mais admet une limite à gauche f;(r7) = e!7 et une limite à droite f;(m*) = e!. 
Elle admet en ce point des dérivées-généralisées à droite et à gauche, sa série de 

FoURIER converge alors vers 3(eî7 + e-?T) = coshtr. 

b) La fonction f; n’est ni paire ni impaire, donc : 

DT lof € 
am => | ecosntr dr et == | esinnx dt. 

T tie ee 

Calculons : 

j +T 
1 na R. 1 er(t+in) 

In = An + Ün | e Len À 

TN RO > TTC 2(—1)" F 

A a  S ES 2) : 
T t+in T t+n 

è 2(—1)" tsinhrt 2(—1)"+1 nsinhrt 
d’où en e e bn = 5 ; Ù 

RON PET T Ein 

Se 2sinhrt 
En particulier ao =  R. 

c) Le théorème de convergence au point x = 7 s'écrit, d’après a) : 

sinhrt  2tsinhrt 1 . 
= a car sinr = 0 cosh tr ee Ù ( ) 
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t sr t2 — n°? 
d) La série 2 et converge sur R, la série dérivée 2 + Pÿ converge 

n? 

— 

uniformément sur tout compact de R*, on peut donc écrire que 

, 1 2 2 -n? Tr? 1 tn 

cothrt) =-— +— ——— , soit —3=zt+2 — 7%; : 

( nt? 1 T 2 (n? +12)? (sinhrt)?  t? > (n2 +12)? 

Exercice I.10 a) La fonction f est continue sur R, admet des dérivées à droite 

et à gauche aux points kr; sa série de FOURIER est alors convergente vers f. 

T 
2 

b) La fonction f est paire, donc b, = 0 et an — = u sinh x cos nx dx. On intègre 
0 

deux fois par parties en prenant u = cosnx et du = sinh x dx : 

D T 

ue {cosh a cos nx]o + n | sinhzsinnz az) 
0 

2 2 
T 

= Ur cosh x — 1) + — {sinhsin nas — n | sinh x cos nx az) 
0 

2 : 2 
= ((-1) cosh Tr — 1) —-n‘an 

. Pn(-1)'icostitst 

OT pour z>1n?2+1 

2 
et ao = —(coshr — 1). 

T 

…éshr—Tt f2 (—1)" coshr — 1 
c) f(x) = : HE HI COS nT 

n>1 

As a 
Écrivons f(x) = > + . An COST, alors : 

n>1 

f(x) — f(0) = sinhr = Ÿ_ an(cosnr — 1) = > ae LYS 

n>1 n>1 

: : 4 1 
d'où sinhr = 2 Ÿ  a2p+1 = —(coshr + 1) | 

p>0 Fo 2 (2p+1)"+1 

D'autre part : 

x sinh x 1 OU". 
cosh r + 1 2 2(2p? + 2p +1) ” 

se 1 7 sinhr T T 
d’où Re = ———— = — —… 

LB 40 2 coshr +1 Rz 

Exercice I.11 a) La fonction f est dérivable sur | —-7,+x[. En x, f n’est pas 
continue mais f(x) = mcoshr et f(r*) = —-mcoshr. f admet en ce point des 
eue généralisées à droite et à gauche, donc sa série de FOURIER est convergente 

1 + _ E # 

vers 3(f(r*) + f(x-)) = 0. Sur | - x, +rf, la série de FOURIER converge vers f. 

b) et c) La fonction f est impaire, donc a, = 0 et b, = 4 N f(x) sin nz dz. 
T Jo 
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2 T 

OR D — - | z cosh x sin nx dr. On intègre deux fois par parties en prenant 
0 

u = xcoshz et du = sinnx dx; donc du = (cosh x + xsinhx)dx et v = BECÈTRE 

2 
bn = - { | cosh D + Fa (cosh x + xsinhx)cosnx az) 

2 T n+1 1 = — 4 —coshr(—1)"7" + — Maren de 
T n n 0 . 

1 . TT TT 

Se I(rsinnsitre) — = (inhz + se0sh)sinne de] } 
n Vs Jo 

2 7 si Ne nt 
= coshr(—1)""— —b, + — | coshx cos nr dr — — | sinhæsinnzx dr. 

n n an Jo an? Jo 
T T 

Posons-Æ-— f cosh x cos nx dx et J, = f sinh x sin nx dr. Alors : 
0 0 

. T T 
sin nt 1 ; . 1 

= cosh | — =J sinh x sin nx dt = ——-J, 
n 0 0 | n n 

T 1 x 

et JF |- sinh z —— | + — | cosh x cos nx dx 
n 0 n Jo 

15) n+1 . TT 1 Cid 

= CR Ce + : { oc | — = sinh z sinne de} 
n n TO UE 

_1\n+1 1 

= CEE sinhr — —J,. 
n 

DS : (Dr M DA D'où : Eee oreete et = ee . 

On calcule 

n’+1 2 2sinhr(—1)* 2sinhr(—-1)" D | n+1 ai Pre MN ts EE 

ne n? n io nn(n? +1) ss mn(n? +1) 

2coshr(—1)"*In  A4sinhr(—-1)"n 
n? +1 r(n? +1)? 

(—1)"#tin . 4sinhr == (—-1)n . h NT bre te sinnt. et donc f(x) = 2cos mDb TI Smnz + 7 Lim + 7 4 (n2 +1) 

bn = 

Exercice I.12 a) La fonction f est continue et dérivable sur R avec la dérivée 
f'(x) = 0 = f'(0). Sa série de FOURIER est partout convergente sur R vers f. 

b) La fonction f est paire; donc b, = 0 et : 

arr” 2 [T cosnx f” COS NT 1 
= — = — ——— dx = — ——— dx = -I,. 

. = | EMnE Es | 2 + cosnx T J_r 2+cosx + 

Pour varier, on calcule I, par la méthode des résidus (cf. ANNEXE) en posant 

z = et, dz = iz dx. Soit 7 le cercle de centre O, de rayon 1, orienté positivement. 

Alors 
"+3 7)/24z 1 z2n +1 

DRE ner de 1 JTE 1 ii], 7"(2+42+1) 

22n 
+] £ D 

a ee 7 zL € disque unité ouvert |. Din ) Res ( +41)" k q ) 
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Les racines de 22 + 42 + 1 = 0 sont 21 = —2+ V3 et 22 = —2 — V3. Seule 

Z appartient au disque unité; les points singuliers sont donc 21, pôle simple et 

zo = 0, pôle d’ordre n. 

Le TE RC e calcul des résidus de g(z) = FIAT 

ht el Sol 
(2er) Lr23 "A 

Pour trouver le résidu de g au point z, on cherche le coefficient de 27! dans le 

développement en série de LAURENT en 0 de 9: 1 = sr ane QE 

1 1 1 m+1 Pi m matin als. Z z 
22+42+1 = (—- —)-S 375 2-4 ) 

Vo 

Res (g(z) ; 21) = 

de rayon de convergence R = min(|z1|,|22|) = |21|. Le coefficient de 2-1 dans g est 
1 

donc le coefficient de z"-1 dans cette série d’où Res (g(z) ; 20) = aa — 23). 

Calculons : 

Ta (its 3). c MC er on Le, RE 21 3 A 29 ]. Com 122 = 7 D = 

27 
L M = TE (-2+ V3)" etan = 2 (24 sy (n > 0). 
É sb van A 8 
1 

D mn 2+ cos = + Na 

; où n Cr :R = Done "(2 V3)"; d'où ÿ_(-1)"(2- V3)" = (& 1). 

Ci 

Sn —2 + V3)" cos nt. En faisant x = 0 on a : 

n>1 

n>1 

est une série géométrique de raison —(2 — V3 3), commençant à n = 1; donc 

ÉCURIES _— 12/5 2V3 

Exercice I.13 a) Le segment [AB] est porté par la droite d’équation : 

z = 1 = rcosô d’où l'équation polaire de [AB] est donnée par r = _— = f1(0) 
cos 

A SUIS ee 

Le segment [CA] se déduit du segment [AB] 

par la rotation de centre O et d’angle si son 

équation polaire est donc 

FE D RARE ne 
cos(9 — Æ) 

De même [BC] se déduit de [CA] par la même 
rotation. . : 

Co lusi £ 0) = t = 2e nclusion : f(8) eo Ze 3 

Figure I.11 
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Eu T T T 
b) f est dérivable sur | D +— | et admet en Er des dérivées à droite et à gauche, 

donc sa série de FOURIER converge sur R vers f: 

T z 
c) f est paire, donc b, = 0 et a, = = J f(6) cos np es 6 ï 3 cos ee de 

0 7 Jo cos 
6 [3 d6 0 d8 : Pour le calcul d = — —— ns = : 2ÿ—, a _ So = " cosg °n pose u tan S et du = (1+u“) 7 * avec 

0 CL See . . : 

cos ne Ainsi 

1 1 1 

602 6 [7 1 1 V3 
== [" pue [© + ren DE * 

T Jo 1—-u T Jo PME T ES 

V3+1 6 nn ee to LUBE VIS) c- 026 (à 107“ près) 

zx ve a 4 
als ef cos 30 dé = | 4 cos° 0 3cos0 

0 0 T cos 0 T cos 0 

3 
=; æ —0,35 (à 107? près). 

d) s1(8) = 7 26—0, 35 cos 30 est la somme partielle d’ordre 1 de la série de FOURIER 

de f(0) = — ee D An COS 3n6 ; s1(8) = = 1,05 sin 30. 
n>1 

Sur [O, cs p = 81(8) est croissant de 0,91 à 1,61 et la courbe est une “approxi- 
mation” du triangle (cf. Figure I.11). 

re =e ” et, pour tout a, fée 
e . — 2 —+ Exercice I.14 a) (i) le ne Ie 2 

[| — +oo; en choisissant à > 1, on prouve ainsi la convergence absolue de 

l'intégrale. 

— 0, lorsque 

(ii) La fonction (x,t) — et —itt est continue sur R2. L'intégrale converge 
normalement sur R d’après (i) donc C est continue sur R. 

0 ee RE ; : Len 
Or 3x (a ) — —ite” —izt est une fonction continue sur IR?. Ainsi : 

T 
Ô 
3x 7 «0 = lle dont l'intégrale converge, ce qui prouve la convergence 

x 
+00 

normale sur R de ns L f(x, t) dt donc C est dérivable et 
— CO 

+00 

. C'(x) = | te At 
COQ 

0 
Par une récurrence immédiate on a ——(f(x,t)) = (—-i)"t"f(x,t) donc toujours 

convergence normale; on en déduit que C est indéfiniment dérivable et 

+00 
el) (x) = -" / fret? —ixt dt. 

— CO 
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(ii) On calcule 

: 2 2 1x 2 z x? 

À 
too (Vars y © Fe Re RE 

C&= | e Va” 4 d=e A | e VA dt= Le 41. 
— OO — CO 

Autre méthode : C vérifie l'équation différentielle C"(x) + 7; Ca) 0 doû 

De x 

et di= a C(x) = Ke 2, avec K = C()= [ # 

b) (i) u,(t) = er HP} À e-P°, quand [pl — oo, et (u)(#)) TT — 0, quand 
[p| — ©; d’où la convergence de la série. 
(ii) Soit [a, b] un intervalle compact de R et t € [a,b]. Alors a+p<t+p<b+t; 

il existe p, tel que a +p > 0 pour p > pa d’où up(t) = e@+P* ce qui 
prouve la convergence normale de la série sur tout compact; on en déduit que 

F est continue sur R. u,(t) = —2A(t + pju,(t) et ie lu, (t)| < 2À(b + pju, (b). 

Cette série majorante est convergente, ce qui montre que la série des dérivées 

converge compactement sur R et F est dérivable; par récurrence immédiate, 

on à convergence compacte des dérivées successives u (+) qui sont de la forme 

u (+) = Qk(t,p)u,(t) où Q4 est un polynôme de degré k en (t+p). F est donc 
de classe C®. 

+00 +00 

c) (i) F est de période 1 car S'en à _ Ye de F est dérivable sur 
— OO no 

R ; sa série de FOURIER est donc convergente vers F. 

(ii) On calcule les coefficients sous forme complexe : 

F7 a: ; CE “e F(tje- 2 # dt = | F(be-Xr"tdt (nez). 
F 0 0 

La série définissant F converge uniformément sur [0,1]; d’où : 

+00 1 

Cr — S. ïh e-(t+p)?—2imnt y en posant u = t + D, e2iTnp = | 

9 : 
P——0o 

+00 p+1 a +00 a 
un ÿ | eu —2innu y, s [ eu —2Zimnu y, 

P — 00 p=—00 

(d’après a), avec x = 2rn) 
VT 
er + nez). 

VA 
+00 +00 

s… ; À: r2n2 : 
(ii) F(t) = > et — Ve > e7"* ent et t = 0 donne : 

00 OS 

ie 2 T = 2n2 
F(O)= STE T'ES: 

ee ES 

et À = 1 donne la relation demandée. 



CHAPITRE II 

SÉRIES ENTIÈRES 

1. Rayon de convergence 

1.1 Introduction 

Définition II.1. — On appelle série entière une série de fonctions de terme 

général un(2) = az" oùnEN,2eCet (a) est une suite de nombres complexes 
appelés coefficients de la série entière. 

Plus généralement on appelle série entière une série de fonctions ÿ° Gp(n)2?() où 
Y est une fonction croissante de N dans lui-même. 

n nm 

EXEMPLES II.2. — 1) 5-2"; 2) 57 —; 3) Z(-17-12; 4) D 2! 
n>0 n>0 N: n>1 n n>0 

REMARQUE II.3. — Tous les résultats du Chapitre II d'Analyse 3 peuvent être 

utilisés pour étudier les séries entières ; mais la propriété importante consiste en ce 

que les sommes partielles s(z) = 3% ak2* sont des polynômes qui convergent 

(éventuellement) vers une fonction non polynômiale; c’est cet aspect qui sera 

développé dans le section 3 de ce chapitre (Fonctions analytiques). 

EXEMPLES II.4. — Convergence de quelques séries : 

ja —— E 1° | 488 
1) D 208,0 >= LP AN en de vers = Si, et seulement si, |2| < 1. 

n>0 

2) Re — ; ina (| = Le — 0 pour tout |z|; donc cette série converge pour 
n!’| u(z2) mt 1 

n>0 

tout z. Es (2) 
Le Un+1\2 n J 

1) 1, [| = |z] —— — |2|; donc convergence si |z| < 1 7 on le 5 ll < 1, 
divergence si |z| > 1 (d’ailleurs dans ce cas, le terme général ne tend pas vers 0). 

n. lUn+1(2) (DE el péprin 0 si |z] < 1 , convergence 
. >: | fe (2) mi) Re +oo si|z| > 1, divergence 

n>0 wi 

1.2 Disque de convergence 

Lemme II.5 [ABEL]. — Soit 57,0 an2" une série entière; s’il existe 29 € C* tel 

que la suite (|a,z&|) soit bornée (indépendamment de n), alors la série Ÿ,,-6 an2" 

converge absolument pour tout z tel que |z| < || et normalement dans tout 

disque {z ; |z| <k|20l ; 0<k<1}. 

n 

Preuve : On a az" = an2ÿ (2) : or il existe une constante M telle que Vn > O, 

n 

la,2$| < M ce qui implique |a,2"| < M |— 
20 
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> Si |z] < k]20| alors |a,z"| < Mk" et on a convergence normale puisque 
D hsok” est convergente. 0 

Rayon et disque de convergence. — Soit D 50 an2” une série entière et Z l’ensemble 

des réels r > 0 tels que la suite (|a,|r") soit bornée; 0 appartient toujours à 1. 
> Si I est borné, I est une partie non vide et majorée de R, donc admet une 

borne supérieure R et pour tout z tel que |[z| < R, il existe z0 € C* tel que 
|z| < |20| <_R; d’après le lemme d’ABEL la série entière est donc convergente 
pour tout z tel que |z| < R. Si 2 est tel que |20| > R, la suite (|a,25 |) n'est 
pas bornée et la série ne peut pas converger. 

> Si I n’est pas borné, alors chaque 20 € C est tel que la suite (|[a,25 |) est bornée 
et il y a convergence de la série entière pour chaque z € C. 

> Le nombre réel R défini ci-dessus s'appelle rayon de convergence de la 

série entière; on appelle disque de convergence le domaine de € défini par 

D={2€eC; |:| <R}; on appelle cercle de “convergence” le cercle {|z| = R} 
mais il faut prendre garde que, si la série converge en tout point z du disque 

de convergence, diverge en tout point z tel que |[z| > R, on ne peut a priori 

rien dire pour les points du cercle de “convergence” ; en particulier il n’y a 

aucune raison pour que la série > a, R" soit convergente. 

> Dans le cas où J n’est pas borné on dira que le rayon de convergence est infini 

et on écrira par convention À = +00. 

1.3 Calcul du rayon de convergence 

Les critères de CAUCHY et de D’ALEMBERT pour les séries de fonctions fournissent 
les résultats suivants : 

1 T : 
> lim fasz"|" = lim |z||a,|" donc la série converge si |z| < - et 

n— 00 n—00 
lim |a,|” 

1 1 n— 00 

diverge si |2[ > —— donc R = ————— cela à condition que la suite 
lim |a,|” lim la, |” 
n— CO n— CO 

(lanl*) ait une limite. 

sg PRE 2 Plus généralement on aura ia limsup,,_,, |an|” | (Formule d’ HADAMARD) ; 

c'est-à-dire la plus grande valeur d’adhérence de la suite (lanl*), notée aussi 
1 Rens L 

— = li n : TE 

Pia im lan|" (On convient que 1 = 0). 

+1 
: Ori. : An+1 7e : 1 D lim ———|=/|2| lim donc la série converge si |z| < - n—00| anz n—0 | An lim |%t1 

n—0o | An 
. . . An . s et diverge si |z] > lim -donc'R = lim , cela à condition que 

n—00 | An+1 TON 
An+1 

le quotient soit défini et que sa limite existe. 
n 

1 EXEMPLES IL.6. — 1) 51,62"; an = 1 Vn donc — = lim la, *=1letR=1 =; 
n—00 

Cette série ne converge en aucun point du cercle de convergence {z € C : al ="T} 
puisque pour z = e° le terme général ne tend pas vers (. 

2 27, 1 V 
) Dim = R =\im 
F0 n!° n— 00 

An 
= lim (n +1) = +00. 

n— 00 An+1 
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Sd n—1 

3) DCE a = OR im 
n>1 n— 00 

= HN 
n— +00 n An+1 

1. JO sip n'est pas le factoriel d’un entier 
TE “ sip=n!. 

L 
La suite {|a,|” n’a pas de limite; la plus grande valeur d’adhérence sera 

—— ji 1 
R Tr AE Jim let lsdonc R = de 

5) NÉ Dimeih= lim PARLE lim + —1 donc R=1. 
n— 00 n—0o nn 

n>1 

Cette série converge en tout point du cercle de convergence {ze C ; [2] = 1} car 
# e 1 

la série 3_,>1 37 est convergente. 

1.4 Rayon de la somme et du produit de deux séries entières 

Soit >y>0 An?" = A(z) et 3 ,>00n2" = B(z) deux séries de rayons de convergence 
RA et Rp respectivement et de somme A(z) et B(z). 

> On définit la somme des deux séries entières par 3_,,-9(@n + bn)" quand 
elle existe et on note (A + B)(z) = 5, -9(an + bn)2" 
Si RA+8B est le rayon de convergence de la inenletites on à : 

RA3B > min(R1, RB). 

En effet, limn-_,+00 > (@p +0p)2? = liMn-,+o0 > 26 4p2? +liMn-+00 329 bP2? existe 
si [2] < RA et |z] < RgB donc si [2] < min(R1, Rp) et le rayon de convergence est 
au moins égal à ce minimum de R1 et de Rg. 

> Pour définir le produit de deux séries entières de rayons de convergence R14 

et RB, on utilise la définition du produit de deux séries de fonctions : 

AB@=T | NS (apz) (br )|- ST DA, z HER cn 21 
n=0 Lp+q=n n=0 Lp+q=n n=0 Lp=0 

et on à : 

Rag > min(R1,R3). 

REMARQUES II.7. — Si R4 # RB alors Ra: = min(RA, Rp) car si R4A < Rp 

et si z est tel que Ra < |z] < Rp, alors D 'a,z" diverge tandis que D b,2" 
converge, donc Raip < RA mais aussi Rap > min(R4,Rg). Par contre si 

RA = Rp, on peut avoir R4a:p > Ra = Rp (inégalité stricte). 

EXEMPLES IL.8. — 1) a, =2 "—-1et b, = 1, Ra = 1, Rp = 1, an +bn = 277, 

Ra+B = 2. 

2) D 2" : AGIR BEA 2 etRp=+Ho0" 

n>1 

A(2)B(z) = 1 et Rap = +00 > min(R4, RB). Exemple d’inégalité stricte. 

3) > à D = nn S (in + 1)z°, pour |2| < 1. 
n>0 n>0 n>0 
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2. Propriété de la somme d’une série entière 

2.1 Continuité; rayon de convergence d’une série dérivée ou primitive 

Théorème II.9 [Continuité]. — La somme S(z) d’une série entière 5°,,-0 4n2” 
de rayon de convergence R est une fonction continue dans le disque de convergence. 

Preuve : Cela résulte du théorème des séries de fonctions continues puisque la série 

entière est normalement convergente dans tout disque {2 <kR; 0<k<1}. DO 

Lemme II.10. — [Série dérivée ou primitive] Les séries entières 5,9 4n2" et 
An nt Re nanz""} ont même rayon de convergence ainsi que D, FL 

— 1 ie 1 1 ——— 1 
. . Le . — . ——— * nr 1 

Preuve : Soit £ = lim [a.|". Alors lim fna,|"-7= lim n°-71 lim [a,|®-1 =. 
n— 00 n— 00 Nn—0O . n—> CO 

D 
1 An27"+ . … die 

Enfin > = ds est la série de terme général dont la dérivée est ah 2h. 
n 

n>0 

2.2 Fonction holomorphe 

Définition II.11. — Soit f une fonction définie dans un domaine D du plan 

complexe C et à valeurs complexes; on dit que f est holomorphe au point z0 € D 

f(2) — (20) si elle est C-dérivable en ce point, c’est-à-dire si lim existe ; on note 
220 Z — 20 

f'(2) cette limite. f est holomorphe dans D si elle est holomorphe en chaque 
point zo de D. 

Cela peut s’écrire sous la forme : 

f(2) = (20) + f'(20)(z — 20) + E(z — 20) |z — | , 

où €(z — 20) est une fonction continue qui tend vers 0 quand z — 20. 

Si z = x +iy, f différentiable en (xo, Yo) s'écrit : 

F(,0) = (ro vo) + GE (&os vo) — 50) + SE (0,0) — we) 
+e(x — zo,y — vo) ||(x — xo), (y — vo)|]. 

Of Of 
Alors f holomorphe équivaut à f différentiable et 2 +1-— = 0; cette dernière 

Ox 0y 
condition peut s’exprimer si f(x, y) = P(x,y) + iQ(x,y) avec P et Q réelles par 

ôP _ 6Q 
Ôx y 

Er _ (Conditions de CAUCHY) 

EXEMPLE 11.12. — f(z2) = e? = e*(cosy+isiny); f est dérivable par rapport à 
z dans tout le plan complexe; elle est aussi différentiable et ici P(x, y) = e cos y, 
Q(x, y) = e* sin y, les conditions de CAUCHY sont vérifiées. 

REMARQUE IIL.13. — H(D), ensemble des fonctions holomorphes dans D est 
un espace vectoriel sur € (et même une algèbre). 

Théorème II.14. — Soit à az" une série entière de rayon de convergence 
R ; alors sa somme S(2) est une fonction holomorphe dans le disque de convergence 

! Es EE et on a S'(2) =) ],>1nan2" "7. 
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Preuve : Soit |20| < R et [2] < R et z £ 2 

S(z) — S(2) 4 _ — 2ù 
ru = ÿ an E - Du 

n=0 

avec Un(z) = an(2 + 20220 + + EST LE 8 pour z £ zo et 
tel) n02 

Soit r < R tel que |20| < r et |z| <r. 

Fe n 

In ()T< lan| Da (1 20/77 < lan] Dur. =nla,|r"-l= vw. 

La série de terme général w, est convergente, donc la série 5v,(z) converge 
CO 

normalement dans D(0,r), sa somme @(2) = S'vu,(2) est donc une fonction 

continue dans ce disque d’où lim (2) = (20) existe, ce qui s’écrit 
Z—20 

ae L = D vo = S'(2). O 
Z—20 Z — % 

Corollaire II.15. — 1) Si ÿ,-9ant" est une série entière réelle de rayon de 
convergence R, sa somme est une fonction dérivable sur l'intervalle de convergence 

]J-R,+R[. 
2) Puisque S'(z) = 5}, nan"! est la somme de la série entière dérivée, on en 
déduit que S’(z) est dérivable et par récurrence que S(2) est indéfiniment dérivable. 
On aura alors : 

SP)(z) = S n(n-1). -(n —p+1)anz MPE NT —— + 0 
see ass me _ 

REMARQUE IIL.16. — Pour trouver le rayon de convergence d’une série, on peut 

chercher celui de la série dérivée (ou celui de la série primitive) si cette méthode 
apporte une simplification. 

p! dP Le n! Lee 
EXEMPLE II.17. — A2 There = —) = > nm =p)" the 

n 2? 

2.3 Coefficient d’une série entière 
Les coefficients a, d’une série entière convergente peuvent s'exprimer en fonction 
des dérivées p-ièmes de la somme S(z) à l’origine. 

CO 

SP) (2) = ÿ_n(n —1l)...(n—-p+1l)anz" ? 
n=? 

1 
Donc SP)(0) = pla, , soit a, = = LA (0) et S(z) = > 0 250 (0 0)2" 

(Série de TAYLOR à l’origine ou série de MACLAURIN de S 
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3. Fonctions analytiques 

3.1 Définitions et exemples 

Définition II.18. — Soit f une fonction définie dans un voisinage d’un point 

zo du plan complexe et à valeurs complexes; f est développable en série entière 

au point z s’il existe une suite (a,), n € N, telle que la série entière de terme 

général an(z — 20)" soit convergente pour z voisin de 2 et ait pour somme 

f(2) =, 50 An(2 — 20)". Les coefficients a, dépendent de 2 ; comme 

fP)(2) = 23" —1)...(n—-p+1)ai(z — 2)" P, On & Gp = 1 Po). 

Définition II.19. — On dit que f est analytique au point 2 si elle est 

développable en série entière en ce point. 

Une fonction f définie dans un domaine D du plan complexe est analytique dans 

D si elle est analytique en chaque point de D. 

On définit de façon analogue la notion de fonction analytique réelle pour une 
fonction f réelle définie sur un intervalle Z de R mais il y a une grande différence 

entre les fonctions analytiques complexes et les fonctions analytiques réelles. 

Une fonction analytique complexe est dérivable puisque somme d’une série entière 

(et même indéfiniment dérivable) donc holomorphe; réciproquement on peut 
montrer que si une fonction est holomorphe elle est analytique. Or si une fonction 

analytique réelle est bien indéfiniment dérivable, une fonction réelle qui est C® 
n’est pas nécessairement analytique. 

EXEMPLES II.20. — 1) Soit f : R — KR la fonction définie par f(0) = 0 
1 

et f(x) — exp{- 2} si t Z 0. Alors la fonction f est de classe C®© pour 

Ê. 1 
tout p > 0 et on a fP)(x) = e +P(=), où P est un polynôme en à Donc 

r 
RER (0) 
lims_,o f(P)(x) = 0 = fP)(0) et Less FE = 0 £ f(x), pour x non nul et 

voisin de 0. Il s’en suit que f n’est pas analytique. 

: PALE 1 2) La fonction f : D = {|2| < 1} — C définie par z — : est analytique à 
— Z 

_ 1 
l'origine, car Fr RE 

n 

3) La fonction f : C — C, z-— e7 est analytique à l’origine, car e — — . 
Rd 

On a le résultat suivant qui sera admis. 

Théorème II.21. — La somme d’une série entière est une fonction analytique 
dans son disque de convergence. 

Ce qui signifie que si f(z) — Dn>oan2" pour {|z| < R, il existe pour 
chaque 20 tel que [20] < R une suite (b,) qui dépend de zo telle que 
D _n>0 An2" = D _n>0 Pn(z — 20)" pour des z voisins de 20. 
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1 EXEMPLES II.22. — 1) — Da" 28 pour |z| < 1. Soit z tel que |20| < 1; 
ë n>0 

1 1 1 1 1 
NP D je — (2 — 20)" pour 2 Ga) ira ee Late 2)" P 

les z tels que |z — 20| < |1— 20|, a fortiori pour les z appartenant au disque de 

centre z et de rayon 1 — ||. Ici b, = = 2)" n° — Z0 

2) La fonction z + e* est analytique dans tout le plan complexe C car, pour 
_ Zz — 2)” 

tout 20 E C,on a e° = e° Reed Late 
n: 

n>0 

3.2 Fonctions développables en séries entières 

Si une fonction est développable en série entière, à l’origine pour simplifier, on a : 
f(2) = Yn>00n2" pour 2 voisin de 0 et a, = 4 f(") (0). 
Réciproquement soit f une fonction définie sur un ee de l’origine, indéfini- 

ment dérivable. On considère la série entière Le HS (n)(0)2". Deux problèmes 
se posent : 

i) Cette série est-elle convergente ? 

ii) Quand elle converge, sa somme est-elle égale à f(z) ? 
Il existe des fonctions indéfiniment dérivables dont la série de MACLAURIN ne 

converge pas (sauf pour x = (0). 
Il existe des fonctions indéfiniment dérivables dont la série de MACLAURIN converge 

mais dont la somme n’est pas f (cf. Exemple II.20). Ce problème ne concerne que 

les fonctions de variable réelle puisque si f est une fonction dérivable de z, elle est 

holomorphe donc analytique. Pour les fonctions de variable réelle, on a plusieurs 
résultats permettant de savoir que la série converge et que sa somme est f. 

Théorème II.23 | Condition nécessaire et suffisante |. — La formule de 
MACLAURIN d'ordre n s'écrit : 

f(x) = f(0) +xf'(0) + Hi (O) + en = FE) (Gn), 

f)(0) 
n! 

x” converge et ait pour somme avec 0 < 8 < 1. Pour que la série Ÿ°,,0 

f(x), il faut et il suffit que lim f®+0 (0x) = 0 pour tout x dans un 
n— 

gti 

co (n +1)! 
voisinage de 0. | 

Théorème II.24 [Condition suffisante]. — Soit f une fonction indéfiniment 
dérivable pour |x| < r; on suppose que pour tout x €] -r,+r{, pour tout n, il 
existe une constante M telle que |f"(x)| < M ; alors f est développable en série 

co fM(0) 
entière sur | —r,+r[. On a donc Vx €] -r, +r{:; PG) = > 0 le 

Preuve : Pour [x| <rona 

- (k) (n+1) Mr = >= Ot)| <-— =a 
f(x) L er (0)! = FT — FT É ( x) = (n +1)! my 1)! n+1 

et lim +1 = 7 lim = = 0. Montre que à ,>0 @n Converge donc an — 0 
n— CO An n— CO = 

quand n — co. O 
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3.3 Méthodes de développements en série entière 

1) En utilisant la formule de MACLAURIN ou la condition précédente, on obtient : 

pour tout z € C 

pour tout |z| < 1. 

Ces formules sont valables pour les valeurs réelles de z correspondantes. 

Par combinaison linéaire et par définition on obtient : 

(—1)"x?" 

(2n)! 

; (—1)"z2°+1 

(2n +1)! 

pour tout zx ER ; 

pour tout x ER ; 

pour tout xER ; 

pour tout 2€ C ; 

Cn+il pour tout x ER ; 
à ! 

z2n+1 

pour tout ze C. 

pour tout |r| <1 ; 

pour tout |z| < 1 ; 

pour tout |r| < 1 ; 

AE 

In(1 + 2) = Ù So l pour tout |z| < 1 ; 
n>1 

1 
rate S_(-1)72 pour tout |x| < 1 ; 

n>0 

Arctan x = D (-1° 
n>0 

x?2r+1 

Qn+l PO tout |x| < 1. 

Justification de In(1 + z) = re 0e a 
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SO vF(z) = #7 (—1)7- + la somme de cette série convergente pour |] < 1. On a 
1 f'(z) = D" lgnsil — ia dans le disque de convergence. On pose g(z) = exp f(2) 

: | /(2)G + 2) — g(2) g(z) a A CN is (e0)). g'(z) = f'(z)exp f(z2) " Se qui donne (+ 2} re Fa 

a 3@ = cste = g(0) = exp f(0) = 1. Ainsi g(z) = 1 + z = exp f(z); donc f(2) est une 
es de In(1 + 2). 

Soit 

2) En utilisant une équation différentielle. 
Pour trouver le développement en série entière de f,(z) = (1+z)*, à € Ron établit 
une équation différentielle vérifiée par la fonction et on cherche les solutions sous 
formes de série entière, pour a € R — N. La dérivée de fa par rapport à z est 

fe) = alt + = D fa(z) d'où (1 + 2)f2(2) — afa(z) = 0. 

On pose : D Go EG12 LE. +a2t +... 

Alors J'= a +2a22+...+ na" 1 +... 

Ainsi (1 + 2) SA nan2 LL @ D au 
n>1 n>0 

ce qui s'écrit Di ((n + 1)an+1 + (n — a)an) 2° = 0. 
n>0 

On obtient une relation de récurrence entre les coefficients, valable pour tout n > 0 

a—n 
a er n+ Er 

(œa—n)(a—-n+1)(a—-n+2)...xa(a—1) 

(n+l}n(n—-1)...2x1 
D'où An+1 — ao et ap = fa(0) + 

On en déduit : 

On remarque que si a est entier, f,(z) est un polynôme de degré n et tous ses 
coefficients sont nuls à partir du rang n + 1. 

> Pour à = —1 on retrouve la série 37,,9(—1)"2" = (1 +2) 7° 

> Pour a = —3 on obtient le développement de (1 + 2)? et en particulier 

celui de (1 — r?)-? qui est la dérivée de Arcsin x : 

1xX3x5:--2n—1 , (2n)! 
mm am PE NOTOUE, [rl < 1. ne 2 n! ‘ 2. Q@nnp2" PF el V1 a 

D'où : 
Éprmrert 

Arcsin z = > —————— pour tout |r| <1. 12 — (27n!)2 2n +1 
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4. Énoncés des exercices 

Exercice II.1 Calculer le rayon de convergence des séries entières suivantes : 

a) ÿ_iInnz” ; b) SRnv aa c) S ja hs 

n>1 n>1l n>1 

a Sn”: o nm, 1) JAM, ec; 
n>1 n>1 n>1 

(2n)! (2R in qe PE 
L: h rt er 0 ul M 

8) > Area ) 2 2n!(3n)! ) 2 Con 

p DE ri Enes D LE: 
NU ruia n>0 ne 

n? 

m) >. == ; n) SRE 0) SE nie ; 

n>1 ï n>0 n>0 

n premier 

R . (2n)! 
p) SRE : d) Ÿ_(sinn)"z 14) ÿ (nn? ua 

n>0 n>0 n>0 ; 

nm 

Vas on (—1)"n 2n 
s RER tt 2 ; u ñ ÿER; ) 2 Inn ) > ) 2 TG +snnt) 

v) à r(n)z", où r(n) = n-ième décimale de r ; 
n>1 

: n\n,n. 2n+1,. w) Din pl33 5) \222: +) 2 Fee RRENE 

y) Det aeR* : z) . ii (sin +)?" at). 

n>0 n>0 

Exercice II.2 On considère une série entière 2 >0 An?" de rayon de convergence 
R > 1. Soit R' le rayon de convergence de la série entière 5 b,z". Démontrer que 

R! > 1 dans chacun des cas suivants : 

a) bh = ao+a+:-+an, n>0; 

b) an nds D nl: 

An—1 
= = es + é PRE 

Exercice II.3 ae en série entière au voisinage de ( les fonctions suivantes 
en précisant le rayon de convergence. 

a) SG) = zEC. 
52 +1 

b) f(x) = 

c)-f(z) =1er%hecosh (z sinha), ae C' 7 EeC. 

2+7T 
n , ER. 

Nb 
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d) f(x) =m(r+v1+12), xeR. 

Or) ee ï eT dt. 

f) f(x) =In(1+x+x?), x ER. 

if ais Arctan (= É tana), a £ 3 + kr. 

h) f(x) = (sinx sinhz)’. 

Exercice II.4 Soit f, la fonction définie sur R par fa(x) = (x + V1+x2)°, 
où à € R'. 

a) Calculer f!, f{ et en déduire une équation différentielle du second ordre vérifiée 
Dares 

b) On suppose qu’il existe une solution de l’équation différentielle y = Route 
développable en série entière. Déterminer une relation de récurrence entre les 

coefficients a, et en déduire l’expression de a, selon la parité de n. 

c) En déduire le développement en série entière de f.. 

Exercice II.5 Soit f(x) = (Arcsinx)?. 

a) Trouver une équation différentielle vérifiée par f. 

b) En déduire le développement en série entière de f. 

@ Exercice II.6 On pose f(z) = acithens"} EC: 
| 2+cosz 

a) Démontrer que f est développable en série entière au voisinage de 0. On écrira 

JG) = D n>0 An2”. 

b) Calculer ao, a1,a2 et a2p+1 pour p > 1. 

c) Donner une relation de récurrence permettant de calculer les a, pour n entier 
pair ; en déduire @. 

d) Calculer le rayon de convergence de cette série entière. 

Exercice II.7 Soit f la fonction de la variable réelle x définie par : 

2 08 (©). Lee cos (+) 

a) Démontrer que f est développable en série entière au voisinage de 0. 

b) Calculer les coefficients de la série entière. 

c) Calculer son rayon de convergence. 

Exercice II.8 On considère l’équation différentielle 

(E) : (1+z+z°)y +(2r+1)}y=0, avec y(0) = 1. 

a) On suppose que (E) admet une solution y développable en série entière au 
voisinage de 0, y = D _,,-0 Ant". Calculer &o, 41, 42, 43, &4, 45 et G6. 

b) Donner une relation de récurrence permettant de calculer a,. En déduire a;. 

c) Calculer le rayon de convergence de cette série entière. 



64 SERIES ENTIERES 

d) Déterminer la fonction somme de la série entière. 

Exercice II.9 On considère l’équation différentielle : 

(E) (1— x“ )y — 4xy = 0. 

a) On suppose que (E) admet une solution y développable en série entière au 

voisinage de 0, y = ÿ,-oant". Calculer a1,a2,a3,as et as éventuellement en 

fonction de &o. 

b) Donner une relation de récurrence permettant de calculer a, . 

c) En déduire a, selon la parité de n et le rayon de convergence. 

d) Déterminer la fonction somme de cette série entière. 

Exercice II.10 On considère l’équation différentielle : 

(E) z?y" —2xy +(2—r°)y=0, avec y(0) = 0 et y/(0) = 1. 

a) On suppose que (E) admet une solution développable en série entière au 

voisinage de 0, y = ÿ:,-0ünt". Calculer ao, a et as. 

b) Donner une relation de récurrence permettant de calculer les coefficients a. 

c) En déduire a, en fonction de n et le rayon de convergence. 

d) Exprimer la somme de la série sous forme de fonctions élémentaires. 

Exercice II.11 On considère l’équation différentielle : 

(E) (1— xt )y — 27%y = 0. 

On suppose qu’il existe une solution de (E) développable en série entière’ au 
voisinage de 0, soit y = ÿ_,-0 Ant". 
a) Calculer a1,a2,a3 et &4. 
b) Donner une relation de récurrence permettant de calculer a, suivant les 
différentes valeurs de n et donner l'expression de a, en fonction de n et 
éventuellement de &o. 

c) Calculer le rayon de convergence de cette série. 

d) Déterminer la somme de cette série entière. 

æ& Exercice II.12 Déterminer les solutions développables en série entière de 

(E) t(t+2)y +(x+1)y=1 

et exprimer la somme de ces séries entières sous forme de fonctions élémentaires. 

Exercice II.13 Soit 

(E) x(1+x°)y —2(1+x?)y—x$ =0, avec y’(0) = 0 

une équation différentielle dont on cherche une solution y développable en série 
entière au voisinage de 0, y = ÿ),-9 nt". 

a) Calculer ao, a1, 42, az, aa et EP 

b) Donner une relation de récurrence entre les coefficients et en déduire de 
c) Calculer le rayon de convergence. 
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d) Exprimer la somme de la série sous forme de fonctions élémentaires. 

Exercice II.14 Soit 

(E) x(1—x")y"+(1-—2x?)y +277 =0, avec y(0) = 0 

une équation différentielle dont on cherche une solution y développable en série 
entière au voisinage de 0, y = ÿ},-9@nt". 

a) Calculer ao, a1, a2, az et aa. 

b) Trouver une relation de récurrence entre les coefficients @,. 

c) En déduire a, selon la parité de n et le rayon de convergence. 

d) Calculer la somme de la série sous forme de fonctions élémentaires. 

Exercice II.15 Soit w € R* donné. 

a) Calculer le rayon de convergence des séries entières suivantes : 

5 CnPar Fr Le > alu nt Cv (non 
rl (2n)122n-1 a Jam 

b) Étudier, quand cela est possible, la convergence de ces séries aux bornes de 
l'intervalle de convergence. 

[B] On considère l’équation différentielle du second ordre 

(E) y" + w?y = 3w? cos? un » avec y(0) = 4 et y/(0) = O. 

On suppose qu’il existe une solution de (E) développable en série entière au 

voisinage de 0, soit y = )',-0 nt". 

a) Calculer ào, a1,a2 et as. u 

b) Donner une relation de récurrence permettant de calculer les coefficients a, et 
donner l’expression de a, en fonction de n et de w. 

c) Déterminer le rayon de convergence de la série entière solution de (E). 

d) Exprimer la somme de cette série à l’aide de fonctions élémentaires. 

e) Retrouver ce résultat par une intégration de l’équation différentielle (Æ). 

f) Déduire de ce qui précède la somme des séries 

nr?r 1}r22r en), i 1 

be 2 os > OÙ = + 2 CID mnényi dpt n DER 
Exercice II.16 Soit u et z des variables complexes, avec u £ 0. 

1 
On pose f(u, z) — LL ; 

a) Démontrer que, pour u fixé, f admet un développement en série entière de 

la variable z, noté f(u,z) = ÿ},>-0@n(u)z" et calculer les coefficients a,(u) en 
fonction des racines & et 8 (distincts ou non) du dénominateur. Calculer le rayon 
de convergence R(u) de cette série entière. 
b) De façon analogue, démontrer que f admet, sauf pour certaines valeurs de 

z que l’on précisera, un développement en série entière de la variable u, noté 

f(u, z) = X, 50 bn(z)u" et calculer les coefficients b, (z) et le rayon de convergence 
R(2) en fonction de z. 
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On pose g(u, z) = (1-— 2?)f(u,z) = 5,0 cn(u)z" car g est développable 

en série entière de la variable z. E 

a) Calculer co,c1 et donner une relation de récurrence entre les coefficients. En 

déduire que c,(u) est un polynôme en u à coefficients entiers. 

b) Calculer c, en fonction de a et G. 

c) Calculer le rayon de convergence de cette série entière. 

1 n 

@ Exercice II.17 Pour n entier > 0, on pose an = | He du. 

a) Calculer ao et 1. 
b) Trouver une relation de récurrence entre a et an-2. 

c) En déduire a, selon la parité de n. 
d) Calculer le rayon de convergence de la série entière 

S(x)= 9 (n+ ans”. 
n>0 

1 1 
= ——— dd On pose F(x) {: Qi —zu)@+u) u 

a) Déterminer les réels x pour lesquels l’intégrale définissant F est convergente. 

b) Calculer F(x) sous forme de fonctions élémentaires. 
c) Démontrer, en justifiant les calculs, que F(x) = S(x). 

Exercice II.18 Soit x un réel fixé. 

a) Montrer que les fonctions suivantes 

2 _ 7 

ee L 

e?T — e? Z € 
fi —————, fit et fs:2— 

z e? — 

sont développables en série entière au voisinage de 0. 

b) Montrer que les coefficients du développement de f3 sont des polynômes en x 
dont on précisera le degré. 

c) On pose f3(z) = DÈQu() 
n>0 

Montrer que les Q, sont des polynômes tels que, pour tout p entier, 

Qn) = Let (p 1)" 
et que cette relation détermine de façon unique les polynômes Q,. 

@ Exercice II.19 [Examl Soit & un nombre réel DONNE On considère la suite 
(un)n>o définie par : 

n 

= l Cu a Ù Ux-1un-k pour n > 1 

Kk=1 

et l’on désigne par S(z) la série entière 37,0 Un". 

a) En supposant le rayon de convergence de S(z) non nul, comparer dans le disque 
de convergence les séries zS2(z) et S(z). 

1 — (1 — 4az)? 
z 

b) Développer en série entière la fonction T(z) = 

de 0 et déterminer le rayon de convergence. 

au voisinage 
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c) Déduire de ce qui précède l'expression de S(z) et son rayon de convergence. 

d) En déduire la valeur de u, en fonction de n. 

e) Pour quelles valeurs de a la série (u,) converge-t-elle? Quelle est alors sa 
somme ? (On étudiera aussi la convergence pour les valeurs limites de @) 

& Exercice II.20 Soit f une fonction holomorphe dans le disque D(0, R) de centre 
0 et de rayon R; f est alors développable en série entière en tout point z de ce 

disque; on appelle R(20) le rayon de convergence de cette série entière. 

a) Démontrer que l’on a les inégalités suivantes 

R- [20 | S R(20) < R + l20| : 

Donner une interprétation géométrique de ce résultat. 

b) Démontrer qu’il existe au moins un point z du disque pour lequel 

R — |zo| = R(20). 

En déduire que f a au moins un point singulier sur le bord du disque de 

convergence. 

@ Exercice IIL.21 Soit f(x) = ÿ,-04nt" la somme d’une série entière de rayon 
de convergence R. On suppose que la série converge pour x = R. Montrer que f(x) 

a une limite / quand z — À, x < R, et que ! = Ds dit 
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5. Solutions des exercices 

In(n +1) 1 
Exercice II.1 a) Re lim = het Re 

n— 00 

1 

b) == lim (nv) = lim a exp = let R= 1 
n— 00 

1 € (0" nn) La 
c)2=,limn n = lim n exp { (— 1) — = }=1etR=1. 

2 

n sip=n? 
d) Les coefficients de cette série sont définies par a, = DE 

0" sp£n 

D'après la formule d'HADAMARD, on a : 

1 k 1 ; n 
— = lim sup |a,|? = lim (n° )r7 = +o donc R = 0. 
R p— oo n— 00 

no: 2 , Û ner sip=n 
e) Les coefficients sont donnés par a, = : 

0 sip£n 

1 1 l Inn)? 
— = lim (EE — lim exp (==) =detR LL 
R n— 00 n— 00 n 

2(—1)"+1 a k sa fe 1 em) 
cyientn|e PASSE Sea MR, lim |—242| = |k] si |k] Z 1, 

ee lKl Pol? k|” Pc ]|asp+1 

a |k in : ins 1 > 
la suite ( 2H) n’a pas de limite. Par contre |a, |” = — — Hi quand n 

n 

tend vers +oo donc R = |k|. 

5 Ant1l (2n + 2)Inln° __ (2n +2)(2n +1) y 4 

an |  (2n)!(n+1)! FRE _ (n+1)(n+1) + SOFTTEE @a+1r 

avec (142) = exp{nm(1+ et n(£- 5 +o(s) ))} —e, 

Fe. 
e 

quand n — co; d’où lim “Æ eR =: 
n— 00 An 4 

NÉE (2n + 2)n!(3n)!2"(n + 1)27+2 
2e (2n)!(n + 1)!(3n + 3)!2%+1n2r 

___ (2n+2)(2n+1)(n+1) Ed) NE D 
M+DGn+3)Gn+2)n+0)2U n ) “2llit =) | 

ds tn (el 20e 
n— 00 An 2 2e? 

i) On a CZ, = pue donc Let (m+1))/(n) | (+1)? 1 3 
‘e } An (2n+2)!l(n!}?  (2n+2)(2n+1) 4 

: An+1 , 
lim |— AE: d'où'R=4 
no | An 4 

A ler). nn FSU J_n .+ Jai 
ÿ) An Vn+T+(-1#1 RE) £f dim [et = 1 donc R = 
On peut étudier la convergence de la série sur le bord du disque de convergence, 
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c’est-à-dire la PoneEonce de la série numérique obtenue en prenant z = e‘° : 
(— l)'e in 

ua (0)= Nour série qui ne converge pas absolument. 

à ns (—1)"ei"? ” er (8+7) HE 1)" 1 

n(8) Ve Eee Vn C on = +o(= —)) 

» ein(8+x) ein . eme x) . o 1 ) D 8 

TH Vn . æ nÈ — An n + Yn: 

D Yn converge absolument; Sa, et 5 B, sont des séries semi-convergentes 
(Théorème d’ABEL) à condition que 0 # 0 et 0 Æ x; pour ces valeurs > a, 
diverge (0 = x) ou > PB, diverge (0 = 0). 

Conclusion : La série converge sur le cercle de convergence {|z| = 1} sauf aux 
points z = 1 et —1. 

0 sip£n? 1 
k) On a a, = re donc F1 limsup,,_, |apl? = limy_o(n!)"7. 

n! sip=n 
On trouve cette limite en utilisant un équivalent de n!, pour n très grand, 

n! = n'e"/2rn (Formule de STIRLING) ; on obtient R = 1. Pour éviter d’utiliser 
cet équivalent, on revient aux méthodes des séries de fonctions en calculant la 

limite de : 

CEE Ne 
n!|4" 

TC )| = O si [21 < 1 

+00 si [2 > 1 
La série entière converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1 donc R=1 

Un+1 (2) 

22(2) 
= (n+ 1) LME x 

d’où im 

0 sip£n! 1 4 1 Va 
Das < "1 , et FR = iMSUP; 00 la, |? = lim, (5) “| 494) 

— sip=n! ! 
n! 

1 + 

m) On a d= { n sip=netn premier . Le lim PRE =thm (5) "=1 
O0 autrement " R po Ne A 

. 21" n? 2 . 

et R = 1. On peut aussi remarquer que = < |z]° dont la série converge si 

1  Rt 
l2l <1et R>1;pour z=1, )} — est une série divergente; donc R £ 1 et 

n Drctiee 

par conséquent R = 1. 

! 
n) At LE = Yn+1; donc R = 0. 

An 

Ê are 
0) ap = 

Osip£n? 
. Pour ne pas utiliser un équivalent de n!, on revient aux 

séries de fonctions en calculant re SR TE 
u1(21 

une) 
Donc lim 

142|<1 
= Ê F ll et on en déduit que R — 1. 

+oo si [2] >1 
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P) 4 = de & è k à à = limsup,_, > la,|? = lim 2e Let R= 1. 

d) lan” = |sinn|, suite qui n’a pas de limite, mais Le limsup, lan |” = let 

R = 1. On peut aussi remarquer que |(sinn)"z"| < |2/"; donc R>1et,siz=l1, 
la série ÿ (sin n)" diverge. D'où R < 1 et finalement R = 1. 

r) Pour éviter d’utiliser un équivalent de n!, on revient aux séries de fonctions : 

Mnen(s)] — Cn+2Mm Le. HP 
un (S) ((n +1)!)2(2n!) 

si |2[° > 4; donc R = 43. 

s) On peut remarquer que et : Inn donc a, = 1 et R = 1. On peut aussi 

png ere 

mfn+1) (+5+..+12 

. La série converge si |2l° < 4 et diverge 

: a È 
écrire |—"? — 1, quand n — oo. 

nr 

Lip =2 : pe 

L nn É NY 2 = limsup,_ lapl* = = lims_, 1 Ron 

& Un+1(2) | LP : + 1)!(n + sin n0)" = af (n +1}n" 
LASUND (n +1) +sin(n + D (n +1)7+1 

pr [UrH1() “pee 1 _ d’où Jim ET = |2 Jim G+ - On en déduit que R = ,/e. 

v) (n) FI < 912" et 2" converge si |z| < 1; donc R > 1. Pour z = 1, 
ÿ_r(n) est une série divergente; donc R < 1 et finalement R = 1. 

w) 2 = lim |(sinr(2 +4/3)7)" *. Par la formule du binôme : 

(24 V3)" = D CÉ(V3)2" TE et (2 — V3)" = 32 CÉ(-1) (V3) 2-5; d'où 
k=0 k=0 

G+Va)"+(2- Va" = D OH(+(-D(VIHAE = > Cha )a TE 2 2N, 
k=0 k=2p=0 

où N est un entier strictement positif. On en déduit que : 

sin (2 + V3)" = sin(27N — r(2 - V3)") = - sinr(2 - V3)". 

D'où |sin (2 + v3)"| = sinr(2 — V3)" = x(2 — V3)" car 0 < 2 — 4/3 < 1; par 
conséquent lim, _, [sin x (2 + v3)"| = 0 et R = +oo. 

n+l Un+1(2) 2 : Un+1(2) = 

# Un (2) 2n +1 als no Un (2) id YA 

n :, _"n+1) 1 a" sip= —— 
v)1+240+n= HD), donc a, = © : 

: 2 
. 1 a 2n 

et = limsup,_ lapl? = lim, [al "D = a? et R=a 2. 

z) an = J, (sint)?" dt; on établit une relation de récurrence : 
T 

An =| (sin t)?""1 sin t dt = [- cos t(sin +)? 1o+ +(2n — 1) se (sint)?"2 cos? t dt 0 

= (2n — 1) ['eno-0 — sin? t) dt = (2n — 1)as_1 — (2n — la, ; 
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se n —]1 | 
d'où a, = 5 Gn—1, pour n > 1. Il est inutile de calculer a, car : 

L : / 2n — 1 
FR = Jim || = Jim | = let R = 1. Toutefois on trouve facilement 

n— 00 An n— OO 

3.5---(2n — 1) (2n)!r 
An = — 

4...(2n) ! — (2n} 

Exercice II.2 On sait que : 

(2 anz ei 2 CANNES “5 GCn-p}2 et Pace min(Ri;kRc). 
n>0 p=0 

aJOnAurat( Dia, 21)(22 cr) DT os a)2" si, et seulement si, c, = 1, pour 
n>0 n>0 n>0 p=0 

tout n; donc eo C2" = D n>0 2" de rayon Ro = 1; d’où R’ > min(R,1) = 1. 

Done 0 az) — 0) na,z !,pourl:|< A, et: 
n>0 n>1 

(Zn +1)an#12")(2 27) = D (ai +2a2+-.:+(n+1)anr1)z" 
n>0 n>0 n>0 

donc R’ > min(R, 1) = 1. 

1 

n 
# e Z 

c) La série ÿ_,., — a pour rayon de convergence 1. 
An 

Cru 2n)S = = de (+ 5 ++); donc R’ > min(R, 1) = 1. 
n>0 n>1 n n>1 n n—-l 1 

Exercice II.3 a) On se ramène à des développements en série entière connus : 

= ÿ[ u" avec R = 1. En décomposant f en éléments simples : 
1l—u n>0 

2 3 
62? —5z2+1—(2z—-1)(3z2—1) ; d'où DR 

> Pour |z| < 42 Done dois = =) 22, n R: haie 
DNS 2 

n>0 

> Pour PR ET OR MR EUR RE pin 
les 4 1 — 32 rs ! 3 

1 
fe) = D (EM — 274 1)27 avec R; = min(R1, R2) = 3 ar R1ZR. 

n>0 

b) On utilise In(1 — u) = — DT Sa Ris La f(r)siinè(iee 2) — In(1 — x), avec : 
n>1 

nf)" n -2 
n>1 

mfi-z)=-3 2", Hs 
n>1 

D'où f(x) =In2+ 5 (1+(-1)"-12-*) et Rf = min(R1, R2) = 1, car f est la 
n>1 

somme de deux séries de rayons distincts. 
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zsinh a LL eZsinh a 
c) f(2) — eZcosha (: $ ) . CE + e%£— 

OO 
a\n —a\n u" 

> (ce )pataens)e en sachant que e“= ) — avec R=+00, 

n! | on n! 
n>0 

y | = ( UE See 

n: n: 
n>0 n>0 

Ainsi f est le produit de deux séries entières de somme e*%h& et cosh(zsinh a) de 
rayons respectifs R1 = +oo et R2 = +oo. Comme À}; > min(R1,R2), Rf = +oo. 

+ = 

d) f(x) = = - LES et on utilise le développement du binôme : 
T+VI+z Vl+z? 

a(a (a—-n+1) u" 'É 
(US PSS DEEE, R=1. 

n>1 

1 CE SUR LE 1)"(2n)! 2» 
ER re Gé en Re 

TZ —1)"(2n)! x?" 1 

he= Î HOLE De D : R = 1 (série primitive). 
n>0 

e) On cherche une équation différentielle vérifiée par f. En calculant sa dérivée 

/ x? j 2 x? z? 

f(x) =-Tte FT | eTdt+e T(eT)=-xf(x)+1 
0 

on cherche les solutions séries entières de y” + xy = 1, avec y(0) = f(0) = 0 et 
J = DUR ORa V0) = (0) = Te! 

n>0 

D. nant" =} + 26 arr L=(— Dn>0 Ant”, série entière dont tous les 
coefficients À, sont nuls, en particulier, on à Ü = 4, = (n + 1)an+1 + an-1. D'où 

la relation de récurrence ay}1 = _. valable pour tout n > 1. Selon la parité 

de n on obtient : 

G2p—2 ; A2p — op 4 comme ao — 0, a2 est nul et par récurrence a2p = 0; 

A2p-1 P a (2Pp! ) a = ——— —= (— —_————————— — { DRE re 
SORT 2 (2p+ 1)(2p — 1)->3 AS (2p +1)! 

; 1)P2P 
D'où f(x) = ». D » ne zP#1 de rayon de convergence +00, car f est le produit 

p>0 

de e- 37° (de rayon R1 = +) par la primitive de e2” (de rayon R2 = +00): 
donc Rÿ > min(R1, R2) = +oo; On remarquera que l’imparité de f était prévisible 
puisque f est le produit d’une fonction paire par une fonction i impaire, à savoir la 
primitive d’une fonction paire. 
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2x +1 1 1 44 ! . d 43 : .T 

IPS Tera 35 Nr avec j = 5 + = exp (2e) 
pe Us E = |. 

n>0 

1 1 1 1 
D ———— US A ar Es n 

OS A0 Dane Gr + 5) 
Eve Se -2jr (n+1) De (+1) 27 = —2 cos ECS D }e 

n2>0 n>0 

On utilise - 

aux cos 2T on 1 
D'où f(x) = 2N —# 3 _ ) z"t}, car f(0) = 0. Ry > min(1,1) = 1, comme 

n>0 

3 n’est pas continue au point x = j, Rfr < 1 et finalement R};' = 1 = Rf. 

g) fa est dérivable sur R — {—1}. 

2 
f! Ce (z+1)2 tan a + sin 2a ” sin 2a 

a 1 + (5)? tan2a l+2xcos2a+x? (1+re2i)(1 +re-2ia) 

— sin 2@ L + 1 
= (Lesta)(t+retie)... (li etie)(1+ zeste) 

: Te e?ina er2ina 
= sin 42250 æ Ur + . 

de D (-1)"2" e (Poe Re ni Con) Le CONTI (CR I e #à) 

le To 2—2cos4a 

= Ÿ_(—-1)"z" sin2(n +1l)aet Ry =1 
n>0 

ainsi : 
2(n +1 fe) = Dy EH Dent car fa(0) = 0 ét Ry = Rye= 1. 

n>0 

LE) — ;û — cos 2a)(cosh 27 — = 7 (1 + cos 2x + cosh 2x — cos 2x cosh 27). 

Or a : 
24P r4P 

cos 2x + cosh 2x — _ 
2x _ 
RU + 2 

ges 
cos 2x cosh 2x = 1e Les) (eT er 2€) 

ne. g (e2#0+5) + e27(1—i) +er2r(1+i) Pr or) 

F il à PR (ou + 0e DD ++ (1) 
n>0 É n>0 

=> a (ARE Q = 9€]. 
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Compte tenu que (1+ä)?P + (1— 1)? = 2PiP(1 +(—1)P), on a: 

E 6q 4 24% 269 749 
cos 2x cosh 2x = > = ÿ_ (1) — 

qg=0 (4 )! g>0 (4)! 

D'où 

1 _ 4k+1 + _1)4196k] © = 
T HET 2 or GR) 

LS poan+i k+196k) 7°" =D (2-7 sd nr pi rs 

Comme f est le produit des fonctions sin? x et cosh? x, dont les développements en 

série entière ont un rayon infini, on a : Rf > min(R1, R2) = +00; donc Rf = +oo. 

a(x + V1+72) a 
Exercice IL.4 a) f{.(x) = ORNE ER = re 

V1+ 72 V1 + x2 
Horse ax fa(x nf. 

Flo) et NS Ainsi : (1+z?)f! +zfi — of, = (0 et 

latti=T=)s me 

bJ'Oves (IS nn Last PEN" nan ot 0 
Ce qui entraîne que tous les coefficients de cette série sont nuls. C’est-à-dire 

2e 
(n+2)(n+1)an+2+n(n-1)an+nan-a?ar = 0, soit an+2 = Re (n >0). 

1 
On en déduit : ao = fa(0) = 1, a1 = Gr f:(0) = a et suivant la parité den : 

> pour n pair, n = 2p — 2 (p € N*) on trouve 

a Cet CP" 2) gite HÉPRRENEE AR) 
Fo it (2)(2p — 1): x 3 

as 
= Toi Ut — (2p — 2k)?] ; 

> pour n impair, n = 2p — 1 (p € N*) on trouve 

ain scoies (pes) (= Cas (00 
Ho pEDEN OT (2p +1)(2p..-2 ai 

== ST LIEGE & (2p — 2k + LÈr 

42p 

G2p-2 

A2p+1 

G2p—1 

C) fa(x) = 1+ar +3), ant" avec les a, ci-dessus. Puisque et 

An+1 convergent vers 1, on déduit que la suite 

R = 1. 

converge et a pour limite 1; donc 
n 

Exercice IL.5 a) On cherche une équation différentielle linéaire. En calculant : 

2 Arcsin x 2 x Arcsin x Tee 1 ee bee ZT ; 

FO PO RS 
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on obtient l’équation différentielle : 

(1—z°)y"-xy =2, avec y(0) = f(0) = 0, y/(0) = F'(0) = 0. 
b) On pose y = DU az” et on remplace, dans l’équation différentielle, y” et y” 
par les séries dérivées. On obtient : 

(1 — x?) VX n(n—1)axz" ? x À nantes Le 2 =0 ; 
n>2 n>1 

5e n(n — lanx"? _— 3 n(n — 1)a,xz" — > nant” — 2 = Re Arr —= 
n>0 n>2 n>1 n>0 

Il s’en suit que tous les coefficients À, sont nuls. C’est-à-dire : 

Ao = 2a2 —-2—0 et ,pour tout n > 1, À, = (n + 2)(n + l)anz2 — n°an = 0. 

2 n 
Ce qui donne la relation de réc é Æ ————— >) q urrence : An+2 miDnT D (n > 1) 

0 
Puisque a = f ) — 0, on obtient par récurrence a2,+1 = 0, pour tout p > 0. 

Par ailleurs : 

Pen _ Cn'(p-2).. (2) 
PTE (2p+2)(2p+ hs "OP F2) re 

2 
———— {2 our tout p > 0 = @+2 Ppl)* (p p > 0). 

2(2Pp!)? 
Ainsi f(x) =" >| POP) va. En effectuant le quotient de deux termes 

consécutifs dans cette série, on trouve x? me : de limite x?, donc le rayon 
2p 

est (AR? = 1). 

Exercice II.6 a) On cherche les pôles dans C de f. En posant u = e’’, l'équation 
24 1 

cosz — —2 devient se L — —2, Les racines du trinôme u? + Au + 1 sont 
u . 

u = -2+ V3 7 =u = 4 =(2k+1)r -iln(2- V3), keZ 
D'ou ss. : 

u2 = —2 — V3 eZ =u > % =(2k+1)r —-iln(2+4V3), keZ 

On a min { 241, 1241} = 1201 = 172 +1n?(2 - V3). La fonction f est dérivable 

dans le disque D(0,|26|), donc holomorphe; elle est par conséquent analytique 
dans ce disque et développable en se entière au voisinage de 0. 

Zèn 
On peut aussi invoquer que 2 + cos z = 2 + »=,s0t" 1} En) n)i est une série entière 

Î $ < 
qui ne s’annule pas en 0, donc ————— est développable en série entière. 

2 + cos z 

b) ao = (0) = 3; on a, si on suppose que f(2) = PE AnZ”, 

(Eur) (+ LEE) =: 
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le terme constant dans ce produit est ao(2 + 1) = 1; on retrouve ao = 3 

Le coefficient de z est 2a1 = 0 donc a1 = 0. 

Le coefficient de z? est 2a2 — % = 0 donc a2 = +. Le coefficient de pn4 l'est : 

ai(—1)""1 a2(—1)""2 

PNR Un NE AE IS 
On Di Dean CES 

On voit donc sur cette relation de récurrence que a1 étant nul, a3 est nul et par 

récurrence &2n_-1 = 0, ce qui était prévisible puisque f est une fonction paire. 

4 Œl'a (—-1)°" a2 
(2n)! (2n — 2)! 

Cette relation de récurrence permet de calculer de proche proche les coefficients, 

en particulier 3a4 = 32 — 7100 == 3 et aa = RTL 

c) Le coefficient de 2?” es +... + 3a2n = 0. 

d) On a R = |26| pour des raisons de continuité. 

Exercice II.7 a) et c) f est le produit de deux fonctions développables en série 
entière donc est développable en série entière et le rayon de convergence R} est 

supérieur ou égal au minimum de celui de la série représentant e zVE soit +00, 

et celui de la série représentant cos(?), soit +co; par conséquent R; = +00. 

Lhy(n = e-TViRe(exp{iz}) = Re(exp{r(—1/3 + 2)} = Re(exp{re' }), avec 

exp{ret* } = Dn>o mexp{gimn} x", d’où les coefficients (a.) de f sont données 
par an = Re(exp{ T2 }), soit en détaillant : 6 

D ep mL LL ep 2 
DU (Op)De- PP N'a RE 2 

Fe CU 
AGp+3 — De AGp+4 — 2(6p + 4)! 5 AGp+5 — (Gp+5)! 

Exercice IL8 a) (1+x+127°7) 3 nasz" !+(1+2x) 5 ax" = 0. Et 
n>1 n>0 

>” ant De ant" + + nanT'TT+ de AP: +2 > art: D. A,t" =0 
n>1 n>1 n>1 n>0 n>0 n>0 

En écrivant que tous les coefficients À, (n = 0,... ,6) sont nuls, on obtient : 

Ao = & + ao = 0 donne a = —1, car ao = y(0) = 1 ; 
A1 = 202 + 2a1 + 2ap = 0 donne a2 = 0; 
A2 = 3a3 + 2a2 + a + a2 + 2a1 = 0 donne a3 = 1 ; 
A3 = das + 3a3 + 2a2 + a3 + 2a2 = 0 donne a4 = —1; 
A4 = 5a5 + 404 + 3a3 + a4 + 2a3 —0 donne as = 0 ; 
A5 = 6a6 + 5a5 + 4a4 + a5 + 2a4 =0 donne aç = 1. 

b) A, =0=(n+1)an}1 + nan + (n — 1)an_1 + an + 2an-1, soit : 
An+1 = —(an + an-1) (n > 1). 

Les résultats du a) montrent qu’il faut envisager les cas n = 3k + pikENet 
p = 0,1,2) et en déduire les coefficients par récurrence. 
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Connaissant les coefficients az = 1, G3k+1 = —1 et a3xy2 —= 0, pour tout 
k =0,1,--:p, on calcule : 

A3p+1 — —(a3p + a3p_1) = —1 ; 

@3p+2 = —(a3p+1 + Q3p) = 0 ; 

| G3p+3 = —(a3p+2 + a3p+1) = 1. 
1 & 

c) Pr limsup,,_, lan[” =; donc-R = 1. 

d) L’équation différentielle : 

y 2x +1 fs k k 
— = ——@ ÿCO = ———— = e Ir mme solution y an avec Ole 

1 1 n D'où f(x) = his Ù Ant”, avec rayon de convergence R = 1. 
n>0 

Exercice IL.9 a) (1-— x“) >: nant"! — 4x > ar = 
n>1 n>0 

> nant" > nant + — 4 > anttti = > At" = 
n>1 n>1 n>0 n>0 

Tous les coefficients À, étant nuls : 

Aÿ = @=0$ 

A1 = 2a2 — 4ap = 0 donc a2 = 24 ; 

A2 = 3a3 — 4ai = 0 donc a3 = 0; 

A3 = 4a4 — 4a2 = 0 donc a4 = @ ; 

A4 = 5a5 — a — 4a3 = 0 donc as = 0. 

b) An = (n+1l)an+1 — (n — 3)as_3 — 4an-1 = 0, pour tout n > 4. Ce qui donne : 

(n + ljan+1 = dan-1 + (n — 3)an-3. 

c) Suivant la parité de n : 
> Pour n = 2p, on a (2p + 1)a2»+1 = 4a2p+1 + (2p — 3)a2,-3. Par récurrence 
comme &1 = 43 = 0, on en déduit que as = 0 et facilement que a2,+1 = 0. 

> Pour n = 2p — 1, on a 2pa2» = 4a2p-2 + (2p — 4)a2p-4. D’après l’hypothèse 
de récurrence entre les coefficients a2x = 2ao (k = 1,...,p — 1) on obtient la 

relation 2pa2, = 4(2a0) + (2p — 4)(2ao) = 2p(2ao) d’où a, = 240. 
1 d : d: : 
— = limsup, _,,… lanl”" = lim |a2,|?# = 1 en supposant ao À 0. (si ao = 0, tous 

n—00 

les coefficients sont nuls et y = 0.) 

2x? 1+7? 

d)ÿ=@(1+22,>077) = a0(1+ 5) = 0 — 3: 
On peut aussi intégrer l’équation différentielle : 

y. Art 1 1 É 2T 

DUT ESMIE ZT Liz l+2 

l Él=n— In —— +In(1+z =nite ; 
F le [1 ce [1 +xl ( ) do 
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1+7? 
d'ou pour t|<1,9— k: T3 avec K"=4Y(0) = 00: 

Exercice IL.10 a) (E) devient, en remplaçant y, y’ et y” par les séries : 

S n(n—1lanz" —2 de Nant" +2 > > Ant" — de nur à Ant" = 
n>1 n>1 n>0 n>0 n>0 

Par hypothèse ao = y(0) = 0 et a = 0 = 1. Comme les coefficients sont nuls : 

A2 = 2a2 — 4ao + 2a2 — ao 0 donc a2 est indéterminé ; 

1 
A3 = 6a3 — 6a3 + 2a3 — ai = 0 donc a3 =: 

b) À, = n(n— 1)ar — 2nay + 2an — an-2 = 0 donc a HER (n 249): n nm n n n—2 n (n De 1)(n a 2) 

c) Suivant la parité de n : 

&2p—1 a3 1 
a re Sos Se 0e = pGr-D  CnCP-D + Ci 

À G2p—2 À. a2 L. a2 (p ) 

#7 G@p-D@p-9 C@p-D@p-2:2 (2-1) 
by 

Si on suppose que a £ 0,ona + = = lim . = 0 donc À = +o 
n 

Si a2 = 0, on a + = Rae Qi = Jim ail = = 0 et R = +oo. 

d) f(x Len — " pe j Hesse 
p>0 

Exercice II.11 L’ ads (E) s'écrit : 

> nr > nanz"+$ — 2 > ant +3 = > A,z" = 
n>1 n>0 n>0 n>0 

a) Tous les coefficients étant nuls : 

Ag 0 aux 

Ay= 202 = 0 : 

AP= Sa 0: 

A4 = 4a4 — 2ao = 0 dobc as ue =Ù0: 4 
2 

n —]1l 
b) An = (n + 1)an+1 — (n — 1)an-_3; donc an41 = AT jon-s (n > 3). 

On considère les cas n = 4p, 4p + 1, 4p + 2, 4p + 3 et on utilise un raisonnement 
par récurrence. Connaissant a1,a2,a3 et a4 on trouve : 

(4p + 1)a4p+1 — (4p — 1)a4p-3 = 0 donne Gap+1 = 0; 

(4p + 2)a4p+2 — 4paap-2 = 0 donne a4p+2 = 0 ; 

(4p + 3)aap+3 — (4p + 1)a4p-1 = 0 donne a4+3 = 0 ; 
&S 4p +2 2p +1 (4p + 4)a4p+4 — (4p de 2)@4p =0 donne AA(p+1) = Ap+4 4 = 2p + 2 44 

k 2n —1 (2n — 1)(2n —3)-..5 x 3 (2n)! D'où Gan = ———G4n1) = Ti lon 0 ; Qne + ET {on)On A TO 
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GA(p+1) 
Gap 

= lim c) 7 Jim = 1; donc R = 1. 

On peut aussi écrire De lim sup, _, lan[* = limn_ aan | DL 

d) On intègre (E) : 

y 2x3 
= — ; d'où y= ar lai d pour |x| < 1. 

ao 

dl 

Exercice II.12 (E) devient x(x + 2) L nant" + (+1) D ax" —1=0. 
n>0 

>s na," tà.+2 D NanT" + ÿ ac" tt ds Ant” — 1 = > An" = 
n>1 n>1 n>0 n>0 n>0 

Le calcul donne : 

Ao = ao — 1 = 0 donc & = 1 ; 

A1 = 2a1 + ao + a1 = 0 donc a =; ; 

= (n —1)as-1 + 2nan + an-1 + an = 0. 

n 
D'où u a, = Ton itn-1 (n > 1). On en déduit que 

= (—1)}"n! : Fe (—1)727(n!)? 

Fig (2n +1)(2n—1)-:.:3.1  (2n+1)! (20) 

1 1 
&D= lim RUE = 5; donc R=2. 

n—00 An 

Il faut trouver l’expression des solutions dans l’intervalle | —2,+2[. Pour x = 0, on 
trouve une solution particulière y = 1. Dans le cas général on intègre l’équation 

sus ce qui d = pour x £ 0 ————— ; qui donne y = ———— ; g à 
x(x + 2) Ix(x + 2)| 

La méthode de variation de la constante conduit à : 

homogène — = — 

x(x +2) LORS = PA 

D Si —-2 < æ <0,on a c(x) = À + +] = À — Arcsin (x + 1) et 
= 

… À Arcsin(z + 1) 

_ VJ-x(x+2) 

; dt 
b Si0<z<2,ona c(x) = +] ———— = p+In(x +1+V/zx(x +2)) et 

GE o Vyt(t+2) ( 
__u+ln(r+1+4\zx(r+2) 

5 /2(x +2) 

Exercice IIL.13 a) L’équation (E) devient 

(1 + x?) Ÿ nant" — 2(1 + x?) oi an" = De AT 
n>1 n>0 n>0 

T 
+ Pour avoir y(0) = 1, nécessairement À = ss 

- Pour avoir y(0) = 1, il faut prendre u = 0. 
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On calcule : 

Ao — —2a0 = 0 

A =1la; —-2a; =0 donc a; =0; 
1 0 

A2 = 2a2 — 2a2 — 2ao donc ao = 0, mais a2 = . 0: 

A3 = 3a3 + a1 — 2a3 — 2a1 —-1—=0 donc a3 = 1; 

A4 = 4aa + 2a2 — 2a4 — 2a2 = 0 donc a =0; 

1: 1 
A5 = 5as + 3a3 — 2a5 — 2a3 —=0 donc a; = 303 7 

a n — 4 
b) À, = nan +(n—2)an-2— 2an — 2an-2 = 0; d'où ar — TR gn-2 (n > 4). 

Comme a», a4 sont nuls, par récurrence : az, = 0. Pour n impair : 

: on se = (1) (2p—-3)(2P-5)-.-3x1 

FT D Cp —1)(2p -3)(2p 5) x 3° 
ATEN _1)\p-1 

Ce Css) 2p -1 2p— 1 

1 ch SES 
c) — = limsup, lan |" = lim, la,+11 77 = 4 doncihR1. 

en | Pl 2p+1 1? 2p+1 

dy ae ee = ee _. = x'Arctanxz. On peut 
p>2 p>0 

aussi intégrer a as en commençant par l’équation homogène : 

zy" — 2y = 0. Pour x # 0, ÿ _ - de solution y = cz? prolongeable sur R. 

Par la Re de variation Fi constante, on obtient x(1 + r?)c/x? = x$ ; donc 

Ets) = Tee et c(x) = Arctanzx + k y = x?(Arctan x + k), avec y” (0) = 0. Ce 

qui donne k = 0. 

Exercice II.14 a) L’équation (E) devient : 

>. n(n—1)asz" d: n(n—1)a,zt+ti+ 2. Nant" 1 2 D nant +1 +97x 
n>1 n>0 n>1 n>1 

= 5 AE = 
n>0 

On calcule : 

Ao = a = 0; 

A1 = 2a2 + 2a2 +27 =0 donc A2 = —— 
1 

A3 = 12a4 — 202 + 4a4 — 4a2 =0 donc a4 = 2 = Te 

b) An = (n+1)nan41 — (n —1)(n — 2)an-1 + (n + 1)anz1 — 2(n — Das": 

_nn- ARE + 
(n 242} 



Solutions des exercices 81 

c) Comme &1 = 0, a3 est nul et par récurrence a2+1 = 0. Pour n pair : 

_ (2p — 1)(2p — 2) (2p — 1)(2p — 2)... 3.200 (2p — 1)! op OR PE > y PO GP 2 Gp@-p4 pp F2) 
1 : A2p . 1 . + 
Pa ir aol = 1; donc : R = 1 ou bien 7 — lim sup,,_,… [anl”. 

A 
Soit ee im le 5. 

d)Sit=0,onay=0. 
à rene ï 2x? — 1 LOVT 27 Si x appartient à ]—1,0[U]0,1[= D, on a ee en ee 

. LCR À x(1 — x?) z 21-72? 
1 Cela donne In <> —In|x| — 5m — 1°]; d’où la solution de l'équation 

homogène : y=— sur D. 
TR 

c! 

La méthode de variation de la constante donne x(1 — x?) —27x, soit te ( “ ne 

De mn | 2 = ire: D'où on déduit c = 2r(1 — x? +k) et 

2xrV1- 22 +2rk 
= ©" avec y/(0) = 0 nécessite & = —1. 

4 zV1 — x? (0) 

Ainsi : ET 
| L T zV1 — x? 

T9r 2x 
On obtient +] —— Gi . =) dt, car y(0) = 0. VE  -. y(0) 

En effectuant le changement de variable u = 1 — t? on a : 

V1-7? V1-x2 
1 d d 1+ 41-72 

va) = [ 2m(1-=) : È =2x | De in ee, 
1 Uu/ U — ] 1 +1 2 

Exercice IL.1 (LE ET xXercice .15 [A] a) © A?%n — Cn)22-1 et Aon+1 = U. 

1 A2n+1 w? 
— =.]im = in —0;4 R= | 

rl. Ne Dai Te 
(—1)"w?7 (nl)? "1 

e An == | Gn)2n-1 et A2n+1 — 0. 

1 w? (n +1)? Le à . ne 
D Dee Fe re 
b) L'étude aux bornes de l'intervalle de convergence ne concerne que la seconde 

4 
série entière. Posons x = € — avec € = {—1,1}. 

w 
+ (—1)"w?" (n!)? e2n42n À 2 CCC 

UE Crjoret % Len ef Cu (2n)! 

on utilise la formule de STIRLING n! = ne" /2rn, pour n très grand : 

2.4 ne 9rn 
D © — 21/7 ; 

en ()| (2n)?e-2r/Arn 

donc |un| — + et la série ne converge pas aux bornes de l'intervalle. 
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a) y = D n>0 AnT Y' = Dn>an(n — hasrin” 

UE = (1 + 008 + —) = C4 Zn x) CEE NS Gr) © . 

5 (— 1)" x? 
: k n—2 n 2 (E) devient : Zara — 1)a, tr" * + 2 AnT OS re Qn)122 TE | 0. 

n> n> 

Ainsi y(0) = 4 = ao et y’(0) = llay = 0. Le terme ns Ao de la série qui 

représente (E), Do Ant" = 0, est nul. 

2 w 
Ao = 2a2 + w°?ao — 3W°, où a2 = 2 

et A1 = 6a3 + w?a1, où a3 = 0. 

b) Deux cas, suivant la parité de n : 

SET n—1,,2n 

A5, = 2n(2n = 1)a2n E W? An 2 = nn = 0 (n > 1) : 

A ne (2n = 1)(2n)aon+1 Se WW? G2n-1 = 0 (n > 1) 

Par récurrence, comme a = 0 = a3, on obtient a2»+1 = 0. On a : 

3(—1)7-lw?" 
2 = ea 2n(2n — ljazn +W“a2n-2 = (2n — 2)!22n-1 

3(—-1)" w?2r—2 
2 _ (2n — 2)(2n — 3)azn-2 + W“a2n-4 = (2n — 4)22n-3 

3w4 4x3  +w?a 2193 

1 D'où : 2 (2n)lazn — (-1)"w2% 20 = 3(—1)% tu (2 Loar He) 
PES 20 

l (—-1)" + 1 + lo Ne / 0, 2n sel Ant nl et 7 (2) lan TUE (bee CG x) 

— tu 1 1 
Ainsi An — Ces SF :) (n _ 17 

c) D’après l’étude faite au 1 a, on a R= +. 

d) On a : 

pe w?2" il jl 

is ne n)! nes : 3) 

: Es WE 1) up r() dE rue)?" 
WT 1 =4+2( -1) & cos 2 os 

w 
= 1 + 2008 + cos! o (1 + cos) = 400 = - 

3 WT 
COS WT — 1) — 2 +2cos — + — cos wx 



Solutions des exercices 83 

e) L’équation y” + w?y — O0 donne y = Acoswrz + B si On cherche 
une solution particulière de (E) de la forme y = Ccos%Æ + . Donc 
y} = CL cos Æ ; ’où — CA cos #E + w° (C'cos LE + D) = 5 2? + Sw? cos LE, 
pour tout réel x. On en tire de =2é&Dz= 3. La solatio générale est orne par 
Y = Yo + YJ1, avec HET et y/(0) = 0. Cela conduit à A5 et B=0; 
d'où y= 7 coswr +2cos LE + 5. 

T T n°" 1 1 f) Pour x = —; on (2) =4 ÉT 4 1) Ca 1. Por oz 0 (an) (ans Ÿ 3): 

4 Er "où —1) = b, = -3. 
es (2n)! ” 

À 27\ a TG ÉD. 1 1 Pour x =—;0ona y(2) = 4cos 5 re 3 ne (+5) 

22n72n 

d’où (—-1)" bn = —4 
2 (2n)! ” 

Exercice IIL.16 a) Appelons & = u — (u? — 1)? et 8 = u + (u? — 1) les 
racines de l’équation 2? — 2uz + 1 = 0. On a : 

Re ne 

A IE 4 be - : is" TER] (2—a)(z2—-8) 2-a 2-8 a-8Bp B(1 — & 

1 
= dau [ul < 1, il vient : 

—u 
et compte tenu de ] 

n>0 

1 j ENCORE | Z\® fun=— (252225 (2) ), a — f 52 (9) ae 

pour |z] < min(|a|,|B|). Ainsi R(u) = min(la|,|B|), si les deux racines sont 
distinctes, car f est la somme de deux séries entières. 

Le cas a = B équivaut à u? = 1. ce 

= VS (n+1)z" et R= 1; Pstusl, ona f{l,z)— 
ir n>0 

b si u—=—1, on a f(—1,z) = G+1ÿ = RENE 1)"(n+1)z7 et R = 1. 

b) Le calcul donne : 

1 1 \ 
= ——2 EE —— 7 — our 1+2*2#0 f(u, z) (1 + 22) — duz om + 22)(1 Œ TE er U) (p F ) 

(22% 

nent «) ZT ’ 

1 + 2? Mr 
avec R(z) = ,z2%#0et z £ +i. Deux cas particuliers : 

> si z = 0, on a f(u,0) = 1 et on peut convenir que R(0) = +co; 

Bai z = On a, j{u Et) = Jus NON dérivable en 0. 
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a) La fonction g est le produit d’un polynôme en z par une fonction Î 

développable en série entière; donc g est développable en série entière. En posant 

g(u,z) = Yh>0 €n(u)z", on aura 
OO 

1— 22 = (1 — 2u2 + 2) S Cu): = ÿ= Dis”, 
0 n>0 

avec : 

1 = Do = © ; 

© I © | = Ju ta, doùa=2u=a+f; 

1 = Di = © ut 7 “d'ùee 22; 

= Dh = Cn — 2UCn-1 + Cn-2, d'où Cr = 2UCn-1 He AE 

c1 et c> sont des polynômes en u à coefficients entiers; il en est de même avec ca et 

par récurrence, Si Cn-1 et Cn-2 sont de tels polynômes, c, est aussi un polynôme 

en u à coefficients entiers. 
’ 1, 92 . . nr 2 n 

b) La définition de g s’écrit aussi },>0 €n2" = (1 —2 )>n>0 4n2", ou encore : 

> Cn2° = > anz" — > degree. 
n>0 n>0 n>0 

oo? =f? 

On retrouve Co = &o = 1, TRS és 0e MO 
= 

non MERE 2 me 2 E 
C=a-0a0=0 +aB+6"-1=a"+/6", car aB = 1, 

et 
(arr! re DAT) = (are es. BR) 

a — 6 

ont! ( . an) . C - sn) 
a PET EE 

CR OMRIONE rs" re 
1 

= o@" + B", en remarquant que B = -: 
a 

Cn — An — An-2 — 

Le cas à = B se prolonge sans difficulté. 

c) D’après a) R; > min{oo, R(u)} = Ru) et, comme g n’est pas continue si 
[2] > min{la|,|6|}, on a nécessairement R, = R(u). Ce résultat peut être obtenu 

L 
directement par la formule R= Jim lc.|" en considérant l’un des cas : |a| > |B| 

ou |a| < |B|. 
Si a = B, on obtient R = 1. 

Exercice II.17 a) Le calcul donne : 

1 
ce 1 1. rx 

= | PS du= [Arctanu] =? 

1 1 u 1 d(1 + u?) L 1 
et Q1 — du = — PRO Rs 2 = 

: l 1+u Fu 1+u? ;LnG +u2)], = mv2 



Solutions des exercices | 85 

len—2 1 1 ss u u2 El 1) u° 1 

n < 1 2 ; u U : 1 2 du 

1 

n—-1 

c) On écrit successivement : 

1 À 1 
ni dRRe PT RAR ET NE et a2 = 1 — @o. 

; T UE 1 D'où a = (PT (1-2 +2+..+ (Pt ) = 1, 
même on obtient a2p+1 = (—1)? [In V2 - G — à hs. + (-1-12)] (p > 2). 

d) Le rayon de convergence de 5 (n+1)a,x" est le même que celui de 5 ant”, 
n>0 n>0 

1 2 1 
car D = limsup,,_,… |(n + Lan |” = lim, _—(n +1)rlimsup, lan |” 

1 "à 
Donc R = limsup, lan |” 

1 1 1 1 
De a; < u" du on déduit que a, < AT" Comme n > 3 Su (0, 1}, 

las 1 1 
déduit = "du < an; donc final t —— < £< —— et on dédui que 3 [ 0 u < an; donc finalemen Jn+0 Sranéio tn € 

R = limsup,,_, lan|" =" 1 dônc R =1. 

a) Il faut et il suffit que, pour u € [0,1], 1 - zu # 0. Soit x # + avec 
À € [1,+o0[; ce qui donne x €] — oo, 1[. 

b) On effectue une décomposition en éléments simples : 

1 … x? Ï LÉ 2x? 1 L 2x u 

(—œzu)2(1+u2) 1+22(1-zxu)2 (1+zx2)21-xu (1+zx2)}21+u2 

1—x? 1 
u 2,2 22 (1+z}?1+u 

z 1 2x £ 1-2? 7 dt no Re nn Op 0 2 
1 

chS(x) = S_(n+1) ([ = Rs D u)e 
n>0 

Admettons provisoirement que l’on peut intervertir 3 et [. Avec cette hypothèse : 
1 1 

s):= : ——— (n + 1)(ux)" } du. On rappelle que, pour [t| < 1, on a 
(&) o 1+u? Œ ) 

1 : a Le : 1 n. ie 52 t". Par dérivation on obtient TEL AE on +1)é"; 
1 — 10 n>0 

= (x). 
1 1 

où : = 1 d’où : S(zx) D u 
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Pour justifier l'intégration terme à terme de la série (en u), il suffit de prouver 

qu’elle converge uniformément (par rapport à u) sur [0,1]; ce qui est immédiat 

puisque |(n + 1)(ur)"| < (n+1)|x[" et 3,s0(n + 1)[x|" converge pour |x| < 1. > . 

Exercice II.18 a) On rappelle que e“ = De EE avec R = +oo. 

n>0 

Les trois fonctions f1, f2 et f3 sont continues en 0, puisque lim,_,o f1(2) =x—1, 

lim,_o f2(2) = 1, et fs = fife. 
Il suffit de prouver leur dérivabilité en 0 pour conclure que, étant holomorphes, 

elles sont analytiques et donc développables en série entière. Ainsi : 

lim 2 @) = G = 1) ape e% —e?—(x—1)z - — = f!(0) ; 
z—0 2 z—0 22 

CE EN gi NP SR PU 2 den 2 A0: 
et fs(0) = #1(0)f2(0) + f1(0)/2(0) = S(x — 1). 

1 ML", 
b) mas 2 et 

Supposons que f2(z) =) n>0 b,2" et f3(2) = h50 an2” ; comme f3 = f1f2, on a: 

n ae —1 n 
fs(2) = D anz ASS 2 +1) bpab)ee. 

n>0 n>0 p=0 

On voit clairement que a, est un polynôme en x de degré (n +1). 

c) Sn 

enr ent ne La = (= AVR 
fa) = DES = jet un. -|25 DK EE 

n=0 n=0 \k=1 # k=1 k=1 

p—1 

donc Qifp) = > F9 
k=1 

Exercice IL.19 a) SE) — (so üun2")" = > 000 uit pe" Let 

282(2) = (Du k)z n+1 = (Suns) =) ter - SOL 
n=0 k= =1 k=0 n=1l 

D'où: azS?(z) — S(z) +1 = 0. 

b) Pour [u| < 1 et 8 non entier, on a (1+ u)£ = & BBA ns st d'où 
n! 

pour |4az| < 1, on obtient : 

(1 — 4az)? = D O6 5 1); -( ait 1) (—1) 4 a" 2" 
Re n! 

1x3 x... x (2n — 3)(—1)"-1 
>: nl2r F@z (1): 
n= 

OO 

à Dies En he 
n! 
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1x3 x 2n —1 
Donc 2476) =20+ ss ne ot mectRe a 

n=1 

c) S est solution de l’équation æzS? — S +1 = 0, cela conduit à deux possibilités : 

1 — (1— 402)? 1+ (1— 402)? 
S1(2) = ———— et S2(z) = Mir ar 

S(0) = 1; donc S2 est exclue. 

. Mais S est continue en 0 et 

e Dan 
On a donc S(z)=S;(z)= . ; donc R=— , en remarquant que, d’après l’unicité 

du développement, les deux séries coïncident dans le disque de convergence. 

1xX3xX5-..x(2n-1 
d) On conclut : uA(a) = M+1) 

e) _,>o Un converge si, et seulement si, S(1) existe; cela est réalisé si 1 < ii 
2 a 

He levier 

24 2a 
Il reste le cas a = = À. un(a) est pe fonction continue positive, croissante pour 

a € [0, À] et on a, pour tout a < + 

1 
soit à < ‘ et on a ul = - La série Du, diverge si à > 2: 

D (0) < D me) = ES 2 

Donc 57. o Un (4 ) < 2 et la série converge donc normalement sur {0, 1] car 

Un(a) < se Le ER 

1—-V/1-4a 
D 1 (g De Data DT CR 

Exercice IL.20 a) On a f(z) = )},-04n2" dans le disque D — DADERI PT 

est alors analytique en tout point 20 € D et, pour tout 2 € D, s'écrit 

f(z) = 0 bn(zo)(z — 20)". 

On a = (2 — 20 + 2)" = SC (z— 20) 2874 
k=0 

et f(x) Z (5° et (z — 20)" 2% = hs = S Dr ES 

n>0 n=0 k=0 

où on a posé 
GC (z 2) Soins En 

Unk = : : 
: 0 si k>n 

Pour intervertir les 3 de la double sommation, on vérifie la convergence absolue 

de 

Z tnt 32 Ch 2 — 20/1201" * = Ÿ Jan] (1z — 20) + Iz0l)", 
n>0 n>0 

série qui converge si |z — ol + |zo| < R; donc si |z — 0] < R — |20|. On a alors 

co f(k)(20 
fe)= Dee 2 > n(n —-1)-: Mk a sn — >” : DE 
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SO 

pour z € D(0, R)ND(2, R(#)), où R(2) désigne le rayon de convergence de cette 

série entière. 

D’ après ce qui précède on a convergence si |z — 20| < R(20) ; d’où R—|z0| < R(20). 

, à fortiori on a R(20) < R + |2|. 
> Si R(2) > LA alors 0 appartient à D(0, R)ND(20, R()) et pour tout n € N 

CR) (2 (0) = Les (ao) 

En écrivant : 

S_ar(z — 20)” = Su Dont 20) ne 

k=0 

On procède comme précédemment pour intervertir les deux sommations en 

vérifiant la convergence absolue : 

CO k : CO 

D al 9 CE 12" 120l° "= D lael (121 + Iæ0l)*, 
k=0 n=0 k=0 

série qui converge pour |z| + |20| < R(20), soit pour [2] < R(z20) — 20. Donc 
R(20) — |20| < RÀ, ce qui donne bien l’inégalitéR(20) < R + |2l. 
Si l’on considère les cercles C1(20,R — |20|) et C2(20, R + |20l), ces cercles sont 
tangents intérieurement et extérieurement au cercle C(0,R); appelons D; et D2 

les disques de bords C1 et C2; alors le disque de convergence D(20, R(20)) est 
inclus dans D: \ Di. 

b) Supposons qu’il n'existe aucun point 20 de D tel que R — |20| = R(2); 
c'est-à-dire, pour tout point 2 de D, on a R(zo) > R — |2l. Les dis- 
ques D(20, R(z0)) constituent une famille d’ouverts qui recouvrent le compact 
C={z; |2| = R}. Il existe donc une sous-famille finie (D(24, R(2k))k21,..m qui 
recouvre C et ),,504n2" converge alors dans le disque de centre 0 et de rayon 

R' = ming=1,.….m(R(zk) + |2kl) > R; ce qui contredit la définition de R. 
Cela montre qu’il existe au moins un point z pour lequel f n’est pas prolongeable 
à l’extérieur de D, c’est-à-dire que 2 est un point singulier. 

Exercice II.21 On prendra R = 1 pour simplifier les calculs. On peut toujours 

poser f(1) = > ,>0 An: : reste à prouver que lim,_,1- f(x) = f(1). On rappelle 

= =) LAID: que pour [x| <1,ona 
n>0 

tr (Et) one) 20) en) n>0 n>0 p=0 

Posant © = }},_0 @p ; on obtient : 

f(x) — f() = (D cz")(1- 2) - San 
n>0 n>0 

(1 — n)Datér (1))x"] puisque (1 — x) >= a 
n>0 n>0 
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Par hypothèse, on a lims_, €n = f(1); donc : 

Ve > 0, 2N tel que Vn > N, |e, — f(1)| <e. 

N-1 

NE (1-2) ) 2. [en FOR (17) D le HD” 
n>N 

En appelant M = max,-0,1,….,n-1|Cn — f(1)|, on obtient 

lf(x)- FO <(-2NM+(-x)e. x" 
n>N 

Lf(æ) = fDI<S (1 -2)N.M +e.2" 

On en déduit que lim,-,1 f(x) = f(1) puisque € est arbitraire. 
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CHAPITRE lil 

INTEGRALES MULTIPLES 

1. Intégrale d’une fonction en escalier sur un pavé 

1.1 Définitions 

Définition III.1. — On appelle pavé ouvert (resp. fermé) de R” le sous-ensemble 
P= (rue (T1, ,Tn) ER; à < z; < b; pouri=]1,..:,n (resp. à < x; < b:)} 

où les a;, b; sont des nombres réels tels que a; < b; pour tout i. On notera qu’un 
pavé fermé est compact puisque borné. 

Définition III.2. — On appelle mesure du pavé P le nombre réel positif 

u(P) = [[i2,(b: — ai). Pour n = 2 la mesure de P est l’aire du rectangle. 

Définition III.3. — On appelle subdivision 6 du pavé P, une suite réelle (c:;,;) 

telle que : 

Ci,0 = di C1 Le <Cip, = bi, Douri—l,:,n. 

Définition III.4. — On appelle cellule du pavé P relative à la subdivision 6, le 

pavé défini par . 

PT Ar otn) CE CITE CLR Dour il". 

Si le pavé P est formé de N cellules P;, alors (P) = si u(P+). 

Définition III.5. — On dira qu’une fonction f définie sur le pavé P à valeurs 

réelles, ou complexes, est en escalier sur P si elle est bornée et s’il existe une 

subdivision 6 de P telle que f soit constante sur chaque cellule de 6. 

1.2 Intégrale d’une fonction en escalier 

Lemme III.6. — Soit f : P — C en escalier; si ô est une subdivision de 

P en cellule P1---,P,:°:,PN, telles que f(x) = f, constante si x € P4, alors 

T0, f) = Sr fa(P) ne dépend que de f et non pas de 6. 

Preuve : Soit 8 = (Q1,-::,Qg,:-:,Qm) une autre subdivision de P en cellules telle 

que f(x) = gg six € Qg;si Pe ie = ( alors u(P,NQ3g) = 0; sinon on considère 

la nouvelle subdivision 6” = {-.:, ie a = lé Noel; ME 

I(6”, f) = SSH (Bo) A SES Ar a NQg) 
a=1l H=1 B=1 a=1 

(Cara = gps PF, 1106) 

M N M 

> (Pa N Qg) = D fal([]J Pa NQsC 
a=1 OL 

M2 CT Il fai P>) = I(6,f) =1(6,f) (de la même façon). 
R (l LS 
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PRE 

Définition IIL.7. — La valeur commune de I(6',f) et de I(6”,f) s'appelle 

l'intégrale de f et l’on écrit : 

T6, F)= [fé ou FO 11 ur [rod 

n 26 | 

Propriétés III.8. — 1) Pour une subdivision 6 = (P1,---,P,,:::,Pn) du 

pavé, on a : 
N 

[rad =S [ rtodr 
P ni Pa 

2) L'intégrale est une application linéaire, ce qui s'écrit : 

tarte) + tete) de = a | re +0 f o(e) dx. 

3) Si f(x) > 0 sur P, son intégrale est positive : [, f(x) dx > 0. Par conséquent 
si f et g sont deux fonctions en escalier sur le même pavé P telles que f(x) < g(x), 
on aura f, f(x) dx < [,g(x) dx, car g — f est positive sur P. En particulier, si f 

est bornée sur P par une constante M, alors | 21) dr| < Mu(P). 

2. Intégrale d’une fonction quelconque sur un pavé 
2.1 Définitions 

Définition III.9. — La fonction f est intégrable sur le pavé P si et seulement 

s’il existe une suite de couples (p»,0) de fonctions en escalier sur P, où 6, est à 
valeurs réelles, telles que : 

i) pour chaque n et pour tout x € P, on a | f(x) — pa(x)| < 8, (x); 

ü) fp0n(x) dx = En tend vers 0, quand n — c. 

Propriété III.10. — La suite u, = [, pn(x) dr est une suite de Caucuy. 

Preuve : On a : 

PAPE | .(6n (a) - ne) dr 

< Î lb (x) — $m(x)| de 

< Î PP Paie Î bn (z) — f(x)| dx 
< J onte)de+ | ont) dr = en +em <e. 

dès queen >Netn>n. O 

Définition III.11. — On appelle intégrale de f, notée JE P {(x) dx, la limite de 
la suite u, qui existe puisque C est complet. 

2.2 Cas d’une fonction à valeurs réelles 
La condition (i) peut alors s’interpréter autrement en choisissant Pn, elle aussi, 
à valeurs réelles; f est alors encadrée par deux fonctions en escalier. On obtient 
immédiatement le résultat suivant. 
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Théorème III.12. — Soit £}(f) l'ensemble des fonctions numériques @ en 
escalier sur le pavé P qui sont au-dessus de f (i.e. g(x) > f(x) sur P) et 
€_-(f) l’ensemble des fonctions 9 en escalier sur P qui sont en-dessous de f 
(ie. p(x) < f(x) sur P). Alors f est intégrable si, et seulement si : 

inf x'drr= dx. 
à, LK 2 sw J.$®) 7 

Cette égalité définit alors l'intégrale de f au sens déjà donné précédemment. 

Si f n’est pas intégrable, on pose 1,(f) — sup + (x) dx et on appelle ce 
pEE+(F) JP 

nombre réel l'intégrale supérieure de f. On définit de façon analogue l'intégrale 
inférieure 1_(f); on a toujours 1_(f) < 1,(f). 

EXEMPLES III.13. — 1) Si f est une fonction réglée sur le pavé P, elle est 

intégrable; par définition f est réglée si, pour tout € > 0, il existe une fonction en 
escalier ® sur P vérifiant |f(x) — D(x)| < e. 

2) Si f est continue, elle est intégrable, car elle est réglée. 

3. Intégrale d’une fonction sur un borné 

3.1 Définitions 

Lemme III.14. — Soit X un borné de R" et f : X — C. Pour chaque pavé 

fermé P > X on définit, pour x € X et fp(x) = 0 pour x € P — X, une fonction 
fP:P. —C par fp(x) = f(x). Si pour un pavé P, fP est intégrable, il en est de 
même pour tout autre choix de P et | P fP(x) dx ne dépend pas du choix de P. 

Preuve : Si Q est un autre pavé contenant X, PNQ 3 X aussi, et la fonction fo 

nulle sur Q — X, est égale à fp sur PNQ d’où 

Lro fe frtoar = fe fate)ar = [ fat). n 

Définition III.15. — On appelle intégrale de f sur X, la valeur commune des 

intégrales [, fp(x)dx, notée f, f(x) dx. 

Définition III.16. — Une partie bornée À de R” est quarrable si sa fonction 
s . £. : 

L A caractéristique x A définie par x À (x) = 0 É " à REA 
alors définir la mesure de À comme étant l'intégrale de sa fonction caractéristique : 

(A) = | xatadr = | an. 

Définition IIL.17. — Une partie À de R" est négligeable si, pour tout € > O, il 

existe une famille finie de pavés fermés (Q,) recouvrant À et dont la somme des 

mesures est inférieure à €. 

est intégrable. On peut 

Théorème III.18. — Soit f : R* — C à support compact; pour que f 

soit intégrable il suffit qu’elle soit bornée et que l’ensemble D de ses points de 

discontinuité soit négligeable. 
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Preuve : On rappelle que le support S(f) de f est l’adhérence des x € R” tels que 

f(x) # 0. Pour tout € > 0, il existe une famille finie de pavés Q, recouvrant D 

telle que D u(Qc) < 3€: Par homothétie on peut remplacer Q, par un pavé Q, 

tel que Q° > Qu et H(Q,) < 2H(Qa); alors D CQ° CQ=U,Q, et H(Q) < €. 
Soit un pavé P > S(f) ; R = P — Q° est pavable, car R = (, (P — 0). H 

existe donc une famille finie de pavés fermés disjoints telle que R = PES R;) 

et RND = ÿ; ce qui implique que la restriction de f à AR est continue, d’où 

l'existence de fonctions en escalier 9x : Rx — C telle que |f(x) — d\(x)| < € 

sur À). | 

On définit une fonction en escalier 9 : P — € par g(x) = 0, si x € Q”°, 

p(x) = pa(x), si x € Ri° et d(x) = f(x), size R— UR)°. Soit M un 

majorant de |f(x)| sur P. On a |f(x) — p(x)| < M sur Q° et |f(x) — p(x)| < € 

sur P — Q°. En posant @(x) = M, pour x € Q°, et 8(x) = €, pour x E P—-Q”°, 

la fonction 4 est en escalier sur P et |f(x) — p(x)| < 8(x) sur P. On en déduit : 

[> 9x) dx = Mu(Q) + eu(P — Q°) < Mu(Q) + en(P) < e[M + n(P)]. 0 

Corollaire III.19. — Si f est une fonction continue et bornée sur une partie 

bornée X de R”, f sera intégrable si la frontière de X est négligeable. 

Preuve : On prolonge f en f’, définie sur R” par f’(x) = 0 six € Y = R° - X. La 

fonction f’ est continue sur X°UY® et D(f') C X NY = 6X (frontière de X); 

donc D(f') est négligeable. O 

Corollaire III.20. — Si f est bornée sur X négligeable, f est intégrable sur X 

et son intégrale est nulle. 

Preuve : Il existe un pavé P et un ensemble pavable Q, avec u(Q) < €, tel que 
P 35 Q 3 X. On prolonge f en f’ sur P par f’(x) = 0 si x € P — X. Si M est un 
majorant de f, on a |f'(x)| < MxQ(x) sur P et f,xo(x) dx <e. 0 

3.2 Propriétés de l’intégrale 

Propriétés IIL.21. — 1) [ur + bg(x)] dx = a [| f(x) dx + à ] at) dt. 

2) Soit f : XUY — C telle que les restrictions f.x, fy soient intégrables et 

X NY soit négligeable, alors f est intégrable sur XUY etona 

MOCORCCES RC
E 

(Cela résulte de fxuy = fx + fr — fxny, où fx désigne la fonction égale à f sur 

l’ensemble X ...). 
3) L'intégrale d’une fonction numérique positive intégrable sur un borné X est 

positive; si X est un ouvert et si f est continue, cette intégrale est nulle si, et 

seulement si, f est nulle. | 

Preuve : Sinon, il existe a € X tel que f(a) # 0; par continuité, X étant ouvert, 
f est différente de 0 dans un voisinage de a, c’est-à-dire il existe un pavé Q de 

centre a, de mesure non nulle, contenu dans X sur lequel f(x) > +f(a). Soit 
ox). = 3/ (a) sur Q et g(r) = 0 sur X — Q; f — g est positive sur X donc 

Jx f(x) de > [x g(x) dr = 4 f(a)u(Q) > 0. D 
4) Le produit de deux fonctions intégrables est une fonction intégrable, et on a 
l’inégalité de SCHWARZ : 

| À f(o)o(e)dr lis [ire az) ( [ist az). 
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5) Si f est intégrable sur X, alors |f| est intégrable et on à : 

En particulier si X est quarrable et f bornée par M on a : 

L1® dx 

6) Si f est limite uniforme d’une suite (f,) de fonctions intégrables sur un même 
borné X,, alors f est intégrable et on a : 

Lio im f Fa) dc. 

Théorème III.22. — Une partie À de R” est quarrable si, et seulement si, la 

borne inférieure (A) des mesures des ensembles pavables contenant À est égale 

à la borne supérieure ;_(A) des mesures des ensembles pavables contenus dans À. 

On appelle alors mesure de À ce nombre noté (À). 

< Mu(X). 

Preuve : Soit P un pavé fermé contenant À. En désignant par €}; l’ensemble des 

fonctions en escalier sur P majorant x4, on a 14(x4) = infpee, JP d(x) dx. 
Soit Q pavable tel que P 3 Q 3 À. La fonction caractéristique XYQ € €} et 

I4+(x4) € JL xQ(x) dx = u(Q); donc 14(x4) < u+(4) = infos 4 u(Q). 
Soit, pour @ € €}, la fonction Ÿ définie par Ÿ(x) = 1, si p(x) > 1, et Y(x) = 0, si 
(x) < 1. La fonction Ÿ est en escalier sur P ; c’est la fonction caractéristique d’un 

ensemble pavable Q contenu dans P et contenant À, car (x) = 1 sur À. On a : 

u4(4) € u(Q) = Î ÿ(x) dr < Î b(x) de. 

D'où u+(4) < 1}(x4) et finalement s4(A) = I4(x4). 
On démontre de même que w_(A) = I-(x4A); d’où le résultat d’après les 
Théorèmes IIIL.12 et IIT.16. O 

Corollaire III.23. — La partie À, bornée de R”, est quarrable si, et seulement 

si, pour tout € > 0, il existe Q pavable, tel que Q 3 A, et Q' pavable, tel que 

Q' C À, avec u(Q) — u(Q") <e. 

Corollaire III.24. — Pour que la partie A soit quarrable et de mesure nulle, il 

faut et il suffit que À soit négligeable. 

Corollaire III.25. — Pour que la partie À bornée soit quarrable, il faut et il 

suffit que sa frontière OA soit négligeable. 

Preuve : Si 0A est négligeable, alors xA est intégrable; donc À est quarrable. Si À 

est quarrable, soit Q et Q’ pavables , QC AC Q et u(Q) — H(Q" ) < €. La partie 

Q est fermée donc 94 C Q et 8ANQ!° =; donc0ACQ-Q —u(0A)<e. D 

Corollaire III.26. — Si la partie À est quarrable, A° et À le sont aussi et ont 

même mesure que À. 

Preuve : Les frontières 04° et 8 de A° et de À sont incluses dans 0A; donc 4° 

et À sont quarrables , mais À — À et À — A° étant négligeables, on a : 

u() = (4) + u(A — A) = u(A), de même y(A4°) = (A). O 
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Corollaire III.27. — Si la fonction f est continue et bornée sur À quarrable, 

alors f est intégrable. 

Preuve : Si À et B sont quarrables, alors AU B, AN B, À — B sont quarrables et 

on a (AU B) + u(AN B) = (A) + u(B), ce qui résulte des relations suivantes 

XAUB = Sup(XA,XB), XAnB = inf(xa,XB) = XAXB, XA-B = XA — XAnB et 
XAUB = XA + XB — XANB- 0 

ExEMPLE III.28. — Soit f une fonction intégrable sur le borné X de R”, alors 

son graphe est une partie négligeable de ir 

4. Théorème de Fubini et applications 
4.1 Cas général 

Théorème III.29 [FUBINI]. — Soit P un pavé de RP, Q un pavé de R? et f une 
application de P x Q dans C. Si f est intégrable sur P x Q et si l’ensemble des 

x € P, pour lesquels la fonction f; : y € Q — f(x,y) n'est pas intégrable dans 

Q est négligeable dans P, alors la fonction F : zx — Jo f(x, y) dy est intégrable 
sur P et on a : 

« TE dr dy = Î.\ . fau) ay) ds 

Preuve : a) Supposons f en escalier. Alors il existe une subdivision (P,) de P 

et une subdivision (Qgs) de Q, telles que f prenne une valeur constante f,g sur 

l’intérieur de chaque pavé PF, x Qg, les P, x Qg constituent une subdivision de 

PxQ.Sixe P,”, la fonction f; : y+-— f(x,y) vaut fs sur chaque Q5°, donc 
est en escalier, d'où F(x) = J, f:(y) dy = 5 fas(Qs), F est aussi défini sur 
U,, Pa° et prend une valeur constante sur chaque P,° ; on la prolonge de façon 

quelconque en une fonction bornée sur P; la fonction en escalier ainsi obtenue, 
notée encore F' vérifie : 

je F(x) dx = > U(Pa) 2 fash(Qs) = 2 fa, BU(Pa * Qg) = jus fs, y) dx dy. 

L'ensemble des x € P, pour lesquels f, n’est pas intégrable, est contenu dans 
P -{(JP,°; donc est négligeable dans P. 

b) Dans le cas général, il existe un couple (4,6) de fonctions en escalier sur P x Q 
telles que : 

f(x, y) — d(x,y)| < d(x,y) sur PXQ et f QE v) dr du <e. 

Il existe une partie négligeable N de P, telle que pour tout x € P—N, les fonctions | 

fr: y f(x, y), Px : y Q(x, y) et 6, : y O(x, y) soient intégrables sur Q; 
on pose alors, pour tout xe P—-N: 

= [revd: 8e) = [ ot.) dy: O(e)= ] 8(e,)dv, 

ces fonctions étant prolongées par 0 sur N. On a : 

|F(x) — b(x)| < O(x ): Jemæ-]. O(x, y) dr dy < € 

et 18) = | de yardy 
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D'où : 

[roe- | fan - 
e PxQ 

=|[F@)-8a)&- | Gan-sanæalse 0 
P PxQ 

REMARQUE III.30. — On peut permuter x et y dans l’énoncé de ce théorème. 

Corollaire III.31. — Avec les hypothèses du Théorème III.29, si f s'exprime 
sous la forme f(x, y) = g(x)h(y), on aura : 

L EE) dx dy = ( ik ale)d) ( ’ h(y) du). 

Corollaire III.32. — Si P est le pavé de R" défini par a1 <t; <bji=1,...,n 

si f est intégrable sur P, on a 
b1 ba bn 

Jo f@uean) dr ++ den = | n - f frs. .m)def + -dridxr. 
PF ai va2 An 

Théorème III.33. — Soit D une partie quarrable de R" et A la partie de R°*! 
définie par 

A={(t1,-";Tn:Tn+1) ; (m1, °°°, Tn)ED, pts, , Zn) SEn+1 SP2(T1,-* ,Tn)} 
où 1 et p2 sont deux fonctions bornées et continues sur D, avec 1 < 2. Si f est 

une fonction continue et bornée sur À, alors f est intégrable et vérifie 

Gr vu) 

frere am) an an = | If Hem Be) den dti: dŒn. 
A D L/4 1(T1;-,Tn) 

Preuve : La partie A est bornée, sa frontière 0A comprend les points de À qui se 

projettent sur O0D et les graphes des fonctions 1 et 92. La partie D est quarrable 

donc 0D est négligeable, ainsi que 

toute partie de R+! dont la pro- T3 

jection sur R” est dans O0D. Les 
graphes de #1 et #2, fonctions con- pa(r1,t2) LL À 

tinues, sont négligeables; donc 0A A 
est négligeable et, par suite, quar- p1(t1, 2) CL 

rable et f est intégrable sur A. Pour 

un pavé P de R” contenant D, on 

choisit un intervalle {a,b] de R tel 
que le pavé Q = P x [a,b] contienne 
À; on prolonge alors f à Q par 0 

sur Q — À. Si f est ce prolongement, To 

pour chaque x = (æ1,-°‘,zn) € P, 

Figure III. 1 

la fonction fz : Zn+1 f(x, ‘+; En+1) est continue par morceaux sur [a,b|, 

donc intégrable et f\ f = Jpxtabi f => PF, où 

b a 
F(a.: 3 En) =] (1: Tn+1) dEn+1 = FOTnri 0 

a 1 



98 INTEGRALES MULTIPLES 
DS 

Corollaire III.34. — Sous les hypothèses précédentes, À est quarrable et sa 

mesure est 

u(A) = Jeter...) — h1(t1,""",Tn)]dt1-**dtn 

4.2 Intégrales doubles et triples 

a) Aire de l’ellipse : 
On utilise le Théorème IIL.33, cela de- 

mande de déterminer 1 et 2, sachant 

que x € “où +a]. L’ellipse E a pour 
2 2 

, : T 
équation — =. — 1—=0. L'intérieur 

x? 2 
y ; 

: Œ < 1, «soit 

22 
Je Gi = 2). On en déduit l’enca- 

a2 
An. suivant : 

ne pe 
h{x)=-b1- <y<b TEE ai 

+a +091 #3 +a 

Aire(E) = | idrdy= | dy a 2b 1/1 — 
E° —a —bA/1-— & —a 

On est ramené au calcul d’une intégrale An qui s'écrit , grâce à la parité 

est défini par 

SSI SSSS \W 

Figure III.2 

a 2 
Aire(E) = xl 2 1/1-% de. Comme El < 1, posons z = acosa; d’où 

0 
dx = —-asin a da et 

0 Te 

Aire(E) = tba | [sin a| sin a da = ab [” sin? a da = ab. 
= 0 2 

REMARQUE III.35. — On aurait pu considérer y € [—-b, +b] et faire varier x entre 
les deux fonctions D1(y) et p2(y); ce qui revient à prendre une aire élémentaire 
“parallèle” à l’axe des x. 

b) Intégrales triples : 
a Op 2 

On considère l’ellipsoïde (2) d’équation — + He + — 10. Pour déterminer 
a C 

Figure IIL.3 Figure IIL.4 
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son volume, on peut procéder comme dans l'exemple précédent en définissant les 
fonctions Ÿ1 et p2; ce qui revient à calculer le volume d’un cylindre élémentaire 
(Figure III.3). On peut utiliser une autre méthode, en considérant non plus 
des cylindres élémentaires, mais des “tranches” parallèles qui seront des sections 
par des plans de cote z (Figure IIL.4). On utilise le théorème suivant dont la 
démonstration est immédiate. 

Théorème III.36. — Soit f intégrable sur un compact K et, pour chaque z, 
K, la section de K par le plan de cote z. Si, pour chaque z fixé, la fonction 
f2 : (x, y) + f(x,y,z) est intégrable sur la section K,, alors la fonction 
F::z Ffx: f(x, y, z) dx dy est intégrable sur R et on a : 

IRCTELETES JT. fev 2) de dy] dz 

ExEMPLE IIL.37. — Le volume de l’ellipsoïde est V(Z) = ns ( JJx. dx dy) dz, 

où J/ K, dxdy est l’aire de l’ellipse obtenue comme section de l’ellipsoïde par un 
x? 2 Zz 

plan de cote z; donc d'équation = — ty . = 1— —, d’où cette aire vaut r AB, avec 

= Finalement : 

22 
vo f rab(1- 2) ne (i-5) der à rabe. 

5. Changement de variables 

Le changement de variables dans les intégrales multiples s’appuie sur le théorème 

suivant que l’on admettra. 

Théorème III.38. — Soit d un difféomorphisme d’un ouvert U de R” sur 

un ouvert V de R'". On définit le jacobien de la fonction ® par l’application 

J :T— D(E1, 2," ,dn) = det ( @). Si la fonction f : V — Cest 
D(t1,%2, °°", Tn) 

intégrable sur V et si la fonction g = (f°®) |J;| est intégrable sur U, on a : 

Î f(u) du = L F((&)) ls(a)l dx. 
V U 

On utilise couramment les trois changements de variables qui suivent. 

5.1 Passage en coordonnées polaires 
On utilise le changement de variables 6 dans R? défini par 

br, 0) = (rcos@,rsin@) = (par, 0), par, 6)), 

cos 0 sin 0 

—rsin® rcosô 
le dont le jacobien est Jy, = 

Si ÆX est le rectangle compact fr; < Tr < T2 ; 0 rends 3 

difféomorphisme de U = K° sur @(U) et d(K) = À = {(x,y), r? <x°+y° < ri}. 

T2 27 

Î] f(x, y) dx dy … | f(r cos 6, r sin 0)r dr d0. 
A T1 0 

D'où 
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EXEMPLE III.39. — Soit D le disque de rayon unité centré à l’origine; c’est un 

cas particulier de couronne A avec r1 = 0 et r2 = 1. On calcule l'intégrale de la 
1 

fonction f(x, y) = — dans D : 
l+a2+y 1+r2 

27 Tr 

[Lievæa-[ | Te DORE 

5.2 Passage en coordonnées semi-polaires 
On utilise le changement de variables 9 dans R° défini par 

(r,0,z) + (rcos,rsin0,2), 

cos —rsin® 0 
dont le jacobien est J, = |sin0 rcosû O0|-=r. 

0 0 1 
Soit g est une fonction continue sur [21,22] et on définit une partie compacte de 
R° par K={0<r< g(z), 0 <8 <2r, z < 2 < 22}. L'image p(K) est le solide 
de révolution d’axe Oz délimité par la surface S d’équation x? + y? = g(z) et les 
plans 2 = 21 et z = 22. On obtient : 

z2 prg(z) pr2x 

| f(x, y, z) dx dy dz =} | f(r cos 6, r sin 6, z)r dz dr de. 
p(K) 21 0 0 

5.3 Passage en coordonnées sphériques 
On utilise le changement de variables dans R défini par 

®(r,8,@) = (rsin@cosy,rsin@siny,r cos), 

dont le jacobien est Jy = r?sin6. 
Soit K = {r1 <r <r2;, 0O<80<7r; 0 < y < 2x} le compact de R° et l’image 

O(K) = {rf < x? + y? + 27 < r}. On obtient : 

Î]].. fœru2) de dy de = 
(K) 

T2 T 27 

" dk f(r sin 8 cos y, r sin 0 sin, r cos 0)r? sin 8 dr d0 dy. 
o Jo 

6. Intégrales généralisées 

6.1 Définitions 

Définition III.40. — Une partie X de R” est dite réunion d’une suite exhaustive 
de compacts (K;,) si la suite (K,) est croissante, avec X = U, K?, et telle que, 
pour tout compact K de X, il existe po tel que KCK,,. 

Définition III.41. — Une fonction numérique définie sur une partie X de R" 
est dite localement intégrable sur X s’il existe une suite exhaustive de compacts 
(K>) sur lesquels f est intégrable. 

Définition III.42. — Soit I, — x, f z) dx. On dit que l'intégrale de f est 
convergente si la suite (I,) est us 
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6.2 Critères de convergence 

Théorème III.43. — Soit X une partie de R" et f une application de R” dans R 
localement intégrable. Pour que l'intégrale de f soit convergente, il faut et il suffit 
qu'il existe une suite exhaustive de compacts ( K;) sur lesquels f soit ne 
et tels que la suite [ K, |f(x)| dx soit majorée. Alors I = lim, f K, (x) dx est 
indépendant de la suite de compacts. 

Re III.44. — Soit, pour toutn >1,X ={(x,y)ER?; x >0et y > 0}, 
M (tr. OiuieO: ru < n?} une suite exhaustive de X et, pour tout 
a ER, f(x, Des + y)". On a : 

farenes- [fist fe 
On est ramené à la convergence d’une intégrale simple; on voit ainsi que f est 
localement intégrable et la convergence de l’intégrale dépend de la valeur de a. 

7 [Reis 

0 (1+r2}e 2 0 (l+r2)e 2 1 a 

donc il y aura convergence si & > 1, divergence si a < 1. 

7. Formule de Green—-Riemann 

7.1 Intégrale curviligne 

Définition IIL.45. — Le plan complexe C est identifié à R?, avec |2| = 4/2? + y. 
On appelle chemin de € toute application continue y d’un intervalle {a, b] C R qui 

à t € [a,b] associe y(t) = (x(t),y(t)) € R°. L'image de 7 est une courbe dans R?. 
Le chemin 7 est différentiable si x et y sont des fonctions de classe C. 

Définition III.46. — De même, le chemin ” est différentiable par morceaux s’il 

existe une subdivision © = {to = a < ty <---<tn-1 < tn = b} de [ab], telle que 

la restriction de y à chaque intervalle [t4_1,t4] soit de classe C\, mais les dérivées 
à gauche et à droite de y aux points t4 peuvent être différentes. 

Le point y(a) est l’origine du chemin et le point y(b) son extrémité. Le chemin est 
fermé si y(a) = y(b). Le chemin est orienté positivement s’il est parcouru de y(a) 
vers 7(b). 

Définition III.47. — Soit f-une fonction continue sur D contenant l’image de 7. 

On appelle intégrale curviligne de f sur ?, l'intégrale définie par 

b 

Î f() de = Î fQ()r (6) dt. 

Soit Ÿ est une application bijective de l'intervalle [a1,b1] sur [a,b] de classe CT, 

telle-que (a) = a et p(b1) = b. En posant y1 = y, le chemin 1 est un chemin 

paramétré par [a1,b1] et on a : 

rod [nb à = he FQ(b(E))).v'().d/(6) dt 
a 

= f shbn'@a = [re 
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Les intégrales curvilignes sont dites égales et les chemins 7, 1 sont dits équivalents. 

En particulier si y se décompose en une somme finie de chemins 7; on a : 

7=nUrU::-UYm; froë-Y f(2) dz. 
d p=1" 

ExeMPLes III.48. — 1) Soit [a,b] = [0,1] et, pour t € [0,1], nt) = y(1 — ca 

Le chemin 1 s’appelle le chemin opposé à 7 et on a : 

À 1 

[s-] ft = | fQG = #)}y/ (1 — +) dt 

=- fours fs 
2) Soit [a,b] = [0, 2x] et y(t) = a + re le cercle de centre a et de rayon r. On a 

27% 27 x . 

| Hd f(a+ re) d(a + re't) = ir f(a + re!t)ett dt. 
4 0 0 

3) Soit {a,b] = [0, 2x] et y(t) = et le cercle de centre 0 et de rayon 1. On a, pour 

n E Zr 

ee 0 sin -1 
nant ete = {1 "ba 

" 0 2in sin = -1l 

7.2 Cas d’un rectangle 

On va établir la formule de GREEN—-RIEMANN dans le cas d’un rectangle X dont 
les côtés sont parallèles aux axes. 

Théorème III.49 [Formule de GREEN-RIEMANN]. — Soit P(x,y) et Q(x, y) des 
fonctions définies et continues dans un voisinage V(K), admettant dans V(K) des 

: : OP 0 £ 
dérivées partielles — et 2e continues alors : 

Oy Ox 

Preuve : 

Il suffit de prouver que 

Lotunay= [Fe dd 

Utilisant le Théorème de FUBINI, on 

calcule l’intégrale double : 

Figure III.5 
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ô Re à # 
Il = ie fe ( a = de) L È f QC) û SE) ; 1 

b2 b2 

= Q(anw) du | Q(a1, y) dy 
bi b1 

é Î Dam | De = | Q(.v)dy. © 
BC: DA OoK 

REMARQUES III.50. — La formule de GREEN-RIEMANN est valable pour des 

compacts plus généraux, à condition que leurs bords aient une certaine régularité. 

On admettra, une fois de plus, ce résultat dont la démonstration consiste à 

découper le compact en compacts élémentaires qui sont soit des rectangles soit 

des triangles. 

EXEMPLE III.51. — Soit K le 
compact dont la frontière OK est 
constituée les deux arcs de parabole 

y = x? et y? = x, inscrits dans le 
carré de côté 1 et de sommets : 

(0,0), (1,0), (0,1), (1,1). 
Pour calculer l'intégrale curviligne 

DL (2ry—2?)dx+(x+y)dy 
ôK 

on peut, soit procéder directement, 

soit utiliser la Formule de GREEN- 

RIEMANN. 

Figure III.6 

1) Par le calcul direct on a : 

(2zy — x?) dx + (x + y?) dy = 
ôK 

1 
_- | (27% —x?)dx+(x+(x°)?)d(x*) le long de l'arc y = x? 

0 

6 

Le ee de l’arc y? = x convenablement pin on à : 

[ew Ju — (7)? (du?) + (y? + y?) ja= [ Cr +27) dy = 7. 

D'où 1= 25: 

2) Par la Di de GREEN-RIEMANN le calcul donne : 

8 Île 23 +1) )- à (ay - 2?) dx dy = Î. (1 — 2x) dx dy 

-f ([° ‘a-2n4) &æ= [ (VE 22 V8
 — 2° + 229) de = 2e 

À 7 
= | (2x° + x? + 27°) dr = =. 
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8. Formules de Stokes et Ostrogradski 
8.1 Formule de STOKES 

Théorème III.52 [Formule de STOKkEs]. — Soit une surface S de frontière fermée 
OS. Si P(x,y,z),Q(x,y,z), R(x,y,2) sont trois fonctions continues à dérivées 

partielles premières continues, alors on a : 

où à, Bi, sont les composantes du vecteur unitaire normal N à la surface S et dS 

est l’élément d'’aire. 

Preuve : Supposons que la surface S est définie paramétriquement, c’est-à-dire 

que x, y et z sont des fonctions de deux paramètres u et v, ainsi que les fonctions 

P,Q,R. Appelons I l'intégrale curviligne : 

1= f LP Se + QgE + Re] du *lrar eur dv 

Oz 0 Oz 
= J[ LE (P RO +RS) - Je (PSE DE +QËL + RÈE )] du dv 

d’après la Formule de GREEN-RIEMANN. eo cer entre crochets 

or OP Or EST Ro s ÊE |: of Rd 

Ou Ov Ou Ov Ou Ov Pubs Ou nl os 

_OPO OO RE LP OU per 
Ov Ou Ov Ou Ov Ou Ovou Ovou Ouûv 

(Re Do) (ÈS 0Q dy Sea) 

Ox Ou Oy Ou Oz Ou) Ov Ox Ou Êy Ou Oz Ou) dv 

(Re OR dy Do) (onto) de Ox 
Ox Ou Êy Ou Oz Ou) Ov Ox Ov Oy Ov Oz Ov) Ou 

(RS 0Q Ôy F5) y (+ ET) Oz 
Or Ov Ov Ov Oz Ov) Ou Ox Ov Oy Ov Oz Ov) Ou 

(Se eo) (ES ne) 

y Ou Ov Ov Ou Oz \ Ou Ov Ov Ou 

0Q [x 0y 0x 0y 0Q Oy 0z  Oy Oz 

(aa) - Êz (2-22) 

Oz Or. Oz07x OR [Oy 02 y Oz 

(RS a) ôy (r-2) 
(x) (QE mn)+ (Se) (SE - Oz Ôx 

y Ou Ov Ov Ou Oz Or) \ Ou Ov me) 

(20 0) (tn 
Ox y Ou Ov Ov Ou 

_{8R 6Q 0P 8R 0Q 6P Gosse En 
où Ni, N2,N3 sont les composantes du vecteur normal N à la surface S dont 
l’élément d’aire est dS = 4/N? + N2? + N2? du du. Les composantes du vecteur 
normal unitaire sont 

1 N N3 Es 8 ——_—" ©, = 5 
VNE+NI+ NS VN?+ N? + N? N? + N? + N2 
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d’où : 
1=[ ff (5 OR 2) a+(T ce 

y >) Ôz Ôx 
"1 ( D Sy \/N?+N2+N2 du dv. O 

REMARQUE III.53. — Si U(x,y,z2) est le champ de vecteurs de composantes 
OR 0Q OP OR .0Q OP 

P,Q,R, alors les composantes de rot U sont — — = = Q P es de ro son ôy nue pr d et, 

en utilisant le produit scalaire, la Formule de STOKkESs peut s’écrire 

Læff. <rotU,N > ds. 
s 

8.2 Formule d’OSTROGRADSKI 

Théorème III.54 [Formule d'OSTROGRADSKI]. — Soit V le volume ayant pour 
frontière ÔV une surface fermée “régulière”. Si P(x,y,2), Q(x,y,2) et R(x, y, 2) 
sont des fonctions continues à dérivées partielles premières continues dans un 

voisinage de V U OV, en appelant a, B,7y les composantes d’un vecteur unitaire 

normal (extérieur) à la surface, on a : 

ÎIL Ge at De) sas IRCSQN ES 

où dS est l’élément d’aire de OV. 

REMARQUE III.55. — Surface “régulière” signifie que toute parallèle aux axes 

de coordonnées ne coupe la surface frontière qu’en deux points au plus. 

OR 
Preuve : Il suffit de prouver que Î j | Fa dx dy dz = d 1 R7ydS. Soit z1(x, y) 

V 
et z2(x, y) les troisièmes coordonnées des points d’intersection de OV avec une 
parallèle à l’axe Oz. On obtient : 

z2(x,y) 

Îf]. drdydz = |]. à cdu | D dr 
PE z1(x,y) 

= |] R(x, y, 22) dx dy — ee R(z,y, 1) dx dy 
p(8v) 

où P®V est la projection sur le plan (x,y) de la surface e Au point (x,y,21), 

7 est négatif, tandis qu’il est positif au point (x,y, 22). Comme dS = 1 5 97 dy, si 

4> 0, et dS = —5 dr dy, siy<0,ona: 

Î dr dydz= |] Ra, 2)148 + | R(x,y,1)Y7dS 
(OV }2 (8V)1 

ii RydS, 
ôV 

où (0V 2 et (0V )1 désignent les portions de la surface OV, avec y>0ouy<0. D 

REMARQUE IIL.56. — En introduisant le divergent du champ de vecteurs U de 

composantes P,Q, R, la Formule d'OSTROGRADSKI peut encore s’écrire 

[] aivur av = /| CU,N>AS. 
V ov 
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En application on obtient la formule suivante. 

Théorème IIL.57 [Formule de GREEN]. — Soit d, d des fonctions de classe C? 
et À l'opérateur laplacien. On a 

fLeav-vaoaae- ff (6% -0%) as 

où Ê = a? De ce + 1% est la dérivée normale de @. 

Preuve : Il suffit de 7. dans la formule précédente 

OY OY Oÿ 
PF eh 2e. et R = Ca 

D'où : 

OP __ Op dy 0Q 00 y OR __0$ 0 02y 

Ôr Ôrôr Or? y dy dy Oÿ?' 07 Oz 0z E7A 

CH a mi ++) RE ÎL PA dx dy dz 

fl (a+ +R tas) drdydr= |] 6 as. 

En permutant @ et Ÿ et en retranchant les deux expressions, on obtient la formule 
annoncée. O 
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9. Exercices 

Exercice III.1 Calculer les intégrales suivantes : 
1 y 

VE | dx | ——— d 
0 o (T+y) £ 

1 1 
T —7Y L= J d | ——— dx 

0 Ÿ o (+) 

1= ][ 

(x? + y2)? 

avec A ={(x,y) ER? ; z+y>1l,r?+y <1,y< zx}. 

= ff 2 dx dy dz 

(y+2)(x+y+2) 

avec A = {(x,y,2) ER° ; r>0,y>0,z2>0etr+y+z<l}. 

Exercice III.4 Calculer 

= ][ ny) drdy, 

avec A={(z,y)ER? ; z>0; y>0; x+y<1}. 

et expliquer le résultat. 

Exercice III.2 Calculer 

Exercice III.3 Calculer 

Exercice III.5 Considérons l’ensemble À = A1 U A, avec : 

2 Je 1 
= 2. < < PEER au {(2,y) ER ISLE TOUS TEE ; nt :) 

et A2 ={(x,Y)ER? ; z=0, y > 0}. 

Étudier la convergence des intégrales suivantes : 

a) 1 | | dx dy ; 
A 

b) #-J} x dx dy ; 

s s- Je +4} > ° 

Exercice re Considérons l’ensemble : 

2 Cru, DER Ts 0 7>0; 220,742 1 
Démontrer que 

On, 

FE) (a) 
1 

On pourra utiliser la relation B(p, q) = il tP—1(1— +)! dt = T(p+ q) 
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10. Solutions des exercices 

1 rt 1 — En A — —— dr = = Exercice III.1 7 — [ef ir (œ+y)  (x+y} À ÿ | (die 22) 
Pour des raisons de symétrie, on a J = —I (changer x en 1 donc À = —3 » le 

T— ; 
théorème de FUBINI est en défaut. La fonction f(x, y) = re | est continue sur 

À — {(0,0)}, où A = {(x,y) ER? ; 0O<xz<1; 0 <y< 1}. La fonction f n'est 
ni continue, ni bornée au voisinage de (0,0). On aurait 1 = J, si [ [, f(x, y) dx dy 
converge; donc si ff, |f(x,y)| dx dy converge. Or, le passage en coordonnées 
polaires donne : 

3 A r1 (8) d 
dx dy = ; LE | æ et [= diverge. 

0 Fu oui Î o (cos +sin0)$ 

Exercice III.2 On passe en coordonnées polaires, À devient : 

k. S 1 AUTO). RSR cmotienar 1 

T 

(x + y)° 

et l’intégrale se transforme en 

ee 

ia 
cos cut 

= f° (cos 0 + sin 0 — 1) dO 
0 

sp nts 
4 

Figure II1.7 

Exercice IIL.3 On effectue le changement 
de variables : £ 

u=T+y+z 1 

V=Yy+z 

Us i 
Y 

dans l'intégrale à calculer. ; 

z 

Figure III.8 
Le domaine À devient A’ = {(u,v,w) € R° ; 0 < w < v < 1}, le vs 
D(x,y,2) du dv 
Dia) = let IERTTE [+ SE SN dy 

Exercice IIIL.4 f(x,y) = (1 — TZ — y) n’est pas bornée au voisinage des 

points (x, y) tels que {x = 0 et 0 < y < 1} ou {z+y=1}. 
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U=T 
On pose , le jacobien est _ 

V=l-r-7y D(u, v) 
A'={(u,v); u>0Ov>0; u+v < 1}; d'où: 

1—u 
TE L= Î[. tinvdude = Invdv | —— —— du 

A’ A e 

=<[ Date 

4 2 UN Ga le 4 t R=-1|=<(r,) Sup der fe, UV e sl SU Emo] +5 / 3 du 

= —] et le domaine À devient 

On pose (1 —v 3 = t, dans la seconde intégrale : 

L=i {normes E( [TE a)) 

“firmes Teérnhe à 
On en déduit : I= lim. et 1= (in 2). 

Exercice III.5 a) L'intégrale 

ñ = ff. xa dx dy = p(A), 

mesure de À ; donc 

La convergence de l'intégrale est 

immédiate. Figure III 9 

b) Z2 converge si, et seulement si, ff, |x| dr dy converge. Or L < I:; donc L2 
converge. 

c) La fonction à intégrer n est pas bornée au voisinage de (0,0) mais est continue 

dans À — {0,0}. Or À n'est pas borné. Soit K = {(x,y); 0O<zr<1; 0<y<1}. 
On pose A1 = ANK et Fo LR LS L'intégrale 13 Poe, . et ulnieut si, les 

deux intégrales 1; = ie er Cry ———— dx dy et I} = ie Ge + " —————— dx dy convergent. 

y 1 < tn Hal RES <.1 et Dans A,ona0<z<letyZ>1l onc S (x +y}? 

par suite 1} converge. Pour 13, on passe en coordonnées polaires, . devient 

i={(r,0); 0<0<T; 0<r< r2(6)}. On calcule 

5 Le r2(0) = || + _r|cos9 — sin6| D le [cos 4 SR as | ce 
A! r2(cos 0 + sin r2(cos 0 + sin0)?" o (cosô +sin6) 0 

et donc 1; converge. 
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d) On procède comme ci-dessus en décomposant l'intégrale 14 = 1, + 14, avec 

2 . TZ r2(8) 4 

K= || TS dra8 = |” co56sin0 | ss 
/ (ri 0 0 T 

qui diverge; donc 14 diverge. 

Exercice IIIL.6 On effectue le changement de variables x? = u, y? = v, 2? = w. 
Le domaine A devient A’ = {(u,v,w) ; u > 0,v > 0,w > O,u+v+w< 1} et 

re }ife (a 0, 6, On, du du dv dw 

A' 2Vu 270 2Vw 

= = à ff] « D) 191 qu dv du 

sf a [” af. mn ut 19) y) 1 du 

& YA z : zf u#)- du J D-1(1 u — v)} do. 

En posant v = (1 — u)t, avec u fixé, dans la seconde intégrale, on obtient : 

Î (D -1(1 —u—v)? du =(1- ur fe 19-10 — +)? dt 

cape), 
T(É +1) 

On sait que l'(2+ 1) = 21 (2); d’où : 

“1H HE LS x TÉONG) _1r(4#)(4)(@) 
À =l Re 2 TE) STD) 



Chapitre IV - Calcul d’intégrales par la méthode des résidus 

[2] Formulaire de trigonométrie 
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CHAPITRE IV 

CALCUL D’INTÉGRALES PAR LES RÉSIDUS 

1. Analycité des fonctions holomorphes 
1.1 Les lemmes de JORDAN 

Théorème IV.1. — Si y est un chemin C! compact et f continue sur D 3 im (+) et si L est 

la longueur de y, alors on a [re #e < sup|f(z)| L. 
” 7 

Preuve : On suppose que [a, b] définit une paramétrisation de y 

fre dz 
. 

Si (8) = (at, uv), O1 = 220 +720 et [2 (1 dt = L 
Lemme IV.2 [| JORDAN]. — Soit S le secteur plan défini par l’ensemble des z tels que 

0 < |z— zo| < R et 61 < arg(z) < 02. Pour chaque r €]0, R], on appelle 7, l'arc de cercle orienté 

positivement défini par z = zo + rei® avec 01 < 8 < 62. Si f est définie sur S et continue sur 

S — {zo} et si His — z0)f(z) = a existe, alors limr_o É f(2) dz = i(02 — 61)a. 
2€ Œ 

b b 

f F((#)).v (6) dt < sup FE. io 7) dt. 

82 

Preuve : | f(&) da — à(62 — Ga = à | f(z0 + ref?)ref? de — 
Vr CA | 

02 82 , 

‘| ad =i | (f(20 + re°)(z — z0) — a) dd 
CA 61 70 Figure IV.1 

[ve > 0, 3r(e) tel que |z2—20l < r et z € s] entraîne [1F(z)( — 20) — al < e]; 

[,. FC) de — i(62 — Bn)al < Je? 1F(2 — 20) — al dé < e(82 81) =e". 
Cas particulier : Si S est le disque de centre z0, avec les mêmes hypothèses on aura 

d’où 

lim ke f(z) dz = 2irma où yr est le cercle de centre zo et de rayon r. 
r—0*71r 

Lemme IV.3. — Soit S’ = {|z-—20| > R et 61 < arg(z) < 82}. Si lim,,,_.. zf(z) = B, alors 
zES 

ro Fe f(z) dz = i(02 — 61). 

1.2 Formule de CAUCHY 

Définition IV.4. — On dira qu’un compact K dans C est régulier si le bord orienté de K, 

noté ôK, est formé de chemins différentiables par morceaux. 

Théorème IV.5 [ CAUCHY]. — Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert D de C. Pour 

tout compact régulier K on a jf f(2) 4210; 

Preuve : La démonstration générale de ce résultat est délicate et passe par une partition de K en 

triangles ou en rectangles. On simplifie ici la preuve en ajoutant une hypothèse supplémentaire : 

f est de classe er 

Soit f(z) = f(x, y) = (P + iQ)(dx + idy) et w = f(z) dz = P(x, y) +1Q(x,y). On calcule : 

w = P(x, y) dx — Q(x, y) dy + i(Q(x, y) dx + P(x, y) dy) = ur + ii. 
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Et, en utilisant la formule de GREEN-RIEMANN, on a : 

| wi =— / (Q, + Fr) drdy = 0 car f est différentiable et F = —-Q{ 

ôK K 

et | wa = -] (—Q!, + P£) drdy = 0 car f est différentiable et Pi=Q;# 

0K K 

Donc Lee — D: 

Théorème IV.6 | Formule de CAUCHY]. — . Si f est holomorphe dans D, alors pour tout 

D FC) 
compact régulier K C D et pour tout 20 EK, ona f(20) = ——— à 

Qir ok Z? — 20 

| | : née) 
Preuve : Soit A le disque de centre zo et de rayon r tel que À CK. La fonction gaz) = re 

Tue0 

est holomorphe sur K — À et J a(K-A) g(z) dz = 0, d’après le théorème de CAUCHY. Cela 

s'écrit | HE dz — À fi dz = 0 et, quand r — 0, lim Je ) = 2irf(zo). D'où 

oK 8A Z — 20 Z — 20 r+0 JA ? — 20 

; z 
2ix f (20) = a 

ôK 

1.3 Analycité des fonctions holomorphes 

Théorème IV.7. — Toute fonction holomorphe dans le disque D = {|z| < R} est développable 

en série entière de manière unique dans D ayant comme coefficients 

: fG) ab “ i0\ ,—in0 

2in RE . 27r" f(reJe dô, avec 7r = {|zl=r} € D. 

Vr 
0 

An 

Preuve : Pour tout r <R, f est holomorphe dans K,={|z2|<r}; donc pour tout z tel que |z|<r,on 
OO CO 

SG) 1 1 d Zur 2" 

ni P t LR —  —— = = a. a f(rh= Re our |z| <|t|, on écri Te UD > () D. 
0 

En choisissant r’ tel que |z| < r’ < |t| = r, la série géométrique converge normalement car 
! z “ 

—| < — < 1 et on peut l’intégrer terme à terme : 
v 

10 2e Len RIRE > Ce Î dt)2" ” Dan. 
n>0 

Il suffit de poser t = eï° pote obtenir l’autre expression des coefficients qui sont uniques car, 

pour tout n EN, on a an = —f(0). 
n! 

Corollaire IV.8. — He façon analogue, on peut développer f en série entière en tout point z0 

z — 20)" t 
ee re É et f(z) = 2 Ne ( a rs ) (z—20)" de D en écrivant : 

où y. = {[2— z0l =r}. 

Corollaire IV.9. — Si f est holomorphe dans un ouvert U de C, f est analytique dans U'; il 

suffit de prendre z0 quelconque dans U et D un disque contenant zo et inclus dans U. 

Corollaire IV.10. — Si f(z) est dérivable une fois, alors f est de classe C© car f holomorphe 

est analytique donc de classe C®. 

1.4 Quelques applications. 

Théorème IV.11 [Inégalités de CAUCHY]. — Si f est holomorphe dans D = {|z| < R} et est 

bornée par M sur D = {|z| < R}, alors, pour tout n > 0, on a |an| < — » quel que soit r €]0, R[. 
T 
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1 27 

27r" : fre”) 

Théorème IV.12 [| LIOUVILLE]. — Si f est une fonction holomorphe dans C tout entier et 
est bornée, alors f est constante. 

Preuve : Pour tout r <R, an = | EM. 

Te 

M Preuve : Pour tout r €]0,+oo[, |an| < = —. En faisant r — co, on trouve an = 0, pour tout n > 0 
et f(2) = ao. 

Théorème IV.13 | Égalité de RL — Sif _ holomorphe dans D = {|z| < R}, pour 
toutr<R,ona: Dose lan[? r27 = _ à 6 ei?)|? de 

2. Série de Laurent 

2.1 Fonction holomorphe dans une couronne 

Théorème IV.14. — Soit f une fonction holomorphe dans une couronne circulaire 
C(R1,R2) = {2€C; 0 < R1 < [z| < R2} et y = {|z] = R}. Alors f admet dans C(R1, R2) un 

+oo 
développement en série entière de la forme je anz" avec 

n=— 00 

2x 

= à je dz = 4 | f(rei0)e—in0 dû, oùr€]R1,R2|. 
iT z 

Vr 0 
27r7 

Preuve : On introduit quatre nombres r1, ri, r2 et r, tels que R1 < r4 < r1 < r2 < rs < R2. 
Soit z dans la couronne compacte K = {ri < |2| < r,} et y2 = {|2|] = r,}. D'après la formule de 

1 t 1 t 1 t 
CAUCHY on a f(2) = — AU Te HU 107 

217 oKkt—2Z 2ir D Te 2ir mt 
n 

z ce : a 
= Ù Fnti est une série géométrique normale- 

1 
D Sit € y, [t| = r2 et si |z| <r2 <r,, ; 

n>0 

& ie wa 1 SC) (= JG) es à Li d'où an dt ment convergente , car | < : AL ou A PE De : mn 

à , 1 aa LE Re nse b Site net/z|>r1 RÉ AEEE LT ns de qui est une 

z n>0 n<0 
r! 

< + < 1; d’où l'égalité : 
La 

Es {C) dt = — E &/ F@ dt)2" et finalement, avec yr C C(R1, R2), on a : 

n<0O V1 
2ix t—2 2ir en+i 

mi 

série géométrique normalement convergente 

no=E (a fa) EG [Rae D GE Ja) 
n>0 V2 n<0 "1 — 00 

REMARQUE IV.15. — On a une décomposition de f en f = f1 + f2 où f1(2) = 7. AnZz 

est holomorphe dans |z| < R2 et f2 = PRET anz" est holomorphe dans |z| > R1. 

Définition IV.16. — Avec les données précédentes, on appelle vie änz”* la série de 

LAURENT de f dans la couronne C(R1,R2). On dit que la fonction holomorphe f dans la 

couronne est développable en série de LAURENT, de façon unique puisque les coefficients sont 

explicitement déterminés ci-dessus. En particulier une fonction holomorphe dans le senel pointé 

D* = {0 < |z| < R} est développable en série de Laurent dans ce disque, f(z) = De anz" 

: JE) dt pour ne Zet O < r < R. Plus généralement si f est holomorphe avec an — nr mi 
dr 
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dans la couronne de centre zo et de rayons (R1, R2) (ou dans le disque pointé de centre zo de 

rayon RÀ) la fonction f y est développable en série de LAURENT AG) = . an(z— 20)" avec 

An = D Jess I — =" f(zo + re?)e” "0 db, n eZ. 
2ir JR CR) (t — 20) LÉ 

2.2 Résidus 

Définition IV.17. — Un point 20 appartenant à un ouvert D de C est une singularité isolée 

de la fonction f si elle est holomorphe dans D — {20}. 

Définition IV.18. — Si f est prolongeable en une fonction holomorphe dans D, on dit que zo 

est une singularité artificielle. 

Théorème IV.19. — Le point zo est une singularité artificielle de f si, et seulement si, f est 

bornée au voisinage de 20. 

Preuve : Supposons zo = 0 et f holomorphe dans le disque D(0,R) — {0}; f admet un 

développement en série de LAURENT dans le disque pointé en 0. f(z) = Se aänz® avec 

lan| < Mr" pour 0 < r < R pour tout n € Z. Pour les entiers n < 0, en considérant r — 0, on 

en déduit que an = 0. Il reste f(z) = US änz" qui est holomorphe en 0. 

La condition nécessaire est immédiate. 

+00 

n= — OO 
Définition IV.20. — Soit zo une singularité de f et f(z) = 

développement en série de LAURENT au voisinage de 20. 

an(z — zo)" le 

S’il n’existe qu’un nombre fini d’entiers négatifs n tels que an # 0, zo est un pôle d’ordre 

p=max{-nEeN; an #0}. 

S’il existe une infinité d’entiers négatifs n tels que an # 0, z0 est une singularité essentielle. 

EXEMPLE IV.21. — Soit, dans C*, Éie SN 
zgn 

nee (ni 
n=0 mr Le point + = 0 est un point singulier 

essentiel car e + = Due 

Définition IV.22. — Soit z0 € D, un point singulier d’une fonction f holomorphe dans 

D — {2} ; on appelle résidu de la fonction f au point z0, noté Res(f ; 20) le coefficient a_1 du 

développement de f en série de LAURENT EN rs an(z — 20)" au voisinage de 20. 

2.3 Calcul des résidus dans le cas d’un pôle. 

1) Si zo est un pôle simple de f, on a : 

Res(f ; z0) = Jim (2 = 2)/(2) 

Le développement en série de LAURENT de f au voisinage de 20 s’écrit 

+ an(2— 20) += EE + g(2) fes r eh 

où g est holomorphe au point 20. 

D'où (z—20)f(z) = a-1+(z—20)g(z) et comme lim:_,2,(z-— 20)g(z) = 0, la formule est établie. 

2) Cas particulier d’une fraction rationnelle f(z) = Le ; 
z 

= : ee P(2) P(z) D pe Mu x “ 
ans ce cas Res (£ ; ) Q'(0) Comme Q(z20) = 0, on a (z 2) rs ms: 

Z—2ZQ 

lim Q(2) — Q(2) 
= Q'(20); enfin P est continue en z0 d’où la formule. 
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3) Si zo est un pôle d'ordre p de f, on a : 

(p=t) 
Res(f ; zo) = pie EC Es 20)" 1(e)| 

D} Z=20) 

LUS az a 
Ainsi f(2) = 2 +... + UE g(z) où g(z) est holomorphe au point z0; d’où 

(z — zo}P Z — 20 
(z2— 20)Pf(z) = ap +. +a_1(2— 20)P 1 + (2 — 20)Pg(z). 

En dérivant (p — 1) fois, on trouve [(z — 20}? f(z)](P-1) = (p — 1)la_1 + (z — z0)[h(z)], où h est 

holomorphe. Il suffit alors de faire tendre z vers z0 pour trouver a-1. 

4) Remarquons que par les formules donnant les coefficients de la série de LAURENT on a : 

| f(t) dt. 
Vr 

GE 
2ir 

4 me Le ; 1 
5) Une méthode générale consiste à poser t = z — z0 et de chercher le coefficient de : dans le 

développement en série de LAURENT de f au voisinage de 0. 

3. Calcul d’intégrales par la méthode des résidus 
3.1 Théorème des résidus 

Lemme IV.23. — Soit f une fonction holomorphe dans le disque pointé {0 < |z — zo| < R}, 

admettant z0 comme point singulier et y le cercle de centre z0 et de rayon r. Alors, pour tout 

r €]J0,R[, on a : 

| f(2) dz = 2inRes (f ; 20). 

Yr 

Preuve : On suppose que 20 est un pôle d’ordre p. Donc 

f(z) = 
-a— a 
EP  onpantelhene pren) AR pont EG)E RE 

(z — z0)P (z — 20) 

En posant z — 20 = re‘*, on a dz = ire‘? d et 

27 27 

| sado | RP do + tan | i d0+ 
Vr 0 0 

27 2x 

+ ao :L irei® dO +... + An fé irttleitn+1)8 gp +... — 2ira=j;- 

0 0 

a—] 

7 — 20 

est holomorphe dans le disque pointé. Donc Le g(z) dz = 0, car g admet une primitive dans ce 
Tr 

= n+1 dz 1 

disque, > RSA et il reste f(z)dz=a 1 = 2ina-]. 

ne Vr QJn FL nf£—1 

Si zo est un point singulier essentiel, on écrit f(z) = His an(z — 20)" = + g(2), où g 

Théorème IV.24 [Des résidus]. — Soit K un compact régulier de Crét PA, 2.,: 520) 
o 

les pôles inclus dans K d’une fonction f holomorphe dans K-—-P.Ona 

ou 
o 

Preuve : On choisit r > 0 tels que les disques A4; = {|z2—2k| < r} soient inclus dans K 

f(2) dz = Dim Ÿ Res (f ; zx). 

k=1 

n 

et disjoints. On appelle A = K — U Ax qui est un compact dont le bord se compose de 

Kk=1 
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8K, bord de K, et des cercles yx = {|z2-—2,| = r} parcourus dans le sens rétrograde. La 
nm 

fonction f étant holomorphe sur À, on a 1. f(z) dz = 0 = re f(z) dz — E ee f{z) dz, avec 
k=1 

h f(2) dz = 2in Res(f ; zk); d'où la formule annoncée. 
k 

3.2 Calcul d’intégrales 

ler type|7= J a R(sint, cost) dt, où R est une fraction rationnelle sans pôle sur le cercle unité. 

S 1 1 1 1 
On pose z = et; donc dz = iz dt, cost — 3 (- + =) et sint = 7 (: — =): Calculons 

Zz 

1 Ve 1\1 dz 1 1/22 -1 +) 
= = (3 ==) = be = 0 R =R|— y — I lb (: 23 (+2)] e DD es {2 A = e 

la somme étant étendue au pôles contenus dans le disque unité 

27 
dt 2i 

EXEMPLE IV.25. — I = ——— = 2 R (= —) Il n’ u’ ôle 
Î 2+sint rD Res 2e die nl 

i 1 27 
contenu dans le disque unité 21 = —2i + 13; le résidu vaut ——— = —= et I = —: 

d < LAS B 

2ème type| I = fe R(x) dx, où R est une fraction rationnelle sans pôle réel (pour la 

convergence de l'intégrale). Pour que l'intégrale converge à l'infini, il suffit que R(x) + . 

avec n > 2 à l'infini; ce qui donne lim,,,_,. zR(x) = 0. On intègre u 

la fonction R(z) sur le bord 7 du demi-disque de centre 0 et de 

rayon r dans le demi-plan y > 0. Pour r assez grand, la fraction 

rationnelle R(z) est holomorphe sur le bord 7 et on calcule l’intégrale 
È Fe 

[L Re) 2ir S Res [R(2)] = fe R(zx) dx + ks R(2) dz, la Yr 

somme étant étendue aux pôles de R(z) contenus dans le demi- 

disque, yr étant le demi-cercle |z| = r. Lorsque r — co, la première FLY 

intégrale donne 1. Comme lim},1_,… ZR(z) = 0, d’après le lemme de Figure IV.2 

JORDAN, on a limr_, pe f(z) dz = 2ir 0 = 0. Finalement I = 2ir SD Res [R(2)], la somme 

étant étendue aux pôles dans le demi-plan supérieur. 

oo +00 
dx 1 dx ; 1 

EXEMPLE 1IV.26. — = | ra = / 112 - La fonction R(2) = Ye a 

quatre pôles sur le cercle unité, dont deux dans le demi-plan supérieur z1 = 2: 2 er . On 

a Res [R(); 4] = 25 = = et leR( = | — 0, quand |z| — + t 4% 44 4 ir Ale en 
+00 

1 dx 2in | 1 iT T 
= — = — (a +2)| = ——(iv2 = — : 

2 . 1+ x 2 4 4 ) 2V2 

1—= j) = f(x}ei dx où f(z) est une fonction holomorphe dans le doux Die y > 0, 

sauf en un nombre fini de points (en particulier f(x) peut être une fraction rationnelle). 

D ler cas : Si f n’a pas de points singuliers sur l’axe réel, alors fe f(x) dx tend vers 

ES f(x) dx, si cette intégrale est convergente. En particulier, si Fe f(x) dx est ab- 

solument convergente, alors Î sa f(x)eïT dx converge elle aussi absolument (mais on 

peut n'avoir qu’une semi-convergence). Si lim|,,_,… f(z) = 0, on a > f(s)de = 

2ir ÿ [Res [ f(2)ei], la somme étant étendue aux pôles de f(z)e? dans le demi-plan 

supérieur. 

Lemme IV.27 [| JORDAN]. — Soit f(z) définie dans le demi-plan y > 0 et y. le demi-cercle 

de rayon r et de centre 0. Silim,,,_,4. f(z) = 0 alors lim} Li f(2)eïz dz = 0. 
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Preuve : Si z = reï®, iz = -rsin0+ircos® et [eiz| = e"5in0 avec M(r) = sup. |f(z)|, on a 

| f(2)ei? dz 

Vr 

2 
Pour 8 € [0,7], on a l’encadrement suivant — < 

T x 
: 2 à 

< Mn | ee Pr a9 = 2M(r) | ent 'Éride. 
0 0 

in 0 
Fi < 1. Donc —-sing < -<e et 

5 5 
| e-Tsin0, Jp < | e” 2"°r d@ ee Fa d’où a|f f(z)eiz dz 

0 0 s ge. 

On en déduit que fre dz = Zin Ÿ Res HO = | HO dz + f(x)eit dr: 

Y Vr it 

< rm M(r) — 0, quand r — +00. 

d’où, en faisant tendre r vers +oo, on I = 2ix >A Res [ f: (2)eë:], la somme étant faite pour tous 

les pôles dans le demi-plan supérieur. 

REMARQUE IV.28. — On aurait de même 12 f(z)e-Ÿ7 dz = 2irRes (fie tt la somme 

étant étendue à tous les pôles dans le demi-plan inférieur. 

% cost l ic cos T 1 de et 
EXEMPLE IV.29 — I — ; dx = — dx = -fRe dx 

Se Zope +1 2 Me ns 
iz 

L'intégrale est absolument convergente; les pôles de sont z = +1 et seul z = +4 est dans 
22 +1 

| pa 2 2im e7 , 
le demi-plan supérieur. Comme lim};}_, 10 OoNa UE 7a Res | — ; , avec 

1 

147 142207 
(z — i)eiz paper dE: R e°z ) = 8 LA 

cs (EE é nr 2i. 2e 

> 2nd cas : On suppose que f(z) a des points singuliers sur 

l’axe réel, par exemple que f(z) a un pôle simple à l’origine; 
Tr on modifie alors le chemin d'intégration en contournant 0 par 

un demi cercle y. de centre 0 et de rayon €. Si y est le nouveau 

chemin, on a : T 

Figure IV.3 

free dz = 2in De Res {f(2e} 
5 

k # APRES u f()e* dz + n f(æ)ei? dx + jL f()ei? dz. 
5 2 AE Ve 

On sait que, si |[f(z)| — 0 quand |z] — + , on a lim de f(z)eïz dz = 0. Lorsque € — 0 
T— 00 G 

. — « + . - Ÿ 

et Tr — c,on a lim LE f(x)e'® dx + fes f(x)e*® d| — fee f(æ)e'? dx = I et, d’après le 

T — 00 

lemme de JORDAN, limes_,0 je f(z)eiz dz = —in Res { f(2)eiz : 0}. 

Finalement I = 2ir ds Res { F (z)eiz } + ir Res { f(2}ef ; 0}, la première somme étant étendue 

aux pôles de f(z)ei? dans le demi-plan y > 0. 

de sin z 1 + eiz efz 
EXEMPLE IV.30. — I = | du — om | — dx. La fonction 1 n’a pas de 

œ Z 
0 — 00 

1 È eïz im T 
pôles pour y > 0, donc I = 2 Im Lir(Res ee ; o)] OT a = . 

+00 

[4ème type) [4ème type) 1r= | re dx 0 < @ < 1, où R est une fraction rationnelle sans pôle sur 

le demi-axe réel x > 0. Cette intégrale converge toujours en 0. À l'infini, la convergence sera 
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0 RE 

réalisée si R(x) + — avec n > 1, soit si limz_ R(x) = 0. On 

R(z) 
za 

Comme z% = e*ln7 ji] faut préciser la détermination choisie pour In, 0 

donc pour arg(z); on prendra < arg(z) < 27. On intègre f(z) sur le 

contour y tracé dans la Figure V.4. En se rappelant que l’argument de 

z passe de 0 à 2r, quand on parcourt le cercle yr, sur le segment [r,€] Figure IV.4 

et sous l’axe Or, on a 2° = e2ire || = ree2ira, Et 

fre dz = nd | Res [2] -| Fe) a+ | 2) a+ | EL a+ | ne dz 

S Vr ñ Ve 

R ‘ R(z à 
D'après les lemmes de JORDAN, on a lim LE EG) à —"0jet üm / FC) de — D:;Nd'où 

E— 

4 Le 
dans le plan privé du demi-axe réel x > 0. considère f(z) = 

T— 00 Zz 

2ir ÿ Res [2] - (1—e72T@)], la somme étant étendue à tous les pôles dans € — {x > 0}. 

SE dx 1 
EXEMPLE 1V.31. — Soit a €]0,1[ et I = ————— : La fraction R(z) = a un 

à x*(1+7x) z 

R 1 
seul pôle z = —1 et Res | @) : 1] = —— , car arg(—1) = x. D'où 

za e2ir 

_ 2ir ere : T ri 

| J—e-Zira getiro-e"ire  sinra 
2i 

5ème type| 1 = . R(x) ln x dx, où R est une fraction rationnelle sans pôle sur {x > 0 
0 

telle que limz_ tR(x) = 0 (pour assurer la convergence de l'intégrale). On reprend le contour 

précédent sur lequel on intègre la fonction f(z) — R(z)(In z)?. En effet si on intégrait R(z)Inz, 

on aurait sur le segment [r,e] sous l’axe réel R(x)(In x + 2ix) et les intégrales fé R(z)lnz dx et 

je R(x)(In x + 2ix) dx se neutraliseraient, ainsi on ne pourrait pas calculer I. On a : 

2in 32 Res [R(z)(in a)? = [re dz 

= | R(z)(In x)? dx + l R(z)(In z)? dz 
dr 

+ n R(x)(In x + 2ir)? dx + | R(z)(In z + 2ir)? dz 

Ve 

Les lemmes de JORDAN donnent lim [ R(2)(In z)? dz = 0 et lim [ R(2)(In z+2ix)? dz = 0 
r—0oo * Yr e—0 "Te 

D'où 2ir ÿ) Res [R(z)(Inz)?] = —4ir1 — 47? PR(œds 

Si R(x) est une fonction réelle, on aura I = —5Re tre Res [R(z) (in z)?] L 

+00 

; l 2 
EXEMPLE IV.32. — Soit I — fG)dr— 2. On intègre ve) sur le à 1+ 2x2 1+ 22 
contour précédent. Il y a deux pôles simples z = +1 … Z = —1, avec pour résidus : 

(In z)? ; ; (Inz)? _ (ni)? (3)? mr? T 
Res ;, Z=+i| = lim(z-— RE ERP R DEEE 

+2 Frrt Di D Te nee 

(In z)? (nz)? _ (ni)? | GE) - 972 
Res : z=—i| = lim (z+ a Ne 

Le +2 ST are —2i 1 PME 
: (In z)? 

On a lim|z eat 0, quand [| — + ou |z| — 0. Les lemmes de JORDAN s’appliquent:; il 

r2 92 
reste I — Re L z à u lo = 0, ce que l’on savait déjà puisque . f(c)dx — +1 + f(x)dz. 



Formulaire de trigonométrie 

1) Fonctions circulaires 
e et —cost+isint; e-* — cost — isint 

En particulier eT—=-1;: e?% —; 
1 DE , 

cost 5 (e* + e ") sin t= 5 (e* - e) 

(cost +isint)" =cosnt+sinnt, oùnezZ 
sin? t + cos?t = 1 

sin(a + b) = sin a cosb + sinbcosa 
sin(a — b) = sin a cosb — sinbcos a 
2 sin a cos b = sin(a + b) + sin(a — b) 
sin 2a = 2sin a cos a 

e cos(a + b) = cosacosb — sinbsina 
cos(a — b) = cos a cosb +sinbsina 
2 cos a cos b = cos(a + b) + cos(a — b) 
2 sin a sin b = cos(a — b) — cos(a + b) 
cos 2a = cos? a — sin? a = 2 cos? a — 1 = 1 — 2sin° a 

: ' . a+b a—b 
e sin a + sin b = 2sin cos 

£ y . a—b a + b 
sin a — sin b = 2sin cos 

a a—b 
cos a + cos b = 2 cos cos S 

…a4+b ; a—b 
cos a — cos b = —2sin sin 

: T eco 
COS a + Sin a = V2 cos (à - a) == V2sin (à +a) 

cos a — sin a = V2 cos ( +a) = V2 sin (2 - a) 

as Le 3 1 
e sin” a = = sina — - sin 3a; cos” a = 7 cos a + 2 95 5a 

tan a +tanb tan a — tanb 
= —\ tan(a—-b) = —— 

HER 1—-tanatanb ant ) 1+tanatanb 
fi 2tana : 1—tan’a 

= ———— ; COS 24 = —— 
mvieés 1 tin a” 1+tan? a 

2 2tana + sin 2a 1 — cos 2a 
ne MOD 

es 1— tan? a’ 1 + cos 2a sin 2a 

1 x eue . Te 2e 
& sin (T — a) = cosa; cos (7 —a) =sina; tan (2 one 

. e NUE ; T = — esin(Z+a)=cosa; cos(?+a)=-sina; tan(r+a) = a 

e sin(r—-a)=sina; cos(rm—-a)=—cosa; tan(r —-a)=—tana 

e sin(r+a)=-—sina; cos(r+a)=—cosa; tan(r +a)=tana 
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2) Fonctions hyperboliques 

e et = cosht+sinht; et = cosht-sinht 

cosht = 5 (et+e”t); sinht= ; (et —e”t) 

cosh? { — sinh? t = 1 

e sinh(a + b) = sinh a cosh b + sinh bcosh a 
sinh(a — b) = sinh a cosh b — sinh bcosh a 
2sinh a cosh b = sinh(a + b) + sinh(a — b) 
sinh 2a = 2sinhacosha 

cosh(a + b) = cosh a cosh b + sinhbsinh a 
cosh(a — b) = cosh a cosh b — sinhbsinh a 
2 cosh a cosh b = cosh(a + b) + cosh(a — b) 
2sinh a sinh b = cosh(a — b) — cosh(a — b) 
cosh 2a = cosh° a + sinh? a = 2 cosh? a — 1 = 1 + 2sinh? a 

a+b a—b 
e sinh a + sinh b = 2sinh cosh 

sinh a — sinh b = 2sinh Cr cosh e . : 

cosh a + cosh b — 2 cosh TE? cosh 2 

cosh a — cosh b = —2sinh cie sinh . = 

tank a + tanhb 
t = —————— ; 
Re 1+tanhatanhb” 
in De tanh a — tanhb 

7 1—tanhatanhb . 
2 

sinh 2a = ee cosh 2a = ne 
1—tanh”a 1—tanh° a 
2tanha 

tanh 2a — 



Index terminologique 

Après chaque terme figure le numéro de la page où il apparaît dans le cours, le 

lecteur trouvera lui-même les applications dans les exercices. 
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— Lemme d?, 54. 

— Transformation d’, 24. 
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— dérivée, 56. 

— entière, 16. 

— de fonctions, 53. 

— de FOURIER, 16, 22, 24, 26. 

— de LAURENT, 115. 
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STOKES, Formule de, 104. 

Suite exhaustive, 110. 

Suites de fonctions, 16. 

Support, 93. 



TAYLOR, Série de, 57. 

Théorème d° : 

ABEL, 14. 

analyticité, 114. 

Théorème de : 

CAUCHY, 113, 114. 

changement de variables, 99. 

continuité, 56. 

convergence des intégrales, 101. 

développement en série entière, 59. 

DIRICHLET, 21. 

FUBINI, 96. 

Théorème de : 

GREEN, 106. 

GREEN-RIEMANN, 102. 

JORDAN, 26. 

LIOUVILLE, 115. 

OSTROGRADSKI, 105. 

PARSEVAL, 115. 

STOKES, 104. 

Théorème des : 

résidus, 117. 

séries de LAURENT, 115. 

Transformation d'ABEL, 24. 

trigonométrie, Formulaire de, 121. 
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Cette collection est un ensemble de manuels de Mathématiques destinés aux 
étudiants en DEUG-Sciences. Chaque volume comprend le cours sous la 
forme la plus dépouillée — tout en gardant la rigueur mathématique — des 
exercices en application du cours et leurs solutions détaillées, fruit de plusieurs 
années d'expérience d'enseignement en premier cycle. 
Ainsi, l'étudiant peut travailler seul en s'entrainant à ln résolution des 
exercices ou en complétant ses notes de cours. 

Ce volume traite plus particulièrement de l’ Analyse du second niveau ; on 
y trouvera les séries de Fourier, les séries entières, les intégrales multiples 
et, en annexe, le calcul d’intégrales par la méthode des résidus. 
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