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AVANT-PROPOS

La théorie de l’intégration s’est développée à partir du calcul des aires et des
volumes. L’aire d’un rectangle est égale au produit a ·b des longueurs des côtés, et,
l’aire d’une réunion de deux parties disjointes étant égale à la somme des aires,
l’aire d’un triangle est égale à la demi-somme du produit de la longueur d’un
côté par la longueur de la hauteur correspondante. Ensuite l’aire d’un polygone
s’obtient en le décomposant en une réunion disjointe de triangles. Pour mesurer
l’aire d’un disque de rayon r on le considère comme une réunion d’une suite
infinie croissante de polygones, et c’est ainsi qu’on montre que son aire est égale
à πr2 (r étant le rayon, et le nombre π étant défini comme le demi-périmètre
d’un cercle de rayon 1). Une question se pose alors : peut-on mesurer l’aire d’une
partie quelconque du plan ? Nous devons préciser la question : peut-on attribuer
à chaque partie A du plan un nombre µ(A), l’aire de A, nombre réel positif ou
nul, ou +∞ ? Cette application µ doit posséder les propriétés qu’on attend de la
mesure des aires :

(1) Si A est un rectangle dont les longueurs des côtés sont égales à a et b, alors
µ(A) = a · b.

(2) Si {An} est une suite de parties disjointes deux à deux, alors

µ
( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

(3) Si A et B sont deux parties « égales », c’est-à-dire s’il existe une isométrie
qui transforme A en B, alors µ(A) = µ(B).

La réponse à cette question est négative, comme cela a été démontré par Vitali.
Ceci conduit à modifier le problème posé. On n’exige plus de pouvoir mesurer
l’aire de toute partie du plan, mais seulement celle d’une famille M contenant les
rectangles et stable par réunion dénombrable. Les ensembles de la famille M sont
appelés ensembles mesurables. Ainsi posé le problème admet une solution. Avant
d’étudier la mesure des aires, nous considérerons la mesure de Lebesgue qui est
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la solution d’un problème analogue posé en dimension un. L’étape suivante est la
construction de l’intégrale par approximation à partir de l’intégrale de fonctions
étagées. Dans le cas de l’intégrale de Riemann, les fonctions étagées considérées
sont les fonctions en escalier. En revanche, dans le cas de l’intégrale de Lebesgue, ce
sont des fonctions étagées d’un type plus général : les fonctions mesurables étagées.
Cette généralisation est essentielle car elle conduit aux énoncés fondamentaux de
la théorie de l’intégration comme le théorème de convergence dominée de Lebesgue
et celui de Riesz-Fischer, qui n’ont pas d’analogue dans le cas de l’intégrale de
Riemann.

La présentation que nous avons choisie des éléments de base de la théorie
de la mesure et de l’intégrale est proche de celle de l’excellent ouvrage de W.
Rudin, Analyse réelle et complexe. Le chapitre I est une présentation ensembliste
aboutissant aux théorèmes de convergence monotone et de convergence dominée
de Lebesgue. C’est au chapitre II qu’il est montré qu’il existe une mesure sur la
droite réelle pour laquelle la mesure d’un intervalle est égale à sa longueur. Les
espaces fonctionnels Lp sont étudiés au chapitre III. Le théorème de Riesz-Fischer
dit que ce sont des espaces normés complets, et ce résultat est fondamental pour
les applications à l’analyse fonctionnelle. Le théorème de Fubini que nous voyons
au chapitre IV permet le calcul des intégrales multiples considérées au chapitre V.

Dans la présentation fonctionnelle de la théorie de l’intégration, la définition
de base est la mesure de Radon qui est une forme linéaire positive sur l’espace des
fonctions continues à support compact. Le théorème de Riesz permet de relier les
deux points de vue : ensembliste et fonctionnel. Nous présentons cette relation au
chapitre VI dans le cas particulier de la droite réelle.

Nous avons particulièrement développé le chapitre VII sur les fonctions défi-
nies par des intégrales, car nous estimons que son contenu est important par ses
applications à l’analyse. Nous étudions en particulier le comportement asympto-
tique d’intégrales par la méthode de Laplace et par celle de la phase stationnaire
dans le cas des intégrales simples.

Les trois chapitres suivants, VIII, IX et X, contiennent les éléments de base
de l’analyse harmonique en une variable : convolution sur le groupe additif des
nombres réels et analyse de Fourier.

Le calcul intégral est un outil essentiel de l’analyse mathématique et du calcul
des probabilités. Nous l’avons illustré en choisissant sept applications qui sont
présentées dans le dernier chapitre. L’équation de la chaleur est importante his-
toriquement. Ce sont en effet les travaux de Fourier sur cette équation qui sont à
l’origine de l’analyse qui porte son nom. Les polynômes orthogonaux interviennent
dans de nombreuses questions de physique mathématique, et leur étude fait ap-
pel à des domaines variés des mathématiques : algèbre linéaire, analyse complexe,
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théorie spectrale, analyse combinatoire. La solution du problème de l’isopérimètre
est une belle application de l’analyse de Fourier à la géométrie.

Nous ne parlons pas dans ce livre des relations qui existent entre le calcul
intégral et les notions de base du calcul des probabilités. Nous les avons cependant
illustrées dans deux des compléments du chapitre XI : le jeu de pile ou face et la
mesure de Lebesgue, et le théorème de la limite centrale.

Chacun des chapitres est suivi d’exercices. Certains d’entre eux constituent
des compléments présentés sous forme de problèmes. La bibliographie est loin
d’être exhaustive. Nous avons seulement indiqué quelques ouvrages classiques de
la théorie de la mesure et de l’intégration. En plusieurs occasions, nous utilisons
des résultats d’analyse fonctionnelle pour lesquels nous faisons référence au livre
de C. Albert, Topologie, et aussi à celui de V. Avanissian, Initiation à l’analyse
fonctionnelle. Les termes nouveaux sont définis dans le texte à leur première
occurence et sont alors écrits en caractères italiques. L’index placé à la fin du
livre permet de retrouver cette première occurence.

Ce livre s’adresse aux étudiants de licence de mathématiques. Il a été rédigé
à partir des notes d’un cours donné à la faculté des sciences de Tunis, et de celles
d’un cours donné à l’université Louis Pasteur de Strasbourg. Je tiens à remercier
Daniel Guin de m’avoir encouragé à tirer de ces notes la matière de ce livre.
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I

MESURE ET INTÉGRALE

L’un des principaux objectifs de ce cours de calcul intégral est la construction
de la mesure et de l’intégrale de Lebesgue. Nous commençons par dire ce qu’est une
mesure. C’est une fonction d’ensemble. À une partie A d’un ensemble X on associe
un nombre µ(A), la mesure de A. Immédiatement, une difficulté se présente car,
en général, µ(A) n’est définie que pour certaines parties de X, appelées ensembles
mesurables. On définit ensuite l’intégrale d’une fonction. Ce chapitre contient
deux théorèmes fondamentaux du calcul intégral : le théorème de convergence
monotone et le théorème de convergence dominée.

I.1. Mesure

Si X est un ensemble, une famille A de parties de X est appelée algèbre de
Boole si

- ∅ et X appartiennent à A ;
- si A appartient à A, alors son complémentaire Ac aussi ;
- si A et B appartiennent à A, alors leur réunion A ∪ B et leur intersection

A ∩ B aussi.
Un ensemble M de parties de X est appelé tribu (ou σ-algèbre de Boole) si M

est une algèbre de Boole telle que, si {An} est une suite d’éléments de M, alors
leur réunion ∪∞

n=1An appartient également à M. Le couple (X,M) d’un ensemble
X et d’une tribu M de parties de X est appelé espace mesurable et les parties
appartenant à M sont appelés ensembles mesurables.

De la définition d’une tribu on déduit immédiatement les propriétés suivantes.
Soit (X,M) un espace mesurable.
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- Si A et B sont deux ensembles mesurables, alors leur différence A \ B =
A ∩ (Bc) est aussi mesurable.

- Si {An} est une suite d’ensembles mesurables, leur intersection est aussi
mesurable car ∞⋂

n=1

An =
( ∞⋃

n=1

Ac
n

)c
.

Sur un ensemble X non vide, il existe toujours au moins deux tribus : la tribu
constituée des deux parties ∅ et X, et la tribu P(X) de toutes les parties de X.
On dit qu’une tribu M est plus petite qu’une tribu M′ si tout élément de M

appartient à M′. La tribu {∅,X} est la plus petite des tribus sur X, et P(X)
la plus grande. Une intersection quelconque de tribus est une tribu. Si D est un
ensemble de parties de X, il existe une plus petite tribu contenant D, à savoir
l’intersection M des tribus contenant D. (Il en existe au moins une : P(X).) On
dit que M est la tribu engendrée par D.

Si X est un espace topologique, on notera B(X) la tribu borélienne de X,
c’est-à-dire la tribu engendrée par les ouverts de X. Ses éléments sont appelés
ensembles boréliens. Notons que tout ouvert, tout fermé est un ensemble borélien.
Si X = R, la tribu borélienne B(R) est engendrée par les intervalles, car tout
ouvert de R est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts. Soit en effet Ω
un ouvert de R et considérons les intervalles ouverts I =]a, b[ contenus dans Ω
pour lesquels les extrémités a et b sont des nombres rationnels. Ces intervalles
constituent une famille dénombrable et leur réunion est égale à Ω. Si X = R2,
la tribu borélienne B(R2) est engendrée par les rectangles car tout ouvert de R2

est une réunion dénombrable de rectangles ouverts. En effet tout ouvert Ω de R2

est la réunion des rectangles R =]a, b[×]c, d[ contenus dans Ω pour lesquels les
coordonnées a, b, c, d des sommets sont des nombres rationnels, et ces rectangles
constituent une famille dénombrable. Plus généralement la tribu borélienne de Rn

est engendrée par les pavés. Rappelons qu’un pavé est un produit d’intervalles.

Si (X,M) est un espace mesurable, une fonction f définie sur X à valeurs
dans [−∞,∞] est dite mesurable si l’image réciproque par f de tout intervalle de
[−∞,∞] est mesurable. Pour que f soit mesurable il faut et suffit que, pour tout
nombre réel α, l’ensemble

f−1(]α,∞]) = {x ∈ X | f(x) > α} (∗)
soit mesurable. En effet, si f possède cette propriété, l’ensemble

f−1([α,∞]) = {x | f(x) ≥ α} =
∞⋂

n=1

{
x | f(x) > α − 1

n

}

2
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est aussi mesurable. Par passage au complémentaire on montre que f−1([−∞, α])
et f−1([−∞, α[) sont mesurables et par intersection que l’image réciproque par
f de tout intervalle de [−∞,∞] est mesurable. Notons que dans (∗) on peut
remplacer ]α,∞] par [α,∞], ou [−∞, α[, ou [−∞, α].

Si f et g sont deux fonctions mesurables sur X à valeurs réelles, et si Φ est
une fonction continue sur R2 à valeurs réelles, alors la fonction h définie par

h(x) = Φ
(
f(x), g(x)

)
est mesurable. En effet, pour tout nombre réel α, l’ensemble

Ωα = {(u, v) ∈ R2 | Φ(u, v) > α}
est un ouvert, et est donc égal à une réunion dénombrable de rectangles ouverts

Ωα =
∞⋃

n=1

Rn, Rn =]an, bn[×]cn, dn[.

Les ensembles

{x | (f(x), g(x)
) ∈ Rn} = {x | an < f(x) < bn}

⋂
{x | x < g(x) < dn}

sont mesurables, et de même l’ensemble

{x | h(x) > α} = {x | (f(x), g(x)
) ∈ Ωα} =

∞⋃
n=1

{x | (f(x), g(x)
) ∈ Rn}

est mesurable. On en déduit que la somme et le produit de deux fonctions mesu-
rables sont mesurables.

Soit {fn} une suite de fonctions mesurables à valeurs dans [−∞,∞]. Alors la
fonction g = supn≥0 fn est mesurable. En effet

{x | g(x) > α} =
∞⋃

n=0

{x | fn(x) > α}.

De même la fonction g = lim supn→∞ fn est mesurable. En effet

lim sup
n→∞

fn(x) = inf
m≥0

(
sup
n≥m

fn(x)
)
.

Si pour tout x la suite {fn(x)} a une limite f(x), alors la fonction f est mesurable.
Une fonction f à valeurs complexes est dite mesurable si sa partie réelle et sa

partie imaginaire sont mesurables.

3



Chapitre I. Mesure et intégrale

Si X est un espace topologique et si M = B est la tribu borélienne de X,
une fonction mesurable est appelée fonction borélienne. Notons que les fonctions
continues sont boréliennes.

Une fonction est dite étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Une
fonction mesurable étagée f sur un espace mesurable (X,M) est une combinaison
linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables,

f =
N∑

i=1

aiχAi (Ai ∈ M).

Rappelons que la fonction caractéristique χA d’une partie A ⊂ X est la fonction
qui est égale à 1 sur A et à 0 sur le complémentaire de A.

Proposition I.1.1. Soit (X,M) un espace mesurable et soit f une fonction me-
surable à valeurs dans [0,∞]. Il existe une suite croissante {un} de fonctions
mesurables étagées à valeurs dans [0,∞[ telle que, pour tout x ∈ X,

lim
n→∞un(x) = f(x).

Démonstration. Pour tout entier n > 0, et pour 1 ≤ i ≤ n2n, posons

An,i =
{

x
∣∣∣ i − 1

2n
≤ f(x) <

i

2n

}
,

Bn = {x | f(x) ≥ n}.

Ces ensembles sont mesurables. Soit un la fonction mesurable étagée définie par

un =
n2n∑
i=1

i − 1
2n

χAn,i + nχBn .

Montrons que un(x) ≤ un+1(x). Pour cela on remarque que, quand on passe de n
à n + 1, chaque ensemble An,i est partagé en deux,

An,i = An+1,2i−1 ∪ An+1,2i.

Si x ∈ An,i, un(x) = i−1
2n , et

si x ∈ An+1,2i−1, un+1(x) =
2i − 2
2n+1

=
i − 1
2n

,

si x ∈ An+1,2i, un+1(x) =
2i − 1
2n+1

>
i − 1
2n

.

4



I.1. Mesure

D’autre part, Bn est la réunion de Bn+1 et des ensembles An+1,i, i variant de
n2n+1 + 1 à (n + 1)2n+1. Si x ∈ Bn, un(x) = n, et

si x ∈ Bn+1, un+1(x) = n + 1 > n,

si x ∈ An+1,i, un+1(x) =
i − 1
2n+1

≥ n (n2n+1 + 1 ≤ i ≤ (n + 1)2n+1).

Montrons maintenant qu’en tout point x la suite {un(x)} converge vers f(x). En
effet, si f(x) < ∞, pour n > f(x),

f(x) − un(x) ≤ 1
2n

,

et, si f(x) = ∞, un(x) = n. �

Remarquons que si la fonction f est bornée (f(x) ≤ M < ∞), la suite {un}
converge vers f uniformément.

Une mesure sur un espace mesurable (X,M) est une application µ de M dans
[0,∞] vérifiant

- µ(∅) = 0,
- si A et B sont deux ensembles mesurables disjoints,

µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B),

- si {An} est une suite d’ensembles mesurables deux à deux disjoints,

µ
( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

La somme du second membre peut être égale à +∞, si l’un des nombres µ(An)
est égale à +∞, ou si la série est divergente.

Le nombre µ(A) est appelé la mesure de l’ensemble mesurable A. La mesure
µ(X) de X est appelée la masse totale de la mesure µ. Un espace mesuré est un
triplet (X,M, µ) où µ est une mesure définie sur l’espace mesurable (X,M).

Soit X un ensemble et M = P(X) la tribu de toutes les parties de X. Pour
x0 ∈ X, la mesure de Dirac δx0 est définie par

δx0(E) =
1 si x0 ∈ E
0 sinon.

La mesure de comptage µ est définie par µ(E) = #(E), où #(E) désigne le nombre
d’éléments de E.

5



Chapitre I. Mesure et intégrale

Soit {xn} une suite de points de X et {αn} une suite de nombres ≥ 0. Posons

µ(E) =
∑

{n|xn∈E}
αn.

Ce nombre est bien défini,

µ(E) =
∞∑

n=1

αnχE(xn),

et µ est une mesure sur (X,M). Pour le vérifier considérons une suite {Ak} d’en-
sembles deux à deux disjoints, et soit E leur réunion. Alors

χE(x) =
∞∑

k=1

χAk
(x),

et

µ(E) =
∞∑

n=1

αn

( ∞∑
k=1

χAk
(x)

)

=
∞∑

k=1

( ∞∑
n=1

αnχAk
(x)

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak).

Nous avons utilisé le fait suivant : si {upq} est une suite double de nombres ≥ 0,
alors

∞∑
p=1

( ∞∑
q=1

upq

)
=

∞∑
q=1

( ∞∑
p=1

upq

)
(≤ +∞).

Cette égalité signifie que soit les deux membres sont finis et égaux, soit ils sont
tous les deux infinis. Une telle mesure est appelée mesure discrète.

Si X est un espace topologique et B est la tribu borélienne de X, une mesure
sur l’espace mesurable (X,B) est appelée mesure borélienne.

Soient X = R et B la tribu borélienne de R. Nous montrerons au chapitre II
qu’il existe une unique mesure λ sur l’espace mesurable (R,B) telle que, si I est
un intervalle d’extrémités a et b,

λ(I) = b − a.

Cette mesure s’appelle la mesure de Lebesgue de R. Nous verrons d’autres
exemples importants de mesures au chapitre V.

6
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I.2. Intégrale des fonctions positives

Nous aurons à considérer des fonctions prenant la valeur +∞ et des ensembles
de mesure infinie. Nous adoptons les conventions suivantes :

a + ∞ = ∞ + a = ∞, si a ∈ [0,∞],
a · ∞ = ∞ · a = ∞, si a ∈]0,∞],
0 · ∞ = ∞ · 0 = 0.

Fixons un espace mesuré (X,M, µ). Nous définissons d’abord l’intégrale d’une
fonction mesurable étagée, puis cette définition sera étendue au cas d’une fonction
mesurable positive par passage à la borne supérieure.

Soit f une fonction mesurable étagée à valeurs dans [0,∞], soient α1, . . . , αN

les valeurs prises par f et

Ej = {x ∈ X | f(x) = αj} (j = 1, . . . , N).

L’intégrale de f est définie par

∫
X

fdµ =
N∑

j=1

αjµ(Ej).

Si f est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles mesu-
rables,

f =
n∑

i=1

aiχAi ,

alors ∫
X

fdµ =
n∑

i=1

aiµ(Ai).

Il existe en effet des ensembles mesurables disjoints Ck tels que tout ensemble Ai

soit une réunion de certains des ensembles Ck,

χAi =
p∑

k=1

εikχCk
,

où les nombres εik sont égaux à 0 ou 1. Par suite

µ(Ai) =
p∑

k=1

εikµ(Ck).

7



Chapitre I. Mesure et intégrale

La fonction f s’écrit

f =
n∑

i=1

ai

( p∑
k=1

εikχCk

)
=

p∑
k=1

( n∑
i=1

aiεik

)
χCk

.

Si x appartient à l’ensemble Ck, alors

f(x) =
n∑

i=1

aiεik.

L’ensemble Ej est donc égal à la réunion des ensembles Ck pour lesquels∑n
i=1 aiεik = αj . Par suite l’intégrale de f s’écrit

∫
X

fdµ =
N∑

j=1

αjµ(Ej)

=
N∑

j=1

αj

( ∑
{k|∑n

i=1 aiεik=αj}
µ(Ck)

)
=

p∑
k=1

( n∑
i=1

aiεik

)
µ(Ck)

=
n∑

i=1

ai

( p∑
k=1

εikµ(Ck)
)

=
n∑

i=1

aiµ(Ai).

Soit maintenant f une fonction mesurable à valeurs dans [0,∞] ; l’intégrale de
f est définie par∫

X
f dµ = sup

{∫
X

udµ
∣∣∣ u ∈ E(X,M), 0 ≤ u ≤ f

}
,

où E(X,M) désigne l’espace des fonctions mesurables étagées définies sur X. C’est
un nombre réel positif ou nul, ou +∞.

On vérifie facilement les propriétés suivantes de l’intégrale. Si f et g sont deux
fonctions mesurables à valeurs dans [0,∞], et si f ≤ g, alors∫

X
f dµ ≤

∫
X

g dµ.

Si f est une fonction mesurable à valeurs dans [0,∞] et si λ est un nombre réel
≥ 0, ∫

X
λf dµ = λ

∫
X

f dµ.

8
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Si E est un ensemble mesurable et si f est une fonction mesurable à valeurs dans
[0,∞], on note ∫

E
f dµ =

∫
X

fχE dµ.

Si µ(E) = 0, alors
∫
E f dµ = 0.

En revanche, l’additivité de l’intégrale n’est pas évidente. Elle sera démontrée
en utilisant le théorème fondamental suivant.

Théorème I.2.1 (Théorème de convergence monotone (ou théorème de Beppo-Levi)).
Soit {fn} une suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans [0,∞] :

fn(x) ≤ fn+1(x) (x ∈ X, n ∈ N).

Posons
f(x) = lim

n→∞ fn(x).

Alors la fonction f est mesurable et∫
X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

fn dµ.

Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme I.2.2. Soit u une fonction mesurable étagée à valeurs dans [0,∞]. Pour
un ensemble mesurable E, on pose

ν(E) =
∫

E
udµ.

Alors ν est une mesure sur l’espace mesurable (X,M).

Démonstration. La fonction u s’écrit

u =
n∑

i=1

aiχAi ,

avec ai ≥ 0, Ai ∈ M. Soit {Ek} une suite d’ensembles mesurables deux à deux
disjoints et soit E leur réunion, alors

ν(E) =
n∑

i=1

aiµ(Ai ∩ E) =
n∑

i=1

ai

( ∞∑
k=1

µ(Ai ∩ Ek)
)

=
∞∑

k=1

( n∑
i=1

aiµ(Ai ∩ Ek)
)

=
∞∑

k=1

ν(Ek). �
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Chapitre I. Mesure et intégrale

Démonstration du théorème I.2.1. Comme limite simple de la suite des fonctions
mesurables fn, la fonction f est mesurable. La suite des intégrales

∫
X fndµ est

croissante ; soit a sa limite. Puisque fn ≤ f ,∫
X

fn dµ ≤
∫

X
f dµ,

et par suite

a ≤
∫

X
f dµ.

Soit u une fonction mesurable étagée telle que 0 ≤ u ≤ f . Nous allons montrer
que ∫

X
udµ ≤ a,

ce qui implique ∫
X

f dµ ≤ a,

et le théorème sera démontré. Soit c un nombre réel, 0 < c < 1. Posons

En = {x ∈ X | fn(x) ≥ cu(x)}.

Les ensembles En sont mesurables, En ⊂ En+1, et

∞⋃
n=1

En = X.

D’autre part ∫
X

fn dµ ≥
∫

En

fn dµ ≥ c

∫
En

udµ.

D’après le lemme

lim
n→∞

∫
En

udµ =
∫

X
udµ,

et par suite

a ≥ c

∫
X

udµ.

Cette inégalité a lieu pour tout c, 0 < c < 1, donc a ≥ ∫
X udµ et a ≥ ∫

X f dµ . �

Il existe un énoncé relatif à une suite décroissante de fonctions mesurables.
Voir à ce sujet l’exercice 1.
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Corollaire I.2.3 (Lemme de Fatou). Soit {fn} une suite de fonctions mesurables à
valeurs dans [0,∞], alors∫

X

(
lim inf
n→∞ fn

)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
X

fn dµ.

Démonstration. La suite des fonctions

gk = inf
n≥k

fn

est croissante, de limite lim infn→∞ fn. La suite des nombres

ak = inf
n≥k

∫
X

fn dµ

est croissante de limite lim infn→∞
∫
X fn dµ. Pour n ≥ k, gk ≤ fn, donc∫

X
gk dµ ≤ ak,

et d’après le théorème de convergence monotone (I.2.1)

lim
k→∞

∫
X

gkdµ =
∫

X

(
lim inf
n→∞ fn

)
dµ.

Nous obtenons finalement∫
X

(
lim inf
n→∞ fn

)
dµ ≤ lim

k→∞
ak = lim inf

n→∞

∫
X

fn dµ. �

L’inégalité peut être stricte comme le montre l’exemple suivant : soient X =
]0,∞[, et fn(x) = ne−nx, alors∫ ∞

0
fn(x)dx = 1, ∀x > 0, lim

n→∞ fn(x) = 0.

Nous pouvons maintenant montrer l’additivité de l’intégrale.

Proposition I.2.4. Soient f et g deux fonctions mesurables à valeurs dans [0,∞].
Alors ∫

X
(f + g) dµ =

∫
X

f dµ +
∫

X
g dµ.

11
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Démonstration. Si f et g sont étagées,

f =
n∑

i=1

aiχAi , g =
p∑

j=1

bjχBj (Ai, Bj ∈ M),

alors ∫
X

(f + g) dµ =
n∑

i=1

p∑
j=1

(ai + bj)µ(Ai ∩ Bj)

=
n∑

i=1

aiµ(Ai) +
p∑

j=1

bjµ(Bj) =
∫

X
f dµ +

∫
X

g dµ.

Si f et g sont mesurables, il existe des suites croissantes de fonctions mesurables
étagées un et vn telles que

lim
n→∞un(x) = f(x), lim

n→∞ vn(x) = g(x).

Pour tout n, ∫
X

(un + vn) dµ =
∫

X
un dµ +

∫
X

vn dµ,

et d’après le théorème de convergence monotone, quand n tend vers l’infini,∫
X

(f + g) dµ =
∫

X
f dµ +

∫
X

g dµ. �

Cette propriété d’additivité se généralise comme suit.

Théorème I.2.5. Soit {fn} une suite de fonctions mesurables à valeurs dans [0,∞].
La fonction F définie par

F (x) =
∞∑

n=1

fn(x)

est mesurable et ∫
X

Fdµ =
∞∑

n=1

∫
X

fndµ.

Démonstration. Posons

Fn(x) =
n∑

k=1

fk(x).
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D’après la proposition précédente,∫
X

Fndµ =
n∑

k=1

∫
X

fkdµ.

La suite des fonctions Fn est croissante de limite F , donc, d’après le théorème de
convergence monotone (I.2.1),∫

X
F dµ = lim

n→∞

∫
X

Fn dµ =
∞∑

k=1

∫
X

fk dµ. �

Soient µ une mesure sur l’espace mesurable (X,M) et h une fonction mesurable
≥ 0 sur X. Pour un ensemble mesurable E, posons

ν(E) =
∫

E
hdµ.

Alors ν est une mesure sur (X,M). On dit que ν est la mesure de densité h par
rapport à µ.

I.3. Fonctions intégrables

Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Une fonction f définie sur X à valeurs com-
plexes est dite intégrable si elle est mesurable et si∫

X
|f | dµ < ∞.

Si f est à valeurs réelles, l’intégrale de f est par définition le nombre∫
X

f dµ =
∫

X
f+ dµ −

∫
X

f− dµ,

et si f est à valeurs complexes, f = u + iv, où u et v sont des fonctions à valeurs
réelles, ∫

X
f dµ =

∫
X

udµ + i
∫

X
v dµ.

L’ensemble L(X,M, µ) des fonctions intégrables est un espace vectoriel sur C,
et, si f et g sont intégrables, α ∈ C,∫

X
(f + g) dµ =

∫
X

f dµ +
∫

X
g dµ,∫

X
(αf) dµ = α

∫
X

f dµ.
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Si (X,M, µ) = (R,B, λ), où λ est la mesure de Lebesgue que nous étudierons
en II.2, et quand il sera nécessaire de le préciser, on dira intégrable au sens de
Lebesgue, pour distinguer cette notion de celle de fonction intégrable au sens de
Riemann. Nous verrons en II.3 qu’une fonction intégrable au sens de Riemann
est intégrable au sens de Lebesgue. S’agissant de l’espace mesuré (R,B, λ), nous
nous permettrons d’utiliser la notation classique∫ β

α
f(x)dx,

au lieu de ∫
]α,β[

fdλ.

Proposition I.3.1. Si f est une fonction intégrable,∣∣∣ ∫
X

f dµ
∣∣∣ ≤ ∫

X
|f | dµ.

Démonstration. Il existe un nombre complexe α de module un tel que∫
X

f dµ = α
∣∣∣ ∫

X
f dµ

∣∣∣.
Notons que la partie réelle de ᾱf , notée �(ᾱf), vérifie l’inégalité �(ᾱf) ≤ |f |, et
par suite ∣∣∣ ∫

X
f dµ

∣∣∣ = ᾱ

∫
X

f dµ =
∫

X
ᾱf dµ

=
∫

X
�(ᾱf) dµ ≤

∫
X
|f | dµ. �

Voici le deuxième théorème fondamental de la théorie de l’intégration, le théo-
rème de convergence dominée. Nous en donnons d’abord un premier énoncé pro-
visoire.

Théorème I.3.2. Soit {fn} une suite de fonctions intégrables vérifiant :
- en tout point x la suite {fn(x)} a une limite f(x),
- il existe une fonction positive intégrable g telle que, pour tout n et tout x,

|fn(x)| ≤ g(x).

Alors la fonction f est intégrable et

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =
∫

X
f dµ.
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Démonstration. La fonction f , étant limite simple d’une suite de fonctions mesu-
rables, est mesurable, et, puisque |f | ≤ g, la fonction f est intégrable. Nous allons
montrer que

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0.

L’énoncé s’en déduira puisque
∣∣∣ ∫

X
fn dµ −

∫
X

f dµ
∣∣∣ ≤ ∫

X
|fn − f | dµ.

En appliquant le lemme de Fatou à la suite des fonctions

hn = 2g − |fn − f |,

nous obtenons ∫
X

2g dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

(2g − |fn − f |) dµ

=
∫

X
2g dµ − lim sup

n→∞

∫
X
|fn − f | dµ.

Donc
lim sup

n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0,

et
lim

n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0. �

Un ensemble N est dit négligeable s’il est mesurable et s’il est de mesure nulle.
Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable. On dit qu’une
propriété P a lieu presque partout sur un ensemble E s’il existe un ensemble
négligeable N tel que la propriété ait lieu en tout point de E \ N . Par exemple
on dit que deux fonctions f et g sont égales presque partout, et on note

f(x) = g(x) p.p.,

s’il existe un ensemble négligeable N tel que f(x) = g(x) en tout point du com-
plémentaire de N . Si f et g sont deux fonctions intégrables égales presque par-
tout, leurs intégrales sont égales. De même on dit qu’une suite de fonctions {fn}
converge vers f presque partout, et on note

lim
n→∞ fn(x) = f(x) p.p.,
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Chapitre I. Mesure et intégrale

s’il existe un ensemble négligeable N tel que

lim
n→∞ fn(x) = f(x)

en tout point x du complémentaire de N .

Proposition I.3.3. Soit f une fonction mesurable à valeurs dans [0,∞].
(i) Pour tout nombre α > 0,

µ
({x | f(x) ≥ α}) ≤ 1

α

∫
X

f dµ.

(ii) Si
∫
X fdµ = 0, alors f est nulle presque partout.

Démonstration. Posons
Eα = {x | f(x) ≥ α},

alors f ≥ αχEα , et donc ∫
X

f dµ ≥ αµ(Eα).

Si
∫
X f dµ = 0, alors pour tout α > 0, µ(Eα) = 0, et l’ensemble

{x | f(x) > 0} =
∞⋃

n=1

E 1
n

est négligeable. �

Si f est une fonction mesurable à valeurs dans [0,∞] telle que∫
X

f dµ < ∞,

alors f est finie presque partout, c’est-à-dire que l’ensemble

N = {x | f(x) = ∞}
est négligeable.

Dans la suite nous serons amenés à considérer des fonctions f qui ne sont
définies que presque partout, c’est-à-dire dans le complémentaire d’un ensemble
négligeable. Une fonction f définie dans le complémentaire d’un ensemble négli-
geable N est dite mesurable si la fonction f̂ , définie par

f̂(x) = f(x) si x �∈ N, f̂(x) = 0 si x ∈ N,
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est mesurable. De même f est dite intégrable si f̂ est intégrable, et on pose alors∫
X fdµ =

∫
X f̂dµ.

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue peut être reformulé de la
façon suivante.

Théorème I.3.4 (Théorème de convergence dominée). Soit {fn} une suite de fonc-
tions intégrables vérifiant

- pour presque tout x la suite {fn(x)} a une limite f(x),
- il existe une fonction positive intégrable g telle que, pour tout n et presque

tout x,
|fn(x)| ≤ g(x).

Alors la fonction f (qui en général n’est définie que presque partout) est intégrable
et

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =
∫

X
f dµ.

Théorème I.3.5 (Intégration terme à terme d’une série). Soit {fn} une suite de
fonctions mesurables.

(i) Alors ∫
X

( ∞∑
n=1

|fn|
)

dµ =
∞∑

n=1

∫
X
|fn| dµ.

Ou bien les deux membres sont égaux à un nombre réel fini ≥ 0, ou bien ils sont
tous deux infinis.

(ii) Si les deux membres sont finis, chaque fonction fn est intégrable, et la
série ∞∑

n=1

fn(x)

converge presque partout. Sa somme est une fonction intégrable et∫
X

( ∞∑
n=1

fn

)
dµ =

∞∑
n=1

∫
X

fn dµ.

Démonstration. (a) Posons

G(x) =
∞∑

n=1

|fn(x)|.

D’après le théorème sur l’intégration terme à terme d’une série de fonctions posi-
tives (I.2.5), ∫

X
Gdµ =

∞∑
n=1

∫
X
|fn| dµ.
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(b) Si G est intégrable, G(x) est fini presque partout, la série

∞∑
n=1

|fn(x)|

converge presque partout, et il en est de même de la série

∞∑
n=1

fn(x).

Notons F (x) la somme de cette série. La fonction F est définie presque partout.
Posons

Fn(x) =
n∑

k=1

fk(x).

Pour presque tout x,
lim

n→∞Fn(x) = F (x),

et

|Fn(x)| ≤
n∑

k=1

|fk(x)| ≤ G(x).

Nous pouvons donc appliquer le théorème de convergence dominée (I.3.4) :∫
X

Fdµ = lim
n→∞

∫
X

Fndµ

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
X

fkdµ =
∞∑

k=1

∫
X

fkdµ. �

En général, il se peut qu’une partie d’un ensemble négligeable ne soit pas
mesurable. Si cependant c’est le cas, on dit que l’espace mesuré (X,M, µ) est
complet. S’il n’est pas complet il est possible de le compléter. On définit la tribu
complétée comme suit : une partie E ⊂ X appartient à M′ s’il existe A,B ∈ M

tels que
A ⊂ E ⊂ B, µ(B \ A) = 0,

et on pose µ′(E) = µ(A). Alors M′ est une tribu, et µ′ est une mesure sur l’espace
mesurable (X,M′). Pour le montrer considérons une suite {En} d’ensembles de
M′. Pour tout n il existe des ensembles An et Bn de M tels que

An ⊂ En ⊂ Bn, µ(Bn \ An) = 0.
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Alors ∞⋃
n=1

An ⊂
∞⋃

n=1

En ⊂
∞⋃

n=1

Bn,

et

µ
( ∞⋃

n=1

Bn \
∞⋃

n=1

An

)
= 0

puisque
∞⋃

n=1

Bn \
∞⋃

n=1

An ⊂
∞⋃

n=1

(Bn \ An).

On montre aussi que (X,M′, µ′) est un espace mesuré complet.

Exercices

Exercice I.1. Soit (X,M, µ) un espace mesuré.
a) Soit {An} une suite décroissante d’ensembles mesurables. Montrer que, si

µ(A1) < ∞, alors

lim
n→∞µ(An) = µ

( ∞⋂
n=1

An

)
.

Est-ce encore vrai sans faire l’hypothèse µ(A1) < ∞ ?
b) Soit {fn} une suite décroissante de fonctions mesurables ≥ 0. Montrer

que, si f1 est intégrable,

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =
∫

X

(
lim

n→∞ fn

)
dµ.

Est-ce encore vrai sans faire l’hypothèse que f1 est intégrable ?
Exercice I.2. Soit (X,M, µ) un espace mesuré et soit {An} une suite d’ensembles
mesurables. Pour un entier m ≥ 1 on note Bm l’ensemble des x ∈ X qui
appartiennent à au moins m des ensembles An. Montrer que Bm est mesurable
et que

µ(Bm) ≤ 1
m

∞∑
n=1

µ(An).

Exercice I.3. Soit (X,M) un espace mesurable, et soit {fn} une suite de fonctions
mesurables à valeurs réelles ou complexes. Montrer que l’ensemble des points
x ∈ X où la suite {fn(x)} est convergente et mesurable.
Indication : on pourra montrer que l’ensemble des points x ∈ X où la suite
{fn(x)} est de Cauchy et mesurable.
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Exercice I.4. Montrer que, pour α, β > 0,

∫ ∞

0

xe−αx

1 − e−βx
dx =

∞∑
n=0

1
(α + βn)2

.

Exercice I.5. Soient α, β > 0.
a) Montrer que ∫ 1

0

xα−1

1 + xβ
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

α + βn
.

Indication : on pourra utiliser l’identité

1
1 − t

= 1 + · · · + tn +
tn+1

1 − t
.

En déduire que

∞∑
n=0

(−1)n

n + 1
= ln 2,

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
=

π

4
.

b) Montrer que, si 0 < α < 1,

∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx =

1
α

+
∞∑

n=1

(−1)n
2α

α2 − n2
.

Exercice I.6. Le but de cet exercice est d’évaluer l’intégrale de Gauss∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π.

a) Montrer que

lim
n→∞

∫ √
n

0

(
1 − x2

n

)n
dx =

∫ ∞

0
e−x2

dx.

Vérifier que ∫ √
n

0

(
1 − x2

n

)n
dx =

√
n

∫ π
2

0
cos2n+1 θ dθ.

b) L’intégrale de Wallis Im est définie par

Im =
∫ π

2

0
cosm θ dθ,
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et on établit que

I2n =
1 · 3 · · · (2n − 1)

2 · 4 · · · (2n)
π

2
, I2n+1 =

2 · 4 · · · (2n)
3 · 5 · · · (2n + 1)

.

Montrer que

1 ≤ I2n

I2n+1
≤ I2n−1

I2n+1
= 1 +

1
2n

,

lim
n→∞

I2n

I2n+1
= 1,

et que

Im ∼
√

π

m
(m → ∞).

c) En déduire que ∫ ∞

0
e−x2

dx = 1
2

√
π.

Exercice I.7. Soient α > −1, β ≥ 0. Montrer que

lim
m→∞

∫ m

0
xα(ln x)β

(
1 − x

m

)m
dx =

∫ ∞

0
xα(ln x)βe−x dx.

En déduire que ∫ ∞

0
e−x lnx dx = −γ,

où γ est la constante d’Euler définie par

γ = lim
m→∞

( m∑
k=1

1
k
− ln m

)
.

21





II
MESURE DE LEBESGUE

Nous allons montrer dans ce chapitre qu’il existe une mesure sur la tribu
borélienne de la droite réelle telle que la mesure d’un intervalle soit égale à sa
longueur. C’est la mesure de Lebesgue de la droite réelle. Pour cela nous établirons
d’abord un théorème de prolongement qui sera aussi utilisé ultérieurement pour
la construction du produit de deux mesures au chapitre IV.

II.1. Un théorème de prolongement

Soit X un ensemble et A une algèbre de Boole de parties de X. Dans cette
section les ensembles de A seront appelés ensembles élémentaires, et une combinai-
son linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles élémentaires sera appellée
fonction élémentaire.

Théorème II.1.1. Soit µ une application

µ : A → [0,∞],

telle que, si {An} est une suite d’ensembles de A deux à deux disjoints dont la
réunion A est aussi un ensemble élémentaire, alors

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(An).

On suppose que µ est σ-finie, c’est-à-dire qu’il existe une suite d’ensembles Xn

de A tels que, pour tout n, µ(Xn) < ∞, et dont la réunion est égale à X. Alors µ
se prolonge de façon unique en une mesure sur la tribu M engendrée par A.



Chapitre II. Mesure de Lebesgue

Ce prolongement, que nous noterons µ aussi, possède les propriétés suivantes.
(1) Soit E un ensemble mesurable. Pour tout ε > 0 il existe une suite {An}

d’ensembles élémentaires telle que

E ⊂
∞⋃

n=1

An,

et ∞∑
n=1

µ(An) ≤ µ(E) + ε.

(2) Soit f une fonction intégrable, relativement à l’espace mesuré (X,M, µ).
Il existe une suite {fn} de fonctions élémentaires intégrables telle que

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0.

Démonstration. L’unicité résulte de la remarque suivante : si µ et ν sont deux
mesures sur l’espace mesurable (X,M), les ensembles mesurables E pour lesquels
µ(E) = ν(E) constituent une sous-tribu de M. Ainsi, si les mesures µ et ν coïn-
cident sur une famille d’ensembles qui engendre M, elles sont égales.

La démonstration de l’existence se fait en plusieurs étapes.

(a) Soit {An} une suite d’ensembles élémentaires dont la réunion contient un
ensemble élémentaire A, alors

µ(A) ≤
∞∑

n=1

µ(An).

Posons
Bn = A

⋂
An,

Cn =
n⋃

k=1

Bk \
n−1⋂
k=1

Bk, C1 = B1.

Les ensembles Cn sont élémentaires, deux à deux disjoints, et

A =
∞⋃

n=1

Bn =
∞⋃

n=1

Cn, Cn ⊂ Bn ⊂ An,

donc

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(Cn) ≤
∞∑

n=1

µ(An).
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On définit la mesure extérieure µ∗(E) d’une partie E de X par

µ∗(E) = inf
{ ∞∑

k=1

µ(An)
∣∣∣ An ∈ A, E ⊂

∞⋃
n=1

An

}
.

D’après ce qui précède, si E est un ensemble élémentaire, alors µ∗(E) = µ(E).

(b) Si {En} est une suite de parties de X, de réunion E, alors

µ∗(E) ≤
∞∑

n=1

µ∗(En).

Si µ∗(En) = ∞ pour un certain n, c’est évident. Supposons que µ∗(En) < ∞
pour tout n. Soit ε > 0. Pour tout n il existe une suite d’ensembles élémentaires
An,k telle que

En ⊂
∞⋃

k=1

An,k,
∞∑

k=1

µ(An,k) ≤ µ∗(E) +
ε

2n
.

Puisque

E ⊂
∞⋃

n=1

∞⋃
k=1

An,k,

il en résulte que

µ∗(E) ≤
∞∑

n=1

∞∑
k=1

µ(An,k) ≤
∞∑

n=1

µ∗(En) + ε.

Cette inégalité ayant lieu pour tout ε > 0,

µ∗(E) ≤
∞∑

n=1

µ∗(En).

(c) La différence symétrique de deux parties A et B de X est l’ensemble
A∆B = (A \ B) ∪ (B \ A), ce qui peut se traduire par χA∆B = |χA − χB |.
Définissons l’écart de A et B par

δ(A,B) = µ∗(A∆B).
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On établit sans peine les propriétés suivantes.

δ(A,B) ≤ δ(A,C) + δ(C,B),
δ(A1 ∪ A2, B1 ∪ B2) ≤ δ(A1, B1) + δ(A2, B2),
δ(A1 ∩ A2, B1 ∩ B2) ≤ δ(A1, B1) + δ(A2, B2),
δ(A1 \ A2, B1 \ B2) ≤ δ(A1, B1) + δ(A2, B2),

|µ∗(A) − µ∗(B)| ≤ δ(A,B).

Une partie E de X est dite intégrable s’il existe une suite d’ensembles élémentaires
An tels que µ(An) < ∞ pour tout n, et

lim
n→∞ δ(An, E) = 0.

Si E et F sont des ensembles intégrables, alors E ∪ F , E ∩ F et E \ F sont inté-
grables. Soit E une partie de X. S’il existe une suite {En} d’ensembles intégrables
telle que

lim
n→∞ δ(En, E) = 0,

alors E est intégrable.

Notons M′ l’ensemble des parties de X qui sont réunions de suites d’ensembles
intégrables. Nous allons montrer que M′ est une tribu, et que la restriction de µ∗

à M′ est une mesure sur l’espace mesurable (X,M′).

(d) Si A et B sont deux ensembles intégrables, alors

µ∗(A) + µ∗(B) = µ∗(A ∪ B) + µ∗(A ∩ B).

Il existe deux suites {An} et {Bn} d’ensembles élémentaires telles que, pour
tout n, µ(An) < ∞, µ(Bn) < ∞, et

lim
n→∞ δ(An, A) = 0, lim

n→∞ δ(Bn, B) = 0.

Des propriétés de l’écart δ il résulte que

lim
n→∞ δ(An ∪ Bn, A ∪ B) = 0,

lim
n→∞ δ(An ∩ Bn, A ∩ B) = 0,

et, pour tout n,

µ∗(An) + µ∗(Bn) = µ∗(An ∪ Bn) + µ∗(An ∩ Bn).
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La relation annoncée s’en déduit par passage à la limite.

(e) Si {En} est une suite d’ensembles intégrables deux à deux disjoints de
réunion E,

µ∗(E) =
∞∑

n=1

µ∗(En).

D’après (b),

µ∗(E) ≤
∞∑

n=1

µ∗(En).

D’après (d), pour tout N ,

µ∗
( N⋃

n=1

En

)
=

N∑
n=1

µ∗(En),

donc

µ∗(E) ≥
N∑

n=1

µ∗(En),

et par suite

µ∗(E) ≥
∞∑

n=1

µ∗(En).

(f) Soit E un ensemble de M′ tel que µ∗(E) < ∞, alors E est intégrable.
L’ensemble E est une réunion d’une suite d’ensembles intégrables En que l’on

peut supposer deux à deux disjoints, donc, d’après (e),

µ∗(E) =
∞∑

n=1

µ∗(En),

et par suite

lim
n→∞ δ

( N⋃
n=1

En, E
)

= 0,

donc E est intégrable.

On déduit de (e) et (f) que si {En} est une suite d’ensembles de M′ deux à
deux disjoints de réunion E,

µ∗(E) =
∞∑

n=1

µ∗(En).
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(g) M′ est une tribu.
Il est clair qu’une réunion d’une suite d’ensembles de M′ appartient à M′.

Montrons que le complémentaire Ec d’un ensemble de M′ appartient aussi à M′.
L’ensemble E est réunion d’une suite d’ensembles intégrables Ek. D’autre part
nous savons qu’il existe une suite {Xn} d’ensembles élémentaires intégrables dont
la réunion est égale à X. De la relation

Xn ∩ E =
∞⋃

k=1

(Xn ∩ Ek)

on déduit que Xn ∩ E est intégrable. De même

Xn \ E = Xn \ (Xn ∩ E)

est intégrable. Par suite

Ec =
∞⋃

n=1

(Xn \ E)

appartient à M′.
Remarquons que la tribu M′ contient la tribu M.

(h) Soit f une fonction intégrable relativement à l’espace mesuré (X,M′, µ),
et soit ε > 0. De la proposition I.1.1 et du théorème de convergence dominée
(I.3.4) il résulte qu’il existe une fonction intégrable étagée g telle que∫

X
|f − g| dµ ≤ ε

2
,

et de la définition des ensembles intégrables il résulte qu’il existe une fonction
intégrable élémentaire h telle que∫

X
|g − h| dµ ≤ ε

2
.

Par suite ∫
X
|f − h| dµ ≤ ε. �

Dans la suite nous aurons besoin de la propriété suivante qui se déduit direc-
tement de la partie (2) de l’énoncé du théorème de prolongement (II.1.1).
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Proposition II.1.2. Soit f une fonction intégrable relativement à l’espace mesuré
(X,M, µ). Il existe une suite {uk} de fonctions élémentaires intégrables telles que

f(x) =
∞∑

k=1

uk(x) p.p.,

∞∑
k=1

∫
X
|uk| dµ < ∞.

Démonstration. Il existe une suite {fn} de fonctions élémentaires intégrables telle
que

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0.

On peut extraire de la suite {fn} une sous-suite {fnk
} telle que

∞∑
k=1

∫
X
|fnk+1

− fnk
| dµ < ∞.

Posons
u1 = fn1, uk = fnk

− fnk−1
(k ≥ 2).

La suite uk convient. �

II.2. Mesure de Lebesgue sur R

Soit A l’algèbre de Boole engendrée par les intervalles de R : un ensemble de A

est une réunion finie d’intervalles (que l’on peut supposer deux à deux disjoints).
Soit λ l’application définie sur A à valeurs dans [0,∞] de la façon suivante : si

E =
N⋃

n=1

In,

où les ensembles In sont des intervalles deux à deux disjoints d’extrémités an

et bn,

λ(E) =
N∑

n=1

λ(In) =
N∑

n=1

(bn − an).
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Théorème II.2.1. Soit {En} une suite d’éléments de A deux à deux disjoints dont
la réunion E appartient aussi à A, alors

λ(E) =
∞∑

n=1

λ(En).

Avant de le démontrer, notons que le théorème de prolongement (II.1.1) nous
permet d’en déduire

Théorème II.2.2. (i) Il existe une mesure unique λ sur la tribu borélienne de R
telle que, si I est un intervalle d’extrémités a et b,

λ(I) = b − a.

(ii) De plus, si E est un ensemble borélien de mesure finie, pour tout ε > 0 il
existe une suite {In} d’intervalles telle que

E ⊂
∞⋃

n=1

In,

et ∞∑
n=1

λ(In) ≤ λ(E) + ε.

(iii) Si f est une fonction intégrable, il existe une suite de fonctions intégrables
en escalier telle que

lim
n→∞

∫
R

|fn − f | dλ = 0.

Rappelons qu’une fonction en escalier définie sur un intervalle d’extrémités α
et β (−∞ ≤ α < β ≤ ∞) est une fonction f pour laquelle il existe une subdivision

α = x0 < x1 < · · · < xn = β,

et des nombres A0, . . . An−1 tels que

f(x) = Ai si x ∈]xi, xi+1[.

Démonstration du théorème II.2.1. Elle se fait en plusieurs étapes.

(a) Si I1, . . . , In sont des intervalles deux à deux disjoints, tous contenus dans
un intervalle I, alors

n∑
k=1

λ(Ik) ≤ λ(I).
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Notons ak et bk les extrémités de Ik, a et b celles de I. Nous pouvons supposer
que

a ≤ a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ bn ≤ b,

et alors
n∑

k=1

(bk − ak) ≤ b − a.

(b) Si K = [a, b] est un intervalle fermé borné contenu dans la réunion des
intervalles ouverts Uk =]ak, bk[ (k = 1, · · · , n), alors

λ(K) ≤
n∑

k=1

λ(Uk).

L’extrémité a appartient à l’un des intervalles Uk, soit Uk1 . Si bk1 ≤ b, il existe
k2 tel que bk1 appartienne à Uk2 . Nous construisons ainsi une suite d’indices ki

jusqu’à ce que bkm > b. Ainsi

ak1 < a < bk1 , akm < b < bkm, aki+1
< bki

< bki+1
,

et par suite

λ(K) ≤
m∑

i=1

λ(Uki
).

(c) Si {In} est une suite d’intervalles dont la réunion contient l’intervalle I,
alors

λ(I) ≤
∞∑

n=1

λ(In).

Nous pouvons supposer que λ(In) < ∞ pour tout n. Considérons d’abord le
cas où λ(I) < ∞. Soit ε > 0. Il existe un intervalle fermé borné K ⊂ I tel que

λ(I) ≤ λ(K) + ε,

et des intervalles ouverts Un tels que In ⊂ Un, et

λ(Un) ≤ λ(In) + ε2−n.
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Les intervalles ouverts Un recouvrent le compact K, on peut donc en extraire un
recouvrement fini, et, d’après (b),

λ(K) ≤
∞∑

n=1

λ(Un).

Par suite

λ(I) ≤
∞∑

k=1

λ(In) + 2ε.

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, le résultat annoncé s’en déduit.
Si λ(I) = ∞, pour tout A > 0 il existe un intervalle compact K contenu dans

I tel que λ(K) ≥ A. La démonstration se poursuit comme précédemment.

(d) Si {In} est une suite d’intervalles deux à deux disjoints dont la réunion
est un intervalle I, alors

λ(I) =
∞∑

n=1

λ(In).

De (a) il résulte que pour tout N

N∑
n=1

λ(In) ≤ λ(I),

et d’après (c)

λ(I) ≤
∞∑

n=1

λ(In).

(e) Si {En} est une suite d’ensembles élémentaires deux à deux disjoints dont
la réunion est aussi un ensemble élémentaire, alors

∞∑
n=1

λ(En) = λ(E).

Nous pouvons supposer que les ensembles En sont des intervalles. L’ensemble
E est la réunion d’intervalles Ik (k = 1, · · · ,K) que l’on peut supposer deux à
deux disjoints. D’après (d)

λ(Ik) =
∞∑

n=1

λ(Ik ∩ En),
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et aussi

λ(En) =
K∑

k=1

λ(Ik ∩ En),

et le résultat annoncé s’en déduit. �

L’espace mesuré (R,B, λ) est invariant par translation, c’est-à-dire que si E
est un ensemble borélien et a est un nombre réel, l’ensemble E + a est aussi
borélien et

λ(E + a) = λ(E).

En effet la tribu borélienne est la plus petite tribu contenant les intervalles, et le
translaté d’un intervalle est un intervalle, par suite le translaté d’un ensemble bo-
rélien est aussi un ensemble borélien. Soit a un nombre réel. Pour tout borélien E,
posons

µ(E) = λ(E + a).

Ceci définit une mesure µ sur (R,B), et pour tout intervalle I

µ(I) = λ(I),

donc µ = λ.

Proposition II.2.3. Si µ est une mesure sur (R,B) qui est invariante par transla-
tion et pour laquelle la mesure d’un intervalle borné est finie, alors il existe une
constante c telle que µ = cλ.

Démonstration. Posons c = µ([0, 1[). Soit I = [a, b[ un intervalle dont les extrémités
a et b sont des nombres rationnels. Des propriétés d’additivité et d’invariance de
la mesure µ on déduit que

µ([a, b[) = c(b − a).

La proposition résulte alors du fait que les intervalles de ce type engendrent la
tribu borélienne B de R. �

Dans cette section nous appelerons mesurable une partie de R appartenant à
la tribu complétée de la tribu borélienne B relativement à la mesure de Lebesgue
λ, c’est-à-dire qu’un ensemble E est mesurable s’il existe deux ensembles boréliens
A et B tels que

A ⊂ E ⊂ B, λ(B \ A) = 0.

La mesure de E est alors par définition

λ(E) = λ(A).
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Proposition II.2.4. Soit E un ensemble mesurable.
(i) λ(E) = inf{λ(U) | U ouvert , E ⊂ U}.
(ii) λ(E) = sup{λ(K) | K compact , K ⊂ E}.

Démonstration. (a) Si λ(E) = ∞ c’est évident. Supposons λ(E) < ∞ et soit ε > 0.
Il existe une suite d’intervalles In telle que

E ⊂
∞⋃

n=1

In,

∞∑
n=1

λ(In) ≤ λ(E) + ε,

et, pour tout n, il existe un intervalle ouvert Un contenant In tel que

λ(Un) ≤ λ(In) + ε2−n.

Soit U la réunion des intervalles Un. C’est un ouvert qui contient E et

λ(U) ≤
∞∑

k=1

λ(Un) ≤
∞∑

n=1

λ(In) + ε ≤ λ(E) + 2ε.

(b) Supposons d’abord que λ(E) < ∞, et soit ε > 0. Il existe un intervalle
compact I tel que

λ(E ∩ I) ≥ λ(E) − ε.

Posons F = I \ E. D’après (a) il existe un ouvert U contenant F tel que

λ(U) ≤ λ(F ) + ε.

Puis posons K = I \ U . C’est un compact contenu dans E et

λ(I) = λ(K) + λ(U ∩ I) ≤ λ(K) + λ(F ) + ε,

donc
λ(K) ≥ λ(I) − λ(F ) − ε = λ(E ∩ I) − ε,

et par suite
λ(K) ≥ λ(E) − 2ε.

Si λ(E) = ∞, pour tout A > 0 il existe un intervalle compact I tel que
λ(E ∩ I) ≥ A, et la démonstration se poursuit comme précédemment . �
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II.3. Intégrales au sens de Riemann
et au sens de Lebesgue

Rappelons d’abord la définition de l’intégrale au sens de Riemann sur un
intervalle fermé borné [a, b] de R. Soit u une fonction en escalier définie sur [a, b].
Il existe une subdivision

a = x0 < x1 < . . . < xn = b,

et des nombres A0, . . . , An−1 tels que

u(x) = Ai si x ∈]xi, xi+1[.

L’intégrale de u est définie par

∫ b

a
u(x)dx =

n−1∑
i=1

Ai(xi+1 − xi).

On vérifie que cette définition est indépendante du choix de la subdivision et que
l’intégrale est une forme linéaire sur l’espace E0(a, b) des fonctions en escalier sur
[a, b].

Si f est une fonction définie sur [a, b] à valeurs réelles et bornée, on pose

U0(f) = sup
{∫ b

a
u(x)dx

∣∣∣ u ∈ E0(a, b), u ≤ f
}
,

V0(f) = inf
{∫ b

a
v(x)dx

∣∣∣ v ∈ E0(a, b), v ≥ f
}
.

La fonction f est dite intégrable au sens de Riemann si U0(f) = V0(f). L’intégrale
au sens de Riemann de f est alors le nombre∫ b

a
f(x)dx = U0(f) = V0(f).

Pour qu’une fonction bornée f soit intégrable au sens de Riemann il faut et il
suffit que pour tout ε > 0, il existe deux fonctions u, v ∈ E0(a, b) telles que

u ≤ f ≤ v,

∫ b

a
(v − u)dx ≤ ε.

Considérons maintenant un espace mesuré complet (X,M, µ) et supposons
que la masse totale de la mesure µ soit finie : µ(X) < ∞. Pour une fonction f
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définie sur X à valeurs réelles et bornée, posons

U(f) =
{∫

X
u dµ

∣∣∣u ∈ E(X,M), u ≤ f
}
,

V(f) =
{∑

X

v dµ
∣∣∣ v ∈ E(X,M), v ≥ f

}
.

(Rappelons que E(X,M) désigne l’espace des fonctions mesurables étagées définies
sur X.) Si f est mesurable alors U(f) = V(f), et∫

X
f dµ = U(f) = V(f).

Réciproquement nous allons voir que si U(f) = V(f), alors f est mesurable. En
effet si c’est le cas, pour tout ε > 0, il existe u, v ∈ E(X,M) telles que

u ≤ f ≤ v,

∫
X

(v − u) dµ ≤ ε.

Ainsi il existe des suites {un} et {vn} de fonctions mesurables étagées telles que

un ≤ f ≤ vn,

∫
X

(vn − un) dµ ≤ 1
n

.

Posons
Un = sup

k≤n
uk, Vn = inf

k≤n
vk.

Les fonctions Un et Vn sont mesurables étagées, la suite {Un} est croissante, la
suite {Vn} est décroisante et ∫

X
(Vn − Un) dµ ≤ 1

n
.

De plus

lim
n→∞

∫
X

Un dµ = U(f), lim
n→∞

∫
X

Vn dµ = V(f).

Posons
g(x) = lim

n→∞Un(x), h(x) = lim
n→∞Vn(x).

Les fonctions g et h sont mesurables, et g ≤ f ≤ h. Du théorème de convergence
monotone (I.2.1) il résulte que∫

X
(h − g) dµ = V(f) − U(f) = 0,
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donc f = g = h presque partout, et∫
X

f dµ = U(f) = V(f).

Ainsi f est intégrable relativement à l’espace mesuré (X,M, µ) si et seulement si
U(f) = V(f).

Considérons le cas où X = [a, b], M est la tribu complétée de la tribu boré-
lienne relativement à la mesure de Lebesgue, et µ = λ est la mesure de Lebesgue.
Pour toute fonction f définie sur [a, b] à valeurs réelles et bornée,

U0(f) ≤ U(f) ≤ V(f) ≤ V0(f).

Ainsi, si f est intégrable au sens de Riemann elle est intégrable au sens de
Lebesgue, et les deux définitions d’intégrale coïncident. Par contre une fonction f
peut être intégrable au sens de Lebesgue sans être intégrable au sens de Riemann,
c’est-à-dire que U(f) = V(f), mais que U0(f) < V0(f). C’est en effet le cas pour
la fonction f définie sur [0, 1] par

f(x) =

{
1 si x ∈ Q ∩ [0, 1],
0 sinon.

Dans ce cas U0(f) = 0, V0(f) = 1, U(f) = V(f) = 0.

Exercices

Exercice II.1. Ensemble triadique de Cantor. Soit α un nombre réel tel que 0 <
α ≤ 1. On va définir une suite décroissante de fermés Fn ⊂ [0, 1]. L’ensemble de
Cantor Kα sera défini par

Kα =
∞⋂

n=0

Fn.

La suite Fn est définie par récurrence de la façon suivante. On pose F0 = [0, 1].
L’ensemble F1 est le complémentaire dans F0 de l’intervalle ouvert de centre 1

2
et de longueur α

3 :

F1 = I1
1 ∪ I2

1 , I1
1 =

[
0,

1
2
− α

6

]
, I2

1 =
[1
2

+
α

6
, 1
]
.

On effectue sur chacun des intervalles I1
1 et I2

1 la même opération en remplaçant
α par α

3 . Ainsi, si

Fn = I1
n ∪ . . . ∪ I2n

n , Ik
n = [ak

n, bk
n] (1 ≤ k ≤ 2n),
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alors
Fn+1 = I1

n+1 ∪ . . . ∪ I2n+1

n+1 ,

avec

I2k−1
n+1 =

[
ak

n,
ak

n + bk
n

2
− α

2 · 3n+1

]
, I2k

n+1 =
[ak

n + bk
n

2
+

α

2 · 3n+1
, bk

n

]
.

a) Montrer que

λ(Fn) = 1 − α

3
− 2α

9
− · · · − 2n−1α

3n
.

b) Montrer que Kα est un ensemble compact d’intérieur vide, et que λ(Kα) =
1 − α.

c) Considérons les développements triadiques infinis des nombres de [0, 1].
Tout nombre x ∈ [0, 1] s’écrit

x = 0, a1a2 . . . an . . . ,

où {an} est une suite de nombres égaux à 0, 1 ou 2, c’est-à-dire

x =
∞∑

n=1

an

3n
.

L’écriture n’est pas unique lorsque x est un nombre triadique, c’est-à-dire si

x =
N∑

n=1

an

3n
(aN �= 0),

qui s’écrit x = 0, a1a2 . . . aN , car x est aussi égal à

x =
N−1∑
n=1

aN

3n
+

aN−1

3N
+

∞∑
n=N+1

2
3n

,

c’est-à-dire qu’il s’écrit aussi

x = 0, a1a2 . . . aN−1a
′
N . . . a′n . . . ,

où a′N = aN − 1, et a′n = 2 si n ≥ N + 1.
Montrer que l’ensemble de Cantor K1 est égal à l’ensemble des nombres qui

s’écrivent
x = 0, a1a2 . . . an . . .

où {an} est une suite de nombres égaux à 0 ou 2. Montrer que K1 n’est pas
dénombrable. Ainsi K1 est un ensemble compact non dénombrable de mesure
nulle.
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Exercices

Exercice II.2 (Théorème d’Egoroff). Soit B la tribu borélienne de R, et soit E un
ensemble borélien de mesure finie, λ(E) < ∞. Soit {fn} une suite de fonctions
mesurables définies sur E à valeurs réelles, convergeant en tout point de E vers
une fonction f .

a) Pour ε fixé, et pour tout entier n on pose

Fn = {x ∈ E | |fn(x) − f(x)| > ε}, Gn =
⋃
k≥n

Fk.

Montrer que
lim

n→∞λ(Gn) = 0.

b) Montrer que, pour tous ε > 0 et δ > 0, il existe un borélien A ⊂ E, de
mesure λ(A) < δ, et un entier N tel que

∀n ≥ N, ∀x ∈ E \ A, |fn(x) − f(x)| ≤ ε.

c) Montrer que, pour tout α > 0, il existe un borélien A ⊂ E, de mesure
λ(A) ≤ α, tel que la suite {fn} converge uniformément sur E \ A.
Indication : appliquer le résultat de b) à des suites {εk} et {δk} convenables.
Exercice II.3 (Théorème de Lusin). Soit B la tribu borélienne de R, et soit E un
ensemble borélien de mesure finie, λ(E) < ∞.

a) Soit f une fonction mesurable étagée à valeurs réelles définie sur E. Mon-
trer que, pour tout ε > 0, il existe un compact K ⊂ E tel que λ(E \ K) ≤ ε et
que f soit continue sur K.
Indication : on utilisera le fait suivant ; soit A un borélien de mesure finie. Pour
tout ε > 0 il existe un compact K ⊂ A tel que λ(A \ K) ≤ ε.

b) Soit f une fonction mesurable définie sur E à valeurs réelles. Montrer
que, pour tout ε > 0, il existe un borélien A tel que λ(A) ≤ ε et que f soit
continue sur E \ A.
Indication : on considèrera une suite {fn} de fonctions mesurables étagées telles
que |fn| ≤ |fn+1| qui converge vers f en tout point de E, et on appliquera le
théorème d’Egoroff (exercice II.2).
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III

ESPACES Lp

Les espaces Lp jouent un rôle important en analyse fonctionnelle. Nous verrons
dans ce chapitre que Lp est un espace de Banach, c’est-à-dire un espace normé
complet. C’est le théorème de Riesz-Fischer. En particulier L2 est un espace de
Hilbert. C’est un résultat important par ses applications à l’analyse. Il n’y a
pas d’énoncé analogue pour l’intégrale de Riemann, et nous avons ici l’une des
principales justifications de l’introduction de la théorie de l’intégrale de Lebesgue.

III.1. Inégalités de Hölder et de Minkowski, espaces Lp

Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Pour 1 ≤ p < ∞, on note Lp(X,M, µ)
l’ensemble des fonctions mesurables f à valeurs complexes telles que

∫
X
|f |p dµ < ∞,

et, pour une telle fonction, on pose

‖f‖p =
(∫

X
|f |p dµ

) 1
p
.

Pour p = 1 il est clair que L1(X,M, µ) est un espace vectoriel, c’est l’espace des
fonctions intégrables, et f �→ ‖f‖1 est une semi-norme. Pour p > 1 ce sont les
inégalités de Hölder et de Minskowski qui permettent de montrer que Lp(X,M, µ)
est un espace vectoriel et que f �→ ‖f‖p est une semi-norme sur cet espace. Nous
allons d’abord établir le lemme de convexité suivant.
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Lemme III.1.1. Soient α et β ≥ 0, tels que α + β = 1, et soient u, v ∈ [0,∞].
Alors

uαvβ ≤ αu + βv.

Démonstration. On peut supposer que 0 < u, v < ∞, sinon l’inégalité est évidente,
et donc poser u = es, v = et. La fonction exponentielle étant convexe,

eαs+βt ≤ αes + βet,

c’est-à-dire
uαvβ ≤ αu + βv. �

Deux nombres réels positifs p et q sont appelés exposants conjugués s’ils véri-
fient la relation

1
p

+
1
q

= 1.

Cette relation implique que p et q sont supérieurs à 1. Notons que p = 2 est égal
à son conjugué q = 2. Si p tend vers 1 alors q tend vers l’infini. On dira que 1 et
∞ sont conjugués.

Théorème III.1.2 (Inégalités de Hölder et de Minkowski). Soient p et q deux expo-
sants conjugués, 1 < p, q < ∞, et soient f et g deux fonctions mesurables à
valeurs dans [0,∞]. L’inégalité de Hölder s’écrit∫

X
fg dµ ≤

(∫
X

fp dµ
) 1

p
(∫

X
gq dµ

) 1
q
,

et l’inégalité de Minkowski

(∫
X

(f + g)p dµ
) 1

p ≤
(∫

X
fp dµ

) 1
p +

(∫
X

gp dµ
) 1

p
.

Démonstration. (a) Inégalité de Hölder. Posons

A =
(∫

X
fp dµ

) 1
p
, B =

(∫
X

gq dµ
) 1

q
.

Si A = 0, alors f = 0 p.p., donc
∫
X fg dµ = 0. Si A = ∞, l’inégalité est évidente.

On peut donc supposer que 0 < A,B < ∞. Posons alors

F =
f

A
, G =

g

B
.
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III.1. Inégalités de Hölder et de Minkowski, espaces Lp

D’après le lemme III.1.1,

F (x)G(x) ≤ 1
p
F (x)p +

1
q
G(x)q,

et en intégrant, ∫
X

FG dµ ≤ 1
p

∫
X

F p dµ +
1
q

∫
X

Gq dµ = 1,

qui est l’inégalité à démontrer.
(b) Inégalité de Minkowski. Si

∫
X fp dµ = ∞, ou si

∫
X gp dµ = ∞, ou si∫

X(f + g)p dµ = 0, l’inégalité est évidente. On peut donc supposer que∫
X

fp dµ < ∞,

∫
X

gp dµ < ∞,

∫
X

(f + g)p dµ > 0.

Puisque, pour p > 1, la fonction t �→ tp est convexe,
(f + g

2

)p ≤ 1
2 (fp + gp),

et donc ∫
X

(f + g)p dµ < ∞.

Appliquons l’inégalité de Hölder au produit f(f + g)p−1,
∫

X
f(f + g)p−1 dµ ≤

(∫
X

fp dµ
) 1

p
(∫

X
(f + g)p dµ

) 1
q
,

car (p − 1)q = p. De même avec le produit g(f + g)p−1,
∫

X
g(f + g)p−1 dµ ≤

(∫
X

gp dµ
) 1

p
(∫

X
(f + g)p dµ

) 1
q
,

et additionnons ces deux inégalités,∫
X

(f + g)p dµ ≤
((∫

X
fp dµ

) 1
p +

(∫
X

gp dµ
) 1

p

)(∫
X

(f + g)p dµ
) 1

q
.

L’inégalité à démontrer s’en déduit. �

Corollaire III.1.3. Pour 1 ≤ p < ∞ l’ensemble Lp(X,M, µ) est un espace vectoriel
sur C et l’application f �→ ‖f‖p est une semi-norme sur cet espace vectoriel.
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Démonstration. C’est une conséquence de l’inégalité de Minkowski. �

Soient p et q deux exposants conjugués, 1 < p, q < ∞, soient f une fonction
de Lp et g une fonction de Lq. De l’inégalité de Hölder on déduit que le produit
fg est intégrable et que∣∣∣∫

X
fg dµ

∣∣∣ ≤ (∫
X
|f |p dµ

) 1
p
(∫

X
|g|qdπ

) 1
q
.

Cette inégalité est aussi appelé inégalité de Hölder. Lorsque p = q = 2, c’est
l’inégalité de Schwarz.

Une fonction mesurable à valeurs complexes est dite essentiellement bornée
s’il existe un nombre M tel que

µ({x | |f(x)| > M}) = 0.

La borne inférieure des nombres M pour lesquels ceci a lieu est appelée la borne
supérieure essentielle de f , et est notée ‖f‖∞. On note L∞(X,M, µ) l’ensemble
des fonctions mesurables à valeurs complexes essentiellement bornées. L’ensemble
L∞(X,M, µ) est un espace vectoriel sur C et l’application f �→ ‖f‖∞ est une
semi-norme sur cet espace vectoriel.

Si f ∈ L1 et g ∈ L∞ alors fg est intégrable, et∣∣∣∫
X

fg dµ
∣∣∣ ≤ ‖g‖∞

∫
X
|f | dµ.

En effet, pour presque tout x,

|f(x)g(x)| ≤ ‖g‖∞|f(x)|.

III.2. Espaces Lp, théorème de Riesz-Fischer

Soient (X,M, µ) un espace mesuré et 1 < p < ∞. L’application f �→ ‖f‖p est
une semi-norme sur Lp(X,M, µ) mais en général ce n’est pas une norme. En effet
‖f‖p = 0 si et seulement si f est nulle presque partout. La relation

f = g p.p.

est une relation d’équivalence sur Lp(X,M, µ) et l’espace quotient, noté
Lp(X,M, µ), est un espace vectoriel normé. Nous allons voir que cet espace est
complet, c’est-à-dire que Lp(X,M, µ) est un espace de Banach. Pour cela nous
allons montrer que toute série normalement convergente est convergente. En effet,
pour qu’un espace vectoriel normé soit complet il faut et il suffit que toute série
normalement convergente soit convergente. Nous verrons au début de la démons-
tration du théorème III.2.2 comment s’établit ce résultat.
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Théorème III.2.1. Supposons 1 ≤ p < ∞, et soit {fn} une suite de fonctions de
Lp(X,M, µ) telle que

∞∑
n=1

‖fn‖p < ∞.

Alors la série ∞∑
n=1

fn(x)

converge presque partout. Sa somme F , qui est définie presque partout, appartient
à Lp(X,M, µ) et

lim
N→∞

‖
N∑

n=1

fn − F‖p = 0.

Démonstration. Posons

M =
∞∑

n=1

‖fn‖p, GN (x) =
N∑

n=1

|fn(x)|, G(x) =
∞∑

n=1

|fn(x)|.

D’après l’inégalité de Minkowski,

‖GN‖p ≤
N∑

n=1

‖fn‖p ≤ M,

et d’après le théorème de convergence monotone (I.2.1),∫
X

Gp dµ = lim
N→∞

∫
X

Gp
N dµ ≤ Mp.

Ainsi la fonction Gp est intégrable, donc finie presque partout, et par suite la série

∞∑
n=1

fn(x)

converge presque partout. Posons

FN (x) =
N∑

n=1

fn(x).

Puisque
|FN (x)| ≤ G(x), |F (x)| ≤ G(x),
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la fonction F appartient à Lp(X,M, µ), et d’après le théorème de convergence
dominée (I.3.4)

lim
N→∞

∫
X
|FN − F |p dµ = 0. �

Théorème III.2.2 (Théorème de Riesz-Fischer). Supposons 1 ≤ p < ∞. L’espace
Lp(X,M, µ) est complet. Plus précisément, soit {fn} une suite de Cauchy de
fonctions de Lp(X,M, µ). Alors

(i) il existe une fonction f de Lp(X,M, µ) telle que

lim
n→∞ ‖fn − f‖p = 0,

(ii) il existe une sous-suite {fnk
} telle que

lim
k→∞

fnk
(x) = f(x) p.p.

Démonstration. D’après le théorème III.2.1, toute série normalement convergente
de Lp(X,M, µ) est convergente. Il en résulte que Lp(X,M, µ) est complet. Pour
obtenir la conclusion (ii) de l’énoncé nous allons reprendre la démonstration de
ce résultat. On montre d’abord par récurrence qu’il existe une suite croissante
d’entiers nk telle que

∀n,m ≥ nk, ‖fn − fm‖ ≤ 1
k2

.

Posons
u0 = fn1, uk = fnk+1

− fnk
.

Puisque

‖uk‖p ≤ 1
k2

,

la série
∑

uk est normalement convergente,

∞∑
k=0

‖uk‖p < ∞.

D’après le théorème III.2.1 il existe une fonction f de Lp(X,M, µ) telle que

lim
K→∞

‖
K∑

k=0

uk − f‖p = 0, lim
K→∞

K∑
k=0

uk(x) = f(x) p.p.,

ce qui se traduit par

lim
k→∞

‖fnk
− f‖p = 0, lim

k→∞
fnk

(x) = f(x) p.p.
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Soit ε > 0. Il existe N tel que

∀n,m ≥ N, ‖fn − fm‖p ≤ ε,

et soit k tel que nk ≥ N , alors

∀n ≥ N, ‖fn − f‖p ≤ ‖fn − fnk
‖p + ‖fnk

− f‖p ≤ 2ε,

donc
lim

n→∞ ‖fn − f‖p = 0. �

Proposition III.2.3. L’espace L∞(X,M, µ) est complet.

Démonstration. Soit {fn} une suite de Cauchy de l’espace
L∞(X,M, µ). Les ensembles En,m définis par

En,m = {x | |fn(x) − fm(x)| > ‖fn − fm‖∞}
sont négligeables, et leur réunion E l’est aussi. Sur le complémentaire de E la
suite {fn} est une suite de Cauchy pour la norme uniforme, donc la suite {fn}
converge sur le complémentaire de E vers une fonction f . Pour x ∈ E on pose
f(x) = 0. La fonction ainsi définie f appartient à L∞(X,M, µ), et

lim
n→∞ ‖fn − f‖∞. �

Rappelons qu’une fonction intégrale étagée est une combinaison linéaire de
fonctions caractéristiques d’ensembles intégrables. Supposons 1 ≤ p < ∞. Si
f ∈ Lp(X,M, µ), il existe une suite {fn} de fonctions intégrables élémentaires qui
converge vers f au sens de Lp, c’est-à-dire que

lim
n→∞ ‖fn − f‖p = 0.

En effet, si f est positive, il existe d’après I.1.1 une suite {fn} de fonctions me-
surables étagées telle que

0 ≤ fn ≤ f, lim
n→∞ fn(x) = f(x).

Puisque (f − fn)p ≤ fp, il résulte du théorème de convergence dominée (I.3.4),
que

lim
n→∞

∫
X

(f − fn)p dµ = 0.

Le résultat annoncé s’en déduit.
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Sous les hypothèses du théorème II.1.1, si 1 ≤ p < ∞, pour toute fonction
f ∈ Lp(X,M, µ), il existe une suite de fonctions élémentaires intégrables qui
converge vers f au sens de Lp. Pour p = 1 c’est la dernière partie de l’énoncé du
théorème II.1.1. La démonstration s’étend au cas 1 ≤ p < ∞.

Pour terminer cette section nous allons énoncer un théorème d’approximation
très utile en analyse. Lorsque X =]α, β[ est un intervalle ouvert de R (−∞ ≤ α <
β ≤ ∞), que M = B est la tribu borélienne de X et que µ = λ est la mesure de
Lebesgue, nous noterons Lp(X) et Lp(X) au lieu de Lp(X,B, λ) et Lp(X,B, λ).
On note Cc(X) l’espace des fonctions continues sur X à support compact contenu
dans X. Rappelons que le support d’une fonction f est l’adhérence de l’ensemble
des points où cette fonction est non nulle,

supp(f) = {x ∈ R | f(x) �= 0}.

Théorème III.2.4. Supposons 1 ≤ p < ∞. Soit f une fonction de Lp(X). Il existe
une suite {fn} de fonctions de Cc(X) qui converge vers f au sens de Lp.

Démonstration. Considérons l’ensemble F des fonctions f de Lp(X) possèdant
cette propriété, c’est-à-dire pour lesquelles il existe une suite {fn} de fonctions de
Cc(X) qui converge vers f au sens de Lp. Notons que F est un espace vectoriel, et
que, si {fn} est une suite de fonctions de F qui converge vers une fonction f au
sens de Lp, alors f appartient à F . Nous devons montrer que F = Lp(X). Soit f
la fonction caractéristique d’un intervalle borné d’extrémités a et b, et soit fn la
fonction trapèze définie comme suit : elle est nulle si x ≤ a− 1

n ou si x ≥ b+ 1
n , et

fn(x) =




n(x − a) + 1 si a − 1
n ≤ x ≤ a,

1 si a ≤ x ≤ b,

n(b − x) + 1 si b ≤ x ≤ b + 1
n .

La fonction fn appartient à Cc(X), et

lim
n→∞

∫
X
|fn − f |pdλ = 0.

Ceci montre que f appartient à F . Par suite toute fonction intégrable élémentaire
appartient à F , et de ce qui précède il résulte que F = Lp(X). �
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III.3. L’espace de Hilbert L2

Si f et g sont deux fonctions de carré intégrable, alors leur produit est inté-
grable. C’est une conséquence de l’inégalité de Schwarz. L’intégrale

(f |g) =
∫

X
f(x)g(x) dµ(x)

ne dépend que des classes d’équivalence de f et g (rappelons que f1 et f2 sont
équivalentes si f1 et f2 sont égales presque partout). On définit ainsi un produit
scalaire sur L2(X,M, µ) qui en fait un espace préhilbertien. Si la mesure µ est
concentrée sur un ensemble fini, l’espace L2(X,M, µ) est de dimension finie (on
dit qu’une mesure µ est concentrée sur un ensemble E si la mesure µ(Ec) du
complémentaire de E est nulle). Nous supposerons dans la suite que ce n’est pas
le cas. On dit qu’une suite {fn} de fonctions de L2(X,M, µ) converge en moyenne
quadratique vers une fonction f si

lim
n→∞

∫
X
|fn(x) − f(x)|2 dµ(x) = 0.

L’espace L2(X,M, µ) est complet d’après le théorème de Riesz-Fischer (III.2.2),
ce qui s’énonce :

Théorème III.3.1. L2(X,M, µ) est un espace de Hilbert.

Ce théorème a des conséquences importantes. Rappelons les principales pro-
priétés des systèmes orthogonaux et des bases hilbertiennes (cf. par exemple
Albert, chapitre V, ou Avanissian, chapitre 13).

Un système orthogonal {ϕn}n≥0 de l’espace de Hilbert H = L2(X,M, µ) est
une suite d́’éléments telle que, pour tout n, ϕn �= 0, et, si m �= n,

(ϕm|ϕn) = 0.

C’est un système orthonormé si de plus, pour tout n,

‖ϕn‖ = 1.

Soit {ϕn} un système orthonormé. Notons F le plus petit sous-espace fermé conte-
nant {ϕn}, et P le projecteur orthogonal sur F . Pour toute suite {an}n≥0 de 
2(N),
la série ∞∑

n=0

anϕn

est convergente en moyenne quadratique, et sa somme est un élément de F .
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Rappelons que 
2(N) désigne l’espace des suites a = {an}≥0 de nombres com-
plexes qui sont de carré sommable, c’est-à-dire que

∞∑
n=0

|an|2 < ∞.

Muni du produit scalaire

(a|b) =
∞∑

n=0

anbn,

c’est un espace de Hilbert. (Remarquons que 
2(N) = L2(Y,N, ν), où Y = N,
N = P(N) et ν est la mesure de comptage.)

Pour tout f ∈ H, posons

an = (f |ϕn).

Alors
∞∑

n=0

|an|2 = ‖Pf‖2 ≤ ‖f‖2,

c’est l’inégalité de Bessel, et
∞∑

n=0

anϕn = Pf

en moyenne quadratique. Le système {ϕn} est dit total s’il engendre un sous-
espace dense de H. Une base hilbertienne est un système orthonormé total. Pour
qu’un système orthogonal soit une base hilbertienne il faut et il suffit que, pour
tout f ∈ H,

∞∑
n=0

|(f |ϕn)|2 = ‖f‖2.

(Il suffit en fait que ce soit vrai pour un ensemble total de fonctions f .) Dans ce
cas l’application de 
2(N) dans H définie par

a = {an}n≥0 �→ f =
∞∑

n=0

anϕn

est un isomorphisme isométrique.
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Exercices

Dans tous les exercices qui suivent, on considère un espace mesuré (X,M, µ).
Exercice III.1. Soient p, q, r ≥ 1 tels que 1

p + 1
q = 1

r , et soient f et g deux
fonctions mesurables ≥ 0. Montrer que

‖fg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Exercice III.2. Soient p, q, r ≥ 1 tels que 1
p + 1

q + 1
r = 1, et soient f , g et h des

fonctions mesurables ≥ 0. Montrer que∫
X

f(x)g(x)h(x) dµ(x) ≤ ‖f‖p‖g‖q‖h‖r.

Exercice III.3. Soient p, q ≥ 1, et soient f et g des fonctions mesurables positives
telles que ∫

X
f(x)g(x) dµ(x) = ‖f‖p‖g‖q .

Montrer qu’il existe des constantes a et b telles que

af(x)p = bg(x)q p.p.

Indication : on montrera d’abord que, si α, β ≥ 0 et α + β = 1, et si u, v > 0
sont tels que

uαvβ = αu + βv,

alors u = v.
Exercice III.4. Soient p, q > 1 tels que 1

p+ 1
q = 1. À une fonction g de Lq(X,M, µ)

on associe la forme linéaire L sur Lp(X,M, µ) définie par

L(f) =
∫

X
f(x)g(x) dµ(x).

Montrer que L définit une forme linéaire sur Lp(X,M, µ), et montrer que sa
norme,

‖L‖ = sup
{f∈Lp|‖f‖p≤1}

|L(f)|,

est égale à ‖g‖q.
Exercice III.5. Soit f une fonction mesurable à valeurs complexes. On pose

ϕ(p) =
∫

X
|f(x)|p dµ(x),
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et
I = {p ≥ 1 | ϕ(p) < ∞}.

a) Montrer que I est un intervalle, c’est-à-dire que, si p1, p2 ∈ I, alors
[p1, p2] ⊂ I.

b) On suppose que f n’est pas nulle presque partout. Montrer que la fonction
ln ϕ est convexe sur I.

c) Soient p, q, r ≥ 1 tels que q < p < r. Montrer que

Lq(X,M, µ) ∩ Lr(X,M, µ) ⊂ Lp(X,M, µ),

et que, si f ∈ Lp(X,M, µ),

‖f‖p ≤ max(‖f‖q, ‖f‖r).

Exercice III.6. Soit q ≥ 1, et soit f une fonction de Lq(X,M, µ). Le but de
l’exercice est de montrer que

lim
p→∞‖f‖p = ‖f‖∞.

a) Montrer que, pour p ≥ 1 et α > 0,

µ
({x ∈ X | |f(x)| ≥ α}) 1

p ≤ 1
α
‖f‖p.

En déduire que, pour α < ‖f‖∞,

lim inf
p→∞ ‖f‖p ≥ α.

b) On suppose que ‖f‖∞ < ∞. Montrer que, si p > q,

‖f‖p ≤ ‖f‖1− q
p∞ ‖f‖

q
p
q .

En déduire que
lim sup

p→∞
‖f‖p ≤ ‖f‖∞.

Exercice III.7 (Inégalité de Hardy). On suppose que X =]0,∞[, que M est la
tribu borélienne, et que µ est la mesure de Lebesgue. On suppose que 1 < p < ∞.
Soit f une fonction de Lp(]0,∞[). On pose

F (x) =
1
x

∫ x

0
f(t)dt.
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Montrer que
‖F‖p ≤ p

p − 1
‖f‖p.

Indication : on supposera d’abord que f est une fonction continue à support
compact, et on montrera par une intégration par parties que∫ ∞

0
F (x)pdx = −p

∫ ∞

0
F p−1(x)F ′(x)x dx.

Exercice III.8 (Critère de Vitali). Soit {ϕn}n≥0 un système orthonormé de fonc-
tions de L2([0, 1]). On pose

Φn(x) =
∫ x

0
ϕn(t)dt (0 ≤ x ≤ 1).

a) Montrer que
∞∑

n=0

|Φn(x)|2 ≤ x.

b) Montrer que {ϕn} est une base hilbertienne de L2([0, 1]) si et seulement
si il y a égalité pour tout x.
Exercice III.9 (Fonctions de Rademacher et de Walsh). Considérons le développe-
ment dyadique infini d’un nombre x ∈ [0, 1],

x = 0, a1a2 . . . an . . . =
∞∑

n=1

an

2n
,

où les nombres an = an(x) sont égaux à 0 ou 1. L’écriture n’est pas unique
lorsque x est un nombre dyadique,

x =
N∑

n=1

an

2n
(aN = 1),

ce qui s’écrit x = 0, a1 . . . aN . En effet x s’écrit aussi

x =
N−1∑
n=1

an

2n
+

∞∑
n=N+1

1
2n

,

c’est-à-dire
x = 0, a1 . . . aN−1a

′
N . . . a′n . . . ,
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avec a′N = 0 et a′n = 1 si n ≥ N + 1. Pour un tel nombre dyadique x nous
conviendrons d’utiliser la première écriture. Autrement dit on suppose que le
développement dyadique de x contient une infinité de zéros.

La fonction de Rademacher ϕn est définie sur [0, 1] : ϕ0(x) = 1, et, si n ≥ 1,

ϕn(x) =

{
1 si an(x) = 0,
−1 si an(x) = 1.

a) Montrer que {ϕn}n≥0 est un système orthonormé.
b) Montrer que {ϕn}n≥0 n’est pas une base hilbertienne de L2([0, 1]).

Indication : on pourra montrer que, pour tout n ≥ 0,∫ 1

0
ϕ1(x)ϕ2(x)ϕn(x)dx = 0.

c) La fonction de Walsh ψk est définie sur [0, 1] par : ψ0(x) = 1, et, si la
décomposition dyadique de l’entier k s’écrit

k = 2n1 + 2n2 + · · · + 2np (n1 > n2 > · · · np ≥ 0),

alors
ψk(x) = ϕn1+1(x)ϕn2+1(x) . . . ϕnp+1(x).

Montrer que les fonctions ψk constituent un système orthonormé.
Indication : on montrera que, si n1 > n2 > · · ·nP ≥ 1, alors∫ 1

0
ϕn1(x)ϕn2(x) . . . ϕnp(x) dx = 0.

d) Soit f une fonction de L2([0, 1]), on pose

F (x) =
∫ 1

0
f(t) dt.

Montrer que la fonction F est continue et que, si F ≡ 0, alors f est nulle presque
partout.

On suppose que, pour tout k ≥ 0,∫ 1

0
f(x)ψk(x) dx = 0.

Montrer que

F
( k

2n

)
= 0 (n ≥ 0, k = 0, 1, . . . , 2n).

En déduire que {ψk}k≥0 est une base hilbertienne de L2([0, 1]).
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IV

INTÉGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT

Nous verrons au chapitre suivant comment l’évaluation d’une intégrale mul-
tiple peut se ramener à des évaluations successives d’intégrales simples. Ce sera
une conséquence des résultats généraux établis dans ce chapitre sur le produit de
deux espaces mesurés et l’intégration sur un espace produit : ce sont les théorèmes
de Fubini et de Fubini-Tonelli.

IV.1. Produit de deux espaces mesurés

Soient (X,M, µ) et (Y,N, ν) deux espaces mesurés. On appelle rectangle me-
surable une partie du produit X × Y de la forme R = A× B, où A ∈ M, B ∈ N.
Nous allons montrer qu’il existe une mesure unique λ sur la tribu M⊗N engendrée
par les rectangles mesurables telle que si R = A × B est un tel rectangle,

λ(R) = µ(A)ν(B).

Une réunion finie de rectangles mesurables sera appelée dans cette section en-
semble élémentaire. Les ensembles élémentaires constituent une algèbre de Boole,
que nous noterons A. En effet, si A1, A2 ∈ M, B1, B2 ∈ N,

(A1 × B1) ∩ (A2 × B2) = (A1 ∩ A2) × (B1 ∩ B2),

et, si A ∈ M, B ∈ N,

(A × B)c = (Ac) × Y ∪ A × Bc.
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Proposition IV.1.1.
(i) Soit Q ∈ M ⊗ N, alors, pour x ∈ X, l’ensemble

Qx = {y ∈ Y | (x, y) ∈ Q}

appartient à N.
(ii) Soit f une fonction définie sur X ×Y à valeurs dans [−∞,∞], mesurable

pour la tribu M ⊗ N. Pour tout x ∈ X la fonction fx, définie par

fx(y) = f(x, y),

est mesurable pour la tribu N.

Démonstration. (a) Soit S l’ensemble des parties Q de M ⊗ N telles que, pour
tout x ∈ X, l’ensemble Qx appartienne à N. L’ensemble S contient les rectangles
mesurables. Ainsi, pour montrer (i), il suffit de montrer que S est une tribu.
Cela provient du fait que l’application Q �→ Qx commute avec les opérations
élémentaires sur les ensembles :

(Qc)x = (Qx)c, (P ∩ Q)x = Px ∩ Qx,( ∞⋃
n=1

Qn

)
x

=
∞⋃

n=1

(Qn)x.

(b) La propriété (ii) résulte de la relation

{y | fx(y) > α} = {(x, y) | f(x, y) > α}x. �

Rappelons que l’espace mesuré (X,M, µ) est dit σ-fini s’il existe une suite
d’ensembles mesurables Xn tels que

µ(Xn) < ∞, X =
∞⋃

n=1

Xn.

Théorème IV.1.2. Soient (X,M, µ) et (Y,N, ν) deux espaces mesurés σ-finis. Il
existe une mesure unique λ sur l’espace mesurable (X ×Y,M⊗N) telle que, pour
tout rectangle mesurable R = A × B,

λ(R) = µ(A)ν(B).

La mesure λ est notée µ ⊗ ν.
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Démonstration. Soit Q un ensemble élémentaire. Il peut être décomposé en une
réunion finie de rectangles mesurables deux à deux disjoints,

Q =
n⋃

i=1

(Ai × Bi) (Ai ∈ M, Bi ∈ N).

Si une telle mesure λ existe, nécessairement

λ(Q) =
n∑

i=1

µ(Ai)ν(Bi).

On vérifie que ce nombre ne dépend pas de la décomposition choisie, et ainsi cette
formule définit une application λ : A → [0,∞]. Notons que, si Q est un ensemble
élémentaire,

λ(Q) =
∫

X
ν(Qx)dµ(x).

D’après le théorème de prolongement (II.1.1), il suffit d’établir le fait suivant :
si {Qn} est une suite croissante d’ensembles élémentaires dont la réunion Q est
aussi un ensemble élémentaire, alors

lim
n→∞λ(Qn) = λ(Q).

Pour x ∈ X fixé, les ensembles (Qn)x constituent une suite croissante de réunion
Qx, donc

lim
n→∞ ν

(
(Qn)x

)
= ν(Qx),

et, d’après le théorème de convergence monotone,

lim
n→∞

∫
X

ν
(
(Qn)x

)
dµ(x) =

∫
X

ν(Qx)dµ(x),

c’est-à-dire
lim

n→∞λ(Qn) = λ(Q). �

IV.2. Intégration sur un espace produit

Considérons deux espaces mesurés (X,M, µ) et (Y,N, ν). Nous supposons
qu’ils sont tous deux σ-finis et notons λ la mesure produit, λ = µ ⊗ ν. Si A
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et B (A ∈ M, B ∈ N) sont de mesure finie nous dirons que R = A × B est un
rectangle intégrable. Une combinaison linéaire

f =
n∑

i=1

αiχAi×Bi

de fonctions caractéristiques de rectangles intégrables sera appelée fonction inté-
grable élémentaire. Pour x fixé dans X,

fx =
n∑

i=1

αiχAi(x)χBi

est une fonction mesurable étagée sur Y et la fonction F définie sur X par

F (x) =
∫

Y
fx(y)dν(y) =

n∑
i=1

αiν(Bi)χAi(x)

est mesurable étagée sur X. De plus
∫

X
F (x)dµ(x) =

n∑
i=1

αiµ(Ai)ν(Bi) =
∫

X×Y
fdλ.

Ainsi, pour toute fonction intégrable élémentaire,∫
X×Y

fdλ =
∫

X

(∫
Y

fxdν
)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

fydµ
)
dν(y).

Nous allons voir que cette propriété a lieu pour toute fonction intégrable sur
X × Y .

Lemme IV.2.1. Soit E un ensemble négligeable de X × Y , c’est-à-dire que E est
mesurable et que λ(E) = 0. Alors, pour presque tout x de X,

ν(Ex) = 0.

Démonstration. Nous devons montrer que l’ensemble

S = {x ∈ X | ν(Ex) > 0}

est négligeable. Puisque S est la réunion des ensembles

Sn =
{

x ∈ X
∣∣∣ ν(Ex) ≥ 1

n

}
(n ∈ N∗),
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il suffit de montrer que l’ensemble Sn est négligeable. Fixons n, et soit ε > 0.
Puisque λ(E) = 0, il existe une suite {Rk} de rectangles mesurables telle que

E ⊂
∞⋃

k=1

Rk,

∞∑
k=1

λ(Rk) ≤ ε

n

(théorème II.1.1). Pour x ∈ Sn,
∞∑

k=1

ν
(
(Rk)x

) ≥ ν(Ex) ≥ 1
n

,

donc, par intégration sur x,

1
n

µ(Sn) ≤
∞∑

k=1

∫
X

ν
(
(Rk)x

)
dµ(x) =

∞∑
k=1

λ(Rk) ≤ ε

n
.

Ainsi, pour tout ε > 0, µ(Sn) ≤ ε, et Sn est négligeable. �

Théorème IV.2.2 (Théorème de Fubini). Soit f une fonction intégrable sur X×Y .
Pour presque tout x de X la fonction fx est intégrable sur Y . La fonction F définie
sur X par

F (x) =
∫

Y
fxdν

est intégrable sur X et ∫
X×Y

fdλ =
∫

X
Fdµ.

Démonstration. D’après la proposition II.1.2 il existe une suite {uk} de fonctions
intégrables élémentaires sur X × Y telle que

f(x, y) =
∞∑

k=1

uk(x, y) λ − p.p.

∞∑
k=1

∫
X×Y

|uk|dλ < ∞.

D’après le théorème I.2.5 sur l’intégration terme à terme d’une série de fonctions
positives,∫

X

( ∞∑
k=1

∫
Y
|uk(x, y)|dν(y)

)
dµ(x) =

∞∑
k=1

∫
X

(∫
Y
|uk(x, y)|dν(y)

)
dµ(x)

=
∞∑

k=1

∫
X×Y

|uk|dλ < ∞.
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Donc, pour presque tout x,

∞∑
k=1

∫
Y
|uk(x, y)|dν(y) < ∞.

De plus, d’après le lemme V.2.1, pour presque tout x,

f(x, y) =
∞∑

k=1

uk(x, y) ν − p.p.

Nous pouvons appliquer le théorème I.3.5 sur l’intégration terme à terme d’une
série : pour presque tout x la fonction fx est intégrable et, pour un tel x,

∫
Y

f(x, y)dν(y) =
∞∑

k=1

∫
Y

uk(x, y)dν(y).

Posons
F (x) =

∫
Y

f(x, y)dν(y),

Uk(x) =
∫

Y
uk(x, y)dν(y).

La fonction F est définie presque partout, et, pour presque tout x,

F (x) =
∞∑

k=1

Uk(x).

De plus

|Uk(x)| ≤
∫

Y
|uk(x, y)|dν(y),∫

X
|Uk|dµ ≤

∫
X×Y

|uk|dλ,

donc ∞∑
k=1

|Uk|dµ < ∞.

Nous appliquons encore une fois le théorème I.3.5 sur l’intégration terme à terme
d’une série, ∫

X
Fdµ =

∞∑
k=1

∫
X

Ukdµ =
∞∑

k=1

∫
X×Y

ukdλ.
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Puisque
∞∑

k=1

∫
X×Y

ukdλ =
∫

X×Y
fdλ,

nous avons bien montré que∫
X×Y

fdλ =
∫

X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)
)
dµ(x). �

Théorème IV.2.3 (Théorème de Fubini-Tonelli). Soit f une fonction mesurable sur
X × Y à valeurs dans [0,∞]. La fonction F définie par

F (x) =
∫

Y
f(x, y)dν(y)

est mesurable, et ∫
X

F (x)dµ(x) =
∫

X×Y
fdλ.

Démonstration. Il existe une suite {fn} de fonctions intégrables sur X × Y telles
que

0 ≤ fn ≤ fn+1 ≤ f,

et, pour tout (x, y) ∈ X × Y ,

lim
n→∞ fn(x, y) = f(x, y).

Posons
Fn(x) =

∫
Y

fn(x, y)dν(y).

D’après le théorème de Fubini (V.2.2),∫
X

Fndµ =
∫

X×Y
fndλ,

et, d’après le théorème de convergence monotone (I.2.1), pour tout x,

F (x) = lim
n→∞Fn(x).

En appliquant une nouvelle fois le théorème de convergence monotone on en déduit
que ∫

X
Fndµ = lim

n→∞

∫
X

Fndµ = lim
n→∞

∫
X×Y

fndλ =
∫

X×Y
fdλ. �

Dans la pratique on combine les théorèmes de Fubini (IV.2.2) et de Fubini-
Tonelli (IV.2.3) de la façon suivante :
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Corollaire IV.2.4. Soit f une fonction mesurable sur X × Y à valeurs complexes.

(i)
∫

X

(∫
Y
|f(x, y)|dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X
|f(x, y)|dµ(x)

)
dν(y).

Ou bien les deux membres sont égaux à un nombre réel fini ≥ 0, ou bien ils sont
tous les deux infinis.

(ii) S’ils sont finis, pour presque tout x de X, la fonction fx est intégrable sur
Y . La fonction F définie sur X par

F (x) =
∫

Y
fxdν

est intégrable sur X et ∫
X×Y

fdλ =
∫

X
Fdµ.

Il faut remarquer que le théorème I.3.5 en est un cas particulier. C’est le cas
où Y = N et ν est la mesure de comptage,

ν({k}) = 1 (k ∈ N).

Dans le cas où X = Y = N et µ = ν est la mesure de comptage, on obtient
l’énoncé suivant sur les séries doubles :

Soit {upq} une série double à termes complexes.

(i)
∞∑

p=0

( ∞∑
q=0

|upq|
)

=
∞∑

q=0

( ∞∑
p=0

|upq|
)
.

Ou bien les deux membres sont égaux à un nombre réel fini, ou bien ils sont tous
les deux infinis.

(ii) S’ils sont finis,

∞∑
p=0

( ∞∑
q=0

upq

)
=

∞∑
q=0

( ∞∑
p=0

upq

)
.

Les séries qui interviennent dans chacun des deux membres sont toutes absolument
convergentes.
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Exercices

Exercice IV.1. Soit (X,M) un espace mesurable et soit f une fonction mesurable
sur X à valeurs réelles. Montrer que l’ensemble

E = {(x, y) ∈ X × R | f(x) ≤ y}

est mesurable relativement à l’espace mesurable produit (X ×R,M⊗B), où B

est la tribu borélienne de R.
Exercice IV.2. a) En calculant l’intégrale de la fonction f

f(x, y) = e−xy,

sur un domaine convenable de R2, montrer que, pour α, β > 0,∫ ∞

0
(eαx − eβx)

dx

x
= ln

(β

α

)
.

b) De même en considérant la fonction f ,

f(x, y) = sinxy,

montrer que

lim
A→∞

∫ A

0
(cos αx − cos βx)

dx

x
= ln

(β

α

)
.

Exercice IV.3. Soit f la fonction

f(x, y) = e−xy sin x.

a) Montrer que, pour A > 0, la fonction f est intégrable sur [0, A] × [0,∞[.
b) Montrer que

lim
A→∞

∫ A

0

sinx

x
dx =

π

2
.

Exercice IV.4. Soit D = {(x, y) | x > 0, y > 0}. Calculer l’intégrale∫
D

dx dy

(1 + y)(1 + x2y)
.

En déduire que ∫ 1

0

lnx

x2 − 1
dx =

π2

8
.
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Exercice IV.5. Montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que, si les fonctions
f et g sont de carré intégrable sur ]0,∞[,

∣∣∣ ∫
D

f(x)g(y)
x + y

dx dy
∣∣∣ ≤ A‖f‖2‖g‖2,

où D = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0}.
Indication : on pourra montrer que

∫
D

f(x)g(y)
x + y

dx dy =
∫ ∞

0

1
1 + t

(∫ ∞

0
f(ty)g(y)dy

)
dt,

puis appliquer l’inégalité de Schwarz.
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V

INTÉGRATION SUR Rn

La théorie de la mesure trouve son origine dans le calcul des aires et des vo-
lumes. Nous y arrivons maintenant après avoir développé la théorie de la mesure
de Lebesgue. Nous considérons dans ce chapitre des questions qui font intervenir,
outre le calcul intégral, l’algèbre linéaire et le calcul différentiel. Nous introdui-
rons dans ce chapitre la fonction gamma d’Euler car elle permet d’évaluer de
nombreuses intégrales.

V.1. Mesure de Lebesgue sur Rn

Il existe une unique mesure borélienne λn sur Rn telle que la mesure du pavé
Q = I1 × · · · × In, produit des n intervalles I1, . . . In soit égale à

λn(Q) = λ(I1) · · · λ(In),

où λ désigne la mesure de Lebesgue sur R. L’existence d’une telle mesure est une
conséquence du théorème IV.1.2, et l’unicité vient du fait que la tribu borélienne
Bn de Rn est engendrée par les pavés. La mesure λn s’appelle mesure de Lebesgue
de Rn. Elle est invariante par translation, c’est-à-dire que, pour tout ensemble
borélien E, et tout vecteur a de Rn,

λn(E + a) = λn(E).

Proposition V.1.1. Soit µ une mesure borélienne sur Rn qui est invariante par
translation et pour laquelle tout ensemble compact est de mesure finie. Il existe
une constante c telle que

µ = cλn.
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Démonstration. C’est une simple généralisation de la proposition II.2.3. Soit Q0 =
[0, 1[× · · · × [0, 1[, cube unité produit de n intervalles de longueur 1, et posons
c = µ(Q0). Si Q = [a1, b1[× · · · × [an, bn[ est un pavé pour lequel les nombres ai

et bi sont rationnels, des propriétés d’additivité et d’invariance par translation de
la mesure µ on déduit que

µ(Q) = c(b1 − a1) · · · (bn − an).

La proposition résulte alors du fait que les pavés de ce type engendrent la tribu Bn.
�

Proposition V.1.2. Soit T une transformation affine de Rn,

T : x �→ Ax + b,

où A est un transformaion linéaire inversible et b est un vecteur de Rn. Pour tout
borélien E de Rn,

λn(
(
T (E)

)
= |det A|λn(E).

Démonstration. La mesure µ définie sur la tribu Bn par

µ(E) = λn

(
T (E)

)
est invariante par translations, et, si E est compact, µ(E) est fini. D’après la
proposition précédente (VI.1.1), la mesure µ est proportionnelle à la mesure de
Lebesgue, µ = cλn, avec c = λn

(
T (Q0)

)
= λn

(
A(Q0)

)
. Nous allons montrer que

c = |det A|. Notons que c = c(A) vérifie

c(A1A2) = c(A1)c(A2), c(I) = 1

(A1 et A2 sont deux transformations linéaires inversibles de Rn, et I est la trans-
formation identique). Si D est une matrice diagonale,

D =




d1

. . .
dn,




alors D(Q0) est un pavé dont les longueurs des côtés sont les nombres |d1|, . . . , |dn|,
donc

c(D) = |d1 · · · dn| = |detD|.

66



V.2. Mesure superficielle sur la sphère

Supposons que U soit une transformation orthogonale et soit Bn la boule unité
ouverte de Rn

Bn = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1},
pour la norme euclidienne,

‖x‖ =
√

x2
1 + · · · + x2

n.

Puisque U(Bn) = Bn, de la relation

λn

(
U(Bn)

)
= c(U)λn(Bn)

on déduit que c(U) = 1. Le résultat s’en déduit car toute transformation linéaire
A de Rn peut être décomposée en

A = U1DU2,

où D est une matrice diagonale, U1 et U2 sont orthogonales. �

Corollaire V.1.3. Soit T une transformation affine de Rn,

Tx = Ax + b.

Si f est une fonction positive mesurable sur Rn, ou si f est une fonction à valeurs
complexes intégrable sur Rn, alors∫

Rn

f(y)dλn(y) = |detA|
∫

Rn

f(Tx)dλn(x).

V.2. Mesure superficielle sur la sphère

Soit S la sphère unité de Rn,

S = {x ∈ Rn | x2
1 + · · · + x2

n = 1}.

L’application
]0,∞[×S → Rn \ {0}, (r, u) �→ ru,

est un homéomorphisme. Il lui correspond un isomorphisme des tribus boréliennes
de ]0,∞[×S et de Rn \ {0}.
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Proposition V.2.1. Pour un borélien E de S posons

σ(E) = lim
ε→0+

1
ε
λn

({x = ru | u ∈ E, 1 < r < 1 + ε}).
Cette limite existe et σ est une mesure borélienne sur S.

Démonstration. Si E est un borélien de S, notons

E′ = {x = ru | u ∈ E, 0 < r < 1},

et posons
µ(E) = λn(E′).

Alors µ est une mesure borélienne sur S et

λn

({x = ru | u ∈ E, a < r < b}) = (bn − an)µ(E).

Par suite
σ(E) = lim

ε→0+

1
ε

(
(1 + ε)n − 1

)
µ(E) = nµ(E). �

La mesure σ est invariante par les transformations orthogonales : si U est une
transformation orthogonale et si E est un borélien de S,

σ
(
U(E)

)
= σ(E).

La mesure de Lebesgue λn sur Rn \ {0} � ]0,∞[×S est égale au produit des
mesures rn−1dr sur ]0,∞[ et σ sur S. En effet, si F = {x = ru | a < r < b, u ∈ E},
où E est un borélien de S,

λn(F ) =
1
n

(bn − an)σ(E) =
(∫ b

a
rn−1dr

)
σ(E),

et les ensembles de ce type engendrent la tribu borélienne de Rn \ {0}.
Posons ωn = σ(S). En particulier ω2 = 2π, ω3 = 4π. Nous évaluerons ωn

pour tout n un peu plus loin, et retrouverons les valeurs annoncées pour ω2 et ω3.
D’après le théorème de Fubini (IV.2.2), si f est une fonction intégrable sur Rn,
pour presque tout r > 0, la fonction u �→ f(ru) est intégrable sur S et∫

Rn

f(x)dλn(x) =
∫ ∞

0

(∫
S

f(ru)dσ(u)
)
rn−1dr.
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En particulier, si f est radiale : f(x) = F
(‖x‖),∫

Rn

f(x)dλn(x) = ωn

∫ ∞

0
F (r)rn−1dr.

Nous en déduisons les conditions suffisantes suivantes d’intégrabilité. Soit f une
fonction mesurable sur Rn à valeurs réelles ou complexes et soit R > 0.

- Si, pour ‖x‖ ≤ R, |f(x)| ≤ C‖x‖−α, avec α < n, alors f est intégrable dans
la boule de centre 0 et de rayon R.

- Si, pour ‖x‖ ≥ R, |f(x)| ≤ C‖x‖−α, avec α > n, alors f est intégrable dans
le complémentaire de la boule de centre 0 et de rayon R.

Comme application nous allons évaluer l’intégrale de Gauss

I =
∫ ∞

−∞
e−x2

dx.

Pour cela calculons l’intégrale sur R2 de la fonction

f(x, y) = e−(x2+y2).

D’après le théorème de Fubini∫
R2

f dλ2 =
∫ ∞

−∞
e−x2

dx

∫ ∞

−∞
e−y2

dy = I2,

et, d’après la formule ci-dessus,∫
R2

f dλ2 = 2π
∫ ∞

0
e−r2

r dr = π.

On a ainsi montré que

I =
∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π.

Il est utile d’introduire maintenant la fonction gamma d’Euler car elle permet
d’évaluer de nombreuses intégrales. C’est la fonction d’une variable complexe z
définie pour �z > 0 par

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−ttz−1dt.

Par une intégration par parties on obtient, pour 0 < α < β ≤ ∞,∫ β

α
e−ttzdt = −e−ttz

∣∣∣β
α

+ z

∫ β

α
e−ttz−1dt,
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et, lorsque α tend vers 0, et β vers l’infini,

Γ(z + 1) = zΓ(z).

Puisque Γ(1) = 1, il en résulte que

Γ(n + 1) = n! (n ∈ N).

Ainsi la fonction x �→ Γ(x + 1) est une interpolation de la fonction factorielle.
En posant t = x2 on voit qu’elle s’écrit aussi

Γ(z) = 2
∫ ∞

0
e−x2

x2z−1dx,

et que Γ(1
2 ) =

√
π.

Pour évaluer la constante ωn nous calculons de deux façons différentes l’inté-
grale

In =
∫

Rn

e−‖x‖2
dλn(x).

D’une part

In =
(∫ ∞

−∞
e−x2

1dx1

)
· · ·

(∫ ∞

−∞
e−x2

ndxn

)
=

(√
π
)n

,

et d’autre part

In = ωn

∫ ∞

0
e−r2

rn−1dr = ωn
1
2 Γ

(n

2

)
.

On en déduit que

ωn = 2
π

n
2

Γ
(

n
2

) .

V.3. La formule de changement de variables

Soient U et V deux ouverts de Rn, et ϕ : U → V une application de classe
C1. Nous supposons que ϕ est bijective, et que le déterminant jacobien Jϕ(x) de
ϕ ne s’annule en aucun point x de U . Alors ϕ−1 est aussi de classe C1, et, sous
ces conditions, on dit que ϕ est un difféomorphisme de U sur V . L’application
E �→ ϕ(E) est un isomorphisme de la tribu borélienne de U sur celle de V , et
E �→ λn

(
ϕ(E)

)
est une mesure borélienne sur U .
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Théorème V.3.1.
(i) Pour tout borélien E de U ,

λn

(
ϕ(E)

)
=

∫
E
|Jϕ(x)|dλn(x).

(ii) Pour toute fonction f mesurable sur V à valeurs dans [0,∞],∫
V

f(y)dλn(y) =
∫

U
f
(
ϕ(x)

)|Jϕ(x)|dλn(x).

(iii) Pour toute fonction f intégrable sur V à valeurs réelles ou complexes, la
fonction (f ◦ ϕ)|Jϕ| est intégrable sur U et∫

V
f(y)dλn(y) =

∫
U

f
(
ϕ(x)

)|Jϕ(x)|dλn(x).

Démonstration. Avant de commencer la démonstration remarquons que si les pro-
priétés (i), (ii) et (iii) sont vraies pour des difféomorphismes

ϕ : U → V, ψ : V → W,

alors elles sont vraies pour θ = ψ ◦ ϕ : U → W .
C’est une conséquence de la relation

J(ψ ◦ ϕ)(x) = Jψ
(
ϕ(x)

)
Jϕ(x) (x ∈ U).

(a) Montrons d’abord que la propriété (i) implique les propriétés (ii) et (iii).
Si f est la fonction caractéristique du borélien F de V , alors f ◦ϕ est la fonction
caractéristique du borélien E = ϕ−1(F ), donc∫

V
f(y)dλn(y) = λn

(
ϕ(E)

)
=

∫
E
|Jϕ(x)|dλn(x)

d’après (i), c’est-à-dire∫
V

f(y)dλn(y) =
∫

U
f
(
ϕ(x)

)|Jϕ(x)|dλn(x).

Si f est une fonction mesurable étagée, c’est-à-dire une combinaison linéaire
de fonctions caractéristiques d’ensembles boréliens, la propriété a encore lieu par
linéarité.
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Soit f une fonction mesurable sur V à valeurs dans [0,∞]. Il existe une suite
croissante de fonctions mesurables étagées {fk} qui converge vers f (I.1.1). D’après
ce qui précède, pour tout k,∫

V
fk(y)dλn(y) =

∫
U

fk

(
ϕ(x)

)|Jϕ(x)|dλn(x).

Le théorème de convergence monotone (I.2.1) permet de passer à la limite,∫
V

f(y)dλn(y) =
∫

U
f
(
ϕ(x)

)|Jϕ(x)|dλn(x).

Nous avons montré que (i) implique (ii).
Soit f une fonction intégrable sur V à valeurs complexes. D’après la propriété

(ii), ∫
V
|f(y)|dλn(y) =

∫
U
|f(ϕ(x)

)||Jϕ(x)|dλn(x),

donc la fonction x �→ f
(
ϕ(x)

)|Jϕ(x)| est intégrable sur U . En décomposant f en

f = f1 + if2 = (f+
1 − f−

1 ) + i(f+
2 − f−

2 ),

où f+
1 , f−

1 , f+
2 , f−

2 sont des fonctions positives, on en déduit la propriété (iii).
(b) Nous allons démontrer le théorème par récurrence sur la dimension. Sup-

posons d’abord n = 1. Si E est un intervalle d’extrémités α et β, ϕ(E) est un
intervalle d’extrémités ϕ(α) et ϕ(β), donc

λn

(
ϕ(E)

)
= |ϕ(β) − ϕ(α)| =

∣∣∣ ∫ β

α
ϕ′(x)dx

∣∣∣.
Puisque ϕ′ garde un signe constant sur [α, β],

λn

(
ϕ(E)

)
=

∫ β

α
|ϕ′(x)|dx.

La tribu borélienne de U étant engendrée par les intervalles contenus dans U , la
propriété (i) est démontrée, et par suite, d’après (a), les propriétés (i) et (ii) aussi.

Supposons que l’énoncé soit vrai pour n − 1.
(c) Supposons d’abord que ϕ est un difféomorphisme de la forme

y1 = ϕ1(x1, . . . , xn),
...

yn−1 = ϕn−1(x1, . . . , xn),
yn = xn.
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Pour x ∈ Rn, on note x = (x′, t), avec x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1, t ∈ R. Si E
est un ensemble de Rn, on notera

Et = {x′ ∈ Rn−1 | (x′, t) ∈ E}.

Soient E un borélien de U , et F = ϕ(E). Alors

Ft = ϕt(Et),

où ϕt est le difféomorphisme de Ut dans Vt défini par

ϕt(x′) = ϕ(x′, t),

et Jϕt(x′) = Jϕ(x′, t). D’après l’hypothèse de récurrence

λn−1(Ft) = λn−1

(
ϕt(Et)

)
=

∫
Et

|Jϕt(x′)|dλn(x′)

=
∫

Et

|Jϕ(x′, t)|dλn−1(x′).

Puisque la mesure λn est égale au produit des mesures λn−1 et λ1 = λ,

λn

(
ϕ(E)

)
= λn(F ) =

∫
R

λn−1(Ft)dt

=
∫

R

(∫
Et

|Jϕ(x′, t)|dλn(x′)
)
dt =

∫
E
|Jϕ(x)|dλn(x).

La propriété (i) est ainsi démontrée pour un tel difféomorphisme, et par suite,
d’après (a), les propriétés (ii) et (iii) le sont aussi.

(d) Supposons maintenant que U est un pavé ouvert et que ϕ est un difféo-
morphisme de U sur un ouvert V tel que ∂ϕ1

∂x1
ne s’annule pas. Soit ψ l’application

définie par, si z = ψ(x),
z1 = ϕ1(x1, . . . , xn),
z2 = x2,

...
zn = xn.

L’application ψ est un difféomorphisme de U sur un ouvert W . En effet ψ est
injective et Jψ = ∂ϕ1

∂x1
�= 0. L’application θ = ϕ ◦ ψ−1 est un difféomorphisme de

W sur V qui conserve la première coordonnée. Les difféomorphismes ψ et θ sont
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du type étudié en (c), donc l’énoncé du théorème est vrai pour ψ et θ, et par suite
pour ϕ = θ ◦ ψ.

Soit ϕ un difféomorphisme de U sur V . En tout point x de U l’une des dérivées
∂ϕ1

∂xi
ne s’annule pas, et il existe un pavé ouvert Ux contenant x sur lequel cette

dérivée ne s’annule pas. Si E est un pavé contenu dans Ux la propriété (i) a lieu
d’après ce qui précède. On en déduit que, si E est une réunion finie de pavés
contenue dans U ,

λn

(
ϕ(E)

)
=

∫
E
|Jϕ(x)|dλn(x).

Cette égalité se prolonge à la tribu borélienne (c’est une conséquence du théorème
de prolongement II.1.1). Ainsi la propriété (i) est démontrée, et nous avons vu
qu’elle implique les propriétés (ii) et (iii). �

Comme application du théorème de changement de variables nous allons éta-
blir les formules d’intégration en coordonnées polaires et en coordonnées sphé-
riques.

Soient U =]0,∞[× ] − π, π[, et V = R2 privé de la demi-droite {(x, y) | y =
0, x ≤ 0}, et soit ϕ l’application de U sur V définie par

ϕ : (r, θ) �→ (r cos θ, r sin θ).

L’application ϕ est un difféomorphisme et Jϕ(r, θ) = r. Puisqu’une demi-droite
est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue λ2, si f est une fonction intégrable
sur R2, ∫

R2

f(x, y)dλ2(x, y) =
∫ ∞

0

∫ π

−π
f(r cos θ, r sin θ)r dr dθ.

Rappelons que la fonction gamma peut s’écrire

Γ(p) = 2
∫ ∞

0
e−x2

x2p−1dx (�p > 0).

Soit D le domaine de R2 défini par

D = {(x, y) | x > 0, y > 0}.
Si �p > 0 et �q > 0,

Γ(p)Γ(q) = 4
∫

D
e−(x2+y2)x2p−1y2q−1dλ2(x, y)

= 4
∫ ∞

0

∫ π
2

0
e−r2

(r cos θ)2p−1(r sin θ)2q−1r dr dθ

= 2Γ(p + q)
∫ π

2

0
(cos θ)2p−1(sin θ)2q−1dθ.
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Définissons la fonction bêta d’Euler comme étant la fonction de deux variables
suivante

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

.

Nous avons obtenu, pour �p > 0, �q > 0,

B(p, q) = 2
∫ π

2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 dθ,

qui s’écrit aussi, en posant cos2 θ = t,

B(p, q) =
∫ 1

0
tp−1(1 − t)q−1dt.

Remarquons que B(1
2 , 1

2 ) = π, et nous retrouvons que Γ(1
2 ) =

√
π.

Soient maintenant

U = {(r, θ, ϕ) | r > 0, 0 < θ < π, −π < ϕ < π},
et

V = R3 \ {(x, y, z) | y = 0, x ≤ 0},
et soit ϕ l’application de U sur V définie par

ϕ : (r, θ, ϕ) �→ (r sin θ cos ϕ, r sin θ sin ϕ, r cos θ).

L’application ϕ est un difféomorphisme et Jϕ(r, θ, ϕ) = r2 sin θ. Le demi-plan
{(x, y, z) | y = 0, x ≤ 0} étant de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue λ3, si
f est une fonction intégrable sur R3,∫

R3

f(x, y, z)dλ3(x, y, z)

=
∫ ∞

0

∫ π

0

∫ π

−π
f(r sin θ cos ϕ, r sin θ sin ϕ, r cos θ)r2 sin θ dr dθ dϕ.

On en déduit une formule d’intégration pour la mesure superficielle sur la
sphère unité S de R3. Considérons l’application ψ de ]0, π[× ] − π, π[ dans S
définie par

ψ : (θ, ϕ) �→ (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ).

Cette application est injective, mais n’est pas surjective. Le complémentaire de
son image est un demi-cercle qui est de mesure nulle pour la mesure superficielle
σ. Si f est une fonction intégrable sur S par rapport à la mesure σ,∫

S
fdσ =

∫ π

0

∫ π

−π
f̃(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ,

où on a posé f̃ = f ◦ ψ.
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Exercices

Exercice V.1. a) Quel est le volume λ3(D) du domaine D de R3 intersection de
la boule de centre 0 et de rayon a > 0, et du cylindre défini par x2+y2−ax ≤ 0 ?

b) Quelle est l’aire σ(A) de la portion A de la sphère de R3 de centre 0 et
de rayon a > 0 contenue dans le cylindre défini par x2 + y2 − ax ≤ 0 ?
Exercice V.2. Soit A = (aij) une matrice symétrique n × n définie positive, et
soit q la forme quadratique définie positive associée,

q(x) =
n∑

i,j=1

aijxixj .

Montrer que ∫
Rn

e−q(x)dλn(x) =
π

n
2√

det A
.

Exercice V.3. Soit C le cône de R3 défini par

C = {x ∈ R3 | x2
1 + x2

2 < x2
3, x3 > 0}.

Pour y ∈ R3 on pose

F (y) =
∫

C
e−(x|y)dλ3(x),

où (x|y) = x1y1 + x2y2 + x3y3.

a) Calculer F (y) pour y = (0, 0, y3), y3 > 0.
b) Montrer que F est invariante par les transformations linéaires définies par

les matrices 
cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0
0 0 1


 ,


ch t 0 sh t

0 1 0
sh t 0 ch t


 .

c) Montrer que, pour y ∈ C,

F (y) =
2π

(y2
3 − y2

1 − y2
2)

3
2

.

Exercice V.4. a) Soient U et V deux ouverts de C, et soit ϕ un isomorphisme
holomorphe de U sur V . Soit f une fonction intégrable sur V par rapport à la
mesure de Lebesgue λ2 sur C � R2. Montrer que∫

V
f(z)dλ2(z) =

∫
U

f
(
ϕ(w)

)|ϕ′(w)|2dλ2(w).

76



Exercices

b) Soit U le demi-plan supérieur

U = {z = x + iy | y > 0},
et soit µ la mesure définie sur U de densité y−2 par rapport à la mesure de
Lebesgue λ2. La transformation ϕ,

ϕ(z) =
az + b

cz + d
,

où a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1, est un automorphisme holomorphe de U . Montrer
que, pour toute fonction f définie sur U intégrable par rapport à la mesure µ,∫

U
(f ◦ ϕ)(z)dµ(z) =

∫
U

f(z)dµ(z).

Exercice V.5. Soit S la sphère unité de Rn, et soit

S+ = {u ∈ S | u1 > 0, . . . , un > 0}.
Montrer que, pour �p1 > 0, . . . ,�pn > 0,∫

S+

u2p1−1
1 . . . u2pn−1

n dσ(u) = 21−n Γ(p1) . . . Γ(pn)
Γ(p1 + · · · + pn)

.

Indication : considérer l’intégrale∫
D

e−‖x‖2
x2p1−1

1 · · · x2pn−1
n dλn(x),

où
D = {x ∈ Rn | x1 > 0, . . . , xn > 0}.

Exercice V.6. On note D le domaine de Rn défini par

D = {x ∈ Rn | x1 > 0, . . . , xn > 0},
et ∆ l’ensemble défini par

∆ = {u ∈ Rn | u1 > 0, . . . , un > 0, u1 + · · · + un = 1}.
Montrer qu’il existe une mesure µ sur ∆ telle que, si f est une fonction intégrable
sur D, ∫

D
f(x)dλn(x) =

∫ ∞

0

(∫
∆

f(tu)dµ(u)
)
tn−1dt,

et que la masse totale de la mesure µ est égale à (n − 1)!.
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a) Soit D1 le domaine de Rn défini par

D1 = {x ∈ Rn | x1 > 0, . . . , xn > 0, x1 + · · · + xn < 1}.
Quel est le volume de D1 ?

b) Soient p1, . . . , pn des nombres complexes de partie réelle positive. On note
q = p1 + · · · + pn. Montrer que∫

∆
up1−1

1 . . . upn−1
n dµ(u) =

Γ(p1) . . . Γ(pn)
Γ(q)

,

et que, ∫
D1

xp1−1
1 . . . xpn−1

n dλn(x) =
Γ(p1) . . . Γ(pn)

Γ(q + 1)
.

Soient a1, . . . , an des nombres réels positifs. Montrer que∫
∆

(a1u1 + · · · + anun)−qup1−1
1 . . . upn−1

n dµ(u)

= a−p1
1 . . . a−pn

n

Γ(p1) . . . Γ(pn)
Γ(q)

.

c) Soit F une fonction mesurable ≥ 0 sur ]0,∞[. On considère l’intégrale
suivante (appelée intégrale de Dirichlet)

I(F ; p1, . . . , pn) =
∫

D
F (x1 + · · · + xn)xp1−1

1 . . . xpn−1
n dλn(x).

Montrer que

I(F ; p1, . . . , pn) =
Γ(p1) . . . Γ(pn)

Γ(q)

∫ ∞

0
F (t)tq−1dt.

d) Pour p ≥ 1 on considère sur Rn la norme définie par

‖x‖p =
(|x1|p + · · · + |xn|p

) 1
p .

Calculer le volume λn(B) de la boule unité

B = {x ∈ Rn | ‖x‖p < 1}.
e) Déterminer pour quelles valeurs des nombres complexes α1, . . . , αn l’inté-

grale suivante est définie, ∫
D

dλn(x)
1 + xα1

1 + · · · + xαn
n

,

et évaluer cette intégrale à l’aide de la fonction gamma.
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Exercices

Exercice V.7. Soit S la sphère unité de R3, et soit F la fonction définie dans R3

par

F (x) =
∫

S

dσ(u)
‖x − u‖ .

Montrer que

F (x) = 4π si ‖x‖ ≤ 1, et F (x) =
4π
‖x‖ si ‖x‖ ≥ 1.
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VI
MESURES DE LEBESGUE-STIELTJES

Les mesures de Lebesgue-Stieltjes constituent une large classe de mesures sur
la droite réelle. Ce sont celles pour lesquelles la mesure d’un ensemble compact
est finie. Dans la présentation de la théorie de la mesure nous avons adopté le
point de vue ensembliste. Il existe un autre point de vue, c’est le point de vue
fonctionnel des mesures de Radon sur un espace topologique localement compact,
suivant lequel on considère au départ une forme linéaire positive sur l’espace des
fonctions continues à support compact. Le théorème de Riesz établit le lien qui
existe entre ces deux points de vue. Le point de vue fonctionnel permet de définir
une notion de convergence pour une suite de mesures.

VI.1. Intégrale de Riemann-Stieltjes

Soit X = ]α, β[ un intervalle ouvert de R (−∞ ≤ α < β ≤ ∞), et soit σ
une fonction définie sur X croissante et continue à gauche. Nous allons définir
l’intégrale de Riemann-Stieltjes d’une fonction définie sur un intervalle [a, b] ⊂ X
relativement à la fonction croissante σ. On considère d’abord le cas d’une fonction
f en escalier. Supposons qu’il existe une subdivision

a = x0 < x1 < · · · < xn = b

de l’intervalle [a, b], et des nombres A0, . . . , An tels que

f(x) = Ai sur [xi, xi+1[, f(b) = An.

L’intégrale de f est alors définie par∫ b

a
fdσ =

n−1∑
i=0

Ai

(
σ(xi+1) − σ(xi)

)
+ An

(
σ(b+) − σ(b)

)
.
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(On note σ(b+) la limite à droite de la fonction σ en b.) On vérifie que cette
définition est indépendante du choix de la subdivision, que l’intégrale est une
forme linéaire positive sur l’espace E0([a, b]) des fonctions en escalier sur [a, b] du
type précédent, et vérifie ∣∣∣ ∫ b

a
fdσ

∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f |dσ.

Si f est une fonction définie sur [a, b] à valeurs réelles et bornée on pose

U0(f) = sup
{∫ b

a
udσ

∣∣∣ u ∈ E0([a, b]), u ≤ f
}
,

V0(f) = inf
{∫ b

a
vdσ

∣∣∣ v ∈ E0([a, b]), v ≥ f
}
.

Nous dirons que la fonction f est intégrable au sens de Riemann-Stieltjes si
U0(f) = V0(f). L’intégrale est alors le nombre∫ b

a
fdσ = U0(f) = V0(f).

Remarquons que, si σ(x) = x, nous obtenons la notion usuelle de fonction inté-
grable au sens de Riemann (voir II.3). Pour qu’une fonction f soit intégrable au
sens de Riemann-Stieltjes il faut et il suffit que, pour tout ε > 0, il existe deux
fonctions u, v ∈ E0([a, b]) telles que

u ≤ f ≤ v,

∫ b

a
(v − u)dσ ≤ ε.

Si une fonction f est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions fn inté-
grables au sens de Riemann-Stieltjes, alors f est intégrable au sens de Riemann-
Stieltjes et

lim
n→∞

∫ b

a
fndσ =

∫ b

a
fdσ.

En particulier une fonction f continue sur [a, b] est intégrable au sens de Riemann-
Stieltjes car, étant uniformément continue, f est limite uniforme d’une suite de
fonctions en escalier.

L’ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann-Stieltjes est un es-
pace vectoriel, l’intégrale est une forme linéaire sur cet espace vectoriel et

∣∣∣ ∫ b

a
fdσ

∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f |dσ.
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VI.2. Mesures de Lebesgue-Stieltjes

VI.2. Mesures de Lebesgue-Stieltjes

Nous allons généraliser la construction de la mesure de Lebesgue que nous
avons présentée en II.2 et associer à une fonction croissante σ sur un intervalle
X = ]α, β[ (−∞ ≤ α < β ≤ ∞) une mesure µ sur l’espace mesurable (X,B)
(B est la tribu borélienne de X) telle que la mesure de l’intervalle semi-fermé
[a, b[ (α < a < b < β) soit égale à σ(b) − σ(a),

µ([a, b[) = σ(b) − σ(a).

Puisque

[a, b[ =
∞⋃

n=1

[a, b − 1
n

[,

on doit avoir
σ(b) − σ(a) = lim

n→∞

(
σ
(
b − 1

n

)− σ(a)
)

,

donc la fonction σ doit être continue à gauche, ce que nous supposerons dans la
suite.

Théorème VI.2.1. Soit σ une fonction croissante sur X continue à gauche. Il
existe une unique mesure µ sur l’espace mesurable (X,B) telle que, pour tout
intervalle semi-fermé [a, b[,

µ([a, b[) = σ(b) − σ(a).

Démonstration. La démonstration est semblable à celle du théorème II.2.2 (qui
traite le cas particulier où σ(x) = x). Pour abréger, un intervalle [a, b[ fermé à
gauche et ouvert à droite sera dit semi-fermé. Soit A l’algèbre de Boole engendrée
par les intervalles semi-fermés. Un ensemble de A sera appelé dans cette section
ensemble élémentaire. C’est une réunion finie d’intervalles semi-fermés. Un tel
ensemble E peut s’écrire

E =
n⋃

k=1

Ik,

où I1, . . . , In sont des intervalles semi-fermés disjoints,

Ik = [ak, bk[, A ≤ a1 < b1 < a2 < b2 < . . . < an < bn ≤ B.

On pose

µ(E) =
n∑

k=1

(
σ(bk) − σ(ak)

)
.
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Pour pouvoir appliquer le théorème de prolongement (II.1.1) on doit établir les
propriétés suivantes :

(1) Si {En} est une suite d’ensembles élémentaires deux à deux disjoints dont
la réunion E est aussi un ensemble élémentaire, alors

µ(E) =
∞∑

n=1

µ(En).

(2) Il existe une suite {Xn} d’ensembles élémentaires telle que, pour tout n,
µ(Xn) < ∞, et

X =
∞⋃

n=1

Xn.

La démonstration de la propriété (1) est tout à fait semblable à celle que nous
avons exposée dans le cas de la mesure de Lebesgue. Pour vérifier la propriété (2)
on peut prendre Xn = [αn, βn[, où {αn} est une suite strictement décroissante de
limite α, et {βn} une suite strictement croissante de limite β. �

Soit M la tribu complétée de la mesure borélienne B relativement à la mesure
µ. Une fonction f définie sur X est dite intégrable au sens de Lebesgue-Stieltjes
si elle est intégrable relativement à l’espace mesuré (X,M, µ). On montre comme
en II.3 qu’une fonction définie sur [a, b] ⊂ X et bornée qui est intégrable au sens
de Riemann-Stieltjes est intégrable au sens de Lebesgue-Stieltjes.

Si µ est la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée à une fonction croissante σ,
alors tout intervalle I d’extrémités a et b telles que α < a < b < β, c’est-à-dire re-
lativement compact dans X, est de mesure finie : µ(I) < ∞. Réciproquement, si µ
est une mesure sur l’espace mesurable (X,B) telle que la mesure de tout intervalle
relativement compact dans X soit finie, alors µ est la mesure de Lebesgue-Stieltjes
associée à une fonction croissante σ.

VI.3. Théorème de Riesz

Notons Cc(X) l’espace des fonctions continues sur X = ]α, β[ à valeurs réelles
et à support compact contenu dans X. Rappelons que le support d’une fonction f ,
noté supp(f) est défini par

supp(f) = {x ∈ X | f(x) �= 0}.
À une mesure de Lebesgue-Stieltjes µ sur X on associe la forme linéaire L sur

Cc(X) définie par

L(f) =
∫

X
f dµ.
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C’est une forme linéaire positive dans le sens suivant : si f ≥ 0 alors L(f) ≥ 0.
La forme linéaire L détermine la mesure µ. En effet, soient µ et ν deux mesures
de Lebesgue-Stieltjes telles que, pour toute fonction f de Cc(X),∫

X
f dµ =

∫
X

f dν.

Alors, pour tout intervalle ouvert borné U ,

µ(U) = ν(U),

et par suite µ = ν. Nous allons établir la réciproque suivante.

Théorème VI.3.1 (Théorème de Riesz). Soit L une forme linéaire positive sur
Cc(X). Il existe une mesure de Lebesgue-Stieltjes µ unique telle que, pour toute
fonction f de Cc(X),

L(f) =
∫

X
f dµ.

Démonstration. Nous savons déjà que si une telle mesure µ existe, alors elle est
unique.

(a) Nous allons prolonger la forme linéaire L à un espace vectoriel F de fonc-
tions définies sur X contenant Cc(X) et les fonctions caractéristiques d’intervalles
relativement compacts dans X. Soit {fn} une suite croissante de fonctions de
Cc(X) vérifiant

0 ≤ fn ≤ h,

où h est une fonction de Cc(X), et posons

f(x) = lim
n→∞ fn(x).

La suite L(fn) est croissante et majorée par L(h), donc a une limite que nous
noterons L(f). Nous devons nous assurer que cette limite ne dépend que de f et
non du choix de la suite {fn}. Ce sera une conséquence du lemme suivant.

Lemme VI.3.2. Soient {fn} et {gk} deux suites croissantes de Cc(X) vérifiant

0 ≤ fn ≤ h, 0 ≤ gk ≤ h,

où h est une fonction de Cc(X). Posons

f(x) = lim
n→∞ fn(x), g(x) = lim

k→∞
gk(x).

Si f ≤ g, alors
lim

n→∞L(fn) ≤ lim
k→∞

L(gk).
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Démonstration. Soit [a, b] un intervalle fermé borné contenant le support de h, et
soit u une fonction de Cc(X) égale à 1 sur [a, b]. Pour n fixé la suite

ϕk(x) =
(
fn(x) − gk(x)

)
+

est décroissante et tend vers 0. Donc, d’après le théorème de Dini (cf. Albert
(1997), p. 73, ou Avanissian (1996) corollaire 14.4.3, p. 350), elle tend vers 0
uniformément sur [a, b] : pour tout ε > 0 il existe k0 (dépendant de n) tel que, si
k ≥ k0, (

fn(x) − gk(x)
)
+
≤ εu(x),

et aussi
L
(
(fn − gk)+

) ≤ εL(u).

Donc
lim

k→∞
L
(
(fn − gk)+

)
= 0.

Puisque
fn − gk ≤ (fn − gk)+,

alors
L(fn) − L(gk) ≤ L

(
(fn − gk)+

)
.

Quand k tend vers l’infini,

L(fn) ≤ lim
k→∞

L(gk),

et quand n tend vers l’infini

lim
n→∞L(fn) ≤ lim

k→∞
L(gk). �

Notons F+ l’ensemble des fonctions f pour lesquelles il existe une telle suite
convergeant vers f . Si f1 et f2 appartiennent à F+, alors f1 +f2 aussi et il résulte
du lemme que

L(f1 + f2) = L(f1) + L(f2).

De même si f ∈ F+ et si λ ≥ 0, alors λf ∈ F+ et

L(λf) = λL(f).

Remarquons que F+ contient Cc(X)+ et les fonctions caractéristiques d’intervalles
ouverts relativement compacts dans X. Soit F l’espace vectoriel sur R engendré
par F+. Une fonction f ∈ F , s’écrit f = f1−f2 avec f1, f2 ∈ F+, et nous poserons

L(f) = L(f1) − L(f2).
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Le nombre L(f) ne dépend pas de la décomposition choisie et L est une forme
linéaire sur F . D’après le lemme, cette forme linéaire est positive, c’est-à-dire que
L(f) ≥ 0 si f ≥ 0. L’espace vectoriel F contient Cc(X) et les fonctions en escalier
à support compact contenu dans X.

(b) Fixons x0 ∈ X et soit σ la fonction définie sur X par

σ(x) = L
(
χ[x0,x[

)
si x ≥ x0,

= −L
(
χ[x,x0[

)
si x < x0.

La fonction σ est croissante et, si [a, b[ est relativement compact dans X,

L
(
χ[a,b[

)
= σ(b) − σ(a).

Nous allons voir que σ est continue à gauche. Puisque, si a < x0,

χ[x0,x[ = χ]a,x[ − χ]a,x0[,

ce sera une conséquence du lemme suivant.

Lemme VI.3.3. Soient I = ]a, b[ un intervalle ouvert relativement compact dans
X, et In = ]a + 1

n , b − 1
n [, alors

lim
n→∞L

(
χIn

)
= L(χI

)
.

Démonstration. Soit {fn} une suite croissante de fonctions de Cc(X) vérifiant

0 ≤ fn ≤ 1, supp(fn) ⊂ In, lim
n→∞ fn(x) = χI(x).

Alors
lim

n→∞L(fn) = L
(
χI

)
,

et, puisque fn ≤ χIn ≤ χI ,

L(fn) ≤ L
(
χIn

) ≤ L(χI

)
.

Par suite
lim

n→∞L
(
χIn

)
= L(χI

)
. �

Soit µ la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée à la fonction croissante σ. Nous
allons montrer que, si f ∈ Cc(X), alors∫

X
f dµ = L(f).
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Si f est une fonction en escalier sur [a, b] ⊂ X, les intégrales de f au sens de
Lebesgue et au sens de Riemann-Stieltjes sont égales :∫

[a,b]
f dµ = L(f) =

∫ b

a
fdσ.

Soit f une fonction continue à support contenu dans [a, b]. Il existe une suite
{fn} de fonctions en escalier à support dans [a, b] qui converge uniformément vers
f . Pour tout ε > 0 il existe N tel que, si n ≥ N , |fn − f | ≤ ε. alors

|L(fn) − L(f)| ≤ εL
(
χ[a,b]

)
.

Donc
lim

n→∞L(fn) = L(f).

D’autre part,

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =
∫

X
f dµ. �

VI.4. Convergence des mesures

Nous notons M(X) l’ensemble des mesures de Lebesgue-Stieltjes sur X =
]α, β[. Cet ensemble a une structure de cône convexe : si µ et ν sont deux mesures
de M(X), et si a et b sont deux nombres ≥ 0, alors aµ + bν est aussi une mesure
de M(X). D’après le théorème de Riesz (VI.3.1), M(X) est en correspondance
bijective avec l’ensemble des formes linéaires positives sur Cc(X).

Nous dirons qu’une suite {µn} de mesures de M(X) converge vaguement vers
une mesure µ de M(X) si, pour toute fonction f ∈ Cc(X),

lim
n→∞

∫
X

f dµn =
∫

X
f dµ.

Pour qu’une suite {µn} soit vaguement convergente il suffit que, pour toute fonc-
tion f ∈ Cc(X), la suite {∫X f dµn} soit convergente.

Proposition VI.4.1. Soit {µn} une suite de mesures de M(X) qui converge va-
guement vers une mesure µ. Soit ]a, b[ un intervalle ouvert relativement compact
dans X tel que

µ(]a, b[) = µ([a, b]).

Alors
lim

n→∞µn(]a, b[) = µ(]a, b[).
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Démonstration. Soit ε > 0. Il existe deux fonctions f et g continues à support
compact contenu dans X telles que

f ≤ χ]a,b[ ≤ g,

∫
X

(g − f) dµ ≤ ε,

et il existe N tel que, si n ≥ N ,

∣∣∣ ∫
X

f dµn −
∫

X
f dµ

∣∣∣ ≤ ε,
∣∣∣ ∫

X
g dµn −

∫
X

g dµ
∣∣∣ ≤ ε.

Pour n ≥ N ,

µn(]a, b[) − 2ε ≤
∫

X
g dµn − 2ε ≤

∫
X

g dµ − ε ≤ µ(]a, b[)

≤
∫

X
f dµ + ε ≤

∫
X

f dµn + 2ε ≤ µn(]a, b[) + 2ε.

Donc
|µn(]a, b[) − µ(]a, b[)| ≤ 2ε. �

Remarquons que la condition µ(]a, b[) = µ([a, b]) est nécessaire comme le montre
l’exemple suivant (pour lequel ]α, β[ = R) :

]a, b[ = ]0, 1[, µn = δ 1
n
, µ = δ0.

Nous notons M1(X) l’ensemble des mesures µ de M(X) qui sont bornées,
c’est-à-dire que la masse totale µ(X) est finie.

Nous dirons qu’une suite {µn} de mesures de M1(X) converge étroitement
vers une mesure µ de M1(X) si elle converge vaguement vers µ et si la masse
totale de µn converge vers la masse totale de µ. Par exemple la suite des mesures

µn =
1

n + 1

n∑
k=0

δ k
n

converge étroitement vers la mesure de Lebesgue sur [0, 1] : si f est une fonction
continue sur R à support compact

lim
n→∞

1
n + 1

n∑
k=0

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f(x) dx.
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Proposition VI.4.2. Soit {µn} une suite de mesures de M1(X) qui converge étroi-
tement vers une mesure µ. Soit f une fonction continue bornée sur X. Alors

lim
n→∞

∫
X

f dµn =
∫

X
f dµ.

Démonstration. Soit ε > 0. Il existe une fonction g de Cc(X) telle que

0 ≤ g ≤ 1,
∫

X
g dµ ≥

∫
X

dµ − ε.

Nous pouvons écrire
f = fg + (1 − g)f.

Il existe N tel que, si n ≥ N ,

∣∣∣ ∫
X

fg dµn −
∫

X
fg dµ

∣∣∣ ≤ ε,

∣∣∣ ∫
X

(1 − g) dµn −
∫

X
(1 − g) dµ

∣∣∣ ≤ ε.

Par suite ∣∣∣ ∫
X

(1 − g)f dµn

∣∣∣ ≤ ‖f‖∞
∫

X
(1 − g) dµn ≤ 2ε‖f‖.

Le résultat annoncé se déduit de ces inégalités. �

Nous pouvons parler d’une série de mesures vaguement convergente, ou étroi-
tement convergente. Soient {xn} une suite de nombres réels, et {αn} une suite
de nombres réels ≥ 0. Si la suite {xn} n’a pas de point d’accumulation, ou si∑

n αn < ∞, la série ∑
n

αnδxn

est vaguement convergente et définit une mesure µ : si f est une fonction continue
à support compact, ∫

R

f dµ =
∑
n

αnf(xn).
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Exercices

Exercices

Exercice VI.1. Soit (X,M, µ) un espace mesuré, et soit ϕ une fonction intégrable
à valeurs réelles définie sur X. Pour un nombre réel t on pose

σ(t) = µ({x ∈ X | ϕ(x) < t}).

Montrer que la fonction σ est croissante et continue à gauche.
On note ν la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée à la fonction σ. Soit E

un ensemble borélien de R. Montrer que

ν(E) = µ
(
ϕ−1(E)

)
.

Soit f une fonction borélienne ≥ 0 définie sur R. Montrer que∫
R

f dν =
∫

X
(f ◦ ϕ) dµ.

Exercice VI.2. Soit µ une mesure de Lebesgue-Stieltjes sur X =]α, β[. Montrer
que la mesure µ admet une décomposition unique en

µ = µ1 + µ2,

où µ1 est une mesure discrète, c’est-à-dire de la forme∑
αnδxn ,

et µ2 est une mesure telle que, pour tout x, µ2({x}) = 0.
Exercice VI.3 (Intégrale de Jackson). Pour 0 < q < 1 on définit la mesure µq par

µq = (1 − q)
∞∑

n=0

qnδqn .

Montrer que, quand q tend vers 1, la mesure µq converge vers la mesure de
Lebesgue de [0, 1], c’est-à-dire que, pour toute fonction f ∈ Cc(R),

lim
q→1

∫
R

f(x) dµq(x) =
∫ 1

0
f(x)dx.

Exercice VI.4 (Fonction singulière de Cantor). Cette fonction sera définie sur
le complémentaire de l’ensemble triadique de Cantor (cf. exercice 1, chap. II,
avec α = 1), puis sera prolongée à l’intervalle [0, 1] par continuité. Les intervalles
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fermés Ik
n et ouverts Jk

n sont de longueur 3−n ; ils sont définis par récurrence
comme suit :

I1
1 =

[
0,

1
3

]
, I2

1 =
[
2
3
, 1
]

, J1
1 =

]
1
3
,
2
3

[
.

L’intervalle Ik
n = [ak

n, bk
n] (1 ≤ k ≤ 2n) est partagé en trois intervalles de même

longueur :

I2k−1
n+1 =

[
ak

n,
ak

n + bk
n

2
− 1

2.3n+1

]
,

I2k
n+1 =

[
ak

n + bk
n

2
+

1
2.3n+1

, bk
n

]
,

Jk
n+1 =

]
ak

n + bk
n

2
− 1

2.3n+1
,
ak

n + bk
n

2
+

1
2.3n+1

[
.

On pose
Fn = I1

n ∪ . . . ∪ I2n

n ,

K =
∞⋂

n=1

Fn.

Alors [0, 1] \ K est un ouvert dense dans [0, 1] qui peut s’écrire comme réunion
disjointe des intervalles ouverts Jk

n :

[0, 1] \ K =
∞⋃

n=0

(
2n⋃

k=1

Jk
n+1

)
.

On définit la fonction ϕ sur [0, 1] \ K par

ϕ(x) =
2k − 1
2n+1

si x ∈ Jk
n+1.

Montrer que la fonction ϕ est croissante, qu’elle est uniformément continue,
et se prolonge en une fonction croissante continue ϕ̃ sur [0, 1], que ϕ̃(0) = 0,
ϕ̃(1) = 1.

On prolonge la fonction ϕ̃ à R en posant

ϕ̃(x) = 0 si x ≤ 0, ϕ̃(x) = 1 si x ≥ 1.

Soit µ la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée à la fonction croissante ϕ̃. Mon-
trer que

µ
(
Jk

n+1) = 0,

et que µ(Kc) = 0, µ(K) = 1.
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VII

FONCTIONS DÉFINIES PAR
DES INTÉGRALES

Nous avons particulièrement développé ce chapitre d’applications du calcul
intégral. La plupart des résultats présentés ne relève pas de la théorie de l’inté-
gration à proprement parler, mais ils sont très utiles en analyse. La représentation
intégrale des fonctions est un outil puissant pour l’étude des propriétés des fonc-
tions, comme par exemple l’étude de leur comportement asymptotique.

VII.1. Continuité, dérivabilité, analyticité

Soient (X,M, µ) un espace mesuré et Λ un intervalle de R ou un ouvert de C.
Soit f une fonction définie sur X × Λ à valeurs complexes telle que, pour tout
λ ∈ Λ, la fonction x �→ f(x, λ) soit intégrable. Posons

F (λ) =
∫

X
f(x, λ) dµ(x).

Nous étudierons dans cette section les propriétés de F : continuité, dérivabilité,
analyticité.

Théorème VII.1.1 (Continuité). Supposons que
(i) pour presque tout x la fonction λ �→ f(x, λ) est continue sur Λ ;
(ii) pour tout compact K ⊂ Λ il existe une fonction intégrable positive gK

sur X telle que, pour tout x ∈ X et tout λ ∈ K,

|f(x, λ)| ≤ gK(x).

Alors la fonction F est continue sur Λ.



Chapitre VII. Fonctions définies par des intégrales

Démonstration. Soient λ0 ∈ Λ et {λn} une suite de nombres de Λ qui converge
vers λ0. Nous devons montrer que

lim
n→∞F (λn) = F (λ0).

Posons
fn(x) = f(x, λn).

Par hypothèse
lim

n→∞ fn(x) = f(x, λ0) p.p.

Soit K un voisinage compact de λ0. Il existe un entier N tel que, si n ≥ N , alors
λn ∈ K, et donc

|fn(x)| ≤ gK(x).

Nous pouvons appliquer le théorème de convergence dominée (I.3.4) :

lim
n→∞

∫
X

fn(x) dµ(x) =
∫

X
f(x, λ0) dµ(x),

c’est-à-dire
lim

n→∞F (λn) = F (λ0). �

Dans l’énoncé suivant nous supposons que Λ est un intervalle de R.

Théorème VII.1.2 (Dérivabilité). Supposons que
(i) pour presque tout x la fonction λ �→ f(x, λ) est dérivable sur Λ,
(ii) pour tout compact K ⊂ Λ il existe une fonction intégrable positive gK

sur X telle que, pour tout x pour lequel λ �→ f(x, λ) est dérivable et pour tout
λ ∈ K, ∣∣∣∂f

∂λ
(x, λ)

∣∣∣ ≤ gK(x).

Alors la fonction F est dérivable sur Λ, de dérivée

F ′(λ) =
∫

X

∂f

∂λ
(x, λ) dµ(x).

Démonstration. Soient λ0 ∈ Λ et {hn} une suite de nombres réels non nuls qui
tend vers 0 et telle que, pour tout n, λ0 + hn ∈ Λ. Posons

ϕn(x) =
1
hn

(
f(x, λ0 + hn) − f(x, λ0)

)
.
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VII.1. Continuité, dérivabilité, analyticité

Pour presque tout x,

lim
n→∞ϕn(x) =

∂ϕ

∂λ
(x, λ0).

Il en résulte que la fonction x �→ ∂f
∂λ(x, λ0) est mesurable. Soit δ > 0, et posons

K = [λ0 − δ, λ0 + δ]. Il existe un entier N tel que, si n ≥ N , alors |hn| < δ. Du
théorème des accroissements finis on déduit que, si n ≥ N , et pout presque tout x,

|ϕn(x)| ≤ sup
λ∈K

∣∣∣∂f

∂λ
(x, λ)

∣∣∣ ≤ gK(x).

D’après le théorème de convergence dominée (I.3.4),

lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) dµ(x) =
∫

X

∂f

∂λ
(x, λ0) dµ(x),

ce qui s’écrit aussi

lim
n→∞

F (λ0 + hn) − F (λ0)
hn

=
∫

X

∂f

∂λ
(x, λ0) dµ(x). �

Dans l’énoncé suivant nous supposons que Λ est un ouvert de C. Rappelons la
définition d’une fonction analytique. Une fonction f définie sur un ouvert Λ ⊂ C
à valeurs complexes est dite analytique si elle est développable en série entière
au voisinage de tout point de Λ : pour tout λ0 ∈ Λ il existe r > 0 tel que, si
|λ − λ0| < r,

f(λ) =
∞∑

n=0

an(λ − λ0)n.

On montre qu’une fonction est analytique dans Λ si et seulement si elle est holo-
morphe dans Λ, c’est-à-dire dérivable sur C. C’est le théorème fondamental de la
théorie de Cauchy.

Théorème VII.1.3 (Analyticité). Suposons que
(i) pour tout x la fonction λ �→ f(x, λ) est analytique dans Λ,
(ii) pour tout compact K ⊂ Λ il existe une fonction intégrable positive gK telle

que, pour tout x ∈ X et tout λ ∈ K,

|f(x, λ)| ≤ gK(x).

Alors la fonction F est analytique dans Λ, et de plus, pour tout entier n,

F (n)(λ) =
∫

X

∂nf

∂λn
(x, λ) dµ(x).
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Démonstration. Soit λ0 ∈ Λ et soit r > 0 tel que le disque fermé de centre λ0 et
de rayon r soit contenu dans Λ. Pour |λ − λ0| ≤ r,

f(x, λ) =
∞∑

n=0

an(x)(λ − λ0)n,

avec

rnan(x) =
1
2π

∫ 2π

0
f(x, λ0 + reiθ)e−inθdθ.

Les fonctions an sont mesurables car ce sont des dérivées par rapport au paramètre
λ de fonctions mesurables en x,

an(x) =
1
n!

∂nf

∂λn
(x, λ).

Soit K un voisinage compact de λ0 et supposons que le disque fermé de centre λ0

et de rayon r soit contenu dans K. Alors

rn|an(x)| ≤ gK(x).

Ainsi, si |λ − λ0| < r,
∞∑

n=0

|λ − λ0|n
∫

X
|an(x)| dµ(x) ≤

( ∞∑
n=0

∣∣λ − λ0

r

∣∣n)∫
X

gK(x) dµ(x).

Nous pouvons appliquer le théorème sur l’intégration terme à terme d’une sé-
rie (I.3.5), et nous obtenons

F (λ) =
∞∑

n=0

An(λ − λ0)n,

avec
An =

∫
X

an(x) dµ(x). �

Si l’hypothèse « Λ est un ouvert de C » est remplacée par « Λ est un ouvert
de R », alors, l’énoncé devient faux : comme le montre l’exemple suivant (X = R,
Λ = R)

F (λ) =
∫ ∞

−∞

cos λx

1 + x2
dx = πe−|λ|.

Nous avons introduit la fonction gamma en V.2. Elle est définie par l’intégrale
suivante :

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−ttz−1dt,
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VII.2. Intégrales semi-convergentes

où z est un nombre complexe. Nous avions vu que

Γ(z + 1) = zΓ(z), Γ(n + 1) = n! (n ∈ N).

À l’aide du théorème sur l’analyticité d’une fonction définie par une inté-
grale (VII.1.3), on montre que la fonction Γ est définie et analytique pour �z > 0,
et que

Γ′(z) =
∫ ∞

0
e−t(ln t)tz−1dt.

Pour �z > 0, on déduit du théorème sur l’intégration terme à terme d’une
série (I.3.5) que

∫ 1

0
e−ttz−1dt =

∫ 1

0

( ∞∑
n=0

(−1)n
tn

n!

)
tz−1dt

=
∞∑

n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0
tn+z−1dt =

∞∑
n=0

(−1)n

n!
1

z + n
,

et par suite

Γ(z) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!
1

z + n
+
∫ ∞

1
e−ttz−1dt.

Cette dernière expression a un sens pour tous les nombres complexes z qui ne
sont pas des entiers ≤ 0, et permet de prolonger la fonction Γ en une fonction
méromorphe dans C ayant des pôles simples aux entiers ≤ 0.

VII.2. Intégrales semi-convergentes

Soit f une fonction mesurable sur [α,∞[ intégrable sur tout intervalle borné
[α, β]. On dit que f est semi-intégrable sur [α,∞[ si

lim
β→∞

∫ β

α
f(x)dx

existe, et on pose ∫ ∞

α
f(x)dx = lim

β→∞

∫ β

α
f(x)dx.

Une fonction peut être semi-intégrable sans être intégrable, c’est le cas de la
fonction suivante :

f(x) =
sin x

x
.
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Chapitre VII. Fonctions définies par des intégrales

Le critère de Cauchy s’exprime comme suit : pour que f soit semi-intégrable
sur [α,∞[ il faut et il suffit que, pour tout ε > 0, il existe β tel que

∀γ, δ ≥ β,
∣∣∣ ∫ δ

γ
f(x)dx

∣∣∣ ≤ ε.

Théorème VII.2.1 (Théorème d’Abel). Soit f une fonction définie sur [α,∞[, qui
s’écrit

f(x) = a(x)b(x),

où
(i) a est une fonction positive de classe C1, décroissante et qui tend vers 0 à

l’infini,
(ii) b est une fonction continue et il existe une constante M telle que

∀γ, δ ≥ α,
∣∣∣ ∫ δ

γ
b(x)dx

∣∣∣ ≤ M.

Alors la fonction f est semi-intégrable sur [α,∞[. De plus, pour β ≥ α,

∣∣∣ ∫ ∞

β
f(x)dx

∣∣∣ ≤ Ma(β).

Démonstration. En intégrant par parties nous obtenons
∫ δ

γ
a(x)b(x)dx = B(δ)a(δ) −

∫ δ

γ
B(x)a′(x)dx,

où
B(x) =

∫ x

γ
b(t) dt.

Puisque a′(x) ≤ 0 et |B(x)| ≤ M ,

∣∣∣ ∫ δ

γ
a(x)b(x)dx

∣∣∣ ≤ Ma(γ).

Cette inégalité montre que le critère de Cauchy est vérifié, et, en faisant tendre δ
vers l’infini, nous obtenons

∣∣∣ ∫ ∞

γ
a(x)b(x)dx

∣∣∣ ≤ Ma(γ). �
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VII.2. Intégrales semi-convergentes

Le théorème d’Abel s’applique en particulier aux intégrales de Fourier de la
forme

F (λ) =
∫ ∞

α
a(x)eiλxdx,

où a est une fonction positive de classe C1, décroissante et qui tend vers 0 à l’infini.
En effet, pour λ �= 0, ∣∣∣ ∫ δ

γ
eiλxdx

∣∣∣ ≤ 2
|λ| ,

et on déduit du théorème d’Abel que F est définie et continue pour λ �= 0.
Par exemple, pour 0 < s < 1, la fonction

F1(λ) =
∫ ∞

0

cos λx

xs
dx

est définie et continue pour λ �= 0. De même, pour 0 < s < 2,

F2(λ) =
∫ ∞

0

sinλx

xs
dx.

Nous verrons plus loin que ces fonctions s’expriment à l’aide de la fonction gamma.

L’intégrale semi-convergente ∫ ∞

0

sin x

x
dx

intervient en analyse de Fourier. Pour la calculer, nous considérons la fonction F
définie pour λ ≥ 0 par

F (λ) =
∫ ∞

0
e−λx sin x

x
dx.

Nous pouvons appliquer le théorème d’Abel en posant

a(x) =
e−λx

x
, b(x) = sin x,

et nous obtenons, pour λ ≥ 0, γ ≥ 0,

∣∣∣ ∫ ∞

γ
e−λx sin x

x
dx

∣∣∣ ≤ 2
e−λγ

x
≤ 2

γ
.

On en déduit que F est continue sur [0,∞[. De plus, pour λ ≥ λ0 > 0,
∣∣∣ d

dλ

(
e−λx sin x

x

)∣∣∣ ≤ e−λx ≤ eλ0x.
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Chapitre VII. Fonctions définies par des intégrales

Par suite F est dérivable sur ]0,∞[, et

F ′(λ) = −
∫ ∞

0
e−λx sinxdx.

Cette intégrale se calcule facilement à l’aide d’une primitive :

F ′(λ) = − 1
1 + λ2

.

Donc
F (λ) = −arctgλ + C.

Puisque | sinx
x | ≤ 1,

|F (λ)| ≤
∫ ∞

0
e−λxdx ≤ 1

λ
,

et par suite C = π
2 :

F (λ) = −arctgλ +
π

2
= arctg

1
λ

.

Finalement ∫ ∞

0

sin x

x
dx = F (0) = lim

λ→0
F (λ) =

π

2
.

L’intégrale de Fresnel ∫ ∞

0
cos(u2)du

est semi-convergente. On peut le voir en posant u2 = t,∫ β

0
cos(u2)du = 1

2

∫ β2

0

cos t√
t

dt.

Pour l’évaluer nous allons étudier quelques fonctions qui s’expriment à l’aide
de la fonction gamma. Soit z un nombre complexe, �z > 0, et soit α > 0. Alors∫ ∞

0
e−zttα−1dt =

Γ(α)
zα

,

où zα est défini par

zα = rαeiαθ
(
z = reiθ, r > 0, −π

2
< θ <

π

2

)
.

Pour démontrer cette formule considérons la fonction holomorphe f définie
pour �w > 0 par

f(w) = e−wwα−1.
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VII.2. Intégrales semi-convergentes

Pour 0 < ε < R, soit γ le bord orienté du compact de C défini par

{w = ρeiϕ | ε ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ θ}.
D’après le théorème de Cauchy, ∫

γ
f(w)dw = 0.

On en déduit que, quand ε tend vers 0 et R vers l’infini,∫ ∞

0
e−ttα−1dt = eiαθ

∫ ∞

0
eteiθ tα−1dt.

La formule annoncée s’en déduit facilement.
Pour y > 0, 0 < α < 1, au sens des intégrales semi-convergentes,∫ ∞

0
e−iyttα−1dt = Γ(α)e−iα π

2
1
yα

.

Cette formule s’obtient à partir de la précédente par un passage à la limite quand
z = x+ iy tend vers iy (x tend vers 0). La formule précédente s’écrit, pour x > 0,∫ ∞

0
e−iyte−xttα−1dt =

Γ(α)
(x + iy)α

.

La fonction t �→ a(t) = e−xttα−1 est, pour x ≥ 0, décroissante et tend vers 0 à
l’infini. Le théorème d’Abel permet de passer à la limite quand x tend vers 0. En
séparant parties réelles et parties imaginaires, nous obtenons :∫ ∞

0
cos(yt)tα−1dt = Γ(α) cos

(
α

π

2

) 1
yα

,∫ ∞

0
sin(yt)tα−1dt = Γ(α) sin

(
α

π

2

) 1
yα

.

En particulier, pour α = 1
2 , y = 1,∫ ∞

0
eit dt√

t
=

√
πei π

4 =
√

π
1 + i√

2
,

et, en posant t = u2, nous obtenons l’évaluation de l’intégrale de Fresnel,∫ ∞

0
eiu2

du =
√

π

2
1 + i√

2
,

et aussi ∫ ∞

0
cos(u2)du =

√
π

2
√

2
,

∫ ∞

0
sin(u2)du =

√
π

2
√

2
.
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VII.3. Intégrales de Laplace

Nous allons étudier le comportement, lorsque λ tend vers l’infini, d’intégrales
du type suivant :

F (λ) =
∫ β

α
e−λϕ(x)f(x)dx (−∞ ≤ α < β ≤ ∞),

où ϕ est une fonction à valeurs réelles. Nous supposons que cette intégrale est
définie pour λ ≥ λ0 :

∀λ ≥ λ0,

∫ β

α
e−λϕ(x)|f(x)|dx < ∞.

La contribution la plus importante à une telle intégrale pour les grandes valeurs
de λ est celle du voisinage du ou des points où la fonction ϕ atteint son minimum.
Nous supposerons que ϕ est de classe C1, croissante sur [α, β[, et étudierons deux
cas. Dans le premier cas ϕ′(x) > 0 sur [α, β[, et dans le deuxième ϕ′(α) = 0,
ϕ′(x) > 0 sur ]α, β[.

Théorème VII.3.1. Supposons que ϕ est de classe C1 sur [α, β[, ϕ′(x) > 0 sur
[α, β[, que f est continue en α, f(α) �= 0. Alors

F (λ) ∼ f(α)
ϕ′(α)

1
λ

e−λϕ(α) (λ → ∞).

Démonstration. (a) Supposons d’abord que ϕ(x) = x, α = 0 :

F (λ) =
∫ β

0
e−λxf(x)dx.

Soit ε > 0. Il existe η > 0 tel que, si 0 ≤ x ≤ η, alors |f(x) − f(0)| ≤ ε.
Décomposons l’intégale,

F (λ) = f(0)
∫ η

0
e−λxdx +

∫ η

0
e−λx

(
f(x) − f(0)

)
dx +

∫ β

η
e−λxf(x)dx.

Le résultat annoncé se déduit des estimations suivantes∫ η

0
e−λxdx =

1 − eλη

λ
,

∣∣∣ ∫ η

0
e−λx

(
f(x) − f(0)

)
dx

∣∣∣ ≤ ε

∫ ∞

0
e−λxdx =

ε

λ
,

∣∣∣ ∫ β

η
e−λxf(x)dx

∣∣∣ ≤ e−η(λ−λ0)

∫ β

η
e−λ0x|f(x)|dx.
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(b) La fonction x �→ ϕ(x) − ϕ(α) est une bijection de [α, β[ sur [0, β0[
(β0 = ϕ(β) − ϕ(α)). Soit ψ la fonction réciproque. En effectuant le changement
de variable défini par x = ψ(u) nous obtenons

F (λ) = e−λϕ(α)

∫ β0

0
e−λuf

(
ψ(u)

)
ψ′(u) du,

et nous trouvons la situation étudiée en (a). Remarquons que

ψ′(0) =
1

ϕ′(α)
. �

Comme application nous allons étudier le comportement à l’infini de la fonc-
tion F définie par

F (x) =
∫ ∞

x
e−t2dt.

En posant t = xu nous obtenons

F (x) = x

∫ ∞

1
e−x2u2

du.

En appliquant le théorème VII.3.1 à la fonction G définie par

G(λ) =
∫ ∞

1
e−λu2

du,

nous obtenons
G(λ) ∼ 1

2λ
e−λ (λ → ∞),

et par suite

F (x) ∼ 1
2x

e−x2
(x → ∞).

Théorème VII.3.2. Supposons que ϕ est de classe C2 sur [α, β[, que ϕ′(x) > 0 sur
]α, β[, ϕ′(α) = 0, ϕ′′(α) �= 0, que f est continue en α, f(α) �= 0. Alors

F (λ) ∼
√

π

2
f(α)√
ϕ′′(α)

1√
λ

e−ϕ(α) (λ → ∞).

Démonstration. (a) Supposons d’abord que ϕ(x) = x2 et que α = 0 ;

F (λ) =
∫ β

0
e−λx2

f(x)dx.
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Soit ε > 0. Il existe η > 0 tel que, si 0 ≤ x ≤ η, alors |f(x) − f(0)| ≤ ε. Cette
intégrale peut se décomposer en

F (λ) = f(0)
∫ η

0
e−λx2

dx +
∫ η

0
e−λx2(

f(x) − f(0)
)
dx +

∫ β

η
e−λx2

f(x)dx.

De l’évaluation suivante de l’intégrale de Gauss :∫ ∞

0
e−u2

du =
√

π

2
,

nous déduisons l’estimation suivante de la première intégrale :∫ η

0
e−λx2

dx =
1√
λ

∫ η
√

λ

0
e−u2

du ∼ 1
2

√
π

λ
.

D’autre part,∣∣∣ ∫ η

0
e−λx2(

f(x) − f(0)
)
dx

∣∣∣ ≤ ε

∫ ∞

0
e−λx2

dx =
ε

2

√
π

λ
,

∣∣∣ ∫ β

η
e−λx2

f(x)dx
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ β

η
e−(λ−λ0)x2

e−λ0x2
f(x)dx

∣∣∣
≤ e−(λ−λ0)η2

∫ β

η
e−λ0x2|f(x)|dx.

Le résultat annoncé est ainsi démontré dans ce cas.

(b) La fonction Φ définie sur [α, β[ par

Φ(x) =
√

ϕ(x) − ϕ(α)

est de classe C1,

Φ′(x) =
ϕ′(x)

2
√

ϕ(x) − ϕ(α)
si x �= α,

Φ′(α) =
1√
2

√
ϕ′′(α),

et est une bijection de [α, β[ sur [0, β0[ (β0 =
√

ϕ(β) − ϕ(α)). Soit ψ la fonction
réciproque. En effectuant le changement de variable défini par x = ψ(u), nous
obtenons

F (λ) = e−ϕ(α)

∫ β0

0
e−λu2

f
(
ψ(u)

)
ψ′(u) du.

Nous nous retrouvons dans la situation considérée en (a). Remarquons que

ψ′(0) =
√

2√
ϕ′′(α)

. �
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Corollaire VII.3.3. Supposons que ϕ est de classe C2 sur ]α, β[, et qu’il existe γ,
α < γ < β, tel que ϕ′(γ) = 0, ϕ′(x) < 0 si x < γ, ϕ′(x) > 0 si x > γ, et que
ϕ′′(γ) �= 0. Supposons aussi que f est continue en γ, et que f(γ) �= 0. Alors

F (λ) =
√

2π
f(γ)√
ϕ′′(γ)

1√
λ

e−λϕ(γ).

Comme application nous allons établir la formule de Stirling :

Γ(x + 1) ∼
√

2πxx+
1
2 e−x (x → ∞).

Nous partons de la représentation intégrale

Γ(x + 1) =
∫ ∞

0
e−ttxdt.

En posant t = ux, nous obtenons

Γ(x + 1) = xx+1

∫ ∞

0
e−x(u−lnu)du.

Cette intégrale est du type que nous venons d’étudier avec ϕ(u) = u − ln u. La
fonction ϕ vérifie

ϕ′(u) = 1 − 1
u

, ϕ′(1) = 0,

ϕ′(u) < 0 si u < 1, ϕ′(u) > 0 si u > 1, ϕ′′(1) = 1.

Nous pouvons donc appliquer le corollaire VII.3.3 :∫ ∞

0
e−x(u−ln u)du ∼

√
2π

e−x

√
x

(x → ∞).

VII.4. Intégrales de Fourier

Nous allons étudier dans cette dernière section le comportement à l’infini d’in-
tégrales de la forme

F (λ) =
∫ β

α
eiλϕ(x)f(x)dx,

où ϕ est une fonction à valeurs réelles. Nous supposons que f est intégrable sur
]α, β[, si bien que F est définie pour tout réel λ. Le comportement de F pour les
grandes valeurs de λ dépend de la rapidité avec laquelle la fonction ϕ varie.

Nous étudierons d’abord le cas où la dérivée de ϕ ne s’annule pas.
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Proposition VII.4.1. On suppose que ϕ est de classe C1 sur ]α, β[ (−∞ ≤ α < β ≤
∞) et que ϕ′ ne s’annule pas sur ]α, β[. Alors

lim
λ→±∞

F (λ) = 0.

Lemme VII.4.2 (Lemme de Riemann-Lebesgue). C’est le cas particulier où
ϕ(x) = x : la foncion F est définie par

F (λ) =
∫ β

α
eiλxf(x)dx,

où f est une fonction intégrable sur ]α, β[. Alors

lim
λ→±∞

F (λ) = 0.

Démonstration. Si f est la fonction caractéristique de l’intervalle borné [α0, β0] ⊂
]α, β[,

F (λ) =
∫ β0

α0

eiλxdx =
1
iλ

(eiλβ0 − eiλα0),

et
lim

λ→±∞
F (λ) = 0.

Ainsi la propriété est vraie si f est la fonction caractéristique d’un intervalle
borné, et par suite si f est une fonction intégrable élémentaire, c’est-à-dire une
combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’intervalles bornés.

Soit f une fonction intégrable sur ]α, β[. Il existe une suite {fn} de fonctions
intégrables élémentaires telle que

lim
n→∞

∫ β

α
|f(x) − fn(x)|dx = 0.

Posons

Fn(λ) =
∫ β

α
eiλxfn(x)dx.

Puisque

|F (λ) − Fn(λ)| ≤
∫ β

α
|f(x) − fn(x)|dx,

la suite {Fn} converge vers F uniformément. Comme, pour tout n, la fonction Fn

tend vers 0 à l’infini, il en est de même de F . �

La proposition VII.4.1 se déduit du lemme de Riemann-Lebesgue en effectuant
le changement de variable défini par ϕ(x) = u.
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Proposition VII.4.3. Supposons que −∞ < α < β < ∞, que ϕ est de classe C2 sur
[α, β]. Supposons de plus que f est de classe C1 sur [α, β]. Alors

F (λ) =
1
iλ

( f(β)
ϕ′(β)

eiλϕ(β) − f(α)
ϕ′(α)

eiλϕ(α)
)

+ o(
1
λ

) (λ → ±∞).

Démonstration. (a) Supposons d’abord que ϕ(x) = x,

F (λ) =
∫ β

α
eiλxf(x)dx,

et effectuons une intégration par parties,

F (λ) =
1
iλ
(
f(ϕ)eiλβ − f(α)eiλα

)− 1
iλ

∫ β

α
eiλxf ′(x)dx.

Le résultat annoncé se déduit alors du lemme de Riemann-Lebesgue.

(b) Le cas général se déduit de (a) par le changement de variable défini par
ϕ(x) = u. �

Nous étudions maintenant le cas d’une fonction ϕ dont la dérivée s’annule en
un point, mais telle que ϕ′′ ne s’annule pas en ce point.

Théorème VII.4.4 (Théorème de la phase stationnaire). On suppose que −∞ <
α < β < ∞, que

(i) ϕ est de classe C4 sur [α, β], et

ϕ′(α) = 0, ϕ′(x) �= 0 sur ]α, β], ϕ′′(α) �= 0,

(ii) f est de classe C2 sur [α, β].
Alors

F (λ) =
√

π

2
f(α)√|ϕ′′(α)|e

i
(
λϕ(α)+σ π

4

) 1√
λ

+ O
( 1
λ

)
,

où σ = 1 si ϕ′′(α) > 0, σ = −1 si ϕ′′(α) < 0.

Démonstration. (a) Nous commençons par traiter un cas particulier : α = 0, ϕ(x) =
x2, f(x) = 1, c’est-à-dire

F (λ) =
∫ β

0
eiλx2

dx.
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Nous allons montrer que

F (λ) =
√

π

2
ei π

4
1√
λ

+ O
( 1
λ

)
.

En posant λx2 = u, nous obtenons

F (λ) =
1

2
√

λ

∫ λβ2

0
eiu du√

u
.

Nous avons établi que ∫ ∞

0
eiu du√

u
=

√
πei π

4 ,

si bien que

F (λ) =
√

π

2
ei π

4
1√
λ
− 1

2
√

λ

∫ ∞

λβ2

eiu du√
u

.

En utilisant le théorème d’Abel (VII.2.1), on obtient la majoration suivante
∣∣∣ ∫ ∞

λβ2

eiu du√
u

∣∣∣ ≤ 2
β
√

λ
.

(b) Supposons α = 0, ϕ(x) = x2. La fonction f , qui est supposée de classe C2

sur [0, β], peut s’écrire
f(x) = f(0) + xf1(x),

où f1 est de classe C1. Par suite

F (λ) =
∫ β

0
eiλx2

f(x)dx

= f(0)
∫ β

0
eiλx2

dx +
∫ β

0
eiλx2

xf1(x)dx.

En effectuant une intégration par parties nous obtenons∫ β

0
eiλx2

xf1(x)dx =
1

2iλ

[
eiλx2

f1(x)
]β

0
− 1

2iλ

∫ β

0
eiλx2

f ′
1(x)dx,

et ceci montre qu’il existe une constante C telle que

∣∣∣ ∫ β

0
eiλx2

xf1(x)
∣∣∣ ≤ C

λ
.

En utilisant (a) nous obtenons bien le résultat dans ce cas.
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(c) Supposons ϕ′(x) > 0 sur ]α, β]. La fonction Φ définie sur [α, β] par

Φ(x) =
√

ϕ(x) − ϕ(α)

est strictement croissante et de classe C3. Comme dans la démonstration du théo-
rème VII.3.2, effectuons le changement de variable défini par Φ(x) = u, x = ψ(u),

F (λ) = eiλϕ(α)

∫ β0

0
eiλu2

f
(
ψ(u)

)
ψ′(u)du,

et nous sommes ramenés au cas traité en (b).
Si ϕ′(x) < 0 sur ]α, β] nous posons

Φ(x) =
√

ϕ(α) − ϕ(x)

et la démonstration se poursuit de la même façon. �

Corollaire VII.4.5. Supposons −∞ < α < β < ∞, et
(i) ϕ est de classe C4 sur [α, β], et qu’il existe γ, α < γ < β, tel que

ϕ′(γ) = 0, ϕ′(x) �= 0 si x �= γ, ϕ′′(γ) �= 0,

(ii) f est de classe C2 sur [α, β].
Alors

F (λ) =
√

2π
f(γ)√|ϕ′′(γ)|e

i
(
λϕ(γ)+σ π

4

) 1√
λ

+ O

(
1
λ

)
,

avec σ = 1 si ϕ′′(γ) > 0, σ = −1 si ϕ′′(γ) < 0.

Comme exemple d’application nous allons déterminer le comportement à l’in-
fini de la fonction de Bessel J0. Cette fonction est définie par

J0(λ) =
1
π

∫ π

0
eiλ cos xdx.

D’après le théorème de la phase stationnaire (VII.4.4),∫ π
2

0
eiλ cos xdx =

√
π

2
ei
(
λ−π

2

) 1√
λ

+ O

(
1
λ

)
,

∫ π

π
2

eiλ cos xdx =
∫ π

2

0
e−iλ cos xdx =

√
π

2
ei
(
−λ+ π

4

) 1√
λ

+ O

(
1
λ

)
.

Finalement

J0(λ) =

√
2
π

cos
(
λ − π

4

) 1√
λ

+ O

(
1
λ

)
.

109



Chapitre VII. Fonctions définies par des intégrales

Exercices

Exercice VII.1. Pour α, β > 0 on considère la fonction F définie par

F (λ) =
∫ 1

0
e−λxxα−1(1 − x)β−1dx (λ ∈ R).

a) Montrer que la fonction F est développable en série entière,

F (λ) =
∞∑

n=0

anλn.

Quel est le rayon de convergence de cette série entière ? Exprimer les coefficients
à l’aide de la fonction gamma.

c) Quelle est la limite de F (λ) quand λ tend vers +∞ ? Montrer que λ−αF (λ)
a une limite quand λ tend vers +∞, et calculer cette limite.
Indication : on pourra effectuer un changement de variable en posant x = u

λ .
Exercice VII.2. Soit F la fonction définie sur R par

F (λ) =
∫ ∞

0

sin λx

x(x2 + 1)
dx.

a) Montrer que F est dérivable et que

F ′(λ) =
π

2
e−|λ|.

b) Montrer que
F (λ) = sgn(λ)

π

2
(
1 − e−|λ|).

Exercice VII.3. a) Soit f une fonction continue bornée sur [0,∞[. On suppose
que f(0) �= 0. On considère la suite {an} définie par

an =
∫ ∞

0
e−nt f(t)√

t
dt.

Montrer que

an ∼ √
πf(0)

1√
n

(n → ∞).

b) Soit {bn} la suite définie par

bn =
∫ 1

0
(1 − x2)ndx.
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Montrer que

bn ∼
√

π

2
1√
n

(n → ∞).

Indication : on pourra effectuer le changement de variable défini par x =√
1 − e−t.

c) Soit {cn} définie par

cn =
∫ ∞

0
(1 + x2)−ndx.

Montrer que

cn ∼
√

π

2
1√
n

(n → ∞).

Indication : poser x =
√

et − 1.

111





VIII

CONVOLUTION

Les trois derniers chapitres de ce cours traitent de l’analyse harmonique. On y
étudie des questions où le groupe des translations joue un rôle. Celles-ci opèrent
dans les espaces Lp(R), et les opérateurs définis par un produit de convolution
commutent aux translations. Ce produit de convolution permet de régulariser
les fonctions, c’est-à-dire de les approcher par des fonctions très régulières, par
exemple de classe C∞.

VIII.1. Convolution et invariance
par translation. Exemples

Le groupe R agit par translation sur les fonctions définies sur R. Si a est un
nombre réel, la translatée τaf d’une fonction f est définie par

τaf(x) = f(x − a).

Considérons une transformation linéaire T qui à une fonction f définie sur R asso-
cie une fonction g = Tf définie également sur R. Supposons que la transformation
T commute aux translations :

∀a ∈ R, T ◦ τa = τa ◦ T,

c’est-à-dire que, si T transforme f en g, alors T transforme τaf en τag. Supposons
de plus que la transformation T soit de la forme

Tf(x) =
∫ ∞

−∞
K(x, y)f(y)dy
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(sans nous préoccuper pour le moment de savoir si l’intégrale est bien définie). Le
fait que la transformation T commute aux translations se traduit par∫ ∞

−∞
K(x, y)f(y − a)dy =

∫ ∞

−∞
K(x − a, y)f(y)dy,

ce qui s’écrit aussi, puisque la mesure de Lebesgue est invariante par translation,∫ ∞

−∞
K(x, y + a)f(y)dy =

∫ ∞

−∞
K(x − a, y)f(y)dy.

Cette relation sera vérifiée si le noyau K de la transformation T est de la forme

K(x, y) = k(x − y),

et alors
Tf(x) =

∫ ∞

−∞
k(x − y)f(y)dy.

Ceci conduit à la définition suivante : le produit de convolution de deux fonc-
tions f et g est défini par

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x − y)g(y)dy,

(à condition bien sûr que cette intégrale soit bien définie). Le produit de convo-
lution est commutatif, f ∗ g = g ∗ f , et, pour tout a ∈ R,

(τaf) ∗ g = f ∗ (τag) = τa(f ∗ g).

On peut aussi considérer que f ∗g est une combinaison linéaire généralisée des
translatées de la fonction f :

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
(τaf)(x)g(a)da.

Dans ce chapitre nous allons étudier sous quelles hypothèses sur les fonctions f
et g le produit de convolution f ∗g existe, et étudier à quelle espace la fonction f ∗g
appartient.

Mais avant d’énoncer les propriétés de la convolution, considérons quelques
exemples.

Exemple 1. Soient f la fonction caractéristique de l’intervalle [a, b], et g celle de
[c, d]. Alors

f ∗ g(x) = λ([x − a, a − b] ∩ [c, d]),
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et le graphe de f ∗ g a la forme d’un trapèze (d’un triangle si b − a = d − c). Si
d − c < b − a,

f ∗ g(x) =




0 si x < a + c,

x − (a + c) si a + c < x < a + d,

d − c si a + d < x < b + c,

(b + d) − x si b + c < x < b + d,

0 si x > b + d.

Exemple 2. Pour α > 0 posons

Gα(x) =
1√
2πα

e−
x2

2α .

La fonction Gα est la densité de la loi de probabilité de Gauss centrée de va-
riance α, ∫ ∞

−∞
Gα(x) = 1,

∫ ∞

−∞
xGα(x)dx = 0,

∫ ∞

−∞
x2Gα(x)dx = α.

En effet nous avons vu en V.2 que∫ ∞

−∞
e−u2

du =
√

π,

et la valeur de la troisième intégrale s’obtient à l’aide d’une intégration par parties.
Pour α, β > 0,

Gα ∗ Gβ(x) = Gα+β .

En effet
Gα ∗ Gβ(x) =

1
2π

√
αβ

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

2α e−
y2

2β dy.

L’intégrant est l’exponentielle d’un trinôme du second degré en y que nous écrivons
sous forme canonique

(x − y)2

α
+

y2

β
=

α + β

αβ

(
y − β

α + β

)2
+

1
α + β

x2.

Le résultat s’en déduit facilement en utilisant à nouveau la relation∫ ∞

−∞
e−u2

du =
√

π.

Exemple 3. Pour α > 0 posons

Yα(x) =

{
1

Γ(α)x
α−1 si x > 0,

0 si x ≤ 0.
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Alors
Yα ∗ Yβ = Yα+β.

En effet
Yα ∗ Yβ(x) =

∫ ∞

−∞
Yα(x − y)Yβ(y)dy,

l’intégrant est nul si ]0,∞[∩] −∞, x[ est vide, donc si x ≤ 0, et, si x > 0,

Yα ∗ Yβ(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

0
(x − y)α−1yβ−1dy.

En posant y = tx, nous obtenons

Yα ∗ Yβ(x) =
xα+β−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
(1 − t)α−1tβ−1dt.

L’intégrale est la fonction bêta d’Euler (cf. V.3),

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β)

,

donc finalement
Yα ∗ Yβ = Yα+β.

Soit f une fonction continue nulle pour x ≤ 0. Alors, pour α = 1, F = Y1 ∗ f
est la primitive de f qui s’annule en 0 :

F (x) = Y1 ∗ f(x) =
∫ x

0
f(y)dy,

et, si α = n est un entier ≥ 1, Fn = Yn ∗ f est la primitive d’ordre n de f qui
s’annule en 0 ainsi que ses n − 1 premières dérivées,

F (n)
n = f, F (k)

n (0) = 0 (0 ≤ k ≤ n − 1).

VIII.2. Convolution et espaces Lp(R)

Considérons d’abord l’action des translations sur les fonctions. Rappelons que
τaf désigne la translatée de la fonction f par le nombre réel a,

(τaf)(x) = f(x − a).

Si f ∈ Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞, alors τaf aussi et

‖τaf‖p = ‖f‖p.

C’est en effet une conséquence immédiate de l’invariance par translation de la
mesure de Lebesgue.

116



VIII.2. Convolution et espaces Lp(R)

Proposition VIII.2.1. Supposons 1 ≤ p < ∞. Si f ∈ Lp(R), alors

lim
a→0

‖τaf − f‖p = 0.

Cette propriété n’a pas lieu pour p = ∞. En effet si f est la fonction caracté-
ristique d’un intervalle d’extrémités α et β (−∞ ≤ α < β ≤ ∞), alors

∀a �= 0, ‖τaf − f‖∞ = 1.

Démonstration. Supposons d’abord que f soit la fonction caractéristique d’un in-
tervalle borné. Si |a| est inférieur à la longueur de l’intervalle,

‖τaf − f‖p = (2|a|) 1
p ,

donc
lim
a→0

‖τaf − f‖p = 0.

Par suite la propriété a lieu si f est une fonction intégrable en escalier. Soit f
une fonction de Lp(R), et soit ε > 0. Il existe une fonction intégrable en escalier
g telle que

‖f − g‖p =
ε

3
.

D’après ce qui précède il existe η > 0 tel que, si |a| ≤ η,

‖τag − g‖p ≤ ε

3
.

Finalement, pour |a| ≤ η,

‖τaf − f‖p ≤ ‖τaf − τag‖p + ‖τag − g‖p + ‖g − f‖p

≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε. �

Théorème VIII.2.2. Soient f et g deux fonctions de L1(R). Pour presque tout x
l’application

y �→ f(x − y)g(y)

est intégrable. La fonction f ∗ g, qui est définie presque partout par

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x − y)g(y)dy,

est intégrable, et
‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

La loi de composition interne ainsi définie sur l’espace de Banach L1(R) en fait
une algèbre de Banach commutative.
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Rappelons qu’une algèbre normée A (sur R ou C) est une algèbre munie d’une
norme d’espace vectoriel vérifiant de plus l’inégalité

‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖,
pour tous a, b ∈ A, et qu’une algèbre de Banach est une algèbre normée complète.

Démonstration. (a) D’après le théorème de Fubini-Tonelli (IV.2.3),∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|f(x − y)||g(y)|dx

)
dy = ‖f‖1

∫ ∞

−∞
|g(y)|dy = ‖f‖1‖g‖1,

donc l’application (x, y) �→ f(x − y)g(y) est intégrable sur R × R. D’après le
théorème de Fubini (IV.2.2), pour presque tout x la fonction est intégrable sur R.
De plus

|f ∗ g(x)| ≤
∫ ∞

−∞
|f(x − y)||g(y)|dy,

donc
‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

(b) Montrons que le produit de convolution est associatif. Si f, g, h sont trois
fonctions de L1(R),

(
f ∗ (g ∗ h)

)
(x) =

∫ ∞

−∞
f(x − z)(g ∗ h)(y)dy

=
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(x − y)g(y − z)h(z)dz

)
dy.

Or, pour presque tout x,∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x − y)||g(y − z)||h(z)| dy dz < ∞,

donc, d’après le théorème de Fubini, pour un tel x,

(
f ∗ (g ∗ h)

)
(x) =

∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(x − z)h(z)dz =

(
(f ∗ g) ∗ h

)
(x).

Donc les fonctions f ∗ (g ∗ h) et (f ∗ g) ∗ h sont égales presque partout. �

Théorème VIII.2.3. Soient f une fonction de L1(R) et g une fonction de Lp(R),
1 ≤ p < ∞. Pour presque tout x la fonction

y �→ f(y)g(x − y)
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est intégrable, et la fonction f ∗ g, définie pour presque tout x par

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(y)g(x − y)dy,

appartient à Lp(R). De plus

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p.

Démonstration. Le cas où p = 1 a déjà été traité (VIII.2.2). Supposons p > 1
et soit q l’exposant conjugué : 1

p + 1
q = 1. Soit ϕ la fonction caractéristique d’un

intervalle borné [a, b]. D’après le théorème de Fubini-Tonelli (IV.2.3), et l’inégalité
de Hölder (III.1.2)∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(y)||g(x − y)|ϕ(x) dy dx

=
∫ ∞

−∞
|f(y)|

(∫ ∞

−∞
|g(x − y|ϕ(x)dx

)
dy ≤ ‖f‖1‖g‖p(b − a)

1
q .

Donc, d’après le théorème de Fubini (IV.2.2), pour presque tout x la fonction
y �→ f(y)g(x − y) est intégrable et l’application

x �→ ϕ(x)
∫ ∞

−∞
f(y)g(x − y)dy

est intégrable. Par suite la fonction f ∗ g, qui est définie presque partout, est
mesurable.
D’après l’inégalité de Hölder (III.1.2),∫ ∞

−∞
|f(y)| 1p |g(x − y)||f(y)| 1q dy

≤
(∫ ∞

−∞
|f(y)||g(x − y)|pdy

) 1
p
(∫ ∞

−∞
|f(y)|dy

) 1
q
.

Après une intégration en x nous en déduisons que∫ ∞

−∞
|f ∗ g|pdx ≤ ‖g‖p

p‖f‖
1+ p

q

1 ,

c’est-à-dire
‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p. �
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On montre également que, si f1, f2 ∈ L1(R), et si g ∈ Lp(R), alors

f1 ∗ (f2 ∗ g) = (f1 ∗ f2) ∗ g.

On note C0(R) l’espace des fonctions continues sur R à valeurs complexes qui
tendent vers 0 à l’infini. Muni de la norme uniforme,

‖f‖∞ = sup
x∈R

|f(x)|,

c’est un espace de Banach.

Théorème VIII.2.4. Soient f une fonction de L1(R) et g une fonction de C0(R).
La fonction f ∗ g appartient à C0(R) et

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖1‖g‖∞.

Démonstration. La fonction g, étant continue et tendant vers 0 à l’infini, est uni-
formément continue : pour tout ε > 0 il existe η > 0 tel que si |x − x′| ≤ η, alors
|f(x) − f(x′)| ≤ ε. Par suite, si |x − x′| ≤ η,

|f ∗ g(x) − f ∗ g(x′)| ≤
∫ ∞

−∞
|f(y)||g(x − y) − g(x′ − y)|dy ≤ ε‖f‖1.

La fonction f ∗g est donc uniformément continue. D’autre part, on montre à l’aide
du théorème de convergence dominée que la fonction f ∗ g tend vers 0 à l’infini.

�

Si f et g sont deux fonctions de L2(R), alors, pour tout x, la fonction y �→
f(x − y)g(y) est intégrable. Le produit de convolution f ∗ g est donc défini en
tout point. C’est vrai plus généralement si f appartient à Lp(R) et g à Lq(R),
lorsque p et q sont deux exposés conjugués.

Théorème VIII.2.5. Soient f et g deux fonctions de L2(R). La fonction f ∗ g ap-
partient à C0(R) et

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖2‖g‖2.

Démonstration. (a) Suposons d’abord que f et g sont les fonctions caractéristiques
de deux intervalles bornés. La fonction f ∗ g est alors une fonction continue à
support compact dont le graphe a la forme d’un trapèze ou d’un triangle (cf.
exemple 1 au début du chapitre). Par suite, si f et g sont deux fonctions intégrables
en escalier, la fonction f ∗ g est continue à support compact.
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(b) Soient f et g deux fonctions de L2(R), et soient {fn} et {gn} deux suites
de fonctions intégrables en escalier telles que

lim
n→∞ ‖fn − f‖2 = 0, lim

n→∞ ‖gn − g‖2 = 0.

En écrivant
fn ∗ gn − f ∗ g = fn ∗ (gn − g) + (fn − f) ∗ g,

nous obtenons pour tout x, à l’aide de l’inégalité de Schwarz,

|fn ∗ gn(x) − f ∗ g(x)| ≤ ‖fn‖2‖gn − g‖2 + ‖fn − f‖2‖g‖2.

La suite fn ∗ gn converge donc uniformément vers f ∗ g. Il en résulte que f ∗ g est
continue et tend vers 0 à l’infini. �

VIII.3. Approximation de l’identité et régularisation

Soit A une algèbre normée commutative. Une approximation de l’identité est
une suite {an} d’éléments de A telle que, pour tout élément b de A,

lim
n→∞an · b = b.

Nous allons considérer le cas où A est l’algèbre de convolution L1(R)
(cf. VIII.2.2). Soit ϕ une fonction intégrable positive d’intégrale égale à 1. Posons

ϕn(x) = nϕ(nx).

Théorème VIII.3.1. La suite {ϕn} est une approximation de l’identité de L1(R).
Plus généralement, si f est une fonction de Lp(R), 1 ≤ p < ∞,

lim
n→∞ ‖ϕn ∗ f − f‖p = 0.

Lemme VIII.3.2. Si g est une fonction mesurable bornée sur R, continue en 0,

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
ϕn(x)g(x)dx = g(0).

Démonstration. Notons d’abord que, pour tout η > 0,

lim
n→∞

∫ η

−η
ϕn(x)dx = lim

n→∞

∫ nη

−nη
ϕ(x)dx = 1,
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et donc
lim

n→∞

∫
|x|>η

ϕn(x)dx = 0.

Soit ε > 0. La fonction g étant continue en 0, il existe η > 0 tel que, si |x| ≤ η,

|g(x) − g(0)| ≤ ε

2
.

Ainsi, pour |x| ≤ η,∣∣∣∫ ∞

−∞
ϕn(x)g(x)dx − g(0)

∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞
ϕn(x)|g(x) − g(0)|dx

≤ ε

2
+ 2 sup |g|

∫
|x|≥η

ϕn(x)dx.

Il existe N tel que, si n ≥ N ,

2 sup |g|
∫
|x|>η

ϕn(x)dx ≤ ε

2
.

Le résultat annoncé est établi. �

Démonstration de VIII.3.1. Soit f une fonction de Lp(R). Posons

g(y) =
∫ ∞

−∞
|f(x − y) − f(x)|pdx = ‖τyf − f‖p

p.

La fonction g est bornée et continue en 0,

g(y) ≤ 2p‖f‖p
p, et lim

y→0
g(y) = 0,

d’après VIII.2.1. Pour presque tout x,

ϕn ∗ f(x) − f(x) =
∫ ∞

−∞
ϕn(y)

(
f(x − y) − f(x)

)
dy.

Nous allons montrer que, pour un tel x,

|ϕn ∗ f(x) − f(x)|p ≤
∫ ∞

−∞
ϕn(y)|f(x − y) − f(x)|pdy.

Si p = 1 c’est évident. Si p > 1, notons q l’exposant conjugué de p : 1
p + 1

q = 1.
En écrivant

|ϕn ∗ f(x) − f(x)| ≤
∫ ∞

−∞
ϕn(y)

1
q ϕn(y)

1
p |f(x − y) − f(x)|dy,
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nous obtenons grâce à l’inégalité de Hölder (III.1.2)

|ϕn ∗ f(x) − f(x)| ≤
(∫ ∞

−∞
ϕn(y)|f(x − y) − f(x)|pdy

) 1
p
,

et, après une intégration en x,∫ ∞

−∞
|ϕn ∗ f(x) − f(x)|pdx ≤

∫ ∞

−∞
ϕn(y)g(y)dy.

Le résultat annoncé est une conséquence du lemme VIII.3.2. �

Proposition VIII.3.3. Si f est une fonction de C0(R),

lim
n→∞ ‖ϕn ∗ f − f‖∞ = 0.

La démonstration est laissée au lecteur.

Citons deux approximations de l’identité qui jouent un rôle important en ana-
lyse :
1. Approximation de Gauss.

ϕ(x) =
1√
π

e−x2
, ϕn(x) =

n√
π

e−n2x2
.

2. Approximation de Poisson.

ϕ(x) =
1
π

1
1 + x2

, ϕn(x) =
n

π

1
1 + n2x2

.

Nous allons étudier la dérivée d’un produit de convolution et montrer, à l’aide
de la convolution, que pour 1 ≤ p < ∞, toute fonction de Lp(R) est limite, au
sens de Lp(R), d’une suite de fonctions de classe C∞.

Proposition VIII.3.4. Soient f une fonction de Lp(R), et ϕ une fonction de classe
C1 sur R à support compact. Alors f ∗ ϕ est de classe C1 et

(f ∗ ϕ)′ = f ∗ ϕ′.

Démonstration. Le support de ϕ étant compact il existe A > 0 tel que supp(ϕ) ⊂
[−A,A]. Nous allons appliquer le théorème de dérivation d’une intégrale dépen-
dant d’un paramètre (VII.1.2) à l’intégrale

f ∗ ϕ(x) =
∫ ∞

−∞
f(y)ϕ(x − y)dy.
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Fixons K = [a, b]. Pour x ∈ K, y ∈ R,

|f(y)ϕ′(x − y)| ≤ gK(y),

avec
g(y) = sup |ϕ′||f(y)|χ[a−A,b+A](y).

La fonction g est intégrable et nous pouvons appliquer le théorème VII.1.2 :

(f ∗ ϕ)′(x) =
∫ ∞

−∞
f(y)ϕ′(x − y)dy = f ∗ ϕ′(x). �

Remarquons que si f et g sont deux fonctions de classe C1 à support compact,

(f ∗ g)′ = f ′ ∗ g = f ∗ g′.

On note D(R) l’espace des fonctions de clase C∞ à support compact. Notons
que l’espace D(R) n’est pas réduit à la fonction nulle. Il contient en effet la fonction
ψ définie par

ψ(x) =

{
exp

(
− 1

1−x2

)
si − 1 < x < 1,

0 si |x| ≥ 1.

Corollaire VIII.3.5. Soient f une fonction de Lp(R) et ϕ une fonction de D(R).
Alors la fonction f ∗ ϕ est de classe C∞ et

(f ∗ ϕ)(n) = f ∗ ϕ(n).

On dit que f ∗ ϕ est la régularisée de f par ϕ.

Théorème VIII.3.6. Si 1 ≤ p < ∞, toute fonction f de Lp(R) est limite, au sens
de Lp(R), d’une suite de fonctions de D(R).

Démonstration. Soit ϕ une fonction de D(R), positive et d’intégrale égale à 1. On
peut prendre par exemple

ϕ(x) =
1
A

ψ(x),

où ψ est la fonction décrite ci-dessus et

A =
∫ ∞

−∞
ψ(x)dx.

Posons ϕn(x) = nϕ(nx). Si f est une fonction de Lp(R) à support compact, la
fonction ϕn ∗ f appartient à D(R) et, d’après le théorème VIII.2.1,

lim
n→∞ ‖ϕn ∗ f − f‖p = 0.

Le résultat annoncé s’en déduit car toute fonction de Lp(R) est limite, au sens de
Lp(R), d’une suite de fonctions intégrables en escalier. �
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VIII.4. Convolution des mesures bornées

Soient µ et ν deux mesures bornées sur l’espace mesurable (R,B). La mesure
µ ⊗ ν est une mesure bornée sur (R2,B2). Le produit de convolution µ ∗ ν est la
mesure définie sur (R,B) par, si E est un ensemble borélien de R,

µ ∗ ν(E) = µ ⊗ ν
({(x, y) ∈ R2 | x + y ∈ E}).

C’est une mesure bornée. Sa masse totale est égale au produit µ(R)ν(R) des
masses totales des mesures µ et ν. On obtient ainsi une loi de composition interne
sur l’ensemble M1(R) des mesures bornées sur R qui est associative, distributive
par rapport à l’addition et commutative. La mesure de Dirac δ en 0 est un élément
neutre. Si δa désigne la mesure de Dirac en a,

δa ∗ δb = δa+b.

Si f est une fonction mesurable bornée sur R,∫
R

fd(µ ∗ ν) =
∫

R2

f(x + y)dµ(x)dν(y).

Si ν a une densité g par rapport à la mesure de Lebesgue, dν(x) = g(x)dx,
alors µ ∗ ν a une densité par rapport à la mesure de Lebesgue qui est notée µ ∗ g
et qui est donnée par

µ ∗ g(x) =
∫

R

g(x − y)dµ(y).

En particulier, si µ = δa,

δa ∗ g(x) = g(x − a) = τag(x).

Si µ et ν ont des densités f et g, alors µ ∗ ν a pour densité f ∗ g, produit de
convolution de deux fonctions intégrables qui a été défini à la section VIII.2.

Si µ est une mesure bornée, et si {ϕn} est une approximation de l’identité,
alors la suite des mesures µ ∗ (ϕndx) converge étroitement vers µ. En effet, si f
est une fonction continue bornée,∫ ∞

−∞
f(x)

(
µ ∗ ϕn

)
(x)dx =

∫ ∞

−∞
F (u)ϕn(u)du,

avec
F (u) =

∫
R

f(u + y)dµ(y).
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La fonction F est continue et bornée. La continuité se montre à l’aide du théorème
de convergence dominée (I.3.4). Donc

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
F (u)ϕn(u)du = F (0),

c’est-à-dire

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
f(x)(µ ∗ ϕn)(x)dx =

∫
R

fdµ.

Exercices

Exercice VIII.1. Soient p, q > 1 tels que 1
p + 1

q = 1. Soient f ∈ Lp(R), g ∈ Lq(R).
Montrer que la fonction f ∗ g est partout définie, que

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖q,

et que f ∗ g appartient à C0(R).
Exercice VIII.2. Soit α > 0 et soit f une fonction continue bornée sur R. Montrer
qu’il existe une unique solution bornée de l’équation différentielle

−u′′ + α2u = f.

Soit p ≥ 1. Montrer que si f ∈ Lp(R), alors u aussi et qu’il existe une constante C
telle que

‖u‖p ≤ C‖f‖p.

Exercice VIII.3. Soient A et B deux ensembles mesurables de mesure finie pour
la mesure de Lebesgue : λ(A) < ∞, λ(B) < ∞. Montrer que l’ensemble A + B
est d’intérieur non vide.
Indication : considérer le produit de convolution des fonctions caractéristiques
de A et B.
Exercice VIII.4. Soit f ∈ L∞(R). On suppose que

lim
a→0

‖τaf − f‖∞ = 0.

Montrer que f est presque partout égale à une fonction uniformément continue.
Indication : considérer la suite gn = f ∗ ϕn, où {ϕn} est une approximation de
l’identité. Montrer que la suite {gn} converge vers f presque partout, et en tout
point vers une fonction uniformément continue.
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Exercices

Exercice VIII.5. Pour α > 0 on pose

µα =
∞∑

n=0

αn

n!
δn.

Montrer que µα ∗ µβ = µα+β .
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IX
TRANSFORMATION DE FOURIER

La transformation de Fourier intervient dans de nombreuses questions d’ana-
lyse, aussi bien théoriques que pratiques. Cette transformation a été introduite
par Fourier pour l’étude de l’équation de la chaleur. C’est une équation aux dé-
rivées partielles qui décrit l’évolution de la température au cours du temps. Elle
s’écrit, pour un choix convenable des unités de temps et de longueur,

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
.

Le problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur est le suivant : étant
donnée une fonction continue u0 sur R, déterminer une fonction u continue sur
[0, T [×R de classe C2 sur ]0, T [×R vérifiant

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, (t, x) ∈]0, T [×R, (1)

u(0, x) = u0(x). (2)

On remarque que les fonctions suivantes sont des solutions particulières de
l’équation de la chaleur,

vλ(t, x) = e−λ2teiλx (λ ∈ R).

Soit f une fonction intégrable sur R ; posons

u(t, x) =
∫ ∞

−∞
e−λ2teiλxf(λ)dλ.

On vérifie que u est une solution de l’équation de la chaleur sur ]0,∞[×R,
qu’elle est continue sur [0,∞[×R, et que

u(0, x) =
∫ ∞

−∞
eiλxf(λ)dλ.
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Le problème de Cauchy sera résolu s’il est possible de trouver une fonction f
telle que ∫ ∞

−∞
eiλxf(λ)dλ = u0(x).

Ainsi apparaît la transformation de Fourier. Nous verrons plus loin comment le
problème de Cauchy peut être résolu lorsque u0 est une fonction continue bornée
(cf. XI.4).

IX.1. Transformées de Fourier des fonctions intégrables

La transformée de Fourier d’une fonction f intégrable sur R (par rapport à la
mesure de Lebesgue) est la fonction f̂ définie sur R par

f̂(t) =
∫ ∞

−∞
e−itxf(x)dx.

La fonction f̂ est continue et tend vers 0 à l’infini. La continuité résulte du théo-
rème sur la continuité d’une fonction définie par une intégrale (VII.1.1), et nous
avons déjà vu que f̂ tend vers 0 à l’infini (lemme de Riemann-Lebesgue, VII.4.2).
De plus

‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.

Ainsi la transformation de Fourier est une application linéaire continue
de L1(R) dans C0(R). Sa norme est égale à 1. En effet, si f ≥ 0, alors

‖f̂‖∞ = f̂(0) = ‖f‖1.

Exemples. Soit α un nombre réel positif.

f(x) = 1
2αχ[−α,α](x), f̂(t) = sinαt

αt .

f(x) = 1
α

(
1 − |x|

α

)
χ[−α,α](x), f̂(t) =

(
sin αt

2
αt
2

)2
.

f(x) = e−α|x|, f̂(t) = 2α
α2+t2

.

f(x) = e−αx2
, f̂(t) =

√
π
αe−

t2

4α .

Démontrons la dernière formule. Calculons l’intégrale

f̂(t) =
∫ ∞

−∞
e−αx2

e−itxdx.
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L’intégrant est une exponentielle dont l’exposant est un trinôme du second degré.
Nous l’écrivons sous forme canonique

αx2 + itx = α

((
x +

it
2α

)2

+
t2

4α2

)
,

et nous obtenons
f̂(t) = e−

t2

4α

∫ ∞

−∞
e−α

(
x+ it

2α

)2

dx.

On montre à l’aide du théorème VII.1.2 que la fonction f̂ est dérivable et que

d

dt

(
f̂(t)e

t2

4α

)
= − i

2α

∫ ∞

−∞
e−α

(
x+ it

2α

)2

2α
(
x +

it
2α

)
dx

=
i

2α

∫ ∞

−∞

d

dx
e−α

(
x+ it

2α

)2

dx = 0.

Il existe donc une constante C telle que

f̂(t) = Ce−
t2

4α .

Pour t = 0, nous obtenons

C =
∫ ∞

−∞
e−αx2

dx =
√

π

α
.

Notons que la transformée de Fourier de τaf est égale à e−itaf̂ (τaf(x) =
f(x − a), a ∈ R), et que celle de eiaxf est égale à τaf̂ .

Théorème IX.1.1. Soient f et g deux fonctions intégrables sur R, f̂ et ĝ leurs
transformées de Fourier. La transformée de Fourier du produit de convolution
f ∗ g est égale au produit ordinaire f̂(t)ĝ(t).

Démonstration. Posons h = f ∗ g. La transformée de Fourier ĥ de h est égale à

ĥ(t) =
∫ ∞

−∞
e−itx

(∫ ∞

−∞
f(x − y)g(y)dy

)
dx.

D’après le théorème de Fubini (IV.2.2),

ĥ(t) =
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
e−itxf(x − y)dy

)
g(y)dy

=
∫ ∞

−∞
e−ity f̂(t)g(y)dy = f̂(t)ĝ(t). �
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Théorème IX.1.2. Soient f une fonction intégrable sur R et f̂ sa transformée de
Fourier.

(i) Si xf est intégrable, alors f̂ est dérivable et sa dérivée f̂ ′ est la transformée
de Fourier de −ixf .

(ii) Si f est de classe C1, et si sa dérivée f ′ est intégrable, alors la transformée
de Fourier de f ′ est égale à itf̂ .

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence immédiate du théorème sur la
dérivation d’une fonction définie par une intégrale (VII.1.2).

Pour démontrer (ii), écrivons

f(x) = f(0) +
∫ x

0
f ′(y)dy.

Puisque f ′ est intégrable, f a une limite quand x tend vers +∞. La fonction f
étant intégrable, cette limite est nulle. Il en est de même en −∞. En intégrant
par parties nous obtenons

∫ A

−A
f ′(x)e−itxdx = −itf(x)e−itx

∣∣∣A
−A

+ it
∫ A

−A
f(x)e−itxdx,

et nous obtenons (ii) en faisant tendre A vers l’infini. �

Nous allons donner deux théorèmes d’inversion pour la transformation de Fou-
rier. Considérons l’approximation de Poisson

ϕn(x) =
1
π

n

1 + n2x2
,

et posons

Φn(t) = e−
|t|
n .

Alors

ϕn(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eixtΦn(t)dt.

Lemme IX.1.3. Soient f une fonction intégrable sur R et f̂ sa transformée de
Fourier. Alors

ϕn ∗ f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eixtΦn(t)f̂(t)dt.
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Démonstration. En effet, d’après le théorème de Fubini (IV.2.2),

ϕn ∗ f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
ei(x−y)tf(y)dy

)
Φn(t)dt

1
2π

∫ ∞

−∞
eixtf̂(t)Φn(t)dt. �

Théorème IX.1.4. Soient f une fonction intégrable et f̂ sa transformée de Fourier.
Si f̂ est intégrable, alors, pour presque tout x,

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eitxf̂(t)dt.

Démonstration. Posons fn = ϕn ∗ f . Alors, d’après le théorème VIII.3.1,

lim
n→∞ ‖fn − f‖1 = 0,

et d’après le lemme IX.1.3,

fn(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eixtf̂(t)Φn(t)dt.

Du théorème de convergence dominée (I.3.4) nous déduisons que, pour tout x,
fn(x) a pour limite

g(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eixtf̂(t)dt.

Puisque
lim

n→∞ ‖fn − f‖1 = 0,

il en résulte que f est presque partout égale à la fonction continue g. �

Corollaire IX.1.5. Soient f une fonction intégrable et f̂ sa transformée de Fourier.
Si f̂ ≡ 0, alors f est nulle presque partout.

Ainsi la transformation de Fourier est une application injective de L1(R)
dans C0(R). On verra en exercice qu’elle n’est pas surjective. Mais son image
est dense. En effet, d’après le lemme IX.1.3, son image contient les fonctions de
la forme ϕn ∗ f , où f est une fonction continue à support compact.

Pour établir le deuxième théorème d’inversion nous aurons besoin d’un résultat
préliminaire sur l’intégrale de Dirichlet qui s’écrit

I(λ) =
∫ T

0
f(x)

sin λx

x
dx.
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Chapitre IX. Transformation de Fourier

Théorème IX.1.6. Soit f une fonction intégrable sur [0, T ] admettant une limite à
droite en 0 notée f(0+). Supposons qu’il existe K et x0 tels que, pour 0 < x < x0,

|f(x) − f(0+)| ≤ Kx.

Alors

lim
λ→∞

∫ T

0
f(x)

sinλx

x
dx =

π

2
f(0+).

Démonstration. Nous utiliserons la valeur de l’intégrale semi-convergente suivante
(cf. VII.2) ∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

2
.

Pour démontrer le théorème nous écrivons, pour 0 < η < T ,
∫ T

0
f(x)

sin λx

x
dx − π

2
f(0+)

=
∫ η

0

(
f(x) − f(0+)

)sin λx

x
dx +

∫ T

η

f(x)
x

sinλx dx

− f(0+)
∫ ∞

η

sin λx

x
dx.

Si 0 < η < x0, ∣∣∣ ∫ η

0

(
f(x) − f(0+)

)sin λx

x
dx

∣∣∣ ≤ Kη.

Du lemme de Riemann-Lebesgue (VII.4.2) appliqué à la fonction f(x)
x il résulte

que

lim
λ→∞

∫ T

η

f(x)
x

sin λx dx = 0.

De plus

lim
λ→∞

∫ ∞

η

sin λx

x
dx = lim

λ→∞

∫ ∞

λη

sin λx

x
dx = 0.

Le théorème s’en déduit. �

Nous en déduisons le théorème d’inversion ponctuelle suivant.

Théorème IX.1.7. Soient f une fonction intégrable et f̂ sa transformée de Fourier.
Supposons que f admette en un point x une limite à gauche f(x−) et une limite
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IX.1. Transformées de Fourier des fonctions intégrables

à droite f(x+). Supposons de plus qu’il existe η > 0 et M > 0 tels que, pour
0 < h < η,

|f(x + h) − f(x+)| ≤ Mh, |f(x − h) − f(x−)| ≤ Mh.

Alors

lim
A→∞

1
2π

∫ A

−A
eixtf̂(t)dt = 1

2

(
f(x+) + f(x−)

)
.

Démonstration. D’après le théorème de Fubini (IV.2.2),∫ A

−A
eixtf̂(t)dt =

∫ ∞

−∞

(∫ A

−A
ei(x−y)tdt

)
f(y)dy

= 2
∫ ∞

0

sin Ay

y

(
f(x + y) + f(x − y)

)
dy.

On applique le théorème sur l’intégrale de Dirichlet (IX.1.6) à la fonction y �→
f(x + y) + f(x − y). �

L’espace de Schwartz S(R) est l’espace des fonctions f de classe C∞ à valeurs
complexes qui sont à décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées, c’est-à-
dire que, pour tous les entiers p et k ≥ 0, la fonction xpf (k)(x) est bornée. Par
exemple la fonction de Gauss

f(x) = e−x2
(α > 0)

appartient à S(R). L’espace S(R) est contenu dans Lp(R) pour tout p (1 ≤ p ≤
∞), et, pour 1 ≤ p < ∞, s’identifie à un sous-espace dense de Lp(R).

Théorème IX.1.8. La transformation de Fourier est une bijection de l’espace de
Schwartz S(R) sur lui-même.

Démonstration. Soit f ∈ S(R), et soit f̂ sa transformée de Fourier. De la relation

(it)k f̂ (p)(t) =
∫ ∞

−∞
e−itx

(
(−ix)pf(x)

)(k)
dx,

on déduit que f̂ ∈ S(R). En particulier f̂ est intégrable, et, d’après le théo-
rème IX.1.4,

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eitxf̂(t)dt.

Ainsi la transformation de Fourier est une bijection de S(R) sur S(R). �
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Chapitre IX. Transformation de Fourier

IX.2. Transformées de Fourier des fonctions
de carré intégrable

Une propriété importante de la transformation de Fourier est la formule de
Plancherel qui s’énonce comme suit.

Théorème IX.2.1. Soit f une fonction intégrable et de carré intégrable. Sa trans-
formée de Fourier f̂ est de carré intégrable et∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

1
2π

∫ ∞

−∞
|f̂(t)|2dt.

Démonstration. Posons f̃(x) = f(−x), g = f ∗ f̃ . Alors

g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x + y)f(y)dy, g(0) =

∫ ∞

−∞
|f(y)|2dy.

La transformée de Fourier de f̃ est égale à f̂(t) et celle de g à |f̂(t)|2. La fonction
g est intégrable, continue et bornée. D’après le lemme IX.1.3,

ϕn ∗ g(0) =
1
2π

∫ ∞

−∞
Φn(t)|f̂(t)|2dt.

Par suite
lim

n→∞ϕn ∗ g(0) = g(0).

D’autre part
Φn(t) ≤ Φn+1(t), lim

n→∞Φ(t) = 1,

donc, d’après le théorème de convergence monotone (I.2.1),

g(0) =
1
2π

∫ ∞

−∞
|f̂(t)|2dt. �

Pour une fonction f intégrable et de carré intégrable posons

Pf(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ixtf(x)dx =

1√
2π

f̂(t).

La transformation P s’appelle transformation de Fourier-Plancherel. Elle
vérifie

‖Pf‖2 = ‖f‖2.
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IX.2. Transformées de Fourier des fonctions de carré intégrable

Théorème IX.2.2 (Théorème de Plancherel). La transformation de Fourier-
Plancherel se prolonge en un isomorphisme isométrique de L2(R) sur L2(R).

Démonstration. (a) Soit f une fonction de carré intégrable. Il existe une suite {fn}
de fonctions de L1(R) ∩ L2(R) telle que

lim
n→∞ ‖fn − f‖2 = 0.

La suite {Pfn} est une suite de Cauchy de L2(R) puisque

‖Pfm − Pfn‖2 = ‖fm − fn‖2.

Elle est donc convergente dans L2(R) qui est complet (III.2.2). Posons

Pf = lim
n→∞Pfn.

C’est un élément de L2(R), c’est-à-dire une classe de fonctions de carré intégrable.
Cette classe est indépendante de la suite {fn} choisie, et

‖Pf‖2 = ‖f‖2.

(b) La transformation de Fourier-Plancherel est une application linéaire iso-
métrique. Son image est fermée. En effet si, pour une suite {fn} de L2(R), la suite
{Pfn} est convergente, alors la suite {fn} est aussi convergente. Soit f la limite
de la suite {fn}, alors

lim
n→∞Pfn = Pf.

(c) L’image de la transformation de Fourier-Plancherel est dense. Elle contient
en effet l’espace de Schwartz S(R).

L’image de P étant fermée et dense est égale à L2(R). �

La transformation inverse est donnée par (f ∈ L1(R) ∩ L2(R)) :

P̄f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eitxf(t)dt.

On peut noter que (P ◦ P)f(x) = f(−x), P4 = Id.
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Chapitre IX. Transformation de Fourier

IX.3. Transformées de Fourier des mesures bornées

La transformée de Fourier d’une mesure bornée µ est la fonction µ̂ définie sur
R par

µ̂(t) =
∫

R

e−ixtdµ(x).

Si µ a une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue (f ∈ L(R), f ≥ 0),
alors µ̂ = f̂ . La fonction µ̂ est bornée,

|µ̂(t)| ≤ µ̂(0) =
∫

R

dµ,

et uniformément continue. En effet

|µ̂(t + h) − µ̂(t)| ≤
∫

R

|e−ith − 1|dµ(x),

et le second membre tend vers 0 quand h tend vers 0 d’après le théorème de
convergence dominée (I.3.2). La transformée de Fourier du produit de convolution
µ∗ν de deux mesures bornées µ et ν est égale au produit ordinaire des transformées
de Fourier de µ et ν,

µ̂ ∗ ν = µ̂ · ν̂.

En effet
µ̂ ∗ ν(t) =

∫
R

∫
R

e−it(x+y)dµ(x)dν(y),

=
∫

R

e−itxdµ(x)
∫

R

e−itydν(y)

= µ̂(t)ν̂(t).

Si µ est une mesure bornée et f une fonction intégrable,∫
R

µ̂(t)f(t)dt =
∫

R

f̂(x)dµ(x).

En effet, d’après le théorème de Fubini (IV.2.2), les deux membres sont égaux à∫
R2

e−itxf(t)dtdµ(x).

Il en résulte que si deux mesures bornées µ et ν ont même transformée de
Fourier, alors elles sont égales. En effet, si µ̂ = ν̂, alors, pour toute fonction f de
FL1(R), ∫

R

f(x)dµ(x) =
∫

R

f(x)dν(x).
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IX.3. Transformées de Fourier des mesures bornées

Puisque FL1(R) est dense dans C0(R), l’égalité a encore lieu pour toute fonction f
de C0(R), et par suite les mesures µ et ν sont égales.

Rappelons qu’une suite de mesures bornées µn converge étroitement vers une
mesure bornée µ si, pour toute fonction continue bornée f ,

lim
n→∞

∫
R

fdµn =
∫

R

fdµ.

La suite des transformées de Fourier µ̂n(t) converge alors vers µ̂(t) en tout point t.
On peut montrer que la convergence est uniforme sur tout compact. La réciproque
suivante de cette propriété est importante de par ses applications au calcul des
probabilités.

Théorème IX.3.1 (Théorème de Lévy). Soit {µn} une suite de mesures bornées
telle que la suite {µ̂n} converge en tout point vers une fonction ϕ continue en 0.
Alors ϕ est la transformée de Fourier d’une mesure bornée µ, et la suite {µn}
converge étroitement vers µ.

Démonstration. Posons

M = sup
n

∫
R

dµn = sup
n

µ̂n(0),

et remarquons que

|µ̂n(t)| ≤ µ̂n(0) ≤ M, |ϕ(t)| ≤ ϕ(0) ≤ M.

Soit Ln la forme linéaire sur C0(R) définie par

Ln(f) =
∫

R

fdµn.

Cette forme linéaire vérifie

|Ln(f)| ≤ M‖f‖∞.

Soit g une fonction intégrable. Sa transformée de Fourier ĝ appartient à C0(R),

Ln(ĝ) =
∫

R

ĝ(x)dµn(x) =
∫

R

g(t)µ̂n(t)dt,

et, d’après le théorème de convergence dominée (I.3.4),

lim
n→∞Ln(ĝ) =

∫
R

g(t)ϕ(t)dt.
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Chapitre IX. Transformation de Fourier

Puisque FL1(R) est un sous-espace dense de C0(R), il en résulte que, pour toute
fonction f de C0(R), la suite Ln(f) a une limite. Notons L(f) cette limite. Ainsi L
est une forme linéaire positive sur C0(R) qui contient Cc(R). D’après le théorème
de Riesz (VI.3.1) il existe une mesure de Lebesgue-Stieltjes µ sur R telle que

L(f) =
∫

R

fdµ.

Considérons l’approximation de Poisson

fk(t) =
1
π

k

1 + k2t2
, f̂k(x) = e−

|x|
k .

Pour g = fk, nous obtenons

L(f̂k) =
∫

R

f̂k(x)dµ(x) =
∫

R

fk(t)ϕ(t)dt.

D’une part, grâce au théorème de convergence monotone (I.3.4),

lim
k→∞

∫
R

f̂k(x)dµ(x) =
∫

R

dµ(x),

et, d’autre part, ϕ étant bornée et continue en 0, d’après le lemme VIII.2.2,

lim
k→∞

∫
R

fk(t)ϕ(t)dt = ϕ(0).

Il en résulte que la mesure µ est bornée, et que∫
R

dµ = ϕ(0) = lim
n→∞ µ̂n(0) = lim

n→∞

∫
R

dµn,

c’est-à-dire que la suite µn converge étroitement vers µ. �

Une fonction ϕ définie sur R à valeurs complexes est dite de type positif si,
quels que soient les nombres réels x1, . . . , xN et les nombres complexes c1, . . . , cN ,

N∑
j,k=1

ϕ(xj − xk)cj c̄k ≥ 0.

Une fonction ϕ de type positif vérifie

ϕ(−x) = ϕ(x), |ϕ(x)| ≤ ϕ(0).
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IX.3. Transformées de Fourier des mesures bornées

C’est une conséquence du fait que, pour tout x, la matrice(
ϕ(0) ϕ(x)

ϕ(−x) ϕ(0)

)

est hermitienne positive. Le produit de deux fonctions de type positif est de type
positif. C’est une conséquence du lemme d’algèbre linéaire suivant.

Lemme IX.3.2. Soient (ajk) et (bjk) deux matrices hermitiennes positives, alors
la matrice (cjk) définie par

cjk = ajkbjk

est aussi hermitienne positive.

Démonstration. Puisque toute forme hermitienne positive est une somme de car-
rés de modules de formes linéaires, il suffit d’établir la propriété lorsque la ma-
trice (bjk) est de rang un :

bjk = βj β̄k.

Alors ∑
j,k

ajkbjkcj c̄k =
∑
j,k

ajk(βjcj)(βkck) ≥ 0. �

La transformée de Fourier d’une mesure bornée est une fonction de type positif.
Soit en effet µ une mesure bornée et posons

ϕ(x) =
∫

R

e−itxdµ(t).

Alors
N∑

j,k=1

ϕ(xj − xk)cj c̄k =
∫

R

∣∣∣ N∑
j=1

cje−itxj

∣∣∣2dµ(t) ≥ 0.

Cette propriété admet une réciproque.

Théorème IX.3.3 (Théorème de Bochner). Soit ϕ une fonction continue de type
positif. Alors ϕ est la transformée de Fourier d’une mesure bornée µ. La mesure µ
est unique.

Nous avons déjà vu que si µ existe elle est unique.
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Lemme IX.3.4. Soit ϕ une fonction continue de type positif. Alors, pour toute
fonction f intégrable,∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(x − y)f(x)f(y) dx dy ≥ 0.

Démonstration. Si f est une fonction continue à support compact ⊂ [a, b], cette
intégrale est limite de sommes de Riemann du type

h2
N∑

j,k=1

ϕ(xj − xk)f(xj)f(xk)
(
xj = a + (j − 1)h, h =

b − a

N

)

qui sont positives. La propriété est donc établie pour une telle fonction. Si f est
intégrable, alors f est limite au sens de L1(R) d’une suite de fonctions fn continues
à support compact,

lim
n→∞ ‖fn − f‖1 = 0,

et
lim

n→∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(x − y)fn(x)fn(y) dx dy

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(x − y)f(x)f(y) dx dy,

puisque
∣∣∣ ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(x − y)fn(x)fn(y) dx dy −

∫ ∞

−∞

∫ ∞

∞
ϕ(x − y)f(x)f(y) dx dy

∣∣∣
≤ ϕ(0)

(‖fn‖1 + ‖f‖1

)‖fn − f‖1. �

Démonstration du théorème X.3.3. (a) Supposons d’abord que ϕ est intégrable et
posons

γ(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eitxϕ(x)dx.

Si g une fonction intégrable sur R,∫ ∞

−∞
γ(t)g(−t)dt =

1
2π

∫ ∞

−∞
ϕ(x)ĝ(x)dx.

Soit f ∈ L1(R) ∩ L2(R) ; posons

g(t) = |f̂(t)|2,
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alors g est intégrable et

ĝ(x) = 2π(f ∗ f̃)(−x).

Par suite,

∫ ∞

−∞
γ(t)|f̂ (t)|2dt =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ϕ(x − y)f(x)f(y) dx dy.

En particulier, si

f(x) = eit0x
(sin ax

2
ax
2

)2
,

le support de f̂ est égal à [t0 − a, t0 + a]. Ceci permet d’établir que γ(t) ≥ 0 pour
tout t.
Prenons maintenant

gn(t) = e−
|t|
n , ĝn(x) =

2n
1 + n2x2

.

Pour tout n, ∫ ∞

−∞
γ(t)e−

|t|
n dt =

∫ ∞

−∞
ϕ(x)

1
π

n

1 + n2x2
dx.

Quand n tend vers l’infini, le premier membre a pour limite
∫

γ(t)dt en vertu
du théorème de convergence monotone (I.2.1), et le deuxième membre a pour li-
mite ϕ(0) car ϕ est continue et bornée (VIII.3.2). Ceci montre que γ est intégrable,
et par suite

ϕ(x) =
∫

R

e−itxdµ(t),

avec dµ(t) = γ(t)dt.
(b) Soit ϕ une fonction continue de type positif. Pour tout n la fonction ϕn,

ϕn(x) = e−
|x|
n ϕ(x),

est de type positif, étant le produit de deux fonctions de type positif. De plus
la fonction ϕn est intégrable. D’après (a) ϕn est la transformée de Fourier d’une
mesure bornée µn. Quand n tend vers l’infini, ϕn(x) tend vers ϕ(x). Donc ϕ est la
transformée de Fourier d’une mesure bornée d’après le théorème de Lévy (IX.3.1).

�
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Exercices

Exercice IX.1. Soient f une fonction de L1(R) et f̂ sa transformée de Fourier.
a) Montrer que, pour t �= 0,

2|f̂(t)| ≤ ‖f − τπ
t
f‖1.

Indication : on établira que

2f̂(t) =
∫ ∞

−∞

(
f(x) − f(x − π

t
)
)
e−itxdx.

b) En déduire que f̂(t) tend vers 0 à l’infini.
Exercice IX.2. Pour α > 0 on considère la fonction fα définie sur R par

fα(x) = Y (x)e−xxα−1.

(Y (x) = 1 si x ≥ 0, et 0 si x < 0.)
a) Calculer la transformée de Fourier de fα.
b) Montrer que ∫ ∞

−∞

dt

(1 + t2)α
= 22−2απ

Γ(2α − 1)
Γ(α)2

.

Exercice IX.3. Pour a �= 0 on pose

ga(x) =
1

x + ia
.

a) Montrer que ga est de carré intégrable et déterminer sa transformée de
Fourier-Plancherel (cf. l’exercice précédent).

b) Pour a, b �= 0 déterminer le produit de convolution ga ∗ gb.
Exercice IX.4. Pour α > 0, on pose

ϕα(x) =
α

π

1
α2 + x2

.

Déterminer, pour α, β > 0, le produit de convolution ϕα ∗ ϕβ.
Indication : considérer la transformée de Fourier de ϕα.
Exercice IX.5. Pour α > 0 on pose

fα(x) =
1

(ch x)α
.
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a) Montrer que

f̂α(t) = 21−α

∣∣∣Γ(α+it
2

)∣∣∣2
Γ(α)

.

Indication : on fera le changement de variable défini par u = e2x, et on utilisera
la relation ∫ ∞

0

up−1

(1 + u)p+q
du =

Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

(�p, �q > 0).

b) Évaluer les intégrales
∫ ∞

−∞

∣∣∣Γ(α + it
2

)∣∣∣2dt,

∫ ∞

−∞

∣∣∣Γ(α + it
2

)∣∣∣4dt.

Exercice IX.6. Soit f une fonction mesurable sur R. On suppose qu’il existe un
nombre α > 0 tel que ∫ ∞

−∞
|f(x)|eα|x|dx < ∞,

et que, pour tout n ∈ N, ∫ ∞

−∞
f(x)xndx = 0.

Montrer que f(x) = 0 presque partout.
Indication : considérer la fonction de la variable complexe λ définie par

F (λ) =
∫ ∞

−∞
e−iλxf(x)dx.

Exercice IX.7. Le but de cet exercice est de montrer que la transformation de
Fourier n’est pas une bijection de L1(R) sur C0(R), c’est-à-dire qu’il existe une
fonction de C0(R) qui n’est pas la transformée de Fourier d’une fonction inté-
grable.

Soit f une fonction intégrable sur R, impaire.
a) Montrer que

∫ A

0

f̂(t)
t

dt = 2i
∫ ∞

0

(∫ A

0

sin tx

t
dt
)
f(x)dx.

et que

lim
A→∞

∫ A

0

f̂(t)
t

dt = iπ
∫ ∞

0
f(x)dx.
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Chapitre IX. Transformation de Fourier

Indication : on rappelle que

lim
α→∞

∫ α

0

sin x

x
dx =

π

2
.

On montrera qu’il existe une constante M telle que, pour tout α > 0,∫ α

0

sin x

x
dx ≤ M.

b) Montrer qu’il existe une fonction g ∈ C0(R) impaire telle que l’intégrale
∫ A

0

g(t)
t

dt

n’ait pas de limite quand A tend vers l’infini. Conclure.
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X

SÉRIES DE FOURIER

Une fonction f définie sur R et à valeurs réelles ou complexes est dite périodique
de période T si, pour tout x de R,

f(x + T ) = f(x).

Les fonctions trigonométriques cosinus et sinus sont périodiques de période 2π
et les fonctions cos 2π

T nx et sin 2π
T nx, pour un entier n ≥ 1, sont périodiques de

période T . Par suite une combinaison linéaire

p(x) = α0 +
N∑

n=1

(
αn cos

2π
T

nx + βn sin
2π
T

nx

)

est aussi périodique de période T . Une telle fonction p est appelé polynôme tri-
gonométrique de période T . Nous allons étudier dans ce chapitre sous quelles
conditions il est possible d’approximer une fonction périodique f de période T
par un polynôme trigonométrique de période T , ou de représenter f par une série
de Fourier, c’est-à-dire une série de la forme

α0 +
∞∑

n=1

(
αn cos

2π
T

nx + βn sin
2π
T

nx

)
.

Au lieu des fonctions cosinus et sinus il sera commode d’utiliser les fonctions
exponentielles complexes

ei 2π
T

nx = cos
2π
T

nx + i sin
2π
T

nx.



Chapitre X. Séries de Fourier

Une série de Fourier s’écrit donc aussi
∞∑

n=−∞
anei 2π

T
nx.

On dit que cette série de Fourier converge en x si la suite des sommes partielles

SN (x) =
N∑

n=−N

anei 2π
T

nx

est convergente.

X.1. Coefficients de Fourier

Supposons que f soit périodique de période T et intégrable sur tout intervalle
borné (par rapport à la mesure de Lebesgue). Les coefficients de Fourier de f sont
définis par

an(f) =
1
T

∫ T

0
f(x)e−i 2π

T
nxdx (n ∈ Z),

et la série de Fourier de f est la série
∞∑

n=−∞
an(f)ei 2π

T
nx.

On note SNf la somme partielle définie par

SNf(x) =
N∑

n=−N

an(f)ei 2π
T

nx.

Posons, pour n ∈ Z,
en(x) = ei 2π

T
nx.

Les fonctions en vérifient

en(x)ek(x) = en+k(x), en(x) = e−n(x),

1
T

∫ T

0
en(x)ek(x) =

{
1 si n = k,

0 si n �= k.

Notons L2
T (R) l’espace des fonctions périodiques de période T et de carré

intégrable sur tout intervalle borné, et, pour deux fonctions f et g de L2
T (R),

(f |g) =
1
T

∫ T

0
f(x)g(x)dx.
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X.2. Convergence en moyenne quadratique

Alors le coefficient de Fourier an(f) s’écrit

an(f) = (f |en),

et la série de Fourier de f est son développement dans le système orthonormé
{en}n∈Z.

Notons que, si f est périodique de période T , l’intégrale∫ a+T

a
f(x)dx

est indépendante du nombre a. Ainsi les coefficients de Fourier de f peuvent aussi
s’écrire

an(f) =
1
T

∫ T
2

−T
2

f(x)en(x)dx.

Si, au lieu du système orthonormé {en}, on considère le système orthogonal
constitué des fonctions

1, cos
2π
T

nx, sin
2π
T

nx (n ≥ 1),

la série de Fourier d’une fonction f s’écrit

α0 +
∞∑

n=1

(
αn cos

2π
T

nx + βn sin
2π
T

nx
)
,

avec

α0 =
1
T

∫ T
2

−T
2

f(x) dx,

αn =
2
T

∫ T
2

−T
2

f(x) cos
2π
T

nx dx,

βn =
2
T

∫ T
2

−T
2

f(x) sin
2π
T

nx dx.

Il est avantageux d’utiliser cette forme de la série de Fourier si f est paire (et
alors βn = 0), ou si f est impaire (et alors αn = 0).

X.2. Convergence en moyenne quadratique

On dit qu’une suite de fonctions {fn} de l’espace L2
T (R) converge en moyenne

quadratique vers une fonction f de L2
T (R) si

lim
n→∞

∫ T

0
|fn(x) − f(x)|2dx = 0.
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Chapitre X. Séries de Fourier

Théorème X.2.1. Soit f une fonction de l’espace L2
T (R). La série de Fourier de f

converge vers f en moyenne quadratique, c’est-à-dire que

lim
N→∞

∫ T

0
|SNf(x) − f(x)|2dx = 0.

De plus
1
T

∫ T

0
|f(x)|2dx =

∞∑
n=−∞

|an(f)|2.

C’est la formule de Parseval.

Le système
{
1, cos

(
2π
T nx

)
, sin

(
2π
T nx

)}
est orthogonal, mais n’est pas ortho-

normé :
1
T

∫ T

0
cos2

(2π
T

nx
)
dx =

1
T

∫ T

0
sin2

(2π
T

nx
)
dx =

1
2
.

Avec les notations précédentes, la formule de Parseval s’écrit aussi

1
T

∫ T
2

−T
2

|f(x)|2dx = |α0|2 + 1
2

∞∑
n=1

|αn|2 + 1
2

∞∑
n=1

|βn|2.

Le théorème X.2.1 est une conséquence du théorème III.3.1 et du théorème
suivant. (Cf. à ce sujet III.3, et aussi Albert (1997), chapitre V, section 4, ou
Avanissian (1996), chapitre 13, section 3.)

Théorème X.2.2. Les fonctions en (n ∈ Z) constituent une base hilbertienne de
l’espace de Hilbert L2

T (R).

Démonstration. Un polynôme trigonométrique p s’écrit

p(x) =
N∑

n=−N

anen(x).

Pour démontrer le théorème X.2.2 il suffit de montrer que, pour toute fonction
f de l’espace L2

T (R), il existe une suite pn de polynômes trigonométriques de
période T qui converge vers f en moyenne quadratique. Notons F le sous-espace
de L2

T (R) des fonctions qui possèdent cette propriété : une fonction f appartient
à F si, pour tout ε > 0, il existe un polynôme trigonométrique p tel que∫ T

0
|f(x) − p(x)|2dx ≤ ε.

150



X.2. Convergence en moyenne quadratique

Notons que si {fn} est une suite de fonctions de F qui converge vers f en moyenne
quadratique, alors f appartient aussi à F .

Nous admettrons provisoirement le résultat suivant qui est une version « pé-
riodique » du théorème de Stone-Weierstrass : toute fonction continue périodique
de période T est limite uniforme d’une suite de polynômes trigonométriques de
période T (cf. corollaire X.5.3). L’espace F , qui contient les polynômes trigono-
métriques de période T , contient donc aussi les fonctions continues périodiques
de périodique T car

1
T

∫ T

0
|f(x) − p(x)|2dx ≤ sup |f − p|2.

L’application qui à une fonction f de L2
T (R) associe sa restriction f0 à ]0, T [

est une isométrie de L2
T (R) sur L2(]0, T [). Soit f une fonction de L2

T (R). D’après
III.2.5 il existe une suite {ϕn} de fonctions continues sur [0, T ] nulles en 0 et
T qui converge vers f0 en moyenne quadratique. Chaque fonction ϕn peut être
prolongée à R en une fonction fn continue et périodique de période T (f0

n = ϕn),
et

lim
n→∞

∫ T

0
|fn(x) − f(x)|2dx = 0.

Le théorème est ainsi démontré. �

Exemple 1. Soit f la fonction périodique de période 2π, paire, définie par

f(x) = 1, si 0 ≤ x <
π

2
,

f(
π

2
) = 0,

f(x) = −1, si
π

2
< x ≤ π.

Alors βn = 0, αn = 0 si n est pair, et

α2k+1 = (−1)k
4
π

1
2k + 1

.

De la formule de Parseval,

1
2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx =

1
2

∞∑
n=1

|αn|2,

on déduit que
∞∑

k=0

1
(2k + 1)2

=
π2

8
.
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Chapitre X. Séries de Fourier

Exemple 2. Soit f la fonction périodique de période 2π, impaire, définie par

f(x) = x − π, si 0 < x < π.

Alors αn = 0, et βn = − 2
n . La formule de Parseval s’écrit ici,

1
2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx =

1
2

∞∑
n=1

|βn|2,

et on en déduit que
∞∑

n=1

1
n2

=
π2

6
.

Exemple 3. Soit f la fonction périodique de période 2π, paire, définie par

f(x) = |x|, si − π ≤ x ≤ π.

Alors βn = 0,

α0 =
π

2
, α2k = 0 si k ≥ 1, α2k+1 = − 4

π

1
(2k + 1)2

.

De la formule de Parseval

1
2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx = |α0|2 +

1
2

∞∑
n=1

|αn|2,

on déduit que
∞∑

k=0

1
(2k + 1)4

=
π4

96
.

X.3. Convergence uniforme

Du théorème X.2.1 sur la convergence en moyenne quadratique, il est possible
de déduire simplement un énoncé de convergence uniforme.

Théorème X.3.1. Si f est une fonction continue périodique de période T et si
∞∑

n=−∞
|an(f)| < ∞,

alors

f(x) =
∞∑

n=−∞
an(f)en(x),

et la convergence est uniforme.
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X.3. Convergence uniforme

Démonstration. Posons

g(x) =
∞∑

n=−∞
an(f)en(x).

Puisque
∞∑

n=−∞
|an(f)| < ∞,

la convergence de la série est uniforme, la fonction g est continue et, en calculant
an(g) par une intégration terme à terme, on montre que

an(f) = an(g).

Par suite, d’après la formule de Parseval,∫ T

0
|f(x) − g(x)|2dx = 0,

et, puisque f − g est continue, f(x) = g(x) pour tout x. �

Exemple. Ce théorème s’applique à la fonction de l’exemple 3 de la section 2 :
pour −π ≤ x ≤ π,

|x| =
π

2
− 4

π

∞∑
0

1
(2k + 1)2

cos(2k + 1)x.

Corollaire X.3.2. Si f est une fonction de classe C1 périodique de période T , la
série de Fourier de f converge vers f uniformément et absolument.

Démonstration. En intégrant par parties, nous obtenons la relation suivante entre
les coefficients de Fourier de la dérivée f ′ de f et ceux de f :

an(f ′) = i
2π
T

nan(f).

D’après la formule de Parseval,
∞∑

n=−∞
|an(f ′)|2 =

1
T

∫ T

0
|f ′(x)|2dx.

Nous en déduisons que∑
n �=0

|an(f)| =
T

2π

∑
n �=0

1
|n| |an(f ′)|

≤
(∑

n �=0

1
n2

) 1
2
(∑

n �=0

|an(f ′)|2
) 1

2
< ∞,

d’après l’inégalité de Schwarz. �

153



Chapitre X. Séries de Fourier

X.4. Convergence ponctuelle

Nous allons étudier la convergence ponctuelle de la série de Fourier d’une
fonction à l’aide d’une représentation intégrale des sommes partielles. Dans la
formule

SNf(x) =
N∑

n=−N

an(f)en(x),

en remplaçant les coefficients an(f) par leurs expressions

an(f) =
1
T

∫ T

0
f(y)en(−y)dy,

nous obtenons

SNf(x) =
1
T

∫ T

0
f(y)

N∑
n=−N

en(x − y)dy.

En posant

DN (x) =
N∑

n=−N

en(x),

les sommes partielles s’écrivent

SN (x) =
1
T

∫ T

0
DN (x − y)f(y)dy.

La fonction DN s’appelle noyau de Dirichlet.

Lemme X.4.1.

DN (x) =
N∑

n=−N

en(x) =
sin 2π

(
N + 1

2

)
x
T

sin π x
T

.

Démonstration.

DN (x) = e−N (x)
(
1 + e1(x) + · · · + e2N (x)

)
= e−N (x)

e2N+1(x) − 1
e1(x) − 1

=
e
N+

1
2

(x) − e−N−1
2

(x)

e1
2

(x) − e−1
2

(x)
.

=
sin 2π

(
N + 1

2

)
x
T

sin π x
T

. �
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X.4. Convergence ponctuelle

Nous allons maintenant démontrer un théorème de convergence ponctuelle qui
est une version simplifiée d’un théorème de Dirichlet. Nous utiliserons à nouveau
le théorème IX.1.6 sur l’intégrale de Dirichlet.

Théorème X.4.2. Soit f une fonction périodique de période T , intégrable sur tout
intervalle borné. On suppose que f admette en un nombre réel x des limites à
droite et à gauche f(x+) et f(x−), et qu’il existe K et h0 > 0 tels que, pour
0 < h < h0,

|f(x + h) − f(x+)| ≤ Kh, |f(x − h) − f(x−)| ≤ Kh.

Alors
lim

N→∞
SNf(x) = 1

2

(
f(x+) + f(x−)

)
.

Notons que les hypothèses de ce théorème sont vérifiées en tout point x si la
fonction f est de classe C1 par morceaux.

Démonstration. Nous pouvons écrire

SNf(x) =
1
T

∫ T
2

−T
2

DN (y)f(x − y)dy

=
2
T

∫ T
2

0
DN (y)

f(x − y) + f(x + y)
2

dy

=
2
T

∫ T
2

0

sin 2π
T (N + 1

2 )y
y

y

sin π
T y

f(x − y) + f(x + y)
2

dy.

En appliquant le théorème IX.1.6 à la fonction

g(y) =
y

sin π
T y

f(x − y) + f(x + y)
2

nous obtenons
lim

N→∞
SNf(x) =

f(x+) + f(x−)
2

. �

Le théorème précédent s’applique aux fonctions des exemples 1 et 2 de la
section 2.

La continuité ne suffit pas pour assurer la convergence ponctuelle. Il existe
des fonctions continues dont la série de Fourier diverge (cf. XI.5). Dans la section
suivante nous verrons cependant que la série de Fourier d’une fonction périodique
continue converge au sens de Cesaro, c’est-à-dire dans un sens généralisé.
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X.5. Convergence au sens de Cesaro

Considérons une suite {an} de nombres réels ou complexes et posons

An =
a1 + a2 + · · · + an

n
(n ≥ 1).

Si la suite {an} est convergente de limite 
, alors la suite {An} est aussi
convergente de même limite 
. En effet, la suite {an}, étant convergente, est
bornée,

|an| ≤ M.

En écrivant

An − 
 =
(a1 − 
) + (a2 − 
) + · · · + (an − 
)

n
,

nous obtenons, pour k ≤ n,

|An − 
| ≤ 2kM

n
+

|ak+1 − 
| + · · · + |an − 
|
n

.

Soit ε > 0. Choisissons k tel que, si j ≥ k,

|aj − 
| ≤ ε

2
,

puis N tel que 2kM
N ≤ ε

2 . Alors, si n ≥ N ,

|An − 
| ≤ ε.

Par contre la suite {An} peut converger sans que la suite {an} converge, par
exemple si an = (−1)n. Si la suite {An} converge, on dit que la suite {an} converge
au sens de Cesaro.

Nous allons étudier la convergence au sens de Cesaro de la série de Fourier
d’une fonction f . La somme de Cesaro ΣNf(x) est définie par

ΣNf(x) =
1
N

N−1∑
n=0

Snf(x).

Elle s’écrit aussi

ΣNf(x) =
1
N

N−1∑
n=0

( n∑
k=−n

ak(f)ek(x)
)

=
N∑

k=−N

N − |k|
N

ak(f)ek(x).
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X.5. Convergence au sens de Cesaro

Pour étudier la convergence des sommes de Cesaro ΣNf(x) nous allons, comme
dans la section précédente, utiliser une représentation intégrale :

ΣNf(x) =
1
T

∫ T

0
FN (x − y)f(y)dy,

où

FN (x) =
1
N

N−1∑
n=0

Dn(x) =
N∑

k=−N

N − |k|
N

ek(x).

La fonction FN s’appelle noyau de Fejer.

Lemme X.5.1.

FN (x) =
1
N

(sin π
T Nx

sin π
T x

)2
.

Démonstration. Rappelons que (X.4.1) :

Dn(x) =
sin 2π

T (n + 1
2 )x

sin π
T x

.

La méthode de calcul est classique :

sin
2π
T

(n + 1
2 )x = �

(
ei 2π

T

(
n+

1
2

)
x
)

,

et
N−1∑
n=0

ei 2π
T

(n+
1
2 )x =

(
cos 2π

T Nx − 1
)

+ i sin 2π
T Nx

2i sin π
T x

.

Ainsi

�
(N−1∑

n=0

ei 2π
T

(n+
1
2 )x

)
=

(
sin π

T nx
)2

sin π
T x

.

Le résultat annoncé s’en déduit. �

Théorème X.5.2 (Théorème de Fejer). Soit f une fonction périodique de période
T , intégrable sur tout intervalle borné.

(i) Si f admet en x une limite à droite f(x+) et une limite à gauche f(x−), la
série de Fourier de f converge en x au sens de Cesaro vers 1

2

(
f(x+) + f(x−)

)
:

lim
N→∞

ΣNf(x) =
f(x+) + f(x−)

2
.

(ii) Si f est continue en tout point, la série de Fourier de f converge au sens
de Cesaro en tout point vers f(x) et la convergence est uniforme.
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Démonstration. Le noyau de Fejer possède les propriétés suivantes :

FN (x) ≥ 0, (1)

1
T

∫ T

0
FN (x)dx = 1, (2)

FN (x) ≤ 1
T

1(
sin π

T η
)2 , si η ≤ t ≤ T

2
, 0 < η <

T

2
. (3)

(a) Nous pouvons écrire

ΣNf(x) =
2
T

∫ T
2

0
FN (y)

f(x + y) + f(x − y)
2

dy.

La fonction g, définie sur [0, T
2 ] par

g(0) =
f(x+) + f(x−)

2
,

g(y) =
f(x + y) + f(x − y)

2
, si 0 < y ≤ T

2
,

est continue en 0. Soit ε > 0. Il existe η > 0 tel que, si 0 ≤ y ≤ η,

|g(y) − g(0)| ≤ ε

2
,

et, puisque

ΣNf(x) − g(0) =
2
T

∫ T
2

0
FN (y)

(
g(y) − g(0)

)
dy,

nous en déduisons que

|ΣNf(x) − g(0)| ≤ ε

2
+

1
N

1(
sin π

T η
)2

∫ T
2

η
|g(y) − g(0)|dy

=
ε

2
+

1
N

C(η).

Si N > 2C(η)
ε , alors

|ΣNf(x) − g(0)| ≤ ε.

(b) Si f est continue, elle est uniformément continue, et, pour ε > 0 donné, η
peut être choisi indépendemment de x. Cela démontre que ΣNf converge vers f
uniformément. �

158



Exercices

Remarquons que les sommes de Cesaro ΣNf sont des polynômes
trigonométriques de période T . Nous pouvons donc déduire du théo-
rème de Fejer la « version périodique » suivante du théorème de Stone-
Weierstrass :

Corollaire X.5.3. Si f est une fonction continue périodique de période T il existe
une suite de polynômes trigonométriques de période T qui converge uniformément
vers f .

Exercices

Exercice X.1. Montrer que, pour α réel, −π < x < π,

eαx =
1
π

∞∑
n=−∞

(−1)n
sh απ

α − in
einx.

ch αx =
shαπ

απ
+ 2

α sh απ

π

∞∑
n=1

(−1)n

α2 + n2
cos nx.

shαx = −2
shαπ

π

∞∑
n=1

(−1)n
n

α2 + n2
sin nx.

En déduire que
π

shαπ
=

1
α

+
∞∑

n=1

(−1)n
2α

α2 + n2
,

coth απ =
1

απ
+

2
π

α

α2 + n2
.

Exercice X.2. a) Montrer que, pour tout x ∈ R,

| sin x| =
2
π
− 4

π

∞∑
k=1

cos 2kx

4k2 − 1
.

b) Soit f une fonction intégrable sur R. Montrer que

lim
λ→∞

∫ ∞

−∞
f(x)| sin λx|dx =

2
π

∫ ∞

−∞
f(x)dx.

Exercice X.3. Du développement en série entière

ln(1 + z) =
∞∑

n=0

(−1)n−1

n
zn (|z| < 1),
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déduire, à l’aide du théorème d’Abel (VII.2.1), que, si −π < x < π,

ln
(
2 cos

x

2

)
+ i

x

2
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
einx.

En déduire les développements

ln cos
x

2
= − ln 2 +

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
cos nx,

x

2
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
sin nx.

Exercice X.4 (Formule sommatoire de Poisson). Soit ϕ une fonction de l’espace
de Schwartz S(R), et soit T > 0. On pose

f(x) =
∞∑

k=−∞
ϕ(x − kT ).

a) Montrer que cette série définit une fonction f périodique de période T et
de classe C∞.

b) Montrer que

an(f) =
1
T

ϕ̂
(
n

2π
T

)
,

où ϕ̂ désigne la transformée de Fourier de ϕ.
c) Montrer que

∞∑
k=−∞

ϕ(kT ) =
1
T

∞∑
n=−∞

ϕ̂
(
n

2π
T

)
.

d) En considérant la fonction de Gauss

ϕ(x) = e−πtx2
(t > 0),

montrer que la fonction θ définie par

θ(t) =
∞∑

k=−∞
e−πtn2

,

vérifie la relation
θ(t) =

1√
t
θ
(1

t

)
.

160



Exercices

Exercice X.5. Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité D de C. C’est
la somme d’une série entière de rayon de convergence supérieur ou égal à 1 :

f(z) =
∞∑

n=0

anzn.

On suppose que f est injective. On note A l’aire de l’image f(D) de D par f :

A = λ2

(
f(D)

)
.

Montrer que

A =
∫

D
|f ′(z)|2dλ2(z),

et que

A = π

∞∑
n=1

n|an|2.

(Voir l’exercice 4 du chapitre V.)
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XI

APPLICATIONS ET COMPLÉMENTS

Nous avons choisi sept questions qui constituent des compléments ou qui illus-
trent les applications du calcul intégral à l’analyse et au calcul des probabilités.

XI.1. Polynômes orthogonaux

Soit w une fonction continue > 0 sur un intervalle X =]a, b[ telle que, pour
tout entier n ≥ 0, ∫

X
|x|nw(x)dx < ∞.

Sur l’espace L2
(
X,w(x)dx

)
des fonctions mesurables sur X pour lesquelles∫

X
|f(x)|2w(x)dx < ∞,

on considère le produit scalaire

(f |g) =
∫

X
f(x)g(x)w(x)dx.

Les polynômes appartiennent à L2
(
X,w(x)dx

)
et définissent des éléments de

l’espace de Hilbert H = L2
(
X,w(x)dx

)
. Les monômes fn(x) = xn constituent un

système libre de l’espace de Hilbert H. Le procédé d’orthogonalisation de Schmidt
permet de construire une suite de polynômes pn deux à deux orthogonaux : si
m �= n, ∫

X
pm(x)pn(x)w(x)dx = 0.
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Pour cela on pose
p0 = f0,

p1 = f1 + a0
1p0,

p2 = f2 + a1
2p1 + a0

2p0,

. . .

pn = fn + an−1
n pn−1 + · · · + a0

np0,

. . .

Les nombres ak
n (k < n) sont déterminés de proche en proche par les conditions

(pn|pk) = 0 (k < n).

Une question se pose : le système {fn} est-il total dans H ? Autrement dit, les
polynômes constituent-ils un sous-espace dense de H ? Si c’est le cas, le procédé
d’orthogonalisation de Schmidt permet de construire une base hilbertienne de H
(cf. III.3).

Si X =]a, b[ est un intervalle borné, alors l’espace C([a, b]) des fonctions conti-
nues sur [a, b] est dense dans H et il résulte du théorème de Weierstrass que l’espace
des polynômes est dense dans H (cf. Albert (1997), chapitre III, proposition 9,
p. 77, ou Avanissian (1996), chapitre 12, section 3).

Supposons X non borné. S’il existe un nombre α > 0 tel que∫
X

eα|x|w(x)dx < ∞,

alors l’espace des polynômes est dense dans H. Soit en effet une fonction f ∈
L2(X,w(x)dx) telle que, pour tout n ≥ 0,∫

X
f(x)xnw(w)dx = 0.

Posons
F (z) =

∫
X

f(x)e−izxw(x)dx.

La fonction f(x)e
1
2 α|x| étant intégrable par rapport à la mesure w(x)dx, la

fonction F est définie et holomorphe pour |�z| < 1
2 α. De plus

F (n)(0) = (−i)n
∫

X
f(x)xnw(x)dx = 0.

Par suite la transformée de Fourier de la fonction fw, qui est intégrable par
rapport à la mesure de Lebesgue, est nulle, donc f est nulle presque partout.
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Soit {pn}n≥0 une suite de polynômes orthogonaux, c’est-à-dire que deg pn = n,
et que, si m �= n, ∫

X
pm(x)pn(x)w(x)dx = 0.

Notons que le polynôme pn est orthogonal au sous-espace des polynômes de degré
< n. Posons

dn =
∫

X
pn(x)2w(x)dx.

Si le sous-espace des polynômes est dense dans H, alors les fonctions

ϕn(x) =
1√
dn

pn(x)

constituent une base hilbertienne de H. Si f est une fonction de L2
(
X,w(x)dx

)
,

on pose

an(f) =
∫

X
f(x)pn(x)w(x)dx.

Alors la série ∞∑
n=0

1
dn

an(f)pn(x)

converge vers f en moyenne quadratique, c’est-à-dire que

lim
n→∞

∫
X

∣∣∣ n∑
k=0

1
dn

an(f)pn(x) − f(x)
∣∣∣2w(x)dx = 0.

Exemples

a) Polynômes de Legendre. Considérons le produit scalaire

(f |g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx.

Dans ce cas X =] − 1, 1[, et w(x) = 1. En orthogonalisant la suite des monômes
{fn} suivant le procédé de Schmidt, on obtient une suite de polynômes pn tels
que pn(x) = xn+ termes de degré < n, et∫ 1

−1
pm(x)pn(x) dx = 0 si m �= n.

Nous allons montrer que

pn(x) =
n!

(2n)!

( d

dx

)n
(x2 − 1)n.
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Considérons la primitive Fn d’ordre n de pn qui s’annule en x = −1 ainsi que
ses n − 1 premières dérivées,

F (n)
n = pn, Fn(−1) = F ′

n(−1) = · · · = F (n−1)
n (−1) = 0.

Pour n > 0,

0 = (pn|f0) =
∫ 1

−1
pn(x)dx = F (n−1)

n (1) − F (n−1)
n (−1),

donc F
(n−1)
n (1) = 0. En utilisant successivement l’orthogonalité de pn à

f0, f1, . . . , fn−1, et par des intégrations par parties nous obtenons

F (n−1)
n (1) = · · · = F ′

n(1) = Fn(1) = 0.

Il en résulte que Fn est proportionnel au polynôme (x2 − 1)n. Pour établir la
formule annoncée il suffit de noter que le coefficient de xn dans la dérivée n-ième
de (x2 − 1)n est égal à (2n)!

n! .
Les polynômes de Legendre Pn sont définis par les conditions

(1) Pn est de degre n,

(2)
∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx = 0 si m �= n,

(3) Pn(1) = 1.

On déduit de ce qui précède que

Pn(x) =
1

2nn!

( d

dx

)n
(x2 − 1)n.

Nous allons montrer que

dn =
∫ 1

−1
|Pn(x)|2dx =

2
2n + 1

.

Posons Gn(x) = (x2 − 1)n. Par des intégrations par parties nous obtenons

22n(n!)2
∫ 1

−1
|Pn(x)|2dx =

∫ 1

−1
G(n)

n (x)G(n)
n (x)dx

= −
∫ 1

−1
G(n−1)

n (x)G(n+1)
n (x)dx

= (−1)n
∫ 1

−1
Gn(x)G(2n)

n (x)dx

= (−1)n(2n)!
∫ 1

−1
(x − 1)n(x + 1)ndx,
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et, en effectuant à nouveau n intégrations par parties, nous obtenons le résultat
annoncé. En conséquence les fonctions ϕn définies par

ϕn(x) =

√
2n + 1

2
Pn(x),

constituent une base hilbertienne de L2(] − 1, 1[).
Nous allons obtenir une représentation intégrale des polynômes de Legendre

en utilisant la formule de Cauchy. Soient f une fonction holomorphe dans un
ouvert U de C, D un disque fermé contenu dans U et γ le bord orienté de D. Si
z est intérieur à D, alors

f (n)(z) =
n!
2iπ

∫
γ

f(w)
(w − z)n+1

dw.

Appliquons cette formule à la fonction f(z) = (z2 − 1)n. Soient x ∈] − 1, 1[,
et γ le cercle de centre x et de rayon

√
1 − x2 :

w = x +
√

1 − x2eiϕ (0 ≤ ϕ ≤ 2π).

Nous obtenons la formule intégrale de Laplace :

Pn(x) =
1
2π

∫ 2π

0

(
x + i

√
1 − x2 sin ϕ

)n
dϕ.

On en déduit que, si −1 ≤ x ≤ 1,

|Pn(x)| ≤ 1.

b) Polynômes de Laguerre. Considérons le produit scalaire

(f |g) =
∫ ∞

0
f(x)g(x)e−xdx.

Ici X =]0,∞[, et w(x) = e−x. Soit {pn} le système orthogonal obtenu par ortho-
gonalisation de la suite des monômes fn. Par une démarche analogue à celle que
nous avons suivie dans le cas des polynômes de Legendre, on montre que

pn(x) = (−1)nex
( d

dx

)n
(xne−x).

Les polynômes de Laguerre Ln sont définis par

Ln(x) = ex
( d

dx

)n
(xne−x).
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On montre que

dn =
∫ ∞

0
|Ln(x)|2e−xdx = (n!)2.

Ainsi les fonctions ϕn définies par

ϕn(x) =
1
n!

Ln(x),

constituent une base hilbertienne de L2(]0,∞[, e−xdx).

c) Polynômes d’Hermite. Nous considérons maintenant le produit scalaire dé-
fini par

(f |g) =
∫ ∞

−∞
f(x)g(x)e−x2

dx.

Cas où X = R, et w(x) = e−x2 . Dans ce cas, avec les mêmes notations que
précedemment,

pn(x) = (−1)n2−nex2
( d

dx

)n
e−x2

.

Les polynômes d’Hermite Hn sont définis par

Hn(x) = (−1)nex2
( d

dx

)n
e−x2

,

et on montre que

dn =
∫ ∞

−∞
|Hn(x)|2e−x2

dx = 2nn!
√

π.

Les fonctions ϕn définies par

ϕn(x) =
1√

2nn!
√

π
Hn(x),

constituent une base hilbertienne de L2(R, e−x2
dx).

Relation de récurrence. Soit {pn} une suite de polynômes orthogonaux relative-
ment à la mesure w(x)dx. On note an le coefficient de xn dans le polynôme pn,
et bn celui de xn−1 :

pn(x) = anxn + bnxn−1 + · · ·
Proposition XI.1.1. Les polynômes pn vérifient la relation de récurrence suivante :
pour n ≥ 1,

xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x),

avec
αn =

an

an+1
, βn =

bn

an
− bn+1

an+1
, γn =

an−1

an

dn

dn−1
.
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Démonstration. Le polynôme xpn(x) est une combinaison linéaire des polynômes
p0, . . . , pn+1 :

xpn(x) =
n+1∑
k=0

cnkpk(x),

et
cnk =

1
dk

∫
X

xpn(x)pk(x)w(x)dx.

Les coefficients cnk définis par cette intégrale pour n, k ≥ 0 vérifient dkcnk =
dnckn, et donc cnk = 0 si k ≤ n − 1. En identifiant les coefficients de xn+1 et xn

on obtient
an = αnan+1, bn = αnbn+1 + βnan,

et de plus, puisque γn = cn,n−1, αn−1 = cn−1,n,

dn−1γn = dnαn−1.

Les relations annoncées s’en déduisent immédiatement. �

Formule de Christoffel-Darboux. Remarquons que la somme partielle

Snf(x) =
n∑

k=0

1
dk

ak(f)pk(x)

s’écrit sous forme intégrale

Snf(x) =
∫

X
Kn(x, y)f(y)w(y)dy,

avec

Kn(x, y) =
n∑

k=0

1
dk

pk(x)pk(y).

Proposition XI.1.2.

Kn(x, y) =
αn

dn

pn+1(x)pn(y) − pn(x)pn+1(y)
x − y

.

Démonstration. De la relation de récurrence on déduit que

1
dk

(x − y)pk(x)pk(y) =
αk

dk

(
pk+1(x)pk(y) − pk(x)pk+1(y)

)
− αk−1

dk−1

(
pk(x)pk−1(y) − pk−1(x)pk(y)

)
.
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Par suite

(x − y)Kn(x, y) =
αn

dn

(
pn+1(x)pn(y) − pn(x)pn+1(y)

)
− α0

d0

(
p1(x)p0(y) − p0(x)p1(y)

)
+

1
d0

(x − y)p0(x)p0(y).

La dernière ligne est nulle car p0(x) = a0, p1(x) − p1(y) = a1(x − y), et α0 = a0
a1

.
�

Zéros des polynômes orthogonaux.

Proposition XI.1.3. Les zéros du polynôme pn sont réels, simples, et appartiennent
à l’intervalle X =]a, b[.

Démonstration. Soient x1, . . . xr les zéros de pn qui sont d’ordre impair et qui
appartiennent à ]a, b[. Nous allons montrer que r = n. Nous pouvons écrire

pn(x) = (x − x1) · · · (x − xr)q(x),

où q est un polynôme de degré n−r qui ne change pas de signe sur ]a, b[. Si r < n,
alors ∫

X
(x − x1) · · · (x − xr)pn(x)w(x)dx = 0,

ou ∫
X

(x − x1)2 · · · (x − xr)2q(x)w(x)dx = 0,

d’où la contradiction. �

Formules de quadrature de Gauss-Jacobi. Notons Pn l’espace des polynômes à
coefficients réels de degré ≤ n. Soient x1, . . . , xn n nombres distincts de l’intervalle
x =]a, b[. Puisque l’application

p �→ (
p(xk)

)
(1 ≤ k ≤ n),

est un isomorphisme de Pn−1 sur Rn, il existe des constantes w1, . . . , wn uniques
telles que, pour tout polynôme p de Pn−1,∫

X
p(x)w(x)dx =

n∑
k=1

wkp(xk). (*)

Nous allons voir que, si nous choisissons pour x1, . . . , xn les zéros du polynôme pn,
la formule (∗) est valable pour tout polynôme p de P2n−1. Nous verrons de plus
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qu’alors, les nombres w1, . . . , wn sont positifs. (Ils sont parfois appelés nombres
de Christoffel.)

Soit p un polynôme de P2n−1 et soit q le polynôme de Pn−1 qui prend les
mêmes valeurs que p en x1, . . . , xn. Il est obtenu par l’interpolation de Lagrange :

q(x) =
n∑

k=1

p(xk)Lk(x),

avec
Lk(x) =

pn(x)
(x − xk)p′n(xk)

.

Le polynôme q est aussi le reste de la division euclidienne de p par pn :

p(x) = pn(x)h(x) + q(x),

et le polynôme h est de degré ≤ n − 1, par suite∫
X

pn(x)h(x)w(x)dx = 0.

Donc ∫
X

p(x)w(x)dx =
∫

X
q(x)w(x)dx

=
n∑

k=1

p(xk)
∫

X
Lk(x)w(x)dx.

Nous avons ainsi établi le résultat annoncé, et

wk =
∫

X
Lk(x)w(x)dx.

En appliquant la relation (∗) au polynôme p(x) = Lk(x)2 qui est de degré
2n − 2, nous obtenons

wk =
∫

X
Lk(x)2w(x)dx > 0,

et aussi, en l’appliquant au polynôme p(x) = Lk(x),

wk =
1

p′n(xk)

∫
X

pn(x)
x − xk

w(x)dx.

On peut évaluer cette intégrale en utilisant la formule de Christoffel-Darboux. En
effet, pour tout y,

1 =
∫

X
Kn−1(x, y)w(x)dx =

n∑
j=1

wjKn−1(xj, y).
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D’autre part,

Kn−1(x, xk) =
αn−1

dn−1

pn(x)pn−1(xk)
(x − xk)

,

et

Kn−1(xj , xk) =

{
αn−1

dn−1
p′(xk)pn−1(xk), si j = k,

0, si j �= k.

Ainsi, en prenant y = xk, nous obtenons

wk =
dn−1

αn−1

1
pn−1(xk)p′n(xk)

=
1

Kn−1(xk, xk)
.

Exemple.
Reprenons l’exemple des polynômes de Legendre. Pour n = 3,

P3(x) =
1
2
(5x3 − 3x),

− x1 = x3 =

√
3
5
, x2 = 0,

w1 = w3 =
5
9
, w2 =

8
9
.

Pour n = 4,

P4(x) =
1
8
(35x4 − 30x2 + 3),

− x1 = x4 = 0,861 136 3, −x2 = x3 = 0,339 981 0,
w1 = w4 = 0,347 854 8, w2 = w3 = 0,652 145 2.

Application au calcul approché des intégrales. Supposons −∞ < a < b < ∞.

Théorème XI.1.4 (Théorème de Markoff). Soit f une fonction de classe C2n sur
[a, b]. Alors ∫

X
f(x)w(x)dx =

n∑
k=1

wkf(xk) + Rn(f),

avec
|R(f)| ≤ M

(2n)!
dn

a2
n

,

où
M = sup |f (2n)(x)|.
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Démonstration. La démonstration utilise l’interpolation d’Hermite. Il existe un
polynôme q de degré ≤ 2n − 1 qui coïncide avec f en x1, . . . , xn ainsi que sa
dérivée q′ avec f ′ :

q(xk) = f(xk), q′(xk) = f ′(xk) (k = 1, . . . , n).

Fixons y dans ]a, b[, y �= xk (k = 1, . . . , n), et posons

ϕ(x) = f(x) − q(x) − f(y) − q(y)
pn(y)2

pn(x)2.

La fonction ϕ s’annule à l’ordre 2 en x1, . . . , xn, et au premier ordre en y. Donc
sa dérivée ϕ′ s’annule au moins 2n fois sur ]a, b[, et ϕ(2n) s’annule au moins une
fois : il existe z ∈]a, b[ pour lequel ϕ(2n)(z) = 0. Puisque

ϕ(2n)(x) = f (2n)(x) − f(y) − q(y)
pn(y)2

(2n)!a2
n,

nous obtenons, pour x = z,

f(y) − q(y) =
1

(2n)!
f (2n)(z)

1
a2

n

pn(y)2.

Donc
|f(y) − q(y)| ≤ M

(2n)!
1
a2

n

pn(y)2,

et aussi ∫
X
|f(y) − q(y)| ≤ M

(2n)!
dn

a2
n

.

La résultat annoncé s’en déduit puisque

n∑
k=1

wkf(xk) =
∫

X
q(x)w(x)dx. �

XI.2. Équation de la chaleur

L’équation de la chaleur décrit l’évolution de la température d’une barre ho-
mogène au cours du temps. Elle s’écrit, pour un choix convenable des unités de
temps et de longueur,

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
.

173



Chapitre XI. Applications et compléments

Le problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur est le suivant : étant
donnée une fonction continue f sur R, déterminer une fonction u continue sur
[0, T [×R de classe C2 sur ]0, T [×R vérifiant

(1)
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, (t, x) ∈]0, T [×R,

(2) u(0, x) = f(x).

Comme nous l’avons déjà fait remarquer au chapitre IX, les fonctions suivantes
sont des solutions particulières de l’équation de la chaleur :

vλ(t, x) = e−λ2teiλx, λ ∈ R.

La méthode de Fourier consiste à chercher une solution du problème de Cauchy
comme superposition de solutions particulières du type précédent.

Supposons d’abord que f soit la transformée de Fourier d’une fonction inté-
grable, ce que nous écrivons

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eiλxϕ(λ)dλ,

où ϕ est une fonction intégrable sur R. Alors la fonction u définie par

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−λ2teiλxϕ(λ)dλ,

est solution du problème de Cauchy. En effet, pout t > 0, nous pouvons appliquer
le théorème de dérivation d’une fonction définie par une intégrale (VII.1.2), et

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
= − 1

2π

∫ ∞

−∞
λ2e−λ2teiλxϕ(λ)dλ.

Si nous supposons de plus que f est intégrable, alors

ϕ(λ) =
∫ ∞

−∞
e−iλxf(x)dx,

et, d’après le théorème IX.1.1, la fonction u(t, ·) est égale au produit de convolution

u(t, x) =
∫ ∞

−∞
g(t, x − y)f(y)dy,

où g(t, ·) est la fonction dont la transformée de Fourier est égale à e−λ2t :∫ ∞

−∞
e−iλxg(t, x)dx = e−λ2t.
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D’après les calculs faits en IX.1,

g(t, x) =
1

2
√

πt
e−

x2

4t .

La fonction g(t, x) s’appelle le noyau de Gauss de R.

Théorème XI.2.1. Soit f une fonction continue bornée sur R, et soit u la fonction
définie pour t > 0, x ∈ R par

u(t, x) =
∫ ∞

−∞
g(t, x − y)f(y)dy.

Alors u est solution de l’équation de la chaleur, et

lim
t→0

u(t, x) = f(x)

uniformément sur tout compact de R.

On démontre à l’aide du théorème de dérivation d’une fonction définie par une
intégrale (VII.1.2) que u est solution de l’équation de la chaleur, et que

lim
t→0

u(t, x) = f(x)

par une démonstration analogue à celle du lemme VIII.3.2.

Supposons que f soit périodique de période 2π et soit développable en série
de Fourier

f(x) =
∞∑

n=−∞
an(f)einx,

et que
∑ |an(f)| < ∞ (c’est le cas si f est de classe C1, voir la démonstration du

corollaire X.3.2), alors la fonction u définie sur [0,∞[×R par

u(t, x) =
∞∑

n=−∞
an(f)e−n2teinx,

est solution du problème de Cauchy.

Si f est une fonction continue périodique de période 2π, il existe au plus une
solution du problème de Cauchy qui soit périodique en x de période 2π. Soit en
effet u une telle solution. Pour t ≥ 0 posons

E(t) =
∫ 2π

0
u(t, x)2dx.
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La fonction E est continue. Pour t > 0, elle est dérivable et

E′(t) = 2
∫ 2π

0
u(t, x)

∂u

∂t
(t, x)dx

= 2
∫ 2π

0
u(t, x)

∂2u

∂x2
(t, x)dx.

En intégrant par parties nous obtenons

E′(t) = −2
∫ 2π

0

(∂u

∂x
(t, x)

)2
dx ≤ 0.

Ainsi la fonction E est décroissante.
Soient maintenant u1 et u2 deux solutions du même problème de Cauchy,

u1(0, x) = u1(0, x).

La fonction u = u1 − u2 est solution du problème de Cauchy avec 0 pour donnée
initiale,

u(0, x) = 0.

La fonction E correspondante est nulle en t = 0. Puisqu’elle est positive ou nulle
et décroissante, elle est identiquement nulle, et par suite u est identiquement nulle.

La solution du problème de Cauchy s’écrit, pour t > 0,

u(t, x) =
1
2π

∫ 2π

0
G(t, x − y)f(y)dy,

avec

G(t, x) =
∞∑

n=−∞
e−n2teinx

= 1 + 2
∞∑

n=1

e−n2t cos nx.

La fonction G(t, x) s’appelle noyau de Gauss du cercle. Nous allons voir qu’elle
peut aussi s’écrire

G(t, x) =
√

π

t

∞∑
n=−∞

e−
(x−2nπ)2

4t .

Rappelons que, pour α > 0, λ ∈ R,∫ ∞

−∞
e−αx2

eiλxdx =
√

π

α
e−

λ2

4α .
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Posons

ϕ(x) =
∞∑

n=−∞
e−α(x−2nπ)2 .

La fonction ϕ est périodique de période 2π. La série converge uniformément sur
tout intervalle borné, ainsi que la série dérivée. La fonction ϕ est donc de classe
C1. Calculons sa série de Fourier,

an(ϕ) =
1
2π

∫ 2π

0
ϕ(x)e−inxdx.

Puisque la série qui définit la fonction ϕ est uniformément convergente sur
[0, 2π],

an =
1
2π

∞∑
n=−∞

∫ 2π

0
e−α(x−2nπ)2e−inxdx

=
1
2π

∫ ∞

−∞
e−αx2

e−inxdx =
1

2
√

πα
e−

n2

4α .

Puisque la fonction ϕ est de classe C1, elle est égale à la somme de sa série de
Fourier (X.3.2),

ϕ(x) =
1

2
√

πα

∞∑
n=−∞

e−
n2

4α einx.

En posant α = 1
4t , nous obtenons

∞∑
n=−∞

e−n2teinx =
√

π

t

∞∑
n=−∞

e−
(x−2nπ)2

4t .

Des résultats précédents, on déduit que le noyau de Gauss vérifie les propriétés
suivantes :

(1) G(t, x) ≥ 0,

(2)
1
2π

∫ 2π

0
G(t, x)dx = 1,

(3) ∀η > 0, lim
t→0

sup
η≤|x|≤π

G(t, x) = 0.

Théorème XI.2.2. Soit f une fonction continue périodique de période 2π, et soit
u la fonction définie pour t > 0, x ∈ R, par

u(t, x) =
1
2π

∫ 2π

0
G(t, x − y)f(y)dy.
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Alors la fonction u est solution de l’équation de la chaleur, et

lim
t→0

u(t, x) = f(x),

uniformément.

Démonstration. Pour montrer que u est solution de l’équation de la chaleur,
écrivons

u(t, x) =
1
2π

∫ 2π

0

∞∑
n=−∞

e−n2teinxe−inyf(y)dy.

Pour t > 0,
∞∑

n=−∞
e−n2t < ∞.

La série est donc uniformément convergente en y et nous pouvons intégrer terme
à terme,

u(t, x) =
∞∑

n=−∞
an(f)e−n2teinx.

Pour α > 0,
∞∑

n=−∞
n2e−n2α < ∞.

Il est donc possible de dériver la série terme à terme, et on vérifie que u est solution
de l’équation de la chaleur.

La démonstration de la deuxième partie de l’énoncé est semblable à celle du
théorème de Fejer (X.5.2). �

XI.3. Problème de l’isopérimètre

Soit γ une courbe plane fermée rectifiable de longueur L, frontière d’un do-
maine borné D, d’aire A.

Théorème XI.3.1.

A ≤ 1
4π

L2.

Il y a égalité si et seulement la courbe est un cercle.
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Démonstration. La démonstration que nous allons présenter utilise les séries de
Fourier. Elle est due à Hurwitz. On supposera que la courbe γ est de classe C2,
et qu’elle est paramétrée par son abscisse curviligne. Les coordonnées x et y sont
des fonctions périodiques de période L développables en série de Fourier :

x(s) =
∞∑

n=1

(
an cos

2π
L

ns + bn sin
2π
L

ns

)
,

y(s) =
∞∑

n=1

(
cn cos

2π
L

ns + dn sin
2π
L

ns

)
.

Puisque les fonctions x et y sont de classe C2, on peut dériver leurs développements
de Fourier une fois terme à terme,

x′(s) =
∞∑

n=1

2π
L

n

(
−an sin

2π
L

ns + bn cos
2π
L

ns

)
,

y′(s) =
∞∑

n=1

2π
L

n

(
−cn sin

2π
L

ns + dn cos
2π
L

ns

)
.

Puisque s est l’abscisse curviligne,

x′(s)2 + y′(s)2 = 1,∫ L

0

(
x′(s)2 + y′(s)2

)
ds = L.

En appliquant la formule de Parseval on obtient∫ L

0
x′(s)2ds =

L

2

(2π
L

)2
∞∑

n=1

n2(a2
n + b2

n),

donc
L2

2π2
=

∞∑
n=1

n2(a2
n + b2

n + c2
n + d2

n).

D’autre part, si la courbe γ est parcourue dans le sens direct, l’aire de D est
donnée par

A =
1
2

∫ L

0

(
x(s)y′(s) − y(s)x′(s)

)
ds.

On utilise encore l’égalité de Parseval,∫ L

0
x(s)y′(s)ds =

L

2
2π
L

∞∑
n=1

n(andn − bncn).
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Ainsi

A = π

∞∑
n=1

n(andn − bncn).

Par suite

1
4π

L2 − A =
π

2

∞∑
n=1

n2(a2
n + b2

n + c2
n + d2

n) − π

∞∑
n=1

n(andn − bncn)

=
π

2

∞∑
n=1

(
(nan − dn)2 + (nbn + cn)2 + (n2 − 1)(c2

n + d2
n)
)
≥ 0,

ce qui démontre l’inégalité isopérimétrique.
S’il y a égalité, alors pour n > 1, cn = 0, dn = 0, an = 0, bn = 0, et pour n = 1,
a1 = d1, b1 = −c1, c’est-à-dire que

x(s) = a1 cos
2π
L

s + b1 sin
2π
L

s,

y(s) = −b1 sin
2π
L

s + a1 cos
2π
L

s,

et alors la courbe γ est un cercle,

x(s)2 + y(s)2 = a2
1 + b2

1. �

XI.4. Phénomène de Gibbs

J.W. Gibbs (1898) remarque qu’au voisinage d’une discontinuité d’une fonc-
tion périodique f , l’amplitude d’oscillation des sommes partielles de la série de
Fourier de f est supérieure à la discontinuité.

Considérons l’exemple suivant : soit f la fonction périodique de période 2π,
impaire, égale à π

2 sur l’intervalle ]0, π[, f(π) = 0. On calcule facilement sa série
de Fourier, et d’après le théorème X.4.2, elle converge vers f en tout point,

f(x) =
∞∑

k=0

2
2k + 1

sin(2k + 1)x.

Considérons les sommes partielles

fn(x) = S2n−1f(x) =
n−1∑
k=0

2
2k + 1

sin(2k + 1)x.
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Calculons la dérivée de fn,

f ′
n(x) = 2

n−1∑
k=0

cos(2k + 1)x =
sin 2nx

sin x
,

et, puisque fn(0) = 0,

fn(x) =
∫ x

0

sin 2nu

sin u
du.

D’une étude simple de f ′
n, on déduit que le maximum de fn est atteint en

x = π
2n et qu’il vaut

max(fn) =
∫ π

2n

0

sin 2nu

sin u
du.

Le maximum de f est égal à π
2 . Nous allons montrer que

lim
n→∞max(fn) >

π

2
.

On peut écrire

max(fn) =
∫ π

0

sin v

2n sin v
2n

dv.

Du résultat classique

lim
x→0

sinx

x
= 1

on déduit que l’intégrant converge vers sin v
v uniformément sur [0, π]. Par suite,

lim
n→∞max(fn) =

∫ π

0

sin v

v
dv.

Cette dernière intégrale ne peut pas être évaluée simplement car les primitives de
la fonction sin v

v ne s’expriment pas à l’aide des fonctions élémentaires. On peut
cependant en calculer une valeur approchée :

∫ π

0

sin v

v
dv � 1,851 9 >

π

2
.

On peut montrer que le même phénomène se produit au voisinage d’une dis-
continuité d’une fonction périodique de classe C1 par morceaux.
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XI.5. La série de Fourier d’une fonction continue
converge-t-elle ?

En 1876, Du Bois Reymond a montré qu’il existe une fonction continue pé-
riodique dont la série de Fourier diverge. On peut effectivement construire expli-
citement un exemple d’une telle fonction. On peut aussi montrer ce résultat sans
construction explicite en utilisant le théorème de Banach-Steinhaus sous la forme
suivante.

Soit E un espace de Banach, F un espace normé, et soit {Tα} une famille
d’applications linéaires continues de E dans F . Si pour tout v de E

sup
α

‖Tα(v)‖ < ∞,

alors
sup

α
‖Tα‖ < ∞.

(Voir par exemple Albert (1997), chapitre IV, p. 108, ou Avanissian (1997), cha-
pitre 10, section 4.)

Appliquons ce théorème dans la situation suivante : E est l’espace des fonctions
continues sur R périodiques de période 2π muni de la norme

‖f‖ = sup
x∈R

|f(x)|,

et F = C. On considère la famille des formes linéaires Tn définies sur E par

Tn(f) = Snf(0).

(Snf est la n-ième somme partielle de la série de Fourier de f .) Nous allons
montrer que

lim
n→∞ ‖Tn‖ = ∞.

Il en résultera qu’il existe une fonction f de E telle que

sup
n

|Snf(0)| = ∞.

La forme linéaire Tn s’écrit

Tn(f) =
1
2π

∫ π

−π
Dn(x)f(x)dx,
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et on montre que ‖Tn‖ = Ln, où

Ln =
1
2π

∫ π

−π
|Dn(x)|dx.

Ces nombres Ln, appelés constantes de Lebesgue, s’écrivent

Ln =
1
π

∫ π

0

| sin(n + 1
2)x|

sin x
2

dx.

Puisque la fonction

x �→ 1
sin x

2

− 2
x

est bornée sur ]0, π],

Ln =
2
π

∫ π

0

| sin(n + 1
2)x|

x
dx + An,

où An est une suite bornée. On peut aussi écrire

Ln =
2
π

∫ nπ

0

| sin x|
x

dx + A′
n,

où A′
n est une autre suite bornée. Puisque

lim
n→∞

∫ nπ

0

| sin x|
x

dx = ∞,

il en résulte que
lim

n→∞Ln = ∞.

Plus précisément,

Ln ∼ 4
π2

ln(n) (n → ∞).

En effet,

1
(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ
| sin x|dx ≤

∫ (k+1)π

kπ

| sin x|
x

dx ≤ 1
kπ

∫ (k+1)π

kπ
| sin x|dx.

Comme ∫ (k+1)π

kπ
| sin x|dx = 2,
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il en résulte que

2
π

(1
2

+ · · · + 1
n

)
≤

∫ nπ

π

| sin x|
x

dx ≤ 2
π

(
1 +

1
2

+ · · · + 1
n − 1

)
.

Le résultat s’en déduit puisque

1
2

+ · · · + 1
n
∼ 1 +

1
2

+ · · · + 1
n − 1

∼ ln(n) (n → ∞).

XI.6. Jeu de pile ou face et mesure de Lebesgue

Une partie de jeu de pile ou face peut être représentée par une suite de N
nombres égaux à 0 ou 1, que nous pouvons considérer comme une application
ω de {1, 2, . . . , N} dans {0, 1}, ou comme un élément de ΩN = {0, 1}N . Si les
probabilités d’obtenir pile et face sont égales à 1

2 , la probabilité d’obtenir la suite
ω est égale à 2−N . On obtient ainsi une mesure de probabilité PN sur l’ensemble
fini ΩN , c’est-à-dire une mesure de masse totale égale à 1 :

PN

({ω}) =
1

2N

pour tout élément ω de ΩN . Considérons maintenant l’ensemble Ω des parties
de pile ou face infinies, c’est-à-dire l’ensemble des applications ω de N∗ dans
{0, 1}. Nous allons construire une mesure de probabilité P sur l’ensemble infini
Ω comptatible avec les mesures de probabilité PN dans un sens que nous allons
expliquer. Si ω ∈ Ω, on note ωN sa restriction à {1, 2, . . . , N}. Nous dirons que
E ⊂ Ω est un ensemble élémentaire s’il existe un entier N , et F ⊂ ΩN , tels que

E = {ω | ωN ∈ F}.
Les ensembles élémentaires constituent une algèbre de Boole A. Soit en effet

AN l’algèbre de Boole des parties E ⊂ Ω de la forme

E = {ω | ωN ∈ F} (F ⊂ ΩN ).

Alors A est la réunion de la suite croissante des algèbres de Boole AN . Si E ∈ AN ,

E = {ω | ωN ∈ F} (F ∈ ΩN ),

on pose
P0(E) = PN (F ).

(On vérifie que ce nombre ne dépend pas du choix de N .) Nous allons montrer que
P0 se prolonge en une mesure de probabilité sur l’espace mesurable (Ω,M), où M
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est la tribu engendrée par l’algèbre de Boole A. Pour cela nous allons utiliser la
mesure de Lebesgue de [0, 1]. Soit ϕ la fonction définie sur Ω par

ϕ(ω) =
∞∑

n=1

ω(n)
2n

.

Notons que la suite ω(n) est un développement dyadique infini du nombre réel
x = ϕ(ω), et que l’image de ϕ est égale à [0, 1]. Le développement dyadique n’est
pas toujours unique, mais l’ensemble des x pour lesquels ce développement n’est
pas unique est contenu dans Q, donc dénombrable. Soient α ∈ ΩN et E l’ensemble
élémentaire défini par

E = {ω | ωN = α}.
Alors

ϕ(E) =
[
x, x +

1
2N

]
,

où

x =
N∑

n=1

α(n)
2n

.

On en déduit que, pour tout E ∈ M, ϕ(E) est un ensemble borélien. Posons

P (E) = λ
(
ϕ(E)

)
,

où λ est la mesure de Lebesgue de R. Alors P est une mesure sur Ω, et, puisque

P
({ω | ωN = α}) = λ

([
x, x +

1
2N

])
=

1
2N

,

la mesure P prolonge P0.

Cette construction permet de retrouver la mesure de Lebesgue-Stieltjes as-
sociée à la fonction singulière de Cantor (cf. exercice 4, chapitre VI). Soit ψ la
fonction définie sur Ω par

ψ(ω) =
∞∑

n=1

2ω(n)
3n

.

Son image est égale à l’ensemble de Cantor K, et l’image par ψ de la la mesure
de probabilité P est égale à la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée à la fonction
singulière de Cantor.

Pour illustrer cette relation qui existe entre la mesure de probabilité P sur Ω
et la mesure de Lebesgue sur [0, 1], nous allons présenter un résultat classique sur
la convergence presque sûre d’une série aléatoire, et un théorème de convergence
presque partout pour les développements en série de fonctions de Rademacher.
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Théorème XI.6.1. Soit {an} une suite de nombres réels de carré sommable :

∞∑
n=1

a2
n < ∞.

Alors, pour presque tout ω, la série
∞∑

n=1

ε(n)an

est convergente, où ε(n) = 2ω(n) − 1, c’est-à-dire que ε(n) = 1 si ω(n) = 1, et
ε(n) = −1 si ω(n) = 0.

Pour le démontrer nous allons utiliser l’inégalité suivante, qui est un cas par-
ticulier d’une inégalité de Kolmogoroff. Posons

Sk(ω) =
k∑

n=1

ε(n)an.

Lemme XI.6.2. Pour α > 0, et N ≥ 1,

P

({
ω ∈ Ω | max

1≤k≤N
|Sk(ω)| ≥ α

})
≤ 1

α2

N∑
n=1

a2
n.

Avant d’en donner la démonstration remarquons que, si f est une fonction
définie sur Ω qui ne dépend que de ω(1), . . . ω(k), et si g ne dépend que de ω(k +
1), ω(k + 2), . . ., alors∫

Ω
f(ω)g(ω)dP (ω) =

∫
Ω

f(ω)dP (ω)
∫

Ω
g(ω)dP (ω).

Démonstration. Pour 1 ≤ k ≤ N , soit Ek l’ensemble des éléments ω ∈ Ω pour
lesquels

|Sj(ω)| < α si 1 ≤ j ≤ k − 1, |Sk(ω)| ≥ α.

Les ensembles Ek sont disjoints et leur réunion E = ∪N
k=1Ek est égale à

{ω ∈ Ω | max
1≤k≤N

|Sk(ω)| ≥ α}.

Notons d’abord que

∫
E

SN (ω)2dP (ω) ≤
∫

Ω
SN (ω)2dP (ω) =

N∑
n=1

a2
n.
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D’autre part∫
Ek

SN (ω)2dP (ω)

=
∫

Ek

Sk(ω)2dP (ω) +
∫

Ek

N∑
n=k+1

a2
ndP (ω)

+
∫

Ek

(
2

N∑
n=k+1

Sk(ω)ε(n)an +
N∑

m,n=k+1,m�=n

amanε(m)ε(n)
)
dP (ω).

Il résulte de la remarque ci-dessus que la dernière intégrale est nulle. Par suite,∫
Ek

SN (ω)2dP (ω) ≥ α2P (Ek).

Puisque P (E) = P (E1) + · · · + P (EN ), il en résulte que

P (E) ≤ 1
α2

N∑
n=1

a2
n,

ce qui est le résultat annoncé. �

Démonstration du théorème. Nous allons montrer que l’ensemble des éléments
ω ∈ Ω pour lesquels la série

∞∑
n=1

ε(n)an

ne vérifie pas le critère de Cauchy est de mesure nulle, ce qui s’écrit

∃α > 0, ∀N, ∃ q ≥ p ≥ N,
∣∣ q∑

n=p

ε(n)an

∣∣ ≥ α,

ou encore

∃α > 0, lim
N→∞

sup
q≥p≥N

∣∣ q∑
n=p

ε(n)an

∣∣ ≥ α.

Du lemme il résulte que,

P
({ω ∈ Ω | sup

q≥p≥N

∣∣ q∑
n=p

ε(n)an

∣∣ ≥ α}) ≤ 1
α2

∞∑
n=N

a2
n,
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et donc

P
({ω ∈ Ω | lim

N→∞
sup

q≥p≥N

∣∣ q∑
n=p

ε(n)an

∣∣ ≥ α}) = 0.

Le résultat annoncé s’en déduit. �

Rappelons la définition des fonctions de Rademacher (exercice 9, chapitre 3).
Considérons le développement dyadique infini d’un nombre x ∈ [0, 1],

x = 0, a1a2 . . . an . . . =
∞∑

n=1

an

2n
,

où les nombres an = an(x) sont égaux à 0 ou 1. La fonction de Rademacher ϕn

(n ≥ 1) est définie sur [0, 1] par :

ϕn(x) =

{
1 si an(x) = 0,
−1 si an(x) = 1.

Le théorème précédent peut aussi s’exprimer de la façon suivante :

Corollaire XI.6.3. Soit {an} une suite de nombres réels de carré sommable,

∞∑
n=1

a2
n < ∞.

Alors la série ∞∑
n=1

anϕn(x)

converge sur [0, 1] presque partout (relativement à la mesure de Lebesgue).

XI.7. Théorème de la limite centrale

Soit µ une mesure de probabilité sur R telle que∫
R

x2dµ(x) < ∞.

La moyenne M de µ est définie par

M =
∫

R

xdµ(x),
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et sa dispersion par

D =
∫

R

(x − M)2dµ(x) =
∫

R

x2dµ(x) − M2.

Nous allons étudier le comportement asymptotique de la suite des puissances
de convolution

µn = µ∗n = µ ∗ · · · ∗ µ (n facteurs).

En application du théorème de Lévy (IX.3.1) nous allons établir le résultat suivant,
qui est fondamental en calcul des probabilités.

Théorème XI.7.1 (Théorème de la limite centrale (ou de Gauss-Laplace)).

lim
n→∞µn

({
x
∣∣∣ α <

x − nM√
nD

< β
})

=
1√
2π

∫ β

α
e−

x2

2 dx.

Démonstration. Soit ϕ la transformée de Fourier de la mesure µ,

ϕ(t) = µ̂(t) =
∫ ∞

−∞
e−itxdµ(x).

De l’hypothèse ∫
R

x2dµ(x) < ∞,

on déduit que ϕ est de classe C2. Notons que

ϕ′(0) = −iM, ϕ′′(0) = −D − M2.

La transformée de Fourier de la mesure µn est égale à ϕn. Soit νn la mesure définie
par

νn(]α, β[) = µn

({
x
∣∣∣α <

x − nM√
nD

< β
})

.

Pour une fonction mesurable bornée f ,∫
R

f(x)dνn(x) =
∫

R

f
(x − nM√

nD

)
dµn(x),

et la transformée de Fourier ψn de la mesure νn est égale à

ψn(t) =
∫

R

e−it
(

x−nM√
nD

)
dµn(x) =

(
θn(t)

)n
,
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Chapitre XI. Applications et compléments

où
θn(t) = eit M√

nD ϕ
( t√

nD

)
.

Nous allons montrer que
lim

n→∞ψn(t) = e−
t2

2 .

Le résultat annoncé découlera alors du théorème de Lévy puisque la transformée
de Fourier de la fonction

G(x) =
1√
2π

e−
x2

2

est égale à e−
t2

2 . Pour le calcul de cette limite nous utiliserons le logarithme d’un
nombre complexe défini par, si |z − 1| < 1,

ln(z) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
(z − 1)n.

On montre, sous la condition |z − 1| < 1, que

eln(z) = z.

En effectuant le produit des développements limités

eit M√
nD = 1 + it

M√
nD

− t2

2
M2

nD
+ o

( 1
n

)
,

ϕ
( t√

nD

)
= 1 + tϕ′(0)

1√
nD

+
t2

2
ϕ′′(0)

1
nD

+ o
( 1

n

)
,

nous obtenons

θn(t) = 1 − t2

2n
+ o

( 1
n

)
.

Par suite,

ln θn(t) = − t2

2n
+ o

( 1
n

)
,

et
ψn(t) = en ln θn(t) = e

(
− t2

2
+o(1)

)
,

ce qui s’écrit aussi

lim
n→∞ψn(t) = e−

t2

2 . �

Pour p, q > 0, p + q = 1, considérons la mesure

µ = pδ1 + qδ0.
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XI.7. Théorème de la limite centrale

Nous pouvons lui appliquer le théorème de la limite centrale. Notons que M = p,
D = pq. Les puissances de convolution de la mesure µ se calculent à l’aide de la
formule du binôme :

µn = µ∗n = (pδ1 + qδ0)∗n =
n∑

k=0

(
n

k

)
pkqn−kδk,

et
ϕ(t) = µ̂(t) = pe−it + q.

Théorème XI.7.2 (Théorème de Moivre-Laplace).

lim
n→∞µn

({
x
∣∣∣ α <

x − np√
npq

< β
})

=
1√
2π

∫ β

α
e−

x2

2 dx.
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Abel (théorème d’), 98
algèbre de Boole, 1
analytique (fonction), 95
approximation de l’identité, 121

B

base hilbertienne, 50
Beppo-Levi (théorème de), 9
Bessel (fonction de), 109

(inégalité), 50
bêta (fonction), 75
Bochner (théorème de), 141
borélien (ensemble), 2
borélienne (fonction), 4

(mesure), 6
(tribu), 2

borné (essentiellement), 44
bornée (mesure), 89
borne supérieure essentielle, 44

C

Cantor (ensemble de), 37
(fonction de), 91

caractéristique (fonction), 4
Cesaro (convergence au sens de), 156
Christoffel-Darboux (formule de), 169
complet (espace mesuré), 18
complétée (tribu), 18
concentrée (mesure), 49
convergence dominée (théorème de), 17
convergence en moyenne quadratique, 49
convergence étroite, 89
convergence monotone (théorème de), 9
convergence vague, 88
convolution (produit de), 114

D

différence symétrique, 25
Dirac (mesure de), 5
Dirichlet (intégrale de), 78, 133

(noyau de), 154
(théorème de), 155

dispersion (d’une mesure de probabilité), 189

E

écart, 25
Egoroff (théorème d’), 39
escalier (fonction en), 30
étagée (fonction), 4

F

Fatou (lemme de), 11
Fejer (noyau de), 157

(théorème de), 157
Fourier (coefficient de), 148

(intégrale de), 99, 105
(série de), 148
(transformation de), 130, 138

Fourier-Plancherel
(transformation de), 136

Fresnel (intégrale de), 100
Fubini (théorème de), 59
Fubini-Tonelli (théorème de), 61

G

gamma (fonction), 69
Gauss (intégrale de), 20, 69

(noyau de), 176, 177
Gauss-Jacobi (formule de quadrature de), 170



Calcul intégral

H

Hardy (inégalité de), 52
Hermite (polynôme d’), 168
Hölder (inégalité de), 42
holomorphe (fonction), 95

I

intégrable (ensemble), 26
(fonction), 13
(au sens de Lebesgue), 14
(au sens de Riemann), 35
(au sens de Riemann-Stieltjes), 82
(au sens de Lebesgue-Stieltjes), 84

intégrale, 13

J

Jackson (intégrale de), 91

L

Laguerre (polynôme de), 167
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Lebesgue (constante de), 183
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Legendre (polynôme de), 165
Lévy (théorème de), 139
Lusin (théorème de), 39

M
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Minskowski (inégalité de), 42
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(espace), 1
(fonction), 2
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mesuré (espace), 5
mesure, 5
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discrète, 6
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moyenne (d’une mesure de probabilité), 188

N

négligeable, 15
noyau (d’une transformation intégrale), 114

P

Parseval (formule de), 150
pavé, 2
périodique (fonction), 147
phase stationnaire

(théorème de la), 107
Plancherel (formule de), 136

(théorème de), 137
Poisson (formule de), 160
polynôme trigonométrique, 147
presque partout, 15

R

régularisée (fonction), 124
Rademacher (fonction de), 53
Riemann (integrale de), 35
Riemann-Lebesgue (lemme de), 106
Riemann-Stieltjes (intégrale de), 81
Riesz (théorème de), 85
Riesz-Fischer (théorème de), 46

S

Schwartz (espace de), 135
Schwarz (inégalité de), 44
semi-intégrable, 97
Stirling (formule de), 105
support, 48

T

tribu, 1
type positif (fonction de), 140

V

Vitali (critère de), 53

W

Walsh (fonction de), 53
Wallis (intégrale de), 20

196


	AVANT-PROPOS
	I MESURE ET INTÉGRALE
	II MESURE DE LEBESGUE
	III ESPACES Lp
	IV INTÉGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT
	V INTÉGRATION SUR Rn
	VI MESURES DE LEBESGUE-STIELTJES
	VII FONCTIONS DÉFINIES PAR DES INTÉGRALES
	VIII CONVOLUTION
	IX TRANSFORMATION DE FOURIER
	X SÉRIES DE FOURIER
	XI APPLICATIONS ET COMPLÉMENTS
	BIBLIOGRAPHIE



