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AVANT-PROPOS

La théorie de l'intégration s’est développée a partir du calcul des aires et des
volumes. L’aire d’un rectangle est égale au produit a-b des longueurs des cotés, et,
I’aire d’une réunion de deux parties disjointes étant égale & la somme des aires,
I’aire d’un triangle est égale & la demi-somme du produit de la longueur d’un
cOté par la longueur de la hauteur correspondante. Ensuite l'aire d’un polygone
s’obtient en le décomposant en une réunion disjointe de triangles. Pour mesurer
I’aire d’'un disque de rayon r on le considére comme une réunion d’une suite
infinie croissante de polygones, et c’est ainsi qu’on montre que son aire est égale
a mr? (r étant le rayon, et le nombre 7 étant défini comme le demi-périmétre
d’un cercle de rayon 1). Une question se pose alors : peut-on mesurer 1'aire d’une
partie quelconque du plan? Nous devons préciser la question : peut-on attribuer
a chaque partie A du plan un nombre p(A), 'aire de A, nombre réel positif ou
nul, ou +o00 ? Cette application p doit posséder les propriétés qu’on attend de la
mesure des aires :

(1) Si A est un rectangle dont les longueurs des cotés sont égales a a et b, alors
u(A) =a-b.

(2) Si {A,} est une suite de parties disjointes deux a deux, alors

i(JAn) = Sl

(3) Si A et B sont deux parties « égales », c’est-a-dire s'il existe une isométrie
qui transforme A en B, alors u(A) = u(B).

La réponse a cette question est négative, comme cela a été démontré par Vitali.
Ceci conduit & modifier le probléme posé. On n’exige plus de pouvoir mesurer
I’aire de toute partie du plan, mais seulement celle d’'une famille 99T contenant les
rectangles et stable par réunion dénombrable. Les ensembles de la famille 9T sont
appelés ensembles mesurables. Ainsi posé le probléme admet une solution. Avant
d’étudier la mesure des aires, nous considérerons la mesure de Lebesgue qui est
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la solution d’un probléme analogue posé en dimension un. L’étape suivante est la
construction de 'intégrale par approximation a partir de l'intégrale de fonctions
étagées. Dans le cas de l'intégrale de Riemann, les fonctions étagées considérées
sont les fonctions en escalier. En revanche, dans le cas de 'intégrale de Lebesgue, ce
sont des fonctions étagées d’un type plus général : les fonctions mesurables étagées.
Cette généralisation est essentielle car elle conduit aux énoncés fondamentaux de
la théorie de 'intégration comme le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
et celui de Riesz-Fischer, qui n’ont pas d’analogue dans le cas de l'intégrale de
Riemann.

La présentation que nous avons choisie des éléments de base de la théorie
de la mesure et de l'intégrale est proche de celle de 'excellent ouvrage de W.
Rudin, Analyse réelle et complexe. Le chapitre I est une présentation ensembliste
aboutissant aux théorémes de convergence monotone et de convergence dominée
de Lebesgue. C’est au chapitre IT qu’il est montré qu’il existe une mesure sur la
droite réelle pour laquelle la mesure d’un intervalle est égale & sa longueur. Les
espaces fonctionnels LP sont étudiés au chapitre 111. Le théoréme de Riesz-Fischer
dit que ce sont des espaces normés complets, et ce résultat est fondamental pour
les applications a ’analyse fonctionnelle. Le théoréme de Fubini que nous voyons
au chapitre IV permet le calcul des intégrales multiples considérées au chapitre V.

Dans la présentation fonctionnelle de la théorie de 'intégration, la définition
de base est la mesure de Radon qui est une forme linéaire positive sur ’espace des
fonctions continues & support compact. Le théoréme de Riesz permet de relier les
deux points de vue : ensembliste et fonctionnel. Nous présentons cette relation au
chapitre VI dans le cas particulier de la droite réelle.

Nous avons particulierement développé le chapitre VII sur les fonctions défi-
nies par des intégrales, car nous estimons que son contenu est important par ses
applications a I'analyse. Nous étudions en particulier le comportement asympto-
tique d’intégrales par la méthode de Laplace et par celle de la phase stationnaire
dans le cas des intégrales simples.

Les trois chapitres suivants, VIII, IX et X, contiennent les éléments de base
de I'analyse harmonique en une variable : convolution sur le groupe additif des
nombres réels et analyse de Fourier.

Le calcul intégral est un outil essentiel de I’analyse mathématique et du calcul
des probabilités. Nous l'avons illustré en choisissant sept applications qui sont
présentées dans le dernier chapitre. L’équation de la chaleur est importante his-
toriquement. Ce sont en effet les travaux de Fourier sur cette équation qui sont &
I'origine de I'analyse qui porte son nom. Les polynémes orthogonaux interviennent
dans de nombreuses questions de physique mathématique, et leur étude fait ap-
pel & des domaines variés des mathématiques : algébre linéaire, analyse complexe,



AVANT-PROPOS

théorie spectrale, analyse combinatoire. La solution du probléme de I'isopérimétre
est une belle application de l'analyse de Fourier a la géométrie.

Nous ne parlons pas dans ce livre des relations qui existent entre le calcul
intégral et les notions de base du calcul des probabilités. Nous les avons cependant
illustrées dans deux des compléments du chapitre XI : le jeu de pile ou face et la
mesure de Lebesgue, et le théoréme de la limite centrale.

Chacun des chapitres est suivi d’exercices. Certains d’entre eux constituent
des compléments présentés sous forme de problémes. La bibliographie est loin
d’étre exhaustive. Nous avons seulement indiqué quelques ouvrages classiques de
la théorie de la mesure et de 'intégration. En plusieurs occasions, nous utilisons
des résultats d’analyse fonctionnelle pour lesquels nous faisons référence au livre
de C. Albert, Topologie, et aussi a celui de V. Avanissian, Initiation & l’analyse
fonctionnelle. Les termes nouveaux sont définis dans le texte a leur premiére
occurence et sont alors écrits en caractéres italiques. L'index placé a la fin du
livre permet de retrouver cette premiére occurence.

Ce livre s’adresse aux étudiants de licence de mathématiques. Il a été rédigé
a partir des notes d’un cours donné a la faculté des sciences de Tunis, et de celles
d’un cours donné & l'université Louis Pasteur de Strasbourg. Je tiens & remercier
Daniel Guin de m’avoir encouragé a tirer de ces notes la matiére de ce livre.
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I

MESURE ET INTEGRALE

L’un des principaux objectifs de ce cours de calcul intégral est la construction
de la mesure et de I'intégrale de Lebesgue. Nous commencons par dire ce qu’est une
mesure. C’est une fonction d’ensemble. A une partie A d’un ensemble X on associe
un nombre p(A), la mesure de A. Immédiatement, une difficulté se présente car,
en général, pu(A) n’est définie que pour certaines parties de X, appelées ensembles
mesurables. On définit ensuite l'intégrale d’une fonction. Ce chapitre contient
deux théorémes fondamentaux du calcul intégral : le théoréme de convergence
monotone et le théoréme de convergence dominée.

1.1. Mesure

Si X est un ensemble, une famille 2 de parties de X est appelée algébre de
Boole si

- () et X appartiennent a 2 ;

- si A appartient a 2, alors son complémentaire A€ aussi;

- si A et B appartiennent a 2, alors leur réunion A U B et leur intersection
AN B aussi.

Un ensemble M de parties de X est appelé tribu (ou o-algébre de Boole) si 9t
est une algébre de Boole telle que, si {A,} est une suite d’éléments de 91, alors
leur réunion U2 ; A,, appartient également a 9. Le couple (X, 9t) d'un ensemble
X et d’'une tribu 9 de parties de X est appelé espace mesurable et les parties
appartenant a 91 sont appelés ensembles mesurables.

De la définition d’une tribu on déduit immédiatement les propriétés suivantes.

Soit (X, 1) un espace mesurable.
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- Si A et B sont deux ensembles mesurables, alors leur différence A\ B =
AN (B°) est aussi mesurable.
- Si {A,} est une suite d’ensembles mesurables, leur intersection est aussi

mesurable car - -
M A = (U Ag)c.
n=1 n=1

Sur un ensemble X non vide, il existe toujours au moins deux tribus : la tribu
constituée des deux parties () et X, et la tribu P(X) de toutes les parties de X.
On dit qu'une tribu M est plus petite qu'une tribu M’ si tout élément de M
appartient a 9. La tribu {0, X} est la plus petite des tribus sur X, et P(X)
la plus grande. Une intersection quelconque de tribus est une tribu. Si D est un
ensemble de parties de X, il existe une plus petite tribu contenant D, a savoir
I'intersection 9 des tribus contenant D. (Il en existe au moins une : P(X).) On
dit que M est la tribu engendrée par D.

Si X est un espace topologique, on notera B(X) la tribu borélienne de X,
c’est-a-dire la tribu engendrée par les ouverts de X. Ses éléments sont appelés
ensembles boréliens. Notons que tout ouvert, tout fermé est un ensemble borélien.
Si X = R, la tribu borélienne B(R) est engendrée par les intervalles, car tout
ouvert de R est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts. Soit en effet €2
un ouvert de R et considérons les intervalles ouverts I =|a, b[ contenus dans 2
pour lesquels les extrémités a et b sont des nombres rationnels. Ces intervalles
constituent une famille dénombrable et leur réunion est égale a €. Si X = R?
la tribu borélienne B(R?) est engendrée par les rectangles car tout ouvert de R?
est une réunion dénombrable de rectangles ouverts. En effet tout ouvert Q de R?
est la réunion des rectangles R =la,b[x]c,d[ contenus dans € pour lesquels les
coordonnées a, b, ¢, d des sommets sont des nombres rationnels, et ces rectangles
constituent une famille dénombrable. Plus généralement la tribu borélienne de R"
est engendrée par les pavés. Rappelons qu'un pavé est un produit d’intervalles.

Si (X,9) est un espace mesurable, une fonction f définie sur X a valeurs
dans [—o0, 0] est dite mesurable si I'image réciproque par f de tout intervalle de
[—00, 00] est mesurable. Pour que f soit mesurable il faut et suffit que, pour tout
nombre réel «, I’ensemble

e o)) = {z € X | f(z) > a} (%)

soit mesurable. En effet, si f posséde cette propriété, 'ensemble

o0

N (fooo]) = f | @) 2 0} = () {z | f@@) > - )

n=1
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est aussi mesurable. Par passage au complémentaire on montre que f~!([—o0,a])
et f~([~oo,af) sont mesurables et par intersection que l'image réciproque par
f de tout intervalle de [—o0, 0] est mesurable. Notons que dans (%) on peut
remplacer |a, 00| par [a, 00], ou [—o0, af, ou [—o0, a].

Si f et g sont deux fonctions mesurables sur X a valeurs réelles, et si @ est
une fonction continue sur R? & valeurs réelles, alors la fonction h définie par

hz) = ®(f(z),9(x))
est mesurable. En effet, pour tout nombre réel «, I’ensemble
Qo = {(u,v) € R? | ®(u,v) > a}

est un ouvert, et est donc égal & une réunion dénombrable de rectangles ouverts
oo
Qa = U Rn’ R, :]anabn[x]cnadn[-
n=1

Les ensembles

{w| (f(x),9(x)) € Ra} ={x | an < f(z) <bu}[ [z |z < g(x) < dn}

sont mesurables, et de méme ’ensemble

{I’ ’ h(l‘) > 05} = {.1‘ ’ (f(:r),g(:r)) € Qa} = U{I’ ’ (f(x)vg(x)) € Rn}

est mesurable. On en déduit que la somme et le produit de deux fonctions mesu-
rables sont mesurables.

Soit {f,} une suite de fonctions mesurables a valeurs dans [—o0, 0o]. Alors la
fonction g = sup,,~ fn est mesurable. En effet

o0

{z]g(2) > a} = [J{z | fulz) > a}.

n=0
De méme la fonction g = limsup,,_,, fn est mesurable. En effet

limsup f,(z) = inf (Sup fn(l‘)>

n—00 m20\p>m

Si pour tout z la suite { f,,(z)} a une limite f(z), alors la fonction f est mesurable.
Une fonction f & valeurs complexes est dite mesurable si sa partie réelle et sa
partie imaginaire sont mesurables.
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Si X est un espace topologique et si 9t = B est la tribu borélienne de X,
une fonction mesurable est appelée fonction borélienne. Notons que les fonctions
continues sont boréliennes.

Une fonction est dite étagée si elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Une
fonction mesurable étagée f sur un espace mesurable (X, 901) est une combinaison
linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables,

N
f= ZaiXAi (Al € m)
=1

Rappelons que la fonction caractéristique x4 d’une partie A C X est la fonction
qui est égale & 1 sur A et a 0 sur le complémentaire de A.

Proposition L1.1. Soit (X,9M) un espace mesurable et soit f une fonction me-
surable & valeurs dans [0,00]. Il existe une suite croissante {u,} de fonctions
mesurables étagées a valeurs dans [0, 00| telle que, pour tout x € X,

lim u,(x) = f(z).

n—o0

Démonstration. Pour tout entier n > 0, et pour 1 < i < n2", posons

A ={z| i;nl < flz) < 2%}

Bn ={z| f(z) = n}.
Ces ensembles sont mesurables. Soit u,, la fonction mesurable étagée définie par

n2m .

1 —1
Un =D 5 X+ NXB,-
1=1

Montrons que uy,(z) < up41(x). Pour cela on remarque que, quand on passe de n
a n + 1, chaque ensemble A,, ; est partagé en deux,

Api = Aps1,2i-1 U Apg1,2i

Sixe An,iv un(x) = i2__nl’ et

. 21 —2 1—1
$1& € Ant12i-1, Un41(2) = g = 5
. 2i—1 i—1
six € Apt1,2, Upt1(x) = ol > Ton
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D’autre part, B,, est la réunion de Bj4; et des ensembles A, ;, ¢ variant de
n2"t 414 (n+1)2" L Six € By, un(z) = n, et

siz € Byy1, upti(x) =m+1>n,

—1
o> n 2"+ 1< < (n+1)2nt),

six € Apt, un-&-l(x) = on+1 =

Montrons maintenant qu’en tout point z la suite {u,(x)} converge vers f(x). En
effet, si f(x) < oo, pour n > f(z),

1
F) — unla) < 5
et, si f(x) = oo, up(z) =n. O

Remarquons que si la fonction f est bornée (f(x) < M < o0), la suite {u,}
converge vers f uniformément.

Une mesure sur un espace mesurable (X, 9) est une application p de 9t dans
[0, 00| vérifiant

- (@) =0,

- si A et B sont deux ensembles mesurables disjoints,
n(AU B) = u(A) + u(B),

- si {A,} est une suite d’ensembles mesurables deux a deux disjoints,

p(JAn) = Sl

La somme du second membre peut étre égale a +oo, si I'un des nombres p(A4,)
est égale & +00, ou si la série est divergente.

Le nombre pu(A) est appelé la mesure de ’ensemble mesurable A. La mesure
u(X) de X est appelée la masse totale de la mesure p. Un espace mesuré est un
triplet (X, 90, ) ot p est une mesure définie sur ’espace mesurable (X, 91).

Soit X un ensemble et M = P(X) la tribu de toutes les parties de X. Pour
xo € X, la mesure de Dirac d,, est définie par

_lsizge F
" 0 sinon.

Oz (E)

La mesure de comptage p est définie par pu(F) = #(E), ou #(F) désigne le nombre
d’éléments de E.
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Soit {x,} une suite de points de X et {a,} une suite de nombres > 0. Posons

Ce nombre est bien défini,
,U(E) = ZanXE(xn)v
n=1

et p est une mesure sur (X, ). Pour le vérifier considérons une suite {Ay} d’en-
sembles deux a deux disjoints, et soit F leur réunion. Alors

xe(@) =Y xa,(x),
k=1

et
(B = (i xa,(2))
n=1 k=1
- Z (Z Qn X Ay (@) = Z w(Ag).

Nous avons utilisé le fait suivant : si {up,} est une suite double de nombres > 0,

i(i UP‘I) - i(i “pq> (£ +00).

p=1 ¢=1 g=1 p=1

Cette égalité signifie que soit les deux membres sont finis et égaux, soit ils sont
tous les deux infinis. Une telle mesure est appelée mesure discrete.

Si X est un espace topologique et B est la tribu borélienne de X, une mesure
sur l'espace mesurable (X, B) est appelée mesure borélienne.

Soient X = R et B la tribu borélienne de R. Nous montrerons au chapitre II
qu’il existe une unique mesure A sur I'espace mesurable (R, ) telle que, si I est
un intervalle d’extrémités a et b,

AI)=b—a.

Cette mesure s’appelle la mesure de Lebesque de R. Nous verrons d’autres
exemples importants de mesures au chapitre V.
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I.2. Intégrale des fonctions positives

Nous aurons a considérer des fonctions prenant la valeur 400 et des ensembles
de mesure infinie. Nous adoptons les conventions suivantes :

a+o00=o00+a=o00, siacl0,o0],
a-00=00-a=o00, siac€|0,o0,

0-co=00-0=0.

Fixons un espace mesuré (X, 9, ). Nous définissons d’abord 'intégrale d’une
fonction mesurable étagée, puis cette définition sera étendue au cas d’une fonction
mesurable positive par passage a la borne supérieure.

Soit f une fonction mesurable étagée a valeurs dans [0, 0o], soient aq, ..., ayN
les valeurs prises par f et

Ei={reX| f(z)=0;} (j=1,...,N).

L’intégrale de f est définie par

N
/ fdp=">" a;u(E)).
X =

Si f est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles mesu-

rables,
n
f = Z AiXA;s
i=1

alors .
/ fdp = Z%‘M(Ai)-
X i=1

Il existe en effet des ensembles mesurables disjoints C}, tels que tout ensemble A;
soit une réunion de certains des ensembles Cy,

p
XA; = Z EikXCy»
k=1

ol les nombres ¢;;, sont égaux a 0 ou 1. Par suite

p(Ai) = eirp(Ch).
k=1
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La fonction f s’écrit

n P P n
F=>Ya (Z 5z'kXCk) =y (Z aﬁz‘k)Xck-
i=1 k=1

k=1 =1

Si x appartient & I’ensemble CY, alors

n
fL‘)Z E AiEik-
i=1

L’ensemble E; est donc égal a la réunion des ensembles C} pour lesquels
Z?:l a;g;, = . Par suite I'intégrale de f s’écrit

N
/ fdu="7  a;u(E))
X =

= ZN: ozj( > M(Ck)> = i(i aﬁzk)

J=1 kXL asi=ay} k=1 =1
n n

“ (z (€)= Y a4
i=1 i=1

Soit maintenant f une fonction mesurable & valeurs dans [0, o] ; I'intégrale de
f est définie par

/ fdu:sup{/ wdp ’ ue (X, M), 0<u< f},
X X

ou (X, M) désigne I'espace des fonctions mesurables étagées définies sur X. Cest
un nombre réel positif ou nul, ou +oo.

On vérifie facilement les propriétés suivantes de I'intégrale. Si f et g sont deux
fonctions mesurables a valeurs dans [0, 00|, et si f < g, alors

/deus/xgdu-

Si f est une fonction mesurable & valeurs dans [0, 00] et si A est un nombre réel

>0,
/X)\fdu:)\/xfdu.
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Si E est un ensemble mesurable et si f est une fonction mesurable a valeurs dans

[0, 00], on note
[ rau= [ rxedn
E X

Si u(E) =0, alors [, fdp = 0.
En revanche, I'additivité de I'intégrale n’est pas évidente. Elle sera démontrée
en utilisant le théoréme fondamental suivant.

Théoreme I.2.1 (Théoreme de convergence monotone (ou théoreme de Beppo-Levi)).
Soit {fn} une suite croissante de fonctions mesurables a valeurs dans [0,00] :

fn(@) < fria(2) (r € X, neN).

Posons
f@) = Tim fo (@)

Alors la fonction f est mesurable et

/fdu— lim/fndu.
X e JX

Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Soit u une fonction mesurable étagée a valeurs dans [0, 00]. Pour
un ensemble mesurable E, on pose

v(E) = / udp.
E
Alors v est une mesure sur l’espace mesurable (X,9).
Démonstration. La fonction u s’écrit

n
u = E G/Z‘XA“
=1

avec a; > 0, A; € M. Soit {Ex} une suite d’ensembles mesurables deux a deux
disjoints et soit F leur réunion, alors

Z%MA NE) ZGZ<ZM(A ﬂEk))

i=1 =1 k=1

Z(Z aipu(A; N Ek)) =3 u(E 0
k=1 i=1 k=1
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Démonstration du théoreme 1.2.1. Comme limite simple de la suite des fonctions
mesurables f,, la fonction f est mesurable. La suite des intégrales [y frdu est
croissante ; soit a sa limite. Puisque f,, < f,

/andus/deu,

aS/deu.

Soit u une fonction mesurable étagée telle que 0 < v < f. Nous allons montrer

que
/ udp < a,
X

[ tduza
X

et le théoréme sera démontré. Soit ¢ un nombre réel, 0 < ¢ < 1. Posons

et par suite

ce qui implique

E,={x € X | fu(z) > cu(x)}.

Les ensembles F,, sont mesurables, F,, C E 1, et

o
U E, = X.
n=1

/fndMZ/ fndHZC/ wdp.
X En En

lim wdy = / wdy,
n—oo E’n X

D’autre part
D’aprés le lemme

et par suite

aZc/ wdt.
X

Cette inégalité a lieu pour tout ¢, 0 < ¢ < 1,donca > [yudueta> [y fdu .0

Il existe un énoncé relatif & une suite décroissante de fonctions mesurables.
Voir a ce sujet l'exercice 1.

10
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Corollaire 1.2.3 (Lemme de Fatou). Soit {f,} une suite de fonctions mesurables a
valeurs dans [0, 0], alors

/ (hmmf fn dp < hmlnf/ fndp.
X o0

n—

Démonstration. La suite des fonctions
= inf
9k n>k f n
est croissante, de limite liminf, .. f,,. La suite des nombres
a = inf d
k >k /X f n AL
est croissante de limite lim inf,, f < Jndp. Pour n >k, gr, < fy, donc

/ gkd,u < Qaf,
X

et d’aprés le théoréme de convergence monotone (1.2.1)

lim grdp :/ (liminf fn)d,u
X

k—oo Jx n—oo

Nous obtenons finalement

/ (hm inf fn)du < hm ap = lim mf/ fndu. ]
X

n—0oo n—~o0

L’inégalité peut étre stricte comme le montre I'exemple suivant : soient X =
10, 00], et fn(x) = ne™"*, alors

/ fa(z)de =1, Vx>0, lim f,(x)=0.
0 n—oo

Nous pouvons maintenant montrer ’additivité de 'intégrale.

Proposition 1.2.4. Soient f et g deux fonctions mesurables a valeurs dans [0, 00].

Alors
/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-

11
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Démonstration. Si f et g sont étagées,
n p
f=> aixa, 9= bixs, (Ai,B;eM),
; —

alors

/f+gdu ZZaz-i—b (Ai N Bj)

i=1 j=1

n p
—Z%M(&HZ%M(%)—/ fdu+/ gdp.

i=1 j=1 X X

Si f et g sont mesurables, il existe des suites croissantes de fonctions mesurables
étagées u,, et v, telles que

lim wu,(z) = f(z), lim v,(x) = g(z).

n—0o0 n—o0

/(un—i—vn)du—/ undu—i—/ vy, dp,
X X X

et d’apreés le théoréme de convergence monotone, quand n tend vers 'infini,

/)((erg)du—/dequ/ngu. O

Cette propriété d’additivité se généralise comme suit.

Pour tout n,

Théoreme 1.2.5. Soit {f,} une suite de fonctions mesurables a valeurs dans [0, 0o].
La fonction F définie par
o0
=2 ful@)
n=1

/ Fdy = / Fudp.

est mesurable et

Démonstration. Posons
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D’apres la proposition précédente,

Fudp =Y [ fudn
fmin=3 ],

La suite des fonctions F}, est croissante de limite F', donc, d’aprés le théoréme de
convergence monotone (1.2.1),

/qu: lim Fndu:Z/ fidp. O
X n—oo Jx /X

Soient p une mesure sur I’espace mesurable (X, 91) et h une fonction mesurable
> 0 sur X. Pour un ensemble mesurable E, posons

W(E) = /E hdp.

Alors v est une mesure sur (X, 91). On dit que v est la mesure de densité h par
rapport a p.

I.3. Fonctions intégrables

Soit (X, 9, 1) un espace mesuré. Une fonction f définie sur X a valeurs com-
plexes est dite intégrable si elle est mesurable et si

/X!f!du< 00.

Si f est a valeurs réelles, 'intégrale de f est par définition le nombre

/deuzfxﬁdu—/xf—du,

et si f est a valeurs complexes, f = u + iv, ot v et v sont des fonctions a valeurs

réelles,
/fdu:/udu—l—i/ v d.
X X X

L’ensemble £(X,9M, 1) des fonctions intégrables est un espace vectoriel sur C,
et, si f et g sont intégrables, a € C,

/)((erg)du:/dequ/ngu,
/X(Ozf)duza/xfdu-

13
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Si (X, 9, u) = (R,B, ), ou A est la mesure de Lebesgue que nous étudierons
en I1.2, et quand il sera nécessaire de le préciser, on dira intégrable au sens de
Lebesgue, pour distinguer cette notion de celle de fonction intégrable au sens de
Riemann. Nous verrons en II.3 qu’une fonction intégrable au sens de Riemann
est intégrable au sens de Lebesgue. S’agissant de 1’espace mesuré (R, 9, \), nous
nous permettrons d’utiliser la notation classique

/a e

Fd.
Jo Bl

Proposition 1.3.1. St f est une fonction intégrable,

‘/deu‘é/xlf!du-

Démonstration. Il existe un nombre complexe o de module un tel que

/deu—oz’/xfdu’.

Notons que la partie réelle de af, notée R(af), vérifie 'inégalité R(af) < |f], et

par suite
[ ta=a [ rau= [ asan
X X X

~ [ ®@Hdu< [ 171n O

Voici le deuxiéme théoréme fondamental de la théorie de I'intégration, le théo-
réme de convergence dominée. Nous en donnons d’abord un premier énoncé pro-
visoire.

au lieu de

Théoreme 1.3.2. Soit {f,} une suite de fonctions intégrables vérifiant :
- en tout point x la suite {fn(x)} a une limite f(x),
- il existe une fonction positive intégrable g telle que, pour tout n et tout x,

()] < g(2).

Alors la fonction [ est intégrable et

lim fndu :/ fdu.
X

n—~o0 X
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Démonstration. La fonction f, étant limite simple d’une suite de fonctions mesu-
rables, est mesurable, et, puisque |f| < g, la fonction f est intégrable. Nous allons
montrer que

i [ 1fu = fldp =0
n—oo X

L’énoncé s’en déduira puisque

]/andu—/xfdu]sfx|fn—f|du.

En appliquant le lemme de Fatou & la suite des fonctions

hn:29—!fn—f\7

nous obtenons

[ 20au < tmint [ 291, - 7 s
X n—eo Jx

— [ 2gdn—timsup [ 1£, - fldn
X n—00 X

Donc

timsup [ 1f~ fldu =0,
X

n—~oo

et
lim |fro — fldp = 0. O
n—oo X

Un ensemble N est dit négligeable s’il est mesurable et s’il est de mesure nulle.
Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable. On dit qu’'une
propriété P a lieu presque partout sur un ensemble FE s’il existe un ensemble
négligeable N tel que la propriété ait lieu en tout point de F \ N. Par exemple
on dit que deux fonctions f et g sont égales presque partout, et on note

flx)=g(x)  pp.,

s’il existe un ensemble négligeable N tel que f(x) = g(z) en tout point du com-
plémentaire de N. Si f et g sont deux fonctions intégrables égales presque par-
tout, leurs intégrales sont égales. De méme on dit qu’une suite de fonctions {f,}
converge vers f presque partout, et on note

lim f(z) = f(z)  pp.,

n—~oo

15
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s’il existe un ensemble négligeable N tel que
lim f,(z) = f(x)
n—oo

en tout point  du complémentaire de N.

Proposition 1.3.3. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans [0, o0].
(i) Pour tout nombre o > 0,

pel @) 2 o)) < < [ rau
(ii) Si [ fdp =0, alors f est nulle presque partout.

Démonstration. Posons
Eo =A{z| f(z) > a},

alors f > axg,, et donc
/ fdp > ap(Ey).
X

Si [y fdp =0, alors pour tout o > 0, pu(E,) = 0, et I'ensemble

{z| fl@) >0y = |J E:
n=1

est négligeable. O

Si f est une fonction mesurable & valeurs dans [0, oo] telle que

/fdu<oo,
X

alors f est finie presque partout, c’est-a-dire que ’ensemble

N ={z| f(z) = oo}
est négligeable.

Dans la suite nous serons amenés a considérer des fonctions f qui ne sont
définies que presque partout, c’est-a-dire dans le complémentaire d’un ensemble
négligeable. Une fonction f définie dans le complémentaire d’un ensemble négli-
geable N est dite mesurable si la fonction f , définie par

f(x)=f(x)siz &N, f(x)=0size N,
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est mesurable. De méme f est dite intégrable si f est intégrable, et on pose alors

Jx fdp= [ fdp.
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue peut étre reformulé de la
fagon suivante.

Théoreme 1.3.4 (Théoreme de convergence dominée). Soit {f,} une suite de fonc-
tions intégrables vérifiant

- pour presque tout x la suite { fn(z)} a une limite f(x),

- il existe une fonction positive intégrable g telle que, pour tout n et presque
tout x,

[fn(2)] < g().

Alors la fonction f (qui en général n’est définie que presque partout) est intégrable

et
lim fndu = / fdu.

Théoreme 1.3.5 (Intégration terme a terme d’une série). Soit {f,} une suite de
fonctions mesurables.

(i) Alors

[ ) =3 [ 15l

Ou bien les deux membres sont égaux a un nombre réel fint > 0, ou bien ils sont
tous deux infinis.
(ii) Si les deux membres sont finis, chaque fonction f, est intégrable, et la

série -
n=1

converge presque partout. Sa somme est une fonction intégrable et
[o@) o
/ (an) dp = Z/ Jndp.
X =1 n=1"%X

Démonstration. (a) Posons
o0

G(z) =Y | ful)]-

n=1

D’aprés le théoréme sur I'intégration terme a terme d’une série de fonctions posi-

tives (1.2.5),
Gdy = /fnd.
| G 5 [, ol

17
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(b) Si G est intégrable, G(x) est fini presque partout, la série

> | fal)
n=1

converge presque partout, et il en est de méme de la série

> fulx)
n=1

Notons F'(x) la somme de cette série. La fonction F' est définie presque partout.

Posons .
= fulx)
k=1

Pour presque tout z,

et

!<Z\fk )| < G().

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de convergence dominée (1.3.4) :

/ Fdy = lim Fodu
X

n—~oo X

nlggoZ/ Frdp = Z/ Frdp. O
k=1"7% k=1"7%

En général, il se peut qu'une partie d’'un ensemble négligeable ne soit pas
mesurable. Si cependant c’est le cas, on dit que l'espace mesuré (X, 9, ) est
complet. S’il n’est pas complet il est possible de le compléter. On définit la tribu
complétée comme suit : une partie £ C X appartient a 9 8’1l existe A, B € M
tels que

ACECB, u(B\A) =0,

et on pose p/(E) = u(A). Alors M’ est une tribu, et p’ est une mesure sur 'espace
mesurable (X,9). Pour le montrer considérons une suite {E,} d’ensembles de
M’. Pour tout n il existe des ensembles A,, et B,, de 9N tels que

An C En C Bru IU(B’/L \ An) =



EXERCICES

Alors - - -
UAnc UEnC UBn,
n=1 n=1 n=1

et - -

lL(LJ Eﬁz\ LJ-An) =0
n=1 n=1

puisque

U Ba\ U 4Anc U Ba\ 4n).
n=1 n=1 n=1

On montre aussi que (X, 9, 1) est un espace mesuré complet.

Exercices

Exercice I.1. Soit (X, 9, ;1) un espace mesuré.
a) Soit { A} une suite décroissante d’ensembles mesurables. Montrer que, si
p(Ay) < oo, alors

s pta =) )
n=1

Est-ce encore vrai sans faire 'hypothése u(A;) < oo?
b) Soit {f,} une suite décroissante de fonctions mesurables > 0. Montrer
que, si f1 est intégrable,

lim fndu = / ( lim fn) dp.
X X n—oo

n—0oo

Est-ce encore vrai sans faire I'hypothése que f; est intégrable ?

Exercice 1.2. Soit (X, 9, ) un espace mesuré et soit { A, } une suite d’ensembles
mesurables. Pour un entier m > 1 on note B,, l'ensemble des x € X qui
appartiennent & au moins m des ensembles A,,. Montrer que B, est mesurable
et que

p(Br) < 37 plAn).
n=1

Exercice 1.3. Soit (X, 91) un espace mesurable, et soit { f,, } une suite de fonctions
mesurables a valeurs réelles ou complexes. Montrer que ’ensemble des points
x € X ou la suite {f,(z)} est convergente et mesurable.

Indication : on pourra montrer que l’ensemble des points x € X ou la suite
{fn(z)} est de Cauchy et mesurable.

19
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Exercice 1.4. Montrer que, pour a, 3 > 0,

S & 1
| et =Y
0o l—e = (o + fn)
Exercice 1.5. Soient «, 3 > 0.
a) Montrer que
1 a-1 e n
-1
| =y S
o 1+ ot Bn
Indication : on pourra utiliser I'identité
tn+1

! =1+ +t"+
1—t 1—t

En déduire que

n=0

b) Montrer que, si 0 < a < 1,

o0

o gl 1 20
dr = — 2
/0 1tz " a+n:1( ) a? —n?

Exercice 1.6. Le but de cet exercice est d’évaluer 'intégrale de Gauss

/ e dy = N

a) Montrer que

Vérifier que

vn 2 z
/ (1 — :E—)ndac = \/5/2 cos?" 1 9 dp.
0 n 0

b) L’intégrale de Wallis I,,, est définie par

™

I, = /2 cos™ 6 db,
0

20
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et on établit que

I _13---2n-1)7 I 2-4---(2n)
T4 (2n) 20 MY T3 2+ 1)
Montrer que
1 < IQn < IQn—l — 14+ i’
Iopy1 = Ionsa 2
li I2n o
im =1,
n—o0 Jon 11
et que
T
Iy, ~ p- (m — o)

c¢) En déduire que
oo
/ e dy = % V.
0

Exercice 1.7. Soient o > —1, 8 > 0. Montrer que

m

lim 2%(Inz)” (1 - £>m dr = / 2%(Inz) e~ da.
m 0

m—00 0

En déduire que
o0
/ e “Inxdr = —,
0

ou v est la constante d’Euler définie par
m

7= Jim (35 - nm).
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IT
MESURE DE LEBESGUE

Nous allons montrer dans ce chapitre qu’il existe une mesure sur la tribu
borélienne de la droite réelle telle que la mesure d'un intervalle soit égale & sa
longueur. C’est la mesure de Lebesgue de la droite réelle. Pour cela nous établirons
d’abord un théoréme de prolongement qui sera aussi utilisé ultérieurement pour
la construction du produit de deux mesures au chapitre IV.

I1.1. Un théoréme de prolongement

Soit X un ensemble et 2 une algébre de Boole de parties de X. Dans cette
section les ensembles de 2 seront appelés ensembles élémentaires, et une combinai-
son linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles élémentaires sera appellée
fonction élémentaire.

Théoreme II.1.1. Soit p une application
p A — [0, 00,

telle que, si {A,} est une suite d’ensembles de A deuzr & deux disjoints dont la
réunion A est aussi un ensemble élémentaire, alors

w(A) =" u(Ay).
n=1

On suppose que p est o-finie, c’est-a-dire qu’il existe une suite d’ensembles X,
de A tels que, pour tout n, u(X,) < oo, et dont la réunion est égale a X. Alors
se prolonge de fagcon unique en une mesure sur la tribu M engendrée par 2A.
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Ce prolongement, que nous noterons p aussi, posséde les propriétés suivantes.
(1) Soit E un ensemble mesurable. Pour tout € > 0 il existe une suite {A,}
d’ensembles élémentaires telle que

E C GAn,

n=1
et -
S (An) < p(E) +e.
n=1

(2) Soit f une fonction intégrable, relativement a l'espace mesuré (X, M, ).
Il existe une suite {f,} de fonctions élémentaires intégrables telle que

lim |frn— f] du=0.

n—oo X
Démonstration. L’unicité résulte de la remarque suivante : si p et v sont deux
mesures sur I’espace mesurable (X, 9), les ensembles mesurables E pour lesquels
u(E) = v(E) constituent une sous-tribu de 9. Ainsi, si les mesures p et v coin-

cident sur une famille d’ensembles qui engendre N, elles sont égales.
La démonstration de 'existence se fait en plusieurs étapes.

(a) Soit {A,} une suite d’ensembles élémentaires dont la réunion contient un
ensemble élémentaire A, alors

p(A) <> p(Ay).
n=1

Posons

By = A[) A,
n n—1
Co=|JBr\()Br Ci=Bi
k=1 k=1
Les ensembles C), sont élémentaires, deux & deux disjoints, et

Bn:GCn, C,CB, CA,,

(@

A=
n=1 n=1
donc - -
p(A) = u(Cn) < u(An).
n=1 n=1
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On définit la mesure extérieure p*(E) d’une partie £ de X par
p(B) =t { 3 u(4n) ] Aen, Ec |4
k=1 n=1

D’aprés ce qui précede, si E est un ensemble élémentaire, alors p*(E) = pu(E).

(b) Si{E,} est une suite de parties de X, de réunion E, alors
[e.e]
pH(E) <>t (En).
n=1

Si u*(FE,) = oo pour un certain n, c’est évident. Supposons que p*(E,) < oo
pour tout n. Soit € > 0. Pour tout n il existe une suite d’ensembles élémentaires
Ay 1 telle que

00 9
. €

E, C U An,ka E N(An,k) < K (E) + 2_n

k=1 k=1

Puisque

FE C [j GAnvk’

n=1k=1

il en résulte que

pHE) <N u(Ang) €Y pt(En) + e

n=1k=1 n=1

Cette inégalité ayant lieu pour tout & > 0,

w(B) < S i (En).
n=1

(c) La différence symétrique de deux parties A et B de X est I'ensemble
AAB = (A\ B)U (B \ A), ce qui peut se traduire par xaap = |xa — xB|-
Définissons I écart de A et B par

0(A,B) = p*(AAB).
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On établit sans peine les propriétés suivantes.

(A, B) < 40(A,C) +4(C, B),
(A1 U Az, By U Bs) < 8(A1, By) + 6(As, Bo),
(A1 N Az, By N Bs) < 8(A1, By) + 6(As, Bo),
(A1 \ A2, By \ B2) < 6(A1, By) + 8(As, By),
™(A) = ¥ (B)] < 6(A, B).

Une partie E de X est dite intégrable s’il existe une suite d’ensembles élémentaires
A, tels que pu(A,) < oo pour tout n, et

lim 6(4,,E)=0.

n—oo
Si E et F sont des ensembles intégrables, alors EU F, ENF et E '\ F sont inté-
grables. Soit E une partie de X. S'il existe une suite {F,, } d’ensembles intégrables

telle que
lim §(E,,F) =0,

n—oo

alors F est intégrable.

Notons 9 'ensemble des parties de X qui sont réunions de suites d’ensembles
intégrables. Nous allons montrer que 9 est une tribu, et que la restriction de p*
a M est une mesure sur 'espace mesurable (X, 9).

(d) Si A et B sont deux ensembles intégrables, alors

i (A) + u*(B) = i (AU B) + 1" (AN B).

Il existe deux suites {4, } et {B,} d’ensembles élémentaires telles que, pour
tout n, p(Ay,) < oo, u(By) < oo, et

lim §(4,,A) =0, lim §(B,,B)=0.

n—oo n—oo
Des propriétés de I’écart ¢ il résulte que

lim 6(A, UB,,AUB) =0,

lim 6(A,NB,,ANB) =0,

n—oo

et, pour tout n,

1 (An) + p*(Bn) = p*(An U By) + p* (An N By).
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La relation annoncée s’en déduit par passage a la limite.

(e) Si {E,} est une suite d’ensembles intégrables deuxr o deux disjoints de

réunion F,
(e.)

PH(E) = it (En).

n=1

D’apreés (b), N
W (E) < 3 (B,

n=1

D’aprés (d), pour tout NV,

donc

et par suite

(f) Soit E un ensemble de M tel que pu*(E) < oo, alors E est intégrable.
L’ensemble E est une réunion d’une suite d’ensembles intégrables E,, que I'on
peut supposer deux a deux disjoints, donc, d’apreés (e),

PHE) =) i (En),
n=1

et par suite

donc E est intégrable.

On déduit de (e) et (f) que si {E,} est une suite d’ensembles de M’ deux a
deux disjoints de réunion F,

o0

pH(E) = it (En).
n=1
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(g) M est une tribu.

I1 est clair quune réunion dune suite d’ensembles de M’ appartient a .
Montrons que le complémentaire E¢ d’un ensemble de 9 appartient aussi a 9.
L’ensemble FE est réunion d'une suite d’ensembles intégrables Ej. D’autre part
nous savons qu’il existe une suite {X,,} d’ensembles élémentaires intégrables dont
la réunion est égale & X. De la relation

o0
X, NE = J(X,NE)
k=1

on déduit que X,, N E est intégrable. De méme
X, \E=X,\(X,NE)

est intégrable. Par suite
oo

E° = U(Xn\E)

n=1

appartient a 9.
Remarquons que la tribu 9 contient la tribu 9.

(h) Soit f une fonction intégrable relativement a 'espace mesuré (X, 9V, p),

et soit € > 0. De la proposition [.1.1 et du théoréme de convergence dominée
(I.3.4) il résulte qu’il existe une fonction intégrable étagée g telle que

IS
X

et de la définition des ensembles intégrables il résulte qu’il existe une fonction
intégrable élémentaire h telle que

[ o= nauns,
X 2

/ﬁf—mduga 0
X

Par suite

Dans la suite nous aurons besoin de la propriété suivante qui se déduit direc-
tement de la partie (2) de I’énoncé du théoréme de prolongement (II.1.1).
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Proposition I1.1.2. Soit f une fonction intégrable relativement a l’espace mesuré
(X, 9, ). Il existe une suite {uy} de fonctions élémentaires intégrables telles que

fl@)=> u(x)  pp.,
k=1

o0
Z/ |ug| dp < oo.
k=1"%

Démonstration. 1l existe une suite {f,} de fonctions élémentaires intégrables telle
que

im [ [f,—f| du=0.
X

n—0o0

On peut extraire de la suite {f,,} une sous-suite {f,, } telle que

Z/X ‘fnk+1 - fnk‘ dp < o0.
k=1

Posons
ur = fn17 U = fnk - fnk_l (k 2 2)

La suite u; convient. O

I1.2. Mesure de Lebesgue sur R

Soit A 'algébre de Boole engendrée par les intervalles de R : un ensemble de 2
est une réunion finie d’intervalles (que I'on peut supposer deux a deux disjoints).
Soit A I'application définie sur 2 & valeurs dans [0, oo] de la fagon suivante : si

N
E=|]J1I,

n=1

ou les ensembles I, sont des intervalles deux & deux disjoints d’extrémités a,
et by,

N N
AE)=> MIp) =) (by —an).
n=1 n=1
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Théoreme IL.2.1. Soit {E,} une suite d’éléments de A deux a deur disjoints dont
la réunion E appartient ausst a A, alors

- Z /\(En)

n=1

Avant de le démontrer, notons que le théoréme de prolongement (II.1.1) nous
permet d’en déduire

Théoreme I1.2.2. (i) Il existe une mesure unique \ sur la tribu borélienne de R
telle que, si I est un intervalle d’extrémités a et b,

AI)=b—a.

(ii) De plus, si E est un ensemble borélien de mesure finie, pour tout € > 0 il
existe une suite {I,} d’intervalles telle que

[o@)
Ec | I,
n=1
et

i AIn) < ME) + e
n=1

(iii) St f est une fonction intégrable, il existe une suite de fonctions intégrables
en escalier telle que

lim [ |fo— f| dX=0.
n—oo R

Rappelons qu’une fonction en escalier définie sur un intervalle d’extrémités a
et § (—oo < a < f < o0) est une fonction f pour laquelle il existe une subdivision

a=x)g< 1 < < xp =0,
et des nombres Agp,... A,_1 tels que

fz) = A; six €lay, zit].

Démonstration du théoreme I1.2.1. FElle se fait en plusieurs étapes.

(a) Si Ih,...,I, sont des intervalles deux a deux disjoints, tous contenus dans

un intervalle I, alors
n
> M) < AU
k=1
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Notons aj et by les extrémités de Iy, a et b celles de I. Nous pouvons supposer
que
a<a <b<ay<---<b, <D,

et alors

(b) Si K = [a,b] est un intervalle fermé borné contenu dans la réunion des
intervalles ouverts Uy =|ay,bi| (k=1,--- ,n), alors

3

L’extrémité a appartient a I'un des intervalles Uy, soit Uy, . Si by, < b, il existe
ko tel que by, appartienne & Uyg,. Nous construisons ainsi une suite d’indices k;
jusqu’a ce que by, > b. Ainsi

Qajy <a<bk1, ak,, <b<bkm, (O <bki <bk¢+1a

et par suite

=1

(c) Si{I,} est une suite d’intervalles dont la réunion contient l'intervalle I,
alors

AT < f: A(I).
n=1

Nous pouvons supposer que A(I,,) < oo pour tout n. Considérons d’abord le
cas ou A(J) < oo. Soit € > 0. Il existe un intervalle fermé borné K C I tel que

AMI) < MNK) +e,
et des intervalles ouverts U, tels que I, C U,, et

AU < A1) + 27",
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Les intervalles ouverts U,, recouvrent le compact K, on peut donc en extraire un
recouvrement fini, et, d’aprés (b),

AE) < 3 AT
n=1

Par suite

AI) < ST + 2e.

NE

Eod
—

Ceci étant vrai pour tout € > 0, le résultat annoncé s’en déduit.
Si A(I) = oo, pour tout A > 0 il existe un intervalle compact K contenu dans
I tel que A\(K) > A. La démonstration se poursuit comme précédemment.

(d) Si{I,} est une suite d’intervalles deuzx & deux disjoints dont la réunion
est un intervalle I, alors

AT =Y M)
n=1

De (a) il résulte que pour tout N

N
> NI < AU,
n=1

et d’aprés (c)

A < SOAL),
n=1

(e) Si{Ey,} est une suite d’ensembles élémentaires deux a deuz disjoints dont
la réunion est aussi un ensemble élémentaire, alors

> MEn) = AE).

n=1

Nous pouvons supposer que les ensembles F,, sont des intervalles. L’ensemble
E est la réunion d’intervalles I, (k = 1,---, K) que 'on peut supposer deux a
deux disjoints. D’apres (d)

k) = M N Ey),
n=1
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et aussi
K
=> AIkNEy)
k=1

et le résultat annoncé s’en déduit. O

L’espace mesuré (R,®B,\) est invariant par translation, c’est-a-dire que si E
est un ensemble borélien et a est un nombre réel, I'ensemble E + a est aussi
borélien et

AME +a) = A\E).

En effet la tribu borélienne est la plus petite tribu contenant les intervalles, et le
translaté d’un intervalle est un intervalle, par suite le translaté d’un ensemble bo-
rélien est aussi un ensemble borélien. Soit a un nombre réel. Pour tout borélien F,
posons

w(E) = XNE +a).

Ceci définit une mesure p sur (R, ), et pour tout intervalle I

p(I) = A1),
donc = A.
Proposition I1.2.3. Si p est une mesure sur (R,B) qui est invariante par transla-

tion et pour laquelle la mesure d’un intervalle borné est finie, alors il existe une
constante c telle que p = c.

Démonstration. Posons ¢ = ([0, 1[). Soit I = [a, b[ un intervalle dont les extrémités
a et b sont des nombres rationnels. Des propriétés d’additivité et d’invariance de
la mesure p on déduit que

(la,b]) = (b — a).
La proposition résulte alors du fait que les intervalles de ce type engendrent la

tribu borélienne B de R. O

Dans cette section nous appelerons mesurable une partie de R appartenant a
la tribu complétée de la tribu borélienne B relativement & la mesure de Lebesgue
A, c’est-a-dire qu’un ensemble E est mesurable s’il existe deux ensembles boréliens
A et B tels que

ACECB, ANB\ A)=0.

La mesure de E est alors par définition

AE) = A(A).
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Proposition I1.2.4. Soit E un ensemble mesurable.
(i) ME) =inf{\U) | U ouvert, E C U}.
(ii)) AM(F) = sup{\(K) | K compact, K C E}.

Démonstration. (a) Si A(E) = oo c¢’est évident. Supposons A(E) < oo et soit € > 0.
Il existe une suite d’intervalles I,, telle que

EcC G I, iwﬂ) < ME) +e,
n=1 n=1

et, pour tout n, il existe un intervalle ouvert U,, contenant I, tel que
ANUp) < M) +e27™.
Soit U la réunion des intervalles U,,. C’est un ouvert qui contient F et
o0 o0
AU) <Y AMUR) <D M) +2 < AE) + 2.
k=1 n=1

(b) Supposons d’abord que A(E) < oo, et soit € > 0. Il existe un intervalle
compact I tel que

MENI) > ANE) —e.
Posons F' = I\ E. D’apreés (a) il existe un ouvert U contenant F' tel que
AU) < AMF) +e.
Puis posons K = I\ U. C’est un compact contenu dans E et
M) =ME)+AXUNI) < NEK)+ AF) +e,

donc
ME) > M) = MNF)—e=XNENI) —¢,

et par suite
AMK) > MNE) — 2.

Si AM(E) = oo, pour tout A > 0 il existe un intervalle compact I tel que
AMENI) > A, et la démonstration se poursuit comme précédemment . Il



I1.3. INTEGRALES AU SENS DE RIEMANN ET AU SENS DE LEBESGUE

I1.3. Intégrales au sens de Riemann
et au sens de Lebesgue

Rappelons d’abord la définition de l'intégrale au sens de Riemann sur un
intervalle fermé borné [a, b] de R. Soit w une fonction en escalier définie sur [a, b].
Il existe une subdivision

a=x0<x1<...<xp =0,
et des nombres Ag, ..., A,_1 tels que
u(z) = A; si @ €]ag, xi].
L’intégrale de u est définie par
b n—1
/ u(z)dr = ZAi(l”iH — ;).
@ i=1

On vérifie que cette définition est indépendante du choix de la subdivision et que
I'intégrale est une forme linéaire sur l'espace &y(a,b) des fonctions en escalier sur
[a, b].

Si f est une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et bornée, on pose

Uy(f) = sup{/abu(:c)da: ‘ u € &l(a,b), u< f},

Vo(f) = inf{/abv(x)d:n ‘ v e &la,b), v> f}

La fonction f est dite intégrable au sens de Riemann si Uy(f) = Vo(f). L'intégrale
au sens de Riemann de f est alors le nombre

b
/ f(@)de = Uo(f) = Vol).

Pour qu’une fonction bornée f soit intégrable au sens de Riemann il faut et il
suffit que pour tout £ > 0, il existe deux fonctions u,v € & (a,b) telles que

b
ugfgv,/(v—u)dxgs.

Considérons maintenant un espace mesuré complet (X,9, 1) et supposons
que la masse totale de la mesure p soit finie : u(X) < oco. Pour une fonction f
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définie sur X a valeurs réelles et bornée, posons

u(h) = { [ wdn|ueecxom, us s},
V(f) = {Zv du’v e &E(X, M), v> f}
X

(Rappelons que £(X, ) désigne 'espace des fonctions mesurables étagées définies
sur X.) Si f est mesurable alors U(f) = V(f), et

/ fdu=U(f) = V(f).
X

Réciproquement nous allons voir que si U(f) = V(f), alors f est mesurable. En
effet si c’est le cas, pour tout € > 0, il existe u,v € £(X, M) telles que

u< f<w, /(v—u) dp < e.
b's
Ainsi il existe des suites {u,} et {v,} de fonctions mesurables étagées telles que

1
Up, < f < vy, /(vn—un)duﬁg
X

Posons

U, =supug, V, = inf vg.
k<n k<n

Les fonctions U, et V,, sont mesurables étagées, la suite {U,} est croissante, la
suite {V,,} est décroisante et

1
/(Vn_Un) dp < —.
X n

De plus
lim Up dp=U(f), lim [ V, du=V(f).

Posons
g(x) = lim Up(z), h(z) = lim V,(x).

Les fonctions g et h sont mesurables, et g < f < h. Du théoréme de convergence
monotone (1.2.1) il résulte que

/X<h ) dp = V() —U(f) =0,
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donc f = g = h presque partout, et

/ £ du=U(f) = V(f).
X

Ainsi f est intégrable relativement a I'espace mesuré (X, 9, i) si et seulement si
Uuf) = V).

Considérons le cas ot X = [a,b], M est la tribu complétée de la tribu boré-
lienne relativement & la mesure de Lebesgue, et ;1 = A est la mesure de Lebesgue.
Pour toute fonction f définie sur [a, b] a valeurs réelles et bornée,

Uo(f) <U(S) < V(f) < Volf)-

Ainsi, si f est intégrable au sens de Riemann elle est intégrable au sens de
Lebesgue, et les deux définitions d’intégrale coincident. Par contre une fonction f
peut étre intégrable au sens de Lebesgue sans étre intégrable au sens de Riemann,
c’est-a-dire que U(f) = V(f), mais que Up(f) < Vo(f). C'est en effet le cas pour
la fonction f définie sur [0, 1] par

Fa) = {1 sizeQnlo,1],

0 sinon.

Dans ce cas Up(f) =0, Vo(f) =1, U(f) = V(f) = 0.

Exercices

Exercice II.1. Ensemble triadique de Cantor. Soit o un nombre réel tel que 0 <
a < 1. On va définir une suite décroissante de fermés F,, C [0,1]. L’ensemble de
Cantor K, sera défini par

[o@)
K, = ﬂ E,.
n=0

La suite F,, est définie par récurrence de la fagon suivante. On pose Fy = [0, 1].
L’ensemble F} est le complémentaire dans Fy de l'intervalle ouvert de centre %
et de longueur 3 :

1 1
R=0I'U I = {0,5—%}, 2= [§+%,1].

On effectue sur chacun des intervalles I7 et I? la méme opération en remplagant
a par 5. Ainsi, si

F,=I'u...ur2’, 1r=1k ] 1<k<2m),

n»-n
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alors )
n+
Fpa =1l U UL,
avec
2k=1 _ [k ap +by o } 2k [@ﬁ + by LY
ntl w9 2.3nt1]> Tl 2 2.3+l ]
a) Montrer que
a 2« 2"l
ANF)=1———- = _ o2 =
(En) 3 9 3n
b) Montrer que K, est un ensemble compact d’intérieur vide, et que A\(K,) =

1—a.
c¢) Considérons les développements triadiques infinis des nombres de [0, 1].
Tout nombre x € [0, 1] s’écrit

r=0,a1a9...ay...,

ou {a,} est une suite de nombres égaux a 0, 1 ou 2, c’est-a-dire

L’écriture n’est pas unique lorsque z est un nombre triadique, c’est-a-dire si

N oq
n
T = g — (any #0),
3n
n=1
qui s’écrit £ = 0,aqaz ...ayn, car x est aussi égal a
N-1 a a 00 9
N N—1 Z
xr = 3_n+ 3N + 3_n’
n=1 n=N-+1

c’est-a-dire qu’il s’écrit aussi
_ 0 / !/
r=4V,a1aG2...aN—-1aQN ... Qp ..,

oudy=ay—1,eta,=2sin>N+1.
Montrer que 'ensemble de Cantor K7 est égal & 'ensemble des nombres qui
s’écrivent
r=0,a1a9...a,...
ou {a,} est une suite de nombres égaux a 0 ou 2. Montrer que Kj n’est pas
dénombrable. Ainsi K7 est un ensemble compact non dénombrable de mesure
nulle.
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Exercice I1.2 (Théoréme d’Egoroff). Soit B la tribu borélienne de R, et soit £ un
ensemble borélien de mesure finie, A(E) < co. Soit {f,,} une suite de fonctions
mesurables définies sur F & valeurs réelles, convergeant en tout point de E vers
une fonction f.

a) Pour ¢ fixé, et pour tout entier n on pose

Fuo=f{a € B||ful2) - f@)] >}, Gu= ] F

k>n

Montrer que
lim A\(G)) =0.

n—oo

b) Montrer que, pour tous € > 0 et > 0, il existe un borélien A C E, de
mesure A\(A) < J, et un entier N tel que
Vn> N, Ve e E\ A, |fo(z)— f(z)] <e.

¢) Montrer que, pour tout o > 0, il existe un borélien A C FE, de mesure
AA) < a, tel que la suite {f,} converge uniformément sur E \ A.
Indication : appliquer le résultat de b) a des suites {e;} et {0y} convenables.

Exercice I1.3 (Théoréme de Lusin). Soit B la tribu borélienne de R, et soit £ un
ensemble borélien de mesure finie, A(F) < oc.

a) Soit f une fonction mesurable étagée a valeurs réelles définie sur E. Mon-
trer que, pour tout £ > 0, il existe un compact K C E tel que A(E'\ K) < ¢ et
que f soit continue sur K.

Indication : on utilisera le fait suivant ; soit A un borélien de mesure finie. Pour
tout € > 0 il existe un compact K C A tel que A(A\ K) <e.

b) Soit f une fonction mesurable définie sur E a valeurs réelles. Montrer
que, pour tout € > 0, il existe un borélien A tel que A\(A) < £ et que f soit
continue sur E \ A.

Indication : on considérera une suite { f,,} de fonctions mesurables étagées telles
que |fn] < |fnt1| qui converge vers f en tout point de E, et on appliquera le
théoréme d’Egoroff (exercice 11.2).
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ESPACES I*

Les espaces LP jouent un role important en analyse fonctionnelle. Nous verrons
dans ce chapitre que LP est un espace de Banach, c’est-a-dire un espace normé
complet. C’est le théoréme de Riesz-Fischer. En particulier L? est un espace de
Hilbert. C’est un résultat important par ses applications & l'analyse. Il n’y a
pas d’énoncé analogue pour l'intégrale de Riemann, et nous avons ici I'une des
principales justifications de I'introduction de la théorie de I'intégrale de Lebesgue.

II1.1. Inégalités de Holder et de Minkowski, espaces L7

Soit (X, 9, 1) un espace mesuré. Pour 1 < p < oo, on note LP(X, M, 1)
I’ensemble des fonctions mesurables f a valeurs complexes telles que

/ |fIP dp < o0,
X

et, pour une telle fonction, on pose

1= ([ 157 )

Pour p = 1 il est clair que £'(X, 9, ;1) est un espace vectoriel, c’est I'espace des
fonctions intégrables, et f — | f||1 est une semi-norme. Pour p > 1 ce sont les
inégalités de Holder et de Minskowski qui permettent de montrer que £P(X, 91, 1)
est un espace vectoriel et que f — || f], est une semi-norme sur cet espace. Nous
allons d’abord établir le lemme de convexité suivant.



CHAPITRE III. Esraces L”

42

Lemme III.1.1. Soient o et 3 > 0, tels que a + 3 = 1, et soient u,v € [0, 00].
Alors
uv? < au + Bu.

Démonstration. On peut supposer que 0 < u,v < 00, sinon 'inégalité est évidente,
et donc poser u = e®, v = e!. La fonction exponentielle étant convexe,

eas-l—ﬁt < e’ —f—ﬁet,

c’est-a-dire
uv? < au + fBo. O

Deux nombres réels positifs p et ¢ sont appelés exposants conjugués s’ils véri-
fient la relation

S 4o =1
P oq

Cette relation implique que p et ¢ sont supérieurs & 1. Notons que p = 2 est égal
a son conjugué ¢ = 2. Si p tend vers 1 alors ¢ tend vers 'infini. On dira que 1 et
oo sont, conjugués.

Théoreme ITI.1.2 (Inégalités de Holder et de Minkowski). Soient p et ¢ deux expo-
sants conjugués, 1 < p, q < oo, et soient f et g deux fonctions mesurables a
valeurs dans [0, 00]. L’inégalité de Holder s’écrit

/ngduﬁ(/xf”du);(/xquu);,

et 'inégalité de Minkowski
1 1 1
(/ (f+9)7 du)p < (/ /7 du)p + (/ g du)p-
X X X
Démonstration. (a) Inégalité de Holder. Posons

A= ([ )’ B=([ o)’

Si A=0,alors f =0 p.p., donc [ fg dp=0.Si A= oo, inégalité est évidente.
On peut donc supposer que 0 < A, B < co. Posons alors
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D’apres le lemme II1.1.1,

et en intégrant,

1 1
/FGdMS—/deu—i——/quu—l,
X pPJx q.Jx

qui est I'inégalité a démontrer.
b) Inégalité de Minkowski. Si P dy = o0, ou si gP du = oo, ou si
X X
Jx(f +9)? du = 0, I'inégalité est évidente. On peut donc supposer que

[ rdu<oe, [ @au<oo [ (rgrduso
X X X

Puisque, pour p > 1, la fonction ¢ +— tP est convexe,

(129 <t + 90,

et donc
/ (f +9)P dp < 0.
X

Appliquons I'inégalité de Holder au produit f(f + g)P~!,

/Xf(vag)p1 dué(/xfpd@%(/x(fﬂw)pdu)%,

car (p — 1)q = p. De méme avec le produit g(f + ¢)P~ 1,

/Xg(vag)p1 du£</xgpdu>’l’</x(f+g)pdu)%,

et additionnons ces deux inégalités,

Jvarans(([ 1 an) + ([ o a))([ ooy )

L’inégalité a démontrer s’en déduit. O

Corollaire III.1.3. Pour 1 < p < oo l’ensemble LP(X, 0N, 1) est un espace vectoriel
sur C et Uapplication f — ||f||, est une semi-norme sur cet espace vectoriel.
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Démonstration. C’est une conséquence de 'inégalité de Minkowski. O

Soient p et ¢ deux exposants conjugués, 1 < p, ¢ < oo, soient f une fonction
de LP et g une fonction de L£4. De 'inégalité de Holder on déduit que le produit
fg est intégrable et que

[ goau] < ([ 15 an)? ([ 1aran)"

Cette inégalité est aussi appelé inégalité de Holder. Lorsque p = ¢ = 2, c’est
I'inégalité de Schwarz.

Une fonction mesurable & valeurs complexes est dite essentiellement bornée
s’il existe un nombre M tel que

p{z | [f(2)] > M}) = 0.

La borne inférieure des nombres M pour lesquels ceci a lieu est appelée la borne
supérieure essentielle de f, et est notée ||f||oc. On note £°(X,9M, 1) 'ensemble
des fonctions mesurables & valeurs complexes essentiellement bornées. L’ensemble
L°(X,9M, 1) est un espace vectoriel sur C et l'application f +— ||f||cc est une
semi-norme sur cet espace vectoriel.

Si feLletge £ alors fg est intégrable, et

’/ng du\ < HgHoo/nyy dp.

En effet, pour presque tout z,

[f(@)g(2)] < [lglloclf (2)]-

I11.2. Espaces LP, théoréme de Riesz-Fischer

44

Soient (X,9M, 1) un espace mesuré et 1 < p < oo. L’application f +— || f[|P est
une semi-norme sur £P(X, 9, ) mais en général ce n’est pas une norme. En effet
|l fll, = 0 si et seulement si f est nulle presque partout. La relation

f=g9 pop

est une relation d’équivalence sur LP(X, 9, u) et lespace quotient, noté
LP(X,9M, 1), est un espace vectoriel normé. Nous allons voir que cet espace est
complet, c’est-a-dire que LP(X,9M, 1) est un espace de Banach. Pour cela nous
allons montrer que toute série normalement convergente est convergente. En effet,
pour qu’'un espace vectoriel normé soit complet il faut et il suffit que toute série
normalement convergente soit convergente. Nous verrons au début de la démons-
tration du théoréme I11.2.2 comment s’établit ce résultat.
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Théoreme II1.2.1. Supposons 1 < p < oo, et soit {f,} une suite de fonctions de
LP(X, M, 1) telle que

o0

D llfally < oo,

n=1

Alors la série -
> @)
n=1

converge presque partout. Sa somme F', qui est définie presque partout, appartient
a LP(X, 0, 1) et

N
Jim 1 = Flp =0
n—

Démonstration. Posons

00 N o)
M =Y lfall, Gn(x Z @), G@) = |fal@)].
n=1 n=1 n=1
D’apres I'inégalité de Minkowski,
N
IGNlp < I fallp < M,
n=1

et d’apres le théoréme de convergence monotone (1.2.1),

/Gpdu— lim/G’;\,dugMp.
X N—oo Jx

Ainsi la fonction GP est intégrable, donc finie presque partout, et par suite la série

converge presque partout. Posons

N
n=1

Puisque

[Fn(2)] < Gz),  [F(2)] < G(2),
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la fonction F' appartient a LP(X,9, 1), et d’aprés le théoréme de convergence
dominée (1.3.4)
lim/|FN—F|pd,u:0. O
N—oo [Jx
Théoreme II1.2.2 (Théoreme de Riesz-Fischer). Supposons 1 < p < oo. L’espace
LP(X, 9N, 1) est complet. Plus précisément, soit {fn,} une suite de Cauchy de
fonctions de LP(X, 9, p). Alors
(i) il existe une fonction f de LP(X, I, ) telle que

lim || fn — fllp = 0,
n—oo
(ii) il existe une sous-suite {fy, } telle que

Am fr, (2) = f(z) pp.

Démonstration. D’aprés le théoréme I11.2.1, toute série normalement convergente
de LP(X, 9, u) est convergente. Il en résulte que LP(X, 9N, 1) est complet. Pour
obtenir la conclusion (ii) de 1’énoncé nous allons reprendre la démonstration de
ce résultat. On montre d’abord par récurrence qu’il existe une suite croissante
d’entiers ny telle que

1

Posons
ug = fnp U = fnk+1 - f’nk‘
Puisque
1
lenlly < 5.

la série > uy est normalement convergente,

oo
> Nl < oo
k=0
D’aprés le théoreme I11.2.1 il existe une fonction f de £P(X, 9, ) telle que
K
lim | kzouk —flp=0, Jim > up(x) = fx) pp.

ce qui se traduit par

A fu, = fllp =0, lim fo(2) = f(z) p.p-
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Soit € > 0. Il existe N tel que
Vn,mZN, an—mepSE,
et soit k tel que ng > N, alors

Vn 2 N, |lfa = flp < 1fo = fallp + 11fne = Fllp < 2,

donc
Tim [[f— fll, = 0. 0

Proposition IT1.2.3. L’espace L>(X,9M, 1) est complet.

Démonstration. Soit  {f,} ~une suite de Cauchy de lespace
L°(X, 9, 11). Les ensembles E,, ,,, définis par

Enm = {z [ [fa(®) = fm(2)| > ([ fo = fnlloo}

sont négligeables, et leur réunion F l'est aussi. Sur le complémentaire de F la
suite {f,} est une suite de Cauchy pour la norme uniforme, donc la suite {f,}
converge sur le complémentaire de F vers une fonction f. Pour x € F on pose
f(z) = 0. La fonction ainsi définie f appartient a £>(X, 9, u), et

T [|f — fll O

Rappelons qu'une fonction intégrale étagée est une combinaison linéaire de
fonctions caractéristiques d’ensembles intégrables. Supposons 1 < p < oo. Si
f € LP(X, MM, ), il existe une suite { f,,} de fonctions intégrables élémentaires qui
converge vers f au sens de L, c’est-a-dire que

lim | fn = fll, = 0.
n—00

En effet, si f est positive, il existe d’aprés 1.1.1 une suite {f,} de fonctions me-
surables étagées telle que

0<fu<f, lim fu(z)= f(2).
n—oo
Puisque (f — f,)P < fP, il résulte du théoréme de convergence dominée (1.3.4),

que
lim [ (f— fn)? du=0.

n—o0o X

Le résultat annoncé s’en déduit.
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Sous les hypothéses du théoréme I1.1.1, si 1 < p < oo, pour toute fonction
f € LP(X, M, pn), il existe une suite de fonctions élémentaires intégrables qui
converge vers f au sens de LP. Pour p = 1 c’est la derniére partie de ’énoncé du
théoréme II.1.1. La démonstration s’étend au cas 1 < p < oo.

Pour terminer cette section nous allons énoncer un théoréme d’approximation
trés utile en analyse. Lorsque X =]a, (] est un intervalle ouvert de R (—oo < av <
B < ), que M = B est la tribu borélienne de X et que p = A est la mesure de
Lebesgue, nous noterons £P(X) et LP(X) au lieu de L£P(X,B,\) et LP(X,B, \).
On note C.(X) l'espace des fonctions continues sur X a support compact contenu
dans X. Rappelons que le support d’'une fonction f est 'adhérence de I’ensemble
des points ot cette fonction est non nulle,

supp(f) = {z € R f(z) # 0}.

Théoreme II1.2.4. Supposons 1 < p < co. Soit f une fonction de LP(X). Il existe
une suite { f,} de fonctions de C.(X) qui converge vers f au sens de LP.

Démonstration. Considérons l'ensemble F des fonctions f de LP(X) possédant
cette propriété, c’est-a-dire pour lesquelles il existe une suite { f,,} de fonctions de
Cc(X) qui converge vers f au sens de L£P. Notons que F est un espace vectoriel, et
que, si {f,} est une suite de fonctions de F qui converge vers une fonction f au
sens de LP| alors f appartient & F. Nous devons montrer que F = LP(X). Soit f
la fonction caractéristique d’un intervalle borné d’extrémités a et b, et soit f, la

fonction trapéze définie comme suit : elle est nulle si z < a — % ousixz >b+ %, et

n(r—a)+1 sia—%ﬁxﬁa,
falz) =<1 sia <z <b,
nb—z)+1 sib<z<b+i

La fonction f, appartient a C.(X), et
lim | frn — fIPAX = 0.
n—oo X

Ceci montre que f appartient & F. Par suite toute fonction intégrable élémentaire
appartient a F, et de ce qui précede il résulte que F = LP(X). O
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II1.3. L’espace de Hilbert L?

Si f et g sont deux fonctions de carré intégrable, alors leur produit est inté-
grable. C’est une conséquence de l'inégalité de Schwarz. L’intégrale

(flg) = /X F(@)9(@) du(z)

ne dépend que des classes d’équivalence de f et g (rappelons que fi et fo sont
équivalentes si fi et fy sont égales presque partout). On définit ainsi un produit
scalaire sur L?(X, 9, 1) qui en fait un espace préhilbertien. Si la mesure p est
concentrée sur un ensemble fini, lespace L?(X, 9, i) est de dimension finie (on
dit qu'une mesure p est concentrée sur un ensemble FE si la mesure p(E€) du
complémentaire de F est nulle). Nous supposerons dans la suite que ce n’est pas
le cas. On dit qu'une suite {f,} de fonctions de £L2(X, M, i) converge en moyenne
quadratique vers une fonction f si

lim . |fol@) = f(@)]? dp(x) = 0.

n—0o0

L’espace L*(X, M, i) est complet d’aprés le théoréme de Riesz-Fischer (I11.2.2),
ce qui s’énonce :

Théoréme I1L3.1. L?(X,9M, ;1) est un espace de Hilbert.

Ce théoréme a des conséquences importantes. Rappelons les principales pro-
priétés des systémes orthogonaux et des bases hilbertiennes (c¢f. par exemple
Albert, chapitre V, ou Avanissian, chapitre 13).

Un systéeme orthogonal {¢n}n>0 de Uespace de Hilbert H = L?(X, 90, 1) est
une suite d’éléments telle que, pour tout n, @, # 0, et, si m # n,

(omlen) = 0.

C’est un systéme orthonormé si de plus, pour tout n,

lenll = 1.

Soit {p,, } un systéme orthonormé. Notons F le plus petit sous-espace fermé conte-
nant {¢,}, et P le projecteur orthogonal sur F. Pour toute suite {a, },,>0 de £2(N),

la série
o0
§ AnPn
n=0

est convergente en moyenne quadratique, et sa somme est un élément de F.
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Rappelons que ¢?(N) désigne I'espace des suites a = {a, }>o de nombres com-
plexes qui sont de carré sommable, c’est-a-dire que

(o]
Z |an|? < oo.
n=0
Muni du produit scalaire
[e.e]
(alb) = " anbn,
n=0

c’est un espace de Hilbert. (Remarquons que ¢2(N) = L2(Y,M,v), o Y = N,
M = P(N) et v est la mesure de comptage.)
Pour tout f € H, posons

an = (f’%on)
Alors

0o
> lanl* = IPFIP < II£I1P,
n=0

c’est I'inégalité de Bessel, et
o0
> ann = Pf
n=0

en moyenne quadratique. Le systéme {p,} est dit total s’il engendre un sous-
espace dense de ‘H. Une base hilbertienne est un systéme orthonormé total. Pour
qu'un systéme orthogonal soit une base hilbertienne il faut et il suffit que, pour
tout f € H,

S 1 len)? = I1£11-
n=0

(11 suffit en fait que ce soit vrai pour un ensemble total de fonctions f.) Dans ce
cas I'application de £2(N) dans H définie par

S
a = {an}nzo = f = Z anPn

n=0

est un isomorphisme isométrique.



EXERCICES

Exercices

Dans tous les exercices qui suivent, on considére un espace mesuré (X, 9, u).

Exercice III.1. Soient p,q,r > 1 tels que % + L1 = 1 ¢t soient f et g deux

q T
fonctions mesurables > 0. Montrer que

1fgll- < 1 £1pllgllq-

Exercice II1.2. Soient p,q,r > 1 tels que }D + % + % =1, et soient f, g et h des
fonctions mesurables > 0. Montrer que

/Xf(w)g(w)h(fc) dp(z) < [ fllpllgllglPll--

Exercice II1.3. Soient p,q > 1, et soient f et g des fonctions mesurables positives
telles que

/ f(@)g(x) du(z) = [ flpllglly-
X

Montrer qu’il existe des constantes a et b telles que

af(z)? =bg(z)? p.p.

Indication : on montrera d’abord que, si a,3 > 0et a+ 3 =1, et si u,v > 0
sont tels que

u®v? = au + B,
alors u = wv.

Exercice II1.4. Soient p,q > 1 tels que I%—k% = 1. A une fonction g de £LI(X, 9, )
on associe la forme linéaire L sur £P(X,9M, u) définie par

Mﬁ:Lfmmmwu»

Montrer que L définit une forme linéaire sur LP(X, 9, 1), et montrer que sa
norme,
ILl|=  sup  |L(f)
{feLr|ifllp<1}
est égale a ||g||-

Exercice II1.5. Soit f une fonction mesurable & valeurs complexes. On pose

ﬂmzéuwwwm,
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et
I'={p>1]p(p) < oo}

a) Montrer que I est un intervalle, c’est-a-dire que, si p1,ps € I, alors

[p1,p2] C I.

b) On suppose que f n’est pas nulle presque partout. Montrer que la fonction
In ¢ est convexe sur [.

c) Soient p,q,r > 1 tels que ¢ < p < r. Montrer que

EQ(X, ma :u) N ET(X7 m? :u) - Ep(X7M7M)7
et que, si f € LP(X, M, pn),

1Fllp < max(l[ fllg, [1£1-)-

Exercice I11.6. Soit ¢ > 1, et soit f une fonction de L£I(X, 9, ). Le but de
I’exercice est de montrer que

li = 0o
S [l = [1£1]

a) Montrer que, pour p > 1 et a > 0,

D=
QIr

p({z e X [ |f(@)] = a})

< [ fllp-

En déduire que, pour a < || f|c,

liminf || ||, > o
p—00
b) On suppose que || f|loc < 0. Montrer que, si p > ¢,

1—-9 a
1fllp < 1Nl P11 Nlg -

En déduire que
limsup || flp < || flloo-
p—00

Exercice I11.7 (Inégalité de Hardy). On suppose que X =|0,00[, que M est la
tribu borélienne, et que p est la mesure de Lebesgue. On suppose que 1 < p < oo.
Soit f une fonction de £P(]0, co[). On pose
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Montrer que

p
1l < EH]‘Hp-
Indication :
compact, et on montrera par une intégration par parties que

/OOO F(z)Pdz = —p /OO FP=Y(2)F'(z)z dx.

0

Exercice I11.8 (Critere de Vitali). Soit {¢,, },>0 un systéme orthonormé de fonc-

tions de £2(]0,1]). On pose

a) Montrer que
o0
Z ‘CI)n(x)IQ <z
n=0

siil y a égalité pour tout x.

b) Montrer que {p,} est une base hilbertienne de L?([0,1]) si et seulement

Exercice I11.9 (Fonctions de Rademacher et de Walsh). Considérons le développe-
ment dyadique infini d’'un nombre z € [0, 1],

o0

Gnp,
r=0,a1a2...0y...= E on’
n=1
ou les nombres a, = a,(x) sont égaux & 0 ou 1. L’écriture n’est pas unique
lorsque x est un nombre dyadique,

N a
Z 2_2 (aN 1)7

n=1

o0
an 1
r=) ot D o
n=1 n=N-+1
c’est-a-dire
z=0,aq an 1a’N a

on supposera d’abord que f est une fonction continue & support
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avec aly = 0 et a), = 1sin > N + 1. Pour un tel nombre dyadique = nous
conviendrons d’utiliser la premiére écriture. Autrement dit on suppose que le
développement dyadique de x contient une infinité de zéros.

La fonction de Rademacher ¢,, est définie sur [0, 1] : @o(x) =1, et, sin > 1,

)1 siag(x) =0,
enl@) = {—1 si ap(z) = 1.

a) Montrer que {¢y }n>0 est un systéme orthonormé.
b) Montrer que {®y, }n>0 n'est pas une base hilbertienne de L?([0, 1]).
Indication : on pourra montrer que, pour tout n > 0,

1
/0 1(x)p2(z)pn(z)dx = 0.

c) La fonction de Walsh 1 est définie sur [0, 1] par : ¢p(x) = 1, et, si la
décomposition dyadique de 'entier k s’écrit

k=2" 42" 4. 42" (ng >ng>-my >0),
alors
V() = Ony+1(@) Prot1(2) - - @nyy1 ().

Montrer que les fonctions v constituent un systéme orthonormé.
Indication : on montrera que, si ny > no > ---np > 1, alors

1
[ m@ena(a)..on, ) s =0,

d) Soit f une fonction de £2(]0,1]), on pose

1
F(z) = /0 £(t) dt.

Montrer que la fonction F' est continue et que, si F' = 0, alors f est nulle presque
partout.
On suppose que, pour tout k > 0,

1
/0 f(@)n(z) dz = 0.

Montrer que

k
F(2—n>:0 (n>0, k=0,1,...,27).

En déduire que {1y }x>0 est une base hilbertienne de L?([0, 1]).
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INTEGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT

Nous verrons au chapitre suivant comment 1’évaluation d’une intégrale mul-
tiple peut se ramener & des évaluations successives d’intégrales simples. Ce sera
une conséquence des résultats généraux établis dans ce chapitre sur le produit de
deux espaces mesurés et 'intégration sur un espace produit : ce sont les théorémes
de Fubini et de Fubini-Tonelli.

IV.1. Produit de deux espaces mesurés

Soient (X, M, u) et (Y,M,v) deux espaces mesurés. On appelle rectangle me-
surable une partie du produit X x Y de la forme R=A x B,ou A € M, B € N.
Nous allons montrer qu’il existe une mesure unique A sur la tribu 9@ engendrée
par les rectangles mesurables telle que si R = A X B est un tel rectangle,

Une réunion finie de rectangles mesurables sera appelée dans cette section en-
semble élémentaire. Les ensembles élémentaires constituent une algébre de Boole,
que nous noterons 2. En effet, si Ay, Ay € M, By, By € N,

(A1 X Bl) N (A2 X Bg) = (Al N Ag) X (Bl N Bg),
et,si A€M, BeMN,

(A x B)® = (A% x Y U A x B°.
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Proposition IV.1.1.
(i) Soit Q € MR N, alors, pour x € X, I’ensemble

Q:={yeY|(z,y) €Q}

appartient a N.
(i) Soit f une fonction définie sur X XY a valeurs dans [—o00, 00], mesurable
pour la tribu M @ N. Pour tout x € X la fonction f,, définie par

fz(y) = f(z,9),

est mesurable pour la tribu .

Démonstration. (a) Soit S I'ensemble des parties @ de I ® N telles que, pour
tout x € X, 'ensemble @), appartienne a 91. L’ensemble S contient les rectangles
mesurables. Ainsi, pour montrer (i), il suffit de montrer que S est une tribu.
Cela provient du fait que l'application ) — @, commute avec les opérations
élémentaires sur les ensembles :

(Qc)x = (Qm)ca (P N Q)ac =P N Qma

(Ua) - U@

(b) La propriété (ii) résulte de la relation

{y ’ f$(y) > 05} = {(x,y) ’ f(l'?y) > a}az- 0

Rappelons que 'espace mesuré (X, 9, u) est dit o-fini s'il existe une suite
d’ensembles mesurables X, tels que

o0
(X)) <00, X =] X,
n=1

Théoreme IV.1.2. Soient (X, M, ) et (Y, N, v) deuxr espaces mesurés o-finis. Il
existe une mesure unique A sur [’espace mesurable (X x Y, M@ MN) telle que, pour
tout rectangle mesurable R = A X B,

La mesure A est notée p ® v.
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Démonstration. Soit @) un ensemble élémentaire. Il peut étre décomposé en une
réunion finie de rectangles mesurables deux a deux disjoints,

Q:U(Ai X B;) (A; €M, B; €N).
i1

Si une telle mesure \ existe, nécessairement
MQ) = ZM(Ai)V(Bi)-
i=1

On vérifie que ce nombre ne dépend pas de la décomposition choisie, et ainsi cette
formule définit une application A : 2 — [0, cc]. Notons que, si @) est un ensemble
élémentaire,

AQ) = /X v(Qu)du().

D’aprés le théoréme de prolongement (II.1.1), il suffit d’établir le fait suivant :
si {@Qn} est une suite croissante d’ensembles élémentaires dont la réunion @ est
aussi un ensemble élémentaire, alors

lim A(Qn) = MQ).

n—~oo

Pour = € X fixé, les ensembles (@), constituent une suite croissante de réunion

@, donc
lim v((Qn)z) = v(Qa),

n—oo

et, d’aprés le théoréme de convergence monotone,

fim [ v(Qu):)dua) = [ #(@)dnta).

n—0oo X

c’est-a-dire
lim A(Qn) = A(Q). O

IV.2. Intégration sur un espace produit

Considérons deux espaces mesurés (X,9, ) et (Y,91,v). Nous supposons
qu’ils sont tous deux o-finis et notons A la mesure produit, A = p® v. Si A
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et B (A € M,B € MN) sont de mesure finie nous dirons que R = A X B est un
rectangle intégrable. Une combinaison linéaire

n
=1

de fonctions caractéristiques de rectangles intégrables sera appelée fonction inté-
grable élémentaire. Pour x fixé dans X,

n
fo=_aixa,(z)xs
i=1

est une fonction mesurable étagée sur Y et la fonction F' définie sur X par

/ fo(y)dv(y Z v (z)

est mesurable étagée sur X. De plus

| F@yiutz) = a4 = | tan

Ainsi, pour toute fonction intégrable élémentaire,

/Xxyfd)\:/ /fxdy dp(z / /fydu du

Nous allons voir que cette propriété a lieu pour toute fonction intégrable sur
X xY.

Lemme IV.2.1. Soit E un ensemble négligeable de X x Y, c’est-a-dire que E est
mesurable et que \(E) = 0. Alors, pour presque tout x de X,

v(E;) = 0.
Démonstration. Nous devons montrer que I’ensemble
S={reX|v(E;) >0}

est négligeable. Puisque S est la réunion des ensembles

Su={rex|vE)=1}  mew)
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il suffit de montrer que ’ensemble S, est négligeable. Fixons n, et soit ¢ > 0.
Puisque A(E) = 0, il existe une suite { Ry} de rectangles mesurables telle que

Ec L_JRk, Z_:l)\(Rk) g%

(théoréme II1.1.1). Pour = € S,,,

donc, par intégration sur z,

1 > €
L) <3 [ (B due) = YA < =
n X n
k=1 k=1
Ainsi, pour tout € > 0, u(Sy,) < €, et S, est négligeable. O

Théoreme I'V.2.2 (Théoréeme de Fubini). Soit f une fonction intégrable sur X x Y.
Pour presque tout x de X la fonction f, est intégrable sur'Y . La fonction F' définie

~ [ fudo
/Xxyfd)\:/Xqu.

Démonstration. D’aprés la proposition 11.1.2 il existe une suite {u} de fonctions
intégrables élémentaires sur X x Y telle que

sur X par

est intégrable sur X et

v)=> ur(z,y)  A—pp.

Z/ |ug|d\ < oo.
=17 XxY

D’aprés le théoréeme 1.2.5 sur U'intégration terme a terme d’une série de fonctions
positives,

/Z/|uk:1:y|du du(z Z//|Uk$y|du ))d,u()
:;/Xxy\uk!d)\<oo.
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Donc, pour presque tout x,

kz:l/y |ug (z, y)|dv(y) < oo.

De plus, d’aprés le lemme V.2.1, pour presque tout z,
o0
fle,y) = u(z,y)  v—pp.
k=1

Nous pouvons appliquer le théoréme [.3.5 sur l'intégration terme a terme d’une
série : pour presque tout x la fonction f, est intégrable et, pour un tel x,

/Y f(w,y)dV(y)zkzl /Y un(,y)dv (y).

Posons

F(z) = /Y F (9w (y),
Uk(x)z/yw(:ﬂ,y)dV(y)-

La fonction F' est définie presque partout, et, pour presque tout =z,

F(z) =Y Ukl).
k=1

De plus
Ui(a)] < /Y g, )| d(y),
/ Uildp < / fugldA,
X XxY
donc
Z |Uk|dp < 0.
k=1

Nous appliquons encore une fois le théoréme 1.3.5 sur I'intégration terme a terme

d’une série,
Fdu = / Urdp = / updA.
Jorm=X fuan=3
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Puisque
oo

};/ W&:/ fdX,
XxXY XxXY

k=1
nous avons bien montré que

/X><Y far= /X (/Y f(z, y)dy(y))dﬂ(f)- 0

Théoreme IV.2.3 (Théoreme de Fubini-Tonelli). Soit f une fonction mesurable sur
X XY awaleurs dans [0,00]. La fonction F définie par

- [ f@party)
/X Fla)du(z) = /X _fix

Démonstration. 1l existe une suite {f,} de fonctions intégrables sur X x Y telles
que

est mesurable, et

0< fo<fot1 <,
et, pour tout (x,y) € X x Y,

7115'1;0 fn(I’y) = f(x,y)

/fn:rydz/

D’aprés le théoréme de Fubini (V.2.2),

/ Fody = / Fad),
X XxY

et, d’apres le théoréme de convergence monotone (I1.2.1), pour tout z,

Posons

En appliquant une nouvelle fois le théoréme de convergence monotone on en déduit
que

/ Fodp = lim F ndp = lim fnd)\:/ fdA. (]
X XxY XxY

n—~oo n—oo

Dans la pratique on combine les théorémes de Fubini (IV.2.2) et de Fubini-
Tonelli (IV.2.3) de la facon suivante :
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Corollaire IV.2.4. Soit f une fonction mesurable sur X XY a valeurs complezes.

() (] 1@ mlavi)du) = [ ([ 176 oidu@) i),

Ou bien les deux membres sont égaux a un nombre réel fini > 0, ou bien ils sont
tous les deux infinis.
(ii) S’ils sont finis, pour presque tout x de X, la fonction f, est intégrable sur
Y. La fonction F définie sur X par
= / Jzdv
Y

/ fd)\—/ Fdu.
XxY X

Il faut remarquer que le théoréme 1.3.5 en est un cas particulier. C’est le cas
ol Y = N et v est la mesure de comptage,

est intégrable sur X et

v({k}) =1 (ke N).

Dans le cas ot X =Y = N et 4 = v est la mesure de comptage, on obtient
I’énoncé suivant sur les séries doubles :

Soit {upg} une série double a termes complezes.

0 i(i ) = i(i )

Ou bien les deux membres sont égaux a un nombre réel fini, ou bien ils sont tous
les deuz infinis.
(i) S’ils sont finis,

pi:; (g “pq> = g(g “pq) :

Les séries qui interviennent dans chacun des deux membres sont toutes absolument
convergentes.



IV.2. EXERCICES

Exercice I'V.1. Soit (X, 9t) un espace mesurable et soit f une fonction mesurable

sur X a valeurs réelles. Montrer que I’ensemble

E={(z,y) e X xR | f(z) <y}

est mesurable relativement a 'espace mesurable produit (X x R, M ® B), ou B

est la tribu borélienne de R.

Exercice IV.2. a) En calculant I'intégrale de la fonction f

flz,y) =e"Y,

sur un domaine convenable de R?, montrer que, pour a, 3 > 0,

/Ooo(eaw - eﬁx)d?a: = 1n(g>.

b) De méme en considérant la fonction f,

f(x,y) = sinwy,

montrer que

A

d

lim (cos ax — cos ﬁx)—x = ln(é)
A—o0 0 €T «

Exercice I1V.3. Soit f la fonction

flz,y) =e ¥sinx.

a) Montrer que, pour A > 0, la fonction f est intégrable sur [0, A] X

b) Montrer que

Aging T

li de = —.

Exercice IV.4. Soit D = {(x,y) | x > 0, y > 0}. Calculer I'intégrale

/ dx dy
p (L +y)(1+2%y)

1 2
Inz ™

dr = —.
/0x2—1x 8

En déduire que

Exercices

[0, ool
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Exercice IV.5. Montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que, si les fonctions
f et g sont de carré intégrable sur |0, oo,

fla
| [ 190 4y ) < ol
D xr -+

ot D= {(x,y) €R? |2 >0, y>0}.
Indication : on pourra montrer que

Dfil;)d dy /Oooliﬂ(/ooof(ty)@dy)dt

puis appliquer I'inégalité de Schwarz.
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INTEGRATION SUR R”

La théorie de la mesure trouve son origine dans le calcul des aires et des vo-
lumes. Nous y arrivons maintenant aprés avoir développé la théorie de la mesure
de Lebesgue. Nous considérons dans ce chapitre des questions qui font intervenir,
outre le calcul intégral, 'algébre linéaire et le calcul différentiel. Nous introdui-
rons dans ce chapitre la fonction gamma d’Euler car elle permet d’évaluer de
nombreuses intégrales.

V.1. Mesure de Lebesgue sur R”

Il existe une unique mesure borélienne A\, sur R™ telle que la mesure du pavé
Q =1 x--- x I, produit des n intervalles I, ... I, soit égale &

)‘n(Q) = )‘(Il) T )‘(In)v

ol A désigne la mesure de Lebesgue sur R. L’existence d’une telle mesure est une
conséquence du théoréme 1V.1.2, et I'unicité vient du fait que la tribu borélienne
B,, de R™ est engendrée par les pavés. La mesure A\, s’appelle mesure de Lebesgue
de R". Elle est invariante par translation, c’est-a-dire que, pour tout ensemble
borélien E, et tout vecteur a de R",

A(E + a) = A(E).

Proposition V.1.1. Soit u une mesure borélienne sur R™ qui est invariante par
translation et pour laquelle tout ensemble compact est de mesure finie. Il existe
une constante ¢ telle que

= CAp.
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Démonstration. C’est une simple généralisation de la proposition 11.2.3. Soit Qy =
[0,1[x -+ x [0,1], cube unité produit de n intervalles de longueur 1, et posons
¢ = u(Qo). Si Q = [a1,b1[X -+ X [an,by[ est un pavé pour lequel les nombres a;
et b; sont rationnels, des propriétés d’additivité et d’invariance par translation de
la mesure p on déduit que

w(Q) = c(by —a1) -+ (bp — an).

La proposition résulte alors du fait que les pavés de ce type engendrent la tribu %B,,.
O

Proposition V.1.2. Soit T une transformation affine de R™,
T:x+— Ax +0,

ol A est un transformaion linéaire inversible et b est un vecteur de R™. Pour tout
borélien E& de R™,
)\n((T(E)) = | det A| A\, (E).

Démonstration. La mesure p définie sur la tribu B,, par

est invariante par translations, et, si E est compact, u(F) est fini. D’aprés la
proposition précédente (VI.1.1), la mesure p est proportionnelle a la mesure de
Lebesgue, f1 = cA,, avec ¢ = A, (T(Q0)) = An(A(Qo)). Nous allons montrer que
¢ = | det A|. Notons que ¢ = ¢(A) vérifie

C(AlAQ) = C(Al)C(AQ), C(I) =1

(A1 et Ay sont deux transformations linéaires inversibles de R™, et I est la trans-
formation identique). Si D est une matrice diagonale,

dy
D= .
dy,

alors D (@) est un pavé dont les longueurs des cotés sont les nombres |dy|, ..., |dy],
donc
¢(D) =|dy---d,| = |det D]|.



V.2. MESURE SUPERFICIELLE SUR LA SPHERE

Supposons que U soit une transformation orthogonale et soit B, la boule unité
ouverte de R"

Bn ={z eR" | [lz| <1},
pour la norme euclidienne,
lzll = /@t + - + 2.

Puisque U(B,,) = By, de la relation

on déduit que ¢(U) = 1. Le résultat s’en déduit car toute transformation linéaire
A de R™ peut étre décomposée en

A =U1DUs,
ol D est une matrice diagonale, U; et Uy sont orthogonales. (]
Corollaire V.1.3. Soit T une transformation affine de R",

Tx = Az +b.

Si f est une fonction positive mesurable sur R™, ou si f est une fonction a valeurs
complexes intégrable sur R™, alors

- f(y)dAn(y) = | det A| - f(Tz)dAp(z).
V.2. Mesure superficielle sur la sphére

Soit S la spheére unité de R™,

S={zeR"|zf+ - +22 =1}

n

L’application
10,00[xS — R"\ {0}, (r,u)+— ru,

est un homéomorphisme. Il lui correspond un isomorphisme des tribus boréliennes

de ]0,00[xS et de R™\ {0}.
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Proposition V.2.1. Pour un borélien E de S posons

1
U(E):El_i)r&g/\n({:r:ru\ueE, l<r<l+e}).

Cette limite existe et o est une mesure borélienne sur S.

Démonstration. Si E est un borélien de S, notons
E'={z=ruluek, 0<r<1},
et posons
H(E) = Ma(E).

Alors p est une mesure borélienne sur S et
Mm({z=ru|ueE, a<r<b})=(b"—a")u(E).

Par suite )
o(E) = lim —((1+¢)" — 1)u(E) = nu(E). O

e—04 €

La mesure o est invariante par les transformations orthogonales : si U est une
transformation orthogonale et si £ est un borélien de S,

La mesure de Lebesgue A, sur R" \ {0} ~ ]0,00[x.S est égale au produit des
mesures 7"~ Ldr sur ]0, 00[ et o sur S. Eneffet, si F = {zx =ru|a <r < b, u € E},
ol E est un borélien de S,

b

A (F) = %(bn —aMo(B) = ( / Yo (),
a

et les ensembles de ce type engendrent la tribu borélienne de R™ \ {0}.

Posons w, = o(S). En particulier wy = 27, wg = 4r. Nous évaluerons wy,
pour tout n un peu plus loin, et retrouverons les valeurs annoncées pour wsy et ws.
D’apres le théoréme de Fubini (IV.2.2), si f est une fonction intégrable sur R",
pour presque tout 7 > 0, la fonction u +— f(ru) est intégrable sur S et

o f(@)dAn(z) = /0 (/Sf(ru)da(u)>r”_1dr.
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En particulier, si f est radiale : f(z) = F(||z]),

=w - )" tdr.
[ f@an () =w, [ FEpta

Nous en déduisons les conditions suffisantes suivantes d’intégrabilité. Soit f une
fonction mesurable sur R™ & valeurs réelles ou complexes et soit R > 0.

- Si, pour |jz|| < R, |f(z)] < C|z||~, avec o < m, alors f est intégrable dans
la boule de centre 0 et de rayon R.

- Si, pour ||z > R, |f(z)] < Cl|z||~, avec o > n, alors f est intégrable dans
le complémentaire de la boule de centre 0 et de rayon R.

Comme application nous allons évaluer 1’intégrale de Gauss

o0 2
I —/ e " dux.
—0o0

Pour cela calculons l'intégrale sur R? de la fonction
flz,y) = e 0,

D’aprés le théoréme de Fubini

fdly = / e dy / eV dy = I?,
R2

—00 — 00

et, d’aprés la formule ci-dessus,
o0 2
fdXlg = 27r/ e "rdr=m.
R2 0

On a ainsi montré que

I= / e " dy = V.

— 00

Il est utile d’introduire maintenant la fonction gamma d’Euler car elle permet
d’évaluer de nombreuses intégrales. C’est la fonction d’une variable complexe z

définie pour Rz > 0 par
o0
I'(z) = / e tt*1dt.
0

Par une intégration par parties on obtient, pour 0 < a < 3 < o0,

B 8 B
/ e WAt = —e | 42 / et a,
« «a «
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et, lorsque « tend vers 0, et § vers I'infini,
[(z+1) =zI(2).
Puisque I'(1) = 1, il en résulte que
I'n+1)=n! (neN).

Ainsi la fonction x +— I'(z + 1) est une interpolation de la fonction factorielle.

En posant ¢t = x2 on voit qu’elle s’écrit aussi

> 2
I'(z) = 2/ e
0

et que I'(3) = /7.

Pour évaluer la constante w,, nous calculons de deux fagons différentes 'inté-
grale

I, = / eIl g, (2).

D’une part

et d’autre part

o0 2
I, = wn/ e " ldr = wnlf(—>
0 2
On en déduit que
)
wp =2
r'(3)

V.3. La formule de changement de variables

70

Soient U et V' deux ouverts de R™, et ¢ : U — V une application de classe
C!. Nous supposons que ¢ est bijective, et que le déterminant jacobien Jo(z) de
¢ ne s’annule en aucun point x de U. Alors ¢! est aussi de classe C', et, sous
ces conditions, on dit que ¢ est un diffé¢omorphisme de U sur V. L’application
E — @¢(F) est un isomorphisme de la tribu borélienne de U sur celle de V, et
E — A (@(E)) est une mesure borélienne sur U.



V.3. LA FORMULE DE CHANGEMENT DE VARIABLES

Théoreme V.3.1.
(i) Pour tout borélien E de U,

M (0(E)) = /E (@) [dAn ().

(ii) Pour toute fonction f mesurable sur V' a valeurs dans [0, 00],

/ ) dAaly) = / £ (o)) |T(@) [dAn ().
1% U

(iii) Pour toute fonction f intégrable sur V a valeurs réelles ou complexes, la
fonction (f o @)|Jp| est intégrable sur U et

[ 1) = [ 1ea)re@lin).
Démonstration. Avant de commencer la démonstration remarquons que si les pro-
priétés (i), (ii) et (iii) sont vraies pour des difféomorphismes
p: U=V, : VoW

alors elles sont vraies pour § =Y op: U — W.
C’est une conséquence de la relation

J(Wop)(z) = Ji(p(2)) Jp()  (z€U).

(a) Montrons d’abord que la propriété (i) implique les propriétés (ii) et (iii).
Si f est la fonction caractéristique du borélien F' de V, alors f o ¢ est la fonction
caractéristique du borélien E = ¢~ !(F), donc

/ F@)dA(y) = A (0(E)) = / Te(@)dh ()
1% FE
d’aprés (i), c’est-a-dire
/ ) dAn(y) = / £ (@) (@) [dAn (2).
Vv U

Si f est une fonction mesurable étagée, c’est-a-dire une combinaison linéaire
de fonctions caractéristiques d’ensembles boréliens, la propriété a encore lieu par
linéarité.
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Soit f une fonction mesurable sur V' a valeurs dans [0, oo]. Il existe une suite
croissante de fonctions mesurables étagées { fi. } qui converge vers f (I.1.1). D’aprés
ce qui précede, pour tout k,

/ Fe(w) / Fe(p@)) [ o)l dAn ().

Le théoréme de convergence monotone (1.2.1) permet de passer a la limite,

/ ) dAn(y) = / £ (@) | T (@) dAn ().
Vv U

Nous avons montré que (i) implique (ii).
Soit f une fonction intégrable sur V' a valeurs complexes. D’apreés la propriété
(i),
| 1@l = [ 1#(e@) 7o)l @)
donc la fonction z — f(¢(z))]Jp(z)| est intégrable sur U. En décomposant f en

f=h+ifo= (=) +ilfs =),

ot fi, fi, fo s f5 sont des fonctions positives, on en déduit la propriété (iii).

(b) Nous allons démontrer le théoréme par récurrence sur la dimension. Sup-
posons d’abord n = 1. Si E est un intervalle d’extrémités a et 3, p(F) est un
intervalle d’extrémités ¢(«) et (), donc

B
M(@(B) = 19(8) — ela)| = | [ (@t

Puisque ¢’ garde un signe constant sur [«, ],

B
M(e(B) = [ I¢@)da.

La tribu borélienne de U étant engendrée par les intervalles contenus dans U, la
propriété (i) est démontrée, et par suite, d’aprés (a), les propriétés (i) et (ii) aussi.
Supposons que ’énoncé soit vrai pour n — 1.
(c¢) Supposons d’abord que ¢ est un difféomorphisme de la forme

Yy = <P1($17 cee 7xn)7

Yn—-1 = (Pn—l(-rla s 7xn)7

Yn = Tn.
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Pour x € R”, on note x = (z/,t), avec 2’ = (x1,...,2,_1) ER" L t € R. Si E
est un ensemble de R", on notera

E; = {2 eR" | (2/,t) € E}.
Soient E un borélien de U, et F' = p(FE). Alors

F = %(Et)

ol (; est le difftomorphisme de U; dans V; défini par
pi(z’) = (@', 1),
et Joi(z') = Jp(2',t). D’aprés 'hypothése de récurrence
M-1(Fr) = A1 (oe(Er))

| Tpi(a)|dAn ()
Ey

|Jo(z', ) |dAp—1 ().
Ey

Puisque la mesure A, est égale au produit des mesures \,_1 et Ay = A,

M(G(B) = M(F) = [ Aaoa(F)i

R
:/R( Etw(x )| d g (2 dt /|J<,0 )|dAn ().

La propriété (i) est ainsi démontrée pour un tel difféomorphisme, et par suite,
d’aprés (a), les propriétés (ii) et (iii) le sont aussi.

(d) Supposons maintenant que U est un pavé ouvert et que ¢ est un difféo-
morphisme de U sur un ouvert V' tel que a“"l ne s’annule pas. Soit ¢ I'application
définie par, si z = ¢(z),

z1 = @1(1’1,. .. ,:L'n),
Z2 = T2,
Zn = Tp.

L’application v est un diffeomorphisme de U sur un ouvert W. En effet ¢ est
injective et Jo = ax L —£ (. L’application § = ¢ o ¢p~! est un diffeomorphisme de
W sur V' qui conserve la premiére coordonnée. Les difféomorphismes v et 6 sont
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du type étudié en (c), donc I’énoncé du théoréme est vrai pour 1) et 6, et par suite

pour o =6 o).

Soit ¢ un difféomorphisme de U sur V. En tout point x de U I'une des dérivées
g—ii ne s’annule pas, et il existe un pavé ouvert U, contenant x sur lequel cette
dérivée ne s’annule pas. Si E est un pavé contenu dans U, la propriété (i) a lieu
d’aprés ce qui précéde. On en déduit que, si E est une réunion finie de pavés

contenue dans U,
M(elB) = [ 1el@)lira(a)

Cette égalité se prolonge a la tribu borélienne (c’est une conséquence du théoréme
de prolongement II.1.1). Ainsi la propriété (i) est démontrée, et nous avons vu
qu’elle implique les propriétés (ii) et (iii). O

Comme application du théoréme de changement de variables nous allons éta-
blir les formules d’intégration en coordonnées polaires et en coordonnées sphé-
riques.

Soient U =]0,00[ x| — 7, 7[, et V = R? privé de la demi-droite {(z,y) | y =
0,z < 0}, et soit ¢ l'application de U sur V' définie par

w:(r,0) — (rcosf,rsinb).

L’application ¢ est un diffeomorphisme et Jp(r,0) = r. Puisqu'une demi-droite
est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue Ao, si f est une fonction intégrable
sur R?,

/ flz,y)dra(z,y) = /oo ' f(rcos@,rsin@)rdrdf.
R2 0 J-=x
Rappelons que la fonction gamma peut s’écrire
L(p) = 2/00O O (Rp > 0).
Soit D le domaine de R? défini par

D ={(z,y) | x>0, y>0}.
SiRp > 0 et Rg >0,

I'(p)L(q) =4 / e~ @Y 21201 g3 (1 )
D

= 4/ /2 e_r2(7" cos )P~ (rsin 0)24 1 dr df
o Jo

=2I'(p+q) / i (cos 0)?P~1(sin 0)211dg.
0
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Définissons la fonction béta d’Euler comme étant la fonction de deux variables

suivante ()
p)L\q
B(p,q) = w—-
L(p+q)
Nous avons obtenu, pour $tp > 0, Rqg > 0,

us

2
B(p,q) = 2/ cos?P~1 fsin?1 dp,
0
qui s’écrit aussi, en posant cos® 6 = t,

1
Blpa) = [ 0711 = 0 e
0
Remarquons que B (% , %) = 7, et nous retrouvons que F(%) = /7.
Soient maintenant

U={(rb,9)|r>0,0<0<m —7<p<n}

et
V =R\ {(z,y,2) | y = 0,2 <0},

et soit ¢ Iapplication de U sur V définie par
w:(r,0,p) — (rsinfcos p,rsinfsin @, r cos ).

L’application ¢ est un difféomorphisme et Jo(r,0,p) = r2sinf. Le demi-plan
{(z,y,2) | y =0, z <0} étant de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue A3, si
f est une fonction intégrable sur R?,

/]1%3 f(xayv Z)d)\g(l',y, Z)

:/ / f(rsin @ cos o, rsin 0 sin ¢,  cos 9)7"2 sin 6 dr df de.
0 0 -7

On en déduit une formule d’intégration pour la mesure superficielle sur la
sphére unité S de R3. Considérons I'application v de ]0,7[x] — 7, 7| dans S
définie par

P (0, ) — (sinf cos p,sin O sin @, cos ).
Cette application est injective, mais n’est pas surjective. Le complémentaire de
son image est un demi-cercle qui est de mesure nulle pour la mesure superficielle
0. Si f est une fonction intégrable sur S par rapport a la mesure o,

/ fdo = / £(0,¢)sin6 do dp,
S 0 —m
oll on a posé fzfod;.
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Exercice V.1. a) Quel est le volume A\3(D) du domaine D de R? intersection de
la boule de centre 0 et de rayon a > 0, et du cylindre défini par 22 +y? —ax < 07

b) Quelle est I'aire o(A) de la portion A de la sphére de R? de centre 0 et
de rayon a > 0 contenue dans le cylindre défini par 22 4+ y? —ax <07

Exercice V.2. Soit A = (a;;) une matrice symétrique n x n définie positive, et
soit ¢ la forme quadratique définie positive associée,

n
q(x) = Z AijTiTj.
i,j=1

Montrer que

n
2

/ e*q(x)d)\n(x) = \/;rm
n (§)

Exercice V.3. Soit C le cone de R? défini par

C={xecR®|z?+a3 <2l z3>0}

Pour y € R? on pose
F(o) = [ & CWdrg(a),
C

ou (zly) = z1y1 + z2y2 + x3Y3.

a) Calculer F'(y) pour y = (0,0,y3), y3 > 0.
b) Montrer que F' est invariante par les transformations linéaires définies par
les matrices

cosf —sinf 0 cht O sht
sind cosf 0], 010
0 0 1 sht 0cht

¢) Montrer que, pour y € C,

2
F(y) = 2 9 9\3°
(y5 —yi —¥35)2

Exercice V.4. a) Soient U et V deux ouverts de C, et soit ¢ un isomorphisme
holomorphe de U sur V. Soit f une fonction intégrable sur V' par rapport a la
mesure de Lebesgue Ay sur C ~ R?. Montrer que

/ F(2)da(z) = / £ (p(w)) ¢ (w) PdAa ().
1% U
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b) Soit U le demi-plan supérieur
U={z=z+1iy|y> 0},

et soit g la mesure définie sur U de densité y~2 par rapport a la mesure de
Lebesgue Ao. La transformation ¢,

az+b

o= v a

ou a,b,c,d € R, ad — bc = 1, est un automorphisme holomorphe de U. Montrer
que, pour toute fonction f définie sur U intégrable par rapport & la mesure p,

/(foso /f )du(z

Exercice V.5. Soit S la sphére unité de R", et soit
Sp={ueS|u >0,...,u, >0}

Montrer que, pour ®p; > 0,...,Rp, > 0,

_ I .
/ u?m r Uipnflda(u) —9l-n (pl) (pn) .
St C(py+ -+ pn)

Indication : considérer l'intégrale

N2 2p1—1 _
/e (|| 3P ...wipn ld)\n(w),
D

ol
D={zeR" |z >0,...,2, >0}

Exercice V.6. On note D le domaine de R™ défini par
D={zeR" |z >0,...,2, >0},
et A I'ensemble défini par
A={ueR" |u >0,...,uy, >0,u1 + - +uy, =1}

Montrer qu’il existe une mesure p sur A telle que, si f est une fonction intégrable

sur D,
/f YA / /ftudu ))t” Lat,

et que la masse totale de la mesure p est égale a (n — 1)L

7T
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a) Soit D; le domaine de R™ défini par
Dy ={zeR"|21>0, ..., 2, >0, 21+ -+, < 1}.

Quel est le volume de D7 7
b) Soient p1, ..., p, des nombres complexes de partie réelle positive. On note
q=p1+---+ pn. Montrer que

I . Tpn
/ uﬁ’rl . ..uﬁ"fldu(u) = —(p1) (p ),
A

I'(q)
et que,
_ r LT
/ mzlm 1.'.$£n_1d>\n(l‘) _ (pl) (pn)
Dy F(g+1)
Soient aq,...,a, des nombres réels positifs. Montrer que

/A(alul o ) T T P ()
" I'(q)

c) Soit F' une fonction mesurable > 0 sur |0,00[. On considére l'intégrale
suivante (appelée intégrale de Dirichlet)

— 5, P1
= Qq ... Qa

I(F;pl,---,pn)—/ F(xy+ -+ x,)ad b ldN, (x).
D
Montrer que

I(F;p1,...,pn) = w /OOO F(t)t7 dt.

d) Pour p > 1 on considére sur R” la norme définie par

3=

I2llp = (lzaf” + - + |za[?) 7.
Calculer le volume A, (B) de la boule unité
B={zeR"| ||, <1}.

e) Déterminer pour quelles valeurs des nombres complexes ai, ..., a;, U'inté-

grale suivante est définie,
/ dAn(x)
pIHay oty

et évaluer cette intégrale & l'aide de la fonction gamma.




EXERCICES

Exercice V.7. Soit S la sphére unité de R3, et soit F la fonction définie dans R3
par
d
F(z) = / ofu)
s llz —ull
47
|

F(x)=4nmsi|z|| <1, et F(z) = Tzl si [jz]] > 1.

Montrer que
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VI
MESURES DE LEBESGUE-STIELTJES

Les mesures de Lebesgue-Stieltjes constituent une large classe de mesures sur
la droite réelle. Ce sont celles pour lesquelles la mesure d’un ensemble compact
est finie. Dans la présentation de la théorie de la mesure nous avons adopté le
point de vue ensembliste. Il existe un autre point de vue, c’est le point de vue
fonctionnel des mesures de Radon sur un espace topologique localement compact,
suivant lequel on considére au départ une forme linéaire positive sur 'espace des
fonctions continues & support compact. Le théoréme de Riesz établit le lien qui
existe entre ces deux points de vue. Le point de vue fonctionnel permet de définir
une notion de convergence pour une suite de mesures.

VI.1. Intégrale de Riemann-Stieltjes

Soit X =]a, B[ un intervalle ouvert de R (—oo < a < < o0), et soit o
une fonction définie sur X croissante et continue a gauche. Nous allons définir
Vintégrale de Riemann-Stieltjes d'une fonction définie sur un intervalle [a,b] C X
relativement a la fonction croissante o. On considére d’abord le cas d’une fonction
f en escalier. Supposons qu’il existe une subdivision

a=xp<x1<--<xTp==b
de lintervalle [a, b], et des nombres Ay, ..., A, tels que
f(z) = A; swr [z, 2i41[, f(b) = An.

L’intégrale de f est alors définie par

b n—1
/ fdo =3 Ai(o(@isn) - o) + An(o(b+) — o(b)).
@ i=0
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(On note o(b+) la limite a droite de la fonction o en b.) On vérifie que cette
définition est indépendante du choix de la subdivision, que Iintégrale est une
forme linéaire positive sur 'espace &([a,b]) des fonctions en escalier sur [a, b] du

type précédent, et vérifie
b b
‘/ fda‘ S/ |f|do.
a a

Si f est une fonction définie sur [a,b] & valeurs réelles et bornée on pose
b
Un(f) = sup{/ udo ] u e &[a,b]), u < f},

Vol(f) = inf{/abvda | veg(lat]), v > £},

Nous dirons que la fonction f est intégrable au sens de Riemann-Stieltjes si
Uo(f) = Vo(f). Lintégrale est alors le nombre

b
/ fdo = Uo(f) = Vo(f).

Remarquons que, si o(z) = z, nous obtenons la notion usuelle de fonction inté-
grable au sens de Riemann (voir I1.3). Pour qu’une fonction f soit intégrable au
sens de Riemann-Stieltjes il faut et il suffit que, pour tout € > 0, il existe deux
fonctions u,v € &([a, b)) telles que

b
ugfgv,/(v—u)dage.

Si une fonction f est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions f,, inté-
grables au sens de Riemann-Stieltjes, alors f est intégrable au sens de Riemann-
Stieltjes et

b b
lim fndo = / fdo.
a

—
n—oo a

En particulier une fonction f continue sur [a, b] est intégrable au sens de Riemann-
Stieltjes car, étant uniformément continue, f est limite uniforme d’une suite de
fonctions en escalier.

L’ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann-Stieltjes est un es-
pace vectoriel, I'intégrale est une forme linéaire sur cet espace vectoriel et

\/abfda\ < /ab|f|da-
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VI1.2. Mesures de Lebesgue-Stieltjes

Nous allons généraliser la construction de la mesure de Lebesgue que nous
avons présentée en I1.2 et associer a une fonction croissante o sur un intervalle
X =], f] (w00 < a < f < 00) une mesure p sur 'espace mesurable (X,B)
(B est la tribu borélienne de X) telle que la mesure de 'intervalle semi-fermé
[a,b] (v < a < b < f) soit égale & o(b) — o(a),

u(la,b]) = o(b) — o(a).

Puisque
o0

b= Jlob— |

on doit avoir

o(b) ~ o(a) = lim (a(b _ %) - J(a)> ,

donc la fonction ¢ doit étre continue & gauche, ce que nous supposerons dans la
suite.

Théoreme VI.2.1. Soit o une fonction croissante sur X continue & gauche. Il
existe une unique mesure p sur l’espace mesurable (X,B) telle que, pour tout
intervalle semi-fermé [a,b],

p(la,bf) = o (b) — o(a).

Démonstration. La démonstration est semblable & celle du théoréme I1.2.2 (qui
traite le cas particulier ot o(z) = z). Pour abréger, un intervalle [a,b[ fermé a
gauche et ouvert a droite sera dit semi-fermé. Soit U I’algébre de Boole engendrée
par les intervalles semi-fermés. Un ensemble de 2l sera appelé dans cette section
ensemble élémentaire. C’est une réunion finie d’intervalles semi-fermés. Un tel
ensemble E peut s’écrire

n
E=|]J I,
k=1
ou I,...,1I, sont des intervalles semi-fermés disjoints,

I = [ag,br[, A<ai<b<ay<by<...<a,<b,<B.

On pose

n

W(E) = (o(be) — olar)).

k=1
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Pour pouvoir appliquer le théoréme de prolongement (II.1.1) on doit établir les
propriétés suivantes :

(1) Si {E),} est une suite d’ensembles élémentaires deux a deux disjoints dont
la réunion E est aussi un ensemble élémentaire, alors

W(E) =3 ul(B).
n=1

(2) Il existe une suite {X,,} d’ensembles élémentaires telle que, pour tout n,
(X)) < oo, et

o0
X = U X,
n=1

La démonstration de la propriété (1) est tout a fait semblable a celle que nous
avons exposée dans le cas de la mesure de Lebesgue. Pour vérifier la propriété (2)
on peut prendre X,, = [ay,, Bn[, out {a;,} est une suite strictement décroissante de
limite «, et {f3,} une suite strictement croissante de limite [3. ]

Soit M la tribu complétée de la mesure borélienne B relativement & la mesure
. Une fonction f définie sur X est dite intégrable au sens de Lebesgue-Stieltjes
si elle est intégrable relativement & l'espace mesuré (X, 9, 1). On montre comme
en I1.3 qu’une fonction définie sur [a,b] C X et bornée qui est intégrable au sens
de Riemann-Stieltjes est intégrable au sens de Lebesgue-Stieltjes.

Si p est la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a une fonction croissante o,
alors tout intervalle I d’extrémités a et b telles que a < a < b < 3, c’est-a-dire re-
lativement compact dans X, est de mesure finie : p(I) < co. Réciproquement, si u
est une mesure sur I’espace mesurable (X, 9B) telle que la mesure de tout intervalle
relativement compact dans X soit finie, alors p est la mesure de Lebesgue-Stieltjes
associée & une fonction croissante o.

VI1.3. Théoréme de Riesz

84

Notons C.(X) l'espace des fonctions continues sur X = o, 3] & valeurs réelles
et & support compact contenu dans X. Rappelons que le support d’une fonction f,
noté supp(f) est défini par

supp(f) = {z € X | f(z) # 0}.

A une mesure de Lebesgue-Stieltjes p sur X on associe la forme linéaire L sur
C.(X) définie par

o= [ fan
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C’est une forme linéaire positive dans le sens suivant : si f > 0 alors L(f) > 0.
La forme linéaire L détermine la mesure u. En effet, soient p et v deux mesures
de Lebesgue-Stieltjes telles que, pour toute fonction f de C.(X),

/deu:/xfdu.

Alors, pour tout intervalle ouvert borné U,

wU) = v(U),
et par suite ;. = v. Nous allons établir la réciproque suivante.

Théoreme VI.3.1 (Théoreme de Riesz). Soit L wune forme linéaire positive sur
Ce(X). Il existe une mesure de Lebesgue-Stieltjes o unique telle que, pour toute
fonction f de C.(X),

L) = [ fan

Démonstration. Nous savons déja que si une telle mesure p existe, alors elle est
unique.

(a) Nous allons prolonger la forme linéaire L a un espace vectoriel F de fonc-
tions définies sur X contenant C.(X) et les fonctions caractéristiques d’intervalles
relativement compacts dans X. Soit {f,} une suite croissante de fonctions de
Cc(X) vérifiant

0< fo<h,

ot h est une fonction de C.(X), et posons
fl@) = lm fo(x).

La suite L(f,) est croissante et majorée par L(h), donc a une limite que nous
noterons L(f). Nous devons nous assurer que cette limite ne dépend que de f et
non du choix de la suite {f,,}. Ce sera une conséquence du lemme suivant.

Lemme VI.3.2. Soient {f,} et {gr} deuzr suites croissantes de C.(X) vérifiant
0<fa<h, 0<gp<h,
ot h est une fonction de C.(X). Posons

f(x)= lim f,(z), g(z)= lim gg(x).

n—oo k—o0

Si f < g, alors
lim L(f,) < lim L(gy).

n—~oo
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Démonstration. Soit [a,b] un intervalle fermé borné contenant le support de h, et
soit u une fonction de C.(X) égale a 1 sur [a,b]. Pour n fixé la suite

or(z) = (fn(ﬂﬁ) - gk(ﬂf))+

est décroissante et tend vers 0. Donc, d’aprés le théoréme de Dini (cf. Albert
(1997), p. 73, ou Avanissian (1996) corollaire 14.4.3, p. 350), elle tend vers 0
uniformément sur [a, b] : pour tout € > 0 il existe ky (dépendant de n) tel que, si
k > ko,

(fal@) — ge(@)) , < eule),

et aussi
L((fn = gk)+) < eL(u).
Donc
Jim L((fn = g)+) = 0.
Puisque
Jn— gk < (fn - gk)+a
alors

L(fa) — L(ge) < L((fu — 90)+).

Quand k tend vers l'infini,
L(fa) < Jim L(gs),
et quand n tend vers l'infini

lim L(f,) < klim L(gg). O

n—~oo

Notons F; I'ensemble des fonctions f pour lesquelles il existe une telle suite
convergeant vers f. Si f1 et fo appartiennent a F, alors f; + fs aussi et il résulte
du lemme que

L(f1+ f2) = L(f1) + L(f2)-
De méme si f € F4 et si A >0, alors A\f € F et
L) = AL().

Remarquons que F contient C.(X )4 et les fonctions caractéristiques d’intervalles
ouverts relativement compacts dans X. Soit F l'espace vectoriel sur R engendré
par F,. Une fonction f € F, s’écrit f = f1 — fo avec fi, fo € FT, et nous poserons

L(f) = L(f1) = L(f2)-
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Le nombre L(f) ne dépend pas de la décomposition choisie et L est une forme
linéaire sur F. D’apreés le lemme, cette forme linéaire est positive, c¢’est-a-dire que
L(f) > 0si f > 0. L’espace vectoriel F contient C.(X) et les fonctions en escalier
a support compact contenu dans X.

(b) Fixons z¢ € X et soit o la fonction définie sur X par

o(x) = L(X[xo,ac[) si x> xg,
= —L(X[on[) siz < xg.
La fonction o est croissante et, si [a, b] est relativement compact dans X,
L(Xjas) = 0(b) — o(a).
Nous allons voir que o est continue & gauche. Puisque, si a < xg,
X[zo,x[ = Xa,z[ — X]a,zo[>

ce sera une conséquence du lemme suivant.

Lemme VI.3.3. Soient I =]a,b] un intervalle ouvert relativement compact dans
X, etl,=]a+ %,b — L[ alors

n

Jim L(xz,) = L(x1)-

Démonstration. Soit {f,} une suite croissante de fonctions de C.(X) vérifiant
0 < fn <1, supp(fn) C In, nh—>rgo ful(x) = x1(2).
Alors
lim L(fn) = L(XI):
n—oo
et, puisque fp < X1, < X1,
L(fn) < L(x1,) < L(x1).

Par suite
lim L(xr,) = L(x1). O

n—~oo

Soit 1 la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a la fonction croissante . Nous
allons montrer que, si f € C.(X), alors

| du=10h).
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Si f est une fonction en escalier sur [a,b] C X, les intégrales de f au sens de
Lebesgue et au sens de Riemann-Stieltjes sont égales :

b
S = | sae

Soit f une fonction continue a support contenu dans [a,b]. Il existe une suite
{fn} de fonctions en escalier a support dans [a, b] qui converge uniformément vers
f. Pour tout £ > 0 il existe N tel que, si n > N, |f, — f| < e. alors

IL(fn) = L) < eL(X[a))-

Donc
lim L(f) = L(f).
n—oo
D’autre part,
lim fn dp —/ fdu. O

VI1.4. Convergence des mesures
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Nous notons M(X) l'ensemble des mesures de Lebesgue-Stieltjes sur X =
Ja, B[. Cet ensemble a une structure de cone convexe : si u et v sont deux mesures
de M(X), et si a et b sont deux nombres > 0, alors ay + bv est aussi une mesure
de M(X). D’aprés le théoréme de Riesz (VI.3.1), M(X) est en correspondance
bijective avec ’ensemble des formes linéaires positives sur C.(X).

Nous dirons qu’une suite {y,} de mesures de M(X) converge vaguement vers
une mesure p de M(X) si, pour toute fonction f € C.(X),

lim fdun :/ fdu.

Pour qu’une suite {u,} soit vaguement convergente il suffit que, pour toute fonc-
tion f € Ce(X), la suite { [ f dun} soit convergente.

Proposition VL4.1. Soit {u,} une suite de mesures de M(X) qui converge va-
guement vers une mesure p. Soit |a, b un intervalle ouvert relativement compact
dans X tel que

N(]av b[) = ,U([a? b])
Alors
lim_ 1, (Ja, b)) = pu(Ja b).

n—~oo
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Démonstration. Soit € > 0. Il existe deux fonctions f et g continues a support
compact contenu dans X telles que

< Xap) < 9 /X(Q—f)duéea

et il existe N tel que, sin > N,

]/fdun—/fdu]g, ]/gdun—/gdu)Sa
X X X X

Pour n > N,

un(]a,b[)—%S/ng,un—QeS/ng,u—egu(]a,b[)
s/deu+es/deuﬁzasﬂn(]a,b[)w-

Donc
| (la, b]) — p(la, b)| < 2e. O

Remarquons que la condition pu(]a,b[) = p([a,b]) est nécessaire comme le montre
I'exemple suivant (pour lequel |a, B[ = R) :

]avb[:]o’l[’ :un:6 ) /1:50‘

1
n

Nous notons M*!(X) l'ensemble des mesures p de M(X) qui sont bornées,
c’est-a-dire que la masse totale p(X) est finie.

Nous dirons quune suite {u,} de mesures de M!(X) converge étroitement
vers une mesure p de M!(X) si elle converge vaguement vers p et si la masse
totale de u,, converge vers la masse totale de . Par exemple la suite des mesures

1 n
= g )
Hn n+1k70 .

converge étroitement vers la mesure de Lebesgue sur [0,1] : si f est une fonction
continue sur R a support compact

e (8)- [
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Proposition VI.4.2. Soit {y,} une suite de mesures de M*(X) qui converge étroi-
tement vers une mesure . Soit f une fonction continue bornée sur X. Alors

lim fdun —/ f dp.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe une fonction g de C.(X) telle que

0<g<1, /gduz/ dp —e.
X X

f=rg+1-9)f

Nous pouvons écrire

Il existe N tel que, sin > N,

’/fgdun—/fgdulsa,
X X

’/X(l—g) dun—/x(l—g) du‘ﬁ&

Par suite

| [ 0= 0 din| <15l [ (1= 9) dun <2211,
X X

Le résultat annoncé se déduit de ces inégalités. O

Nous pouvons parler d’'une série de mesures vaguement convergente, ou étroi-
tement convergente. Soient {x,} une suite de nombres réels, et {a,} une suite
de nombres réels > 0. Si la suite {z,,} n’a pas de point d’accumulation, ou si

> o O < 00, la série
§ O‘n(sxn
n

est vaguement convergente et définit une mesure p : si f est une fonction continue

a support compact,
/]Rf dp = Zanf('rn)
n
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Exercices

Exercice VI.1. Soit (X, 90, 1) un espace mesuré, et soit ¢ une fonction intégrable
a valeurs réelles définie sur X. Pour un nombre réel ¢ on pose

o(t) = p({zr € X | p(x) <t}).

Montrer que la fonction o est croissante et continue a gauche.
On note v la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a la fonction o. Soit F
un ensemble borélien de R. Montrer que

v(E) = u(e” '(E)).

Soit f une fonction borélienne > 0 définie sur R. Montrer que

/Rfdvz/x(fw) .

Exercice VI.2. Soit p une mesure de Lebesgue-Stieltjes sur X =|«, 5]. Montrer
que la mesure p admet une décomposition unique en

= i1+ pa,

ol p1 est une mesure discréte, ¢’est-a-dire de la forme

Z anéxnu

et p12 est une mesure telle que, pour tout z, ps({z}) = 0.

Exercice VI.3 (Intégrale de Jackson). Pour 0 < ¢ < 1 on définit la mesure p, par

He=(1—a))_q"op
n=0

Montrer que, quand ¢ tend vers 1, la mesure p, converge vers la mesure de
Lebesgue de [0, 1], c’est-a-dire que, pour toute fonction f € C.(R),

limy [ @) dua /f

Exercice VI.4 (Fonction singuliere de Cantor). Cette fonction sera définie sur
le complémentaire de I'ensemble triadique de Cantor (cf. exercice 1, chap. II,
avec a = 1), puis sera prolongée a l'intervalle [0, 1] par continuité. Les intervalles
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fermés IX et ouverts J¥ sont de longueur 37" ; ils sont définis par récurrence

1 2 12
It = [o,g], It = [3,1], J}:]g,g[.

L'intervalle I¥ = [a¥,bF] (1 < k < 2") est partagé en trois intervalles de méme
longueur :

comme suit :

2k=1 _ _ak ay, + by, 1
T 2 2.3+ |7
2 2.3n+177m
i R L1
ntl = 2 2.3n+17 2 2.3n+1 |
On pose
F,=I'u... 0,
o0
K=()F,
n=1

Alors [0,1] \ K est un ouvert dense dans [0, 1] qui peut s’écrire comme réunion
disjointe des intervalles ouverts J¥

0,1\ K = U (U Jr’f+1) :
k=1

n=0
On définit la fonction ¢ sur [0,1] \ K par

2k —1 .
@(I):WS1$€J7’§+1.

Montrer que la fonction ¢ est croissante, qu’elle est uniformément continue,
et se prolonge en une fonction croissante continue ¢ sur [0, 1], que $(0) = 0,

(1) = 1.
On prolonge la fonction ¢ a R en posant

Q) =0six <0, p(z)=1siz>1.

Soit 1 la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a la fonction croissante ¢. Mon-
trer que

:U’(Jrlf-i-l) = 0)
et que pu(K°) =0, u(K) = 1.



VII

FONCTIONS DEFINIES PAR
DES INTEGRALES

Nous avons particuliérement développé ce chapitre d’applications du calcul
intégral. La plupart des résultats présentés ne reléve pas de la théorie de I'inté-
gration a proprement parler, mais ils sont trés utiles en analyse. La représentation
intégrale des fonctions est un outil puissant pour I’étude des propriétés des fonc-
tions, comme par exemple I’étude de leur comportement asymptotique.

VII.1. Continuité, dérivabilité, analyticité

Soient (X, M, 1) un espace mesuré et A un intervalle de R ou un ouvert de C.
Soit f une fonction définie sur X x A & valeurs complexes telle que, pour tout
A € A, la fonction = +— f(z, ) soit intégrable. Posons

FO) = [ $@0) du).
X
Nous étudierons dans cette section les propriétés de F' : continuité, dérivabilité,

analyticité.

Théoreme VII 1.1 (Continuité). Supposons que

(i) pour presque tout x la fonction XA — f(x,\) est continue sur A ;

(ii) pour tout compact K C A il existe une fonction intégrable positive gx
sur X telle que, pour tout x € X et tout \ € K,

[f (2, M) < gk ().

Alors la fonction F' est continue sur A.
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Démonstration. Soient \g € A et {\,} une suite de nombres de A qui converge
vers A\g. Nous devons montrer que

lim F(\,) = F(\).

Posons
falz) = fz, An).
Par hypothése
Jim fo(z) = f(2, %) pp.

Soit K un voisinage compact de Ag. Il existe un entier N tel que, si n > N, alors
A € K, et donc

()] < gK ().

Nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée (1.3.4) :

tim [ fula /fmo ap(a),

n—oo
c’est-a-dire

lim F(\,) = F(\). O

n—oo

Dans I’énoncé suivant nous supposons que A est un intervalle de R.

Théoreme VII.1.2 (Dérivabilité). Supposons que
(i) pour presque tout x la fonction A — f(x,\) est dérivable sur A,
(ii) pour tout compact K C A il existe une fonction intégrable positive g

sur X telle que, pour tout x pour lequel X — f(x,\) est dérivable et pour tout
ANEK,

19 0 )] < axe).

Alors la fonction F est dérivable sur A, de dérivée

of
= [ r@) duto)

Démonstration. Soient Ao € A et {h,} une suite de nombres réels non nuls qui
tend vers 0 et telle que, pour tout n, A\g + h, € A. Posons

onlr) = ,j—n(fm Mo+ ) — £(, M)

94



VII.1. CONTINUITE, DERIVABILITE, ANALYTICITE

Pour presque tout z,

lim ¢, (z) = (:): o).

Oy
n—00 oA

Il en résulte que la fonction x — %(w, o) est mesurable. Soit § > 0, et posons
K =[Xg — 8, \o + d]. Il existe un entier N tel que, si n > N, alors |h,| < . Du
théoréme des accroissements finis on déduit que, si n > N, et pout presque tout z,

on(@) < sup | Y (@,

AeK’m\ )\)) < gk ().

D’aprés le théoréme de convergence dominée (1.3.4),
: of

ce qui s’écrit aussi

L FQoth) = FQo) _ [ Of
n—00 hy, 8)\

U (@, 20) du(a). O

Dans I’énoncé suivant nous supposons que A est un ouvert de C. Rappelons la
définition d’une fonction analytique. Une fonction f définie sur un ouvert A C C
a valeurs complexes est dite analytique si elle est développable en série entiére
au voisinage de tout point de A : pour tout A\g € A il existe r > 0 tel que, si

|)\ — )\0| <r,
=) an(A=Xo)"
n=0

On montre qu'une fonction est analytique dans A si et seulement si elle est holo-
morphe dans A, c’est-a-dire dérivable sur C. C’est le théoréme fondamental de la
théorie de Cauchy.

Théoreme VII. 1.3 (Analyticité). Suposons que

(i) pour tout x la fonction X — f(x,\) est analytique dans A,

(ii) pour tout compact K C A il existe une fonction intégrable positive gi telle
que, pour tout x € X et tout A € K,

[f (@, M) < gk (@)
Alors la fonction F est analytique dans A, et de plus, pour tout entier n,

FOW = [ S @) duta).
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Démonstration. Soit A\g € A et soit r > 0 tel que le disque fermé de centre A\ et
de rayon r soit contenu dans A. Pour |\ — \g| < r,

Zan YA = o)™,

1 2
2T
Les fonctions a,, sont mesurables car ce sont des dérivées par rapport au parameétre
A de fonctions mesurables en z,

avec

f(x, ho +re?)e M q0.

ra,(x) =

19"

an(z) = o —(z, A).

Soit K un voisinage compact de Ay et supposons que le disque fermé de centre \g
et de rayon r soit contenu dans K. Alors

rlan(z)| < 9K (2).

Ainsi, si |A — | <7,

ZMAW/WLWM (ZP‘M)Awmwm

Nous pouvons appliquer le théoréme sur l'intégration terme a terme d’une sé-
rie (I.3.5), et nous obtenons

=) A(A =)
n=0

avec

%:A%mww. O

Si ’hypothése « A est un ouvert de C » est remplacée par « A est un ouvert
de R », alors, ’énoncé devient faux : comme le montre l’exemple suivant (X = R,

A =R)
F(\) = / :Oj);g dx = me™ M.

Nous avons introduit la fonction gamma en V.2. Elle est définie par 'intégrale

suivante : -
I'(2) :/ e tt*at,
0
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ou z est un nombre complexe. Nous avions vu que
I'(z+1)==2I(2), T'(n+1)=n!(neN).

A Taide du théoréme sur l'analyticité d’une fonction définie par une inté-
grale (VII.1.3), on montre que la fonction I' est définie et analytique pour £z > 0,
et que

F’(z):/ e '(Int)t*Lat.
0

Pour Rz > 0, on déduit du théoréme sur l'intégration terme & terme d’une
série (1.3.5) que

oo

1 e B 1 ntn .
/Oe b 1dt_/0 (2}(—1) m)t Lat

n=

— i (_1)n /1 tn+z71dt — i (_1)n 1
— ol n! z+n’

n=0

et par suite

F(z):iﬂ ! +/100ett21dt.

|
n. z n
n=0 +

Cette derniére expression a un sens pour tous les nombres complexes z qui ne
sont pas des entiers < 0, et permet de prolonger la fonction I' en une fonction
méromorphe dans C ayant des poles simples aux entiers < 0.

VII.2. Intégrales semi-convergentes

Soit f une fonction mesurable sur [, 00| intégrable sur tout intervalle borné
[, B]. On dit que f est semi-intégrable sur [a, oo si

[}eréo/jf(:p)dw
/ f()dz = Jim /jf(ac)dx.

Une fonction peut étre seml-lntegrable sans étre intégrable, c’est le cas de la
fonction suivante :

existe, et on pose

sin x

fz) =

X
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Le critére de Cauchy s’exprime comme suit : pour que f soit semi-intégrable
sur [, ool il faut et il suffit que, pour tout € > 0, il existe 3 tel que

Vv,8 > 8, ’[jf(a:)da:’ <e.

Théoreme VII.2.1 (Théoreme d’Abel). Soit f une fonction définie sur [o, o[, qui
s’écrit

ou
(i) a est une fonction positive de classe C', décroissante et qui tend vers 0 a
l'infini,
(ii) b est une fonction continue et il existe une constante M telle que
1
Vy,0 > «, ‘/ b(w)dw’ < M.
gl

Alors la fonction f est semi-intégrable sur [a, 00[. De plus, pour > «,

| /ﬁ " Ja)da] < Ma(g).

Démonstration. En intégrant par parties nous obtenons

ou

Puisque a/(z) <0 et |B(x)| < M,

’[/5 a(x)b(:r)dw’ < Ma(vy).

Cette inégalité montre que le critére de Cauchy est vérifié, et, en faisant tendre §
vers l'infini, nous obtenons

’[YOO a(m)b(a:)da:’ < Ma(y). O
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Le théoréme d’Abel s’applique en particulier aux intégrales de Fourier de la
forme

F(\) = /a h a(z)eMdz,

ofl a est une fonction positive de classe C', décroissante et qui tend vers 0 a I'infini.
En effet, pour A # 0,
4
- 2
‘/ el)\ﬂ?dw’ S —,
y Al

et on déduit du théoréme d’Abel que F est définie et continue pour A\ # 0.
Par exemple, pour 0 < s < 1, la fonction

 cos A
A0 _/ oS AT
0

:L-S

est définie et continue pour A # 0. De méme, pour 0 < s < 2,

o0 L1 A
RO _/ sin Az ,
0

$S

Nous verrons plus loin que ces fonctions s’expriment a ’aide de la fonction gamma.

0o -
Sin x
dx
0 X

intervient en analyse de Fourier. Pour la calculer, nous considérons la fonction F

définie pour A > 0 par _
FO\) = / e T
0 X

L’intégrale semi-convergente

Nous pouvons appliquer le théoréme d’Abel en posant

et nous obtenons, pour A > 0, v > 0,

’ / smx ’ e M 2
< : =5

On en déduit que F' est continue sur [0, 00[. De plus, pour A > Ay > 0,

Sln.f —\ A
— )| < e L e,
() se s
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Par suite F' est dérivable sur |0, co], et
o0
F'(\) = —/ e M sin zdz.
0

Cette intégrale se calcule facilement a ’aide d’une primitive :
1
F(\)=——"—.
) 1+ A2

Donc
F(X\) = —arctg\ + C.

Puisque [$22] < 1,
o0 1
|F(\)] < / e Mdr < <,
0 A
et par suite C' = 3 :

1
F(\) = —arctg) + g = arctgx.

Finalement

o 3

/ PR gr = F(0) = lim F()\) =
0 A—0

x
- 2
/ cos(u®)du
0

est semi-convergente. On peut le voir en posant u? = t,

B 5 cost
/ cos(u?)du = % / —dt.
0 0o Vit

Pour I’évaluer nous allons étudier quelques fonctions qui s’expriment & ’aide
de la fonction gamma. Soit z un nombre complexe, Rz > 0, et soit o > 0. Alors

o T
/ efzttozfldt —_ (a)
0

za

L’intégrale de Fresnel

ou 2% est défini par

, , T 7r
2% = roelo? (z:rele, r >0, —§<0<§>.

Pour démontrer cette formule considérons la fonction holomorphe f définie

pour Rw > 0 par
f(w) = e Yw L
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Pour 0 < € < R, soit 7 le bord orienté du compact de C défini par
{w=pe¥|c<p<R 0<p<6}

D’aprés le théoréme de Cauchy,

[/ f(w)dw = 0.

On en déduit que, quand ¢ tend vers 0 et R vers l'infini,

> - e
/ et tdt = 1Y / et lar,
0 0

La formule annoncée s’en déduit facilement.
Pour y > 0, 0 < a < 1, au sens des intégrales semi-convergentes,

. w1
/ e Wharlgr — I(a)e 2 —.
0 Yy
Cette formule s’obtient a partir de la précédente par un passage a la limite quand
z = x +1iy tend vers iy (x tend vers 0). La formule précédente s’écrit, pour = > 0,
/OO efiytefxttozfldt _ F(Oé)
0 (z +iy)*
La fonction ¢ — a(t) = e %+~ 1 est, pour & > 0, décroissante et tend vers 0 &
Iinfini. Le théoréme d’Abel permet de passer a la limite quand x tend vers 0. En
séparant parties réelles et parties imaginaires, nous obtenons :

> a—1 ™ 1
cos(yt)t* " dt = I'(a) cos (a—) —,
0 27y
o0
1
/ sin(yt)t* 'dt = T'() sin (az) —.
0 2/ ye
En particulier, pour a = % ,y=1,
L dt o 141
it 1
e'— = me't = /r——,
/0 Vi V2
, nous obtenons I’évaluation de l'intégrale de Fresnel,
/oo eiu2du _ ﬁ 1+ i’
0 2 V2

h —ﬁ <>OSinu u—ﬁ
/0 cos(u2)du—2\/§, /0 (u?)d =35

et, en posant t = u?

et aussi
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VII.3. Intégrales de Laplace

Nous allons étudier le comportement, lorsque A tend vers 'infini, d’intégrales
du type suivant :

F(\) = /ﬁ e @) f(2)dr  (—co < o< < 0),

ol ¢ est une fonction & valeurs réelles. Nous supposons que cette intégrale est
définie pour A > Ag :

B
YA > Ao, / e M@ | f () |dx < oo,

La contribution la plus importante & une telle intégrale pour les grandes valeurs
de A est celle du voisinage du ou des points ot la fonction ¢ atteint son minimum.
Nous supposerons que ¢ est de classe C!, croissante sur [a, 3], et étudierons deux
cas. Dans le premier cas ¢'(z) > 0 sur [a, 5[, et dans le deuxiéme ¢'(a) = 0,
¢'(z) > 0 sur |a, 4.

Théoréme VIL3.1. Supposons que o est de classe C* sur |a, B[, ¢'(z) > 0 sur
[, B[, que f est continue en o, f(a) # 0. Alors

FOy ~ L L xete) (3 L o),

@' (a) A

Démonstration. (a) Supposons d’abord que ¢(z) =z, a =0 :

B
PO = /0 e f(2)da,

Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que, si 0 < =z < 7, alors |f(z) — f(0)] < e.
Décomposons 'intégale,

n n g
FOV) = £(0) / ey 4 / e (f(x) — £(0))da + / ¢ £ (2)da

0 0 n

Le résultat annoncé se déduit des estimations suivantes
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(b) La fonction = — ¢(x) — ¢(«) est une bijection de [o, 5] sur [0, G|
(Bo = p(B) — ¢(a)). Soit ¥ la fonction réciproque. En effectuant le changement
de variable défini par = 1(u) nous obtenons

Bo
F() = ¢ @ / e (1)) ' (u) s,

0

et nous trouvons la situation étudiée en (a). Remarquons que

W(0) = - O

Comme application nous allons étudier le comportement & I'infini de la fonc-

tion I’ définie par
o0
F(z) = / e dt.
x

En posant ¢ = xu nous obtenons

F(x) = x/ e .
1

En appliquant le théoréme VII.3.1 & la fonction G définie par

G()\)—/ e du,
1

nous obtenons

1
GO ~ 5o (A=),
et par suite
1
F(x) ~ %efﬁ (x — 0).

Théoréme VIL3.2. Supposons que ¢ est de classe C? sur |, B[, que ¢'(z) > 0 sur
la, B, @' (@) =0, " (a) #0, que f est continue en «, f(a) # 0. Alors

T fe) 1w e
F(\) \/;/W\/X @) (X 5 o0).

Démonstration. (a) Supposons d’abord que ¢(z) = 2% et que o = 0;

ﬁ 2
PO = /0 e f(2)da.
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Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que, si 0 < z < 7, alors |f(xz) — f(0)] < e. Cette
intégrale peut se décomposer en

2 2 ﬁ 2
F(\) = £(0) /neM dx+/ne/\x (f(:z)—f(O))da:+/ e M f(z)d.

0 0 n

De I’évaluation suivante de l'intégrale de Gauss :

/ e dy = ﬁ,
0 2

nous déduisons ’estimation suivante de la premiére intégrale :

n 1 v
/ e dy = —/ e du ~ % T
0 VA Jo A
D’autre part,

‘/One—/\xg(f(w) — f(O))dx) < €/Oooe_’\~"‘2dx _ %\/§,

‘ /5 e_/\‘vzf(a:)da:’ = ) /B e_(’\_’\o)”"Qe_/\o“TQf(x)dx‘
7 7

8
< om0 / e %% £ ()| da.
n
Le résultat annoncé est ainsi démontré dans ce cas.
(b) La fonction ® définie sur [«, 5[ par
P(z) = Vo(z) — p(a)

est de classe C!,

o' (z) = (@) siz # a,
@)= e @ 7
P'(0) = — /¢ (a),

et est une bijection de [o, 5] sur [0, Go] (Bo = /¢ (B) — ¢(a)). Soit ¢ la fonction

réciproque. En effectuant le changement de variable défini par x = (u), nous
obtenons

Bo
F(\) = e ¥(a) / ef/\UQf(@b(u))d/(u) du.
0
Nous nous retrouvons dans la situation considérée en (a). Remarquons que

poy=—Y2_ O
¢ ()
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Corollaire VIL.3.3. Supposons que ¢ est de classe C* sur |a, B[, et qu’il existe 7,
a <y < B, tel que o (v) =0, ¢(x) <0 six <7, () >0 six >, et que
©"(v) # 0. Supposons aussi que f est continue en vy, et que f(v) # 0. Alors

fly) 1
F\) = Vor—=_ o0,
) =v2 V' () VA

Comme application nous allons établir la formule de Stirling :
1
D(z+1)~V2r2z" 2 (x — o0).

Nous partons de la représentation intégrale
(o]
I'z+1)= / e 'tvdt.
0
En posant t = uz, nous obtenons

D(z+1)= :E“l/ e~2lu=inu) gy,
0

Cette intégrale est du type que nous venons d’étudier avec p(u) = u — Inu. La
fonction ¢ vérifie

1
Plu)=1-— (1) =0,
Pu)y<0siu<l, o(u) >0siu>1, ¢"(1)=1.

Nous pouvons donc appliquer le corollaire VII.3.3 :

* fx(uflnu)d ~ \/2_i .
€ u 7 X ).
/ = =)

VII.4. Intégrales de Fourier

Nous allons étudier dans cette derniére section le comportement a I'infini d’in-
tégrales de la forme

B
FO) = [ o) fla)da,

ol ¢ est une fonction a valeurs réelles. Nous supposons que f est intégrable sur

Jev, B], si bien que F' est définie pour tout réel A. Le comportement de F' pour les

grandes valeurs de A dépend de la rapidité avec laquelle la fonction ¢ varie.
Nous étudierons d’abord le cas ol la dérivée de ¢ ne s’annule pas.
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Proposition VIL4.1. On suppose que ¢ est de classe C* sur o, f] (oo < a < <
o00) et que ¢’ ne s’annule pas sur |o, B[. Alors
lim F(\) = 0.
A— o0

Lemme VII.4.2 (Lemme de Riemann-Lebesgue). C’est le cas particulier ot
o(x) = : la foncion F est définie par

A
PO = / N £ () da,
ot f est une fonction intégrable sur |o, B[. Alors

li F =0.

Démonstration. Si f est la fonction caractéristique de l'intervalle borné [ay, o] C

Ja, A1,
Bo 1 . )
F()\) _ / elkxdx _ 7(el)\,ﬁo o el)«xo)’

0 i
et

li F(\) =0.

Ainsi la propriété est vraie si f est la fonction caractéristique d’un intervalle
borné, et par suite si f est une fonction intégrable élémentaire, c¢’est-a-dire une
combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’intervalles bornés.

Soit f une fonction intégrable sur |o, G]. Il existe une suite {f,} de fonctions
intégrables élémentaires telle que

g
lim |f(x) — fu(x)|dz = 0.

n—oo a
Posons 5
F,(\) = / e f (z)da.
«
Puisque

B8
F(Y) — Fy(V)] < / (@) — fulo)lde,

la suite {F),} converge vers I’ uniformément. Comme, pour tout n, la fonction F,
tend vers 0 a l'infini, il en est de méme de F'. O

La proposition VII.4.1 se déduit du lemme de Riemann-Lebesgue en effectuant
le changement de variable défini par ¢(z) = u.
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Proposition VIL4.3. Supposons que —0o < o < 3 < 00, que  est de classe C* sur
[, B]. Supposons de plus que f est de classe C' sur [, B]. Alors

(\) = %(%ei/\‘p(m - %ei)‘@(o‘)> + 0(%) (A — +00).

Démonstration. (a) Supposons d’abord que ¢(z) = =,

B
PO = / N f () da,
(64
et effectuons une intégration par parties,

1 : . 1 (8.
FO) = 5 (£ = fla)el) = & [ f(a)da,
iA ixJ,
Le résultat annoncé se déduit alors du lemme de Riemann-Lebesgue.
(b) Le cas général se déduit de (a) par le changement de variable défini par

p(z) = u. 0

Nous étudions maintenant le cas d’une fonction ¢ dont la dérivée s’annule en
un point, mais telle que ¢” ne s’annule pas en ce point.

Théoreme VIIL.4.4 (Théoréme de la phase stationnaire). On suppose que —oco <
a < fB< oo, que
(i) ¢ est de classe C* sur [a, 3], et

¢'(@) =0, ¢'(x) # 0 sur o, 8], ¢"(a) #0,

(ii) f est de classe C? sur [a, 3].

Alors
1

= Eﬂei()‘ (+0%) L :
R =3 YA TOR)

owo=1si¢"(a)>0,0=-1si¢"(a)<0.

Démonstration. (a) Nous commengons par traiter un cas particulier : a = 0, p(z) =
22, f(x) = 1, c'est-a-dire

8
F(\) = / M da.
0
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Nous allons montrer que

Nous avons établi que

e
0 Vu
si bien que

2N 2 e vt

En utilisant le théoréme d’Abel (VII.2.1), on obtient la majoration suivante
‘ 2
,\,@2 f B ﬁf

(b) Supposons a = 0, ¢(z) = 22. La fonction f, qui est supposée de classe C2
sur [0, 3], peut s’écrire

f(x) = f(0) + zfi(x),

ot fi est de classe C'. Par suite

g,
F(\) = /0 e f(z)da

B s B o
:f(O)/0 e dw—i—/o A p fy () da

En effectuant une intégration par parties nous obtenons

ﬂ i 1172 1 i 1172 5 1 ﬁ i 1‘2
/0 e l“fl(I)d?C:ﬁ[eA fl(ﬂf)] A e [ (z)dw

0

et ceci montre qu’il existe une constante C telle que

[ <

En utilisant (a) nous obtenons bien le résultat dans ce cas.
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(c) Supposons ¢'(x) > 0 sur Ja, 3]. La fonction ® définie sur [«, 3] par

O(z) = Vo(r) - p(a)

est strictement croissante et de classe C3. Comme dans la démonstration du théo-
réme VII.3.2, effectuons le changement de variable défini par ®(x) = u, z = ¢ (u),

. Bo
F(}\) _ el>\<P(a) / GIAU2f(¢(U))¢/(U)dU,
0
et nous sommes ramenés au cas traité en (b).
Si ¢/(x) < 0 sur Ja, 3] nous posons

(z) = Vola) —p(z)

et la démonstration se poursuit de la méme fagon. O

Corollaire VII.4.5. Supposons —oo < a < 3 < oo, et
(i) ¢ est de classe C* sur [a, B], et qu’il existe v, o <y < f3, tel que

@'(7) =0, ¢(x) #0siz#~, ¢"(v) #0,

(ii) f est de classe C? sur [a, 3].
Alors

_ T (7) ei(N.D(W)-FU%) L l
) = 7o)

avec o =1 si " (v) >0, 0 = =1 si ¢"(v) <0.

Comme exemple d’application nous allons déterminer le comportement & l'in-
fini de la fonction de Bessel Jy. Cette fonction est définie par

L
Jo(N) = —/ O Ty,
0

™

D’aprés le théoréme de la phase stationnaire (VII.4.4),

3 iAcosz _ i i(A—E) 1 (1>
e dr =/ ze 2)—+0(~),
/0 \[2 VA )\
" iAcosz 7. 2 —iAcosz 7. T i(—)\+ﬂ) 1 (1)
e dr = e dr = 4/ —e )—+0(=]).
/g /0 \/; N )

Finalement
2 T\ 1 1
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Exercices
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Exercice VIILI. Pour «, 8 > 0 on considére la fonction F' définie par
1
PO = / e M20-1(1 _ 5)P-lgy (A € R).
0

a) Montrer que la fonction F' est développable en série entiére,

F(\) = i an\".
n=0

Quel est le rayon de convergence de cette série entiére 7 Exprimer les coefficients
a 'aide de la fonction gamma.

¢) Quelle est la limite de F'(A) quand A tend vers +o00 ? Montrer que A™*F'(X)
a une limite quand A tend vers +o00, et calculer cette limite.
Indication : on pourra effectuer un changement de variable en posant x = ¥.

Exercice VIIL.2. Soit F' la fonction définie sur R par
F()) = / A
o x(x*+1)

a) Montrer que F' est dérivable et que

F'(\) = ge—lki.

b) Montrer que
F(\) = sgn()\)g(l —e Iy,

Exercice VIL3. a) Soit f une fonction continue bornée sur [0, c0[. On suppose
que f(0) # 0. On considére la suite {a, } définie par

_ [T e
an—/o e ﬁdt.

Montrer que
1

n

ap ~ ﬁf(o)

b) Soit {b,} la suite définie par

(n — 00).

Bl



EXERCICES

Montrer que

N
2 /n
Indication : on pourra effectuer le changement de variable défini par =z =
V1—e

c) Soit {c,} définie par

by, ~ (n — 00).

Cn :/ (1+ 2) "dux.
0

Montrer que

Cp ~ (n — o0).

VT
2

4-

Indication : poser z = Vet — 1.
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VIII
CONVOLUTION

Les trois derniers chapitres de ce cours traitent de ’analyse harmonique. On y
étudie des questions ou le groupe des translations joue un role. Celles-ci opérent
dans les espaces LP(R), et les opérateurs définis par un produit de convolution
commutent aux translations. Ce produit de convolution permet de régulariser
les fonctions, c’est-a-dire de les approcher par des fonctions trés réguliéres, par
exemple de classe C*.

VIII.1. Convolution et invariance
par translation. Exemples

Le groupe R agit par translation sur les fonctions définies sur R. Si a est un
nombre réel, la translatée 7, f d’une fonction f est définie par

Taf(x) = f(l' - a)'

Considérons une transformation linéaire 1" qui & une fonction f définie sur R asso-
cie une fonction g = T'f définie également sur R. Supposons que la transformation
T commute aux translations :

VaeR, Tor,=1,0T,

c’est-a-dire que, si 1" transforme f en g, alors T" transforme 7, f en 7,9. Supposons
de plus que la transformation 7" soit de la forme

Tf@) = [ Ko fwiy
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(sans nous préoccuper pour le moment de savoir si l'intégrale est bien définie). Le
fait que la transformation 7' commute aux translations se traduit par

/ " K(ey)fly —a)dy = / T K- ay)f(n)dy.

ce qui s’écrit aussi, puisque la mesure de Lebesgue est invariante par translation,

[e.9] o0
/ K(z,y +a)f(y)dy = / K(z —a,y)f(y)dy.
—00 —o0
Cette relation sera vérifiée si le noyau K de la transformation T est de la forme

K(z,y) = k(z —y),

et alors -
Tf(@)= [ k- )i
—00
Ceci conduit a la définition suivante : le produit de convolution de deux fonc-
tions f et g est défini par

frg) = | " i@ — o)y,

(a condition bien stir que cette intégrale soit bien définie). Le produit de convo-
lution est commutatif, f *x g = gx* f, et, pour tout a € R,

(Taf) *g =[x (Tag) = Ta(f * g)'

On peut aussi considérer que f* g est une combinaison linéaire généralisée des
translatées de la fonction f :

[e.e]
fro@) = [ (rup@glapa
—0o0

Dans ce chapitre nous allons étudier sous quelles hypothéses sur les fonctions f
et g le produit de convolution fx*g existe, et étudier a quelle espace la fonction fxg
appartient.

Mais avant d’énoncer les propriétés de la convolution, considérons quelques
exemples.

Ezemple 1. Soient f la fonction caractéristique de l'intervalle [a, b], et g celle de
[c,d]. Alors
fxg(@) =Xz —a,a—bNlcd]),
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et le graphe de f * g a la forme d’un trapéze (d’un triangle si b —a = d — ¢). Si
d—c<b-—a,

(0 siz <a+ec,
r—(a+c) siat+c<z<a+d,

frglx)=<d—c sia+d<z<b+e,
(b+d)—z sib+c<xz<b+d,
L0 siz>b+d.

FExemple 2. Pour a > 0 posons

La fonction G, est la densité de la loi de probabilité de Gauss centrée de va-
riance «,

/_Z Gal) =1, /OO 2Go(x)dz =0, /OO 22 G (z)dr = o

— 00 — 00

En effet nous avons vu en V.2 que

e 2
/ e "du =T,
—o0
et la valeur de la troisiéme intégrale s’obtient a I’aide d’une intégration par parties.
Pour o, 6 > 0,
Ga * Gﬁ(l‘) = GOH‘ﬁ‘
En effet

@-y? _v?
T2 e 28dy.

1 o0
G“*GW):W/_ ¢

L’intégrant est l’exponentielle d'un trinéme du second degré en y que nous écrivons
sous forme canonique

(x—y)? ¥ a+p B \? Ly
a +F_ aﬁ<_a+ﬁ) +a+ﬁx'

Le résultat s’en déduit facilement en utilisant & nouveau la relation

/ e dy = N

—0o0

Ezemple 3. Pour a > 0 posons

Ya(x) ﬁl‘a_l six >0,
al\l) =
0siz<O0.
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Alors
Yo # Yy = Yass.
En effet .
Vos Yata) = [ Yale = u)Yslu)ds

I'intégrant est nul si |0, co[N] — oo, x[ est vide, donc si x < 0, et, si x > 0,

1 ‘ T — a—1, -1
R, ¢

En posant y = tz, nous obtenons

Ya * Yg(l’) =

anrﬁfl /1 )
— [ (1 -t ar
T@r@ Jo '
L’intégrale est la fonction béta d’Euler (¢f. V.3),

Ya * Yg(l’) =

_ T(@)r'(B)
B(O[’ﬁ) - F(a+ﬁ) 9
donc finalement
Ya * Yﬁ = Ya+ﬁ-

Soit f une fonction continue nulle pour x < 0. Alors, pour a =1, F =Yy * f
est la primitive de f qui s’annule en O :

F(a) = Yi * f(x) = /0 " f)dy,

et, si @ = n est un entier > 1, F,, = Y, x f est la primitive d’ordre n de f qui
s’annule en 0 ainsi que ses n — 1 premiéres dérivées,

E =f FP0)=0 (0<k<n-1).

VIII.2. Convolution et espaces LP(R)

Considérons d’abord 'action des translations sur les fonctions. Rappelons que
Tof désigne la translatée de la fonction f par le nombre réel a,

(raf)(2) = fz —a).
Si feLP(R), 1<p<oo,alors 7,f aussi et

17 fllp = 1715

C’est en effet une conséquence immeédiate de l'invariance par translation de la
mesure de Lebesgue.
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Proposition VIIL2.1. Supposons 1 < p < oco. Si f € LP(R), alors
lim 170 — fllp = 0.
a—0

Cette propriété n’a pas lieu pour p = oco. En effet si f est la fonction caracté-
ristique d’un intervalle d’extrémités « et § (—oo < o < 3 < 00), alors

Va0, |raf — fllo = 1.

Démonstration. Supposons d’abord que f soit la fonction caractéristique d’'un in-
tervalle borné. Si |a| est inférieur a la longueur de Uintervalle,

1
I7af — fllp = (2lal)?,

donc
tim 170/ — fll, = 0.

Par suite la propriété a lieu si f est une fonction intégrable en escalier. Soit f
une fonction de LP(R), et soit € > 0. Il existe une fonction intégrable en escalier
g telle que

17 = gllp ==

D’aprés ce qui précede il existe n > 0 tel que, si |a| < n,

Irag — gllp < =

Finalement, pour |a| < 7,

I7af = flip < HTaf - Tang +17ag = gllo + llg = fllp

z = ]
3+3+3

Théoréme VIIL2.2. Soient f et g deuz fonctions de LY(R). Pour presque tout
Uapplication
y— flz—y)g(y)

est intégrable. La fonction f % g, qui est définie presque partout par
frae) = [~ fe=natiy

est intégrable, et
1 gllx < If112llglls-

La loi de composition interne ainsi définie sur ’espace de Banach L*(R) en fait
une algebre de Banach commutative.
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Rappelons qu’une algébre normée A (sur R ou C) est une algébre munie d’une
norme d’espace vectoriel vérifiant de plus I'inégalité

labll < [lall{lo]],

pour tous a,b € A, et qu'une algébre de Banach est une algébre normée compléte.

Démonstration. (a) D’apres le théoréme de Fubini-Tonelli (IV.2.3),
[ (] 1t =wlatwidz)ay =1l [ latw)lds = 1710l

donc l'application (z,y) — f(x — y)g(y) est intégrable sur R x R. D’aprés le
théoréme de Fubini (IV.2.2), pour presque tout z la fonction est intégrable sur R.
De plus

£rg@l < [ 1= latldy

—0o0
donc

1 gllv < 111 llgll-

(b) Montrons que le produit de convolution est associatif. Si f, g, h sont trois
fonctions de £!(R),

(f g*h / flxz—2)(g*h)(y)dy

= /_OO /_OO flz—y)gly — Z)h(Z)dZ) dy.

Or, pour presque tout x,

| [ i@ wllst - 2lna) dy dz < o,

donc, d’apres le théoréme de Fubini, pour un tel x,

(Felgxm) @) = [ (£ 0 D)z = (£ x9) * ) o).
Donc les fonctions f* (g * h) et (f * g) * h sont égales presque partout. O

Théoréme VIIL2.3. Soient f une fonction de L1(R) et g une fonction de LP(R),
1 < p < oc0. Pour presque tout x la fonction

y+— f(y)glz —y)
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est intégrable, et la fonction f * g, définie pour presque tout x par
frae) = [~ fwata =iy

appartient o LP(R). De plus

I1F* gl < 1 Fl1llgllp-

Démonstration. Le cas ou p = 1 a déja été traité (VIIL.2.2). Supposons p > 1
et soit ¢ exposant conjugué : 1 + % = 1. Soit ¢ la fonction caractéristique d’un
intervalle borné [a, b]. D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli (IV.2.3), et I'inégalité
de Holder (II1.1.2)

| [ 1tlste - ieta) dy do

= [ 1@I( [ 1ot~ vlet@da)dy < 17 lhllalo(b - o).

—00

Donc, d’aprés le théoréme de Fubini (IV.2.2), pour presque tout z la fonction
y — f(y)g(x — y) est intégrable et 'application

v ple) | " fw)gle — y)dy

est intégrable. Par suite la fonction f % g, qui est définie presque partout, est
mesurable.
D’aprés I'inégalité de Holder (111.1.2),

»m\»—t

|1k lste - wliswlia

<(| |f<y>||g<x—y>l”dy)’3(/

o0

1
1 (w)ldy)”
oo
Aprés une intégration en x nous en déduisons que

o] 1+2

|18 gpdn < lglgl ey

— 0o

c’est-a-dire

1 gllp < £l l9llp- -
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On montre également que, si f1, fo € L'(R), et si g € LP(R), alors

fix(faxg) = (fi* fa) x g

On note Cy(R) I'espace des fonctions continues sur R & valeurs complexes qui
tendent vers 0 & I'infini. Muni de la norme uniforme,

[flloc = sup|f(z)],
z€eR

c’est un espace de Banach.

Théoréme VIIL2.4. Soient f une fonction de LY(R) et g une fonction de Co(R).
La fonction f g appartient a Co(R) et

1F 5 glloo < If1111glloo-

Démonstration. La fonction g, étant continue et tendant vers 0 a l'infini, est uni-
formément continue : pour tout € > 0 il existe > 0 tel que si | — 2'| < n, alors
|f(x) — f(2')] <e. Par suite, si |z — /| <7,

oo

| *g(z) — f*g(2)] < / [fWllg(a —y) — g(@" —y)ldy < e[l £]]1-
—0o0
La fonction f*g est donc uniformément continue. D’autre part, on montre & I'aide
du théoréme de convergence dominée que la fonction f * g tend vers 0 a I'infini.
O

Si f et g sont deux fonctions de £2(R), alors, pour tout z, la fonction y
f(z —y)g(y) est intégrable. Le produit de convolution f % g est donc défini en
tout point. C’est vrai plus généralement si f appartient a LP(R) et g & LI(R),
lorsque p et ¢ sont deux exposés conjugués.

Théoréme VIIL2.5. Soient f et g deux fonctions de L2(R). La fonction f * g ap-
partient a Co(R) et
1] * glloo < £ ll2llgll2-

Démonstration. (a) Suposons d’abord que f et g sont les fonctions caractéristiques
de deux intervalles bornés. La fonction f % g est alors une fonction continue a
support compact dont le graphe a la forme d’un trapéze ou d'un triangle (cf.
exemple 1 au début du chapitre). Par suite, si f et g sont deux fonctions intégrables
en escalier; la fonction f * g est continue & support compact.
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(b) Soient f et g deux fonctions de L£L2(R), et soient {f,} et {g,} deux suites
de fonctions intégrables en escalier telles que

Jim [|fy = fllz =0, lim g = gll2 = 0.

En écrivant
fn*gn_f*g:fn*(gn_g)+(fn_f)*ga

nous obtenons pour tout z, & l'aide de I'inégalité de Schwarz,

[fnx gn(@) = f* g(@)] <[ full2llgn — gllz + [1fn = fll2llgll2-

La suite f, * g, converge donc uniformément vers f x g. Il en résulte que f * g est
continue et tend vers 0 & U'infini. (|

VIII.3. Approximation de I’'identité et régularisation

Soit. A une algébre normée commutative. Une approzimation de l’identité est
une suite {a,} d’éléments de A telle que, pour tout élément b de A,

lim a,-b=0.
n—oo

Nous allons considérer le cas o A est lalgébre de convolution L'(R)
(cf. VII1.2.2). Soit ¢ une fonction intégrable positive d’intégrale égale a 1. Posons

() = nep(nz).

Théoréme VIIL3.1. La suite {p,} est une approzimation de lidentité de L'(R).
Plus généralement, si f est une fonction de LP(R), 1 < p < oo,

lim [lgn * £ — fll, = 0.

Lemme VIIIL.3.2. Si g est une fonction mesurable bornée sur R, continue en 0,
o0
lim en()g(z)dz = g(0).
n—oo | _
Démonstration. Notons d’abord que, pour tout n > 0,
n nn

lim on(z)dr = lim o(x)dr =1,

n—00 n—00
-n -nn
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et donc

lim on(x)dz = 0.

o0 |z|>n

Soit € > 0. La fonction g étant continue en 0, il existe n > 0 tel que, si |z| <7,

€
l9(2) —9(0)] = 5.
Ainsi, pour |z| < n,
(e.) [o.¢]
[ e@st@ds —g0) < [ eu@lolo) - g(0)ds
—0o0 —0o0
€
< =+ 2sup|g| on(z)dx.
2 lz[>n
Il existe N tel que, sin > N,
€
2sup |g| pu(z)de < 5
|z[>n
Le résultat annoncé est établi. O

Démonstration de VIII.3.1. Soit f une fonction de L£P(R). Posons

oy) = / U@ —y) - f@)Pdr = |r,f — FIE.

—0o0

La fonction g est bornée et continue en 0,
9(y) < 2| fllp, et lim g(y) =0,

d’aprés VIII.2.1. Pour presque tout =z,

o e 1@) = 1@ = [~ ul) (e~ ) — Sy

—00

Nous allons montrer que, pour un tel z,

fon @)~ 1P < [ ouw)lfe— ) - Fa)Pdy
Sip =1 cest évident. Si p > 1, notons ¢ 'exposant conjugué de p : }D =+ % =1
En écrivant
> 1 1
fon*1(2) = J@I < [ pu@)inlu)? 1 Fle =)~ @)ld
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nous obtenons grace a I'inégalité de Holder (I11.1.2)

e}

fon e 1) — 11 < ([ ontlse—) - r@Pa)’,

—00

et, aprés une intégration en x,

| tens i@ - f@ps < [ enwotoan

—0o0 —00

Le résultat annoncé est une conséquence du lemme VIII.3.2. (]
Proposition VIIL.3.3. Si f est une fonction de Cy(R),
lim (o + f — flloo = 0.
n—oo
La démonstration est laissée au lecteur.
Citons deux approximations de l'identité qui jouent un roéle important en ana-

lyse :
1. Approzimation de Gauss.

1 .2 no_ 2.2
¢($):ﬁe -, %(95):\/—%6 "
2. Approzimation de Poisson.
1 1 n 1
S par S L g

Nous allons étudier la dérivée d’un produit de convolution et montrer, & ’aide
de la convolution, que pour 1 < p < oo, toute fonction de LP(R) est limite, au
sens de LP(R), d’une suite de fonctions de classe C™.

Proposition VIIL3.4. Soient f une fonction de LP(R), et ¢ une fonction de classe
C! sur R a support compact. Alors f x ¢ est de classe C' et

(fro) =fx4.
Démonstration. Le support de ¢ étant compact il existe A > 0 tel que supp(y) C

[—A, A]. Nous allons appliquer le théoréme de dérivation d’une intégrale dépen-
dant d'un parameétre (VII.1.2) a l'intégrale

froa) = [ T fwele - y)dy.
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Fixons K = [a,b]. Pour z € K, y € R,
fW)¢' (z = y)| < gr (),

avec
9(y) = sup [¢'[|f (1) X[a—a,6+4)(1)-
La fonction g est intégrable et nous pouvons appliquer le théoréme VII.1.2 :

(oY@ = [ 1) —udy = f @) 0
Remarquons que si f et g sont deux fonctions de classe C!' & support compact,

(fxg) =[f*g=[fxg.

On note D(R) 'espace des fonctions de clase C*° a support compact. Notons
que l'espace D(R) n’est pas réduit a la fonction nulle. Il contient en effet la fonction

1) définie par
1 .
exp(— — ) si —l<z<l,
Yla)=q N
0si|z| > 1.

Corollaire VIIL.3.5. Soient f une fonction de LP(R) et ¢ une fonction de D(R).
Alors la fonction f * @ est de classe C*° et

(f @)™ = fx ™
On dit que f * @ est la régularisée de f par .
Théoreme VIIL3.6. Si 1 < p < oo, toute fonction f de LP(R) est limite, au sens
de LP(R), d’une suite de fonctions de D(R).

Démonstration. Soit ¢ une fonction de D(R), positive et d’intégrale égale a 1. On
peut prendre par exemple

plx) = (),

ou v est la fonction décrite ci-dessus et

A= /_Z b(2)dz

Posons ¢, (z) = ne(nz). Si f est une fonction de L£P(R) & support compact, la
fonction ¢, * f appartient & D(R) et, d’aprés le théoréme VIII1.2.1,

lim o+ f = fllp = 0.
n—00

Le résultat annoncé s’en déduit car toute fonction de £P(RR) est limite, au sens de
LP(R), d’une suite de fonctions intégrables en escalier. O



VIII.4. CONVOLUTION DES MESURES BORNEES

VII1.4. Convolution des mesures bornées

Soient u et v deux mesures bornées sur 'espace mesurable (R, B). La mesure
p ® v est une mesure bornée sur (R?, By). Le produit de convolution p * v est la
mesure définie sur (R, B) par, si E est un ensemble borélien de R,

prxv(E)=pev({(r,y) e R* |z +y e E}).

C’est une mesure bornée. Sa masse totale est égale au produit u(R)v(R) des
masses totales des mesures i et v. On obtient ainsi une loi de composition interne
sur I'ensemble M!(RR) des mesures bornées sur R qui est associative, distributive
par rapport a 'addition et commutative. La mesure de Dirac § en 0 est un élément
neutre. Si J, désigne la mesure de Dirac en a,

6(1 * (Sb = (5a+b.

Si f est une fonction mesurable bornée sur R,

[ s = [ s+ g)dualdvty).
R R2

Si v a une densité g par rapport a la mesure de Lebesgue, dv(z) = g(x)dz,
alors p * v a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue qui est notée p * g
et qui est donnée par

p*g(z) = /Rg(w —y)du(y).
En particulier, si yu = d,,
da x g(7) = g(z — a) = 1a9(x).

Si p et v ont des densités f et g, alors p * v a pour densité f * g, produit de
convolution de deux fonctions intégrables qui a été défini a la section VIIL.2.

Si p est une mesure bornée, et si {¢,} est une approximation de l'identité,
alors la suite des mesures p * (p,dz) converge étroitement vers u. En effet, si f
est une fonction continue bornée,

o0

avec

Flu) = /R £(u+ 9)du(y).
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La fonction F est continue et bornée. La continuité se montre a I’aide du théoréme
de convergence dominée (I1.3.4). Donc

lim F(u)pn(u)du = F(0),

—
n—oo |

c’est-a-dire
T [ @) pn)@ide = [ i

Exercices

Exercice VIII.1. Soient p,q > 1 tels que %—F% = 1. Soient f € LP(R), g € LI(R).
Montrer que la fonction f * g est partout définie, que

1f # glloo < 1£1lpllgllg:

et que f * g appartient a Co(R).
Exercice VIIIL.2. Soit o > 0 et soit f une fonction continue bornée sur R. Montrer
qu’il existe une unique solution bornée de I’équation différentielle

—u" 4+ o?u = f.

Soit p > 1. Montrer quessi f € LP(R), alors u aussi et qu’il existe une constante C'
telle que

lully < CllFlp-

Exercice VIIL3. Soient A et B deux ensembles mesurables de mesure finie pour
la mesure de Lebesgue : A(A) < 0o, A(B) < co. Montrer que ’ensemble A + B
est d’intérieur non vide.

Indication : considérer le produit de convolution des fonctions caractéristiques
de A et B.

Exercice VIIIL.4. Soit f € L£L°(R). On suppose que
lim |70 f — flloo = 0.
a—0

Montrer que f est presque partout égale & une fonction uniformément continue.
Indication : considérer la suite g, = f * ¢n, ou {¢,} est une approximation de
I'identité. Montrer que la suite {g,} converge vers f presque partout, et en tout
point vers une fonction uniformément continue.
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Exercice VIIL5. Pour a > 0 on pose

o0

Ha = Z %Tdn

n=0 "

Montrer que piq * ftg = o 3-
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IX

TRANSFORMATION DE FOURIER

La transformation de Fourier intervient dans de nombreuses questions d’ana-
lyse, aussi bien théoriques que pratiques. Cette transformation a été introduite
par Fourier pour I’étude de I'équation de la chaleur. C’est une équation aux dé-
rivées partielles qui décrit I’évolution de la température au cours du temps. Elle
s’écrit, pour un choix convenable des unités de temps et de longueur,

ou 0%u

ot
Le probléme de Cauchy pour I'équation de la chaleur est le suivant : étant
donnée une fonction continue ug sur R, déterminer une fonction u continue sur

[0, T[xR de classe C? sur |0, T[xR vérifiant

u  0*u
g_t - %, (t,z) €0, T[xR, (1)
u(0,z) = up(x). (2)

On remarque que les fonctions suivantes sont des solutions particuliéres de
I’équation de la chaleur,

un(t,z) = e NN (A eR).

Soit f une fonction intégrable sur R ; posons
(o]
ult,z) = / e N1 £(\)d.
—00

On vérifie que u est une solution de I’équation de la chaleur sur |0, co[xR,
qu’elle est continue sur [0, c00[xR, et que

u(0,z) = / it F(N)dA.

—00
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Le probléme de Cauchy sera résolu s’il est possible de trouver une fonction f
telle que
oo .
/ A F(N)dA = wo(z).
—00

Ainsi apparait la transformation de Fourier. Nous verrons plus loin comment le
probléme de Cauchy peut étre résolu lorsque ug est une fonction continue bornée
(cf. XI.4).

IX.1. Transformées de Fourier des fonctions intégrables

La transformée de Fourier d'une fonction f intégrable sur R (par rapport a la
mesure de Lebesgue) est la fonction f définie sur R par

f = [ e s

— 00

La fonction f est continue et tend vers 0 & l'infini. La continuité résulte du théo-
réme sur la continuité d’une fonction définie par une intégrale (VII.1.1), et nous
avons déja vu que f tend vers 0 a l'infini (lemme de Riemann-Lebesgue, VII1.4.2).
De plus

1 lloo < I1F11-

Ainsi la transformation de Fourier est une application linéaire continue
de LY(R) dans Co(R). Sa norme est égale a 1. En effet, si f > 0, alors

1flloe = £(0) = I £IIr-

Ezxemples. Soit o un nombre réel positif.

f(l‘) = ﬁX[—a,a](I)a f(t) = Sig—tat-

o sin @t \ 2
@) =11 = ) xaal@), FO = (T2
fla) = e el f(t) = 2%

fa) = om0, OB
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L’intégrant est une exponentielle dont 'exposant est un trinéme du second degré.
Nous I’écrivons sous forme canonique

azr’ +itr = o :c—i—lt 2—i—i
a 200 402 |’

f(t) = e*% /00 efa(x+2i_;)2d:r.

On montre a ’aide du théoréme VII.1.2 que la fonction f est dérivable et que

et nous obtenons

d /., 2 i [ it ) it
E(f(t)e%a> = —i - efa(ﬁﬁ) Qa(x + 21—a>dac
L[ (e s)’
= — —_— @ d = 0.
2a0 J_ o dwe i v=0

Il existe donc une constante C' telle que

+2

f(t) = Co™ .

Pour ¢ = 0, nous obtenons
C= /OO e’ dy = | =
oo Q@

Notons que la transformée de Fourier de 7,f est égale a e " f (7,f(x) =
f(x —a), a € R), et que celle de el f est égale & Taf-

Théoreme IX.1.1. Soient f et g deuzx fonctions intégrables sur R, f et g leurs
transformées de Fourier. La transformée de Fourier du produit de convolution
f * g est égale au produit ordinaire f(t)g(t).

Démonstration. Posons h = f % g. La transformée de Fourier h de h est égale a

h(t) :/ *lm / f(z— )dy)dx

D’aprés le théoréme de Fubini (IV.2.2),

h(t) = /Oo (/Oo e f(x - y)dy)g(y)dy

—0o0 —00

_ / T e i )g(y)dy = F(B)a0). -
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Théoreme IX.1.2. Soient f une fonction intégrable sur R et f sa transformée de
Fourier.

(i) St xf est intégrable, alors f est dérivable et sa dérivée f’ est la transformée
de Fourier de —izf.

(ii) Si f est de classe C', et si sa dérivée f' est intégrable, alors la transformée
de Fourier de f' est égale a itf.

Démonstration. L’assertion (i) est une conséquence immédiate du théoréme sur la
dérivation d’une fonction définie par une intégrale (VIL.1.2).
Pour démontrer (ii), écrivons

f(x) = £(0) + /0 " P )dy.

Puisque f’ est intégrable, f a une limite quand x tend vers +oco. La fonction f
étant intégrable, cette limite est nulle. Il en est de méme en —oo. En intégrant
par parties nous obtenons

A A .
+ it/ f(x)e ™ dx,

A
/ fl(x)e ™ dr = —itf(x)e
—-A
et nous obtenons (ii) en faisant tendre A vers l'infini. O

Nous allons donner deux théorémes d’inversion pour la transformation de Fou-
rier. Considérons 'approximation de Poisson

(2) 1 n
)= ———5—
o w1+ n2a?’
et posons
[t]
B, (t) = e n
Alors

(@) = — / et (1)t

:% .

Lemme IX.1.3. Soient f une fonction intégrable sur R et f sa transformée de
Fourier. Alors

on® f(2) = o / e, (1) f(t)dr.

T J—c0
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Démonstration. En effet, d’aprés le théoréme de Fubini (IV.2.2),

eorf@ =5 [ ([ Ao ). ar

o0

2 J_ _

L[ s
— it f(\D,, ()dt. 0
ol R (LN

[e.o]

Théoreme IX.1.4. Soient f une fonction intégrable etf sa transformée de Fourier.
Si f est intégrable, alors, pour presque tout x,

f@) =5 [ i

T o oo
Démonstration. Posons f, = p, * f. Alors, d’aprés le théoréme VIII.3.1,
n—oo

et d’apreés le lemme IX.1.3,

fula) = = / " () D (1)dt.

:% .

Du théoréme de convergence dominée (I1.3.4) nous déduisons que, pour tout x,
fn(x) a pour limite

. i > ixt f d
g0) =5 [ iy
a —00
Puisque
n—oo
il en résulte que f est presque partout égale & la fonction continue g. O

Corollaire IX.1.5. Soient f une fonction intégrable etf sa transformée de Fourier.

~

Si f =0, alors f est nulle presque partout.

Ainsi la transformation de Fourier est une application injective de L!(R)
dans Cy(R). On verra en exercice qu'elle n’est pas surjective. Mais son image
est dense. En effet, d’aprés le lemme 1X.1.3, son image contient les fonctions de
la forme ¢, * f, oit f est une fonction continue a support compact.

Pour établir le deuxiéme théoréme d’inversion nous aurons besoin d’un résultat
préliminaire sur 'intégrale de Dirichlet qui s’écrit

sin \x

dx.
x

T
MFAfw
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Théoreme IX.1.6. Soit f une fonction intégrable sur [0,T] admettant une limite
droite en 0 notée f(0+). Supposons qu’il existe K et xg tels que, pour 0 < x < xg,

[f(x) = f(0+)] < K.

Alors

T .
lim/o f(:v)sm)\xdﬁzgf(()-i-).

A—00 X

Démonstration. Nous utiliserons la valeur de 'intégrale semi-convergente suivante

(cf. VIL.2)
* sinz T
dr = —.
/0 z U7

Pour démontrer le théoréme nous écrivons, pour 0 < n < T,

T in us
| @ = Sro4)

= [ @ - 100) TN+ [T 1D vz
0 . no v

o0 L1 )\
—f(0+)/ sinz
" x

Si0<n <,
n sin \x
[ (@) = 100) = o] < K
Du lemme de Riemann-Lebesgue (VII.4.2) appliqué a la fonction @ il résulte
que
T
lim / @Sin)\xda::&
A—00 n xT
De plus
oo 3 (o] 3
lim / Sin Az dr = lim Sin Az dr = 0.
A—00 n xT A—00 Y xT
Le théoréme s’en déduit. Il

Nous en déduisons le théoréme d’inversion ponctuelle suivant.

Théoreme IX.1.7. Soient f une fonction intégrable et f sa transformée de Fourier.
Supposons que f admette en un point x une limite & gauche f(x—) et une limite
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a droite f(xz+). Supposons de plus qu’il existe n > 0 et M > 0 tels que, pour
0<h<mn,

|f(+h) = fla+)| < Mh, |f(z—h)— flz=)] < Mh.
Alors N
hm-ii/ P f(t)dt = L (flat) + flz—)).

A—oo 27 _A

Démonstration. D’aprés le théoréme de Fubini (IV.2.2),

/:: emf(t)dt = /_Oo (/_1: ei(x_y)tdt>f(y)dy

[e.9]

- /0 h Si“yAy (Fx+ )+ flz—y))dy.

On applique le théoréme sur l'intégrale de Dirichlet (IX.1.6) a la fonction y —
fle+y)+ fl@z—y) O

L’espace de Schwartz S(R) est I'espace des fonctions f de classe C* a valeurs
complexes qui sont & décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées, c’est-a-
dire que, pour tous les entiers p et £ > 0, la fonction P f (k) () est bornée. Par
exemple la fonction de Gauss

f@)=e"" (a>0)

appartient a S(R). L’espace S(R) est contenu dans £P(R) pour tout p (1 < p <
00), et, pour 1 < p < oo, s’identifie & un sous-espace dense de LP(R).

Théoreme IX.1.8. La transformation de Fourier est une bijection de l’espace de
Schwartz S(R) sur lui-méme.

Démonstration. Soit f € S(R), et soit f sa transformée de Fourier. De la relation
(@090 = [~ e (i) P

on déduit que f € S(R). En particulier f est intégrable, et, d’aprés le théo-
réme 1X.1.4,

f@) =5 [ et i)t

2r J_

Ainsi la transformation de Fourier est une bijection de S(R) sur S(R). O
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IX.2. Transformées de Fourier des fonctions
de carré intégrable

Une propriété importante de la transformation de Fourier est la formule de
Plancherel qui s’énonce comme suit.

Théoreme IX.2.1. Soit f une fonction intégrable et de carré intégrable. Sa trans-
formée de Fourier f est de carré intégrable et

/_\ \dw——/ (1) 2dt.

Démonstration. Posons f(z) = f(—x), g = f * f. Alors
0= [ s+ nTwdn o0 = [ I16)Pd

|2. La fonction

La transformée de Fourier de f est égale a f(t) et celle de g a | f(£)
g est intégrable, continue et bornée. D’aprés le lemme 1X.1.3,

o % 9(0) = ;W/oo B (1) (1) 2dt.

Par suite
lim ¢, * g(0) = g(0).
n—oo

D’autre part
D, (t) < Ppyi(t), lim () =1,

n—oo

donc, d’apreés le théoréme de convergence monotone (I1.2.1),

90) = 5= [ If0Par =

Pour une fonction f intégrable et de carré intégrable posons

PL(t) e f (2)dx = —— ().

vl =

La transformation P s’appelle transformation de Fourier-Plancherel. Elle
vérifie

1P fllz = 1I£1l2-
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Théoreme IX.2.2 (Théoreme de Plancherel). La transformation de Fourier-
Plancherel se prolonge en un isomorphisme isométrique de L*(R) sur L*(R).

Démonstration. (a) Soit f une fonction de carré intégrable. Il existe une suite { f,, }
de fonctions de £L}(R) N L2(R) telle que

lim || f, — f]l2 = 0.
n—oo
La suite {Pf,} est une suite de Cauchy de £2(R) puisque
”me - an”2 = ||fm - fn”2‘
Elle est donc convergente dans L?(R) qui est complet (II1.2.2). Posons
Pf= lim Pf,.
n—oo

C’est un élément de L?(R), c’est-a-dire une classe de fonctions de carré intégrable.
Cette classe est indépendante de la suite {f,} choisie, et

IPfllz = [Ifl2-

(b) La transformation de Fourier-Plancherel est une application linéaire iso-
métrique. Son image est fermée. En effet si, pour une suite {f,} de L?(R), la suite
{Pfn} est convergente, alors la suite {f,} est aussi convergente. Soit f la limite
de la suite {f,}, alors

lim Pf, =Pf.

(c) L’image de la transformation de Fourier-Plancherel est dense. Elle contient
en effet Pespace de Schwartz S(R).
L’image de P étant fermée et dense est égale a L?(R). O

La transformation inverse est donnée par (f € LY(R) N L2(R)) :

Pfl' ltxf

7l
On peut noter que (P o P)f(z) = f(—xz), P* =1d
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IX.3. Transformées de Fourier des mesures bornées

La transformée de Fourier d'une mesure bornée p est la fonction i définie sur
R par

(0 = [ (o)

Si v a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue (f € L(R), f > 0),
alors i = f. La fonction fi est bornée,

(o) < o) = [ dn
R
et uniformément continue. En effet
it +1) = (o) < [ e~ dufa),

et le second membre tend vers 0 quand h tend vers 0 d’aprés le théoréme de
convergence dominée (1.3.2). La transformée de Fourier du produit de convolution
pxv de deux mesures bornées p et v est égale au produit ordinaire des transformées
de Fourier de p et v,

En effet
() = / / e 1D dpu(z)du(y),
RJR

= [ auta) [ e anty)

Si p est une mesure bornée et f une fonction intégrable,

Lioswa = [ fadua)

En effet, d’aprés le théoréme de Fubini (IV.2.2), les deux membres sont égaux a

/ o7 (1) dtdpu(x).
RQ

Il en résulte que si deux mesures bornées p et v ont méme transformée de
Fourier, alors elles sont égales. En effet, si i = U, alors, pour toute fonction f de

FL'(R),
[ t@inta) = [ f@yiva
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Puisque FL!(R) est dense dans Cy(R), I'égalité a encore lieu pour toute fonction f
de Cy(R), et par suite les mesures p et v sont égales.

Rappelons qu'une suite de mesures bornées p,, converge étroitement vers une
mesure bornée p si, pour toute fonction continue bornée f,

lim fdun:/fdu.
R R

n—0oo

La suite des transformées de Fourier fi,,(t) converge alors vers fi(t) en tout point ¢.
On peut montrer que la convergence est uniforme sur tout compact. La réciproque
suivante de cette propriété est importante de par ses applications au calcul des
probabilités.

Théoreme IX.3.1 (Théoreme de Lévy). Soit {u,} une suite de mesures bornées
telle que la suite {fi,} converge en tout point vers une fonction ¢ continue en 0.
Alors ¢ est la transformée de Fourier d’une mesure bornée p, et la suite {p,}
converge étroitement vers (.

Démonstration. Posons

M = Sup/ dptn, = sup i, (0),
R n

n

et remarquons que
[ ()] < 1 (0) < M, [p(t)] < (0) < M.
Soit L, la forme linéaire sur Cy(R) définie par
L) = [ o
R
Cette forme linéaire vérifie

[ Ln (f)] < M| f]oc-
Soit g une fonction intégrable. Sa transformée de Fourier ¢ appartient a Co(R),
La(@) = [ @) = [ oot

et, d’apres le théoréme de convergence dominée (1.3.4),

lim Lo(3) = /R o(t)p(t)dt.

n—o0
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Puisque FL!(R) est un sous-espace dense de Co(R), il en résulte que, pour toute
fonction f de Cy(R), la suite L, (f) a une limite. Notons L(f) cette limite. Ainsi L
est une forme linéaire positive sur Cyp(R) qui contient C.(R). D’apreés le théoréme
de Riesz (VI.3.1) il existe une mesure de Lebesgue-Stieltjes u sur R telle que

L) = | fan.

Considérons 'approximation de Poisson

1 k
w1+ k22’

||

fr(t) = fe(z) =e %,

Pour g = f, nous obtenons

L) = [ fla)duta) = [ filtyeltiar

D’une part, grace au théoréme de convergence monotone (1.3.4),

iim [ fu@)dn(e) = [ duto)

k—o00

et, d’autre part, ¢ étant bornée et continue en 0, d’apres le lemme VIII.2.2,

k—oo

lim /R Jeyp(t)dt = p(0).

Il en résulte que la mesure p est bornée, et que

[ dn=0) = Jim o(0) = tima_ [ d,
R n—
c’est-a~dire que la suite p,, converge étroitement vers p. O

Une fonction ¢ définie sur R & valeurs complexes est dite de type positif si,
quels que soient les nombres réels 1, ..., xn et les nombres complexes ¢y, ..., cn,

N
o(xj —xp)cic, > 0.
k=1

Une fonction ¢ de type positif vérifie
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C’est une conséquence du fait que, pour tout x, la matrice

< ©(0) 90(36))

p(—z) ¢(0)

est hermitienne positive. Le produit de deux fonctions de type positif est de type
positif. C’est une conséquence du lemme d’algébre linéaire suivant.

Lemme IX.3.2. Soient (a;) et (bjr) deux matrices hermitiennes positives, alors
la matrice (c;) définie par
Cik = jkbjik

est aussi hermitienne positive.

Démonstration. Puisque toute forme hermitienne positive est une somme de car-
rés de modules de formes linéaires, il suffit d’établir la propriété lorsque la ma-
trice (bji) est de rang un :

bk = BB
Alors
Z ajkbjrcicr = Z ajx(Bjc;i)(Brex) > 0. U
ik ik

La transformée de Fourier d’une mesure bornée est une fonction de type positif.
Soit en effet 1 une mesure bornée et posons

o) = [ duto)

Alors

2
du(t) > 0.

N N
— _t .
> ety —miesar = [ | ege
RS

k=1
Cette propriété admet une réciproque.
Théoreme IX.3.3 (Théoreme de Bochner). Soit ¢ une fonction continue de type
positif. Alors @ est la transformée de Fourier d’une mesure bornée w. La mesure p
est unique.

Nous avons déja vu que si p existe elle est unique.
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Lemme IX.3.4. Soit ¢ une fonction continue de type positif. Alors, pour toute
fonction f intégrable,

/ Z / Z (@ — ) F(@)F () do dy > 0.

Démonstration. Si f est une fonction continue & support compact C [a,b], cette
intégrale est limite de sommes de Riemann du type

N

P2 oy — o) f@)Fln) (w5 =a+ (G 1h, h= bz_\fa>
j.k=1

qui sont positives. La propriété est donc établie pour une telle fonction. Si f est
intégrable, alors f est limite au sens de £ (R) d’une suite de fonctions f,, continues
a support compact,

) i /_ Z /_ Z ol =) fu(@) Fuly) do dy
= [ [ o 05w dr
puisque
‘ /Z /Z o(x —y) fo(@) fu(y) do dy — /Z /: oz —y)f(x)f(y) dz dy
< @O (I fall + 10 = - -

Démonstration du théoréme X.3.3. (a) Supposons d’abord que ¢ est intégrable et

posons
1 oo
10 =5 [ e

2r J_

Si g une fonction intégrable sur R,

/OO Y(t)g(—t)dt = L o(z)g(x)dz.

oo 27
Soit f € LY(R) N L%(R); posons
g(t) = 1f P,
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alors g est intégrable et

Par suite,

[ awliora= [~ [ et d dy

En particulier, si
_ itox %)2
fl) = (S )
le support de f est égal a [to — a,to + a]. Ceci permet d’établir que y(t) > 0 pour
tout ¢.
Prenons maintenant

Pour tout n,

[ aweta= [ pwr

———dz.
2.2
o oo 1+ nx

Quand n tend vers l'infini, le premier membre a pour limite [ ~(¢)dt en vertu
du théoréme de convergence monotone (1.2.1), et le deuxiéme membre a pour li-
mite p(0) car ¢ est continue et bornée (VIII.3.2). Ceci montre que 7y est intégrable,
et par suite

o) = /R e " du(t),

avec du(t) = ~(t)dt.
(b) Soit ¢ une fonction continue de type positif. Pour tout n la fonction ¢,

||

on(z) =€ p(x),

est de type positif, étant le produit de deux fonctions de type positif. De plus
la fonction ¢, est intégrable. D’aprés (a) ¢, est la transformée de Fourier d'une
mesure bornée p,. Quand n tend vers U'infini, ¢, () tend vers ¢(x). Donc ¢ est la
transformée de Fourier d’'une mesure bornée d’aprés le théoréme de Lévy (IX.3.1).

]
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Exercices

Exercice IX.1. Soient f une fonction de £'(R) et f sa transformée de Fourier.
a) Montrer que, pour t # 0,

2f () < |If =72 flh-

Indication : on établira que

270 = [ T (@) - flao - D))o e,

—00

b) En déduire que f(t) tend vers 0 a Pinfini.

Exercice IX.2. Pour a > 0 on considére la fonction f, définie sur R par
folz) =Y (z)e a1,

Y(x)=1six>0,et 0siz<0.)
a) Calculer la transformée de Fourier de f,.
b) Montrer que

/oo G+or 0 TP

Exercice IX.3. Pour a # 0 on pose

1
x+ia’

ga(x) -

a) Montrer que g, est de carré intégrable et déterminer sa transformée de
Fourier-Plancherel (cf. 'exercice précédent).
b) Pour a,b # 0 déterminer le produit de convolution g, * gp.

Exercice IX.4. Pour o > 0, on pose

() « 1
r)=——.
Pa T o? 4 22

Déterminer, pour «, 3 > 0, le produit de convolution ¢, * ¢g3.
Indication : considérer la transformée de Fourier de ¢,.

Exercice IX.5. Pour o > 0 on pose

1
(chz)e

fa(z) =
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a) Montrer que

Indication : on fera le changement de variable défini par u = €**, et on utilisera

la relation )
< wh I'(p)l'(q)
du = Rp, Rqg > 0).
/0 (T+upt™ " T(p+q) (Rp, Rg > 0)

b) Evaluer les intégrales

[T [

Exercice IX.6. Soit f une fonction mesurable sur R. On suppose qu’il existe un
nombre o > 0 tel que

/OO \f(x)\eo‘|$|dm < 00,

/_ Z f(z)z"dz = 0.

Montrer que f(z) = 0 presque partout.
Indication : considérer la fonction de la variable complexe A définie par

et que, pour tout n € N,

F(\) = /_ T eixe f(zx)dz

Exercice IX.7. Le but de cet exercice est de montrer que la transformation de
Fourier n’est pas une bijection de L!(R) sur Co(R), c’est-a-dire qu’il existe une
fonction de Cop(R) qui n’est pas la transformée de Fourier d’une fonction inté-
grable.

Soit f une fonction intégrable sur R, impaire.

a) Montrer que
/A 10 4y _ 21/00(/A Sinmdt)f(ﬂﬂ)dﬂff
0 t 0 0 t '

A (O
Algnoo/o Tdt—nr/o f(x)dx

et que
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Indication : on rappelle que

Ysinx T

dr = =
Ty

lim
a—oo [o €T

On montrera qu’il existe une constante M telle que, pour tout a > 0,

o -
/ smxdx <M.
0

T

b) Montrer qu’il existe une fonction g € Cy(R) impaire telle que I'intégrale

/A@dt
o 1

n’ait pas de limite quand A tend vers 'infini. Conclure.



X
SERIES DE FOURIER

Une fonction f définie sur R et & valeurs réelles ou complexes est dite périodique
de période T si, pour tout = de R,

fla+T) = f(a).

Les fonctions trigonométriques cosinus et sinus sont périodiques de période 27

et les fonctions cos Z%nx et sin z%nx, pour un entier n > 1, sont périodiques de

période T'. Par suite une combinaison linéaire

N
21 .27
p(I) = o + E / (an COS ?na: + ﬂn Sin ?n$>
n=

est aussi périodique de période T'. Une telle fonction p est appelé polynome tri-
gonométrique de période T. Nous allons étudier dans ce chapitre sous quelles
conditions il est possible d’approximer une fonction périodique f de période T'
par un polynéme trigonométrique de période T', ou de représenter f par une série
de Fourier, c’est-a-dire une série de la forme

> 2w .21
ozo—l—z ozncos?nx—kﬁnsm?na: .

n=1

Au lieu des fonctions cosinus et sinus il sera commode d’utiliser les fonctions
exponentielles complexes

12_7l'n1, 27T .. 27T
T = COS —MNx + 181N —Nx.

T T
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Une série de Fourier s’écrit donc aussi
o0
Z anei%"nx
n=-—00

On dit que cette série de Fourier converge en x si la suite des sommes partielles

N
. 2m
_ § : anelec
n=—N

est convergente.

X.1. Coefticients de Fourier

Supposons que f soit périodique de période T' et intégrable sur tout intervalle
borné (par rapport a la mesure de Lebesgue). Les coefficients de Fourier de f sont
définis par

1 (T o
—/ f(z)e 1Ty (n €7),
T Jo

et la série de Fourier de f est la série

oo

> an(f)e T

n=-—o0o
On note Sy f la somme partielle définie par

N

Snf@)= 3 an(f)eiTme.

n=—N

Posons, pour n € 7Z,

en(x) _ el%mc

Les fonctions e,, vérifient
en(T)er(z) = entk(z),  en(w) =e_p(),
/ 1si n=k,
0si n#k.
Notons £2(R) l'espace des fonctions périodiques de période T et de carré
intégrable sur tout intervalle borné, et, pour deux fonctions f et g de E%(R),

(flg) = / fa
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Alors le coefficient de Fourier a,(f) s’écrit

an(f) = (flen),
et la série de Fourier de f est son développement dans le systéme orthonormé

{en}nEZ-
Notons que, si f est périodique de période T', 'intégrale

/aa+T Fa)da

est indépendante du nombre a. Ainsi les coefficients de Fourier de f peuvent aussi
s’écrire

onf) =7 [ f@e@d.

Si, au lieu du systéme orthonormé {e,}, on considére le systéme orthogonal
constitué des fonctions
2 . 2m
1, cos TN, sin SN (n>1),

T
la série de Fourier d’'une fonction f s’écrit

o0
2 2
ap + zjl(an CoS %nw + B, sin %n:ﬂ),
n—=

avec T
1 [2 d
Qo = T r f(l') €z,
2
T

N

2 [z 2
ap = T/ f(z) cos %nw dx,

3

N

2 [2 2
Bn = ?/g f(x)sin %nz dzx.

Il est avantageux d’utiliser cette forme de la série de Fourier si f est paire (et
alors 3, = 0), ou si f est impaire (et alors «,, = 0).

X.2. Convergence en moyenne quadratique

On dit qu'une suite de fonctions {f,,} de I'espace L4 (IR) converge en moyenne
quadratique vers une fonction f de £2(R) si

T
lim ; |fulz) — f(z)|*dz = 0.

n—o0
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Théoreme X.2.1. Soit f une fonction de l’espace LQT(]R). La série de Fourier de f
converge vers [ en moyenne quadratique, c’est-a-dire que

T
lim ISy f(z) — f(z)>dz = 0.
N—oo 0
De plus
1 (e.)
7 ), F@Pdr= 3 la(h)F

C’est la formule de Parseval.

Le systéeme {1,008(2%n:c),sin(2%n:c)} est orthogonal, mais n’est pas ortho-

normeé :
1
— cos? —nx d:z: = — sin? —na: dac =3

Avec les notations précédentes, la formule de Parseval s’écrit aussi

(e 9] [e.9]
—/ DPde = oo+ 3 lan + 5 3 16,
n=1 n=1

Le théoreme X.2.1 est une conséquence du théoréme II1.3.1 et du théoréme
suivant. (Cf. a ce sujet II1.3, et aussi Albert (1997), chapitre V, section 4, ou
Avanissian (1996), chapitre 13, section 3.)

Théoreme X.2.2. Les fonctions e, (n € Z) constituent une base hilbertienne de
Lespace de Hilbert L2(R).

Démonstration. Un polynome trigonométrique p s’écrit

N

p(x) = Z anen(z).

n=—N

Pour démontrer le théoréme X.2.2 il suffit de montrer que, pour toute fonction
f de T'espace L’QT(R), il existe une suite p,, de polyndémes trigonométriques de
période T qui converge vers f en moyenne quadratique. Notons F le sous-espace
de L’QT(R) des fonctions qui possédent cette propriété : une fonction f appartient
a F si, pour tout € > 0, il existe un polyndéme trigonométrique p tel que

T
/0 (2) — ple) s < e.
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Notons que si { f,, } est une suite de fonctions de F qui converge vers f en moyenne
quadratique, alors f appartient aussi a F.

Nous admettrons provisoirement le résultat suivant qui est une version « pé-
riodique » du théoréme de Stone-Weierstrass : toute fonction continue périodique
de période T est limite uniforme d’une suite de polynoémes trigonométriques de
période T' (cf. corollaire X.5.3). L’espace F, qui contient les polynémes trigono-
métriques de période T, contient donc aussi les fonctions continues périodiques
de périodique T car

T
7 | 1@ =@z < supls P

L’application qui & une fonction f de £%(R) associe sa restriction fo & 10,7
est une isométrie de £2.(R) sur £2(]0,T[). Soit f une fonction de L4 (R). D’aprés
II1.2.5 il existe une suite {¢,} de fonctions continues sur [0,7] nulles en 0 et
T qui converge vers fp en moyenne quadratique. Chaque fonction ¢, peut étre
prolongée & R en une fonction f,, continue et périodique de période T (f9 = ¢,),
et

T
lim |fn(2) — f(2))?dz = 0.
n—oo 0
Le théoréme est ainsi démontré. O
Exemple 1. Soit f la fonction périodique de période 27, paire, définie par

f(z) =1, siO§w<g,

T
f (5

fz)=—-1, Sig<:1c§7r.

) =0,

Alors 3, =0, o, = 0 si n est pair, et

4 1
= (-Dk= .
k1 = ( )7r2k:+1
De la formule de Parseval,
! W!f( )*d —IEOO! k
o ] x w_Qn,l anl®,

on déduit que
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Exemple 2. Soit f la fonction périodique de période 27, impaire, définie par

fle)=z—m, si0<z<m.

Alors i, = 0, et 8, = —%. La formule de Parseval s’écrit ici,
1 2
et on en déduit que
0 2
>
2 6
=n 6

Exemple 3. Soit f la fonction périodique de période 27, paire, définie par
fl@)=lz|, si —m<zx<m.
Alors 3, =0,

4 1

@0 = T2k + 1)

™ .
5 agg =0sik>1, aggy1=—

De la formule de Parseval

1 N 2 2 1 = 2
o 7ﬂ\f(95)\ dr = |y +§nzl\04n’ ;

on déduit que

>q

kzo 2k:+ T 96

X.3. Convergence uniforme

Du théoréme X.2.1 sur la convergence en moyenne quadratique, il est possible
de déduire simplement un énoncé de convergence uniforme.

Théoreme X.3.1. Si f est une fonction continue périodique de période T et si

o0

Z |an(f)] < oo,

n=—oo

alors

et la convergence est uniforme.
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Démonstration. Posons

Puisque

S Jan(f)] < o,

n=—oo
la convergence de la série est uniforme, la fonction g est continue et, en calculant
an(g) par une intégration terme a terme, on montre que

an(f) = an(g)-
Par suite, d’aprés la formule de Parseval,
g 2
[ 176@) ~ gta)Paz =0,
0
et, puisque f — g est continue, f(z) = g(x) pour tout x. O

Ezemple. Ce théoréme s’applique a la fonction de I'exemple 3 de la section 2 :
pour —m < x < T,

T4 1
= AN cos(2k + 1)a
ol =3 wg(%ﬂ)?m( + 1)z

Corollaire X.3.2. Si f est une fonction de classe C* périodique de période T, la
série de Fourier de f converge vers f uniformément et absolument.

Démonstration. En intégrant par parties, nous obtenons la relation suivante entre
les coefficients de Fourier de la dérivée f' de f et ceux de f :

2
an(f') = inan(f).
D’apres la formule de Parseval,
S N2 1 4 ! 2
S lanl)E = 5 [ 17 (@) P
n=—oo 0

Nous en déduisons que

> lan(Dl = 5= 3 parlaa(F)

n#0 n#0
1 % AYP %
< (X =) (X lanl)P) <o,
n#0 n#0
d’apres l'inégalité de Schwarz. O
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X.4. Convergence ponctuelle

Nous allons étudier la convergence ponctuelle de la série de Fourier d’une
fonction & l'aide d’une représentation intégrale des sommes partielles. Dans la

formule
N

Snf(z) = an(flen(w),

n=—N

en remplagant les coefficients a,,(f) par leurs expressions

T
D=5 [ 1wen=vay

nous obtenons

1 7 al ;
Sxi@) =5 [ 1) 3 eale =y
En posant
N
Dy(x)= Y en(2),
n=—N

les sommes partielles s’écrivent

1 T
Sv(@) =7 | Dule =) f@w)d.
0
La fonction Dy s’appelle noyau de Dirichlet.

Lemme X.4.1.
sin 27 (N + % ) T

3 X
SlIlT['T

Démonstration.

Dy(z) =e_n(z)(1+ei(z) + -+ ean(x))
= €_N $)—€2N+1($) 1

er(x) —1
il (IE)—G_N_%(IE)
ei(r)—e_1(x)
2 2
_sin27r(N+%)% O
sin 7
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Nous allons maintenant démontrer un théoréme de convergence ponctuelle qui
est une version simplifiée d’un théoréme de Dirichlet. Nous utiliserons & nouveau
le théoréme IX.1.6 sur I'intégrale de Dirichlet.

Théoreme X.4.2. Soit f une fonction périodique de période T, intégrable sur tout
intervalle borné. On suppose que [ admette en un nombre réel x des limites a
droite et a gauche f(x+) et f(x—), et qu’il existe K et hy > 0 tels que, pour
0 < h < hy,

[f(x+h) = fla+)| < Kh, |f(z—h) = flz=)] < Kh.

Alors
Jim Sy f() = 5 (F(a+) + f2-)).

Notons que les hypothéses de ce théoréme sont vérifiées en tout point z si la
fonction f est de classe C' par morceaux.

Démonstration. Nous pouvons écrire

Swie) = | D)~ )y
:% 02DN(y)f(:E y);rf(ﬂrvLy)dy
L2 [EsmFEWN LYy fa—y+faty),
=7 ; Y.
T Jo Y sin 7y 2

En appliquant le théoréme IX.1.6 & la fonction

y fle—y)+flz+y)
sin 7y 2

9(y) =

nous obtenons
fla+) + fla—)
5 .

O

N S ) =

Le théoréme précédent s’applique aux fonctions des exemples 1 et 2 de la
section 2.

La continuité ne suffit pas pour assurer la convergence ponctuelle. Il existe
des fonctions continues dont la série de Fourier diverge (cf. XI.5). Dans la section
suivante nous verrons cependant que la série de Fourier d’une fonction périodique
continue converge au sens de Cesaro, c’est-a-dire dans un sens généralisé.
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X.5. Convergence au sens de Cesaro

Considérons une suite {a,} de nombres réels ou complexes et posons

4, =IO )

Si la suite {a,} est convergente de limite ¢, alors la suite {A,} est aussi
convergente de méme limite ¢. En effet, la suite {a,}, étant convergente, est
bornée,

lan| < M.
En écrivant

a; —0) + (a2 —0)+ -+ (ap, — ¥)

n

Ay — =1

)

nous obtenons, pour k£ < n,

M, g = €+ o+ an — 0
n n ’

Soit € > 0. Choisissons k tel que, si j > k,
€
la; — 4] < 5

puis N tel que TM < £. Alors, sin > N,

g
5.
|A, — ] <e.
Par contre la suite {A,,} peut converger sans que la suite {a,,} converge, par
exemple si a, = (—1)". Sila suite {A,,} converge, on dit que la suite {a,, } converge
au sens de Cesaro.

Nous allons étudier la convergence au sens de Cesaro de la série de Fourier
d’une fonction f. La somme de Cesaro X f(z) est définie par

Snf(z ZS fl@

Elle s’écrit aussi

n=0 k=-—n
NN -k
= > M Mapew
—N
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Pour étudier la convergence des sommes de Cesaro Xy f(x) nous allons, comme
dans la section précédente, utiliser une représentation intégrale :

1 T
Snf(e) =7 [ Fwto=n)fw)dy,
0
ou N-1 N
1 «— N — |k|
=5 2 Dnle)= D, ——exl@).
n=0 k=—N
La fonction Fy s’appelle noyau de Fejer.
Lemme X.5.1. Com
1 /sin=Nx\2
Fy() =+ (50)
N (@) N\ sin 7z

Démonstration. Rappelons que (X.4.1) :

sin 2 (n + 3 )

sin TJJ

Dn(x) =

La méthode de calcul est classique :

Sin2—ﬂ(n+%)x:\y(e%<n+ 3 ) >

T
et
2n _ S qin 27
Zel (n+ B (cosTNx 1)+1smTNx
2isin %:E '
Ainsi
(sin )
S —_—
(Zel (n+ ) _ in 7nx |
sin %:Jc
Le résultat annoncé s’en déduit. O

Théoreme X.5.2 (Théoreme de Fejer). Soit f une fonction périodique de période
T, intégrable sur tout intervalle borné.

(i) St f admet en = une limite a droite f(x+) et une limite a gauche f(x—), la
série de Fourier de f converge en x au sens de Cesaro vers 3 (f(z+) + f(z—))

2
i Sy fa) = LEDFED),

N—oo 2

(ii) Si f est continue en tout point, la série de Fourier de f converge au sens
de Cesaro en tout point vers f(x) et la convergence est uniforme.
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Démonstration. Le noyau de Fejer posseéde les propriétés suivantes :

Fy(z) >0, (1)
1 /7
T Fy(x)dx =1, (2)
0
1 T T
Fy(z) < = ,sin<t<—, 0<n<—. (3)
T (Sin Zn 2 2

Enf(x) = % /: Py _; vl
La fonction g, définie sur |0, %] par
o0 - LD 410

est continue en 0. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que, si 0 <y < n,

l9(v) — 9(0)] < .
et, puisque i
Enf(z) —g(0) = %/02 Fn(y)(9(y) — 9(0))dy,
nous en déduisons que
S (@) - g0 < § + (Sml%n)g / * o) - 9y
=+ 0.

Si N > 2%, alors

£

Xnf(z) —g(0)] <e.

(b) Si f est continue, elle est uniformément continue, et, pour € > 0 donné, 7
peut étre choisi indépendemment de z. Cela démontre que ¥y f converge vers f
uniformément. O
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EXERCICES

Remarquons que les sommes de Cesaro Xyf sont des polynomes
trigonométriques de période T. Nous pouvons donc déduire du théo-
réme de Fejer la « version périodique » suivante du théoréme de Stone-
Weierstrass :

Corollaire X.5.3. Si f est une fonction continue périodique de période T' il existe
une suite de polyndmes trigonométriques de période T qui converge uniformément
vers f.

Exercices

Exercice X.1. Montrer que, pour « réel, —m < z < T,

1 shamr
e — —1)" "
T nz_:oo( ) a—1in

h har o~ (—1)"
chaz =2 a7r+2as ar ( )2COSnl‘.
+n

am T a?
n=1

sh am < n M .
Z(—l) ——— sinn.
i 1 a‘+n

n—

shaxr = -2

En déduire que

1 o0
Shonr:a Z —i—n2’

th Li_o
cothar = —
ar  wa?+n?’

Exercice X.2. a) Montrer que, pour tout = € R,

. 2 4 X cos2kx
sinal =2 =22 e 1

b) Soit f une fonction intégrable sur R. Montrer que

/\IEQO /_Z f(z)|sin Az|dx = %/:: f(x)dx

Exercice X.3. Du développement en série entiére

X _1\yn—1
ln(l—i-z)zz%z" (]2l < 1),

n=0
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160

déduire, a l'aide du théoréme d’Abel (VIL.2.1), que, si —7 < x < T,

o
T\  .T (=",
ln(2cos 5) +1§ = g Tem’.

n=1

En déduire les développements

[o.¢]
1 n—1
lncosg =—In2+ 2:1 %cosn%
n—=

(e.)
T (_1)n—1 )
- = E — SInnNx.
2 = n

Exercice X.4 (Formule sommatoire de Poisson). Soit ¢ une fonction de ’espace
de Schwartz S(R), et soit T > 0. On pose

o0

f@)= 3 ple - kT).

k=—o00

a) Montrer que cette série définit une fonction f périodique de période T et
de classe C™.

b) Montrer que
1 7/ 27
an(f) = 76 (n 7).

ou ¢ désigne la transformée de Fourier de .
c¢) Montrer que

- 1 o ./ 2
X =7 3 #(ng)
d) En considérant la fonction de Gauss

o(x) = g’ (t > 0),

montrer que la fonction 6 définie par

vérifie la relation



EXERCICES

Exercice X.5. Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité D de C. C’est
la somme d’une série entiére de rayon de convergence supérieur ou égal a 1 :

oo
flz) = Z anz".
n=0
On suppose que [ est injective. On note A l'aire de 'image f(D) de D par f :

A= X (f(D)).
Montrer que

- /22 P
A—/D\f()! a(2).

et que
o0
A= ﬂZn\an\2.
n=1

(Voir I'exercice 4 du chapitre V.)
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X1
APPLICATIONS ET COMPLEMENTS

Nous avons choisi sept questions qui constituent des compléments ou qui illus-
trent les applications du calcul intégral & ’analyse et au calcul des probabilités.

XI.1. Polyndémes orthogonaux

Soit w une fonction continue > 0 sur un intervalle X =|a, b| telle que, pour
tout entier n > 0,

/ |z|"w(z)dr < oo.
X

Sur l'espace £? (X , w(x)dac) des fonctions mesurables sur X pour lesquelles

[ Ir@Pu@ds < .
X

on considére le produit scalaire
(flg) = /x f(z)g(z)w(x)dz.

Les polynémes appartiennent a £2 (X , w(x)dx) et définissent des éléments de
Pespace de Hilbert H = L?(X,w(z)dz). Les monoémes f,(z) = z" constituent un
systéme libre de I’espace de Hilbert H. Le procédé d’orthogonalisation de Schmidt
permet de construire une suite de polynémes p,, deux a deux orthogonaux : si

m #£n,

/ P () ()0 (2) iz = 0,
X
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Pour cela on pose
po = fo

p1 = f1+aipo,
p2 = fa + a3p1 + adpo,

Pn = fn+ aﬁflpnq + -+ agPOa

Les nombres a® (k < n) sont déterminés de proche en proche par les conditions

(Pnlpr) =0 (k <n).

Une question se pose : le systéme { f,,} est-il total dans H ? Autrement dit, les
polyndémes constituent-ils un sous-espace dense de H 7 Si c’est le cas, le procédé
d’orthogonalisation de Schmidt permet de construire une base hilbertienne de ‘H
(cf. TI1.3).

Si X =la, b[ est un intervalle borné, alors 'espace C([a, b]) des fonctions conti-
nues sur [a, b] est dense dans H et il résulte du théoréme de Weierstrass que l'espace
des polynomes est dense dans H (cf. Albert (1997), chapitre III, proposition 9,
p. 77, ou Avanissian (1996), chapitre 12, section 3).

Supposons X non borné. S’il existe un nombre « > 0 tel que

/ el (z)dr < oo,
X

alors I'espace des polynoémes est dense dans H. Soit en effet une fonction f €
L2(X,w(z)dz) telle que, pour tout n > 0,

/X F@)a™w(w)dz = 0.

Posons

F(z):/Xf(a:)eimw(x)dac.

1
La fonction f(x)e2 el gtant intégrable par rapport a la mesure w(x)dz, la

fonction F' est définie et holomorphe pour |Sz| < %a. De plus

FO(0) = (—i) /X @)z w(z)dz = 0.

Par suite la transformée de Fourier de la fonction fw, qui est intégrable par
rapport a la mesure de Lebesgue, est nulle, donc f est nulle presque partout.
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Soit {pn }n>0 une suite de polyndmes orthogonaux, c’est-a-dire que degp,, = n,
et que, si m # n,

/ P () ()0 (@) = 0,
X

Notons que le polynéme p,, est orthogonal au sous-espace des polynémes de degré
< n. Posons

d, = / po(z)?w(x)dz.
X
Si le sous-espace des polyndmes est dense dans H, alors les fonctions

1

©n () mpn(:r)

constituent une base hilbertienne de H. Si f est une fonction de £ (X, w(z)dz),
on pose

anlf) = /X F(@)pn (@) (z)da.

Alors la série
o

> anlPpuo)

n=0

converge vers f en moyenne quadratique, c’est-a-dire que

) 1 2
Jm [ ]kzd—anw)pn(x)—f(x) w(z)dz = 0.

Exemples

a) Polynomes de Legendre. Considérons le produit scalaire

1 -
(flg) = /1 f(x)g(z)dz.

Dans ce cas X =] — 1,1], et w(xz) = 1. En orthogonalisant la suite des monomes
{fn} suivant le procédé de Schmidt, on obtient une suite de polyndmes p,, tels
que p,(z) = 2"+ termes de degré < n, et

/1 Pm(2)pn(z) de = 0si m # n.

-1

Nous allons montrer que

po(o) = g (3) @ - 1"
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Considérons la primitive F;, d’ordre n de p, qui s’annule en x = —1 ainsi que
ses n — 1 premiéres dérivées,
F = pay Fa(=1) = Fy(=1) = -+ = F" (=1) = 0.
Pour n > 0,

1
0= (pulfo) = / pula)de = F0(1) = FPY (<),

donc Ffln_l)(l) = 0. En utilisant successivement l’orthogonalité de p, a
fo, f1,--., fn_1, et par des intégrations par parties nous obtenons
FY(1) =+ = F(1) = F,(1) = 0.

Il en résulte que F, est proportionnel au polynome (z? — 1)". Pour établir la
formule annoncée il suffit de noter que le coefficient de x" dans la dérivée n-iéme
de (2 — 1) est égal & (2")'

Les polynémes de Legendre P,, sont définis par les conditions

(1) P, est de degre n,

/ P, x)dr =0 si m # n,
)= 1.

On déduit de ce qui précede que

Pole) = s ()"~ 1

2nn! \dx

Nous allons montrer que

1 ) 2
d, = P, dr = .
/1| (@) = 52—

Posons Gy, (x) = (2 — 1)™. Par des intégrations par parties nous obtenons

1 1
2n(,1)2 2)2de = (") ()G (2)dx
220 (1) /1\Pn<>\d /Gnan()d
/ Gn 1)( )G(n+1)( )d
/G )G (z)da:
— (~1)"(2n)! / (=1 @t 1),
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et, en effectuant & nouveau n intégrations par parties, nous obtenons le résultat
annoncé. En conséquence les fonctions ¢, définies par

on(T) = \/ 2n2+ 1Pn($)’

constituent une base hilbertienne de L*(] — 1,1]).

Nous allons obtenir une représentation intégrale des polynémes de Legendre
en utilisant la formule de Cauchy. Soient f une fonction holomorphe dans un
ouvert U de C, D un disque fermé contenu dans U et v le bord orienté de D. Si
z est intérieur & D, alors

f(n)(z) — ﬂ/&dw

C2im ), (w— 2)n Tl

Appliquons cette formule a la fonction f(z) = (22 — 1)". Soient x €] — 1,1],
et v le cercle de centre z et de rayon v1 — 22 :

w=2+V1—-12¥ (0<p<2m).

Nous obtenons la formule intégrale de Laplace :

27 n
P,(z) = i/0 (x +iv1—2? singo) dep.

27
On en déduit que, si —1 <z <1,

|Pp(z)] < 1.

b) Polynomes de Laguerre. Considérons le produit scalaire

(flg) = / ” p@)g@)edr.

Ici X =]0,00], et w(z) =e~*. Soit {p,} le systéme orthogonal obtenu par ortho-
gonalisation de la suite des monoémes f,. Par une démarche analogue a celle que
nous avons suivie dans le cas des polyndémes de Legendre, on montre que

pu(e) = (1) () (ame )

dzx
Les polynoémes de Laguerre L,, sont définis par
d\n
L,(x)=¢" (%) (x"e™™).
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On montre que
[e.9]
d, _/ Lo (2)2e~"da = (n!)2.
0
Ainsi les fonctions ¢,, définies par

on(e) = - In(z),

constituent une base hilbertienne de L?(]0, co[, e~ *dz).

¢) Polynémes d’Hermite. Nous considérons maintenant le produit scalaire dé-
fini par

(flg) = / ¥ rygEedz.

. _z2 A :
Cas ou X = R, et w(z) = e . Dans ce cas, avec les mémes notations que
précedemment,

pn(x) = (—1)7127”@‘”2 (%)nefﬂcz'

Les polynémes d’Hermite H,, sont définis par

d\n
Hy() = (-1 (=) e,
et on montre que
[e.e]
dy = / \H, (z)2e™ dz = 2"nl\/T.
—0o0
Les fonctions ¢,, définies par

on() = ——— H, (),

V2rnl/T
constituent une base hilbertienne de L2(R,e " dx).

Relation de récurrence. Soit {p,} une suite de polyndémes orthogonaux relative-
ment & la mesure w(z)dz. On note a,, le coefficient de 2™ dans le polynéme p,,
et b, celui de "1 :

Pu(®) = ana™ + bz 4 -

Proposition XI.1.1. Les polynémes p,, vérifient la relation de récurrence suivante :

pour n > 1,
Tpn () = anPnt1(T) + Bupn(T) + Yupn-1(z),
e a b b a d
n n n+1 n—1 On
T ﬂn:a_ﬁil’ T Ty Ay
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Démonstration. Le polynéme zp,(x) est une combinaison linéaire des polynomes
Pos---yPn+1 t

:Epn(I) = Z anpk(x)’
e = d—lk /X 2pn (2)pi () w(2) dz.

Les coefficients c¢,; définis par cette intégrale pour n,k > 0 vérifient dgc,p =
dyChn, €t donc cpp = 0 si k < n — 1. En identifiant les coefficients de "' et 2"
on obtient

an = Quany1, by = apbyyy + Bray,

et de plus, puisque v, = ¢y -1, On—1 = Cn—1,n,
dpn—17Yn = dpap—1.
Les relations annoncées s’en déduisent immeédiatement. O

Formule de Christoffel-Darbouz. Remarquons que la somme partielle

s’écrit sous forme intégrale
avec

Proposition XI.1.2.

Qn Pn+1 (I)pn (y) - pn(I)anrl (y)
dp, T —y '

Kn(x, y) =

Démonstration. De la relation de récurrence on déduit que

1 o

@ = PPk () = 2 (Praa (2)pr () = Pr(2)pr1 (1)
k k
- z::ll (pr(2)pr—1(y) — Pr—1(z)pr(y)).
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170

Par suite

(z —y)Kn(z,y) = %:(pnu(x)pn(y) — Pu()Pnt1(y))
(87) i

% (p1(x)po(y) — po(x)p1(y)) + = (= — y)po(x)po(y).

do
La derniere ligne est nulle car po(z) = ag, p1(z) —p1(y) = a1(z —y), et ap = 2.

O
Zéros des polyndomes orthogonauz.

Proposition XI.1.3. Les zéros du polynéme p,, sont réels, simples, et appartiennent
a Uintervalle X =la, bl.

Démonstration. Soient x1,...x, les zéros de p, qui sont d’ordre impair et qui
appartiennent a |a,b[. Nous allons montrer que r = n. Nous pouvons écrire

pu(z) = (z —21) -~ (2 — 2,)q(2),

ou ¢ est un polyndéme de degré n—r qui ne change pas de signe sur |a, b[. Si r < n,
alors

/ (x —z1) - (x — zp)pn(z)w(z)dz = 0,
X

ou

d’ou la contradiction. O

Formules de quadrature de Gauss-Jacobi. Notons P, 'espace des polynoémes a
coefficients réels de degré < n. Soient x1, ..., x, n nombres distincts de 'intervalle
x =la, b[. Puisque l'application

p(p(zr)) (1 <Ek<n),

est un isomorphisme de P, _1 sur R”, il existe des constantes wy,...,w, uniques
telles que, pour tout polynéme p de P,,_1,

[ p@yo)is =Y wipla). *)
X k=1

Nous allons voir que, si nous choisissons pour x1, ..., x, les zéros du polynéme p,,,
la formule (%) est valable pour tout polynéme p de Pa,—1. Nous verrons de plus
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qu’alors, les nombres wq,...,w, sont positifs. (Ils sont parfois appelés nombres
de Christoffel.)
Soit p un polynéme de Pa,_1 et soit ¢ le polyndéme de P,_1 qui prend les
mémes valeurs que p en x1,...,x,. Il est obtenu par 'interpolation de Lagrange :
n
a@) = " play) Li(a),
k=1

avec
Pn()

(¥ — k)P (k)
Le polynéme ¢ est aussi le reste de la division euclidienne de p par p, :

p(z) = pu(x)h(z) + q(2),

et le polynéme h est de degré < n — 1, par suite

/ pn(z)h(x)w(x)dr = 0.
X

Ly(z) =

Donc

[ @@ = [ a@puieis

X

—kz:;p(:rk)/xl}k(x)w(x)d:r.

Nous avons ainsi établi le résultat annoncé, et
wy, = / Ly (x)w(x)dx.
X

En appliquant la relation (x) au polynéme p(z) = Li(z)? qui est de degré
2n — 2, nous obtenons

wy = /X Ly (z)?w(z)dz > 0,

et aussi, en l'appliquant au polynéme p(z) = Li(x),
1
Wy = — / Pn(®) w(z)dz.
pn(‘rk) X L — Tk

On peut évaluer cette intégrale en utilisant la formule de Christoffel-Darboux. En
effet, pour tout vy,

1= / K1 (z, y)w(z)dr = ijanl(ﬂfj,y)‘
X ,
7j=1
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D’autre part,

-1 Pn(T)Pn—1(xk)
Fonalod) =5, 7 (<x) —xk(>

et
QAn—1_/ g
a P \Tk)Pn—1\Tk), Slj:ka
Kn—l(wjaxk) — ) dn—1 ( ) n ( ) -
0, sij# k.
Ainsi, en prenant y = xj, nous obtenons
dn—1 1 1
Wp = n = .
-1 pn—1(zp)ph(zK)  Kpo1(zg, )
Exemple.
Reprenons 'exemple des polynémes de Legendre. Pour n = 3,
L. 3
Ps(z) = 5(53: — 31),
3
- = = =) = 07
I I3 \/; xT9
5 8
W] = w3z = —, W = —
1 3= W25
Pour n = 4,

1
Py(z) = g(35954 —302° + 3),

— 21 =124 =0,8611363, —2 = 23 = 0,3399810,
wy = wy = 0,3478548, wy = w3 = 0,652 145 2.

Application au calcul approché des intégrales. Supposons —oo < a < b < 0.

Théoréme XI.1.4 (Théoréme de Markoff). Soit f une fonction de classe C*" sur

[a,b]. Alors
f@yw(z)de = wif(xx) + Ra(f),
X k=1
avec Mod,
[R(f)| < @i’
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Démonstration. La démonstration utilise 'interpolation d’Hermite. Il existe un
polynéme ¢ de degré < 2n — 1 qui coincide avec f en xy,...,x, ainsi que sa
dérivée ¢’ avec f :

q(xp) = f(or), ¢(xp) = f'(x) (K=1,...,mn).

Fixons y dans |a,b[, y # z (k=1,...,n), et posons

fly) —aly) 2
w(x) = f(r) —q(x) — ——"pn(x)".
( ) ( ) ( ) pn(y)g n( )
La fonction ¢ s’annule a 'ordre 2 en x1,...,x,, et au premier ordre en y. Donc

sa dérivée ¢ s’annule au moins 2n fois sur Ja, b[, et " s’annule au moins une
fois : il existe z €]a, b[ pour lequel (™ (2) = 0. Puisque

S0(271) (J}) — f(2n) (JJ) . fy) —aly) (2”)!&2

nous obtenons, pour x = z,

f) —aly) = wf@”)(z)gpn(y)2
Donc
() — aly)| < %%pnw,
et aussi
11w -t < G %

La résultat annoncé s’en déduit puisque

wif(zg) = (x)w(x)dx. O
; kJ\ Tk /Xq

XI.2. Equation de la chaleur

L’¢équation de la chaleur décrit I’évolution de la température d’une barre ho-
mogéne au cours du temps. Elle s’écrit, pour un choix convenable des unités de

temps et de longueur,
ou  O%u

ot 0x?
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Le probléme de Cauchy pour I'équation de la chaleur est le suivant : étant
donnée une fonction continue f sur R, déterminer une fonction w continue sur
[0, T[xR de classe C? sur |0, T[xR vérifiant

ou  0%u
(1) E - @7 (t,l’) G]O?T[XR7

(2) u(0,2) = f(x).

Comme nous 'avons déja fait remarquer au chapitre IX, les fonctions suivantes
sont des solutions particuliéres de I’équation de la chaleur :

ua(t,x) = e_/\zteim, A eR.

La méthode de Fourier consiste & chercher une solution du probléme de Cauchy
comme superposition de solutions particuliéres du type précédent.

Supposons d’abord que f soit la transformée de Fourier d’une fonction inté-
grable, ce que nous écrivons

fo =5 | T eMp(A)dA,

ol ¢ est une fonction intégrable sur R. Alors la fonction u définie par
1 [ .
N / e_AQtelesﬁ()\)d)\,
2r J_ o
est solution du probléme de Cauchy. En effet, pout ¢t > 0, nous pouvons appliquer

le théoréme de dérivation d’'une fonction définie par une intégrale (VII.1.2), et

8” aZU 1 0 _\2 ide
E = @ = —% )\26 A te/\ @(A)d)\

u(zx,t) =

Si nous supposons de plus que f est intégrable, alors

() = / T e (o),

— 00

et, d’aprés le théoréme IX.1.1, la fonction u(t, -) est égale au produit de convolution

utt.o) = [ gtz — ) f(y)dy,

ol g(t,-) est la fonction dont la transformée de Fourier est égale a e 2’

> 3 2
/ e Mgt x)de = e N

—0o0
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D’aprés les calculs faits en IX.1,

(ta) = ——c 5
,T) = ——e 4t
g 2v/ 7t

La fonction ¢(t,x) s’appelle le noyau de Gauss de R.

Théoreme XI1.2.1. Soit f une fonction continue bornée sur R, et soit u la fonction
définie pourt > 0, x € R par

[e.9]
u(t,x) —/ gtz —y)f(y)dy.
—0o0
Alors u est solution de ’équation de la chaleur, et
limu(t,z) = f(x)
t—0
uniformément sur tout compact de R.

On démontre a ’aide du théoréme de dérivation d’une fonction définie par une
intégrale (VII.1.2) que u est solution de I’équation de la chaleur, et que

limu(t,z) = f(x)
t—0
par une démonstration analogue a celle du lemme VIIL.3.2.

Supposons que f soit périodique de période 27 et soit développable en série

de Fourier
o

fz) = Z an(f)einx’

n=—oo

et que > |a,(f)] < oo (c’est le cas si f est de classe C!, voir la démonstration du
corollaire X.3.2), alors la fonction u définie sur [0, co[xR par

o0

u(t,z) = Z an(f)e_”gteim,

n=—oo

est solution du probléme de Cauchy.

Si f est une fonction continue périodique de période 2m, il existe au plus une
solution du probléme de Cauchy qui soit périodique en x de période 27. Soit en
effet v une telle solution. Pour ¢t > 0 posons

21
Bt) = /0 u(t, z)2da.
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La fonction F est continue. Pour ¢ > 0, elle est dérivable et

ou

2
E'(t) = 2/0 u(t,x)a(t,:p)dx

2T 82’11,
= 2/0 u(t,x)w(t,x)d:c.

En intégrant par parties nous obtenons

21 U
E'(t) = —2/0 (g—x(t,x))de <0.

Ainsi la fonction F est décroissante.
Soient maintenant u; et us deux solutions du méme probléme de Cauchy,

ul(oa l‘) = ul(o’ ‘T)
La fonction u = w1 — ug est solution du probléme de Cauchy avec 0 pour donnée
initiale,
u(0,2) = 0.
La fonction E correspondante est nulle en ¢ = 0. Puisqu’elle est positive ou nulle
et décroissante, elle est identiquement nulle, et par suite u est identiquement nulle.
La solution du probléme de Cauchy s’écrit, pour ¢t > 0,

2w

u(t7 I’) = G(t7 T = y)f(y)dy7

2
avec

o0
G(t,x) = Z e~ teinz

n=—oo

= 1+226 "t cos na.

La fonction G(t,z) s’appelle noyau de Gauss du cercle. Nous allons voir qu’elle

peut aussi s’écrire
(z—2nm)* 2n7r)2
G(t,z) E e 4.

n=—oo

Rappelons que, pour a > 0, A € R,

oo 2
o2 T a2
/ e T Mgy — [ e a,
oo V «
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Posons

QD(I): Z e—a(:c—?mr)z‘

n=-—00
La fonction ¢ est périodique de période 2x. La série converge uniformément sur

tout intervalle borné, ainsi que la série dérivée. La fonction ¢ est donc de classe
C'. Calculons sa série de Fourier,

1 o —inx
an(p) = %/0 o(x)e dzx.

Puisque la série qui définit la fonction ¢ est uniformément convergente sur

[0, 27],
1 = o —a(z—2n7)? —inx
an = 7 E ; e e dx

n=-—oo
1 > ax? —inx 1 n?
= — e e "dr = e 4a.
2 J_ 2T
Puisque la fonction ¢ est de classe C, elle est égale a la somme de sa série de
Fourier (X.3.2),

( ) 1 i 72—2 inx
€Tr) = — e ae .
14 2/ =

nous obtenons

T (z—2nm)?
2, - z—2nm
§ e M teln33 \/; E e 4

n=—oo n=—oo

_ 1
En posant o = 3,

Des résultats précédents, on déduit que le noyau de Gauss vérifie les propriétés
suivantes :

(1) G(t,z) =0,

1 27
2) — t,x)der =1
(2) 5 ; G(t,x)de =1,
(3) Vp >0, lim sup G(t,z)=0.
=0 p<ja|<r

Théoreme XI1.2.2. Soit f une fonction continue périodique de période 27, et soit
u la fonction définie pour t >0, x € R, par

1 27
u(t,z) = o G(t,r —y)f(y)dy.

™ Jo
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Alors la fonction u est solution de ’équation de la chaleur, et

%i_r)r(l)u(t,x) - f($),

uniformément.

Démonstration. Pour montrer que u est solution de l’équation de la chaleur,

écrivons
o0

1 o —n2t_inx _—in
U(t’@:%/o Z e el eI f (1)) dy.

n=-—o00
Pour t > 0,
o0
.2
Z e < 0.
n=—00

La série est donc uniformément convergente en y et nous pouvons intégrer terme

a terme,
[e.9]

u(t,x) = Z an(f)e_”gteim.

n=—oo
Pour a > 0,
o0
.2
g n2e ™ < o0.
n=—00

Il est donc possible de dériver la série terme & terme, et on vérifie que u est solution
de I'équation de la chaleur.

La démonstration de la deuxiéme partie de I’énoncé est semblable a celle du
théoréme de Fejer (X.5.2). O

XI1.3. Probléme de ’isopérimétre

Soit v une courbe plane fermée rectifiable de longueur L, frontiére d’un do-
maine borné D, d’aire A.

Théoréme X1.3.1.
1
A< —I2
~ A4r

1l y a égalité si et seulement la courbe est un cercle.
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Démonstration. La démonstration que nous allons présenter utilise les séries de
Fourier. Elle est due a Hurwitz. On supposera que la courbe v est de classe C2,
et qu’elle est paramétrée par son abscisse curviligne. Les coordonnées x et y sont
des fonctions périodiques de période L développables en série de Fourier :

oo

2w . 2m

x(s) = E <an cos -1 + by, sin fns> ,
27 .27

y(s) = g (cn co8 —-1s + d,, sin fns> .

n=1

Puisque les fonctions z et y sont de classe C2, on peut dériver leurs développements
de Fourier une fois terme & terme,

2 2 2
7' (s) = Z %n <—an sin %ns + by, cos %ns) :

> 2n 2m 2m
y'(s) = Z —n <—cn sin < ns + d,, cos fns) .
Puisque s est 1’abscisse curviligne,
'(s)? +y/(s)* = 1,
/OL (2'(s)* +9/(s)%)ds = L.

En appliquant la formule de Parseval on obtient

L 00
| s - %(2%)2;7%2(@% ).

donc
L? > 2/ 2 2 2 2
ﬁ:Zn (az + by, +c;, +d7).
n=1

D’autre part, si la courbe v est parcourue dans le sens direct, I'aire de D est

donnée par

L
A=5 [ o) -yl () ds

On utilise encore 1'égalité de Parseval,

o L2
/ 2(s)y (s)ds = alll n(and, — bpcy).
0
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Ainsi
[o.¢]
=7 Z n(and, — bpey).
n=1
Par suite
1 T o0 o0
ELQ — A= 5 ZnQ(ai +02+E+d%) - WZn(andn — bncn)

_ g Z((nan )+ (nbn + ) 4+ (02— 1)(E + di)) >0,
n=1

ce qui démontre 'inégalité isopérimétrique.
S’il y a égalité, alors pour n > 1, ¢, =0, d, =0, a, =0, b, =0, et pour n = 1,
a1 = dy, by = —cq, cest-a-dire que

2 2
x(s) = aj cos i + by sin —Fs,

L L
(s) b si 27 n 27
y(s) = —bisin —s + a1 cos s,
et alors la courbe «y est un cercle,
z(s5)? +y(s)? = a2 + 2. O

XI1.4. Phénoméne de Gibbs

J.W. Gibbs (1898) remarque qu’au voisinage d'une discontinuité d'une fonc-
tion périodique f, amplitude d’oscillation des sommes partielles de la série de
Fourier de f est supérieure a la discontinuité.

Considérons l'exemple suivant : soit f la fonction périodique de période 27,
impaire, égale & § sur I'intervalle |0, 7[, f(7) = 0. On calcule facilement sa série

de Fourier, et d’apreés le théoréme X.4.2, elle converge vers f en tout point,

=3 g

sm (2k 4+ 1)x.
k=0
Considérons les sommes partielles
n—1
fu(x) = Son-1f(x kZ:OQ sm2k;+1)
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Calculons la dérivée de f,,,

n—1 .
sin 2nx
fi(z) =2 l;)cos(Qk: + o=

et, puisque f,(0) =0,

x : 2
(@) :/ sin nudu‘
0

sin u

D’une étude simple de f], on déduit que le maximum de f, est atteint en
T = 5 et qu’il vaut

20 sin 2
max(fn):/2 sin nudu'
0

sin u

Le maximum de f est égal a 5. Nous allons montrer que

lim max(f,) >

v

On peut écrire

max(fn)—/ &Uvdv.
0 v

2n sin 5
mn

Du résultat classique

. sinx
lim =1
z—0 X

on déduit que l'intégrant converge vers *+% uniformément sur [0, 7]. Par suite,

T sinv

dv.

n—oo

lim max(f,) :/0

v

Cette derniére intégrale ne peut pas étre évaluée simplement car les primitives de
la fonction *7* ne s’expriment pas a l'aide des fonctions élémentaires. On peut
cependant en calculer une valeur approchée :

o
/Slnvdv:1,8519>:
) 2

(

On peut montrer que le méme phénomeéne se produit au voisinage d’'une dis-
continuité d’une fonction périodique de classe C' par morceaux.
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XI1.5. La série de Fourier d’une fonction continue
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En 1876, Du Bois Reymond a montré qu’il existe une fonction continue pé-
riodique dont la série de Fourier diverge. On peut effectivement construire expli-
citement un exemple d'une telle fonction. On peut aussi montrer ce résultat sans
construction explicite en utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus sous la forme
suivante.

Soit E un espace de Banach, F' un espace normé, et soit {T,} une famille
d’applications linéaires continues de E dans F. Si pour tout v de

sup [[Ta(v)]| < o0,
(0%

alors

sup || To || < oo.
(0%

(Voir par exemple Albert (1997), chapitre IV, p. 108, ou Avanissian (1997), cha-
pitre 10, section 4.)

Appliquons ce théoréme dans la situation suivante : F est I’espace des fonctions
continues sur R périodiques de période 27 muni de la norme

If]l = sup[f(z)],
z€R
et F' = C. On considére la famille des formes linéaires T;, définies sur I par

Tn(f) = Snf(0).

(Snf est la n-itme somme partielle de la série de Fourier de f.) Nous allons
montrer que

lim [|T,,] = oco.
n—oo
Il en résultera qu’il existe une fonction f de E telle que

sup [Snf(0)] = oo.

La forme linéaire T, s’écrit

T0) = 5= | Dale)f(a)is,
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et on montre que ||T},|| = Ly, ou

1 ™

L,=—
DY S .

| Dy, (z)|dz.

Ces nombres L, appelés constantes de Lebesgue, s’écrivent

1 (7 |sin(n+ 3
fom L [l el
0

3 x
T sin §
Puisque la fonction

1 2

3 X
S11 b} T

est bornée sur |0, 7],

L, =— dx + Ay,
T

™

2 /7r |sin(n + 3)z|
0

ou A, est une suite bornée. On peut aussi écrire

2 nim :
Ln:—/ |Sm$|dm+A;,
0

T x
ou A}, est une autre suite bornée. Puisque

" | sin x|

lim
n—oo Jq €T

dxr = oo,

il en résulte que
lim L,, = oc.
n—oo

Plus précisément,
Ly ~ —=1In(n) (n— o).
7r
En effet,
1 (k+1)m (k+1)7 | o 1 (k+1)7
W/ | sin x|dx S/ de < k_/ | sin z|dzx.
T Jkn km €T T Jkn

Comme

(k+1)m
/ |sin z|dx = 2,
k

Y
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il en résulte que

2/1 1 " | sin 2| 2 1 1
—(—+-~+—)§ dazg—(1+—+m+ )
T n W T 2

2 x n—1
Le résultat s’en déduit puisque

1 1 1 1

6. Jeu de pile ou face et mesure de Lebesgue

Une partie de jeu de pile ou face peut étre représentée par une suite de N
nombres égaux & 0 ou 1, que nous pouvons considérer comme une application
w de {1,2,...,N} dans {0,1}, ou comme un élément de Qx = {0,1}". Si les
probabilités d’obtenir pile et face sont égales a % , la probabilité d’obtenir la suite
w est égale 4 27V, On obtient ainsi une mesure de probabilité Py sur I’ensemble
fini Qu, c’est-a-dire une mesure de masse totale égale a 1 :

1
PN ({w}) = 2_N

pour tout élément w de Qp. Considérons maintenant ’ensemble €2 des parties
de pile ou face infinies, c’est-d-dire I’ensemble des applications w de N* dans
{0,1}. Nous allons construire une mesure de probabilité P sur I’ensemble infini
Q) comptatible avec les mesures de probabilité Py dans un sens que nous allons
expliquer. Si w € €, on note wy sa restriction a {1,2,..., N}. Nous dirons que
E C Q est un ensemble élémentaire s’il existe un entier IV, et F' C Qp, tels que

E={w]|wy € F}.

Les ensembles élémentaires constituent une algébre de Boole 2. Soit en effet
2An Palgebre de Boole des parties £ C €2 de la forme

E={w|wy€eF} (FCQn).
Alors 2 est la réunion de la suite croissante des algébres de Boole 2. Si E € Ay,
E:{w|wNEF} (FEQN),

on pose
Py(E) = Py (F).

(On vérifie que ce nombre ne dépend pas du choix de N.) Nous allons montrer que
P,y se prolonge en une mesure de probabilité sur 'espace mesurable (€2, 90), ou M
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est la tribu engendrée par 'algébre de Boole 2. Pour cela nous allons utiliser la
mesure de Lebesgue de [0, 1]. Soit ¢ la fonction définie sur 2 par

ow) =3 A
n=1

Notons que la suite w(n) est un développement dyadique infini du nombre réel
r = p(w), et que 'image de ¢ est égale a [0, 1]. Le développement dyadique n’est
pas toujours unique, mais l’ensemble des = pour lesquels ce développement n’est
pas unique est contenu dans QQ, donc dénombrable. Soient o € Q0 et E ’ensemble
élémentaire défini par

E={w]|wy=a}.
Alors

o(B) =[o,7 + 57,

ol

al a(n)
L= Z an -’
n=1
On en déduit que, pour tout E € M, ¢(FE) est un ensemble borélien. Posons

P(E) = Me(E)),
ol A est la mesure de Lebesgue de R. Alors P est une mesure sur {2, et, puisque

Pt ton =) =3[+ ]} =

la mesure P prolonge Fp.

Cette construction permet de retrouver la mesure de Lebesgue-Stieltjes as-
sociée a la fonction singuliére de Cantor (cf. exercice 4, chapitre VI). Soit ¢ la

fonction définie sur §2 par
oo

viw) =3 2,

n=1

Son image est égale a I’ensemble de Cantor K, et I'image par ¢ de la la mesure
de probabilité P est égale & la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a la fonction
singuliére de Cantor.

Pour illustrer cette relation qui existe entre la mesure de probabilité P sur {2
et la mesure de Lebesgue sur [0, 1], nous allons présenter un résultat classique sur
la convergence presque stire d’une série aléatoire, et un théoréme de convergence
presque partout pour les développements en série de fonctions de Rademacher.
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Théoreme XI.6.1. Soit {a,} une suite de nombres réels de carré sommable :

oo
2 <
a,, < 0.
n=1

Alors, pour presque tout w, la série

o0

Ze(n)an

n=1
est convergente, o e(n) = 2w(n) — 1, c’est-a-dire que e(n) = 1 si w(n) =1, et
g(n)=—-1siw(n)=0.

Pour le démontrer nous allons utiliser 'inégalité suivante, qui est un cas par-
ticulier d’'une inégalité de Kolmogoroft. Posons

Sk(w) = Z e(n)ay,.

n=1

Lemme X1.6.2. Pour oo >0, et N > 1,

N
1 2
>ab) <=3 dl
g ({w €01 g k@)l 2 a}> — o ;an

Avant d’en donner la démonstration remarquons que, si f est une fonction
définie sur © qui ne dépend que de w(1),...w(k), et si g ne dépend que de w(k +
1),w(k +2),..., alors

/Q F(@)g(w)dP(w) = /Q f(@)dP(w) /Q §(w)dP(w).

Démonstration. Pour 1 < k < N, soit Ej, ’ensemble des éléments w € ) pour
lesquels
ISj(w)| <asil<j<k-—1, [Sgw)| > a.

Les ensembles Ej, sont disjoints et leur réunion F = UfcvzlEk est égale a

{we Q| max |[Si(w)| > a}.

1<k<N
Notons d’abord que
N
/ Sy (w)?dP(w) < / Sn(w)?dP(w) = a?.
E & n=1
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D’autre part

Sy (w)?dP(w)
Ey,
= EkSk /Eknzk;rla dP(w
N
/ ( Z Sp(w Z amana(m)a(n)>dP(w),
n=k+1 m,n:kJrl,myén

Il résulte de la remarque ci-dessus que la derniére intégrale est nulle. Par suite,

Sy (w)2dP(w) > o*P(E}).
Ey,

Puisque P(F) = P(Ey) +---+ P(Ey), il en résulte que

%

ce qui est le résultat annoncé. O

| /\

Démonstration du théoréme. Nous allons montrer que ’ensemble des éléments
w € Q pour lesquels la série

o0

Z e(n)an,

n=1

ne vérifie pas le critére de Cauchy est de mesure nulle, ce qui s’écrit

q
Ja>0, VN, 3g>p>N, | e(n)a,| > o,
n=p

ou encore
q

Ja>0, lim sup | Zs(n)an| > .
N=oogzp>N 1)
Du lemme il résulte que,

q e8]
P({we Q]| sup |Z€(n)an| > a}) < % Z a2,
n=N

azp2N =,
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et donc .
P{we Q| lim su e(n)a,| > al) =0.
(el Jim sup |3 e(nen] > a)
Le résultat annoncé s’en déduit. O

Rappelons la définition des fonctions de Rademacher (exercice 9, chapitre 3).
Considérons le développement dyadique infini d’'un nombre z € [0, 1],

(e 9]

Qn
r=0,a1a2...0y...= E on’

n=1

ou les nombres a, = a,(x) sont égaux a 0 ou 1. La fonction de Rademacher ¢,
(n > 1) est définie sur [0, 1] par :

Le théoréeme précédent peut aussi s’exprimer de la fagon suivante :

Corollaire X1.6.3. Soit {a,} une suite de nombres réels de carré sommable,

o0
2 <
a; < o0.
n=1
Alors la série

Z an‘/)n('r)
n=1

converge sur [0, 1] presque partout (relativement a la mesure de Lebesgue).

XI1.7. Théoréme de la limite centrale

Soit p une mesure de probabilité sur R telle que

/R:JUZdu(:r) < 0.

La moyenne M de p est définie par

M= /]R wdu(z),
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et sa dispersion par

D= /R(x — M)2du(z) = /Rx2du(:):) — M2

Nous allons étudier le comportement asymptotique de la suite des puissances
de convolution
po =™ =px---xp (n facteurs).

En application du théoréme de Lévy (IX.3.1) nous allons établir le résultat suivant,
qui est fondamental en calcul des probabilités.

Théoreme XI1.7.1 (Théoreme de la limite centrale (ou de Gauss-Laplace)).

lim ({x’a<ﬂ<ﬁ})i/ﬁexjdx
nooo H1 vnD V2T Ja '

Démonstration. Soit ¢ la transformée de Fourier de la mesure p,

o0

o) = i) = [ e du(a).

De ’hypothése
/ 22du(z) < oo,
R

on déduit que ¢ est de classe C2. Notons que
¢'(0) = —iM, ¢"(0) = —D — M?.

La transformée de Fourier de la mesure p, est égale a ™. Soit v, la mesure définie

par
vallee, B) = o ({ [ < % <8}).

Pour une fonction mesurable bornée f,

| 1@ = [ (o),

et la transformée de Fourier 1, de la mesure v, est égale a

i) = [ (5 ) dpun () = (00(0))"
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ol

Nous allons montrer que
2

Hm ¢ (t) =e 2.
n—oo

Le résultat annoncé découlera alors du théoréme de Lévy puisque la transformée
de Fourier de la fonction

»

G(z) = ! e 7

2
est égale a e~ 2. Pour le calcul de cette limite nous utiliserons le logarithme d’un
nombre complexe défini par, si |z — 1| < 1,

n=1
On montre, sous la condition |z — 1| < 1, que

en(?) = 5

En effectuant le produit des développements limités

it\/]% 14t M 152M2+ (1)
e n = 1 —_ ol —
vnD 2nD n/’

2, 1

¢(\/;_D) :1+ttp’(0)\/;_D+§<p (O)n% +0(E>,

nous obtenons

2n n/’
Par suite,
Inf,(t) = £ !
n n()__%_{—o(E)u
et

nft) = 600 _ o[~ 5ot0)

I

ce qui s’écrit aussi
2
t

Hm () = e 2. 0

n—oo
Pour p,q > 0, p+ q¢ = 1, considérons la mesure
p = pd1 + qdo.
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Nous pouvons lui appliquer le théoréme de la limite centrale. Notons que M = p,
D = pq. Les puissances de convolution de la mesure p se calculent a l'aide de la
formule du binéme :

*1 *n g n n—
i = 1™ = (O +qo)™" = <k>p’“q "o,
k=0

et '
p(t) = p(t) = pe " +q.

Théoreme XI.7.2 (Théoreme de Moivre-Laplace).

T —np

73520""({50 ‘ > < b <ﬁ}) - \/Lg_ﬁ/je_%d%
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Cesaro (convergence au sens de), 156
Christoffel-Darboux (formule de), 169

complet (espace mesuré), 18
complétée (tribu), 18
concentrée (mesure), 49

convergence dominée (théoréme de), 17
convergence en moyenne quadratique, 49

convergence étroite, 89

convergence monotone (théoréme de), 9

convergence vague, 88
convolution (produit de), 114

D

différence symétrique, 25

Dirac (mesure de), 5

Dirichlet (intégrale de), 78, 133
(noyau de), 154
(théoréme de), 155

INDEX

dispersion (d’une mesure de probabilité), 189

E

écart, 25

Egoroff (théoréme d’), 39
escalier (fonction en), 30
étagée (fonction), 4

F

Fatou (lemme de), 11
Fejer (noyau de), 157
(théoréme de), 157
Fourier (coefficient de), 148
(intégrale de), 99, 105
(série de), 148
(transformation de), 130, 138
Fourier-Plancherel
(transformation de), 136
Fresnel (intégrale de), 100
Fubini (théoréme de), 59
Fubini-Tonelli (théoréme de), 61

G
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Gauss (intégrale de), 20, 69
(noyau de), 176, 177

Gauss-Jacobi (formule de quadrature de), 170
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H N

Hardy (inégalité de), 52 négligeable, 15
Hermite (polynome d’), 168 noyau (d’une transformation intégrale), 114

Holder (inégalité de), 42

. P
holomorphe (fonction), 95

Parseval (formule de), 150

I pavé, 2
périodique (fonction), 147
intégrable (ensemble), 26 phase stationnaire
(fonction), 13 (théoreme de la), 107
(au sens de Lebesgue), 14 Plancherel (formule de), 136
(au sens de Riemann), 35 (théoréme de), 137
(au sens de Riemann-Stieltjes), 82 Poisson (formule de), 160
(au sens de Lebesgue-Stieltjes), 84 polynéme trigonométrique, 147
intégrale, 13 presque partout, 15
J R
régularisée (fonction), 124
Jackson (intégrale de), 91 Rademacher (fonction de), 53
Riemann (integrale de), 35
L Riemann-Lebesgue (lemme de), 106
Riemann-Stieltjes (intégrale de), 81
Laguerre (polynome de), 167 Riesz (théoréme de), 85
Laplace (intégrale de), 102 Riesz-Fischer (théoréme de), 46
Lebesgue (constante de), 183
(mesure de), 6, 65 S

Legendre (polynome de), 165
Lévy (théoreme de), 139
Lusin (théoréme de), 39

Schwartz (espace de), 135
Schwarz (inégalité de), 44
semi-intégrable, 97

Stirling (formule de), 105

M
support, 48
masse totale, 5 T
Minskowski (inégalité de), 42
mesurable (ensemble), 1, 33 tribu, 1
(espace), 1 type positif (fonction de), 140
(fonction), 2
\%

(rectangle), 55

esuré (espace), b
mesuré (espace) Vitali (critére de), 53

mesure, 5

de comptage, 5 W

discréete, 6

extérieure, 25 Walsh (fonction de), 53
moyenne (d’une mesure de probabilité), 188 Wallis (intégrale de), 20

196



	AVANT-PROPOS
	I MESURE ET INTÉGRALE
	II MESURE DE LEBESGUE
	III ESPACES Lp
	IV INTÉGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT
	V INTÉGRATION SUR Rn
	VI MESURES DE LEBESGUE-STIELTJES
	VII FONCTIONS DÉFINIES PAR DES INTÉGRALES
	VIII CONVOLUTION
	IX TRANSFORMATION DE FOURIER
	X SÉRIES DE FOURIER
	XI APPLICATIONS ET COMPLÉMENTS
	BIBLIOGRAPHIE



