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PREFACES

PRÉFACE DE LA SECONDE ÉDITION

Paru en 1999, cet ouvrage profondément original par sa forme et son organi­
sation a connu un grand succès puisqu’il est aujourd’hui réédité à la demande de 
nombreux jeunes lecteurs.

J’ai fait la connaissance de Tarik en 1995 à l’occasion de la remise des prix de 
l’olympiade mathématique africaine, durant le congrès de l’union mathématique 
africaine à Ifrane au Maroc. Il y avait obtenu une médaille d’or, commençant ainsi 
avec beaucoup de modestie une longue série de succès aux olympiades internatio­
nales puis à l’école des mines de Paris et enfin dans sa vie professionnelle. Ce qui 
est tout à fait exceptionnel c’est qu’il entreprenait à vingt ans, dès son entrée dans 
cette école, la rédaction de ce livre dans l’objectif d’aider les futurs concurrents 
à se préparer en leur communiquant son plaisir et son enthousiasme et à franchir 
tous les obstacles auxquels il venait d’être confronté et qu’il avait lui même sur­
montés grâce à l’éducation patiente de ses réflexes et à l’élaboration minutieuse de 
sa stratégie.

En fait, ce recueil poursuit plusieurs buts :
- préparer, en particulier des candidats isolés aux compétitions internationales 

(olympiades internationales de mathématiques, tournoi des villes, rallyes sans 
frontières, Kangourou, ...) mais aussi nationales (concours général, olympiades 
de première, championnats des jeux mathématiques et logiques, rallyes régionaux 
des Irems, ...). Bien que la délégation française aux O.I.M. soit souvent dépassée 
par des pays structurant mieux leur préparation et la mettant en œuvre dès le 
début de la scolarité, l’analyse des résultats de ces trente dernières années montre 
que les lauréats de ces compétitions se retrouvent en tête à l’èntrée des grandes 
écoles et que certains achèvent une carrière réussie de mathématicien.

- permettre de développer dans un grand nombre d’établissements des acti­
vités périscolaires et de mettre les élèves travaillant en équipes en situation de 
recherche sur des problèmes ouverts. Les animateurs de clubs et d’ateliers, comme 
par exemple ceux des maths en jeans, disposent ici d’une base de ressources par­
faitement structurée.

- donner à tous les enseignants de mathématiques et plus généralement à tous 
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les curieux de notre discipline l’occasion de chercher puis la joie de trouver la 
réponse à une question d’apparence anodine.

En conclusion lancez-vous vite dans la lecture et délectez-vous !

Paul-Louis Hennequin
Clermont-Ferrand, le 25 août 2007

PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION

Nul ne peut nous livrer le secret du raisonnement mathématique ; peut-être 
parce qu’il n’y a pas de secret ! Mais il y a tous les exposés qui, en disséquant les 
résultats du calcul, en créant des abstractions, en les analysant, en combinant et en 
variant les méthodes d’approche, réussissent à bien nous introduire dans l’édifice 
mathématique.

Ce livre en fait partie. Chaque problème est l’occasion pour quelques jeunes 
intelligences de goûter au plaisir de la recherche et aux jouissances abstraites. Face 
à des problèmes bruts où aucune méthode de recherche n’est suggérée, la liberté 
de création est totale. Il faut souvent plusieurs tentatives infructueuses pour.se 
frayer un chemin vers la solution et parvenir à percer le mystère.

L’auteur nous propose ici d’exercer l’une des formes les plus captivantes du 
travail intellectuel. Il est clair que pour le novice, le paysage est tout autre. Ces 
mathématiques, si elles ne sont pas étrangères à celles que l’on enseigne au lycée, 
si elles ne sont pas en opposition, en contradiction avec celles que l’on dit scolaires, 
sont pourtant très différentes. Certains objecteront peut-être, et demanderont : à 
quoi bon ce genre de mathématiques? Je suis tenté de leur répondre avec Lucas : 
« Il y eut toujours et toujours il y aura des savants pour dénigrer la fantaisie, des 
poètes pour répondre : à quoi bon la science ? des gens pratiques pour envelopper 
poètes et savants dans un inépuisable dédain d’abstrait et d’idéal. Et tout cela est 
bien heureux ».

Cet ouvrage est unique en son genre. C’est, à notre connaissance, le premier 
livre destiné à un vaste public francophone qui puisse servir de véritable outil de 
préparation aux olympiades internationales. Avec des exercices minutieusement 
corrigés, des exemples bien adaptés à leurs contextes et des illustrations parfaite­
ment réalisées, nous pensons que ce livre rendra beaucoup de services à ses lecteurs. 
Nous ne pouvons qu’admirer cette œuvre et en remercier l’auteur.

Claude Deschamps 
Paris, le 24 juin 1999

pour.se


AVANT-PROPOS

Quand j’ai été candidat aux olympiades internationales, j’ai pu réaliser combien 
il était difficile de se procurer des documents en Français qui présentent les sujets 
traditionnellement abordés dans cette épreuve. Il fallait très souvent faire beaucoup 
d’exercices pour pouvoir apprécier une technique ou une méthode d’intérêt général. 
C’est ainsi qu’est née dans mon esprit l’idée d’écrire ce livre.

Tous les résultats qu’il est impératif de connaître pour réussir les épreuves 
d’olympiades y sont discutés. Loin d’être un garant de réussite, la connaissance de 
l’ensemble de ces résultats devrait au moins donner au candidat assez de confiance 
pour aborder sans trembler ce type d’exercices.

Cet ouvrage est divisé en six chapitres recouvrant l’ensemble des domaines ex­
plorés par les sujets des olympiades internationales suivant un consensus plus ou 
moins explicite; certains points débordent largement les programmes des lycées 
français (équations diophantiennes, polynômes, inégalités, graphes) mais on n’y 
trouve généralement pas de géométrie dans l’espace ni de probabilités ni de sta­
tistiques.

Le contenu du livre est conçu pour être compréhensible par un élève courageux 
de terminale. J’ai donc supposé acquises certaines notions élémentaires d’analyse, 
ainsi que certains résultats très simples concernant les structures algébriques. Par 
contre, la plupart des notions enseignées au-delà de la classe terminale sont intro­
duites avant d’être utilisées.

Les exercices proposés constituent un complément indispensable au cours : ce 
n’est qu’en les travaillant sérieusement que le lecteur pourra apprécier pleinement 
la portée des résultats obtenus et la manière de les mettre en œuvre. Les solu­
tions fournies sont très détaillées, mais ne rendent pas compte du chemin souvent 
tortueux menant à la découverte des bons arguments; c’est donc au lecteur de 
reconstituer toutes les étapes de la démonstration en reprenant si besoin est les 
calculs intermédiaires et en gardant toujours à l’esprit que la solution indiquée 
n’est pas forcément la seule possible.

Beaucoup d’exercices sont tirés des olympiades nationales et internationales. 
Bien qu’il soit assez délicat d’estimer la difficulté d’un exercice, je me suis efforcé 
de placer les plus difficiles en dernier. Dans le cas d’un exercice posé aux olym­
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piades internationales, il m’a paru intéressant de mentionner son numéro d’ordre : 
rappelons en effet que la compétition consiste en deux épreuves de 4 heures et 
demie, comportant chacune trois exercices bien souvent ordonnés par difficulté 
croissante.

La bibliographie comporte 25 titres antérieurs à 1998 ; il sera facile au lecteur 
de la compléter en particulier par des énoncés de compétitions en consultant par 
exemple les sites http://www.animath.fr/ et http://publimath.irem.univ-mrs.fr/ .

Un livre comme celui-ci n’est jamais l’œuvre d’une seule personne. Il n’aurait ja­
mais vu le jour sans l’aide de M. Mohammed Aassila, professeur de mathématiques 
à l’université de Strasbourg, et M. Francis Maisonneuve, professeur de mathé­
matiques à l’école des Mines de Paris, qui ont bien voulu relire le texte en profon­
deur. Je tiens aussi à remercier Mme Brigitte d’Andréa-Novel qui m’a soutenu tout 
au long de la période de rédaction de ce livre. Je remercie également mes amis Ea- 
man Eftekhary, Cyril Niboyet, Rachid Rabih et Hatim Marouane qui m’ont aidé en 
corrigeant certaines de mes erreurs et en me proposant des solutions alternatives.

Enfin, je tiens à exprimer ma gratitude à l’Association Mathématique des Etats- 
Unis qui m’a autorisé à utiliser les exercices des olympiades américaines et à Mme 
Corinne Baud des éditions Ellipses pour m’avoir si bien accueilli.

J’ai pris beaucoup de plaisir à écrire ce livre. Si, à travers les méthodes et 
techniques abordées j’arrive à faire partager au lecteur cette passion, si, à tra­
vers certaines remarques et questions profondes j’arrive à susciter la curiosité de 
quelques jeunes talents, si enfin, à travers des exercices passionnants j’arrive*à  
prouver que l’on peut se faire plaisir tout en faisant des mathématiques, mon 
travail sera récompensé.

Je suis bien sûr attentif à toutes les remarques et critiques éventuelles que le 
lecteur voudra bien m’adresser aux bons soins des éditions Ellipses qui transmet­
tront.

http://www.animath.fr/
http://publimath.irem.univ-mrs.fr/
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1
LES STRATÉGIES DE BASE

On débute notre préparation par explorer un certain nombre de stratégies 
générales qui s’appliquent dans des contextes variés. Le but de ce chapitre est 
de montrer à quel point elles sont simples à comprendre, et cependant parfois si 
difficiles à utiliser.

1.1. Le principe des tiroirs

Ce principe est parfois appelé principe de Dirichlet1 puisque c’est ce mathé­
maticien qui fut le premier à réaliser qu’il pouvait servir pour montrer des résultats 
non triviaux.

Dans sa version la plus simple, ce principe peut être énoncé comme suit : « si 
n + 1 balles sont placées dans n tiroirs, au moins un tiroir contiendra 2 balles ou 
plus ». Plus généralement :

1.1.1. Principe des tiroirs. Si n balles sont placées dans k tiroirs, au moins 
un tiroir contiendra [n/k~\ balles ou plus.

♦ Exemples.
1. On se donne n entiers ai, ..., an. Prouver qu’il existe un sous-ensemble de 
{ai, a2, • • •, an} dont la somme des éléments est divisible par n.

Considérons les sommes suivantes : Si = ai, S2 = ai -F a2,..Sn = ai + 
a2 + • • • -F an. Si l’un des Si, i = 1, 2,..., n, est divisible par n, c’est fini. Sinon, 
considérons les restes de la division euclidienne des Si par n. On dispose ainsi de 
n restes que l’on place dans les n — 1 « tiroirs », les restes possibles modulo n. 
D’après le principe des tiroirs, il existe deux sommes Si et Sj (z < j) qui ont le 
même reste modulo n. Il est alors évident que Sj — Si — a* +i F------ \~Uj est divisible
par n.
2. Un grand maître joue au moins une partie d’échecs par jour pour garder la 

1. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), mathématicien allemand.
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forme, mais pas plus de 10 par semaine pour ne pas se fatiguer. Prouver que s’il 
joue ainsi suffisamment longtemps, il y aura une période continue de jours pendant 
laquelle il aura joué exactement 21 parties.

Soit ai le nombre de parties disputées jusqu’au jour i inclus. On a alors

k1 «i < U2 < • • • < «fc 10 x , k = 1, 2,...

On en déduit que

k
22 ai + 21 < a2 + 21 < ••• < a& + 21 lOx f"—~| + 21, k =■ 1,2,...

Pour k suffisamment grand, l’inégalité 2k > 21 + 10 x ffc/7j devient vraie. Il 
s’ensuit qu’il existe deux indices i et j tels que aj = a*  + 21. Le grand maître aura 
alors disputé 21 rencontres pendant la période s’étalant entre le jour i + 1 et le 
jour j inclus.

BJ*  ’WP B**  BJ I BJ

1. Soient ai, a2,. •., aïo des entiers. Prouver qu’il existe des nombres ai, a2, • • •, 
aïo non tous nuis et appartenant à l’ensemble {—1,0,1} tels que J2|£i a^a^ soit 
divisible par 1001.

((Proposé à l’OHM-1988)

2. Pour tout ensemble de dix naturels écrits à l’aide de deux chiffres (en système 
décimal), il existe au moins deux sous-ensembles disjoints dont les sommes des 
éléments sont égales.

(Olympiades internationales-1972/1)

3. On considère 13 nombres réels deux à deux distincts. Prouver que, parmi ces 
nombres, il existe deux réels a et b vérifiant :

0 <
a — b

1 + ab
2 — a/3.

4. On colorie tous les points du plan en utilisant les deux couleurs rouge et vert. 
Démontrer qu’il existe un triangle équilatéral dont le côté mesure 1 ou y/3 et les 
trois sommets sont de la même couleur.

(Olympiades chinoises-1986)
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5. S est un ensemble convexe du plan. Les points de S sont coloriés à l’aide de 
p couleurs, et on suppose qu’il existe dans S trois points non alignés. Démontrer 
que pour tout entier naturel n 3, il existe une infinité de polygones de n côtés, 
isométriques et dont les sommets sont de la même couleur.

(Olympiades roumaines-1995)

6. On fait une partition de l’ensemble des points du plan orienté en un nombre 
fini de parties représentées par autant de couleurs. On fixe deux points distincts 
O et A de ce plan. A tout point X du plan, distinct de O, on fait correspondre :

a) la mesure en radians ct(X) de l’angle {OA, OX) prise dans [0, 2tt[ ;
b) le cercle C{X) de centre O, de rayon OX + a{X)/OX.
Démontrer qu’il existe un point Y du plan avec a(K) > 0, tel qu’il existe un 

point de C(K) de la même couleur que Y.
(Olympiades internationales-1984/3)

7. Soit ABC un triangle équilatéral. Soit 8 l’ensemble des points des segments 
fermés [AB], [BC], [CA]. Est-ce que, pour toute partition de E en deux sous- 
ensembles disjoints, il existe au moins un triangle rectangle dont les trois sommets 
appartiennent au même sous-ensemble ?

(Olympiades internationales-1983/4)

8. Soit n un entier > 2. Prouver que, dans une réunion de n personnes, il existe 
toujours deux personnes telles que, parmi les n — 2 autres participants, il y ait au 
moins |_n/2j — 1 participants qui connaissent les deux personnes à la fois ou leur 
sont complètement étrangères.

(Olympiades des États-Unis-1983)

1.2. La récurrence

Dans l’axiomatique de Peano2, le principe suivant est un axiome de con- 
struction de l’ensemble N :
1.2.1. Le principe de récurrence. Soit m un entier naturel et Pm, Pm+i,... 
une suite de propositions. Si

a) Pm est vraie, et si
b) pour tout entier naturel k m, P& => Pk+i est vrai, 

alors toutes les propositions sont vraies.

♦ Remarques.
1. Dans la preuve par récurrence, l’étape a) est appelée la base de la récurrence

2. Guissepe Peano (1858-1932), mathématicien italien.
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et l’étape b) est appelée l’étape inductive.
2. Il ne faut surtout pas oublier la base de la récurrence : en effet, la condition b) 
est vraie pour toute suite de propositions fausses.
3. Il peut arriver que dans une preuve par récurrence, on ait besoin pour montrer 
Pk+i non seulement de Pk mais aussi des Pi pour m i k. En appliquant le 
principe de récurrence à la suite de propositions (Qn)n^m définie par : Qn
(yk e {m,..., n}, Pfc), on justifie le principe de récurrence suivant :

1.2.2. La récurrence forte. Soit m un entier naturel et Pm, Pm+i,... une suite 
de propositions. Si

a) Pm est vraie, et si
b) pour tout entier naturel k m, (Pm et Pm+i et ... et Pk) => Pk+i est 

vraie,
alors toutes les propositions sont vraies.

♦ Exemples.
1. Montrer que, pour tout n G N,*

11 11 + ^2 + 32 +'-' + ^2 <2'

L’astuce est de prouver par récurrence une inégalité un peu plus forte. Soit Pn 
1 1 1 1^1 la propriété : « —y + ^77+-----1—~ 2----- ».

I2 22 ■ n2 n
Il est alors clair que Pi est vraie. Si Pn est vraie pour un certain n G N*,  alors 

11 1 1 o 1 1 o 1 
l2 22 n2 (n + 1)2" n (n +1)2 n + T

d’où Pn+Ï.
2. Soit n un entier naturel, et soit £ un ensemble constitué de 2nF-l entiers naturels 
non nuis (non nécessairement distincts). On suppose que £ vérifie la propriété (P) : 
« en enlevant à £ un élément quelconque, il est toujours possible de partitionner les 
éléments restants en deux parties de n éléments, la somme des éléments constituant 
chaque partie étant la même ». Prouver que tous les éléments de £ sont égaux.

On raisonne par récurrence à n fixé sur la valeur du plus grand élément de £. 
Si le plus grand élément de £ est égal à 1, alors tous les éléments de £ sont égaux 
à 1 et on a le résultat souhaité.

Supposons donc le résultat vrai pour tout ensemble £ à 2n 1 éléments (non 
nécessairement distincts) vérifiant la propriété (P), et dont le plus grand élément 
est m. Considérons alors un ensemble £ dont le plus grand élément est égal 
à m + 1, et soient xi, X2, • ••, X2n+i ses éléments (on accepte toujours que les Xi 
ne soient pas tous distincts). Si £ vérifie la propriété (P), alors tous les xz, i — 
1, 2,..., 2nF-l, sont de la même parité : en effet, pour tout i, j G {1, 2,..., 2nF-l}, 
il existe des entiers naturels Si et Sj tels que Xi + 2Si = Xj F- 2Sj = x± F- X2 F------ F
#2n+l-

Si tous les Xi, i — 1, 2,..., 2n+l, sont pairs, alors l’ensemble £± = {xi/2,X2/2, 
..., a?2n+i/2} vérifie la propriété (P). Comme le plus grand élément de £1 est m, 
il s’ensuit que x±/2 = X2/2 = ■ • > = X2n+i/2, i-e., xi = X2 = • • • = ^2n+i-
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Si tous les Xi, i = 1, 2,..., 2n + 1, sont impairs, alors l’ensemble £2 = {(#1 + 
l)/2, (#2 + l)/2,..., (#2n+i 4-1)/2} vérifie la propriété (P), et comme le plus grand 
élément de £2 est m, on a encore x± = x% — • • • = ^2n+i, ce qui achève la 
récurrence.
3. Soient x±, X2, ■ • •, xn et yi, y%,..., y™ des entiers naturels non nuis. On suppose 
que x\ + X2 + • • • + xn = y± -F 7/2 + • • • + ym < mn. Prouver qu’il est possible de 
supprimer certains termes (mais pas tous !) de part et d’autre de l’égalité #1+^2 + 
 F xn = yi + y2 H-------F ym tout en conservant une égalité.

On raisonne par récurrence sur m + n. Comme m x± -F X2 + • • • + xn < mn, 
on a n > 1, et de même m > 1. Pour m -F n — 4, on a donc m = n — 2 et les seuls 
cas possibles sont l-Fl = l + letl + 2 = l-F2(à l’ordre près), de sorte que le 
résultat est immédiat.

Supposons donc le résultat vrai pour un certain k = m -F n 4. Considérons

xi + X2 H-------F xn = y! + y2 H-------F ym < mn,

où m + n = k + 1. On peut supposer, sans nuire à la généralité, que x-^ est le plus 
grand des Xi, i = 1, 2,..., n, et que yi est le plus grand des yi, i = 1, 2,..., m. 
On peut aussi supposer x± > y± car si x^ = yi, le problème est résolu. On a alors

(#i — yi) + X2 +-----F xn = y2 + • • • -F ym.

avec 7/2 + • • • + ym < mn------- — n(m — 1). Comme n + (m — 1) = k, on peutm
appliquer l’hypothèse de récurrence pour conclure.

EXERCICES

9. Soit n un entier strictement positif. Prouver que, pour tout entier strictement 
positif a n\, il existe des entiers positifs di, d2,..., dk, k n, deux à deux 
distincts et divisant chacun n\, tels que : a = d\ -F d2 + • • • + dk-

10. Soit n un entier de la forme 2k, k 1. Prouver que, dans tout ensemble de 
2n — 1 entiers strictement positifs, on peut trouver un sous-ensemble de n entiers 
dont la somme est divisible par n.

(Olympiades allemandes-1981)

11. On considère n points d’un même plan (n 5). Démontrer qu’il est possible de 
relier ces points par des flèches de telle sorte que de chaque point on peut arriver 
à un autre point en suivant une ou deux flèches.



6 Les stratégies de base

12. Soient #1, #2,..., #1989 des vecteurs dans le plan tels que ||#r|| 1 pour
1 r 1989. Montrer qu’il est possible d’affecter à chaque vecteur vr un nombre 
er = ±1 de telle sorte que :

(Proposé à l'OPM-1989)

13. On considère un ensemble de 2n points dans l’espace euclidien, n > 1, et on 
suppose construits n  + 1 segments entre ces points. Prouver que la configuration 
obtenue contient au moins un triangle.

2

3. Pierre de Fermât (1601-1665), mathématicien français.

14. Les sommets d’un polygone convexe ayant 2n + 1 côtés sont coloriés de telle 
sorte que deux sommets consécutifs n’aient pas la même couleur. Prouver qu’il 
est possible de diviser ce polygone en triangles à l’aide de diagonales dont les 
extrémités sont de couleurs différentes et qui ne se recoupent pas entre elles.

(Olympiades hongroises-1978)

1.3. La descente infinie

Supposant le principe de récurrence acquis, il est facile de démontrer que « toute 
partie non vide de N admet un plus petit élément ». On dit que N est bien ordonné. 
Une conséquence de ce principe équivalent au principe de récurrence est la méthode 
de descente infinie découverte par Fermât3.

1.3.1. La descente infinie. Soit une suite de propositions Fo, A,..., Fn,... 
Si pour tout k e N tel que Pk est fausse, il existe m e N tel que Pm soit fausse 
et m < k, alors toutes les propositions Fq, Fi,..., Pn,... sont vraies.

♦ Preuve. On démontre d’abord que toute partie non vide de N admet un plus 
petit élément : en effet, si S est une partie de N n’ayant pas de plus petit élément, 
considérons la suite de propositions (Fn)neN, où la proposition Pn est « Vfc n, 
k S ». Fq est alors vraie car autrement 0 serait le plus petit élément de S. De 
plus, si Fm est vraie pour un certain m e N, alors Fm+i est vraie : en effet, si 
Fm+i était fausse, alors m + 1 G S serait le plus petit élément de S puisque Fm 
est vraie.

Pour démontrer la validité de la méthode de descente infinie, on raisonne par 
l’absurde : l’ensemble des entiers k tels que Pk est fausse serait alors une partie 
non vide de N qui n’admet pas de plus petit élément.

□
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♦ Exemples.
1. La suite des carrés parfaits contient-elle une progression arithmétique infinie?

Si (a^)neN*  est une progression arithmétique infinie, alors

16. À chaque sommet d’un pentagone régulier, on associe un entier relatif de telle 
sorte que la somme de ces cinq nombres soit strictement positive.

Si, à trois sommets consécutifs, correspondent respectivement les nombres 
x, y, z avec y < 0, alors l’opération suivante est permise : « remplacer le triplet 
(x, y, z) par (x + y, -y, y + z) ».

a-m+l "«m = am ~ am-l, W = 2, 3, 4, . . .

Comme + am > am + am-i, on doit avoir am+i — am < am — am-i pour 
m > 2, ce qui s’écrit encore :

a>2 — ai > «3 — a2 > — «3 > • • •

On a ainsi une suite strictement décroissante d’entiers positifs, ce qui est im­
possible.
2. Résoudre dans Z3 l’équation diophantienne :

x3 + 2y3 = 4z3.

Montrons que (0,0,0) est la seule solution à l’équation proposée. Si (x, y, z') est 
une solution non nulle, alors x est pair. Si on pose x = 2w où w € Z, alors

(2w)3 + 2y3 = 4z3,

c’est-à-dire
(-?/)3 + 2^3 = 4w3,

ce qui implique que (—y, z, x/2) est aussi solution. D’une façon analogue, on trouve 
que {—z,x/2, — y/2) est solution, puis que (—æ/2, — y/2, —z/2) est aussi solution, 
et ainsi de suite on arrivera à une solution contenant un entier impair, ce qui est 
impossible.

CAElivIvCv

15. Prouver qu’il n’existe pas de quadruplets (x, y, z,i) d’entiers strictement po­
sitifs tels que :

x2 + y2 = 3(z2 + t2).
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Cette opération est répétée tant qu’au moins un des cinq nombres est stricte­
ment négatif. Déterminer si ce processus prend nécessairement fin après un nombre 
fini d’opérations.

(Olympiades internationales-1986/3)

17. Il y a n  pièces occupant un carré de côté n sur un échiquier infini. Il est 
possible de déplacer une pièce par dessus une case occupée vers une case vide ; la 
pièce par dessus de laquelle le mouvement est effectué est alors immédiatement 
écartée de l’échiquier.

2

Pour quelles valeurs de n peut-on se retrouver avec une seule pièce sur l’échi­
quier ?

(Olympiades internationales-1993/3)

1.4. Maximums et minimums

L’un des réflexes qu’il faut avoir en présence de problèmes d’existence dans un 
ensemble fini est de considérer des objets de l’ensemble qui minimisent ou maxi­
misent les valeurs prises par une certaine fonction. Il s’agit donc d’une méthode 
permettant de construire une solution ou de prouver qu’il n’existe aucune solution 
au problème. Les exemples et exercices qui suivent montreront à quel point il est 
facile de dérouler la démonstration une fois réussi le choix de la fonction.
♦ Exemples.
1. On se donne un ensemble fini £ de points dans le plan. On suppose que pour 
toute paire {A, B} de points dans £, il existe un point C / A, B dans £ tel que 
les points A, B et C soient alignés. Prouver que tous les points de £ sont alignés.

Si les points de £ n’étaient pas tous alignés, l’ensemble des couples (A, A), où 
A est une droite passant par deux points de £ et A est un point de £ n’appartenant 
pas à A, serait non vide.

Considérons alors un couple (A, A) qui minimise la distance du point A à la 
droite A, et soit P le pied de la perpendiculaire issue du point A à la droite A. Il 
existe au moins trois points B, C et D de l’ensemble £ sur la droite A.
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Fig. 1.1.

Sans nuire à la généralité, on peut supposer que B et C se trouvent du même 
côté du point P et que B est plus proche de P que C. Ceci étant, on obtient une 
contradiction en considérant le pied de la perpendiculaire issue de B à la droite 
(AC) puisque BQ < AP.
2. Le raisonnement précédent peut être appliqué pour résoudre des exercices du 
même type. Considérons par exemple le problème suivant : soit £ un ensemble fini 
de droites dont deux quelconques ne sont pas parallèles. On suppose de plus que 
toute intersection de deux droites de £ appartient à au moins une autre droite 
dans £. On va prouver que toutes les droites ont un point commun.

Si les droites de £ ne passaient pas toutes par un même point, l’ensemble des 
couples (A, A), où A est une droite dans £ et A est un point d’intersection de 
deux droites dans £ n’appartenant pas à A, serait non vide.

Considérons donc un couple (A, A) qui minimise la distance du point A à la 
droite A, et soit P le pied de la perpendiculaire issue du point A à la droite A. 
Par hypothèse, il existe trois droites Ai, A2, A3 G £ qui passent par le point A. 
On se retrouve alors avec la même contradiction que dans le premier exemple :

EXERCICES

18. Dans le plan on se donne un disque fermé de rayon 1, et on suppose qu’il 
contient sept points dont les distances mutuelles sont toutes 1. Prouver que le 
centre du disque est l’un de ces points.

(Olympiades britanniques-1975)

19. On considère un pentagone convexe ABC DE tel que parmi ses côtés et ses 
diagonales, il n’existe pas de segments parallèles. Les droites (AD) et (BC) se 
coupent en un point X, et on dessine une flèche sur le segment [BC] dans le sens 
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de ce point. De manière analogue, on dessine des flèches sur les autres côtés du 
pentagone. Prouver qu’il existe deux flèches dirigées vers un même sommet du 
pentagone.

20. On se donne un ensemble S de 2n+3 points dans le plan dont trois quelconques 
ne sont pas alignés, et quatre quelconques ne sont pas cocycliques. Prouver qu’il 
est toujours possible de trouver un cercle passant par exactement 3 points de S et 
séparant les autres points en n points à l’intérieur du cercle et n points à l’extérieur 
du cercle.

21. Soit X un ensemble fini et E(X) la collection des sous-ensembles de X 
possédant un nombre pair d’éléments. Soit f une fonction à valeurs réelles définie 
sur E(X) telle que f(D) > 1990 pour un certain D dans E(X) et f(A U B) = 
f(A) + f(B) — 1990 pour tous éléments disjoints A et B dans E(X).

Prouver que X peut être partitionné en deux sous-ensembles disjoints P et Q 
tels que f(S) > 1990 pour tout élément non vide S dans E(P) et f(T) 1990 
pour tout élément T dans E(Q).

(Olympiades chinoises-1990)

22. On considère l’opération suivante : « passer du point P(x, y) à l’un des points 
Pi(x, y + 2x), Pi/x, y — 2x), P${x — 2y, y) ou Pi(x + 2y, y) ». On suppose encore 
qu’il est interdit de parcourir un segment que l’on a déjà décrit. Prouver que, si 
l’on part du point (1, \/2), il n’est pas possible d’y revenir.

(Olympiades hongroises-1990)

1.5. Les invariants

Il peut arriver que, dans un problème donné, on ait un ensemble d’états pos­
sibles £o, £i,« • -, le passage d’un état à l’état suivant étant régi par un ensemble 
de règles bien définies. On se pose alors la question suivante : « peut-on atteindre 
un état final £/ en partant de l’état initial £q ? ».

Une stratégie souvent efficace pour s’attaquer à ce type de problèmes est de 
considérer une fonction /, définie sur l’ensemble des états du système, telle que 
si on peut passer d’un état £ à un état £', on ait nécessairement /(£) = /(£'). 
Si /(£/) / /(£o), la conclusion est immédiate : partant de l’état £q, on ne peut 
jamais atteindre l’état £/. La fonction / est alors appelée invariant. Elle peut être 
par exemple la parité d’une variable, le nombre d’éléments d’un ensemble, ...
♦ Exemples.
1. On écrit sur un tableau les nombres 1, 2,..., 1998. On choisit deux nombres 
arbitraires que l’on efface pour les remplacer par leur différence. Cette opération 
est répétée tant que le tableau contient au moins deux nombres. Le dernier nombre 
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qui reste sur le tableau peut-il être égal à 2 ?
La réponse est non : en effet, la somme des éléments inscrits sur le tableau 

conserve sa parité au cours du processus décrit dans l’énoncé. Celle-ci étant celle 
de la somme initiale

1 + 2 + • ■ • + 1998 = | x 1998 x 1999 = 999 x 1999,

qui est impaire, le dernier nombre qui reste ne peut pas être égal à 2.
2. Dans la suite

1, 0, 1, 0, 1, 0, 3, 5, 0,...

chaque terme après le sixième est égal au dernier chiffre de la somme des six termes 
qui le précèdent. Prouver qu’il est impossible de trouver la succession :

0, 1, 0, 1, 0, 1,

dans la suite ainsi définie.
(Olympiades russes-1984)

On désigne par (rrn)n^i la suite définie dans l’énoncé, et on considère la fonc­
tion :

f(x, y, z, t, u, v) = 2x -F 4y -F 6z + St + 10a -F 12a.

On a alors :

f (æn+l 5 , • • • -> ^n-f-â) f (^n? ? • • • > ^n+ô)
= (2#n+i + • • • + 12xn+s) (2xn -F 4xn_}-i -F * * * -F l^Æn+s)
— 12(Tn+6 2xn 2xn-j-i 2xn~l~2 2#n_|-3 2xn-}-4 2xn^-^
— 12 (xn ~F xn-^-i -F ’  ’ ~F ^n+5) 2((rn -F “F    “F ^n+5)* * * *
= 0 (mod 10).

Il s’ensuit que le dernier chiffre de f(xn, xn^i,..., xn+d) est un invariant. Mais 
/(l, 0,1,0,1,0) = 18 et /(0,1,0,1,0,1) = 24, d’où la conclusion que la succession 
0, 1, 0, 1, 0, 1 ne peut se produire.

Cm (Ml V# IImm

23. On considère le tableau suivant où seul l’élément à l’intersection de la première 
ligne et de la troisième colonne est un signe « — », les autres éléments étant des 
signes « -F » :
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Est-il possible qu’à l’issue d’un processus où, à chaque étape, on peut changer 
les signes d’une ligne, d’une colonne ou d’une diagonale quelconque, on se retrouve 
avec un tableau où tous les éléments sont des signes « + » ?

24. On affecte à chaque sommet d’un cube donné un entier naturel. Il est alors 
possible de choisir une arête et augmenter de 1 les nombres correspondant à ses 
deux extrémités.

Partant de la situation représentée ci-dessus, prouver qu’il est impossible de 
rendre les nombres dans les huit sommets égaux.

(Olympiades russes-1981)

25. On affecte arbitrairement à chaque élément d’un tableau 9 x 9 la valeur 1 ou 
— 1. On calcule pour chaque élément du tableau le produit des éléments adjacents 
(deux éléments sont dits adjacents si leurs cases respectives ont exactement un côté 
en commun) puis, simultanément, on remplace tous les éléments par les produits 
correspondants.

Est-il possible qu’après un nombre fini de telles opérations on aboutisse à un 
tableau constitué uniquement d’éléments égaux à 1 ?

(Olympiades chinoises-1992)

26. On se donne quatre triangles rectangles isométriques. On prend l’un d’entre 
eux et on le coupe en deux à l’aide de l’altitude issue de l’angle droit puis on 
recommence avec l’ensemble de tous les triangles rectangles résultants. Prouver 
qu’il est impossible de se débarrasser des triangles isométriques.

(Olympiades russes-1995)



SOLUTIONS

1. On considère l’ensemble E formé par les vecteurs (7/1, y2, • • •, t/io) tels que 
yi = ±1 pour i = 1,2,..., 10. On affecte à chaque somme yi(h sa classe 
modulo 1001. Comme \E\ = 210 = 1024, il existe deux vecteurs (ai, U2,..., aïo) 
et (ai,772,...,aïo) tels que :

10 10 10

soit divisible par 1001. Mais Ui — Vi e {—2,0, 2} et Uj — Vj / 0 pour un certain j. 
Il s’ensuit que

10 152
2=1

est divisible par 1001 et (ui — v/)/2 e { — 1,0,1}, d’où le résultat.

2. Soit X un ensemble Ç {11,12,..., 99} tel que |X| = 10. Cet ensemble possède 
210 —2 = 1022 parties non vides strictes. D’un autre côté, si A est un sous-ensemble 
de X (A / 0, X), alors :

1 52 (x 1x e 91+92+■ ■ ■+99 = 855-
Puisque le nombre d’« objets » (sous-ensembles non vides strictes de X) est 

supérieur au nombre de « tiroirs » (les sommes distinctes des éléments d’un tel 
sous-ensemble), il s’ensuit qu’il existe deux parties B, C de l’ensemble X dont la 
somme des éléments est la même, i.e.,

52(y I y g b) = 52(21 2 e
Il est alors clair que B </_ C et C B. Posons X = B\(Bn<7) et Y = C\(BCiCf). 

On a donc
52 (x 1 x e x) = 52 1y e y)’

d’où le résultat.

3. Soient ai, i = 1,2,..., 13, les réels considérés. Pour tout i G {1,2,..., 13}, il 
existe un unique réel Xi dans ] — tt/2, tf/2 [ tel que ai — tanxz, et le principe des 
tiroirs prouve l’existence de deux indices i, j E {1,2,..., 13} tels que :

0 < Xi — Xj
7T

12
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On a alors
tanO < 7F

Ï2’

et comme tan7r/12 = 2 — V^, le résultat est acquis.

4. Si tous les points du plan sont de la même couleur, le problème est résolu. 
Supposons donc que les points du plan ne sont pas tous de la même couleur; 
démontrons alors qu’il existe deux points dont la distance vaut 2 et qui sont de 
couleurs différentes : en effet, on suppose que lorsque la distance entre deux points 
vaut 2 alors ces deux points sont de la même couleur. Soient alors A et B deux 
points distincts du plan. On place les points Ai, A2,..., A/~ sur le segment [AB] 
de telle sorte que AAi = A1A2 = • • • = Ak-\A^ = 2 et A&B 2. Si A&B = 2, 
alors B a la même couleur que A et si A^ B < 2, on considère un point C tel que 
AkC = CB — 2. Les points A, B et C sont de la même couleur.

2 2•-- •--- •-
A Ai A2

Fig. 1.3.

Ainsi, on démontre que tous les points du plan sont de la même couleur, ce qui 
est en contradiction avec l’hypothèse.

Soient alors A et B deux points de couleurs différentes et tels que AB = 2. 
Soit O le milieu du segment [AB]. Le point O a la même couleur que A ou que 
B. Supposons qu’il a la même couleur que A. On construit alors les deux triangles 
équilatéraux AOD et AOC.

Si l’un des points C ou D a la même couleur que A, alors l’un des triangles 
AOD ou AOC est une solution. Sinon le triangle BCD sera une solution.

5. Soit C un cercle à l’intérieur d’un triangle formé par trois points non alignés 
de S, et posons m = np + 1. Considérons un polygone régulier Ai, A2,..., Am 
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inscrit dans C. D’après le principe des tiroirs, il existe au moins n points de la 
même couleur qui forment un polygone de n côtés dont les sommets sont de la 
même couleur.

Soit a un angle de ] 0,2?r/m[. Par des rotations d’angle a, on obtient une infi­
nité de polygones de n côtés inscrits dans le cercle C et ayant des sommets de la 
même couleur. Comme le nombre de couleurs est fini, il s’ensuit qu’il existe une 
couleur commune à une infinité de ces polygones (qui ne sont pas nécessairement 
isométriques). Mais comme il n’y a qu’un nombre fini de façons de choisir un poly­
gone de n côtés (à une isométrie près) dont les sommets appartiennent à l’ensemble 
{Ai, A2,..., Am}, il s’ensuit qu’il existe une infinité de polygones convexes de n 
côtés qui sont isométriques et dont les sommets sont de la même couleur.

6. On suppose les points du plan orienté coloriés à l’aide de n couleurs différentes. 
Affectons à chaque ensemble de points dans le plan l’ensemble des couleurs qui le 
colorient. Il y a alors

ensembles possibles.
Si on considère un ensemble de 2n cercles concentriques de centre O et de 

rayons < a/2tt, alors il existe forcément deux de ces cercles, Ci et C2, avec le même 
ensemble de couleurs. Si Ri < sont les rayons respectifs de Ci et C2, alors, il 
existe un point Y du cercle Ci tel que :

En effet, puisque 0 < Bi(B2 — Bi) < 2%, le point Y est parfaitement déterminé 
sur le cercle Ci. Mais alors P a la même couleur qu’un certain point du cercle 
C2 = C(y), d’où le résultat.

7. L’idée est de partager le triangle ABC en quatre triangles, dont trois sont 
rectangles. Pour ce faire, considérons un point D de [BC], et soient F son projeté 
orthogonal sur [AB] et E le projeté orthogonal de F sur [AC]. On souhaiterait 
que D soit le projeté orthogonal de E sur [BC].
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A

B D C
Fig. 1.6.

Si tel était le cas, on aurait B DF = CED = AFE — 30°, ce qui impliquerait 
que

AF BD CE
FB ~ DC ~ ’

Réciproquement, si D, E et F sont choisis sur les segments [BC], [AC] et [AB] 
respectivement, de telle sorte que la dernière égalité soit vérifiée, alors :

EF2 = AE2 + AF2 - 2AE • AF ■ cosÊAF = ^AB2,

ce qui donne EF2 + AE2 = AF2, i.e., AEF = 90°. De même, on montre que 
BFD = EDC = 90°.

Supposons maintenant qu’il existe une partition de £ = [AB] U [BC] U [CA] en 
deux sous-ensembles £i et £2 telle qu’aucun triangle rectangle dont les sommets 
sont situés dans £ n’a tous ses sommets dans un même sous-ensemble. Sans perte 
de généralité, on peut supposer que D, F e £1. Il s’ensuit qu’aucun point situé sur 
[AB] \ {F} n’appartient à £1, ce qui implique encore que C, E e Si- On a donc 
{C, E, D} Ç Fl, et le triangle CED étant rectangle, on a une contradiction.

8. On désigne par S l’ensemble de tous les participants et par A l’ensemble des 
triplets (A, B, C) G F3 tels que C soit une connaissance commune de A et B ou 
une personne étrangère à A et B à la fois.

Si C e F connaît k participants à la réunion, alors il existe k(n — 1 — k) paires 
où C connaît exactement un seul élément. On en déduit que :

Si on prend pour « tiroirs » l’ensemble de tous les couples (A, B) E S2, et 
l’on pose l’« objet » (A, B,C) G A dans le tiroir (A, B) pour tout C G F tel que 
(A, B, C) G A, alors on aura au moins n(n — l)(n — 3)/2 objets à distribuer entre 
n(n — 1) tiroirs. On en déduit qu’il existe au moins un tiroir contenant au minimum

n(n — l)(n — 3)/2“| rn — 3“| _ 1 n 1
n{n — 1) I I 2 I L 2 J

objets, ce qui permet de conclure.
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9. La propriété est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle est vraie pour un entier 
n 1, et soit a un entier (n + 1)!. Divisons a par n -F 1 : il existe (d, r) E N x N 
tel que

a = d(n + 1) + r,
où d n! et r < n -F 1. Par hypothèse de récurrence, il existe des nombres 
di, d2,..., di (Z n), deux à deux distincts et divisant chacun n!, tels que : 
d — d± -F d2 -F • • • -F di, soit

a = di(n -F 1) -F d2(n -F 1) + • • • -F d/(n -F 1) -F r,

d’où le résultat.

10. Le résultat est vrai pour n = 2 : en effet, tout ensemble de trois entiers 
strictement positifs possède deux éléments de même parité ; leur somme est alors 
divisible par 2.

Supposons donc la propriété vérifiée pour n = 2fc-1, k 2, et soit S un 
ensemble de 2 x 2k — 1 entiers strictement positifs. Soit alors un sous-ensemble 
quelconque de S ayant 2 x 2fc-1 — 1 éléments. Par hypothèse de récurrence, ce 
sous-ensemble contient 2/c~1 entiers dont la somme Si est divisible par 2fc-1 : Si = 
2a’-1æ (x G N). L’ensemble obtenu en enlevant à S les 2/e~1 entiers précédemment 
sélectionnés possède 2 x 2k — 1 — 2fc-1 = 3 x 2fc-1 — 1 éléments. On peut donc 
trouver parmi ces éléments 2/c~1 entiers dont la somme S2 est divisible par 2fc-1 : 
S2 = 2fc-1?/ (y G N). En ignorant de nouveau ces 2/e-1 entiers, on se retrouve avec 
un ensemble ayant 2 x 2fc~1 — 1 éléments et il est donc possible d’en sélectionner 
2fc-1 dont la somme S3 est divisible par 2fc-1 : S3 = 2fc-1z (z G N).

Parmi les entiers x, y et z, deux au moins sont de même parité ; disons x et y. 
On a alors :

Y1FY2=2k~1(x + y) = 2kt (ZeN),

ce qui montre que la propriété est vraie pour 2k.

11. Le résultat est vrai pour n — 5 et n = 6.

Supposons qu’un système de n points Ai, A2,..., An vérifie la propriété et 
ajoutons à ce système deux points An+i et An+2. Relions An+i à tous les points
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Ai, i = 1,2,..., n, puis relions les points Ai, i = 1,2,..., n, au point An+2- Relions

Fig. 1.8.

Il est alors immédiat que la propriété est vérifiée par le nouveau système. Il 
s’ensuit qu’elle est vérifiée pour tout entier n 5.

12. On considère des vecteurs #i, #2,..., vn 1) tels que ||ar|| 1 pour
1 r n, et on démontre le résultat demandé par récurrence sur l’entier n :

- Le résultat est évident pour n = 1 ou 2.
- On suppose alors qu’il est vrai pour n — 1, où n 3, et on considère un

ensemble de n vecteurs #1, #2,..., vn tels que ||#r|| 1 pour 1 < r n. Parmi
les vecteurs #1, #2, #3, il existe toujours une paire {iï^Vj} telle que l’un au moins 
des vecteurs Vi ± Vj ait une norme 1 : en effet, les six vecteurs ±#1, ±#2, ±#3, 
construits à partir de l’origine, divisent le plan en 6 domaines anguleux dont un 
au moins a une ouverture < 60°. Sans perte de généralité, on peut supposer que 
||#i + r]V2 H 1 où rj = ±1. On considère alors le vecteur eu = #1 + et on 
applique l’hypothèse de récurrence à l’ensemble de vecteurs

{tu, #3, #4,..., vn};

il existe donc n — 1 réels A, £3, £4,..., £n, égaux à ±1, tels que :

11 Acu -F £rvr 11 a/2. 
r=3

Mais Acu = A#i + A 7702, d’où le résultat.

13. On considère d’abord le cas n = 2. Si 4 points sont reliés à l’aide de 5 segments,
il y a nu seul segment qui manque aux Q) . 6 segments déterminés par 

ces points. Si [AB] est ce segment, alors tout triplet formé de 3 parmi les 4 points 
et ne contenant pas les deux points A et B à la fois forme un triangle.

Fig. 1.9.
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Supposons donc que pour tout ensemble de 2(n — 1) points reliés à l’aide de 
{n — l)2 + 1 segments, il y ait toujours un triangle formé, et prenons 2n points 
quelconques dans l’espace euclidien. Relions ensuite ces points à l’aide de n2 + 1 
segments et soit [AB] l’un de ces segments. S’il existe un triangle de la forme 
ABC dans la configuration obtenue, alors il n’y a plus rien à prouver. Dans le 
cas contraire, les points A et B sont les extrémités d’au plus 2n — 2 segments. Il 
s’ensuit que, après suppression des points A et B et des segments dont A ou B 
est extrémité, la configuration obtenue consiste en 2{n — 1) points reliés à l’aide 
d’au moins (n2 + 1) — (2n — 1) = (n — l)2 +1. Par l’hypothèse de récurrence, cette 
configuration contient au moins un triangle, d’où le résultat.

14. Le cas n — 1 est trivial. Supposons le résultat valable pour tout polygone 
convexe ayant 2n — 1 côtés, n 1, et dont les sommets sont coloriés conformément 
aux exigences de l’énoncé. On considère alors un polygone A1A2... A2n+i dont 
les sommets sont coloriés de telle sorte que deux sommets consécutifs n’aient pas 
la même couleur. Une diagonale de ce polygone sera dite « bonne » si elle est de 
la forme A^Ai+2, où Ai et Ai+2 sont de couleurs différentes. On se propose de 
démontrer qu’il existe deux « bonnes » diagonales qui ne se recoupent pas entre 
elles.

On considère les diagonales Ai A3, A3A5 ,..., A2n-iA2n+i- Comme Ai et A2n+i 
sont de couleurs différentes, il existe forcément une de ces diagonales, di par 
exemple, qui est « bonne », et on peut supposer que toutes les autres ne le sont pas 
(dans le cas contraire, le problème serait résolu). Si A2k-iA2k+i est cette diago­
nale, alors les points Ai, A3,..., A2h-i, d’une part, et A2k+i, • • •, A2n+i d’autre 
part sont de même couleur. Il s’ensuit que A2k et Ai d’une part, et A2k et A2n+i 
d’autre part sont de couleurs différentes.

On considère alors les diagonales AiA2n, A2nA2n-2, • • •, A4A2. Comme Ai et 
A2 sont de couleurs différentes, il existe forcément une de ces diagonales, c/2 par 
exemple, qui est « bonne », et on peut encore supposer que toutes les autres ne 
le sont pas. Il s’ensuit que A2k et A2 sont de même couleur, ce qui implique que 
A2A2n+i est « bonne ».

Si di = Ai A3 et d2 = Ai A2n, il n’y a plus rien à prouver. Supposons donc d± / 
Ai A3 ou d2 / AiA2n- En considérant la « bonne » diagonale A2A2n+iî on trouve 
dans chacun des deux derniers cas une paire de « bonnes » diagonales, AiAi+2 
et AjAj+2 (i < j), Qui ne se recoupent pas entre elles. Il suffit alors d’appliquer 
l’hypothèse de récurrence au polygone A1A2 ... AiAi+2 • • • AjAj+2 • • • A2n+i-

15. Si (x, y, z, t) E (Z) 4 est tel que : x2 + y2 = 3(z2 +t2), alors 3 divise x2 + y2. 
Comme tout carré est congru à 0 ou 1 modulo 3, il s’ensuit que x2 = y2 = 
0 (mod 3), i.e., x = y = 0 (mod 3). Si on pose x = 3u, y = 3v, où (u,v) E (Z)  , 
alors on obtient

*

*

3(tz2 + v2) = z2 + t2.

Ainsi, {z, t, u, v) E (Z*) 4 est une solution telle que z2 +12 -Fu2 + v2 <x2 + y2 + 
z2 -Et2. En réitérant ce procédé, on aboutit à une suite strictement décroissante 
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d’entiers positifs, d’où la contradiction.

16. Soit Xi l’entier relatif associé au sommet Ai du pentagone, z = 1, 2.3,4,5. On 
définit alors la fonction f par :

5

= ^2 (ari+1 “
i=l

OÙ X$ = Æo et Xq — Xi.
Étudions l’influence du processus décrit dans l’énoncé sur les valeurs prises 

par /. Quitte à réindexer les sommets, on peut supposer x% < 0. Le processus 
consiste alors à remplacer le vecteur Xi = (aq, x2, x%, x^xd) par le vecteur X2 = 
(#1, x2 + #3, —X3, ^4 + a?3, a?5). Il s’ensuit que :

f (X2) - f (Xi) = (æ2 + X3 - æ5)2 + (xi + æ3)2 + (ar4 - æ2)2
+(æ3 + æ5)2 + (æi - x3 - æ4)2 - (æ2 - a?5)2
-(ar3 - a?i)2 - (x4 - Z2)2 - (x5 - æ3)2 - (aq - z4)2

= 2æ3(2!i + X2 + x3 + Xi + æ5) < 0.

Les valeurs successives prises par f constituent donc une suite d’entiers positifs 
strictement décroissante. Il en résulte que cette suite est finie.

Note. On peut se demander s’il existe un moyen qui permette de prédire 
le nombre d’opérations nécessaires avant la fin du processus connaissant les va­
leurs initiales affectées aux sommets du pentagone. La réponse est affirmative : 
considérons l’ensemble S de toutes les sommes s(z,J) = Xi 4- Xi+i 4------ F Xi+j, où
1 i 5, j0 et où les indices sont considérés modulo 5. Le remplacement du 
vecteur X± = (x±, x2, x%, x±, x$ ) par le vecteur X2 = (aq, x2 4- x%, — x%, x% -F x±, x$ ) 
ne fait que remplacer l’élément x% de S par l’élément — x%. Le processus prend 
nécessairement fin lorsque tous les éléments de S deviennent positifs, ce qui im­
plique que le nombre d’opérations nécessaires avant la fin du processus est égal au 
nombre d’éléments strictement négatifs de S (en considérant que S peut contenir 
des éléments égaux). Ce nombre est fini car Xy -F x2 -F x% -F x± -F x$ > 0, et on voit 
que les nombres affectés aux sommets du pentagone peuvent être choisis dans R, 
et pas seulement dans Z.

17. Signalons que cet énoncé a été proposé aux olympiades russes en 1992 et que, 
idéalement, il n’aurait pas dû figurer aux olympiades internationales.

On suppose chaque pièce repérée par un point (x, y) E Z2, où 1 x, y n, et 
on désigne par s(k,j) le nombre de points tels que x + y = k après j mouvements. 
On pose alors pour i = 0,1,2,

-W) = 52
k=i (mod 3)

Si n = 3p (p E N*),  alors So(0) = Si(0) = £2(0) = 3p2. Ainsi, les Si(0), 
i = 0,1,2, sont de même parité. Par ailleurs, chaque mouvement modifie la valeur 
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de s(k,j) pour trois valeurs consécutives de k de ±1 et modifie donc la parité 
de tous les Si. On ne peut donc se retrouver avec une seule pièce sur l’échiquier 
puisqu’alors, un des S/n2 — 1) sera égal à 1 et les autres à 0, ce qui contredit le 
fait que tous les Si doivent avoir la même parité.

On suppose maintenant n = 1 ou 2 ( mod 3). Si n — 2, les mouvements (1,1) 
(3,1), (1,2) (3,2) et (3,2) —» (3,0) permettent d’effectuer la tâche requise. Si
n > 3, on applique la procédure suivante :

Fig. 1.10.

dont l’application répétée permet de passer d’un carré n x n à un carré (n — 3) x

Fig. 1.11.

Ce processus permet donc d’arriver à un carré 2 x 2 ou à une seule pièce restant 
sur l’échiquier, ce qui montre que la tâche requise peut être effectuée si et seulement 
si n = 1 ou 2 (mod 3).

18. On désigne par O le centre du disque et par Ai, A2,. •., A? les points en 
question. Si aucun de ces sept points n’est le centre du disque, alors le plus petit 
parmi les angles AiOAj est strictement inférieur à 60°. Soient alors A et B les 
points correspondant à cet angle. Comme

AB2 = OA2 + O B2 - 20 A • O B • cos AOB,

il s’ensuit que AB < 1, d’où la contradiction.

19. Parmi les cinq triangles formés par trois sommets consécutifs du pentagone, on 
choisit le triangle de surface minimale. Sans perte de généralité, on peut supposer 
que c’est le triangle ABC. Montrons que la flèche sur le côté [BC] est dirigée vers 
le sommet B.
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Soient K et L les projections orthogonales de A et D sur (BC) respectivement. 
On a A (ABC) < A(BCD), et par conséquent AK < DL, ce qui signifie que le 
point d’intersection de (AZ?) et (BC) se trouve du côté de B. On démontre de la 
même façon que la flèche sur [AB] est aussi dirigée vers le point B.

20. On considère une droite A dans le plan des points en question. Si nous 
déplàçons cette droite, sans en modifier la direction, en commençant loin de tous 
les points, tous les points sont d’abord d’un côté de cette droite; puis la droite 
atteindra le premier point de S que l’on désigne par A. Si nous faisons ensuite 
tourner cette droite autour du point A, alors elle passera par un second point de 
S que l’on désigne par B (en termes plus savants, la droite (AB) est une frontière 
de l’enveloppe convexe de S). Ainsi, tous les points de S, autres que A et B, se 
trouvent du même côté de la droite (AB).

Si on ordonne ces points suivant les valeurs de l’angle AXB, on peut les noter 
Xi, X2,..., X2n+i, de telle sorte que AXiB < AX2B < • • • < AX2n+iB. Il est 
alors immédiat que le cercle passant par les points A, B et Xn+i fournit une 
solution. En effet, les angles AXiB, i = 1,2,..., 2n + 1, sont deux à deux distincts 
puisque l’égalité AXiB = AXjB implique que les quatre points A, B, Xi et Xj 
sont cocycliques, ce qui est exclu.

21. Parmi les éléments de B(X), choisissons un sous-ensemble P de X tel que 
f(P) soit maximal. S’il y en a plusieurs, on choisit l’un quelconque de ceux d’entre 
eux ayant le plus petit nombre d’éléments. Posons enfin Q = X \ P.

On a ainsi f(P) f(D) > 1990, et si S / P est non vide inclus dans E(P),
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alors
f{S) = 1990 + (/(P)-/(P \ F)) > 1990.

>o

Si, d’un autre côté, T est un sous-ensemble de Q appartenant à B(Q), alors

f(T) = 1990 H- (/(P U T) - /(P)) 1990.

22. On commence d’abord par étudier l’influence du processus décrit dans l’énoncé 
sur la distance séparant l’origine O du point P(x, y). On remarque alors que si P 
n’est situé sur aucune des droites Ai : æ = 0, A2 : y = 0, A3 : x = y ou 
A4 : x = — y, alors la distance OP diminue dans une seule des quatre possibilités 
autorisées par le processus, et augmente dans le reste des cas.

Si l’on part du point Pq(1, a/2)> alors le processus décrit dans l’énoncé ne nous 
mènera jamais sur l’une des droites A*,  i = 1, 2,3,4 : en effet, comme y/2 est irra­
tionnel, les points décrits par applications successives de l’opération décrite dans 
l’énoncé sont toujours tels que le rapport des coordonnées soit irrationnel. Suppo­
sons alors qu’il existe une suite (Po, Pi,..., Pn) telle que Pn = Pq, et considérons le 
point le plus éloigné de l’origine. Si Pi est ce point, alors nécessairement 0 < i < n, 
et on a de plus OPi+i < O Pi. La seule façon pour que cette dernière inégalité se 
réalise lors du passage du point Pi au point Pi+i est de revenir au point Pi-i. 
Cependant, ceci est impossible car il est interdit de retracer un segment que l’on 
a déjà parcouru.

23. La parité du nombre de signes « — » dans les cases ci-dessous coloriées reste 
la même au cours du processus.

La conclusion en découle immédiatement.

24. Considérons les tétraèdres ABCD et A^BiCiDi. La somme des nombres dans 
les sommets de ABCD après n applications de la procédure décrite dans l’énoncé 
sera notée Sn, et celle des nombres dans les sommets de A\B\C\D\ sera notée Sn.
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Il est alors clair que la différence Sn — Sn se conserve au cours du processus. 
Par conséquent, Sn — Sn = Sq — So = —2, Vn G N, d’où le résultat.

25. On commence par étudier ce qui se passe dans un tableau 4x4 quand on part 
de la situation suivante :

Fig. 1.16.

-1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

On s’aperçoit qu’on aboutit très vite à deux configurations qui se reproduisent en 
alternance indéfiniment. En superposant les deux configurations on obtient une

À partir de cette configuration, on construit une configuration qui correspond 
au tableau 9 x 9, et qui reste invariante au cours du processus :
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Fig. 1.18.

1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1

-1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1

-1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1

-1 1 1 1 1 1 1 1 -1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1 1 1 -1

-1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1

-1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1

1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1

On en déduit qu’il n’est pas toujours possible d’obtenir un tableau constitué 
uniquement d’éléments égaux à 1.

26. On peut supposer, sans nuire à la généralité, que les triangles de départ sont 
d’hypoténuse 1 et de côtés p et q (p, q < 1). Le processus décrit dans l’énoncé fait 
apparaître des triangles homothétiques aux triangles de départ avec des rapports 
pmgn, (m, n) G N2.

A chaque étape, on remplace un triangle de type (m, n) par deux triangles de 
types (m + 1, n) et (m, n + 1). Si on affecte à un triangle de type (m, n) le poids 
l/2m+n, la somme de tous les poids reste alors invariante au cours du processus.

Si au bout d’un nombre fini d’étapes on aboutit à des triangles non isomé­
triques, alors chaque classe (m, n) contiendra au plus un triangle. Le poids total 
est alors strictement inférieur à (il faut un nombre infini d’opérations pour avoir 
l’égalité)

+oo 1
y ^— = 4.
/ j 2m+n

m, n=0

Comme par ailleurs le poids total dans la configuration initiale valait 4, on a 
une contradiction.
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ARITHMÉTIQUE

L’arithmétique a toujours eu une place de choix dans les olympiades interna­
tionales. Avec des énoncés simples et familiers, elle est sans doute la discipline la 
mieux adaptée à un enseignement élémentaire des mathématiques.

Avec la matière discutée dans ce chapitre, le lecteur pourra aborder, avec 
confiance, la plupart des compétitions mathématiques. Cependant, on ne saurait 
assez recommander au lecteur de ne pas lire trop rapidement la solution d’un exer­
cice : ce n’est qu’ainsi qu’il parviendra à apprécier pleinement les techniques .de 
l’arithmétique.

2.1. La division euclidienne

2.1.1. Définition. On considère deux entiers a et b. On dit que a divise b, et 
on note a | b s’il existe un entier q € Z tel que b — aq.

♦ Remarques.
1. Tout entier a G Z divise 0 et est divisible par 1 et a.
2. Si a | b et b | c alors a | c.
3. Soit m un entier non nul. a | b si et seulement si ma | mb.
4. Si a | b et a | c, alors a | bx 4- cy pour tous entiers x, y. En particulier, a | b — c et 
a | b 4- c.

2.1.2. Théorème. (Division euclidienne) Soit b un entier strictement positif. 
Tout entier a s’écrit, de manière unique, sous la forme a = bq + r, où q E Z 
et 0 r < b. q et r sont respectivement appelés quotient et reste de la division 
euclidienne de a par b.

♦ Preuve. On considère la progression arithmétique ..., a — 26, a — b, a, a + b,... 
Cette progression contient 0 parmi ses termes si et seulement si a = qb pour un 
certain q E Z. Supposons donc que a ne divise pas b. Soit r = a — qb le plus petit 
terme strictement positif dans la progression précédemment considérée. On a alors 
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0 r < b : en effet, sir > 6, r— b = a — (q~El)b serait un terme strictement positif 
de la progression qui est < r, ce qui est impossible.

L’unicité du couple (g, r) est facile à démontrer. Si (gi, ri) et (g2, r2) sont deux 
tels couples et si l’on suppose, ce qui ne nuit pas à la généralité, que ri î*2,  alors 
0 ri — r2 = (gi — qz)b < b, ce qui impose gi = g2, puis ri = r2-

□
♦ Exemples.
1. Soit n un entier quelconque. Le reste de la division euclidienne de n2 par 4 est 
0 ou 1.

En effet, si n est pair, n = 2k, alors n2 = 4k2 = 4 • k2 -F 0, et si n est impair, 
n = 2k + 1, n2 = 4fc2 + 4k + 1 = 4 • (k2 + k) -F 1.
2. Soit n un entier naturel > 1. Montrer que tout entier naturel N peut être 
représenté, de manière unique sous la forme

AT 2 kN = ao + ain + azn H------ F .

où les coefficients ai sont tels que 0 ai < n {i = 0,1,... ,k). Une telle écriture 
est la représentation en base n du nombre N.

Le résultat est évident si N < n, cas exclu par la suite. On divise N par n, 
N = q±n + ro et on pose &o = H)- Si gi < n, on a obtenu la représentation désirée. 
Sinon, on divise gi par n, gi = qzn + r± et on pose a± = r±, et ainsi de suite. 
On construit ainsi une suite finie gi > qz > • • • > qk d’entiers naturels telle que 
qk-i n > qk 1, et on obtient la forme désirée en posant Ok = qk-

Cette représentation est unique : en effet, si N admet deux représentations 
différentes : N = ao + ayn H------ F aknk et N = &o + b^n H------ F bmnrn, soit i le plus
petit indice tel que ai / bi. On a alors n | ai — bi, ce qui est impossible puisque 
0 < \ai — bi\ < n, d’où la contradiction.

2.1.3. Définition. Un entier naturel p > 1 est dit premier s’il possède exacte­
ment deux diviseurs naturels, à savoir 1 et p.

♦ Remarques.
1. Les nombres 2, 3 et 5 sont par exemple premiers. 1 et 12 ne le sont pas.
2. Tout entier n > 1 peut être exprimé comme le produit de nombres premiers. 
Ceci justifie l’importance de cette classe particulière de nombres qui permet en 
quelque sorte de construire tous les entiers naturels.

2.2. Plus grand commun diviseur, plus petit com­
mun multiple

2.2.1. Définition. Un entier divisant à la fois l’entier a et l’entier b, non tous les 
deux nuis, est appelé diviseur commun de a et b. Le plus grand nombre strictement 
positif parmi ces diviseurs communs est appelé plus grand commun diviseur de a 
et b, et on le note (a, 6).
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2.2.2. Théorème. (Identité de Bézout ) Soient a et b deux entiers, non tous les 
deux nuis. L’ensemble {ax + by \x,y G Z} est l’ensemble de tous les multiples de 
(a,b), i.e.,

1

1. Étienne Bézout (1730-1783), mathématicien français.

aZ + 6Z = (a, 6)Z. (2.1)

En particulier, tout diviseur commun de a et b est un diviseur de (a, b).

♦ Preuve. L’ensemble aZ 4- 6Z contient des nombres strictement positifs ; soit d 
le plus petit de ces nombres. Tout élément de aZ 4- 6Z est alors un multiple de d : 
en effet, si n — ax + by, effectuons sa division euclidienne par d, n = qd 4- r avec 
0 < r < d. Le nombre r = n — qd est un élément de aZ + 6Z, ce qui impose r = 0.

Or, comme d = axo + byo, il s’ensuit que tout diviseur de a et de b divise aussi 
d. Comme par ailleurs d est un diviseur commun de a et de b (a, b G aZ 4- 6Z), on 
voit bien que d = (a, b).

□
♦ Remarques.
1. On a (a, 6) = 1 si et seulement s’il existe u, v G Z tels que au 4- bv = 1.
2. L’identité de Bézout se généralise facilement au cas de n entiers ai, a2,..., an, 
non tous nuis :

aiZ 4~ a2Z 4~ * * * + anZ — (ai, a2,..., an)Z,

où (ai, a2,..., an) désigne le plus grand commun diviseur des entiers ai, a2, 
..., an.

On est maintenant en mesure d’énoncer quelques propriétés concernant le plus 
grand commun diviseur :

2.2.3. Propriétés. On a les deux propriétés suivantes :
(PI) pour tout entier c, (a, b) = (a,b + ac) = (a 4- bc, b) ;
(P2) si d | a et d\b, alors

/a b\ (a, b)
\d'd) \d\ ’

♦ Preuve. Si c G Z, l’ensemble des diviseurs communs de a et b est le même que 
l’ensemble des diviseurs communs de a et b 4- ac, d’où (a, 6) = (a, b 4- ac).

Passons à la deuxième propriété. Comme ^Z + -Z — -rr/aZ 4- 6Z), il s’ensuit 
d d \d\

que (-, - Y qui est le plus petit élément strictement positif de —Z 4- -Z est égal 
\d dJ d d

à
\d\ •

□



30 Arithmétique

♦ Exemples.
21n + 4

1. prouver que la fraction —----- est irréductible pour tout entier naturel n.
14n + 3

(Olympiades intemationales-1959/1)
En appliquant la propriété (PI), on obtient :

(21n + 4,14n + 3) = (7n + 1,14n + 3) = (7n + 1,1) = 1.

2. Soient a et m des nombres naturels tels que a > 1. Démontrer que

(a — 1, m).

On écrit :
— 1

------ — = (am-1 — 1) + (am“2 — 1) + • • • + (a — 1) + m.

Tout diviseur commun de a — 1 et de---------est donc aussi un diviseur commun
a — 1

de a — 1 et de m, et réciproquement. Le résultat en découle immédiatement.

2.2.4. Définition. Deux entiers non nuis a et b sont dits premiers entre eux si 
(a, b) = 1. De même, des entiers non nuis ai, a2,..., an sont dits premiers entre 
eux dans leur ensemble si (ai,a2,... , an) = 1 ; ils sont dits premiers entre eux 
deux à deux si (ai, a^) = 1 pour toute paire d’indices {i, j} G {1,2,... ,n}  telle 
que i/j.

2

2.2.5. Théorème. (Théorème de Gauss ) Si a\bc et (a,b) — 1, alors a |c.2

f Preuve. Puisque (a, 6) = 1, il existe des entiers u et v tels que au + bv = 1 
(identité de Bézout). Il s’ensuit que c = a(uc) + (bc)v est divisible par a.

□
♦ Exemples.
1. Soit p un nombre premier. Montrer que p divise ( f ] pour tout k, 1 k p — 1,
'3 (p\ P'- W

OU° • ' 1 —
k\(p — fc)! ’

On écrit

✓
p! =

si bien que p divise IJ0fc!(p — k)\. Or, pour tout k, 1 C k < p — 1, 

(p, — Æ)!) = 1.

2. Cari Friedrich Gauss (1777-1855), mathématicien allemand.
3. Se reporter au chapitre consacré à la combinatoire pour comprendre pourquoi ce nombre est 

entier.
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D’après le théorème de Gauss, il s’ensuit que p divise .
On présente maintenant un algorithme permettant de calculer le plus grand 

commun diviseur de deux nombres a, b G N*  :

4. Euclide d'Alexandrie (325 av. J.-C.-265 av. J.-C.), mathématicien grec.

2.2.6. Théorème. (Algorithme d’Euclide ) Soit a b > 0 des entiers. La 
procédure suivante permet d’obtenir, au bout d’un nombre fini d’opérations, le 
plus grand commun diviseur des nombres a et b :

4

1. on effectue la division euclidienne de a par b, a — bq-Er, avec 0 < r < b ;
2. si r = 0, alors {a, b) = b. Sinon, on remplace a par b et b par r, et on 

recommence 1.

♦ Preuve. L’algorithme s’arrête au bout d’un nombre fini d’opérations : en effet, 
la suite des restes obtenus est une suite d’entiers positifs strictement décroissante.

D’un autre côté, si a = bq + r, alors {a, b) = (b,r). L’algorithme permet donc 
bien d’obtenir (a, b).

□
♦ Exemples.
1. On trouve en appliquant l’algorithme d’Euclide :

(125,60) = (60,5) = 5;
(937,215) = (215, 77) = (77,61) = (61,16) = (16,13) = (13,3) = (3,1) = 1.

2. On considère deux nombres naturels non nuis a et b. Prouver que :

(2a — 1, 2Ô — 1) = 2(a’fe) - 1.

Supposons a b ; on effectue la division euclidienne de a par b, a = bq-Er, où 
0 r < b. On a alors :

2a — 1 = (26«2r - 2r) + (2r - 1) = A • (26 - 1) + (2r - 1),

avec A = 2r(2b^q + 2b(g 2) + • • • + 1). Il s’ensuit que

(2a-l,2b-l) = (2b - 1,2r - 1),

avec 0 2r — 1 < 2b — 1, et en suivant la procédure de l’algorithme d’Euclide, on 
obtient :

(2° - 1,2b - 1) = (26 - 1,2r - 1) = • • • = (2(a’fc) -1,0)= 2(a’fc) - 1.

2.2.7. Définition. Un entier divisible à la fois par l’entier non nul a et l’entier 
non nul b est appelé multiple commun de a et b. Le plus petit nombre strictement 
positif parmi ces multiples communs est appelé plus petit commun multiple de a 
et b, et on le note [a, b].
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2.2.8. Théorème. Tout multiple commun de a et b est un multiple de [a,b], 
autrement dit,

aZ bZ — [a, b]Z. (2.2)

♦ Preuve. Il est clair que [a, b]Z C aZ n bZ. Par ailleurs, considérons un multiple 
commun n de a et b. Effectuons la division euclidienne de n par [a, b], n = q[a, 6]-J-r, 
où 0 r < [a, b] ; r est alors un multiple commun de a et b, ce qui impose r = 0, 
d’où le résultat.

On établit maintenant une relation directe entre le plus grand commun diviseur 
et le plus petit commun multiple que l’on érige en :

2.2.9. Théorème. Soient a et b deux éléments de N.  On a alors :*

(a,b)[a,b] = ab. (2.3)

♦ Preuve. Comme ab est un multiple commun de a et 6, il s’ensuit que d = y—-r 
. [a, 6] [a, b] .est un entier. De plus, puisque a = —-— • d et b =----- -  a, il s ensuit que d \ a et

b a
d | 6, d’où d | (a, 6), i.e., (a, 6) = kd, k G N*.

[a, b] [a, b] • d ab , ...Or, 11 = -—— est un entier. De plus, c est un multiple commun
k (a, b) (a, b)

de a et b. Il s’ensuit que : , < Ml

ce qui implique que k = 1, d’où le résùltat.
□

2.3. L’ensemble des nombres premiers

2.3.1. Théorème. Tout entier naturel > 1 possède un diviseur premier.

♦ Preuve. En effet, le plus petit diviseur p > 1 de tout entier n > 1 est premier, 
puisque sinon il posséderait un diviseur m, 1 < m < p qui diviserait aussi n.

□
♦ Remarque. Si n est un nombre naturel composé > 1, alors il possède un diviseur 
premier y/n (pourquoi?).

2.3.2. Théorème. (Théorème d’Euclide) L’ensemble des nombres premiers est 
infini.

♦ Preuve. L’idée de la preuve d’Euclide est de raisonner par l’absurde en suppo­
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sant que l’ensemble P des nombres premiers est fini :

V = {Pl,P2,---,Pn}-

Le nombre N = pip2 • • • Pn + 1 est alors un nombre composé, mais il n’admet 
aucun diviseur premier puisque Pi \ N pour i — l,2,...,n, ce qui contredit le 
théorème précédent.

□
♦ Exemples.
1. Prouver que la progression arithmétique 4k — 1, k G N,  contient une infinité 
de nombres premiers.

*

On utilise l’idée de la preuve du théorème d’Euclide. Si on suppose que l’en­
semble des nombres premiers de la forme 4k — 1 est fini, et que l’on note ces 
nombres pi, p2,..., pn, le nombre

N = 4pip2 • • -pn - 1

doit être composé, tout diviseur premier de N est de la forme 4k + 1 ou 4k — 1. 
Comme ils ne sont pas tous de la forme 4k + 1 (pourquoi?), il s’ensuit que N est 
divisible par l’un des pi, ce qui est absurde.
2. Soit n un nombre naturel. Construire une suite de n nombres composés consécu­
tifs.

Les nombres (n + l)! + 2, (n +1)!+ 3,..., (n +1)! + (n +1) sont tous composés 
(pourquoi?).
3. Montrer que dans la suite 2n — 1, n G N,  il existe un segment de longueur 
arbitraire dont les termes sont tous composés.

*

Soit m un entier arbitraire, m > 1. On sait (exemple précédent) que les nombres 
nk — m\ + k, où k G {2,3,..., m}, sont tous composés. De manière plus précise, 
Vfc G {2, 3,..., m}, k | nfc, donc

2k

ce qui montre que les entiers 2nfc — 1, k G {2, 3,..., m}, sont composés. On a ainsi 
obtenu un segment de la suite 2n — 1, n G N* , de longueur m — 1 et ne contenant 
que des nombres composés.

- 1 2nfc - 1,

2.4. Le théorème fondamental de l’arithmétique

2.4.1. Théorème. (Théorème fondamental de l’arithmétique) Tout entier na­
turel n > 1 se met, de manière unique à l ’ordre des facteurs près, sous la forme

k 
n = n^’ 

2=1
(2-4)

où les pi sont des nombres premiers distincts, et les ai sont des entiers 1.
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♦ Preuve. L’existence d’une telle décomposition se démontre par récurrence sur 
n en utilisant le théorème 2.3.1.

L’unicité résulte du lemme suivant, conséquence du théorème de Gauss :

Lemme. Si p est un nombre premier divisant le produit a-^az' • 'On de n entiers 
ai, a2,..., an, alors p divise au moins un de ces entiers.

♦ Exercice. Soit n = p^Pz    et m = P^Pz  ’ • tes décompositions en 
produit de nombres premiers de n et de m (ici, on autorise à certains exposants 
d’être nuis).

2 * * 2

a) Prouver que n | m si et seulement si ai fli pour i = 1,2,..., k.
b) On pose 7  = min (a^, $), ôi = max (pii, (3/), i — 1,2,... ,k. Montrer que :*

(m, n) = pffpl2 "’Pkk^ n] ~ Pi1^2 "'Pkk-

On se pose à présent le problème suivant : quel est l’exposant d’un nombre 
premier p dans la décomposition en produit de nombres premiers de n ! ?

Il y a [n/p\ multiples de p qui sont compris entre 1 et n. Chacun de ces nombres 
introduit un facteur p, mais, parmi ces nombres, il y a [n/p2J multiples de p2 qui 
introduisent chacun un nouveau facteur p. En continuant sur cette voie, on arrive 
à compter toutes les contributions amenant des facteurs p dans la décomposition 
en produit de nombres premiers de n! :

2.4.2. Théorème. (Formule de Legendre ) L’exposant du nombre premier p 
dans la décomposition en produit de nombres premiers de n\ est donné par

5

(2-5)
r>l J

♦ Exemples.
1. Par combien de zéros se termine le nombre 100! ?

Le nombre recherché est l’exposant de 5 dans la décomposition de 100! en 
produit de nombres premiers (pourquoi?). Ce nombre se calcule à l’aide de la 
formule de Legendre :

I 100 1 I 1001hrJ + hd=24-

2. Montrer que le nombre
(2m)!(2n)!

m\n\(m + n)!
est un entier, quels que soient les nombres naturels m et n.

(Olympiades mtemationales-1972/3)
compte tenu de la formule de Legendre, il suffit de montrer que :

5. Adrien Marie Legendre (1752-1833), mathématicien français.
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pour tout p premier et k E N* .

6. Leonhard Euler (1707-1783), éminent mathématicien suisse.

Or, l’inégalité |_2aJ + [_26J > [aj + [b\ + [a + b] est vraie pour tous réels a et 
6, d’où le résultat.

On termine ce paragraphe par l’étude d’une fonction qui joue un rôle important 
en arithmétique, appelée indicatrice d’Euler6.

2.4.3. Définition. Soit n un entier naturel > 1. On appelle indicatrice d’Euler 
de n que l’on note <p(ri), le nombre d’entiers naturels non nuis et premiers 
avec n.

♦ Exemples.
1. Si p est un nombre premier, alors <p(p) = p — 1.
2. Si n = pr, où p est un nombre premier, alors <p(n) = pr — pr~  : en effet, parmi 
{1, 2,..., pr}, pr~  nombres sont des multiples de p, donc non premier avec p. On 
en déduit que :

1
1

v(pr)=pr-pr-1-

2.4.4. Théorème. La fonction <p est multiplicative, i.e., pour tout couple d’en­
tiers naturels m et n premiers entre eux, on a :

— <p(m)<p(n). (2.6)

♦ Preuve. Si n est un nombre naturel > 1, on note

A(n) = {k C n | (k,n) = 1}.

On considère l’application f : 

A(mn)
x

A(m) x A(n) 
(æi,æ2),

où xi est le reste de la division euclidienne de x par m et x2 est le reste de la 
division euclidienne de x par n.

L’application f est bien définie puisque (m, x/) = 1 et (n,x2) = 1. De plus, 
comme (m, n) = 1, il est facile de voir qu’elle est injective. Finalement, on montre 
grâce à l’identité de Bézout que f est surjective (c’est un cas particulier du 
théorème chinois, démontré au paragraphe 2.8 de ce chapitre), f est donc bijective 
et = p(m)p(n).

□

2.4.5. Corollaire. Soit n un entier naturel >1 et n = p^p^   • -p^fe sa décom­2 *
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position en produit de facteurs premiers. On a alors :

2.5. La relation de congruence

On dit que a et b sont congrus modulo n 2, et on note a = b (mod n) si n 
divise a — b. Ainsi, l’utilisation de la congruence est simplement une autre façon de 
parler de la divisibilité. La notation a = b ( mod n) a été introduite par Gauss. On 
peut donc reformuler les propriétés de la relation de divisibilité à l’aide de cette 
notation, par exemple :

- si a = b (mod n) et c = d (mod n), alors a + c = b + d (mod n) ;
- si a = b (mod n) et c = d (mod n), alors ac = bd (mod n) ;
- si ab = ac (mod n) et (a, n) = 1, alors b = c (mod n) (théorème de Gauss).
D’un autre côté, la congruence modulo n, n 2, est une relation d’équivalence 

(elle est réflexive, symétrique et transitive). L’ensemble constitué de ses classes 
d’équivalence est noté Z/nZ ; il est fini et de cardinal n : en effet, si on note k la 
classe d’équivalence contenant k, 0 k n — 1, ona Z/nZ = {0, 1,..., n — 1}.
♦ Exemples.
1. Soit n un nombre naturel et s(n) la somme des chiffres de n. Montrer que

n = s(n) (mod 9).

Si on écrit n = 10*̂  + 10fc-1aA;_i +-----F oq, comme 10*  = U = 1 (mod 9),
i — 0,1,..., k, on obtient :

n = ak + ak-i H------ F a0 = s(n) (mod 9).

2. Montrer que le dernier chiffre dans la représentation décimale d’un carré parfait 
ne peut pas appartenir à l’ensemble {2, 3, 7, 8}.

Si n = m2 est un carré parfait, et si d est le dernier chiffre dans la représentation 
décimale de m, alors m = d (mod 10), et donc n = d2 (mod 10). Il suffit donc 
d’étudier l’ensemble des restes de d2, d — 0,1,..., 9, modulo 10. Cet ensemble est 
égal à l’ensemble {0, 1, 4, 5, 6, 9}, d’où le résultat.
3. Soient a et b deux entiers tels que 7 | a2 + b2. Montrer que 7 | a et 7 | b.

Soit æ E Z tel que x 0 (mod 7). On a alors x2 = 1, 2 ou 4 (mod 7). Ainsi, 
en étudiant toutes les possibilités, on trouve :

(a 0 (mod 7) ou 6^0 (mod 7)) => (a2 + b2 = 1,2,3,4,5 ou 6 (mod 7)),

d’où le résultat.
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2.6. Les systèmes de résidus

Soit n un nombre naturel > 1. L’ensemble {0, 1,..., n — 1} est l’ensemble de 
tous les restes possibles modulo n, Le., tout entier est congru modulo n à un et 
un seul élément de cet ensemble. Les ensembles {1,2,..., n}, {—1, 0,..., n — 2} 
possèdent la même propriété, ce qui motive la définition suivante :

2.6.1. Définition. Un ensemble de n entiers Xi, xz,..., xn est dit système com­
plet de résidus modulo n si, pour tout entier y, il existe exactement un élément 
Xi tel que y = Xi (mod n).

On remarque tout de suite qu’un ensemble de n entiers est un système complet 
de résidus modulo n si et seulement si deux quelconques d’entre eux n’ont pas le 
même reste modulo n.

2.6.2. Théorème. Si {x^, Xz, •. ., xn} est un système complet de résidus modulo 
n, et si k est un entier premier avec n, alors {kx\, kxz,. • •, kxn} est aussi un 
système complet de résidus modulo n.

♦ Preuve. Si kxi = kxj (mod n), alors n | k(xi — Xj), et il s’ensuit que n | x^ — Xj 
(théorème de Gauss), ce qui est absurde si i / j.

□
♦ Exemples.
1. Soit n un entier naturel, k un entier premier avec n, l^k^n — 1 et M 
l'ensemble {1, 2,..., n—1}. Chaque élément de M est coloré avec l’une des couleurs 
blanche ou bleue. On suppose que :

a) pour tout i dans M, i et n — i ont la même couleur ;
b) pour tout i dans M tel que i /'k, i et \i — k\ ont la même couleur.

Montrer que tous les éléments de M ont la même couleur.
(Olympiades intemationales-1983/2)

D’après le dernier théorème, l’ensemble {0, kx 1,..., kx (n—1)} est un système 
complet de résidus modulo n. En réduisant ses éléments sauf 0 modulo n :

mi = ik (mod n), i = 1,2,..., n — 1,

on obtient une permutation (ttii, mz,..., mn-i) de M.
Or, mi = k et pour 2 < r C n — 1,

{mr-i + k si mr-i + k <ti,
77ir_i -F k — n si 77ir_i + k n.

Dans le premier cas, mr est de la même couleur que \mr — k\ = mr_i. Dans
le second cas, mr est de la même couleur que \mr — k\ = n — mr-i, qui est à son
tour de même couleur que mr-\.
2. (Théorème de Wilson ) Démontrer que p divise (p — 1)! + 1 si, et seulement si,7

7. John Wilson (1741-1793), mathématicien anglais.
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p est premier.
Si p est composé, alors il existe des entiers pi, p2 tels que 1 < Pi,P2 < p et 

P = P1P2- Si pi 7^ P2, alors pip2 | (p — 1)!, ce qui implique que (p — 1)! = 0 ( mod p). 
Si pi — p2, alors 2pi = 2y/p < p (p > 4), et si p > 4, alors pi x 2pi | (p — 1)!, et 
de nouveau (p — 1)! = 0 (mod p). Si enfin p = 4, alors (p — 1)! + 1 = 7 n’est pas 
divisible par 4.

Réciproquement, si p est premier, montrons que

(p— 1)! = — 1 (modp).

Le résultat est vérifié lorsque p = 2 ou 3. On suppose dans la suite p 5. Soit 
k un entier compris entre 2 et p — 2. L’ensemble {0, fc,..., (p — l)fc} est alors un 
système complet de résidus modulo p ; il s’ensuit qu’il existe un unique élément 
m de l’ensemble {0, 1,..., p — 1} tel que km = 1 (mod p) (on peut aussi le voir 
à l’aide de l’identité de Bézout ou en se rappelant que Z/pZ est un corps). De 
plus, m ne peut pas être égal à 0, 1 ou p — 1. En outre, si k± et k2 sont deux 
éléments distincts de l’ensemble {2, 3,..., p — 2}, alors mki mk2 (mod p) si 
l^m^p—l:en effet, dans le cas contraire, on aurait p | m(ki — k2), ce qui est 
impossible car (m,p) = 1. Ainsi, les nombres 2, 3,..., p —2 peuvent être regroupés 
en paires {k,m} telles que km = 1 (mod p). On a donc

2 • 3 • • • (p — 2) = 1 (mod p),

soit enfin,
(p — !)! = —! (modp).

2.7. Le petit théorème de Fermât, le théorème
d’Euler

2.7.1. Théorème. (Petit théorème de Fermât?) Soitp un nombre premier et a 
un entier naturel On a alors :

ap = a (mod p). (2.8)

De plus, si a n’est pas un multiple de p, alors :

ap~r = 1 (mod p). (2.9)

♦ Preuve. On peut démontrer le théorème par récurrence sur a. Le cas a = 1 est 
trivial. Par ailleurs, en utilisant la formule du binôme de Newton :

(a + l)p - (û + 1) — ap + — a.

8. Pierre de Fermât (1601-1665), mathématicien français. 
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Ainsi, si ap = a (mod p), il s’ensuit que (a + l)p = a + 1 (mod p) car on a déjà 

vu que p divise pour i = 1,2,... ,p — 1, ce qui conclut la récurrence.

Si a n’est pas un multiple de p, alors (a, p) = 1, et donc p | ap-1 — 1 en appliquant 
le théorème de Gauss.

□

♦ Remarques.
1. La réciproque du petit théorème de Fermât est fausse. En particulier, on a le 
contre-exemple suivant dû à Euler : 341 divise 2341 — 2, mais 341 = 31 x 11 n’est 
pas premier. En effet,

2340 - 1 = (210)34 - 1

est divisible par 210 - 1 = 3 x 341.
2. Le théorème de Fermât est un cas particulier du théorème d’Euler que l’on 
énonce ci-dessous :

2.7.2. Théorème. (Théorème d’Euler) Si a est premier avec n, alors :

| (mod n), (2.10)

étant la fonction indicatrice d’Euler définie au paragraphe 2.4 de ce chapitre.

♦ Preuve. On pose k = <p(n) et on considère l’ensemble {n, r2,..., rk} des 
nombres naturels r n tels que (r, n) = 1.

L’ensemble {an, ar2,..., ark} est une permutation des nombres n, r2,..., rk 
modulo n : en effet, comme (an,n) = 1, le reste de an modulo n est l’un des 
nombres n, r2,..., Par ailleurs, an = arj (mod n) implique n = Tj (mod n) 
(théorème de Gauss), donc n — rj-

Il s’ensuit donc que :

(aq) • (ar2) • • • (ark) = rxr2 '--rk (mod n),

et comme (n, nr2 • • • rk) — 1, il s’ensuit que ak = 1 (mod n), d’où le théorème.
□

♦ Exemples.
1. Soit n un nombre naturel impair. Montrer que

n\2nï - 1.

D’après le théorème d’Euler n|2^n) — 1 ((n, 2) = 1). Or, <p(n) représente le 
nombre des entiers a tels que a < n et (a, n) = 1 ; par conséquent, <p(n) < n et 
donc <p(n) | n\. Il s’ensuit que 2^n) — 11 2n! — 1, d’où le résultat.

555
2. Quel est le chiffre des dizaines de milliers du nombre 55 ?

555
On s’intéresse au reste de la division euclidienne de 55 par 105 = 25 x 55. 

Comme <p(25) = 16, il suffit de déterminer le reste de la division euclidienne de 
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55 par 16. Comme <p(16) = 8, il suffit de nouveau de déterminer le reste de la 
division euclidienne de 55 par 8. Or,

555 = 55 = 5 (mod 8).

En prenant le chemin inverse et en appliquant le théorème d’Euler, on obtient

ô5"5 = 55 = 3125 = 5 (mod 16),

puis
ô5'5 = 55 (mod 25), ô55' = 55 (mod 25 x 55).

Or, 55 = 3125, ce qui implique que le chiffre des dizaines de milliers du nombre en 
question est 0.
3. Trouver le plus petit terme dans la suite définie par : ai = 19931"41"5, et

an[2 si an est pair, 
an + 7 si an est impair.

(Olympiades roumaines-1994)
On commence par calculer le reste de ai modulo 7. D’après les règles de 

congruence, on a
19941"5 = 21995 s 2 (mod 6),

puis, d’après le petit théorème de Fermât,

19931"41"5 = 19932 = (—2)2 = 4 (mod 7).

^n+l —

Si an — x alors an+i = æ + 7 = x (mod 7) si x est impair et an+i = — = 
4x (mod 7) si x est pair.

Mais puisque ai = 4 (mod 7), il s’ensuit que tous les termes de la suite en 
question sont = 1, 2 ou 4 (mod 7).

Finalement, si m est le plus petit terme de la suite, alors m doit être impair, 
m + 7 . z .et on a —-— > m, i.e., m < 7 ; par conséquent m = 1.

2.7.3. Théorème. Si a est premier avec n, alors il existe un plus petit entier 
strictement positif k tel que :

ak = 1 (mod n).

De plus, tout nombre naturel m tel que am = 1 (mod n) est un multiple de k.

♦ Preuve. L’ensemble des entiers strictement positifs k tels que ak = 1 (mod n) 
est une partie non vide de N*  puisqu’elle contient p(n). Elle admet donc un plus 
petit élément que l’on note k.
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Si m est tel que am = 1 (mod n), on effectue la division euclidienne de m par
k, m = qk + r, avec 0 r < k. On a donc :

1 = aqk+r = (ak)qar = aT (mod n),

ce qui impose r — 0, vu l’hypothèse vérifiée par k.
□

♦ Exemples.
l. Déterminer tous les entiers impairs n tels que n | 3n + 1.

Il n’existe qu’un entier impair n tel que n | 3n + 1 : c’est n = 1.
Si n > 1 est un entier impair, on considère le plus petit diviseur premier p de 

n. Comme n est impair, on a p / 2, et puisque p / 3 car 3 ne divise pas 3n + 1, il 
s’ensuit que p > 3.

Soit k le plus petit entier tel que 3k = 1 (mod p). D’après le théorème de 
Fermât, 3p-1 = 1 (mod p). Par ailleurs, p | n | 3n + 1, ce qui donne 32n = 1 (mod 
p). D’après le théorème précédent, on a

k \ p — 1, k\ 2n.

Si k est impair, alors k\netk^p — 1 (car k | p — 1), ce qui impose k — 1, mais 
alors 3 = 1 (mod p), ce qui est impossible puisque p / 2.

Si k est pair, k — 2kf, alors kf | n et k' < k < p — 1, ce qui impose k' = 1. Or, 
ceci donne k = 2, valeur inacceptable puisque p / 2.

2.8. Le théorème chinois

2.8.1. Théorème. (Théorème chinois) On considère des nombres naturels m±, 
7772,.. •, mk, premiers entre eux deux à deux, et des entiers bi, bz,. .., bk- Le 
système de congruences :

x = 6i (mod 7721),

x = bz (mod 7722),

x = bk (mod 772/c),

admet une unique solution modulo M = 77217722 • • • mk-

♦ Preuve. On commence par construire une solution entière du système en ques- 
Mtion. Pour ce faire, on pose Mi = — pour i = 1, 2,..., k. On a ainsi (mi, MA = 1 
772*

si bien qu’il existe un entier 72*  tel que UiMi = 1 (mod 772*)  (identité de Bézout).
Ainsi,

niMibx -F uzMzbz H-------F ukMkbk = bi (mod m/, i ~ 1,2,... ,k,
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ce qui montre que x = uiM^bi + n2M262 +---- F UkMkbk est solution du système
(2-11).

Si y est une autre solution du système (2.11), alors mi divise x — y pour 
i = 1,2,..., k, et donc x — y est divisible par M.

□
♦ Remarques.
1. Les Chinois savaient déjà résoudre de tels systèmes il y a vingt siècles, sans 
utiliser bien sûr le langage des congruences.
2. La preuve ci-dessus fournit une méthode de résolution du système étudié.
♦ Exemples.
1. Toutes les solutions du système de congruences :

x = 0 (mod 3),
< x = 1 (mod 5),

x = 7 (mod 8),

sont congrus à 111 modulo 120.
2. Montrer que pour tout nombre naturel n, on peut extraire de toute progression 
arithmétique n termes consécutifs qui soient des entiers composés.

On considère une progression arithmétique a, a+r, a+2r,..., où a et r sont des 
nombres naturels. Soient pi, p2, • • •, Pn des nombres premiers tels que r < pi < 
p2 < • • • < pn- On a donc (r,p2) = 1 pour i = 1,2,..., n, et chaque congruence 
rx = —a — ri (mod p2) admet donc une unique solution Xi modulo p2 (l’ensemble 
{r, 2r,..., p2r} est un système complet de résidus modulo p2). Ainsi, le système 
de congruences

' rx =—a — r (modp2),
< rx = — a — 2r (modp2),

k rx = — a — nr (modp2), 
est équivalent au système :

f x = xi (modp2),
< x = X2 (mod p2),

„ X = xn (mod p3),

qui possède une solution d’après le théorème chinois. On a donc n termes consécu­
tifs de la progression rk + a, à savoir r(x + z) + a, où i G {1, 2,..., n}, qui sont 
composés.

2.9. Les équations diophantiennes

On appelle équation diophantienne une équation dont les inconnues sont des 
entiers. Un exemple célèbre de telle équation est donné par le grand théorème de 
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Fermât, à savoir, pour tout entier n 3, l’équation diophantienne

xn 4- yn = Zn

n’admet aucun triplet (x, y, z) de solutions, où x, y et z sont des entiers naturels 
non nuis. Cette assertion a pu être démontrée en 1994 par Andrew Wiles9, qui a 
mis fin à 300 ans de vaines tentatives.

9. Andrew John Wiles (né en 1953), mathématicien anglais.
10. John Pell (1611-1685), mathématicien anglais.

Dans le cas n = 2, l’équation x2 4- y2 — z2 possède une infinité de solutions 
dans (N*) 3. On peut évidemment se restreindre au cas où (x, y, z) = 1 ; une telle 
solution sera alors dite primitive. D’un autre côté, x et y ne peuvent pas être tous 
les deux impairs puisqu’alors modulo 4, z2 = 2 (mod 4), ce qui est impossible.

2.9.1. Théorème. Toute solution primitive de l’équation x2 +y2 = z2, où y est 
supposé pair, est de la forme

x = u2 — v2, y = 2uv, z = u2 + v2, (2.12)

où u et v sont des entiers naturels non nuis, de parités différentes et tels que 
(a, a) = 1 et u > v > 0.

♦ Preuve. On commence par écrire l’équation sous la forme :

(z + x)(z - x) = y2,

ce qui montre que z 4- x et z — x sont pairs. On a alors

z + x z — x (y\2
2 X 2 ” \2/ ’

et comme (z, x) = 1 (car y2 = z2 — x2), il s’ensuit que (z 4- x)/2 et (z — x)/2 sont 
premiers entre eux ; si bien que du fait de l’équation précédente

Z 9- X 2 Z — X 2

où u > v > 0 et (a, a) = 1. On en déduit que x = u2 — a2, y = 2uv et z = u2 + a2. 
Comme z est impair, a et a sont de parités différentes.

□
On illustre maintenant une notion utile dans la résolution des équations dio- 

phantiennes : il s’agit de la recherche d’une solution particulière qui joue le rôle 
de « solution de base ». L’exemple choisi est l’équation dite de Pell10-Fermat :

x2 — y2d = 1,

où d est un entier naturel non nul et qui n’est pas un carré parfait.

2.9.2. Théorème. Si l’équation x2 — y2d — 1 possède au moins une solution 
dans (N) 2, alors l’ensemble des solutions dans (N) 2 de l’équation est formé des * *
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couples (xn,yn), n G N* , donnés par la formule :

Xn + Vn'Td = (xi + yi Vd)n,

où (x’i, yi) est une solution pour laquelle la quantité x + yVd est minimale.

♦ Preuve. Si (xn,yn) € (N) 2 est défini par*

xn + ynVd = (aq + y\Vd)n,

alors
Xn - ynVd = (a?! - yv/d)n,

ce qui donne

x2 - y2d = (xn - ynVd)(xn + yn'/d') = (x2 - y2d)n = 1.

Supposons maintenant qu’il existe une autre solution (u,v) G (N*) 2 telle que 
u + vy/d ne soit pas une puissance naturelle de xi + y±y/d. Il existe alors un entier 
k tel que

(xi + yo/d)k < u + vy/d < (xi + ?/iy/d)k+\

ce qui implique que

1 < (u + vVdfixi — yiVd)k < Xi 4- yiVd.

Si on pose (ti -F vy/d)(xi — yiVd)k = t -F wVd, alors (t, w) est une solution telle 
que 1 < t + wy/d < xi + yiVd, ce qui est absurde.

□

♦ Remarques.
1. L’équation x2 — y2d = 1 admet en fait toujours des solutions dans (N) 2. Il 
existe même un algorithme basé sur le développement de y/d en fraction continue 
qui permet de trouver la solution (x, y) pour laquelle x + yy/d est minimal.

*

2. Dans beaucoup de cas, il est possible de trouver par tâtonnement la solution 
(x, y) pour laquelle x + yy/d est minimal, solution qui permet de générer toutes les 
solutions possibles de l’équation de Pell-Fermat. Par exemple, (2,1) est la solution 
de base correspondant à l’équation

x2 - 3y2 = 1,

ce qui donne toutes les solutions (xn,yn) G (N*) 2 : xn + yn\fë> = (2 + y/3)n, n 1. 
On a alors les solutions : (2,1), (7,4), (26,15), ...
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1. Démontrer qu’il existe une infinité de naturels a tels que n4 + a ne soit premier 
pour aucune valeur de n.

(Olympiades internationales-1969/1)

2. Trouver toutes les solutions (x,y,z,t) E Z4 du système :

xz — 2yt 
xt + yz

3,
1.

(Olympiades russes-1991)

3. Un triangle est dit pythagorique s’il est rectangle à côtés entiers ; il est dit 
pythagorique primitif si de plus ses côtés sont deux à deux premiers entre eux.

Prouver que le nombre de triangles pythagoriques primitifs avec un rayon du 
cercle inscrit fixé est une puissance de 2.

4. Pour tout entier n 3, soit f^(n) le plus petit entier positif ne divisant pas 
n. Si f(k\n) 3, a un sens et on pose Pour
tout entier n 3, déterminer le rang k pour lequel f^k\n) = 2.

(Olympiades chinoises-1988)

5. Soit (ûn)neN une suite strictement croissante d’entiers strictement positifs. 
Démontrer qu’il existe une infinité de termes am qui peuvent s’écrire sous la forme : 
am = xap + yaq, avec x, y entiers positifs et p / q.

(Olympiades internationales-1975/2)

6. Soit d un entier strictement positif n’appartenant pas à l’ensemble {2, 5, 13}. 
Montrer que l’on peut trouver un couple (a, b) d’éléments de l’ensemble {2, 5, 13, 
d} tel que ab — 1 ne soit pas le carré d’un entier.

(Olympiades internationales-1986/1)

7. Soient a, b, m et n des nombres naturels tels que a > 1 et (a, b) = 1. Prouver 
que si am + divise an + bn, alors m divise n.
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8. Déterminer tous les carrés parfaits qui s’écrivent dans le système de numération 
de base 9 à l’aide du chiffre 1 uniquement.

9. Trouver tous les entiers positifs x et y tels que

7X - 3 • 2y = 1.

10. Résoudre dans (N)  l’équation :* 3

15. Montrer que les racines cubiques de trois nombres premiers distincts ne peuvent 
pas être trois termes (non nécessairement consécutifs) d’une progression arithmé­
tique.

3
z

12 3, —I--------- — 1.
x y

11. Les entiers strictement positifs a et b sont tels que les nombres 15a -F 166 et 
16a — 156 sont tous les deux des carrés d’entiers strictement positifs. Trouver la 
plus petite valeur pouvant être prise par le minimum de ces deux carrés.

(Olympiades internationales-1996/4)

12. On se donne des entiers naturels k < l < m < n tels que kn = Im. Prouver
qu’alors : rn — k\2( 2 ) M + 2.

(Olympiades russes-1992)

13. Soit A la somme des chiffres du nombre 44 444444 et B la somme des chiffres du 
nombre A. Trouver la somme des chiffres du nombre B (le système de numération 
utilisé est le système décimal).

(Olympiades internationales-1975/4)

14. Soient a, 6, c, d des entiers positifs impairs vérifiant les conditions :
a) a<6<c<d;
b) ad = bc;
c) a -F d = 2k et b -F c = 2m, k et m étant entiers.

Prouver que a = 1.
(Olympiades internationales-1984/6)

(Olympiades des États-Unis-1973)
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16. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Démontrer que pour 
tout entier naturel n tel que n > ab, il existe deux entiers naturels x et y tels que 
n — ax + by.

17. Soient a, b, c des entiers strictement positifs et premiers entre eux deux à deux. 
Montrer que 2abc — ab — bc — ca est le plus grand entier qui ne peut pas s’écrire 
sous la forme : xbc 4- yca 4- zab, avec x, y, z entiers positifs ou nuis.

(Olympiades intemationales-1983/3)

18. On considère une suite (an)neN  strictement croissante, formée d’entiers na­
turels et telle que a2n = an+n pour tout entier n strictement positif. On suppose 
de plus que si an est premier, alors n l’est aussi. Trouver CI1993.

*

(Olympiades bulgares-1993)

19. Soient p et q des entiers strictement positifs vérifiant : pjq= 1-1/2 4-1/3 — 
• • • — 1/1318 4- 1/1319. Montrer que 1979 divise p.

(Olympiades internationales-1979/1)

20. Soit k un entier naturel non nul. Démontrer qu’il existe une infinité de carrés 
parfaits de la forme n • 2k — 7, où n est un entier naturel.

((Proposé à TOI9d-1995)

21. Montrer qu’il existe un ensemble infini d’entiers naturels, deux à deux premiers 
entre eux, de la forme 2n — 3, où n 2.

(Olympiades intemationales-1971/3)

22. Prouver qu’il existe une infinité d’ensembles de 1998 entiers positifs consécutifs 
tous divisibles par des nombres de la forme a1998 (a > 1).

23. Démontrer que pour chaque entier strictement positif n, il existe n entiers 
strictement positifs consécutifs tels qu’aucun d’entre eux ne soit une puissance 
entière d’un nombre premier.

(Olympiades intemationales-1989/5)

24. a) Existe-t-il 14 nombres naturels consécutifs tels que chacun d’entre eux est 
divisible par un ou plusieurs nombres premiers p tels que 2 < p < 11 ?



48 Arithmétique

b) Existe-t-il 21 nombres naturels consécutifs tels que chacun d’entre eux est 
divisible par un ou plusieurs nombres premiers p tels que 2 p 13 ?

(Olympiades des États-Unis-1986)

25. Déterminer tous les entiers naturels x, y et z tels que : z divise xy — 1 ; x divise 
yz — 1 et y divise zx — 1.

26. Déterminer tous les couples (m, n) d’entiers strictement positifs tels que

n3 + l
mn — 1

soit entier.
(Olympiades internationales-1994/4)

27. Trouver tous les entiers a, b, c tels que l<a<6<cet

(a - 1)(6- l)(c- 1)

soit un diviseur de abc — 1.
(Olympiades intemationales-1992/1)

28. m et n sont deux entiers naturels tels que n > m 1. On suppose que les 3 
derniers chiffres de la représentation décimale de 1978m sont respectivement égaux 
aux 3 derniers chiffres de la représentation décimale de 1978n. Déterminer m et n 
de façon que m + n soit minimal.

(Olympiades internationales-1978/1)

29. Trouver les entiers n 2 pour lesquels tous les nombres naturels dont l’écriture 
décimale contient n — 1 chiffres 1 et un chiffre 7 sont premiers.

((Proposé à l’OI(M-1990)

30. Prouver qu’il n’existe aucun entier n > 1 pour lequel n divise 2n — 1.

31. Soit m un entier naturel impair > 2. Trouver le plus petit entier positif n tel 
que 21989 divise mn — 1.

((Proposé à TOKM-1989)
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32. Prouver que si x, y, z sont des entiers positifs tels que x2 + y2 + z2 = 1993, 
alors x + y + z n’est pas un carré parfait.

(Olympiades roumaines-1993)

33. Déterminer tous les entiers naturels k > 1 tels que, pour des entiers m et n 
distincts, les nombres km 4- 1 et kn + 1 s’obtiennent l’un à partir de l’autre en 
inversant l’ordre des chiffres dans leur représentation décimale.

(Olympiades russes-1992)

34. Soit n un entier > 2. Prouver que si k2 + k 4- n est un nombre premier pour 
tout entier k, 0 < k < y/n/3, alors k2 4- k 4- n est premier pour tout entier k, 
0 < k C n — 2.

(Olympiades internationales-1987/6)

35. Démontrer que, pour tout entier n > 1 fixé, la suite 2, 22, 22\ ... est constante 
à partir d’un certain rang modulo n.

(Olympiades des États-Unis-1991)

36. Soit n > 6 un entier. On considère les nombres ai, , a,,  inférieurs à.n 
et premiers avec n, et on suppose que :

*

a2 - ai a3 - a2 = • • • = a^ - ak_^ > 0.

Prouver qu’alors n est un nombre premier ou une puissance de 2.
(Olympiades internationales-1991/2)

37. Pour tout entier strictement positif n, on désigne par S(n) le plus grand entier 
tel que, pour tout entier strictement positif k S(n), n2 peut s’écrire comme la 
somme de k carrés parfaits.

a) Prouver que S(n) < n2 — 14 pour tout n > 4.
b) Trouver un entier n tel que S(n) = n2 — 14.
c) Prouver qu’il existe une infinité d’entiers n tels que 5(n) = n2 — 14.

(Olympiades internationales-1992/6)

38. Déterminer tous les entiers n strictement supérieurs à 1, tels que -- -— soitnz 
entier.

(Olympiades internationales-1990/3)
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39. Prouver qu’il existe un entier positif k tel que k • 2n 4- 1 est composé pour tout 
entier n 1.

(Olympiades des États-Unis-1982)

40. Prouver que, pour tout entier n 3, il existe des entiers positifs impairs xn 
et yn tels que :

7x2+y2=2n.

(Olympiades bulgares-1996)

41. Soient a et b deux entiers strictement positifs tels que ab 4- 1 divise a2 4- b2.
Montrer que

a2 4- b2 
ab 4-1

est un carré parfait.
(Olympiades intemationales-1988/6)
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1. On cherche un entier a tel que n  + a soit un nombre non premier pour tout n. 
On commence par essayer de prendre a sous la forme a = b2 ou a = b , et on se 
rend compte qu’avec le choix a = 4b , on obtient

4
4

4

11. Sophie Germain (1776-1831), mathématicienne française.

n4 + 4b4 = (n2 + 262)2 — 4n262
= (n2 + 262 — 2nb)(n2 + 262 + 2n6)
= [(n - b)2 + b2] [(n + b)2 + b2].

Il suffit alors de prendre b > 1.
Note. L’identité a4 + 4b4 — (a2 + 2b2 + 2ab)(a2 + 2b2 — 2ab) est connue sous le 

nom d’identité de Sophie Germain11. Elle est à la base de la solution de plusieurs 
exercices d’olympiades ; on pourra par exemple essayer l’exercice suivant, posé aux 
olympiades hongroises en 1978 : prouver que pour n > 1, le nombre n4 + 4n n’est 
pas premier.

2. Le système proposé est équivalent à l’équation suivante :

(x + iV2y) (z + iV2t) = 3 + i^2.

Si x, y, z et t sont des entiers satisfaisant à la dernière égalité, alors :

(x2 + 2y2)(z2 + 2t2) = 11,

ce qui implique que x2 + 2y2 = 1 ou z2 + 2t2 — 1 car 11 est premier. Dans le 
premier cas, on trouve x = ±1, y = 0, ce qui conduit aux deux solutions (1,0,3,1) 
et (—1,0, —3, —1). Dans le deuxième cas, on trouve z — ±1, t = 0, ce qui donne 
deux nouvelles solutions : (3,1,1,0) et (—3, —1, —1,0).

3. Soient a, b et c les côtés d’un triangle pythagorique primitif dont le rayon 
du cercle inscrit est r. Si c est l’hypoténuse du triangle en question, alors r = 
(a + b — c)/2.

D’un autre côté, il existe des entiers m et n premiers entre eux et non tous 
les deux impairs tels que a — 2mn, b = m2 — n2 et c = m2 + n2. Ainsi, r = 
n(m — n). Ceci étant, soient Pi, P2, • • •, Pi des nombres premiers 3 tels que 
r = 2kp<f1p22 • • -p?1 • Comme m — n est impair, 2k divise n. Par ailleurs, pour 
i = 1,2,... ,1, pi divise n ou m — n, mais pas les deux à la fois.



52 Arithmétique

Il y a donc 2* l choix convenables pour m et n, et donc 2l triangles pythagoriques 
primitifs dont r est le rayon du cercle inscrit.

8. On démontre que 1 est l’unique solution au problème : en effet, soit x un 
entier naturel tel que x2 = 1 -F 9 -F 92 -F • • • -F 9n. On a alors 8rr2 = 9n+1 - 1 = 
(3n+i — l)(3n+1 4- 1). Or, (3n+1 — 1,3n+1 4- 1) = 2 ; il existe donc deux entiers 
naturels non nuis c et d tels que 3n+1 — 1 = 4c2 et 3n+1 4- 1 = 2d2 ou bien 
3n+i _ ! = 2c2 et 3n+1 + 1 = 4d2.

Dans le premier cas, n doit être impair (car 3n+1 — 1 est divisible par 4), d’où
1 = 3n+1 — 4c2 = (3(n+1)/2 4- 2c) (3^n+1^2 — 2c) ce qui est impossible car c 7^ 0.

4. On montre que /^\n) = p171 où p est un nombre premier, et m est un entier 
positif non nul : en effet, si (n) = a(3, où q et (3 sont des entiers 2 et premiers 
entre eux, alors a < f^Çn) et /3 < f^(n), ce qui implique que a et {3 divisent n, 
donc leur produit aussi divise n, ce qui est absurde.

Si maintenant — 2m, alors — 2, et si avec p > 2,
alors f^2\n) — 2.

5. Soit p un rang fixé. Considérons les divisions euclidiennes des entiers par 
ap pour i = 1,2,..., ap 4- 1. Parmi les ap + 1 restes obtenus, il existe au moins 
deux restes identiques. Il s’ensuit que ap divise aP+i2 — aP+q pour deux indices 
1 Oi < h ap 4- 1. Si on pose — ap^-i1 = xap, on s’aperçoit que

dp-\-i2 — XCLp 4” Ojp-i-iy (x G N ).

On peut donc construire une infinité de termes am pouvant s’écrire sous la 
forme xap + yaq, où x, y G N et p / q, en fixant à chaque fois un rang pm > 
dPm_1 + 1.

6. Pour x G N, x  est congru à 0, 1, 4 ou 9 modulo 16. Si 2d— 1 est un carré alors 
d G {1, 5, 9, 13} modulo 16. Si 5cZ — 1 est un carré alors d G {1, 2, 10, 13} modulo 
16. Si 13d — 1 est un carré alors d G {2, 5, 9, 10} modulo 16. L’intersection de ces 
trois ensembles est vide, ce qui permet de conclure.

2

7. Effectuons la division euclidienne de n par m : n = mq 4- r, où 0 r < m. On 
remarque que, si Z et k sont deux nombres naturels tels que Z k, 

a  + b  — a ~k(ak + bk) - bk(a ~k - b ~k),1 1 l l l

et
a1 - b1 = a!~k (ak + bk) - bk (al~k + bl~k).

Il s’ensuit que ar 4- (—l)qbr est divisible par am 4- bm. Comme 

0^ \ar + (—l)qbr\ <am + bm, 

on a r — 0 et q est nécessairement impair, d’où le résultat.
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Dans le second cas on aurait 3n+1 = 4d2 — 1 = (2d — l)(2d -F 1), et comme 
(2d — 1, 2d -F 1) = 1, on aurait 2d + 1 = 3 et 2d — 1 = 1, soit encore n = 0.

9. Les couples (1,1) et (2,4) sont des solutions de l’équation proposée. Par ailleurs, 
si x > 2 alors y > 4 et l’équation est équivalente à :

— 1
7X - 1 = 3 x 2 x 2y~r <=> --------= 22/“1

7-1
<=> 7^-1 + 7^-2 _|-------h j = 22/-1

(7 -F l)(7æ-2 + 7æ~4 + ••• + !) = 227-1
<=> 7æ~2 + 7æ“4 + • • • + 1 = 22/-4. (*)

Les deux membres de cette dernière égalité sont pairs, donc x/2 est pair, i.e., 
x = 0 (mod 4). Il s’ensuit que

(*)  4=^ (72-F 1)(7X-4-F 7æ-8-F • • •-F 1) = 22/~4,

ce qui est impossible puisque 22/-4 n’est pas divisible par 50. Les seules solutions 
de l’équation initiale sont donc (1,1) et (2,4).

10. L’équation proposée est équivalente à 2xz -F yz — 3xy = xyz. On a donc 
2xz + yz > xyz, d’où y -F 2x > xy, c’est-à-dire y(x — 1) < 2x.

- Si æ = 1, alors 3y = 2z et donc y = 2k, z = 3k, avec A; G N.*
- Si x / 1, alors

Pour x = 2, on a y < 4, ce qui donne les solutions (2,1,2); (2, 2, 6) ; (2, 3,18).
Pour x = 3, on aura y < 3. Or, 3z — 9y — 2yz ce qui implique que y est pair. 

On a ainsi la solution (3,2,9).
Pour x > 3, on aura y 2. Si y — 1 alors z(x -F 1) = 3x. Or, (#,# + 1) = 1 

et donc x + 1 divise 3, ce qui est impossible. Si maintenant y = 2, on aura les 
solutions (1,2,31) avec l G N*  et Z > 3.

En conclusion, l’ensemble des solutions est formé des triplets : (2,1,2) ; (2,3,18) ; 
(1,2k, 3k) ; (Z, 2,31) avec k G N*  et Z G N, Z > 2.

11. On sait qu’il existe deux entiers m et n tels que 15a-F 166 = m2 et 16a — 156 = 
n2. On en déduit que :

15m2 -F 16n2 15m2 -F 16n2 15m2 + 16n2
a = 152 + 162 = 481 “ 37 x 13 ’

et on a donc 15m2 -F 16n2 = 0 (mod 13) et 15m2 -F 16n2 = 0 (mod 37).
Commençons d’abord par examiner la congruence modulo 13. Si n n’était pas 

divisible par 13, il y aurait un nombre n*  G Z tel que nn*  = 1 (mod 13). On 
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aurait ainsi

3m2n* 2^ = 2 (mod 13), i.e., m'2 = 5 (mod 13).
=m'2

Or, 5 n’est pas un carré dans Z/13Z : en effet, si x2 = 5 (mod 13), où x E 
{0, ±1, ±2,..., ±6}, alors x2 36 < 3 x 13 + 5. Les valeurs pouvant être prises 
par x2 sont donc 5, 18 et 31 mais aucune d’entre elles n’est un carré parfait. On 
en déduit que 13 divise n, donc m aussi.

De même, on démontre que m = n = 0 (mod 37). Ainsi, 4811 m et 4811 n, ce 
qui implique que min (m, n) 481. Par ailleurs, on peut avoir m = n = 481 si on 
prend a = 31 x 481 et b = 481. La réponse est donc 4812.

12. On pose l = k + a, m — k + 6, n = k + c, où a, b, c sont des entiers strictement 
positifs. L’égalité kn = Im se réécrit donc :

k(k + c) = (k + a)(k + 6), 

d’où kc — k(a + b) + ab > k(a + b). Ainsi, c > a + b, ce qui implique que

(n + fc) - (m + Z) > 1.

D’un autre côté,

(n — k)2 = (n + k)2 — 4ml > (n + k)2 — (m + Z)2 = [(n + k) — (m + Z)] [k +1 + m + n], 

ce qui donne :

(n — k)2 > k + (k + 1)- + (k + 2) + (k + 3) = 4k + 6.

Or, un carré ne peut pas être congru à 3 modulo 4. Il s’ensuit que 

(n — k)2 4k + 8, 

d’où le résultat.

13. Soit C la somme des chiffres du nombre B. Comme 44444444 < 100 004444, il 
s’ensuit que le nombre des chiffres de 44444444 est inférieur à 4 x 4444 + 1 < 20000. 
On en déduit que A < 9 x 20000 = 180000, d’où B < 9 x 5 = 45 (pourquoi?), et 
C < 13 (pourquoi?).

Après avoir réussi à majorer C, on va examiner le reste de C modulo 9. On 
sait que A = B = C (mod 9). Par ailleurs, 4444 = —2 (mod 9) et (—2)4444 = 
23x1481+1 = 2 x (—l)1481 = —2 = 7 (mod 9). On en déduit que C = 7.

14. Remarquons d’abord que :

a [(a + d) — (b + c)] = a(a — c) + a(d — b)
= a(a — c) + bc — ab = (a — b)(a — c) > 0,
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ce qui implique que k > m.
A partir de a(2k — a) = b(2m — b) il s’ensuit que

a2 — b2 = 2Tn(2k~rna — b).

On en déduit que 2m divise a2 — b2 = (a — b)(a + b). Mais b + a et b — a ne sont 
pas tous les deux divisibles par 4 car leur somme 2b ne l’est pas. L’un des nombres 
a + b et b — a est donc divisible par 2m-1 ; notons le x. On a alors

0<x^b + a<b-Ec = 2m,

ce qui montre que x = 2m-1, d’où (a, b) = 1 : en effet, si d divisait a et b, alors d 
diviserait x = 2m~1. Comme par ailleurs d est impair, il s’ensuit que d = 1.

D’un autre côté, (b + c) — x = 2m — 2m-1 = 2m~1 est égal à c + a (si x = b — d) 
ou à c — a (si x = b + d). Il s’ensuit de même que (a, c) = 1. Or, a divise bc et donc 
a = 1.

Note. En poussant plus loin notre investigation, on aurait pu trouver les 
nombres a, b, c, d satisfaisant aux conditions de l’énoncé. Comme

b—a<b< |(& + c) = 2m~1,

on a b — a / 2m-1, et x = b + a = 2m-1. Il s’ensuit que b = 2m-1 — 1 et 
c = 2m — b = 2m-1 + 1, ce qui donne d = bc = 22m“2 — 1. Ces nombres satisfont 
manifestement aux conditions de l’énoncé (avec k = 2m — 2).

15. S’il en était ainsi, on pourrait avoir

\/pï = ÿpï = a + md, = a + nd,

où pi, p2, P3 sont des nombres premiers distincts et m, n sont des entiers. En 
éliminant a et d, on obtient

^P2~
-

ÿpï
ÿpî

m
i n

ce qui s’écrit encore :

mj/p^ = (m-n)^pï,

ce qui donne, après élévation au cube,

m3p3 — n3p2 — 3mn^p2P3 (m^PÜ — nJ/p/) = (m — n)3pi.

=(m—n) typï

On a donc finalement

\/PlP2P3 =
m3ps — n3p2 — (m — n)3p\ 

3mn(m — n) 
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ce qui est absurde puisque ^/pip2ps est irrationnel.
Note. On pourra essayer de montrer que les racines cubiques de trois nombres 

premiers distincts ne peuvent pas être trois termes (non nécessairement consécu­
tifs) d’une progression géométrique, ni d’une progression harmonique.

16. Considérons les nombres : ni = n — a ; n2 = n — 2a ;... ; n& = n — ba et leurs 
restes n, r2,..., dans la division euclidienne par b. Ces restes sont deux à deux 
distincts car si ri = Vj alors si on écrit n — ia — bqi -F r-L et n — ja = bqj -F rj, on 
obtient (z — j)a = b(qj — q/ ce qui implique que b | i — j (car (a, b) — 1). On a donc 
i = j puisque |z — < b.

Puisque l’ensemble des restes possibles est {0, 1,..., 6—1}, il existe k tel que 
r/c = 0, c’est-à-dire n — ka = bq^, ce qu’il fallait démontrer.

Note. On peut améliorer le résultat prouvé en l’étendant à tous les nombres 
> ab — a — b. En effet, si n > ab — a — b alors écrivons-le sous la forme (identité de 
Bézout) :

n — au -F 6c, u,vEZ.

On peut supposer 0 v a — 1 : en effet, si v = v' -F ka, où A; G Z et 
0 u1 a — 1, alors n = a(u -F kb) -F bvf. On a alors

n — bv ab — a — b — (a — 1)6 +1 1 — a
u =-------- --------------------------------=-------- > — 1,a a a

d’où u 0.
On peut même démontrer que ab — a — b est le plus grand entier qui ne peut 

pas s’écrire sous la forme xa -F yb, où x et y sont des entiers positifs ou nuis (voir 
l’exercice suivant).

17. Montrons d’abord que 2abc — ab — bc — ca ne peut pas s’écrire sous la forme 
xbc -F yca -F zab avec x, y et z entiers positifs ou nuis. Si 2abc — ab — bc — ca = 
xbc + yca -F zab, alors a doit diviser x + 1 puisque (a, 6) = (a, c) = 1. De même, 
6 doit diviser y + 1 et c doit diviser z + 1, ce qui donne æ + l^a, z/-Fl>6et 
z + 1 > c. On aurait donc

2abc = (x -F l)6c -F (y + l)ca -F (z + l)a6 > abc -F bca -F cab = 3abc,

d’où la contradiction.
Soit maintenant un entier n > 2abc —bc — ca — ab. a, b, c étant premiers entre 

eux deux à deux, ab, bc et ca sont premiers entre eux dans leur ensemble ; il existe 
donc des entiers x, y et z tels que n — xbc -F yca -F zab (identité de Bézout). Par 
ailleurs, on peut supposer 0 a — let0^?/^6 — 1 quitte à remplacer x par 
x -F pa, y par y -F qb et z par z — (p -F q)c. On a donc

n abc — 6c -F abc — ca + zab < n -F (z -F l)a6,

ce qui implique que z -F 1 >0, soit encore z/z 0.
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Note. On pourra essayer de généraliser l’exercice à n entiers ai, a2,..., an 
deux à deux premiers entre eux en montrant que

aia2 ■ ■ ■ an

est le plus grand entier qui ne peut pas s’écrire sous la forme Xi JJ .
z=l

18. On remarque que a2 = ai + 1 et (14 = + 2 = ai + 3. Comme (an)nE^  est*

1 1 _ 1979
660 + j + 1319-J ~ (660 + j)(1319 — j) ’

strictement croissante, il s’ensuit que = ai +2. Ceci suggère que an = ai +n — 1, 
ce que l’on démontre par récurrence : si an = ai + n — 1, alors a2n = ai + 2n — 1 
ce qui implique que am = ai + m — 1 pour n < m < 2n.

On démontre maintenant que ai = 1, ce qui donne an — n pour tout n G N, 
et en particulier ai993 = 1993. Si ai = 0 alors 04 = 3 ce qui est exclu. Supposons 
donc ai 2 de telle sorte que an = n + a pour un certain a G N*.  Il s’agit alors 
de trouver un entier premier m tel que m — a ne le soit pas.

Une première possibilité est de considérer la suite (a + 2)! + 2, (a + 2)! + 3,..., 
(a + 2)! + (a + 2) constituée de a + 1 termes dont aucun n’est premier. En prenant 
le plus petit nombre premier p supérieur à (o + 2)! + (a + 2), on est sûr que p — a 
n’est pas premier : en effet, p — a (a + 2)\ 2 et p — a < p.

Une deuxième possibilité serait d’utiliser le théorème de Dirichlet : la progres­
sion (ak + 6), k G N, où a et b sont deux entiers non nuis et premiers entre 
eux, contient une infinité de nombres premiers. En particulier, la progression 
1, 1 + a, 1 + 2a,... contient une infinité de nombres premiers. Si 1 + pa est 
le plus petit nombre premier dans cette progression, alors p > 1, et on a aussi 
ai+(p_i)Q = 1 + pa, ce qui impose que 1 + (p — l)a est premier, ce qui contredit 
notre hypothèse de minimalité.

19. Les termes affectés de signes — ont des dénominateurs pairs ; on décide d’écrire 
chaque terme — l/2fc sous la forme l/2k — 1/k.

On a alors

1
3

1 1 1
660 + 66Ï + ’ " + Ï3Ï9 

Comme
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il s’ensuit que
p _ / 1 1\/1 1 \ / 1 1\
q ~ \66Ô + Ï3Ï97 + k66Ï + Ï3Ï87+"'+<989 + 990/

1979 1979 , , 1979
660 x 1319 + 661 x 1318 + ’ ’ ‘ + 989 x 990

= 1979 x
q'

où q' est premier avec 1979 (qui est premier). On a ainsi 1979p'g = pq', et comme 
1979 ne divise pas q', 1979 divise p.

20. On commence par démontrer que pour tout entier naturel k, il existe un entier 
naturel k tel que d^ = —7 (mod 2fc). On raisonne par récurrence sur k.

Si k 3, ak = 1 convient. Supposons donc qu’il existe ak tel que a2, = —7 ( mod 
2fc) pour un certain k 3. On a alors ak = —7 (mod 2fc+1) ou a2 = 2k — 7 (mod 
2fc+1). Dans le premier cas, il suffit de prendre ak+i = ak et dans le second cas, 
on prend ak+i = ak + 2fc-1 si bien que

a£+i = a2k + 2kak + 22fc-1 = a2k + 2kak = a2k + 2k = -7 (mod 2fc+1) 

puisque k 3 et ak est impair, ce qui conclut la récurrence.
Finalement, on remarque que la suite (pk)keN*  n’est pas bornée puisque ak 

2k — 7 pour tout k E N*.  Ceci suffit pour conclure puisque, pour tout p k, 
a2 = —7 (mod 2fc).

21. lere solution. Supposons qu’il existe des nombres ni, n2,..., nk tels que 
2ni — 3, 2n2 — 3,..., 2nk — 3 soient deux à deux premiers entre eux. Montrons 
qu’on peut alors construire un entier n^+i tel que 2nfc+1 — 3 soit premier avec tous 
les nombres 2ni — 3, 1 i k.

On pose nfc+i = (pi —l)(p2~ 1) • • * (Pr~ 1)4-1, oùpi, p2,..., pr sont les nombres 
premiers intervenant dans la décomposition de 2ni — 3,..., 2nk — 3 en facteurs 
premiers. On a alors 2nfc+1 — 3 = 2 x 2^1-1^P2-1^'— 3 = — 1 (mod p*)  pour 
tout i = 1,2,..., k : en effet, on a 2Pi-1 = 1 (mod p*)  d’après le petit théorème 
de Fermât. Il s’ensuit que p*  ne divise pas 2nk+1 — 3 car p*  > 2, ce qui implique 
que 2nfe+1 — 3 est premier avec 2ni — 3, 1 i k.

2eme solution. On peut proposer une autre construction : soit l = (2ni — 
3)(2n2 — 3) • • • (2nk — 3). Considérons les nombres 2°, 21,..., 2l. En effectuant la 
division euclidienne de ces nombres par Z, on obtient Z+l restes qui sont strictement 
inférieurs à Z, il y a donc au moins deux restes qui sont égaux et par suite, il existe 
deux entiers positifs nr et ns (nr > ns) tels que 2nr — 2ns = Al, A E N, d’où 
Z | 2nr~ns - 1. Si on pose 2nr~ns - 1 = al, le nombre 4al + 1 = 2nr-ns+2 — 3 est 
premier avec 2ni — 3, 1 i k.

22. On montrera de manière plus générale que, si m est un entier positif quel­
conque, il existe une infinité d’ensembles de n entiers consécutifs tous divisibles 
par des nombres de la forme am, où a > 1.
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Pour ce faire, on va raisonner par récurrence sur n. La base n = 1 est tri­
viale. Si {X, X2,..., Nn} est un ensemble de n entiers consécutifs tel que chaque 
Ni est divisible par un nombre de la forme a™, où ai > 1, on va construire 
un ensemble de n 4- 1 entiers consécutifs tous divisibles par des nombres de la 

/ n \ m
forme am : soit P = I JJ ai j , et soit N = (Nn 4- 1) [(P + l)m — 1]. L’ensemble 

\i=l /
{Mi, M2,..., Mn+i}, où

' Mi = N + Nï,

< M2 = N 4- N2,

< Afn+i = N + Nn + 1,

constitué de n 4- 1 entiers consécutifs convient puisque chaque Mi est divisible par 
a/* 1 pour i = 1,2,..., n et que Mn+i est divisible par (P4- l)m. Ceci conclut l’étape 
inductive.

24. a) La réponse est non. Supposons qu’une telle succession de nombres naturels 
existe. On peut d’ores et déjà se concentrer sur ceux parmi ces nombres naturels 
qui sont impairs puisque les nombres pairs sont divisibles par 2. Si on désigne par 
k, k -F 2, k-F4, k 4- 6, fc4-8, k +10, k 4-12, où k est impair, les sept nombres impairs 
intervenant dans la succession, alors trois au plus parmi eux sont divisibles par 3, 
deux au plus sont divisibles par 5, un au plus est divisible par 7 et un au plus est 
divisible par 11. Ainsi, chaque nombre parmi 3, 5, 7 et 11 divise exactement 3, 2,
1 et 1 termes parmi les sept nombres impairs considérés, et chacun de ces nombres
est divisible par au plus un des nombres 3, 5, 7 et 11. Or, ceci est impossible : en 
effet, k, k -F 6 et k -F 12 doivent être divisibles par 3, et il ne peut y avoir qu’au 
plus un nombre parmi k + 2, k -F 4, k 4-8, & -F10 qui soit divisible par 5.

23. lere solution. On considère 2n nombres premiers deux à deux distincts 
pi, p2,..., p2n, et on pose Qi = pip2, q2 = p3p±,. • -, qn = P2n-iP2n-

D’après le théorème chinois, le système :

' x = 0 (mod çi),
x = —1 (mod q2),

, x = -(n — 1) (mod qn)

admet une solution x G N*.  Aucun nombre des n entiers consécutifs x, x -F 
1,..., x -F n — 1 n’est alors une puissance d’un nombre premier.

2ème solution. Montrons que chacun des n entiers consécutifs ((n 4-1)!)2 4- k, 
où k — 2, 3,..., n 4- 1, n’est pas une puissance d’un nombre premier : en effet, 
supposons que ((n 4- l)!)2 + k = p171 pour un nombre premier p et un entier m 1. 
Comme k divise (n 4- 1)!, k divise pm, et donc k = pa, où 1 a m. De plus, 
k2 divise ((n 4- l)!)2, et donc pa+1 divise ((n -F l)!)2 ainsi que pm puisque a < m. 
Ceci est impossible car on aurait alors pa+1 qui divise k.
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b) La réponse est oui. Soit n un nombre naturel divisible par 210 = 2x3x5x7. 
Si on considère la succession n—10, n—9,..., n,..., n+9, n+10, chacun des nombres 
considérés est divisible par l’un des nombres premiers 2, 3, 5, 7, à l’exception de 
n + 1 et n — 1. Or, on sait, d’après le théorème chinois, qu’il existe des nombres 
naturels n tels que :

n = 0 (mod 210),
n = 1 (mod 13),
n = — 1 (mod 11),

ce qui conclut la preuve.

25. On a xyz | (xy — T)(xz — l)(yz — 1) = — [1 — (xy + yz + zx) + x2yz + y2xz + 
z2xy — (xyz)2^. Il s’ensuit que xy + yz + zx — 1 = kxyz, à; G N, ce qui s’écrit encore

111 1
y z xyz (1)

L’entier k est nécessairement C 2. Par ailleurs, on peut supposer x y z et 
obtenir toutes les solutions en examinant toutes les permutations possibles de x, 
y et z.

. x x 1 . . x x
- bi k = 0 alors H----- 1— = —, ce qui est impossible car 1 F----- 1— > 1 et1 < 1 y z yz y z

yz
- Si k = 1 alors

1 1 1 1
x y z xyz (2)

On a alors nécessairement x 2 : en effet, si x 3 alors —|----- 1— let
x y z

------ 1- 1 > 1. Si rr = 1 alors (2) s’écrit —I— = — ce qui est impossible. Si x = 2 
xyz--------------------------------------------- y z yz
alors

(2) « to-2)(2-2) = 3 « ÿ = 3^ = 5.

Ainsi, (2, 3, 7) est solution et toute permutation est aussi solution.
- Si k = 2 alors (1) s’écrit

Si x = y = 1 alors (1,1, z) est solution et toute permutation l’est aussi. Si 
x = 1 et y > 1 alors

(3) yz - (y + z) + 1 = 0 ■£=> (y - l)(z - 1) = 0,
1113ce qui est impossible car z y > 1. Si finalement x 2 alors —I----- 1— <-et

1 x y z 2
------ F 2 > 2 et (3) ne peut être vérifiée. 
xyz
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En conclusion, l’ensemble des solutions est constitué des triplets (2,3, 5) et 
(1,1, z), z 1, ainsi que de toutes les permutations possibles de x, y et z.

26. Si mn — 1 divise n  + l, alors mn — 1 divise m n  + m  = (m -F 1) F-(m n  — 1), 
ce qui implique que mn — 1 divise m  -F 1. Le problème étudié est donc symétrique 
et il suffit d’examiner les deux cas : m = n et m > n.

3 3 3 3 3 3 3
3

27. On pose
abc — 1

û’M=(a-l)(6-l)(C-l)’

et on suppose 1 < a < b < c, et que a, b, c et R(a, b, c) sont tous des entiers.
On remarque d’abord que

a — 1 b — 1 c — 1
1 1 1

(a — l)(b — 1) + (6 — l)(c — 1) (c — l)(a — 1) ’

d’où R(a, b, c) > 1. Il est également clair que sia>a' >1,6>6'>1,c>c' >1, 
alors R(a, b, c) R(a!, bf, c')- Remarquons maintenant que abc — 1 est impair sauf 
si a, b et c sont tous impairs, et que (a — 1)(6 — l)(c — 1) est pair sauf si a, b et 
c sont tous pairs. Comme R(a, b, c) est un entier, il s’ensuit que a, b, c sont, soit 
tous pairs, soit tous impairs.

Dans le premier cas, on trouve

n3 +1 1——- _ n F------ -
n2 — 1 n — 1

qui doit donc être un entier. Ceci est vrai si et seulement si n = 2.
Dans le second cas, on commence d’abord par remarquer que n3 -F 1 = 1 (mod 

n) et mn — 1 = — 1 (mod n), d’où

n3 F-1 = _x 
mn — 1

(mod n).

Il existe donc un entier k 0 tel que n3 -F 1
mn — 1

= kn — 1. Si n > 1, on peut

écrire kn — 1 
que

< n F------- -, soit encore (k — l)n < ----- - F- 1, d’où k = 1. Il s’ensuit
n — 1 n — 1

n3 -F n , 2
m = —7----- TT = n-F 1 F------- ?,n(n — 1) n — 1

ce qui implique que n = 2, m = 5 ou n = 3, m = 5.
Si maintenant n = l, 2/(m — 1) doit être entier, d’où m = 2 ou m = 3.
Finalement, on a les neuf solutions : (2,2); (2,1); (3,1); (1,2); (1,3); (2,5); 

(3,5); (5,2) et (5,3).

R(a, b, c)
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Si a 4, alors 1 < R(a, b, c) B(4,6,8) = (4x6x8 — 1)/(3x5x7) = 
191/105 < 2, et R(a, b, c) ne peut pas être entier dans ce cas.

Si a = 3, alors 1 < R(a,b,c) 72(3,5,7) = (3 x 5 x 7-1)/(2 x 4 x 6) = 104/48 < 
3, et donc R(a, b, c) = B(3,6, c) = (36c — l)/(2(6 — l)(c — 1)) = 2, ce qui donne 
36c — 1 = 4(6c — 6 — c 4-1), ce que l’on réécrit sous la forme bc — 46 — 4c + 5 = 0, 
soit encore (6 — 4) (c — 4) = 11. Ceci implique que b — 5 et c — 15 puisque 11 est 
premier et que 5 6 < c.

Si a = 2, alors 1 < B(a,6,c) B(2,4,6) = (2x4x6-l)/(l x3x5) = 47/15 < 4,
et R(a, b, c) = B(2,6, c) = 2 ou 3. Dans le premier cas, 26c — 1 = 2(6 — l)(c — 1), 
ce qui est impossible. Dans le second cas, on obtient 26c — 1 = 3(6 — l)(c — 1), ce 
qui se réécrit sous la forme (6 — 3)(c — 3) = 5. Ceci donne b = 4 et c = 8 car 5 est 
premier et 4 b < c.

Finalement, il y a au maximum deux solutions au problème proposé, à savoir 
(a, 6, c) = (3,5,15) et (a, 6, c) = (2,4,8). Réciproquement, on vérifie facilement 
que ces deux triplets conviennent.

28. Dire que les 3 derniers chiffres de la représentation décimale de 1978™ sont 
respectivement égaux aux 3 derniers chiffres de la représentation décimale de 1978n 
signifie que

1978m = 1978n (mod 1000),
ce qui implique que 23 11978™ et 53 11978n~™ - 1. Comme 1978 = 2 x 989, il 
s’ensuit que m 3.

D’un autre côté, 1978ç?(125) = 1 (mod 53), i.e., 1978100 = 1 (mod 53). Si d est 
le plus petit exposant strictement positif tel que 1978d = 1 ( mod 53), alors d divise 
100 (théorème 2.7.3). Afin de réduire le nombre des valeurs candidates pour d, on va 
examiner la congruence modulo 5. On a manifestement 1978d = 3d = 1 (mod 5). 
Par ailleurs, le plus petit entier positif non nul k tel que 3k = 1 (mod 5) est 
k = 4. Par conséquent d est un multiple de 4. On se retrouve donc avec trois 
valeurs candidates pour d, à savoir 4, 20 ou 100. Mais,

29. Tout nombre naturel dont l’écriture décimale contient n — 1 chiffres 1 et un
chiffre 7 est de la forme :

10n - 1 + (54 x 10Û _ .--------------2------------, 0 i C n — 1.
9 ’

On étudie la divisibilité d’un tel nombre par 7 pour n fixé : 10 étant une racine
primitive (voir la définition ci-dessous) modulo 7, on peut effectivement choisir i

1978 = -22 (mod 125);
19782 = 484 = -16 (mod 125);
19784 = (-16)2 = 256 = 6 (mod 125);
197820 = 65 = 7776 = 26 (mod 125).

Finalement, m 3 et n — m 100, ce qui implique que les valeurs recherchées 
sont m = 3 et n — 103. 29 * * * * * * 
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de telle sorte que le nombre étudié soit divisible par 7 si on suppose n 7 non 
divisible par 6 (où intervient le fait que n 7?).

Si maintenant n est divisible par 6, alors 6 divise la somme des chiffres du 
nombre en question qui est donc lui-même divisible par 3.

Il reste à discuter les cas n = 2, 3, 4 et 5. Or, 3 ne convient évidemment pas 
(tout nombre de la forme exigée est divisible par 3) ; 4 ne convient pas puisque 
1711 = 29 x 59 et 7111 = 13 x 547 et 5 ne convient pas non plus puisque 11711 = 
7* 2 x 239, 17111 = 71 x 241 et 71111 - 17 x 47 x 89.

30. lère solution. Raisonnons par l’absurde et supposons que m est le plus petit 
entier > 1 tel que m divise 2m — 1. Il est alors clair que m est impair, ce qui permet 
d’appliquer le théorème d’Euler :

2^(m) = 1 (mod m).

D’un autre côté, si on pose d = (m, <p(m)), on sait déjà que (2m —1,2^m) —1) = 
2d — 1, ce qui montre que m | 2d — 1, d’où d | 2d — 1.

Or, d > 1 puisque m > 1 et m | 2d — 1. De plus, d cp(m) < m, ce qui contredit 
l’hypothèse de minimalité imposée à m.

2ème solution. Soit n > 1 un entier, et supposons que n divise 2n — 1. Soit p 
le plus petit diviseur premier de n. Il existe un plus petit entier strictement positif 
k tel que

2k = 1 (modp).

D’après le théorème 2.7.3, k divise tp(p) = p — 1, ce qui implique que k < p. 
Or,

2n = l (modp),

d’où k\n, ce qui contredit l’hypothèse de minimalité imposée à p puisque k > 1.

n = 2 est donc l’unique valeur qui convient.
Note. Soit a un entier premier avec n. a est dit racine primitive modulo n si 

le plus petit entier strictement positif k tel que ak = 1 (mod n) est égal à <p(n). 
Les racines primitives modulo 7 par exemple sont 3 et 5.

L’intérêt de la notion de racine primitive modulo n est qu’une telle racine a 
permet de représenter convenablement tous les entiers n et premiers avec n 
puisque

a, a2,..., a^n\

sont distincts modulo n et tous premiers avec n. Il s’ensuit que les autres racines 
primitives modulo n sont les puissances ak telles que (fc,ç?(n)) = 1.

Le problème de savoir s’il existe une racine primitive modulo n n’est pas facile 
à résoudre. On énonce sans preuve le résultat : il existe des racines primitives 
modulo n si et seulement si n est de la forme 2, 4, p" ou 2pa, où p est un nombre 
premier impair. Ceci étant, la recherche d’une racine primitive lorsque n devient 
grand peut s’avérer laborieuse.
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Note. Il existe une infinité d’entiers n tels que n divise 2n + 1 : on pourra 
en effet essayer de montrer que divise 23 +1 pour tout k G N (récurrence). 
Le problème 38 des olympiades internationales de 1990 étudie, lui, l’ensemble des 
entiers n tels que n2 divise 2n -F 1.

31. Si n se décompose sous la forme 2sg, où q est un nombre impair, alors :

mn — 1 = m2 q — 1 = (m2 )q — 1 = (m2 — l)[(m2 )9 1-F(m2 2H------\-m2 +1].

On en déduit que 2 | mn — 1 2 | m2,8 — 1, et comme on cherche le plus
petit exposant n, on peut supposer n = 2S. Distinguons deux cas :

- Si m = 1 (mod 4), alors la représentation de m en base 2 se présente sous la 
forme

m = 1... 10Q.„01,
k chiffres

k étant l’exposant maximal tel que m = 1 (mod 2k). On a alors m2 — 1 = 
(m — l)(m -F 1) qui est divisible par 2fc+1 mais pas par 2fc+2, et on démontre 
par récurrence que 2k+s est la plus grande puissance de 2 divisant m2S — 1.

32. Par raison de symétrie, on peut supposer que 0 45 x y z. On a donc

3^2 > x2 -F y2 + z2 — 1993, i.e., z2 665, z 26.

D’un autre côté, z2 1993 ce qui implique z 44, et par conséquent 26 z 
44.

Supposons maintenant que x+y+z — a2 (a G N). On a alors, d’après l’inégalité 
de Cauchy-Schwarz,

a4 — (x + y 4- z)2 3(æ2 + y2 4- z2) — 5979,

soit encore a 8. On a ainsi 6 a 8, et comme x -F y 4- z doit être impair, 
a = 7. On a donc x 4- y 4- z — 49.

- Si m = 3 (mod 4), alors la représentation de m en base 2 se présente sous la 
forme

m-l.-.OCL^l,
k chiffres

k étant l’exposant maximal tel que m = — 1 (mod 2k). En utilisant le même 
argument de récurrence que plus haut, on trouve que 2k+s est la plus grande 
puissance de 2 divisant m2,3 — 1.

Finalement, si k est l’invariant défini précédemment, alors le plus petit entier 
positif n tel que 21989 divise mn — 1 est :

[ 21989-fc si k 1989, 
n = <

Il si k > 1989.
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Si maintenant on pose z = 26 + (3, où 0 (3 18, alors

+ + y2 = 1993 -z2 = 1317-52/3-+. (1)

D’un autre côté,

x2 + y2 2y2 2(23 - (3)2 = 1058 - 92/3 + 2/32. (2)

De (1) et (2), on obtient 3/32 — 40/3 > 259, ce qui est faux puisque /3(3/3 —40) 
18 x 14 = 252.

Note. Le résultat est faux si les nombres x, y et z varient dans Z. En effet,

1993 = (—11)2 + 242 + 362,

mais -11 + 24 + 36 = 49 = 72.

33. On suppose que, pour des entiers m et n distincts tels que m < n, les nombres 
+1 et kn +1 s’obtiennent l’un à partir de l’autre en inversant l’ordre des chiffres 

dans leur représentation décimale. On a alors en particulier kn + 1 < 10(A;™ + 1) 
puisque les deux nombres km + 1 et kn + 1 ont le même nombre de chiffres.

Si A; > 10, on a kn + 1 A;m+1 + 1 > 10fcm + 10. On en déduit que,
nécessairement, k 10. De plus k / 10, d’où k < 9.

nPar ailleurs, on doit avoir m — : en effet, si 2m < n, alors

kn + 1 kmkm+1 > k^fk™ + 1),

ce qui impose km < 10, d’où km + 1 < 10 puisque k171 + 1 / 10. Il s’ensuit que 
k™ + 1 = kn + 1, ce qui contredit m < n.

Ainsi, m n — m et on a donc :

kn + 1 > kn - km + kn-m - 1 = (kn~m - l)(km + 1),

ce qui impose kn~m — 1 < 10, d’où kn~m — 1 < 9 puisque k / 10.
D’un autre côté,

(kn + 1) - (km + 1) = (kn~m - l)fcm

est un multiple de 9 (pourquoi?), ce qui montre que 3 divise k.
Les cas k = 6 ou 9 sont impossibles : en effet, si c’était le cas, on aurait 

nécessairement n — m — 1 (car kn~m — 1 < 9). Comme

km + 1 < (k - l)(fcm + 1) < + 1 = kn + 1,

il s’ensuit que km + 1 et (k — l)(A:m + 1) ont le même nombre de chiffres ; km + 1 
doit donc commencer par le chiffre 1. Mais alors, kn + 1 se termine par 1, ce qui 
est impossible car k n’est pas un multiple de 10.
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Il reste l’unique cas k = 3, et (m, n) = (3,4) est solution dans ce cas puisque 
33 + 1 = 28 et 34 + 1 = 82.

34. On raisonne par l’absurde et on suppose qu’il existe k, 0 k n — 2, tel 
que k2 + k 4- n ne soit pas premier. Soit y le plus petit k tel que k2 4- k 4- n n’est 
pas premier ; on a alors y > y/n/3 et pour tout k, 0 < k < y — 1, k2 4- k + n est 
premier. Pour k, 0 k y — 1, on a

(y2 + y + ri) - (k2 4- k 4- n) = (y - k)(y 4- k 4-1),

si bien que 1 y — k y et y + 1 y + k + 1 2y.
On considère maintenant le plus petit diviseur premier de y2 4- y 4- n que l’on 

note q. On a alors q 2y : en effet, si q 2y 4-1 alors z/2 + ?/4-n > q2 (2t/4- l)2 = 
y2+y+3y2+3y+l > ?/24-z/4-n+3z/4-l puisque y > y/n/3. Ceci donne 3y+1 0 ce
qui est impossible. Mais comme q 2y, il existe k, 0 k y — Itel que q = y — k 
ou q = y + k + 1. Il s’ensuit que q divise k2 + k + n, d’où k2 4- k 4- n = q. Or, 
y — k ^n — 1 — k<k2 + k + n = q et y + k + l^n — 2 + k + l<k2 + k + n = q, 
d’où la contradiction.

Note. Les entiers n vérifiant cette propriété ne sont pas très nombreux : ce sont 
2, 3, 5, 11, 17 et 41. C’est Euler qui fut le premier à considérer les valeurs prises 
par les polynômes Pn(x) = x2+x + n pour x entier, 0 x n — 2 (pour x — n— 1, 
Pn(n — 1) = n2 n’est pas un nombre premier). La caractérisation que l’on vient 
d’énoncer est par contre assez délicate à obtenir : on démontre que n convient si 
et seulement si l’anneau Q (V1 — 4ri) est principal. Or, on sait depuis 1967 que les 
seules valeurs qui conviennent pour 1 — 4n sont —7, —11, —19, —43, —67 et —163, 
ce qui donne les valeurs précédemment citées de n.

35. Pour n = 2, le résultat est évident. Supposons la propriété vérifiée pour tout 
k n — 1 et posons n = 2lm, où m est impair.

En fait, c’est le facteur impair qui pose problème pour établir l’étape inductive : 
en effet, la suite 2, 22, 22 ,... est constante à partir d’un certain rang modulo 2l. 
Il suffit donc d’établir que cette suite est aussi constante à partir d’un certain rang 
modulo m. Pour ce faire, on va utiliser le théorème d’Euler : 2^m) = 1 (mod m).2
Comme <p(rri) < n, l’hypothèse de récurrence s’applique : si on note an = 22 ,
où la dernière expression contient n fois le nombre 2, on peut trouver un entier p 
tel que

ai = aj (mod p(rri))

pour tous z, j p. Si on écrit aj = ai 4- ap(m), où ce G Z, on aura

= 2ai (2^)a = 2ai (mod m).

Ceci montre que la suite 2, 22, 22\ ... est constante à partir d’un certain rang 
modulo m.
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D’après le théorème chinois, le système de congruences

{x = a (mod 2Z),
x = b (mod m),

admet une unique solution modulo 2* lm = n. Le résultat en découle imméd­
iatement.

37. a) Il suffit de prouver que n2 ne peut pas s’écrire comme la somme de n2 — 13 
carrés parfaits. Si en effet n2 = a2 4-a2 4------Fa22_13 a^ors on doit avoir 1 a* 3,
i = 1, 2,..., n2 — 13 si bien que

n2 = 12 + —-Fl2 + 22 + — + 22 -F32 4—:+ 32, 
p termes q termes r termes

avec p -F q 4- r = n2 — 13. Il s’ensuit donc que p -F 4g -F 9r = n2, ce qui implique 
que 3g -F 8r = 13, ce qui est impossible.

b) On montre que 13 est le plus petit n tel que S (ri) = n2 — 14. En effet, les 
seuls carrés parfaits <169 qui sont la somme de deux carrés parfaits sont 25 et 
100 et il est facile de vérifier qu’ils ne peuvent pas s’écrire sous la forme d’une 
somme de trois carrés parfaits, i.e., S(5) = 5(10) = 2.

De plus, pour montrer que S(13) = 132 — 14 = 155, il faut prouver que 169 
peut s’écrire comme la somme de k carrés parfaits pour 1 k 155. Pour ce 
faire, on remarque que (2r)2 = r2 -F r2 -F r2 -F r2. Ainsi, si n2 est somme de k carrés 
parfaits dont (2r)2, alors n2 peut s’écrire comme la somme de A; 4~ 3 carrés parfaits.

Comme 169 = 82 4- 82 -F 42 -F 42 -F 32, il s’ensuit que 169 est somme de 2 -F 3t 
carrés parfaits pour tout t tel que 1 t 53. Par ailleurs, si on remplace 32 par

36. Soit p le plus petit nombre premier ne divisant pas n. On a alors a± = 1, 
ak — n — 1 et «2 = P- On désigne par r la différence a+i  — ai, i — 1,2,..., k — 1, 
qui est donc égale à p — 1.

*

Si n est impair, alors a2 = 2 et r = 1. La progression (a*)*  est donc 1,2,..., n — 
1. Comme, pour q < n, (q,n) = 1, il s’ensuit que n est un nombre premier.

Si maintenant n est pair, p 3. Si p = 3, alors r = 2, et la progression (a*)*  
est 1,3,5,..., n — 1. Comme, pour tout q < n impair, (q, ri) = 1, il s’ensuit que n 
est une puissance de 2.

Le cas p > 3 est impossible : en effet, si tel est le cas, n serait un multiple de 3. 
On a par ailleurs ak = ai + r(k — 1), ce qui implique que n — 1 = 14- (p — l)(k — 1). 
Ainsi, p — 11 n — 2.

Il s’ensuit que tout nombre premier q divisant p — 1, serait diviseur à la fois de 
n — 2 et de n (car q < p). Il s’ensuit que p — 1 = 2l, l E N, soit encore p = 2l -F 1. 
Or, p étant premier, l n’admet aucun diviseur impair, i.e., p — 22 -Fl, t E N.

On a donc a3 = ai -F 2r = 1 -F 2(p — 1) = 2p — 1 = 22*+1 -F 1, et donc 3 divise 
a3. Comme 3 divise n, on a une contradiction avec (a3,n) = 1, ce qui conclut la 
preuve.
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22 + 22 + l2, le même argument montre que 169 peut s’écrire comme la somme de 
1 + 3t carrés parfaits pour tout t tel que 2 t 56. Enfin, de 169 = 122 + 42 + 32, 
il s’ensuit que 169 peut s’écrire comme la somme de 3t carrés parfaits pour tout 
t tel que 1 t 51. Il suffit maintenant pour conclure de montrer que 169 est la 
somme de quatre carrés parfaits, ce qui est vrai : 169 = 102 + 82 4- 22 + l2 par 
exemple.

c) On démontre que si S(n) = n2 — 14, alors S(2n) = 4n2 — 14. On part 
toujours de la remarque (2r)2 = r2 + r2 + r2 + r2, ce qui implique que (2n)2 
peut s’écrire comme la somme de 1, 2,..., 4n2 — 56 carrés parfaits, soit encore 
S(2n) 4n2 — 56. Or, 4n2 peut s’écrire comme la somme de 3n2 + k carrés
parfaits, avec l^fc^n2 — 14:

4n2 = l2 + l2 +-----F I2, + n2
3n2 termes

i2ii2i i i2 i 2 i ! 2= 14-14------F F + 4------ 1- ak.
3n2 termes

Comme n 13, on a 4n2 — 56 > 3n2, ce qui montre que S(2n) = 4n2 — 14 et 
termine la démonstration.

38. Il est facile de constater que n = 3 est une solution. Montrons que c’est la 
seule. Toute solution n s’écrit sous la forme n = 3kl, où k est un entier 0 et l 
est un nombre premier avec 3. On a alors

fc—i
2" + 1 = (21 Il * */ + 1 = (2l + 1) JJ ((2342 - 23'z + 1)-

2=0 V

Cette identité se découvre en examinant les petites valeurs de k : x3 4- 1 = 
(a;4-l)(j:2—#4-1), æ94-1 = (æ34-1) (x® — æ34-1) = (æ + 1)(æ2 — æ+1) (xQ — æ3 + 1), 
et ainsi de suite.

On montre maintenant que, pour tout entier impair q, 22q —2Q4-1 = 3 ( mod 9) : 
en effet, ceci équivaut à 22ç-1 — 29-1 — 1 = 0 (mod 9). Or, si q = 2t 4-1, où t est 
un entier, alors ceci se réécrit sous la forme 24t+1 — 22t — 1 = 0 (mod 9). Comme 
par ailleurs 24f+1 - 22t - 1 = (22f+1 + 1) (22t - 1), et 3 | 22t - 1, 22*+1 + 1, on a 
acquis le résultat désiré.

Il s’ensuit que 3fc divise ((23 Z)2 — 234-1), mais pas 3fe+1. On en déduit 

que 3k | 2l + 1, mais puisque 9 ne divise pas 2l 4- 1 (car (Z, 3) = 1), il s’ensuit que 
les seules valeurs possibles de k sont 0 ou 1.

Il reste maintenant à prouver que l — 1. Si on avait Z > 1, on pourrait considérer 
l’un de ses facteurs premiers, disons p. On a donc forcément p 5 puisque Z 
est impair et premier avec 3. On a alors 2n = — 1 (mod p), soit encore 22n =
1 (mod p). D’un autre côté, on a d’après le petit théorème de Fermât 2P-1 = 
1 (mod p). On en déduit que p | 2^ — 1, où J = (p — 1,2n). Comme (p — 1,1) = 1,
6 doit diviser 6. Ceci limite les valeurs possibles de p aux diviseurs premiers de 3,
7 ou 63. On a donc forcément p = 7.
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Il suffit maintenant pour conclure de montrer que 7 ne divise pas un nombre 
de la forme 2n + 1. Or, ceci est immédiat puisque 23 = 1 (mod 7), ce qui montre 
que les restes possibles de la division de 2n + 1 par 7 sont 2, 3 ou 5.

39. On commence par démontrer qu’il existe un entier positif k tel que k • 2n -F 1 
est composé pour tous les termes n d’une progression arithmétique.

En effet, si (a + bm)est une telle progression, avec 0 + a < b, on considère 
un diviseur premier p de 2b — 1 et on prend

k = — 2b~a (modp).

On a donc, si n = a + bm,

k • 2n -F 1 = -2b~a2a^brn + 1 = 0 (mod p),

d’où le résultat souhaité.
Pour démontrer le résultat de l’énoncé, il suffit de construire une suite finie 

de triplets (pi,ai,bi) telle que 0 cq < bi, 2bi =1 (mod p/ où les pi sont des 
nombres premiers distincts, et telle que tout entier n satisfait à l’une au moins 
des congruences n = ai (mod bi) : en effet, il suffirait alors d’utiliser le théorème 
chinois pour affirmer que le système de congruences k = —2bi~ai (mod p/ admet 
au moins une solution k.

Pour que tout entier n satisfasse à l’une au moins des congruences n = ai ( mod 
b/, il suffit de prouver que tout n, 0 < n [&i, b2,...] — 1, l’une au moins des 
congruences n = ai (mod bi) est vérifiée. Si on prend comme plus petit commun 
multiple des bi le nombre 24, on a les choix suivants pour bi : 2, 3, 4, 6, 8, 12 et 24. 
Le choix d’un bi peut interdire le choix d’un autre nombre puisque les Pi doivent 
être distincts. Après quelques tentatives, on arrive à une solution possible :

bi 2 3 4 8 12 24
ai 0 0 1 3 7 23
Pi 3 7 5 17 13 241

40. Pour n = 3, on peut prendre rr3 = y3 = 1.
Supposons maintenant qu’il existe des entiers positifs impairs xn et yn tels que 

7x2 + p2 = 2n. On va prouver que pour chacun des deux couples

f az *̂ n Z/n v 17^n Pn | \ v _  \xn yn |   7xn + pn \
VX-“~2— ’ Y~ 2 J et V 2 ’ Y~ 2 )

on a 7X2 + Y2 = 2n+1 : en effet,

7(j:n±ÿra)2 + (7x„Zÿn)2 = 2(7a;2 +y2) = 2 x 2n = 2n+1.

Comme xn et yn sont impairs, i.e., xn = 2k + 1 et yn = 21 + 1 (k, l entiers), 
xn + yn | xn yn | 1771 • x 1, i 1alors----------= k + l + 1 et 2— l\, ce qui montre que l’un des deux
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xn + yn xn yn\ .*...,  . . .nombres---- -----et------ - -----est impair. Ainsi, il existe des entiers impairs xn+i
et î/n+i tels que 7^2+1 4- y2±i = 2n+1, ce qui conclut la récurrence.

41. lere solution. Cette solution a valu un prix spécial à Emanouil Atanassov.
On raisonne par l’absurde et on suppose qu’il existe des couples (a, b) E (N*) 2 

tels que (a2 + 62)/(l 4- ab) soit un entier mais pas un carré parfait. De l’ensemble 
de tous ces couples, choisissons un couple tel que max (a, 6) est minimal. Posons 
enfin k = (a2 4- 62)/(l + ab). On a alors a/ b puisque a = b donnerait k < 2, d’où 
k = 1 qui est un carré parfait. Sans nuire à la généralité, on peut supposer que 
a > b. L’équation

a2 4- b2 — k(l + ab) = a2 — kba 4- (b2 — k) = 0

d’inconnue a possède deux racines. Si on désigne par af l’autre racine de cette 
équation, alors (a')2 4- b2 = k(a'b 4-1), et

b2_k b2_k
a =--------< —-— < b

a b

si bien que max (a', b) = b < a = max (a, 6), d’où la contradiction.
2ème solution. Soient a et b deux entiers strictement positifs tels que (a2 4- 

62)/ (1 + ab) = n soit un entier. Si a = b, alors a = b = 1 et l’assertion à prouver est 
évidente. Supposons donc que 1 < b < a, et posons ai = 6 et a2 = a. On définit 
maintenant la suite (ak)ke% indexée par Z de la manière suivante :

û/c+2 — nak+i tik 
<

afc = nak-^-i - afc+2

si k 1, 
si k < 0.

On a alors, pour tout k E Z,

afc+2 + Qfc+1 

ttfc+2ttfe+l 4-1

Par ailleurs, comme n > 1, la suite (flkïkez est strictement croissante, et donc 
lim ak = — oo. Comme n est strictement positif, il résulte de la dernière formule k—>—oo

qu’il ne peut exister d’indice i tel que ai > 0 et a*_i  < 0; la suite (afc)fcez doit 
donc forcément passer par 0. Si alors a*~i  = 0 pour un certain indice i, on obtient 
n = a2, d’où le résultat.

Note. Il n’est pas très difficile d’adapter la première solution pour établir 
la généralisation suivante : si a, b, c sont trois entiers naturels non nuis tels que 
0 < a2 4- b2 — abc < c, alors a2 4- b2 — abc est un carré parfait (dans le problème 
initial, on avait a2 4- b2 — abc = c).



3
SUITES ET POLYNÔMES

Dans un souci de clarté, et afin d’éviter toute solution astucieuse mais artifi­
cielle, on a décidé de présenter ici au lecteur désireux d’approfondir ses connais­
sances sur les suites et les polynômes un petit nombre d’idées et de résultats 
pouvant s’avérer utiles dans les olympiades nationales et internationales.

On commence par examiner quelques propriétés générales concernant les suites 
numériques avant de se concentrer un peu sur la suite de Fibonacci, suite faisant 
sans cesse son apparition dans les compétitions mathématiques. On définit en­
suite l’anneau K [X] des polynômes à coefficients dans un corps commutatif K 
et on étudie ses propriétés « arithmétiques ». On s’intéresse enfin aux polynômes 
irréductibles lorsque K = C, R ou Q, ainsi qu’aux problèmes d’interpolation.

3.1. Les suites numériques

Une suite numérique est une application de N (ou parfois N*)  dans R ou C que 
l’on note souvent (un)n^ au lieu de

u: N 
n

R (ou C) 
u(n).

3.1.1. Limite d’une suite. On dit qu’une suite numérique (un)ne^ converge vers 
l si :

W > 0, 3X E N, Vn E N, (n N => \un - l\ ô).

I est alors appelé limite de la suite (an)nEN-

Théorème. Si une suite numérique (un)ne^ converge vers Zi et vers I2, alors 
h = z2.

♦ Preuve. Si Zi / Z2, posons S = -|Z2 — Zi|. Puisque (un)nE^ converge vers Zi et
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vers Z2, il existe Ni, N2 G N tels que :

Vn G N, Ni |^n 11 | <
|^n Z21 + é.n + N2

Si N = max (Ni, N2), alors

et il s’ensuit que

\un - Zi| < ù, 
\un — h\ < à,

\h — h\ \h, ~ un\ + \un ~ h| < 2ô = \l2 — Zi|,

d’où la contradiction.
□

On utilisera désormais le symbole lim un pour désigner la limite de la suite z x n—>4~oo
vMnçN-

Théorème, (théorème d’encadrement) Soient (un)ne^, (vn)neN et (wn)nE^ trois 
suites réelles telles que :

( 27V G N, Vn G N, (n^N => un^vn^wn),
1 (^n)neN et (wn)neN convergent vers une même limite l.

Alors (an)ner< converge également vers l.

♦ Preuve. Soit Ô > 0 ; il existe Ni, N2 G N tels que :

VnGN,
Vn G N,

(n^ Ni 
(n^N2

\un - l\ ô),
|wn -1\ ô).

On pose alors Nq = max (N, Ni, N2), et il s’ensuit que pour tout n G N :

n Nq —6 + un — l + vn — l + wn — l + ô => \vn -l\^S,

ce qui implique que (vn)neN converge et a l pour limite.

On établit sans peine le théorème suivant :

Théorème. Soient (un)neN, (un)neN deux suites convergentes, et a un réel quel­
conque. Si lim un — l et lim vn = l', alors n—>4-oo n— 1

lim Un + Vn — l + Z', lim unvn = II'.lim aun = al, —>4-00
Si de plus lf t/z 0, alors vn 0 pour n assez grand et

1. 1 1 i. 'dnhm — = —, lim —n—>4-oo Vn l' n—>4-oo Vn
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On dit qu’une suite réelle (un)ne^ est croissante (resp. strictement croissante) 
si :

Vn G N, un (resp. <) un+i,

et on dit qu’elle est décroissante (resp. strictement décroissante) si :

Vn G N, un (resp. >) nn+i.

On dit qu’une suite (un)n€N est périodique de période m G N si :

Vn G N, — un.

Théorème. Toute suite réelle croissante (resp. décroissante) et majorée (resp. 
minorée) est convergente.

♦ Preuve. Soit (an)ne^ une suite réelle supposée croissante et majorée, quitte à 
la remplacer par son opposée. L’ensemble {un | n G N} est alors une partie de R 
non vide et majorée; il admet donc une borne supérieure, notée l.

Soit S > 0. Par définition de la borne supérieure, il existe N G N tel que :

l — ô Un + Z.

Il s’ensuit que

Vn G N, (n > N => l — ô C un + uri < l => \un — Z| < 5),

ce qui implique lim un = l.n—»H~oc □
♦ Exemples.
1. On définit la suite (an)nGN  par :*

La suite (un)nGN*  est croissante, et
-i "i 71 71 -j1 1 v—1 1 / l l \ ~«n = l+22+--- + ^^l + g^r7Iy = l + g(FrI-J<2.

et il s’ensuit que (un)n<^*  converge vers une limite 2.
2. Soit la suite (xn)ne^ définie par :

J xo = 0,
[ xn+l = y/4 + 3xn, n = 0, l, 2,...

Il est facile de voir par récurrence que 0 xn < 4, Vn G N. Il en résulte que 
xn+i > xn pour n G N, et donc que (rrn)neN converge vers une limite que l’on note
l. On a alors

l = \/4 + 3Z => Z = -l ou Z = 4,
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et la valeur admissible est la valeur positive. La suite (æn)neN converge et admet 
pour limite 1 — 4.
3.1.2. Suites adjacentes. Deux suites réelles (an)nEN, (vn)neN sont dites adja­
centes si ('an)neN est croissante, (vn)nen est décroissante et lim (yn — un) = 0.n—>+oo

Théorème. Si deux suites réelles (un)n&^, (vn)n€N sont adjacentes, alors elles 
sont convergentes et ont la même limite. De plus, si l est la limite commune de 
ces deux suites, alors :

Vn G N, un un+i l Vn+i < vn.

4 Preuve. On pose, pour tout n G N : wn = vn — un. La suite (wn)n€N est alors 
décroissante car :

Wn+l - Wn = (îM+1 ” Vn) ~ OW1 - un) 0.

Comme cette suite converge vers 0, on déduit que pour tout n G N, un vn.
Il s’ensuit que

Vn G M, Ufi vn.

D’un autre côté, (an)nEN est croissante majorée par vq, donc converge vers une 
limite notée l. De même, (un)neN est décroissante minorée par uq, donc converge 
vers une limite notée Z'. Mais comme lim wn = 0, il s’ensuit que Z = lf, de sorte n—>+ooque :

Vn G N, un un+1 < Z < vn+1 < vn.

□
♦ Exemples.
1. On considère les deux suites (un)neN*  et (^n)neN*  définies par :

, 111 1
7/n — 1 4- TT + TT H-----4—r ; vn — un-\-------- -.1! 2! n! n • n!

Il est clair que (un)ne*̂  est strictement croissante et que lim (u. 
De plus, i n^+°° 

Vn e N”, vn+i -vn- ———-——y 
n(n 4- l)(n 4- 1)'

et donc (un)n€*̂  est strictement décroissante.
Ainsi, les deux suites (un)neN*  et (un)n€N*  sont adjacentes. Leur limite com­

mune est notée e, base des logarithmes népériens.
POn se propose de démontrer que e est irrationnel : en effet, si e = -, (p, q) G 

N*  x N*,  alors

uq < e < vq P 1Uq < < Uq 4“ r
Q F

g!ng <p(q- 1)! < q'uq 4- -,

où q\uq est un entier, d’où la contradiction.
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2. Soient a et b des nombres réels vérifiant 0 < a b, et (un)nep< et (vn)neN les 
suites positives définies par les relations de récurrence :

t------  un + vn++i = YUnvn, vn+1 =---- ----- , n = 0,1,2,...£

avec uq = a et Vq = b.
Remarquons d’abord que uq + üq et que pour n G N,

i------ un 4~ vn
^n+l — v'^n'^n — ^n+1*

• On s’intéresse maintenant à des récurrences linéaires du second ordre à coeffi­
cients constants :

Vn G N, Un+2 = aUn-1-1 + bun, (3.2)

où (a, 6) G C2.
On commence par rechercher des solutions de la forme un = rn, n G N. La 

suite (rn)nen est solution si et seulement si :

r2 — ar — b = 0.

Cette équation du second degré, d’inconnue r G C, est appelée l’équation ca­
ractéristique associée à l’équation de récurrence.

Il s’ensuit que la suite (un)neN est croissante et que la suite (an)neN est 
décroissante.

D’un autre côté, (un)n€^ est croissante majorée par vq donc converge vers une 
limite que l’on note l±. De même, (an)nen est décroissante minorée par uq donc 
converge vers une limite notée Z2. Comme

Un 4“ Vn vn+l - - ,

il s’ensuit que Zi = Z2. Ainsi, les suites (un)nGN et (un)nen sont adjacentes, et leur 
limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b.
3.1.3. Suites récurrentes. On s’intéresse dans ce paragraphe aux suites définies 
par des récurrences affines du premier ou du second ordre à coefficients constants.
• Soit (un)neN une suite pour laquelle il existe (a, b) G C2 tel que :

Vn G N, an+i = aun 4- b. (3.1)

- Si a = 0, alors Vn G N, un = b.
- Si a = 1,alors Vn G N, un = uq + nb.

b
- Si a / 0 et a / 1, on a an+i = aun + b <=> vn+i = avn, où vn = un + -—

Il s’ensuit que
Vn G N, un = an(u0 4---- -------------—

\ a — 1/ a — 1
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- Si l’équation caractéristique admet deux solutions distinctes ri et r2 dans C, 
alors toute solution se met sous la forme :

Vn e N, un = ar™ + (3.3)

En effet, l’ensemble des suites solutions est un espace vectoriel en bijection avec 
C2 par l’application linéaire (an)nen 1—► (ao,ai), donc il est de dimension 2, et 
((pi)n€N, (p2 )neN) en est une base.

1. Édouard Lucas (1842-1891), mathématicien français.

- Si l’équation caractéristique admet une solution double r G C, alors toute 
suite solution se met sous la forme :

Vn G N, un = a • rn + /3n • rn = (a + /3n)rn. (3.4)

En effet, ((rn)neN, (arn)ne^) est une base de l’espace vectoriel des suites solu­
tions.
• Etudions enfin les récurrences affines du second ordre. Soit (an)nGN une suite 
pour laquelle il existe (a, b, c) G C3 tel que :

Vn G N, an+2 = aan+i + bun + c. (3.5)

- Si a + b / 1, on a nn+2 = ann+i + bun 4- c <+=+> an+2 = avn+1 + bvn, où
vn = un 4------- ------ , ce qui résout le problème.

a 4- b — 1
- Si a + b = 1, on se ramène à une récurrence affine du premier ordre en 

considérant la suite (an)nEN, définie par Vn G N, vn = an+i — un.
♦ Exemples.
1. (Problème des tours de Hanoï) On dispose de trois tiges verticales, sur l’une 
d’entre elles sont enfilés n disques, aucun n’étant posé sur un plus petit. On veut 
transférer ces disques de la tige où ils se trouvent jusqu’à une autre tige, en respec­
tant la condition de les prendre un par un et ne jamais en poser un sur un disque 
plus petit. Quel est le nombre minimum des manipulations nécessaires pour refor­
mer la pile sur une autre tige ?

Fig. 3.1.

Ce problème a été popularisé par Édouard Lucas1 qui l’a formulé et étudié en 
1883. Si la pile initiale contient n disques (n > 1), on désigne par an le nombre 
recherché. Il est alors immédiat que ai — 1 et a2 = 3.
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Si la tige initiale contient n disques, on doit commencer par transférer les 
n — 1 premiers disques en an-i manipulations vers une autre tige. On transfère 
ensuite le dernier disque vers la seule tige vide, puis on déplace les n — 1 disques 
précédemment transférés vers cette tige en an_\ manipulations. Il s’ensuit que :

Un = T 1,

ce qui se résout sans peine :

an = 2n-1 + 2"-2 + • • • + 2 + 1 = 2n - 1, n = 1,2,...

3.1.4. La suite de Fibonacci. La suite de Fibonacci2 est définie par :

2. Leonardo Fibonacci (1175-1230), mathématicien italien.
3. Jacques Binet (1786-1856), mathématicien français.

Fo = 0, Fx = 1,
Fn — Fn-x H- Fn-2 si n 2,

Les premiers termes de cette suite sont : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 
89,... Ces nombres sont appelés les nombres de Fibonacci.

L’équation caractéristique associée à cette relation de récurrence est : r2 — r — 
1 = 0, dont les racines sont

Il s’ensuit que

Vn G N,

où a et b sont tels que

a + b — 0,

On en déduit la formule de Binet3 : pour tout n G N,

(3-6)

Quelques conséquences de la formule de Binet. Si on pose a = (l + %/5)/2 
et fl = (1 — a/5)/2, alors

Fn n = 0,1,2,...

d’où,
Fn+k _ an+k - fln+k

Fn an - fln 
an+*{l  _ (^/a)«+fc} 

a"{l - (/?/«)”}
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Comme \/3/a\ < 1, il s’ensuit que lim (fl/a)n = 0, et donc
n—>+oo 

lim 
n—>+oo Pn (3-7)

pour tout entier positif fixé k.
D’un autre côté, si n est un entier positif alors

= #2n- (3-8)

Cette formule est due à Cesaro4 et on va la démontrer à l’aide de la formule 
de Binet :

4. Ernesto Cesaro (1859-1906), mathématicien italien.

Mais, comme a2 — a — 1 = (32 — (3 — 1 = 0, on en déduit que :

Jh Les formules de sommation. On établit facilement par récurrence les for­
mules suivantes :

n n n
7+ = F„4-2 — 1, y Fik+l — F2n+2-
k=l fc=0 fc=0

(3-9)

Jh Une approche matricielle. On considère la matrice :

1 1
1 0Q =

Fz Fi \
Fi Fq J

On prouve immédiatement par récurrence que

Qn Fn+1 
Fn

Fn 
Fn-1

1,n

ce qui permet d’établir plusieurs identités faisant intervenir les nombres de Fi- 
bonacci. En particulier, si det A désigne le déterminant d’une matrice carrée A, 
alors

det = (det Q)n = (—l)n,

ce qui conduit à l’identité

Fn+xFn-i- F2 = (—!)”, (3.10)
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qui peut aussi être établie directement par récurrence.
D’un autre côté, Qn • Qm-1 = Qm+n-1, ce qui s’écrit encore :

Fn+l Fn | ( Fm Fm—1 \   ( Fmj-n Fm+n—1
Fn Fn—i J y Fm—i Fm—2 J y Fm-i-n—i Fm+n—2

soit encore
Fmj-n = Fm-lFn+FmF^] (3.11)

valable en fait dès que m 1 et n 0.
En particulier, pour m = n + 1, n 0 :

F2n+1 = F2+F2+1. (3.12)

A Propriétés arithmétiques des Fn.

Théorème. Si m divise n (m G N*  et n G N), alors Fm divise Fn.

♦ Preuve. En effet, fixons m 1 et faisons une récurrence sur k 0 afin de 
prouver que Fm divise Fkm-

Supposons donc que Fm divise Fkm pour un certain k 0. Comme,

-Z^(/c+l)m = Fm—lFforn + FmFkmj-lj

il s’ensuit que divise F(fc+1)m, d’où le résultat.
□

Théorème. Soient m et n deux entiers strictement positifs. On a alors

(Fm,Fn) = F(m<n). (3.13)

♦ Preuve. Comme (m, n) | m et (m, n) | n, alors F(m?n) | Fm et F(m,n) | Fn, et il 
s’ensuit que

Fçm,n) I (Bm,En).

D’un autre côté, le théorème de Bézout assure l’existence de deux entiers u et 
v tels que :

um + vn = (m, ri),
et, quitte à intervertir m et n, on peut supposer u + 0 et donc v 1, ce qui permet 
d’écrire

Fvn = Fçm^n^iF—um + F^^F-um-^-i.

Puisque (Fm, Fn) | Fvn et (Fm, Fn) | F_um, il s’ensuit que

(Fm,Fn) \F(

Par ailleurs, comme Fn+iFn_i — F2 — (—l)n, on a en particulier (Fn, Fn+i) = 1 
pour tout n G N. Il en résulte que

(Fm,Fn) |
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ce qui donne le résultat recherché.
□

EXERCICES

1. La suite ao, ai,, an est telle que

aQ = an = 0,
afa—i 2ak 4~ Uk-\~i 0, k — 1, 2,..., n 1.

Prouver que ak 0 pour tout k E {0,1,..., n}.

2. Déterminer l’ensemble des valeurs de xq, x± E R pour lesquelles la suite (o;n)neH 
définie par :

Xn—lXn . 1
^n+1 = Z---------- Z--- , n 1,3xn—i 2xn 

contient une infinité d’entiers positifs.
(Olympiades autrichiennes-1986)

3. Soit (an)neN  la suite définie par :*

ai = 1,
an+i — 1 -F aia2 * ■ * u**,  n — 1, 2,... 

n
On pose Sn = 1/uk- Calculer lim Sn.n—>-|-ook=l

4. La suite (an)nEN est définie par :

ao =0, ai = 1, 
an = 2an—i 4- an_2, n 2.

Prouver que 2k divise an si et seulement si 2k divise n.
((Proposé à (OIM-1988)

5. Soit (an)nçN  la suite définie par :*

an = |_y(n 4- l)2 4- n2j , n = 1, 2,...
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a) Montrer que l’équation (x + l)2 + x2 = y2 admet une infinité de solutions 
dans N x N.

b) Montrer qu’il existe une infinité d’indices m tels que am+i — am > 1.
((Proposé à l’OIiM-1988)

6. Trouver une suite uq. ûq,... dont tous les termes soient strictement positifs et 
telle que uq = 1 et an — an+i = an+2 pour n = 0,1,2,... Montrer qu’une telle 
suite est unique.

7. Soit (an)nEN  une suite dont tous les termes sont des réels strictement positifs 
et tels que ak — 2ak+i + Ufc+2 0 et 1 pour tout k G N.  Prouver que 

*
*

\/k G N*, 0 ak —
_2_
F’

((Proposé à l’OKM-1988)

8. Soient a et b deux réels strictement positifs. Déterminer toutes les fonctions f 
de R+ dans vérifiant l’équation fonctionnelle :

\/x G R+, f(f(x)) 4- af(x) = b(a + b)x.

((Proposé à l’OI(M-1992)

9. Une suite (rrn)neN est définie comme suit :

' xq = 1989,
-1989

Xn — n

n— 1

n = 1,2,...

1989
Évaluer la somme 2nxn.

n=0 ((Proposé à l'OI(M-1989)

10. Une suite (ftn)neN*  est telle que :

Vm, n G N*,
1

am 4- an am_|_n ■ .
m 4- n
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Prouver que (an)neN*  est une progression arithmétique.
(Olympiades russes-1989)

11. Soit (an)neN  une suite de réels strictement positifs telle que*

Vn E N*,  — un + 1.

Prouver que la suite (an)neN*  contient des termes irrationnels.

12. Prouver que les suites (an)neN  et (6n)neN  définies par : * *

sont complémentaires dans N*,  autrement dit que leurs ensembles de valeurs res­
pectifs forment une partition de N*.

((Proposé à l'OKM-1988)

13. La suite (an)ne^  est définie par*

an u
ui — 1, Un+i — H- , n < 1. 

n Un

Prouver que [a2 J = n pour tout n 4.
(Olympiades bulgares-1996)

14. Soient A et E deux sommets diamétralement opposés d’un octagone régulier 
convexe. Un pion qui peut occuper tous les huit sommets de cet octagone se 
déplace, à chaque coup, d’un sommet à l’un des deux sommets voisins; le pion 
part de A et le jeu se termine quand il atteint pour la première fois le point E. On 
désigne par an le nombre de « parties » distinctes de n coups se terminant en E. 
Prouver que pour tout entier k, k = 1,2,3,...

«2fc-l = 0,

2
où x = 2 4- a/2 et y = 2 — y/2.

Note. Une partie de n coups est une suite de sommets (Pq, Pi,..., Pn) véri­
fiant les conditions suivantes :

a) Po = A, Pn = E ;
b) pour tout z, 0 i n — 1, Pi est distinct de E ;
c) pour tout z, 0 i n — 1, Pi et P +i sont des sommets voisins.*

(Olympiades intemationales-1979/6)
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15. On considère une suite (xn)neN telle que

Xn — 3xn—1 4" 2, ÎZ 1.

Prouver qu’il existe une valeur entière de xq pour laquelle 1988 divise #ioo-
(Olympiades chinoises-1988)

16. Trouver la plus grande valeur de xq pour laquelle il existe une suite xq, x\, 
..., x 1995 de nombres réels strictement positifs vérifiant les deux conditions :

a) Xq = #1995 ;

b) pour tout i, 1 i 1995 ;
2 1Xi—i 4------- — 2xi 4------ •

Xi—i Xi
(Olympiades internationales-1995/4)

17. On considère une suite (<zn)nGN  d’entiers strictement positifs et tous inférieurs 
ou égaux à 1988 telle que am+n divise am+an pour tous m,n G N . Prouver qu’une 
telle suite est périodique à partir d’un certain rang.

*
*

(Olympiades russes-1988)

18. Soient m et n deux entiers (1 + m,n 1981) vérifiant

(n2 — mn — m2)2 = 1.

Déterminer le maximum de m2 + n2.
(Olympiades internationales-1981/3)

19. Pour tout réel xi, la suite (xn)n}i est définie par la relation de récurrence :

Xn+l = Xn (xn + “Y ÎZ > 1.
x nJ

Montrer qu’il existe un et un seul réel xi tel que la suite (xn)n}i vérifie

0 < Xn < Xn+l < 1

pour tout n supérieur ou égal à 1.
(Olympiades internationales-1985/6)

3.2. Les polynômes

3.2.1. L’anneau K[X]. Soit K un corps commutatif. On appelle polynôme à 
coefficients dans K toute suite dans K dont tous les termes sont nuis à partir d’un 
certain rang.
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Pour tous polynômes P = (ûz)ieN et Q = (bi)iE^ à coefficients dans K, on 
définit les polynômes P + Q = (u*-F6*)* gn et PQ — (ci)iE^, où c*  = a*6o  + ^-i^i + 
---- F aobi. Muni de l’addition et de la multiplication ainsi définies, l’ensemble des 
polynômes à coefficients dans K, noté K [X], est un anneau commutatif.

5. Le polynôme xp — x de Z/pZ [X], où p est premier, en est un exemple.

Si P = (a*)*eN  est non nul, le plus grand indice i tel que ai / 0 est appelé degré 
de P, et noté deg(P). Soit n = deg(P), an est alors appelé coefficient dominant 
de P. Un polynôme est dit unitaire si son coefficient dominant est égal à 1. On 
posera finalement par convention deg (P) = — oo si P = 0.

Soit A une K-algèbre (par exemple, le corps K lui-même). A tout polynôme P = 
(a*)*eN  K [X], on associe la fonction polynomiale : A —> A x i—> aiP- 
Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté, on parlera indifféremment de polynôme et de 
fonction polynomiale (cependant, lorsque le corps K est fini, une fonction poly­
nomiale peut être nulle alors que son polynôme associé est non nul5). Dans toute 
la suite, on conservera toutefois la notation aiX% Pour désigner le polynôme 
P = (g*)* gn de degré n.

Les propriétés arithmétiques de l’anneau K [X] ressemblent beaucoup aux pro­
priétés de l’anneau Z, ce qui tient au fait que dans les deux ensembles on dispose 
d’une division euclidienne.
3.2.1.1. Théorème. (Division euclidienne dans K fX]) Soient A et B deux po­
lynômes dans K [X] avec B / 0. Il existe Q et R dans K [X] uniques tels que 
A — BQ + R avec deg(R) < deg(B).

♦ Remarque.
Lorsque le corps K est remplacé par un anneau commutatif unitaire A, on note 

toujours A [X] l’ensemble des polynômes à coefficients dans A. Cet ensemble est 
encore un anneau commutatif, mais ne vérifie pas toutes les propriétés de K [X].

En particulier, la division euclidienne dans Z [X] est licite si le coefficient domi­
nant de B est inversible. Dans le cas contraire, il apparaît en reprenant la preuve 
de la division euclidienne dans K [X] que celle-ci ne peut pas être généralisée dans 
A[XJ.

3.2.1.2. Théorème. (Identité de Bézout) Si P et Q sont des polynômes de 
K fX] premiers entre eux (c’est-à-dire n’ayant comme diviseurs communs que les 
constantes non milles) il existe U, V E K [X] tels que PU -F QV = 1.

De l’identité de Bézout on déduit, comme dans Z, le théorème de Gauss :

3.2.1.3. Théorème. (Théorème de Gauss) Si P, Q et R sont des polynômes de 
K [X] tels que P divise QR et tels que P et Q sont premiers entre eux, alors P

L’analogue des nombres premiers dans Z est ici appelé polynôme irréductible : 
un polynôme P est dit irréductible dans K. [X] si P n’est pas constant et si ses 
seuls diviseurs dans K [X] sont les constantes et les polynômes proportionnels à P 
non nuis.
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3.2.1.4. Théorème. (Théorème de décomposition) Tout polynôme non nul P 
de K [X] se décompose de manière unique, à Tordre des facteurs près, sous la 
forme

P — kP/1 P/2 • • • P/k,

oùk E K*,  ai G N*  et les Pi sont des polynômes distincts unitaires et irréductibles 
dans K [X].

3.2.2. Racines d’un polynôme. On dit que a G K est une racine de P G K[X] 
si P (a) = 0.

3.2.2.1. Théorème, a G K est une racine de P G K [X] si et seulement six — a 
divise P.

♦ Preuve. La division euclidienne de P par x—a donne P(x) = (x — a)Q(x)+R(x) 
avec deg (R) < deg (x — a) — 1. On en déduit que R est une constante valant P (a).

□
♦ Remarque.

a G Z est racine de P G Z[X] si et seulement si x — a divise P dans Z [X] : en 
effet, x — a étant unitaire, il existe Q, R G Z [X] tels que P(x) — (x — a)Q(x)+R(x) 
avec R constante valant P (a).

Une manière voisine pour retrouver ce résultat est d’appliquer le théorème 
précédent avec K = Q. Ainsi, si a G Z est racine de P G Z[X], alors x —-a 
divise P dans Q [X], i.e., il existe Q G Q [X] tel que P(x) — (x — a)Q(x). Posons 
donc P(x) — a0 + a±x + • • • + anxn, avec ak G Z pour 0 k n, et Q(x) — 
bo + bix +---- F 6n_ixn-1. On a alors

bn—i — an,
bn—2 = an—i + abn—i, 

6q = ai + a 6i.

Comme a E Z, il apparaît que Q E Z [X], ce qu’on cherchait à démontrer.
□

On dit que a E K est une racine de P E K [X] de multiplicité m (m 1) si 
(x — a)m divise P et (x — a)m+1 ne divise pas P. On vérifie aisément :

3.2.2.2. Théorème. Si ai, a2,..., ar G K sont des racines du polynôme P E 
K [X], de multiplicités respectives m2,..., mr, alors il existe Q G K [X] tel 
que

P(x) = (x- a/™1 (x - a2)m2 • ■ • (x - ar)mrQ(x). (3.14)

♦ Exemples.
1. Si P G K [X] est de degré n > 1, alors P a au plus n racines; cela est une 
conséquence du théorème précédent et du fait que deg (PQ) = deg (P) + deg (Q).
2. Soit p un nombre premier. Considérons le polynôme P(x) = xp~r — 1 de 
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Z/pZ [X]. D’après le petit théorème de Fermât, P possède les p — 1 racines 1, 2,..., 
p — 1. Il s’ensuit que (on rappelle que Z/pZ est un corps) :

æp-1 — 1 = (x - l)(æ — 2) • • • (x — p 4- 1),

et on retrouve, en comparant les termes constants, le théorème de Wilson : (p — 
1)! = —1 (mod p).

3.2.2.3. Relations de Viète6. Soit P(x) — anxn4an-ixn~1 4------Fao G K [X]
avec an / Ô. Si ai, a2, •.., otn sont les racines de P (il est entendu que chaque 
racine est répétée selon sa multiplicité), alors P(x) — an(x — ai)(x — a2) • - - (x — 
an), et donc

<?k = y «Ù lO<n,

ce qui s’écrit encore :

(3.i5)
ï=1 ï=1

♦ Exemples.
1. En reprenant l’égalité du dernier exemple, valable dans Z[pZ\ 

xp~x _ 1 — (x _ _ 2)... (x — p + 1),

il s’ensuit que, pour p 3 et 1 z p — 2, la somme Ai de tous les produits de z 
éléments du sous-ensemble {1,2,... ,p — 1} de Z est divisible par p.
2. On peut utiliser ce résultat pour démontrer un résultat arithmétique dû à 
Wolstenholme  : le numérateur de la fraction (sous forme irréductible) 7

est divisible par p 3 ; cela tient au fait que l’on a

a Ap—2
b ~ (p - 1)! Ap_2b = (p- l)!a,

avec p | z4p_2 et (p, (p - 1)!) = 1.
On peut même montrer que pour p premier > 3, ce numérateur est divisible 

par p2 : en effet, on a dans Z [X] :

(x — l)(a? — 2) • • ■ (x — p + 1) = æp-1 — H-----+ Ap_i.

6. François Viète (1540-1603), mathématicien français.
7. Joseph Wolstenholme (1829-1891), mathématicien anglais.
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En écrivant la dernière identité pour x = p, il s’ensuit que

(p - 1)! = pî’~1 - Alpp~2 +------Ap_2p + Ap_i.

Comme Ap-± = (p — 1)!, on obtient Ap~2 = P27-2 — AipP-3 +---- F Ap-3p, ce qui
montre (car p 5) que p2 divise Ap_2, d’où le résultat puisque (p2, (p — 1)!) = 1.
3.2.3. Polynômes irréductibles de K[X]. Le problème de l’étude des poly­
nômes irréductibles dans C [X] est complètement résolu grâce au théorème fonda­
mental de l’algèbre8 énoncé par d’Alembert9 et entièrement démontré par Gauss10. 
Ce théorème, que nous ne démontrerons pas ici, peut être énoncé de diverses façons, 
dont : tout polynôme non constant de C [X] possède au moins une racine dans C.

Il s’ensuit que les polynômes irréductibles de C [X] sont les polynômes du pre­
mier degré. Ainsi, tout polynôme non constant P e C [X] se décompose (théorème 
de décomposition) sous la forme :

P(x) — k{x — Qi)(x — a2) • • • (x — an), (3.16)

où «i, o2,..., an désignent les racines (répétées selon leurs multiplicités respec­
tives) du polynôme P dans C, et où k G C*.

Si P est dans R [X], et si a G C est racine de P alors a est aussi racine de P. 
Ainsi, P G R [X] non constant se décompose sous la forme :

r s
P(x) = k JJ (x - ai) JJ (x2 + atx + bi), 

i=l i=l
(3-17)

où k E R*,  ai, a2,..., ar G R, ai, &i,..., as, bs G R et A*  = a2 — 46*  < 0 pour 
i = 1,2,. ..,s. Comme par ailleurs tout polynôme du second degré à discriminant 
négatif est irréductible dans R[X], il s’ensuit que les polynômes irréductibles de 
R [X] sont les polynômes du premier degré et ceux du second degré à discriminant 
négatif.

Dans Q[X], il n’existe pas de caractérisation satisfaisante des polynômes ir­
réductibles. Toutefois, il existe plusieurs techniques permettant d’étudier certains 
cas particuliers. On peut ainsi commencer par rechercher les racines rationnelles 
du polynôme étudié, puis utiliser le théorème 3.2.2.1. Si par exemple P(x) = 
anxn -F an-ixn-1 -F-----Ho C Z [X] (pour étudier l’irréductibilité dans Q [X], il
suffit d’étudier l’irréductibilité de polynômes de Z [X] dans Q [X]), avec an 0 et 

Pa0 0, toute racine - dans Q de P vérifie 
q

i

anpn + an_ipn-1ç H------ 1- ûipq"-1 + a0 qn = 0,

ce qui montre que p divise ao et q divise an. Comme les diviseurs de ao et an sont 
en nombre fini, le problème est théoriquement résolu.

t 8. La démonstration de ce théorème se trouve dans de nombreux ouvrages.
9. Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), mathématicien français.

10. Cari Friedrich Gauss (1777-1855), mathématicien allemand.
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Dans le cas de polynômes de degré 2 ou 3, ceci est particulièrement efficace : 
en effet, il est alors équivalent de dire que le polynôme en question est irréductible 
dans Q [X] ou qu’il ne possède pas de racines dans Q [X].

Dans le cas général, on dispose du critère suivant :

3.2.3.1. Le critère d’Eisenstein . Soit P(x) = anxn 4- • • • 4- a\x + ao un 
polynôme de Z [X]. On suppose qu’il existe un nombre premier p tel que :

11

11. Max Eisenstein (1823-1852), mathématicien allemand.

a) p divise ao, ai,..., an_i ;
b) p ne divise pas an ;
c) p2 ne divise pas üq.

Alors P est irréductible dans Q [X].

♦ Preuve. On commence d’abord par démontrer que P est irréductible dans 
Z [X] : en effet, si Q et R sont deux polynômes non constants de Z [X] tels que 
P(x) = Q(x)R(x), avec Q(x) = qaxa + • • • + ço et R(x) = rbXb 4- • • • 4- ro, alors 
&o = Qopo- Il s’ensuit que p divise qo ou ro, mais pas les deux à la fois (d’après c)). 
On peut donc supposer, sans nuire à la généralité, que p divise Qo et ne divise pas 
ro.

D’un autre côté, p ne divise pas qa, sinon il diviserait an = qarb. Soit alors 
k le plus petit indice i, 1 i a, tel que p ne divise pas qi. On a alors ak = 
qkro + qk-iri + • • • + Comme k < a < n, p divise ak, et donc p divise qkro, 
ce qui impose p | ro, ce qui est contradictoire.

La suite de la preuve repose sur le résultat suivant :

3.2.3.2. Théorème. Si un polynôme P de Z[X] est irréductible dans Z[X], il 
est irréductible dans Q [X].

♦ Preuve. Si P = QR, avec Q et R polynômes non constants de Q [X], alors il 
existe k G N'tel  que kP = QiRi, avec Qi et Ri polynômes non constants de 
Z[X],

*

Soit p un diviseur premier de k ; démontrons que p peut être mis en facteur soit 
dans Qi, soit dans Ri : en effet, dans le cas contraire, posons Qi(x) = qaxa-\----- Fqo
et Ri(x) = rbXb + • • • + ro, et soient j le plus petit indice i, 0 < i < a, tel que p 
ne divise pas qi, et h le plus petit indice i, 0 < i b, tel que p ne divise pas r*.  
Comme p est un diviseur premier de A:, il divise tous les coefficients de QiRi, donc 
en particulier celui de xi+h. Il s’ensuit que p divise qjXh, ce qui est absurde.

□
♦ Exemples.
1. Le polynôme x3 + x2 — 2x — 1 est irréductible dans Q [X] : en effet, il est sans 
racine dans Q (car 1 et —1 sont les seuls candidats).
2. Soit p un nombre premier et P(x) = xp~r 4------ F x + 1 G Z [X]. Montrer que P
est irréductible dans Q [X].
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L’idée est d’appliquer le critère d’Eisenstein au polynôme Q(x) = P(x + 1) :

Q(x) — + ----- - = xp 1 +pxp 2 + (2)^ 3-1-------

Il est alors facile de vérifier que Q satisfait les hypothèses du critère d’Eisenstein 

(on rappelle que p étant premier, p divise pour 1 < k p — 1). Ainsi Q, et 

donc F, est irréductible dans Q [X].
3.2.4. Les problèmes d’interpolation. Soient ao, ai,..., an des scalaires deux 
à deux distincts. On cherche un polynôme P de degré < n tel que

P^-) = bj, j = 0,l,...,n, (3.18)

où 6q, 61,..., bn sont des scalaires donnés.
Remarquons tout de suite qu’un tel polynôme, s’il existe, est unique (la dif­

férence de deux tels polynômes est un polynôme de degré n possédant n + 1 
racines distinctes donc est nécessairement nul).

On présente ici deux formules permettant d’expliciter ce polynôme. La première 
est due à Lagrange12 et la deuxième est due à Newton13.

12. Louis de Lagrange (1736-1813), mathématicien français.
13. Isaac Newton (1646-1727), mathématicien et physicien anglais.

3.2.4.1. Formule d’interpolation de Lagrange. Le polynôme solution du 
problème d’interpolation s’écrit P — k=o bkLk, où

Lk(x) = JT (———Y fc = 0, l,...,n. (3.19)

Ce polynôme est appelé polynôme interpolateur de Lagrange.

♦ Preuve. Les polynômes Lk, k = 0,1,..., n, sont tels que :

Lk(dj) ~ j q
si k = j, 
si kÿéj.

Ceci étant, on a bien bj pour j — 0,1,..., n.
□

L’idée de Newton est de considérer un polynôme P tel que

P(x) = co + ci(æ-ao)+c2(^-ao)(^-ai)4------ \-cn(x - ao)(x - ai) • • • (x-an-i),

où co, Ci,..., cn sont des constantes à déterminer. Le polynôme P ainsi considéré 
est de degré n, et les contraintes P(aj) = bj, j — 0,1,...,n, permettent de 
déterminer successivement les constantes cq, ci, ..., cn. On a en effet Cq = F(ao) = 
bo ; Cl = (bi - bo)/(ai - ao) ; c2 = (——— - ———)/(a2 - ax) ; ...

\<Z2 —0-0 a\— a3J
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3.2.4.2. Formule d’interpolation de Newton. Le polynôme solution du 
problème d’interpolation s’écrit

P(x) = c0 + c1(x-ao) + c2(x-a0)(x-ai)+ 2Q.
---- 1- Cn{x - ao)(x - ai) • • -(x - an-i),

où co, ci,, cn sont des constantes qui s’expriment au moyen des a3 et des bj.

♦ Exemples.
1. Soit P un polynôme de degré < n tel que P(j) = 1 / | Y pour j =
0,1,2,... , n. Déterminer P(n 4-1). / \ 3 J

Le polynôme P est donné par la formule d’interpolation de Lagrange :

k—Q i^k

et il s’ensuit que

p(n + i) = £(-i)nrfc
k=0

0 si n est impair, 
1 si n est pair.

2. Soit P un polynôme de degré < 998 tel que

P(k) = Fk, k = 1000,1001,..., 1998,

où (Fn)n^o est la suite de Fibonacci. Prouver que P(1999) = F1999 — 1.
Ici encore, les valeurs prises par P correspondent à des points régulièrement 

espacés, avec un pas égal à l’unité. Dans ce cas particulier important, les constantes 
intervenant dans la formule d’interpolation de Newton sont assez facilement déter­
minées :

Cj = — AjbQ, j = 0,1,..., n,

où A-7 6q sont les différences successives en bo de la suite 6q , 61, •. •, bn. Ces diffé­
rences sont définies récursivement par : A1*̂  = 6* +i — bi, &?bi = A16* +i — A1*̂  = 
ô*+2  “ 4- bi, etc ...
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Dans le tableau :

bo 61 62 63 ... 6n

Axb0 A1^ A1^ ... A1^
A2b0 A2bx ... A2bn_2

Anb0

les coefficients Cj s’obtiennent à partir des éléments de la diagonale gauche du 
tableau. Le polynôme interpolateur de Newton s’écrit :

(3-21)

x . 17 7 f X Uq\ ,ou Ax6o = 60, I I = 1 et pour 1 < j < a,

(x - ao)(x - a0 - 1) • • • (æ - aQ - j + 1)
j!

Dans le cas particulier de l’exemple étudié, une simplification majeure a lieu. 
Vu la définition de la suite de Fibonacci, le tableau des différences successives
s’écrit :

F1000 F1001 Pi 002 B1003 P1998
F999 P1000 •F1001 P1996

F998 P999

f2

P1994

et on a : 998 
p(æ) = z (

J=0 '

'x - 1000\ „
. 1-^1000—j‘

On est maintenant en mesure de prouver le résultat demandé. Considérons 
le polynôme Q de degré < 999 tel que Q(fc) = Fk pour 1000 < k < 1999. En 
appliquant le même raisonnement que précédemment, on obtient

999 z \= (x - 1000\ „
Q(x) = / , ( )-Fiooo-j>

j=o ' 3 3

ce qui prouve que Q(1999) — 1 + P(1999), d’où P(1999) = F1999 — 1.
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20. Les nombres a, b, c et d sont tels que : 

a = y 4 — y/5 — a, b = y 4 + y/5 — b, c= y 4 — a/5 + c, d = y 4 + a/5 + d.

Calculer le produit abcd.

21. Soit P un polynôme à coefficients réels tel que P(x) 0 pour tout æ G R. 
Prouver qu’il existe des polynômes Pi, P2 E R [X] tels que

P = P% + P22.

22. On considère les polynômes : Pi(x) = x2 — 2 et Pj(x) = Pi(Pj_i(#)) pour 
j = 2,3,... Démontrer que pour tout entier positif n, les racines de l’équation 
Pn(x) = x sont des nombres réels distincts.

(Olympiades internationales-1976/2)

23. Soient üq, ai,..., an~i des réels tels que 0 < ao ai + • • • an-i + 1. Soit 
A une racine du polynôme xn + an-i^n-1 + • • • + a±x + ao vérifiant |A| + 1.

Prouver que An+1 = 1.
(Olympiades chinoises-1992)

24. Trouver tous les polynômes P, autres que les polynômes constants, à coeffi­
cients dans R et tels que

P(x2) = P(x)P(x — 1), dx E C.

(Olympiades roumaines-1995)

25. On se donne 2n réels distincts ai, a2,.. ., an, 6i, b2,..., bn, que l’on utilise 
pour former un tableau n x n dont l’élément situé à l’intersection de la ligne i et 
de la colonne j est ai + bj.

Prouver que si les produits des éléments d’une même colonne sont identiques, 
alors les produits des éléments d’une même ligne sont aussi identiques.

(Olympiades russes-1991)
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26. Soient P et Q deux polynômes non nuis dans C [X]. Prouver que P et Q ont 
les mêmes racines (avec les mêmes ordres de multiplicité) si et seulement si la 
fonction f:C —> R définie par f(z) = |P(z)| — |Q(^)| garde un signe constant ou 
est identiquement nulle.

(Olympiades roumaines-1978)

27. Soit P(z) = zn + c\zn  4- C2Zn  4- • • • 4- cn un polynôme de la variable 
complexe z, à coefficients réels ck- On suppose que |P(z)| < 1.

1 2

Prouver qu’il existe des réels a et b tels que P (a + ib) = 0 et (a2 4- b2 4-1)2 < 
462 4-1.

(Olympiades des États-Unis-1989)

28. Si P, Q, B et S sont des polynômes tels que

P(#5) 4- xQ(x5) 4- x2R(x5) = (x4 4- x3 4- x2 4- x 4- 1)S(æ),

Prouver que 1 est une racine de P.
(Olympiades des États-Unis-1976)

29. Trouver tous les polynômes f à deux variables tels que :
a) pour tous réels t, x, y : f(tx,ty) = tnf(x,y), où n est un entier (/ est 

homogène de degré n) ;
b) pour tous réels a, b, c : f(a + b,c) + f(b 4- c, d) 4- /(c + a, b) = 0 ;
c) /(l,0) = l.

(Olympiades internationales-1975/6)

30. Soit f(x) un polynôme à coefficients rationnels et a un réel tel que a —3q4-1 = 
(/(a))  - 3/(a) + 1 = 0.

3
3

Prouver que, pour tout n 1,

(r(a))3 - 3/n(a) + 1=0,

où/n(x) = /(/(.../(x))).

31. Soit n > 1 un entier. On pose /(x) = xn + 5x"  + 3. Montrer que /(x) est 
irréductible sur Z [X].

1

(Olympiades internationales-1993/1)

32. Montrer que l’ensemble des réels x qui vérifient l’inéquation

A k > 5
x — k 4 fc=i 
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est la réunion d’intervalles disjoints dont la somme des longueurs a pour valeur 
1988.

(Olympiades internationales-1988/4)

33. On se donne m entiers relatifs ai, a2,..., am. Le polynôme P à coefficients 
entiers est tel que, pour tout entier n, il existe au moins un indice i E {1, 2,..., m} 
tel que ai divise P(ri). Prouver qu’il existe un indice k tel que ak divise P (ri) pour 
tout entier n.

(Olympiades msses-1990)

34. On suppose que la suite d’entiers (çn)nGN est telle que :
a) m — n divise qm — qn pour m > n 0 ;
b) il existe un polynôme P tel que \qn\ < P (ri) pour tout n G N.

Prouver qu’il existe un polynôme Q tel que qn = Q(ri) pour tout n G N.
(Olympiades des États-Unis-1995)

35. P est un polynôme de degré 3n tel que :

P(0) = P(3) = • • • = P(3ri) = 2;
P(l) = P(4) = • • • = P(3n - 2) = 1;
P(2) = P(5) = • • • = P(3n — 1) = 0.

Déterminer n sachant que P(3n + 1) = 730.
(Olympiades des États-Unis-1984)

36. Soit P un polynôme non constant à coefficients entiers. Si n(P) est le nombre 
d’entiers k tels que (P(fc))2 = 1, prouver que n(P) — deg (P) < 2, où deg (P) 
désigne le degré du polynôme P.

(Olympiades internationales-1974/G)

37. Si P est un polynôme à coefficients entiers, on désigne par w(P) le nombre de 
ses coefficients qui sont impairs.

Pour tout entier positif i, on pose Qi =*(1  + x/. Montrer que, pour toute 
famille finie d’entiers z'i, i2,..., in tels que 0 Zi < i2 < • • • < in, on a :

W(Qil + Qi2 +-----H Qin) U)(Qi/).

(Olympiades intemationales-1985/3)

38. Soit n un entier > 1. On place n lampes autour d’un cercle et on les numérote 
dans le sens trigonométrique : Lq, Li, ..., Ln-i. Chacune de ces lampes peut être 
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allumée ou éteinte. On considère la situation où toutes les lampes sont allumées, 
et on applique une suite d’opérations : opération 0, opération 1,..., l’opération j 
consistant à changer l’état de la lampe Lj si la lampe Lj-i est allumée, et à ne 
rien modifier si Lj-i est éteinte. Prouver que :

a) il existe un entier strictement positif M(n) tel qu’après M(ri) opérations, 
toutes les lampes redeviennent allumées ;

b) si n est de la forme 2fc, toutes les lampes redeviennent allumées après n2 — 1 
opérations ;

c) si n est de la forme 2k + 1, toutes les lampes redeviennent allumées après 
n2 — n + 1 opérations.

(Olympiades internatioiudes-1993/6)
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1. Supposons qu’il existe un indice k tel que ak > 0, et supposons qu’il soit choisi 
de telle sorte que aj 0 pour tout j tel que j < k. On a alors

Un Un—1 dn—2 Uk CLk—\ 0,

d’où an un-i > • • • > a& > 0, ce qui contredit l’hypothèse an = 0.

2. Si xn = 0, alors xn+\ = 0 et la suite n’est pas définie pour les indices > n 4- 2. 
Supposons donc xn / 0 pour tout n G N, et posons un = Ilxn. Il s’ensuit de la 
relation de récurrence que

Un+2 4" Tü,n = 0.

La solution générale de cette équation de récurrence se met sous la forme :

un = a 4~ 2n/3,

où a et (3 sont des constantes. Si (3 / 0, alors lim \un\ = 4-oo et donc lim xn — n—>4~oo n—>4-oo
0, ce que signifie que la suite (^n)nGN ne prend pas une infinité de valeurs entières. 
Il s’ensuit que (#n)neN contient une infinité d’entiers positifs si et seulement si 
xq — Xi G N*.

3. On remarque que
&n4-l 1 -i \ o--------------= an — 1, n 2
an an

c’est-à-dire un+i — 1 = un(an — 1) pour n 2, soit encore

£ _ 1 1
Un Un 1 Un+1 1

Or, ai = 1, donc

y-A 1 _ | I 1 1 — 2_____
j— ak '-Uk — 1 ak+i — 1J an+i — 1 ’

mais comme lim an = 4-oo, on obtient n—>-|-oo
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4. lere solution. On définit une nouvelle suite (bn)nE^ par :

f 6q = 61 = 2,
J 6n — 26n_1 + bn—2, n 2.

Les suites (an)neN et (6n)nEN s’expriment à l’aide des solutions de l’équation 
caractéristique t2 — 2t — 1 = 0 :

an - 0n 
an =----- > 6n = an + 0n, n = 0,1,2,...,

où a — 1 + \/2 et 0 = 1 — y/2.
Il s’ensuit en utilisant la formule du binôme que :

“ (>(>(>(> ’

- ++)+<:)+■■•

On en déduit que an est impair si n est impair, et que bn est divisible par 2 
mais pas par 4 pour tout n E N. Comme a2n = dnbn, Vn E N, il s’ensuit que

U2km = Umbmb2m ’ ’ ’ b2k-im, Vk, m E N.

Ainsi, la plus grande puissance de 2 divisant an, où n — 2km (m impair), est 
égale à 2k.

2ème solution. En examinant les premières valeurs que prend la suite (an)neN, 
on remarque que

{
Û2n+1 = «n + ^n+1)

û2n = 2an(an + un-i),

ce que l’on vérifie facilement par récurrence. Le résultat demandé en résulte imméd­
iatement (par récurrence).

5. a) On remarque que (x, y) = (3,5) est une solution de l’équation proposée. 
D’un autre côté, si (æq, yo) est solution alors (3a?o + 2z/o + 1, 4#o + 3?/o + 2) est aussi 
solution.

b) Soit k un entier naturel non nul tel que 2k2 + 2k + 1 = y2 et soit

ak = y/2k2 + 2k 4~ 1 = y.

Montrons que ak — ak-i > 1. Pour ce faire, il suffit de prouver que

cife-i = (/k2 + (k - l)2j <y -1 ou y/k2 + (fc - l)2 < y - 1.
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Supposons que y/k2 + (fc — l)2 > y — 1. On a alors 2y 4k + 1 (car y2 = 
2k2 + 2k +1), soit encore Sk2 < 3, ce qui est exclu. Ainsi, ak — ak-i > 1 pour tous 
les entiers strictement positifs k tels que 2k2 + 2k + 1 soit un carré parfait.

6. lère solution. L’équation 1 — z — z2 a une racine positive et une seule :

Ce nombre satisfait aux relations :
i _  2 2 _  3 n+1 _  n-j-2L — Z — Z , Z — Z —Z ,... , Z —Z —Z

ce qui prouve que la suite (zn)nGN satisfait les conditions de l’énoncé.
Soit bo, 6i,... une autre suite satisfaisant aux conditions de l’énoncé. On doit 

avoir
6q — 1, bn bn+i = bn^2, Vn G N.

Posons donc 6i = t ; on a alors 62 = 1 — t, 63 = 2t — 1, 64 = 2 — 3t, 65 = 5t — 3, 
et on vérifie sans peine que, pour n — 1,2,...

62n = F2n-1 — F2nt > 0,
62n-l = F2n~H — F2n-2 > 0, X.

où (Fn)nGN est la suite de Fibonacci. Il s’ensuit que

^2n ± F2nf-i—----- < t < —-------, n = U, 1,2,...

Comme,

il s’ensuit que 61 = z, et que les deux suites (6n)n€N et (zn)neN coïncident.
2ème solution. La solution de la récurrence de l’énoncé s’écrit sous la forme :

an = axn + (3yn, Vn G N,

—1 — -\/5 —1 + \/5
où (a, (3) G R2, x =----------- et y =------ - ----- . Les constantes a et (3 se calculent

2 2
en fonction de ao = 1 et ai, d’où

Vn G N, an = —-— [(y - ai)xn + (ai - x)yn].
y — xL

- Si ai 7^ y, alors (—l)nan —► ±oo suivant que y — ai > ou < 0. Il s’ensuit que 
(fln)neN n’est pas à termes positifs.

- Si maintenant ai = y, alors

Vn G N, an = yn 0, 

**2n+l **2n+2
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et cette suite vérifie bien les conditions de l’énoncé.

7. Montrons que la suite (an)neN  est décroissante : s’il existe un indice k tel 
que ak — a^+i = —a avec a > 0, alors am — am+i < —a pour tout m k (car 
an — an+i > an+i — un+2, Vn G N).  Il s’ensuit que

*

*

8. Notons fn(x) = f(fn * 1(æ)), n = 1,2,... où f°(x) = x et fx(x) — f(x). On a 
donc

fn+2(x) 4- afn+\x) - b(a 4- b)fn(x) =0, n = 0,1,2,...

Le polynôme caractéristique de cette équation est :

y2 + ay - b(a + b) = (y + a + 6) (y - b),

donc
fn(x) = Ai&n 4- A2(—a - 6)n, n = 0,1,...,

où Ai et A2 sont des constantes. Mais comme x = f°(x) = Ai -F A2 et f(x) — 
fr(x) = Ai6 — A2(a 4- b), il s’ensuit que

_ (a + b)x + /(x) _ bx - f (x)
1 a + 2b ’ 2 a + 2b ’

et
1 / b \n

Comme /:R+ —> R+, /n:R+ -+ R+, et donc

7 5 X 2n X x ( b \2n+l
\ —TT ) A2 < Al ( —— ] \a-Eb/ \a~Eb/

uk dm — (uk ^fc+i) + (ak3-i Uk+2) 4~ • * • 4~ (ûm-i um) (yn k)a, 

soit encore
am &k "F (m — k)a, \/m k.

Ainsi, pour m assez grand, am > 1 ce qui est impossible. Ainsi, ak — «fc+i > 0 
pour tout k G N*.

Supposons maintenant qu’il existe un indice k tel que ak — a^+i 2/k2. On a 
alors am — ak — ak±i 2/k2 pour tout m < k, d’où

2 2 2
Um Um+2 "F afc+l (k — TTl ~E

et en particulier,

ai + a2 4- • • • -F ak (1 -F 2 4- • • • 4- > 1 “H kak3_i 1,

ce qui contredit l’hypothèse de l’énoncé.

n = 0,l,2,...
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En faisant tendre n vers +oo, on obtient A2 = 0 (a 4- b > b 0), soit encore 
f(x) = bx, et on vérifie facilement que f(x) = bx est bien solution de l’équation 
proposée.

9. Notons c le nombre 1989. Pour n 2, on a
n—1

nxn =
k=0

ce qui permet d’écrire

nxn — (n — l)xn-i = —cxn—i, zz 2,

et donc
_ (c-n +1\

Xn — I I Xn— 1, 2,
\ n /

soit encore pour 0 + n c,

= (-!)" (c2"±i)feM + 2);-.±zJ)£. w _ (_lf Q

On a donc finalement 
c
^2nxn = c
n—0

£2”(-1)"Q=C(1-2)c = -C.

n=0 ' '

10. Soit k E N  fixé, et soit m un entier strictement positif quelconque. On a alors*
1 

|^m+l 4“ &k 7 . ?
Z7Z 4” 4” -L

/ 1
|^m “F &k+l ^m+k+ll i L i 1 ’

Z7Z 4” 4” -L

ce qui donne
2 2

|(am+1 - am) - (afe+1 - afc)| m + k + 1 <

Il s’ensuit que la suite (tzm+i — am)meN*  converge et a pour limite (a^+i ~ ak)- 
Ceci étant vrai pour tout k E N, il en résulte que

ûm+l Uni ~~ Un+1 Un, VzTZ, Tl E N , 

autrement dit (an)nGN*  est une progression arithmétique.

11. Supposons que tous les termes de la suite (an)nGN  soient rationnels. On peut 
Pn

*
donc écrire pour tout n E N*  : an = — avec (pn,Qn) = 1- Comme 

Qn 

«n+l — On + 1 — Pn + 9n

Qn
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il s’ensuit que q^+i = Qn, n = 1,2,... ce qui implique que qn = 1 à partir d’un 
certain rang no, i.e. an est un entier pour n no-

Soit n no un entier. Si an = 1 alors an+i = \/2, ce qui est exclu. On a donc 
an 2, et il en résulte que an+i < an. La suite (an)n^no est une suite strictement 
décroissante d’entiers positifs et on sait qu’une telle suite ne peut exister, d’où la 
contradiction.

12. Soit m G N  une valeur qui n’est pas prise par la suite (an)nGN  • H existe donc 
n G N  tel que 

* *
*

mais alors

n , x2 / \ 1 n + 1=> - < (m - n) - (m - n) + - ——
3

=> n < 3(m — n)2 — 3(m — n) + - < n + 1
3

=> m < 3(m — n)2 — 2(m — n) + - < m + 1,

par conséquent,
m = 3(m — ri)2 — 2(m — n)

est de la forme 3fc2 — 2k où k G N*.
Le reste de la preuve est un simple argument de dénombrement : il y a d’une 

part exactement n nombres de la forme 3k2 — 2k ne dépassant pas 3n2 — 2n + n = 
3n2 — n. D’un autre côté

/ 2 11— 2n + a jri2 — -n + - I = 3n2 — n 
y o j

puisque

2 2 1
n2 — -n + -

3 2
1 / Q 2 1 / „ 11- et \n2--n + ->\n2-n + - + -=n.
Z V O Z V 41 Z

Il s’ensuit qu’il existe exactement 3n2—2n nombres de la forme [fc+^fc/3+l/2j 
ne dépassant pas 3n2—n. Il en résulte que tous les nombres de la forme 3n2—2n, n G 
N*,  ne sont pas pris par la suite (an)neN* , et qu’il n’y a que ces nombres que cette 
suite ne prend pas.

X Tl13. On pose f(x) = —I—. Comme, 
Tl X

abn
il s’ensuit que f est décroissante sur l’intervalle ]0, n].
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On va d’abord prouver que
/— IL

Vu an . —, ti 3,
V u — 1

en effet, y/3 < a3 = 2 . Si maintenant y/n < an pour un entier
V2 Vu — 1

n 3, alors
«n+i = f(an) C f(y/n) =

et / n n
fln+1 = f(an) > f( r-^-) = > Vn+1,

x v U — 17 v u — 1

14. Comme aucune partie d’un nombre impair de coups ne se termine en E, on a 
«2fc-i = 0, k = 1,2,...

ce qui achève la récurrence.
Il suffit maintenant de prouver que an < Vu 4-1 pour n 4. On a

fln+l = /(On) ^ /(+=) = +==, n^S, 
x v n — 17 V u — 1

ce qui donne

et par conséquent

n — 1 
Un . , Tl 4,

Vu — 2

n - f(„ \ A n~1 \ _ (»~l)2+n2(n-2) 
n+1 n ^Vn — 2/ (n — l)nVu — 2 <C Vu +"2, n 4.

Il s’ensuit que [a2 J = n pour n 5, et on vérifie facilement que [a2J = 4. 14

Fig. 3.2.

D’un autre côté, a2 = 0 et = 2. Afin de pouvoir trouver une relation 
de récurrence pour a2k, on introduit une suite supplémentaire (bn)neN*  Que l’on 
définit comme suit : bn est le nombre de parties de n coups commençant en C et 
se terminant en E.

Partant de A, le pion peut suivre 4 chemins différents lors de ses deux premiers 
mouvements :

A —> B —> A, A —>H —> A, 
A—^B—^C, A—+H—+G.
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Il s’ensuit que
(12k = ^U2k-2 + 2&2/C-2, k = 1,2,...

D’un autre côté, un pion qui part de C' a 3 façons pour effectuer ses deux 
premiers mouvements sans atteindre E

C —> B —> C, C —>D —> C, C —> B —> Æ

Il s’ensuit que
&2fc = 2Ô2fc-2 + U2k-2i k = 1,2,...

On doit donc résoudre le système d’équations de récurrence

0,2k = 2u2fc-2 + 2Ô2fc-2, 
&2fc = 2Ô2fc-2 + U2k-2-

(k = 1,2,...)

Comme a2k+2 = ‘ïavk 4- 2&2fc et û2fc = ^U2k-2 + 2&2fc-2, il s’ensuit que

&2k+2 ~ 4&2k + ^a2k-2 = 0, A = 1, 2, ... ,

ce qui conduit à l’expression

u>2k — a(2 4- y/2)k 4- /3(2 — a/2)\ k^ 1,

où a et (3 sont des constantes :

1 ( 1a = —7= -------7=
V2 V2 + 72 2 —

d’où le résultat.

15. lère solution, (théorème de Bézout) On pose xn = 3npn, n = 0,1,2,... La 
suite (î/n)nGN satisfait à l’équation de récurrence yn = yn-i 4- 2/3n. On a alors

Xn = 3nyn = (x0 + l)3n - 1, n = 0,1,2,...,

et en particulier
æioo = (#o + 1)3100 - 1.

D’un autre côté, on sait qu’il existe deux entiers k et r tels que

3100 = 1988A 4- r, 0 < r < 1988.

Il suffit maintenant de prouver qu’il existe un couple (xo,m) G Z2 tel que

r(xo 4- 1) — 1 = 1988m,

mais comme (1988, r) = 1, le théorème de Bézout assure l’existence d’une infinité 
de tels couples.
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2ème solution, (théorème chinois) On a les équivalences suivantes :

a;ioo = 0 (mod 1988)
3?ioo = 0 (mod 4),

< Æioo = 0 (mod 7), 
37100 = 0 (mod 71) 

37o = 0 (mod 4),
< 37q = 1 (mod 7), 

37q = 29 (mod 71).

En effet, 37ioo = (æo + 1)3100 — 1 et

3100 = (36)16 -34 = 4 (mod 7),

16. La condition de l’énoncé équivaut à

237* 2 - (xi-i 4----+ 1=0,
\ Xi—i /

qui a pour solutions
37^ = —Xi—i et Xi — .

2 Xi-i

On montre par récurrence que, pour i 0, Xi = 2^37^, où ki est un entier 
vérifiant \ki\ i et où £i = (—1)^+* :

- si i = 0 alors ko = 0 et = 1 ;
- si 37^-1 = 2ki~1xe(j~1 avec Si-i = (-l)fc*-i+0-i) et |A-_i| < i - 1, alors 

Xi = 1/xi-i ou Xi = Xi-i/2. Dans le premier cas, ki = -ki-i et Si = —£i-i et 
dans le deuxième cas ki = A^-i — 1 et e* = £i-i. Dans chaque cas, il est immédiat 
que \ki\ i et que Ci = (—1)^+\

On en déduit que 371995 — 2fc37Q, où k = ^1995 et e = (—l)1995+/e. H s’ensuit que 
Xo = Æ1995 = 2fcÆQ. Si k est impair, alors e = 1 et 2k = 1 ce qui est impossible. On 
en déduit que k est pair et donc que

x% = 2k, \k\ 1995.

Il s’ensuit que la plus grande valeur possible de Xq est 2997 (k = 1994). Cette 
valeur est atteinte pour la suite

f£0 = 2997,
<1 1| Xi = -Xi-1, i = 1,2, ...,1994, 3:1995 =--------- .
I 2 371994

3100 = 370.330 = 32 . (34)7 = 9Q . q2 = 45 (mod 71)?

d’après le petit théorème de Fermât et les règles de congruences.
D’après le théorème chinois, le système précédent admet une unique solution 

37q = 1520 modulo 1988.
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17. Soit M la plus grande valeur prise par la suite (an)neN  une infinité de fois, 
et choisissons l’indice no de telle sorte que, pour tout k no, on ait ak < M.

*

On va montrer que tout entier m no tel que am = M est une période de la 
suite (an)n^n0 • en effet, soient i no et m un entier 720 tel que am = M.

- Si a+ m = M, alors M divise a  + am = ai + M, ce qui prouve que ai = M =* *

- Si a+ m < M, alors prenons un indice j no tel que = M. On a*
alors = M (c’est le cas qui vient d’être discuté). D’un autre côté, M divise 
a* +m + aj, et aj M, par conséquent

Ui-\-m H- Uj = Ml.

On a donc aj < M, et puisque = M, alors

ai 4- aj = M,

et il s’ensuit que a*  = ai+m, ce qui achève la démonstration.

18. Un couple (n, m) d’entiers sera dit admissible si m, n E {1, 2,..., 1981} et

(n2 — nm — m2)2 = 1,

c’est-à-dire
n2 — nm — m2 = ±1.

Partant d’un couple admissible (121,722) avec 722 > 1, on pose 723 = 721 — 722. 
Comme

721 (721 — 722) = 722 ± 1 > 0,

il s’ensuit que 721 >722, et donc 723 G {1, 2,..., 1981}.
D’un autre côté,

722 -72272i-722 = (t22 ~ 72i)2 - 722(722 - 721) - 722 = - [t22 ~ (721 - 722)t22 - (721 - 722)2] •

Il en résulte que
722 “ n2?23 — Tl2 = ±1,

et donc (722,723) est également un couple admissible, et on a de plus 722 > 723 si
723 / 1.

On peut réitérer ce procédé pour construire une suite 721,722,..., nk telle que :
a) (72, 72 +i) est un couple admissible pour 2 = 1,2,...,& — 1;* *
b) nk = 1 et ni / 1 pour i = 1,2,..., k — 1.
Comme, par construction,

nk—(î+2) — nk—(î+1) 4" Tlk—i, i = 0, 1, ... ,
nk = 1, nk-i = 2, 
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il s’ensuit que les nombres n^, rik-i,..., n2, ni, sont des termes consécutifs de la 
suite de Fibonacci. En particulier, ni et n2 sont deux termes consécutifs de cette 
suite.

Réciproquement, le procédé qui vient d’être décrit est réversible, ce qui im­
plique que tout couple d’éléments consécutifs de la suite de Fibonacci est admis­
sible (en prenant les deux éléments dans l’ordre qui convient). Les éléments de cette 
suite qui interviennent dans l’exercice sont ceux, inférieurs à 1981, c’est-à-dire :

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597,

d’où le maximum de m2 + n2 = 9872 + 15972.

19. On définit par récurrence la suite de fonctions (/n)neN* •

J fi(x) = x,
|/n+l(æ) = /nO)(/n(æ) + 1), 71 = 1,2,...

de façon à ce que xn soit égal à fn(xi).
On voit facilement par récurrence que fn est strictement croissante, et convexe 

sur (car elle est polynomiale à coefficients positifs). On a également

/n(0)=0, /n(l)>l, 71 = 1,2,...

Comme la condition xn+i > xn équivaut à

x >1-1 
n

on peut reformuler le problème comme suit : montrer qu’il existe un unique réel 
t > 0 tel que, pour tout n 1,

1 - 1 < /n(t) < 1, 
n

c’est-à-dire

où f^* 1 désigne la bijection réciproque de la restriction de fn à R+.

Posons x'n = /~1(1 — —) et y'n = /“1(1), et montrons que les deux suites 

(OneN* et (^)n€N« sont adjacentes :
- Puisque fn est convexe, la fonction

fn(x) - fn(x)X I—> --------------- - -------- = ----------
x — 0 x

est croissante sur R^. Il s’ensuit que
fn(y'n) > /n«)

Vn "
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soit encore ,
0<v' -x' <^< A

par conséquent lim (y'n — x'n) = 0.n—>+oo

- La suite (£^)neN  est croissante : en effet,*

21. Tout polynôme P de R [X] peut s’écrire sous la forme :

r s
P(x) = JJ (x - ai) H (x2 + a,iX + bi), ai, at, bt e R, 

2=1 2=1

avec Ai = a2 — 4bi <0, Vi G {1, 2,..., s}.
Si P vérifie de plus l’inégalité P(x) 0 pour tout æ G R, alors toute racine 

réelle a un ordre de multiplicité pair. Il suffit donc pour résoudre le problème 
proposé de montrer que si R± et R2 s’écrivent sous la forme Q2 + Q2 et Q2 + Q2 
respectivement, alors RiR2 se met aussi sous la même forme. Or, ceci se vérifie 
sans difficulté :

R1R2 = (Q1Q3 + Q2Q4)2 + (Q1Q4 ~ Q2Q3)2•

Note. On peut démontrer de façon analogue que si P G R [X] est tel que 
P(x) 0 pour tout x E R_|_, alors il existe des polynômes Pi et P2 G R[X] tels

/n+1(4) = /„(4)(/„(4) + A) = i _ A,

et
fn+l(xnf-i) 1 72 | 1 ’

ce qui implique que £^+i xn> Vn G N*.
- La suite (^)nGN  est décroissante : en effet,*

fnf-l(yn) — fn(yn)(^fn(yn) + = 1 + ~ > /n+l(î/n+l) = É

ce qui implique que y'n y'n+i, Vn G N*.
Si l désigne la limite commune des deux suites (4)ner et alors

I - A < fn(t) < 1, VneN  <=> x'n < t < y'n, Vn G N  <=> t = l.* *
n

II existe donc un et un seul réel xi = l tel que la suite (xn)n^i vérifie

0 < xn < 3;n+i <1, n 1.

20. a et b sont solutions de l’équation x4 — 8x  + x + 11 = 0; c et d sont solutions 
de l’équation y4 — 8y  — y + 11 — 0. Il s’ensuit que a, b, —c et —d sont les racines 
du polynôme x4 — 8x  + x + 11 = 0 ; leur produit vaut donc 11.

2
2
2
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que P = P2 4- xPf : en effet, les facteurs intervenant dans la décomposition de 
P(x) sont de l’une des trois formes :

x + A (A G R+), (x — A)M (A G R, p pair) ou x2 + 2px 4- q (p2 < q).

Mais

x + X = (>/Â)2 + x • (l)2,

(x-X^ = {(x-Xy/2}2 + æ-(0)2,

x2 + 2px + q = (x - g* 1/2)2 +x ■ {-^(g1/2 +p)) , 

ce qui permet de conclure, compte tenu de l’égalité :

23. On a An + an-iXn 1 4- • • • + ai A + ao = 0, ce qui donne, en multipliant par
1 — A,

An+1 = (1 — an_i)An 4- (an_i — an-2)Xn 1 + • • • + (ai — ao)A + ao-

Comme tous les coefficients dans le terme de droite sont 0, il s’ensuit que :

|A|n+1 + (1 — an_ 1 ) | A|n 4- (an~i — an-2) | A|n“’1 4- • • • 4- (ai — ao) | A| + ao 
[(1 — an-i) + (an-i — un-2) 4- • • • 4- (ai — ao) 4- ao] |A|n = |A|n.

On en déduit que |A| 1, soit encore |A| = 1. On a ainsi

|An+1| = |(1 — an_i)An| 4- |(ûn-i — ^n-2)An 1| + • • • + |(ai — ao)A| 4~ |ao|,

et comme ao est un réel positif, tous les nombres An+1, (1 — an-i)An,..., (ai — ao)A 
sont des réels positifs : en effet, l’égalité |zx 4- z2 4--------- 1- zn\ = |zi| 4- 1^1 H--------- F \zn\
a lieu si et seulement si z\, z2,..., zn sont situés sur une même demi-droite partant 
de l’origine du plan complexe.

On a donc enfin An+1 = |An+11 = 1.

(Q2 + xQ2)(Q2 4- xQ2) = (Q1Q3 + ÆQ2Q4)2 + ^(^2^3 ~ Q1Q4)2-

22. Soit x = 2 cos# un réel compris entre —2 et 2. On a alors

Pi (x) = 4 cos2 0 — 2 = 2 cos 20,..., Pk (x) = 2 cos 2k0,...

L’équation Pn(x) = x est vérifiée si et seulement si cos2n# = cos#, i.e., si et 
seulement si 2n# = ±0 4- 2kir.

Cette dernière relation donne lieu à 2n valeurs réelles distinctes de x qui satis­
font l’équation Pn(x) = x. Pn étant de degré 2n, ce sont toutes les racines possibles 
de l’équation proposée qui a donc 2n racines réelles distinctes.
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24. Si a est une racine non nulle de F, alors P(a  ) = P(a)P(a — 1) — 0, et en 
réitérant, on trouve

2*

26. Il suffit de prouver que si f(z) = |P(z)| — |Q(^)| > 0, W G C, alors P et Q ont 
les mêmes racines avec les mêmes ordres de multiplicité.

Il est clair que toute racine de P est aussi racine de Q, et que son ordre de 
multiplicité comme racine de F est au plus égal à son ordre de multiplicité comme 
racine de Q. D’un autre côté, l’inégalité f(z) 0 devant être vérifiée pour tout
z G C, le degré de P est au moins égal à celui de Q, sans quoi f(z) deviendrait 
négatif pour des z de module suffisamment élevé. Ceci achève la démonstration.

0 = P(a) = P(a2) = P(a4) = • • •,

et comme P est non constant, donc en particulier non nul, on doit avoir |a| = 1 
car P n’a qu’un nombre fini de racines.

D’un autre côté, (a + l)2 est aussi racine de F, et on a donc

0 = P((a + l)2) = P((a + l)4) = • ■ ■,

1 v3ce qui montre que |a + 1| = 1. Il s’ensuit que a = — - ±z—. Or, P étant à 
Z Z

coefficients réels, si a est racine de P, a l’est aussi. De plus, comme P(l) ■=/ 0, il 
s’ensuit que P(0) = 1, ce qui montre que P doit être de la forme (x2 + x + l)n, où 
n est un entier positif non nul.

Réciproquement, tout polynôme F de la forme précédente vérifie P(x2) = 
P(x)P(x — 1) pour tout x G C.

25. On considère le polynôme

n n

=n +ai>> ~ n ~ b3 
i=l j~l

dont le degré est < n. On a ainsi

n
P(t»j) = JJ (bj + afl — este, VJ e {1, 2,..., n}.

Le polynôme P — este est ainsi un polynôme de degré < n ayant n racines 
distinctes ; il est donc nul, d’où :

n
JJ (ai -F bj) = (-l)n+1P(-ai) = (-l)n+1 • este, Vz G {1, 2,..., n},
i=i

d’où le résultat désiré.



110 Suites et polynômes

27. Soient n, r2,..., rn les racines du polynôme P dans C. On peut donc écrire :

P(i) = (i - ri)(i - r2) • • • (i - rn),

d’où,
|z-ri| • |i - r2| • • • |i - rn| < 1.

Comme P est à coefficients réels, ses racines non réelles peuvent être regroupées 
deux à deux, chaque paire étant constituée de nombres conjugués. Or, si r E R, 
|z — r| = \/l + a2 1. Il existe donc deux réels a et b tels que P (a + ib) = 0 et

1 > \i — (a + ib)\ • |z — (a — ib)\ = y/(a2 + b2 + l)2 — 4b2,

d’où :
4b2+ 1 > (a2 + b2 + 1)2.

28. On remarque que le terme de droite dans l’égalité de l’énoncé s’annule pour 
toutes les racines 5-ièmes de l’unité, à savoir 1, eu, eu2, eu3, eu4, où ta = e2î7r/5. On 
a ainsi

P(l) + wQ(l) + üj2_R(1) = 0, (1)
P(1)+w2Q(1) + uAR(1) = 0, (2)
P(1)W<2(1)+wP(1) = 0, (3)

P(l) + + u>3P(l) = 0. (4)

Comme 1 + eu + eu2 + eu3 + eu4 = 0, la somme de ces égalités donne 4P(1) — 
Q(l) — B(l) = 0. D’un autre côté, en considérant la combinaison eu x (1) + eu2 x 
(2) + eu3 x (3) + eu4 x (4), on trouve -P(l) - Q(l) - P(l) = 0. Il s’ensuit que 
P(l) — 0, ce qu’il fallait démontrer.

Note. Plus généralement, on peut démontrer que si Pq, Pi,. .., Pn-2 (n 2) 
et S sont des polynômes tels que

P0(xn) + xPdxn) + ■■■ + xn~2Pn_2(xn) = + xn~2 + ■■■ +

alors 1 est racine de Pi pour tout i E {0, 1,..., n — 2}.
Soient eu*,  i = 1, 2,..., n — 1 les racines n-ièmes de l’unité, autres que 1. On a 

alors
1 + üJi + CU2 + • • • + iü™ 1 — 0

pour tout i. On en déduit que

Po(l) + WiFi(l) + • • • + w”-2Pn_2(l) = 0, i = 1, 2,..., n - 1.

Ainsi, le polynôme Ylk=o Fk(X)xk a n~ 1 racines distinctes ; il s’ensuit qu’il est 
nul, soit encore Pq(1) = Pi(l) = • • • = Pn_2(l) = 0.
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29. L’hypothèse f(a + b, c) -F f (6+c, a) -F f (c+a, b) = 0 donne en posant a = b = c : 
F(2a, a) = 0 pour tout a G R. Il s’ensuit que

f(x,y) = (x — 2y)g(x,y),

où g est un polynôme homogène de degré n — 1, i.e., g(tx, ty) = ^^gÇx^y) pour 
tous x, y G R. On a aussi g(l, 0) = f (1, 0) = 1.

On va montrer que si x + y = 1, alors f(x,y) = x — 2y : en effet, f(x,y) = 
f(x, 1 — x) peut être considéré comme un polynôme de la variable z = x — 2y — 
3x — 2. Ainsi, si on pose f(x, 1 — x) = P(z), et si on applique la condition b) pour 

x
a = b — — et c = 1 — x, on obtient

2

/(x, 1 - x) + /(I - x/2, x/2) + /(I - x/2, x/2) = 0,

i.e.,
P(z) = —2P(—z/2) => P(22fc) = 22k, k = 0, 1, 2,...

L’unique polynôme satisfaisant à la dernière égalité est le polynôme P(z) = z, 
ce qu’on voulait démontrer.

Si x et y sont tels que x -F y / 0, alors
x V

--------- 1---------= I,x + y x -F y
ce qui donne :

/(x,y) = (x + y)nf(—^— ) = (x + y)”-1(x-2y),
\x + y x + yJ

et par continuité de f,

f{x,y) = (x + y)n~1(x-2y), Vx, y 6 R.

30. Le polynôme x3 — 3x +1 est irréductible sur Q [X] : en effet, si a est une racine 
rationnelle de x3 — 3x -F 1, alors a est nécessairement un entier. Mais a3 — 3a est 
pair, ce qui est impossible. Il s’ensuit que a et f(a) sont irrationnels.

Par ailleurs, a ne peut pas être une racine d’un polynôme de degré 2 à coef­
ficients rationnels : en effet, si on avait g (a) = 0, où g est de degré 2, alors on 
pourrait écrire

x3 — 3x -F 1 = g(x)h(x) + r(x),

où g, h, r E Q [X] et r est de degré 1. Mais alors r(a) = 0, ce qui est impossible.
Maintenant, on prouve le résultat demandé par récurrence sur n : si on sup­

pose que (/n-1(a))3 - 3/n-1(a) + 1 = 0, alors x3 — 3x + 1 divise le polynôme 
(/n-1(o?))3 — 3fn~r(x) + 1 dans Q [X] : en effet, si on écrit :

(yn-1(j:))3 - 3fn~\x) -F 1 = (x3 - 3x -F I)h(x) -F r(x), (1) 
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où h, r G Q [X] et r est de degré 2, on obtient r(a) = 0 ce qui est impossible 
si r est non nul. En posant x = f(a) dans l’équation (1), on obtient (/n(a))3 — 
3/n(a) + 1 = 0, ce qui conclut la démonstration.

32. Posons de manière plus générale pour un entier n 1

/w=è

fc=l

Note. Le raisonnement précédent reste valable pour tout polynôme de degré 3 
qui est irréductible sur Q [X]. Cependant, pour que l’exercice ne soit pas trivial, il 
faut que le polynôme possède 3 racines réelles distinctes. Dans le cas contraire, le 
polynôme n’aurait qu’une seule racine réelle, et on aurait trivialement a =

31. lère solution. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe deux poly­
nômes g et h, à coefficients entiers, tels que f = gh. Comme /(O) = 3, on peut 
supposer, sans perte de généralité, que |</(0)| = 1 et que

g(x) = xk + ak-ix^1 4------- F aQ (a0 = ±1).

Comme /(±1) / 0, on a nécessairement k > 1. Si ai, a2,..., &k sont les 
racines de g dans C, alors

g(x) = (x - ai)(x - a2) • • • (æ - &k)-

On a ainsi |p(0)| = |ai x a2 x • • • x a/J = 1. Comme 4- 5) = 3,
Vz G {1, 2,..., k}, alors |(ai 4- 5) x (a2 -F 5) x • • • x (a^ 4- 5)| = 3fc. Mais 3 = 
/(-5) = p(-5)/z(-5), d’où :

|(ai + 5) x (a2 4-5) x • • • x (a& 4- 5)| = 1 ou 3,

ce qui est impossible car k > 1.
2ème solution. Supposons de même qu’il existe deux polynômes g et h, à 

coefficients entiers, tels que f = gh. Comme /(O) = 3, on peut supposer, sans 
perte de généralité, que |#(0)| = 3 et on écrit

g(x) = xk d-ak-ix^1 4------ F ao (a0 = ±3).

On s’inspire maintenant de la démonstration du critère d’Eisenstein : soit j 
le plus petit indice tel que aj ne soit pas divisible par 3. Si on pose h(x) = 
xp 4- bp-ixp~1 4- • • • 4- &o et f(x) = xn + cn_i#n-1 4- • • • 4- co, il apparaît que le 
coefficient

Cj = ajbo + aj—i&i 4- * • •

n’est pas divisible par 3 car ôoao = 3 et ao = ±3. On en déduit que jn — 1, 
d’où k n — 1, i.e., p 1. Le polynôme h s’écrit donc ±x ± 1, ce qui est absurde 
puisque /(±1) V 0-

k
x — k
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Cette fonction est strictement décroissante sur chacun des intervalles où elle 
est définie. Pour tout a > 0, l’équation f(x) = a admet n solutions réelles 
xi, x2,..., xn, où i < Xi < i + 1 pour i = 1, 2,..., n — 1, et xn > n. L’en­
semble des réels x tels que f(x)^a est donc la réunion des intervalles ]i,Xi\, où 
i = 1, 2,..., n, dont la^somme des longueurs est

n(n + 1)
2

Afin de pouvoir calculer £q on va expliciter un polynôme de degré n dont 
les racines sont x±, x2,..., xn. Pour ce faire, écrivons

n L.
z---- J np . __  1s*

fc=lXt K

En posant P(x) — (x — 1)(xr — 2) • • • (x — n), il apparaît que le polynôme

fe=i 7

admet xi, x2,..., xn comme racines. Comme il est de degré n, ce sont manifes­
tement les seules racines de ce polynôme. Le coefficient de dans le dernier 
polynôme est

n(n+l) n(n + l) (a +1) z
--------------— =------—»(" +

On en déduit que
—— n(n + l).
ZCL

5Ainsi, pour a = - et n = 70, on obtient une longueur totale égale à 
1988.

n(n + 1)
2a

33. Supposons qu’il existe m entiers Xi, x2,..., xm, tels que, pour tout k G 
{1, 2,..., m}, ak ne divise pas P(xk). Il s’ensuit qu’il existe des nombres yk = pkk, 
où pk est premier, tels que yk divise ak mais pas P(xk).

Si les deux nombres yi et yj (i,j G {1, 2,..., m}) sont tels que Pi = Pj, alors 
on écarte de l’ensemble {yi, y2,..., ym} celui de ces deux nombres qui possède la 
plus grande puissance de pi = pj. On se retrouve alors avec un sous-ensemble S 
non vide de {1, 2,..., m} tel que (yr, y s) — 1 pour r, s E S. D’après le théorème 
chinois, il existe un entier N tel que N = xr (mod yr) pour tout r G S. Il s’ensuit 
que yr divise P(N) — P(xr\ par conséquent yr ne divise pas P (N) si r E S. Ainsi, 
P (N) n’est divisible par aucun des nombres yk, k E {1,2,..., m}, et donc par 
aucun ak, k E {1, 2,..., m}, d’où la contradiction.

34. Le polynôme Q dont on cherche l’existence est nécessairement de degré < 
deg (P). D’un autre côté, soit d le degré du polynôme P ; on peut trouver, grâce à 
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la formule d’interpolation de Lagrange, un polynôme Q de degré < d tel que

Q(i) — z = o, i,..., d.

On se propose de démontrer que Q(ri) = qn pour tout n G N. Pour ce faire, 
posons rn = k(Q(ri) — qn), n = 0, 1,..., où k est le dénominateur commun des 
coefficients de Q (ces coefficients sont rationnels par construction même du po­
lynôme interpolateur de Lagrange). On a ainsi r*  = 0 pour z = 0, 1,..., d. Par 
ailleurs, si P est un polynôme quelconque à coefficients entiers, on sait que m — n 
divise P(m) — P (ri) pour tous entiers m, n. Il s’ensuit que m — n divise rm — rn 
pour m > n > 0.

Remarquons maintenant qu’il existe un polynôme R de degré < d tel que 
|rn| < R(n) pour n 0 : en effet, |rn| < A(|Q(n)| + P(n)). Comme n — i divise 
rn — ri = rn pour tout n > d et tout z, 0 z d, il s’ensuit que [n, n — 1,..., n — d] 
divise rn pour n> d.

On démontre maintenant que [n, n — 1,..., n — d] > R(n) pour n assez grand : 
en effet (voir la note ci-dessous),

n (n-i)
[n,n- — fl—4+-- ■------------C1)

Ayant cette inégalité, on obtient
n («-*)

r i ri \n, n — 1,..., n — d > —=--- —----- =.
n ü - u

0^i<jXd

Or, R est de degré d et f] (x — i) est de degré d + 1 ; il existe donc un entier 
0^<d

N tel que [n, n — 1,..., n — d] > R(n) pour n N, ce qui implique que rn = 0 
pour n N.

Finalement, rn = 0 pour n < N puisque, pour m N, m — n divise rm — rn = 
—rn. Ceci étant vrai pour tout m > TV, il s’ensuit que rn = 0 pour tout n 0, ce 
qu’il fallait démontrer.

Note. On se propose de démontrer l’inégalité (1) : soit p un nombre pre­
mier quelconque et soient ei, 62? • • • > les exposants respectifs de p dans les 
décompositions en produit de nombres premiers de ai, «2,..., am. L’exposant de 
p dans la décomposition en produit de nombres premiers de (ai, a2,..., am) est 
donc max (ei, 62,..., em). Par ailleurs, l’exposant de p dans la décomposition en 
produit de nombres premiers de

n ai

II (Ui, dj )
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m
est égal à ^2 Ci — 52 m^n (e^ ej)> ce Qui es^ clairement inférieur à max (ei, e2,

i=l
..., em), d’où le résultat désiré.

35. On pose Q(x) = P(x) — 1 pour tout x. La formule d’interpolation de Lagrange 
donne alors

Q(3n + 1) = É (-l)3"-' f3” + <?(*)•  

i=0 \ î /

Si on pose ai = (—l)*Q(i),  i = 0, 1,..., 3n, alors ai = 1, 0, —1, —1, 0 ou 1 sui­
vant que z = 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 modulo 6. Pour simplifier l’expression de Q(3n+1), 
on va utiliser les racines de l’unité, et plus précisément la formule de multisection : 
on part de la fonction f définie par

3n+i /o i
/(*)=  Ë ( , k = (i+*) 3n+1-

i=0 v z '

On a alors
5

6Q(3n + 1) = (-1)3” £ f (^)(1 - ~
i=0

où cüq, ü?i, ..., ü?5 sont les racines sixièmes de l’unité. Or,

1 ~ ^i 2 — ^i 3 + U)i 5 = 1 — Cüi — ÜJ? + Cüi = (1 — )(1 + ü>$),

d’où :
.5

6Q(3n+l) = (-l)3n^(l + ^)3n+2(l-+)
i=l

= 2(—l)3n [(1 + oq)3n+2 + (1 + oz5)3n+2],

où coi = e27r/3 et eus = e“27r/3.
On en déduit que

3Q(3n +1) = (-l)3n(ei7r(3n+2)/6 e-i7r(3n+2)/6) (y3)3n+2

= 2 x (-l)3n x 3(3n+2)/2 x cos (tth/2 + zr/3).

Comme Q(3n + 1) = 730 — 1 = 36, il s’ensuit que n = 4.

36. Si le degré de P est inférieur ou égal à 2, alors deg (P2) = 2 • deg (P) et il 
s’ensuit que :

n(P) - deg (P) < deg (P2) - deg (P) = deg (P) 2.

On suppose maintenant deg (P) 3 et on note 5+ = {k E Z | P(fc) = 1} et
S~ = {k E Z | P(fc) = —1}. Il s’agit de prouver que |<S+ US~ | deg (P) + 2. Ceci 
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est immédiat si ou 5“ est vide : en effet, on aurait dans ce cas |5+ U <S“| < 
deg (P) car un polynôme P non réduit à une constante possède au plus deg (P) 
racines distinctes.

On se place donc dans le cas où / 0 et on va montrer que |<S+ U<S~ | 4
ce qui permettra de conclure. Pour ce faire, on considère un entier a E <S+ et on 
démontre que, soit S~ Ç {a — 2, a — 1, a 4- 1}, soit S~ Ç {a — 1, a 4- 1, a + 2} : 
en effet, on sait que si Q est un polynôme à coefficients entiers admettant une 
racine entière k, il existe un polynôme R tel que Q = (x — k)R et le polynôme 
R est aussi à coefficients entiers. Si alors <S- = {/3i, (32,..., (3^}, alors P(x) + 
1 = (x — (3\)- — (x — où Q est un polynôme à coefficients entiers. En
remplaçant x par a, on obtient (a — (3i) • • • (a — /3m)Q(a) — 2, ce qui prouve 
que chacun des facteurs (a — /?i),..., (a — /3m) est, soit ±1, soit ±2, 2 et —2 ne 
pouvant intervenir à la fois. De manière identique, on montre que si a E S~ alors, 
soit <S+ Ç {a — 2, a — 1, a 4- 1}, soit <S+ Ç {a — 1, a 4- 1, a + 2}. Raisonnons 
maintenant par l’absurde en supposant <S+ U<S~ = {71, 72,..., 7m} et m 5. On 
peut supposer, sans nuire à la généralité 71 < 72 < • • • < 7m et 71 G 5+. On a donc 
S~ Ç {7! + 1, 7! + 2}, ce qui implique que {74,..., 7m} Ç 5+. Mais ni 72 E <S~, 
ni 73 E S~ n’est possible puisque m > 5, ce qui conclut la démonstration.

Note. Il ne peut y avoir égalité que lorsque deg (P) = 2. Dans ce cas, l’égalité 
est possible si on prend par exemple P(x) = x2 — 3x + 1, ce qui donne U S~ = 
{0, 1, 2, 3}.

37. On commence d’abord par remarquer que lorsque i = 2r, tous les coefficients 
dans le développement de (1 +#)2 sont pairs à l’exception du coefficient dominant 
et du terme constant, de sorte que l’on puisse écrire dans Z/2Z [X] :

(1 + xÿ = 1 + x\

Ceci se démontre par récurrence sur r en utilisant le fait que dans Z/2Z[X], 
(1 H-^)2 = 1 +x2i-

Remarquons ensuite que si P et Q sont des polynômes à coefficients entiers, 
alors w(P + xkQ) = w(P) 4- w(Q) pour tout k > deg (P). Enfin, on a l’inégalité 
triangulaire w(P + Q) C w(P) 4- w(Q) qui résulte du fait que la somme de deux 
coefficients de même puissance dans P et Q est impaire si et seulement si un et 
un seul d’entre eux l’est.

Nous allons maintenant établir le résultat par récurrence sur in. Les cas in = 
0 ou 1 sont triviaux. Supposons donc le résultat établi pour tout in < N, et 
choisissons une famille U, i2,. . •, in telle que in = N.

Soit m tel que k = 2m < in < 2m+1, et notons Q = + Qi2 4-------1- Qin. On
distingue alors deux cas :

1er cas. On suppose ii < k et on écrit
Q = Qiï + Qi2 + • • * + Qir 4" Qir+l + ' ‘ + Qin = -R 4“ (1 4“ X)k S,

R (l+æ)fcS

où r est tel que ir < k C v+i- On a donc w(Q) = w(R + (1 + x)kS), et comme 
deg (B) < k et deg (S) < k, il s’ensuit que w(Q) = w(R + S + xkS) = w(R 4- S) 4-
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w(S). Par ailleurs w(S) = w(—5), et l’inégalité triangulaire donne w(Q) w(R). 
Enfin, par hypothèse de récurrence, w(R) w(Qi/).

2ème cas. On suppose zi k et on écrit

Q=(I + x)kS,

avec deg(5) < k. On a ainsi w(Q) = w(S + xkS) = 2w(5). Si maintenant on 
écrit Qir — (1 + x)kR, où deg (R) < k, on a par hypothèse de récurrence w(S) > 
w(R). On en déduit que w(Q) = 2w(S) > 2w(R) = w(R -F xkR) = w(Qi/), et la 
démonstration est achevée.

38. lere solution. On reformule le problème en introduisant l’opération de ro­
tation R. Son effet est de mettre à la place de la lampe Lj la lampe Lj+i, 
j = 0,1,..., n — 1. Ainsi, la suite d’opérations décrite dans l’énoncé conduit, à une 
rotation près, à la même configuration que l’application successive de l’opération 
0 suivie de la rotation R. Comme, dans notre problème, on s’intéresse uniquement 
à la situation où toutes les lampes sont allumées, on peut étudier la nouvelle suite 
d’opérations : R o opération 0, R o opération 0,...

L’état du système à l’instant j peut être décrit par un polynôme Pj à coefficients 
dans Z/2Z tel que

Pj(x) = vn-2 -F vn-3X 4-------F voxn~2 -F Vn-iP1-1,

où t’fc = 0 ou 1 suivant que la lampe Lk est éteinte ou allumée.
Quand le vecteur v = (^o+i, • • •+n-i) est transformé par l’application de 

l’opération R o opération 0, le polynôme Pj est transformé au polynôme Pj+i de 
degré < n et tel que

Pj+1 = * xPj(x) (mod xn 4- xn~r 4- 1)

(les coefficients de Pj+i sont réduits modulo 2) : en effet, si vn_\ — 0, R o 
opérationO = R et Pj^(x) = xPj(x) et si vn_i = 1, alors

Pj+i(x) = 1-Fvn_2^4------\-V!Xn~2 + (1 -2?o)^n-1 = xPj(x) (m°d xn-Ex71'14- 1).

Dorénavant, toutes les congruences seront prises modulo xn -F P1'1 4- 1.
Pour prouver a), il suffit de prouver qu’il existe M(ri) tel que xM(n>) = 1. Or, 

les classes de résidus étant en nombre fini, il existe h et q tels que xh = xh+q, i.e.,
xh(xq — 1) = 0 et donc xq = 1.

Pour prouver b), on prend n = 2k et on cherche à prouver que P2,2-1 = 1. On 
a

X^ = (x^ + iy^X^^ + l

car est pair pour z = l,2,...,n — 1. Il s’ensuit que

(l + xn)xn2~n = 1,

et le résultat de b) s’ensuit puisque 1 4- xn = xn~\
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Pour prouver c), on prend n = 2k +1 et on cherche à prouver que xn2 n+1 = 1. 
On a

x"2-1 = (zn+1)n_1 = (x 4- a/1)"-1 = xn~r + zn(n-1) 
ézz — 1\toujours puisque ( ) est pair pour i = 1,2,..., n — 2. Il s’ensuit que
\ i )

(l + ^n-1)rrn2-n = rrn-1,

et le résultat de c) en découle puisque 1 + xn~x = xn.
2eme solution. Cette solution est due à Marcin Kuczma, leader de l’équipe 

polonaise.
On associe à chaque lampe Lj un entier Xj = 0 ou 1 suivant que Lj est éteinte 

ou allumée. L’effet de l’opération j consiste donc à changer l’état Xj-n de la lampe 
Lj en Xj tel que

Xj = Xj-n + Xj-i (mod 2). (1)

Ceci est valable pour tout jn, et aussi pour j = 0,..., n — 1 en posant

X—n — X—n+1 == X—n+2 — ’ ’ * — X—2 = X—i = 1.

L’état du système à l’instant j peut être représenté par le vecteur Vj = (xj_n, 
... ,Xj-i). Comme il n’y a que 2n vecteurs possibles, il s’ensuit qu’il existe j et 
m tels que u,_|_m = Vj. Or, ceci impose am = üq puisque chaque opération est 
bijective. On a ainsi prouvé a).

Pour prouver b) et c), on observe que

Xj = ^j-n H- Xj—i = (Xj—2n + Xj—n+1) “H (Xj — i—n + Xj—2)
= Xj—2n 4~ 2Xj—n—i + Xj—2
= Xj-3n + 3^-2n-i + 3xj-n-2 + Xj_3 (mod 2),

et ainsi de suite. On arrive ainsi à l’égalité

Xj = ( r ) (mod 2)
i=o w

valable pour tous j et r tels que j — (r — i)n — i —n. En particulier, si r est de 

la forme r = 2k, alors est pair pour i = 1,2,..., 2k — 1. On obtient ainsi

Xj = Xj—m + Xj-r, où r = 2fc, (2)

pour tout j (r — l)n.
Si n = 2k, choisissons jn2 — n et prenons r = n. L’égalité (2) se réécrit donc 

sous la forme :

Xj = Xj-n2 + Xj-n = Xj-n2 + (Xj - Xj-r) (mod 2),

ce qui implique que Xj-n2 = Xj-i et donc que la suite (xj) est périodique de 
période ri2 — 1, d’où b).
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Si n — 2k + 1, choisissons j n2 — 2n et prenons r = n — 1. On obtient donc, 
par application de (2),

Xj ~ xj—n2-\-n 4” xj—n+1 = xj—n2+n 4” (æj'4-1 Xj ) — xj—n24-n æj+l 4” xj (mod 2) 

car x = —x (mod 2). Il s’ensuit que Xj_n2+n = Xj+i, ce qui prouve que (xj) est 
périodique de période n2 — n + 1 et termine la démonstration de c).

3eme solution. On représente l’état du système par un vecteur (ao, ai,..., 
an_i), où pour ûi = 0oul suivant que la lampe L*  est éteinte ou
allumée.

On introduit les deux transformations linéaires R et T définies sur X = {0, l}n 
par (on réduit bien sûr modulo 2) :

P : («o+i,..., an_i) i—> (ai, a2, - - -, an-i, ao)
T : (ao, ai,..., an~i) i—> (ai, a2,..., an-i, an-i + ao)

Il est facile de voir que l’opération j s’identifie à la transformation Sj = 
R-^AtRT Si on désigne par Vj l’état du système à l’instant j, alors Vj = 
SjSj-i... So(vQ) = R~jTi(vo), où vo = (1, 1,..., 1).

Comme R laisse inchangé le vecteur ûb, il s’ensuit que Vj = vo si et seulement 
si TJ(v0) = vo-

On a alors a) puisque X = {0, l}n est fini et la transformation T est bijective.
On remarque maintenant que la transformation T vérifie Tn = Tn~r + Id. Si 

on pose S = T~r alors S vérifie Sn = S + Id. Pour prouver b), il suffit de prouver 
que Sn -1 = Id si n est une puissance de 2. Or,

Sn2 = (Sny> = çg + jd)n = gn + jd =

car n étant une puissance de 2, on a (S + Id)n = Sn + Id.
Pour prouver c), il suffit de montrer que S'n2-n+1 = Id si n est de la forme 

2k + 1. Or,
Sn2-n = (Sn)”"1 = (S + Id)"-1 = S^1 + Id,

ce qui donne Sn2~n+1 — Sn + S = Id.



4
LES INÉGALITÉS

Dans ce chapitre, on étudiera quelques inégalités d’une grande importance dans 
la résolution des exercices des olympiades. Notre inégalité de base sera l’inégalité 
du réordonnement. En effet, elle nous permettra d’établir deux autres inégalités 
d’une grande utilité : l’inégalité de la moyenne et l’inégalité de Chebychev.

Notre objectif sera ensuite de démontrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz qui 
s’avère d’une grande efficacité dans tous les domaines des mathématiques. Sa 
démonstration a un intérêt en soi, en ce sens qu’elle illustre l’utilisation des 
trinômes du second degré pour établir des inégalités.

Les techniques d’analyse peuvent s’avérer efficaces dans certaines situations. Il 
est vrai que l’utilisation de ces techniques est mal vue dans les olympiades, mais le 
candidat sérieux ne peut pas se permettre d’ignorer l’inégalité de convexité dont 
l’application est tout à fait possible dans les différentes épreuves d’olympiades. 
En effet, on appliquera l’inégalité de convexité pour arriver à deux généralisations 
importantes de l’inégalité de la moyenne : l’inégalité de la moyenne pondérée et 
l’inégalité de la moyenne généralisée.

On étudiera ensuite les sommes symétriques et l’inégalité de Muirhead. Il s’agit 
en effet d’un outil assez puissant dans la résolution des problèmes d’inégalités 
dans les épreuves d’olympiades. Très souvent, il est possible de démontrer ces 
inégalités sans avoir recours à l’inégalité de Muirhead. Cependant, cette inégalité 
a l’avantage d’offrir une approche plus systématique quand on a affaire à des 
sommes symétriques.

On terminera enfin ce chapitre par une présentation de plusieurs exemples 
d’inégalités dont la solution repose sur des manipulations algébriques où le pré­
requis principal est simplement une combinaison d’observation, d’adresse et de 
patience.
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4.1. L’inégalité du réordonnement

On considère les nombres 1,2,..., n. Chaque réordonnement de ces nombres 
peut être représenté par une bijection a de l’ensemble {1, 2, ..., n} sur lui-même 
appelée permutation. Ainsi, si on prend les nombres 1,2, ...,n, et on les range 
dans l’ordre n, n — 1,..., 2,1, on définit la permutation a telle que a(i) = n +1 — i.

4.1.1. Théorème. (Inégalité du réordonnement) La somme Sff = aiba(ip 
où a est une permutation de {1,2,... , n}, est maximale lorsque les deux suites 
de nombres réels ai, 02,..., an et ba(1), ba(2), • • •, sont rangées dans le même 
ordre d’inégalités (au sens large), et est minimale lorsqu’elles sont rangées dans 
l’ordre inverse.

♦ Preuve. S’il existe deux indices i et j tels que a^ > Uj et ba^ < ba(j), alors on 
considère les deux sommes

S = aib^i) + • • • + aiba(i) + • • • + ajba(j) + • • • + anba(np
S' = aib^i) + • • • + Uibaçj) + • • • + Ujba^ _j_ ... _|_ anba(n).

On a alors
S — S = (üi — aj)(baçj) — ba(p/) > 0.

L’argument précédent montre que si a ne met pas les bi dans le même ordre 
d’inégalités larges que les ai, la somme n’est pas le plus grand élément
de E. Comme l’ensemble décrit par les sommes aib^, où a est une permu­
tation de {1,2,...,n}, est fini, il possède un plus grand élément. Ainsi, le plus 
grand élément de E est atteint lorsque les deux suites sont rangées dans le même 
ordre. Un raisonnement analogue permet de prouver que le plus petit élément est 
atteint lorsque les deux suites sont rangées dans l’ordre inverse.

□

♦ Exemples.
1. Soient x et y des réels quelconques. On retrouve, grâce à l’inégalité du ré­
ordonnement, le fait que

£2 + y2 %xy-

2. Montrer que si x, y, z G R+, alors

£3 + y3 + z3 3xyz.

Par raison de symétrie, on peut supposer que x y z. On a alors x2 y2 
z2, et donc

x • x2 + y • y2 + z • z2 x • y2 + y • z2 + z • x2 = xy • y + yz • z + zx • x.

Or, xy xz yz, donc

xy • y + yz • z + zx • x xy • z + yz • x + zx • y = 3xyz.
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4.2. L’inégalité de Chebychev

4.2.1. Théorème. (Inégalité de Chebychev1) Si les deux suites ai, a2,... ,an et 
bi,b2,... ,bn sont rangées dans le même ordre d’inégalités au sens large, alors

1. Pafnouti Lvovitch Chebychev (1821-1894), mathématicien russe.

~ ’ (4i)

î~l \i=l / \i—1 /

l’inégalité changeant de sens si les deux suites sont rangées dans l’ordre inverse.

♦ Preuve. Supposons que les deux suites ai, a2,..., an et bi, b2,..., bn soient 
rangées dans le même ordre, l’inégalité du réordonnement permet alors d’écrire

ai 6i 4- • • • + unbn = ai 6i 4- • • • + an6n,
ai 6i 4- • • • + an6n ai62 4- • • • 4- an6i, 

ai6i + • • • 4- an6n aibn + • • • 4- an6n-i.

En sommant toutes ces inégalités, on obtient :

n(ai6i 4- • • • 4- an6n) &i(6i 4- b2 4- • • • 4- 6n) 4- * • • 4- an(6i 4- 62 4- • • • 4- 6n)
= (ai 4“ a2 4" • • • 4“ an)(6i 4- 62 4- • • • -F 6n),

ce qui prouve l’inégalité énoncée.
□

♦ Remarque.
On peut obtenir l’inégalité de Chebychev sans passer par l’intermédiaire de 

l’inégalité du réordonnement : en effet, quitte à réindexer les deux suites, on peut 
supposer que ai + a2 + • • • + an et 6i + b2 + bn, si bien que :

x n
(a; - aj)(bi - bj) 0,

ï=l

ce qui permet de retrouver l’inégalité de Chebychev.
♦ Exemples.
1. Soient a, 6, c G R^j_. Montrer l’inégalité dite de Nesbitt :

a 6 c 3....... 4-......   4~..... .... . 
64- c c-6a a-6 b 2

(4.2)

Par raison de symétrie, on peut supposer que a > 6
----- -, et l’inégalité de Chebychev s’applique
a + 6

a b c > 1 
b 4“ c c + a a + 6 3

1 1 1 
b 4” c c + a a + 6
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D’un autre côté, pour tous réels strictement positifs xi, x2, •..,xn, l’inégalité 
de Chebychev permet d’écrire

ce qui donne, en prenant x± = b + c, x% = c + a et x% = a + b :
1 1 1 > 9

b -F c c -E a a -F b 2 (a -F 6 -F c)
d’où,

a c > 9 x — 3
b -F c + c -F a + a -F b X6 2’

2. a et b sont deux nombres strictement positifs. Minimiser l’expression

E =_______X-_______+_______ y-_______+_______ Z-_______ ,
(ay+ bz)(az+ by) (ax -F bz)(az -F bx) (ax + by)(ay + bx)

où x, y et z sont des réels strictement positifs.
La forme des dénominateurs n’étant pas appropriée pour appliquer les inégalités 

dont on dispose, on va commencer par effectuer certaines manipulations :

(ay -F bz)(az -F by) = (a2 + b2)yz + ab(y2 + z2)

C 2 6 ) +ab + z2( + + ^2)'

On remarque au passage que lorsque y = z, l’inégalité précédente se réduit à 
une égalité. On a donc, en appliquant la même transformation à chacun des trois 
dénominateurs,

(a + b)2
x2 y2 z2

y2 -E z2 + z2 -F x2 + x2 + y2

D’après l’inégalité de Nesbitt,
3 2 3fT. T> _ y ______  — ______

^2 (a -F b)2 (a + b)2 ’

Or, quand x = y = z, E = 3/(a -F b)2 ; c’est bien donc la valeur minimale de E.

4.3. L’inégalité de la moyenne

4.3.1. Théorème. (Inégalité de la moyenne) Soient xi,X2, - - - ,xn des nombres 
strictement positifs. On a alors l’inégalité :

(4-3)

avec égalité si et seulement si tous les Xi, i G {1,2,..., n}, sont égaux.
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♦ Remarques.
1. La quantité fJZ=i x^n es^ appelée moyenne géométrique des nombres xi, x2, 
..., xn, et ]EX=i xiln est leur moyenne arithmétique.
2. Dans le cas de n — 2, on retrouve l’inégalité bien connue x  + y 2xy (au2 2
moins dans le cas particulier x, y > 0), qui s’écrit encore (x — y)2 0, et qui
devient donc égalité si et seulement si x — y.
3. Dans le cas de n = 3, on retrouve l’inégalité qu’on a déjà démontrée à l’aide de 
l’inégalité du réordonnement

£3 + y3 + z3 3xyz.

♦ Preuve, (du théorème)
lere méthode. On va appliquer l’inégalité du réordonnement, en choisissant 

les suites de manière judicieuse. Si on pose

bi = —, b2 = —,..., bn = — — 1, 
ai a2 an

on a d’après l’inégalité du réordonnement

+ a2b2 + • • • + anbn Qibn + a2b± + • • • + anbn—i,

Cette méthode ne nous permet pas d’étudier le cas d’égalité, ce qui sera fait 
grâce à la méthode suivante, appelée « méthode de Cauchy ».

2ème méthode. On raisonne par récurrence descendante sur le nombre des 
réels considérés. En effet, on va d’abord prouver le résultat pour les puissances de 
2, puis montrer que si le résultat est vrai pour un entier positif n 2, alors il l’est 
également pour n — 1.

Le résultat est en effet acquis pour n = 2. S’il est vrai pour fceN*,  alors il est 
vrai pour 2k. En effet, soit xi, x2,..., x2k, des nombres strictement positifs. On a 
alors

Xi + a?2 -I----------F a?2fc _ 1 ( (a?i + a?2 H----------F (æfc+i + xk+2 -I----------F æ2fc) 1
2k ~ 2 1 k + k J
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car a + b 2\/âb, pour tous réels positifs a et b. Par ailleurs, pour avoir l’égalité 
générale, il faut que toutes les inégalités intermédiaires se réduisent à des égalités, 
ce qui implique par hypothèse de récurrence que les nombres jq, x2,..., Xk d’une 
part, et Xk+i, æfc+2, • • •, x2k d’autre part sont égaux. Mais puisqu’on a encore 

l’égalité entre ( 17^=1 xi ) ( IL=fc+i xi ) , on en déduit que l’on a égalité
générale si et seulement si les 2k nombres aq, x2,..., x2k, sont égaux.

Montrons maintenant que si l’inégalité est vrai pour n 2, elle l’est également 
pour n — 1. En effet, soient xi,x2,... ,xn-i des nombres strictement positifs, et 
posons xn = (aq 4- x2 4---- 4- xn-i)/(n — 1). Puisque l’inégalité est supposée être
vraie pour tout ensemble de n nombres strictement positifs, on peut écrire :

xi + x2 4------ \-xn
n

> (xrX2 ■ ■ ■ Xn-i)1/n ■ X„/n,

par conséquent

- -----  • Xn + — > (xxx2 ■ ■ ■ xn-Q1/n • x,1/", 
nn

soit

Le cas d’égalité pour n — 1 nombres se déduit sans peine de celui correspondant 
à n nombres. La démonstration est donc achevée.

□

♦ Remarques.
1. Ayant l’inégalité entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique, on 
peut établir l’inégalité suivante

reliant la moyenne dite harmonique à la moyenne géométrique de n nombres stric­
tement positifs (il suffit d’appliquer le théorème (4.3.1) en prenant les n nombres
1/371, 1/372, - - -, 1/Xn)-
2. L’inégalité de Chebychev appliquée en prenant la même suite aq, x2,..., xn 
donne immédiatement
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Le terme de droite dans la dernière inégalité s’appelle moyenne quadratique 
des nombres xi, x2,..., xn.
3. On peut résumer les inégalités précédentes en écrivant pour tous réels stricte­
ment positifs xi, x2,..., xn,

. / \ ri -------------- Xi + x2 + • • • + xn
mm (£i, £2, • • •, £n) q-----j---------------p- V£i£2 • ••£n ------------------------

---1---- 1_ ... _|---
£1 £2 £n

1 max (^ ^... ? Xn), (4.4)
n

♦ Exemples.
1. Soient xi, x2,..., xn des nombres réels strictement positifs. On a alors

£1 , £2 , , £n .--- 1---- 1--- 1---
£2 £3 £1

en effet,
£1 , £2 , , £n . „/£i £2 £ÏT
--- 1---- 1--- 1--- ---------------- -- —= n.
£2 £3 £1 V ^2 £3 £1

On aurait pu également démontrer la dernière inégalité sans appliquer l’iné­
galité de la moyenne : en effet, l’inégalité est vraie pour n = 2 (car (aq — x2)2 0).
On se propose alors de prouver le résultat pour tout entier n 2 en raisonnant 
par récurrence.

Supposons le résultat vrai pour tout ensemble constitué de n — 1 nombres 
strictement positifs, et prenons n nombres x\, x2,..., xn, dans R^. Appliquons 
l’hypothèse de récurrence aux n — 1 premiers nombres. Il nous suffirait alors de 
montrer que

£n—1 j £n £n—1 >

£n £1 £1

Or, si l’on prend, ce que l’on peut toujours faire quitte à réindexer les n nombres 
considérés, xn = ruinai,#2, • • . ,£n), on s’aperçoit que l’inégalité précédente est 
bien vérifiée puisque xn-i — xn 0 et x± xn.
2. Pour tout entier n > 1, on a

. /n+l\n•= (—J ’

ce qui découle du fait que

/1 + 2H-------l-n\n /n + l\nlx2x ■ ) =h~)-

3. Soient ai,a2,... ,an des nombres réels strictement positifs tels que ai x a2 x 
•.. x an = \/2n2+n. Montrer que

(1 + 22ax)(l + 24a2) ••■(! + 22nan) > 2n, 
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et déterminer les cas d’égalité.
(Olympiades maghrébines-1985)

On utilisera l’inégalité a + b 2\/ab, valable pour tous réels positifs a et b. On 
a alors :

1 + 22 ai 2 x 2-^/di, 

2. Augustin Cauchy (1789-1857), mathématicien français.
3. Hermann Schwarz (1843-1921), mathématicien allemand.

1 H- 24a2 2 x 22y/a2, 

1 + 22nan 2 x 2nV^,

par conséquent,

(1 + 22ax)(l + 24q2) •••(! + 22nan) fl 2n,

avec égalité si et seulement si

1 1
ai = ^2’ «2=24,--.,

_ 1 
ün~ 2^‘

4.4. L’inégalité de Cauchy-Schwarz

4.4.1. Théorème. (Inégalité de Cauchy -Schwarz ) Soient (xi,X2,. - - ,xn) et 
(yi,y2i yn) deux vecteurs de Rn. On a alors l’inégalité

2 3

Yx^ 2=1
n
H

n
Ÿyi’

2=1 (4-5)

avec égalité si et seulement si les deux vecteurs (xi, #2,.. 
sont proportionnels.

.,xn) et (yi,y2,- ••,Vn)

♦ Preuve. Le théorème est évident dans le cas particulier xi = X2 = • • • = xn = 0. 
On suppose ce cas exclu dans la suite et on considère le trinôme du second degré

X2 — 2 (YXiyi ) x + ( Yyi \2=1 / \2=1 / \z—1
on a alors n n

P(x) = E “ 2xiyiX + yi) = 52 (XiX ~ y9( 2=1 i=l
et donc P(x) 0, pour tout æ G R. Il s’ensuit que le discriminant réduit de P(x) 
est négatif ou nul, c’est à dire (EXx ^y*) 2 “ (ZXi V?) °> 9ui est
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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L’égalité a lieu si et seulement s’il existe Xq tel que P(xq) = 0, c’est-à-dire 
XiXQ — yi = 0, pour tout i E {1,2, ...,n}, ce qui revient à dire que les deux 
vecteurs (aq, x2,..., xn) et (yi,y2, • • •, yn) de Rn sont proportionnels.

□

♦ Remarques.
1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz peut également s’établir à l’aide d’un raisonne­
ment par récurrence sur le nombre des réels considérés (laissé au soin du lecteur), 
mais la technique utilisée plus haut a un intérêt en soi. En effet, on va la mettre 
en œuvre pour démontrer l’inégalité suivante :

(m + M)2
4mM (4-6)

valable pour tous réels ai, a2, • • •, an, iq, ô2,..., bn, vérifiant 0 < m ailbi M 
pour tout i E {1,2, ...,72,}. Considérons le trinôme du second degré

(n \ / n \ n
m a2 j rr2 — I (m + M) 1 x + M y? • 

i=l / \ 2=1 / 2=1

Il suffit d’établir que le discriminant de ce trinôme est positif ou nul, ce qui 
revient à prouver que P s’annule ou change de signe sur R. Ecrivons alors P(x) =

Pi(x) = ma2x2 — (m + M)aibiX + Mb2 = (rnaïx — Mbi)(aiX — bi).

Il apparaît que çq(l/m) 0 et tpi(l/M) 0, ce qui montre que P(l/m) < 0 
et P(l/M) + 0, d’où le résultat.
2. En regroupant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité de Chebychev, on 
arrive à un encadrement de la somme EF=i :

valable pour toutes suites de nombres réels ai, a2,..., an, et Êq, 62,..., bn, rangées 
dans le même ordre d’inégalités au sens large.
3. On peut dériver de l’inégalité de Cauchy-Schwarz l’inégalité suivante :

(4-7)

où V i E {1, 2,..., n}, ai et Xi sont des réels strictement positifs. Plusieurs exer­
cices proposés en fin de ce chapitre permettront d’illustrer la raison pour laquelle
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cette forme un peu particulière est souvent plus facile à reconnaître que l’inégalité 
de Cauchy-Schwarz telle qu’elle est énoncée dans le théorème 4.4.1.
♦ Exemples.
1. Soient a±,a2,... ,an des réels strictement positifs et soit s = 
que

Prouver
i=l

----- 1------- 1_ . . . ------
S — S — €L2 S — CLn

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz sous la forme 4.7

d’où le résultat.
On aurait aussi pu utiliser l’inégalité entre moyennes harmonique et arithmé­

tique
n < £i + £2 4------ F £n

1/371 + 1/372 4------ F l/£n ri
signalée en remarque au paragraphe 4.3.

On remarque par ailleurs que l’inégalité de Nesbitt, démontrée en exemple au 
paragraphe 4.2, est un cas particulier de l’inégalité précédente où n — 3.
2. Prouver que, pour tous réels strictement positifs a, b, c, d, 

a b c d n -------- 1---------- 1-----------1-------------2. 
b + c c-\-d d 4- a a 4~ b

On applique l’inégalité de Cauchy^Schwarz sous la forme 4.7 :

r a b c d 1 _ , .7x2
7------- 1------- - + —------- 1------- - ,Lb 4- c c d d + a a -F b J

ou P = (b 4- c) + b (c 4~ d) + c (d + a) 4~ d (a 4- b) J.
Ceci étant, pour pouvoir démontrer le résultat recherché, il suffit de s’assurer 

que
ab 4- 2ac + cb + cd + da + 2db < ^(a + b 4- c 4- d)2;

or, en faisant la différence entre les deux membres de la dernière inégalité, on 
s’aperçoit qu’elle est égale à -(a — c)2 4- -(b — d)2. Ainsi, on a établi l’inégalité

Z z
énoncée, avec égalité si et seulement si a = c et b = d.
3. Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour trouver la valeur maximale de

f(x,y,z) = 3x + y + 2z, 

sachant que x2 4- y2 + z2 = 1.
On considère les deux vecteurs (37, y, z) et (3,1,2). On a donc 

(33: + y 4F 2z)2 (x2 4F y2 + *2)(32 + l2 4F 22) = 14.
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Ainsi, 3x -|- y + 2z < vÏ4, avec égalité lorsqu’il existe A G R+ tel que
. x z
- 3 -2Z- 2’

mais alors A = 1 /\/Ï4, et donc

3 1 2X — —— y — Z = -——
a/Ï4 VÏ4 VÜ

Ainsi, la valeur maximale de f est yÎ4, et elle est atteinte pour les valeurs 
précédemment mentionnées de x, y et z.
4. ai, a2,..., an sont des réels donnés non tous nuis. Déterminer les réels ri, r2, 
..., rn tels que

pour tous réels #i,#2,.
(Olympiades chinoises-1988)

Si xi = X2 — • • • = xn = 0, alors

iUi. (1)

Si Xi = 2ai pour tout z, 1 < i < n, alors

(2)

et il s’ensuit de (1) et (2) que :

(3)

Or, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(4)

Comme É 0, on obtient2=1
pour 1 i n, alors

1. Si maintenant on prend Xi
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n
Il s’ensuit de (3) que . ^Er2 1, ce qui implique que l’inégalité (4) se réduit

4. Hermann Minkowski (1864-1909), mathématicien allemand.

à une égalité. Il existe donc une constante A E R+ telle que = Xai pour tout z, 
1 < z < n. De (3), on tire alors :

1
~n TV2’
E«2)

n X1?2’

4.5. L’inégalité triangulaire

4.5.1. Théorème. (I 
y n) des vecteurs d

négalité de Minkowski4) Soient (x±, x2,... ,xn) et (yi,y2, te Rn. On a alors

Y + y*) 2 + Ë Xi + \ è yi ■ C4’8)2=1 \ 2=1 \ 2=1
♦ Remarques.
1. Le cas n = 2 est bien connu : c’est l’inégalité triangulaire dans le plan euclidien, 
qui exprime le fait que la somme des longueurs de deux des côtés d’un triangle est 
supérieure à la longueur du troisième.
2. Le cas n = 1 est le plus élémentaire certes, mais également le plus fréquent,

(Va:,y G R) |æ + y\ < |a?| + |y|.

♦ Preuve. On a les équivalences :

La dernière inégalité étant vraie pour tous vecteurs (æi,x2,..., xn) et (yi,y2, 
..., yn) de Rn (inégalité de Cauchy-Schwarz), le théorème 4.5.1 est donc démontré.

□
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4.5.2. Transformation de Ravi. Lorsque l’inégalité à prouver porte sur les 
longueurs a, b, c des côtés d’un triangle, il est souvent utile de faire la transfor-
mation suivante :

a = x + y, b —y + z, c — z + x,

où
a + c — b a + b — c b + c —a

sont des réels strictement positifs.

Géométriquement, x, y, z représentent respectivement les longueurs BQ, CR, 
AP où P,Q,R sont les points où le cercle inscrit dans le triangle ABC vient 
toucher les côtés du triangle.

L’intérêt de cette transformation est de pouvoir se débarrasser de la contrainte 
imposée par les inégalités triangulaires reliant les nombres a, b et c, et de ne plus 
avoir à manipuler qu’une inégalité portant sur des nombres positifs.

Fig. 4.1.

♦ Exemples.
1. Soient a,b,c les longueurs des côtés d’un triangle. Prouver que

b + c c + a a + b

(Olympiades indiennes-1989)
On pose a = x 4- y, b = y + z, c = z 4- x, où x,y, z > 0. On a alors

x + y + y + z z + x
x + 2z + y y+ 2x + z z + 2y + x

x + y y + z + z + x = ,
x + z + y y + x + z z + y + x

4.6. Les fonctions convexes

4.6.1. Définition. Soient I un intervalle et f : I R une fonction numérique. 
La fonction f est dite convexe (resp. concave) sur I si pour tous x± et X2 dans 
I, on a :

f(Xxi + (1 - A)x2) < (resp. >) A/(xi) + (1 - A)/(x2),

pour tout A £ [0,1].
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♦ Remarques.
1. (Interprétation géométrique) Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et 
A(a, f(a)), B(b, f(b)) deux points du graphe de f. Si f est convexe, alors le segment 
[AB] est en dessus du graphe de /, et si elle est concave, le segment [AB] est en 
dessous du graphe :

En effet, si x G [a, b], alors on peut l’écrire sous la forme x = Xa + (1 — X)b où 
A G [0,1]. Ainsi,

MM7 = [Xf(a) + (1 - A)/(b)] - f(Xa + (1 - A)b).

4.6.2. Théorème. (Inégalité de convexité) Soit f une fonction convexe (resp. 
concave) sur un intervalle I. Pour tous nombres xi,x2,... ,xn appartenant à I, 
on a l’inégalité :

f(a1xi+ct2X2+‘■ •+anXn') (resp. a1f(x1)+a2f(x2)+-■ -+anf(xn), (4.9)

pour tous réels positifs ai, a2,..., otn vérifiant ai + a2 4------ F on = 1.

♦ Preuve. Si f est convexe, — f est concave et réciproquement; on peut donc 
supposer f convexe.

- Pour n = 2, c’est précisément la définition de la convexité.
- Supposons le résultat vrai pour n. Soient alors x\, x2,..., 3?n+i, des éléments 

de l’intervalle I, et oi, a2,..., on+i des réels strictement positifs vérifiant 01+02 +
• • • + on+i = 1 (si l’un des oz est nul, le résultat est déjà acquis par l’hypothèse 
de récurrence). On a donc

+ ^n+l/(£n+l)?
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et par hypothèse de récurrence, on peut écrire

< Y, aiXi \ £ aif(xi)
/i=l < 2=1 

n n

\ 2=1 / 2=1
(n+1 \ n+1
y^aiXi j < 'y aif(xi).2=1 / 2=1

□
4.6.3. Propriétés.

1. Dans le cas où f est convexe (resp. concave), et qu’elle n’est affine sur aucun
intervalle de longueur strictement positive, et si ou > 0 pour tout i E {1,2,..., n}, 
on a 4- a2x2 -I-------F anxn) = aif(xi) -F a2f(x2) 4-------F OLnf(xn) si et
seulement si xi = x2 — • • • = xn.
2. Soit I un intervalle, a un élément de I et f:I—> R une fonction numérique; 
désignons par fa la fonction définie sur I \ {a} par :

(yxei\{a})fa(x) = D9zM.

f est convexe sur I si et seulement si, pour tout xq de I, la fonction fX(} est 
croissante sur I\ {xq}, et elle est concave si et seulement si, pour tout Xq de I, 
la fonction fXn est décroissante.
3. Une fonction convexe définie sur un segment est continue sur l’intérieur de 
ce segment et atteint son maximum en l’une de ses deux extrémités. Ce résultat 
se généralise à une fonction de plusieurs variables, définie sur un produit de 
segments de R, et convexe en chacune de ses variables (c’est dire qu’en Axant 
toutes les variables sauf une, la fonction dépendant de cette dernière variable est 
convexe).
4. Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I. Si la dérivée seconde 
de f est positive ou nulle en tout point alors f est convexe sur I.

♦ Remarques.
1. La deuxième propriété est illustrée par le schéma suivant :

Fig. 4.3.
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Le fait que fXo est croissante sur I\ {#o} signifie que la pente de la droite (OB) 
est supérieure ou égale à celle de la droite (OA).
2. Une fonction peut être convexe sans admettre des dérivées secondes en tout 
point. Cependant, la quatrième propriété constitue souvent un critère rapide pour 
vérifier qu’une fonction est convexe.
♦ Preuve, (du dernier point) Soient a,bEl tels que a < b par exemple. Soit 
x = Xa + (1 — X)b ; appliquons le théorème des accroissements finis à f sur [a, æ]
et [x, b] ; il existe c G] a, æ[ et d e] x, b[ tels que

f f(%) - f(a) = (x — a)/'(c) = (1 - X)(b - a)f'(c), 
| f(b) - /(x) = (b - x)/'(d) = X(b - a)f'{d).

f' étant croissante, on obtient :

X(f(x) - f(a)) sC (1 - A) (/(b) - /(x)),

ce qui montre que f est convexe.
□

♦ Exemples.
1. On a l’inégalité suivante, qui généralise l’inégalité entre les moyennes géomé­
trique et arithmétique de n nombres positifs :

4.6.4 Théorème. (Inégalité de la moyenne pondérée) Si X\,X2^ •. ,xn sont des 
réels strictement positifs, et ai, a2, • • •, an sont des réels strictement positifs tels 
que ai 4- a2 4------ Fan = 1, alors :

n n
y > n ’ (4> io)2=1 2=1

avec égalité si et seulement si tous les Xi,i G {1,2,..., n}, sont égaux.

La fonction logarithme népérien est concave sur R^_ (In"^) = —I/x2 < 0). Il 
s’ensuit que 

(n \ n
ai • Xi j ai • In (x^, 2=1 / 2=1

ce qui donne n n
Yai ~xi2=1 2=1

l’égalité n’a lieu que si Xi = Xj pour tous i,j G {1,2,..., n} (car la fonction loga­
rithme népérien n’est affine sur aucun intervalle de longueur strictement positive 
inclus dans RÜj_).
2. Retrouver l’inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne quadratique : 
si xi, æ2,..., xn sont des réels quelconques, alors
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En effet, la fonction x i—> x2 est convexe, d’où :
Z K 9/ n 1 \ n 1

eM «e1*?-\ ri I n\2=1 / 2=1
3. Soient xi, x2,..., xn des réels dans l’intervalle ]0,1[ tels que %i = 1. Prou­
ver que

n \-^n >—
Xi > l^i=i

y/1 — Xi y/Tl — 1

(Olympiades chinoises-1989)

La fonction t i-> ^=== est convexe sur [0,1[ (s’assurer que /" > 0). On a 

donc
1 Xi 1/n 1
n i^i “ Xi V1 ~ ^/n - 1 ’

ce qui s’écrit encore

n
Pour conclure, il suffit de prouver que y/xï y/n. Or, l’inégalité de Cauchy-2=1

Schwarz nous donne

4. Soient a, b, c des réels tels que 0 < a, b, c < 1. Prouver l’inégalité

7—+ +---- ^—7 +------+7 + (1 - a)(l - W - c) 1.
b + c + 1 c + a + 1 a + b + 1

(Olympiades des États-Unis-1980)
On remarque que la fonction

b + c +1 c + a + 1 a + b +1

est convexe en chacune de ses variables sur un cube de R3. Elle atteint donc son 
maximum en un point extrémal du cube, soit l’un des 8 sommets du cube. Ceci 
permet de conclure.
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4.6.5. Compléments.

1. Théorème. (Inégalité de Hôlder ) Soient les nombres strictement positifs 
xi,x2,. • • ,xn,yi,y2,... ,yn, a et 0 avec, a + 0 = 1. On a l’inégalité

5

5. Ludwig Otto Hôlder (1859-1937), mathématicien allemand.

n / n \a / n \ &
YXi'yi^\YXi) (X+) ’ (411)2=1 \2=1 / \2=1 /

avec égalité si et seulement si les deux vecteurs (aq, x2, •.., xn) et (yi,y2,... ,yn) 
sont proportionnels dans Rn.

n n
♦ Preuve. Posons Xi = X et yi = Y. On a alors2=1 2=1

la dernière inégalité résultant de la concavité de la fonction x ln(#) sur R^ et 
de la croissance de la fonction exponentielle sur R.

□

Notons que lorsque a = 0 = on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Théorème. (Inégalité de la moyenne généralisée) Soient xi, x2, ..., xn des 
nombres strictement positifs. Pourr é R, on définit la quantité Pr(xi, x2,. ..,xn) 
par : l/n

si r = 0,
• • • ,^n) ~ <

si r / 0.2=1
Si r,s € R sont tels que r < s, alors

Pr(xx,X2,. .. ,æn) PS(X\,X2,... ,xn), (4.12)

avec égalité si et seulement si tous les Xi, i E {1,2,..., n}, sont égaux.

♦ Preuve. Étudions d’abord le cas où 0 < r < s. On peut alors écrire r = sa, 
avec 0 < a < 1. On a ainsi

|1 — ex
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ce qui donne /1 n \ 1/r / n \ 1/s

avec égalité si et seulement si les Xi sont tous égaux.
Si maintenant r = 0 < s, alors

(n \s/n / n \ 1tn 1 n
næd = (n^ )2=1 / \2=1 / 2=1

et donc Pq(xi,æ2, ... , #n) Fs(#i, #2, • • • +n), avec de nouveau égalité si et seule­
ment si les Xi sont tous égaux.

Les deux cas r<s<0etr<s = 0se traitent grâce à la remarque suivante :

P_r(xl,X2, . .. ,Xn) = --~;- d---- ï—.
Pr( —)\X1 X2 XnZ

□
♦ Exemples.
1. Soient x,y et z des réels strictement positifs. Prouver que

8(x3 + y3 + z3)2 fl 9(x2 + yz)(y2 + zx)(z2 + xy).

L’inégalité entre les moyennes géométrique et arithmétique permet d’écrire

et comme xy + yz + zx < x2 4- y2 + z2,

(x2 + yz)(y2 + zx)(z2 + xy) < ^-(x2 + y2 + z2)3. 
Z (

D’un autre côté,

/x3 + y3 + z3\V3 /x2 + y2 + z2\ V2 
( 3 ) k 3 / ’

ce qui permet d’obtenir l’inégalité désirée.

4.7. L’inégalité de Muirhead

Soient x±, #2,... ,xn des nombres réels strictement positifs. Pour tout vec­
teur a = (ai,a2,... ,an), on définit la moyenne pondérée par a des nombres 
Xi, X2,... ,xn comme ceci :

[(«1, “2, • • • , an)] = 52 Xa(l)<(2) • ' • <(n)>
■ aeS„

(4-13)
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où Sn est l’ensemble de toutes les permutations de l’ensemble {1,2,..., n}.
Par exemple, [(1,0,..., 0)] est la moyenne arithmétique de x±, x2,..., xn, et 

[(1/n, 1/n,..., 1/n)] = x^nx^n • • • Xnn est leur moyenne géométrique.

On dit que le vecteur a = (ai, a2,..., an) majore le vecteur b = (bi, b2,..., bn) 
si :

1) ai a2 cin et bi b2 bn,
2) ai bi, ai + a2 bi + b2, ... , ai -F a2 + • • • -F an_i bi + b2 + • • • + bn—i, et
3) ai + a2 -F • • • -F an = bi -F b2 + • • • + bn-

4.7.1. Théorème. (Inégalité de Muirhead6) Soient x±,x2,... ,xn des nombres 
réels strictement positifs, et a = (ai,a2,... ,an) et b = (bi,b2,... ,bn) deux 
vecteurs appartenant à Rn.

6. Robert Franklin Muirhead (1861-1941), mathématicien écossais.

Si a majore b, alors

|jai,a2,... ,an)j ^(bi, b2,... ,bn)j, (4.14)

avec égalité si et seulement si tous les Xi, i E {1,2,..., n}, sont égaux.

♦ Preuve. Soient a = (ai, a2,..., an) et b = (bi, b2,..., bn) deux vecteurs dans 
Rn tels que a majore b et a / b. Il y a alors deux indices j, k, 1 < j < k n, tels 
que aj > bj, ak < bk et ai = bi pour tout i, j < i < k.

Fig. 4.4.

On pose alors a = (dj + ak)/2 et (3 = (aj — ak)/2. On définit ensuite y comme 
suit :

y = max (\bj - a|, \bk - a|).

On considère maintenant le vecteur c = (ci,c2,... ,cn) tel que Cj = a 3- y, 
ck = a — y et Ci = ai pour tout i E {1,2,... ,n}, i / j, k. On remarque que a 
majore c et c majore b. De plus, on a soit Cj = bj, soit ck = bk.

On va montrer que [a] [c]. En effet,
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n!-([a] - [c])

Pour toute permutation a E Sn, il existe une permutation p E Sn telle que 
p(i) = cr(i) pour tout i E {1,2,..., n}, i /j,k, et p(j) = a(k) et p(k) = cr(j). En 
regroupant les termes correspondant à a et p dans l’inégalité précédente, on peut 
écrire :

(Cl 7 CL1? Ci Clc \ ( CL Je Cje 1<y» J np __  rn J rn r* I _ I rn rv*  J . rr*  K rv*  J IX<,(j)Xa(k) Xa(j)Xa(k)) \Xa(j)Xa(k) Xa(j)Xa(k'))
— La+0ra~0 _ a+y a-y\ _ ( a-da+(3 _ a-7^+7\ 
“ \Xa(j) Xa(k) Xu(j) Xa{k) ) \Xa{j) Xa(k) Xa(j) Xa(k) J 
= (xa(j)xa(k})a~0 (x0^ - x0~/ > 0.

Il en résulte que [a] > [c]. L’égalité a lieu si et seulement si xa^ = Xa(k) pour 
toute permutation a E Sn, ce qui est encore équivalent à xi = x2 = • • • = xn.

On a donc réussi à trouver un vecteur c qui majore 6, et qui est plus proche de 
b que a, puisque c a une coordonnée de plus en commun avec b. Il suffit donc de 
répéter cet algorithme un nombre fini de fois pour arriver au résultat souhaité.

□

♦ Remarques.
1. Dans l’inégalité de Muirhead, la somme dans la moyenne pondérée par a contient 
toutes les permutations a E Sn, et pas uniquement les permutations circulaires. 
On dit que [a] est une somme symétrique des nombres Xi > 0, i E {1,2,..., n}.
2. Dans l’inégalité de Muirhead, les nombres ai, a2,..., an et iq, b2,..., bn sont 
des réels positifs ou négatifs. Les nombres æi, x2,..., xn, par contre, sont des réels 
strictement positifs.
3. Puisque (2,0) majore (1,1), on retrouve encore l’inégalité bien connue x2 +y2 
2xy (au moins dans le cas particulier x, y > 0). En effet,

L(a;V + j/V) > L(aty + x'y1).

De même, puisque (3,0,0) majore (1,1,1), on retrouve l’inégalité de la moyenne 
dans le cas n = 3 :

x3 + y3 + z3 3xyz.

Plus généralement, puisque (1,0,..., 0) majore (1/n, 1/n,..., 1/n), on retrouve 
l’inégalité de la moyenne comme un cas particulier de l’inégalité de Muirhead.
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4. Si le produit des nombres Xi, i E {1,2,..., n}, est égal à 1, alors pour tout 
nombre réel a :

De même, s 
tout nombre ré

(ai, a2,..., an) — (ai 4“ a, a2 4~ a,... , an + a) . (4-15)

i 1, alors pourii le produit des 
el a 0 :

nombres Xi, i E {1,2,. .., n}, est 5

(ai, a2, •.., an) > (ai — a, a2 — a,... ,an a) . (4-16)

Cette remarque peut être assez utile quand on a une condition portant sur le 
produit des Xi, i E {1,2, ...,n}, puisqu’elle permet d’« ajuster » deux vecteurs 
a = (ai, a2,..., an) et b = (iq, &2,..., 6n) afin d’établir une relation de majoration 
dans le cas où les sommes a2 et bi ne sont pas égales.

5. Pour tous vecteurs a, b E Rn, on a l’inégalité :

[«] + [&] > ra 4- 61
2 4 2 r

En effet, si a = (ai, a2,..., an) et b = (&i, b2,..., bn), on a d’après l’inégalité 
de la moyenne :

^(1)^(2) Xa(n) ' Xcr(l)Xcr(2) X a(n) (a^b^/2 (a2+b2)/2 (an+bn)/2
2 Xct(1) a(2) ’’ a(n)

♦ Exemples.
1. Soient x, y et z des nombres réels strictement positifs. Prouver que :

(x2y + y2z + z2x)(xy2 + yz2 4- zx2) 9x2y2z2.

En développant le terme de gauche, on obtient l’inégalité équivalente :

x3y3 -F x2y2z2 4- x4yz 4- y3z3 4- x2y2z2 4- y4zx 4- z3x3 4- x2y2z2 4- z4xy 9x2y2z2,

ce qui se réécrit encore sous la forme :

3 [(3,3,0)] 4- 3 [(2,2,2)] + 3 [(4,1,1)] > 9 [(2,2,2)],

qui se déduit immédiatement de l’inégalité de Muirhead, puisque (3,3,0) et (4,1,1) 
majorent (2,2,2).

On peut aussi démontrer l’inégalité recherchée sans utiliser l’inégalité de Mui­
rhead. Par exemple, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire :
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(x2y + y2z + z2x)(yz2 + zx2 + xy2) \3y/x2y2z2j = 9x2y2z2,

ou encore en appliquant l’inégalité de la moyenne :

(x2y + y2z + z2x)(xy2 + yz2 + zx2) Çsy/x3y3z3^ ^3\/x3y3z3^ = 9x2y2z2.

2. Soient x, y et z des nombres réels strictement positifs. Prouver que :

1 1 1 < _1_ 
x3 + y3 + xyz y3 + z3 + xyz z3 + x3 + xyz xyz

(Olympiades des États-ïlnis-1997)

En éliminant les dénominateurs, on obtient l’inégalité équivalente :

+ 9 [(4,4,1) + 12 [(5,2,2)] + 3 [(3,3,3)]

(6,3,0)] + 9 (4,4,1)] + 6 [(5,2,2)] + 3 [(7,1,1)].

Puisque (6,3,0) majore (5,2,2), l’inégalité précédente est une conséquence 
immédiate de l’inégalité de Muirhead.
3. Soient x, y et z des nombres réels strictement positifs tels que xyz = 1. Prouver 
que :

x3 y3 z3 >3
(1 + y)(l + z) + (1 + z)(l + x) + (1 + x)(l + y) ' 4'

((Proposé à l'OI(M-1998)
En éliminant les dénominateurs, on obtient l’inégalité équivalente :

3 [(7,1,1)

3 [(3,3,3)] +6

4(x4 + y4 + z4 + x3 + y3 + z3) 3(1 + x + y + z + xy + yz + zx + xyz),

qu’on peut encore réécrire :

4 [(4,0,0)] +4 [(3,0,0)] > [(0,0,0)] +3 [(1,0,0)] +3 [(1,1,0)] + [(1,1,1)].

Puisque xyz = 1, on a pour tout vecteur (ai, a2,..., an) G Rn et tout réel a :

ai, a2, • • •, a>n ai + a, a2 + a,..., an + a) .

En appliquant l’inégalité de Muirhead, on obtient alors :

4,0,0:
4 4 4
3’3’3

0,0,0) ,
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et

et

et enfin

3 [(4,0,0)] > 3 [(2,1,1)] = 3 [(1,0,0)],

r J f/4 4 lj Fz J
3 (3,0,0) >3 (-,-,-) =3 (1,1,0)I? ’ 'J 1'3 3’ 3'J Lv <1

[(3,0,0)] > [(1,1,1)],

ce qui permet d’aboutir à l’inégalité désirée.

4.8. Exemples particuliers

La résolution des problèmes d’olympiades ne dépend pas simplement de la 
connaissance d’une collection d’inégalités célèbres. En effet, il faut souvent parvenir 
à mener des calculs avec patience, ou bien faire des remarques judicieuses pour 
simplifier les problèmes étudiés. Les exercices qui suivent illustrent cet aspect :
1. x,y,z sont des réels vérifiant x2 + y2 + z2 = 2. Montrer que

x + y + z < xyz + 2.

Solution. On a d’une part

(x + y + z — xyz)2 = x2 + y2 + z2 + x2y2z2
—2(x2yz + xy2z + xyz2) + 2xy + 2yz + 2zx.

D’autre part,

(1 - xy)(l - yz)(l - zx) = 1 - (xy + yz + zx)
+(x2yz + xy2z + xyz2) — x2y2z2,

et
z. V1 V1 x + - y)2 + z2] [(y-z)2 + x2]

(1 - xy)(l - j/z)(l - zx) = -------—---------x---------- ----------

[(*  - x)2 + y2]
x - ^U.

Il s’ensuit que
(x + y + z — xyz)2 ^2 + 2 = 4.

2. Soient a et 0 deux nombres positifs ou nuis. On pose

a = a0, b = (1 — a)0 + (1 — 0)a, c = (1 — a)(l — 0).

Montrer qu’au moins un des nombres a, b ou c est supérieur ou égal à 4/9.
Solution. Supposons que a < 4/9, b < 4/9 et c < 4/9. On a alors

4 /— 4b = a + 0 — 2a 0 < - => 2y/a0 — 2a0 < -
9 r— 2 9

=>• -a(3 < -, 
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ce qui donne a fi — y/âft 4- 2/9 > 0, soit encore (y/âft — l/3)(y/âfi — 2/3) > 0. 
Ainsi, \/afi < 1/3 ou y/ôïfi > 2/3, mais comme a < 4/9, on a nécessairement 
a fi < 1/9. Par ailleurs c < 4/9, ce qui donne a + (3 — a fi > 5/9. Finalement 
b > 5/9 — afi > 5/9 — 1/9 = 4/9, d’où la contradiction.
3. Soient m et n deux entiers strictement positifs. Prouver que

1 1 > x 
+ x/m+1 '

Solution. On commence par le lemme suivant :

Lemme. (Inégalité de Bernoulli7) Si x > —1 et n un entier positif, alors

7. Jacques Bernoulli (1654-1705), mathématicien suisse d’origine anversoise.

(1 + x)n 1 4- nx; (4.18)

en effet, le résultat s’établit aisément par récurrence sur l’entier n 0.
Revenons maintenant à notre problème. D’après le lemme précédent, on peut 

écrire :

ce qui donne

m\" * / n \rri(14---- ) ^1 + m, (14----- ) 1 + n,
\ nJ \ m/

1 1 1 1 _ 
Vn + i + ÿm + i ' i + IL + i + — ”

m n
4. On pose :

mm+i + nn+1 
a =------------------ ,

mm 4- ri
où m et n sont des entiers strictement positifs. Prouver que

cri + ri ^rri1 + ri.

(Olympiades des États-Unis-1991 )
Solution. On applique l’inégalité de Bernoulli à chacune des deux expressions sui- 

/ a — m\m / a — n\n
vantes : 1 4----------et 1 4-------------- pour obtenir

x m / x n J

mm [1 4- (a — m)] + ri1 [1 4- (a — n)] = mm 4- ri.

On peut aussi utiliser l’inégalité : V a, k > 0, ak — kk = (a — k)(ak 1 4- ak 2k 4-. 
---- F fcfc-1) kk(a — k), ce qui donne :

(ri1 + ri) - (mm 4- ri) = (cri - rrri) 4- (ri - ri)
(a — m)mm 4- (a — n)ri

= a(mm + ri) - (mm+1 4- ri+1) = 0.
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5. Soient x,y,z 0. Prouver l’inégalité

x(x - z)2 + y(y - z)2 (x - z)(y - z)(x + y- z)

8. Issai Schur (1875-1941), mathématicien allemand.

Solution. On réécrit l’inégalité à prouver sous la forme

x(x - z)2 + y (y - z)2 - (x - z)(y - z)(x + y- z)^0,

ce qui s’écrit, en regroupant les termes convenablement, sous la forme

x(x - z)l(x - z)-(y- z)] + y(y - z)[(y - z) - (x - z)\ + z(x - z)(y - z) 
= x(x - y)(x -z) + y(y - x)(y - z) + z{z - x)(z - y) > 0.

Cette dernière inégalité est un cas particulier du lemme suivant :

Lemme. (Inégalité de Schur8) Soient x,y et z des nombres réels positifs, et n 
un entier positif. On a alors l’inégalité

xn(x - y)(x -z) + yn(y - z)(y - x) 4- zn(z - x)(z - y) > 0. (4.19) 

4 Preuve. Par raison de symétrie, on peut supposer que x y z 0. L’inégalité 
est alors vérifiée car xn(x — y)(x — z) yn(x — y)(y — z) et zn(z — x)(z — y) 0.

□
♦ Remarques.
1. Le même raisonnement s’applique à tous nombres réels a E R et (3 E R+ :

xa(x^ — y&)(x& — z13) + ya(y^ - z^y73 — x73) + za(z^ - x^Çz13 — y13) 0.

2. L’inégalité précédente se réécrit encore sous la forme :

(4.20)

où on a utilisé les notations de l’inégalité de Muirhead. Cette remarque peut être 
assez utile puisqu’elle permet de combiner l’inégalité de Schur et l’inégalité de 
Muirhead pour établir des inégalités portant sur des sommes symétriques.



EXERCICES

1. Soient a, b et c des nombres réels strictement positifs. Prouver que :
a) abc (a + b — c)(a + c — b)(b + c — a).
b) a  + b  + c  > a2b + b2c + c2a.3 3 3

3. Soient m et n deux entiers positifs vérifiant n < m. Prouver que :

.a2 b2 c2 b c a
c) ~L2 F ~2 --- 2 ~ T 4 •b2 cz az abc

a2 b2 c2 abc
d) + ----- Fb2 c2 a2 b c a

2. a, b, c sont les longueurs des côtés d’un triangle. Prouver que : 

a2(b + c — a) + b2(c + a — b) + c2(a + b — c) 3abc.

(Olympiades internationales-1964/2)

(m — n)\
(m2 + m)n.

(Olympiades du pacifique asiatique-1996)

4. Soient Xi,yi (i — 1,2,..., ri) des nombres réels tels que :

£1 

yi
> £2

y2 yn-

On considère une permutation arbitraire (zi, z2,..., zn) des nombres yi, y2,..., yn. 
Démontrer que :

£ (Xi - Vi)2 £ (Xi - Zi)2. 
i=l i=l

(Olympiades intemationales-1975/1)
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5. Soient a, b et c les longueurs des côtés d’un triangle. Démontrer que :

Va 4- 6 — c 4- Vb 4- c — a 4" V c a — b + Va 4- \/b 4- Vâ->

et déterminer les cas d’égalité.
(Olympiades du pacifique asiatique-1996)

6. Prouver que, pour tous réels x^ x2 xn > 0,

Xi x2 xn x2 x3 Xi
 1 F * • • 4  1 F • • • 4  x2--- X3------------ Xi-----Xi---- x2----------- xn

11. Soient x et y deux réels strictement positifs vérifiant :

x + y 4- y/2.x2 4- 2xy 4- 3y2 = 4.

Montrer que x2y 4.

7. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et xi, x2, • - •, xn des réels strictement 
positifs. Prouver l’inégalité :

~2 œ2 ~2
_ |____ * x2______ |_ . . . _i _ZL__ 2 i ' 2 I ' ’ ’ ' 9 IX$ + +2^3 X% + T3.T4 X^ 4- ^1^2

+ n — 1.

8. Soient n G N et A E R?j_. Maximiser la somme Æi#2 4- ^2^3 4--- 4- xn-ixn, où
{xi,x2,..., xn} est un ensemble de réels positifs vérifiant xi 4- x2 4------ F xn = A.

(Olympiades australiennes-1986)

9. Démontrer que pour tous réels x, y et z tels que x y z > 9, on a l’inégalité :

x2- + y2 — 4- z2 — x2 + y2 + z2.
z x y

10. Soit (afc)fceN  une suite de nombres naturels non nuis et distincts. Montrer que 
pour tout n :

*

(Olympiades internationales-1978/5)
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12. Soit n un entier supérieur ou égal à 3, et soient ai, a2,..., an des réels vérifiant 
2 < ai < 3 pour tout i G {1,2,..., n}. On pose s = ai + q2 4------ F un. Démontrer
l’inégalité :

Qi 4- q2 - a2 qj + nj - aj + ... + Qn + ~ Q2 2s - 2n
qi 4- q2 - U3 q2 4- a3 —- a^ an -F ai — a2

((Proposé à lOItM-1995)

13. Démontrer l’inégalité :

____________ 8____________ < 1 1
(xi + X2)(yi + y2) - (zi + z2)2 Xiyi - zf x2y2 - z2 ’

sous les conditions :

>0, X2 > 0, xiyi > z2, X2y2 > ^2-

Dans quelles conditions a-t-on égalité?
(Olympiades internationales-1969/6)

14. Soient x, y et z des réels strictement positifs vérifiant la relation xy + yz + zx = 
1. Prouver l’inégalité :

2æ(1 — x2) 2?/(l — y2) 2z(l — z2) x y z
(1 -F x2)2 + (1 -F y2)2 + (14- z2)2 1 + x2 + 1 + y2 + 1 + z2 ‘

15. Soient a,b,c,d> 0. Trouver toutes les valeurs possibles de la quantité :

S =
a b c d

a -F b -F d a -F b -F c b -F c -F d a -F c -F d

(Olympiades intemationales-1974/5)

16. Pour tout entier n strictement positif, on définit Sn comme étant le minimum 
de la somme

fc=l

où ai, q2,..., an sont des réels strictement positifs dont la somme vaut 17. Il y a 
un entier unique n pour lequel Sn est aussi un entier. Déterminer n.
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17. Soient a, b, cet d des réels strictement positifs. Montrer que :

a b c d > 2
b + 2c + 3d c + 2d + 3a d 4~ 2a 4~ 3b a 4~ 2b 4~ 3c 3

((Proposé à l'OI(M-1993)

18. Les nombres ai, a2,..., an constituent une permutation des nombres 1, 1/2, 
..., 1/n, ainsi que les nombres bi, b2,..., bn. De plus ai 4- bi a2 + b2 
an + bn. Prouver que am + bm 4/m pour tout m compris entre 1 et n.

(Olympiades russes-1968)

19. Soient a, b et c les longueurs des trois côtés d’un triangle. Démontrer que : 

a2b(a — b) 4- b2c(b — c) 4- c2a(c — a) 0,

et déterminer les cas d’égalité.
(Olympiades internationales-1983/6)

20. Déterminer toutes les valeurs du réel a pour lesquelles il existe cinq réels 
positifs ou nuis x\, x2,. .., £5 vérifiant les relations suivantes :

55 5
kxk = a, k3xk = a2, y^ k5xk = a3.

k=l k=l k=l

(Olympiades internationales-1979/5)

(Olympiades internationales-1972/4)

21. Trouver toutes les solutions (£1, £2,..., £5) E (R^_)5 du système d’inéquations :

(x\ - £3£5)(£2 - £3£ô) 0,
(#2 — £4£1)(£2 — £4£1) 0,
(x2 - £5£2)(£2 - £5£2) 0,
(xl - xix^)(xl - xxx/) 0, 
(x2 — X2X4)(x2 — X2X4) 0.
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22. On se donne trois nombres strictement positifs a, b et c vérifiant la relation 
abc = 1. Démontrer que :

1 1 1 3
a3(b + c) + 63(c + a) c3(a + b) 2 ’

(Olympiades intemationales-1995/2)

23. Soient x, y, z des réels positifs vérifiant la relation x + y + z = 1. Démontrer 
la double inégalité :

70 < xy + yz + zx — 2xyz < —.
Z (

(Olympiades intemationales-1984/1)

24. Soient a, b, c des nombres strictement positifs. Prouver que :

y/a2 — a6 + 62 + y/62 — 6c + c2 > y/a2 + ac + c2.

25. x\, x2,..., xn sont des réels strictement positifs. On pose #n+i = x± et a == 
min (aq, x2,..., xn). Montrer que :

\ 1 + Xi 
“ i + xi+i

s’‘+(r+£(l*~ “)2-

x 7 Î=1

(Olympiades cfiinoises-1992)

26. Soient xi, x2,..., xn des réels tels que |aq| < —-— pour i = 1,2,..., n, et 
vérifiant la relation |aq + x2 4------ F xn\ = 1. Prouver qu’il existe une permutation
Ü/i, 3/2, • • •, yn) de aq, x2,..., xn telle que

i - (n + 1)|3/i 4- 2y2 + F nyn\ —-—.

(Olympiades internationales-1997/3)
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27. Si x est un réel positif, et n un entier 1, alors

IM
fc=l

(Olympiades des États-Unis-1981)

28. Soient ai, a2,...,an des entiers non nuis N. Le plus petit commun multiple 
de deux quelconques d’entre eux est > N. Montrer que :

29. Soit N un entier naturel 2 et soit {ai, a2,..., an} un ensemble fini d’entiers 
naturels distincts, différents de 0 et dont aucun n’est divisible par un nombre 
premier N. Prouver que :

(Olympiades russes-1989)

30. Soient x±, x2,..., xn des réels strictement positifs tels que Xi = 1, et soit s 
le plus grand parmi les nombres 2=1

£1 £2 £n

1 + £1 ’ 1 + £i + £2 ’ ” ’ ’ 1 4~ Xi + X2 4----------F Xn '

Trouver la plus petite valeur de s, lorsque les nombres £i,£2, ... ,xn varient, 
leur somme étant égale à 1. Pour quelles valeurs est-elle atteinte?

(Olympiades russes-1972)

31. On considère n nombres réels aq, x2,..., xn vérifiant :

£1 + £2 4-------F £2 = 1,

et soit k un entier supérieur à 2. Prouver qu’il existe n entiers non tous nuis 
ai, a2,..., an vérifiant :

a) pour tout i, 1 i n, |aj k — 1 ;
b) |aiaq 4- a2x2 4------ F anxn\ (k - l)y/n/(kn - 1).

(Olympiades intemationales-1987/3)
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32. Prouver que pour tous réels strictement positifs x, y, z tels que xyz 1 :

x5 — x2 y5 -y2 + > 0
x5 4- y2 + z2 y5 4- z2 4- x2 z5 4- x2 + y2

(Olympiades intemationcdes-2005/3)

33. Prouver que pour tous réels strictement positifs x, y, z :

/ \ f * 1 1 1 \ 9

37. Soit V un ensemble fini formé de points de coordonnées entières dans l’espace 
euclidien et soient Vx,Vy et Vz les ensembles formés des projections de V sur les 
plans yz,xz, xy respectivement. Démontrer que :

I V|2 < | Vx\ ■ | Vy\ ■ \VZ\,

où |A| désigne le nombre d’éléments de l’ensemble fini A.
(Olympiades internationales-1992/5)

(xy + yz + zx) -—■—4- 7—■—+ -,—■—
\(x + y)2 (y + z)2 (z + x)2 J 4

(Olympiades iraniennes-1996)

34. Soient x, y, z des réels strictement positifs. Démontrer que :

x y z 5 t------------
. __ _|—4—   ~Ax/x + y + z'
Vx + y \/y +z \Jz + x 4

35. Soient a, b, c, d des réels positifs satisfaisant la condition a+b+c+d— 1. 
Prouver l’inégalité :

, , , 7 , 7 1 176 7 7abc + bcd 4- cda + dab ^ — + ——abcd.27 27

((Proposé à lOHM-1993)

36. Trouver le plus grand entier qui soit le produit d’entiers positifs dont la somme 
est égale à 1976. Justifier votre réponse.

(Olympiades intemationales-1976/4)
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1. a) Si a, b, c ne sont pas les longueurs des côtés d’un triangle, le terme de droite 
dans l’inégalité est négatif, et le terme de gauche est positif. Dans le cas contraire, 
on pose

a + b — c = x, a + c — b = y, b + c — a = z,

avec x, y, z 0.
L’inégalité à démontrer devient donc (x+y)(y+z)(z+x) Sxyz, ce qui résulte 

des inégalités

x + y 2y/xÿ, y + z^z 2yfyz, z + x 2jzx.

b) Les suites a, b, c et a , b , c  sont rangées dans le même ordre, et l’inégalité 
du réordonnement s’applique

2 2 2

2. On applique la transformation de Ravi

a = x + y, b = y + z, c = z + x,

a • a2 + b • b2 + c • c2 b • a2 + c • b2 + a • c2.

c) On peut réécrire l’inégalité à prouver sous la forme :

a a b b c c b c c a a b. . —|— • - + - • -,
b b c c a a c a a b b c

ce qui découle de l’inégalité du réordonnement.
d) En éliminant les dénominateurs, on s’aperçoit que l’inégalité à prouver se 

met sous la forme

a4c2 + b4a2 + c4b2 a3bc2 + b3ca2 + c3ab2,

cette inégalité étant invariante par permutation circulaire de a, b, c, on peut tou­
jours supposer que b est situé entre a et c. L’inégalité précédente se met alors sous 
la forme :

a3c2(a — b) + b3a2 (b — c) + c3b2(c — a) 0.

On a alors

a3c2(a — b) + b3 a2 (b — c) + c3b2(c — a)
= (a3c2 — c3b2)(a — b) + (b3a2 — c3b2)(b — c)
= c2(a3 — cb2)(a — b) + b2(ba2 — c3)(b — c)

0.
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où x, y, z > 0.
L’inégalité à prouver se transforme alors en

2z(x + y)2 + 2x(y + z)2 + 2y(z + x)2 < 3(æ + y)(y + z)(z + x), 

soit encore

(x + y)(x - z)(y -z) + (y + z)(y - x)(z - x) + (z + x)(z - y)(z - x) < 0.

La dernière inégalité étant invariante par permutation quelconque de x, y, z, on 
peut supposer, sans perte de généralité, que x y z, et dans ce cas, l’inégalité 
est évidemment vérifiée.

On a égalité si et seulement si x = y = z, c’est à dire si et seulement si le 
triangle considéré est équilatéral.

3. On a :

(m + n)! z w--------- — = (m + n)(m + n — 1) • • • (m — n + 1)
(m — n)\

> 2n • (2n - 1) • • • 1 > 2n • (2n - 2) • • • 2 = 2nn\.

m étant supposé fixé, on va montrer l’autre inégalité par récurrence sur n : ’
. (m + 1)! z 2

- n = 1, - ---------  = + 1) = m + m.(m-1)
- Supposons maintenant que, pour un entier k (1 À; m — 1), on ait

+ k)\ ( 2

on a alors

(m + fc + 1)! z ïXZ , (m + kY. , 9 xz 9 z 27------ ----- -L = + (m2 + m)(m2+m)k = (m2 + m)fc+1
(m — k — l)i (m — k)l

4. L’inégalité considérée est équivalente à Y^i=ixizi 52^=1^^? ce qui est une 
conséquence immédiate de l’inégalité du réordonnement.

5. On applique la transformation de Ravi

a = x-\-y, b = y + z, c = z + x,

avec x, y, z > 0.
L’inégalité à démontrer s’écrit alors sous la forme

\/2(y/x + y/ÿ + y/z) Vx +y + + \Jz-}~X.



156 Les inégalités

Or, la fonction x h-> y/x est concave, et donc

+ Vÿ) //c + y),

____  y/2
soit encore y/x + y — (V# + y/y) et de même y/y -F z — (y/ÿ -F y/z) etZ z
_____ y/2 r-

y/z -F x — (yz + v^)- En sommant les trois dernières inégalités, on obtient 

ce qui termine la démonstration.

6. On raisonne par récurrence sur l’entier n 2.
- Pour n = 2, l’inégalité demandée est évidente.
- Supposons le résultat vrai pour tout ensemble de n nombres, n 2, satisfai­

sant aux conditions de l’énoncé. Soient donc æi,æ2, . • • ,æn+i, (n + 1) nombres tels 
que xi x2 > Xn+i-

On considère alors les termes faisant intervenir xn+i dans les deux côtés de 
l’inégalité proposée, et on pose

X1 X Xn X
f(x) —----- 1-------------------- .X Xn X X1

On a alors

/'(x) = (xi - Xn) ( —----------- L ) ^ (), V Xflxn,
\X,lXn X2 )

et ainsi
/(xn+i) fl f(xn) =

Xn *̂1

Il suffirait donc de montrer que

/x± 372 + . + /X2 + #3 _______ Xn \ < #1 _
\X2 X3 Xn J X2 Xn-iJ Xn Xi ’

ce qui est manifestement vrai par hypothèse de récurrence.

x?7. lere solution. Posons y^ =---- ----- , i = 1,2,..., n, et xn+i = x^ On a alors
Xi-\-lXi3-2

yiyz • • • yn = 1. On écrit donc

4 = 1 = ! _ 1
x? + xi+ixi+2 1 + 1/yi 1 + yi'

L’inégalité désirée est alors équivalente à
n 1
V —----1, yi > o, 7/13/2 • • • yn = 1, n > 2.
+ 1+Vi
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Comme yxy2 • • • yn = 1, il existe deux indices i et j tels que yiyj < 1. Mainte-
nant

1 1 > 1
1 + yi 1 + yj

et le résultat en découle.
2eme solution. On pose

n 
s,. = £ Xj

X2 + Xi+1Xi+2 ’ %n+i — Xi.

Démontrons l’inégalité < n — 1 par récurrence sur n 2.
- Pour n = 2, on a :

zy»2
= -2—2-------  + -2—^------- = 1-

X$ + ^2 + ^1^2

- Supposons Yn n — 1 pour un entier n 3, et considérons la somme Sn+i 
relative à n + 1 nombres positifs x±, x2,..., xn+i» On peut donc supposer, sans 
perte de généralité, que #n+i = max (xi,x2,..., xn+i). On a alors

T2 i T2 T2va _ va | ______ 1___________  | ______ *~n ______ | ____ ^n+l_____
^77-+l Zlfl | n I n I n

Xn_i + XnXn4-i xn 4“ Xn+iXi Xn~hl “F #1^2

X2 i T2_____^n—l_________ 't'n
X2n_r+xnX-L X^ + X!X2’

mais puisque

F2 T2 T2 T2 T2______ ^n—1______  < 1 ______ < xn ^n+1 < 

æ2-l + Xnxn+1 '' X2n_r + XnXk ' X2 + Xn+lXl X2 + X^X2 ’ Z2+1 + XiX2

alors £n+i < Sn 4- 1 < n 4- 1.

8. Si xn xn_i, on arrive à rendre l’expression aqÆ2 + #2^3 4---+ xn~ixn plus
grande en échangeant xn et xn-i. Pour la même raison, on peut supposer que 
xn-2 xn. Maintenant, en remplaçant xn-2 et xn par xn-2 + xn et 0 respective­
ment, l’expression à maximiser augmente d’une quantité égale à xn-3xn.

Ceci montre que pour des ensembles contenant au moins trois nombres, on peut 
supposer, dans la recherche du maximum de l’expression, que le dernier membre 
est égal à 0. Ainsi, on est amené à maximiser l’expression ^1^2 + #2^3 avec x± + 
x2 + x3 = A. Mais

£1^2 4- #2^3 = X2(A - X2),

qui est maximale lorsque x2 = A/2. Ainsi, le maximum recherché est A2/4.

9. L’inégalité est vraie si deux des trois nombres x, y, z sont égaux.
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Supposons que x > y > z > 0. Puisque Va > 0, a + I/o 2, on a

(r^y + w2£ , 2* X\ , ( 2£ , 2X , 2V\ > 2 , 2 , 2\

11. D’après l’inégalité de la moyenne, on a

£ £ 3 f 2 \ i /3
X + V= 2 + 2 ’

On a ainsi réussi à faire apparaître le terme x2y. Nous aimerions alors faire 
la même chose avec la racine carrée. Supposons avoir décomposé 2x2 en i termes 
z s 2£2 , s 2xy n 9 , z K 3y2égaux a ---- , 2xy en j termes égaux a -----  et 3y en k termes égaux a ——. Unz j k
aimerait bien avoir

\ z x y / \ y z x )

Ainsi, pour démontrer l’inégalité demandée, il suffirait de démontrer que

2?/ 9z 9X 9z 9x 9y 
x2- + y2- + z2- > x2- + y2- + z2-

z x y y z x (1)

Or,

(1) x3y2 + y3 z2 + z3rr2 rr3^2 + y3x2 + z3y2
y2(x3 - z3) + x2z2(z - x) y3(x2 - z2) 
y2(x2 + xz + z2) — x2z2 y3(x + z) 
y2x(x — y) + y2z(x - y) + z2(y2 - x2) 0
y2x + y2z — z2y — z2x 0
x(y2 - z2) + yz(y - z) 0,

ce qui est vrai puisque x > y > z > 0.

10. L’inégalité du réordonnement montre que la quantité ak/k2 est minimale 
lorsque ai < a2 < • • • an.

Supposons donc que c’est bien le cas. On a alors ai i pour tout i, 1 i n 
(le voir à l’aide d’une récurrence sur i par exemple).

Il s’ensuit donc que la valeur minimale que peut prendre ak/k2 est elle 
même supérieure ou égale à 1/k.

+ j — 2(j + 2fc),
2i + j _ 2

2(z + j + À;) 3

Une solution possible est i = 8, j = 4, k — 3. On a alors

Z9\ 8/15 z9\ 4/15 Zo\ 3/15 x 2/3
2x2 + 2xy + 3y2 > 15 Ç-J (-) (x2y)2/3 = 15 Ç-J (x2y)2/3.
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et il s’ensuit que

4 = x + y + \/2x2 + 2xy + 3y2 fl ( + -4^ j (x2y)1/3,

soit encore

12. On pose
{a^=ai)_ 

ai 4- — ai+2

On a alors 
4 . . 2^2^24-1r±i — ai ~E ai+i 4- Uz+2------- ;---------------- ,

ai 4“ Uz-f-l qi+2
et puisque (ai — 2)(a;+i — 2) 0, alors —2^^+! —4(a*  4- cq+i — 2) et par suite

Ai ai 4- Uî+i 4- Ui+2 — 4 | 1 4----- -——------------) •
\ ai 4- ûî+i — Ut+2 /

Comme 1 ai 4- a^+i — a^ 4, on a

Ai ai 4- am 4- <+-2 — 4 4—= ai 4- o-i-i-i — 2,

soit enfin A 2s — 2n.

13. On commence par appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz

(xi + X2)(yi + y2) fl (y/xkÿî + Vx2y2)2.

Pour prouver l’inégalité demandée, il suffirait donc de montrer que

_____________8_____________< 1 1
C/xiyi + Va;2y2)2 - (zi + z2)2 (xiyi - z2) (x2y2 - zf) '

On pose alors

«i = y/x^~zi > o, u2 = y/x2y2-z2 > 0, Vi = y/xiyi+zi, v2 = y/x2y2+z2 > 0; 

la dernière inégalité devient alors

8 (ui 4- vi)(î?i 4- v2) | —---- 1---- — | ,
\U1V1 U2V2 J

mais

U1 + U2 2JU1U2, Vi + V2 2y/ViV2,--------1---- 2—=,U1V-1 U2V2 y/UiU2ViV2 
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ce qui donne l’inégalité recherchée.
Il y a égalité si et seulement si u± = u2, ai = v2 et 3A E R+, (xi,yi) = X(x2, y2), 

i.e., xr = x2,yr = y2 et zr = z2.
Note. On peut prouver de manière analogue la généralisation suivante :
Soient xi, x2,..., xn, yi,y2,..., yn, zj_, z2,..., zn des réels tels que, pour tout 

i E {1,2,..., n}, Xi > 0 et Xiyi — z* 2 > 0. Prouver alors l’inégalité

14. On va utiliser un raisonnement géométrique. En effet, on applique la transfor­
mation trigonométrique suivante :

a 0 aa? = tan —, a = tan—, z = tan-,2 y 2’ 2

avec a, 0, y E ]0, %[.

Comme xy + yz + zx = 1, il s’ensuit que tan (7/2) = 1jtan d’où

a + 0 + 7 = 7r.
D’un autre côté, l’inégalité à prouver se réécrit sous la forme :

sin a cos a + sin/îcos/3 + SÙ17COS7 < ^(sina + sin/3 + SÙ17), 
Z

sin 2a + sin 20 + sin 27 < sin a + sin 0 + sin 7.

On considère alors un triangle dont les mesures des angles valent a, 0 et 7. On 
désigne par S et p la surface et le demi périmètre du triangle ainsi considéré, et 
par r et R les rayons des cercles inscrit et circonscrit respectivement.

On a d’une part (loi des sinus) :

, . a , . a + b + c 2p S
s'na+s'ul,+a'a~l = ^a- = 2ü^7R’ 

et d’autre part :

sin 2a + sin 20 + sin 27

x ,, y . y \ _2S 
a' R+b' R+ RJ R2'

Il s’ensuit que :
sin a + sin 0 + sin 7 R 

sin 2a + sin 20 + sin 27 2r1 
et on conclut alors grâce à l’inégalité d’Euler.

(Er=1^)(Er=i^-(s”=1^)2
i
- z?)

i.e.,

(car pr = S),

a cos a + b cos 0 + c cos 7
R

£
R
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15. On remarque que

a + b + c + d a + b + c + d a + b + c + d a + b + c + d

et que
a b c d

S < ----- - 4------- - 4------- 3 4------- - — 2.a + b a + b c 4- d c 4- d

Par ailleurs, en prenant a = b = letc = d = x, on obtient

s'^ = A +
Z “|” X À i“ zx

lim S'(x) = 1, x^O

et en prenant a = c = 1 et b = d = x, on obtient

S"(x) =
2 2x

1 + 2x 2 4- x’
lim S" (x) = 2.x—>0

Comme S est continue, le théorème des valeurs intermédiaires prouve que S 
décrit l’intervalle ] 1,2[ lorsque les réels a, b,c et d varient dans R^..

SneN

16. lere solution. Dans le plan rapporté à un repère orthonormé (0,7, J), plaçons 
les points

A — 0, A — (1,^1), A(1 4-3, ai 4-a2),..., Ai( 52 ~ A 52
i=l i=l

on a alors

n _________________ n—1
yj(2z — l)2 + a2 = y^ A A+i A)A

z=l i=Q ________________________
n \ 2 ( n \2

52 (2z — 1) j 4- I 52 ai ) 
i=l / \z=l /

= y/n4 + 172.

Le minimum de Sn est bien égal à Vn4 + 172 (faire une figure pour se rendre 
compte du cas d’égalité).

D’un autre côté,

\A4 4- 172 = P (p E N)
(p — rz2)(p -F n2) = 172 (p G N) 
p — n2 = 1, p -F n2 = 172 (p G N) 
2p = 290, n2 = p — 1 (p G N) 
n= 12.
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2ème solution. Puisque x i—> \/x2 + 1 est convexe, on a :

9. Colin Maclaurin (1698-1746), mathématicien écossais.

£^-1)2 +a2 =

Î=1

l’égalité ayant lieu si et seulement si

A. - A - £ 
ai a2 a3

2n — 1

O-n

==> at = AI-(2ï-1), i & {1,2,

Il s’ensuit que y/n4 + 172 est le minimum de Sn. On continue alors comme dans 
la première solution.

Note. L’avantage de la deuxième solution par rapport à la solution géométrique 
est qu’elle permet de généraliser l’exercice. Par exemple, on pourra étudier la 
variante suivante : on prend au lieu des carrés les cubes et de la racine carrée la 
racine cubique.

17. lere solution. On pose (a?i,a?2,£3,£4) = (a, b, c, d) et (2/1, y2, ys, yri) = (b + 
2c + 3d, c + 2d + 3a, d + 2a + 3b, a + 2b + 3c). On sait que

Î=1 i=l i=l

ce qui donne

a b c d
b + 2c + 3d c + 2d 4- 3a d 4- 2a 4- 3b a 4- 2b 4~ 3c

> (a 4- b 4- c 4- d)2
4(ab 4~ ac 4- ad 4~ bc 4- bd 4- cd)

On reconnaît alors l’inégalité de Maclaurin9 :
3

(ab 4“ ac -F ad -F bc 4- bd 4" cd) — (a 4~ b 4- c 4- d)2,
o

qui résulte du fait que

(a — b)2 4- (a - c)2 4- (a — d)2 -F (b — c)2 4- (b — d)2 + (c — d)2 > 0.

Le résultat recherché en découle aussitôt, et l’égalité a lieu si et seulement si 
a = b = c = d.
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2ème solution. Sans perte de généralité, on peut supposer, quitte à multiplier 
les nombres a,b,c,d, par un même facteur, que a 4- b 4- c + d = 1. La fonction 
f: x h-» \/x est convexe sur On peut alors appliquer l’inégalité de convexité

4 a b c d=___________I____________ I____________ I___________
b 4- 2c 4~ 3d c + 2d 4- 3a d 4- 2a 4- 3b a 4- 2b 4- 3c

= af (b 4” 2c 4~ 3d) 4- bf (c 4~ 2d 4- 3a) 4~ cf (d 4~ 2a 4- 3b) 4- df (a 4~ 2b 4~ 3c)

> /(4(ab + ac + ad + bc +bd + cdf)
_ 1

4(ab + ac + ad 4- bc 4- bd 4- cd)

On conclut alors grâce à l’inégalité de Maclaurin.
3ème solution. Cette méthode est plus systématique que les deux dernières 

méthodes. L’idée principale est de considérer la transformation suivante :

A = b -6 2c 4~ 3d, B = c 4- 2d 4- 3a, C — d 4~ 2a 4~ 3b, D = a 4- 2b 4~ 3c

Des calculs sans difficultés particulières permettent d’exprimer a, b, c, d, en fonc­
tion de A, B, C, D,

a= E-5A + 7B + C + D),
24

b= /(-5B + 7C + D + A), 
24

c = -L(-5C + 7£> + A + B), 
24 '

d= E-5D + 7A + B + C),
24

et le côté gauche de l’inégalité de l’énoncé se met sous la forme

a b c d _ -20 1 (7B CD TA B C\
Â +B + C + D~ ~24~ +24 + .4 + A+ -" + D + D + Dj'

En considérant les termes 7B/A comme B/A+B/A-\------\-B/A, on a 36 termes
entre les parenthèses dont le produit vaut 1. L’inégalité de la moyenne donne alors

a b c d —20 4- 36 2
~Â + B + C + D^ 24 = 3

18. Raisonnons par l’absurde, et supposons que am 4- bm > 4/m pour un certain 
m compris entre 1 et n. On a ainsi ai + bi a2 4- b2 am 4- bm >
4/m. Par conséquent, pour chaque z, 1 z m, l’ensemble {a^b^} contient 
au moins un élément > 2/m. Mais alors, une des deux permutations a^bifi = 
1,2, ...,n de {1,1/2,..., 1/n} contient au moins |_m/2j éléments supérieurs à 
2/m. Or, une permutation de {1,1/2,..., 1/n} ne peut contenir que [(m — 1)/2J 
éléments supérieurs à 2/m, d’où la contradiction.
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19. lere solution. On applique la transformation de Ravi

a = x + y, b = y + z, c — z + x,

avec x,y,z> 0. On a alors

a* 2b(a - b) + b2c(b — c) + c2a(c - a) = 2(x3 *z + y3x + z3y) — 2(xy2z + x2yz + xyz2).

20. lère solution. On a a2 Ylk=i ^xk + k5xk = 2a^^=1 k3xk, soit encore

5

k(a — k2)2xk = 0,
k—1

i.e., k(a - k2)2xk = 0, k = 1,2,..., 5.
S’il existe j E {1,2,..., 5} tel que Xj fi 0, alors nécessairement a—j2, et donc, 

pour k fi j, xk = 0, et en revenant aux formules de l’énoncé, on obtient Xj = j.
Si Xj = 0 pour tout j E {1,2,..., 5}, alors a = 0.
On en tire les 6 valeurs possibles pour a :

0, 1, 22 = 4, 32 = 9, 42 = 16, 52 = 25.

2ème solution. L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

5 \2 / 5 \ /5
y/kxky/k5xk j < I kxk I I 5+ k5xk

k=l / \k=l / \k=l

Il suffit alors de prouver que

Q Q Q 9 9 9 xyzx z + y x + z y x yz + y zx + z xy <=>----- 1---- 1-- x + y + z.
y z x

Cette dernière inégalité résulte immédiatement de l’inégalité du réordonne­
ment, mais l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donnerait aussi les 
cas d’égalité :

/ x y z\ / y z x\ , x2h - - -1- y - - + z - - ) (æ--+?/--+z-) (x + y + z)2.
\ y z x J \ x y z J

Il y a égalité si et seulement si x — y = z, i.e., le triangle est équilatéral.
2ème solution. Cette solution a valu un prix spécial à Bernhard Leeb.
Sans perte de généralité, on peut supposer que a b, c (l’inégalité à prouver 

étant invariante par permutation circulaire de a, b, c). Après quelques manipula­
tions, l’inégalité proposée se met sous la forme :

a(b — c)2(b + c — a) + b(a — b)(g — c)(a + b — c) 0.

Sous cette forme, l’inégalité devient évidente. On a égalité si et seulement si 
a = b = c.
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Par ailleurs, les formules de l’énoncé montrent en fait que l’inégalité précédente 
se réduit à une égalité, et donc 3A G R tel que k5Xk = A2kxk, i.e. Xk(k4 — A2) = 0, 
k = 1,2,...,5.

On continue alors comme dans la première solution.

21. lere solution. Tous les indices seront pris modulo 5. Il pourrait être utile 
d’imaginer que les nombres xi, X2, • • • ,x3 sont placés, dans cet ordre, autour d’un 
cercle.

Chaque équation est de la forme

(X2 ~ Xi+2Xi+d)(x2^i ~ Xi+2Xi^) 0.

On a donc x2 2^4-22+4 x2+1 ou rr2+1 < C x2, ce qui s’écrit

min(#i,£i+i) < y/Xi-iXi+2 max(^,+i).

Supposons alors que xi soit le plus grand des nombres 2:1+2,... +5• Deux cas 
peuvent se présenter :

- Le nombre qui vient juste après x± est l’un de ses deux voisins, soit par
exemple x$. On a alors x$ 5/2:22:4 Xi. Mais comme min(2:2+4) -\/#2æ4
max (2:2+4), alors X5 = X2 = X4. Maintenant, min (2:2, x3) C y/x^x^ max (2:2, 
X3), mais comme X2 = x4 = x$, alors max^,^) = x2 et min (2:2+3) — x3, et 
donc xi = X2 = x3 = X4 = X5.

- Le nombre qui vient juste après xi n’est pas parmi ses deux voisins. Soit
par exemple X4 ce nombre. Comme min (x2, x3) 5/2F+4 max (2:2+3), alors
max (2:2+3) = xi — X4. Par raison de symétrie, on peut supposer que 24 = X2 = 
X4. De nouveau, min (2:1+2) ^2:32:5 max (2:1 +2), et donc tous les nombres
sont égaux.

2ème solution. On remarque que

^2 A? - Xi+2Xi+4)(x2+1 - Xi+2Xi+4)

XiXi-i-i X{Xi4-3) 4“ (Xi—iXi4-i

22. lère solution. On pose x = 1/a, y = 1/b, z — l/c. On a donc xyz — 1 et

1 1 1 x2 y2 z2 1 1------- —----- 1-- ~--- 1----- . 
a3(6 4-c)---- 63(c + a) c3(g + b) y + z z + x x + y

On applique alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz

x 7---- H y • —----- F z •y + z z + x x + y
[(y + z) + (z + x) + (x + y)] fl (x + y + z)2,
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soit encore
x2 y2 z2 1 z ----- 1------ 1----- -(x + y + z 

y + z z + x x + y 2

Or, l’inégalité de la moyenne donne

x + y + z 3%/xyz = 3,

d’où l’inégalité désirée.
Il y a égalité si et seulement si x = y = z = 1, i.e., a = b = c — 1.
On aurait pu également utiliser l’inégalité de Chebychev (faire la comparaison 

avec l’inégalité de Nesbitt) :

£2 y2 z2 1 z x ( x y z \
y + z z + x x + y 3 \y + z z + x x + yf

1/ x 3 lz> 3(x + y + z) x - = -(x + y + z),

puis conclure comme précédemment.
2eme solution. En éliminant les dénominateurs, on obtient l’inégalité :

2 x (a4b4 + b4c4 + c4a4) +
2 x (a4b3c + a3b4c + b4c3a + b3c4a + c4a3b + c3a4b) +
2 x (a3b3c2 + b3c3a2 + c3a3b2)

3 x a3b3c3 x (b + c) x (c + a) x (a + b)
= 3 x (a5b4c3 + a4b5c3 + b5c4a3 + b4c5a3 + c5a4b3 + c4a5b3) 4-6 x a4b4c4.

Cette inégalité est équivalente à ;

[(4,4,0)] +2 [(4,3,1)] + [(3,3,2)] >3 [(5,4,3)] + [(4,4,4)],

où on a utilisé les notations de l’inégalité de Muirhead.
On remarque que 4 + 4 + 0 = 4 + 3 + l = 3 + 3 + 2 = 8, mais que 5 + 4 + 3 =

4 + 4 + 4 = 12. Puisque abc = 1, on peut appliquer l’identité :

ai, a2,•••, an a, a2 + a,..., an + a

où on choisit a = — On a alors :

On peut alors réécrire l’inégalité précédente sous la forme :
8 8 8
3’3’3

[(4,4,0)] +2[(4,3,1)] + [(3,3,2)] > 3[(^, |)] + [(
L J L JL J L o o o J L
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Puisque (4,4,0) majore (11/3,8/3,5/3), (4,3,1) majore (11/3,8/3,5/3) et 
(3,3,2) majore (8/3,8/3,8/3), on applique l’inégalité de Muirhead, ce qui nous 
permet d’obtenir l’inégalité désirée.

23. lère solution. À partir des hypothèses, il est clair que l’un des nombres x, y, z 
est inférieur ou égal à 1/2. Soit z ce nombre. On a donc

G = yz + zx + xy — 2xyz = z(x + y) + xy(l — 2z) 0.

Par ailleurs x + y 2y/xÿ et (1 — z)2 = (æ + y)2 4xy, d’où

7 7
G - = = z(x + y) + xy(l - 2z) - —Z l Z (

1 7
z(l — z) + -(l-2z)(l- z)2 - —Gt Z (

= (4^27) [4x27x(1-^ + 27(1-2z)(1-z)2-7x4]

= (T-te?) [-1 + 27z2 - 54+ = (7—U) <3z - h2(6^ + 1)
\4 x 27/ L J \4 x 27/

< 0.

2ème solution, (pour retrouver la majoration) Si l’un des nombres x, y ou z 
est > 1/2, disons z > 1/2, l’inégalité est évidente :

1 7
xy + yz + zx - 2xyz = xy(l - 2z) + z(x + y) - < —.“r Z (

Dans le cas où x, y, z < 1/2, on peut appliquer l’inégalité de la moyenne, de 
sorte que :

Il s’ensuit que 

11/ x lz x /I
ô - ~SIl * * * * * * * X + y + z> + 3xy + yz + zx) - xyz < —, O 4 Z Z1O

ce qui donne l’inégalité recherchée.
3ème solution. On a d’une part,

xy + yz + zx — 2xyz = (x + y + z)(xy + yz + zx) — 2xyz = 6 [(2,1,0)^| + ^(1,1,1

Il en découle que :
xy + yz + zx — 2xyz 0.

D’autre part,

L = /z(x + y + z)3 = L (3 [(3,0,0)] +18 [(2,1,0)1 +6 [(1,1,1)1). 
Z l Z ( Z l \ L J L J L J /
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La majoration est alors équivalente à :

12 [(2,1,0)] 7 [(3,0,0)] + 5 [(1,1,1)].

D’après l’inégalité de Muirhead :

2 (2,1,0) 2 (3,0,0) ,

et d’après l’inégalité de Schur (dans le cas n = 1) :

10 [(2,1,0)] <5 [(3,0,0)] + 5 [(1,1,1)], 

d’où le résultat recherché.

24. La forme des termes considérés nous suggère une interprétation géométrique.

Dans la figure précédente, on a

AB = y/a2 — ab + b2, BC = y/b2 — bc + c2, CA = y/a2 + ac + c2.

L’inégalité demandée n’est autre que l’inégalité triangulaire dans le triangle 
ABC.

25. Soit yi, y2,.. ., yn une permutation de xi,x2,... ,xn telle que 0 < yi < y2 < 
• • • 2/n- Ainsi 1^1 + yi 1 + yn. L’inégalité du réordonnement permet
alors d’écrire :

n i . n
1 + 1 + 3/z

1 + Xi+i 1 + yn+i-i ’2=1 2=1
les indices étant pris modulo n. Il suffit alors de prouver que

1 + ÿi < 1
Tt 1 + yn-ei-i (1 +
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Comme

1 +ÿi 1 + Vn+l-i _ 2 = (.Vi ~ Vn+l-i)2
1 + Vn+l-i 1+Vi (1 + Vi)(l + Vn+l-i)

(.Vi ~ Vn+l-i)2
(1 + a)2

il s’ensuit que

ft i i3-y i
1 4" yn+l—i ^n+7ïTâf è

i=[n/2\

On a égalité si et seulement si yi = yn+i-i ou yi fi yn+i-i mais (1 + a)2 = (1 + 
î/i)(l + ?/n+i-i). De a yi,yn+1-i, il s’ensuit que yi = yn+i-i = a, z = 1,2,..., n, 
soit encore y± = y2 — * • • = yn = a, i.e., £i = x2 = • • • = xn = a.

26. On remarque que l’étude du cas x± + x2 +--- F- xn = 1 suffit pour conclure ;
plaçons-nous alors dans ce cas. Il existe une permutation (z\,z2,... ,zn) de x±, 
x2,... ,xn telle que z\ + 2z2 4------ F nzn > 0. Supposons que z\ + 2z2 4------ F nzn >
(n +1)/2 (car dans le cas contraire, le problème serait résolu). Comme (zi + 2z2 + 
---- hnzn) + (zn+2zn_i-l Fnzi) = n+1, alors 2n+2zn_i4 Fnzi < -(n+l)/2.

Il faut maintenant remarquer que pour passer d’une permutation à une autre, 
il suffit d’appliquer un nombre fini de fois des échanges entre des éléments voisins. 
Mais, si on pose

Sa- = xa(l) H-------F ixa(i) + G + l)æa(i+l) + ’ ‘ ’ + nXa(n),
Sa' = ^<r(l) + ' • ' + + (i + + ■ • • + nxa(n),

alors
+ 1

| S>cr' | = |£<r(z) £<t(z-|-1) I 9 îl + 1.Z

Ainsi, en considérant la suite permettant de passer de la permutation (zn, 
zn_i,... ,21) à la permutation (zi, z2,..., zn), on s’aperçoit qu’à un certain mo­
ment, on arrivera à une permutation (y±, y2,..., yn) de (xi,x2,..., xn) pour la­
quelle la somme y! + 2y2 4-------F nyn se situe entre — (n + l)/2 et (n + l)/2.

27. Il est facile de généraliser la démonstration du théorème 2.6.2 concernant les 
systèmes complets de résidus pour obtenir le lemme suivant : si (p, q) = d et si on 

Ppose - = Z, alors (q, 2q, ..., Iq) est une permutation des nombres 0, d, 2d,..., (Z — 

l)d modulo p.
lère solution. Il suffit de montrer que l’inégalité de l’énoncé est vraie pour 

les nombres rationnels de la forme p/q où p E N, q E N*  et (p,q) = 1, qui sont 
compris entre 0 et 1.

Dans ce cas, on introduit les nombres ak et bk, où 1 k n, définis par :

kp = akq + bk, 0 bk q - 1.
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L’inégalité à démontrer est alors équivalente à [n • p/q\ ak/k. Or

et comme &i, b2,..., bq_i est une permutation de l’ensemble {1,2,...,# — 1} (ré-
sultat préliminaire),

9-1 A +’-1

d’après l’inégalité du réordonnement.

qui est l’inégalité à laquelle on voulait aboutir.

Ainsi,

|

►
—

k

/A

O
 1^3 II ©

 4-
 1^ /A
 

©
 + O

O
 1 i—

1

soit enfin n
. &kan>Y k’

k=l

2ème solution. On note {x} = x — |_æj la partie fractionnaire de x. L’inégalité 
à démontrer est équivalente à :

{nx} <
k=l

{kx}
~T'

Le graphe représentatif de la fonction x i—> {x} a l’allure suivante :

I z A : x = y

Fig. 4.6.

On remarque que toutes les discontinuités de x {îiæ} se produisent aux 
points k/n (k G Z). On pose alors x = (k/ri) — e avec 0 < e < 1/n. Si (n, k) = 
d et n/d = c, les nombres k,2k,... ,ck forment une permutation des nombres 
d, 2d,..., cd modulo n (résultat préliminaire). Ainsi,

r* ■» fik . fa(i)d , -, . _ -,{tx} = {— — te} = {—- ----- , % G {1, 2,..., c},

où <r(l), cr(2),..., <r(c) est une permutation de l’ensemble {1, 2,..., c}. Mais puis­
que

cr(i)d . cd H .
- ie < — = 1, Vz G {1, 2,..., c}, 

n n
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alors {z#} > a(ï)d/n — ie, Vz G {1, 2,..., c}, et il s’ensuit que

{Zx}
2 C

d i O’(z) i- X ___ c£ 
n \ t I \z=l /
cd
------ne 
n

1 — ne = {k — ne} = {na?}

toujours en appliquant l’inégalité du réordonnement. On a ainsi l’inégalité désirée.

28. Pour 1 z n, on note

A = {P £ {1,2,..., N} | ai divise p}

D’après les hypothèses de l’énoncé Ai C Aj = 0 pour tous i,j E {1,2,..., n} 
distincts. Ainsi / n \ n

card I JJ Ai j = y~^card (Aj),

mais comme |J Ai Ç {1,2,..., N}, on a : 
t=i n

Or, card (Ai) = L-ZV/a^J, i E {1, 2,..., n}, et donc

1 — n,

soit encore

2.

29. Le cas N = 2 est trivial : en effet,

— 2.
k=0

Supposons le résultat vrai pour tout entier k < N, et prouvons que le résultat 
est encore vrai pour N. On divise alors l’ensemble considéré en deux sous-en­
sembles, le premier étant constitué par les nombres dont tous les diviseurs premiers 
sont inférieurs ou égaux à TV — 1, et le second par le reste.

On note bi, b2, . •., bm ({bi, b2,..., bm} Ç {a±,a2,... ,an}) les éléments du 
deuxième sous-ensemble. Il suffirait évidemment de prouver que EXi 1- 
Or,

k
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où S est la somme de tous les entiers positifs qui n’ont aucun diviseur premier
N — 1, et k est la plus grande puissance de N intervenant dans la décomposition

en nombres premiers des bi, i E {1,2,..., m}.
Par hypothèse de récurrence S N — 1. Ainsi,

m -

• 1Z=1
1 - 1/Nk
1 - 1/N 1,

ce qui achève la démonstration.

30. On pose yo = 1, yi = 1 4- x± 4- x2 4------ F Xi (1 i < n). On a ainsi

Vz, 1 iC î < n, — = 1-------- < s,
yi yi

ce qui donne
1 yi-i1 — 5 <----- ,

yi
soit encore (car yn = 2)

s > 1 - —n-. 21/n

On a égalité si et seulement si

2/0 = 1, y1=21+ y2 = 2^,..., y„ = 2,

soit encore
Xi = 2^n -2^-^^, i = l,2,...,n.

31. Il suffit de traiter l’exercice dans le cas où les nombres xi, x2,..., xn sont 
positifs. Etant donné que æ2 4- æ2 ------ fx2 = 1, alors, en employant l’inégalité de
Cauchy-Schwarz,

xi + x2 4-------F xn Jx\ 4- x2 4------ F x2y/n = y/n.

Toutes les sommes de la forme eixi +e2x2 4------\~enxn avec e*  G {0,1,2,..., k —
1} doivent donc être dans l’intervalle fermé [0, (k — l)y/n]. Cet intervalle peut être 
recouvert avec kn — 1 sous-intervalles fermés de longueur (k — l)y/n/(kn — 1). Par 
le principe des tiroirs, nous pouvons affirmer qu’il existe au moins deux sommes 
qui se trouvent dans le même sous-intervalle. La valeur absolue de leur différence 
ne dépasse pas la longueur du sous-intervalle. Ainsi, il existe des nombres Ci E 
{0, ±1,..., ±(k — 1)}, i 6 {1,2,... ,n}, pour lesquels

, - (k - l)x/n
|eiaq 4- e2x2 4-------F enxn\ —-——.
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32. lere solution. L’inégalité demandée est équivalente à l’inégalité :

1 1 1 < 3
x3 4- y2 4- z2 y5 + z2 4- x2 z5 4- x2 4- y2 x2 4- y2 4- z2

Or, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, et le fait que xyz 1 :

+ y2 + z2} (yz + y2 + z- (s/x5yz + y2 + z2)2 

(x2 + y2 +z2)2.

On a alors :

y +zZ 2 2
1 < yz + y2 + z2 < 2...  +y +z

x5 + y2 + z2 (x2 y2 + z2)2 (x2 + y2 + z2)2

En appliquant la même approche, on a aussi :

1 2
y5 + z2+x2"' (æ2 +y2 + z2j2

1 < 2
z5 + x2 + y2 Çx2+y2 + z2Ÿ

En additionnant membre à membre ces inégalités, on obtient l’inégalité re­
cherchée.

2eme solution. En éliminant les dénominateurs, on obtient l’inégalité équi­
valente :

[(9,0,0)] +4 [(7,5,0)] + [(5,2,2)] 4- [(5,5,5)]

> [(6,0,0)] + [(5,5,2)] +2 [(5,4,0)] +2 [(4,2,0)] 4- [(2,2,2)],

où on a utilisé les notations de l’inégalité de Muirhead.
Puisque xyz 1, on peut appliquer la remarque : 

«1, Û2, • • • ian ai — a,a2 — a,... ,an — a

pour tout vecteur (ai, a2,..., an) G Rn et pour tout réel a 0.
On a ainsi, puisque (9,0,0) majore (7,1,1) :

9,0,0)] > [(7,1,1)] > [(6,0,0)].
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De même, puisque (7,5,0) majore (5,5,2) :

[(7,5,0)] > [(5,5,2)].

De manière similaire, (7,5,0) majore (6,5,1), donc :

2 [(7,5,0)] ^2 [(6,5,1)] ^2[(5,4,0[

En appliquant l’inégalité de la moyenne, on a aussi :

r xl F/ xl Tz 7 j [(7,5,0)J + [(5,2,2)J > 2 [(6, -, 1)J,

et puisque (6,7/2,1) majore (11/2,7/2,3/2), on obtient :

11 7 3
2’2’2

On a enfin :
[(5,5,5)] > [(2,2,2)].

En additionnant membre à membre les inégalités précédentes, on obtient l’iné­
galité recherchée.

33. lere solution. Sans perte de généralité, on peut supposer que x y z > 0.
Posons alors

x 4- y xy
u= o , u= ;2z zz

on a alors
xy 4- yz + zx = z2

z2 • [(æ + y)2 - 2xy + 2z2 + 2z(x + y)] 
(z2 + xy + yz + zx)2

4u2 — 2v + 2 + 4u
(l + 2a + v)2

Ainsi, l’inégalité à démontrer s’écrit

z_ x ( 1 4a2 — 2z? + 2 4- 4u\ 9
(2W + V) (^2 + (1 4. 2u + v)2 ) 4’

avec 1 v u2.
L’inégalité précédente se réécrit encore sous la forme :

(2u 4- v) [(1 4- 2u 4- v)2 + 4'u2(4u2 — 2v 4- 2 4- 4u)] > 9tt2(l 4- 2u 4- v)2.
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Pour u fixé, on considère la fonction de v définie sur [l,a2] par :

f(v) = v3 — (17a2 — 6u — 2)v2 4- (16a4 — 36a3 4- 2u2 4- 8u 4- l)v4- 
(35a5 — 4a4 — 12a3 — a2 4- 2a),

on a alors f'(v) < 0 si a > 1, i.e. f est concave. Comme /(l) > 0 et /(a2) > 0, 
alors /(a) 0 pour tout a, 1 v a2, ce qui conclut la démonstration.

2eme solution. En réduisant au même dénominateur, l’inégalité se réécrit sous 
la forme :

(4a;5?/ — x4y2 — 3a;3?/3) 4- (4a;?/5 — a;2?/4 ~ 3a;3?/3) 
sym.

+ (2x4yz - 2x3y2z - 2x3yz2 4- 2x2y2z2) 0,

où y^ désigne la somme sur toutes les permutations circulaires de x, y, z. 
sym.

D’après l’inégalité de Schur, on a :

x(x - y)(x -z) + y(y - z)(y - x) + z(z - x)(z - y) 0,

ce qui donne en multipliant par 2xyz :

y^ 2x4yz — 2x3y2z — 2x3yz2 4- 2x2y2z2 0.
sym.

D’un autre côté, on a d’après l’inégalité du réordonnement :

52 x5y 52æ4y2’ 52x3y 52x3y3’
sym. sym. sym. sym.

ce qui donne
V 4a;5?/ — x4y2 — 3a;3?/3 0, 

sym.

et de même,
y^ 4a;?/5 — x2y4 — 3a;3?/3 > 0, 

sym.

ce qui permet de conclure.

34. On pose x 4- y = c2, y 4- z = a2, z 4- x = b2, avec a, b, c > 0 et quitte à faire 
une permutation circulaire, on peut supposer que a b, c. On a alors

—a2 4- b2 4- c2 a2 - b2 4- c2 a2 4- b2 — c2 
--------2-------- ’ y=------- 2------- ’ " =------- 2------- ’

et l’inégalité devient

—a2 + b2 4- c2 a2 — b2 4- c2 a2 4- b2 — c2 
c + a + b

5 >-----------------
< -d-y/a2 + b2 + c2, 

2y/2
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Si b + c —0’ l’inégalité de la moyenne donne F (a, b, c, d) bc(a + d) Zi i
(1/3)3 = 1/27, et l’inégalité est démontrée dans ce cas. On a égalité si et seulement 
si b = c = 1/3 et (a = 0, d = 1/3) ou (a = 1/3, d = 0).

176Si b + c —Tzybc > 0, alors

rn/ , T /a + d\2/_ 1767 'F (a, b, c, d) + bc(a + d) + ( —-— ) ( b + c —Tpybc

f a F d afd\

On considère les quadruplets :

. z , A f a + d a + d\ /a + d b + c b + c a + d 

p = 4 1b+c a+d\ p = ri 11
3 \4’4’ 2 ’ 2 /’ 4 \4’4’4’4/

L’argument précédent montre que F(FJ 1/27 ou F (P/) F(Pi^i). Comme
F(P4) = 1/27, le résultat s’ensuit immédiatement.

Par ailleurs, on a égalité si et seulement si un nombre est égal à 0, les trois 
autres étant égaux à 1/3, ou si les quatre nombres sont égaux à 1/4.

36. Considérons des entiers naturels x2,..., xn dont la somme est égale à un 
entier fixé N (l’exercice correspond au cas particulier où N = 1976).

Si l’un des Xi est égal à 1, et si J est un indice quelconque différent de i alors, en 
supprimant Xi et en remplaçant Xj par-Æj +1, on remarque que le produit des n — 1 
nombres obtenus est plus grand que le produit initial des n nombres considérés.

Si maintenant Xi =4, on ne modifie ni le produit, ni la somme en remplaçant 
Xi par 2 + 2.

Si enfin Xi > 4, on décompose Xi sous la forme Xi = (xi — 2) + 2. Le nouveau 
produit est alors supérieur au précédent car 2(xi — 2) > x^

En conclusion, on peut supposer, dans la recherche du produit maximal que 
l’on peut former, que les entiers considérés sont tous égaux à 2 ou à 3. Mais comme 
23 < 32, on aura intérêt à remplacer les groupes de 3 nombres égaux à 2 par des 
groupes de 2 nombres égaux à 3. On est donc amené à distinguer trois cas :

- Si N = 3p (p E N), alors la valeur maximale est 3P.
- Si N = 3p + 1 = 3(p — 1) + 2 (p E N) , alors la valeur maximale est 4 x 3P~1.
- Si N = 3p + 2 (p E N), alors la valeur maximale est 2 x 3P. t
En particulier, puisque 1976 = 3 x 658 + 2, le produit maximal constitué 

d’entiers dont la somme est égale à 1976 est 2 x 3658.

37. lère solution. On note |K| = a, |VÇ| = b, |K| = c> On raisonne par 
récurrence sur |V| : le résultat est évidemment vrai si |V| = 1. Si on suppose le 



178 Les inégalités

résultat acquis pour tout ensemble V tel que |V| < n, et soit un ensemble V tel 
que |V| = n. Il est clair qu’il existe un plan parallèle à un plan des coordonnées ne 
contenant aucun point de V, et divisant V en deux sous-ensembles non vides Vi 
et V2, de telle sorte que n = |Vi| + IV2I, |Vi| < n et |V2I < n. D’après l’hypothèse 
de récurrence

|V1| < aiôiCi, |V2| < a2b2c2.

Supposons le plan que l’on vient d’introduire parallèle au plan xy. On a alors

ni + «2 = a, bi + 62 = 6, ci < c, C2 c.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
9 9 9ivi2 = (ivii + iv2ir^ < (v^+æj c

< c(ai + &i)(tt2 + 62) = abc, 

ce qui termine la preuve.
2ème solution. On va utiliser un raisonnement combinatoire. On note Vij 

l’ensemble des points de V de la forme (x, i,f), i.e., l’ensemble des points de V qui 
se projettent sur le plan yz au point (z, J).

On a alors V = Va, d’où

|V|^ £ |Vÿ|,0,J)eVx
et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

E 12 • E iW = iki- E iyvi2-(M')GVæ (îj)evæ (ij)evæ
On cherche un ensemble X tel que |X| = es* c^air Que

l’ensemble
x= U (^xVv)

convient.
Par ailleurs, l’application f: X Vy x Vz définie par

est injective, et donc |X| |V^| • |K|, d’où le résultat.



5
ANALYSE COMBINATOIRE

Les problèmes de combinatoire apparaissent fréquemment dans les compéti­
tions mathématiques, et notamment dans les olympiades internationales. Ce cha­
pitre aborde l’essentiel des connaissances et techniques requises dans la résolution 
de ce type de problèmes.

On introduit également la notion de graphe et on l’étudie en connexion avec les 
problèmes de dénombrement. On verra ainsi comment les idées introduites dans 
ce cadre permettent de développer une méthode d’analyse simplificatrice.

On finira ce chapitre par une digression sur les fonctions génératrices. Il s’agit 
d’un thème assez technique, mais dont l’application en combinatoire s’avère très 
efficace.

5.1. Dénombrement d’ensembles finis

5.1.1. Arrangements. Permutations. Soient E et F des ensembles finis non 
vides de cardinaux respectifs p et n.

On établit sans difficulté qu’il existe nxnx---xn = np applications de E 
dans F. Parmi ces applications, n x (n - 1) x • • • x (n - 1) sont injectives.

On appelle arrangement de p éléments de F toute application injective du 
sous-ensemble {1,2,... ,p} de N* dans F. Un arrangement est donc aussi bien un 
p-uplet de F.

D’après ce qui précède, le nombre de ces arrangements est

(5-1)

On appelle permutation de l’ensemble F toute bijection de F sur lui-même. 
Une permutation de F est donc aussi bien un réordonnement des n éléments de 
F. Le nombre de ces permutations est

A™ = n(n — 1) ’ • • 1 = n!. (5-2)
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♦ Exemples.

1. Le nombre de suites finies de longueur n et à valeurs dans l’ensemble {0,1} est 
égal à 2n : en effet, c’est le nombre d’applications de l’ensemble {1,2,..., n} dans 
l’ensemble {0,1}.

2. Quel est le nombre de manières d’asseoir n couples mariés mari-épouse au­
tour d’une table ronde de 2n places de telle sorte que les maris et épouses soient 
alternés ?

Il y a 2(n!) façons d’asseoir les n maris. Pour chacune de ces possibilités, il y a 
n! façons d’asseoir les n épouses. Il s’ensuit que le nombre recherché est 2(n!)2.

3. Quel est le nombre minimal de tours permettant de contrôler toutes les cases 
inoccupées d’un échiquier n x n ? De combien de façons ceci peut-il être réalisé ?

Note. Au jeu d’échecs, une pièce contrôle les cases où elle peut se déplacer. 
Une tour contrôle donc la ligne et la colonne où elle se trouve.

Il est impossible de contrôler toutes les cases inoccupées d’un échiquier n x n 
à l’aide de moins de n tours. D’un autre côté, on peut toujours placer n tours de 
telle manière à contrôler toutes les cases inoccupées d’un échiquier n x n :

Fig. 5.1.

On doit placer au moins une tour par ligne. On peut placer la tour de la 
première ligne dans l’une quelconque des n colonnes, la tour de la deuxième ligne 
dans l’une quelconque des n — 1 colonnes, autre que la colonne déjà choisie, etc...

Il s’ensuit qu’il existe n! façons de disposer n tours dans un échiquier n x n de 
manière à contrôler toutes les cases inoccupées de l’échiquier.

5.1.2. Combinaisons. On appelle combinaison de p éléments d’un ensemble non 
vide E toute partie à p éléments de E. Si E possède n éléments, alors le nombre 

des combinaisons de p éléments de £?, nombre qui est désigné par ( ], ou parfois
\Pj

a pour valeur

(5.3)
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Les nombres 

définition que

sont appelés coefficients binomiaux, et il s’ensuit de la 

(5-4)

♦ Exemples.

1. Quel est le nombre des points d’intersection des diagonales d’un polygone 
convexe à n sommets situés à l’intérieur de ce polygone sachant que trois quel­
conques de ses diagonales ne sont pas concourantes en un même point ?

On numérote les n sommets du polygone dans le sens trigonométrique en com­
mençant par l’un quelconque d’entre eux : Ai, A2,..., An. A tout ensemble de 4 
sommets Ai, Aj,Ak, Ai (z < j < k < Z), correspond un point M où AiA^ et AjAi 
se recoupent.

Réciproquement, à chaque point d’intersection de deux diagonales situé à 
l’intérieur du polygone correspond un ensemble de 4 sommets. Il s’ensuit qu’il
existe

/ n(n — l)(n — 2)(n — 3)
W “ 4!

points d’intersection des diagonales du polygone situés en son intérieur.

2. Quel est le nombre de m-uplets (æi, #2, • • •, xm) de (N*)m vérifiant

xi -F X2 H------- F = n?

On considère un segment [AgAn] de longueur n. Toute solution dans (N*)m de 
l’équation ------ \~xm = équivaut au choix de m—1 points Bi, B2,..., Bm~i
parmi les points Ai, A2,..., An~i.

#1 xm
/ \Bi Ÿ \•- •- •- •- •- » e- >-.-.<

Ao Ai An—i An
Fig. 5.3.

(Tl — 1 \
) m-uplets d’entiers strictement positifs dont la 

m — lj
somme vaut n.
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5.1.3. Applications d’un ensemble fini dans un ensemble fini. Soit f une 
application de E fini dans F fini. On a alors :

|/(£)| < min(|£|,|F|)

car l’image par f de n points distincts est constituée de n points distincts ou 
confondus.

En particulierf si f est injective \E\ \F\ ; si elle est surjective \F\ \E\ et si
elle est bijective |F| = |E\.

♦ Exemples.

1. On considère la grille rectangulaire de N x N :

Fig. 5.4.

Quel est le nombre de façons d’aller de (0,0) à (m,n) par un chemin où à 
chaque pas l’une des coordonnées augmente d’une unité ?

Soit E l’ensemble des chemins menant de (0,0) à (m,n). Si on désigne par 
un « 0 » un déplacement horizontal et par un « 1 » un déplacement vertical, il 
apparaît que tout élément de E peut être uniquement représenté par une suite 
finie de longueur m + n et à valeurs dans l’ensemble {0,1} comportant exactement 
m « 0 ». Si F désigne l’ensemble de ces suites, alors

et comme E et F sont en bijection, il s’ensuit que :

Le nombre de façons d’aller de (0,0) à (m,n) par un chemin où à chaque pas 
l’une des coordonnées augmente d’une unité est

. fm + /m + n\
■E = ) =

\ m / \ n /

2. Quel est le nombre de sous-ensembles à k éléments de {1,2,..., n} ne contenant 
pas d’entiers consécutifs?

On va construire une bijection entre l’ensemble de ces parties, et l’ensemble 
des parties à k éléments de {1,2,..., n + 1 — k}.
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Pour tout sous-ensemble A = {ai, a2, • • •, ük} de {1,2,..., n} dont les éléments 
sont indexés de telle sorte que ai < a<2 < • • • < a^ et où aucun ai ne succède à 
a^-i, i = 2,3,..., k, on pose

/(A) = {ai, a2 - 1,..., ak - (k - 1)}.

Il est alors clair que tous les éléments de f(A) sont distincts, et que f(A) est 
une partie à k éléments de {1,2,..., n + 1 — k}. Il s’ensuit que l’application f est 
bien définie.

D’un autre côté, f est visiblement injective, et si B = {&i, b2, • • •, bk} est une 
partie à k éléments de {l,2,...,n + l — k} dont les éléments sont indexés de telle 
sorte que 6i < ô2 < • • • < bk, alors

A = {&i, b2 + 1,..., bk + (fc — 1)}

est l’image réciproque de B par f. On en déduit que f est bijective et donc :

Le nombre de sous-ensembles à k éléments de {1, 2,..., n} ne contenant pas 
d’entiers consécutifs est

w = m = (n+1-k\
\ r\l J

5.1.4. Dénombrement par récurrence. Nous nous contenterons ici de fournir 
quelques exemples illustrant cette technique :

1. Soit n > 1 un entier. Trouver le nombre de permutations (ai, a2,..., an) de 
l’ensemble {1,2,..., n} telles qu’il existe un et un seul indice i € {1,2,..., n — 1} 
vérifiant ai > a«+i.

(Olympiades bulgares-1995)

On note pn le nombre recherché, et soit (ai, a2,..., an+i) une permutation de 
l’ensemble {l,2,...,n + l} telle qu’il existe un et un seul indice i e {1,2,..., n} 
vérifiant ai > a^i. Distinguons alors les deux cas :

a) an+i = n + 1, auquel cas correspondent pn permutations;
/ Zi \b) il existe i e {1,2,..., n} tel que ai = n + 1. Dans ce cas, il existe I 1

permutations convenables. ' '

On en déduit que

n ✓ \

El n \ nl . 1 ) ~ Pn “F 2 — 1
V — 1/ 

i=l x z

d’après la formule du binôme (voir paragraphe suivant). On a donc, compte tenu 
de p2 = 1 :

Pn = T - n - 1.

2. On considère un entier n > 1 et on se donne 2n points autour d’un cercle. De 
combien de façons peut-on relier ces points, deux à deux, à l’aide de n cordes qui 
ne se recoupent pas à l’intérieur du cercle ?
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Soit Fn le nombre recherché. On désigne par Ai un des 2n points placés au­
tour du cercle, et on numérote les autres points 2,3,..., 2n dans le sens trigo- 
nométrique : A2, A3,..., A2n.

Le point Ai peut être relié à l’un quelconque des points A2, A4,..., A2n, et 
seulement à l’un de ces points : en effet, si Ai est relié à un point Ak où k est 
impair, alors on aurait un nombre impair de points de part et d’autre de la corde 
AiAfc, et une des n cordes construites doit nécessairement recouper la corde AiAfc, 
ce qui est exclu.

Supposons donc le point Ai relié au point A2k- H y a donc 2 {k — 1) points d’un 
côté de la corde A1A2À; et 2(n — k) points de l’autre côté. Il s’ensuit qu’il existe 
Fk-iFn-k façons de relier les points Ai, A2,..., A2n, deux à deux, tels que Ai soit 
relié à A2k et sans que les n cordes construites ne se recoupent à l’intérieur du 
cercle. Quitte à poser Fq = 1, on obtient

n—1
Fn = FkFn-i-k = FoFn-i + FiFn-2 H-----F Fn_iFo.

k=0

La solution de cette équation de récurrence, compte tenu de Fq = Fi = 1, est

Fn
1 /2n\
i~T ( j = cn n + 1 y n J

qui est la suite des nombres de Catalan1. Ceci sera établi ultérieurement grâce âux 
fonctions génératrices.

1. Eugène Charles Catalan (1814-1894), mathématicien belge.

3. Soit, dans un plan, n droites (DJ, (D2), • • •, (Dn) telles que deux quelconques 
d’entre elles ne soient pas parallèles ni trois quelconques concourantes en un même 
point. Déterminer le nombre Rn de régions que ces droites déterminent dans le 
plan.

On pourrait penser que le nombre Rn dépend de la position des droites {Di), 
i = 1,2,..., n, mais le raisonnement ci-dessous montre qu’il n’en est rien.

En effet, supposons les (n — 1) droites (DJ, (D2),..., {Dn~i) déjà construites ; 
traçons alors la droite {Dn). Cette droite recoupe les droites (DJ, i = 1,2,... ,n—1, 
en n — 1 points distincts qui déterminent n parties sur la droite (Dn). H s’ensuit 
que (Dn) entraîne l’introduction de n nouvelles régions. On a donc

R,. = [» + ("-l) + '- + 2] + 2=--+2,‘±-2.

Ce nombre ne dépend que du nombre n des droites considérées.

5.2. Les identités combinatoires

5.2.1. Théorème, (formule du binôme de Newton) Pour tout entier n 1 et 
pour tous nombres complexes x et y, on a la formule suivante, dite formule du
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binôme de Newton2 :

2. Isaac Newton (1646-1727), mathématicien et physicien anglais.

♦ Preuve. En développant le produit

(æ + y)n = {x + y)(x + y) • ■ • (æ + y), 

n facteurs.

on obtient des termes de la forme xkyn \ k = 0,1,2,..., n.

Pour former le terme xkyn~k, on commence par choisir k facteurs (x + y), puis 
on multiplie les « x » correspondant à ces facteurs par les « y » correspondant aux

(n — fc) autres facteurs. Il s’ensuit qu’il y a exactement termes de la formes 

xkyn~k, ie résultat.

□
♦ Exemples.

1. En posant x = y — 1, on obtient immédiatement

ÊQ‘) = (1+1)" = 2”- 

k=0 ' 7

2. Prouver que, pour n 1,

= n•2n-1
k=0

On utilise le fait que si n, k 1,

ce qui permet de conclure :

Une autre méthode consiste à dériver le polynôme 

et considérer l’égalité pour x = 1.
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5.2.2. Le triangle de Pascal. L’ensemble des coefficients binomiaux peut être 
représenté par une construction triangulaire dite triangle de Pascal3 que l’on ob­
tient comme suit : à l’intersection de la ligne n et du niveau k se situe le coefficient

binomial 7 :

ligne 0

ligne 1 <-

ligne 2 <-

ligne p <-

ligne p H- 1

Fig. 5.5.

La relation exprime que le triangle ainsi construit est symét­

rique par rapport à la ligne verticale passant par

La représentation en triangle est justifiée par la relation suivante :

pour tous les entiers n et k tels que n k 1, dont on déduit par itération :

(5-6)

On peut aussi démontrer cette dernière identité sans avoir recours à la prem­
ière : soit Ai l’ensemble des parties à k + 1 éléments de {l,2,...,n + l} dont le 
plus petit élément est i. Il est alors clair que

i = 1,2,... , n + 1 — k.
y k J

D’un autre côté, (Ai)i constitue une partition de l’ensemble des parties à k + 1 
éléments de {1,2,..., n + 1}. Il s’ensuit que

3. Biaise Pascal (1623-1662), mathématicien français.
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5.2.3. Identité de Vandermonde4. Si k,m,n e N sont tels que k min(m, 
n), alors

4. Alexandre Vandermonde (1735-1796), mathématicien français.

m \ fn\/m\ fm + n\+UAo) = ( * )• (5-7)

♦ Preuve. En considérant l’identité

(l+z)n(l + ;r)m = (l + z)m+n,

il s’ensuit que le coefficient de xk dans le développement de (1 + #)m+n est égal à

Ek (n\ ( m \ (n\ (m\ (n\ ( m \ (n\ (m\J.)M=(oXJ4jGJ+'+W(o>

d’où le résultat.

□
L’idée de la démonstration précédente a un intérêt en soi, et peut être appliquée 

pour établir plusieurs identités combinatoires.

♦ Exemples.

1. Evaluer la somme suivante dans laquelle m et n sont deux entiers positifs 
vérifiant m n et n > 1 :

La dernière somme est le coefficient de xn dans le polynôme

xn(l - x)n + -£)" + •-•+ xn-m(l - x)n.

Or,

a:”(l-a;)n+a:n-1(l-a;)n + --- + a;"-"l(l-a:)n = x^Çl-x)71-1-

æn+1(l — ar)ra-1.

Il s’ensuit que

a/n\ fn\ , F 0 / .x si m = n,
“Gt) + G/ ■" + (_ } U" [ ) sim<n.
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2. p et q étant deux entiers positifs, démontrer la relation suivante :

(Concours généralfrançais-1985)

En multipliant par 2p+g, la relation à démontrer s’écrit :

2q-k ( P + k \ + y^ 2p-k p + k\ = 2p+<?+i
\ P J \ q Jfc=o V V

=Si =s2

L’expression Si est le coefficient de xp dans le polynôme

(1 + x)p+q 4- 2(1 4- xy+v-1 + • • • + 2«(1 + x)p.

D’un autre côté, si x 1,

(14- x}p+q 4- 2(1 + x)p+q~x + • • • + 2«(1 + x)p = [2«+1 (14- x)p - (1 + x)p^] y 

et pour |æ| < 1,
± 9------- = 1 4- x 4- x2 4-------

1 — x

Il s’ensuit donc que Si est le coefficient de xp dans l’expression 

[2g+1(l 4- x)p - (1 + z)p+</+1] (1 + x -F x2 + • • •).

Mais le coefficient de x^ dans l’expression F(#)(l 4- x 4- x2 4- • • •), °ù = 
527= i aiX* es^ un polynôme, est égal à (ao 4- ai 4- • • • 4- aj), où l’on a posé ar = 0 
pour r > n. Il s’ensuit que

De manière analogue on trouve

q / - . i \S2 = 2^x2o-^(p + q+1}

On a donc finalement

p+g+l z x
51+S2 = 2^+2- V (P + <j+1\ 

\ K. !
— 2P+q+!

ce qu’il fallait démontrer.
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5.2.4. Les preuves combinatoires. Dans les exemples qui suivent, la tech­
nique utilisée consiste à introduire un certain ensemble que l’on dénombre de deux 
manières différentes.

♦ Exemples.

1. On considère l’identité de Vandermonde :

(n\ (m\ (n\ ( m \ (n\ (m\ (m + n\(oaa;hw-1r--+u(om k )’

où k < min (m,n).

Considérons un ensemble de m balles blanches et de n balles noires. Il y a 
(m + n | façons de choisir k balles parmi ces m + n balles. Chacun de ces choix 
\ k J 
correspond au choix de i balles blanches et k — i balles noires. Il s’ensuit que

d’où le résultat.

2. Dans le même ordre d’idées, considérons la grille de la figure 5.4. Le nombre 
de façons d’aller de (0,0) à (m, n) par un chemin où à chaque pas l’une des coor- 

_ , , fm + n\ fm + n\
données augmente d une unité est —

\ m / V n J

Le produit i = 0,1,..., &, est égal au nombre de façons d’aller

de (0,0) à (n + m — fc, fc) en passant par le point (m — k + i, k — ï).

Comme tout chemin de (0,0) à (n + m — k, k) coupe la droite reliant les points 
(m, 0) et (m — fc, fc) en un seul point, il s’ensuit que

(n\ (m\ (n\ ( m \ (n\ (m\ (m + n\
U(J+G)(fc-i)+-+U(o) = ( k )>

qui est l’identité de Vandermonde.
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3. p et q étant deux entiers positifs, démontrer la relation suivante :

(Concours général français-1985)

On partitionne l’ensemble {0, en deux parties :

- la partie A formée des (p + q -F l)-uplets possédant au moins p -F 1 fois le 
nombre 1,

- la partie B formée des (p + q + l)-uplets possédant au moins q + 1 fois le 
nombre 0.

Si on dénombre l’ensemble A suivant la position du (p + l)-ième 1, alors

q
l^l = £2«-fe

k=0

'p + k\
k )

De même,
p

\B\ = ^y>-k
fc=0

q + k 
k

et il s’ensuit que 

k=0

\^2q~k
P

2P-k

k=Q

ce qui permet de conclure.

On démontre maintenant une formule qui permet de calculer la somme de 
certains termes d’une suite donnée.

5.2.5. Formule de multisection. Soit f(x) = ao+aix~Fû2^2H-----un polynôme
et soient deux entiers m € N* et r € N. On a

m—1
£ akxk = — £ (5.8)

k=r (mod m) t=0

♦ Preuve. La preuve de cette formule consiste simplement à comparer les coeffi­
cients de xf j = 0,1,..., dans les deux membres de la dernière équation.

Le coefficient de x^ dans l’expression

W rtf(a)*x)

est égal à :



5.2. Les identités combinatoires 191

cj
aj

0

si j = r (mod m), 
sinon.

À titre d’application, on désire exprimer sous la forme d’une

somme de m termes seulement. On pose alors

/(x) = (1 + x)n = Y (fyxk- 

k=0 x 7

Il s’ensuit que

D’un autre côté,

On en déduit que

— 2 2 cos ( (n — 2r) — ) cos ( — ),
m \ m J \m Jt=o x / \ /

ce qui résout le problème.
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5.3. Le principe d’inclusion et d’exclusion

5.3.1. Théorème, (formule du crible ou principe d’inclusion et d’exclusion) 
Soient Ai, A2,..., An des ensembles finis. On a alors

n

|^iU?12U..-uA„| = J2lA|- 52 IAnAj| + ---+
i=l (5'9)

nA2n...nAl|.
♦ Preuve. Le théorème peut être démontré par récurrence sur n. On peut toutefois 
simplifier la démonstration en introduisant la notion de fonction caractéristique 
d’une partie A d’un ensemble E, considérée comme application de E dans Z (mais 
à valeurs dans {0,1}) :

(O si x £ A, 
Xa(x) = < .

1 si x e A.

En posant E = Ai U A2 U ... U An, on a, pour toute partie A de E :

|A| = £XA(æ).
xEE

Or, 

où A désigne le complémentaire de la partie A dans E.

Comme 
n n

n (!-xa)=1+ 52 —+(-i)nn^’
i=l i—1

on obtient
n

X(Ui<iCn A) = 52*A< “ 52 ---
i—1

ce qui donne, en faisant la somme des valeurs de ces fonctions en tout point x de 
E,

n

IA1UA2U.. .uAn| = |A^| — \Ai n Aj|+-• •+(—i)n 1|AinA2n.. .nAn|.
i=l
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♦ Exemples.

1. Une permutation a de l’ensemble {1,2, est dite être un dérangement 
si elle ne possède aucun point fixe, en ce sens que, pour tout i G {1,2,...,n}, 
cr(z) ÿé i. Trouver le nombre de dérangements de {1,2,..., n}.

Soit A*, z = 1, 2,..., n, l’ensemble des permutations a de {1,2,..., n} telles 
que <t(z) = i. On a alors

1^1 U A2 U ... U A„| = n(n - 1)! - Q(n - 2)! + • • • + (-1)"-1.

Ainsi, le nombre de dérangements de {1,2,..., n} vaut :

2. Soit S = {z G C | |^| = 1}. Pour toute application f:S —> S et k G N, on 
désigne par fk: S —> S l’itérée fc-ième de f. On dit qu’un élément eu G S est un 
point périodique de période n (n G N) si

/z(u;) co Vz = 1, 2,..., n — 1, et fn(co) = eu.

Si f est définie par f(z) = zm (m G N), trouver le nombre des points périodiques 
de f de période 1989.

(Olympiades chinoises-1989)

Soit £n l’ensemble des z e S tels que /n(^) = z. Dans le cas de la fonction 
f(z) = z™ (m G N), l’ensemble £n consiste en les racines (mn — l)-ièmes de l’unité, 
d’où |£n| = mn — 1.

Si z G £n est un point de période fc, alors k divise n : en effet, si n = qk + r 
avec 0 < r < fc, alors z = fn(z) = fr(z\ ce qui est absurde.

Puisque 1989 = 32 x 13 x 17, il s’ensuit que les points périodiques de période 
1989 sont ceux appartenant à £1989 mais à aucun des ensembles £1989/3, £1989/13 
et £1989/17- On pense alors au principe d’inclusion et d’exclusion, mais que vaut 
|£sn£t|?

Montrons que £sC\£t = £(s,t) • d’une part, comme (s, t) divise s, on a £(5,t) Ç £s, 
et de même £(s,t) Q £t, d’où £(s,t) Ç £s Cl £t. Sinon, écrivons s = qt + r avec 
0 < r < t ; si z G £s Cl £t, alors z = fs(z) = fr(z\ ce qui montre que z G £t Cl £r. 
Il s’ensuit (algorithme d’Euclide) que (£s A £*) C (£t A £r) C ... Ç £(Sjt).

Le principe d’inclusion et d’exclusion permet finalement de trouver le nombre 
des points périodiques de période 1989 :

m1989 — m663 — m153 — m117 + m51 + m39 + m9 — m3.

5.3.2. L’indicatrice d’Euler. Pour n 1, on rappelle que l’indicatrice d’Euler 
de n, notée <^(n), est le nombre des entiers au plus égaux à n et premiers avec 
n. Le principe d’inclusion et d’exclusion nous permettra de retrouver la formule 
explicite de p(rt).
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Si la décomposition de n en facteurs premiers est n = p^p^2 ' - 'Pk*, aPPel°ns 
Ai l’ensemble des multiples de pi qui sont < n. On a donc :

5. Édouard Lucas (1842-1891), mathématicien français.
6. Irving Kaplansky (1917-2006), mathématicien américain d’origine polonaise.

k
|AiUA2U...UAk| = £-- V

<->- 1 1 n A <

n nk—1
PlP2'"Pk

Il s’ensuit que

k k1 1

l^iCj^ki=l P1P2 * ’ -Pk

5.3.3. Les applications surjectives. On se propose de déterminer le nombre 
F(n,m), (n,m e N*) des applications surjectives de {1, 2,..., n} vers {1, 2, 
..., m}. Soit E l’ensemble des applications de {1,2,..., n} dans {1,2,..., m}, et 
F le sous-ensemble de E constitué par les applications surjectives. Soit maintenant 
Bi l’ensemble des applications f € E qui n’atteignent pas z, i.e. i /({l, 2,..., n}). 
On a alors F = B\ A A... A Bm, et le principe d’inclusion et d’exclusion permet 
alors d’écrire :

/ TÏ1 \ / TU \ / 777 \\F\ = mn - ( x - l)n + ( 2 ](m - 2)n------ + ("l)mT J“ ™)m 

5.3.4. Le problème des ménages. Ce problème a été posé, résolu et popularisé 
par Edouard Lucas5. En voici l’énoncé : quel est le nombre de manières d’asseoir 
n ménages (= couples mariés mari-épouse) autour d’une table ronde de 2n places, 
les maris et épouses étant alternés de telle sorte qu’aucune épouse ne soit à côté 
de son mari ?

Ce problème se résout par application du principe d’inclusion et d’exclusion, 
mais on aura besoin du lemme suivant :

Lemme de Kaplansky6. Les nombres 1,2,... , m (m > 3) sont placés autour 
d’un cercle. Pour 1 k | m/21, soit a(k) le nombre de sous-ensembles à k 
éléments de {1,2,..., m} ne contenant pas deux éléments adjacents sur le cercle. 
On a alors :

mfm — k —1\ .
aW = T\ h i )’ 1O^L”*/2J-rv \ K JL /

En effet, soit &i le nombre de tels sous-ensembles qui contiennent z, i =
1.2.. .., m. On a alors, par raison de symétrie, = a2 = • • • = am.

Si maintenant A est un tel sous-ensemble contenant 1, alors 2,m A, et les 
k — 1 autres éléments de A doivent être choisis dans l’ensemble {3,..., m — 1} 
de telle sorte que les k — 1 éléments choisis ne soient pas adjacents (les nombres
3.4.. .., m — 1 étant placés sur une même ligne). On a donc (cf. l’exemple 2 du
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paragraphe 5.1.3)

ai = (m — 3) — (fc — 1) + 1\ fm — k — 1
k-1 7 V k-1

Comme ^2^ ou = ka(k) (tout sous-ensemble à k éléments est compté k fois 
dans la somme x cej, il s’ensuit que

Z7X 1 mfm — k—1
a(k) = T / ai = ~r\ 77 k k \ k-1

□
Supposons les épouses déjà placées (2(n!) possibilités), et numérotons-les dans 

le sens trigonométrique, à partir de l’une d’entre elles : E\, E<2,..., En. Affectons 
à chaque siège libre le numéro de l’épouse assise à droite : Si, S2,..., Sn.

Le problème équivaut à compter le nombre /i(n) des affectations de sièges conve­
nables aux maris. Le nombre total de placements des ménages est alors 2(n!)/jb(n). 
Il s’agit donc de calculer le nombre de permutations a de {1,2,..., n} telles que : 
cr(î) i + 1 pour i € {1,2,..., n}, avec la convention n + 1 = 1. Posons donc

A2i = {cr | cr(i) = 2 + 1}, i G {1, 2,..., n},

Ætt-l = {cr | = i}, i e {1, 2,..., n}.

On a alors, en appliquant le principe d’inclusion et d’exclusion,

/i(n) = |ÿh n42n...n42„| =n!+ (-i)l/3||^|,
/3Ç{l,2,...,2n}, (3^0

où l’on a posé par définition Ap — (~\epAi. Il est important de noter à ce stade que 
|A^| = 0 si (3 contient deux éléments consécutifs (les nombres 1,2, ...,2n étant 
placés autour d’un cercle). On applique alors le lemme de Kaplansky :

n 2n f2n — k — 1\ z .
Tl k-1mW

fc=0

k=l x z

,,fc' 2n f2n-k\. .-Ir------ H , ](n-k)'..
2n — k\ k J
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5.4. Notions sur les graphes

Un graphe Q est formé de deux ensembles : un ensemble fini non vide X, 
appelé ensemble des sommets de et un ensemble A de paires de sommets, 
appelé ensemble des arêtes de Q. Ainsi, A est un sous-ensemble de l’ensemble des 
parties de X ayant deux éléments. On écrit souvent Q — (X(<?), A(Ç)).

Dans la pratique, un graphe se représente par une figure plane contenant des 
traits reliant entre eux un ensemble fini de points. Le nombre d’arêtes issues d’un 
point x est appelé le degré de x, couramment désigné par d(x). Un sous-graphe H 
de Q est un graphe tel que X(H) Ç X(Q) et A(H) Ç A(Ç).

On appelle graphe complet d’ordre n 2 le graphe Gn de n sommets, ayant 
pour arêtes tous les segments déterminés par ces points. Ainsi, Qn a ( ) arêtes.

5.4.1. Proposition, (lemme des poignées de mains) Soit Q = (X, A) un graphe 
quelconque, alors

Y^d(x) = 2\A\. (5.10)
xex

En effet, dans la somme de gauche, chaque arête est comptée exactement deux 
fois, puisqu’elle a deux extrémités.

On en déduit en particulier que le nombre de sommets de degré impair dans Q 
est un entier pair.

5.4.2. Les arbres. Dans un graphe Q = (X, A), une chaîne est une suite finie de 
sommets, æo,æi, • • • telle que, pour tout i G {0,1,..., m — 1}, {^,^+i} G A. 
L’entier m s’appelle la longueur de là chaîne en question. Lorsque xq = xm, on dit 
que la chaîne est fermée et on l’appelle un cycle.

Un graphe Ç est dit connexe si, pour tout {x, y) G X2, il existe une chaîne 
reliant x à y. On est maintenant en mesure de définir ce qu’est un arbre : un 
arbre est un graphe Q = (X, A) connexe, sans cycle, comportant au moins deux 
sommets.

Dans l’arbre Q — (X, A), le sommet x est dit pendant si d(x) = 1 (un arbre 
contient forcément au moins deux tels sommets).

Proposition. Soit Q = (X, A) un arbre; on a alors

|A| = |X|-1. (5.11)
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♦ Preuve. On prouve le résultat par récurrence sur |X| — n. Si n = 2, alors 
|X| = 2 et |A| = 1 et le résultat est immédiat.

Supposons que pour tout arbre Q — (X, A) à k 2 sommets, on ait |j4| = k — 1. 
Soit alors un arbre 7Y = (X', A') à k Al sommets, et soit x un sommet pendant de 
W. Il est alors immédiat que H \ {x} est un arbre ayant k sommets. En appliquant 
l’hypothèse de récurrence à cet arbre, il apparaît que possède (k — 1) + 1 = k 
arêtes.

□
♦ Exemples.

1. Si Q = (X, A) est un graphe connexe ayant éventuellement des cycles, alors |A| >
|X| — 1. Si par contre Q = (X, A) est un graphe sans cycles non nécessairement 
connexe (une forêt), alors |A| |X| — 1.

2. Quelles sont les valeurs de l’entier n > 9 pour lesquelles il est possible pour n 
enfants de se partager équitablement 9 barres de chocolat sans avoir à couper une 
barre en plus de deux morceaux ?

On considère un graphe à n sommets, où les sommets représentent les n en­
fants, et on dessine une arête entre deux sommets si les enfants correspondant à 
ces sommets se partagent une barre de chocolat. Si ce graphe contenait un cycle 
passant par k sommets, alors les k enfants en question auraient bénéficié au total 
de k barres de chocolat au minimum. Or, ceci ne peut se réaliser car n > 9 et 
le partage est supposé équitable. Il s’ensuit que le graphe étudié est une forêt. 
Comme le partage est équitable, les arbres constituant cette forêt doivent contenir 
le même nombre d’arêtes et de sommets. Si t désigne le nombre d’arbres dans cette 
forêt, alors t doit diviser le nombre total d’arêtes dans le graphe, à savoir 9. Si 
t = 1, l’arbre obtenu a 9 arêtes et 10 sommets. Si t = 3, chaque arbre a 3 arêtes 
et 4 sommets. Si t = 9, chaque arbre a une seule arête et 2 sommets. Ceci conduit 
aux valeurs n = 10,12 et 18, lesquelles conviennent parfaitement comme on peut 
facilement vérifier.

5.4.3. Cycles euleriens. Un cycle eulerien (resp. une chaîne eulerienne) dans un 
graphe Q est un cycle (resp. une chaîne) contenant chaque arête de Q une et une 
seule fois.

Un graphe pourra donc être parcouru sans lever le crayon et en ne passant 
qu’une seule fois sur chaque trait s’il admet une chaîne eulerienne. On aimerait 
bien caractériser de telles graphes.

Si Q est un graphe admettant un cycle eulerien C, et si x est un sommet de P, 
alors C arrive à x autant de fois qu’il en part. Il s’ensuit que tout sommet de Q est 
de degré pair.

D’un autre côté, si tous les sommets d’un graphe Q sont de degré pair, peut-on 
affirmer qu’il existe un cycle eulerien? Il faut déjà clairement que le graphe Q soit 
connexe. Euler a démontré en 1766 le théorème suivant :

Théorème. Uh graphe connexe Q = (X, A) est eulerien si et seulement si d(x) 
est pair pour tout sommet x € X.

♦ Preuve. Considérons un graphe connexe Q = (X, A) où tous les sommets sont
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de degré pair. Montrons que Q est réunion de cycles disjoints. Prenons xq £ X et 
choisissons, en partant de xq, aussi longtemps que possible, des arêtes non encore 
parcourues de sorte à former une chaîne. Les sommets étant tous de degré pair, 
cette chaîne est en fait un cycle Ci qui se referme en xq. Si, en supprimant les 
arêtes de ce cycle, il reste encore des arêtes, alors on choisit un sommet x\ par 
lequel passe Ci et tel que dans le graphe partiel Q \ Ci on ait d(xi) > 0. Ceci est 
possible car Q est connexe. Dans la composante connexe de Q \ Ci contenant xi, 
construisons un nouveau cycle C2 de Xi à xi. Comme le nombre d’arêtes dans Q 
est fini, ce procédé s’arrêtera lorsqu’on aura obtenu un ensemble de cycles disjoints 
en arêtes dont la réunion est Q tout entier. Or, on peut rallonger Ci en insérant 
en xi le cycle C2 et ainsi de suite jusqu’à aboutir au cycle eulerien recherché.

□
De manière analogue, un graphe Q — (X, A) admet une chaîne eulerienne si 

et seulement si il a zéro ou deux sommets impairs. Dans ce dernier cas, la chaîne 
en question aura les deux sommets impairs comme extrémités. La figure planaire 
représentée ci-dessous peut donc être tracée sans lever le crayon et en ne passant 
qu’une seule fois sur chaque trait.

Fig. 5.9.

5.4.4. Cycles hamiltoniens. Dans un graphe P, un cycle est dit hamiltonien s’il 
passe une et une seule fois par chaque sommet de Q.

Il n’y a pas de bonne caractérisation des graphes admettant des cycles hamil­
toniens. Par contre, il est intéressant de se demander si un graphe donné est la 
réunion de cycles hamiltoniens disjoints en arêtes. En particulier, le graphe com­
plet Qn peut-il être décomposé en cycles hamiltoniens disjoints? On peut déjà 
vérifier que peut être décomposé en deux tels cycles. Qu’en est-il de £74 ?

Théorème. Qn est réunion de cycles hamiltoniens disjoints si et seulement si n 
est impair.

♦ Preuve. Le graphe Qn possède 
n(n — 1)

"2 arêtes. Tout cycle hamiltonien

en utilise n ; on a donc besoin de (n —1)/2 cycles. En particulier, n doit être impair.

Si n = 2m + 1 est impair, construisons m cycles hamiltoniens disjoints de la 
façon suivante : on place 2m des sommets du graphe fen+i autour d’un cercle de 
manière à avoir un polygone régulier à 2m sommets et plaçons le dernier sommet 
au centre de ce polygone. Numérotons ensuite, dans le sens trigonométrique les 
2m sommets en question : 1,2,..., 2m.
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Fig. 5.10.

Le cycle représenté dans la figure ci-dessous est hamiltonien. Celui-ci donne 
lieu par des rotations d’angles kn/m, k = 0, 1,..., m — 1, à m cycles hamiltoniens 
disjoints.

□

5.5. Les problèmes de type Ramsey

Dans ce paragraphe, on va appliquer le principe des tiroirs à l’étude d’une classe 
de problèmes. Cette étude nous mènera à l’introduction d’une suite de nombres 
dont le calcul et l’estimation demeurent actuellement encore parmi les problèmes 
les plus fascinants de l’analyse combinatoire.

5.5.1. Les nombres de Ramsey bicolores. Etant donné un graphe complet 
Gn, on appelle ^-clique tout sous-graphe de Ç}n à k sommets. Le problème que l’on 
cherche à résoudre est le suivant : si p et q sont deux entiers 2, existe-t-il un 
plus petit entier n = R(p, q) tel que, pour toute coloration de Qn à l’aide de deux 
couleurs : rouge et vert (une couleur pour chaque arête), il y ait toujours au moins 
une p-clique rouge ou une ç-clique verte ?

Ce problème a été résolu par Ramsey7 en 1928 qui a prouvé l’existence des 
nombres R(p,q) pour tous entiers p, q 2. Les nombres R(p,q) sont appelés 
les nombres de Ramsey bicolores, et ils vérifient, compte tenu de leur définition, 
l’égalité : B(p, q) = R(q,p). On a aussi, pour tout p 2, R(p, 2) = p.

7. Frank Ramsey (1903-1930), philosophe et mathématicien anglais.

A Calcul de R(3,3). Il s’agit de construire un graphe ayant le plus grand nombre 
de sommets qui, pour une coloration convenable, ne contienne aucune 3-clique 
rouge, ni de 3-clique verte.
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La figure ci-dessus donne une coloration de P5 sans aucun triangle (3-clique) 
monochromatique.

D’un autre côté, soient A, B, C, D, E et F les sommets d’un graphe complet

Fig. 5.12.

D’après le principe des tiroirs, une des deux couleurs, rouge par exemple, est 
utilisée pour colorier trois au moins des segments AB, AC, AD, AE et AF. Sans 
perte de généralité, on peut supposer les segments AB, AC et AD coloriés en 
rouge. Considérons maintenant les trois segments BC, CD et BD. Si un de ces 
segments est colorié en rouge, par exemple BC, le triangle ABC est alors rouge. 
Si par contre les trois segments sont coloriés en vert, alors le triangle BCD est 
vert.

Il s’ensuit que

(5.12)Æ(3,3) = 6.

Ce résultat (en fait B(3,3) 6 suffirait) permet de résoudre la question sui­
vante : dans une réunion de six personnes, il y a au moins trois personnes se 
connaissant mutuellement, ou trois personnes complètement étrangères l’une à 
l’autre.4b Quelques estimations. On ne connaît actuellement, malgré la puissance de 
calcul actuelle des ordinateurs, que 7 nombres de Ramsey bicolores lorsque p et 
q sont 3 : B(3,3) = 6, B(3,4) = 9, B(3,5) = 14, B(3,6) = 18, B(3,7) = 
23, B(4,4) = 18 et dernièrement R(4,5) = 25. Cependant, plusieurs estima­
tions de ces nombres ont été trouvées, dont la majoration suivante due aux deux
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mathématiciens Erdôs8 et Szekeres9 :

8. Pal Erdôs (1913-1996), mathématicien hongrois.
9. George Szekeres (1911-2005), mathématicien hongrois.

Théorème. Pour tous les entiers p,q^ 2,

R(p, q) R(p - 1, q) + R(p, q - 1). (5.13)

♦ Preuve. En effet, si on pose n = R(p — 1, q) + R(p, q — 1), il nous suffirait de 
prouver que, pour toute coloration de Qn en rouge et vert, il existe au moins une 
p-clique verte ou une g-clique rouge.

Si on fixe un sommet x de Qn, alors celui-ci est l’extrémité de n — 1 = R(p — 
1, q) + R(p, q — 1) — 1 arêtes dans Qn. Il y a donc au moins R(p — 1, q) arêtes vertes 
ou R(p,q — 1) arêtes rouges parmi ces n — 1 arêtes, et l’on peut supposer, par 
raison de symétrie, que l’on ait la première possibilité.

Si A désigne l’ensemble des sommets de Çn, autres que x, qui sont l’extrémité 
de l’une de ces R(p — 1,q) arêtes vertes, alors |A| = R(p — 1,q). Par définition 
des nombres de Ramsey bicolores, on en déduit que le graphe complet engendré 
par les sommets appartenant à A contient soit une (p — l)-clique verte, soit une 
ç-clique rouge.

Il s’ensuit que le graphe complet engendré par les sommets de AU {x} contient 
au moins une p-clique verte ou une ç-clique rouge.

□
Corollaire. On a, pour tous les entiers p,q 2,

D, (p + q~ 2

(5-14)

♦ Preuve. On raisonne par récurrence sur p + q : on sait que Vp 2, 12(p, 2) = 
R(2,p) — p = Ç V i^. Supposons donc l’inégalité vraie pour tous p, q 3 tels 

que p + q = n. Si maintenant p et q sont deux entiers tels que p -F q = n + 1, alors

x . Pz x. pz ix . (p + q-3\ . (p + q-3\ (p + q-2\ 
R(p,q)^R(p-l,q) + R(p,q-l)^l l + l 1 = 1 1.

\ Z-' / \ /^ J- / \ r /

Théorème. Pour tous les entiers p, q 2 tels que R(p— 1, q) et R(p, q — 1) soient 
pairs,

R(p,q)^R(p-l,q) + R(p,q-l)-l. (5.15)

♦ Preuve. On pose n = R(p — 1, ç) + R(p, q — 1) — 1, et on fixe un sommet x de 
Qn. Le sommet x est alors l’extrémité de n — 1 arêtes dans Qn. Si R(p — l,ç) au
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moins de ces arêtes sont vertes, ou R(p, q — 1) au moins des arêtes sont rouges, le 
problème est résolu comme vu dans la démonstration précédente. Si par contre, il 
y a exactement R(p — 1, q) — 1 arêtes vertes et R(p, q — 1) — 1 arêtes rouges et ceci 
pour tous les sommets x de Qn, alors Qn contient au total

^[7Z(p-l,ç)-l]

arêtes vertes, ce qui est impossible car ce nombre n’est pas un entier.

□
A Calcul de R(3,4). On sait déjà que 7?(2, 4) = 4 et que R(3,3) = 6. On a donc, 
d’après le théorème qui vient d’être démontré,

B(3,4) 0 + 6-1 = 9.

D’un autre côté, la figure ci-dessous montre une coloration de Qs sans aucune 
3-clique rouge, ni de 4-clique verte :

-----  rouge
----- vert

Fig. 5.13.

On prouve de façon analogue que fi(4,4) = 18 et que 72(3,5) = 14. Cependant, 
si on essaie de majorer R(3,6) en utilisant cette méthode

72(3,6) < R(2,6) + R(3,5) = 20,

on s’aperçoit que la majoration obtenue n’est pas une égalité (72(3,6) = 18).

5.5.2. Les nombres de Ramsey multicolores. Dans la définition des nombres 
de Ramsey donnée jusqu’à présent, on avait supposé que deux couleurs seulement 
étaient utilisées pour colorier les arêtes du graphe complet Gn ; d’où le qualitatif 
« bicolore ».

De manière naturelle, on peut définir, pour k 3, le nombre de Ramsey mul­
ticolore R(pi,p2, • •. iPk) comme étant le plus petit entier positif n tel que, pour 
toute coloration du graphe complet Gn à l’aide de k couleurs : couleur 1, couleur 
2, ..., couleur fc, il existe au moins une couleur i et une p^-clique colorée à l’aide 
de la couleur i.

A Calcul de R(3,3,3). On commence par prouver que 72(3,3,3) 17, majoration
qui a fait l’objet de l’exercice suivant posé aux olympiades internationales de 1964 : 
parmi 17 scientifiques chacun est en correspondance avec tous les autres. Dans
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leurs échanges de lettres ils ne traitent que trois sujets et on suppose que deux 
scientifiques ne traitent qu’un seul sujet dans leurs correspondances mutuelles. 
Démontrer qu’il y a au moins trois scientifiques qui traitent entre eux un seul et 
même sujet.

On représente les 17 scientifiques par les 17 sommets d’un graphe complet dont 
on colorie les arêtes à l’aide de trois couleurs : rouge, vert et bleu, chaque couleur 
représentant un des trois sujets. D’après les données de l’énoncé, chaque arête est 
coloriée par une seule couleur.

On fixe maintenant un sommet A du graphe précédemment construit, et on 
considère les 16 arêtes issues de A. Il y a au moins six parmi ces arêtes qui sont co­
loriées par la même couleur, rouge par exemple. Désignons alors par B,C, D, E, F 
et G les six autres extrémités de ces arêtes, et distinguons deux cas :

- le sous-graphe complet de £17 ayant B, C, D, E,F et G comme sommets 
est coloré en vert et bleu uniquement.* Ce sous-graphe contient alors un triangle 
monochromatique (B(3,3) = 6) ;

- il y a une arête rouge, BC par exemple, parmi les arêtes reliant les points 
B, C, D, E,F et G entre eux. Le triangle ABC est alors un triangle rouge.

On a donc finalement B(3,3,3) 17, et il s’agit maintenant de trouver une
coloration de <?i6 à l’aide des trois couleurs : rouge, vert et bleu, sans aucun triangle 
(3-clique) monochromatique pour établir que B(3,3,3) = 17.

Affectons à chaque sommet de Pi6 la valeur d’un élément de l’ensemble 
(Z/2Z)4, deux sommets distincts ayant des affectations différentes. Il s’agit main­
tenant de trouver une partition {Ai, A2, A3} de (Z/2Z)4 \ {0} telle qu’aucune des 
parties Ai, i — 1,2,3, ne contienne trois éléments de la forme x, y, x + y. Une telle 
partition est donnée ci-dessous :

Ai - {(Ï,Ô,Ô,Ô), (Ô,Ï,Ô,Ô), (Ô,Ô,T,Ô), (Ô,Ô,Ô,Î), (ï,ï,ï,ï)},
A2 = {(Ï,Î,Ô,Ô), (Ï,Ô,Ï,Ô), (Ô,O,T,T), (T,T,T,O), (Ô,ï,ï,ï)},

A3 = {(Ô,Ï,Ï,Ô), (Î,Ô,Ô,Ï), (Ô,Ï,Ô,Ï), (Î,Ô,Ï,Ï), (Ï,Î,Ô,Ï)}.

On colorie les arêtes de £716 de la façon qui suit : l’arête (x,y), x,y E (Z/2Z)4, 
est coloriée en rouge, vert ou bleu suivant que x + y est dans Ai, A2 ou A3. La 
coloration obtenue ne contient aucun triangle monochromatique, car si le triangle 
(x,y,z) était monochromatique, alors x + y, y + z et z + x appartiendraient à un 
même Ai alors que (x+?/) + (?/ + z) = (x+z), ce qui est impossible, d’où le résultat.4b Une majoration de R(3,3 ..., 3). Soit k un entier 3. On pose

Rk = R(3,3,... ,3).

k fois.

Théorème. Pour tout entier k 2,

Rk < Lfc’e] + 1- (5.16)
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♦ Preuve. On commence d’abord par prouver l’inégalité, valable pour tout k 3,

Rk k(Rfc—i — 1) + 2.

En effet, on pose n = k(Rk-i — 1) + 2, et on fixe un sommet x dans le graphe 
complet Qn. Celui-ci est l’extrémité de n — 1 = k(Rk-i — 1) + 1 arêtes dans Qn. Si 
le graphe Qn est coloré à l’aide de k couleurs : couleur 1, couleur 2, ..., couleur k, il 
existe au moins une couleur i qui est utilisée pour colorier au moins (Rk-i —1) + 1 = 
Rk-i de ces n — 1 arêtes. Si A désigne l’ensemble des Rk-i extrémités de ces arêtes, 
autres que x, alors on a l’une des deux possibilités suivantes :

- le sous-graphe complet engendré par A contient une arête de couleur z, auquel 
cas correspond un triangle de couleur i.

- le sous-graphe engendré par A ne contient aucune arête de couleur i. Il contient 
donc un triangle monochromatique compte tenu de la définition de Rk-i-

Dans tous les cas, Qn contient un triangle monochromatique, et on a donc bien :

Vfc ^3, Rk^ k(Rk-i - 1) + 2,

soit encore, pour k 3 fixé,

Rp — 1 Rp—\ — 1 1
pl (p —1)! +p!’ p = 3,4,..., k.

On obtient donc, en sommant les k — 2 dernières inégalités et en tenant compte 
de R2=R(3,3) = 6

Mais on sait déjà que e est la limite commune des deux suites adjacentes :

11 1 . .Il l l
^n^l + Tr + ^H------- 1---- p™ L Vn — I + tî + Tm-*------- *----J---------p n l>l! 2! ni l! 2! ni n-nl

d’où le résultat.

□
♦ Exemples.

1. Une société internationale a ses membres dans six pays différents. La liste de 
ses membres contient 1978 noms qui sont numérotés 1, 2,..., 1978. Montrer qu’il 
y a au moins un membre de cette société dont le numéro est, soit la somme des 
numéros de deux membres de la société appartenant au même pays que lui, soit le 
double du numéro d’un membre de la société appartenant au même pays que lui.

(Olympiades internationales-1978/6)

On va prouver un résultat plus général : si A; e N* et {Si, S2,..., Sk} est une 
partition quelconque de l’ensemble {1,2,... , n — 1}, où n = Rk, alors il existe 
i e {1,2,..., &}, et des entiers x, y, z (non nécessairement distincts) appartenant 
à Si tels que x + y = z.
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En effet, numérotons les sommets de Qn : 1,2,..., n. On colorie alors les arêtes 
de Qn à l’aide de k couleurs : couleur 1, couleur 2, ..couleur k, l’arête (#,?/), 
x,y6 {1,2,...,n}, étant coloriée avec la couleur i si |# — y\ 6 Si. Par définition de 
Rk, la configuration obtenue contient au moins un triangle monochromatique. Si 
x < y < z sont les sommets de ce triangle, alors y — x, z — y et z — x appartiennent 
à un même Si, et on a manifestement

(z-y) + (y-x) = (z-x).

□

Dans l’exercice proposé, on demande de prouver que toute partition {Si, $2, 
..., Se} de l’ensemble {1,2,..., 1978} est telle qu’il existe i G {1,2,..., 6}, et 
des nombres x,y,z G Si tels que x + y — z. Or, on a déjà prouvé que

Rô [6! x ej + 1 = 1958,

et on peut donc remplacer le nombre 1978 par le nombre plus petit 1957.

Cette solution n’était pas celle qu’on attendait des candidats. Une autre solu­
tion est présentée ci dessous :

Soit {Si, S2,..., Sq} une partition de l’ensemble {1,2,..., 1957}. Par raison 
de symétrie, on peut supposer que Si possède au moins [1957/6J + 1 = 327 
éléments. Si l’une des différences

bl = a^27 — «326, &2 = «327 ~ «325, • • • , ^326 = «327 ” «1,

où «i < ci2 < • • • < «327 sont les éléments de Si, est dans Si, alors le problème 
serait résolu car alors pour un certain z,

«327 — «i = aj £ => ai + aj = «327 £ S±.

Supposons donc que les bi n’appartiennent pas à Si. Comme ils sont distincts 
deux à deux, on peut supposer que S2 possède au moins [326/5J +1 = 66 éléments. 
Prenons alors les différences

«1 — bfQQ — bfQ5l C2 = b6G — ô64,..., Cg5 = ô66 — ô15

où b[ < b2 < • • • < b'6Q appartiennent à S2, et sont de la forme ^327 — «i, i = 
1,2,..., 326.

Comme auparavant, on suppose que les Ci n’appartiennent pas à S2 sinon le 
problème serait résolu, mais comme ils sont de la forme ak — «z, où 1 < ai < ak 
1957, on suppose de même qu’ils n’appartiennent pas non plus à Si. Comme les 
Ci sont distincts deux à deux et, on peut supposer que S3 en possède au moins 
[65/4J 4- 1 = 17 éléments c'r < c2 < • • • < c'17. On suppose de nouveau que les 
différences

= «17 — «16’ ^2 — «17 — «15? • • ? ^16 — «17 — «1? 

n’appartiennent ni à Si, ni à S2 ni à S3, et l’on peut supposer que S4 en possède 
au moins [16/3J +1 = 6 éléments d!r < d2 < • • • < d'Q. On suppose de nouveau que 
les différences

ei = d’6 - d'5, e2 = d’6 — d'4,..., e5 = d'6 - d\,
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appartiennent soit à S$ soit à Sq. Si trois parmi eux, eÇ < e'2 < ef3, appartiennent 
disons à S5, alors

/1 = 63 - eÇ, f2 = 63 - e2,

appartiennent à Sq, mais alors g = f2 — fi < 1957 appartient à un des Si, i = 
1,2,..., 6, ce qui termine la démonstration.

5.6. Les fonctions génératrices

5.6.1. Fonction génératrice d’une suite. Si (an)n€N est une suite de nombres, 
alors la fonction G définie par :

+00

(?(#) = 5^ akxk 
k=0

est appelée fonction génératrice de la suite (an)neN-

Comme seuls nous intéressent les coefficients k = 0,1,2,..., on ne se 
préoccupera pas des problèmes de convergence. On effectuera nos calculs sur les 
fonctions génératrices comme si on avait affaire à des polynômes.

On introduit la notation
Un — Q"n [^]

pour signifier que an est le coefficient de xn dans la fonction G.

♦ Exemples.

1. La fonction génératrice de la suite (1,1,...) est

1 + x + x2 H----- = —-—.
1 - x

Plus généralement, la fonction génératrice de la suite

(n — 1\ /1 + n —1\ fk + n — 1\

\ 0 / \ 1 / “ \ k J
est

k H- n — 1\ k 1
, )x = —------ —.
k J (1 — x)n

En effet, c’est vrai pour n = 1 et si

(5-17)
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où
/i -j- Ti — 2\ fk H- ti — 1\

C‘ = 2J i ) = ( 4 )■
2=0 ' ' ' '

et le résultat s’ensuit par récurrence sur n.

Cette formule reste valable pour tout a G R :

+2? /l _ n,_ 1\(!-£)“ = £ r a }x\ (5.18)
\ k /k=0 x 7

où l’on a posé par définition

a
_ o(o — 1) • • • (a — r + 1)

r!

pour tout a G R et pour tout r G N.

2. Trouver la fonction génératrice de la suite de Fibonacci (Fn)ne^* définie par :

( Fi = F2 = 1,

[ Fn = Fn-i + Fn_2 (n 3).

On pose G(x) = 52X^1 ; on a alors

G(x) = x + x2 + (Fn_i + Fn_2)#n = x -F x2 + x(G(x) - x) + x2G(x), * 
n^3

et il s’ensuit que 
GW = <519>

Ceci permet de retrouver la formule de Binet :

g(x)=4= ( t~— 7-^)=4= y (ak - 
v/ V5\l-ao; l-/3æ/ Zi

où a = (1 + v/5)/2 et f3 = (1 — a/5)/2, d’où

rzV1 an-/3n 
Fn = an[G] =----- -ç—, n 1.

Vo

5.6.2. Les suites 0-1. Soit A un ensemble de suites finies prenant leurs valeurs 
dans l’ensemble {0,1}. On note an, n = 0,1,..., le nombre d’éléments de A dont 
la longueur est n (en posant ao = 1), et on pose :

+00
Ga(x) = '^lanXn.

n—G

Si A est constitué de toutes les suites finies qui se décomposent, de façon unique, 
en un bloc b e B suivi d’un bloc c G C, alors

Ga(x) = Gb(x)Gc(x)
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car on a an[Gx] =

D’un autre côté, si A est constitué de toutes les suites finies qui sont obtenues, 
de façon unique, en juxtaposant un certain nombre (pouvant être nul) d’éléments 
d’un ensemble A', alors

= 1+ Ga'(x) + [Ga'(æ)]2 H-----= -———~—\-"—v—' "---- v--- ' 1 - G A> w
un bloc de A' 2 blocs de A'

Par exemple, si A désigne l’ensemble de toutes les suites finies prenant leurs 
valeurs dans l’ensemble {0,1}, tout élément dans A se décompose, de façon unique, 
sous la forme :

(00... 0) {des blocs de A1} (11... 1),

>o. ^o.

où Af est le sous-ensemble de A formé par les suites de la forme :

(11... 1) (00...0).

^i. ^i.

On en déduit que

où

Ga{x) = (1 + x + x2 H----- )
1

1 - GA'(x)
(1 +x + x2 -I----- ),

G a' (x) = (x + x2 ----- )(x + x2 H------) =
x2

(1 — x)2 *

Il en résulte que

^w-rz^E2”1"-
n=0

et on retrouve ainsi le nombre de suites 0-1 de longueur n, à savoir 2n.

La méthode exposée ici va permettre de calculer rapidement le nombre de suites 
0-1 auxquelles on a imposé certaines conditions, et c’est bien là que réside tout 
son intérêt.

♦ Exemples.

1. Quel est le nombre de suites de longueur n prenant leurs valeurs dans l’ensemble 
{0,1} et ne possédant pas deux zéros consécutifs?

Soit A l’ensemble des suites 0-1 ne possédant pas deux zéros consécutifs. Tout 
élément de A se décompose sous la forme :

{un ou aucun zéro} {des blocs de A'} (11... 1),

>o.
où A' est l’ensemble des suites 0-1 de la forme :

(11... 1) 0.
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Il s’ensuit que

GA(x) = (1 + x)----------- 2~—  ------- =  ------------
1 - x - x2

\1 — x J

Comme
1 I +°o
î-----= V (Fn + F„+1K (Fo = 0),

1 — x — xz n=0
il s’ensuit que le nombre recherché est Fn -F Fn+i = Fn+2-

2. Trouver le nombre de suites de longueur n prenant leurs valeurs dans l’ensemble 
{0,1} et sans aucun bloc de zéros de longueur impaire situé entre deux blocs non 
vides de 1.

Soit A l’ensemble formé par toutes les suites 0-1 vérifiant la condition pré­
cédente. Tout élément de A se met, de façon unique, sous l’une des deux formes :

(11... 1) {des blocs de Æ} (00... 0),

^o. ^0.

ou
(00... 0) (11... 1) {des blocs de Æ} (00... 0),

un nombre ^1. ^0.impair 1.

où A' est l’ensemble des suites 0-1 de la forme :

(00...0) (11... 1).

un nombre 1, pair 0.

Il s’ensuit que :

= (i-yx ( —rV

X X 1 1
------ X ----- X ---- 7--- 5---------- Ç- X -----
1 — X2 1 — X _ ( X X \ 1 — X

1- 1--------2 X 1--------
\ 1 — x2 1 — X J________ 1________ x 7

(1 — æ)(l — x — x2)1

ce qui donne :
an[Gx] — Fi + F2 +----- 1- Fn+i = Fn+3 — 1.

5.6.3. Résolution d’équations de récurrence. Si (an)n€n est une suite définie 
par une relation de récurrence, il est efficace de rechercher sa fonction génératrice, 
que l’on obtient à l’aide de l’équation de récurrence après quelques manipulations 
algébriques. Le terme an est alors le coefficient de xn dans le développement de G.
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♦ Exemples.

1. Trouver l’expression explicite de la suite (an)neN définie par

{
a0 = 1, 

Û77, 3<2n—1 ~~ 4 .

Si G est la fonction génératrice de (an)neN, alors

(1 — 3x}G(x) = 1 + 4x + 42#2 H----- = ——Â—,
1 - 4x

et par conséquent

rn - 1 _ a 0
X (1 — 3æ)(l — 4æ) 1 — 3x + 1 — 4#’

où a = —3 et (3 = 4. On en déduit que

an = an[G] = 4n+1 — 3n+1, n 0.

2. Trouver l’expression explicite de la suite (an)neN définie par

«0 = 1,
n—l

an = ^k^n—l—k'
k=l

Si G est la fonction génératrice de (an)nGN, alors

G(æ) -
+00 n—l

1 H- ^k^n—1 —
n=l k=0

1 + (ao<io)x + (ao«i + aiao)x2 H----- = 1 + a:[G(a:)]2,

et il s’ensuit que
G(a:) = -t (1 ± V1 - 4x).

Comme
/ï-----Â~ (n ~ An n

V1 - 4æ = > ]4nxn,
, \ n /n=l x 7

où

on a

(n — 3/2)(n — 3/2 — 1) • - • 1/2) -2
n\ n

2n — 2\ 
n — 1 /

Ûn[ér] — &n
1 (2n\ 

n + 1 \ n J

et on reconnaît la suite des nombres de Catalan.



EXERCICES

1. Soient n G N*, et ao, ai,..., an E {1,2,, 2n} deux à deux distincts. Montrer 
qu’il existe (i,j) E {0,1,..., n}  tel que : z / J et a* | dj.2

7. a) Soit A un ensemble de cardinal n {n 2). On désigne par S(n, k) le nombre
de partitions de A en k parties (fe 2). Démontrer que

S(n, k) = S(n - 1, k - 1) + kS(n - 1, k).

2. Quelle est la somme des plus grands diviseurs impairs des entiers 1,2,3,... ,2n, 
où nE N ?

(Olympiades alternantes-1982)

3. Les nombres 1,2,..., 2n — 1,2n sont répartis en deux ensembles {ai, a2,..., an} 
et {6i, 62, • .., bn} tels que ai < < - • • < an et &i > 62 > • • • > bn. Démontrer
que

|ai — &i| + |a2 — &2I + • • • + |an — bn\ = n2.

4. On considère un tableau carré n x n dont toutes les cases sont remplies comme 
suit : à l’intersection de la ligne i et de la colonne j se trouve le nombre i + j — 1. 
Quel est le plus petit produit de n nombres de ce tableau tels qu’il n’y ait pas 
deux de ces nombres sur la même ligne ou sur la même colonne ?

5. On désigne par pn(k) le nombre de permutations de l’ensemble {1,2, ...,n} 
ayant exactement k points fixes. Prouver que :

n
= ni.

fc=0

(Olympiades internationales-1987/1)

6. Soit /(n) le nombre de zéros dans la représentation décimale de l’entier positif 
n. Quelle est la valeur de la somme :

S = 2^> + 2^ + • • • + 2^"-7 * 9\

où le dernier nombre contient 10 fois le chiffre 9 ?

(Olympiades fiongroises-1981)
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b) Démontrer que le nombre de partitions de l’ensemble {1,2, . ..,n} en k 
parties telles qu’aucune de ces parties ne contienne deux entiers consécutifs est 
égal à S(n — 1, k — 1).

8. Dans une suite finie de nombres réels, la somme de sept termes consécutifs 
quelconques est négative et la somme de onze termes consécutifs quelconques est 
positive. Déterminer le nombre maximum de termes de la suite.

(Olympiades internationales-1977/2)

9. Soient I une partie finie et non vide de Z et f et g deux fonctions définies sur I. 
Soit m le nombre de couples (x, y) vérifiant f(x) = g (y), n le nombre de couples 
(x,y) vérifiant f(x) = f(y) et k le nombre de couples (x,y) vérifiant g(x) = g (y). 
Démontrer que

2m n + k.

10. On se donne n points dans un plan. Montrer qu’il existe au moins ( 2 / 

quadrilatères convexes ayant leurs sommets parmi ces points. On suppose n > 4 
et que trois points ne sont pas alignés.

(Olympiades internationales-1969/5)

11. Soit k un entier tel que 1 k < n. On considère toutes les suites finies d’entiers 
positifs dont la somme vaut n. Trouver T(n, fc), le nombre total de termes égaux 
à k dans toutes ces suites.

(proposé à l’OI9\d-1988)

12. Soient n et r deux entiers (1 r n). On forme tous les sous-ensembles à 
r éléments de l’ensemble {1,2, ...,n} et on considère pour chacun de ces sous- 
ensembles son plus petit élément. On appelle /(n,r) la moyenne arithmétique de 
tous les nombres ainsi obtenus. Prouver que

(Olympiades intemationales-1981/2)

13. Il y a 1988 villes connectées entre elles grâce à un réseau de 4000 routes. 
Prouver qu’il existe un parcours fermé passant par moins de 20 villes.

(^Tournoi international des miles-1988)

14. Dans un groupe de n personnes, il y a q paires d’amis et dans chaque ensemble 
de trois personnes, il y a au moins une paire d’ennemis. On suppose que deux 
éléments quelconques du groupe sont soit des amis, soit des ennemis.
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Prouver qu’il existe au moins une personne dont l’ensemble des ennemis con­
tient au plus q(l — 4q/n2) paires d’amis.

(Olympiades des États-Unis-1995)

15. Les pentagones convexes A1A2A3A4A5 et B1B2B3B4B5 appartiennent à des 
plans parallèles dans l’espace. Chaque côté de ces deux pentagones ainsi que chaque 
segment AiBj pour i et j vérifiant 1 5, est coloré soit en rouge, soit en
vert.

On suppose que tout triangle dont les trois sommets sont des sommets de 
ces deux pentagones et dont les trois côtés sont colorés a deux côtés de couleurs 
différentes. Montrer que les dix côtés des deux pentagones sont tous de la même 
couleur.

(Olympiades internationales-1979/2)

16. Prouver que l’ensemble des suites finies de longueur n prenant leurs valeurs 
(îz -|- 1 \

2m + 1J

(Olympiades britanniques-1982)

17. Une matrice carrée à n lignes et n colonnes, à éléments dans l’ensemble S = 
{1,2,..., 2n—1}, est appelée une matrice d’argent si, pour tout i = 1,..., n, la 
réunion de la z-ième ligne et de la z-ième colonne contient tous les éléments de S. 
Montrer que :

a) il n’existe pas de matrice d’argent pour n — 1997 ;

b) il existe des matrices d’argent pour une infinité de valeurs de n.

(Olympiades intemationales-1997/4)

18. Pour quelles valeurs de l’entier positif n existe-t-il un tableau n x n de nombres 
égaux à —1,0 ou 1 tel que les 2n sommes obtenues en sommant les éléments d’une 
même colonne et d’une même ligne soient deux à deux distinctes ?

(proposé à lOI9d-1988)

19. Soit n un entier strictement positif : Ai, A2, • • •, A2n+i sont 2n + 1 sous- 
ensembles d’un ensemble B. On suppose vérifiées les propriétés suivantes :

a) chaque ensemble Ai contient exactement 2n éléments ;

b) pour tout (z,j), 1 z < j 2n + l, AiOlAj contient exactement un élément ;

c) tout élément de B appartient à au moins deux des ensembles Ai.
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Pour quelles valeurs de n est-il possible d’associer à tout élément de B la 
valeur 0 ou 1 de telle sorte que, dans chaque ensemble Ai, on trouve exactement 
n éléments affectés de la valeur 0 ?

(Olympiades internationales-1988/2)

20. On se donne une famille de s sous-ensembles Ai,A2,...,As de l’ensemble 
{1,2,..., M} tels que | = ai, i = 1,2,..., s. On suppose aussi que deux quel­
conques de ces sous-ensembles ne sont pas inclus l’un dans l’autre (une telle famille 
est dite de Sperner, ou spernerienne). Prouver alors l’inégalité :

(Olympiades russes-1987)

21. On définit la suite (an)ne^* par

d\n

Prouver que n divise an pour tout n E N*.

(proposé à l'OI9d-1989)

22. On considère deux entiers strictement positifs k et n et un ensemble S de n 
points du plan tels que :

a) trois points quelconques de S ne sont pas alignés ;

b) pour tout point P de S, il existe au moins k points distincts dans S situés 
à une même distance de P.

Démontrer que k < 1/2 + \/2n.

(Olympiades intemationales-1989/3)

23. Chaque case d’un échiquier nxn (n 2) est numérotée à l’aide d’un élément de 
l’ensemble {1,2,..., n2}, deux cases différentes n’ayant pas la même numérotation. 
Prouver qu’il existe deux cases voisines dont les numéros diffèrent d’une quantité 
> n.

(proposé à l'OI9\d-1988)
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24. Soit A un ensemble fini d’entiers naturels non nuis. Prouver qu’il existe un 
ensemble fini B tel que A Ç B Ç N* et

n*=z>2
x£B xEB

(Olympiades iraniennes-1995)

25. Soit S = {1,2,..., 280}. Trouver la plus petite valeur de l’entier n pour que 
chaque sous-ensemble de n éléments de S contienne au moins 5 nombres deux à 
deux premiers entre eux.

(Olympiades internationales-1991/3)

26. Soit Zm,n l’ensemble de tous les couples (z, j), où i G {1,2, ...,m} et j G 
{1,2,..., n}, et soit am,n le nombre de sous-ensembles de ne contenant pas 
de couples (îi,Ji), (^2^’2) tels que |zi — z2| + |ji — J2I = 1- Prouver alors, pour 
tous entiers strictement positifs m et /c, que

2
^m,2k ^jrn,2k—l^m,2fc+l •

(proposé à l'OlM-1988)

27. Sur un cercle on se donne un ensemble de 2n — 1 points distincts (n est un 
entier supérieur ou égal à 3). Si exactement k de ces points sont coloriés en noir, 
cette coloration est dite « bonne » s’il existe au moins une paire de points noirs telle 
que l’un des deux arcs ouverts formés par ces deux points contienne exactement n 
points de E.

Trouver la plus petite valeur de k pour laquelle toute coloration en noir d’exac­
tement k points de E est « bonne ».

(Olympiades internationales-1990/2)

28. Soit S un ensemble de m couples (a, b) d’entiers positifs vérifiant 1 < a < b < 
n. Prouver qu’il existe au moins 

triplets (tz, b, c) tels que (u, b), (a, c) et (b, c) appartiennent à S.

(Olympiades hongroises-1987)
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29. Soit n un entier naturel non nul. On dit qu’une permutation (aq, #2,. • •, x^n) 
de l’ensemble {1,2,..., 2n} possède la propriété P si \xi — Xi+± | = n pour au moins 
un i dans l’ensemble {1, 2,..., 2n — 1}.

Démontrer que, pour chaque n, il y a plus de permutations possédant la pro­
priété P que de permutations ne la possédant pas.

(Olympiades internationales-1989/6)

30. Soient n, p et q des entiers positifs tels que n >p + q. Soient xq, x± ,..., xn des 
entiers vérifiant les deux conditions suivantes :

a) xq = xn = 0 ;

b) Pour tout entier i tel que 1 ï < n, on a soit X{ — = p, soit xi — Xi~\ —
~P
Montrer qu’il existe une paire (z,J) d’indices avec i < j et (z,J) / (0,n) telle que 
Xi - Xj.

(Olympiades internationales-1996/6)

31. Pour tout entier strictement positif n , f(ri) désigne le nombre de façons de 
représenter n comme une somme de puissances de 2 à exposants entiers positifs 
ou nuis.

Deux représentations qui ne diffèrent que par l’ordre des termes de la somme 
sont considérées comme les mêmes. Par exemple /(4) = 4 car le nombre 4 peut être 
représenté par les quatre façons suivantes : 4 ; 2 -F 2 ; 2 -H 1 + 1 ; 1 -F 1 + 1 -F 1.

Montrer que, pour tout entier n 3 :

2"2/4 < /(2n) < 2”2/2.

(Olympiades internationales-1997/6)

32. On se donne 9 points dans l’espace dont quatre quelconques ne sont pas co­
planaires. Trouver la plus petite valeur de l’entier positif n pour laquelle il existe 
un triangle monochromatique pour chaque coloriage en bleu et rouge de n arêtes 
quelconques dessinées entre les neuf points considérés.

(Olympiades internationales-1992/3)

33. Soit p un nombre premier impair. Trouver le nombre de sous-ensembles A de 
{1,2,..., 2p} tels que :

a) A possède exactement p éléments, et

b) la somme des éléments de A est divisible par p.

(Olympiades internationales-1995/6)
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1. Tout entier > 1 s’écrit, d’une façon unique, sous la forme 2Œ(2/3+1), (o, /?) € N2. 
Ainsi, pour chaque i e {0,1,..., n}, il existe (0+$) G N2 tel que ai — 2(Xl (2/3+1). 
Les n + 1 entiers /3q, /3i,..., /3n sont dans {0,1,..., n — 1}, qui est de cardinal n ; 
il existe donc (i,J) G {0,1,..., n}2 tel que i j et fli = (3j. On a alors ai | aj ou 
aj \ at suivant que a-L aj ou aj < ar.

2. Tout entier parmi les entiers 2n-1 + 1, 2n-1 + 2,..., 2n s’écrit sous la forme 
2Q(23 + 1) où (q,/3) G N2. Le plus grand diviseur impair d’un tel entier est alors 
23 + 1. Réciproquement, si 2/3 + 1 est un entier impair 2n, alors il existe un 
unique entier dans l’ensemble {2n-1 + 1, 2n~1 + 2,..., 2n} dont 2/3 + 1 soit le plus 
grand diviseur impair. On a donc la relation de récurrence :

an — an—i + (1 + 3 + • • • + 2 x 2n 1 — 1) = an_i + 4n \ n 2.

On en déduit immédiatement que

an = ai + 4 + ■ ■ ■ + 4” = |(4n + 2).
O

3. Désignons par ak et bk les éléments vérifiant les relations

n ak < < an, 6i > b2> > bk n.

Ainsi, les n + 1 nombres 6i, 62, • • •, bk, ak, ak+i,... ,an sont compris entre n et 
2n. Posons rrii — min (ai, bi) et Mi = max (a^ bi). Tous les Mi sont donc compris 
entre n + 1 et 2n, et tous les mi sont compris entre 1 et n ; par conséquent,

|&i — 611 + |<Z2 — b2\ + • • • + \an — bn\
= (Mi - mi) + (M2 - m2) H------- F (Mn - mn)
— (Mi + M2 + • • • + Mn) — (mi + m2 + • • • + mn)
= [(n + 1) + (n + 2) + • • • + 2n\ — [1 + 2 + • • • + n]

4. Démontrons que la plus petite valeur que l’on peut atteindre est 1 x 3 x • • • x 
(2n — 1). C’est la valeur du produit des n nombres situés sur la diagonale principale 
du tableau.

Supposons n 2 et choisissons n nombres tels qu’il n’y ait pas deux de ces 
nombres sur la même ligne ou sur la même colonne. À moins que les nombres 
choisis ne soient tous situés sur la diagonale principale du tableau, il doit exister
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deux nombres i + i' — 1 (celui situé à l’intersection de la ligne i et de la colonne i') 
et j -b — 1 (celui situé à l’intersection de la ligne j et de la colonne j') tels que 
i < j et i' > jf. Considérons alors les nombres i + j' — 1 et i' + j — 1 au lieu des 
nombres i + ï' — 1 et j + j' — 1 et laissons les n — 2 autres nombres inchangés. On 
a alors

(i+j' - l)(i' + j - 1) - (i + i' - l)(j +j' - 1) = (i-j)Çi'-j') < 0.

Le nouveau produit est donc plus petit que le produit des n nombres choisis, 
d’où le résultat.

en les permutant de toutes les façons qui ne les laissent pas fixes. Autrement dit,

Pn(ty =

Ainsi,

©

kpn(k) = k Pn-kW = n

n+l

^2fcpn+i(fc)
k=l

5. lere solution. Le nombre de permutations de {1,2,... , n} à k points fixes 
s’obtient en choisissant de toutes les façons possibles les n — k points non fixes et

pn_k(0). D’où, pour tout k = 1,2,..., n,

, .< )P(n-i)-(fc-i)(0) = npn-i(k - 1).
rv 1 /

n n
57 fepn(fc) = pK-i(fc - 1) = n(n- 1)! = n!, 
k=0 fc=l

car 52fc=1Pn-i(fc — 1) représente le nombre de toutes les permutations de n — 1 
objets.

2eme solution. On raisonne par récurrence sur n. Les cas n = 1 et n = 2 ne 
posent aucun problème. Pour établir le passage de n à n +1, on commence d’abord 
par remarquer que pn(k) = Ç^Pn-ktfi)- D’un autre côté, le principe d’inclusion 

et d’exclusion nous permet d’écrire

p„(0) = n! - [n(n-1)! - Q (n- 2)! +... + (-l)”-1 2 * * * *] = n! [± - © + • • • +

pour n > 2 ; pn(n — 1) = 0 et pn(n) = 1.

Il en résulte que pn+i(fc) = (n + l)pn(k) + I )(—!)” fc+1, pour tout k, 
\ Ki J

0 /c n — 2, mais elle reste également vérifiée pour k = 0,1,..., n. Il s’ensuit
que :

n + l + ^2kpn+i(k)
fe=i

E fc(n + l)pn(fc) + (n + 1) + £ (-l)”-fc+1fc (n £ 1

k=l k—1

(n+i)! + £(-ir-fc+iqn+ ), 

k=l x 7
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or,

nj-l z i 1 \ n~1"1 / \

6. On calcule le nombre des entiers compris entre 1 et 1O10 — 1 ayant k zéros dans 
leur représentation décimale. Pour former un tel nombre constitué de l chiffres 
(fc < Z), il faut placer k zéros dans Z — 1 positions possibles, puis il faut choisir Z — k 
chiffres différents de zéro. Ainsi, le nombre des entiers compris entre letlO10 — 1 
ayant k zéros dans leur représentation décimale est :

7. a) Soit x un élément de l’ensemble A de cardinal n. L’ensemble G des partitions 
de A en k parties est une réunion disjointe des deux ensembles suivants :

E : l’ensemble des partitions de A formé des partitions de A \ {#} en k — 1 
parties et du singleton {#}.

F : l’ensemble des partitions de A en k parties telles que x appartienne à l’une 
de ces parties. Tout élément de F s’obtient à partir d’une partition de A \ {#} en 
k parties en adjoignant x à l’une d’entre elles. On a donc

iGi = min

i.e.,

£(_l)„_fc+ifcM+ \ =^(-l)"-fc+1(n + l)( n )
z—' \ K / £' \/C— 1/k=l x 6 7 * * k—1 x 7

= M i)È Q) = (» + !)(! - 1)” = 0.

La somme S vaut donc :

Note. Plus généralement, soit /(n) le nombre de zéros dans l’écriture en base 
b, b 2, de l’entier positif n. On peut calculer la somme :

bm-i

sm = £ 2/(fe)’
k=l

où m G N*. On trouve :

(b+ l)m - 1Sm = (6-1)^±4--- -.b

S(n, k) = S(n - 1, k - 1) + kS(n - 1, fc).
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b) Soit 7(72, k) le nombre de partitions de l’ensemble {1, 2,..., n} en k parties 
telles qu’aucune de ces parties ne contienne deux entiers consécutifs. On a :

7(72, 2) = 1, 7(72, k) = 7(72 — 1, k — 1) + (k — 1)7(72 — 1, k).

En effet, on raisonne de manière analogue à celle de a) en prenant n = x et 
en tenant compte du fait que 72 peut constituer une partie ou être adjoint à une 
partie ne contenant pas son prédécesseur. Ainsi, les deux suites {7(72, fc)}^2 et 
{S(t2 — 1, k — l)}/c^2 coïncident pour tout 72 2 (récurrence sur 72 par exemple),
et on a alors l’égalité :

7(72, k) = S(n — 1, k — 1).

8. Il y a au plus 16 termes dans cette suite : en effet, s’il y en avait davantage, on 
pourrait écrire les inégalités suivantes :

£1 + x2 H-----F xn >0,
£2 4~ £3 4~ • • • 4" £12 > 0,

£7 + xs 4-----F £17 > 0.

Or, la somme des éléments d’une même colonne est négative, et la somme de 
ces inégalités conduit à une contradiction.

D’un autre côté, il existe une suite de 16 termes vérifiant les conditions de 
l’énoncé. Par exemple

(5, 5, -13, 5, 5, 5, -13, 5, 5, -13, 5, 5, 5, -13, 5, 5).

En conclusion, le nombre maximum de termes dans une suite vérifiant les 
conditions de l’énoncé est 16.

9. Soit une des valeurs prises par la fonction f et soit nai le nombre des x 
vérifiant /(æ) = ai et soit kai le nombre des x vérifiant g(x) = ai. Le nombre de 
couples (x,t/) tels que f(x) = ai et g(y) = ai est alors naikai1 celui des couples 
(£, y) tels que f(x) = ai et /(?/) = ai est 72^ et celui des couples (£, y) tels que 
g(x) = ai et g (y) = ai est k2±. Si les valeurs prises par f sont ai, (Z2,..., ap alors

m ~- 'H'a1kai 4" ^<22^2 4" * * * 4" ^apkapj

n == na1+na2-<-----H naIJ-

k == +fca2 +--‘ + fcap>

et en utilisant l’inégalité 2ab a2 + 62, on obtient le résultat demandé.

10. On raisonne par récurrence sur n 5, et on commence par prouver la base de la 
récurrence : si les 5 points forment un pentagone convexe, le problème est résolu. 
Si l’enveloppe convexe des 5 points est un quadrilatère, le problème est encore
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résolu. Si maintenant l’enveloppe convexe des 5 points est un triangle ABC, la 
droite (DE) coupe deux côtés du triangle que l’on suppose par symétrie égaux à 
[B A] et [BC]. Le quadrilatère ADEC est alors convexe.

z [ll\
Etudions le cas n > 5 ; on a I ) sous-ensembles de 5 points. Pour chaque 

sous-ensemble, on a au moins un quadrilatère convexe (cas n = 5). Le nombre 
/(n) de quadrilatères convexes est alors, puisque chaque quadrilatère est compté

l (n — 4). Il suffirait pour conclure de démontrer

que pour n > 5,

Pour n = 6, les deux nombres sont égaux à 3. Par ailleurs

î —l)(n —2) n2 + n -F 6 2
60(n - 4) = 6Ô + 5(n — 4) ’ 

d’où, pour n 7, r 1, ce qui achève la démonstration.

11. On place n points sur une même ligne. Ils déterminent n — 1 espaces intérieurs. 
Des barres verticales peuvent être insérées dans ces espaces avec 2n-1 façons pro­
duisant toutes les suites possibles de somme n. Pour trouver le nombre T(n, k), on 
dessine n points sur une même ligne, et on encadre un bloc de k points consécutifs :

... | . | ... | k points | ...

1er cas. Les points encadrés ne contiennent ni le premier ni le dernier point. Il 
y a (n — k — 1) façons pour placer le cadre, et 2n~k~2 façons pour placer les barres 
verticales dans les (n — k — 2) espaces disponibles. Ceci définit une suite avec un 
terme égal à k.

2ème cas. Les points encadrés contiennent le premier ou le dernier point. Il y a 
alors deux façons pour placer le cadre, et 2n~k~1 façons pour disposer les barres 
verticales dans les (n — k — 1) espaces disponibles. On obtient ainsi :
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T(n, k) = (n - k - 1) • 2n-fc“2 + 2 • = (n - jfc + 3) • 2n~k~2

12. lere solution. Il y a deux questions qui se posent. D’abord, quels éléments 
de l’ensemble {1,2,..., n} peuvent être les plus petits dans un sous-ensemble à r 
éléments de {1,2,..., n} ? Ensuite, quelle est la contribution de chacun de ces plus 
petits éléments à la somme ?

Pour m = l,2,...,n — r + 1, le nombre de sous-ensémbles à r éléments de 
ç ii ii ./iz / i \ (H TTl\ .
(1,2,..., n} dont m est le plus petit element est égal al 1. Ainsi, la somme

S des plus petits éléments de chaque sous-ensemble à r éléments de {1,2,..., n} 
est donnée par

S

n - 2\ 
r — 1J

On a donc

Puisque le nombre de sous-ensembles à r éléments de {1,2,..., n} est ( ), il 
s’ensuit que

2ème solution. Afin d’alléger les notations, on fera usage du langage de la 
théorie des graphes. On considère un graphe où les sommets coloriés en blanc sont 
les sous-ensembles à r éléments de {1,2, ...,n} et les sommets coloriés en noir 
sont les sous-ensembles à r + 1 éléments de {0,1,..., n}. Un sommet noir X est 
alors relié à un sommet blanc K si U est obtenu en supprimant à X son plus petit 
élément. Le degré d’un sommet blanc est alors égal à son plus petit élément. Par 

ailleurs, le graphe précédemment défini contient ( 1 sommets blancs, et ( 1

arêtes. Il s’ensuit donc que

13. On dessine un graphe dont les villes sont les sommets et les routes constituent 
les arêtes. On va montrer qu’il existe un sous-graphe dont les sommets sont tous
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de degré 3 : en effet, on supprime successivement les sommets de degré < 2. 
Au total, on aura supprimé au plus 2 x 1988 arêtes, ce qui prouve qu’à la fin du 
procédé précédent, on se retrouvera avec un sous-graphe dont les sommets sont de 
degrés 3. Tous nos raisonnements seront appliqués à ce sous-graphe.

Raisonnons par l’absurde en supposant que toute chaîne ait une longueur ^21. 
Choisissons donc un sommet xq , et considérons toutes les suites finies de sommets 
(#1,... ,Xk) telles que k 10 et chaque paire {^,^+i}, 0 < i < k — 1, soit une 
arête. Un sommet sera dit dans le niveau k si k arêtes le séparent de Xq.

Tout sommet dans le niveau k (k 9) donne lieu à deux nouveaux sommets 
au minimum car on a supposé que toute chaîne avait une longueur ^21. On a 
ainsi l’arbre suivant :

1

2

3

#0

Dans le niveau k 10, il y a au moins 3 x 2/c~1 sommets, et par conséquent, 
l’arbre précédent contient au moins 3+3x2+3x22H------ |-3x29 = 3(210 —1) = 3069
sommets, d’où la contradiction.

14. Le problème est de prouver que dans un graphe à n sommets et q arêtes ne 
contenant aucun triangle, il existe toujours un sommet x tel que le nombre d’arêtes 
reliant les sommets non connectés avec x ne dépasse pas q(l — 4ç/n2).

Si d(x) désigne le degré du sommet æ, et A l’ensemble des arêtes du graphe 
considéré, alors

^d(x) = 2q, E rf(æ) +d(y) = Ed^2’
X (x,y)eA X

puisque chaque d(x) est compté d(x) fois dans la dernière somme.

D’un autre côté, l’absence de triangles dans le graphe étudié se traduit par le 
fait que le nombre d’ennemis de toute paire {x, y} est égal à (n — 2) — [d(x) — 1] — 
[d(y) — 1] = n — d(x) — d(y). Le nombre de sous-ensembles {A, B, C}, où A, B et 
C sont des sommets reliés par une seule arête, est égal à

£ n - d(x) - d(y)
(x,y)eA

mais également à

X
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où F(x) désigne le nombre d’arêtes reliant les sommets non connectés avec x. On 
a ainsi

52 = </ n ~ 52 ^qn~ n
X X

Il existe donc un sommet a?o tel que F(xq) sC q — 4g2/n2 = q(l — 4q/n2).

15. On va montrer que les deux pentagones sont monochromatiques, puisqu’ils 
sont tous les deux de la même couleur.

Raisonnons par l’absurde, et supposons que le pentagone A1A2A3A4A5 ne soit 
pas monochromatique. Il contient donc deux côtés consécutifs avec des couleurs 
différentes. Sans perte de généralité, on peut supposer que A1A2 soit rouge et que 
A2A3 soit vert. Comme il y a 5 segments colorés partant de A2 vers un sommet du 
pentagone B1B2B3B4B5, le principe des tiroirs implique que 3 parmi ces segments 
sont de la même couleur ; rouge par exemple. Mais alors deux de ces 3 segments 
partent vers une paire de sommets consécutifs de B1B2B3B4B5. Sans perte de 
généralité, on peut supposer être dans le cas de la figure suivante :

Comme le triangle A1B1B2 n’est pas monochromatique, il doit posséder un côté 
rouge, ce qui constitue une contradiction car alors on aurait un triangle monochro­
matique. Il s’ensuit que le pentagone A1A2A3A4A5, et similairement B1B2B3B4B5 
sont tous les deux monochromatiques.

Supposons donc que le pentagone A1A2A3A4A5 soit coloré en rouge, et que 
B1B2B3B4B5 soit coloré en vert. Si, à partir d’un sommet Ai, plus de trois seg­
ments verts partent vers un sommet du pentagone B1B2B3B4B5, il résultera un 
triangle monochromatique, car 2 au moins parmi ces 3 segments partiraient vers 
une paire de sommets consécutifs. Ainsi, un sommet Ai n’est pas l’extrémité de 
plus de 2 segments verts, et donc 10 segments au plus parmi les segments AzBÿ, 
1 5, sont colorés en vert. En considérant le même raisonnement appliqué
aux sommets du pentagone B1B2B3B4B5, on déduit que 10 segments au plus 
parmi les segments AiBj, 1 < 5, sont colorés en rouge. Ceci mène à une
contradiction puisque le nombre des segments A^B7, 1 < j < 5 est en fait 25, ce 
qui achève la démonstration.

Note. Le même raisonnement s’applique si on remplace les pentagones par des 
polygones à 2n + 1 côtés. Par contre, le résultat est mis en défaut si l’on considère 
des polygones à 2n côtés : en effet, on colorie les segments AMi+i (^ = 1,2,..., 2n)
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en rouge, les segments BiBi+± (i = 1,2,..., 2n) en vert puis les segments AiBj 
(1 i,j 2n) en rouge si i — j est pair, et en vert si i — j est impair.

16. lere solution. Une suite finie de longueur n contient le bloc 01 exactement 
m fois si et seulement si elle est de la forme :

(11... 1) (0 ... 01... 1)... (0 ... 01... l)(00 ... 0).

m blocs.

Une telle suite S contient le bloc 10 m. (m — 1) ou (m + 1) fois. Cependant, 
si on considère la suite finie de longueur n H- 2 : l{S}0, on est sûr d’avoir m + 1 
fois le bloc 10, d’où 2m + 1 passages 01 ou 10. Réciproquement, une suite finie 
de longueur n 4- 2 de la forme l{S}0 contenant 2m + 1 passages 01 ou 10 donne 
lieu à une suite S de longueur n contenant exactement m fois le bloc 01. De telles

(Tl -|- 1 \ , i • • i
car il y a n 4- 1 possibilités pour choisir les

2m 4-1/
emplacements des points de passage parmi les espaces intérieurs disponibles.

2eme solution. Comme dans la première solution, on commence par remarquer 
que toute suite finie contenant le bloc 01 exactement m fois est de la forme :

(11... 1) (0 ... 01... 1)... (0 ... 01... l)(00 ... 0).

m blocs.

La fonction génératrice du nombre de ces suites est alors

G(x) = (1 + x + x2 4----- ) [(æ 4- x2 4------)]m (1 4- x + x2 4------)

qui se calcule directement G(æ) = x2m'(l — x)~2m~2.

Le nombre recherché est donc
TV = On[G] = an-2m[(l - m-2"1’2] = (-l)”-2m( n2^2m2

\ f V ZiffL

avec

—2m — 2 
n — 2m

(—2m — 2)(—2m - 3)... (—n — 1)
(n — 2m)!

n-2mf n + 1

\n — 2m

d’où finalement
n + 1 \ 

n — 2m J
n 4- 1

2m 4- 1

17. a) Soit n un entier impair 2, et supposons qu’il existe une matrice d’argent 
à n lignes et n colonnes. On va montrer qu’alors tout nombre x — 1, 2,..., 2n — 1 
doit apparaître au moins une fois sur la diagonale de la matrice A : en effet, fixons 
un nombre x e {1, 2,..., 2n — 1} et désignons par Afc, k = 1, 2,..., n, l’ensemble de 
la &-ième ligne et de la fc-ième colonne. Il y a un æ dans chaque A&, k = 1, 2,..., n, 
soit au total (avec répétition) n. D’un autre côté, si aucun x n’est situé sur la
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diagonale de A, tout x appartient à deux Afc. Comme n est impair, ceci ne peut 
se réaliser.

Ainsi, tout xE {1,2,..., 2n — 1} doit apparaître sur la diagonale de la matrice 
A, mais il n’y a que n positions possibles, d’où la contradiction.

b) Pour n = 2, la matrice

est une matrice d’argent. Pour n = 4, la matrice

/ 1 2 5 6 \
3175

A2~ 4 6 12

\ 7 4 3 1 /

convient.

La construction de A2 à partir de Ai peut être généralisée : en effet, si Ak est 
une matrice 2k x 2k qui est une matrice d’argent, alors on considère la matrice 
Afc+i à 2fc+1 lignes et 2fe+1 colonnes définie par :

A ( Ak Bk A

où Bk est la matrice obtenue en rajoutant à chaque élément de Ak le nombre 2fc+1 
et Ck est la matrice obtenue en substituant aux éléments de la diagonale de Bk le 
nombre 2fc+1. Il est alors immédiat que la matrice Ak+i est une matrice d’argent.

18. Condition nécessaire. On considère un tableau vérifiant les conditions de 
l’énoncé, et on désigne par i,j = 1,2, ...,n, les sommes des éléments de 
la z-ième ligne et de la 7-ième colonne respectivement. On a alors

i=l j=l

Comme il y a exactement une seule valeur de l’ensemble {—n, — n + 1,..., n} 
qui n’est pas prise par les h et les Cj, on peut choisir n sommes positives ou milles 
telles que les autres sommes soient négatives ou milles. On réordonne alors les 
lignes et les colonnes de manière à placer dans les k premières lignes et les n — k 
premières colonnes les sommes positives.
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On a ainsi :

Ew+ÈN
2=1 J = 1

(Zi 4- • • • 4- lk) — Gfc+l + • • • + ^n)+ 
(ci 4- • • • 4- cn-k) — (cn-k+i + • • • + cn).

Dans la dernière somme, les éléments de type 4- 4- ou-----sont comptés deux
fois, et les éléments de type 4— sont éliminés. On a donc

n n

\li\ 4- 5e IcjI 2/c(zz — k) 4- 2k(n — k) = 4k(n — k), 
i=l j=l

d’où {n — 2k)2 0, c’est-à-dire n — 2k, i.e. n est pair.

Condition suffisante. Pour montrer que la tâche peut être effectuée si n est pair, 
on peut raisonner par récurrence, ou même fournir une solution explicite. Une telle 
solution s’obtient en disposant des 4-1 en dessous de la diagonale principale, des — 1 
en dessus de la diagonale principale et en alternant 4-1 et 0 le long de la diagonale :

+1 -1 -1 ...
+1 0 -1 ...
+1 +1 +1 •••

Les sommes des éléments d’une même ligne sont donc : 4A; — n — 2,4k — n — 1, 
k — 1,2,..., n/2, et les sommes des éléments d’une même colonne sont : n — 4k,n — 
4k — 3, k = 0,1,..., n/2 — 1. Ces deux familles de nombres recouvrent l’ensemble 
{—n, — n+1,..., n}. (Les lignes donnent tous les nombres = n4-2 ou n+3 (mod 4) 
et les colonnes donnent tous les nombres = n ou n 4-1 (mod 4) ).

19. lere solution. Condition nécessaire. On construit un tableau à 2n lignes et 2n 
colonnes de la manière suivante : à l’intersection de la z-ième ligne et de la j-ième 
colonne on place le nombre, 0 ou 1, appartenant à Ai n Aj si i ± j, et le nombre, 
0 ou 1, appartenant à Ai Cl Az-n+i si z = j.

Le nombre total de zéros dans le dernier tableau est égal à 2n2 puisque chaque 
ligne en contient n. Par ailleurs, il y a n zéros sur la diagonale principale du 
tableau. Mais celui-ci est symétrique par rapport à cette diagonale. Il s’ensuit que 
2n2 — n est pair, et donc que n est lui-même pair.

Condition suffisante. Il suffit de construire un tableau symétrique à 2n lignes et 
2n colonnes avec n zéros dans chaque ligne et sur la diagonale principale : en effet, 
en prenant B = {(i,j) | 1 i J' 2n}, Ai = {(k,i) | k z} U {(i,k) \ k i},
i = 1, 2,..., 2n et enfin Azn+i = {(z, z) | 1 z 2n}, on constate que la famille 
(Ai)i vérifie les conditions de l’énoncé.



228 Analyse combinatoire

Une solution possible est donnée par ailleurs ci-dessous :

0 10 1
10 10
0 110
10 0 1

2eme solution. Condition nécessaire. On considère le graphe complet (/2n+i 
où les sommets représentent les ensembles A*, i = 1, 2,..., 2n-F 1. On affecte 
à chacune des arêtes {Az, Aj} le nombre, 0 ou 1, appartenant à Ai Cl Aj, et on 
supprime ensuite toutes les arêtes affectées du nombre 1. Le degré de tout sommet 
dans le graphe résultant est alors n, et comme il y a un nombre impair de sommets, 
il s’ensuit que n doit être pair.

Condition suffisante. Comme 2n + 1 est impair, C/2n+i peut être décomposé 
en n cycles hamiltoniens disjoints. Si n est pair, choisissons n/2 cycles arbitraires 
parmi ces n cycles et affectons les arêtes de ces cycles du nombre 0, puis affectons 
les autres arêtes du nombre 1. Ainsi, chaque Ai contient exactement n éléments 
affectés de la valeur 0.

20. Appelons chaîne toute famille de sous-ensembles Bi, B2,..., Bi de l’ensemble 
{1, 2,..., M} vérifiant Bi C B2 C ... C les inclusions étant strictes. Une 
chaîne est dite maximale si elle a le plus grand nombre possible de sous-ensembles, 
soit M. Se donner une chaîne maximale équivaut à se donner une permutation 
(^1,^2, • • • de {1,2,..., M}, à savoir B± = {^1}, B2 \ Bi = {^2}, • • •, Bm \ 
Bm-i — {^m}- H y a donc M! chaînes maximales. Observons alors que le caractère 
spernerien d’une famille S équivaut à ce que toute chaîne maximale C satisfasse à 
|C A <S| = 0 ou 1. Par ailleurs, le nombre de chaînes maximales Bi C B2 C ... C 
Bm = {1,2,..., M} telles que \Bi\ = i, i = 1, 2,..., M et Bak = Ak est égal à 
ajd.(M — On a ainsi

— oq)! -F crAÇM — U2)! H- * * * “H uslÇM — <zs)! Af!,

ce qui est équivalent à l’inégalité en question.

Note. Ce résultat permet de prouver un théorème dû à Emmanuel Sper- 
ner : le nombre maximum de blocs d’une famille de Sperner de {1,2,..., M} vaut 
/ M \

\LW2jy
En effet, si 5 est une famille spernerienne, on vient d’établir que

£7^

/ M \
C I j pour tout k G {0, 1,..., M}, il s’ensuit que

1 > v 1 _ 1^1
( M\ f M \ / M Vbgs BeBV|b|7 W/2J7 W/W
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ce qui donne |<S| [A//2J y maJoran^ es^ atteint par la famille des parties à

|_M/2J éléments de {1, 2,..., M}, qui est évidemment spernerienne.

21. lere solution. Appelons une suite finie s de longueur n et à valeurs dans 
l’ensemble {0,1} répétitive si, pour un entier positif d divisant n, s peut être 
divisée en d blocs identiques. Il est clair que toute suite finie de longueur n peut 
être reproduite en répétant son unique bloc non répétitif de longueur maximale.

On obtient ainsi une formule de récurrence pour le nombre de suites finies non 
répétitives de longueur n identique à celle de l’énoncé. Ainsi, an n’est autre que le 
nombre de suites finies non répétitives de longueur n.

La conclusion est alors une conséquence du fait qu’une suite finie non répétitive 
de longueur n produit n suites distinctes non répétitives qui se déduisent l’une de 
l’autre par permutation circulaire.

2eme solution. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, il n’y a rien à 
prouver. Supposons donc que k | dk pour k < n. Il suffit donc de prouver que si 
pa | n, où p est premier, alors pa | an. Posons n = pam, où m n’est pas divisible 
par p. On a alors

2 — dd — dd H- dpad — 2P H- dp<*rn 4~ dp^di
d\pcxm d\pa~ 1m d\m d\m

d<m

ce qui donne

an = apad.
d\m
d<m

Comme, par hypothèse de récurrence, dp<*d est divisible par pa pour d < m, il 
s’ensuit que

an = 2pa~lm - 1) (mod p“).

Si p — 2, alors pa~1m o, ce qui implique que 2P^ lm = 0 (mod pa).

Si par contre p > 2, alors le théorème d’Euler s’applique :

= 1 (mod pa),

i.e.,
2P“ = 1 (mod pa),

ce qui donne de nouveau dn = 0 (mod pa).

22. Dans chacune des deux solutions proposées ici, la technique consiste à intro­
duire une quantité que l’on dénombre de deux manières différentes. La deuxième 
solution montre cependant que la condition a) est superflue.
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lere solution. Soit l le nombre de triplets (A, B, C) tels que A / B et AC = 
BC. La condition b) de l’énoncé implique que

Cependant, si l’on se donne deux points A et B de S, il existe au plus deux 
points Ci et C2 tels que (A, B, Ci) et (A, B, C2) soient de tels triplets : en effet, s’il 
y avait un autre tel point C3, les points Ci, C2, C3 seraient alignés et la condition 
a) ne serait plus respectée. On a donc

l 2n(n — 1).

Il s’ensuit que k2 — k — 2(n — 1) 0, ce qui donne

2
, 1 + \/l + 8(n — 1)
/V ““

2ème solution. Soit l le nombre de segments déterminés par les n points 
considérés. On a alors

D’un autre côté, si P est un point de S, alors la condition b) nous assure de 
l’existence d’un cercle de centre P contenant au moins k points de S. Ces points

forment au moins segments. Puisque S contient n points, le nombre total de 

fk\ ces segments, comptés plusieurs fois éventuellement, est au moins ni 1.

Mais, un segment est compté plus d’une seule fois s’il est une corde commune à 
au moins 2 cercles. Comme il n’y a que n cercles, le nombre de cordes communes, 

comptées plusieurs fois éventuellement, ne dépasse pas | j. On a ainsi 

ce qui mène de nouveau à

k2 — k — 2(n — 1) ^0.

Note. De tels ensembles existent bien : en effet, pour k = 2 par exemple, on 
peut prendre pour S les trois sommets d’un triangle équilatéral.

23. Supposons que les numéros de deux cases voisines quelconques diffèrent d’au 
plus n — 1. Pour k = 1,2,..., n2 — n, soient A^ l’ensemble des cases numérotées 
à l’aide des éléments 1,2,..., A:, B& l’ensemble des cases numérotées à l’aide des 
éléments k + n,..., n2 et Ck l’ensemble des cases restantes. Par l’hypothèse de
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départ, Ak et Bk n’ont pas de côté en commun ; Ck contient seulement n— 1 cases. 
Par conséquent, il existe une ligne et une colonne de cases ne contenant aucune 
case de Cfc, et donc une ligne et une colonne de cases appartenant toutes soit à 
Ak, soit à Bk.

Mais, cette situation n’est possible ni pour Ai, ni pour Bn2_n. Ainsi, il existe 
un indice k E {1,2,..., n2 — n — 1} tel que Bi, B2,..., Bk contiennent chacun une 
ligne et une colonne de cases tandis que B^+i ne possède pas cette propriété. Il 
s’ensuit que Ak+i contient une ligne et une colonne de cases et donc possède des 
cases en commun avec Bk, d’où la contradiction.

24. On note S(X) et P(X) respectivement la somme des carrés et le produit des 
éléments de l’ensemble fini X.

Il suffit de résoudre le problème pour A = {1, 2,..., n}, n 1. D’ailleurs, 
on supposera n 5 de sorte que S (A) < P ÇA). Si on rajoute à l’ensemble A 
suffisamment de nombres 1, on obtient une collection X de nombres entiers naturels 
non nuis telle que S(X) = P(X).

Choisissons un 1 parmi les nombres 1 redondants. 1 est une racine du trinôme 
x2 — P(X)x 4- S(X) — 1 = 0. Si on enlève le 1 sélectionné de la collection X et on 
met à sa place la deuxième racine de ce trinôme, à savoir P(X) — 1, on obtient une 
nouvelle collection X' telle que S'(X') = P(X') et contenant moins de redondances 
(il est clair que P(X) — 1 est trop grand, de sorte qu’on n’introduit pas ainsi de 
nouvelles redondances).

En répétant ce processus, on aboutit au bout d’un nombre fini d’opérations à 
un ensemble B qui convient.

25. Soient Ai — {k E S | 2 divise k}, A2 = {k E S | 3 divise k}, A3 = {k € S | 
5 divise k}, A4 = {k E S | 7 divise k} et A = Ai U A2 U A3 U A4. On a alors 
|Ai | = 140, IA21 = 93, |A3| = 56, |A4| = 40. On calcule de même

|Ai n A2| = 46, |Ai A A3| = 28, |Ai A A4| = 20, 
IA2 A A3I = 18, IA2 A A4I = 13, IA3 A A4I = 8, 

|Ai A A2 A A3I = 9, |Ai A A2 A A4I = 6, 
| Ai A A3 A A4I = 4, IA2 A A3 A A4I = 2, 

|Ai A A2 A A3 A A4| = 1.

Le principe d’inclusion et d’exclusion nous permet alors d’écrire

|A| = (140 + 93 + 56 + 40) — (46 + 28 + 20 +18 +13 + 8) + (9 + 6 + 4 + 2) — 1 = 216.

Il est clair que parmi 5 éléments quelconques appartenant à A, 2 au moins 
appartiennent à un même Ai (1 + i 4), et donc ne sont pas premiers entre eux. 
Il s’ensuit que n > 216.

Soit P l’ensemble de tous les nombres premiers appartenant à S (1 inclus). 
Chaque nombre composé appartenant à S est soit dans l’ensemble A\{2,3,5,7},
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soit dans l’ensemble {112,11 x 13,11 x 17,11 x 19,11 x 23,132,13 x 17,13 x 19}, 
ce qui donne \P\ = 280 — (212 + 8) = 60.

Soit T un sous-ensemble de S à 217 éléments. On montre que T contient 5 
nombres deux à deux premiers entre eux. Il est alors évident qu’il suffit de se 
restreindre au cas |TnP| 4. On a alors |Tn (S\F)| > 217 — 4 = 213, i.e., parmi 
tous les nombres composés appartenant à S, il y a au plus 7 éléments qui ne sont 
pas dans T. Soient maintenant les ensembles Mi, M2,..., M8 définis par :

Mi = {2x 23,3 x 19,5 

M2 = {2 x 29,3 x 23,5 
Mg = {2 x 31,3 x 29,5 
M4 = {2 x 37,3 x 31,5 

M5 = {2 x 41,3 x 37,5 
Mq = {2 x 43,3 x 41,5 
M7 = {2 x 47,3 x 43,5

17.7 x 13,11 x 11}
19.7 x 17,11 x 13} 
23, 7 x 19,11 x 17}
29.7 x 23,11 x 19} 

31, 7 x 29,11 x 23}
37.7 x 31,13 x 17}
41.7 x 37,13 x 19}

M8 = {22,32, 52, 72,132}.

Évidemment Mi QS\P,i= 1,2,...,8. D’après le principe des tiroirs, il existe 
zq, 1 zq 8, tel que Mi0 Ç T. Les cinq éléments de Mi0 sont alors deux à deux 
premiers entre eux, d’où n = 217.

26. On désigne par Am la famille des sous-ensembles de {1, 2,..., m} qui ne 
contiennent pas deux éléments zi,Z2 tels que |zi — Z2I = 1. De plus, pour tout 
ensemble A E Am- soit le nombre de sous-ensembles de Zm?n ne contenant 
pas de couples (z 1,7’1), («2,72) tels que

1*1 - Î2| + |jl -J2I = 1

et dont les seuls éléments de la forme (i, n) sont tels que i E A.

Fig. 5.17.
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Il s’ensuit donc que, pour tout j tel que 1 j n,

AçAm

En particulier, si n = 2k, j = k,

^m,2k — am,k,Aam,k+l,Ai

AÇ.Am
si n — 2k — 1, j = k,

et si n = 2k -F 1, j = k, A^Am

AEÀm

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il s’ensuit que 2k am,2fc-i«m,2fc+i- 

27. Relions deux points de E s’il existe exactement n points sur l’un des deux arcs 
ouverts qu’ils définissent. Appelons cycle toute suite (Ai, A2,..., Ar) de r points 
(r 3) telle que Ai et A^i soient reliés par un segment pour i — 1,2, ...,r, 
les indices étant pris modulo r. On se propose de démontrer que E est composé 
de cycles disjoints. En effet, soit Ai un point de E et supposons construite une 
suite (Ai, A2,..., Ar) telle que Ai et A*+i soient reliés par un segment pour i = 
1, 2,..., r — 1, et Ar soit relié à un point Ai, 1 i r — 1. Comme un point de 
E n’est l’extrémité que de deux segments, Ar ne peut être relié à un point autre 
que Ai. Il s’ensuit que Ai appartient à un unique cycle de E.

Orientons le cercle, et notons les points de E dans le sens trigonométrique 
Ai, A2,..., A2n-i- En prenant comme d’habitude les indices modulo 2n — 1, le 
cycle (Ai, Ai+(n+i),..., Ai+p(n_|_i)) se referme sur Ai pour un certain entier p. 
On a alors

p(n + 1) = <?(2n - 1)

pour un certain q e N.

D’un autre côté, l = (n -F 1, 2n — 1) = (n -F 1,3n) = 3 ou 1. On distingue alors 
deux cas :

- I = 1, on a alors p = 2n — 1, d’où un unique cycle. Comme l’ensemble 
{Ai, A3,..., A2n-i} ne contient aucune paire de points reliés entre eux, il s’ensuit 
que k > n — 1. Mais tout sous-ensemble de {Ai, A2,..., A2n-i} à n éléments 
contient une paire de points reliés entre eux, ce qui implique que k = n.

- I — 3, on a alors p = (2n — l)/3, d’où trois cycles disjoints. Dans tout cycle,
_ . . . , (2n — :

on peut choisir une partie a I —-—

de points reliés entre eux. On a donc

ne contenant aucune paire

k = 3 + 1 = n — 1.
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Finalement, la plus petite valeur de k est n — 1 ou n suivant que 3 divise ou ne 
divise pas n 4-1.

28. On dessine un graphe dont les sommets sont les entiers 1, 2,..., n, avec une 
arête entre x et y si et seulement si (x, y) ou (?/, x) appartient à S. Le problème est 
alors de trouver une minoration du nombre de triangles contenus dans le graphe 
ainsi construit.

On note d(x) le degré du sommet x. Si x et y sont reliés par une arête, alors 
d(x) + d(y) — 2 arêtes ont des extrémités parmi les n — 2 autres sommets, et donc 
au moins d(x) + d(y) — 2 — (n — 2) sommets sont reliés à x et à y simultanément. 
Ainsi, au moins d(x) + d(y) — n triangles contiennent à la fois x et y. Il s’ensuit 
que le nombre total de triangles est au moins

Ed(x) + dÇy') — n
3

(x,y)eS

puisque chaque triangle est compté trois fois dans la somme précédente. Or,

e =e dw2
(x,y)es X=1

car chaque d(x) est compté d(x) fois dans la dernière somme. Ainsi,

(x,y)es 6 L=i
et puisque

il s’ensuit que

4m(m — n2/4)
3n

29. lere solution. Pour chaque i € {1,2,..., n}, notons Ai l’ensemble des permu­
tations de {1,2,..., 2n} où i et i + n occupent des positions voisines. L’ensemble 
A = Ur=i est l’ensemble des permutations de {1,2,..., 2n} ayant la propriété 
P. Le principe d’inclusion et d’exclusion nous permet d’écrire

= E |An^| + ...
i=l

Une récurrence sur le nombre des ensembles considérés permet d’établir la
majoration |A| l^d- De même, on peut obtenir la minoration
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Il y a exactement 2(2n — 1) possibilités pour placer i et i + n dans des empla­
cements voisins. Pour chacune de ces possibilités, il y a (2n — 2)! permutations de 
l’ensemble {1,2,..., 2n} maintenant i et i + n dans les emplacements fixés. Ainsi 
|A| = 2(2n- 1)!, i = l,2,...,n.

Maintenant, il s’agit de déterminer \Ai Cl Aj\ pour z, J tels que 1 i < j n. Il 
est clair que les premiers à apparaître dans la permutation (aq ,xz,, xzn) parmi i 
et i+n d’une part, et j et j+n d’autre part ne peuvent pas avoir des emplacements 
voisins. Supposons d’abord que i précède i + n, et que j précède j + n. Les couples 
d’indices (z,J) tels que j > i -F 1 et j• 2n — 1 sont au nombre de

(2n - 3) + (2n - 2) H------- F 2 + 1 = ~ 3^2n ~ 2).

On a donc (2n — 3)(2n — 2) manières de placer i et j conformément aux res­
trictions précédentes. A chacun de ces cas correspondent (2n — 4)! permutations 
de l’ensemble {1,2,..., 2n}. En tenant compte des cas où l’ordre de i et i -F n, ou 
de j et j -F n est inversé, on obtient |?U Cl Aj\ = 2 x 2 x (2n — 2)! = 22(2n — 2)!, 
{i,j) e {1,2,...,n}2, i <j.

On a donc finalement

|A| > ^2(2n-1)! - £ 22(2n-2)r=(2n)!-Q22(2n-2)!>^.

Comme le nombre de permutations de {1,2,..., 2n} est égal à (2n)!, il apparaît 
qu’il y a plus de permutations possédant la propriété P que de permutations ne 
la possédant pas.

2eme solution. Deux éléments distincts x,y 6 {1,2, ...,2n} seront dits ju­
meaux si |æ — y\ = n. Une permutation (aq,#2, • • •,#2n) de {1,2,..., 2n} (ou, plus 
généralement, d’un ensemble à 2n éléments composé de n paires de jumeaux) est 
dite de type Tk si \xi — aq+i | = n se produit exactement k fois. On note alors Fk(n) 
le nombre de permutations de {1,2,..., 2n} de type 7^.

Soit (^1,^2) • • • , #2n) une permutation de type 7q. On supprime Xzn et son 
jumeau. Ce qui reste est alors une permutations de 2n — 2 éléments (n — 1 paires 
de jumeaux), qui est de type 7b ou de type T\. Puisque xzn peut prendre 2n valeurs 
et puisque, dans le premier cas, son jumeau peut occuper 2n — 2 positions, tandis 
que dans le deuxième cas, la position du jumeau est déterminée par la permutation 
de type 7\ obtenue, on a la relation de récurrence qui suit :

F0(n) = 2n[(2n - 2)F0(n - 1) + F^n - 1)]. (1)

Maintenant, soit (aq,xz,. .., xzn) une permutation de type 7\ et soit (xj,Xj+i) 
l’unique paire de jumeaux adjacents. On supprime cette paire pour ainsi obtenir 
une permutation de 2n — 2 éléments (n — 1 paires de jumeaux), qui est de type 7b 
ou de type 7i. Un raisonnement analogue au précédent nous conduit à la deuxième 
relation de récurrence :

Fi(n) = 2n[(2n — l)Fo(n — 1) -F Fi(n — 1)]. (2)
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En soustrayant (1) de (2), on obtient

Fi(n) = F0(n) + 2nF0(n - 1)

et en remplaçant dans (1), on aboutit à

F0(n) — 2n[(2n — l)Fo(n — 1) + (2n — 2)Fo(n — 2)].

En posant P(n) = Fo(n)/(2n)!, la dernière relation se réécrit 

P(n) = P(n — 1) +
P(n - 2) 

(2n — 3)(2n — 1) ’

soit encore

F(n) P(n 1) < ç2n_3^2n_^ 2\2n-3 2n - 1

Puisque P(l) = 0, on obtient

n 1 / i \ 1
P(n) = £ [P(k) - P(fc - 1)] < - 1 - —— < -,

Z/\ AIL X /k=2 x 7

d’où le résultat.

3eme solution. La solution suivante, due à un candidat chinois, a le mérite 
d’éviter tous les calculs.

Le cas n = 1 est trivial. Supposons n 2. Soit A (resp. B) l’ensemble des 
permutations de {1,2,..., 2n} ne possédant pas (resp. possédant) la propriété P. 
Pour montrer que |B| > |A|, il suffit de construire une injection f:A-^B qui ne 
soit pas surjective.

Soit a = (aq,#2, • • • ^2n) un élément de A. Comme a ne possède pas la pro­
priété P, le jumeau de (l’élément Xi tel que \xj— aq| = n) est xr avec 3 r < 2n. 
Maintenant on pose

/(a) = (æ2,Æ3, • • • ,ær-l,Æl,ær,^r+l, • • • ,^2n)-

L’application f:A—>B est bien définie. Montrons qu’elle est injective. Soient 
a = (#i, ^2,..., #2n)5 P — (?/i, V2, • • •, y^n) deux éléments de A où le jumeau de æi 
est xr et celui de y± est ys, où 3 r, s 2n. On suppose que /(a) = /(/?), i.e.,

(#2,^3, • • • ,Xr„i,a:i,Xr, . . . ,^2n) = Q/2,2/3, • • • , yS-l, ?/l, Us. • • • ,S/2n)«

Comme {aq, xr} (resp. {2/1, ys}) est l’unique paire de jumeaux dans /(a) (resp. 
/(/3)), on doit avoir r = s, xi — y\ et xr = yr, ce qui implique aussi Xi — yi pour 
tout z = l,2,..., 2n, d’où l’injectivité.
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D’un autre côté, il est clair que f n’est pas surjective car B contient des permu­
tations possédant plusieurs paires de jumeaux tandis que /(A) ne contient que des 
permutations avec une unique paire de jumeaux, ce qui achève la démonstration.

30. Remarquons d’abord que l’on peut supposer (p, q) = 1 : en effet, si p = p'd et 
q = q'd avec (pz, qz) = 1, on pose Xi — Xi/d. Les nombres X*, i = 0,1,..., n, sont 
alors des entiers, et on a X*+i — Xi ~ pf ou Xi — X*+i = q'.

Posons maintenant Ai+i = Xi+i — Xi (z = 0,1,..., n — 1), ce qui donne Xi — p 
ou Xi = —q, et si l’égalité Xi = p se produit k fois alors

Xn - Xq = (xn ~ Xn-x) + (æn_i - Xn-ï) H-----F (#1 ~ #o)
= Xn -F An-1 H------- 1- Al = kp - (n - k)q.

Ainsi, kp = (n — k)q, et il s’ensuit qu’il existe m E N tel que k = mq et 
n — k — mp, ce qui donne n = m(p -F ç), avec m > 1 puisque n > p -F q.

Etudions le problème dans une grille rectangulaire (qm) x (pm) comme dans 
la figure 5.18. :

Fig. 5.18.

On commence au point A, et on se déplace d’une unité vers la droite si Xi — p, 
et d’une unité vers le haut si Xi = —q. A la fin, on aura effectué pm déplacements 
vers le haut et qm déplacements vers la droite, ce qui nous mènera au point B.

Maintenant, considérons le point X où la courbe de mouvement sur la grille 
rectangulaire recoupe le rectangle AMD]N pour la première fois :

~ Si X D\ alors Xp+q — Xp-^_q -F Xp-^-q—i ~F • • • ~F Ai -F xq — p x ( q^ -F q x 
(+p) -F xq = xq et le problème est résolu.

- Si X = Ci appartient au côté [MDi] du rectangle, alors on considère les 
translatés D1D2, D2D3,..., Dm-iB du rectangle AD\. On aura ainsi une courbe 
discontinue représentée en gras dans la figure ci-dessus. La courbe réelle du mou­
vement (celle représentée avec des pointillés) qui est en dessus de la courbe en 
gras au début passera de l’autre côté de la courbe pour pouvoir finir en B. Si
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on rajoute à la courbe en gras les segments [C1D1], [C2D2],..., alors le
théorème des valeurs intermédiaires nous assure de l’existence d’un point commun 
à cette courbe et à la courbe réelle du mouvement. Soit Y le premier point où ces 
deux courbes se recoupent.

Si Y appartient à un des segments [CiDi], i = 1,2,..., m, et Y Ci, Di, alors 
le point de [CiDi] situé avant Y n’appartient pas à la courbe réelle du mouvement 
qui a donc rejoint Y après un déplacement [ZK] vers le haut, mais alors cette 
courbe qui était en dessus de la nouvelle courbe en Ci est devenue en dessous de 
cette même courbe en Z, ce qui contredit l’hypothèse de minimalité imposée à Y. 
Ainsi, Y appartient à la courbe initiale représentée en gras.

Si Y est l’image d’un point Y$ à l’intérieur du rectangle AMDi N, alors il existe 
t e N tel que x(Y) — x(Yo) = tq et y(Y) — y(Yo) = tp, ce qui implique que si Yq 
représente Xi alors Y représente Xi^.tçp+q^, et on a

^+t(p+g) = H------- F Ai+1 + Xi = tp x (-g) + tq x (+p) + Xi = Xi

et le problème est encore résolu puisque i + t(p + g) n.

- Le cas où X appartient au côté [7V7?i] du rectangle AMDyN se traite de 
manière identique.

31. lère solution. Si n = 2k Y1 est un entier impair > 1. Toute représentation de 
n contient au moins un « 1 ». En supprimant ce dernier, on se retrouve avec une 
représentation de 2k. Réciproquement, en adjoignant un « 1 » à une représentation 
de 2k, on obtient une représentation de 2kY1. Cette correspondance étant bijective, 
on obtient la formule :

/(2fc+ 1) =./(2fc), k = 1,2,... (1)

D’un autre côté, si n = 2k est un entier pair > 0, alors on peut partitionner 
l’ensemble des représentations de n en deux sous-ensembles : celles contenant un 
« 1 » au moins une fois, et celles ne contenant aucun « 1 ». Il y a f(2k — 1) 
représentations du premier type. Par ailleurs, une représentation du deuxième type 
peut être associée à la représentation de k obtenue en divisant tous les sommants 
par 2 et cette correspondance est bijective. On obtient donc la deuxième relation 
de récurrence :

/(2fc) = /(2fc-l) + /(fc), fc = l,2,... (2)

On en déduit que f est croissante et que :

/(2fc) - f{2k - 2) = f(k), k = l,2,...,

avec la convention /(O) — 1, ce qui implique que :

f(2n) = /(O) 4-/(1) H----- 4-/(n), n=l,2,...

La majoration demandée est facile à obtenir : on a par croissance de /,

/(2n) = /(2”-1) + /(2"-1 -!) + ••• + /(2) + /(2) < 2"-1/(2”-1), n > 3,
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ce qui donne

/(2”) < 2”-1 x 2”-2 x • • • x 21 x /(2) = 2 x 2n(n~1^2.

La majoration en découle aussitôt puisque 2 x 2n<n 4)/2 < 2”2/2 pour n 3.

Passons maintenant à la minoration : on commence d’abord par remarquer que 
si m et n sont de même parité, alors :

f(m + 1) - f(m) sC f(n + 1) - /(n)

si m n. Il s’ensuit que

/(2n + 2k) - f{2n) /(2n + 1) - /(2n - 2k + 1),

i.e.,
f(2n + 2k) + /(2n - 2k) > 2/(2n), 

pour tous n, G N tels que 2k 2n.

On en déduit que pour n 3 :

/(2«) = /(2n-1) + /(2"-1 -!) + ••• + /(I) + /(O) > 2 x 2 x 2n-3/(2”~2) 
2"-1/(2"~2),

mais cette estimation reste valable pour n = 2.

Il s’ensuit que :

( 2n-1 x 2n-3 x • • • x 21 x /(2°) = 2”2/4 si n est pair,
1 2n-1 x 2"-3 x • • • x 22 x /(21) > 2"2/4 si n est impair,

et on remarque que cette minoration reste valable pour n 1.

2ème solution. Cette solution fait appel à des notions avancées d’analyse. 
Cependant, elle a le mérite de fournir un meilleur encadrement ainsi que de pouvoir 
se généraliser à des entiers autres que les puissances de 2.

Le problème revient à dénombrer les solutions (x0, æi,..., xn) e Nn+1 de 
l’équation æq + 2a?i + • • • + 2nxn = 2n, ou, ce qui revient au même, les solutions 
(#1, #2, ..., xn) G Nn de l’inéquation 2jq + 22x^ +----- F 2nxn 2n.

Oublions pour le moment l’unique solution pour laquelle xn = 1, et associons 
à chaque (n — l)-uplet (aq, #2, • • •, æn-i) € Nn-1 tel que 2jq + 22x<2 + • • • + 
2n~rxn-\ 2n l’hypercube {(î/i, î/2, • • •, 2/n-i) € Rn-1 | Vz G {1, 2, —
1}, Xi yi Xi 4- 1}. On cherche donc à encadrer la somme des volumes 
de ces hypercubes. Or, celle-ci est encadrée par les volumes des domaine Ti = 
{(yi, z/2,• • •, î/n-i) e R”-1 I m=i^yî 2”} et r2 = {(yi, yn-i) e 
Rn-11 SX?2i(yz -1) 2”}.

Or, la formule de Fubini permet de calculer le volume d’un domaine An = 
{(z/i, ?/2, • • •, Vn) e Rn I Yli=i aiyi Æh a2,..., an, A G En étudiant les 
cas n — 1, 2, on conjecture, ce que l’on vérifie par récurrence, que le volume de An

1 An
vaut

ni uiu2 • • -an
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Il s’ensuit que

nn(n-l)/2
-7—HT A2”)

(2-+i-2)n-i 

2n(n“i)/2(n - 1)!

2n(n+l)/2 

2(n — 1)! ’

ce qui est, dans le cas où n 8, un meilleur encadrement que celui que l’on 
demande.

De plus, pour tout entier A compris entre 2n~1 et 2n — 1, on a :

1 An~X 1 (2n + 2-A)n~1
(n - 1)! 2n("-1)/2 (n- 1)! 2n(n“1)/2 '

Note. Géza Kos, ex-candidat hongrois aux olympiades internationales, propose 
la généralisation suivante : il existe des constantes positives a et b telles que pour 
tout entier n 1 :

2îi2/2 — n ln(n)+an < y<C n ^(n)-\-bn

32. Il est clair que, si deux points quelconques sont reliés par une arête, il y a au 
/g\

total II =36 arêtes. Par ailleurs, si on considère un sous-graphe contenant 33 

arêtes, on peut choisir 6 points reliés entre eux deux à deux : en effet, on peut 
choisir 3 points distincts qui soient extrémités des trois arêtes manquantes. Les 
six autres points sont alors deux à deux reliés entre eux. Le nombre de Ramsey 
jR(3,3) = 6 est bien connu. Il s’ensuit que le sous-graphe considéré contient au 
moins un triangle monochromatique, et donc n 33.

On se propose de construire un exemple de sous-graphe contenant 32 arêtes 
sans aucun triangle monochromatique. On commence avec le graphe complet
Il est facile de le colorier à l’aide de deux couleurs sans que la figure obtenue 
contienne de triangles monochromatiques.

Fig. 5.19.

Maintenant, on part d’un graphe H sans aucun triangle monochromatique et 
on applique la construction suivante : on choisit un sommet A du graphe 7Y et on 
rajoute un nouveau sommet B.
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or

-OB

Fig. 5.20.

On relie B à tous les sommets de H à l’exception de A, et on colorie BX avec 
la même couleur de AX. Le nouveau triangle BXY n’est pas monochromatique 
car le triangle AXY ne l’était pas. En appliquant cette construction quatre fois à 
G5 •

G5 —> G $ —► Gi —> G 8 —► Gq,
on obtient un sous-graphe de Gg contenant 10 + 4 + 5 + 6 + 7 = 32 arêtes, et 
sans aucun triangle monochromatique. Concrètement, on peut donner l’exemple 
suivant :

Fig. 5.21.

Le nombre minimal satisfaisant les conditions de l’énoncé est donc n = 33.

33. lère solution. Le choix d’un sous-ensemble à p éléments de {1, 2,..., 2p} dont 
la somme est = 0 (mod p) est équivalent au choix de q éléments de {1, 2,..., p} 
dont la somme est = r (mod p) et de p — q éléments de {p + 1, p + 2,..., 2p} 
dont la somme est = — r (mod p).

Si on note Ra(j3) le nombre de sous-ensembles à a éléments de {0, 1,..., p — 1} 
dont la somme est = /3 (mod p), le problème est alors de trouver

p p-i
5 = ££^W-</(-r).

q—0 r=0

Comme la somme des éléments de {0, 1,..., p — 1} est = 0 ( mod p), il s’ensuit 
que Rq(r) — Rp_q(—r). On a donc

p p-i

q=Q r=0
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Le cas où q = 0 ou q = p est trivial : on a Rq(0) = 1 et Rq(F) = 0 pour 
l^r^p—1. Il s’ensuit que :

p—ip—i

5 = 2+EE^w2-
q=l r=Q

On se propose de démontrer que pour 1 q p — 1, Rq(r) = Rq(ty Vr. 
Etant donné un sous-ensemble à q éléments de{0, 1,..., p — 1} dont la somme est 
= 0 ( mod p), on cherche à construire un ensemble de q entiers consécutifs dont la 
somme serait = r (mod p). Une idée qui semble naturelle serait de décaler tous 
les éléments de l’ensemble considéré d’une constante Alq où A est un multiple de 
q et où A = r (mod p). Or, une telle constante existe d’après le théorème chinois. 
Réciproquement, étant donné un sous-ensemble à q éléments de {0, 1,..., p — 1} 
dont la somme est = r (mod p), on obtient un sous-ensemble à q éléments de 
{0, 1,..., p — 1} dont la somme est = 0 (mod p) en retranchant Ajq de chaque 
élément (et en réduisant modulo p). On a donc finalement

p-i
S' = 2+p^fi9(0)2.

g=l

D’un autre côté, Rq(0) + Rg(l) H------- |-jRg(p— 1) = j, d’oùpRg(0) = K j.
On a finalement :

S = 2 + (2p) -2},
P^\PJ J

où l’on a utilisé l’identité de Vandermonde.

2eme solution. On considère le polynôme de deux variables

2p

F(x,y) = H (1 + xy3)-
J=1

Le coefficient de xayb dans le développement de F(x, p) est le nombre de sous- 
ensembles à a éléments de {1,2, ...,2p} dont la somme des éléments est b. Le 
nombre N recherché peut donc s’écrire

N= E ï^y^Ffay),
a=0 (mod p)

où [xpya]F(x,y) est le coefficient de xpya dans le développement de F(x,y). Il 
ne reste plus qu’à trouver une expression explicite de N. D’après la formule de 
multisection, on déduit que

N=ap[-Y/F{x,^\,
p j=0
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où w = e2î7r/p. On a ainsi

rl p-1 ...
N = ap\ - (1 + æü?)(1 + xcj2-7) • • • (1 + xuj2pj) I

Lp j=0

ri P-1 .1
= ap I - (1 + æ)2(l + su?)2 •••(!+ æü/p~1)j)2 I.

ip j=o

Mais puisque (1, u>J , u>2j ,..., u/p 1^J) est une permutation de l’ensemble 
{1, eu, eu2,..., cup-1} pour j = 1,2,... ,p — 1 (car p est premier), il s’ensuit que

N = [(1 + x)2p + (p - 1)(1 H-a^)2]]

car (1 + æ)(l + uxj ■ ■ ■ (1 + lüp 1x) = 1 + xp. On a donc finalement

P <\pj
-2} + 2.

Note. Un candidat américain, Jacob Lurie, a eu le courage (et le temps!) 
pendant l’épreuve pour établir une généralisation intéressante : si n est un entier 
strictement positif quelconque, alors le nombre de sous-ensembles de {1,2,..., 2n} 
à n éléments dont la somme est divisible par n est donné par la formule :

En effet, N est toujours donné par la formule : 

1 n—1
N = an [- V (1 + s)2(l + W)2 ■••(!+ ,

Ln Jj=o

OÙ üü =
Pour tout J, 0 j n — 1, il existe un plus petit entier k > 0 tel que œjk = 1. 

Tb
Cet entier est appelé l’ordre de aP et vaut 6 = —, où d — Ceci étant, on a 

d

(1 + rr)2(l -F æo?)2 •••(!+ Æa/n-1^)2 = [(1 + æ)(l H- xujj) •••(!+ .

= l+æ<5(-l)<5-l

Pour chaque diviseur d de n, il existe entiers j compris entre 0 et n — 1 

tels que (n,J) = d, et il s’ensuit que
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3eme solution. Cette solution a valu un prix spécial à Nikolay Nikolov, can­
didat bulgare participant alors pour la quatrième fois aux olympiades internatio­
nales.

On pose w = e2l1[/p. On a alors :

2p

JJ (x - wfc) = (xp - l)2 = x2p - 2xp + 1.
Zc=l

On définit maintenant la quantité :

£(eu) = eu-^eu-72 • • •cuJp.

On a donc t(w) = 2. Par ailleurs, si l’on écrit t(w) = ajüjJ > alors a,j représente 
le nombre de sous-ensembles {Ji, J2, . . ., jp} de {1,2,..., 2p} tels que Ji + 72 H-------F
jp = j (mod p), et on peut écrire :

(dg — 2) -F oqeu H- • • • H- cip—iuj^ 1 — 0.

Comme le polynôme minimal de eu sur Q[X] est l-Fec + -- - + a;p“1, il s’ensuit 
que

ao — 2 = ai = a2 — • • • = ap-i-

( 2p\
Comme par ailleurs &o + «i + • • • + «o-i = I , on conclut immédiatement 

\P J 
que :

pl\py J

Note. On dit qu’un nombre a € C est algébrique sur Q s’il existe un polynôme 
non nul P G Q [X] tel que P(a) = 0. Si tel est le cas, on appelle polynôme minimal 
de a sur Q [X] le polynôme unitaire de Q [X] de degré minimal annulant a.

Tout polynôme non nul de Q [X] dont a est une racine est alors divisible par 
ce polynôme (ceci découle de la condition de minimalité imposée au degré du 
polynôme minimal).

Dans notre cas, il s’agit de prouver que le polynôme minimal de eu = e2z7r//p sur 
Q [X] est P(x) = 1 + x + • • • + #p“1. Remarquons tout de suite que eu est racine 
de ce polynôme. Il suffit donc de prouver que ce polynôme est irréductible dans 
Q[X] 10.

10. Ceci a été déjà vu en page 88.
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GÉOMÉTRIE

Si ce chapitre est là, c’est parce qu’on a voulu que ce livre puisse servir d’outil 
complet de préparation aux olympiades internationales où la géométrie est om­
niprésente. En fait, le passage en revue de tous les éléments de géométrie plane 
rencontrés au collège et au lycée nécessiterait un volume équivalent à celui de ce 
livre. Il ne s’agit donc pas ici d’un cours à proprement parler mais plutôt d’un 
rappel de certains théorèmes et résultats pouvant s’avérer indispensables pour 
résoudre les problèmes d’olympiades.

6.1. Formules fondamentales dans un triangle

Soit ABC un triangle. On note à = BC ; b = CA ; c — AB ; A — CAB ; 
B = ABC ; C = BCA

6.1.1. Théorème. (Loi des sinus) Si R désigne le rayon du cercle circonscrit au 
triangle ABC alors :

= = = (6.1)
sin A sin B sin C

4 Preuve. Soit C le cercle circonscrit au triangle ABC. Si À ~ 90°, alors [BC] 
est un diamètre de C, et on a fl = 2R. Si A 90°, considérons le point D 
diamétralement opposé de B sur C :
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Fig. 6.1.

On a alors sinA = sinBDC =

sinC =
2R

De même, on montre que sinB = 
2R

b 
—— et 
2R

□
♦ Remarques.
1. Comme la surface S du triangle ABC peut s’écrire S = ^a&sinC = ifrcsinA =

Z Zà
-casinB, il s’ensuit que

soit, en particulier,

b
2. Comme----- — x

sinB

a b c abc

sinA. sinB sinC

«te 
4B

a2 M .

1. Masûd Al Kashi (1390-1450), mathématicien perse.

—r-^, il s ensuit que 
sin C sin2 A

a2 sin B sin C _ a2 sin B sin C
2 sin A 2 sin (3 4- c)

(6-2)

(6-3)

(6-4)

c

3. Soit Ii le point où la bissectrice intérieure de [BAC] coupe la droite (BC). On 
retrouve en appliquant la loi des sinus dans les triangles ABIi et ACIi l’identité :

hB _ c 
hC ~ b'

(6.5)

6.1.2. Théorème. (Formule d’Al Kashi1) On a la formule :

a2 = b2 4- c2 — 2bc cos A.
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+ Preuve. On a a2 = BC2 = (ÂÔ - ÂÈ)2 = b2+c2- 26c cos Â

2. Pythagore de Samos (569 av. J.-C.-475 av. J.-C.), mathématicien grec.
3. Héron d’Alexandrie (10-75), géomètre et physicien grec.

□
♦ Remarques.
1. Dans le cas d’un triangle rectangle en A, on retrouve le théorème de Pythagore .2

2. Soit ma la longueur de la médiane issue du sommet A et soit I le milieu du 
segment [BC].

Fig. 6.2.

En appliquant la formule d’Al Kashi dans les triangles AI B et AIC, on trouve :
9 a2 2 a ï9 a2 2 a / \

c = — + ma — 2ma x - x cos a ; 6 = — + ma — 2ma x - x cos (tt — o), ce qui 
conduit à la formule dite de la médiane :

(6-7)4m2 + a2 = 2b2 + 2c2.

6.1.3. Théorème. (Formule de Héron3) L'aire S du triangle ABC est donnée 
par la formule :

s = \/p(p-a)(p-b)(p-c), (6.8)

où p = (a 4- b + c)/2 est le demi périmètre du triangle ABC.

♦ Preuve. Des formules S = -bcsinA. cos A — ~r^------— et sin  A + cos  A =2 2
2 ’ 26c

1, on trouve :

16S2 = 462c2 — (62 + c2 — a2)2 = 16p(p — d)(p — b)(p — c).

□
♦ Exemples.

1. Les longueurs des côtés d’un triangle acutangle (i.e., dont tous les angles sont 
aigus) sont des entiers et le diamètre de son cercle circonscrit est 6,25. Calculer 
les longueurs des côtés de ce triangle.

On peut supposer a b c. Comme c est un entier, c 6. D’un autre 
côté, si s désigne la longueur du côté d’un triangle équilatéral inscrit dans le
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cercle circonscrit au triangle de côtés n, 6, c alors c s. Or, par la loi des sinus, 
s = 6, 25 x sin7r/3 > 5, ce qui donne 5 < c 6, soit c = 6.

On a donc sinC = 6/6,25 = 24/25, soit encore cosC = 7/25. D’après la 
14

formule d’Al Kashi, on obtient donc a2 + b2 — 36 = —ab, ce qui impose 25 | ab.
25

Or, a 6 et b 6, ce qui donne a — b = 5.

Réciproquement, on vérifie sans peine que les mesures trouvées réalisent les 
conditions demandées.

2. Existe-t-il un triangle d’aire entière et dont les côtés sont des nombres premiers ?

Si a b c sont les longueurs des côtés d’un tel triangle et S son aire on a 
d’après la formule de Héron 16S2 = (a + b + c)(a + b — c)(a + c — b)(b + c — a).

Les quatre facteurs du 2eme membre sont de la même parité, donc ils sont 
nécessairement pairs. Deux cas sont alors possibles :

- a, b et c sont pairs, et comme ils sont premiers a = b — c — 2.

- a = 2 et b et c sont impairs, avec par inégalité triangulaire c < 2 -F 5, donc 
c = b.

Or, dans les deux cas S ne peut être un nombre entier.

6.1.4. Théorème. (Inégalité d’Euler) Soient R et r les rayons respectifs des 
cercles circonscrit et inscrit dans le triangle ABC. On a alors l’inégalité dite 
d’Euler :

R 2r. (6.9)

Plus précisément, si O et I désignent les centres respectifs des cercles cir­
conscrit et inscrit dans le triangle ABC, alors :

OI2 R2 - 2Rr. (6.10)

♦ Preuve. L’égalité OI2 = R2 — 2Rr est équivalente à 2Rr = R2 — OI2. Or, 
R2 — OI2 = IU • IV — IA IM (le lecteur familiarisé avec la notion de puissance 
reconnaîtra la puissance du point I par rapport au cercle circonscrit au triangle 
ABC), où M est le deuxième point d’intersection de (AI) avec le cercle circonscrit 
au triangle ABC.

Soit D le projeté orthogonal de I sur (AC). On a alors r — ID. Soit enfin M' 
le point diamétralement opposé de M sur le cercle circonscrit au triangle ABC.
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Les triangles AID et MfMC sont semblables donc = 4-^ c’est-à-dire 
MM' MC

IA-MC = MM’ ■ ID = 2Rr. Or, MC = MB = MI : en effet 'MCI = - +
2 2

et donc MIC = 7r y + | = MCI.

On en déduit que R2 — OI2 = IA' MC = 2Rr, d’où le résultat.

□
♦ Remarques.

1. On aurait pu démontrer l’inégalité d’Euler seule en utilisant les inégalités 
algébriques usuelles. Par exemple, en utilisant l’inégalité :

abc (a + b — c)(b + c — a)(c -4- a — 6),

que l’on obtient immédiatement par transformation de Ravi, on a pabc SS2 

(notations de la formule de Héron), c’est-à-dire .

Or, = R et — = r (identité souvent utile et facile à retrouver), d’où R 2r. 
4S P

2. Réciproquement, si la distance OI des centres de deux cercles C(O, R) et Cf(I, r) 
vérifie l’égalité OI2 — R2 — 2Rr, alors il existe une infinité de triangles inscrits 
dans le cercle C et dont le cercle inscrit est le cercle C'.

En effet, considérons un point quelconque A e C et construisons les points 
B, C 6 C où les deux tangentes menées de A au cercle C' viennent recouper le 
cercle C.

Soit M le point, autre que A, où la droite (AI) coupe le cercle C. On a alors 
AI - IM = R2 — OI2 = 2Rr. Or (notations de la figure 6.3) les triangles AID et 
M'MC sont semblables, d’où AI • CM = 2Rr, par conséquent IM — CM.

Or, cette dernière égalité caractérise le centre du cercle inscrit dans le triangle 
ABC, d’où le résultat.
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6.2. Les transversales

On appelle transversale du triangle ABC toute droite coupant respective­
ment les droites (BC), (C'A), (AB), en des points Af, TV, P distincts des sommets 
A, B, C.

6.2.1. Théorème. (Théorème de Menelaüs4 5) Soit ABC un triangle. Soient 
M, N, P trois points appartenant respectivement aux droites (BC), (CA), (AB) 
et distincts des sommets A, B, C du triangle ABC.

4. Menelaüs d’Alexandrie (70-130), mathématicien grec.
5. Thalès de Milet (624 av. J.-C.-547 av. J.-C.), mathématicien grec.

Une condition nécessaire et suffisante pour que les points M, N, P soient 
alignés est :

MB NC PA
------ x — x = = 4-1.
MC NA PB

(6.U)

♦ Preuve. Si M, TV, P sont alignés, considérons le point D E (AC) tel que (BD) || 
(MN).

Fig. 6.4.

1 z . z s , ™ MB ND PA NA
On a alors (theoreme de Thaïes0) : = = = et = = =, ce qui donne :V 7 MC NC PB ND

MB NC PA

Réciproquement, si les points M, TV, P vérifient la dernière égalité, considérons 
le point K où la droite (MN) coupe (AB) (si (MN) était parallèle à (AB), on 

PÂ
déduirait de la relation vérifiée par M, TV, P que == = +1, ce qui est impossible) ; 

on a alors, d’après le théorème direct, 

PA _ K A 
YË ~ TU"

ce qui montre que les points Pet K coïncident.

□
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♦ Exemples.

1. Les trois bissectrices extérieures des angles d’un triangle ABC coupent les côtés 
opposés en trois points alignés (quand ces trois points existent).

En effet, soient U, V, W les points où les bissectrices extérieures des angles 
[BAC], [ABC], [BCA] respectivement coupent les côtés opposés.

On a alors (AB = c, BC = a, CA = 6) :

ÜB _ c VÜ_a WÂ _ b 
ÜC~ b' VA ~ c WB ~ a

et le résultat s’ensuit d’après la réciproque du théorème de Menelaüs.

2. Soit ABC un triangle et C son cercle circonscrit. Soient L le point où la tangente 
au cercle C en A coupe (BC), M le point où la tangente au cercle C en B coupe 
(AC) et N le point où la tangente au cercle C en C coupe (AB). Les points 
L, M, N sont alignés.

AL AB
En effet, les triangles AL B et CL A étant semblables, on a —— = et AL2 = 

° ( 1T ( 1A
BL ■ CL, donc (AB = c, BC = a, CA = b) :

LC ~ b2’

et de manière analogue :

MC _ NÂ _ b2
a2'

ce qui permet de conclure.

6.2.2. Théorème. (Théorème de Ceva) Soit ABC un triangle. Soient A', B', C 
trois points appartenant respectivement aux droites (BC), (CA), (AB) et dis­
tincts des sommets A, B, C du triangle ABC.

Une condition nécessaire et suffisante pour que les droites (AA'), (BB'), 
(CC) soient parallèles ou concourantes est :

AB lÂC CÂ
^77^77 X 7= X =
A'C B'A CB

(6-12)
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♦ Preuve. Supposons les droites (AA'), (B B'), (CC') parallèles ou concourantes.

B A' C
(a)

Fig. 6.6.

Si (AA') || (BB') || (CC') (figure 6.6.a), alors, d’après le théorème de Thalès :

7FC CÆ _ ÆC
IFA x WS ~ ÏCÜ x W ” ~

Si (A4'), (BB'), (CC') sont concourantes en un point M (figure 6.6.b), alors 
appliquons le théorème de Menelaüs dans les triangles AC A' et AB A' en considé­
rant respectivement les transversales (BMB') et (CMC') :

BÂ WC MA _ CB MÂ C^A _ 
BCXBrÂXMÂf~+’ C~Â X MÂ X CrB~+ ’

ce qui donne la relation souhaitée en multipliant membre à membre les deux 
égalités.

Réciproquement, supposons que A', B', C' vérifient la relation :

ÆB B'C C7! _ 
WÜ X W X ÔB

Si (AA') || (BB'), on considère le point Ci e (AB) tel que (CCi) || (A4') || (BB'). 
En appliquant le cas direct du théorème de Ceva6, on trouve que Ci = C'. De 
même, si (AA) et (BB') se coupent en un point M, on considère le point Ci où 
la droite (CM) coupe (AB) et on déduit en appliquant le cas direct que Ci — C'.

6. Giovanni Ceva (1647-1734), mathématicien italien.

□

♦ Exemples.

1. On retrouve le fait que les bissectrices intérieures d’un triangle ABC sont 
concourantes en un point I (centre du cercle inscrit) et que les médianes sont 
concourantes en un point G (centre de gravité). De même, on peut retrouver le 
fait que les hauteurs d’un triangles ABC sont concourantes en un point H (ortho­
centre) :
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Fig. 6.7.

En effet, les triangles ACF et ABE sont semblables, d’où (AB = c, BC =
a, CA = b) :

AE c
ÂF~ b’

et de manière analogue
CD _ b BF a
CE a' BD c

2. Les droites joignant les sommets A, B, C d’un triangle ABC aux points de 
contact du cercle inscrit dans ABC avec les côtés opposés sont concourantes en un 
point J appelé point de Gergonne7 du triangle ABC : en effet, CD = CE, AE = 
AF, BF = BD.

7. Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), mathématicien français.
8. Claude Ptolémée (85-165), astronome et mathématicien grec.

Fig. 6.8.

6.3. Les quadrilatères

6.3.1. Théorème. (Inégalité de Ptolémée8) Soit ABCD un quadrilatère. On a 
alors l’inégalité :

AC BD ^AB CDpBC • DA, (6.13)

avec égalité si et seulement si le quadrilatère ABCD est convexe inscriptible (Le., 
si les points A, B, C, D dans cet ordre sont cocycliques).
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♦ Preuve. On pose AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = x, BD = y. On 
considère la demi-droite symétrique de [AD) par rapport à la bissectrice de l’angle 
[BAC],

Sur cette demi-droite, considérons l’unique point O tel que AOB = ACD. Les 
deux triangles O AB et CAD sont donc semblables, et il s’ensuit que :

OB OA AB a
~ = ÂC = AD = d

OB=^.d (1)

D’un autre côté, OAC = BAD et OA/AB = AC/AD, ce qui montre que les 
deux triangles OAC et BAD sont semblables. On en déduit que :

OC x
y d

oc=^.d (2)

L’inégalité de Ptolémée résulte donc de l’inégalité triangulaire dans le triangle 
OBC.

L’égalité a lieu si et seulement si le point B appartient au segment [OC], ce 
qui revient à dire que ABC = tt — ADC, i.e., le quadrilatère ABCD est convexe 
inscriptible.

□

♦ Exemples.

1. Soit C le cercle circonscrit à un triangle équilatéral ABC.
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Pour tout point M appartenant à l’arc d’extrémités B et C ne contenant pas 
A, on a :

AM = BM + CM. (6.14)

2. Construire un quadrilatère convexe inscriptible ABCD connaissant les lon­
gueurs (dans cet ordre) a, b, c, d de ses côtés.

Choisissons sur une même droite les points O, B et C tels que O B = ac/d, 
BC = b et B E [OC].

D’après (1), on a OA/AC = a/d. On en déduit que le point A appartient au 
lieu des points M tels que OM/CM = a/d (on rappelle qu’il s’agit d’un cercle 
appelé cercle d’Apollonios9). La position du point A est alors déterminée par 
l’intersection de ce cercle et du cercle de centre B et de rayon a. Enfin, on construit 
le point D dont la position sur le cercle circonscrit au triangle ABC est fixée par 
ACD = AOB.

9. Apollonios de Perga (262 av. J.-C.-190 av. J.-C.), géomètre grec.

Les deux cercles dont l’intersection détermine le point A se coupent en deux 
points symétriques par rapport à (BC). On aurait pu choisir n’importe lequel des 
deux points d’intersection, mais les deux solutions obtenues sont symétriques l’une 
de l’autre. Le problème possède donc, à une isométrie près> une unique solution.

3. Soit ABCD un quadrilatère convexe inscriptible. On a alors la relation :

x ad 4- bc .
“ = a (6.15)
y ab + cd

où l’on a conservé les mêmes notations qu’à la figure 6.9.

On considère le point A!, symétrique du point A par rapport à la médiatrice de 
[BD], et le point D', symétrique du point D par rapport à la médiatrice de [AC].
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Le théorème de Ptolémée appliqué à chacun des deux quadrilatères convexes 
inscriptibles A'BCD et ABCD' donne alors :

y • A'C = ab + cd, x • BD' = ad + bc.

Or, A'C — BD' (deux cordes interceptant des arcs de même longueur), d’où la 
formule souhaitée.

6.3.2. Aire d’un quadrilatère inscriptible. (formule de Brahmagupta10) Soit 
ABCD un quadrilatère convexe inscriptible dont les longueurs des côtés sont 
notées a, b, c, d. Son aire est donnée par :

10. Brahmagupta (598-670), mathématicien indien.

A (ABCD) = \/(p- a)(p - b)(p - c)(p - d), (6.16)

où p est le demi périmètre de ABCD, Le., p — -(a + 6 + c 4- d).

♦ Preuve. Soient a = ABC, /3 = CDA et f = AC.

Comme le quadrilatère ABCD est convexe, son aire s’écrit :

S — A (ABCD) = | (ab sin a + cd sin /3),
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ce qui donne en élevant au carré :

16S2 = 4u262 sin2 a + 4c2d2 sin2 (3 + 8abcd sin a sin (3. (1)

D’un autre côté, a2 + b2 — 2a6cosa = f2 — c2 + d2 — 2cdcos/î, ce qui donne :

(a2 + b2 — c2 — d2)2 = 4a2b2 cos2 a + 4c2d2 cos2 (3 — 8abcd cos a cos (3. (2)

En additionnant (1) et (2), on obtient

1652 + (a2 + b2 — c2 — d2)2 = 4a2&2 + 4c2d2 — 8abcd cos (a + /?). (3)

Si alors ABCD est inscriptible, cos (a-F/3) = —1, ce qui conduit à :

16S2 = 4(a6 + cd)2 — {a2 + b2 — c2 — d2)2 = 16(p — a)(p — ty(p — c)(p — d), (4) 

d’où le résultat.

□

♦ Remarques.

1. La formule (3) est valable pour un quadrilatère convexe quelconque.

2. Il est possible de déformer un quadrilatère convexe « articulé » ABCD dont 
les côtés ont des longueurs fixées AB — a, BC = b, CD = c, DA = d. On voit 
d’après la formule (3) que l’aire obtenue est maximale lorsque le quadrilatère est 
inscriptible (le problème de la construction d’un quadrilatère convexe inscriptible 
connaissant les longueurs de ses côtés (dans cet ordre) a, 6, c, d a été étudié à 
l’exemple 2 du point précédent).

6.3.3. Quadrilatères circonscriptibles. Un quadrilatère convexe est dit cir- 
conscriptible si ses côtés sont tangents à un même cercle.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un quadrilatère convexe 
ABCD soit circonscriptible est que :

AB + CD = AD + BC. (6.17)

♦ Preuve. Il est facile de constater que dans un quadrilatère convexe circonscrip­
tible ABCD, on a AB + CD - AD + BC.

Etudions la réciproque. Soit ABCD un quadrilatère convexe dans lequel AB + 
CD — AD + BC. Si ce quadrilatère contient deux côtés adjacents égaux, les deux 
autres côtés sont eux aussi égaux et la preuve est facile à achever.

Supposons donc par exemple AB > BC ; on a alors AB — BC — AD —CD > 0. 
On considère maintenant les points P G [AB] et Q G [DA] tels que : BP = BC, 
DQ = DC.
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Le triangle APQ est donc isocèle de sommet A. La bissectrice intérieure de 
l’angle [B AD] est donc portée par la médiatrice du segment [FQ]. De même, les 
bissectrices intérieures des angles [CB A] et [ADC] sont respectivement portées 
par les médiatrices des segments [CP] et [CQ].

Il s’ensuit que ces trois bissectrices intérieures se recoupent en un point O (le 
centre du cercle circonscrit au triangle PQC) qui est donc équidistant des côtés 
du quadrilatère ABCD (et situé à l’intérieur de ABCD convexe), d’où le résultat.

□

6.4. Puissance d’un point par rapport à un cercle

6.4.1. Théorème. (Puissance d’un point par rapport à un cercle) Soit C un 
cercle de centre O et de rayon R et soit M un point quelconque du plan. Si une 
droite passant par M coupe C en A et B alors :

~MÂ • MB = CM2 - R2. (6.18)

Le réel MA • MB, égal à OM2 — R2, est appelé puissance du point M par 
rapport au cercle C.

♦ Preuve. Soit A' le point diamétralement opposé de A sur C.

Fig. 6.14.
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On a :

MA ■ MB = Ml ■ MA' = (MÔ + ÔÀ) ■ (MÔ - ôl) = OM2 - R2.

□

♦ Remarques.

1. La puissance d’un point M par rapport à un cercle C est un réel positif, nul ou 
négatif suivant que M est à l’extérieur, sur ou à l’intérieur du cercle C.

2. Si M est à l’extérieur du cercle C, et si T est l’un des deux points de contact du 
cercle C et des tangentes au cercle C menées à partir de M, alors OM2-R2 = MT2 
est la puissance du point M par rapport au cercle C.

3. Réciproquement, soient A, B, C, D quatre points deux à deux distincts n’ap­
partenant pas à une même droite. Si {AB) et {CD) se coupent en un point M tel 
que MA • MB = MC • MD alors les points A, B, C, D sont cocycliques.

En effet, supposons A, B, C non alignés et soit D± le point où la droite {MC) 
recoupe le cercle circonscrit au triangle ABC. On a alors MA • MB = MC -MDi, 
soit encore {MC / 0) MD = MDi, d’où D = D^.

6.4.2. Théorème. Le lieu géométrique des points de même puissance par rap­
port à deux cercles donnés C et C1 de centres distincts O et O', est une droite 
perpendiculaire à la ligne des centres {OO'). Cette droite est appelée l’axe radical 
des deux cercles C et C'.,

♦ Preuve. On désigne par R et Rf les rayons respectifs des cercles C et C'. La 
puissance d’un point M par rapport aux cercles C et Cf est la même si et seulement 
si OM2 ^R2 = O'M2 - R'2. c’est-à-dire OM2 - O'M2 = 2ÔÔ7 • Tm[ = R2 - B'2, 
où I est le milieu de [OO'] et M± est le projeté orthogonal de M sur (OO'). Ainsi, 
l’ensemble des points M ayant la même puissance par rapport à C et C1 est la 
droite perpendiculaire à (OO') et passant par le point M\ e {OO') défini par :

□

♦ Remarques.

1. Si A e C n C' alors A appartient à l’axe radical des cercles C et C' (car sa 
puissance par rapport aux deux cercles est zéro).

2. L’axe radical de deux cercles sécants en deux points distincts A et B est donc 
la droite {AB).

3. L’axe radical de deux cercles tangents en A est la tangente commune en A à 
ces deux cercles.

6.4.3. Définition. Soient C, C', C" trois cercles de centres respectifs O, O', O". 
On suppose les trois centres O, O', O" non alignés. Les axes radicaux de ces trois 
cercles pris deux à deux se coupent en un point. Ce point est appelé le centre 
radical des trois cercles. C’est le seul point du plan qui ait même puissance par 
rapport aux trois cercles.
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♦ Exemples.

1. Soit ABC un triangle. Soit I± le point où la bissectrice intérieure de [BAC] 
coupe la droite (BC). On a alors :

AZf = AB -AC-BIi C/i. (6.19)

En effet, soit M le point où la droite (Ali) coupe le cercle circonscrit au triangle 
ABC.

On a alors BI± • CI± = Ali - Mit, ce qui donne A7f + BIi • CZi = Ali • AM. Or, 
les triangles ABM et AI±C étant semblables, on obtient : AB • AC = AI\ - AM.

2. On appelle inversion de centre O (ou de pôle O) et de rapport k € R* la 
transformation du plan qui à tout point M distinct de O associe le point Mf e 
(OM) tel que OM • OM' = k. Le point M' est alors appelé inverse du point M.

On démontre ici une des propriétés fondamentales de l’inversion : l’image d’un 
cercle C par une inversion de centre O C est un cercle.

Fig. 6.16.

En effet, considérons un point M E C et son inverse M'. Soit N le point du 
plan où la droite (OM) recoupe le cercle C.

Si on note k le rapport de l’inversion considérée et p la puissance du point O par 
rapport au cercle C, alors OM -OM1 = k et OM • ON = p, d’où OM'/ON = k/p.

Il s’ensuit que lorsque le point M décrit le cercle C, le point M' décrit un cercle 
homothétique à C, le point O et la constante k/p étant respectivement le centre et 
le rapport de l’homothétie en question.
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Il est à noter que les centres de ces cercles ne sont pas inverse l’un de l’autre.

On va par exemple appliquer ce résultat pour établir l’assertion suivante : si 
ABCD est un quadrilatère qui est à la fois inscriptible et circonscriptible, alors 
(avec les notations de la figure 6.17 ci-dessous) les droites (PR) et (QS) sont 
orthogonales.

Fig. 6.17.

En effet, soit I le centre du cercle inscrit dans le quadrilatère ABCD. Soient 
A', B', C',D' les milieux respectifs des segments [PQ], [QP], [PS], [SP]- Le qua­
drilatère A'B'C'D' est alors un parallélogramme. Par ailleurs, on a IA • IA' = 
IB IB' = IC - IC' = ID • ID' = r2, où r est le rayon du cercle inscrit dans 
ABCD. Or, l’inverse du cercle circonscrit au quadrilatère ABCD est un cercle, 
ce qui montre que A' B'C' D' est inscriptible, c’est-à-dire que A'B'C'D' est un 
rectangle. Il s’ensuit que [(PP) || (ÆB')] ± [(B'Cf) || (QS)].

3. Construire l’axe radical (A) de deux cercles C et C de centres respectifs O et 
O' (O C).

Il suffit de trouver un point appartenant à l’axe radical puisque celui-ci est 
perpendiculaire à la ligne des centres.

Seul le cas où les cercles C et C' n’ont pas de point commun nécessite une 
construction supplémentaire. Dans ce cas, on considère un cercle C" de centre 
O" (OO1) et qui coupe les cercles donnés C et C'.

4. (Une propriété du quadrilatère complet) Un quadrilatère complet est la figure 
déterminée par un triangle ABC et une transversale (DEF) telle que D E (BC),
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E e (CA), F e (AB). Les droites (AB), (BC), (CA), (DEF) sont alors dites 
côtés du quadrilatère complet de sommets A, B, C, D, E, F. Les trois segments 
[AD], [DD], [CF] sont appelés diagonales du quadrilatère complet.

Soit H l’orthocentre du triangle ABC, A', B', Cf les pieds des hauteurs :

HA ■ HA' est la puissance du point H par rapport au cercle de diamètre [AD], 
H B - H B' est la puissance du point H par rapport au cercle de diamètre [BD], 
HC • HC' est la puissance du point H par rapport au cercle de diamètre [CD].

Or, en considérant la puissance de H par rapport au cercle de diamètre [AB], 
on a HA • HA' = H B • H B'. De même, en prenant le cercle de diamètre [AC] : 
H AH A' = HC-HC'. Le même raisonnement peut être appliqué aux orthocentres 
des triangles AEF, CDE et B DF. Il s’ensuit que les trois cercles de diamètres 
[AD], [BD], [CD], pris deux à deux, ont pour axe radical une droite qui porte les 
orthocentres ; par conséquent, les centres des cercles sont alignés.

La droite qui porte les milieux des diagonales [AD], [BD], [CD] s’appelle droite 
de Newton11 du quadrilatère complet. On a montré au passage que les quatre 
orthocentres des triangles formés par les côtés du quadrilatère pris trois à trois 
sont aussi alignés.

11. Isaac Newton (1643-1727), physicien et mathématicien anglais.

6.5. Géométrie dans le plan complexe

Tout point M(x,y) dans un plan affine euclidien réel rapporté à un repère 
orthonormé direct (O, T, j) peut être identifié au nombre complexe z — x + iy. Le 
nombre z est appelé affixe du point M et on parle alors abusivement de « plan 
complexe ».

De même, tout vecteur ü(x, y) du plan peut être identifié au nombre complexe 
z = x + iy appelé encore affixe du vecteur ü.

Tout problème de géométrie plane peut de cette manière être étudié dans le 
plan complexe. Ainsi, une translation de vecteur u dans le plan affine correspond
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à la transformation z i—> z + a dans le plan complexe, où a E C est l’affixe de u. 
Une homothétie de centre A et de rapport k E R correspond à la transformation 
z i—> k(z — a) 4- a dans le plan complexe, où a E C est l’affixe du point A.

Les formules complexes associées à de nombreuses autres transformations 
usuelles sont à peine plus difficiles à obtenir. Il est par exemple facile de constater 
qu’une multiplication par le nombre complexe i fait tourner d’un angle tt/2 autour 
de l’origine. Plus généralement, une multiplication par où a E R, fait tourner 
d’un angle a autour de l’origine. Ainsi, une rotation de centre A et d’angle a 
correspond à la transformation z i—> eïa(z — a) + a, où a E C est l’affixe du point 
A.

Il est aussi simple d’exprimer des contraintes d’orthogonalité dans le plan com­
plexe puisque pour u, v vecteurs d’affixes respectives z et z', on a

(6.20)

Enfin, l’angle orienté (Æ, v) est identifié à Arg(z'/z), où z et zf sont les affixes 
respectives de u et v. Ainsi, trois points deux à deux distincts Afi, M2, M3 d’affixes 
respectives zi, z2, Z3 sont alignés si et seulement si (Z3 — z\)l(z2 — zi) E R.

De même, quatre points deux à deux distincts Mi, M2, M3, M4 d’affixes res­
pectives Z\, Z2, Z3, ^4 sont cocycliques ou alignés si et seulement si

. Z4 Z\ Z4 Z2 / , \
Arg----------= Arg —------- (mod 7r),

Z3 ~ Z\ Z3 - z2
(6.21)

/ Z4 — Z\ \ / / Z4 — z2 \ ~ s . .
soit encore ---------- / ---------- E R. Cette dermere expression est appelée bi-

\Z3 - zi/ / \Z3 - z2/ 
rapport de Zi, Z2, Z3, Z4.

♦ Exemples.
1. Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si a -F jb 4- j2c = 0, où

j = — 4- et a, &, c sont les affixes respectives de A, B, C.

En effet, ABC est équilatéral direct si et seulement si CCÎ se déduit de CÈ par 
la rotation d’angle — 7r/3, ce qui se traduit par a — c = e-t7r/3(6 — c) = — j(b — c), 
ce qui donne le résultat recherché puisque 1 4- j 4- j2 = 0.

On peut utiliser le résultat que l’on vient de démontrer pour résoudre l’exercice 
suivant : soient A, B, C des points d’affixes respectives a, 6, c. Le triangle ABC 
est équilatéral si et seulement si a2 4- b2 4- c2 — ab — bc — ca = 0.

En effet, en factorisant : a2 + 624-c2 — ab — bc — ca = (a4- jb+j2c)(a+j2b+je), 
on obtient les deux cas de figure : les triangles équilatéraux directs et indirects.

2. On considère quatre points deux à deux distincts A, B, C, D dans le plan affine 
euclidien. On a alors l’inégalité (de Ptolémée) :

AB • CD + BC • AD AC • BD,
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avec égalité si et seulement si les points A, B, C, D, dans cet ordre, sont cocy­
cliques ou appartiennent à une même droite.

En effet, fixons l’origine du repère orthonormé en A et notons zi, z2, z3 les 
affixes respectives des points B, C, D. L’inégalité de Ptolémée est alors équivalente 
à :

|^1| ' 1*3 - Z2| + |^3| ' |^2 - ^i| |z2| • 1*3 - 211,

i.e.,
|_1 _ JL| + |_L _ _1| > l£ _ _L|
1^3 Z2 I I Z<2 Z1 r I Z3 ^11’

ce qui est vrai (inégalité triangulaire).

L’égalité a lieu si et seulement si f —------ / f—------------ — ^6 R+, c’est-à-dire
\^2 / \Z3 Z2/

( — ) / ( ——— ) e R_, ce qui permet de conclure.
Vzs/ ! \z2 - z3J

6.6. Les théorèmes isopérimétriques

On s’intéresse dans ce paragraphe à des questions du type : de tous les poly­
gones vérifiant certaines propriétés, quel est celui de périmètre minimal ou maxi­
mal ? Quel est celui d’aire minimale ou maximale ?

6.6.1. Théorème. De tous les triangles de même périmètre, le triangle équilaté­
ral possède la plus grande surface.

De tous les triangles de même surface, le triangle équilatéral possède le plus 
petit périmètre.

♦ Preuve. Pour un triangle de côtés a, b, c, de demi périmètre p et d’aire S, on 
a d’après la formule de Héron et l’inégalité de la moyenne :

s2 = p(p - a)(p - b)(p - c) .

Le théorème en résulte immédiatement.

□
6.6.2. Théorème. De tous les quadrilatères convexes de même périmètre, le 
carré possède la plus grande surface.

De tous les quadrilatères convexes de même surface, le carré possède le plus 
petit périmètre.

♦ Preuve. On a vu en remarque dans le point 6.3.2 que l’on peut déformer 
un quadrilatère jusqu’à l’inscrire dans un cercle, et qu’alors son aire s’en trouve 
augmentée. En appliquant la formule de Brahmagupta et l’inégalité de la moyenne 
à ce dernier quadrilatère (inscriptible), on obtient pour un quadrilatère quelconque 
de côtés a, b, c, d, de demi périmètre p et d’aire S :

s2 < (p - a)(p - b)(p - c)(p -d) (|) ,
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l’égalité ayant lieu si et seulement si a = b = c = d, ce qui permet de conclure.

□

6.6.3. Théorème. Soit n un entier 3. De tous les polygones à n côtés inscrits 
dans un cercle donné, le polygone régulier possède le plus grand périmètre et la 
plus grande surface.

♦ Preuve. On peut distinguer deux cas de polygones inscrits dans un cercle donné 
C, de centre O et de rayon R :

Si le point O n’est pas à l’intérieur du polygone considéré (figure 6.20.b), le
périmètre de ce dernier est ttR et son aire est ttR2/2. Or, le périmètre d’un 
polygone régulier à n côtés inscrit dans le cercle C est n x 2R sin — et son aire est 

égale à n x - R2 sin 

l’intervalle [0, 7f/3],
—. Il s’ensuit, après étude de la fonction x i—> sin x — x 2 sur 
n
que le polygone régulier possède un plus grand périmètre et

une plus grande surface que le polygone considéré.

On se place désormais dans le cas de la figure 6.20.a. Soit un polygone convexe 
AiA2 ... An inscrit dans le cercle C tel que le point O soit à son intérieur. Si on 
pose Qfc = AkOAk+i, avec An+i — Ai, alors le périmètre de ce polygone s’écrit 
2R x ^Ji=i sin (<W2) et sa surface s’écrit R2/2 x sirm2 avec = 2tt. 
Comme la fonction x sin# est concave sur l’intervalle [0,tt], il s’ensuit que 
ces deux quantités sont maximales lorsque ai = ct2 = • • • — ûfn (inégalité de 
convexité), i.e., lorsque le polygone AiA2 ... An est régulier.
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1. Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus. La bissectrice intérieure 
de l’angle A coupe le côté BC en L et recoupe le cercle circonscrit au triangle 
ABC en N. On désigne respectivement par K et M les projections orthogonales 
de L sur les côtés AB et AC. Prouver que l’aire du quadrilatère AKNM et l’aire 
du triangle ABC sont égales.

(Olympiades internationales-1987/2)

2. ABC est un triangle non équilatéral. Pour tout point M à l’intérieur de ce 
triangle, on pose S(Af) = AC' + B A' + CBf où A', B' et Cf sont les projections 
de M sur (BC), (AC) et (AB) respectivement.

Démontrer que si S(M) = S (N) alors la droite (MN) est parallèle à la droite 
(OZ), où O est le centre du cercle circonscrit à ABC et I est le centre de son cercle 
inscrit.

3. Soit ABCD un trapèze isocèle de bases BC et AD. Le triangle A'B'C est 
obtenu à partir du triangle ABC par rotation autour de C d’un certain angle a. 
Prouver que les milieux des segments [A'B], [BC], [B'C] sont alignés.

(Olympiades russes-1989)

4. On considère un triangle A1A2A3 et on appelle G son centre de gravité. Les 
droites (GAi), (GA2), (GA3) recoupent le cercle circonscrit au triangle A1A2A3 
en Ai, A2, A3 respectivement. Prouver que :

GAi • GA2 • GA3 < GAI • GA'2 • GA'3

et
1 1 1 < 1 1 1 

GÂ{ + GÂ^ + GÂ[ + GÂ^ + GA3 '

5. Soit M le point d’intersection du cercle inscrit dans le triangle ABC avec le 
côté AB. On choisit un point arbitraire T / B, C sur le côté BC. Prouver que les 
cercles inscrits dans les triangles BMT, MT A, ATC sont tangents à une même 
droite.

(Olympiades russes-1989)

6. On considère trois cercles isométriques, tangents deux à deux et tangents, tous 
les trois, intérieurement à un cercle C. D’un point M de C on trace une tangente 
à chacun des trois cercles et on appelle A, B et C les points de contact.
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Démontrer que l’une des longueurs MA, MB et MC est la somme des deux 
autres.

7. Soient a, b et c les longueurs des côtés d’un triangle de périmètre 1. Prouver 
alors l’inégalité :

a2 + b2 + c2 + 4a6c < |.

(Olympiades russes-1989)

8. On considère un point P à l’intérieur d’un triangle ABC. On désigne par x, y 
et z respectivement les distances de P aux points A, B et C, et par p, q et r 
respectivement les distances de P aux droites (BC), (CA) et (AB). Démontrer 
que

xyz %pqr.

9. On considère un point P à l’intérieur d’un triangle ABC. On désigne par x, y 
et z respectivement les distances de P aux points A, B et C, et par p, q et r 
respectivement les distances de P aux droites (BC), (CA) et (AB). Démontrer 
que :

x + y + z 2(p + q 4- r).

10. On considère un polygone inscriptible A1A2... An (n 2) et son centre de 
gravité G. On désigne par Bi, B2,..., Bn respectivement les points d’intersection 
des droites (AiG), (A%G),..., (AnG) avec le cercle circonscrit dans le polygone. 
Prouver que : *

AjG A2G AnG
GB!+GB2 GBn n'

11. L’angle A est le plus petit dans le triangle ABC. Les points B et C divisent 
le cercle circonscrit au triangle ABC en deux arcs. Soit U / B, C un point appar­
tenant à l’arc limité par B et C et ne contenant pas le point A. Les médiatrices 
des segments [AB] et [AC] coupent la droite (AU) aux points V et W respecti­
vement. On appelle T le point d’intersection des droites (BV) et (CV7). Prouver 
que AU = TB + TC.

(Olympiades internationales-199 7/2)

12. Soit ABCD un quadrilatère convexe. Sur les segments ouverts ] AB [, ] BC [, 
] CD [ et ] DA [ on choisit respectivement les points M, N, P et Q tels que : AQ = 
BM = CN = DP.
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Démontrer que si MNPQ est un carré, alors ABCD est aussi un carré.

(Olympiades roumaines-1995)

13. On désigne par ma, et mc les longueurs des médianes d’un triangle de côtés 
de longueurs a, b et c. Prouver l’inégalité :

ma (bc — a2) + mb(ca — 62) H- mc (ab — c2) 0.

14. On considère un triangle ABC et on note a, b, c les longueurs des côtés [BC], 
[CA], [AB] respectivement. Soient ma, mb et mc les longueurs des médianes issues 
de A, B et C respectivement et soit d le diamètre du cercle circonscrit au triangle 
ABC. Prouver que :

a2 + b2 b2 A c2 c2 A a2------------ 1-------------- 1------------ 6d.
mc ma mb

15. Soit ABC DE un pentagone convexe vérifiant la propriété (P) : A(ABC) = 
A(BCD) = A(CDE) = A(DEA) = A(BAB) = 1.

Calculer Faire du pentagone ABCDE. Montrer qu’il existe une infinité de 
pentagones non isométriques vérifiant la propriété (P).

(Olympiades des Etats-Unis-1972)

16. Les diagonales d’un quadrilatère inscriptible ABCD se coupent en O. Prouver 
l’inégalité :

AB CD BC AD < OA OÇc OB OD
CD+ ÂB + AD + BCT OC + OA + OD + OB'

(Olympiades russes-1987)

17. Pour tout point P intérieur au triangle ABC, on désigne respectivement par 
D, B et F les pieds des perpendiculaires abaissés de P sur [BC], [CA] et [AB]. 
Trouver les points P tels que

BC CA AB
~PD + PË + PF

soit minimum.

(Olympiades internationales-1981/1)
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18. Dans un triangle ABC on a A = 2B, l’angle C est obtus et les mesures des 
côtés sont des entiers. Quel est le plus petit périmètre possible de ce triangle ?

19. PQRS est un quadrilatère convexe à l’intérieur d’un triangle ABC. Prouver 
qu’il existe un triangle parmi les triangles PQR, PQS, PRS et QRS dont la 
surface est inférieure au 1/4 de l’aire de ABC.

(Olympiades chinoises-1986)

20. On considère un cercle C et une tangente A à ce cercle. Soit M un point fixé de 
A. Déterminer le lieu géométrique des points P possédant la propriété suivante : 
il existe deux points Q et R sur la droite A tels que M soit le milieu du segment 
[QR] et que C soit le cercle inscrit dans le triangle PQR.

(Olympiades internationales-1992/4)

21. Dans un plan on se donne deux cercles sécants Ci et C2 ; A est un de leurs 
points communs. Les points et M2 parcourent respectivement, dans le même 
sens, les cercles Ci et C2, avec une même vitesse angulaire. A chaque tour les points 

et M2 passent simultanément au point A. Montrer qu’il existe un point fixe 
du plan qui est constamment équidistant de M± et M2.

(Olympiades internationales-1979/3)

22. Les diagonales AC et CE d’un hexagone régulier ABCDEF sont divisées 
respectivement par des points intérieurs M et N de telle sorte que :

AM _CN _
AC ~~CË~ ‘

Déterminer A lorsque B, M et N sont alignés.

(Olympiades internationales-1982/5)

23. Soit ABCD un quadrilatère convexe inscrit dans un cercle de centre O. On 
désigne par P le point d’intersection de {AC) et {BD). Les cercles circonscrits aux 
triangles ABP et CDP se recoupent en Q. Si O, P et Q sont distincts, prouver 
que {OQ) est perpendiculaire à {PQ).

(Olympiades chinoises-1992)
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24. Soit C un cercle dans le plan. Deux autres cercles, Ci et C2, passant par le 
centre O du cercle C, se recoupent en un deuxième point M. On désigne par A et 
E les points d’intersection de C avec C2, et par C et D les points d’intersection de 
C avec Ci. On suppose de plus que les droites {AD) et {CE) se recoupent en B. 
Prouver que B MO = 90°.

(Olympiades russes-1992)

25. ABC est un triangle rectangle en A et D est le pied de la hauteur issue de A. 
La droite joignant les centres des cercles inscrits dans les triangles ABD et ACD 
coupe respectivement [AB] et [AC] en K et L.

On désigne respectivement par S et T les aires des triangles ABC et AKL. 
Montrer que

S^2T.

(Olympiades internationales-1988/5)

26. Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus. Les bissectrices inté­
rieures des angles A, B, C recoupent le cercle circonscrit au triangle ABC respec­
tivement en Ai, Bi, Ci. w

On appelle Aq le point d’intersection de la bissectrice intérieure (AAi) avec 
les bissectrices extérieures des angles B et C. Les points Bq et Cq sont définis de 
manière analogue. Prouver que :

a) l’aire du triangle AqBqCq est le double de l’aire de l’hexagone AC1BA1CB1 ;

b) l’aire du triangle AqBqCo est supérieure ou égale à quatre fois l’aire du 
triangle ABC.

(Olympiades internationales-1989/2)

27. Dans le plan on se donne un polygone convexe à n côtés avec n 4. On désigne 
par p le périmètre de ce polygone et par d la somme des longueurs de toutes ses 
diagonales. Prouver les inégalités :

n — 3 <

(Olympiades internationales-1984/5)

28. On se donne un ensemble de segments dans le plan, de longueur totale égale à 
1. Prouver qu’il existe une droite l telle que la somme des longueurs des projections
des segments considérés sur cette droite soit

7T

2*

((Proposé à lOlM-1989)

29. Dans le plan on se donne un polygone convexe à n côtés. On désigne par ak 
la mesure de son &-ième côté et par dk la longueur de la projection du polygone
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sur la droite contenant le fc-ième côté (k — 1,2,..., n). Prouver que

U1 U2 d>n

(Olympiades russes-1988)

30. Un cercle, dont le centre est situé sur le segment [AB] d’un quadrilatère convexe 
ABCD est tangent aux trois autres côtés. Prouver que, si le quadrilatère ABCD 
est inscriptible, alors

AD + BC = AB.

(Olympiades internationales-1985/1)

31. On se donne quatre points A, B, C, D dans le plan, C et D étant dans un 
même demi-plan déterminé par la droite (AB). On suppose de plus que AC BD = 
AD • BC et ADB = 90° + ACB. ,

Calculer le rapport
AB. • CD^
AC BD-

et prouver que les cercles circonscrits aux triangles ACD et BCD sont orthogo­
naux (deux cercles sécants sont dits orthogonaux si les tangentes en leurs points 
d’intersection sont perpendiculaires l’une à l’autre).

(Olympiades intemationales-1993/2)

32. Soit ABC DEF un hexagone convexe tel que :

AB = BC = CD, DE = EF = FA, BCD = EFA = 60°.

Soient G et H deux points intérieurs à l’hexagone tels que AGB = DHE = 
120°. Montrer que

AG + G B + GH + DH + HE CF.

(Olympiades internationales-1995/5)

33. Soit P un point à l’intérieur du triangle ABC vérifiant

APB - ACB = APC - ABC.

Soient D et E les centres des cercles inscrits dans les triangles APB et APC 
respectivement. Montrer que les droites (AP), (BD) et (CB) sont concourantes.

(Olympiades intemationales-1996/2)
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34. ABCD est un quadrilatère convexe tel que (AB) et (CD) ne sont pas pa­
rallèles. On considère un cercle passant par A et B et tangent à (CD) en P, et un 
cercle passant par C et D et tangent à (AB) en Q.

Prouver que la corde commune à ces deux cercles coupe [PQ] en son milieu si 
et seulement si (AD) est parallèle à (BC).

(Olympiades chinoises-1990)

35. On se donne deux cercles concentriques dans le plan. On suppose le rayon 
d’un d’entre eux égal au double du rayon de l’autre. On considère un quadrilatère 
ABCD inscrit dans le cercle de plus petit rayon, et on considère les points Ai, 
Bi, Ci et Pi où les demi-droites [CP), [PA), [AB) et [BC) recoupent le cercle 
de plus grand diamètre.

Prouver que le périmètre de Ai Bi Ci Pi est supérieur ou égal au double du 
périmètre de ABCD, et déterminer quand l’égalité a lieu.

(Olympiades chinoises-1988)

36. On considère deux cercles concentriques de rayons respectifs R et Bi, où 
Ri > R. ABCD est un quadrilatère inscrit dans le cercle de rayon R et Ai Bi Ci Pi 
est inscrit dans le cercle de rayon Ri, tel que Ai est sur le prolongement de la demi- 
droite [CP), Bi est sur celui de [PA), Ci est sur celui de [AB) et Pi est sur celui 
de [BC). Prouver que

A(AiBiCiDi) > Rl
A(ABCD) B2 ’

où A(P) désigne l’aire du polygone P.

(Olympiades roumaines-1994)

37. Soit ABC DEF un hexagone convexe tel que (AB) soit parallèle à (ED), (BC) 
soit parallèle à (FE) et (CD) soit parallèle à (AF).

Soient Ba, Rc et B# les rayons des cercles circonscrits respectivement aux 
triangles F AB, BCD et DEF et soit p le périmètre de l’hexagone. Prouver que :

n
R a + Rc + Re - •

(Olympiades internationales-1996/5)
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1. lere solution. On remarque que les triangles AB N et ALC sont semblables.
Il s’ensuit que

AN AB
AC AL’

D’un autre côté,

A(AKNM') = ±AK • AN • sin + ^AM ■ AN • sin = AK • AN • sin 
Là Zà Là Là

car AK = AM — ALcos—,
2

A A1 AAComme A(ABC) = %AB ’ AC * sinÀ = AB • AC • sin — cos — , il s’ensuit que :
2 2

A A A
A(ABC) = AK- AL ’ sin - • cos - = AK • AN • sin - = A(AKNM).

2ème solution. On considère le point P de [BC] où la parallèle à la droite 
(CN) passant par le point M coupe [BC]. Montrons qu’alors {KP) || (BN).

Comme MPC = PC N = BAN — LAC, il s’ensuit que le quadrilatère APLM
est inscriptible. Comme AK LM l’est aussi, les points A, K, P, L et M sont co-

——— A
cycliques et on a donc K PL = tt — —, ce qui implique que KPB = PB N, d’où

(KP) || (BN).

Ainsi, A(MOC) = A(OPN) et A(KO'B) = A(O'PN), d’où le résultat de­
mandé.
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On pose v{ = v2 = On a alors
±>C At> GA

S(M) baI • + aM • ^2 + cM • V3

AÜ • (v“ï + V2 + ^3) + EÏÂ • v~{ + GLÎ • 773.

Si on pose v = + ^2 + ^3, alors v 0 {ABC est non équilatéral) et on a :

S(M) = S(N) 4=> (ÂÂ?-Â^) -î7=0 <=> MÏÏv = 0.

Si M / N alors All'i ± v. Par ailleurs, on vérifie facilement que S(O) = S(I). = 
p (p désigne le demi périmètre de ABC) et donc ÔÎ ± v. On a donc (MN) || (OI), 
ce qu’il fallait démontrer.

3.

On désigne par I, J et K les milieux respectifs des segments [BC], [A'Z>] et 
[B'C], et on étudie le problème dans le plan complexe d’origine I. Soient a, b et c 
des réels tels que B ait pour affixe —a, C ait pour affixe a, A ait pour affixe b — ic 
et D ait pour affixe b + ic. Soit enfin s = le nombre complexe qui, multiplié 
par un nombre complexe z, fait tourner le point d’affixe z d’un angle a autour de 
l’origine.
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L’affixe du point K est donnée par

zk — —ae + a — a(l — e),

et l’affixe du point J est donnée par

zj = hzD + ZA'] = |[(i» + ic) + ((—a — b + ic)e + a)] 
Z Z

= | [a(l - s) + 6(1 - e) + w(l + s)].

Comme 1 + e est perpendiculaire à 1 — e, il s’ensuit que i(l + s) est un multiple 
réel de 1 — s et donc que zj est un multiple réel de zr, d’où le résultat.

Note. On arrive à résoudre l’exercice analytiquement, mais les calculs sont 
plus longs.

Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle A1A2A3. En utilisant la puis­
sance d’un point par rapport à un cercle, on peut écrire pour tout z, 1 C i 3, 
G Ai • G Ai = R2 — OG2, où R est le rayon du cercle circonscrit au triangle Ai+2^3- 
Les inégalités à démontrer sont donc équivalentes à

(R2 - OG2)3 > GAj ■ GA2 ■ GA23 (1)

et
3 1 3(æ2-og2)£—^£ga. (2)

i=l 2 i=l

Afin de prouver ces inégalités, on remarque que

3
3(R2-OG2) = ^GA2, (3)

i—1
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en effet,

EGA< 22 (GÔ + OA*)2 = 3(OG2 + R2) - 2ÔÔ • (£2
3(R2-OG2).

L’inégalité (1) est donc une conséquence immédiate de l’inégalité entre les 
moyennes géométrique et arithmétique.

Pour démontrer l’inégalité (2), on écrit : 

ce qu’il fallait démontrer.

5. On considère la deuxième tangente commune aux cercles inscrits dans les tri­
angles CMT et AT B. Cette droite coupe les segments [MT] et [AT] en N et L 
respectivement. Le résultat demandé sera donc acquis si on réussit à prouver qu’un 
cercle peut être inscrit dans le quadrilatère AMNL, i.e., si MN + AL = NL + MA 
(caractérisation érigée en théorème dans le cours).

S
Fig. 6.25.

D’une part,

MN F AL-NL (MD - ND) + (AQ - LQ) - NL 
(MD - NK) + (AQ - LP) - NL 

MD + AQ-KP 
ME PAS- K P.

D’autre part,
K P - FR = BC - BE - CS.

Il s’ensuit que

MN + AL - NL = AB + AC - BC - AM,
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et comme AB + AC — BC = 2AM, la démonstration est achevée.

6.

Désignons par R le rayon du cercle C et par r le rayon des trois cercles 
isométriques. Le cercle de centre Oi est l’image du cercle C par l’homothétie de 

r
centre a?i et de rapport —. Il s’ensuit que

R
r / r \

üjiMi = —wiM, i.e., = 11 — — j^M.
R \ R/

D’un autre côté, MA* 2 = MMi • Mui = (1 — d’où

7. a, 6 et c

produit — — c) ’ on a en développant :

abc.

2 = a2 + b2 + c2 + 2 (ab + bc + cd).

d’où :

ojiM-XMA, X = J-—^-777.
y 1 — r/R

De même on trouve a^M = XMC et üü$M = XMB.

En remarquant que le triangle cjicj2^3 est équilatéral et en appliquant le 
théorème de Ptolémée au quadrilatère on trouve = Muj^
d’où MA 4- MB — MC. Les autres cas de figure se traitent de manière identique.

vérifient les inégalités triangulaires, d’où a, 6, c < On examine le

Or,

n2 + 62



278 Géométrie

ce qui fournit l’inégalité désirée.

Note. L’inégalité obtenue est la meilleure possible : en effet, si p, r et R 
désignent respectivement le demi périmètre, le rayon du cercle inscrit et le rayon du 
cercle circonscrit au triangle considéré, alors a, 6, c sont les racines de l’équation :

x3 — 2px2 + (p2 + r2 + 4xR) x — 4prR = 0.

Il s’ensuit que :

a2 + b2 4- c2 = 2(p2 — r2 — 4Rr), abc = 4prR.

Comme dans ce cas p = 1/2, on trouve

a2 + b2 + c2 + 4abc = | — 2r2,

ce qui peut être rendu aussi proche de | que l’on veut, tout en préservant la 

contrainte a + b 4- c =■ 1.

Soit h la mesure de la hauteur du triangle ABC issue de A. On a alors

A{ABP) 4- A{APC) = A{ABC) - A{BPC)
= ^(h-BC-p-BC)

1
-xa (car h x 4- p).

On a ainsi cr + bq xa, et par symétrie ap 4- bq zc et ap 4- cr by. 
L’inégalité de la moyenne donne alors : cr 4- bq 2y/crbq, ap + bq^ 2y/apbq et 
ap -F cr 2^/apcr. En multipliant membre à membre ces trois inégalités, on obtient 
(8pgr) x {abc) (cr 4- bq){ap 4- bq){ap + cr) {xyz) x {abc), d’où le résultat.

9. On va s’inspirer de l’exercice précédent. On avait démontré l’inégalité cr + bq 
xa. Or, si on considère le symétrique P' du point P par rapport à la bissectrice de 
l’angle A, et qu’on lui applique cette même inégalité, on obtient :

c • d (F', {AB)) + b • d (F', {AC)) a • d (F', A),
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ce qui donne cq 4- br xa, et par symétrie aq + bp zc et ar + cp < by, d’où,

fb c\ fc a\ fa b\ xx + y + z> - + T)p+ - + -)ç+(- + -)r^2(p + Q + r). 
k\c c/, %

>2 ^2 >2

Note. Cette inégalité s’appelle l’inégalité d’Erdôs-Mordell. C’est Erdôs12 qui 
l’a posée et Mordell13 qui l’a démontrée en 1937.

12. Pal Erdôs (1913-1996), mathématicien hongrois.
13. Louis Joël Mordell (1888-1972), mathématicien anglais.

10. On étudie le problème dans le plan complexe, et on suppose le cercle circonscrit 
au polygone AM2 ... An de rayon 1. Soient ai, 02,..., an les affixes des points 
Ai, A.2,..An respectivement, et &i, 62, • • •, bn celles des points Bi, B2,..., Bn 

. A. . m ai + ci2 +----- F anrespectivement. Ainsi, G a pour amxe g =-------------------------- .
n

D’un autre côté, Ai, G et Bi étant alignés, on a, pour tout i e {1, 2,..., n},

bî ai g ai 
bi-cTi g-âï

Par ailleurs, bi = et aï = —, ce qui donne :
bi ai

bi ai bi ai
T2 — = 7~/7 = ~aibi
bi — ai i/bi i./ai

(1)

ce qui conduit, compte tenu de (1), à :

On en déduit que :

GAi = |c? - ai| = y/(g- üi)(g - ai) = J—(g ~ ai)(a.ig - 1), 
V ai

et,

GBi = |p - M = y/(g - bi)(g - bi) = (1 - gg)J(, _nS(n _ 
y (1 aig){ai gj 

d’après (2).

Il s’ensuit que :

GAj = 1 (ai - <z)(i - -1)
GBi ~ 1-ggy $

_ (a»ff - l)(ff - aj)
U - gg)at_ _ 

= gff _ ai9 _ gâî + 1
1-53 1-33 1-33 1-33’
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d’où :

ngg _ (ai + a2 -I------- 1- ara)g
1 - 99 1 - 99

n+“---- =
1 ~_99

-ngg n _---- - _ n.
1 - 99 1~ 99

( i 1 1 \9\----- 1 F • • • -1 )
Q2 nnJ
1-99

11. Soient X et Y les points où les droites (BV) et (CW) recoupent le cercle 
circonscrit au triangle ABC.

On oriente tous les arcs dans le sens trigonométrique. On a donc AU =YC et 
AU=XB. Il s’ensuit que XB=YC et donc que les segments [BX] et [KC] sont 
symétriques par rapport au diamètre contenant le point T. On en déduit que 
TC = TX, d’où AU - BX = BT + TX = BT + CT.

12.

Fig. 6.29.



Solutions 281

On pose AQ = x, AD = d, PQ = u et MQB = a. On a alors, dans le triangle 
APQ,

' PQ2 = AP2 + AQ2 - 2AP • AQ • cos A,

AP2 = AQ2 + PQ2 - 2AQ ■ PQ ■ cos - a).

ce qui s’écrit :

{u2 = x2 + (d — x)2 — 2x(d — x) cos A,

(d — x)2 = x2 Pu2 — 2rŒsino,

. . P . sina siiiB
ce qui implique, compte tenu du fait que ------ =-------- , que

x u

- #(1 — sinB)
cos A = 0.

d — x

Il s’ensuit que A 90j\ On démontre de même que B 90°, C 90° et D 
90°, ce qui implique que A=B=C=D— 90°, et donc AB — BC — CD = DA.

13. Soit G le centre de gravité du triangle en question, et soient Ia, I5 et Ic les

En appliquant l’inégalité de Ptolémée au quadrilatère BIaGIc, on obtient :

2mb b c ma a mc
---  X - < - X---- 1-- X --- ,3 2 2 3 2 3’

i.e.,
b2mb C ^(abmc + bcma).

De même, on obtient :

c2mc ^(bcma + œm&), a2ma < ^(carnt + abmc), 

ce qui donne, en sommant, l’inégalité désirée.

14. Soient A2, B2, C2 les milieux respectifs des segments [BC], [CA], [AB], et 
Ai, Bi, Ci les points où les droites (AA2), (BB2), (CC2) respectivement viennent 
recouper le cercle circonscrit au triangle ABC.
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On a alors AAi < d, BB± d et CCi d. Calculons A1A2 : on a A1A2-AA2 = 
a2 b2

BA2 • ^2C, c’est-à-dire . De la même façon, on obtient B1B2 =   
4ma 4mb

c2
et C1C2 = - ---- • H s’ensuit que

4?7lc

4m2 a2 4m2 + b2 4m2 + c2 < 
4ma 4mb 4mc

Par ailleurs, d’après la formule de la médiane, on a :

4m2 + a2 = 2(b2 + c2), 4m2 + b2 = 2(c2 + a2), 4m2 + c2 = 2(a2 + 62), 

d’où le résultat demandé.

Puisque A(BCD) = A(CDE), il s’ensuit que (DC) || (BE). De même, les 
autres diagonales sont parallèles à leurs côtés opposés. AB PE est donc un pa­
rallélogramme et il en découle que A(PEB) = A(EAB) = 1.

Posons x = A(CPD) et y = A(CPB) = A(EPD). On a donc x + y = 1 et

A(EDP) _DP _ A(CDP) . y = x
A(EPB) ~ PB ~ A(CPBY ke‘’ 1 “ y'

9 , i/5-l 3-\/5
On en déduit que y y — 1 = 0, ce qui donne y = —-— et x = —-—, 

5 4- \/5
d’où A(ABCDE) = y + x P y + 2 = —-—.
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Pour montrer qu’il existe une infinité de tels pentagones non isométriques, 
3 — a/5 

construisons un triangle PDC tel que A(PDC) = x (c’est-à-dire —-—). Consi­
dérons ensuite les points E et B appartenant respectivement aux demi-droites 
[CF) et [DP) et tels que A(BCD) = A(CDE) = 1. Construisons enfin le qua­
trième sommet A du parallélogramme EPBA. Le pentagone ainsi construit vérifie 
la propriété (P).

16. On adopte les notations de la figure ci-dessous :

en effet, on a d’une part
_ _, x ab
On démontré que — = -— 

y cd

A(ABC) _ 1/2 x absinABC _ ab
A(ACD) 1/2 x cdsinADC cd

ad . , 
—, ce qui donne 
bc

et d’autre part,
A(ABC) _ 1/2 x ACxsïnAOB _ x
A(ACD) ~ x/2 x AC ■ ysinCOD V

De même, on démontre que - =
z

X t 
---- 1----= 
y z c

De manière analogue, on obtient

x 

y
-+7X t

2-, 
a

->2- 
t P

y t ~d
---- 1—x z b

ce qui donne
x + y 
y x 

ce qu’il fallait démontrer.

b d 
d + b'

z t a c
T H— —I—t z c a

17. On note a, b et c les mesures respectives des côtés opposés aux sommets A, B 
et C. On pose aussi PD = x, PE = y et PF = z.
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L’aire S du triangle ABC est donc :

2S = ax + by -F cz.

rA v ... i . , & b C , ,
On espere minimiser la quantité —|-1— .En appliquant rmegalite de Cau­

chy-Schwarz, on obtient x y z

( - 4------ F - ) (ax -F by -F cz) (a H- b + c)2,
\x y z)\_____v/

=2S

i.e.,
a b c (a -F b + c)2
x + y + z 2S

avec égalité si et seulement si x = y = z. La valeur minimale est donc atteinte 
pour le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.

18. Désignons par a, 6, c les mesures des côtés opposés aux sommets A, B, C 
respectivement. On a alors d’après la loi des sinus :

y = 2 cos B, 7=4 cos2 B — 1, 
b b

ce qui implique que a2 = b {b + c).

Du fait que l’on cherche le périmètre minimum, on peut supposer que les entiers 
a, b et c sont premiers entre eux dans leur ensemble, ce qui entraîne que b et c 
sont premiers entre eux car a2 = b(b H- c). Mais alors b = m2 et b + c = rz2, d’où 

ti a
a = mn. On en déduit que— = - = 2 cos B. 

m b
Or, C — 7r — 3B et comme C est obtus, il s’ensuit que 0 < B < tt/6, ce qui _ 72

donne v3 < — < 2. La plus petite solution vérifiant cette inégalité est m = 4 et 
m

n = 7, ce qui donne a = 28 ; b = 16 ; c — 33.

Ainsi, le périmètre minimum du triangle ABC est 77.

19. Il existe deux cas de figure :
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Nous traitons d’abord le cas (b). On peut toujours supposer d (R, BC) 
d(S, BC). La parallèle à (BC) passant par R coupe [AB] en U et [SP] en V. 
Puisque les triangles SQR et PQR ont la même base [QB], on peut écrire :

min{X(SQB), A(PQR)} A(VRQ) A(URQ) = A(BUR).

BU A(BUK)
Posons x = —— ; on a donc -77-—c’est-à-dire A(BUR) = xA(BAR).

AB A(BAR)
Or,

A(BAR) AR RC ,-----------  zzz ---- 1 — -----  — 1 — 7*
A(ABC) AC AC

d’où AÇBUR) = æ(l — x)A(ABC) ^A(ABC) compte tenu de l’inégalité de. la 

moyenne.

Le cas (a) se ramène au cas précédent en posant B' = P et C' = Q et en
remarquant que AÇAB'C') A(ABC).

Note. On a montré en particulier que si PQRS est un parallélogramme à 
l’intérieur d’un triangle ABC, alors A(PQRS) ^A(ABC).

20. Soit P un point dans le plan du cercle C, et soient Q et R les points de rencontre 
de la droite A avec les tangentes au cercle C issues du point P. On désigne par O 
le centre du cercle C, par A le point où la tangente A coupe le cercle C et par B 
le point diamétralement opposé au point A.
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On montre que QA = WR. En effet, PU + UB = PC = PD = PV + VB ce 
qui implique que PV + VB est le demi périmètre du triangle PUV. Comme les 
deux triangles PUV et PQR sont homothétiques, il s’ensuit que PR + RW est 
le demi périmètre p du triangle PQR. D’un autre côté, on a la relation classique 
QA — p — PR, d’où QA = WR.

Les points P avec la propriété en question sont donc les points du plan tels 
que M soit le milieu de [APE], Le., les points de la demi-droite d’origine B et de 
direction MÔ.

21. On désigne par B le second point d’intersection des deux cercles Ci et C2 dont 
on note les centres Oi et O2 respectivement. La parallèle menée par A à la droite 
(O1O2) coupe le cercle Ci en E et le cercle C2 en F.

La droite (M1M2) passe toujours par le point B : en effet, soit 3 l’angle parcouru 
_____ g _ __ _ g

par les deux points mobiles. On a alors ABMi = - et ABM2 — tt — -, ce qui 

implique que B e (M1M2).

Remarquons maintenant que BE et B F sont des diamètres dans les cercles 
Ci et C2 respectivement. Il s’ensuit que BMiE = BM2F — 90° et donc que les 
droites (MiE) et (M2F) sont parallèles. La médiatrice du segment [M1A/2] passe 
donc par le milieu du segment [EF] qui est un point fixe du plan, d’où le résultat.

22. On suppose, ce que l’on peut toujours faire quitte à appliquer une homothétie, 
que l’hexagone régulier ABC DEF a tous ses côtés de longueur 1. Considérons le 
point X où se coupent les deux droites (AC) et (BE).
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Fig. 6.38.

Si B, M et N sont alignés, on a d’après le théorème de Menelaüs :

CN EB XM
NËX~BXX MC

Il ne reste plus qu’à exprimer toutes les distances intervenant dans la dernière 
égalité en fonction du rapport A. On a CE = 2 cos BEC = \/3. Il s’ensuit que 

CN = v^A et NE — \/3(l — A). Par ailleurs EB = 2 et BX == Enfin, 

MC = AC - AM = V3(l - A) et XM = .

On a donc

x A x = !
V3(l - A) 1/2 V3(l - A)

ce qui donne A = ——.

23.
B

On a AQD = AQP + PQD = ABP + ACD = 2ABP = AOD.
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Il s’ensuit que le quadrilatère AOQD est inscriptible. Ainsi, OQP = OQA -F 
AQP = ODA + ABD = ODÀ + = 90°.

24. Dans la figure ci-dessous, le point K désigne le milieu du segment [CD].

On a BMO = BMD + DM0. Or, DM0 = DCO et BED = 7r - CED = 
CAD = ^COD = COK. Pour prouver que BMO = tt/2, il suffit donc d’établir 

que BMD = B ED, ce qui revient à dire que le quadrilatère B MED est inscrip­
tible.

Pour ce faire, on va démontrer que DME = DBE = a + (3 (voir la figure 
ci-dessus) : en effet, DME = DMO + OME = DCO -F OAE = a -F {3. D’un 
autre côté, DBE = 7r - (7 -F CDB) = ADC - 7 et ADC = ADO + ODC = 
OAD -F DCO = (/? + 7) -F o, d’où le résultat recherché.

25.

Une « bonne » figure incite à conjecturer que AK = AL et que les triangles 
ABC et DU sont semblables.
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On a d’une part IDJ = BAC = tt/2. D’autre part, : en effet,U J AC
posons AB = c ; BC — a ; AC = b et soient n, r2, r les rayons des cercles inscrits 
dans les triangles ABD, ADC et ABC respectivement. Comme ABC et DBA 

c
sont semblables, — = -, et comme ABC et DAC sont aussi semblables, on a 

r a
r2 b T1 , . DI r^y/2 c AB _ . n .

aussi — = -. Il s ensuit que —- =-----et que les triangles ABC etr a H DJ r2y/2 b AC B
DI J sont semblables.

On en déduit que KBD + DJK = soit encore BKJ + JDB = Or, 
Z Zi—— , - jp __   . 3 TT TT

JDB = —, d’où AKL = tt —— = —, ce qui prouve que AK = AL.

Considérons maintenant le point E, projeté orthogonal de J sur le côté [BC]. 
On a alors EL = r2 = r- = ( -. Par ailleurs, si Ef désigne le projeté

a a AE b
orthogonal du centre du cercle inscrit dans ABC sur le côté [AB] alors = - 

lj I CL
(car les triangles DAC et ABC sont semblables). Il s’ensuit que

AL = AE + EL = b- + b-
a \ 2 / a \ 2

1 / bc \ bc
d’où T = - [ — ) . Or, S = —, ce qui donne 

2\aJ 2 ’ H
T _bc _ bc 1
S ~ “ 62 + c2 2’

bc 
a '

l’égalité ayant lieu si et seulement si b = c.

26. a)

Fig. 6.42.

On démontre que Ai est le milieu du segment [BAo] : en effet, le triangle IB Ai 

est isocèle de sommet Ai puisque IAiB = ACB et AiBI = -(ABC + BAC). 
Comme par ailleurs le triangle IB Bq est rectangle en B, il en résulte que Ai est
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le milieu de [/Aq]. De même, on démontre que Bi est le milieu de [/Bo] et que Ci 
est le milieu de [/Cq]. On a donc

A(ABiCAiBCi) = A(ABiC/) + AÇCAiBI) + A(BCi AI)
= ^-A(AB0CF) + ^A(CA0BI) + ±A(BC0AI)

Z Z Z

— Tj^G^oBoCo)
Z

b) Il suffit de prouver que l’aire de AB1CA1BC1 est supérieure ou égale 
au double de l’aire du triangle ABC. Pour ce faire, remarquons que l’hexagone 
AB1CA1BC1 est d’aire maximale parmi tous les hexagones inscrits dans le cercle 
circonscrit au triangle ABC et dont A, B et C sont des sommets non consécutifs. 

Ceci est vrai car Ai est au milieu de l’arc BC, Bi est au milieu de l’arc CA et Ci 

est au milieu de l’arc AB.

Fig. 6.43.

D’un autre côté, on peut trouver un tel hexagone d’aire exactement égale au 
double de A(ABC). Cet hexagone est obtenu en prenant pour Ai l’intersection de 
la hauteur AH et du cercle circonscrit au triangle ABC, et en choisissant Bi et 
Ci de manière analogue.

Note. Le cercle circonscrit au triangle ABC est le cercle d’Euler du triangle 
AoBqCo d’où une autre façon de voir que Ai est le milieu de [/Aq].

27. On considère un polygone convexe AqAi ... An~i. Soit AiAj une diagonale; 
on a alors par l’inégalité triangulaire,

A*Aj + Ai+iAj-j-i > AiAi+i + AjAj+i.

_ ... . , , . z „ , , fn\ n(n — 3)
En additionnant membre a membre ces inégalités pour les I I — n = %-----

diagonales A^Aj, chaque diagonale apparaît deux fois dans le terme de gauche et 
chaque côté apparaît n — 3 fois dans le terme de droite si bien que 2d > (n — 3)p, 
soit

2d
— > n — 3. 
P
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Pour obtenir la majoration, considérons une diagonale AiAj. Comme elle est 
plus courte que toute ligne polygonale joignant Ai et Aj, on peut écrire :

AiAj < + • • • + Aj—iAj,

AiAj < AjAj+i + •••-!- Ai—i A-

Si n est impair, n = 2k — 1, utilisons pour chaque diagonale AiAj celle des deux 
inégalités qui comporte le moins de termes à droite. En additionnant membre à

_ n(n — 3) . , , _ . _ v _ x ! .
membre ces----- - -----  inégalités, on obtient a a gauche, et a droite une somme ou

— 1)
chaque côté apparaît 2 + 3 H------- (k — 1) =------- - -------- 1 fois. On a donc

Si n est pair, n = 2k, utilisons les mêmes inégalités que précédemment sauf
pour les diagonales AiAi+k (même nombre de termes dans les deux inégalités) : 

Ppour ces « diamètres », on utilisera les inégalités AiAi+k -. En sommant ces

n(n — 3)
2

inégalités, on obtient
9

Finalement, il est très facile de vérifier que si n est pair,

que si n est impair,
n I | n + 1 | 
2J L -2 J’

4

28. On translate les n segments Si (1 i n) de façon à ce que leur milieu 
coïncide avec un même point origine V.

On désigne maintenant les 2n extrémités, dans le sens trigonométrique, par 
Ai, A2,..., An, A'i, A'2,..., A'n. Partant d’un point on trace un segment [P^Pi] 
tel que P^Pi — V Ai, puis partant du point Pi on trace un segment [P1P2] tel que 
P1P2 = VA2, et ainsi de suite jusqu’à obtenir un polygone P1P2 ... PnP(P2 . ..P^
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Fig. 6.45.

On choisit maintenant une paire de côtés parallèles dont la distance TT1 est 
minimale. Il existe donc un cercle de diamètre TT' qui est intérieur au polygone 
PiP2 • • • PnP[P2 •--Ph® bien que

n
tt-TT' < ^Si = 1.

2=1

Or, la somme des longueurs des projections des segments Si (1 i n) sur la 
2

droite (TT') est égale à 2TT' < —, ce qu’il fallait démontrer.

29. La minoration est facile à démontrer : si D est le diamètre du polygone en ques­
tion (la distance maximale entre deux sommets du polygone), alors
Z2r=i ailD- Comme la ligne droite est le chemin le plus court entre deux points 
donnés, il s’ensuit que ]EX=i ai > 2P, d’où la minoration.

L’étape suivante sera d’établir la majoration pour les polygones convexes à n

On appelle hi la longueur de la projection du polygone sur une droite perpen­
diculaire au z-ième côté. On a donc dihi A, i — 1,2,..., n, où A désigne l’aire 
du polygone. Il s’ensuit que

ai^i _ y^ 4A(0PiPi+i) _
Â " *

2=1 2=1 2=1

Considérons maintenant un polygone convexe Aij42 ... An et soit Vi = AiA^i, 
i = 1,2,...,n. Translatons ces vecteurs de manière à ce que leur origine coïn­
cide avec un même point V, puis considérons les vecteurs vi, V2,---,Vn,
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—Vz-) • • •, —Vn, que l’on renumérote dans le sens trigonométrique : u\ = ê?, U2, 
. . . , U2n-

Partant d’un point P^n on trace un segment [PjnPi] tel que PanPi = tZi, puis 
partant du point P± on trace un segment [P1P2] tel que P1P2 = Ü2, et ainsi de 
suite jusqu’à obtenir un polygone P1P2 ... P^n- Ce polygone possède un centre 
de symétrie. De plus, à chaque côté du polygone A1A2 ... An correspondent deux 
côtés dans le polygone P1P2 ... P2n qui lui sont parallèles et égaux en longueur. Il 
s’ensuit que la projection de P1P2 ... p2n sur une droite quelconque dans le plan 
est exactement deux fois plus longue que celle de A1A2 ... An (pourquoi?). Ainsi, 
la quantité difdi est la même pour les deux polygones, ce qui nous ramène 
au cas précédemment étudié.

30. On note O le milieu du segment [AB], qui représente aussi bien le centre du 
cercle circonscrit au quadrilatère ABCD. /, J et K étant les points de contact du 
cercle inscrit dans le quadrilatère ABCD, considérons la rotation transformant le 
triangle O JC au triangle OKH.

On a alors OH K = OC J — 0, et AO H = tt—(OAH + 0). Mais puisque ABCD 
est inscriptible, il s’ensuit que O AH = 7r — 20, ce qui donne AO H = 0. Ainsi, le 
triangle AO H est isocèle de sommet A. Il s’ensuit que

OA = AK + KH = AK + JC = AK + CI.

De même, on démontre que

OB = D J + IB = DK + IB,

ce qui donne AB = AD + BC, ce qu’il fallait démontrer.

31. lère solution. On introduit le point auxiliaire E tel que EDB — 90° et 
DE = DB.
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On a alors ADE = ACB et
AD AD AC
DE ~ DB ~ ~BC'

ce qui montre que les triangles ABC et AED sont semblables.

Il s’ensuit donc que CAB = DAE, c’est-à-dire CAD = BAE. Comme

AB AC
AE ~ AD'

il s’ensuit que les triangles ACD et ABE sont semblables. On en déduit que

AC _ AD CD CD
AB ~ AE ~ BE ~ y/2 BD’

ce qui implique que
AB CD _ r-
ACBD~V '

Notons CU et CT les tangentes en C aux cercles circonscrits aux triangles ACD 
et BCD respectivement. On a donc UCD = CAD et TCD — CBD. Montrons 
que CAD + CBD = 90° :

CAD + DBC = 7T - (ACB + DAB + DBA)
= 7r-(ADE + DÂB + DBÀ) = 7r-^-^ = ^.

2eme solution. On résout le problème dans le plan complexe. Soient a, b, c et 
0 les affixes respectives des points A, B, C et D. Posons

. AC BC
X=ÂD = BD' CAD = a-

On a donc a — c = Xeiaa et c — b = Xieiab : en effet, CBD — 90° — CAD (voir 
la fin de la première solution). Il s’ensuit que c = a(l — Aem) = b(l + iXeia\ d’où :

(a — b)c = X(ezaac + ietabc)
= A[eia(l + iXeia) + ieia(l - Xeia)]ab

= Xabé^l + i).
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On a donc

AB • CD = \a - b\ • |c| = A \a\ • \b\ • Vï = AC • BD • a/2,

et on continue comme dans la première solution.

32.

On remarque d’abord que BE est un axe de symétrie du quadrilatère AB DE. 
Construisons les deux points auxiliaires C', F', images respectives de C et F par 
la symétrie d’axe BE. Les points A, G, B, C' d’une part et les points E, H, D, 
Ff d’autre part sont donc cocycliques. Il s’ensuit, par application du théorème de 
Ptolémée, que :

GA + GB = GC, HE F HD = H F'.

On en déduit :

CF = G'F' CG + GH + H F' = AG + GB + GH + DH + HE,

avec égalité si et seulement si les points G et H se situent sur la droite (C'F').

33. lère solution. On note M et N les points d’intersection de {AP) avec {BD) 
et {CE) respectivement.

Fig. 6.50.
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_ Ar c , . q . MA NA . AB BP „ .
M et N sont confondus si et seulement si ——— = -r—, i.e., —— = ——. Consi-

MP N P AC CP
dérons les points A\ B', C tels que PA • PA! — PB • PB' — PC • PC', autrement 
dit, les images de A, B et C par l’inversion de pôle P et de rapport 1.

Fig. 6.51.

Les triangles P AB et P A'B' sont alors semblables, d’où P A'B' — PB A, et de 
même PA'C' = PC A. Il s’ensuit que :

BLAC' = 'PBA + PCA = (B - PBC) + (C - PCB)

= (tt - Â) - (7T - BPC)

= BPC-BAC,

et de même,

Â'C'B' = APB - ACB, ÂrB7C/ = APC - ABC.

Ainsi, la condition de l’énoncé implique que A'B' ■= A!C. Or,

PA'
A’B' = —AB =

AB
PB-PA'

PA'A'C = ^AC =
PP

AC
PA-PC'

d’où le résultat.
AB PB

2ème solution. Pour démontrer l’égalité —— = —-, on introduit deux points 
AC PC

auxiliaires X et Y appartenant aux segments [AB] et [AC] respectivement et tels 
que :

APX = ACB, APY = ABC.

Fig. 6.52.
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Il est alors clair que AXPY est un quadrilatère inscriptible. Les triangles AXY 
et ABC sont donc semblables, et les droites (XY) et (BC) sont parallèles. D’un 
autre côté,

YC _ sïnŸPC XB _ sin XPB

PC ~ sinpÿc’ PB ~ sinPXB

YC XB YC XB
Ainsi, —— = ——. {XY) et (BC) étant parallèles, on a —— = soit enfin

PC PB AC AB
AB PB lz
—— = ——, ce qu il fallait démontrer.
AC PC 

34. La droite (PQ) coupe la corde commune [EF] en K, le cercle circonscrit au 
triangle Q CD en R et le cercle circonscrit au triangle P AB en S. On désigne par 
O le point d’intersection des droites (AB) et {CD).

On pose a = OA, b = OB, c = OC, d = OD, p = OP et q = OQ. En utilisant 
la puissance d’un point par rapport à un cercle, on obtient :

K P • K S = KE • KF = KQ • K R,

ce qui permet d’écrire :

05
KP~KP~ ~ KQ ~ KQ'

Il s’ensuit que l’égalité K P = KQ est équivalente à PR = QS, ou

CP • DP = PR - PQ = QS • PQ = AQ - BQ.

Or, p2 = ab et q2 = cd, ce qui transforme l’égalité (c — p)(p — d) = (q — a)(b — q) 
en l’égalité {ac — bd){bc — ad) = 0. Comme b > a et c > d, on a ac — bd = 0, 

b c
c’est-à-dire - = -, ce qui équivaut à (BC) || (AD).
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35.

On désigne par O le centre commun des deux cercles. On applique alors l’iné­
galité de Ptolémée aux quadrilatères OABiCi, OBC1D1, OCD1A1 et ODA±Bi, 
ce qui donne :

2ACi B1C1+2AB1,
2BDr C1D1+2BC1,
2CAt

2DB± A±Bi + 2DAi.

En additionnant ces inégalités, on arrive au résultat recherché. Pour que l’éga­
lité ait lieu, il faut et il suffit que les quatre quadrilatères soient inscriptibles. Or, 
ceci implique que :

ÔACi = ÔB^Ci = ÔC^Bi = OAD,

autrement dit, [AO) est la bissectrice de l’angle B AD. De même, [BO), [CO) 
et [DO) sont respectivement les bissectrices des angles ABC, BCD et CDA. Il 
s’ensuit que O est le centre du cercle inscrit dans le quadrilatère ABCD, ce qui 
montre que ABCD est un carré.

Réciproquement, si ABCD est un carré, A1B1C1D1 est aussi un carré, et 
l’égalité a bien lieu.

36. On pose a = AB, b = BC, c = CD, d = DA, x — B\A, y = C\B, z = D±C et 
üü = AiD.
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En utilisant la puissance d’un point par rapport à un cercle, on peut écrire : 
x(x + d) — y (y + a) = z{z + b) = w(w + c) = R2 — R2.

D’un autre côté, BiACi = tt — DAB — DCB = tt — A\CD\. Il s’ensuit que :

X(ABiCi) _ a;(a + y) 

A(ABCD) ~ ad + bc'

et de la même façon, on obtient

A(BC\D\} y(b + z) 
A(ABCD) ab + cd'

AÇAiCDi) = z(c + u) 
A(ABCD) ~ ad + bc’

A(Ai_Bt_D') __ w(d + x)
A(ABCD) ~ ab + cd

On a ainsi :

AÏAiBiCiDi) _ x(a + y) + z(c + a>) y(b + z) + a/(d + x) 
A(ABCD) ad + bc ab + cd

= l + (^_fi2)[^ + ^ +

y
z{ab + cd) x{ab + cd)

i.
y {ad + bc) {ab + cd)

2y/{ad H- bc){ab + cd) {ad + bc) + {ab + cd) = {a + c){b + d) 
i(a + b + c + d)2 8R2, 
4

la dernière inégalité résultant du fait que parmi les quadrilatères inscrits dans un 
même cercle, le carré a le plus grand périmètre.
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En conclusion, on a :

4(B2 - B2) = R2.
A^ABCD) " + 4B2 B2*

37. L’étape cruciale dans la solution de cet exercice consiste à considérer un rec­
tangle contenant l’hexagone ABCDEF.

L’exercice est, semble-t-il, impossible sans cette manœuvre. Ceci explique en 
partie la raison pour laquelle le taux de réussite de cet exercice par les candidats 
ait été le plus bas dans toute l’histoire des olympiades internationales.

Dans le triangle BCD, on peut écrire :

A n 2BD NM + PQ NF+ FM + PC + CQ
^Rc —-----— --------- —— =-------------------—------------- •

sin C sin C. sin C

D’un autre côté,

N F = AF sin A, FM = FE sin B, 
PC = BCsmB = BCsinÊ, CQ = CDsinD = CDsinÂ.

Il s’ensuit que :

Â 4 sin À sin É _ sin E sin À
4BC > AF-----+ FE-------- -- + BC----- -- + CD------,

sin C sin C sin C sin C

et de même,

_ ^^sinC sinE 4 sinC 4 sinE
4BA CD----- + ED-------- -  + AF----- -  + AB----- -,

sin A sin A sin A sin A

et
_ sinC „ sinÀ ^sinC
4Re AB----- -- + BC----- -- -F ED-----+ EF--------

sin E sin E sin E sin E
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Ceci donne finalement :

t z _ _ _ x A / sin À sin C \
^Ra+Rc^Re) FA(

vsinC smd7

sinE’x
+ EF{-----

' sin E sin C 7

„ / sin E sin
+ DE(----- - +----- --

' sin A sin E7
I + CD('ïe4 + élS'

' sin C sin A}
scpC + ^ 

' sin E sin C '

( . /sinE sinA\| +4B ------ +------)
' sin A sin E '

soit encore :

4{Ra + Rc + Re) > 2(FA + EF + DE + CD + BC + AB) = 2p, 

d’où le résultat.
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NOTATIONS UTILISEES

0 : l’ensemble vide.

4=> : si et seulement si.

=> : implique.

N (resp. N*) : ensemble des entiers naturels (resp. ensemble des entiers naturels 
non nuis).

Z (resp. Z*) : ensemble des entiers (resp. ensemble des entiers non nuis).

Q (resp. Q*) : ensemble des nombres rationnels (resp. ensemble des nombres ra­
tionnels non nuis).

R (resp. R*, resp. R+, resp. R_) : ensemble des nombres réels (resp. ensemble des 
nombres réels non nuis, resp. ensemble des nombres réels positifs, resp. ensemble 
des nombre réels négatifs).

C (resp. C*) : ensemble des nombres complexes (resp. ensemble des nombres com­
plexes non nuis).

\z\ : module du nombre complexe z.

Arg (z) : argument du nombre complexe z.

Jte (z) : partie réelle du nombre complexe z.

§71 (z) : partie imaginaire du nombre complexe z.

x | y : x divise y.

x { y : x ne divise pas y.

x = y (mod n) : x est congru à y modulo n.

(x, y) : plus grand commun diviseur de x et y.

[x, y] : plus petit commun multiple de x et y.

|V| : plus petit entier supérieur ou égal à x.

|jrJ : plus grand entier inférieur ou égal à x (partie entière de x).
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Z/nZ : ensemble des classes de résidus modulo n.

ç>(n) : indicatrice d’Euler.

(wn)neN • suite numérique indexée par N.

K [X] : ensemble des polynômes à coefficients dans le corps commutatif K.
|A| (ou card (A)) : nombre d’éléments (cardinal) de l’ensemble fini A.

x G A : x appartient à l’ensemble A,

x A : x n’appartient pas à l’ensemble A.

A Ç B : A est un sous-ensemble de B.

A C B : A est un sous-ensemble strict de B.

An B : l’intersection des deux ensembles A et B.

AU B : l’union des deux ensembles A et B.

a
: nombre de sous-ensembles à p éléments d’un ensemble à n éléments.

Qn : graphe complet à n sommets.

AB : distance des deux points A et B.

AB : mesure algébrique du bipoint (A, B).
AÈ : vecteur d’origine A et d’extrémité B.

(AB) : droite déterminée par les deux points distincts A et B.

[AB] : segment d’extrémités A et B.

[AB) : demi-droite d’origine A et passant par le point B, B A.

A, B, C : mesures des angles du triangle ABC.

[ABC] : angle (positif) déterminé par les deux demi-droites [BA) et [BC).

ABC : mesure (positive) en radians de l’angle déterminé par les deux demi-droites 
[BA) et [BC).

(B) || (A) : la droite (B) est parallèle à la droite (A).

(Z>) ± (A) : la droite (B) est perpendiculaire à la droite (A).

A(P) : aire du polygone P.

Ü • v : produit scalaire des vecteurs ü et v.
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Les olympiades internationales de mathématiques ont connu un essor 
extraordinaire pendant les deux dernières décennies. En abordant les 
thèmes traditionnellement traités dans les olympiades nationales et 
internationales, ce livre met à la disposition du lecteur un outil com­
plet de préparation à ce type de compétitions.

Chaque chapitre débute par une présentation des stratégies et tech­
niques utiles et se poursuit par de nombreux exercices corrigés.

Ce livre peut être aussi utilisé pour préparer le concours général. Son 
contenu est d'un abord facile pour un élève courageux de terminale. 
Il pourra intéresser plus généralement tous ceux que les mathéma­
tiques passionnent.

Le lecteur trouvera ici :
• les stratégies utiles dans la résolution des pro­
blèmes d'olympiades ;
• les résultats que le candidat sérieux se doit de 
connaître ;
• des exemples choisis pour les idées instruc­
tives qu'ils contiennent ;
• plus de 150 problèmes tirés des olympiades 
nationales et internationales.

Préfaces de Claude Deschamps, leader de l'équipe de France aux 
olympiades internationales de mathématiques, et de Paul-Louis 
Hennequin, vice-président d'ANIMATH.

www.editions-ellipses.fr
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