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PREFACES

PREFACE DE LA SECONDE EDITION

Paru en 1999, cet ouvrage profondément original par sa forme et son organi-
sation a connu un grand succeés puisqu’il est aujourd’hui réédité a la demande de
nombreux jeunes lecteurs. '

J'ai fait la connaissance de Tarik en 1995 & 'occasion de la remise des prix de
I'olympiade mathématique africaine, durant le congres de 'union mathématique
africaine a Ifrane au Maroe. Il y avait obtenu une médaille d’or, commencant ainsi
avec beaucoup de modestie une longue série de succes aux olympiades internatio-
nales puis a I’école des mines de Paris et enfin dans sa vie professionnelle. Ce qui
est tout & fait exceptionnel ¢’est qu'il entreprenait a vingt ans, des son entrée dans
cette école, la rédaction de ce livre dans 'objectif d'aider les futurs concurrents
4 se préparer en leur communiquant son plaisir et son enthousiasme et & franchir
tous les obstacles auxquels il venait d’étre confronté et qu'il avait lui méme sur-
montés grace & I'éducation patiente de ses réflexes et a 1'élaboration minutieuse de
sa stratégie.

En fait, ce recueil poursuit plusieurs buts :

- préparer, en particulier des candidats isolés aux compétitions internationales
{(olympiades internationales de mathématiques, tournoi des villes, rallyes sans
frontieres, Kangourou, ...) mais aussi nationales (concours général, olympiades
de premiere, championnats des jeux mathématiques et logiques, rallyes régionaux
des Irems, ...). Bien que la délégation francaise aux O.L.M. soit souvent dépassée
par des pays structurant mieux leur préparation et la mettant en ceuvre dés le
début de la scolarité, I'analyse des résultats de ces trente dernidres années montre
que les lauréats de ces compétitions se retrouvent en téte a I'entrée des grandes
écoles et que certains achévent une carriere réussie de mathématicien.

- permettre de développer dans un grand nombre d’établissements des acti-
vités périscolaires et de mettre les éleves travaillant en équipes en situation de
recherche sur des problémes ouverts. Les animateurs de clubs et d’ateliers, comme
par exemple ceux des maths en jeans, disposent ici d'une base de ressources par-
faitement structurée.

- donner & tous les enseignants de mathématiques et plus généralement a tous
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les curieux de notre discipline Poccasion de chercher puis la joie de trouver la
réponse a une question d’apparence anodine.

En conclusion lancez-vous vite dans la lecture et délectez-vous!

Paul-Louis Hennequin
Clermont-Ferrand, le 25 aott 2007

PREFACE DE LA PREMIERE EDITION

Nul ne peut nous livrer le secret du raisonnement mathématique; peut-étre
parce qu'il n'y a pas de secret! Mais il y a tous les exposés qui, en disséquant les
résultats du calcul, en créant des abstractions, en les analysant, en combinant et en
vartant les méthodes d’approche, réussissent & bien nous introduire dans I'édifice
mathématique.

Ce livre en fait partie. Chaque probléme est I'occasion pour quelques jeunes
intelligences de goiiter au plaisir de la recherche et aux jouissances abstraites. Face
a des problémes bruts ol aucune méthode de recherche n’est suggérée, la liberté
de création est totale. Il faut souvent plusieurs tentatives infructueuses pour.se
frayer un chemin vers la solution et parvenir & percer le mystere.

L’auteur nous propose ici d’exercer I'une des formes les plus captivantes du
travail intellectuel. Il est clair que pour le novice, le paysage est tout autre. Ces
mathématiques, si elles ne sont pas étrangéres & celles que ’on enseigne au lycée,
st elles ne sont pas en opposition, en contradiction avec celles que ’on dit scolaires,
sont pourtant trés différentes. Certains objecteront peut-étre, et demanderont : &
quoi bon ce genre de mathématiques? Je suis tenté de leur répondre avec Lucas :
« Il y eut toujours et toujours il y aura des savants pour dénigrer la fantaisie, des
poetes pour répondre : & quoi bon la science ? des gens pratiques pour envelopper
pottes et savants dans un inépuisable dédain d’abstrait et d’idéal. Et tout cela est
bien heureux ».

Cet ouvrage est unique en son genre. C’est, 3 notre connaissance, le premier
livre destiné & un vaste public francophone qui puisse servir de véritable outil de
préparation aux olympiades internationales. Avec des exercices minutieusement
corrigés, des exemples bien adaptés & leurs contextes et des illustrations parfaite-
ment réalisées, nous pensons que ce livre rendra beaucoup de services a ses lecteurs.
Nous ne pouvons qu’admirer cette ceuvre et en remercier I'auteur.

Claude Deschamps
Paris, le 24 juin 1999
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AVANT-PROPOS

Quand j’ai ét¢ candidat aux olympiades internationales, j’ai pu réaliser combien
il était difficile de se procurer des documents en Francais qui présentent les sujets
traditionnellement abordés dans cette épreuve. Il fallait trés souvent faire beaucoup
d’exercices pour pouvair apprécier une technigue ou une méthode d’intérét général.
C’est ainsi qu’est née dans mon esprit 1'idée d’écrire ce livre.

Tous les résultats qu'il est impératif de connaitre pour réussir les épreuves
d’olympiades y sont discutés. Loin d’étre un garant de réussite, la connaissance de
I'ensemble de ces résultats devrait au moins donner au candidat assez de confiance
pour aborder sans trembler ce type d’exercices.

Cet ouvrage esl divisé en six chapitres recouvrant l'ensemble des domaines ex-
plorés par les sujets des olympiades internationales suivant un consensus plus ou
moins explicite; certains points débordent largement les programmes des lycées
francais (équations diophantiennes, polyndmes, inégalités, graphes) mais on n'y
trouve généralement pas de géométrie dans 1'espace ni de probabilités ni de sta-
tistiques.

Le contenu du livre est congu pour étre compréhensible par un éléve courageux
de terminale. J'ai donc supposé acquises certaines notions élémentaires d'analyse,
ainsi que certains résultats trés simples concernant les structures algébriques. Par
contre, la plupart des notions enseignées au-dela de la classc terminale sont intro-
duites avant d’étre utilisées.

Les exercices proposés constituent un complément indispensable au cours : cc
n’est qu'en les travaillant séricusement que le lecteur pourra apprécier pleinement
la portée des résultats obtenus et la manitre de les mecttre en ceuvre. Les solu-
tions fournies sont trés détaillées, mais ne rendent pas compte du chemin souvent
tortucux menant a la découverte des bons arguments; c¢’est donc au lecteur de
reconstituer toutes les étapes de la démonstration en reprenant si besoin est les
calculs intermédiaires et en gardant toujours & l'esprit que la solution indiquée
n’est pas forcément la seule possible.

Beaucoup d'exercices sont tirés des olympiades nationales et internationales.

Bien qu'il soit assez délicat d’estimer la difficulté d'un cxercice, je me suis efforcé
de placer les plus difficiles en dernier. Daus le cas d'un exercice posé aux olym-
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plades internationales, il in'a paru intéressant de mentionner son numére d’ordre :
rappclons en effet que la compétition consiste en deux épreuves de 4 heures et
demie, comportant chacune trois exercices hien souvent ordonnés par difficulté
croissantc.

La bibliographic comporte 25 titres antéricurs 2 1998; il sera facile au lecteur
de la compléter en particulier par des énoncés de compétitions en consultant par
exemple les sites http: //www.animath.fr/ et http://publimath.irem.univ-mrs.fr/.

Un livre comme celui-ci n’est jamais U'ccuvre duine seule personne. I n'aurait ja-
mais vu le jour sans 'aide de M. Mohamined Aassila, professeur de mathématiques
a Vuniversité de Strasbourg, et M. Francis Maisonueuve, professcur de mathé-
matigues & I'éeole des Mines de Paris, qui ont bien voulu relire le texie en profon-
deur. Je tiens aussi a remercier Mine Brigitte d*Andréa-Novel qui m'a sontenu tout
an long de la période de rédaction de ce livre. Je remercie également mes amis Fa-
man Eftekhary, Cyril Niboyet, Rachid Rabih et Hatim Marouane qui m'ont aidé en
corrigeant certaines de mes erreurs et en me proposant des solutions alternatives.

Enfin, je tiens & exprimer ma gratitude a 1’ Association Mathématique des Etats-
Unis qui m’a autorisé a utiliser les exercices des olympiades américaines et & Mme
Corinne Baud des éditions Ellipses pour m’avoir si bien accueilli.

J'al pris beaucoup de plaisir & écrire ce livre. Si, & travers les méthodes ct
techniques abordées j'arrive A faire partager au lecleur cetie passion, si, a tra-
vers certaines remarques ot questions profondes j'arrive & susciter la curiosité de
quelques jounes talents, si enfin, & travers des exercices passionnants j'arrive-a
prouver que l'on peut se faire plaisir toul en faisant des mathématiques, mon
travail scra récompensé,

Je suis bien sir attentif & toules les remarques et critiques éventuelles que le
lectenr voudra bien m'adresser aux bons soins des éditions Ellipses qui transmet-
tromt.


http://www.animath.fr/
http://publimath.irem.univ-mrs.fr/
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LES STRATEGIES DE BASE

On débufe notre préparation par explorer un certain nombre de siratégies
générales qui s'appliquent dans des contextes variés. Le but de ce chapitre est
de montrer a quel point elles sont simples & comprendre, et cependant parfois si
difliciles & utiliser.

1.1. Le principe des tiroirs

Ce principe esi. parfois appelé principe de Dirichlet! puisque c’est ce mathé-
maticien qui fut le premier & réaliser qu’i]l pouvait servir pour montrer des résultats
non triviaux.

Dans sa version la plus simple, ce brim:ip{: peut étre énoncé coume suit @« si
n t+ 1 balles sont placées daus n tiroirs, au moins un tiroir contiendra 2 balles ou
plus ». Plus généralement :

1.1.1. Principe des tiroirs. Si n balles sont placées dans k tiroirs, au moins
un tiroir couticudra [n/k] balles ou plus.

4 Exemples.

1. On se donne n entiers ay, as, ..., a,. Prouver qu'il existe un sous-cuscemble de
{a1.az,.. .. ¢y} dont la somme des éléments est divisible par n.

Considérons les sommes suivantes @ S; = a1, 8y a1 + ag..... 8, = a| +
By + -+ Qy. S Tun des S5, ¢ — 1.2,.. ., n, est divisible par n, c'est fini. Sinon,
considérons les restes de la division euclidicnne des S; par w2, On dispose ainsi de
n restes que 'on place dans les n — 1 « tiroirs », les restes possibles modulo n.
Daprés le principe des tiroirs, il existe deux sommes S; et S; (¢ < 7) qui ont le
méme reste modulo n. Tl est alors évident que S; — 85 = @1+ - - +ay est divisible
par n.

2. Un grand maitre jouc au moins unc partic d'échees par jour pour garder la

1. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), mathématicien allemand.
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forme, mais pas plus de 10 par semaine pour ne pas se fatiguer. Prouver que s'il
joue ainsi suffisamment longtemps, il y anra unc période continue de jours pendant
laquelle il aura joné exactement 21 parties.

Soit @; le nombre de parties disputées jusqu'an jour ¢ inclus. On a alors
. k
1<ay <ap<---<ay €10x [?], k=12...
On en déduit que

k
2<a+21<a+21< - <ap+21 <10 % [?]+21; k=1,2,...

Pour k suffisainment grand, l'inégalité 2k > 21 + 10 x [k/7] devient vraie. Ii
s’ensuit qu’il existe deux indices ¢ et j tels que a; = ¢; +21. Le grand maitre aura
alors disputé 21 rencontres pendant la période s'étalant entre e jour ¢ + 1 et le
jour 7 inclus.

" EXERCICES

1. Soient a1, ag, ..., aig des entiers. Prouver qu'il existe des nombres o1, ag,. ..,
¢10 non tous nuls et appartenant & ensemble {—1,0,1} tels que 223_1 ;ia; soit
divisible par 1001.

(Proposé & {'OIM-1588)

2. Pour tout ensemble de dix naturels écrits a J'aide de deux chiffres (en systeme
décimal), il existe an moins deux sous-ensembles disjoints dont les sommes des
éléments sont égales.

(Olympiades internationales-1972/1)

3. On considére 13 nombres réels deux a deux distincts. Prouver que, parmi ces
nombres, il existe deux réels a et b vérifiant :

a—>b

l+ab<2_\/§'

0<

4. On colorie tous les points du plan en utilisant les deux couleurs rouge ¢t vert.
Démontrer qu'il existe un triangle équilatéral dont le cété mesure 1 ou /3 ot les
trois sommets sont de la méme couleur.

{Olympiades chinoises-1986)
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5. 5 est un ensemble convexe du plan. Les points de S sont coloriés a l'aide de
p couleurs, et on suppose qu'il existe dans S trois points non alignés. Démontrer
que pour tout entier naturel n 2 3, il existe une infinité de polygones de n cotés,
isométriques et dont les sommets sout de la méme couleur.

{Ofympiades roumaines-1995)

6. On fait une partition de l’ensemble des points du plan orienté en un nombre
fini de parties représentées par autant de couleurs. On fixe deux points distincts
O et A de ce plan. A tout point X du plan, distinct de O, on fait correspondre :

a} la mesure en radians «{X) de 'angle (OXEX) prise dans [0, 27 [;
b) le cercle C(X} de centre O, de rayon OX + a(X)/0OX.

Démontrer qu'il existe un point Y du plan avec a(Y) > 0, tel qu'il existe un
point de (V) de la méme couleur que Y.

(Olympiades intemationales-1984/3)

7. Soit ABC' un triangle équilatéral. Soit £ 'ensemble des points des segments
fermés {AB|, [BC], [CA]. Est-ce que, pour toute partition de F en deux sous-
ensembles disjoints, il existe au moins un triangle rectangle dont les trois sommets
appartiennent au méme sous-ensemble ?

(Ofympiades internationales-1983/4)

8. Soit n un entier > 2. Prouver que, dans unc réunion de n personnes, il existe
toujours deux personnes telles que, parmi les n — 2 autres participants, il y ait au
meins [7/2] — 1 participants qui connaissent les deux personnes a la fois ou leur
sont complétement étrangeres.

{Olympiades des Etats-Unis-1985)

1.2. La récurrence

Dans l'axiomatique de Peano?, le principe suivant est un axiome de con-
struction de 'ensemble N :

1.2.1. Le principe de récurrence. Soit m un entier naturel et Py, Py, ...
une suite de propositions. Si

a) Py, est vraie, et si

b} pour tout entier naturel k > m, Py => Py, est vrai,
alors toutes les propositions sont vraies.

4 Remarques.
1. Dans la preuve par récurrence, I'étape a) est appelée la base de la récurrence

2. Guissepe Peano (1858-1932), mathématicien italien.
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ct I'étape b) est appelée 'étape inductive.
2. Tl ne faut surtout pas oublier la base de la récurrence : en effet, la condition b)
est vraje pour toute suite de propositions f[ausses.
3. 11 peut arriver que dans utie preuve par récurrence, on ait besoin pour montrer
P4+ non seulement de Py mais aussi des F; pour m < ¢ < k. En appliquant le
principe de récwrrence a la suite de propositions (Qn)nzem définic par @ Q,, <=
Yk € {m,...,n}, F.), on justific le principe de récurrence suivant :

) 2 Tpy : 1} I P

1.2.2. La récurrence forte. Soit m un entier naturel et P,,, Pr11,... une suite
d¢ propositions. Si

a} Pp, est vraie, et si

b) pour tout entier naturel k 2 m, (Py, el Pypy1 et ... et Pr) => Piy1 est
vrale,
alors toutes les propositions sont vraies.

4 Exemples.

1. Montrer que, pour tout n € N,
LA L R
22 3 n? ’

L’astuce est de prouver par récurrence une inégalité un peu plus forte. Soit I,
1

1
lapropriété: ¢« — 4 =~ -+ —= L2 - —».
Prol 12 7 22 n? =" n i
Tl est alors clair que Py cst vraie. Si P, est vraie pour un certain n € N*| alors
1 1 1 1 1 1 1
Sttt 5 €2 - —— <2 —,
127 92 n2 (n+1)2 77 n (n+1)? ntl’

d’ol Pn+1.

2. Soit n un entier naturel, et soit £ un ensemble constitué de 2n+ 1 entiers naturels
non nuls (non nécessairement distinets). On suppose que £ vérifie la propriété (P)
« en enlevant & £ un élément quelcongue, il est toujours possible de partitionner les
éléments restants en deux parties de n éléments, la somme des éléments constityant
chaque partie étant la méme ». Prouver que tous les éléments de £ sont égaux.

On raisonne par récurrence a n fixé sur la valeur du plus grand élément de €.
Si le plus grand élément de £ est égal & 1, alors tous les éléments de £ sont égaux
a 1 ct on a le résultat souhailé.

Supposons done le résultat vrai pour tout ensemble £ 4 2n { 1 éléments (non
nécessairement distinets) vérifiant la propriété (P), et dont le plus grand élément
est < m. Considérons alors un ensemble £ dont le plus grand élément est égal
A m+ 1, et solent 1. 22, ..., Zaptr ses Gléments (on accepte toujours que les x;
ne solent pas tous distincts). Si € vérifie la propricté {P), alors tous les x;, 1 =
1,2,..., 2n+1, sont de la méme parité : en effet, pour tout i, j € {1,2,...,2n+1},
il existe des entiers paturels S; et S tels que z; +25; = 2; +2S; =2 +22+ - +
L2+l

Sitousles z;, i =1, 2,..., 2n +1, sont pairs, alors 'ensemble £ = {z1/2,22/2,
co oy Eopgr [2} vérifie la propriété (P). Comme le plus grand élément de £) est < m,
il s’ensuit que /2 = x0/2 = -+ =Fapp1 /2,16, 81 = Zp =0 = Tapgl.
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Sitous les z;, i =1, 2,..., 2n 4+ 1, sont impairs, alors V’ensemble & = {(z; +
1)/2,(z24+1)/2,.... (%on+1+1)/2} vérifie la propriété (P), et comme le plus grand
élément de & est < m, on a encore &1 = &3 = -+ = &Tgua1, ce qui acheve la
récurrence.

3. Soient &y, 2o, .... Tn et Y1, Yo, .. ., Ym des entiers naturels non ouls. On suppose

que zy +xz+ -+ Tn =41 Y2+ -+ ¥ < mn. Prouver qu'il est possible de
supprimer ccrtains termes {mais pas tous!) de part et d’antre de Pégalité o + 2o+
o4 Tp =Y+ Y2+ - + Ym tout en conservant une égalité.

On raisonne par récurrence sur m + 7. Comme m < &1 + %o + - - + @, < Min,
onan>1,etde mémem > 1. Pour n+n =4, on adonc m =n =2 et les seuls
cas possibles sont 1 +1=1+1et 1+ 2 =1+ 2 (& Pordre pres}), de sorte que le
résultat est immédiat.

Supposons donc le résultat vrai pour un certain & = m + n = 4. Considérons
Ty+x2+-+En=ytyz+-+ym <mn,

ol m + n = k + 1. On peut supposer, sans nuire a la généralité, que x,; est le plus
grand des z;, 1 = 1, 2,..., n, et que 3 est le plus grand des y;, i =1, 2,.... m.

On peut aussi supposer ) > 1 car si 7 =y, le probleme est résolu. On a alors

(m1—y)+az+ =+ +ym

mn
avec ¢z + -+ + Ym < mn — — = n(m — 1). Comme n + (m — 1} = k, on peut

appliquer I’hypothese de récurrence pour conclure.

9. Soit n un entier strictement positif. Prouver que, pour tout entier strictcment
positif & < n!, il existe des entiers positifs dy, dg, ..., di, & < n, deux & deux
distincts et divisant chacun n!, tels que : a = dy +da + - -+ + dp.

10. Soit n un entier de la forme 2%, k = 1. Prouver que. dans tout ensemble de
2n — 1 entiers strictement positifs, on peut trouver un sous-ensetnble de n entiers
dont la somme est divisible par n.

(Olympiades allemandes-1981)

11. On considere n points d'un méme plan (n > 5). Démontrer qu’il est possible de
relier ces points par des fleches de telle sorte que de chaque point on peut arriver
a un autre point en suivant une ou deux fleches.
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12. Soient ), ¥a,..., 198y des vectcurs dans le plan tels que {|7.|| € 1 pour
1 < r £ 1989. Montrer qu'il est possible d’affecter & chaque vecteur @ un nombre
er = £1 de telle sorte que :

{(Proposé & ['OIM-1989)

13. On considére un ensemble de 2n points dans I'espace euclidien, n > 1, et on
suppose construits n? 4+ 1 segments entre ces points. Prouver que la configuration
obtenue contient au moins un triangle.

14. Les sommets d'un polygone convexe ayant 2n + 1 ¢6tés sont coloriés de telle
sorte que deux sommets consécutifs n’aient pas la méme couleur. Prouver qu'il
est possible de diviser ce polygone en triangles & 1'aide de diagonales dont les
extrémités sont de couleurs différentes et qui ne se recoupent pas entre elles.

{Obympiades hongroises-1978)

1.3. La descente infinie

Supposant le principe de récurrence acquis, il est facile de démontrer que « toute
partie non vide de N admet un plus petit élément ». On dit que N est bien ordonné.
Une conséquence de ce principe équivalent au principe de récurrence est la méthode
de descente infinie découverte par Fermat®,

1.3.1. La descente infinie. Soit une suite de propositions Py, Py, ..., Fp,...
Si pour tout k € N tel que Py, est fausse, 1l existe m € N tel que P, soit fausse
et m < k, alors toutes les propositions Py, Py, ..., P,,... sont vraies.

4 Preuve. On démontre d’abord que toute partie non vide de N admet un plus
petit élément : en effet, si S est une partie de N n’ayant pas de plus petit élément,
considérons la suite de propositions (P, )nen, oll la proposition P, est « Yk < n,
k ¢ 8 ». Py est alors vraic car autrement 0 serait le plus petit élément de S. De
plus, si P, est vraic pour un certain m € N, alors Pp,4 est vraie : en cffet, si
P, +1 était fausse, alors m + 1 € S serait le plus petit élément de S puisque 7,
est vraic.

Pour démontrer la validité de la méthode de descente infinie, on raisonne par
I'absurde : Pensemble des entiers & tels que Py est fausse serait alors une partie
non vide de N qui n’admet pas de plus petit élément.

O

3. Pierre de Fermat (1601-1665), mathématicien frangais.
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¢ Exemples.
1. La suite des carrés parfaits coutient-cllc une progression arithmétique infinie ?

Si (a2 )nen- st une progression arithmétique infinie, alors

2 2 _ 2 2 o«
i1 — Oy = Qo — @ m=2,3,4,...

TR r—1?

Comme @41 + CGm > A + Gm—1, 00 dOit AVOIT 241 — @y < Gy — Q1 POUT
m 2 2, ce qui s’écrit encore :

Q2 — @) > a3 —dx > Gqg — a3 > -+ -

On a ainsi une suite strictement décroissante d’entiers positifs, ce qui est im-
possible.

2. Résoudre dans Z® Péquation diophantienne :

2+ 2_1,13 = 423,

Montrons que {0, 0, 0) est la seule solution & I’équation proposée. 8i (z, y, z) est
une solution non nulle, alors z est pair. Si on pose £ = 2w ol w € Z, alors

(2w)* +I2y3 = 473,
c’est-a-dire ‘ ' ‘
(—y)? + 22* = 4w,

ce qui impligue que (—y, z, /2) est aussi solution. D’une facon analogue, on trouve
que {—2z,2/2, —y/2) est solution, puis que (—z/2, —y/2, —2/2) est aussi solution,
et ainsi de suite on arrivera & une solution contenant un entier impair, ce qui est
impossible.

15. Prouver qu'il n’existe pas de quadruplets (x, ¥, 2,t) d’entiers strictement po-

sitifs tels que : '
2 + % = 3(2% + £2).

16. A chaque sommet d’un pentagone régulier, on associe un entier relatif de telle
sorte que la somme de ces cing nombres soit strictement positive.

Si, a trois sommets consécutifs, correspondent respectivement les nombres
z, y, z avec y < 0, alors l'opération suivante est permise : « remplacer le triplet
(wayv Z) par (:E + %Y + Z) ».



8 Les stratégies de base

Cette opération est répétée tant qu'au moins un des cing nombres est stricte-
ment négatif. Délerminer si ce processus prend nécessairement fin aprés un nombre
fini d'opérations.

(Olympiades internationales-1986/3)

17. Il y a n? piéces occupant un carré de c6té n sur un échiquier infini. Il est
possible de déplacer une piece par dessus une case occupée vers une case vide; la
pi¢ce par dessus de laquelle le mouvement est effectué est alors immédiatement.
écartée de I'échiquier.

Pour quelles valeurs de n peut-on se retrouver avee une seule piece sur 'échi-
quier ?

1

ollo]e
olofo >
olole

{Ofympiades internationales-1993/3)

1.4. Maximums et minimums

L'un des réflexes qu'il faut avoir en présence de problemes d’existence dans un
cnsemble fini est de considérer des objets de T'ensemble qui minimisent on maxi-
misent les valeurs prises par unc certaine fonction. Il s’agit donc d’'une méthode
permettant de construire une solution ou de prouver gu’il n’existe aucune solution
an probltme. Les exemnples et exercices qui suivent montreront a quel point il est
facile de dérouler 1a démonstration une [ois réussi le choix de la fonction.

4 Exemples.

1. On se donne un ensemble fini £ de points dans le plan, On suppose que pour
toute paire {A, B} de points dans £, il existe un point C # A, B dans £ tel que
les points A, B et C soient alignés. Prouver que tous les points de £ sont alignés,

Si les points de £ n’étaient pas tous alignés, ensemble des couples {4, A), olt
A est une droite passant par deux points de £ el A est un point de £ n’appartenant
pas a A, serait non vide.

Considérons alors un couple (A, A) qui minimise la distance du point A & la
droite A, et soit P le pied de la perpendiculaire issuc du point A a la droite A. 11
existe au moins trois points B, C' et D de I'ensemble £ sur la droite A.
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A
| Q
1
I )
i | o
A D P B C
Fic. 1.1.

Sans nuire a la généralité, on peut supposer que B et ' se trouvent du mérme

coté du point I? et que B est plus proche de P que €. Ceci étant, on obtient une
contradiction en considérant le pied de la perpendiculaire issue de B a la droite
(AC) puisque BQ < AP.
2. Le raisonnement précédent peut étre appliqué pour résoudre des exercices du
meéme type. Considérons par exemple le probléme suivant : soit £ un ensemnble fini
de droites dont deux quelconques ne sont pas paralleles. On suppose de plus que
toute intersection de deux droites de £ appartient & au moins une autre droite
dans £. On va prouver que toutes les droites ont un point commuu.

Si les droites de £ ne passaient pas toutes par un méme point, ’ensemble des
couples (A, A}, ol A est une droite dans £ et A cst un point d'intersection de
deux droites dans £ n’appartenant pas & A, serait non vide.

Considérons done un couple {A, A) qui minimise la distance du point A & la
droite A, et soit P le pied de la perpendiculaire issue du point A a la droite A.
Par hypotheése, i1 cxiste trois droites A;. As, Ay € & qui passent par le point A.
On sc retrouve alors avee la méme contradiction que dans le premier exemple :

Ay

EXERCICES

18. Dans le plan on se donne un disque fermé de rayon I, et on suppose qu'il
contient sept points dont les distances mutuelles sont toutes = 1. Prouver que le
centre du disque est I'un de ces points.

(Ofympiades britanniques-1975)

19. On considére un pentagone convexe ABCDE tel que parmi ses cOtés et scs
diagonales, il n'existe pas de segments paralléles. Les droites (AD) ct (BC) se
coupent ¢n un point X, et on dessine une fleche sur le segment [BC| dans le sens
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de ce point. De manieére analogue, on dessine des fleches sur les autres cotés du
pentagone. Prouver qu’il existe deux fleches dirigées vers un méme sommet du
pentagone.

20. On se donne un ensemble S de 2n+43 points dans le plan dont trois quelconques
ne sont pas alignés, et quatre quelconques ne sont pas cocycliques. Prouver qu'il
est toujours possible de trouver un cercle passant par exactement 3 points de S et
séparant les autres points cn n points a 'intéricur du cercle ¢t n points & I'extérieur
du cercle.

21. Soit X un ensemble fini et E(X) la collection des sous-ensembles de X
possédant un nombre pair d’éléments. Soit f une fonction a valeurs réelles définie
sur E(X) telle que f(D) > 1990 pour un certain D dans E(X) et f(AUB) =
F(A) + f(B) — 1990 pour tous éléments disjoints A et B dans F(X).

Prouver que X peut étre partitionné en deux sous-ensembles disjoints P et
tels que f(S) > 1990 pour tout élément non vide S dans E(P) et f(7') < 1990
pour tout élément 7" dans E(Q).

(Ofympiades chinoises-1990)

22. On considére l'opération suivante : « passer du point P(z,y) & I'un des points
Pi(z,y + 22), Po(2,y — 22), P3(z — 2y,y) ou Py(x + 2y,y) ». On suppose entore
qu'il est iuterdit de parcourir un segment que 'on a déja décrit. Prouver que, si
l'on part du point (1,+v/2), il n'est pas possible d’y revenir.

{(Ofympiades hongroises-1990)

1.5. Les invariants

Il peut arriver que, dans un probleme donné, on ait un ensemble d’états pos-
sibles &g, &1,. .., le passage d’un état a 1'état suivant étant régi par un ensemble
de régles bien définies. On se pose alors la question suivante : « pcut-on atteindre
un état final £; en partant de I’état initial £, 7 ».

Une stratégie souvent efficace pour s’attaquer a ce type de probléemces est de
considérer nne fonction f, définie sur 'ensemble des états du systéme, Lelle que
si on peut passer d’'un état £ & un état £, on ait nécessaircment (&) = f(&).
Si f(&r) # f(&o). la conclusion est immédiate : partant de 'état £y, on ne peut
jamais atteindre 'état £¢. La fonction f est alors appelée invariant. Elle pcut étre
par exemple la parité d’'une variable, le nomhre d’éléments d’un ensembile, . ..

4 Exemples.

1. On écrit sur un tableau les nombres 1, 2,..., 1998. On choisit deux nombres
arbitraires que 'on efface pour les remplacer par leur différence. Cette opération
est répétée tant que le tableau contient au moins deux nombres. Le dernier nombre
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qui reste sur le tableau peut-il étre égal 4 27

La réponse est non : en effet, la somme des éléments inscrits sur le tableau
conserve sa parité au cours du processus décrit dans 1’énoncé. Celle-ci étant celle
de la somme initiale

1
1+2+---+1998=§x1998)(1999:999)( 1999,

qui est impaire, le dernier nombre qui reste ne peut pas étre égal & 2.
2. Dans la suite
1,0,1,0,1,0,83,5,0,...

chaque terme apres le sixieme est égal au dernier chiffre de la somne des six termes
qui le précedent. Prouver qu'il est impossible de trouver la succession :

0,1,0, 1,6, 1,

dans la suite ainsi définic.
{Olympiades russes-1984)
On désigne par (£n)nz1 la suite définie dans I'énoncé, et on considére la fone-
tion :
flz,y, 2, t,u,v) = 22 + 4y + 62 + 8t + 10u + 12v.

On a alors :

F(Znt1:Tni2y o aZnas) — f(@Tn, Tntl, ooy Tnys)

= (2nt1 + 4Tnqo + o+ 1220506) — (2an +42ppy + - + 122045)
=122p46 — 22 — 2Zn4) — 2Znt2 — 2Tn43 ~ 2Tntd — 2Tnqs

= 12(:6" +&pyr +00 4 iL'YH-S) - 2('~rn +Tpt1+-- + $ﬂ+5)

= 0 (mod 10).

1l s’cnsuit que le dernier chiffre de f(n, Znt1,-- ., Tnts) cst un invariant. Mais
£(1,0,1,0,1,0) = 18 et £(0,1,0,1,0,1) = 24, d’ot1 la conclusion que la succession
0, 1,0, 1, 0, 1 ne peut se produire.

..... -~ EXERCICES

23. On considére le tableau suivamt ou seul 1'élément & I'intersection de la premiere
ligne et de la troisieéme colonne est un signe « ~ », les autres éléments étant des
signes « + » :
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]+ |+
A+ ]+
+
+l+ |+ ]+

Est-il possible qu'a I'issue d'un processus oll, & chaque étape, on peut changer
les signes d'une ligne, d'une colonne ou d’une diagonale quelconque, on se retrouve
avec un tableau ol tous les éléments sont des signes « + » 7

24. On affecte a chaque sommel d'un cube donné un entier naturel, Il est alors
possible de choisir une aréte et augmenter de 1 les nombres correspondant a ses
deux extrémilés.

Partant de la situation représcentée ci-dessus, prouver qu'il est impossible de
rendre les nombres dans les huit sommets égaux.

{Olympiades russes-1981)

25. On affecte arbitrairement a chaque élément d'un tableau 9 x 9 la valeur 1 ou
—1. On ecaleule pour chaque élément du tableau le produit des éléments adjacents
{deux éléments sont dits adjacents si leurs cases respectives ont exactement un ¢6té
en commun) puis, simultanément, on remplace tous les éléments par les produits
correspondants.

Est-il possible qu'aprés un nombre fini de telles opérations on aboutisse & un
tableau constitué nniquement. d*éléments éganx & 17

(Olympiades chinoises-1992)

26. On se donne quatre triangles rectangles isométriques. On prend I'un d’entre
eux et on le coupe en deux a l'aide de Valtitude issue de 'angle droit puis on
recommence avec 'cnsemble de tous les triangles rectangles résultants, Prouver
qu’il est impossible de se débarrasser des triangles isométriques.

(Ofympiades russes-1995)




SOLUTIONS

1. On considére 'ensemble £ formé par les vecteurs (y1,42,...,%10) tels que
yi = 1 pour i = 1,2,...,10. On affecte & chaque somme Z:‘__’l Yy sa classe
modulo 1001. Comme |E| = 2'° = 1024, il existe deux vecteurs (u1,uz,...,u0)
et (v1,v2,...,010) tels que :

10 10 10
E u;a; — E via; = E (uz - 2;‘1)0.,;
i=1 =1 i=1

soit divisible par 1001. Mais u; — v; € {~2,0,2} et u; — »; # 0 pour un certain j.

[1 s’ensuit que
10

Z %(u, = ’U,’)ai

=1

est divisible par 1001 et (u; —v;)/2 € {—1,0,1}, d’oi le résultat.

2. Soit X un ensemble € {11,12,...,99} tel que | X| = 10. Cet ensemble posside
2'0_2 = 1022 parties non vides strictes. D'un autre cdté, si A est un sous-ensemble
de X (A# @, X), alors:

1< (zfoe A)y<IL+92+-- +099 =855

Puisque le nombre d’« objets » (sous-ensembles non vides strictes de X) est
supéricur au nombre de « tiroirs » (les sommes distinctes des éléments d'un tel
sous-ensemble), il s’ensuit qu’il existe deux parties B, C' de 'ensemble X dont la
somme des éléments est la méme, ie.,

D wlyeB)=3 (z]2€0)
Tl est alors clair que B € Cet C ¢ B. Posons X = B\{BNC) et Y = C\(BNC).

On a donc
SzleeX)=> (ylyeY),

d’ou le résultat.

3. Soient a;, i = 1,2,...,13, les réels considérés. Pour tout 7 € {1,2,...,13}, il
existe un unique réel z; dans | — w/2,7/2][ tel que a; = tanz;, et le principe des
tiroirs prouve Pexistence de deux indices ¢, j € {1,2,...,13} tels que :

T

0<a—a;5 < .
AT
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On a alors -
tan0 < tan (z; — ;) < tan T

et comme tan7/12 = 2 — /3, le résultat est acquis.

4. Si tous les points du plan sont de la méme couleur, le probleme est résolu.
Supposons donc que les points du plan ne sont pas tous de la méme couleur;
démontrons alors qu'il existe deux points dont la distance vaut 2 et qui sont de
couleurs différentes : en effet, on suppose que lorsque la distance entre deux points
vaut 2 alors ces deux points sont de la méme couleur. Soient alors A et B deux
points distincts du plan. On place les points A, Aa...., A sur le segment [AB)]
de telle sorte que AA; = A) Ay =+ = A 1Ay =2 et A B < 2. 81 AxB = 2,
alors B a la méme couleur que A et si AxB < 2, on considére un point C' tel que
ApC = CB = 2. Les points A, B et C sont de la méme couleur.

C
2 2 2 VRS
— o —¢ - ————
A A A Ax_1 Ax B
Fic. 1.3

Ainsi, on démontre que tous les points du plan sont de la méme couleur, ce qui
est en contradiction avec I'hypothese.

Soient alors 4 et B deux points de couleurs différentes et tels que AB = 2.
Soit O le milieu du segment [AB]. Le point O a la méme couleur que A ou que
B. Supposons qu'il a la méme couleur que A. On construit alors les deux triangles
équilatéraux AOD et AOC. '

FiG. 1.4.

Si 'un des points C ou D a la méme couleur que A, alors 'un des triangles
AOD ou AOC est une solution. Sinon le triangle BC D sera une solution.

5. Soit C un cercle a l'intérieur d'un triangle formé par trois points non alignés
de S, et posons m = np + 1. Considérons un polygone régulier 4,, Ay,..., Ay,
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inserit dans C. D'apres le principe des tiroirs, il existe au moins n poiuts de la
méme couleur qui forment un polygone de n ¢Otés dont les sominets sont de la
meéme couleur.

Soit @ un angle de |0, 2w /m{. Par des rotations d’angle <., on obtient une infi-
nité de polygones de n cotés inscrits dans le cercle C et ayant des sommets de la
méme conleur. Comme le nombre de couleurs est find, il s’ensuit qu’il existe une
couleur commune & une infinité de ces polygones (qui ne sont pas nécessairement
isométriques). Mais comme il n'y a qu'un nombre {ini de fagons de choisir un poly-
goue de n ¢Otés (i une isométrie pres) dont les sommets appartiennent a ’ensemble
{A1, Ag,..., A}, il s'ensuit qu’il existe une infinité de polygones convexes de n
cOtés qui sont isométriques et dont les sominets sont de la méme couleur.

6. On suppose les points du plan orienté coloriés a 'aide de n couleurs différentes.
Affectons a chaque cnsemble de points dans le plan 'ensemble des couleurs qui le

colorient. Il y a alors
n
> (3) =2
k=1

ensembles possibles,

Si on considére un ensemble de 2™ cercles concentriques de centre O et de
rayons < /2, alors il existe forcément deux de ces cercles, C) et Cy, avec le méme
ensemble de couleurs. Si R) < Ry sonl les rayons respectifs de C) et (s, alors il
existe un point ¥ du cercle C; tel que :

Y
a(Y)>0, Rp=Ry+ %)
Ry
AN
Ry

Fic. 1.5.

En effet, puisque 0 < By (R2— R|) < 2w, le point Y est parfaitement déterminé
sur le cercle ;. Mais alors Y a la méme couleur qu'un certain point du cercle
Ca = C(Y), d'olt le résultat.

7. L’idée est de partager le triangle ABC en quatre triangles, dont trois sont
rectangles. Pour ce faire, considérons un point D de [BC], et soient F' son projeté
orthogonal sur [AB] et E le projeté orthogonal de F' sur [AC]. On sonhaiterait
que D soit le projeté orthogonal de F sur [BC].
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F

B D c
Fic. 1.6.

St tel était le cas, on aurait BDF =CED = AFE = 30°, ce qui impliquerait.
que
AF  BD CFE

F_DC _ EA

Réciproquernent, si D, F et F' sont choisis sur les segments [BCY, [AC] et [AD]
respectivement, de telle sorte que la derniére égalité soit, vérifiée, alors :

EF? = AE® + AF? _ 2AE . AF - cos EAF = %AB’,

ce qui donne EF? 4+ AFE? = AF? ie., AEF = 90°. Tle méme, on montre que
BFD = EDC = 90°.

Supposons maintenant qu'il existe une partition de £ = [AB]U [BC}U [CA] en
deux sous-ensembies &) et &£ telle qu'aucun triangle rectangle dont les somriets
sont situés dans £ n’a tous ses somimets dans un méme sous-ensemble. Sans perte
de généralité, on peut supposer que D, £ € £, 1l s'ensuit gqu’aucun point. situé sur
[AB] \ {F} n’appartient & &), ce qui implique encore que C, E € & . Ou a douc
{C. E, D} C &, et l¢ triangle CED étant rectangle, on a une contradiction.

8. On désigne par S l'ensemble de tous les participants et par A 'ensemble des
triplets (A, B,C) € §? tels que € soit une connaissance commune de A et B ou
une personne étrangtre & A et B & la fois,

Si C € & connait & participants & la réunion, alors il existe k(n — 1 — k) paires
ou C' connait exactement un seul élément. On en déduit que :

|A] > ‘Zn[(n ; 1) _ (” ; 1)2] _ nn — 12)(n— 3).

Si on prend pour « tiroirs » 'ensemble de tous les couples (A, B) € 8%, ct
P’on pose '« objet » (A, B,C) € A dans le tiroir (A, B) pour tout C & S tel que
(A4, B,C) € A, alors on aura au moins n{n — 1)(n — 3)/2 objets & distribuer entre
n(n—1) tircirs. On en déduit qu'il existe an moing un tiroir contenant au minimum

rz(n— 1)(‘”-—3)/2" _ r”_g] = [nJ -1

nin — 1) 2 2

objets, ce qui permet de conclure.
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9. La propriété est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle est vraie pour un entier
7. 2 1, et soit a un entier < (n 4 1)!. Divisons a par n+ 1 : il existe {d,7) € Nx N
tel que

a=dn+1)+r

oud < nlet r < n+ 1. Par hypothese de récurrence, il existe des nombres
di. da. . ... di (! € n), deux & deux distinets et divisant chacun n!, tels que :

d=dy +dz + -+ di, s0it
a=diln+1)+de(n+1)+--+di{n+1)+r

d’olt le résultat.

10. Le résultat est vrai pour n = 2 : en effet, tout eusemble de trois entiers
strictement positifs possede deux éléments de méine parité; leur somme est alors
divisible par 2.

Supposons done la propriété vérifiée pour n = 2571 & > 2, et soit S un
ensemble de 2 x 2¢ — 1 entiers strictement positifs. Soit alors un sous-ensemble
quelconque de S ayant 2 x 2871 — 1 éléments. Par hypothése de récurrence, ce
sous-ensemble contient 257! entiers dont la somme £, est divisible par 251 : 5, =
25=1x (& € N). L’ensemble obtenu en enlevant & S les 2%~ entiers précédemment
sélectionnés possede 2 x 28 — 1 = 25~1 = 3 x 2¥=1 — 1 ¢éléments. On peut donc
trouver parmi ces éléments 25~ entiers dont la somme % est divisible par 2571 -
Ty = 251y (y € N). En ignorant de nouvean ces 2! entiers, on se retrouve avec
un ensemble ayant 2 x 251 — 1 éléments et il est donc possible d’en sélectionner
28=1 dont la somme T3 est divisible par 271 : T3 = 2¥~1z (z € N).

Parmi les entiers x, ¥ et z, deux au moins sont de méme parité; disons x et y.
On a alors : _
i+ =2z 4y) =25 (teN),

ce qui montre que la proprié¢te est vrale pour 2k,

11. Le résultat est vrai pour n =5 et n = 6.

N

n=>5 n==6
Fig. 1.7.

Q
o
!

Supposons qu'un systéme de n points A,, Aa,..., A, vérific la propriété et
ajoutons & ce systéme deux points 4,41 et 4,42. Relions A,4; & tous les points
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A;,i=1,2,...,n, puis relions les points A;,i =1,2,...,n, au point A,+2. Relions

enfin le point A, 42 au point Ay, 1.
An+1

Ay A @

An+2
Fia. 1.8.

Il est alors immédiat que la propriété est vérifiée par le nouveau systéme. Il
s’ensuit qu’elle est vérifiée pour tout entier n 2 5.

12. On considére des vecteurs @, ¥a,..., ¥, (n = 1) tels que {|&;]| < 1 pour
1 € r € n, ct on démontre le résultat demandé par récurrence sur 'entier n :

- Le résultat est évident pour n = 1 ou 2.

- On suppose alors qu’il ¢st vrai pour n — 1, ol n > 3, et on considére un
ensemble de n vecteurs 4y, ¥a,. .., O, tels que ||5:]] € 1 pour 1 € » € n. Parmi
les vecteurs @y, @, 73, il existe toujours une paire {&;,¥;} telle que 'un au moins
des vecteurs @; £ 7 ait une norme < 1 : en effet, les six vecteurs £@), £y, £,
construits & partir de l'origine, divisent le plan cu 6 domaines anguleux dont un
au moins a une ouverture € 60°. Saus perte de généralité, on peut supposer que
[|th + niz|]] € 1 o1 7 = £1. On consideére alors le vecteur & = ¥ + 57, et on
applique Uhypothise de récurrence a l'ensemble de vecteurs

{L:;s '173, '174, R | ﬁn}s
il existe done n — 1 réels A, 3, £4,..., €p, égaux a £1, tels que :
"
H,\g+ S e < va
r=3

Mais Ad = A¥; + Antiy, d’ou le résultat.

13. On considére d’abord le cas n = 2. Si 4 points sont reliés & I'aide de 5 segments,
4 "
alors il y a un seul segment qui manque aux ( 2) = 6 segments déterminés par

ces points. Si [AB] est ce segment, alors tout triplet formé de 3 parmi les 4 points
et ne contenant pas les deux points A ¢t B a la fois forme un triangle,

A B

Fic. 1.9.
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Supposons donc que pour tout cnsemble de 2(n — 1) points reliés a Paide de
(n — 1)% + 1 scgments, il y ait toujours un triangle formé, et prenons 2n points
quelconques dans I'espace euclidien. Relions ensuite ces points 2 1'aide de n? + 1
segments ct soit [AB] Pun de ces segments. $il existe un triangle de la forme
ABC dans la configuration obtenug, alors il n’y a plus rien & prouver. Dans le
cas contraire, les points A et B sont les extrémités d'au plus 2n — 2 segments. 11
s’ensuit que, apres suppression des points A et B et des segments dont A ou B
est extrémité, la configuration obtenue consiste en 2(n — 1) points reliés & I'aide
d’au moins (n% +1) — (2n — 1) = (n — 1) + 1. Par 'hypothese de récurrence, cette
configuration contient au moins un triangle, d’ou le résultat.

14. Le cas n = 1 est trivial. Supposons le résultat valable pour tout polygone
convexe ayant 2n—~ 1 ¢Otés, n 2= 1, et dont les sommets sont ¢oloriés conformément
anx exigences de 'énoncé. On considére alors un polygone Ay Ag ... Agnyy dont
les somiets sont coloriés de telle sorte que deux sommets consécutifs n'aient pas
la. méme coulenr. Une diagonale de ce polygone sera dite « bonne » si elle est de
la forme A;A;y2, ol A; et A;y2 sont de couleurs différentes. On se propose de
démontrer qu'il existe deux « bonnes » diagonales qui ne se recoupent pas entre
clles.

On considére les diagonales Ay As, Az As ..., Agn—1A42,41. Comme A; et Aopii
sont de couleurs différentes, il existe forcément une de ces diagonales, d, par
exemple, qui est « bonne », et on peut supposer que toutes les autres ne le sont pas
(dans le cas contraire, le probleme serait résolu). St Agg_; Agg+1 est cette diago-
nale, alors les points Ay, As, ..., Agg_1, d’une part, et Aspyq,..., Aoy d’autre
part sont de méme couleur. 11 s'ensuit que Azx et Ay d’une part, et Asy et Aap g
d’autre part sont de couleurs différentes.

On consideére alors les diagonales Ay Aoy, AzpnAon—_2,..., AgAs. Comme Ay et
Ay sont de couleurs différentes, il existe forcément une de ces diagonales, dp par
exemple, qui est « bonne », et on peut encore supposer que toutes les autres ne
le sont pas. Il s’ensuit que Ay et A, sont de méme couleur, ce qui implique que
AgAayq1 est « bonme ».

Sidy = A1 Aj et dy = Ay Aay, il 0’y a plus rien & prouver. Supposons donc dy #
Ay Az ou dy # A; Az,. En considérant la « bonne » diagonale Az Az, 11, on trouve
dans chacun des deux derniers cas une paire de « bonnes » diagonales, A;A;42
et AjA;42 (£ < j), qui ne se recoupent pas entre clles. Il suftit alors d'appliquer
I'’hypothese de récurrence au polygone A1 Az .. A Ao . AjA 2. . Aspgs.

15. Si (z, 1. 2, ) € (Z”‘)4 est tel que : 22 + y? = 3(22 + t2), alors 3 divise #2 + y°.
Comme tont carré est congru & 0 ou 1 modulo 3, il s'ensuit que 2 = 4 =
0 (mod 3), i.e.,, z =y = 0 (mod 3). Si on pose z = Ju, y = v, ot (u,v) € (Z*)z,
alors on obtient

3(u? +v?) = 22 + %

. 4 :
Ainsi, (z,¢,u,v) € (Z*)" est une solution telle que 22 + 2 +u? +v? < 22+ +
2?2 + t2. En réitérant ce procédé, on aboutit & une suite strictement décroissante
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d’cntiers positifs, d’oll la contradiction.

16. Soit z; l'enticr relatif associ¢ au sommet A; du pentagone, 7 =1,2.3,4,5. On
définit alors la fonction f par :

[
12 — 2
flar, ze, 23, T4 75) = E (Tis1 —Ti1)",
i=1
ol &35 = zg et xg = X
Etudions l'influcnee du processus décrit dans Pénoncé sur les valeurs prises
par f. Quitte a réindexer les sommcts, on peut supposer x3 < 0. Le processus
consiste alors & remplacer le veeteur Xy = {21, %2, 23, T4,25) par le vecteur X, =
(z1,m2 + 73, —T3, T4 + €3, 5). Il s'ensuit que :

F(X2) = f(Xy)

(@2 + @3 — 25)% + (21 + 23)? + (24 — 12)*

+(za +25)% + (21 — 73 — 34)? — (22 — 75)°

—(3 — x1)? — (24 — 22)? — (25 — 23)% — (21 — 24)°
= 2:1:3(:1?1 + &y + X3+ 24 +585) < 0.

Les valeurs successives prises par f constituent done une sunite d'cnticrs positifs
strictement. décroissante. Il en résulte que cette suite cst finic.

Note. On peut se demander s’il existe un moyen qui permette de prédire
le nombre d’opérations nécessaires avant la fin du processus connaissant les va-
leurs initiales affectées anx sommets du pentagone. La réponse est affirmative :
considérons Pensemble S de toutes les sommes s(¢,5) = &; + g1 + - - + Zi44, OU
1 €4<5,7 =0 et on les indices sont considérés modulo 5. Le remplacement du
vecteur X| = (1,2, Ta, T4, T5 ) par le vecteur Xy = (@1, T2 + a3, —#3, £3 + 24, L5)
ne fait que remplacer I'élément w3 de S par I'élément —x3. Le processus prend
nécessairement fin lorsque tous les éléments de S deviennent positifs, ce qui im-
plique que le nombre d’opérations nécessaires avant la fin du processus est égal au
nombre d’éléments strictement négatifs de S {en considérant que S peut contenir
des éléments égaux). Ce nombre est fini car x1 + xo + 3 + 4 + 5 > 0, et on voit
que les nombres affectés aux sommets du pentagone peuvent étre choisis dans R,
et pas sculement dans Z.

17. Signalons que cet énoncé a été proposé aux olympiades russes en 1992 ct que,
idéalement, il n’aurait pas di figurer aux olympiades internationales.

On suppose chaque piéce repérée par un point (z,3) € Z%, ou 1 < x,y < n, et
on désigne par s(k, ) lc nombre de points tels que » 4y = k£ aprés j mouvements.
On pose alors pour ¢ = 0,1,2,

Sy = >, sk

k=t (mod 3)

Sin = 3p (p € N¥), alors S5(0) = $1(0) = S2(0) = 3p>. Ainsi, les 5;(0),
i = 0,1, 2, sont dc méme parité. Par ailleurs, chaque mouvement modifie la valeur
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de s(k.j) pour trois valeurs consécutives de k de £1 et modifie donc la parité
de tous les 5;. On ne peut donc se retrouver avec une seule piece sur 1'échiquier
puisqualors, un des S;(n? — 1) sera égal & 1 et les autres a 0, ce qui contredit le
fait. que tous les S; doivent avoir la méme parité.

On suppose waintenant n = 1ou 2 (mod 3). Sin = 2, les mouvements (1,1) —
(3,1}, (1.2) — (3.2) el (3,2) — (3,0} permettent d'effectuer la tache requise. Si
n 2= 3, on applique la procédure suivante ;

L ®
L BN _— e o® —_— ® — @
® o 0 e ® L ® L

. 1.10.

dont I'application répétée permet de passer d'un carré n X n & un carré (n — 3) x
(n—23):

e o ® e 6 0 ©
e o o e o
—_—

I ) ®
o
Fic. 1.11.

Ce processns permet. done d’arriver 4 un carré 2 X 2 ou a une scule picee restant
sur I'échiguier, ce qui montre que la tiache requise peut étre effectuée si et seulement
sin=1o0u2 (mod 3).

18. On désigne par O le centre du disque et par A;, As,..., A7 les points en
question. Si aucun de ces sept points n’est le centre du disque, alors le plus petit
parmi les angles LOA 4 est strictement inférieur & 60°. Soient alors A et B les
points correspondant a cet angle. Comme

AB? = OA? + OB? — 20A- OB - cos A0,

il s’ensuil que AB < 1, d’out la. contradiction.

19. Parmi les cing triangles formés par trois sommets conséeutifs du peutagone, on
choisit le triangle de surface minimale. Sans perte de généralité, on peutl supposer
que ¢est le triangle ABC. Moutrons que la Aeche sur le ¢oté [BO] est dirigée vers
le sommet. B.
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FiaG. 1.12.

Soient K et L les projections orthogonales de A et D sur (BC') respectivement.
On a A(ABC) < A(BCD), et par conséquent AK < DL, ce qui signifie que le
point d’intersection de {AD) et (BC)} se trouve du ¢6té de B. On démontre de la
méme fagon que la fleche sur [AB] est aussi dirigée vers le point B.

20. On considére une droite A dans le plan des points en question. Si nous
déplacons cette droite, sans en modifier la direction, en commencant loin de tous
les points, tous les points sont d’abord d™un c6té de cette droite; puis la droite
atteindra le premier point de § que 'on désigne par A. Si nous faisons ensuite
tourner cette droite autour du point A, alors elle passera par un second point de
S que l'on désigne par B (en termes plus savants, la droite (AB) est une frontiére
de 'enveloppe convexe de S). Ainsi, tous les points de 5, autres que A et B, se

trouvent du méme c6té de la droite (AB).
X

n
P
=P

Fic. 1.13.

Si on ordonne ces points suivant les valeurs de |'angle ,T)FE, on peut les noter
X1, X2,..., Xons1, de telle sorte que m < I’E;B o€ AXop1 B Dl est
alors immédiat que le cercle passant par les points A, B et X, fournit une
solution. En effet, les angles m, t=1,2,...,2n+1, sont deux & deux distincts
puisque 1’égalité m = m implique que les quatre points 4, B, X; et X;
sont cocycliques, ce qui est exclu.

21. Parmi les éléments de E(X), choisissons un sous-ensemble P de X tel que
f(P) soit maximal. S’il y en a plusieurs, on choisit I'un quelconque de ceux d’entre
eux ayant le plus petit nombre d’éléments. Posons enfin @ = X \ P.

On a ainsi f(P) > f(D) > 1990, et si § # P est non vide inclus dans E{P),
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alors
F(8)=1990 + (f{£?) — fF(P\ S)) > 1990.
R Y —

>0
Si, d'un autre c6té, T est un sous-ensemble de Q appartenant & £{Q), alors

F(T) = 1990 + (F(PUT) — F(P)) < 1990.

22. On commence d’abord par étudier Uinfluence du processus décrit dans 1’énoncé
sur la distance séparant l'origine O du point P(z,%). On remarque alors que si P
n’est situé sur aucune des droites Ay : z = 0,Ay : y = 0,A3 : z = y on
Ay : ¢ = —y, alors la distance OP diminue dans une seule des quatre possibilités
autorisées par le processus, et augmente dans le reste des cas.

Si I'on part du point Py(1,v/2), alors le processus décrit dans I'énoncé ne nous
meénera jamais sur l'une des droites A;, i = 1,2,3.4 : cu effet, comme 2 est irra-
tionuel, les points décrits par applications successives de 'opération décrite dans
I"énoncé sont toujours tels que le rapport des coordonnées soit irrationnel. Suppo-
sons alors qu'il existe une suite (Fy, £, .. ., B,) telle que B, = Fy, et considérons le
point le plus éloigné de Porigiue. Si £ cst ce point, alors nécessairement 0 < ¢ < n,
et on a de plus OP;41 < OF;. La seule fagon pour que cette derniére inégalité se
réalise lors du passage du point P; au point P4, est de revenir au point F;_j.
Cependant, ceci est impossible car il est interdit de retracer un segment que 'on
a déja parcouru.

23. La parité du nombre de signes « — » dans les cases ci-dessous coloriées reste
la mcéme an cours du processus.

Fic. 1.14.

La conclusion en découle iinmédiatement.

24. Considérons les tétraddres ABCD et A, B1C) D,. La somme des nombres dans

les sommets de ABCD aprés n applications de la procédure décrite dans 1'énoncé
, J

sera notée Sy, et cclle des nombres dans les somumnets de Ay B1Cy D,y sera notée §,.
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Fic. 1.15.

- . Ie ‘1,
Il est alors clair que la différence S, — 5,, se conserve au cours du processus.
ra 4 ‘ 1 - /
Par conséquent, S,, — S, = Sy — Sy = —2, Vo € N, d'oi1 le résultat.

23

25. On commence par éludier ce qui se passe dans un tableau 4 x 4 quand on part
de Ja sitnation suivante :

-1l 1]1¢}1
1] 1111
11|11
13111

FiG. 1.16.

On s'apercoit qu'on aboutit trés vite 4 deux configurations qui se reproduisent, en
alternance indéfiniment. En superposant les deux configurations on obtient une
configuration invariante par le processus décrit dans 1’énoncé :

1 [-1({-1]-1
-1 1 (-1]1
-1|-1{1]1
-1 1111

FiGc. 1.17.

A partir de cette configuration, on consiruit une configuration qui correspond
au tableau 9 x 9, et qui reste invariante au cours du processus :
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1 |- -1¢-1) 1 J—-1|—-1]-1] 1

Fi1i. 1.18.

On en déduit qu'il n'est pas toujours possible d'obtenir un tableau constitué
uniquement d’éléments égaux a 1.

26. On peui supposer, sans nuire a la généralité, que les triangles de départ sont
d’hypoténuse 1 et de cbtés p et ¢ (p,g < 1). Le processus décrit dans 1'énoncé fait
apparaitre des triangles homothétiques aux triangles de départ avec des rapports
pmg”, (m, n) € N2

A chaque Gtape, on remplace un triangle de type (s, n) par deux triangles de
Lypes (m 41, n) et (m, n+ 1). 8i on affecte & un triangle de type (i, n} le poids
1/2™*+ ]a somme de tous les poids reste alors invariante au cours du processus.

Si au bout d'un nombre fini d’élapes on aboutit & des triangles non isomé-
triques, alors chaque classe (m, i) contiendra au plus un triangle. Le poids total
est alors strictement inférieur & (il faut un nombre infini d'opérations pour avoir

I'égalité)
+oc 1
Z omtn =4
m, n=~0

Comme par ailleurs le poids total dans la configuration initiale valait 4, on a
une contradiction.




ARITHMETIQUE

L’arithmétique a toujours eu une place de choix dans les olympiades intcrna-
tionales. Avec des énoncés simples et familiers, elle est sans doute la discipline la
mieux adaptée 4 un enseignement élémentaire des mathématiques.

Avec la matiére discutée dans ce chapitre, le lecteur pourra aborder, avec
confiance, la plupart des compétitions mathématiques. Cependant, on ne saurait,
agsez rccommander au lecteur de ne pas lire trop rapidement la solution d’un exer-
cice : ce n'est qu'ainsi qu'il parviendra & apprécier pleinement les techniques .de
P’arithmétique.

.

2.1. La division euclidienne

2.1.1. Définition. On considére deuz entiers a et b. On dit que a divise b, et
on note a|b sl existe un entier ¢ € Z tel que b = aq.

4 Remarques.

1. Tout cnticer @ € Z divise 0 et est divisible par 1 et a.
2.8ialbet b|calorsale

3. S0it m un cntier non nul. alb si et seulement si ma | mb.

4. Sia|bet ale, alors a| bz + cy pour tous entiers z, y. En particulier, a|b — ¢ et
alb+c.

2.1.2. Théoréme. {Division euclidienne} Soit b un entier strictement positif.
Tout entier a s’écrit, de maniére unique, sous la forme a = bg+r, ot q € Z
el 0 € r < b. ¢ et r sont respectivement appelés quotient et reste de la division
euclidienne de a par b,

4 Preuve. On considere la progression arithmétique ..., a —2b, a - b, a, a+b, ...
Cette progression contient () parmi ses termes si et seulement si ¢ = ¢b pour un
certain ¢ € Z. Supposons done que a ne divise pas b. Soit r = a — ¢b le plus petit
terme strictement positif dans la progression précédemment considérée. On a alors
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0<r<b:eneffet,sir 2 b, r—~b=a—(g+1)bserait un terme strictement positif
de la progression qgui cst < r, ce qui est impossible.

L'unicité du couple (g, r) est facile & démontrer. Si (g1, 71) et (g2, 72) sont deux
tels couples ct si 'on suppose, ce qui ne nuit pas a la généralité, que r1 2 ry, alors
0 r —re={q — g2} < b, ce qui impose ¢, = g2, puis 7, = 72.

a

4 Exemples.

1. Soit » un entier quelconque. Le reste de la division euclidienne de n? par 4 est
¢ oul.

En effet, si n ost pair, n = 2k, alors n? = 4k? = 4 - k% + 0, et si n est impair,
n=2k+1,n?=4k>+4dk+1=4-(k* + k) + 1.
2. Soit n un entier naturel > 1. Montrer que tout entier naturel N pcut étre
représenté, de maniére unique sous la forme

N =ap+an+ an’ + - + agn®.

ol les coefficients a; sont tels que 0 € a; < n (i = 0,1,..., k). Une telle éeriture
est la représentation en base n du nombre N.

Le résultat est évident si N < n, cas exclu par la suite. On divise N par n,
N =qn+rpct on pose ag = rg. Si ¢1 < n, on a obtenu la représentation désirée.
Sinon, on divise ¢ par n, g1 = ¢on + 71 ¢t on pose a1 = r1, et ainsi de suite.
On construit ainsi une suite finie g3 > gz > -+ > ¢ d’entiers naturels telle que
Gre—1 = 1 > qr = 1, ct on obtient la forme désirée en posant ax = gy.

Celle représentation est unique : en effet, si N admet deux représentations
différentes : N = ap+an+ - +axn® et N =bg+bin+---+ bp,n™, soit 7 le plus
petit indice tel que a; # b;. Oun a alors n|a; — b;, ce qui est impossible puisque
0 < la; — bs| < n, d’ott la contradiction.

2.1.3. Définition. Un enticr naturel p > 1 est dit premier s’il posséde ezacte-
ment deur diviseurs naturels, & savoir 1 et p.

4 Remarques.
1. Les nombres 2, 3 et 5 sont par exemple premiers. 1 et 12 ne le sont pas.

2. Tout entier n > 1 peuat étre exprimmé comme le produit de nombres premiers.
Ceci justifie I'importance de cette classe particuliere de nombres qui permet cn
quelque sorte de construire tous les entiers naturels.

2.2. Plus grand commun diviseur, plus petit com-
mun multiple

2.2.1. Définition. Un entier divisant q la fois Uentier a et Uentier b, non tous les
deux nuls, est appelé diviseur commun de a et b. Le plus grand nombre strictement
positif parmi ces diviseurs cornmuns est appelé plus grond commaun diviseur de a
et b, et on le note (a,b).
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2.2.2. Théoréme. (Identité de Bézout' ) Soient a et b deux entiers, non tous les
deux nuls. Lensemble {ax+by | 2,y € Z} est ensemble de tous les multiples de
(a. b}, i.e.,

aZ + bZ = (a,b)Z. (2.1)

Fn particulier, tout diviseur commun de a et b est un diviseur de (a,b).

¢ Preuve. L'ensemble aZ + bZ contient des nombres stricternent posiiils ; soit d
le plus petit de ces nombres. Tout élément. de aZ + bZ cst alors un multiple de d :
cu effet, si n = ax + by, effectuons sa division euclidienne par d, n = gd + r avec
0 £ r <d. Le nombre » = n — qd est un ¢lément de oZ + bZ, ¢c qui impose r = 0.
Or, comme d = axg ~ byy, il s'ensuit que tout diviseur de a el de b divise aussi
d. Comme par ailleurs d est un diviseur commun de a et de b (@, b € aZ + bZ), on
voit bien que d = (a.b).
a

4 Remarques.
1. On a {a,b) =1 si el seulement s'il existe u, v € Z tels que au + bv = 1.

2. Lidentité de Bézout sc généralise facilement, au cas de n entiers ¢y, asg, . .., Gy,
non tous nuls :

L+ asZ+ -+ anZ = (a1, 02,...,84)Z,

ol {ay, as,..., ay) désigne le plus grand commun diviseur des entiers @y, ag,
oy Un.
On est maintenant en mesure d'énoncer quelques propriétés concernant le plus
grand commun diviseur :

2.2.3. Propriétés. On a les deux propriélés suivantes :
(P1) pour tout entier ¢, (a,b) = (a,b+ ac) = (a + be, b) ;
(P2) sid|a et d|b, alors

o)~

¢ Preuve. Si ¢ € Z, enscmble des diviseurs communs de a et b est le méme que
Iensemble des diviseurs communs de a et b + ae, d'ol (a.b) = (a, b+ ac).

a b 1 ) .
Passons A la deuxiéme propriété. Comme RZ + EZ = m(aZ + bZ}, il s’ensuit
a b . s . - a, b .
que (_i’ ﬁ)’ qui est le plus petit élément strictement positif de EZ + EZ est. égal
{i 25 1
a,b
3 @0)
|d|

1. Etienne Bézoni (1730-1783). mathémalticien frangais.
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4 Exemples.

1n
+ est irréductible pour tout entier naturel 7.
l4n+3

1. prouver que la fraction

(Otympiades internationales-1959/1)
En appliquant la propriété (P1), on obtient :

(2ln+4,14n+3)=(Tn+ 1, 14n+3) = (Tn+1,1) =1

2. Soient a et m des nombres naturels tels que a > 1. Démontrer que

((am _1),(1—1) ={a—1,m).

a—1

On écrit :

am™—1

a—1

=@ '-1)+ (@ %~1)+ -+ (a-1) +m.

a™—1 3 .
est. done aussi un diviseur commun

Tout diviseur commun de a—1 et de

de a — 1 et de m, et réciproquement. Le résultat en découle immédiatement.

2.2.4. Définition. Deux entiers non nuls a et b soni dits premiers entre euz si
(a,b) = 1. De méme, des entiers non nuls a;, az,- .., a, sont dits premiers entre
eux dans leur ensemble 51 (a1, a2,.-.,6,) = 1; ils sont dits premiers entre eux
deuz & deur st (a;,a;) = 1 pour toute paire d’indices {i,j} € {1,2,...,n}? telle
que i # j.

|2.2.5. Théoréme. (Théoréme de Gauss®) Si a|be et (a,b) = 1, alors a|c. I

# Preuve. Puisque (a,b) = 1, il existe des entiers u et v tels que au + bv = 1
(identit¢ de Bézout). Il s’ensuit que ¢ = a{uc) + (be)v est divisible par a.

O

¢ Exemples.
1. Soit p un nombre premier. Montrer que p divise (:) pourtout k, 1 <k <p-1,

On éerit

b= (P Yrip — k0
= (E)rito - b
)k!(p—- E).Or,pourtout k, 1 <k <p—1,

(o, K0 — K)) = 1.

2. Carl Friedrich Gauss (1777-1855), mathématicien allemand.
3. Se reporter au chapitre consacré a la combinatoire pour comprendre pourquei ce nombre est

p

si bien que p divise (k

entier.
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D’apres le théoreme de Gauss, il $'ensuit que p divise

On présente maintenant un algorithme permettant de calculer le plus grand
commun diviseur de deux nombres a, b € N* ;

2.2.6. Théoréme. (Algorithme d’Buclide®) Soit @ = b > 0 des entiers. La
procédure suivante permet d'obtenir, au bout d’un nombre fini d’opérations, le
plus grand commun diviseur des nombres a et b :
1. on effectue la division euclidienne de a par b, a = bg+r, avec 0 < v < b;
2. sir =0, alors (a,b) = b. Jinon, on remplace a par b et b par v, et on
recommence 1.

# Preuve. L’algorithme s’arréte au bout d'un nombre fini d’opérations : en effet,
la suite des restes obtenus est une suite d’entiers positifs strictement décroissante.

D'un autre cété, si a = by + r, alors (a,b) = (b,r). Lalgorithme permet donc
bien d'obtenir (a,b).
d

4 Exemples.

1. On trouve en appliquant 'algorithrae d’Euclide :

(125,60) = (60,5) = 5
(937.215) = (215,77) = (77,61) = (61,16) = (16.13) = (13,3) = (3,1) =

2. On considere deux nombres naturels non nuls a et b. Prouver que :

Q(L 1 2’) ) z(a,b) -1

Supposons ¢ = b; on effectuc la division cuclidienne de ¢ par b, @ = bg + 7, ol
0<r«<h On 2 alors :

20 —1=(2M2" —2") + (2" - 1) = A- (2" -1} + (27 — 1),
avec A =27 (2“"‘” +2Ma=2 g 1). Il s’ensuit que
(¢ — 1,2 - 1) = (2b - 1,27 - 1),

avec 0 € 27 — 1 < 2% — 1, et en suivant la procédure de l'algorithme d’Euclide, on
obtient :

(20 -1,2°-1)=(2"- 1,27 -1) = - = (208" ~ 1,0) = 2(=b) _ 3.

2.2.7. Définition. Un entier divisible ¢ la fois par Uentier non nul a et Uentier
non nul b est appelé multiple commun de a et b. Le plus petit nombre strictement
positif parmi ces multiples communs est appelé plus petit commun multiple de a
et b, et on le note [a,b].

4. Euclide d’Alexandrice (325 av. J.-C.-265 av. J.-C.), mathématicien grec.
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2.2.8. Théoréme. Tout multiple commun de a et b est un multiple de [a, b},

autrement dit,
aZ N HZ = [, b]Z. (2.2)

¢ Preuve. Il est clair que [a,b]Z C aZ N bZ. Par ailleurs, considérons un multiple
commun 7 de a et b. Effectuons la division euclidienne de n par [a, b], n = ¢[a, b+,
ou 0 < 7 < [a,b); r est alors un multiple commun de @ et b, ce qui impose r = 0,
d’olt le résultat.

O

On établit maintenant une relation directe entre le plus grand commun diviseur
ct le plus petit commun multiple que 'on érige en :

2.2.9. Théoréme. Soient a et b deus éléments de N*. On a alors -

(a,b)|a,b] = ab. (2.3)
ab
4 Preuve. Comme b est un multiple commun de a et b, il s’ensuit que d = [_a_b]-
b L b
est un entier. De plus, puisque a = [“E’_] .det b= M -d, il s’ensuit que dfa et
a

d|b, d'ou d|(a,b), i.e., (e b) = kd, k € N*.
[@. 5] B [a.b]-d  ab

On S =Ty T
de a et b. Il s'ensuit que :

est un entier. De plus, c’est un multiple commun

[a,b] < [a_],gbl

ce qui implique que & = 1, d’ou le résultat.

2.3. L’ensemble des nombres premiers

I2.3.1. Théoréme. Tout entier naturel > 1 posséde un diviseur premier.

¢ Preuve. En effet, le plus petit diviseur p > 1 de tout entier n > 1 est premier,
puisque sinon il posséderait un diviseur m, 1 < m < p qui diviscrait aussi n.

U

# Remarque. Sin est un nombre naturel composé > 1, alors il possede un diviscur
premier < 1/n {(pourquoi 7).

2.3.2. Théoréme. {Théoréme d’'Euclide) L'ensemble des nombres premiers est
infini.

4 Preuve. L'idée de la preuve d’Euclide est de raisonner par I'absurde en suppo-
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sant que 'ensemble P des nombres premiers est fini :
P = {plsPQs - ;pn}-

Le nombre N = p1py - pn + 1 est alors un nombre composé, mais il n’adinet
aucun diviseur premier puisque p; { N pour ¢ = 1,2,...,n, ce qui contredit le
théoreme précédent.

O

¢ Exemples.
1. Prouver que la progression arithmétique 4k — 1, & € N*, contient une infinité
de nombres premiers.

On utilise idée de la prenve du théoréme d'Euclide. Si on suppose que 'en-
semble des nombres premiers de la forme 45 — 1 est fini, et que l'on note ces
nombres p1, P2...., Pn, le nombre

N=dpipy - pp—1

doit étre composé. tout diviseur premier de N est de la forme 4k + 1 on 4k — 1.
Comme ils ne sont pas tous de la forme 4k + 1 (pourquoi ?), il s’ensuit que N est
divisible par 'un des p;, ce qui est absurde.
2. Soit n un nombre naturel. Construire une suite de 7 nombres composés cousécu-
tifs. _
Les nombres (n+ 1)1 +2, (n+1)!+3, ..., (n+1)! + (n+1) sout tous composés
(pourquoi 7).
3. Montrer que dans la suite 2% — 1, n € N*, il existe un segment de longueur
arbitraire dont les termes sont tons composés.
Soil m un entier arbitraire, m > 1. On sait (exemple précédent) que les nombres
ng = ml+k, ok € {2,3,...,m}, sont tous composés. De manitre plus précise,
vk € {2,3,..., m}, k{ng, donc

2k _12m™ — 1,

ce qui montre que les entiers 2™ — 1, k € {2,3,...,m}, sont composés. On a ainsi
obtenu un segment de la suite 2 — 1, n € N*, de longuenr m — 1 et ne contenant
que des nombres composés.

2.4. Le théoréme fondamental de 'arithmétique

2.4.1. Théoréme. {Théoréme fondamental de Varithmétique) Tout entier ne-
turel n > 1 se met, de maniére unigue ¢ Pordre des facteurs prés, sous la forme

k
n= Hp;"‘, (2.4)

i==]

ot les p; sont des nombres premiers distincts, et les o; sont des entiers 2 1.
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4 Preuve. L’existence d’une telle décomposition se démontre par récurrence sur
7t en utilisant le théoreme 2.3.1,

L'unicité résulte du lemme suivant, conséquence du théoréme de Gauss :

Lemme. 5% p est un nombre premier divisant le produit ayas - -+ a, de n entiers
ay, 02,..., @y, alors p divise gu moins un de ces entiers.

tJ

¢ Exercice. Soit n = p{"pg* - - pi* ot m = p’lﬁr1 pgg - pfj" les décompositions en

produit de nombres premiers de n et de mn (ici, on antorise & certains exposants
d’étre nuls).
a) Prouver que n|m si et seulement si a; < 8; pouri =1,2,...,k.
b) On pose ¥; = min (a;, &), 8; = max (o, 5;), 1 = 1.2, ..., k. Montrer que :
¥ ¥, _ .64 Sk
('m$ n) = p¥1p21 o "pkks [Tn's n] =pi'pg” - ‘Pkk-
On se pose a présent le probleme suivant : quel est ’exposant d’'un nombre
premier p dans la décompaosition en produit de nombres premiers de n!?

Ily a [n/p) multiples de p qui sont compris entre 1 et 7. Chacun de ces nombres
introduit un facteur p, mais, parmi ces nombres, il y a {n/p?| multiples de p? qui
introduisent chacun un nouveau facteur p. En continuant sur cette voie, on arrive
a compter toutes les contributions amenant des facteurs p dans la décomposition
en produit de nombres premiers de n! :

2.4.2. Théoréme. (Formule de Legendre®) L’exposant du nombre premier p
dans la décomposition en produit de nombres premiers de n! est donné par

) L(%J (2.5)

2zl

¢ Exemples.
1. Par combien de zéros se termine le nombre 100! ?

Le nombre recherché est l'exposant de 5 dans la décomposition de 100! ex
produit de nombres premiers {(pourquoi?). Ce nombre sc calcule a l'aide de la
formule de Legendre :

5+ o) =

. 2. Montrer que ie nombre
(2m)!(2n)!
min!(m + n)!
est un entier, quels que soient les nombres naturels m ct n.

(Ofympiades internationales-1972/3)

comipte tenu de la formule de Legendre, il suffit de montrer que :

57 )+ ) > L]+ L+ 15

5. Adrien Marie Legendre (1752-1833), mathématicien frangais.
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pour tout p preniier et k € N*.
Or, linégalité |2a} + |2b] 2 |a] + |B] + [a + b] est vraie pour tous réels a et
b, d’our le résultat.

On termine ce paragraphe par 1'étude d’une fonction qui joue un réle important
en arithmétique, appelée indicatrice d’Euler®.

2.4.3. Définition. Soit n un entier naturel > 1. On appelle indicatrice d’Fuler
de n gue l'on note w(n), le nombre d’entiers naturels non nuls < n et premiers
avec n.

4 Exemples.

1. Si p est un nombre premier, alors p(p) = p— 1.

2. Si n = p”, ol p est un nombre premier, alors p(n} = p” —p"~! : en effet, parmi
{1,2,..., p"}, "~ nombres sont des multiples de p, donc non premier avec p. On
en déduit que :

o) =p" —p

2.4.4. Théoreme. La fonction @ est multiplicative, i.e., pour tout couple d’en-
tiers naturels m et n premiers entre eus, on a :

p{mn) = p{m)p(n). (2.6)

¢ Preuve. Si n est un nombre naturel > 1, on note

A(n) =1{k g n|(k,n) =1}

On considere 'application f :

Afmn) —  A{m) x A(n)

z —  (x1,32),

ol 1 cst le reste de la division euclidienne de x par m et x2 est le reste de la
division euclidienne de x par n.

L’application f cst bien définie puisque (m,2;) = 1 ct (n,22) = 1. De plus,
comme (m,n) = 1, il est facile de voir qu'elle est injective. Finalement, on montre
grice & lidentité de Bézout que f est surjective {c’est un cas particulier du
théoréme chinois, démontré au paragraphe 2.8 de ce chapitre). f est donc bijective
et p(mn) = w(m)p(n).

(W]

0

’ 2.4.5. Corollaire. Soit n un entier naturel > 1 et n = p7'p3? -- - pp* sa décom-|

6. Leonhard Euler (1707-1783), éminent mathématicien suisse.
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position en produit de facteurs premiers. On a alors :

pn) = (o —pf' ) (05? — P3N - (k-0 T) 2.7)
1 1 1 2.7

2.5. La relation de congruence

On dit que a et b sont congrus modulo n > 2, et on note ¢ = & (mod n) si n
divise @ — b. Ainsi, 'utilisation de la congruence est simplement une autre fagon de
parler de la divisibilité. La notation a = & ( mod n) a été introduite par Gauss. On
peut domne reformuler les propriétés de la relation de divisibilité & 1'aide de cette
notation, par exemple :

-sia=b (mod n) et e =d (mod n), alors a + ¢ = b+ d (rod n);

-sia=b(mod n) et ¢ =d (mod n), alors ac = bd (mod n);

- sl @b = ac (mod n} et (a,n) = 1, alors b = ¢ (mod n) (théoréeme de Gauss).

D’un autre c6té, la congruence modulo 7, 1 2 2, est une relation d’équivalence
(elle est réflexive, symétrique et transitive). L'enseroble constitué de ses classes
d’équivalence est noté Z/nZ: il est fini et de cardinal n : en effet, si on note & la
classe d’équivalence contenant k¥, 0 <k <n-1l,onaZ/nZ={0,1,..., n— 1}.

¢ Exemples.
1. Soit 7 un nombre naturel et s(n) la somme des chiffres de n. Montrer que

n=s(n) (mod 9).

Si on éerit 7 = 10%ag + 105 1ap_| + - + ag, comme 10! = ' = 1 (mod 9),
t=0,1,...,k, on obtient :

n=dar+ax_1+ - +ao=s(n) {(mod9).

2. Montrer que le dernier chiffre dans la représentation décimale d'un carré parfait
ne peut pas appartenir & 'ensemble {2, 3, 7, 8}.

Si n = m? est un carré parfait, et si d est le dernier chiffre dans la représentation
décimale de m, alors m = d (mod 10), et donc n = d? (mod 10). 1l suffit donc
d’étudier I'cnsemble des restes de d2, d = 0,1,...,9, modulo 10, Cet ensemble est
égal & 'ensemble {0, 1, 4, 5, 6, 9}, d’on le résultat.

3. Soient a et b deux entiers tels que 7|a? + b%. Montrer que 7| e et 7|b.

Soit i € Z tel que z # 0 (mod 7). On a alors 22 = 1,2 ou 4 (mod 7). Ainsi,
en étudiant toutes los possibilités, on trouve :

(@0 (mod 7) on b#0 (med 7)) = (a® +b° =1,2,3,4,5 ou 6 (mod 7)),

d’on le résultat.
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2.6. Les systemes de résidus

Soit 7 un nombre naturel = 1. L'ensemble {0, 1,..., n — 1} est 'ensemble de
tous les restes possibles modulo n, i.e., tout entier est congru modulo n 4 un et
un seul élément de cet ensemble. Les ensembles {1, 2,..., n}, {-1,0,.... n— 2}
posstdent la méme propriété, ce gui motive la définition suivante :

| 2.6.1. Définition. Un ensemble de n entiers o1, o, ..., &, est dit systéme com-
plet de résidus modulo n i, pour tout entier y, il exisle exactement un élément
Xy tel que y = @; {tmod n).

On remarque tout de suite qu'un ensemble de n entiers est un systéme complet
de résidus modulo n si et seulement si deux quelconques d’entre eux n'ont pas le
moeme reste modulo n.

2.6.2. Théoréme. Si {x|, 22...., Tp} est un systéme complet de résidus modulo

n. et si k est un entier premier avec n, alors {kxy, kxa,..., kTnt est aussi un
systéeme complet de résidus modulo n.

¢ Preuve. Si kz; = kz; {mod n), alors n | k(z; — x;), et il ’ensuit que n|z; — a5
{théoréme de Gauss), ce qui est absurde si 7 # j.
O

4 Exemples,

1. Soit # un entier naturel, & un entier premicr avec n, 1 € k € n—1et M
Fensemble {1, 2,..., n—1}. Chaque élément de M est coloré avec I'une des couleurs
blanche ou bleue. On suppose que :

a) pour tout. 7 dans M, ¢ et n — ¢ ont la méme couleur;
b) pour tout. ¢ dans M tel que ¢ #k, ¢ et |¢ — &| ont la méme couleur.
Montrer que tous les éléments de M ont la méme couleur.
{Olympiades internationales-1985/2)
D'aprés le dernier théoréme, 'ensemble {0, kx 1, ..., kx{n—1)}} est un systéme
complet de résidus modulo 7. En réduisant ses éléments sauf 0 modulo n :

m; =k (mod n), ¢=12,...,n—1,

on obtient une permutation (mi, mg, ..., M,—1) de M.
Or.my=kctpour2€<r<n—1,
my_1+k slme_1+k<n,

My = .
Mre_1+hk—n sim,_1+kZ=n.

Dans le premier cas, m, est de la méme couleur que |m, — &} = m-_;. Dans
le second cas, m, est de la méme couleur que |m,. — k| = n — m,_;, qui est & son
tour de méme couleur que Mmy_1.

2. (Théoréme de Wilson ) Démontrer que p divise (p — 1)! + 1 si, et seulement si,

7 John Wilson (1741-1793), mathématicicn anglais.
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p est prermier.

Si p est composé, alors il existe des entiers p1, pp tels que 1 < py,p2 < p et
p = p1p2. Sip1 # pa, alors prpz | (p~ 1)}, ce qui implique que (p—1)! = 0 (mod p).
Si py = p2, alors 2p =2,/p < p (p 2 4), et si p > 4, alors p; x 2p1 | (p — 1), et
de nouveau (p — 1)! = 0 (mod p). Si enfin p = 4, alors (p — 1}l +1 = 7 n’est pas
divisible par 4.

Réciproquement, si p est premier, montrons que

(p—1=-1 (mod p).

Le résultat est vérifié lorsque p = 2 ou 3. On suppose dans la suite p 2 5. Soit
k un entier compris entre 2 et p — 2. L’ensemble {0, k, ..., (p — 1)k} est alors un
systeme complet de résidus modulo p; il s'ensuit qu'il existe un unique élément
rn de Pensemble {0, 1,..., p — 1} tel que km =1 {mod p) (on peut aussi le voir
A aide de l'identité de Bézout ou en se rappelant que Z/pZ est un corps). De
plus, m ne pent pas &tre égal 2 0, 1 ou p — 1. En outre, si &1 et k2 sont deux
éléments distincts de ensemble {2, 3,..., p — 2}, alors mk; # mka (mod p) si
1 <m < p—1:en effet, dans le cas contraire, on aurait p{m(k, — k2), ce qui est
impossible car {(m, p) = 1. Ainsi, les nombres 2, 3,..., p—2 peuvent étre regroupés
en paires {k,m} telles que km =1 (mod p). On a done

2:3---(p—2)=1 (mod p),

soit enfin,
(p—1!'=-1 (mod p).

2.7. Le petit théoreme de Fermat, le théoréme
d’Euler

2.7.1. Théoréme. (Petit théoréme de Fermat®) Soit p un nombre premier et a
un entier naturel. On a alors :

@ =a (modp). (2.8)
De plus, si a n'est pas un multiple de p, alors :

a?"'=1 (mod p). (2.9)

¢ Preuve. On peut démontrer le théoréme par récurrence sur a. Le cas a = 1 est
trivial. Par ajlleurs, en utilisant la formule du binéme de Newton :

(@+1)” —(a+1) = ap+§ (f)a —a.

8. Pierre de Fermat (1601-1665), mathématicien francais.
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Ainsi, si ¢? = a (mod p), il s’ensuit que (e + 1) = a + 1 (mod p) car on a déja

. P . . ’
vu que pdivise [ © ) pour 2 = 1,2,...,p — 1, ce qui conclut la récurrence,
7

Si @ n’est pas un multiple de p, alors {2, p) = 1, et donc p|a?~! —1 en appliquant
le théoreme de Gauss.

d

¢ Remarques.

1. La réciproque du petii théoreme de Fermat est fausse. En particulier, on a le
contre-exemple suivant dit & Euler : 341 divise 234 — 2, mais 341 = 31 x 11 n’est
pas premier. En effet, ,

2340 —1= (210)34 -1
est divisible par 210 — 1 = 3 x 341.

2, Le théoreme de Fermat est un cas particulier du théoreme d’Euler que 'on
énonce ci-dessous :

2.7.2, Théoréme. (Théoréme d'Buler) Si a est premier avec n, alors :
a?™ =1 (mod n), (2.10)

w étant la fonction indicatrice d’Euler définie au paragraphe 2.4 de ce chapitre.

4 Preuve. On pose £ = @{n) ct on considére ’ensemble {ri, ra,..., rx} des
nombres naturels r € n tels que (r,n) = 1.

L’ensemble {ar), ars, ..., ary} est une permutation des nombres r1, 72,..., T
modulo n : en effet, comme (ar;,n) = 1, le reste de ar; modulo n est I'un des
nombres rq, 72, . .., 7¢. Par ailleurs, ar; = ar; (mod n) implique r; = r; (mod n)
(théoréme de Gauss), donc r; = ;.

1l s’ensuit donc que :
{ar1}-(arz)---(arc) =mre---rp (mod n),
et comme (n,717z---7%) = 1, il s'cnsuit que a* = 1 (mod n), d’ot le théoreme.

a

¢ Exemples.
1. Soit 7 un nombre naturel impair. Montrer que

n|2™ — 1.
D’aprés le théoréme d’Euler n |29 — 1 ((n,2) = 1). Or, @(n) représente le

nombre des entiers a tels que a < n et (@,n) = 1; par conséquent, w(n} < n et
donc @(n) | n!. 1l s'ensuit que 29 — 112" — 1, d’olz le résultat.

5%
2. Quel est le chiffre des dizaines de milliers du nombre 55° 7

55
On s'intéresse au reste de la division euclidienne de 5%° par 10° = 25 x 5°.
Comme (2°%) = 186, il suffit de déterminer le reste de la division euclidienne de

-
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5% . " .
5% par 16. Comme (16} = 8, il suffit de nouvean de déterminer le reste de la.
division euclidienne de 5% par 8. Or,

55 =55 =5 {mod 8).

En prenant le chemin inverse et en appliguant le théoremc d’Fuler, on obticnt

puis
55 b

3 5 » [ [
57 =5 (mod 2*), 5% =5 (mod?2°x5%).

Or, 5% = 3125, ce qui implique que le chiffre des dizaines de milliers du nombre cn
question est 0.
3. Trouver le plus petit terme dans la suite définie par : a; = 19931994™™° ot
an/2 sl a, est pair,
Qn+41 = . . .
an + 7 8l i, est impair.

(Olympiades roumaines-1994)
On commence par calculer le reste de @; modulo 7. Dapres les régles de
congruence, on a,
1994'99% = 21998 — o (m10d 6),
puis, d’apres le petit théoreme de Fermat,

419&15

19931991 = 19932 = (=2)2 =4 (mod 7).
Sia, = & alors apy1 = 2+ 7 = o (mod 7} 81 x est inpair et an4 = % =
Ax (mod 7) si x est pair.

Mais puisque a3 = 1 {mod 7), il s'ensuit que tous les termes de la suite en
question sont = 1, 2 ou 4 {mod 7).

Finalecment, si m est le plus petit terme de la snite, alors m doit &tre impair,
n+7

. 14 . .
et on a = m,ic., m < 7; par consequent m = 1.

2.7.3. Théaoréme. Si a est premier avec n, alors ¢ existe un plus petit entier
strictement positif k tel que :

a* =1 (mod n).

De plus, tout nombre naturel m tel que a™ =1 (mod n) est un multiple de k.

¢ Prenve. L'enscible des entiers strictement positifs & tels que a* = 1 {mod n)
est une partie non vide de N* puisqu’elle contient @(n). Flle admet. donc un plus
petit élément que 'on note k.
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Sim est tel que ¢ =1 {mod »), on effectuc la division cuclidienne de m par
k.m=gh+r,avec 0 r < k. On adonce :

L= o™ = (™" =" (mod n),

ce qui impose v = ), vu I'hypothése vérifiée par k.

4 Exemples.
1. Déterminer tous les entiers impairs n tels que n| 3™ + 1.

Il n'existe qu'un entier impair n tel que n| 3"+ 1 : c’est n = 1.

Si n > 1 est un cntier impair, on considére le plus petit diviscur premier p de
n. Comume n est impair, on a p £ 2, et puisque p # 3 car 3 ne divise pas 3" + 1, il
s’ensuit que p > 3.

Soit k le plus petit entior tel que 3% = 1 (mod p). Dapres le théoréne de
Ferniat, 37! = 1 (mod p). Par ailleurs, p|n|3" + 1, ce qui donne 32" = 1 (mod
p). Dapres le théoréme préeédent, on a

klp- 1, k|2n.

Si & est impair, alors & |n et & < p—1 {car kip— 1), ce qui impose k& = 1, mais
alors 3 = 1 (mod p), ee qui est impossible puisque p # 2. )

Si k est pair, k = 2%, alors &' [n et &' < k£ < p— 1, ce qui impose & = 1. Or,
ceel doune & = 2, valeur inacceptable puisque p # 2.

2.8. Le théoréeme chinois

2.8.1. Théoréme. (Théoréme chinois) On considére des nombres noturels my,
M2y -.., My, premicrs entre eur deur 4 deuz, et des entiers by, ba,..., by. Le
systéme de congruences :

z=b (modm),
T =by (mmod mg), {2.11)

=0 (mod my),

admet une unigue solution modulo M = myme- - my.

4 Preuve. On commence par construire une solution entiere du systéme en ques-

) . M . . . .

tion. Pour ce faire, on pose M; = — pouri — 1.2,.... k. On a ainsi (m;, M) =1
g

si bien qu'il existe un eutier u; tel qile w;M; = 1 (mod m;) (identité de Bézout).

Ainsi,

wu My + uoMoby + - -+ 4 upMpby = b; (mod my;), i=1.2,...,k,
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ce qui montre que & = uy M1by + uaMaba + - - + up My by est solution du systéme
(2.11).

Si y est une autre solution du systéme (2.11}), alors m; divise £ — y pour
i=1,2,...,k, et donc & — y est divisible par M.

O

¢ Remarques.

1. Les Chinois savaient déja résoudre de tels systémes il y a vingt siecles, sans
utiliser bien sir le langage des congruences.

2. La preuve ci-dessus fournit une méthode de résolution du systéme étudié.
¢ Exemples.

1. Toutes les solutions du systéme de congruences :

=0 (mod 3),
=1 {(mod 5),
=7 (mod 8),

sont congrns & 111 modulo 120.

2. Montrer que pour tout nombre naturel 7, on peut extraire de toute progression
arithmétique n termes consécutifs qui soient des entiers composés.

On considére une progression arithmétique a, a+r, a+2r, ..., olt @ et » sont des
nombres naturcls. Soient py, pe, ..., pn des nombres premiers tels que r < p; <
P2 < -+ < Pn. On a done (r,p?) = 1 pour i = 1,2,...,n, et chague congruence
rz = ~a—ri (mod p?) admet donc nne unique solution z; modulo p? (I’ensemble
{r, 2r,..., pfr} est un systéme complet de résidus modulo pf) Ainsi, le systeme
de congruences

re=—a—7r (modp?),
re=—a—2r (mod p?),
re = —a—nr (mod p?),

est. équivalent au systéme ;
=z (mod p?),
r=zs (mod p3),
=z, {(modpl),

qui possede une solution d’aprés le théoreme chinois. On a donc n termes consécu-
tifs de la progression rk + a, & savoir r{z + 1) + a, ou ¢ € {1,2,...,n}, qui sont
COMPOSES.

2.9. Les équations diophantiennes

On appelle équation diophantienne unc ¢équation dont les inconnues sont des
entiers. Un exemple célébre de telle égnation est donné par le grand théoreme de
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Fermat, & savoir, pour tout enticr » 2 3, I'équation diophantienne
;_1:’". + y'n pa— zn

n'admet aucun triplet (x,y, 2) de solutions, ol z, ¥ et z sont des entiers naturels
non nuls. Cette assertion & pu étre démontrée en 1994 par Andrew Wiles?, qui a
mis fin & 300 ans de vaines tentatives.

Dans le cas n = 2, ’équation z? + y? = 2? posséde une infinité de solutions
dans (N*)?. On peut évidemment se restreindre au cas ol (z,y,z) = 1; une telle
solution sera alors dite primitive. D'un autre cOté, x et ¥ ne peuvent pas étre tous
les deux impairs puisqu’alors modulo 4, 22 = 2 (mod 4), ce qui est impossible.

2.9.1. Théor&me. Toute solution primitive de Uéquation x* +y? = 22, ow y est
supposé pair, est de la forme
r=u? % y=2uv, z=u’+? {2.12)

ot u et v sont des entiers noturels non nuls, de poarités différentes et tels que
(u,v) =1 etu>v>0.

¢ Preuve. On commence par écrire I'équation sous la forme :
) _ .2
(z+z)(z —x)=y"

ce qui montre que 7 + = et z ~ z sont pairs. On a alors

z+ 2z AT (y)2
2 2 \2/°

et comme (z,2) = 1 {car y? = 2% — z?), il s'ensuit que (z +2)/2 et (z —)/2 sont

premiers entre eux; si bien que du fait de 1'équation précédente

2+ zZ=Z
2 :uQ, :-’U2$

ot u > v >0 et (u,v) = 1. On en déduit que z = u? —v?, y = 2uv et 2 = w? + 02,
Comme 2 est impair, u et v sont de parités différentes.

a

On illustre maintenant une notion utile dans la résolution des équations dio-
phantiennes : il s’agit de la recherche d'une solution particuliére qui joue le réle
de « solution de base ». L’exemple choisi est P'équation dite de Pell'®-Fermat :

2 —yd=1,

ol d est un entier naturel non nul et qui n'est pas un carré parfait.

2.9.2. Théoréme. Si l'équation 2¢ — y?’d = 1 posséde au moins une solution
dans (N*)?, alors 'ensemble des solutions dans (N*)? de Uéquation est formé des

9. Andrew John Wiles (né en 1953), mathématicien anglais.
10. John Pell (1611-1685), mathématicien anglais.
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couples (Tn, yn), 1 € N*, donnés par la formule :
Iy + y'n.\/a = (:El + yl\/a)nv

ot (x1,1) est une solution pour laguelle la quantité z + yVd est minimale.

¢ Preuve. Si (z,,y,) € (N*)? est, défini par
T+ yaVd = (T b V)"

alors
Ty — yn\/-d = (71 - y V)",

¢e qui donne
2 —ytd = (xp — Yn \/J)(Ln + Yn \/t_i) = (x —2d)" = 1.

Supposons maintenant qu'il existe une autre solution (u,v) C {N*)? telle que
u + vvd ne soit pas une puissance naturelle de z; + Vd. 1l existe alors un enticr
k tel que
(z, + VA <u+evd < (21 +pvVd)*,

ce qui mapligune que

1< (u+v\/<§)(:z:1 —ih \/;l)k < &) +?/1\/a-

Si on pose (u~+vvVd) (@) —yvVd)* = t+wVd, alors (¢,w) est une solution telle
que 1 < t+wvd < 2y + y1Vd, ce qui est absurde.
t

4 Remarques,

1. L'¢quation a? — y?d = 1 admet en fait toujours des solutions dans (N*)%. 11
existe méme un algorithme basé sur le développement de Vd en fraction continue
qui permiet de trouver la solution (2., y) pour laquelle = + yvd est minimal.

2, Dans beancoup de cas, il cst possible de trouver par tdlonnement la solution
(z. ) pour laquelle x + yV/d est minimal, solution qui permet de générer toutes les
solutions possibles de I'équaiion de Pell-Fermat. Par exemple, (2, 1) est la solution
de base correspondant & I'équation

-3y =1,

ce qui donne toutes les solutions (., 1,) € (N*)? : 2, +ynvV3 = (2+V3), n 2 L.
On a alors les solutions : (2,1), (7.4), (26,15), ...
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1. Démontrer qu’il existe une infinité de naturels a tels que n* + a ne soit premier
pour auncune valeur de n.

{Olympiades internationales-1969/1)

2. Trouver toutes les solutions (z, ¥, z,#) € Z*% dn systeme :

xz — 2yt
zt + yz

L.

(Ofympiades russes-1991)

3. Un triangle est dit pythagorique sl est rectangle a cotés entiers; il est dit
pythagorique primitif si de plus ses c6tés sont denx & deux premiers entre enx.

Prouver que lc nombre de triangles pythagoriques primitifs avee un rayon du
cercle inscrit fixé est nunc puissance de 2. :

4. Pour tout entier n > 3, soit f((n) le plus petit entier positif ne divisant pas
n. Si f*)(n) > 3, fF(F®(n)) a un sens et on pose fFEH(n) = FO(FHF(n)). Pour
tout enticr 7 > 3, déterminer le rang k pour lequel £ (n) = 2,

{Ofympiades chinoises-1988)

5. Soit (an)nen une suite strictement croissante d’emtiers strictement positifs.
Démontrer qu'il existe une infinité de termes a,, qui peuvent s’écrire sous la forme :
Gy = T0p + Yaq, avec z, y entiers positifs et p # ¢.

(Olympiades internationales-1975/2)

6. Soit d un entier strictement positif n’appartenant pas a 'ensemble {2, 5. 13}.
Montrer que 'on peut trouver uu couple (e, b) d’éléments de P'ensemble {2, 5, 13,
d} tel que ab — 1 ne soit pas le carré d’un entier.

(Olympiades internationales-1986/1)

7. Soient a, b, m el n des nombres naturels tels que a > 1 et (a,b) = 1. Prouver
que si o™ + b™ divise a® + b", alors m divise n.
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8. Déterminer tous les carrés parfaits qui s’écrivent dans le systeme de numération
de base 9 a I'aide du chiffre 1 uniquement.

9. Trouver tous les entiers positifs z et y tels que

7 -3-2Y=1.

10. Résoudre dans (N*)? 1’équation :

11. Les entiers strictement positifs a et b sont tels que les nombres 15a + 165 ct
16a — 15b sont tous les deux des carrés d’entiers strictement positifs. Trouver ia
plus petite valeur pouvant étre prise par le minimum de ces deux carrés.

(Ofympiades internationales-1996/4)

12. On se donne des entiers naturels £ < ! < m < n tels que kn = Im. Prouver

qu’alors : k2
L)

(Olympiades rysses-1992)

13. Soit A la somme des chiffres du nombre 44444444 et B la somme des chiffres du
notbre A, Trouver la somme des chiffres du nombre B (le systéme de numération
utilisé est le systéme décimal).

{Otympiades internationales-1975/4}

14. Soient a, b, ¢, d des entiers positifs impairs vérifiant les conditions :
a)a<b<e<d;
b) ad = be;
¢)a+d=2Fet b+c=2", ket m étant entiers.

Prouver que a = 1.

(Ofympiades intermationales-1984/6)

15, Montrer que les racines cubiques de trois nombres premiers distincts ne peuvent
pas étre trois termes (non nécessairement consécutifs) d’une progression arithmé-
tique.

(Olympiades des Etats-Unis-1973)
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16. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Démontrer que pour
tout entier naturel n tel que n > ab, il existe denx entiers naturels z et y tels que
= ar + by.

17. Soient a, b, ¢ des entiers strictement positifs et premiers entre eux deux & deux.
Montrer que 2abe — ab — be — ca est le plus grand entier qui ne peutl pas s’écrire
sous la forme : xbc + yea + zab, avec x, y, z entiers positifs ou nuls.

(Olympiades internationales-1983/3)

18. On considére unc suite (@, )nen- strictement croissante, formée d'entiers na-
turels et telle que as, = a, +7n pour tout entier n strictement positif. On suppose
de plus que si a, est premier, alors n ’est aussi. Trouver ajgg3.

{Olympiades bulgares-1993)

19. Soient p et g des entiers strictement positifs vérifiant : p/¢g=1—-1/2+1/3 —
«-»—1/1318 + 1/1319. Montrer que 1979 divise p.

{Ofympiades internationales-1979/1)

20. Soit &£ un entier naturel non nul. Démontrer qu'il existe une infinité de carrés
parfaits de la forme n - 2% — 7, ol » est un entier naturel.

{Proposé & ['OIM-1995)

21. Montrer qu'’il existe un ensemble infini d’entiers naturels, deux a deux premiers
entre eux, de la forme 2" — 3, ou n 2 2.

(Ofympiades intemationales-1971/3)

22. Prouver qu’il existe une infinité d'enserubles de 1998 entiers positifs consécutifs
tous divisibles par des nombres de la forme ¢!9%8 (¢ > 1).

23. Démontrer que pour chaque entier strictcment positif 7, il existe n entiers
strictement positifs consécutifs tels gqu’aucun d’entre cux ne soit une puissance
entiere d'un nombre premier.

{Olympiades internationales-1989/5)

24, a) Existe-t-il 14 nombres naturels consécutifs tels que chacun d’entre eux est
divisible par un ou plusieurs nombres premiers p tels que 2 < p < 117



48 Arithmétique

b} Existe-t-il 21 nombres naturels consécutifs tels que chacun d’entre eux est
divisible par un ou plusieurs nombres premiers p tels que 2 £ p < 137

(Olyympiades des Etats-Unis-1986)

25. Déterminer tous les entiers naturels @, y ot 2z tels que : z divise xy —1; & divise
yz — 1 et y divise za — 1.

26. Déterminer tous les couples (m, n) d’entiers strictement positifs tels que

nd + 1
mn— 1

soit enticr.
{Olympiades internationales-1994/4)

27. Trouver tous les entiers a, b, ctels que I < ¢ < b < cet
(a—1)(b—1)(c—1)

soit un diviseur de abe — 1.
{Olfympiades internationafes-1992/1)

28. m ¢t n sont deux entiers naturels tels que n > m 2 1. On suppose que los 3
derniers chiffres de la représentation décimale de 1978™ sont respectivement égaux
aux 3 derniers chiffres de la représentation décimale de 1978™. Déterminer m et n
de facon que m + n soit minimal.

{Ofympiades internationales-1978/1)

29. Trouver les entiers n 2> 2 pour lesquels tous les nombres naturcls dont I'écriture
décimale contient n — 1 chifltes 1 et un chiffre 7 sont. premiers.

{Proposé a {'OIM-1990)

30. Prouver qu'il n'existe aucun entier n > 1 pour lequel n divise 2™ - 1.

31. Soit rn un entier naturel impair > 2. Trouver le plus petit entier positif n tel
que 21989 divise m™ — 1,

{(Proposé a ['OIM-1989)
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32. Prouver que si z, y, z sont des entiers positifs tels que &2 + y? + 22 = 1993,
alors @ + y + z n'est pas un carré parfait.

{Olympiades roumaines-1993)

33. Déterminer tous les entiers naturels & > 1 tels que, pour des entiers m et n
distincts. les nombres &A™ 4 1 et £® + 1 s’obtiennent I'un a partir de lautre en
inversant l'ordre des chiffres dans leur représentation décimale.

{Ofympiades russes-1992)

34. Soit n un entier = 2. Prouver que si k% + & + n est un nombre premier pour
tout entier &, 0 € k& < /n/3, alors &% + k + n est premier pour Lout enlier k,
0g<hsn—2.

{Ofynpiades internationales-1987/6)

ol ’ L & ¥ R 2
35. Démonlrer que, pour tout enticr n = 1 fixé, la snite 2, 22, 227, .| est constante
a partir d'un cerlain rang modulo n.

(Ofympiades des Etats-Unis-1991)

36. Soit » > 6 un enticr. On considére les nombres @y, @y, . ... ag. inférieurs i n
et premiers avec n., et on SUppose quce :

Qg —dy =d3 — U = - = ap — ap— > 0.

Prouver qu‘alors n est. un nombre premier ou une puissance de 2.
(Olympiades internationales-1991/2)

37. Pour tout entier strictement positif n, on désigne par S{n} le plus grand cutier
tel que, pour tout entier strictement positif & < S(n), n? peut s'éerire comme la
somme de k& carrés parfails.

a) Prouver que S(n) € n? — 14 pour tout n > 1,

b) Trouver un entier n tcl que S(n) = n® — 4.

¢} Prouver qu'il existe ume infinité d'entiers n tels que S(n) =n? - 14
{Ofympiades internationales-1992/6)

gn l

38. Déterminer tous les entiers n strictement supérieurs a 1, tels gue } s0it
n

entier.

(Ofympiades internationales-1990/3)
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39. Prouver qu’il existe un entier positif & tel que &- 2" + 1 est composé pour tout
entier n > 1.

(Ofympiades des Ftats-Unis-1982)

40. Prouver que, pour tout entier n > 3, il existe des entiers positifs impairs z,,
et y, tels que :
7o oyl =2

(Ofympiades bulgares-1996}

41. Soient @ et & deux entiers strictement positifs tels que ab + 1 divise a® + b2.
Montrer que

a® + b?

ab+1

est, un carré parfait.

(Ofympiades internationales-1988/6)




SOLUTIONS

1. On cherche un entier a tel que n! + a soit un nombre non premier pour tout n.
On commence par essayer de prendre a sous la forme e = b2 ou a = b*, et on se
rend compte qu’avec le choix a = 4b*, on obtient

n? + 4p?

(n? + 26%)% — 4n%p?
(n? + 2% — 2nb)(n? + 2b% + 2nb)
[{n -b)% + bz] [(n + b)? + bz].

Il suffit alors de prendre & > 1.

Note. L'identité o + 4b% = (a® + 2b% + 2ab)(a? + 2b% — 2ab) est connue sous le
nom d’identité de Sophie Germain'!. Elle est & Ia base de la solution de plusieurs
exercices d’olympiades ; on pourra par exemuple essayer l'exercice suivant, posé aux
olympiades hongroises en 1978 : prouver que pour n > 1, le nombre n? + 4™ n’est
pas premier.

2. Le systeme proposé est équivalent & 'équation suivante :

(r +iV2y) (z + 1V2t) =3 +iV2.

Siz, y, z et t sont des entiers satisfaisant a la derniere égalité, alors :
(2% + 22 (2% + 2¢%) = 11,

ce qui implique que x? + 2y? = 1 ou 22 + 2t2 = | car 11 est premier. Daus le
premier cas, on trouve z = %1, y = 0, ce qui conduit aux deux solutions (1,0, 3,1)
et (—1,0,—3,—1). Dans le deuxiéme cas, on trouve z = =£1,+ = 0, ce qui donne
deux nouvelles solutions : (3,1,1,0) et (—3,—-1,—-1,0).

3. Soient a, b et ¢ les ¢6tés d’'un triangle pythagorique primitif dont le rayon
du cercle inscrit. est 7. Si ¢ est 'hypoténuse du triangle en question, alors r =
{(a+b—c)/2.

D’un autre coté, il existe des entiers m et n premiers entre eux et non tous
les deux impairs tels que @ = 2mn, b = m? — n® et ¢ = m? + n? Ainsi, r =
n(m — n). Ceci élant, soient py, py,..., ; des nombres premiers 2 3 tels que
r = 26pPp® - pl. Comme m — n est impair, 28 divise n. Par ailleurs, pour
i=1,2,...,1, p; divise n ou m — n, mais pas les deux a la fois.

11. Sophie Germain (1776-1831), mathématicienne frangaise.
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Il y a donc 2! choix convenables pour m et n, et donc 2¢ triangles pythagoriques
primitifs dont » est le rayon du cercle inscrif.

4. On montre que f(n) = p"" ol p est un nombre premier, et m est un entier
positif non nul : en effet, si f{V(n) = a3, ol1 & et 3 sont des entiers > 2 et premiers
entre eux, alors a < f(n) et 3 < f(n), ce qui implique que a et 3 divisent n,
done leur produit aussi divise n, ce qui est absurde.

S$i maintenant f(V{(n) = 2, alors f&{n) = 2, et si fV(n) = p™ avec p > 2,
alors f®(n) = 2.

5. Soit p un rang fixé. Considérons les divisions cuclidiennes des entiers ap4; par
ap pour i = 1,2,...,a, + 1. Parmi les a, + 1 restes obtenus, il existe au moins
deux restes identiques. 1 s'cnsuit que a,, divise apyi, — apyy, pour deux indices
1 <4 <iy < ap+ 1. 51 on posc @pgs, — @psis, = Z0p, 0N 8’apercoit que

Optip = Zap + Qpyq, (@ € N').
On peut donc construire une infinité de termes g, pouvant s'écrire sous la

forme za, + yaq, ot x. y € N et p # ¢, en fixant & chaque fois un rang p,, >
tpn_, + 1.

6. Pour z € N, 22 est congru 4 0, 1, 4 ou 9 modulo 16. Si 2d — 1 est un carré alors
de {1.5,9, 13} modulo 16. Si 5d — I est un carré alors d € {1, 2, 10, 13} modulo
16. Si 13d — 1 est un carré alors d € {2, 5, 9, 10} modulo 16. L'intersection de ces
trois ensembles est vide, ce qui permet de conclire.

7. Effectucns la division euclidicnne de npar m : n=mg+r, o0 d < r < m. On
remarque que, si ! et k sont deux nombres naturels tels que { 2 &,

ol + bt = a7k (g + bF) — bF (! 7k — bR,
et
a' — b = al 7k (ak + bF) — b (abF bR,
1l s’ensuit que a” + (—1)70" est divisible par ™ + ™. Comme
0 < |a” + (-1)%| < o™+ ™,

on a r = () et g est nécessairement impair, d’oun le résultat.

8. On démontre que 1 est Punique solution au probléme : en effet, soit £ un
enticr naturel tel que #2 = 1 +9+92+--- + 9% On a alors 8z% = 9"+ - 1 =
(3"‘+1 — 1}(3**! +1). Or, (3™ — 1,37 + 1) = 2; il existe donc deux entiers
naturels non nuls ¢ et d tels que 3" — 1 = 4¢? et 3™ + 1 = 2d? ou bien
34l ] =202 et 37T 41 = 4d°.

Dans le premier cas, n doit étre impair (car 37! — 1 est divisible par 4), d’ot
1= 3"+ — 4¢? = (3172 4 20) (30 +1)/2 — 2¢) ce qui est impossible car ¢ # 0.
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Dans le second cas on aurait 3! = 4d? — 1 = (2d — 1}(2d + 1), et comme
(2d —1,2d+ 1) =1, on aurait 2d +1 =3 et 2d — 1 = 1, soit encore n = 0.

9. Les couples (1, 1) et (2, 4) sont des solutions de I'équation proposée. Par ailleurs,
six > 2 alors y > 4 et I'équation est équivalente & :

71 = 2y—l

7—1

7¢—|+7x—2+...+1=2y_l

T+ 124774 4 4 1) = 2v!
7m_2+71—4+...+1=2y_4» (*)

7F—1=3x2x 2w}

1re

Les deux membres de cette derniere égalité sont pairs, done x/2 est pair, ie.,
2 =0 (mod 4). Il s'ensuit que

() = P+ 4+ 4. 1) =2v71,

ce qui est impossible puisque 294 n’est pas divisible par 50. Les seules solutions
de Péquation initiale sont donc (1,1) et (2, 4).

)y

10. L’équation proposée est équivalente & 222 + yz — 3zy — zyz. On a don(
2z + yz > wyz, Aot y + 2z > xy, c'est-a-dire y(z — 1) < 2z.

- Siz =1, alors 3y = 2z et donc y = 2k, z = 3k, avec k € N*.

- Six # 1, alors
PR Y
vy 717 z—1

Pour £ = 2, on a y < 4, ce qui donne les solutions (2,1,2); (2,2,6): (2,3,18).

Pour x = 3, on aura y < 3. Or, 6z — 9y = 2yz ce qui implique que y cst pair.
On a ainsi la solution (3,2, 9).

Pourz > 3, onauray < 2. Siy=1lalors z2{z+1)=32. Or, (x,z+1) =1

et donc o 4+ 1 divise 3, ce qui est impossible. Si malntena.nt y = 2, on aura les
solutions (1,2,3() avec { € N* et { > 3.

En conclusion, 'ensemble des solutions est formé des triplets : (2,1,2); (2,3,18);
(1,2k,3k); (1,2,3) avec ke N et l e N, ! = 2.

11. On sait qu'il existe deux entiers 7 ot » tels que 15a+ 165 = m? et 160 — 156 =
n?. On en déduit que :

15n% + 16n?  15m%+16n%  15m? + 160
152 + 162 481 To3Tx13

et on a done 15m? + 16n% = 0 (mod 13) et. 153m? 4 16n% =0 (mod 37).

Commengons d’abord par examiner la congruence modulo 13. Si n n’était pas
divisible par 13, il y aurait un nombre n* € Z tel que nn* = 1 (mod 13). On
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auralt ainsi

3m?n*? =2 (mod 13), ie, m? =5 (mod 13).
——
=m?

Or, 5 n'est pas un carré dans Z/13Z : en effet, si 2 = 5 (mod 13), ol @ €
{0, £1, £2,..., £6}, alors 27 € 36 < 3 x 13 + 5. Les valeurs pouvant étre prises
par 1¢ sont done 5, 18 et 31 mais aucune d’entre clles n’est un carré parfait. On
en déduit que 13 divise n, donc m aussi.

De méme, on démontre que m = n = 0 (mod 37). Ainsi, 481 |m et 481 |n, ce

qui implique que min (m, n) = 481, Par ailleurs, on peut avoir m = n = 481 si on
prend ¢ = 31 x 481 et b = 481, La réponse est donc 4812

12. Onposel=k+a, m=k+b, n=~k+c¢ oua, b, csont des entiers strictement
positifs. L'égalité kn = Im se réécrit donc :

klk+cy=(k+a)(k+b),
d’ott ke = k(a + b} + ab > k(a + b). Ainsi, ¢ > a + b, ce qui implique que
(n+k)—(m+D =1

D'un autre coté,
(n—ky* = (n+k)2—dml > (n+k)* — (m+1)° = [(n+k) —(m+1)] [k +1+m+n],
ce qui doune :

(n—k?>k+(k+1)+k+2)+(k+3) =4k +6.
Or, un carré ne peut pas étre congru a 3 modulo 4. Il s’ensuit. que
(n—k)? > 4k + 8,

d’otl le résultat.

13. Soit C la somme des chiffres du nombre B. Comme 444444 < 10000444, il
s’cnsuit que le nombre des chiffres de 44443444 est inférieur & 4 x 4444 + 1 < 20000,
On en déduit que A < 9 x 20000 = 180000, d’ott B < 9 x 5 = 45 (pourquoi ?), et
C < 13 (pourquoi 7).

Apres avoir réussi & majorer C', on va examiner le reste de C modulo 9. On
sait que 4 = B = C (mod 9). Par ailleurs, 4444 = —2 (mod 9) et {-2)**4 =
23X 481+ = 9 5 (—1)1481 = _2 =7 (mod 9). On en déduit que C' = 7.

14. Remarquons d’abord que :

afla+d)—(b+¢)] = ale—c)+a(d-b)
= afea—c)+bc—ab=(a—b)a—c)>0,
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ce qui implique que k > m.
A partir de a{2% — a) = b(2™ — b) il s’ensuit que

a? —b% =2m(2Fmg —b).

On cn déduit que 2™ divise a? — b? = (@ - b)(a +b). Mais b+a et b~ a ne sont
pas tous les deux divisibles par 4 car leur somme 26 ne l'est pas. L'un des nombres
a + b et b — a est donc divisible par 2™~1; notons le z. On a alors

D<z<bta<bte=27,
ce qui montre que z = 2™~ d’on (a,b) = 1 : en effet, si d divisait a et b, alors d
diviserait x = 2™~1. Comme par ailleurs d est impair, il s’ensuit que d = 1.

D'un autre ¢oté, (b+¢)—z =2" —2™" 1 = 2™t ast égal Ac+a(siz =b—a)
ouadc—a (siz=b+a). Il sensuit de méme que {a,c) = 1. Or, a divise bc et done
a=1.

Note. En poussant plus loin notre investigation, on aurait pu trouver les
nombres a, b, ¢, d satisfaisant aux conditions de ’énoncé. Comme

b—a<b<-;—(b+c)=2m“,
onab—a # 2" etx =b+a =271 1 sensuit que b = 2"~ — 1 et

c=2m—p=2m"111 ccqui donne d = be = 22"-2 — | Ces nombres satisfont
manifestemnent aux conditions de 1'énoncé (avec k = 2m — 2).

15. S'il en était ainsi, on pourrait avoir

Ypr=a, Yp2=ca+md, p3=a+nd,

ou p1, p2, p3 sont des nombres premiers distincts et m, n sont des entiers. En
éliminant a et d, on obtient

Ip2— Yo _m
Yps— Ym n’

ce qui s’écrit encore :
mYpz — nYp2 = (m —n) ¥p1,
ce qui donne, apres élévation au cube,
m3py — n3py — 3mn Ypaps (M Yps — nYp2) = (m — n)%p;.
=(m-n) ¥p1
On a done finalement

m3py —n’py — (m — n)’py
3mn(m —n)

Jmp2pa =

1
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ce qui est absurde puisque /p1p2ps est irrationnel.

Note. On pourra essayer de montrer que les racines cubiques de trois nombres
premiers distincts ne peuvent pas étre trois lermes (non nécessairement conséci-
tifs) d’une progression géométrique, ni d'une progression harmonique.

16. Considérons les nombres : ny =n —a:ng =n— 2us...; ry =1 — ba et leurs
restes r1, 1, ..., 7, dans la division euclidienne par 4. Ces restes sont deux a deux
- distincts car si r; = r; alors st on éerit n —da = b, +7; et n — ja = bg; + 14, on
obtient (¢ — j)a = b(g; — ¢;) ce qui implique que b|4— j (car (¢.b) = 1). On a done
1= § puisque |[i — j| < b.

Puisque l'ensemble des restes possibles est {0, 1,..., b— 1}, il existe & tel que
rry = 0, Cest-d-dire n — ka = by, ce qu'il fallait démontrer.

Note. On peut améliorer le résultat prouvé en I’étendant a tous les nombres
> ab—a —b. En effet, si n > ab— a — b alors écrivons-le sous la forme (identité de
Bézout) :

n=au+buv, u,vel.

On peut supposer 0 € v < a— 1 :eneflfet, si v = ' +ka, ol k € Z et
0K v €a—1,alors n = a(u+ kb) + bo'. On a alors

v = n-—l)v2 ab—a—-b—(a—-1)h+1 _ 1—a>_1?
a a a

.

d'on 2 = 0.

On peut méme démontrer que ab — o — & cst le plus grand entier qui ne peut
pas s’écrire sous la forme za + yb, ol £ et y sont des entiers positifs ou nuls (voir
I'exercice suivant). )

17. Montrons d’abord que 2abc — ab — bc — ce ne peut pas s'écrire sous la forme
zhe + yea + zab avec x, y et z entiers positifs ou nuls. Si 2abc — ab — bec —ca =
abe + yea + zab, alors a doit diviser x + 1 puisque (a,b) = (a,¢) = 1. De méme,
b doit diviser y + 1 et ¢ doit diviser z+ 1, cequidonne z+1 2 a, y+ 1 = b et
z+1 2z ¢. On aurait donc

2abe = (x + Dbe+ (y + 1)ca + (2 + 1)ab = abc + bea + cab = Jabe,

d’olt la contradiction.

Soit maintenant un entier n > 2abe — be — ca — ab. a, b, ¢ étant premiers cntre
eux deux a deux, ab, be et ca sont premiers entre eux dans leur ensemble; il existe
donc des entiers x, ¥ ct 2 tels que n = zbe + yea + zab (identité de Bézout). Par
ailleurs, on peut supposer 0 < # S a—1et 0 < y < b— 1 quitte a remplacer o par
x+pa, ypar ¥+ gb et z par 2 — (p+ ¢)c. On a donce

n € abe — be+ abe — co + zab < n + (z + L)ab,

ce qui implique que z + 1 > (), soit encore 2 = 0.
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Note. On pourra cssayer de généraliser Uexercice & n entiers e, ag, ..., an

deux & deux premiers entre cux en montrant que

Ti.

1
a a0 -y, n—l—i a—
i

i=1

n
est. le plus grand entier qui ne peul pas s'écrire sous la forine E @€ H"‘J'
=l g

18, On remarque que a; = a3 + 1 et a4 = az + 2 = a1 + 3. Comme (ay Jpen- est
strictement croissante, il $’ensuit que az = a; +2. Ceci suggere que a, = a, +n—1,
ce que l'on démontre par récurrence : si a, = ay +n — 1, alors g, = a1 +2n — 1
ce qui implique que a,, = ay +m — 1 pour n < m < 2n.

On démontre maintenant que a, = 1, ce qui donne «,, = n pour toul n € N,
et en particulier ajgez = 1993. Si a; = 0 alors g = 3 ce qui cst exclu. Supposons
done a1 2 2 de telle sorte que @, = n + « pour un certain « € N*. 1l s'agil alors
de trouver un entier premier m Lel que m — « ne le soit pas.

Une premiere possibilité st de considérer la suite (e + 2)14 2, (e +2)!14+3,.. .,
(a4 2)' = (a4 2) constituée de @ + 1 termes dont ancun n’est premier. En prenant
le plus petit nombre premier p supériewr & (o + 2)! + {a + 2), on est sir que p— o
n'est pas premier teneffet, p—a 2 (e + 2) 4+ 2et p— o < p.

Une deuxieme possibilité serait d’utiliser le théoréme de Dirichlet @ la progres-
sion {ak t b), & ¢ N, o a et b sont deux entiers non nuls et premiers entre
cux, contient unc infinité de nombres premiers. En pariiculier, la progression
1,1+, 1+ 2¢,... contient une infinité de nonibres premicrs. Si 1 + po est
le plus petit nombre premier dans cette progression, alors p z I, et on a aussi
O1-(p—1}a = | + per. ce qui impose que 1 + (p  L)a est premier, ce qui contredit
notre hyvpothése de minimalité.

19. Les termes alfectés de signes — ont des dénominateurs pairs ; on décide d’écrire
chaque terme —1/2k sous la forme 1/2k — 1/k.

On a alors
P 1 1 1 )
4 14 == e
" (1+5+3+ + 5
1 1 ]

660 Tee1 T o

PYCUR I S
2 4 6 1318

Comrme

U S 1979
660+,  1319~; (660 + 7)(1319 — 4
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il s’ensuit que

p 1 1 1 1 1 1
r (660 + 1319) + (66] + 1318) teee (989 + 990)
__lere 1979 1979
660 x 1319 661 x 1318 989 x 990
7
— 1979 x %,

ol ¢’ est premier avec 1979 (qui est premier). On a ainsi 1979 = p¢’, et comme
1979 ne divise pas ¢, 1979 divise p.

20. On commence par démontrer que pour tout entier naturel %, il existe un entier

naturel k tel que a? = —7 (mod 2*). On raisonne par récurrence sur k.
Sik £ 3, ar = 1 convient. Supposons donc qu'il existe a tel que ai = —7(mod
2%) pour un certain k 2 3. On a alors af = —7 (mod 2571 ou af = 2% — 7 (mod

2’““). Dans le premier cas, il suffit de prendre ar4; = aj et dans le second cas,
on prend axy1 = ax + 2F 1 si bien que

0,1 = 0f +2%a, + 2% V= al + 2% =0l + 25 =7 (mod 2%1)
puisque & 2 3 et ay est impair, ce qui conclut la récurrence.

Finalement, on remarque que la suite (ax)ren- n’est pas bornée puisque a}; P
2k — 7 pour tout k& € N*. Ceci suffit pour conclure puisque, pour tout p x k,
e} = —7 (mod 2¥),

21. 1% solution. Supposons qu'il existe des nombres ni, ny,..., ng tels que
2% - 3,22 — 3., 2™ — 3 soient deux & deux premiers entre eux. Montrons

qu'on peut alors construire un enticr ng41 tel que 274+ — 3 soil premier avec tous
les nombres 2™ —3, 1 <7 < k.

Onpose g1 = (p1—D)(p2—1) -« (pr—1)+1, 0u p1, p2,. .., pr sont les nombres
premiers intcrvenant dans la décomposition de 2™ - 3,..., 2™ — 3 en facteurs
premiers. On a alors 2%+1 —3 = 2 x 21— V2=~ _ 3 = _] (mod p;) pour
tout ¢ = 1,2,..., k : en effet, on a 277! = 1 (mod p;} d’apres le petit théoréme
de Fermat. 1l s’ensuit que p; ne divise pas 2"++1 — 3 car p; > 2, ce qui implique
que 2™#+1 — 3 est, premier avee 2™ — 3, 1 € i< k.

2%me golution. On peut proposer une autre construction : soit I = (2% —
3)(272 — 3) ... (2™ — 3). Considérons les nombres 2%, 21, ... 2'. En cffectuant la
division euclidienne de ces nombres par I, on obtient /+1 restes ¢ui sont strictement
inférieurs & I, il y a done au moins deux restes qui sont égaux et par suite, il existe
deux entiers positifs n, et n, (n, > n,) tels que 2% — 2™ = X, X € N, d'ou
1]27~" — 1. Si on pose 2™ "™ — 1 = ad, le nombre 4ol + 1 = 27~ +2 — 3 est
premier avec 2™ — 3, 1 € i< k.

22. On montrera de maniere plus générale que, si m est un entier positif quel-
conque, il existe une infinité d'ensembles de n entiers consécutifs tous divisibles
par des nombrcs de la forme ™, ol a > 1.
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Pour ce faire, on va raisonner par récurrence sur n. La base n = 1 est tri-
viale. Si { N1, No, ..., N, } est un ensemble de n entiers consécutifs tel que chaque
N; est divisible par un nombre de la forme a®, ol a; > 1, on va construire
un ensemble de n + 1 entiers consécutifs tous divisibles par des nombres de la

forme a™ : soit P = (H a.‘-) . et soit N = (N, + 1)[(P + 1) ~ 1]. L’ensemble
i=1
(Mi, Ma, ..., Moy 1}, ot
My = N+ Ny,
My = N4+,
Mpyr = N+No+1,

constitué de 7+ 1 entiers conséeutifs convient puisque chaque M; est divisible par
a pouri = 1,2,...,net que M, est divisible par (P +1)™. Ceci conclut. I'étape
inductive.

23. 1%r¢ solution. On considére 2n nombres premiers deux & deux distincts
P1y P21 -+ Pon, €6 ON DOSC 1 = P1Pa, G2 = PaP4,-- -, Gn = P2n—1D2n-
D’apres le théoréme chinois, le systeme :

xr = 0 (mod g1},

-1 {mod ¢2),

fil

T ~(n—-1) (mod g,)

admet une solition z € N*. Aucun nombre des n entiers consécutifs z,  +
1,..., x4+ n - 1n’est alors une puissance d'un nombre premier.

2%me golution. Montrons que chacun des n entiers conséeutifs ((n + 1)1)? + &,
on k =2,3,..., n+ 1, n'est pas une puissance d’un nombre premier : en effet,
supposons que {((n+1)1)? +k = p™ pour un nombre premier p et un entier m > 1.
Comme k divise (n + 1)!, k divise p™, et donc k = p“, ol 1 € a < m. De plus,
k? divise ((n+ 1)1)?, et donc p**! divise ({(n + 1)!)? ainsi que p™ puisque a < m.
Ceci est impossible car on aurait alors p*t* qui divise k.

24, a} La réponse cst non. Supposons qu'une telle succession de nombres naturels
existe. On peut d'ores et déja se concentrer sur ceux parmi ces nombres naturels
qui sont impairs puisque les nombres pairs sont divisibles par 2. Si on désigne par
k.k+2,k+4,k+6,k+8, k+10, k+ 12, ou k est impair, les sept nombres impairs
intervenant dans la succession, alors trois au plus parini eux sont divisibles par 3,
deux au plus sont divisibles par 5, un au plus est divisible par 7 et un au plus est
divisible par 11. Ainsi, chague nombre parmi 3, 5, 7 et 11 divise exactement 3, 2,
1 et 1 termes parmi les sept nombres impairs considérés, et chacun de ccs nombres
est divisible par au plus un des nombres 3, 5, 7 et 11. Or, ceci est impossible : en
effet, &, k£ + 6 et k + 12 doivent &tre divisibles par 3, et il ne peut y avoir qu’'au
plus un nombre parmi & + 2, £+ 4, £+ 8, £+ 10 qui soit divisible par 3.
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b) La réponse est oul. Soit n un nombre naturel divisible par 210 = 2x3x5x 7.
Sion considere la succession n—10, n—9,.. ., n,.. ., n4+9, n+10, chacun des nombres
considérés esi divisible par l'un des nombres premiers 2, 3, 5, 7. 4 l'exception de
n+1ctn - 1. Or, on sait, dapres le théoréme chinois, qu’il existe des nombres
naturels n tels que :

n=0 (mod 210},
n=1 (mod 13},

n=-1 (mod11),

ce qui conclut la preuve.

25. On a zyz | {(zy — D{zz — L){yz— 1) = — [1 — (xy + y2 + z2) + 2yz + ylaz +
22ay - (:I:yz)z] . TEs’ensuit que zy +yz + 20— 1 = kayz, k € N, ce qui s'éerit encore
1

= o, ]
ot (1)

1
Y

Q2| =

1
-+ -+
@

L'entier k& st néeessaircment < 2. Par ailleurs, on peut supposer » € v < 2 et
obtenir toutes les solutions en examinant toutes les permmtations possibles de o,
y et z,

. N 1 . x @
-Sik=0alors | + ~ + ~ = —_ ce qui est impossible car 1+ — 4+ — > 1 et
1 ¥y =z wz ¥ oz
— < 1
yz
-Si k=1 alors R .
~+-+-= +1. (2)
r Yy oz wyz
Om a alors nécessairernent x < 2 : en effet, si & = 3 alors z + 5 + -~ < 1 et
1 11 o
— + 1> 1 Six=1alors (2) s’éerit -~ + - = — ce qui est impossible. 8z = 2
xyz ¥y oz yz
alors
1 1 1 1
2) = -+-=—+- = (H-2(z-2)=3 <<= y=3, 2=5
y = 2yz 2

Ainsi, (2,3, 7} est solution et toute permutation est aussi solution.
- Si k =2 alors (1) s’écrit
1 1 1 1

— - +-=—+2 (3)
r Yy z  ayz
Six =y =1 alors (1, 1.2) est solution et toute permutation l'est aunssi. Si

z = 1lety>1alors

3) «= yr-(y+2)+1=0 = (-1} z=-1)=0,
1 1 3
ce gui est impossible car 2 = ¥ > 1. Si finalement & =z 2 alors — + - + - < 3 et
vy z

—— 42 > 2 et (3) ne peut étre vérifice.
Yz
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En conclusion, I'ensemble des solutions est constitué des triplets (2,3,5) et
(1,1, 2}, z 2 1, ainsi que de toutes les permutations possibles de z, y et z.

26. Si mn—1 divise n® + 1, alors mn — 1 divise m®n® +m® = (m® + 1)+ (mBn® - 1),
ce qui implique que mn — 1 divise m® + 1. Le probléeme étudié est donc symétrique
et il suffit d'examiner les deux cas : m =n et m > n.

Dans le premier cas, on trouve

n3+l_n 1
n2—-1_ n—1

qui doit donc étre un entier. Ceci est vrai si et seulement si n = 2.

Dans le second cas, on commence d’abord par remarquer que n®+1 =1 (mod
n)et mn—1= —1 (mod n), d’ott

341
i oL I -1 (mod n).
mn — 1
X n?+1 .
Il existe donc un entier & > 0 tel que = kn—1. 8i n > 1, on peut
mn —

1 . .
écrire kn—1 < n+ 1 soit encore (k—1)n < 1t 1, d'olt k = 1. Il s’ensuit
que " — ) n—

n+n 2
=0 TR —pp1e—,
" n(n — 1} nE +'n—1'
ce qui implique que n =2, m=5%o0un=3, m=>5.
Si maintenant n = 1, 2/{m — 1) doit étre entier, d'ou m =2 oum = 3.
Finalement, on a les neuf solutions : (2.2}: (2,1); {3,1); (1,2); (1.3); (2,5);
(3.5); (5,2) et (5,3).

27. On pose
abc —1

(@ —1)(b—1f{c—1)

el on suppose | < a < b < ¢, et que a, b, ¢ et Rla,b, ¢} sont tous des entiers.

R{a,b,c) =

On remarque d’abord que

1 1 1
Rla.bie) = 1+ omgtgt 5t

1 1 1
@< T o-1e-1 e-La-1

d’ou R(a,b,c) > 1. Il est également clairquesia 2’ > 1,620 >1,¢2 ¢ > 1,
alors R(a,b,c) < R(a’, ¥, ). Remarquons maintenant que abc — 1 est impair sauf
si @, b et ¢ sont tous impairs, et que (e — 1H{b — 1){c — 1) est pair sanf si ¢, b et
¢ sont tous pairs. Comme R(e, b, ¢) est un entier, il s’ensuit que a, b, ¢ sont, soit
tous pairs, soit tons impairs.
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Sia 2z 4, alors 1 < R{ae,bec) < R(4,6,8) = (4x6x8—-1)/(3xbHxT)=
191/105 < 2, et R(a,b,c) ne peut pas étre entier dans ce cas.

Sia=3,alors 1 < R{a,b,¢) € R(3,5,7} = (3x5xT—1)/(2x4x6)=104/48 <
3, et donc R(a.b,¢) = R(3,b.¢) = (3bc — 1)/(2(b— 1)(c— 1)) = 2, ce qui donne
3bc — 1 = 4{be — b — ¢ + 1}, ce que Von récéerit sous la forme be -~ 4b ~ de+ 5 = 0,
soit encore (b — 4){(c — 4) = 11. Ceci implique que = 5 et ¢ = 15 puisque 11 est
premier et que 5 < b < ¢.

Sia=2alors1 < R(a,b,¢) € R(2,4,6) = (2x4x6—1}/(1x3x5) = 47/15 < 4,
et R{a,b,¢) = R(2,b,¢) = 2 ou 3. Dans le premier cas, 2bc — 1 = 2(b— 1){c — 1),
ce gui est impossible. Dans le second cas, on obtient 2b¢ ~ 1 = 3(b — 1)(c¢ — 1), ce
qui se rééerit sous la forme (b — 3){c — 3) = 5. Ceci donne b =4 ct ¢ =8 car J est
premier et 4 < b < c.

Finalement, il ¥ a au maximum deux solutions au probléme proposé, a savoir
(a.b,¢) = (3,5,15) et (a,b,c} = (2,4,8). Réciproquement, on vérifie facilement
que ces deux triplets convienuent.

28, Dire que les 3 derniers chiffres de la représentation décimale de 1978™ sont
respectivement égaux aux 3 derniers chiffres de la représentation décimale de 1978
signifie que

1978™ = 1978™ (mod 1000),
ce qui implique que 2% [1978™ et 53| 1978"~™ — 1. Comme 1978 = 2 x 989, il
s’ensuit que e = 3.

D’un autre coté, 197870125} = 1 (mod 5%), t.e., 197819 = 1 (mod 5%). Si d est
le plus petit exposant strictement positif tel que 1978% = 1 ( mod 5%), alors d divise
100 (théoreme 2.7.3). Afin de réduire Ye nombre des valeurs candidates pour 4, on va
examiner la congruence module 5. On a manifestement 19787 = 3¢ = 1 (mod 5).
Par ailleurs, le plus petit entier positif non nul & tel que 3* = 1 (mod 5) est
k = 4. Par conséquent d est un multiple de 4. On se retrouve donc avec trois
valeurs candidates pour d, & savoir 4, 20 ou 100. Mais,

1978 = —22  (mod 125);

19782 = 484 = —~16 (mod 125);

1078% = (~16)2 =256 =6 (mod 125);
19782 = 6° = 7776 = 26 (mod 125).

Finalement, m 2 3 et n—m = 100, ce qui implique que les valeurs recherchées
sont 7n = 3 et n = 103.

29, Tout nombre naturel dont I'éeriture décimale contient » — 1 chiffres 1 et un
chiffre 7 est de la forme :
10™ — 1+ (54 x 10%)

9 , 0g€ign—1.

On étudie la divisibilité d’un tel nombre par 7 pour n fixé : 10 étant une racine
primitive (voir la définition ci-dessous) module 7, on peut effectivement choisir 7
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de telle sorte que le nombre étudié soit divisible par 7 si on suppose n 2 7 non
divisible par 6 (o0 intervient le fait que n 2> 77).

Si maintenant 7 est divisible par 6, alors 6 divise la somme des chiffres du
nombre en question qui est donc lui-méme divisible par 3,

Il reste a discuter les cas n = 2, 3, 4 ot 5. Or, 3 ne convient évidemment pas
(tout. nombre de la forme exigée cst divisible par 3): 4 ne convient pas puisque
1711 =29 x B9 et 7111 = 13 x 547 et 5 ne convient pas non plus puisque 11711 =
72 % 239, 17111 =71 x 241 et 71111 = 17 x 47 x 89.

n = 2 est donc U'nnique valeur qui convient.

Note. Soit. @ un entier premier avec n. ¢ est dit racine primitive modulo n si
le plus petit entier strictement. positif & tel que ¢ = 1 (mod n) est égal & p(n).
Les racines primitives modnlo 7 par exemple sont 3 et 5.

L'intérét de la notion de racine primitive modulo 7n est qu'une telle racine o
permet de représenter convenablement tous les entiers < n et premiers avec n
puisque

a, a,. .., a®,
sont distinets modulo # et tous premicrs avec n. I s’ensuit que les autres racines
primitives modulo 7 sont les puissances a* telles que (k, p(n)) = 1.

Le probléme de savoir 'l existe unc racine primitive modulo n n'est pas facile
a résoudre. On énonce sans preuve le résultat : il cxiste des racines primitives
modulo 7 si et senlement si » est de la forme 2, 4, p™ ou 2p*, ol p est un nombre
premier impair. Ceel étant, la recherchie d'une racine primitive lorsque 7 devient,
grand peut s'avérer laborieuse,

30. 1®° solution. Raisonnons par I'absurde et supposons que m est le plus petit
entier > 1 tel que m divise 2™ — 1. Il est, alors clair que m est impair, ce qui perimet
d’appliquer le théoréme d'Euler :

2¢(™ =1 {(mod m).

D'un autre c6té, si on pose d = (m, p(m)), on sail déja que (2™ —1,2¢(m 1) =
24 _ 1, ce qui montre que m | 2% — 1, d’ou d |24 — 1.

Or, d > 1 puisque m > 1 et m |29~ 1. De plus, d € @(m) < m, ce qui contredit
I’hypothése de minimalité imposée & m.

28me golution. Soit 7 > 1 un entier, et supposons que n divise 2" - 1. Soit p
le plus petit diviseur premicer de n. 1l existe un plus petit entier strictement positif
k tel que

2¥ =1 (mod p).

D’aprés le théoreme 2.7.3, £ divise w(p) = p — 1, ce qui implique que & < p.
Or,
2" =1 (mod p),

d’ol k| n, ce qui contredit Uhypothese de minimalité imposée & p puisque k& > 1.
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Note. Il existe une infinité d'entiers n tels que n divise 2" + 1 : on pourra
en effet essayer de montrer que 3* divise 2% +1 pour tout £ € N (récurrence).
Le probléme 38 des olympiades internationales de 1990 étudie, lui, ’'ensemble des
entiers n tels que n? divise 2% + 1.

31. Si n se décompose sous la forme 2g, ol ¢ est un nombre impair, alors :
m"—1=m?7-1=(m*)"-1=(m? - l)[(mzs)qdl + ('m,T)q_Q—iL cem? 4 1]

On en déduit que 2|m® — 1 <= 2|m? — 1, et comme on cherche le plus
petit exposant n, on peut supposer n = 2%. Distinguons deux cas :
- Sim =1 (mod 4), alors la représentation de m en base 2 se présente sous la

forme
m=1...100...01,
N —

& chiffres
k étant 'exposant maximal tel que m = 1 (mod 2¥). On a alors m? — 1 =
{m — 1)(m + 1) qui est divisible par 2*T! mais pas par 22, et on démontre
par récurrence que 287% est la plus grande puissance de 2 divisant m?” — 1,
- Si m = 3 (mod 4}, alors la représentation de 7 en basc 2 se présente sous la

forme
m=1...011...1,
N e

% chiffres

k étant I'exposant maximal tel que m = —1 (mod 2%). En utilisant le méme
argument de récurrence que plus haut, on trouve que 2%t est la plus grande
puissance de 2 divisant m? — 1.

Finalement, si &k est I'invariant défini précédemment, alors le plus petit entier
positif n tel que 2195 divise m™ — 1 est :
21989-k i k< 1989,
n=
1 si kb > 1989.

32. Par raison de symétrie, on peut supposer que 0 < x € y £ 2. On a donc
3222 2% + % + 22 = 1993, ie, 2% 2 665, z > 26.

D’un autre coté, 22 < 1993 ce qui implique z < 44, et par conséquent 26 < z €
44.

Supposons maintenant que r+y+z = o (o € N). On a alors, d’aprés I'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

of = (z+y+2)° <37 + 7 + 2°) = 5979,

soit encore o < & On a ainsi 6 € o € 8, ¢t comme x + ¥ + z <oit étre impair,
a=T7 0Onadoncz+y+z=49.
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Si maintenant on pose z =26+ 3, on 0 < 3 < 18, alors
2%+ y? = 1993 — 22 = 1317 — 5273 — 3°. (1)
D'un autre coté,

2%+ y? < 2y% < 2(23 ~ £)? = 1058 — 9258 + 2132, (2)

De (1) el (2), on obtient 33 — 403 > 259, ce qui est faux puisque 3(33 — 40) <
18 x 14 = 252.

Note. Le résultat est faux si les nombres z, ¢ et z varient dans Z. En effet,
1993 = (—11)% + 242 + 362,

mais - 11 + 24 + 36 = 49 = 72.

33. Ou suppose que, pour des entiers 1 et n distincts tels que . < n, les nombres
k™ +1 et k™41 s’obtiennent. I'un & partir de Pautre en inversant I'ordre des chiffres
dans Jeur représentation décimale. On a alors en particulier ™ + 1 < 1H{k™ + 1)
puisque les denx nombres £™ 4+ 1 et £ 4 1 ont le méme nombre de chiffres.

Sik > 10,ona k*+1 > k™t 41 > 10k™ + 10. On en déduit que,
nécessairemient, & < 10, De plus & # 10, d'olt £ < 9. .

n
Par ailleurs, on doit avoir m = 0 : en effet, s1 2m < n, alors
B 41 2 k™M s g™ (™ 4 1),

ce qui impose &™ < 10, d'ou £™ + 1.< 10 puisque &™ + 1 # 10. Il s’ensuit que
k™ 41 = k" + 1, ce qui contredit m < n.

Ainsl, 7 = n—m et on a donc :
K+ 1> k" ="+ kM 1= (k"™ - 1)(E™ + 1),
ce qui impose &% — 1 < 10, d'olt k"~ — 1 < 9 puisque & # 10.
D’un antre c6té,
(k" + 1) — (k"™ + 1) = (K7 - 1)&™

est. un multiple de 9 {pourquoi 7), ce qui montre que 3 divise &.
Les cas & = 6 ou 9 sont impossibles : en effet, si ¢’était le cas, on aurait
nécessairement n —m = 1 (car k"7™ — 1 < 9). Comme

EP 4l < (k= DE+1) < £ 4 1=£("+1,

il ’ensuit que £ + 1 et (k — 1}(k™ + 1) ont le méme nombre de chiffres; &™ + 1
doit done commencer par le chiffre 1. Mais alors, ¥ + 1 se termine par 1, ce qui
est impossible car & n’est pas un multiple de 10.
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I1 reste I'unique cas k& = 3, et (e, n) = (3,4) est solution dans ce cas puisque
3¥4+1=28et3'+1=82

34. On raisonne par Pabsurde ct on suppose qu'il existe &, 0 € & €< n - 2, tel
que k2 + k + n ne soit pas premier. Soit ¥ le plus petit k tel que k% + k + n n'est
pas premier; on a alors ¥ > \/n/3 et pour tout £, 0 < k <y —1, k% + k + n est
premier. Pour £, 0 <k <y—1,ona

P Hy+n)— K +k+n)=(y-ky+k+1),

siblenque ly—k<yety+1<y+E+1<2y

On considére maintenant le plus petit diviseur premier de 3% + y + n que I'on
note g. On a alors ¢ € 2y :en effet, siq 2 2y+lalors y? +y+n 2 ¢? 2 2y+1)* =
v +y+3y°+3y+1 > y? +y+n+3y+1 puisque y > 1/n/3. Ceci donne 3y+1 < 0 ce
i est impossible. Mais comme ¢ < 2y, il existe X, 0 <k Sy—ltelqueg=y—k
ouq =y +k+ 1. Il s'ensuit que ¢ divise k2 + k +n, d’ott k2 + k +n = q. Or,
y—k<n—1-k<k+k+n=qgety+k+lgn—2+k+1<k®+k+n=gq,
d’ol1 la contradiction.

Note. Les entiers n vérifiant cette propriété ne sont pas trés nombreux : ce sont
2, 3, 5, 11, 17 et 41. C’est Euler qui fut le premier & considérer les valeurs prises
par les polynémes P, (z) = 2%+ z+n pour z entier, 0 < z < n—2 (pour z = n—1,
P.(n — 1) = n? n’est pas un nombre premier). La caractérisation que l'on vient
d’énoncer est par contre assez délicate a obteuir : on démontre que n convient si
et seulement si l'anneau Q (/1 — 4n) est principal. Or, on sait depuis 1967 que les
seules valeurs qui conviennent pour 1 —4n sont —7, —11, =19, —43, —-67 et —163,
ce qui donne les valeurs précédemment citées de n.

35. Pour n = 2, le résultat est évident. Supposons la propriété vérifiée pour tout
k< n—1et posons n = 2Ym, ol m est impair.

En fait, c’est le facteur impair qui pose probléme pour établir I’étape inductive :
en effet, la suite 2, 22, 222, ... est constante & partir d’un certain rang modulo 2.
Tl suffit donc d’établir que cette suite est aussi constante & partir d’un certain rang
modulo m. Pour ce faire, on va utiliser le théoréme d’Euler : 290" = 1 (mod mz)

Comme @(m) < n, 'hypothese de récurrence s’applique : si on note a, = 2% |
ou la derniére expression contient n fois le nombre 2, on peut trouver un entier p
tel que

a; =a; (mod ¢(m))
pour tous i, j = p. 31 on écrit a; = @; + ap(m), ol & € Z, on aura

287 = Q% (2""(”‘))0 = 2% {mod m).

3 . 2 \ ‘ .
Ceci montre que la suite 2, 22, 227, ... est constante & partir d’un certain rang
modulo m.
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D'apres le théoréme chinois, le systéme de congruences

{ r=a (mod 2%,

z=b (mod m),

admet une unique solution modulo 27 = n. Le résultat en découle imméd-
ilatement.

36. Soit p le plus petit nombre premier ne divisant pas n. On a alors a3 = 1,
e =1 — 1 el ag = p. On désigne par 7 la différence a;401 —a;, i =1,2,.... k=1,
qui est donc égale & p — 1.

Si n est impair, alors a; = 2 et » = 1. La progression {a;); est donc 1,2,...,n—
1. Comme, pour ¢ < n, (¢,n) = 1, il s’ensuit que n est un nombre premier.

Si maintenant n est pair, p 2 3. Si p = 3, alors 7 = 2, et la progression {a; )
est 1,3,5,...,n — 1. Comme, pour tout ¢ < n impair, (g,7) = 1, il s’ensuit que n
est une puissance de 2.

Le cas p > 3 est impossible : en effet, si tel est le cas, n serait un multiple de 3.
On a par ailleurs ax = a1 +7(k — 1), ce qui implique que n —1 = 1+ (p—1)(k —1).
Ainsi, p—1|n — 2.

1l s’ensuit que tout nombre premier g divisant p — 1, serait diviseur a la fois de
n—2et den (car ¢ < p). Il sS'ensuit que p~ 1 = 2¢, 1 € N, soit encore p = 2! + 1.

t -
Or, p étant premier, ! w’admet aucun diviseur impair, ie., p=2% +1,t € N.

Onadoncas=a;+2r =1+2(p—1)=2p—1=22+1 1 1, et donc 3 divise
as. Come 3 divise n, on a une contradiction avec (a3, n} = 1, ce qui conclut la
preuve,

37. a) Il suffit de prouver que n? ne pent pas s’écrire comme la somme de n? — 13
carrés parfaits. Si en effet n?2 = a2 +a2+-- -+a31_2,13 alors on doit avoir 1 < a; < 3,
i=1,2,...,n° — 13 si bien que

=104+ + 12427+ 122437 4 1 32
| W — ~ - N o v
p termes q termes r termes
avec p+ g+ r = n? — 13. 1l s’ensnit donc que p + 4¢ + 9r = n?, ce qui implique
que 3¢ + 8r = 13, ce qui est impossible.

b} On montre que 13 est le plus petit n tel que S(n) = n? — 14, En effet, les
sculs carrés parfaits < 169 qui sont la somme de deux carrés parfaits sont 25 et
100 et il est facile de vérifier qu’ils ne peuvent pas s’écrire sous la forme d’une
somme de trois carrés parfaits, i.e., $(8) = 5(10) = 2.

De plus, pour montrer que S(13) = 13% ~ 14 = 155, il faut prouver que 169
peut s'éerire comme la somme de &k carrés parfaits pour 1 < k < 155. Pour ce
faire, on remarque que (2r)? = 72 +72 +r? +r2. Ainsi, si n? est somme de k carrés
parfaits dont (2r)2, alors n* peut s’écrire comme la somme de k + 3 carrés parfaits.

Comme 169 = 82 + 82 + 42 + 42 + 32, il s’ensuit que 169 est somme de 2 + 3¢
carrés parfaits pour tout t tel que 1 < ¢ < 53. Par ailleurs, si on remplace 32 par



68 Arithmétique

22 + 22 + 12, le méme argument montre que 169 peut, s’écrire comme la somme de
1+ 3t carrés parfaits pour tout ¢ tel que 2 < £ € 56. Enfin, de 169 = 122 + 42 4 32,
il $’cnsnit que 169 peut s'écrire comme la somme de 3¢ carrés parfaits pour tout
t tel que 1 5 ¢ < 51. 11 suffit maintenant pour conclure de montrer que 169 est la
somme de quatre carrés parfaits, cc qui cst vrai @ 169 = 10% + 82 + 22 + 12 par
exemple.

¢) On démontre que si S(n) = n? — 14, alors S(2n) = 4n2 — 14. On part
toujours de la remarque (2r)2 = r? + 12 4+ r2 + 72, ce qui implique que (2n)?
peut s’éerire comme la somme de 1, 2,..., 4n? — 56 carrés parfaits, soit encore
S5(2n) > 4n* — 56. Or, 4n? peut s'écrire comme la somme de 3n? + k carrés
parfaits, avec 1 < k< n? — 14 :

4n? = 1®+1°+.. 4124+ p?

"y
3n:2 termes

P41+ + 1% 4af+. +af.
Sn?Iz;‘mes

Comme n 2 13, on a 4n* — 56 > 3n?, ce qui montre que S(2n) = 4n? — 14 et
termince la démaonstration.

38. Il est facile de constater que n = 3 est une solution. Montrons que c¢’est la
seule. Toute solution 7 s'écrit sous la forme n = 3%, oill k£ est un entier > 0 ot !
est un nombre premicr avec 3. On a alors

. e
1= (2) +1= @+ ) [] (@Y -2 +1).
i=0

Cette identité se découvre en examinant les petites valeurs de k : a® +1 =
(+1)(2®—z+1), 2°+1 = (2 +1) (2P —2*+1) = (z+ 1) {2 -2+ 1) (2% — 23 +1),
et ainsi de suite.

On montre maintenant que, pour tout entier impair ¢, 229~2941 = 3 ( mod 9)
en effet, ceci équivaut 4 22971 — 2971 — 1= 0 (mod 9). Or, si ¢ = 2¢+ 1, oi1 ¢ est
un entier, alors ceci se réécrit sous la forme 24+1 — 22 — 1 =0 (mod 9). Comme
par ailleurs 2441 — 226 — 1 = (2241 4 1)(2% — 1), et 3[2%* - 1,2%" + 1, on a
acquis le résultat désiré.

Tl s'ensuit que 3% divise [T+, ((2‘“)2 — ¥l 1)3 mais pas 3571, On en déduit
que 3%|2! 4 1, mais puisque 9 ne divise pas 2! + 1 (car ({,3) = 1), il sensuit que
les seules valeurs possibles de &k sont 0 ou 1,

1l reste maintenant & prouver que ! = 1. Si on avait ! > 1, on pourrait considérer
I'un de ses facteurs premicrs, disons p. On a donc forcément p > 5 puisque /
est impair et premier avec 3. On a alors 2" = —1 (mod p), soit encore 227
1 (mod p). D’'un autre coté, on a d’aprés le petit théoréme de Fermat 277!
1 (mod p). On en déduit que p|2% — 1, 61 § = (p — 1,2n). Comme (p — 1,5y =1,
¢ doit diviser 6. Cecl limite les valeurs possibles de p aux diviseurs premiers de 3,
7 ou 63. On a donc forcément p = 7.
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11 suffit maintenant pour conclure de montrer que 7 ne divise pas un nombre
de la forme 27 + 1. Or, ceci est immédiat puisque 22 = 1 (mod 7), ce qui montre
que les restes possibles de la division de 2™ { 1 par 7 sont 2, 3 ou 5.

39. On commence par démontrer qut’il existe un entier positif & tel que k- 2™ + 1
est comnposé pour tous les termes n d'une progression arithméticue.

En effet. si {¢ + bn)men est une telle progression, avec 0 € @ < b, on considere
wn diviseur premicer p de 2% — 1 et on prend

k=-2° % (modp).

On a done, si n — a + bin,
k-2%+1=-2"7020t" 1 1=0 (mod p),

d’ott le résultat souhaité.

Pour démontrer le résultat de I'énoncé, il suffit de construire une suite finie
de triplets {p;,a;, b;) telle que 0 < a; < b;, 2% = 1 (mod p;) ou les p; sont des
nombres premiers distinets, ot telle que tout entier n satisfait & 'une au moins
des congruences n = ¢; (mod b;) : en effet, il suffirait alors d'utiliser le théoreme
chinois pour affirmer que le systéme de congruences k = —2%7%¢ (mod p;) admet
au moins une solution &.

Pour que tout entier n satisfasse & 'une au moing des congruences n = a, ( mod
;). il suffit de prouver que tout n, 00 < n < [h1.d2,...] — 1, Pune au moins des
congruences n = a,; (mod b;) est vérifiée. Si on prend comme plus petit commum
multiple des h; le nombre 24, on a les choix sulvants pour §; 1 2, 3, 4, 6, 8, 12 ot 24.
Le choix d'un b; peut interdire le choix d’un autre nombre puisque Jes p; doivent
étre distincts. Aprés quelques tentatives, on arrive & une solution possible :

b; 21314 8}112)] 24
, 010|137 23
I 3|75 ]17| 13| 241

40. Pour n = 3, on peut prendre xz = 3 = 1.

Supposons maintenant qu’il existe des entiers positifs impairs «,, ¢t y, tels que
7x2 | y2 =2 2™ On va prouver que pour chacun des deux couples

X = Tp t ?}u, Y = |7<'1-'-n - ynl et X = I-T:n - yn.lj Y = Ty + Yn
2 2 2 2
ona7X?4+Y? =2 en effet,

~11:~F T : ?/:n | B p p
7(3__2_.2_> +(%:FU") 22(7ari+yi):2x2"=2””.

Comme 2, ot ¥, sont impairs, i.e., &, = 2k + 1 et y, = 2{ + 1 (k. | entiers),

alors%’l—kfl—kler,@:[k—l

, ce qui montre que 'un des deux
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Tn + Yn Imn - yn|
nombres 3 et

est impair. Ainsi, il existe des entiers impairs x,41

el yn 41 tels que 737721+1 + y,,";ﬂ = 2"+ ce qui conclut la récurrence.

41. 1% solution. Cette solution a valu un prix spécial & Emanouil Atanassov.

On raisonne par 1'absurde et on suppose qu'il existe des couples (a,b) € (N*)?
tels que (e? + 82)/(1 + ab) soit un entier mais pas un carré parfait. De I'ensemble
de tous ces couples, choisissons un couple tel que max (a, b} est minimal. Posons
enfin k = (a® + b%)/(1 + ab}. On a alors a # b puisque a = b donnerait & < 2, d'on
k = 1 qui est un carré parfait. Sans nuire & la généralité, on peut supposer que
o > b, L'équation

a?+b2 —k(l+ab)=a®—kba+ (b¥* - k) =0

d’inconnue ¢ posséde deux racines. Si on désigne par @’ 'autre racine de cette
équation, alors (¢/)% + 6% = k(a'b + 1), et

) -k -k
a = <
a b

si bien que max (@', b) = b < ¢ = max(a, b), d’oi1 la contradiction.

<b

28me solution. Soient a et b deux entiers strictement positifs tels que (2® +
%) /(1 +ab) = n soit un entier. Si a = b, alors a = b = 1 et I'assertion & prouver est
évidente. Supposons donc que 1 < b < a, et posons a; = b et az = a. On définit
maintenant la suite (e )xecz indexée par Z de la manitre suivante :

i 0.

Qk+2 = NOg+1 —ax Sk 21,
ar = NUppl — Gtz Si Kk €

On a alors, pour tout k € Z,

2 2
Q2 Ty _
G+2ak+1 + 1

Par ailleurs, comme 7 > 1, la suite (ax)xez est strictement croissante, ct. donc

lim ax = —oo. Comme 7 est strictement positif, il résulte de la derniere formule
ko eoc
qu'il ne peut exister d'indice i tel que a; > 0 et a;—1 < 0; la suite (ax)rez doit
donc [orcément passer par 0. Si alors a;_; = 0 pour un certain indice ¢, on obtient

n = a?, d’ol1 le résultat.

Note. Il n'est pas trés difficile d’adapter la premiére solution pour établir
la généralisation suivante : si a, b, ¢ sont trois entiers naturels non nuls tels que
0 < a* + b — abc < ¢, alors @® + b2 — abe est un carré parfait (dans le probléme
initial, on avait a® + % — abe = ¢).




SUITES ET POLYNOMES

Dans un souci de clarté, et afin d’éviter toute solution astucicuse mais artifi-
cielle, on a décidé de présenter ici au lecteur désircux d'approfondir ses connais-
sances sur les suites el les polyndmes un pelit nombre d’idées et de résultats
pouvant s'avérer utiles dans les olympiades nationales et internationales.

On commence par examiner quelques propriétés générales concernant les suites
numériques avant de se concentrer un peu sur la suite de Fibonacci, suite faisant
sans cesse son apparition dans les compétitions mathématiques. On définit en-
suite I'anncau K [X] des polynémes a coefficients dans un corps commutatif K
et on étudie ses propriétés « arithmétiques ». On s'intéresse enfin aux polynémes
irréductibles lorsque K = C, R ou @, ainsi qu'aux problémes d'interpolation.

3.1. Les suites numériques

Une suite numérique cst une application de N {ou parfois N*) dans R ou C que
I'on note souvent (u, Jner au licu de

w N — R{ouC)
n r— un)

3.1.1. Limite d’une suite. On dit qu'une suite numérique (., }nen converge vers
lsi:

Y6 >0, INeN, vneN, (nz N=lu, — 1| <4).

{ est alors appelé limite de la suite (u, )nen-

Théoréme. Si une suite numérique (u,)neny converge vers ly et vers la, alors
ll = 12.

Iy — 11]. Puisque (un)nen converge vers [y et

SR

4 Preuve. Sil; # I, posous § =
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vers {g, 1l existe Ny, Ny € N tels que :

nzN = |u,—1]<é,

vacR, {n}.-'\-'g = |u, -] < 9.

Si N = max (N}, N2}, alors

|uN — 21| < 6:
luny ~ L] < 4,

et il s’ensuit que

”g — 21, = |lQ o UN| -+ |?LN - Z]i < 20 = |12 — l]l,

d’oit la contradiction.
(]

On utilisera désormais le symbole li[JI_l u, pour désigner la limite de la suite
n—-4o0
(2%n)nen-

Théoré&éme. (théoréme d’encadrement) Svient (U JneN, (Vn )nen et (Wy lnen trois
suites réelles telles que :

{ N € Ns vn € N\ ('n' 2 N == Unp g Un g 'UJn);

(Un)nen € (Wn)nen convergent vers une méme limite 1.

Alors (vp)nen converge également vers {.

4 Preuve. Soit § > 0 il existe Ny, Ny € N tels que :

¥n € N, (nzN1 = |u, -1 <8,
¥n e N, (T}, 2N, = |’UJn - Z| € (5)

On pose alors Ny = max (N, N1, N»), et il s'cusuit que pour tont n € N :
nz2Ny = -d<u,—I€v,—I<w,—-I<d = |v,—1<4,

ce qui implique que {y, )nen converge et a ! pour lmite.

On établit sans peine le théoréme suivant :

Théoreme. Soient (g )nen, (Un)nen deux suites convergentes, et o un réel quel-
conque. Si lim u, =!let lim v, =1, alors
2=t 00 R0

im w, + v, =4+ 1, im au, = al, im  wnv, = .
- 00 n—+o0 n—4oc

Si de plus I’ # 0, alors v, # 0 pour n assez grand et
Un !

. 1 1 .
litn =, lim = ..
R+ Uy l R—+00 Uy l
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On dit qu'une suite réelle (1, )nen est croissante (resp. strictement croissaute)

Yne N, up, < (resp. <) Uny1,

et on dit qu’elle est décroissante (resp. strictement décroissante) si :

YneN, u,>2 (resp. >) tny1-

On dit qu'une suite (uy,)nen est périodique de période m € Nsi :

Yn €N, Uptm = Un.

Théoreme. Toute suite réelle croissante (resp. décroissante) et majorée (resp.
minorée) est convergente.

¢ Prcuve. Soit (u,)nen une suite réelle supposée croissante et majorée, quitte a
la remplaccr par son opposée. L'ensetnble {u,, | n € N} est alors une partie de R
non vide ¢t majorée; il admet donc une borne supérieure, notée 1.

Soit § > 0. Par définition de la borne supérieure, il existe N € N tel que :

-6 K uy <1

11 s’ensuil que
YneN, (n2N = [-d<unSu. <l = |up—1| <),

ce qui implique  lim  w, = 1.
Tt— oo

4 Exemples.

1. On définit la suite (uy, )nen+ par
1 1
Uy =1+ 2 +"'+F.

La suile {2, )nene est croissante, et

14 Ly +i<1+§:;—1+i(—}——1)<2
Un =T o3 R e I~ AV B 7 A

«

et il s’ensuit que (¢, )nen- converge vers une limite £ 2

2. Soit la suite (& )nen définie par :

LL‘Q=U,

Tp41 = V4 + 3z, n=012,...

11 est facile de voir par récurrence que 0 € z, < 4, Vo € N. Il en résulte que
Zu+1 > Ip pour » € N, et done que (2, ),en converge vers une limite que I'on note
{. On a alors

I=v1+3l = I=-1oul=4,



74 Suites et polyndémes

et la valeur admissible cst la valeur positive. La suite (Z, )nen converge et admet
pour limite { = 4.

3.1.2. Suites adjacentes. Deux suites réelles (tn)nen, (¥n)nen sont dites adja-
centes si (un )nen est croissante, (v, )nen est décroissante et liT (v, —un) =0.
n—roo

Théoréme. Si deux suites réelles (uy, Jnen, (¥n)nen sont adjacentes, alors elles
sont convergentes et ont fa méme limite. De plus, sil est la limite commune de
ces deux suites, alors :

VHGN, ungun-i—l -<-.z'~<-..vn+1 < Un.

4 Preuve. On pose, pour tout n € N : wy, = n, — u,,. La suite (w,)nen est alors
décroissante car :

W+l — Wp = ('Un+1 - 'Un) - (un-{—l - Un) <0

Commme cette suite converge vers 0, on déduit que pour tout » € N, u, < v,
Il s’ensuit que
VrneEN, Up < Unsl € Vnt1 € Un-

D’un autre coté, (1, )nen est croissante majorée par vg, donc converge vers une
limite notée 1. De méme, (vn)qen est décroissante minorée par ug, donc converge
vers une limite notée I’. Mais comme lim w, = 0, il s'ensuit que I = ', de sorte

n—+oc
que :
YrneN, u,< Untl S I < Unt1l & Un.
O
4 Exemples.
1. On considere les deux suites (u,)pen+ ot (tn)nen+ définies par :
—1 1 1 L o +
TR TR R

Il est clair que (1, )nen- €St strictement croissante et que liI.'lzl (v —un) =0.
n— fe w)

De plus,
-1

AmF D e -

et donc {vn)nen+ est strictement décroissante.

¥n € N*, Un41 — Un = ¢,

Ainsi, les deux suites (s, )nens €t {2n)aen- sont adjacentes. Leur limite com-
mune est notée e, base des logarithines népériens.

On se propose de démontrer que e est irrationnel : en effct, si e = =, (p,q} €

N* x N*, alors

e

1 1
Ug < e <Y, uq<§<uq+—‘ = q!uq<p(q-1)!<q!uq+6,

ol glug est un entier, d’olt la contradiction.
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2. Soient @ et b des nombres réels vérifiant 0 < a < b, et (Up)neN €t (Vn)nen les
suites positives définies par les relations de récurrence :

Uy + Un
Uptl = /UnDn, Ung1 = — o M= 0,1,2,...
avecug = a et vg =
Remarquons d’abord que 4y € 9 et que pour n € N,

Up + Un

Unti = VUn¥n < 5

= Un+4t-

Il s’ensuit que la suite (un)nen est croissante et que la suite (v,)nen est
décroissante.

D’un autre ¢6té, (4 )aen €8t croissante majorée par vg donc converge vers une
limite que 'on note {1. De méme, (v, )nen est déeroissante minorée par ug donc
converge vers une limite notée {;. Comme

Up + Vn

2

Un4l1 =

il s'ensuit que {; = 3. Ainsi, les suites (U, )nen et (Vn)nen sont adjacentes, et leur
liznite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b.

3.1.3. Suites récurrentes. On s'intéresse daus ce paragraphe aux suites définies
par des récurrences affines du premier ou du second ordre a coefficients constants.

e Soit (tn )nen une suite pour laquelle il existe (a,b) € C? tel que :

YneN, wu,p1=au,+0b (3.1)

-Sia=0,alors¥n e N, u, =b.
-8ia=1alors Vo € N, up, = ug + nb.

-Sie#0eta#1l,0nauny1 =aun+b <= vUnp1 = Uy, OUV, = Uy +
Il s’ensuit que

a-1

7 b
vn e N, un=an(u0+—~)-— )
a—1 a-1
e Omn s’intéresse maintenant & des récurrences lindaires du second ordre & coeffi-
cients constants
YR €N, upiz = atnir + bug, (3.2)

on {(a,b) € C2.
On commence par rechercher des solutions de la forme u, = v, n € N. La
suite (7™ )nen est solution si et seulement si :

¢ —ar—b=0.
Cette équation du second degré, d’inconnue r € C, est appelée 'équation ca-

ractéristique assaciée A 'équation de récurrence.
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- Si ’équation caractéristique admet deux solutions distinctes 1 et v danus C,
alors toute solution se met sous la forme :

VneN, u,=ar]+ 87, (3.3)

En effet, 'ensemble des suites solutions est un espace vectoriel en bijection avec
C? par I'application linéaire (un)nen — (uo,u1), donc il est de dimension 2, et
(77 }nen. (P5)nen) en est une base.

- Si I'équation caractéristique admet une solution double r € C, alors toute
suite solution se met sous la [orme :

YneN, u,=a -+ 3n " =(a+ 3n)r". (3.4)

En effet, ((r“)nerq, (n-r")new) est une base de I'espace vectoriel des suites solu-
tions.

o Btudions enfin les récurrences affines du second ordre. Soit (un)ncy une suite
pour laquelle il existe (¢, b,¢) € C? tel que :

YneN, wu,i0=au, 1 +bu, +ec. (3.5)

-Sia+b# 1 onauge = auny Fbig + ¢ = Unyo = GUpp + by, 00
c

Up = Up + , ce qui résout le probléeme.

a+b-1
-Sia+b =1, on se rtameéne 4 une récurrence affine du premier ordre ¢n
considérant la suite (v, )new, définie par Vo € N, v, = tns1 — tn.

4 Exemples.

1. (Probléme des tours de Hanoi) On dispose de trois tiges verticales, sur 'une
d’entre elles sont enfilés n disques, aucun n’étant posé sur un plus petit. On veut
transférer ces disques de la tige ol ils se trouvent jusqu’a une autre tige, en respec-
tant la condition de les prendre un par un et ne jamais en poser un sur un disque
plus petit. Quel est le nombre minimum des manipulations néeessaires pour refor-
mer la pile sur une autre tige 7

Fic. 3.1.

Ce probleme a été popularisé par Edouard Lucas! qui I'a formulé et étudié en
1883. Si la pile initiale contient n disques (n = 1), on désigne par a, le nombre
recherché. Tl est alors immédiat que aq = 1 ¢t ay = 3.

1. Edouard Lucas (1842-1891), mathématicien frangais.
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Sila tige initiale contient n disques, on doit commencer par transférer les
n — 1 preniiers disques en a,-; manipulations vers une autre tige. On transferc
ensuite le dernier disque vers la seule tige vide, puis on déplace les n — 1 disques
précédemnment transférés vers cette tige en a,—; manipulations. Il s’ensuit que :

G = 204-1 + 1,
ce qui e résout sans peine :

=27 2" 241 =2" =1, n=12...

3.1.4. La suite de Fibonacci. La suite de Fibonacci? est définie par :

Fo=0, Fi =1,
F,=F, 1+ F,_2sin>=2

Les premiers termes de cette suite sont 0 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, ... Ces nombres sont appelés les nombres de Fibonacei.

L’équation caractéristique associée 3 cette relation de récurrence est : r2 — ¢ —

1 =0, dont les racines sont
_14+VE L 1-4V5
=— = .

¥

B

Il s’ensuit que

YneN, F,= a(

ot a el b sont tels que

a+b=0,

a(1+2\/5) +b(1 _2\/5) =L

On en déduit. Ia formule de Binet* : pour tout n € N,

h- 50 - (5] 50

& Quelques conséquences de la formule de Binet. Si on pose o = (1 +\/5)/2
et 3 — (1 —5)/2. alors
o — ﬁn
F,=—--, . =0,1,2,...
P n 1,2,
d’on.
Foik a™th j-'jn+k 3 Qn+k{] _ (‘/}/Q)n*—k}

F, = ar=8* o{1—(8/a)"}

2. Leonardo Fibonacei (1175-1230), mathématicien italien.
3. Jacques Binet (1786-1856), mathématicien frangais.
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Comme |3/a| < 1, il s’ensuit que lirf (B/a)" =0, et done
n— 1S

lim DRtk ok (3.7)

b

n—+00 Fn

pour tout cntier positif fixé k.

D'un autre coté, si n est un enticr positif alors

i: (Z) Fy, = Fon. (3.8)

k=0

Cette formule est due 3 Cesaro? et on va la démontrer a I'aide de la formule
de Binet :

i(Z)F’“ - aig [Zn: (Z)ak—i‘@)ﬁ’“] = aiﬂ[(1+a)"~(1 +8)"].

Mais, comme o —a — 1= 8% — 8 —1 =0, on en déduit que :
n 2n 2n
n (67 -
N
k=0

& Les formules de sommation. On établit facilement par récurrence les for-
mules suivantes :

n n n
ZFk = Fn+2 —1, ZF2I¢ = F2n+1a ZF2k+1 = F2ﬂ+2- (3‘9)
k=1 k=0 k=0

& Une approche matricielle. On considere la matrice :

0= 1L 1Y\ (B PR
“\1 0/ \ R R/
On prouve immédiatement par récurrence que

F, F,
¢ n+1 T
= , nzl,
Q ( F n Fn—l )
ce qui permet d’établir plusieurs identités faisant intervenir les nombres de Fi-
bonacci. En particulier, si det A désigne le déterminant d'une matrice carrée A,
alors
det Q" = (det Q)" = (—1)",

ce qui conduit & I'identité

Fog1Focy — F2 = (-1)", (3.10)

4, Ernesto Cesaro (1859-1906), mathématicien italien.
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qui peut aussi étre établie directemnent par récurrence.

D'un autre ¢oté, Q7 - Q™! = Q7! ce qui s'écrit encore :

(Fn-f—l Fn )( Fm Fm—l )_( Fm+n Fm+n—l )
F'n Fn—l Fm—l F‘m—2 En+n—l En+n—2 !

soit encore

[ Fonin = F_1Fy + FFni, ] (3.11)

valable en fait des que m 2 1 et n 2 0.

En particulier, pourm=n+1,n20:

Fany1 = Fp + Fip). (3.12)

& Propriétés arithmétiques des F,,.

Théoréme. Sim divise n (m € N* et n € N), alors F, divise F,. |

4 Preuve. En cffet, fixons m 2 1 et faisons une récurrence sur & 2 ¢ afin de
prouver que I, divise Fiyy,.
Supposons donc que £, divise Fi,, pour un certain & 2 0. Comme,
F[k+1}m = P‘m—l Fk‘m + FTIAFkﬂl-l-l:

il s’ensuit que F,, divise Figx 1), d'olt le résultat.

Théoréme. Soient m et n deux entiers strictement positifs. On a alors

(Fm; Fn) = F(m,n)' (3.13)

¢ Preuve. Comme (m.n)|m et (m,n)|n, alors Fim | Fin ¢t Finny | Fa, et il

s’ensuit que
F(m,n) l (Enr Fn)~

D'un autre coté, le théoréme de Bézout assure I'existence de deux entiers u et
v tels que :
um + wn = (m,n),

et, quitte & intervertir m et 72, on peut supposer ¢ € 0 et donc » 2 1, ce qui permet
d’écrire
Fon = F(m,n)—lF—um + F(m,n)F um+1-

Puisque {Fpn, Fp) | Fun €t (Fon, Fr) | Fowm, 1l s’ensuit que
(P;ne Fn) [ F(m_.n)F—um-}—l-

Par ailleurs, comme 77,1 I, _1— F2 = (—1)", on aen particulier (F,, F,, 1) =1
pour tout n € N. Il en résulte que

(Frn) Fn) | F‘('m,n):



80 Suites et polynémes

ce qui donne le résultat recherché.

_ EXERCICES

1. La suite ag, a1, .- -. ay est telle que

aU =a'77.=09
ap_1—2ax +ary 20, k=1,2,...,n—1.

Prouver que ax < 0 pour tout k£ € {0,1,...,n}.

2. Déterminer 'ensemble des valeurs de g, 23 € R pour lesquelles la suite (2, )ney
définie par :
Tn—1Tn

Tny) = e ———. n 21
T 32t ~ 22 -

contient une infinité d’entiers positifs.
(Olympiades autrichiennes-1986)

3. Soit (an )nen- la suite définie par :

a1=l
1 =14+aa2--an, n=12,...

(23

On pose S, = Z 1/ag. Caleuler lim S,,.
T

P o
k=1

4, La suite (@pJnen st définie par :
a9 =0, a1 =1,
Gy =20p..1 +Gn_y, 722

Prouver que 2% divise a,, si et seulement si 2% divise n.
{Proposé a ['OIM-1988)

5, Soit (@ nen- la suite définie par :

an = {mj n=12...
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a) Montrer que l'équation (z + 1)® + 2% = y? admet une infinité de solutions
dans N x N.

b) Montrer qu'il existe une infinité d’indices m tels que @41 — am > 1.
(Proposé & ['OIM-1988)

6. Trouver une suite ag, ai, ... dont tous les termes soient strictement positifs et
telle que ag = 1 et @y, — Gpe1 = Qnyo pour 7t = 0,1,2,... Montrer qu'une telle
suite est unique.

7. Soit (an)nen+ une suite dont tous les termes sont des réels strictement positifs
et tels que ar — 2054+ + axq2 2 0 et ZL, a; < 1 pour tout & € N*. Prouver que

2
VkEN*, Ogak—ﬂk+1<k—2.

(Proposé a ['OIM-1988)

8. Solent a et b deux réels strictement positifs. Déterniner toutes les fonctions f
de R4 dans R, vériflant 'équation fonctionnelle :

vz e RY,  f(f(z)) + ef(x) = bla + b)zx.

(Proposé a {OIM-1992)

9, Une suite (&, )nen est définie comme suit :
zo = 1989,
n—1"

—-1989
n = Lhy ,-:1,2,...
X n RZ:O k n

1989
Evaluer la somme E 2" z,,.

n=0 (Proposé a {OIM-1989}

10. Une suite (@y)}nens est telle que :

1
m+n

*
Vm}n €N ) !a‘m +an — “lm+n| Q
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Prouver que (an)nen+ €st une progression arithmétique.

{Olympiades russes-1989)

11. Soit (an)nen une suite de réels strictement positifs telle que
¥neN*, a2, =an,+1L

Prouver que la suite (@, )nen+ contient des termes irrationnels.

12. Prouver que les suites (ap)pen+ €t (by)nen- définies par :

an=|_n—+—\/n/3+1/2J, bp =302 —2n, n=12...,

sont complémentaires daus N*, autrement dit que leurs ensembles de valeurs res-
pectifs forment une partition de N*.

{(Proposé a ['OIM-1988)
13. La suite (an )nen-+ est définie par
a n
a =1, an+1=—n+-—,n21.
n an
Prouver que [aZ] = n pour tout n > 4.
(Olympiades bulgares-1996)

14. Soient A et E deux sommets diamétralement opposés d'un octagone régulier
convexe. Un pion qui peut occuper tous les huit sommets de cct octagone se
déplace, & chaque coup, d’'un sommet & I'un des deux sommets voising; le pion
part de A et le jeu se termine quand il atteint pour la premiére fois le point £. On
désigne par a, le nombre de « parties » distinctes de n coups sc terminant en £.
Prouver que pour tout cntier &, k =1,2,3,...

Q2k—1 =10)
gk = —=(2F 71 =),

V2

olz=2++v2cty=2—+2
Note. Une partie de n coups est une suite de sommets (P, P,..., BP,) véri-
fiant les conditions suivantes :

a) B=A, P, =F,
b) pour tout ¢, 8 < i< n—1, P est distinct de F;
<n—1, P; et P, sont des sominets voisins.
{Olympiades internationales-1979/6)

~y
c) pour tout 7, 0 < ¢
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15. On considere une suite (2, )pen telle que
T =3Zp1+2, nz=l

Prouver qu’il existe une valeur entiere de zg pour laquelle 1988 divise z1qg.

(Olympiades chinoises-1988)

16. Trouver la plus grande valeur de ¢ pour laguclle il existe une suite zg, 21,
..., T1995 de nombres récls strictement positifs vérifiant les deux conditions :
a) o = T199s;
b) pour tout 2, 1 < i< 1995;
2 1
i+ — =2z + —.

T Z;i

(Olympiades internationales-1995/4)

17. On considére une suite (2, ) en- d’entiers strictement positifs et tous inférieurs
o égaux a 1988 telle que @y, 4, divise am+a, pour tous m,n € N*. Prouver qi’une
telle suite est périodique & partir d'un certain rang.

{Ofympiades russes-1988)

18. Soient m et n deux entiers (1 < m,n < 1981) vérifiant

2

(n? —mn —m?)® = 1.

Déterminer le maximum de m? + n2,

{Olympiades internationales-1981/3)

19. Pour tout réel x1, la suite (z,)n>1 est définie par la relation de récurrence :
1
Tntl :xn(l‘n'*';), nzl

Montrer qu’il existe un et un seul récl ; tel que la suite (zg )} vérifie
U<$ﬂ<.?3n+1 <1

pour tout n supérieur ou égal a 1.

{Olympiades internationales-1985/6)

3.2. Les polynomes

3.2.1. L’anneau K [X]. Soit K un corps commutatif. On appelle polynéme a
coefficients dans K toute suite dans K dont tous les termes sont nuls a partir d'un
certain rang.
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Pour tous polynémes P = (a;)icn et @ = (b;)ien & coeflicients dans K, on
définit Jes polynémes P+ Q = (a;+b;)ien et PQ = (¢;)ien, 00 ¢; = a;bg+a;—1b) +
-+ + apb;. Muni de I'addition et de la multiplication ainsi définies, 'ensemble des
polyndémes a coeficients dans K, noté K [X], est un anneau commutatif.

Si £ = {a;)ien est nou nul, le plus grand indice 7 tel que a; # 0 est appelé degré
de P, et noté deg (P). Soit n = deg (P), ¢, cst alors appelé coefficient dominanti
de P. Un polyndme cst dit unitaire si son coefficient dominant cst égal & 1. On
poscra finalement par convention deg (P} = —ocosi P = 0.

Soit A une K-algebre (par exemple, le corps K lui-méme). A tout polynome P =
(ai)ien € K|X], on associe la fonction polynomiale : A — A« +— 3. a2
Lorsqu'il 'y aura pas d’ambiguité, on parlera indifféremment de polyn(}m/e et de
fonction polynoiniale (cependant, lorsque le corps K est fini, une fonction poly-
nomiale peut étre nulle alors que son polyndme associé est non nul®). Dans toute
la suite, on conservera toutcfois la notation Z?zo a;zt pour désigner le polynénice
P = (a;)ien de degré n.

Les propriétés arithmétiques de I'anneau K [X] ressemblent beaucoup aux pro-

priétés de 'annean Z, ce qui tient au fait gque dans les deux ensembles on dispose
ne divisi idienne.
d'une division euclidienne

3.2.1.1. Théoréme. {Division euclidienne dans K|[X]) Soient A et B deux po-

lynémes dans K [X] avec B # 0. Il existe Q et R dans K|[X] uniques tels que
A= BQ+ R avec deg(R) < deg(B).

4 Remarque.

Lorsque le corps K est remplacé par un anneau commutatif unitaire A, on note
toujours A [X] I'ensemble des polyndmes a cocfficients dans A. Cet ensemble est
encore un anneau commutatif, mais ne vérifie pas toutes les propriétés de K [X].

En particulicr, la division euclidienne dans Z [X] est licite si le coefficient domi-
nant de B est inversible. Dans le cas contraire, il apparail en reprenant la preuve
de 1a division euclidienne dans K [X] que celle-ci ne peut pas étre généralisée dans
AX].

3.2.1.2. Théoréme. (ldentité de Bézout) Si P et @ sont des polvnémes de
K {X] premiers entre eux {c’est-a-dire n’ayant comme diviseurs communs que les
constantes non nulles) il existe U, V € K[X] tels que PU + QV = 1.

De lidentité de Bézout on déduit, comme dans Z, le théoréme de Gauss :

3.2.1.3. Théoreme. (Théoréme de Gauss) Si P, @ et R sont des polyndmes de
K[X] tels que P divise QR et tels que P et  sont premiers entre eux, alors P
divise R.

L’analogue des nombres premiers dans Z est ici appelé polyndme irréductible :
un polynéme P est dit irréductible dans K[X] si P n'est pas constant et si ses
seuls diviseurs dans K [X] sont les constantes et les polynémes proportionnels a I?
non nuls.

5. Le polynome 2P — @ de Z/pZ[X], ol p est premier, en ¢st un exemple.
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3.2.1.4, Théoréme. (Théoréme de décomposition} Tout polynéme non nul P
de K [X] se décompose de maniére unique, & Pordre des facteurs prés, sous la
forme

P =kPMPy? - PO,

ol k € K*, a; € N* ¢t les P; sont des polyndmes distinets unitaires et irréductibles
dans K [X].

3.2.2. Racines d’un polynéme. On dit que a € K est une racine de P € K [X]
si Pla) =10.

3.2.2.1. Théoréme. a € K est une racine de P € K|[X] si et seulement si x — o
divise P.

4 Preuve. La division euclidienne de P par #—« doune P{z) = (z—a)Q(z)+ R(z)
avec deg (1) < deg(z—a) = 1. On en déduit que R est une constante valant P(q).

O

4 Remarque.

o C Z cst racine de £? € Z[X] si et seulement si 2 — o divise P dans Z[X] : en
effet, m—o étant unitaire, il existe Q, B € Z [X] tels que P(x) = (z—a)}Q(x)+ R{x)
avec R constante valant P(a).

Une maniére voisine pour retrouver ce résultat est d’appliquer le théoréme
précédent avec K = (. Ainsi, si & € Z est racine de P € Z[X], alors 2 —«
divise P dans Q@ [X], i.e, il existe @ € Q [X] tel que P(z) = (z — 0)Q{x). Posons
donc P(x) = ag t a1z + - + apa™, avec ay € Zpour 0 € k < n, ¢t Q) =
by +biw + -+ by 12”71, On a alors

b1 = ~Qn:
bz = G-y +(¥bn [y
by = a;+ab.

Comnne a € Z, il apparait que @ C Z [X], ce qu'on cherchait & démontrer.
a

On dit que o € K est une racine de P € K{X]| de multiplicité m (m = 1) si
{x — a)™ divise P et (x — a)™*! ne divise pas P. On vérific alsément :

]3.2.2.2. Théoréme. Si o, ay,..., o, € K sont des racines du polyndéme P €
K IX1, de nmitiplicités respectives my, ma, ..., My, alors il existe @ € K [X] tel
| que

! Plz)=(r— o)™ (z— a)™ - (. — &)™ Q(x). (3.14)
|

¢ Exemples.

1. Si P € K[X] est de degré n = 1, alors P a au plus n racines; cela est une
conséquence du théoréine précédent et du fait que deg (PQ) = deg () + deg (Q).

2. Soit p nn nombre premier. Considérons le polynéme P(z) = 2! — 1 de
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Z/pZ|X]. D’apres le petit théoreme de Fermat, P posséde les p—1 racines 1, 2,.. .,
p — 1. Il s’ensuit que (on rappelle que Z/pZ est un corps) :

_1_1:(x_l)(x_z)...(m—p—}—l),

et on retrouve, en comparant les termes constants, le théoréme de Wilson : (p —
1)'= —1 (mod p).

3.2.2.3. Relations de VigteS. Soit P(x) = @p2™ +apn_12" 1 +---+ag € K[X]
avec an # 0. Si a1, az,..., a, sont les racines de P (il est entendu que chaque
racine est répétée selon sa multiplicité), alors P(x) = ap(z - ay){z —a3)--- (x —
¢p), €t done

kCn—k
O = z a‘i;"“aikm(“l) —'a__1 lgkgn)
1€ <. <ix Kn 7

ce qui s’écrit encore :

7L
ZCI; = "a:;l; Z 0y = Hax —( l)nao' (3'15)
i=l]

1€i<ign i=1

4 Exemples.
1. En reprenant 'égalité du dernier exemple, valable dans Z/pZ :

T l=(-1)z-2)---(z-p+1),

il s’ensuit que, pour p > 3 et 1 <1 < p— 2, la somme A; de tous les prodnits de 2
éléments du sous-ensemble {1, 2, ...,p—1} de Z est divisible par p.

2. On peut utiliser ce résultat pour démontrer un résultat arithmeétique dit &
Wolstenholme” : le numérateur de la fraction (sous forme irréductible)

cst. divisible par p 2> 3; cela tient au fait que l'on a

a Ap_g
- = A,_ob=(p—1)la,
b o T b=l

avec p| Ap_z et (p,(p— 1)) = 1.
On peut méme montrer que pour p premier > 3, ce numérateur est divisible
par p? : en effet, on a dans Z [X] :

(z—1)(z—2)-(z—p+1)=aP 1~ 4 2P %+ + Ap_1.

6. Frangois Viete (1540-1603), mathématicien frangais.
7. Joseph Wolstenholme (1829-1891), mathématicien anglais.
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En écrivant la derniere identité pour x = p, il 8’ensuit que
(p—=p"" —ApP 2+ — Ap_2p+ Ap_y.

Comme Ap_; = (p—~ 1)}, on obtient A4p_» =p"~2 — A1pP 3+ ... + A,_3p, ce qui
montre (car p > 5) que p? divise Ap-z, d’olt le résultat puisque (p?, (p — 1)!) = L.
3.2.3. Polynémes irréductibles de K[X]. Le probléme de I’étude des poly-
nomes irréductibles dans C [X] est complétement résolu grace au théoréme fonda-
mental de 'algébre® énoncé par d'Alembert? et entidrement démontré par Gauss'®.
Ce théoréme, que nous ne démontrerons pas ici, peut étre énoncé de diverses fagons,
dont : tout polynéme non constant de C[X] posséde au moins une racine dans C.

Il s’ensuit que les polyndmes irréductibles de C [X] sont les polynémes du pre-
mier degré. Ainsi, tout polynéme non constant P € C [X] se décompose (théoréme
de décomposition) sous la forme :

P(z) = k(z — 01)(z - 03) -+ (z — an), (3.16)

ot @y, a2,..., oy désignent les racines (répétées selon leurs multiplicités respec-
tives) du polyndéme P dans C, et on1 k € C*.

Si P est dans R[X], et si a € € est racine de P alors & est aussi racine de P.
Ainsi, P € R{X]| non constant se décompose sous la forme :

P(z) =kf_[(x—a;)f_[(x2 + a;z + bi), (3.17)
i=1

t=1

oukeR* e, 09,...,00 ER, a1, b1,..., a5, bs € Ret A; = a? ~ 4b; < 0 pour
1=1,2,...,s. Comme par ailleurs tout polynéme du second degré a discriminant
négatif est irréductible dans R [X], il s’ensuit que les polynomes irréductibles de
R [X] sont les polynomes du premier degré et ceux du second degré a discriminant
négatif.

Dans @ [X], il n’existe pas de caractérisation satisfaisante des polynomes ir-
réductibles. Toutefois, il existe plusieurs techniques permettant d’étudier certains
cas particuliers. On peut ainsi commencer par rechercher les racines rationnelles
du polyndme étudié, puis utiliser le théoréme 3.2.2.1. Si par exemple P(z) =
@nT" + an_1T" 1 + -+ ap € Z[X] (pour étudier l'irréductibilité dans Q {X], il
suffit d’étudier I'irréductibilité de polynémes de Z [X| dans Q [X]), avec a, # O et
ag # 0, toute racine E dans @ de P vérifie

anp™ +an-1p"" g+ - +a1pg" " +agq” =0,

ce qui montre que p divise ag et ¢ divise a,,. Comme les diviseurs de ag et a,, sont
en nombre fini, le probléme est théoriquement résolu.

8. La démonstration de ce théoréme se trouve dans de nombreux ouvrages.
9. Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), mathématicien frangais.
10. Carl Friedrich Gauss (1777-1855), mathématicien allemand.
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Dans le cas de polyndmes de degré 2 cu 3, ceci est particuliérement efficace -
en effet, il est alors équivalent de dire que le polyndme en question est irréductible
dans @ [X] ou qu'il ne posscde pas de racines dans Q [X].

Dans le cas général. on dispose du critére suivant :

3.2.3.1. Le critére d’Eisenstein'!. Soit P(z) = anz" + -+ + @12 + ap un
polyndme de Z [X|. On suppose qu'il existe un nombre premier p tel que :

a) p divise ag, 01,..., Gn-1;

b) p ne divise pas ay, ;

¢) p* ne divise pas ag.
Alors P est irréductible dans Q [X].

4 Preuve. On commence d’abord par démontrer que P est irréductible dans
Z[X] : en effet, si Q et R sont deux polynémes non constants de Z [X] tels que
P(x) = Q(z)R(z), avec Q(z) = gaz® + -+ + qo ot R(x) = rpz® + --- + 1o, alors
ag = qoro. Il 8’ensnit que p divise ¢g ou 7y, mais pas les deux a la fois (d’aprés c)).
On peut donc supposer, sans nuire & la généralité, que p divise g et ne divise pas
T0-

D’un autre cdté, p ne divise pas ¢, sinon il diviserait a, = g.7rs. Soit alors
k le plus petit indice 7, 1 € 7 £ @, tel que p ne divise pas g;. On a alors a =
qrro + gr—~17m1 + - + gori. Comme k < a < n, p divise ai, et donc p divise gpro,
ce qui impose p|ro, ce qui est contradictoire.

La suite de la preuve repose sur le résultat suivant :

3.2.3.2. Théoréme. Si un polynéme P de Z|X] est irréductible dans Z[X], il
est irréductible dans Q [X].

4 Preuve. Si P = QR, avec Q et R polyndmes non constants de Q [X], alors il
existe k € N* tel que kP = 1 Ry, avec @1 et Ry polynémes non constants de
Z[X].

Soit p un diviseur premier de k ; démontrons que p peut étre mis en facteur soit
dans @, soit dans R, : en effet, dans le cas contraire, posons Q1(x) = g.2%+- - -+qo
et Ri{x) = rpa® + --- + 1o, et soient j le plus petit indice i, 0 € i £ «, tel que p
nc divise pas g;, et h le plus petit indice ¢, 0 < @ < b, tel que p ne divise pas 7;.
Comme p est un diviseur premier de k, il divise tous les coefficients de Q) R, donc
en particulier celui de 7% Il s'ensuit que p divise ¢;Th, ce qui est absurde.

O

¢ Exemples.

1. Le polynéme z3 + x? — 2z — 1 est irréductible dans Q [X] : en effet, il est sans
racine dans @ (car 1 et —1 sont les seuls candidats).

2. Soit p un nombre premier et P(z) = 2?~' + ...+ + 1 € Z[X]. Montrer que P
est irréductible dans @ [X].

11. Max Eisenstein {1823-1852), mathématicien allemand.
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L’idée est d’appliquer le critére d’Eisenstein au polynéme Q(z) = P{x + 1) :

{4+ 1P -1
- x

Q) =2t 4 pa T 4 (g)xp_3+"'+p-

I est alors facile de vérifier que @ satisfait les hypotheses du critére d’Eisenstein
{on rappelle que p étant premier, p divise z) pour 1 € k < p—1). Ainsi ¢, et
donc P, est irréductible dans Q [X].

3.2.4. Les problémes d’interpolation. Soient ag, @1, .. .. @, des scalaires deux
a deux distincts. On cherche un polynéme P de degré € n tel que

P(a;) =b;. j=0,1,...,m, (3.18)
ou by, by, ..., by sout des scalaires donnés.

Remarquons tout de suite qu’'un tel polyndme, §'il existe, est unique (la dif-
férence de deux tels polyndmes est un polyndme de degré < n possédant n + 1
racines distinctes donc est nécessaircment nul).

On présente ici deux formules permettant d’expliciter ce polyndme. La premiére
est due a Lagrange!? et la deuxieme est due 3 Newton'®,

3.2.4.1. Formule d’interpolation de Lagrange. Le polynéme solution du
probléme d’interpolation s’écrit P = %" _ byLy, ou

Lk(x)=]‘[("’““"), k=01,...,n (3.19)

@ —a
itk Ok TG

Ce polynéme est appelé polyndome interpolateur de Lagrange.

¢ Preuve. Les polyndmes Ly, £ =0,1,...,n, sont tels que :
1 sik=j,

Lg(a;) =

x(e) { 0 sik#7.

n
Cecl étant, on a bien (Z bkLk> (aj) =b; pour j =0,1,...,n.
k=0

L’idée de Newton est de considérer un polynéme P tel que
P(z) = cot+ci{x—ag)+ez(z—ap)(z—a1)+- - +en(z—ap)(x~a1)-- (€ —an-1),

oll g, ©1,..., ¢y sont des constantes & déterminer. Le polyndéme P ainsi considéré
est de degré < n, et les contraintes P(a;) = b;, § = 0,1,...,n, permettent de
déterminer successivement les constantes cg, €1...., ¢n- On aen effet cg = P(ag) =

by — b by — b
bo; ] =(b1—bo)/(al—ao);02= (a:_a(:) —ai_a(;)/(ag—al);

12. Louis de Lagrange (1736-1813), mathématicien frangais.
13. Isaac Newton (1646-1727), mathématicien et physicien anglais.
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3.2.4.2. Formule d’interpolation de Newton. Le polynéme solution du
probléme d’interpolation s’écrit

P(z) = co+ci(z—ao)+afe —ap)(z ~a1)+ (3.20)
ot enlz — a0)(@ ~ 1)+ (@ ~ an-1), ‘
oll ¢g, €1,. .., Cn, SODt des constantes qui s’expriment au moyen des a; et des b;.

¢ Exemples.

1
1. Soit P un polynéme de degré < n tel que P(j) = 1/ (n+ ), pour j =
0,1,2,...,n. Déterminer P(n + 1). Y

Le polynéme P est donné par la formule d’interpolation de Lagrange :

n N
P(m):ZH(i_:)P(k).
k=0 17k
Or,
e n+1—i4 n+1 n n—k+2 n-k 1
1;1( ki ) Pl 1 1 X k-n
=0

et il s’ensuit que

Pn+1)= i (—1)nF =

{ 0 sin est impair,
k=0

1 si 7 cst pair.

2. Soit P un polynéme de degré < 998 tel que
P(k) = Fy,, k=1000,1001,...,1998,

oll (Fy)n>o est la suite de Fibonacci. Prouver que P(1999) = Figge — 1.

Ici encore, les valeurs prises par P correspondent 4 des points régulierement
espacés, avec un pas égal a I'unité. Dans ce cas particulier important, les constantes
intervenant dans la formule d’interpolation de Newton sont assez facilement déter-
minées : )

Cj:?AJbo, j=(},1,...,n,

on A7by sont les différences successives en bg de la suite bg, b1, ..., by. Ces diffé-
rences sont définies récursivement par @ Alb; = by —b;, A%h; = Alb, - Alb; =
bH.g - 2b.,;+1 + b,;, etc ...
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Dans le tableau :
by b by b3 ... by
Albg Alp, Alb, e Alb, 1
AZ?bg A%p, ... A%b, o

Avbg

les coefficients c; s’obtiennent & partir des éléments de la diagonale gauche du
tableau. Le polyndme interpolateur de Newton s’écrit :

= :
P@) =% (‘” ,“") Adb, (3.21)
j=0 J
ol Alby = bg, (:c ;00) =1letpour1<j<n,

(f—%): (z—ag)x—ap—1)---(x—a—j+1)
J 3! )

Dans le cas particulier de ’exemple étudié, une simplification majeure a lieu.
Vu la définition de la suite de Fibonacci, le tableau des différences successives
s’écrit : '

F1000 Fiom Frooz | Flo0s Figos
| P Fio0o Firom oo Flogg
Foge Fogo .o Flio04
F2
ome 22 (- 1000
P(z) = ,Z=o ( ; )me_j.

On est maintenant en mesure de prouver le résultat demandé. Considérons
le polynéme @ de degré < 999 tel que Q{k) = F; pour 1000 < k& < 1999. En
appliquant Je méme raisonnement que précédemment, on obtient

999

o= (7 )

3=0

ce qui prouve que Q(1999) = 1+ P(1999), d’oit P(1999) = Figg9 — 1.
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20. Les nombres a, b, ¢ et d sont tels que ;

2=y4—-—+d—-a, b=+y4+vV5-04, c=y\4-vite, d=y4+V5+4d.

Calculer le produit abed.

21. Soit > un polynéme a coefficients réels tel que P(z) 2z 0 pour tout = € R.
Prouver qu'il existe des polynémes P;, P, € R{X] tels que

P=P!4+ P2

22. On considere les polynémes : Pi(x) = 2% — 2 et Pj(x) = P (Pj_1(z)) pour
7 = 2,3,... Démontrer que pour tout entier positif n, les racines de 1'équation
P,(zr) = = sont des nombres réels distincts.

(Olympiades internationales-1976/2)

23. Sotent ag, @1,-..,a,_1 des réels tels que 0 < ¢g € a1 € +-- € ap.1 £ 1. Soit
X une racine du polynéme ™ + an— 137! + - - + 013 + ag vérifiant [A| > 1.

Prouver que A"t = 1.

(Olympiades chinoises-1992)

24. Trouver tous les polyndmes P, autres que les polynémes constants, a coefli-
cients dans R et tels que

P(e?) = Pz)P(z — 1), VzeC.

{Olympiades roumaines-1995)

25. On se donne 2n réels distincts a1, asa, ..., an, b1, b2,..., by, que 'on utilise
pour former un tableau n x n dont 1’élément situé & l'intersection de la ligne 4 ct
de la colonne j est a; + b;.

Prouver que si les produits des éléments d’une méme colonne sont identiques,
alors les produits des éléments d'une méme ligne sont aussi identiques.

{Olympiades russes-1991)
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26. Soient P et ) deux polynémes non nuls dans C [X]. Prouver que P et @ ont
les mémes racines {avec les mémes ordres de multiplicité) si et seulement si la
fonction f: € — R définie par f(z) = |P(z)| — |@{z)| garde un signe constant ou
est identiquement nulle,

{Olympiades roumaines-1978)

27. Soit P(z) = 2" + 12" + 22" %2 4 .- + ¢, un polynéme de la variable
complexe z, a coefficients réels c;. On suppose que |P{i}| < 1.

Prouver qu'il existe des réels a et b tels que P{a +1ib) = 0 et (a® + 5% + 1)* <
4 + 1.

(Ofympiades des Etats-Unis-1989)

28. Si P, @, R et S sont des polyndmes tels que
P(z®) 4+ 2Q(z%) + 2°R(2°) = (2* + 2® + 2% +  + 1)S(x),

Prouver que 1 est une racine de P.

(Olympiades des Etats-Unis-1976)

29. Trouver tous les polyndomes f a deux variables tels que :
a} pour tous réels t, z, y : f(tz,ty) = t"f{x,y), ou n est un entier (f est
homogene de degré n);
b) pour tous réels a, b, ¢: fla+b,e)+ f(b+¢,a) + f(c+a,0) =0;
¢) £f(1,0)=1.
(Olympiades internationales-1975/6)

30. Soit f(z) un polynéme & coefficients rationnels et « un réel tel que o® ~3a+1 =
3
(f(@))” —3f(a)+1=0.
Prouver que, pour tout n > 1,
n 3 ¢l
(f*(@))” = 3f(e) +1=0,
ot f*{x) = F(f(... f(=))).

31. Soit » > 1 un entier. On pose f(z) = z™ + 52"~ ! + 3. Montrer que f(z) est
irréductible sur Z [X].

{Olympiades internationales-1993/1)

32. Montrer que 'ensemble des réels « qui vérifient I'inéquation
70
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est la réunion d’intervalles disjoints dont la somme des longueurs a pour valeur
1988.

(Olympiades internationales-1988/4)

33. On se donue m entiers rclatifs a;, as,. .., a,. Le polyndme P a coefficients
entiers est tel que, pour tout entier n, il existe au moins un indice 7 € {1, 2,..., m}
tel que a; divise P{n). Prouver qu'il existe un indice k tel que ai divise P(n) pour
tout entier n.

{Olympiades russes-1990)

34. On suppose que la suite d’entiers (g, )nen est telle que :
a) m — n divise ¢ — ¢n pour m > n = 0;
b) il existe un polynéme P tel que |g,| < P(n) pour tout n € N,
Prouver qu’il existe un polyndme Q tel que ¢, = Q(n) pour tout n € N.
(Ofympiades des Etats-Unis-1995)

35. P est un polynome de degré 3n tel que :

P0)=P@)=---=P(3n) = 2
P1)=P@)=-.=PBn-2) = I
PR2)=P(B)=---=P(Bn—-1) = 0.

~ Déterminer n sachant que P(3n + 1) = 730.
{Olympiades des Ftats-Unis-1984)

36. Soit P un polyndme non constant & coefficients cntiers. Si n(P) est le nombre
d’entiers k tels que (P(Ic))2 = 1, prouver que n{P) — deg(P) < 2, ol deg(P)
désigne le degré du polynéme P.

{Olympiades internationales-1974/6)

37. Si P est un polyndme A coefficients cntiers, on désigne par w(P) le nombre de
ses coefficients qui sont impairs.

Pour tout entier positif 4, on pose Q; =.(1 + x)!. Montrer que, pour toute
famille finie d’entiers 71, i2,..., tn telsque 0 K i1 < <+ - <ip,0Nna:

w{Qh + Qiz et Qin) =z w(Qil)'
(Olympiades internationales-1985/3)

38. Soit n un entier > 1. On place n lampes autour d’un cercle et on les numérote
dans le sens trigonométrique : Ly, L1, ..., L,—1. Chacune de ces lampes peut étre
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allumée ou éteinte. On considére la situation ol toutes les lampes sont allumées,
et on applique une suite d’opérations : opération 0, opération 1,..., l'opération j
consistant & changer 1’état de la lampe L; si la lampe Lj_; est allumée, et & ne
rien modifier si L;_; est éteinte. Prouver que :

a) il existe un entier strictement positif M(n) tel qu'aprés M(n) opérations,
toutes les lampes redeviennent allumées;

b) si 7 est de la forme 2%, toutes les lampes redeviennent allumées aprés n? —1
opérations;

c) si n est de la forme 2% + 1, toutes les lampes redeviennent allumées aprés

2 —n + 1 opérations.

7

(Ofympiades internationales-1993/6)




— SOLUTIONS _

1. Supposons qu'il existe un indice k tel que ax > 0, et supposons qu’il soit choisi
de telle sorte que ¢; < 0 pour fout j tel que 7 < k. On a alors

n—8n_1 Z 0p_1 ~BQu_g 2 - 2 ap —ap_1 >0,

doll ay, = an—1 2 -+ 2 ag > 0, ce qui contredit I’hypothesc a, = 0.

2. 8i z,, =0, alors x,41 = 0 et la suite n’est pas définie pour les indices = n + 2.
Supposons donc x,, # 0 pour tout n € N, et posons 4, = 1/z,. Il s'ensuit de la
relation de récurrence que

Unt2 — Stnt1 + 2up = 0.

La solution générale de cette éguation de récurrence sc met sous la forme :
u, = a+2"3,

ol & et [ sont des constantes. Si 3 # 0, alors lun |un| = +oo et done lim z, =

n—+420
0, ce que signifie que la suite (#,)nen ne prend pas une infinité de valeurs entieres.
11 s’ensuit que (2,)nen contient une infinité d’entiers positifs si et seulement si
zo = 21 € N*.

3. On remarque que

c’est-a-dire ant1 — 1 = ap{a, — 1) pour n = 2, soit cncore

1 1 1
—_—= . , n=2.
g, a — 1 Any1 — 1
Or, a1 = 1, donc
Z": 1O [ 1 1 ]HQ 1
(lk_ ap — 1 ak+1—1 - Qg1 — 1’

k=1 =2

mais comme lim a, = 4+0c, on obtient
n—-+oo

lim S, =

n—-+0o
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4. 1% solution. On définit une nouvelle suite (b, )nen par :

bo=b1 =2,
bp =2b,_3 +bp_o, n2 2.

Les suites (an)nen €t (bn)nen s'expriment i I'aide des solutions de P'équation
caractéristique t? — 2t —1=10:

123 123

ARV, A
ola=1++v2etB=1-+2

11 s’ensuit, en utilisant la formule du bindme que :
n n n n
n n n

) ) ()

On en déduit que a, est impair si n est impair, et que b, est divisible par 2
mais pas par 4 pour tout n € N. Comme az, = anb,, ¥n € N, il s’ensuit que

bp=a"+8", n=012...,

Ay

bn

Aokm = @rabmd2m - - - bzk—lm, Yk, m e N.

Ainsi, la plus grande puissance de 2 divisant an, oll 7 = 25m (m impair), est
égale a 2%,

2°™me solution. En examinant les premieres valeurs que prend la suite (@n }nen,
On remarque que

Qo441 — a?}, + a$1+]_,
azn = 2a,, (an + an—l);

ce que I'on vérifie facilement par récurrence. Le résultat demandé en résulte imméd-
latement (par récurrence).

5. a) On remarque que (z,y} = (3,5) est une solution de I'équation proposée.
D’un autre coté, si {zg, yo) est solution alors (3xg +2yg + 1, 420 + 3y + 2) est aussi
solution.

b) Soit & un entier naturel non nul tel que 2k% + 2k + 1 = y? et soit
ar = V2k2+2k+1=y.
Montrons que ar — ax—; > 1. Pour ce faire, il suffit de prouver que

ak-lzl k2+(k—1)2J<y~l on K2+ (k—12<y—1.
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Supposons que /kZ+ (k—1)2 2 y — 1. On a alors 2y > 4k + 1 {car y* =
2k% + 2k + 1), soit encore 8k? < 3, ce qui est exclu. Ainsi, ax —az_; > 1 pour tous
les entiers strictement positifs & tels que 2k2 + 2k + 1 soit un carré parfait.

2 a une racine positive et une seule :

V5-1
—

6. 1®*® solution. L’équation 1 — 2z = z

Ce nombre satisfait aux relations :

2 2 3

l—z=2% 2-2°=2%..., 2"%— "t =,n*2

aerag

ce qui prouve que la suite (2")nen satisfait les conditions de I'énoncé.

Soit by, b1, ... une autre suite satisfaisant aux conditions de 1'énoncé. On doit
avoir
bo=1, by— n+1 = On42, vn € N.

Posonsdonc by =t;onaalorsby =1—¢ b3 =2t —1,by =2 3%, b5 = 5t — 3,
et on vérifie sans peine que, pour n =1,2,...

E}‘Zﬂ.:}?m':.-l _F2nt>0}
bon-1 = Fon 1t — Fopnz >0,

ol (Fy Jnen est la suite de Fibonacci. Il s’ensuit que

F2n F2n+1
<t< n=0,12,...
Fona Fonga’ T
Comme,
lim Fo _V5-1_ z
n—+o00 Fn+1 - 2 -

il s’ensuit que & = z, et que les deux suites (bp)nen et (2™)nen coincident.

28me golution. La solution de la récurrence de ’énoncé s’écrit sous la forme :
ap = az™ + By", VYn €N,

V5 _-l1+45

-1 —
ot (@,B)€eR?, z= ——— ety 5
en fonction de ag = 1 et a1, d'on

. Les constantes « et 3 se calculent

YneN, ap= [(y — a1z + (@ — ).

- X

- Si a; # y, alors (—1)"a,, — oo suivant que y — a; > ou < 0. Il s’ensuit que
(an)nen n'est pas & termes positifs.

- 8i maintenant a; = y, alors

YneN, a,=y"

\Y

0,
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et cette suite vérifie bien les conditions de 1'énoncé.

7. Montrons que la suite (a,)nen< cst décroissante : s’il existe un indice & tel
que gy — g4y = — avec « > 0, alors @, — @1 € —a pour tout m > k {(car
An — Qnii 2 nel — G2, Y € N*). Il s’ensuit que

ap — m = (ax — @kg1) + (@k41 — Gka2) + -+ (Bm—1 — am) € ~(Mm — k),

soit encore
am 2o+ (m—kla, Ym2k.

Ainsi, pour m assez grand, a,, > 1 ce qui est impossible. Ainsi, a; — ag4y =2 0
pour tout k € N*.

Supposons maintenant qu’il existe un indice k tel que ax ~ ak+1 22 2/k% On a
alors @y, — Gmy1 2 @ — arg1 = 2/k% pour tout m < k, d’ott

2 2
m = Cm41 + k2 am+2 + ka Z ak+1 + (k m + i)kz,

et en particulier,

art+az+--+a=2(14+2+-- k) + kaksy > 1+ kag+1 2 1,

%2
ce qui contredit I'hypothése de 'énoncé.

8. Notons f*{x) = f(f* }z)), n=1,2,... 00 fO(z) =z et f'(z) = f(z). On a
donc
FH2(@) + af " z) —bla + ) (2) =0, n=0,1,2,...

Le polyndme caractéristique de cette équation est :
¥ +ay—bla+b)=(y+a+b)y—b),

donc
Mx)=Mbd" + de{—a - 1), n=0,1,...,

o1 A; et Ag sont des constantes. Mais comme z = f%(z) = A1 + A2 et f{z) =
fYUz) = Ab— dela + b), il s’ensuit que

(¢ +b)x+ f(z) A _br— f(x)

g = — 4/

A = 2 TOET I
! a+2 a+2b

*

et

e @) = m (o) 1

(a+b)" a+b

Comme f:R* — Rt, f~:Rt — Rt et donc

—Al(aib)zns)\z ,\,(GLM)ZMI, n=0,1,2 ..

/AN
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En faisant tendre n vers 400, on obtient Ay = 0 (@ + b > b = 0), soit encore
fl(z) = bz, et on vérifie facilement que f{z) = bx est bien solution de I'équation
proposée.

9. Notons ¢ le nombre 1989. Pour n 2 2, on a

n—1
NEy = —C- E They
k=0

ce qui permet d’écrire

ity — (R —1)Tp_1 = —CZp_1, N =2,
et donc
c—-n+1
Lp = — (‘—n'—> Tn—1, N = 2,

soit encore pour § €< n £ ¢,

(c—~n+c=n+2)---(c—1) o = n(c)_
. 0-——(—-1) .

Zn = (1) 7! n

On a donc finalement,

ZC: 2an = ¢ Xc: 2 (—1)" (2) = ¢(1-2)° = —c.

n=0 n=(

10. Soit k € N* fixé, et soit m un entier strictement positif quelconque. On a alors

{Bama1 + x — am+k+1l < ﬁs
et
1
[ + rs1 — @myrsr]| myErl
ce qui donne
2 2

Tr, - v} T —ap ) € ———— < —.
Ham+1 — am) — (Git1 k)l\m+k+l oy

Il s’ensuit que la suite (@m41 — m)men+ converge et a pour limite (apt1 ~ ag}
Ceci étant vrai pour tout k& € N, il en résulte que

*
Q41 — Qn — Q41 — Gn, ‘v’m,n < N 3

autrement dit {ay, )nen- €st une progression arithmétique.

11. Supposons que tous les termes de la suite (an)nen- soient rationnels. On peut
P ).
domnc écrire pour tout n € N* : a4, = Pn avee (pa, ¢n) = 1. Comime
n

Dn + Gn

2
an-l-l:a‘n—'_]': p
n
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il s’ensuit que qu = ¢n, n = 1,2,... ce qui implique que ¢, = 1 & partir d'un
certain rang ng, i.e. a, est un entier pour n > ng.

Soit n = ny un entier. Si a, = 1 alors @41 = V2, ce qui est exclu. On a donc
an = 2, et il en résulte que @n41 < @n. La suite (ap)nzp, €St une suite strictement
décroissante d’entiers positifs et on sait qu'une telle suite ne peut exister, d'ou1 la
contradiction.

12. Soit m € N* une valeur qui n’est pas prise par la suite (an)nen-. Il existe donc
n € N* tel que

1 I 1
n+1/§+§<m et m+l<n+l+ n;r + 3

mais alors

1 1 1 +1
\/g<m—n—~< ntl = E<(m—n)2—(m—n)+zén
3

2 3 3 3

==z n<3(m—n)2—3(m—'n)+4€n+l

== m<3(m—n)2—2(wz+n)+§Sm+l,

par conséquent,
m = 3(m —n)? — 2(m —n)
est de la forme 3k% — 2k oh k € N*,

Le reste de la prenve est un simple argument de dénombrement : il y a d’une
part exactement n nombres de la forme 3k? — 2k ne dépassant pas 3n? - 2n +n =
3n? — n. D'un autre coté

2 1
|_3n2—2n+1m,2——n+—J=3n2—n
3 2
puisque
2—2n+l<n-|-1 et n2—gn+1> n2~n+l+1-n
V3" 73 2 Vo 73" 2 7Y itz =™

11 s’ensuit qu'il existe exactement 3n?—2n nombres de la forme | k++/k/3+1/2]
ne dépassant pas 3n2 —n. Il en résulte que tous les nombres de la forme 3n2—2n,n €
N*, ne sont pas pris par la suitc (2, )nen-, et qu’il 0’y a que ces nombres que cette
suite ne prend pas.

13. On pose f(z) = % + g Comme,

a — a0 — 2
fla) - sy = =)

il g’ensuit que f est décroissante sur intervalle |0, n).
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On va d’abord prouver que
n

Vn<a, < , n23,

n—1

3 .. n )
en effet, \/5 < az = 2 £ —. Si maintenant ﬁ < an & pour un entier

\/Q n—1

n 2 3, alors )
Gn1 = flan) € f(VR) = "jﬁ ,
et
tna = flon) > [(==5) = == > VA F 1,

ce qui achéve la récurrence.
1l suffit maintenant de prouver que ¢, < vn+1pourn 24. On a

K13 7
a. = = ( )z n =3,
nt1 = flan) = f Jno1 Jno1
ce qui donne n—1
an> H n‘>4)
n—2

et par conséquent

n—1 ) _ (n—12+n%n—2)

vn—-2 (n—1lnvn =2

Il s’ensuit que |22 ] = n pour n > 5, et on vérifie facilement que |a3] = 4.

s = f(an) < f(

14. Comme auncune partie d’un nombre impair de coups ne se termine en F, on a
A2k~1 = 0, k= 1,2,...

Fic. 3.2

D’un autre ¢oté, ap = 0 et a4 = 2. Afin de pouvoir trouver une relation
de récurrence pour asx, on introduit une suite supplémentaire (bn)nens que l'on
définit comme suit : b, est le nombre de parties de n coups commengant en C' et
se terminant en E.

Partant de A, le pion peut suivre 4 chemins différents lors de ses deux premiers

mouvements :
A— B — A, A— H — A,

A— B—C, A— H —G.
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II s’ensuit que
Gop = 20252 + 2bar_2, k=1,2,...

D’un autre c¢6té, un pion qui part de C-a 3 facons pour effectuer ses deux
premiers mouvements sans atteindre E

C—B—C(C, C —D—C, C— B — A.

Il s’ensuit que
bor = 2bog—2 + a2k—2, k=12,...

On doit donc résoudre le systeme d’équations de récurrence

{ agr = 2a9x_2 + 2by_o, (k=1,2,..)

box, = 2bak_2 + t2k_2.

Comme agx+3 = 2a9x + 2box et aop = 2953 + 2box_»2, il s'ensuit que
Qok42 — dagk +2a2,2 =0, k=12,..,
ce qui conduit a 'expression
agk = {2+ V25 + (2 - V2)F, k21,
ol a et J sont des constantes : '
N A S P S
V2\2+ 2/ v2\2—v2/’

d’otr le résultat.

15, 1**® solution. (théoréme de Bézout) On pose z, = 3"y,, n=10,1,2,... La
suite (Y, Jnen satisfait & I’équation de récurrence y, = yn—1 + 2/3”. On a alors

Tp =3y, = (2o +1)3" -1, n=0,12,...,

et en particulier
Zo0 = (o + 1)3]00 - 1.

D’un autre c6té, on sait qu'il existe deux entiers & et 7 tels que

3100 — 1988k +r, 0 <r < 1988.

1l suffit maintenant de prouver qu'il existe un couple (xg,m) € Z2 tel que
r{zo + 1) — 1 = 1988m,

mais comme (1988, 1) = 1, le théoréme de Bézout assure l'existence d’une infinité
de tels couples.
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2%me golution. (théoréme chinois) On a les équivalences suivantes :

Zi00 =0 (mod 4),
Z190 =0 {mod 1988) = 2100 =0 (mod 7),
Z100 =0 (mod 71).
20 =0 (mod 4),
= zp=1 (mod 7),
720=29 (mod 71).

En effet, 2190 = (zo + 1)31%° - 1 et

3100 = (36)16. 3 =4 (mod 7),
3100 = 370 1330 =32 . (317 =90-62 =45 (mod 71),

d’apres le petit théoreme de Fermat et les régles de congruences.

D’aprés le théoréme chinois, le systéme précédent admet une unique solution
zg = 1520 modulo 1988,

16. La condition de I’énoncé équivaut a

2z7 — (-'17:'—1 + )Ii +1=0,
Ti—1
qui a pour solutions
1
T = —=x;1 et x;= .
i 9 1 Tia

On montre par récurrence que, pour i = 0, x; = 2¥25', oll k; est un entier
vérifiant |k;| < 7 et ol g; = (—1)%+:

-sit=0alors kg =0et ey =1;

- st @iy = 2M-1ggt! avee g-) = (=1)%1t01 et |k y| < @ — 1, alors
z; = 1/24—1 ou z; = zi_1/2. Dans le premier cas, k; = —k;j_1 et &; = —g;_; ef
dans le deuxieéme cas k; = k;—1 — 1 et &; = £;_1. Dans chaque cas, il est immédiat
que |k;i| <iet queg; = (=1)k+

On en déduit que 1095 = 25z, ol & = kiggs et £ = (—1)19+% 1] Sensuit que
Zo = T1gos = 27x§. Si k est impair, alorse =1 et 2% = 1 ce qui est impossible. On
en déduit que k est pair et donc que

xa =25, |k} < 1995.

Il s’ensuit que la plus grande valeur possible de zp cst 2997 (k = 1994). Cette
valeur est atteinte pour la suite

ZTo = 2997
{ 1 . 1

Ti — Exi--lg t= 1:2:“'!1994! L1995 =

1994
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17. Soit M la plus grande valeur prise par la suite {@n)nene une infinité de fois,
et choisissons I'indice ng de telle sorte que, pour tout & 2 ng, on ait ax < M.

On va montrer que tout entier m 2 ng tel que a,, = M est une période de la
{ 0 q P

suite (an)nzn, © en effet, soient 7 > np et m un entier 2 ng tel que ap = M.

- S8i @jym = M, alors M divise a; + @, = a; + M, ce qui prouve que a; = M =
Git+m-

- 81 @iym < M, alors prenons un indice § 2 ng tel que ai1j4m = M. On a
alors a;4; = M (c’est le cas qui vient d’étre discuté). D'un autre coté, M divise
@iym + 0;, et a; < M, par conséquent

Qiym + a; = M.
On a donc a; < M, ct puisque a;4; = M, alors
a; +a; =M,

et il s’ensuit que a; = @iy+m, c¢ qui acheéve la démonstration.

18. Un couple (n,m) d’entiers sera dit admissible si m,n € {1, 2,..., 1981} et

(n? —nm —m?)? =1,

c’est-a-dire
n? —nm—m? = +1.

Partant d’un couple admissible (n:,m2) avec ng > 1, on pose ng = n; — ng.
Comme ,
n1(ng — n2) =n§ +1>0,
il s’ensuit que n; > ng, et donc ng € {1, 2,..., 1981}.

D'un autre coté,

n? —mnany —ns = (nz—n1)? —na(n2 —ni) —n3 = — [ = (m ~nz)nz — (m —ng)?].

Il en résulte que
n% — NaNg — n% ==£1,

et donc (n2,n3) est ¢galement un couple admissible, et on a de plus ny > na si
ng # 1.

On peut réitérer ce procédé pour construire une suite ny, na,...,ng telle que :
a) (", Niy1) est un couple admissible pour i =1,2,...,k—1;
byng=1letn; #1lpouri=12... k-1

Comme, par construction,

Np_(it2) = Mk—(it1) + Mk—s, ¢=0,1,...,
np = 13 Np—1 = 2,
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il s’ensuit que les nombres ny, ng_1,..., fie, N1, sont des termes conséeutifs de la
suite de Fibonacci. En particulier, ny et n sont deux termes consécutifs de cette
suite.

Réciproquement, le procédé qui vient d’étre décrit est réversible, ce qui im-
plique que tout couple d’éléments consécutifs de la suite de Fibonacci est admis-
sible (en prenant les deux éléments dans ordre qui convient). Les éléments de cette
suite qui interviennent dans I'exercice sont ceux, inférieurs & 1981, c’est-a-dire :

1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597,

d’o1 le maximum de m? + n? = 9872 + 15972,

19. On définit par récurrence la suite de fonctions (fr,)nen~ :

fl(x) = 1
{fn+1($) = fn(fr)(fn(x) + —), n=12..

de facon & ce que z, soit égal a f,(z;).

On voit facilement par récurrence que f, est strictement croissante, et convexe
sur R, (car elle est polynomiale & coeficients positifs). On a également

fR(0)=0, fu(l)21, n=12,...
Comme la condition z,41 > &, équivaut a
1
Tp > 1 — —,
: n

on peut reformuler le probléme comme suit : montrer qu’il existe un unique réel
t > 0 tel que, pour tout n > 1,

1
1—— n(t) < 1,
n<f()

c’est-a-dire

1
f;l(l - ;) <t < fH(1),
ot f7! désigne la bijection réciproque de la restriction de f, & R;.

1
Posons ), = fi! (l - -T;) et y, = fi (1), et montrons que les deux suites
(!, )nen et (¥),)nen- sont adjacentes :

- Puisque f,, est convexe, la fonction

T — fn(x) - fn(o) = fn(x)

z—0 z

est croissante sur R} . I} s’ensuit que

fn(y;;) < fn(x;}

1) = ]
Yn Tn

1
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s0it encore 1
? I
0 \<- Yn — T S — $ Es

par conséquent lim (i, —z,) = 0.
n=—r 400

- La suite (] )nen+ est croissante : en effet,

1 1
Farleh) = fulal) (Fulap) + ) = 1=
et 1
far(@ni) =1- ey

ce qui implique que z,,,, > «),, VYn € N*
- La suite (¥ Jnen- est décroissante : en effet,

Fos (6h) = Sl (A6l + ) =14 = > fanalahrs) = 1,

ce qui impligue que y;, > y,,,,, ¥n € N*,
Si ¢ désigne la limite commune des deux suites {2/, )nen+ €t (yh, )nen-, alors

1
1—7—L<f,.(t)<1,VneN* = Th<t<y, meEN' — t=1L

I} existe donc un et un seul réel z; =1 tel que la suite {z,),>1 vérifie

0<:En<xn+1<1, ﬂ?l

20. ¢ et b sont solutions de I'équation z? — 822 + z + 11 = 0; ¢ et d sont solutions
de I'équation y* — 8y? — y + 11 = 0. Il s’ensuit que a, b, —c¢ et —d sont les racines
du polyndme z* — 82% + z + 11 = 0; leur produit vaut done 11.

21. Tout polyniome P de R [X] peut s’écrirc sous la forme :
P(:r) = H (x — 0'5) H(.’L‘2 + a8 + bi), a;, a;, by € R,
=1 =1
avec A; = af —4b; <0, Vi€ {1,2,..., s}.

Si P vérifie de plus l'inégalité P{x) > 0 pour tout x € R, alors toute racine
réelle a un ordre de multiplicité pair. 11 suffit donc pour résoudre le probléeme
proposé de montrer que si Ry et Ry s’écrivent sous la forme Q? + Q2 et Q2 + Q2
respectivement, alors R; By se met aussi sous la méme forme. Or, ceci se vérifie
sans difficulté :

RiRy = (Q1Q3 + Q2Qa)* + (Q1Qs ~ Q2Q3)*.

Note. On peut démontrer de fagon analoguc que si P € R[X] est tel que
P(z) = 0 pour tout z € R, alors il existe des polyndmes P, et P, € R[X] tels
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que P = P2 + zPZ : en effet, les facteurs intervenant dans la décomposition de
P(x) sont de I'une des trois formes :

g+ A(AERL), (z— M (X eR,y pair) ou 2° + 2pz + g (9° < g).
Mais

z4x = (VA 4o (0%
(@-2r = {@—22)" 42 (02

2
2+2prtg = (z-¢7) +z {\/2(q‘/2 + p)} ,
ce qui permet de conclure, compte tem: de 'égalité :

(Q? + 2Q2)(Q% + 2Q%) = (1 Q3 + 2Q2Q4)? + 2(Q2Q5 — 1 Qa)*.

22. Soit £ = 2cos# un réel compris entre —2 et 2. On a alors

Pi(z) = dcos?d -2 =2cos26,..., Pe(z) = 2cos2%6, ...

L’équation P,(z) = x est vérifiée si et seulement si cos2™0 = cos 8, i.e., si et
sculement si 278 = +8 + 2km.

Cette derniere relation donne lieu & 2™ valeurs réelles distinctes de z qui satis-
fout 1'équation P, (z) = . P, étant de degré 2™, ce sont toutes les racines possibles
dc I'équation proposée qui a donc 2 racines réelles distinctes,

23.0na \* + ap_1 A"l 4 4 al)\ + ag = 0, ce qui donne, en multipliant par
1—2A,

X = (1 = @n)A™ + (Gn-1 — @-2)A" "+ -+ (a1 — ao)X + ag.

Comme tous les coefficients dans le terme de droite sont 2 0, il s’ensuit que :

AP < (1= an- )M + (@no1 = an2)]A" 7+ -+ (@1 — 2ol A +ao
< [(1 —@p1) + (Bp_1 ~Qn_2) + -+ (0’1 - ao) + ao] AP = A"

On en déduit que |A] < 1, soit encore |A| = 1. On a ainsi

P = (1 = an e DA+ [(Gn-1 = Gn-2) A" -+ (01— a0) A + Jaol,
et comne ag est un réel positif, tous les nombres A", (1 —a,_1}A%,.. ., (a1 —ag)X
sont des récls positifs : en effet, 'égalité [z2) + 22 + -+ - + 25| = [21] + 22|+ - + |2n]
a licu si et seulement si 2y, 22,.. ., 2, sont situés sur une méme demi-droite partant
de 'origine du plan complexe,

On a donc enfin AP+ = (A"H | = 1.
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24. Si a est une racine non nulle de P, alors P(a?) = P(a)P(a—~1) = 0, et en
réitérant, on trouve

0= P(a) = P(a®) = Pla®) = -,

et comme P est non constant, donc en particulier non nul, on doit avoir |a} = 1
car P n’a qu’un nombre fini de racines.

D'un antre c6té, (¢ + 1)? est aussi racine de P, et on a donc
0=P(a+1)?) = P(@+1)) =+,
. S 1, V3 s
ce qui montre que |a + 1| = 1. Il s’ensuit que ¢ = -3 :l:z—2—-. Or, P étant &

coefficients réels, si a est racine de P, @ Pest aussi. De plus, comme P(1) # 0, il
s’ensuit que P{0) = 1, ce qui montre que P doit étre de la forme (2% + z + 1)?, ol
n est un entier positif non nul.

Réciproguement, tout polynéme P de la forme précédente vérifie P(z?) =
P{z)P{z — 1) pour tout = € C.

25. On considére le polynéme
P(e) = [[ @ +a) - [ (= - bs).
i=1 i=1
dont le degré est < n. On a ainsi

P(b;) = H(bj +a;) =cste, Yie{l,2,...,n}

i=1

Le polynéme P — cste est ainsi un polynéme de degré < n ayant 7 racines
distinctes; il est done nul, d’ot :

f[ (a; +b;) = (=1 P(wq;) = (-1)"* . cste, Vie{L,2,...,n},

j=1

d’on le résultat désiré.

286. 1l suffit de prouver que si f(z) = |P(2)|—|Q(z)] 2 0, Vz € C, alors P et ¢ ont
les mémes racines avec les mémes ordres de multiplicité.

Il est clair que toute racine de P est aussi racine de @, et que son ordre de
multiplicité comme racine de P est au plus égal & son ordre de multiplicité comme
racine de Q. D'un autre c6té, I'inégalité f(z) > 0 devant étre vérifiée pour tout
z € C, le degré de P est au moins égal & celui de @, sans quoi f(z) deviendrait
négatif pour des z de module sufisamment élevé. Ceci achéve la démonstration.
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27. Soient 11, 73, ..., T les racines du polyndéme P dans €. On peut donc écrire :
P} = (—n}i-rz) (i —rn),

d’ou,
[i =] [f—ra] - [f—rn] < 1.
Comme P est a coefficients réels, ses racines non réelles peuvent étre regroupées
?

deux a deux, chaque paire étant constituée de nombres conjugués. Or, si r € R,
i —r{ = V1472 2 1. 1l existe donc deux réels a et b tels que Pla + ib) =0 et

1> |i—(a+ib)|-|i — (a—b)| = V(a2 + b2 + 1)2 — 482,

462 + 1> (a® + 02 + 1)2

28. On remarque que le terme de droite dans 'égalité de I’énoncé s’annule pour

toutes les racines 5-iémes de Punité, & savoir 1, w, w?, w?, w!, ot w = e27/5 On
a ainsi
P(1) +wQ(1) +w?R(1) = 0, (1)
P(1)+w?QQ) +w*R(1) = 0, (2)
P(1) +u*Q(1) +wR(1) = 0, (3)
P} +w'Q(l) +uR(1) = 0. (4)

Comme 1 4+ w + w? + w® + w? = 0, la somme de ces égalités donne 4P(1) —
Q(1) — R(1) = 0. D'un autre ¢6té, en considérant la combinaison w x (1) 4+ w? X
(2} + w?® x (3) + w* x (4), on trouve —P(1) — Q(1) — R(1} = 0. Il s’ensuit que
P(1) = 0, ce qu'il fallait démontrer.

Note. Plus généralement, on peut démontrer que si Py, Pi,..., P2 (n 2 2)
et & sont des polyndmes tels que

Pola™) + 2P &™)+ + 2" 2P a(2™) = (2" + 22 4 - + 1)S(a),

alors 1 est racine de P; pour tout i € {0, 1,..., n — 2}.
Soient w;, i =1, 2,..., n — 1 les racines n-iémes de 'unité, autres que 1. On a
alors
l+twi+w+ -+l '=0
pour tout ¢. On en déduit que

Po(D+wP () 4+ +wl 2P, (1) =0, i=1,2,...,n—1

Ainsi, le polynéme zz;g Pp(1)z* a n— 1 racines distinctes ; il s’ensuit qu'il est

nul, soit encore Py(1) = (1) =--- = P,_»{1) = 0.
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29. L'hypothése f(a+b.c)+ f(b+c¢,a)+ f(e+a,b) = O donne en posant e = b=c:
P(2a,a) = 0 pour tout g € R. Il s’ensuit que

fley) = (2 - 2y)g(=,y),
oll g est un polynéme homogene de degré n — 1, i.e., g(tx, ty) = " 1g(z,y) pour
tous z, ¥ € R. On a aussi g(1,0) = f(1,0) = 1.

On va montrer que si  +y = 1, alors f(x,y) = ¢ — 2y : en effet, fz,y) =
flz,1 — z) peut étre considéré comme un polyndéme de la variable z = & — 2y =
3z — 2. Ainsi, si on pose fxz, 1 — ) = P(z), et si on applique la condition b} pour

a=b=getc=1—$,onobtient

flz,1—zy + f(1- 2/2,2/2)+ f(1-z/2,2/2) =0,

P(z)=-2P(-z/2) == P2*)=2"% k=0,1,2,...

L'unique polynéme satisfaisant & la derniere égalité est le polyndéme P(z) = z,
ce qu’on voulait démontrer.

Si x et y sont tels que x + ¢ # 0, alors

z Y

:17
r+y z+y

ce qui donne :

faw) = e+ (Fm ) =t ) e - ),

et par continuité de f,

flz,y) =(@@+y)" Yz -2y), 9Yz,yeR

30. Le polynéme z* — 3z + 1 est irréductible sur Q [X] : en effet, si a est une racine
rationnelle de 23 — 32 + 1, alors a est nécessairement un entier. Mais a® — 3a est
pair, ce qui est impossible. 1l s’ensuit que o et f(a) sont irrationnels.

Par ailleurs, o ne peut pas étre une racine d’un polyndéme de degré 2 a coef-
ficients rationnels : en effet, si on avait g(a) = 0, ou g est de degré 2, alors on
pourrait éerire

g — 3z +1 = g(z)h(z) +r(z),
ol g, h, r € Q[X] et r est de degré £ 1. Mais alors r{«) = 0, ce qui est impossible.

Maintenant, on prouve le résultat demandé par récurrence sur n : si on sup-
pose que (f"‘l(a))3 ~3f" YHa)+1 =0, alors &3 — 3z + 1 divise le polynéme
(f"‘l(;c))'i —3f" 1(z) + 1 dans Q[X] : en effet, si on écrit :

(M) = 37 @) + 1 = (&% — Bz + Dh(z) + (=), (1)
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ou h, r € Q[X] et r est de degré < 2, on obtient r(a) = 0 ce qui est impaossible
si 7 est non mul. En posant £ = f(a) dans ’équation {1), on obtient (f"(a))s -
3f"*(a) + 1 =0, ce qui conclut la démonstration.

Note. Le raisonnement précédent reste valable pour tout polynéme de degré 3
qui est irréductible sur Q [X|. Cependant, pour que 'exercice ne soit pas trivial, il
faut que le polynéme posstde 3 racines réelles distinctes. Dans le cas contraire, le
polynéme n’aurait qu'unc seule racine réelle, et on aurait trivialement a = f{a).

31. 1®® solution. Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe deux poly-
nomes g et h, a coefficients entiers, tels que f = gh. Comme f{0) = 3, on peut
supposer, sans perte de généralité, que |g(0)| = 1 et que

9@) =2F + ap_12" 7+ tao (ao = %1).

Comme f{xl) # 0, on a nécessairement & > 1. Si ai, as,..., ay sont les
racines de g dans C, alors

g9(a) = (x — a1}z — @) -+ (z — ax)-

On a ainsi {g(0)] = |a1 X a2 X --- X ag| = 1. Comme o (a; +5) = 3,
Vi € {1,2,..., k}, alors |(ay + 5) x (a2 + 5) x +++ % (ag + 5)| = 3. Mais 3 =
J(=5) = g(=5)h(-5), d'ol : '

[(a1 +5) X (@2 +5) x --- X (e +5)|=10u3,

ce qui est impossible car k£ > 1.

2%™me golution. Supposons de méme qu'il existe deux polyndmes g et h, &
coefficients entiers, tels que f = gh. Comme f(0) = 3, on peut supposer, sans
perte de généralité, que |g{0)| = 3 et on écrit

g(z) =a* + ap12® 1+ 4ao (ap = £3).

On s’inspire maintenant de la démounstration du critére d’Eisenstein : soit j
le plus petit indice tel que a; ne soit pas divisible par 3. Si on pose h(z) =
2P 4 by 12”7 o 4 by et f(z) = 2 + 1@ + - + g, il apparait que le
coefficient

cj = ajbo + a;—1b1 + -~

n’est pas divisible par 3 car bypag = 3 et ag = £3. On en déduit que § =2 n — 1,
douk2n-—1,ie,p <1 Le polynéme h s’écrit done £ % 1, ce qui est absurde
puisque f{+1) # 0.

32. Posons de maniére plus générale pour un entier n 22 1

e =3

k=1



Solutions 113

Cette fonction est strictement décroissante sur chacun des intervalles oil elle
est définie. Pour tout ¢ > 0, 'équation f(z) = a admet n solutions réelles
T, X2y T, O E < 2 <i+1lpours=1,2,....,n—1, et z, > n Len-
semble des réels x tels que f(z) 2 @ est donc la réunion des intervalles |, z;], ol
i=1, 2,..., n, dont la,somme des longueurs est

(;xz) B n(n2+ 1).

Afin de pouvoir calculer Y " | @;, on va expliciter un polyndme de degré n dont

les racines sont xy, Z3,..., 5. Pour ce faire, écrivons
127
>
=a.
ri—k
k=17

En posant P(z) = (z — 1)}(x — 2} - - - (x — n), il apparait que le polynéme

a

aP@)— Y k(1] (= - 3)

k=1 J#k

admet z,, €2,..., o, comme racines. Comme ii est de degré n, ce sont manifes-
tement les seules racines de ce polynéme. Le coefficient de 2"~ dans le dernier

polyndme est
_an(n;— 1) _ ”—(n;‘ 1) - _ (a;— l)n(n +1).

n
a+1
=, , 1).
;let %0 n(n + 1)

On en déduit que

nin + 1) _

et n = 70, on obtient une longueur totale égale a %2

Ainsi, pour a =
1988.

=10

33. Supposons qu’il existe m entiers x1, T2,..., Ty, tels que, pour tout k €
{1, 2,..., m}, a ne divise pas P(xzx). Il s’ensuit qu’il existe des nombres yx = p*,
oll py est premier, tels que yx divise ax mais pas P{xzy).

Si les deux nombres y; et y; (£,7 € {1, 2,..., m}) sont tels que p; = p;, alors
on écarte de I’ensemble {1, 42, ..., ym } celui de ces deux nombres qui possede la
plus grande puissance de p; = p;. On se retrouve alors avec un sous-ensemble S
non vide de {1, 2,..., m} tel que (y,,y,) = 1 pour r, s € S. D’apreés le théoréme
chinois, il existe un entier N tel que N = z,. (mod y,) pour tout r € 5. Il s’ensuit
que ¥, divise P(N)— P(x,), par conséquent y, ne divise pas P(N) si r € S. Ainsi,
P{N) n’est divisible par ancun des nombres yx, k¥ € {1, 2,..., m}, et donc par
aucun ag, k € {1, 2,..., m}, d’ou la contradiction.

34. Le polynéme @ dont on cherche l'existence esi nécessairement de degré <
deg (P). D’un autre coté, soit d le degré du polyndme P ; on peut trouver, grace a
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la formule d’interpolation de Lagrange, un polynéme @ de degré < d tel que
Q(i)Zin ?'=01 1)"':d‘

On se propose de démontrer que Q(n) = ¢, pour tout n € N. Pour ce faire,
posons r, = k(Q(n) —¢,), n =0, 1,..., ol k est le dénominateur commun des
coefficients de @) (ces coeflicients sont rationnels par construction méme du po-
lynéme interpolateur de Lagrange). On & ainsi ; = 0 pour 2 = 0, 1,..., d. Par
ailleurs, si P est un polynéme quelconque 4 coefficients entiers, on sait que . —n
divise P(m) — P(n) pour tous entiers rn, n. Il s’ensuit que m — n divise rp, — 7n
pour m>n 2 0.

Remarquons maintenant qu'il existe un polynéme R de degré < d tel que
Irn| < R(n) pour n 2 0 : en effet, |r,| < k(|Q(n)| + P(n)). Comme n — i divise
Tp—T; = r, pour tout n > d et tout 4, 0 € 3 < d, il s'ensuit que [n,n—1,...,n—d]
divise r,, pour n > d.

On démontre maintenant que [n,n—1,...,n —d] > R(n) pour n assez grand :
en effet (voir la note ci-dessous),

0<H<d (=)
m—1,...,n—d > bl A —, 1
[n,n—1,...,n—-d] > T in ) (1)
ogi<i<d
Ayant cette inégalité, on obtient
o Y
n,n—l,...,n— >—\“—1‘\——j-—-’—.
| >0 679
ogi<jgd

Or, Rest de degré det [] (z — %) est de degré d+1; il existe donc un entier
0<igd
N tel que [n,n~1,...,n—d] > R(n) pour n 2 N, ce qui implique que r, =0
pour n = N.
Finalement, r, = 0 pour n < N puisque, pour m 2 N, m —n divise r,, — 7, =
—rp. Ceci étant vrai pour tout m 2 N, il s’ensuit que r, = 0 pour tout » 2 0, ce
qu'il fallait démontrer.

Note. On se propose de démontrer 'inégalité (1) : soit p un nombre pre-
mier quelconque et soient ep, ez, ..., €, les exposants respectifs de p dans les
décompositions en produit de nombres premicrs de ey, az,..., a@n. L'exposant de
p dans la décomposition en produit de nombres premiers de (a1, az,...,an) est
done max (e, ez, ...,en). Par ailleurs, 'exposant de p dans la décomposition en
produit de nombres premiers de

Il a
0gigm

(ai7 aJ)
ogi<jgm



Solutions 115

m

est égala > e;— >, min(e,e€;), ce gui est clairement inférieur & max (e, eg,
i=1 1€i<GEm

.. +y€m), d’ou le résultat désire.

35. On pose Q(z) = P(z) — 1 pour tout . La formule d’interpolation de Lagrange
donne alors

Q@n+1) = i(—l)?’“**’(“j Heaw

=0

Sion pose a; = (—1)'Q(),1=0,1,..., 3n,alors; = 1, 0, —1, —1, 0 ou 1 sui-
vant que 1 = 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 modulo 6. Pour simuplifier 'expression de Q{(3n+ 1),
on va utiliser les racines de I'unité, et plus précisément la formule de multisection :
on part de la fonction f définie par

3n41

f(x) _ Z (31’!.:- l)x,‘ — (1 +x)3n+l'

i=0
On a alors
5
6Q(Bn+1) = (-1P" Y flwi)(l — w2 —w* + W),
=0

oll wy, w1, ..., ws sunt les racines sixiemes de 'unité. Or,

1—w 2 —w P tw =1 -uwf —wd +w = (1 — w1 +w),

2z

d'ou : .
6QBn+1) = (-1)*> (1+w)* (1 -u})
=1
_ 2(_1)3n[(1 +wl)3n+2 + (1 + w5)3n+2]’
ol wy = e™/3 et wy = e~"/3,

On en déduit que

3QBr+1) = (1) (emBra2/6 4 o-in@nt2)/6)(/3)30
2 x (—1)3" x 38n+2/2 « cos (mn/2 + 7/3).

Comme Q(3n + 1) = 730 — 1 = 35, il g’ensuit que n = 4.

36. Si le degré de P est inférieur ou égal A 2, alors deg (P?) = 2 - deg (P) et il
s’ensuit que :

n{P)} — deg (P) < deg (P?) — deg (P) = deg (P) < 2.

On suppose maintenant deg(P) > 3 et on note ST = {k € Z | P(k) = 1} et
S~ ={k e Z| P(k) = —1}. 1l s’agit de prouver que |[S* US~| £ deg(P) + 2. Ceci
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est immédiat si S ou S est vide : en effet, on aurait dans ce cas ST US| <
deg (P) car un polynéme P non réduit & une constante possede au plus deg(P)
racines distinctes.

On se place done dans le cas ou 81, §™ # @ et on va montrer que |[STUS™| < 4
ce qui permettra de conclure. Pour ce faire, on considére un entier « € S* et on
démontre que, soit S™ C{a -2, a—1,a+1},s0it ST C{a—-1,a+1, a+2}:
en effet, on sait que si Q est un polynéme & coefficients entiers admettant une
. racine entiére k, il existe un polynome R tel que @ = (z — k)R et le polynéme
R est aussi & coefficients entiers. Si alors S~ = {61, $2,..., Om}, alors P(z) +
1={x—051)(x— Bn)Q(x), ot Q est un polyndme a coefficients entiers. En
remplagant z par ¢, on obtient (o — 31) -+ (@ — Bm)@{a) = 2., ce qui prouve
que chacun des facteurs (o« — 81),..., (@ — 3n) est, soit £1, soit £2, 2 et —2 ne
pouvant intervenir & la fois. De maniére identique, on montre que si o € 8§ alors,
soit ST C{a—2, -1, a+ 1}, s0it 8T C {a—1, o +1, @+ 2}. Raisonnons
maintenant par 'absurde en supposant ST US™ = {v1, y2,..., Ym} et m > 5. On
peut supposer, sans nuire & la généralité v < y2 < -+ < v et y1 € §T. On a donc
8~ C {m + 1, v + 2}, ce qui implique que {vs,..., ¥m} C St Maisniy, € S,
ni v3 € 8~ n’est possible puisque m 2> 5, ce qui conclut la démonstration.

Note. Il ne peut y avoir égalité que lorsque deg (P) = 2. Dans ce cas, I'égalité
est possible si on prend par exemple P(z) = 2 — 3z + 1, ce qui donne St US™ =
{0, 1, 2, 3}.

37. On commence d'abord par remarquer que lorsque i = 27, tous les coeflicients
dans le développement de (1 4 z}* sont pairs a execption du coefficient dominant
et du terme constant, de sorte que 'on puisse écrire dans Z/2Z [X] :

(1+zy =1+7"
Ceci se démontre par récurrence sur r en utilisant le fait que dans Z/2Z[X],
(142%)% = 14 2%

Remarquons ensuite que si P et ¢ sont des polyndmes & coefficients entiers,
alors w(P + *Q) = w(P) + w(Q) pour tout k > deg (P). Enfin, on a I'inégalité
triangulaire w(P + @) € w(P) + w(Q) qui résulte du fait que la somme de deux
coefficients de méme puissance dans P et Q est impaire si et seulement si un et
un seul d’entre eux lest.

Nous allons maintenant établir le résultat par récurrence sur i,. Les cas i, =
0 ou 1 sont triviaux. Supposons donc le résultat établi pour tout ¢, < N, et
choisissons une famille #q, 42,..., in telle que 4, = N.

Soit m tel que k = 2™ < 4, < 21! et notons Q = @;, + Qi, + -+ @,. On
distingue alors deux cas :

ler cas. On suppose 4; < k et on écrit
Q=Qu+ Qi+ +Qu+Qi, +  +Qi, =R+ (1+2)"5,

(1+2)*S

R
ol r est tel que ¢, < & < 4r41. On a done w(Q) = w(R + (1 + z)*9), et comme
deg (R) < k et deg(S) < k, il s’ensuit que w(Q) = w(R+ S +2*8) = w(R+ 8) +
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w(S). Par ailleurs w(S) = w(—S8), et I'inégalité triangulaire donne w(Q} = w(R).
Enfin, par hypothése de récurrence, w(R) 2 w(@;, ).

2éme cas. On suppose 71 2 k et on écrit
Q= (1+z)ks,

avec deg (S) < k. On a ainsi w(Q) = w(S + 2*5) = 2w(S). Si maintenant on
éerit @i, = (1 + z)F R, oll deg (R) < k, on a par hypoth&se de récurrence w(S) >
w(R). On en déduit que w(Q) = 2w(S) > 2w(R) = w(R + 2*R) = w(Q;,), et la
démonstration est achevée.

38. 1% solution. On reformule le probléme en introduisant ’opération de ro-
tation R. Son- effet est de mettre & la place de la lampe L; la lampe L4,
7=0,1,...,n—1. Ainsi, la suite d’opérations décrite dans I’énoncé conduit., & une
rotation pres, & la méme configuration que 'application successive de 'opération
0 suivie de la rotation R. Comme, dans notre probléme, on s’intéresse uniquement
a la situation ol toutes les lampes sont allumées, on peut étudier la nouvelle suite
d’opérations : R o opération(, R o opération(, ...

L’état du systérme & l'instant § peut étre décrit par un polynoéme P; A coefficients
dans Z/2Z tcl que

Pi(z) = vpa + Upogx + - + 002" 2 + vy,

ou vx = 0 ou 1 suivant que la lampe L est éteinte ou allumée.

Quand le vecteur ¥ = (vg,v1,-..,0n-1) est transformé par Papplication de
I'opération R o opération 0, le polynome P; est transformé au polyndme Py de
degré < n et tel que

Py =a2P;(z) (mod 2™ 42" +1)

(les coefficicnts de Pj;; sont réduits modulo 2) : en effet, si v, = 0, Ro
optration0 =R et Py (x) = 2P;(x) et si v,_; = 1, alors

Pii(2) = 14+vg_oz+ 40" 2+ (1—vp)a" * = zPj{z) (mod " +2" ' +1).

Dorénavant, toutes les congrnences seront prises modulo z™ + 2"~ ! + 1.

Pour prouver a), il suffit de prouver qu'il existe M(n) tel que 2 = 1. Or,
Tes classes de résidus étant en nombre fini, il existe & et ¢ tels que * = z**9, ie.,
z?(z? — 1) = 0 et donc 2% = 1.

Pour prouver b), on prend n = 2* et on cherche & prouver que z¥"1=1.0n

a
2

= (a:“_l + 1)” =g
n \ .

car ( ) est pair pour i = 1,2,...,n — 1. Il s’ensuit que
?

(1+ xn):f:"z_n =1,

et le résultat de b) s’ensuit puisque 1 + z" =z
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o N 2_
Pour prouver ¢), on prend n = 2% 4+ 1 et on cherche & prouver que " —*+1 = 1.

On a

e (l,n+l)"_1 = (z +$n)"_1 = "1 4 gnln-1)

7n—1
toujours puisque ( . ) cst pair pour ¢t = 1,2, ..., n — 2. Il s’ensuit que
) :
(1 _+_xn—l)mn2—n = m,‘n—l

et le résultat de c) en découle puisque 1+ ™~ ! = z™.

s .

28me golution. Cette solution est due & Marcin Kuczma, leader de Péquipe
polonaise. .

On associe a chaque lampe L; un entier £; = (t ou 1 suivant que L; est éteinte
on allumée. L’effet de opération j consiste donc a changer 1'état «;_, de la lampe
L; en z; tel que

ZT; =Tj_pm +xj—1 (mod 2). 1)

Ceci est valable pour tout j 2 n, et aussi pour j =0,...,7 — 1 en posant

Fp =T ppl =F_ g2 =--=T_g=2_3 =1

L'état du systéme a I'instant j peut étre représenté par le vecteur ¥; = (z;_p,
..,xj—1). Comme il n'y a que 2" vecteurs possibles, il s’ensuit qu'il existe j et
m tels que ¥;4m = ¥;. Or, ceci impose ¥y, = ¥ puisque chague opération est
bijective. On a ainsi prouvé a). :

Pour prouver b) et ¢), on observe que

Hl

Tjon + Tj—1 = (Tj—on + Tj—ny1) + {(Zj—1-n + 2;_2)
Tj2n + 205-n-1 + Tj-2
Tij-3n + 32j_2n—1 +32j—n—2+Tj_3 {mod 2),

Tj

et ainsi de suite. On arrive ainsi a I'égalité
r
&; = ; (Z)J;j_(.,_,-)n_i {(mod 2)
ralable pour tous 5 et r tels que 7 — (r —4)n — i > —n. En particulier, si r est de

. r . . . L
la forme r = 2%, alors () est pair pour i = 1,2,...,2% — 1. On obtient ainsi
i

— N k
Tj = Lj_yn + Tj_y, OUT =25 (2)

pour tout § = (r — 1)n.
Sin = 2%, choisissons j > n? —n et prenons r = n. L'égalité (2) se réécrit donc
sous la forme :

Tj = Tjpz + Tjon = Tj_p2 + (x5 —x5-1) (mod 2),

ce qui implique que @;_n2 = zj-1 et donc que la suite (z;) est périodique de
période n?2 — 1, d’ol1 b).
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Si n = 2% + 1, choisissons j > n? — 2n et prenons r = n — 1. On obtient donc,
par application de (2),

L5 = Tjon2in FTjontl = Ljon24n +(Zj01 —5) = Tj_p24n —Tj41+2; (mod 2)
car = —z (mod 2). I s'ensuit que x,_,24, = T;;1, ce qui prouve que (x;) est
périodique de période n? — n + 1 et termine la démonstration de c).

3%m¢ golution. On représente 1'état du systéme par un vecteur (ao, ai,...,
tn-1), o0 pour 0 € i < n— 1, ¢; = 0 ou 1 suivant que la lampe L; est éteinte on
allumée.

On introduit les deux transformations linéaires R et T définies sur X = {0,1}"
par (on réduit bien sir modulo 2) :

R:(ﬂ,(), 0.1.,...,(1"_1) — (0'1:(1'2:\"')(1'7!—116'0)

T: (aﬂzal:"'san—l) — (als Q2.+ Qp—1y An—3 +aO)

N

Il est facile de voir que l'opération j s’identifie & la transformation S; =
R-U+UTRI. §i on désigne par #; I'état du systéme & linstant j, alors ¥; =
85821 ... 80(%) = R7IT (%), on i = (1, 1,..., 1).

Comme R laisse inchangé le vecteur @, il s’ensuit que ¥; = ¥ si et seulement
81 Tj (170) = 1.70.

Omn a alors a) puisque X = {0,1}" est fini et la transformation T est bijective.

On remarque maintenant que la transformation T vérifie 7% = 77! + Id. Si
on pose S = T~ 1 alors § vérifie S* = S + Id. Pour prouver b), il suffit de prouver
que $7°~1 = 1d si n est une puissance de 2. Or,

57 = (8 = (S +1d)" = S" +1d = S,

car » ¢tant une puissance de 2, on a (8 + Id)* = §™ + Id.

Pour prouver ¢), il suffit de montrer que §7*=n+1 = Id si n est de la forme
2% +1. Or,
2 n— _
ST = (sM T = (S+14)" T = 571 414,

ce qui donne S%° "1} = §" + §=1Id.




LES INEGALITES

Dans ce chapitre, on étudiera quelques inégalités d'une grande importance dans
la résolution des exercices des olympiades. Notre inégalité de base sera I'inégalité
du réordonnement. En effet, elle nous permettra d’établir deux autres inégalités
d'une grande utilité : 'inégalité de la moyenne et Vinégalité de Chebychev,

Notre objectif sera ensuite de démontrer U'inégalité de Cauchy-Schwarz qui
s'avere d'une grande efficacité dans tous les domaines des mathématiques. Sa
démonstration a un intérét en soi, en ce sens qu'elle illustre I'utilisation des
trindmes du second degré pour établir des inégalités.

Les techniques d’analyse peuvent s’avérer efficaces dans certaines situations. I1
est vrai que I'utilisation de ces techniques est mal vue dans les olympiades, mais le
candidat sérienx ne peut pas se permettre d’ignorer I'inégalité de convexité dont
Papplication est tout & fait possible dans les différentes épreuves d’olympiades.
En effet, on appliquera I'inégalité de convexité pour arriver a deux généralisations
importantes de 'inégalité de la moyenne : 'inégalité de la moyenne pondérée et
Uinégalité de la moyenne généralisée.

On étudiera ensuite les sommes symétriques et P'inégalité de Muirhead. Il s’agit
en effet d'un cutil assez puissant dans la résolution des problemes d’inégalités
dans les épreuves d’olympiades. Trés souvent, il est possible de démontrer ces
inégalités sans avoir recours a l'inégalité de Muirhead. Cependant, cette inégalité
a Vavantage d’offrir unc approche plus systématique quand on a affaire & des
sommes symétriques.

On terminera enfin ce chapitre par une préscntation de plusieurs exemples
d’inégalités dont la solution repose sur des manipulations algébriques ou le pré-
requis principal est simplement une combinaison d'observation, d’adresse et de
patience,
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4.1. L’inégalité du réordonnement

On considére les nombres 1,2, ...,n. Chaque réordonnement de ces nombres
peut étre représenté par unc bijection ¢ de U'ensemble {1, 2, ..., n} sur lui-méme
appelée permutation. Ainsi, si on prend les nombres 1,2,...,7n, et on les range
dans l'ordre n,n—1,...,2,1, ou définit la permutation o telle que o{f) = n+1~1.

4.1.1. Théor2¢me. (Inégalité du réordonnement) La somme Sy = 37" | aibo(s),

olt o est une permutation de {1,2,...,n}, est maximale lorsque les deux suites
de nombres réels ay, aa,. .., ay, et by1y, byiays - - ., Doin) SOnt rangées dans le méme

ordre d’inégalités (au sens large), et est minimale lorsqu’elles sont rangées dans
Pordre inverse.

4 Preuve. S'il existe deux indices 7 et j tels que a; > a; et b,y < by(;), alors on
considere les deux sommes

S = abyay+ -+ by + o+ ajbogy + -+ anbo(nys

8 = arboy + 1+ abg(gy + o+ aibogy + -+ Grbon)-

On a alors
5" = 8 = (@i = a;)(bs(s) — bos)) > 0.

L’argument précédent montre que si ¢ ne met pas les b; dans le méme ordre
d’inégalités larges que les a;, la somme Z:'.__l aib,(s) n’est pas le plus grand élément
de E. Comme I’ensemble décrit par les sommes > ;| @;b,(:), 0l 0 est une permu-
tation de {1,2,...,7n}, est fini, il posséde un plus grand élément. Ainsi, le plus
grand élément de E est atteint lorsque les deux suites sont rangées dans le méme
ordre. Un raisonnement analogue permet de prouver que le plus petit élément est
atteint lorsque les deux suites sont rangées dans l'ordre inverse.

O

4 Exemples.

1. Soient z et y des réels quelconques. On retrouve, grace a l'inégalité du ré-
ordonnement, le fait que
x? + y2 = 2zy.

2. Montrer que si z,y,z € R, , alors

23+ %+ 23 > 3aya.

Par ratson de symétrie, on peut supposer que = > ¥ > 2. Onaalors 22 > y° >
22, et done

x-;r2+y-y2+z-z22$-g2+y-z2+z‘x2::cy-y+yz-z+zx-$.
Or, zy > zz > yz, donc

Ty y+yz-zrze-x2ay-2+yz-x+ 20y = 3dzyz.
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4.2. L’inégalité de Chebychev

4.2.1. Théor2me. {Inégalité de Chebychev') Si les deux suites a1, ag,...,a, et
b1, b2,...,b, sont rangées dans le méme ordre d’inégalités au sens large, alors

;aibi ; ;1-1— (;1 G‘r) (Z b,‘,) N (41)

i=1

Vinégalité changeant de sens si les deux suites sont rangées dans Pordre inverse.

¢ Preuve. Supposons que les deux suites ap,az,...,an et by, bo,..., b, soient
rangées dans le méme ordre, I'inégalité du réordonnement permet alors d’écrire
arby+---+apby, = aib+ -+ anbs,

atby+-+apbn 2 aba+ -+ anhy,

abh+ - -tapd, =2 arbp+- - tapba_1.

En sommant toutes ces inégalités, on obtient :
nlarby + -+ anbn) 2 arbi+ba+ -+ b))+ tan(by +hot o+ ba)
= {a1+az+ - +az)(by +ba+---+ b},
ce qui prouve I'inégalité énoncée. .
O
4 Remarque.

On peut obtenir I'inégalité de Chebychev sans passer par l'intermédiaire de
I'inégalité du réordonnement : en effet, quitte & réindexer les deux suites, on peut
SUppOSer que @y = 4z =2 '+ 2 an €t by 2 by 2 -+ 2 by, si bien que :

) S (a—ap)(b—) > 0,

i=1
Jj=1

ce qui permet de retrouver 'inégalité de Chebychev.,
¢ Exemples.
1. Soient e,b,c € R} . Montrer l'inégalité dite de Nesbitt :

a b ¢ 3
> —. 4.2
b+cicte atb” 2 (42)
. 1
Par raison de symétrie, on peut supposer que a = b 2 ¢, d’ol . P o P

L , et I'inégalité de Chebychev s'applique
a+b
a b ¢ 1 1 1 1

> = b .
b+c+c+a+a+b/ 3(a+ +o) b+c+c+a+a+b

1. Pafnouti Lvavitch Chebychev (1821-1894), mathématicien russe.
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D'un autre coté, pour tous réels strictement positifs z;,xz,...,2Z,, I'inégalité
de Chebychev permet d’écrire

n=Y o< (e)(X5)
i=1 =1 i=
ce qui donne, en prenant x; = b+c, ¥ =ct+aetxzz=a+b:

1 + 1 + 1 9
b+ec c+a a+b” 2a+b+c)

d’oi,
a b c 1 3
+ + 29X == —.
b+c c+a a+b” 6 2
2. a et b sont deux nombres strictement positifs. Minimiser I’expression
2 72 52

= (ay + bz)(az + by) * (az + bz)(az + bz) + (azx + by){ay + bz)’
ou z, ¥ et z sont des réels strictement positifs.

La forme des dénominateurs n’étant pas appropriée pour appliquer les inégalités
dont on dispose, on va commencer par effectuer certaines manipulations :

(ay + b2)(az +by) = (a® +6%)yz + ab(y® + 2°)

< [(02 ; b2) +ab} (W + 2% = %(a-i— b)%(y? + 2%).

On remarque au passage que lorsque y = z, 'inégalité précédente se réduit a
une égalité. On a domnc, en appliquant la méme transformation & chacun des trois
dénominateurs,

2

E>—2 l P
T a+b)? [P +22 0 22+ 2y
D’aprés ’inégalité de Nesbitt,
3,2 _ 3
2 @ri?  @rb)e

Or,quand z =y = z, B = 3/(a + b)?; c’est bien done la valeur minimale de E.

E>

4.3. L’inégalité de la moyenne

4.3.1. Théoréme. (Inégalité de ia moyenne) Soient x3,Z3,.. ., T, des nombres
strictement positifs. On a alors I'inégalité :

(4.3)

avec égalité si et seulement si tous les z;, ¢ € {1,2,...,n}, sont égaux.
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4 Remarques.

1. La quantité [, z;}/™ est appelée moyenne géométrique des nombres 7y, 72,
<y T, €6 Yoo /1t est leur moyenne arithmétique.

2. Dans le cas de n = 2, on retrouve Pinégalité bien connue 22 + ¢ 2 2zy (au

moins dans le cas particulier x, ¥ > @), qui s’écrit encore (z — y)? > 0, et qui

devient donc égalité si et seulement si z = y.

3. Dans le cas de n = 3, on retrouve 1'inégalité qu’on a déja démontrée a l'aide de

I'inégalité du réordonnement

a® + % + 2% 2 3ayz2.

¢ Preuve. (du théoréme)

1% méthode. Ou va appliquer 1'inégalité du réordonnement, en choisissant
les suites de maniére judicieuse. Si on pose
T1 T1T2 T1Z2 - Tn

a1=7“m, a2=—n-——2/—n,--~7 an=ﬁzl,
(H w) (H ) (H w)
i=1 i=1 i=1
1 1 1
bl"_“—e b2=_$“'1 bﬂ-=_=17
(23] a2 Qn

on a d’apres I'inégalité du réordonnement
albl + a2b2 + e+ anbn < albn + afEbl +---+ anbn—ll

soit encore
Tn

__n___l_/_;’
()
i=1

1414 +1<

soit enfin

O

Cette méthode ne nous permct pas d’étudier le cas d’égalité, ce qui sera fait
griace & la méthode suivante, appelée « méthode de Cauchy ».

287 méthode. On raisonne par récurrence descendante sur le nombre des
réels considérés. En effet, on va d’abord prouver le résultat pour les puissances de
2, puis montrer que si le résultat est vrai pour un entier positif n = 2, alors il I'est
également pour 72 — 1.

Lc résultat est en effet acquis pour n = 2. S’il est vrai pour ¥ € N*, alors il est
vrai pour 2k. En effet, soit 2,22, ..., %2, des nombres strictement positifs. On a
alors

1 +-’L’2+"'+$2k _l (.’31+1’2+"'+Ik) + ($k+1 +.‘L’k+2+"'+.’1‘-2;¢)
2%k T2 k k
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1 k 2k 2k
>5 (A Tzt 8 1T =) = 3 1=
i=1 i=k+1 i=1

car a + & = 2+/ab, pour tous réels positifs ¢ et b. Par ailleurs, pour avoir 1'égalité
générale, il faut que toutes les inégalités intermédiaires se réduisent a des €galités,
ce qui implique par hypothése de récurrence que les nombres x;,z,, ...,z d’une

part, ¢t Tei1, Te4o,..., T2k d'autre part sont égaux. Mais puisqu'on a encore
o 1/k . 1/k o »
I'égalité entre (Hf:, w,;) et (Hfik +1 1:,') , on en déduit que l'on a égalité

générale si et seulement si les 2k nombres 21, 23, . . ., T2k, sont égaux.

Montrons maintenant que si I'inégalité est vrai pour n 2 2, elle l'est également
pour n — 1. En effet, soient x;,23,...,x,~1 des nombres strictement positifs, et
posons &, = (1 + 22 + - + Tn—1)/(n — 1). Puisque 'inégalité est supposée étre
vraie pour tout ensemble de n nombres strictement positifs, on peut écrire :

)+ X442y

1/n 1
n = (-’131372 t ’IL'n._l) / : mn,/n>

par conséquent

n—1 Iy 1
/gl

'$n+';;>(xlx2“'xn—l) 3

s0it

Le cas d’égalité pour i — 1 nombres se déduit sans peine de celui correspondant
a n nombres. La démonstration est denc achevée.

0

4 Remarques.

1. Ayant l'inégalité entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique, on
peut établir I'inégalité suivante

i=1

reliant la moyenne dite harmonique & la moyenne géométrique de n nombres stric-
tement positifs (il suffit d’appliquer le théoréme (4.3.1) en prenant les n nombres

1/3:1! 1/3:2! LS| 1/2:71. )
2. L'inégalité de Chebychev appliquée en prenant la méme suite z1, Ta,..., Zn

donne immédiatement
1 [« 1 V2
) = 2
H(Ee) < (i)
= =
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Le terme de droite dans la derniére inégalité s’appelle moyenne quadratique
des nombres x1, €2,..., Tn.

3. On peut résumer les inégalités précédentes en écrivant pour tous réels stricte-
ment positifs x1,%2,...,Zn,

. n n+r2+--+2n
min (zy,%2,...,%n) € T I T S VT1zz2 e S o
— —+— N + > _+_ —_
R ) Tn
2 2 2
Bt +r5+ -+
S\/ 271 = SmaX(Il,xg,...,In). (4'4)
¢ Exemples.
1. Soient @y, 2, ..., 2, des nombres réels strictement positifs. On a alors
x o X
- = R il > n,
&Xa xrs xr
en effet,
Ty X2 z T T T
Dty L1152 m_n
X2 I3 x1 2 X3 1

On aurait pu également démontrer la derniére inégalité sans appliquer ’iné-
galité de la moyenne : en effet, I'inégalité est vraie pour n = 2 (car (z1 —z2)? > 0).
On se propose alors de prouver le résultat pour tout entier » > 2 en raisonnant
par récurrence.

Supposons le résultat vrai pour tout emsemble constitué de n — 1 nombres
strictement positifs, et prenons n nombres z1,%2,...,%,, dans RY. Appliquons
I'hypothese de récurrence aux n — 1 premiers nombres. Il nous suffirait alors de

montrer que
Tn—1 Tz _ Tn—1

Ty r1 x

Or, si I’on prend, ce que I'on peut toujours faire quitte a réindexer les n nombres
considérés, r, = min(zy,%z,...,2,), on s'apercoit que 1'inégalité précédente est
bien vérifiée puisque z,,—1 — &, = 0 et 1 = .

ol < (n+ 1)"
! 2 ,

2. Pour tout entier n > 1, on a

ce qui découle du fait que

1+2+-~-+n-)": (n+1)"'

X & X Xn " )

3. Soient a,, 02y -+ @n des nombres réels strictement positifs tels que a; x az X
e+ X an = 1/2% ™ Montrer que

(1+2%a))(1 + 2%az) -+ (1 4 2%%ap) 2 2%,
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et déterminer les cas d’égalité.
({Olympiades maghrébines-1985)

On utilisera P'inégalité ¢ + b > 2v/ab, valable pour tous réels positifs ¢ et 5. On
a alors :

1+ 2%a; 2 2 x 2y/ay,
1+ 2%y > 2 x 22, /ag,

1+ 22nan > 9 x 2n /—an,
par conséquent,
+ 2%a4 + 2%asz)--- + ap) = 1
(1+2%a)(1 + 2%as) - (1 + 2%a,) 2 20

avec égalité si et seulement si

4.4. L’inégalité de Cauchy-Schwarz

4.4.1. Théoréme. (Inégalité de Cauchy?-Schwarz®) Soient (z1,Z2,...,Zn) €t
(1, Y2, - - - Yn) deux vecteurs de R™. On a alors Pinégalité

> v (4.5)

i=1

avec égalité si et seulement si les deux vecteurs (), Z2,--.,Tn) €6 {Y1,¥2,- -, Yn)
sont proportionnels.

¢ Preuve. Le théoréme est évident dans le cas particulierzy =z =--- =z, = 0.
On suppose cc cas exclu dans la suite et on considére le trindme du second degré

P(z) = (Zn: xf) z? -2 (ia:,-y,-) z+ (i yf) ;
i=1 i=1 i=1

on a alors
122 n

P(z) =3 (222% - iz + 92) = 3 (@ew — w)?,
i=1 i=1
et donc P{z) 2 0, pour tont 2 € R. Il s’ensuit que le discriminant réduit de P(x)
est négatif ou nul, c’est a dire (3., zpi)? - (S, 23) (X, ¥7) €0, qui est
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Augustin Cauchy (1789-1857), mathématicien francais.
3. Hermann Schwarz (1843-1921), mathématicien allemand.
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L’égalité a lien si et sculement s'il existe zy tel que P(zy) = 0, c’est-a-dire
;29 — 3 = 0, pour tout ¢ € {1,2,...,n}, ce qui revient a dire que les deux
vecteurs (z1,%2,...,Zn) et (1,42, -.,yn} de R" sont proportionnels.

(]

¢ Remarques.

1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz peut également s’établir a ’aide d’un raisonne-
ment, par récurrence sur le nombre des réels considérés (laissé au soin du lecteur),
mais la technigue ntilisée plus haut a un intérét en soi. En effet, on va la mettre
en ceuvre pour démontrer I’inégalité suivante :

<Z<z> (jb) <ot 9

valable pour tous réels @1,@2....,n,b1,b2, ..., by, vérifiant 0 < m € a;/b; £ M
pour tout 7 € {1,2,...,n}. Considérons le trindme du sccond degré

Pl{z) = (mia?) % - ((m + M)iaibi) T+ Mibf
i=1 i=1

=1

Il suffit d’établir que le discrininant de ce trinéme est positif ou nul, ce qui
revient & prouver que P s’annule ou change de signe sur R. Ecrivons alors P(z) =

>rila), o
@i(r) = malx® — (m+ Mabix + Mb? = (ma;x — Mb;)a;x — bi).

Il apparait que @;(1/m) < 0 et ¢;{1/M) = 0, ce qui montre que P(1/m) <0
et P(1/M) 2 0, d’on le résultat.

2. En regronpant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité de Chebychev, on
arrive & un encadrement. de la somme Y%, a:b; :

%(il a") (g bi) < gaibi <

i=

valable pour toutes suites de nombres véels a1, az, . . ., Gn, €t b1, b2, ..., b,, rangées
dans le méme ordre d’inégalités au sens large.

3. On peut dériver de l'inégalit¢ de Canchy-Schwarz 'inégalité suivante :

n n n 2
(o) o) @) )

ouVie{l,2...,n}, a et z; sont des réels strictement positifs. Plusieurs exer-
cices proposés en fin de ce chapitre permettront d’illustrer la raison pour laquelle
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cette forme un peu particuliére est souvent plus facile & reconnaitre que 'inégalité
de Cauchy-Schwarz telle qu’elle est énoncée dans Je théoréme 4.4.1.

4 Exemples. n
1. Soient a),az,-..,a, des réels strictement positifs et soit s = E a;. Prouver
que i=1
s s 3 n?
‘s 2 .
$—a; 8—ag $— Qp n—1

On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz sous la forme 4.7

S S S sS—a S—a S — a
( + +ooe ot )( S 2t ")>n2,
S —ay S — a2 S — an S S S

~ >

=n—1

d’ot1 le résultat.

On aurait aussi pu utiliser 1'inégalité entre moyennes harmonique et arithmé-

tique
n X+ Lo+ + 2y

z1+ /zg + -+ 1/zg n

signalée en remarque an paragraphe 4.3.

1

On remarque par ailleurs que I'inégalité de Nesbitt, démontrée en exemple au
paragraphe 4.2, est un cas particulier de I'inégalité précédente ou r = 3.

2. Prouver que, pour tous réels strictement positifs a, b, ¢, d,

a+b+c+d>2
b+c c¢+d d+a a+bdb” 7

Ou applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz sous la forme 4.7 :
[ @ b, e
b+c c+d d+a a
ot P=la(d+c)+blc+d) +c(d+a)+d(etb).

Ceci étant, pour pouvoir démontrer le résultat recherché, il suffit de s’assurer
que

d 2
>
+b] x P2 {a+b+c+d)>,

ab+2ac+cb+ cd + da + 2db < %(a+b+c+d)2;

or, en faisant la différence entre les deux membres de la derniére inégalité, on
s'apercoit qu’elle est égale & 1(a -+ l(b —d)%. Ainsi, on a établi 'inégalité
énoncée, avec égalité si et seulement sia =cet b =d.

3. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour trouver la valeur maximale de

f(fﬂ,y:z)=3~7’+y+2zy

sachant que z% + y? + 22 = L.
On considere les deux vecteurs (x,y, 2) et (3,1,2). On a donc

Br+y+22? < (¥ +4° +2H)(3% +12+2%) = 14.
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Ainsi, 3z + y 4+ 22 £ V14, avec égalité lorsqu’il existe A € Ry tel que
x 2
A = — = = -
3 Y72
mais alors A = 1/v/14, et donc
3 1 2

= —=, = , 2= .
Ji YT /i

Ainsi, la valeur maximale de f est /14, et elle est atteinte pour les valeurs
précédemment mentionnées de x, ¥ et 2.

4. ay, ag, . .., a, sont des réels donnés non tous nuls. Déterminer les réels rq, 7o,
.., Tr tels que

n n n
E ri(T; — a;) < E z? — E a?,
i=1 =1 i=1

pour tous réels zy,%2,...,Zn.
(O[ympw«fa chinoises-1988)
Sizy=zp=-- =1, =0, alors
1)
(2)

(3)

(4)

n
Comme Z a2 # 0, on obtient

n

E r2 > 1. Si maintenant on prend z; = r;
il i=1
pour 1 < ¢ € n, alors

n

n n n
E r2 — E ria; < E r? — E al.
i=1 i=1 i=1

i=1
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11 s’ensuit de {3) que

n
Z r? < 1, ce qui implique que 'inégalité (4) se réduit
=1

& une egalité. Il existe donc une constante A € R telle que vy = Aa; pour tout <,
1 £z <€ n. De (3), on tire alors :

1 .
Ae— =

n 1/2?
(£4)
i=1

4.5. L’inégalité triangulaire

4.5.1. Théoréme. (Inégalité de Minkowski®) Soient (x1,%2,...,%n) €t (%1,¥2,
... Un) des vecteurs de R™. On a alors

n 127 k23 .
Yo @mi+w < | Y a4, | D vk (4.8)
i=1 =1

i=1

¢ Remarques.

1. Le cas n = 2 est bien connu : ¢’est I'inégalité triangulaire dans le plan euclidien,
qui exprime le fait que la somme des longneurs de deux des cotés d’un triangle est
supérieure a la longueur du troisieme.

2. Le cas n = 1 est le plus élémentaire certes, mais également le plus fréquent,

Vz,yeR) |o+yl <zl + |yl

¢ Preuve. On a les équivalences :

n

n
@i w)2 < D a2+, D v?
=1

i=1 =1
n n n n
= > (@Hw)? <) a4+ w42, |>
i=1 =1 i=1 i=1

n
— Zfﬂzyz <
i=1

La derniére inégalité étant vraie pour tous vecteurs (zi,22,...,%n) et {11, y2,
-+, Yn) de R™ (inégalité de Cauchy-Schwarz), le théoréme 4.5.1 est donc démontré.
]

4. Hermann Minkowski (1864-1909), mathématicien allemand.
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4.5.2. Transformation de Ravi. Lorsque 'inégalité & prouver porte sur les
longueurs a, b, ¢ des cotés d’un triangle, il est souvent utile de faire la transfor-
mation suivante :

a=z+y, b=y+z, c=z+z,

ol
_atc—b e+b—c _btc—a

) b z
2 * 2 7
sont des réels strictement positifs.

Géométriquement, x,y, 2 représentent respectivement les longueurs BQ, CR,
AP ou P (), R sont les points ou le cercle inscrit dans le triangle ABC vient
toucher les cotés du triangle.

L’intérét de cette transformation est de pouvoir se débarrasser de la contrainte
imposée par les inégalités triangulaires reliant les nombres a, b et ¢, et de ne plus
avoir a manipuler qu'une inégalité portant sur des nombres positifs.

¢ Exemples.

1. Soient a, b, ¢ les longueurs des c6tés d’un triangle. Prouver que

a+ b+c <9
b+c¢ c+a a+b

(Olympiades indiennes-1989)
Onposca=z+y, b=y+z, c=z+z 00 x,y 2 >0 Ona alors

L b + ¢ _ r+y Y+ =z z+x
b+c c+a a+b  TH+2z+y y+2x+z z+2uy+z
z+y + y+z z+z .

r+z+y y+xr+z z+y+a:=

4.6. Les fonctions convexes

4.6.1. Définition. Soient I un intervalle et f : I — R une fonction numérique.
La fonction f est dite convexe (resp. concave) sur I si pour tous ¢, et x2 dans
I,ona:

FOz1+ (1 = N)z2) < {resp. 2) Af(z1) + (1 - ) f(=z2),

pour tout A € [0,1].
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4 Remarques.

1. (Interprétation géométrique) Soit f une fonction définie sur un intervalle 7, et
Ala, f{a)), B(b, f(b)) deux points du graphe de f. Si f est convexe, alors le segment
[AB] est en dessus du graphe de f, et si elle est concave, le segment [AB] est en
dessous du graphe :

-

\J

I
]
]
a T b

Fi1G. 4.2.

S,

En effet, si z € {a, b], alors on peut Iécrire sous la forme x = da+ (1 — A)b ol
A€ [0,1]. Ainsi,

MM = [Af(a) + (1= 2)f5)) — fOa+ (1 — A)b).

4.6.2. Théoréme. (Inégalité de convexité} Soit f une fonction convexe (resp.
concave)} sur un intervalle I. Pour tous nombres 21,23, . ..,Ty, appartenant 3 I,
on a Uinégalité :

Flaazitaoza+ - +an®y) € (resp. 2) oy fz1)+azf(zz)+ - +anf(2:), (4.9)

pour tous réels positifs a),az, ..., 0, vérifiant o) + az + -+ + oy = 1.

¢ Preuve. Si f est convexe, —f est concave et réciproquement; on peut donc
supposer f convexe.

- Pour n = 2, c’est précisément la définition de la convexité.

- Supposons le résultat vrai pour n. Soient alors 1, %3, ..., Tnt1, des éléments
de Uintervalle I, et a1, xg, . . ., p 41 des réels stricternent positifs vérifiant oy +ag+
oot g1 = 1 (si Pun des ¢y est nul, le résultat est déja acquis par 'hypothese
de récurrence). On a donc

n
ntl n 2 0T
i=1
f E ;T = f S ;- + Opy1Tni
i=1 .

+ an—-lf(mn-fl)»
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et par hypothése de récurrence, on peut écrire

n

é 42307} E o f (i)

=1
<

f n n
2 o 2, @
i=1 =1

n+1 n+l
ce qui prouve que f(z aia:,-) % Z a; f(z).
i=1 i=)

P

4.6.3. Propriétés.

1. Dans le cas ott f est convexe (resp. concave), et qu’elle n’est affine sur aucun
intervalle de longueur strictement positive, et sie; > 0 pour touti € {1,2,...,n},
on a flowz + aaZa +++ + nTp) = a1 f(T1) + caf(x2) + - + anflzy) si et
seulement si x1 = X9 = --- =Ty

2. Soit I un intervalle, o un élément de I et f:I — R une fonction numérique;
désignons par fo la fonction définie sur I\ {a} par:

(v 2 € 1\ {a)) fole) = LI,
rT—-a

f est convexe sur I si et seulement si, pour tout zo de I, la fonction fr, est
croissante sur I\ {zo}, et elle est concave si et seulement si, pour tout xo de I,
Ia fonction f;, est décroissante.
3. Une fonction convexe définie sur un segment est continue sur lintérieur de
ce segment et atteint son maximum en l'une de ses deux extrémités. Ce résultat
se généralise 4 une fonction de plusieurs variables, définie sur un produit de
segments de R, et convexe en chacune de ses variables (c'est dire qu’en fixant
toutes les variables sauf une, la fonction dépendant de cette derniére variable est
convexe).
4. Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I. Si la dérivée seconde
de f est positive ou nulle en tout point alors f est convexe sur I,

¢ Remarques.

1. La deuxiéme propriété est illustrée par le schéma suivant :
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Le fait que f., est croissante sur I\ {zo} signifie que la pente de la droite (OB)
est supérieure on égale a celle de la droite (OA).

2. Une fonction peut étre convexe sans admettre des dérivées secondes en tout
point. Cependant, la quatrieme propriété constitue souvent un critére rapide pour
vérifier qu'une fonction est convexe.

¢ Preuve. (du dernier point} Soient a, & € I tels que g < b par exemple. Soit
x = Aa+ (1 ~ A)b; appliquons le théoréme des accroisscments finis & f sur (e, 2]

ct [z, 0] ; il existe ¢ €] a, z| et d €]z, b[ tels que
f(@) - fla) = (z ~a)f'(c) = (1 = A){b - a) f'(c),
fF(®) — f(@) = (b—2)f'(d) = Mb — a)f'{d).
f! étant croissante, on obtient :
Mf(@) — fa)) < (1= N (f(b) - fl=)),

ce qui montre que f est convexe.

¢ Exemples.

1. On a l'inégalité suivante, qui généralise I'inégalité entre les moyennes géomé-
trique et arithmétique de » nombres positifs :

4.6.4 Théoreéme. (Inégalité de la moyenne pondérée) Si x1,w2,. ..,y sont des
réels strictement positifs, et oy, g, ..., oy sont des réels strictement positifs tels

queay +ag+---+a, =1, alors :

k43 n :
> ez = [, (4.10)
=1 i=1

avec égalité si et seulement si tous les 1;,t € {1,2,...,n}, sont égaux.
La fonction logarithme népérien est concave sur R (In"{z)} = —1/z% < 0). 1l

s’ensuif que
123 T
In E X 2Za'i-ln($i),
=1 i=1
ce qui donne
123 "
d “ai @ > [J e
i=1 i=1

I’égalité n'a lieu que si z; = x; pour tous ¢,7 € {1,2,...,n} {car la fonction loga-
rithme népérien n’est affine sur aucnn intervalle de longueur strictement positive
inclus dans RY ).

2. Retrouver 'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne quadratique :
si €1,Z2,...,%n sont des réels qucleconques, alors
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En effet, la fonction z — 22 est convexe, d’ott :
T 1 n 1
—:1:1 — .
(1) <3t
=1 i=1

3. Soient 1,2, . .., %, des réels dans lintervalle |0, 1] tels que > ;- ; ; = 1. Prou-
ver que

(Olympiades chinoises-1989)

est convexe sur [0,1] (s’assurer que f” > 0). On a

La fonction ¢ +— i
' vI—t
done

1/n 1

nz\/l——:m JI-1/n Va/n-1

ce qui $'écrit encore

i vn
;\/l—xi > Vn—1

n
Pour conclure, il suflit de prouver que Z VZ: < v/n. Or, l'inégalité de Cauchy-
i=1

Schwarz nous donne

4, Soient a, b, ¢ des réels tels que 0 € @, b, ¢ € 1. Prouver l'inégalité

a N b " c
b+c+1 c+a+l a+db+1

+{l-a)(1-b){(1-¢} <1

(Ofympiades des Etats-Unis-1980)
On remarque que la fonction

b ¢

1-— 1-56)(1-
b+c+¥+c+a+1+a+b+1+( a)( (1 -¢)

fla,be) =

est convexe en chacune de ses variables sur un cube de R?. Elle atteint donc son
maximum en un point extrémal du cube, soit 'un des 8 sommets du cube. Ceci
permet de conclure.
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4.6.5. Compléments.

1. Théoréme. (Inégalité de Hilder’) Soient les nombres strictement positifs
Z1, 02, ey By Y12 Y25+ -+, Un,y @ € 3 avec, a + 8 = 1. On a Pinégalité
n n o 7 B
St < (S (L) )
i=1 i=1 i=1
avec égalité si et seulement si les deux vecteurs (21,2g,...,2Zn) €t (§1,%2,-..,Yn)
sont proportionnels dans R®.

n n
4 Preuve. Posons Zx.: =Xet Zyg =Y. On s alors

i=1
1 id 8 = T; Yi
xayﬁ';x?yi - Z;( ) ( )
(a%%—ﬂ%):l;

la derniére inégalité résultant de la concavité de la fonction = In(z) sur R et
de la croissance de la fonction exponentielle sur R.

N

Il

i=1

O

Notons que lorsque a = 3 = %, on retronve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Théoréme. (Inégalité de Ia moyenne généralisée) Soient x1, x2, ..., Tn des
nombres strictement positifs. Pourr € R, on définit la quantité Pr{z1, 29, ..., 2n)

par : )
(H xi) e sir=0,

Pr($1,$2>~-«,33n)= i=1n

(%Zx;‘)l/' sir #0.

=

Sir, s € R sont tels que r < s, alors

Pr(z1,%2,. .., Zn) € Ps(21,%2,-. ., Zn), {4.12)

avec égalité si et seulement si tous les xy, i € {1,2,...,n}, sont égaux.

¢ Preuve. Etudions d’abord le cas ou 0 < r < s. On peut alors écrire r = sa,
avec 0 < a < 1. On a ainsi

n

n n e n l-a
doai=Y (@)1 g (gy;) . (Z 1> ,
i=1 =1

=1 i=1

5. Ludwig Otto Holder (1859-1937), mathématicien allemand.
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ce qui donne
] n 1/r 1 n 1/s
- 4 - M
= =
avec égalité si et seulement si les z; sont tons égaux.

Si maintenant r = 0 < s, alors

n sin n 1/n L n
PO(a:I;x?’""xn)s: (Hxi) = (H:t:) g;sza
i=1 i=1 i=1
et donc Py(z1,22,....2n) € Ps(21,22,...,2,), avec de nouveau égalité si et seule-

ment si les z; sont tous égaux.

Les deux cas r < s < D et 7 < s = ( se traitent grice & la remarque suivante :

P_r(x1,22,...,%5) = 1 1 1

4 Exemples.
1. Soient x,y et z des réels strictement positifs. Prouver que

8(z + 4 + 2%)% 2 9(z? + y2) (¥ + 22)(2* + 2y).

L’inégalité entre les moyennes géométrique et arithmétique permet d’écrire

:c2+y2+z2+yz+zx+:r,y)3

(22 + y2) (32 + z2)(2* + ay) < ( 3

et comme zy + yz + 2z € 2% + y? + 2%,
p 8
(@® +p2)(y” + 220)(2" + ) < oo (07 + 97 + 27
P’un autre coté,
25+ 48 + 23\ 1/3 2% +y? +22\1/2
( 3 ) 2 ( 3 ) ?

ce qui permet d’obtenir I'inégalité désirée.

4.7. L’inégalité de Muirhead

Soient zi1,%2,...,&, des nombres réels strictement positifs. Pour tout vec-
teur @ = {(a1,az,...,8,), on définit lJa moyenne pondéréc par @ des nombres
21,22, -, Ty COMMme ceci :

a— 1 a1 a2 Qan
[(m,az,...,an)] = Z 2oty Tatz) " Totny (4.13)
o€S,
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ol Sy, est I’ensemble de toutes les permutations de 'ensemble {1,2,... n}.

Par exemple, [(1,0,...,0)] est la moyenue arithmétique de z1,z2,...,%n, et
((1/n,1/n,...,1/n)] = .7:1/“.7:;/” oo zi™ est leur moyenne géomeétrique.,

On dit que le vecteur @ = (a1, ay, ..., a,) majore le vecteur b = (by, ba, ..., by)

81 :
NarZzayz---Zancth 2by 2 - 2 by,

2)ay 2 b, a1+az 2 b+, .o a1 taxt @y ittt by, et
Bar+ar+-tan=bitb+ - +h.

4.7.1. Théoréme. (Inégalité de Muirhead®) Soient x,,Z3,...,%n des nombres

réels strictement positifs, et @ = {a1,a2,...,8n) €t b = (bi,ba,...,by) deux
vecteurs appartenant aR"™.
Si @ majore b, alors

[(al,az,...,an)} > [(b;,bg,...,b,,)], (4.14)

avec égalité si et sculement si tous les @;, i € {1,2,...,n}, sont égaux.

4 Preuve. Soient @ = (a1,az,...,4a,) et b= (b1,b2, ..., by) deux vecteurs dans
R” tels que @ majore b et @ # b. Il y a alors deux indices j, &k, | < j <k < n, tels
que a; > by, ax < by et a; = b; pour tout i, j <i < k.

l it 1

I |

I 1
® *—o ¢ °- >
ak by @ b; a;

\_/\N
Jed
FiG. 4.4.

On pose alors @ = {(¢; + ax)/2 et 3 = (a; — ax)/2. On définit ensuite y comme
suit :

v =max (|b; — af, |bx — of}.
On considere maintenant le vecteur ¢ = (c1,¢z,...,¢n} tel que ¢; = a + 7,

¢k = o —7y et = a; pour tout ¢ € {1,2,...,n}, ¢ # j,k On remarque que @
majore € ¢t & majore b. De plus, on a soit ¢; = b;, soit ¢x = bg.

On va montrer que [@] 2 [d]. En effet,

6. Robert Franklin Muirhead (1861-1941), mathématicien écossais.
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=
——
=)

|
=)
S

I

> (H Tty H””a(z))

oeS, \i=1
= D, H 25t | (32225 — 2245)25h) -
cES, i=1
i#j,k

Pour toute permutation o € S,,, il existe une permutation g € S, telle que

p(i) = o(i) pour tout ¢ € {1.2,...,n}, i &£ j,k, et p(§} = o(k) et p(k) = ¢(j). En

regroupant les termes correspondant a o et p dans I'inégalité précédente, on peut
écrire :

1 . n Q5 (€ Cy
(“’o 5Tt ~ a’(j)“";?w) - (zc'fj)ma’(m —:c;;j)x;(k))
a+3 _a— oty o—y a—f3_ o+ e a+y
(a(: a{k; Lo a(k)) (%m Lo (k) xn(a)xn(k))

_ . B+ 8+ wI= 8-
= (xa(j)”w(ki) ( a(g? wa(kz) (-”a(j) _“’o(k)) 2 0.

Il en résulte que {d@) > [¢]. L'égalité a lieu si et seulement si x,(;) = T,k) pour
toute permutation o € Sy, ce qui est encore équivalent 4 71 = zo = - -+ = &y,.

On a donc réussi a trouver un vecteur ¢ qui majore b, et qui est plus proche de
— -
b que &, puisque ¢ a une coordonnée de plus en commun avec . Il suffit donc de
répéter cet algorithme un nombre fini de fois pour arriver au résultat souhaité.

a

4 Remarques.

1. Dans I'inégalité de Muirhead, la somme dans la moyenne pondérée par @ contient
toutes les permutations o € Sy, et pas uniquement les permutations circulaires.
On dit que {@] est une somme symétrique des nombres z; > 0,7 € {1,2,...,n}.

2. Dans l'inégalité de Muirhead, les nombres a;,a2,...,a, et by,b2,...,b, sont
des réels positifs ou négatifs. Les nombres z(, 2, ..., Zn, par contre, sont des réels
strictement positifs.

3. Puisque (2, 0) majore (1, 1), on retrouve cncore l'inégalité bien connue z2 +y% >
2zy {au moins dans le cas particulier z,y > 0). En effet,

1 1
i (#° +4%2%) > 52"y +2'yh),

N

De mérne, puisque {3, 0, 0) majore (1,1, 1), on retrouve I'inégalité de la moyenne
dans le cas n = 3 :
2+ 3+ 22 2 3zye.

Plus généralement, puisque (1,0,...,0) majore (1/n,1/n,...,1/n), on retrouve
I'inégalité de la moyenne comme un cas particulier de P'inégalité de Muirhead.
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4. Si le produit des nombres z;, 1 € {1,2,...,n}, est égal & 1, alors pour tout
nombre réel o :

[(al, @9, -., an)] = [{m +a,82+a,...,a, +a)}. (4.15)

De méme, si le produit des nombres z;, ¢ € {1,2,...,n}, est > 1, alors pour
tout nombre réel o« 2 0 :

[(al,az,...,aﬂ)] = [(al — 0,83 — O,. .., 0, —a)]. (4.16)

Cette remarque peut étre assez utile quand on a une condition portant sur le
produit des xy, ¢ € {1,2,...,n}, puisqu’elle permet d’« ajuster » deux vecteurs
d={(ay,az,...,a,) et b= (b1,ba,...,by) afin d'établir une relation de majoration
dans le cas ot les sommes 3 .., a; et Y ., b; ne sont pas égales.

5. Pour tous vecteurs @, & € R™, on a l'inégalité :

—

[a] ; B . [6;%]_ (4.17)

En effet, si @ = (a1,a2....,a,) €t b= (b1,b2,...,by), on a d’apres I'inégalité
de la moyenne :

a a. Gy b b b
TotyTol) " Talm ¥ To)To T Folm | ot ent) 2 fan thn)/2
2 ‘ol a(2 a{n .

¢ Exemples.
1. Soient 2,y et z des nombres réels strictement positifs. Prouver que :

(2%y + v°z + 22x)(xy? + y2® + 22?) 2 Y2y?2
En développant le terme de gauche, on obtient 'inégalité équivalcnte :

w3y3 + x2y222 + :c‘*yz + y3z3 4+ a:2y2z2 + y"za: + 2323 + xzy2z2 + z4xy = 9x2y2z2,

ce qui se réécrit encore sous la forme :
3.3, 0)] +32.2,2)]+3 [(4.1,1)] 2 9[2,2.2)],

qui sc déduit immédiatement de I'inégalité de Muirhead, puisque (3,3,0} ¢t (4,1,1)
majorent (2,2, 2).

On peut aussi démontrer 'inégalité recherchée sans utiliser 'inégalité de Mui-
rhead. Par exemple, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire :
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. 2 .
(2*y +y22 + 222)(y2? + 22 + 2y°) 2 (3\/3:23;222) = 9z%9%22,

ou encore en appliquant I'inégalité de la moyenne :

(%y + y?z + 22x)(zy® + y2* + 22%) = (3 {/:L'ay3z3) (3\/3:33; 23) = 9z%y°2%,

2. Soient x,y et z des nombres réels strictement positifs. Prouver que :

1 1 1 1

+ + < —.
B+yPtaeyz P +H24eyz 2+adtayr o oayz

(Olympiades des Ftats-Unis-1997)

En éliminant les dénominateurs, on obtient I'inégalité équivalente :

3[(7, 1, 1)] +9 [(4,4, 1)] + 12[(5, 2, 2)] + 3[(3, 3, 3)]
3[(3.3, 3)] + 6[(6, 3, 0)] + 9[{4,4, 1)] + 6{(5,2, 2)] + 3[(7, 1, 1)] .

Puisque (6,3,0) majore (5,2,2), 'inégalité précédente est une consequence
immédiate de I'inégalité de Muirhead.
3. Soient z,y et z des nombres réels strictement positifs tels que zyz = 1. Prouver
que :

al Y’ 2

(+9i+2 (+a0+0 Gra0+y

=W

(Proposé a {'OIM-1998)

En éliminant les dénominateurs, on obtient 1'inégalité équivalente :
Azt + 204 P2+ P+ ) 230 oty + 2 tay Hyz 4 22 + Ty2),
qu'on pent encore réécrire :
4[(4, 0, 0)] + 4[(3, 0,0)] > [0,0,0)] +3[c1,0, 0)] +3 [(1, 1, 0)] +[a, 1)] .
Puisque zyz = 1, on a pour tout vecteur {(ny,as,...,a,} € R® et tout réel o :
[(a;,ag, . ,an)] e [(al + a8y +Q, ..., 8, + (x)].

En appliquant 'inégalité de Muirhead, on obtient alors :

(600] > [ 441 = [0
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“ 3[(4,0,0)] > 3[(2, 1, 1)] - 3[(1,0, 0)],
et

0] >3[h 4.5] =10
et enfin
t [3,0,0] 2 [1,1,1)],

ce qui permet d’aboutir & l'inégalité désirée.

4.8. Exemples particuliers

La résolution des problémes d’olympiades ne dépend pas simplement de la
connaissance d'une collection d’inégalités célebres. En effet, il faut souvent parvenir
4 mener des calculs avec patience, ou bien faire des remarques judicieuses pour
simplifier les problemes éludiés. Les exercices qui suivent illustrent cet aspect :

1. z,y, z sont des réels vérifiant 2 + y* + 2? = 2. Montrer que
r+y+2<ayz+ 2.

Solution. On a d’une part

(@+y+z—zyz)? = *+y’+2° +x23,-2z2

—2(ztyz + xy?z + xy2®) + 2xy + 2y + 222
D’autre part,

(1 —ay)(i—y)l-2a) = 1 (oy-+ys+2a)
+Hz?yz + oy + 2y2®) — 2y? 2,

ef,
—y)2 + 22 y— 22 4 g2
(1 = ay)(1 - y2)(1 - 22) = = y;+ ], [ ;“]
XL(_"::";Q_W_Q]_M,

I s’ensuit que
(x+y+z-ay2)? <2+2=4.

2. Soient ¢ et 3 deux nombres positifs ou nuls. On pose
a=af, b={1-a)f+(1-Pn, c=(1—-a)l-2_).

Montrer qu'au moins un des nombres a, b ou ¢ est supérieur ou égal a 4/9.
Solution. Supposons que @ < 4/9, b < 4/9 ct ¢ < 4/9. On a alors

4
b=a+ﬂ—2a6<§ — 2\/a,{3—2cx[3<§

= aﬂ—aﬁ<§,
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ce qui donne af — vaf + 2/9 > 0, soit encore (vag — 1/3)(vaB — 2/3) > 0.
Ainsi, Va3 < 1/3 ou vaf > 2/3, mais comme a < 4/9, on a nécessairement
aff < 1/9. Par ailleurs ¢ < 4/9, ce qui donne o + 8 — o8 > 5/9. Finalement
b>5/9—af>5/9—-1/9=4/9, dot1 la contradiction.

3. Soient m et n deux entiers strictement positifs. Prouver que
1 + 1 S1
Yn+l Ym+1~

Solution. On commence par le lemme suivant :

Lemme. (Inégalité de Bernoulli’) Si x > ~1 et n un entier positif, alors

(1+z)" 21+ nz; (4.18)

en cffet, lc résultat s’établit aisément par récurrence sur I'entier n 2 0.

Revenons maintenant & notre probleme. D’apres le lemine précédent, on peut
écrire : man nm
(1+—’) >t4m, (1+2) 2140,
n m

ce qui donne
1 N 1 - 1 i 1 =1
Un+1 {Vm—l-l’l_,_ﬁ 1+ﬂ '
m n

4. On pose :

mm+1 + nn-l
mm + nn
ou 1 et n sont des entiers strictement positifs. Prouver que

bl

a”™+a zm™+n"
(Ofympiades des Etats-Unis-1991)

Solution. On applique I'inégalité de Bernoulli & chacune des deux expressions sui-

a—my\™m a4 —n\" .
vantes : (1 + ) et (1 + - ) pour obtenir
¥it) X

— m — n
a™ +a" = mm(l+%) +n"(1+a n)

> m™[1+(@—-m)] +n"[1+ (a—n)] =m™+n™
On peut aussi utiliser 'inégalité : ¥V a, k > 0, a* — k* = (a ~k){(e* ! +a* 2k +
w4+ k51 2 k% (e — k), ce qui donne :

(@™ + @)~ (mm ) = (@™ - m™) + (o - )
(¢ —=m)m™ + (@ — n)n"
— a(.mrm +ﬂ,") - (mm+1 + nn+1) = 0.

\Y%

7. Jacques Bernoulli (1654-1705), mathématicien suisse d’origine anversoise.
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5. Soient z,y, 2z 2 0. Prouver 'inégalité
sz — 2P +yly -2’ 2 (z - 2)y - =)z +y—2)
Solution. On réécrit I'inégalité a prouver sous la forme
z(e -2 +yly -2 - (@ -2y -2z +y—-2) 20,
ce qui s'écrit, en regroupant les termes convenablement, sous la forme

sz —2){z—2) - (-2 +tyly—2)(y—2) — (z—2)] + z(z — 2){y — 2)
=z(z-y)z—2)+yly—z)ly—2)+2(z - x)(z—y) 2 0.

Cette derniere inégalité est un cas particulier du lemme suivant :

Lemme. {Inégalité de Schur®) Soient z,y et » des nombres réels positifs, et n
un entier positif. On a alors P'inégalité

Tz —yle—-2)+y*y—2)y—2)+2"(z—z)(2—y) 2 0. (4.19)

¢ Preuve. Par raison de symétrie, on peut supposer que £ 2 y = z = 0. L'inégalité
est alors vérifiée car a™(z - y)(x —2) 2y (z ~y)y—2) et 2"(z —z)(z —y) 2 0.
d

¢ Remarques.

1. Le méme raisonnement s’applique a tous nombresréels a € Ret § € Ry :
2 — )z - ) + 42 - PN - 2P) + 2 - ) - yP) 2 0.

2. L'inégalité précédente se réécrit encore sous la forme :

[(a +25,0, 0)] + [(a,ﬁ,ﬁ)] > 2[(a+ﬁ,ﬂ,0)], a€R,B€R;. (4.20)

ol on a utilisé les notations de 'inégalité de Muirhead. Cette remarque peut étre
assez utile puisqu’elle permet de combiner I'inégalité de Schur et 'inégalité de
Muirhead pour établir des inégalités portant sur des sommes symétriques.

8. Issai Schur (1875-1941), mathématicien allemand.
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1. Seient a, b et ¢ des nombres réels strictement positifs, Prouver que :
a)abe 2 (a+b—clla+ec—b)b+c—a).
b) a® + 6%+ ¢* > a?b + bPc + cfa.
a? ¥ 2 _ b o«

: a
) e o = 2 — = -
L)b'~’+(:2+az2 a+b c
a2 ¥ 2 _a b ¢
2 4l s 27,0
d)bz+02+a2/b+c+a

2. a, b, c sont les longucurs des ¢6tés d'un triangle. Prouver que :

a’(b+e—a)+b*{c+a~b)+cta+b—c) < 3abe.

(Ofympiades internationales-1964/2)

3. Soient m et n deux entiers positifs vérifiant n < m. Prouver que :

g gt < Tt

< < 2 i
(m =)l (m* 4+ m)

(Ofympiades du pacifique asiatique-1996)
4. Soient 24, 3; (1 = 1,2,...,n) des nombres réels tels que :

TN 2Tz 2 T,

Y12 Y2 2 2 Yn-

On considére une permutation arbitraire {2, 22, . . . , 2,) des nombres y1, 42, . . -, Yn-
Démontrer que :
n n
2 2
(z: — i) < Z(mi -z}

i=1

i=1

{Olympiades internationales-1975/1)
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5. Soient a, b et ¢ les longueurs des ¢6tés d’un triangle. Démontrer que :

Vatb—c+vVbtc—a+vVeta—b<va+vVo+ e,

et déterminer les cas d'égalité.

{Ofympiades du pacifigue asiatigue- 1996}

6. Prouver que, pour tous réels x1 2 22 2 - 2 2, > 0,

Rt Z2 Ly -132 1
—+ =4+ — < — + — + —
Hi)) I3 I .7;1 X Tn
7. Soient 1 un entier supérieur ou égal & 2 et 1, Z3,.... Tn des réels strictement

positifs. Prouver 'inégalité :

2 2 2
x] x5 z;

3 5 et —m——— < n—1
x| + X203 5 + 3%y i +T1L2

8. Soient n € N et A € R} . Maximiser la somme 122 + Zp3 + -+ - + En_12p, OU
{zi. %2, ..., ZTn} est un ensemble de réels positifs vérifiant 23 + 22+ -+ + 2, = A.

{Ofympiades australiennes- 1986)

9. Démontrer que pour tous réels z,y et z tels que ¢ 2z ¥ 2 z > 0, on a l'inégalité :

2¥ 4 y +z gy
2 Yy

10. Soit {ag)ren« une suite de nombres naturels non nuls et distincts. Montrer que

pour tout n :
n

??‘la‘
x| =

k=1

{Ofympiades internationales-1978/5)

11. Soient x et y deux réels strictement positifs vérifiant :

z+y+ /222 + 2ry + 3y° = 4.

Montrer que z4y < 4.
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12. Soit n un entier supérieur ou égal a 3, et soient aq, as, ..., a, des réels vérifiant
2 < a; € 3 pour tout ¢ € {1,2,...,n»}. On pose s = a; + as + - - - + an. Démontrer
I'inégalité :

a? +a2—-a} a+a?-a? a,21+a%—ag<2
s == 25— 2n.
a1 +a2—a3 aztaz—aq an + a1 — a2
{Proposé a ['OIM-1995)
13. Démontrer 'inégalité :
8 1 1

< + ,
(1 4+z2)(n +y2) — (21 +22)% 2y — 28 xoyp — 22

sous les conditions :

1 >0, 2 >0, 130 > zf, Tay > z§.

Dans quelles conditions a-t-on égalité?
(Olympiades internationales-1969/6)

14. Soient «, y et z des réels strictement positifs vérifiant la relation zy+ yz + 22’ =
1. Prouver I'inégalité :

2x(1—«?)  2y(1 —¢*)  2z(1-2%) z Y
(1+ z2)? (1+9?)? (L+2%2 S 1422 1432 1+2%

15. Soient a, b, ¢, d > 0. Trouver toutes les valeurs possibles de la quantité :

a b ¢ d

S= o hrd Tarbic T hrerd Taverd

{Olympiades internationales-1974/5)

16. Pour tout entier n strictement positif, on définit S,, comme étant le minimum.

de la somme "
> 4/ (2k—1)2 + i,

k=1

ol ai, tz,...,a, sont des réels strictement positifs dont la somme vaut 17. Il y a
un entier unique n pour lequel S, est aussi un entier. Déterminer 7.
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17. Soient a, b, ¢ et d des réels strictement positifs. Montrer que :

b ; 4
A— _ e ¢4 2
b+2c+3d e¢+2d+3a¢ d+2a+3b a+2b+3c” 3

1 b2

(Proposé & [OTM-1993)

18. Les nombres a1, as, ..., ¢, constituent une permutation des nombres 1, 1/2,
.«.y 1/n, ainsi que les nombres &1, by, ..., b,. De plus a1 +b1 2 as + by 2 - 2
Gn, + by, Prouver que a,, + by < 4/m pour tout m compris entre 1 ¢t n.

{Olympiades russes-1968}

19. Soient a,b et ¢ les longneurs des trois ¢6tés d’un triangle. Démontrer que :
a’bla — b) + b%e(b— ¢) + ca(c — a) 2 0,

et déterminer les cas d’égalité.

{Olympiades internationales-1983/6)

20. Déterminer toutes les valeurs dn réel a pour lesquelles il existe cing réels

positifs ou nuls z,, 22, ..., x5 véritiant les relations suivantes :
5 5 5
Z ke = a, Zk%k = a2, stcck =a3.
k=1 k=1 k=1
{Ofympiades internationales-1979/5)
21. Trouver toutes les solutions (21, 2, . .., z5) € (R%)° du systéme d’inéquations :
(2] — z325) (23 — x375) < 0,
(2§ — zqz1)(2] — 2a21) <O,
(x5 ~ Tsma) (2] — T52) < 0,
(22 ~ ;za)(2? — 7123) <0,
(2F — awa)(2] — z24) < 0.

(Olympiades internationales-1972/4)
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22. On se donne trois nombres strictement positifs a,b et ¢ vérifiant la relation
abc = 1. Démontrer que :

w

1 1 1
- = —.
F0t0) Bleta)  Ba+b > 2

{Olympiades internationales-1995/2)

23. Soient x,y, 2 des réels positifs vérifiant la relation z + y + z = 1. Démontrer
la double inégalité :

7
0$xy+yz+za:—2xyz<§.

(Olympiades internationales-1984/1)

24. Soient a, b, ¢ des nombres strictement positifs. Prouver que :

VaZ-ab+ b2+ b2 —bc+c? > Va2 +ac+ 2.

25, x1.x2,...,%, sont des réels strictement positifs. On pose 41 = 1 €t ¢ =
min (zy,%s,...,2n). Montrer que :
123 n
1+ 1 2
+ (z; — a)
§1+$1+1 ,(1+ )2; ’
{Olympiades chinoises-1992)
. , n+1 .

26. Soient x;,%a,...,Zn des réels tels que |z;| € ( 2 ) pour ¢ = 1,2,...,n, et

vérifiant la relation |21 + z2 + - - - + 2| = 1. Prouver qu’il existe une permutation
(1,42, -, ¥n) de z1, %2, ..., T, telle que

(n+1).

ly1 + 252 + - - - + nyn| < 5

(Olympiades internationales-1997/3)
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27. Si x est un réel positif, el 7 un entier > 1, alors
Tt
k=]
>) .
|nz] }; .

(Ofympiades des Etats-Unis-1981)

28. Soient ay, a9, ..., . @, des entiers non nuls < N. Le plus petit commun multiple
de deux quelconques d’entre eux est > N. Montrer que :

1 1 1
— =t — <2
2] a9 n

29. Soit N un entier naturel > 2 et soit {a1, a2, ...,a2,} un eusemble fini d’entiers
naturels distincts, différents de 0 et dont aucun n’est divisible par un nombre
premier 2 N. Prouver que :

1 1 1
—+ =+ 4+ —<N
ai as Qan
{Otympiades russes-1989)
kol
30. Soient 1,2, ..., T, des réels strictement positifs tels que Y x; = 1, et soit ¢
le plus grand parmi les nombres =1
& L2 T,
1+z l4+m+z’ " 14z a2+ F+xp
Trouver la plus petite valeur de s, lorsque les nombres x;,23,...,2, varient,

Jeur somme étant égale 4 1. Pour quelles valeurs est-elle atteinte 7
(Olympiades russes-1972)

31. On considére n nombres réels x1, 2a, ..., z, vérifiant :
a4 zh =1,
et soit & un entier supéricur 4 2. Prouver qu'il existe n entiers non tous nuls
@y,a2, . . -, 0, virifiant :
a)pour tout ¢, 1 <i < n, [a] €k
| <( ——1)x/'/(k”
(O{t,fmpwcfes internationales-1987/3)

b) |u1.7¢1 + @y + -+ ApTy
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32. Prouver que pour tous réels strictemnent positifs z, y, 2 tels que zyz > 1 :

5 _ 2 y® — 3P 5 52

: = 2
Ly 422 P+ 242 S4at+y? T

{Olympiades internationales-2005/3)

33. Prouver que pour tous réels strictement positifs z,y, 2 :

(zy + z+zx)( ! + 1 + ! )>g
vy Grw?  Gtor (z+o2) 4

{Ofympiades iraniennes-1996)

34. Soient x,y, z des réels strictement positifs. Démontrer que :

z y z 5
+ + < SvVzty+a
VETy Jytz Vitz A4 Y

35. Soient a, b, c,d des réels positifs satisfaisant la condition a + b+ ¢+ d = 1.
Prouver U'inégalité : i

1 176
< = + —abed.
abe + bed + eda + dab < 27 + 57 abed

{Proposé ¢ {'OIM-1993)

36. Trouver le plus grand entier qui soit le produit d’entiers positifs dont la somme
est égale a 1976. Justifier votre réponse.

(Ofympiades internationales-1976/4)

37. Soit V un ensemble fini formé de points de coordonnées entieres dans 'espace
euclidien et solent V;, V, et V, les ensembles formés des projections de V sur les
plans yz, 2z, zy respectivement. Démontrer que :

VI2 < Vel - Wyl - V2,

ou |A| désigne le nombre d’éléments de 'ensemble fini A.
{Olympiades internationales-1992/5)




1. a} 8i a,b, ¢ ne sont pas les longueurs des ¢6tés d’un triangle, le terme de droite
dans 'inégalité est négatif, et le terme de gauche est positif. Dans le cas contraire,
on pose
a+b—c=2, a+c—b=vy, btc-a=z,

avec x,y,2 2 0.

L'inégalité & démontrer devient donc (z+y)(y+ 2)(z+2z) > 8zyz, ce qui résulte
des inégalités

z+y 22Ty, y+z222%/yz, z+x 22/

b) Les suites a, b, c et a?,b%, ¢ sont rangées dans le méme ordre, et l'inégalité
du réordonnement s’applique

a- a2 +b-V+e-f2b-at+e b +a-c?

¢) On peut réécrire l'inégalité & prouver sous la forme :
a a bbb ¢ c_bc ¢ a
_._+_._+_._>_._+_..—+
b b cc a a  ca a b

ol e
oo

ce qui découle de 'inégalité du réardonnement.
d) En éliminant les dénominateurs, on s’apercoit que 'inégalité & prouver se
met sous la forme

a*c® + ba? + c*h? 2 a®be? + bPea? + Sab?,

cette inégalité étant invariante par permutation circulaire de a, b, ¢, on peut tou-
jours supposer que b est situé entre a et ¢. L'inégalité précédente se met alors sous

la forme :
a®c?(a —b) + b*a®(b - ) + Sb*(c — a) 2 0.

On a alors
a’c?(a — b) + b%a%(b - c) + % (c — a)
= (a3c® — ) (a - b) + (B%a® ~ 3% (b —¢)
(a® ~ cb?)(a - b) + b*(ba® — 3)(b — ¢)
0.

W

2. On applique la transformation de Ravi

a=z+y, b=y+z, c=z24+uz
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oux,y,z>0.

L'inégalité & prouver se transforme alors en
2z(c + y)° + 2z(y + 2)* + 2y(z + 2)® < 3{z + Yy + 2)(z + 2),
soit encore

+ylz—2)y—2)+w+2)y—2)(z—2)+{z+z)(z -y)(z —z) 0.

La dernicre inégalit¢ étant invariante par permutation quelconque de z, ¥, 2, on
peut supposer, sans perte de généralité, que = = ¥ > z, et dans ce cas, P'inégalité
est évidemment vérifiée.

On a égalité si et seulement si 2 = y = z, c¢’est & dire si et seulement si le
triangle considéré est équilatéral.

3.0na:

= (m+a)m+n—-1)--(m—n+1)
> 2 (2n—1)---1>2n (2n—2)---2 = 2%,

m étant supposé fixé, on va montrer 'autre inégalité par récurrence sur n :°

-n=1, %% =m(m+1) =m? +m.
- Supposons maintenant que, pour un entier £ (1 < & €< m - 1), on ait
Ermn—f% < (m? +m)*,
on a alors
752 tEy 3: - (m—k)(m+k+1)-7gz * ’8: < (M +m)(m3 +m) = (m? +m)F+

. ’ sy 2 12407 7 . N n n .
4. L’inégalité considérée est équivalente & Y ., #i2i € Y, ZiYi, ce qui est une
conséquence imrmédiate de I'inégalité du réordonnement.

5. On applique la transformation de Ravi
e=x+y, b=y+z2, ec=z+zx,

avec &, 4,2 > 0.

L’inégalité & démontrer s’écrit alors sous la forme

VoAVE+ i+ V2 S VEF g+ Vit z+Vz+ .
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Or, la fonction z — 4/ cst concave, et done

SVE+VE) < 4500+ 9),

2 2
s0it encore /T4y = %(\/Z+ Vi) et de méme Vy+z 2 %(\/ﬂ—i— Vz) et

2 .
Vztz = %(\/E + v/z). En sommant les trois dernidres inégalités, on obtient

V2V + VI + V) S VIT o+ Vi 2+ V2 + e

ce gui termine la démonstration.

6. On raisonne par récurrence sur l'entier n 2z 2.
- Pour n = 2, P’inégalité demandée est ¢vidente.

- Supposons le résultat vrai pour tout ensemble de n nombres, n > 2, satisfai-
sant aux conditions de 'énoncé. Soient done 21, %2, ..., ZTnt1, (n+ 1) nombres tels
que z 2 Tp 2 -0 2 Intl.

On considére alors les termes faisant intervenir x, 4+, dans les deux cotés de
Iinégalité proposée, et on pose

On a alors
Fe) = (o —am) (——— =} <0, Vozaz
= 1 n 1T fL"z = Yy = Lns
et ainsi
T &n
) === -1
F(@ns1) 2 fzn) i,

Il suffirait donec de montrer que

&1 Z2 Tn—1 ] T3 T il I'n
S M -l =+ =+ + )é——f,
X2 T3 Zn x) T2 Ly—1 Ln z1

ce qui cst manifestement vrai par hypothése dc récurrence.

2
7. 1°7® solution. Posons ¢; = ———2—— ¢ =1,2,....n, et £,4; = z;. On a alors
Tit1Ti42

Y2 - Yo = 1. On écrit donc

z2 1 1

t

5 = =1 .
Ty + i1 %42 1+ 1/yt- 14+

L'inégalité désirée est alors équivalente &

1
214“9521, yi>0) yly’l"'yn:].,n22_

i—1
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Comme 3192 - yn = 1, il existe deux indices i et j tels que y;y; < 1. Mainte-
nant

1 n 1
1+yi 1+yj

21

?

et lc résultat en découle.

2%me golution. On pose

E In+i = Tq.
+ xt+15cz+2

Démontrons I'inégalité £,, € n — 1 par récurrence sur n 2> 2.
-Pourn=2,0ona:

2 2
.'L'l x
Yo=— + =1
i+ 21232 25+ 1122

- Supposons X, < n — } pour un entier n > 3, et considérons la somme ¥, 14
relative & n + 1 nombres positifs x), 22,..., Zp+1. On peut donc supposer, sans
perte de généralité, que Tn41 = max (z1,T2,-..,Zn41)- On a alors

2 2 2
Th-1 z Tnt1
En+1 = 27‘5 + P} + ) R + 3 -
Th_1 + TnZnpa T; + In41cy Tpy T T1T2

2 2
Tn-1 Ln

2+ aax 22+ TiT0]

mais puisque

2 2 2

2 2
Tn1 T Tn Lot

n—1
= h) = ] ~
@2 |+ EInTap1  Ti_y FTnTr T2 4 Ty T2+ T1T2 T2, + T3

x

alors Lp,p1 € Ep+1<n+ 1.

8. Si z, > Tp—1, O0 arTive & rendre 'expression 2123 + X223 + - -+ + Tp— 12 plus
grande en échangeant =, et x,—;. Pour la méme raison, on peut supposer que
Tn-2 2 In. Maintenant, en remplagant z,,..2 et £, par ,-.2 + &, et 0 respective-
ment, l'expression & maximiser augmente d’une quantité égale & x,_3%y,.

Ceci montre que pour des ensernbles contenant au moins trois nombres, on peut
supposer, dans la recherche du maximum de 'expression, que le dernier membre
est égal & 0. Ainsi, on est amené a maximiser I'expression 122 + zoT3 avec T +
zy + 73 = A. Mais

1T + T2Z3 = T2(A — z3),

qui est maximale lorsque 2 = A/2. Ainsi, le maximum recherché est A%/4.

9. L'inégalité est vraie si deux des trois nombres z, y, z sont égaux.



158 Les inégalités

Supposons que £ > ¥ > z > 0. Puisque Ve > 0,2+ 1/ 2 2, on a

(2y+y +zy)+(r2§+y2§ 2y)>2($ + 7+ 22).

Ainsi, pour démontrer 'inégalité demandée, il suffirait de démontrer que

1 z T z z
@ g+y2—+z2—2:c2—+yz—-|—z:22. (1)
z x i Y z T

[}

232 + 1322 + 2302 3 2322 + yPa? + 252
P - ) + 2222z - 1) 3 e — )
yi(a? + oz + 2% — 2?22 2 (2 + 2)
yiz(z —y) +yiez —y) + 2202 - %) 2 0
via+ylz— 22y — 22220

a(y? — 2%) +yzly —2) 2 0,

(1)

rreret

ce qui est vrai puisque x >y > z > 0.

10. L’inégalité du réordonnement montre que la quantité 3"y | ax/k? est minimale
lorsque a1 € a2 <+ -+ € an.

Supposons donc que c'est bien le cas. On a alors a; 2 i pour tout 4, 1 <i<n
(le voir & I'alde d’une récurrence sur ¢ par exemple).

, . - 2
Il s’ensuit donc que la valeur minimale que peut prendre Y, _; ax/k” est elle
méme supérieure ou égale & > _,_, 1/k.

11. D’aprés 'inégalité¢ de la moyenne, on a

_r, T, /3
Try=g+5+ 41,5(333;)

On a ainsi réussi & faire apparaitre le terme 2%y. Nous aimerions alors faire

la méme chose avec la racine carrée. Supposons avoir décomposé 222 en i termes
x? y 342

égaux & —, 2zy en j termes égaux a et 3y% en k termes égaux i T On

i

almeralt bien avoir
.. . 2t + 3 2
Qi+ 7 =21 +2k), ————=—-.

Une solution possible est 2 =8, j =4, £ = 3. On a alors

5 8/15 9 /15 3 3/13 1 2/3
2x2+2my+3y2215<g) (2) (5) (#*y)?? =15 (Z) ()73,
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et il s’ensuit que
JiE
4_'E+U+\/2I2+2$y+3y /(4]/3 41/3 ( ,y)I/S

soit encore

3
4
2
2y<a| ———) <4
ys (3+\/ﬁ> =

12, On pose
2, 2 2
A =% +aiy — 0y (ansi = as).
a; + Qg1 — By e '
On a alors 2
il
A =a;+ Qg + gy — —————

i 4 i+1 1+2 a: + Gitl — Bis2 3

et puisque (a; ~ 2){a;4+1 — 2) > 0, alors —2a;a,41 € —4(a; + a;+1 — 2) et par suite

@itz — 2
A; € @i + @41 + Gip2 — 4 (1_;__*’2___) )
@ + Qi1 — Giy2

Comme 1 € a; + @11 —aip2 < 4,0n 4

Aip2 — 2

1 )=Gi+ﬂ£+1—2,

A,—éa,-+a,-+1+a1:+2~4(l+

soit enfin 31 | A; < 25— 2n.

13. On commence par appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz
(@1 +22)(y1 + ¥2) = (Vxay1 + VZ212)*

Pour prouver I'inégalité demandée, il suffirait donc de montrer que
8 < 1 + 1
(VI + E202)% — (21 + 2202  (eagn — 28)  (wowz — 25)

On pose alors

u) = JTiyi—21 >0, up = Teya—22 > 0, v1 = JT1yi +21, v2 = T+ 22 > 0

la. derniére inégalité devient alors

1 1
< (w1 +w)(vy +v2) ( + —) )

SRU1 UgV2

mais

1 1 1
vy 2 i >2 .
Uy + U2 = 24/ urug, v+ 02 V102 + W ook

ARG 122U



160 Les inégalités

ce qui donne I'inégalité recherchée.

Il y a égalité si et seulement si uy = uo, v; = vo et IA € By, (z1,11) = A2, 42},
ie, ) = Z2,91 = Y2 et 21 = 29.

Note. On peut prouver de maniére analogue la généralisation suivante :

Soient 1,Z9,. .. Tny Y1y Y2s- -« s Yny 21, 224+ - - 4 2, des réels tels que, pour tout
i€ {1,2,...,n}, & >0 et 2;4; — 27 > 0. Prouver alors 'inégalité

R n
n3

1
Qoim w) (i v — (i, 24)? < ; (@iys — %)

14. Oun va utiliser un raisonnement géométrique. En effet, on applique la transfor-
mation trigonométrique suivante :

o 8
= tan —, = tan —
x an2 Y an2

avec a, 3, v €0, 7[.

Comme zy + yz + zz = 1, il s’ensuit que tan (y/2) = l/tan (0:-2}-[3)1 d’ou
at+B+y=m.

D’un antre c6té, 'inégalité & prouver se réécerit sous la forme :
. . . [ . .
sin acos a + sin F cos B + siny cosy € —2~(sma +sin /3 + sinvy),

ie.,
sin 2a + sin 28 + sin 2y < sina +sin 8 + sin .

On considere alors un triangle dont les mesures des angles valent o, 3 et v. On
désigne par S et p la surface et le demi périmétre du triangle ainsi considéré, et
par r et R les rayons des cercles inscrit et circonscrit respectivement.

On a d’une part (loi des sinus) :

a+b+c"_2_p S

sina+sinF+siny = 2R _2R:T—é’ (car pr = 8),

et d’autre part :

acosa + beos 3+ ccosvy
R

- pegrrgeed)-B

sin 2a + sin 23 + sin 2y

Il s’ensuit que :
sino + sin 3 + sin~y R

sin 20 + sin 23 + sin 2y 2r

1

et on conclut alors grace a 'inégalité d’Euler.
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15. On remarque que

a b ¢ d
> =
a+b+c+d+a+b+c+d+a+b+c+d+a+b+c+d

k]

ct que

a b c d

S<a+b+a+b+c+d+c+d:

2.

Par ailleurs, en prenant a = 6 = 1 et ¢ = d = x, on obtient

2 2z
+

, —
S = T

s et
;%S(rs)—l,

et en prenant @ = ¢ = 1 et b = d = z, on obtient

2 2x
SH , —
() 1+2:1:+2+.';:’

: il —_
il_r'rhb (z) =2.

Comme S est continue, lc théoréme des valeurs intermédiaires prouve que §
décrit l'intervalle |1, 2[ lorsque les réels a, b, ¢ et d varient dans R .

16. 1% solution. Dans le plan rapporté & un repere orthonormé (0,7, 7), plagons
les points

Ag =0, A = (La1), A2(1+3,a1+az),.... An(X (20 =1}, 3 ai);
3 =1

=1

on a alors

n n—1

Z (20— 1)2+a? = z AjAi
izl =0

W
e
[
T
3

I

J(Ee) (§)

vnt + 172

Le minimum de S, est bien égal & vnt + 172 (faire une figure pour se rendre
comupte du cas d’égalité).

D’un autre coté,

Vrix172=p (peN)
(p—n2(p+n®) =17 (peN)
p—n®=1p+n?2=17" (peN)
2p=1290, n°=p—-1 (peN)
n =12

Sn €N

I
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2%me golution. Puisque = +— /22 + 1 est convexe, on a :
n n . 2
i 2i—-1
(2 = 1)2 + a2 TSP 1
Z (22 -1 +a? 72 T p +
i=1 =1
: 2
noa; 20— 1)
17 _ +1
\/(i=l 17 a;

n 2
\/( (2 — 1)) +172 = /nd + 172,
i=1

A\

i

I'égalité ayant lieu si et seulement si

1 3 5 Mm—1 n? 17
e = _ == -:—-2'—1, ;€ 1,2,..., .
a1 a2 a3 G 17 %= (2-1), ief n}

1l s’ensuit que v/n? + 172 est le minimum de S,,. On continue alors comme dans
la premiere solution.
Note. L'avantage de la deuxiéme solution par rapport a la solution géométrigue

est qu'elle permet de généraliser I'exercice. Par exemple, on pourra étudier la
variante suivante : on prend au lieu des carrés les cubes et de la racine carrée la

racine cubique.

17, lére solution. On pose (:L'l,.'rg,.’l,'g,ﬂ?4) = (a, b, c, d) et (’yl,yg,y3,y4) = (b +
2¢+3d,c+ 2d + 3a,d + 2a + 3b,a + 2b + 3¢). On sait que

(g ay%) (g l‘iys') Z (g mi)z,
ce qui donne
a b c d

b+2c+3d+c+2d+3a+d+20+3b+ o+ 2b+ 3¢
S (@ +b+c+d)?
“ 4(ab+ac+ad+be+bd+ed)

On reconnait alors 1'inégalité de Maclaurin? :
3
(ab + ac+ ad + be + bd + ed) < g(a+b+c+d)2,

qui résulte du fait que

(a.—b)2+(a-c)2+(a—d)2+(b—c)2+(b—d)2+(c——d)220.

Le résultat recherché en découle aussitdt, et I'égalité a lieu si et seulement si
a=b=c=d.

9. Colin Maclaurin (1698-1746), mathématicien écossais.
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2®me golution. Sans perte de généralité, on peut supposer, quitte & multiplier
les nombres a,b, ¢, d, par un méme facteur, que e + b+ ¢+ d = 1. La fonction
f:x = 1/x est convexe sur RY . On peut alors appliquer I'inégalité de convexité

a b ¢ d
b12+3d c¥2d+3a d+2a43b  a+2+3¢
af(b+2c+3d)+bf(c+ 2d+ 3a) + cf(d+ 2a + 3b) +df (a + 2b + 3¢)
f(4(ab+ ac+ ad + bc + bd + cd))
1
4{ab+ac+ad +bc+ bd + ed)

A

N

I

On conclut alors grace & l'inégalité de Maclaurin.
32me golution. Cette méthode est plus systématique que les deux dernieres
méthodes. L’idée principale est de considérer la transformation suivante :

A=b+2¢+3d, B=c+2d+3a2, C=d+2a+3b, D=a+2b+3c

Des calculs sans difficultés particulieres permettent d’exprimer e, b, ¢, d, en fonc-
tion de A, B,C, D,

a:%(—5A+7B+C+D},

b=%(—58+7C+D+A),
1
c—ﬁ(h50+7D+A+B),
d=2—14~(—5D+7A+B+C),
et le c6té gauche de I'inégalité de l’énbncé se met sous la forme
A B C D 24 24\A A A D D DJ°

En considérant les termes 78/A comme B/A+B/A+---+B/A, on a 36 termes
entre les parentheses dont le produit vaut 1. L’inégalité de la moyenne donne alors
b d . —20+ 36 _ 2

AR -
A B C D7 24 3

18. Raisonnons par I'absurde, et supposons que ., + b, > 4/m pour un certain
m compris entre 1 et n. On a ainsi a; +b6; 2 az +bs 2 -+ 2 am + b >
4/m. Par conséquent, pour chaque i, 1 < ¢ < m, Pensemble {a;,b;} contient
au moins un élément > 2/m. Mais alors, une des deux permutations a;, b;,1 =
1,2,...,n de {1,1/2,...,1/n} contient au moins |m/2| éléments supérieurs &
2/m. Or, une permutation de {1,1/2,...,1/n} ne peut contenir que |(m — 1)/2}
éléments supérieurs & 2/m, d’olt la contradiction.
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19. 1% solution. On applique la transformation de Ravi
a=z+y, b=y+z c=z+z
avec 2,9,z > 0. On a alors
a%b(a — b) + V2e(b — o) + Palc — a) = 2(e®z + vz + 25y) — 2z’ s + 2Pyz + zy2?).

Il suffit alors de prouver que

3 3 3 2 2 2 2 Pz
Tzt yrz+ 2y 2 ayz +ytza 4+ 2y = _;+;_+?

[~

zZx+y+=z.

Cette derniere inégalité résulte immédiatement de l'inégalité du réordonne-
ment, mais I’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donnerait aussi les
cas d’égalité :

X z z X
(m~—+y-g+z~—) (a:-g-i-y-—-i-z-—) > (z+y+2)°
y z x z y z

Il y a égalité si et seulement si x = y = z, i.e., le triangle est équilatéral.
2¥me golution. Cette solition a valu un prix spécial & Bernhard Leeb.

Sans perte de généralité, on peut supposer que a 2 b,c¢ (I'inégalité & prouver
étant invariante par permutation circulaire de a.b,¢). Aprés quelques manipula-
tions, l'inégalité proposée se met sous la forme :

alb—c)?(b+c—ay+bla-b)(a—-cla+b—c)=0.

Sous cette forme, I'inégalité devient évidente. On a égalité si et seulement si
a=b=c '

20. 1% solution. Ona a2 Y 0_, kay + Sy, koxx = 2a 3, K%z, soit encore

]
Zk(a — k%)2z; = 0,

fo=1
ie., k(e —k?)%z;, =0,k =1,2,...,5.
91l existe j € {1,2,...,5} tel que z; # 0, alors nécessairement a = 42, et donc,

pour k # j, zx = 0, et en revenant aux formules de 1'énoncé, on obtient z; = j.
Si z; =0 pour tout j € {1,2,...,5}, alors e = 0.

On en tire les 6 valeurs possibles pour o :

0, 1, 22=4, 3°=9, 4*=16, 5%=25.

28™e golution. L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d'écrire

(Evmm) < (Eom) (Be)
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Par aillcurs, les formules de P’énoncé montrent en fait que 'inégalité précédente
se réduit & une égalité, et donc IX € R tel que k%xy = N2kay, ie. xp(kt—A2) =0,
k=1,2,....5.

On continue alors comme dans la premiére solution.

21. 1°™ solution. Tous les indices seront pris modulo 5. Il pourrait étre utile
d’imaginer que les nombres 21, %2, ..., x5 sont placés, dans cet ordre, autour d'un
cercle.

Chague équation est de la forme
2 . . 2 — . . ) < O
(77 ~ Tig2Tira (T — TitaTipa) <0,

On a donc ’c? L Tipolive S I?H ou .’L‘,?+l € Tiga®ivg S X%, ce qui s'éerit

min {x;, Ti11) € VTio1Titz < max (L5, Zip1).

Supposons alors que =z soit le plus grand des nombres x1, %2, ...,%5. Deux cas
peuvent se présenter :

- Le nombre qui vient juste aprés z, est I'un de ses deux voisins, soit par
exemple z5. On a alors o5 < /Z2xq4 < 1. Mais comme min (22, 24) € /T2%1 <
max (x2,¥4), alors x5 = £z = 4. Maintenant, min (22, £3) < /T 174 < max(zz,
T3}, mais comme &g = X4 = L5, alors max (&2, z3) = T2 et min{zy,z3) = x3, et
donc 27 =72 = 33 = &4 = Z5.

- Le nombre qui vient juste aprés x; n’cst pas parmi ses deux voisins. Soit
par exemple 24 ce nombre. Comme min (z2,23) € /Z124 € max (2, 23), alors
max (22, &3) = &1 = 4. Par raison de symétrie, on peut supposer que z, = z2 =
z4. De nouvean, min (£1,22) € /T3x5 < max (xy,x2), et donc tous les nombres
sont égaux.

2%™¢ golution. On remarque que

Z (22 ~ 2ip2Tipa) (@2, — TitaTita)
i=1
5
1 9 )
= 3 [(.1:1-3:.1-“ — &iiy3) + (Tic1Tip1 — Ti-1Ti43) ]

i=1

5

22. 1% solution. On pose z = 1/a, y = 1/b, 2 = 1/c. On a donc xyz =1 et

1 1 1 z? y? 22

a*(b +¢) +b3(c.+a) +c3(a+b) y+z Y +m+y'

On applique alors P'inégalité de Cauchy-Schwarz

x Y z
T- +y- +z-
ytz zt+x r+y

} [y +2)+(z+2)+(@+y)] > @+y+2)>
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soit encore
z? Yy z
+ + 2 (z+y+2).
yt+z z4+x x+y

2 2

p—

3]

Or, I'inégalité de la moyenne donne
r4+y+z23Yryz =3,

d’ou 'inégalité désirée.

Il y a égalité si et seulement siz=y=z=1 te,a=b=c=1.

On aurait pu également utiliser I'inégalité de Chebychev (faire la comparaison
avee V'inégalité de Nesbitt) :

z? 2 z

2
Y z
+ + z -{r+y+
y+z z4+zx Tty 3( y z)(erz z2+x x+y)

> 1(3:+ + )x§—1(3:+ + z)

puis conclure comme précédemment.
28me golption. En éliminant les dénominateurs, on obtient 'inégalité :
it + bt + cfat)+
e+ a®ble+ bicda + Bicta + cfadb + Aa'b)+
2 x (a*%¢? + °c*a? + Pah?)
23xa%3e? x (b+c) x{(c+a)x(a+h)
—3x (a5b4c3 +aibPed + B8cha® + bicPad + Pathd + c4a5t‘>3) +6 x abict.

2><(a
2x (a

Cette inégalité est équivalente a ;
[(4,4,0)] +2[(a,3, 1)] +[@3.3,2)] 23[6,4,3)] + [4.4.9)].

oll on a utilisé les notations de I'inégalité de Muirhead.

Onremarqueque 4 +4+0=4+3+1=34+3+2=8 maisque 5+4+3=
4+ 4+ 4 = 12. Puisque abc = 1, on peut appliquer I'identité :

[(al,ag,..‘,an)} = [(al +a,a2+a,...,an+a)],

- 4
ou on choisit a = -3 On a alors :

(o9] = [ 4o~ H] = [ 3.
et
(o] - o~ 3a-3a- 9115591

On peut alors réécrire I'inégalité précédente sous la forme :

[(4,4,0)} +2[(4,3,1)] + [(3,3,2)] ;3[(1_31_,;2] [(8 8 8)]‘

3’3’3



Solutions 167

Puisque {4,4,0) majore (11/3,8/3,5/3), (4,3,1} majore (11/3,8/3,5/3) et
(3,3,2) majore (8/3,8/3,8/3), on applique I'inégalité de Muirhead, ce qui nous
permet d'obtenir I'inégalité désirée.

23. 1%r¢ solution. A partir des hypothéses, il est clair que 'un des nombres z, y, 2
est inférieur ou égal a 1/2. Soit z ce nombre. On a donc

G=yz+zr+zy—2zyz=z2(+y) +ay(l —22) 2 0.

Par ailleurs = +y > 2,/77 et {1 — 2)? = (z + y)? > day, d'ou

7 7
G_ﬁ = z{z+y) +xy(1—2z)—27 7
— - _ 2
€ 2(1—2)+ (1 22)(1 — z)° — 27
- (ﬁ) [4x27x (1 —2)z+27(1 — 22)(1 — 2)* — 7 x 4]
. (“27)[ 1+272 042]—(4 27)(3z 1)%(6z + 1)
< 0

2%¥me golution. (pour retrouver la majoration) Si I'un des nombres z, y ou z
est > 1/2, disons z > 1/2, I'inégalité est évidente :

y+yr+zz—2zyz=ay(l —22)+ z2(z+y) € <37

.&.H—\

Dans le cas ol z, %, 2 < 1/2, on peut appliquer 'inégalité de la moyenne, de

sorte que :
1

(G-9G-0G-9)"<

O’:_l —

Il s’ensuit que

1 1 l 1
—— — Y — g_’
s - 7@ HY )+ slaytyz+ae) — oy < o

ce qui donne l'inégalité recherchée.

3¢me golution. On a d’une part,
ry+yzt+ze—2zyz = (x+y+2)(ey+yz+zz) - 2zY2 = 6[ (2,1,0 ] [(1 1, 1)]

Il en découle que :
Ty + yz + zx — 2zyz 2 0.

D’autre part,

o 277(::,+y+z}3 27(3[(3,0,0)]+1s[(z,1,o)}+6[(1,1,1)]).
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La majoration est alors équivalente & :
12 [(2, 1,0)] < 7[(3, 0, 0)] +5[(1,1, 1)].
D’apres I'inégalité de Muirhead :

2 [(2, 1, 0)} <2 [(3, 0, 0)] ,

et d’aprés l'inégalité de Schur (dans le casn=1) :

10[(2, 1,0)] < 5[(3, 0, 0)] +5[(1, 1, 1)],

d’on le résultat recherché.

24. La forme des termes considérés nous suggeére une interprétation géomdtrique.

Dans la figure précédente, on a
AB=+a?—ab+b2, BC=vb2—bect+c?, CA=+a%+ac+ 2

L’inégalité demandée n’est autre que l'inégalité triangulaire dans le triangle
ABC.

25. Soit y1,¥2, - - ., Yn une permutation de x1,22,...,2, telleque 0 < 1 L y2 €
e Gy Alnsi 1 € 1491 € -+ € 1+ . L'inégalité du réordonnement permet

alors d’écrire :
n

Z 14+ x; < zn: 1+ Yi ’
1tz 1+ Ynvi—

les indices étant pris modulo n. Il suffit alors de prouver que

n

4+ y: 1 =
2TY s — S (gi—a)
;1+yn+1—i (1 +a)2§( i-a)
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Comme
1+ Vhyntizi 5 _ (¥ = Yn41-4)°
1+ yng1-i I+y (14 u)(1 + Yns1-2)
(i — Yny1-i)°
= (1+a)? '
il s’ensuit que

14y 1 n .
— Y <t v - a)?.

; L+ Ynp1-4 (1+a)? ¢=§23 (4~ a)

On a égalité si et seulement si y; = Yn11_; OU ¥; # Yni1-: mais (1 +a)? = (1 +
¥ ) (1 + ynt1-i)- De a € ¥i, Ynt1—:. Il Sensnit que g = Yo =a,i=1,2,....n,
soit encore y) =y = =Y, =&, e, =Ly =+ - =Iy = a.

26. On remarque que 'étude du cas 27 + 22 + - - - + 2, = 1 suffit pour conclure;
plagons-nous alors dans ce cas. Il existe une permutation (z1,22,...,2,) de «y,
Tg,..., Ty telle que 2y + 229+ - - - +nz, > 0. Supposons que z; + 229 + - - + nzy >
(rn+1)/2 (car dans le cas contraire, le probléme serait résolu). Comme (21 + 22 +
st nzy)H{(zn+ 2201+ 4 nzy) = n+1, alors 2, + 22,1+ - -+ 12z < —(n+1)/2.

1l faut maintenant remarquer que pour passer d’'une permutation a une autre,
il suffit d’appliquer un nombre fini de fois des échanges entre des éléments voisins.
Mais, si on pose

So = Tg(1) + -+ i:z:a(i) + (’L + 1)5!3,,@_;.]) 4+ RE o (n)s
St = To(y + -+ 1Zoa1y + (E+ D)oy + - + 020 (n),
alors

1
nt Xx2=n+1.

ISe — Sor| = |2a(sy — Totir)| €

Ainsi, en considérant la suite permettant de passer de la permutation (2,
Zn_1,---,21) & la permutation (2, z2,..., 2,), Ot s'aper¢oit quit'a un certain mo-
ment, on arrivera & une permutation (31,¥z,....¥.) de (z1,x2,...,%,) pour la-
quelle la somme y; + 2y2 4+ - - - + ny,, se situc entre —(n+ 1}/2 et (n +1)/2.

27. Il est, facile de généraliser la démonstration du théoreme 2.6.2 concernant les
systémes complets de résidus pour obtenir le lemme suivant : si (p,¢) = d et si on

pose P_ {, alors {g, 2q, ..., {q) cst une permutation des nombres 0, d, 2d,..., ({—
1)d modulo p.

1%r¢ solution. 1l suffit de montrer que 1'inégalité dc 'énoncé est vraie pour
les nombres rationnels de la forme p/g ot p € N, ¢ € N* et (p,q} = 1, qui sont
compris entre 0 et 1.

Dans ce cas, on introduit les nombres a;, et by, ou 1 € k& < n, définis par :

kp=arg+by, 0< by <g—1



170 Les inégalités

L’inégalité & démontrer est alors équivalente & |n - p/q] > > )_, ax/k. Or

o

k=1 k q k=1 k g
et comme by, b, ...,b,_1 est une permutation de ’ensemble {1,2,...,4 — 1} (ré-
sultat préliminaire),
gq-1 b
Shse
k=1

Ainsi,
soit enfin

qui est I'inégalité & laquelle on voulait aboutir.

2%™me golution. On note {2} = z— || la partie fractionnaire de z. L’inégalité
a démontrer est équivalente a :

— {kx}
{nz} < .
par il

Le graphe représentatif de la fonction 2 — {z} a I'allure suivantc :

sA =y

1 s

/SN

T3 2 L1
Fi1G. 4.6.

On remarque que toutes les discontinuités de = — {nz} se produisent aux
points k/n (k € Z). On pose alors x = (k/n) — ¢ avec 0 < £ < 1/n. Si (n, k) =

d et n/d = ¢, les nombres k,2k,...,ck forment une permutation des nombres
d,2d, ..., ed modulo n (résultat préliminaire). Ainsi,

ik i )d

{iz} ={2— —ie} ={a(i —ie} , ie{l,2,...,c},

n n o
ol a(1}, a(2),..., a(c) est une permutation de 'ensemble {1, 2,..., c}. Mais puis-
que

i)d d

ﬂ—z’e<% =1, Vie{l,2,..., ¢

T
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alors {iz} 2 o(2)d/n —1ig, Vi € {1, 2,..., ¢}, et il s’ensuit que

cd =
;—"R&'

= 1-—ne={k~ne}={nz}

toujours en appliquant 'inégalité du réordonnement. On & ainsi I'inégalité désirée.

28. Pour 1 € 7 € n, on note

A;={pe{1,2,...,N}| a; divise p}

D’aprés les hypotheses de 'énoncé A; N 4; = @ pour tous i,j € {1,2,...,n}

distincts. Ainsi
card (U A;) e anrd (4;),

=1 i=1
n

mais comme |J 4; € {1,2,...,N},ona:
i=1
> card (4;) < N.

=]

Or, card (A;} = | N/uif, i€ {1, 2,..., n}, et donc

N>N[ ll—n,
L=t %

soit encore .
(3

1 n
Y —<1+ =<2
im1 M N

29. Le cas N = 2 est trivial : en effet,
I
= =2
k=0 2

Supposons le résultat vrai pour tout entier k < N, et prouvons que le résultat
est encore vrai pour N. On divise alors I'ensemble considéré en deux sous-en-
sembles, le premier étant constitué par les nombres dont tous les diviseurs premiers
sont inférieurs ou égaux a N — 1, et le second par le reste.

On note bi,ba,...,0m ({b1,b2,...,bm} € {a1,a2,...,2,}) les éléments du
deuxiéme sous-ensemble. Il suffirait évidemment de prouver que ¥ .»,1/b; < L.

Or,
Tlesy L
i=1 bi i=1 N*
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ou S cst la somme de tous les entiers positifs qui n’ont aucun diviseur premier
2 N —1, et k est la plus grande puissance de N intervenant dans la décomposition
en nombres premiers des by, i € {1,2,...,m}.

Par hypothése de récurrence S € N — 1. Ainsi,
m _ k
Zl 2N
— b 1-1/N

cc qui achéve la démonstration.

30.0nposeyo=1, yi=1+a,+x94+ --+2; (1 <i<n). On a ainsi

Vi, 1<i<n, So1-¥leg
Y Yi
ce qui donne
1-s< Yi--1 ,
i
soit encore (car y, = 2)
1
8 2 1-— m.
On a égalité si et seulement si
yo=1, y=2"" p=22". y=2

s0it encore
z; =2i/n_2{i—l)/n’ i=1,2,...,n

31. Il suffit de traiter I'exercicc dans le cas on les nombres z1,x2,...,%, sont
positifs. Etant donné que z% + 3 + - - - + x2 = 1, alors, en employant 'inégalité de
Cauchy-Schwarz,

w1+x2+~-+xn<\/x2+xz +224/n = /n.

Toutes les somnes de la forme ejx) +eaxo+- -+ epz, avece; € {0,1,2,...,k—
1} doivent donc étre dans Pintervalle fermé [0, (k — 1)v/n]. Cet intervalle peut étre
recouvert avec k™ — 1 sous-intervalles fermés de longueur (k — 1)y/n/(k" — 1). Par
Je principe des tiroirs, nous pouvons affirmer qu'il existe au moins deux sommes
qui se trouvent dans le méme sous-intervalle. La valeur absolue de leur différence
ne dépasse pas la longueur du sous-intervalle. Ainsi, il existe des nombres e; €
{0,£1,...,£(k— 1)}, i € {1,2,...,n}, pour lesquels

k-1)vn

leiz1 + €22 + -+ + endn| € )
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32. 1%r® golution. L'inégalité demandée est équivalente 3 1'inégalité :

1 1 1 3
; T ; < .
$5+y2+z2+ya+22+m2+25+$2+y2\1.2_*_92_{_22

Or, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ¢t le fait que zyz 2 1 :
(@ +12+ )+ P +22) > (Vdyz+v° +2%)°
> (2?4t + 220
On a alors :
g2 + 22

1 o ity
Y+ T (2242 422)° (2 4y?+27)°

+y? + 27

En appliquant la méme approche, on a aussi :

2 2
1 Frw + 22422
< 2

Pt T (g2 4y 4 22)°

ct
z? +
1 P 2
Pzt T (a2 4y 4 52)°

+ 2%+ 97

En additionnant membre & membre ces inégalités, on obtient l'inégalité re-
cherchée.

28me golution. En éliminant les dénominateurs, on obtient I'inégalité équi-
valente :

[900]+4[750J [(522)]+[555)]
> [(6.0,0)] + [(5, ,2)}+2[540)]+2[420)] [(2,2,2)],

ofl on a utilisé les notations de 'inégalité de Muirhead.

Puisque zyz 2 1, on peut appliguer la remarque :
[(alsa2v~-:an)] > [(al — a2 — O, .., Up —05)],

pour tout vecteur (a1, az,...,a,) € R” et pour tout réel a > 0.

On a ainsi, puisque (9,0,0) majore (7,1,1) :

[(9, 0,0)] > [(7, 1, 1)] > [(6, 0, 0)].
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De méme, puisque (7, 5,0) majore (5,5,2) :
De maniére similaire, (7, 5,0) majore (6,5,1), dong :
2[(7,5,0)] > 2[6.5,1] >2[(5,4,0)].
En appliquant 'inégalité de la moyenne, on a aussi :
7
[7.5,0)] + [(5,2,2)] > 2[6,5, 1],
et puisque (6,7/2,1) majore (11/2,7/2,3/2), on obtient :
11 7 3

[(7,5,0)] + {(5,2 2] 2[( 1505 ] /2[(4,2,0)].

On a enfin :

[(5,5,5)] > [(2,2,2)].

En additionnant membre & membre les inégalités précédentes, on obtient 'iné-
galité recherchée. .

33. 1°" solution. Sans perte de généralité, on peut supposer que £ >y > z > 0.
Posons alors

oty 0 — Ty

2z 22
on a alors
Ty +yz+ 2z =22 (_x—/l;_y + %) = 22(2u + v),
el
2( 1 N 1 ) _ 22 [(x +y)? — 2zy + 222 + 22(z + y))
(y+2)?  (2+2)? (2% + 2y +yz + 22

du? — 204+ 2+ 4u
(1+ 2u+v)?

Ainsi, 'inégalité & démontrer s'éerit

1 4u? - 20+ 244y 9
2 -—z 2
(u+v)(4u2+ (14 2u-+v)? )

avee 1 € v € u?.

L'inégalité précédente se rééerit encore sous la forme -

(2u -+ 0)[(1 + 2u + v)? + 4P (4u® ~ 20 4+ 2 + 4u)] > %P(1 + 2u +0)°.
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Pour  fixé, on considére la fonction de v définie sur [1, «?] par :

flv) = ¥°— (17Tu? — 6u — 2)v? + (16u* — 364> + 2u? + 8u + 1)v+
(35u5 — qu? — 12u® — u? + 2u),
on a alors f”(v) < 0siu21,ie f estconcave. Comme f(1) > 0et f(u?) 20,
alors f(v) > 0 pour tout v, 1 < v < %, ce qui conclut la démonstration.

2%me golution. En réduisant au méme dénominateur, I'inégalité se réécrit sous
la forme :

> (4a®y —ay® - 32%%) + (4my® — 2%y* - 32%Y)
sym.

+(2zty2 — 2032z — 20%y2% + 22%9%2%) 2 0,

ol E désigne la somme sur toutes les permutations circulaires de z, y, 2.

sym.

D’aprés I'inégalité de Schur, on a :
oz — Yz~ 2} +yly - 2}y —2) +2(z —2)(z —y) 20,
ce qui donne en multipliant par 2zyz :

Z 22ty — 22%y% 2 — 22%y2% + 2e%y%2% 2 0.

sym.

D’un autre c6té, on a d’aprés 'inégalité du réordonnement :

IEEEDIESDIEL TP

sym. sym. sym. sym.

ce qui donne
Z dx’y — 2'y? — 3%y > 0,

sym.

et de méme,
Z dzy® — 2yt - 3232 > 0,

Sy1n.

ce qui permet, de conclure.

84. Onpose c+y=¢°, y+2=a> 2+ =5 avec a,b,c > 0 et quitte & faire
une permmtation circulaire, on peut supposer que a 2 b,¢. On a alors

—a? 4+ b2 42 a? —b% + ¢? _a?+ -

e T

et I'inégalité devient

—a2+P 4+ a2+ Qb —e? 5
< Va2 + b2+ 2,
c * a * b S22
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1
Sib+c— E?bc £ 0, 'inégalité de la moyenne donne F{a,b,c,d) € be(a+d) <

(1/3)* = 1/27, et l'inégalité est démonirée dans ce cas. On a égalité si et seulement
sib=c=1/3ct(a=0,d=1/3)ou{a=1/3, d=0).

Sib+c¢— 121—61‘)0 > (1, alors

Fla,be,d) < bela+d)+ (“;d)Q(bJrc— %bc)

b,
g ey

_ F(a+d a+d>.

On considere les quadruplets :

atd a+d a+d b+e b+ec a+d
P0=(a,b,c,d), Pl:(T')bscaT)v P2=( 2 T g T T g ):

P_(11b+ca+d) _(1111)
3 = 4’4| 2’ 2 y 44— 4;474:4'

L’argument précédent montre que F(P;) < 1/27 ou F(F;) < F(Pi41). Comme
F(Py) =1/27, le résultat s’ensuit immédiatement.

Par aillcurs, on a égalité si et seulement si un nombre est égal a 0, les trois
autres étant égaux & 1/3; ou si les quatre nombres sont égaux & 1/4.

36. Considérons des entiers naturels 1,2, ...,7, dont la somme est égale & un
entier fixé N (I'exercice correspond au cas particulier ol N = 1976).

Sil'un des x; est égal & 1, et si § est un indice quelconque différent de 7 alors, en
supprimant z; et en remplacant z; par-z; + 1, on remarqgue que le produit des n—1
nombres obtenus est plus grand que le produit initial des n nombres considérés.

Si maintenant x; = 4, on ne modifie ni le produit, ni la somme en remplagant
x; par 2+ 2.

Si enfin a; > 4, on décompose z; sous la forme z; = (2; — 2) + 2. Le nouveau
produit est alors supérieur au précédent car 2(z; — 2) > z;.

En conclusion, on peut supposcr, dans la recherche du produit maximal que
I'on peut former, que les entiers considérés sont tous égaux a 2 ou a 3. Mais comme
2% < 32, on aura intérét A remplacer les groupes de 3 nombres égaux a 2 par des
groupes de 2 nombres égaux & 3. On est donc amené a distingucer trois cas :

- S8i N = 3p (p € N), alors la valeur maximale est 3?.
-SiN=3p+1=3(p—-1)+2 (peN), alors la valeur maximale est 4 x 37~
-8i N =3p+ 2 (p € N), alors la valeur maximalc cst 2 x 3P. L3

En particulier, puisque 1976 = 3 x 658 + 2, le produit maximal constitué
d’entiers dont la somme est égale & 1976 est 2 x 3%%8,

37. 1% solution. On note (V,| = a, |V,| = b, {V:| = ¢ On raisoune par
récurrence sur |V : le résultat est évidemment vrai si {V| = 1. Si on suppose le
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résultat acquis pour tout ensemble V' fel que |V| < n, et soit un ensemble V' tel
que [V1] = n. Wl est clair qu’il existe un plan paralléle & un plan des coordonnées ne
contenant ancun point de V, et divisant V' en deux sons-ensembles non vides V;
et V2, de telle sorte que n = |Vi| + |V2|, {Vi] < n et {V2] < n. D’apres ’hypothese
de récurrence

Vil € avbrey, V2l < azbaca.

Supposons le plan gue 'on vient d’introduire parallele au plan zy. On a alors

aytar=a, bh+b=b c1<e c2<c

D’apreés Uinégalité de Cauchy-Schwarz,

(Vaibr + vazbs)’ ¢

2
VI = (Vi] + Val)® € (Vaihier + Vazbaez)® <
€ clay + bi){ag + bz} = abe,

ce qui termine la preuve.

28me golution. On va utiliser un raisonnement combinatoire. On note Vi;
P’ensemble des points de V' de la forme (z, 4, ), i.e., 'ensemble des points de V' qui
se projettent sur le plan yz au point (%, §).

On a alors V = U Vi;, d’'otr
i< > vyl

(i)j)evﬂl

(4,5)eVy

et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

VP< 30 1 30 Wl =l 3 Il

(1,3)EVz (#.0)EV: (5,7YEVs

On cherche un ensemble X tel que |X| = Z(i,j)em,- [Vi;|2. 11 est clair que

I’ensemble
X= {J xW)
(4,9)EV:
convient.
Par ailleurs, Iapplication f: X — V, x V; définie par

f((-'rr iuj)a (x’,i,j)) = ((xaj)a (xlfi))

est injective, et donc | X| < |V, V.|, d’ott le résultat.




ANALYSE COMBINATOIRE

Les problémes de combinatoire apparaissent fréquemment dans les compéti-
tions mathématiques, et notamment dans les olympiades internationales. Ce cha-
pitre aborde l'essentiel des connaissances et techniques requises dans la résolution
de ce type de problemes.

On introduit également la notion de graphe et on ’étudie en connexion avec les
problémes de dénombrement. On verra ainsi comment les idées introduites dans
ce cadre permettent de développer une méthode d’analyse simplificatrice.

On finira ce chapitre par une digression sur les fonctions génératrices. Il s'agit
d’un théme assez technique, mais dont 1’application en combinatoire s’avere tres
efficace.

5.1. Dénombrement d’.ensembles finis

5.1.1. Arrangements. Permutations. Soient £ et F' des ensembles finis non
vides de cardinaux respectifs p et n.

On établit sans difficulté qu'’il existe n X n X --- x n = n? applications de E
dans F. Parmi ces applications, n X (n — 1) X --- X (» — p + 1) sont injectives.

On appelle arrangement de p éléments de F toute application injective du

sous-ensemble {1,2,...,p} de N* dans F. Un arrangement est donc aussi bien un
p-uplet de F.
D’apres ce qui précede, le nombre de ces arrangements est
Aﬁ:-—«rﬂ«——:n(nAl)---(n_p+1). (5.1)
(n—p)!

On appelle permutation de ’ensemble F' toute bijection de F' sur lui-méme.
Une permutation de F' est donc aussi bien un réordonnement des n éléments de
F'. Le nombre de ces permutations est

Al=nn-1)---1=nl (5.2)
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4 Exemples. .

1. Le nombre de suites finies de longueur n et & valeurs dans 1'ensemble {0, 1} est
égal & 2™ : en cffet, ¢’cst le nombre d’applications de ensemble {1,2,...,n} dans
I'ensemble {0, 1}.

2. Quel est le nombre de maniéres d’asseoir n couples mariés mari-épouse au-
tour d'une table ronde de 25 places de telle sorte que les maris et épouses soient
alternés?

Il y a 2(n!} fagons d’asscoir les n maris. Pour chacune de ces possibilités, il y a
n! fagons d’asseoir les n épouses. Il s’ensuit que le nombre recherché est 2{(n!)?.

3. Quel est le nombre minimal dc tours permettant de contrdler toutes les cases
inoccupées d'un échiquier n x n? De combien de fagons ceci peut-il étre réalisé?

Note. Au jeu d’¢échecs, une piéce contréle les cascs ou elle peut se déplacer.
Une tour contréle donc la ligne et la colonne ou elle se trouve.
Il est impossible de contréler toutes les cases inoccupées d'un échiquier n X n

& Paide de moins de n tours. I)’un autre coté, on peut toujours placer n tours de
telle maniére & controler toutes les cases inoccupées d'un échiguier n x n :

° 2

Fic. 5.1.

On doit placer au moins une tour par ligne. On peut placer la tour de la
premiére ligne dans 'une quelconque des 2 colonnes, la tour de la deuxiéme ligne
dans I'une quelconque des n — 1 colonnes, antre que la colonne déja choisie, ete. . .

Il 5’ensuit qu'il existe n! facons de disposer n tours dans un échiquier n x n de
maniére & contrdler toutes les cases inoccupées de 1'échiquier.

5.1.2. Combinaisons. On appelle combinaison de p éléments d’un ensemble non
vide E toute partie & p éléments de E. Si F posséde n éléments, alors le nombre

n .
des combinaisons de p éléments de E, nombre qui cst désigné par ( ), ou parfois
D

CP a pour valeur

n Az n!
():‘;’T:W) p=011!"'1ns {5'3)
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T .
Les nombres (p) sont appelés coeflicients binomiaux, et il s’ensuit de la

(Z):(nfp) p=0,1,....n. (5.4)

1. Quel est le nombre des points d’intersection des diagonales d'un polygone
convexe a n sommets situés & l'intérieur de ce polygone sachant que trois quel-
conques de ses diagonales ne sont pas concourantes en un méme point ?

définition que

¢ Exemples.

On numérote les n sommets du polygone dans le sens trigonométrique en com-
mencant par I'un quelconque d’entre eux : Ay, Az, ..., 4,. A tout ensembic de 4
sommets A;, A;, Ag, 4 (i < j < k <), correspond un point M on A; A et 4; 4,
se recoupent.

A

Ay

A; A;
FIG. 5.2.

Récipraquement, & chaque point d’intersection de deux diagonales situé &
Pintérieur du polygone correspond un ensemble de 4 sommets. Il s’ensuit qu'il

existe
n\ _ nn—1)(n-2)(n—-3)
4/ 4!
points d’intersection des diagonales du polygone situés en son intérieur.

2. Quel est le nombre de m-uplets (z1,Z2,...,Zm} de (N*)™ vérifiant

$1+$2+“’+$m=n?

On considere un segment [4gA,] de longueur n. Toute sohition dans (N*)™ de
I'équation &) +2o+- - -+2,, = n équivaut au choix de m—1 points By, Ba,....Bn_1
parmi Ics points A, As, ..., Ap_1.

x1 Tm
~\DB By~
— o o ¢ o 0o o —0—¢
Ao Ay An-1 Ap
Fra. 5.3.

Il s’ensuit qu’il existe ( o 1) m-uplets d’entiers strictement positifs dont la
m—

somme vaut 7.
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5.1.3. Applications d’un ensemble fini dans un ensemble fini. Soit f une
application de E fini dans F fini. On a alors :

|f(E}] < min ({E], |F|)

car I'image par f de n poiuts distincts est constituée de n points distincts ou
confondus.

En particulier, si f est injective |E| < |F|; si elle est surjective |F| < |E| et si
elle est bijective |F| = {E|.

¢ Exemples.

1. Ou considere la grille rectangulaire de N x N :

(0,n) (m,n)

(0,0) (m, 0)
Fic. 5.4.

Quel est le nombre de fagons d’aller de (0,0) & (m,n) par un chemin ol a
chaque pas I'une des coordonnées angmente d’'une unité?

Soit E lensemble des chemins menant de (0,0) & (m,n). Si on désigne par
un « 0 » un dé;ilacement horizontal et par un « 1 » un déplacement vertical, il
apparait que tout élément de F peut étre uniquement représenté par une suite
finie de longueur m+n et & valeurs dans 'ensemble {0, 1} comportant exactement
m « 0 ». 8t F désigne I'eusernble de ces suites, alors

()= (77,

et comme F et F sont en bijection, il s'eusuit que :

Le nombre de fagons d’aller de {0,0) & {m,n) par un chemin ou d chaque pas
{’une des coordonnées augrmente d’une unité est

= (%)= (07)

2. Quel est le nombre de sous-ensembles A k éléments de {1,2,...,n} ne contenant
pas d’entiers consécutifs?

On va construire une bijection entre 'ensemble de ces parties, et I'ensemble
des parties A k éléments de {1,2,...,n+1—k}.
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Pour tout sous-ensemble 4 = {a),aa,...,ar} de {1,2,...,n} dont les éléments
sont indexés de telle sorte que 01 < as < -+- < ai et ou aucun g; ne succede &
ai—1,1=2,3,..., k&, on pose

flay={a,ap - 1,...,a5 — (k—1)}.

Il est alors clair que tous les éléments de f(.4) sont distincts, et que f(A) est
une partie & k éléments de {1,2,...,n 4+ 1 — k}. Il s’ensuit que I'application f est
bien définie.

D’un autre c6té, f est visiblement injective, et si B = {by,b,...,bx} est unc
partie & k éléments de {1,2,...,n+ 1 — k} dont les éléments sont indexés de telle
sorte que by < bg < -+ - < by, alors

A={b,be+1,....0s+ (k- 1)}

est l'image réciproque de B par f. On en déduit que f est bijective et donc :

Le nombre de sous-ensembles & k éléments de {1, 2,..., n} ne contenant pas
d’entiers conséculifs est

=151 = (", 7).

5.1.4. Dénombrement par récurrence. Nous nous contenterons ici de fournir
quelques exemples illustrant cette technique :
1. Soit » > 1 un entier. Trouver le nombre de permutations (a1,dz,...,2,) de
I'ensemble {1,2,...,n} telles qu'il existe un et un seul indice ¢ € {1,2,...,n — 1}
vérifiant a; > @441,
(Olympiades bulgares-1995)

On note p, le nombre recherché, et soit (a1, a2, ...,ar+1) une permutation de
Vensemble {1,2,....n + 1} telle qu’il existe un et un seul indice ¢ € {1,2,...,n}
vérifiant a; > a;41. Distinguons alors les deux cas :

a) apy1 = n + 1, auquel cas correspondent p, permutations;

. . n
- b) il existe ¢ € {1,2,...,n} tel que a; = n + 1. Dans ce cas, il existe ( - 1)
permutations convenables. ¢

On en déduit que

n
T
pn+1:pn+§ (i—l) =pp+2" -1
1=1

d’aprés la formule du binéme (voir paragraphe suivant). On a done, compte tenu
depe=1:
Pp=2"—n—1.

2. On considére un enticr 7 > 1 et on se donne 2n points autour d'un cercle. De
combien de facons peut-on relier ces points, deux & deux, a 'aide d¢ n cordes qui
ne se recoupent pas a l'intérieur du cercle?
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Soit F,, le nombre recherché. On désigne par A; un des 2n points placés au-

tour du cercle, et on numérote les autres points 2.3,...,2n dans le sens trigo-
nométrique : As, Az, ..., A2n.
Le point A; peut étre relié & 'un quelconque des points Ag, Aq,..., A2n, et

seulement a I'un de ces points : en effet, si A, est relié & un point Ax ol & est
impair, alors on aurait un nombre impair de points de part et d’autre de la corde
Ay Ay, ct une des n cordes construites doit nécessairement recouper la corde A Ag,
ce qui est exclu.

Supposons donc le point A; relié au point Agg. Il y a done 2(k — 1} points d’'un
c6té de la corde A;Azx et 2(n — k) points de 'autre coté. Il s'ensuit qu’il existe
Fy_1 F, i, fagons de relier les points 41, Ag, ..., Az,, deux A deux, tels que 4, soit
relié & Ag. et sans que les n cordes construites ne se recoupent a l'intérieur du
cercle. Quitte & poser Fy = 1, on obtient

n—1

E, = Z FoFp 1y =FF, s+ AF, 2+ -+ Fa_1Fo.
£=0

La solution de cette équation de récurrence, compte tenu de Fy = F} = 1, est

1 2n
Fn=n+1(n> = Cn,

qui est la suite des nombres de Catalan®. Ceci sera établi ultérieurement grace aux
fonctions génératrices.

3. Soit, dans un plan, n droites (D1), (D2),...,(Dy) telles que deux quelconques
d’entre elles ne soient pas paralleles ni trois quelconques concourantes en un méme
point. Déterminer le nombre R, de régions que ces droites déterminent dans le
plan.

On pourrait penser que le nombre R, dépend de la position des droites (D;),
i=1,2,...,n, mais le raisonnement ci-dessous montre qu'il n’en est rien.

En effet, supposons les (n — 1) droites (D;), (Dz), ..., (Dn—1) déja construites
tragons alors la droite (Dy,}. Cette droite recoupe les droites (D;).1 =1,2,...,n-1,
en 7. — 1 points distincts qui déterminent n parties sur la droite (D). Il s’cnsuit
que (D,,) entraine Vintroduction de n nouvelles régions. On a donc

nt4+n+2

R,=r+(n-1)+---+2]+2= 5

Ce nombre ne dépend que du nombre n des droites considérées.

5.2. Les identités combinatoires

5.2.1. Théoréme. (formule du binéme de Newton) Pour tout entiern 2 1 et
pour tous nombres complexes x et y, on a la formule suivante, dite formule du

1. Eugene Charles Catalan (1814-18%94), mathématicien belge.
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binéme de Newton? :

(z+y)" = i (:)xky"‘k,

k=0

¢ Preuve. En développant le produit

z+y)" =+y)lz+y) - (=+y),

~

n factcurs.

on obtient des termes de la forme ¥y~ %, £k =0,1,2,...,n.

Pour former le terme %4 ~* on commence par choisir k facteurs (x +y), puis
on multiplie les « « » correspondant & ces facteurs par les « y » correspondant aux

. n
(n — k) autres facteurs. Il s’ensuit qu’il y a exactement termes de la formes

k
xky® B don le résultat.
O

4 Exemples.

1. En posant z = y = 1, on obticnt immédiatement

2. Prouver que, pour n > 1,

ce qui permet de conclure :
n n n—1 n 1
—_ . - —p . on—1
Sr(p)=n-X (")) =
k=0
Une autre méthodc consiste & dériver le polyndme

l+z)" = i (:)zk,

k=0

et considérer I'égalité pour x = 1.

2. Isaac Newton (1646-1727}, mathématicien et physicien anglais.
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5.2.2. Le triangle de Pascal. L’ensemble des coefficients binomiaux peut étre
représenté par une construction triangulaire dite triangle de Pascal® que ’'on ob-
tient comme suit : & 'intersection de la ligne n et du niveau k se situe le coefficient

n
i ial
hinomia k
mveau 0 niveau 1 niveau 2
ligne 1 1
24 4 0
ligne 2 -« 2 2 2
& ,\o PANTAN 2/ <
7 /

T RO
i (3) (1) 07)

FiG. 5.5.

ligne ¢ <

)

n n . ,
La relation ( k) = ( k) exprime que le triangle ainsi construit est symét-
n —

. . . . 0
rique par rapport a la ligne verticale passant par <O>

La représentation en triangle cst justifiée par la relation suivante :

B-C)+62) °

pour tous les entiers 1 et k tels que n 2 & 2 1, dont on déduit par itération :

n+1 n n—1 k
= e . 5.8
e e 69
On peut aussi démontrer cette derni¢re identité sans avoir recours a la prem-
iere : soit A; I'ensemble des parties & &k + 1 éléments de {1,2,...,n + 1} dont le
plus petit élément est i. Il est alors clair que

1
|Aif = <n+k z), i=1,2,...,n+1—-k

D'an autre coté, (A;); constitue une partition de 'ensemble des parties 4 &+ 1
éléments de {1,2,...,n 4+ 1}. Il s’ensuit que

(1) -5 ()= (-8 ()

=1

3. Blaise Pascal (1623-1662), mathématicien frangais.



5.2. Les identités combinatoires 187

5.2.3. Identité de Vandermonde®. 5i k,m,n € N sont tels que k < min (m,

O )OO e

¢ Preuve. En considérant I'identité

(14 2)"(1+z)™ = 1+ z)™™,
il s’ensuit que le coefficient de z* dans le développement de (1 + )™ 1™ est égal &
inm_n7n+nm+m+nm
—\if\k—i) \0/\k 1/\k—1 k/\0)

d’otn le résultat.
O

L'idée de la démonstration précédente a un intérét en soi, et peut étre appliquée
pour établir plusienrs identités combinatoires.

¢ Exemples.

1. Evaluer la somme suivante dans laquelle m et n sont deux entiers positifs
vérifiant m < netn>1:

n n n n
- ——— (=] .
(6)-()+(G)-+e(a)
La derniére somme est le coefficient de ™ dans le polynéme

2 (L — )" + 2" 1 — 2) + - + 2" - z)"

Or,

33"'(1 _ .’L‘)n + 51.'“—1(1 _ x)n -+ xn—m(l - x)n — :L‘n—m(l _ x)n—l_
xn+1(1 — I)n—l.

1l s’ensuit que

00+ e ={Lanery 2m2

4. Alexandre Vandermonde (1735-1796), mathématicien frangais.
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2. p et ¢ étant deux entiers positifs, démontrer la relation suivante :

1 (p + k) 1 (q + Ic)
> + ) =2
k k
0<ksq 2 k 0<ksP 20 k
{Concours général frangais-1985}

En multipliant par 2719, la relation & démontrer s'écrit :

q P
qu—k (p+k) +ng—k (q+k) = opto+l
k50 P k= ‘2

=53 =S

L’expression S) est le coefficient de 2” dans le polyndme

1+ )PP 21+ )P 4 4291 +2)P.

D’un autre coté, si x # 1,

1
(L+2)P P4 21+ a)P* 970 4 22l = 277 (14 2) — (L2t o,

et pour |z| < 1,
1
— =1tz+z+ -
1—-2
Il s’ensuit donc que 5) est le coefficient de 2P dans I'expression
277 (14 2P — 1+ 2P (142 + 27 + ).
Mais le coefficient de &7 dans 'expression P(z)(1 +z + 2% +---), ot Plz) =

Y, ax' est un polyndme, est égal & (a0 + a1 + -+ - + a;), ot 'on a posé a, =0
pour r > n. Il s’ensuit que

14
S1 = 29+1 X2P—Z(p+z+l>.
k=0

De maniére analogue on trouve

q
e 35 (P,
k=0

On a donc finalement

p+g+1
S+ S =2Prer2 o 37 (p +tast 1) = grta+l,
k=0 k

ce qu'il fallait démontrer.
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5.2.4. Les preuves combinatoires. Dans les exemples qui suivent, la tech-
nique utilisée consiste & introduire un certain ensemble que 1'on dénombre de deux
maniéres différentes.

4 Exemples.

1. On considére I'identité de¢ Vandermonde :

n m+n 112 n +n my f(fm+n
0/ \k 1/\k-1 kJ\NO) \ k )
ou k < min (m,n).
Considérons un ensemble de m balles blanches et de n balles noires. Il y a
(m n fagons de choisir k balles parmi ces m + n balles. Chacun de ces choix

k
correspond au choix de i balles blanches et k& — ¢ balles noires. II s’ensuit que

2064,

2. Dans le méme ordre d’idées, considérons la grille de la figure 5.4. Le nombre
de facons d’aller de (0,0} & (m, n) par un chemin o1 & chaque pas 'une des coor-

. " m+n m+n
données angmente d’une unité est ( ) = ( )
m

d’on le résultat.

n

e
k—

3-) (?)» i=0,1,...,k, est égal au nombre de facons d’aller
de (0,0} & (n + m ~ k, k) en passant par le point {ro —k + i,k — ).

Le produit (

(m -k, k) (m+n—k,k)

(0,0) (m,0)
Fi1G. 5.6.

Comme tout chemin de (0,0} & (n+m — k, k) coupe la droite reliant les points
(m, 0} et (m — &, k) en un seul point, il s’ensuit que

G )+ ()20« () - (")

qui est I'identité de Vandermonde.
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3. p et g étant deux entiers positifs, démontrer la relation suivante :

1 (p+k 1 (q+k
Z 2P+k( k )+ Z 2q+k( k ):2'

0<ksq 0<ksp

{Concours général frangais-1985)
On partitionne 'ensemble {0, 1}7+9%! en deux parties :

- la partie A formée des (p + ¢ + 1)-uplets possédant au moins p + 1 fois le
nombre 1,

- la partie B formée des (p + ¢ + 1)-uplets possédant au moins ¢ + 1 fois le
nombre 0.

Si on dénombre l'ensemble A suivant la position du (p + 1)-itme 1, alors
? k
A=y oz (7).
k=0
De méme,
P +k
1= (74,
k=0
et il s’ensuit que
N gk (PR | ok (0 !
Zgr ( 4 > +22p— ( i ) = gptatl
k=0 k=0

ce qui permet de conclure.

On démontre maintenant une formule qui permet de calculer la somme de
certains termes d’une suite donnée.

5.2.5. Formule de multisection. Soit f(z) = ag+812+a2%+- - - un polynéme
et soient deux entiers m e N* et r €N, On a

1 m—1 B
Z arx’ = —w ™ flwiz), (5.8)
0

=r (mod m) t=

olt w = e2"/™,

4 Preuve. La preuve de cette formule consiste simplement & comparer les coeffi-
cients de 27, § = 0,1,..., dans les deux membres de la derniere équation.

Le cocfficient de 27 dans I’expression
m—1
1

— Z Wt f(whir)

7i
n t=0

est égal & :
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1 mz ST { a; sij=r (mod m),
t=0

T m 0 sinon.
O
1 ‘ 1 . 7 . . n b
A titre d’application, on désire exprimer Z ( k) sous la forme d’une

k=7 (mod m)
somine de m termes seulement. On pose alors

f@y=1+z)" = Zn: (:)xk.

k=0
11 s’ensuit que
1 m—1 1 m~—1
Z ( ) ==Y wMfW) = =) w1l+wh)
k=r (mod m) m t=0 m t=0

I

3 |-
- 3
M3
kol
I
N
> 3
N———"

=

2
I—w-l

D’un autre coté,

. - eitr/m+e—it7f/m " 1 = n i(2k—n)tn/m
ot () = () = ()

ce qui donne

2" cos <(n - 27')%) cos™ (%’) - Re [

(:) ei(2k—-n)t1r/mei(n—2r)t7r/m:|

(Z)w(k_r)t} .
k=0
On en déduit que

Z (Z) _ %1—01 2" cos ((n - 2?”)%) cos™ (%),

k=r (mod m)

ce qui résout le probleme.
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5.3. Le principe d’inclusion et d’exclusion

5.3.1. Théoréme. (formule du crible ou principe d’inclusion et d’exclusion)

Soient Ay, Ag, ..., A, des ensembles finis. On a alors
[AiUA U U4 = D JAI- D JAnAf+--+
i=1 1<i<j<n (5.9)

(—1y*"HA; N A N...N A,

# Preuve. Le théoréeme peut étre démontré par récurrence sur n. On peut toutefois
simplifier la démonstration en introduisant la notion de fonction caractéristique
d’une partie 4 d’un ensemble F, considérée comme application de E dans Z (malis
a valeurs dans {0,1}) :

XA(T)Z{ 0 sizd A,

1 size€ A

En posant E = A; UA; U...UA,, on a, pour toute partic A de E :

Al = z xa{x).

€L

Or,

- XUrcign4) = MUnigian &) ~ XNMigien & 7 1<i Xao— 1€ 4mxa
515N [ILRN

A

o A désigne le complémentaire de la partic A dans E.

Comime
n n
H (I_XA')=1_ZX/‘x+ Z XA,"XAJ*'““‘*'(“])”HXA(?
1<i<n i=1 1€i<ign i=1

on obtient
n
X(Umxgﬂ Ai) = Z XA; — 2 XA;n4; Tt (—l)"_l)(nlsx_gn A
T i=1 1€i<i<n

ce qui donne, en faisant la somme des valeurs de ces fonctions en tout point x de
E,
[AIUAU . UAL =D 1A= Y AN A4+ (1) AN AN, .NA,].

i=1 1<i<ign

O
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¢ Exemples.

1. Une permutation ¢ de I'ensemble {1,2,...,n} est dite étre un dérangement
si elle ne posséde aucun point fixe, en ce sens que, pour tout i € {1,2,...,n},
o(t) # i. Trouver le nombre de dérangements de {1,2,...,n}.

Soit A;, @ =1, 2,..., n, 'ensemble des permutations ¢ de {1,2,...,n} telles
que g(z) = z. On a alors

AU A U...UA,| =n(n-1) - (;)(n—Z)!+---+(—1)"'I.

Ainsi, le nombre de dérangements de {1,2,...,n} vaut :
k! 1 1 (=)™
D e S TS Rk

2. Soit § = {z € C | |z| = 1}. Pour toute application f: 5 — Set & € N, on
désigne par f¥: 8 — § l'itérée k-ieme de f. On dit qu'un élément w € S est un
point périodique de période n (n € N) si

flw)#w Vi=1,2,...,n-1, et fw)=w.

Si f est définie par f{z) = 2™ (m € N), trouver le nombre des points périodiques
de f de période 1989. )
(Olympiades chinoises-1989)

Soit £, I'ensemble des 2 € § tels que f*(z) = 2. Dans le cas de la fonction
f(z) = 2™ (m € N), Pensemble £, consiste en les racines (m” — 1)-iémes de 'unité,
d'ont [Enl =m™ — 1.

Si z € £, est un point de période &, alors &k divise n : en effet, sin =gk + 1
avec 0 < r < k, alors z = f*(2) = f'(2), ce qui est absurde.

Puisque 1983 = 32 x 13 % 17, il s’ensuit que les points périodiques de période
1989 sont ceux appartenant a £19g9 mais a aucun des ensembles £1ggo/3, 1980713
et £1989/17. On pense alors au principe d'inclusion et d’exclusion, mais que vaut
|Es N &7

Montrons que £,NE; = &, ¢) : d'une part, comme (s,t) divise 5,on a £y, ¢y C &,
et de méme &£, 4 C &, d'oit £,y € & N &;. Sinon, écrivons s = gt + 7 avec
0<r<t;slz€&NE&,alors z = f°(z) = f(z), ce qui montre que z € £ N &,
Il s’ensuit {algorithme d’Euclide) que (£, N &) € (£:NE:) C ... C €y

Le principe d’inclusion et d’exclusion permet finalement de trouver le nombre
des points périodiques de période 1989 :

ml989 _ 663 _ 0158 017 L1y 039 4 0 S

5.3.2. L’indicatrice d’Euler. Pour n 2> 1, on rappelle que l'indicatrice d’Euler
de n, notée w(n), est le nombre des entiers au plus égaux & n et premiers avec
n. Le principe d’inclusion et d’exclusion nous permettra de retrouver la formule
explicite de ¢(n).
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(g

Si la décomposition de n en facteurs premiers est n = p{'ps
A; Pensemble des multiples de p; qui sont < n. On a donc :

-pr*, appelons

n

k
|A1UA2U...UA;E[= E— Z ...+(_1)k—1 ]
i=1 % 1<icigk pipj mp2- Pk

11 s’ensuit que

n)_.n[l_ 1_+ > g, T T Plpz pk]_nH(l__)

i= 1i< i<k i=1

5.3.3. Les applications surjectives. On se propose de déterminer le nombre
F(n,m)}, (n,m € N7} des applications surjectives de {1, 2,..., n} vers {1, 2,

, m}. Soit £ Pensemble des applications de {1,2,...,n} dans {1,2,...,m}, et
F le sous-ensemble de E constitué par les applications surjectives. Soit maintenant
B; Pensemble des applications f € E quin’atteignent pasi,i.e. i & f({1,2,...,n}).
On a alors F = B;NB;N...N By, et le principe d’inclusion et d’exclusion permet
alors d’écrire ;

Fl=mr = (7)1 (7 Jim= 2 = () m - .

5.3.4. Le probléeme des ménages. Ce probleme a été posé, résolu et popularisé
par Edouard Lucas®. En voici 'énoncé : quel est le nombre de maniéres d’asseoir
n ménages (= couples mariés mari-épouse) autour d'une table ronde de 2n places,
les maris et épouses étant alternés de telle sorte qu'aucune épouse ne soit & coté
de son mari ? .

Ce probleme se résout par application du principe d’inclusion et d’exclusion,
mais on aura besoin du lemme suivant :

Lemme de Kaplansky®. Les nombres 1,2, ..., m (m > 3) sont placés autour
d’un cercle. Pour 1 € k € |m/2|, soit a(k) le nombre de sous-ensembles a k
éléments de {1,2,...,m} ne contenant pas deux éléments adjacents sur le cercle.
On a alors :

En effet, soit «; le nombre de tels sous-ensembles qui contiennent i, i =
1,2....,m. On a alors, par raison de symétrie, @1 = @z = -+ = Q.

Si maintenant A est un tel sous-ensemble contenant 1, alors 2,m ¢ A, et les
k — 1 autres éléments de A doivent étre choisis dans I'ensemble {3,...,m — 1}
de telle sorte que les & — 1 éléments choisis ne soient pas adjacents (les nombres
3,4,...,m — 1 étant placés sur une méme ligne). On a donc (cf. 'exemple 2 du

5. Edouard Lucas (1842-1891), mathématicien francais.
6. Irving Kaplansky (1917-2006), mathématicien américain d'origine polonaise.



5.3. Le principe d’inclusion et d’exclusion 195

paragraphe 5.1.3)
fm=3)—(k-1)+1\ (m—k-1
o= k-1 “\ k-1 )

Comme Y 1", a; = ka(k) (tout sous-ensemble & k éléments est compté k fois
dans la somme Y .-, @;), il S’ensuit que

(k) 1 i mi{m-—k—1
alk) = - Q; = — .
k ¢ Yk k—1
i=1
(]
Supposons les épouses déja placées (2(n!) possibilités), et numérotons-les dans

le sens trigonométrique, & partir de I'une d’entre elles : Eq, Ea. ..., E,. Affectons
a chaque siege libre le numéro de 1'épouse assise a droite : S1,52,...,5,.

£
566

FiG. 5.7.

Le probiéme équivaut & compter le nombre p2(n) des affectations de siéges conve-
nables aux maris. Le nombre total de placements des ménages est alors 2(n!)u(n).
1l s’agit donc de calculer le nombre de permutations o de {1,2,...,n} telles que :
o(i} # 4,4+ 1 pour i € {1,2,...,n}, avec la convention n + 1 = 1. Posons donc

A21={0'|0'(2)=3+1}, i€{1,2,...,'ﬂ},
Agiq = {0' ] 0’(2) = i}, i€ {1, 2,..., TL}

On a alors, en appliquant le principe d’inclusion ct d’exclusion,
p(n) = A NA2N...N Az =nl + > (=1)1%1) Ag],
B8C{1,2,....2n}, B#2

ol 'on a posé par définition Ag = NycgA;. Il est important de noter a ce stade que
|Ag] = 0 si 3 contient deux éléments consécutifs (les nombres 1,2,...,2n étant
placés antour d'un cercle). On applique alors le lemme de Kaplansky -

w3 o (T -

k=1

i " 2n {2n—k
g(—l)kzn_k( . )(n-—k)!.

n(n)
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5.4. Notions sur les graphes

Un graphe G est formé de deux ensembles : un ensemble fini non vide X,
appelé ensemble des sommets de G, et un ensemble A de paires de sommets,
appelé ensemble des arétes de G. Ainsi, 4 est un sous-ensemble de I’'ensemble des
parties de X ayant deux éléments. On écrit souvent G = (X (G), A(G)}.

Dans la pratique, un graphe se représente par une figure plane contenaut des
traits reliant entre eux un ensemble fini de points. Le nombre d’arétes issues d'un
point z est appelé le degré de z, couramment désigné par d(z). Un sous-graphe H
de G est un graphe tel que X(H) C X(G) et A(H) C A(G).

On appelle graphe complet d'ordre n > 2 le graphe G, de n sommets, ayant

- 4 Ny . . n A
pour arétes tous les segments déterminés par ces points. Ainsi, G, a (2) arétes.

5.4.1. Proposition. (lemme des poignées de mains) Soit G = (X, A) un graphe
quelconque, alors

D diz) =2{A. (5.10)

zeX

En effet, dans la somme de gauche, chaque aréte est comptée exactement deux
fois, puisqu’elle a deux extrémités. _

On en déduit en particulier que le nombre de sommets de degré impair dans G

est un entier pair.
5.4.2. Les arbres. Dans un graphe G = (X, 4), une chaine est une suite finie de
sommets, 2o, X1, ..., Tm, telle que, pour tout ¢ € {0,1,...,m~ 1}, {zi,ziy1} € A
L’entier m s’appelle la longueur de la chaine en question. Lorsque 2g = &, on dit
que la chaine est fermée et on 'appelle un cycle.

Un graphe § est dit connexe si, pour tout (z,y) € X2, il existe une chaine
reliant z & y. On est maintenant en mesure de définir ce qu’est un arbre : un
arbre est un graphe G = (X, A) connexe, sans cycle, comportant au moins deux
somrets.

FiG. 5.8.

Dans larbre G = (X, A), le sommet z est dit pendant si d{(z) = 1 (un arbre
contient forcément au moins deux tels sommets).

Proposition. Soit G = (X, A) un arbre; on a alors

|A| = |X| - 1. (5.11)
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4 Preuve. On prouve le résultat par récurrence sur |X| = n. 8i n = 2, alors
[X|=2et |4 =1 et le résultat est immédiat.

Supposons que pour tout arbre G = (X, A) 4 k 2 2 sommets, on att [A] = k—1.
Soit alors un arbre H = (X', A’) & k+ 1 sominets, et 80it 2 un sommet pendant de
H. Il est alors immédiat que H \ {2} est un arbre ayant k sommets. En appliquant
I'hypothése de récurrence & cet arbre, il apparait que H possede (k —1)+1 =%k
arétes,

.

¢ Exemples.

1.8i G = (X, A) est un graphe connexe ayant éventuellement des cycles, alors |A] 2
[X| — 1. Si par contre G = (X, A) est un graphe sans cycles non nécessairement
connexe {une forét), alors |4| < |X| ~ 1.

2. Quelles sont les valeurs de 1'entier n > Y pour lesquelles il est possible pour n
enfants de se partager équitablement 9 barres de chocolat sans avoir & couper une
barre en plus de deux morceaux?

On considere un graphe & n sommets, ot les sommets représentent les n en-
fants, et on dessine une aréte entre deux sommets si les enfants correspondant a
ces sommets se partagent une barre de chocolat. Si ce graphe contenait un cycle
passant par k sommets, alors les £ enfants en question auraient bénéficié au total
de & barres de chocolat au minimum. Or, ceci ne peut se réaliser car n > 9 et
le partage est supposé équitable, Il s’ensnit que le graphe étudié est une forét.
Comme le partage est équitable, les arbres constituant cette forét doivent contenir
le méme nombre d’arétes et de sommets. Si ¢ désigne le nombre d’arbres dans cette
forét, alors t doit diviser le nombre total d’arétes dans le graphe, a savoir 9. Si
t = 1, I'arbre obtenu a 9 arétes et 10 sommets. Si ¢ = 3, chaque arbre a 3 arétes
et 4 sommets. Si t = 9, chaque arbre a une seule aréte et 2 sommets. Ceci conduit
aux valeurs n = 10, 12 ¢t 18, lesquelles conviennent parfaitement comme on peut
facilement vérifier.

5.4.3. Cycles euleriens. Un cycle culerien (resp. une chaine eulerienne) dans un
graphe G est un cycle (resp. une chaine) contenant chaque aréte de G une el une
seule fois.

Un graphe pourra donc étre parcouru sans lever le crayon et en ne passant
qu'une seule fois sur chaque trait s'il admet une chaine eulerienne. On aimerait
bien caractériser de telles graphes.

Si G est un graphe admettant un cycle eulerien C, ct si « est un sommet de G,
alors C arrive & & autant de fois qu'il en part. Il s’ensuit que tout sommet de G est
de degré pair.

D’un autre c6ié, si tous les sommets d’un graphe G sont de degré pair, peut-on
affirmer qu’il existe un cycle eulerien ? I] faut déja clairement que le graphe G soit
connexe. Euler a démontré en 1766 le théoréme suivant :

Théoréme. Un graphe connexe G = (X, A) est eulerien si et seulement si d{x)
est pair pour tout sommet € X.

¢ Preuve. Considérons un graphe connexe § = (X, A) ol touns les sommets sont
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de degré pair. Montrons que G est réunion de cycles disjoints. Prenons z; € X et
choisissons, en partant de o, anssi longtemps que possible, des arétes non encore
parcourues de sorte & former une chaine. Les sommets étant tous de degré pair,
cette chaine est en fait un cycle C; qui se referme en zy. Si, en supprimant les
arites de ce cycle, il reste encore des arétes, alors on choisit un sommet z; par
lequel passe () et tel que dans le graphe partiel G \ ¢y on ait d{z;) > 0. Ceci est
possible car G est connexe., Dans la composante connexe de G \ C; contenant zq,
construisons un nouveau cycle C; de x; & ;. Comme le nombre d’arétes danus G
est fini, ce procédé s’arrétera lorsqu’on aura obtenu un ensernble de cycles disjoints
en arétes dont la réunion est G tout entier. Or, on peut rallonger 1 en insérant
en 1 le cycle Cs et ainsi de suite jusqu'a abontir au cycle eulerien recherché.

O

De maniére analogue, un graphe G = (X, A) admet une chaine eulerienne si
et seulement si il a zéro on deux sommets impairs. Dans ce dernier cas, la chaine
en question aura les deux sommets impairs comme extrémités. La figure planaire
représentée ci-dessous peut donc étre tracée sans lever le crayon et en ne passant
qu’une seule fois sur chaque trait.

départ arrivée
Fi1g. 5.9.

5.4.4. Cycles hamiltoniens. Dans un graphe G, un cycle est dit hamiltonien s’il
passe une et une seule fois par chaque sommet de G.

Il n’y a pas de bonne caractérisation des graphes admettant des cycles hamil-
touiens. Par contre, il est intéressant de se demander si un graphe donné est la
réunion de cycles hamiltoniens disjoints en arétes. En particulier, le graphe com-
plet G, peut-il étre décomposé en cycles hamiltoniens disjoints? On peut déja
vérifier que Gs peut étre décomposé en deux tels cycles. Qu'en est-il de G4 7

Théoréme. G, est réunion de cycles hamiltoniens digjoints si et seulement si n
est impair.

n\ _n{n-1)

¢ Preuve. Le graphe G, posséde ( ) = arétes. Tout cycle hamiltonien

2
en utilise 7 ; on a donc besoin de (n—1}/2 cycles. En particulier, n doit étre impair.

Sin = 2m + 1 est impair, construisons m cycles hamiltoniens disjoints de la
fagon suivante : on place 2m des sommets du graphe Gz,,,4+1 antour d'un cercle de
maniére & avoir un polygone régulier & 2m sommets et plagons le dernier sommet
an centre de ce polygone. Numérotons ensuite, dans le sens trigonométrique les
2m sommets en question : 1,2, ..., 2m.
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Le cycle représenté dans la figure ci-dessous est hamiltonien. Celui-ci donne
licn par des rotations d’angles kx/m, & =0,1,...,m — 1, & m cycles hamiltoniens
disjoints.

O

5.5. Les problemes de type Ramsey

Dans ce paragraphe, on va appliguer le principe des tiroirs & 'étude d’une classe
de problémes. Cette étude nous meénera a Pintroduction d’'une suite de nombres
dont le calecul et Iestimation demeurent actuellement encore parmi les problémes
les plus fascinants de 'aualyse combinatoire.

5.5.1. Les nombres de Ramsey bicolores. Etant donné un graphe complet
Gn, on appelle k-clique tout sous-graphe de G, & & sommets. Le probléme que ’on
cherchie & résoudre est le suivant : si p et ¢ sont deux entiers > 2, existe-t-il un
plus petit entier n = R(p, q) tel que, pour toute coloration de G, & 'aide de deux
conleurs : rouge et vert (une couleur pour chaque aréte), il y ait toujours au moins_
une p-clique rouge ou une g-clique verte ?

Ce probleme a été résolu par Ramsey” en 1928 qui a prouvé 'existence des
nombres R(p,q) pour tous entiers p,¢ = 2. Les nombres R(p,¢) sont appelés
les nombres de Ramsey bicolores, et ils vérifient, compte tenu de leur définition,
I'égalité : R{p,¢) = R(g,p). On a aussi, pour tout p 2 2, R{p,2) =p
& Calcul de R(3, 3). Il s’agit de construire un graphe ayant le plus grand nombre
de sommets qui, pour unc coloration convenable, ne contienne aucune 3-clique
rouge, ni de 3-cligne verte.

7. Frank Ramsey (1903-1930), philosophe et mathématicien anglais.
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Fi1G. 5.11.

La figure ci-dessus donne une coloration de Gs sans aucun triangle (3-cligne)
monochromatique.

D’un autre c6té, soient A, B,C, D, E et F les sommets d'un graphe complet

G-

A
B F
C E
D
FiG. 5.12.

D’aprés le principe des tiroirs, une des deux coulecurs, rouge par exemple, est
utilisée pour colorier trois au moins des scgments AB, AC, AD, AE et AF. Sans
perte de généralité, on peut supposer les segments AB, AC et AD coloriés en
rouge. Considérons maintenant les trois segments BC,CD ct BD. Si un de ces
segments est colorié en rouge, par exemple BC, le triangle ABC est alors rouge.
Si par contre les trois segments sont coloriés en vert, alors le triangle BCD est
vert.

Il s’ensuit que

R(3,3) = 6. (5.12)

Ce résultat (en fait R(3,3) < 6 suffirait) permet de résoudre la question sui-
vante : dans une réunion de six personnes, il y a au moins trois personnes se
connaissant mutuellement, ou trois personnes compléetement étrangeres I'unc a
I'autre.

& Quelques estimations. On ne connait actuellement, malgré la puissance de
calcul actuelle des ordinateurs, que 7 nombres de Ramsey bicolores lorsque p et
gsont = 3 : R(3,3) =6, R(3.4) = 9, R(3,5) = 14, R(3,6) = 18, R(3,7) =
23, R(4,4) = 18 et dernierement R(4,5) = 25. Cependant, plusieurs estima-
tions de ces nombres ont été trouvées, dont la majoration suivante due aux deux
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mathématiciens Erdos® et Szekeres®

Théoréme. Pour tous les entiers p,q 2 2,

R(p; Q‘) < R(p - ]-’Q) + R(p1 q-— 1) (513)

& Preuve. En effet, si on pose n = R(p — 1,¢) + R(p,¢ — 1), il nous suffirait de
prouver que. pour toute coloration de G, en rouge et vert, il existe au moins une
p-clique verte ou une g-clique rouge.

Si on fixe un sommet x de G, alors celui-ci est Pextrémité de n — 1 = R{p —
1,¢)+ R(p,q~1)— 1 arétes dans G,,. Il y a donc au moins R(p— 1, g) arétes vertes
on R(p,q — 1) arétes rouges parmi ces n — 1 arétes, et 'on pcut supposer, par
raison de symétrie, que 'on ait la premiére possibilité.

Si A désigne I'ensemble des sommets de G,,, autres que x, qui sont Pextrémité
de 'une de ces R{p — 1,¢) arétes vertes, alors |4 = R(p — 1,¢). Par définition
des nombres de Ramsey bicolores, on en déduit que le graphe complet engendré
par les sommets appartcnant 3 A contient soit nne (p — 1)-clique verte, soit une
g-clique ronge.

1l s’ensuit que Je graphe complet engendré par les sommets de AU {z} contient
au moins une p-clique verte ou une g-clique rouge.

o
Corollaire. On a, pour tous les entiers p,q > 2,
+g—2

R(p,g) < (p b ) (5.14)

¢ Preuve. On rajsonne par récurrence sur p+ ¢ : on sait que Vp 2 2, R(p,2) =
R(2,p) =p= ( P 1), Supposons donc I'inégalité vraie pour tous p,q = 3 tels
p —

que p+ ¢ = n. Si maintenant p et ¢ sont deux entiers tels que p+ ¢ = n + 1, alors

p+g—3 p+qg-3 p+qg—2
R < Rip—1. +Rp — = + = .

O

Théor&éme. Pour tous les entiers p,q > 2 tels que R(p—1,¢) et R(p,q— 1) soient

pairs,
R{p.g) < R(p~1,9)+R{p,g-1)-1. (5.15)

# Preuve. On pose n = R(p—1,¢) + R(p,¢ — 1) — 1, et on fixe un sommet z de
G.. Le sommet z cst alors 'extrémité de n — 1 arétes dans G,,. Si R(p — 1,4) au

8. Pal Erdos (1913-1996), mathématicien hongrois.
9. George Szekeres (1911-2005), mathématicien hongrois.
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moins de ces arétes sont vertes, ou R{p, ¢ — 1) au moins des arétes sont rouges, le
probléme est résolu comme vu dans la démonstration précédente. Si par contre, il
v a exactement R{p —1,¢) — 1 arétes vertes et R(p,g— 1) — 1 ardtes rouges et ceci
pour tous les sommets z de G,,, alors G,, contient au total

i)
arétes vertes, ce qui est impossible car ce nombre n'est pas un entier.
a

& Calcul de R(3,4). On sait déja que R(2,4) = 4 et que A(3,3) = 6. On a done,
d’apres le théoreme qui vient d’étre démontré,

R(34)<4+6~1=09.

D’un autre c6té, la figure ci-dessous montre une eoloration de Gg sans aucune
3-clique touge, ni de 4-clique verte :

4@% .

--- vert

FIG. 5.13.

On prouve de fagon analogue que R(4,4} = 18 et que R(3,5) = 14. Cependant,
si on essaie de majorer B(3,0) en utilisant cette méthode

R(3,6) < R(2,6) + R(3,5) = 20,

on s'apercoit que la majoration obtenue n'est pas une égalité (R(3,6) = 18).

5.5.2. Les nombres de Ramsey multicolores. Dans la définition des nombres
de Ramsey donnée jusqu’a présent, on avait supposé que deux couleurs seulement
¢talent utilisées pour colorier les arétes du graphe complet G, ; d’ott le qualitatif
« bicolore ».

De manicre naturclle, on peut définir, pour k& > 3, le nombre de Ramsey mul-
ticolore R{p1,pa,...,pr) comme ¢tant le plus petit entier positif n tel que, pour
toute coleration du graphe complet G, a I’aide de k couleurs : couleur 1, couleur
2, ..., couleur £k, il existe au moins une couleur ¢ et une p;-clique colorée & 'aide
de la couleur i.

& Calcul de R(3, 3, 3). On commence par prouver que R(3, 3, 3) € 17, majoration

qui a fait l'objet de Pexercice snivant, posé aux olympiades internationales de 1964 :
parmi 17 scientifiques chacun est en correspondance avec tous les autres. Dans
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leurs échanges de lettres ils ne traitent que trois sujets et on suppose que deux
scientifiques ne traitent qu’un seul sujet dans leurs correspondances mutuelles.
Démontrer qu’il ¥y a au moins trois scientifiques qui traitent entre eux un seul et
méme sujet.

On représente les 17 scientifiques par les 17 sommets d'un graphe complet dont
on colorie les arétes a P'aide de trois couleurs : rouge, vert et bleu, chaque couleur
représentant un des trois sujets. D’apres les dounées de 1'énoncé, chaque aréte est
coloriée par une seule couleur.

On fixe maintenant un sommet A du graphe précédemment construit, et on
considere les 16 arétes issues de A. Il y a au moins six parmi ces arétes qui sont co-
loriées par la méme couleur, rouge par exemple. Désignons alors par B,C, D, E, F
et G les six autres extrémités de ces arétes, et distinguons deux cas :

- le sous-graphe complet de Gi7 ayant B,C, D, E, F et G comme sominets
est coloré en vert et bleu uniquement. Ce sous-graphe contient alors un triangle
monochromatique {R{3,3) = 6);

- il ¥ a une aréte rouge, BC par exemple, parmi les arétes reliant les points
B,C,D,E, F et G entre eux. Le triangle ABC est alors un triangle rouge.

On a donc finalement R{3,3,3) < 17, et il s’agit maintenant de trouver uue
coloration de G\ & l'aide des trois couleurs : rouge, vert et bleu, sans aucun triangle
(3-clique) monochromatique pour établir que R(3,3.3) = 17.

Affectons & chaque sommet de Gig la valeur d'un élément de I'ensemhbie
(Z/2Z)*, deux sommets distincts ayant des affectations différentes. I ¢’agit main-
tenant de trouver une partition {41, A2, A3} de (Z/2Z)%\ {0} telle qu’aucune des
parties A;, ¢ = 1,2, 3, ne contienne trois éléments de la forme z,y, ¢ +y. Une telle
partition est donnée ci-dessons :

A = {(1.0,0,0), 0.1,0,0, 0,0,1,0). 3,0,0.7), I,T,T.T)},
A, = {({1,1,0.0), 1.0,1,0), 0,011, 1,1,1,0), @110}
4, = {(@1,1,0), (1,5,0,1), §,1,0,1), (1,511, 1,51}

On colorie les arétes de G¢ de la fagon qui suit : I'aréte (x,y), z,y € (Z/2Z)4,
est coloriée en rouge, vert ou bleu suivant que z + 4 est dans A;, A; ou Asz. La
coloration obtenue ne contient aucun triangle monochromatique, car si le triangle
(z,y, z) était monochromatique, alors z + y, ¥ + 2 et z + z appartiendraient a un
méme A; alors que {(T+y) +{y+2) = (x+2), ce qui est impossible, d’ou le résultat.

& Une majoration de R(3,3...,3). Soit k£ un entier > 3. On pose

Rr = R(3,3,...,3).
e e’
k fois.

Théoréme. Pour tout entier k 2 2,

Ry < [Kle] + 1. (5.16)
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4 Preuve. On commence d’abord par prouver I'inégalité, valable pour tout k > 3,

R <k(Rrp—1 - 1)+ 2.

En effet, on pose n = k(RBx—1 — 1) + 2, et on fixe un sommet z dans le graphe
complet G,. Celui-ci est 'extrémité de n — 1 = k(Rx—; — 1) + 1 arétes dans G,,. Si
le graphe G, est coloré a I'aide de k& couleurs : couleur 1, couleur 2, . . ., couleur £, il
existe au moins une couleur ¢ qui est utilisée pour colorier au moins (Kx_;~1)+1 =
Ry _q1 de ces n—1 arétes. Si A désigne I'ensemble des Ry _; extrémités de ces arétes,
autres que x, alors on a I'une des deux possibilités suivantes :

- le sous-graphe complet, engendré par A contient une aréte de couleur %, auquel
cas correspond un triangle de couleur .

- le sous-graphe engendré par A ne contient aucune aréte de couleur 4. Il contient
donc un triangle monochromatique compte tenu de la définition de Ry_;.

Dans tous Jes cas, G, contient un triangle monochromatique, et on a donc bien :
Vk 23, Re<k(Re_y—-1)+2,

soit encore, pour k& 2 3 fixé,

Rp—lst_l—}d}_l’
p! (p—1)t  p!

p=234, ...,k

On obtient done, en sommant les & — 2 dernieres inégalités et en tenant compte
de R, = R(3,3) =6

Mais on sait déja que e est la limite commune des deux suites adjacentes :

1 1 1 1 1 1 1
u,,=1+ﬁ+2—!+~-+;t-!~}n?1, 'L'n=1+‘r!'+ﬁ+"'+‘n—! m,ﬂ?l,
d’ot1 le résultat.

O

¢ Exempiles.

1. Unc société internationale a ses membres dans six pays différents. La liste de
ses membres contient 1978 noms qui sont numérotés 1, 2,..., 1978. Montrer qu'il
y a au moins un membre de cette société dont le numéro est, soit la somie des
numéros de deux membres de la société appartenant au méme pays que lui, soit le
double du numéro d’'un membre de la société appartenant au méme pays que lui.

(Olympiades intemationales-1978/6)

On va prouver un résultat plus géuéral : si k& € N* et {51, 52,...,5%} est une
partition quelconque de 'ensemble {1,2,...,n — 1}, ol n = Ry, alors il existe
i€ {1,2,...,k}, et des entiers z,y, z {(non nécessairement distincts) appartenant

a8 telsquexs+y=z
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En cffet, numérotons les somnets de G, : 1,2,....n. On colorie alors les arétes
de G, A 'aide de k couleurs : couleur 1, couleur 2, ..., couleur k, I'aréte (z,¥),
z,y € {1,2,...,n}, étant coloriée avec la couleur ¢ si |z —y| € .5;. Par définition de
Ry, la configuration obtenue contient au moins un triangle monochromatique. Si
T < ¢ < z sont les sommets de ce triangle, alors y — x, 2 — y et z — & appartiennent
4 un méme S;, et on a manifestement

(z—y)+(y—x)=(z —x).
O

Dans Pexercice proposé, on demande de prouver que toute partition {57, Sz,
..., 85} de Pensemble {1, 2,..., 1978} est telle qu'il existe i € {1, 2,..., 6}, ct
des nombres x,¥, z € S; tels que « + y = 2. Or, on a déja prouvé que

Rs < [6! x e] +1 = 1958,
et on pent done remplacer le nombre 1978 par le nombre plus petit 1957.

Cette solution n'était pas celle quon attendait des candidats. Unc autre solu-
tion est présentée ci dessous :

Soit {81, S2,..., Ss} une partition de I'ensemble {1, 2,..., 1957}. Par raison
de symétrie, on peut supposer que 57 posséde au moins {1957/6] + 1 = 327
éléments. Si I'une des différences

by = aser — aaze, b2 = Gazy — aa2s, ..., baze = @327 —ar,

ol a; < az < --- < agor sont les éléments de Sy, est dans 51, alors le probléeme
serait résolu car alors pour un ccrtain i,

Qg7 — @ = @ € S = a;+ aj; = 4327 € 5.

Suppoesons done que les b; n’appartiennent pas a 8. Comre ils sont distincts
deux a deux, on peut supposer que S» posséde au moins |326/5] +1 = 66 éléments.
Prenons alors les différences

/ ! ’ 7 / /
¢y = bgg — b, €2 = bgg — bgqy -1 Co5 = bge — b1

oll b < by < --- < bl apparticnuent & S, et sont de la forme agor — a;, i =
1,2,....32.

Comme auparavant, on suppose que les ¢; n'appartiennent pas & S sinon le
probléme serait résolu, mais comme ils sont de la forme ax —a, o0 1 € g5 < ax €
1957, on suppose de méme qu'ils n’apparticnnent pas non plus & 5. Comme les
¢; sont distinets deux & deux ct, on peut supposer que S3 en possede au moins
65/4) + 1 = 17 éléments ¢} < ¢ < -+- < ¢}7. On suppose de nouveau que les
différences

dy =7 —cig, d2=C7 — gy, dig =7 — €1,

n’appartiennent ni & S1, ni & S2 ni & 83, et 'on peut supposer que Sy en posséde
au moins | 16/3{ +1 = 6 éléments d] < d5 < --- < di. On suppose de nouveau que
les différences

7 f t 7 t 7
elzdﬁ—ds, (’.2=d6-—d4,..., 65:d6— 1s
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apparticnnent soit a S soit & Ss. Si trois parmi eux, €} < €5 < ef, appartiennent
disons a 85, alors
? ? ! 7
fi=e3—e€y, fo=e3—ey,
appartiennent & Ss, mais alors ¢ = fo — fi < 1957 appartient & un des S;, ¢ =
1,2,...,6, ce qui termine la démonstration.

5.6. Les fonctions génératrices

5.6.1. Fonction génératrice d’une suite. Si (a,)aecn €5t une suite de norbres,
alors la fonction G définie par :

+o0
G(zx) = Zakxk
k=0

est appelée fonction génératrice de la suite {an)nen-

Comme seuls nous intéressent les coefficients ax, & = 0,1,2,..., on ne se
préoccupera pas des problemes de convergence. On effectuera nos calculs sur les
fonctions génératrices comme si on avait affaire a des polynomes.

On introduit la notation

an = an [G]

pour signifier que u, est le coefficient de 2™ dans la fonction G.
4 Exemples.
1. La fonction géunératrice de la suite (1,1,...} est

1
1-z

l+z+z2+.-- =

Plus généralement, la fonction génératrice de la suite

(no_l)!(HT—1),___,(“:‘1),_..

+
(k+:_1)xk=(1—_lx)—n. (5.17)

est

M

k=0

En effet, c’est vrai pour n = 1 et si

i‘" k+n—2\ , 1
k v T (1 —gz)n

k=0

1 B +o00o . +oo k+n—2 xk _+oo .
w5 B )

alors

k=0 k=0
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ol .
i+n—2 k+n—1
C — —
()=
=0
et le résultat s'ensuit par récurrence sur n.

Cette formule reste valable pour tout o € R :

(1-2)* = +f (’“ e l)xk, (5.18)

k=0
ol P'on a posé par définition

(a) ale—1)(a—r+1)

r!

T
pour tout & € R et pour tout r € N.
2. Trouver la fonction génératrice de la suite de Fibonacci (£}, )nen- définie par :

n=F=1,
F,=F,_ 1+ F, (71» Z 3)

On pose G(z) = 3.5 Fpa™; on a alors
Glz) =+ + Z (Fuc1 4 Fpo2)2® =z + 2° + 2(G(x) — 2) + 2°G(z), -
n2=3

et il s’ensuit que
x

1—x—22

C(z) = (5.19)

Ceci permet de retrouver la formule de Binet :

1 1 1 1
60 - (= - o) - 52 (ot -t

ota=(1+v5)/2et 8=(1-+5)/2 don
an _ﬁn

Fﬂ:an[G]=T) n

5.6.2, Les suites 0-1. Soit A un ensemble de suites finies prenant leurs valeurs
dans 'ensemble {0,1}. On note a,, n=10,1,..., le nombre d’éléments de A dont
la longueur est n (en posant ag = 1), et on pose :

\Y

1.

+o0
Galz) = Z anz".

n=0

8i A est constitué de toutes les suites finies qui se décomposent, de fagon unigue,
en un bloc b € B suivi d'un bloc ¢ € C, alors

Ga(x) = Gp(x)Ge(x)
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car on a a,[Gal = 31 a:[Galan—i[Gel.
D’un autre coté, si A est constitué de toutes les suites finies qui sont obtenues,

de fagon unique, en juxtaposant un certain nombre (pouvant étre nul) d’éléments
d’un ensemble A’, alors

1

Gal®) =1+ Galx) + [Ca@) + = 1—Galx)

un bloc de A’ 2 blocs de A’

Par exemple, si A désigne I'ensemble de toutes les suites finies prenant leurs
valeurs dans I'ensemble {0, 1}, tout élément dans 4 se décompose, de fagon unique,
sous la forme :

(00...0) {des blocs de A’} (11...1),
e —

N i’
20. >0.

ou A’ est le sous-ensemble de A formé par les suites de la forme ;

(11...1) (00...0).
S N et

=3 =1.
On en déduit que

2 1 : 2
= e (1+x
Galx)=(1+z+2°+ )1 GA’()( +x+a®+--),

ol
2 2 xZ
GA’(«U)—(.L‘-!—.B —|—...)($+a‘ +.) _(_1_:_._)_5.

Il en résulte que

1 400
Gal®)=—-= > 2ran,
n=0

et on retrouve ainsi le nombre de suites 0-1 de longueur n, a savoir 27,

La méthode exposée ici va permettre de calculer rapidement le nombre de suites
(-1 auxquelles on a imposé certaines conditions, et ¢’est bien la que reside tout
son intéreét.
¢ Exemples.

1. Quel est le nombre de suites de longueur n prenant leurs valeurs dans ’ensemble
{0,1} et ne possédant pas deux zéros consécutifs 7

Soit A 'ensemble des suites 0-1 ne possédant pas deux zéros consécutifs. Tout
élément de A se décompose sous la forme :

{un ou aucun zéro} {des blocs de A’} (11...1),
N —
20.

ou A’ est I’ensemble des suites 0-1 de la forme :

(11...1) 0.
R
1.
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1l s’ensuit que

Galz) =(1+=}

1 1 _ 1+
1_( x? ) 1-z) 1—z-—232

Comme
1+=

+x
-7 > (Fo+ Fupr)z™  (Fo =0),

n=0
il s’ensuit que le nombre recherché est F,, + Fi 1 = F1».

2. Trouver le nombre de suites de longueur n prenant leurs valeurs dans 'ensemble
{0,1} et sans aucun bloc de zéros de lengueur impaire situé entre deux blocs non
vides de 1.

Soit A I'ensemble formé par toutes les suites 0-1 vérifiant la condition pré-
cédente. Tout élément de A se met, de fagon unique, sous 1'une des deux formes :
(11...1) {des blocs de A’} (00...0),

N s? Y
20. 20.

ou
(00...0) (11...1) {des blocs de A’} (00...0),
[N N N e’

un nombre 21, 20.
impair 2 1.

ou A’ est Pensemble des suites 0-1 de la forme :

(00...0) (11...1).
N e N e’

anpombre > 1.
Il s’ensuit que :
1 1
G = X
@) (1 —x)2 L x? z N
1—-2z2 1—-=2
x T 1 1

1~x2xl—mxl 22 oz 1-=z
) 1—22 11—z

(1-a)l—a—zx2)

ce qui donne :
a,[Gal=Fi+F+ 4+ Foy1 = Foyz - 1

5.6.3. Résolution d’équations de récurrence. Si (an)nen est une suite définie
par une relation de récurrence, il est efficace de rechercher sa fonction génératrice,
que I'on obtient & ’aide de 'équation de récurrence aprés quelques manipulations
algébriques. Le terme a,, est alors le coefficient de ™ dans le développement de G.
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4 Exemples.

1. Trouver 'expression explicite de la suite (a,)pen définie par

ag = ]_,
2y — 3an—1 = 4™,

Si G est la fonction génératrice de (a, )new, alors

1-— =1+ 4y + 4222
(1 —3c)G(zx) +4xr +4°2° + - =T 1

et par conséquent

1 a  f
__a 8

Giw) = (1-3z){1—42) 1-38z 1-4z’

ol a = —3 et 8 =4. On en déduit que

an = ap[G) = 4™ =3 nzo.

2. Trouver l'expression explicite de la suite {an)nen définie par

00=11

Up = Z Qplin_1—k-
k=1

Si G est la fonction génératrice de (@, )nen, alors

+o0 n—1

1+Z(Zakan 1- k)

n=1

1+ (aoao)x + (aga; + arap)a? + - = 1 + z[G(z)]?,

G(z)

et il s’ensuit que

G(:c)=%(li\/1—4x).

Comme

+o0
Vi—dz=)Y (“ —3/ 2)4%",

ol

4,1(,!__3/2> _ =320 -3/2-1) (-1/2) = (2n 2)‘

n 71! n—1

01 a4

an[C] = an {(%{1 - m})] - L(%’“),

n+1lin

et on reconnait la suite des nombres de Catalan.



1. Soient n € N*, et aq, @1,...,a, € {1,2,...,2n} deux a deux distincts. Montrer
qu'il existe (i,5) € {0,1,...,n}? tel que : i # 7 et a; | a;-

2. Quelle ést la somme des plus grands diviseurs impairs des entiers 1,2,3,...,2%,
oun €N?

(Olympiades allemandes-1982)

3. Les nombres 1,2, ...,2n ~ 1, 2n sont répartis en deux ensembles {a1, 22, ...,a,}
et {b1,bs,...,b,} tels que @1 < @z < - < a, et by > by > -+« > b,. Démontrer
que

[a;—61|+|ag—bz|+---+|an—bﬂ[=n2.

4. On considére un tableau carré n x n dont toutes les cases sont remplies comme
suit : & 'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j se trouve le nombre i + 7 — 1.
Quel est le plus petit produit de n nombres de ce tableau tels qu’il n’y ait pas
deux de ces nombres sur la méme ligne ou sur la méme colonne 7

5. On désigne par p,(k) le nombre de permutations de I’ensemble {1,2,...,n}
ayant exactement k& points fixes. Prouver que :

> kpa(k) =n!.
k=0
(Olympiades internationales-1987/1)

6. Soit f(n) le nombre de zéros dans la représentation décimale de 'entier positif
n. Quelle est la valeur de la somme :

§ =2/ 4 of(@ 4 ... 4 9f(99.9)

ou le dernier nombre contient 10 fois le chiffre 87
(Olympiades hongroises-1981)

7. a) Soit A un ensemble de cardinal n (n > 2). On désigne par S(n, k) le nombre
de partitions de A en k parties (k > 2). Démontrer que

S(n,k)=8n—1,k—1)+k8n—1.k%).
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b) Démontrer que le nombre de partitions de l'ensernble {1,2,...,n} en &
parties telles qu’aucune de ces parties ne contienne deux entiers consécutifs est
égal 3 S(n—1,k—1).

8. Dans une suite finie de nombres réels, la somme de sept termes consécutifs
quelconiques est négative et la somme de onze termes consécutifs quelconques est
positive. Déterminer le nomubre maximuim de termes de la suite.

(Ofympiades internationales-1977/2)

9, Soient 7 une partie finie et non vide de Z et f et g deux fonctions définies sur 1.
Soit m le nombre de couples (z,y) vérifiant f(x) = g(y), n le nombre de conples
(z,y) vérifiant f(z) = f(y) et k le nombre de couples (z,y) vérifiant g(z) = g(y).
Démontrer que

2m < n+k.

. . . . n—3
10. On se donne n points dans un plan. Montrer qu’il existe au moins ( 9 )

quadrilateres convexes ayant leurs sommets parmi ces points. On suppose n > 4
et que trois points ne sont pas alignés.

(Olympiades internationales-1969/5)

11. Soit k un entier tel que 1 € & < n. On considére toutes les suites finies d’entiers
positifs dont la somme vaut n. Trouver 7'(n, k), le nombre total de termes égaux
& k dans toutes ces suites.

(proposé & ['OIM-1988)

12. Soient n et r deux entiers (1 € r € n). On forme tous les sous-cnscmbles &
r éléments de I'enscmble {1,2,...,n} et on considére pour chacun de ces sous-
ensembles son plus petit élément. On appelle f(n,r} la moyenne arithmdétique de
tous les nombres ainsi obtenus. Prouver que
n+1
n,r) = .
fonm =225

(Ofympiades internationales-1981/2)

13. Tl y a 1988 villes connectées entre elles grace a un réseau de 4000 routes.
Prouver qu’il existe un parcours fermé passant par moins de 20 villes.

{Tournoi international des villes-1988)

14. Dans un groupe de n personmnes, il y a g paires d'amis et dans chaque ensemble
de trois personnes, il y a an moins une paire d’ennemis. On suppose que deux
éléments quelconques du groupce sont soit des amis, soit des ennemis.
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Prouver qu'il existe au moins une personne dent Pensemble des ennemis con-
tient au plus ¢(1 — 4¢/n?) paires d’amis.
(Ofympiades des Etats-Unis-1995)

15. Les pentagones convexes Ay Ay A3 A4 45 et By Be By By By appartiennent a des
plans paralleles dans I'espace. Chaque c6té de ces deux pentagones ainsi que chaque
segment A;B; pour i et j vérifiant 1 < 4, j < 5, est coloré soit en rouge, soit en
vert.

On suppose que tout triangle dont les trois sommets sont des sommets de
ces deux pentagones et dont les trois cotés sont colorés a deux cbtés de conleurs
différentes. Montrer que les dix ¢6tés des deux pentagones sont tous de la méme
couleur.

(Olympiades intemationales-1979/2)

16. Prouver que 'ensemble des suites finies de longueur n prenant leurs valeurs

2m+1
{Ofympiades britanniques-1982)

. . n+1
dans 'ensemble {0, 1} et contenant le bloc 01 exactement m fois est ( )

17. Une matrice carrée & n lignes et n colonnes, i éléments dans 'ensemble § =
{1,2,...,2n~1}, est appelée une matrice d’argent si, pour tout i = 1,....7n, la
réunion de la i-i¢me ligne et de la i-iéme colonne contient tous les éléments de 5.
Montrer que :
a) il n’existe pas de matrice d’argent pour n = 1997;
b) il existe des matrices d’argent pour une infinité de valeurs de n.
{Ofympiades intemationales-1997/4)

18. Pour quelles valeurs de I'enticr positif n existe-t-il un tableau n X n de nombres
égaux & —1,0 ou 1 tel que les 2n sommes obtemes cn sommant les éléments d'une
méme colonne et d une méme ligne soient deux a deux distinctes 7

(proposé ¢ {'OIM-1988)

19. Soit 7 un cntier strictement positif : Ay, Az, ..., Aopyr sont 20 4+ 1 sous-
ensembles d'un ensemble B. On suppose vérifiées les propriétés suivantes :

a) chaque ensemble A; contient exacterent 2n éléments;
b) pour tout (¢,7), 1 €4 < j < 2n+1, A;NA; conlient exactement un élément ;

¢) tout élément de B appartient & au moins deux des ensembles A;.
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Pour quelles valeurs de n est-il possible d’associcr & tout élément de B la
valeur 0 ou 1 de telle sorte que, dans chaque ensemble A;, on trouve exactement
7 éléments affectés de la valeur 07

{Olympiades internationales-1988/2)

20. On se donne une famille de s sous-ensembles A;, Ag,..., A; de l'ensemble
{1,2,..., M} tels que [A;| = a;, 1 = 1,2,..., 8. On suppose aussi que deux quel-
conques de ces sous-ensembles ne sont pas inclus I'un dans 'autre (une telle famille
est. dite de Sperner, ou spernerienne). Prouver alors l'inégalité :

S,
)
i=1

% (Olympiades russes-1987)

21. On définit la suite (an)nene par
Z aqg = 2™,
aln

Prouver que n divise a, pour tout n € N*,
(proposé & {'OIM-1989)

22. On considere deux entiers strictement positifs k et n et un ensemble S de n
points du plan tels que :

a) trois points quelconques de S ne sont pas alignés;

b) pour tout point P de S, il existe au moins & points distincts dans S situés
a une méme distance de P,

Démontrer que & € 1/2+ v/2n.
{Otympiades internationales-1989/3)

23. Chaque case d’un échiquier nxn (n 2 2) est numérotée & I'aide d’un élément de
Pensemble {1,2,...,n%}, deux cases différentes n’ayant pas la méme numérotation.
Prouver qu'il existe deux cases voisines dont les numéros different d’une quantité
2 .

{proposé a {'OIM-1988)
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24. Soit A un ensemble fini d’entiers naturels non nuls. Prouver qu'il existe un
ensemble fini 3 tel que A C B C N* et

[[=-3 4

zeB zEB
{Olympiades iraniennes-1995)

25. Soit S = {1,2,...,280}. Trouvcr la plus petite valeur de entier n pour que
chaque sous-ensenmible de n éléments de S conticnne au moins 5 nombres deux a
deux premiers entre eux.

{Olympiades internationales-1991/3)

26. Soit Z,, ., Venscmble de tous les couples (i,7), ou i € {1,2,...,m} et j €
{1,2,...,n}, et soit a, , le nombre de sous-ensembles de Z,, » ne contenant pas
de couples (i1,41), (i2,j2) tels que |¢1 — i2| + |f1 — J2| = 1. Prouver alors, pour
tous entiers strictement positifs m et k, que

2
A 2k S Om,2k—10m 2k+1-

(proposé & OIM-1988)

27. Sur un cercle on se donne un ensemble de 2n — 1 points distincts (n est un
entier supérieur ou égal & 3). Si exactement & de ces points sont coloriés en noir,
cette coloration est dite « bonne » §'il existe au moins une paire de points noirs telle
que l'un des deux arcs ouverts formés par ces deux points contienne exactement
points de £.

Trouver la plus petite valeur de & pour laquelle toute coloration en noir d'exac-
tement & points de E est « bonne ».

{Ofympiades internationales-1990/2)

28. Soit S un ensemble de m couples (e, b} d’entiers positifs vérifiant 1 < a < b <
n. Prouver qu'il existe au moins
m—n?/4

im
n

triplets (a, b, ¢) tels que {a, b), {a,¢) et (b, ¢) appartiennent & .S.
(Olympiades hongroises-1987)
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29. Soit n un entier naturel non nul. On dit qu’une permutation (z),x2,..., 22, )
de I'ensemble {1,2, ..., 2n} possede la propriété P si |z; —r;41| = n pour au moins
un ¢ dans Penserable {1,2,...,2n - 1},
Démontrer gue, pour chague n, il y a plus de permutations possédant la pro-
priété P que de permutations ne la possédant pas.
{Olympiades intermationafes-1989/6)

30. Soient n, p et ¢ des entiers positifs tels que n > p+g. Soient wg, xy. ..., 2, des
cntiers vérifiant les deux conditions sulvantes :

a) 2o = &y = 0;

b} Pour tout entier i tel que 1 € i € n, on a soit 3, - ;) = p, soit 2 — ;.| =
—q.
Montrer qu'il existe une paire (4, j) d'indices avec i < j ot (i, j) # (0. n) telle que
£p =Xy

{Otympiades internationales-1996,/6)

31. Pour tout entier strictement positil » . f(n) désigne le nombre de facons de
représenter o comme une somme de puissances de 2 A exposants cnticrs positifs
ou nuls.

Deux représcutations qui ue different que par Uordre des termes de la sormme
sont considérées comme les mémes. Par exemple f{4) = 4 car le nombre 4 peut étre
représenté par les quatre fagons suivantes @ 4; 242:; 2 1 +10 1+ 14+1+1.

Montrer que, pour toul entier n = 3 :
an,:’fl < f(zn) < 2'"2,"2‘

{Ofympiades internationales-1997/6)

32. On se donne 9 points dans l'espace dont quatre quelconques ne sont pas co-
planaires. Trouver la plus petite valeur de l'enticr positif n pour laguelle il existe
un triangle monochroratique pour chaque coloriage en bleu et rouge de n arétes
quelconques dessinées entre les neuf points considérés.

{Olympiades internationales-1992/3)

33. Soit p un nombre premier impair. Trouver le nombre de sous-ensembles A de
{1,2,..., 2p} tels que :

a) A posséde exactement p éléments, et
b} la somme des éléments de A est divisible par p.
(Olympiades internationales-1995/6)




SOLUTIONS

1. Tout entier > 1 s'éerit, d’une facon unique, sous la forme 2%(23+1), (o, 3) € N2,
Ainsi. pour chaque i € {0,1,...,n}, il existe (0, 3;) € N? tel que a; = 2% (23;+1).
Les n + 1 entiers 3o, 81, .. ., 3n sont dans {0,1,...,7 — 1}, qui est de cardinal n;
il existe done (i,§) € {0,1,...,n}? tel que i # j et & = 3;. On a alors a; | a; ou

a, a; suivant que o; < @5 00 o5 K Q;.

2. Tout enticr parmi los entiers 2771 4 1,27 1 4+ 2 .. 2% g'éerit sous la forme
22(23 4 1) ot (o, 3) € N2, Le plus grand diviseur impair d un tel enticr est alors
2.3 + 1. Réciproquement, si 23 + 1 cst un entier impair < 27, alors il existe un
unique entier dans I'ensemble {2771 + 1,21+ 2, ... 2"} dont 23+ 1 soit le plus
grand diviseur impair. On a donc la relation de récurrence :

Ay = Qp—1t 4 (1 + 34 .- + 2 X 2?1—]. - ") = dn-1-t 4?]_13 n 2 2.
On en déduit immédiatement que

(4™ + 2).

| =

(J...”:(L1+4+---—+-4n:

3. Désignons par ax et b les éléments vérifiant les relations

n<ap< <y, by >hy > > b 20

Ainsi, les n + 1 nombres by, ba, ... b, @, Qgr1y . - - 5 n SONE cOmMpris entre n ct
2n. Posons my; — min{a;, b;) et M; = max (a;, b;). Tous les M; sont done compris
entre n 4 1 ct 2n, et tous les m; sont compris entre 1 et n; par conséquent,

far — b1 + |az — ba2| + -+ + [@n — b
= (M) -m)+ My —ma)+ -+ (M, —my)
= (My+ Mo+ -+ M,)—(m1+ma+ -+ my)
[+ 1)t (n+2)+---+2n] -[1 +24 - +n]

= n’

4. Démontrons que la plus petite valeur que I'on peut atteindre est 1 X 3 X - - X
(2n—1). C’est la valeur du produit des n nombres situds sur la diagonale principale
du tableau.

Supposons 7 2 2 et choisissons n nombres tels qu'il n’y ait pas deux de ces
nombres sur la méme ligne ou sur la méme colonne. A moins que les nombres
choisis ne soient tous situés sur la diagonale principale du tablean, il doit exister
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deux nombres 7 +1° — 1 {cclui situé A I'intersection de la ligne ¢ et de la colonne i)
et 7+ 7' — 1 (celui situé a Vintersection de la ligne j et de la colonne j) tels que
i < 4 et i > j'. Considérons alors les nombres i + §° — 1 et ¢/ + j — 1 au lieu des
nombres i +¢ ~ 1 et 7+ 7' — 1 ¢t laissons les n — 2 autres nombres inchaungés. On
a alors

(47 -DE+i -1 -+ -1+ -1 =@ -5 —J) <.

Le nouveau produit est donc plus petit que le produit des n nombres choisis,
d’olt le résultat.

5. 1% solution. Le¢ nombre de permutations de {1,2,...,n} & k points fixes
s'obtient en choisissant de toutes les fagons possibles les n — k points non fixes et
en les permutant de toutes les fagons qui nc les laissent: pas fixes. Autrement dit,

pa(k) = (:)pn—k(ﬂ)- D’ofi, pour tout £ =1,2,...,n,

k2a08) = £ a0 = (g~ Jptoc- () = npacale = )

Ainsi,
> kpa(k) =1 pnoi{k—1) =n(n- 1)l =nl,
k=0 k=1

car Y p_; Pn—1(k — 1) représente le nombre de toutes les permutations de n — 1
objets.

28me golution. On raisonne par récurrence sur n. Les cas n = 1 et n = 2 ne
posent aucun probléme. Pour établir le passage de n & n+ 1, on commence d’abord

par remarquer que py(k) = ( k) Pr—x(0). D'un autre ¢oté, le principe d’inclusion

et d’exclusion nous permet d’écrire

(—1)‘"}

7!

pr(0) =nl— [n(n—l)!— (2)(n—2)!+'--+(—1)”_1] =n![~21—!—%+-~+

pour nn 2 2; pp(n— 1) =0 et pp(n) = 1.
n+1

k
0 < k € n— 2, mais clle reste ¢galement vérifiée pour & = 0,1,...,n. Il s’ensuit
que :

Il en résulte que pn1(k} = (n+ Dpn(k) + ( (=1)" %t pour tout k,

n+1 n
Z kpn-{-l(k) = n+l4 Z kpn+l(k)
k=1

k=1

= zn:k(n + 1)1),7_(/{'.) + ('n, + 1) -+ Z (_l)n—k-g-lk(nz ])
k=1 1

41
_ t _1yn—k+2 n+1
CEREDNE) (")
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or,
n+41 1l
_1yr—k+1 n+1 — _yn—k+1 12
;( 1) k( N ) kg( 1)n (n+1)(k_1)
=(n+ 1)‘;(—1)“"‘(2) =m+1(l-1)"=0.

6. On calcule le nombre des entiers compris entre 1 et 10!% — 1 ayant & zéros dans
leur représentation décimale. Pour former un tel nombre constitué de ! chiffres
(k < 1), il faut placer k zéros dans [ — 1 positions possibles, puis il faut choisir { — &
chiffres différents de zéro. Ainsi, le nombre des entiers compris entre 1 et 100 — 1
ayant k zéros dans leur représentation décimale cst :

10 (l—l) -
> s
l=k+1

La somme S vaut donc :

10 1-1 -1 B 10 11301 9
;;( i )9’ ’°><2’“=l;9’x(-9-) = (110 -1).

Note. Plus généralement, soit f(n) le nombre de zéros dans l'écriture en base
b, b = 2, de I'entier positif n. On peut calculer la somue :

™ —1
S, = Z gf(k},
k=1
ol m € N*. On trouve ;
1™ -1
S = (b — 1)E’L‘

b

7. a) Soit x un élément de 'ensemble A de cardinal n. L'ensemble G des partitions
de A en k parties est une réunion disjointe des deux enscmbles suivants :

E : ensemble des partitions de A formé des partitions de A\ {z} en & — 1
parties et du singleton {z}.

F : 'ensemble des partitions de 4 en k parties telles que o appartienne & l'une
de ces parties. Tout élément de F' s’obtient & partir d’'une partition de A\ {x} en
k parties en adjoignant @ a I'une d'entre elles. On a donc

|Gl = |E| +|F],

S(n,ky=8n—-1k—1)+kS(n - 1, k).
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b} Soit 4(n, k) le nombre de partitions de I'ensemble {1,2,...,n} en k parties
telles qu'aucune de ces parties ne contienne deux entiers conséeutifs. On a :

¥n,2)=1, v(nk)=7vn-1,%k-1)+ (k—1)v(n - 1,k).

En effet, on raisonnc de manicre analogue 2 celle de a} en prenant n = z et
cn tenant compte du fait que n peut constituer une partie ou étre adjoint a une
partie ne contenant pas son prédécesseur. Ainsi, les deux suites {y(n, k) xz2 et
{S{n — 1.k — 1}};32 coincident pour tout n = 2 (récurrence sur n par exemple),
el on a alors I'égalité :

v, k) =S(n—1,k—1).

8. Tt ¥ a au plus 16 termes dans cette suite : en effet, s’il y en avail davantage, on
pourrait écrire les inégalités suivantes :

T1+xo+ -+ >0,
T+ Xzt -+ a9 >0,

zrtas+ -+ >0

Or, la somme des éléments d’une méme colonne est négative, et la somme de
ces inégalités conduit a une contradiction.

D'un autre coté, il existe unc suite de 16 termes vérifiant les conditions de
I'énoncé. Par exemple

(5.5, =13, 5, 5, 5, —13, 5, 5, ~13, 5, 5, 5, —13, 5, 5).

En conclusion, le nombre maximum de termes dans une suite vérifiant les
conditions de I'énoncé cst 16.

9. Soit @) une des valeurs prises par la fonction f et soit n,, lc nombre des =
vérifianl (i) = a; et soit kg, le nombre des & vérifiant g(z) = a,. Lc nombre de
couples (i, y) tels que f(x) = a) et g(y) = a; est alors ng, ky,, celui des couples
(z.y) tels que f(x) = a; et fy) = a1 est n2, et cclui des couples (x,y) tels que
g{z) = a1 et g(y) = a1 cst k2. Si les valeurs prises par f sont a1, 4as,...,a, alors

m = gk +Naskay + 0+ Do, ke,
4 — 2 2 2
no= ng tng, +oe g
— 2 2 2
ko= B 4EL 4R,

el en ulilisant I'inégalité 2ab < a? + %, on obtient le résultat demandsé.

10. On raisonne par récurrence sur 7 2 5, et on commence par prouver la base de la
récurrence : si les 5 points forment un pentagone convexe, le probléme est résolu,
Si 'enveloppe convexe des 5 points est un quadrilatere, le probléme est encore
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résolu. Si maintenant Penveloppe convexe des 5 points est un triangle ABC, la
droite (DE) coupe deux cotés du triangle que I'on suppose par symétric égaux a
[BA] et [BC]. Le quadrilatére ADEC est alors convexe.

A

F1G. 5.14.

Etudions le cas » > 5; on a ) sous-ensembles de 5 points. Pour chaque
[$]

sous-ensemble, on a au moins un guadrilatére convexe {(cas n = 5). Le nombre
f(n} de quadrilatéres convexes est alors, puisque chaque quadrilatére est compté

n
n — 4 fois, au moins égal a (5> / {n — 4). 1l suffirait pour conclure de démontrer

OIS

Pour n = 6, les deux nombres sont égaux & 3. Par ailleurs

que pour n > 3,

n
o (5) « 1 _nn—1)(n-2) -n2+n.+6+ 2
- (n—3)_ G(n—4a) 60 5(n—4)’
2

d'on, pour n = 7, r 2 1, ce qui achéve la démonstration.

11. On place n points sur une méme ligne. Ils déterminent n — 1 espaces intéricurs.
Des barres verticales peuvent étre insérées dans ces espaces avec 277! facons pro-
duisant toutes les suites possibles de somme 7. Pour trouver le nombre T'(rn, k), on
dessine n points sur une méme ligne, et on encadre un bloc de k points consécutifs :

ler cas. Les points encadrés ne contiennent ni le premier ni le dernier point. Il
y & (n—k — 1) fagons pour placer le cadre, et 27 2 fagons pour placer les barres
verticales dans les (n — k — 2) espaces dispounibles. Ceci définit une suite avec un
terme égal a k.

2éme cas. Les points encadrés contiennent le premier ou le dernier point. 1l y a
alors deux facons pour placer le cadre, et 27571 facons pour disposer les barres
verticales dans les (n — & — 1) espaces disponibles. Ou obtient ainsi :
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T(nk)=(n—k—1)-2"*2 .97 k1 —(n _ k4 3).27 %2

12. 1% solution. Il ¥ a deux questions qui se posent. D’abord, quels éléments
de I'ensemble {1,2,...,n} peuvent étre les plus petits dans un sous-ensemble & 7
éléments de {1,2,....n} ? Ensuite, quelle est la contribution de chacun de ces ptus
petits ¢léments a la somme ?
Pour m = 1,2,...,n — v + 1, le nombre de sous-ensembles & 7 éléments de
sr 212 , L fRn—-m L
{1,2,...,n} dont m est le plus petit élément est égal & ( ,o1 ) Ainsi, la somme

S des plus petits éléments de chaque sous-ensemble & r éléments de {1,2,...,n}
est donnée par

s = 1(’::;)%(::?)+~--+(n—r+1)(::i>
o () B (ks B (e | B
[y R Gy | e W |

()0 ()00

] - N L. ny .
Puisque le nombre de sous-ensembles & r éléments de {1,2,...,n} est ( ), il
i

s’ensuit que
n+1 n n+1
fln.r) = <r+1) / (7’) S

2%me golution. Afin d'alléger les notations, on fera usage du langage de la
théorie des graphes. On considére un graphe ol les sommets coloriés en blanc sont
les sous-enscmbles & 7 éléments de {1,2,...,n} et les sommets coloriés en noir
sont les sous-ensembles & » + 1 éléments de {0,1,...,n}. Un sommet noir X est
alors relié & un sommet blanc Y si Y est obtenu en supprimant a X son plus petit
élément. Le degré d’un sommet blanc est alors égal 4 son plus petit ¢lément. Par

. Lo o . e n+1
ailleurs, le graphe précédemment défini contient ( ) sommets blancs, et ( ot 1)
r .

arétes. Il s'ensuit donc que
n+1 3 n+1
flnor) = ('r+1) / (7) e+l

13. On dessine un graphe dont les villes sont les sommets et les routes constituent
les arétes. On va montrer qu'il existe un sous-graphe dont les sommets sont tous
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de degré > 3 : en effet, on supprime successivement les sommets de degré < 2.
Au total, on aura supprimé au plus 2 x 1988 arétes, ce qui prouve qu’a la fin du
procédé précédent, on se retrouvera avec un sous-graphe dont les sommets sont de
degrés > 3. Tous nos raisonnements seront appliqués a ce sous-graphe.

Raisonnons par ’absurde en supposant que toute chaine ait une longueur 2 21.
Choisissons donc un somnmet zgo, et considérons tountes les suites finies de sommets
(z1,-.., %) telles que k < 10 et chaque paire {z;,z;41}, 0 € ¢ < &k — 1, soit une
aréte. Un sommet sera dit dans le niveau k si k arétes le séparent de zg.

Tout sommet dans le niveaun & (£ € 9) donne lien & deux nouveaux sommets
au minimum car on a supposé que toute chaine avait une longueur > 21. On a
aingi l'arbre suivant :

Zo

VAN N

FIG. 5.15.

Dans le niveau & < 10, il y a an moins 3 x 2*~1 sommets, et par conséquent,
I’arbre précédent contient au moins 3+3x2+3x22+---+3x2% = 3(2'°-1) = 3069
sommets, d’on1 la. contradiction.

14. Le probléme est de prouver que dans un graphe & n sommets et g arétes ne
contenant aucun triangle, il existe toujours un sommet  tel que le nombre d'arétes
reliant les sommets non connectés avec x nc dépasse pas g(1 — 4¢/n?).

Si d(x) désigne le degré du sommet x, et A I’ensemble des arétes du graphe
considéré, alors

> d(z) =2, Y dlx)+diy) =) _d(@),

(m,y)eA

puisque chaque d(z) est compté d(z) fois dans la derniére somme.

D’un autre c6té, I'absence de triangles dans le graphe étudié se traduit par le
fait que le nombre d’ennemis de toute paire {z,y} est égal & (n — 2) — [d{x) — 1] —
[d(y) — 1] = n — d(z) — d(y). Le nombre de sous-ensembles {A, B,C}, oi A, B et
C sont des sommets reliés par une seule aréte, est égal &

Y n—d(x) —dy)

(z,y}€A

Y_Fla),

mais également a



224 Analyse combinatoire

ou I'(x) désigne le nombre d’arétes reliant les sommets non connectés avee x. On
a ainsi

2

"
1 4q

EF':-—Ed;.QQ ) — — § ; =gn— —.
4 (x) =qn 4 {x) gn pa d(z) qn o

Il existe done un sommet z, tel que Fzg) < g — 4¢°/n? = g(1 - d¢/n?).

15. On va monirer gue les deux pentagones sont monochromatiques, puisqu'ils
sont tous les deux de la méme couleur.

Raisonuons par 'absurde, et supposons que le pentagone 4, 4, 4345 A5 ne soit
pas monochromatigue. 1l contient done deux cotés conséeutifs avee des couleurs
différentes. Sans perte de généralité, on peut supposer que A As soit rouge et que
Ag Ay soit vert. Come il y a 5 seginents colorés partant de Az vers un sommet dn
pentagone By Ba B3 By Bs, le principe des tiroirs implicue que 3 parmi ces segments
sont de la méme couleur; rouge par exemple. Mais alors denx de ces 3 segnients
partent vers une paire de sommets conséeutifs de BBy B3B4Bs. Sans perte de
généralité, on peut supposcr ¢tre dans le cas de la figure suivante :

Ay r Ay v Az Ay As
————— * ° °
r r
(*] o o
B; B, Bs B, By
Fic. 5.16.

Comme le triangle A By By n’est pas monochromatique, il doit posséder un coté
rouge, c¢ qui constitue une contradiction car alors on aurait un triangle mounochro-
matique. Il s’ensuit que le pentagone A; Ao Az Ay Ay, et similairement By By By 54 B85
sont tous les deux monochromatiques.

Supposons done que le pentagone Aj A AyzAsAs soit coloré en rouge. et gue
B1 B3B3 B4B5 soit coloré en vert. Si, & partir d’un sommet A;, plus de trois seg-
menls verts partent vers un sommet du pentagone By B B3B3y By, il résultera un
triangle monochromatigue, car 2 au moins parmi ces 3 segments partiraicnt vers
une paire de sommets consécutifs. Ainsi, un sormmet A; n'est pas Iextrémité de
plus de 2 segments verts, et done 10 segments au plus parmi les segments A; B;,
1 < 4,7 <5, sont colorés en vert. En considérant le méme raisonnement appliqué
aux sommets du pentagone B: BaB3ByBy, on déduit que 10 scgments au plus
parmi les segments 4;B8;, 1 € i, 7 < 5, sout colorés en rouge. Ceet meéne A une
contradiction puisque le nombre des segments A;B;, 1 < 4,7 < 5 cst en fait 25, ce
qui acheve la démonstration.

Note. Le méme raisonnement g'applique si on remplace les pentagones par des
polygones & 2n + 1 ctés. Par contre, le résultat cst mis en défaut si 'on considere
des polygones & 27 ¢olés : en eflet, on colorie les segments A; A, (i =1,2..... 2n)
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en rnuge les segments BBy (i = 1,2,...,2n) en vert puis les segments A; By
(1 €4.7<2n)enrouge siz — j est pair, ct en vert si 7 — j est impair.

16. 1%%© solution. Une suite finie de Jongueur n contient le bloc 01 exactement
mn fois st ¢t sculement si clle cst de la forme :

(11...1)(0...01...1)...(D...0L...1)(00...0).

RN

"

m blocs,

Une telle suite S contient l¢ bloe 10 m, (m — 1} ou (m + 1) fois. Cependant,
si on considere la suite finie de longueur n + 2 : 1{5}0, on est sar d'avorr m + 1
fois le bloc 10, d'ott 2me + 1 passages 01 ou 10. Réciproquement, une suite finie
de longueur n + 2 de la forme 1{S}H) contenant 2m + 1 passages 01 ou 10 donne
licu & une suite § de longueur n contenant exactement m fois le bloc 01. De telles
' ], car il y a n |- 1 possibilités pour choisir les
2m+ 1 )
emplacements des points de passage parmi les espaces intérieurs disponibles.

. n +
suites sont au nombre de

2%™e solution. Comme dans la premiére solution, on commence par remarquer
que toute suite finie contenant le bloc (1 exactement m fois est de la forme :

(11...1)(0...01...1)...(0...01...1){00...0).

'

m blocs,

La fonction génératrice du nombre de ces suites est alors
Glz)=(1+z+2* 4+ ) [(x+ +---)]m(1 Fa+at )

qui se calcule directement G(x) = 2?™(1 — z)~2m~2,

Le nombre recherché cst donc

g [ —2mM = 2
N = (L,,[G] — a-n—?‘m[(l _ 1‘) 2~m—2] — ( .l)n--Zm( m ).‘

n— 2m,

avec

n - 2m (n 2m n — 2m

N = n+ly (n+l
T \n=—2m/)  Um+1)

17. a) Soit n un entier impair 2 2, ¢t supposons qu'il existe une matrice d’argent

d’ou finalement

a n lignes ct » colonnes. On va montrer qu’alors tout norubre 2 = 1.2,...,2n -1
doit apparaitre au moins une fois sur la diagonale de la matrice 4 : en effet, fixons
un nombre x € {1,2,...,2n—1} et désignons par Ag, k = 1,2,...,n, I'ensemble de
la k-ieame ligne et de la k-igéme colonne. Il ¥ a un x dans chague Ax, & =1,2,...,n,

soit. au total {avee répétition) n. D'un autre colé, si aucun x n’est situé sur la
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diagonale de A, tout x appartient a deux A;. Comme 7 est impair, ceci ne peut
se réaliser.

Ainst, tout 2 € {1,2,...,2n — 1} doit apparaitre sur la diagonale de la matrice
A, mais il n’y a que n positions possibles, d’ou la contradiction.

12
(5 1)

est une matrice d'argent. Pour n = 4, la matrice

b) Pour n = 2, la matrice

Ay =

I RN
FNpS X
W= ~]
— N U1

convient.

La construction de A» a partir de 4, peut étre généraliséc : en effet, si Ax est
une matrice 2¥ x 2% qui est une matrice d’argent, alors on considére la matrice
Aps1 & 251 lignes et 28*1 colonnes définie par :

A, B
Ak+l=(C: A:)

oi1 By, est la matrice obtenue en rajoutant & chaque élément de Ay le nombre 251
et Cr est la matrice obtenue en substituant aux éléments de la diagonale de By le
nombre 25t1 11 est alors immédiat que la matrice Ay, est une matrice d'argent.

18. Condition nécessaire. On considére un tableau vérifiant les conditions de
I'énoncé, et on désigne par ;,¢;, 4,5 = 1,2,...,n, les sommes des éléments de
la i-igrae ligne et de la j-iéme colonne respectiveinent. On a alors

n

n n
STl +d el = | D k) —n=n%

i=1 =1 k=—n

Comme il y a exactement unc seule valeur de l'ensemble {—n,—n+1,...,n}
qui n’est pas prise par les {; et les ¢;, on peut choisir n sommes positives ou nulles
telles que les autres sommes solent négatives ou nulles, On réordonne alors les
lignes et les colonues de maniére & placer dans les & premieres lignes et les n — k
premiéres colonnes les sommes positives.

n—k

€ —>

k1 ++ | +—

_+ —_—
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On a ainsi :
n n
ZIM +Z|CJ'| = (h+ o+l — g+ + )+
= = (c1 +'”+Cn—k)_(cn—k+]+"’+Cn).
Dans la derniére somme, les éléments de type + + ou — — sont comptés deux

fois, et les éléments de type + — sont éliminés. On a donc
T n
STl ) les] € 2k(n — k) + 2k(n — k) = dk(n — k),
i=1 =1

d’on {n — 2k)? € 0, c’est-a-dire n = 2k, i.e. n est pair.
Condition suffisante. Pour montrer que la tache peut étre effectuée si n est pair,
on pent raisonner par récurrence, ou méme fournir une solution explicite. Une telle

solution s’obtient en disposant des +1 en dessous de la diagonale principale, des ~1
en dessns de la diagonale principale ¢t en alternant +1 et ( Ic long de la diagonale :

+1 -1 -1
+1 0 -1

+1 +1 +1

Les sommes des éléments d’une méme ligne sont done : 1k —n — 2,4k —n—1,

k=1,2,...,n/2,ct les somines des éléments d'une méme colonne sont : n—4k,n —
4k -3, k=0,1,...,n/2 — 1. Ces deux [amilles de nombres recouvrent I'ensemblc
{—n,—n+1,...,n}. (Les lignes donnent tous les nombres = n+2 ou n+3 (mod 4)

et les colonnes donnent tous les nombres =n oun + 1 (mod 4) ).

19. 12 solution. Condition nécessaire. On construit un tableau 3 2n lignes et 2n
colonnes de la manicre suivante : a I'intersection de la ¢-ieine ligne et de la j-ieme
colonne on place le nombre, 0 ou 1, appartenant & A; N A; si ¢ # j, et le nombre,
0 ou 1, appartenant & A; N Agpyq 81 = 7.

Le nombre total de zéros dans le dernier tableau est égal & 2n? puisque chaque
ligne en contient n. Par ailleurs, il y a n zéros sur la diagonale principale du
tablean. Mais celui-ct est symétrique par rapport a cette diagonale. Il s’ensuit que
2n? — n est pair, et done que n est Ini-méme pair.

Coudition suffisante. Il suffit de construire un tableau symétrique a 2n lignes et
2n colonnes avec n zéros dans chaque ligne et sur la diagonale principale : en effet,
en prenant B = {(1,7) | 1 << j < 2n}, A = {(k, i) | k < JU{(i.k) | k > i},
i=1,2,....2n et enfin Ap,1 = {(i,2) | 1 £ i < 2n}, on constate que la famille
(A;); vérific les conditions de 1'énoncé.
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Une solution possible est donnée par ailleurs ci-dessous :

01 0 1
1 010
01 10
1 0 01

28me golution. Condition nécessaire. On considére le graphe complet Gup,an
ol les sommets représentent les cnsembles 4;, 7 = 1,2,....2n + 1. On affecte
a chacune des arétes {A,, A;} le nombre, 0 ou 1, .1ppd.rtuld,nt a A; N Aj, et on
supprime ensuite toutes les arétes affectées du nombre 1. Le degré de tout sommet
dans le graphe résultant est alors n, et comme il ¥ a un nombre impair de sommets,
il s’ensuit que n doit étre pair.

Condition suffisante. Comme 2n + { est impair, Go,41 pout Gtre décomposé
en n cycles hamiltoniens disjoints. Si n est pair, choisissons n./2 cycles arbitraires
parmi ces n cycles et affectons les arétes de ces cyeles du nombre 0, puis affectons
les antres arétes du nombre 1. Ainsi, chaque A; contient exactement n éléments
affectés de la valeur (.

20. Appelons chaine toute famille de sous-ensembles By, By, ..., B; de 'enscinble
{1,2...., M} véviflant By C B C ... C B;, les inclusions étant strictes. Une
chaine est dite maximale si clle a le plus grand nombre possible de sous-ensemmbles,
soit M. Se donner une chaine maximale équivaut & se donner une permutation
(371._.‘[:2, - ,.‘L‘M) de {1._2, . .,M}, a savoir Bl = {Sm}, BQ \ Bl = {.‘772}._.. cy BM \
Bar—1 = {&as}. 1y a donce M chaines maximales. Observons alors que le caractere
speruerien d'une famille 8§ équivaut i ce que toute chaine maximale C satisfasse &
|C 18] = 0 ou 1. Par ailleurs, le nombre de chaines maximales By C By C ... C
By =1{1.2,.... M} telles que |B;| =4, i=1,2,...,M et B,, = Ay est égal &
ap! (M — aA) On a ainsi

al(M —a))' + al(M — a2 + -+ @ (M — a, ! € M1,

ce qui est équivalent & I'inégalité en questiomn.

a

Note. Ce résultat permet de prouver un théoréme dii & Emmanuecl Sper-
ner : le nombre maximum de blocs d'une famille de Sperner de {1,2,..., M} vaut

()

En effet, 51 S est une familie sperncrienne, on vient d’établir que

Z(Tlf)sl.

Bes
||

) pour tout £ € {0, 1,..., M}, il s'ensuit que

Comme ( )

M/z

> Y s - ’f’ ,
<|B|) ”GS(wfsz) (U\;j?J)

(1
>

(/5
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ce qui donne |S| € ) Ce majorant est atteint par la famille des parties &

M
| M /2]
| /2] éléments de {1, 2,..., M}, qui est évidemment spernericnne.

21. 1®*® solution. Appelons unc suite finie s de longueur n ct & valeurs dans
Iensemble {0,1} répétitive si, pour un entier positif d divisant n, s peut étre
divisée en d blocs identiques. Il est clair que toute suite finie de longueur n peut
étre reproduite en répétant son unique bloc non répétitif de longueur maximale.

On obtient ainsi une formule de récurrence pour le nombre de suites finies non
répétitives de longueur n identique a celle de I'énoncé. Ainsi, a,, n’est autre que le
nombre de suites finies non répétitives de longueur 7.

La conclusion est alors une conséquence du fait qu’une suite finie non répétitive
de longueur n produit n suites distinctes non répétitives qui se déduisent 'une de
Pautre par permutation circulaire.

2%me golution. On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = 1, il 0’y a rien &
prouver. Supposons donc que k|ar pour k < n. I suflit donc de prouver que si
p™ | n, ol p est premier, alors p®|a,. Posons n = p®m, on m n’cst pas divisible
par p. On a alors

=
PALEPES E aqd = E aq + E Aprg = or m + pesyn + E Qpnd,

d|pem. dp*—im d|m d|rn
d<m -

ce qui donne

o -
(p =20 M 2P T g Upads
d|lm
d<m

Comme, par hypothése de récurrence, a,-g est divisible par p® pour d < m, il
s’ensuit que

4y = 2p4:r—l.m (zpa-’(p_l)m _ 1) (mod p®).

Sip =2, alors p*~!m > ¢, ce qui implique que 2" 'm = {mod p*).

Si par contre p > 2, alors le théoréme d’Euler s’applique :

2¢0%) = 1 (mod p*),

2" P V=1 (mod p%),

ce qui donne de nouveau a,, = 0 (mod p®).

22. Dans chacune des deux solutions proposées ici, la technique consiste & intro-
duire une quantité que 'on dénombre de deux manieres différentes. La deuxiéme
solution montre cependant que la condition a) est superflue.
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1% solution. Soit { le nombre de triplets (4, B, C) tels que A # B et AC =
BC'. La condition b) de 'énoncé implique que

k
>2 .
l n<2>

Cependant, si 'on se donne deux points A et B de S, il existe au plus deux
points C; et Cs tels que (A, B, Cy) et (A4, B, () soient de tels triplets : en effet, g'il
y avait un autre tel point Cs, les points Cy, Ca, C3 scraient alignés et la condition
a) ne scrait, plus respectée. On a donc

1< 2n(n—1).
Il s’ensuit que k2 — k — 2(n — 1) € 0, ce qui donne

1+ /T+8m -1
k<t ; (1) 1 IV&H=%+¢wL

<-2-+§

28me golution. Soit / le nombre de segments déterminés par les n points
considérés. On a alors
n
= ( )
2

D'un autre coté, si P est un point de S, alors la condition b) nous assure de
Pexistence d’un cercle de centre P contenant au moins & points de 5. Ces points

. k . . . .
forment au moins 9 segments. Puisque S contient n points, le nombre total de

£

. . k
ces segments, comptés plusieurs fois éventuellement, est au moins n (2 .

Mais, un segment est compté plus d’une seule fois sil est une corde commune a
au moins 2 cercles. Comme il 0’y a que n cercles, le nombre de cordes comrmurnes,

. . U . T L
comptées plusieurs fois éventuelleinent, ne dépasse pas ( 2). On 2 ainsi
k n
l>2n -

k2 -k —2(n-1)<0.

ce qui meénc de nouveau

Note. De tels ensembies existent bien : en effet, pour & = 2 par exemple, on
peut prendre pour S les trois sommets d'un triangle équilatéral.

23. Supposons que les numéros de deux cases voisines quelconques different d'au
plus 7 — 1. Pour k = 1,2,...,n% — n, soicnt Az U'ensemble des cases numérotées
a l'aide des éléments 1,2,..., %, B; 'ensemble des cases numérotées a 1'aide des
éléments k 4+ n,...,n% et Ci 'ensemble des cases restantes. Par Phypothése de
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départ, Az et By n'ont pas de c6té en commun ; Cy. contient seulement n — 1 cases.
Par conséquent, il existe une ligne et une colonne de cases ne contenant aucune
case de Cy, et donc une ligne et une colonne de cases appartenant toutes soit a
Ay, soit a By,.

Mais, cette situation n’est possible ni pour 4;, ni pour B,2_,,. Ainsi, il existe
un indice & € {1,2,...,n? —n— 1} tel que By, By,. .., By contiennent chacun une
ligne et une colonne de cases tandis que Bgyi ne posseéde pas cette propri¢té. 11
s'ensuit que Agy1 contient une ligne et une colonne de cases et donc posséde des

cases en comnmun avec By, d’ou la contradiction.

24. On note S(X) et P{X) respectivement la somme des carrés et le produit des
éléments de 'ensemble fini X.

Il suffit de résoudre le probléeme pour A = {1,2,..., n}, n 2 1. D'ailleurs,
on supposera n z 5 de sorte que S{A) < P(A}. Si on rajoute & l'ensemble A
suftisamment de nombres 1, on obtient une collection X de nombres entiers naturels
non nuls telle que S(X) = P(X).

Choisissons un 1 parmi les nombres 1 redondants. 1 est une racine du trinéme
2?2 — P(X)z + 8(X)—1 = 0. Si on enleve le 1 sélectionné de la collection X et on
met 4 sa place la deuxiéme racine de ce trindéme, & savoir P(X) — 1, on obtient une
nouvelle collection X7 telle que S(X’) = P(X’) et contenant moins de redondances
(il est clair que P{X) — 1 est trop grand, de sorte qu’on n’introduit pas ainsi de
nouvelles redondances). ;

En répétant ce processus, on aboutit au bout d'un nombre fini d’opérations a
un ensemble B qui convient.

25. Soient A; = {k € S| 2 divise k}, A2 = {k € § | 3divisc k}, A3 ={k e S|
5 divise k}, Ay = {k € § | Tdivisek} et A = 4, U Ay U A3 U A4. On a alors
|A1} = 140, |A2| = 93, |A3| = 56, |A4¢| = 40. On calcule de méme

|[4; N Ag| =46, |A1NAs| =28, |A1N Ayl =20,
|A2 NA;| =18, JAxN A4| =13, |AgﬁA4l =8,
|A1ﬂAzﬂA3|=g, |A10A20A4i=6,
A1 N A3 N Ag| =4, | Az A3 Ag =2,
|A1ﬂA2ﬂAgﬂA4|=1.

Le principe d’inclusion et d’exclusion nous permet alors d’écrire

|A| = (140 + 93+ 56 + 40) — (46 + 28+ 20+ 18+ 13+ 8) + (9+6+4+2) — 1 = 216.

Il est clair que parmi 5 éléments quelconques appartenant & A, 2 au moins
apparticnnent 4 un méme A; (1 < i < 4), et done ne sont pas premiers entre eux.
I s’ensuit que n > 216.

Soit P I'ensemble de tous les nombres premiers appartcnant a S (1 inclus).
Chaque nombre composé appartenant & S est soit dans l'ensemble A\ {2,3,5, 7},
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soit dans l'ensemble {112,11 x 13,11 x 17,11 x 19,11 x 23,132,13 x 17,13 x 19},
ce qui donne |P| = 280 — (212 + 8) = 60.

Soit T un sous-ensemble de 5 & 217 éléments. On montre que 1" contient 5
nombres deux a deux premiers entre eux. Il est alors évident quiil suffit de se
restreindre au cas [TNP| < 4. On a alors |TN{S\ P)| = 217 —4 = 213. i.c., parni
tons les nombres composés appartenant 4 S, il y a au plus 7 éléments qui ne sont
pas dans 7. Solent maintenant les ensembles My, Mo, . ... My définis par :

My ={2x23,3x19,5x 17,7 x 13,11 x 11}
My ={2x29,3x23,5x19,7x 17,11 x 13},
Ms={2x31,3x29,5x23,7x19,11 x 17},
My ={2x37,3x31,5x 29,7 x 23,11 x 19},
Mg ={2x41,3x37,5x 31.7x 29,11 x 23}
Me={2x43,3x41,56 x37.7x31.13 x 17},
My ={2x47,3x 43,5 x 41.7 x 37,13 x 19},
My = {22,3%,52,7%,13%}

Evidemment M; C S\ P,i=1,2,....8 D’apres le principe des tiroirs, il existe
i, 1 < i £ 8, tel que M, € 7. Les cing éléments de M, sont alors deux a deux
premiers entre cux, d'ou n = 217,

26. On désigne par A, la famille des sous-ensembles de {1,2,....m} qui ne
contiennent pas deux éléments i),i» tels que |i; — 42| = 1. De plus, pour tont
ensemble A € A,,, s0it G,y 4 4 le nombre de sous-ensembles de Z,, ,, ne contenant
pas de couples (i1, 71}, (42, j2) tels que

[ty —dg| + |41 — J2| = 1

et dont les seuls éléments de la forme (i,n) sont tels que i € A.

n |
2 n—1-
n—j j+1 4
n—j+1 j t P9 ¢ —o——
n—j+2 j—1+ : : :
Il I
I I
n 1 ] T T
— —o :
A

FiGg. 5.17.
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11 s’ensuit done que, pour tout 7 tel que 1 < 7 < n,

Gmn = E Am., ;. ACm n-j+1,4-
AEA,,

Eu particulier, st n = 2k, 7 = k&,

A, 2k = Z A ke, Alm k—1,4>
A€ A
sin=2k—1, 7=k,
Gm,26-1 = Z m,k AGm k4

ctsin=2k+1,j=k, AEAm

A 2k+1 = Z Om k+1,A%m k+1,A-
AcA,,

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il s’ensuit que a%mk L Q210 2k 41

27. Relions deux points de E s'il existe exactement n points sur I'un des deux arcs
ouverts qu'ils définissent. Appelons cycle toute suite (Aq, Ao, ..., 4,) de r points
{r 2 3) telle que A; et A;4; solent reliés par un segment pour ¢ = 1,2,...,r,
les indices étant pris modulo #. On se propose de démontrer que E est composé
de cycles disjoints. En cffet, soit 41 un point de E et supposons construite utle
suite (A3, Az.. ... A,) telle que A; et A, solent reliés par un segment pour ¢ =
1,2,...,r — 1, et A, soit relié & un point 4;, 1 € ¢ £ r — 1. Comme un point de
E n'est Pextrémité que de deux segmeuts, A, ne peut étre reli¢ & un point autre
que A;. Il s'ensuit que A; appartient & un unique cycle de I.

Orientons le cercle. et notons les points de E dans le sens trigonométrique
A1, Ao, ..., Asp—. En prenant comme d’habitude les indices module 2n — 1, le
eycle (A1, Ay igni1)s- - Alpneny) se referme sur A; pour un certain entier p.
On a alors

pin+1)=¢2n - 1)
pour un certain g € N,

D’un autre cété, I = (n+ 1,2n — 1} = (n+ 1,3n) = 3 ou 1. On distingue alors
deux cas :

-1l =1, 0n aalors p = 2n — 1, d'ou un unique cycle. Comme I'ensemble
{A1, As, ..., 42,1} ne contient aucune paire de points reliés entre eux, il s'ensuit
que & > n — 1. Mais lout sous-ensemble de {Aj, A2,..., 40,1} & n éléments
conticut une paire de points reliés entre eux, ce qui implique que k = n.

-1=23,onaalors p=(2n - 1)/3, d’ou trois cycles disjoints. Dans tout cycle,
2n—1

on peut choisir une partie a {( ) / 2} éléments ne contenant aucune paire

de points reliés entre enx. On a donc

| (7)o e
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Finalement, la plus petite valeur de & est n — 1 ou » suivant que 3 divise ou ne
divise pas n + 1.

28. On dessine un graphe dont les sommets sont les entiers 1,2,.. ., 1, avec une
aréte entre x et y si et seulement si (x, y¥) ou (y,x) appartient & S. Le probléeme est
alors de trouver une minoration du nombre de triangles contenus dans le graphe
ainsi construit.

On note d(x) le degré du sommet z. Si x et y sont reliés par une aréte, alors
d(z) + d(y) — 2 arétes ont des extrémités parmi les n ~ 2 autres sommets, et donc
au moins d(z) + d(y) — 2 — (n — 2) sommets sont reliés & z et & y simultanément,
Ainsi, au moins d{x} — d(y) — n triangles contiennent a la fois z et y. Il s’ensuit
que le nombre total de triangles est au moins

Z d(z) + d{y) — n
3
(x.)ES

puisque chaque triangle est compté trois fois dans la somme précédente. Or,

3 [d@) +d@) = d)?
=1

(z.u)eS

car chague d(z) est compté d{x) fois dans la derniére somme. Ainsi,

Z w = % [id(”‘?)z - nm] )
x=1

(=.4)ES

¢t puisque
n

n 2
o> - [de] ,
r=1 =1

il s’ensuit que

, _ 2

Z d(z)+4d(y) —n > E [l < (2m)? —mn] _ 4m(m‘ n /4)‘
. 3 3|n n

(m,y)eé

29. 1% solution. Pour chaque i € {1,2,...,n}, notons 4; I'ensemble des permu-
tations de {1,2,...,2n} ol ¢ et i + n occupent des positions voisines. L'ensemble
A = Ji_, Ai est l'ensemble des permutations de {1,2,....2n} ayant la propriété
P. Le principe d’inclusion et d’exclusion nous permet d’écrire

Al=3T140 - Y AinAl+--
i=1 1Ki<jgn

Une récurrence sur le nombre des ensembles considérés permet d’établir la
majoration |A4| < >0, |A4i|- De méme, on peut obtenir la minoration

14123 14l - >0 J4in4yl.
=1

1€i<jgn
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Il y a exactement 2(2n — 1) possibilités pour placer ¢ ¢t i + n dans des empla-
cements voisins. Pour chacune de ces possibilités, il y a (2n — 2)! permutations de
Pensemble {1,2,...,2n} maintenant 7 et ¢ + n dans les emplacements fixés. Ainsi
|Ai| =2(2n—1),i=1,2,... ) n.

Maintenant, il s’agit de déterminer [A; NV A;| pour 4, jtels que 1 €7 < j < n. 1
est clair que les premiers & apparaitre dans la permutation (2, &2, - . ., 2, ) Parini
et i+n d’une part, et j et j+n d'autre part ne peuvent pas avoir des emplacements
voisins. Supposons d’abord que i précede i +n, et que j précede §+n. Les couples
d’indices (7,7) tels que j > i+ 1 et § € 2n — 1 sont an nombre de

(2n —3)(2n—2)

Crn—-RN+2n-2)+- - +2+1= 5

On a done (2n — 3)(2n — 2) maniéres de placer ¢ et j conformément aux res-
trictions précédentes. A chacun de ces cas correspondent (2n — 4)! permutations
de ’ensemble {1,2,...,2n}. En tenant compte des cas ol 'ordre de i et ¢ + 7, ou
de j et j + n est nversé, on obtient |A; N 4;| = 2 x 2 x (2n — 2)! = 22(2n — 2)},
('L:]) € {1'-2’ e ‘:n}za i<

Oun a donc finalement

A5 2 - YD Pen-2) = @n) - (;)22(277,— 2y > ok,

1Li<jEn

Comme le nombre de permnutations de {1,2,...,2nr} est égal & (2n)!, il apparait
qu’il y a plus de permutations possédant Ja propriété P que de permutations ne
la. possédant pas.

28me golution. Deux éléments distincts z,y € {1,2,...,2n} seront dits ju-
meaux si {x —y| = n. Une permutation (z1,%2,...,%2,) de {1,2,...,2n} (ou, plus
généralement, d’un ensemble & 2n éléments composé de n paires de jumeaux) est
dite de type Ty si |jz; —@i1| = n se produit exactement & fois, On note alors Fy(n)
le nombre de permutations de {1,2,...,2n} de type Ti.

Soit (zy,72,...,Z2n) une permutation de type 7. On supprime z9, et son
jumeau. Ce qui reste est alors une permutations de 2n — 2 éléments (n — 1 paires
de jumeaux), qui est de type T ou de type Ty. Puisque 22, peut prendre 2n valeurs
et puisque, dans le premier cas, son jumecau peut cccuper 2n — 2 positions, tandis
que dans le deuxiCine cas, la position du jumeau est déterminée par la permutation
de type T} obtenue, on a la relation de récurrence qui suit :

Fy(n) = 2n[(2n — 2)Fy(n — 1) + Fi(n — 1)]. (1)

Maintenant, soit (€1, 2, . .., T2, ) une permutation de type 71 et soit (2;,2;41)
Punique paire de jumeanx adjacents. On supprime cette paire pour ainsi obtenir
unc permutation de 2n — 2 éléments (n — 1 paires de jumeaux), qui est de type Tp
ou de type T1. Un raisonnement analogue au précédent nous condnit a la deuxiéme
relation de récurrence :

Fi(n) =2n[(2n - Fy(n— 1)+ Fi(n—1})]. (2)
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En soustrayant {1) de (2), on obtient
Fi(n) = Fo(n) + 2nFy(n — 1)
ct en remplagant dans (1), on aboutit 4
Fo(n) =2n[(2n — 1)Fy(n — 1) + (2n - 2)Fp(n — 2)].
En posant £{n) = Ip(n)/(2n)!, la dernitre relation se rééerit

P{n —2)

Pin)=P(n—-1)+ Bn—3@n-1) H@n —1)"

soit encore

VRSN S & S S U
P(n)— P(n 1)<(2n_3)(2”_1)_2(2n_3 217,—1)'

Puisque P(1) = 0, on obticnt

P(n)=Z[P(k) - P(k —1)] <%(1_2 1 )< %

d’on le résultat.

3*™Me golution. La solution suivante, duc & un candidat chinois, a le mérite
d’éviter tous les calculs.

Le cas nn = ] est trivial. Supposons n 2 2. Soit A (resp. B} ensemble des
permulations de {1,2,...,2n} ne possédant pas (resp. possédant} la propriété P.
Pour montrer que |53} > |A|, il suffit de construire une injection f: A — B qui ne
soil pas surjective,

Soit & = (), 22,...,22,) un élément de 4. Comme « ne posséde pas la pro-
priété P, le jumeau de z1 (Yélément x; tel que |z; —z1| = n) est &, avec 3 € r < 2n.
Maintenant on pose

f((.t) = (;112:.’!33, e L B B L gLy .,J)gn).

L’application f: A -+ B est bicn définic. Montrons qu’elle est injective. Soient
o= (r1.09, ..., Tan ), 3 = (Y1, Y2, . . -, Yon) deux éléments de 4 on le jumeau de iy
ost . ot celud de 4y esh ys, o0 3 € 7,8 € 2n. On suppose que f(a) = f(3). i.c.,

(2830« B T Ty oo B2n) = (Y2, 825 Yom 1s YLy Ysa v - s Y2 )
Comme {zy.x,} (resp. {#1.ys}) est I'unigue paire de jumeaux dans f{«} (resp.

F(3)), on doit avoir r = s, &) = y) et x, = Yy, ce qui implique aussi ; = y; pour
tout ¢ = 1,2,...,2n, d'ol I'injectivité,
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D'un autre c6té, il est clair que f n’est pas surjective car B contient des permu-
talions possédant plusieurs paires de jumcaux tandis que f{A} ne contient que des
permutations avee une unique paire de jumeanx, ce qui achéve la démonstration.

30. Remarguons d'abord que 'on peut supposer (p,¢) = 1 : cn effet, si p = p'd et
¢ =q¢'d avec (p/,¢') = 1, on pose X; = x;/d. Les nombres X;, i =0,1,...,n, sont
alors des entiers, et ona X1 — X =p ou X, — X1 = ¢.

Posons maintenant A; 17 = ;41 ~2; (1 =0,1,....,n—1), ce qui donne ; = p
ou A; = —¢q, et si 'égalité A; = p se produit & fois alors

Tn —Tp = (In - mn—l) + (-'En—l - -Tn—Q) +--+ (Il - IU)
= Ap+A a4+ A =kp—(n-—k)qg.

Ainsi, kp = (n — k)g. et il s'ensuit qu'il existe m € N tel que &k = mgq et
n —k = mp, ce qui donne n = m(p + q), avec m > 1 puisque n > p+ g.

Etudions le probléme dans une grille rectangulaire (gm) x (pm) comme dans
la figure 5.18. :

Y
M (p) Gl
A(0) N(q) ma
Fia. 5.18.

On commence au point A, el on se déplace d’une unité vers la droite si A; = p,
¢t d’une unité vors le haut 8i A; = —¢. A la fin, on aura effectué pm déplacements
vers le haut et gm déplacements vers la droite, ce qui nons ménera au point B.

Maintenant, considérons le point X ol la courbe de mouvement sur la grille
rectangulaire recoupe le rectangle AM DN pour la premiérc fois :

(4+p) + zo = x9 et le probléme est résolu.

- 8i X = ( appartient an c¢6té [M Dy} du rectangle, alors on considere les
translatés Dy Dy, Do Dy,. .., D1 B du rectangle AL . On aura ainsi une courbe
discontinue représeutée en gras dans la figure ci-dessus. La courbe réelle du mou-
vement (celle représentée avec des pointiliés) qui est en dessus de la eourbe cn
gras au début passera de Pautre cdté de la courbe pour pouvoir finir en B. Si
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on rajoute 4 la courbe en gras les segments [Cy D], [CaDy], ..., [CrDy], alors le
théoréme des valeurs intermédiaires nous assure de Uexistence d'un point ¢commun
a cette courbe et a la courbe réclle du mouvement. Soit ¥ le premier point o ces
deux courbes se recoupent.

Si Y appartient 4 un des segments [C; D], 1 = 1,2,...,m, et Y # C;, D, alors
le point de [C; D;] situé avaut ¥ n’apparticnt pas a la courbe réelle du mouvement
qui a donce rejoint Y aprés un déplacement [ZY] vers le haut, mais alors cette
courbe qui était cn dessus de la nouvelle courbe en Cf est devenue en dessous de
cette méme courbe en Z, ce qui contredit 'hypothese de minimalité imposée 4 Y.
Ainsi, Y appartient A la courbe initiale représentée en gras.

Si Y est 'image d’un point Yy & Uintéricur du rectangle AM Dy N, alors il existe
t € N tel que (YY) — o(Yg) = tq et y(Y) — y(Yo) = tp, ce qui implique que si Yy
représente «; alors Y représente x;yspiq), €t on a

Tiptpre) = Diveprg T A+ @ =tp x (—g) +ig x (+p} + 55 =z

et le probléme est encorc résolu puisque z + £(p + q) # n.

- Le cas ou X appartient an coté [N Dy} du rectangle AMD;N sc traite de
maniere identique.

31. 1% solution. Si n = 2k +1 est un entier impair > 1. Toute représentation de
n contient au moins un « 1 ». En supprimant ce dernier, on se retrouve avec une
représentation de 2k. Réciproquement, en adjoignant un « 1 » a une représcntation
de 2k, on obtient une représentation de 2k+1. Cette correspondance étant bijective,
on obtient Ja formule :

F2k+ 1) = f(2k), k=12 ... (1)

D’un autre c6té, si n = 2k est un cuticr pair > 0, alors on peut partitionner
I’ensemble des représentations de n en deux sous-ensembles @ celles contenant un
« 1 » au moins une fois, et celles ne contenant aucun « 1 ». Il y a f(2k — 1)
représentations du premier type. Par ailleurs, une représentation du deuxiéme type
peut &tre associée & la représentation de k obtenue cn divisant tous les sommants
par 2 et cette correspondance est bijective, On obtient donc la deuxiéme relation

de récurrence :
Fk)=f2k— 1)+ f(k), k=1,2,... (2)

On en déduit que f est croissante et que :
f(2k) — f2k—-2)= f(k), k=1,2,...,
avec la convention f{0) = 1, ce qui implique que :
f@n)=f+ f(L}+---+ f(n), n=12,...
La majoration demandée est facile & obtenir : on a par croissance de f,

FEM =R D4+ @)+ FQ) <2V ) 2 3,
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ce qui donne

JEM <27t x 272 x L x 21 x f(2) = 2 x 2™n /2

La majoration cn découle anssitét puisque 2 x 24(n=1)/2 < gn*/2 pour n = 3.

Passons maintenant a la minoration : on commence d’abord par remarquer que
si m et n sonl de méme parité, alors .

fm+1) = fim) < f(n+ 1) - f(n)
si m < n. Il s'ensuit que
F(27 4 2k) — F2) 3 F2" 4+ 1) — F" = 2k + 1),

le.
f(27 + 2k) — f(2" — 2k) 2 2f(27),
pour tous n, & € N tels que 2k < 2™,
On en déduit que pour n = 3 :

FEY=fR D+ DA+ FD+F(0) 2 2x2x 27732772
- 2n—lf(2n—2):
mais cette estimation reste valable pour n = 2.
Il s’ensuit que :
F2) > 2m=1 x 273 5 . x 21 x f(20) = 27/ i est pair,
271 2m =3 o x 22 x f(21) > o/ i est imnpair,

et on remargue que cette minoration reste valable pour n 2 1.

2%me golution. Cette solution fait appel & des notions avancées d’analyse.
Cependant, elle a le mérite de fournir un meilleur encadrement ainsi que de pouvoir
se généraliscr & des entiers autres que les puissances de 2.

Le probleme revient a dénombrer les solutions {zg, Z1,-.., £x) € N de
I'équation g + 221 + -+ + 2"z, = 2™, ou, ce qui revient au méme, les solutions
(1, T2, ..., %n) € N™ de 'inéquation 2x; + 22zs + - - 4 2"z, < 27

Oublions pour le moment 'unigue solution pour laquelle &, = 1, et associons
a chaque (n — 1)-uplet (@1, Ta,..., Tn_1) € N"7! tel que 2z) + 2%z + -+~ +
2nlp, 1 £ 27 Thypercube {(y1, y2..... ¥n—1) € R*7 1 | Vi € {1,2,...,n —
1}, z; € yi € @ + 1}. On cherche donc & encadrer la somme des volumes
de ces hypercubes. Or, celle-ci est encadrée par les volumes des domaine I'y =
(W1, 9ot D) € R | T30 < 2} b Ty = (91, Yar- ooy Yom) €
R R 2y — 1) €20}

Or, la formule de Fubini permet de calculer le volume d’un domaine A, =

{1, y20-- s yn) €ERT | 307 aiys € A}, ay, a2,.. -, an, A € R}. En étudiant les

cas n = 1, 2, on conjecture, ce que l'on vérifie par récurrence, que le volume de A,
1 A

vaut —

nlajay - an



240 Analyse combinatoire

Il s’ensuit, que

2”(‘”‘_]);"2 (2n.+l _ 2)”_1 2,,1(7” 1)/2
+ (-n. - 1)' = f( ) * 2:1(n—1}/2(n_ — 1) < nm — .I)I :

ce qui est, dans le cas ou n = 8, un meilleur encadrement que celui que 'on
demande.

De plus, pour tout entier A compris entre 2%~ et 2* — 1, on a :

1 An—l 1 (Qn _|A2 _ A)n—l
(n — 1)1 2ndn 1}/2 SRASOAS (n—1)! onln—1}/2

Note. Géza Kos, cx-candidat hongrois aux olympiades internationales, proposc
la généralisation suivante : il existe des constantes positives a et b telles que pour
tout entier n 22 1 :

2 ¢ . 2
gn f2—nIn(n)=an < f(zn) < on _,1'2—nln(n.)+bn’

32. 11 est clair que, si deux points gqueleonques sont reliés par une aréte, il y a au
9 . . . o -
total = 36 arétes. Par ailleurs, si on considere un sous-graphe contenant 33

arétes, on peut choisir 6 points reliés entre cux deux & deux : en effet, on peut
choisir 3 points distinets qui solent extrémités des trois arétes manquantes. Les
six autres points sont alors deux a deux reliés entre eux. Lc nombre de Ramsey
R(3,3) = 6 est bien conmu Il s'ensuit que le sous-graphe considéré contient an
moins un triangle monochromatique, et done n < 33.

On se propose de construire un exemple de sous-graphe contenant 32 arétes
sans aucun triangle monochromatique. Ou couunence avec le graphe complet Gs.
1l est facile de le colorier & laide de deux couleurs sans que la figure obtenue
contienne de triangles monochromatiques.

Fi1G. 5.19.

Maintenant, on part d'un graphe H sans aucun triangle monochromatique et
on applique la construction suivanie : on choisit un sommet A du graphe H et on
rajoute un nouveau sommet B.
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L]
o oY
KO o mm e m = ©B
Te4
FiG. 5.20

On relie B a tous les sommets de M a l'exception de A, et on colorie BX avec
la méme couleur de AX. Le nouveau triangle BXY n’est pas monochromatique
car le triangle AXY ne l’était pas. En appliquant cette construction quatre fois 4

Gs :

Gs — Gg — G7 — Gz — Gy,

on obtient un sous-graphe de Gg contenant 10+ 4 + 54+ 6 + 7 = 32 arétes, et
sans aucun triangle monochromatique. Concrétement, on peut donner l'exemple
suivant :

FiG. 5.21.

Le nombre minimal satisfaisant les conditions de Pénoncé est donc n = 33.

33. 1°" solution. Le choix d’un sous-ensemble & p éléments de {1, 2,..., 2p} dont
la somme est = 0 {(mod p) est équivalent au choix de ¢ éléments de {1, 2,..., p}
dont la somme est = 7 (mod p) et de p— ¢ éléments de {p+ 1, p +2,.... 2p}
dont la somme est = —r (mod p).

Si on note R (3} le nombre de sous-cnsembles & o éléments de {0, 1,..., p—1}
dont la somme est = 3 (mod p), le probleme est alors de trouver

p p-1
§= Ro(r)Rp—q{ 7).
q=0 r=0
Comme la somme des éléments de {0, 1,..., p—1} est =0 (mod p), il s’ensuit

que Ry{r) = Rp—4{—7). On a donc

~
—

5= R,(r)2.

<
Il
o

r
=0
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Le cas ou ¢ = 0 ou g = p est trivial : on a Ry(0) = 1 et Ry(r) = 0 pour
1< r<p-1. 1gensuit que :

r—1p—1

S =24 3 Ry(r).

g=1r=0

On se propose de démontrer que pour 1 < ¢ < p — 1, Ro(r) = Rg(0) ¥r.
Etant donné un sous-ensemble a q éléments de {0, 1,..., p— 1} dont la somme est
= 0 (mod p), on cherche a construire un ensemble de ¢ entiers consécutifs dont la
somme serait = r (mod p). Une idée qui semble naturelle serait de décaler tous
les éléments de ensemble considéré d'une constante A/q ot 4 est un multiple de
g et ou A =7 (mod p). Or, une telle constante existe d’apres le théoréme chinois.
Réciproquement, étant donné un sous-ensemble & g éléments de {0, 1,..., p— 1}
dont la somme est = r {mod p)}, on obtient un sous-ensemble & ¢ éléments de
{0,1,..., p— 1} dont la somme est = 0 (mod p) en retranchant A/g de chaque
élément {et en réduisant modulo p). On a done finalement

p=1

S=2+p)  Re(0).

g=1
D'un autre ¢6té, Ry(0) + Ry(1}+--- + Ry(p— 1) = (f]’), d'ot p R,(0) = (5)

On a finalement :
1(/2p
S—2+;{(p) —2},

ot I'on a utilisé l'identité de Vandermonde.

2%me golution. On considére le polynome de deux variables

P

2
Flz,y) = ][ (1 +=p).

i=1

Le coefficient de 2%y dans le développement de F(z,y) est le nombre de sous-
ensembles & a éléments de {1,2,...,2p} dout la somme des éléments est b. Le
nombre NV recherché peut done s’éerire

N= > [PyIF@y),

o=0 (mod p)

ou [zPy?|F(z,y) cst le coefficient de zPy” dans le développement de F(z,y). Il
ne reste plus qu'a trouver une expression explicitec de N. D’aprés la formule de
multisection, on déduit que

F(z,o)],
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oll w = e%"/?, On a ainsi

1 ] - )

N = ap[— (1—}—;z:wJ)(l+xw23)-~»(1+:1;w2’”)]
15 . .

= ap[— (1+2)*(1 +aw’)?---(1 —i—:cw(”_]}J)z].
P30
j_
Mais puisque (1, w?, w?,..., w® 1) est une permutation de l'ensemble
{lw,w? ..., wP 1} pour j =1,2,...,p — 1 (car p est premier}, il s'ensuit que

N = a,,[% [(1+2)%®+(p-1)(1 +:rp)2]]

ar (1+z)(1 +wz)--- (1 +wP 'z) = 1+ 2%. On a donc finalement

e (2) - (3)

Note. Un caundidat américain, Jacob Lurie, a eu le courage (et le temps!)
pendant I'épreuve pour établir une généralisation intéressante : si n est un entier
strictement positif quelconque, alors le nombre de sous-ensembles de {1,2,...,2n}
a n éléments dont la somme est divisible par n est donné par la formule :

SE el ()

din

En effet, N est tonjours donné par la formule :

_an[iZﬂ-}-T 204 zw’)? (1 4 2w 1)3)]

=0

ol w = 2T/,

Pour tout 7, 0 € § € n — 1, il existe un plus petit entier & > 0 tel que w’* = 1.
Cet entier est appelé 'ordre de w’ et vaut § = %, ot d = (n, 7). Ceci étant, on a
i . TR EL
(14221 zw)) e (1 2w = [+ @)1+ awd) - (1 + 2w

=14x8(=1)5-1

" . n . . .
Pour chaque diviseur d de n, il existe np(—i) entiers j compris entre et n — 1
(;

tels que (n,7) = d. et il s’ensuit que

V- ) () - () () o

d|n d|n
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3%me golution. Cette solution a valu un prix spécial & Nikolay Nikolov, can-
didat bulgare participant alors pour la guatrieme fois aux olympiades internatio-
nales.

On pose w = e%™/P_ On a alors :

2p
H (z—wh) = (aP = 1) =22 — 22¥ + 1.
k=1

On définit maintenant la quantité :

tHw) = Z Wiz ol

l€h <ja<---<jps2p

On a donc #(w) = 2. Par ailleurs, si I'on éerit H{w) = 3 ajw?, alors a; représente
le nombre de sons-ensembles {j1,72.....jp} de {1,2,...,2p} tels que Jy + fo+-- -+
Jp = j (mod p), et on pent écrire :

(a0 —2)+arw+--- -i-—ap_lw”_l = (.

Comme le polynéme minimal de w sur Q@ [X] est 1+ 2z +--- + zF~', il s’evsuit
que
ao—2=a1 =2 = =dp_1.

. 2 . 1
Comme par ailleurs ap + a3 + - +ap_1 = ( b . on conclut immédiatement
v

que :
)

Note. On dit qu'un nombre a € C est algébrique sur ( s'il existe un polyndme
non nul P € Q[X] tel que P(a) = 0. 5i tel est le cas, on appelle polyndéme minimal
de a sur Q@ [X] le polyndme unitaire de Q@ [X] de degré minimal annulant a.

Tout polynéme non nul de @ [X] dont e est une racine est alors divisible par
ce polyndme (ceci découle de la condition de minimalité imposée au degré du
polynéme minimal).

Dans notre cas, il s’agit de prouver que le polynome minimal de w = e27/P gur
Q[X] est P(x) = 1+ z+---+2P~'. Remarquons tout de suite que w est racine
de ce polyndme. II suffit done de prouver que ce polynéme est irréductible dans

Qx] ™.

10. Ceci a été déja vu en page 88.



GEOMETRIE

Si ce chapilre est ]a, c’est parce qu'on a voulu que ce livre puisse servir d’outil
complet de préparalion aux olympiades internationales ou la géométrie est om-
niprésente. En fait, le passage en revue de tous les éléments de géométric planc
rencontrés au collége et an lyeée néeessiterait un volume équivalent a celui de ce
livre. 1 e s’agil donc pas ici d'un cours a proprement parler mais plutét d'un
rappel de certains théorémes et résultats pouvant s'avérer indispensables pour
résoudre les problemes d’olynipiades.

6.1. Formules fondamentales dans un triangle

Soit. ABC mn triangle. On note @ = BC; b = CA; ¢ = AB,; A= -CTI}

~

B=4ABC:C=BCA

6.1.1. Théoréme. (Loi des sinus) 81 B désigne le rayon du cercle circonscrit ain
triangle ABC alors :

aAz l‘)A= (:A=ZR. (6.1)
sinA  sinB  sinC

¢ Preuve. Soit C le cercle circonserit an triangle ABC. Si A = 90°, alors [BC|
est. un diametre de C, et on a ¢ — 2R. S A # 90°, considérons le point D
diamétralement opposé de B sur C :
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A
c
B
B D
C
(a)
Fic. 6.1.
— b
On a alors sin A = sin BDC = ﬁ De méme, on montre que sinB = 3R et
c
§in € = —m.
sin 55
O
4 Remarques.
1 ~ ~
1. Comme la surface S du triangle ABC peut s’écrire S = §ab sinC = %bcsin A=
1 ~
5ca sin B, il s’ensuit que
a b ¢ abe
= = - = —_—= — = 2R, 62
sinA sinB sinC 28 (62
soit, en particulier,
5= %. (6.3)
———
2
2. Comine bA X c,\ I =, il s’ensuit que
sinB sinC  sin? A
2 2 in B ein €
S=a_xsmBsmC o simBism,C\‘. (6.4)
2 sin A 2 sin(B+0C)

3. Soit I; lc point oi la bissectrice intérieure de [E‘?@] coupe la droite (BC). On
retrouve en appliquant la loi des sinus dans les triangles ABIy et ACI, l'identité :

IlB C
To =t (6.5)
6.1.2. Théoréme. (Formule d’Al Kashi®) On a la formule :
a? = b + ¢® — 2becos A (6.6)

1. Masiid Al Kashi (1330-1450), mathématicien perse.
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¢ Preuve. On a a® = B(? = (1?;" ~ AB)? = b2 4+ ¢ ~ 2bccos A.

4 Remarques.
1. Dans le cas d’un triangle rectangle en A, on retrouve le théoréme de Pythagore?.

2. Soit i, la longueur de la médiane issue du sommet A et soit 7 le milieu du
segment, [BC.

En apphquant la formule d°Al Kashi dans les triangles AI Bet AIC, on trouve :
a?

a? a
2 =-4 m — Mg X = X cosa; b? I + m — 2mgy X 3 >< cos (7 — ), ce qui

conduit & la formule dite de la médiane :

am?2 + o = 20° + 22, (6.7)

6.1.3. Théoréme. (Formule de Héron®) L’aire S du triangle ABC est donnée

par la formule :
S = v/plp—a)(p—b)p - o), (6.8)
ot p= (a+ b+ ¢)/2 est le demi périmeétre du triangle ABC.

~ b4t —a?

1 - -~
4 Preuve. Des formules S = §b(:sin A cos A= 5 et sin® A+ cos? A =
C

1, on trouve ;

1652 = 1% — (b* + ¢ — o*)* = 16p(p — a)(p — b)(p — ©).

4 Exemples.

1. Les longueurs des cotés d'un triangle acutangle (i.c., dont tous les angles sont
aigus) sont des entiers ot le diameétre de son cercle circonscrit est 6, 25. Calculer
les longueurs des c6tés de ce triangle.

Ou peut supposer ¢ < b € ¢. Comme ¢ est un entier, ¢ < 6. D'un autre
cOté, si s désigne la longueur du c6té d'un triangle équilatéral inscrit dans le

2. Pythagore de Samos (569 av. J.-C.-475 av. J.-C.}, mathématicien grec,
3. Héron d’Alexandric {10-75), géointtre ct physicien gree.
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cercle circonscrit au triangle de c6tés a, b, ¢ alors ¢ 2 s. Or, par la loi des sinus,
§ = 0,25 X s Tl'/3 >3, ce qui donne 5 < ¢ £ 6, s0il ¢ = 6.

On a donc sinC = 6/6,25 = 24/25, soit encore cosC' = 7/25. D'aprés la
. , . . . 14 .. .
formnle d'Al Kashi, on obtient done a2 + % — 36 = gab, ce qui impose 25 | ab.

Or.o<bet b<6, cequidonmea=56=75.

Réciproquement, on vérilie sans pcine que les mesures trouvées réalisent les
conditions demandées.

2. Existe-t-il un triangle d'aire entiere et dont les cétés sont des nombres premiers ?

Sia £ b < csont les longueurs des ¢otés d'un tel triangle ot .S son aire on a
dapres la formule de TTéron 1652 = (a— b+ e)la+b—c)a + ¢ b)(b+c—a).

Les quatre facteurs du 2°¢ mermbre sont de la méme parité, donc ils sont
nécessairement pairs. Deux cas sont alors possibles :

- a, b et ¢ sont pairs, et comme ils sont premicrs a = b= = 2.

-« = 2 el b et ¢sont impairs, avec par inégalité triangulaire ¢ < 2 + b, donc
c="h

Or, dans les deux cas S ne peut étre un nombre entier.

6.1.4. Théoréme. (Inégalité d'Fuler) Soient R et r les rayons respectifs des

cercles circonscrit et inscrit dans le triangle ABC. On a alors Pinégalité dite

d’Euler : )
Rz 2r (6.9)

Plus précisément, si O et I désignent les centres respectifs des cercles cir-
conscrit et inscrit dans le triangle ABC, alors :

OI* = R®* — 2Rr. (6.10)

¢ Preuve. L'égalité OI° = R? — 2Ry est équivalente & 2Rr = R? — OI%. Or,
R*—Q1? =17 -1V =IA-IM (le lecteur familiarisé avec la notion de puissance
reconnaitra la puissance du point I par rapport au cercle circonscrit au triangle
ABC), ot M est le deuxigme point. d'intersection de (A1) avec le cercle circonserit
an triangle ABC.

Soit D le projeté orthogonal de I sur (AC). On a alors » = ID. Soit enfin M’
le point diamétralement oppos¢ de M sur le cerele circonscrit au triangle ABC.
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1A 1D | Y
MM~ MC e
A
TA-MC=MM-ID=2Rr. Or, MC =MB = MI : eneffet MCI = EY + g
S ~ A O\ A ¢ ——
- MIC=rn~|B+—-4+=}=—+—=—=MCIL
et donc MIC =« (+2+2) 2-*-2 MC
On en déduit que R?> — OI? = IA - MC = 2Rr, d’oit le résultat.

Les triangles AID et M'MC sont semblables donc

4 Remarques.
1. Ou aurait pu démontrer 'inégalité d’Euler seule en utilisant les inégalités
algébriques nsnclles. Par exemple, en utilisant I'inégalité :

abcz (a+b—c)b+c—alc+a—b).

que P'on obtient immédiatement par transformation de Ravi, on a pabc > 852
: . . . abc 25
{notations de la formule de Héron), c’est-a-dire 1S z—.

P
abe S . o . a s T
Or, 15 = R et — = r (identité sonvent utile et facile A retrouver), d’olt R 2 2r.
P

2. Réciproquement, si la distance O des centres de deux cercles C(O, R) et C'(1,7)
vérific Pégalité OF? = R? — 2Rr, alors il existe une infinité de triangles inscrits
dans le cercle C ot dont le cercle inscrit est le cercle C.

En effet, considérons un point quelconque A € C et construisons les points
B, C € € ol les deux tangentes menées de A au cercle ¢’ viennent rccouper le
cercle C.

Soit M le point, autre que A, ou la droite {A7) coupe le cercle C. On a alors
AT -TM = R? - OI* = 2Rr. Or (notations de la figure 6.3) les triangles AID et
MM sont semblables, d’onr Af - CM = 2Ry, par conséquent IM = CM.

Or, cette derniere égalité caractérise le centre du cercle inscrit dans le triangle
ABC, d'ol le résultat.



250 Géométrie

6.2. Les transversales

On appelle transversale du triangle ABC toute droite coupant respective-
ment les droites (BC'), (CA), {AB), en des points M, N, P distincts des sommcts
A, B, C.

6.2.1. Théoréme. (Théoréme de Menelaiis') Soit ABC un triangle. Soient
M, N, P trois points appartenant respectivement aux droites (BC), (CA), (AB)
et distinets des sommets A, B, C du triangle ABC.

Une condition nécessaire et suffisante pour que les points M, N, P soient
alignés est :

NC PA
P — =41, 6.11
NA PB T (611)

¢ Preuve. Si M, N, P sont alignés, considérons le point D € (AC) tel que (BD) ||
(MN).

A

I
S

On a alors {théoreme de Thales®) : , ¢ qui donne :

MBXTV?XE&_H
MC NA"PB

Réciproquement, si les points M, N, P vérifient la dernicre égalité, considérons
le point K ot la droite (M N) coupe (AB) (si (MN) était paralltle & (AB), on

PA
déduirait dc la relation vérifiée par M, N, P que 5= +1, ce qui est impossible};

on a alors, d’apres le théoréme direct,

ce qui montre que les points P et K coincident.

4. Menelais d’Alexandrie (70-130), mathématicien grec.
O, Thales de Milet (624 av. J.-C.-547 av. J.-C.), mathématicien grec.
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4 Exemples.

1. Les trois bissectrices cxtérieures des angles d’un triangle ABC coupent les cOtés

opposés en trois points alignés (quand ces trois points cxistent).

d_._‘_]':‘:{l cmoieﬁ_‘{é V, W les points ol les bissectrices extérieures des angles

[BAC, [ABC], [BCA| respectivement coupent les cOtés opposés.

On a alors (AB=¢, BC =qa, CA=10):

UB ¢ VC a WA b
TC~b VA ¢ WB a

et le résultat s’ensuit d'apres la réciproque du théoréne de Menelaiis.

Y

2. Soit ABC un triangle et C son cercle circonscrit. Soient L le point ol la tangente
an cercle C en A coupe (BC), M le point ot la tangente an cercle C en B coupe
(AC) et N le point ou la tangente au cercle C en C coupe (AB). Les points
L, M, N sont alignés.

A
L
L B v C
Fic. 6.5.
En effet, les triangles ALB et CLA étant semblables, on a % e gg— et AL? =
BL.CL,donc (AB=¢, BC=a,CA=b):
m_¢
IC o
et de maniere analogue :
WC_& NA_#
MA ¢ NB %

ce qui permet de conclure.

6.2.2. Théoréme. {Théoréme de Ceva) Soit ABC un triangle. Soient A’', B, '
trois points appartenant respectivement aux droites { BC), (CA), (AB) et dis-
tincts des sommets A, B, C du triangle ABC.

Une condition nécessaire et suffisante pour que les droites (AA’), (BB'),
(CC") soient paralléles ou concourantes est :

AB_BC CTA _

% x = —1. (6.12)
A'C B'A (U'B
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4 Preuve. Supposons les droites (AA’), (BB'), (CC") paralléles ou concourantes.
A

B A C B A C
(a) (b)
Fi1a. 6.6.

Si (AA") || (BB} || (CC") (figure 6.6.a), alors, d’apres le théorgéme de Thales :

BC CUA_BC TA _ AT

B'A OB DBA CB AB

Si (AA"), (BB'), (CC") sont concourantes en un point M (figure 6.6.b), alors
appliquons le théoréme de Menelaiis dans les triangles AC A’ et ABA’ en considé-
rant respectivement les transversales (BM B') et (CMC') :

BA’ BC MA 1 @ MA’ C'A

= 1,
BC B’A MA’ =+ CA’ MA C’B =

ce qui donne la relation souhaitée en mmitipliant membre & membre les deux
égalités.
Réciproquement, supposons que A’, B, €’ vérifient la rclation :

A'B BCxC’
A’C B'’A (B

Si (AA") || (BB'), on considere le point C) € {AB) tel que (CCY) || (AA7) || (BB’
En appliquant le cas direct du théoreme de Ceva®, on trouve que C; = . De
méme, si (AA') et (BB’) se coupent en un point M, on considére le point Cy on
la droite (CM) coupe (AB) et on déduit en appliquant le cas direct que Cy = C”.

g

4 Exemples.

1. On retrouve le fait que les bissectrices intérieures d’un triangle ABC sont
concourantes en un point I {centre du cercle inscrit) et gue les médianes sont
concourantes en un point G (centre de gravité). De méme, on peut retrouver le
fait que les hauteurs d’un triangles ABC sont concourantes en un point H {ortho-
centre) :

6. Giovanni Ceva (1647-1734}, mathématicien italien.
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Fia. 6.7.

En cffet, les triangles AC'F et ABE sont semblables, dolt (AB = ¢, BC =
a. CA=b):
AE ¢

AF b

et de maniére analogue

CD b BF a
CE o BD ¢

2. Les droites joignani les sommeis A, B, C' d'un triangle ABC aux points de

contact du cercle inserit dans ABC avec les ¢otés opposés sont concourantes en un

point .J appelé point de Gergoune” du triangle ABC : en effet, CD = CE, AF =

AF, BF = DBD.

6.3. Les quadrilateres

6.3.1. Théoréme. (Tnégalité de Plolémée®} Soit ABCD un quadrilatére. On a
alors Vindgalité :
AC-BD < AB-CD+ BC - DA, {6.13)

avec égalité si el seulement si le quadrilatére ABC D est convexe inscriptible (i.e.,
si les points A, B, €. D dans cet ordre sont cocycliques).

7. Joseph Diaz Gergonne (1771-18538), mathématicien frangais.

K. Claude Ptolémée (8-165), astronome ot mathématicien grec.
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4 Preuve. Onpose AB=qa, BC=b,CD=¢, DA=d, AC =2, BD =9. On
consideére la demi-droite symétrique de [AD) par rapport & la bissectrice de 'angle

[BAC).
A
i
i ‘!!Lv/’p
/
B

FiG. 6.9.

Sur cette demi-droite, considérons I'uniqne point O tel que AOB = ACD. Les
deux triangles OAB et CAD sont donc semblables, et il s’ensuit, que :

OB QA AB @ ac
= -ac-ap-a — 9P=u @

D’un antre c6té, OAC = BAD ot OQA/AB = AC/AD, ce qui montre que les
deux triangles OAC et BAD sont semblables. On ¢n déduit que :
oc _s

i v Y
=3 = 0C=+1 2)

I'inégalité de Ptolémée résulte done de I'inégalité triangulaire dans le triangle
OBC.

L'égalité a lieu si et seulement si le point B appartient au segment [OC], ce

. . N . _— T 0 -+ -
qui revient & dire que ABC = 7 — ADC, i.e., le quadrilatére ABCD est convexe
inscriptible.

O

4 Exemples.

1. Soit C le cercle circonscrit a4 un triangle équilatéral ABC.
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\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
<

B C
v
~ 7
~dz

M
Fic. 6.10.

Pour tout point M appartenant a l'arc d’extrémités B et C' ne contenant pas
A ona:

| AM = BM +CM. (6.14)

2. Construire un quadrilatére convexe inscriptible ABCD connaissant les lon-
gucurs {dans cet ordre) a, b, ¢, d de ses cotés.

Choisissons sur une méme droite les points O, B et C tels que OB = ac/d,
BC =bel B e[0C)].

Diapres (1), on a OA/AC = a/d. On en déduit que le point A appartient au
lieu des points M tels que OM/CM = a/d (on rappelle qu’il s’agit d’un cercle
appelé cercle d'Apollonios®). La position du point A est alors déterminée par
I'intersection de ce cercle et du cercle de centre B et de rayon a. Enfin, on construit
le point D dont la position sur le cercle circonserit au triangle ABC est fixée par
ACD = AOB.

Les deux cercles dont I'intersection détermine le point A sc coupent en deux
points symétriques par rapport & (BC). Ou aurait pu choisir n'importe lequel des
deux points d'intersection, mais les deux solutions obtenues sont symétrigues I'une
de I'autre. Le probleme posséde donc, a4 une isométrie pres, une unique sohitioh.

3. Soit ABC D un quadrilatére convexe inscriptible. On a alors la relation :

z _ad+bc

y ab+cd

{6.15)

ol l'on a conservé les mémes notations qu’a la figure 6.9.

On considere le point A’, symétrique du point A par rapport a la médiatrice de
[BD)], et le point D', symétrique du point D par rapport a la médiatrice de [AC].

9. Apollonios de Perga (262 av. J.-C.-190 av. J.-C.), géometre grec.
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FiG. 6.11.

Le théoréme de Ptolémée appliqué a chacun des deux quadrilatéres convexes
inscriptibles A’BCD ct ABCD' donne alors :

y-A'C=ab+cd, x BD' =ad+be

Or, A’C = BD' (deux cordes interceptant des ares de méme longueur), d’on la
formule souhaitée.

6.3.2. Aire d’un quadrilatére inscriptible. (formule de Brahmagupta'®} Soit
ABCD un quadrilatére convexe inseriptible dont les longueurs des cotés sont
notées a, b, ¢, d. Son aire est donnde par : -

A(ABCD) = /{p - a)(p - b)(p— 9)(p - d), (6.16)

1
ol p est le demi périmétre de ABCD, i.e., p= -2-(a +b+c+4d).

¢ Preuve. Soient a = ABC, 8= CDA ot f = AC.

FiG. 6.12.

Comme le quadrilatere ABCD est convexe, son aire s'éerit

S=A{ABCD} = %(absin ¢ + edsin 3),

10. Brahmagupta (598-670}, mathématicien indien.
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ce qui donne cn élevant au carré :

1652 = 4a%b%sin? a + 4¢?d? sin? 8 + 8abed sina:sin 3. {1)
D*un autre ¢oté, a? + %2 — 2abcosa = f2 = ¢ + d? — 2ed cos 3, ce qui donne :

(a® +b* — ¢* — d*)? = 4a’b* cos® & + 4¢%d* cos® 3 — Babedcosacos 3. (2)

En additionnant (1) et (2), on obtient

16S% + (a? + b% — ¢ — d%)? = 4a*b? + 4c?d? — Babed cos (o + 3). (3)

Si alors ABCD est inscriptible, cos (e + 8} = —1, ce qui conduit a :
1652 = 4{ab+cd)? — (a? + 82 — * — d?)? = 16(p — a)(p — b)(p — ) (p — d), (4)

d’oll le résultat.

¢ Remarques.
1. La formwle (3) est valable pour un quadrilatére convexe quelconque.

2. Il est possible de déformer un quadrilatére convexe « articulé » ABCI? dont
les cétés ont des longueurs fixées AB = o, BC = b, CD = ¢, DA = d. On voit
d’aprés la formule (3} que aire obtenue est maximale lorsque le quadrilatere est
inscriptible {le probléme de la coustruction d'un quadrilatére convexe inscriptible
connaissant. les longueurs dc ses cotés (dans cet ordre) a, b, ¢, d a été étudié &
I'exemple 2 du point précédent).

6.3.3. Quadrilatéres circonscriptibles. Un quadrilatére convexe est dit cir-
conscriptible si ses cOtés sont tangents & un méme cercle.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un quadrilatére convexe
ABCD soit circonscriptible est que :

AB +CD = AD + BC. (6.17)

# Preuve. 1l est facile de constater que dans un quadrilatéere convexe circonscrip-
tible ABCD, ona AB+ CD = AD + BC.

Etudions la réciproque. Soit ABCD un quadrilatére convexe dans lequel AB +
CD = AD + BC. Si cc quadrilatere contient deux cotés adjacents égaux, les deux
autres cotés sont eux aussi égaux et la preuve est facile & achever.

Supposons donc par exemple AB > BC;onaalors AB—BC = AD-CD > 0.
On considére maintenant les points P € [AB] et Q € [DA] tels que : BP = BC,
DQ = DC.
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Fi1G. 6.13.

Le triangle APQ est donce isocéle de sommet A. La bissectrice intérieure de
Pangle [E‘Eﬁ] cst done portée par la médiatrice du segment [PQ)]. De méne, les
bissectrices intérieures des angles [’C'”E?i] et [ZZ)@} sont respectivement portées
par les médiatrices des segments {CP] et [CQ).

Il s’ensuit que ces trois bissectrices intérieures se recoupent en un point O (le
centre du cercle circonscrit au triangle PQC) qui est donc équidistant des cotés
du quadrilatére ABCD (et situé¢ a 'intérieur de ABC'D couvexe), d’oti le résultat.

O

6.4. Puissance d’un point par rapport a un cercle

6.4.1. Théoréme. (Puissance d’un point par rapport & un cercle) Soit C un
cercle de centre O et de rayon R et soit M un point quelcongue du plan. Si une
droite passant par M coupe C en A et B alors :

MA-MB = OM? - R (6.18)

Le réel MA - MB, égal 3 OM? — R?, est appelé puissance du point M par
rapport au cercle C.

4 Preuve. Soit A’ le point diamétralement opposé de A sur C.

Fic. 6.14.
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Ona:
MA-MEB =MA-MA = (MO + 0R) - (0 - 04) = OM* - R?.

4 Remarques.

1. La puissanec d’un point M par rapport & un cercle C est un réel positif, nul ou
négatif suivant que M est a Pextérieur, sur ou a l'intérieur du cercle C.

2. Si M est a Pextérieur du cercle C, et si T est I'un des deux points de contact du
cercle C et des tangentes au cercle C menées & partir de M, alors OM?2— R? = MT?
est la puissance du point M par rapport au cercle C.

3. Réciproquement, soient 4, B, C, D quatre points deux & deux distincts n’ap-
partenant pas & une méme droite. Si (4AB) et (CD) se coupent en un point M tel
que MA-MB = MC - MD alors les points A, B, C, I} sont cocycliques.

En effet, supposons A, B, C non alignés et soit D, le point ou la droite (M C)
recoupe le cercle circonscrit au triangle ABC. On a alors MA-MB = MC-MD,,
soit encore {(MC # 0) MD = MDy, d'ou D= Dy.

6.4.2. Théoréeme. Le lieu géométrique des points de méme puissance par rap-
port a deux cercles donnés C et C’' de centres distincts O et O, est une droite
perpendiculaire & 1a ligne des centres (OQ’). Cette droite est appelée axe radical
des deux cercles C et C'.

¢ Preuve. On désigne par R et R’ les rayons respectifs des cercles C et C’'. La
puissance d'un point M par rapport aux cercles C et C’ est la méme si et seulement
si OM? — R?2 = O’ M? — R, ¢'est-a-dire OM? — O'M? = 2007 - TM; = R? - R,
ou I est le milieu de [OO'] et M, est le projeté orthogonal de M sur (O0'). Ainsi,
I'ensemble des points M ayant la méme puissance par rapport a C et C’ est la
droite perpendiculairc & (D) et passant par le point 3, € (O0’) défini par :

2 12

h=t 8
200’

4 Remarques.

1. Si A € C N alors A appartient & 'axe radical des cercles C et C’ (car sa
puissance par rapport aux deux cercles cst zéro).

2. L’axe radical de deux cercles sécants en deux points distincts A et B est donc
la droite (AB).

3. L’axe radical de deux cercles tangents en A est la tangente commune en A a
ces deux cercles.

6.4.3. Définition. Soient C, C', C” trois cercles de centres respectifs O, O, 0",
On suppose les trois centres O, O/, Q" non alignés. Les axes radicaux de ces trois
cercles pris deux a deux se coupent en un point. Ce point est appelé le centre
radical des trois cercles. C’est le seul point du plan qui ait méme puissance par
rapport aux trois cercles.




260 Géométrie

4 Exemples.

1. Soit ABC un triangle. Soit I; le point ol la bissectrice intérieure de [m]
coupe la droite {BC). On a alors :

AIZ = AB.AC - BI, - Ch. (6.19)

En effet, soit A le point on la droite {41, ) coupe le cercle circonscrit an triangle
ABC.

A

AV

TR

M
FiG. 6.15.

On a alors BI,-CIl; = Al - M1, ce qui donne AI;" +B5L-CI = AL -AM. Or,
les triangles ABM et AIC étant semblables, on obtient : AB - AC = Al - AM.
2. On appelle inversion de centre O {ou de pdle O) et de rapport & € R* la
transformation du plan qui a tont point M distinct de O associe le point M’ €
(OM) tel que OM - OM’ = k. Le point M’ est alors appelé inverse du point M.

On démontre ici une des propriétés fondamentales de I'inversion ; I'image d'un
cercle C par une inversion de centre O ¢ C est un cercle.

Fic. 6.16.

En effet, considérons un point M € C et son inverse M’. Soit N le point du
plan ou la droite (OM} recoupe le cercle C.

Si on note & le rapport de l'inversion considérée et p la puissance du point O par
rapport au cercle C, alors OM -OM' = k et OM -ON =p, d’ou OM’/ON = k/p.

II s’ensuit que lorsque le point M décrit le cercle C, le point M’ décrit un cercle
homothétique & C, le point O et la constante k/p étant respectivement le centre et
le rapport de '’homothétie en question.
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Il est & noter que les centres de ces cereles ne sont pas inverse un de 'autre.

On va par exemple appliquer ce résultat pour établir 'assertion suivante : si
ABCD esioun quadrilatéere qui est & la fois inscriptible et circonscriptible, alors
{avec les notations de la figure 6.17 ci-dessous) les droites (PR} et (QS) sont
orthogonales.

Fra. 6.17.

In effet, soit 7 le centre du cercle inserit dans le quadrilatere ABC'D. Soient
AL B €7, D les milieux respectifs des segments [PQ), [QR], [RS], [SP]. Le qua-
drilatére A'B'C'T) est alors un parallélogramme. Par ailleurs, on o JA - TA” =
IB-IB = IC - -IC" = ID - 1D’ = %, ou r esl le rayon du cercle inscrit daus
ABCL. Or, I'inverse du cercle circonscrit au quadrilatére ABC'D est un cercle,
ce qui montre que A’B'C'DY est inscriptible, c’est-a-dire que A'B'C'D’ est un
rectangle. 11 s'ensuit que [(PR) || (A’B"}] L [(B'C') | (QS}].

3. Construire 'axe radical (A} de deux cercles C et C' de centres respectifs O ot
O’ (O #£ 0. _

I} suffit de trouver un point appartenant a I'axe radical puisque celui-ci est

perpendicnlaire & la ligne des centres.

Seul le cas ol les cercles C et C' n'ont pas de point commun nécessite unc
construction supplémentairc. Dans ce cas, on cousidere un cercle C" de centre
(" ¢ (00"} et qui coupe les cercles donnés C et C'.

C (A)
FiG. 6.18.

4. (Une propriété du quadrilatére complet) Un quadrilatére complet est la figure
déterminée par un triangle ABC et une transversale (DEF) telle que D € (BC),
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£ € (CA), F € (AB). Les droites (AB), (BC), (CA), (DEF) sont alors dites
¢Olés du quadrilatere complet de sommets A, B, C, D, E, F. Les trois segments
[AD)], [BE], [CF] sont appelés diagonales du quadrilatére complet.

Soit H l'orthocentre du triangle ABC, A’, B', C’ les pieds des hauteurs :

Fic. 6.19.

A- HA’ est la puissance du point H par rapport au cercle de diameétre [4D)],
« HB’ est la puissance du point H par rapport au cercle de diamétre [BE],
C - HC' est la puissance du point H par rapport au cercle de diamétre [CF,

=

el

Or, en considérant la puissance de H par rapport au cercle de diametre [AB],
ona HA-HA' = HB - HB'. De méme, en prenant le cercle de diametre [AC] :
HA-HA = HC -HC'. Le méme raisonnement peut étre appliqué aux orthocentres
des triangles AEF, CDE et BDF. Il s’ensuit que les trois cercles de diamétres
[AD], [BE], [CF], pris deux & deux, ont pour axe radical une droitc qui porte les
orthocentres; par conséquent, les centres des cercles sont alignés.

La droite qui porte les milieux des diagonales [AD], [BE], [CF] s’appelle droite
de Newton!! du quadrilatere complet. On a montré au passage que les quatre
orthocentres des triangles formés par les cotés du quadrilatére pris trois a trois
sont aussi alignés.

6.5. Géométrie dans le plan complexe

Tout point M(z,y} dans un plan affine euclidien réel rapporté & un repére
orthonormé direct (0,7, 7) peut étre identifié au nombre complexe z = 2 + 4y. Le
nombre z est appelé affixe du point M et on parle alors abusivement de « plan
complexe ».

De méme, tout vecteur #(x,y) du plan peut étre identifi¢ au nombre complexe
2 = x + iy appelé encore affixe du vecteur .

Tout probleme de géométrie plane peut de cette maniére étre étudié dans le
plan complexe. Ainsi, une translation de vecteur 4 dans le plan affine correspond

11. Tsaac Newton (1643-1727), physicien et mathématicien anglais.



6.5. Géométrie dans le plan complexe 263

a la transformation z — 2 4+ @ dans le plan complexe, oit a € C est 1'affixe de 4.
Une homothétie de centre A et de rapport & € R correspond a la transformation
z+—— k(z ~ a) + a dans le plan complexe, ol a € C est Paffixe du point A.

Les formules complexes associées & de nombreuses autres transformations
usuelles sont & peine plus difficiles & obtenir. Il est par exemple facile de constater
qu'une multiplication par le nombre complexe  fait tourner d'un angle 7/2 autour
de l'origine. Plus généralement, une multiplication par **, ot & € R, fait tourner
d'un angle & autour de l'origine. Ainsi, une rotation de centre A et d’angle o
correspond 4 la transformation z — e'*(z — @) +a, ot ¢ € C est I'affixe du point
A.

Il est aussi simple d’exprimer des contraintes d’orthogonalité dans le plan com-
plexe puisque pour @, ¥ vecteurs d’affixes respectives z et 2/, on a

4

T= %(257+2z')4 (6.20)

Enfin, I'angle orienté (&, ¥) est identifié & Arg(z'/z), ol z et 2’ sont les affixes
respectives de « et ¥, Ainsi, trois points deux a deux distincts M, M,, M3 d’affixes
respectives 2y, zg, 23 sont alignés si et seulement si (23 — 21)/(22 — 21) € R.

De méme, quatre points deux & deux distincts My, Mo, M3, My d’affixes res-
pectives z), za, 23, 74 sont cocycliques ou alignés si et sculement si

A Arg e (mod ), (6.21)

Arg
23— 2 23— 22

. 24 — 23 24 — 22 < . L.
s0it encore (——) (—) € R. Cetle derniére expression est, appelce bi-
23— 21 Z3 — 29

rapport de 21, z3. 23, 24.
4 Exemples.
1. Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si @ + b + j%c = 0, olt
-1 V3 i

.=_+i__=cur/d
1 9 D)

En effet, ABC est équilatéral direct si et seulement si CA se déduit de CB par
la rotation d’angle —7/3, ce qui se traduit par @ — ¢ = e "/3(b ~ ¢) = —j(b —¢),
ce qui donne le résultat recherché puisque 1 + § + j2 = 0.

et a, b, ¢ sont les affixes respectives de A, B, C.

On peut utiliser le résultat que I'on vient de démontrer pour résoudre 'exercice
suivant : soient A, B, C des points d’affixcs respectives a, b, ¢. Le triangle ABC
est équilatéral si et sculement si a® + 82 + ¢ —ab — be — ca = 0.

En effet, en factorisant : a® + 5%+ ¢? —ab—be—ca = {a+ jb+j%c)(a + 72b+ je),
on obtient les deux cas de figure : les triangles équilatéraux directs et indirects.
2. On considére quatre points deux 4 deux distincts 4, B, C, D dans le plan affine
euclidien. On a alors 'inégalité (de Ptolémée) :

AB-CD+BC-AD > AC - BD,
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avee égalité si et sculement s1 les points A, B, C, D, dans cct ordre, sont cocy-
cliques ou appartiennent a une meéme droite.

En effet, fixons Porigine du repere orthonormé en A et notons 2y, =2, 23 les
affixes respectives des points B, C', D. L'inégalité de Ptolémeée est alors équivalente
A

[21] - |23 — 22| + |23) - 22 ~ 23] 2 |22}~ |23 ~ 2],

ic,

1 1 1 1 1 1
LoL i Ll
1

23 z2 29 z zZ3 =1

ce qui est vrai (inégalité triangulaire).

e s . ! 1 1 1 N
L'¢égalité 4 lieu st ct seulement si (—- - —) / (— - ,_) € Ry, cest-a-dire
22 2 3

(ﬂ) / (u) € R.., ce qui permet de conclure.

23 22— 23

6.6. Les théorémes isopérimétriques

On s'intéresse dans ce paragraphe a des questions du type : de tous les poly-
gones vérifiant cortaines propriétés, quel est celui de périmeétre miniinal ou maxi-
mal ? Quel est celui d’aire minimale ou maximale?

6.6.1. Théoréme. De tous les triangles de méme périmetre, le {riangle équilaté-
ral posséde la phis grande surface.

Da tous les triangles de méme surface, le triangle équilatéral posséde le phus
petit périmétre.

4 Preuve. Pour un triangle de ¢6tés a, b, ¢, de demi périmetre p el d’aire S, on
a d’apres la formule de Héron et I'inégalité de la moyennc ;

, 7n?
§2=plp- a)(p-b}p—c) < p(g) .
Le théoréme en résulie immédiatement.
' 0

16.6.2. Théoréme. De tous les quadrilatéres convexes de méme périmétre, le
! carré posséde la plus grande surface.

i De tous les quadrilatéres convexes de méme surface, le carré posséde le plus
‘ petit périmétre.

4 Preuve. On a vu en remarque dans le point 6.3.2 que l'on peut déformer
un quadrilatere jusqu’a I'inscrire dans un cercle, ot gn'alors son aire s’en trouve
augmentde. En appliquant la formule de Brahmagupta el I'inégaliié de la moyenne
a ce dernier quadrilatére (inscriptible), on obtient pour un guadrilatere quelconque
de cotés a, b, ¢, d, de demi périmetre p ot dlaire S :

s <o-a)p-be-ow-d < ()
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I"égalité ayant licu si et seulement si « = b = ¢ = d, ce qui permet de conclure.

0

6.6.3. Théoreme. Soit n un entier 2 3, De tous les polygones a n ¢otés inscrits
dans un cercle donné, le polygone régulier posséde le plus grand périmétre et la
plus grande surface.

4 Preuve. On peut distinguer deux cas de polygones inscrits dans un cercle donné
C, de centre O et de rayon R :

c :

(a) (b)
FiG. 6.20.

xQ

Si le point O n’est pas & 'intéricur du polygone considéré (figure 6.20.b), le

périmétre de ce dernicr est < wR et son aire est < 7R2/2. Or, le périmetre d'un
TR o . LT .
polygone régulier a4 » c6tés inscrit dans le cercle € est n x 2R sin — et son aire est
n

\ 1 2w . . . . .
égale & n x — R?sin —. 1l s’ensuit, apros étude de la fonetion # — sinx — z/2 sur

I'intervalle [0, 7/3], qrile le polygone régulier posséde un plus grand périmétre et
une plus grande surface que le polygone considéré.

On se place désormais dans le cas de la figure 6.20.a. Soit un polygone convexe
A1As ... A, inscrit dans le cercle C tel que le point O soit & son intérieur. Si on
pose G = AJ;‘O’Z}:.'.I, avec A,11 = A), alors le périmetre de ce polygone s’écrit
2R x 37| sin (a;/2) et sa surface s'éerit R%/2 x 31 sinay avec Y a; = 2.
Comme la fonction = — sinz cst concave sur I'intervalle [0, 7], il s’ensuit que
ces deux quantités sont maximales lorsque oy = ag = -+ = @, (inégalité dc
convexité), i.c., lorsque le polygone A A5 ... A, est régulier.

O



EXERCICES

1. Soit ABC un triangle dont tous les angles sont aigus. La bissectrice intéricure
de langle A coupe le c6té BC en L et reconpe le cercle circonscrit au triangle
ABC en N. On désigne respectivement par K ct M les projections orthogonales
de L sur les cotés AB et AC. Prouver que aire du quadrilatere AK NV M et Iaire
du triangle ABC sont égales,

{Ofympiades internationales-1987/2)

2. ABC est un triaugle non équilatéral. Pour tout point M & l'intérieur de ce
triangle, on pose S(M) = AC' + BA' + CB’ ol A’, B’ et C’ sont les projections
de M sur (BC), {AC}) et {AB) respectivement.

Démontrer que si S(M) = S(N) alors la droite (M N} est parallele a la droite
(OI), oit O est le centre du cercle circonscrit & ABC et I est le centre de son cercle
inserit.

3. Soit ABCD un trapeze isocele de bases BC et AD. Le triangle A'B/'C est
obtenu & partir du triangle ABC par rotation autour de C d'un certain angle o.
Prouver que les milicux des segments [A’' D], [BC], [B'C] sont alignés.

{Olympiades russes-1989)

4. On considére un triangle A; A>43 et on appelle G son centre de gravité, Les
droites (GA;), (GAz), (GA3) recoupent le cercle circonserit au triangle A; A2 Az
en A}, Ah, Af respectivement. Prouver que :

GAr-GAy - GAz < GA, - GA) - GAL

et
1 1 1 1 1 1

< .
GA, T GA, T GA, SCGA, ' GA, | GA,

5. Soit M le point d’intersection du cercle inscrit dans le triangle ABC avec le
coté AB. On choisit un point arbitraire T' # B, C sur le cdté BC. Prouver que les
cercles inscrits dans les triangles BMT, MT A, ATC sont tangents a une méme
droite.

(Olympiades russes-1989)

6. On considere trois cercles isométriques, tangents deux a deux et tangents, tous
les trois, intérieurement & un cercle C. D'un point, M de € on trace une tangente
a chacun des trois cercles et on appelle A, B et C' les poiuts de contact.
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Démontrer que I'une des longueurs M A, M B et MC est la somme des deux
autres.

7. Soicnt a, b ¢t ¢ les longueurs des cotés d'un triangle de périmetre 1. Prouver
alors 'inégalité -

, 1
a? +b% + ¢* + 4abe < 3"

{Ofympiades russes-1989)

8. On considére un point P & U'intérieur d’un triangle ABC. On désigne par z, y
et z respectivement les distances de P aux points A, B ct C, et par p,q et 7
respectivement les distances de P aux droites (BC), (C'A) et (AB). Démontrer
que

ryz 2= 8pgr.

9. On considtre un point P a lintérieur d’un triangle ABC. On désigne par z, y
et z respectivement les distances de I aux points A, B et C, et par p, q et r
respectivement les distances de P aux droites (BC), (CA) et (AB). Démontrer
que :

z+y+z220p+g+r).

10. On considere un polygone inscriptible Ay Ao ... A, (n > 2) et son centre de
gravité G. On désigne par By, Bs,..., By, respectivement les points d’intersection
des droites (A1 G), (A2G),..., (AxG) avec le cercle circonscrit dans le polygone.
Prouver que :

MG 4G MG
GB, GB, GB,

11. L’angle A est le plus petit dans le triangle ABC. Les points B et C divisent
le cercle circonscrit au triangle ABC en deux arcs. Soit U/ # B, C un point appar-
tenant & P’arc limité par B et C et ne contenant pas le point A. Les médiatrices
des segments [AB] et [AC] coupent la droite (AU) aux points V' et W respecti-
vement. On appelle T le point d’intersection des droites (BV) et {CW). Prouver
que AU =TB+TC.

{Olympiades internationales-1997/2)

12. Soit ABC'D un quadrilatere convexe. Sur les segments ouverts | AB [, | BC'|,
]CD [ et ] DA[ on choisit respectivement les points M, N, P et Q tels que : AQ =
BM =(CN = DP.
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Démontrer que si MNPQ est un carré, alors ABCD cst aussi un carrs.

(Olympiades roumaines-1995)

13. On désigne par mg, my el 1, les longucurs des médianes d'un triangle de cotés
de longueurs a, b et ¢. Prouver 'inégalité :

ma(be — a*) + my(ca — b%) + me(ab — ) 2 0.

14. On considére un triangle ABC et on note @, b, ¢ les longueurs des cotés [BC,
[C A], [AB] respectivement. Soient 1, my et m, les longueurs des médianes issues
de A, B el C respectivement et soit d le diameétre du cercle circonscrit au triangle
ABC. Prouver que :
at+b8 B+ ?+a
e } Mg + My

< 6d.

15. Soit ABCDF un pentagone convexe vérifiant la propriété (P) : A(ABC) =
A(BCD) = A(CDE) = A(DFEA) = A(EAB) = 1.
Calculer 1'aire du pentagone ABCDE. Montrer qu'il existe une infinité de
pentagones non isométriques vérifiant la propriété (P).
(Ofympiades des Etats-Unis-1972)

16. Les diagonales d'un quadrilatére inscriptible ABCD se coupent en O. Prouver
I'inégalité : .
AB D BC AD _0A 0OC: 0B OD
CD AB  AD  BC T 0OC QA OD OB’

{Ofympiades russes-1987}

17. Pour tout point P intérieur au triangle ABC, on désigne respectivement par
D, E et F les pieds des perpendiculaires abaissés de P sur [BC|, [CA] et [AB].
Trouver les poinls P tels que

BC CA AB

pD " PE T PF
s0it. minimuzn.

{Olympiades internationales-1981/1)
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18. Dans un triangle ABC on a A= 2§, Pangle C est obtus ct les mesures des
cOtés sont des entiers. Quel est le plus petit périmetre possible de ce triangle ?

19. PQHRS est un quadrilatére convexe 4 Pintérieur d'un triangle ABC. Prouver
qu'il existe un triangle parmi les triangles PQR, PQS, PRS ¢t QRS dont Ia
surface est mférieure au 1/4 de 'aire de ABC.

{Olympiades chinoises-1986}

20. On considere un cercle C et une tangente A a ce cercle. Soit M un point fixé de
A. Déterminer le lieu géométrique des points P possédant la propriété suivante :
il existe deux points @ et R sur la droite A tels que M soit le milieu du segment
[QR] et que C soit le cercle inscrit dans le triangle PQR.

(Olympiades internationales-1992/4)

21. Dans un plan on se donne deux cercles sécants C; et Co; A est un de leurs
points communs. Les points M et My parcourent respectivement, dans le méme
sens, les cercles Cy ot s, avee une méme vitesse angulaire. A chaque tour les points
M, et M, passent simultanément au point 4. Montrer qu’il existe un point fixe
du plan qui cst constamment équidistant de My et M.

(Olympiades internationales-1979/3)

22, Les diagonales AC et CE d’un hexagone régulier ABCDEF sont divisées
respectivement par des points intérieurs M et N de telle sorte que :

AM _ON _

AC " CE ™

Déterminer A lorsque B3, M et N sont alignés.
{Olympiades internationales-1982/5)

23. Soit ABCD un quadrilatére convexe inscrit, dans un cercle de centre O, On
désigne par P le point d’intersection de (AC) et (BD). Les cercles circonscrits aux
triangles ABP et C'DP se recoupent en . Si O, P et @ sont distincts, prouver
que (OQ) cst perpendiculaire & (PQ).

(Otympiades chinoises-1992)
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24. Soit C un cercle dans le plan. Deux autres cercles, C; et Co, passant par le
centre O du cercle C, se recoupent en un deuxiéme point M. On désigne par A et
E les points d'intersection de C avec Ca, et par C el D les points d'intersection de
C avec Cy. On suppose de plus que les droites (AD) et (CE) se recoupent en B.

Prouver que BMO = 90°.
{Ofympiades russes-1992)

25. ABC est un triangle rectangle en A et D est le pied de la hauteur issue de A.
La droite joignant les centres des cercles inscrits dans les triangles ABD et ACD
coupe respectivement [AB] et [AC] en K et L.

On désigne respectivement par S et T les aires des triangles ABC ot AKL.
Montrer que
Sz 2T.

{Ofympiades internationales-1988/5)

26. Soit ABC un triaugle dout tous les angles sont aigus. Les bissectrices inté-
rieures des angles A, B, C recoupent le cercle circonscrit au triangle ABC' respec-
tivement en A, By, Cy. .

On appelle A4y le point d’intersection de la bissectrice intérieurc (AA;) avec
les bissectrices extérieures des angles B et C. Les points By et Cyy sont définis de
manieére analogue. Prouver que :

a) I'aire du triangle Aq BoCy est le double de 1’aire de I'hexagone AC, BA;CBy ;

b) l'aire du triangle Ay ByCy est supéricure ou égale a quatre fois Iaire du
triangle ABC.
(Olympiades internationales-1989/2)

27. Dans le plan on se donne un polygone convexe & n cités avec n > 4. On désigne
par p le périmetre de ce polygone ct par d la somme des longueurs de toutes ses
diagonales. Prouver les inégalités :

n—3<%d< VQ—LH";lJ—z

(Ofympiades internationales-1984/5)

28. On se donne un ensemble de segments dans le plan, de longueur totale égale a
1. Prouver qu'il existe une droite ¢ telle que la somme des longueurs des projections

< rz o . . ™
des segments considérés sur cette droite soit < 3

{(Proposé i {'OTM-1989)

29, Dans le plan on se donne un polygone convexe a n cotés. Ou désigne par ay
la mesure de son k-iéme cdté et par dy la longueur de la projection dun polygone
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sur la droite contenant le k-iéme coté (k = 1,2,...,n). Prouver que
a) az o)
2< —+ —+- €4
atat e
(Olympiades russes-1988)

30. Un cercle, dont le centre est situé sur le segment [AB] d’un quadrilatére convexe
ABCD est tangent aux trois autres cotés. Prouver que, si le quadrilatére ABCD
est inscriptible, alors

AD + BC = AD.

(Olympiades internationales-1985/1)

31. On se donne quatre points 4, B, C, D dans le plan, C et D étant dans un
mérne demi-plan déterming par la droite {4 B). On suppose de plus que AC-BD =
AD - BC et ADB = 90° + ACB. .
Calculer le rapport

AB-CD-.

AC-BD-
et prouver que les cercles circonscrits aux ttiangles ACD et BCD sont orthogo-
naux (deux cercles sécants sont dits orthagénaux si les tangentes en leurs points
d’intersection sont perpendiculaires l'une & 1'autre).

(Olympiades internationales-1993/2)

32. Soit ABCDEF un hexagone convexe tel que :

AB=BC=CD, DE =EF =FA, BCD = EFA =60°.

Soient G et H deux points intérieurs a 'hexagone tels que AGE = DHE =
120°. Moutrer que

AG+GB+GH+DH+ HE > CF.

{Olfympiades internationales-1995/5)

33. Soit I’ un poiut & lintérieur du triangle ABC vérifiant
APB - ACB = APC — ABC.

Soient D et E les contres des cercles inscrits dans les triangles APB et APC
respectivement. Montrer que les droites (AP), (BD) et (C'E) sont concourantes.

(Ofympiades internationales-1996/2)
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34. ABCD cst un quadrilatere convexe tel que (AB) et (C'D3) ne sont pas pa-
ralltles. On considére un cercle passant par A et B el taugent & (C'D) en P, et nu
cercle passant par C et DD et tangent & (A8) en Q.

Prouver que la corde commune 4 ces deux cercles coupe [PQ). en son milicu si
et seulement si (AD) est parallele & (BC').

(Olympiades chinoises-1990)

35. On se donne deux cercles concentriques dans le plan. On suppose le rayon
d'un d’entre eux égal au double du rayon de l'autre. On considére un quadrilatére
ABCD inscrit dans le cercle de plus petit rayon, et on considere les points A,
By, C) et Dy olt les demi-droites [CD), [DA), [AB) et [BC} recoupent le cercle
de plus grand diametre.

Prouver que le périmetre de Ay B1C1 D4 est supérieur on égal an double du
périmetre de ABC D, et déterminer quand Végalité a lieu.

(Ofympiades chinoises-1988)

36. On considére deux cercles concentriques de rayons respectifs A el Rj, ol
Ry > R. ABCD est un quadrilatére inscrit dans le cercle de ravon f2 et A, B\ O\ D)
est inscrit dans le cercle de rayon Ry, tel que Ay est sur le prolongement de la demi-
droite [C'D), B est sur celui de [DA), O est sur celui de [AB) el D, est sur celui
de [BC). Prouver que
A(A B\ C D) S R
A(ABCD) 7 R%
ou A(P) désigne 'aire du polygone .
V {Ofympiades roumaines-1994)

37. Suit ABCDEF un hexagone convexe tel que (AB) soit paraliele & (FD), (BC)
soit parallele & (FE) et (CD) soit parallele & (AF).

Soient R4, Re et Ry les rayons des cercles circonscrits respectivement aux
triangles FAB, BC'D et DEF et soil p le périmeétre de 'hexagone. Prouver que :

Ra+ Re ot RE?S'

(Olympiades internationales-1996/5)
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1. 1®'® solution. On remarque que les triangles ABN et ALC sont semblables.

11 s’ensuit que
AN AB
AC AL’

D’un autre coté,

1 a A
A(AKNM) = SAK - AN -sin ; + %AM AN . siug — AK - AN -sin =

82| e

car AK = AM =_ALcos§.

-~ -~

Comme A(ABC) = %AB - AC -sinA = AB - AC -sin gcos g il s’ensuit que :

A(ABC) = AK - AL - sing - CO8 g = AK - AN . sing = A(AKNM).

2°Me solution. On considire le point P de [BC] of la paralléle & la droite
(CN) passant par le point M coupe [BC]. Montrons qu'alors (K P} || (BN).

.

N
F1G. 6.21.

A
>

Comme MPC = PCN = BAN = LAC , il s’ensuit que le quadrilatere APLM
est inscriptible. Comme AK LM lest aussi, les points A, K, P, L et M sont co-
S A e e,
cycliques et on a done KPL =m — 5 ce qui implique que K PB = PBN, d'ou
(KP) | (BN).

Ainsi, AIMOC) = A(OPN) et A(KO'B) = A(O'PN), d'ot1 le résultat de-
mandé.
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Y
|
|
]
]
|
B A C
FiG. 6.22.
. BC . 4B _ C4
On pose 7] = 5O vy = 1B’ v = A On a alors

BM - +m-v§+m-v§
= m-(ﬁ+@+m)+m-ﬂ+5ﬁ-u§.

S(M)

Si on pose 7 = ¥} + 03 + U3, alors ¥ # 0 (ABC est non équilatéral) et on a -
S(M)=8(N) < (AM-4AN).¢=0 <= MN.7=0.
Si M # N alors MN L @. Par ailleurs, on vérifie facilement que S(0) = S(I). =

p (p désigne ie demi périmetre de ABC) et donc O L #. On a donc (M N) || (OI).
ce qu’il fallait démontrer.

A D
B ! C
o
\
A K
B/
Fi1G. 6.23.

On désigne par I, J et K les milieux respectifs des segments [BC], [A'D] et
[B'C], et on étudie le probléme dans le plan complexe d’origine . Soient . b et ¢
des réels tels que B ait pour affixe —a, € ait pour affixe a, A ait pour affixe b —ic
et D ait pour affixe b + ic. Soit enfin ¢ = ¢'* le nombre complexe qui, multiplié
par un nombre complexe z, fait tourner le point d’affixe z d’un angle « autour de
I'origine.
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L’affixe du point X est donnée par
zx = —ae+a = a(l —¢),

et 'affixe du point J est donnéc par

2 = %[ZD +z4] = %[U“Lic) +((-a—b+icje +a)]

= -;-[a(l—6)+b(1—5)+ic(1+6)].

Comine 1 + ¢ est perpendiculaire 4 1 — ¢, il s’ensuit que (1 +¢) est nn multiple
réel de 1 — £ et done que z; est un multiple réel de zx, d’on le résultat.

Note. On arrive a résoudre I'exercice analytiquement. mais les calculs sont
plus longs.

=

Az

Ay
FIG. 6.24.

Soit O le centre du cercle circonserit au triangle A4, A2 4s. En utilisant la puis-
sance d'un point par rapport & un cercle, on peut écrire pour tout i, 1 < i € 3,
GA;-GA, = R?—0G?, ot R est le rayon du cercle circonscrit au triangle A; Az A3.
Les inégalités & démontrer sont donc équivalentes &

(R? - 0G?)* > GA? - GAL - GAZ (1)
et
3 1 3
(R?-0G*) Y o > > GAw (2)
i=1 ’ feml

Afin de prouver ces inégalités, on remarque que

3(R? -~ 0G?) = Z GA2, 3)
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en eftet,

3 3
Zwﬁ:}]ﬂ+mﬁﬂm@fﬂ2@(ZEQ
; =1 i=1

3(R? - 0G2).

Il

L’inégalité (1) est donc une conséquence immédiate de I'inégalité cntre les
moyvennes géomdtrique et arithmétique.

Pour démontrer I'inégalité (2), on éerit :

H(268) (Do) 2 5(0564) (S ) > L 6a

ce qu'il fallait démontrer.

5. On considere la deuxieme langente commune aux cercles inscrits dans les tri-
angles CMT et AT'B. Cette droite coupe les segments [MT] et [AT] en N et L
respectivement. Le résultat demandé sera done acquis si on réussit 4 prouver gu'un
cercle peut, &tre inscrit dans le quadrilatére AMNL, i.e.,si MN4+ AL = NL+MA
(caractérisation ¢rigée en théoréme dans le cours).

FiG. 6.25.

D’une part,
MN+AL—-NL = (MD-ND)+({AQ -LQ)-NL
= (MD-NK)+(AQ-LP)-NL
MD+AQ - KP
= ME+AS-KP.

D'autre part,
KP=FR=BC-BE-CS.

Tl s’ensuit que

MN+ AL—- NL=AB+ AC - BC — AM,
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et comme AB + AC — BC' = 2AM, la démonstration est achevée.

FiG. 6.26.

Désignons par R le rayon du cercle C et par r le rayon des trois cercles
isométriques. Le cercle de centre Oy est I'image du cercle C par 'homothétie de

4 .
centre wy et de rapport I 1l s’ensuit que

w My = %wlM, ie. MM, = (1 - %)MM.

D'un sutre coté, MA2 = MM, - Mw, = ( 1— %)wlM'z, d'od

[ 1

De méme on trouve we M = AMC et wsM = AMB.

En remarquant que le triangle wywowy est équilatéral et en applignamt le
théoréme de Ptolémée au quadrilatere Mwywsws, on trouve Mwy + Mwy = Mws,
d'oi MA+ MB = MC. Les autres cas de figure se traitent de maniére identique.

. , 1 .
7. a, b et ¢ vérifient les inégalités triangulaires, d'oll a. b, ¢ < 3 On examine le

: 1 1 1 . . 4 . .
produit (E - a.) (§ - h) (5 - (.) : on a en développant :
1 1 1 1 1 1
(-2— —a)(§ —b)(§ —c) =z~ a(a+b+c)+ §(ab+bc+ca} — abe.
Or,
1=(a+b+e)? =a®+ b+ + 2(ab + be + ca),
d'oir :

(E—a)(émb)(E—c) :%—%(a2+bz+c2)~066>0,
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ce qui fournit I'inégalité désirée.

Note. L'inégalité obtenue est la meilleure possible : cn effet, si p, v et B
désignent respectivement le demi périmetre, le rayon du cercle inscrit et le rayon du
cercle circonscrit au triangle considéré, alors a, b, ¢ sont les racines de 1’équation :

z® — 2pz® + (p* + 1% + 4rR)x — 4prR = 0.
Il s’ensuit que :
a® + b +c* =2(p* —r* —4Rr), abc=4prR.
Comme dans ce cas p = 1/2. on trouve
a? + b2 + ¢ + dabe = % —2r2,

. . . 1 . ,
ce qui peut é&tre rendu aussi proche de 3 que l'on veut, tout en préservant la

contrainte a + b+ ¢ = 1.

B C
Fic. 6.27.

Soit k la mesurc de la hauteur du triangle ABC issue de A. On a alors
A{ABP) + A(APC) = A(ABC) - A(BPC)
N %(h-BC—;»BC’)
< %xa {car h €  + p).
On a ainsi cr + bg < za. et par symétrie up + by < zc et ap + cr < by.
L’inégalité de la moyenne doune alors : cr + by 2 2\/0_7'55, ap+bg = 2\/51% et

ap + er = 2 /aper. En multipliant membre a membre ces trois inégalités, on obtient
(8pgr) x (abe) < (er + bq){ap + bg)(ap + er) < (zyz) x (abe), d'ot le résultat.

9, On va s’inspirer de 'exercice précédent. On avait démontré l'inégalité cr + bg <
za. Or, si on considére le symétrique P’ du point P par rapport & la bissectrice de
Pangle A. et qu’on lui applique cette méme inégalité, on obtient :

c-d (P (AB)) +b-d (P, (AC)) < a-d (P, A),
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ce qui donne ¢q + br < xa, et par symétrie ag + bp € zc et ar +ep £ by, d'on,

b ¢ c  a a b
c+yt+zz (—+-)p+ (—+—)q+(—+—)r22(p+q+r).
c b a ¢ b a
N’
22 =2 >2

Note. Cette inégalité s’appelle I'inégalité d’Erdds-Mordell. Clest Erdds'? qui
I'a posée et Mordell'? qui ’a démontrée en 1937.

10. On étudie le probléme dans le plan complexe, et on suppose le cercle circonscrit

au polygone A; A ... A, de rayon 1. Soient a,, ay, ..., a, les affixes des points
A, As,. .., A, tespectivement, et by, ba, ..., b, celles des points By, Ba,..., B,
aytaz+---+an

respectivement. Ainsi, G a pour affixe g =
n

D’un autre coté, A;, G et B; étant alignés, on a, pour tout 2 € {1, 2,..., n},

b,-—a,-:g—ag (l)
by —a@ F—@
. I T .
Par ailleurs, b; = ™ et a; = o ce qui donne :
bi—a'- _ b,'—a,' — —abs
b—a@ 1l/bi—1/a o
ce qui conduit, compte tenu de (1), & :
b; g— G (2)

“1lag

On en déduit que :

Ghi=1g - il = Vig = )G~ ) =/ 2-(9 - a)eig 1),

et,

aj
(1-ag)a: - g)’

GBi=|g—bif =1/(g— )G — b:) = (1 —g7)

d’apres (2).

Il s’ensuit que :

GAi _ 1 (a: — g)(1 — a:g)g — a:){a:;g — 1)
GB; 1—gg a?
(a7 — 1)(g — as)
(1—g9)a
99 a;g ga; 1

1-9g5 1-g§ 1-gg 1l-gg

12. Pal Erdas (1913-1996), mathématicien hongrois.
13. Louis Joel Mordell {1888-1872), mathématicien anglais.
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d’on :
(1 N 1 ] )
A; _ ngy (e +as+ - +a,)7 g a; U2 G
(B 149 1 —g9 1-49
7

=+ —

1 — g9
—Tigy 7

= _+ — = It
l-gg 1-49

11. Soient X et ¥ les points ol les droites (BV) et (W) recoupent le cercle
circonscrit au triangle ABC.

Fia. 6.28.

On oriente tous les arcs dans le sens trigonométrique. On a done AU=Y " el

AU=XB. 1l s'ensuit que X B=YC et done que les segments [BX] et [Y ) sont
symétriques par rapport au diamétre contenant le point 7. On en déduit que
TC=TX.,doW AU =BX =BT +TX=B1+CT.

12.

Fic. 6.29.
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Onposc AQ=z, AD=d, PQ=uet ft@ = a. On a alors, dans le triangle
APQ,
PQ? = AP? + AQ? — 2AP - AQ - cos A,

AP? = AQ? + PQ? — 2AQ - PQ - cos (g - a).
ce qui s'écrit :
u? = 2% + (d — 7)? — 2z(d ~ z) cos 4,
(d—x)? = 2% + u? -~ 2zusina,

.. . . sinex  sin B
ce qui imnplique, compte tenu du fait que = . que
z U

~ (1 —sin ﬁ)

A= = 0.
cos - >

Il s’ensuit que Ag < 90°. On démontre de méme que B g 90°. C<90% et D<
90°, ce qui implique que A=B=C=D-= 90°, et donc ADB = B(, CD=DA.

13. Soit & le centre de gravité du triangle en question, et solent I, Ip et I les
milieux des cotés [BC|, [CA] et [AB] respectiv/elment.

1. Iy

B I, C
FiG. 6.30.
En appliquant Vindgalité de Ptolémée au quadrilatere BI,G1,., on obticnt :

2my b ¢ M, a g

—_—— - — —_— X —

< .
3 X3Sy Ty Ty

bimy £ (abmC + bemg).
De méme, on obtient :
2

| 1
cime € E(bcma + camy), a’mg, < §(camb + abm..),

cc qui donne, en sommant, 'inégalité désirée.

14. Soient Az, Bz, (2 les milieux respectifs des segments [BC], [C'A], [AB], et
Ay, B, C les points on les droites (AAz2), (BB3), (CC2) respectivement viennent
recouper le cercle circonscrit au triangle ABC.
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PR

c

Ay
F1G. 6.31.
Onaalors AA; € d, BBy < det CCy € d. Calenlons A Az :ona Ay 43-AA,
2

b2
BA; - AoC, cest-a-~dire A1 Az = ¢ . De la méme fagon, on obtient BBy = —
dm, dmy,

c2

. 11 s’ensuit que

et C1Cy = 7

C
4m?2 + a® 4 4m? + b? _{_rﬁlﬂrng—{-.::2

< 3d.
4m, 4dmy dm.

Par ailleurs, d’aprés la formule de la médiane, on a :
4m2 +a® = 2(0* + ), am+ 8 =2(ct +a?), 4dmi+c?=2(®+b%),

d’on le résultat demandé.

15.

A
P
xr
C D
FiG. 6.32.

Puisque A(BCD) = A(CDE), il s’ensuit que (DC?} || (BE). De méme, les
autres diagonales sont paralléles & leurs cotés opposés. ABPE est donc un pa-
rallélogramme et il en découle que A(PEB) = A(EAB) = 1.

Posons z = A(CPD) et y = A(CPB}= A(EPD). Onadonczx +y=1et

A(EDP) _DP _ACDP) .y _ =z
A(EPB)  PB A(CPB) 1 y
On en déduit que 4> + y — 1 = 0, ce qui donne y = 02* 1 et & = ? _2‘/5’
545

d'ott A(ABCDE) =y +a +y+2= —
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Pour montrer qu'il existe une infinité de tels pentagones non isométriques,

. . . g 3
construisons un triangle PDC tel que A(PDC) = x (c’est-a-dire

dérons ensuite les points E ct B appartenant respectivement aux demi-droites
[CP) et [DP) et tels que A(BCD) = A(CDE) = 1. Construisons cufin le qua-
trieme sommet A du parallélogramme EPBA. Le pentagone ainsi construit vérifie

la propriété (P).

16. On adopte les notations de la figure ci-dessous :

A
B
D
e
F1aG. 6.33.
‘ r ab ,
On démontre que 5 = : en effet, on a d’une part

A(ABC) 1/2 x absin ABC _ ab

A(ACD) ~ 1/2 % cdsin ADC  ¢d’

et d’autre part,

A(ABC) _ 1/2x AC - zsinAOB

A(ACD) 1/2 x AC ~ysinZ??)3

De méme, on démontre que ! = %g, ce qui donne
z ¢

x t ay¢b d a

Ze-=2(3+%) 322

¥y oz c(d b/ 7 e

De maniere analogue, on obtient
YyEsal ZoZgeb ¥l
x y d T oz
ce qui donne

x+y+z+t>a+ +b+d
y oz t oz ¢ a d b

ce qu'il fallait démontrer.

z
”

17. On note a, b et ¢ les mesures respectives des cotés opposés aux sommets A, B

et C. On pose aussi PD =g, PE =y et PF = 2.
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Fi1G. 6.34.

L'aire 5 du triangle ABC est. donc :

28 = ax + by + cz.

o L.a b o« . TR
On espére minimiser la quantité — + — + —. En appliquant I'inégalité de Cau-
chy-Schwarz, on obtient oy

S : .

<£+.i—f—i)(am-{-b’.l/-f-cz);(a%-b—l-c)z,

r oy /e
=25

ie.,

a b ¢ _ (a+b+c)?

e e

x y oz 285
avee ¢galité si et seulement si ¢ = y = 2. La valeur minimale est donc atteinte
pour le centre du cerele inscrit dans le triangle ABC.

18. Désignons par a, b, ¢ les mesures des cotés opposés aux sommets A, B,
respectivement. On a alors d’apres la loi des sinus :

a ~ ¢
E—lcosB, 5

=4cos® B~ 1,
ce qui impligue que a® = b{(b + ¢).

Du fait que Von cherche le périmetre minimum, on peut supposer que les enticrs
a, b et ¢ sont premwiers entre eux dans leur ensemble, ce qui entraine que b et ¢
sont premiers entre eux car @? = b(h + ¢). Mais alors b = m? et b+ ¢ = n?, d'oit

o

a = mn. On en déduit queﬁ =< =2cosB.
m b
Or, C = —3B et comme C est obtus, il ’ensuit que 0 < B < 7 /6, cc qui
donne V3 < hid < 2. La plus petite solution vérifiant cette inégalité est m = 4 et
n =7, ce qui Tglonne 0=28;b=16; ¢ =33.

Alinsi, le périmetre minimum du triangle ABC est 77.

19. 11 existe deux cas de figure :
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F1G. 6.35.

Nous traitons d’abord le cas (b). On peut toujours supposer d{R, BC) <
d (8, BC). La parallele & (BC) passant par R coupe [AB] en U et [SP| en V.
Puisque les triangles SQR et PQR ont la méme base [QR], on peut écrire :

min {A(SQR), A(PQR)} < A(VRQ) < AAURQ) = A(BUR).

_ BU. ABUR) _ o oadi 'R) =
Posons z = agione donc A(BAR) ~ z, c'est-a-dirc A(BUR) = zA(BAR).
Or,
A(BAR) _@_1_}20_1_:6
A(ABC) — AC ~ ~  AC ’
1

d'ou A(BUR) = z(1 — z)A(ABC) € ZA(ABC) compte tenu de 'inégalité de.la
moyenne.
Le cas (a) se raméne au cas précédent en posant B’ = P et (' = @ et en
remarquant que A(AB'C") < A(ABC).
Note. On a montré en particulier que st PQRS est un parallélogramme a
1
I'intéricur d'un triangle ABC, alors A(PQRS) < §A(ABC).

20. Soit P un point dans le plan du cercle C, et soient @ ct R les points de rencontre
de la droite A avec les tangentes an cercle C issues du point £. On désigne par O
le centre du cercle C, par A le point ou la tangente A coupe le cercle C et par B
le point diamétralement oppos¢ au point A.

P

F1G. 6.36.
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On montre que QA = WR. En effet, PU+UB =PC =PD =PV +VBce
qui implique que PV + V B est le demi périmetre du triangle PUV. Comme les
deux triangles PUV et PQR sont homothétiques, il s’ensuit que PR + BW est
Je demi périmeétre p du triangle PQR. D’un autre c¢6té, on a la relation classique
QA=p—- PR, dou QA=WR.

Les points P avec la propriété en question sont donc les points du plan tels
que M soit le milieu de [AW], i.c., les points de la demi-droite d'origine B et de
direction MO,

21. On désigne par B le second point d’intersection des deux cercles Cy et Ca dont
on note les centres ) et (J2 respectivement. La parallele menée par A a la droite
(0102) coupe le cercle C; en F et le cercle Cz en F.

F1G. 6.37.

La droite (M7 M3) passe toujours par le point B : en effet, soit 8 I'angle parcouru

. TS ¢ Ty f .

par les deux points mobiles. On a alors ABM, = 3 et ABM, =7 — o ce qui
implique que B € (M M3).

Remarquons maintenant que BE et BF sont des diametres dans les cercles

. . o —— rt———

(1 et Co respectivement. 1l s'ensuit que BM | E = BMF = 90° et donc que les

droites (M, F) et (MyF) sont paralléles. La médiatrice du scgment [M; Ma] passe

donc par le milieu du segment [EF] qui est un point fixe du plan, d’'olt le résultat.

22. On suppose, ce que I'on peut toujours faire quitte & appliquer une homothétie,
que 'hexagone régulier ABCDEF a tous ses ¢6tés de longueur 1. Considérons le
point X ol se coupent les deux droites (AC) et (BE).
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FE
F D
A C
B
FIG. 6.38.

Si B, M et N sont alignés, on a d'aprés le théoreme de Menelais :

CN y EB y XM
NE " BX = MC

11 ne reste plus qu’a exprimer toutes les distances intervenant dans la derniére
égalité en fonction du rapport A. On a CE = 2cos BEC = /3. Il s'ensuit que

1
CN = V3X et NE = +/3(1L — A). Par aillewrs EB = 2 et BX = 5 Enfin,
MO =AC - AM =3(1 - )\ et XM = \/5()\ - %)

On a donc

V3 2 ﬁ(*“};)

N ey

ce qui donne A = %
23.
r S
A /
\ =
N/
=
C
FiG. 6.39.

On a AQD = AQP + PQD = ABP + ACD = 29ABP = AOD.
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I s'ensuit que le quadrilatere AOQD est inscriptible. Ainsi, 5'(.2? = (m +
AGP = ODA + ABD = ODA + 5 40D = 90°.

24. Dans la figure ci-dessous, le point K désigne le milien du segment [C'D].
B

FiG. 6.40.

On a BMO = BMD + DMO. Or, DMO = DCO et BED = n — CED =
CAD = %5'55 = COK. Pour prouver que BMO = /2, i} suffit donc d’établir
que BMD = Bﬁ, ce qui revient a dire que le quadrilatere BM ED est inscrip-
tible.

Pour ce faire, on Mmontmue @ = @ =a+t 3 (voir la figure
ci-dessus) g{{iﬁet. DME = &\io + %/ = DC%)AE;& +£)_';£’un
autre c¢oté, DBE = — (v + CDB) = ADC — v ¢t ADC = ADO+ ODC =

——

OAD + DCO = (F 4 7) + v, d'oit le résultat recherché.

25. N
K |
N
N
N\
I
N D
\
\.
I\J
A ) E L C
Fi1G. 6.41.

Une « bonne » figure incite & conjecturer que AK = AL et que les triangles
ABC et DI.J sont semblables.
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) T A " DI AB
On a dune part /DJ = BAC = n/2. D'autre part, D= ac e effct,

posons AB =c: BC = a; AC' = b et soient 7y, r3, v les rayons des cercles inscrits
dans les triangles ABD, ADC et ABC respectivement. Comme ABC et DBA
[
sont semblables, Do -, et comme ABC et DAC sont anssi semblables, on a
r

DI nv2 ¢

aussi r_: = g Il s’ensuit que 7= o =7= %—g— et que les triangles ABC et
D1.J sont sernblables.
On en déduit que KBD + DJIK = g, soit encore BKJ + JDB = % Or,

iDR = %, d'oit AKL =7 — :{Tﬂ- e E, ce qui prouve que AK = AL.

4
Considérons maintenant le point E, projeté orthogonal de J sur le c6té [BC).
£ b+ec—and . . L s
Onaalors EL =1y = re = (-—2-—2)— Par ailleurs, si £’ désigne le projeté
a ]
b

orthogonal du centre du cercle inscrit dans ABC sur le ¢oté [AB] alors BE &
(car les triangles DAC et ABC sont semblables). Il s’ensuit que

a

)

AL:AE+EL:9(3+;_b)+ b(b—h;—a) :bc

a
1 /bey2 b
dounT = i(i) .Or, 5= —22, ce qui donne

a
T be be 1

a

S @2 By 2

Pégalité ayant lieu si et seulement si b= c.

26. a)

F1c. 6.42.

On démontre que A; est lc milieu du scgiuent [1Ag] : en effet, le triangle JBA;

. —_— ————— ————— 1 —————— e —
est isocele de sommet Ay puisque A B = ACB et 4,BI = i(ABC + BAC).
Comme par ailleurs le triangle I BBy est rectangle en 53, il en résulte que A; est
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le milien de [{Ag]. De méme, on démontre que By est le milien de [IBy] et que C;
est le miliea de [{Cp]. On a donc

AAB,CA\BC,) = A(ABCI)+ A(CA1BI) + A(BCLAI)
_ éA(ABOCI) + %A(CAOBI) + %A(BCOA 7

1
= §A(AOBucg)

b) I suffit de prouver que laire de AB,CA;BC; est supérieure ou égale
au double de 'aire du triangle ABC'. Pour ce faire, remarquons que ’hexagone
AB,C Ay BC, est d’aire maximale parmi tous les hexagones inscrits dans le cercle
circonscrit au triangle ABC et dont A, B et C sont des sommets non consécutifs.

Ceci est vrai car Ay est au milicu de Uarc BC, B est au milieu de I'arc CA et Cy
est au milieu de I'arc AB.

A

A
FiG. 6.43.

D’un autre cité, on peut trouver un tel hexagone d’aire exactement égale au
double de A{ABC). Cet hexagone est obtenu en prenant pour A; I'intersection de
la hauteur AH et du cercle circonscrit au triangle ABC, et en choisissant B; et
(| de maniere analogue.

Note. Le cercle circonscrit au triangle ABC est le cercle d’Enler du triangle
ApByCy d’ou une autre fagon de voir que Ay est le milicu de [JAg)].

27. On considére un polygone convexe dgA; ... A,_y. Soit A;A; uve diagonale;
on a alors par I'inégalité triangulaire,

AiAj + A.,'+1Aj+1 > AiAz’-{—l + AjAj+1.

. N TR, n n{n—3
En additionnant membre & membre ces inégalités pour les ( 9 )~ n= %

diagonales A;A;, chaque diagonale apparait deux fois dans le terme de gauche et
chaque c6té apparait n — 3 fois dans le terme de droite si bien que 2d > (n — 3)p,
80it

2—d>ﬂ,—3.
p
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Pour obtenir la majoration, considérons une diagonale 4;A4;. Comme elle est
plus courte que toute ligne polygonale joignant A; et A;, on peut écrire :

AA; <A+ -+ A0 Ay,
A?;Aj < AjAj_{..l + e+ A Asl

Si n est impair, n = 2k — 1, utilisons pour chaque diagonale 4; 4; celle des denx
inégalités qui comporte le moins de termes & droite. En additionnant membre a

n(n — 3)
2

inégalités, on obtient d & gauche, et a droite une somme ol
_k{k-1)
N 2

membre ces

chaque c6té apparait 24+ 3+ ---+ (k ~ 1) — 1 fois. On a donc

d < (k(k-1)-2)=g("24_1 -2).

[0

Si n est pair, n = 2k, utilisons les mémes inégalités que précédemment sauf
pour les diagonales A; A;x (méme nombre de termes dans les deux inégalités) :

. . o PRI, p
pour ces « diametres », on utilisera les inégalités A; Ai4r < 3" En sommant ces

n—3). . ., .
ﬁ——) inégalités, on obtient

2

P Phtk—1)—-9) = E(n__ - )
d<k2+2(k(k 1)—2) AW 2).
2 1
Finalement, il est trés facile de vérifier que si n est pair, %— = {-;EJ P—;-_—J ct
ue si n est impair n?-1 = FJ [n_'ﬁ—l“
d S Y L

28. On translate les n segments s; (1 € 72 € n) de facon & ce gue leur milieu
coincide avec un méme point origine V.

An
Az

Af Ay

A/
Fi1G. 6.44.

On désigne maintenant les 2n extrémités, dans le sens trigonométrique, par

Ay, Az, ..., Ap, A, A, o, AL Partant d'un point P}, on trace un segment [Py P ]
R T : .

tel que P, Py = V Ay, puis partant du point P on tracc un segment [P P;] tel que

Py P; = V Ay, et ainsi de suite jusqu’a obtenir un polygone PP, ... B, P{ Py .. . P).
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Py
P,

P! P
FiG. 6.45.

On choisit maintenant une paire de cdtés paralleles dont la distance 77 est,
minimale. Il existe donc un cercle de diametre 7T qui est intérieur au polygone
P Py...P,P|Py.. P! sibien que

n
7-TT < Zsi =1.
i=1
Or, la somme des longueurs des projections des segments s; {1 < ¢ < n) sur la

2
droite (TT') est égale & 277" < e qw’il fallait démontrer.

29. La minoration est facile & démontrer : si D est le diameétre du polygone en ques-
tion (la distance maximale entre deux sommets du polygone), alors Y i, a;/d; >
2:’;1 a;/D. Comme la ligne droite est le chemin le plus court entre deux points
donnés, il s’ensuit que Z:;l a; > 2D, d’ott la minoration.

L'étape suivante sera d’établir la-majoration pour les polygones convexes & n

cOtés possédant un centre de symétrie O :
B, a; P

On appelle h; la longueur de la projection du polygone sur une droite perpen-

diculaire au i-iéme c6té. On a donec d;h; 2 A, 1 = 1,2,...,n, ou A désigne aire
du polygone. Il s’ensuit que

i?j_ < n Ggh@ _ " 4A(OPZR+1) — 4

Cady S A & A '

t=1 i=1 =1

- 4 - . - -
Considérons maintenant un polygone convexe A As ... A, et soit 7 = A; A1,

i = 1,2,...,n. Translatons ces vecteurs de maniére &4 ce que leur origine coin-
cide avec un méme point V, puis considérons les vecteurs v, ¥3,...,0,, —¥1,
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—t%.. .., —Th. que 'on renumérote dans le sens trigonométrique : @) = th, Uz,
N 'i‘:‘.‘g.u.

Partant d’un point. Py, on trace un segment [Po, Py tel que Pon Py = i, puis
partant du point Py on trace un segment [P FP] tel que }?Pz} = iy, ct ainsi de
suite jusqu’a obtenir un polygone I’ 1% ... I%,. Ce polygone possede un cenire
de symétrie. De plus, & chaque ¢6té du polygone A As ... A, correspondent deux
cOtés dans le polygone PPy ... I%, qui lul sont paralléles et égaux en longueur. 11
s'ensuit que la projeclion de PPy ... %, sur une droite quelconque dans le plan
est exactement. deux fois plus longue que celle de A1 Ay ... A, {pourquoi?). Ainsi,
la quantité Y- a,/d; est la méme pour les deux polygones, ce qui nous raméne
au cas précédemmment érudié.

30. On note O le milieu du segment [AB], qui représente aussi bien le centre du
cercle circonscerit au quadrilatere ABCD. 1, J et K étant les points de contact du
cercle inserit dans le quadrilatere ABCD, considérons la rotation trausformant le
triangle QOJC au triangle QK H.

F1G. 6.47.

On a alors OHK = OCJ = 9, et AOH =n— (m—l-e). I\:{gjﬂ)uisque ABCD
est, inscriptible, il s’ensuit que OAH =1 26, cc qui donne AOH = 6. Ainsi, le
triangle AQH est isocele de sorumet A, [l s’ensuit que

OA=AK+KII = AK+JC =AK +CL

De méme, on démontre que
OB =DJ+IB=DK 4+ IB,

ce qui donne A3 = AD 4+ BC, ce qu'il fallait démontrer.

31. 1¥¢ solution. On introduit le point auxiliaire E tel que EDB - 90° ct
DE =DB.
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F1G, 6.48.

On a alors ADE = ACB et
AD AD AC
DE DB BC’
ce qui montre que les triangles ABC et AED sont semblables.
Tl s’ensuit done que CAB = ﬁZE, c'est-a-dire CAD = BAE. Comme
AB AC
AE ~ AD’
il s’ensuit que les triangles ACD et ABE sont semblables. On en déduit que
AC _AD _CD _ (CD

AB~ AE  BE \/_ BD’
cc qui implique que " CD s
AC-BD
Notons CU et CT les tangentes en C aux cercles circonscrits aux triangles ACD
et BCD respectivement. On a donc U?JT) = 674?) et i"'(:T) = C% Montrons
que CAD + CBD = 90°

CAD+DBC = =—(ACB+DAB+ DBA)
m

Y- Ty T
= n—(ADE+DAB+DBA) =n—(v-7)=7.

28me golution. On résout le probléme dans le plan complexe. Soient a, b, ¢ et

0 les affixes respectives des points A, B, C et D. Posons
AC BC

A=—5 =55 CAD=a

On a donc a — ¢ = Ac®a et ¢ — b = Aiei®h : en effet, CBD = 90° — CAD (voir
la fin de la premiére solution). Il s’ensuit que ¢ = a1 — Xe'®) = b(1 +iAe*®), d’olt :
(@ —be = Ae*ac+ iebc)
Ale' (1 + ire®®) + iet*(1 — Aei®)]ab
Aabe™(1+1i).
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On a done
AB-CD=|a—b|-|c| =Xa|-b|- V2= AC - BD - V2,

et on continue comme dans la premicere solution.

32.

F1G. 6.49.

On remarque d'abord que BE est un axe de symétrie du quadrilatére ABDE,
Construisons les deux points auxiliaires C’, F’, images respectives de C' el F' par
la symétrie d’axe BE. Les points A, G, B, C’ d’une part et les poiuts E, H, D,
F* d’autre part sont donc cocycliques. Tl s’ensuit, par application du théoreme de
Plolémée, que :

GA+GB=GC', HE+HD=HF'

On en déduit :
CF=CF < C'G+GHN+HIF =AG+GB+GH+ DH + HE,

avec égalité si et sculement si les points G et H se situent sur la droite (C'F7).

33. 1% solution. On note M et N les points d'intersection de (AP} avec (BD)
et (C£) respectivement.

A

Fi1¢. 6.50.
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M et N sont confondus si et seul 1 si MA N4 . A8 _BF Counsi
M et N sont confondus si et seulement si —— = —, l.¢., — = ——. Consi-
) . MP NP AC CP

dérons les points A’, B, C’ tels que PA-PA' = PB- PR = PC - PC’, autrement.
dit., les images de A, B ¢t C par 'inversion de pdle P et de rapport 1.

A

B C
F1G. 6.51.

Les triangles PAD et PA' B’ sont alors semblables, d'on PA’B' = PBA, ct de
méme PA'/C' = PCA. 1l ensnit que :

BAC" = PBA+PCA=(B-PBC)+(C—PCh)
= (r—A) - (r - BPC)
— BPC - BAC,
et de méme,
AC'B = APB-ACB, ABC’= APC - ABC.

Ainsi, la condition de I’énoncé implique que A’B' = A'C”. Or,

PA AB PA AC
'rnf _ fot —
AB_PBAB_PB‘PA' AC_PCAC PA-PC’

d’on le résultat.

. ., ..,AB PB . . .
2¢me golution. Pour démontrer 1'égalité — = ——=, on introduit deux points

auxiliaires X et ¥ appartenant aux segments [AB] et [AC] respectivement et tels
que :
APX = ACD, APY = ABC.
A

F1G. 6.52.
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11 est alors clair que AX PY est un quadrilatére inscriptible. Les triangles AXY
et ABC sont donc semblables, et les droites (XY') et (BC') sont paralleles. D'un
autre coté,

YC _ sinYPC XB _sinXPB
PC snPYC PB  snPXB

YC XB YC XB
4BAIHS;BPC =55 .{XY) et {BC) étant paralléles, on a — iC = AR’ soit enfin
ac = po ce qu’il fallait démontrer.

34. La droite (PQ) coupe la corde commune [EF] en K, le cercle circonscrit au
triangle QCD en R et le cercle circonscrit an triangle PAB en 5. On désigne par
O le point d'intersection des droites (AB) et (C'D).

C

FiG. 6.53.

Onposea=0A, b=0B,c=0C,d=0D, p=OP et ¢ = 0Q. En utilisant
Ia puissance d’un point par rapport a un cercle, on obtient :

KP - KS=KFE - KF=K@ KR,

ce qui permct d’écrire :
PR_KR ,_ K5 , @3
KP  KP ~ KQ TKQ

1l s’ensuit. que 1'égalité KPP = KQ est équivalente 3 PR = @5, ou

CP-DP=PR-PQ=QS PQ=AQ BQ.
Or, p? = ab et ¢* = ¢d, ce qui transforme 'égalité (c—p)(p—d) = (g—a)(b—g)
ac — bd}{be —ad) = 0. Comme d > a et ¢ > d, on a ac — bd = 0,

;, ce qui équivaut a (BC) || (AD).

—

en I'égalité

c'est-a-dire

QIQ‘
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35.

D,
FiG. 6.54.

On désigne par O le centre commun des deux cercles. On applique alors 1'iné-
galité de Ptolémée aux quadrilateres QAB,Cy, OBC, Dy, OCD 1 A) et ODA, B,

ce qui donne :
2AC, BiC + 2484,

<
28D, € C1 Dy +2BC,
204, £ DA, +2CD,
2DB, € A1B1 +2DA;.

En additionnant ces inégalités, on arrive au résultat recherché. Pour que 1'éga-
lité ait lieu, il faut et il suffit que les quatre quadrilatéres soient inscriptibles. Or,
ceci impligue que :

OAC, = OB.C, = OC1B, = OAD,

autrement dit, [AO) est la bissectrice de Pangle BAD. De méme, [BO), [CO)
et [DO) sont respectivement les bissectrices des angles 7@?, BCD et CDA. 1l
s'ensuit que O est le centre du cercle inscrit dans le quadrilatere ABCD, ce qui
montre que ABC'D est un carré.

Réciproquement, si ABCD est un carré, A;B1C1D; est aussi un carré, et
I’égalité a bien lieu.

36.0Onposea=AB, b= BC,¢=CD,d=DA, z=B1A, y=C\B,z2=D,C et
w =A1.D
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B,

) , \ Ay
Y

D,
FiG. 6.55.

En utilisant la puissance d'un point par rapport a un cercle, on peut écrire :
r(z+d)=yly +a)=2(z4+b) =w(w+c) = R} ~ R%
D’un autre ¢oté, E:Iél =7 — 1’53?3 = b’d‘B =7 — Aﬁl. Il s'ensuit que :

A(ABlcl) . Jr(a+-y) A(A1CD1) _ z{e+ w)
A(ABCD)  ad+be’ A(ABCD) — ad+bc’

et de la méme fagon, on obtient

A(BC1D,)  ylb+2) A(A1Bi1D)  wld+x)
A(ABCD) ~ ab+cd' A(ABCD) ~ ab+cd’

On a ainsi :
A(A1B1C1Dy) 14 zla+y)+z{c+w)  yb+2z)+wld+z)
A(ABCD) ad + be ab+ cd

2 _ p2 z il
1+ (R - R [y(ad—i— be) + wlad + be) *

y v
2{ab+ed)  x(ab+ ed)

S 4(R? - R%) _
V/{ad + bc)(ab + cd)

Or,

2V/(ad + be)(ab+cd) < (ed+be) + (ab+ ed) = (a+ c)(b+ d)
< }l(a+b+c+d)2<832,

la derniére inégalité résultant du fait que parmi les quadrilatéres inscrits dans un
méme cercle, le carré a le plus grand périmetre.
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En conclusion, on a :

MABGD) o | AH-RY R
A(ABCD) ~ a2 R¥

37. L’étape cruciale dans la solution de cet exercice consiste a considérer un rec-
tangle contenant ’hexagone ABCDEF,

=
N
55
v

Q

| SR U U N, ¥ AN |

S
&
S
o

Fic. 6.56.

L'exercice est, semble-t-il, impossible sans cette manceuvre. Ceci explique en
partie la raison pour laquelle le taux de réussite de cetl exercice par les candidats
ait été le plus bas dans toute I’histoire des olympiades internationales.

Duus le triangle BC D, on peut écrire :

_2BD_NM+PQ _NF+FM+PC+CQ
$in C sinC. sin C'

D’un autre coté,

NF = AFsinA, FM = FEsnE,
PC =BCsinB =BCsinE, CQ=CDsinD=CDsinA.

Il s'ensuit que :

ARc > AF sin A FEsmE Bcsmé +CD f:
sinC sin C' sin C' sinC
et dec méme,
AR > CDsmC EDsmE AFsmCi +ABSIIlé,
sin A sin A sin 4 sin A
ct,
sin A A o)
4Rp > ABERZ 4 Bcs‘“C ppind | ppin¢

sin F sin & sin K sin &
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Ceci donne finalement :

sindA  sinC 3 sinC  sink
4 A) + E:«( - A)
sinC  sinA sinE sinC
sin]??\- . sinJE) " CD(Sin;E N sinq)
sinA  sinFE sinCC  sind
sin € N sinﬁ) + AB(sinE' i sinﬁ),

sink  sinC sinA sin¥

R4~ B~ Rg) 2 FA(

& _m;(

+ Bc(

s0il encore
HRa+ R+~ Re) 220FA+ EF+ DE+CD+ BC + AB) = 2p,

d’olt le résultat.
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NOTATIONS UTILISEES

& : 'ensemble vide.
<= : si ¢t seulement si.
= : impligue.

N (resp. N*} : ensemble des entiers naturels (resp. ensemble des entiers naturels
non nuls).

Z (resp. Z*) : ensemble des entiers (resp. ensemble des entiers non nuls).

Q {resp. Q*) : enscmble des nombres rationnels (resp. ensemble des nombres ra-
tionnels non nuls}.

R (resp. R*, resp. Ry, resp. R_.) : ensemble des nombres réels (resp. ensemble des
nombres réels non nuls, resp. ensemble des nombres réels positifs, resp. ensemble
des nombre réels négatifs). '

C (resp. C*} : ensemble des nombres complexes (resp. ensemble des nombres com-
plexes non nuls).

|z| : module du nombre complexe z.

Arg(z)} : argument du nombre complexe z.

Re (2) : partie réelle du nombre complexe z.

S (z) @ partie imaginaire du nombre complexe z.
x|y : x divise .

1ty @z ne divise pas y.

z =y (mod n) : z est congru a y modulo n.
(@,%) : plus grand commun diviseur de x et y.
[z.y] : plus petit commun multiple de z et y.

[2] : plus petit entier supérieur ou égal a z.

|z] : plus grand entier inférieur ou égal & x {partie entiere de x).
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Z/nZ - ensemble des classes de résidus modulo n.

p{n) : indicatrice d"Euler.

{un Jnen : suite numérique indexée par N.

K [X] : ensemble des polynémes & coeflicients dans le corps commutatif K.
|A] (ou card (A)) : nombre d'éléments (cardinal) de ’ensemble fini A.
x € A : x appartient A I'ensemble A.

x ¢ A : z n’appartient pas & l’ensemble A.

A C B : A est un sous-ensemble de B.

A C B : A est un sous-ensemble strict de B.

AN B : l'intersection des deux ensernbles A4 et B.

AU B : 'union des deux ensembles A et B.

n b 12 L 71 2
( : nombre de sous-ensembles a p éléments d’un ensemble a 7 éléments.
p

G» : graphe complet & n sommets.

AB : distance des deux points A ct B.

AD : mesure algébrique du bipoint {4, B).

AB : vecteur d’origine A et d’extrémité 3.

(AB) : droite déterminée par les deux points distincts A et B.

[AB] : segment d’extrémités A4 et B.

[AB) : demi-droite d’origine A et passant par le point B, B # A.

A, B, €' : mesures dcs angles du triangle ABC.

{ﬂa?] : angle (positif) déterminé par les deux demi-droites [BA) et [BC).
ABC : mesure (positive) en radians de 'angle déterming par les deux demi-droites
[BA) ct [BC).

(D) || (A) : la droite (D) est parallele a la droite (A).

(D) L (A) : la droite (D) est perpendiculaire & la droite (A).

A(P) : aire du polygene P.

i - ¥ : produit scalaire des vecteurs # et .
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Les olympiades internationales de mathématiques ont connu un essor
extraordinaire pendant les deux derniéres décennies. En abordant les
thémes traditionnellement traités dans les olympiades nationales et
internationales, ce livre met a la disposition du lecteur un outil com-

plet de préparation a ce type de compétitions.

Chaque chapitre débute par une présentation des stratégies et tech-
niques utiles et se poursuit par de nombreux exerecices corrigés.

Ce livre peut étre aussi utilisé pour préparer le concours général. Son
contenu est d'un abord facile pour un éléve courageux de terminale.
Il pourra intéresser plus généralememt tous ceux que les mathéma-
tiques passionnent,

Le lecteur trouvera ici :

® les stratégies utiles dans la résolution des pro-
blémes d'olympiades ;

* les résoltats que le candidat sérieux se doit de
| connaitre ;

* des exemples choisis pour les idées instruc-
tives gu'ils contiennent

| e plus de 150 problémes tirés des olympiades
" nationales et internationales.

Préfaces de Claude Deschamps, leader de l'équipe de France aux
olympiades internationales de mathématiques, et de Paul-Louis
Hennequin, vice-président dANIMATH.

T
Il

9I 82729836610

www editions-cllipses.[r


http://www.editions-ellipses.fr

	C:\Users\Mr TAHA\Desktop\Nouveau dossier\Les olympiades de mathématiques_Réflexes et stratégies.pdf
	C:\Users\Mr TAHA\Desktop\Nouveau dossier\Les olympiades de mathématiques1_Réflexes et stratégies.pdf

