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AVANT-PROPOS A LA QUATRIEME EDITION FRANCAISE

Les deux premiers chapitres de cet ouvrage ont été profondément rema-
niés et sensiblement élargis par ’adjonction de sections sur les méthodes
élémentaires d’intégration (sur les équations linéaires homogénes et non
homogeénes du premier ordre, les équations homogénes et quasi homogg-
nes), sur les équations linéaires et quasi linéaires aux dérivées partielles du
premier ordre, sur les équations non résolues par rapport aux dérivées et
sur les théorémes de Sturm relatifs aux zéros des équations linéaires du
second ordre. La nouvelle édition comporte donc toutes les questions du
programme actuel de théorie des équations différentielles ordinaires.

En développant les méthodes spéciales d’intégration, I'auteur s’est atta-
ché partout & mettre ’accent sur Paspect géométrique desdites méthodes
et 3 montrer comment elles jouaient dans les applications et notamment
en mécanique. Ainsi pour intégrer une équation linéaire non homogeéne,
on introduit la fonction de Dirac et 'on calcule la fonction retardée de
Green ; les équations quasi homogeénes conduisent & la théorie de la simili-
tude et 4 la loi de la gravitation universelle, le théoréme de dérivabilité de
la solution par rapport aux conditions initiales, a ’étude du mouvement
relatif des corps cosmiques sur des orbites voisines.

Lauteur s’est permis de faire quelques digressions historiques dans cet
avant-propos. Les équations différentielles ont été inventées par Newton
(1642-1727). Newton était si convaincu de I'importance de sa découverte
qu’il la chiffra sous forme d’un anagramme dont la traduction libre en ter-
mes modernes serait: « les lois naturelles s’expriment par des équations
différentielles ». :

Le principal acquis scientifique de Newton est le développement des
fonctions en séries entiéres (le sens du deuxiéme anagramme de Newton
est que pour résoudre une équation il faut y substituer une série et identifier
les termes de méme puissance). La formule du binéme (pas seulement a
exposants entiers, qui était déja connue, par exemple de Viéte (1540-1603),
mais, et ce qui est particulierement important, & exposants fractionnaires
et négatifs) qu’il inventa fut prépondérante. Newton développa en « séries
de Taylor » les principales fonctions élémentaires (rationnelles, trigonomé-
triques, exponentielle, logarithme, radicaux). Avec la table des primitives
(qui est passée intégralement dans les manuels modernes d’analyse) ceci
Iui permit, de son propre aveu, de comparer les aires de toutes figures en
« un demi-quart d’heure ».
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Newton signala que les coefficients de ses séries étaient proportionnels
aux dérivées successives de la fonction mais ne s’attarda pas sur ce fait,
estimant a juste titre qu’en analyse il était plus commode de conduire les
calculs non pas par des dérivations sucessives mais en déterminant les pre-
miers termes de la série. Pour Newton, le lien entre les coefficients de la
série et les dérivées était plus un moyen de calcul des dérivées qu’un moyen
de composition des séries.

Lune des plus importantes réalisations de Newton est sa théorie du
systéme solaire, qu’il exposa dans les Principes mathématiques de philoso-
Dhie haturelle (Principia) sans recourir a ’analyse mathématigue. On admet
généralement que Newton découvrit la loi de la gravitation universelle &
Paide de son analyse mathématique. En fait, Newton (1680) ne produisit
que la démonstration de Pellipticité des orbites dans le champ gravitationnel
en s’appuyant sur la loi des carrés inverses : cette loi, qui était probablement
pressentie par quelques savants, lui fut indiquée par Hooke (1635-1703)
(cf. § 8).

Lére de la physique moderne commence par les Principia de Newton.
Panalyse s’ériga en discipline autonome grace a Leibniz (1646-1716).
Limmense mérite de Leibniz est d’avoir largement contribué au rayonne-
ment de ’analyse (la publication du premier article date de 1684) et d’avoir
porté ses algorithmes *) 3 un automatisme total : il inventa ainsi une
méthode qui apprenait a se servir de ’analyse (et & Penseigner) a des gens
qui n’y entendaient pas grand-chose, tendance contre laquelle il faut, hélas,
se battre méme de nos jours.

Les travaux d’Euler (1707-1783) et de Lagrange (1736-1813) émergent de
Pimmense flot des publications du XVIII® siecle sur les équations différen-
tielles. Ces travaux développaient essentiellement la théorie des petites oscil-
lations, donc la théorie des systémes linéaires d’équations différentielles ;
les notions fondamentales d’algébre linéaire (valeurs et vecteurs propres en
dimension n) apparaissaient incidemment. Léquation caractéristique d’un
opérateur linéaire fut longtemps appelée équation séculaire, car elle permet
précisément de déterminer les perturbations séculaires (i.e. petites par rap-
port au mouvement annuel) des orbites des planétes conformément a la
théorie des petites oscillations de Lagrange. Dans la foulée de Newton,
Laplace, Lagrange et, plus tard, Gauss (1777-1855) développent aussi les
méthodes de la théorie des perturbations.

Lorsque P’impossibilité de résoudre des équations algébriques par des
radicaux fut établie, Liouville (1809-1882) batit une théorie similaire pour

*)"Du reste, c’est & Leibniz qu’on doit les notions de matrices, la notation ay;, les bases
de la théorie des déterminants et des systémes d’équations linéaires, ainsi que I'une des premie-
res machines a calculer.



AVANT-PROPOS A LA QUATRIEME EDITION FRANCAISE 9

les équations différentielles et montra qu’il était impossible d’intégrer de
nombreuses équations (notamment des équations aussi classiques que les
équations linéaires du second ordre) par des fonctions élémentaires et des
quadratures. Plus tard, S. Lie (1842-1899), au terme de son analyse de I’inté-
gration d’équations par des quadratures, fut conduit a étudier en détail
les groupes de difféomorphismes (qui porteront son nom) : ainsi, de la
théorie des équations différentielles est né I'un des domaines les plus
féconds de la mathématique moderne, domaine dont le développement sera
lié a des questions de toute autre nature (les algébres de Lie furent déja
étudiées par Poisson (1781-1840) et essentiellement par Jacobi (1804-1851)).

Les travaux de Poincaré (1854-1912) constituent un tournant dans la
théorie des équations différentielles : sa « théorie qualitative des équations
différentielles » combinée a la théorie des fonctions de variables complexes
a posé les assises de la topologie moderne. La théorie qualitative des équa-
tions différentielles, plus connue aujourd’hui sous le nom de théorie des
systémes dynamiques, est la branche de la théorie des équations différentiel-
les, qui se développe le plus activement et posséde les plus importantes
applications scientifiques. Les mathématiciens russes : A. Liapounov
(1857-1918) avec ses travaux classiques sur la théorie de la stabilité,
A. Andronov (1901-1952), sur la théorie des bifurcations, A. Andronov et
L. Pontriaguine, sur la stabilité structurelle, N. Krylov (1879-1955) et
N. Bogolioubov, sur la théorie de la moyenne et A. Kolmogorov, sur la
théorie des perturbations des mouvements pseudo-périodiques ont apporté
une importante contribution au développement de la théorie des équations
différentielles. La discussion des acquis actuels déborde le cadre de cet
ouvrage (certains d’entre eux sont accessibles dans d’autres ouvrages de
Pauteur : Chapitres supplémentaires de la théorie des équations différentiel-
les, Moscou, éd. Mir, 1980 ; Méthodes mathématiques de la mécanique
classique, Moscou, éd. Mir, 1976 ; Théorie des catastrophes, Moscou, éd.
Naouka, 1981).

Lauteur exprime sa gratitude a tous les lecteurs des éditions précédentes
pour leurs suggestions dont il a essayé de tenir compte en remaniant cet
ouvrage, ainsi qu’a D. Anossov dont les multiples remarques ont contribué
a perfectionner le contenu de la présente édition.

V. Arnold



EXTRAIT DE L AVANT-PROPOS A LA PREMIERE EDITION

Lauteur de cet ouvrage s’est limité a un strict minimum dans son exposé.
Ce cours est articulé sur deux questions fondamentales : le théoréme des
redressement d’un champ de vecteurs (qui est ’équivalent des théorémes
d’existence, d’unicité et de différentiabilité des solutions) et la théorie de
groupes & un paramétre de transformations linéaires (i.e. la théorie des
systémes linéaires autonomes).

Les applications des équations différentielles ordinaires & la mécanique
font objet d’un examen plus détaillé que de coutume. I’équation du pen-
dule est abordée dés les premiéres pages ; ce sera une sorte d’étalons qui
nous permettra a chaque fois de vérifier Pefficacité des méthodes et notions
introduites. Ainsi, dans le paragraphe qui traite des intégrales premiéres,
sera examiné le principe de conservation de ’énergie ; du théoréme de diffé-
rentiation par rapport au parameétre nous déduirons la « méthode du petit
paramétre » ; quant a la théorie des équations linéaires a coefficients pério-
diques, elle débouche tout naturellement sur I'étude de la balangoire
(« résonance paramétrique »).

Lexposé de nombreux problémes différe des méthodes traditionnelles.
Lauteur s’est en effet partout attaché a mettre en exergue I’aspect géométri-
que, qualitatif des phénomeénes abordés. Aussi, cet ouvrage, est-il émaillé
de nombreux croquis et ne contient-il aucune formule tant soit peut fasti-
dieuse. Par ailleurs, il éclaircit bien des notions fondamentales laissées a
Pombre par les méthodes classiques (espace des phases et flots ; variétés
différentiables et fibrés vectoriels ; champs de vecteurs et groupes a un
paramétre de difféomorphismes). Ce cours aurait été grandement simplifié
si certaines notions avaient été connues. Malheureusement, a ce jour, les
problémes en question ne sont étudiés ni en analyse ni en géométrie. Force
a donc été A lauteur de les exposer suffisamment en détail sans supposer
au lecteur des connaissances préliminaires débordant le cadre des tradition-
nels cours élémentaires d’analyse et d’algébre linéaire.

Le présent ouvrage est composé pour Pessentiel des cours donnés par
Pauteur aux éléves de deuxieéme année de I’Université de Moscou en
1968-1969 et 1969-1970.

Lauteur tient 4 exprimer sa profonde reconnaissance a R. Bogdanov
pour ses précieux services dans la préparation des cours polycopiés ; & tous
ses éléves et ses collégues pour leurs suggestions ; 4 D. Anossov et S. Krein
pour leur attentive analyse des manuscrits.

1971 . V. Arnold



CHAPITRE PREMIER

NOTIONS FONDAMENTALES

§ 1. Espaces des phases et flots

La théorie des équations différentielles ordinaires est I'un des princi-
paux instruments des mathématiques. Elle permet d’étudier quantité de
processus d’évolution déterministes, finis et différentiables. Avant de don-
ner a ces processus une définition mathématique rigoureuse examinons
quelques exemples.

1. Exemples de processus d’évolution. On dit qu’un processus est déter-
ministe si toute son évolution et son passé sont définis de facon unique
par son état présent. Censemble de tous les états de ce processus s’appelle
espace des phases.

Ainsi, en mécanique classique, on étudie le mouvement de systémes
dont I’avenir et le passé sont univoquement définis par les positions et les
vitesses initiales de tous les points du systéme. Lespace des phases d’un
tel systétme mécanique est un ensemble dont les éléments sont constitués
par I'ensemble des positions et vitesses de tous les points du systéme con-
sidéré. '

En mécanique quantique, le mouvement des particules n’est pas un pro-
cessus déterministe. La propagation de la chaleur, elle, est un processus
semi-déterministe en ce sens que son avenir est déterminé par son présent,
tandis que son passé ne P’est pas.

Un processus est de dimension finie s’il en est de méme de son espace
des phases, c’est-a-dire si est fini le nombre des paramétres indispensables
a la description de son état. Tel est en mécanique classique par exemple,
le cas d’un systéme constitué d’un nombre fini de points matériels ou de
corps solides. La dimension de Pespace des phases est de 67 pour un
systéme de n points matériels, et de 127 pour un systéme de n solides. Les
mouvements des fluides en hydrodynamique, les vibrations de la corde et
de la membrane, la propagation des ondes en optique et en acoustique sont
des exemples de processus qu’il est impossible de décrire dans un espace
des phases de dimension finie.

Un processus est différentiable si son espace des phases est muni d’une
structure de variété différentiable, et ses changements d’état dans le temps,
définis par des fonctions différentiables. Les coordonnées et les vitesses des
points d’un systéme mécanique sont différentiables par rapport au temps.
Les mouvements étudiés en théorie du choc ne sont pas différentiables.
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En mécanique classique donc, le mouvement d’un systéme peut &tre
décrit par des équations différentielles ordinaires, tandis que d’autres procé-
dés seront nécessaires en mécanique quantique, en théorie de la chaleur,
en hydrodynamique, en théorie de I’élasticité, en optique, en acoustique
et en théorie du choc.

Citons encore deux exemples de processus déterministes, finis et diffé-
rentiables : la désintégration radio-active et la reproduction de bactéries
dans un bouillon de culture 'en quantité suffisante. Dans les deux cas
P’espace des phases est & une dimension : ’état du processus est défini soit
par la quantité restante de matiére radio-active, soit par le nombre de bacté-
ries Dans les deux cas le processus est décrit par une équation différentielle
ordinaire.

Remarquons que la forme de Péquation différentielle ordinaire décri-
vant un processus ainsi que le fait méme que tel processus est déterministe,
fini et différentiable ne peuvent étre établis qu’expérimentalement, donc
avec un certain degré de précision. A P’avenir nous nous dispenserons de
souligner a chaque fois cette circonstance et nous opérerons avec les proces-
sus réels comme s’ils coincidaient avec nos modeéles mathématiques
idéalisés.

2. Flots. La formulation exacte des principes généraux exposés ci-dessus
fait appel aux notions relativement abstraites d’espace des phases et de flot.
Pour bien les assimiler, voyons un exemple ou la seule introduction de
Pespace des phases permet de résoudre un probléme épineux.

Exercice (N. Konstantinov). Des villes A et B (fig. 1) sont reliées par
deux routes ne se coupant nulle part. On sait que deux mobiles empruntant
chacun une de ces voies et liés entre eux par une ficelle d’'une longueur
strictement inférieure a 2/ peuvent se rendre de A en B sans rompre cette
ficelle. On demande si deux véhicules sphériques de rayon /, dont les centres
se déplacent sur chacune de ces routes, ’'un a la rencontre de I'autre, peuvent
se croiser sans se heurter.

l y
%5 rHabiles
) N2

=97 e

Fig. 1. Position de départ des véhicules sphé-  Fig. 2. Espace des phases des véhicules et des
riques mobiles

Solution. Examinons le carré (fig. 2)

M=1{x,x:0<x<1}.
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On peut représenter la position des deux mobiles (I'un se déplacant sur
la premiére route, I’autre sur la seconde) par un point du carré M : il suffit
pour cela de désigner par x; la fraction de distance AB parcourue sur la
route i en partant de A.

Toutes les positions des deux mobiles sont représentées par des points
du carré M. Ce carré est appelé espace des phases et ses points, points
représentatifs. Donc, a chaque déplacement des mobiles est associé un
déplacement du point représentatif correspondant dans I’espace des phases.

Les mobiles partent de la ville A que nous supposerons correspondre
a Pangle inférieur gauche du carré (x; = x» = 0), quant a leur déplacement
de A en B, il est représenté par la courbe qui méne a l'angle opposé.

De la méme maniére, les véhicules sphériques partent de ’angle inférieur
droit (x; = 0, x2 = 1), quant a leur mouvement il est représenté par la
courbe conduisant a I’angle opposé du carré.

Or dans un carré, deux courbes quelconques joignant les couples de
sommets opposés se coupent. Donc, quel que soit le mouvement des véhicu-
les sphériques, il arrivera un instant ou ils occuperont une position déja
occupée par le couple de mobiles. A cet instant la distance séparant les
centres des véhicules sphériques sera <2/, de sorte qu’il leur est impossible
de ne pas se heurter.

Dans cet exemple nous n’avons pas fait intervenir les équations différen-
tielles, mais notre raisonnement est proche de ce que nous allons étudier
par la suite : il est souvent trés utile d’assimiler chaque état d’un processus
a un point d’un espace convenable.

Par exemple, I’état du mouvement d’un systéme de n points matériels
se décrit en mécanique classique par les valeurs des coordonnées et des
vitesses de tous ces points. Donc, 'espace des phases d’un tel systéme est
a 6n dimensions (trois coordonnées et trois composantes de la vitesse pour
chaque point). Lespace des phases d’un systéme de trois points (Soleil,
Jupiter, Saturne) est 4 18 dimensions. I’espace des phases d’un systéme de
n solides est a 12n dimensions (pourquoi ?).

Le mouvement d’un systéme se décrit par le mouvement du point repré-
sentatif sur une courbe de I’espace des phases. La vitesse de déplacement
du point représentatif sur cette courbe est définie par ce point méme. Donc
en chaque point de I’espace des phases est donné un vecteur appelé vecteur
vitesse de phase. Les vecteurs vitesses de phase forment un champ de vites-
ses de phase dans Pespace des phases. Ce champ de vecteurs définit ’équa-
tion différentielle du processus (la dépendance de la vitesse du point
représentatif par rapport a sa position).

Le probléme fondamental de la théorie des équations différentielles con-
siste 4 déterminer ou a étudier le mouvement d’un systéme d’apres le champ
de vitesses de phase. Cette étude porte par exemple sur la forme des orbites
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(ou trajectoires du mouvement du point représentatif) : les orbites du
champ de vecteurs envisagé dans un espace des phases s’éloignent-elles a
Pinfini ou restent-elles confinées dans un domaine borné ?

Dans le cas général, ce probléme ne peut étre résolu par les outils mathé-
matiques modernes et semble-t-il est insoluble dans un certain sens (en par-
ticulier le probléme des trois corps). Dans les cas particuliers les plus
simples par lesquels nous débuterons, ce probléme se résout explicitement
par des quadratures. Les ordinateurs permettent de trouver des solutions
approchées des équations différentielles sur un intervalle de temps fini,
mais ne fournissent aucune réponse aux problémes qualitatifs relatifs au
comportement des orbites dans leur ensemble. Dans la suite, en plus des
méthodes d’intégration explicite d’équations différentielles spéciales, nous
exhiberons certaines méthodes d’étude qualitative.

La notion d’espace des phases raméne I’étude des processus d’évolution
a des problémes de géométrie sur les courbes définies par les champs de
vecteurs. Nous commengons I’examen des équations différentielles par le
probléme de géométrie suivant.

3. Courbes intégrales d’un champ de directions. Supposons qu’en cha-
que point d’'un domaine du plan on ait choisi une droite passant par ce
point. On dit alors qu’un champ de directions est donné dans ce domaine
(fig. 3).

REMARQUE 1. Deux courbes différentiables passant par un méme point
définissent une méme direction si elles sont tangentes en ce point. Donc,
dans la définition d’un champ de directions, les droites peuvent étre rempla-
cées par des courbes différentiables : seule importe la tangente a la courbe
au point envisagé. La figure 3 représente une petite portion de droite en
chaque point.

Fig. 3. Champ de directions et courbe inté-
grale de ce champ

REMARQUE 2. Tous les objets (fonctions, applications, ...) rencontrés ici
et dans la suite sont supposés étre différentiables, C’est-a-dire continiiment
différentiables le nombre de fois nécessaire si le contraire n’est pas spécifié.
Un champ de directions est dit continu (resp. différentiable) si ses droites
dépendent continiment (resp. différentiablement) du point d’application.

REMARQUE 3. On définit de fagon analogue un champ de directions (de
droites) sur un espace a4 n dimensions (ainsi que sur toute variété différen-

tiable).
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DeriniTiON. On appelle courbe intégrale d'un champ de directions une
courbe qui en chacun de ses points est tangente a la direction du champ
passant par ce point.

Les courbes intégrales tiennent leur nom du fait que dans certains cas
on peut les déterminer par une intégration.

ExeMPLE. Supposons qu’un champ de directions continu défini sur un
plan se transforme en lui-méme par toutes les translations le long d’une
droite qui n’est paralléle 3 aucune direction de ce champ (fig. 4).

z

R o o- o7

AN P
\\+/@

Fig. 4. Champ invariant par les translations
verticales

THEOREME. La détermination des courbes intégrales d’un tel champ
revient exactement a lintégration d’une fonction continue donnée.

Démonstration. Faisons choix d’un systéme de coordonnées dont I’axe
vertical des ordonnées est la droite donnée, et ’axe des abscisses, une droite
horizontale. Toute courbe intégrale d’'un champ sans directions vecticales
est le graphique d’une fonction. La dérivée de cette fonction en un point
est égale au coefficient directeur de la tangente au graphique en ce point.
Ce graphique est une courbe intégrale si et seulement si ce coefficient direc-
teur est égal a celui d’une droite du champ donné. Or le coefficient directeur
de cette droite est une fonction donnée de I’abscisse (puisque le champ est
envoyé dans lui-méme par translation le long de ’axe des ordonnées). Donc
la fonction qui est représentée graphiquement par une courbe intégrale
admet pour dérivée la fonction donnée et par suite en est une primitive.
C.Q.ED.

Désignons les abscisses par ¢, les ordonnées par x. Le coefficient direc-
teur des droites du champ est une fonction donnée v(?), toute courbe inté-
grale est le graphique d’une fonction inconnue ¢. Une courbe x = () est
une courbe intégrale si et seulement si %’;— = v(?). Le théoréme de Bar-
row *) nous dit que ¢ = § vdt + C

Dans le cas général, la détermination des courbes intégrales ne se
raméne pas a une intégration : méme pour les champs de directions les

*) Isaac Barrow (1630-1677), maitre de Newton. A consacré un livre a la réciprocité des
problémes sur les tangentes et les surfaces.
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plus simples les équations des courbes intégrales ne peuvent &tre représen-
tées par une combinaison finie de fonctions et d’intégrales élémentaires *).

4. Equation différentielle et solutions. Le probléme géométrique de
détermination des courbes intégrales s’écrit analytiquement comme celui
de la détermination des solutions d’une équation différentielle. Supposons
qu’un champ défini sur le plan (¢, x) ne contienne pas de directions vertica-
les (i.e. de droites paralleles & Paxe x des ordonnées (fig. 5)). Le coefficient
directeur v(%, x) de la droite du champ passant par un point (¢, x) est alors
fini et les courbes intégrales sont les représentations graphiques de fonc-
tions x = ().

Fig. 5. Graphique d’une solution de I’équa-
tion différentielle

On admettra que les fonctions ¢ sont définies sur un intervalle I de
Paxe ¢. On a de toute évidence le

THEOREME. Pour que le graphique d’une fonction ¢ soit une courbe
intégrale, il est nécessaire et suffisant que pour tout t € I l'on ait

de
= 3 1
ar = v ) )
DEeriniTioN 1. On dit qu’une fonction ¢ est une solution de I’équation
différentielle

x = v(t, x), ()

si elle vérifie la relation (1) (C’est-a-dire « si sa substitution a x dans I’équa-
tion (2) transforme cette derniére en identité »).

DerinITION 2. On dit qu’une solution ¢ vérifie la condition initiale (to,
Xo0) si ¢(to) = Xo.

Donc une solution est une fonction définie sur un intervalle dont le
graphique est une courbe intégrale ; une solution vérifie la condition initiale
(to, Xx0) si la courbe intégrale correspondante passe par le point (f, Xo)

(fig. 5).

*) Exemple : le champ dont le coefficient directeur (par rapport a l'axe x) de la droite
passant par (¢, x) est égal 3 x> — ¢ (Liouville).
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ExempLE. La solution de ’équation élémentaire x = v(¢) qui vérifie la
condition initiale (%, Xo) est donnée par la formule de Barrow :
t
o(t) = x + g v(7)dr.

o

Toute équation différentielle (2) définit un champ de directions sur le
plan : la droite qui passe par un point (¢, x) a un coefficient directeur égal
a v(t, x). Ce champ s’appelle champ de directions v ou champ de directions
de léquation (2).

5. Equation d’évolution dans un espace des phases a2 une dimension.
Soit I’équation

x=uv(x), x€R.

Cette équation décrit un processus d’évolution dans un espace des phases
a une dimension. Le second membre définit le champ de vitesses de phase -
en tout point x est appliqué le vecteur v(x) (fig. 6 a gauche). Une telle
équation dont le second membre est indépendant de ¢ est dite autonome.
La vitesse d’évolution d’un systéme autonome, cest-a-dire un systéme
n’interagissant pas avec d’autres, est définie par I’état seul de ce systéme :
les lois de la nature ne dépendent pas du temps.

Les points en lesquels v s’annule s’appellent positions d’équilibre (ou
points stationnaires ou encore points singuliers) du champ de vecteurs. Si
a est une position d’équilibre, ¢(f) = a est solution de I’équation (un pro-
cessus commengant en g y restera pour toujours). La figure 6 représente
une position d’équilibre a. On voit que cette position d’équilibre est insta-
ble : si la condition initiale s’écarte un peu de la position d’équilibre, le
point représentatif s’éloigne de cette position lorsque ¢ croit.

P Iz
Fig. 6. Champ de vecteurs et champ de directions de I’équa- a { :“: { ‘

tion x = v(x)

La figure 6 représente aussi le champ de directions de ’équation envisa-
gée. Puisque v est indépendant de ¢, le champ se transforme en lui-méme
par des translations le long de Paxe ¢.

D’aprés le théoréme du point 3, les courbes intégrales de ce champ
s’obtiennent par une intégration (dans la région ou le champ n’est pas paral-
lele & I’axe ¢, c’est-a-dire la région qui ne contient pas de points d’équilibre,
v(x) # 0). Supposons que la fonction v est continue et ne s’annule en aucun
point. Ecrivons la formule explicite des courbes intégrales.

2—7560
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Le coefficient directeur des droites du champ est égal a 1/v(x). Donc,
le champ de directions de I’équation dx/dt = v(x) est confondu avec celui
de I’équation dt/dx = 1/v(x). Donc sont confondues les courbes intégrales
de ces équations. Or les courbes intégrales de la deuxiéme équation sont
données par la formule de Barrow qui s’écrit ici

o[ a
t—1 S T 3)

On a ainsi prouvé le

THEOREME. La solution x = ¢(t) de Péquation x = v(x), ot v(x) est
une fonction continue ne s‘annulant nulle part, qui vérifie la condition ini-
tiale (t, xo) est donnée par la formule (3). Réciproquement, toute fonction
x = () définie par la formule (3) est une solution et vérifie la condition
initiale (to, Xo).

REMARQUE. Voici un procédé pour retenir la formule (3). Ecrivons
P’équation initiale sous la forme dx/d¢ = v(x). Bien qu’on ait appris en
analyse que la dérivée dx/d¢ = v(x) n’est pas une fraction mais un symbole,
on manipulera ce dernier comme une fraction et on écrira I’équation sous
la forme dx/v(x) = d¢, en regroupant les x a gauche et les ¢ & droite. Une
intégration nous donne ¢ = S dx/v(x), cest-a-dire la relation (3).

En réalité, ce procédé est évidemment plus qu’une régle mnémonique. Leibniz n'aurait
pas introduit la notation compliquée % s’il navait eu en vue une véritable fraction : dx
divisé par dt. Le fait est que dx et dz ne sont pas de mystérieuses quantités « infiniment
petites », mais des nombres bien finis, plus exactement des fonctions de vecteur.

Considérons (fig. 7) le vecteur vitesse 4 d’un mouvement, dans un plan rapporté & un
systéme de coordonnées (#, x). La vitesse de variation de la coordonnée ¢ est une fonction
de ce vecteur. C’est cette fonction de vecteur linéaire qui est désignée par d¢. Par exemple,
la valeur de cette fonction sur le vecteur A de composantes (10, 20) est d#(4) = 10. On définit
de méme la valeur dx(A4) = 20 qui est la vitesse de variation de la coordonnée x, de sorte
que les composantes de A sont d#(4) et dx(4). On a de toute évidence la

A
A
dz/A)
dz(A) ; Fig. 7. Numérateur et dénominateur de la

fraction dx/d¢

PROPOSITION 1. Pour tout vecteur A tangent au graphique d’une fonction différentiable
x = o(?), le rapport dx(A)/dt(A) est égal & la dérivée dx/dt de la fonction ¢ au point de
tangence. '
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Dong, I'équation dx/v(x) = dt est une relation entre des fonctions linéaires d’un vecteur
tangent a une courbe intégrale.

Les fonctions d’un vecteur lié qui sont linéaires lorsque le point d’application est fixe
s’appellent I-formes différentielles.

Toute 1-forme différentielle sur le plan (¢, x) peut étre écrite sous la forme & = a df +
+ b dx, ou a et b sont des fonctions définies sur le plan (¢, x).

Les formes différentielles peuvent étre intégrées le long de portions de courbes orientées.
Choisissons sur une portion I' d’une courbe du plan un parameétre u orientant I', cest-a-dire
représentons I" sous forme de image dans R? d’un intervalle I de I'axe # par une application
différentiable  : I — R? (fig. 8). Lintégrale d’une forme w le long de T' se définit comme
le nombre

Sw = gw(y')du, ol vy’ = dy/du.

r T
En d’autres termes, une intégrale est la limite de sommes intégrales Z w(Ai), ou A; =
= y'(u)Ai, u; étant les points de subdivision du segment I en segments de longueur

Ai = ui+1 — u;. Le vecteur A4; est tangent & T' et ne différe du vecteur corde joignant deux
points de subdivision consécutifs que d’un infiniment petit d’ordre supérieur a A; (fig. 8).

Az’
r
r
I 47
Fig. 8. Définition de I'intégrale d’une 1-forme "—"—""9”7—'

Le théoréme relatif au changement de variable dans une intégrale définie *) entraine la

PROPOSITION 2. Lintégrale d’une l-forme le long d’une portion de courbe orientée est
indépendante du choix d’un parameétre compatible avec l'orientation (si l'orientation est con-
traire, l'intégrale change de signe).

On a de toute évidence la

PROPOSITION 3. L'intégrale de la 1-forme f(x)dx le long d’une portion de courbe sur
laquelle x peut étre traité comme un paramétre est confondue avec l’intégrale définie ordinaire
de la fonction f.

Revenons 4 la démonstration de la formule (3).

Les formes dx/v(x) et d¢ prennent les mémes valeurs sur les vecteurs tangents a une courbe
intégrale. Dong, leurs intégrales le long d’une portion de courbe sont égales. D’apres la propo-
sition 3 les intégrales de la premiére et de la deuxiéme forme sont respectivement égales au
second et au premier membre de la formule (3).

6. Exemple : équation de reproduction normale. Supposons qu’une
population biologique (par exemple des bactéries dans une boite de Pétri
ou des poissons dans un étang) compte x individus et que la vitesse de

*) Ce théoréme a été établi par Barrow précisément lors de la résolution d’équations
différentielles élémentaires appelées aujourd’hui équations i variables séparables.

2*
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reproduction est proportionnelle a x. (Cette condition est approximative-
ment remplie tant que la nourriture est en quantité suffisante.)
Ce processus se décrit par 1’équation différentielle de reproduction

normale )
x=kx, k>0

D’apreés la logigue du probléme on a x > 0, de sorte que le champ de direc-
tions est défini dans un demi-plan (fig. 9). On voit sur ce champ de direc-
tions que x croit avec ¢, mais on ne sait pas si x prendra des valeurs infinies
au bout d’un temps fini (Cest-a-dire si la courbe intégrale admettra une
asymptote verticale) ou si la solution restera finie pour tout £. On ne sait
rien non plus ni du futur ni du passé : la courbe intégrale tendra-t-elle vers
Paxe x = 0 lorsque ¢ tend vers une limite négative finie ou vers I'infini ?

s s

o~ o~ o~ o~
‘ z . . .
O~ -0~ 0" -0 Fig. 9. Equation de reproduction x = kx

Par bonheur, ’équation de reproduction se résout explicitement en vertu
du théoréme précédent : la formule (3) nous donne

X

t—1o= S 2—§ s k(t — t) =In (x/x0), x=ekli—t)x,,

Xo

Dong, les solutions de I’équation de reproduction normale croissent expo-
nentiellement lorsque ¢ — + o et décroissent exponentiellement lorsque
t = — oo ; x ne devient ni nul ni infini au bout d’un temps t fini. D’aprés
I’équation de reproduction normale une population double donc durant
une méme période indépendamment de son nombre (pour la population
du globe cette période est maintenant de 'ordre de 40 ans). Jusqu’au milieu
du XX° siécle la science croissait aussi exponentiellement (fig. 10).

La méme équation différentielle avec k < 0 décrit la désintégration
radioactive. La quantité de matiére radioactive diminue de moitié au bout
d’un temps T = k! In 2, appelé période de radioactivité ou vie moyenne.
La période de radioactivité de I'isotope 226 de radium est de 1620 ans, celle
de Pisotope 238 d’uranium est de 4,5-10° ans.

Cette équation intervient dans un grand nombre de problémes (nous
verrons dans la suite que ce n’est pas le fruit du hasard, mais la manifesta-
tion de la loi de la nature en vertu de laquelle « toute » fonction est locale-
ment et approximativement linéaire).
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Fig. 10. Accroissement du nombre de revues Fig. 11. Equation explosive x = x2

scientifiques et de comptes rendus

EXERCICE. A quelle altitude la densité de Patmosphére est-elle deux fois moindre qu’a
la surface du globe ? On admet que la température est constante et qu’un métre cube d’air
pese 1250 g a la surface du globe.

Réponse. 8 In 2 km = 5,6 km.

7. Exemple : équation explosive. Supposons maintenant que la vitesse
d’accroissement est proportionnelle non pas au nombre d’individus, mais
au nombre de couples :

x = kx%. )

Comparé a la reproduction normale, accroissement est ici bien plus rapide
pour les grands x et bien plus lent pour les petits x (cette situation est typi-
que des problémes de chimie physique, ou la vitesse d’une réaction est pro-
portionnelle aux concentrations des agents ; au demeurant les baleines de
certaines espéces ont aujourd’hui tant de mal a trouver un partenaire que
leur reproduction est régie par ’équation (4), qui plus est pour x petit).

Le champ de directions semble €tre peu différent de celui de la reproduc-
tion normale (fig. 9), mais les calculs montrent que les courbes intégrales
ont un comportement fondamentalement différent. Supposons pour simpli-
fier que k= 1. La formule de Barrow nous donne la solution ¢ =

= S _szzf_ + Cie.x= — —t—_l—c— pour ¢t < C. Les courbes intégrales sont

des demi-hyperboles (fig. 11). Chyperbole admet une asymptote verticale.

Dong, si l'accroissement d’une population est proportionnel au nombre
de couples, cette population devient infinie en un temps fini. Physiquement,
cette conclusion s’accorde avec le caractére explosif du. processus. (Certes,
si t est trop proche de C, lidéalisation adoptée pour la mise en équation
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de ce processus est inacceptable, de sorte qu’une population réelle ne peut
devenir infinie en un temps fini.)

11 est intéressant de noter que la deuxi¢me moitié de I’hyperbole x = (C — ¢) ! est aussi
une courbe intégrale de notre équation (si on la prolonge du demi-axe x > 0 4 I’axe x tout
entier). Les solutions correspondant a ces deux demi-hyperboles sont données par la méme
formule mais ne sont aucunement liées entre elles. On rétablit ce lien si 'on admet que le
temps est complexe ou si 'on compactifie I'axe affine x en une droite projective (cf. chap. 5).

EXERCICE *. Quelles équations différentielles x = x* définissent-elles sur la droite affine
un champ de vitesses de phase prolongeable en un champ sans points singuliers & une droite
projective ?

Réponse. n =0, 1 ou 2.

8. Exemple : courbe logistique. I’équation de reproduction normale
X = kx est acceptable tant que le nombre d’individus n’est pas tres élevé.
Lorsque ce nombre croit, la concurrence pour la nourriture conduit a une
diminution de la vitesse d’accroissement. Une hypothése élémentaire con-
siste & poser kK = a — bx, c’est-a-dire a traiter k¥ comme une fonction de
x linéaire non homogene (si x n’est pas trés élevé, on peut approcher toute
fonction différentiable par une fonction linéaire non homogene).

Nous sommes ainsi conduits a 1’équation de reproduction en régime
de concurrence x = (a — bx)x. Les coefficients a et b peuvent étre rendus
égaux a I'unité par un choix convenable de ¢ et x. Nous obtenons I’équation
logistique

x=(1-xx.

La figure 12 représente le champ de vitesses de phase v et le champ
de directions sur le plan (¢, x).

l.Z'
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W] Tow el s N—
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—— o —0— o~
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Fig. 12. Champ de vecteurs et champ de Fig. 13. Courbes intégrales de I'équation
directions de I’équation x = (1 — x)x x=(1-xx

Nous en corcluons que les courbes intégrales ont la méme allure que
celles de la figure 13. Plus exactement, on voit que

1) le processus admet deux positions d’équilibre : x =0 et x = 1;

2) entre les points O et 1 le champ est dirigé de 0 vers 1, et pour x > 1,
vers le point 1.

Dong, la position d’équilibre 0 est instable (une fois apparue, toute
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population commence a croitre), et la position d’équilibre 1, stable (une
petite population croit, une grande, décroit).

Quel que soit I’état initial x > 0, le processus se rapproche avec le temps
de la position d’équilibre stable x = 1.

Ces considérations ne nous disent pas toutefois si ce rapprochement
aura lieu en un espace de temps fini ou infini, c’est-a-dire si les courbes
intégrales issues du domaine 0 < x < 1 auront des points communs avec
la droite x = 1.

On démontre que ces courbes intégrales tendent asymptotiquement vers
la droite x = 1 lorsque # — + oo, et vers la droite x = 0 lorsque ¢ = — o0,
Ces courbes s’appellent courbes logistiques. Une courbe logistique admet
donc deux asymptotes horizontales (x = 0 et x = 1) et décrit le passage
de I’état O a P’état 1 en un laps de temps infini.

EXERCICE 1. On demande I’équation d’une courbe logistique.

Solution. La formule (3) nous donne ¢ = de/(x(l —x)) =In(x/(1 — x)), ou
x = e/ + €.

Cette formule prouve la propriété asymptotique d’une courbe logistique, indiquée plus
haut.

EXERCICE 2. Montrer que les courbes intégrales de I’équation x = (1 — x)x, issues du
domaine x > 1 tendent asymptotiquement vers la droite x = 1 lorsque # — + o et admettent
des asymptotes verticales ¢ = const.

Pour x petit, une courbe logistique est pratiquement indiscernable de I’exponentielle, i.e.
la concurrence influe peu sur I’accroissement. Mais au fur et & mesure que x augmente,
P’accroissement devient non exponentiel et au voisinage de x = 1/2 la courbe exponentielle
s’éloigne de la logistique brusquement vers le haut ; dans la suite, 'accroissement logistique
décrit la saturation du systéme, i.e. I’établissement d’un régime stationnaire (x = 1).

Jusqu’au milieu du XX siécle, la croissance de la science était exponentielle (cf. fig. 10).
Si cette croissance persistait, au XXI° siécle toute la population du globe pratiquerait la science
4 tel point que toutes les foréts de la planéte ne suffiraient pas pour la production du papier
nécessaire a la publication des articles scientifiques. Donc, P’état de saturation doit se manifes-
ter avant : nous nous trouvons a proximité de I’endroit ou la courbe logistique commence
4 prendre du retard sur Pexponentielle. Par exemple, le nombre d’articles de mathématiques
publiés dans les revues scientifiques depuis la fin de la Seconde Guerre mondiale jusqu’aux
années 70 a augmenté annuellement de 7%, et d’'un pourcentage moindre ces derniéres années.

9. Exemple : quotas de prélévement. Jusqu’alors nous avons envisagé
une population libre évoluant suivant ses propres lois. Supposons mainte-
nant que nous prélevons une partie de la population (disons que nous
péchons du poisson dans un étang ou dans P’océan). Supposons que la
vitesse de prélévement est constante. Nous sommes conduits a I’équation
différentielle de prélévement

x=(0-xx-c
La quantité c caractérise la vitesse de prélévement et s’appelle quota. La

_figure 14 représente le champ de vitesses de phase pour différentes valeurs
de la vitesse c.
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Nous voyons que si la vitesse ¢ n’est pas trés élevée (0 < ¢ < 1/4), il
existe deux positions d’équilibre (A et B sur la figure 14). La position infé-
rieure (x = A) est instable. Si pour une cause ou une autre (péche pléthori-
que, maladie) la population x venait & descendre au-dessous de A, elle serait
condamnée a disparaitre a court terme.
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Fig. 14. Equation de prélévement x = (1 — X)x — ¢

La position supérieure B est stable, Cest I’état stationnaire de la popula-
tion pour ¢ constant.

Si ¢ > 1/4, il n’y a point d’équilibre et la population sera épuisée au
bout d’un intervalle de temps fini (2 'exemple de I'otarie de Steller).

Pour ¢ < 1/4 on a une position d’équilibre instable (4 = B = 1/2). A
une telle vitesse et pour une quantité initiale suffisamment élevée, il est
mathématiquement possible de puiser dans cette population aussi long-
temps que I'on veut ; néanmoins une fluctuation vers le bas, si petite soit-
elle, des effectifs stationnaires se traduirait par une extinction de cette popu-
lation au bout d’un intervalle de temps fini.

Donc, bien que tous les quotas (¢ < 1/4) soient théoriquement permis,
le quota maximal ¢ = 1/4 conduit a linstabilité et est inadmissible. Plus,
sont pratiquement & exclure les quotas proches de 1/4, car pour eux le seuil
critique A sera proche du régime stationnaire B (de faibles écarts accidentels
rejetteraient la population en-dega du seuil A et en entraineraient la dispa-
rition).

Il s’avére cependant que ’on peut organiser le prélévement de telle sorte
qu’il soit stable & la vitesse 1/4 par unité de temps (il est impossible de
faire mieux, car 1/4 est la vitesse maximale de reproduction d’une popula-
tion inépuisable).

10. Exemple : prélévement a quota relatif. Au lieu de.la vitesse absolue
de prélevement fixons la vitesse relative, Cest-a-dire la part de population
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disponible prélevable par unité de temps : x = (1 — x)x — px. Le champ
de vecteurs et les courbes intégrales (pour p < 1) sont représentés sur la
figure 15.

z A
y_-p‘z' * \
f o b p——————
Fig. 15. Equation de prélévement x = v f /;
=( - x)x — px E———

La position d’équilibre instable se trouve maintenant au point x = 0,
la deuxieme position d’équilibre B est stable pour tout p, 0 < p < 1.

La population atteint son état stationnaire x = B aprés une certaine
période de restauration. La vitesse absolue de prélévement devient alors
égale a ¢ = pB. Ceci est 'ordonnée du point d’intersection des graphiques
des fonctions v = (1 — x)x et v = px (fig. 15, & gauche). Etudions le com-
portement de ¢ en fonction de p. Pour de petites quantités relatives préle-
vées (p petit), la vitesse de prélévement est aussi petite ; lorsque p — 1, elle
tend vers 0 (épuisement de la population). La plus grande valeur de la
vitesse absolue c est égale a la plus grande ordonnée du graphique de la
fonction v = (1 — x)x. Cette valeur est atteinte lorsque la droite v = px
passe par le sommet de la parabole (i.e. pour p = 1/2) et est égale a ¢ = 1/4.

Prenons p = 1/2 (i.e. fixons le quota relatif de telle sorte que la popula-
tion stationnaire soit égale a la moitié de la population inépuisable). Nous
atteignons ainsi la plus grande vitesse stationnaire ¢ = 1/4, et de plus le
systéme reste stable (il revient a I’état stationnaire lorsque la population
initiale s’écarte faiblement de la population stationnaire).

11. Equations a espace des phases a plusieurs dimensions. Dans les
exemples envisagés plus haut ’espace des phases était a une dimension.
Dans les situations plus compliquées (par exemple lorsqu’on tient compte
des rapports entre plusieurs populations) les points de I’espace des phases
sont définis par plusieurs nombres (deux pour deux populations, etc.).
Léquation différentielle, les solutions, etc. se définissent comme en dimen-
sion un. Rappelons ces définitions.

Soit v un champ de vecteurs sur un domaine U d’un espace des phases
a n dimensions. On appelle équation différentielle autonome définie par
le champ v ’équation

x=v(x), xeUCR"

On appelle solution de cette équation une application différentiable ¢ :
I— U dun intervalle I de I'axe ¢ dans I’espace des phases, telle que

de/dt = v(e(?)) pour tout 7€ 1
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Limage de Papplication ¢ s’appelle orbite ou trajectoire ou parfois
courbe de phase et le graphique *) de Papplication ¢, courbe intégrale. Les
courbes intégrales sont situées dans le produit direct de I'axe ¢ par I’espace
des phases. Ce produit direct s’appelle espace des phases élargi. Cet espace
est 3 n + 1 dimensions.

Soit (, xo) un point de espace des phases élargi. Une solution ¢ vérifie
la condition initiale (to, X0) si ¢(to) = X0, Cest-a-dire si la courbe intégrale
passe par le point (%, xo).

Les courbes intégrales peuvent étre décrites, comme en dimension un,
par un champ de directions dans Pespace des phases élargi. Le coefficient
directeur des droites du champ est remplacé par la construction suivante.

Soit donné dans un domaine V du produit direct R X R” un champ
de directions dont aucune n’est verticale (n’est paralléle 4 R"). Soient ¢ et
x = (x1, ..., X») des coordonnées sur R et R” respectivement. Alors en cha-
que point il existe un (et un seul) vecteur de direction, dont la coordonnée
horizontale (la composante #) est égale a 1. Ce vecteur est donc de la forme
@, v(z, x)), ou v(z, x) est un vecteur de R” dépendant d’un point de 'espace
des phases élargi. En d’autres termes, un champ de directions non vertical
sur P’espace des phases élargi définit un champ de vecteurs dépendant du
temps dans l’espace des phases.

Chaque courbe intégrale de ce champ de directions vérifie de toute évi-
dence I’équation différentielle

x = u(t, x),

i.e. est le graphique d’une application ¢ d’un intervalle de I’axe des temps
dans P’espace des phases, telle que de/df = v(, ¢(#)) pour tout ¢. Récipro-
quement, le graphique de toute solution est une courbe intégrale de ce
champ.

Une solution vérifie la condition initiale (%, xo) si et seulement si sa
courbe intégrale passe par ce point.

REMARQUE. Dans un espace des phases & n dimensions, rapporté a un syst¢éme de coor-
données, un champ de vecteurs se définit par n fonctions de n variables. Notre équation diffé-
rentielle prend donc la forme d’un « systtme de n équations du premier ordre » :

X1 = 01l 5 Xty ey Xndy ooy Xn = Un(l 5 X1, vy Xn).

Toute solution est définie par une fonction vectorielle (o1, ..., ¢n) de ¢, telle que
der/dt = vk(t ; ¢1(2), ..., en(2)), k = 1, ..., n, pour tout z. Toute condition initiale est donnée
par n + 1 nombres (fo ; X1,05 .o Xn,0)-

*) On appelle graphique de Papplication f: X — Y le sous-ensemble du produit direct
X X Y composé de tous les couples (x, f(x)), ol x € X ; le produit direct X X Y est 'ensemble
des couples (x, y), ou x€ X, y€ Y.
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12. Exemple : équation différentielle du systéme prédateur-proie. Le
modele le plus élémentaire décrivant la lutte de deux espéces, I'une dévorant
'autre, est le suivant. Considérons un étang peuplé de carassins et de bro-
chets. Sans brochets, les carassins se reproduiraient exponentiellement 2 la
vitesse x = kx proportionnelle a leur quantité x (nous admettons que la
masse totale des carassins est de beaucoup inférieure & celle de ’étang).
Si y est le nombre de brochets, il faut tenir compte des carassins dévorés
par les brochets. Nous supposons que le nombre de rencontres des carassins
et des brochets est proportionnel aussi bien au nombre des uns que des
autres ; la vitesse de variation du nombre de carassins est alors régie par
’équation x = kx — axy.

S'agissant des brochets, sans carassins ils sont condamnés a disparaitre,

ie.y = —Iy; en présence de carassins, ils commencent & se reproduire a
une vitesse proportionnelle au nombre de carassins dévorés, i.e.
y = -=ly + bxy.

Nous sommes ainsi conduits au systéme d’équations différentielles d’un
modele élémentaire prédateur-proie :

)€= kx — axy,
y = —ly + bxy.

Ce modtle s’appelle modéle de Lotka-Volterra du nom de ses auteurs. Le
second membre définit un champ de vecteurs sur le plan : le vecteur appli-
qué en (x, y) a pour composantes (kx — axy, —Ily + bxy). C’est le champ
de vitesses de phase.

Lespace des phases est ’angle défini par les droites x > 0 et y > 0.

On construit sans peine le champ de vitesses de phase en étudiant les
changements de signe des composantes (fig. 16). Le point singulier
Xo = I/b, yo = k/a correspond a la moyenne des carassins et des brochets,
lorsque I'accroissement des carassins est compensé par P’activité des bro-
chets, et ’accroissement des brochets, par leur mortalité naturelle.

¥
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Fig. 16. Champ de vitesses de phase <z

du modeéle prédateur-proie Zy

Si le nombre initial de brochets est inférieur & yo (le point A4 sur la
figure), le nombre de carassins et de brochets augmente, tant que les bro-
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chets qui n’ont cessé de se reproduire ne commencent a dévorer plus de
carassins que Paccroissement de ces derniers (le point B). Ensuite le nombre
de carassins commence a diminuer et le nombre de brochets a croitre tant
que la pénurie de nourriture ne conduise a I’extinction des brochets (le point

~ C) ; le nombre de brochets diminuera tellement que les carassins commen-
ceront 3 se reproduire (point D) ; la reprise de la reproduction des carassins
entrainera celle des brochets. Nous assistons donc a des fluctuations de
la population des carassins et des brochets autour de leurs moyennes res-
pectives.

Reste 2 savoir si ces fluctuations sont périodiques ou non. Notre repré-
sentation approximative du champ de vitesses de phase ne permet pas de
répondre 2 cette question. On peut imaginer des cas différents, par exemple
ceux de la figure 17.

A /) o) |4 =S

Fig. 17. Application de Poincaré

Pour comprendre ces cas, considérons le segment reliant le point singu-
lier 4 J’axe x. Chaque point 4 de ce segment (non situé sur I'axe x) définit
une orbite qui coupe ce segment en un point $(A). La fonction & s’appelle
application de Poincaré ou monodromie ou encore holonomie.

Considérons le graphique de Papplication de Poincaré. Il s’appelle dia-
gramme de Lamerey. Les diagrammes de Lamerey correspondant aux qua-
tre cas de la figure 17 sont représentés sur la figure 18.

(4) B(A) d(4) B(4)

A A A A

Fig. 18. Diagrammes de Lamerey

Le diagramme de Lamerey permet de construire facilement la séquence
des images du point A par ’application ®. Il suffit a cet effet de construire
Vescalier de Lamerey (fig. 19) dont les abscisses et les ordonnées des som-
mets sont les points A, ®(A4), $*(4) = H(B(A)), ...

Les points d’intersection du graphique de Papplication de Poincaré avec
la diagonale (le graphique = A) correspondent a des orbites fermées (des
cycles) sur le plan de phase.
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A
Fig. 19. Escalier de Lamerey (4)B(A)

Un cycle est visiblement stable (resp. instable) si au point respectif A
ona®’(4) < 1 (resp. ®’(A4) > 1). Dans les quatre diagrammes de la figure
18, les orbites sont, dans le premier cas, des spirales s’enroulant autour du
point singulier, dans le deuxiéme cas, des spirales se déroulant autour du
point singulier, dans le troisiéme cas, des orbites fermées, dans le quatrieme
cas, des orbites s’enroulant sur un cycle stable de I’intérieur et de Pextérieur.

Respectivement, dans le premier cas, la population de I’étang deviendra
stationnaire a la longue, les fluctuations seront amorties. Dans le deuxiéme
cas, I’état d’équilibre n’est pas stable, les fluctuations s’amplifient. A une
certaine date, le nombre de carassins (de brochets) sera <1 ; notre modeéle
sera alors inacceptable et la population de I’étang s’éteindra.

Dans le troisieéme cas, on aura des fluctuations périodiques de la popula-
tion de carassins et de brochets autour de I’état d’équilibre ; Pamplitude
de ces fluctuations est définie par les conditions initiales.

Dans le quatriéme cas, on observera aussi des fluctuations périodiques,
mais leur amplitude ne dépendra pas des conditions initiales : toute orbite
s’enroule sur le cycle limite. Dans ce cas on dit que le systéme est auto-excité.

Lequel de ces cas correspond au systéme de Lotka-Volterra ? La ques-
tion reste ouverte jusqu’au § 2.

13. Exemple : particule libre sur la droite. D’aprés la « premiére loi »
de Newton, l'accélération d’un point matériel non soumis a I’action de for-
ces extérieures est égale 3 0: ¥ = 0. Si le point x appartient a la droite
R, on parle du mouvement d’une particule libre sur la droite (on pourrait
s’imaginer une perle enfilée sur une aiguille a tricoter).

Llespace des phases est 4 deux dimensions, puisque tout le mouvement
est défini par la position initiale et la vitesse initiale. Sur le pian de phases
rapporté aux coordonnées x; = X, x2 = x est défini le champ de vitesses
de phase . .
X=X, x =0,

donc les composantes de ce champ sont (x2, 0) (fig. 20).

22
L L L
o3 o O o o o» Iy
Fig. 20. Champ de vitesses de phase d’une -0 =0 -0 w0 o

particule libre ~—0 0 0
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Tous les points de I’axe x; sont des positions d’équilibre. De tels équili-
bres s’appellent indifférents en physique et instables en mathématique (un
changement convenable si petit soit-il du point initial entraine au bout d’un
intervalle de temps relativement grand un changement d’état non petit).

Les orbites sont les droites horizontales x, = const et tous les points
de Paxe xi.

EXERCICE. Trouver la solution vérifiant la condition initiale (@, ) pour 7 = 0.

Réponse. ¢1(t) = a + bt, p2(t) = b.

14. Exemple : chute libre. Suivant Galilée, I’accélération g des corps
tombant en chute libre au voisinage du sol est constante. Si x est la hauteur,
X = —g. En rapportant le plan de phases aux mémes coordonnées que dans
P’exemple précédent, on obtient le systéme

X = X2, X2 = —8&.
Le champ de vecteurs défini par le second membre est représenté sur
la figure 21.
EXERCICE. Montrer que les orbites sont des paraboles.
Zz
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Fig. 21. Champ de vitesses de phase d’une
/ / / / / / / particule en chute libre

15. Exemple : petites oscillations. Dans de nombreux cas, la force qui
rameéne le systéme a I’état d’équilibre est plus ou moins proportionnelle
4 Pécart par rapport a la position d’équilibre (loi de Hooke, etc. ; le fait
est que la force est nulle dans la position d’équilibre et toute fonction est
localement approximativement linéaire). Nous sommes conduits & I'équa-
tion des petites oscillations

X = —kx

Le coefficient £ > 0 peut étre rendu égal 4 1 par un choix convenable de
P’échelle des temps. L’équation devient
X=-x

En rapportant le plan de phases aux coordonnées x; = X, X2 = X, on
peut mettre cette équation sous forme du systéme

X1 =X2, X2 = —X.
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Le second membre définit un champ de vecteurs sur le plan de phases.
Ce champ est représenté sur la figure 22.
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Fig. 22. Champ de vitesses de phase des fai- - /
bles oscillations ] /

EXERCICE 1. Montrer que les orbites sont des cercles et leur centre.

Solution. Le vecteur vitesse de phase est orthogonal au rayon vecteur.

EXERCICE 2. Montrer que le point représentatif se déplace sur un cercle a une vitesse
angulaire constante égale a 1.

Solution. Le vecteur vitesse de phase est de méme longueur que le rayon vecteur.

EXERCICE 3. Trouver la solution qui vérifie la condition initiale x(0) = a, x(0) = b.

Solution. D’aprés les deux exercices précédents, il faut faire tourner le vecteur de la condi-
tion initiale d’un angle ¢. On’obtient

x1(f) =acost+ bsint, x(t) = —asint + bcost.
REMARQUE. Nous avons ainsi montré que x effectue des oscillations harmoniques et établi

la « loi de la conservation de I’énergie » : la quantité x3/2 + x3/2 est constante sur une orbite.
EXERCICE 4. Etablir la loi de la conservation de I'énergie x3/2 + kx3/2 pour le systéme

X.l = X2, Jt.’z = —kxl.
REMARQUE. La quantité x3/2 s’appelle énergie cinétique, la quantité kx3/2, énergie
potentielle.

EXERCICE 5. Montrer que pour k = 1 les courbes intégrales de ce syst¢tme sont des
hélices.

16. Exemple : pendule mathématique. Considérons une tige impondéra-
ble de longueur /, suspendue par une extrémité et portant a son autre extré-
mité un point pesant de masse m. Désignons par 6 langle d’écart par
rapport a la verticale. D’aprés les lois de la mécanique, P'accélération angu-
laire § du pendule est proportionnelle au moment de son poids (fig. 23) :

I§ = —mgl sin 6,

Fig. 23. Pendule mathématique mng
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ot I = mi* est le moment d’inertie (le signe moins s’explique par le fait
que le moment tend & réduire I’écart).

Léquation du mouvement du pendule est donc § = —k sin 6, k = g/I.
Le coefficient k peut étre rendu égal & 1 par un choix convenable de I’échelle
des temps. Léquation devient alors § = —sin 6.

Lespace des phases est a deux dimensions. Pour coordonnées on peut

prendre 'angle d’écart x; = 0 et la vitesse angulaire x, = . I’équation prend
la forme du systéme

X1 =Xz, X2 = —sin x.

Le second membre définit le champ de vitesses de phase. Il est représenté
sur la figure 24.

zz
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- = < -, - Fig. 24. Champ de vitesses de phase du

pendule

EXERCICE. Montrer que l'origine des coordonnées (x; = x2 = 0) et le point (x; = m,
x2 = 0) sont des orbites.

Les autres orbites seront étudiées dans le menu au § 12.

REMARQUE. Si Pangle d’écart 6 est petit, sin 6 = §. Ce changement
ramene I’équation du pendule a celle des petites oscillations (pt. 15). La
question de savoir jusqu’a quel point les conclusions tirées de I’étude de
cette équation élémentaire se généralisent a ’équation compléte du pendule
fera I'objet d’un examen spécial au § 12.

17. Exemple : pendule renversé. Etudions le comportement d’un pen-
dule renversé. Dans ce cas ’angle 6 est voisin de , il est donc naturel de
considérer I'angle d’écart Y = § — 7 par rapport a la position d’équilibre
supérieure. On a alors y/ = sin ¥ et pour de petits y, ’équation approchée

¥=14
Cette équation s’appelle équation des « petites oscillations » du pendule

renversé. Lespace des phases est a deux dimensions. En prenant pour coor-
données x; = ¢ et x2 = ¥, on obtient le systéeme

X1 = X2, X2 = Xi1.

Le champ de vitesses de phase est représenté sur la figure 25. Ses orbites
seront étudiées en détail au § 2.
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Fig. 25. Champ de vitesses de phase du pen-
dule renversé

18. Exemple : petites oscillations du pendule sphérique. L’écart par rap-
port & la verticale est caractérisé par deux nombres : x et y.
Du cours de mécanique on sait que les équations des petites oscillations
s’écrivent
X= =% J= -

Lespace des phases est a a quatre dimensions. Prenons pour coordonnées
X1=X, X=X, X3 =y et x4 =y. Les équations prennent la forme

X = X2, X = —X1, X3 = X4, X3 = —X3.
Le second membre définit un champ de vecteurs sur R*.

EXERCICE 1. Montrer que les orbites de ce champ sont situées sur des sphéres a trois
dimensions x} + ... + X3 = const.

EXERCICE 2. Montrer que les orbites sont de grands cercles de ces sphéres.

Mais tout grand cercle n’est pas une orbite.

EXERCICE * 3. Montrer que toutes les orbites forment une sphére a deux dimensions sur
chaque sphére a trois dimensions.

On peut se représenter une sphére > a trois dimensions comme Pespace R® complété
d’un point « infiniment éloigné ». Donc la partition de S* en cercles induit une partition
de R? en cercles et en une courbe non fermée (« dont les deux extrémités s’éloignent a
Pinfini »). Cette partition est représentée sur la figure 26.

EXERCICE * 4. Vérifier que deux cercles quelconques de cette partition sont enlacés avec
un coefficient d’enlacement égal a 1 (le coefficient d’enlacement indique le nombre de fois
qu’une courbe coupe une membrane tendue sur l'autre, les points d’intersection étant affectés
de signes).

Droite

Fig. 26. Orbites du pendule sphérique sur une
hypersurface d’énergie constante

3—7560
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§ 2. Champ de vecteurs sur la droite

Dans ce paragraphe on étudie une équation différentielle définie par
un champ de vecteurs sur la droite, et les équations a variables séparables
se ramenant a cette équation.

1. Existence et unicité des solutions. Soit v une fonction (continiiment)
différentiable définie sur un intervalle U de la droite réelle.

THEOREME. La solution ¢ de I’équation x = v(x), qui vérifie la condi-
tion initiale (t, Xo)
1) existe quels que soient th€R, xp € U ;
2) est unique en ce sens que deux solutions vérifiant la méme condition
initiale sont confondues dans un voisinage du point t ;
3) est donnée par la formule de Barrow :
()

t—ty= -v‘:—g)— si v(x) # 0,
Xo
() =x0 si v(x)=0.

Démonstration. Supposons que Xp n’est pas un point d’équilibre. Au
§ 1 nous avons vu que : 1) la solution est donnée au voisinage du point
t par la formule de Barrow; 2) la fonction ¢ définie par cette formule est
une solution vérifiant cette condition initiale.

Si xp est un point d’équilibre, la fonction ¢(f) = xo est aussi visiblement
une solution. C.Q.F.D.

EXERCICE. Indiquer la lacune de cette démonstration.

2. Contre-exemple. Soit v = x*/? (fig. 27). Deux solutions ¢; = 0 et
@2 = (¢/3)* vérifient la méme condition initiale (0, 0) en dépit de I'unicité.
La fonction v n’est certes pas différentiable, donc cet exemple n’infirme
pas le théoréme. Mais la démonstration produite n’a pas fait intervenir la
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Fig. 27. Exemple de non-unicité
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différentiabilité de v : elle passe dans le cas aussi oll v n'est que continue.
Dong, elle ne peut pas étre vraie. En effet, 'unicité a été établie a la seule
condition que v(xp) # 0. Nous voyons que si le champ v est seulement con-
tinu (et pas différentiable), 'unicité des solutions vérifiant une condition
initiale placée en la position d’équilibre peut ne pas avoir lieu. Il s’avere
que la différentiabilité de v assure 'unicité dans ce cas aussi (cf. pt. 3 plus
bas).

Cet exemple peut encore €tre décrit de la maniére suivante : en se dépla-
cant 2 la vitesse v(x) = x*/3, le point représentatif peut atteindre la position
d’équilibre (x = 0) au bout d’un intervalle de temps fini & partir d’un autre
point.

Au § 1 nous avons étudié un mouvement dans un champ linéaire (avec
une vitesse v(x) = kx). Dans ce cas, le point représentatif accéde a la posi-
tion d’équilibre au bout d’un intervalle de temps infini (si par exemple
v(x) = —x, le point représentatif se rapproche de la position d’équilibre
si lentement qu’a tout instant il lui resterait, pour atteindre cette position,
un temps égal & 1 si sa vitesse cessait de varier a cet instant). :

La cause de la non-unicité dans le cas ou v(x) = x*/3 réside dans le
fait que la vitesse ne décroit pas assez vite a Papproche de la position d’équi-
libre. Pour cette raison, la solution réussit a atteindre le point singulier en
un temps fini.

3. Démonstration de Punicité. Supposons que ¢ est solution de I’équa-
tion x = v(x), ou v(x) est une fonction différentiable. Supposons que
¢(%) = xo est une position d’équilibre et que ¢(#) = x1 n’en est pas une
(fig. 28). Considérons sur Pintervalle [fo, #] le point # le plus proche de
41, tel que v(e(%)) = 0. Pour tout point #3 compris entre # et #;, on a en
vertu de la formule de Barrow : ‘

-t = S %, X3 = 10(13)?,

X1

Fig. 28. Démonstration de I'unicité Z, 17 Z,

3*
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Si la fonction v est différentiable, I'intégrale tend vers linfini lorsque x3
tend vers x;. En effet, le coefficient directeur d’une corde du graphique
d’une fonction différentiable sur un segment est borné (fig. 29), donc
[v(§)] < k|¢ — x2|, ou la constante k est indépendante du point & de
[x1, x2] (1a condition de limitation du coefficient directeur d’une corde du
graphique s’appelle condition de Lipschitz, le nombre k, rapport de Lips-
chitz). Ainsi

X3

- __dg
-z |t

X1

La derniére intégrale est facile a calculer, elle tend vers P'infini lorsque x3
tend vers x2. On peut s’en assurer aisément sans passer au calcul : en effet,
cette intégrale est égale au temps mis pour joindre deux points d’un champ
linéaire, or ce temps tend vers l'infini lorsque I'un des points tend vers la
position d’équilibre.

v

A\

InZall ¢

JN
) ‘JJ Fig. 29. Condition de Lipschitz

Ainsi le nombre | — #] est supérieur a tout nombre donné a priori.
Or il n’existe pas de nombre supérieur a tout nombre donné a Pavance.
Donc, la solution qui vérifie la condition initiale placée en une position
d’équilibre ne peut pas prendre de valeurs qui ne sont pas des positions
d’équilibre. Donc si ¢(%) est une position d’équilibre, v(¢(¢)) = 0 pour tout
t. Par suite, ¢ = 0, clest-a-dire que ¢ est une constante. C.Q.F.D.

Remarquons que I'idée maitresse de cette démonstration est la compa-
raison d’un mouvement dans un champ différentiable v & un mouvement
plus rapide dans un champ linéaire convenable. Le temps mis par le dernier
mouvement pour atteindre la position d’équilibre est infini, donc il le sera
a fortiori pour un mouvement plus lent dans le champ initial.

EXERCICE 1. Les courbes intégrales de I’équation x = v(x) 4 second membre v(x) diffé-
rentiable peuvent-elles se rapprocher plus vite qu’exponentiellement lorsque ¢ = o ?
Réponse. Non, si 'une d’elles correspond a la position d’équilibre ; oui, sinon.
EXERCICE 2. Le théoréme d’unicité est-il vrai dans le cas ou la fonction v admet une
dérivée discontinue ?
Réponse. Oui.
EXERCICE 3. Montrer qu’une condition suffisante d’unicité de la solution vérifiant la
X
condition initiale xp est la divergence de Pintégrale S v‘:ﬁ) en Xo.

Xo
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EXERCICE 4. Montrer qu’une condition suffisante d’unicité est que la fonction v vérifie
la condition de Lipschitz |v(x) — v(¥)| < k|x — y| quels que soient x et y.

EXERCICE 5. Etablir 'unicité de la solution de Péquation x = v(¢, x), ot v est une fonc-
tion différentiable, qui vérifie la condition initiale ¢(%) = xo.

Nota. Par la substitution de x — ¢(f) & x ramener la solution a la solution triviale, puis
comparer le champ de directions & un champ linéaire convenable. Cette comparaison prouve
P'unicité quelle que soit la dimension de P’espace des phases.

EXERCICE 6. Montrer que les orbites du systéme prédateur-proie (§ 1, pt. 12) ne coupent
pas les axes de coordonnées (par exemple, un nombre initialement positif de carassins ne peut
devenir négatif a la longue).

EXERCICE 7. Montrer que deux solutions quelconques de ’équation x = v(x), ot v(x)
est différentiable, vérifiant la méme condition initiale sont confondues partout ou elles sont
définies.

4. Produits directs. Soient les équations différentielles :

x1=vila), x1€U; 0))
X2 = v2(x), %€l 2
On appelle produit direct de ces équations le systeme
)&1 = vl(xl), 3
{xz = v2(x2), @

dont Pespace des phases est le produit direct U des espaces des phases des
équations (1) et (2). La définition implique immédiatement le

THeorEME. Toute solution ¢ de I'équation différentielle (3), produit
direct des équations (1) et (2), est une application ¢ : I - U de la forme
o) = (21(D), ¢2(1)), ot ¢1 et o> sont des solutions des équations (1) et
(2), définies sur le méme intervalle.

Supposons en particulier que les espaces des phases U et U, sont a
une dimension. Nous savons résoudre alors chacune des équations (1) et
(2). Nous pouvons donc intégrer explicitement le systéme d’équations diffé-
rentielles (3).

Plus exactement, d’aprés le théoréme du pt. 5, § 1, la solution ¢ qui vérifi¢ la condition
initiale o(f) = Xo peut &tre tirée, au voisinage du point ¢ = fo, des relations

ei(0) 2(t)

¢ _,_,_ _dE =

® =t—-1 S o ® (X0 = (x1,0, X2,0)),
X1,0 X2,0

si vi(x1,0) # 0 # v2032,0).

Si vi(x1,0) = 0, la premitre relation est remplacée par ¢1 = Xx1,0; si v2(xz,0) = 0, la
deuxiéme relation est remplacée par ¢ = X2,0. Enfin si vi(x1,0) = v2(x2,0) = 0, le point xo
est un point singulier du champ de vecteurs v et la position d’équilibre du systéme (3) est

o(f) = Xo.
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5. Exemples de produits directs. Soit le systtme de deux équations

)&1 = X1, )&2 = kX2.

EXERCICE 1. Tracer les champs de vecteurs correspondants sur le plan pour k = 0, %1,
172, 2.

Nous avons déja résolu chacune de ces équations séparément. La solu-
tion ¢ qui vérifie la condition initiale ¢(#%) = xo s’écrit

@1 = X1,06¢ "0, = xp 0k, )
Donc, le long de toute orbite x = ¢(f), on a soit
be| = Clal*, ®
ou C est une constante indépendante de ¢, soit x; = 0.

EXERCICE 2. Est-ce que la courbe définie sur le plan de phase (x1, x2) par I’équation
(5) est une orbite ?
Réponse. Non.

Ty Zp

N2

TN IR

Fig. 30. Noeuds : orbites des systémes X; = x1, X = kxapour k > 1, k=1let0< k<1

z
2 | L2

7\ \\/

o Zy -~ o T
~—— 0 — .Z"/ \/

Fig. 31. Col: orbites du Fig. 32. Orbites du systtme  Fig. 33. Orbites du pendule
systéme x; = X1, X2 = kxz, x1=x,x=0 renversé
k<0
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La forme des courbes (5), ou C € R, différe en fonction de la valeur
du paramétre k. Si k > 0, cest une famille de « paraboles *) d’indice k ».
Ces paraboles sont tangentes 4 'axe x1 si k> 1, ou &4 l'axe x; si k< 1
(fig. 30 ; pour k£ = 1 on obtient une famille de droites passant par l'origine
des coordonnées). Les orbites de la figure 30 constituent un neeud. Lorsque
k < 0, les courbes (5) prennent la forme d’hyperboles (fig. 31) **) et consti-
tuent un col/ au voisinage de lorigine des coordonnées. Pour k = 0, les
courbes (5) se transforment en droites paralléles (fig. 32).

Un regard sur les formules (4) nous permet de constater que chaque
orbite est entierement contenue dans un quadrant (ou est située sur un
demi-axe de coordonnées, ou encore coincide avec I'origine des coordonnées
qui, elle, est une orbite quel que soit k). Les fléches tracées sur les figures
indiquent dans quel sens se déplace le point ¢(#) lorsque ¢ croit.

EXERCICE 3. Montrer que chacune des paraboles x» = x3(k = 2) est formée de trois
orbites. Décrire toutes les orbites pour d’autres valeursde k (k > L,k = 1,0<k < 1L,k =0,
k < 0).

Il est intéressant d’observer comment une figure se transforme en une autre lorsque k
varie continiment.

EXERCICE 4. Représenter le noeud correspondant a k¥ = 0,01 et le col correspondant a
k = —0,01.

" EXERCICE 5. Intégrer Péquation du pendule renversé x; = Xz, X2 = x; et tracer les
orbites.

Solution. Rapportons le plan de phases aux coordonnées X = x1 + x2, ¥ = x1 — xa.
Le systéme se décompose en produit direct : X = X, Y = —Y. Sur le plan (X, Y) les orbites
forment un col comme sur la figure 31. Donc, on obtient aussi un col sur le plan (xi, x2)
(fig. 33). On en déduit en particulier que pour un écart donné du pendule par rapport a
la verticale, il existe une vitesse initiale et une seule pour laquelle il se rapproche asymptoti-
quement de la position d’équilibre supérieure lorsque t = + o (P'orbite correspondante est
une demi-droite issue de 0). Si la vitesse initiale est plus petite ou plus grande, le pendule
tombe soit sans atteindre la position d’équilibre supérieure, soit aprés I’avoir dépassé (les orbi-
tes correspondantes sont des demi-hyperboles).

Les solutions sont de la forme X = Xope!, Y = Yoe !, dout x; = Ae' + Be™' =
=acht+ bsht,x, = A¢' — Be™* = asht + bcht

6. Equations A variables séparables.
DerINITION. On appelle éguation a variables séparables une équation
de la forme
dy _ f») 6
dx  glx) ’ ©
On admettra que f et g sont des fonctions différentiables ne s’annulant
pas dans le domaine envisagé.

*) On obtient de véritables paraboles seulement pour k = 2 et k = 1/2.
**) On obtient de véritables hyperboles seulement pour k = —1.



40 NOTIONS FONDAMENTALES [CH. 1

Parallelement & cette équation considérons le systéme
x=gx), y=10) ™

THEOREME 1. Les orbites du systéme (7) sont les courbes intégrales de
I’équation (6) et réciproquement, les courbes intégrales de I’équation (6)
sont les orbites du systéme (7).

Démonstration. Le coefficient directeur du vecteur vitesse de phase
est égal a f(»)/g(x). Donc, toute orbite du systéme est tangente en chacun
de ses points au champ de directions de I’équation.

Réciproquement, soit donnée une courbe intégrale de ’équation (6). On
peut alors choisir un paramétre # de telle sorte que ’équation paramétrique
de cette courbe soit x = ¢(#), Y = y(¢), la fonction ¢ étant solution de
’équation x = g(x) (on se sert de la condition g # 0). La deuxiéme
coordonnée Yy du point de paramétre ¢ vérifie alors la relation
(dy/de)/(de/dt) = f(Y(0))/8(e(D)), ie. est solution de équation y = f(»).
Donc cette courbe intégrale est une orbite du systéme.

THEOREME 2. L'équation (6) admet une solution et une seule *) veri-
fiant la condition initiale (xo, yo0), et définie par la formule

X y
S _dE _ S _dn

8(%) O

Xo Yo

Démonstration. Cette assertion résulte du théoréme précédent et des
formules donnant les solutions des équations x = g(x) et y = f(»), qui véri-
fient respectivement les conditions initiales (%, Xx) et (%, o).

REeMARQUE. Un procédé « mnémonique » de résolution d’une équation
4 variables séparables consiste 3 traiter le premier et le second membre de
I’équation comme des fractions et a porter « tous les termes en x dans un
membre et tous les termes en y dans lautre » :

dx _ dy 3
gx)  fO) ®)

L« égalité des intégrales » nous donne ensuite la relation cherchée entre

x et y sous forme de P'égalité des primitives S gcg) = S f((l;’ ) + C ou

des intégrales définies indiquées dans le théoréme.

*) En ce sens que deux solutions vérifiant la méme condition initiale sont confondues
13 ou elles sont définies.
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11 va de soi que cette régle « mnémonique », si elle est correctement comprise, est une
démonstration assez rigoureuse de la formule donnant la solution. En effet, la relation (8)
exprime que les deux formes différentielles prennent la méme valeur sur tout vecteur tangent
a une courbe intégrale de I’équation (6) (et réciproquement, une courbe dont tous les vecteurs
tangents vérifient la relation (8) est une courbe intégrale de I’équation (6)).

Les intégrales des formes du premier et du second membre de I’équation (8), étendues
4 une méme portion de courbe intégrale de I’équation (6) sont égales (puisque dans la défini-
tion d’une intégrale le long d’une courbe n’interviennent que les valeurs des formes sur les
vecteurs tangents a cette courbe et que ces formes sont égales sur ces vecteurs). Enfin Pinté-
grale de la forme dx/g(x) le long d’une portion de courbe est égale a une intégrale ordinaire
de la fonction 1/g le long de la projetée de cette portion sur I'axe x ; idem pour la forme
dy/f(y).

La formule (8) est appelée parfois forme symétrique d’écriture de I'équation (6).

EXERCICE 1. Tracer les courbes intégrales des équations dy/dx = y/x, x/y, —y/x, —x/y.

ExeRrcICE 2. Tracer les courbes intégrales des équations dy/dx = kx*y8, sin y/sin x,
sin x/sin y.

EXERCICE 3. Tracer les orbites de P’équation du pendule x = y, y = —sin x.

Nota. Considérer I’équation & variables séparables dy/dx = —(sin x)/y.

7. Exemple : modéle de Lotka-Volterra. Au pt. 12 du § 1 nous avons
étudié un modele élémentaire de coexistence de y prédateurs (des brochets)
et de x proies (des carassins) ;

x=kx—axy, y= —ly+ bxy. )

Mais nous n’avons pu tracer les orbites de ces équations.
THEOREME 1. Les orbites du systéme (9) sont fermées (fig. 34).

y

p q p+q
ya
| A Ty z Y/ L4
Zy
Fig. 34. Orbites du modele de  Fig. 35. Construction des orbites du modele de Lotka-
Lotka-Volterra Volterra

Démonstration. Les orbites du systéme (9) sont confondues avec les
dy _ ybx-1)
dx x(k — ay)

courbes intégrales de I’équation & variables séparables

ou avec les orbites de I’équation-produit
dx X dy y

A bx—1’ dr  k-ay
(dans un domaine ou X, y, bx — [/ et kK — ay ne s’annulent pas).

Don, S—If——;—)ﬂdy= S-’”‘x—"dx+c, ou p(x) + g(») = C, ou



42 NOTIONS FONDAMENTALES [CH. 1

p=>bx—1Inx, g=ay— klny. Les graphiques des fonctions p et g ont
la forme de fosses. Donc, celui de la fonction p + g aura aussi la forme
d’une fosse (fig. 35), et par suite, les lignes de niveau de la fonction p + g
sont des courbes fermées. Il est immédiat de vérifier que les orbites de
Péquation (9) non seulement appartiennent aux lignes de niveau de la fonc-
tion p + g mais sont confondues avec elles. C.Q.F.D.

Les orbites du modeéle de Lotka-Volterra étant fermées, les nombres de
carassins et de brochets varient périodiquement avec le temps. La période
de fluctuation dépend de la condition initiale.

EXERCICE 1. Montrer que dans le modele de Lotka-Volterra (9) la période de fluctuation
tend vers Pinfini lorsque la condition initiale tend vers le point (0, 0).

REMARQUE. Il faut faire une distinction entre la tendance vers I'infini au sens mathéma-
tique et au sens physique. Par exemple, 1/¢ tend effectivement vers o lorsque & tend vers
0 (pour ¢ = 1075, la quantité 1/¢ est trés grande). En méme temps, lorsque ¢ — 0, la quantité
In g est pratiquement bornée (pour & = 1075, cette quantité est de Pordre de 10). Dans ces
conditions, on peut souvent manipuler les logarithmes comme des constantes.

EXERCICE 2. Comment la période de fluctuation dans le modéle de Lotka-Volterra (9)

tend-elle vers l'infini lorsque la condition initiale est de la forme (xo, €), € = 0 ?
Réponse. Logarithmiquement.

Tirons quelques conclusions de nos calculs.

Dans le systéme de Lotka-Volterra (9)

1) 11 existe une position d’équilibre (xo, y0) (et une seule pour x > 0,
y>0).

2) Les nombres de carassins et de broches varient périodiquement si
les conditions initiales ne sont pas des positions d’équilibre.

3) Les orbites sont fermées.

Signalons qu’il est peu probable que notre modeéle puisse prétendre
décrire assez fidélement la réalité, méme si I'on se confine dans le cadre
d’un espace des phases a deux dimensions. Par exemple, méme en I’absence
de brochets la vitesse de reproduction des carassins devra a la longue dimi-
nuer, sinon ils ne tiendraient plus dans ’étang, etc. Ceci nous incite a penser
qu’un modele plus exact est de la forme

{)é = x(k — ay + ef(x, ), ©,)

Yy =y(—1+ bx + gg(x, »)),

ou xef et yeg sont les petites corrections négligées lors de I’idéalisation du
modele (dans la premiére équation, la correction est divisible par x, puisque
la vitesse de reproduction des carassins est nulle si le nombre de carassins
est égal 4 0 ; dans la deuxiéme équation, la correction est divisible par y
pour la méme raison). On admettra que fet g sont des fonctions différentia-
bles (a strictement parler, ici et dans la suite on considére une région bornée
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du plan de phases, puisque les corrections n’ont aucune raison d’étre petites
pour de trés grandes valeurs des coordonnées).

Nous dirons qu’une propriété du modele (9) est structurellement stable
ou opinidtre si elle (ou une propriété voisine analogue) a lieu pour tout
systéme (9,) pour ¢ assez petit.

Considérons sous cet angle les conclusions 1), 2) et 3) faites plus haut.

THEOREME 2. Le systéme (9,) admet une position d’équilibre
(x(e), y(€)) dépendant différentiablement de ¢ petit et telle que x(0) = X,
Y(0) = yo est la position d’équilibre du systéme (9).

Démonstration. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, le
systeme d’équations en x et y

F(x,5 €=0, Gx, »¢=0
admet une solution (x(¢), y(¢)) dépendant différentiablement de ¢ petit,
qui se transforme en (Xo, yo) pour & = 0 si le jacobien J = D(F, G)/D(x,

N, 3, 0) €st différent de 0.
Dans notre cas, F=k —ay + ¢f, G = —I + bx + €g, et par suite,

7=1° “’l;sO. CQED.

b 0

Ainsi la propriété 1) est opinidtre : admet une position d’équilibre non
seulement le systéme (9) mais tout systéme voisin (9,).

Par contre, les conclusions 2) et 3) ne sont pas opinidtres. En effet,
Papplication de Poincaré du systéme (9) est de la forme $(4) = A. Pour
le systéme voisin (9,), le graphique de I’application de Poincaré sera voisin
de la diagonale mais pas nécessairement confondu avec elle. Selon la forme
des perturbations f et g, le diagramme de Lamerey peut étre situé au-dessus
ou au-dessous de la diagonale ou encore la couper en un ou plusieurs points
correspondant aux cycles stables et instables.

Dong, les conclusions relatives a la fermeture des orbites et a la périodi-
cité des fluctuations du nombre de carassins et de brochets avec une ampli-
tude dépendant des conditions initiales ne sont pas opinidtres ; bien que
dans le systéme (9,) chaque hélice d’orbite soit proche d’un cycle fermé,
elle ne se boucle pas entiérement et au bout d’un long intervalle de temps
(de Pordre de 1/¢) il s’établit, par exemple, un régime auto-excité (’orbite
s’enroule autour d’un cycle limite).

La propriété d’un syst¢me de posséder un cycle limite est stable par les petites perturba-
tions du systéme d’équations. Plus exactement, supposons qu’un cycle correspond a un point
fixe A = ®(A4) de P'application de Poincaré & et que ®'(A4) # 1. Un tel cycle est dit non

dégénéré.
Si un systéme défini par un champ de vecteurs vo posséde un cycle limite non dégénéré

passant par un point Ao, tout systéme voisin (défini par un champ v, ou € est petit) admet
un cycle voisin (passant par un point A, voisin de Ao).
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Pour établir cette proposition, il faut appliquer le théoréme des fonctions implicites &
Péquation ®(A4, ¢) = A, A(0) = Ao.

Donc, la conclusion que le systéme présente des fluctuations auto-excitées décrites par
un cycle limite non dégénéré est opinidtre : tout systéme proche donnera lieu a des fluctua-
tions auto-excitées voisines.

Remarquons que les cycles limites dégénérés peuvent disparaitre par une petite déformation
du systéme. Néanmoins on ne peut les éliminer par une petite déformation dans le cas ou
P’on envisage non pas un seul mais toute une famille de systémes dépendant d’'un parametre.
Dans ce cas, des cycles différents peuvent fusionner pour certaines valeurs du parameétre, un
tel fusionnement ayant lieu pour une valeur voisine du paramétre dans toute famille voisine.
Un cycle dégénéré apparait justement au moment du fusionnement de deux cycles non dégéné-
rés. Ceci étant, 'un des deux cycles est stable, Paiitre instable. Les cycles dégénérés engendrés
par le fusionnement de deux cycles non dégénérés sont intéressants par ce qu’ils se rencontrent
toujours sur la frontiere du domaine d’existence d’un régime oscillatoire dans I’espace des
paramétres.

Par exemple la figure 36 représente les diagrammes de Lamerey pour trois valeurs treés
proches du parameétre (les courbes 7, 2 et 3). Le diagramme 1 coupe la bissectrice en deux
points ; dans ce cas le syst¢éme posséde deux cycles limites dont le stable est situé a I'intérieur
de Plinstable (fig. 37). La position d’équilibre est instable ; le domaine situé & I'intérieur du
cycle instable est le domaine d’attraction (un « bassin ») du cycle stable : si les conditions
initiales se trouvent dans ce domaine (exception faite de la position d’équilibre), il s’établit
dans le systéme des fluctuations auto-excitées qui sont représentées par le cycle stable.

@@ |

-~

LT S

A7) Eomg Eol],

Fig. 36. “Péréstroika” Fig. 37. “Péréstroika” du portrait de phase et comportement
des diagrammes de des solutions
Lamerey

La courbe 2 correspond 3 une valeur critique du paramétre : le cycle stable fusionne avec
le cycle instable et devient dégénéré. Les orbites qui naissent dans le domaine borné par le
cycle dégénéré tendent vers ce cycle lorsque ¢ croit. Il s’établit alors un régime oscillatoire
qui toutefois est instable : une variation accidentelle si petite soit-elle est susceptible d’expédier
le point représentatif hors des limites du cycle.

Lorsque le paramétre continue de varier (courbe 3) le cycle disparait completement. La
fusion des cycles conduit donc 4 une variation discontinue du systéme : le régime auto-excité
stable 2 domaine d’attraction fini disparait subitement. Les mouvements dont la condition
initiale est située dans le bassin d’un cycle en voie de disparition partent, apres la disparition
de ce cycle, vers d’autres domaines de I’espace des phases (fig. 37). Dans notre exemple, lorsque
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le paramétre passe par une valeur critique, un écart, si petit soit-il, du nombre initial de préda-
teurs et de proies par rapport 4 la position d’équilibre conduit 2 un accroissement illimité
des fluctuations et par suite a ’extinction.

La « péréstroika » des orbites par une variation des parametres est étudiée en théorie
des bifurcations, quant aux applications de la théorie des bifurcations a I’étude des réponses
discontinues des syst¢mes mécaniques, physiques, chimiques, biologiques, économiques et
autres, & une variation continue des facteurs extérieurs, elles ont recu, ces derniers temps,
le nom de théorie des catastrophes.

Sur la figure 36 on voit que si la valeur du paramétre différe de la valeur critique d’une
petite quantité A, la distance entre le cycle stable et le cycle instable est de I'ordre de VA.
Dong, la vitesse de rapprochement des cycles, lorsque le paramétre varie, croit d’autant plus
vite que le parametre se rapproche de sa valeur critique : & 'instant méme de la catastrophe,
les deux cycles se déplacent I'un vers Pautre & une vitesse infinie. Ceci explique pourquoi il
est si difficile d’éviter les catastrophes engendrées par une perte de stabilité dont on a pergu
les premiers signes.

EXERCICE 3. Etudier les bifurcations des cycles engendrées par les variations du parame-
tre ¢ d’un syst¢tme défini en coordonnées polaires par les équations

Fr=cr—-r’+r, o=1

Réponse. Pour ¢ = 0, un cycle stable de rayon d’ordre Vc prend naissance en la position
d’équilibre r = 0 ; pour ¢ = 1/4 il disparait et fusionne avec le cycle instable. .

REMARQUE. On démontre que I’apparition ou la disparition d’un cycle en une position
d’équilibre, de méme que I'apparition ou la disparition d’un couple de cycles, est un phéno-
méne typique engendré par les variations du parameétre dans les familles a un parameétre
d’équations différentielles générales.

Les cycles limites stables décrivent les oscillations périodiques permanentes d’un systéme
placé dans un environnement stationnaire. Les oscillations décrites par les cycles stables
s’appellent auto-excitées contrairement aux oscillations forcées engendrées par des forces exté-
rieures périodiques et aux oscillations genre oscillations libres du pendule. Lapparition des
oscillations auto-excitées est un phénoméne assez étonnant en soi, mais on les rencontre par
exemple dans des systémes tels que la montre, la machine a vapeur, la sonnerie électrique,
le coeur, I'émetteur radio, les étoiles variables de type céphéide. Le fonctionnement de chacun
de ces systémes est décrit par un cycle limite dans ’espace des phases correspondant.

Toutefois il ne faut pas croire que tous les processus oscillatoires se décrivent par des
cycles limites : dans un espace des phases 4 plusieurs dimensions les orbites peuvent avoir

Fig. 38. Attracteur avec des orbites excessivement sensibles aux conditions initiales
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un comportement bien plus compliqué. Comme exemples citons la précession du gyroscope,
le mouvement des plandtes et de leurs satellites, leurs rotations autour de leurs axes (la non-
périodicité de ces mouvements est responsable de la complexité du calendrier et des difficultés
A prédire les marées), le mouvement de particules chargées dans des champs magnétiques
(qui est responsable des aurores polaires). Nous étudierons des mouvements élémentaires de
cette nature aux §§ 24 et 25, pt. 6. Les orbites de systémes 3 espace des phases A plusieurs
dimensions peuvent méme au lieu d’un cycle se rapprocher d’un ensemble sur lequel toutes
les trajectoires voisines s’éloignent rapidement I'une de I'autre (fig. 38). Ces ensembles sont
appelés depuis peu étranges attracteurs : ils sont liés aux phénomeénes genre turbulence et
rendent, par exemple, impossible toute prévision météorologique a long terme.

§ 3. Equations linéaires

Les équations linéaires décrivent Pinfluence de petites variations des
conditions initiales ou des seconds membres d’équations arbitraires sur
leurs solutions. Dans ce paragraphe, on intégre explicitement et on étudie
les équations différenticlles linéaires homogénes et non homogeénes 4 une
variable dépendante : on verra apparaitre 'opérateur de monodromie, la
fonction 6, la fonction de Green et les oscillations forcées.

1. Equations homogénes linéaires.

DerFINITION. On appelle éguation homogeéne linéaire du premier ordre
une équation de la forme

dy/dx = f(x)y, 0))

dont le second membre est une fonction (homogéne) linéaire d’une variable
dépendante y a une dimension.

C’est un cas particulier de ’équation a variables séparables. La méthode
X

générale de résolution nous donne dy/y = f(x)dx, In (y/y) = s S(&)de.
Xo
Ce qui entraine le

TuEoOREME. Toute solution de I’équation (1) se prolonge a lintervalle
de définition tout entier de la fonction f ; la solution qui vérifie la condition
X

FG
initiale (xo, yo) est définie par la formule y = yoe®

REMARQUE 1. Soit y = ¢(x) une solution de I’équation (1). Alors la
fonction y = ceo(x) est aussi une solution, quelle que soit la constante c.
La somme de deux solutions (définies sur tout Pintervalle de définition de
/) de Péquation (1) est aussi une solution. Donc, toutes les solutions de
Péquation homogene linéaire (1) forment un espace vectoriel. Cet espace
est a4 une dimension (pourquoi ?).
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REMARQUE 2. Les dilatations de P’espace des phases élargi (x, y) le long
de I’axe y envoient le champ de directions de I’équation linéaire homogéne
(1) dans lui-méme. Donc, les courbes intégrales se transforment I'une en
lautre par les dilatations de l'axe y : ces courbes peuvent étre obtenues 2
partir de 'une d’elles par de telles dilatations (fig. 39).

Les équations linéaires occupent une place particuliére en théorie des
équations différentielles, car en vertu d’une idée fondamentale de I’analyse
toute fonction différentiable se laisse bien approcher par une fonction
linéaire au voisinage de chaque point. Cette linéarisation nous conduit a
une équation linéaire qui est la premiére approximation de ’équation envi-
sagée au voisinage d’une solution.

z

@

Z

Fig. 39. Courbes intégrales d’une équation  Fig. 40. Systéme de coordonnées au voisinage
linéaire du cycle

Considérons par exemple un syst¢éme autonome a espace des phases a deux dimensions
(x, »), possédant un cycle limite (fig. 40). Rapportons le voisinage du cycle 4 des coordonnées
(X mod T, Y) telles que I’équation du cycle prenne la forme Y = 0 et que le parcours du
cycle dans le sens de la vitesse de phase corresponde & un accroissement de X sur 7. Les
orbites du systéme initial se transforment alors par P'application (x, y) = (X, Y) en courbes
intégrales d’une équation de la forme

dYdX =a(X, Y), ou a(X,0 =0, a(X+ T, Y)=aX,Y) )

+ La linéarisation de cette équation par rapport & Y au point Y = 0 nous améne a ’équation
linéaire

dYAX = f(X)Y, ou f(X) = 3a/dY|y_,.
On remarquera que la fonction f est T-périodique.
Nous sommes conduits & 'intégration d’une équation linéaire 4 coefficient périodique f.

2. Equations linéaires homogénes du premier ordre 2a coefficients
périodiques.

DeriNITION. On appelle équation linéaire homogéne du premier ordre
a coefficients T-périodiques une équation de la forme

dY/dX = f(X)Y, ou fIX + T) = f(X). (€)
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Les solutions de I’équation (3) définissent une application linéaire de
Paxe Y dans lui-méme, associant a la valeur ¢(0) de ¢(X) pour X =0 la
valeur ¢(7) de la méme solution pour X = 7 > 0. Cette application
A : R - Rs’appelle monodromie (fig. 41). (On se propose d’utiliser un opé-
rateur analogue dans le cas multidimensionnel.)

Ay

X
7 77 77 Fig. 41. Opérateur de monodromie

THEOREME. L'opérateur de monodromie A: R — R de l’équation
linéaire (3) est un opérateur linéaire de multiplication par un nombre \ > 0
(appelé multiplicateur). Lorsque X — + oo, toutes les solutions non nulles
tendent vers linfini ou vers 0 selon que A > 1 ou \ < 1; si A\ = 1, toutes
les solutions sont bornées.

Démonstration. La linéarité de A résulte du fait que les dilatations
le long de Y transforment les courbes intégrales en courbes intégrales ;
A > 0, cest-a-dire que I'axe X est une courbe intégrale. Les T-translations
le long de I'axe X transforment aussi les courbes intégrales en courbes inté-
grales (puisque f est périodique). Il s’ensuit que la solution vérifiant la con-
dition initiale ¢(0) = Y prend les valeurs A Y, A\2Y, \}Y, ... respectivement
pour X = T, 2T, 37, ... ; donc, lorsque N = + o, o(NT) tend vers I'infini
si A > 1 et vers 0 si A < 1. Par ailleurs, une NT-translation de I’espace des
phases élargi le long de ’axe X nous donne

@(NT + 8) = N"¢(S),
d’ou découlent toutes les assertions & prouver (pourquoi ?).

REMARQUE. Le théoréme du pt. 1 entraine la formule du multiplicateur
T
In\ = S Sf&dE.
0

Donc, le multiplicateur \ est >1 ou <1 selon que la valeur moyenne
de la fonction f est >0 ou <O0.

Dans le premier cas, la solution nulle de I’équation linéaire (3) est insta-
ble, dans le second, elle est stable (de plus, les solutions vérifiant une condi-
tion initiale proche de 0 tendent vers 0) ; lorsque N = 1, les solutions
vérifiant une condition initiale non nulle sont périodiques (fig. 42).
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Fig. 42. Stabilité de la solution nulle

Une question vient naturellement & lesprit : quel rapport existe-t-il entre le théoréme
relatif aux solutions de I’équation linéarisée (3) et le probléme initial du comportement des
solutions de ’équation non linéaire (2), c’est-a-dire le probléme des orbites voisines d’un cycle ?

EXERCICE 1. Montrer que si A > 1, le cycle est instable et les orbites nées en son voisi-
nage sont des spirales qui s’en éloignent en se déroulant ; si A < 1, le cycle est stable et les
orbites nées en son voisinage sont des spirales s’enroulant sur lui.

Autrement dit, lorsque le multiplicateur est différent de 1, la linéarisation nous conduit
a un raisonnement correct sur la stabilité du cycle. D’autre part, si A\ = 1, bien que les solutions
de P’équation (3) soient périodiques, il serait incorrect d’étendre cette conclusion de I’équation
linéarisée (3) a I’équation initiale (2) dont les solutions voisines de ¥ = 0 ne sont pas en
rénéral périodiques et il est impossible de juger de la stabilité du cycle d’aprés I'équation
linéarisée.

Nota. Considérer I'application de Poincaré & définie par les solutions ¢ de ’équation
(2) et associant & la condition initiale Y = ¢(0) pour X = 0 la valeur ®(Y) = ¢(7). Montrer
que la linéarité de ® au point Y = 0 est 'opérateur de monodromie,

EXERCICE 2. Etudier la stabilité du cycle limite » = 1 pour le systéme défini en coordon-
nées polaires par les équations

Fr=(?-DRx -1, ¢=1 (oi x=rcos ).

3. Equations linéaires non homogénes.

DerINITION. On appelle équation linéaire non homogéne du premier
ordre une équation de la forme

dy/dx = fx)y + g(x). )

Par solution on entend une solution définie sur I’intervalle de définition
tout entier des fonctions f et g.

TuroreME 1. Les solutions de I’équation (4) sont toutes de la forme
y = @1(x) + @o(x), ot ¢1(x) est une solution particuliére de (1) et ¢o la
solution générale de I’équation homogeéne associée (1) ; toute fonction de
cette forme est solution de I’équation (4).

Démonstration. Soit 4 : L; — L un opérateur linéaire (fig. 43). Les
solutions ¢o de I’équation homogeéne Ao = 0 forment un espace vectoriel
Ker A C L;. Limage Im A = AL, est un sous-espace vectoriel de L. Si
g € Im A, les solutions de ’équation non homogeéne A¢ = g forment dans
L, un sous-espace affine ¢; + Ker A4, parall¢le & Ker A. Dans notre cas,

4—7560
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KerA ¢+KerA

% 4 p

a ImA
L Lz 4 Fig. 43. Espace des solutions d’une équation

linéaire non homogéne

Ag = dp/dx — fe. Cest un opérateur linéaire *), donc I’assertion du théo-
réme résulte du théoréme d’algébre relatif a la solution d’une équation
linéaire non homogene.

Pour touver une solution particuliére, on peut se servir de la méthode
de « variation des constantes ».

La méthode de variation des constantes est souvent appliquée a I’étude
de P'influence des perturbations. Considérons par exemple le mouvement
des planétes autour du Soleil. En premiére approximation, si 'on néglige
les attractions réciproques des planétes, on obtient un mouvement indépen-
dant elliptique conformément aux lois de Kepler. Ceci est la solution des
équations non perturbées du mouvement.

Lattraction mutuelle perturbatrice des planétes peut étre prise en consi-
dération de la maniére suivante : on admet que les planétes accomplissent
un mouvement képlérien, mais les paramétres des ellipses varient légére-
ment avec le temps **). Donc les quantités qui étaient constantes dans le
mouvement non perturbé seront traitées désormais comme des fonctions
du temps.

Les équations différentielles décrivant les variations de ces constantes
sont souvent plus simples a intégrer ou a étudier que les équations initiales.
En particulier, appliquée aux équations linéaires non homogenes, ou I'équa-
tion non perturbée est ’équation homogeéne et la perturbation, la non-
homogeénéité, la méthode de variation des constantes nous conduit 2 une
formule explicite pour la solution. Dans ce cas, il n’est pas besoin d’exiger
que la perturbation soit petite.

Nous savons déja que toute solution de I’équation homogene (1) est
de la forme y = co(x), ol ¢ est une constante arbitraire et ¢ une solution
quelconque non triviale. Essayons de choisir ¢ = ¢(x) de telle sorte que
Y = ¢c(x)p(x) soit solution de I'équation non homogene (4).

*) Les espaces L; et L, peuvent étre choisis de différentes fagons. On peut par exemple
admettre que L; est I’espace des fonctions une fois continiment dérivables et L, celui des
fonctions continues.

**) Par exemple, les oscillations de Pexcentricité de orbite de la Terre sont Pune des causes
des périodes glaciaires.
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THEOREME 2. L'équation linéaire non homogene (4) admet une solution
et une seule vérifiant la condition initiale y(xo) = 0, qui est définie par la
Sformule

y xf(r)dr
y= S et g(d)dé. )
Xo

Démonstration. En portant y = ¢(x)¢(x) dans (4), on obtient
c'o+co’ =fcp + g.
Or ¢ est solution de I'équation homogene (1), donc ¢’ = fp et

' =g/a cx)= [ g@®/e®)ds

Xo

En substituant 4 ¢ la solution connue de I’équation homogene, on obtient
(apres avoir porté ¢(x) sous le signe d’intégration) la formule (5). C.Q.F.D.

4. Fonction d’influence et é-inhomogénéité. La formule (5) admet
Pinterprétation physique simple suivante. '

On a de toute évidence le

PRINCIPE DE SUPERPOSITION. Si ¢, et ¢, sont solutions des équations
linéaires non homogénes Ap, = g, et Ap, = g,, alors ¢, + ¢, est solution
de ’équation Ap = g, + g,.

Ce principe permet de dissocier les perturbations, de calculer séparé-
ment leur influence et d’ajouter les effets de la perturbation résultante (par
exemple, si I’on jette deux cailloux dans I’eau, on peut calculer séparément
les ondes engendrées par chacun d’eux et ajouter ces perturbations;
lorsqu’on tire un obus, on peut apporter séparément les corrections dues au
vent, 4 ’écart de la densité de ’air par rapport a la densité théorique, etc.).

Dans I’équation non homogeéne (4) le rdle de la perturbation incombe a
la fonction g. Essayons de représenter la fonction g par une combinaison li-
néaire de « perturbations élémentaires » ; la solution sera alors aussi une
combinaison linéaire de solutions d’équations ayant pour second membre g
des perturbations élémentaires.

DerINITION. On appelle 8-suite une suite {h, ] de fonctions différentia-
bles positives, nulles & ’extérieur de voisinages tendant vers 0 lorsque
N — o et possédant chacune une intégrale égale a 1.

Il est aisé de construire un exemple d’une telle suite (fig. 44). Les physi-
ciens disent que la « limite de la suite {4, ] est la fonction 6 de Dirac qui est
partout nulle sauf en 0 et dont I’intégrale est égale & 1 ».

Certes, il n’existe pas de fonction 8 jouissant de telles propriétés.

4*
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hy
N

/74 T
l Fig. 44. &-suite

Cependant de nombreuses quantités définies a I’aide des fonctions A,
tendent, lorsque N — oo, vers des limites qui portent le nom de ces quanti-
tés calculées pour la fonction &. Par exemple, pour toute fonction conti-
nue g

+

I}’iml § by (x)g(x)dx = g(0)

-
(prouvez-le !). Donc par définition

[ sgdx = 200).

—

De fagon analogue, une {-translation des fonctions 4, le long de I’axe x
nous donne

| 80 — Hg)dx = g(®),

-0

autrement dit, 6(- — £) est une « fonction de Dirac concentrée au point £ ».

La derniére formule peut aussi étre interprétée comme la représentation
de toute fonction différentiable g par une « combinaison linéaire conti-
nue » de fonctions de Dirac concentrées en divers points x, avec des coeffi-
cients égaux aux valeurs prises par g en ces points.

Donc, toute inhomogénéité g de I’équation (4) peut étre décomposée en
une combinaison linéaire continue d’inhomogénéités « concentrées en un
point », ayant la forme de translatées de fonctions de Dirac. D’aprés le
principe de superposition, pour trouver une solution particuliére de 1’équa-
tion (4) avec une inhomogénéité arbitraire, il suffit de prendre cette solu-
tion pour é-inhomogénéité.

DeriNiTION. La solution de I’équation
dy/dx = f(x)y + 6(x — £), £>0,
qui vérifie la condition initiale y (0) = 0 s’appelle fonction d’influence de la
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perturbation @ linstant ¢ sur la solution a l’instant x (ou fonction ae
Green *)) et se note : y = G; (x).

THEOREME. La fonction de Green est donnée par la formule

Gg ) = Ox pour x<E§, ©

§ ras
e: pour x> E&.

RemArQUE. Comme déja expliqué plus haut, il s’agit de la limite de la
suite des solutions des équations

dy/dx = f(x)y + hy(x — §), ™

ou {h,] est une d-suite lorsque N — oo, qui vérifient la condition initiale
y(@©) = 0.

Démonstration euristique. Pour x < £, la solution est nulle,
puisque I’inhomogénéité disparait. Pour x > £, la solution est confondue
avec une solution de 1’¢quation homogéne, puisque I’inhomogénéité
disparait. Pour x voisin de £, le second terme du second membre de I’équa-
tion (7) est grand en regard du premier, donc I’intégrale de dy/dx étendue a
un petit voisinage du point £ est presque égale au nombre

+ oo
| Ay — Hdx = 1.

-

En faisant tendre N — oo, on voit que lorsque x passe par le point £ la
solution y(x) subit un saut égal 4 1, i.e. pour x > £, la fonction Gf de la va-
riable x est la solution de ’équation homogéne, qui vérifie la condition ini-
t)iale y(€) = 1. C.Q.F.D.

On pourrait conférer a ce raisonnement la rigueur voulue mais il est
plus simple de produire la démonstration suivante.

Démonstration mathématique. Dans la formule (5) de la
solution de I’équation (4), en remplagant g par la &-translatée
de hy, et en faisant tendre N vers o, on obtient ce qu’on voulait :

TAodr

x X
G,(x) = lim | -y =er L X <E<x
N—o
X0

*) Cette fonction s’appelle encore fonction de Green retardée afin d’éviter toute confusion
avec les foncions de Green des problémes aux limites pour équations d’ordre supérieur au
premier qui ne seront pas étudiées ici.
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CoroOLLAIRE. La solution de I’équation non homogéne (4) qui vérifie la
condition initiale triviale s’exprime au moyen de la fonction d’influence

par la formule y(x) = S G, (x)g(£)dg pour x > 0.
0
Cette formule est visiblement équivalente & (5) (en vertu de (6)).
EXERCICE. Intégrer ’équation dy/dx = y + h,,, od hy(x) = Npour Ix — 11 < 1/2Net

Opour Ix — 11 > 1/2N, avec la condition initiale triviale y (0) = O et trouver la limite de la so-
lution lorsque N — oo,

5. Equations linéaires non homogénes a coefficients périodiques.
THEOREME. Si dans I’équation

dy/dx = f(x)y + g(x)

a second membre périodique (de période T > 0 par rapport & x) la moyen-
ne de la fonction f par rapport a la période est différente de 0, cette équa-
tion admet une solution T-périodique et une seule (stable ou instable selon
que cette moyenne est <0 ou >0, fig. 45).

4
Axr7 /
ZAN -
_Z
g T 2r Jr
4
\ A<t
-/\ E
/‘ A
V4 T 2T Jgr Fig. 45. Etablissement d’une oscillation forcée

Démonstration. Considérons’application en une période, qui a la
valeur ¢(0) de la solution ¢ associe la valeur ¢(T) de la méme solution a
P’instant 7. Cette application est linéaire non homogéne (pourquoi ?) ; elle
est de la forme o(T) = Ap(0) + C, ou A est un multiplicateur de I’équation
homogene. Le logarithme de X est égal a I’intégrale de f sur une période.
Donc A # 1 si la valeur moyenne de f n’est pas nulle. C.Q.F.D.

Donc, si A < 1, aprés un « processus transitoire » il s’établit dans le sys-
téme un régime oscillatoire bien défini indépendamment de la condition
initiale. Les oscillations engendrées s’appellent oscillations forcées. Elles
sont dues a une action extérieure périodique exercée sur le systéme i.e. ala
fonction g.
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EXERCICE 1. Trouver la solution périodique de 1’équation
dy/dx = —y + sinx
et étudier sa stabilité.

REMARQUE. Les équations linéaires non homogénes se présentent dans
les cas ot ’on étudie I’influence de petites perturbations de la condition ini-
tiale et simultanément de petites perturbations du second membre de
I’équation différentielle sur la solution (on néglige les quantités d’ordre de
petitesse supérieur a 1 par rapport aux perturbations). L’inhomogénéité g
de I’équation (4) est justement responsable de la perturbation de cette équa-
tion.

Par exemple, si un champ de vecteurs est faiblement perturbé au voisi-
nage d’un cycle limite de multiplicateur # 1, ce cycle ne disparait pas, il se
déforme légérement ; la solution périodique de 1’équation linéaire non
homogene correspondante est une premiére approximation de la déforma-
tion de ce cycle.

EXERCICE 2. Supposons qu’une fonction différentiable ¢(¢, €), solution d’une équation

=vu(t,x; s) dépendant d’un paramétre &, se transforme en une solution ¢ (¢) de I'équation
% = v(t, x ; 0) pour € = 0. Montrer que la dérivée de cette solution par rapport au paramétre
&, i.e. Y(£) = dp/del,_,, est solution de I'équation linéaire non homogéne ¥ = SO + g@),
ou fet g sont les valeurs de dv/dx et dv/d¢ pour € = 0, x = ¢, (#). Cette équation s’appelle
équation aux variations (non homogeéne), puisque y décrit une petite variation de la solution
entrainée par une petite variation de I’équation associée & ¢ = 0.

§ 4. Flots

La formalisation mathématique de la notion de processus déterministe
conduit & la notion de groupe a un paramétre de transformations.

On définit et on étudie les groupes a un paramétre de difféomorphismes
et leurs liens avec les champs de vecteurs. On aura besoin de quelques ter-
mes d’algébre. Tous les théorémes de ce paragraphe sont pratiquement évi-
dents.

1. Action d’un groupe sur un ensemble. On appellera transformation
d’un ensemble une application bijective de cet ensemble sur hii-méme.

EXERCICE 1. Lesquelles des applications suivantes sont des transformanons
DR—-Rx~e&;2)R—-Rx~x';3)C—C,z~ 2.
Réponse. La deuxiéme seulement.

On appelle produit fg des transformations f et g d’un ensemble la trans-
formation obtenue en appliquant d’abord g et ensuite f, i.e. (fg)(x) =

= f(g(x)).

EXERCICE 2. Citer un exemple ot fg n’est pas confondu avec gf.
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La réciproque f~! de f est définie par la condition : si 'image de x par f
est y, I'image de y par f~! est x.

Une famille de transformations d’un ensemble forme un groupe de
transformations si elle contient toute transformation avec sa réciproque
ainsi que tout couple de transformations avec leur produit.

EXERCICE 3. Les symétries par rapport aux hauteurs d’un triangle équilatéral forment-
elles un groupe de transformations ?

EXERCICE 4. Combien d’éléments contient

1) le groupe des isométries *) d’un triangle équilatéral, 2) le groupe de rotations d’un
tétraedre ?

Réponse. 1) 6; 2) 12.

La notion de groupe de transformations est ’une des plus fondamenta-
les en mathématique et en méme temps ’une des plus simples : le propre du
cerveau humain est de raisonner en termes d’invariants par des groupes de
transformations (cela tient aussi bien a la structure de notre vision qu’a
notre don de I’abstraction).

Soit 4 un groupe des transformations d’un ensemble X. La multiplica-
tion et I’inversion définissent les applications A X4 — Aet A — A (le
couple (f, g) est envoyé dans fg, ’élément g en g—'). Un ensemble 4 muni
de ces deux applications s’appelle groupe abstrait (ou plus briévement
groupe). Donc, on obtient un groupe a partir d’un groupe de transforma-
tions en oubliant I’ensemble transformé.

EXERCICE 5. Montrer que ’ensemble R des nombres réels se transforme en groupe s’il est
muni de I’addition ordinaire des nombres et de I'inversion du signe.

Les algébristes définissent généralement un groupe comme un ensemble muni de deux
opérations vérifiant un certain nombre d’axiomes du genre f(gh) = (fg)h. Ces axiomes sont
automatiquement satisfaits pour les groupes de transformations. En réalité, ces axiomes
expriment tout simplement que le groupe est formé a partir d’un groupe de transformations a
condition d’oublier ’ensemble transformé. Ces axiomes et les définitions non motivées ser-
vent aux mathématiciens essentiellement a occulter leur science et par 14 méme 3 en hausser le
prestige.

Soient G un groupe, M un ensemble. On définit une opération ou
action du groupe G sur I’ensemble M si a chaque élément g € G on associe
une transformation 7, : M — M telle que T, = T,T,, T, = (T,)° 4,
c’est-a-dire qu’au produit de deux éléments quelconques du groupe est
associé le produit des transformations correspondantes et aux €éléments
réciproques, les transformations réciproques correspondantes.

*) Lisométrie est une transformation qui conserve les distances (de sorte que la distance
des images de deux points quelconques est égale a la distance de ces points).
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Chaque groupe de transformations d’un ensemble opére naturellement
sur cet ensemble (Tg = g), mais il peut opérer aussi sur d’autres. Considé-
rons par exemple un triangle équilatéral. Le groupe de ses six isométries
opére sur ’ensemble de ses deux orientations : les rotations ne changent
pas I’orientation, les symétries-droites la changent.

EXERCICE 6. Quelles permutations subissent les trois axes de coordonnées sous I’action du
groupe des isométries du cube max (IxI, Iyl, Izl) € 1?

Réponse. Toutes les six.

EXERCICE 7. Comment opére le groupe des changements linéaires de coordonnées sur
P’ensemble des matrices d’opérateurs linéaires de 1’espace dans lui-méme ?

Réponse. Tgm =gmg~'.

La transformation T, s’appelle aussi action de I’élément g du groupe G
sur M. L’action du groupe G sur M définit aussi une application
T:G X M — M associant au couple g € G, m € M le point Tgm.

Si I’action T est fixée, le résultat 7, m de I’action d’un élément g de G
sur un point m de M est désigné tout simplement par gm. Donc, ( fg)m =
= f(gm) et I’on peut généralement se dispenser d’écrire les parenthéses.

Fixons un point m de M et faisons opérer sur lui tous les éléments de G.
Nous obtenons un sous-ensemble {gm, g € G} de M. Ce sous-ensemble
s’appelle orbite du point m (pour cette action du groupe) et se note Gm.

EXERCICE 8. Trouver les orbites du groupe de rotations d’un plan autout de 0.
EXERCICE 9. Montrer que deux orbites quelconques d’une action soit ne se coupent pas

soit sont confondues.

EXERCICE 10. Quel est le nombre d’orbites de ’action du groupe des isométries du tétraé-
dre sur ’ensemble des couples non ordonnés de ses arétes ?

EXERCICE 11. On colorie les six faces d’un cube avec six couleurs différentes. Combien
obtient-on de coloriages fondamentalement distincts (c’est-a-dire ne se transformant pas I'un
en l’autre par rotation du cube) ?

Réponse. 6 1/24 = 30.

Une application ¢ : G — H d’un groupe G dans un groupe H s’appelle
homomorphisme si

o(f2) = e(Ne(g), e(g7') = (p(g)!, Vvf, gegG,

c’est-a-dire qu’elle associe au produit de deux éléments de G le produit
dans H de leurs images et au réciproque d’un élément de G la réciproque de
son image dans H.
L’action du groupe G sur ’ensemble M est un homomorphisme du
groupe G dans le groupe de toutes les transformations de 1’ensemble M.
2. Groupes a un paramétre de transformations. Un groupe est dit com-
mutatif (ou abélien) si le produit de deux éléments quelconques est commu-

tatif : fg = gf.
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ExempLE 1. Le groupe des isométries du triangle équilatéral n’est pas
abélien.

ExempLE 2. Le groupe des translations de ’axe réel est abélien.

L’opération d’un groupe abélien est généralement désignée par le
symbole +.

Par exemple, le produit d’une a-translation par une b-translation est
une (@ + b)-translation indépendamment de I’ordre. C’est pourquoi
I’ensemble des réels muni de ’addition est un groupe abélien ; I’action
naturelle de ce groupe sur la droite associe & un nombre a une a-translation.

DeriNiTION. On appelle groupe @ un paramétre de transformations d’un
ensemble I’action du groupe des réels sur cet ensemble.

REMARQUE 1. Les actions du groupe Z des entiers s’appellent parfois
«groupes 4 un paramétre d temps discret». Pour une telle action, T, =
= (T,)", donc tout le groupe est composé des puissances d’une seule trans-
formation.

Un groupe 4 un paramétre de transformations d’un ensemble M est
généralement désigné par le symbole {g*]. Ici g‘: M — M est la transforma-
tion associée au point ¢z de R.

Donc, un groupe a un parameétre de transformations de M est une
famille de transformations g‘ paramétrées par un paramétre réel ¢, telle que
quels que soient les réels s et ¢

Dgtt =g'g, 2g' =)

En général, le paramétre ¢ est appelé temps et la transformation g’,
transformation dans le temps t.

ExempLE 3. M = R, g’ est une 2¢-translation (i.e. g'x = x + 2¢). Les
propriétés 1) et 2) sont évidentes. .

ExempLE 4. M = R, g’ est une homothétie de rapport e’ (i.e. g'x = e’ x).
Les propriétés 1) et 2) sont évidentes. La notation g’ avec ¢ en indice supé-
rieur est suggérée par cet exemple.

ExempLE 5. M = R, g'x = x + sin ¢. La propriété 2) est réalisée mais
pas la 1) ; {g‘] n’est pas un groupe 4 un parameétre.

REMARQUE 2. De la propriété 1) il s’ensuit de toute évidence que g° est la
transformation identique qui laisse chaque point invariant. Donc, la pro-
priété 2) résulte de 1). La propriété 1) s’appelle propriété de groupe.

Un groupe a un paramétre de transformations d’un ensemble est 1’équi-
valent mathématique de la notion physique de «processus déterministe
bilatéral». Soit M I’espace des phases d’un processus. Tout point de cet
espace figure un état bien défini de ce processus. Supposons qu’a I’instant
t = 0 le processus se trouve a I’état x. A un autre instant ¢ le processus
sera dans un état différent. Désignons ce nouvel état du processus par g’ x.
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Nous avons défini pour chaque instant # une application g : M — M de
I’espace des phases du processus dans lui-méme. L’application g trans-
forme I’état a I’instant 0 en I’état & I’instant £. On I’appelle transformation
dans le temps t.

L’application g’ est effectivement une transformation (une bijection).
Ceci résulte du fait que par définition du déterminisme chaque état définit
de facon unique aussi bien le passé que le futur du processus. La propriété
de groupe est aussi remplie. En effet, supposons que le processus se trouve
a I’état x & I’instant initial. On peut passer de ’état x a I’état g’+Sx soit
directement, soit en deux étapes : d’abord en accédant & 1’état intermé-
diaire g’ x et ensuite en passant de cet état 4 I’état g5x. La coincidence des
résultats (g'*$x = g°g'x) exprime que le passage de I’état initial & un état
final en un temps fixe se déroule toujours de la méme maniére, quelle que
soit la date de départ de I’état initial.

Le groupe & un paramétre des transformations de M s’appelle aussi flot
d’espace des phases M (on peut s’imaginer 1’espace des phases rempli
d’eau : une particule x passe au point g’ x au bout d’un temps ¢).

Les orbites du flot s’appellent trajectoires ou courbes de phase.

ExeEMPLE 6. Soit g’ une rotation du plan d’angle ¢ autour de 0..La pro-
priété de groupe est visiblement remplie. Les orbites du flot {g’] sont le
point 0 et les cercles de centre 0.

~ Les points qui sont des trajectoires s’appellent points fixes du flot.

3. Groupes a un paramétre de difféomorphismes. Supposons mainte-
nant que ’ensemble M envisagé est muni d’une structure de variété diffé-
rentiable. Comme exemples de variétés différentiables citons : 1) tout
domaine d’un espace euclidien ; 2) la sphére ; 3) le tore. La définition géné-
rale est donnée au chap. 5. Pour I’instant on admettra qu’il est question
d’un domaine d’un espace euclidien.

On appelle difféomorphisme une application différentiable avec sa réci-
proque. (Une application est dite différentiable si les coordonnées du point
image sont des fonctions différentiables de celles du point antécédent et
réciproquement.)

EXERCICE 1. Lesquelles des fonctions 2x, —x, x2, x°, Arc tg x définissent un difféomor-
phisme de la droite sur elle-méme ?
Réponse. Les deux premiéres seulement.

DeriNiTioON. On appelle groupe @ un parameétre de difféomorphismes un
groupe 4 un paramétre de transformations qui sont des difféomorphismes,
tel que g x dépende différentiablement de ¢ et de x.

ExempLE 1. M = R, g’ est la multiplication par e*’.

ExempLE 2. M = RZ, g! est une rotation d’angle ¢ autour de 0.
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REMARQUE. La condition de dépendance différentiable par rapport au temps ¢ est néces-
saire pour nous débarrasser des exemples pathologiques du genre suivant : soit {} une base du
groupe R, i.e. un ensemble de nombres réels « tel que chaque nombre réel se représente d’une
seule fagon par une combinaison linéaire finie des nombres « a coefficients entiers. Associons
a chaque nombre o de la base une translation quelconque de la droite sans nous soucier des
autres, éléments de la base. En posant g*1* "% = g% . g% on obtient un groupe a un
parameétre de transformations qui sont des translations de la droite et par suite, des difféomor-
phismes. Or en général g’ dépend de ¢ non différentiablement et méme discontinfiment.

Au lieu de la différentiabilité par rapport a ¢, on aurait pu exiger seulement la continuité
(qui entraine la différentiabilité), mais nous n’en avons pas besoin.

DeriniTioN. On appelle groupe @ un paramétre de transformations
linéaires un groupe a un paramétre de difféomorphismes qui sont des trans-
formations linéaires.

ExempLE 3. Sur le plan rapporté aux coordonnées (x, y), considérons la
transformation g'(x, y) = (e*x, e y).

11 est clair que g’ est une transformation linéaire (durant ¢ ’axe Ox se
dilate de e fois et I’axe y de ef! fois).

La propriété de groupe g’*¢ = g’ g° résulte de la propriété de I’exponen-
tielle (e#*v = e e’), la dépendance différentiable par rapport a ¢ est évi-
dente aussi. Ainsi, {g‘] est un groupe & un paramétre de transformations
linéaires du plan. ‘

Supposons en particulier que o« = 1 et 8 = 2 (fig. 46). Dans ce cas, les
trajectoires sont le point fixe 0, les demi-axes de coordonnées, des demi-
paraboles ; la figure 46 représente I’action d’une transformation du flot sur
le domaine E. Les aires des domaines sont multipliées par e par I’action
de g’.

Xy Z .
gE 00
A
Ef~
Z z
Fig. 46. Action d’un flot sur un domaine Fig. 47. Rotation hyperbolique
Considérons encore le cas « = 1, 8 = —1 (fig. 47). La transformation

g' est alors composée d’une contraction de e’ fois dans le sens de ’axe y et
d’une dilatation de e’ dans le sens de ’axe x. Une telle transformation
s’appelle rotation hyperbolique, puisque les orbites du flot {g’] sont des
demi-hyperboles xy = const (il est évident que la position d’équilibre 0 et
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les demi-axes de coordonnées sont aussi des orbites). Les rotations hyper-
boliques conservent les aires bien qu’elles déforment fortement les figures
(fig. 47).

A noter que notre groupe a un paramétre de transformations linéaires
du plan se décompose en un «produit direct» de deux groupes a un parameé-
tre de transformations linéaires de droites (plus exactement, en dilatations
des axes).

EXERCICE 2. Tout groupe a un paramétre de transformations linéaires du plan est-il justi-
ciable d’une telle décomposition ?
N o t a. Envisager les rotations ou les translations (x, y) = (x + ty, y).

4. Champ de vecteurs vitesses de phase. Soit {g‘]} un groupe & un para-
métre de difféomorphismes d’un domaine M.

DerINITION. On appelle vecteur vitesse de phase du flot {g'} en un point
x de M la vitesse animant le point g‘’x de a sa sortie x, i.e.

d t
X) = — X).
v(x) i '=o(g )

Les vecteurs vitesses de phase du flot {g} en tous les points de M for-
ment un champ de vecteurs différentiable (puisque g’x dépend différentia-
blement de ¢ et de x). Ce champ s’appelle champ de vecteurs vitesses de
Dhase.

EXERCICE 1. Trouver les champs de vitesses de phase des flots sur la droite gx = x + ¢,
e'x, e !x.

Réponse. v(x) = 1, x, —x.

EXERCICE 2. Les points fixes du flot sont points singuliers du champ de vecteurs vitesses
de phase, i.e. le vecteur vitesse de phase s’annule en ces points. La réciproque est-elle vraie ?

Réponse. Oui. Cf. pt. 3 du § 2.

Fixons un point x, et étudions son mouvement sous I’action du flot {g’}.
En d’autres termes, considérons ’application ¢ : R — M définie comme
suit : o(f) = g'x,.

THEOREME, L ’application ¢ est la solution de I’équation X% = v(x) qui
vérifie la condition initiale ¢(0) = x,.

En d’autres termes, sous l’action du flot le point représentatif se
déplace de telle sorte que son vecteur vitesse soit égal, @ chaque instant, au
vecteur vitesse de phase du point de I’espace des phases ou il se trouve.

Démonstration. Ceci résulte de la propriété de groupe :

d
dt

d
grtix = — g(g"x) = v(g"x).
=0 de  l.=0

tx -
t=rg dB
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Donc, a@ tout groupe @ un parameétre de difféomorphismes est associée
une équation différentielle (définie par le champ de vecteurs vitesses de
phase) ; les solutions de cette équation sont les mouvements des points
représentatifs sous ’action du flot.

EXERCICE 3. La réciproque est-elle vraie, i.e. toute solution est-elle donnée par la formule
o(t) = g'xy?
Réponse. Oui, d’aprés le théoréme d’unicité (§ 2, pt. 3).

Si un flot décrit un processus pour des conditions initiales arbitraires,
I’équation différentielle, définie par son champ de vitesses de phase, décrit
la loi locale d’évolution de ce processus ; 1a théorie des équations différen-
tielles doit restituer le passé et prédire ’avenir a partir de cette loi d’évolu-
tion. '

La formulation d’une quelconque loi de la nature sous forme d’une
équation différentielle raméne tout probléme d’évolution d’un processus
(physique, chimique, écologique ou autre) a un probléme de géométrie sur
le comportement des orbites du champ de vecteurs envisagé dans ’espace
des phases correspondant.

DEFINITION. On appelle flot d’une équation différentielle x = v(x) le
groupe A un paramétre de difféomorphismes pour lequelv est le champ de
vecteurs vitesses de phase.

Pour trouver le flot de cette équation, il suffit de la résoudre : g'x, est
la valeur prise a I’instant ¢ par la solution ¢ qui vérifie la condition initiale

#(0) = x,.
ExempLES. Le flot de I’équation x = kx est le groupe {e*’}. Le flot de
P’équation des petites oscillations du pendule (¥, = x,, %, = —x,) est com-

posé des rotations d’angle ¢ du plan. Le flot de I’équation des petites oscil--
lations du pendule renversé (X, = x,, X, = x,) est composé de rotations
hyperboliques.

EXERCICE 4. Trouver les flots des équations différentielles :

xX=0 1, x-1; x=sinx, 0<x<m.

Réponse. g'x = x, x + t, (x — 1)e' + 1;2 Arc cotg (e ™’ cotg x/2).
EXERCICE 5. Trouver les flots des systémes :

x=y, x =y, X = siny,
y=20; y=1; y=0.
Réponse. (x + ty,y), (x + ty + t2/2,y + 1), (x + tsiny, y).

11 se pose la question de savoir si tout champ de vecteurs différentiable
est le champ de vecteurs vitesses de phase d’un flot.
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La réponse a cette question est négative.

ExemPLE 1. Considérons 1’équation différentielle X = 1 dans 1’espace
des phases 0 < x < 1. Il est évident que la transformation g’ ne peut étre
qu’une ¢-translation, mais pour ¢ # 0 cette translation ne transforme pas
I’espace des phases en lui-méme.

ExeMpLE 2. Considérons le cas v(x) = x2, x € R. On n’ eprouve aucune
difficulté a trouver explicitement la solutlon de ’équation x = v(x) qui
vérifie la condition initiale x, pour ¢t = 0 :

de/x* =dt, —-1/x =t + C, C= —1/xy,x = xy/(1 = x,1).

Ainsi, g'x = x/(1 — tx). 1l est immédiat de vérifier que g’* = g’g*, de
sorte qu’on a 'impression a premiére vue d’avoir trouvé le flot.
Malheureusement, 1’application g’ n’est un difféomorphisme de la
droite pour aucun ¢, sauf pour ¢ = 0 (elle n’est méme pas partout définie).
Donc, le champ v(x) = x? n’est le champ de vecteurs vitesses de phase
d’aucun groupe @ un paramétre de difféomorphismes de la droite.
REMARQUE. Que les deux champs ci-dessus ne possédent pas de flots
tient a la non-compacité de I’espace des phases. Nous verrons dans la suite
qu’un champ de vecteurs différentiable sur une variété compacte définit
toujours un flot. En particulier le champ v(x) = x? défini sur la droite
affine peut étre prolongé en un champ différentiable défini sur la droite
projective tout entiére (y compris le point a I’infini). La droite projective
est compacte (topologiquement c’est un cercle), et tout champ de vecteurs
différentiable donné sur elle définit un flot. Les formules que nous avons
établies pour les applications g’ décrivent précisément ce flot : g’ est un dif-
féeomorphisme de la droite projective mais pas de la droite affine !

EXERCICE 6. Montrer que tout champ de vecteurs différentiable sur la droite, croissant a
I'infini pas plus vite qu’un champ linéaire (lv(x)| < a + blxl) est le champ de vecteurs vites-
ses de phase d’un groupe 4 un parametre de difféomorphismes de la droite.

Nota. En comparant le mouvement a un plus rapide dans un champ de vecteurs linéaire
convenable, montrer que la solution ne peut s’éloigner a I’infini en un temps fini et par suite se
prolonge a I’axe ¢ tout entier.

EXERCICE 7. L’équation X = e* sin x définit-elle un flot sur la droite ?

Réponse. Oui.

EXERCICE 8. Considérons 1’espace vectoriel de tous les polyndmes p de x de degré <n.
Définissons une transformation dans le temps ¢ comme une ¢-translation de la variable de p
(i.e. (g'p)(x) = p(x + t)). Montrer que {g'] est un groupe a un paramétre de transformations
linéaires et trouver son champ de vecteurs vitesses de phase.

Réponse. Le vecteur du champ au point p est le polyndme dp/dx.
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§ 5. Action des difféomorphismes sur les champs de vecteurs
et les champs de directions

La principale méthode de résolution et d’étude des équations différen-
tielles consiste & trouver un changement de variables convenable, c¢’est-a-
dire, en termes géomeétriques, a trouver un difféomorphisme convenable
susceptible de simplifier le champ de vecteurs ou de directions donné. Nous
donnons ici les définitions formelles des notions nécessaires. Commengons
par un rappel de certaines notions élémentaires de calcul différentiel.

1. Action des applications différentiables sur les vecteurs. L’étude des
divers objets mathématiques doit &tre menée de pair avec celle des
applications *). Rappelons la définition de ’action des applications diffé-
rentiables sur les vecteurs.

Soit f : M — N une application différentiable d’un domaine M (appelé
domaine source) d’un espace vectoriel dans un domaine N (domaine but)
d’un autre espace vectoriel et soitv un vecteur appliqué en un point x du
domaine source M, i.e. une fléche d’origine x (fig. 48). L’image f(x) dans
le domaine N est alors le point d’application d’un vecteur noté f, v et
appelé image du vecteur v par ’application f. Plus exactement on a la

E

Fig. 48. Action d’une application différen-
’ g foy z tiable sur un vecteur

DEFINITION, On appelle image du vecteurv par I’application f le vecteur
vitesse du point mobile f(¢(¢#)) en f(x) lorsque le point mobile ¢(¢) est
animé en x de la vitesse v :

d . -, 9 =
fuxv =9 t=0f(<p(t)), o @ =x 1=0<P(t) v. (D

En d’autres termes, la fléchev diminue de 1000 fois, puis est incurvée
par f, ensuite allongée de 1000 fois et enfin tend vers I’infini.

*) Ceci est le point de vue « catégoriel ». Vulgairement, une catégorie est un ensemble
d’objets et d’applications (exemple : la catégorie de tous les espaces vectoriels et de leurs appli-
cations linéaires).
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EXERCICE 1. Montrer que I’image du vecteur v ne dépend pas du choix du mouvement ¢,
pourvu que le point ¢(¢) soit animé de la vitesse v en x.

Solution. Soit ¢ un autre mouvement possédant la méme vitesse en x. La distance des
points ¢(t) et y(¢) est alors o(l¢1) pour I¢| petit. L’application f étant différentiable, la dis-
tance des images f(¢(2)) et f(¥(?)) dans N est o(I¢1). Ce qu’on voulait.

EXERCICE 2. Soit vJun vecteur unité de la droite, orienté dans le sens positif et appliqué en
un point a et soit f(x) = x2. Trouver Sag?-

Réponse. Le produit de 2a par le vecteur unité appliqué en a.

EXERCICE 3. Deux points du plan se déplagant sur des axes de coordonnées différents
peuvent-ils &tre animés de la méme vitesse en 1’origine ?

Réponse. Oui, si la vitesse est nulle. Exemple : o(¢) = (t2, 0), ¥(¢) = (0, t2).

Les vecteurs vitesses des mouvements issus d’un point x de M forment
un espace vectoriel : ’espace des vecteurs appliqués en x. Cet espace qui est
de méme dimension que M s’appelle espace tangent en x 4 M et se note
T .M.

X

Tout lecteur rencontrant cet é&tre mathématique pour la premiére fois aura de la peine a
dissocier I’espace tangent de I’espace vectoriel. La généralisation suivante est appelée a I’aider
a surmonter cette difficulté. Considérons une surface différentiable quelconque M de R?, par
exemple une sphére. Les vecteurs vitesses du point courant en un point donné de la sphére for-
ment visiblement un plan (un espace a deux dimensions, tangent a la sphére en un point x
donné) ; ce plan tangent T, M (fig. 49) est manifestement séparé de la sphére M.

M

Fig. 49. Espace tangent

L’application f,, envoie ’espace tangent en x au domaine source M
dans I’espace tangent en f(x) au domaine but.

EXERCICE 4. Montrer que ’application f,, : T, M — Tf(x)N est linéaire.
Solution. D’aprés la formule de Taylor,

f(x + vt) = f(x) + @f/3x) vt + o(lt]),

donc, f, . = df/dx est un opérateur linéaire.

Si les espaces source et but sont rapportés respectivement aux systémes
de coordonnées cartésiennes (x;, ... , X,,) et (y, ... , ¥,), de sorte que
I’application f est définie par une famille de » fonctions f; de m variables x;,
alors les composantes du vecteur f, v s’expriment en fonction de celles du

5—7560
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vecteur v par la formule :

- af;
«ftx v),' = a—x; Uj .
J
Autrement dit, la matrice de I’opérateur f, , est composée des dérivées
partielles 3f;/3x;).

DEFINITION. L’opérateur linéaire f, , s’appelle dérivée de I’application f
au point x.

EXERCICE 5. Soit f(x) = (sin x, cos x) une application de la droite dans le plan. Calculer
la valeur prise par sa dérivée sur un vecteur v orientant I’axe x dans le sens positif, de longueur
10, appliqué en un point a.

Réponse : f, v = (10 cos «, — 10 sin o).

EXERCICE6. Soit f (x|, x,) = ("13 + x,x,, x,) une application du plan (x,, x,) dans un
autre (fig. 50). Trouver I’ensemble de tous les points x en lesquels dégénére 1’opérateur
linéaire f, et trouver I'image de cet ensemble par I’application f (ces deux ensembles s’appel-
lent respectivement ensembles des points critiques et des valeurs critiques).

Zz f %
— 3
Zy y,
Rer fw Fig. 50. Points critiques et valeurs criti-
ques de I'application de Whitney

Solution. La matrice de ’opérateur est de la forme

2
I +x, x
0 1)

donc, la dérivée est dégénérée sur la parabole x, = — 3x]2. Son image est la parabole semi-
cubique (v,/2)* + (v,/3)> = 0.

L’application de cet exercice s’appelle application de Whitney (fronce). Whitney a
démontré que la fronce est caractéristique des applications différentiables d’un plan dans un
autre (par exemple, toute application différentiable voisine de f admet une telle singularité au
voisinage de I’origine des coordonnées).

REMARQUE. La structure vectorielle (i.e. ’addition des vecteurs) de 1’espace tangent en x
au domaine M est définie plus haut a ’aide de celle de ’espace ambiant a M, ou en d’autres
termes a I’aide du systéme de coordonnées cartésiennes.

En réalité, aussi bien I’ensemble T, M que la structure d’espace vectoriel dont il est muni,
peuvent étre définis indépendamment du choix du systéme de coordonnées, méme curvilignes,
pourvu que ce systéme soit admissible, c’est-a-dire lié au systéme de coordonnées cartésiennes
par un changement de variables différentiable (un difféomorphisme). L’indépendance de
I’espace tangent par rapport au systéme de coordonnées n’est pas tout a fait évidente, puisque
la fléche (le vecteur appliqué) représenté dans le domaine M s’incurve par un difféomor-
phisme.
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La définition intrinséque (i.e. indépendante du systéme de coordonnées) du vecteur
vitesse en x est assez abstraite :

DEFINITION. On appelle vecteur tangent en x 4 M la classe d’équivalence des mouvements
différentiables ¢ : R — M tels que ¢(0) = x ; ’équivalence ¢ ~ v est définie par la condition :
la distance des points ¢(¢) et y/(¢) dans un (donc, dans tout) systéme de coordonnées est o(l¢1)
lorsque ¢ — 0 (fig. 51).

7| ¢
Fig. 51. Classe de mouvements Fig. 52. Dérivée d’une application en un
équivalents point

1l est clair que c’est bien une relation d’équivalence (p ~ ¢, 0 ~ ¥ = ¥ ~ o, 0 ~ ¥ ~ x =
= ¢ ~ x). La classe d’équivalence du mouvement ¢ est définie (dans un systéme de coordon-
nées fixe) par les composantes du vecteur vitesse de o(¢) au point ¢(0).

Donc, un vecteur défini intrinséquement se transforme en une fléche ordinaire dés que le
systéme de coordonnées est fixé. La seule chose 4 démontrer est I’'indépendance des opérations
linéaires sur les vecteurs (addition et multiplication par des nombres) par rapport au systéme
de coordonnées participant a leur définition. Or cette indépendance résulte directement de la
linéarité de I’opérateur de dérivation de I’application en un point (& titre d’application il faut
envisager un « changement de variables », c’est-a-dire un difféomorphisme associant a
I’ensemble des anciennes coordonnées d’un point ’ensemble de ses nouvelles coordonnées).

Bien que notre définition soit indépendante du systéme de coordonnées, il reste encore la
dépendance par rapport a la classe de tous les systémes de coordonnées admissibles reliés par
des changements de variables différentiables. Cette classe s’appelle structure différentiable et
les notions introduites en dépendent essentiellement.

La dérivée de I’application f en x est un opérateur linéaire f, . : T M — T, N qui, de par
sa définition (1), ne dépend ni du systéme de coordonnées du domaine source, ni de celui du
domaine but (fig. 52).

f

Fig. 53. Un difféomorphisme local peut ne
pas étre global

EXERCICE 7. Soit f un difféomorphisme de M sur N. Montrer que I’application f, , :
T .M — T, N est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

EXERCICE 8. La réciproque est-elle vraie ?

Réponse. Non, méme si f, est un isomorphisme pour tout x (fig. 53).

5*
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2. Action des difféeomorphismes sur les champs de vecteurs.

DerINiTION. On dit qu’un champ de vecteurs v est défini sur un domaine
M si a chaque point x de M est associé un vecteur v(x) € T, M appliqué en x
et dépendant différentiablement de x (si I’on a fait choix d’un systéme de m
coordonnées, ce champ est défini par ses m composantes qui sont des fonc-
tions différentiables de m variables). Le vecteur v(x) s’appelle valeur du
champ v au point x.

Voyons comment se comportent certains objets par des applications
différentiables. Les vecteurs tangents avancent par les applications g :
M — N (i.e. g envoie un vecteur v tangent au domaine source M dans un
vecteur g, v tangent au domaine but N). Les fonctions reculent par les
applications g : M — N, i.e. une fonction f sur N engendre une fonction
sur M (sa valeur en x € M est égale a celle de f en I'image de x ; cette fonc-
tion est désignée par g*f ; ’astérisque en indice supérieur symbolise le
mouvement en arriére).

En général, les champs de vecteurs n’avancent ni ne reculent. En effet,
deux points du domaine source peuvent &tre envoyés en un point qui sera
Porigine de vecteurs différents (transportés du domaine source), donc le
champ source n’est envoyé dans aucun champ but. En outre, de nombreux
vecteurs tangents au domaine source en un méme point peuvent avoir une
image commune, donc un champ sur le domaine but n’est envoyé dans
aucun champ sur le domaine source.

DEFINITION. On appelle image d’un champ de vecteurs par un difféo-
morphisme un champ de vecteurs dont la valeur en chaque point est
I’image du vecteur du champ source appliqué en I’antécédent de ce point.
L’image d’un champ v par un difféomorphisme g est désignée par g, v.

Autrement dit, I’image g,v d’un champ v sur M par un difféomor-
phisme g de M sur N est un champ w sur N défini par la formulew (y) =
= (g4)V(x), olix = g~ 1y (fig. 54).

g Fig. 54. Action d’un difféomorphisme
sur un champ de vecteurs

EXERCICE 1. Trouver I’'image du champv (x) = 1 sur la droite par le difféomorphisme
g(x) = 2x.
Réponse. (g, v)(y) = 2.
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Un champ de vecteurs sur I’axe x dont ’'unique composante est égale & v
est souvent désigné *) par le symbole vd/dx. La commodité de cette nota-
tion réside dans le fait que d/dx se conduit comme 1/x par une dilatation de
I’axe x. Par exemple, la solution de I’exercice précédent peut s’écrire

90 __9 _,9
ax (/2 ay

Dans ces notations, la formule de 1’action d’un difféomorphisme de la
droite sur un champ de vecteurs se transforme en la formule de changement
de variable suivante : siy = g(x), alors

ay dgkx) g ax’

Donc, la notation d/dx automatise le calcul de I’action des difféomorphis-
mes sur les champs.

EXERCICE 2. Trouver 'image du champ xd/dx par le difféomorphisme y = e*.
Réponse. y In ya/dy.

Si R” est rapporté a un systéme de coordonnées (x,, ... , X, ), les champs
de vecteurs de base (i.e. de composantes (1, O, ... , 0), (0, ... , 0, 1)) sont
désignés par 4/dx,, ... , 8/9x,. Le champ de composantes (v, ... ,v,) est
donc désigné parv,d8/9x, + ... + v,8/0x,.

EXERCICE 3. Trouver les images du «champ d’Euler» v =X,8/3x; + Xx,0/0x, surle plan
par les difféomorphismes suivants : 1) une rotation autour de 0 ; 2) une rotation hyperboli-
que ; 3) une transformation linéaire quelconque.

Réponse. v.

EXERCICE 4. Montrer que si un difféomorphisme transforme un champ de vecteurs v en
un champ de vecteurs w, il transformera les orbites de v en celles de w. La réciproque est-elle

vraie ?
Réponse. Non, exemple : v = x3/3x, w = 2x9/0x.

3. Changement de variables dans une équation. Soit w 1'image d’un
champ de vecteurs v sur M par un difféomorphisme g de M sur N, i.e.
w=g,u.

THEOREME. Les équations différentielles

.i = v(x)y xeM (l)

et
y=w(), yeN 2

*) En fait, vd/0x est un opérateur de dérivation suivant la direction du champ v (cf.
§ 10), mais comme Popérateur vd/dx et le champ v se définissent mutuellement de fagon uni-
que, ils sont souvent identifiés.
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sont équivalentes en ce sens que si ¢ : I — M est une solution de la pre-
miére, gop : I — N sera solution de la seconde et réciproquement.

En d’autres termes, le changement de variables y = g(x) transforme
I’équation (1) en I’équation (2). Ou encore : la substitution de g(x) a y
transforme I’équation (2) en I’équation (1).

Démonstration. C’est I’évidence méme. En d’autres termes, en
appliquant successivement la régle de dérivation d’une fonction composée,
la définition de la solution ¢ et la définition du champ g, v on trouve que
S 800 = 2,60 = £.00) = WO, ol x = (1), ¥ = gle(0).
C.Q.F.D.

EXERCICE 1. Intégrer I’équation des petites oscillations du pendule
5(1 =X, X,=—x,
en passant aux coordonnés polaires *) par la substitution X, =rcosb,x, =rsin6.
Solution. Cette substitution nous donne 7 = 0,6 = —1, d’ou X, = rycos (490 - t),
X, =rgsin (0, — 1).
EXERCICE 2. Etudier les orbites du systéme

s w22

X =x, + xl(l x{— x3),

s 22

Xy = —x, + x,(1 Xy — x3)-
Solution. En passant aux coordonnées polaires, on obtient

F=r-r}), 6=-1

Zp

%

)
N

Yo

Fig. 55. Courbes intégrales sur le plan (r, 8) Fig. 56. Orbites.sur le plan (x1, x2)

*) Bien entendu, sous les restrictions usuelles dues a la non-univocité des coordonnées
polaires : Papplication (r, 8) |- (x1, x2) n’est pas un difféomorphisme d’un plan sur un plan.
On peut par exemple considérer le difféomorphisme défini par cette application du domaine
r>0, 0<0<2r sur le plan privé du demi-axe positif x; et séparément du domaine
—7 < 0 < = sur le plan privé du demi-axe négatif x;.
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Sur le plan (r, ), les orbites de ce systéme sont confondues avec les courbes intégrales de
I’équation dr/df = rr? - 1). En tragant ces orbites (fig. 55) et en revenant aux coordonnées
cartésiennes, on obtient la figure 56. L’unique point singulier est ’origine des coordonnées.
Les orbites nées au voisinage de I’origine s’enroulent sur le cercle xf + x§ = 1 de ’intérieur
lorsque le temps croit. Ce cercle est une orbite fermée (un cycle limite). Les orbites s’enroulent

aussi sur lui de ’extérieur.
Le passage aux coordonnées polaires permet aussi d’intégrer explicitement le systéme ini-

tial.

4. Action d’un difféomorphisme sur un champ de directions. Soit g un
difféomorphisme de M sur N et soit donné un champ de directions sur M.
Ce difféeomorphisme engendre un champ de directions sur N, appelé image
du champ initial par g, qui se définit comme suit.

Soit y un point quelconque de N (fig. 57). Il admet une seule contre-
image x = g~ 'y sur M. Considérons la direction du champ en x. C’est une
droite de I’espace tangent 7, M. Prenons un vecteur quelconque non nul de
cette droite. Son image par g est un vecteur non nul de I’espace tangent
T,N (puisque g est un difféeomorphisme). La droite définie par ce vecteur
ne dépend pas du choix du vecteur de la droite initiale (puisque g, est un
opérateur linéaire). Cette nouvelle droite est une droite du nouveau champ
de directions en y. On a de toute évidence le

THEOREME, Les courbes intégrales du champ de directions initial sur M
se transforment par le difféomorphisme g : M — N en courbes intégrales
du champ de directions sur N, image par g du champ initial.

Pour prouver ce théoréme il suffit de prolonger le champ de directions
initial (au voisinage de chaque point du domaine M) en un champ dont les
vecteurs sont non nuls et sont portés par les droites du champ de directions
initial et d’appliquer ensuite le théoréme du pt. 3.

X2 W
g 3 "o~
+ —o—
N
Fig. 57. Action d’un difféomorphisme sur le champ  Fig. 58. Champ de directions non
de directions prolongeable a un champ de vecteurs

EXERCICE 1. Peut-on prolonger tout champ de directions différentiable sur un domaine
d’un plan en un champ de vecteurs différentiable ?
Réponse. Non, si le domaine n’est pas simplement connexe (fig. 58).
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Le théoréme formulé ci-dessus montre que pour intégrer I’équation dif-

férentielle
dx/dt = v(t, x)

il suffit de construire un difféomorphisme transformant le champ de direc-
tions initial en champ de directions d’une équation que nous savons déja
résoudre, par exemple une équation a variables séparables. En d’autres ter-
mes, il suffit de choisir un changement de variables qui raméne 1’équation
donnée & une équation déja résolue.

EXERCICE 2. Trouver un changement de variables qui transforme 1’équation

& &

x2— 42
x2 + 12

Réponse. Prendre des coordonnées polaires.

EXERCICE 3. Trouver un difféomorphisme transformant toutes les courbes intégrales de
I’équation dx/d¢ = x — 1 en droites paralléles.

Solution. La solution de I’équation homogéne est x = Ce’. Trouvons une solution
particuliére de ’équation non homogéne : Cef = —1,C = e~/ x = 1.

Donc, toute solution de ’équation non homogene est de la forme :x = 1 + ae’. L’appli-
cation qui a (¢, x) associe (¢, a) est le difféomorphisme cherché (@ = e ~‘(x — 1)), puisque @
est une constante le long des courbes intégrales.

Autre solution. Associons au point (¢, x) le point (¢, y), ot y est I’ordonnée du point
d’intersection de la courbe intégrale passant par (¢, x) avec ’axe des ordonnées (fig. 59).

en équation a variables séparables.

’ T C C
Jduae

Fig. 59. Redressement des courbes intégrales  Fig. 60. Champ de directions non redressable

EXERCICE 4. Tout champ de directions différentiable défini sur le plan tout entier se
transforme-t-il en un champ de droites paralléles par un difféomorphisme convenable ?

Réponse. Non, cf. fig. 60.

EXERCICE 5. Peut-on transformer le champ de directions de I’équation x = x
champ de droites paralléles par un difféomorphisme du plan ?

Réponse. Oui, bien que la formule explicite soit difficile & établir.

2 en un

5. Action d’un difféomorphisme sur un flot. Soit {g’ : M — M] un
groupe & un parameétre de difféomorphismes et soit f : M — N un autre dif-
féomorphisme.
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DEFINITION. On appelle image du flot {g') par le difféomorphisme f le
flot (h' : N — N},ouh' = fg'f~ 1.
En d’autres termes, le diagramme

t
MEiM
|
NEA
est commutatif pour tout ¢. Il est clair que f envoie les orbites du groupe
{g’] dans celles du groupe [A'].

Si ’on traite le difféomorphisme f comme un « changement de varia-
bles », la transformation A’ est tout simplement la transformation g’
«écrite dans les nouvelles coordonnées». .

REMARQUE. Les flots {g’] et (k'] sont appelés parfois équivalents (ou
semblables ou conjugués) et le difféeomorphisme f équivalence (ou simili-
tude ou difféomorphisme conjuguant).

S

EXERCICE 1. Montrer que {#’} est un groupe & un paramétre de difféomorphismes.
EXERCICE 2. Les groupes d un paramétre de rotations du plan et de rotations hyperboli-
ques du plan sont-ils semblables ?

Soientv le champ de vecteurs vitesses de phase du groupe 4 un parame-
tre [g] etw, celui du groupe {#'}, image de {g’} par f.
On a de toute évidence le

THEOREME, Le difféomorphisme f envoie le champ v dans w ; récipro-
quement, si un difféomorphisme envoiev dansw, il envoie (g'} dans [(h'}.
EXERCICE 3. Les champs de vecteurs sur la droite qui définissent les cinq équations sui-

vantes : ¥ = sin x, 2 sin x, sin? x, sin 2x, 2 sin x + sin® x se transforment-ils ’'un en ’autre

par des difféomorphismes ?
Réponse. Le deuxi¢me se transforme en le quatrieéme et le cinquiéme.

§ 6. Symétrie

On étudie ici les équations différentielles homogénes et quasi homoge-
nes. Leur intégration fait intervenir les groupes & un paramétre de symé-
tries des champs de vecteurs et des champs de directions. Commengons par
I’étude de ces groupes.

1. Groupes de symétries.

DeriNiTION, Un difféomorphisme g : M — M s’appelle symétrie d’un
champ de vecteursv sur M s’il envoiev dans lui-méme : g,v =v. On dit
aussi que le champ v est invariant par la symétrie g.

ExempLE 1. La rotation du plan autour de 0 est une symétrie du champ
d’Euler x,3/0x, + x,38/dx, (dont le vecteur enx estv ) = x, fig. 61).
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¥
‘:\‘\5\“{1///
P

Fig. 61. Champ d’Euler

Les orbites de ce champ se transforment 1’une en 1’autre par une symé-
trie du champ.

EXERCICE 1. Peut-on dire d’un difféomorphisme envoyant les orbites d’un champ de vec-
teurs dans elles-mémes qu’il est une symétrie de ce champ ?
Réponse. Pas nécessairement.

DEFINITION, Un difféomorphisme g : M — M s’appelle symétrie d’un
champ de directions sur M s’il envoie ce champ dans lui-méme ; le champ
est dit alors invariant par cette symétrie. Les courbes intégrales du champ
sont associées I’une a I’autre par cette symétrie.

EXEMPLE 2. Le champ de directions de I’équation X = v(¢) dans I’espace
des phases élargi est invariant par les translations le long de I’axe x (fig. 4,
page 15), celui de I’équation x = v(x), par les translations le long de 1’axe ¢

(fig. 6, page 17).

EXERCICE 2. Peut-on dire d’un difféomorphisme transformant les courbes intégrales d’un
champ de directions en elles-mémes qu’il est une symétrie de ce champ ?
Réponse. Oui.

Un champ est dit invariant par un groupe de difféomorphismes s’il ’est
par chaque transformation du groupe. On dit alors que ce champ admet ce
groupe pour groupe de symétries.

ExeMPLE 3. Le champ d’Euler sur le plan admet, entre autres, les quatre
groupes de symétries suivants : le groupe a un paramétre des homothéties
(x = e’'x), le groupe & un paramétre des rotations d’angle ¢, le groupe a un
parameétre des rotations hyperboliques, le groupe GL(2, R) des transforma-
tions linéaires du plan.

Les symétries de ce champ forment un groupe (prouvez-le !).

EXERCICE 3. Trouver le groupe des symétries du champ d’Euler sur le plan.
Réponse. GL(2, R).

2. Application d’un groupe 2 un paramétre de symétries a I’intégration
d’une équation.

THEOREME, Si ’on connait le groupe @ un paramétre de symétries d’un
champ de directions sur le plan, on peut intégrer explicitement I’équation
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définie par ce champ au voisinage de chaque point non stationnaire du
groupe de symétries.

On dit qu’un point est non stationnaire pour un groupe de transforma-
tions s’il est invariant par une partie seulement de ces transformations.

Si ce groupe est composé de translations le long d’une droite, 1’équation
associée a un tel groupe de symeétries a été intégrée au § 1, page 17 (formule
de Barrow). On démontrera que le cas général se rameéne a celui-la par un
difféeomorphisme convenable (i.e. par un choix convenable de coordonnées
locales sur le plan).

LEMME. Au voisinage de tout point non stationnaire pour un groupe @
un parameétre de difféomorphismes du plan, on peut choisir des coordon-
nées (u, v) telles que ce groupe de difféomorphismes prenne la forme d’un
groupe de translations :

g5, v) = (u + s,v) pourlul, lvl et |s| assez petits.

Cette formule exprime que la coordonnée v numérote les orbites de ce
groupe et que la coordonnée u sur chaque orbite est tout simplement la
durée du mouvement (mesurée a partir d’une certaine ligne du plan).

Démonstration. Menons par un point donné O une ligne I' cou-
pant transversalement (sous un angle non nul) ’orbite {g® O} passant par O
(fig. 62). Soit v la coordonnée du point y(v) de cette ligne, mesurée a partir
de O. Considérons I’application ® du plan (u, v) sur notre plan, qui associe
au point de coordonnées (u, v) le point g¥y(v). Cette application est un dif-
féomorphisme d’un voisinage du point (0, 0) sur un voisinage du point O.
Donc, (u, v) sont des coordonnées locales. Dans les coordonnées (u, v) le
difféomorphisme g° prend la forme voulue, puisque g5g# = g**t¥.

r

70
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Fig. 62. Redressement d’un groupe a un paramétre de difféo-
morphismes

Le théoréme découle du lemme, puisque dans le systéme de coordon-
nées (4, v) la pente du champ de directions envisagé est indépendante du u.

REMARQUE, Cette démonstration nous fournit aussi une méthode d’inté-
gration explicite de I’équation ; dans les coordonnées du lemme, elle est de
la forme dv/du = w(v) (la courbe I ne doit pas étre tangente a la direction
du champ en O). En pratique ces coordonnées ne sont pas toujours d’un
usage commode. Il suffit que les lignes v = const soient les orbites du
groupe 3 un paramétre de difféomorphismes considéré ; pour la deuxiéme
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coordonnée, au lieu de #, on peut prendre toute fonction de #, par exemple
z. L’important c’est que les transformations g° envoient les lignes
z = const Iune dans ’autre. Dans le systéme de coordonnées (z, v), le
champ de directions initial définit une équation 4 variables séparables :
dv/dz = w(v)f(z), ou f(z) = du/dz.

EXERCICE. Soit connu le groupe & un paramétre de symétries d’un champ de directions
dans un domaine a n dimensions. Ramener I’intégration de I’équation différentielle corres-
pondante a la détermination des courbes intégrales d’un champ de directions dans un domaine
an — 1 dimensions.

Nota. L’espace des orbites du groupe de symétries est 4 n — 1 dimensions.

3. Equations homogénes.

DEFINITION. On dit qu’une équation est homogéne si le champ de direc-
tions qui la définit sur le plan est homogeéne, i.e. invariant par le groupe a
un paramétre des homothéties g°(x, y) = e°(x, y) (fig. 63).

Un tel champ n’est pas nécessairement défini sur le plan tout entier : il
suffit qu’il le soit sur un domaine quelconque invariant par le groupe des
homothéties (par exemple, sur un angle).

EXERCICE 1. Lesquelles des équations dy/dx = y/x,x/y,Inx — In y (x > 0,y > 0) sont
homogénes ?
Réponse. Toutes les trois.

THEOREME 1. L’équation homogéne dy/dx = F(x, y) se raméne @ une
équation @ variables séparables par la substitution y = vx (i.e. par un pas-
sage aux coordonnées (x, v)) dans le domaine x > 0.

Démonstration. Les orbites du groupe des homothéties sont des
demi-droites d’origine O (fig. 64). Pour I" on peut prendre la droite x = 1

¥ y

1

y

e

Fig. 63. Champ de directions Fig. 64. Coordon- Fig. 65. Courbes intégrales de
d’une équation homogéne nées pour la solu- P’équation homogene
tion de I’équation
homogéne
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paramétrée par y. Les coordonnées indiquées dans le lemme sont ici
u=Inxetv = y/x.

D’aprés la remarque du point 2 les variables sont séparables dans le
systéme de coordonnées (x, v).

EXERCICE 2. Intégrer I’équation dy/dx = y/x + y*/x%,x > 0.
Solution. dy = vdx + xdv, dy/dx = v + xdv/dx, xdv/dx = v, —=1/v=Inx + C,
y = —x/(Inx + C).

Si K est une courbe intégrale d’une équation homogeéne, il en est de
méme de la courbe homothétique e K (fig. 65). Donc, pour étudier toutes
les courbes intégrales d’une équation homogeéne, il suffit de tracer une seule
courbe dans chaque secteur du plan.

EXERCICE 3. Tracer les courbes intégrales de 1’équation
dy/dx = 2y/x + y*/x%
Réponse. Cf. fig. 65.

DeriNiTIoN, Une fonction f est homogéne de degré r si elle satisfait a

Pidentité
f(e’x) = e"f(x). 1)

En d’autres termes, une fonction homogéne de degré r est le vecteur
propre commun de tous les opérateurs linéaires (e)*, associé aux valeurs
propres e,

L’opérateur g* (I’action du difféomorphisme g sur des fonctions) est
défini au § 5, page 68. .

ExeMpLE, Tracons la droite p + ¢ = r sur le plan (p, g). Un polyn6me

a, qxl'J y7 est homogeéne de degré r si et seulement si les exposants de
tous les mondmes a coefficients non nuls sont situés sur cette droite (appe-
lée diagramme de Newton).

THEOREME 2 (Euler). Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction f soit homogéne de degré r est qu’elle satisfasse @ la relation

d’Euler Ex,.af/ax,. = rf.

La relation d’Euler exprime que f est le vecteur propre de ’opérateur de
dérivation le long du champ d’Euler représenté sur la figure 61 (le champ
de vecteurs vitesses de phase du groupe des homothéties de rapport e*)
associé a la valeur propre r.

Démonstration. La relation d’Euler s’obtient par dérivation de la
définition (1) par rapport s pours = 0. La relation (1) se déduit de la rela-
tion d’Euler par intégration de I’équation différentielle a variables sépara-
bles définie par la relation d’Euler sur chaque orbite du groupe des homo-
théties : df/dx = rf/x.
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Pour que le champ de directions de I’équation dy/dx = F(x, y) soit
homogeéne, il est nécessaire et suffisant que le second membre soit une
Jonction homogeéne de degré 0. (Par exemple, le rapport de deux polynd-
mes homogénes de méme degré.)

REMARQUE. Le passage des coordonnées (x, y) aux coordonnées (x, v = y/x) dans le
domaine x # 0 et aux coordonnées (¥ = x/y, y) dans le domaine y # 0 s’appelle sigma-
processus ou éclatement du point 0.

Cette construction admet une interprétation géométrique simple : elle traduit le passage
du plan a la surface obtenue en extirpant I’origine des coordonnées du plan et en collant a sa
place la droite projective tout entiére. Voici la procédure : considérons une application (un
fibré) « : (R2\ 0) — RP! définissant la droite projective *).

L’application « associe a tout point du plan la droite qui le joint & ’origine 0. Le graphi-
que de Iapplication o (fig. 66) est une surface S de ’espace (R2\ 0) x RP!. En plongeant
R2\ 0dans R2 on peut traiter ce graphique comme une surface différentiable dans le produit
cartésien M = R% x RP! (qui est difféomorphe 4 Uintérieur d’un tore).

(5

Fig. 66. Eclatement Fig. 67. Résolution des singularités

EXERCICE 4. Montrer que I’adhérence du graphique ci-dessus dans M est une surface dif-
férentiable.

Nota. Les équations y = vx, x = uy définissent des surfaces différentiables.

Cette surface £ (I’adhérence du graphique) est composée du graphique en question et
d’une ligne 0 x RP! (difféomorphe au cercle). La projection de M sur le premier facteur R?
définit une application différentiable de I sur le plan. Cette application s’appelle collapsus.
Elle envoie le cercle 0 x RP! tout entier en 0 et transforme difféomorphement le reste de £
(i.e. le graphique) en un plan privé d’un point.

EXERCICE 5. Montrer que la surface I est difféomorphe au ruban de Mébius.

Tous les objets géométriques présentant une singularité en 0 peuvent étre relevés du plan
R2\ 0 sur la surface £ par le difféomorphisme ci-dessus. Il s’avére en outre que les singulari-
tés deviennent plus simples par ce relévement (sur I).

En répétant la procédure d’éclatement, on peut résoudre les singularités. On peut, par
exemple, transformer toute courbe algébrique affectée d’une singularité en 0 en une courbe ne
présentant de singularités autres que les points de self-intersection.

EXERCICE 6. Résoudre la singularité de la parabole semi-cubique x

Réponse. Cf. fig. 67.

3

2_ 3,

*) La droite projective est Pensemble de toutes les droites du plan passant par 0. Plus
généralement, Pespace projectif RP™~! est 'ensemble des droites R™ passant par 0.
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Un éclatement centré en un point singulier est utile  I’étude des champs de vecteurs et des
champs de directions. Nous avons vu plus haut que dans le cas d’un champ de directions, le
premier éclatement nous conduit déja & une équation a variables séparables.

EXERCICE 7. Montrer qu’un champ de vecteurs différentiable sur le plan, nul en ’origine
des coordonnées se reléve sur la surface £ en un champ qui se prolonge différentiablement a
un cercle collé par un sigma-processus.

4. Equations quasi homogénes. Rapportons le plan a un systéme de
coordonnées linéaires (x, y) et fixons deux nombres réels « et 3.

DErINITION. On appelle groupe d’homothéties quasi homogénes du plan
le groupe & un paramétre de transformations linéaires

g x,y) = (e%x,e*y).

Les nombres o et 8 s’appellent poids des variables x et y et se notent :
a = degx, 8 = degy.
Sia = 8 = 1, [g°] est le groupe ordinaire des homothéties.

DEFINITION, On dit qu’une équation est quasi homogéne (de poids o et
B) si le champ de directions qui la définit sur le plan est invariant par le
groupe des homothéties quasi homogénes.

ExeRrcICE 1. Choisir les poids de telle sorte que le champ de directions de I’équation
dy/dx = —x/y? soit quasi homogene.
Réponse. o = 2,8 = 1.

THEOREME 1. L’équation quasi homogéne dy/dx = F(x, y) de poids
deg x = «, deg y = (B se raméne a une équation a variables séparables par
un passage aux coordonnées (x, y*/x?) dans le domaine x > 0.

Démonstration. Les orbites du groupe des homothéties quasi
homogeénes sont des « demi-paraboles » y* = Cx® (fig. 30, page 38). Pre-
nons pour ligne I' (pt. 2) la droite x = 1 paramétrée par y. Les homothéties
quasi homogénes transforment les droites paralléles a I' en elles-mémes.
Donc, le théoréme découle du lemme du pt. 2 et de la remarque afférente.

Voyons maintenant comment reconnaitre si une équation est quasi
homogéne ou non a I’inspection de son second membre.

DeriNITION. On dit qu’une fonction f est quasi homogéne de degré r si
elle satisfait a I’identité

fe=x,e®y) = e*f(x, ).
En d’autres termes, f est le vecteur propre commun des opérateurs
(g°)* (ou g° est une homothétie quasi homogene), associé aux valeurs pro-

pres e”.
ExempLE. Un polynéme est quasi homogéne de degré r (avec les poids «
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et B) si et seulement si les exposants des monémes x” y? qui en font partie
sont situés sur le diagramme de Newton ap + Bq = r (fig. 68). ‘

L’exposant quasi homogéne d’un polyndme quasi homogéne s’appelle
aussi poids. Par exemple, le poids de x est «, celui de y est 3, celui de x2y3
est 2a + 33, etc. La pondération s’appelle aussi graduation.

V

N

. Fig. 68. Diagramme de Newton d’une fonction
N /4 quasi homogéne

EXERCICE 2. Choisir le poids des variables de telle sorte que le polyndme x2y + y* soit
quasi homogeéne de degré 1.

Réponse. degy = 1/4, degx = 3/8.

EXERCICE 3. Montrer qu’une fonction f des variables x; de poids o, est quasi homogene de
degré r si et seulement si elle satisfait a la relation d’Euler o;x,0f/3x; = rf.

REMARQUE. Le champ de vecteurs a;x;3/3x; s’appelle champ d’Euler quasi homo-
géne (C’est le champ de vitesses de phase du groupe des homothéties quasi homogenes). La
relation d’Euler exprime que f est le vecteur propre de I’opérateur de dérivation suivant le
champ d’Euler, associé a la valeur propre r.

THEOREME 2. Pour que le champ de directions de I’équation dy/dx =

= F(x, y) soit quasi homogeéne, il est nécessaire et suffisant que le second

membre soit quasi homogéne et que son poids soit égal a la différence des
poids de y et de x :

deg F = degy — degx =3 — «a.

Démonstration. Les homothéties quasi homogénes g° multiplient
la quantité y, donc dy, par e®, et la quantité x, donc dx, par e*. Pour que
le champ de directions soit transformé en lui-méme par une telle homothé-
tie, il faut que la valeur de F en un point image soit égale au produit de la
valeur de F au point contre-image par un nombre égal a celui par lequel a
été multiplié le rapport dy/dx (ou y/x), i.e. par e®#~**, C.Q.F.D.

REMARQUE. Donc, dans le calcul des poids, il faut manipuler dy/dx
comme une fraction en traitant d comme un “facteur” de poids 0. Le poids
de dx est alors «, celui de dy est 3 et celui de dy/dx est 8 — «.

La condition de quasi homogénéité d’une équation est traduite par
I’égalité des poids du premier et du second membre.

EXERCICE 4. Choisir le poids des variables de telle sorte que 1’équation différentielle des
courbes de phase de I’équation de Newton X = Cx* soit quasi homogene.

Solution. L’équation des courbes de phase est dy/dx = Cx*/y. Donc, 28 =
= (k + Da.
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5. Considérations de similitude et de dimension. Les équations quasi
homogénes sur des espaces des phases de dimension quelconque se définis-
sent comme en dimension deux. Les champs de vecteurs quasi homogénes
sont définis par la condition deg 4/dx; = — deg x;. Par exemple le champ
d’Euler est de degré 0.

EXERCICE 1. Montrer que si f est une fonction quasi homogéne de degré r et v un champ
de vecteurs quasi homogéne de degré s, la dérivée de f suivant v est une fonction quasi homo-
géne de degrér + s.

EXERCICE 2. Soitx = P,y = Q, ou P et Q sont des polyndmes homogenes de degré m.
Montrer que si une orbite est fermée et parcourue en un temps 7, elle se transforme par une
homothétie de rapport ¢° en une orbite fermée qui est parcourue en un temps e! =" T,

EXERCICE 3. Soit X = v(x), ol v est un champ quasi homogeéne de degré r. Montrer que si
T est le temps mis pour parcourir une orbite fermée v et g° est une homothétie quasi homo-
gene, alors g° est aussi une orbite fermée parcourue en un temps e =" T.. .

EXERCICE 4. Comment la période d’oscillations du «pendule mou» ¥ = y, y = —x?
dépend-elle de I’amplitude Xpax |

Réponse. Elle est inversement proportionnelle & I’amplitude.

Si I’on fait intervenir des considérations de symétrie, on voit apparaitre
non seulement des Jérivées premiéres mais aussi des dérivées secondes.
Voyons comment elles se comportent par des homothéties quasi homoge-
nes. On a de toute évidence le

THEOREME. L’image de la courbe représentative d’une fonction
Y = ¢(x) par ’homothétie quasi homogeéne (x, y) ~ (e*x, e y) est la
courbe représentative d’une fonction y = ®(x) telle que

kP
(:lx" (au point image) = e®—ka» ix (au point antécédent).

En d’autres termes, d¥ y/(dx)* se transforme comme y /x* (ce qui expli-
que la commodité de la notation de Leibniz). Donc, pour reconnaitre si une
équation contenant des dérivées supérieures est quasi homogéne ou non, il
suffit d’assigner d la lettre d le poids 0 et d’exiger I’égalité des poids du pre-
mier et du second membre.

EXERCICE 5. Montrer que si dans un champ défini par une force homogéne de degré m
une particule parcourt une trajectoire y en un temps 7, elle parcourra la trajectoire homothéti-
que My en un temps 7~ = \=-m72 T,

Solution. L’équation de Newton d2x/ds? = F(x), ou F est homogeéne de degré m, se
transforme en elle-méme par des homothéties quasi homogénes convenables : il faut prendre
les poids « (pour x) et 3 (pour ¢) tels que « — 28 = ma. Choisissonsa = 2et8 =1 — m.
Avec 'homothétie x* = Ax,ona T" = \(!="/2T,

EXERCICE 6. Montrer que dans le champ gravitationnel les carrés du temps de parcours de
telles trajectoires sont entre eux comme les cubes des dimensions linéaires *).

*) C’est un cas particulier de la troisiéme loi de Kepler, dans lequel la similitude des
trajectoires n’est pas conjecturée. La loi de la gravitation universelle a été déduite des deux
précédents exercices, la loi de Kepler date d’avant.

6—17560
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Solution. En faisant m = —2 (la loi de la gravitation universelle) dans I’exercice pré-
cédent, on obtient T* = AY2T.

EXERCICE 7. Etablir une dependance de période d’oscillations en fonction de ’amplitude
dans le cas d’une force de rappel proportionnelle & I’écart (« oscillateur linéaire ») et le cube
de Pécart (force «molle»).

Réponse. Dans le cas d’un pendule linéaire la période est indépendante de I’amplitude,

dans le cas d’un pendule mou, elle lui est inversement proportionnelle.
<

u
(t est le temps, x la

ax?
distance, u la température). On sait que les fluctuations annuelles de la température terrestre
sont 1a cause du gel du sol d’une région jusqu’a un métre de profondeur. Jusqu’a quelle pro-
fondeur le sol gélerait-il si la température variait quotidiennement avec la méme amplitude ?
Solution. L’équation se transforme en elle-méme par les homothéties quasi homogenes
(t, x) — (e%t, ex). Donc, une diminution de la période de 365 fois entraine une diminution
de V365 fois de la profondeur de gel.
Réponse. A une profondeur de 5 cm.

au
EXERCICE 8. L’équation de la chaleur est de la forme a— =a
t

Galilée s’est servi de la similitude pour expliquer pourquoi les animaux
terrestres sont de taille limitée : le poids croit proportionnellement au cube
de la dimension linéaire, la solidité des os, au carré. Les animaux aquati-
ques échappent a cette loi, ce qui explique que les baleines atteignent de
bien plus grandes dimensions que les éléphants par exemple. Les applica-
tions de la similitude aux divers domaines scientifiques s’appellent : théorie
de la similitude, analyse des dimensions, skaling, etc.

6. Méthode d’intégration des équations différentielles. Il existe encore
quelques méthodes permettant d’intégrer explicitement une équation diffé-
rentielle. Soit par exemple I’équation

dy _ P(x,»)
x QX »)’

Mettons-la sous la forme
Qdy —Pdx=0

(une 1-forme est nulle sur les vecteurs tangents aux courbes intégrales). Si
cette forme est la différentielle totale d’une fonction F :

Qdy — Pdx = dF,

alors cette fonction est constante le long de chaque courbe intégrale.

Sachant les lignes de niveau de F, on peut trouver les courbes intégrales.
11 suffit méme que la forme Q dy — P dx devienne une différentielle totale
aprés sa multiplication par une fonction convenable (en effet, la multiplica-
tion simultanée de P et Q par une méme fonction ne change pas I’équation
initiale). Une telle fonction s’appelle facteur intégrant. Ce facteur existe
toujours (dans un voisinage d’un point ou Q # 0) mais le trouver est aussi
difficile que de résoudre I’équation initiale.



§6] SYMETRIE 83

La principale méthode de résolution et d’étude des équations différen-
tielles' consiste a choisir les difféomorphismes (les changements de varia-
bles) qui raménent 4 une forme élémentaire le champ de directions, le
champ de vecteurs ou le flot étudiés. Ces changements de variables sont
mentionnés plus haut pour les équations homogénes et quasi homogénes.

Il existe de nombreuses méthodes de recherche des changements de
variables pour I’intégration d’équations différentielles de forme spéciale.
Les listes de ces équations et leurs méthodes de résolution figurent dans les
recueils de problémes (cf. par exemple « Recueil de problémes d’équations
différentielles » de A. Philippov, §§ 4, 5, 6, 8, 9, 10) et dans les aide-
mémoire (par exemple, le livre de E. Kamke « Differentialgleichungen »
qui contient preés de 1600 équations). Chacun est en mesure d’allonger ces
listes en prenant une équation quelconque déja résolue et en y faisant un
changement de variable quelconque. Les maitres de I’intégration des équa-
tions différentielles (par exemple Jacobi) ont utilisé avec succés cette
méthode pour la résolution de certains problémes d’application. Ces dix
derniéres années, nous sommes les témoins d’un regain d’intérét inattendu
pour certaines équations intégrables exactement qui sont liées a des proble-
mes délicats de géométrie algébrique d’une part et de physique des solu-
tions en forme de particules des équations aux dérivées partielles (solitons,
instantons, etc.) d’autre part.

Mais ces méthodes d’intégration présentent deux défauts de principe.
Premiérement, une équation aussi simple que dx/df = x? — ¢ ne s’intégre
pas par quadrature, c’est-a-dire que la solution ne s’exprime pas par une
combinaison finie de fonctions algébriques et élémentaires et d’intégrales
de ces fonctions *). Deuxiémement, la formule volumineuse qui donne la
solution sous forme explicite est souvent moins utile qu’une simple formule
approchée. Par exemple, I’équation x3 — 3x = 2a peut &tre résolu explici-

tement par la formule de Cardan : x = *ja + Va2 — 1 + %ja — Va2 — 1.
Mais si ’on désire résoudre cette équation pour @ = 0,01, on remarquera
que pour a petit sa racine x = —(2/3)a, fait qui n’est pas du tout évident
du point de vue de la formule de Cardan. Dans le méme ordre d’idées,
I’équation du pendule ¥ + sin x = 0 se résout explicitement par des inté-
grales (elliptiques). Mais il est plus simple de résoudre la plupart des pro-
blémes relatifs au comportement du pendule & partir de I’équation appro-

*) La démonstration de ce théoréme de Liouville est voisine de celle de 'impossibilité
de résoudre par radicaux une équation du 5° degré (Ruffini-Abel-Galois) : elle découle de
Pimpossibilité de résoudre un groupe. Contrairement a la théorie ordinaire de Galois, il est
question ici non pas d’un groupe fini, mais d’un groupe de Lie non résoluble. Ces équations
sont étudiées en algébre différentielle.

6*
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chée des petites oscillations (¥ + x = 0) et de considérations qualitatives
n’utilisant pas la formule explicite (cf. § 12).

Les équations se résolvant exactement sont utiles a titre d’exemples,
puisqu’elles permettent parfois de mettre en évidence des phénomeénes se
produisant dans des cas plus compliqués. Par exemple, 1’étude de la solu-
tion exacte de I’équation X = kx permet de prouver le théoréme d’unicité
pour I’équation a second membre différentiable la plus générale (cf. § 2,
pt. 3). Les autres exemples sont fournis par les solutions autosimulées des
équations de physique mathématique.

EXERCICE. Trouver les solutions de 1’équation de Laplace *) dans R? et dans R?, qui
dépendent seulement de la distance du point courant a I’origine des coordonnées.

Réponse. C In 1/r + const, C/r + const (les potentiels newtoniens ; de fagon plus rigou-
reuse, A(ln 1/r) = —2x6 dans R?, A(1/r) = —4x$ dans R? (pourquoi ?)).

A chaque fois qu’on a trouvé un probléme qui se résout exactement, on
a la possibilité de résoudre approximativement les problémes proches par
les méthodes de la théorie des perturbations.

Signalons qu’il est toutefois dangereux d’étendre les résultats obtenus
en résolvant exactement un probléme, aux problémes proches de forme
générale : souvent, une équation exactement intégrable ’est précisément
parce que ses solutions se comportent plus simplement que celles des pro-
blémes proches non intégrables. Par exemple, ’équation des orbites du
modéle de Lotka-Volterra est intégrable (pt. 7, § 2) grace justement au fait
que toutes ces orbites sont fermées (alors que les orbites de la plupart des
modeéles proches non intégrables sont des spirales non fermées).

*) On appelle opérateur de Laplace dans lespace euclidien R" lopérateur A =
= div grad = Z 9%/3x? (x; sont des coordonnées cartésiennes). I’équation de Laplace est

de la forme Au = 0. Les solutions de cette équation s’appellent fonctions harmoniques. Par
exemple, la distribution stationnaire de la température est donnée par une fonction harmoni-
que. Lopérateur de Laplace mesure I’écart entre la valeur moyenne d’une fonction dans une
petite boule et la valeur de cette fonction au centre de la boule. La moyenne d’une fonction
harmonique sur une boule quelconque est égale 4 la valeur de cette fonction au centre de
la boule (prouvez-le !).



CHAPITRE 2

THEOREMES FONDAMENTAUX

Dans ce chapitre on formule les théorémes d’existence et d’unicité des
solutions et des intégrales premiéres, de dépendance des solutions par rap-
port aux conditions initiales et aux parameétres. Les démonstrations sont
produites au chap. 4. Ici on discute seulement le lien existant entre ces
résultats.

§ 7. Théorémes de redressement

On formule ici le théoréme fondamental de redressement d’un champ
de directions et on en déduit les théorémes d’existence, d’unicité et de
dépendance différentiable de la solution par rapport aux conditions initia-
les et aux paramétres, les théorémes de prolongement et des flots locaux.

1. Redressement d’un champ de directions. Considérons un champ de
directions différentiable dans un domaine U d’un espace a n dimensions.

DerINITION. On appelle redressement d’un champ de directions un dif-
féomorphisme transformant ce champ en un champ de directions paralléles
(fig. 69). Un champ est dit redressable s’il admet un redressement.

THEOREME 1 (fondamental). Tout champ de directions différentiable est
redressable au voisinage de chaque point. Si un champ est r fois continii-
ment différentiable (i.e. de classe C', 1 € r € ), le difféomorphisme
redressant peut étre choisi de classe C'.

ExempLE. Le champ de directions de I’équation x = x (fig. 69) est
redressable par le difféomorphisme (¢, x) — (¢, ¥ = xe~*). En effet, ce dif-
féomorphisme envoie les courbes intégrales x = Ce’ du plan (¢, x) dans des
droites paralléles y = C du plan (¢, y).
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Fig. 69. Redressement d’un champ de directions
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EXERCICE 1. Redresser les champs de directions des équations X = ¢ et x = x2 au voisi-

nage de ’origine des coordonnées.
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EXERCICE 2. Tout champ de directions différentiable sur le plan est-il redressable globale-
ment ?

Réponse. Non, cf. fig. 60.

EXERCICE* 3. Soit donné dans R® un champ (différentiable) de plans (un plan est appli-
qué en chaque point de R*). Peut-on redresser ce champ (c’est-a-dire le transformer en un
champ de plans paralléles par un difféomorphisme convenable) ?

Nota. Le champ redressable est un champ de plans tangents & une famille de surfaces.

Réponse. Non. Considérons par exemple le champ de plans défini par I’équation y dx +
+ dz = 0 (un vecteur appartient 4 un plan du champ si cette 1-forme s’annule sur lui). Il
n’existe aucune surface tangente aux plans de ce champ.

La démonstration du théoréme fondamental 1 sera produite au § 32. Ce
théoréme admet encore deux autres formulations.

THEOREME 2. Tous les champs de directions différentiables définis dans
des domaines de méme dimension sont localement difféomorphes (se cor-
respondent par un difféomorphisme).

1 = 2: d’aprés le théoréme fondamental tous les champs sont locale-
ment difféomorphes a un champ standard. 2 = 1 : la difféomorphie locale
a tout champ entraine en particulier la difféeomorphie locale au champ
standard, i.e. la redressabilité locale.

THEOREME 3. L’équation différentielle X = v(t, x) d second membre dif -
férentiable est localement équivalente a I’équation élémentaire dy/dr = 0.

En d’autres termes : Au voisinage de chaque point de I’espace des pha-
ses élargi (¢, x) il existe un systéme de coordonnées admissibles (r, y)
(auquel on passe par un difféomorphisme) dans lequel cette équation
s’écrit sous la forme élémentaire : dy/dr = 0.

1 = 3 : redressons d’abord le champ de directions v et considérons
ensuite des coordonnées cartésiennes dans lesquelles 1’axe des temps 7 est
paralléle au champ de directions redressé. 3 = 1 : tout champ de directions
est localement le champ de directions d’une équation différentielle conve-
nable. Le passage au systéme local de coordonnées dans lequel cette équa-
tion devient dy/dr = O redresse le champ donné.

EXERCICE* 4. Peut-on redresser dans I’espace des phases élargi R X R” tout entier le
champ de directions d’une équation X = v(¢, x) dont le second membre est différentiable et
défini sur cet espace tout entier ?

EXERCICE 5. Montrer que le systéme de coordonnées du théoréme 3 peut étre choisi de
telle sorte que le temps reste invariant (v = ).

EXERCICE 6. Redresser le champ de directions de I’équation X = x + ¢ sur le plan tout
entier par un difféomorphisme de la forme (¢, x) — (¢, y(¢, x)) laissant le temps invariant.

EXERCICE 7. Peut-on redresser le champ de directions de I'équation x = x? sur le plan
tout entier par un difféomorphisme laissant le temps invariant ?

Réponse. Non.

Le théoréme fondamental de redressement a en fait été inventé par
Newton. Dans sa célébre « deuxiéme lettre » (datée du 24 octobre 1676) a
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Oldenburg, secrétaire de la Société royale, Newton chiffra la méthode de
démonstration sous forme de la deuxiéme (longue) anagramme (Newton
préférait faire passer sa correspondance avec Leibniz qui vivait en Allema-
gne par Oldenburg). Dans le langage actuel la méthode de Newton consiste
en ce qui suit.

Soit donnée une équation X = v (¢, x). Cherchons le difféomorphisme
redressant y = h (¢, x) pour lequel y = x lorsque ¢t = 0 (le temps reste inva-
riant). De la condition y = 0 on déduit pour 4 I’équation dh/dt +
+ (@h/dx)v = 0. Développons v et h en séries entiéres de ¢ :

h=h0+thl+-.., U=U0+tUl+...

On a alors hy(x) = x,doncdh/dx = E + th,, + ... Portons les développe-
ments de 4 et v dans I’équation pour 4. Développons le premier membre en
série entiére de . Annulons les coefficients de ¢, ¢!, ... de cette série (en
vertu de I’unicité des coefficients de la série de Taylor). Nous obtenons

hl +U0=0,~ 2h2+h1*UO+U1 = 0, “ee

L’équation pour h, contient, outre h,, les seules dérivées de A, d’or-
dre <k. Nous pouvons donc trouver de proche en proche /1, h, et ainsi de
suite.

Ceci constitue la méthode de Newton d’intégration des équations diffé-
rentielles a ’aide des séries. Pour appliquer cette méthode, il faut savoir
développer les fonctions données en séries. A cet effet, Newton a dii inven-
ter sa formule du bindme (1 + ) = 1 + at + ...

EXERCICE 8. Trouver par la méthode de Newton la solution de I’équation x = x, qui satis-
fait a la condition initiale ¢(0) = 1.

Solution. ¢ =1+1p + 120, + ... = ¢, + 20,0 + 3p5t7 + ... =1 + o/t +
+ o, t2 + ..., donc, o, = 1,0, = ¢, /2,0, = ¢,/3,... ,d’0llg, = 1/k!. Cest ainsi que fut
établi le premier développement en série de I’exponentielle.

L’évolution de ’analyse suit aujourd’hui encore la voie tracée par New-
ton.

La démonstration de la convergence des séries construites par Newton a
beaucoup occupé les esprits des mathématiciens du XIX°® siécle. La conver-
gence des séries de 4 a été prouvée par Cauchy dans le cas analytique *). Le
théoréme de Cauchy a été généralisé au cas d’une différentiabilité finie par
Picard ; la démonstration est développée au § 32.

*) C’est Euler qui a attiré I’attention sur la nécessité de prouver la convergence en remar-
quant que les séries ainsi obtenues dans d’autres problémes divergeaient parfois. Euler a cher-
ché la solution sous forme d’une série de ¢ de I’équation dx/dr = (x — £)/¢%, qui s’annule

en ¢t = 0. Il a trouvé la série partout divergente x = Z k — D! £*
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Le théoréme fondamental 1 est.une assertion de méme nature que le théoréme d’algébre
linéaire relatif & la réduction des formes quadratiques ou des matrices d’opérateurs linéaires a
la forme normale. Il donne une description exhaustive du comportement local d’un champ de
directions en ramenant toutes les questions au cas trivial d’un champ de directions paralléles.

Le théoréme homologue en analyse est le théoréme des fonctions implicites. On dit
qu’une application différentiable f : R™ — R”" est non dégénérée en 0 si le rang de sa dérivée
est maximal en O (i.e. égal au plus petit des nombres m et n). Soit f(0) = 0.

Deux applications f et g de ce type sont dites localement équivalentes en 0 si I'une est
Pimage de I’autre par des difféomorphismes des espaces source et but laissant 0 invariant :
h:R™ = R"™ k:R"— R", foh = kog.

En d’autres termes, deux applications sont localement équivalentes si elles sont exprimées
par les mémes formules dans des systémes de coordonnées locales (d’origine 0) convenable-
ment choisis dans les espaces source et but.

THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES. Deux applications différentiables (d’espaces de
dimensions m et n fixées) sont équivalentes au voisinage des points non dégénérés.

En particulier, foute application est équivalente a sa partie linéaire en un point non dégé-
néré. Donc, le théoréme formulé est ’un des innombrables théorémes de linéarisation.

Pour forme normale locale a laquelle se raméne ’application f par les difféomorphismes
h et k, il est naturel de prendre la forme élémentaire suivante :

Yi=x; pour ir, y;=0 pour i>r,

ol r = min (m, n) est le rang de la dérivée de f en 0, X; et y;, les coordonnées respectives des
espaces source et but. En d’autres termes, f est une immersion si la dimension de I’espace
source est strictement inférieure a celle de I’espace but, et un fibré dans le cas contraire.

Le lecteur habitué & des formulations plus compliquées du théoréme des fonctions impli-
cites peut s’assurer sans peine de leur équivalence a la formulation géométrique élémentaire
ci-dessus.

Tous les théorémes des formes normales décrivent les orbites de divers groupes
(«changements de variables») sur des ensembles (de matrices, de formes, de champs, d’appli-
cations respectivement).

2. Théorémes d’existence et d’unicité. Le théoréme fondamental de
redressement entraine le

COROLLAIRE 1. Par chaque point d’un domaine sur lequel est défini un
champ de directions différentiable il passe une courbe intégrale.

Démonstration. Considérons un difféomorphisme redressant le
champ donné. Le champ redressé est composé de directions paralléles. Par
chaque point du champ redressé il passe une courbe intégrale (en I’occur-
rence une droite). Le réciproque du difféomorphisme redressant associe a
cette droite la courbe intégrale cherchée.

COROLLAIRE 2, Deux courbes intégrales d’un champ de directions diffé-
rentiable ayant un point commun sont confondues au voisinage de ce
point.

Démonstration. Ceci est évident pour le champ redressé. Quant au
difféomorphisme redressant il associe aux courbes intégrales du champ ini-
tial les courbes intégrales du champ redressé.
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COROLLAIRE 3. L ’équation différentielle x = v (¢, x), avec une condition
initiale (ty, x,) appartenant au domaine de différentiabilité du second
membre, admet une solution et une seule (en ce sens que deux solutions
quelconques vérifiant cette condition initiale sont confondues dans un voi-
sinage du point t).

Démonstration. En appliquant les corollaires 1 et 2 au champ de
directions de notre équation dans ’espace des phases élargi, on obtient le
corollaire 3.

REMARQUE. Dans le corollaire 3 et dans la suite le point x est un point
d’un espace des phases de dimension (finie) quelconque m. Ce corollaire
s’appelle théoréme d’existence et d’unicité des solutions d’un systéme de m
équations du premier ordre.

3. Théorémes de dépendance continue et différentiable des solutions
par rapport a la condition initiale. Traitons la valeur de la solution ¢ de
I’équation différentielle X = v (¢, x), qui vérifie la condition initiale o(¢,) =
= X, a l'instant # comme une fonction ® de (#y, x, ; #) & valeurs dans
I’espace des phases élargi. )

Le théoréme fondamental de rectification entraine le

COROLLAIRE 4. Toute solution d’une équation @ second membre diffé-
rentiable dépend différentiablement des conditions initiales.

Ceci exprime que /a fonction ® ci-dessus est définie, continue et diffé-
rentiable au voisinage de chaque point (ty, X, ; t,) (de classe C" siv est).

Démonstration. Pour I’équation élémentaire (v = Q)ceci est évi-
dent (¢ = x;). L’équation générale se rameéne a cette derniére par un dif-
féomorphisme (les détails sont laissés au lecteur).

REMARQUE. Le théoréme de différentiabilité par rapport a la condition
initiale offre une méthode trés efficace d’étude de ’influence d’une petite
perturbation de la condition initiale sur la solution. Si ’on connait la solu-
tion qui satisfait une certaine condition initiale, pour déterminer 1’écart
entre la solution vérifiant une condition initiale voisine et la solution «non
perturbée», on obtient en premiére approximation une équation linéaire
homogene (une équation aux variations). La «théorie des perturbations»
ainsi engendrée est tout simplement une variante de la méthode des séries
de Newton.

EXERCICE 1. Trouver la dérivée de la solution ¢ de ’équation % = x2 + x sin ¢, qui vérifie
la condition initiale ¢(0) = @ poura = 0.

Solution. D’aprés le corollaire 4, la solution se développe en série de Taylor ¢ = ¢ +
+ ap, + ... (les points de suspension figurent des termes d’ordre supérieur au premier par
rapport aa), ou ¢, est la solution non perturbée (celle qui vérifie la condition initiale nulle), ¢,
la dérivée cherchée. Pour I’équation étudiée ¢, = 0. En portant la série de Taylor de ¢ dans
I’équation et en identifiant les coefficients des termes de méme puissance (en vertu de I’unicité
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de la série de Taylor), on obtient pour ¢, ’équation aux variations @, = ¢, sin t, avec la con-
dition initiale ¢, (0) = 1 (pourquoi ?).

Réponse. el =s¢,

EXERCICE 2. Trouver la portion d’orbite du systéme généralis¢é de Lotka-Volterra
x =x(1 = ya(x,y)),y = y(x — 1), voisine de I’axe x et passant par le pointx = 1,y = & (A¢&2
pres).

Solution. L’équation des orbites est : dy/dx = y(x — 1)/(x(1 — ya)). La solution
non perturbée est y = 0. L’équation aux variations s’écrit : dy/dx = y(x — 1)/x.

Réponse. y = ee*~1/x indépendamment de la forme de la fonction a.

EXERCICE 3. Trouver la dérivée de la solution de I’équation du pendule § =" —sin 0, véri-
fiant la condition initiale (0) = a, 6(0) = O par rapport d a pour @ = 0.

Solution. Pour appliquer le corollaire 4 a I’équation il faut la représenter par un
systéme. Le systéme d’équations aux variations obtenu peut &tre représenté par une seule
équation du second ordre. Il est commode d’écrire non pas les systémes et leurs solutions mais
les équations du second ordre qui leur sont équivalentes et leurs solutions. La solution non
perturbée est § = 0. L’équation aux variations est I’équation des petites oscillations du pen-
dule : § = —90.

Réponse. cos t.

AVERTISSEMENT. En utilisant les formules approchées pour la solution
perturbée, obtenues a ’aide de I’équation aux variations, il importe de ne
pas perdre de vue qu’elles fournissent une bonne approximation pour ¢ fixe
et pour un petit écart ¢ de la condition initiale par rapport a la solution non
perturbée : I’erreur pour ¢ fixe est O(g2) mais cette majoration n’est pas
uniforme en ¢ — oo (la constante implicite dans O(g?) crofit avec ?).

Par exemple, la formule établie dans I’exercice 2 donnerait une fausse
idée de la forme des orbites du modéle ordinaire de Lotka-Volterra si on
I’appliquait a la description de la forme de ces orbites dans I’ensemble (on
sait du § 2 que ces orbites sont fermées ; la portion d’orbite qui est éloignée
de I’axe x n’est nullement décrite par la réponse de 1’exercice 2).

De fagon analogue, la solution de I’équation compléte du pendule véri-
fiant la condition initiale (a, 0) est voisine de la solution de I’équation des
petites oscillations (vérifiant la méme condition initiale) a ¢ fixe : leur diffeé-
rence est d’ordre O(a@?) (pourquoi ?). Mais pour tout a # 0 fixe, I’erreur
croit avec #, et pour ¢ assez grand la solution approchée n’est plus liée a la
solution perturbée (a cause de 1’inégalité des périodes des petites et des
vraies oscillations). La permutation des passages a la limite t — cceta — 0
est illicite !

EXERCICE 4. Trouver le premier terme (linéaire par rapport d @) du développement en
série de Taylor de la solution de I’équation du pendule mou X = -x3, qui vérifie la condition
initiale x(0) = 0, x(0) = a.

Solution. Solution non perturbée : x = 0. Equation aux variations : ¢ = 0. Condi-
tion initiale : ¢, (0) = 0, ¢,(0) = 1 (pourquoi ?).

Réponse. x = at.

Du théoréme de différentiabilité il résulte que ’erreur de cette formule approchée n’est
pas supérieure a O(az) pour chaque ¢ fixe. Mais pour tout @ # 0 fixe, I’approximation est car-
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rément mauvaise pour ¢ assez grand. Ceci ressort par exemple du fait que la solution appro-
chée croit indéfiniment et la vraie solution décrit les oscillations périodiques de I’amplitude
qui est petite avec @ (I’amplitude est de I’ordre de Va pour des considérations de similitude).

Pour estimer le domaine d’applicabilité de la formule approchée, on peut calculer les
approximations suivantes : x = at + a? ¢, + @ @5 + ... En portant ceci dans I’équation, on
obtiemazék2 + a3{b3 +..=-a*t + ... Donc, 0, =0,0 = — s, Qg = — /4, Py =
= — /20, x = at — a°t5/20 + ... le second terme est petit par rapport au premier si
@*t*/20 < 1i.e. t < a~ 2. En d’autres termes, la valeur de la solution approchée doit &tre
petite en regard de I’amplitude de la vraie oscillation : at < Va.

EXERCICE 5. Montrer que sous la condition indiquée I’erreur relative de la solution appro-
chée est réellement petite.

Solution. Ceci résulte de considérations de similitude. Les homothéties quasi homogé-
nes X = &€x, T = et transforment 1’équation ¥ = —x7 en elle-méme. La solution qui
vérifie la condition initiale (0, @) est envoyée dans la solution qui vérifie la condition initiale
0, A = ¥ a). La solution approchée x = at se transforme en la solution X = AT. Choisis-
sons s de telle sorte que A = 1. Pour A = 11a solution X = T admet une petite erreur relative
tant que T < 1. Mais les homothéties ne modifient pas les erreurs relatives. Donc, I’erreur
relative de ’approximation x = at est aussi petite pour T <€ 1. Or, T = e~ 5t,a = e~
Donc, T < 1 pour £ < a~ /2, Par conséquent, pour a petit, ’approximation donne lieu & une
petite erreur relative méme pour de trés grands ¢, pourvu que # soit petit en regard de 1/Va.

Dans les applications de la théorie des équations différentielles on a toujours affaire a un
grand nombre de quantités dont certaines sont «trés petites» et d’autres «trés grandes». Il
n’est pas toujours facile de dire si une quantité est grande par rapport & une autre (i.e. dans
quel ordre doivent s’effectuer les passages a la limite) ; la réponse a cette question représente
souvent la moitié du probléme.

4. Transformation sur un intervalle de temps (¢, ¢). Considérons une
équation différentielle x = v (¢, x) 4 second membre définissant un champ
de directions différentiable dans un domaine d’un espace des phases élargi
(de dimension quelconque finie 1 + m).

DEerINITION, On appelle transformation sur un intervalle de temps (t, t)
une application d’un domaine de I’espace des phases dans cet espace, asso-
ciant 2 la condition initiale a I’instant ¢ la valeur prise a I’instant ¢ par la
solution véritiant cette condition initiale (fig. 70).

Fig. 70. Transformation sur lintervalle de temps (to, )

Cette transformation se note gf . Dans les notations du corollaire 4
gfox0 = ®(ty, Xy 5 ).

Le théoréme fondamental de redressement entraine le
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COROLLAIRE 5. Les transformations sur l’intervalle (t,, t) pour une
équation a second membre différentiable

1) sont définies au voisinage de chaque point x,, pour t suffisamment
proche de t, ;

2) sont des difféomorphismes locaux (de classe C' si le second membre
l’est) et dépendent différentiablement de t et de t ;

3) pour s et t assez proches de t,, on a I’identité g,0 g;giox (pour
tout x pris dans un voisinage assez petit du point x,) ;

4) pour ¢ fixe, la fonction o(t) = g,oé est la solution de ’équation
X = v (t, x), qui vérifie la condition initiale o(t;) = &.

Le corollaire 5 découle manifestement des corollaires précédents. On
peut se servir aussi d’un redressement laissant le temps invariant. Pour
I’équation redressée (¥ = 0) toutes les transformations sur l’intervalle
(29, t) sont identiques, donc les propriétés 1) a 4) sont réalisées.

Considérons en particulier le cas de I’équation autonome x = v (x). On
a alors de toute évidence le

THEOREME. Pour [’équation autonome la transformation g{o dépend
uniquement de ’intervalle de temps t — t, et pas de I’instant initial t,.

Démonstration. Une translation de I’espace des phases élargi de
I’équation autonome le long de I’axe ¢ transforme en lui-méme le champ de
directions, donc envoie courbes intégrales dans courbes intégrales. L’image
de la solution ¢ qui vérifie la condition initiale ¢(¢f)) = x, par une
s-translation est la solution y qui vérifie la condition initiale Y(¢, + s) =
= X,. Pour tout fon a Y(¢ + 5) = ¢(¢). Donc, g} = ,’offs C.Q.F.D.

Désignons la transformation g"’” plus briévement par g”. Les transfor-
mations g”

1) sont définies pour 7| assez petit au voisinage d’un point fixé de
I’espace des phases ;

2) sont des difféomorphismes de ce voisinage dans I’espace des phases
et dépendent différentiablement de 7 ;

3) pour tous |s| et |¢] assez petits et pour tout x appartenant a un voisi-
nage du point fixé, est réalisée la propriété de groupe g¥g'x = g°*'x ;

4) pour ¢ fixe, la fonction ¢(¢) = g'¢ est la solution de I’équation
x = v(x), qui vérifie la condition initiale ¢(0) = .

La famille {g’] s’appelle flot local du champ de vecteursv.

EXERCICE. Supposons que les coefficients de I’équation x = v(¢, x) sont T-périodiques
(v(t + T, x) = v(t, x)) et que toutes les transformations g: sont partout définies pour elle.
Montrer que les transformations sur des intervalles de temps multiples de T forment un
groupe : gk7 = A* pour tout k entier. Laquelle des deux relations suivantes est vraie :
g(l’rT+s = Akgs ou ng+s gsAk 9

Réponse. La deuxxéme.
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5. Théorémes de dépendance continue et différentiable par rapport au
parameétre. Supposons que le second membre de I’équation x = v (¢, x ; )
dépend différentiablement du paramétre o qui parcourt un domaine A de
P’espace RY.

Le théoréme fondamental de redressement entraine le

COROLLAIRE 6. La valeur prise a I’instant t par la solution qui vérifie la
condition initiale o(t;) = x,dépend différentiablement de la condition ini-
tiale, du temps et du paramétre a.

Désignons cette valeur par ®(¢,, x, ; @, f). Le corollaire affirme que /a
fonction ® (a valeurs dans I’espace des phases) est définie, continue et dif-
férentiable au voisinage de chaque point (¢, x, ; oy, t,) du produit de
l’espace des phases élargi par I’axe du temps et par le domaine de variation
du paramétre (® est de classe C' si le second membre [I’est).

Démonstration. Noys aurons besoin d’un petit artifice. Considé-
rons ’«équation élargien x = v (¢, x ; o), & = 0 & espace des phases de
dimension m + a (ou m = dim {x]). La solution de cette équation, qui
vérifie la condition initiale (¢, x,, ), est le couple (x = ¢(¢), & = «),
dont la premiére composante ¢ est la solution de 1’équation initiale pour
a = ay, qui vérifie la condition initiale ¢(¢;) = x,. D’aprés le corollaire 4
ce couple dépend différentiablement de (¢, x, ; ¢ ; a;). Donc, la premiére
composante dépend différentiablement aussi de ces arguments. C.Q.F.D.

REMARQUE. L’artifice ci-dessus raméne le théoréme de dépendance dif-
férentiable par rapport au paramétre a la dépendance différentiable par
rapport aux conditions initiales. Réciproquement, de la dépendance diffé-
rentiable par rapport au paramétre (pour une condition initiale fixée) on
déduit sans peine la dépendance différentiable par rapport a la condition
initiale. Il suffit d’effectuer une translation sur I’équation pour transfor-
mer la condition initiale en paramétre :v (¢, x) =v (f, x — «).

Le théoréme de dépendance différentiable par rapport au paramétre
fournit une méthode trés efficace de résolution approchée des équations
voisines des équations «non perturbées» dont on connait une solution. Il
suffit de représenter la solution de I’équation perturbée sous la forme d’une
série de Taylor suivant les puissances de la perturbation, de porter cette
série dans 1’équation perturbée et d’identifier les termes de mémes puissan-
ces. Le terme constant de la série sera la solution connue de I’équation non
perturbée. Pour la détermination des autres termes on obtient des équa-
tions intégrables par récurrence. La plus importante d’entre elles est ’équa-
tion des termes du premier degré en la perturbation : c’est une équation
aux variations non homogeéne (cf. § 3).

Cette méthode est constamment utilisée dans toutes les applications de
la théorie des équations différentielles sous le nom de théorie des perturba-
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tions ou méthode du petit paramétre. C’est I’'une des variantes de la
méthode des séries de Newton.

EXERCICE 1. Trouver la dérivée, par rapport au paramétre g pour @ = 1, de la solution de
I’équation logistique X = x(@ — x), qui vérifie la condition initiale x(0) = 1.

Solution. Supposons que a = 1 + ¢. La solution perturbée est x = ¢, + &p, +
+ O(?). En portant dans I’équation perturbée, on obtient

Pot by + . =(py + &0 + .. )1 + 68— 9y— o — ...).

L’équation non perturbée x = x(1 — x) a pour solution #o = 1. Enidentifiant les coefficients
de ¢, on trouve I’équation aux variations ¢, = 1 — ¢, avec la condition initiale ¢, (0) = 0
(pourquoi ?).

Réponse. 1 — e~".

REMARQUE. Le physicien aurait conduit les calculs ci-dessus de la maniére suivante. Il est
clair que poura = 1 + ¢lasolutionx = 1 + y différe peu de 1. En négligeant cette différence
entre le facteur x du second membre et 1, il aurait obtenu I’équation approchée X = a — x,
y=¢e—y,douy=¢g(l —e™).

La « rigueur » mathématique traditionnelle interdit de négliger la différence entre le pre-
mier x et 1 et non pas entre le second et 1. En fait, le raisonnement du physicien est correct, il
représente tout simplement le sténogramme des raisonnements ci-dessus.

EXERCICE 2. Trouver la dérivée, par rapport au moment @ pour @ = 0, de la solution de
I’équation du pendule 3 moment de rotation constant : & = a — sin 0. Le pendule est au repos
a Pinstant initial @ = 6 = 0).

Solution.0 =ay + ...,af =a—ay,y=1-y,y—1=2,= —-2,200 = -1,
z(0) =0,z = —cost,y = 1 — cost.

Réponse. En premiére approximation, ’effet d’un petit moment de rotation se traduit
par un déplacement de la position d’équilibre en a, le pendule réalisant de petites oscillations
avec une fréquence 1 autour du point a. Donc, la dérivée de la solution par rapport a a est
1 — cost.

AVERTISSEMENT. En toute rigueur, toutes nos solutions approchées sont
légitimées par le théoréme de différentiabilité seulement pour |¢| petit. En
réalité, on peut les justifier sans peine pour tout intervalle de temps fini
Itl < T, pourvu que la perturbation ¢ ne soit pas supérieure a une quantité
dépendant de T. Sur cet intervalle, ’erreur de la premiére approximation
de la théorie des perturbations est majorée par O(g2), mais la constante
figurant dans O croit avec T.

11 est extrémement risqué de généraliser les conclusions établies de la
sorte 4 un intervalle de temps infini : les passages a la limite — o ete — 0
ne sont pas permutables.

ExeMPLE. Considérons un seau rempli d’eau au fond duquel on a prati-
qué un petit trou de diamétre ¢ (fig. 71). Pour tout T il existe un ¢ si petit

\J Fig. 71. Comportement asymptotique des solutions de

t—-» I’équation perturbée
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que le seau reste quasiment plein durant un long intervalle de temps ¢ < T.
Mais pour tout ¢ > 0 fixe le seau se vide lorsque ¢+ — oo.

EXERCICE 3. Trouver la dérivée, par rapport au paramétre » pour w = 1, de la solution de
I’équation des petites oscillations du pendule § = — w2, qui vérifie la condition initiale
6(0) = 1,6(0) = 0.

Solution. La solution exacte est # = cos wt. La dérivée est donc —¢ sin ¢.

Si I’on connaissait la solution exacte uniquement pour w = 1 et si ’on cherchait la solu-
tion pour w = 1 + ¢ par la méthode du petit paramétre, on trouverait 6 ~ cos ¢ — &t sin ¢. On
pourrait penser que la vraie solution n’est pas bornée si I’on oubliait qu’il est possible de se
servir de ’approximation seulement pour &¢ petit.

6. Théorémes de prolongement. Soit une équation différentielle
X = v(t, x) définie par un champ de directions différentiable sur un
domaine U de I’espace des phases élargi. Soit I' un sous-ensemble de U.

DEerFINITION, On dit que la solution ¢ qui vérifie la condition initiale
o(ty) = x, est prolongeable en avant (resp. en arriére) a T' §’il existe une
solution vérifiant la méme condition initiale, dont le graphique rencontre I’
en un point en lequel ¢ > ¢, (resp. ¢ < ;).

Une solution est indéfiniment prolongeable en avant (resp. en arriére)
s’il existe une solution vérifiant la méme condition initiale et définie pour
tout ¢ > ¢, (resp. ¢ < §y).

EXEMPLE 1. Aucune solution de I’équation ¥ = x% + 1 n’est indéfini-
ment prolongeable ni en avant ni en arriére.

DErINITION. On dit qu’un ensemble est compact si de tout recouvrement
par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Les compacts d’un espace euclidien sont tous ses ensembles bornés et
fermés.

On appelle frontiere d’un ensemble I’ensemble des points dont tout voi-
sinage contient aussi bien des points qui appartiennent que des points qui
n’appartiennent pas a cet ensemble.

Le théoréme fondamental de redressement entraine le

CoROLLAIRE 7. Toute solution vérifiant une condition initiale apparte-
nant @ un compact de l’espace des phases élargi est prolongeable en avant et
en arriére a la frontiére de ce compact.

En d’autres termes, par tout point intérieur @ un compact il passe une
courbe intégrale qui coupe la frontiére de ce compact en avant et en arriére

du point initial (fig. 72).
z

Fig. 72. Prolongement d’une solution a la z
frontiére d’'un compact
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Le prolongement ‘est unique en ce sens que deux solutions vérifiant la
méme condition initiale sont confondues partout ou elles sont définies.

EXERCICE 1. Est-il vrai qu’une courbe intégrale de tout champ de directions différentiable
sur un domaine d’un espace euclidien, passant par un pcint d’un compact K est prolongeable
a la frontiére de ce compact ?

Reponse Non Exemple : le champ de dxre"tlons des courbes de phase du pendule dans le
domamex + x2 > 0, K :lacouronne 1 x + x < 2.

Donc, pour que le théoréme soit vrai, il est essentlel que le champ de directions ne soit pas
« vertical » dans ’espace des phases élargi.

Démonstration du corollaire 7. Prouvons d’abord 1’unicité. Consi-
dérons la borne supérieure des valeurs du temps pour lesquelles deux solu-
tions vérifiant la méme condition initiale sont confondues. Ces deux solu-
tions sont confondues a gauche de ce point. Si elles sont toutes deux défi-
nies en ce point, elles y sont confondues, car continues. Mais elles seront
alors confondues a droite (d’aprés le théoréme local d’unicité). Donc, ce
point est ’extrémité d’un intervalle de définition. Ceci prouve I’unicité du
prolongement en avant (les raisonnements sont les mémes pour le prolon-
gement en arriére). Construisons maintenant ce prologement.

D’aprés le théoréme local d’existence, chaque point de I’espace des pha-
ses élargi posséde un voisinage tel que toute solution vérifiant une condi-
tion initiale placée en tout point de ce voisinage est prolongeable en avant
et en arriére a un intervalle de temps commun a tous les points de ce voisi-
nage. Du recouvrement du compact par de tels voisinages extrayons un
sous-recouvrement fini. Considérons le plus court intervalle de temps cor-
respondant a ces voisinages et désignons-le par &.

Prolongeons la solution qui vérifie la condition initiale placée au point
initial en avant de € (puisque ce point appartient au compact et par suite est
recouvert par I’un de nos voisinages). Considérons la valeur de cette solu-
tion au bout d’un temps €/2 aprés ’instant initial. Si le point correspon-
dant de la courbe intégrale appartient encore au compact, on prolonge la
solution qui vérifie une condition initiale contenue dans ce compact en
avant encore de ¢ (soit de 3¢/2 a partir de ’instant initial). Déplagons
encore le temps de €/2 (i.e. considérons la valeur de la solution prolongée
au bout d’un temps ¢ aprés le début) et prolongeons la solution de &, et
ainsi de suite. Au terme d’un nombre fini de pas la courbe intégrale quitte
le compact (puisque sa projection sur I’axe ¢ ne peut étre illimitée et # croit a
chaque pas de €/2). Donc, a un certain moment la courbe traversera la
frontiére du compact. C.Q.F.D.

EXERCICE 2. Montrer que toute solution de I’équation x = v(¢, x) définie par un champ de
directions sur R X R” se prolonge indéfiniment si v croit a ’infini moins vite que la premiére
puissance de x, i.e. lv(¢, x)I < kx| pour tout # et Ix| > r, ol r et k sont des constantes.
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Nota. Construire, par comparaison avec un mouvement dans le champ x = kx, des com-
pacts dont les frontiéres seront accessibles au bout d’un intervalle de temps aussi long que I’on
veut.

Supposons maintenant que le domaine de définition du second membre
de I’équation X = v (¢, x) contient le cylindre R x K, ou K est un compact
de I’espace des phases.

DEFINITION. La solution ¢ qui vérifie la condition initiale ¢(¢,) = x, est
prolongeable en avant (resp. en arriére) d la frontiére 0K de K s’il existe une
solution vérifiant la méme condition initiale et prenant des valeurs de K
pour un certain ¢ > ty (resp. t < tp).

Le corollaire 7 entraine de toute évidence le

CoroLLAIRE 8. Toute solution vérifiant une condition initiale apparte-
nant au compact K dans ’espace des phases est prolongeable en avant
(resp. en arriére) soit indéfiniment, soit @ K.

EXEMPLE 2. La solution de I’équation du pendule X, = x,, ¥, = —x,,
qui vérifie la condition initiale x, = 1, x, = 0 n’est pas prolongeable a la
frontiére du compact x? + x3 < 2.

Démonstration du corollaire 8. Considérons un intervalle de
temps A = [a, b] contenant #,. Le cylindre A X K de ’espace des phases
élargi est compact (fig. 73). D’aprés le théoréme précédent, la solution se
prolonge a sa frontiére qui est composée de deux « troncs » (@ X K et
b x K) et d’une « surface latérale » A x (0K) (d’aprés la formule de Leib-
niz, (A x K) = (dA) X K + A x (3K)). Si la courbe intégrale coupe le
tronc b X K pour tout b > ¢, la solution est indéfiniment prolongeable en
avant ; si elle coupe la surface latérale pour un quelconque b, elle est pro-
longeable a K.

AX(FH)
K s
/?¢ /I XK
Fig. 73. Prolongement d’une solution a la - lfg,.z;
fronticre d’un compact dans lespace des z b £

phases . )

CoroLLAIRE 9. Toute solution de I’équation autonome x = v (x), qui
vérifie une condition initiale appartenant a un compact de l’espace des pha-
ses se prolonge en avant (resp. en arriére) soit indéfiniment, soit a la fron-
tiére de ce compact.

Car le cylindre R x K est contenu dans ’espace des phases élargi de
I’équation autonome, quel que soit K de I’espace des phases.

EXERCICE 3. Montrer qu’un champ de vecteurs v définit un flot si toutes les solutions de
P’équation X = v(x) sont indéfiniment prolongeables.

7—7560
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7. Redressement d’un champ de vecteurs. Soit v un champ de vecteurs
différentiable sur un domaine U.

On appelle redressement d’un champ un difféeomorphisme transfor-
mant ce champ en un champ de vecteurs paralléles de méme longueur sur
un espace euclidien (fig. 74).

¥Y{Y|Y
VY|V

UL
YV¥|Y

Fig. 74. Redressement d’un champ de Fig. 75. Construction des coordonnées
vecteurs redressantes

Du théoréme fondamental de redressement on déduit sans peine le

CoRroOLLAIRE 10. Tout champ de vecteurs différentiable est localement
redressable au voisinage de chaque point non singulier (i.e. un point en
lequel le vecteur du champ n’est pas nul).

Démonstration. Au voisinage d’un point non singulier les vecteurs
du champ ne sont pas nuls, donc ils définissent un champ de directions sur
ce domaine de 1’espace des phases. Ce champ est redressable d’aprés le
théoréme fondamental. Le redressement rendra paralléles les vecteurs du
champ, mais leurs longueurs dépendront en général d’un point. En coor-
données redressantes I’équation définie par notre champ devient

% = u(x), X%, =..=%,=0, deplusu(0) # 0.

Substituons a x; la coordonnée ¢ en définissant £(x) comme le
temps mis par le point représentatif pour aller du plan x, = 0 au point
x (fig. 75). La formule de Newton nous donne le temps cherché :
X

d

Ex) = S L

. Dans les coordonnées (¢, x,, ... , x,) ’équa-
u@ 5x3, -0 5 X,)

tion devient : £ = 1,%, = ... = X, = 0, i.e. le champ est redressé.

REMARQUE. Le théoréme de redressement d’un champ de vecteurs est
une autre forme du théoréme de redressement d’un champ de directions
(pour déduire le second du premier, il suffit de choisir sur chaque droite du
champ de directions un vecteur dépendant différentiablement d’un point,
ce qui localement est toujours facile a réaliser).

Voici encore deux énoncés évidents du corollaire 10 :
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COROLLAIRE 11. Deux champs de vecteurs différentiables définis sur des
domaines de méme dimension se transforment I’un en ’autre par des dif-
féomorphismes dans des voisinages assez petits de tout point non singulier.

CoROLLAIRE 12. Toute équation différentielle x = v (x) peut étre écrite

sous la forme normale X, = 1,%, = ... = X, = 0par un choix convenable
des coordonnées dans un voisinage assez petit de tout point non singulier
du champ.

En d’autres termes, toute équation x = v (x) est localement équivalente
a I’équation élémentaire x =v (v + Oest indépendant de x) au voisinage de
tout point non singulier.

EXERCICE 1. Redresser le champ de vitesses de phase du pendule x,d/dx, —
— x,3/0x, au voisinage du point x, = 1, x, = 0.

Solution. Les coordonnées polaires conviennent ici. Soient x; = rcosé,
x, = —rsinf (r > 0, 161 < 7). Dans ces coordonnées I’équation devient 7 = 0,6 = 1, donc
le champ est rectifié : il est de la forme /6.

EXERCICE 2. Redresser les champs :

1) x,0/0x, + 2x,0/0x, pour x; > 0 ;

2) 3/9x, + sin x,0/9x, ;

3)x,8/0x, + (1 — x})3/dx, pour x} < 1.

§ 8. Applications aux équations d’ordre supérieur au premier

Les théorémes fondamentaux relatifs aux systémes d’un nombre quel-
conque d’équations d’ordre quelconque se déduisent des théorémes homo-
logues pour les systémes d’équations du premier ordre.

1. Equivalence d’une équation d’ordren et d’un systéme den équations
du premier ordre.

DEFINITION. On appelle équation différentielle d’ordre n une équation

d"x dx d"lx
—=F(t;x,—,.c. s— ), 1
de" ( * dt"") 0

ou F est une fonction différentiable (de classe C”, r > 1) définie dans un
domaine U d’un espace de dimension 1 + n (le temps ¢ et les dérivées de la
fonction inconnue d’ordre 0 & n — 1 compris).
On appelle solution de I’équation (1) une C"-application ¢ : I — R d’un
intervalle I de R dans R, telle que
1) le point de coordonnées (7, ¢(7), ..., ¢~ V(r)) appartienne au
domaine U pour tout 7 de I ;
2) pour tout 7 de /
d"e
de” t=r1

= F(r 5 9(), ... , " D(@).

7*
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ExeMPLE. L’équation des petites oscillations du pendule ¥ = —x admet
pour solutions les fonctions ¢(f) = sin ¢ et ¢(¢) = cos ¢ (fig. 76). Donc, les
courbes représentatives des solutions de I’équation du second ordre peu-
vent se couper (contrairement aux courbes des solutions de I’équation du
premier ordre, i.e. aux courbes intégrales qui, en vertu du théoréme d’uni-
Cité, soit ne se coupent pas, soit sont confondues sur tout un intervalle.

Fig. 76. Courbes représentatives de deux solu-
tions d’une équation du second ordre

L’espace des phases de I’équation du pendule est le plan rapporté aux
coordonnées (x, X) : la donnée de ces deux nombres a I’instant initial défi-
nit le mouvement tout entier du pendule. Considérons le probléme de la
dimension de ’espace des phases de 1’équation générale (1) d’ordre n :
combien faut-il se donner de nombres a I’instant initial pour définir de
fagon unique une solution a toutes les dates ?

THEOREME. L ’équation (1) d’ordre n est équivalente au systéme d’équa-
tions du premier ordre

561 =x2, vee ,)2,,_1 =x,,, X’n = F(t ;xl, oo ,x,,_l) (2)

en ce sens que si ¢ est solution de I’équation (1), le vecteur (¢, ¢, .
wer s @7 D) est solution du systéme (2) et si (¢, ... , ¢,) est solution du
systéme (2), ¢, est solution de I’équation (1).

La démonstration est évidente.

Ainsi, ’espace des phases du processus décrit par une équation diffé-
rentielle d’ordre n est de dimension n : le cours du processus (¢) est décrit
par la donnée, a I’instant initial #,, d’un ensemble de » nombres qui sont les
valeurs des dérivées de ¢ d’ordre < au point ¢,.

REMARQUE. La raison pour laquelle il faut se donner # conditions initia-
les a I’instant initial pour définir de fagon unique la solution d’une équa-
tion différentielle d’ordre n deviendra sans doute claire si cette équation est
traitée comme la limite d’équations aux différences.

Fixons un nombre # > 0 (appelé pas). On appelle différence premiére
d’une fonction donnée ¢ de pas & une fonction prenant la valeur
o(t + h) — ¢(t) en t. La différence premiére se note Ap. La différence
seconde A2y se définit comme A(Agp).
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EXERCICE 1. Montrer que (A2p)(f) = o(t + 2h) — 2o(t + h) + o(1).

On définit de méme la différence n-itme A% = A(A" " 1p).

EXERCICE 2. Montrer que A" = 0si et seulement si o(f + kh) est un polyndme de degré
<nenkelk.

Par exemple, si dans une ligne on écrit successivement les valeurs de k 2, dans la deuxiéme
ligne en dessous, les différences de ces valeurs, on obtient dans la troisi¢me ligne uniquement
des 2 ; si I’on refait cette procédure pour k3, on obtiendra partout des 6 dans la quatriéme
ligne, et ainsi de suite :

1 4 9 16 25
3 5 7 9
2 2
1 8 27 64 125
7 19 37 61
12 18 24
6 6

Une équation aux différences du premier ordre est une équation de la
Ap _ .ot + h) — o(2)

forme Ar v(z, @), i.e. A
nous permet, si I’on connait ¢(¢,), de trouver ¢(¢, + h), puis (¢, + 2h) et
ainsi de suite. Lorsque 2 — 0, I’équation aux différences se transforme en
équation différentielle. Rien donc d’étonnant & ce que la solution d’une
équation différentielle du premier ordre soit définie par la valeur d’un seul
nombre & P’instant initial. '

L’équation aux différences du second ordre est

Ay Ap

—=F(t;0,— )

(Ar)? ( ¢ At)
i.e.

t + 2h) - t+ h) + ot t+ h)— ot
ot + ) = 2 )¢"=F(t;¢(t),“" ’ZsO())'

Sil’on connait les valeurs de ¢ a deux dates séparées par un intervalle de
temps /, on peut trouver, a partir de cette équation, la valeur de ¢ au bout
de h. Ainsi, toutes les valeurs (¢, + kh) se déterminent & partir des deux
premiéres.

Lorsque 4 — 0, I’équation aux différences du second ordre se trans-
forme en équation différentielle. Rien donc d’étonnant a ce que la solution
d’une équation différentielle du second ordre soit définie par la donnée de
deux nombres & I’instant initial (resp. de n» nombres pour une équation
d’ordre n). Le théoréme précédent justifie précisément le passage a la limite
lorsque A — 0.

= v(t, ¢(2)). Cette équation
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EXERCICE 3. Montrer que les polyndmes de degré <n et eux seuls sont solutions de
I’équation d"x/dt" = 0.
) EXElleICE 4. Trouver la dimension de la variété des solutions de I’équation de Helmholtz
ou  9°u
a—z*+ 5—5 + u = 0dansle domainex? + y2 > 0, qui dépendent uniquement de la distance a
X y
P’origine du systéme de coordonnées.
Solution. La fonction inconnue de r doit vérifier une équation du second ordre, donc
les solutions sont définies par deux nombres.

2. Théorémes d’existence et d’unicité. Le théoréme du pt. 1 et les théo-
rémes d’existence et d’unicité pour un systéme d’équations du premier
ordre (§ 7) entrainent le

COROLLAIRE. Soit u = (U ; Uy, ... , u,) un point du domaine de défini-
tion U du second membre de I’équation (1). L’équation (1) admet une solu-
tion ¢ et une seule vérifiant la condition initiale

olug) =uy, o) =y, ..., " D) =u, ®

(en ce sens que deux solutions quelconques vérifiant la méme condition ini-
tiale sont confondues sur l’intersection de leurs intervalles de définition).

Pour noter la condition initiale de ’équation (1), on se sert souvent de x
a la place de o.

EXEMPLE. Les solutions cos ¢ et sin ¢ de I’équation du pendule ¥ = —x
vérifient, pour ¢t = /4, les conditions initiales respectives x(r/4) = v2/2,
x(w/4) = —V2/2 et x(n/4) = V2/2, Xx(x/4) = V2/2 (fig. 76). Ces condi-
tions initiales sont distinctes, donc les courbes représentatives des solutions
se coupent sans se confondre. Le théoréme d’unicité de I’équation du
second ordre n’interdit qu’une seule chose aux courbes qui se coupent :
celle de présenter une tangente commune au point d’intersection. Les cour-
bes représentatives des solutions d’une équation du troisiéme ordre peuvent
&tre tangentes, mais au point de contact elles doivent nécessairement avoir
des courbures différentes, etc.

EXERCICE 1. Supposons que les fonctions ¢ et sin ¢ sont solutions d’une équation (1).
Trouver ’ordre n de cette équation.

Solution. Les dérivées d’ordre 0,1 et 2 des fonctions ¢ et sin ¢ prennent la méme valeur
en 0. Si ces fonctions étaient solutions de 1’équation générale d’ordre trois, elles seraient con-
fondues d’aprés le théoréme d’unicité. Il est aisé d’imaginer une équation d’ordre n > 4 satis-
faite par ces fonctions, par exemple x® + x#~2 = 0,

Réponse. n > 4.

EXERCICE 2. Les courbes représentatives de deux solutions de ’équation ¥ + p(f)x +
+ g(t)x = 0 peuvent-elles étre de la forme représentée sur la figure 77 ?

Solution. Non, puisque les solutions ce, et p, vérifient la méme condition initiale et
ne sont pas confondues.

EXERCICE 3. Considérons I’équation 2x = 72, Les solutions x = 0 et x = t2 vérifient
toutes deux la condition initiale x = x = 0 pour ¢t = 0, mais elles ne sont pas confondues.
Pourquoi ?
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Fig. 77. Disposition impossible des courbes représentatives

Solution. Le théoréme d’unicité concerne les équations de la forme (1), i.e. des équa-
tions résolues par rapport a la dérivée supérieure. Or 1’équation envisagée ne peut étre mise
sous cette forme (au voisinage de 0).

EXERCICE 4. Résoudre I’équation aux différences A%p = 0, avec la condition initiale
2(0) = 0, (Ap)(0) = 0, (A%0)(0) = 2 pour des ¢ multiples du pas h = 1.

Solution. ¢ = a + bt + ct%, Ap = b + 2ct + ¢, A%p = 2c. Les conditions initiales
nous donnentc = 1, b = —1,a = 0.

Réponse. o = t* — 1.

3. Théorémes de différentiabilité et de prolongement. L’équivalence
d’une équation d’ordre n et d’un systéme d’équations du premier ordre
nous permet de conclure que la solution d’une équation d’ordre n dépend
différentiablement des conditions initiales et des parameétres (si le second
membre dépend différentiablement des paramétres) ; le lecteur formulera
sans peine le théoréme de prolongement.

EXERCICE 1. Trouver en premiére approximation sur ¢ I'influence d’une petite résistance
du milieu éF(x, x) au mouvement d’un corps tombant en chute libre d’une hauteur A.
Solution. Il faut résoudre ’équation ¥ = —g + &F(x, X), avec les conditions initiales
x(©0) = h,x(0) = 0.
D’aprés le théoréme de différentiabilité par rapport au paramétre, la solution est de la
formeyp = ¢ + &p) + ... ,0upy(t) = h — gt%/2. En portantx = ¢(t) dans I’équation et en
ts
identifiant les termes en ¢, on trouve &, = Flpg, o) d’0d ¢ (1) = [ [ Floy(r), &o()drds. i
00
par exemple F = —x%, alors ¢, = gt3/6. Donc, le retard de la chute est proportionnel en pre-
miére approximation 4 la hauteur : —¢p, /o, = et2/6 = eh/3g. B
EXERCICE 2. Montrer que toutes les solutions de I’équation du pendule § = — sin 8 se pro-
longent indéfiniment.
EXERCICE 3. Pour quels k naturels, les solutions de ’équation ¥ = x* sont-elles toutes
indéfiniment prolongeables ?
Réponse. Uniquement pour k = 1.

4. Systémes d’équations. Par systéme d’équations différentielles on
comprendra un systéme d’équations en n fonctions inconnues

d"x; _ . i =
o Fit;x,..), i=1,..,n, @

ol parmi les arguments de chaque fonction F; figurent la variable indépen-
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dante ¢, les variables dépendantes x; et leurs dérivées d’ordre <n
(J = 1, ..., n) respectivement.

La solution du systéme se détermine comme au pt. 1. A souligner que la
solution est une fonction vectorielle définie sur un intervalle. Donc,
(#y5 ... » »,) représente non pas n solutions mais une solution d’un systéme
de n équations, remarque qui est valable pour les systémes d’équations
algébriques et différentielles.

Déterminons tout d’abord la dimension de ’espace des phases du
systéme (4).

0=
=

THEOREME. Le systéme (4) est équivalent @ un systéme de N =

i=1

équations du premier ordre.

En d’autres termes : ’espace des phases du systéme (4) est @ N dimen-
sions.

Pour prouver ce fait il faut prendre pour coordonnées les dérivées de X;
d’ordre <n;,.

Supposons par exemple que n = n; = n, = 2. Le systéme devient alors

Ry =Fi(t5X1,X1, %3, %), Xy = Fy(t; X, %, x,, X,).
Le systéme équivalent de quatre équations est
5(1 =X3, xz =x4, )?3 =Fl(t;x), )24 =F2(t;x),
oux = (X, Xy, Xy, Xy).
EXEMPLE, Le systéme de n équations différentielles du second ordre de
la mécanique de Newton
_au
ag; ’
ou U est I’énergie potentielle, m; > 0 les masses, est équivalent au systéme
de 2n équations de Hamilton
G, = oH b= — oH
foap T ag; ’

ou p; = mg; et H = T + U est énergie totale (T = ¥ m;g?/2 =
= Y p?/(2m;) est I’énergie cinétique). L’espace des phases du systéme (5)
est donc 4 2n dimensions.

Les théorémes d’existence, d’unicité, de différentiabilité par rapport
aux conditions initiales et aux paramétres, ainsi que les théorémes de pro-
longement se généralisent automatiquement aux systémes de forme (4) :
pour que la solution soit définie de fagon unique, il suffit de se donner les
dérivées de x; d’ordre <n; a I’instant initial. Par exemple pour le systéme

miqi = i=1,..,n, )

i=1,..,n,
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d’équations de Newton (5), il suffit de se donner n coordonnées et n vites-
ses & I’instant initial.

EXERCICE 1. Un point matériel de masse m en mouvement par rapport i la Terre a une
vitesse v est soumis (dans un repére lié¢ A la Terre) & ’action de la force de Coriolis F =
= 2mlv, Q], ou Q est le vecteur vitesse angulaire de la Terre. De combien la force de Coriolis
écarte-t-elle de la verticale un caillou jeté (sans vitesse initiale) dans un puits de 10 m de pro-
fondeur a la latitude de Léningrad (A = 60°) ?

Solution. Par hypothése,¥ = g + 2[x, @]. La vitesse angulaire @ = 7,3- 10" % s~!
sera traitée comme un petit paramétre. D’aprés le théoréme de différentiabilité, x = X, +
+ Qy + 0(92),x0 = gt%/2. En portantx dans I’équation, on obtient Qj = 2(gt,Q],y(0) =

. 2t .
=y(0) = 0. Donc, y = [g, B]¢3/3 et par suite 1Qy] = Al IQ] cos A.

Réponse. Le caillou s’écarte de 0,3 mm vers I’Est.

REMARQUE. Le probléme de I’écart du caillou a joué un réle éminent dans I’histoire de la
physique. L’écart du caillou vers I’Est (et non pas vers ’Ouest comme on pourrait le penser a
premiere vue) a été prédit par Newton dans une lettre & Hooke datée du 28 novembre 1679 :
Newton demandait 8 Hooke d’effectuer I’expérience du caillou pour prouver la rotation de la
Terre qui n’était pas reconnue a I’époque.

Dans sa réponse (en date du 6 janvier 1680) Hooke formula la loi de la gravitation univer-
selle. Newton s’imaginait mal la trajectoire du caillou. Cette controverse contraignit Newton a
ne pas rompre avec la science et I’incita a écrire ses fameux Principes mathématiques de philo-
sophie naturelle qui inaugurérent 1’ére de la physique moderne.

L’exposant —2 de la loi de la gravitation était correctement indiqué dans la lettre de
Hooke (dans ses Principes, Newton écrivait que Wren, Hooke et Halley avaient indépendam-
ment ’un de I’autre trouvé que la troisiéme loi de Kepler correspondait justement a cet expo-
sant). Hooke se fondait, en plus de la loi de Kepler, sur les observations de Halley qui avait
remarqué qu’une pendule placée sur le mont Sainte-Héléne accusait du retard. La lettre de
Hooke indiquait explicitement que le caillou était md par cette méme force qui obligeait les
planétes a se déplacer sur des ellipses képlériennes ; en critiquant la spirale décrite par New-
ton, Hooke affirmait que si la résistance de ’air était négligée, ’orbite du caillou serait un
« elliptoide excentrique ».

Newton interpréta I’elliptoide comme une ellipse et s’interressa a la maniére dont Hooke
avait trouvé I’orbite. Il réussit aprés de longs travaux a prouver que I’orbite était bien une
ellipse (pour la chute aussi bien sur Terre que dans un puits). La démonstration était (et reste)
si compliquée sur le plan mathématique qu’il en vint & conclure que Hooke « avait affirmé
plus qu’il ne savait ». Il ne devait ensuite plus jamais faire référence a la lettre de Hooke. Dans
une lettre a Halley dans laquelle il relatait sa discussion avec Hooke, Newton donna de la dif-
férence entre les approches de la science du mathématicien et du physicien une description qui
n’a rien perdu de son actualité : « Les mathématiciens qui découvrent et établissent tout, et
font tout le travail doivent se contenter du rdle d’ingrats calculateurs et manceuvres ; tel qui ne
fait que tout appréhender et aspire a tout accapare toutes les découvertes aussi bien de ses con-
tinuateurs que de ses précurseurs ».

Hooke langa des billes d’acier d’une hauteur de 10 m et affirma avoir observé un écart
systématique vers le Sud-Est (ce qui est pratiquement impossible en raison de I’extréme peti-
tesse de cet écart par rapport aux effects aérodynamiques). Sans résistance de I’air, le caillou
lancé a l’intérieur d’un puits dans une Terre homogéne obéirait a la loi de Hooke (la force
d’attraction est directement proportionnelle a la distance au centre de la Terre), mais il est peu
probable que Hooke I’ait su. L’orbite du caillou est alors une ellipse (dans un systéme de coor-
données ne tournant pas avec la Terre) dont le centre est celui de la Terre et le demi-petit axe
d’une longueur de prés de 400 km (pourquoi ?) ; I’orbite est parcourue en un temps égal a
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celui mis par un satellite pour parcourir une orbite circumterrestre, i.e. en une heure et demie
(pourquoi ?).

EXERCICE 2. La presse a signalé qu’au cours de sa « promenade » dans 1’espace le cosmo-
naute soviétique Léonov avait lancé le couvercle de sa caméra en direction de la Terre. On
demande de déterminer la trajectoire de ce couvercle.

Solution. Nous avons affaire 4 un probléme relatif a I’influence d’une petite perturba-
tion de la condition initiale sur la solution. D’aprés la loi de la gravitation universelle I’équa-
tion du mouvement peut s’écrire ¥ = —-'yr/r3 Le mouvement du cosmonaute et du couvercle
a lieu dans le plan d’une orbite circulaire, donc on peut admettre que r € R2. Ecrivons I’équa-
tion du mouvement en coordonnées polaires. Considérons a cet effet le vecteur unitaire
e, = r/r et le vecteur unitaire perpendiculaire e, qui est dlrlge dans le sens du mouvement le
long de I’orbite circulaire. Il est clair que e = ¢e , e = . Une dérivation de
r = re_nous donner = e, + rq:e , F = e, + 2rgoe , + r<pe¢ — ré? e Donc, I’équation de
Newton en coordonnées pola:res prend la forme d’un systéme de deux équations du second

ordre
2

F—reg* = —yr~2, ré+ 2i¢p=0.

Prenons pour unité de longueur le rayon de I’orbite circulaire du vaisseau spatial (= 6400 km).
Choisissons 1’unité de temps de telle sorte que la vitesse angulaire du mouvement sur ’orbite
soit égale 4 1. Le mouvement sur l'orbite est alors décrit par les formules
r =1, ¢ = tetpar suite, ¥ = 1. Les conditions initiales pour le vaisseau spatial (et pour le cos-
monaute) sont 7(0) = 1, 7(0) = 0, ¢(0) = 0, ¢(0) = 1. Les conditions initiales pour le couver-
cle ne différent que par le fait que 7(0) = —v, o — v est la vitesse du jet du couvercle, i.e. la
vitesse initiale du couvercle par rapport au cosmonaute. Supposons que la vitesse du jet du
couvercle est par exemple 10 m/s. Alors v = 1/800 (puisque notre unité de vitesse est voisine
de la vitesse de satellisation, i.e. est de I’ordre de 8 km/s).

La quantité 1/800 est petite par rapport & 1, donc nous devons étudier I’influence d’une
petite modification de la condition initiale sur la solution non perturbée r = 1, ¢ = ¢. D’aprés
le thedréme de différentiabilité par rapport a la condition initiale, il faut chercher la solugjon
voisine de la solution non perturbée sousla former = 1 +r, + ... ,o =t + ¢, + ..., 00 les
points de suspension représentent des quantités d’ordre O(uz) En portant ces expressions
dans ’équation de Newton avec y = 1 et en négligeant les quantités d’ordre O(v?), on obtient
les équations aux variations

B o=3r 4+ 2%, ¢ +2F =0.

On détermine sans peine la solution des équations aux variations du couvercle, qui vérifie
les conditions initiales r,(0) = ¢, (0) = ¢,(0) = 0, 7,(0) = —v si 'on remarque que
@, + 2r, = 0 et par suite ;4 = —r/. Cette solution est de la forme r; = —vsin¢,
#, = 2v(1 — cos t). D’apresle theoréme de différentiabilité, la vraie solutlon des équations de
Newton différe de la solution trouvée par de petites quantités d’ordre O(v?) (pour ¢ pas trés
grand). Donc, le couvercle décrit par rapport au cosmonaute une ellipse (fig. 78) de demi-axes
v et 2v. Notre unité de longueur est le rayon de ’orbite et v = 1/800. Par conséquent, les lon-
gueurs des demi-axes sont respectivement de I’ordre de 8 et 16 km.

Ty

v/--m”

v 4v J3Zk

-v Fig. 78. Mouvement du couvercle par rapport au vaisseau
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Le couvercle se déplace d’abord vers le bas (vers la Terre), ensuite il commence a rattra-
per le cosmonaute et le dépasse de 32 km, finalement il revient par en haut a son point de
départ aprés avoir parcouru une ellipse d’environ 100 km de longueur en un intervalle de
temps égal justement a une révolution du vaisseau spatial.

Il va de soi que nous avons négligé dans nos calculs les petites quantités d’ordre O (v?) ; le
mouvement du couvercle par rapport au cosmonaute ne sera pas en réalité périodique (la bou-
cle ne se boucle pas, I’écart étant de I’ordre de 1/800-iéme de la dimension de D’ellipse, i.e. le
couvercle passera a environ 10 m du vaisseau). Nous avons négligé aussi de nombreux effets
(pression de la lumiére, écart du jet du couvercle par rapport a la verticale, différence de
Porbite du vaisseau d’une orbite circulaire, etc.) qui sont la cause d’importantes erreurs.

V. Béletski, auteur d’un livre passionnant « Essais sur le mouvement des corps cosmi-
ques » (M., éd. Mir, 1986) auquel a été emprunté le probléme du couvercle, remarque qu’il est
peu probable que le couvercle ait pu étre visible a plus d’un kilométre, or le premier kilométre
de ’ellipse est trés proche d’une droite, c’est pourquoi Léonov a cru que le couvercle qu’il
venait de lancer se dirigeait droit vers la Terre.

5. Remarques terminologiques. Les équations et systémes étudiés plus
haut sont parfois appelés normaux ou résolus par rapport aux dérivées
d’ordre supérieur. Cet ouvrage ne traite pas d’autres équations et systémes,
de sorte qu’un systéme d’équations différentielles désignera soit un systéme
normal, soit un systéme équivalent & un systéme normal (par exemple, un
systéme d’équations de Newton (5)).

Les fonctions du second membre du systéme peuvent étre définies de
plusieurs maniéres : explicitement, implicitement, paramétriquement, etc.

ExemMpLE 1. L’écriture

x2 =x
est une forme condensée de deux équations différentielles distinctes ¥ = Vx
et ¥ = —Vx ayant chacune pour espace des phases la demi-droite x > 0.

Ces équations sont définies par deux champs de vecteurs différents, diffé-
rentiables pour x > 0 (fig. 79).

AN

Fig. 79. Courbes intégrales de deux équations regroupées par I'écriture X =x

Si le second membre est donné sous une forme implicite, il faut définir
attentivement son domaine de définition et se garder de toute ambiguité

dans les notations.
ExeMPLE 2. On appelle équation de Clairaut une équation de la forme

x = xt — f(x).
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L’équation de Clairaut
x =xt—x2/2 6)

est la forme condensée de deux équations différentielles distinctes définies
pour x < t2/2. Chacune d’elles satisfait aux conditions du theéréme
d’existence et d’unicité dans la région extérieure a la parabole x < £2/2
(fig. 80). Par chaque point de cette région il passe deux tangentes a la para-
bole. Chaque tangente est composée de deux demi-tangentes. Chaque
demi-tangente est une courbe intégrale de ’'une des deux équations (6).

z
\ T

N\

\\/

N

Fig. 80. Courbes intégrales de deux équations écrites sous forme d’une équation de Clairaut

EXERCICE 1. Etudier I'équation de Clairaut x = xt — %,

Remarque. Quand on étudie des équations dont le second membre est
implicitement donné, i.e. des équations de la forme F(¢, x,x) = O,on a
souvent intérét a envisager le champ de directions défini par cette équation
non pas sur le plan (¢, x) mais sur une surface E définie par I’équation
F(t, x, p) = 0 dans ’espace (¢, x, p) (fig. 81).

s olan &b contact

Fig. 81. Surface E et traces des plans de contact sur E
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L’espace a trois dimensions (¢, x, p) s’appelle espace des I-jets *) de
JSonctions. Les points de cet espace sont toutes les directions non verticales
(i.e. non paralléles a ’axe x) passant par tous les points du plan (¢, x). Le
point (¢, x, p) est la direction de la droite dx = p df au point (¢, x). La
1-forme @ = dx — pdr définit la structure de contact, décrite plus bas,
dans la variété des 1-jets. Les vecteurs appliqués en un point de ’espace des
1-jets, qui annulent cette forme engendrent un plan appelé plan de contact.
Un plan de contact est vertical (il contient une direction de 1’axe p). Tous
les plans de contact forment un champ de plans de contact dans 1’espace
des jets, appelé structure de contact.

Supposons que la surface E qui définit 1’équation est différentiable
(cette condition est remplie pour I’équation F = 0 avec F générique). Con-
sidérons la projetée de la surface E sur le plan (¢, x) parallélement & une
p-direction. On dit qu’un point de la surface E est régulier si le plan tangent
a E en ce point n’est pas vertical (i.e. ne contient pas une p-direction). Au
voisinage d’un point régulier, la projection est un difféomorphisme
(d’apres le thedréme des fonctions implicites), et la surface, le graphique de
la fonction différentiable p = v(¢, x). Cette fonction définit I’équation dif-
férentielle X = v(¢, x) (au voisinage du projeté du point régulier envisagé).
En ce point peuvent se projeter d’antres points, réguliers ou non, de la sur-
face. A chaque point régulier correspond un champ de directions plan et
une équation différentielle ; I’équation F = 0 regroupe toutes ces équa-
tions différentielles.

Considérons le plan de contact associé a un point régulier de la surface
E. Ce plan coupe le plan tangent suivant une droite. Dong, au voisinage
d’un point régulier de E est engendré un champ de directions différentia-
ble : le champ des traces des plans de contact. On a de toute évidence le

TutorEME. La projection de la surface E d’équation p = v(t, x) sur le
plan (t, x) parallélement @ ’axe p transforme le champ des traces des plans
de contact sur E en le champ de directions de I’équation dx/dt = v(t, x)
sur le plan.

CoroLLAIRE. Cette projection associe aux courbes intégrales du champ
des traces sur E les courbes intégrales de I’équation sur le plan.

Le plan tangent 4 E en un point non régulier est vertical. Mais il peut
trés bien couper un plan de contact suivant une droite (s’agissant d’une sur-
face E générique la coincidence totale du plan tangent et d’un plan de con-
tact n’a lieu qu’en des points exceptionnels).

Au voisinage d’un point non régulier non exceptionnel de E les traces
des plans de contact définissent un champ de directions différentiable.

*) On appelle k-jet d’une fonction son polyndme de Taylor de degré k.
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Donc, le champ des traces des plans de contact sur E se prolonge aux points
non réguliers non exceptionnels. Le champ obtenu s’appelle champ de
directions de I’équation F = 0 sur E et ses courbes intégrales, courbes inté-
grales de I’équation F = 0 sur E.

Les projetées des portions de ces courbes comprises entre les points non
réguliers sur le plan (¢, x) sont localement des courbes intégrales de 1’équa-
tion correspondante dx/d¢ = v(¢, x) (globalement ceci est faux, méme s’il
n’existe pas de points non réguliers !).

Le passage du plan a la surface E est souvent payant aussi bien pour
I’étude que pour la résolution de I’équation.

EXERCICE 2. Trouver les courbes intégrales de I’équation 2 = ¢ sur la surface p® = 1 et
leurs projetées sur le plan (7, x).

Solution. Rapportons E aux coordonnées (p, x). Dans ces coordonnées, ’équation
des traces des plans de contact (i.e. dx = p d#) devient dx = 2p?dp. Les courbes intégrales
sont x + C = 2p>/3. Leurs projetées sont les paraboles semi-cubiques (x + C)? = 4£3/9
(fig. 82). Les points non réguliers forment la ligne p = 0. Ils sont tous non exceptionnels.

Fig. 82. Projetées des courbes intégrales

La projetée de la ligne des points non exceptionnels sur le plan (¢, x) s’appelle courbe
discriminant. Dans notre cas, la courbe discriminant est ’axe x.

Un point de rebroussement partage la parabole semi-cubique en deux parties. Chacune
d’elles est une courbe intégrale de 1’une des deux équations ¥ = V7 (ou —V7) dans le demi-plan
t > 0. On démontre que les projetées sur le plan des courbes intégrales de I’équation générique
présentent en un point générique de la courbe discriminant un point de rebroussement (bien
plus, au voisinage d’un tel point I’équation se raméne a la forme x* = ¢ par un difféomor-
phisme du plan (¢, x)). Mais ceci n’est pas valable pour toutes les équations.

EXERCICE 3. Trouver les courbes intégrales de I’équation de Clairaut x = tx — f(X) sur la
surface x = pt — f(p), leurs projetées sur le plan (¢, x) et la courbe discriminant.

Solution. Rapportons E aux coordonnées (p, f). L’équation des traces des plans de
contact (dx = p df) devient ¢t dp + pdt — f'dp = p dtou (¢ — f')dp = 0. Les points non
réguliers sont définis par ¢ = f”. Ils sont tous exceptionnels. Les courbes intégrales sur E ont
pour équation p = const (dans le domaine o ¢ # f”). Ce sont des droites. Leurs projetées sur
le plan (¢, x) sont aussi des droites : x = tC — f(C). L’équation de Clairaut est tout simple-
ment ’équation d’une famille de droites paramétrées par leurs coefficients directeurs.

La courbe discriminant est définie paramétriquement par les équations ¢t = f'(C),
x = tC — f(C). Au voisinage d’un point oii f** # 0 ces formules définissent une courbe dif-
férentiable qui représente la fonction x = g(¢). En effet, au voisinage d’un point ou f* # 0,
on peut exprimer C en fonction de ¢ et ensuite x en fonction de ¢. La droite x = tC — f(C) est
tangente & la courbe discriminant en un tel point (pourquoi ?). Ainsi, /a courbe discriminant
de l’équation de Clairaut est I’enveloppe de la famille de droites décrite par cette équation.
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Le passage de la fonction f & la fonction g s’appelle transformation de Le Gendre. La
transformée de Le Gendre de la fonction g sera f (prouvez-le !). Les fonctions f et g sont dites
duales ’une a@ I’autre.

EXERCICE 4. Calculer la transformée de Le Gendre de la fonction Ipl*/a (@ > 1).

Réponse. 1t18/8, 00 a~! + 871 = 1.

La transformation de Le Gendre admet I’interprétation géométrique suivante. Considé-
rons ’ensemble de toutes les droites non verticales (non paralléles a 1’axe x) du plan (¢, x).
Toute droite est défini¢ par son équation x = at — b. Donc, les droites non verticales peuvent
étre traitées comme les points du plan (a, b). Ce plan s’appelle plan dual du plan initial. Les
coordonnées a et b s’appellent coordonnées tangentielles de la droite.

Le plan dual du plan (a, b) est le plan initial (¢, x), en raison de la symétrie de ’équation
X + b = at par rapport au changement de coordonnées (¢, x) — (a, b) : une droite du plan de
droites est un point du plan initial.

Soit sur le plan (¢, x) une courbe différentiable x = g(¢). La tangente a cette courbe varie
lorsque le point de contact se déplace sur cette courbe. Le point du plan dual associé a cette
tangente décrit une certaine courbe appelée courbe duale a la courbe initiale. La courbe duale
a la courbe construite est la courbe initiale. Si la courbe initiale est telle que g” # 0, sa duale
est la courbe représentative de la fonction b = f(a). Les fonctions f et g sont les transformées
de Le Gendre ’'une de I’autre.

La démonstration de ces faits (dont les généralisations et applications se retrouvent dans
tous les domaines des mathématiques) est laissée a titre d’exercice aux esprits curieux.

§ 9. Orbites d’un systéme autonome

On étudie les propriétés géométriques €élémentaires des orbites de systé-
mes autonomes, i.e. de systémes dont les seconds membres ne dépendent
pas du temps.

1. Systémes autonomes.

DerINiTION. On dit qu’un systéme d’équations différentielles est auto-
nome s’il se transforme en lui-méme par des translations le long de I’axe ¢.

En d’autres termes, un systéme est dit autonome si son second membre
est indépendant du temps. Par exemple,

x® = F(x, ..., xn—1)
est une équation autonome d’ordre n.

REMARQUE. Les processus évolutifs sont généralement décrits par des
systémes d’équations différentielles autonomes : I’indépendance du second
membre par rapport au temps ¢ traduit I’indépendance des lois de la nature
par rapport au temps (condition sans laquelle il est impossible de I’étudier
scientifiquement). Le terme « autonome » exprime justement 1’indépen-
dance de I’évolution de I’état du systéme envisagé par rapport aux autres.
On est confronté aux systémes non autonomes lorsqu’on décrit la nature le
plus souvent de la maniére suivante. Supposons que nous étudions la par-
tie I d’un systéme physique I + II. Bien que la loi d’évolution du systéme
tout entier ne varie pas avec le temps, I’influence de la partie II sur la partie
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I peut entrainer une modification de la loi d’évolution de la partie I avec le
temps.

Par exemple, I’influence de la Lune sur la Terre est la cause des marées.
Mathématiquement, cette influence s’exprime par le fait que I’accélération
de la force de gravité qui figure dans ’équation des mouvements des corps
terrestres devient variable.

On dit dans de tels cas que la partie I n’est pas autonome. C’est pour-
quoi tous les systémes dont le second membre dépend explicitement du
temps sont dits non autonomes. Il est évident que les systémes non autono-
mes peuvent apparaitre dans d’autres cas, par exemple quand on effectue
une transformation en résolvant des systémes autonomes. Exemple : le
passage a une équation non autonome a variables séparables lors de ’inté-
gration du systéme de Lotka-Volterra (pt. 7, § 2).

EXERCICE. L’équation aux variations pour une petite perturbation de la solution d’un sys-

téme autonome par une petite variation des conditions initiales est-elle autonome ?
Réponse. Oui si la solution non perturbée est 1’état d’équilibre, non dans le cas général.

2. Translation par rapport au temps. Commengons par un exemple.
Soit ’équation autonome d’ordre n

x = F(x, %, ... ,x=D), )

THEOREME 1. Si x = sin f est solution de I’équation (1), il en est de méme
de x = cos t.
Ceci résulte directement de la proposition suivante.

TuEoREME 2. Soit ¢ : R — U une solution de I’équation autonome
X = v(x) définie par un champ de vecteurs v sur l’espace des phases U et
soit hs : R — R une s-translation de I’axe t : h(t) = s + t. Alors ¢ ohS est
aussi une solution quel que soit s.

En d’autres termes, si x = ¢(¢) est solution, il en est de méme de
x = o(t + 5).

Démonstration. Elle est évidente : le champ de directions d’une
équation autonome se transforme en lui-méme par les translations de ’axe
t, donc les courbes intégrales se transforment en courbes intégrales par ces
translations.

CoRrOLLAIRE. Par chaque point de !’espace des phases d’un systéme
autonome il passe une orbite et une seule.

REMARQUE. Ici et dans la suite les orbites envisagées sont des orbites ma-
ximales i.e. des orbites qui sont les images de solutions non prolongeables &
un intervalle plus long (une solution ¢ : I — U n’est pas prolongeable soit
parce que I’intervalle I est la droite tout entiére, soit parce qu’elle tend vers
la frontiére du domaine U lorsque ¢ tend vers I’extrémité de I’intervalle I).
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Démonstration du corollaire. Supposons que par un point il passe
deux orbites, images des solutions ¢ et y définies sur la droite tout entiére
(le cas ou les solutions ne sont pas indéfiniment prolongeables est laissé au
soin du lecteur). Il existe alors des instants a et b tels que ¢(a) = ¥(b) (puis-
que les deux orbites passent par un méme point). L’image d’une solution
par une translation de ’axe a ¢ est aussi une solution : ¢ 0 h2~5, Cette solu-
tion et y vérifient la méme condition initiale pour ¢ = b. Elles sont donc
confondues, et y se déduit de ¢ par une translation de I’axe ¢. Ainsi, les
images des applications ¢ et ¥ sont confondues. C.Q.F.D.

REMARQUE. Les orbites d’un systéme non autonome (les images des so-
lutions dans I’espace des phases) peuvent bien se couper sans se confondre.
Aussi est-il préférable d’étudier les solutions des systémes non autonomes
d’aprés leurs courbes intégrales.

EXERCICE. Supposons que par chaque point de ’espace des phases du systéme x = v(¢, X)
il passe une orbite et une seule. En résulte-t-il que ce systéme est autonome ?
Réponse. Non ; exemple : X = 1 + 2.

3. Orbites fermées. Nous savons déja que les orbites d’un systéme auto-
nome ne se coupent pas. Voyons maintenant si une orbite se coupe elle-
méme. En d’autres termes, une solution d’un systéme autonome du pre-
mier ordre peut-elle prendre plusieurs fois la méme valeur ?

THEOREME. Une orbite maximale d’un systéme autonome soit ne se
coupe pas, soit dégénére en un point, soit est une orbite fermée (difféomor-
Dphe a un cercle).

Nous avons déja rencontré des exemples d’orbites fermées (par exemple
les cycles limites, cf. § 2).

La démonstration de ce théoréme passe par celle des quatre lemmes sui-
vants.

LemME 1. Une solution ¢ d’un systéme autonome du premier ordre, pre-
nant deux fois la méme valeur p(a) = ¢(b), b > a, peut étre prolongée a
l’axe t tout entier en une application périodique ® de période T = b — a.

Démonstration. Tout s se représente d’une seule fagon sous la
formes = nT + 0,0 € 0 < T. Posons ®(a + s) = p(a + ). Alors ® est
une solution de période T, confondue avec ¢ sur [a, b]. En effet, ® est con-
fondue avec la translatée de ¢ au voisinage de chaque point, donc est elle-
méme une solution (d’aprés le théoréme du pt. 2).

Cette solution peut avoir des périodes autres que 7. Etudions 1’ensem-
ble de toutes les périodes d’une application de la droite.

8—7560
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LeMME 2. L’ensemble de toutes les périodes d’une application quelcon-
que de la droite est un sous-groupe du groupe-R.

Démonstration. Un nombre T est la période d’une application fsi
et seulement si une T-translation de la droite envoie f dans f. Les transla-
tions qui envoient f dans f forment un sous-groupe du groupe des transla-
tions, car si deux telles translations envoient f dans f, il en est de méme de
leur produit et de leurs réciproques.

ReEMARQUE. Ce raisonnement montre aussi que si un groupe quelconque
opére sur un ensemble quelconque, toutes ses transformations qui laissent
invariant un élément fixé de cet ensemble forment un sous-groupe. Ce
sous-groupe s’appelle stabilisateur de 1’élément fixé.

LemME 3. L’ensemble de toutes les périodes d’une application continue
de la droite est fermé.

Démonstration. Silasuite des périodes T, d’une application f con-
verge vers T, alors f(¢ + T) = lim f(t + T;) = lim f(¢) = f(¢) quel que
soit f£.

Donc, I’ensemble de toutes les périodes d’une application continue de la
droite est un sous-groupe fermé de la droite.

LemME 4. Tout sous-groupe fermé G du groupe des réels R est soit R,
Soit une progression arithmétique formée par les multiples entiers d’un cer-
tain nombre, soit {0}.

Démonstration. Si G # {0}, il contient des éléments positifs (G
contient ¢ et —¢).

On distinguera deux cas :

1) G contient des éléments positifs aussi proches que ’on veut de 0 ;

2) les distances de 0 & tous les éléments positifs du groupe sont stricte-
ment supérieures & un certain nombre positif.

Dans le premier cas, G contient des progressions arithmétiques de rai-
sons aussi petites que I’on veut, donc tout voisinage de tout point de la
droite contient des éléments de G. Le groupe G étant fermé, ona G = R.

Dans le deuxiéme cas, considérons I’élément positif 7" du groupe, le plus
proche de 0 (T existe, puisque G est fermé). La progression arithmétique
des multiples entiers de T est contenue dans G. Montrons que le groupe ne
contient pas d’autres éléments. En effet, tout autre nombre ¢ se représente
parnT + r,ou0< 7< T.Site G, alorst — nT = 7 < Test un élément
positif du groupe, bien que T soit minimal.

EXERCICE 1. Trouver tous les sous-groupes fermés : 1) du plan R?, 2) de ’espace R”,
3)ducercle S! = [zeC: Izl = 1].

Réponse. 1) et 2) les sommes directes de sous-groupes fermés de la droite (fig. 83) ; 3) les
n-polygones réguliers formés par les racines n-iémes de 1, et S,
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Z,

Fig. 83. Sous-groupe fermé du plan z,

En combinant les lemmes 2, 3 et 4, on conclut que /’ensemble de toutes
les périodes d’une application périodique continue de la droite soit est com-
Dposé de tous les entiers multiples de la plus petite période, soit est la droite
tout entiére (I’application est alors constante).

En particulier, la solution & du lemme 1 soit est constante (et alors
P’orbite correspondante est une position d’équilibre) soit admet la plus
petite période . Définissons une application A d’un cercle sur une orbite
par la formule A4 : (cos a, sin o) — ®(af/27). L’application A est définie,
puisque ® est de période 6. L’application A4 est différentiable, puisque & est
une solution. Elle envoie bijectivement le cercle sur 1’orbite, puisque ® ne
peut prendre deux fois la méme valeur dans un intervalle égal a la plus
petite période (d’aprés le lemme 1).

La dérivée de A par rapport a « est partout non nulle, sinon la solution
prendrait une valeur confondue avec une position d’équilibre et elle serait
alors constante d’aprés le théoréme d’unicité. D’aprés le théoréme des
fonctions implicites, I’application A est un difféomorphisme local de 1’axe
o sur I’image de ® dans 1’espace des phases, i.e. sur une orbite. Donc,
I’application réciproque de A est différentiable, i.e. A est un difféomor-
phisme.

Ce qui achéve la démonstration du theéréme.

Une orbite non fermée peut s’enrouler sur elle-méme de fagon trés com-
pliquée sans néanmoins se couper.

EXERCICE 2. Trouver les adhérences des courbes de phase du pendule double X = -x,
X, = —2x,.
Réponse. Un point, des cercles et des tores. Cf. § 24 et § 25, pt. 6.

§ 10. Dérivée suivant un champ de vecteurs
et intégrales premiéres

Bien des notions géométriques peuvent étre décrites de deux maniéres :
dans le langage des points d’un espace ou bien a 1’aide de fonctions définies
sur cet espace. Une telle dualité est souvent d’une grande utilité dans les
diverses branches mathématiques.

8*
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On peut notamment décrire les champs de vecteurs soit par des vitesses
de mouvements, soit par des dérivations de fonctions, quant aux théorémes
fondamentaux de la théorie des équations différentielles, ils peuvent étre
formulés en termes d’intégrales premiéres.

1. Dérivée suivant un vecteur. Soit v un vecteur appliqué en un point x
d’un domaine U, et soient f: U — R une fonction différentiable et ¢ :
I — U une courbe paramétrée issue de x a la vitesse v, de sorte que
¢(0) = x, ¢(0) = v. Considérons I’application composée de I dans R

feo:I =R, (foo)®) = fle(1),

i.e. une fonction réelle de la variable réelle ¢ (fig. 84).

—f>
ﬁ ()
4 /;

I 7

7

Fig. 84. Dérivée de f suivant v

DEFiNITION. On appelle dérivée de la fonction f suivant le vecteur v la
dérivée de la fonction fop en 0.

Ce nombre est désigné par L, f (L en I’honneur de Sophus Lie). Pour
justifier cette définition, il nous faut vérifier que le nombre obtenu dépend
uniquement du vecteur v mais pas d’un choix spécial de la courbe ¢. Ce que
I’on établit par exemple en exprimant la dérivée suivant v en fonction des
coordonnées : la régle de dérivation d’une fonction composée nous donne

n af
fo¢ = E v,
t=0 ax;
i=1

ou les dérivées sont prises au point d’application du vecteur v : ici x; sont
des coordonnées au voisinage de ce point d’application, v; les composantes
du vecteur vitesse v dans ce systéme de coordonnées.

On exprime ceci autrement en disant que L, f est la valeur de la 1-forme
df sur le vecteur v.

d
Lf=_—
of dt

EXERCICE. Calculer la dérivée d’une fonction H suivant le vecteur

OH 9 dH 9 )
Z (ap,. dg; dq; ap;

Réponse. 0.
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2. Dérivée suivant un champ de vecteurs. Soit v un champ de vecteurs
sur un domaine U. :

DeriNiTiON. On appelle dérivée d’une fonction f: U — R suivant le
champ v 1a nouvelle fonction L f : U — R qui en tout point x est égale a la
dérivée de f suivant le vecteur appliqué en x : (L, f)(x) = Ly, f. La fonc-
tion L, f s’appelle aussi dérivée de Lie de la fonction f.

ExemPpLE. Soit v = d/dx, un champ de vecteurs de base dont les compo-
santes sont (1, 0, ... , 0) dans le systéme de coordonnées (x,, ... , x, ). Alors
L,f = df/dx, est la dérivée partielle de la fonction f. :

AVERTISSEMENT. En manipulant les dérivées partielles il faut bien
s’ancrer dans 1’esprit que leur notation recéle en elle-méme un danger : la
dérivée partielle de la fonction f par rapport a x, dépend non seulement de
la fonction prise pour coordonnée x, dans le domaine envisagé mais encore
de la maniére dont ont été choisies les autres coordonnées. Par exemple,
dans le plan de coordonnées (x, y) la dérivée partielle 3f/dx de la fonction y
est nulle, mais la dérivée df/dx de la méme fonction par rapport a la méme
variable x dans un systéme de coordonnées (x, z), o1z = x + , est égale a
— 1. 1l faudrait écrire 3f/9x1, _ o » 0F/0%1 _ o -

La dérivée d’une fonction suivant un champ de vecteurs ne souffre pas
de ce défaut de la dérivée partielle : c’est un objet géométrique qui, par sa
définition, ne dépend d’aucun systéme de coordonnées. Si la fonction dif-
férentiable f et le champ différentiable v sont donnés, L _f est une fonction
bien définie (de classe C"~!si f et v sont de classe C"). En d’autres termes,
si un difféomorphisme opére sur un champ de vecteurs et sur une fonction,
la dérivée de la fonction image suivant le champ image est confondue avec
I’image de la dérivée de la fonction initiale suivant le champ initial. L’opé-
ration de différentiation suivant une direction est dite naturelle pour cette
propriété. Les autres opérations naturelles sont ’addition et la multiplica-
tion des fonctions, ’addition des champs et la multiplication de fonctions
par un champ.

3. Propriétés de la dérivée suivant une direction. Nous allons de nou-
veau nous pencher sur la formalisation de faits évidents. Soit F I’ensemble
de toutes les fonctions indéfiniment différentiables f : U — R. Cet ensem-
ble est muni d’une structure naturelle d’espace vectoriel réel (puisque
I’addition des fonctions préserve la différentiabilité) et méme d’une struc-
ture d’anneau (puisque le produit de fonctions indéfiniment différentiables
est une fonction indéfiniment différentiable) ou, mieux encore, d’une
structure de R-algébre (i.e. un anneau muni de la multiplication par un
nombre, vérifiant les conditions habituelles).

Soit v un champ de vecteurs indéfiniment différentiable sur U. La déri-
vée d’une fonction de F suivant le champ v appartient de nouveau a F (la
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différentiabilité infinie est essentielle ici). Ainsi, la différentiation suivant
le champ v est une application L, : F — F de I’algeébre des fonctions indéfi-
niment différentiables dans elle-méme. Considérons quelques propriétés de
cette application :

I.L(f+g)=LSf+Lg; 2L(fg=SLg+gLJSf;
3.L,,, =L, +L,; 4.L, =fL,;

u+v

5.L,L,=L,L,,

fet g étant des fonctions différentiables, u et v des champs de vecteurs dif-
férentiables.

EXERCICE 1. Démontrer les propriétés 1a 5 a ’exception d’une seule qui est fausse.

REMARQUE TERMINOLOGIQUE. Les algébristes disent d’une application
d’un anneau (commutatif) dans lui-méme qu’elle est une dérivation si elle
est douée des propriétés 1) et 2) de I’application L . Les dérivations d’un
anneau forment un module sur cet anneau (un module sur un anneau est la
généralisation d’un espace vectoriel sur R : les éléments d’un module peu-
vent étre additionnés entre eux et multipliés par des éléments d’un anneau).

Les champs de vecteurs sur U forment un module sur la R-algébre F des
fonctions dans U. Les propriétés 3 et 4 expriment que ’opération L qui fait
correspondre au champ de vecteurs v la dérivation L, est un homomor-
phisme du F-module des champs dans le F-module des dérivations de
’algébre F. La propriété 5, si elle a lieu, signifie que les dérivations L, et L,
commutent.

EXERCICE* 2. L’homomorphisme L est-il un isomorphisme ?

Pour les analystes, I’application L, : F — F est un opérateur différen-
tiel, linéaire et homogéne du premier ordre. Cette dénomination s’explique
par le fait que I'opérateur L, : F — F est R-linéaire d’apres les propriétés 1
et 2. Dans les coordonnées (x, ... , X, ) cet opérateur s’écrit sous la forme
suivante : L, = v, 3/0x, + ... + v,8/3x, . Plus haut nous avons désigné le
champ de vecteurs v par le méme symbole (page 69) : le champ v est sou-
vent identifié a 1’opérateur de dérivation suivant v.

Par analogie, on peut définir L, non seulement pour les fonctions mais
aussi pour des objets différentiels et géométriques transportables par des
difféomorphismes (champs de vecteurs, formes, tenseurs) : la dérivée de
chaque objet sera alors un objet de méme nature. Les mathématiciens fran-
cais appellent ’opérateur L, dérivée du pécheur : un pécheur est assis au
bord d’une riviére et dérive les corps portés par le flot.

4. Algébre de Lie des champs de vecteurs. La propriété 5 des champs de
vecteurs u et v n’est pas toujours remplie. Pour les champs 4 = 3/3x et
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= xd/dx sur ’axe x par exemple, on a
L,L, = 38/3x + x32/3x*, L L, = x3%/3x2.

EXERCICE 1. Montrer que I’opérateur différentiel L,L,— L,L, =L, oucestunchamp
de vecteurs dépendant des champs a et b, est du premier ordre et non pas du second comme
on pourrait le croire a premiére vue.

DEFINITION. Le champ c¢ s’appelle commutateur ou crochet de Poisson des champs a et b
et se note [a, b].

EXERCICE 2. Etablir les trois propriétés suivantes du commutateur :

1. [a, b + Ac] = [a, b] + Ma, c], A € R (linéarité).

2. [a, b] + [b, a] = O (antisymeétrie).

3. [la, b], ¢] + [[®, ], a]l + [lc, a], b] = O (identité de Jacobi).

DEFINITION. Un espace vectoriel muni d’une opération binaire jouissant des propriétés 1,
2 et 3 s’appelle algebre de Lie.

Ainsi, les champs de vecteurs munis de la commutation engendrent une algébre de Lie. La
commutation est une opération aussi fondamentale en mathématiques que ’addition et la
multiplication.

EXERCICE 3. Montrer qu’un espace euclidien orienté a trois dimensions, muni du produit
vectoriel est une algébre de Lie.

EXERCICE 4. Montrer que I’espace des matrices carrées d’ordre 7, muni de I’opération
AB — BA est une algébre de Lie.

EXERCICE 5. L’espace des matrices symétriques, muni de ’opération AB — BA est-il une
algébre de Lie ? Méme question pour les matrices antisymétriques.

EXERCICE 6. En supposant connues les composantes des champs a et b dans un systéme de
coordonnées, déterminer les composantes de leur commutateur.

Réponse. [a, b), = E ajabi/axj - bjaa,./axj =L b~ Lya

EXERCICE 7. Soient {g’] et (4*] des flots définis respectivement par des champs a et b.
Montrer que ces flots commutent (i.e. g’ h* = h%g’) si et seulement si le commutateur des
champs a et b est nul.

EXERCICE 8. Soit a, le champ de vecteurs vitesses des pomts d’un solide en rotation,
animé d’une vitesse angulalre w autour du point 0 dans R3. Trouver le commutateur des
champs a_ et ag.

Réponse. [a, aﬂ] =a, ou v est le produit vectoriel de a et de 8.

5. Intégrales premiéres. Soit v un champ de vecteurs sur un domaine U
et soit £ : U — R une fonction différentiable.

DeriniTion. Une fonction f est une intégrale premiére de 1’équation dif-
férentielle x = v(x) si sa dérivée suivant le champ v est nulle : L f = 0.

L’étrange expression « intégrale premiére » est demeurée en usage
depuis ’époque ot I’on s’efforgait de résoudre toutes les équations diffe-
rentielles par intégration. On appelait alors intégrale (ou intégrale particu-
liére) ce que, aujourd’hui, nous appelons solution.

Les deux propriétés suivantes de I’intégrale premiére sont visiblement
équivalentes a la relation L _f = 0 et auraient pu servir & la définir :
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1. La fonction f est constante sur chaque solution ¢ : I — U, i.e. cha-
que fonction fo ¢ est constante.
2. Chaque orbite appartient @ un ensemble de niveau et un seul de la

JSonction f (fig. 85).

| Z/

o <
Fig. 85. Lorbite est entiérement située sur

une surface de niveau de l'intégrale Fig. 86. Systéme sans intégrales premiéres

~
77

ExempLE 1. Considérons le systéme X, = x,, X, = x, dont ’espace des
phases est le plan tout entier. Les orbites (des demi-droites) sont représen-
tées sur la figure 86. Montrons que ce systéme n’admet aucune intégrale
premiére distincte d’une constante. En effet, toute intégrale premiére est
une fonction continue sur le plan tout entier et constante sur chaque demi-
droite issue de ’origine des coordonnées. Elle est donc constante.

EXERCICE 1. Montrer que toute intégrale premiére est constante dans un voisinage du cer-
cle limite.

EXERCICE 2. Pour quelles valeurs de k le systéme d’équations X, = x,, X, = kx, défini sur
le plan tout entier posséde-t-il une intégrale premiére non constante ?

Réponse. Pour k < 0 (cf. fig. 30 de la page 38).

EXERCICE 3. Monter que I’ensemble de toutes les intégrales premiéres d’un champ est
muni d’une structure d’algébre : la somme et le produit d’intégrales premiéres sont des inté-

grales premiéres.

Les intégrales premiéres non constantes sont rares. Mais quand elles
existent et qu’on arrive a les trouver, on est fort bien récompensé.

ExempLE 2. Soit H une fonction r-différentiable (» > 2) de 2n variables
w,...,p,,4qy, ... » q,). Le systéme de 2n équations

O0H . oH

by 2," 9o
s’appelle systéme d’équations canoniques de Hamilton. (Hamilton a mon-
tré que les équations différentielles d’un grand nombre de problémes de
mécanique, d’optique, de calcul des variations, etc., pouvaient se ramener
a cette forme.) La fonction H s’appelle fonction de Hamilton (en mécani-
que c’est généralement 1’énergie totale d’un systéme).
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' TueoreME (principe de conservation de I’énergie). La fonction H est une
intégrale premiére du systéme d’équations canoniques de Hamilton.
Démonstration.

LH= Z <6H ) E [ap,( >+6H¢;f:|

C.Q.F.D.

6. Intégrales premiéres locales. L’absence d’intégrales premiéres non
constantes est due a la structure topologique des orbites. En général, les
orbites ne sont entiérement contenues sur la surface de niveau d’aucune
fonction, aussi n’existe-t-il point d’intégrales premiéres non constantes.
Cependant localement, au voisinage d’un point non singulier, les orbites
possédent une structure simple, et les intégrales premiéres non constantes
existent.

Soient U un domaine d’un espace euclidien a » dimensions, v un
champ de vecteurs différentiable sur U et x, un point non singulier de v
(w(xy) # 0).

THEOREME. Il existe un voisinage V du point x, tel que I’équation
X = v(x) sur V posséde n — 1 intégrales premiéres fonctionnellement indé-
pendantes f,, ... , f,_, et de plus toute intégrale premiére de cette équa-
tion est une fonction de f,, ... , f,_; .

On rappelle que m fonctions f|, ... , f,, : U — R sont fonctionnellement
indépendantes au voisinage du point x, si le rang de la dérivée en x, de
’application f : U — R™ définie par les fonctions f|, ... , f,, est égal a m
(cf. par exemple, G. Fikhtengoltz, Cours de calcul différentiel et intégral,
« Naouka », 1970, t. 1, chap. 6 (en russe)).

Démonstration. Le théoréme est évident pour ’équation standard
dans R”

V=1 Jy=..=3=0,

les intégrales premiéres étant des fonctions différentiables arbitraires de
Y5y ooy ¥,. Ce theréme est aussi valable pour cette équation dans tout
domaine convexe (un domaine est convexe s’il contient le segment joignant
deux quelconques de ses points). Dans un domaine convexe, toute intégrale
premiére de I’équation standard se raméne a une fonction de y,, ..., y,.
Toute équation définie dans un voisinage convenable d’un point non singu-
lier se raméne a la forme standard dans un systéme de coordonnées y con-
venablement choisi. Le voisinage en question peut étre supposé convexe
dans les coordonnées y (sinon il faut le remplacer par un voisinage convexe
plus petit).
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Reste a remarquer que la propriété d’une fonction d’étre intégrale pre-
miére et la propriété d’indépendance fonctionnelle sont indépendantes du
systéme de coordonnées.

EXERCICE. Citer un exemple de domaine dans lequel ’équation standard admet une inté-
grale premiére ne se ramenant pas a une fonction de y,, ..., V-

7. Intégrales premiéres dépendant du temps. Soit f une fonction diffé-
rentiable sur ’espace des phases élargi de I’équation, en général non auto-
nome, X = v(¢, x).

Formons le systéme autonome dont les orbites seront courbes intégrales
de ’équation initiale. A cet effet, élargissons cette équation en lui ajoutant
’équation triviale f = 1 :

X=VX), X=(@x), Vix)=({,v).

DzeriNiTioN. On dit qu’une fonction f est une intégrale premiére dépen-
dant du temps de ’équation X = v(¢, x) si elle est intégrale premiére de
I’équation autonome élargie (fig. 87).

Fig. 87. Courbes intégrales sur une surface de
niveau d’une intégrale premiere dépendant
¢ du temps

En d’autres termes : chaque courbe intégrale de I’équation initiale est
située sur un ensemble de niveau de la fonction f.

Le champ de vecteurs V¥ ne s’annule pas. D’aprés le théoréme ci-dessus,
au voisinage de chaque point de |’espace des phases élargi, I’équation
x = v(t, x) posséde autant d’intégrales premiéres fonctionnellement indé-
pendantes (dépendant du temps) que la dimension de I’espace des phases (le
nombre de composantes du vecteur x) ; de plus, chaque intégrale premiére
(dépendant du temps) s’exprime en fonction d’elles dans ce voisinage.

En particulier, I’équation autonome initiale a espace des phases a n
dimensions admet au voisinage de tout point (éventuellement singulier) n
intégrales premiéres fonctionnellement indépendantes qui sont fonctions
du temps.

On appelle intégrale premiére d’une équation différentielle (ou d’un
systéme d’équations différentielles) d’ordre quelconque une intégrale pre-
miére du systéme du premier ordre équivalent.
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EXERCICE 1. Montrer que le systéme d’équations de Newton # = —r/r? admet une inté-
grale premiére qui en coordonnées polaires est de la forme r2¢ (r € R?).

Cette intégrale appelée vitesse aréolaire a été découverte par Kepler au cours des observa-
tions du mouvement de Mars (« deuxiéme loi de Kepler »).

EXERCICE 2. Montrer que la vitesse aréolaire est intégrale premiére de I’équation
¥ = ra(r), quelle que soit la forme de la fonction a.

Un champ de forces de la forme ra(r) s’appelle central. L’exercice précédent montre
pourquoi on ne peut déduire la loi de la gravitation universelle de la deuxiéme loi de Kepler : il
faut une troisi¢me loi.

EXERCICE 3. Montrer que si un mouvement a lieu dans un champ central quelconque de
P’espace, chaque composante du produit vectoriel [r, F] est une intégrale premiére (« la loi de
la conservation du moment cinétique »).

EXERCICE 4. Montrer que si la fonction de Hamilton est indépendante de g;, alors p; est
une intégrale premiére des équations de Hamilton.

EXERCICE 5. Supposons que chaque solution de I’équation x = v(¢, x) définie sur un
espace des phases 4 n dimensions est prolongeable a I’axe ¢ tout entier. Montrer que cette
équation posséde dans ’espace des phases élargi n intégrales premiéres fonctionnellement
indépendantes (fonctions du temps) en fonction desquelles s’expriment toutes les intégrales
premiéres (dépendant du temps).

§ 11. Equations linéaires et quasi linéaires
aux dérivées partielles du premier ordre

Les équations aux dérivées partielles sont bien moins étudiées que les
équations différentielles ordinaires. La théorie d’une seule équation aux
dérivées partielles du premier ordre peut étre ramenée a I’étude d’équations
différentielles ordinaires spéciales appelées équations des caractéristiques.
Ce lien est dfi au fait qu’un milieu continu constitué de particules indépen-
dantes est susceptible d’&tre décrit aussi bien par des équations différentiel-
les ordinaires du mouvement de ces particules que par une équation aux -
dérivées partielles pour un champ. Plus bas, on étudie en détail des cas par-
ticuliers élémentaires d’équations linéaires et quasi linéaires aux dérivées
partielles du premier ordre et on exhibe une méthode de résolution de
I’équation générale.

1. Equation homogeéne linéaire.

DeriniTioN. On appelle équation homogéne linéaire du premier ordre
dans un domaine U I’équation

L,u=0,
ou a est un champ de vecteurs défini sur U, ¥ une fonction inconnue. Dans
les coordonnées (x,, ... , x,) cette équation s’écrit
a,du/ox, + ... + a,0u/dx, =0, a, = a(x),...,x,).

Les orbites du champ de vecteurs a s’appellent caractéristiques de I’équa-

tion L, u = 0. L’équation X = a(x) porte le nom d’équation des caractéris-
tiques.
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RemarQuE. En mathématiques, ’adjectif « caractéristique » signifie
toujours « lié intrinséquement » (dans le cas envisagé, indépendamment du
choix du systéme de coordonnées). Ainsi, un sous-groupe caractéristique
d’un groupe est un sous-groupe invariant par tous les automorphismes du
groupe, I’équation caractéristique de la matrice d’un opérateur est indépen-
dante du choix de la base, en topologie les classes caractéristiques sont
invariantes par les difféomorphismes, etc.

Les caractéristiques de ’équation L,u = 0 lui sont intrinséquement
liées par rapport aux difféomorphismes : si un difféomorphisme envoie
cette équation dans une autre, il enverra ses caractéristiques dans celles de
son image. On peut de surcroit multiplier le champ a par une fonction non
nulle sans pour autant modifier les solutions et les caractéristiques de
I’équation.

EXERCICE 1. Trouver les caractéristiques de I’équation du/dx = ydu/dy.
Solution. x =1,y = —y;y = Ce™™ .

TueoreME. Une fonction u est solution de I’équation L, u = 0 si et seu-
lement si elle est intégrale premiére de I’équation des caractéristiques.

Démonstration. On reconnait ici la définition d’une intégrale pre-
miére.

Malgré sa trivialité, ce théoréme est d’une grande utilité dans la mesure
ou I’équation ordinaire des caractéristiques est bien plus facile & résoudre
que I’équation initiale aux dérivées partielles.

EXERCICE 2. Intégrer I’équation de I’exercice 1.

Solution. u = ye* est une solution. Toutes les autres solutions sont fonctions de u.

EXERCICE 3. Intégrer ’équation ydu/dx = xdu/dy sur le plan tout entier.

Réponse. Les solutions sont fonctions de x> + y2.

EXERCICE 4. Les solutions de I’équation xdu/dx = ydu/dy sur R? sont-elles toutes fonc-
tions de xy ?

Réponse. Non, il existe une solution telle que u(1, 1) # u(—1, —1).

2. Probléme de Cauchy.

DeriniTION. On appelle probléme de Cauchy pour I’équation L, u = Ole
probléme qui consiste & trouver la fonction u qui vérifie la condition
ul y = O ou v est une hypersurface et ¢ une fonction donnée sur cette
hypersurface. (On appelle hypersurface de R” une surface a n — 1 dimen-
sions. Par exemple, pour n = 2, une hypersurface est une courbe, pour
n = 3, une surface ordinaire.)

L’hypersurface vy s’appelle hypersurface initiale, la condition u| =0
condition initiale et la fonction ¢, fonction initiale.
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Le probléme de Cauchy n’admet pas toujours une solution. En effet, la
solution u est constante sur chaque caractéristique. Or une caractéristique
est susceptible de couper plusieurs fois la surface v (fig. 88). Si la fonction
donnée ¢ prend des valeurs distinctes en ces points, le probléme de Cauchy
ne posséde de solution dans aucun domaine contenant cette caractéristique.

1]

5
»

Fig. 88. Probléme de Cauchy n’admettant pas de solution

DeriniTION. On dit qu’un point x de I’hypersurface initiale y est non
caractéristique si la caractéristique passant par lui est transversale (non tan-
gente) a 7.

THEOREME. Soit x un point non caractéristique de I’hypersurface initiale
v. 1l existe alors un voisinage de x tel que le probléme de Cauchy posséde
une solution et une seule dans ce voisinage.

Démonstration. Le théoréme de redressement nous dit qu’on peut
choisir, au voisinage du point x, des coordonnées telles que les composan-
tes du champ a soient (1, O, ..., 0) et I’équation de + prenne la forme
X, = 0. Dans ces coordonnées, le probléme de Cauchy devient

du

— =0, u'x_0=¢.
1=
ax,

L’unique solution dans un domaine convexe est u(x, ..., x,) =
= @(Xyy ooe s X))

EXERCICE 1. Résoudre le probléme de Cauchy ul,_, = siny pour l’équation

du/dx = ydu/dy.
Solution. Sur toute caractéristique on a y = Ce™™ ; d’aprés la condition initiale,

u = sin C.

Réponse. u = sin (€*y).

EXERCICE 2. Quels sont les points de la droite x = 1 qui sont non caractéristiques pour
I’équation ydu/dx = xou/dy ?

Réponse. y # 0.

EXERCICE 3. Le probléme de Cauchy ul,_; = »? pour cette équation sur R* admet-il

une solution ? Cette solution est-elle unique ?
Réponse. 1l existe une solution qui n’est pas unique.

REMARQUE. Les solutions de toute équation différentielle ordinaire for-
ment une variété finidimensionnelle : chaque solution est définie par une
collection finie de nombres (de conditions initiales). On voit que ’équation
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homogéne linéaire aux dérivées partielles du premier ordre par rapport a
une fonction de 7 variables posséde « autant de solutions qu’il n’existe de
fonctions de n — 1 variables ». Il en va de méme pour les équations généra-
les aux dérivées partielles du premier ordre.

Ceci s’explique si ’on traite une équation différentielle comme la limite
d’équations aux différences. Les mémes considérations nous suggérent la
donnée, pour une équation aux dérivées partielles du second ordre, de deux
fonctions sur ’hypersurface initiale (les valeurs de la solution et de sa déri-
vée suivant une direction transversale a I’hypersurface initiale), etc. Il va de
soi que ces considérations ne sauraient se substituer aux démonstrations
des théorémes respectifs d’existence et d’unicité des solutions. Ces démons-
trations sont accessibles dans les ouvrages de théorie des équations diffé-
rentielles aux dérivées partielles et notamment dans R. Courant et D. Hil-
bert, Methods of Mathematical Physics, New York, 1953.

3. Equation linéaire non homogéne.

DerFINITION. On appelle équation linéaire non homogéne du premier
ordre dans un domaine U I’équation

L,u =b,

ou a est un champ de vecteurs donné, b une fonction donnée, u la fonction

cherchée dans U. Dans les coordonnées (x,, ... , x, ) cette équation s’écri
a,0u/dx, + ... + a,0u/dx, = b,

ou g, et b sont des fonctions connues de x, , ... , x,,.
Le probléme de Cauchy se pose comme pour I’équation homogéne.

THEOREME. Dans un voisinage assez petit de tout point non caractéristi-
que de la surface initiale il existe une solution et une seule.

Démonstration. La dérivée de la fonction inconnue par rapport au
temps du mouvement le long d’une caractéristique est connue (elle est égale
a b), donc son accroissement le long d’une portion de caractéristique est
égal a ’intégrale de b par rapport au temps du mouvement le long de cette
portion. Par exemple, si @, # 0 au point envisagé, cet accroissement est
égal a j b/a, dx, le long de cette portion de caractéristique.

EXERCICE. Résoudre le probléme de Cauchy ul,_, = sin y pour I’équation du/dx =
= you/dy + y.

Solution. Lorsque x varie 4 la vitesse 1, la valeur de u varie a la vitesse Ce™ sur la
caractéristique y = Ce™*. Donc, I’accroissement de u sur cette caractéristique est égal a
C(1 — e~ %) lorsque x varie de 0 4 X.

Le point (X, Y) est situé sur la caractéristique pour laquelle C = eXY. En ce point,
u=sinC + C( — e~X).

Réponse. u = sin (€*y) + y(e* — 1).
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4. Equation quasi linéaire.

DerINITION. On appelle équation quasi linéaire du premier ordre 1’équa-

tion
L,u=8,

ou a(x) = a(x, u(x)), B(x) = b(x, u(x)) ; a un champ de vecteurs sur
’espace des x dépendant d’un point de 1’axe u comme d’un paramétre, b
une fonction définie sur I’espace des x et dépendant aussi d’un point de
I’axe u comme d’un paramétre. Dans les coordonnées (x; 5« 5 Xx,) cette
équation s’écrit

M _ px, u).

a,(x, u) ﬁ + ... +a,(x,u)

ox, -

La seule différence avec I’équation linéaire est que les coefficients a et b

sont susceptibles de dépendre des valeurs de la fonction inconnue.

ExempLE. Considérons un milieu & une dimension, constitué de particu-

les se déplagant chacune par inertie sur une droite & une vitesse constante.

Désignons par u(t, x) la vitesse d’une particule se trouvant en x a I’ins-

tant ¢. Ecrivons 1’équation de Newton : I’accélération de la particule est
nulle. Si x = ¢(¢) représente le chemin parcouru par la particule, alors

¢ = u(t, o(1)

._au+au._3_u+u6_u

Y % T T T ex

Ainsi, le champ de vitesses d’un milieu composé de particules indépendan-
tes vérifie I’équation quasi linéaire

u, + uu, = 0.

et

EXERCICE 1. Construire le graphique de la solution a I’instant ¢ si ¥ = Arccotg x pour
t =0. .
Solution. Le difféomorphisme (x, #) ~ (x + ut, u) transporte chaque droite
u = const d’une distance u¢ le long de I’axe x et envoie le graphique de la solution a I’instant 0
dans celui de la solution a I’instant ¢ (ce difféomorphisme n’est autre qu’une transformation
du flot de I’équation de Newton pour les particules ; le plan (x, u) est le plan de phase de la
particule).

Réponse. Cf. fig. 89.

_—:

Z/N

Fig. 89. Le graphique de la solution est I'image du gra-
phique de la condition initialé par le flot
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REMARQUE. Pour ¢ > 7/2 il n’existe pas de solution différentiable. A partir de cet instant
les particules se heurtent et la condition d’absence d’interaction entre les particules devient
physiquement irréelle. Dans ces conditions, le mouvement du milieu est décrit par des ondes
de choc qui sont des fonctions discontinues vérifiant I’équation a gauche et & droite du point
de discontinuité et satisfaisant en ce point a des hypothéses supplémentaires de nature physi-
que (dépendant de la maniére dont les particules interagissent au moment du choc).

EXERCICE 2. Former 1’équation d’évolution du champ de vitesses d’un milieu de particu-
les indépendantes dans un champ de forces F(x) en x.

Réponse. u, + uu, = F.

EXERCICE 3. Résoudre cette équation, avec la condition initiale ul,_, = 0 pour la force
F(x) = —x.

Solution. Le flot est composé de rotations, donc le graphique de u(¢, -) est une droite
de coefficient directeur —¢.

Réponse. u(t,x) = —xtgt, ltl < x/2.

EXERCICE 4. Trouver la largeur maximale de la bande 0 < ¢ < C qui contient la solution
de ’équation u, + uu, = sin x qui vérifie la condition initiale ul,_, = 0.

Réponse. C = /2.

5. Caractéristiques de I’équation quasi linéaire. L’exemple traité mon-
tre I’intérét qu’il y a de passer de I’équation aux dérivées partielles pour le
champ de vitesses aux équations différentielles ordinaires du mouvement
des particules du milieu. Ceci vaut également pour I’équation quasi linéaire
générale du premier ordre.

L’équation Ly, uop¥ = b(x, u(x)) exprime que si le point x commence
a se déplacer a partir du point x, a la vitesse a;, = a(x,, 4,), o0 u; = u(x,),
la valeur de u(x) commence a varier a la vitesse b, = b(x,, 4,) (fig. 90). En
d’autres termes, le vecteur 4, (x,, #,) appliqué au point (x,, #,) du produit
direct de I’espace des x par I’axe u, de composantes a, et b, est tangent au
graphique de la solution. Supposons que 4, # 0.

Fig. 90. Interprétation géométrique de I’équation
quasi linéaire

DerINiTION. La direction du vecteur A s’appelle direction caractéristi-
que de I’équation quasi linéaire au point (x;, u,).

Les directions caractéristiques forment un champ de directions sur le
domaine de définition des coefficients de 1’équation.

Ce champ s’appelle champ de directions caractéristique de 1’équation.
En coordonnées, les directions caractéristiques sont les directions du
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champ de vecteurs
ad a
A= E y ) — + b(x, u) — .
a,(x, u) ax, (x, u) r

L’équation différentielle définie par un champ de directions caractéris-
tiques s’appelle équation des caractéristiques et ses courbes intégrales,
caractéristiques. Donc, les caractéristiques sont les orbites du champ de
vecteurs A.

EXERCICE 1. Trouver les caractéristiques de 1’équation d’un milieu constitué de particules
indépendantes : 4, + uu_ = 0.
Solution. X = u, t = 1, 4 = 0. Les caractéristiques sont les droites x = Xy + uyt,
u=u
-

ReMARQUE 1. L’équation linéaire est un cas particulier de ’équation
quasi linéaire mais ses caractéristiques sont différentes selon qu’elle est
traitée comme une équation quasi linéaire ou comme une équation
linéaire : les caractéristiques de la premiére sont situées dans I’espace pro-
duit, les caractéristiques de la seconde sont les projetées des premiéres sur
I’espace des x.

REMARQUE 2. Les équations quasi linéaires conservent leur forme par les
difféomorphismes de ’espace des x et méme par les difféomorphismes de
I’espace produit sur lequel sont définis les coefficients a et b. Les caractéris-
tiques sont intrinséquement liées & ’équation : si un tel difféomorphisme
envoie une équation dans une autre, les caractéristiques de 1’équation ini-
tiale sont envoyées dans celles de I’équation image. Bien plus, 1’équation
peut étre multipliée par une fonction non nulle de x et de u sans que les
solutions et les caractéristiques soient modifiées (bien que le champ de vec-
teurs A change).

EXERCICE 2. Montrer que ’équation quasi linéaire se rameéne par un difféomorphisme
local convenable de I’espace produit a la forme du/dx, = 0 au voisinage de tout point (x, u)
dans lequel a est non nul.

6. Intégration de I’équation quasi linéaire. Il est d’usage d’écrire I’équa-
tion des caractéristiques de I’équation Y @, du/dx, = b sous la forme
symétrique
_dx, _ du

qui exprime la colinéarité des tangentes aux caractéristiques et des vecteurs
caractéristiques (ces relations traduisent 1’égalité des 1-formes sur les vec-
teurs tangents aux caractéristiques si les dénominateurs sont non nuls).

9—7560
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DerINITION. On appelle surface intégrale d’un champ de directions une
surface en chaque point de laquelle la direction du champ est contenue
dans le plan tangent & cette surface.

TuEOREME 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une surface
différentiable soit surface intégrale d’un champ de directions différentiable
est que chaque courbe intégrale ayant un point commun avec cette surface
soit entiérement contenue dans cette surface.

Démonstration. D’apres le théoréme de redressement, ce champ
peut étre transformé en un champ de droites paralléles par un difféomor-
phisme. Ce théoréme est évident pour un tel champ.

La définition d’une direction caractéristique entraine le

THEOREME 2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion u soit solution d’une équation quasi linéaire est que son graphique soit
surface intégrale d’un champ de directions caractéristiques.

Ces deux théorémes entrainent immédiatement le

CoroLLAIRE. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion u soit solution d’une équation quasi linéaire est que son graphique
contienne avec chacun de ses points une portion de caractéristique passant
par ce point.

L’intégration d’une équation quasi linéaire se raméne donc a la déter-
mination de ses caractéristiques. Si les caractéristiques sont connues, il ne
reste qu’a former avec elles la surface qui est le graphique d’une fonction,
fonction qui sera solution de I’équation quasi linéaire. Les autres solutions
se construisent de méme.

EXERCICE. Montrer que le probléme de Cauchy pour I’équation quasi linéaire du premier
ordre admet une solution et une seule dans un voisinage assez petit d’un point x,, de I’hyper-
surface initiale et pour une condition mmale tels que le vecteur a(x, u(xy)) ne soit pas tan-
gent & ’hypersurface initiale.

REMARQUE. Contrairement a une équation linéaire, dans le cas d’une équation quasi
linéaire on ne peut pas dire si un point de I’hypersurface initiale est caractéristique ou non : en
effet, ceci dépend aussi de la condition initiale.

7. Equation non linéaire aux dérivées partielles du premier ordre. Les
équations non linéaires de forme générale F(x, du/dx, u) = 0 s’intégrent a
I’aide des caractéristiques comme les équations linéaires et quasi linéaires.
Mais si les caractéristiques de 1’équation linéaire en une fonction dans R”
sont contenues dans R” et celles de I’équation quasi linéaire, dans 1’espace
R” x Ran + 1dimensions, les caractéristiques de I’équation générale non
linéaire sont des courbes de ’espace & 2n + 1 dimensions de 1-jets de fonc-
tions, sur lequel est définie la fonction F.
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DeriNiTION. On appelle espace des 1-jets des fonctions de x = (x;, ...
.»X,) ’espace a 2n + 1 dimensions muni des coordonnées X5 oen s, 5
Pis eee s Dy 3 ¥).

Un 1-jet d’une fonction # en un point x est un point de cet espace de
coordonnées (x, p = du/dx, y = u(x)). L’ensemble des 1-jets d’une fonc-
tion u en tous les points x de son domaine de définition s’appelle
1-graphique de cette fonction.

L’équation F(x, du/dx, u) = 0 définit dans ’espace des 1-jets une
hypersurface E sur laquelle F(x, p, y) = 0. Une solution de 1’équation
F = 0 est une fonction dont le 1-graphique appartient a ’hypersurface E.

On admettra que le vecteur Fp (de composantes 3F/dp;) est non nul :

7

sans cette condition I’équation pourrait ne pas contenir du/dx et ne pas étre
différentielle. La condition F, # 0 entraine la différentiabilité de I’hyper-
surface E (en vertu du théoréme des fonctions implicites). Le plus délicat
dans la théorie de 1’¢quation non linéaire aux dérivées partielles du premier
ordre c’est d’imaginer la définition suivante.

DeriNiTioN. On appelle caractéristiques de 1’équation F = 0 les orbites
du systéme d’équations différentielles sur I’hypersurface E de I’espace des
1-jets : . . .

X=F,,p=—F - pF,,y = pF,.

EXERCICE 1. Montrer que toute orbite de ce systéme issue de I’hypersurface E est entiére-
ment contenue dans E.

Solution. F = F.x + Fpi) + Fy=0.

EXERCICE 2. Montrer que /e -grapirique de chaque solution de I’équation F = 0 contient
avec chacun de ses points une portion de caractéristique passant par ce point. Réciproque-
ment, si le 1-graphique d’une fonction est composé de caractéristiques entiéres, cette fonction
est une solution. .

Solution. dy = pdxet dp = (3%u/dx)dx le long du 1-graphique d’une solution.
Pour chaque vecteur caractéristique la premiére condition est visiblement remplie, quant a la
seconde elle résulte de la nullité de la restriction de dF au l-graphique : la restriction de
F dx + Fp dp + Fydy au l-graphique est de la forme

2
(F, + pF,)dx + F,3"u/dx* dx.

On trouvera la démonstration de la réciproque (ainsi que ’explication géométrique de
I’étrange définition des caractéristiques) dans les ouvrages de ’auteur : Chapitres supplémen-
taires de la théorie des équations différentielles ordinaires, Moscou, éd. Mir, 1980, § 8 ou
dans Meéthodes mathématiques de la mécanique classique, Moscou, éd. Mir, 1976,
pages 372-374 : elles sont fondées sur la géométrie d’un champ de plans de contact dans
’espace des jets.

Le résultat de I’exercice 2 raméne I’intégration d’une équation non linéaire du premier
ordre (par exemple, la résolution du probléme de Cauchy) a l’intégration d’un systéme
d’équations différentielles ordinaires : les équations des caractéristiques. On construit une
sous-variété de I’espace des 1-jets d’aprés la condition initiale, les caractéristiques passant par
cette sous-variété forment le 1-graphique de la solution cherchée.

EXERCICE 3. Montrer que les projetées, par I’application (x, p, y) = (x, ), des caractéris-

9*
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tiques d’une équation non linéaire qui est quasi linéaire sont les caractéristiques de cette équa-
tion quasi linéaire.

EXERCICE* 4. Montrer que les caractéristiques de 1’équation non linéaire F = O sont
intrinséquement liées a I’équation : les difféomorphismes de I’espace des x ou méme du pro-
duit de I’espace des x par ’axe des valeurs de la fonction F transforment les dérivées de telle
sorte que les caractéristiques de I’équation initiale sont envoyées dans celles de 1’équation
image ; les caractéristiques sont invariantes par une multiplication de F par une fonction non
nulle.

REMARQUE. En réalité, le lien entre I’hypersurface E et les caractéristiques situées sur £
est invariant par un groupe plus large encore de difféomorphismes de I’espace des jets, groupe
qui confond les arguments non seulement avec les valeurs mais aussi avec les dérivées : I’essen-
tiel c’est que le difféomorphisme de I’espace des jets conserve le champ des plans de contact
(définis par I’équation dy = pdx). Ces difféomorphismes sont dits de contact et forment un
groupe de contact qui est capital pour la théorie des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre et pour ’optique géométrique.

DEFINITION. On appelle équation de Hamilton-Jacobi une équation aux dérivées partiel-
les du premier ordre qui ne contient pas explicitement la valeur de la fonction inconnue, i.e.
une équation de la forme H(x, du/dx) = 0.

EXERCICE 5. Démontrer que la distance d’un point du plan & une courbe différentiable sur
ce plan (fig. 91) satisfait a ’équation de Hamilton-Jacobi Y, (Ou/dx; )* = 1 dans un voisinage
de cette courbe (privé d’elle).

“z)
va
Fig. 91. Solution de I’équation de Hamilton-Jacobi

EXERCICE 6. Montrer que la distance d’un point d’un espace euclidien a une sous-variété
différentiable (de dimension quelconque) de cet espace satisfait 4 1’équation de Hamilton-
Jacobi Z (é)u/axi)2 = 1 dans un voisinage de cette sous-variété (privé d’elle).

EXERCICE 7. Montrer que toute solution de I’équation de Hamilton-Jacobi

Y (¢91¢/¢"L\',.)2 = 1 est, dans un voisinage assez petit de tout point d’un espace euclidien, la
somme de la distance a une hypersurface différentiable et d’une constante.

EXERCICE 8. Montrer que les projetées des caractéristiques de I’équation de Hamilton-
Jacobi H = 0 sur I’espace (x, p) sont les orbites des équations de Hamilton X = Hp,
P = —H,_, situées sur la surface de niveau zéro de la fonction de Hamilton.

§ 12. Systéme conservatif 2 un degré de liberté

A titre d’exemple ou I’intégrale premiére est appliquée a I’étude d’une
équation différentielle, voyons un systéme mécanique & un degré de liberte
sans frottement.

1. Définitions. On appelle systéme conservatif @ un degré de liberté le
systéme décrit par I’équation différentielle
X = F(x), 0))
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ou F est une fonction différentiable sur un certain intervalle I de I’axe
réel x.
L’équation (1) est équivalente au systéme

%1 =%, IxR 2
{XZ=F(xl), (x;,x)el xR. 2)
La notation suivante est a I’usage en mécanique:

I — espace de configuration;
X, = x — coordonnée ;
X, = X — vitesse ;

X — accélération ;
I x R — espace des phases ;

(1) — équation de Newton ;
F — champ de forces ;
F(x) — force. .

Considérons les fonctions suivantes dans ’espace des phases :

2
T = > = % , énergie cinétique ;

X

U= - S F(£)dg, énergie potentielle ;

X0

E = T + U, énergie mécanique totale.

F(x) étant égale a — %% , [’énergie potentielle définit un systéme.

&t
~ P

Fig. 92. Energie potentielle du pendule N z

ExempLE 1. Pour le pendule du § 1 (fig. 92)

X = —sin x,
x étant I’angle d’écart, F(x) = —sin x, U(x) = —cos x. Pour ’équation
des petites oscillations du pendule ¥ = —x

F(x) = —x,Ux) = 3‘; .
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17
174 > z
Ax
x
Fig. 93. Energie potentielle du pendule au voisinage des positions supérieure et inférieure
d’équilibre

Pour I’équation des petites oscillations du pendule renversé ¥ = x

Fx) =x,Ux) = — x;

(fig. 93).
2. Principe de la conservation de I’énergie.

THEOREME. L ’énergie totale E est une intégrale premiere du systéme (2).
Démonstration. Nous avons

dt 2
c.q.f.d.

Le théoréme démontré nous permet d’étudier et de résoudre explicite-
ment par « quadratures » une équation de la forme (1), celle du pendule
par exemple.

3. Lignes de niveau d’énergie. Examinons les courbes de phase du
systéme (2). Chacune d’elles est entiérement contenue dans un ensemble de
niveau d’énergie. Voyons ces ensembles de niveau.

i (Xz(t)z + Ulx, (t))) =XX% + Uk = F(x) - F(x)x, =0,

THEOREME. L’ensemble de niveau d’énergie
X2
{(x,,xz) :—21 + Ux) = E}

est une courbe continiiment différentiable au voisinage de chacun de ses
points a ’exception de la position d’équilibre, i.e. du point (x,, x,) oi

F(x) =0, x,=0.

Démonstration. Nous allons nous servir du théoréme des fonc-
tions implicites. Nous avons

dE JFE
o = —F(x)),

— = X,.
2
ax, ox,
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Si I'une des deux dérivées est différente de 0, au voisinage du point consi-
déré, ’ensemble de niveau E représente le graphique d’une fonction diffé-
rentiable de la forme x; = x,(x,) oux, = x,(x,). Le théoréme est démon-
tré.

Remarquons que les points (x, , x, ) exclus plus haut et en lesquels F x)=0
et x, = 0 sont précisément les points stationnaires (positions d’équilibre)
du systéme (2) et les points singuliers du champ de vitesses de phase. Par
ailleurs ces mémes points sont des points critiques *) de 1’énergie totale
E(x,, x,). Enfin les points x,, ou F(x,) = 0, sont les points critiques de
I’énergie potentielle U.

Pour dessiner les lignes de niveau de 1’énergie il est commode de s’ima-
giner une bille roulant dans une « vallée de potentiel » U (fig. 94).

Fig. 94. Bille dans la vallée de potentiel et
courbe de phase correspondante

Donnons-nous une valeur de I’énergie totale E.

Remarquons que I’énergie cinétique est positive. Pour cette raison
I’énergie potentielle est inférieure a 1’énergie totale. Ce qui signifie donc
que la projetée de la ligne de niveau de I’énergie E sur ’espace de configu-
ration (sur I’axe x;) est ’ensemble des valeurs de I’énergie potentielle
{x, e I: U(x,) < E} inférieures & E (la bille ne peut s’élever au-dessus du
niveau E dans la vallée de potentiel).

Plus I’énergie potentielle est petite et plus la vitesse est grande (en valeur

absolue) : |x,| = V2(E — U(x,)) (en roulant dans la vallée la bille prend

*) On appelle point critigue d’une fonction un point en lequel s’annule la différentielle
totale de cette fonction. La valeur de cette fonction en ce point est appelée valeur critique.
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une vitesse qu’elle perd en montant). La vitesse est nulle aux « points de
retour » ou U(x,) = E.

L’énergie étant paire par rapport a x,, on en déduit que la ligne de
niveau de I’énergie est symétrique par rapport a ’axe x, (la bille passe par
chaque point a la méme vitesse, a ’aller et au retour).

Nous pouvons désormais représenter les lignes de niveau de systémes
dont les potentiels U sont différents. Considérons pour commencer le cas
simple d’une vallée de potentiel de profondeur infinie possédant un unique
centre attractif £, i.e. F(x) décroit strictement, F(¢) = 0, I = R (fig. 94).

Si la valeur E| de I’énergie totale est inférieure & la valeur minimale de
I’énergie potentielle E,, I’ensemble de niveau E = E| est vide (le mouve-
ment de la bille est physiquement impossible). L’ensemble de niveau
E = E, est composé d’un seul point (£, 0) (la bille est au repos au fond de la
vallée).

Si la valeur E, de I’énergie totale est supérieure a la valeur critique
E, = U(%), ’ensemble de niveau E = E, est constitué par une courbe fer-
mée, différentiable et symétrique entourant la position d’équilibre (¢, 0)
sur le plan des phases (la bille accomplit un mouvement de va-et-vient dans
la vallée ; elle s’éléve jusqu’a la hauteur E; ou sa vitesse s’annule, puis elle
redescend, passe par £ ou sa vitesse est alors maximale, remonte ’autre
paroi et ainsi de suite).

La méme marche est a suivre dans ’étude de cas plus complexes :i.e. il
faudra augmenter progressivement les valeurs de I’énergie totale E et
s’arréter aux valeurs de E qui sont égales aux valeurs critiques de I’énergie
potentielle U(£) (ou U’ (£) = 0), en faisant attention a chaque fois aux

Fig. 95. Lignes de niveau d’énergie
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lignes dont les valeurs de E sont légérement inférieures ou 1égérement supé-
rieures aux valeurs critiques.

ExempLE. Supposons que I’énergie potentielle U posséde trois points
critiques : £, (minimum), ¢, (maximum local), £; (minimum local). Sur la
fig. 95 sont représentées les lignes de niveau E, = U(¢,), U(§)) < E, <
< U(£3); E3 = U(Eg,)’ U(Eg,) < E4 < U(Sz); Es = U(Sz)» Es > U(Sz)-

EXERCICE 1. Représenter les lignes de niveau d’énergie pour I’équation du pendule
¥ = —sin x et pour I’équation du pendule a proximité des positions inférieure et supérieure
d’équilibre (¥ = —xet ¥ = x).

EXERCICE 2. Représenter les lignes de niveau d’énergie pour le probléme de Kepler *)

1 C
U = — — + — et pour les potentiels de la fig. 96.
x X

v U Y v
\/\ z %x‘ \/\/\x x
T v ! !

Fig. 96. Tracer les lignes de niveau d’énergie pour les potentiels ci-contre

4. Lignes de niveau d’énergie au voisinage d’un point singulier. Pour
savoir comment se comportent les lignes de niveau d’énergie au voisinage
d’un point singulier il est conseillé de tenir compte des remarques suivan-
tes :

REMARQUE 1. Si [’énergie potentielle est une forme quadratique
U = kx2/2, les lignes de niveau d’énergie sont des coniques 2E = x3 +
+ kx2.

S’il y a attraction, k£ > 0, i.e. le point critique 0 est un minimum pour
’énergie potentielle U (fig. 97). Dans ce cas les lignes de niveau d’énergie
sont des ellipses homothétiques centrées en 0.

S’il y a répulsion, k < 0, i.e. le point critique 0 est un maximum pour
I’énergie potentielle (fig. 97). Dans ce cas les lignes de niveau d’énergie sont
des hyperboles homothétiques centrées en 0, admettant pour asymptotes
les droites x, = iﬁxl . Ces asymptotes sont appelées aussi séparatrices,
car elles séparent ’'une de I’autre les diverses hyperboles.

*) La variation des distances séparant les planétes et les cométes du Soleil est décrite
par I’équation de Newton avec ce potentiel.
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w>oh? k<o ¢
{_.1: T
Z2

Fig. 97. Lignes de niveau d’énergie pour des potentiels quadratiques attractif et répulsif

REMARQUE 2. Au voisinage d’un point critique non dégénéré, I’accrois-
sement d’une fonction est une forme quadratique, @ condition de choisir
convenablement le systéme de coordonnées.

Le point O est un point critique pour la fonction différentiable f si
JS7(0) = 0. Le point 0 est un point critique non dégénéré si £ (0) # 0. Sup-
posons que f(0) = 0.

LeMME DE MoRSE *). Au voisinage d’un point critique non dégénéré 0,
on peut choisir la coordonnée y telle que

f=Cy, C =sgnf’(0).

Il est évident que y = sgn xVIf(x)[. Le lemme affirme qu’au voisinage
du point 0 la correspondance x ~ y est un difféomorphisme.
Pour la commodité de la démonstration formulons le lemme suivant :

LemME D'HADAMARD *). Si une fonction différentiable f (de classe C')
s’annule avec sa dérivée au point x = 0, elle est alors égale au produit
xg(x), ou g(x) est une fonction différentiable (de classe C'~! au voisinage
du point x = 0).

Démonstration. Nous avons

1 1 1
S(x) = Si{i(tﬂdt = Sf'(tx)x dt = x Sf’(tx)dt;

0 0 0

*) On peut étendre ces deux lemmes aux fonctions de plusieurs variables.
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la fonction g(x) = 5 S (tx)dt est de classe C"—1, et le lemme est démontré.
0

Appliquons & deux reprises le lemme d’Hadamard a la fonction f du
lemme de Morse. On a f = xZp(x), ou 20(0) = f'(0) # 0. D’ou
y = xVle(x)!. Le lemme de Morse est démontré puisque au voisinage du
point x = 0 la fonction VIep(x)| est différentiable (r — 2 fois si f est de
classe C7).

Par conséquent, au voisinage d’un point critique non dégénéré, les
lignes de niveau d’énergie se transforment soit en ellipses, soit en hyper-
boles par un changement difféomorphe du systéme de coordonnées

(Xl ’ xz)-

EXERCICE. Chercher les tangentes aux séparatrices d’un point singulier répulsif
(U”"(§) < 0). )
Réponse. x, = =VIU"(§)| (x; — §) (fig. 98).

Fig. 98. Tangentes aux séparatrices d’un point singulier répulsif

5. Prolongement des solutions de I’équation de Newton. Supposons que
I’énergie potentielle soit définie sur I’axe x tout entier. Du principe de la
conservation de I’énergie il vient immédiatement :

THEOREME. Si I’énergie potentielle U est partout positive *), toute solu-
tion de I’équation

_du
dx

a1,

est indéfiniment prolongeable.

*) l11 est évident que Péquation (1) ne change pas si énergie potentielle U varie d’une
constante. Lessentiel c’est que U soit minorée.
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ExempLE. Supposons U = —x*/2. La solution x = 1/(t — 1) ne peut
étre prolongée 4 ¢ = 1
Procédons tout d’abord a une estimation a priori.

LemmMme. S’il existe une solution pour |t| < 1, elle vérifie les inégalités

X)) < V2E;, Ix(t) — x(0)] < V2E, Itl,

= (0)2
OnE, = x(;)) + U(x(0)) est la valeur initiale de I’énergie.
Démonstration. D’aprés le principe de la conservation de I’énergie
ona
)
X ( ) L Uy =

et puisque U > 0, la premiére inégalité est démontrée. La deuxiéme inéga-
t
lité¢ découle de la premiére puisque x(¢f) — x(0) = j x(6)dé. Le lemme est

, 0
démontré.

Démonstration du théoréme. Soit T > 0 un nombre quelconque.
Considérons le rectangle II (fig. 99) dans I’espace des phases

I, — x,(0) < 2V2E, T, Ix,| < 2V2E,.

x,
2\ ovar,
I/V 2V2E,T
[ Z
I Fig. 99. Rectangle dans lequel séjournera le point
représentatif durant le temps T

Considérons dans I’espace des phases élargi (x,, x,, ¢) le parallélépipede
Itl < T, (x, x,) e II. D’apreés le théoréme de prolongement la solution est
prolongeable a la frontiére du parallélépipéde. Du lemme il découle que
cette solution peut sortir du parallélépipéde seulement par les faces ou
Itl = T. Par conséquent, cette solution est prolongeable & un point quel-
conque ¢ = =7, donc indéfiniment.

EXERCICE. Montrer que si I’énergie potentielle U > 0, les solutions du systéme d’équa-
tions de Newton

aU
mx; = — i=1..,N, m>0, xeRN,
ax

sont indéfiniment prolongeables.



§ 12] SYSTEME CONSERVATIF A UN DEGRE DE LIBERTE 141

6. Lignes de niveau d’énergie non critiques. Supposons que 1’énergie
potentielle U soit définie sur I’axe x tout entier. Soit E une valeur non criti-
que de I’énergie, i.e. E'n’est égale a la fonction U en aucun de ses points cri-
tiques.

Considérons I’ensemble des points tels que U < E :

x:Ux) < E}.

Cet ensemble (fig. 100) est composé d’un nombre fini ou dénombrable
d’intervalles puisque la fonction U est continue (les bornes de deux de ces
intervalles peuvent tendre vers l’infini). Aux bornes des intervalles
U(x) = E, par conséquent U’ (x) # 0 (puisque E n’est pas une valeur criti-
que). Pour cette raison, chaque point de I’ensemble {x : U(x) < E} est
P’extrémité d’un seul intervalle de valeurs inférieures. Par conséquent
I’ensemble {x : U(x) < E]J soit est égal & 'union d’un nombre au plus
dénombrable d’intervalles fermés disjoints deux a deux et éventuellement
d’une ou de deux demi-droites s’éloignant a I’infini, soit se confond avec
I’axe x tout entier.

U

| T,

z z,

Fig. 100. Ensemble des points x tels que Fig. 101. Courbe de phase difféomorphe au
Ux) < E cercle

Considérons (fig. 101) ’un de ces intervalles, a < x < b,
U@ =UWb)=E, UX)<E lorsque a<x<b.

THEOREME. L ’équation

2
%+U(x,)=E, a<x <b,

définit sur le plan (x,, x,) une courbe différentiable, difféomotphe @ un
cercle. Cette courbe est une courbe de phase du systéme (2).
De la méme maniére, la demi-droite a < x < o (ou bien — < x
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< b), ou U(x) < E, est la projetée sur I’axe x, (fig. 102) d’une courbe de
phase difféomorphe a une droite. Enfin si U(x) < E sur toute la droite,
I’ensemble de niveau E est constitué de deux courbes de phase

x, = =V2(E - U(x))).

Par conséquent, ’ensemble de niveau d’énergie non critique est com-
posé d’un nombre fini ou dénombrable de courbes de phase différentia-
bles.

4
FN—

Z

Fig. 102. Courbe de phase difféomorphe 21a  Fig. 103. La moiti¢ de la courbe de phase (de
droite a a b) est parcourue par le point représentatif
en un temps fini 72 = , — 4,

7. Démonstration du théoréme précédent. Le principe de conservation
de ’énergie permet de résoudre explicitement 1’équation de Newton. En
effet, si I’on fixe une valeur de I’énergie totale E, la valeur (mais non le
signe) de la vitesse X est définie par la position du point x :

x = xV2(E - Ux)). 3)

Nous obtenons ainsi une équation dont I’espace des phases est a une dimen-
sion, équation que nous savons déja résoudre.

Soit (x,, x,) un point quelconque de notre ensemble de niveau tel que
X, > 0 (fig. 103). De la relation (3) tirons la solution ¢ de I’équation (1) qui
satisfait a la condition initiale (%)) = x;, ¢(f,)) = x, :

t—ty = T S S @
0 V2E - U(%)

X1

pour les valeurs de ¢ proches de ;.
Remarquons que I’intégrale

I=S__ﬁ__
2 ) VAE-T®)

a
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est convergente, puisque U’ (@) # 0et U’ (b) # 0. Il s’ensuit que la for-
mule (4) définit une fonction ¢ continue sur un certain intervalle ¢, < ¢ <
< t, et telle que ¢(¢) = a et o(f,) = b. Cette fonction vérifie partout
’équation de Newton (fig. 104).

" T~

%4, &,

7 7

Fig. 104. Prolongement d’une solution de I’équation de Newton par des symétries-droites

L’intervalle [¢,, #,] est d’une longueur égale a T/2. Prolongeons ¢ sur
Iintervalle suivant de longueur77/2 par symétrie : o(¢, + 7) = o(t, — 7),
0 < 7 < T/2, puis périodiquement : o(¢ + T) = ¢(t). La fonction ¢ cons-
truite sur toute la droite vérifie partout I’équation de Newton. De plus,
¢(to) =X ‘b(to) =X.

Ainsi nous avons construit la solution du systéme (2) qui satisfait a la
condition initiale (x, , x,). Cette solution s’est avérée périodique de période
T. La courbe de phase fermée qui lui correspond est précisément cette par-
tie de ’ensemble de niveau E définie sur I’intervalle ¢ < x < b. Cette
courbe est diffeomorphe a un cercle comme toute courbe de phase fermée
(voir § 9).

Le lecteur est invité a étudier le cas, plus facile, ou les bornes de ’inter-
valle tendent séparément ou ensemble vers I’infini.

8. Lignes de niveau critiques. Les lignes de niveau critiques peuvent €tre
d’une structure plus complexe. Remarquons qu’une telle ligne renferme des
points fixes (x,, x,) (ot U’ (x;) = 0, x, = 0) qui sont déja des courbes de

/4 4 14
£ £ N
a b 1 Q b
T %
‘rzt ] L
|~ 3% z,

Fig. 105. Décomposition d’une ligne critique de niveau d’énergie en courbes de phase

phase. Si U(x) < Epoura < x < b, et U(a) = U(b) = E, et siles bornes
a et b sont des points critiques (i.e. U'(a) = U’'(b) = 0), les deux arcs
ouverts (fig. 105)

X, = +V2(E — U(x))), a<x <b,
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sont des courbes de phase. Le temps que mettra le point représentatif a par-
courir un de ces arcs est infini (théoréme de prolongement, § 12, pt. 5, plus
unicité).

Si U'(a) = 0, U (b) + 0 (fig. 105), I’équation

2
%+U(xl)=E, a<x <b,

définit une courbe de phase non fermée. Enfin si U'(a) # Oet U (b) # 0
(fig. 105), la partie de I’ensemble de niveau critique définie sur le segment
a < X; < b est une courbe de phase fermée comme pour le cas du niveau
non critique E.

9. Exemple. Appliquons ce qui vient d’étre dit a I’équation du pendule

X = —sin x.

L’énergie potentielle U(x) est égale & —cos x (fig. 106). Les points critiques sont 1x; = km,
k=01, ..

Au voisinage des points X, = Oetx, = 0les courbes de phase fermées ressemblent a des
ellipses. A ces courbes correspondent des oscillations de faible amplitude du pendule. Leur
période T dépend peu de I’amplitude tant que cette derniére est faible. Pour des valeurs plus
élevées des constantes de I’énergie, on obtient de plus grandes courbes de phase fermées tant
que I’énergie n’atteint pas une valeur critique égale a I’énergie potentielle du pendule renversé.
La période des oscillations s’accroft (car il faut un temps infini pour parcourir les séparatrices
qui constituent I’ensemble critique de niveau).

~_ |,
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Fig. 106. Courbes de phase de I’équation du pendule
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Aux valeurs plus élevées de 1’énergie correspondent des courbes de phase non fermées sur
lesquelles x, garde son signe, i.e. le pendule est animé d’un mouvement de rotation et non pas
de balancement. Sa vitesse est maximale en position basse et minimale en position haute.

Remarquons que les valeurs de x, qui différent de 2k correspondent aux mémes posi-
tions du pendule. Pour cette raison il est plus naturel de prendre pour espace des phases du
pendule non pas un plan mais le cylindre {x; mod 2=, x,] (fig. 107).
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Lorsqu’on enroule sur la surface de ce cylindre les dessins représentés sur le plan, on
obtient les courbes de phase du pendule, qui sont toutes des courbes différentiables fermées a
I’exception de deux points stationnaires A et B (qui correspondent aux positions inférieure et
supérieure d’équilibre) et de deux séparatrices C et D.

EXERCICE 1. Représenter les graphiques des fonctions x, (£) et x, (¢) pour les solutions pos-
sédant une énergie proche (mais toutefois 1égérement inférieure) de 1’énergie critique de la
position haute.

Réponse. Voir fig. 108. Les fonctions x, (¢) et x, (#) s’expriment au moyen du sinus ellipti-
que sn et du cosinus elliptique cn. Lorsque E tend vers sa valeur critique inférieure, les oscilla-
tions du pendule se rapprochent des oscillations harmoniques et les sn et cn se transforment en
sin et cos.

Ty
'Z'rt 7

A /¢
”/2?\ P

Y

=y

N ¢
Fig. 107. Espace des phases cylindrique  Fig. 108. Angle d’écart du pendule et sa vitesse de
du pendule variation pour une amplitude proche de 7

EXERCICE 2. A quelle vitesse la période T des oscillations du pendule tend-elle vers I'infini
lorsque I’énergie E tend vers sa valeur critique supérieure E; ?
Réponse. A une vitesse logarithmique (~ C In (E, — E)).
N o t a. Voir formule (4).
EXERCICE 3. Représenter les courbes de phase des systémes dont Pénergie potentielle est
sin x 2

U(x) = £ xsinx, = , £ sin x“.

X
EXERCICE 4. Représenter les courbes de phase de ’équation de Newton avec le champ de

. sin x .
forces F(x) = #+ xsinx, £ —— , % sin X%,
x

10. Petites perturbations d’un systéme conservatif. Une fois qu’on a
étudié les mouvements d’un systéme conservatif on peut utiliser ces résul-
tats pour des systémes proches de forme générale en vertu du théoréme de
différentiabilité par rapport au paramétre (comparer avec le § 7, 5). Ceci
nous ameénera a considérer des phénoménes d’une grande importance dans
les applications : les autooscillations.

EXErcICE 1. Etudier les courbes de phase d’un systéme proche de celui des équations des
petites oscillations du pendule :

{Xl = x, + &f) (%), %),

] e<l, X +x<R%.
X, = —x + &fy(x, %),

10—7560
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Solution. En faisant ¢ = 0 nous obtenons les équations des petites oscillations du pen-
dule. D’aprés le théoréme de différentiabilité par rapport au paramétre pour de petites
valeurs de ¢, la solution (dans un intervalle de temps fini) différe des oscillations harmoniques

X, = Acos(t—t),
x, = —Asin (¢t — t)

d’un terme additif de I’ordre de €. Par conséquent, lorsque ¢ < £,(T) est suffisamment pe-
tit, le point représentatif reste au voisinage d’un cercle de rayon A durant un intervalle de
temps T.

Contrairement au systéme conservatif (o ¢ = 0), lorsque € # 0, la courbe de phase n’est
pas obligatoirement une courbe fermée : elle peut avoir la forme d’une spirale (fig. 109) dont
la distance séparant deux spires voisines est petite (de I’ordre de €). Pour déterminer si cette
courbe se rapproche ou s’éloigne de ’origine des coordonnées voyons de combien s’accroit

I’énergie E = 7‘ + —23 en une rotation autour de I’origine des coordonnées. Ce qui nous inté-

ressera le plus, ce sera le signe de cet accroissement : cet accroissement est > 0 pour une spirale
qui se déroule, <0 pour une spirale qui s’enroule et enfin est nul pour un cycle. Etablissons la
formule approchée (5) pour ’accroissement de 1’énergie. :

| Z2

/o F

Fig. 109. Courbes de phase de I’équation de Van der Pol et accroissement de I’énergie en
une rotation

11 est facile de calculer la dérivée de I’énergie suivant la direction de notre champ de vec-
teurs : elle est proportionnelle & ¢ et est égale &

E:‘(xl y Xy) = elx fy + Xy f5)-

Pour déterminer ’accroissement de I’énergie en une rotation on aurait dii intégrer cette
fonction le long d’une spire de courbe de phase qui malheureusement nous est inconnue. Mais
nous savons que cette spire est proche d’un cercle. Par conséquent nous pouvons intégrer le
long d’un cercle S de rayon A4 avec une précision d’ordre O(sz) :

2x
AE =¢ 5 E(A cos t, — Asin Hdt + O(E?).
0
En portant la valeur de E dans cette expression, on a *)
AE = eF(A) + O@E?), 0)

*) Nous nous sommes servis du fait que le long de S dx; = xz df et dx2 = —xdt.
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ol
F(4) = § f,dx, - fydx,

(on intégre le long du cercle de rayon A dans le sens direct).

Maintenant que nous avons calculé la fonction F, nous pouvons étudier le comportement
des courbes de phase. Si F > 0, il en est de méme de I’accroissement AE de I’énergie au cours
d’une rotation (pour £ > 0 petit). Dans ce cas la courbe de phase est une spirale qui se
déroule ; quant au systéme, il accomplit des oscillations dont 1’amplitude va en croissant.

Si F < 0, alors AE < 0 et la spirale s’enroule. Dans ce cas les oscillations s’amortissent.

1l peut aussi arriver que la fonction F change de signe (fig. 109). Supposons que A, soit
une racine simple de la fonction F. Pour ¢ petit, I’équation

AE(xl »X,) =0

est alors vérifiée par une courbe fermée I' sur le plan de phase, proche d’un cercle de rayon Ay
(d’apres le théoréme des fonctions implicites).

11 est évident que la courbe I' qui est une courbe de phase fermée est un cycle limite de
notre systéme.

Selon le signe de la dérivée F* = dF/dAl 4_ Ag» On saura si les courbes de phase voisines
s’enrouleront sur le cycle ou au contraire s’en dérouleront. Si eF” > 0, le cycle est instable, si
eF’ < 0,il est stable. En effet, dans le premier cas ’accroissement de I’énergie en une rotation
est >0 si la courbe de phase est située a I’extérieur du cycle et <O si elle se trouve a son inté-
rieur ; par conséquent la courbe de phase s’éloignera toujours de ce cycle. Dans le deuxiéme
cas les courbes de phase se rapprocheront du cycle de I’intérieur et de ’extérieur de la méme
maniére que sur la fig. 109.

ExempLE. Considérons ’équation ¥ = —x + &x(1 — x2) qu’on appelle
équation de Van der Pol. Calculons I'intégrale (5) lorsque f; = Oet f, =

=X(1 — x3).0Ona.
A4

Cette fonction posséde une racine simple A, = 2 (fig. 109) ; elle est >0
pour A < Ajet <0pour A > A,. Pour cette raison ’équation de Van der
Pol posséde, pour & petit, un cycle limite stable proche du cercle x2 + x2 =
= 4 sur le plan de phase.

Comparons les mouvements du systéme conservatif initial lorsque
¢ = Oet lorsque ¢ # 0. Dans un systéme conservatif peuvent apparaitre des
oscillations d’une amplitude quelconque (toutes les courbes de phase sont
fermées). L’amplitude quant a elle est déterminée par les conditions initia-
les.

Dans un systéme non conservatif on peut se trouver en présence de phé-
noménes tout a fait différents, par exemple d’un cycle limite stable. Dans
ce cas il s’établit une oscillation périodique possédant une amplitude bien
déterminée qui ne varie pas quelles que soient les conditions initiales. Ce
régime établi est appelé régime d’autooscillations.

10*
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EXERCICE* 2. Etudier les régimes autooscillatoires du mouvement d’un pendule de faible
frottement, soumis & I’action d’'un moment de rotation constant M :
X + sinx + &x = M.
Nota. Cet exercice fait I’objet d’une étude détaillée quels que soient ¢ et M dans
Pouvrage : A. Andronov, A. Vitt et S. Haikine, Théorie des oscillations ; Phyzmat-

guiz, 1959, chap. 7.



CHAPITRE 3

SYSTEMES LINEAIRES

Les équations linéaires constituent pratiquement 'unique importante
classe d’équations différentielles dont la théorie soit relativement compléte.
Cette théorie qui, en fait, est une branche de ’algébre linéaire permet de
résoudre totalement les équations linéaires autonomes.

La théorie des équations linéaires est par ailleurs utile comme premiére
approximation dans la résolution de problémes non linéaires. Elle permet
entre autres d’étudier la stabilité de I’équilibre ainsi que le type topologique
des points singuliers des champs de vecteurs dans les cas génériques.

§ 13. Problémes linéaires

Considérons pour commencer deux exemples faisant intervenir des
équations linéaires.

1. Exemple : linéarisation. Soit une équation différentielle définie par
un champ de vecteurs v sur un espace des phases. Nous savons déja qu’au
voisinage d’un point non singulier (v # 0) le champ v posséde une structure
simple, i.e. on peut le redresser par un difféomorphisme. Considérons a
présent la structure de ce champ dans le voisinage d’un point singulier, i.e.
d’un point ou v = 0. Ce point X, sera une solution stationnaire de notre
équation. Si celle-ci décrit un processus physique quelconque, x,, en sera un
état stationnaire, i.e. une « position d’équilibre ». C’est pourquoi I’étude
du voisinage d’un point singulier permet d’établir comment évoluera ce
processus lorsque les conditions initiales s’écartent légérement des condi-
tions d’équilibre (exemple : les positions inférieure et supérieure d’équili-
bre du pendule).

Lorsqu’on étudie un champ de vecteurs au voisinage d’un point singu-
lier x,, il est naturel de développer ce champ en série de Taylor. Le premier
terme de la série de Taylor est linéaire. On opére une /inéarisation lorsque
I’on rejette les autres termes. Un champ de vecteurs linéarisé peut €tre con-
sidéré comme un exemple de champ de vecteurs possédant un point singu-
lier x,. D’un autre c6té, il reste a espérer que les solutions de I’équation ini-
tiale et celles de I’équation linéarisée auront un comportement assez sem-
blable (puisque la linéarisation n’exclut que les petits termes d’ordre supé-
rieur). Une étude spéciale est nécessaire pour mettre en évidence le lien exis-
tant entre les solutions de I’équation initiale et celles de 1’équation linéari-
sée, étude qui repose sur une analyse détaillée de I’équation linéaire. C’est
par cette analyse que nous allons commencer.
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EXERCICE 1. Montrer que /a linéarisation est une opération intrinséque, i.e. elle ne dépend
pas du systéme de coordonnées.

Plus exactement, supposons que sur un domaine U un champ de vecteurs v est défini par
ses composantes v;(x) dans un systéme de coordonnées x;. Supposons qu’un point singulier a
pour coordonnées x; = 0, de sorte que v;(0) = 0,i = 1, ... ,n. L’équation initiale s’écrit alors
sous forme du systéme

X =yx), i=1,..,n

DEFINITION. On appelle équation linéarisée une équation de la forme

Considérons un vecteur tangent § € T, U de composantes ¢, (i = 1, ... , n). L’équation linéari-
sée peut s’écrire

§ = A,

ou A est une application linéaire 4 : T, U — T, U définie par la matrice a;;.

On affirme que /’application A est indépendante du systéme de coordonnées x; dans
lequel elle a été définie.

EXERCICE 2. Linéariser 1’équation du pendule ¥ = —sin x au voisinage des positions
d’équilibre x;, = &k, x;, = 0.

2. Exemple : groupes & un paramétre de transformations linéaires de
R”. Un autre probléme conduisant immédiatement aux équations différen-
tielles linéaires est celui qui consiste & chercher les groupes a un paramétre
de transformations linéaires *) d’un espace vectoriel R”.

Remarquons qu’un espace tangent en un point quelconque a un espace
vectoriel R” s’identifie naturellement @ cet espace. Plus exactement, nous
identifions un élément ¢ de I’espace tangent T, R” auquel appartient la
courbe ¢ : I — R”, ¢(0) = x, au vecteur

v = lim M
t—0 t

eR”

de ’espace R” (la correspondance v « ¢ est biunivoque).

Cette identification dépend de la structure de ’espace vectoriel R” et ne
se conserve pas dans les difféomorphismes. Cependant dans les problémes
linéaires que nous allons aborder (par exemple, le probléme des groupes a
un paramétre de transformations linéaires), la structure de I’espace vecto-
riel R” sera fixée une bonne fois pour toutes. C’est pourquoi nous allons

*) Rappelons que la définition du groupe a un paramétre {g‘} implique la différentiabilité
de g'x par rapport 2 x et A .
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identifier T_R" & R" tant que nous ne reviendrons pas aux problémes non
linéaires.

Soit {g’, t € R} un groupe a un paramétre de transformations linéaires.
Considérons le mouvement ¢ : R — R” d’un point x, € R".

EXERCICE 1. Montrer que I’équation
X = Ax (6}

admet une solution ¢(¢) vérifiant la condition initiale ¢(0) = x;, ou A4 : R" — R" est un opéra-
teur linéaire (=R-endomorphisme) défini par la relation

d
AX=—| (g'x) VxeR".
dtil,_o

Nota. Voir § 4, pt. 4.

L’équation (1) est une équation l/inéaire. 1l suffit donc d’étudier les
solutions d’équations linéaires de la forme (1) pour décrire tous les groupes
a un paramétre de transformations linéaires.

Nous verrons plus loin que la correspondance entre les groupes & un
paramétre de transformations linéaires {g’] et les équations linéaires (1) est
biunivoque : i.e. chaque opérateur A : R* — R” définit un groupe a un
paramétre {g*].

EXEMPLE. Soit n = 1 et soit A la multiplication par un nombre k. g’ est
alors une homothétie de rapport X,

EXERCICE 2. Déterminer le champ de vitesses des points d’un solide tournant avec une

vitesse angulaire w autour de son axe qui passe par le point 0.
Réponse. v(x) = [w, x].

3. Equation linéaire. Soit A : R” — R” un opérateur linéaire donné
dans ’espace réel R”.

DeriNITION. On appelle équation linéaire une équation définie sur
I’espace des phases R” par le champ de vecteurs v(x) = Ax :

x = Ax. (0))

L’équation (1) est aussi appelée systéme de n équations différentielles ordi-
naires, linéaires et homogénes du premier ordre a coefficients constants.

Si, dans R”, I’on se donne un systéme de coordonnées (linéaires) Xx;,
i =1, ..., n, I’équation (1) s’écrit sous forme d’un systéme de n équa-
tions :

n
X = E a;x;, i=1,..,n,
j=1

ou (a,-j) est la matrice associée a I’opérateur 4 dans le systéme de coordon-
nées envisagé. Cette matrice est appelée matrice du systéme.
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La solution de I’équation (1) vérifiant la condition initiale ¢(0) = x, est
donnée, lorsque # = 1, par ’exponentielle

o(t) = edlx,.

Il s’avére que dans le cas général la solution est donnée par la méme for-
mule : il faut simplement définir I’exponentielle d’un opérateur linéaire. Ce
que nous allons faire immédiatement.

§ 14. La fonction exponentielle

La fonction e4, A € R, peut étre définie indifféremment de ’une des
deux maniéres équivalentes :

ed = E+A+’;1 +A—3 vee s 0)
el ='l'i_m (E+—> )

(ou E représente I’unité).
Soit a présent A : R” — R” un opérateur linéaire. Avant de définir e4,
définissons la notion de limite d’une suite d’opérateurs linéaires.

1. Norme d’un opérateur. Munissons R” du produit scalaire et dési-
gnons par lxll = V(x, x) (x € R") la racine du carré scalaire de x.
Soit A : R" — R” un opérateur linéaire.

DeriNITION. On appelle norme de A le nombre

Il Ax
x20 lxll

1Al =

Au point de vue géométrique, IlAll représente le plus grand
« coefficient de dilatation » de la transformation A4.

EXERCICE 1. Montrer que 0 < lAll < oo,

Nota. Al = .S;lpl lAxll est une sphére compacte, quant a la fonction l4x|l elle est
xll =

continue.
EXERCICE 2. Montrer que

INAL = INIIALL 14 + Bl < 1Al + 1B,
IABI < lAllBI,

ou A et B : R" — R”" sont des opérateurs linéaires et A € R un nombre.
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EXERCICE 3. Etant donné une matrice (a,.j) associée a un opérateur A dans une base ortho-
normée, montrer que

2 2 2
max E ay < 1412 < Z ay.
i Ly

Nota. Voir G. Chilov. Introduction a la théorie des espaces linéaires. Moscou, 1956,
§ 53.

2. Espace métrique d’opérateurs. L’ensemble L de tous les opérateurs
linéaires A : R? — R”" est muni d’une structure d’espace vectoriel sur le
corps des réels (par définition (A + AB)x = Ax + ABx).

EXERCICE. Trouver la dimension de I’espace vectoriel L.
Réponse. n?.
Nota. Un opérateur est donné par sa matrice.

Définissons la distance entre deux opérateurs comme la norme de leur
différence : p(4, B) = I|A — BI.

THEOREME. L ‘espace des opérateurs linéaires L muni de la métrique p est
un espace métrique complet *).

Vérifions que p est bien une métrique.

Par définition, p > 0si A # B, p(A4, A) = 0, p(B, A) = p(A, B).
L’inégalité du triangle p (A4, C ) < p(A4, B) + p(B, C ) découle de I'inéga-
litt 1 X + YI < XUl + 1Yl de ’exercice2pt. 1 (X = A — B, Y =
= B -~ C). Par conséquent, la métrique p confére & L une structure
d’espace métrique. Sa complétude est également évidente.

3. Démonstration de la complétude. Soit {A,-] une suite de Cauchy, i.e. ve > 0,
INGE):0(A4,,A) <& V¥m, k> N. Soit x € R". Considérons la suite de points X, € R",
x; = A;x et montrons qu’elle est une suite de Cauchy pour la métrique euclidienne p(x, y) =
= llx — yll. En effet, d’aprés la définition de la norme d’un opérateur, pour m, k > Nona

Ix,, — x,I < p(A,,, A)Ixl < elxl.

llxll étant un nombre fixe (indépendant de m et de k), il s’ensuit que {x;] est une suite de

*) On appelle espace métrique le couple (M, ) formé par un ensemble M et une fonction
0: M x M— R, appelée métrique, jouissant des propriétés suivantes :

Do) 20 (exy)=0ex=y);

2) o(x, ) = o, X)VX, yEM;

3 olx, ) S elx, 2) + ez NVX ), 2EM.
Une suite x; de points d’un espace métrique M s’appelle suite de Cauchy si Ve > 03 N:
o(xi, X)) < €Vi, j > N. Cette suite x; converge au point x si ve > 03N: o(x, xi) <
< e¢Vvi> N. Un espace est complet si toute suite de Cauchy y est convergente.
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Cauchy. L’espace R” est complet. Il existe donc la limite
= lim x; e R".
=00

Remarquons que lxk — yll < elixll lorsque k > N(e) et que, comme ci-dessus, N(€) est un
nombre ne dépendant pas de x.

Le point y dépend linéairement du point x (la limite d’une somme étant égale a la somme
des limites). Nous obtenons ’opérateur linéaire 4 : R — R", Ax = y, AeL.

Nous voyons que lorsque k > N(g)

Ix, — yl
A, A) =4, — Al =sup £~ g
p(A;, A) " sup i ¢

Donc, A = klim A, et 'espace L est complet.
— 0

EXERCICE. Montrer qu’une suite d’opérateurs 4, converge si, et seulement si, il en est de
méme de la suite de leurs matrices dans une base donnée.
En déduire une autre démonstration de la complétude.

4, Séries. Soit M un espace vectoriel réel, muni d’une structure d’espace
métrique complet par une métrique p telle que la distance séparant deux
points quelconques de M dépend uniquement de leur différence et de plus
o(\x, 0) = INlp(x, 0) (x € M, X\ € R). Un tel espace est appelé espace
normé, la fonction p(x, 0) est appelée norme de x et désignée par Ixl.

EXEMPLE 1. L’espace euclidien M = R" muni de la métrique

o(x,y) = Ix =yl = V(x = y)(x — »).

EXEMPLE 2. L’espace L des opérateurs linéaires dans R”, muni de la métrique o(A4, B) =

=14 — BI. :

Nous désignerons dans la suite par |4 — Bll la distance séparant deux
éléments A et B de M.

Puisque les éléments de M peuvent étre additionnés et multipliés par un
nombre et que les suites de Cauchy possédent une limite dans M, les séries
de la forme

A + A+ ..., A€M,

obéissent aux mémes lois que les séries numériques.

La théorie des séries fonctionnelles s’étend immédiatement aux fonc-
tions & valeurs dans M.

Exercice. Démontrer les deux theorémes suivants :

CruterE DE WEIERSTRASS. Si une série Y f; de fonctions f; : X — M est
i=1

majorée par une série numérique convergente
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-
"f;." < a;, 2 a < oo, a’.eR,

alors elle converge uniformément et absolument sur X.
DERIVATION D'UNE SERIE. Si une série Y f; de fonctions f; : R — M est

convergente, elle converge vers la dérivée % E Jf; (¢ étant une coordon-

i=1

&,

née sur la droite R) pourvu que la série des dérivées a soit uniformément

convergente.
Nota. On trouvera dans le cours d’analyse la démonstration pour le cas ot M = R. Cette
démonstration se généralise ad litteram. .
5. Définition de I’exponentielle e4. Soit 4 : R*" — R" un opérateur
linéaire.
DeriNiTION. On appelle exponentielle e4 de 1’opérateur A 1’opérateur
linéaire dans R”
@
Ak
e =E+ A + o+ E -

k=

(ou E est ’opérateur unité, i.e. Ex = x).

THEOREME. La sérié e est uniformément convergente pour tout A sur
chaque ensemble X = [A : IAll < a}, aeR.

Démonstration. Posons IAl < a. Notre série est alors majorée
e

par la série numérique 1 + a + ET + ... qui converge vers e°. D’aprés le

crittre de Weierstrass la série e4 est uniformément convergente pour
14l < a.

EXERCICE. Calculer la matrice e’ si la matrice A est de la forme

1 (‘ 0),2) (0 ’),3) ( 0 ) ) :
0 2 0 0 -1 0 0 0
t £2n
Réponse. 1) (‘" 02),2) (‘ '),3) cost sint ) ) 1o ).
0 ¥ 0 1 —sint cost ] 0 1
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6. Exemple. Considérons I’ensemble des polyndmes de la variable x de
degré <n et a coefficients réels.

Cet ensemble posseéde une structure naturelle d’espace vectoriel réel, les
polynémes pouvant étre additionnés et multipliés par un nombre.

EXERCICE 1. Trouver la dimension de I’espace des polynémes de degré <n.
Réponse. n ; on peut, par exemple, prendre pour base 1, x, x2, ... , X"~ 1,

Nous désignerons I’espace des polyndmes de degré <n par R" *). La
dérivée d’un polyndme de degré <n est un polyndme de degré <n. On
détermine de la sorte 1’application

dp
A:R" - R"' Ap = —
p dx ’

EXERCICE 2. Montrer que A est un opérateur linéaire ; trouver son noyau et son image.
Réponse. Ker A =R! ;Im A4 = R"™ !,

Soit par ailleurs H* (# € R) un opérateur de translation, qui transforme
le polynéme p(x) en p(x + 1).

EXERCICE 3. Montrer que H' : R” — R” est un opérateur linéaire. Trouver son noyau et
son image.
Réponse. Ker H' = 0, Im H' = R".

Composons maintenant I’opérateur e,

THEOREME. ed! = H!.
Démonstration. Dans le cours d’analyse, ce théoréme porte le
nom de formule de Taylor pour les polynémes :

tdp , 1 &p
1! dx | 2! dx?

7. L’exponentielle d’un opérateur diagonal. Supposons que la matrice
définissant ’opérateur A est une matrice diagonale et soient A, ... , \, ses
éléments diagonaux. On constate aisément que la matrice associée a I’opé-
rgteur ed fst aussi une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
e, ...,emn,

px + 1) =px) +—

DeriniTioN. Un opérateur 4 : R” — R” est diagonal si la matrice qui le
représente est diagonale dans une base quelconque. Cette base est appelée
base propre.

*) Ainsi nous identifions I'espace des polyndmes, oli nous avons fait choix de la base
indiquée plus haut, & Pespace arithmétique R” qui lui est isomorphe.
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EXERCICE 1. Citer un exemple d’opérateur non diagonal.

EXERCICE 2. Montrer que les valeurs propres d’un opérateur diagonal A sont réelles.

EXERCICE 3. Montrer que si les # valeurs propres d’un opérateur A : R" — R" sont toutes
réelles et distinctes, cet opérateur est diagonal.

Si A est un opérateur diagonal, il est plus facile de calculer e dans une
base propre.

EXEMPLE. Supposons que la matrice associée a I’opérateur A soit de la forme

1 1

1 1
dans la base e, , e, . Les valeurs propres \| = 2, \, = 0¢tant réelles et distinctes, I'opérateur 4
est diagonal. La base propre est f1 = e, +e,,f, = e, — e,. Dans cette base, la matrice assq-

ciée a 'opérateur A s’écrit
2 0
0 .

D’ou il vient pour la matrice associée a I’opérateur &4 dans la base propre

(-]

Dans la base initiale la matrice associée a I’opérateur e s’écrit finalement :
1 fe2+1 -1
2 \e2-1 e&+1)

8. L’exponentielle d’un opérateur nilpotent.

DeriNiTioN. Un opérateur A : R” — R” est appelé nilpotent si ’une
quelconque de ses puissances est nulle.

EXERCICE 1. Montrer que I’opérateur défini par la matrice
0 1
G )
est nilpotent. D’une fagon générale, est nilpotent tout opérateur associé & une matrice dont
sont nuls les éléments situés sur et sous la diagonale principale.
EXERCICE 2. Montrer que ’opérateur de dérivation ™ est un opérateur nilpotent dans
P’espace des polynémes de degré <n.

Si un opérateur A est nilpotent, la série e? s’interrompt, i.e. se raméne @
une somme finie.
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EXERCICE 3. Calculer e (f € R), ou A : R” — R” est un opérateur associé a la matrice
' 0 1 0
0 1
0"
) 1
0

(nous avons des nombres 1 seulement au-dessus de la diagonale principale).
Nota. Cet exercice peut &tre résolu de plusieurs maniéres, dont I’une fait appel a la for-

d
mule de Taylor pour les polyndmes. L’opérateur de dérivation - est représenté par une

matrice de la forme indiquée ci-dessus dans une certaine base (indiquer laquelle). Voir solu-
tion au § 25.

9. Les quasi-polyndmes. Soit un nombre réel A\. On appelle \-quasi-
polynéme le produit e p(x), ol p est un polyndme. On appelle degré du
quasi-polynéme le degré du polyndme p. Fixons la valeur de ’exposant A.

EXERCICE 1. Montrer que I’ensemble des A-quasi-polyndmes de degré <n est un espace
vectoriel. En déterminer la dimension.
Réponse. n. On peut prendre pour base, par exemple, e, xe™, ..., x"~1eM,

REMARQUE. La notion de A-quasi-polyndme de méme d’ailleurs que celle
de polynéme est définie avec une certaine ambiguité. En effet, on peut
comprendre un (A\-quasi-)polyndme soit comme une expression composée
de signes et de lettres et dans ce cas la solution de ’exercice précédent est
évidente, soit comme une fonction, i.e. une application f : R — R.

En réalité, ces deux notions sont équivalentes (lorsque les coefficients
des polynomes sont des nombres réels ou complexes ; dans notre cas les
coefficients des (A-quasi-) polyndmes sont des nombres réels).

EXERCICE 2. Montrer que si une fonction f: R — R se représente par un A-quasi-
polyndme, cette représentation est unique.

Nota. Il suffit de démontrer que la relation e)“'p(x) = 0 entraine la nullité de tous les
coefficients du polyndme p(x).

Désignons par R” I’espace vectoriel des A-quasi-polyndmes de degré
<n.

oo d .
THEOREME. L opérateur de dérivation o est un opérateur linéaire dans

R”, et pour tout t € R,

e ¥ =H, (€)
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ou H' : R" — R" est un opérateur de translation (i.e. (H' f)(x) = f(x +
1)).

Démonstration. Nous devons démontrer tout d’abord que la déri-
vée et le translaté d’un A-quasi-polyndme de degré <n sont des A-quasi-
polyndmes de degré <n.

En effet,
% (@) = AN p(x) + Np’(x),

N HDp(x + t) = eM(eMp(x + 1)).

La linéarité de la dérivation et de la translation ne fait aucun doute. Il nous
reste a remarquer que la série de Taylor d’un A-quasi-polyndme est absolu-
ment convergente sur la droite tout entiére (puisque sont absolument con-
vergentes les séries de Taylor de e™ et de p(x)), ce que montre la formule

3.

EXERCICE 3. Calculer la matrice définissant I’opérateur e*' si la matrice A est de la forme
PN 0

A
.1
) 0 A
(les éléments de la matrice sont égaux a A sur la diagonale principale, & 1 au-dessus de cette
diagonale et & 0 partout ailleurs). On calculera, par exemple,

P 11
ex .
01

Nota. C’est précisément de cette forme qu’est la matrice associée a I’opérateur de déri-
vation dans I’espace des A-quasi-polyndmes (dire dans quelle base). Voir solution au § 25.

§ 15. Propriétés de ’exponentielle

Etablissons maintenant quelques propriétés de l’opérateur e/ :
R" — R", propriétés qui nous permettront d’utiliser e pour résoudre des
équations différentielles linéaires.

1. Propriété de groupe. Soit un opérateur linéaire 4 : R” — R",

THEOREME. La famille des opérateurs linéaires e4 : R" — R", t € R,
engendre un groupe @ un paramétre de transformations linéaires de R".
Démonstration. Puisque nous savons déja que e’ est un opéra-
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teur linéaire, il nous suffit seulement de démontrer que
e(1+s)A — etA esA (1)

et que e’ est dérivable par rapport a ¢. Nous démontrerons que

% e = AetA )

comme pour toute exponentielle.
Pour démontrer la propriété de groupe (1), effectuons le produit des
séries formelles des puissances de A4 :

' 2 52
(E+ tA +7A + ...)(E+sA +7A2 + ) =
t2 S2
=E+ (t +5)A + <7+ts+—2—)A2+...

Dans ce produit, le coefficient de A sera égal a (¢ + s)*/(k!), puisque la
formule (1) s’applique aux séries numériques (A € R). Il nous reste a établir
la 1égitimité de la multiplication terme a terme. Celle-ci s’établit de la méme
facon que celle de la multiplication terme & terme des séries numériques
absolument convergentes (les séries e et ¢4 sont absolument convergen-
tes, puisque sont convergentes les séries e'!19, e!s'e o1 a = I All). Voici une
autre démonstration.

LEMME. Si p € Rlz, ..., zy] est un polynéme a coefficients positifs des variables
Zyy e Ty e Ay, o, Ay 0 R" — R” des opérateurs linéaires, alors

Ip(Ay, .o s AN < pIAH, .., 14D,
Démonstration. Elle découle des inégalités
l4 + Bl < 1A} + 1Bl IABI < lAllBI, InAl = INTIAL

Le lemme est démontré.

Désignons par S, (4) la somme partielle de la série de e

“ k
A

A) = .
SmA) k!
k=0
§,,, est un polyndme en A 2 coefficients positifs. Il nous faut montrer que la différence

A, =8§,(tA)S, (sA) — S, (¢t + 5)A)

tend vers 0 lorsque m — oo.

Il importe de remarquer que A, est un polyndme en sA et tA & coefficients positifs. En
effet, dans la série-produit tous les termes dont I’exposant en A4 est <m s’obtiennent par mul-
tiplication des termes des séries-facteurs dont I’exposant est <m. Par ailleurs, S ((s + 1)A)
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est une somme partielle de la série-produit. Pour cette raison donc A, est la somme de tous les
termes du produit S, (14)S, (s4), dont I’exposant en 4 est >m. Or les coefficients du pro-
duit de polyndmes a coefficients positifs sont tous positifs.

D’aprés le lemme, 14, (4, s4)I < A, (1241, IsAll). Désignons respectivement par 7 et o
les nombres positifs 241l et lsAll. 11 vient

A, (,0) =S§,(1)S,0) - S, + o).

Puisque e"e’° = e’*% le deuxitme membre tend vers 0 lorsque m — c. Donc
lim A (14, sA) = 0 et la relation (1) est démontrée.
m—oo

Pour démontrer la propriété (2) dérivons formellement la série e4! par
rapport a ¢ ; nous obtenons la série de dérivées :

= d t" =\ gk
- =A — A*,

Z ds¢ k' Z k!

k=0 k=0

série qui converge absolument et uniformément tout comme la série initiale
dans tout domaine Al < a, |7l < T. La dérivée de la somme de la série
existe donc et elle est égale & la somme de la série des dérivées. Le théoréme
est démontré.

EXERCICE 1. Est-il toujours vrai que e?+# = ¢4 ¢f ?

Réponse. Non.

EXERCICE 2. Montrer que det e? # 0.

Nota. e 4 = (eA)".

EXERCICE 3. Montrer que si dans un espace euclidien A4 est un opérateur symétrique gau-
che, e est un opérateur orthogonal.

2. Théoréme fondamental de la théorie des équations linéaires a coeffi-
cients constants. Du théoréme démontré nous déduisons immédiatement la
formule donnant la solution de I’équation linéaire

x =Ax, xeR". 3)

THEOREME. L’équation (3) avec la condition initiale ¢(0) = x, admet
pour solution :

() =elx,, teR. 4
Démonstration. D’aprés la formule de dérivation (2)
de

Vi Ae'tx, = Ap(t).

¢ est donc solution. Puisque e = E, ¢(0) = X,. Ce qui achéve la
démonstratiop car d’apres le théoréme d’unicité toute solution coincide
dans son domaine de définition avec la solution (4).

11—7560
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3. Forme générale des groupes a un paramétre de transformations
linéaires de I’espace R”.

THEOREME. Soit {g' : R" — R"} un groupe a un paramétre de transfor-
mations linéaires. 1l existe alors un opérateur linéaire A : R" — R" tel que
g = e,

Démonstration. Posons

t 1
a=98 _jn&-F
de t=0 -0 t

Nous avons déja montré que I’orbite ¢(f) = g'x, est la solution de
I’équation (3) qui vérifie la condition initiale ¢(0) = x,. D’aprés (4) on a
g'x, = ex,. C.QF.D.

L’opérateur A porte le nom d’opérateur générateur du groupe [g'].

EXERCICE. Montrer que Vopérateur générateur est défini d’une maniére unique par le

groupe (g'].

REMARQUE. Il existe donc une correspondance biunivoque entre les
equations différentielles linéaires (3) et leurs flots {g'], ces derniers étant
composés de difféomorphismes linéaires.

4. Deuxiéme définition de I’exponentielle.

THEOREME. Soit A : R" — R" un opérateur linéaire. Alors

m
et = lim <E LAY )
m—c m

Démonstration. Considérons la différence
A \m it k
e — (E+—=) = 1 _Cn Ak,
m k! mk
k=0
A \" L.
(Cette série est convergente car (E + — ) est un polyndme et la série e4
m
est convergente.) Remarquons que les coefficients de cette différence sont

positifs :
1 S mm—1)..(m-—-k + l)i

k'~ m-m-...-m k!’

C’est pourquoi en posant |Al = @, ona

A\ N 1 Co N gk — oo ay
k=0
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La derniére expression tend vers 0 lorsque m — o, ce qui démontre le théo-

réme.
5. Exemple : formule d’Euler pour €. Soit la droite complexe C. Nous

pouvons la considérer comme le plan numérique R2, et la multiplication
par un nombre complexe z comme un opérateur linéaire 4 : R2 — R2.
L’opérateur A définit une similitude d’angle Arg z et de rapport Izl.

EXERCICE 1. Trouver la matrice du produit par z = u + iv dans la base e =1l,e =i

u  —v
Réponse. .
v u

Déterminons maintenant e4. D’aprés la formule (5) il faut d’abord

définir Popérateur £ + — , qui est un produit par le nombre 1 + z , i.e.
n n

1+2 | (fig. 110).
n

une similitude d’angle Arg (1 + z ) et de rapport
n

Re
Fig. 110. Le nombre complexe 1 +%

EXERCICE 2. Montrer que lorsque n — oo

(7))
Arg {1 +— =Im— +o0{- ),
. n n n (6)

\ AN e s . ,
L’opérateur (E + = ) définit une similitude d’angle
n

n
n Arg (1 + 2 ) et de rapport |1 + —:- | . Des formules (6) nous dédui-
n

sons les limites de I’angle et du rapport de similitude :

1+% |” = eRez,
n

lim n Arg (1 +%> =Imz, lim

n-—oo n—oo

Nous venons ainsi de démontrer le

11*
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THEOREME. Soient z = u + v un nombre complexe et A : R? — R?
l’opérateur de multiplication par z. Alors e est I’'opérateur de multiplica-
tion par le nombre complexe e* (cos v + i sin v).

n
DEeFINITION. Le nombre complexe e* (cos v + i sin v) = lim <1 + z )
n

n—o

est appelé exponentielle du nombre complexe z = u + iv. On la désigne par
e* = e* (cos v + i sin v). ©)

REMARQUE. Si I’on ne fait pas de distinction entre un nombre complexe
et ’opérateur de multiplication par ce nombre, la définition se transforme
en théoréme étant donné que I’exponentielle de I’opérateur a déja été défi-
nie.

EXERCICE 3. Trouver €%, e!, ¢, e™, e

EXERCICE 4. Montrer que €1 72 = ¢*1¢®2 (z, € C, z, € C).

2mi

REMARQUE. Vu que ’exponentielle peut également étre définie par une

série, on a X

ez=l+z+%+..., zeC ®)
(cette série converge absolument et uniformément sur chaque disque
Izl < a).

EXERCICE 5. Déduire les développements en séries de Taylor de sin v et cos v en compa-
rant la série (8) 4 la formule d’Euler (7).

REMARQUE. Inversement, si I’on connait les développements en séries de
Taylor de sin v, cos v, e on démontre la formule (7) en adoptant la for-
mule (8) pour définition de e?.

6. Méthode de la tangente. En groupant les formules (4) et (5) on
obtient une méthode de résolution approchée de I’équation différentielle
(3), connue sous le nom de méthode de la tangente ou méthode d’Euler.

Considérons une équation différentielle définie par un champ de vec-
teurs v sur ’espace des phases vectoriel R”. Pour trouver la solution ¢ de
I’équation ¥ = v(x), x € R", qui vérifie la condition initiale x, nous allons
procéder comme suit (fig. 111). Nous connaissons la vitesse au point x; :
c’est v(x,). En partant de x, nous allons nous déplacer a cette vitesse pen-
dant un temps A¢ = ¢/N. Nous nous retrouvons au point x, = x, +
+ v(xy)At. L’intervalle de temps suivant Az, nous nous déplacerons a la
vitesse v(x, ) a partir du point x, et ainsi de suite :

X, =X +tvulx)a, k=01,...,N-1
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7

____________ /

Fig. 111. Ligne polygonale d’Euler

Désignons par X, () le dernier point X, . Remarquons que ce mouvement,
dont la vitesse est constante par morceaux, est représenté graphiquement
par une ligne polygonale de /N segments tangents a la courbe intégrale dans
I’espace R x R", appelée ligne polygonale d’Euler. Lorsque N — o, cette
ligne tend naturellement vers la courbe intégrale, si bien que lorsque N est
suffisamment grand le dernier point X, tendra vers la valeur ¢(¢) prise au
point ¢ par la solution vérifiant la condition initiale ¢(0) = X,.

THEOREME. Pour I’équation linéaire (3)
lim Xy () = ¢(0).

Démonstration. De par la construction méme de la ligne polygo-
nale d’Euler pour v(x) = Axon a

At\N
XN= (E"'—ﬁ' xo.

Aussi Illl_m Xy = e x, (voir (5)). Donc ]!]im Xy = o(?) (voir (4)).

EXERCICE. Montrer que non seulement ’extrémité de la ligne polygonale d’Euler tend
vers (¢), mais que la suite tout entiére des fonctions linéaires par morceaux ¢, : I — R",
représentées graphiquement par les segments de cette ligne, converge uniformément vers la
solution ¢ sur I’intervalle [0, ¢].

ReMARQUE. Dans le cas général (i.e. lorsque le champ de vecteurs n’est
pas linéaire en x) la ligne polygonale d’Euler peut s’écrire sous la forme

At \N
XN= (E+W> xo,

ou A est un opérateur non linéaire associant au point x le point v(x). Nous
verrons par la suite que dans ce cas la ligne polygonale tend encore vers la
solution, du moins, pour des valeurs suffisamment petites de 1¢| (§ 31, 9).
Par conséquent, I’expression (4) dans laquelle ’exponentielle est définie



166 SYSTEMES LINEAIRES [CH. 3

par la formule (5) permet en général de résoudre toutes les équations
différentielles *).

La théorie eulérienne de I’exponentielle, uniforme dans toutes ses
variantes, qu’il s’agisse de la détermination du nombre e, des formules
d’Euler de e?, de la formule de Taylor, de la formule (4) de résolution des
équations linéaires ou de la méthode de la tangente, se connait d’autres
applications qui sortent du cadre de notre cours.

§ 16. Déterminant de I’exponentielle

Si un opérateur A est défini par sa matrice, la détermination de la
matrice associée a ’opérateur e nécessite de longs calculs. Cependant
nous allons voir qu’il est trés facile de calculer le déterminant de la matrice
ed,

1. Déterminant d’un opérateur. Soit un opérateur linéaire 4 : R” — R",

DtrINITION. On appelle déterminant de ’opérateur A le déterminant de
la matrice associée a ’opérateur A dans une base quelconque €,...,€,;
on le désigne par le symbole det A.

Le déterminant de la matrice représentant ’opérateur A ne dépend pas
de la base. En effet, si (A4) représentait la matrice associée a ’opérateur 4
dans la base e, ... , e,, la matrice associée a I’opérateur A dans une autre
base s’écrirait (B)(A)(B~!) et

det (B)(A)(B~1) = det (A).

Le déterminant de la matrice est le volume orienté d’un parallélépipe-
de **) dont les arétes sont définies par les colonnes de la matrice.
Si, par exemple, n = 2 (fig. 112), le déterminant

-
DS )

*) Pratiquement, il n’est pas trés commode de résoudre une équation différentielle par
approximations a I'aide de la méthode de la tangente en raison du trés petit pas Af qu’il
faut prendre pour obtenir la précision voulue. On use souvent de diverses améliorations de
cette méthode, ou la courbe intégrale est approchée non pas par un segment de droite, mais
par un segment de parabole d’un degré quelconque. Les plus usitées, les méthodes d’Adams,
Sterner, Runge sont exposées dans des ouvrages de calcul approché.

**) Le parallélépipéde d’arétes £, ..., £, € R” est le sous-ensemble de R” formé de tous
les points de la forme x1£; + ... + Xnén, 0 < x; < 1. Si n = 2, le parallélépipéde est appelé
parallélogramme. Si on connait une définition quelconque de la notion de volume, on peut
facilement démontrer I’assertion faite. Dans le cas contraire, on peut adopter cette assertion
pour définition du volume d’un parallélépipeéde.
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L 7,
7

4% &
Zy

Fig. 112. Le déterminant de la matrice est égal a aire orientée du parallélogramme construit
sur les colonnes

représente 1’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs §, et , de
composantes (x,, y,) et (x,, ¥,), affectée du signe plus ou moins selon que
le couple ordonné de vecteurs (§,, §,) est de sens direct ou rétrograde.

Dans la base e, ..., e,, la i-i€éme colonne de la matrice définissant
I’opérateur A est formée des coordonnées de I'image du vecteur de base
Ae,. Donc, le déterminant de I’'opérateur A mesure le volume orienté de
I’image du cube unitaire (i.e. du parallélépipéde d’arétes e, ..., e,) par
’application A.

EXERCICE. Soit IT un parallélépipéde dont les arétes sont linéairement indépendantes.
Montrer que le rapport du volume (orienté) de I’image du parallélépipede AIT au volume
(orienté) II ne dépend pas de II et est égal & det A.

REMARQUE. Le lecteur initié aux calculs des volumes dans R” pourra remplacer II par un
volume quelconque.

Donc, le déterminant de I’opérateur A est le coefficient de variation du
volume orienté : une application de A fait varier de det A fois le volume
orienté de toute figure. Géométriquement, il n’est pas trés évident que les
volumes de toutes les figures se dilatent de la méme fagon (méme dans le
cas d’un plan), car les formes se modifient notablement sous I’effet d’une
application linéaire.

2. Trace d’un opérateur. On appelle trace d’une matrice A la somme
des éléments situés sur la diagonale principale. On la désigne par tr :

a;.

 agE]

trd4 =

i=1

La trace de la matrice représentant ’opérateur A : R” — R” ne dépend
pas de la base, mais seulement de I’opérateur A.
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EXERCICE. Montrer que la trace d’une matrice est égale a la somme de ses n valeurs pro-
pres et son déterminant, a leur produit.
Nota. Appliquer la formule de Viéte au polynéme

n
det 14 — NEl = (=N" + (=N""" Y @, + ...

i=1

Les valeurs propres sont indépendantes de la base. D’ou la

DerinNiTION. On appelle trace d’un opérateur A la trace de la matrice qui
lui est associée par rapport 4 une base quelconque.

3. Relation entre le déterminant et la trace. Soit un opérateur linéaire
A :R" — R” et ¢ € R. On établit aisément le

THEOREME. Lorsque € — 0
det (E+eA) =1+ ¢etrA + O(g?).

Démonstration. Le déterminant de ’opérateur E + €A est égal au
produit des valeurs propres. Les valeurs propres de ’opérateur E + €A
(compte tenu de leurs multiplicités) sont égales 4 1 + ¢\, ou A, sont les
valeurs propres de 4. Donc

n n
det (E+¢ed4)=J[ A +eN)=1+¢ Y N+ 0@E).

i=1 i=1

C.Q.F.D.

Autre démonstration. Il est clair que ¢(e) = det (E + €A) est un polynéme en &
pour lequel ¢(0) = 1. Il suffit de démontrer que ¢ (0) = tr A. Désignons par A({xl.jl) le déter-
minant de la matrice IIx,.j Il. La régle de dérivation d’une fonction composée nous donne

n
I
de l,_o 8x,.jEdt—:’

i j=1
A
ou X, (¢) sont les éléments de la matrice E + €A. Par définition la dérivée partielle — | est
égale 4 —

det (E + he,.j), ou e; est une matrice dont ’'unique élément non nul 1 se
h=0
trouve dans la i-iéme ligne et la j-iéme colonne. Or det (E + he,.j) = llorsquei # jetl + h

aA
lorsque i = j. Donc——| = 0sii % jet1sii = j.Par conséquent,

axij E
n n
dx;
= _— = aii = tr A.
d
£=0 €
i=1 i=1

de
de

C.Q.F.D.
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Soit dit en passant nous venons de nouveau de démontrer que la trace
est indépendante de la base.

CoroLLAIRE. Une faible variation des arétes du parallélépipéde n’a
d’effet sur le volume que si elle a lieu dans la direction propre de chaque
aréte ; une variation dans la direction des autres arétes modifie le volume
d’un infiniment petit du deuxiéme ordre seulement.

L’aire d’un parallélogramme proche d’un carré (fig. 113) différe de
I’aire du rectangle hachuré d’un infiniment petit du deuxiéme ordre.

NN

Fig. 113. Détermination approximative de l'aire d’un parallélogramme proche d’un carré

On aurait pu démontrer ce corollaire par des méthodes géométriques
¢lémentaires, ce qui nous aurait amené & démontrer géométriquement le
théoréme précédent.

4. Déterminant de ’opérateur e,
THEOREME. Pour tout opérateur linéaire A : R* — R"
det e4 = etr 4,

Démonstration. D’aprés la deuxiéme définition de I’exponentielle

m m
det e4 = det (lim (E +£) ) = lim (det (E +£) ),
m—oo ) m m—oo m

car le déterminant de la matrice est un polynéme (donc une fonction con-

. A . .
tinue) en — . D’autre part, en vertu du théoréme précédent
m

m
det (E+ﬁ) - <det (E+ﬁ))'"=
m m
1 1 m
= <l +—trA +O<—2)) , M — o,
m m
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m—o

m
Il reste a ajouter que lim (l + im + 0 (iz)) = e“pour toutzeR, et
m
en particulier pour @ = tr A4.
CoROLLAIRE 1. L’opérateur e est non dégénéré.

CoROLLAIRE 2. L’opérateur e” conserve [’orientation de R" (i.e.
det A > 0).

CoROLLAIRE 3 (FORMULE DE LIoUVILLE). Le flot {g'] de I’équation linéaire
x =Ax, xeR”, 0))

pendant le temps t modifie le volume de toute figure de e* fois, ou
= tr A.
En effet, det g' = det e! = etr At = gftr 4,
Il s’ensuit en particulier le

CoROLLAIRE 4. Si la trace de A est nulle, le flot de I’équation (1) conserve
les volumes (i.e. g' transforme tout parallélépipéde en un parallélépipéde de
méme volume).

En effet e = 1.

ExempLE. Considérons I’équation du pendule (— k étant le coefficient
de frottement)

X = —x+ kx

qui est équivalente au systéme

[J'cl = X,
dont la matrice est (fig. 114) :

(L1 )

Do oS

Fig. 114. Comportement des aires sous leffet des transformations du flot de ’équation du
pendule

La trace de cette matrice est égale a k. Par conséquent, lorsque k¥ < 0, le
flot {g’} (¢ > 0) associe & chaque domaine du plan de phase un domaine de
moindre superficie. Au contraire, dans un systeme ou le frottement est
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négatif (k > 0) I’aire du domaine g* U (¢ > 0) est plus grande que U. Enfin,
lorsqu’il n’y a pas de frottement (k = 0), le flot {g‘} conserve I’aire (ce qui
n’a rien d’étonnant car, dans ce cas, d’aprés le § 4, g’ est une rotation
d’angle ¢).

EXERCICE 1. En supposant que les parties réelles de toutes les valeurs propres de ’opéra-
teur A sont strictement négatives, montrer que le flot {g’] de ’équation (1) réduit les
volumes (¢ > 0).

EXERCICE 2. Montrer que les valeurs propres de ’opérateur e sont égales a &N , Ol \; sont
les valeurs propres de I’opérateur 4. En déduire le théoréme démontré plus haut.

§ 17. Calcul de la matrice de ’exponentielle :
cas de valeurs propres réelles et distinctes

L’opérateur A étant associé a une matrice par rapport a une certaine
base on demande, pour résoudre une équation, de calculer explicitement la
matrice associée a I’opérateur e“ par rapport a cette méme base. Commen-
¢ons par le cas simple.

1. Opérateur diagonal. Considérons 1’équation différentielle linéaire

x=Ax, xeR", 1)

ou 4 : R” — R” est un opérateur diagonal. Dans la base ou elle est diago-
nale, la matrice associée a I’opérateur A s’écrit

N, O
0 "-\)

ou A, sont les valeurs propres. La matrice associée  ’opérateur e/ prend la

forme diagonale

Donc la solution ¢ qui vérifie la condition initiale ¢, (0) = (xy,, -.. , Xpy)
s’écrit dans cette base sous la forme ¢, = ! Xy, Nous devons passer a
cette base si la matrice associée a 1’opérateur A est représentée dans une
autre base.

Si les n valeurs propres de I’opérateur A sont toutes réelles et distinctes,
cet opérateur est diagonal (R” se décompose en une somme directe de sous-
espaces 4 une dimension invariants par A).

Aussi, lorsque les valeurs propres de I’opérateur A sont réelles et dis-
tinctes, devra-t-on résoudre 1’équation (1) de la fagon suivante :

1) former 1’équation séculaire ou caractéristique

det |lA — \El =0;
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2) trouver ses racines A, ... , A, ; nous supposerons qu’elles sont toutes

réelles et distinctes ;
3) trouver les vecteurs propres ¢, , ... , §, & partir des équations linéaires

AEk = %kEk, Ek #0;
4) développer la condition initiale suivant les vecteurs propres

X =) Gk

k=1

5) écrire la réponse sous la forme

o(t) = ¥ G,

k=1

On obtient en particulier le

CoROLLAIRE. Soit un opérateur diagonal A. Dans toute base les éléments
de la matrice e4! (t € R) sont des combinaisons linéaires des exponentielles
M, on N, sont les valeurs propres de la matrice associée @ A.

2. Exemple. Examinons un pendule avec frottement

X =Xy,
La matrice associée a I’opérateur A s’écrit sous la forme

(0 1., trAd = -k, detd = 1.
-1 -k

L’équation caractéristique est donc A2 + kX + 1 = 0 ; les racines sont réel-
les et distinctes lorsque le discriminant est strictement positif, i.e. lorsque
Ikl > 2. Donc, lorsque le coefficient de frottement est suffisamment
grand (en valeur absolue), ’opérateur A4 est diagonal.

Examinons le cas ou k > 2. Les racines A, \, sont toutes deux stricte-
ment négatives. Dans une base propre 1’équation s’écrit sous la forme

=Ny, N<O,
Y =Ny, N <O
D’ou comme au § 2
(O =30, 0 =730,
i.e. les orbites forment un nceud (fig. 115). Lorsque ¢ — + o tdutes les

solutions tendent vers 0 et presque toutes les courbes intégrales sont tan-
gentes 4 ’axe y, si IN,| > I\ | (& ce moment y, tend vers 0 plus vite que



§ 171 COMPLEXIFICATION ET REELIFICATION 173

Y1) Sur le plan (x;, x,) nous obtenons ce tableau par une transformation
linéaire.

Supposons par exemple que k£ = 3 l/3, de sorte que N\, = _1/3,
A, = =3, !
Tirons le vecteur propre £, de la condition x, = — 3x, ; nous obtenons

§ = e, — 3e;. Delaméme fagon &, = e, — 3e,. Puisque I\ | < I\, 1, les
orbites sont de la forme représentée sur la figure 116. Lorsqu’on examine la
figure 116, on arrive & une conclusion étonnante, a savoir que si le coeffi-
cient de frottement k est suffisamment grand (k > 2), le pendule n’accom-
plit pas d’oscillations amorties mais prend immédiatement sa position
d’équilibre : sa vitesse x, change de signe une fois au plus.

Fig. 115. Orbites de I'équation du pendule en  Fig. 116. Orbites de I’équation du pendule en
présence d’un frottement élevé dans une base  présence d’un frottement élevé dans une base
propre ordinaire

EXERCICE 1. A quels mouvements du pendule correspondent les orbites I, II, IIT de la
fig. 116 ? Représenter approximativement le graphique de x(¢).
EXERCICE 2. Etudier le mouvement du pendule renversé avec frottement, ¥ = x — kx.

3. Cas discret. Tout ce qui vient d’étre dit sur la fonction exponentielle
e4! de la variable continue ¢ vaut pour la fonction exponentielle 4”7 de
I’argument discret #n. En particulier, si 4 est un opérateur diagonal, pour
calculer A” il est plus commode de passer & une base diagonale.

EXEMPLE. La suite de Fibonacci dans laquelle chaque terme est égal & la somme des deux
précédents (a, = a,_, + a,_,), les deux premiers étant g, = Oet g = I,

0,1,1,2,3,5,8,13, ...

EXERCICE. Trouver la formule de a, . Montrer que g, croit comme une progression géo-

métrique et trouver In a
lim = a.
n—-o pn
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Nota. On remarquera que le vecteur £, = (a,, a,_,) s’exprime linéairement en fonction

defn_,:
1 1
En = AE,,_]: A= (] 0);

deplus ¢, = (1,0). a, est donc la premiére composante du vecteur 4"~ ! £l .

V5 4+ 1

1
,a, = — (\] — A)), ou No,=0= V5)/2 sont les valeurs

V5

Réponse. a = In

propres de A.
Un raisonnement identique raméne I’étude de toute suite récurrente a, d’ordre k, définie
par la formule

a, =cd, | +6a, ,+..+cqa_,, n=12 ..

et par les k premiers termes *), & I’étude d’une fonction exponentielle A” ou 4 : R — RF est
un opérateur linéaire. Aussi, lorsque nous apprendrons a calculer la matrice associée a une
exponentielle, nous étudierons en méme temps toutes les suites récurrentes.

Signalons & propos du probléme général du calcul de e’ que les racines
de ’équation caractéristique det (A — AE) = 0 peuvent étre complexes.
Avant d’aborder I’étude de ce cas examinons des équations linéaires dont
P’espace des phases C" est complexe.

§ 18. Complexification et réélification

Avant d’aborder I’étude des équations différentielles complexes rappe-
lons la définition de la complexification d’un espace réel et de la réélifica-
tion d’un espace complexe.

1. Réélification. Désignons par C" un espace vectoriel a n dimensions
sur le corps C des nombres complexes.

On appelle réélifié de I’espace C" ’espace vectoriel réel qui coincide
avec C" en tant que groupe, et sur lequel la multiplication par des nombres
réels est définie comme sur C” tandis qu’elle n’est pas définie par des nom-
bres complexes. (Autrement dit, réélifier C* ¢’est oublier sa structure de
C-module et lui conserver sa structure de R-module.)

I1 est aisé de voir que le réélifié de ’espace C” est ’espace vectoriel réel
R?", Nous désignerons la réélification par la lettre R placée en haut et a
gauche, par exemple : RC = R2,

Si(e, ... ,e,)est une base de C", alors (e, ... , e,, le,, ... , ie,) est une
base de l‘C’l = R, ‘

*) Pour définir une suite récurrente d’ordre k, il faut en connaitre les k& premiers termes.
Cette circonstance est étroitement liée au fait que I’espace des phases d’une équation différen-
tielle d’ordre k est de dimension k. Cg lien devient évident si 'on représente I’équation différen-
tielle comme une limite d’équations aux différences.
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Soit A : C" — C” un opérateur C-linéaire. Le réélifié de I’opérateur A
est un opérateur R-linéaire R4 : RCm — RC" coincidant point par point
avec A.

EXERCICE 1. Soient (e,, ..., e,) une base de I’espace C”, (fl s --» f,) une base de
r espace C", (A) la matrice associée a l opérateur A. Trouver la matrice assoc1ée a Popérateur
R4.

Repanse. (& ), on (4) = @ + i@).
A 8 a
EXERCICE 2. Montrer que R(4 + B) = R4 + BB, R(4B) = R4Rp.

2. Complexification. Soit I’espace vectoriel réel R". Le complexifié de
I’espace R” est un espace vectoriel complexe a n dimensions désigné par
CR" et construit de la fagon suivante.

Les points de I’espace CR" sont les couples (£, 7) ou £ € R”, 5 € R". Ce
couple est désigné par £ + in. Les opérations d’addition et de multiplica-
tion par des nombres complexes sont définies comme d’habitude :

(u + )& + in) = (u§ — vn) + i@ + uy),
(E] + iﬂ]) + (Ez + inz) = (E] + Ez) + i(ﬂ] + ’72)‘

On vérifie aisément que le C-module ainsi obtenu est un espace vectoriel
complexe & n dimensions : °R” = C". Si(e,, ... , e,) est une base de R", les
vecteurs e, + i0 forment une C-base de C" = CR".

Les vecteurs £ + i0 sont désignés briévement par le symbole £.

Soit 4 : R™ — R” un opérateur R-linéaire. Le complexifié de ’opéra-
teur A est un opérateur C-linéaire €4 : CR” — CR” défini par la relation

CA + in) = AE + iAy.

EXERCICE 1. Soient (e, , .. » €, ) une base de R™ et (fys -+ »f,) une base de R". Si (A) est
la matrice associée a I’opérateur A trouver la matrice associée a I’ opérateur complexifié (CA).

Réponse. (CA) = (A).

EXERCICE 2. Montrer que €(4 + B) = €4 + ©B, €(4B) = €4°B.

REMARQUE TERMINOLOGIQUE. Les opérations de complexificétion et de
réélification sont définies aussi bien pour les espaces que pour les applica-
tions. Les algébristes appellent foncteurs les opérations de cette nature.

3. Conjugaison complexe. Considérons 1’espace vectoriel réel
R? = RCR" obtenu par une complexification suivie d’une réélification de
R". Cet espace renferme le sous-espace a n dimensions des vecteurs de la
forme ¢ + i0, ¢ € R”. On ’appelle plan réel R" C R,

Le sous-espace des vecteurs de la forme 0 + i, £ e R, est appele plan
imaginaire iR" CR?", L’espace R% tout entier est la somme directe de ces
deux sous-espaces a n dimensions.
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L’opérateur {E de multiplication par i dans C" = CR", aprés réélifica-
tion, se transforme en un opérateur R-linéaire R(jE) = I: R — R¥
(fig. 117). Cet opérateur I applique isomorphiquement le plan réel sur le
plan imaginaire et inversement, le plan imaginaire sur le plan réel. Le carré
de ’opérateur I est égal a ’opérateur unité affecté du signe moins.

\(R”
. n
1/ X iR
g
R n R n
Fig. 117. Opérateur de multiplication par i Fig. 118. Conjugaison complexe
EXERCICE 1. Soient (e, ..., e,) une base de R", (e .- s €, iey, ..., ie,) une base de
R? = RCR" Trouver la matrice associée a I’opérateur 7 dans cette base.
0 -E
Réponse. (I) =
E 0

Désignons par o : R* — R?" (fig. 118) ’opérateur de conjugaison com-
plexe : o(¢§ + in) = § — in. L’action de o est souvent désignée par une
barre au-dessus.

L’opérateur ¢ coincide avec I’opérateur unité sur le plan réel et avec
P’opérateur unité affecté du signe moins sur le plan imaginaire. C’est un
opérateur involutif : o2 = E.

Soit A : °R™ — CR” un opérateur C-linéaire. On désigne par A et on
appelle conjugué complexe de I’opérateur A I’opérateur défini par la rela-
tion

Az = (A7) pour tout zeCR™,

EXERCICE 2. Montrer que 4 est un opérateur C-linéaire. _
EXERCICE 3. Montrer que la matrice associée a I’opérateur A dans une base réelle est con-
juguée complexe de la matrice associée a ’opérateur A dans la méme base.

EXERCICE 4. Montrer que A + B = A + B, AB = AB, A = \A.
EXERCICE 5. Montrer que I’opérateur linéaire complexe A : CR™ — CR” est le complexifié

d’un opérateur réel si, et seulement si, 4 = A.

4. Exponentielle, déterminant et trace d’un opérateur complexe.
L’exponentielle, le déterminant et la trace d’un opérateur complexe se défi-
nissent exactement de la méme maniére que pour un opérateur réel. Ils
jouissent pratiquement des mémes propriétés a la seule différence que le
déterminant, étant un nombre complexe, ne peut étre égal a un volume.
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Exercick 1. Etablir les propriétés de ’exponentielle :
Rieh) = e, el =ed, C(ed) = %,
Exercice 2. Etablir les propriétés du déterminant :
det R4 = Idet A12, det A = det A, detCA = det A.
Exercice 3. Etablir les propriétés de la trace :
trR4 =trd4d +trd, trdA=trA, tr€A4 =trA.

ExErcicE 4. Montrer que dans le cas complexe
deted = etr4,

5. Dérivée d’une courbe a valeurs complexes. Soit ¢ : I — C” une appli-
cation d’un intervalle I de I’axe réel ¢ dans 1’espace vectoriel complexe C”,
que nous appellerons courbe.

La dérivée de la courbe ¢ en un point ¢, € I se définit comme a I’ordi-
naire :
de - lim ¢(t0 + h) — ¢(to) )
d¢ h—0 h -

t=1t,

C’est un vecteur de I’espace C”".

ExeMPLE. Sin = 1, ¢(t) = e (fig. 119). Alors%?l =i
t=0

Fig. 119. La dérivée de la courbe ¢t = e est égale 4 i au point 0

Examinons plus en détail le cas ou n = 1. Etant donné que la multipli-
cation est définie dans C, les courbes a valeurs dans C peuvent étre addi-
tionnées et multipliées :

@ + ) = 9,(1) + 0,(), (@, 0,)0) = 9, (Dey (1), teL

Exercice 1. Etablir les propriétés de la dérivée :

d dg,  deg, d de,
- = —21 4 ——= y — = —
dt (b1 + ¢2) dt dt ’dt (102 ar ©2

En particulier, la dérivée d’un polyn6me & coefficients complexes est don-
née par la méme formule que dans le cas de coefficients réels.

12—7560

de,

+ ¢ dr
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Sin > 1, il est impossible d’obtenir le produit de deux courbes a valeurs
dans C". Cependant, C" étant un C-module on peut multiplier la courbe
¢ :I— C'parlafonctionf:I—- C:

fo)(t) = f(De(D).

Exercice 2. Etablir les propriétés de la dérivée :

d) _Pe  d o, Cde de_de

dt ar’ ar'? de > dr dt’
dio, + ) _de,  de,  dUfy) _df  cde
dt dt de ’ dt de dt -’

On suppose bien siir que les dérivées existent.

THEOREME. Soit A : C* — C”" un opérateur C-linéaire. Alors quel que
soit t € R existe I’opérateur C-linéaire de C" dans C"

d
—e'd = Ae'd.
d¢
Démonstration. La démonstration se fait exactement de la méme
maniére que pour le cas des réels, mais on peut s’y référer. En réélifiant C”,

on obtient en effet

R/d d d ,r R
A = R(ptAY) — (RA) = (RQ)et®R4) = R(4et4),
(dte> i (e) i€ (RA)e (Ae')

§ 19. Equation linéaire dans un espace
des phases complexe

11 arrive souvent que le cas complexe est d’un abord plus facile que le
cas réel. Le cas complexe  est important en soi ; de plus, sa connaissance
nous aidera dans 1’étude du cas réel.

1. Définition. Soit A : C" — C" un opérateur C-linéaire. Nous appelle-
rons équation linéaire *) dans 1’espace des phases C" I’équation
z=Az, zeC". ¢))

L’application ¢ : I — C" d’un intervalle I de ’axe réel des ¢ dans C" est
appelée solution de ’équation (1) vérifiant la condition initiale ¢(¢,) = z,,

*) Cette équation est en fait un systéme de n équations différentielles linéaires et homogé-
nes du premier ordre a coefficients complexes constants.
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t,eR, 7, € Csi

. d
1) quel que soit T € 1 E‘i—’ = Aeg(7) ;
t=r1
2)tyelet o(ty)) = z,.
En d’autres termes, une application ¢ : I — C” est appelée solution de
I’équation (1) si apres réélification de I’espace C” et de ’opérateur A, elle
est solution de I’équation

z =R4z, zeR¥” =RCn,

dans un espace des phases réel & 2n dimensions.
2. Théoréme fondamental. Les théorémes suivants se démontrent exac-
tement de la méme maniére que pour le cas réel (voir § 15, 2, 3) :

THEOREME. L *équation (1) avec la condition initiale ¢(0) = z,admet une
solution ¢ donnée par la formule ¢(t) = ef'z,.

TutoreME. Tout groupe @ un paramétre {g* (¢ € R)} de transformations
C-linéaires de I’espace C" est de la forme

g = e,

ou A : C" — C" est un opérateur C-linéaire.

Notre objectif maintenant est d’étudier et de calculer e’ sous une
forme explicite.

3. Cas d’un opérateur diagonal. Soit A : C" — C" un opérateur
C-linéaire. Considérons 1’équation caractéristique

det |14 — NEl = 0. 2

THEOREME. Si les n racines \,, ... , N, de I’équation caractéristique sont
distinctes deux @ deux, alors C" se décompose en une somme directe
C"=Cl+ ..+ C) de sous-espaces a une dimension invariants par A et
e!, dans chacun desquels, par exemple dans C|, e se raméne a une multi-
plication par le nombre complexe eM'.

En effet, I’opérateur A posséde *) n droites propres linéairement indé-
pendantes :

C"=C +..+C,.

Sur la droite C} I’opérateur 4 agit comme une multiplication par A, , c’est
pourquoi I’opérateur e4’ agit comme une multiplication par Mt
Voyons maintenant plus en détail le casoun = 1.

*) C’est le seul endroit ot le cas complexe se distingue du réel. La plus grande complexité
du cas des réels résulte de ce que le corps R n’est pas algébriquement clos.

12*
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4. Exemple : une équation linéaire admettant la droite complexe pour
espace des phases. Cette équation est de la forme

g—f=)\z, zeC, MNeC, teR. 3)
Nous savons déja qu’elle admet pour solution : ¢(f) = eMz,. Examinons la
fonction complexe eM de la variable réelle ¢ :
eM:R - C.

Si A est réel, la fonction e est réelle (fig. 120). Dans ce cas le flot de I’équa-
tion (3) est une famille d’homothéties de rapport eM. Si A est un nombre
imaginaire pur, il s’écrit A = iw et d’aprés la formule d’Euler on a

eM = el = cos wt + isin wt.

At At At

[ ¢ [ ¢ ¢
A>0 A<O Az0

Fig. 120. Graphiques de la fonction e pour \ réels
Dans ce cas le flot de I’équation (3) est une famille {g‘] de rotations d’angle

wt (fig. 121). Dans le cas général enfin, A\ = o + iw et une multiplication
par eM revient a multiplier e par e’! (voir § 15, 5) :

eM = platio)t — pat . giut, (4)

Par conséquent, la transformation g’ du flot de I’équation (3) est une
similitude de rapport e et d’angle wt.

[

&~ 60

Fig. 121. Orbite et courbe intégrale de 'équa-  Fig. 122. Orbite et courbe in.tégrale de I’équa-
tion z = Az pour \ imaginaire pur tionz = \zpourA = a + iw,xa < 0, w > 0

Examinons maintenant les orbites. Supposons par exemple a < 0 et
w > 0 (fig. 122). Dans ce cas lorsque ¢ croit, le point eM z, tend vers I’ori-
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gine des coordonnées en la contournant dans le sens direct (i.e. en se dépla-
¢ant de 1 3 ).
Dans un systéme de coordonnées polaires, I’orbite est définie par
I’équation
«
r = eke ( =—), ou o=k llnr
w

Une telle courbe est appelée spirale logarithmique.
En combinant autrement les signes de o et w les orbites seront égale-

ment des spirales logarithmiques (fig. 123, 124).

a<l a<g >0 >0
w> _ P w<o w>0 w<0
(AN (A
NSZBAN,
Fig. 123. Foyers stables Fig. 124. Foyers instables

Dans tous les cas (sauf lorsque A = 0) le point z = 0 est I’'unique point
fixe du flot (et I’unique point singulier du champ de vecteurs correspondant
a ’équation (3)).

Ce point singulier porte le nom de foyer (o et w étant supposés non
nuls). Si < 0, alors ¢(¢) — Olorsque t — + oo et le foyer est stable ; inver-
sement, il est instable lorsque o > 0.

Lorsque @ = Oet w = 0, les orbites sont des cercles admettant pour cen-
tre le point singulier (fig. 125).

z
x>0 z e z  «<0
re*t
¢ t
2n 2
w 77}

Fig. 125. Centre Fig. 126. La partie réelle de ¢* comme fonction du temps

Choisissons dans C! une coordonnée z = x + iy et étudions les varia-
tions des parties imaginaire et réelle x(¢) et y(¢) lorsque le point z est en
mouvement. De (4) il vient

x(t) = re*t cos (¢ + wt), Y(t) = re*' sin (¢ + wi),
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ou les constantes r et ¢ sont définies par la condition initiale (fig. 126). Par
conséquent, lorsque oo > 0, les coordonnées x(¢) et y(¢) subissent des
« oscillations harmoniques de fréquence w et d’amplitude re* croissant en
raison exponentielle » ; lorsque o < 0, ces oscillations sont amorties.

Les variations de x ou de y en fonction du temps peuvent aussi se mettre
sous la forme Ae™ cos wt + Be* sin wt, ol les constantes 4 et B sont défi-
nies par les conditions initiales.

RemMarQUE 1. En étudiant I’équation (3) de cette fagon, nous avons en
méme temps étudié tous les groupes a un paramétre de transformations
C-linéaires de la droite complexe.

REMARQUE 2. Nous avons aussi par la méme occasion étudié le systéme
d’équations linéaires sur le plan réel

X = ax — wy,
y = wx + ay,

en lequel se transforme 1’équation (3) aprés réélification.
Des théorémes des points 2 et 3 et des calculs du point 4 découle immé-
diatement une formule explicite pour les solutions de I’équation (1).

5. Corollaire. Supposons que les n racines \, ... , \, de I’équation
caractéristique (2) soient distinctes deux a deux. Alors toute solution ¢ de
I’équation (1) est de la forme

ot) = Y c g, )

k=1

ou &, sont des vecteurs constants ne dépendant pas des conditions initiales
et ¢, des constantes complexes dépendant des conditions initiales. La for-
mule (5) fournit la solution de I’équation (1) quel que soit le choix de ces
constantes.

Si z;, ..., z, est un systéme linéaire de coordonnées sur C", la partie
réelle (ou imaginaire) de chaque coordonnée z; = x, + iy, variera
avec le temps comme une combinaison linéaire des fonctions e’ cos w, t et
e sin w, t :

n n
_ oyl _ oyl ol .
=Y r,e*cos(p, +o i)=Y A e* coswt+ B e smwkt(,
k=1 k=1 6)

ou N, = o, + iw,etr, o, A, Bsont des constantes réelles dépendant des

conditions initiales.
Pour la démonstration il suffit de développer la condition initiale par

rapport a la base propre : ¢(0) = ¢, ¢, + ... + ¢, §,.



§ 20] COMPLEXIFICATION DE DEQUATION LINEAIRE REELLE 183

§ 20. Complexification de I’équation linéaire réelle

Appliquons au cas réel les conclusions tirées de ’étude de 1’équation
complexe.

1. L’équation complexifiée. Soit A : R” — R" un opérateur linéaire
définissant I’équation linéaire

x =Ax, xeR", 1)
La complexifiée de I’équation (1) est I’équation
2 =CAz,7eC" = CR" ¢)
définie dans un espace des phases complexe.
LemMmE 1. L’équation (2) avec des conditions initiales conjuguées com-
Dlexes admet des solutions conjuguées complexes.
Démonstration. Soit ¢ la solution vérifiant la condition initiale
e(ty) = z, (fig. 127). Alors ¢(#,) = z,. Montrons que ¢ est également solu-

tion. Le lemme sera alors démontré en raison de ’unicité.
Quel que soit £ on a

— — » = CAxp
L = = @ = Y = A¢.
d¢ d¢
C.Q.F.D.
Pl
z,
¥
| y / Ry
22'\ \@
@) Fig. 128. La solution vérifiant une condition
initiale réelle ne peut prendre des valeurs-
Fig. 127. Solutions conjuguées complexes complexes

REMARQUE. Au lieu de I’équation (2) on aurait pu envisager une équa-
tion de forme plus générale

¢ =F(@,1), ze€CR"

dont le deuxiéme membre prend des valeurs conjuguées complexes dans des
points conjugués complexes P
F(z, 1) = F(z, 1).

Cette condition est remplie, par exemple, par tout polynéme en les
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composantes z, du vecteur z par rapport a une base réelle et dont les coeffi-
cients sont des fonctions réelles de ¢.

CoRrOLLAIRE. L’équation (2) avec une condition initiale réelle admet une
solution réelle vérifiant également I’équation (1).

En effet, si ¢ # ¢ (fig. 128), on obtiendrait une contradiction avec le
théoréme d’unicité.

Dans le lemme suivant la linéarité de 1’équation est essentielle.

LeMME 2. Une fonction z = ¢(t) est solution de I’équation complexifiée
(2) si, et seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire vérifient
I’équation réelle (1).

En effet,

CA(x + iy) = Ax + iAy,

c’est pourquoi la réélifiée de ’équation (2) se décompose en un produit
direct :

x = Ax, xeR",
y = Ay, yeR",

Des lemmes 1 et 2 on voit que si on connait les solutions complexes de
I’équation (2), on peut trouver les solutions réelles de I’équation (1) et
inversement. En particulier, les formules (6) du point 5, § 19 donnent sous
une forme explicite les solutions dans le cas de racines non multiples de
I’équation caractéristique.

2. Sous-espaces invariants d’un opérateur réel. Soit A : R” — R” et soit
A une racine quelconque, en général complexe, de I’équation caractéristi-
que det |4 —AE| = 0. Il est évident que

LemME 3. Si £ € C" = CR" est le vecteur propre de I’opérateur €A asso-
cié d la valeur propre \, alors ¢ est le vecteur propre associé d la valeur pro-
pre \. Les valeurs propres \ et \ ont méme multiplicité.

En effet, puisque €4 = €A, I’équation €A% = \¢ est équivalente a
CAE = \E et I’équation caractéristique posséde des coefficients réels.

Supposons maintenant que les valeurs propres N, ... , \, € C de I’'opé-
rateur A : R" — R”" sont distinctes deux a deux (fig. 129). Parmi elles, il
existe un certain nombre v de valeurs propres réelles et un certain nombre u
de couples conjugués complexes (tels que v + 2u = n, de sorte que la parité

y 2 Fig. 129. Valeurs propres d’un opérateur réel
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du nombre de valeurs propres réelles est égale a la parité de n). On démon-
tre sans peine le

THEOREME. L ’espace R” se décompose en une somme directe de v sous-
espaces d une dimension invariants par A et de u sous-espaces d deux
dimensions invariants par A.

En effet, a chaque valeur propre réelle est associé un vecteur propre réel
et par conséquent un sous-espace a une dimension invariant dans R”.

Soit A, X\ un couple quelconque de valeurs propres conjuguées com-
plexes. A la valeur propre A est associé un vecteur propre & € C" = CR" de
P’opérateur complexifié €A.

D’aprés le lemme 3 le vecteur conjugué £ est également un vecteur pro-
pre associé a la valeur propre \.

Le plan complexe C2 engendré par les vecteurs propres &, £ est invariant
par I’opérateur €4. Le sous-espace réel R” C CR” est également invariant.
Leur intersection est donc invariante par €4. Montrons que cette intersec-
tion est le plan réel R? (fig. 130).

-

el

r” U]
Fig. 130. La partie réelle d’un vecteur propre.complexe \"‘ix —
est située sur un plan réel invariant '3

Considérons, en effet, les parties réelle et imaginaire du vecteur
propre & :

1

x=1¢ +Perr, y=%(s—?)eR".

|

Les vecteurs x et y, étant une combinaison C-linéaire des vecteurs £ et £,
appartiennent a lintersection C*> N R". Les vecteurs x et y sont
C-linéairement indépendants, car les vecteurs C-indépendants ¢ et ¢ sont
leur combinaison linéaire :

E=x+1iy, E=x- iy
Donc, tout vecteur du plan C? se représente d’une seule facon par une
combinaison linéaire complexe des vecteurs réels x et y :

n=ax + by, aeC, beC.

Un tel vecteur est réel (n = n) si, et seulement si, ax + by = ax + by, i.e.si
a et b son réels. Donc, l’intersection C* N R" est le plan réel R? engendré
par les vecteurs x et y, respectivement parties réelle et imaginaire du vecteur

propre .
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) \ et X sont les valeurs propres de la restriction de I’opérateur 4 au plan
R2,

En effet, la complexification ne change pas les valeurs propres. Aprés
complexification de la restriction de 4 & R? nous obtenons une restriction
de €4 a C2. Or le plan C2 est engendré par les vecteurs propres de I’opéra-
teur €4 associés aux valeurs propres A, A. Donc les valeurs propres de A | R?
sont \ et \.

Il nous reste a montrer que les sous-espaces a une et & deux dimensions
invariants de R” sont R-linéairement indépendants. Ceci est immédiat puis-
que les n vecteurs propres de I’opérateur €4 sont C-linéairement indépen-
dants et s’écrivent comme une combinaison linéaire des vecteurs &,
k=1,...,netx,,y (k=1,..,n.

Le théoréme est démontré.

Par conséquent, si foutes les valeurs propres de [’opérateur
A : R" — R” sont simples, I’équation différentielle linéaire

x = Ax, x e R",

se décompose en un produit direct d’équations dont les espaces des phases
sont d@ une et a@ deux dimensions.

Remarquons que le polyndme de forme générale ne posséde pas de raci-
nes multiples. Ainsi pour étudier des équations différentielles linéaires il est
nécessaire de les étudier d’abord sur la droite (comme nous ’avons vu) et
sur le plan.

3. Equations linéaires sur le plan.

TuEOREME. Soit A : RZ — R2 un opérateur linéaire dont les valeurs pro-
pres \ et \ ne sont pas réelles.

Alors A est le réélifié de I’opérateur A : C! — C! de multiplication par
le nombre complexe \.

D’une fagon plus précise, le plan R? peut étre muni d’une structure de
droite complexe C!, de sorte que R2 = RCl et 4 = RA,

Démonstration par des calculs *) assez mystérieux. Soit x + iy €
€ CR? le vecteur propre complexe de I’opérateur €4 associé a la valeur pro-
pre A\ = a + iw. Les vecteurs x et y forment une base dans R2. D’un c6té
nous avons

*) On peut remplacer ces calculs par le raisonnement suivant. Soit A = « + iw. Définis-
sons Popérateur I: R? — R? par la condition A = aE + wl. Cet opérateur existe puisque
o # 0 par hypothése. Alors I? = —E, car 'opérateur A vérifie sa propre équation caractéristi-
que. En prenant 7 pour multiplication par i nous obtenons la structure complexe cherchée
sur R%,



§ 20] COMPLEXIFICATION DE I’EQUATION LINEAIRE REELLE 187

avons
CAMx + iy) = (@ + iw)(x + iy) = ax — wy + i(wx + ay)
et de 'autre
CA(x + iy) = Ax + iAy,

d’ou
Ax = ax — wy, Ay = wx + ay,

i.e. par rapport a la base x, y I’opérateur 4 : R — R2 est associé a la méme

matrice
a w)
—w o

que ’opérateur RA de multiplication par A = o + iw par rapport a la base
1, —i. Donc, si ’on prend x égal 3 1 et y & —/, on obtient la structure com-
plexe cherchée sur R2,

CoroLLAIRE 1. Soit A : R? — R? une transformation linéaire du plan
euclidien a valeurs propres \, \ non réelles. Alors la transformation A est
affinement équivalente a une similitude de rapport |\| et d’angle Arg \.

COROLLAIRE 2. Sur le plan euclidien R? le flot de I’équation linéaire (1) a
valeurs propres non réelles \, N\ = a + iw est affinement équivalent @ une
famille de similitudes de rapport e* et d’angle wt.

En particulier, le point singulier 0 est un foyer, quant aux orbites, elles
sont les images affines de spirales logarithmiques qui, pour ¢ — + oo, se
rapprochent de I’origine des coordonnées si la partie réelle o des valeurs
propres A\, \ est <0 et s’en éloignent si « > 0 (fig. 131).

—— (]
[]
Fig. 131. Image affine d’une spirale loga- Fig. 132. Rotation elliptique
rithmique

Lorsque o = O (fig. 132), les orbites sont représentées par une famille
d’ellipses concentriques admettant ce point singulier pour centre. Dans ce
cas les transformations du flot sont appelées rotations elliptiques.
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4. Classification des points singuliers sur le plan. Soit une équation
linéaire arbitraire sur le plan

¥ =Ax, xeR? A:R? - R2

Supposons que les racines A, \, de I’équation caractéristique soient dis-
tinctes. Si elles sont réelles et A; < \,, cette équation se décompose en deux

ren 7

équations a une dimension et nous obtenons I’un des cas déja étudiés au
chapitre 1 (fig. 133, 134, 135).

= L
A N

A <A<0 A=A <0 Aj<O<R,

Fig. 133. Nceuds stables Fig. 134. Col

Nous avons omis les cas ou A; ou A, sont nuls. Ceux-ci offrent en effet
bien moins d’intérét en raison, d’abord, de leur rareté et, ensuite, parce
qu’ils ne se conservent pas par une perturbation aussi petite que I’on veut.
Leur étude ne présente aucune difficulté.

Si les racines sont complexes A, == iw), selon le signe de @ on
peut retrouver I’un des cas représentés fig. 136, 137, 138.

(,/;J w<0 s
7157 ©@) @ 00

O<A <Ny

Fig. 135. Nceud instable Fig. 136. Foyers stables Fig. 137. Centres

Le cas ou le point singulier est un centre est exceptionnel, mais on le
rencontre par exemple dans les systémes conservatifs (voir § 12). Les cas de
racines multiples sont également exceptionnels. Le lecteur est invité a véri-
fier qu’un bloc de Jordan correspond bien au cas représenté sur la fig. 133
(A, = \, < 0 i.e. un nceud dégénére).
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@2 0 .Z'z&i'
o
@ /7> A
° Zr
g
Fig. 138. Foyers instables Fig. 139. Plan de phase du pendule en pré-

sence de faible frottement

S. Exemple : pendule avec frottement. Appliquons ce qui a été dit plus
haut a I’équation des petites oscillations du pendule avec frottement
X = —Xx — kx (k est le coefficient de frottement). Ecrivons le systéme équi-

valent :
{x, =X,
X, = =X, — kx,.

Etudions I’équation caractéristique. La matrice du systéme

(-7 -0

a pour déterminant 1 et pour trace —k. Les racines de I’équation caracté-
ristique A2 + kX + 1 = 0 sont complexes lorsque |kl < 2, i.e. lorsque le
frottement n’est pas trés intense *).

La partie réelle de chacune des racines complexes

)\1,2=a:l:lw

est égale & —k/2. En d’autres termes, si le coefficient de frottement n’est
pas trés grand (0 < k < 2), la position inférieure d’équilibre du pendule
(x, = x, = 0) est un foyer stable.

Lorsque £ — 0, le foyer se transforme en centre ; plus le coefficient de
frottement sera petit, plus lentement le point représentatif se rapprochera
de la position d’équilibre lorsque ¢ — + oo (fig. 139). Les formules explici-
tes des variations de x, = x par rapport au temps se déduisent du corollaire
2, point 3 et des formules du point 4, § 19 :

x(t) = re* cos (p — wt) = Ae™ cos wt + Be* sin wt,

ol les coefficients r et ¢ (ou A et B) sont définis a partir des conditions ini-
tiales.

*) Le cas de racines réelles a été examiné au § 17, point 2.
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Les oscillations du pendule seront donc amorties, d’amplitude variable
27
re* et de période — . Plus le coefficient de frottement sera élevé, plus
w
2
rapidement diminuera ’amplitude *). La fréquence w = |1 — -I;— dimi-

nue lorsque le coefficient de frottement k croit. Lorsque k — 2, la

fréquence tend vers O et la période vers o (fig. 140). Lorsque k est petit,
2

w=1- —k8— (k — 0), de sorte que le'frottement augmente de trés peu la

période, et I’effet qu’il exerce sur la fréquence est tel qu’on le néglige dans
la plupart des applications.

z

7 re” 4t O<k<2
Fig. 140. Passage des oscillations amor-

z ke O<k<2

_ <

f ot e

)A 4
i: ties & un mouvement .non oscillatoire du

. Lo . . ‘
/—’ pendule : orbites et graphiques des solu-
tions pour trois valeurs du coefficient de

frottement

Fig. 141. Aprés un certain nombre de tours le pendule commence a osciller & proximité de
sa position inférieure d’équilibre

*) Et pourtant pour toute valeur de ¥ < 2 le pendule effectue une infinité d’oscillations.
Si k > 2, le pendule change le sens de son mouvement au plus une fois.
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EXERCICE. Construire les orbites du pendule non linéarisé avec frottement régi par I’équa-
tion ¥ = —sin x — kx (fig. 141).
Nota. Calculer la dérivée de I’énergie totale le long d’une orbite.

6. Sohition générale de I’équation linéaire dans le cas de racines simples
de I’équation caractéristique. Nous savons déja que toute solution ¢ de
I’équation complexifiée est une combinaison linéaire d’exponentielles (voir
§19,5):

= A
o) = Y ¢,
k=1

ou £, est un vecteur propre arbitraire associé€ a la valeur propre N, . Choisis-
sons réels les vecteurs propres associés a des valeurs propres réelles, et com-
plexes conjugués, les vecteurs propres associés a des valeurs propres com-
plexes conjuguées. :

Nous savons déja que les solutions de I’équation réelle sont solutions de
sa complexifiée avec des conditions initiales réelles.- Pour que le vecteur
#(0) soit réel il faut et il suffit que ’

n n

Z ke = E ¢ -

k=1 k=1

Pour cela les coefficients des vecteurs conjugués complexes doivent étre
conjugués complexes et ceux des vecteurs réels doivent étre réels.

Remarquons que les n constantes complexes ¢, (pour un choix fixe des
vecteurs propres) sont définies d’une maniére unique par la solution de
I’équation complexe. Ainsi nous venons de démontrer le

THEOREME. Toute solution de I’équation réelle s’écrit d’une maniére
unique (pour un choix fixe des vecteurs propres) sous la forme

v r+p =
A A = MF
o(t) = Z a.e ""q’k + E c.e ""q’k +c ek, )
k=1 k=v+1

ou a, et c, sont des constantes respectivement réelles et complexes.
La formule (1) est appelée solufion générale de I’équation. On peut éga-
lement 1’écrire sous la forme

v v+p
o(t) = E ake)""ek + 2Re Z ckex"tfk.
k=1 k=v+1

Remarquons que la solution générale dépend de » + 2u = n constantes
réelles a, , Re ¢, Im ¢, . Ces constantes sont définies de fagon unique par
les conditions initiales.
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CoroLLAIRE 1. Soit ¢ = (¢,, ... , ¢,) une solution d’un systéme de n
équations différentielles du premier ordre, linéaires et réelles, associé a une
matrice A. Supposons simples toutes les racines de I’équation caractéristi-
que de la matrice A. Alors toute fonction ¢, est une combinaison linéaire
des fonctions eM' et e*¥' cos w, t, €' sin w, t, onl N, et o, * iw, sont les
racines respectivement réelles et complexes de I’équation caractéristique.

Démonstration. Développons la solution générale (1)
p=90e + ..+ ¢p,e,. Ore= = % (cos w1 + isin w, 1), c.q.f.d.

Dans la résolution pratique des systémes linéaires, on peut, une fois les
valeurs propres connues, chercher les solutions sous forme de combinaison
linéaire des fonctions e™’, e’ cos w, et e sin w, t par la méthode des
coefficients indéterminés.

CoROLLAIRE 2. Soit A une matrice carrée réelle dont les valeurs propres
sont simples. Tout élément de la matrice e4! est alors une combinaison
linéaire des fonctions €', e*' cos w, tet €' sin w f, ol N, et o = iw,
sont des racines respectivement réelles et complexes de I’équation caracté-
ristique.

Démonstration. Chaque colonne de la matrice eA! est constituée
par les coordonnées de I’image d’un vecteur de base par le flot du systéme
d’équations différentielles associé a la matrice 4.

REMARQUE. Tout ce qui précéde s’applique immédiatement aux équa-
tions et systémes d’équations d’ordre supérieur a 1, car les unes comme les
autres se raménent & des systémes du premier ordre (voir § 9).

EXERCICE. Trouver les solutions réelles des équations

xXVidx=0 xNVN=x ¥+x=0

§ 21. Classification des points singuliers
des systémes linéaires

Nous avons vu plus haut que dans le cas général (lorsque 1’équation
caractéristique ne posséde pas de racines multiples) le systéme linéaire réel
se décompose en un produit direct de systémes a une et & deux dimensions.
Ces systémes ayant déja été étudiés nous pouvons passer a I’étude des systé-
mes a plusieurs dimensions.

1. Exemple : points singuliers dans un espace a trois dimensions.
L’équation caractéristique est une équation cubique réelle qui peut avoir
soit trois racines réelles, soit une racine réelle et deux complexes. Plusieurs
cas peuvent se présenter selon la disposition de ces trois racines A, Ay, A,
sur le plan de la variable complexe A. Examinons ’ordre et les signes des
parties réelles. Sont possibles 10 cas « génériques » (fig. 142) et de nom-
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breux cas « dégénérés » (voir, par exemple, fig. 143) lorsque la partie réelle
de I’'une des racines est nulle ou égale a la partie réelle d’une racine qui n’est
pas sa conjuguée complexe (nous n’allons pas étudier ici les cas de racines
multiples). Dans chaque cas ’examen de ’allure des orbites ne présente
aucune difficulté.

0 a

7) ——o——0O0—— II/——O—Q—Q——Q—
1/

2)—o—e—0O—o 27—0——3—0-0—

O C
Fig. 142. Valeurs propres de l'opérateur réel 4 : R® » R>. Cas génériques

st o] et

Fig. 143. Quelques cas dégénérés

Etant donné que eM(Re A < 0) tend vers O lorsque ¢ — + o0 et ce
d’autant plus vite que Re A est petit, nous obtenons les orbites représentées
sur les figures 144 a 148 :

¢(t) = Re (cle)“'E1 + cze)‘Z'E2 + c3e)‘3'E3).

Les cas 17) a 5°) se déduisent des cas 1) a 5) par un changement de
P’orientation de I’axe ¢, de sorte que sur les figures 144 a 148 il faut orienter
toutes les fléches dans le sens inverse.

EXERCICE. Représenter les orbites correspondant aux cas 6), 7), 8), 9) de la figure 143.

2. Equivalence linéaire, différentiable et topologique. Toute classifica-
tion se fonde sur une relation d’équivalence. Il existe pour le moins trois
relations d’équivalence valables pour les systémes linéaires ; elles corres-
pondent & un point de vue algébrique, différentiable et topologique.

Soient {f*], {g'} : R* — R”" des flots.

13—7560
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&

Z, 74 4;:7 %7
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<'d &
N
An,0n |
AARAz 129 75

Fig. 144. Espace des phases de I’équation  Fig. 145. A\, < A2 < 0 < ;. Contraction
linéaire pour \; < A2 < A\3 <0. Le flot est dans deux directions, dilatation dans la
une contraction dans les trois directions troisieme

Fig. 146. Re \;,2 < A3 < 0. Contraction dans  Fig. 147. A3 < Re \;,2 < 0. Contraction
la direction de &3, rotation suivie d’'une con-  dans la direction de &3, rotation suivie d’une
traction plus rapide dans le plan (£1, £2) contraction plus lente dans le plan (£, £2)

Fig. 148. Re A1, < 0 < \3. Contraction dans la direction de £3, rotation suivie d’une contrac-
tion dans le plan (¢1, &)
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DerInNITION. Les flots {f?] et {g'] sont équivalents *) il existe une appli-
cation bijective 4 : R" — R” qui transforme le flot {f’} en le flot {g’} de
telle sorte que hof' = g’oh quel que soit ¢ € R (fig. 149). Ce qui revient a
dire que le flot {f?] se transforme en {g*] par le changement de coordonnées
h.

A
9Yyhrz

y=hzx

Fig. 149. Flots équivalents -

Ces flots sont dits :

1) linéairement équivalents si ’application # : R* — R” est un isomor-
phisme linéaire, h € GL(R") ;

2) différentiablement équivalents si I’application A : R" — R” est un
difféomorphisme ;

3) topologiquement équivalents si ’application h : R” — R” est un
homéomorphisme, i.e. est bijective et bicontinue.

EXERCICE 1. Montrer que I’équivalence linéaire entraine ’équivalence différentiable et
que I’équivalence différentiable entraine 1’équivalence topologique.

Remarquons que ’application 4 associe aux orbites du flot [f'} celles du flot {g*].

EXERCICE 2. Tout automorphisme linéaire h € GL(R") transformant les orbites du flot
{f'} en les orbites du flot {g’) réalise-t-il I’équivalence linéaire de ces flots ?

Réponse. Non.

Nota. Prendren = 1, fix = e'x, g'x = e¥x.

EXERCICE 3. Montrer que les relations d’équivalence linéaire, différentiable et topologi-
que sont de véritables relations d’équivalence, i.e.

S~f U~=~N (~8&g~k=>(~h.

2

En particulier, tout ce qui a été dit s’applique aux flots des systémes
linéaires. Pour abréger, nous parlerons de I’équivalence de ces systémes
mémes.

Ainsi donc, nous avons divisé de trois fagons tous les systémes linéaires
en classes d’équivalence (linéaire, différentiable et topologique). Exami-
nons ces classes plus en détail.

*) La relation d’équivalence ainsi définie est appelée également similitude.

13*
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3. Classification linéaire.

THEOREME. Soient A et B deux opérateurs linéaires dans R" dont les

valeurs propres sont simples. Alors les systémes

x=Ax, xeR", e y=By, yeR"
sont linéairement équivalents si, et seulement si, les valeurs propres des
opérateurs A et B sont les mémes.

Démonstration. Pour que des systémes linéaires soient linéaire-
ment équivalents il faut et il suffit que B = hAh~! pour un certain
h e GL(R") (fig. 150) (car y = hx = hAx = hAh~'y). Les valeurs propres
des opérateurs A et hAh~! sont les mémes. (Il n’est pas essentiel que les
valeurs propres soient simples ici.)

. //
/. / \> Fig. 150. Systémes linéairement
équivalents

Inversement, supposons que les valeurs propres de I’opérateur A soient
simples et coincident avec celles de I’opérateur B. Alors A et B se décompo-
sent en produits directs de systémes a une et & deux dimensions identiques
(linéairement équivalents) en vertu du § 20 ; aussi sont-ils linéairement
équivalents.

EXERCICE. Montrer que les systémes

{x, =X, {xl =x +x
=% =X
ne sont pas linéairement équivalents quoique leurs valeurs propres soient les mémes.

4. Classification différentiable. On a de toute évidence le
THEOREME. Deux systémes linéaires
Xx=Ax, x =Bx, xeR"

sont différentiablement équivalents si, et seulement si, ils sont linéairement
équivalents *).

*) I faut toutefois se garder de penser que tout difféomorphisme qui établit leur équiva-
lence est linéaire. Exemple : A = B = 0.
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Démonstration. Soith : R" — R" un difféomorphisme appliquant le flot du systéme
A sur le flot du systéme B. Le point x = 0 est un point fixe pour le flot du systéme A. Donc A
associe a 0 I’'un des points fixes ¢ du flot du systéme B, de sorte que*'Bc = 0. Le difféomor-
phisme de translation d : R” — R" (dx = x — ¢) applique le flot B sur lui-méme ((x — ¢)* =
= x = Bx = B(x — c)). Le difféeomorphisme
h=doh:R"—R"

transforme le flot 4 en le flot B et laisse fixe le point 0, i.e. 4, (0) = 0.

Désignons par H : R" — R" la dérivée en 0 du dlffeomorphlsme h,,H = b1, € GLR").
Les difféomorphismes A, o et = ePlo h, coincident quel que soit 7. C’est pourqu01 quel que
soit ¢ leurs dérivées commdent lorsque x =0.0na

He! = eB'H.
C.Q.F.D.

§ 22. Classification topologique
des points singuliers
Soient deux systémes linéaires
x=Ax, x=Bx, xeR"
dont nous supposerons non nulles les parties réelles de toutes leurs valeurs
propres. Désignons par m_ le nombre de valeurs propres a partie réelle

<0 et par m_ le nombre de valeurs propres a partie réelle >0, i.e.
m_+m,_ =n.

1. THEOREME. Pour que soient topologiquement équivalents deux syste-
mes linéaires dont la partie réelle de toute valeur propre est non nulle, il
Sfaut et il suffit que le nombre de valeurs propres a partie réelle <0 (resp.
>0) soit le méme dans les deux systémes :

m_(A) = m_(B), m,(A) = m, (B).

Ce théoréme affirme par exemple que les noeuds et foyers stables
(fig. 151) sont topologiquement équivalents entre eux (m_ = 2), mais, par
contre, ne sont pas équivalents au col (m_ = m_ = 1).

NN 2R~V
N N

Fig. 151. Systémes topologiquement équivalents et non équivalents

Tout comme I’indice d’inertie d’une forme quadratique non dégénérée,
le nombre m_ est le seul invariant topologique du systéme.
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ReMARQUE. Une proposition analogue est vraie localement (au voisinage
d’un point fixe) pour les systémes non linéaires dont les valeurs propres des
parties linéaires ne sont pas imaginaires pures. En particulier, un tel
systéme est topologiquement équivalent a sa partie linéaire (fig. 152) au
voisinage d’un point fixe. Nous glisserons sur la démonstration de cette
proposition qui est d’une grande importance pour ’étude des systémes non

.«, A
N2\

Fig. 152. Equivalence topologique d’un systéme et de son linéarisé

2. Réduction au cas m_ = 0. L’équivalence topologique de systémes
linéaires ayant les mémes m_ et m, découle des trois lemmes suivants :

LeMME 1. Les produits directs de systémes topologiquement équivalents
sont topologiquement équivalents.

C’est-a-dire que si les systémes définis par les opérateurs
A,B :R"—~R™ e 4,8, :R?-R"
se transforment I'un dans I’autre par les homeomorphlsmes h : R Mo R™ et h,

R™2 — R™, il existe un homéomorphisme # : R™ + R"2 — R™ + R'"2 transformant le flot
du systeme-prodmt

X = Ax, X,=A,x,
en le flot du systéme-produit
X, = B/x;, X,=B,x,.
La démonstration est évidente : il suffit en effet de poser
hx,, xy) = (hy(x,), By (xy)).

Dans le cours d’algébre linéaire on a vu le

LemME 2. Si les valeurs propres d’un opérateur A dans R" ne sont pas
imaginaires pures, [’espace R" se décompose en une somme directe de deux
sous-espaces R™- et R™+ invariants par A, de telle sorte que soient respec-
tivement strictement négatives et strictement positives les parties réelles des
valeurs propres de la restriction de A a R™- et @ R™+ (fig. 153).

Ceci découle, par exemple, du théoréme sur la forme normale de Jor-
dan.
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Les lemmes 1 et 2 raménent la démonstration de I’équivalence topologi-
que au cas particulier suivant :

LemME 3. Soit A un opérateur linéaire dans R" dont est strictement posi-
tive la partie réelle de toute valeur propre (fig. 154). Alors le systéme

x =Ax, xeR”",
est topologiquement équivalent au systéme standard (fig. 154) :
x=x, xeR"
Ce lemme est presque évident en dimension un et dans le cas d’un foyer
sur le plan et, par conséquent, d’aprés le lemme 1, pour tout systéme ne
possédant pas de racines multiples.

Nous procéderons plus loin a la démonstration du lemme 3 dans le cas
général.

R

/ L N2
f——R™ /7 AN

Fig. 153. Sous-espaces invariants d’un  Fig. 154. Tous les nceuds instables sont topologique-
opérateur ne possédant pas de valeurs ment équivalents
propres imaginaires pures

3. La fonction de Liapounov. La démonstration du lemme 3 repose sur
la construction d’une forme quadratique spéciale appelée fonction de Lia-
pounov.

THEOREME. Soit A un opérateur linéaire dans R" dont est strictement
positive la partie réelle de toute valeur propre. Il existe alors une structure
euclidienne sur R" telle que le /v{cteur Ax forme en chaque point x # 0 un
angle aigu avec le rayon vecteur x

En d’autres termes :

Il existe une forme quadratique définie positive r* sur R" telle que sa
dérivée suivant la direction du champ de vecteurs Ax est strictement posi-
tive :

L, r*>0 lorsquex # 0. m

Ou encore:
Dans R” il existe un ellipsoide centré en 0 et tel qu’ en chacun de ses
points x le vecteur Ax est orienté vers ’extérieur (fig. 155).
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On vérifie sans peine que les trois formulations sont équivalentes.

Nous démontrerons ce théoréme (et nous en servirons dans la suite)
dans sa deuxiéme formulation. La démonstration passe plus facilement
dans le cas des complexes :

Supposons que les parties réelles de toutes les valeurs propres \, d’un
opérateur A dans C" soient strictement positives. Il existe alors une forme
quadratique définie positive r? : RC" — R dont la dérivée suivant la direc-
tion du champ de vecteurs RAz est une forme quadratique définie positive

LRAer >0 lorsquez % 0. ¥))

Fig. 155. Surface de niveau de la fonction de  Fig. 156. Surface de niveau de la fonction de
Liapounov Liapounov dans C”

En appliquant ’inégalité (2) au cas ou I’opérateur A est le complexifié
d’un opérateur réel et ou z appartient & un sous-espace réel (fig. 156) nous
obtenons le théoréme (1) pour les réels.

4. Construction de la fonction de Liapounov. Prenons comme fonction
de Liapounov r2 la somme des carrés des modules des coordonnées dans
une base complexe convenable :

n
rz = (z; Z) = E Zkzk.
k=1

Si ’on fixe la base, on peut identifier le vecteur z a une suite de nombres
2y, ... » %, et ’opérateur A : C" — C" 4 une matrice (a,,). Les calculs mon-
trent que la dérivée est une forme quadratique

Ly, (,7) = (Az,2) + (2, 42) = 2 Re (Az,2). 3

Si la base est propre, la forme quadratique obtenue est définie positive
(fig. 157). En effet dans ce cas on a

2Re(Az,2) =2 ) Re) Iz 2 @
k=1
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Par hypothése toutes les parties réelles des valeurs propres A, sont stricte-
ment positives. Aussi la forme (4) est définie positive.

Si opérateur A ne posséde pas de base propre, il posséde une base
presque propre qui peut €tre utilisée avec le méme succés pour la construc-
tion de la fonction de Liapounov.

"
5
s |
7 75
Cﬂ-l

Fig. 157. Définition positive de la forme (4) Fig. 158. Construction de la base dans
pour n = 1 laquelle la matrice associée a I'opérateur est

triangulaire

Plus exactement est vrai le

LEMME 4. Soient A un opérateur C-linéaire dans C" et ¢ > 0. On peut
alors choisir dans C" une base telle que la matrice A soit trigonale supé-
rieure et tous les éléments situés au-dessus de la diagonale soient de module
strictement inférieur a € :

N <e
(A) = ( L )
0 A,

Démonstration. L’existence de la base dans laquelle la matrice est
trigonale supérieure résulte, par exemple, du théoréme sur la forme nor-
male de Jordan.

Cette base se construit aisément par récurrence sur 7 en utilisant le seul fait que tout opé-
rateur linéaire A4 dans C" posséde un vecteur propre. Soit £ ; ce vecteur (fig. 158). Considérons
I’espace quotient C"/C¢, = C" ~1, L’opérateur A4 définit sur I’espace quotient un opérateur

A:¢ct— ¢! Soit 735 ... » 1, une base de C" ~! dans laquelle la matrice associée & ’opé-
rateur A est trigonale supérieure. Désignons par £,, ... , £, des représentants arbitraires des
classes 1,, ... , n, dans C". Alors la base £, &, ..., &, estla base cherchée.

Supposons que dans la base £, , ... , £, la matrice associée a ’opérateur
A soit trigonale supérieure. Montrons que les éléments situés au-dessus de
la diagonale peuvent étre rendus aussi petits que I’on veut au moyen d’un
changement des vecteurs de base par des vecteurs proportionnels. Soient,
en effet, a,, les éléments de la matrice associée a I’opérateur A dans la base
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§, de sorte que @, = Olorsque k > /. Dans la base §, = N¥§, les éléments
de la matrice associée a I’opérateur A seront a;, = a,, N'~*. Lorsque N sera
suffisamment petit, on aura la,,| < € pour tous les / > k.

Le lemme 4 est démontré.

Comme fonction de Liapounov (pour € suffisamment petit) nous allons
prendre précisément la somme des carrés des modules des coordonnées
dans la base « e-presque propre » considérée.

S. Estimation de la dérivée. Considérons ’ensemble de toutes les for-

mes quadratiques définies sur R, Cet ensemble est muni d’une structure
m(m+1)
2

naturelle d’espace vectoriel R
Le lemme suivant est évident.

LEMME 5. L ’ensemble des formes quadratiques définies positives sur R™
m(m+1)
2

est un ouvert dans R
m
Autrement dit, si une forme @ = Y a,x,x est définie positive, il
k, I=1
existe un & > 0 tel que toute forme a + b, ou 15,1 < & (pour tous les &, /
tels que 1 < k, / < m) soit aussi définie positive.
Démonstration. La forme a est strictement positive en tous les

m
points de la sphére unité E x,f = 1. La sphére est compacte et la forme
k=1
est continue. Donc la borne inférieure est atteinte et, par conséquent, par-
tout sur la sphére on a a(x) > a > 0.
Si lb,| < &, sur la sphére 1b(x)| < E Ib,| < me.
C’est pourquoi lorsque ¢ < a/m?2,1a forme a + b est strictement posi-
tive sur la sphére, donc définie positive. Le lemme est démontré.
ReMARQUE. De nos raisonnements il s’ensuit que toute forme quadrati-
que définie positive vérifie partout une inégalité de la forme

alxl? < a(x) < BIxl2, 0<a<B. &)

EXERCICE 1. Montrer que ’ensemble des formes quadratiques non dégénérées de signa-
ture donnée est ouvert.

EXEMPLE. L’espace des formes quadratiques de deux variables ax? + 2bxy + cy®est un
espace 4 3 dimensions de coordonnées a, b, ¢ (fig. 159). Le cone b? = ac divise cet espace en
trois parties ouvertes conformément aux signatures.

Utilisons le lemme 5 pour montrer que pour ¢ suffisamment petit la
dérivée, suivant le champ de vecteurs RAz, de la somme des carrés des
modules des coordonnées dans une base « &-presque propre », choisie
d’aprés le lemme 4, est une forme définie positive.
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Fig. 159. Espace des formes quadratiques

D’apreés la formule (3) cette dérivée est une forme quadratique en x, et
Yy » respectivement parties réelle et imaginaire des coordonnées z, = x, +
+ iy

Tirons de la formule (3) les termes composés avec les éléments de la
matrice (A4) situés sur et au-dessus de la diagonale :

LRAzr2 =P+Q, ot P=2ReY %%, Q = 2 Re Y LR

k=1 k<l

Remarquons que les éléments diagonaux de la matrice trigonale (A4)
sont les valeurs propres N, de I’opérateur A. Par conséquent, /a forme
quadratique

P=Y 2Re N, (x2 + y3)
k=1

en x,, y, est définie positive et ne dépend pas du choix de la base *).

Du lemme 5 nous déduisons que pour un ¢ suffisamment petit la forme
P + Q (proche de P) est également définie positive, car les coefficients de
la forme Q en x,, y,, pour des valeurs suffisamment petites de €, devien-
nent aussi petits que ’on veut (étant donné que la,,| < ¢ lorsque k < /).

L’inégalité (2) et avec elle ’inégalité (1) sont démontrées.

REMARQUE. Puisque L, r? est une forme quadratique définie positive,
on a ’inégalité de la forme (5) :

ar < L, r? < Br?, (€]

pour certaines valeurs des constantes 8 > a > 0.

Par conséquent, le théoréme énoncé au point 3 sur la fonction de Lia-
pounov est démontré.

Les exercices suivants conduisent & une autre démonstration de ce théo-
réme.

*) Soulignons que I'application RC" - R associée a la forme P dépend du choix de la
base. .
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EXERCICE 2. Montrer que la dérivation suivant le champ de vecteurs Ax sur R” définit un
n(n+1) n(n+1)

opAf':rateur linéaire L, : R 2 R ? delespace des formes quadratiques sur R" sur lui-
méme.

EXERCICE 3. Les valeurs propres \; de I’opérateur A étant connues, en déduire celles de
Popérateur L .

Réponse. N+ )\j, 1<i,j<n.

Nota. Admettons que A posséde une base propre. Alors les vecteurs propres de L 4
seront des formes quadratiques égales aux produits deux a deux des formes linéaires qui ne
sont autres que les vecteurs propres de I’opérateur dual de A4.

EXERCICE 4. Montrer que ’opérateur L , est un isomorphisme si les valeurs propres de A
ne sont pas opposées. En particulier, si les parties réelles de toutes les valeurs propres de I’opé-
rateur A ont méme signe, chaque forme quadratique sur R” est la dérivée d’une forme quadra-
tique suivant le champ de vecteurs Ax.

EXERCICE 5. Montrer que si les parties réelles de toutes les valeurs propres de I’opérateur
A sont strictement positives, la forme quadratique dont la dérivée suivant le champ Ax est
définie positive est elle-méme définie positive (et par conséquent remplit toutes les conditions
du théoréme qu’on veut démontrer).

Nota. Représenter la forme quadratique par une intégrale de sa dérivée le long des orbi-
tes.

6. Construction de I’homéomorphisme 4. Passons maintenant a la
démonstration du lemme 3. L’homéomorphisme 4 : R* — R” qui trans-
forme le flot {f*} de ’équation x = Ax (Re N, > 0) en le flot {g’} de Iéqua-
tion X = x sera construit par la procédure suivante. Soit la sphere *)

S =[xeR":rix) = 1},
ou 72 est la fonction de Liapounov de (1).
L’homéomorphisme 4 laissera fixes les points de cette sphére. Soit x, un
point de la spheére (fig. 160). Au point f”x, de I’orbite de ’équationx = Ax
’application A associera le point g’x, de I’orbite de ’équation x = x :

{h(f’xo) =g'x,,vteR, x) €S8, ©)
h() = 0.

Nous devons vérifier que :

1) la formule (6) définit £ d’une maniére unique en tout point x € R”;
2) ’application # : R® — R” est bijective et bicontinue ;

3) hoft = gloh,

La démonstration de ces assertions est évidente.

7. Démonstration du lemme 3. .
LEMME 6. Soit ¢ : R — R" une solution quelconque non nulle de I’équation x = Ax. For-
mons la fonction réelle de la variable réelle t :

o(t) = In P (p(1)).

*) Ou si 'on veut un ellipsoide.
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Alors Uapplication p : R — R est un difféomorphisme et de plus il existe deux constantes o et
3 telles que
d
«< 2 <B.
dt

Démonstration. D’aprés le théoréme d’unicité
() .0 vieR.

D’aprés (5°) pour dp/dt = LAxrz/r2 on a

C.Q.F.D.

Du lemme 6 il vient :

1) Chaque point x # 0 se représente sous la formex = f* Xy, oux €S, teRet (f"estle
flot de I’équation x = Ax.

Considérons en effet la solution ¢ qui vérifie la condition initiale ¢(0) = x. D’apreés le
lemme 6 il existe une valeur de 7 pour laquelle r?(¢()) = 1. Le point x, = ¢(7) appartient & S.
Enposantt = —7onax = f'x,.

2) Cette représentation est unique.

En effet, I’orbite issue de x (fig. 160) est unique et coupe la sphére en un seul point x,
(daprés le lemme 6) ; I’unicité de ¢ découle également de la monotonie de p(?) (lemme 6).

iz,

Y/

Fig. 160. Construction de P'homéomor- Fig. 161. Choméomorphisme h est un difféo-
phisme A morphisme partout, sauf en 0

Ainsi nous avons construit une application bijective du produit direct d’une droite par
une sphére sur I’espace euclidien R” privé d’un point

F:Rx S" '~ R"'™N0, F(,x,) =[x,

Du théoréme de la dépendance d’une solution par rapport aux conditions initiales il
s’ensuit que I’application F, de méme que son application réciproque, est continue (et est
méme un difféomorphisme).

. dp —_—
Pour I’équation standard x = x on a o = 2. Donc ’application
t

G(t,xy) = g'xy: R x §""' = R*"\0

est également bijective et bicontinue.
D’aprés la définition (6) ’application h se confond avec I’application GoF~!:
R"\ 0 — R"\ 0 partout, sauf au point 0.
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Par conséquent, nous venons de démontrer que 1’application 4 : R” — R" est une appli-
cation bijective.

La continuité de 4 et 2~ ! partout sauf au point 0 découle de la continuité de F, F~! et G,
G~ (en réalité A est partout un difféomorphisme sauf au point 0 ; fig. 161).

La continuité de 4 et £~ ! au point 0 découle du lemme 6. Ce lemme nous permet méme
d’obtenir une estimation explicite de 7% (h(x)) en fonction de 2 (x), lxll < 1:

(PN < rP(h(x) < (FPE)YE.

Supposons en effet x = F(¢, x,) pour ¢ < 0. Alors 8¢ < In P(x) < atetln FA(h(x) = 2t
Enfin lorsque x # 0, on ax = f°x,, donc

(hof)x) = h(f* (S () = h(f*(x)) =
= g (xy) = g (& (xy)) = &' (h(x)) = (&' o)(x).
Lorsque x = 0, on a également (ko f*)(x) = (g’ oh)(x). Donc les assertions 1), 2), 3) du
point 6 sont prouvées. Ce qui achéve la démonstration du lemme 3.

8. Démonstration du théoréme de classification topologique. Des lem-
mes 1, 2 et 3 il s’ensuit que tout systéme linéaire x = Ax dont I’opérateur
A : R" — R" a ses valeurs propres a parties réelles non nulles est topologi-
quement équivalent a un col multidimensionnel standard (fig. 162) :

. — . - m_ m+
X =-x, x=x, x€R-, xeR"™.

R™

Fig. 162. Col standard

Par conséquent, deux tels systémes admettant les mémes m_ et m _ sont
topologiquement équivalents.

Remarquons que les sous-espaces R”- et R”+ sont invariants par le flot
{g']. Lorsque ¢ croit, tout point de R~ tend vers 0.

EXERCICE 1. Montrer que g’x — 0 lorsque ¢ — + oo si, et seulement si, x € R”-.

Pour cette raison, R™- est appelé variété invariante rentrante du col.
D’une facon analogue, R™+ est appelé variété invariante partante. La
variété invariante partante est définie par la condition g’x — 0 lorsque
t — —oo,
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Démontrons maintenant la deuxiéme partie du théoréme de classifica-
tion topologique, i.e. des systémes topologiquement équivalents admettent
le méme nombre de valeurs @ parties réelles strictement négatives.

Ce nombre est précisément égal a la dimension m_ de la variété inva-
riante rentrante. Il suffit donc de démontrer que la dimension des variétés
invariantes rentrantes est la méme pour les cols topologiquement équiva-
lents.

Remarquons que tout homéomorphisme 4, transformant le flot d’un
col en le flot d’un autre col, transforme nécessairement la variété invariante
rentrante de 1’un en la variété invariante rentrante de ’autre (puisque le
passage a la limite 0 lorsque ¢ — + oo est conservé par I’homéomorphisme).
Par conséquent, ’homéomorphisme 4 réalise également une application
homéomorphe de la variété invariante rentrante d’un col sur la variété
invariante rentrante de 1’autre col.

L’égalité des dimensions des variétés invariantes découle maintenant de
la proposition topologique suivante :

La dimension de ’espace R" est un invariant topologique. En d’autres
termes, I’homéomorphisme h : R™ — R" n’existe qu’entre des espaces de
méme dimension.

Quoique évidente *), cette proposition n’est pas si simple a prouver. La
démonstration ne sera pas donnée ici.

EXERCICE 2. Montrer que 4 cols a trois dimensions tels que (m_, m ) =060, 2, 1),
(1, 2), (0, 3) ne sont pas topologiquement équivalents (sans utiliser la proposition topologique
non démontrée).

Nota. Une variété invariante a une dimension est constituée de trois orbites ; une variété
invariante de dimension supérieure a 1 d’une infinité d’orbites (fig. 163).

\/
o B
A
JRIN N
Fig. 163. \t/:l;iisétis; nilr;\rrleg(i;nstes de cols & \ /*\ / / \\

*) 11 existe cependant des applications bijectives de R™ sur R" et des applications conti-
nues de R™ sur R" pour m < n (par exemple de R' sur R?).




208 SYSTEMES LINEAIRES [CH. 3

Par conséquent, la classification topologique des systémes linéaires
dont sont non nulles les parties réelles des valeurs propres a été réalisée
complétement dans R!, R? et R3, tandis que dans R”, n > 3, nous sommes
contraints de nous appuyer sur I’assertion non démontrée de ’invariance
topologique de la dimension.

EXERCICE 3. Procéder a une classification topologique des opérateurs linéaires A dans R”
dont le module des valeurs propres est différent de I’unité.

§ 23. Stabilité des positions d’équilibre

La stabilité des positions d’équilibre d’un systéme non linéaire se résout
de la méme maniére que pour un systéme linéarisé si les valeurs propres de
ce dernier ne sont pas situées sur I’axe imaginaire.

1. Stabilité au sens de Liapounov. Soit I’équation

x=v(x), xeUCR”? 6]

ol v est un champ de vecteurs r fois (r > 2) différentiable sur le domaine
U. Supposons que I’équation (1) posséde une position d’équilibre
(fig. 164). Choisissons les coordonnées x; de telle sorte que cette position
d’équilibre coincide avec ’origine des coordonnées v(0) = 0.

La solution vérifiant la condition initiale ¢(f,) = 0 est ¢ = 0.
Intéressons-nous au comportement des solutions vérifiant des conditions
initiales voisines.

~

=0

Fig. 164. On demande si les orbites nées dans  Fig. 165. Positions d’équilibre stable et insta-
un voisinage suffisamment petit d’un point ble : les courbes intégrales ont des allures dif-
d’équilibre resteront a proximité de ce point férentes

DEerINITION. La position d’équilibre x = 0 de I’équation (1) est dite sta-
ble (ou stable au sens de Liapounov) si pour tout &€ > 0 il existe 6 > 0
(dépendant seulement de € et non pas de la variable ¢ dont il sera question
plus bas) tel que pour tout x, *) tel que llx,ll < 4, la solution ¢ de I’équa-

*) Si x = (X1, . Xn), alors 2 = x} + ..+ XE



§ 23] STABILITE DES POSITIONS D’EQUILIBRE 209

tion (1) qui vérifie la condition initiale ¢(0) = x, se prolonge au demi-axe
t > 0 tout entier et satisfasse a I’inégalité lo(£)l < € quel que soit ¢t > 0
(fig. 165).

En d’autres termes, la stabilité de la position d’équilibre au sens de Lia-
pounov équivaut d la convergence uniforme (vers la solution constante) sur
Pintervalle [0, + o[ des solutions dont les valeurs initiales tendent vers la
position d’équilibre envisagée. La convergence des valeurs des solutions
pour tout ¢ fixé est garantie par le théoréme de dépendance continue de la
solution par rapport a la condition initiale ; c’est la convergence uniforme,
i.e. I’indépendance de & par rapport a ¢, qui est importante.

EXERCICE 1. Etudier la stabilité des positions d’équilibre :

Dx=0; X, =X, X, =X, X, = X,,
i 3) ‘1 2 4 ‘1 1 5) .1 2 .
2)x =x; X, = =X X, = —Xy 5 X, = —sinx,.
EXERCICE 2. Montrer que la définition donnée est correcte, i.e. la stabilité de la position
d’équilibre ne dépend pas du systéme de coordonnées qui a servi a la définir.
EXERCICE 3. Supposons que quels que soient N > 0 et € > 0, il existe une solution ¢ de

I’équation (1) telle que pour un certain ¢ > 0, ()l > Nl et lp(0)l < e. Peut-on en
déduire que la position d’équilibre x = 0 est instable ?

2. Stabilité asymptotique.

DeriniTION. On dit que la position d’équilibre x = 0 de 1’équation (1) est
asymptotiquement stable si elle est stable (au sens de Liapounov) et si

lim ¢(t) =
t—+ oo

pour toute solution ¢ vérifiant la condition initiale ¢(0) située dans un voi-
sinage suffisamment petit de O (fig. 166).

EXERCICE 1. Résoudre les exercices 1), 2) et 3) du point 1 en prenant soin d’y remplacer
partout la stabilité par une stabilité asymptotique.

EXERCICE 2. Peut-on conclure a la stabilité de la position d’équilibre au sens de Liapou-
nov si toute solution tend vers cette position lorsque ¢t — +o ?

9’{0) O /\ z
ol T <
Fig. 166. Stabilité asymptotique de la position d’équilibre : courbes intégrales

3. Théoréme de la stabilité en premiére approximation. Considérons
simultanément a (1) I’équation linéarisée (fig. 167)

14—7560
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x=Ax, A :R"—-R" 2
Alors v(x) = v, + v,, v, (x) = Ax, v,(x) = O(lxl2).

THEOREME. Si toutes les valeurs propres \ de [’opérateur A sont situées
sur le demi-plan gauche : Re \ < 0 (fig. 168), la position d’équilibrex = 0
de I’équation (1) est asymptotiquement stable.

(1 (2)
S N :

Fig. 167. Orbites des équations (1) et (2) Fig. 168. Valeurs propres de 'opérateur A

EXERCICE 1. Citer un exemple de position d’équilibre instable (au sens de Liapounov) de
I’équation (1), pour laquelle tous les Re A < 0.

REMARQUE. On peut montrer que si la partie réelle d’au moins une valeur propre \ est
strictement positive, la position d’équilibre est instable. En cas de nullité des parties réelles la
stabilité dépend des termes de la série de Taylor de degré >1).

EXERCICE 2. Etablir si est stable (au sens de Liapounov et asymptotiquement) la position
nulle d’¢quilibre du systéme X, = x,, %, = —x].

Réponse. Si n est pair, la position est instable (au sens de Liapounov) ; si n est impair, la
position est stable (au sens de Liapounov) mais pas asymptotiquement.

4. Démonstration du théoréme. En vertu du §-22, point 3, il existe une
fonction de Liapounov qui est une forme quadratique définie positive r?
dont la dérivée suivant le champ de vecteurs v, est une forme définie néga-
tive :

Lvlr2 < =291,

ou y > 0 est une constante (fig. 169).

r2-const

Fig. 169. Surface de niveau de la fonction de
Liapounov

LEMME. Dans un voisinage suffisamment petit du point x = 0, la déri-
vée de la fonction de Liapounov suivant le champ non linéaire v vérifie
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l’inégalité
L,rr< —vyr2. 3
En effet,
= 2 2
Lr = L,r*+L,r.
Montrons que pour r petit le deuxiéme terme est de beaucoup inférieur au
premier :
L,r*=0(?). @)

En effet, quels que soient le champ u et la fonction fon a

n af
Luf = E a—xiui.
i=1

Dans notre cas (u = v,, f = r2)u; = O(r?) et % =O0(r) (dire pourquoi ?),

d’ot la relation (4). '

Il existe donc C > Oet 6 > 0 tels que pour tout x satisfaisant a la condi-
tion lxl < 6 on a

Ivarzlx < Clrr(x)132,
Le deuxiéme membre est inférieur a yr2 pour llxl suffisamment petit, si
bien que dans un certain vosinage du point x = 0
Lir2< =2yr? + yrt = —yr2.
Le lemme est démontré.
Soit ¢ une solution de I’équation (1) distincte de la solution nulle et véri-

fiant une condition initiale située dans un voisinage suffisamment petit du
point x = 0. Définissons une fonction du temps p par la relation

p(t) = Inr(e(?), ¢t=0.
En vertu du théoréme d’unicité r2(¢(¢)) # 0, de sorte que la fonction p est
définie et différentiable. D’aprés I’inégalité (3) on a

1 d L, r?

L 2 —_ v

= r-o ¢ = < Y.
r2°4pdf r =

D’ou il vient que r2(¢(?)) est strictement décroissante et tend vers 0 lorsque
t - 4+

p(t) < p(0) — vt,  r2(p(t) < r*(p(0)e~" — 0. ©)
C.Q.F.D.

14*
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EXERCICE 1. Indiquer la lacune de cette démonstration.

Solution. Nous n’avons pas prouvé que la solution ¢ était indéfiniment prolongeable
en avant.

Soit ¢ > 0 tel que ’inégalité (3) soit satisfaite pour lxll < o.

Soit dans I’espace des phases élargi (fig. 170) le compact

F=[xt:Px)<o, ItI<T.

7
o[
g
' Fig. 170. Prolongement indéfini en avant
> d’une solution

Soit enfin une solution ¢ vérifiant la condition initiale ¢(0), ou ri(eO) < o.
D’aprés le théoréme de prolongement, cette solution est prolongeable en avant jusqu’a la
frontiére du cylindre F. Mais tant que le point (¢, ¢(2)) appartient & F, la dérivée de la fonction
r2(@(1)) est strictement négative. C’est pourquoi la solution ne peut sortir sur la surface laté-
rale du cylindre F (ot 72 = ¢?) et par conséquent est prolongeable jusqu’a t = 7.

T étant arbitraire (et ne dépendant pas de o) la solution ¢ se prolonge indéfiniment en
avant et de plus 2 (p(7)) < o2, de sorte que I’inégalité (3) a lieu quel que soit ¢ > 0.

REMARQUE 1. Nous venons de démontrer plus que la stabilité asymptoti-
que de la position d’équilibre. De 1’inégalité (5) il vient que la convergence
de ¢(#) — 0 est uniforme (par rapport a des conditions initiales x, suffisam-
ment proches de 0).

Par ailleurs I’inégalité (5) définit la vitesse de convergence (qui est expo-
nentielle).

En somme, ce théoréme affirme que la convergence exponentielle et
uniforme des solutions de 1I’équation linéaire (2) vers 0 se conserve dans le
cas d’une perturbation non linéaire v, (x) = O(llxll?) du deuxiéme membre
de I’équation. Une assertion analogue est vraie pour des perturbations
d’une nature plus générale. On aurait pu, par exemple, considérer une
perturbation non autonome v, (x, ¢) telle que lv,(x, I < ¢(Ixl), o
¢(lx!) = o(Ix!) lorsque x — 0.

EXERCICE 2. Montrer que sous les hypothéses du théoréme démontré plus haut les équa-
tions (1) et (2) sont topologiquement équivalentes au voisinage de la position d’équilibre.

REMARQUE 2. Le théoréme démontré plus haut nous conduit au pro-
bléme d’algébre suivant (appelé probléme de Routh-Hurwitz).

On demande d’établir si toutes les racines d’un polynéme donné sont
situées sur le demi-plan gauche.

Ce probléme se résout au bout d’un nombre fini d’opérations arithméti-
ques sur les coefficients du polyndme. Les algorithmes correspondants sont



§ 24] CAS DE VALEURS PROPRES IMAGINAIRES PURES 213

exposés dans les cours d’algébre (critére de Hurwitz, méthode de Sturm) et
de la variable complexe (principe de I’argument, méthodes de Vychné-
gradski, Nykwist et Mikhailov). Voir par exemple A. Kurosh, Cours
d’algébre supérieure, Editions Mir, 1971, ch. 9; M. Lavrentiev et
B.Chabat, Méthodes de la théorie des fonctions d’une variable com-
plexe, Editions Mir, 1972, ch. V. Nous reviendrons sur le probléme de
Routh-Hurwitz dans le § 36,5.

§ 24. Cas de valeurs propres imaginaires pures

Les équations linéaires dont les valeurs propres ne sont pas imaginaires
pures ont été étudiées en détail dans les §§ 21, 22, Leurs orbites sont
d’allure relativement simple (col, § 22, pt. 8).

Les équations linéaires dont les valeurs propres sont imaginaires pures
nous fourniront des exemples d’orbites d’allure plus complexe.

De telles équations interviennent, par exemple, dans la théorie des oscil-
lations de systémes conservatifs (voir § 25, pt. 6).

1. Classification topologique. Supposons que toutes les valeurs propres
A{s ... » A\, de ’équation linéaire

x=Ax, xeR", A:R"-R" 1)

soient imaginaires pures.

Dans quels cas deux équations de la forme (1) sont-elles topologique-
ment équivalentes ?

EXERCICE. Montrer que dans le cas d’un plan (n = 2, \; , = *iw # 0), pour que deux
équations de la forme (1) soient topologiquement equlvalentes 1l faut et il suffit qu’elles soient

algébriquement équivalentes, i.e. elles admettent les mémes valeurs propres.
A Pheure actuelle un résultat analogue a été démontré pour n > 2.

2. Exemple. Soit dans R* I’équation

* = ek, A, = xiw,

X, = —w Xy, ’ 2
Xy = wyX,, -

X, = —wyX;, ’

Fig. 171. Espace des phases du systéeme (2)
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L’espace R* se décompose en une somme directe de deux plans invariants
(fig. 171) :
4 _
R*=R, , + R, 4.

Le systéme (2) se décompose en deux systémes indépendants :

X, = w X

[.' 1722 (x;, %) € R, 5,

Xy = —wXp, )
X, = Wy X

{,3 274> (x;,x,)€R, ,.

X, = —wyX;, '

Dans chacun des plans considérés les orbites sont des cercles
1 — .« y2 2 —
St={xeR ,:x +x3=C>0

ou des points (C = 0), quant au flot il est constitué de rotations (d’angles
respectivement w, £ et w, ).

Toute orbite de I’équation (2) appartient au produit direct des orbites
situées sur les plans R, , et R, ,. Supposons que ces orbites soient des cer-
cles.

Le produit direct de deux cercles

T2 =8'x 8' = (xeR*:x} + x2 = C,x2 + x2 = D]

porte le nom de fore a 2 dimensions.

Pour mieux se représenter un tore 72 on peut procéder de la maniére
suivante. Considérons dans R3 la surface (fig. 172) obtenue par rotation
d’un cercle autour d’un axe situé dans le méme plan que ce cercle et ne le
coupant pas. Tout point de cette surface est défini par deux coordonnées
angulaires ¢, , ¢, mod 27. Les coordonnées ¢, et ¢, définissent un difféo-
morphisme entre cette surface de rotation et le produit direct 72 de deux
cercles.

?2
| <0 (/%)

22, 27,
ol O 2n| €y,

Fig. 172. Tore Fig. 173. Carte du tore

On peut donner aux coordonnées ¢, et ¢, les noms de longitude et lati-
tude. La carte du tore T2 (voir fig. 173) peut étre représentée sur la case
0< ¢, <27, 0< ¢, < 27 duplan(g,, ¢,) en « collant » les points (¢, , 0)
et (¢,, 2m), (0, ¢,) et (27, ¢,). On peut également considérer comme carte
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tout le plan (¢,, ¢,), mais alors chaque point du tore aura une infinité
d’images sur la carte (comme les deux images de Tchoukotka *) sur la carte
des hémisphéres).

Le flot de I’équation (2) laisse fixe le tore T2 C R*. Les orbites de
I’équation (2) sont situées sur la surface de 72. Si ¢, est un angle polaire sur
le plan Rl ,» mesuré dans le sens du vecteur unité x, au vecteur unité x, , on
a, d’apres 3), <p, = w, . De la méme fagon en mesurant ¢, dans le sens de x,
a x, on obtient ¢, = w,. Donc

Sur la surface de T% les orbites du flot (2) vérifient I’équation différen-
tielle

S.al = Wy, sz = w,. @)

La latitude et la longitude d’un point varient donc uniformément. Sur
la carte du tore le mouvement est représenté par une ligne droite tandis que
sur le tore on obtient une « hélice » (fig. 174).

/

Z v

L7
%

#
Fig. 174. Hélice du tore Fig. 175. Courbe partout dense sur le tore

3. Orbites de I’équation (4) sur le tore. Les nombres v, et w, sont dits
rationnellement indépendants si la relation k, w, + k,w, = 0, ou k; et k,

sont des entiers, entraine k;, = k, = 0. Exemple : V2 et\/_ 8 sont rationnelle-
ment dépendants, a I’inverse de V6 et V3.

THEOREME. Si w, ef w, sont rationnellement dépendants, toute orbite de
’équation (4) est fermée sur le tore. Si au contraire v, et w, sont rationnel-
lement indépendants, alors toute orbite de [’équation (4) est partout

dense **) dans le tore T? (fig. 175).

*) Presqu’ile du Nord-Est de 'U.R.S.S. (Note du traducteur).
**) Un ensemble A est partout dense dans un espace B s’il existe un point de 4 dans
un voisinage aussi petit que Pon veut de tout point de B.
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En d’autres termes :

Si, dans chaque case d’un échiquier infini, se trouve un liévre (la disposition des liévres est
partout la méme) et si un chasseur tire sous un angle (par rapport aux lignes de 1’échiquier)
dont la tangente est irrationnelle, il atteindra au moins un liévre. (Il est clair que si la tangente
est rationnelle, on peut disposer des liévres de taille suffisamment petite de telle sorte que le
chasseur manque son coup.)

LeMME. Soit une rotation d’angle o d’un cercle S, incommensurable
avec 2« (fig. 176). Les images d’un point quelconque de S' par les rota-
tions

o, 0 +a, ¢+ 20, ¢ + 3, ... (mod2w)
forment un ensemble partout dense sur S'.

p+2 pr
+7x

prix P
(2074

prde
A4

Fig. 176. Images d’un cercle par des rotations Fig. 177. Les points ¢ + Nsa
d’angle o

Nous pouvons déduire la démonstration de ce lemme a partir de la
structure des sous-groupes fermés de la droite (voir § 9). Voyons une autre
démonstration.

LE PRINCIPE DES BOITES DE DIRICHLET. Si k boites renferment k + 1 objets,
Pune d’elles au moins renferme plus d’un objet.

Divisons le cercle S! en k intervalles égaux de longueur 27/k. D’aprés le
principe des boites, deux des k + 1 premiers points de notre suite sont con-
tenus dans le méme intervalle. Supposons qu’il s’agisse des points
¢ + paeto + ga,p > q.Soits = p — q. L’angle de rotation sa différe
de 27 ou d’un multiple de 27 d’un angle <2x/k. Dans la suite ¢, ¢ + sa,
¢ + 2sa, ¢ + 3sa, ... (mod 27) (fig. 177) deux points voisins quelconques
sont séparés par une méme distance <2w/k. Soit ¢ > 0. En prenant k suf-
fisamment grand nous pouvons rendre 2n/k < €. Tout g-voisinage d’un
point quelconque de S! contient des points de la suite

¢ + Nsa (mod 27).
Le lemme est démontré.

ReMARQUE. Nous n’avons pas utilisé I’incommensurabilité de « avec 2.
Pourtant il est évident que, lorsque « est commensurable avec 27, le lemme
est faux.
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EXERCICE. Trouver et combler la lacune de cette démonstration.

Démonstration du théoréme. La solution de 1’équation (4)
s’écrit sous la forme

¢|A(t) =@ 0 + W) L ‘Pz(t) = ‘Pz(o) + wz(t)- )
Supposons que w, et w, sont rationnellement dépendants :
kiw + kyw, =0, k2 + k2 =0.
Les équations en T
o T = 27k,, w,T= —27k,

sont compatibles. Leur solution 7'n’est autre que la période de I’orbite fer-
mée (5).

Supposons maintenant que w, et w, sont rationnellement indépendants.
w, /w, est alors un nombe irrationnel. Considérons les points d’intersection

consécutifs de I’orbite (5) avec le méridien ¢, = 0 (mod 27) (fig. 178). Ces
points auront pour latitude

0y = 0y o + 2™ —2 k (mod 2m).
: : o

2
|
> Dok
[
21 5K
o | "
¥
Fig. 178. Réduction du théoréme au lemme T

D’apres le lemme, 1’ensemble des points d’intersection est partout dense
dans le méridien. Remarquons que si par les points d’un ensemble partout
dense dans une droite d’un plan on méne des paralléles coplanaires et non
confondues avec cette droite, on obtient un ensemble partout dense dans ce
plan. Par conséquent, I’image

;1 = ¢1(t) - 2r [%St—)']’

0

- t
@ (1) = ¢, (1) — 27 [¢;§r)]

de ’orbite (5) est partout dense dans le carré
0< g <2r, 0<p<2
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Donc I’orbite de I’équation (4) (et par conséquent de I’équation (2)) est par-
tout dense dans le tore.

4. Corollaires. Le théoréme démontré posséde plusieurs corollaires sim-
ples qui débordent du cadre de la théorie des équations différentielles ordi-
naires.

EXERCICE 1. Considérons la suite des premiers chiffres des puissances de 2 :
1, 2; 4’ 8’ 1) 3) 6, ly 2, 5, l, 2, 4, 8, vee
Cette suite contiendra-t-elle le chiffre 7 ? D’une fagon générale 2" commence-t-il par une com-

binaison de chiffres arbitraire donnée a I’avance ?
EXERCICE 2. Montrer que

sup cost + sin V2t = 2.
0<t<c

EXERCICE 3. Considérons le groupe S! des nombres complexes de module égal 4 1. Trou-
ver les sous-groupes fg’rmés de S!.
Réponse. 1, ', (V1).

5. Cas multidimensionnel. Supposons que les valeurs propres de I’équa-
tion (1) dans R soient simples et de la forme

N = xiw, £iw, ..., £iw,.
Par un raisonnement identique a celui de I’exemple du point 2, on démon-
tre que les orbites sont situées sur un tore de dimension m
T = 8§' x ... x 8! = {(¢;, ... , ¢,,) mod 27} = R"/Z"
et vérifient les équations
P =Wy Py = Wy e s Py = Wy
Les nombres w,, ... , w,, sont rationnellement indépendants si pour des k&
entiers on a
kKo, + ... + k0, =0 = (k= .. =k, =0).

EXERCICE*. Montrer que si les fréquences w,, ... , w,, sont rationnellement indépendan-

tes, toute orbite de I’équation (1) située sur le tore 7™ est partout dense sur ce tore.

COROLLAIRE. Supposons qu’un kangourou se déplace par bonds (de longueur V2 ou V3)
sur un champ (fig. 179) planté de mais en rangs croisés et poquets. Il foulera alors nécessaire-
ment au moins un plant.

6. Répartition uniforme. Les courbes partout denses que nous avons
examinées plus haut jouissent de la remarquable propriété d’€tre uniformé-
ment réparties sur la surface des tores. Formulons le théoréme correspon-
dant dans le cas le plus simple. Soit ¢, , ¢,, ... une suite de points du cercle
S! = {p mod 27]. Cette suite est dite uniformément répartie (ou équirépar-
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q o o
o) o
Fig. 179. Lorbite du systtme ¢ = 1, 2 = V2,
@3 = V3 est partout dense sur le tore a trois e O— —0
dimensions 1

tie) si pour tout arc A C S! le nombre N(A, k) des points du segment de la
suite (¢, , ... , ¢, ), portés par A, est asymptotiquement proportionnel a la
longueur de A :

. N@, k) Al
lim = .
k—oo k 27
EXERCICE* 1. Montrer que la suite ¢, ¢ + a, ¢ + 2a, ... , OU « est un angle incommensu-

rable avec 2w, est équirépartie sur S L

COROLLAIRE. Les nombres 2" commencent plus souvent par 7 que par 8. Si N, (k) et
Ny (k) représentent la quantité de nombres (1, 2, 4, ... , 2%y commengant respectivement par 7
et par 8, il existe
N, (k)
m

1 - .
k=e Ny(k)

EXERCICE 2. Trouver cette limite et s’assurer qu’elle est > 1.

REMARQUE. Le segment initial de la suite (voir point 4) montre que les 7 sont apparem-
ment moins nombreux. On doit cette circonstance a4 ce que le nombre irrationnel
log;, 2 = 0,3010... est trés voisin du nombre rationnel 3/10 *).

§ 25. Cas de valeurs propres multiples

La résolution de ’équation linéaire a coefficients constants se raméne
au calcul de la matrice e4!. Si les valeurs propres de la matrice A sont dis-
tinctes deux a deux, la forme explicite de la matrice e4! est donnée dans le
§ 19 (point 5) et le § 20 (point 6). Pour déterminer la forme explicite de la
matrice e4! dans le cas de valeurs propres multiples, nous ferons appel a la
forme normale de Jordan.

1. Calcul de e“** ot 4 est un bloc de Jordan. Au § 14 on a indiqué une
méthode de calcul de e4!, o1 A est un bloc de Jordan :

Al
A
| :R" = R";

A

*) Les premiers chiffres des puissances de 3 et des populations des divers pays sont répartis
suivant la méme loi.
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A est la matrice associée a I’opérateur de dérivation dans I’espace des
K
A-quasi-polynémes eMp_, (¢) (dans la base ¢, = 7’(—' M 0 k< n).

D’apres la formule de Taylor, H® = e4* est la matrice associée a ’opéra-
teur de translation f(¢) » f(¢ + s) dans la méme base.
Un autre procédé de calcul repose sur le lemme suivant :

LeEMME. Soient A et B deux opérateurs linéaires dans R". S’ils commu-
tent, i.e. si AB = BA, alors eAtB = e4eB,
Démonstration. Comparons les séries formelles

2 2
edeB (E+A+A7+...)(E+B+BT+...)=

=E+(A+B)+%(A2+2AB+BZ)+...,

‘eA+B=E+(A+B)+%(A+B)2+...=

=E+(A+B)+-;-(A2+AB+BA+Bz)+...

Si AB = BA, les séries se confondent (car e**? = e*e” si x et y € R).
Ces séries étant absolument convergentes, e4 ef = e4+8, C.Q.F.D.

Représentons A4 sous la forme 4 = AE + A, ol A est un bloc de Jordan
nilpotent :

01
0"

AE commutant avec un opérateur quelconque, on a ed! = e/AE+4) =
= eMe2!, Calculons la matrice

A2 t2 An—-l tn-l
eA = FE + At + + .+ ——— (A" = 0).
(n - 1!
Remarquons que A agit comme une translation sur la base €, ..., €,:

0~ e — e — ..+ e, Donc A* agit comme une k-translation et la
matrice qui lui est associée est :
0..1
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Nous venons donc de démontrer le

THEOREME.
1 ¢ 272 ... " VY/(n-1)"
1 t :
ed = 1 ,
t2/2
t
1
eM feM . " leM/(n — 1)
ot~ eM )
(1)
te)\t
oM

Nos calculs valent intégralement dans le cas complexe (A € C,
A:C = C").
2. Applications. De la formule (1) il vient aussit6t :

CoroLLAIRE 1. Soient A : C* — C" un opérateur linéaire ; \,, ... , N\,
ses valeurs propres ; v, , ... , v, leurs multiplicités, t € R. Alors chaque élé-
ment de la matrice e?' (dans une base fixe quelconque) est une somme de
\-quasi-polynomes en t de degrés <v, (I = 1, ... , k) respectivement.

Démonstration. Considérons la matrice associée a I’opérateur e4!
dans la base relativement & laquelle la matrice 4 est de la forme de Jordan.
Notre assertion découle alors de (1). Les éléments de la matrice associée a
I’opérateur e4! dans une autre base quelconque sont des combinaisons
linéaires (a4 coefficients constants) des éléments de la matrice associée a
I’opérateur e4! dans la base indiquée.

CoROLLAIRE 2. Soit ¢ une solution de I’équation différentielle
"X =Ax, xeC', A:C'-(C",

Alors toute composante du vecteur ¢ (dans une base quelconque fixe) est
une somme de N\-quasi-polynémes en t de degrés <v, respectivement :

k
o)=Y ¥p, ),
=1

ou p;, est un polynéme de degré <v,.
En effet, ¢(f) = e ¢(0).

CoROLLAIRE 3. Soient A : R" — R" un opérateur linéaire ; N\, (1 < | < k)
ses valeurs propres réelles ; v, leurs multiplicités ; oy + iw, (1 <1< m) ses
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valeurs propres complexes ; w, leurs multiplicités. Tout élément de ia
matrice e4! et toute composante d’une solution de I’équation x = Ax,
x € R”, sont une somme de \-quasi-polynémes et de o, + iw-quasi-polyné-

mes de degrés strictement inférieurs respectivement a v, et B
Cette somme peut étre écrite sous une forme moins commode :

k m
o, (1) = E ex"pj,, + Z e“"[qj’ ((8) cos wit + r; (2) sin 1],
I1=1 =1
ou p, q, r sont des polynomes a coetticients réels de degrés strictement infé-
rieurs respectivement a v, p,, p,.
En effet,siz = x + iyet\ = o + iw,0na

Re zeM = Re e¥(x + iy)(cos wt + i sin wf) = e (x cos wt — y sin wt).

D’apreés ces formules on voit que si les parties réelles de toutes les valeurs
propres sont strictement négatives, toutes les solutions tendent vers 0 lors-
que f — + oo (ce qui est naturel d’aprés les §§ 22 et 23).

3. Applications aux systémes d’équations d’ordre n > 1. En écrivant
notre systéme sous forme d’un systéme d’équations du premier ordre, nous
ramenons notre probléme a celui étudié plus haut, et nous pouvons le
résoudre par une réduction de la matrice a la forme de Jordan. En fait il
existe un procédé plus commode. Tout d’abord nous pouvons, sans en
écrifre la matrice, trouver les valeurs propres d’un systéme équivalent du
premier ordre.

En effet, a une valeur propre \ est associé un vecteur propre et par con-
séquent une solution ¢(f) = eMg(0) du systéme équivalent du premier
ordre. Par conséquent, le systéme de départ admet également une solution
de la forme y(¢) = eMy(0). Portons Y = eM§ dans le systéme de départ.
Celui-ci admet une solution (non triviale) de cette forme si, et seulement si,
A satisfait & une équation algébrique qui nous donnera les valeurs propres
N.

I Ces solutions pourront ensuite étre cherchées sous forme d’une somme
de \-quasi-polyndmes a coefficients indéterminés.

ExeMpLE 1. xIV = x.
Substituons x = eM£. Ona NeME = Mg, N = 1, Noasa = b =L, —i.
Toute solution de notre équation est donc de la forme

x=Cyé + Cye™" + Cycost + C,sint.
EXEMPLE 2. X| = Xx,, X, = X,.
Substituons x = eM¢. On a )\ZEI =¢t,, )\222 = £, . Ce systéme d’équations linéaires en
£,, &, admet une solution non triviale si, et seulement si, A = 1. Toute solution de notre
systéme est donc de la forme

= C e + Cye™' + Cycost + Cysint,
De' + Dye™" + Djycost + D, sin t.

X

X3
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En portant x, et X, dans le systéme on obtient
D =¢C, D,=C,, Dy=-C, D, = -C,.

ExeMPLE 3. x!V — 2% + x = 0.
Substituons x = eM£. On a

M- 4+1=0, NM=1, Nyy,=11-1-1
Toute solution de ’équation initiale est donc de la forme
x = (Cit + Cy)eM + (Cyt + Cy)e™.

EXERCICE. Trouver la forme normale de Jordan de la matrice d’ordre 4 correspondant a
notre équation.

4. Cas d’une seule équation d’ordre n. Remarquons que d’une fagon
générale la multiplicité des valeurs propres ne définit pas la dimension des
blocs de Jordan. Le probléme est simplifié lorsqu’il s’agit d’un opérateur
linéaire A correspondant a une seule équation différentielle d’ordre # :

xM =a x"=D 4+ .. +ax, aeC. (#))
Du corollaire 2 du point 2 il vient

CoroLLAIRE 4. Toute solution de I’équation (2) est de la forme

k
e(t) = Y €¥p(0), ©)

=1

ou N, ..., N, sont les racines de ’équation caractéristique
"= N1+ .. +a, @)

el p, un polynéme de degré <v, (ou v, est la multiplicité de la racine \)).
En effet, I’équation (2) admet une solution de la forme eM(£) si, et seu-

lement si, A est racine de I’équation (4). Le corollaire (4) est ainsi démontré.
Passons au systéme équivalent d’équations du premier ordre :

0 1
X =Ax, A= 0 .1-.,1 .

a, .. a,

Onale

CoOROLLAIRE 5. Si @ un opérateur A dans C" est associée une matrice de
la forme (5), alors d chacune de ses valeurs propres \ correspond un bloc de
Jordan et un seul d’ordre égal a la multiplicité de \.

En effet, d’aprés la formule (3), & chaque valeur propre \ correspond
une seule direction propre. Soit en effet £ un vecteur propre de ’opérateur
A. Alors parmi les solutions de la forme (3) figure la premiére composante
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eMg, du vecteur eM§. Les autres composantes, elles, sont des dérivées :
£, = N&,. Par conséquent, N définit d’une maniére univoque le sens du

vecteur £.
Puisque chaque bloc de Jordan posséde sa propre direction, le corol-

laire (5) est démontré.

EXERCICE. On demande si I’équation (2) admet pour solution toute combinaison linéaire
des quasi-polyndmes (3).

5. Sur les suites récurrentes. Les résultats obtenus en étudiant 1’expo-
nentielle e’ d’exposant continu se transposent facilement a ’exponentielle
d’exposant discret A". Nous sommes maintenant capables d’étudier
n’importe quelle suite récurrente définie par la relation

X, =a;X,_; + ... +ax,_, 6)
(par exemple la suite 0, 1, 2, 5, 12, 29, ... définie par la relation
x, = 2x,_, + x,_, et la condition initiale x, = 0, x; = 1).

COROLLAIRE 6. Le n-iéme terme d’une suite récurrente dépend de n
comme une somme de quasi-polynémes en n :

x, = Y Npn),
=1

ou \, sont les valeurs propres de la matrice A correspondant a la suite, et p,
un polynéme de degré <v, (ou v, est la multiplicité de \,).

Rappelons que la matrice A est la matrice associée a I’opérateur A4
dans R¥, qui transforme un segment de longueur k£ de notre suite,

£,_, = (X,_x» ---» X,_;), en le segment suivant de longueur k,
En = (xn—k+l’ ’xn) :
01
0 "1 Xn—k Xn—k+1
A, = "0 1 )= : =£,.
X _ X,
a ..a a n-1 n

Il est important de souligner que I’opérateur 4 ne dépend pas de n. C’est
pourquoi x, est une composante du vecteur A”§, ou £ est un vecteur cons-
tant. La matrice 4 est de la forme (5). Si ’on utilise le corollaire (5) et
réduit la matrice 4 a la forme de Jordan, on obtient le corollaire 6.

Dans les calculs, point n’est besoin de transcrire la matrice, ni de la
réduire a sa forme normale. Tout vecteur propre de I’opérateur A4 corres-
pond & une solution de I’équation (6) de la forme x = N*. En portant cette
valeur dans I’équation (6) on obtient pour A\ I’équation

MNo=g N1+ . +a,.
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On s’assure facilement que c’est I’équation caractéristique de 1’opérateur
A.

EXEMPLE. Soit la suite 0, 1, 2, 5, 12, 29, ... (x, =2x, , +x,_,).0na A=+ 1,

A=l V2. Par conséquent la relation X, = 2x,_, + x,_, est verifiée par les suites
X, = (1 +V2)letx, = (1 -V2)

ainsi que par toutes leurs combinaisons linéaires (et elles seules)
X, = ¢ (1 +V2)" + ¢,(1 — V2)".

Parmi ces combinaisons il est facile d’en choisir une telle que X =0,x =1:

¢ +c¢ =0, \/i(cl -¢) =1L
a+v2)" -2y
22 w2

REMARQUE. Lorsque n — oo, le premier terme croit exponentiellement tandis que le
second décroft exponentiellement. Aussi lorsque # est grand, a-t-on

v - a + v2)y
" 2V2

2t, en particulier, X, /%, =1+ V2. D’ou nous tirons d’excellentes approximations pour
V2

Réponse. x, =

V3 Xnet T
xrl
En substituant x,=0,1,2,512,29,...,0na
_ 1-=0 5-2
\/Zz-—l—zl; 2 = =15;
12 29 — 12 17
V2= -2l = 1,4, \/EzT=-=1,417

Ces mémes approximations ont permis de calculer V2 dans 1’antiquité ; on peut les obte-
nir encore en décomposant V2 en une fraction continue. Par ailleurs (X,,.1 — x,)/x, estla
meilleure de toutes les approximations rationnelles de V2 dont le dénominateur est inférieur a

X, -

6. Oscillations de faible amplitude. Nous avons examiné plus haut le cas
ou a chaque racine de I’équation caractéristique, quelle que soit sa multipli-
cité, était associé un vecteur propre, i.e. celui d’une seule équation d’ordre
n. Il existe un cas opposé dans un certain sens, ou a chaque racine est asso-
cié un nombre de valeurs propres égal a la multiplicité de cette racine. C’est
le cas des oscillations de faible amplitude d’un systéme mécanique conser-
vatif.

Soit sur I’espace euclidien R" une forme quadratique U définie par un
opérateur symétrique A dans R” :

U(x) =% (Ax,x), xeR"', A:R"—-R", A =A.
15—7560
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Considérons 1’équation différentielle *)
¥ = —grad U )

(U est I’énergie potentielle).
Pour étudier I’équation (7), il est commode de s’imaginer une bille se
déplagant sur le graphique de I’énergie potentielle (comp. § 12).
L’équation (7) peut s’écrire sous la forme

X = —Ax

ou encore sous forme d’un systéme de n équations linéaires du deuxiéme
ordre. Cherchons une solution ¢ = eM§ par la méthode générale. On a

NeME = —AeME, (A + NE)XE =0, detld + NElI =0.

D’ou nous tirons # valeurs réelles (pourquoi ?) pour A2 et 2n valeurs pour
A

Si toutes ces valeurs sont distinctes, alors toute solution de ’équation
(7) est une combinaison linéaire d’exponentielles. S’il existe des racines
multiples, surgit alors le probléme des blocs de Jordan.

THEOREME. Si la forme quadratique U n’est pas dégénérée, a chaque
valeur propre \ est associé un nombre de vecteurs propres linéairement
indépendants égal a la multiplicité de cette racine, de sorte que toute solu-
tion de [I’équation (7) peut étre représentée comme une somme
d’exponentielles **) :

2n
e(?) =‘E e)""Ek, EkGC".

k=1

Démonstration. Par une transformation orthogonale on peut
réduire la forme U a ses axes principaux : il existe une base orthonormée
e, ..., e, dans laquelle U s’écrit sous la forme

n
1
Ux) =3 Z axi, x =xe + .. +xe,.

k=1

*) Le champ de vecteurs grad U est défini par la condition « dU(§) = (grad U, §) pour
tout vecteur ¢ € TRY ». Les parentheses signifient que le produit est scalaire. En coordonnées
cartésiennes (orthonormées) le champ de vecteur grad U est défini par ses composantes

WU
" e )

**) Il est intéressant de noter que Lagrange qui le premier a étudié I’équation des petites
oscillations (7) s’est trompé au départ en ce sens qu’il a jugé indispensable d’utiliser, en cas
de racines multiples, les termes « séculaires » de la forme te™ (respectivement ¢ sin w? dans
le cas réel) comme dans les points 2, 4, 5 du § 25.
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Si la forme U n’est pas dégénérée, cela veut dire qu’aucun des nombres
a, n’est égal a 0. Dans les coordonnées choisies ’équation (7) s’écrit sous la
forme
X = —aqx, X =—-aX, ., X, = —aXx,

qu’il y ait des racines multiples ou non *). Notre systéme s’est décomposé
en un produit direct de n « équations du pendule ». Chacune d’elles se
résout immédiatement.

Sia, > 0, onposea, = w?etx, = C;, cos wt + Cy, sin wt.

Siag, < 0,0onposea, = —a’etx, = Cpchat + Cyshat =
= D e + D, e~*.

Ces formules renferment en particulier ’assertion du théoréme.

Sila forme U est définie positive, tous les @, sont >0 et le point x effec-
tue n oscillations indépendantes dans n directions e, , ... , e, mutuellement
perpendiculaires (fig. 180). Ces oscillations sont dites principales ou pro-
pres, les nombres w,, les fréquences propres. lIls vérifient 1’équation
det |4 — w2E| = 0.

~ La trajectoire du point x = ¢(¢) dans ’espace de configuration R” (ou
¢ est une solution de 1’équation (7)) est contenue dans le parallélépipede
Ix, | < X, ou X, est ’amplitude de la k-i¢me oscillation propre. En parti-
culier, lorsque n = 2, la trajectoire est contenue dans un rectangle.

Si les fréquences w, et w, sont commensurables, la trajectoire est une
courbe fermée dans I’espace de configuration R2?, appelée dans ce cas
courbe de Lissajous (fig. 181).

& xz

X
(\ ? bt
0 X,

Fig. 180. Directions des oscillations propres  Fig. 181. Une courbe de Lissajous avec
et ligne de niveau de I’énergie potentielle w2 = 2w

™~
]

Si, par contre, w, et w, sont incommensurables, la trajectoire est partout
dense dans le rectangle. Cette circonstance découle du théoreme du § 24.

EXERCICE 1. Représenter les courbes de Lissajous pour w; = 1,0, = 3etw, = 2,w, =3.

*) Observons que l'orthonormalité de la base ex est essentielle, sinon les composantes

du vecteur grad-;— E : axxk ne seraient pas égales A akxx.
15*
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EXERCICE 2. Montrer que parmi les courbes de Lissajous avec w, = nw, figure le graphi-
que du polyndme de degré n, appelé polynéme de Tchébychev :

T, (x) = cos n Arc cos x.
EXERCICE 3. Quelle est I’allure des trajectoires x = ¢(¢) lorsque U = x} — x2 ?

EXERCICE 4. Pour quelles valeurs de U la position d’équilibre x = x = 0 de I’équation (7)
est-elle stable a) au sens de Liapounov ? b) asymptotiquement ?

§ 26. Sur les quasi-polynémes

La résolution des équations linéaires a coefficients constants nous met
constamment en présence des quasi-polyndmes. Nous allons tirer au clair la
cause de ce phénomeéne, et, par la méme occasion, en indiquer quelques
nouvelles applications.

1. Espace vectoriel de fonctions. Soit F I’ensemble de toutes les fonc-
tions indéfiniment différentiables sur I’axe réel R, a valeurs complexes.

L’ensemble F est muni d’une structure naturelle d’espace vectoriel com-
plexe : si f] et £, sont des fonctions de F, il en est de méme de ¢, f, + ¢,f,
(¢, c, étant des constantes de C).

DeriNiTION. Des fonctions f|, ..., f, € F sont dites /inéairement indé-
pendantes si

fi+..tcf,=0=( =..=c, =0),
ouc, ..., c,eC.

EXERCICE 1. Pour quelles valeurs de o, 3 les fonctions sin «f et sin 3¢ sont-elles linéaire-

ment dépendantes ? \ \
EXERCICE 2. Montrer que les fonctions &', ... , e n! sont linéairement indépendantes si

les N\, sont distincts deux a deux.
Nota, Cela découle de I’existence d’une équation linéaire d’ordre n admettant pour

solutions ™, ... , e (voir point 2).

Parmi les éléments de I’espace F figurent des A-quasi-polynémes

v—1
ft)y=e"Y ¢ttt
k=0
et, d’une fagon plus générale, des sommes finies de A\-quasi-polynémes
l’,—

fit) = Z e E o mt™  NEN. (1)

EXERCICE 3. Montrer que toute fonction de la forme (1) s’écrit d’une maniére et d’une
seule sous forme de la somme (1). Autrement dit :

Si la somme (1) est nulle, les coefficients € m sont nuls.

Nota. Voir une solution éventuelle au pomt 2 (consulter le corollaire de la page 229 ).
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2. Espace vectoriel des solutions d’une équation linéaire.

THEOREME. L’ensemble X des solutions de I’équation linéaire
x® + g x=D 4+ 4+a,x=0 )

forme dans F un sous-espace vectoriel de dimension finie n.
Démonstration. Soit D : F — F ’opérateur qui a toute fonction
fait correspondre sa dérivée. L’opérateur D est linéaire :

D(e\fy + ¢,fy) = ¢\ Df} + ¢, Df,.
Considérons le polyndme en D :
A =a(D)=D"+aD""! + .. +a,E.

L’opérateur A est un opérateur linéaire dans F. Les solutions *) de I’équa-
tion (2) sont les éléments du noyau de cet opérateur. Ainsi X = Ker A.

Or le noyau Ker A4 d’un opérateur linéaire est un espace vectoriel. Donc
X est un espace vectoriel. Montrons que X est isomorphe a C".

Soit ¢ € X. Associons & ¢ une collection de n nombres, plus précisément
les valeurs au point # = 0 de la fonction ¢ et de ses dérivées ¢, = ((0),
(D)(0), ... , (D"~ '¢)(0)). Nous obtenons une application B de X dans C*
telle que B(p) = ¢,. Cette application est linéaire. L’image de X par
’application B est I’espace C” tout entier, car, d’aprés le théoréme d’exis-
tence, il existe une solution ¢ € X quelles que soient les conditions initiales
@, -

¢ Le noyau de ’application B est nul, car, d’aprés le théoréme d’unicité,
les conditions initiales ¢, = 0 déterminent univoquement la solution
(¢ = 0). Donc B est un isomorphisme.
Le théoréme est démontré.

COROLLAIRE. Soient N, ..., N, les racines de [’équation caractéristique
a(\) = 0 de l’équation différentielle (2) et v, ... , v, leurs multiplicités.
Alors toute solution de I’équation (2) s’écrit d’une maniére et d’une seule
sous la forme (1) et toute somme de quasi-polynémes de la forme (1) vérifie
l’équation (2).

Démonstration. La formule (1) définit une application & :
C" — F, associant a la fonction f une collection de n coefficients ¢, .
Cette application est linéaire. L’image de C" par & renferme ’espace X des
solutions de I’équation (2). En effet, d’aprés le § 25, toute solution de

*) Nous savons quelles solutions de I’équation (2) sont indéfiniment différentiables, i.e.
appartiennent & F (voir § 25, pt. 4).
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P’équation (2) s’écrit sous la forme (1). En vertu du théoréme précédent la
dimension de ’espace X est égale a n.

Une application linéaire de I’espace C" dans un espace X de la méme
dimension est un isomorphisme. Donc & réalise un isomorphisme entre C”
et X. C.Q.F.D.

3. Invariance par les translations.

THEOREME. L’espace X des solutions de I’équation différentielle (2) est
invariant par les translations transformant une fonction ¢(t) en la fonction
o(t + s).

En effet la translatée d’une solution est également solution comme pour
toute équation autonome (cf. § 10).

Exemples de sous-espaces de I’espace F, invariants par les translations :
EXEMPLE 1. L’espace 4 une dimension {ceM).
EXEMPLE 2. L’espace a n dimensions des A-quasi-polyndmes
A
[eMp, ().
EXEMPLE 3. Le plan
{e; cos wt + ¢, sin wi].

EXEMPLE 4. L’espace a 2n dimensions

P, (t) cos wt + q., () sin wt}.

On démontre que tout sous-espace fini de ’espace F, invariant par les
translations, est ’espace des solutions d’une équation différentielle de la
forme (2).

En d’autres termes, un tel sous-espace se décompose toujours en une
somme directe d’espaces de quasi-polyndmes. D’ou I’importance des
quasi-polyndmes dans la théorie des équations linéaires a coefficients cons-
tants.

Si une équation quelconque est invariante par un groupe quelconque de
transformations, alors les espaces de fonctions invariants par ce groupe
joueront un rdle primordial dans la résolution de cette équation. C’est ainsi
que diverses fonctions spéciales font leur apparition en mathématiques. Le
groupe de rotations de la sphére est, par exemple, lié aux fonctions sphéri-
ques qui sont des espaces finis de fonctions sur une sphére, invariants par
les rotations.

EXERCICE*. Trouver les sous-espaces de dimension finie de I’espace des fonctions diffé-
rentiables sur le cercle, invariants par les rotations du cercle.

4. Remarque. La théorie des équations différentielles linéaires a coeffi-
cients constants fut élaborée par Euler et Lagrange bien avant la forme
normale de Jordan des matrices.
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Ces mathématiciens ont tenu le raisonnement suivant. Soient A, A,
deux racines de I’équation caractéristique. A ces racines correspondent les
solutions €M, €’ qui, dans I’espace F, engendrent le plan [c,eM’ + c, ™'}
(fig. 182). Supposons maintenant que I’équation varie d’une fagon telle
que A, tende vers A, . Alors €™ tend vers M et, 4 la limite, le plan dégénére
en une droite.

KerA A'f
' A 0o f
e : —_— f— o—MmA
oMY ;‘r
[G,Ehtfcztea’? L/l ! 7 ZZ

Fig. 182. Position limite du plan engendré  Fig. 183. Noyau et image de Popérateur A
par eM et € dans l'espace F

Une question se pose : existe-t-il une position limite pour le plan lors-
que N, — A, ?

Au lieu de e’ et "' on peut, lorsque A, # A\, prendre pour base eM!
ete’ — M. OreM — eM' = (A, — \|)te™". La base de notre plan (e,
(e —eM)/(\, — \))) se transforme en la base (e, tei’) du plan limite
lorsque A, — X\, . Par conséquent, il est logique de s’attendre a ce que les
solutions de I’équation limite (avec la racine multiple A, = A, ) soient conte-
nues dans le plan limite {c, e’ + c,fe™']. Une fois la formule établie, on
peut la vérifier par une substitution dans 1’équation.

De la méme fagon on explique I’apparition des solutions t*eM (k < »)
dans le cas dlune racine de multiplicité ».

Les raisonnements précédents peuvent avoir la rigueur voulue (si I’on se
référe par exemple au théoréme de différentiabilité des solutions par rap-
port au paramétre).

5. Equations non homogeénes. Soit A : L, — L, un opérateur linéaire.
On appelle solution d’une équation non homogéne

Ax = f
de second membre ftoute contre-image x € L, de I’élément f € L, (fig. 183).

Toute solution de cette équation est la somme d’une solution particu-
liere x, et de la solution générale de I’équation homogeéne Ax = 0 :

A-lf =X + Ker A.
L’équation non homogéne est résoluble si f appartient a ’espace vectoriel

ImA =A(L,) € L,.
Considérons en particulier I’équation différentielle

x® + g x=V + . +a,x=f(t) 3)

At Aot
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(appelée équation différentielle linéaire et non homogéne d’ordre n a coef-
ficients constants).

THEOREME. Si le second membre f(t) de I’équation (3) est une somme de
N-quasi-polynémes, alors toute solution de I’équation (3) est une somme de
\-quasi-polynémes.

Considérons I’espace C” des N\-quasi-polynémes

C" = [eMp_,, ()

de degré <m. L’opérateur linéaire D (qui transforme toute fonction en sa
dérivée) applique C” sur lui-méme. Par conséquent I’opérateur

A=aD)=D"+aD""!'+..+aE:C"—-C"

est également un opérateur linéaire de C” sur lui-méme. Nous pouvons
désormais représenter 1’équation (3) sous la forme Ax = f. Pour s’assurer
qu’elle est résoluble il faut trouver I’image Im A = A(C™) de I’application
A.

LemME 1. Supposons que \ ne soit pas racine de I’équation caractéristi-
que, i.e. a(\) = 0. Alors I’application A : C™ — C™ est un isomorphisme.

Démonstration. La matrice associée a ’opérateur D : C" — C™,
dans une base convenable, est un bloc de Jordan d’élément diagonal \.
Dans la méme base, ’opérateur A est représenté par une matrice trigonale
dont les éléments diagonaux sont a(X\). Donc, det A = (a(N))™ = Oet A est
un isomorphisme.

COROLLAIRE. Si \ n’est pas une racine de I’équation caractéristique,
alors I’équation (3) dont le second membre est un \-quasi-polynéme de
degré <m admet une solution particuliére sous forme d’un \-quasi-
polynéme de degré <m.

LeEMME 2. Si \ est une racine de I’équation caractéristique de multiplicité
v, i.e. Si
az) = (z — N'b(z), b)) =0,
alors
AC" = Cmv,

Démonstration. A = a(D) = (D — NE)"b(D). D’aprés le lemme
1 ’application b (D) : C™ — C™ est un isomorphisme. Il nous reste donc a
démontrer que (D — AE)*C™ = C™~", Or la matrice associée a ’opérateur
D — \E est un bloc de Jordan nilpotent dans la base

t
ek=k—"'e"’, 0< k< m,
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i.e. cet opérateur agit sur cette base comme une translation :
0—ey—e —..—e,_,.

L’opérateur (D — AE)” agit comme une v-translation et applique C™ sur
Ccm-ry,

CoOROLLAIRE. Soit \ une racine de multiplicité v de I’équation caractéris-
tiqgue a(\) = 0. Si f € C¥ est un \-quasi-polynéme de degré <k, I’équation
(3) admet une solution ¢ € C**” sous forme d’un N-quasi-polynéme de
degré <k + .

Pour la démonstration il faut poser m = k + v dans le lemme 2.

Démonstration du théoréme. Soit £ I’ensemble de toutes les
sommes de quasi-polyndmes. Cet ensemble est un sous-espace vectoriel de
dimension infinie de I’espace F. D’aprés le corollaire précédent 1’image
A () de ’opérateur

A=aD):L—-L

contient tous les quasi-polyndmes. Puisque A4 (X) est un espace vectoriel, il
coincide avec L. L’équation (3) admet donc une solution particuliére,
somme de quasi-polynomes. Il nous reste a lui ajouter la solution générale
de I’équation homogene, qui, elle, est une somme de quasi-polyndmes en
vertu du § 25. C.Q.F.D.

REMARQUE 1. Si f = eM D (t), ’équation (3) admet une solution parti-
culiére de la forme ¢ = t"eMq_,(t).

En effet, d’aprés le lemme 2, il existe une solution particuliére sous
forme d’un quasi-polyndme de degré <k + v ; or les termes de degré <
vérifient 1’équation homogéne (voir corollaire pt. 2), donc on peut les
négliger.

REMARQUE 2. Si I’équation (3) et \ sont réels, on peut chercher la solu-
tion sous forme d’un quasi-polynéme réel. Si par contre N = o + iw, on
cherchera alors la solution sous la forme

e (p(t) cos wt + q(¢) sin wt).

Cela étant, le sinus peut figurer dans la formule de la solution, méme si le
second membre ne renferme qu’un cosinus.

EXERCICE. Sous quelle forme peut-on écrire les solutions particuliéres des 13 équations
suivantes :

1,2)% +x =t2; 3, )%+ x =e¥;

5,600 £x=te !, 7,8 % +x=1t3sint;

9,10)% + x = te' cost; 11,12) % £ 2ix = t2e'sin¢;
13)xV + 4x = 2%’ cos t ?
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6. Méthode des amplitudes complexes. Lorsque les racines sont com-
plexes, on opte en général pour le procédé de résolution suivant.

Supposons que I’équation (3) soit réelle et que la fonction f(¢) soit
représentée comme la partie réelle d’une fonction complexe : f(¢) =
= Re F(t). Soit ® une solution complexe de I’équation a(D)® = F. On
vérifie facilement que a(D)¢ = f, ol ¢ = Re & (puisque ¢ = Re a).

Donc, pour résoudre une équation linéaire réelle non homogéne dont le
second membre est f, il suffit de traiter f comme la partie réelle d’une fonc-
tion complexe F, de résoudre cette équation avec F pour second membre et
de prendre la partie réelle de la solution trouvée.

ExXEMPLE 1. Supposons que f(¢) = cos wt = Re e’'. Le quasi-polyndme
F(t) = e™ étant de degré nul, on peut chercher la solution ¢ sous la forme
Ct’e™!, ou C est une constante complexe (qu’on appelle amplitude com-
plexe), v la multiplicité de la racine iw. Finalement

. o(t) = Re (Ct*e™).
Si C = re®, alors
o(t) = rt’ cos (wt + 6).

Par conséquent, I’amplitude complexe C nous renseigne sur I’amplitude (r)
et sur la phase (f) de la solution réelle.

EXEMPLE 2. Soit un pendule (fig. 184) (ou un tout autre systéme linéaire
oscillatoire, par exemple, un corps soutenu par un ressort ou un circuit
électrique oscillant) soumis & ’action d’une force extérieure périodique :

%+ wix = f(t), f(@t) = coswvt = Ree™.

r r
——
Y,
7 Fig. 184. Systéme oscillant sous ’action de la
z force extérieure f(f) = cos vt

L’equatlon caractéristique A2 + w? = 0 admet pour racines A = xiw.
Si »?2 # w?, il importe de chercher une solution particuliére sous la forme
& = Ce™. En portant dans I’équation on a

C=——073-" @
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. La quantit¢ C peut étre écrite sous la forme trigonométrique
C = r@p)e®,

D’aprés la formule (4) ’amplitude r et la phase 6 prennent les valeurs *)
indiquées sur la figure 185. La partie réelle de ¢ est égale 4 r cos (vt + 0).
Donc, la solution générale de I’équation non homogeéne est de la forme

x =rcos (vt + 6) + C, cos (wt + 0,),

ou C, et 0, sont des constantes arbitraires.

A

Fig. 185. Amplitude et phase des oscillations d’un pendule sans frottement en fonction de
la fréquence de la force extérieure

w v

Par conséquent, sous I’action d’une force extérieure les oscillations du
pendule sont composées d’une « oscillation forcée » r cos (vt + 0) de fré-
quence égale a celle de la force extérieure et d’une « oscillation libre » de
Jfréquence propre w.

La dépendance de I’amplitude r de ’oscillation forcée par rapport a la
fréquence de la force extérieure v présente un caractére de résonance : plus
la fréquence de la force extérieure » est proche de la fréquence propre w,
plus le systéme oscille fortement.

Fig. 186. Somme de deux harmoniques de fréquences voisines (battements) et limite de cette
somme en cas de résonance (amplification)

Le phénomeéne de résonance que I’on observe lorsque la fréquence de la
force extérieure coincide avec la fréquence propre du systéme oscillatoire
est d’une grande importance dans les applications. Ainsi dans toute cons-
truction (édifice, avion, bateau, etc.) on doit veiller a ce que ses fréquences
propres n’approchent pas de celles des forces extérieures auxquelles elle est

*) Le choixde § = —x (au lieu de + =), lorsque v > w, sera justifié plus bas, par ’exem-
ple 3.
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susceptible d’&tre soumise. Autrement une force, méme faible, d’effet
durable pourrait ’ébranler et la faire écrouler.

La phase des oscillations forcées 6 varie par sauts de — 7 lorsque » passe
par la valeur résonante w. Lorsque » est proche de w, on observe des
« battements » (fig. 186) : tantdt I’amplitude des oscillations croit (tant
que le rapport des phases du pendule et de la force extérieure est tel que la
force extérieure fait osciller le pendule en lui communiquant sa propre
énergie), tant6t elle décroit (lorsque le rapport des phases varie de telle
sorte que la force extérieure amortisse les oscillations du pendule).

Plus les fréquences » et w sont voisines, plus le rapport des phases varie
lentement, et plus est grande la période des battements. Lorsque v — w, la
période des battements tend vers 1’infini.

En cas de résonance (v = w) le rapport des phases est constant et les
oscillations forcées peuvent croitre indéfiniment (fig. 186).

Utilisons en effet la méthode générale pour chercher une solution parti-
culiére sous la forme x = Re Cte™ lorsque » = w. En portant dans I’équa-

tion il vient C = 1/Qiw), d’ou x = -2% sin wt (fig. 186). Les oscillations

forcées croissent indéfiniment.
ExeMPLE 3. Considérons I’équation du pendule en présence de frotte-
ment

*+ kX + o*x = f().
L’équation caractéristique A2 + kN + w? = 0 posséde les racines (fig. 187)

)\1'2=—aﬂ:i9, ou a=5’9= OJ—'—4—,

[ @ v w v

Fig. 187. Valeurs propres de ’équa-  Fig. 188. Amplitude et phase des oscil{ations forcées
tion du pendule avec frottement du pendule avec frottement en fonction de la fré-
quence de la force extérieure

Supposons que le coefficient de frottement k est >0 et relativement petit
(k? < 4w?). Considérons la force extérieure harmonique f(¢) = cos vt =
= Re e™. Si le coefficient de frottement k est non nul, i» ne peut étre
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racine de I’équation caractéristique (car A, , possédent des parties réelles
non nulles). Il faut donc chercher la solution sous la forme x = Re Ce'™.
En substituant dans I’équation il vient

1
¢ w2— v+ kiv’ ©
Ecrivons C sous la forme trigonométrique : C = re®. La figure 188 repré-
sente I’amplitude r et la phase 6 des oscillations forcées en fonction de la fré-
quence de la force extérieure en vertu de la formule (5).

Ces graphiques sont construits de la maniére suivante. Considérons le
dénominateur de la fraction (5), i.e. la valeur du polynéme caractéristique
p sur P’axe imaginaire. L’image » ~ p(iv) = w? — »2 + kiv s’appelle
courbe de Mikhailov. On voit sur la formule (5) que cette courbe (dans le
cas de notre équation) est une parabole qui est représentée sur la figure 189.
Si le coefficient de frottement & est petit, la parabole est « proche » d’une
demi-droite de I’axe réel parcourue deux fois.

Iml

mp
1’—
2Y) 5/ V@ \a iy .

‘ \v
- LJZ Rep

I
AN

/y/w/wﬁ— V2+kEY

Liy) [

=W
Fig. 189. Valeurs du polyndme caractéristi- Fig. 190. Dépendance -de 'amplitude com-
que sur l’axe imaginaire plexe par rapport a la fréquence de la force
extérieure

Il est maintenant aisé de construire I'image » —» C(v) = 1/p(iv), cette
courbe s’appelle caractéristique amplitude-phase. On 1’obtient & partir de
la courbe de Mikhailov par le produit d’une inversion et d’une symétrie par
rapport a ’axe réel. La partie de courbe de Mikhailov voisine de 0 est prati-
quement indiscernable d’un couple de segments de droite et correspond a
des voisinages des points w et —w de I’axe », dont les rayons sont de I’ordre
de k. L’inversion envoie les droites dans des cercles, donc la caractéristique
amplitude-phase est composée de deux portions proches de grands cercles
(de diamétre 1/(kw)) (fig. 190). Sur I’axe », ces cercles correspondent a de
petits (de ’ordre de k) voisinages des valeurs résonantes w et —w ; la partie
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restante de 1’axe correspond a I’arc de courbe reliant ces cercles ainsi
qu’aux arcs extrémités.
Cette étude de I'image y —» C(») nous permet d’aborder sans peine celle
de la dépendance du module et de I’argument de I’amplitude complexe C
par rapport a » : leurs graphiques sont représentés sur la figure 188.
La solution générale de I’équation non homogéne
x=rcos (@t +0) + Ce *cos (@ + 0,

est la somme d’une solution particuliére et de la solution générale de
I’équation homogéne C,e~* cos (¢ + 0,).

Pour # — + oo ce terme tend vers 0, de sorte qu’il ne reste qu’une seule
oscillation forcée x = r cos (vt + 0).

Etudions le comportement du pendule lorsque le coefficient de frotte-
ment est d’abord nul (fig. 185) et ensuite positif (fig. 188).

Nous remarquons qu’un faible frottement exerce sur la résonance une
influence telle que I’amplitude des oscillations croit non pas indéfiniment
mais jusqu’a une valeur finie inversement proportionnelle au coefficient de
Sfrottement.

En effet, au voisinage de » = w la fonction r(y) posséde un maximum
nettement prononcé (fig. 188). La formule (5) nous montre que lorsque k
décroit, la hauteur de ce maximum croit comme 1/kw.

D’un point de vue physique, la finitude de I’amplitude des oscillations
forcées établies, lorsque le coefficient de frottement est non nul, est facile &
prévoir par un calcul de la balance énergétique. Lorsque I’amplitude est
grande, I’énergie communiquée au pendule par la force extérieure est infé-
rieure 4 I’énergie absorbée par les frottements. Par conséquent, ’amplitude
diminuera tant que ne s’établira pas un régime dans lequel la perte d’éner-
gie due au frottement sera compensée par le travail de la force extérieure.
L’amplitude des oscillations établies croit en raison inverse du coefficient
de frottement lorsque ce dernier tend vers 0.

Le déphasage de 8 est toujours négatif. Autrement dit, les oscillations
forcées retardent sur la force excitatrice.

EXERCICE 1. Montrer que toute solution d’un systéme d’équations linéaires et non homo-
génes A coefficients constants et dont le second membre est une somme de quasi-polynomes a

coefficients vectoriels
Nt k
f = Z e E Ck,lt
! k

est une somme de quasi-polyndmes a coefficients vectoriels.
EXERCICE 2. Montrer que toute solution d’une équation récurrente linéaire et non homo-
géne dont le second membre est une somme de quasi-polynomes

X, +ax, |+ .. +tax,_ . =f(n)

est une somme de quasi-polynémes. Trouver la formule du terme général de la suite 0, 2, 7,
18,41, 88, ... (x, = 2x,_, + n).
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7. Application aux calculs des oscillations faiblement non linéaires.

Lorsqu’on veut établir comment une solution d’une équation varie en
fonction de paramétres, on est souvent conduit a résoudre des équations
linéaires et non homogénes ou équations aux variations (voir § 3). En
particulier, lorsque le systéme « non perturbé » est linéaire, le probléme se
rameéne en général a la résolution d’équations linéaires dont le second mem-
bre est une somme d’exponentielles (ou de fonctions trigonométriques) ou
de quasi-polyndémes.

EXERCICE 1. Exprimer la période d’oscillations du pendule d’équation ¥ = —sin x en
fonction de I’amplitude A en admettant que cette derniére est petite.

AZ
Réponse. T = 2 1+—lg+0(A4) .

Lorsque I’angle d’écart est par exemple égal & 30°, la période est de 2 % supérieure a celle
des petites oscillations.

Solution. Traitons la solution de I’équation du pendule qui vérifie la condition initiale
x(0) = A, x(0) = 0 comme une fonction de 4.

D’aprés le théoréme de différentiabilité par rapport aux conditions initiales, cette fonc-
tion est différentiable. Développons-la en série de Taylor suivant les puissances de A, au voisi-
nagede A = 0:

x = Ax (1) + A%xy(0) + A%x,(1) + 0(AY).

Alors . R
X =Ax; + A%, + A%, + 0(49),
® =A% + A¥, + A%, + 049,
. 2 3 1, 4
sinx = Ax, + A*x, + A x;——xy )+ o).
6
L’équation = —sin x est vérifiée quel que soit A. Il en découle les équations pour x|, x,,
Xyt
3

1
X = —x, Xy = Xy, R = =Xy +E x?. 6)

La condition initiale x(0) = A4, x(0) = 0 est réalisée quel que soit A. Il s’ensuit les condi-
tions initiales pour I’équation (6) :

X0 =1, x,00) =x,(0) = %,(0) = %,(0) = %,(0) = 0. Q)
La résolution de 1’équation (6) avec les conditions initiales (7) donne

x, =cost, x,=0.

Pour x, on obtient I’équation
1 .
Ry + Xy = cos’t,  x,(0) = x,(0) = 0.
En résolvant cette équation (par la méthode des amplitudes complexes par exemple) il vient

Xy = a(cos t — cos 3t) + Bt sint,
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oula = 1/192,8 = 1/16.
Donc, la non-linéarité (sin x # x) des oscillations du pendule se traduit *) par I’adjonc-
tion du terme A 3x3 + 0(A4 4y

x =Acost + A3[a(cos t — cos 3f) + Bt sint] + 0(4%).

La période des oscillations T est, comme le maximum de x(¢), proche de 27 lorsque A est

petit. On la tire de la condition X(7) = O, i.e.
Al=sint + A%[B - a)sin T + 3o sin 3T + 8T cos T] + 0(4%) = 0.

Résolvons cette équation approximativement pour de petits 4. Posons T = 27 + u.

Nous obtenons 1’équation suivante en u :
sinu = A2[278 + O(u)] + 0(43).
D’aprés le théoréme des fonctions implicites
u = 21BA% + 0(43),
42

ie.T=2r(1+ m + o(4 2)). Puisque T(A) est pair, on ao(A42) = 0(4%).

EXERCICE 2. Soit I’équation

2

X+ wix +ax?+ bx3=0.

Exprimer la période des oscillations en fonction de I’amplitude 4.
Ré s s sa® 3\ 2, 4
éponse. T = — — o .
p w 120)4 80.'2
EXERCICE 3. Etablir le méme résultat au moyen de la formule explicite de la période (§ 12,
pt. 7).

§ 27. Equations linéaires non autonomes

La partie de la théorie des équations linéaires, qui ne dépend pas de
I’invariance par les translations, se transpose facilement aux équations et
aux systémes linéaires a coeffficients variables.

DeriNiTION. On appelle linéaire (homogéne) a coefficients variables *+)
I’équation
x=A@x, xeR", A():R"—R" )

*) A ce sujet il est recommandé de se rappeler le probléme du seau troué (voir 'aver-
tissement du § 7, pt. 5): & cause de l’apparition du terme « séculaire » ¢ sin ¢ dans la formule
de x; il est risqué de faire toute sorte de conclusion quant au comportement du pendule lorsque
t = oo. Notre approximation n’est valable que sur un intervalle de temps fini ; lorsque ¢ est
grand, le terme O(A*) est également grand. Et effectivement la véritable solution de I'équa-
tion des oscillations du pendule reste limitée (par A) quel que soit ¢ comme il découle du
principe de conservation de I’énergie.

**) Nous supposons que les coefficients sont réels. Le cas de coefficients complexes est
analogue.
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ou ¢ appartient & un intervalle I de I’axe réel. Cet intervalle peut couvrir
I’axe R tout entier.

Géométriquement, les solutions de I’équation (1) sont représentées par
des courbes intégrales dans la bande I x R” de I’espace des phases élargi
(fig. 191). Comme d’habitude nous supposerons que la fonction A (¢) est
différentiable *).

Rﬂ
%
x |
[
1
1
t
x i
Z, i '
I T L} -
\ N | "z, 7 ¢
Fig. 191. Courbes intégrales Fig. 192. Balangoire Fig. 193. Solution non pro-
de I’équation linéaire longeable de _ I’équation
x=x
ExempLE 1. Considérons I’équation du pendule ¥ = —w?x. La fre-

quence w dépend de la longueur du pendule. Les oscillations d’un pendule
de longueur variable obéissent & une équation analogue

X = —w?(t)x.

Cette équation peut se mettre sous la forme (1) :

Xl = xz, _ 0 1
{'xz = —w2()x,, A= (—wz(t) 0)'

Comme exemple de pendule de longueur variable citons la balangoire : en
modifiant la position de son centre de gravité, la personne qui se balance
fait varier périodiquement le paramétre w (fig. 192).

2. Existence des solutions. L’équation (1) admet une solution
immédiate : la solution nulle. Quelles que soient les conditions initiales
(%, %)) € I x R", d’aprés les théorémes genéraux du chapitre 2, il existe une

*) On aurait pu se contenter de la continuité de la fonction A(f) (voir plus bas § 32,
point 6, page 286).

16—7560
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solution définie dans un certain voisinage du point #,. Lorsque I’équation
est non linéaire, cette solution est susceptible de ne pas étre prolongeable a
I’intervalle I tout entier (fig. 193). Les équations linéaires ont ceci de parti-
culier qu’il leur est impossible de s’éloigner & I’infini en un laps de temps
fini.

THEOREME, Toute solution de I’équation (1) est prolongeable a !’inter-
valle I tout entier.

Lorsque I’équation est linéaire, Xl < ClxIl et par conséquent toute
solution croit moins vite que e,

On démontrerait soigneusement ce théoréme par exemple de la fagon suivante. Soit [a, b]

un intervalle compact de I. Alors la norme *) de ’opérateur A (¢) est majorée sur 'intervalle
[a, b] :

1Al < C = C(a, b).

Démontrons la majoration a priori suivante :
Si une solution ¢ est définie sur un intervalle [t, t] (a < t, < t < b) (fig. 194), alors

le)l < e hpe . @
Ceci est évident pour la solution nulle. Sig(¢,) # 0, d’aprés le théoréme d’unicité, ¢(7) ne

s’annule pas. Posons () = lg()ll. La fonction L(r) = In r? est définie pour ST
Par hypothése L < 2r7/r? < 2C. Donc L(¢t) € L(ty) + 2C(t — ty). Ce qu’on voulait.

¥ — R‘/\\ﬁ\—/ot

Fig. 194. Estimation a priori de la croissance  Fig. 195. Prolongement d’une solution
d’une solution sur lintervalle [a, b] jusqua t=b

Supposons maintenant que |l X, I2 = B > 0. Dans I’espace des phases élargi (fig. 195),
considérons le compact

F={t,x:a<t<b, Ixl?g2Be¥0C-9)
D’aprés le théoréme de prolongement, la solution vérifiant la condition initiale ¢(¢,,) = x, est
prolongeable en avant jusqu’a la frontiére du cylindre F. La frontiére du cylindre F est consti-

tuée des sections (¢t = a, ¢t = b) et de la surface latérale (Il x 2= 2Be?®-a) 1 a solution ne
peut accéder a la surface latérale car, en vertu de la majoration a priori,

lo@)l < Be¥*®-9),

*) Nous supposons que dans R" a été choisie une métrique euclidienne quelconque.
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La solution ¢(f) se prolonge donc & droite jusqu’a ¢ = b. On démontrerait de la méme
maniére qu’elle se prolonge a gauche jusqu’a ¢t = a.

Ce qui achéve la démonstration du théoréme, puisque a et b ont été arbitrairement choi-
sis.

3. Espace vectoriel des solutions. Soit X I’ensemble de toutes les solu-
tions de I’équation (1), définies sur ’intervalle I tout entier. Les solutions
étant des applications ¢ : I — R” a valeurs dans I’espace des phases vecto-
riel R”, on peut les additionner et les multiplier par des nombres :

(1o + C20)(t) = cro1(2) + cr0,5(0).

THEOREME, L’ensemble X de toutes les solutions de I’équation (1) défi-
nies sur ’intervalle I est un espace vectoriel.
Démonstration. Ceci est évident :

d . .
a (€101 + Cr03) = €19 + 20, = €1 Ap; + CAp, = Alc 9 + C29,).

THEOREME. L’espace vectoriel X des solutions d’une équation linéaire
est isomorphe @ l’espace des phases R" de cette équation.
Démonstration. Soit ¢t € I. Considérons I’application

B,:X ~R", B,p = o),

qui & chaque solution ¢ associe sa valeur a I’instant ¢.

L’application B, est linéaire (car la valeur d’une somme de solutions est
égale a la somme des valeurs de ces solutions). L’image de X par cette
application est ’espace des phases R” tout entier, car, d’aprés le théoréme
d’existence, quel que soit x € R”, il existe une solution ¢ vérifiant la condi-
tion initiale ¢(,) = x,. Le noyau de I’application B, est nul, car la solution
vérifiant la condition initiale ¢(¢,) = 0 est identiquement nulle d’aprés le
théoréme d’unicité.

Par conséquent B, est un isomorphisme de X sur R". Nous avons établi
1a le résultat fondamental de la théorie des équations linéaires.

DEFINITION. On appelle systéme fondamental de solutions de 1’équation
(1) une base de I’espace vectoriel des solutions X.

EXERCICE. Trouver un systéme fondamental de solutions de I’équation (1) ou

(1 o)
A= .
-1 0
Du théoréme précédent il vient :

CoROLLAIRE 1. Toute équation (1) posséde un systéme fondamental de n
solutions ¢, ... , ¢,.

16*
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COROLLAIRE 2. Soit ¢y, ... , ¢, un systéme fondamental. Toute solution
de I’équation (1) est une combinaison linéaire des solutions de ce systéme
fondamental.

CoroLLAIRE 3. Toute famille de n + 1 solutions de I’équation (1) est
linéairement dépendante.

COROLLAIRE 4. Les applications

g =B, B ':R"—~R"

pendant intervalle de temps (¢, t,) (fig. 196), associées a I’équation (1),
sont des isomorphismes linéaires.

R” R"
¢,
%y W
fig. 196. Transformation linéaire de Iespace
des phases par les solutions de I’équation
) t 12 linéaire dans l'intervalle de temps (f, )

4. Wronskien. Soite,, ... , e, une base quelconque de I’espace des pha-
ses R”. Le choix d’une base fixe I’unité de volume et ’orientation de R”.
Par conséquent, & chaque parallélépipéde correspond un volume bien
défini dans I’espace des phases.

Soient ¢, : I — R" (k =1, ..., n) des fonctions vectorielles.

DErINITION. On appelle wronskien du systéme de fonctions vectorielles
¢, la fonction numérique W : I — R dont la valeur au point ¢ est égale au
volume (orienté) du parallélépipéde construit sur les vecteurs ¢, (), .
v, p,(t)eR”

e (t) = ‘Pk,l(t)el + ...+ <Pk,,,(t)e,,-

Supposons en particulier que ¢, soient les solutions de I’¢quation (1).
Leurs images par I’isomorphisme B, défini plus haut sont des vecteurs ¢ (¢)
de ’espace des phases R”. Ces derniers sont linéairement dépendants si, et
seulement si, le wronskien s’annule au point ¢. D’ou le

COROLLAIRE 5. Un systéme de solutions ¢,, ... , ¢, de I’équation (1) est
un systéme fondamental si, et seulement si, son wronskien est non nul en
un point quelconque t.

COROLLAIRE 6. Si le wronskien d’un systéme de solutions de I’équation
(1) s’annule en un point, il est identiquement nul en tous les points t.
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EXERCICE 1. On demande d’établir si le wronskien d’un systéme de fonctions vectorielles
#,, linéairement indépendantes, est identiquement nul.

EXERCICE 2. Montrer que le wronskien d’un systéme fondamental de solutions est pro-
portionnel au déterminant d’une transformation pendant I'intervalle de temps (¢, ) :

W) = (det g )W (1,).

Nota. Voir solution au point 6.

5. Cas d’une seule équation. Soit I’équation d’ordre n
x® +ax0D+ . +a,x=0 3)
a coefficients généralement variables a, = a,(¢),t € I.

Certaines équations du second ordre a coefficients variables sont d’un usage si fréquent
dans les applications qu’elles possédent leurs propres noms ; leurs solutions sont étudiées et
leurs tables établies avec le méme détail que pour les fonctions sinus et cosinus (voir par exem-
ple E. Yanke et F. Emde, Table des fonctions, M., éd. Naouka, 1977).

EXEMPLE 1. L’équation de Bessel :

1. »?
X+-X%+ (1-— Jx=0.
t t

ExXEMPLE 2. L’équation hypergéométrique de Gauss :
@+ B+ 1)t —~ . of
X + x
te -1 te -1

X+

EXEMPLE 3. L’équation de Mathieu
X+ @+ bcost)x =0.

Nous aurions, certes, pu écrire ’équation (3) sous forme d’un systéme
de n équations du premier ordre et appliquer les raisonnements précédents.

Néanmoins, on peut considérer directement ’espace X des solutions de
’équation (3). Cet espace est un espace vectoriel de fonctions ¢ : 7 — R. 1l
est évidemment isomorphe a I’espace des solutions d’un systéme équivalent
de n équations. L’isomorphisme est défini par la relation

0= (0,0, ...,0" ).
D’ou le
COROLLAIRE 7. L’espace X des solutions de I’équation (3) est isomorphe
a Pespace des phases R" de I’équation (3), cet isomorphisme pouvant étre

défini en associant @ chaque solution ¢ € X I’ensemble des valeurs prises
par les dérivées de ¢ en un point quelconque t :

@ = (p(tg), &(to)s o » 977 V(20)).

DEFINITION. On appelle systéme fondamental de solutions de I’équation
(3) une base de I’espace vectoriel X.
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EXERCICE 1. Trouver un systéme fondamental de solutions de I’équation (3) avec des
coefficients a, constants. Par exemple, ¥ + ax = 0.

Réponse. (" eM}, 00 0 < r < v, silaracine A de I’équation caractéristique est de multipli-
cité v. Lorsque les racines sont complexes (A = a % iw), on peut remplacer e par e cos wt
et e* sin wt. En particulier, pour ¥ + ax = 0, 0on a

cos wf et sin wt sia=w?>0;
chat e shat oueete ™ sia=—-a2<0;
1 et ¢ sia = 0.

DeriniTion. On appelle wronskien d’un systéme de fonctions ¢, :
I — R, 1<k < n,lafonction numérique W : I — R qui au point ¢ prend la
valeur

210) e (1)
W) = | e1() (3]

P () . o)

En d’autres termes, c’est le wronskien du systéme de fonctions vecto-
rielles ¢, : I — R” obtenues a partir de ¢, par la procédure habituelle :

¢k(t) = (‘pk(t)9 ‘bk(t)a cec ‘ol((n.‘l)(t))v k = 19 eee y N

Tout ce qui vient d’étre dit sur le wronskien d’un systéme de solutions
vectorielles de I’équation (1) se transpose intégralement au wronskien d’un
systéme de solutions de 1I’équation (3). En particulier :

COROLLAIRE 8. Si le wronskien d’un systéme de solutions de I’équation
(3) s’annule en un point, il est identiquement nul en tous les points t.

EXERCICE 2. Si le wronskien de deux fonctions est nul au point ¢, peut-on déduire qu’il
est identiquement nul ?

COROLLAIRE 9. Si le wronskien d’un systéme de solutions de I’équation
(3) s’annule en un point, ces solutions sont linéairement dépendantes.

EXERCICE 3. Si le wronskien de deux fonctions est identiquement nul, en résulte-t-il que
ces fonctions sont linéairement dépendantes ?

CoROLLAIRE 10. Un systéme de n solutions de I’équation (3) est fonda-
mental si, et seulement si, son wronskien est non nul en un point.

EXEMPLE 4. Soit le systéme de fonctions eV, ... , e™’. Ces fonctions for-
ment un systéme fondamental de solutions d’une équation linéaire de la
forme (3) (dire laquelle ?). Aussi sont-elles linéairement indépendantes.
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Donc le wronskien est différent de 0. Or il est égal &

Nt 0y
e e e 1 v 1
At At
W: Ale e )\ne n - e()\1+"'+)‘n)t )\l oo )\n
)\,,_le)\lt )\:_le)\,,t )\;r—l -1

1 e 1
A A,
)\;I—l )\n—l

est différent de 0 si les N\, sont deux a deux distincts.
EXEMPLE 5. Considérons I’équation du pendule ¥ + w?x = 0. Elle
admet pour systéme fondamental (cos w?, sin wt). Le wronskien

cos wt sin wt
W = . = w
—wSsSinwl w oS wt
est constant. Il n’y a pas lieu de s’étonner, car le flot de I’équation du pen-
dule conserve les aires (voir § 16, pt. 4).

Voyons maintenant comment dans le cas général varie le volume des
figures de I’espace des phases par des transformations g{o dans l’intervalle
de temps (¢, ).

6. Théoréme de Liouville. Le wronskien d’un systéme de solutions de
P’équation (1) est solution de I’équation différentielle

W=aW, ou a(t)=trAQ). @
COROLLAIRE. , .
S a(r)dr j a(r)dr
W)y =e° W), detgl =e° . )

En effet, I’équation (4) se résout facilement :

t
%’g =adt, InW-In W, = SG(T)dT-

fo

Du reste, une inspection de la formule (5) nous montre que le wronskien
de tout systéme de solutions soit est identiquement nul, soit ne s’annule en
aucun point.
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EXERCICE 1. Trouver le volume de I’image du cube unité 0 X; < 1 par la transformation
dans le temps 1 du flot du systéme

X) =2 — X, — Xy, Xy =X+ X+ x5, X=X —x,— X,.

Solution. tr 4 = 2, donc W(r) = e* W (0) = e¥.

Idée de la démonstration du théoréme de Liouville.

Si les coefficients sont constants, 1’équation (4) n’est autre que la for-
mule de Liouville du § 16. Si I’on fige les coefficients A4 (¢) (i.e. si on les
pose égaux a leurs valeurs a un instant 7 quelconque), on s’assure que la
relation (4) est vraie quel que soit 7.

Démonstration. Soit la transformation linéaire g:*A : R" — R” (fig. 197) dans le
petit intervalle de temps (7, 7 + A). Cette transformation associe a la valeur ¢(r) d’une solu-
tion quelconque ¢ de I’équation (1) a ’instant 7 la valeur ¢(r + A). D’aprés I’équation (1) on a

p(r + 4) = o(1) + AMP@)A + o(8),

i.e.
gIt4 = E + AA() + o).
n
R ]7
N
4\17: 74 I’Z"A
i/
4
Fig. 197. Action du flot sur le parallélépipede
T > engendré par un systtme fondamental de
74 solutions

Par conséquent, d’aprés le § 16, le coefficient de dilatation des volumes par la transfor-

mation g7+ est égal & det g4 =1+ Aa + o(4),ona = tr 4.

Or W(r) est le volume du parallélépipéde IT_ engendré par les valeurs de notre systéme de
solutions a l’instant 7. La transformation g}* associe a ces valeurs les valeurs du méme
systéme & P’instant 7 + A. Le parallélépipéde IT__, engendré par ces nouvelles valeurs a pour
volume W (r + A). Par conséquent

W+ A) = det g2 W() = [1 + a(A + o QW (),
d’ot il vient W = aW. C.Q.F.D.

COROLLAIRE. Le wronskien d’un systéme de solutions de I’équation (3)
est égal a .
§ ay(nar
W(t) = e w(t,).
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Lorsqu’on écrit I’équation (3) sous forme du systéme (1), on fait passer
le terme a,x("“) au second membre, d’ou le signe moins apparu dans la
formule. La matrice du systéme obtenu est

01
e
-a, ... —a,

Tous les éléments de la diagonale principale sont des zéros a I’exception
d’un seul qui est égal & —a,.

ExemMpLE. Soit I’équation de la balangoire ¥ + f(f)x = 0.

THEOREME. La position d’équilibre x = x = 0 n’est asymptotiquement
stable pour aucune valeur de f.

Démonstration. Prenons une base quelconque £, 7 dans le plan R?
engendré par les conditions initiales (fig. 198). La stabilité signifierait que
gi,k — Oetgin — 0, et le wronskien du systéme fondamental correspon-
dant tendrait vers 0 : W(¢t) — 0.

Fig. 198. Flot d’un systéme linéaire
asymptotiquement stable

Notre équation est équivalente au systéme

{)'c, Xy,
%, = —f()x,

= (o o)

Ortr A = 0, donc W(t) = const, ce qui contredit W (¢) — 0.

dont la matrice est

EXERCICE 2. Etudier I’équation de la balangoire en présence de frottement

%+ a)x + o2(t)x = 0.
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Montrer que la stabilité asymptotique est impossible si le coefficient de frottement a(f) < 0,
vt.

Est-il vrai que, lorsque le coefficient de frottement est >0, la position d’équilibre (0, 0)
est toujours stable ?

REMARQUE. On appelle divergence d’un champ de vecteurs v sur ’espace
euclidient R”, rapporté a des coordonnées cartésiennes x;, la fonction

. dv;
divey = iy i
ox;
i=1
En particulier, la divergence d’un champ de vecteurs linéaire v(x) = Ax
est égale a la trace de I’opérateur A :
div Ax = tr A.
La divergence d’un champ de vecteurs définit la vitesse de dilatation des
volumes par le flot correspondant.
Soit un domaine D dans I’espace des phases euclidien de 1’équation
x = v(x) (cette équation n’est pas forcément linéaire). Désignons par D (¢)
I’image du domaine D par le flot et par V' (¢) le volume du domaine D(¢).
Exercice * 3. Démontrer le théoréme suivant.

THEOREME DE LIOUVILLE. % = S div v dx (fig. 199).

D(

Fig. 199. Le flot d’un champ de vecteurs de
divergence nulle conserve les aires

CoROLLAIRE 1. Si div v = 0, le flot conserve le volume de tout domaine.

On peut se représenter ce flot comme le courant d’un « fluide » incom-
pressible dans 1’espace des phases.

COROLLAIRE 2. Le flot des équations de Hamilton

_oH . _8H
da,’ ¢ op’

Dy = k=1,...,n

conserve les volumes.
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Démonstration.

. 3*H ?H
divv = Z - =0
09, 0p,  0p,9q,

Cette relation est fondamentale en physique statistique.

7. Théorémes de Sturm sur les zéros des solutions des équations du
second ordre. Les solutions des équations linéaires du second ordre possé-
dent d’originales propriétés oscillatoires. Sturm a parlé des « théorémes
dont j’ai I’honneur de porter le nom ».

Considérons les équations a coefficients constants (fig. 200) :

¥+ wix=0 x-k2x=0.

Les solutions de la premiére équation possédent une infinité de zéros.
L’intervalle de deux zéros consécutifs de toute solution non triviale est égal
a m/w. Chaque solution non identiquement nulle de la deuxiéme équation
admet un zéro au plus. Dans les deux cas, ’intervalle de deux zéros consé-
cutifs de toute solution non identiquement nulle contient un zéro de toute
autre solution.

T z

N\, <.
/\)

Fig. 200. Solutions des équations 6x + ¥ = 0  Fig. 201. Plan de phase de I’équation
F+q)x=0

Les théorémes de Sturm montrent que ces phénoménes se produisent
également pour les équations a coefficients variables :

*+q)x=0 (6)

(I’équation de forme plus générale X + p(¢)x + g (t)x = 0 se raméne sans
peine a la forme (6)).

Etudions I’équation (6) dans le plan de phase (x, y = x). Les orbites de
I’équation non autonome peuvent se couper. On peut cependant recueillir
une certaine information sur ces orbites pour 1’équation du second ordre,
une information sur laquelle est basé le théoréme de Sturm.

ProrosiTioN 1. Les orbites de ’équation (6) coupent la demi-droite
x = 0,y > 0dans le sens des x croissants, et la demi-droitex = 0,y < 0
dans le sens des x décroissants.
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Démonstration. Ecrivons I’équation (6) sous forme du systéme

xX=y, y=—q@)x.

Sur la droite x = 0, le vecteur vitesse de phase admet pour tout y les com-
posantes (¥, 0) (fig. 201). Ce qui prouve la proposition 1.

Signalons que pour y # 0 le vecteur vitesse de phase est non nul sur
I’axe x = 0. Donc, les zéros de toute solution (non identiquement nulle) de
I’équation (1) sont isolés et en nombre fini sur tout intervalle de ’axe ¢.

La proposition 1 entraine immédiatement la

ProposITION 2. Toute orbite coupe I’axe x = 0 alternativement pour
y>0ety <.

Désignons par ¢ 1’angle polaire mesuré a partir de la direction positive
de I’axe y vers la direction positive de ’axe x. La proposition 2 entraine la

ProposITION 3. L’angle ¢ croit de « le long de [’orbite lorsqu’on passe
d’un point d’intersection d’une orbite et I’axe x = 0au point d’intersection
suivant.

Cette proposition entraine de toute évidence le

THEOREME 1. L’intervalle de deux zéros consécutifs de toute solution de
I’équation (1) contient un zéro de toute autre solution.

En effet, le rayon qui balaie le demi-plan dépasse tout rayon restant
dans ce demi-plan.

Démonstration. Considérons I’angle polaire ¢ le long de la premiére et de la
deuxiéme solution (fig. 202) : ¢ = «(t), ¢ = B(f). Supposons que les zéros de la premiére
solution correspondenta ¢ = ¢, et £, et que y > 0 pour ¢ = ¢, (sinon il faut changer le signe de
). On peut alors considérer que a(#,) = 0. D’aprés la proposition 3 on a a(t,) = 7. On peut
considérer que 0 < B(f,) < = (sinon on change le signe de 3).

Fig. 202. Démonstration du théoréme des
zéros

Z L 4

Si les solutions sont linéairement dépendantes, leurs zéros sont confondus et le théoreme
est prouvé. Si les solutions sont linéairement indépendantes, les vecteurs qui leur correspon-
dent dans le plan de phase sont a tout instant aussi linéairement indépendants. Donc, dans ce
cas 3(¢) # a(t) quel que soit ¢.

Ainsi, B(f)) < m = a(t,) < B(t,). Par suite, il existe dans I'intervalle [¢, £,] un ¢, tel que
B(ty) = . Ce t, est un zéro de la deuxiéme solution.
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La deuxi¢me considération sur laquelle sont fondés les théorémes de
Sturm est que la vitesse angulaire du mouvement du point représentatif de
I’équation (6) autour de I’origine des coordonnees peut €tre calculée de
fagon explicite.

PROPOSITION 4. Désignons par ¢ la vitesse de variation de I’angle polaire
¢ lorsque le point représentatif (x(t), y(t)) de I’équation (1) est en mouve-
ment. Alors ¢ prend la méme valeur pour tous les vecteurs (x, y) colinéaires
a une méme date t et cette valeur est égale @

_a@0x* + y
x2 4+ y?
Démonstration. Sir est le rayon vecteur du point représentatif, le
double de la vitesse aréolaire est égal a [, 7] et en méme temps & —r2¢ (le

plan est rapporté aux coordonnées (x, ), et ¢ est I’angle orienté (Oy, Ox)).
Donc,

,
bl ly -gx
’.2 x2 +y2

C.Q.F.D.

De la proposition 4 il s’ensuit qu’d valeurs égales de I’angle polaire o #
# km, le rayon vecteur du point représentatif de I’équation de forme (6)
dont le coefficient q est plus élevé, tourne plus vite.

On en déduit le

THEOREME DE COMPARAISON, Considérons deux équations de la forme (6)
X+ qt)x =0, X+ Q@)x =

et supposons que Q = q. L’intervalle fermé de deux zéros consécutifs quel-
conques de toute solution de la premiére équation contient un zéro de toute
solution de la seconde.

Démonstration. Supposons tout d’abord que Q est strictement supérieur & g pour
tous les ¢. Désignons par ¢ = «(t) I’angle polaire le long de la premiére solution et par
= A(t), le long de la deuxi¢me. On peut admettre comme plus haut que a(¢t,) = 0,
a(ty) =7, 0<A()<w. A P’instant initial tyonaA(t)) > a(t)). Dans la suite, A (¢) restera
strictement supérieur 4 a(f) pour ¢, < t < t,. En effet, si la fonction « doublait A pour la pre-
miére fois & un instant 7, elle prendrait la méme valeur (#k7) que A a cet instant. Mais alors
au moment du dépassement, le rayon vecteur du point poursuivant tournerait moins vite
((A(r) > &(r) en vertu de la proposition 4, puisque Q > q) et le dépassement n’aurait pas lieu.
Ainsi, A(f,) > a(t,) = 7. Or A(¢,) < =. Dong, il existe un instant ¢, € [¢,, ¢,] tel que,
A(t;) = 7. Ceci est un zéro de la deuxiéme équation.
Si Q > g, la démonstration se fait par un passage a la limite & partir du cas Q > gq.
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CoRrOLLAIRE. L’intervalle de deux zéros consécutifs quelconques de
I’équation (6) est

a) <w/wsiq(t) = w?, Vvt ;

b) >7/Qsi q(t) < Q32, Vt. En particulier, si q(t) < 0, V¢, aucune solu-
tion de I’équation (6), exceptée la solution identiquement nulle, ne s’annule
deux fois.

Démonstration. a) Supposons que I’intervalle de deux zéros consé-
cutifs puisse contenir strictement un intervalle de longueur =/w. Pour tout
intervalle de longueur w/w, on peut choisir une solution de I’équation
* + w2x = 0 de telle sorte que cet intervalle ait pour extrémités deux zéros
consécutifs d’une solution. L’équation (6) avec un coefficient g supérieur a
w? n’admet pas de zéros sur cet intervalle.

Ceci contredit le théoréme de comparaison. Dong, il est impossible de
comprendre un intervalle de longueur n/w entre deux zéros consécutifs
d’une solution de I’équation (6).

b) Se prouve par comparaison avec I’équation ¥ + Q%x = 0.

L’étude des vibrations propres des milieux continus (corde fixée) con-
duit au probléme de Sturm-Liouville suivant.

Trouver les solutions de I’équation

X+ (@@ +Nx=0, M

qui s’annulent aux extémités d’un intervalle [0, I]1 donné.

Les valeurs du parameétre spectral \ pour lesquelles ces solutions (non
identiquement nulles) existent s’appellent valeurs propres et ces solutions,
fonctions propres.

EXERCICE 1. Trouver les valeurs et les fonctions propres pour g = 0.

Réponse. Les fonctions propres sont sin \/X; t (fig. 203) et les valeurs propres A, = kz)\] ,
ouN, = (x/D)2

1 .

Solution. # + Ax = 0, x(0) = x(/) = 0= N> 0= x = acos VAt +bsinViz;
x(0)=0=a=0=VN=kr=\ =k &/~

—

THEOREME 2. Pour toute fonction q différentiable sur ’intervalle [0, [] le
probléme de Sturm-Liouville admet une infinité de valeurs propres : les
fonctions propres correspondantes possédent une infinité de zéros sur cet
intervalle.

Démonstration. Considérons la solution de 1’équation (7), qui
vérifie la condition initiale x(0) = 0, x(0) = 1. Désignons par ¢ = a(t,\) la
valeur de ’angle polaire le long de I’orbite correspondant a cette solution ;

Fig. 203. Vibrations propres d’une corde
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supposons que (0, A) = 0. La fonction « est continue. Traitons la valeur
a(l, \) comme une fonction de A. La quantité a(/, \) tend vers I’infini lors-
que A — +oo. En effet, supposons que g + A > w2 Si w est assez grand, le
segment 7/w sera contenu dans [0, /] un nombre de fois k aussi grand que
I’on veut. Donc, le nombre de zéros d’une équation ayant un A aussi grand
sera. >k dans cet intervalle (théoréme de comparaison). Par suite,
a(l, N) > wk (proposition 3). Ainsi, a(/, \) — o lorsque A — + 0. Par
conséquent, il existe une infinité de valeurs propres A\, telles que
a(l, \y) = k. C.Q.F.D.

EXERCICE 2. Montrer que klim N /k? = (@/D)
— o0
EXERCICE 3. Transposer les résultats aux équations de la forme
(px) +gx =0, p() >0,vt.
Nota. Envisager le plan de phase (x, y), ol y = px.

§ 28. Equations linéaires a coefficients périodiques

La théorie des équations linéaires & coefficients périodiques montre
comment il faut se balancer sur une balangoire, et pourquoi la position
supérieure d’équilibre du pendule qui, d’ordinaire, est instable devient sta-
ble si le point de suspension accomplit des oscillations assez rapides le long

de la verticale.
1. Application en une période. Soit I’équation différentielle

x=vk,t), vix,t+7)=vk,t), xeR", 1)
dont le second membre est une fonction périodique du temps (fig. 204).

x

Fig. 204. Espace des phases élargi de I’équation

différentielle & coefficients périodiques a7t

ExeMpPLE 1. Le mouvement d’un pendule dont les paramétres varient
périodiquement (exemple : le mouvement d’une balangoire) est décrit par
un systéme d’équations de la forme (1) :

X=Xy K= —wlO)x;; ot + T) = (). )

Nous supposerons que toutes les solutions de I’équation (1) sont indéfi-
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niment prolongeables : a priori c’est vrai dans le cas des équations linéaires
qui nous intéressent particuliérement.

La périodicité du second membre de I’équation se traduit dans des pro-
priétés spéciales du flot de I’équation (1).

LEMME 1. La transformation gﬁf : R" — R" de I’espace des phases R"

dans R", pendant !’intervalle de temps (¢, t,), ne varie pas si I’on aug-
mente a la fois t, et t, d’une valeur égale a la période T du second membre
de I’équation (1).

Démonstration. Il nous faut démontrer que la translatée ¥ (¢) =
= ¢(¢t + T)delasolution ¢(#) est également solution. Or une T-translation
de I’espace des phases élargi, le long de ’axe du temps, transforme en lui-
méme le champ de directions de 1’équation (1) (fig. 204). Donc la courbe
intégrale translatée de 1’équation (1) est partout tangente au champ de
directions et par conséquent conserve sa propriété de courbe intégrale.

-

s z Fig. 205. Application en une période T

En définitive g;ZIT g ,2 , ce qu’il fallait démontrer.

Considérons en partlculler la transformation g opérée par le flot pen-
dant une période T. Cette transformation jouera un rdle important dans la
suite ; nous ’appellerons application pendant le temps T et la noterons
(fig. 205)

A=gl:R"—-R"

. EXEMPLE 2. Pour les systémes
X = Xy, X = Xq,
{"‘2 = =Xy {xz = Xy
que I’on peut considérer comme périodiques, et de période quelconque 7',

I’application 4 est respectivement une rotation et une rotation hyperboli-
que.

LEMME 2. Les transformations giT forment un groupe
= A",
De plus giT+s = g5ghT
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Démonstration. D’aprés le lemme 1 on a giT+s = Donc
gaT+s = gﬁT”g =g gOT Sil’on poses = T, on ag("“’T Ag"T d’ou
il vient par récurrence giT = A",

Le lemme est démontré.
A toutes les propriétés des solutions de I’équation (1) correspondent des
propriétés analogues de I’application A en une période.

THEOREME.- 1) Un point ,xo ‘est le point fixe de [!’application A
(Ax, = x,), si, et seulement si, la solution vérifiant la condition initiale
x(0) = x, est une solution périodique de période T.

2) Une solution périodique x (t) est stable au sens de Liapounov (resp.
asymptotiquement stable) si, et seulement si, le point fixe x , de I’applica-
tion A est stable au sens de Liapounov (resp. asymptotiquement stable) *).

3) Si le systéme (1) est linéaire, i.e. siv(x,t) = V (t)x est une fonction
linéaire en x, I’application A est linéaire.

4) Si, par ailleurs, la trace de I’opérateur linéaire V (t) est nulle, I’appli-
cation A conserve les volumes : det A = 1.

Démonstration. Les assertions 1) et 2) découlent de la relation
gl*s = g5 A et du fait que sur 'intervalle [0, T la solution est une fonction
continue par rapport aux conditions initiales.

L’assertion 3) résulte de ce qu’un systéme linéaire admet pour solution
une somme de solutions.

L’assertion 4) dérive du théoréme de Liouville.

2. Conditions de stabilité. Appliquons le théoréme démontré & I’appli-
cation A du plan de phase x,, x, sur lui-méme, associée au systéme (2). Le
systéme (2) étant linéaire et la trace de la matrice du second membre nulle,
il vient le

CoRrOLLAIRE. L’application A est linéaire et conserve les aires
(det A = 1). Pour que la solution nulle du systéme d’équations (2) soit sta-
ble, il faut et il suffit que I’application A soit stable.

EXERCICE . Montrer qu’une rotation du plan est une application stable, tandis qu’une
rotation hyperbolique est une application instable.

Edutions maintenant plus en détail les applications linéaires d’un plan
sur lui-méme, laissant invariantes les aires.

*) Un point fixe xo de Papplication A4 est stable au sens de Liapounov (resp. asymptoti-
quement stable) si Ve >0 3§>0 tel que la relation |x — xo| < § entraine
|A"x — A"xo| < & pour tous les n & la fois: 0 < n < o (resp. A"x — A"xo = 0 lorsque
n — o),

17—7560
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THEOREME. Supposons que A soit une matrice associée a une application
linéaire, laissant invariante les aires, d’un plan sur lui-méme (det A = 1).
Alors I’application A est stable si |tr Al < 2 et instable si |tr Al > 2.

Démonstration. Soient \, et A, les valeurs propres de 4. Elles véri-
fient I’équation caractéristique A2 — tr AN + 1 = 0 A coefficients réels

)\1+A2=trA, )\1A2=detA = 1.

Les racines A, et \, de cette équation réelle du second degré sont réelles
pour Itr Al > 2, et conjuguées complexes pour ltr Al < 2 (fig. 206).

tra>2
tra<z A,

A, V1A, -3
g 0 7

Az

Fig. 206. Valeurs propres de 'opérateur de monodromie

Dans le premier cas, 'une des deux valeurs propres est strictement infé-
rieure, et I’autre strictement supérieure, a 1 en module ; ’application A4 est
une rotation hyperbolique, donc elle est instable. Dans le second cas, les
valeurs propres sont situées sur le cercle unité :

1= )\1)\2 = )\]X] = lelz.

L’application A4 est équivalente & une rotation d’angle o (ou A, , = e*i)
i.e. elle devient rotation par un choix convenable de la structure euclidienne
sur le plan (dire pourquoi ?). Elle est donc stable.

Le théoréme est démontré.

Ainsi donc, le probléme de la stabilité de la solution triviale du systéme
(2) s’est ramené a un calcul de la trace de la matrice 4. Malheureusement il
n’est possible de calculer explicitement cette trace que dans des cas trés spé-
ciaux. On peut néanmoins la trouver approximativement en intégrant
numériquement 1’équation sur ’intervalle 0 € ¢ < T. Dans le cas impor-
tant ol w(?) est proche d’une constante, on recourt & des raisonnements
généraux simples.

3. Systémes fortement stables. Soit un systéme linéaire de la forme (1)
dans un espace des phases 4 deux dimensions (n = 2). Ce systéme est
appelé hamiltonien si 1a divergence de v est nulle. Comme nous I’avons sou-
ligné plus haut, si un systéme est hamiltonien, le flot laisse invariantes les
aires, i.e. det A = 1.
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DEFINITION. La solution triviale d’un systéme linéaire hamiltonien est
Jfortement stable si elle est stable et si tout systéme linéaire hamiltonien pro-
che possede une solution triviale également stable.

Des deux théorémes précédents on déduit le

COROLLAIRE, Si Itr Al < 2, la solution nulle est alors fortement stable.

En effet, si Itr Al < 2, ’application A" associée a un systéme suffi-
samment proche satisfait également a la condition Itr 4" | < 2.

Appliquons cela a un sysféme a coefficients presque constants. Soit par
exemple I’équation

= -0l +ea@t)x, e<l, A3)

oua(t + 2w) = a(t), par exemple a(t) = cos ¢ (i.e. un pendule de fré-
quence proche de w, de faible amplitude et de période 27) *).

Tout systéme de la forme (3) sera représenté par un point sur le plan
engendré par les paramétres €, w (fig. 207). Il est évident que les systémes
stables (Itr Al < 2) de méme d’ailleurs que les systémes instables
(Itr Al > 2) forment un ensemble ouvert dans le plan (w, €).

I )

N
~N
g

Fig. 207. Domaine d’instabilité en cas de
résonance paramétrique

La frontiere de stabilité est donnée par I’équation Itr Al = 2.

THEOREME. Tous les points situés sur ’axe w, d I’exclusion des points
w=k/2,k =0,1,2, ..., correspondent a des systémes fortement stables
de la forme (3). :

Par conséquent, I’ensemble des systémes instables ne peut couper ’axe
w qu’aux points w = k/2. En d’autres termes, une balangoire dont on fait
varier faiblement et périodiquement la longueur ne peut se balancer que si
la période de ces variations est proche d’un nombre entier de demi-périodes
des oscillations propres, un résultat connu d’ailleurs empiriquement.

La démonstration du théoréme formulé se fonde sur le fait que pour
¢ = 0’équation (3) est A coefficients constants et s’intégre explicitement.

*) Lorsque-a(f) = cos ¢, I’équation (3) est appelée équation de Mathieu.

17
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EXERCICE . Dans le systéme (3) poser ¢ = 0 et calculer la matrice représentant la trans-
formation A au cours d’une période T = 27 dans la base x, X.
Solution.
x = C, cos wt + C, sin wt
est la solution générale ;
X = coswt, X = —w sinwt

est une solution particuliére vérifiant la condition initiale x = 1, x = 0 ;

X =— sinwt, X = coswt
w

une autre solution particuliére vérifiant la condition initialex = 0, x = 1.

Réponse.
r
cos 27w — sin 27w
A= w .
—w sin 27w cos 2rw

Donc ltr Al = 12 cos 2wnl < 2siw #k/2,k =0, 1, ..., et le théo-
réme découle du corollaire précédent.

Une plus soigneuse analyse *) montre que d’une fagon générale (et en
particulier pour a(¢) = cos ¢), au voisinage des points w = k/2, k = 1,
2, ... , le domaine d’instabilité (qui est hachuré sur la fig. 207) tend effecti-
vement vers I’axe w.

Par conséquent, sous certaines relations entre la fréquence de variation
des parametres et la fréquence propre de la balangoire (w = k/2, k = 1,
2, ...), la position inférieure d’équilibre de la balangoire parfaite (3) est ins-
table. Une variation périodique aussi petite que ’on veut de la longueur
fait balancer la balangoire.

Ce phénoméne est appelé résonance paramétrique. Le trait caractéristi-
que de la résonance paramétrique est qu’elle se manifeste le plus intensé-
ment dans le cas précisément ou la fréquence de la variation des paramétres
v (dans I’équation (3) la fréquence v est égale a 1) est deux fois plus grande
que la fréquence propre w.

REMARQUE. Théoriquement, le phénoméne de la résonance paramétri-
que se manifeste quel que soit I’entier k définissant le rapport w/v = k/2,
k = 1,2, ... Pratiquement, il n’apparait que lorsque k n’est pas trés grand
(k = 1, 2, rarement 3). Et pour cause

a) pour k grand, le domaine d’instabilité tend vers I’axe w en forme de
langue pointue et ’intervalle des fréquences de résonance w est rigoureuse-
ment limité (~ &* pour la fonction différentiable a(¢) dans 1’équation (3)) ;

*) Voir, par exemple, I’exercice 1, pt. 4, résolu plus bas.
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b) I’instabilité est faiblement prononcée pour k grand, car Itr Al ~ 2
est petit et les valeurs propres sont alors proches de 1 ;

c) un frottement aussi petit que I’on veut fait en sorte que la résonance
parameétrique d’ordre k& n’apparait que si I’amplitude est supérieure a une
valeur minimale ¢, : pour ¢ < &, les oscillations s’amortissent. Lorsque k

croit, g, croit rapidement (fig. 208).
% 7 @

Fig. 208. Influence d’un faible frottement sur le L7772\
domaine d’instabilité

Remarquons par ailleurs que x croit indéfiniment dans le cas instable de
I’équation (3). Dans les systémes réels, I’amplitude des oscillations est finie,
car, lorsque x est grand, I’équation linéarisée (3) n’a plus d’effet et il faut
alors tenir compte des facteurs non linéaires.

4. Calculs.
EXERCICE 1. Trouver la forme du domaine de stabilité sur le plan (¢, w) du systéme décrit
par I’équation

x = —f(t)x, Sf{+ 2m) = f().

w+e 0<t<7;
f@) = = <1,
w—¢& wTLt<2r;

@

Solution. Dela solution de I’exercice précédent (point 3) il s’ensuit que A = 4,4,
ou

Ck S /@y .
Ak = » G = COSTW, S = sinTw, @, =wxE.
WSk Ck

Donc la frontiére de la zone de stabilité a pour équation

w w
ItrAI=|ch— 142 ss|=z. 0)
|1t 172,
W @
Vuquee < lona
W, w+ €

= 1.

Wy w =&
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@y Wy ) R
Posons — + —= = 2(1 + A). D’ou il vient
W W
282
A= +06eH <1
w

Compte tenu des relations 2c, ¢, = cos 2we + cos 27w, 25,5, = cos 2w — COs 27w, ’équa-
tion (5) s’écrit sous la forme

—Acos2we + (2 + A) cos 2w = x2

ou encore
2 + A cos 27e
cos 271w = ———— 6,)
2+ A
—2 + A cos 2me
cos 2w = ———— . 6,
2+ A

Dans le premier cas, cos 2rw = 1. Posons donc w = k + a, lal < 1; cos 27w =
= cos 2wa = 1 — 2x%a* + O(a*).
Ecrivons I’équation (6, ) sous la forme

cos 2w = 1 — (1 — cos 2we)

ou
272a? + 0(a*) = An?e? + O(?).
22 e? 2
En substituant A = —- + OE*)onaa = = -+ o€?), ot w = k + — + o(e?)
w %) k
(fig. 209).

\E

N
g

A

Fig. 209. Domaine d’instabilité pour 1’équation (4)

L’équation (6,) se résout d’une fagon analogue ; on obtient finalement

w=x+ &/(mx) + 0(), x=k+ 1/2

EXERCICE 2. La position supérieure d’équilibre d’un pendule, d’ordinaire instable, peut-
elle devenir stable si le point de suspension oscille verticalement ?
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Solution. Soient / la longueur du pendule ; a (@ <€ /) ’amplitude des oscillations du
point de suspension ; 27 la période des oscillations du point de suspension, I’accélération du
point de suspension étant constante et égale 3 +c¢ (¢ = 8a/7%) pendant chaque demi-période.
11 s’avére que lorsque les oscillations du point de suspension sont suffisamment rapides
(r < 1), la position supérieure d’équilibre devient stable. L’équation du mouvement peut
s'écrire sous la forme # = (w? + a?)x (le signe varie au bout d’un temps 7), oil w? = g/I,
a? = ¢/I. Si les oscillations du point de suspension sont suffisamment rapides, alors o2 > w?
(o® = 8a/(IT?).

Comme dans I’exercice précédent ona A = 4,4, ol

A ch kr k~!shkr A = cos Qr Q- !sin Qr
! kshkr  chkr )77 —QsinQr  cosQr /)’
2 2 2

k2=a2+w, Q2 = o? — WA

La condition de stabilité Itr Al < 2 s’écrit alors sous la forme

kK Q
2 ch k7 cos Q7 + (—6 - ;)sh k7sin Q7| < 2. @)

Montrons que cette condition est remplie lorsque les oscillations du peint de suspension
sont suffisamment rapides, i.e. lorsque ¢ > g. Introduisons les variables sans dimension &
etp:

~|a
I
™
[N}
A
—
o |09
Il
*®
)
A
—

Alors

kr = 2VZeV1 + p2, Qr = 2V2eV1 — 42,

k8 ey o)
5 - /] Br).
Aussi pour ¢ et u petits a-t-on avec une précision d’ordre o (e* + u*) :

2

chkr=l+4ez(l+p.2)+§e“+...,
2 2 8 4

cosQr=1—4e(l—;4)+§a + .y

Kk Q
Z — Z Yshkrsin @ = 16e2p? + ...
Q k

Ainsi, la condition de stabilité (7) prend la forme

16
2 (l — 16e* + ?e“ + 86242 + ) + 166242 < 2.

2
Si I’on néglige les petits termes d’ordre supérieur, on a3 16e* > 32422, oup < €/V3, ou
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encore g/c < a/(3!). Cette condition peut encore s’écrire

3 1 /
N> | —w— = 03w—,
»\’32 a a

ou N = [/(2r) est le nombre d’oscillations effectuées par le point de suspension dans I’unité de
temps. Si, par exemple, la longueur du pendule est / = 20 cm, I’amplitude des oscillations du
point de suspension ¢ = 1cm, alors N > 0,31V980/20 -20 = 43 (oscillations par
seconde). En particulier, la position d’équilibre supérieure est stable si le point de suspension
accomplit plus de 50 oscillations par seconde.

§ 29. Variation des constantes

Lorsqu’on étudie des équations proches des équations « non pertur-
bées » que nous avons déja abordées, il est souvent utile de recourir au pro-
cédé suivant. Soit ¢ une intégrale premiére de 1’équation « non perturbée ».
La fonction ¢ ne sera plus une intégrale premiére pour des équations
« perturbées » proches. Néanmoins on réussit souvent a savoir (exacte-
ment ou approximativement) comment en fonction du temps varie c(¢(?)),
ou ¢ est solution de ’équation « perturbée ». Si, notamment, 1’équation
initiale est linéaire et homogéne et ’équation perturbée non homogeéne,
alors ce procédé nous donne la solution sous une forme explicite et, de
plus, aucune « petitesse » des perturbations n’est requise en raison de la
linéarité de I’équation.

1. Cas simple. Soit I’équation linéaire et non homogéne simple

x=f@), xeR", tel, )
associée a ’équation homogeéne simple
x=0. )
L’équation (1) se résout au moyen d’une quadrature
t
p(t) = p(ty) + §f (r)dr. 3
)

2. Cas général. Soit I’équation linéaire et non homogene

x =AWt)x+h(@), xeR'. tel )
associée a I’équation homogéne
x=A(t)x. ®

Supposons que nous savons résoudre 1’équation homogéne (5) et soit
x = ¢(t) sa solution. Dans I’espace des phases élargi (fig. 210), prenons les
conditions initialesc = ¢(#,) pour coordonnées (¢, ¢) redressant les courbes
intégrales de I’équation (5).
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Fig. 210. Les coordonnées du point ¢ sont des intégrales
premiéres de Péquation homogéne 2, 4

Dans les nouvelles coordonnées, 1’équation (5) s’écrit sous la forme
simple (2). On passe aux nouvelles coordonnées par une transformation
linéaire enx. Donc, dans les nouvelles coordonnées, 1’équation non homo-
géne (4) prend la forme simple (1) sous laquelle nous pouvons la résoudre.

3. Calculs. Cherchons la solution de I’équation non homogéne (4) sous
la forme

p(t) = g'c(t), c¢:I—-R", (6)

ou g’ : R” — R” est un opérateur linéaire de transformation pendant
Pintervalle de temps (#,, ¢) associé & I’équation homogene (5).
En dérivant par rapport a ¢t on obtient

¢ =glc+ g'é =Ag'c + g'¢ =Ap + g'é.

En portant dans ’équation (4) on a g’¢ = h (¢). Donc on vient de démon-
trer le

THEOREME. La formule (6) donne les solutions de I’équation (4) si, et
seulement si, ¢ est solution de I’équation ¢ = f(t),ou f(t) = (&)~ 1h(r).

La derniére équation est de la forme simple (1). Si on lui applique la
formule (3), on obtient le

COROLLAIRE. La solution de [I’équation non homogéne (4) vérifiant la
condition initiale ¢(t,) = c est de la forme

o0 =g (c+ [ @) h (T)d7>.

)

REMARQUE. Dans un systéme de coordonnées, le théoréme démontré se
formule ainsi :

Pour résoudre l’équation linéaire et non homogéne (4) lorsqu’on
connait un systéme fondamental de solutions de I’équation homogeéne (5),
il suffit de substituer dans I’équation non homogene une combinaison
linéaire des solutions de ce systéme fondamental en considérant les coeffi-
cients comme des fonctions inconnues du temps. On obtient alors pour ces
coefficients une équation simple (1) d’ou on les tire.
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EXERCICE . Résoudre I’équation ¥ + x = f(¢).
Solution. Ecrivons le syst¢tme homogéne de deux équations :

X =X,,%, = —X|.

Son systéme fondamental de solutions est

(x, =cost,x, = —sinf); (x; =sint,x, = cos?),
D’aprés la régle générale la solution est

x, =c(t)cost + c,(tf)sint, x, = —c,(t)sint + c,(f) cost.
On tire ¢, et ¢, du systéme

€ cost + éysint =0, —¢& sint+ é,cost = f(r).

Par conséquent,

¢, = —f(t)sint, é, = f(t) cos t.

t

t
Réponse. x(t) = [x(O) - 5 f() sin rdr]cost + [2(0) + s N0 cosrdr]sin 1.
0

0



CHAPITRE 4

DEMONSTRATION DES THEOREMES FONDAMENTAUX

Dans ce chapitre nous allons démontrer les théorémes d’existence,
d’unicité, de continuité et de différentiabilité des solutions, ainsi que les
théorémes de redressement d’un champ de vecteurs et d’un champ de direc-
tions.

Les démonstrations offrent également un procédé de construction
approchée des solutions.

§ 30. Applications contractantes

La méthode de recherche du point fixe d’une application d’un espace
métrique sur lui-méme, exposée plus bas, pourra étre utilisée avec succes
dans la suite pour la construction des solutions.

1. Définition. Soit A : M — M une application dans un espace métrique
M (muni d’une métrique p). L’application A est par définition contractante
s’il existe une constante A, 0 < N < 1 telle que

p(Ax,Ay) < Mo(x,y) Vx,yeM. 1

EXEMPLE 1. Soit A : R — R une fonction réelle d’une variable réelle (fig. 211). Si sa déri-
vée est partout <1 en module, I’application A peut ne pas étre contractante. Elle le sera par
contre si

1A'l <A< L.

\Ax

_—

Fig. 211. Point fixe d’une application contractante

EXEMPLE 2. Soit A : R" — R” un opérateur linéaire. Si toutes les valeurs propres de A
sont situées strictement & I’intérieur du cercle unité, il existe dans R” une métrique euclidienne
(fonction de Liapounov, voir § 22) telle que A est une application contractante.

EXERCICE 1. Parmi les applications suivantes d’une droite dans elle-méme (munie de la
metrique ordinaire) induquer celles qui sont contractantes.

Dy=sinx;2)y=Vx2+1;3)y=Arctgx.
EXERCICE 2. Peut-on remplacer le signe < par le signe < dans I’inégalité (1) ?
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2. Théoréme des applications contractantes. Un point x € M est appelé
point fixe d’une application 4 : M — M si Ax = x.

Soit A : M — M une application contractante d’un espace métrique
complet M dans lui-méme. Alors A posséde un point fixe et un seul. Pour
tout x € M la suite des images du point x par I’application A (fig. 212)

x, Ax, A%, A%, ...

converge vers le point fixe de A.
Démonstration. Supposons que p(x, Ax) = d. Alors

p(A™, A" ) < \"d.

~ Fig. 212. Suite des images du point x par
A% Az x Papplication A

La série E A" étant convergente, la suite A”x, n = 0, 1, 2, ..., est une suite
n=0

de Cauchy. Comme ’espace M est complet, il existe la limite

X = lim A"x.

n—o

Montrons que X est le point fixe de A. Remarquons que toute applica-
tion contractante est continue (on peut prendre 6 = &). Donc

AX = A lim A"x = lim A"*!x = X.

Montrons que tout point fixe ¥ se confond avec X. En effet
(X, Y) = p(AX, AY) < (X, Y), A< 1=p(X,Y) =0

3. Remarque. Les points x, Ax, A2x, ... sont appelés approximations
successives de X. Soit x une approximation du point fixe X de I’application
contractante 4. On évalue aisément la précision de cette approximation en
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Fig. 213. Estimation de la précision des X '
approximations successives du point fixe X & X

fonction de la distance d des points x et Ax :

p(x, X) <

1—\°

vuqued + Nd + N3 + ... = (fig. 213).

1 -

§ 31. Démonstration des théorémes d’existence
et de dépendance continue par rapport
aux conditions initiales

Nous allons construire ici une application contractante d’un espace
métrique complet, telle que son point fixe définisse la solution de 1’équa-
tion différentielle étudiée.

1. Approximations successives de Picard. Soit X = v(x, #) une équation
différentielle définie par un champ de vecteurs v sur un domaine de ’espace
des phases élargi R"+! (fig. 214).

X
= p
I xa
17 4 A
Fig. 214. Courbe integrale de I’équation Fig. 215. Application A de Picard

x = v(x,t)

Nous appellerons application de Picard une application 4 qui trans-
forme la fonction ¢ : ¢ —» x en la fonction A¢ : ¢t —» x, ou

t
(Ae)(t) =x, + s v(e(7), 7)dr.

fo
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Géomeétriquement, le passage de ¢ & A (fig. 215) revient & construire
d’aprés la courbe ¢ une nouvelle courbe (A¢) dont la tangente en chaque
point ¢ est paralléle au champ de directions donné, cette tangente étant cons-
truite non pas sur la courbe (Ag) elle-méme (car alors A¢ serait solution)
mais au point correspondant de la courbe (¢). Nous avons

(1 7] .?‘(?lut{O{l ’vértfzant ) o (0 = Ag).
a condition initiale ¢(t;) =x

Inspirons-nous du théoréme des applications contractantes et étudions
la suite des approximations de Picard ¢, Ap, A%¢, ... (on peut par exemple
commencer par ¢ = x;).

AE’” _
Z = X I
Zz =3
~~
e % _— >~
7 =
= %)
1% = §ﬁ\\/A )
A pameng Ny = ?
T =X ) N L
d = < Fig. 216. Approximations.picardiennes pour

p Péquation x = f(¢)

EXeMPLE 1.x = f(¢) (fig. 216).

t
(o)) = xp + | f@yar.
‘o
Dans ce cas, la premiére approximation nous fournit la solution exacte.
EXEMPLE2.X = x, 1, = 0 (fig. 217).
Dans ce cas on établit directement la convergence des approximations ; on a au point ¢ :

p=1,

t
A¢=1+Sdr=l+t,
0

2 0 tz
A¢=l+§(t+r)dr=l+t+7,
0
2 m
Ao =1+t +—+ ... +—,
n!
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xz me’
A Ay
1111
11111
/// é
Fig. 217. Approximations picardiennes pour %
Péquation x = x e !

REMARQUE 1. Ainsi, aux deux définitions de I’exponentielle

t n
e = lim (1 +—),
n

n—o

t2

t
2e 1+t+2—!+...

1

correspondent deux méthodes de résolution approchée de 1’équation diffé-
rentielle simple X = x : la méthode d’Euler et la méthode des approxima-
tions successives de Picard. Historiquement, la premiére définition de
I’exponentielle était simple :

3) e’ est la solution de I’équation X = x qui vérifie la condition initiale
x(0) = 1.

REMARQUE 2. D’une fagon analogue on démontrerait la convergence des
approximations pour I’équation x = kx. En général la convergence des
approximations successives est due au fait que I’équation x = kx est « la
pire des équations » en ce sens que les approximations successives d’une
équation quelconque ne convergent pas plus lentement que celles d’une
équation de la forme x = kx.

Pour prouver la convergence des approximations successives, nous
allons construire un espace métrique complet dans lequel I’application de
Picard sera contractante.

Tout d’abord faisons quelques rappels d’analyse.

2. Majorations préliminaires.

1) Norme. Nous désignerons par lx| = V(x, x) la norme d’un vecteur x
de I’espace euclidien R”. L’espace R", muni de la métrique po(x, y) =

= |x — yl est un espace métrique complet.

Citons deux inégalités importantes : ’inégalité triangulaire

Ix + yl < Ixl + Iyl
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et ’inégalité de Schwartz
[(x, )| < Ixllyl *),

2) Intégrale vectorielle. Soit f : [a, b] — R" une fonction vectorielle &
valeurs dans R”, continue sur [a, b]. L’intégrale vectorielle

I= ’jf(t)dte R"

a

est définie par la procédure habituelle (a ’aide des sommes).

LEMME.

b b
Sf(t)dt‘ < 5 If(t)ldtl. )

a

Démonstration. D’aprés I'inégalité du triangle on a

|Ef(ti)Ai < | Zra]ia,

CQED.

3) Norme d’un opérateur. Soit A : R™ — R" un opérateur linéaire d’un
espace euclidien R™ dans un autre espace euclidien R". Nous désignerons
la norme de cet opérateur par

Al = sup | Ax| .

xerRN0 X

Nous avons alors
A + Bl < Al + |Bl, 1AB| < |AlIBI. ?)

Si I'on pose o(4,B) = |A — Bl I'ensemble des opérateurs linéaires de
R™ dans R" forme alors un espace métrique complet.

*) Rappelons la démonstration de ces inégalités. Soit le plan R? engendré par les vecteurs
x et y de P’espace euclidien R”. Ce plan hérite sa structure euclidienne de R". Or nous savons
que ces inégalités sont démontrées en géométrie élémentaire. Elles sont donc valables dans
tout espace euclidien et notamment dans R”". Sans le moindre calcul nous venons donc de
montrer que
2 2, b
< szdtggzdt.
a

a

n

> xi

i=1

n

DI
i i=1

i=1

b

ng dt

a
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3. Condition de Lipschitz. Soient 4 : M; — M, une application d’un
espace métrique M; (muni d’une métrique ;) dans un espace métrique M,
(muni d’une métrique @z) et L un nombre réel > 0.

DEFINITION. On dit qu’une application A satjsfait @ la condition de
Lipschitz dans le rapport L (et on écrit A € Lip L) si cette application dilate
au plus de L fois la distance séparant deux points quelconques de M;
(fig. 218) : -

2(Ax, Ay) < Loi(x, y)Vx, y€M.

Une application A satisfait a la condition de Lipschitz si existe une cons-
tante L telle que A € Lip L.

s to v 4 T
P/I — A. .>
d A ® m Fa iy
R R
Fig. 218. Condition de Lipschitz : g> < Lgi Fig. 219. Dérivée de l'application f

ExErcIcE 1. Dire si les applications suivantes (la métrique sous-jacente est euclidienne)
satisfont & la condition de Lipschitz.

Dy=x}xeR; )y=Vxx>0; 3)y=vVxd+x, (u, x)eR;

<
4y =~xt-x3 xf>x§;5)y={;logx' 0<x\ol, 6)y=xx€C, Ixl <1
x=0;

EXERCICE 2. Montrer que
la contraction = la condition de Lipschitz = la continuité.

4. Différentiabilité et condition de Lipschitz. Soit f : U — R”" une appli-
cation différentiable (de classe C’, r > 1) d’un domaine U de P’espace eucli-
dien R™ dans P’espace euclidien R” (fig. 219). Un espace, tangent en chacun
de ses points a un espace euclidien, est lui-méme muni d’une structure eucli-
dienne. Donc la dérivée de f en x € U C R™, que Pon note

fux: TR™ > Tf(x)R",

est un opérateur linéaire de I’espace euclidien TxR'" dans I’espace euclidien

7}(x)R”. On a de toute évidence le

THEOREME. Une application continfiment différentiable f, sur un com-
Dpact convexe quelconque V de U, satisfait a la condition de Lipschitz dans

16—7560
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un rapport L égal a la borne supérieure de la dérivée de
L= sup If,_I.
x€V
Démonstration. Joignons les points x, y € ¥ par un segment (fig. 220),

Z(t) = x + t(y — x), 0 < t < 1. D’apres la formule de Newton-Leibnitz on a
1 1

10) - f@) = S% (Fa()dr = gf.z(,,z'(r)dr.
0

0

Fig. 220. La différentiabilit¢ continue
Rm entraine la satisfaction de la condition de
Lipschitz

Les formules (1), (2) du pt.2 et la relation z = y — x entrainent
1

S f ,z(r)i(‘r)d‘r
0

1
< ley—xIdr=LIy——xI,
0

CQFD.

ReMARQUE. La norme de la dérivée If,| atteint son maximum sur V.
En effet, f € C! par hypothése, la dérivée f, est donc continue. Par consé-
quent If,| atteint son maximum L sur le compact V.

Nous démontrerons dans la suite la convergence des approximations
picardiennes dans un petit voisinage d’un point quelconque. Introduisons
les quatre quantités suivantes pour décrire ce voisinage.

5. Les quantités C, L, a’, b’. Supposons que le second membre de
P’équation différentielle

x=v(x, 0 3)
soit défini et différentiable (de classe C’, r > 1) sur un domaine U de
Pespace des phases élargi U C R” x R1. Munissons R”, et, par conséquent,

T.R", d’une structure euclidienne.
Soit (xo, o) € U un point quelconque de U (fig. 221). Le cylindre

S=1{x, t:1t-1tl <a, Ix— x| <b}

est contenu dans U pour a et b suffisamment petits. Désignons par C et
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K
zr %)
t, t
0
Fig. 221. Le cylindre S et le céne Ko Fig. 222. Détermination de A(x, ¢)

L les bornes supérieures des grandeurs lvl et lv,l”) sur ce cylindre. Ces
valeurs sont atteintes vu que le cylindre est compact : lvl < C, lv,| < L.
Soit Ko un cone de sommet (xo, ), de base C et de hauteur a’ :

Ko={x, t: It -l <a’, Ix—xl <Clt-pl}.

Si a’ est suffisamment petit, le cdne Ko est situé A I'intérieur du cylindre
S.Sia’ et b’ > 0sont suffisamment petits, le cylindre S contient également
tout cOne K, obtenu a partir de Ko par une translation du sommet au
point (x, ) ou lx — xol < b’.

Supposons que @’ et b’ sont choisis si petits que K, C S et cherchons
la solution ¢ de P’équation (3) qui vérifie la condition initiale (%) = x
sous la forme ¢(f) = x + h(x, ) (fig. 222).

La courbe intégrale correspondante est située 3 P’intérieur du cone K.

6. Lespace métrique M. Considérons les applications continues A du
cylindre Ix — xol < b’, It — 1ol < a’ dans Pespace euclidien R”. Par M
nous désignerons I'ensemble des applications satisfaisant de plus  la con-
dition

lh(x, Bl < Clt - 1l )

(et notamment h(x, %) = 0).
Munissons M de la métrique @ en supposant que

o(hy, h2) = Ik — Rl = I maltx lhi(x, ©) - ha(x, B)I.
x - x| €< b’
it - nl <a

THEOREME. L’ ensemble M muni de la métrique o est un espace métri-
que complet.

*) Ici et dans la suite I'astérisque signifie que la dérivée est prise (par rapport a x) pour
t fixe.

18*
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Démonstration. Une suite uniformément convergente de fonctions
continues converge vers une fonction continue. Si les fonctions de la suite
vérifient I'inégalité (4), la fonction limite la vérifie également avec la méme
constante C.

On remarquera que l'espace M dépend des trois grandeurs strictement
positives a’, b’, C.

7. Application contractante 4 : M — M. Définissons une application
A : M- M en posant*)
t
Ah)(x, 1) = S v(x + h(x, 1), Ddr. o)
to
En vertu de P'inégalité (4) le point (x + A(x, 7), 7) appartient au cOne
K, et, par conséquent, au domaine de définition du champ v.

THEORBEME. Si a’ est suffisamment petit, la formule (5) définit une
application contractante de l'espace M dans lui-méme.
Démonstration. 1. Montrons que A envoie M dans lui-méme. La fonc-
tion Ah est continue, car I'intégrale d’une fonction continue dépendant con-
tiniment d’un paramétre dépend continliment de ce paramétre et de la
borne supérieure. La fonction Ah satisfait & I'inégalité (4), car
t t
S v(...)dr| < | g Cdt| < Clt - pl.

to 1)

1Am)x, DI <

Donc AM C' M.
2. Montrons que lapplication A est contractante :

ARy — ARl < NMAy — B2ll, O<A< 1.

Déterminons pour cela la valeur de Ah; — Ah; au point (x, £). Nous avons
(fig. 223)

(Ahl - Ahz)(x, )= S (v — vz)dT,

to
ou vi(7) = v(x + hi(x, D, 7, i =1, 2.

Y

T o———

%, 7 Fig. 223. Comparaison de v, et v,

*) En procédant 4 une comparaison avec l'application de Picard du point 1, il ne faut
perdre de vue que, désormais, la solution est cherchée sous la forme x + A.
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Selon le théoréme du pt. 4, la fonction v(x, 7), pour une valeur particu-
liere de 7, satisfait & la condition de Lipschitz dans le rapport L (par rapport
a x). Donc

lvi(7) — va(7)| < L/hi(x, 7) — ha(x, DI < Llk; — holl.

D’aprés le lemme du pt. 2
t
S Lk, — hlldr
to
Lorsque La’ < 1, lapplication A est une application contractante.
Le théoréme est démontré.
8. Théoréme d’existence et d’unicité.

1A~k — AR)(x, 1)] < < La’lky — holl.

CoOROLLAIRE. Supposons que le second membre v de l'equation diffé-
rentielle (3) soit continfiment différentiable au voisinage d’un point (to, Xo)
de l'espace des phases élargi. Le point (to, Xo) posséde alors un voisinage
tel que I’équation (3) y admet une solution vérifiant la condition initiale
(o) = x ou x est un point quelconque suffisamment proche de x,, de plus,
cette solution dépend continfiment du point initial x.

Démonstration. D’aprés le théoréme du § 30, I'application contrac-
tante A poss¢de un point fixe h € M. Posons g(x, f) = x + h(x, ?). Il vient
alors

t

gx, )=x+ Sv(g(x, 7), 7)d7, 9%—’2 = v(g(x, 1), b).

%

Nous voyons que si 'on fixe x, g vérifie I’équation (3), et, pour ¢ = /o,
la condition initiale g(x, %) = x. La fonction g est continue, car h € M.
Ce que nous voulions.

Nous avons donc démontré le théoréme d’existence pour I’équation (3)
et trouvé une solution dépendant continiment des conditions initiales.

ExERcICE 1. Démontrer le théoréme d’unicité.

Solution 1. Posons b’ = 0 dans la définition de M. Lunicité du point fixe de I’applica-
tion contractante A : M — M entraine I'unicité de la solution (vérifiant la condition initiale
¢(f) = xo).

Solution 2. Soient ¢; et ¢z deux solutions vérifiant la méme condition initiale
@1(to) = p2(to) et définies pour 17 — f| < o et soit 0 < a’ < . Posons

ol = max ().
It - ol < a’

Nous avons .

7@ = e20) = | vler, D = vle2(n), Ddr.

to
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Pour «’ suffisamment petit, les points (¢1(7), 7) et (p2(7)7) sont situés dans le cylindre ol
veLip L. Donc lg; — @21 < La’lp; — ¢z, doit lgy — @2l = 0 lorsque La’ < 1. Ainsi,
les solutions ¢; et ¢2 sont confondues dans un certain voisinage du point .

Le théoréme local d’unicité est démontré.

9. Autres exemples d’utilisation des applications contractantes.

ExerciCE 1. Démontrer le théoréme des fonctions inverses.

Nota. Il suffit d’inverser au voisinage du point 0 € R” une application de classe C', dont
la partie linéaire est 'unité, y = x + ¢(x), ot ¢’(0) = 0 (le cas général se rameéne A notre
cas par un changement linéaire des coordonnées).

Cherchons la solution sous la forme x = y + ¥(¥). Nous obtenons alors pour y
I’équation

VvO) = —e( + Y0

Par conséquent, la fonction inconnue ¢ est le point fixe de l’application A définie par
la formule

AY0) = -l + ¥0)).

L application A4 est contractante (pour une métrique convenable), car la dérivée de la fonction
¢ est petite au voisinage du point 0 (en raison de la condition ¢’(0) = 0).

EXERCICE 2. Montrer qu’une ligne polygonale d’Euler tend vers une solution lorsque son
pas tend vers zéro.

Solution. Soit ga = x + ha une ligne polygonale d’Euler de pas A et dorigine
ga(x, to) = x (fig. 224). En d’autres termes, pour f # fo + kA

1
m oga(x, 1) = v(ga(x, s(), s(1)),
al
f o1 L Fig. 224. Ligne polygonale d’Euler ga(z, x)
% Z, s(t)t t

ou s(f) = to + kA, k étant la partie entitre de (¢ — f)/A. Evaluons la différence entre la ligne
polygonale d’Euler et la solution g d’aprés la formule du pt. 3, §30:

ngA_g'='hA‘hI<1—LKIAhA—hAI.

Or

Aha)(x, 0 = | vieats, ), dr,

to
t

hax, 1) = | v(galx, s@), s)dr.
f
Lorsque A — 0, la différence des expressions sous le signe somme tend uniformément en 7,
7] < a’, vers O (par suite de I’équicontinuité de v), Donc Mdhs — hal - 0 lorsque A - 0
et la ligne polygonale d’Euler tend vers la solution.
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Exercice* 3. Considérons un difféomorphisme A du voisinage du point 0 de R” sur
le voisinage du point 0 de R”, tel que O se transforme en 0. Supposons qu’en 0 la partie
linéaire de A (i.e. opérateur linéaire A,o : R" = R") ne posséde pas de valeurs propres de
module 1. Soient m_ le nombre de valeurs propres de module INl < 1 et m. de module
INl > 1. 4,0 posstde alors un sous-espace invariant R™- (variété invariante rentrante) et un
sous-espace invariant R™+ (variété mvanante partante) dont les pomts tendent vers 0 sous
Paction de A%, o N =+ (pour R™-) ou bien N = —w (pour R" *+) (fig. 225).

R m- M/‘ﬂ_

R ™
23p-

1
7
7

) e _ M
Fig. 225. Variétés invariantes de I'application A4
et partie linéaire 4+ de cette application '4*[7 A

Montrer que Papplication non linéaire initiale A posséde également au voisinage du
point 0 des sous-variétés invariantes M™ - et M™+ (respectivement rentrante et partante) tan-
gentes en 0 aux sous-espaces R™- et R™ (A"x = 0 lorsque N = + oo sur M™- et lorsque
N— —o sur M™*).

Nota. Prendre une sous-variété quelconque I'o de dimension m. (tangente par exemple
en 0 2 R™*) et lui appliquer les puissances de A. Par la méthode des applications contractan-
tes montrer que les approximations I'y = AT ainsi obtenues tendent vers M™* lorsque
N — +o0,

EXERCICE* 4. Prouver l'existence de la variété invariante rentrante et de la variété inva-
riante partante pour le col non linéaire de x = v(x), v(0) = 0 (on suppose qu'aucune valeur
propre de l'opérateur A = v,(0) n’est située sur ’axe imaginaire).

§ 32. Théoréme de différentiabilité

L objet de ce paragraphe est 1a démonstration du théoréme de redres-
sement.

1. Equation aux variations. A une application différentiable f: U —> V
est associée en tout point une application linéaire f,. de I'espace tangent

T,U dans lespace tangent Ty V.
D’une fagon analogue, A I’équation différentielle

x=v(x, 1) xeUCR" §))
est associé le systéme d’équations différentielle
x=v(x,) xeUCR" @
y' = v*(X, t)ys yE€ Txvs

appelé systéme d’équations aux variations pour I’équation (1). Ce systéme
est linéaire relativement au vecteur tangent y (fig. 226).
L astérisque de la formule (2) (et dans la suite) signifie que la dérivée
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(/4
y |
¢  Fig. 226. Solution de I'équation aux variations

avec la condition initiale (x, y)

est prise par rapport 4 x pour une valeur fixe de ¢. Ainsi, v,(x, ?) est un
opérateur linéaire dans R".
Outre le systéme (2) il est commode de considérer le systéme

Jé = v(x, ?), xeUCR", 3)
z2=u0,(x, 1, 2z, z:R"->R"

On obtient le systéme (3) a partir du systéme (2) en y remplacant le vecteur

inconnu y par une transformation linéaire inconnue z. Nous dirons que

le systéme (3) est aussi un systéme d’équations aux variations.
ReEMARQUE. D’une fagon générale, si est donnée une équation linéaire

.‘; = A(t)y’ Y€ Rn’ (2,)
il est utile de considérer I’équation associée
z2=A(@®z, z:R"-R" 3"

par rapport a un opérateur linéaire z dans R".
Lorsqu’on connait les solutions de I'une des équations (2’) et (3’), on
déduit aisément les solutions de 'autre (indiquer comment).

2. Théoréme de différentiabilité. Supposons que le second membre v
de l’équation (1) soit deux fois continiiment différentiable dans un voisi-
nage du point (xo, to). La solution g(x, t) de I’équation (1) qui vérifie la
condition initiale g(x, to) = x est continliment différentiable par rapport
a la condition initiale x lorsque x et t varient dans un voisinage (qui peut
étre plus petit que le voisinage précédent) du point (xo, %) :

veC*=geCl

Démonstration. v € C? = v, € C'. Par conséquent, le systéme d’équa-
tions aux variations (3) satisfait aux conditions du § 31 et la suite des
approximations picardiennes converge uniformément vers la solution de ce
systéme dans un voisinage suffisamment petit du point #%. Choisissons les
conditions initiales ¢o =x (suffisamment proches de xo), Yo = E. Désignons
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les approximations picardiennes par ¢, (pour x) et par ¥, (pour z), ie.
posons
t
ent1(x, ) =x+ [ vlen(x, 7, Ddr, @)
)
t

Yn+1(x, ) = E + S v.(on(x, 1, DYn(x, Ndr. ®)

to

Remarquons que ¢o, = Yo. Des définitions (4) et (5) on déduit par
récurrence Sur 1 que ¢n+1. = Yn+1. La suite {Y»} est donc une suite des
dérivées de la suite {¢n}. Les deux suites (4) et (5) sont uniformément con-
vergentes (étant des suites d’approximations picardiennes du systéme (3))
pour Iz — #| petit. Ainsi, 1a suite {¢n} converge uniformément avec les
dérivées par rapport a x. Par conséquent, la fonction limite g(x, f) =
= lim ¢,(x, ?) est continiment différentiable par rapport a x. C.Q.ED.

n—o

ReMARQUE. Nous avons incidemment démontré le
THEOREME. La dérivée g, d’une_solution de I’équation (1) par rapport

a la condition initiale x est solution de I’équation aux variations (3) avec
la condition initiale z(%)) = E :

g _
gg(x. H=v(Ek, D,

%g'(x' D = v.(gx, 1), )g.x, 1),
glx, ) =x, g.(x, o) =E.

Ce théoréme explique le sens des équations aux variations : celles-ci
décrivent Peffet des transformations, dans un intervalle de temps (%, f) sur
les vecteurs tangents a Pespace des phases (fig. 227).

4 Gty

x iy
9t
Fig. 227. Action de la transformation pen-

dant lintervalle de temps (f, f) sur une 1
courbe de I’espace des phases et sur son vec-
teur tangent ¢
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3. Dérivées d’ordre supérieur par rapport a x. Soit un nombre entier
r=2.

THEOREME T;. Supposons que le second membre v de ’équation (1) soit
r fois contintiment différentiable dans un voisinage du point (xo, t). La
solution g(x, t) de I’équation (1) qui vérifie la condition initiale g(x, to) = x
est alors r — 1 fois contintiment différentiable par rapport & la condition
initiale x, lorsque x et t varient dans un voisinage (pouvant étre plus petit
que le précédent) du point (xo, ) :

veC =geC™L.

Démonstration. veC = v,€ C"~1. Par conséquent, le systéme
d’équations aux variations (3) satisfait aux conditions du théoréme 7;_ ;.
Dong, le théoréme 7,, r > 2, découle du théoréme 7;_; :

veC = v,eC '2g,eCl i sgeC,
Or, le théoréme T» a été prouvé au pt. 2. C.Q.ED.

4. Dérivées par rapport 2 x et a 7. Soit un nombre entier r > 2.

THEOREME T;. Sous les conditions du théoréme T, la solution g(x, 1)
est une fonction r — 1 fois différentiable par rapport aux variables x et
t simultanément :

veC =geC 1,

Ce théoréme est une conséquence immédiate du précédent. En voici la
démonstration formelle.

LEMME. Soit f une fonction a valeurs dans R" définie sur le produit direct d’un
domaine G de l'espace euclidien R™ par un intervalle I de l'axe t :

f:GxI-R"

Construisons l’intégrale
t

F(x, ) = j fex, ndr, x€G, [to, f] C L

o

SifeC et fe C™", alors FeC'.

En effet, toute dérivée partielle d’ordre r de la fonction F par rapport aux variables x;
et ¢, contenant une dérivation par rapport a ¢ s’exprime en fonction de f et des dérivées partiel-
les de f d’ordre < r. Elle est donc continue. Par ailleurs, toute dérivée partielle d’ordre r
par rapport aux variables x; est continue par hypothése.

Démonstration du théoréme. On a

gx, H=x+ 5 v(g(x, 7, 7dr.
fo
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Posons f(x, 7) = v(g(x, 7), 7) et appliquons le lemme. On trouve pour 1 < o < r
geC N geC~
D’aprés le théoréme T, g € C% lorsque ¢ < r. On a
gEC’sgeCl'> ... 2geC L
Or, d’aprds le § 31, g € C° (1a solution est continue par rapport a x et 7). CQED.

Exercice 1. Montrer que si le second membre de ’équation différen-
tielle (1) est indéfiniment différentiable, toute solution est indéfiniment dif-
férentiable par rapport aux conditions initiales :

vECT=g€C™.

ReEMARQUE. On démontre également que si le second membre v est
analytique (i.e. se développe au voisinage de chaque point en une série de
Taylor convergente vers v), alors la solution g est analytique en x et f.

Les équations différentielles dont le second membre est une fonction
analytique doivent &tre étudiées aussi bien pour des valeurs complexes des
inconnues que (ce qui est particulidrement important) pour des valeurs
complexes du temps. On trouvera cette théorie, par exemple, dans le Cours
de théorie analytique des équations différentielles par V. Goloubev (en
russe), Gostechizdat, 1950.

5. Théoréme de redressement. Ce théoréme est une conséquence immé-
diate du théoréme 7. Avant d’en entamer la démonstration rappelons deux
propositions géométriques simples. Soient L; et L, deux sous-espaces vecto-
riels d'un espace vectoriel L (fig. 228). On dit que les sous-espaces L; et
L, sont transversaux si leur somme est égale a ’espace L tout entier, ce
qu'on note L; + L, = L. Exemple, dans R? une droite est transversale 3
un plan si elle coupe ce plan sous un angle non nul.

Fig. 228. La droite L, est transversale au plan L, dans
I’espace R®

ProposiTION 1. Chaque sous-espace R* de dimension k de R" posséde
dans R™ un sous-espace transversal de dimension n — k (qui plus est méme
parmi les C¥ plans arithmétiques de l'espace R"~%).

Voir la démonstration dans les cours d’algebre linéaire : théoréme du
rang d’une matrice.

ProposiTION 2. Si une application linéaire A : L — M transforme deux
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sous-espaces transversaux quelconques en deux sous-espaces transversaux,
elle est surjective.
Démonstration.

AL=AL, + AL, =M

Démonstration du théoréme de redressement : cas non autonome
(voir chapitre 2, § 8, pt. 1.). Soit G une application d’'un domaine du produit
direct R” X R dans Pespace des phases élargi de I’équation

x. = v(x’ t)’ 0]

définie par la formule G(x, #) = (g(x, ?), ) ou g(x, ?) est la solution de
Péquation (1) qui vérifie la condition initiale g(x, %) = x.

Montrons qu’au voisinage du point (xo, %) Papplication G ~! est un dif-
féomorphisme redressant.

a) Lapplication G est différentiable (de classe C"~' si v € C") d’apres
le théoréme 7.

b) Lapplication G laisse t fixe : G(x, 1) = (g(x, 1), ?).

¢) Lapplication G, associe au champ de vecteur standard e(x =
t = 1) le champ donné : G,e = (v, 1) (puisque g(x, ?) est solution de l’équa-

tion (1)).
d) L’application G est un difféomorphisme au voisinage du point (xo,
%). Calculons en effet les restrictions de I'opérateur linéaire G.I aux

plans transversaux R” et R! (fig. 229). On a
G.lpryery =E, G.lgi.,_,e=v+e.

X=Xp
Ce
e le{*e
7l ..
[~

Fig. 229. Dérivée de l’application G au point Fig. 230. Construction du difféomorphisme
(x0, %) redressant le champ de vecteurs

Le plan R”" et la droite de vecteur directeur v + e sont transversaux.
Donc G* est une application linéaire de R"*! dans lui-méme, par consé-
quent, c’est un isomorphisme (le jacobien de G" est différent de zéro au
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point (xo, %)). D’apres le théoréme des fonctions inverses, G est un difféo-
morphisme local.
CQFD.

Démonstration du théoréme de redressement : cas autonome (§ 7,
pt. 1). Soit I’équation autonome

x=v(), xeUCR" (6)

Supposons que le vecteur vitesse vy soit différent de zéro au point xo
(fig. 230). 11 existe alors un hyperplan R"~! c R”" de dimension n — 1 pas-
3ant par Xxo et transversal & vo (d’une fagon plus précise, le plan correspon-
dant de l’espace tangent TUxo est transversal a la droite R! contenant vo).

Donnons-nous une application G d’un domaine de R*~! x R, ou
R"~1! = (¢}, R = {¢}, dans un domaine de R” par la formule G(¢, ¢) =
= g(¢, ), ou £ est situé au voisinage de xo dans R"~! et g(&, /) est la
valeur de la solution de I’équation (6) vérifiant la condition initiale ¢(0) = £
A I'instant ¢. Montrons que G~ ! est un difféomorphisme redressant dans
un voisinage suffisamment petit du point (¢ = xo, ¢ = 0).

a) Lapplication G est différentiable (G€ C'~' si ve C") en vertu du
théoréme T7.

b) Lapplication G ~! est redressante, car G, envoie le champ de vecteurs
standard e(§ = 0, ¢ = 1) dans G,e = v puisque g(¢, ) est solution de I’équa-
tion (6).

¢) L'application G est un difféomorphisme local. Calculons en effet
les restrictions de Popérateur linéaire G, | ot AUX plans transversaux R"~!
et RL. Ce qui donne

G.Ikn—l = E, G.'Rle = vo.

Donc, 'opérateur G, | transforme le couple de sous-espaces trans-
—\'o,’o

versaux R”~! et R' C R” en un couple de sous-espaces transversaux.
G.l,, , est donc une application linéaire.-de R" dans R". Par conséquent,
c’est un isomorphisme. D’apres le théoréme des fonctions inverses, G est
un difféomorphisme local. C.Q.E.D.

RemarQuE. Etant donné que dans la démonstration du théoréme de
différentiabilité nous avons perdu une dérivée (ve€ C" = g€ C"~ 1), pour les
difféomorphismes redressants nous ne pouvons garantir que la classe de
différentiabilité C"~'. En réalité, le difféomorphisme redressant construit
est de classe C"; la démonstration sera donnée dans la suite.

6. Derniére dérivée. Dans le théoréme de différentiabilité (pt. 2) nous
avons admis que le champ v était deux fois continiment différentiable. En
réalité, il suffit d’une seule fois.
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THEORBME. Si le second membre v(x, t) de I'équation différentielle x =
= v(x, t) est continfiment différentiable, la solution g(x, t) qui vérifie la
condition initiale g(x, to) = x est contindiment différentiable par rapport
aux conditions initiales :

veC' = geC.. @)

COROLLAIRES.

)veC =geC pourr>1.

2) Les difféomorphismes redressants du pt. 5 sont r fois contintiment
différentiables si ve C'.

On déduit ces corollaires de la relation (7) en reprenant mot 4 mot les
raisonnements des pt. 3, 4 et 5. La démonstration du théoréme (7) nécessite
quelques astuces.

Démonstration du théordme. Démontrons tout d’abord les
Lemme 1. Légquation linéaire
y =A@y

dont le second membre est une fonction continue en t admet pour solution une fonction
continue en yo et t, définie d’une maniére unique par les conditions initiales ¢(to) = yo.

En effet, dans la démonstration du théoréme d’existence, d’unicité et de continuité (§ 31),
seule a été utilisée la différentiabilité par rapport A x pour 7 fixe (ou plus exactement la condi-
tion de Lipschitz sur x). Par conséquent, la démonstration est valable si I'on suppose que
A(?) n’est que continue en f. Le lemme est démontré.

Observons que la solution est linéaire en yo et continiment différentiable par rapport
a t, elle est donc de classe C! par rapport 2 yo et ¢ A la fois.

Lemme 2. Si, dans le lemme 1, l'opérateur linéaire A dépend encore d’un paramétre
« tel que la fonction A(t, o) soit continue, I’équation admettra pour solution une fonction
continue de yo, t et .

On peut, en effet, prendre pour solution la limite d’une suite d’approximations picardien-
nes. Chacune d’elles dépend continliment de y,, 7 et . Cette suite d’approximations est unifor-
mément convergente en y, f et « dans un voisinage suffisamment petit d’un point quelconque
(00, to, ap). La limite est donc une fonction continue de yo, f et «.

CQFED.

Appliquons le lemme 2 a I’équation aux variations.
LEMME 3. Le systéme d’équations aux variations

{i = v(x, 0,

.‘; = U,, (x’ t)y
admet une solution définie d’'une maniére unique par ses conditions initiales et continue
en les mémes conditions initiales, pourvu que v € C'.

En effet, la premiére équation du systéme admet une solution d’apres le théoréme d’exis-
tence du § 31. Cette solution est définie d’une maniére univoque par ses conditions initiales
Xo et o et est continue en Xo, fo. Portons cette solution dans la deuxiéme équation. Nous
obtenons une équation linéaire en y, dont le second membre est continu en ¢ et en la condition
initiale xo, considérée ici comme un paramétre de la solution de la premiére équation.
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D’aprés le lemme 2 cette équation linéaire admet une solution définie par ses conditions
initiales yo et continue en #, y, et xo.
Ce qui achéve la démonstration du lemme 3.

Par conséquent, les éguations aux variations sont résolubles dans le cas aussi ot v € C.
Remarquons que dans le cas ot v € C? nous avons déja démontré que la dérivée par rapport
aux conditions initiales d’une solution était solution de I'équation aux variations (3). A présent
nous ne sommes plus en état de I’ affirmer, car nous ne savons pas encore si cette dérivée existe.

Pour montrer qu’une solution est différentiable par rapport aux conditions initiales
voyons d’abord un cas particulier.

LEMME 4. Si un champ de vecteurs v(x, t) € C' sannule avec sa dérivée v, au point
x = 0 quel que soit t, 'équation x = v(x, t) admet une solution différentiable au point x = 0
par rapport aux conditions initiales.

En effet, par hypothese lv(x, £)] = o(lx!) au voisinage du point x = 0. Soit x = ¢(f)
la solution vérifiant la condition initiale ¢(#%) = xo. Estimons ’erreur d’approximation x = xo
4 I'aide de la formule du pt. 3, § 30. Pour des valeurs suffisamment petites de |xol et 1t — #ol
on a

t

Sv(xo, 7dr

to
ou K est une constante indépendante de xo.
Par conséquent lp — xol = o(lxol), d’ou il vient que ¢ est différentiable par rapport
4 xo au point 0. CQ.F.D.

< K max lv(xe, DI,

1
lga - XOI < —
1= <1<t

Nous allons maintenant ramener le cas général 4 un cas particulier du lemme 4 : pour
cela il nous suffit de choisir un syst¢éme de coordonnées convenable dans ’espace des phases
élargi. Nous pouvons toujours rendre triviale la solution considérée :

LEMME 5. Soit x = ¢(t) une solution de I’équation x = v(x, t) dont le second membre
v(x, #) € C! est défini sur un domaine de l'espace des phases élargi R" x R. Il existe alors
un C'-difféomorphisme de l'espace des phases élargi, conservant le temps ((x, t) ~
= (x1(x, ), 1) et associant & la solution ¢ la solution x, = 0.

11 suffit, en effet, de réaliser la translation x; = x — ¢(f) vu que ¢ € C'. Ce qui démontre
le lemme 5.

Dans le systtme de coordonnées (x;, #) le second membre de notre équation s’annule
en x; = 0. Montrons qu’il est également possible d’annuler la dérivée par rapport & x; du
second membre par un changement de coordonnées convenable, linéaire en x.

LEMME 6. Sous les conditions du lemme 5, les coordonnées (x,, t) peuvent étre choisies
de telle sorte que I’équation x = v(x, 1) soit équivalente & I’équation x, = v(x;, ¥), ot v,
et sa dérivée dv1/0x, s‘annulent au point x, = 0. En outre, la fonction x,(x, t) peut étre
choisie linéaire (mais pas forcément homogéne) en x.

D’aprés le lemme 5 nous pouvons considérer que v;(0, ) = 0.

Voyons d’abord un cas particulier du lemme 6 avant d’en aborder la démonstration.

LEMME 7. L’ assertion du lemme 6 vaut pour I’équation linéaire x = A(f)x.

I1 suffit de prendre pour x; la valeur, a instant fixe #, de la solution vérifiant la condition
initiale p(f) = x. D’aprés le lemme 1, x; = B(f)x, ou B(f) : R" = R”" est un opérateur linéaire
en t de classe C'. Dans les coordonnées (x;, f), notre équation linéaire s’écrit sous la forme
x = 0.

Le lemme 7 est démontré.
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Démonstration du lemme 6. Linéarisons ’équation x = v(x, f) en 0, i.e. composons
P’équation aux variations ’

x=A()x, ot A() = v,(0, ).

Par hypothése v € C!, donc A € C°. D’aprés le lemme 7 on peut choisir C'-coordonnées
x1 = B(f)x, de sorte que I'équation linéarisée s’écrive x; = 0 dans les nouvelles coordonnées.
On vérifie aisément que dans ce nouveau systéme de coordonnées le second membre de I'équa-
tion non linéaire initiale posséde une partie linéaire nulle.

Posons en effet ¥ = Ax + R (alors R = o(Ix|)) et x = Cx; (alors C = B™Y).

Dans I’équation x = v remplagons x par Cx;. Nous obtenons pour x; ’équation différen-
tielle :

Cx'l + Cx'l = ACx; + R.

Or, de par la définition méme de C, les termes linéaires en x; sont égaux dans les deux mem-
bres. Donc

x1 = C™'R(Cx1, ) = o(Ix11).
Ce qui démontre le lemme 6.
En combinant les lemmes 6 et 4 on tire la conclusion suivante :

LEMME 8. L’ équation différentielle x = v(x, 1), dont le second membre v(x, 1) € C',
admet une solution z différentiable par rapport aux conditions initiales. La dérivée de cette
solution par rapport aux conditions initiales est solution du systéme d’équations aux
variations

¢ = o(x, 1), Z=0,x 0z, 2(t) = E: R"—>R"

Pour démontrer ce lemme il suffit d’écrire I’équation x = v(x, ¢) dans le systéme de coor-
données du lemme 6 et de lui appliquer le lemme 4.

Pour achever la démonstration du théoréme il nous reste A nous assurer que la dérivée
de la solution est bien continue en les conditions initiales. D’aprés le lemme 8 cette dérivée
existe et est solution d’un syst¢éme d’équations aux variations. D’aprés le lemme 3 les solutions
de ce systéme sont continues en xo et 7.

Ceci achéve la démonstration du théoréme.



CHAPITRE 5

EQUATIONS DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES

Dans ce chapitre on définit les variétés différentiables et on démon-
tre le théoréme d’existence du flot défini par un champ de vecteurs sur une
variété.

La théorie des équations différentielles sur les variétés, connait d’impor-
tants et intéressants développements que, malheureusement, nous n’aborde-
rons pas dans ce chapitre qui n’est qu’une bréve introduction 3 cette
branche, jonction de I’analyse et de la topologie.

§ 33. Variétés différentiables

La notion de variété différentiable est en géométrie et en analyse aussi
fondamentale que la notion de groupe et d’espace vectoriel en algébre.
1. Exemples de variétés. Parmi les variétés qui seront définies plus bas

citons (fig. 231) :
RII
e |zzp

7'2

Fig. 231. Exemples de variétés

1. I espace vectoriel R” ou I'un quelconque de ses domaines (un sous-

espace ouvert) U.
2. La spheére S" définie dans Pespace euclidien R”*! par équation

x%+...+ X,2,+1= 1.
Et notamment, le cercle S’
3. Le tore T? = S' x S! (voir § 24).
4. I’ espace projectif
RP" = {(x0:X1:...:X1)]}.

Rappelons que les points de cet espace sont des droites passant par I'origine
des coordonnées dans R**!. Une telle droite est donnée par I'un quelcon-

19—7560
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que de ses points (différent de 0). Les coordonnées (xo, . . ., X») de ce point
dans R"*! sont appelées coordonnées homogeénes du point correspondant
de P’espace projectif.

Le dernier exemple est particulieérement instructif. Dans les définitions
suivantes il est utile de se rappeler les coordonnées affines dans un espace
projectif (voir plus bas I'exemple 3 du pt. 3).

2. Définitions. Une variété différentiable M est un ensemble M muni
d’une structure de variété différentiable.

On dit qu'un ensemble M est muni d’une structure de variété si on y
a défini un atlas composé de cartes compatibles.

DEFINITION 1. Par carte on désigne un domaine U C R” et une applica-
tion bijective ¢ : W — U d’une partie W de ’ensemble M sur U (fig. 232).
Nous appellerons ¢(x) image sur la carte U d’un point x€ W C M.

U.

sl
Fig. 232. Carte Fig. 233. Cartes compatibles
Soient les cartes (fig. 233)
pi: WimnU et ¢i: W= U.
Si elle n’est pas vide, Pintersection W;N W; des ensembles W; et W; pos-
séde des images sur les deux cartes :
Uj = ei(WiN W),
Uii = oi(W;NW)).
On passe d’une carte  'autre par une application de sous-ensembles d'espa-
ces vectoriels
et Ui= Ui, @i®) = gi(ei ().
DErINITION 2. Deux cartes
vi: Wi U, ¢: Wi~y

sont dites compatibles si
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1) les ensembles Uy et Uj sont ouverts (éventuellement vides) ;

2) les applications ¢;; et ;i (définies si WiN W; = (J) sont des difféo-
morphismes de domaines de R".

ReMARQUE. On obtient différentes classes de variétés selon la classe de
différentiabilité des applications ¢;;.

Si par difféomorphisme on entend un difféomorphisme de classe C’,
1 < r < «, on dira de la variété, qui sera définie plus bas, que c’est une
variété différentiable de classe C'. Si ’on pose r = 0, ce qui revient 3 exiger
seulement que ¢;; soient des homéomorphismes, on obtient alors la défini-
tion d’une variété topologique. Si, enfin, on exige que ¢y; soient des fonc-
tions analytiques*), on a alors une variété analytique.

On connait d’autres exemples de variétés. Ainsi, si ’on fixe une orienta-
tion dans R" et que ’on exige que les difféomorphismes ¢;; conservent cette
orientation (i.e. le jacobien ¢; > 0 en chaque point), on obtient alors la
définition d’une variété orientée.

DErNITION 3. Un ensemble de cartes ¢; : Wi — U; s’appelle atlas sur M
si

1) deux cartes quelconques sont compatibles ;

2) tout point x € M poss¢de une image sur au moins une carte.

DrFINITION 4. Deux atlas sur M sont équivalents si leur union est de
nouveau un atlas (i.e. si une carte quelconque du premier atlas est compati-
ble avec une carte quelconque du second).

Il est aisé de voir que la définition 4 définit visiblement une relation
d’équivalence.

DEFINITION 5. On appelle structure de variété différentiable sur M une
classe d’atlas équivalents. '
Citons deux conditions souvent imposées aux variétés afin d’éviter toute
pathologie.
1. Séparabilité : deux points quelconques x et y € M possédent des voisi-
nages disjoints (fig. 234). Autrement dit, soit il existe deux cartes
@i Wi— U, ®j: WI - l/j:

Fig. 234. Séparabilité

*) On rappelle qu’une fonction est analytique si elle est développable en séries entiéres
au voisinage de tout point.

19*
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telles que les sous-ensembles W; et W; qui contiennent respectivement x
et ¥ sont disjoints, soit il existe une carte sur laquelle sont représentés les
deux points x et y.

Si la condition de séparabilité n'est pas exigée, alors 'ensemble obtenu 2 partir des deux
droites R = {x] et R = {y] par une identification des points d’égales coordonnées négatives
X, y sera une variété. Sur une telle variété le théoréme d’unicité du prolongement des solutions
d’une équation différentielle est mis en défaut, bien que le théoréme local d’unicité soit vrai.

2. Dénombrabilité : il existe un atlas M formé d’un nombre au plus
dénombrable de cartes.

Dans la suite le terme « variété » désignera une variété différentiable
remplissant les conditions de séparabilité et de dénombrabilité.

3. Exemples d’atlas.

1. La sphére S* définie par I’équation x} + x3 + x = 1 dans R® peut
étre munie d’un atlas de deux cartes exécutées en projection stéréographi-
que par exemple (fig. 235). Dans ce cas

Wi=S2\N, U =R};
W2=SZ\S, U2=R%.

Fig. 235. Atlas de la sphére. La famille des cercles de la sphére tangents en N est re_présentée
sur la carte inférieure par une famille de droites paralléles, et sur la carte supérieure, par
une famille de cercles tangents

EXEeRCICE 1. Ecrire les formules des applications ¢1, ¢ et vérifier que nos deux cartes
sont bien compatibles.

D’une fagon analogue on peut définir une structure différentiable sur

S" avec un atlas de deux cartes.
2. Latlas du tore T2 se construit a I’aide des coordonnées angulaires :

la latitude ¢ et la longitude ¢ (fig. 236). On peut, par exemple, considérer
4 cartes correspondant aux variations de ¢ et ¢ dans les intervalles
0<e<2r, —-7<e¢<m,
0<y<22r, —-wr<y<m
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3. Latlas du plan projectif RP? peut étre composé de trois « cartes
affines » (fig. 237) :

X1 .
=21 =2 i # 0,
/ X0’ Xo Xo
> =0 H=2 i x =0,
\ X1 X1
=ﬁ =£ si x #0.
X2 X2

=

¢ —

Fig. 236. Atlas du tore Fig. 237. Cartes affines du plan projectif

Ces cartes sont compatibles. La compatibilité de ¢ et ¢; signifie par exem-

ple que Papplication ¢p,1 du domaine Up,1 = {y1, 2 : 1 # 0} du plan (1,

»2) sur le domaine Uho : z1 # 0 du plan (z1, 22), définie par les formules
=y}, 22 = yy7 Y, est un difféomorphisme (fig. 238).

Z2

Zr

Fig. 238. Compatibilité des cartes du plan projectif

Démonstration : y1 = 217}, y2 = 222!

De la méme maniére, dans Pespace projectif RP”, une structure différen-
tiable est définie par un atlas de n + 1 cartes affines.



294 EQUATIONS DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES [CH. 5

4. Compacité.

DEriniTiON. Un sous-ensemble G d’une variété M est ouvert si son
image (W N G) sur chaque carte ¢ : W — U est un sous-ensemble ouvert
d’un domaine U d’un espace vectoriel (fig. 239).

Fig. 239. Sous-ensemble ouvert Fig. 240. Sous-ensemble compact

EXERCICE 1. Montrer que l'intersection de deux et 'union d’'un nombre quelconque de
sous-ensembles ouverts d’une variété sont ouvertes.

DErINITION. Un sous-ensemble K d’une variété M est compact si tout
recouvrement ouvert de K admet un sous-recouvrement fini.

EXERCICE 2. Montrer que la sphére S™ est compacte. Peut-on dire autant de I’espace pro-
jectif RP" ?

Nota. On pourra se servir du théoréme suivant

THEOREME. Supposons qu’un sous-ensemble F d’une variété M
(fig. 240) soit I’'union d’un nombre fini de sous-ensembles F; possédant cha-
cun une image compacte sur l’une des cartes F; C Wi, ¢i: W; = U;, ¢i(F)
étant un compact dans R".

Sous ces hypothéses F est compact.

Démonstration. Supposons que {Gj} soit un recouvrement ouvert de
Pensemble F. Alors quel que soit i, {¢i(G;N W;)} est un recouvrement
ouvert du compact ¢;i(F;}). Extrayons de ce recouvrement un Ssous-
recouvrement fini. Si Pon fait parcourir & j ’ensemble fini de ces valeurs,
on obtient un nombre fini de Gj recouvrant F.

5. Connexité et dimension.

DEriNITION. On dit qu’une variété M est connexe (fig. 241) si deux
quelconques de ses points x et y sont reliés par une chaine de cartes ¢; :
W;— U telless que x€ Wy; yeW,; WiNnWio1# @ Vi et U soit
connexe”*).

*) C’est-a-dire que deux points quelconques de U; C R” peuvent étre joints par une ligne
polygonale.
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Si une variété M n’est pas connexe elle se décompose tout naturellement
en composantes connexes M;.

EXERCICE 1. On demande si sont connexes les variétés définies dans R® (puis dans RP?)
par les équations

2+yr-22=C, C#0.
EXERCICE 2. Lensemble de toutes les matriceg régulitres d’ordre n posséde une structure

naturelle de variété différentiable (domaine de R™). Combien de composantes connexes pos-
séde cette variété ?

Fig. 241. Variété connexe M et variété non connexe
MyUM,;

THEOREME. Soient M une variété connexe, ¢i : W; — U; ses cartes. Les
espaces vectoriels R" contenant les domaines U; sont tous de méme
dimension.

Démonstration. Cette assertion découle, d’une part, du fait que des
domaines d’espaces vectoriels ne peuvent &tre difféomorphes que si ces
espaces sont de méme dimension et, d’autre part, du fait que deux domaines
quelconques W; et W; de la variété connexe M peuvent &tre joints par une
chaine finie de domaines dont les intersections sont deux a deux non vides.

Le nombre 7 défini dans le théoréme est appelé dimension de la variété
M. On le désigne par dim M.

ExempLE : dimR"” = dim §” = dim 7" = dim RP" = n.

Une variété non connexe est de dimension 7 si toutes ses composantes
connexes le sont.

EXERCICE 3. Munir I’ensemble O(#n) des matrices orthogonales d’ordre n d’une structure
de variété différentiable. Trouver ses composantes connexes et leur dimension.

Réponse. O(n) = SO(n) X Z;, dim O(n) = "—(”—2‘—‘) )

6. Applications différentiables.

DerintTioN. Une application f: My — M, d’une C’-variété M; dans une
C’-variété M, est différentiable (de classe C’) si elle est définie dans les
coordonnées locales sur M; et M, par des fonctions différentiables (de
classe C").
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Autrement dit, soient ¢, : W; — U, une carte de M, représentant un point x € W et
¢2: W2 — U, une carte de M représentant le point f(x) € W, (fig. 242). Lapplication
@20 fo o ! définie au voisinage du point ¢;(x) est alors un élément de C".

Fig. 242. Application différentiable

ExempLE 1. La projection d’une sphére sur un plan (fig. 243) est une
application différentiable f: S* —» R2.

Nous constatons donc que 'image d’une application différentiable n’est
pas forcément une variété différentiable.

ExempLE 2. Sur une variété M, on appelle courbe®) issue d’un point

Fig. 243. La projetée de la sphére sur le plan est un disque fermé

*) Ou courbe paramétrée, étant donné qu’on appelle parfois courbes sur M les sous-
variétés a une dimension de la variété M (voir définition plus bas dans le point 8). Une courbe
paramétrée peut présenter des points crunodaux, des points de rebroussement, etc. (fig. 244).

f‘
tﬂ
[ . W——

/

Fig. 244, Courbe sur une variété M
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x € M a linstant # une application différentiable f: I — M d’un intervalle
I contenant # de l'axe réel ¢ dans la variété M, et telle que f(f) = x.

ExempLE 3. On appelle difféomorphisme f . My = M, d’une variété M,
sur une variété M, une application différentiable f dont I’application inverse
Sl My - M existe et est différentiable.

Des variétés M, et M, sont difféomorphes s’il existe un difféomorphisme
de I'une sur lautre. Exemple : une sphére et un ellipsoide sont difféo-
morphes.

7. Remarque. II est facile de voir que toute variété connexe & une dimen-
sion est difféomorphe a un cercle (si cette variété est compacte) ou a une
droite (si elle ne Pest pas).

Comme exemples de variétés a deux dimensions citons la sphere, le tore
(difféomorphe & une « sphére 4 une anse ») et la « sphére & n anses »

(fig. 245).

Fig. 245. Variétés & deux dimensions non difféomorphes

En topologie, on démontre que toute variété a deux dimensions connexe, compacte et
orientable est difféomorphe a une sphére 4 n > 0 anses. On connait peu de choses sur les
variétés a trois dimensions. On ignore, par exemple, si toute variété compacte, simplement
connexe®), A trois dimensions est difféomorphe 4 une sphére S* (hypothése de Poincaré), ou
au moins est homéomorphe i cette spheére.

Lorsque les dimensions sont grandes, les classifications différentiable et topologique des
variétés ne coincident pas. Ainsi, il existe trés exactement 28 variétés différentiables, homéo-
morphes A une sphere S7, mais non difféomorphes entre elles. On les appelle sphéres de
Milnor.

Dans C° muni des coordonnées zi, ..., zs on peut définir une sphere de Milnor 4 Paide
des deux équations suivantes :

B+ d+d+z2i=0 lul*+ ... o+ lzslP=1
Pour k=1, 2, ..., 28 nous obtenons 28 sphéres de Milnor**), I’ une de ces 28 variétés est
difféomorphe a la sphere S.

8. Sous-variétés. La sphere définie par ’équation x* + y* + z> = 1 dans
R3 nous fournit un exemple de sous-ensemble d’un espace euclidien. Ce
sous-ensemble tient de ’espace euclidien sa structure naturelle de- variété

*) Une variété est simplement connexe si tout contour fermé peut étre continiment réduit
a un point.

**) Voir Brieskorn Egbert, Beispiele zur Differential Topologie von Singularitdten,
Inventiones Mathematical, 2, (1966), N° 16, 1-14.
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différentiable : une structure de sous-variété de R®. La définition générale
d’une sous-variété est la suivante :

DEeriNiTION. Un sous-ensemble V' d’une variété M (fig. 246) est une
sous-variété si tout point x € ¥V posséde un voisinage W dans M et une carte
¢ W— Utels que o(WN V) soit un domaine d’un sous-espace affine de
Pespace affine R" contenant U.

La sous-variété V posséde elle-méme une structure naturelle de variété
W' =WNnV, U =eW")).

Nous allons énoncer le théoréme fondamental suivant sans le démontrer
et sans nous en servir dans la suite.

THEOREME. Toute variété M" est difféomorphe & une sous-variété d’un
espace euclidien RY de dimension suffisamment grande (il suffit de prendre
N > 2n par exemple, on n = dim M™).

M=S03) % My ={(ay iy}
o

>
Nt
i D

Fig. 246. Sous-variété Fig. 247. Exemples de variétés a trois dimensions

Donc la notion abstraite de variété englobe en réalité un nombre d’objets
pas plus grand que les « surfaces de dimension n dans un espace de dimen-
sion N ». Lapproche abstraite offre I’avantage de traiter d’emblée les cas
ou aucun plongement n’a été fait a priori dans un espace euclidien, I'utilisa-
tion de ce dernier n’entrainant que des complications inutiles (exemple :
l’espace projectif RP"). La situation est ici la méme que pour les espaces
vectoriels de dimension finie (qui sont tous isomorphes a I’espace arithméti-
que {(x1, ..., x»)}, alors que I'utilisation des coordonnées (xi, ..., Xn)
ne fait souvent que compliquer les choses).

9. Exemple. Examinons en conclusion cing variétés intéressantes (fig. 247).

M, = SO(3) désigne le groupe des matrices orthogonales d’ordre 3 et de déterminant
+1. Puisque toute matrice est composée de 9 éléments, M; est un sous-ensemble de P’espace
R®. 1l est facile de voir que ce sous-ensemble est en réalité une sous-variété.

M, = T;S* désigne I'ensemble des vecteurs de longueur 1, tangents a la sphére $? dans
P’espace euclidien a trois dimensions. Le lecteur est invité & munir cet ensemble d’une structure
de variété différentiable (cf. § 34).
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M; = RP? désigne un espace projectif a trois dimensions.
M, représente l'espace de configuration d’un solide suspendu a un point fixe O.
Ms désigne la sous-variété de lespace R® = RC? définie par les équations

Z+HB+23=0,
1z11? + 1z21% + Iz312 = 2.

EXEeRCICE* 1. Des variétés M; a Ms indiquer celles qui sont difféomorphes.

§ 34. Fibré tangent. Champs de vecteurs sur une variété

A toute variété différentiable M est associée une autre variété (de dimen-
sion double) appelée fibré tangent™) 4 M et notée TM. Le fibré tangent
nous permet immédiatement de transposer aux variétés toute la théorie des
équations différentielles ordinaires.

1. Espace tangent. Soit une variété différentiable M. On appelle veeteur
£ tangent en x @ M la classe d’équivalence des courbes issues du point x ;
deux courbes (fig. 248)

n: I-M, v»: I-M
sont équivalentes si leurs images le sont sur une carte quelconque

en: 12U ey: I-U.

= ¥y "2'/ “’@”ﬁ
=

Fig. 248. Vecteur tangent

Remarquons que la notion d’équivalence des courbes est indépendante
du choix de la carte dans I’atlas (voir § 5) : en effet, ’équivalence sur une
carte ¢; entraine celle sur une carte quelconque ¢;, étant donné qu’on passe
d’une carte a une autre par un difféomorphisme. '

Lensemble des vecteurs tangents en x 4 M est muni d’une structure d’e-
space vectoriel, indépendante du choix de la carte (voir § 5). Cet espace
vectoriel est appelé espace tangent en x a M et noté TM;. 11 a méme dimen-
sion que M.

*) Le fibré tangent est un cas particulier du fibré vectoriel et de la notion plus générale
encore d’espace fibré. Toutes ces notions sont fondamentales en topologie et en analyse. Pour
notre part, nous nous limiterons au fibré tangent qui est particulierement important pour
la théorie des équations différentielles ordinaires.
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ExemMpLE. Soit M" une sous-variété d’un espace affine RV (fig. 249).
On peut alors représenter 7,M" comme un plan de dimension n de RY, pas-
sant par x. Il convient toutefois de ne pas perdre de vue que des espaces
tangents a M en des points x et y distincts sont disjoints : TMNT,M = ).

2. Fibré tangent. Considérons 'union des espaces tangents a une variété
M en tous ses points v

™ = U T:M.
xeM

L ensemble TM est muni d’une structure naturelle de variété différen-
tiable. )

R" | Z
Fig. 249. Espace tangent Fig. 250. Coordonnées du vecteur tangent

Considérons une carte quelconque sur une variété M et soient (x, ..., X,) : W = U C R"
(fig. 250) des coordonnées locales définissant cette carte au voisinage W d’un point x.

Tout vecteur £ tangent & M en x € W est défini par ses composantes £, ..., & dans
le systéme de coordonnées mentionné. Plus exactement si vy : I = M est une courbe partant
de x & linstant fo et dirigée par £, alors

d
= | xoo.

Donc, tout vecteur £ tangent 3 M en un point quelconque de W est défini par 2n nombres
X1y <y Xn), (&1, ..., &), Cest-a-dire par les n coordonnées du « point d’application » x
et par les n « composantes » £;.

Nous avons ainsi obtenu une carte d’une partie de ’ensemble TM :
\l’: TW - RZn’ 'p(i) = (xl’ ceey Xny Ely ey Sn)-

Les cartes de TM correspondant aux cartes de I’atlas de M sont compatibles (elles sont

de classe C"~ ! si celles de M sont de classe C"). Soient en effet y;, ..., y» un autre systéme
local de coordonnées sur M et 1, ..., 7. les composantes d’un vecteur dans ce systéme ; alors
n
i

Yi = yi(xh ey Xn), ni = 2, (i = 1, ey n)

Jj=1

sont des fonctions différentiables par rapport a x; et &;. ]
Ainsi dong, 'ensemble TM des vecteurs tangents 3 M a été muni d’une structure de variété

différentiable de dimension 2n.

ax;
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DEerINITION. La variété TM est appelée fibré tangent*) i la variété M.
On connait des applications naturelles : i : M = TM (la section nulle)
et p: TM — M (la projection) ; i(x) est le vecteur nul de 7:M tandis que
P(§) nest autre que le point x en lequel le vecteur £ est tangent a M (fig. 251).

EXERCICE 1. Montrer que les applications i et p sont différentiables, que / est un difféo-
morphisme de M sur i(M) et enfin que poi: M — M est une application identique.

On appelle fibres du fibré TM les contre-images des points x € M par
Papplication p : TM — M. Chaque fibre est munie d’une structure d’espace
vectoriel. La variété M est appelée base du fibré TM.

M
/
X / Rﬂ
S /
" |# £ 3 |
F M 0 \
_o— \
x
Fig. 251. Fibré tangent Fig. 252. Variété parallélisable et variété non

parallélisable

3. Remarque sur la parallélisabilité. Le fibré tangent & Pespace affine
R” ou 4 un domaine U C R" posséde une structure supplémentaire de pro-
duit direct : TU = U x R".

En effet, on peut définir un vecteur tangent & U par un couple
(x, ) ou x€ U et £ est un vecteur de I’espace vectoriel R” pour lequel a
été défini un isomorphisme entre 7,U (fig. 252).

Il est équivalent de dire que ’espace affine est parallélisé, i.e. I’égalité
a été définie pour des vecteurs tangents en des points x et y distincts au
domaine U de l’espace R".

Le fibré tangent & une variété n’est pas forcément un produit direct,
et, d’'une fagon générale, on ne peut raisonnablement définir I’égalité de
vecteurs appliqués en divers points d’une variété M.

La situation se présente ici comme pour le ruban de Mobius (fig. 253)
qui est un fibré ayant un cercle pour base et une droite pour fibre, mais
qui n’est pas le produit direct d’un cercle par une droite.

*) Nous employerons cette dénomination abrégée au lieu de celle, plus pédante, d’espace
du fibré tangent.
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DEerINITION. On dit qu’une variété M est parallélisée si son fibré tan-
gent est muni d’une structure de produit direct, i.c. si est donné un difféo-
morphisme TM" = M" x R” transformant linéairement 7,M en x X R".
Une variété est parallélisable si elle est susceptible d’&tre parallélisée.

EXEMPLE 1. Tout domaine d’un espace euclidien est parallélisé naturellement.
EXERCICE 1. Montrer que le tore T" est parallélisable contrairement au ruban de Mébius.

D> T
Fig. 253. Un fibré qui n’est pas un produit Fig. 254. Théoréme du hérisson
direct

TuroreME®. Des sphéres S™ seules S, S* et S” sont parallélisables. En
particulier, S*> n'est pas parallélisable :

TS? # S? x R

(De 1a il s’ensuit, par exemple, qu’on ne peut peigner un hérisson, car
un poil au moins restera perpendiculaire & la surface (fig. 254).)

Le lecteur qui aura résolu P'exercice de la fin du § 33 établira sans peine
la non-parallélisabilité de S (nota : RP® = §? x S'). La parallélisation du
cercle S! est évidente. La parallélisation de S* est un exercice instructif
(nota : S* est un groupe, précisément le groupe des quaternions de modu-
le 1). La démonstration intégrale du théoréme formulé qui nécessite une
intrusion assez profonde en topologie est relativement récente.

Les analystes sont enclins A considérer tous les fibrés comme des pro-
duits directs et toutes les variétés comme des variétés parallélisables. Cest
une erreur a éviter. .

4. Application tangente. Soit f: M — N une application différentiable
d’une variété M dans une variété N (fig. 255). Désignons par f,, I'applica-
tion induite entre les espaces tangents. Définie comme au § 6, cette applica-

Fig. 255. Dérivée de l'application f au point x
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tion est une application linéaire d’un espace vectoriel dans un autre :
f Xt TxM - Tf(x)N .

Supposons que x parcoure M. La formule précédente définit Pappli-
cation

f*Z TM — TN, f* ITxM=f*x

du fibré tangent 3 M dans le fibré tangent & N. Cette application est diffé-
rentiable (dire pourquoi) et linéaire (fig. 256) et envoie fibre de TM dans

fibre de TN.

Pf 3
/_;'\M /') /f'zz‘)\m

Fig. 256. Application tangente

Lapplication f, est appelée application tangente a f (on emploie également la notation
If: TM — TN). :

ExEercice 1. Etant donné des applications différentiables f: M = N, g: N = K et leur
produit g o f: M — K, montrer que (g /), = (g) ° (f) ic

\g N }/T”/y

T T

REMARQUE TERMINOLOGIQUE. En analyse cette formule est appelée régle de différentia-
tion d’une fonction composée, en algébre — propriété fonctorielle (covariante) du passage
a une application tangente.

5. Champs de vecteurs. Soient M une variété différentiable (de classe
C"*!y et TM son fibré tangent (fig. 257).

DEFINITION. Un champ de vecteurs®) v (de classe C) sur M est une
application différentiable (de classe C") v : M — TM telle que 'application

*) On dit aussi section du fibré tangent.
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pov: M— M soit identique et alors le diagramme

/
M K P
et commutatif, ie pw()) = x.
REMARQUE. Si M est un domaine de I’espace R”, muni des coordonnées
(x1, ..., x), la définition précédente coincide avec celle du § 5.

A noter, toutefois, que la nouvelle définition se passe de tout systéme
de coordonnées.

vz

O

Zz

Fig. 257. Champ de vecteurs Fig. 258. Champ de vitesses

ExempLE. Considérons la famille g’ des rotations d’angle ¢ de la sphére
S? autour de I'axe SN (fig. 258). Chaque point x € S décrit une courbe (une
parallele) a la vitesse

d

t 2
T gxe T.S°.

v(x) =

Nous obtenons I’application v : §* — TS? ; il est évident que pv = E, ie.
v est un champ de vecteurs sur S2.

D’une fagon générale, si g : M — M est un groupe & un parameétre de
difféomorphismes de la variété M, alors exactement comme au §5 est
engendré le champ de vecteurs vitesses sur M.

Toute la théorie locale des équations différentielles ordmalres (non
linéaires) se transpose immédiatement aux variétés, car nous avons veillé
a temps (au § 5) a ce que les notions fondamentales ne dépendent pas du
systéme de coordonnées.

En particulier, aux variétés se transposent immédiatement le théoréme
local fondamental de redressement d’un champ de vecteurs et les théoremes
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locaux d’existence, d’unicité, de continuité et de différentiabilité par rapport
aux conditions initiales. La transposition n’est par contre pas si immédiate
pour les problémes non locaux dont les plus simples sont le prolongement
des solutions et I’existence d’un flot dont est donné le champ de vitesses.

§ 35. Flot défini par un champ de vecteurs

Le théoréme dont la démonstration sera donnée ici bas est 'un des plus
simples de la théorie qualitative des équations différentielles : il précise en
effet les conditions sous lesquelles il y a lieu d’étudier le comportement
des solutions d’une équation différentielle sur un intervalle de temps infini.

De ce théoreme on déduit, entre autres, la continuité et la différentiabi-
lité d’une solution par rapport aux conditions initiales globalement (i.e. sur
un intervalle quelconque de temps fini). Ce théoréme sert par ailleurs de
méthode de construction des difféomorphismes. On peut, par exemple,
Putiliser pour démontrer que toute variété fermée, sur laquelle existe une
fonction différentiable présentant deux points critiques seulement, est
homéomorphe a une sphére.

1. Théoréme. Soient M une variété différentiable (de classe C', r > 2)
(fig. 259) et v : M — TM un champ de vecteurs. Supposons que le vecteur
v(x) soit distinct du vecteur nul de T,M uniquement dans une partie com-
pacte K de la variété M. Il existe alors un groupe a un parametre de difféo-
morphismes g' : M — M admettant le champ v pour champ de vitesses :

d .
agX—v(gx)- )
v(x)
™
iV
o M

Fig. 259. Champ de vecteurs nul a P’extérieur d’'un compact K

CoROLLAIRE 1. Tout champ de vecteurs v sur une variété compacte M
est champ de vitesses d’un groupe a un paramétre de difféomorphismes.

En particulier, sous les hypothéses du théoréme ou du corollaire 1, on
ale

CoroLLAIRE 2. Toute solution de I’équation différentielle

x=v(X), xeM, Q)

20—7560
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Dpeut étre prolongée indéfiniment en avant et en arriére. De plus, la valeur
de la solution g'x a instant t est différentiable par rapport & t et & la condi-
tion initiale x.

REMARQUE. La condition de compacité est indispensable.

EXEMPLE 1. M = R, X = x* (voir § 1, pt. 7) : les solutions ne sont pas indéfiniment pro-
longeables.
EXEMPLE 2. M = {x: 0<x <1}, x= 1.

Démontrons maintenant le théoréme.

2. Construction des difféomorphismes g‘ pour de petits ¢. Pour chaque
point x € M il existe un voisinage ouvert U C M et un nombre ¢ > 0, tels
que, pour tout y € U et tout t (Itl <€), 'équation (2) avec la condition
initiale y (pour t = 0) admet une solution unique g'y, différentiable par
rapport a t et y et satisfaisant & la condition

t+s

gty =g'gy, 3

silsl <e, ltl <eg, Is+tl <e.

En effet, le point x est représenté sur une carte, quant a notre assertion
au sujet des équations définies sur un domaine d’un espace affine, elle a
été démontrée aux chap. 2 et 4%).

Ainsi donc, ’ensemble compact K est recouvert par des voisinages U.
Nous pouvons en extraire un recouvrement fini {U;}.

Soient &; les nombres ¢ correspondants ; posons & = ming; > 0.

Alors pout |#] < & sont définis globalement les difféomorphismes g’ :
M-M, g**=g'g"si Isl, Itl et Is+ ¢l <egetsigx=x, x¢K.

En effet, quoique les solutions de ’équation (2) vérifiant la condition
initiale x (pour ¢ = 0) et définies au moyen de cartes différentes soient a
priori distinctes, elles se confondent pour ¢l < g en raison-du choix de
& et en vertu du théoréme local d’unicité.

Par ailleurs, d’apres le théoréme local de différentiabilité, le point g'x
est différentiable par rapport a ¢ et & x, or comme g'g ~* = E, PPapplication

g': M - M est un difféomorphisme. Remarquons que agt t_og‘x = v(x).

*) La démonstration de I'unicité doit étre assortie d’un raisonnement supplémentaire :
il faut, en effet, vérifier que I'unicité d’une solution satisfaisant a des conditions initiales don-
nées, sur une carte donnée, entraine l'unicité sur la variété. Sur une variété non séparable
Punicité peut fort bien ne pas avoir lieu (exemple : 'équation x = 1,y = 1 définie sur la variété
constituée des droites {x} et (¥} par identification des points d’égales coordonnées négatives).
Si, au contraire, la variété M est séparable, la démonstration de I'unicité passe en vertu du
§ 7, pt. 6. (On se sert de la séparabilité pour démontrer que les solutions ¢1(T) et ¢2(T)
prennent la méme valeur au premier point T & partir duquel elles ne se confondent plus.)
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3. Construction de g‘ quel que soit ¢. Ecrivons ¢ sous la forme ney/2 +
+ r, ou n est entier et 0 < r < g/2. Cette représentation existe et est uni-
que. Les difféomorphismes g%/2 et g” ont déja été définis.

Posons g’ = (g°”%)"g". Clest un difféomorphisme de M sur M. Lors-
que |f] < g/2, 1a nouvelle définition concorde avec la précédente (voir

. d

t. 2). C’est pourquoi — x = .
pt.2) pourquoi | _ £x = v(x)

Il est aisé de voir que quels que soient s et ¢

s+t

gt =g'g. @)
Soit en effet
&o &o &
s=m—+p, t=n—+gq, s+t=k—+r
2 P 2 a 2

Les membres de I’égalité (4) deviennent alors
@kg et (€ (g ) g
Deux cas peuvent se présenter :
Dm+n=k, p+qg=r; 2)m+n=k -1, p+q=r+%.

A remarquer qu’étant donné que Ipl < g/2 et lgl < €/2, les difféomorphismes gs"/z,
g”? et g7 commutent. D’ou l'on tire la formule (4) pour le premier comme pour le deuxiéme

cas (ge"/zg’ = gPg%, car Ipl, Igl, Irl <&/2, p + q = % +r).

11 ne nous reste plus qu’a vérifier que le point g'x est différentiable par
rapport a ¢ et 4 x. Ce qui découle immédiatement du fait qut g = (g”V)V,
et que g”"Vx est différentiable par rapport a ¢ et x pour des valeurs suffisam-
ment grandes de N (voir pt. 2).

Donc g’ est un groupe a un paramétre de difféomorphismes de la variété

M ; v est le champ correspondant de la vitesse. C.Q.F.D.
4. Remarque. Du théoréme démontré il s’ensuit aussitdt que toute solu-
tion de l’équation non autonome
‘ x=uv(x, 1), x€M, t€R,
définie sur une variété compacte M par un champ de vecteurs v dépendant
du temps t, est indéfiniment prolongeable.

C’est ce qui explique, entre autres, qu’on peut indéfiniment prolonger
les solutions de I’équation linéaire

x=v(x, 1), vx, )=A()x, teR, xeR" )

Considérons en effet R” comme la partie affine de ’espace projectif RP”"
Lespace RP” est composé de sa partie affine R” et d’un plan a Pinfini :
RP” = R*"URP" "%,

20*
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Supposons que v soit un champ de vecteurs linéaire sur R"” (v(x) =
= Ax). On vérifie sans peine le

LeMME. Le champ de vecteurs v sur R” peut étre prolongé (et ce d’une
seule maniére) en un champ différentiable v’ sur RP". Le champ v’ est
tangent a@ RP" ! sur le plan a linfini RP" ™,

En particulier, prolongeons (pour chaque ) le champ v(?) définissant
I’équation (5) en un champ v’ (f) sur RP" Considérons I’équation

x=v'(x, 1), xeRP" teR. (6)

Un espace projectif étant compact, toute solution de ’équation (6) est indé-
finiment prolongeable (fig. 260).

A Fig. 260. Prolongement d’un champ de
R Pﬂ_/ vecteurs linéaire sur le plan projectif

Une solution vérifiant une condition initiale contenue dans RP”~! ne
quitte pas RP"~, car le champ v’ est tangent 3 RP"~ 1,

D’aprés le théoréme d’unicité, les solutions des équations & conditions
initiales dans R” restent dans les limites de R"” quel que soit #. Or dans
R” ’équation (6) s’écrit sous la forme (5). Donc toute solution de ’équation
(5) est indéfiniment prolongeable.

EXERCICE. Démontrer le lemme précédent.

Solution 1. Soient (xi, ..., X») des coordonnées affines sur RP” et (y1, ..., yn) d’autres
coordonnées affines telles que

n=xY ye=xxit k=2 ..., n).

Dans les nouvelles coordonnées I’équation de RP"~! est y; = 0.
Léquation différentielle (5)

n
da E:a"x i=1 n
dt Uty y sy ’

j=1

s’écrit dans les nouvelles coordonnées (fig. 261) :

dy: _ E

_d[ = »N (an + ik Yk §»

d :

-—;" = ax + E :akzy: - Yk (au + 2 :a.,y,>,

k>1, I>1.
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Sur ces formules qui sont vraies pour y; # 0, on voit comment il faut prolonger le champ

d
a y1 = 0. Lorsque y; = 0, on a —:7] = 0, ce qui démontre le lemme.

\\ \ TRPH-//
|t

AN S Y1
N %

Fig. 261. Comportement du prolongement d’un champ au voisinage d’un plan i Pinfini

Solution 2. Une transformation affine peut étre considérée comme une transformation
projective laissant fixe le plan a P'infini (mais pas ses points). En particulier, les transformati-
ons linéaires e’ se prolongent en difféomorphismes de I’espace projectif, laissant fixe le plan
a Pinfini. Ces difféomorphismes forment un groupe a un parametre dont le champ de vitesses
n'est autre que v’.

§ 36. Indices des points singuliers d’'un champ de vecteurs
g

Dans ce paragraphe on se penche sur quelques applications simples de
la topologie a la théorie des équations différentielles.

1. Indice d’une courbe. Commengons par des raisonnements suggestifs
que nous appuierons plus bas (voir pt.7) par des définitions précises et
des démonstrations.

Fig. 262. Courbe d’indice 1

Soit un champ de vecteurs défini sur un plan euclidien orienté. Suppo-
sons donnée dans ce plan une courbe fermée, orientée, ne passant pas par
les points singuliers du champ (fig. 262). Supposons enfin que cette courbe
soit parcourue par le point représentatif dans le sens positif. Lorsque ce
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point se déplace, le vecteur du champ qui lui est associé est animé d’un
mouvement de rotation continu®*). Lorsque, aprés avoir parcouru toute la
courbe, le point revient a sa position de départ, le vecteur en fait de méme.
Ce dernier peut en outre avoir accompli plusieurs rotations dans un sens
ou dans lautre.

Le nombre de ces rotations est appelé indice de la courbe. Cet indice
est positif si le vecteur tourne dans le sens de 'orientation du plan (i.e.
du premier vecteur unité vers le second) et négatif dans le cas contraire.

EXEMPLE 1. Les indices des courbes «, 3, v, & représentées sur la fig. 263 sont respective-
ment égaux a 1, 0, 2 et —1.

Epjole

Fig. 263. Courbes d’indices différents

EXEMPLE 2. Supposons que O soit un point non singulier du champ. Lindice de toute
courbe située dans un voisinage suffisamment petit du point O est nul.

En effet, la direction du champ est continue au point O, et, dans un voisinage suffisam-
ment petit de ce dernier, elle varie d’une grandeur inférieure, disons, 4 w/2.

EXERCICE 1. Soit un champ de vecteurs défini sur le plan R* = RC, privé du point O
par la formule v(z) = z" (n est un entier pas forcément positif). Déterminer I'indice du cercle
Z = € orienté dans le sens des ¢ croissants (le plan est orienté par le repére 1, i).

Réponse. n.

2. Propriétés de indice.

ProprIETE 1. L'indice d’une courbe fermée continiiment déformée ne
varie pas tant que cette courbe ne passe pas par un point singulier.

En effet, la direction du vecteur du champ varie continiment dans les
points non singuliers. C’est pourquoi le nombre de rotations dépend conti-
niment de la courbe. Etant entier, il est constant.

ProPrIETE 2. Lindice d’une courbe ne varie pas par une déformation
continue du champ de vecteurs si seulement cette courbe ne contient pas
de points singuliers le temps que dure cette déformation.

*) Pour suivre la rotation des vecteurs, il est recommandé de les ramener a l'origine O,
en utilisant la parallélisation naturelle du plan.
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Ces deux propriétés intuitivement évidentes*) sont le point de départ
d’une foule d’intéressants théorémes.
3. Exemples.

ExempLE 1. Soit un champ de vecteurs sur un plan et soit D un disque
de cercle $**).

THEOREME. Si [’indice de la courbe S est non nul, lintérieur du
domaine D contient au moins un point singulier.

Supposons que D ne contienne pas de points singuliers. Il est alors possi-
ble de déformer S a Plintérieur de D continliment et sans rencontrer de
points singuliers, de manieére a obtenir a la fin une courbe aussi proche
que I'on veut du point O (on pourrait tout simplement réduire S au point
0). L indice de la courbe obtenue est nul. Or, une déformation ne modifie
pas l’indice, donc il était nul au départ.

EXERCICE 1. Montrer que le systtme d’équations différentielles
Xx=x+ Py, y=y+ 0k, ),

ou P et Q sont des fonctions bornées sur le plan tout entier, posséde au moins une position
d’équilibre.

ExempLE 2. Démontrons le théoréme fondamental de I’algébre.

Toute équation z" + a1z" "' + ... + an = 0 posséde au moins une
racine complexe.

Soit v un champ de vecteurs défini sur le plan de la variable complexe
z par la formule v(z) = z" + @1z2"~' + ... + an. Les points singuliers du
champ v sont les racines de notre équation.

LemME. Lindice d’un cercle de rayon suffisamment grand est égal a
n dans le champ construit (Porientation est la méme que dans exercice
du pt. 1). )

En effet, la formule

v(z) = 2" + t(az" !

+...+an), 0],

définit la déformation continue du champ initial en le champ z". Admet-
tonsquer > 1+ lail + ... + la,l. Ilvient r* > lag /"' + ... + laal.

*) Les assertions énoncées impliquent une certaine technique topologique pour étre soi-
gneusement formulées et démontrées : homotopie, homologie ou quelque chose dans ce genre
(dans la suite nous utiliserons la formule de Green & cet effet). Voir, par exemple, les ouvrages :
Firs concepts of topology par W. G. Ghinn et N. E. Steenrod. Ramdon House, New-York-
Toronto, 1966 ; Topology from the differentiable viewpoint par Johm W. Milnor. The Univer-
sity Press of Virginia, Charlottsville, 1965.

**) On pourrait considérer le cas plus général, ol D est un domaine plan quelconque
limité par une courbe fermée quelconque S.
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Par conséquent, le cercle de rayon r ne contient pas de points singuliers

durant la déformation. D’aprés la propriété 2, I'indice de ce cercle est le

méme dans le champ initial que dans le champ z". Or, il est égal 4 n dans z".
Le lemme est donc démontré.

En vertu du théoréme précédent, P'intérieur du disque de rayon r con-
tient les points singuliers du champ, cest-a-dire les racines de notre
équation.

Le théoréme est démontré.

ExempLE 3. Démontrons le théoréme suivant du point fixe :

TuroreME. Toute application différentiable*) f: D — D d’un disque
fermé dans lui-méme possede au moins un point fixe.

Supposons que le plan contenant le disque D soit muni d’une structure
d’espace vectoriel et que son origine soit confondue avec le centre du disque
(fig. 264). Les points fixes de Papplication f sont les points singuliers du
champ de vecteurs v(x) = f(x) — x.

Supposons que D ne renferme aucun point singulier. Le cercle n’en ren-
ferme donc aucun.

Fig. 264. Application d’un disque sur lui-méme

LemMmE. L'indice du cercle du disque D est égal a 1 dans le champ v.

En effet, il existe une déformation continue du champ v en le champ
—x, telle que durant cette déformation, le cercle ne contient aucun point
singulier (il suffit, par exemple, de poser v.(x) = tf(x) — x, 0 < ¢ < 1).
C’est pourquoi les indices du cercle sont les mémes dans les champs
vo = —xetv; = v. Or Pindice du cercle Ix| = rest égal a 1 dans le champ
-x.

Le lemme est démontré.

*) Ce théoréme est valable pour toute application continue. Nous considérerons ici que
toutes les applications sont différentiables et démontrerons le théoréme (voir point 7) unique-
ment sous cette hypotheése.
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D’aprés le théoréme de Pexemple 1, Pintérieur du disque D contient un
point singulier du champ v, i.e. un point fixe de l’application f.

4. Indice d’un point singulier d’'un champ de vecteurs. Supposons que
O soit un point singulier isolé d’un champ de vecteurs sur le plan, i.e. dans
un certain voisinage du point O il n’existe pas d’autres points singuliers.
Considérons un cercle de rayon suffisamment petit, centré en O, et suppo-
sons que le plan est muni d’une orientation et que le cercle est orienté dans
le sens positif (comme au point 1).

TueoreME. L’ indice d’un cercle de rayon suffisamment petit, centré en
le point singulier isolé O, ne dépend pas du rayon, pourvu que celui-ci
soit suffisamment petit.

En effet, si 'on prend deux quelconques de ces cercles on peut contind-
ment les déformer I'un en Pautre sans passer par des points singuliers.

Observons qu’au lieu d’un cercle on aurait pu prendre une courbe quel-
conque contournant le point O une seule fois dans le sens positif.

DErFINITION. On appelle indice d’un point singulier, I'indice d’un certain
(et par conséquent d’un quelconque) cercle suffisamment petit, orienté
dans le sens positif et centré en un point singulier isolé du champ de
vecteurs.

EXEMPLE. Les indices des points singuliers du type nceud, col et foyer (ou centre) sont
respectivement égaux a +1, —1, +1 (fig. 265).

Fig. 265. Les indices des points singuliers simples sont égaux a =1

Un point singulier d’un champ de vecteurs est par définition simple si
opérateur de la partie linéaire de ce champ est non dégénéré en ce point.
Sur le plan, les points singuliers simples sont les foyers, les cols, les nceuds
et les centres. Par conséquent, I'indice d’un point singulier simple est tou-
jours égal a =+1.

EXERCICE 1. Construire un champ de vecteurs possédant un point singulier d’indice n.

Nota. Voir, par exemple, I’exercice du point 1.

EXERCICE 2. Montrer que I'indice d’un point singulier ne dépend pas du choix de 'orien-
tation du plan.
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Nota. Avec Porientation varient simultanément le sens positif de parcours du cercle et
le sens positif dans lequel est compté le nombre de rotations.

5. Théoréme de la somme des indices. Soit D un domaine compact
limité par une courbe simple S sur un plan orienté. Orientons la courbe
S comme on oriente habituellement la frontiére de D (i.e. de sorte que D
se trouve toujours a gauche par rapport au sens de parcours). Ce qui signifie
que le repére constitué par le vecteur de la vitesse de parcours et le vecteur
de la normale dirigé vers 'intérieur de D doit définir Porientation positive
du plan.

Supposons que sur le plan soit donné un champ de vecteurs n’ayant
pas de points singuliers sur la courbe S, mais en possédant par contre un
nombre fini dans D.

THEOREME. L’indice de la courbe S est égal a la somme des indices
des points singuliers du champ, situés a lintérieur du domaine D.

Observons pour les besoins de la démonstration que l'indice de la
courbe est doué de la propriété d’additivité suivante.

Considérons deux courbes orientées +; et 2 passant par un méme point.
On peut constituer une nouvelle courbe orientée y; + 2 en parcourant
d’abord v; puis va2.

LemME. Lindice de la courbe 1 + v est égal a la somme des indices
des courbes i1 et v».

En effet, le vecteur du champ accomplit n; rotations pendant le par-
cours de la courbe v; et n; rotations pendant le parcours de la courbe 72,
soit ny + nz rotations. Le lemme est démontré.

s
5

Fig. 266. Lindice de la courbe S est égal a la somme
des indices des courbes y; et 2

Décomposons maintenant D en parties D; de telle maniére que I'inté-
rieur de chaque partie D; ne renferme pas plus d’un point singulier du
champ (fig. 266) et que chaque frontiére de D; ne contienne pas de point
singulier. Orientons les courbes v; limitant D; comme il est d’usage d’orien-
ter une frontiere (fig. 266) ; d’aprés le lemme précédent on a alors

ind >} vi =ind S + 2 ind §;,
i Jj
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ou §; est une courbe fermée représentant la partie de la frontiére du domaine
D; située a Pintérieur de D et parcourue deux fois dans des sens différents.

Lindice de chaque courbe §; est nul, car chacune d’elles se réduit a un
point en évitant les points singuliers du champ (voir point 8). Lindice d’une
courbe «; est égal & celui du point singulier que cette courbe englobe (ou
a 0 si le domaine D; limité par cette courbe ne renferme pas de point singu-
lier). Le théoréme est démontré.

EXERCICE 1. Soient p(z) un polyndme de degré n de la variable complexe z et D un
domaine du plan de la variable z limité par une courbe S.

Supposons que la courbe S ne contienne aucune racine du polynéme.

Montrer que le nombre de racines du polyndme, situées a l'intérieur de D (on tiendra
compte de leurs multiplicités) est égal a I'indice de la courbe S dans le champ v = p(2), ie.
au nombre de rotations de la courbe p(S) autour du point 0.

REMARQUE. Du coup nous avons obtenu une méthode de résolution du probléme de
Routh-Hurwitz (voir § 23) :

Trouver le nombre n - de racines du polynéme p(z) donné dans le demi-plan gauche.

Considérons a cet effet un demi-cercle de rayon suffisamment grand, donné dans le demi-
plan gauche et centré en z = 0. Dans le demi-plan gauche, le nombre de racines est égal a
I’indice de la frontiére S de ce demi-cercle (si le rayon est suffisamment grand et le polyn6me
ne posséde pas de racines imaginaires pures). On obtient I'indice de la courbe S en comptant
le nombre » de rotations de I'image de I’axe imaginaire, orienté de —i a +1i, autour de P'origine
des coordonnées. En effet, on vérifie sans peine que

n- =indS=u+£,
2

puisque 'image d’un demi-cercle de rayon suffisamment grand par la transformation p accom-
plit environ n/2 totations autour de 'origine des coordonnées (plus le rayon est grand, plus
n/2 est précis).

En particulier, toutes les racines d’un polynéme de degré n sont situées sur le demi-plan
gauche si, et seulement si, le point p(it), lorsque t varie de — o @ + o, contourne n/2 fois
lorigine des coordonnées (dans le sens de 1 a i).

6. Somme des indices des points singuliers sur la sphére.

Exercice® 1. Montrer que I'indice d’un point singulier d’un champ de
vecteurs sur le plan est préservé par un difféomorphisme.

Ainsi, la notion d’indice est une notion géométrique, indépendante du .
systéme de coordonnées. Cette circonstance permet de déterminer I’indice
d’un point singulier aussi bien sur toute variété a deux dimensions que sur
le plan. En effet, il suffit de trouver 'indice du point singulier sur une
carte quelconque ; il sera le méme sur d’autres cartes.

ExempLE 1. Soit la sphere x* + y* + z2 = 1 dans Pespace euclidien 2
troxs d1mensxons. Le champ de la vitesse de rotation autour de I'axe z (x = ¥,

= —x, 7 = 0) posséde deux points singuliers : le pble nord et le pdle sud
(fig. 267). Lindice de chacun de ces points est égal a +1.
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Supposons que sur la sphére est donné un champ de vecteurs ne possé-
dant que des points singuliers isolés. Alors, ils sont en nombre fini, car
la sphére est compacte.

THEOREME®. La somme des indices de tous les points singuliers d’un
champ sur la sphére ne dépend pas du choix de ce champ.

De P'exemple précédent il résulte que cette somme est égale a 2.

Idée de la démonstration. Considérons une carte couvrant toute la
sphére 4 'exception d’un seul point que nous appellerons pdle. Soit e; le
champ de vecteurs coordonnées sur le plan euclidien de cette carte. Trans-
portons ce champ sur la sphére. Nous obtenons ainsi sur la sphére un
champ (non défini seulement au pdle) que nous désignerons comme précé-
demment par e;.

N

S

Fig. 267. Champ de vecteurs sur la sphére  Fig. 268. Champ de vecteurs e; paralléle sur

possédant deux points singuliers d’indice 1 ~ une carte de la sphére, mais représenté sur
une autre

Considérons maintenant la carte d’un voisinage du pdle. Sur le plan
de cette carte nous pouvons représenter le champ de vecteurs ey, qui ne
sera pas défini au seul point O (voir fig. 268).

LemME. L'indice d’une courbe- fermée contournant une fois le point O
dans le champ construit sur le plan est égal a 2.

Pour démontrer ce lemme il suffit de réaliser les opérations décrites
ci-dessus en se servant de deux cartes, par exemple, deux cartes de la sphere
en projection stéréographique (fig. 235). Les droites paralléles de la pre-
miére se transformeront en cercles sur la seconde (fig. 268). Il est clair que
Pindice est égal a 2.

Considérons a présent un champ de vecteurs v sur la sphére. Prenons
pour pdle un point non singulier de ce champ. Tous les points singuliers
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seront alors représentés sur la carte du complémentaire du p6le. La somme
des indices de tous les points singuliers du champ est égale a I’indice d’un
cercle de rayon suffisamment grand, contenu dans le plan de cette carte
(en vertu du théoréme du point 5). Transportons ce cercle sur la sphére,
puis de la sphére sur la carte d’un voisinage du p6le. Sur cette carte 'indice
du cercle obtenu est nul dans le champ considéré, car ce pdle est un point
non singulier du champ. Sur cette nouvelle carte nous pouvons interpréter
I’indice du cercle de la premiére carte comme « le nombre de rotations du
champ v relativement au champ e; » pendant le parcours du cercle.

Ce nombre est égal a +2, car sur la nouvelle carte, lorsque une rotation
est accomplie autour du point O dans le sens positif relativement a la pre-
miére carte, le champ e; représenté sur la nouvelle carte fait 2 rotations,
alors que le champ v n’en fait aucune.

EXERCICE* 2. Soit f: S — R! une fonction différentiable sur une sphére dont tous les
points critiques sont simples (i.e. la seconde différentielle est non nulle en chaque point criti-
que). Montrer que

mo—m1+mz=2,

ou m; est le nombre de points critiques dont est égal a i 'indice négatif d’inertie de la seconde
différentielle.

En d’autres termes, si de la somme des minima on retranche le nombre de cols et qu’on
lui ajoute le nombre de maxima, on obtient toujours 2 pour résultat.

Dans le méme ordre d’idées, le nombre de tous les sommets montagneux du globe, addi-
tionné au nombre de tous les cirques est de 2 supérieur a celui des cols. Si I'on se restreint
4 une ile ou 4 un continent, ie. si Pon considére que la fonction est définie sur un disque
dont le cercle ne renferme pas de points critiques, alors mo — m1 + mz = 1 (fig. 269).
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Fig. 269. Sur une ile, le nombre de sommets
et de cirques est de 1 supérieur a celui des cols

Nota. Etudier le gradient de la fonction f.
EXERCICE* 3. Démontrer le théoréme d’Euler sur les polyedres :
Pour tout polyédre convexe limité de oo sommets, a; arétes et o faces, on a la relation

ao—a1+az=2.

Nota. Cet exercice peut étre ramené au précédent.

EXERCICE* 4. Montret que la somme des indices x des points singuliers d’un champ
de vecteurs sur toute variété compacte a deux dimensions ne dépend pas de la donnée de
ce champ.

Le nombre x obtenu est appelé caractéristique d’Euler de la variété. Nous avons vu ci-
dessus que la caractéristique d’Euler pour une sphére était égale a 2 : x(8%) = 2.
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EXERCICE 5. Déterminer la caractéristique d’Euler du tore et d’'une sphére a n anses
(fig. 245).

Réponse : 0, —2, 2 — 2n.

EXERCICE* 6. Généraliser les résultats des exercices 2 et 3 obtenus sur la sphére a toute
variété compacte a deux dimensions M :

mo—my + my = ao — a1 + oz = x(M).

7. Argumentation. Donnons maintenant une définition exacte du nom-
bre de rotations d’'un champ de vecteurs.

Soit v un champ de vecteurs différentiable, défini par ses composantes
v1(x1, X2) et v2(x1, x2) sur le domaine U d’un plan rapporté aux coordonnées
(x1, x2). Le systéme de coordonnées (x1, X2) oriente et munit le plan d’une
structure euclidienne.

Soit U’ le domaine obtenu en privant U des points singuliers du champ
et soit f: U’ — S* une application du domaine U’ sur un cercle S!, définie
par la formule

_ v
f&x) = lv(ol -~

Cette application est différentiable (puisque nous avons exclu les points
singuliers du champ). Soit un point quelconque x du domaine U’. Introdui-
sons une coordonnée angulaire ¢ sur le cercle S* au voisinage de I'image
f) du point x. Nous obtenons ainsi au voisinage du point x la fonction
réelle différentiable o(x1, Xx2).

Pour v; # 0 la différentielle totale de cette fonction est

v2dv; — vidva )

do = dArctg 22 =
U1 vi + v2

Le premier membre est égal au second méme lorsque v; = 0 et vy # 0. Ain-
si, quoique la fonction ¢ ait été définie localement et a un multiple de
2~ pres seulement, sa différentielle est une forme différentiable bien définie
sur le domaine U’ tout entier. Désignons cette forme par de.

DeriNiTION. On  appelle indice d’une courbe fermée orientée ~ :
S! — U’ Pintégrale de la forme (1) prise le long de la courbe 7y et divisée
par 27 :

indy = 51; &dgo. @
Y

Ceci posé, nous allons démontrer les théorémes énoncés plus haut, et
notamment celui de la somme des indices (voir point 5).

Démonstration. Soit D un domaine limité par une courbe S. Sup-

posons que le champ de vecteurs v posséde un nombre fini de points singu-
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liers, tous situés a 'intérieur de D. Soit D’ le domaine obtenu en excluant
du domaine D les points singuliers et les petits voisinages centrés en ces
points. Compte tenu de lorientation, la frontiére de D’ est

D' =5-38,

ou S; représente le cercle contournant ie i-éme point singulier dans le sens
positif (fig. 270). Appliquons la formule de Green au domaine D’ et a
lintégrale (2) ; il vient

[0 = g - 3 gt

D’ S LS
Le premier membre est nul, puisque localement la forme (1) est une

différentielle totale. En vertu de la définition (2) on a ind S = 2 ind S;.
CQFED.

y ylyll

Fig. 270. Domaine auquel s’applique la for- Fig. 271. Application de degré 2
mule de Green

EXERcICE* 1. Montrer que I'indice d’une courbe fermée est un entier.
EXERCICE® 2. Procéder & la démonstration intégrale des assertions des points 1, 2, 3 et 4.

8. Cas multidimensionnel. On appelle degré d’une application la généra-
lisation au cas multidimensionnel de la notion de nombre de rotations.

Le degré d’une application est le nombre de contre-images d’un point,
affectée chacune du signe défini par orientation. Sur la figure 271, le degré
de l'application de la courbe orientée M sur la courbe orientée M, est égal
a 2, étant donné que le nombre de contre-images du point yest : 1 + 1 —
-1+ 1=2.
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Donnons une définition générale en procédant de la maniére suivante.
Soit f: M7 — M3 une application différentiable d’une variété orientée de
dimension »n sur une autre variété de la méme nature. Un point x € M7 de
la variété source est appelé point régulier si la dérivée de I’application f
au point x est un opérateur linéaire non dégénéré f.: TxM7 — TynM;.

Sur la figure 271, par exemple, le point x est régulier, contrairement
au point x’.

DeriniTioN. On appelle degré de lapplication f au point régulier x le
nombre degxf, égal 2 +1 ou —1 selon que f,x conserve ou non l'orientation
lorsqu’elle envoie T,M7T sur TyuMj5.

EXERCICE 1. Montrer que le degré d’un automorphisme linéaire A : R” — R” est le mé-

me en tous les points et est égal a
degy A = sgndetd = (=1)"-,
ol m_ est le nombre de valeurs propres de Popérateur A a partie réelle <O.

EXERCICE 2. Soit A : R® = R" un automorphisme linéaire sur un espace euclidien. Défi-
nissons une application de la sphére unité sur elle-méme par la formule f(x) = A(x)/lAx].
Trouver le degré de I'application f au point x.

Réponse. deg.f = deg A.

EXERCICE 3. Soit f: $"~! > §"~! une application transformant chaque point de la
sphere S”~! en le point diamétralement opposé. Quel est le degré -de cette application au
point x ?

Réponse. deg,f = (—1)".

EXERCICE 4. Soit A : C" = C" un automorphisme C-linéaire. Trouver le degré de son
réélifie RA.

Réponse. +1.

Considérons maintenant un point quelconque y de la variété d’arrivée
M. Le point y € M3 est appelé valeur réguliére de l'application f si toutes
les contre-images f~ !y sont réguliéres.

Sur la figure 271, par exemple, le point y est une valeur réguliére, con-
trairement au point y’.

Supposons de plus que les variétés M} et M3 sont compactes et con-
nexes. On a alors le

THEOREME.

1. 1l existe des valeurs réguliéres.

2. Le nombre de contre-images de chaque valeur réguliére est fini.

3. La somme des degrés d’une application en toutes les contre-images
d’une valeur réguliére ne dépend pas du choix de cette valeur.

La démonstration de ce théoréme qui est assez compliquée ne sera pas
donnée ici ; on la trouvera dans des manuels de topologie®).

*) Voir, par exemple. Topology from the differentiable viewpoint par John W. Milnor.
The University Press of Virginia, Charlotesville, 1965.
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ReMARQUE 1. En fait, tous les points presque de la variété M3 sont des
valeurs réguliéres ; les valeurs non réguliéres forment un ensemble de
mesure 0.

REMARQUE 2. La condition de compacité est essentielle non seulement
pour la seconde, mais également pour la troisitme assertion du théoréme.
(On pourra considérer, par exemple, I'injection du demi-axe négatif dans
Paxe numérique tout entier.)

REMARQUE 3. Le nombre des contre-images (sans tenir compte de leurs
signes) peut étre différent pour des valeurs réguliéres différentes (sur la
figure 271, par exemple, la valeur y posséde 4 contre-images pour 2a y”).

DeriNiTION. On appelle degré d’une application f la somme de ses
degrés en tous les points contre-images d’une valeur réguliére :

degf= 2 degif.

xef"ly

EXERCICE 5. Trouver le degré de l’application du cercle 1zl = 1 sur lui-mé&me, définie
par la formule f(z) = 2", n = 0, %1, £2, ...

Réponse. n.

EXERCICE 6. Trouver le degré de I’application de la sphére unité de lespace euclidien
R” sur elle-méme, définie par la formule f(z) = Az/l4z] ou A : R” = R” est un opérateur
linéaire non dégénéré.

Réponse. deg f = sgn det A.

EXERCICE 7. Trouver le degré de I'application de la droite complexe projective CP! sur
clle-méme, définie par la formule

a) f@) =z2"; b) f@) =7"

Réponse. a) (n); b) —(n).

EXERCICE 8. Trouver le degré de I’application de la droite complexe projective CP! sur
clle-méme, définie par un polyndme de degré n.

Réponse. n.

EXERCICE* 9. Montrer que Pindice de la courbe fermée v : S!' = U’, défini au point 7,
cst égal au degré de I'application 4 d’un cercle sur un cercle, définie de la maniére suivante.

Soit f: U’ — 8! I'application construite au point 7 a I'aide du champ de vecteurs v sur
le domaine U’. Posons & = foy: S'— S'. Alors

ind y = deg A.

DermniTioN. On appelle indice d’un point singulier isolé 0 d’'un champ
de vecteurs v, défini sur un domaine contenant le point 0 de I’espace eucli-
dien R", le degré de I’application # d’une sphére de rayon petit r, centrée
en 0, sur elle-méme. L application

h: 8" 18" " 1= (xeR": Ixl =r}
est donnée par la formule

_ )
hx) = TvG)T *

21—7560
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ExERCICE 10. Supposons que l'opérateur v,o de la partie linéaire du champ v soit non
dégénéré au point 0. Montrer que P'indice du point singulier 0 est égal au degré de cet opé-
rateur.

ExercIcE 11. Trouver Pindice du point singulier 0 du champ correspondant sur R” 3

P’équation x = —x.
Réponse. (-1)".

La notion de degré permet de généraliser au cas multidimensionnel les
théorémes démontrés plus haut pour le cas bidimensionnel. On trouvera
les démonstrations dans les manuels de topdlogie.

En particulier, la somme des indices des points singuliers d’un champ
de vecteurs sur une variété compacte de dimension arbitraire dépend des
propriétés de cette variété et non du choix du champ.

Le nombre obtenu s’appelle caractéristique d’Euler de la variété.

Pour déterminer la caractéristique d’Euler d’une variété, il suffit d’étu-
dier les points singuliers d’une quelconque équation différentielle donnée
sur cette variété.

EXERCICE 12. Trouver la caractéristique d’Euler de la sphere S”, de i’espace projectif RP”
et du tore T

Réponse. x(S") = 2x(RP™) =1 + (=1)", x(T™) = 0.

Solution. Sur un tore de dimension quelconque il existe une équation différentielle sans
points singuliers (voir, par exemple, le § 24, point 5), donc x(7T") = 0.

11 est clair que x(S") = 2x(RP"™). Soit en effet I'application p : S —+ RP”" qui associe
a chaque point de la sphére S” C R"*! la droite joignant ce point a Porigine des coordonnées.
Lapplication p est un difféomorphisme local ; en outre chaque point de 'espace projectif
est 'image de deux points diamétralement opposés de la sphére. Par conséquent, tout champ
de vecteurs sur RP” définit sur S” un champ possédant deux fois plus de points singuliers,
et de plus les indices de deux points diamétralement opposés sur la sphére seront égaux a
Pindice du point correspondant dans I'espace projectif.

Pour déterminer x(S™), donnons-nous sur Pespace euclidien R**! la sphére x2 + ...

. +x2 =1 et soit la fonction xo : S* — R.

I
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e v, SN

77,
755
— Fig. 272. Linéarisation d’une équation différen-
e / SN\ tielle sur une sphere au voisinage de ses points
singuliers

Considérons sur la sphére I’équation différentielle
x = grad xp

et examinons ses points singuliers (fig. 272). Le champ de vecteurs grad xo s’annule en deux
points : au pdle nord N(xo = 1) et au pdle sud S(xo = —1).
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La linéarisation de I’équation différentielle au voisinage des pdles donne respectivement

£=-¢ te€R =TS},
»=19 n€R"=TS5.

Par conséquent, I'indice du pdle nord est égal & (—1)" et celui du pdle sud (+1)", soit
au total

x(SM =1+ (=D

D’ou il résulte en particulier que tout champ de vecteurs sur une sphére S", ot n est
pair, posséde au moins un point singulier.

EXERcICE 13. Construire un champ de vecteurs sans points singuliers sur la sphére de
dimension impaire §2" !

Nota. Etudier I'équation différentielle du deuxi®me ordre ¥ = —x, x € R".

21°



PROGRAMME D’EXAMEN

1. Le théoréme de redressement d’un champ de vecteurs (§ 6 ; § 7, pt. 1, 7) et sa démons-
tration (§ 32, pt. 5).

2. Théorémes d’existence, d’unicité et de différentiabilité (§7, pt.2a 5et §31, pt. 1 &
8; §32, pt. 1 A 4). Applications contractantes (§ 30).

3. Le théoréme de prolongement (§ 7, pt. 6) et le théoréme en vertu duquel un champ
de vecteurs définit un flot sur une variété compacte (§ 35, pt. 1 a 3).

4. Orbites d’un systéme autonome. Théoréme des orbites fermées (§ 9).

5. Dérivée suivant un champ de vecteurs et intégrales premieres (§§ 10, 12).

6. L exponentielle d’un opérateur linéaire. I exponentielle d’un nombre complexe et d’un
bloc de Jordan (§ 14; § 15, pt. 4, 5; § 25, pt. 1).

7. Théorémes sur les liens entre les flots des équations linéaires, les groupes & un parame-
tre de transformations linéaires et les exponentielles (§4, pt.2 3 4; §13, pt. 13 3; §15,
pt.1a 3).

8. Relation entre le déterminant, Pexponentielle et la trace. Théoréme de Liouville sur
le wronskien (§ 16 ; § 18, pt. 4; § 27, pt. 6).

9. Classification des points singuliers des systémes linéaires sur le plan (§ 2, pt. 4, 5 ;
§17, pt.2; §19, pt.4; §20, pt.3 & 5).

10. Résolution des systémes autonomes linéaires et homogeénes dans un domaine réel et
dans un domaine complexe, dans le cas ou les racines de I'’équation caractéristique sont simples
(§17, pt.1; §18, pt. 5; §19; §20).

11. Résolution des systémes et équations autonomes linéaires et homogénes dans le cas
ou les racines de I’équation caractéristique sont multiples (§ 25).

12. Résolution des équations autonomes linéaires et non homogenes dont le deuxi¢me
membre est une somme de quasi-polyndmes (§ 26).

13. Equations et systtmes non autonomes linéaires et homogeénes. Wronskien. Cas de
coefficients périodiques (§ 27 et § 28, pt. 1).

14. Résolution des équations linéaires et non homogenes par la méthode de variation
des constantes (§ 29).

15. Théoréme de stabilité en approximation linéaire (§ 22, pt. 3 4 §5; § 23).

16. Orbites d’une équation linéaire dont les racines de I’équation caractéristique sont ima-
ginaires pures. Petites oscillations des syst®mes conservatifs (§ 24 et § 25, pt. 6).
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1. Pour amarrer un navire, on jette un cordage qui est enroulé sur une bitte. On demande
de calculer la force qui freinera ce navire si le cordage accomplit 3 tours de bitte (le coefficient
de frottement du cordage sur la bitte est égal 4 1/3 et Pouvrier tire 'extrémité libre du cordage
avec une force de 10 kgf).

2. Représenter sur la surface d’un cylindre des phases les orbites d’'un pendule soumis
4 Paction d’'un moment de torsion constant :

X=1 + 2sinx.

A quels mouvements du pendule correspondent les diverses orbites ?
3. Calculer la matrice E%, ol A est une matrice donnée d’ordre deux ou trois.
4. Représenter I'image du carré lx;l < 1 par la transformation du flot du systéme

X1=2%, X2=x1+X
pendant le temps ¢ = 1.
5. Combien faut-il de chiffres pour représenter le 100-itme terme de la suite 1, 1, 6, 12,
29,59, ... n=Xn-1+ 22+, x1=x%=1)7
6. Représenter lorbite du systéme

X=x-y-2z, y=x+y 2=3x+z,

qui passe par le point (1, 0, 0).
7. Trouver les valeurs de «, B, v pour lesquelles les fonctions sin a?, sin 8¢, sin 4 sont
linéairement dépendantes.
8. Représenter sur le plan (x1, x2) la trajectoire d’un point soumis aux petites oscillations
au

, 1
= - = U=E(5x,2— 8xixz + 5x3).

Les conditions initiales sont
x;=l. Xz=0, 221=).;2=0.
9. Un pendule simple long de 1 m, d’un poids de 1 kgf, initialement au repos, est soumis
pendant une seconde A Paction d’une force horizontale de 100 gf. Trouver Pamplitude (en

cm) des oscillations établies lorsque la force cessera d’agir.
10. Etudier la stabilité au sens de Liapounov de la solution triviale du systéme

x = x, wolt) = 04 pour 2kr <t < (2k + m,
X2 = —w?xi, 0,6 pour 2k — 7w <t < 2k,
k=0, %1, £2, ...

11. Trouver les points singuliers du systéme
Xx=xp+12, y=x+y* - 25.

*) Une erreur de 10 3 20% est admise dans les calculs.
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Etudier la stabilité, déterminer le type des points singuliers et représenter les orbites.
12. Trouver sur le tore {(x, y) mod 2=} les points singuliers du systéme

x = —siny, y=sinx + siny.

Etudier la stabilité, déterminer le type des points singuliers et représenter les orbites.

13. On sait expérimentalement que lorsque un rayon lumineux franchit la surface de sépa-
ration de deux milieux d’indices de réfraction respectivement égaux A n, et n,, le sinus de
Pangle d’incidence o, et le sinus de I'angle de réfraction a2 sont inversement proportionnels
aux indices de réfraction n; et ny, ie

sin [»31 n

sinaz m
Trouver la forme des rayons lumineux se propageant dans un plan ( x, y) d’indice de
réfraction n = n(y). Etudier le cas ou n(y) = l (le demi-plan y > 0 possédant cet indice de
y

réfraction s’appelle modéle de Poincaré du plan de Lobatchevski).

14. Représenter les rayons issus dans des directions différentes de I’origine du plan d’indice
de réfraction y* — »* + 1.

La résolution de cet exercice explique entre autres le phénoméne du mirage. L’ indice
de réfraction de I'air prend sa valeur maximale & une certaine hauteur, puisque dans les plus
hautes et les plus basses couches (ces dernitres étant les plus chaudes) Pair est plus raréfié
et que cet indice de réfraction est inversement proportionnel 2 la vitesse. Les oscillations du
rayon au voisinage de la couche de plus grand indice de réfraction sont précisément pergues
comme le mirage.

Un autre phénomeéne s’expliquant avec les mémes oscillations du rayon est le canal sonore
suivant lequel le son se propage a des centaines de kilomeétres dans océan. La cause en est
le jeu de la température et de la pression, jeu qui engendre une couche de plus grand indice
de réfraction (i.c. une vitesse minimale du son) & une profondeur de 500 a 1 000 m. Ce phéno-
meéne peut servir & signaler I'approche des tsunami.

15. Représenter les géodésiques du tore en utilisant le théoréme de Clairaut, en vertu
duquel le produit de la distance & I'axe de rotation par le sinus de I'angle formé par une
géodésique avec le méridien est constant le long de chaque géodésique de la surface de révo-
lution.

. 16. Redresser les courbes de phase de I'équation % = x — x* au voisinage du point x = 0,
x =1

17. Redresser les courbes intégrales de ’équation x = x + cos ¢.

18. Redresser le champ de directions de I’équation x = x + te'.

19. Redresser le champ de vitesses de phase de I’équation x = x au voisinage du point
x=0.

20. Dans quelles coordonnées I’équation

dy/dx = * + y*?

est-elle & variables séparables ?

21. Intégrer Péquation x = x + 6(¢ - 2).

22. Trouver la dérivée, par rapport 4 A pour A = 0, de la solution de Péquation ¥ =
= x* + Ax*, qui vérifie la condition initiale x(0) = 1, ¥(0) = 0.

23. Trouver les valeurs et les vecteurs propres de Popérateur de monodromie d’une solution
2x-périodique de P’équation ¥ — x = sin ¢.

24. Intégrer I'équation x = Afx + x, ot A : R" - R” est un opérateur linéaire.
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25. Les opérateurs A et B peuvent-ils étre non commutables si
e =ef =P =E

26. Trouver toutes les intégrales premitres du systtme x = y, ¥ = x + y, qui ne dépen-
dent pas du temps et sont continues sur le plan de phase tout entier.

27. Les nombres 1 et i sont des valeurs propres d’un opérateur 4 : R? - R®. On demande
si ’équation x = Ax posséde des intégrales premiéres non constantes continues dans R

28. Les nombres 1 et —1 étant des valeurs propres d’un opérateur A : R} - R3 on
demande si ’équation X = Ax posséde des intégrales premiéres non constantes continues dans
R’

29. Résoudre le probléme de Cauchy

xur + ty =0, uly-o=sinx.

30. Léquation x*™ = F(¢, x, ..., x"~") admet ¢ et sin ¢ pour solutions. Déterminer .

31. Les solutions de I’équation x = x* sin x sont-elles prolongeables a I'axe  tout entier ?

32. Les soluticns de I'équation de Newton ¥ = —grad U, U = x} + x1x2 + x5, sont-elles
indéfiniment prolongeables ?

33. Méme question pour les solutions de I’équation

X =1+ 2sinx.

34. Une position d’équilibre de I’équation de Newton peut-elle étre stable au sens de Lia-
pounov sans étre un point de minimum local de I’énergie potentielle ?

35. Une solution périodique d’un systéme autonome, représentée sur le plan de phase
par un cycle limite peut-elle étre asymptotiquement stable ?

36. Une solution périodique d’un systéme autonome peut-elle étre instable au sens de
Liapounov si elle est représentée sur le plan de phase par un cycle limite autour duquel vien-
nent s’enrouler de P'intérieur et de P’extérieur les orbites tendant en spirale vers ce cycle lorsque
le point courant se déplace dans le sens des ¢ croissants ?

37. Une position d’équilibre instable au sens de Liapounov peut-elle &tre rendue 1) stable,
2) asymptotiquement stable par une linéarisation ?

38. Une position d’équilibre asymptotiquement stable au sens de Liapounov peut-elle
devenir instable par une linéarisation ?

Exercices supplémentaires

1. Léquation aux variations pour I’équation ¥ = —sin x le long de la solution vérifiant
la condition initiale xo = 0, xo = 2 posséde-t-elle des solutions non triviales bornées sur I'axe
t tout entier ?

2. Méme question pour la solution vérifiant la condition initiale xo = 0, xo = 1.

3. Résoudre I’équation aux variations de I’exercice 1.

4. Trouver les valeurs et les vecteurs propres de 'opérateur de monodromie pour ’équation
aux variations de l'exercice 2.

5. Calculer la dérivée, par rapport a € pour ¢ = 0, de la solution 2x-périodique de I'équa-
tion ¥ + sinx = € cos ¢ qui devient identiquement égale & » pour ¢ = 0.

6. Trouver la plus grande valeur de ¢ pour laquelle la solution du probléme de Cauchy

U + uuy = —sinx, uliao =0

se prolonge a [0, f[.
7. Trouver tous les sous-espaces de dimension finie de ’espace des fonctions indéfiniment
différentiables, invariants par toutes les translations de la droite.
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8. Supposons qu'une fonction x présente un zéro double en 0. Montrer que I'équation
X = v(x) se raméne par un difféomorphisme d’un voisinage de 0 a la forme y = y* + Cy*
(la constante C est définie par le champ).

9. Montrer que les zéros d’une combinaison linéaire des n premiéres fonctions propres
du probléme de Sturm-Liouville

Uee + qu = M, u(0) =u() =0, g>0,

partagent lintervalle [0, /] en n parties au plus.

Nota (I. Guelfand). Passer aux fermions, i.e. aux solutions antisymétriques de I’équation
by Uyx + 24 q(x)u = M, et se servir du fait que sa premitre fonction propre ne posséde pas
de zéros A lintérieur du simplexe fondamental 0 < x3 < ... < Xa < /.

10. (N. Baoutine). Montrer que le systdme généralisé de Lotka-Volterra

x=x(@a+kx+1ly), y=yb+mx+ny

ne posséde pas de cycle limite : ses orbites fermées non ponctuelles, si elles existent, recouvrent
totalement des domaines annulaires.

11. Considérons le mouvement circulaire de la matiére sous 'action d’un transport par
le champ de vitesses et d’une petite diffusion. Montrer que si le champ de vitesses admet
des points stationnaires et génériques, presque toute la masse se rassemblera a la fin au voisi-
nage d’un point attractif.

[L2équation d’évolution de la densité est # = euyx — (uv)x, Ol v3/dx est le champ de vites-
ses. Le champ est potentiel sur la droite de revétement du cercle v = —U. Si le champ de
vitesses est potentiel, i.e. si la fonction U est périodique, la solution stationnaire est donnée
par la distribution de Gibbs

u(x) = Ce~ Ve,

Pour ¢ petit, cette distribution est concentrée au voisinage du minimum du potentiel.
Si la fonction U tend vers —o & — oo, la solution stationnaire est de la forme
X

u() = C | VO-UVegy,

La solution stationnaire est concentrée au voisinage d’'un minimum local du potentiel, défini
par la condition suivante : 1’écart entre la valeur maximale prise par le potentiel 3 gauche
de ce point de minimum local et la valeur prise par le potentiel en ce point de minimum
est supérieur aux écarts similaires calculés pour les autres points de minimums locaux.)

12. (A. Davydov). On appelle involution un difféomorphisme dont le carré est la transfor-
mation identique. Une involution du plan est dite admissible pour un champ de vecteurs si
ses points fixes forment une courbe et si les images des vecteurs du champ par cette involution
changent de signe aux points de cette courbe.

Montrer qu’au voisinage d’un point non singulier toutes les involutions admissibles géné-
riques sont équivalentes (se transforment 1'une en P'autre par des difféomorphismes laissant
invariante chaque orbite du champ).

[La solution de cet exercice nous donne la forme normale p? = x d’une équation non
résolue par rapport 4 la dérivée au voisinage d’un point générique (cette forme a été trouvée
par L. Dara et Y. Brodski). Léquation F(x, y, p) = 0 définit une surface dans un espace a
trois dimensions. Le plan tangent a cette surface en un point non régulier est vertical (tangent
a 'axe p). Au voisinage d’un point non régulier générique on a une involution (qui permute
les points d’intersection voisins de cette surface avec une droite verticale). Cette involution
est admissible pour le champ de vecteurs tangent aux courbes intégrales de I’équation situées
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sur la surface. La réduction de I'involution a la forme normale équivaut a la normalisation
de I’équation par un difféomorphisme local du plan (x, y).]

13 (suite). Supposons que la courbe fixe d’une involution admissible pour un champ de
vecteurs a point singulier de type foyer, col ou nceud passe par ce point singulier, les modules
des valeurs propres du col ou du nccud étant distincts.

Montrer que deux telles involutions sont équivalentes au voisinage du point singulier
si les tangentes 2 leurs courbes fixes au point singulier ne sont pas séparées par les directions
propres.

[Ce théoréme de Davydov nous fournit la forme normale (p — kx)> = y d’une équation
générique non résolue par rapport a la dérivée au voisinage du point non régulier en lequel
le plan dy = p dx est tangent A la surface F = 0 ; k est le seul module (invariant par les
difféomorphismes) du « foyer, col ou nceud repliés », engendré par les projetées des courbes
intégrales sur le plan (x, y).]

Les solutions des exercices 12 et 13 nous donnent des formes normaies dc families de
trajectoires d’'un mouvement lent en théorie des oscillations de relaxation génériques avec deux
variables lentes. Dans cette théorie sont donnés deux champs de vecteurs : ’un (le « rapide »)
vertical, I'autre (le « perturbateur ») arbitraire, dans un espace des phases a trois dimensions
fibré en droites verticales au-dessus d’un « plan de variables lentes ». Les zéros du champ
rapide forment la « surface lente ». Les plans engendrés par les vecteurs des deux champs
découpent le champ de directions du « mouvement lent » sur la surface lente. Il est question
de la famille des projetées des courbes intégrales de ce champ situées sur la surface lente
sur le plan des variables lentes.

Les valeurs critiques de la projetée de la surface lente sur le plan des variabics ientes
forment (dans un systéme générique) une courbe discriminant a points de rebroussement iso-
1és. Au voisinage d’un point générique de cette courbe la famille des projetées est diffcomorphe
A la famille des paraboles semi-cubiques (y — ¢)*> = x> (ceci résulte de la forme normale de
P’exercice 12). En certains points de différentiabilité de la courbe discriminant la famille des
projetées est difféomorphe a un foyer, un col ou un nceud repliés (exercice 13). Par ailleurs,
dans le systéme générique on rencontre des points de différentiabilité de la courbe discriminant
au voisinage desquels la famille peut étre décrite de la maniére suivante. Numérotons les cour-
bes intégrales & 'aide du paramétre c et traitons la famille de leurs projetées sur le plan (x,
») comme uné surface dans l'espace a trois dimensions (x, y, ¢), décomposée en courbes
¢ = const. Cette surface est difféomorphe (localement) & la surface de I’ « ombrelle repliée »
u? = v’w?, décomposée en courbes ¥ + v + w = const. Enfin, au voisinage d’un point de
rebroussement de la courbe discriminant la famille des projetées est décrite de fagon analogue
A l'aide d’une subdivision de la surface de la « queue d’aronde » {u, v, w : A* + A% + v\ +
+ w admet une racine multiple} en courbes # = const. Contrairement aux précédentes, la
derniére famille de projetées posséde une infinité de modules méme par rapport aux homéo-
morphismes du plan (x, y) (dans le cas d’une « ombrelle repliée » il n’existe pas de modules
aux difféomorphismes infiniment différentiables prés, mais dans le cas analytique on a une
infinité de modules indépendants).

Les solutions des exercices 12 et 13 décrivent aussi les singularités de familles de lignes
asymptotiques sur une surface d’un espace a trois dimensions (une famille de paraboles semi-
cubiques en un point générique d’une ligne parabolique et un foyer, un nceud ou un col repliés
en certains points de tangence de la ligne parabolique et de la direction asymptotique).



NOTATIONS FREQUEMMENT USITEES

R — ensemble (groupe, corps) des nombres réels.

C — ensemble (groupe, corps) des nombres complexes.

Z — ensemble (groupe, anneau) des nombres entiers.

X€X C Y — élément x du sous-ensemble X de P’ensemble Y.

XNY, XUY — intersection et union des ensembles X et Y.

f: X = Y — application f de I'’ensemble X dans I’ensemble Y.

x — y — Dapplication associe au point x le point y.

f o g — produit d’applications (on commence par g).

v — quantificateur universel (quel que soit).

3 — quantificateur existentiel (il existe).

* — exercice ou théoréme facultatif (plus compliqué).

R" — espace vectoriel de dimension n défini sur le corps R.

Sur 'ensemble R” on peut étudier d’autres structures (exemple : des structures
affine, euclidienne ou du produit direct de n droites). A chaque fois donc, on pren-
dra bien soin de spécifier s’il s’agit d’un espace affine R", d’un espace euclidien
R", d’'un espace arithmétique R”, etc.

On appelle vecteurs les éléments d’un espace vectoriel. Les vecteurs sont dési-
gnés par des caractéres semi-gras (v, £, etc.). Les vecteurs de ’espace R” sont assimi-
Iés a une collection de n nombres. Nous écrirons par exemple v = (vy, ..., Un) =
= vi€; + ... + Une, ; un ensemble de 7 vecteurs e; constitue une base de Pespace R".

Nous serons souvent conduits & étudier des fonctions dépendant d’une variable
réelle ¢t appelée temps. Nous appellerons vitesse la dérivée par rapport 4 ¢ et la
désignerons le plus fréquemment par x = dx/dt.



Action d’un élément 57
— d’un groupe 56
Algebre de Lie 119
Amplitude complexe 234
Application(s) contractante 267, 276
— localement équivalentes 88
— non dégénérée 88
— pendant le temps T 256
— de Picard 269
— de Poincaré 28
— tangente 303
— d’une variété 295
— de Whitney 66
Approximations successives 268
Atlas 290, 291
— équivalents 291
Attracteurs étranges 46
Autooscillations 145

Base d’un fibré 301

— propre 156
Battements 236
8-suite 51

Caraciéristique(s) 123, 129, 131
— amplitude-phase 237
— d’Euler 322

Carte(s) 290
— compatibles 290

Centre 187

Champ de directions 17
— — caractéristique 128
— — continu 14
— — différentiable 14
— — invariant 74
— — redressable 85
— d’Euler 69, 73
— — quasi-homogene 80
— de forces central 123
— de plans de contact 109
— de vecteurs 68, 303

INDEX

Champ de vecteurs linéarisé 149
— — linéarisé 149
— — quasi-homogéne 81
— de vitesse de phase 17, 61
Classification différentiable 196
— linéaire 196
— topologique 206
Col 39, 206
Collapsus 78
Commutateur 119
Compacité 294

Complexification d’une équation 183

Complexifié d’un espace 175
— d’un opérateur 175
Condition de Lipschitz 36, 273

Conjugué complexe d’un opérateur 176

Connexité d’une variété 295
Coordonnées tangentielles 111
Courbe(s) discriminant 110

— intégrale 15

— de Lissajous 227

— logistiques 23

— de Mikhailov 237

— paramétrée 296

— de phase 26, 59
Critére de Weierstrass 154
Crochet de Poisson 119
Cycle non dégénéré 43

— instable 147

— stable 147

Degré d’une application 320, 321

— — en un point régulier 258
Dérivée d’une application 66

— d’une courbe 177

— du pécheur 118

— suivant un champ 117

— — un vecteur 116
Déterminant d’une matrice 166

— d’un opérateur 166
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Déterminant de Vandermonde 247 Equivalence 73
Diagramme de Lamerey 28 — différentiable 194
— de Newton 77 — linéaire 194
Difféomorphisme 59, 297 — topologique 194
— conjuguant 73 Escalier de Lamerey 28
— de contact 132 Espace complet 153
Différentielle premiére 100 — métrique 153
Dimension d’une variété 295 — des phases 12, 13
Direction caractéristique 128 — — cylindrique 145
Divergence 250 — tangent 65, 300
Domaine but 64 — des I-jets 109, 131
— source 64 Estimation a priori 140

Exponentielle d’'un nombre complexe 164
-— d’un opérateur 155
Eclatement du point 0 78 — — diagonal 156
Energie cinétique 31, 133 — — nilpotent 157
— mécanique totale 133
— potentielle 31, 133
Ensemble compact 95

¥acteur intégrant 82
Fibre d’un fibré 301

— des points critiques 66 Fibré tangent 299, 301
— des valeurs critiques 66 Flot(s) 12, 59, 305

Equation autonome 17, 25 — d’une équation 62
— de Bessel 245 — équivalents 73, 195
— des caractéristiques 123, 129 — — différentiablement 195
— de Clairaut 107 — — linéairement 195
— complexifiée 183 — — topologiquement 195
— aux différences 111 — local 92
-— explosive 21 Foncteurs 175
— de Hamilton Jacobi 132 Fonctions(s) duales 111
— hypergéométrique de Gauss 245 — exponentielle 152
— linéaire 151, 178 — fonctionnellement indépendantes 121
— — homogeéne 46, 47 —- de Green 52
— — non homogeéne 49 — — retardée 53
— linéarisée 150 — de Hamilton 120
— de Mathieu 245, 259 — harmoniques 84
— du mouvement d’un pendule 32 — homogéne 77
— de Newton 106 — d’influence 52
— normale 107 — de Liapounov 199
— des petites oscillations 30, 32 — linéairement indépendantes 228
— de prélévement 23 — propres 254
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