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Avant-propos

Bienvenue en ECG!

En arrivant en classe préparatoire, on peut avoir quelques appréhensions concernant les
interrogations orales de mathématiques. Rapidement, elles deviendront moins impression-
nantes et vous comprendrez que cette spécificité du systéme des « prépas » est extrémement
efficace pour assimiler les notions et progresser. Néanmoins, le cours étant conséquent,
I'étudiant ne se sent pas toujours au point lorsqu’arrive 'interrogation. Nous lui proposons
une gamme d’exercices acompagnée de rappels de cours pour lui permettre de s’entrainer
davantage.

Dans l'objectif d'une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés en trois caté-
gories :

» Les «exercices axés sur le calcul ». Ils ont pour objectif, via la pratique calculatoire, de
vérifier la connaissance et la compréhension des notions du cours.

« Les «exercices axés sur le raisonnement », Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer I'assimilation des concepts.

= Les «exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices aménent |'étudiant a avoir sa
propre réflexion, a construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Ce livre complet vous propose une grande variété d'exercices : du classique de concours a
I'exercice orginal, de I'exercice d’application directe du cours a I'exercice abstrait. Les cor-
rections figurent apreés la liste des énoncés. Elles sont accompagnées de nombreux graphes
et schémas afin de faciliter la compréhension.

L'ouvrage est complété par des rappels de cours qui comprennent les principaux théorémes
et définitions a connaitre. Organisés sur une ou deux doubles pages, ces rappels vous per-
mettront d’avoir accés en un coup d’ceil a I'essentiel du chapitre.

Enfin permettons-nous un conseil. Parmi vos camarades de classe, les membres de votre
« trindme » seront ceux que vous cotoierez le plus. N'hésitez pas a en faire de véritables par-
tenaires en partageant les exercices de ce livre. Vous pourrez soit travailler le méme exercice
et confronter vos solutions, soit travailler chacun un exercice différent, lire le corrigé pro-
posé et exposer oralement une solution a vos camarades.

Nous vous souhaitons tous nos veeux de réussite.

Bonne lecture!
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Raisonnements

== Exercices axés sur le calcul

Disjonction des cas (parité)

1) Montrer que pour tout entier naturel n, 'entier n® — 3n est pair.
(_1)?13“1 A (_1)3n+2
_(_1)8;-1—1 '

2) Simplifier I'expression suivante : -

Disjonction des cas (min et max)

Le maximum de deux nombres x et y est noté max(x,y).
De méme, min(x,y) désigne le minimum des deux nombres x et y.

1) Démontrer que

_X+y+lx=yl ; _x+y=|x=y
max(x,y) = > et min(x,y) = 5 ;

2) Trouver une formule similaire pour max(x,y,z), le maximum des trois nombres x, y et z.

* Sommes, produits et récurrence

mn n

I) Soient ay, ..., a, des réels positifs. Montrer que 1_[(1 +aq)>1+ Z a;.

i=1 i=1
n

n
2) Soient ay, ..., a,, des réels supérieurs a 1. Montrer que 1_[ aGrl=-n+ Z a;.
i=1

=1
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S g L *+ ) Suite de Wallis
On définit la suite (W), ey par les conditions

n+1
llv‘%:U, Mfl=1 et V?IEN. %+2=mwn.

1) Donner la valeur de W5, pour toutp € N.

2) Alaide d’un raisonnement par récurrence, justifier que pour tout p € N,

47 - (p)?
Woot1 = oy

#h Exercices axés sur le raisonnement

En utilisant les quantificateurs ¥ et 3, traduire par une proposition mathématique chacune
des affirmation suivantes :
|} aucun réel n'a pour carré —1;

2) sile produit de deux réels est strictement négatif, alors I'un des deux est strictement
négatif;

3) I'ensemble A contient un nombre entier strictement positif pair;
4) les carrésdes nombres de A sontaussi des carrés de nombres appartenantal’ensemble B.

Exercice 6 . Considérons les quatre énoncés suivants :

1) 3xeR, vyeR x+y>0. 2) vxeR, 3yeR x+y>0.
3) vxeR, VyeR, x+y>0. 4) 3xeR, VyeR, y?>nx.
Donner la négation des ces énoncés. Préciser lesquels de ces énoncés sont vrais.

. -~/ + Soient f et g deux fonctions définies sur R.

On considere les quatre énoncés mathématiques suivants :

1) vx€R, f(x)=0 ou g(x) =0.

2) (vxeR f(x)=0) ou (Vx € R, g(x) =0).

3) 3xeR: f(x)=0 et g(x) =0.

4) (3xeR: f(x)=0) et AxeR: g(x)=0).
Montrer que les énoncés 1 et 2 ne sont pas équivalents, puis que les énoncés 2 et 4 ne sont
pas équivalents.

Indication. On pourra utiliser les fonctions f, f5, f5 et f, définies sur R par

L =x+x|, LH)=x fE)=x—|x] et fi(x)=x+1
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.+ Soit f : R = R. On définit deux nouvelles fonctions p eti par

vx e, p(x):f—(w et i(x):%.

1) Justifier que p et i sont respectivement paire et impaire.

2) Endéduire que toute fonction se décompose comme somme d'une fonction paire et d'une
fonction impaire.

3) Est-ce que cette décomposition est unique?

»+  Soient f : R = IR et u la suite définie par

Uy =0 et YneN u =)

Montrer que si la fonction f : R — R est croissante, alors la suite u est monotone.
Indication. On pourra faire une disjonction des cas : f(0) < 0 ou f(0) > 0.

*+ . Raisonnement par l'absurde et limite

Soit u une suite de réels telle que vn € N, u,,? = u,," + 3u,, — 2.
On suppose que la suite converge. Montrer que u,, -:: 1.
=40

. e ++  Analyse-synthése pour une équation fonctionnelle
Lab]ectlf est ici de déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que

vxy) €R:,  f(x—fO))=2-x—-y.
1) Onsuppose que f : R — R vérifie cette propriété.
a) Prouver que f(0) = 1.
b) EndéduirequevxeR, f(x—-1)=2-x

c) En déduire une expression de f (x) pour tout réel x.
2) Conclure.

-

1) a) Justifier que pourtoutx € R, x(1-—x)< 1/4.

b) Soienta, b et ¢ trois réels dans [0,1]. Prouver que I'un au moins des nombres suivants
estinférieura 1/4:

a(l-=>b), b(l=c¢) et c¢(1-—a)

2) Soient a, b et c trois réels strictement positifs.
En adaptant le raisonnement précédent, justifier que, parmi les trois nombres a + 1/b,
b+ 1/cete+ 1/a, il existe au moins un nombre supérieura 2.
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S
7

0 1 2 3 4 5 6 7

1) Discuter, en fonction de lavaleur de k € Z, du nombre de solutions de I'équation f(x) = k
d’'inconnue x € R}.

2) Soita € R} tel que f(a) € Z.
a) Vérifier que pourtoutn € N, f(a)f(a™?) = f(a™) + f(a™?).
b) En déduire que pour toutn € N, f(a™) € Z.
) Quediresin € Z?

& Exercices avec questions ouvertes

" SoientA =]0,1[et B =]0,2[.

Parml les énonceés suivants, lesquels sont vrais?
1) vxeA, dyeB:y<ux

2) 3yeB: vxed y<=x
3) AyeB: VvVxeAd x<y

15 Trouver la meilleure valeur de a pour laquelle le raisonnement par ré-
currence suivant soit correct. Justifiez votre réponse :

Affirmation. Pour tout x > a, et toutentiern > 2, (1 4+ x)" > 1 + nx.
Preuve. Soit x > a. Pour tout entier n > 2, on pose P(n) : (1 + x)" > 1 + nx.

« Initialisation. (1 + x)? = 1 + 2x + x? > 1 + 2x. Donc P(2) est vérifiée.
« Hérédite. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Supposons P (n) vraie. Alors
1+x)"" =1 +2)"(1+x)
>(1+nx)(1+x) ¢
> 1+ (n+ Dx+nx?
>1l+(n+1)x

) par hypothése de récurrence
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Ainsi, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
« Conclusion. Pour tout entier n > 2, (1+2x)">1+nx
'« On définit trois fonctions ¢, s, t : R - R par

e*+e™* ef —g™* s(x)

vxeR, r:(x)=T, s(x)=T et t()_c(x)

Voici le graphe de ces trois fonctions :

A 1 A

1 i /,," 1 1 2 -

-
1
-

L A
T 4

1

1) Associer a chaque graphe une expression.
2] Préciser si les énoncés suivants sont vrais ou faux.

a) vxeR, c(x)=c(—x). flvyeR, IxeR: c(x)=
b) 3xeR: t(x)=t(—x). g) vyeR, JlxeR: s(x)=y.
c) vAeR 3xeR: t(x)>A h) 3aeR, VxE€l[a +x|
d) ¥ (xx') € R?, 1/2 < t(x) < 1.
(c(x):c(x“) =>x=x’). i) veeR},3aeRVXER,
) ¥ (xx') € R, (x>a = 1) -1l <e).
(s(x) =5lxl) = % =x“). j) vxeR, t'(x)>0.

)+ Quedire d'une suite (un)nen telle que up = u; = 0 et

vneN', 2u,q-3u,+4u, ,=07?

" +#+  Un exemple de récurrence dite « forte »

U U
n+lz Ll

Calculer u, etu,. Quelle conjecture simple en déduit-on sur la Valeur de u,, ? La prouver.

Soient ¢ un réel et (i, )nen la suite définie par

g =¢ et VREN, Upy =
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Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1  Disjonction des cas (parité)
1) Onremarque que n® — 3n = n(n? - 3).
« Sin = 2p est pair, alors n® — 3n = 2p(n? — 3) est pair.
» Sin = 2p + 1 estimpair, alors n? = 4p? + 4p + 1 = 2(2p? + 2p) + 1 est impair. Donc
n? — 3 est pair. Donc n® — 3n est pair aussi dans ce cas.

En conclusion, [pour tout entier naturel n, I'entier n® — n est pain]

2) Comme n® — 3n est pair,

-1 ni-1 —1)3n+2 s 3
_( )_(_1)(3?:_3 = {_1}1'1 —1(_1)3ﬂ+2(_1)—3n+1 = (_1)n _3”’(—1)'2“"'2 -

Exercice 2 Disjonction des cas (min et max)

1) Soient x et y deux réels. Procédons par disjonction des cas.
« Six < yalors max(x,y) =yet|x=y| = =(x=y).D'oli

ehy+pe—y  x+y-=(x-§)
2 . 2 -
x+y+|Ix—yl
2

= On procede de méme pour vérifier I'égalité dans le cas y < x.
Dans tous les cas, la premiére relation est vérifiée.

On a bien max(x,y) =

On peut procéder de la méme maniére pour le minimum, ou utiliser le résultat précédent
en écrivant

—g=pd|=ukyl Fhy=ph=3
2 2

min(x,y) = —max(—x, —y) = —

2) Soient x, y et z trois réels.

max(x,y,z) = max (x, max(y,z))

x + max(y,z) + |x — max(y,2)| !: question précédente

—— - iy "-I de nouveau, la question
Z =2z o r

x+ % + Ix = yT | précédente

- 2

2x+y+z+|y—z|+|2x—y—z—1y—z|‘
4

Apres simplifications, | max(x,y,z) =
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Exercice 3 Sommes, produits et récurrence

1) Procédons par récurrence sur n € N avec la proposition
mn mn
PM): ¥ (ay ...a,) € (RH, 1_[(1 Fa) 1+ Z 5
i=1 t=1

« Initialisation. Par convention, un produit et une somme sur I'ensemble vide valent
respectivement 1 et 0. Ainsi, puisque 1 > 1 + 0, la proposition P(0) est vraie.

« Hérédité, Soit n € N. Supposons P (n) vraie et démontrons P (n + 1).
Soient a,, as, ..., a,+4 des réels positifs. Alors

n+l1 mn n n
[[a+ew=a+aw][a+ay =] [a+a)+au [ [a+a.
i=1 t=1 =1 t=1
n n
Or par hypothése de récurrence, l_[{l +a)>1+ Z a; » 1. E
=1 =1 g
|—.
ﬂ "
Par hypothése a,,4, > 0, donc (+ l_[(l + @) > Qp4q. g::
i=1 O
L%
n+1 n n+1
Alors, il vient l_[(l +a;) > (1 + Z af) +ap =1+ Z @iy
i=1 i=1 i=1

Donc si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. Pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

2) On applique l'inégalité précédente aux réels positifsa, — 1,a, — 1, ..., a, — 1.

Exercice 4 ' Suite de Wallis

1) Par récurrence, pour toutp € N, W,,, = 0.
4P (pY)?

m est vraie pour

2) Démontrons par récurrence que la proposition P(p) : Wopsr =

tout entier positif p.
4°(01)?

Zx0+1) 1 = W, et P(0) est vraie.

= Initialisation, Par convention, 0! = 1. Donc
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« Hérédité. Soit p € N, supposons P(p) vraie.

I"’f’a{;:a+1}+1 = W(2p+1)+2 X .
| par hypothése sur W

_@pt+D+1
T @p+D+2 Y o Bymattibine i v
| pi”' ]_\,’[}(} 1ese e recurrence
2p+1) (> ;
- 2p+3 (2p+1)! N\ apen)

_2(p+1) 2(p+1) 4P (p!)? X ez -
~2p+3 2p+2 (@p+1)}

4 (p+1)p)

T 2p+3)2p+2)-2p+1)!

474 ((p + 1))’
e+ +1)

Par conséquent Waps1)41 =
et la proposition P(p + 1) est prouvée.

« Conclusion. La proposition P(p) est vraie pour tout p € N.

#B Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5
On commence par reformuler en utilisant « tout » et « il existe ».
1] Tout réel a un carré différent de —1. D’oul la formule mathématique

vxeR x%=#-1
[ )

2) Pour tout couple (x,y) de réels, si le produit est strictement négatif, alors x est stricte-
ment négatif ou y est strictement négatif. C'est-a-dire

v(x,y) € R?, (xy{:(}) = (x<0 ou y<0)

3) Il existe un élément n de A4 tel que n/2 soit un entier strictement positif.

dned: n/2eN".
[ )

4) Sixestun élément de 4, alors son carré est le carré d'un élément de B, c'est-a-dire qu'il
existe y dans B tel que x? = y?:

{‘v’x €A 3vEBRB, x2=y2.]
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Exercice 6
Les négations associées sont les suivantes :

1"y vxeR, 3yeR, x+y<0. 2"y 3xeR, VyeR, x+y<O.
3) 3xeR3yeRx+y<N0. 4y vxeR, 3yeR, y’<nx

« L'assertion 1 est fausse. Prouvons sa négation.
Soit x € . Prenons y = —x — 1. Alors x + y < 0. La négation de 1 est prouvée.

« Montrons I'assertion 2. Soit x € R. Prenonsy = —x + 1. Alorsx + y > 0.
L'assertion 2 est prouvée.

« L'assertion 3 est fausse. Montrons sa négation.
Prenons x = y = 0. Alors x + y < 0. La négation de l'assertion 3 est prouvée.

» Montrons l'assertion 4. Prenons x = —1. Alors, pourtouty € R, y2 > 0 > x.
L'assertion 4 est prouvée.

Conclusion : [Les assertions 2 et 4 sont vraies. Les autres sont fausses.]

w
. =
Exercice 7 (@]
Pour montrer que les énoncés 1 et 2 ne sont pas équivalents, prenons f = fy et g = f5. G
Utilisons le fait que pour tout réel x, l.é.l
o
x six>0
x| = } . v
-x six<0.
2x six>0 0 six>0
Donc x)= et x) =
L) [0 six<0 Js(x) IZx six <0.

«Six >0, fi(x) =0,etsix <0, f3(x) = 0. Donc, pour tout x réel f;(x) = 0 ou fz(x) = 0.
L'énoncé 1 est donc vrai.

« Par contre, f;(1) # 0, donc (vx € R, f;(x) = 0) est faux.
De méme (Vx € R, f3(x) = 0) est faux. Donc I'énoncé 2 est faux.

Conclusion : [Les énoncés 1 et 2 ne sont pas équivalents.]

Pour montrer que les énoncés 3 et 4 ne sont pas équivalents, onprend f = f; et g = f,.

La fonction f; s'annule en 0; la fonction f; s'annule en —1 donc I'énoncé 4 est vrai.

Par contre, il n'existe pas de réel x pour lequel les deux fonctions s'annulent en méme temps.
L'énonceé 2 est donc faux.

Conclusion : [Les énoncés 3 et 4 ne sont pas équivalents.}
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z Remarque

Z L'énoncé 2 affirme que f est la fonction nulle ou que g est la fonction nulle.Ona 2 = 1.

L'énoncé 3 affirme que f et g s"annulent pour une méme valeur de x, alors que I'assertion 4
affirme que f et g s'annulent au moins une fois (mais pas nécessairement en un méme

Cependant, les énoncés suivants sont équivalents :
1) (VxEIR%, f()=0 et g(x) ='D):
) (vxeR, f(x)=0) et (vxeR gx)=0).
2 [1s affirment tous deux que f et g sont chacune la fonction nulle.
2 De méme, les énoncés suivants sont équivalents :
E i (3xeR, f(x)=0 ou gx)=0);
¢ V) (3xeR, f(x)=0) ou (AxeR gx)=0).
¢ Ils affirment que I'une au moins des deux fonctions s’annule au moins une fois.

i point). Ona 3 = 4.
3
5
5

Exercice 8

1) Soitx € R,

g FE ;;( (=%) _ f() 2L

La fonction p est donc paire. Le méme raisonnement montre que i est impaire.

2) Il suffit de remarquer que, pour tout x € R,

fE)+f(=0) | f)=f(=x)
2 * 2

f(x) = = p(x) +i(x).

Autrement dit, f=p+i

[Toute fonction se décompose comme somme d’une fonction paire et d'une impaire.]

3) Montrons que cette décomposition est unique. Supposons qu'il existe deux fonctions p

et 7 telles que p soit paire, T impaire et que
f=p+1

Par différence avec la question 2, p—p=1i-—1.

Cette fonction est alors paire (comme différence de fonctions paires) et impaire (comme
différence de fonctions impaires). Seule la fonction nulle vérifie cette propriété, donc

p—p=i—i=0, donc p=peti=i

[La décomposition est donc unique.]
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Exercice 9
« Cas [. Supposons f(0) < 0. Justifions par récurrence que la proposition
P(n) : Uppq < Up
est vraie pour tout entier n € N.
« Initialisation. Par hypothése du cas |,

uy = f(uo) = f(0) <0 = u,.
Ainsi P(0) est vraie.

« Hérédité. Soitn € N.

_— = W
Uns1 S Uy paemm—— f(unsq) < f(un) Ups2 S Ungq

SiP(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

» Conclusion.vn € N, u, 4, < Uy
Donc: la suite u est décroissante.

« Cas II. Supposons f(0) > 0.

On peut adapter le raisonnement précédent pour justifier que u est croissante.

On peut aussi introduire la fonction g avec g(x) = —f(—x) et la suite v de terme général
v, = —U, de sorte que

VREN, Upyy =f(1y) = Vnya =9(W)

g est croissante avec g(0) < 0, d’apres le résultat précédent, v est décroissante.
Donc: u est croissante,

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

» Dans chacun des deux cas,  [la suite u est monotone. |

Exercice 10 Raisonnement par l'absurde et limite

Raisonnons par l'absurde. Notons £ la limite de la suite et supposons £ # 1. Les quatre cas
suivants sont possibles.
o Premier cas: £ = 0. Alors |u,"| = e®* el — 0 (carIn|u,| — —o).
n—+w n—=+ow
Par passage a la limite, I'égalité u,,> = u,," + 3u,, — 2 donne ¢? = 3¢ — 2.
Cette derniére équation a pour solutions £ = 1 (exclue) et £ = 2 (impossible car £ = 0).
» Deuxiéme cas : 0 < |£] < 1. Alors |u,"| = eIt ltal — 0 (carinfuy| — Inl¢| <0).
Tt—++C0 Ti—4+Co
Comme pour le premier cas, on obtient £ = 1 (exclu) ou £ = 2, impossible car |£| < 1.
» Troisiéme cas: |€] > 1. Alors |u,*| = e®?ltnl — oo (carln|u,| — In|€| > 0).
n=++0o0 n—++00
Or u," = u,? — 3u, + 2. Par passage a la limite w,?> — 3u, + Zn—;m {2 -3 +2€RRen
contradiction avec la limite de (u,,") ey et 'unicité de la limite.

o Quatriéme cas : £ = —1. Alors (u,;")nen N'a pas de limite, mais u,* — 3u, + 2 = 6.
n—=4co
Contradiction.
Conclusion : [ la suite u tend vers 1.]

13
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Exercice 11  Analyse-synthése pour une équation fonctionnelle
Cet exercice propose un exemple détaillé d’'une analyse-synthése.

1) a) On teste la relation avec x = f(0) et y = 0. [l vient

f(0) = f(f(0) - f(0)) =2 - f(0) =0 donc

b) Pourx € R, f(x—1)=f(x —f(0)) =2-x-0=
¢) Dot f(x) = f((x+1)— 1) =2—(x+1) =1-xpourtoutréel x.
On vient de prouver que si une telle fonction existe alors elle peut s’écrire x — 1 — x.
2) Procédons a la synthése. On vérifie que le candidat trouvé convient. Posons
R - R
fr
x =» 1-=x
Soient deux réels xet y :
fx=fON) =flx-Q-»)=flx+y-D=1-(x+y-1)=2-x-y.

La fonction f est donc bien solution du probléme. Conclusion :

[Il existe une unique fonction solution donnéeparx e R = 1 — x. ]

Exercice 12

1) a) Donnons deux méthodes.
Méthode 1. Passage par la forme canonique.
Comme le carré de tout nombre réel est positif, on peut écrire, pour x € g,

x(1-x)=—-(x-1/2>+1/4< 1/4.

Méthode 2. Etude de fonction.

Considérons f : x € R = x(1 — x). La fonction est polynomiale, donc dérivable
sur R avec, pour tout réel x, f'(x) = 1 — 2x. Comme f'(x) est positif pour x inférieur
a 1/2 et négatif pour x supérieur a 1/2, f est croissante sur |—o0,1/2], décroissante
sur [1/2, + oo[. Elle est donc maximale en x = 1/2. Ainsi, pour tout réel x,

f(x) < f(1/2), donc [x(1-x)<1/4.]

b) Raisonnons par I'absurde en supposant que tous les nombres
a(l-=0>b), b(l=c) e c(l=a)

sont strictement supérieurs a 1/4. Alors

a(l—a)-b(l—b}c(l—c)=a(1—b)-b(1—c)-c(1—a):s-(ji) ;



Raisonnements

Or, par produit d’inégalités portant sur des nombres positifs, la question précédente
impose

3
a(l—a}-b(l—b)-c(l—c)c(%).

D’ol1 une contradiction.
En conclusion, [l'un au moins des nombres est inférieur a 1,’4.}

2) On étudie la fonctiong: xe R} » x+x "t € R.

Comme somme de fonctions dérivables 8 1
sur R}, la fonction g est dérivable, avec, pour
toutx € R}, 6 1
1 (x—=1){1+x)
' S R
g (JC) - 1 xg — xz ' 4T
La qufintfté g*{x‘)‘estdu meéme signe quex— 1, 2 1 Graphe de g
c'est-a-dire positive sur [1, + oo[ et négative wv
=
sur ]0,1]. o
La valeur minimale de g est donc g(1) = 2. gl @ & & @ & =
W
w
Remarque g::
On aurait pu aussi écrire, pour x € R}, (@)
L%

x2=-2x+1 _ (x-1)°
X

>0 (carx > 0).

xX+-=-2=
X
Raisonnons par I'absurde en supposant que tous les nombres

1 1 1
g+= b+= e c+-
b c a

sont strictement inférieurs a 2. En en prenant la somme, on a par hypotheése

1 1 i
a+—-+b+—-+c+-<3-2=6.
b c a

Or d’apreés ce qui précéde, on a aussi

1 1 1 1 1 1
a+=+bht—tet=—=at—+tbt-tct+t—33-L=6
b ¢ a a b c

D’otl une contradiction. [ L'un au moins des nombres est supérieur a 2. ]

15
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Exercice 13

|} Graphiquement, si k < 1, il n'y a aucune solution. Si k = 2, il y a une seule solution.
Sik > 3, il y a exactement deux solutions.

% Remarque

L'étude des variations de f et le théoréme des valeurs intermédiaires permettent de
« justifier rigoureusement ces affirmations.

1 1
2) a) f(a)f (@) = (a + E) (a““ % am)

on développe

1
=a"+“—n+a"+2+

= f(a™) + f(@™*?).

a.n+2

b) Démontrons par récurrence que la proposition
Pn): f(a™)eZ et f(a"*"MeZ
est vraie pour toutn € N.

Remarque

Noter I'utilisation d'une « récurrence a deux pas » puisque la relation de récurrence
précédente relie le terme d'ordre n aux deux termes précédents.

« Initialisation.
On écrit f(a®) = f(1) = 2 € Zet, par hypothése sur a, f(«) € Z.P(0) est donc vraie.

» Hérédité.
Soit n € N. Supposons P(n) vraie et démontrons que P(n + 1) est vraie. Comme on

suppose f(a"*') € Z vraie, il suffit de démontrer que f(a"*?) € Z. Or, d’apreés la
question précédente,

F(@™?) = f(@) - f(a™*1) - f(a™) € L

cCL

Donc si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
= Conclusion. Pourtoutn € N, f(a") € Z.

) 1l suffit de remarquer que pour tout x € R}, f(x™1) = f(1/x) = f(x). Ainsi, pour
n € Z\ N,alors —n € N et d’apres la question précédente

[flem=fa™ ez




Raisonnements

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 14
1] Vrai.
Soitx € A.Alors0 < x < 1.Prenonsy = x/2.0na0<y<x<1l.Doncy€eBety<x.
2) Faux.
Montrons sanégation: vy € B, 3x €4, y > x.
Soity € B.Prenonsx = y/2.0na0<x=y/2<1<y.Doncx e Adety > x.
3) Vrai.
Prenonsy = 3/2.Pourtoutx € 4, x <1< y.

Exercice 15
« Initialisation. La justification est vraie pour tout x réel.
« Hérédité. Le passage de la premiére ligne a la deuxiéme se fait en multipliant I'inégalité
de P(n) par (1 + x). Le sens de I'inégalité est préservési 1 + x > 0; doncsix > —1.

Conclusion : [La meilleure valeur de a pour cette démonstration est -1.]

Remarque

La propriété est vraie pour —2 < x < —1.

Pour le prouver, il faut un raisonnement d'analyse. Soient x € [=2, — 1[ et n un entier
supérieurou égala 2. Alors -1 <1+ x < 0.

A+x)">—]1+x|"> -1
l+nxgsl—n<-1

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

} Donc (14 x)">1+nx.

Pour x < =2, I'inégalité est fausse pour n impair assez grand.
Pour le voir, on pourra poser x = —2 — q¢ aveca > 0.

Exercice 16
1) La fonction c est paire, les fonctions s et t sont impaires. De plus,

s(x}x_:rw +o et t(x) B 8 1.

Nécessairement, [c < graphe2, s < graphel, et ¢t < graphe 3.]

2) a) Vrai.
La fonction ¢ est une fonction paire.
b) Vrai.
Le réel x = 0 vérifie t(x) = t(—x).
¢} Faux.
Par exemple, pour A = 2, il n'existe aucun réel x tel que t(x) > 2 car la fonction t est
majorée par 1.

17



Chapitre 1

d) Faux.
Par exemple, on peut prendrex = letx’ = —1; par paritédec, c(x) = c(x"), pourtant
x#x.
e) Vrai.
Comme s est strictement croissante, chaque image a au plus un antécédent.
{] Faux.
Par exemple, —1 n'a pas d’antécédent par c.
2) Vrai.
Chaque réel y a un unique antécédent par s.
h) Vrai.
C'est une conséquence du fait que t(x) =3 1 et la croissance de t.
X—=+00
1) Vrai.
C'est la définition de t(x) — 1.
X400
i) Vrai.
On constate que toutes les tangentes a la courbe ont une pente strictement positive.

! Rema rque
z On ne peut évoquer la stricte monotonie de t puisque nous disposons seulement de
$ 'implication

S

2 si, pour toutx € [, f'(x) > 0, alors f est strictement croissante,
b
2 dont la réciproque est contredite par la fonction cube.

Exercice 17

2 F, . \ 3
La relation est équivalente a VneN, up,= S Unty — 20

On constate alors que u, = 0, uz = 0, et ainsi de suite. On peut alors conjecturer que la
suite u est la suite nulle.

Démontrons par récurrence que la proposition
Pn): u,=0 et uy=0
est vraie pour tout entier positif n.

« Initialisation. P(0) est vraie par hypothése sur la suite .

« Hérédité. Soitn € N. Supposons P(n) vraie et démontrons P(n + 1).
Pour prouver P(n + 1), il suffit de justifier que w4+, = 0. Or

3
==0=-2-0=0.

Uny2 = Eun+l = 2““.';'Fn2



Raisonnements

La proposition P(n + 1) est vraie sous réserve de P(n).

» Conclusion. La proposition P(n) est vraie pour tout entier n.

(La suite u est la suite nulle. )

Exercice 18 Unexemple de récurrence dite « forte »
1 1 1
On trouve u,; = ;(uouo) =ctu, = 5(“0“1 + U lg) = ;(63 4o0®) B,
On conjecture que, pour tout n € N, u,, = ¢"*,
Montrons-le par récurrence en posant, pour n € N,

P(n) : pour tout entier k tel que 0 < k < n, up = c*.

« Initialisation. Par hypotheése, u, = ¢ = ¢?, donc P(0) est vraie.

« Hérédité. Soitn € N. On suppose P(n) vraie. Montrons P(n + 1).
Par hypothése de récurrence, pour 0 < k < n, u, = c¥*1, [l reste a montrer 4, = c"**2.

: Z“: ‘lz'.
u = Up s .
Ti+1 n + 1 ktn—k o
k=0 —
|—.
Pour ktelque 0 € k < n,ona 0 € n — k < n. D'ol, par hypothése de récurrence, H
i =¥ r et A s, E
Donc o
L
T mn n
1 1 1
Gk i k+1.n—k+1 — n42 — ~n+2
u = — Uplly—jy = —— (oL = c =g,
L1 n-i-lz kclin—l n+lz n+lz
k=0 k=0 k=0
n+1 termes

Dong, si P(n) est vraie, alors la proposition P(n + 1) est vraie.

¢ Conclusion. Pourtoutn € N,

19



Calculs et ordres
sur I’'ensemble
des réels

=2 Exercices axés sur le calcul

Soit (a,b) € R} Montrer que va + vb < /2 (a + b).

Préciser les cas d'égalité.

*  Résoudre les équations suivantes, d'inconnue x € R :
8

x=vx+2; In(x—1)+InOx)=In(2) +2In(3); 8" =9,

-

Soit b un réel positif ou nul. A l'aide de la formule du binéme de Newton, justifier que

5 (nb)k
vneN, (1+b)"< E .
e k!

#+ Résoudre les équations suivantes, d'inconnue x € R :

32x 3+l L2 =0 et 23x+6 + 32x+2 — 23x+4 + 32x+4

++ Résoudre I'equation le —+V2x — 1| = 1 d'inconnue x € R.

Rappel. |x] désigne la partie entiére de x.

21
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=<« - ++ Rappelons que pour tous réels a et b,

a® - b

(a+b)¥=a*+3a’b+3ab?>+b* et —

=a%?+ab+b? (sia=#Db).

ATlaide de ces deux relations, prouver que

a3 3 , o1 WE A Ay
(1+V2) =T puis que 5 gt 9—,.)*.{2_‘ 7

= - o s« Résoudre I'équation suivante, d'inconnue x € R :

(= Spayrre

Dans un premier temps, on pourra préciser pour quelles valeurs de X et Y l'expression X* a un
sens, puis résoudre X¥ = 1.

- ..+ Bornessupérieure et inférieure

Pour chacun des ensembles suivants, préciser, s'ils existent, le maximum, le minimum, la
borne inférieure et supérieure.

A={teR} | In(t)<1}; B={teR|-1<t*<27}; C={x?+2;xeR'};
2n (-1)"
D= ;neNy; et E= ;neN .

2n+1 n

35 Exercices axés sur le raisonnement
- 4+ Résoudre le systéme suivant d'inconnue (x, y,z) € R3.

xy+xz+yz=1
xy—x—=xy+x2=0
xyz=xz+yz—-2z=0,

a
1) Soient a et b deux réels strictement positifs; montrer que -+ — > 2.
a

b
2) Soit (ay)nen- une suite de réels strictement positifs; montrer que pour toutn € N*,

(&%) (3>

=1 =1



Calculs et ordres sur l'ensemble des réels

1) Soient x, y, z, t quatre réels strictement positifs tels que ; < f Montrer que

x §x+z
vy v+t

z
E:

2) Soient (a,)nen- et (by)nen- deux suites de réels strictement positifs telles que

a [t
vn € N, L ' st ]
b‘."l b’l‘l‘i‘l

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, % S —
1

) ++  Moyennes
Soient un entier n € N™ et x;, X3, ., X5 Y1, Yo, o Yy des réels tels que x; € x, < - < xp et
N2Ya2 2 n

1) Justifier que la somme Z (x; — x;) ()i — ¥j) est négative.
1<ijgn

1 n l n 1 n
2 ' L % 1 =t . s Ay
2) En déduire que (HZ xi) (HZ yl) > nZ XY
i=1 =1 i=1

3) Application.
Soient x,, ..., x,, des réels strictement positifs. On définit leur moyenne arithmétique et

leur moyenne harmonique par

el X
i=1
Justifier que la moyenne harmonique est inférieure a la moyenne arithmétique.

' +»  Inégalité arithmético-géométrique et surface minimale

1) Soient a,, a, et a; des réels strictement positifs.

a, +a
a) Justifier que 172 > \Ja,a,, avec égalité si et seulement si a; = a,.
b) Démont toutx e RY, AT % i
)} Démontrer que pour tout x ; X
) uep g T Hmrap

23
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i a, +a,+as
c] En déduire que —— = Ja,a;as;,
avec égalité si et seulementsi a, = a, = as.
a, +a 4x3 a,+a,+a
Indication. On pourra déterminer x tel que 2 2 + 5 = : 2 2.
3 3(a, + ay) 3

2) Application. Considérons un parallélépipede rectangle de volume 1 et notons a, b et c les
longueurs de ses cotés.

2
a) Démontrer que la surface du parallélépipéde est donnée par S = 2ab + = + 7

b} En déduire que le parallélépipéde rectangle de volume 1 qui a la surface la plus petite
est le cube.

. +++ Existence d’un point fixe et borne supérieure.

Soit f : [0,1] = [0,1] une fonction creissante. On souhaite prouver qu'il existe nécessaire-
ment un réel a tel que
f(a)=a (point fixe).

On introduit a cette fin 'ensemble E={xe[01]]f(x) > x}.

|} Vérifier que E n'est pas I'ensemble vide.

2) Soita = sup(E).
Pourquoi « est-elle bien définie?
3) Représenter E sur I'axe des abscisses de ces deux exemples de graphes.

~ L

1 y:xf 1 V=X

Graphe de [

Graphe de [

0 1 0 1

Dans ces deux cas, vérifier graphiquement que f(a) = a.
4) Revenons au cas général. Montrer que f(a) est un majorant de E.

5) Conclure.



Calculs et ordres sur 'ensemble des réels
& Exercices avec questions ouvertes

= oo 0w Que représente le nombre [10'%%%] — 10]10%°w)?

(Exrcice 10 MNTATT

Préciser si les énoncés suivants sont vrais ou faux et corriger si besoin.
1) Pourtoutx € R, Vx2 = x.

2) Pourtousréelsxety, [x +y] = |x] + [¥].
3) a) Lafonction x € R — x — |x] est croissante.
) Lafonction x € R — x — |x] est périodique.

c) Lafonction x € R = x — |x] est paire.

Corrections

v
=
O
—
¥
w
e
e
o
v

B Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
On étudie le signe de A = \/2 (a + b) — (vVa + VD). En utilisant la quantité conjuguée,

= ROARGEVEY
V2 (a+b)+(Va+vb) . on développe

_ a+b-2Vab i

~ V2 (a+b)+(a+vb)

_ (Va-vb)?

T J2(a+b)+(a+Vb)

|
| identité remarquable
>0 ¢

Donc [\{E+\f5< 2(a+b).l

L'égalité a lieu si et seulement si (-.,"E - \/3)2 = 0, ce qui revient a dire que y/a = v/b, et donc
que a = b. Finalement,

[i'égalité alieu si et seulementsia = b.]

25
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Exercice 2

« Pour x € R*,
x=2=4x =2 (x-2)2=x = x2-5x+4=0 = xe{l4}).

Il reste a vérifier si ces deux candidats sont solutions. On voit que 1 ne l'est pas, et que la

seule solution est donc

« Notons que I'expression n'a de sens que pour x € |1, + oo[. Soit x > 1; alors x est solution
si et seulement si

In (9x(x — 1)) = In(2 - 32) = In(18).
La fonction In étant strictement croissante, c'est équivalent a
I¥(x-1)=18 & x*—x-2=0.

Il y a deux solutions a cette équation polynomiale de degré 2 dans R, a savoir 2 et —1.
La seconde solution n"appartient pasa|1,+oo[,il n'y a finalement quecomme solution
au probléme,

» Soit x € R. En composant par la fonction In, qui admet la fonction exp pour réciproque,

x est solution de 8%” = 9*° sj et seulement si x° In(8) = x8In(9). Or

x°In(8) = x®In(9) & x%(xIn(8) —In(9)) =0 & x° =0ouxIn(8) —In(9) = 0.

_In(9) _2In(3)
“ThhE) " 3R

Conclusion: |Ilyadeuxsolutions: x=0 et

Exercice 3
Soit n € M. D'apres la formule du binéme de Newton ,

n 7 n n
n — kqn—-k — k
(1 +b) _Z(k)m _Z(k)b.
k=0 k=0
k facteurs
n n! nn—=1Mm-k+1 k
- - _nm-1)-® ) Ll
k kl(n = k)! k! k!
i a - R
Le réel b étant positif, on en déduit que 1+b)" < T
k=0




Calculs et ordres sur l'ensemble des réels

Exercice 4

« Soit x € R. Posons X = 37, de sorte que x est solution de |'équation initiale si et seule-
ment si
X?—3X+2=0, cequirevienta X e€{1,2}.

Ainsi, 3F=3 b FFr=2

Finalement, [ilyadeuxsolutions: 0 et ln(2)/ln(3).]

= Soit x € RR. L'équation est équivalente a

23x+6 _ 23x+4 — g2x+4 _ g2x+2 = (22 o 1) 23x+4 (32 _ 1} 32x+2

= 3. 23x+4 = 23 i 32x+2
= 23x+1 = 32x+1.

La fonction In étant strictement croissante, c’est équivalent a

BGx+1)InR)=2x+1)InB3) < (3In(2)-2In(3))x = In(3) - In(2).

In(3/2)
In(8/9)

On trouve une unique solution :

Exercice 5

Notons que I'expression n'a de sens que pour x € [1/2, + oo|.
Soit x un élément de cet intervalle; on commence par écrire I'équivalence

le—\I’Zx—lI:l o 1c3x-V2r—1<2

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Introduisons I'inconnue auxiliaire X = v/2x — 1, de sorte que x = (X? + 1)/2.
Ainsi, x est solution de I'équation initiale si et seulement si

5 3 0<3X2—2X+1
1< =X’ +-=-X<2 & 2<3X?-2X+3<4 &

- - IXZ 2K =10,

Or le discriminant de 3 X2 — 2 X + 1 est strictement négatif.

Comme le coefficient dominant est positif, cette expression est toujours positive.
Deplus,3X? —=2X—-1=3(X-1)(X + 1/3).

Cette quantité est strictement négative si et seulement si X € |—-1/3,1].

En résumé, x est solution si et seulementsi —1/3 < X < 1.

Comme X est positif, x est solution si et seulement si

1
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Exercice 6

« Appliquons les relations aveca = YZeth = 1:

(1+32)° =12 + 332+ 3(3¥2)2 + (32)°
=3(1+V2+(32)°);
1 _ (:‘35}3-1

W_l - 3\5—1
=32 +3¥Z2+1.

D'ol

o L
(1+32) _W—ll

« Appliquons la seconde relation aveca = Y2 eth = —1:

3ILNE 3 _({/5)3_[_1}3_ 3 )
(V2) -V2+1= -0 -+l

3]. 3 3 2 3‘1 3
5[l 27 3 3 3

= _ = = 3\"—— !
Jg (2+1) \j(iml)s et

On en déduit alors

31 32 34
5~ (3t 5

Exercice 7
Soitx € R.Posons X =x* —3x+letyY =x? -4,

Lexpression X a un sens dans les deux cas suivants :

« Cas 1. X estun réel et Y est un entier relatif, avec la convention X° = 1.
Dans ce cas, I'égalité X¥ = 1 est vérifiée dans les sous-cas suivants :

a) X € R, Y =0.Cecas correspond a x = +2;

b) X=1,Y € Z. Dés lors,

xX-3x+1=1 & x(x-3)=0 & x=0 ou x=3.

Précisons que pour ces valeurs de x, Y est bien un entier.
c) X = -1,Y estun entier pair. Or

X2 =3x+1=-1 & x2=3x+2=0 & x=1 ou x=2

Ce n'est que pour x = 2 que Y est un entier pair.



Calculs et ordres sur l'ensemble des réels

« Cas [l X est un réel strictement positif et Y est un réel. Dans ce cas, X¥ = exp (Y ln(X)).
L'égalité X¥ = 1 équivaut a Y In(X) = 0, c'est-a-dire

d) X=1,Y €R Onretrouvex =0oux = 3.
e) Y=0,X € RF. Seul x = —2 convient.

En conclusion, I'ensemble des solutions est[ X={-2023} ]

Exercice 8 Bornes supérieure et inférieure

= Vérifier que A = ]0,e].
L'ensemble A n'a pas de minimum, mais une borne inférieure : 0.
Le nombre e est le maximum de 4, il coincide donc avec sa borne supérieure.

« Comme la fonction t ~ t2 est strictement croissante, B = [—1,3[.
L'ensemble B n'a pas de maximum mais une borne supérieure : 3.
Le nombre —1 est le minimum de B, il coincide donc avec sa borne inférieure.

« Vérifier que C = [2, + oo[.
L'ensemble C n'a pas de maximum ni de borne supérieure.
Le nombre 2 est le minimum de C, il coincide donc avec sa borne inférieure.

« Pourtoutn e N, 0 < % < 1:0estun minorantde D et 1 est un majorant de D.

La valeur 0 appartient a D, donc 0 est le minimum de D et donc sa borne inférieure.

Si M est un majorant de D, alors pour toutn € R, % < M. Par passage des inégalité

a la limite, 1 € M. Donc 1 est le plus petit majorant de D : c’est la borne supérieure. 1
n'appartient pas a D, donc D n'a pas de maximum.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

« On décompose E en deux sous-ensembles :

n 2k 2k+1°
E, E:

E= [(..;)ﬂ ;neNn pair‘] U {{_1)1" in€e N impai:'} = {i r k€ N'} U{ = k € N}.

OnakE, c[0,1/2]etE, c [-1,0],do0 E c [-1,1/2].

Ainsi —1 estun minorant de E et 1/2 un majorant de E. Ces deux valeurs appartiennent a E.
Donc —1 et 1/2 sont respectivement le minimum et le maximum de E.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 9
On peut factoriser les deux derniéres équations :

xy+xz+yz=1 xy+xz+yz=1
X?’y—x—-xy+x*=0 o {x(x-1)r+1)=0
xyz—xz+yz—z=10 (x+1z(y—1)=0

xy+xz+yz=1
= x=0oux=1o0uy=-1
x=-=1 ouz=0 ouy=1.

La deuxiéme équation conduit a considérer trois cas.

T - . yz=1
Premier cas : x = 0. Le systéme devient [ z=0 ouy=L1.
Le cas z = 0 est impossible. Siy = 1,alors z = 1.
On vérifie que (x,y,2z) = (0,1,1) est bien solution du systéme.

y+z+yz=1

z=0 ouy=1.

D’apreés la premiére équation, siz = 0,alorsy = 1;siy = 1,alors z = 0.
On vérifie que (x,y,z) = (1,1,0) est bien solution du systéme.

Deuxiéme cas : x = 1. Le systéme devient {

T ; : —x—z+xz=1
lroisieme cas : y = —1. Le systéme devient
x=-=1 ouz=0.
D’aprés la premiére équation, six = —1,alorsz = 0;siz = 0,alorsx = =1.

On vérifie que (x,y,z) = (—1, — 1,0) est bien solution du systéme.

Bilan

[Les triplets (x,y,2) solutions du systéme sont (0,1,1), (1,1,0), (=1 = LU).J

Exercice 10
1) Pour (a,b) € R*?, le résultat est une conséquence de la réécriture

E+E_2=az+b2—2ab=(a—b]2 5

b a ab ab %

n 1 mn
2) Pour toutn € N*, notons 4,, = ( )} —) ( Y. a,-).
1

=1 i=
Premiére solution : par I‘é{:ill‘l'tt‘l:(:lr t
Montrons, par récurrence, que
Pn): Ap>n?
est vraie pour toutn € N°,

i=1 Y i=1

1 1
« Initialisation. Ona 4, = (2 i) ( 5 a,—) = —a, = 1. Donc P(1) est vraie.
1



Calculs et ordres sur l'ensemble des réels

« Hérédité, Soit n € N*. On suppose P(n) vraie.

an+1 i=1

; N n o1 n 1 n
=1+ i (__ ﬂi) + Qpy4a (Z: ﬂ_) (E G_ ; ﬂi)
Fin! i=1 @ i=1 Qi i=1 | d’apres P(n)

n s J
<1+(E i+“’“—“)+n2

i=1 Tn+1 a;

i n o1 n
Aﬂ+1 - ( + E _) (aﬂ'l-l + E a!)
a; i=1

+

aj i Ay +1 <3

| Gn+1 aj
rs

n
<1+(E 2)+n2=1+2n+nz=[n+1)2.

i=1
Dong, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

n n
1
« Conclusion. vneRN, (Z E) (Z ﬂi) > nt,
i

t=1 i=1

Seconde solution : par développement du produit

Soit n € N*. On renomme le second indice pour pouvoir développer, puis on partage en
trois sommes correspondant respectivementai =j,i <jetj <I.

La premiére somme contient n termes.

nZ=n

Les deux derniéres sommes contiennent le méme nombre de termes:

L n _ aj a q q
t=(2Z)Ta)= % Z= 3T 2+ 3 2+ T 2L
i=1 %/ =1 1t jen 1ign U agi<jgsn M 1gj<ign U
——
n2termes n termes n2-n n2-n
S termes e termes

2z

v
=
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Les indices sont des variables muettes, on peut échanger leurs noms dans la derniére
somme :

L. ai
1gj<ign % 1gi<jen Y
On obtient, en regroupant les deux derniéres sommes :
a a
Ap= Y 1+ ¥ (—E + —1)
1gign 1gi<jgn \Y @i
<2 d'aprés 1)

2
(n+2¥

<[]

Exercice 11

1) Simplifions une différence : =32 — X = &¥2y=xGi+t) _ zy-xt
) P y+t ¥ y(y+t) y(y+t)

car x,y,z,t sont quatre réels strictement positifs et que % < ;. donc xt < zy.

>0
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X4z
Par un calcul smulau‘e : R = 0.

Conclusion : {— < — <

2) Montrons par récurrence que

2
a -E aﬂ
P(n): b—: < —< T
Sl
=1
est vraie pour toutn € N*.
1
Za
» Initialisation. Comme —5-— == P(l) est vraie.
.E by
=1

« Hérédite, Soit n € N, Supposons P(n) vraie. Notons
n n
X = igl ai; }' = igl bj. Z = a-.-—H.]_ et t = bﬂ_+1-
Alors P+l & =g£—g-=--
1

) o Y a, " @ Ansy x
D'apres P(n), = < —. Par hypothése —= < —=, ou encore. = s.’.. .Donc = r.: =

y by by bnn ¥y

X+2 Z

Lhypothése de la question 1) est vérifiée. On en déduit que = s’.’. e i

Comme, d’aprés P(n),ona '-;—‘ < i. on obtient P(n + 1).
1

Dong, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

n
. .o El“‘ a,
« Conclusion. vn e N°, & i =
bl S b by

=

Exercice 12 | Moyennes

1) Soit (i,j) € [1,n]%. On procéde par disjonction des cas :
« Sii < j,alors xi—x;<0 et y-—y; >0 donc(x;—x;)(yi—y)<0.
« Sii > j,alors x;—x;j >0 et y—-y;<0, donc(x—x;)(y—y)<0.
Dans tous les cas, le produit est négatif. En tant que somme de termes négatifs,

(i —x))i—y) <0.
1<t j<n
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2) Développons la somme précédente :

(i —x)i—y) = Z (xiyi = xiyj — Xy + X;Y5)
1<t j<n 1<t jsn
1éhjen 1ijen 1dljen  1dij<n
n n n mn
o > wp=(Yu) (Y] @ ¥ aw=Ysmmny
1gi,jgn i=1 j=1 1gi,jgn J=1 fm1 i=1

Les indices i et j sont des variables muettes, donc

Z X = Z Xiy; et Z XY = Z XiYj-

1<i,j<n 1gijsn 1<i,jgn 1<ij<n
i n
Ainsi, (x; —x)(; —y) =2 ( Z JL) Z(sz)-(zyf)-
igij<n i=1 i=1 i=1

Comme cette somme est négative, il vient (
]_=

n n n
1 1 1
Puis en divisant par n?, (EZ x,-) : (HZ ,V;') b = /. X

=1 =1

...a

v
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3) Soient xy, ..., x,, des réels strictement positifs.
Quitte a les renommer, on peut supposer que x; < X; < '+ < X,. Appliquons l'inégalite
précédente avec y; = 1/x; € RF avecy, >y, > - > W,

1
An-—:aﬁ-n:l etdonc | A, >H, | car H, > 0.

Exercice 13  Inégalité arithmético-géométrique et surface minimale

1) a) Etudions le signe de la différence : on écrit

a, + a a, + 2@, - Ja, + a Ty — +J0, )2
122_m= 1 ﬁz\r; 2=(\‘r-1'2 2 }0

a1+a2

Donc

= \Ja;a;.
Etudions le cas d’égalité :

BT e (V@ V@R =0 S @ =T (G

33
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b)

Introduisons la fonction f définie sur R* par

a, +a 43
)= 1z - X.
3 3(a; +ay)?
Cette fonction est polynomiale, donc dérivable sur R, avec pour tout x € R,
06 4x? ; x> 5 o a, + a,
X)=————=1l= == ol a= -
(a; + a;)? a? 2

ot [x-u)e+a)

“ r -
Autrement dit, f(x)= 22 a2

La fonction f' est positive sur I'intervalle [a, + oo[ et négative sur [0,a], donc la fonc-
tion f est croissante sur [a, + oo[ et décroissante sur [0,a]. On en déduit que f atteint
en a un minimum sur R*, observations que I'on peut résumer en le tableau de varia-
tions suivant :

X 0 a 4+
r'x) = 0 +
ae f(a)

Pour tout x € R,
3

2 a
f{x);f(a)=-3-a+——a=0.

3a?
- , R* a1+a2+ 4x* =
inalement, pour x € R, .
P 3 3 (ﬂl + ﬂz)‘?
5 a,+a, 4x3 _ ajtaxtaz
Cherchons un réel x tel que =—— + R -
a, + a, 4x3 a, +a, + as 4x3 as
+ = = = —=
3 3(a, +ay)? 3 3(a, +a;)®* 3
az (a, + a,)?
e i 3 (@, +ay)
-+
3 2
(a; +a;)
@ x= lag———

L'inégalité précédente entraine alors

a, +a, +a; 3 fﬂ1+ﬂ2)2
— &3 TJ% 3



2) a)

Calculs et ordres sur l'ensemble des réels

En remarquant que (a; + a,)? > 2a,a,, on obtient finalement

a, +a, + das

3 > ifa,aa;.

« Précisons le cas d'égalité. En reprenant le développement de la preuve, le cas d’éga-
lité impose

(a, + ay)? = 2a4a, % =l

On trouve alors a; = a, = as.

Il suffit de sommer les aires des six faces. On peut les regrouper par paires de faces
opposées :

2ab 2bc

2ac

Ainsi, S = 2ab + 2bc + 2ac.

[—

b
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Comme le volume vaut 1, abc = 1 et

2 . &
S=2ab+z+

Appliquons l'inégalité de la question 1c avec a; = 2ab, a, = 2/aetaz = 2/b (tous
strictement positifs).

2ab+2/a+2/b
3
La surface du parallélépipéde est donc au minimum de 6 avec égalité si et seulement si

> 3;/Zab 2fa2/b=2, donc § > 6.

2ab=2/a=2/b, doi a=b=1.

Comme abc = 1,onaaussic =1, [c'est un cuhe!]

Exercice 14  Existence d'un point fixe et borne supérieure.

1) L'ensemble E contient 0 car f est une fonction a valeurs dans [0,1], et donc f(0) > 0.

2] Lensemble E est une partie de B non vide et majorée (par 1).
D’apres le théoréme de la borne supérieure,

[rx = sup(E) est bien définie.}
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3) Dans les deux cas, on vérifie que la courbe représentative de f et la droite d'équation
¥ = x se coupent au point d'abscisse a. Autrement dit, f (a) = a.

A

]

i
I
I
L
i
I
I
i
'
'
¥
i
'
i
I
i
i
'
'
i
i
i
i
i

=

3

£ : 1 i

[ ]

- B

#

4) Soit x € E. Comme a est un majorant de E, x < a. Par la définition de E et la croissance
de la fonction f,

x < f(x) < f(a).

[ f(a) est un majorant de E.]

5) Par définition de la borne supérieure comme étant le plus petit des majorants, et f(a)
étant un majorant, on en déduit que f () > a.
Par croissance de la fonction f, f(f(«)) » f(a). Donc f(a) € E.

Or a est un majorant de E. Donc f(a) < a. Ainsi

[ f admet au moins un point fExe.J

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 15
C'est la centiéme décimale de m!
On peut s’en convaincre en testant [10"7] — 10]10" x| pour n = 1, puisn = 2, etc.

Exercice 16 Vraiou faux?

1) Faux.
Le nombre x = —1 est un contre-exemple. Un énoncé correct est par exemple x € R,

Vx2 = |x|.
2] Faux.

Par exemple, x = y = 1/2 est un contre-exemple. Par contre, cela devient vrai si x ou y
est un entier.



Calculs et ordres sur 'ensemble des réels

3) Posonsf: x € R~ x — |x].
Pour toutn € Z, si x € [n,n + 1[, alors f(x) = x — n. D'oli le graphe de f :

a) Faux.
Posonsf : x € R+ x—|x].Parexemple, f(1/2) = 1/2et f(1) = 0,pourtant1/2 < 1.
b) Vrai.
Soitx e R, f(x+1) =((x+1D-[x+1] = x+1—([x]+1) = f(x).Donc f
est 1-périodique.
c] Faux.
Par exemple f(1/4) = 1/4et f(-1/4)=-1/4—-(-1) = 3/4.

v
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Ensembles,
cardinaux

== Exercices axés sur le calcul

* Soient A, B et C des parties d'un ensemble E. Montrer que

1) A\(ANB) = A\ B; 3) (AUB)\ B = A\ B;
2) A\(A\B)=ANB; 4) AN(BNC)=(A\B)U (4\0).

Rappel. A\ B = ANB.

«  Formule du crible

Une boulangerie vient d’accueillir 76 clients. Parmi ceux-ci,

« 62 clients ont pris un croissant; » 24 clients ont choisi un croissant et un
. 34—, un chausson aux pommes; ChﬂllSSDll;

« 48 clients ont choisi un pain au chocolat;  « 8 clients ont pris les trois produits.

« 18, un pain au chocolat et un chausson;

Sachant qu'aucun client n’est reparti les mains vides, donner le nombre de clients ayant

acheté un croissant et un pain au chocolat. Est-ce qu'un client peut n'avoir pris qu'un chaus-
5011 aux pmnmes?

«+ Inégalités sur des coefficients binomiaux

2n
Justifier que pour toutn € N, o ( " ) < 4",

39
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

- Expliciter I'ensemble P(?([a}))

Soient A et B des parties d'un ensemble E. Montrer que

(A=B) & (AUB=ANB).

|+ Soient E un ensemble et 4, B et C trois parties de E. Montrer que

(AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).

*+  On définit I'ensemble

1 4 X
— +13 W
E—{(a.b.c)e(lﬁ.) [a+b+c< e c]'

1) Déterminer les réels x € R} tels que (x,1,1) € E.
2) Soit (a,b,c) € E.Justifier que 'un au moins des trois réels a, b et c est inférieur a 1.

3) Démontrer que ]0,1]° c E. Y a-t-il égalité?

-+ Soient E un ensemble et (4,B) € P(E)?, on définit la partie A « B par

A«B=ANB.

1) Soit (4,B,C) € P(E)°.
a) Calculer A @ AeE, Ae Apuis A« A.

b) Préciser une condition simple sur A et B pour avoir égalité entre
(AeA)e(BeB)=(A+B)«(A=B).
c) Etablir I'équivalence (AsB)sC=As(Bs(C) & A=C.
2] Reprendre les questions précédentes avec l'opération & définie de la facon suivante :

v(AB)eP(E)’,, AQB=AUB.



Ensembles, cardinaux

.« Une égalité entre sommes obtenue par dénombrement

Soient p et n deux entiers naturels tels que 1 € p < n. Notons
E,=[[1n] et X={AcE,| card(4) > p}.

1) Exprimer card(X) sous forme d'une somme faisant intervenir les coefficients du binome

de Newton.
2) SoitA c E, unsous-ensemble de cardinal k. Notons a;,a,, ...,a; les éléments de A classés
par ordre croissant. Pour tout i € E,,, on introduit I'ensemble

U ={A c E, | card(4) > peta, = i}.

Déterminer card(U;).

n noo
3) Endéduireque 3, (7) = ¥ (173)2nL
[=p P i=p Pl

& Exercices avec questions ouvertes
1+« On définit

A={xy)eR? | |Ix+yl<2}, B={(xy)eR?||x|<1 et [y]<1}

et C={(xy)eR?| |yl <1}

Préciser et justifier les différentes inclusions possibles entre ces trois ensembles.
1+ Soit (4,B,C) € P(E)>. Léquivalence suivante est-elle vraie?

ANB=ANC & AnB=AnC.

Soit E un ensemble non vide, et soient A et B deux éléments non vides

2 ETs

de P(E).
1] A-ttonP(ANB)=P(A)NP(B)?
2) At-onP(AUB)=P(A)UP(B)? Justifiez vos réponses.

xerc “)+++ OnposeE ={(xy) ER? | |x+y| < 1}.
Peut-on trouver deux parties de R telles que E = A X B?

41
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Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

1) Ecrivons : _
A\(ANB)=AN(ANB)

=AN(AUB) IS
=(ANA)U(NE) v distributivité B
=QU(ANB)

=ANB
=[A\5) ©
2) De méme,

A\(A\B)=ANn(A\B)=AN(ANB) A
—AN(@AUB) =An(AUB)
=(ANA)U(ANB)=0U(ANB)

~(4n&)
3) On écrit

A\ B A PR (AUE)\B=(AUE)H§

=(ANB)U(BNB)
“' =@nB)up
» A =ANnBE
vv [(AUB)\B=A\B.]
& 4) Il vient
C ' B

) lois de Morgan

A\(BNC)=An(BnNnC)
=An(BU0)
=(ANB)U(ANTC)

| A\N(BNC)=(A\B)UA\C). |

Exercice 2 Formule du crible
On note
« A l'ensemble des clients avec un croissant;

« B I'ensemble des clients avec un chausson aux pommes;
s C I'ensemble des clients avec une chocolatine.
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D’apres la formule du crible avec trois parties,

card(AUBUC) = card(A4) + card(B) + card(C)

62 =34 =48
—card(ANB) —card(BNC) —card(A N C)

=2

4 =18 7
+card(AN B NC).
=8

Dol [ card(AnC) = 34. |

Puis, en utilisant a nouveau la formule du crible avec deux parties, on aussi

[ card(4 U €) = card(A) + card(C) — card(A N C) = 76. |

Aucun client n'a pris qu'un chausson aux pommes.

Exercice 3 [négalités sur des coefficients binomiaux
Proposons deux démonstrations.
Méthode 1. Par récurrence.

Démontrons que la proposition P(n) : 2" < (2n”) < 4" est vraie pour toutn € N.
« Initialisation. (%) = 1, donc P(0) est vraie.

« Hérédité,
Soit n € N. Supposons P(n) vraie et démontrons que P(n + 1) est vraie :

2n+1)\ _ (2n+ D) (@2n+2)(2n+1)-(2n)! 5 2n+1 (2n
( n+1 ) B (n+ 1}!)2 a (n+1)2(n!)? BT (n )

2n+1 2n 2(n+1) 2n
Comme 1 < = < & 2-(11)1:;(114_1)‘;4-(]1)_

D’aprés P(n), il vient 2"*1 < (221:11]) < 4™*1, donc P(n + 1) est vraie.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

« Conclusion. Pourtoutne N, 2" g (21:1) < 4",

Méthode 2. Par dénombrement.

Dans un ensemble E & 2n éléments, il y a (%) parties & n éléments et (2)2" = 4" parties.

Nécessairement, (°"') < 4™

Séparons E en deux ensembles de cardinal n: E = E; UE,. Pour choisir une partie de E avec
n éléments, il faut choisir une partie de E; (il y a 2" choix possibles), puis compléter avec
des éléments de E.. Il y a donc plus de choix possibles de parties a n éléments parmi 2n que
de choix possibles de parties de E;. Donc 2™ < (21:’)
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 4

Lensemble P({a}) est un ensemble a deux éléments : plus précisément, P({a}) = {0, {a}}.
Or, 'ensemble des parties d'un ensemble & deux éléments E = {A4,B} est un ensemble a
4 éléments : plus précisément,

P({A.B}) = {0,{4}{B}.{A,B}}.
Finalement, [ :P(:P([a})) = {G’i. {o}.{{a}}.{0. [a]}}. }

Exercice 5
Raisonnons par double implication.

= Onsuppose A = B.Alors AUB=AetANB=A.DoncAUB=ANB.

'. <='. Onsuppose AUB =AnNB.Onatoujours A c AUBetANB c A
~ Par double inclusion, A= AU B(= An B).De méme, B = AU B(= AN B).
Ainsi, A = B.
Conclusion : (A=B)= (AUB=ANB).|

Exercice 6
Raisonnons par double inclusion.

(©) Soitx € (AUB)N (BUC)N (CUA).
~ Alorsx e AUBetx € BUCetx € CUA. Donc x appartient a I'une au moins des trois
parties A, B ou C. Effectuons une disjonction des cas.

Cas x € A. Par hypothése, x € BUC.Six € B, alors x € (A N B),sinon x € C. Donc
x € (AN C). Dans les deux cas, on obtient

xe(ANB)U(BNC)U(CNA).

Les cas x € B et x € C se traitent de facon similaire (4, B et C jouent des roles syme-
triques).

) Soitx e (ANB)U(BNC)U(CnNA).
AlorsxeAnNnBouxeBNCouxel NnA.

Sixe AnB,alorsx € A,doncx € AUBetx € CUA. Maisaussix € B,doncx € BUC.
Ainsi

u)

x€(AUB)N(BUC)N(CUA).
Lescasx € BN C,x € C N A se traitent de facon similaire.
Conclusion:  [(AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).
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Exercice 7

1) Soitx € R}. Raisonnons par équivalence.

1 1
(x,11)€EE & x+1+1<:;+1+1 = x{.; & | x €]0,1].

2) Soit (a,b,c) € E. Raisonnons par I'absurde en supposant que tous les nombres sont stric-
tement supérieurs a 1. On a alors

1 1 11 1
a>1,b>1c>1 =2 a+b+c>3 e —-<1,-<1,-<1 = —F-—-+-<3.
a b c i -

C'est en contradictionaveca+ b+ ¢ < i + % + % Finalement,

[au moins un des trois réels a, b ou ¢ est inférieur a 1.

3) Soit (a,b,c) €]0,1]*.0naalorsa < i;b < % c< % puis

i1 1 1
a+b+c< —+74+~- donc (abc)eEE.
a b ¢

Ainsi ]0.1]® cE.

Il n'y a pas égalité. Par exemple,

v
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(122)€E mais (12=)e]o1)°

Exercice 8

1) a) SoitA € P(E).

Ae@=ANP=ANE=A; A+E=ANE=ANQ=0;
AeA=ANA=14; AeA=ANA=4AnA=0.
b) D'aprésa), A« A =A.Deméme, B« B = B. D'oll
(AsA)s(BeB)=A+B=ANB=ANB.
De plus, a l'aide du calcul précédent
(AeB)e(AeB)=A<B=ANB=AUB,
Ainsi ((AeA)s(BesB)=(A+B)+(A+B)) = (AUB=ANB).
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SiA = B, alors (AU B = A n B). Justifions la réciproque par double inclusion.
AcAUB=ANnBcB.

Par symétrie, B € A. Dot I'égalité.
Conclusion : L{(A eA)e(BeB)=(A*B)(A-~ B)} & A= BJ

c) Calculons al'aide des lois de Morgan :

(A«B)«C=ANBNC=(AUB)NC;
Ae(BeC)=ANBNC=AN(BUC).

Raisonnons par double implication.

= | Supposonsque (AeB)eC =Ae«(BsC().
Autrement dit, (AUB)NC=AN(BUC).
Justifions que A = C par double inclusion.
Soit x € A, montrons que x € C en raisonnant par l'absurde.

Six € C, alorsx € Cet
x€(AUB)NC=AN(BUC), puis, xE€A.

On aboutit 4 une contradiction.

Par conséquent, x € C,etdonc A c C.
De maniére symétrique, il vient € < A et finalement A = C.

= Supposons que A = €. A l'aide du premier calcul,
(AeB)+C = (AUB)NC = (AUB)NA=AN(BUA) = AN(BUC) = A«(B+().

On a bien prouvé I'équivalence.
2) a) Par définition, o
ARDP=AUVUP=AVUE =E;
AQE=AVUE=AUD=4;
ARA=AUA=AUA=E.
b) Vérifier que _ _
AR®A=4A, B®B =B,
(AQA)Q@B®B)=A®B=AUB, (AQB)®(A®B)=A®B=ANB.
En reprenant le raisonnement précédent, cela équivauta A = B.
c) Notons que pour tout (4,B) € P(E)?,

ARB=AUB=ANB=A+B.
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Puis L
AQRB=A+B
Soit (4,B,C) € P(E)?; on dispose des équivalences
(ARB)RC=4AQ(BR() & (A®BJ®C} A®(B®C0)
& (A@B)+C=A4+(B®C)
& (A«B) -E‘":E- (B 7).
D'apres le résultat de la question 1 b), cela équivaut a
A=C & A=C.

Exercice 9 Une égalité entre sommes obtenue par dénombrement

1) Rappelons que ( ) est le nombre de parties de E,, avec k éléments. Ainsi,

n

card(X) = Z (:)

k=p

2) Une partie A de U; est constituée

» de p — 1 éléments appartenant a E;_,, ce qui fa:t( possibilités; v
» de |'élément i (qui sera alors a,); E
« d’éléments de [[i + 1,n] (2"™" possibilités). =
= L 9]

D'od card(U;) = (‘ )zn-l. ul
p=1 o

O

L%

n
Les ensembles U; sont disjoints et X = U U;. Donc
i=p

card(X) = Z (; : 11)2“'&
1=p

3) Légalité découle des questions précédentes.

<& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 10

« Comme (—2,2) € A mais (—2,2) € B, on conclut que

» Soit (x,y) € B. D'apres l'inégalité triangulaire, |x + y| < |x| + || < 2.
Donc (x,y) € A.On adonc

« Comme (—2,2) € A mais (—2,2) € C, on conclut que

« Comme (3,0) € € mais (3,0) € 4, onconclutque| C ¢ A

« Soit (x,y) € B. Alors |y| < 1. D'oti (x,y) € C.Donc B c C.

+ De fagon immédiate, avec (2,0) comme contre-exemple.

I
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Exercice 11
Un dessin permet de conjecturer que I'équivalence est vraie.

E =

AnB IANnB Anc I1AnC

A B A C

Solution 1
Montrons que, pour tous sous-ensembles F et G de E,

ANFcANG=>ANGc ANF. (v)

On suppose ANF c ANG. _

Soitx € ANG. Alors x € Aetx € G. Montrons que x € F en raisonnant par I'absurde.

Six € F,alors x € A nF. Dong, par hypothése, x € A N G. Contradiction avec x € G. La

propriété (¢) est prouvée.

En appliquant (¢) avec F = Bet G = C; puisavec F = C et G = B, on obtient:
ANB=AnC=2AnB=AnC.

Pour la réciproque, on applique (+) avec F = Bet G = A; puisavec F = Aet G = B.

Solution 2

Montrons que, pour tous sous-ensembles F et G de E :

ANF=ANG=>ANG=ANF. ()
ANF=ANG=>ANG=A4ANF
=>AUG=AUF
=2 AN(AUG)=AN(AUF)
2 (ANAUANG) =(ANAUANF)

o &
o

=ANG=ANF.
En appliquant (=+) avec F = B et G = C, on obtient :
ANB=ANC=>ANB=AnNC.
Pour la réciproque, on applique (++) avec F = Bet G = A.

Conclusion : [AnE‘ =ANnC & Anﬁ:ﬂ.nﬁ}
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Exercice 12

1) Vrai. Montrons que P(A N B) = P(A) N (B). Soit X une partiede AU B :

XeP(ANB) & Xc(ANB)
& (XcA) et (XcB)
= (xeP@)) et (xer®))
= Xe(P@A)nP®)).

Conclusion : (P(AnB) =P(4)nP(B).)

2] Faux. La suite d’équivalences précédentes n'est plus vraie si on remplace N par U.
Plus précisément: (X € A) ou (X c B) n'est pas équivalent a X € (AU B).

Par exemple,siA = {1,2,3}, B = {345} etX = {234}alorsX € (AUB),doncX €
P(A U B).Pourautant, X € P(A) et X ¢ P(B).

Exercice 13
Raisonnons par I'absurde. Supposons qu'il existe deux parties 4 et B de R telles que
E = AxB.Comme |0+ 1| < 1, on endéduit que (0,1) € E et (1,0) € E. En particulier, 1 € A
et 1 € B.Dés lors, (1,1) € A x B. C'est absurde puisque (1,1) € E. Finalement,

[E‘ ne peut s'écrire a I'aide d'un produit cartésien.]

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v
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== Exercices axés sur le calcul

On définit la suite de Fibonacci par

FF=K=1 et VneN, Fy, =Fy +h

n-1
Pour n € N7, exprimer Z F. uniquement en fonction de F, ;4.
k=0

Pour p € N, on pose (2“1) et B, = (2p+1]
k‘— +1
Apres avoir calculé A, + B, et A, Bp, snnp]lﬂer les expressions de A, et B,,.

D'apreés Edhec 2008

#+  Calcul d'une somme sous forme de fraction rationnelle
1) Trouver trois réels a, b et ¢ tels que pour tout x € |1, + oo|,

1+ 5x _a b c
x2—1 x_x—1+x+x+1
(

2) En déduire une expression simple de

1+ 5k

——— enfonctionde n € N\ {0,1}.
L, (k2 = Dk

51
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Chapitre 4

= . Soitn € N\ {0,1,2}. Calculer les produits suivants :

_,“ Ll =.“ | _ n w
1) An—;!( ), 2) B, ;!,w, 3) €, M —
4) Dn=1(3 4%y 5) Eﬁl( - ;2). =D k¥ - k).

n-1 n-1 k41
T T BT YR L R o)
k=0

k=0 k=0
- n r ji n
s k i k i
4) b, = 2 k(k)' 5) Ep= Z 2 (k) 6) F"_Z W(l)
k=0 o<k<pan 0<i,j<n

Exercice 6 **'_ Sommes doubles = Soitn € N*, Calculer

-y 2t . i
) A= > @) DBz Y g 3 G= )
(i.j)elon] (i.j)efon] o<i<j<n
" _ i+ 1)7
4] D, = Z 2it), 5 B,= %
o<t <n 1§ Y

1gj<i

¥} Exercices axés sur le raisonnement

= e le- 8« Calcul d'une somme par dérivation

Calculer, pour toutn € N* et tout x € R, Ca(x) = Z k e*,
k=1

|3 IR « | Soitne N*,onposeS,, =1+11+4+1114--<4+11--11,

— e —
n chiffres
1) Exprimer S, al'aide d'une somme double.

2) Calculer S,,.

= .- +++ Démontrer que pour toutn € N*,

n

%02k
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*++*  Formule du trinéme de Newton

Soit (n,i,j) € N3, On pose

n!
n sii+j<n
[i ‘ ={ Mim-i-p “tHis
o ;

0 sinon.

_— n n
1) Préciser [1’1] et [n _ 1,Ul'
2) a) Vérifier I'égalité [.“.] - ('.' )(" N ‘).
i,j i)\ j
b) Démontrer la formule du trindme de Newton : pour tout (a,b,c) € R?,

(a+b+o)"= ;}l abic™

(L.pefon]?

3) Soitn € N\ {0,1}. Calculer les sommes

o= Z [:’;] S, = Z [i’:‘j](q)ﬂf et S,

(L.)elon]? (L.)efon]?

]
'[\/J:s
—
— -
o =
[ E—

1) a) Pour (i,f) € N*2, établir I'égalité ] [;;I =n(n-1}|f H“l_}_i 1].

b) Endéduire la somme S, = ij [n‘
(L)Efon]?

++*  On considére une suite de réels (a;)nen-

n k-1 n
1) Montrer que pour toutn € N\ {0,1}, a; + Z ag X l_[(l -a;) =1~ 1—[(1 - a;).
k=2 f=1 i=1

k-1
i 1 n!
2) a) Justifier que si k € [[2,n]), alors H (1 - —) . s
. n n* (n—k)!
s _ o = k- Kk fn
b) Déduire des questions précédentesque Vvn € N, Z — | =M.
k=1
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& Exercices avec questions ouvertes

SR S i 1 i
-~ i-l-— 0 wsx Voici le triangle de Pascal.
a

m

Le coefficient a la ligne numéro n et a la colonne numéro p est (:)

p 2 3 48

1) a) Que pouvez-vous dire de lasomme des coef- il
ficients de chaque ligne ? Prouvez le résultat. 0 1 0 0 0 0 0 O
b) Endéduire la somme de tous les coefficients 1 11000 0 0

sur les n + 1 premiéres lignes. )
2) a) Vérifier que pour (p,n) € N2, o Ll S R
y |12 2 1 8904

= (k G
Z()=(” 1)_ 4 |1 46 4100
+
k=0 3 i 5 1 5 10310 5 1 0O
b) Comment traduire cette relation sur le tri- 6 1 6 152015 6 1
angle de Pascal?

1 23 5 8 13

PlO0 1 2 ¥ A 5 B
L 3) Pour tout n € N, on note
0 1 6 8 .0 0 06 0 --
n
\ (£ X8 0 8 8 0 y _Z(ﬂ—k)
n — ®
2 1 2 14 0 8 0 0 - k=0 k
3 |4 3 3 4 0 0 0 -- L'expression u, représente donc
s |74 6410 0 la. somme des coefficients de la
diagonale numéro n.
5 (¥ B 10105 1 0 - a) Conjecturer une relation simple
b) Prouver cette conjecture.
Corrections

=3 Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

Soit n € N*. On peut par exemple utiliser un télescopage.
n-=1 n-=1

vk € [0,n]], F = Btz = Fesq, donc R = Z(Fkn —F4) =By —FK=|Fn-1
k=0 k=0
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Exercice 2

Soitp € N.
2p+1
(1), T [+l
Ap + By = Z k + Z .
k= )
2 :1 R relation de Chasles
= 2p+1
B k
k=0
2p+1
= (2p-+ 1)1k12p+1—k
k=0 k formule du binédme de Newton
{ +‘1)2p+1
— 92p+1

Pour calculer A, — B, utilisons la propriété de symétrie des coefficients binomiaux.
2p+1 2p+1
B_"”Z 2p+1 ﬁ”z 2p+1
B k)~ 2p+1—k/)
k=p+1 k=p+1

Ainsi, a I'aide du changement d'indice i = 2p + 1 — k,

p

2p + 1
Z(p ) 4, donc A,—B,=0.

i=0

Onen déduit 24, = A, + B, = 2%*1et (A4, =B, =4".|

Exercice 3 Calcul d'une somme sous forme de fraction rationnelle

1) Soitx € ]1, + co[. On réduit au méme dénominateur :

a b ¢ ax(x+1)+b(x*-1)+ex(x—-1) x*(a+b+c)+x(a—c)-b

x—l+x+x+l_ (% — 1)x a (2 — Dx

Par identification, il suffit que a, b et ¢ soient solutions du systeme linéaire

a+b+c=0 a+c=1
a—-c=5 & ya—-c=5 ﬁ'---a
~b=1 b= frintian

2) En utilisant la décomposition précédente, on obtient

O 145k o/ 31 2z 1 zz": 1
Z(kE-l)k k=1 k k+1 Zk—l Zk k+1

k=2
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Or, en effectuant respectivement les changements d'indicep =k —letq=k + 1,

_— - g —_— _
R=2k_l I.'=1p k=2k+1 q=3q
Comme les indices k, p et ¢ sont muets, la somme vaut
S 3n-—1 l 1 n+1 1
B k Luk k
k=1 k=2 k=3
Pour n > 3, on peut sortir deux termes des sommes :
: 3"‘11+1+1 =1 1 1 2"_11 1,1
= eV kT @ ktatara
k=3 k=3 k=3
i 1 E i 2 1 1
- T\ TR T\ Tt
2 3
- n+1 n
On vérifie que, pour n = 2, 'expression est juste.
. i - 5 1+ 5k Sn+3
n conclusion, pour tout n . —_—
P # £, (k7 =Dk n(n + 1)

Exercice 4

1) lyan—2+ 1=n -1 facteurs dans le produit, ainsi

n

=] [c0=m =

k=2

n n 2
2) De plus, Bn=l_[k2=(1_[k) =
k=1 k=1

3) Comme n > 3, en explicitant, puis en simplifiant :

-1 sinon.

{ 1 sinestun entier impair, ‘

(m+1)(n+ 2).
6

Tk +2 4x-XnX(n+1)XM+2)
B k = 2X3X4X--XR B

k=2

4) Ensuite

n n
Dn - l—[(3 ’ 4!{) = 3n l_I 4k = gngqliztedn — 30, 4_n(ﬂ+1],"2 =|3". 2n(n+1)_
k=1 k

=1
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mn n
: 1 Tk =1 _ 17 k=-1k+1) kgz(k - l)kl;lz(k i
Er} 'Eﬂ = l = *.I_E-z'- = -—-—]-{-—E—— — kz — A .
k=2 k=2 k=2 Il k2
k=2
Or
mn
[k-1)=1%x2%X--X(n—1) = (n—-1),
k=2
i
[M(k+1)=3x4x~x@m+1)=""2 -1y,
k=2
Tn
[[ R =22 %P K = (%30 = ) =[ln— 1)!)21'12.
k=2
L n+1
Apres simplification, E, = T

6) Soitn € N, Précisons dans un premier temps le second facteur :

n 3

kKl= 1
k=1 *1x2 - -
B = +1-k
Yt 2% donc nkl-ﬂk“ ;
k=1 k=1
XIX2x3IxX--%Xn

En effet, on constate que 1 apparait n fois, 2 apparait n — 1, ..., n n"apparait qu'une fois.
Dot

n n n n n n n n+1
- K. Ll = k| - k n+1-k — n+1 _
E, ﬂk k! ﬂk Bk! l:!k ﬂk Dk (Hk) :

i n+l
En conclusion | F,=(n) l

Exercice 5 Sommes et coefficients binomiaux

1) D’apres la formule du binéme de Newton,

mn
fg=> (:)1"1""’* =(1+1)"=
k=0

2) Effectuons le changement d'indicei = k + 1:

=y (i)=- 2o ()=()-Je ()

i=1
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n
n
De nouveau, la formule du binéme de Newton impose Z{—l)‘(t_) =(1-1)"=0
i=0

Donc B, =1.

3) On utilise la relation L(" = —(™*1). Donc

k+1\k N4l Nk+1

(=1)*** m\ _ n+ly 1 - fn+1
Z ()‘n+1z( 1)k+1(k+1)=f-un+l. 1(_1)( i )

1=

Or:

M+l

b= S ()= (1) B () e Ben (1)
=1 e o

=Byt =11 =141
n+1 - n+1

Donc {Cn =

-1
4) On transforme D,, = Z Zkk( ) Z Zkk(”) Z Zkrr(n )

Le changement d’indice i = k — 1, puis la formule du binéme de Newton donnent :

n-1
. -1
Du=ny 2( ,- ) = 22+ 1) =
i=0

5) La formule du binéme de Newton donne

n

= %2 )- 2

p=0 ‘k=0
D’aprés la formule des sommes géométriques

3n+1 et

6) On écrit F,, de sorte a appliquer la formule du binéme de Newton.

Apres simplification, on reconnait une somme arithmétique,

=i(f+ 1) = (n+1)(n+2) ‘
j=0
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Exercice 6 Sommes doubles

n
1) On écrit A, = Z Z(i + )

Traitons tout d’abord le terme entre parenthéses. Pour cela, fixons i € [0,n].

Z(H}) = Z jZn(;; = (r1+1)-1‘+w.

j=0
Ainsi,

= (@ ie T2 ))-(M)ZH(HHJ et

i=0

! Remarque

On peut aussi écrired, = Y i+ Y j.

(tpefon]  (Ljefon]
f\t- 1:

¢ On remarque que A}, = A%. Donc on calcule simplement AJ,.

S

2] Comme les variables i et j sont muettes,

2t 2J
By = Z 20421 Z 27 + 21

(i.j)elom] (J.iyefon]
Ainsi,
n T 2,{ n n 2.} n mn 2} + 2! mn n ,
nh= Zz=+2:+ Zzwzf‘ 21+21‘Zzl‘(”+1)
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
_ (n+1)?
Finalement, . = >
n J 5
{
3) On &crit Co = Z —
) On écri 5 Z 2.7+l
J=0 \1=0

Pour j € [0,n] fixé, on est en présence d'une somme arithmétique :
i Z e I
4 T j+1 2+1) 2

Zj‘_n(n+1)
a2 4
Jj=0

Finalement, Gy
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n n
4) On écrit D, = Z Z 2i+i | = Z 2 Y 2

Chapitre 4

On reconnait une somme géométrique de raison 2 # 1,

iij 221(21—1) 221(21-1) 241 221

Jj=1
terme I ul si j=0
4n+1 i
Concluons D= — 2kl 1,
mn i i
§ iy e Z (i + 1)?‘ Z (i + 1}7‘ Z 1
5) On écri —
S\ & iy(+1) 1 j( +1)

Calculons la somme entre parenthéses par télescopage :

i 1 _i(l 1)_1 1 @
LIG+D - &\T T+ (+1 1#1

On aboutit donc a une somme géométrique :

S+ 17 < 7n — 1
En=2 - A =Z?’= 7 - .
- l i+1 « 6

=1 iI=1

#B Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 7 Calcul d'une somme par dérivation
n-=1
Introduisons la fonction ¢ définie sur R par ¢, (x) = ¥ e**.

k=0
En tant que somme de fonctions dérivables, ¢ est dérivable et, pour tout x € R,

n-1 n-1
Q@)= ) ket = Y ket = Cy(x)
k=0 k=1

Or, on reconnait dans ¢, (x) une somme géométrique de raison e*. Pour x e R", e* # 1 et

irMa

=g =T
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On obtient une deuxiéme expression de la dérivée sur R" :
ne“x(e"‘ - 1) - el'(e“-" - 1)

(ev-1)

On conclut en simplifiant I'expression précédente et en traitant le cas x = 0 a part:

' (x) =

nn—1)/2 six=0
Ca(x) ={ (n—1)eM*Dx _pen¥ 4 ¥ :
5 sinon.
(er-1)
Exercice 8
1)
k chiffres (k=1) fois O (k=2) fois 0
111-+11 = 10000 + 10000 + - 4+ 10 + 1
= 10t % 10%F 4 el & 100 4+ 10%
k chiffres k-1 n k-1
Ainsi, Ti1l= ) 10 ‘et s,,=z 10,
i=l} k=1£=D

T M—=1 9

Effectivement 9 x 111+--11 =999...99 = 10X — 1

4 k chiffres k chiffres

i Remarque

Sl SN ArpEag 10“"1103 1y, 10 10m-1 1
s, Sp= ) g0 -1) 2 T 10°-5) 1= Fx o - g
k=1 =0 k=1
S 10 n
Apreés simplification, [,S‘n =a7 (10" —1) — E.l
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Exercice 9

I CY 1)" a
Posons, pour toutn € N*, 4,, = Z

— )

Par définition des coefficients du bmome, (n+1) =0.
Soitn € N*,
n+1 -1 n k-1
1) (=1
Ani1 = An = E e (ﬂﬂ) E ) (k)
n — ”
. n+1 (- 1)!{ 1 (?‘H-l) E o 1)1: 1 ) (n+l)
k=1 k k k

k= 1)’“‘ ((THI) (ﬂ))

n+1 k-1

- 1) n /
k=1 (k—i) \ (n1y — _l( ")
n-i-l( 1);¢ 1 ) k E Me—1

k__l = (ﬂ+1)

('"1) n+1
n+1 { 1} EU n+1 ( k )

| formule du triangle de Pascal

1~

| formule du bindme de Newton

Beg TR, | n+1
T a1 n+1( 1)
-1

T a1

n n
1
Par télescopage, pour n > 2 Z = Z(Ak -4y )=4,-A,=4,-1

Pour n = 1, I'égalité est vérifiée avec la convention qu'une somme vide vaut 0 (l'indice du
haut est 1 de moins que l'indice du bas) .

1)k-1 =1
Conclusion : Z =1 (n) = Z E

g Remarque

A T'aide du calcul intégral et de dérivées, les exercices 5 du chapitre 16 et 3 du chapitre 28
2 donnent deux autres preuves de cette égalité.

Exercice 10 Formule du trindéme de Newton

) n|_ n! _
1} Soitn € M. Pourn = 2, [Lll—m—

Notons que la formule demeure valable pour n € {0,1}. Puis,

n n! n! _
Lt = 10] Ol(n—1)!(n—n—-1)- 0)' (-1

62



Sommes et produits

2) a) Soientn € N” et (i,j) € N2.
e Sii+j < nalors

nl|_ n! B n! (n—i)! _(n\(n—i
[i.}‘l Tijin—i=)! T =0 ji((m—i)—j) (:)( j )

« Sinon,i+j>nn—i<jet (”;j) = 0. La formule reste valable.

b) Soient a, b et c trois réels. Appliquons la formule du binéme de Newton :

n

(@a+b+c)"=(a+(b+0c)" = Z (?)ai(b + )t

i=0
Appliquons une nouvelle fois la formule du binome de Newton :

fn—i

(b+c)i= Z("J )51 (n-0-j,

j=0
D'ot1
n=i n n-=i
(a+b+c)" = 2( ) ¢ ( )bfc[“ =J Z ( )( =d atbicni-i,
=0 j=0 i=0 j=0
n n-ifn] . . -
Puis, a I'aide de la question précédente, (a+b+c)"=Y ¥ i a'blc™ ),
i=0 j=0

n n
De plus, lnl gt = ZZ fj}l aibien=i-i

(L. JJEE[U n]? i=0 j=0

n n—i
Or, Z [nl atbicni-i = Z In] albicni-1 4 l l atbign—i-j
£ |ij i
j=0 j=0

"“H I_+',|.

cansij>n—i+1,alorsj+i >n+1>netdanscecas [:}l = 0. Finalement,

(a+b+c)" = Z [:;la bl i,
(i.)efon]?

3) « Appliquons la formule du trinémeaveca=b=c=1:

5= [ 11111“'1—(1+1+1)"—

(i IJEIIU nJ?
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« Aveca=b=-letc=1,
S = % I.”.] -D*i= 3 [-"-] (D=1 1" = (-1 =14+ 1)
(i.j)efom]? [ 1) (i.j)efon]? |
-
« Utilisons S, pour calculer S;.
n n n—2 n n n
g Z n - n i* 1 Ly n
5T Ll ij n—1f njl
i=0 j=0 1=0 \ j=0 Jj=0 j=0

pour i=n-1 pour i=n

Calculons la seconde somme. Pourj > l,ona(n—1)+j > net [n —nljl =0,

Et a I'aide de la question 1),

n 1

n n n n
Z [n = 1,jl . Z [n - l,jl = [n - 1,0] * Lt — Ll] =2
j=0 j=0

n 0
) ' n|_ 3 nj_j|nj|_
De méme, pour j > 0, L"jl =0et Z} l”’jl = Z; l”'jl & [n,l]l =3
i= F

S,=5;3+2n+1 donc [5;:3“—2::—1.]

On obtient

4) a) Soit (i,j) € N*%.
« Linégalitéi + j > néquivauta (i = 1) + (j — 1) > n — 2 et I'égalité de 'énoncé est
vérifiée dans ce cas (0 = 0).
« Supposons maintenanti + j < n. Alors

In o n!
{ lf.jl = Uit =j =01
i J n!
ST )
1 1 (n—-2)!

"o T " M e-9-e-n-g-1)
=nn-1) lf -111;2- 1].

Dans tous les cas, I'égalité est vérifiée.
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Sommes et produits

b) ATaide de la relation précédente,

n n
n
5= Yyl
i £ LI
1;0 }:0
- 3l
t=1 J=1 i
n n 2
n-—
= ZH(H_I)L-U 1]
i=1j=1 i
n—2
= n(n —ljzz L._ 1j - ll
(=1 j=1
n—1n—1 2
n-—
= n(n—l)zz [f—l;—l‘
i=1 j=1
On effectue ensuite les changements d'indicek =i —letp=j-1:
n=-2n-2

Se=n(n-1) Z Z [nkjpzl'
k=0p=0

On retrouve |'expression de S; avec n — 2 au lieu de n, soit

[54 =n(n- 1)3"‘?]

Exercice 11

1} On montre la propriété par récurrence. Pour tout entier n > 2, on pose
n k-1 mn
Pn): a + X (akx 11 (l—ai)) =1-J1(1-a).
k=2 i=1 =1

« Initialisation. Montrons P(2). Ona

2 k-1
HI+Z ﬂkx l_[(l—ﬂlJ ={11 +ﬂ2(1—ﬂ1) :ﬂ1+a2_ﬂ1ﬂ2,
k=2 i=1

2
Or 1-JIA=-a)=1-(1=-a))(1=ay) =a; +a, —a,a,.
=1

Donc P(2) est vraie.,



Chapitre 4

 Hérédité. Soitn > 2. On suppose P (n) vraie. Alors
n+1
a1+( % (@ x n (1- al)))

. a1+(z (a0 Tt = a9) )+ nea % 1 - 0
k=2 i=1 i=1 \
terme k=n+1 lt"ﬂln'é‘S :P{”}
n n /
=1- ﬂ (1=a;) +au4q X ﬂ (1-a;)

n+1

=1-(1-au+1) H(l_aa)_l_ l'l(l—ﬂ;}

Dong, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. Pour tout entiern > 2,

mn

k-1 n
a1+z akxl_[(l—ai) :1—1—[{1—&5}.
i=1 i=1

k=2

2) a) Soitk € [2,n].

k-1 k-1

i =i {m—1jn—2)={n~k+1)
[16-2)-11

_ n nk-1
=1 =1

(n-1) 1 n!

T Im-k) k=Kl

I

b) Pourn = 1, larelation est vérifiée. Soitn > 2 :

= k-k!/n 1-1!/n = k- k! n!
S - 520512
n \1 e n ki(n —k)!

k=1 . -

I
H
+
x
M:
%]
?
b=
=
Vo)
——
o —
| -
=
Tt

d’apreés la question 2a

Pour tout entier i > 1, notons aq; = ﬁ Le résultat du 1) devient

k-1 n

(1——) =1—ﬂ(1—%)=1 car1- = =0,

i=1 i=1



Sommes et produits

En multipliant par n et en utilisant I'égalité précédente, il vient

i k-k!'(n
e =n.
n \k
k=1
% Remarque

Une démonstration utilisant le calcul des probabilités sera proposée a I'exercice 7 du
¢ chapitre 17.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 12
1) a) On constate que les premiéres valeurssont 1, 2, 4, 8, 16, 32...

On reconnait la suite des puissances de 2. On peut donc émettre la conjecture sui-
vante :

[La somme sur la ligne numéro n vaut 2“.]

mn
n
Preuve. Cette somme s'écrit Z (k) Or, d'apreés la formule du binéme de Newton,

k=0
n e n kyn—k — n — 9n
Z(k)‘Z(k)“ =(1+1)" =2~
k=0 k=0

b} On souhaite calculer la somme double S,, = Z C)

(i.j)efon]?
D’apres le résultat précédent,

w22 () =22 ()- 2

mn
i=0j i=0 j=0

On est en présence d'une somme géométrique de raison 2 # 1, et donc

2) a) Soit (p,n) € N*. D’aprés la formule du triangle de Pascal, (;j) + (pL) = (‘p‘:i} On
reconnait une somme télescopique

3 I 2 s e i

k=0
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3 - 1] —
Dot le résultat car (,,,) = 0.
i Remarque

n
$ On aurait aussi pu procéder par récurrenceavec P(p) : % (';) = (““ :
R:

p+1
Plo0 1 2 3 4 5 6
In
La somme précédente donne la 0 |1 0(0/,0 0 0 O
. -- +
sTJmme'de§ n + lprfa.mlers coeffi 1 1 1lo0lo o o0 o
cients situés sur la p-ieme colonne. s
On retrouve le premier coefficient ¢ |1 2|20 & & D
e » % " +
situé dans la diagonale du dernier 3 1 3/3/1 0 0 o
terme. ¥y
4 1 4/6/4 1 0 0
: +
Ci-contre, un exemple avec c 1 51100110 5 1 0
=
n=5 et p=2 6 (1 6 15(20/15 6 1

Les premiers termessont 1,1,2,3,5,8,13 ...
On reconnait une suite de Fibonacci. On conjecture donc que pour toutn € N,

[”.“.'.2 - u-ﬂ.].I + -u“-]

Soitn € N.
n+1— n—k
Upsq + Uy = +* \
i \ changement d'indice
n

)
(n+1— )*’Z(H-H_ ) ::_p:k+1
(

\ P est une

p=
- K n+1 ——— ) variable muette
) Z( k-1 )

1-
k
W)
+ \
\ formule du triangle de
n+2-k | Pascal
=1+ z : K
(")

Comme (“+2 _E’;”:' =0et (‘"‘+§"°) = 1, il vient

n+2

n+ 2 k
Upyy + Uy = Z = Upya-



Fonctions usuelles

== Exercices axés sur le calcul
Donner le graphe de la fonction définie sur R} par f(x) = x*.
+ Résoudre I'équation |x — 3| + |x = 1| = (x = 2)? d'inconnue x € R.
«  Equations et inéquations trigonométriques
e ; . 1
1) a) Déterminer tous les réels x tels que sin(x) = 3

b) Méme question pour tan(x) = —1.

2
2) Déterminer tous les réels x tels que cos(x) > e

*  Soit @ € R.

|} Donner une relation simple entre cos(26) et cos(8).
2) En déduire la valeur de cos(m/12) et de sin(m/12).
3) Vérifier que tan(m/12) = 2 — /3.

1
* Posonsf:xeR}~3x*+ -

1) Etudier les variations de f. Vérifier I'existence d'un minimum dont on précisera la valeur.

2) En déduire que pour tous réels a,b et ¢ strictement positifs,

ab + ac + be + 3 abe(a® + b® + ¢®) > 43 abe.
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» Inégalités sur des fonctions trigonométriques

1) a) Vérifier que la fonction tangente est dérivable sur | — 7/2,m/2[ avec tan’ = 1 + tan?.
b} En déduire que pour tout x € [0,m/2],

3

X
tan(x) > x, puis tan(x) >x+ T

2) Justifier que pour tout x € [0,m/2],

2 :
=X < sin(x) < x.

Interpréter graphiquement cette derniere inégalité.

.+ Lobjectif est de simplifier les expressions suivantes :

a= 3,/5J§+ 7 e b= —f[Sﬁ— 7.

1) a) Calculer ab et a® + b3.
b) Endéduire que (a + b)? = 14 — 3(a + b).
2) Dans la suite, on considére la fonction polynomiale

R - R
P

x = x34+3x-14.
a) Tracer le graphe de P et vérifier que P n'a qu'une unique racine réelle,
b) Quevaut P(a + b)? En déduire la valeur de a + b.

3) On considére maintenant la fonction Q : x = (x — a)(x — b).
a) Vérifier que Q(x) = x2 —2x — 1.
b) Conclure en donnant des expressions simples de a et b en termes de /2.
- *»  Sommes trigonométriques

1) a) Justifier que pour tous réels a et b,

sin(a) cos(b) = 31-;( sin(a + b) + sin(a — b)).

b) Soit & € R. Démontrer par récurrence que pour toutn € N,

mn
sin (8) Z cos(2k8) = sin ((n + 1)8) cos(né).
k=0
2) Pour tout n € N, calculer
n n
C,(6) = Z cos(kf) et S,(0) = Z cos(k8)?.
k=0 k=0



Fonctions usuelles

| Exercice ¢ ++ [Inégalité de Huygens

[Om/2] - R
1) Onpose f :
b - ~  2sin(x) + tan(x) — 3 x.

a) Justifier la dérivabilité de f et I'existence d’'un polynome P de degré 3 tel que

P( cns(x}]_

vxe[0m/2], f'(x)= cos?(x)

b) Vérifier que P(1) = 0.Puis déterminer (a,b,c) € R®tel que P(t) = (t—1)(at?>+bt+c).

2) En déduire que I'inégalité suivante a lieu pour tout x € [0,m/2][:

2 1
3 sin(x) + 3 tan(x) > x.

¥} Exercices axés sur le raisonnement

L «=  Preuve des croissances comparées

) Pourn € Netx € R, on pose

f(x)—e“‘—ii—ex— 1+;vc+x—2+---+L1-i-x—?l "
)= k—ok!— 2 (n—1! " nl

a) Vérifier que pourtoutn € N, f,41' = fo.
b) Endéduireque: vneN, vxeR*, e'> o
k=0

x

e
2) Conclure: pourtouta € R¥Y, — — +om,
X% x—4m

1 «* Résoudre I'équation |2 x| = [x? + 1] d'inconnue x € R.

On pourra répondre a partir des graphes de x — x? + 1l etx — 2 x.
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Exercice 2 ) Une somme non périodique de fonctions périodiques
Pour tout réel x, on pose

f(x) =sin(mx) et g(x)=sin(V2mx).

1) Justifier que f et g sont périodiques.
2) Pourtoutx € R, on pose h(x) = f(x) + g(x). Démontrons par I'absurde que h n'est pas
une fonction périodique. On suppose donc qu'il existe T € R} tel que h est T-périodique.

a) Justifier que h' et h" sont aussi T-périodiques.
La fonction h" est la dérivée seconde de h, définie comme étant la dérivée de la dérivée
de h (c'est-a-dire h" = (h")’).
b) Vérifier que
h(T)y=0 et h"(T)=0.

c) Endéduire
sin(nT) =0 et sin (V"EHT) =0.

3) Aboutir a une contradiction avec I'irrationalité de v2. Conclure.
Dire que /2 est irrationnel signifie qu'on ne peut l'écrire sous la forme d’un quotient de deux
entiers.

& Exercices avec questions ouvertes

 Exercice Est-il possible de trouver une tangente a la courbe représentative de la
fonction logarithme qui passe par l'origine?



Exercice 14 E&

1) Justifier que le graphe suivant est bien celui de x € R} —

Fonctions usuelles

In(x) .

tend vers 0

;e

tend vers —co

2) Endéduire la plus grande valeur de Y/n pour n € N".

Corrections

EX Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Notons f cette application. Alors

f(x) = x¥ = g¥ln(x),

Le domaine de définition estdonc R}. La fonc-
tion f est dérivable en tant que composée de
produits de fonctions dérivables avec, pour
tout x € R},

f'(x) = (1 +In(x)) e¥™).

En particulie, f'(x)>0 & x >e L

La fonction f est donc
» croissante sur [e™!, + oo[;
« décroissante sur ]0,e7[.

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

4+
34
24
1‘--’.\_:

—=1 0 ; =2 =3 '

A T'aide des croissances comparées et de la continuité de la fonction exponentielle en 0,

xIn(x) =h0 donc f(x) = el =1;
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par produit et composition,

xIn(x) T +00 donc f(x) W B +oco.

D’otl le graphe.

Exercice 2

On raisonne par disjonction des cas.

x —co 1 3 +00
|x — 3| 3—x 3-x 0 x-3
jx — 1] 1-x 0 x-1 | x-1
|x = 3] + |x — 1 4-2x 2 - 2x—4
lx=3|+|x—1]|—(x—2)2 2x —x2 —2+44x—x% —8+ 6x —x?

«Six < 1l,onrésout x(x—2)=0.
Comme x < 1, seulest solution.

«Sixe[1,3],onrésout -2+4x-—x2=0.
Les racines du trindme sontx; =2 +v2 > 3etx, =2 —-V2 < 1.
On constate qu'il n'y a pas de solution dans [1,3].

« Six > 3, on résout —8+6x—-x2=0.

On constate alors qu'il existe une solution

donnée parm

En conclusion, cette équation admet deux
solutions, qui s-:mt
On peut vérifier notre calcul en tragant les
graphes de

YER~|x=3|+|x-1]
et x€ERw~ (x—2)2

Exercice 3  Equations et inéquations trigonométriques

1) a) Al'aide du cercle trigonométrique, on sait que les solutions sm -
de I'équation sin(x) = % s'écrivent sous la forme 6 e
n 5w 1
xX= E+Zim ou x = ?+2krr pour k € Z.

b) Résolvons tan(x) = —1. Soit x un réel distinct de E + km pour k entier.



Fonctions usuelles

On écrit les équivalences

sin(x)
tan(x) = -1 = —
cos(x)
& cos(x) = —sin(x)
& cos(x)+sin(x) =0
2 2
= £ cos(x) + £ sin(x)=0 -
2 2 \ formules
( ir) / d'addition
& coslx——]=0 v
4
& 3pel = +*
p t X E = E pir.
) 3m
Finalement { tan(x)==1 & 3Ipel: x= & + pm.

2) De nouveau, le cercle trigonométrique donne I'ensemble des
solutions :

m

2 4 4

V2 ™
cos(x) > — & 3IAp€eZ: xE€ + 2pm, —+ 2pn|.

CORRECTIONS

Exercice 4

1) Pourf € R, [cus(ZE) = 2 cos?(9) — 1. ]
2) Appliquons la relation précédente avec # = m/12 € R. Comme cos(m/12) est positif et

cos(m/6) = V3/2,
T\ o AW l ’
coS (—-ﬁ) = 2 cos -—~12 —1 donc |cos =)= 3 243,

Avec sin(m/12) > 0,

sin? (1—2) + cos? (%) =1 donc [sin(%) = %ﬁ]

3) Finalement, puisque tan = sin / cos,

r\ _ [2-V3  [(2-3)(2-+3) _ ~
(o[
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Exercice 5

1) La fonction f est une fraction rationnelle, elle est donc dérivable sur son ensemble de
définition. Pour x € R},

: , 1 _9x*-1_ @B2+1)02~-1) B¥+1)3x-1)3%+1)
f (x)zgx _ﬁ= =z = e = =

La quantité f'(x) est donc strictement négative si et seulement si x € ]0. lfv@[ :
Par conséquent, f est décroissante sur l'intervalle ]0, 1,{\/-3] et croissante sur l'intervalle
[1,!*@, + w[. Elle atteint donc un minimum en a = 1/v3 et

1 3a*+1 3/9+1 V3
m=flg) =30 +== = = | 4—.
Fe) a a 1/\3 3

2] Soient a, b et ¢ des réels strictement positifs. D’aprés ce qui précéde,
fla)zm, f(b)y>m et f(c)>m.

Par somme, f(a) + f(b) + f(c) > 3m = 4/3.

En multipliant par abec > 0, on obtient le résultat demandé :

[ ab + ac + be + 3abe(a® + b3 + ¢®) > 4V/3abe. }

Exercice 6 [Inégalités sur des fonctions trigonométriques

1) a) Par définition, tan = sin / cos. Par quotient de deux fonctions dérivables sur l'inter-
valle I = ]-m/2,m/2[, la fonction tangente est dérivable sur I avec

cossin’ —cos’sin  cos? + sin® sin? 1 :
= =1+ donc [tan =l+tan.]

tan' = =
cos? cos? cos?

b) On définit la fonction f sur [0,7/2] par
f(x) = tan(x) — x.
Cette fonction est dérivable sur [0, /2 par différence de deux fonctions dérivables et
vx € [0,m/2[, f'(x)=tan'(x)—1 =tan®(x) > 0.
La fonction f est donc croissante sur l'intervalle [0,/2].

x>0 donc f(x)>f(0) donc tan(x)-—x>0.

D'ol (vxe[0m/2] tan(x)>x.|




Fonctions usuelles

« Posons, sur [0,7/2], g(x) = tan(x) — (x + x3/3). De nouveau, g est dérivable
sur [0,m/2][ par différence de fonctions dérivables avec

vx € [0m/2], g'(x)=tan'(x)—1—x? = tan®(x) — x2.
On reconnait une identité remarquable et, a 'aide de l'inégalité précédente,

g'(x) = (tan(x) — x)(tan(x) + x) > 0.

La fonction g est donc croissante. "
Comme g(0) = 0, on en déduit que, 34 o y=x
pour x € [0,7/2],

24
x3
g(x) >0 donc tan(x}:ax+?- 1 4
of 1 2 3 4

Remarque
3

Les fonctions tangente et x — x + x? sont impaires, donc pour toutx € |—m/2,0],

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

3

x
tan(x) < x + 3

2) Pour x € I = [0,m/2], introduisons

f(x)=x—sin(x) et g(x)= %x — sin(x).

Les deux fonctions f et g sont deux fois dérivables sur I par différence de fonctions deux
fois dérivables sur I avec, pour tout x € [,

2
g'(x) = ~ —cos(x)

f'(x) =1-cos(x) et
g"(x) = sin(x).

Sur I \ {0}, f'(x) > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur l'intervalle .
Comme f(0) = 0, la fonction est positive sur I et I'inégalité de droite est donc établie.
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Sur I \ {0}, g"(x) > 0. La fonction g’ est
donc strictement croissante sur l'intervalle /. y=x
De plus, g'(0) < O et g'(m/2) > 0. D'apres le
théoréme des valeurs intermédiaires, g' s'an- +
nule sur /. Soit @ € I tel que g'(a) = 0.
La fonction g’ est croissante sur I, donc g’
est négative sur [0,a] et positive sur [a,m/2].
La fonction g est décroissante sur [0,a] et y=2x/m
croissante sur [a,m/2]. Comme g(0) = 0 = ,
g(m/2), la fonction g est négative et l'inéga- —
lité de gauche est donc établie. 0 /2

sin

Graphiquement, la fonction sinus est concave sur [0,m/2]. Il est donc compris entre le
graphe de la tangente en 0 et la corde qui passe par les points d’abscisses 0 et /2.

Exercice 7

1) a) ab =(—3J5J§ 4 7)(1#@_ ?) —_— (51.@4. ?)ﬂs (Eﬁ " ?)1;’3
=—((5v2+7)(5V2 - 7))”3 =-((5v2)2 - ?2)1»"3 "

et a®+b? =(fl5ﬁ+7) *(3,’5454) =5v2+7-(5v2-7) = (14.)

b) On développe :

(a+bY¥P =a*+3a’b+3ab?>+b*=(a®>+b%) +3abla+Db)

=[14—3(a+b).]

2) a)
100 ¥ . ;
Le nombre est une racine évidente.
De plus, P est dérivable car polynomiale avec,
50 T pour tout x € R,

P'(x)=3(x*+1)>0.

o W g wp M

La fonction P est strictement croissante sur

-50 I'intervalle R. En particulier, P ne peut s'an-
nuler strictement plus d'une fois. Le nombre 2
-100 4 est donc bien I'unique racine.

b) D'aprés 1 b, P(a +b) = (a + b)* + 3(a + b) — 14 = 0. Le nombre a + b est 'unique
racine réelle de P. Autrement dit,
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3) a) Pour tout réel x,

Q@) = (x—a)(x—b) =x? — (a+b)x+ab=(x? —2x— 1]

b) Les nombres a et b sont les racines de Q. Précisons que a est la racine positive et b la
racine négative. Par un calcul de discriminant, il vient

la=14vVZ et b=1-v2 |

Exercice 8 Sommes trigonométriques

1) a) Soit (a,b) € RZ. On écrit

sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) = sin(a + b) L,
[ sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) = sin(a — b) L.

En calculant (L, + L,)/2, on a directement

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

[ sin(a) cos(b) = %( sin(a + b) + sin(a — b)).

b) Soit & € R. Démontrons par récurrence que la proposition

P(n): sin(@) Z cos(2k@) = sin ((n + 1)8) cos(n8)
k=0

est vraie pour toutn € N.
« Initialisation. D'une part, sin (8) E cos(2k6) = sin (8) cos(0) = sin (8), d’autre

part, sin ((0 + 1)8) cos(0 - 8) = 51n(€) On a bien égalité, et P(0) est vraie.

« Hérédité.
Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Utilisons la relation précédente avec des valeurs a,
b différentes.
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n+1

sin(8) kgu cos(2k8)

= sin (8) Z cos(2k8) + sin (0) cos (2(n + 1)8)
k=0 | d’apres P(n)
= sin((n + 1)8) cos(n@) + sin (8) cos (2(n + 1)8)) |
- : : ) ; question la
= 5 (sin((2n+1)8) +sin(6)) ~
+ 2 (sin((2n + 3)8) +sin (= (2n+1)8)) . _
2 ' sin(—t) = —sin(t)

- % (sin((2n +3)86) + sin(8)) .:'. question 1a avec
=sin((n + 2)8) cos ((n + 1)8). ¢ a=(n+2)6,b=(n+1)8

Donc si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. Pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

2) = Soitn € N.

n
- Si @ est un multiple de 2m, alors  C,(8) = Z 1=

- Sinon, sin(8) # 0 et la question précédente avec 6/2 au lieu de 8 donne

n

B _ sin((n +1)6/2) cos(n6/2)
€,(8) = Z cos(k6) = e -

k=0

« Utilisons les relations trigonométriques

cos(28) = cos(8)? — sin(8)? = 2 cos(8)? — 1.

Ainsi, cos(8)? = %(1 + cos(ZB}).

NgE

S.(8) = Z cos(k8)? = %

k=0

+1 1%
(1+ cos(2ke)) = HT b Z cos(2k8).
k=0

=
Il

0

Avec les résultats précédents,

n+1 si @ est un multiple de

Sp(6) = n+1 | sin((n+1)8) cos(nd)
2 2sin(8)

sinon.

n | relation de Chasles



Fonctions usuelles

Exercice 9 [négalité de Huygens

1) a) En tant que somme de fonctions trigonométriques et d'une fonction linéaire, la fonc-
tion f est dérivable sur [0,7/2[; puisque tan’ = 1 + tan? = 1/cos?, on obtient,
pour x € [0,m/2],
2 cos®(x) — 3 cos?(x) + 1
cos?(x) B cos?(x)

f'(x) = 2cos(x) +

On convient de poser [ vteR, P(t)=2¢>-3t%>+1. ]

b) Onabien P(1) =2 — 3+ 1 = 0. On peut donc factoriser par t — 1. Soitt € R:
(t—1)(at?+bt+c)=at’ +bt?+ct—at?—bt—c=at*+ (b—a)t> + (c—b)t—c.

Deux fonctions polynomiales étant égales partout si et seulement si elles ont les mémes
coefficients,
a=2 b-—a=-3, ¢c-b=0, —-c=1

On trouve [a =2 b, &= —1.]

Autrementdit, pourtoutt € R, P(t) =(t—1)(2t*> —t —1).

2) EtudionsQ : t — 2 t2—t—1,Un calcul de discriminant ou une étude des racines évidentes
donne

v
=
9
—
¥
w
e
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o
v

Q) =2(t-=1)(t+ 1/2).
Ainsi, pourt € R, P(t) =2(t—1)%(t + 1/2).

En particulier, P(t) est positif pour tout t € [0,1].
Soit x € [0,m/2[; en appliquant le résultat précédent a t = cos(x) € [0,1], on obtient
que P( cos(x)) est positif. On en déduit que
vxe[0m/2], f'(x)>0.
La fonction f est donc croissante sur l'intervalle [0, /2[. Pour x € [0,m/2],

x»0 donc f(x)>f(0) donc f(x)>0.

La fonction f est donc positive:  vx € [0,m/2[, 2sin(x)+tan(x)—-3x >0,

2 1
c'est-a-dire §sin(x) + §tan(x) > X.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 10 Preuve des croissances comparées

|) a) Pourtout n € N, la fonction f,,4, est dérivable sur I'intervalle R* comme différence
de la fonction exponentielle et d'une fonction polynomiale. De plus, pour tout x € R,

n-2 n-1

fosi (x) =e* — ({] +1+ 2-% G s i & Bt 1 (:_ ! ¥ "'xn! e+ 1) (,H::_ 1)!)

xl"l
=e-"—(1+x+---+—)-
n!
D) 5 r
ou fatr = fa-

b} Raisonnons par récurrence sur la proposition

x® = xk
P(n) : VxER*,1+x+---+F=ZF§exp(x).
ok

« Initialisation. Soit x € R*. La somme devient simplement 1. Or on sait que pour
tout réel x positif, e* > 1. Par conséquent, P(0) est vérifiée.

« Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie et démontrons P(n + 1). D'apres
la question précédente f,4," = f,. Or, par hypothése de récurrence, f, > 0. Par

suite, f,+1 est une fonction croissante. [l vient: pour x > 0, f41(%) > f41(0) =0,
x‘.'1+1

(n+1)!

Dong, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
= Conclusion. Pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

c’est-a-dire e =21l4x4+ -+

! Remarque
Notons l'importance de bien préciser la proposition P(n). Il faut bien inclure le
+ « Pour tout x positif », si on veut justifier la croissance de l'application f;,4,.

2) Soit @ € R*. Soit n un entier strictement supérieur a a. En ne gardant que le dernier
terme de la somme dans I'inégalité de la question 14, il vient

xﬂ E_l‘ 1 xl"l xﬂ.-ﬂf
X —
e*> — donc —z» ——= .
n! x« nlx« n!

xn—a’
Commen —a > 0,

: tend vers +co lorsque x tend vers +oo. Par minoration,
mn.

— — 400
XT xa+m

e |




Fonctions usuelles

Exercice 11
Notons dans un premier temps que pour x € R,

X2 +1]>x% et 2x>|2x).
Six? > 2 x alors |'égalité |2 x| = |x? + 1] est donc impossible. Or,
x2>2x & x(x-2)=x*-2x>0 & x€]-00[U]2 +xl

On peut donc limiter I'étude a I'intervalle [0,2].
Tracons les graphes de x — |2x] et x ~ |x? + 1]. Il y a égalité lorsque les graphes se
superposent.

4 &b,
-+ _Pj_l_
2 A E
+ -'_ - i
1"'. i : I v
. : | =
1] e . S o
: P -
! L ¥
L — . o
10 2 1 vZ3 43 2 %
2 2
S v

Par lecture graphique, 'ensemble des solutions est

H

Exercice 12 Une somme non périodique de fonctions périodiques

1) En utilisant le fait que la fonction sinus est 2m-périodique, vérifier que f et g sont res-
pectivement 2- et V2-périodiques.

2) a) Définissons h : x ~ h(x +T). Comme h est dérivable sur R en tant que somme de
fonctions dérivables, i 'est aussi avec pour tout x € R, i’ (x) = h’(x + T). Dans le cas
olt h est T-périodique, on a h = h, puis h’ = h'. De méme, h” = h'. C'est-a-dire

vxeR, h(xX)=h(x+T) et h"(x)=h"(x+T).

[ h' et h" sont T-périodiques.J
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b) D’apres ce qui précede,

[RM(T)=h(0)=0 et h"(T)=h"(0)=0]

car f(0) = g(0) = 0 et h"(x) = f"(x) + g"(x) = =2 sin(nx) — (V2m)? sin(v2mx)
donc f"(0) = g"(0) = 0.
c) Traduisons les deux relations sous forme d'un systéme :
{ h(T) =0 sin(aT) +sin(V2rT) =0 (L)
=
h"(T) =0 —n? sin(xT) — 2m? sin (\@HT) =0 (L)

En effectuant L, « L, + m2L,, on obtient =72 sin(v2nT) = 0. On en déduit que

sin(V2T) =0 et sin(aT) = 0. |

3) Sisin(nT) = 0 alors il existe p € Z" tel que nT = pm.
Si sin(v2rnT) = 0 alors il existe ¢ € Z* tel que V2nT = gm. Comme T > 0, on en déduit
que VZp = q, puis V2 = p/q. C'est absurde, car V2 n’est pas rationnel. En conclusion,

[la fonction h n'est pas périodique.]

Ci-dessous, les graphes de f et g, et (en bleu) celui de h.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 13

Vrai. Une équation de la tangente a la courbe re-
présentative de la fonction logarithme passant par
le point d'abscisse a € R} est T+

y =In'(a)(x —a) + In(a) = %(x —a) + In(a).

La tangente passe par |'origine (0,0) si

! [ |
= E(U—a)+ln(a}.

[l existe une unique solution donnée para = e.




Fonctions usuelles

Exercice 14
1) Introduisons la fonction
Ry - R

X

@
X

Cette fonction est dérivable sur R} en tant que quotient de fonctions dérivables sur R}
dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour tout x € R,

; 1 —In(x)
r,p(x):T:aD & (gl & x<e

La fonction ¢ est donc croissante sur l'intervalle ]0,e] et décroissante sur [e, + o[. De
plus,

@(x) o e (par produit), et @(x) Wi B 0 (par croissances comparées).
Une derniére vérification : ¢(e) = § On retrouve bien le graphe.

2) Pourn € N*,
In(n
n

Yn=ptr= exp( }) = exp (p(n)).

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante, pour obtenir la plus grande
valeur de V/n, il suffit de regarder la plus grande valeur de ¢(n). D'aprés le graphe, cette
valeur est atteinte pour I'un des deux entiers qui encadrent e, soitn = 2oun = 3. 0Or
(V2)¢ = 2% = 8 et (V3)® = 32 = 9, Comme la fonction x — x/¢ est strictement
croissante,

v
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(i@)éc(i@)ﬁ donc V2 < V3,

Finalement, la plus grande valeur est V3.



Applications

E= Exercices axés sur le calcul

*=*  Bijections et sommes, principe de réordonnement
Soit n € N*. Pour toute bijection ¢ : [[0,n]] = [[0, n]], on pose

S@) =Y ka(k)

[0.,n]] = [O,n]
k = n-—k.
On désigne par id 'application identité de [[0, n]).

et on introduit la bijection p: [

1) Vérifier que
_ nn+1)(2Zn+1)
- 6

S(id)
2 =

2
b) En déduire que S(g) < S(id) pour toute bijection o.
Préciser les applications ou il y a égalité.

2) a) Justifier que pour tout couple (a,b) € R?, ab < - Préciser le cas d’égalité.

3) a) Montrer que pour toute bijection o de [0, n]],

b) Préciser la bijection ¢ qui donne la valeur de S(o) la plus petite possible.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

On considére les applications
N - N
N - N
f: et g: g si n est pair

n = 2n n ) " .
n sinestimpair

| ) Les applications f et g sont-elles injectives ? bijectives?
2) Déterminer ge f et f o g. Les applications g ¢ f et f o g sont-elles injectives ? surjectives?

- «+ Une analyse-synthése

On détermine ici toutes les applications f : R? = R telles que

V(xyz) €R?  f(xy)+f(r2) +f(zx)=0. ()
I} Supposons qu'une telle application f existe.
a) Montrer que pour tout (x,y) € R?, f(xy) = —=f(y.x).
b) En déduire I'existence d'une application g : R — R telle que

v(xy) eR?fey) =g(x)—g).

2) Conclure,

_ 4+ Soient Eunensembleet f : E — E uneapplication telleque f = fofef.
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

: | ««+  Involutions monotones de [0, 1]
On appelle ici involution de [0, 1] toute application bijective de [0, 1] dans lui-méme qui soit
sa propre application réciproque. Autrement dit, c'est une application f telle que
fef=idp,.
1) Soit f une involution de [0, 1]. Montrer que si f est croissante sur [0, 1], alors f(x) = x

pour tout x de [0, 1].
Indication. On pourra raisonner par l'absurde.

2) Donner un exemple d'involution de [0,1] qui soit décroissante.
3) Soit g une bijection croissante de [0,1] dans lui-méme. Montrer que 'application

[0.1] - [0,1]

x - g (1-g)

est une involution décroissante de [0, 1].
4) Soient f et g des involutions décroissantes de [0, 1] telles que f = g = g = f. Montrer
que f = g.



Applications

< oo xsx  Autant de parties paires que de parties impaires

Smt E un ensemble fini non vide.

On veut montrer qu'il y a autant de parties de E de cardinal pair que de parties de cardinal

impair.

1) Premiére méthode. Soit a € E. Construire une bijection de P(E) dans P(E), en considé-
rant, pour chaque sous-ensemble A de E I'appartenance ou la non-appartenance dea a E.
Cette bijection devra induire une bijection entre les parties de cardinal pair et les parties
de cardinal impair.

2) Seconde méthode. Utiliser la formule du binome de Newton.

.- #++  Précomposition
Soient E, F et G trois ensembles et g € A(E,F) une application. On définit I'application

A(F,G) - AEG)

D :
3 f e feg

) Justifier que si g est bijective, alors @, l'est aussi. Préciser la bijection réciproque de D,

1
2) Démontrer que si g est surjective, alors @ est injective.

«# Exercices avec questions ouvertes

X€ ~ + Pourtouta € R, posons E, = {f € A(RR) : f(a) = ]
l} Préciser si les énoncés suivants sont vrais ou faux?

a) V(f.g) €Ey>, gof €Ey;
h‘-] VfEEu, VREN, fofo---OfEEU;

S—_—
n compositions

) V(f.g) EARRY, (gofe€E = fe€E ou gek);

d) V(f.g9) € ARR)Y, (gof €Ey & g€Esy)
2} Que dire de I'application f si

feﬂgﬂ? si fEUEa?

aeR aeR

D) K&

I} Déterminer I'unique application p : E — E injective telle que p e p = p.
2) Méme question avec p surjective.
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Pour quelles valeurs de a € R* I'application

R - R
Pq ¢ est-elle bijective?
x = ax+|x|

‘= .. Usxx Soient E unensembleet f : E — E une application. On note

Im(f)={y€E|(3Bx€E f(x)=y)}={f(x); x€E} et Fix(f)={xeE|f(x)=x}

1) Justifier I'inclusion Fix(f) < Im(f).
2) Caractériser les applications f telles que Im(f) = Fix(f).

Corrections

=3 Exercices axés sur le calcul

Exercice 1 Bijections et sommes, principe de réordonnement

1) Par définition, S(id) = kZ k=,
=0

n
Montrons par récurrence que, pour toutn € N*, ¥ k? = w
k=0

1
« Initialisation. Puisque } k?=1= %3, la relation est vraie pour n = 1.
k=0

n
« Hérédité. Soitn € N*. On suppose que Y. k? = not )@t Alors
k=0

6
n+1 n
Y k*= Y k*+ (n+1)?
k=0 k=0 | hypothése de récurrence
= n(1:+1j:[2n+1} i (II i 1,]2 k

~ (n+1)(n{2n+1)+6{n+1)) factorisation parn + 1

6
_ minEntimie) _ (a+n)(2min+1)(@mi+2)
- 6 - 6 '

Donc si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
n(n+1)(2n+1) )

n
« Conclusion. Pour toutn € N*, ¥ = =
K=0



2) a)

Applications

Soit (a,b) € R?.

a? + b?

(a—-b)?>0 & a*+b*-2ab>0 & 5

Il y a égalité si et seulement si (a — b)? = 0, c'est-a-dire si

Soit o une bijection de [[0, n]]. D'aprés ce qui précede, pour tout k € [[0,n],
k? + a(k)?

r—

- S k2 +o(k)? 1e 1y
Par somme, k_i,ka(k} < kin 5 3 énk + 5 kina(k) :

n
Lapplication & est une bijection de [[0,n]) sur lui-méme. La somme ) a(k)? estla
k=0
somme des carrés de tous les entlers de [[0, n]). L'ordre dans une somme n'a pas d'im-

portance, donc E ey = Z k2. Puis,

ZRJ(k}s: Zkz %i i donc [ S(o) < S(id). |

k=0 = 0 =
D’apres le cas d’'égalité de la question précédente, S(o) = S(id) si et seulement si,
pour tout k € [0, n]], o(k) = k. Finalement,

ab <

ko(k) <

[seule 'application id donne le maximum.]

a) Soit g une bijection de [0, n];

S(Jup)=Zk-(aop{k})=2k-a(n—k).
k=0 k=0

Effectuons le changement d'indice i = n — k; lorsque k prend toutes les valeurs en-
tieres comprises entre 0 et n, i prend toutes les valeurs entiéres entre n et 0. Donc

k-om—k)= ) (n—=io(@)=n ) o(i)— IG‘([ =n io(i).
Conclusion, S(oeop) = w — 5(0o).

D’aprés la question précédente, la valeur de S(o) la plus petite est obtenue lorsque la
somme S(o o p) est la plus grande possible. En utilisant le résultat de la question 2,
cela équivaut a ce que o2 p = id, c'est-a-dire que ¢ = p~1. Or, on constate que p? = id,
doncp =p~t

[La plus petite valeur est obtenue pour p.]

v
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Exercice 2
I} = L'application f est injective.

En effet, soient n et m deux entiers tels que f(n) = f(m); alors 2n = 2m, doncn = m.

« L'application f n’est pas surjective.
Les nombres impairs n'ont pas d’antécédent par f.

« Lapplication g n'est pas injective.
Par exemple, g(6) = g(3) = 3. L'entier 3 posséde donc au moins deux antécédents.

» Lapplication g est surjective, car si m € N, alors m = g(2m). Donc tout entier positif
posséde au moins un antécédent.

2) « Déterminons g < f.Soitn € M. Alors (g ° f)(n) = g(2n) = n.
Donc En particulier, g  f est bijective.

« Déterminons f ¢ g. Soitn € N.

n sinpair (carg(n)=n/2)
2n  sinimpair (car g(n) = n).

(feg)m) =

— Lapplication f ¢ g n'est pas injective car (f = g)(6) = (f e g)(3) = 6.
— L'application f o g n'est pas surjective car, pour toutn € N, (f ¢ g)(n) est pair.
Donc les entiers impairs n'ont pas d’antécédent par f < g.

Exercice 3 | Une analyse-synthése

1) a) Soitx € R. Avecy = z = x, on trouve
fOx)+ fex)+ f(xx)=0, donc f(xx)=0.
Soit (x,y) € R?. Avec z = x dans la relation,

fe) + )+ f(xx) =0, dott f(xy)+ f(yx)=0.

Ainsi, (fxy) = —f(x).]

b) Introduisons la fonction g : R — R définie par g(t) = f(t,0).
Soit (x,y) € [R2. Reprenons la relation (+) avec z = 0. On trouve

FE)+f0)+f(0x)=0 = fly)+g()—g(x)=0

car f(0,x) = =f(x,0) = —g(x). Il vient alors

(fxy) = 9(x) = 9(»). ]




Applications

2) D’apres la question précédente, si f est solution de (<),
alors il existe une application g : R — R telle que

v(xy) €R? fxy) =g() - g
Réciproquement, soit g : R — R. Pour tout (x,y) € R?, posons

fxy) =g(x)—g).

Vérifions que f est solution de (+). Si (x,y,z) € R, alors

fan+f@2) +f@x)=(g@x)—-g) +(0@»)—9() +(9(2) —g(x)) = 0.

En conclusion, les solutions de (+) sont exactement les fonctions de la forme

(xy) = f(xy) = g(x) — g(¥).

! Remarque

{ On vient de raisonner par analyse-synthése. La question 1 présente la partie analyse avec
la recherche de conditions nécessaires, et la question 2, la partie synthése avec la re-
cherche de conditions suffisantes.

Exercice 4
Raisonnons par double implication.

v
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:> On suppose f injective. Soit y € E. Par hypotheése £ (¥) = f((f © ) ().
~ Orfestinjective,doncy = (f o f)(¥) = f(x) (enposantx = f(y) € E).
On a donc montré que f est surjective, asavoir: vy e E,3x € E: y = f(x).

c\ On suppose f surjective. Soit (x,x") € E? tel que f(x) = f(x).
"~ Par surjectivité de f, il existe (y,y") € E? tel que x = f(¥) etx' = f(y"). Alors

flx) = f(x")
= f(fo) =f(fo") T

: f(:f(;)f: ;g_g)) =:Ef°xf;)3(y') k par hypothese sur f

On a donc montré que f est injective.

Bilan : [f est injective si et seulement si f est surjective.]

93



94

Chapitre 6

Exercice 5 [nvolutions monotones de [0, 1]
|} Raisonnons par l'absurde.
Supposons qu'il existe x € [0,1] tel que f(x) # x.
Deux cas sont possibles: f(x) > xou f(x) < x.Or:

> \
f(x)>x ) f est croissante
= f(fx)>f) carfof =id
= x> e o
Ou
f(x) <x _'; f est croissante
-
f(f()) < f(x) jcar f e f =idy
= x<f(x) = |
Dans les deux cas, on aboutit & une contradiction.
Conclusion : [PUW tout x de [0, 1], f(x) = x. ]

2) La fonction h définie sur [0, 1] par h(x) = 1 — x convient.

3) Comme g est croissante, g~ * aussi. De plus, x € [0,1] = 1 — g(x) est décroissante. Par
composition, f est décroissante. Montrons que f est une involution.
« Méthode 1. Soit x € [0,1].

(f = /)X = f(f(x))
=g (1-9(f()))
=g(1-9(s*(1-9®))) \ _
=g (1-(1-9()) g

=g g(x) = x,

d'oll f o f = id[q ). D'apres la caractérisation des applications bijectives, 'application f
est bijective et admet f comme bijection réciproque.

P =idp g

« Méthode 2. En utilisant la fonction h introduite comme exemple a la question précé-
dente, 'hypothése se réécrit f = g toh o g.
En tant que composée de trois bijections, f est une bijection. Et

frl=(gtohog)t=gtohto(g ) =g ok eg = 1.

Conclusion : [f est une involution de [0, 1].]

Remarque
Par exemple, avec g(x) = x?, nous obtenons f définie sur [0, 1] par f(x) = V1 — x2.



Applications

4) Par hypothese, f et g sont décroissantes. Comme elles sont bijectives, f et g sont stricte-
ment décroissantes.

Raisonnons par I'absurde.
On suppose qu'il existe x € [0, 1] tel que f(x) # g(x).Donc f(x) < g(x) ou g(x) < f(x).

f(x) < g(x)
= fU&D<f@@H ,

f est strictement croissante

= x<f(g). e
Et
fx) < g(x) ) g est strictement croissante
= QU] N
- (f(x}) i [0,1]

On a donc une contradiction car f(g(:f)) = g(f(x)).

Conclusion :

Exercice 6 Autant de parties paires que de parties impaires

1) Ondéfinit f, : P(E) = P(E) de la fagon suivante. Si une partie contient a, on le lui retire;
si elle ne contient pas @, on le lui ajoute. Autrement dit, pour tout A € P(E),
«sia & A4, alors f,(A) = AU {a}, et
» sia € A, alors f,(4) = A\ {a}.
Soit 4 une partie E; alors card (f,(4)) = card(4) + 1 ou card (fy(4)) = card(4) — 1.
Donc

v
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( card(A) pair ) = ( card (f,(A)) impair )
De plus, f4 © fo = idp(g). En effet, soit A € P(E);

« sia € A, alors fp(A) = A\ {a} et (fa o fo)(A) = fa(A\{a}) = (A\{a}) U{a} = A, et
- sia € A alors fo(A) = AU {a} et (fz ° fa)(A) = fu(AU {a}) = (AU {a}) \ {a} = A.
D’apres la caractérisation des applications bijectives, f, est bijective et admet une appli-
cation réciproque : elle-méme. La restriction de f, aux parties de cardinal pair est une
bijection entre cet ensemble et I'ensemble des parties de cardinal impair. En particulier,
il y a autant de parties de cardinal pair que de partie de cardinal impair.

§ Remarque

Lorsque n = card(E) est impair, on peut aussi établir une autre bijection en remar-
quant que A € P(E) est de cardinal pair si et seulement si A est de cardinal impair. A
$ toute partie de A de cardinal pair, on peut associer une partie de cardinal impair et in-
versement. Il y a donc autant de parties de E de cardinal pair que de parties de cardinal
z impair. Mais cet argument ne fonctionne plus lorsque n est pair.

95



96

Chapitre 6

2) Soit n le nombre d'éléments de E. Notons a, (resp. b,) le nombre de parties de E de
cardinal impair (resp. pair).
Rappelons que (};) donne le nombre de parties de E avec k éléments. Ainsi,

n n
Ay, = Z (k) et b,= Z (k)
Ogken Ogkan

k pair Kk impair
Il vient
a, — b, = b i
5 Z n‘%:;fz (k) a;%-:{z ("') , 17k = 1 sikestpair
kpza“ k;;lpm ¥ R(n) =1 ~ | =1 sikestimpair
= -1 + -1 k
Df:ks:n( )G Us:kf:n( >k
k pair k impair

mn
= A G
PISE
=(1—~1)*"=0 carn+0.

) formule du binome

Ainsi, a, = b,, etil y a autant de parties de E de cardinal pair que de parties de cardinal
impair.

Exercice 7 | Précomposition

1) Soit g : E — F bijective. Alors g~* : F — E existe, et on peut donc poser
A(EG) = A(F.G)
O : i
Fw Jeg™
de sorte que pour tout f € A(F,G),
052 Dg(f) =0y (@y(f)) = 04(fog) =fogeg™t =foide=F.
De méme, pour tout f € A(E,G)
(I}g o B(f) — (Dg(@g(f)) —] d}g(fog_l) = fng'l °og =fo ldE = f

Par la caractérisation des applications bijectives,

[th est bijective et ©, est son application réciproque.}

2) Supposons g surjective. Prouvons que @ est injective. Soient f; et f, dans A (F,G).
Montrons que (P4(fy) = @4(f) = fi = f).

(pg(fl)z{bg(fz) = fieg=fo°g
=> Vx€E (fi°9)x)=(H°g9)x)
= vxeE f(g(x)=rfg(x).



Applications

Or g est surjective. Donc, pour tout y € F, il existe x € E tel que y = g(x).

Alors f,(y) = fi(9(0) = f(9(x)) = £().
On vient donc de prouver que : YyeF, fi(y)=/Ff0O).
Donc, par définition de I'égalité de deux applications, f; = f,.

Conclusion : | @, est injective si g est surjective.]

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 8
1) a) Vrai
Soit (f,g) € Eo%. Onadonc f(0) = 0 et g(0) = 0. Donc
g°fO)=9(f(©))=9(0)=0 = gofek.

b) Vrai.
Il suffit d'utiliser le résultat précédent avec une récurrence sur la propriété

Pn): fofor-of€E,.

ncompositions

¢) Faux.
Donnons un contre-exempleavecf : xE R—=x+ letg: xeR~x—1.

Dans ce cas, f(0) # 0, g(0) # 0 et (g = £)(0) = g(f(0)) = g(1) = 0. Ainsi,
feE, et gekE, pourtant gef €E,.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

d) Vrai.
Soit (f,g) € A(RR)>.

gef€E, & (9°f)(a)=0 & g(f(a)) =0 = g € Efq).

2) Dansle premier cas, f est'application nulle. Dans le second, f s’annule au moins une fois.

Exercice 9

1) Soitx € E. Posons y = p(x). La condition p e p = pimpose p(y) = p(p(x)) = p(x). Par
injectivité, y = x. C'est-a-dire p(x) = x. Ce raisonnement étant valable pour tout x € E,

[l'application identité idg est la seule solutian.]

2) Soitx € E. Par surjectivité de p, il existe t € E tel que p(t) = x. Ainsi,
x = p(t) = p(p(t)) = p(x).

De nouveau, [_l’applicaticnn identité id; est la seule sotutiun.]
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Exercice 10

Notons que pourx € R, @,(x) = {

Procédons par disjonction des cas.

(a+1)x si x>0
(a—1)x si x<0.

« Si a = 1, on constate que pour tout x € R, ¢,(x) = 0. ¢, n'est donc pas injective et en

particulier pas bijective.

0 a une infinité
d’antécédents

pente 2

pente nulle

« Sia > 1, le graphe de I'application est composé de deux demi-droites dont les pentes
sont strictement positives. On constate que chaque réel y, admet un unique antécédent

par ¢,. Lapplication ¢, est donc bijective.

..}’0

pentea + 1

pentea—1

-~

un unique antécédent

» Sia € [0, 1], le graphe est la réunion de deux demi-droites avec des pentes opposées. On
constate que ¢, n'est ni injective (y, € R! a deux antécédents), ni surjective (y, € R. n'a

pas d’antécédent).

*

2 antécédents

En résumé : [ ¢, est bijective si et seulement si a > l.J

§ Remarque

Si on considere a € R™, on peut noter que ¢,(x) = @_,(—x). On en déduit qu'il y a

{ bijectivité si et seulement si a € J=00, = 1]
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Applications

Exercice 11

1) Soitx € Fix(f).Ona donc f(x) = x et x admet au moins un antécédent par f.
Ainsi, x € Im(f). Il vient

[ Fix(f) c Im(f).]

2) « On suppose Fix(f) = Im(f). Soit x € E, alors f(x) € Im(f). Donc f(x) € Fix(f).
Dot f(f(x)) = f(x). Ainsi

VX€E, (fef)x)=f(x)
Autrement dit Fof=F,

» Montrons la réciproque. On suppose f o f = f. D'apres la question 1, Fix(f) < Im(f).
[l reste a montrer que Im(f) < Fix(f).
Soit y € Im(f), il existe x € Etel que y = f(x). Alors f(y) = (f e f)(x) = f(x) = ».
Donc y € Fix(f).

Finalement, (Im(f) =Fix(f) & feof=f]
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Polynomes

== Exercices axés sur le calcul

Soient n un entier supérieur a 3 et P le polynome de R[x] défini par
P(I] - xn+2 +xn+1 _x?l | xn—l'

Montrer que —1 est racine de P. Déterminer |'ordre de multiplicité de cette racine.

»  Exemples de calculs de sommes
Soit n € N*. En s’aidant du polynome défini par P(x) = (x + 1)™, déterminer les sommes

500 B S0 Sl

=0 k=0 =()
-*
Soit n € M. Effectuer les divisions euclidiennes suivantes :
1) x3+2x2=x—-2 par x*>+1; 2) x*+2x>+1 par x*+2x+1.
Donner le reste des divisions euclidiennes suivantes :

3) x"+x?>+x+1 par x?-1; 4) x"+x2+x+1 par (x-1)=2

«  Utilisation de la formule de Taylor pour les polynémes

Soit P € Ry[x]telque3a e R: Vi€ [0,n], PP (a) > 0.
Justifier que P ne peut admettre de racine réelle supérieure a a.
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- »+ Factoriser en produit de polynomesirréductibles dans R[x] le polynome

P(x) = (x* = 1)(x* + 1).

s 6 ERS
Pour tout n entier strictement positif, on note B, = (x = 2)?" + (x —= 1)" - 1.
1) Montrer que P, estdivisible par (x — 1)(x — 2).

Dans la suite de cet exercice, on détermine le quotient de P, par (x — 1)(x — 2).
2) Soitn € N*.

a) Vérifier que x™ — 1 est divisible par x — 1 et déterminer la quotient de cette division

euclidienne.
n-1
Indication. Pensera ¥, q*.
K=0

b) En déduire le quotient de la division euclidienne de (x — 1)" — 1 par x — 2 ainsi que
le quotient de la division euclidienne de (x — 2)?" — 1 par x — 1.
On remarquera que (x — 2)*" = (2 — x)*".
3) Utiliser le résultat précédent pour déterminer le quotient T,, de la division euclidienne
de P, par x — 1, ainsi que le quotient S,, de la division euclidienne de P, par x — 2.

4) Montrer que le quotient de la division euclidienne de P, par (x = 1)(x — 2) est 5,, = T;,.
On pourra considérer (x — 1)(x — 2)(5, — T,)-

3B Exercices axés sur le raisonnement

' *

n
n
1) Soitn € N*. Simplifier le polynéme B, = Z (p)(x - 1)P.
p=0
2) Soitentiergtelque 0 < g < n.

n
n
Déduire une expression simplifiée de Z{—l]""“l (p)(g)
p=q

> 8 K

1) Soienta, betctroisréels.Onnotes, =a+b+c¢, s, =ab+ ac+ bcets; =abe.
Soit P € R[x] défini par P(x) = (x — a)(x = b)(x = ¢).
Exprimer P(x) a lI'aide de sy, 55 et s;.

a+b+c=0
2) Soienta, b et ¢ tels que ab + ac + bc=-5
abc = —6.

Trouver les valeurs possibles pour (a,b,c) en considérant le polynéme P(x) = x*—5x+6.



Polynémes

Exercice 9 Eg
1) Montrer que la suite (4, )nen définie par uy = 0 et
VneEN, up =u,2+1

est strictement croissante.

2) En déduire que si P est un polynome tel que
P(0)=0 et vxeR, P(x%+1)=(P(x) +1,

alors vxeR Px)==x

Exercice 10 kg
On cherche les racines du polynéme P(x) = x* — 7x3 + 14x? — 7x + 1.

1) On considére le polyndme A(x) = x? — 2. Calculer, pour x € R, A(x + J—lc)

2) Trouver un polynéme @ de degré 2 tel que, pour tout x € R", x—lzP(x) =Q(x+ f)

; y ? ; i 1 :
3) Soitx € R*. Montrer que x est racine de P si et seulement si x + - estracine de Q.

4) Déterminer les deux racines z, et z, de Q. En déduire les quatre racines de P.

« Exercices avec questions ouvertes

=~ . 1+ Soita € R Déterminer tous les polynomes P de R[x] tels que

(x-a)P'(x) =P(x) = P(a). (v

‘5 - - 4+ Factoriser, pour toutn € N, le polynome

X x(x=—1) 3

xX(x=1)-(x=—n)
nt '

(n+ 1)

e 4 (_l)n-l-l

. s+ SoitQ € R[x]. Déterminer I'unique polynéme P tel que

P-P =Q.

Indication. On pourra commencer par calculer Q', Q"...
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Corrections

E= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Le réel —1 est racine de P car
Bi-1) = (SO -t — (- -
= ===t

=0.
De plus
P(X)=m+2)x"" 4+ (n+ Dx"—nx""1—(n—-1)x"?
donc

P(-D=m+2)(-D""*'+n+DD"=n(-D)" = (n—-1)(-1)"?
==Mm+2)(=1)"+ (n+1)(-1)"+n(=-1)" = (n = 1)(-1)"
=0.

Ensuite

P'(x)=m+2)n+ Dx"+(n+ Dnx"—=nmn—Dx"?=-n-1(n-2)x"3
donc
P'(-D=m+2)n+1)(-D"+ (n+ Dn(-D" ! =nn-1)(-1)"?2
—(n=1(n-=-2)(-)"3

=m+2)n+ D))"=+ Dn(-D)"=n(n-1D)D)"+ (-1 -2)(-1)"
= 4(-1)"
= 0.

D’apreés la caractérisation de la multiplicité d'une racine, —1 est donc racine d'ordre 2 de P.

Exercice 2 Exemples de calculs de sommes
n

Par la formule du binéme de Newton, P(x) = Z (:)x"" =(1+x)"
k=0
En dérivant, P'(x) = Z k(:)xk_i =n(l 2" L

k=1

On peut aussi calculer la primitive de P qui s'annuleen 0 :

n
1 ny 1
nt+l - k+1
n+1((1+x) ) ;(k)k+1x

Q(x) =



Polynémes

En évaluant ces relations en 1 et —1, on trouve

n - n
(k) =P(1) = 2", ;(—1)k(k) = P(~1) =0,

i +1
. R R 1 [n B ~2” —1.
’t‘(k)‘P(l)‘”z : kZOk+1 k) =00 =

=10

=
]
=]

g Remarque

La formule du binome de Newton permet de prouver de nombreuses formules utilisant
+ les coefficients binomiaux.

Exercice 3
1) Posons la division euclidienne.

x2 + 2x2 = x =2 | ¥ +1
- x3 - x
2x? — 2x — 2 x + 2
— 2x? - 2
— 2x — 4

Vérifions : x3 + 2x? —x =2 = (x? + 1)(x + 2) — 2x — 4.

v
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2) De nouveau, posons la division euclidienne :

x* + 2x? 1 x2 + 2x + 1
- x* — 2x% — x2
- 2x® + x? 1 x2 = 2x + 5
2x% + 4x% + 2x
5x2 + 2x 1
— 5x%2 - 10x 5
— Bx — 4

Et vérifions : x* + 2x? + 1 = (x? — 2x + 1)(x?> — 2x + 5) — 8x — 4.

3) Posons P = x? — 1, On effectue la division euclidienne de x™ 4+ x? + x + 1 par P.
I existe un unique couple (Q,R) € R[x]? tel que
x"+x24+x+1=PQ+R et deg(R)<deg(P)=2.

On évalue cette égalité en les racines de P :

{ 1M+12+1+1=P(1)Q(1) +R(1),
(-D)"+(-1)2 =14+ 1=P(-1)Q(-1) + R(-1)
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i 3 R(1)=4,
e { R(-1) =1+ (-1)™

De plus, comme R est de degré au plus 1, il existe deux réels a et b tels que R = ax + b.
On obtient le systeme suivant :

o B[=gyrtt
R(1) = 4, o[ a+b=4 o Jas=5—,
R(-1) =1+ (-1)" —a+b=1+(-1)" - 5+(;1)ﬂ_

3+ (=" 5+ (1"
2 £

Concluons : le reste est

4) Posons P = (x — 1)2. La division euclidienne donne I'existence de (Q,R) € R[x]? tel que
T=x"+x>+x+1=PQ+R et deg(R)<deg(P)=2.
Dans ce cas, il existe deux réels a et b tels que R = ax + b. On évalueen 1:
1"+124+1+4+1=P(1)Q(1)+R(1) donc a+b=R(1)=4
Afin d'obtenir une seconde équation pour déterminer a et b, on peut par exemple dériver :

T'=P'Q+PQ +R donc T'(1)=P'(1)Q(1)+P(1)Q'(1)+R'(1) = R'(1).

[lvienta =n + 3, puis b = 4—a = 1—n. Ainsij, []e resteest(n+3)x+1- n.]

Exercice 4 Utilisation de la formule de Taylor pour les polynémes
On applique la formule de Taylor au point « (le polynéme P étant de degré au plus n) :

T

pk)
F=y k!(“)(x - ).

k=0

En particulier, on peut évalueren x € Ravecx > «:

T

®) (g
P(x):ZPR( ) (¢ — ) > 0.

4 [ S—
k=0

=0
>0 car x>a

En particulier, P(x) # 0, et [P ne peut admettre de racine réelle supérieure a r:r.]
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Exercice 5

Factorisons x* — 1.Onécrit  x*—1=(x?-1D*+ D =(x- D+ D(x*+1).

Le polynéme (x? + 1) n'a pas de racine dans R, et comme c’est un polynéme du second
degré, il est irréductible.
Le polynéme (x* + 1) — qui n’est pas du second degré — n’a pas non plus de racine réelle.
Factorisons-le.

Premiére méthode.
Le polynéme (x* + 1) peut se factoriser en produit de deux polynémes du second degré
irréductibles et unitaires (le coefficient de x? étant 1). On cherche donc quatre réels a, b, ¢
et d tels que

x*+1=(x?+ax+b)(x* +cx + d).

Or (x? + ax + b)(x? + cx +d) = x* + (a + c)x® + (d + ac + b)x? + (ad + bc)x + bd.
Par unicité des coefficients d'un polynéme,

a+c=0
d+ac+b=0
2 2 = 4
(x*+ax+b)(x*+cx+d)=x*+1 & ad b0
bd =1
c=-a 'E
d+ac+b=0 (o)
= a(d-b) =0 [=
bd = 1. -
e
0=
Raisonnons alors par analyse-synthése. 8
+ Analyse (recherche des conditions nécessaires)

Pour commencer,a(d = b) =0 & (a=0 ou b =d).

: . : d=-b
— Sia =0, alors ¢ = 0 et les deux équations restantes donnent{ P

ce qui est impossible.
— Sib =d, alors, en tenant compte de ¢ = —a, le systéme devient{

Le cas b = —1 est impossible, car il donne a? = =2.

Lecash = 1 donnea? = 2,donca =+v2etc = —v2,0ua = —v2etc=+2.
Ainsi, on obtient seulement deux solutions potentielles :

(@a=vV2,b=d=1,c=—-V2) ou (a=-V2,b=d=1,c=v2)

On peut remarquer que la seconde solution est aussi celle obtenue en changeant I'ordre des
trinome du second degré dans la factorisation.
« Synthese (recherche des conditions suffisantes)
On vérifie par un simple calcul que (x2 +vV2x + 1)(x2 —V2x + 1) = x* + 1.

Seconde méthode.
On peut écrire x* + 1 comme une différence de deux carrés :

xtrl=axt+ 202+ 1-2x2 = (22 + 1) - (V2x)? = (2% + 1 = V2x) (22 + 1 + V2x).
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La factorisation de P en polynomes irréductibles est donc

[P(x} =(x—Dx+ 12+ D2 +V2x + 1) (2 - V2x + 1).]

Exercice 6

1) OnaB () =(-1)"=1=0eth(@)=1"=-1=0,
Donc B, est divisible par (x — 1)(x — 2).

2) a) Notons @, = x™ — 1. Alors @,,(1) = 0. Donc @Q,, est divisible par x — 1.
On peut préciser le quotient en remarquant que, par télescopage,

—1= x—l](Zx)

! Remarque
2 Rappelons que pour tous nombres réels a et b

n-1

Y {(1 o b) Z akbn—i—k

k=0
g On peut considérericia = xeth = 1.

n-1
b) Ensubstituant x — 1 a x, on obtient (x — 1)" =1 = (x — 2) ( 2 (x— 1]").
k=0
n-1
Le quotient de la division euclidienne de (x — 1)* — 1 par x — 2 est ¥, (x — 1),
k=0

2n-1
Ensubstituant2—xaxet2nan,ontrouve (2—x)*"—=1=(-x+1) ( Y (2- xJ“).
k=0

Donc(x —2)"—1=(x—-1) (— 2:2;:(2 - x}").
2n—-1

Le quotient de la division euclidienne de (x — 2)?" — 1 parx —lest ¥ —(2—x).
k=0

3) B=(x-2)"+((x-1)"—1) = (x-2) ((x —2)2n14 "f(x - 1)R).

n-1
Le quotient de la division euclidienne de B, par x — 2 est §,, = (x — 2)?""1 4 E (x = 1)k
k=

=@x-1D"+((x-2"-1)=(x—1) ((x -1)n1 - Rz (2 - x)").
=0

2n-1
Le quotient de la division euclidienne de B, parx — lestT, = (x = 1)" ' = ¥ (2 -x)~
k=0
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4) (x=1)(x=2)(Sp—Tp) = x=1)(x=2)Sp = (x=1)(x=2)T,, = (x=1)P, = (x=2)P, = K.

Finalement, le quotient de la division euclidienne de B, par (x — 1)(x — 2) est S, — T;,.
Apreés simplification, on trouve

2n—

n-2 v
g T, = Z(x— Dk + Z 2 -2k
k=0 k=0

¥B Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 7
1) D’apreés la formule du binome de Newton,

n

n
Pﬂ=Z()(x—l}p=((x—1)+1)n=x“. 2
= \P <)
O
2) Partons de P,, puis développons la puissance et manipulons la somme double ainsi ob- H.:-'
tenue pour écrire d'une autre maniére les coefficients de B, : g
n n v
B, = Z (p)(x ~ 12
p:l] 3 ' formule du binéme de Newton
n
-S0E )
p=0 P q=0 q
- (_I)P‘Q(n)(p)xq | échange de l'ordre
scaThcn P/\4 | des indices
n n ;
-2 2GR
q=0 \p=q adh

Or P, = x", donc, pour 0 £ g < n, le coefficient de x? de P, est nul. Ainsi,

mn

pour g entier naturel tel que 0 € g < n, Z(—l)p‘q(:)(g) =0,
p=q
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Exercice 8

1] Développons :

P(x) = (x — a)(x? — (a + b)x + bc)
=x3=(a+b +c)x* + (ab + bc + ac)x — abc
= x3 —5,x% + 5,x — 55.

2) D’aprésla question précédente, a, b et ¢ sont les racines du polynéme P(x) = x*—5x+6.
Leréel 1 estracine de P. On met (x—1) en facteur, écrivantainsi P(x) = (x—1)(x?—x—6).
Déterminons les racines de x? — x — 6.

Le discriminant de ce trindme vaut A = 1 + 24 = 52, Les racines sont
1+5 1-5

rl*-T‘"3 et rzﬁ.T:—Z.

Finalement, la factorisation de P est P(x) = (x — 1)(x = 3)(x + 2).
Les triplets (a,b,c) possibles sont
((13,-2), (1,-23), (31,-2), (3,—21), (-213), (-23.1).]

Exercice 9

1) Soitn € N;alors 1,4y —up, =u,> +1—u, >0,
car le trindme x? — x 4+ 1 a pour discriminant A = —3 < 0, donc il est de signe constant,
strictement positif.

[La suite (U, )yen €st strictement croissante.]

2) Posons, pour toutn € N, H(n) : P(u,) = u,.
« Initialisation. P(0) = 0, donc H (0) est vraie.
« Hérédité. Soit n € N. Supposons H (n) vraie. Alors

Pl ) S PGS+ = (P(un})z + 1#; Wy® 1 =04

Dong, si H (n) est vraie, alors si H' (n + 1) est vraie.
« Conclusion. vneN, P(u,)=1u,

Soit @ le polynéme définiparvx e R, Q(x) =P(x)—x.
Pourtoutn € N, Q(u,) = P(uy) —up = 0.

La suite (ut;,) ey €tant strictement croissante, le polynome Q admet donc une infinité de
racines, puisque les termes de la suite sont distincts deux a deux. Or, un polynéme non
nul ne peut admettre qu'un nombre fini de racines. Donc @ est le polynome nul.

» Conclusion : [‘vfx eER, P(x)= x.]
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Exercice 10

L i 132 2, 1 s, 1
1) Ecrivons: A(x-!-;)—(x-i—;) —2=x +x—2+2—2-—

2] Soitx € R". Alors

1 2. 1
FP(x):xzm?x-l-H-——;-i'F

=(J;2+x_12 -7(x+%)+14
=(x+%)2—2—?(x+%)+14

=(x+%)2-7(x+%)+12.

Si[Q(z) =z -7z + 12.Jalors, pour tout x € R*, :—EP(x) = Q(x 2 %)

3) Soitx € R". Alors

vy

=

xestracinedeP & P(x)=0 g
1 ;

= FP(X) =1 o

o

o

W

o Q(x+3)=0

1
& x+ - est racine de Q.

4) Déterminons les deux racines du trinéme du second degré z? — 7z + 12.
Son discriminant vaut A = 49 — 48 = 1.
Les racines de @ sontalors z, = 3 etz, = 4.

Les racines de P sont les solutions des équations x + i =z,etx+ i = z,, C'est-a-dire
les solutions des équations x> —z;x + 1 = 0etx? —z,x + 1 = 0.

i3 " 3+5 3-V5
Pour la premiére: A = z;2 — 4 = 32 — 4 = 5, Les racines sont x; = — etx, = ——

Pour la seconde : A = z,2 — 4 = 12. Les racines sont x, = 2 + V3 etx, = 2 — V3.
Conclusion :

[]es racines de P sont # SHT’E 2++3et2 -3

m
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& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 11
Raisonnons par analyse-synthese.

« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Soit P une solution non nulle, que I'on suppose de degré n. D'apres la formule de Taylor,

2, p®) plk+1) g
P(x) = Z %(x -a)* et P'(x)= Z T()(x - a)k-

Alors

__ P*)(a)
k'= AH (k’ 1)!

(k+1)
P =Y @ qyen

k=0

X — a)kI+

Par unicité des coefficients de la formule de Taylor, I'égalité (x — a)P'(x) = P(x) — P(a)
donne
P®)(a) B P®) (a)

kK (k=1
Soitk € [[2,n]. Comme k! = k - (k — 1)! # (k — 1), ona P®*)(a) = 0.
En réinjectant dans la formule de Taylor, on en déduit que P(x) = (x — a)P'(a) + P(a).
Autrement dit, P est un polynome de R, [x].

vk e [1n],

» Synthese (recherche des conditions suffisantes)
Soit P(x) = Ax + , alors P'(x) = A. Donc (x — a)P'(x) = P(x) — P(a).

Conclusion. [Les polynomes P vérifiant («) sont les polynémes de R, [x]]

Exercice 12

x 1-x 1-x% x(x-1) (x—1)(x-2)
f=1-q=—1 A= +t—73 = 21 :
x(x—=1)(x-2) 3x—1)x—-2)—x(x—1)(x—-2) (x—1)(x— 2)(x - 3)
3! - 3! T 3! '
1 (x-——‘i)--‘(x—(n+1)) :

(n+1)!

Remarque
Commencons par essayer des exemples pour n petit afin de conjecturer un résultat.
:

B,=P -

Posons, pour toutn € N°, Q(n) : B, = (-1)"*

Montrons par récurrence que l'assertion Q(n) est vraie pour toutn € N.

o Initialisation. = 1—-x = ? Donc Q(0) est vraie.



Polynémes

(x—i)---(x-(n+1]) s Al

« Hérédité. Soit n € N. Supposons @(n) : B, = (-1)**!

(n+1)!
—-1)-- - 1
L [_l)nﬂx(x )(“ 'E‘xz)i(n — o ) par Q(n)

_ o a XA == L) e (x - (n+ 1)) i (1—1)'~-(x—(n+1;.) ) ar ¢
B (n+2)! i (n+1)! )
< gy =D — (0t 1)) — (it B~ - fx—n + 1))
- (n+2)!
= (—1)"+2 (x—1)-- (x —(n+ 1))(:{ -(n+ 2}).
B (n+2)!

Ainsi, si Q(n) estvraie, Q(n + 1) est vraie.

x=1)(x-(n+1)
(n+ 1) ‘

« Conclusion. vneN, B,=(-1)""

Exercice 13
Précisons que si Q est le polyndome nul alors il est clair que P = Oy, est bien I'unique solu-
tion. Dans la suite, on suppose @ non nul et on note n € N son degré.

Raisonnons par analyse-synthése.

« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Soit n le degré de Q. Supposons qu'il existe P € R[x] tel que Q = P — P".

Comme deg(P') < deg(P), P et Q sont de méme degré n.

On a par dérivation successive

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

P-PF=Q, PJ_P.W:Q:

et de facon générale, pour tout entier k , P®) — p(k+1) = 9(K)_par télescopage,

n mn n n
Z 0 = Z (PO — plet1)) = Z pk) _ Z p(k+1) = p(0) _ p(n+1) = p.
k=0 k=0 k=0 k=0

Sous réserve d'existence, il y a unicité de la solution.
+ Syntheése (recherche des conditions suffisantes)
n
Posons P = ¥ Q™ e R[x] de sorte que par linéarité de la dérivation
k=0

mn n
p_p = z QU — Z QUk+1) = Q(©) _ pln+1),
k=0 k=0
Le polynome P est donc une solution du probléme.

mn
» Conclusion. Il y a un unique polynéme solution, donné par | P = Z k),
k=0
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== Exercices axés sur le calcul

On pose
4 2 -6 1 0 0 0 -1 -1
A=|2 1 -3|, B=|0 -2 3 et C=|-1 -3 2
6 3 -9 g I 2 -1 0 1

1) Vérifier que AB = AC.
2) En déduire que la matrice A ne peut étre inversible.

Vérifier que A — 34 + 2I; = 05 ol

3 0 =2
A=12 1 2.
1 0 O

En déduire I'inversibilité de A et la valeur de son inverse.

Soit (4,B) € M, (R)%. Montrer que det(4 - B) = det(A) - det(B).

1 1 0
On considére la matriceA =10 1 0].
0 0 2

1) Calculer A2, A%, Conjecturer, pour tout n € N, la valeur de A™. Justifier.
2) Montrer que la conjecture précédente s'étend a n € Z.
Rappel : Sous réserve d’existence, pour toutn € N, A™" = (A™)™L,
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b 0 6 -1 0 -2 2 0 2
A=|10 =1 0|, P=|0 1 D et @0=10 0 O
-3 0 -4 1 0 2 -1 0 -1
1) Calculer P2, Q2, PQ et QP.

2) a) Déterminer deux réels e et f de sorte que 4 = aP + SQ.

b) En déduire une expresion de AP valable pour toutp € N.

] 3 *+ Calcul de puissances a l'aide de la formule du bindme de Newton

]

On défini

3 1 1 : 1 1
A=|1 3 1] e B=|1 1 1
1 13 1 4 %

1) a) Calculer B2, B3. Conjecturer une expression de B? pour tout entier p € N,
b) Justifier ce résultat. Reste-t-il valable pourp = 0?

2) En déduire, pour tout entier positif p non nul, une expression de A?.

 +»  Calcul de puissances par « diagonalisation »
On consideére la matrice

1 -6 0
A=12 -6 2]|.
2 -4 3

En examinant les instructions en Python suivantes, calculer les puissances de A.

>>> import numpy as np

np.array(([1, -6, 0], [2, -6, 2], [2, -4, 3]1))

np.array(([6, 2, -1], [2, 1, O], [-1, O, 1]))

>>> P_inv = np.linalg.inv(P) # calcule 1'inverse de la matrice P

>>> P_inv

array([[ 1., -2., 1.1,
[-2., 5., =2.1,
[ Loy =2 22010

>>> P inv@A@P

array([[-1.00000000e+00, 0.00000000e+00, 0.00000000e+00],
[ 6.66133815e-16, -2.00000000e+00, 0.00000000e+00],
[ 4.44089210e-16, 0.00000000e+00, 1.00000000e+00]])

s> A

=»> P
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*+  Décomposition LU, calcul de l'inverse
On considere

2 1 -1
A=|-4 -3 2
2 2 0

I} Trouver deux matrices L et U, carrées d'ordre 3, telles que
« L soit triangulaire inférieure avec tous les éléments de la diagonale égaux a 1;

» U soit une matrice triangulaire supérieure;
« LU =A.

2) Justifier simplement que L et U sont inversibles.

3) Onadmet que L™! est triangulaire inférieure et U ™! triangulaire supérieure.
Calculer L™ et U1,

4) En déduire A™1.

¥} Exercices axés sur le raisonnement

\ »  Somme et produit de matrices nilpotentes

Une matrice carrée A est dite nilpotente s'il existe un entier p tel que AP = 0.

Dans la suite, on considére deux matrices 4 et B dans M, (IR). On suppose que ces deux
matrices sont nilpotentes et qu’elles commutent entre elles.

1) Justifier que le produit AB est une matrice nilpotente.

2) a) Justifier qu'il existe un entier p € N tel que'onaitsimultanément A” = 0, et B? = 0,,.

b) Ecrirelaformule dubinéme de Newton pour (4+B)?P. En déduire que lasomme A+B
est une matrice nilpotente.

0 1

0 0

lorsqu’elles ne commutent pas entre elles.

3) Avec A = l et B = '4, étudier la somme et le produit de deux matrices nilpotentes

e L e | Application aux suites récurrentes
On définit les suites u, v et w par
Uppq = Uy + Uy + Wy

ug =1 vp=wy=0 et VneN, Ups1 = Uy + 30, + Wy,
Wni1 = Uy + VU + 3WI‘I'

On pose de plus, pourn € N, X, = [H,; Uy Wn].
1) Déterminer une matrice A telle que, pour toutn € N, X,,,, = X, A.

2) Par un calcul des puissances de la matrice A, donner une expression explicite de u,, v,
et w, en fonction de n.
On pourra s'aider de l'exercice 6.
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.+ Sommes d'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique

|} Montrer que toute matrice carrée s'écrit, de maniére unique, comme somme d’une ma-
trice symétrique et d'une matrice antisymétrique.

2) Donner la décomposition de la matrice M = E ﬂ

.\ «»  Exponentielle d'une matrice nilpotente
On dit qu'une matrice A € M,,(R) est nilpotente d'ordre p (pour un entier p > 2) si
APl % 0, et AP = 0,,.
Soit A € M3 (IR) une matrice nilpotente d’ordre 3; pour t € R, notons

f2
E(t)=1;+tA+ — A%

2
1 =1 1
|} Dans cette question uniquement, on prend A =| 1 0
=1 1 -
a) Vérifier que A est nilpotente d'ordre 3.
b) Soitt € R, calculer E(t).
R - M;3(R)

c) Vérifier que 'application E : est injective.

t ~ E(t)

2) On suppose pour la suite de l'exercice que A € M;(IR) est une matrice nilpotente d’ordre 3.

a) Montrer par le calcul que pour tout couple (s,t) € R?,

E(s)-E(t) = E(s + t).

b) Soitt € [R. En utilisant la question précédente, montrer que la matrice E(t) est inver-
sible et donner son inverse.

c) En déduire, pour tout entier positif n et pour tout réel ¢, 'égalité E(t)" = E(nt).

3) a) Soit (Au,v) € R®. Etablir la proposition suivante :

Al; + tA+vA2 =0, = (Aupv) =(0,0,0).

b} En déduire que I'application E : R = M;(IR) est injective. Est-elle surjective ?
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-Xer - *+ Matrices de rotation et sommes
Notons
K= [[1] _Ull et Ry =cos(8) ], +sin(@)K (avecd € R).

1) a) Pour tous réels 8 et 8, établir 'égalité Ry, g = Ry * Rgr.
b) En déduire que Ry est inversible d’inverse R_g.
¢) Donner une expression simple des puissances de Rg.
2) Soit A € M, (R) telle que A — I, soit inversible. Justifier que pour tout entier positif p,

il

Z A% = (A= L) (4P = 1).

k=0
3) Dans la suite, on considére 8 € R\ {2km; k € Z}.
a) Montrer que

_ ; B v (VO - SR
Rg—I, = 2sin(8/2)KRg;, et (Rg—1,) e -k

b) Alaide de la question 2, prouver que pour tout p € N,

P in (242
ZR _ sm( 5 H)R
L k6 = Tsin(e/2) Pé*

4) En déduire directement une expression simple des sommes

P
Z cos(k@) et

k=0 k=0

M=

sin(k@).

Exercice ++  Commutant d'une matrice
Soientn € N et A € M,,(R). Notons

4 = (X € M,(R) | AX = XA}.

1 0 0 -1 0 =2 2 0 1
Soient D=0 2 0], A=]10 2 0 et P=]|0 1 O
0 0 3 4 0 5 1 0 1

On admet — et on peut vérifier facilement par le calcul — que P est inversible et

1 0 =1
A=P1pP o P1=|0 1 0].
-1 0 2
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1) Calculer &p.
2) Vérifier X € &, si et seulement si PXP~1 € £,. En déduire &,.

~ #=* | Une équation de Pell-Fermat
Considérons les ensembles

E= {(ﬂ,b) eN?|a%-2b%= 1} et &' = [(a,b) eZ?|a*-2b*= 1].
L'objectif du probléme est de montrer que les éléments de £ sont exactement les couples

(ap,by) olin € N et

1 1
==(B+2V2)"+(3-2Vv2)") et b,=——=((3+2V2)" - (3-2V2)").
an = 5(( "+ ( ") n == (( ( ")
1) Simplifier a,, + V2b, et a,, — V2b,,, puis montrer que pour tout n € N, (a,.b,,) € £.
2) Pour tout (a,b) € Z?, on note

Iﬂ V2b
V2b  a |

On définit aussi E comme étant I'ensemble des matrices carrées S(a,b) ol (a,b) € Z?, de
déterminant 1. Autrement dit,

S(ab) =

E ={S(ab) | (ab) € 7, det(S(ab)) = 1}.

a) Montrer que
(a,b) e’ & S(ab) €E.

b) Justifier que E est un ensemble stable par produit, au sens ot si (4,4") € E?, alors
AA' € E. On pourra utiliser le résultat de l'exercice 3.

c) Justifier que E est un ensemble stable par passage a l'inverse, au sens ot si A € E,
alors A estinversibleet A™! € E.

3) Soit (x,y) € &. Lobjectif de cette question est de montrer qu'il existe un entier positif n
tel que

(x.y) = (an.by).

a) Justifier qu'il existe un unique entier positif n tel que
(B+2V2)" < x+V2y < (34 2V2)",
Dans la suite, n désigne cet unique entier. Montrer que

an +V2b, < x +V2y < (3 +2v2)(a, + V2 b,).

b) Justifier I'existence de (x,.y,) € €' tel que S(x,y) S(a,,.b,) ™! = S(x4.¥)-
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c) Onpose X =

1
1l
.. Pour (a,b) € Z2, vérifier que S(a,b) X = (a + v2b)X.

ii. En déduire que
(x +V2y) = (a0 + V2 by )(x0 + V2 3,),

puis que
1< x+V2y, <3+2V2.

iii. En se rappelant que (x,,y,) € £, montrer que
-1 < V2y, —x5< 3 =202,

iv. En déduire que yy = 0, x5 = 1, puis que S(x,y) = S(a,.b,). Conclure.

| «+  Pseudo-inverse

Dans la suite, on note E = M,,(IR) ot n est un entier positif fixé tel quen > 2. Soit 4 € E. On
appelle pseudo-inverse de A toute matrice M € E satisfaisant les trois propriétés suivantes :

AMA = 4; MAM = M; AM = MA.

1) On suppose A inversible, Déterminer une pseudo-inverse de A.

2) Deux exemples.

a) SoitA = lé gl Calculer A% et A%. En déduire une pseudo-inverse de A.

; 0 1 " :
b) SoitA = [U Ul. Montrer que A ne posséde pas de pseudo-inverse.

3) On suppose que B est une pseudo-inverse de A. Montrer que A? admet une pseudo-
inverse que I'on précisera.

4) On suppose que 4 est une matrice diagonale, de la forme A = diag(4,, ....4,-,0, ...,0) avec,
pourtoutitelquel <i <r A; #0.

Montrer que A admet une pseudo-inverse que 'on exprimera en fonction de A, ..., 4.
5) On veut montrer que toute matrice A de E posséde au plus une pseudo-inverse.

a) Onsuppose que M et N sont deux pseudo-inverses de A.
« Justifier I'égalité AMAN = MANA.
« En déduire successivement que AN = MA, puis que M = N.

b) Conclure,
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& Exercices avec questions ouvertes

. - 3 0 2
"= o< 0+ Donnerles puissancesdeA=|0 2 0
~ D ~3

er

ST « ) Viai ou faux?

Soient 4, B, C et D quatre matrices carrées non nulles, de méme taille (n,n) avecn > 2. Les

affirmations suivantes sont-elles (toujours) vraies ou (parfois) fausses?

1) (AB)? = A%B2.

2) Si A commute avec B inversible, alors A commute avec B~

3) Si A commute avec B, alors AP commute avec B.

4) Si AP commute avec B, alors A commute avec B.

5) Si AB estinversible, alors A et B le sont.

6) Si ABC = 04, alors il existe au moins deux matrices parmi 4, B et C qui ne soient pas
inversibles.

7) SiABCD = 0y, alors il existe au moins trois matrices parmi 4, B, C et D qui ne soient pas
inversibles.

4 1 1

Pour quelles valeurs de 4 € R lamatrice A; = (1 A 1| est-elle inversible?
1 1 4

'S 0. ) «++ Retour surle comnmutant d’'une matrice

Que dire d'une matrice A € M5(IR) qui commute avec toutes les matrices de M5(RR)?

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
l) On trouve
4 -10 -6
AB=1|2 =5 <=3|=AC.
6 -15 -9

2) Raisonnons par l'absurde en supposant A inversible. En multipliant (& gauche) par A%,

AB = AC, donc A™'AB=A"'AC, donc I4B=13C, donc B=C.

Absurde. Conclusion. {La matrice A n'est pas inversib]e,]
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Exercice 2

7 0 -6 -9 0 6 2 00
Oncalcule A4%2=|6 1 -6, —-34=|-6 -3 6| et 2i3=|0 2 O0f.

3 0 =2 -3 0 0 0 o 2
Par somme, [ A% —3A+ 213 = 0,. ]

Il vient

A2 —34=-2I, donc ~— %A(fl —3L)=1 et A- %(A -3L)) = L.

1
Par définition de I'inverse, |A est inversible, d'inverse A~ = -2-(31'3 - A).]

Sil'on pose le calcul, on trouve A™' =

oMo
W N

—2
-1

R

Exercice 3

" : a
Explicitons les deux matrices: 4 = i

aa+yb f[a+6b
ac+yd Pc+dd

bletB:[(; g

La définition AB = I conduit a

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

det(AB) = (aa + yb)(Bc + 8d) — (fa + 6b)(ac + yd)
= aqafic + aadd + ybfc + ybéd — aafc — fayd — dbac — dbyd
= aadd + ybfc — fayd — dbac.

En parallele, det(A4)det(B) = (ad — be)(ad — By) = adad — adfy — becad + bcpy.
On conclut | det(4) det(B) = det(4B). |

Exercice 4

1 2 0 1 3 0
1) OnobtientA2=]0 1 OfetA®=|0 1 0
0 0 4 0 0 8

1 n 0O
Montrons par récurrence que pourtoutn e N, A" =10 1 0.
0 0 2¢

1 0 0
« Initialisation. A =1; = [0 1 0 |. Le résultat est vrai au rang 0.
g 0 2°
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[1 n 0
« Hérédité, Soitn € N. On suppose A" = |0 1 0 |. Alors
0 0 27
i1n 0|1 10 1(r1+1) 0
== 10 1 0|0 1 D 0 0
0 0 2" |0 0 2 0 L
Donc si la proposition est vraie au rang n, alors elle est vraie au rang n + 1.
i1 n 9
« Conclusion. PourtoutneN, A"=|0 1 0|
0 0 2"

2) La matrice A" est une matrice triangulaire dont aucun coefficient diagonal n'est nul, elle
est donc inversible.

I =R @)
Posons, pour toutn € N,B, = |0 1 0 |
g g 2™
Un calcul matriciel donne By A" = A" By = k.

Donc B, = (A™™). Ainsi la conjecture s'étend aux entiers négatifs.

1 n
Conclusion. PourtoutneZ, A"=(0 1 0|
U G 2?1

Exercice 5 Calcul de puissances a l'aide de la formule du binéme de Newton
1) Ontrouve P2 = P,Q? = QetPQ = QP = 0,.

2) a) Soient a et § deux réels, alors

—a+26 0 —-2a+28
aP + pQ = 0 14 0
a=f 0 2Z2a-f

Ainsi, aP + fQ = A si et seulement si

—a+28=5
—2a+28=6 {a= i
=—1 = B
-p=-
-f=-
En conclusion, A=20Q-P.
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b) Appliquons la formule du binéme de Newton sachant que les matrices 2Q et P com-
mutent d’apres la question 1). Pour p € N,

r v
A =20-PP =) (i)(zo)k(-mv-k = ¥ (ﬁ)ﬂ(wl)v-kow—*.

k=0 k=0

Or, pour k € [[1,p — 1],
Q¥pP~k = Qk~1.(QP)-PP7*"1 =0, car QP =0,.

La somme précédente se réduit a 2 termes (obtenus pour k = 0 et k = p).
Comme PP = P et QP = (, il vient

(AP =2PQ + (-1)PP. |

3 Remarque
i On teste le résultat final dans des cas particuliers afin de détecter des éventuelles erreurs
de calcul.

Pourp =0: A=L=0+P =29+ (-1)°P.
Pourp =1: Al=A=2Q-P=2'Q+ (-1)'P.

Exercice 6 Calcul de puissances a l'aide de la formule du binéme de Newton

1) a) Un calcul de produit matriciel donne B? = 3B et B3 = B2B = 3B? = 9B. On conjec-
ture que pour tout p € N*,

(BY = 3v-1p, |

b) Montrons par récurrence que pour toutp € N*, B? = 3?71p,
« Initialisation. 3'7*B = B. Le résultat est vrai au rang 1.

« Hérédité, Soit p € N*. Supposons B? = 3P71B, Alors BP*' = BPB = 3P71p2 =

37B.
Dong, si la proposition est vraie au rang p, alors elle 'est aussi au rang p + 1.
 Conclusion. [Vp eEN*, BP= 3”"13.]

La proposition n'est pas vérifiée pour p = 0 car

1
B°=1I; et 37'B=3B.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v
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2) OnaA = 2] + B. Comme (2])B = 2B = B(2I), on peut appliquer la formule du bindme
de Newton pour les matrices. Soitn € N*.

An = (21 + B)"

n

=y (:)B"(zf)“"‘

k=0

= " 0 mn 3 L n—kok—-1
_(D)B @0 +Z(k)2 3k-1p
k=1
- n
=2“f+( ( )2’1"‘3"'1) B
> (:

=1 on fait apparaitre la formule

1 . n Sl / du binome dans R
— 5 n— _9n
= 2" + 3 ki}(k)z 3 2" | B

=2 + %((3 +2)"—2")B

{pourk > 1 . Bk = 3k-1p

1
= 2" +3(5" - 2")B.

En conclusion,

1 5?1 + 21‘1+1 51‘! i 2?1 51: - 2?1
vneN', A*=2"4 _(5"-2")B=<| 5"-2" St42™1 5R_3R |
3 3 gn . on BN . on 5" 4 pntl

Exercice 7 Calcul de puissances par « diagonalisation »
Interprétons dans un premier temps les instructions en Python. Sil'on pose

6 2 -1 -1 0 0
P=|2 1 0 et D=|0 -2 0
-1 0 1 g 0 1
1 -2 1
alors P est inversible, pt=|-2 5 =2{,
1 -2 2

etD = P1AP,lesflottants de'ordre de 1071° étant & considérer comme de simples erreurs
d'arrondi par la machine.
Calculons maintenant les puissances de A en remarquant que la relation précédente peut
étre réécrite A = PDP™L.
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Remarque
Commencgons par regarder ce qu'il se passe pour quelques petites puissances :

42 = (PpP~*)(PDP~') = PDP~*PDP~! = PD?PY,

3
A% = (PDP-l)(PDP-l)(PDP-l) = PDP-1PDP-1PDP~* = PDPP2.
iz I3

Ces premiers calculs permettent de conjecturer que pour toutp € N, A? = PDPP~1, C'est
ce que |'on va prouver par récurrence.

Démontrons par récurrence que la proposition
P(p): AP=PDPP-?

est vraie pour tout p € N.
« Initialisation.
D'une part, PD°P~! = PP™! = [, et, d'autre part, A° = I;. P(0) est vraie.

» Hérédité. Soit p € N. Supposons P (p) vraie et démontrons que P(p + 1) est vraie. w
=

AP = AP 4 } L . o

| d'apres I'hypothése de récurrence -

S PDPFL.-POPE ¥ (9

— ppP. pp-1 ) simplification avec PP~ = I, -
=:PPPrIp-l, g

L%

P(p + 1) est donc prouvée.

« Conclusion.
Pour tout p € N, A” = PDPP~1. On pose le calcul, et aprés simplifications,

6(—1)P + 2(~2)P*1 =1 —12(-1)P + 10(=2)P +2 6(—1)P — 4(—2)P — 2
AP =| 2(=1)P + (-2)P*! —4(—1)P + 5(=2)? 2(—1)P + (—2)P*!
(-1)P* +1 2(—-1)P =2 (-1)P* + 2

Exercice 8 Décomposition LU, calcul de l'inverse

1 00 d d d"
1) OnposeL=|a 1 OletU=|0 e e"|.
b ¢ 1 0 0 2z
d dr d!r
Alors LU =|ad ad +¢' ad” + e”

bd bd 4+ce' bd" +ce”"+2"

127



Chapitre 8

Le systéme A = LU donne pour unique solution

1 0 0 2 1 =1
L=|-2 1 0], U=|]0 -1 O
1 =1 1 0 0 1

2) Les matrices L et U sont des matrices triangulaires avec des coefficients diagonaux non
nuls. On sait alors que

[L et U/ sont inversihles.J

3) D’apreés l'énoncé, les inverses sont aussi triangulaires. Posons

1 0 0 d 6 4§
I'*=|ld £ 0] & =10 2 &
gy 1 00 ¢
Les systémes linéaires L™'L = I, et U™ 'U = I, donnent
i1 0 @ 1 i 1 &
FFi=|2 1 8| Sk U‘jziﬂ -2 0
i & A 0 0 2
4) On a directement
4 2 1
At=yit=Z|-4 -2 0
2 z 2

EE Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 9 Somme et produit de matrices nilpotentes
1) D'apres la définition, il existe un entier p tel que AP = 0,,. De plus, les matrices 4 et B
commutent donc
(AB)? = APB? =0, BP = 0,.

[La matrice AB est donc ni!pntente.]

Remarque
Noter qu'ici, I'hypothése de nilpotence de B est superflue!
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2) a) Il existe par hypothése deux entiers — éventuellement différents — p, et pg tels que
APA =0, et BPB=0(,.

On constate alors que pour tout k > py, A¥ = A PagPa = 0, et pour tout k > pg,
B% = 0,,. Si I'on définit p comme étant le maximum entre p, et pg, on obtient alors

AP =0, et B?=0,.

b) Les matrices A et B commutent, donc d'aprés la formule du binéme de Newton

2p

(A+B)? = Z (zkp).qkszﬂ.

k=0

Remarquons que pour k € [[0,2p], A¥B?P~% = 0,,. En effet,

« sik € [p.2p]), alors AXB??~% = 0,, - B??»~% = 0,
o etsik € [0,p]), alors 2p — k > pet AKXB?P~% = Ak . 0,, = 0,,.

Finalement, (4 + B)?? = 0,,. {La matrice A + B est ni]putente.]

3) Avec ce choix de matrices,

ey § o« aof

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

0 0 1 %

La matrice AB est diagonale, et, pour tout p € N,

2 0,.

17 B 1 0
3 - e
(A% ‘lo 0]‘[0 0
De plus, on a aussi

0 1
wen=ft )]
Dong, par récurrence immédiate,
(A+ B)? = A+ Bsipestimpai, et (A4+ B)? =1, sinon.

La matrice n'est pas nilpotente. En conclusion,

[ni AB ni A + B n’est une matrice ni]potente.]
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Exercice 10 Application aux suites récurrentes

1)

3 1. %
Posons A =|1 3 , de sorte que, pourn € N
1 1

1
3

LI

3 1
XpA = [un vy wy]fl 3
1 1

[Bup +vp+wy up+3vp +Wy U+ 0 +3Wy] = [Unsr Vner Wnaa.

Pour toutn € N, {XHA = Xn+1~]

Démontrons par récurrence que la proposition
Pn) : X = XpA®

est vraie pour tout n € N.
« Initialisation.
Ona X,A° = X,I; = X,. La proposition P(0) est vraie.
» Héréditeé,
Soitn € N. Supposons P(n) vraie et démontrons que P(n + 1) est vraie. D’apres la ques-
tion précédente,
Xiiq = XA = (XgA®)A = LA™,
P(n + 1) est vérifiée.
« Conclusion,
Pour toutn € N, Xn = XpA™,

En utilisant la formule du binéme de Newton, on démontre a l'exercice 6 que

gn + 2n+1 gh _ n gn _ gn
vneN*, AP=—-|5*=2" 5t427%1 gGrogn |
5:4 o 211 5n s 211 5:1 + 2n+1
Puis, a partir de X,, = XoA" et de X, = [uo vo wo] =[100],

j |57 2% §R—30  ER-n
Uy vp wp]=[1 0 0].z| 5"—-2" 5"42"1 5n-_2" |,
[ n m 'ﬂ.] [ ] 3 5" _ 211 5-_.-1 = 211 5!’1 + 2ﬂ+1

W = %(5" - 2"“)
Bilan : vy = %(5“ - z")
Wy = %(5“ = 2“).
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Exercice 11 Sommes d'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique

1) Soit M € M, (R). Raisonnons par analyse-synthése.

« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Supposons qu'il existe deux matrices carrées A et §, respectivement antisymétrique et
symétrique, telles que M = A + S. En transposant, il vient

M="A+8=-A+S8.

1 1
On en déduit par somme et différence que A = E(M -M) et S= 5 (M + ™).
En particulier, si la décomposition existe, alors A et S sont uniques.
« Synthese (recherche des conditions suffisantes)

1 1
On pose A:E(M—’M) & 5= E(M+£M).
. 1 1 1

On vérifie Y= 5" t(M-M)= E(tM -{M)) = -E(M - M) = -A.

De méme, on prouve que 'S = S. Autrement dit, A et S sont respectivement antisymé-
trique et symétrique avec

1 1
A+S=5(M-M)+5(M+M)=M.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

« Conclusion. On a prouvé que M s'écrit, de maniére unique, comme somme d’'une ma-
trice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

2) Dansl'exemple, on a

| 13 o] 1[3 4 0 =2
—-— _r - _—— —
A‘z(M M) 2[4 1] 2[0 1 [2 0]'
1 113 o] 1[3 4] B
i L L s i -
= 5‘2(M+M)‘2[4 1]"‘2[0 1= [2 1]‘

Exercice 12  Exponentielle d'une matrice nilpotente

1) a) Calculons:

: % 1]fs & 1] pi & =i
2=1 0o 1|1 o 1|=l0o 0 o|=o0,
=t 1 =2| =t 2 =] |z 0 =
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2) a)

-1 0 -1 0 0 0
donc AA=|0 0 0] 0 0 0]=0.
0 0 0

Finalement, [la matrice est A est bien nilpotente d'ordre 3 u:ar A? n'est pas nulle.

Pour tout réel t,

-1 1 e2[-1 0 -1
0 1|+—=|0 0 O
=3 3 =1 =|1 @ 1
+t—t3/2 -t t—t%)2

= t 1 t :

—t+t2/2 t 1-t+t?)2

E(t) =

Soientt, # t, telsque E(t;) = E(t,). Autrement dit, on a égalité des coefficients entre
les matrices E(t,) et E(t,). D’apres ce qui précede, le coefficient en position (1,2)
fournit directement t; = t,.

[L’app]icatic:-n E:R - M;(R)est injective.]

Notons que pour k > 3, on dispose de 'égalité A¥ = A¥24% = 0, (car k — 3 > 0).
Soit (s,t) € R?; puisque 4 est nilpotente d'ordre 3, on obtient

E(s) - E(t) = (13 +5A+ %Az) : (13 +tA+ %2,42)
sz+zst+r2A2

=L+ (s+)A+—;

= E(s + t).

Il est clair que E(t) - E(—t) = E(0) = I; et E(—t) - E(t) = E(0) = I5. Par définition,
on en déduit donc que

[E(t) est inversible et son inverse est donnée par E(—t}.]

Soit t € IR. Démontrons par récurrence que la proposition
Pn): E(@)"=E(nt)

est vraie pour toutn € N.

« Initialisation.

Pour n = 0, on a, par convention, E(t)° = I;. Comme E(0) = I, P(0) est vraie.

« Hérédité.

Soit n € N. Supposons P(n) vraie, démontrons P(n + 1). En considérant la relation
de la premiére question avec s = nt, on obtient

E((n+1)t) = E(nt +t) = E(t)E(t) = E(6)"E(t) = E(6)"**.
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Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
« Conclusion. La proposition est vérifiée pour tout entier positif n.

[ Pourtoutréelt € Rettoutn € N, E(t)" = E(nt).]

3) a) Soit (A,p,v) € R? tel que Al; + uA + vA? = 05. On multiplie la relation précédente
par A2, ce qui fournit A4%2 = 0,. Comme A? # 0,,0n abien A = 0. En multipliant par 4,
on obtient de méme i = 0. Puis v = 0.

En conclusion, [(A,,u,v} = (0,0,0).}

b) Soientt; et t,, deux réels distincts tels que E(t,) = E(t,). Il vient :

- t g~
13 + tiA + _A = Ig + tla‘q + _A . dOI]C (tl - tz)A + 2

2
> s A% = 0,.

D’aprés la question précédente,onat, — t, = 0, c'est-a-dire t; = t,.

 Lapplication t € R = E(t) € M3(R) est injective.

« Cependant, [l'application n'est pas surjective] puisque son image est incluse dans

I'ensemble des matrices inversibles.
Par exemple, on ne peut pas trouver de réel t tel que E(t) = 0;.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Exercice 13  Matrices de rotation et sommes

1) a) Soient @ et 8 deux réels. Par définition du produit matriciel,

B B [cos(&) msin(e}] . [cos(e‘) — sin(0")

sin(8) cos(8)| |sin(8") cos(8")

lcos(ﬂ) cos(8") — sin(8) sin(8") — cos(8)sin(8") — sin(8) cos(8")
sin(6) cos(8") + cos(8) sin(8") —sin(@)sin(B") + cos(H) cos(8") |

En utilisant les relations trigonométriques, il vient

cos( +6") —sin(8+8")

= [sin(ﬁ' +8)  cos(0+6")| = Rovor

b) Soit6é € R;alors RgR_g=Rg_g=Ry=1, et R_gRg=R,=1L.

En conclusion, lRe est inversible avec Rg™* = R_g. l
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! Remarque
On peut aussi utiliser la formule d'inversion des matrices carrées d'ordre 2. La ma-
¢ trice Ry est inversible car son déterminant est non nul :

by
% cos(6) sin(8)

_ ¥ 1
det (Rg) = cos(8)? +sin(@)2=1#0 et Ry ' = m[~5in(9) cos()|"

Comme cos est paire et sin impaire, on retrouve bien R_g.
¢) Soit & € R. Démontrons par récurrence que la proposition
P(n): R = Rooi

est vraie pour toutn € N.

« Initialisation.

La proposition P(0) est vraie puisque par convention Rg® = I, = Ry.g.
« Hérédite.

Soit n € N, supposons P(n) vraie et démontrons P (n + 1). On écrit

Rg"*' =Rg"Rg_= RugRe , = Rygss = Rpninye-

Pin) d'aprés 1a

La proposition P(n + 1) est prouvée.

« Conclusion. Pourtous@ € R, n € N,

2) Par télescopage,

r r r
(A -IH}ZAk - Z(‘A —f“)Ak e Z(Ak+1 —jlk) = AP+l _ 40
k=0 k=0 k=0

Or, par convention, A° = I,,. On conclut en multipliant & gauche par (4 — I,) ™' :

o

D A= (A1) AP - ),

k=0

3) a) Notons que K2 = —I,.Soitf € R;
25in(8/2)KRq,, = 25in(8/2)K( cos(8/2)1, + sin(6/2)K)
= 2sin(0/2) cos(8/2)K — 2sin(8/2)?L,.
Or les formules de sommation pour les fonctions trigonométriques donnent

sin(@) = sin(8/2 + 8/2) = 2sin(6/2) cos(8/2),
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et
cos(8) — 1 = cos(8/2 + 6/2) — 1 = cos(8/2)* —sin(8/2)* — 1 = =2sin(8/2)>.
On simplifie 2sin(8/2) K Rg/, = sin(6)K + (cos(9) — 1)I, = Rg — I,.

Avec la condition 8 # 2rk ol k € Z,sin(6/2) = 0. Or la matrice K est inversible (d'in-
verse —K) et d'apres la question 1b, Ry, est inversible, d'inverse R_g,,. Par consé-
quent, I, — Ry est inversible en tant que produit de matrices inversibles et

(Rog—1,)"" Rep2 ‘K™t =

= 2sin(0/2) R-e/2K.

~ 2sin(8/2)
b) Appliquons le résultat de la question 2 ) a la matrice Rg.

p P
Z Ryg = Z Ro* = (Rg— 1) " (RP** - 1,).
k=0

k=0

Puis avec les résultats de la question 3 a),

g U wvi
Ro—h) "=z sin@/2) -0 3
_ =
et Re*™ — I = Rgpy1ye — I = 2sin((p + 1)8/2)K Rip41)6/2- v
Par produit, E
i 2sin((p+ 1)8/2) v
1
(Rg— L) " (Re"™ = 1) = - 2singyz)  -oreKKR@ner:

Sachant que K? = -1, et R_g/2Rp+1)8/2 = Rpg sz, ON trouve

P in (EL
ZE‘ _ sm( 5 B)R
k6 = “sin(6/2) 5%

k=0

4) En explicitant les coefficients des matrices dans la relation précédente,

P - DL
cos(kf) —sin(ke)| _ S0 (T 9) cos(6p/2) —sin(8p/2)
I; sin(k@) cos(k@)| — sin(8/2) |sin(@p/2) cos(Bp/2) |
En isolant les termes en position (1,1) et (2,1), on trouve directement
B sin(?’zi B) = sin (% ) _
Z cos(k@) = ~Sin(@/2) cos(6p/2), z sin(k@) = —Sin(@/2) sin(6p/2).

k=0 k=0
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Exercice 14 Commutant d'une matrice
Cet exercice explique, par l'exemple, comment déterminer toutes les matrices qui commutent
avec une matrice A fixée. Notons l'emploi du « principe de diagonalisation », également exploité
dans l'exercice 7.

@ b o
1) SoitX =|d e f|e M3(R).0ncalcule
g i h
a 2b 3c -
XD=|d 2 3f| et DX=|2d 2e 2f].
g 2i 3h 3g 3i 3h

Ainsi, X € &y si et seulement si ces deux matrices sont égales. Deux matrices étant égales
si et seulement si leurs coefficients sont égaux deux a deux, on obtient le systéme

[ a = 7l
Z2b = b £ =
I = e c = D
d = 2d g = 0
{ 2¢e = Z2e & 4 £ = B
IF = 2f = i
g = 3g I
2i = 3i 1= 8
\ 3h = 3h

Autrement dit, les coefficients en dehors de la diagonale de X sont nuls, et cette condition
est nécessaire et suffisante pour que X et D commutent entre elles.

[L’ensemb]e &p est'ensemble des matrices diagonales de taille (3,3).]

2) Raisonnons par équivalences successives :

Xe&, = AX =XA
& P-1DPX = XP~'DP
& DPX =PXP-DP
o DPxp~t=pxp-ip X!
= D(Pxp~t)=(PXP-1)D
& PXPleé,.

)A=P1DP
P X

y=1

| définition de &,

Or toute matrice de £, est une matrice diagonale. Ainsi, X € &4 si et seulement s'il existe
(a,,7) € R3 tel que

a 0 0 a 0 0
Pxp1=10 B 0| << X=P110 £ 0O|P
0 0 vy 0 0 vy
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Aprés simplification, X commute avec 4 si et seulement s'il existe (a,8,y) € R? tel que

xX= 0

2a-y U Zy 2a
a—y Z}f—a

Exercice 15 Une équation de Pell-Fermat

1) Vérifier que pour toutn € N,
ap +V2b, = (3+2V2)" et a,-V2b, =(3-2V2)"

Dés lors,

- 2h.2 (an +V2by) - (an —V2b,)

(3 +2V2)"(3 - 2v/2)"
(B+2v2)- 3-2v2))"
= (32- 22«52)“ =1

De plus, d’apreés la formule du binéme de Newton,

Il

mn

G+2v2y =) (:)31'**2’*\/5" et (3-2V2) = (:)3"*2'*(-@)’*.

k=0 k=0

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

mn

Ainsi, a, = Z (k)Bn kzk(l + (_l)k)\/—k

k=0

De plus,
« si k est un entier impair, alors 1 + (—1)¥ est nul et

A TS 4 0 ) L
M.

= sial'inverse k est pair, alors il existe un entier p tel que k = 2p, et

1+ (-1DF
2

1+ (=1

2 )*ﬁk € N.

k 2p n
=1 V2 =+2" =2PeN et (k)sﬂ—kzk(
En tant que somme d’entiers naturels, a,, est un entier naturel . On montre de meéme

que b, est un entier naturel.
En résumé, (a,,b,) € N? et a2 — 2b,> = 1. Autrement dit,

(anby,) € £.
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2) a) Il suffit de remarquer que, pour (a,b) € Z?,

L
st
jxh ]
S

138

\’Ebl = a? — 2b°.

det(S(a,b)) = det I\/gb

Ainsi
(ab)e& & a®>-2b*=1 & det(S(ab))=1 & S(ab) €E.

Soit (4,4) € E2.
Il existe (a,b) € N? et (a’,b") € N? tels que A = S(a,b) et A’ = S(a’,b"). Alors

AxA = S(ab)xS(a,b)
. | a v’ibl[ a' \Eb’]
- L@b a V2b'
aa' +2bb" V2 (ab' +a'b)
VZ2(ab' +a'b)  aa’ +2bb’
= S(aa’ + 2bb’',ab’ + a'b).

De plus, en utilisant le résultat de l'exercice 3,

det(44") = det(A) - det(4') =1-1=1.

En conclusion, [V(A,A’) eE? A-Ae E.]

Précisons que A est bien inversible puisque det(4) = 1 # 0. La formule de l'inverse
d’'une matrice de taille 2 donne

o |

1 a —V2b
= det(d) l-«ﬁ b ‘ =)

et AA™1 = [, implique det(A) det(A™1) = det(AA™ 1) = det(l,) = 1. D'olr

det(A™1) = det(A) =1

Bilan : A est inversible et

a) La suite de terme général u;, = (3 + 2V2)¥ est strictement croissante avec u, = 1

et uy = +oo.

De plus, x + V2 y > 1: en effet, x et y sont deux entiers positifs, et ils ne peuvent pas
étre tous les deux nuls, car dans ce cas on aurait x? — 2 y? = 0 ce qui contredirait le
fait que (x,y) € &.

[l existe donc un unique entier n tel que

B+ 2V2)" < x+V2y < (3 + 2vV2)" L,
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Or on a vu a la question 1 que
a, +V2b, = (3 + 2V2)".

D'ol

[a.n +ﬁb“<x+v’§y<(3+2ﬁ)(an+ﬁbn).|

b) Par stabilité par passage a I'inverse, S(a,.b,) " € E et, par stabilité par produit,
S(x,y)S(ayb,) "t € E.
Il existe donc un couple (x4,¥,) € Z2 tel que
S(xy) S(anby)™" = S(xo.Yo)-

c) i.On écrit
S(ab)X = L',-gb \l‘zb] . Iﬂ = [zigil = (a +'\'J§b) EI

Autrement dit, [ S(ab)X = (a+V2b)X. ]

ii. Reprenons le résultat de la question 2 b) :

S(xy) = S(x0.¥0) S(a,b), donc S(x,y)X = S(x0,¥,)S(a,b)X.

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Or S(x,y)X = (x +V2y)X et

S(xoy0)S(@nbn)X = S(xodo)((an + V2by)X)
(an +V2b,)S (x0,0)X

(an + VZb,)(xo + V2¥,)X.

Comme X # 0, ,, on abien

| (x+V2y) = (an + V2 bn)(xo +VZ). |

De plus, on a vu a la question 3 a) que

an+V2b, <x+V2y < (3+2v2)(a, +V2by),

x+V2y
a,,-i-\ﬁbﬂ

puis 1<x0+ﬁyn<3+2w"§.

doncl < <34 waf
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iil. Notons que
(X0 = V2 y0)(x0 + V2 yp) _ Xt =2y 1 _
Xg +ﬁ}'g Xp +\"'§}"g Xo +ﬁy§

Par passage a I'inverse dans la relation de la question précédente,

Xo —\E}’o =

1 1
o F < 1, donc —1{\5 - Xy < — .
S30E T - Py 3+2v2

iv. En sommant avec la relation précédente,

1
0<2V2y, <3+2V2 - =34+2V2-(3=2V2) = 42
o 34+ 2v2 ( )

Ainsi, 0 < yy < 2. Comme y, est un entier, y, = 0ou y, = 1.

Si ¥, = 1, alors x,2 = 3, impossible car x, € Z. Donc y, = 0 et x, = 1.

On en déduit que

S(xy) = S(xoyo)S(anbn) = S(xy) = 5(1.0)S(anby)

= S(xy) = S(apby)
= (03) = (@wby):

En conclusion,

[ tous les éléments de € sont donnés par les couples (a,,.b,). ]

Exercice 16 | Pseudo-inverse

1) Posons M = A~%. Alors
AMA=AAT'A=IA=A MAM=A'AA"'=JA"'=A""=M.
Enfin AM = AA™* =1 =A"'A = MA.
Finalement [A"‘ est une pseudo-inverse de A.}

2) a) Ontrouve A2 = A% = A. Ainsi, en posant M = A, M vérifie les trois conditions pour
étre une pseudo-inverse.

Finalement, [A est une pseudo-inverse de A.]

5 . b
b} Supposons que A posséde une pseudo-inverse M = g dl_

0 a
0 ¢

Alors AM = MA. Ce qui donne [g g

D'oli c=0etd =a.DoncM = Ig 2] =al.Onaalors AMA = 0,, # A.

Conclusion. [A n'admet pas de pseudo-inverse.]
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Calcul matriciel
3) Montrons que B? est une pseudo-inverse de A?. Par hypothése, AB = BA. Donc
A?B? = A(AB)B = A(BA)B = (AB)(AB) = (BA)(BA) = B(AB)A = B(BA)A = B%A2.

Par hypothése, ABA = A. Donc

A?B2A% = A(AB)BA? = A(BA)BA? = (ABA)BA? = ABA? = (ABA)A = A2.

De méme, BAB = B permet de montrer que B24?B? = B2,

Conclusion. | B? est une pseudo-inverse de Az.]

4) Linverse d'une matrice diagonale dont la diagonale ne contient pas de 0 nous ameéne a
penser que M = diag(1/4;, ...,1/4,.0, ...,0) est une pseudo-inverse de A. Vérifions-le.

On écrit AM = diag(1,1,...,1,0,...,0) = MA.
¥ termes
De plus,

MAM = diag(L,1, ...,1,0, ...,0) - diag(2y, ....A,.0, ...,0) = diag(4;, ...,A.0, ...,0) = M.

Enfin un dernier calcul montre que AMA = A.

v
=
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e
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Conclusion. | une pseudo-inverse de A est diag(1/4y, ...,1/4,.0, ..., 0).|

5) a) Par hypothése AM = MAet AN = NA. Donc AMAN = MANA
Par hypothése, AMA = A et ANA = A. Donc

AN = (AMA)N = (AM)(AN) = (MA)(NA) = M(ANA) = MA.
Enfin
M = MAM = (MA)M = (AN)M = (NA)M = N(AM) = N(MA) = N(AN) = NAN = N.

) On vient de montrer que deux pseudo-inverses d'une matrice A sont nécessairement
égales.

Conclusion. [Une matrice A posséde au plus une pseudo—inverse.]
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& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 17

Remarque
2 [1 est possible de faire une conjecture a I'aide de Python.
$

ELe code : Réponse : ’
: (4) (4%)
import numpy as np
([ 3 @ 2] ([ 3 0 2]
A = np.array([[3, 0, 2], [0 2 0] [6 8 0]
(0, 2, 0], [-4 0 -3]] [-4 0 -3]]
(-4, 0, -3]]) (4%) (A*)
i [[1 0 0] [l 1 & 0]
for 1 in range{l, B . . [0 4 0] [ 016 0]
print(np.linalg.matrix_power(A, 1i)) [0 0 1] [0 0 1]]

On constate qu'il faut distinguer la parité de n et le terme central.

Par récurrence, on vérifie que :

« Pour n pair: « Pour n impair:
1 0 3 0 2
Av=10 2Z* 0|, At=180 ¥ 0O}
0 0 1 -4 0 -3

Exercice 18 Vraiou faux?

1) Faux.
En général, (AB)? = ABAB. Enrevanche, le résultatannoncé est vrai siles matrices A et B
commutent. On pourra chercher un contre-exemple en explorant des couples de matrices
ne commutant pas entre elles.

2) Vrai.
En effet, en multipliant & gauche et a droite par B~! dans la relation AB = BA, on obtient
directement B~*A = AB~%,

3) Vrai.
11 suffit de procéder par récurrence sur p.

4) Faux.
On peut construire un contre-exemple a partir de matrices nilpotentes. Par exemple,

soient
0 1 0 0
A= [0 1‘ et B= Il D]'

Vérifier que B ne commute pas avec A alors que B commute avec A? puisque 42 = 0,.



Calcul matriciel

5) Vrai.
Supposons le produit AB inversible, il existe donc une matrice C telle que

(AB)C=1I, et C(AB)=1I,
On peut réécrire ces relations sous la forme
ABC)=1I, et (CAB=I,

La matrice A est donc inversible a droite et B, inversible a gauche. Or, les notions d'inver-
sibilité a gauche et a droite pour des matrices carrées sont équivalentes a l'inversibilité.
Donc A et B sont inversibles.

6) Vrai.
Raisonnons par I'absurde en supposant qu'il y ait au moins deux matrices inversibles.
Supposons A et C inversibles, les autres cas sont similaires. Dans ce cas,

ABC =,
donc BC =0,
d'ot B =0,

) multiplication & gauche par A™1

) multiplication a droite par €™

C'est une contradiction, puisqu’on a supposé les matrices 4, B et € non nulles.

v
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7) Faux.
Donnons un contre-exemple. Considérons deux matrices A et B telles que AB = 0,,. Par

exemple,
1 8 01

Et prenons deux autres matrices, C et D, inversibles (par exemple C = D = [,,). Dans ce
cas, on a seulement deux matrices non inversibles avec ABCD = 0,.

Exercice 19

Soit A € R. Donnons deux méthodes.

« Méthode 1.

X1 M1
Procédons par un pivot de Gauss. Soient X = |x, |,V = |y:| € M3, (R). Procédons par équiva-
3 Y3

lences successives :
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Axy+x,+x3 =y
AAX=Y & [I1+ﬂx2+x3=y2
Xy +x,+Axz3 =y,
Ly & Ly
X1+ x,+Ax3 = :
& 2 Xt At a5 = ‘
[1‘1-1'1 +xX,+x3 =)0 \L,«L,—L,
Xy + X+ Axz =y, ) Ls < Ly — AL,
= [ A=Dx+(A=Dxs=y—=yz =
A=Dx,+ (1= 21)x; =y, — Ay;
X;+xX+Ax; =y, iy
:)[ A=Dx;+(1-Dxz=y—ys
(A=D+A=2))xs =y, — Ay

X1+ X +Ax3 =y,
s {A-Dx+(A-Dxs =y -y
(A=D@E+)xs =y, =y,

car (1 —A) + (1 = 2%2) = (1 — 1)(2 + A). On constate que

+ SiA € {—2,1}, alors le systéme est toujours résoluble. La matrice 4; est donc inversible.

« SiA € {—2,1}, alors il existe des matrices Y pour lesquelles le systéme n’est pas résoluble.
La matrice A, n'est donc pas inversible.

En résumé, [A,l est inversible si et seulementsid € R\ [—2.1].]

« Méthode 2. Vérifier par un calcul direct que
A=A+ DA+ (A-1)(A+2)]; = 0,.

Ainsi:
+ Sid g {~21},alors 4;(A; — 24+ D) = —(A - DA + 2)I5,
1
donc Al((l_m“z](m—(zﬂ 1);;)) = L.
1
A { _ =
De méme, ((1-2{)(.& = 2)‘~A”‘ (21 + 1)13)) Ay =K

Par définition, la matrice A, est inversible.
» Sid € {—2,1}, on obtient

A3 —(2A+1)A; =05 donc Ay(4;— 22+ 1)) =05,

Raisonnons par I'absurde en supposant la matrice A, inversible. En multipliant a gauche
par A; "%, on obtient Ay — (24 + 1)I; = 03, c'est-a-dire A; = (24 + 1)I5. Absurde, 4;
possede des coefficients non nuls en dehors de la diagonale principale. 4; ne peut étre
proportionnelle a la matrice identité.

En conclusion, si 4 € {=2,1}, 4; n'est pas inversible.

144



Calcul matriciel

Exercice 20  Retour sur le commutant d'une matrice
Raisonnons par analyse-synthése.

« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Supposons qu'il existe une matrice A commutant avec toutes les matrices de M5 (R). Notons-
la
Q11 Ay Q3
A=|ay az Q.
31 03z O3z

En particulier, A commute avec les matrices élémentaires, c'est-a-dire les neuf matrices

(1 0 0] (0 1 0 i o 1]
E,=|0 0 of, E,=[0 0 0], Ez=[0 0 o],
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 [0 0 0 0 0 0
E,,=|1 0 of, E,,=|0 1 0|, Ejz=|0 0 1],
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0] [0 0 0 0 0 0] -

BE,=|0 0 0|, Exo=|0 O 0|, Eu=[|0 0 0}. >

100 010 0 0 1 o

) : ) ; -

ag 0 9 13 Q12 Q3 H

« Parexemple, AE;;=|a;; 0 0| et Ej A=|0 0 0 o

=

az; 0 0 0 0 0 o

o

]_:égahté AE«]_-]_ = EilA ImpDSE ﬂ-lz = a21 - -ﬂ13 = (131 = 0.

« De méme, I'égalité AE,, = E,,A impose a;; = @y, = Ay3 = a3, = 0.

0 a;; O (yy Qzp Q3
L D'E ]J]LIS. AE]Z = U ﬂzl 0 et Elz‘q = 0 0 0
0 ag O 0 0 0

On obtient a;; = a,,. Avec E; 3, on obtient également a;; = ass;.

En résumé, si une telle matrice A existe, alors ses coefficients diagonaux sont identiques et
les coefficients hors diagonale sont nuls. Autrement dit, il existe un réel A tel que A = Al;.

« Syntheése (recherche des conditions suffisantes)
Comme la matrice /3 commute avec toute matrice de taille (3,3), toute matrice de type Al;
avec A € R est solution du probléme.

« Conclusion.
Toutes les matrices solutions sont du type Al; avec A € R.
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Systemes linéaires

=] Exercices axés sur le calcul

Résoudre les systémes linéaires suivants, d’inconnue (x,y,z) € R :

x +y - z =1 x + y 4+ 2z = 0
1) -y + 2z = 2 ) 2x + by — 3z = 1
2z = 8 T 3x + 4y + 4z = 1
x = &y + 42 = 3
x + 4y — 6z = 1 2 + 3y — z = -1
2) X + ¥y = 3z = 2 1) x + 2y + 3z = 2
-x = 3y + 5z = 0 3x + 4y - bz = -4
Résoudre les systémes linéaires suivants, d'inconnue (x,y,z,t) € R*:
X+ ¥+ 2 = 0 X' %y 4 2z =~ ¢ = %
5) 2% + 4z + 2t = 2 6) x4+ y + 3z - t = 3
x + 2y = ==k W] » + 2z - 3t = -1
2x + 3y + z - t =-1 4x + 2y + 8z — 3t = 0.

**  Systémes a paramétre
Résoudre les systémes linéaires suivants en fonction des valeurs du réel A.

Ax+2y = 2 3x + 3y + 3z = Ax
: 3x + y + z = Ay+3
2x+Ady = A4 3x + 2y + 2z = 3-Jz

147



Chapitre 9

-~ Application au calcul d'une somme
On considére une fonction polynomiale P définie par

vxeR, Px)=x*+ax®*+bx?+cx ou (abc)eR.
1) Déterminer (a, b, c) € R? tel que
vxeR,  P(x+1)-P(x)=4x3

2) En déduire la valeur de la somme

n
Sn=Zk3 =13+2*+4+.-+n® avec neN".
k=0

= oo« Application au calcul d’'une primitive

1) Trouver (a,b,c,d) € R* tel que pour tout réel x € {—2, — 1,1,0},

x3+2 a b c d
(x2 —1)(x2 +2x) x+2+x+1+1_r+x—1'
x3+2
2) En déduire une primitive de x - sur )1, + ool.

(x2 = 1)(x2 + 2x)

¥} Exercices axés sur le raisonnement

X |« Application au calcul de I'inverse d'une matrice
Calculer I'inverse des matrices suivantes :

i & TN 3‘22 g ‘11
a=|-1 -1 2, B=|-3 5 -1f e c=|] % % |
g -3 & 1 -2 1

. | 2 1

= Systéeme non linéaire

Résoudre le systéme suivant, d'inconnue (x,y) € R? :

3 4 5
& & 2x+y+x—2y -
+” 4 3
2x+y x-2y !
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xercice ++ Résolution d'une équation fonctionnelle
1) Soit (a,b,c) € R3. Résoudre le systéme suivant d'inconnue (x,x5,x3).
Xl = xz + X3

xl +X2_X3
—-Xy + X5 + X3

a
b
c

R\ {01} - R\{01}
2) On définit la fonction g :
x = 1/(1-x).

a) Vérifier que

vx € R\ {0,1}, g(g(x)) = x; et g(g(g(x))) =

) Soitf : R\ {0,1} = R\ {0,1} telle que

vx e R\ {01}, f(x)- (—) (x_l) x. (9

Montrer que le triplet (f(x),f (9()).f(g(g (x))) est solution du systéme

X1, —Xot+Xxs = X
X1 t+x,—x3 = g(x)
X +x+x3 = ,g(g(x)).

¢} Conclure en explicitant I'unique fonction vérifiant ().

& Exercices avec questions ouvertes

SCIALLR:Y * | Enigme
J'ai trois fois I'age que vous aviez quand j'avais I'age que vous avez. Quand vous aurez 'age
que j'ai, ensemble nous aurons 98 ans. Quels sont nos dges respectifs?

On pourra noter x_, x et x, mon dge passé, présent et futur et y_, y et y, votre dge passé,
présent et futur. En déduire un systéme linéaire a 6 équations avec x_, x, x,, y_, y et y, comme
inconnues.
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Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Le premier systéme est un systéme triangulaire :

x+y— g=1 x= 1—-y+ =z
-—y+2z2=2 S {y=-=2 + 2z
2z = 8 z= 4

2) On procéde par un pivot de Gauss pour les autres systémes :

X +4y—-6z=1 x+4y—-6z=1
X +y-—-22=2 Jy—4z=-1
—x—3y+5z=0 A':??;—_z.‘;ﬂi: y—z=1

x+4y—-62= 1 x+dy—-6z= 1 =5
] FoEsleeg y—aslemess
3L 3y —4z=—1 Ll -7 =4 go=d.

3) On vérifie que [le systéme est incompatible.} [l n'existe aucune solution.

4) On écrit
2x+3y— z =-1 x +2y+3z= 2
x +2y+3z= 2 s 2x+3y—z = -1
3x+4y—-5z=—-4 7 " |3x+4y—-5z=-4
AE R B 2 x=2-2y—3z x=-8+11z
S| Lo e lyes=is O |lyes-T
eim | —2y—T4zm_1g = ¥ Y -

On obtient une infinité de solutions données par| {(—8 +112,5=72,z); z € R}]

5) Pour (x,y,z,t) € [R*, on a les équivalences suivantes :

x4+ y+ z = 0 x+ y+ z = 0
2% +4z4+ 2= 2 —2y+2z+2t= 2
x+ 2y - t==1 Ly~L,-2L y=— z— t=-=1
2x+3y+ z— t=-1 ;_I_'ﬁf__,.I_‘f_,_;r}_i] y— z— t=-1
{x+y+z = 0 {x=1—22—t
Ly=—2Ly y—2—=rt=-1 y==1l4+z+t

Ly=L3

Donc | I'ensemble des solutionsest {(1 -2z —t, —1+z+t,21t); (2t) € ]R{Z].J




Systémes linéaires

6) Pour (x,y,z,t) € R* on ales équivalences suivantes

x+iys2z- t= 1 X+ y+22- t=
x+ y+3z—- t= 3 y+ 2z = 5
X +2z-3t=-1 ;*:j;‘ ::il = ¥ —4t= -3
dx+ 2y +8z—-3t= 0 .0 = -2,

x + ly 4 ZE = T 2

2 2

: : v + 2z = 5

Lz+La+Lz + 2z = 4t = 2

t = =2

Le systéme est triangulaire en prenant les inconnues dans l'ordre x, z, y et t.

[Le systeme admet une unique solution : le quadruplet (—1,11, — 3, — 2].]

Exercice 2 Systémes a paramétre
» On écrit

Ax +2y = 2 2x+ Ay = A 2x+ Ay = A
2x+ Ay =2 Lo, |(Ax+2y =2 Loapoa, |(4=A3)y = (4-22).

Si(4—4%) # 0, C'est-a-dire A # +2, on peut diviser la seconde ligne par 4 — A2, il vienty = 1
etx=(A-Ay)/2=0.
Par conséquent,[si A # %2, il y a un unique couple solution donné par (9,1).]

v
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Sinon, pour A = +2,laseconde ligne devient 0 = 0, le systéme se réduit a une seule équation
et admet une infinité de solutions.

[Pourﬂ = 2, les solution sont les couples: {(1—-y,y): y € R}.]

[Pour}! = —2, les solution sont les couples : {(y = 1,y) : y € IP&].J

3x + 3y + 3z = Ax
« On a les équivalences Si13x + y + z = Ay+3
3 + 2y + 2z = 3=2z b
3r 4+ 2y +(@2+A)z=3 3x + 2y +(2+A)z=3
3x +(1-A)y+ 2z =3 & 1+ADy+(1+A)z=0
{{3—A)x+ 3y 4 8 =p WAk [(3—.1}x+ 3y + 3z =0.

On a appliqué partiellement le pivot de Gauss en prenant comme inconnue principale x a
la premiére équation, car une discussion apparait. On constate que la ligne L, se résume a
(14 A)(x + z) = 0. Distinguons suivant les valeurs de A. Si A # —1, le systéme équivaut a

y + z = 0 y+z = 0
B-A)x + 3y + 3z = 0 e 3-Ax = 0
3x + 2y + @2+2)z = 3 eii-a, | 3x=Ay = 3.

Si, de plus,A # 3,onax = 0, Ay = =3 et y = —z. On constate que :
. [si A € {—1,0,3}, on a une unique solution (0, — 3/4,3/4) ;]
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. [si A =0, le systéme est incompatib]e.]

3x — 3y

De plus, si 4 = 3, le systéme devient §; < [ y

I n

. [Si A = 3,I'ensemble des solutions est infini: cest{(1 -z, —zz):z € ]R}.]

Si A = =1, le systéme devient

4x 4+ 3y + 3z = 0 Sx + 3y
3x + 2y + 2z = 3 1«30~ 3x + 2y + 2

i
e

On décrit I'ensemble des solutions avec x comme parametre. Ainsi

33

5 1
Si A = —1, I'ensemble des solutions est {(x 3—=x,—x— 3) |x e IER}.

Exercice 3 Application au calcul d'une somme

1) En utilisant la formule du binéme de Newton, on a pour tout réel x

(x+D*—x* = 1+4x+6x?+4x°
et (x+1)°*—-x* = 1+4+3x+3x?
et (x+1)?—-x? = 1+2x
et (x+1) -x = 1L

Ainsi, P(x+ 1) = P(x) =4x® + (6 +3a)x? + (4+3a+2b)x+14+a+b+c.
Afin d'avoir I'égalité entre cette quantité et 4x3, il suffit de prendre a,b et ¢ de sorte que
6+3a=0, 4+3a+2b=0 et 1+a+b+c=0.

La premiére équation donne a
dire b = 1 et la derniére donne ¢

—2, puis la seconde donne 2b = —4 — 3q, c'est-a-
—1—a - b = 0. En résumé,

(VxeR P()=x'—2x3+x*=x2(x* —2x+1) = 2*(x — 12 |

2) On a maintenant une somme télescopique :

1
=0

4) k3= ) 4k¥= ) (P(k+1)—P(k)) = P(n+1)—P(0).

T
n?(n + 1)=?
Comme P(0) = 0, on retrouve Z k== %
k=0
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Exercice 4 Application au calcul d'une primitive

1) Soitx € {—2, + 1,0}. Par réduction au méme dénominateur,

a b ¢ d _ N(x)
2 Ty T DD

N(x)=a(x+1)(x—1)x+b(x+2)(x —1)x+c(x+2)(x+1)(x—-1)+dx+2)x(x+ 1)
=(a+b+c+d)x*+(b+2c+3d)x*+(—a—-2b—c+2d)x—2c

ol

1 suffit donc que (a,b,c,d) € R* soit solution du systéme (S) suivant, que I'on résout :

a+b+c+d = 1 a+b+d = 2
b+2c+3d = 0 b+3d = 2
O —a-2b-c+2d = 0 © Ja+26-2d = 1 T,
-2c = 2 ¢ = =1
a+b+d = 2 a+b+d = 2 a = 1
b+3d = 2 b+3d = 2 - b = 1/2
b=3d = =1 TiL3eL3+L, 2b = 1 d = 1/2
c = -1 c = -1 c = -1
wvi
1 =
2) Sachant qu'une primitive de x ~ 3 sur R} est la fonction logarithme népérien, et que g
pourx €]1,+o[,onax+1>0,x—1>0,x>0etx+2>0, !ﬁli
1 [+
une primitive sur 1, + w[est x ~ In(x + 2) + -z-(in(x +1) +In(x — 1)) — In(x), g
L%
b (x+2)vx2=-1
c'est-a-dire x€]l,+w[~In . "

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5 Application au calcul de l'inverse d'une matrice

« Pour justifier I'inversibilité de A et calculer son inverse, on effectue un pivot de Gauss.

Xy M
Soient X = le, Y= [yz] € M, ;(R). On écrit les équivalences
X3 Ya
x,t4x,—6x; = ¥y X, tdx,—6x; = ¥
AX—Y@P[ —x;—x;+2x3 = W %{ 3x,—4x; = w+y
—X,— 3.+ 5x; = V5 Lyelat, Xo—Xy = Y+ W
X, +4x,—6x; = ¥ x1+4x; —6x3 = y»
‘T{ X—x3 = Nty ‘m’{ Xp—X3 = Y1ty
g 3x2—4x3 = yty: ) —x3 = =2Zy+ty,— 3y
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Xy = n—2n+tly
=4 = 3n-yty,
x3 = 2y, —y,+ 3y,
1. =2 2
En conclusion, A est inversible et At=13 =1 4.
2 -1 3
S Remarque
¢ Il ne faut pas hésiter a vérifier son calcul en calculant au moins un des coefficients du
2 produit et comparer avec le coefficient correspondant de la matrice identité, Par exemple,
: 1 4 -6 1 —2 2 L L3 -
$ -1 -1 2|3 -1 4=+ 1 =|
z -1 =3 5 2 =1 3 = % ®
2 -2 2 o 1 o
» Delaméme maniére | B™' =12 -1 -1 @& et= _
1 0 1 -1 -1 3 6

2 1 =& —18

Exercice 6 Systéme non linéaire

« Posons X = 1/(2x + y) etY = 1/(x — 2y) de sorte que (x,y) € R? soit solution de §, si
et seulement si (X, Y) est solution du systéeme linéaire

3X+4Y = 2 3K+4Y = 2 X = 2/5
4X —-3Y = 1 L=di-3 25Y = 5 Y = 1/5
Enrevenantaxety:
s x—2y= b5 x — 2y = 5 x = 2
= e .
190 2¢ + y = 5/2 Tortz-a Sy = ~18/2 | ly = ~3/2

Exercice 7 Résolution d'une équation fonctionnelle

1) Vérifier que le systéme est un systeme de Cramer. Il y a un unique triplet (x;, x5, x3)
solution, avec

a+b b+c a+c

2) a) Soitx € R\ {0,1}.

- 1 _ 1 o 1-x _x-l
9(9()) =g 1-x) 1L (Q-0-1" «x
=

| 1
De plus, g(g(g(x))) =g('rx ): = = x_{i_ ) =X
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b) Soitx € R\ {0,1}. Par hypothese, f vérifie la relation

X—l)

1
vX e R\ {01}, f(X) —f(ﬁ) +,~f(T X.

Cest-a-dire, VX eR\{01}, f(X)-f(g(%)+f(a(e())=x.

« Comme x € R\ {0,1}, on a bien

f) = Fl9()) + f(9(9()) =x (L),

* Deméme, g(x) € R\ {0,1} et
f(9(0) = F(9(a()) + F(9(9(9(x)))) = 9().

05, g(9(9(x))) = x et f(9@) = fa(g()) + f(x) = g0).

En réorganisant les termes,

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

f@) +£(9) - flalg(x)) =9C) (L),

« Puis, g(g(x)) € R\ {0,1} et

f(9a0) - f(9(a(g)) + f(a(9(a(a)))) = 9(a(x)).

On simplifie, fla(g(x)) = f(x) + f(g(®) = g9(9(x)),

et on réorganise
)+ f(9()) + f(g(g(x) = g(9(x))  (Ly)

EnreprenantleslignesL,, L,, Ls,le triplet (f(x),f(g (x)),f(g(g (x))) est bien solution
du systéme.

c) D’aprés le calcul de la premiére question, pour tout x € R\ {0,1},
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Remarque
s On peut vérifier que f est solution en calculant directement sur les applications. En
effet, si id désigne I'application identité sur R \ {0,1}, f est solution si et seulement

-
%]
puit

f—feg+feg®=id on g®’=geg.

Ainsi, pour f = %(id +g),

1., | - 1.

f=fog+fog?® = E(]dﬂ])—§(1d+g)ug+§(1d+g)0g2
1 1 1
= 5(id+g)-3(g+9%) +5(9* +9°).

Or, g% = g o g ° g = id et aprés simplification,onabien f—feog+ feg?=id,
et donc vx € R\ {01}, f(x)-f(g(x)) +f(g(g(x))) = X.

A A A A AP A A AP A A A AP A A A A AP A A

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 8 Elligme

Il y a trois temps : passé, présent et futur. Notons x_, x et x, mon age dans le passé, présent
et futur. De méme, notons y_, y et y, votre dge passé, présent et futur. Traduisons I'énoncé :

« J'ai trois fois I'dge que vous aviez» x =3y_,
«quand j'avais I'age que vous avez» x_ =y,

« Quand vous aurez 'age que j'ai » p i

« ensemble nous aurons 98 ans » X: + ¥y =98

Notons, de plus, qu'il s’écoule un méme laps de temps pour chacun entre le passé et le pré-
sent, et entre le présent et le futur :

X=X_=y—=y- e xi—x=Yyi—Y.

Au final, on obtient un systéme linéaire a 6 inconnues

( Xo= 0
X.=y x = 3y -
Ve =X Xy +x = 98 x_By_
9 _ — 2x =98—x+y
Xy +yy = 98 on élimine X=YyY = ¥y=Y- onélimine g
_ x-etys il X4 X—Y =y —J

\ xy—x=y, -y

3x—y =98 - 3x—y =98
on élimine 3x — 3}’ = 3_}" — X 4x — 6}" = 0.
e
.I'.3‘ :?-Jr.:{

Finalement, on résout : [j’ai 42 ans et vous, 28.]
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== Exercices axés sur le calcul

Soit E un espace vectoriel, et soient x;, x, et x5 trois vecteurs de E.
Montrer que la famille (x;, x5, X; + x5 + X3, X1 + X, — Xx3) est liée.
«  Extraire une base d'une famille génératrice
On se place dans R3. On considére les vecteurs
a,=(0112),a;=(21,-1),a; =(433), eta, = (-1,1,8).

Déterminer une base de F = Vect(a,,a,,a;,a4) qui soit extraite de la famille (a;,a,,as,a,).

« Liberté dans le cas matriciel

1 1 1 0
Posons Azlﬂ J, B=[1 ll.

I} Justifier que la famille (A, B, AB, BA) est une famille libre de M, (IR).
2) Lafamille (A4, B, AB, BA, I) est-elle libre?

e

Soit n € N*. Pour tout i € [[1,n]), on définit f; : R —» R par

k
fi(x) = | | sin(x——ﬂ)
Zn
1<k<n

k=i

ol le produit porte sur les entiers k € [1,n]]\ {i}. Montrer que (f;);<i<n est une famille libre
de I'espace vectoriel des applications de R dans R.

Indication. Considérer les valeurs x; = i (1<j<n)
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Exercice 5 B3

Soit E un espace vectoriel et (¢;);<j<2n (1 € N*) une base de E. Pour tout j € [1,n]], on note

hj-1=exj1t e et fri=eyiy — e

Montrer que (f;);<i<on St une base de E.

1) a) Vérifier que pour tous réels a et b, 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b).
b) Pour (k,f) € N2, calculer

 § 2m
E-L cos(kx) cos(£x) dx.

On distingueralescask = fetk # {.

¢) En déduire que la famille (x — cos(kx})mkm est libre.

2) Justifier que la famille (x ~ sin(kx)) est aussi libre.

P L “/J1gk<n
Indication. On pourra utiliser la dérivation.

¥} Exercices axés sur le raisonnement

[Exercice 7
On posee; = (1,2,3),e, = (4,5,6),e; = (1,1,1) ete, = (0,1,2).
Prouver que Vect(ey,e,) = Vect(es,ey).

"o .0+ Unsous-espace vectoriel défini paramétriquement
g ¢ d
Onpose F=4|c b c||(abc)eR®
a ¢ a
Montrer que F est un espace vectoriel et en préciser une base.

|5 % Exemples de sous-espaces vectoriels dans R"

Les ensembles suivants, munis des lois usuelles, sont-ils des espaces vectoriels?

1) Ey={(xy) eR?|x>y}; 2) E,={(abc)€R®|b=2a+c};
3) Es={(abc)eR®|a-b=2}; 4) E, ={(abc) e R®| a® + ¢? = b};
5) Es={(ab,c) € R*| abc = 0}.
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1 ++  Exemples de sous-espaces vectoriels dans les espaces fonctionnels

Notons OQ(IR,R) I'ensemble des applications de R dans R.
Les ensembles suivants, munis des lois usuelles, sont-ils des espaces vectoriels?

1) E;={f € A(RR)| f(0) = 3};

2) E,={f € ARR)| f(3) =0};

3) Es={fe ARR)|IM, e R VX € R, |f(x)| < Mo};

4) E,={f € A(RR) | vx € R |f(x)| < M,} ou M, € R est fixé;
5) Es ={f € A(RR) | f est paire}.

.« Exemples avec des suites

Notons A (N,R) 'ensemble des suites réelles.
Les ensembles suivants, munis des lois usuelles, sont-ils des espaces vectoriels?

1) E; ={u € A(NR) | uconverge vers 0}; 2) E; ={u€ A(NR) |uestdécroissante};
3) Ea={u€e A(NR) |Vn €N, u, = usp}; 4) E, = {u € A(N,R) | u est arithmétique}.
12 PN

Dans R* on pose E = {(x.y,z.t) € R* |x —y+2z2—-t= D}
etF = {(x.y,z,t} e R* [ 2x+y+z+t= U}.
1) Vérifier que E, F et E N F sont trois sous-espaces vectoriels de R*.
2) Déterminer une famille génératrice de E N F.
3) Déterminer une famille génératrice de E, et une famille génératrice de F.
4) Préciser une base dans chacun des cas.

Soit E = R,[x] I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 4 et
F={PeE|P(1)=P'(1)=0} e G={PeE|P(2)=0}

I} Montrer que F et G sont des sous espaces-vectoriels de E.

2] Déterminer une base de F, de G etde F N G.

& Exercices avec questions ouvertes

'Exercice - Considérons les trois parties suivantes de A(IR,R), I'espace vectoriel des

appllcatmns de Rdans R:
1) E, ={f € A(RR) | f estcroissante}; 2) E, ={f € A(RR) | f est monotone};

3) Es={f-geARR)|fge€kE)

Parmi ces trois ensembles, préciser lesquels sont des sous-espaces vectoriels de E
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Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

Par négation de la définition de famille libre, il s’agit de trouver (4,,4,,43,4,) € R* tel que
(A1,42.43,44) # (0,0,0,0) et Ay x5 + Axxp + A3(xy + x5 + x3) + Ag(x; + X, — x3) = 05,

Or

1111,'1 +1‘12X2 + 113{1'-1 +1'2 +x3) + 114(3(1 + x5 — x3) = DE
= (_ﬂ,]_ + 4’13 + 114).1'-]_ -+ {:‘12 + .-f-'!g + )14).1'2 + (1].3 B 414}.1'3 = DE'

Une solution non nulle possible est (-2, — 2,1,1).
Donc[la famille (x;,x5,x1 + X3 + x3,%; + X5 — xy) est liée.]

Exercice 2 | Extraire une base d’une famille génératrice

Déterminons les relations linéaires entre les vecteurs de la famille a I'aide du pivot de Gauss.
4

Soient A4, 45, 45 et A4 quatre réels tels que z Aja; = Oga. Cela équivaut au systeme linéaire
i=1

)11 +21‘|2+4.¢13—A4 =0 Barigsid 1“[1‘]‘2;{2"'4/13 —-‘14 =0
:‘11+:‘12+3.‘13+A4 :D 'L= _.‘12_;1‘.34'2114:0
20, =, +34;, +81, = 0 77 | 51, 51,4101, = 0
La=5L; ;1‘.1 + 2/12 + 4-‘]3 = ‘;{4 = ﬂ
- Ay +A;—24, = 0.
i g . Al = —2/:[3 = 3.3.4
On écrit A4 et A, en fonction de A5 et A, vus comme parametres : Ao = —Aa 4+ 21
2= 3 4

Sil'on choisit A; = 1etd, = 0, on trouve 4;, = =2 et A, = =1, ce qui donne
—2a, —a, + a; + 0a, =0g3 donc a; = 2a, + a,.

De méme, si on choisit 4; = 0 et A, = 1, on obtient a, = 3a, — 2a,.

De plus, Vect(a,,a,) € Vect(a,,a,,a;,a,). Montrons l'inclusion réciproque.

Soit x € Vect(a,,a,,as,a4). Il existe (4,,45,43,44) € R* tel que

X = )th11 + 4‘12(12 + 413(13 + 1{4_1‘34.
Alors
X = '11&1 +)‘:l2ﬂ2 +Ag(201 + ﬂz) +A4(3ﬂ1 s 2{]2)

- (J&.l + 2!].3 + 3114}[11 + (3.2 + .ﬂ.g — 2414)(12
x € Vect(a,,a;)
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Donc: Vect(a,,a;,a5,a4) € Vect(a,,a,).
Ainsi Vect(ay,a;,a3,a4) = Vect(a,,a,).
De plus, en considérant A; = A, = 0, on trouve 4; = 4, = 0. C'est-a-dire

Ajay + A,a, =0gs  donc  (4,,4,) = (0,0).
La famille (a,,a,) est libre et génératrice de Vect(a,,a,). C'en est donc une base.

Exercice 3 Liberté dans le cas matriciel

1) Le calcul donne AB = [2 1

1 1] et BA = } 1]. Soient A, 4,, A5 et A, quatre réels. Alors

L, 2

I st [Al ST MPTAAY |

Par unicité des coefficients d’'une matrice,

Ay + A+ 24 + A =

A4 + A3+ A4
A + A3 + Ay =

A+ A+ A3 + 24,

2114 ‘+' }123 + .‘136 "|" R4D = 04, dﬂl‘l[’:

I
o oo o

v
",‘11 -+ ;12 + 23.3 + 1&4 = i E
—.,12 — AE = 0 Lz - L2 - L]_ F
donc 9
AZ + !13 + 3.4 =0 et
! A3 + A, =0 L,«<L,—-L, &:
"',11 + Az + 2/13 + /14 =0 8

—Ay — Ay =0

donc
A4 = ) L:__; L Lg -t L}_‘b
\ _413 + Aﬁl = 0.

D'ou A, = A, = A3 = A, = 0. Finalement
[(A, B, AB, BA) est une famille libre de Mz(]ﬂ}.]

2) Onremarque que AB + BA=2(A+ B)—1I,.Donc2A+ 2B — AB —BA—-1I, = 0,, et
(la famille (4, B, AB, BA, I) est liée.

Exercice 4

n
Notons @ I'application nulle de R dans R. Soit (1;)1<cicn € R" tel que 3, A;f; = 6.
i=1

n
Alors, pour tout x € R, 2 Afix)=0. (1)
=1
n
En particulier, pour tout j € [1,n]] 2 Aifi(x;) = 0.
i=1

L (=K)
Or fi(x;) = 1{‘[i;l‘msm (ia—lﬁ)

k=i
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Sij # i, alors j est une valeur prise par k. On constate alors que sin(0) = 0 apparait dans le
produit et f;(x;) = 0. La relation (1) devient alors A;f;(x;) = 0.

Montrons que fj(x;) # 0. Pour k € [1,n]] tel que k # j,ona Uz:)“ #0et
=M <n
7 (—-n)rw - G-kmr m
2n 2n 2
donc sin (“ 9T £0) % 0.D'od fj(x;) # 0. Par conséquent,

vj€[Ln], 4;=0.

[ (f))1<i<n est une famille libre de I'espace vectoriel des applications de R dans [R.

Exercice 5
Par définition (f;)1<ic2n ©st une base si et seulement si (f;)1<i<2n ©st une famille libre et
génératrice de E.
2n

« Montrons que (f;)1<j<2n est une famille libre. Soit (4;);<i<2n tel que Z fi = 0g. Alors
=1
A (ey + Ez}"‘-& (es — 92)"‘-13{‘33 + 94) +1{4(93 =% 94)"' *+Aon-1(€an-1 + €2n) "'Azn(ezn 1= €zm) = Og.

D'ou (,,l +A }‘31+(-‘1 -4 )“324'(’1 +j- sJest(4; *;I e+ (A 1+’;{zu)ezn 1t (ﬁzn—l—fzn}ezn = 0g.
Or (e;)1<i<2n €St une base de E, donc (e;);<i<2n est une famille libre. Donc

A+, =0 A3+, =0 Arjoa+4,;=0 Aspn—a + 45, =0

Ay =4, =0, Az =4, =0, Apj-1—A2j =0, Apricy = Aagy = 0

On en déduit que, pour touti € [1,2n]], 4; = 0.[ La famille (f;)1<i<2n est libre.

» Montrons que (f;)1<i<2n est une famille génératrice de E.
On remarque que chaque vecteur de la base (¢;);<i<2n S'€Xprime en fonction des vecteurs
de la famille (f;)1<icon :

—silestpaini =2j et e;; = %(fgj-l - f2j);
. . —— . 1
—sifestimpaini =2j—1 et e;j_, = 5(}2;—-1 +f2j)-
Donc E = Vect(e;)1cicon € Vect(fi)1<cic2n-
Les vecteurs f; sont des vecteurs de E, donc on al'inclusion réciproque et E = Vect(f;)1<icon-

Enfin [la famille (f;)1<i<on €St génératrice de E.]

« On a donc montré que
| la famille (f;)1<i<on €St une base de E.]

‘{ Remarque

z La notion de dimension, introduite au second semestre, permettra de montrer que la fa-

¢ mille (fi)1<i<2n st une base de E en constatant que dim(E) = 2n = card(ey, ...,e,,) et
en montrant uniquement qu’elle est libre (ou en montrant uniquement qu'elle est géné-
ratrice de E).
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Exercice 6

1) a) Soient a et b deux réels. D’apreés les identités trigonométriques,

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb
cos(a—=b) = cosacosb +sinasinb
donc cos(a + b) + cos(a — b) = 2Zcosacosb.
b) —25:—; f;” cos(kx) cos(£x) dx = — f” 1((‘.05 ((k + £)x) + cos ((k — £)x) dx

0

=1 j"’“ cos ((k + £)x) dx + = [*" cos ((k — £)x) dx.

Soitn € Z. )
: 2n i .
«Sin=0, [~ cos(nx)dx = [; sm(nx)]n =

«Sin=0, J’fr cos(nx) dx = f;ﬁ 1dx=2m

I °F 1 sik={
== k =
[ZRJ; cos(kx) cos(fx) dx [0 s ?

c) Notons f; : x = cos(kx) et notons @ I'application nulle de R dans R.
mn

Soit (Ag)1<k<n € R" tel que Z A fe = 6.

Alors, pour tout x € R, E A cos(kx) = 0.
Soit £ € [1,n]. En mu]tlphant par cos(£x), puis en intégrant sur [0,27], il vient

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

E % E Ay cos(kx) cos(£x) dx = 0

n — | par linéarité

donc ¥ .:lkf;n cos(kx) cos(£x) dx = 0
K=1

mwslk=~¢ 08l k=l

donc2md, =0
Donc, pour tout £ € [[1,n]], A, = 0. Par définition,

| (x = cos(kx))

i est donc llbre.]

2) Notons gy : x +~ sin(kx).
mn
Soit (Ax)1<k<n € R" tel que Y, A9, = 6.
k=1

n
Par linéarité de la dérivation ), A,.g, =8’ =6.
k=1
mn
Donc Y kA f.=6.
k=1

D’apres la question précédente, la famille (f;)o<r<n est libre. Donc vk € [1,n]], kA, = 0.
Ainsi, pour tout k € [1,n]), 4 = 0. Par définition,

‘ (x = sin(kx)), _, ., estdonc libre.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 7

En cherchant des relations de dépendance linéaire, on trouve par exemple e, — e, = 3e; et
€3 + €4 = €4.
Raisonnons alors par double inclusion. On a

1 1 4 1
G=36-34 et & =€ —e3=ze —ze

Autrement dit, e; et e, sont des combinaisons linéaires des éléments de la famille (e;,e,).
D'oll
2
(es.e,) € Vect(e,,e,)".

Soit x € Vect(es,e,), il existe A, u tels que

1 1 4 1 4 — A A—u
x2Aea+;£e4'—*il(§€z—gel)‘i—ﬂ(g%—g?z)ﬁ 3 e + g o

Par conséquent, x € Vect(e,,e;). D'ou I'inclusion Vect(ez,e,) < Vect(ey,e;).
En utilisant e; = e; + e, et e; = 4e3 + e4, on prouve l'inclusion Vect(e,,e,) € Vect(es,e4).
En conclusion, [ Vect(ey,e;) = Vect(ez,e,). ]

Exercice 8 Un sous-espace vectoriel défini paramétriquement

Remarque
s Onaurait pudémontrer que E est un espace vectoriel en prouvant que c’est un sous-espace
% vectoriel de M3(IR). C'est-a-dire, qu'il est non vide et stable par combinaison linéaire.

il ol

[ci, on prouve directement que c'est un espace vectoriel en prouvant que c'est un sous-
¢ espace engendré par trois vecteurs.

s N 0O 0 0O 0 1 0
On pose A;=]|0 0 0|, A, =0 1 0] e A;=|1 0 1
: D M | 0 0 0 O 1 9

Ainsi F = {aA, + bA, + cAz | (a,b.c) € R®} = Vect(4;,4,,43).

De plus, il est clair que la famille (4,,45,45) est libre (les coefficients des trois matrices
étant situés a des positions différentes, toute combinaison linéaire nulle doit avoir ses trois
coefficients nuls). Résumons :

[E est un espace vectoriel dont (4,,4,,4;) est une hase.]
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Exercice 9 Exemples de sous-espaces vectoriels dans R"

lj[Non, E; n’est pas un espace vectoriel.]

Par exemple, E; n'est pas stable par mul- gk
tiplication par un réel. Par exemple,

+ y + + + L
(2,1) € E,, -3 -2 =1+/|p 1 2 3
=t
mais -1:(21)=(-2,-1) € E,. E,
Graphiquement, E; est un demi-plan. 2l
Ac

2) Afin de prouver que E, est un espace vectoriel,
on peut prouver que c’est un sous-espace vectoriel

\ / b\ de R3. Pour cela, on vérifie que E, est non vide et

coclll stable par combinaisons linéaires.
« E, estnon vide car (0,0,0) € E,.

L « Soit A € R, et soient X, X’ dans E,.
b o On écritX = (x,y.2) € E; et X' = (x'y'.2").
Par définitionde E,, 2x+z = yet2x'+z' = y'.
Il vient X+AX'=@y2)+Ax'y'.2)Y=(x+Ax"y+ Ay .z + Az")
puis, 2(x+Ax)+(z+AZ2)=02x+2)+12x" +z)=y+ 1y
Autrement dit, X + AX' € E,.

\m

Y=

L
]
L]
[}
]
L]
i
L]
1
i
L]
i
i
i
L

En conclusion, E, est sous-espace vectoriel de RB.[EE est un espace vectoriel.]

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

3) [E‘s n'est pas un espace vectoriel.] Le vecteur nul n'appartient pas a E5 :

(0,00)gE; car 0—0=#2.

4) (E,; n'est pas un espace vectoriel.] Il n’est pas stable par somme :

X=(110)€E, car 12+ 02=1 et X' = (—-1,1,0) € E; car (-1)? +02 = 1.

Cependant, X+X =(020)gE; car 02407 =4

5) [E‘E n'est pas un espace vectoriel.] Il n'est pas stable par somme.
Par exemple (1,1,0) € E5, (0,0,1) € Es mais (1,1,1) € Es.

Exercice 10 Exemples de sous-espaces vectoriels dans les espaces fonctionnels

1) [E’l n'est pas un espace vectoriei}: I'application nulle x € R — 0 € R n'est pas dans E;.

2) Prouvons que E; est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel A (R,R).

« L'application nulle x € R ~ 0 € R est clairement un élément de E, qui n'est donc pas
vide.
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« Soient f et g dans E, et 4 € [R. On a par définition de f + Ag,
(f+49)3)=f(3)+4g(3)=0+41:-0=0, donc f+Ag€E..
E, est stable par combinaisons linéaires, c’est un sous-espace vectoriel de A (R,R).

En particulier,[52 est un espace vectoriei.]

3) Justifions que E;, 'ensemble des applications bornées, est bien un sous-espace vectoriel

de A(R,R).
« L'application nulle x € R ~ 0 € R est clairement bornée, c’est un élément de E;.
« Soient f,g € E; et A € R. Par définition, il existe deux réels M, et M, tels que
vxeR, IfC) <Mp et [g(x)| <M,
Posons M = My + [1|Mg. Soit x € R; en utilisant I'inégalité triangulaire,
|(f +Ag)(x)| = |f(x) + Ag () < [f ()] + |4] - |g(x)| < My + |A] - Mg = M.
Ainsi, I'application (f + Ag) est bornée, c’est un élément de E;.

[ES est un espace vectoriel.}

4) = SiM,; < 0,alors E; = @ qui n'est pas un espace vectoriel.

« Si M, = 0, on constate que E, ne contient que I'application nulle comme élément. C'est
bien un espace vectoriel (quoique bien pauvre).

« SiM; > 0, E, n'est pas un espace vectoriel. Par exemple, il n'est pas stable par multipli-
cation par un réel. Posons f I'application constante sur R égale a M;. Onabien f € E,
alorsque 2 - f € E; (car 2M, > M,).

Résumons :

[E¢ est un espace vectoriel si et seulement si M; = 0.]

5) Prouvons que E5 est bien un sous-espace vectoriel de A (R,R).

Il contient I'application nulle et pour tous A € Ret fet g € Es,

vxeR, (f+A9)(-x) = f(—x) + Ag(=x) = f(x) + Ag(x) = (f + Ag)(x).
Autrement dit, f + Ag est paire. Lensemble E5 est non vide et stable par combinaisons
linéaires.

En particulier, [Es est un espace vectoriel.}

Exercice 11 Exemples avec des suites

1) [El est un espace vectc:-riel.] En effet, c'est un sous-espace vectoriel de A(N,R) :

« la suite nulle converge vers 0, donc E; est non vide.

« Soient u et v deux suites convergentes vers 0 et A € R. D'apreés la linéarité du passage
a la limite, u + Av est aussi convergente (et sa limite est 0+ A0 = 0). Ainsi, E, est stable
par combinaisons linéaires.

2) [Eg n'est pas un espace Vectoriel.] Par exemple, cet ensemble n’est pas stable par multi-
plication par un réel.
En effet, la suite u définie pour tout entier naturel n par u,, = —n est décroissante alors
que —u est strictement croissante. u € E,, mais —u € E,.
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3) Prouvons que E; est un sous-espace vectoriel de A(N,R).

+ La suite nulle vérifie bien la relation définissant E5, donc cet ensemble est non vide.
« Soient u,v € E; et A € IR, on a par définition
vneN, u,=uz, et v,=1vy,
Donc, pour toutn € N, (U + Av), = Uy + AV, = Uy + AV, = (U + AV) 3.
Ainsi, u + Av € Es.

En conclusion, [E 5 est un espace vectoriel.}

4) Montrons que E, est un sous-espace vectoriel de A (N,R).

« La suite nulle est un cas (tres) particulier d'une suite arithmétique (le premier terme
et la raison valent 0). L'ensemble E, est non vide.

= Soient u et v deux suites arithmétiques (notons r, et r;, les raisons respectives), et A €
R. Posons r = 1, + Ar,. Pour tout n € N,
(U + AV 41 = Upsy + AVyq = (U + 1) + AV + 1) = (U + Avy) + (7 + A1)

donc (u+Av)p41 = U+ Av), + 7.

Autrement dit, la suite (u + Av) est arithmétique (de raison r). E, est stable par com-
binaisons linéaires.

Finalement, [E,1 est un espace vectoriel.]

Exercice 12

Remarque
Dans cet exercice, on passe d'une représentation par des équations a une représentation
par famille génératrice.

1) On vérifie que les ensembles E et F sont non vides et stables par combinaisons linéaires.
Ce sont donc des sous-espaces vectoriels de R* (voir I'exercice 9 pour les détails de la
rédaction).

Comme une intersection de sous-espaces vectoriels reste un espace vectoriel, E N F est
un sous-espace vectoriel de R*.

2) SoitX = (x,y,zt) € R* On écrit les équivalences suivantes :

XeEnF(:}{x—y+Zz—t={) {x—y+22—t=0

2x+y+z+t=0 L:“_<L=Z?+Ll 3x+3z=0

- { t=x-y+2z=-x-y _ B

Z=—=X

Sion introduite;, = (1,0,—1,— 1) ete, = (0,1,0, — 1), on obtient

EnF={(xy —x,—x-y)|(xy)eR?}
= {xe; + ye, | (x,y)eR?}
= Vect(e,,e;).

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v
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Par conséquent, [{31,92) est une famille génératrice de E N F.]

3) On procéde de méme pour E et F. Soit X = (x,y,z,t) € R%.

XeE & X=xyzx-y+22)=x(1001) + y(0,1,0, - 1) + 2(0,0,1,2).

Une famille génératrice de E est| ((1,0,0,1),(0,1,0, - 1}.(0,0,1.2)).1

XeF & X=(xyz—2x—y—2)=x(100,—2) +y(0,1,0, — 1) + 2(0,0,1, — 1).

Une famille génératrice de F est| ((1,0,0, — 2),(0,1,0, - 1),(0,0,1, - 1)).]

4) On vérifie que chaque famille est libre. Il s’agit donc a chaque fois d’'une base de I'espace
qu'elle engendre.

Exercice 13

1) Notons Og le polynome nul.
» - 0g € F,donc F n'est pas vide.
- Montrons que F est stable par combinaisons linéaires. Soient P et Q deux éléments
de F et A et  deux scalaires.
Alors AP + uQ € E et par définition (AP + u@Q)(1) = AP(1) + uQ(1) = 0.
Par linéarité de la dérivation : (AP + uQ)'(1) = AP'(1) + pQ'(1) = 0.
Donc AP + uQ € F.
L'ensemble F est non vide et stable par combinaisons linéairess.

Donc [F est un sous-espace vectoriel de E.]

« On montre de méme que G est un sous-espace vectoriel de E.
2) = Caractérisons les éléements de F. Soit P € E.

PeF & PQ)=P'(1)=0 . caractérisation des racines doubles
& (x—1)%diviseP +dunpolynome
e 3IQeR;[x], P(x)=(x-1)*Q(x) (carP € Rg[x])
o 3(abc)€ER? Px)=(x—-1)%ax?+bx+c)
e PeVect((x—1)%x2,(x — 1)%x,(x — 1)?).
De plus, par unicité du quotient de la division euclidienne et par unicité des coefficients
d'un polynome,
(x—D%*ax?+bx+¢)=0 < ax?+bx+c=0g
&  (abc) = (0,0,0).

Donc ((x — 1)2x2,(x — 1)%x,(x — 1)?) est une famille libre et génératrice de F :

‘ ((x = 1)?x%,(x = 1)%x,(x — 1)?) est une base de F. l
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« De fagon similaire, on obtient que

[((x - 2)x3,(x — 2)x2,(x — 2)x,(x — 2)) est une base de G.
» Déterminons une base de F N G. Soit P € E,
3Q € Rq[x], P&; =(x=1)2Q(x)etP(2) =0
3Q e Ry[x], P(x) = (x - 1)2Q(x) et Q(2) =0
IR e Ry[x], P(x)=(x-1)*(x—2)R(x)
e 3J(ab)€R? P(x)=(x—1)*(x—2)(ax +b).

FEF NG

0 00

La famille ((x — 1)%(x — 2)x,(x — 1)?(x — 2)) est libre.
Donc l((x — 1)%(x — 2)x,(x — 1)?(x — 2)) est une base de F N G.J

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 14
1) Si f est une application croissante (et non constante) alors —f n'est pas croissante.
L'ensemble E; n'est donc pas stable par multiplication par un réel.

[E,_ n'est pas un espace vectoriel.J

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

2) En général, la somme d'une fonction croissante et d'une fonction décroissante n'est pas
monotone, Considérons par exemple les applications f; et f, définies pour toutx € R

x six>0 0 six=0
fi(x) = et fo(x) =

0 sinon —x sinon.

Les fonctions f; et f, sont respectivement croissante et décroissante.
Pourtant, f; (x) + f2(x) = |x].
L'ensemble E, n'est donc pas stable par somme.

[Ez n'est pas un espace vectoriel.]

3) Justifions que E; est un sous-espace vectoriel de A(R,R).

« Lensemble E; n'est pas vide. Par exemple, l'application nulle8 : x e R » 0 € R
appartient a E.
La fonction @ est constante (donc croissante) et vérified = 08 — 6.0 € E;.

» Soit (@) € E3%. 1l existe donc f;, g4, f> et g, quatre applications croissantes sur R
avec

¢=fi=g1 et YP=LfH~—g,.

Ainsi, e+ =(+1F)-(9:+92)
Comme f; + f, et g, + g, restent croissantes, ¢ + ) € E;. E; est stable par somme.
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« Soient ¢ € E; et A € R. Il existe donc f et g deux applications croissantes sur R telles
que ¢ = f — g. Distinguons deux cas.
Sid > 0, Af et Ag sont croissantes. Ap = (Af) — (Ag) appartient donc a Ej;.
SiAd < 0,Af et Ag sont décroissantes. —Af et —Ag deviennent croissantes et

29 = (-1g) - (~2f) € E.

E; est stable par multiplication par un réel.

E; est donc un sous-espace vectoriel de A (R,R), [ E4 est un espace vectnrie].]




Exemples de suites
récurrentes

=2 Exercices axés sur le calcul

Donner une expression explicite du terme de rang n de la suite u définie par

U =2 et VneN w4 =1u,’

Considérons la suite u définie par

=1 et VneN u.u=J14+u2

n—1
En étudiant la somme Z (Ups+12 — ug?), donner une expression explicite de u,,.
k=0

#  On définit une suite u par

ug =0 et VneN, uy, =2u,—n+2.

1) Déterminer la valeur de A € R afin que la suite v de terme général v,, = u,, — An soit une
suite arithmético-géométrique.

2] En déduire une expression explicite de v, puis de u,,.

#  On consideére la suite u définie par

Ug € [0,1] et VYneN, 4 =4u,(1-u,).

1) Alaide du théoréme des valeurs intermédiaires, démontrer |'existence d’un réel 8 tel que
Uy = sin?(8).

2) Justifier que pour tout n € N, u,, = sin? (2"9).
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< - - Unesuite homographique
Considérons la suite u définie par

2u, +3

upy=0 et VneN, ttﬂ...l:m
n

I} Vérifier que u,, est bien défini pour toute valeur entiére positive de n.

2x+3
+ 4

2] a) Déterminer les deux solutions a et § de I'équation x = - On impose a > f5.

Up — @
b} Vérifier que la suite v de terme général v, = z est géométrique.
u

n

3) En déduire une expression simple de u,, pour tout n € N.

*  Puissances d'une matrice et suite arithmético-géométrique
Pour tout réel 4, on définit la matrice
1-2A A A
AN =| 4 1-24 A .
A A 1-22

1) Prouver que A(A) A(nt) = A(A + u — 3Ap) pour tous réels A et .

2] Soit A un réel fixé. On définit la suite u par
Up=0 et VvnekN, Upsr = A+ (1 =3 u,.

a) Justifier que A(4)" = A(u,,) pour tout entier n € N.
) Donner une expression explicite du terme de rang n de u.

c) En déduire une expression des puissances de A(4).

| #+  Suites récurrentes d'ordre 2
1) Déterminer une expression explicite du terme de rang n de la suite u définie par
Ug=U; =1 et VnREN, U =4U1— Uy

2] Alaide du résultat obtenu, en faire de méme pour la suite v définie par

4
V1

py=v,=e et VYneEN, v.,=
n
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-Xer ##»  Suite de Fibonacci, formule de Binet
Considérons la suite définie par
F=FK=1 e VvYneN, F,,=F4 +E,.

1) Déterminer deux réels @ et y tels que

@>P et ¥YneN, E = mil_ gnil)

1
e
2) a) Préciserg -y et + .

b) Endéduire que F,2 — Fy41F,—1 = (=1)" pour tout n € N~,
n+1

: n+1
3) Exprimer Z ( K )Fk en termes de Fy, 4,.
k=0

3k Exercices axés sur le raisonnement

Soit u une suite a termes strictement positifs.

1) Montrer que si u est géométrique, alors, pour toutn € N*, u,, =\t 11,1
2) Etudier la réciproque.

- i+ Ftude d’une équation de type Pell-Fermat

Considérons I'ensemble
€ ={(ab) € N* |a® —8b* = 1}.

On définit ensuite les suites (a;, )nen €t (b )nen par

{b(,:o = Smel [bn+1=an+3bn.

1) Alaide d'une récurrence, démontrer que pour tout n € N,
ay +V8b, = (3++v8)" et a,—-V8b, =(3-8)".
2) En déduire que pour toutn € N, (a,,b,) € €.
3) Justifier que
1
a, = E((3 +V8)" + (3-VB)").
En déduire que I'ensemble € est un ensemble infini.
4) a) Enrevenant a la définition de la suite (a,, ) ey, justifier que pour toutn € N,
api2 = 6an+1 — Qy.

) En utilisant le relation précédente, écrire en Python une fonction qui prenne en argu-
ment un entier n et qui calcule a,,.

c] Retrouverl'expression de a,, obtenue a la question 2 en utilisant les résultats du cours
sur les suites récurrentes linéaires d'ordre 2.

173



174

Chapitre 11

xel 01 wx  Etude d'un crédit
Un crédit (immobilier, a la consommation...) est caractérisé par :
« un montant emprunté, le capital (noté Cy);
« une durée d’emprunt décomposée en plusieurs périodes (dans la suite, on considere un
crédit dont le remboursement s'étale sur n mois);
« un taux d’intérét mensuel (noté g, supposé fixe);
+ une mensualité (notée m), c'est-a-dire une somme dont I'emprunteur doit s'acquitter tous
les mois.
En général, la banque fournit un tableau d’amortissement, c'est-a-dire un échéancier qui
indique, pour chaque mois, le montant restant a rembourser et la mensualité. Notamment,
il précise la répartition de la mensualité entre le remboursement du capital et les intéréts
payés a la banque.
Voici un exemple pour C; = 20000euros, n=24 (2ans) et g =0,5%.
Nous verrons que ces conditions imposent des mensualités fixes de m = 886,41 euros par
mois.
Chaque mois, I'emprunteur s’acquitte de sa mensualité composée de deux parties :
« La premiére partie paye les intéréts. Elle correspond a q fois le montant restant. Par
exemple, le premier mois, les intéréts s'élévent a 0,5 % de 20 000 euros, soit 100 euros.
» Le reste de la mensualité est utilisé pour rembourser le capital.
Pour le premier mois, cela correspond a 786,41 = 886,41 — 100 euros. Il reste alors un
montant de 20 000 — 786,41 = 19 213,59 euros a rembourser.

Capital restant  Mensualité de 886,41 euros
Mois a rembourser a

i l'issue du mois i Intérét  Capital
0 20000,00 0,00 0,00
1 19213,59 100,00 786,41
2 18423,24 96,07 790,34
3 17 628,95 88,14 798,27
22 1759,62 13,16 873,25
23 882,00 8,80 87761
24 0 4,41 882,00

A. Calcul des mensualites

L'objectif de cette partie est de calculer les mensualités qui devront étre payées par 'em-
prunteur en fonction de la durée du crédit (n mois), du capital emprunté C, et du taux men-
suel q.

Dans la suite, on note C; le montant restant a rembourser au i-éme mois.

1) Préciser C,.
2) Justifierque vie€ [[On—1], Ciy1i=0+q)C;i—m.

m
3) On pose, pour tout indice i, Vi=¢C— E

a) Justifier que (V;);epo,ng Suit une progression géométrique dont on précisera la raison.
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b) En déduire une expression de C; pour tout indice i.

qCo
— 1
(1+g)"

¢) Conclure en prouvant l'identité m=

B. Calcul du tableau d’amortissement a l'aide de Python

Compléter la fonction Python suivante qui prend en entrée le capital initial C_0, la durée n
(en mois) et le taux q (en %) et renvoie le tableau d’amortissement. La premiére colonne
affiche le mois, la deuxiéme le montant restant, la troisiéme les intéréts et la quatriéme (et
derniére colonne) le reste destiné au remboursement du capital.

import numpy as np

def T(C_®, n, g):
res = np.empty([n+l, 4])

mensualitée = ...
capital, intérét = ...

for i in range(...):
res[i, 8] = ...

capital, intérét = ...

return tableau

& Exercices avec questions ouvertes

On définit la suite u par

U =0 u; =0, uy=2 et VneEN Uz =3Upr—3Upyq + Uy

1) a) Calculer uy + k pour k € {0,1,2,3,4}.
b) Conjecturer une formule simple pour u,,.

2) Prouver cette conjecture.

0 wss Soit (a,b) € RY? et soient u et v deux suites définies par

Donner des expressions simples de u,, et v,,.
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Corrections

= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Méthode 1. Conjecture et preuve par récurrence,
On observe les premiéres valeurs de la suite :

3 2 243 2, 3
=2 =2, meu¥s) 2P usutfelP ) =8,
® n
On conjecture que VieN ai,=2%.
On démontre cette formule par récurrence.

Méthode 2. Usage d’'une suite auxiliaire.
Par récurrence immédiate, la suite u est strictement positive. On peut donc introduire la
suite v définie par

vneN, vp = In (uy).

De cette fagon, v, = In (2) et, pour toutn € N,
Vyiq =10 0hiq) = In(1,%) = 31 (1,) = 3w,
La suite v est donc une suite géomeétrique de raison 3 et de premier terme In (2). Ainsi,
vneN, wv,=In(2)3"

On en déduit que pour toutn € N

i, = exp(v,) = exp (In (2)3"), donc | u, = 23"

Exercice 2

Soit n € N*. Calculons la somme proposée de deux maniéres différentes.
« D'une part, on reconnait une somme télescopique :

n-1
Z (Upai® =32 ) =W * = Up® = up® — 1.
k=0

« D'autre part, on utilise la relation de récurrence :

vk EN, sy ?=1+wu,2 donc up. ®—u,?=1.

n=—

1 n—1
Ainsi, Z(ukﬂz —u?) = Z 1=
k=0

k=0
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D'otlt up?—1=n, donc w,2=n+1.

Cette derniére égalité est vérifiée pourn = 0.
Comme la suite est a termes positifs, on en conclut que, pour toutn € N :

(et

Exercice 3

1) Soitn € N. Ecrivons :

V41 = Upsy —A(M+ 1)
=(2u,—n+2)—A(n+1)
=2u,—n(A+1)+(2-4)
=2, +An)—n(A+1)+(2-4)
=2, —=n(1-=A)+((2-2).

| relation de récurrence de u
on réorganise les termes

) par définition, v,, = u,, — An

Avec A = 1, on obtient donc que pour tout entier positifn, v,,, = 2 v, + 1. La suite v est
donc arithmético-géométrique. Précisons que dans ce cas, v, = g = 0.

2) Déterminons le « point fixe » associé a la suite v :

£f=2{+1 & £=-1.

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

On considere alors la suite w définie par

vneN, w,=v,—-f=v,+1.
Vérifions que w est une suite géomeétrique de raison 2. Soitn € N :
Wit1 SV +1=Qu+1)+1=2w,+1)=2w,.

Ainsi, w, =wp2", donc v, +1=(y+1)-2"% donc v,=2"-1.

Finalement, pour n € N, comme u, = v, + n, [ U, =2"+n-1. ]

Exercice 4

1) La fonction sin? est continue sur R avec sin?(0) = 0 et sin®(7/2) = 1.

Rappelons que u, € [0,1]. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un
point 8 € [0,m/2] c R tel que

| 1o = sin?(6). |
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2) Démontrons par récurrence que la proposition
P(): u, =sin®(2"9)

est vraie pour tout n € N.
« Initialisation. D'apres la question précédente, P(0) est vraie.

« Hérédité.
Soitn € N. Supposons P(n) vraie et démontrons que P(n + 1) est vraie. Par les formules
de sommation des fonctions trigonométriques,

sin (2"*19) = sin (20 + 2"@) = 2 sin (2"8) cos (2"8).

On en déduit par I'hypothese de récurrence que

Upsr = 4Uy (1 —uy) _ g
| par hypothese de récurrence
= 4sin? (270)(1 - sin? (276)) ¢

: ia cos?(x) + sin®(x) =1
= 4sin® (2"8) cos? (2"0)

2

= (2sin (2"6) cos (2"6) )
=sin? (2"*18).  P(n+1) estvraie.

« Conclusion. Pour tout n € N, P(n) est vraie, soit [ i, = sin’ (2“3).]

Exercice 5 Une suite homographique

{ Remarque

[l s’agit d'un exemple de résolution d'une récurrence dite homographique. La résolution
¢ estsimilaire a celle utilisée classiquement pour les suites arithmético-géométriques, avec
: l'introduction d'une seconde suite géométrique.

il

1) 11y a potentiellement un probleme de définition de la suite u s'il existe un entier n tel
que u, = —4. Dans ce cas, on ne peut calculer ;4. Or, ce cas n'est pas possible. Par
exemple, on démontre par récurrence que la proposition

P): uy, estbien définietu, > 0,

est vraie pour tout n € .

2) a) L'équation est équivalente a une équation polynomiale du second degré (car x = —4
n'en est pas solution) :

2x+3

x+4

& x(x+4)=2x+3 & x2+2x-3=0.

On trouve les deux solutions [ a=1 et f=-3 ]
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b) Soitn € N;
_ Upsi—l
v =
L= 3 ‘ ‘
2up+s | relation de récurrence sur u
— lUp+4 1 k._"'
= Tup+3 ' . z :
e \". on multiplie par (u,, + 4) le dénominateur
_ Quat3)-(un+4) / etle numérateur
T (2un+3)43(up+4)
_ up-1 _l. un_l_lp
Sup#15 = 5 u,+3 5
s # ’ ® ] 1
[La suite v est géométrique de raison =
Remarque

Avez-vous pensé a vérifier que la suite v est bien définie?

Comme pour la premiére question, il y a un probleme de définition s'il existe un entier n
tel que u,, = f = —3. De nouveau, u est positive, un tel cas ne peut se produire.

3) Soitn € N;

Uy —1
Vp =
Up +3 | multiplication par u, + 3
& (U +)vy=u,-1 ¢ :
] on «isole» le terme u,,
S Uy —u,=-1-3up, v
= u(vy—-1)=-(1+3w,)
1+3v | division par v, — 1
= = z 2
1 — vn
Comme iy = 0,v, = —=1/3, et pourtoutn € N, v,, === ;—n
1+3- B
De ce fait Uy =
== 5‘11
Aprés simolificati 3(5’rl — 1}
rés simplifications,
g . T 3.5"+1

Exercice 6 Puissances d'une matrice et suite arithmético-géométrique

1) Soit (A1) € R?. Ecrivons:

1-24 A A 1-2u I1; [T
ADAW =] 4 1-24 A I1i 1-—2u 7}
A A 1-24 i I 1-2u

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Il
> 8 o
& o o
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en posant

a=1-20)1=-20) +2Au=1=2(A + u—34p)
eth=(1=-2Du+ (1 =-20)A+ pAd = A+ pu—-3An

Ceci prouve [ AN A(p) = A(A + = 3Ap). ]

2) a) Soit A € R fixé. De nouveau, procédons par récurrence sur la proposition

c)

pourneN, Pm): (AQ)" = A(uy).

« Initialisation. Comme uy = 0, (A(A))O = I; = A(0) = A(uy), donc P(0) est vraie.

« Hérédité. Soit n € N, supposons P(n) vraie et démontrons P(n + 1).

n+l

(A@)™" = (AW)"AD) = A(un)AQ) = Aty +2 = 321) = Alttnya)

Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. On a prouvé que { pour toutn € N, (A(A))" = A(uy).

La suite est arithmético-géométrique. On trouve pour point fixe associé 1/3.

Vérifions que la suite (v, ), ey, définie pour tout n € N par v, = u,, — 1/3, est géomé-
trique de raison 1 — 3A. Soit n € N.

1 1 1
v,Hl=un+1—§=.il+(1—3}[)11“—§=(1—3A)(u,,—5):(1—3&)9,1.

La suite (v, ),en est bien géométrique. On en déduit que pourn € N,

1 . 1 = .21 (9 ,
un=vn+§=(1—3}[) vﬁ+§=(1—3A) (—§)+§= §{1—(1-3,1]' ).

2 1
Soitn € N. Alors 1 —2u, = 1— §(1 -(1-31)") = §(2{1 —30)"+1).D'on

20-30"+1 1-(1-30)" 1—(1-32)"
(AD)) = Au) =5|1-@-30" 20-3)"+1 1-(1-3)"]|.
Ni-p-ap 1-[-—3" 20-30n+i
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Exercice 7  Suites récurrentes d'ordre 2

1) L'équation caractéristique associée est x> = 4x — 1 = x2—4x+1=0.Le
discriminant de cette équation est A = 12 = 3-22? > 0.1l existe donc deux racines réelles

distinctes :

44243
=T=2+v‘§ et x,=2—3.

D’aprés le théoréme sur les suites récurrentes linéaires d'ordre 2, il existe deux réels A et y
tels que

X1

vneN, u,=Ax"+ux,"

Déterminons ces deux réels grace aux conditions initiales uy = u; = 1.

ug = Ax, % + ux,° 1=A+u

o= At 4 et b 1= Axy + px,.

En effectuant L, « x; L, — L,, on obtient

-y ) 1+vV3 V3+3

1 =1=pu(x; —x = = = :
1 Hixy 2 M 3 6 E
Puis, avec L, « x, L, — L,, on trouve E
O
=3 3-—=43 w
X —1=A(xs —x,), donc A= — o
O
V3 V3 i

3—+3 3443
Concluons : pour toutn € N, il o= 5 (2 + ﬁ)n + 3 (2 - wﬁ)“.

2} On démontre que la suite v est bien définie et strictement positive a I'aide d'une récur-
rence sur la proposition

pourn€N, PMm): v,>0 et vy >0.
Notons, pour tout n € N, u,, = In (v,,). Ainsi,

Upy=In(yp)=InE)=1 e u; =1

4
Un41

De plus, pourn € N, In (v,4,) =In = 4In (vp4q) — In(vy).

Autrement dit, Uppp = $Uppq = Uy,

On retrouve la suite u de la question précédente. En conclusion : pour tout n € N,

| vn = exp(uy). |
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Exercice 8 Suite de Fibonacci, formule de Binet

|} La suite F est récurrente linéaire d'ordre 2, L'équation caractéristique associée est

¥*=x+1 © x*-x-1=0.
Le discriminantestA = (—=1)2—4-(—1) = 5 > 0.l existe deux racines réelles distinctes :

1++/5 1-+5
@ = 5 et Y= T

Il existe alors deux réels A et u tels que vneN, E, =A™+ uym.
A l'aide des conditions initiales F, = F; = 1,

By =A¢%+ uy° 1=A+4+u

F =A@+ upt =2 l=Ap+uy -

-1
En effectuant L < @ L; — L, onobtient ¢ —1=pu(@—y), donc u= h
1+v5 V5 -1
Or p—yP=V5 et @-—1= > —-1= 5 = —.
) 5+ ¢
On obtient l==—=—, puis, A=1-pu= = —
/ NG p H NG NG
En résumé, pour n € N, E, = = Q" — >, Yt = i((p”“ — L),
V5 V5 V5
2) a) Vérifier que {qa—t,b:—l et p+yY= 1.]

! Remarque
2 Si x, et x, sont les deux racines d'une équation polynomiale de degré 2 de la forme

ax2+bx+c=0,

c
alors x1x2=E et x1+x2=~—E car a # 0.

Dans notre cas, ¢ et i sont les deux racines de x? — x — 1 = 0. On retrouve bien le
¢ résultat annoncé.

b} Soitn € N*, Alors
SFnz — ({pﬂ+1 #¢n+1)2 - (',02“+2 o u')Z‘ﬂ'HZ *zwﬂ'i'llpil'l'l

et 5 Fu_1Fnsr = (@7 = 9™) (™42 = ™*?)
= QRN g 22 _ gnynt2 _ pnt2yn,

A dod PP A A A A



Exemples de suites récurrentes

Par différence,

S(Fnz _ FnﬂFn-l) = I;Ont,i!n+2 1 qpn+2lﬁ" _ zmnﬂwnﬂ
= @MY (P + @* — 20¢)
= (eP)' (¢ —¥)? = (-1)" 5.

Finalement, [Fnz —E 1Py = (—1)“.]

3) Dans un premier temps,

— n+1 = /m+1

Z( i )gok+1 g th( : )(pkln-}l-k .

k=0 k=0 | formule du binéme de Newton
=g+ -
=@ @2n+2 JP =p+1

et de méme avec . Par linéarité de la somme,

n+1 i g 1n+1 1 1'n+1 .
wvi
Z R = —Z( )(pkﬂ__ ( )ql)k+1 »
Jc=0( K ) “'r‘r_’k=u k V‘gk=0 i o
- iql(z n+2)+1 _ iw(z n+2)+1 B
V5 V5 S
En reprenant I'expression de la question 1, g
w
n+1
n+1
Z ( i )Fk = FB 4o
k=0

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 9

1) Soit g la raison de u. Comme u est une suite strictement positive u, > 0etqg > 0.
Soitn € N*; alors

’ 2
VUn+iln-1 = \ff(uo qr ) iy g™t = 'ﬂuz(qn) =Upq" = Uy,

2) Laréciproque est vraie. Posons g = u, /u, > 0.
Justifions par récurrence que la proposition

P): up=uUpq® et Uy =q" 1y,
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est vraie pour toutn € N*.
» Initialisation. Comme u, = u, q° et u, = qu,, P(0) est vraie.

« Hérédité, Soit n € N, supposons P(n) vraie et démontrons P(n + 1).
L'hypothese sur la suite u se réécrit par

w? (o q")

n+1
Up-1  Upq"7H

Upty = =Upq
Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. La suite u est géométrique.

Exercice 10 Etude d'une équation de type Pell-Fermat

1) Démontrons par récurrence que la proposition

P(n): a,+V8b, =3+ V8"

est vraie pour tout n € N.

« Initialisation. D'une part, ao ++v8b, = 1.D’autre part, (3++v8)° = 1.1y a donc égalité
et P(0) est vraie.

« Hérédité.

Soit n € N. Supposons P(n) vraie et démontrons que P(n + 1) est vraie.

(34 V8)"*1 = (3 +V8)"(3 +V8)
= (a, +V8b,)(3 + V8)
=3a, +V8a, +3V8h, +8b, , |

| on réorganise les termes
= (3 an +8by,) + \@(aﬂ $3h) ¥

) par définition des suitesa et b
= Qpyy + V8byyy g

P(n)

) on développe

« Conclusion. Pour tout n € N, P(n) est vraie.
On procéde de méme pour établir a,, — v8b, = (3 — v8)" pour tout n € N.

Vérifier par récurrence que pour toutn € N, a,, et b, appartiennent a N.
Soitn € N,

a,? —8b,” = (a, — V8b,)(a, +V8b,)
=(3-v8)"(3+V8)"
= (B-V&)B+8))
=]

Conclusion : (an.by,) € E.

| d’aprés la question précédente

) 3-VB)(3+V8) =32-8=1
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3) Onavuque

ap —V8b, = (3-V8)" et a,+V8b,=(3+V8)"

En sommant ces deux relations, 2a, = (3-V8)"+ 3+ V8™

D’ot le résultat.

» La suite (a,)nen tend vers +oo, Ainsi,

[l‘ensemhle £ est un ensemble infini.J

4) a) Soitn € N.

Gnsz = 3nt1 +8bny, ) définition des suites (a;), et (b,)x
=3ap+1 +8(ay +3by) ;
Jecar8b, = apns1 —3a,
= 06ay41 — Qp. .

b) On peut par exemple partir du couple (ay,a,) etle mettre a jour n fois de suite jusqu’a

aboutir au couple (a,, a,+,), pour finalement renvoyer a,,.

def a(n):

u, ve=1, 3 # a(0) et a(l)
for _ in range(n):

u, v=v, 6 ¥*v - u
return u

L'équation caractéristique est x? = 6 x — 1. Le discriminant est strictement positif. On
trouve les deux racines

x1=3+"j§ Et x3=3—'\l{§.

D’apres le théoréme sur les suites récurrentes linéaires d'ordre 2, il existe deux réels A
et i tels que

vneN, a,=Ax"+ pux,".

De plus, ag = 1 eta, = 3 a, + 8b, = 3. Ces deux équations permettent de préciser 4
etu:

1
donc A=u=r-

A+u=1
2

):lxl ‘+‘,ux2 =3

Finalement, pour tout entier positif n,

‘ ap = %((3 +VB)" + (3 - VB)").

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v
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Exercice 11  Etude d'un crédit
« Partie A

1) Alafin du crédit, il ne reste plus rien a payer :

2) Aumois i, il reste C; euros a rembourser.
« Les intéréts s’élévent a gC;.
= A cette étape, le capital est donc remboursé a hauteur de m — qC;.
Par conséquent, au mois suivant, il reste a rembourser

[CI-H =C=-(m=-qC)=(1+q)C;— m.]

3) a) Pour toutindicei € [O,n — 1],

m m m
P’E+1=C|'+1—E=(1+Q)C£—m—?=(1+q) C:—E =(1+qV

D’m'l[ une progression géométrique de raison 1 + q.]

b) Par récurrence immeédiate, on a pour tout indice i € [[0,n],

4 . m m
=1+ ie C=(1+q) (r:o - E) ¥

m m
c) Enutilisant G, il vient0 = C,, = (1 4+ ¢)" (C,:, - E) + E
En isolant le terme m, on obtient

ql+q)"C,  qG

I
T o o n _ i s
1+ q)"C, q({1+q) 1)=0 donc T e -

T (1+o)r

Résumons par un tableau.

Capital restant Mensualité de 886,41 euros
Mois 4 rembourser 4

i l'issue du mois i Intérét Capital
0 Co 0 0

l- ey 1 CI"'l * *
J Ci qCi-y m—qCi—y
n 0 * ¥
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Remarque

Pour étre complet, le taux affiché par les banques est le taux nominal annuel. Il est
proportionnel au taux mensuel viat = 12 q.

« Partie B Voici un programme possible.

import numpy as np

def T(C_O, n, q}:
res = np.empty([n+l, 4])

mensualité = (q * C_0) / (1 - 1 / (1 + q)**n)
capital, inteérét = C_0, ©

for i in range(n+l):
res[i, 0] = 1

res[i, 1] = capital
res[i, 2] = intérét
res[i, 3] = mensualité - intéret

capital, intérét = (1 + q) * capital - mensualité, q * capital

return res

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 12
1) a) Vérifier que

Uy =10 Up+0=0
u; =0 U +1=1
u, =2 , donc U, +2=4
Uz =6 Uz +3=9
U, =12 u, +4 = 16.

b) On reconnait les premiers carrés d’entiers, on conjecture que pour toutn € N,

u, +n=n? etdonc u,=n?-n

C'est-a-dire, pour toutn € N, [ U, =n(n- 1).]

2) Démontrons par récurrence que la proposition
Pm): up=nn-1), Uy =Mm+L)n et up,=m+2)(n+1)

est vraie pour tout n € N.
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e Initialisation. On a
Up=0=0-(0-1), y;=0=(0+1)-0 et u,=2=0+2)-(0+1).

Ainsi P(0) est vraie.

» Hérédité,
Soit n € N, supposons P(n) vraie et démontrons P(n + 1). Notons qu'il suffit de justifier
que Uy 33 = (M + 3)(n + 2). D'apreés la définition de la suite (1) nen,

Up+z = 3Unip — 3Upnyqy + Uy
=3n+2)(n+1)-3(n+)n+nn-1)
=@Bn2+9n+6)-3Bn?+3n)+m%-n) -
=n?+5n+6
= (n+3)(n+2).

Dong, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

) d'apreés P(n)

on développe

« Conclusion. [ VvneN, u,=n(mn-1). ]

Exercice 13

Upyq = (Hn)lﬁ : (Vn)l'“

Vnt1 = (!”n)l"r2 ' (Wn)lﬂ-

Introduisons les suites a et b définies par les termes généraux

Pour toutn € N,

G =In() et by =In(v,).

Précisons que ces suites sont bien définies car les suites u et v sont strictement positives.
Pourn € N,

Gnsr =0 (nga) = In (@) Y2 - @)Y4) = 3 In () + 5 In (v)

bpsy = In(vpyy) = In ({vn)lf'z : (un)”"‘) = % In(v,) + i In (uy).

1 (| 1 1
On obtient ﬂ"+1=5ﬂ“+5b" et bﬂ+1=§bn+zﬂn'
En reprenant le raisonnement de 'exercice 10, la suite a est une suite récurrente linéaire

d'ordre 2,
3
Ap+2 = Aniy — Eﬂn*

L'équation caractéristique (x> = x — 3/16) a deux solutions (1/4 et 3/4). On trouve avec
les conditions initiales a; = In (a) et a, = In(a)/2 + In (b)/4. Donc, pour toutn € N,

= (% . (%)ﬂ % % : G))m (@) + (% : G)n _ % ; G)n)m ).



Exemples de suites récurrentes

Pour b,,, il suffit d’échanger a et b. Donc

4 (1 G 1

Alors, |uﬂ = qM/2 @O /2" bifz--:sm“—lfz-waﬂ

puis | v, = at/2 @/ -1/20/9" . blfz-{3f4}“+1f2-(1f4)“.]

v
=
O
—
¥
w
e
e
o
v
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== Exercices axés sur le calcul

Etudier les variations des suites définies par les relations ci-dessous :

2
n 41 w, = =5
= —: v, =nle™; ¥
vneN, u, oz V= nleT { VnEN, Wy =w2—w,+L

Limite pour des suites et sommes géométriques

1) Préciser a quelle condition sur q € R la suite (¢"),,,, est convergente.

n
2] Pour quelles valeurs de g la suite de terme général ¥, g* converge-t-elle vers une limite
k=0

finie?
On précisera la valeur de la limite.

+ Exemple de suites adjacentes
Justifier que les suites u et v définies par les relations ci-dessous sont adjacentes :

n
v M 1 t :
nelN’, u,= Z et v, = ==
k k
ot +n
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=i Calculs de limites

Les suites dont le terme général est donné ci-dessous (avecn € N ou N”, ou encore N\ {0,1}
suivant les cas) sont-elles convergentes?

Dans le cas oli elles convergent, préciser leur limite.

_ _ n?+7 n—(=1)" S
) 1) —— D ——— 3 k
*) ) n+n+1 ) n+ (—1)" ) kznv"_
n -
1 -1+ 3" -2"
k=1
”3 e?:—? n
T P 8 e 9 =
) b ) nt42n® +2 ) (2)9
cos(n? + 2021 —1)" cos(12n*
(*%) 10) ( ) 11) 1+( ) ( ) 12) vn+1-+vn
Jn n3
on 3In(nJ B X
13 — 14 15 Rl
) = ) = ) (Zk e

(#»+=) Pour tout x réel, on note | x| la partie entiére de x.

16) In(n™e vV  17) l}:l] 18) (Z 2*) / (Z kz)

n! iy
19) — 20) (é‘n

nﬂ

3B Exercices axés sur le raisonnement

-+ Onconsidére la suite (u,),en- définie par

2n 1
vneN, u, = Z —_—
2p—-1

p=n+1

1} Montrer que pourtoutn € N*, u .
) P n < 2n+1

2} En déduire que la suite (1, ),en- €St convergente.
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*+* Moyennes de Cesaro
Soit u une suite réelle. Pour tout entier strictement positif n, on pose

Uy + Uy + o+ Uy
By n '

I} On suppose la suite u croissante et convergente vers une limite finie.

a) Justifier la croissance de la suite v, puis la convergence vers une limite finie.
b) Vérifier que pour toutn € N,

U, »2v, et v, > 5

c) En déduire que u et v convergent vers une limite commune.

d) Réciproquement, si u est croissante et v convergente, montrer que u converge.

2) Application.
Soit (@, )ney Une suite telle que (@41 — @y )ney converge et que pour toutn € N,

Ay — 2ﬂﬂ+1 +a, = 0.

Montrer que (a,/n),en- cOnverge.

**  Suites adjacentes et approximations
On considére la suite S de terme général

L0
ol e
Sﬂ_kz T ot neRN.

]

=]

On pose de plus Uy 280 €6 = ey

1) Justifier que les suites u et v sont adjacentes.

2) En déduire la convergence de la suite S vers une limite finie £ avec, pour toutn € N,

Sons1 < € < Sop.

On admet que la limite € vaut w /4.

3) a) Justifier que, pour toutn € N*,

1
<%

T
Y

‘sn_

b) En déduire un programme Python qui affiche une approximation de ma 1075 prés.
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- »*  Suites croisées
Soient a et b deux réels tels que a > b > 1. On définit les suites (x,,)nen €t (Vn)nen par

1 1
Xo=a, Yo=b et VneN, xn+1=§(xﬂ+m) et y?t+1:§(yn+v’x_n).

1) Justifier que x,, > y, > 1 pour tout entier positif n
2) En déduire la décroissance de la suite (x;)nen-

3) Montrer en exhibant un contre-exemple que la suite (), ),en N'est pas nécessairement
décroissante.

4) Montrer que les deux suites convergent vers une limite commune.

++ Pour tout @ € R*, on définit la suite (u(a),) _, par

nen

mn
vneN, u(a),= l_[ (1+ a*).
k=0

1) Justifier que si @ > 1, alors
vneN, u(a),» 2"

En déduire le comportement de u(a),, lorsque n tend vers l'infini.

N
e

On suppose dorénavant que a € [0,1[.

a) En utilisant I'inégalité 1 + x < e%, valable pour x € R, majorer (”(“)“)new‘

b) En déduire la convergence vers une limite finie de la suite. Notons £, la limite.
3) Veérifier que I'application @ € [0,1] = £, est croissante.

) xx% 0 Soit (U, )nen la suite définie par

un? + u1r1+12

Ug=1l,u; =2 et vYnehl u =
0 1 n+2 TR

1) Montrer que tous les termes u,, sont bien définis, minorés par 1, et majorés par 2.

2) Ecrire une fonction Python qui prenne en argument n et qui renvoie ,,.

3) a) Soitn € N. Déterminer le signe de ;45 — U4+, en fonction de celui de u,4; — ;.
b) En déduire le signe de u,,;, — u,, en fonction de la parité de n.

4) On veut montrer que la suite (1, ),en €st convergente.
Pour tout entier positif n, on pose v, = uy, et W, = Uspn41.

a) Montrer que les suites (v,)nen €t (Wy)nen Sont monotones et convergent vers une
méme limite.

b) Conclure.
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D ¢ Uy = f(uy) avee f croissante

Pour x € ]=1, 4 o[, posons f(x) = v/1 + x. On définit la suite u par

1
Up = —3 et VREN, Uy =f(uy,).

1) Surle graphe suivant, placer ug, u,, u, et u, surl'axe des abscisses.

Conjecturer les variations et la convergence de la suite u.

2) a) Vérifier que I'équation f(x) = x n'a qu'une solution. On note w cette unique solution.
b) Vérifier que w est un majorant de la suite u et préciser les variations de w.
¢) En déduire la convergence et la limite de la suite .

3) a) Vérifier que pour tout (x,y) € R?,

i

IF@)-fl < —;

[ug — w|

) En déduire que, pour toutn € N, |, — w| < o

Retrouver le résultat de la question 2 c.

S G Bl kx| Uy = f(uy,) avec f décroissante

Pour x € R*, posons f(x) = 1—J1rx On définit la suite u par

=1 et YneN, u,,=f{)
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1) Sur le graphe suivant, placer u,, 1y, i, et uz surl'axe des abscisses.

.

Graphe de f

Y
b 3

Ug

Conjecturer les variations et la convergence de la suite u.
2) Posonsdeplush = f o f, et pourtoutn € N, v, = oy, €t W, = Upp4q.
a) Préciser les variations de la fonction h et vérifier que, pour n € N,

Uns1 = h(vy) et wyyq = h(wy).

b) En déduire les variations des suites v et w, puis la convergence de ces deux suites.

c) Enremarquant que I'équation h(x) = x d'inconnue x € R* n'admet qu'une solution,

vérifier que
lim v, = lim w,.
n=+o0 L T=++00 n

d) En déduire la convergence de la suite u.

& Exercices avec questions ouvertes

= «+  Vrai ou faux?

Soit u une suite.
1) Siu converge vers une limite finie, alors la suite (|u,|),ey est convergente.

2) Si (I U, |)nen converge vers une limite finie, alors la suite u est convergente.
3) Lasuite (Juy,|) ey converge vers 0 si et seulement si la suite u converge vers 0.

4) Siu converge vers une limite finie, alors la suite (|u,]) ey st convergente.
Rappel. |x] désigne la partie entiére de x.
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Corrections

£ Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
« Soitn e N*;

m+1D*+1 n?+1 1 1 3. 1 1 ;
Unt1~Mn =TSR NE ZmE 2 Zasd)E \2 2E)” Zm+ipR e

[La suite u est décroissante.]

« Comme v, s'exprime sous forme de produits strictement positifs, on étudie plutét le quo-
tient
Vpsr  (n+1)le” D)

vneN, = =(n+1)et,
Vy nle™n ( )
Vn+1 : :
Pour tout n € N, . P 1. [La suite v est crmssante.]
n
« Soitn € N; Wpsr —Wp =wp2 —2w, + 1= (w, —1)2 > 0.

| La suite w est croissante. |

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Exercice 2 Limite pour des suites et sommes géométriques

1) = Si|lq| < 1,alors lalimite existe et « Si ¢ = 1, la suite est constante et
i - T . n _
Jm, =0 =1
*Sig>1lalors lim q" = +oo. « Si g < —1, la suite ne converge pas.

n

2) = Siq =1, alors, pour toutn € N, Z 1k =n+ 1“300 400,
q=0
« Siq € R\{1}, onesten présence d'une somme géométrique. En utilisantles disjonctions

de la premiére question, il vient

L. 1 — g+t - converge si |q| < 1,vers 1/(1 —q);
Zq":l— - tend vers +wsiq > 1;
k=0 =9 - ne converge pas pour q < —1.
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Exercice 3

» Soitn € N*. A I'aide du changement d'indice p = k + 1, écrivons

u S | — I L———
n+1 n k=1 k+n+1 k=1 k+n I : 1|_ [
“Ne op -3 e
n+2 1 i 1 : changement a 1ndaice

p=2p+lt-k§1k+ﬂ
1 1 1

= 2n+2+ 2n4+1 n+1
(2n+1)+2(n+1)-2(2n+1)
2(n+1)(2n+1)
1

= 2(n+1)(2n+1) > 0.

[La suite u est croissante.]

« Soitn € N™.

2(n+1) 1 2n 1 1 1 1

fciof ) k k= uk 2n+2 Zn+1_ﬁ
.'-1(211 +1D)+n@@n+2)-2n+1)2n + 2)
n2n+ 1)2n+2)
—3n—2
nZn+ D2n+2)

Vner —Wn =

[La suite v est donc cmissante,]

« Soitn € N*. On effectue le changement d'indice p = k — n dans la premiére somme.

n
= Z Z Z 0.
k+n p p+n - B

k=mn p=0

« En canc]usion,[[es deux suites sont adjacentes.]

E Remarque

¢ Al'aide d'un encadrement de la fonction logarithme, on peut montrer que la limite com-
{ mune est In(2).

Exercice 4 Calculs de limites

1) On factorise le dénominateur et le numérateur par le terme de plus haut degré :

n?+7 n? (1 +7/n?) 1+7/n?
n2+n+1 n2(1+1/n+1/n2)" 1+41/n+1/n2 noroo
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o n—(-1)" _1-(=1)"n

n n
3) Pourtoutn € N, Z vk > V1, donc par minoration Z Vk — +o,
k=0

n—=+oo
k=0

— i nk_n{n+l) 1
4) On sait que ;,_;kzl _Tn:m >

5) On factorise le numérateur par 3™

(-pr+3n—2n ¥ ((_?1)?1 B (g)n) Lo -0 .
n—+00

1
3n+2 3n+2 32 6

. SN o™ — o™ (p=2n _
6) Nlviente e e (e 1)‘“_:’9G

113

7) Gréace aux croissances comparées, on peut affirmer que T nareo
n=+ow

8) On applique les croissances comparées

eﬂ—? Eﬂ e—?

R +00,
n*+2n*+2 n* 1+2/n+2/n* n:m

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

n nn-—1)
8 , AT e _
) Les croissances comparées justifient ( Z)e g 0.

10) Comme la fonction cosinus est minorée et majorée respectivement par —1 et 1, on va
pouvoir appliquer le théoréme d'encadrement (car 1/\/n —3 0).
MN==r00

-1 cos(n®+2021) 1
N i T

1) De méme que précédemment,

¥nen,

P cos(n? +2021) 4
onc 7 3 10

—1)"cos(12n* 1 —1)"cos(12n*
1+( ) ( ) -1l <€ — donc 1+( ) ( ) :
n3 n? n3 n—+o
12) Pourn € N,
ST =R (Vn+1-vR)(Vn+1+vn) +n+ g 1
n —-yn= = -
Vn+1+yn Vvn+1l+vn Vn+1++n
Par conséquent, | vn+1-vn — 0.

n—+oo
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4n
13) Par les croissances comparées, — = 0.
n! no+e
on am\ M2
Puis par composition avec la racine carrée | — =| — - 0
vn! n! n—+o0
3In[n) eln(B)ln(n) nln(s)

14) On a par définition de la puissance = = = ML,

Or, on sait que 3 > e. Par stricte crolssance du logarlthme, ln(3) ‘::- In(e) = 1. On peut
donc conclure que

3ln(n.]|
— 00,

n n—++oo

L3

15) Comme n? > n pour tout n € N, on obtiente ™" < ™", d’otl

mn
nin + nn+1
“(Zk)e'nz‘ T et ¢ T e

k=1

) . n(n+1) .
Par les croissances comparées, R 0.
n—+0

n
Donc, d'apres le théoréme d'encadrement, (Z k) e ™ — 0.

n=++oo
k=1

16) On arrange I'expression afin d'utiliser les croissances comparées (c.c.). Pour toutn € N,

In(n)
n
=0 [L£.C..)

In(n™) eV = nin(n) e V" =

(Vn)te Vm.

+0 (c.c.)

Par produit, In(nM) e V" — 0, }

=400

7) Par définition de la partie entiere, |mn| < mn < [mn] + 1.

T
Donc:mn—1< |mn| < mn.D'our: n’—l[ﬂ(ud

m
Ainsi, d’apreés le théoréme d’encadrement, [ % = ‘

18] Pourtoutn € N*, on est en présence d'une somme géométrique de raison 2 # 1, donc

It +1
Sar= it
4 2-1

De plus, on dispose aussi de la majoration Z k? < Z n* < n’.
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Puis, (i 2'*) / (i kz) > (201 = 1)/

k=0 k=0

n n
A l'aide des croissances comparées et par minoration, (Z 2") / (z kz) — 400,

k=0

19) Pourn > 2, encadrons :

n! 1. 2 n—-1n 1 n!

0 —=—-—nwm =< = donc | — — 0.
n n n n o n n"n-+o0o

20) Soitn € N. Majorons ) al'aide de la formule du binéme de Newton :

:
(2)<§ )

k=0

n

#<(3)
()

an n~+m

1
Comme 3 € [0,1[, on prouve par encadrement que

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

) Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5

1 1
-1 2@+ -1 2n+1

1) Soitn € N*. Pour tout entierp > n+ 1,

Par croissance de la sommation,

Z 1 " Z 1 _((2n}—(n+1)+1)

2p—1 2n+1 " 2n+1
p=n+1i p=n+1

D n

S = a1
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2) Etudions les variations de la suite (1, ) ,ep-. Pour n € N*,

2(n+1)
Uppqg — Uy = zp |
1‘-‘=1‘1+2 p=n+l
1 1 1
ool 2p — 1 2(2n+1)— 1 2(Zn+2)—1
1
2(n+1) - 1 = 2p -1
. 1 1
I+l Mn+3 Zn+l
1

[La suite u est croissante.]

=@ D@+t "0

n 1
De plus, en remarquant que pour toutn € N-, T < 3 on en déduit que la suite u

est majorée. D'apres le théoréme de convergence monotone,

[la suite u est CG]IVEI‘gE]'l[&J

Exercice 6 Moyennes de Cesaro

1) a) Soitn € N~,

1 Z 1
gy — W = Uy — — u '
n+i n n+1 k n k S
k=1 k=1 n 1sole le terme
n n Inourk =1
i 1 Z lz pour k 1+ 1
= U = - i
n+1 n+1 - % 14 x
i = 2 | par linéarité
_ Up+y Z 1 1
n+1 n n+1) " et i
k=1 \ on reduit
o 1 | au méme dénominateur

| on factorise par 1/n(n + 1)

n
| car nup4q = E Upniq
k=1
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Comme la suite u est croissante, pour tout k € [1,n]], u, < u,4+, et

1¢n+1 - uk >0, donc wvpy—v, >0.

M:s

=
]
-

[La suite v est croissante.]

« Trouvons un majorant a la suite v. Comme la suite u est croissante et convergente
vers une limite finie, la suite u est majorée. Par exemple, sa limite £ en est un majorant :

vke N, wu,<A{.
Par somme, on a donc pour toutn € N*
Tl n
Z uka:Zf:nf soit v, < L.
k=1 k=1

Conclusion : la suite v est croissante et majorée, d’apres le théoréeme de convergence
monotone,

[la suite v converge vers une limite finie.]

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

i Remarque
Attention, a ce stade, on ne peut pas conclure que la limite de v est aussi £.

b) Soitn € N. Pour toutk € [1,n], u; < u, et

_1x 1v
- u = Uy, =
T Z k<5 Z n = ln:
k=1 k=1
. E 1 1 2n
S JLE N YN B Y
k=n+1
De nouveau, la croissance de la suite u impose, pour tout k € [[n + 1,2n]], ux > u, et
2
1« 1 — (2n—-(n+1)+1) Uy,
2n2““‘2nZ“‘“‘ 2n =
k=n+1 k=n+1
& 2 5 1{?1 + vn
On obtient ainsi Vop > —
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c) Notons £ et £’ les limites respectivement de u et v. On a vu que

vneN, u,>uv,

Par passage a la limite, £ 4
: Uy + Uy
On a aussi vneN, w,> —
N £+t
Par passage a la limite, > =g

Cette relation équivaut a ' > . Finalement, £ = ¢'.

[Les suites u et v convergent vers une limite cnmmune.}

d) Reprenons l'inégalité :

vneN, w,> >

= 21)211 T 'un > Ifnq

Comme la suite u est croissante, la suite v est aussi croissante. Si £ désigne sa limite,
ona
vkeN, vyt =2 2v,—-v,<2{—1,.

On en déduit un majorant de la suite w. Par le théoréme de convergence monotone,

[la suite u converge vers une limite ﬁnie.]

2) Introduisons la suite u de terme général
Up=Ap—=Qu—1 (MEN).

D'apres les hypotheses de I'énoncé,

« la suite u est convergente;
« la suite u est croissante. En effet, pourn € N,

Unss = Un = (@niq = @n) = (@n = Qnoy) = Qs = 20 + @y > 0.

D’apres la premiere question, la suite v définie par

n

|
vneN, v,= ;Z Uy

k=1
mn
2 1 an — Qg
est convergente. Or, par télescopage, W= (ax —ax—y) = =
k=1
Comme ag/n = 0, on en déduit [La suite (@, /M) nen- converge.]
n—+oo
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Exercice 7 Suites adjacentes et approximations

|} Justifions que les suites sont adjacentes. Soitn € N.

Uppqg —Uy = SE(nH.) ~ S2n

~ 2n+2 (-.1)-"1 n (.—.1)"‘
- 2k + 1 2k +1 A
k=0 k=0 | télescopage
(_1J2n+2 (_1:'2714-1 f
T 2@n+2)+1  22n+1)+1 \ 2n + 2 est pair,

_ 1 1 0 / 2n + 1 est impair
S Zen+D *1 ZEREDEI

Autrement dit, la suite u est décroissante. De méme, on a pour n € N,

Un+1 = Un = Som+1)+1 — S2n+1
2n+3 2n+1

_ (=) (-D*
- 2k +1 2k +1
k=0 k=0 | télescopage
(_1)2n+3 (_ 1)2ﬂ+2 ) A
T2@n+3)+1  22n+2)+1 \ 2n + 2 est pair, 3
_ 1 & 1 o / 2n + 3 estimpair =
T 22n+3)+1 22n+2)+1°7 ~
e
La suite v est croissante. o
O
L%
» Pourn e N, —_ "
n n
S = |
TR L 2k+1 L2k +1
_(_l)znﬂ -
S 22n+ 1)+ 1
P _1
e Somt1 =5 = T 1T acteo O

2) Comme les deux suites u et v sont adjacentes, elles convergent vers une limite commune.
Ona

S,, — { et § — {.
2n S 2n+1 wiiition

Dans ce cas, la suite S est convergente et la limite est £.
De plus, la suite v est croissante et convergente, elle est donc majorée par sa limite. De
méme, u est minorée par sa limite. Autrement dit,

vneN, v, <f<u,

C'est-a-dire {V neN, S+ << S ]
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3) a) Soitn € N. Distinguons suivant la parité de n.
« Sin est impair, il existe un entier p tel que n = 2p + 1. Linégalité précédente donne

4
0< Y Sap+1 < Sap = Sap+1-

En reprenant le troisieme calcul de la question 1,

T 1 1
M T R kT ey
el i 1
ot 3|S5

« Sin = 2p est un entier pair. Linégalité de la question précédente donne aussi

1 1
TIprD+1” 22p)

T

5

Dol

On constate alors que dans tous les cas, la relation est vérifiée.
b) Prenons ng = 200 000 de sorte que 4/(2n,) = 1075. On a alors

2 .
|48n, — | < mal %

Donc 45,,, est une approximation de m a 107°-pres. Il suffit alors d’écrire un pro-
gramme qui calcule ce ny-iéme terme.

>>> n_0 = int(2e5)

>>> S5 = sum((-1)**k / (2*k+1l) for k in range(n_0 + 1))
>>> print(4 * S)

3.141597653564762

! Remarque

On constate que la convergence vers m est assez lente. Le programme est peu efficace
pour calculer un trés grand nombre de décimales.

Exercice 8 ' Suites croisées

| ) Démontrons par récurrence que la proposition P(n) :  x,, > y, > 1 estvraie pour tout
entier positif n.
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e Initialisationn = 0.a > b > 0, donc x, > y, > 1. La proposition P(0) est vraie.

« Hérédité. Soit n € N. Supposons P (n) vraie et démontrons P(n + 1).

1 i |
ne1 — Yn+1 = 5 (xn + "Jyﬂ) -5 (yﬂ * Vxﬂ)
2 2

1

=E(xn_}"n_m+\fy_n) \ X—y
| caryx — ¥ = ———

i, mew ) SRR

AR -

.': factorisation par x,, — v
1 G-yt Va1 o
2 VEn +

Par hypotheése de récurrence, x,, > 1 ety, > 1, donc /X, + /¥, > 2. En particulier,

Vi, +Vya—1>0.

Et comme, par hypothése de récurrence, x,, — y,, > 0, on obtient x,,4; — ¥4+1 > 0; donc "zn
o
Xnt1 = Yne1 B
1 &
De plus, par hypothése de récurrence, x,, > 1 ety, > 1; donc y,,44 = E(yﬂ +xp) > 1. o
On a donc montré que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie. 8

» Conclusion. [pour toutnelN, x,>y,> 1.]

2) Soitn € N.

1k
Xng1r —Xp = E(xﬂ + ¥n) — X

1
= E(v.}’n — Xn) _.

7 | ¥n < x, et t =Vt est croissante sur R*
< s —xp) °

2 | Xn < Xxpcarx, >1
< 0. \

[La suite (X, )nen €St décmissante.]

3) Pour commencer,y, = bety; = %(yo + %) = %(b + +v/a). De plus, il suffit que y; > ¥,
pour que la suite (¥, ),en ne soit pas décroissante. Or

i}
E(b+\/5):>b & a>bh.
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On cherche donc un couple (a,b) € R? tel que+/a > beta > b > 1. On prend par
exemple

[b=4 et a=25.]

Remarque
Par contre, si y; < ¥,, alors on montre par récurrence que y,,, — ¥, < 0.

Pour I'hérédité, on remarque que V4o = Vi1 = %((ynﬂ = ¥n) + (Va1 — VEn))-

4) La suite (x,,) ey est décroissante et minorée par 0; d'aprés le théoréme de convergence
monotone, elle est convergente.

Notons ¢, la limite de cette suite. Soit n € N. Du fait que x4+, = % (xn + \/y_ﬂ), on tire
2
Yo = (2Xp41 — xp)° e (21?1 = 31) = 1?12-

Deplus, vneN, x,>y,>1 Donct;>%°>>1
Nécessairement £, = £,° = 1.

Bilan : [Ies suites (X, )nen €t (Vn)nen cONvergent vers 1.]

Exercice 9
1) Pourtout k € N*, la fonction x ~ x¥ est croissante sur R* et donc

a>»1, donc a¥>»1¥=1, dou 1+ak>»2.

n
Par produit, u(a), = l_[2 = 2R
k=0

Comme 2"*! — 400, on a par minoration [u(a'),t — +m.]
N=++00 =+

2) a) Soit k € N. En appliquant I'inégalité donnée a a¥, on obtient

k
1+ak <e®.
n n
. y k
Puis, par produit, pour n € N, u(a), = | | (1+a*) < | | e%,
k=0 k=0
Or
n 7
k
@
| | e“k = ekgo
k=0 somme géomeétrique de raison a # 1
1._aﬂ+l
=e e L an
2 car——< 0
< el-a, u 1l =
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1
En conclusion, [la suite u(a) est majorée par ei-a,

b) Etudions les variations de la suite u(a). Soit n € N; par télescopage,

n+1
(1+ a¥)
()41 _ k=0

“On Ta+an

k=0

=14+a™i51

Comme la suite u (@) est a termes strictement positifs,
VneN, u(@)psr = u(a)y.

D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite u(a) est croissante et majorée,
elle converge donc vers une limite finie.

3) Revenons a la définition d'une fonction croissante. Soit (a,f) € [0,1[2. Justifions I'impli-
cation

e<B = <l 2
(o}
Supposons donc a < 8. Pour toutk € N, 1+ ak <1+ k. =
n n E
Soit n € N, par produit, 1_[ (1+a*) < l_[ (1+B%), dou u(a), < u(B),. o
k=0 k=0 8

Or, u(a), B {e et u(f), e, .

Par croissance du passage a la limite, on en déduit donc que £, < ;.

[La fonction @ € [0,1[ = £, est croissante.]

Remarque
Grace aux propriétés sur la continuité et les suites (rappels sur la continuité, page 590),

on montre que
1_aﬂ+1 1

£, = limu(a), = lime 1-a =ei-«a
R ( )'n o

Exercice 10

1) Justifions par récurrence que la proposition
Pn): Uzza»l e u,>»1

est vraie pour tout n € N.
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« Initialisation, Comme uy = 1, u; = 2, P(0) est vraie.

« Hérédité. Soit n € N, supposons P(n) vraie et démontrons P(n + 1).

Il suffit de démontrer que w4, > 1.0r,

unz i H1r1+12 = (un + b-'n+1) _ Up(Uy — 1) + Upyq(Upsq — 1)

=0
Wy, + Upyq Uy + Upyq

Up4z — 1=
puisqueu,, —1 > 0etu,,; —1 > 0.D'oli u,,,, > 1 et P(n + 1) est prouvée.
» Conclusion. La suite u est minorée par 1.

La récurrence justifie aussi que la suite est bien définie, le dénominateur u,, + u,,;, ne
pouvant pas s'annuler.
On proceéde de méme pour justifier la majoration par 2.

2) Onmet ajour n fois de suite le couple (u;, u;+,). En partant de (u,u, ), cela nous ameénera
a (u,, 1,4+, ) dont on ne conservera que la premiére composante.

def u(n):
a, b=1, 2
for _ in range(n):
a, b==5b, (a**2 + b**2) / (a + b)
return a

3) a) Soitn € N.

2 2
un * Up+q

H‘H‘,-}-Z p u?‘H-l - = HH'E'I N, - 3 P &
Uy + Upiq \ on réduit au méme déno-
_ an + -!tn+12 = unﬂ(un + unﬂ) " / minateur
u, + R
2 B S | on simplifie
_ Uyt T Upgq Uy v
Uy + U N\ 5 :
n L i on factorise par u, 4, — W,
n
= —(Un+1 — Un) '

W, +Upyy

Comme un/(uﬂ +Upyy) 20, [ Upyo — Upyq €L U, — U, SONt de signes opposés.]

b) Sachant que u; — uy; = 1 > 0, on démontre par récurrence que

[unﬂ — U, est positif si et seulement si n est pair.]
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Soitn € N. Ecrivons :

Unt1 = Up = Ugpsz — Uzp
2 2
_ Upp” + Uppyq "
= — Wn S i = Z
Upp + Uzptq \ on réduit au méme déno-

2 2 / rae by
Uppn“ + Uspyq _l‘zn(312n+u2n+1) / minateus

Upn + Uon4q Y e
| factorisation par s, 41
Upn+1(Uzns1 — Uzn) _ [

Upp + Uzpt1

Comme la suite u est positive, le signe de v, ; —v,, estle méme que celui de w1 1 —Usp-
D'apres la question précédente, v, — v, > 0.

[La suite v est croissante.]

De méme, on montre que le signe de w,,,; —w;, estle méme que celui de Usp 4 —Usnsq
qui est négatif.

[La suite w est décrnissante.]

« Comme la suite u est bornée (question 1), la suite v est majorée et la suite w est
minorée. D'apres le théoréme de convergence monotone,

[IES suites v et w sont ccnvergentes.]

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

= Notons £ et ' les limites respectives. Montrons que £ = £'.
Pour tout n € N, la relation de récurrence donne

2 2 2 2
_Upp® FUppyy _Ugpyq” FUppyo
Uzpiz = et  Upp4z =
Ugp + Uan+1 Upn+1 + Uzn+2
De ce fait,
& - l}’uz + wnz et - s an + t"‘1';r+12
e — + -_—— s
e Uy + Wy B Wy b P
22 + ¢ 22 4 47
Par passage alalimite, = ——— et ' = ———
s ’ 2+ 7 TR
Dés lors, £ = {£'.
Résumons : [les suites v et w converge vers une limite commune.]

Les suites extraites d'indices pairs v = (Uy,), et impairs w = (Usp 41 )n CONvergent
vers une limite commune. Donc

[la suite u converge vers cette méme limite.]
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Exercice 11 u,4; = f(u,) avec f croissante

I} On conjecture que la suite u est croissante et convergente. La limite serait I'abscisse du
point d'intersection des deux courbes, c'est-a-dire la solution de I'équation f(x) = x
d'inconnue x € R*.

-

Uy Uy U Uz @

flug flug) flus)

2) a) Soitx € -1, +o[; f(x) =x & Vx+1=x & x+1=x?carxest positif. A

b)

I'aide d'un discriminant, on montre qu'il n'y a qu'une solution positive, a savoir

(nombre d’or).

Remarque : la solution négative est l'abscisse du deuxiéme point d'intersection de la
droite d'équation y = x et de la parabole compléte d'équation y? = x + 1.

Démontrons que u est croissante et majorée par w. Justifions par récurrence que la
proposition

Pn): uyp2u, e y<ow
est vraie pour toutn € N.

« Initialisation. Par lecture graphique, u; > u, et 4y, < w. P(0) est vraie.
= Hérédité. Soit n € N, supposons P(n) vraie et démontrons P(n + 1).

gy My, L Y ) par croissance de f
= flups1) 2 f(un) et f(up) < f(w) ¥
- Upta 2 Unsr €0 Uy < f(0) = w.

Donc si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. La suite u est donc croissante et majorée par w.

Par le théoréme de convergence monotone, la suite u converge vers une limite finie £.
Pour toutn € N, 1,41 = f(u,), doncu?,; = u, + 1.

Par opérations algébriques sur les limites €2 = £ + 1, donc £ = f({).



Etude globale des suites

Par unicité de la solution (question 2a), £ = w.

Remarque

On peut aussi invoquer la continuité de f pour le passage a la limite, ainsi que cela
sera rappelé au chapitre « Continuité » (p 225).

3) a) Soient x et y deux réels positifs.

fE-fO)=Vi+x—-yl+y
(VT - JTHy)(ViFx + T Hy)
- Vi+x+,/1+y
A+ -(1+Y)
B Vi+x+,1+y
= ol :
T VTFx+1+y

=
2

En remarquant que V1 + x +,/1 + y > 2, on obtient |f(x) — f(¥)| <

b) Justifions par récurrence que la proposition

lug — w|

Pn): |Ju,—w|< o

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

est vraie pour tout n € N.
« Initialisation. |uy — w| < 2°|uy — w|, donc P(0) est vérifiée.

= Hérédité. Soit n € N; supposons P(n) vraie et démontrons P(n + 1). Appliquons
I'inégalité précédente aux deux réels positifs u,, et w.

[F ) - F(@)] < Sltn - 0 < 5- 2=
—_— m —_ —_— w — 0 —
" 2im =Wl 2 2m
[up — w|
Comme uy, 4, = f(uy,), @ = f(w), |Upyq = @] < o
Dong, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
« Conclusion. Pour tout n € N, P(n) est vraie.
p N [up — w| [ug — w|
ourtoutn € K, T om Sl —w< —on
D'apres le théoréme d’encadrement, [ u converge vers m.]
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Exercice 12 | u,4+; = f(u,) avec f décroissante

1] La suite u n'est pas monotone. Elle converge vers une limite finie en « tournant autour ».
La limite serait I'abscisse du point d'intersection de la courbe représentative de f et la
droite d’équation y = x, donc la solution de I'équation f(x) = x, d'inconnue x € R*.
De plus, la suite des termes pairs (resp. impairs) est croissante (resp. décroissante). Elles
forment deux suites adjacentes.

e

Graphe de f

i x
b 3 T

Uy Ul Uy

2) La suite est bien définie. Plus précisément, on vérifie par récurrence que pourn € N, u,,
existe et u,, = 0.

a) h est croissante par composition de deux fonctions décroissantes. Soitn € N;

h(v,) = f(f(vn}) = f(f(”zn]) = f(Uzn+1) = Uzns2 = Vnsr-

De méme, w41 = h(wy).
b} Lapremiere question permet de conjecturer la croissance de v et la décroissante de w.
Justifions par récurrence que la proposition

PM): Vnyr S Vp L Wpyy 2 Wy

est vraie pour toutn € N.
« Initialisation. A I'aide du graphe de la question 1, P(0) est vraie.

« Hérédité, Soitn € N, supposons P(n) vraie et démontrons P (n+1). Par croissance
de h,

Un+1 S U ) h(vp+1) < h(vy) Unt2 K Vnta
(ie

- 0
ll""'1r1+1 2 Wy h(wn+1) 2 h(wn) W?I+2 2 W1

La proposition P(n + 1) est par conséquent prouvée.
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Etude globale des suites

« Conclusion. Les suites v et w sont respectivement décroissante et croissante.

« Comme la fonction f est bornée, les suites v et w le sont aussi.
Par le théoréme de convergence monotone,

[IES suites v et wsont cc:-nvergentes.]

- ¥ Y x + 1 - "
c) Soitx € R*, Vérifier que h(x) = ST Ainsi,

o o |
Wx)=x & pera x+1l=x(x+2) & x*+x-1=0.

Par un calcul de discriminant, il n'y a qu'une solution positive : (xfg - 1)/2.
« Notons £ et ' les limites respectives de v et w. Par hypotheése,

v, +1 w,+1
VneN, v, =h(y,)= p: I et Wy =h(wy) = w: ey
Par unicité de la limite, et par opérations algébriques,
R 2+1 " - +1 - 2
= —-= & =—= .

Frz 0 7+2 ) o
Or, on a vu qu'il n'existe qu'une seule solution a I'équation h(x) = x. Finalement, G
w
T, . &
A R e TR 2 8

d) Les suites extraites d'indices pairs (s )nen €t impairs (Uzp4q)nen convergent vers
une limite commune. Donc

la suite u converge vers

ﬁ—l‘
2

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 13 Vrai ou faux?
L) Vrai.
Rappelons que I'inégalité triangulaire donne, pour tout (x, y) € R?,

|IxI o Iyl| <[|x =yl
Soit u une suite convergente vers une limite £. Pour toutn € N,

Jlal = 181 < ln = £ — 0.

fi—=+4co
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Par encadrement, |u,| — |£|.
n—++om

E Remarque
< On retrouve ici la continuité de la fonction x ~ |x|.

2] Faux.
La suite ((—=1)") est un contre-exemple.

3) Vrai.
On peut utiliser le théoréme d’'encadrement a partir des inégalités

YneN, —|u, <u,<|uy,l.

4) Faux.
="

Donnons un contre-exemple. Posons pourn € N\ {0,1}, u,, = 1+ - Il est clair que

n
la suite u converge vers 1. Cependant, pour n pairu, = 1+ 1/n € [L2[ et |u,] = 1,
tandis que pour n impair, u,, € ]0,1[ et donc |u,] = 0. La suite ([Hnl}nem ne peut donc
converger.

i Remarque

Noter que le résultat devient ici faux a cause de la discontinuité présentée au point 1
3 par la fonction partie entiére.
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== Exercices axés sur le calcul

1
« Soit (a,b) € Rt?, démontrer que (a* + b¥)x By max{a,b}.

1

«=  Limites avec la partie entiére

x
Soient @, b € R}. Calculer les limitesen 0%, 07, +wet—code x+~ 0

Indication. Pour y € R, utiliser l'encadrement y — 1 < |y| < y.

Calculs de limites

Calculer, si elle existe, la limite quand x tend vers a dans les cas suivants.

i 3x3 +2x? +x—1 " 1 sin(9x) ;
| = +00 5] s o
) S t12e2+7x+6 ' sin (3x) “
2) x(1 4+ In(x))e™™ a=0*% ¢ x /% a=+w
x3-1 1
i _ O 5 2 5 o= —
3) T a=1 8) sin(x<) sin (x3) a=1>0
2 sin(x) — sin(2x
4) xIn (xet/*) a=0* 9) (*) o) a=10

xs

cos(x?) + In(2x) — x* .
= 10) —_ — :
3x3+si11(x)—x a=+4w U) VX +x —+J/x a=+w
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

—— X+1
S a0+ Soit f: R — RY telle que e ) on AR
+
1) Justifier que pour toutn € N, % T :
. . f(x+a)
+ e ——
2) Montrer que, si on suppose de plus f croissante, pour tout a € R*, 105 X 1.

: : . 2x
LS AT+ Soit g ¢ R — RY telle que gl — 1 avec g croissante.
g(x) x=+e

1) En adaptant I'exercice précédent, démontrer que pour tout a € [1, + o],

glax) _
g(x) xoieo

2) Justifier que le résultat est encore valable pour a €]0,1].

& Exercices avec questions ouvertes

"= -« 4+ Vraioufaux? Pourtouta € R, posons

16) |, o e f(x)x_:_rm+oo}.

X% x—too

Hm=[f:llﬁf-rR

Préciser si chacun des énoncés suivants est vrai ou faux. Justifier vos réponses.
) v(@p)eR?, (a<p = HocHy).

2) Soitg: x € Rf » xIn(x).Ona g€ agl H, mais g € H,.

3) Vf€Hy Yg€E€Hp f-gE€Hgp.

4) Soit (a.,B) € R*?,
Vf€H, Vge€Hp [og€Hgp

= .ol s+ Déterminer 'unique fonction f : R - R vérifiant

)

X x=-+mw

V(xy) ER’, f)+fO)=f(x+y) et L
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Corrections

E= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Soit (a,b) € R*?. Raisonnons par disjonction des cas.

« Sia = b, alors (a* + b"}% =954 o G max{a,b}.

In (a* + bx)).

1
« Supposons a < b. Pour x € RY, (a* + b*)x = exp ( =

Sil'on posey = a/b,

(e +5) _ W00+ @59)  m@H+m+r)

In(1+y*
L )
X x X X
Comme y €]0,1[, y* — 0. Par composition, puis par produit, ‘2
x—+oo o
=
In(1+yp*

ln(1+rx) — 0, donc (—Y) — 0. H
x—+0o X x—+co o
(= <
1 O
D’'ol (a* +b*)x — b = max{a,b}. v

x—++00

« Sia > b, le cas est symétrique au précédent et le résultat reste valide.

1
Dans tous les cas, l (a* + b*)x — max{ab}. ]
X—++tco

Exercice 2 Limites avec la partie entiére

«Etude en 0%, _
Soit x > 0. En utilisant la définition de la partie entiére et comme i >0;

b b b x/hb b x =x |b x b b
——1<|-|<- donc —-|—-——-1]=—==-<—-|—|€ - —= -
x X X al\ x a a a |x a x a

Par encadrement, la limite existe et

«Etudeen 0.
Soit x < 0.0On a de méme (sans oublier que la multiplication par un nombre strictement
négatif change I'ordre des inégalités),
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14
13
b » =x |b b \
o I N ool (PO 2
a a a x]:aa' N -\&W
_._1
Par encadrement,

L

-2 =1 n 1 2 ) 4

o

« Etude en +oo.
Soit x > b de sorte que :

b
Ci-dessus, le graphe de x =~ % - l;| pourb =2eta =1.

b b
0<—-<1 donc |—-|=0. Puis:
X X x—r+m

« Etude en —oo,

xlb
—|=] — +oo.
a

X x—=—om

b b
Six € =b,alors: =1 < 3 < 0 donc ;l = —1. Par produit:

Exercice 3 ' Calculs de limites
1) On factorise par le terme de plus haut degré :

3x34+2x24x—-1 3 (B34+2/x+1/x2-1/x%) 3+2/x+1/x%—1[fx3
= = —_
5x34+12x24+7x+6  x3(5+12/x+7/x2+6/x3) 5+12/x+7/x?>+6/x* x~+o0

3
g.

2) x(l +ln(x))e'x = xe " + xIn(x)e™.
Par produit, xe x—ﬂr 0, par croissance compareextn{x) it 0, donc xIn(x)e™ I—r 0.
X—+

X
D'ou [ x(1+1In(x))e” o XL J

3) Avant de passer a la limite, on simplifie I'expression :

=] (x—l)(x2+x+1) X2 +x+1
X2—x x(x—1) ;.

4)0na xIn(xe'’™) =xIn(x) + xIn(e¥*) = xIn (x) + 1.
Les croissances comparées permettent de conclure :

[xln (xelf")x::] 1. ]

5) On factorise par le terme dominant en 4o
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cos(x?) + In(2x) —x* _ x3(cos(x?)/x® +In(2x) /x® — 1)

3x3 +sin(x)—x  x3(3+sin(x)/x3 —1/x2)
cos(x?) 1 sin(x) 1
Or, par encadrement, o P Mow M 3 P i
In(2x)

— 0.
x%  x=+w

De plus, par les croissances comparées :

2 R 3 |
Concluons sesle 1+ rln(2x) X -
3x3 +sin(x) —x x40 3
o sin(y) sin(9x) 4 sin(9x) 3x .
N omme y=0 sin (3x) ~ 9x sin (3x) =0

7 finiti L% : i ]
7) Par définition, x*/* = exp(%). De plus, par les croissances comparées, —nix] — 0.

= O
Enfin, par composition par la fonction exponentielle (continue en 0), on prouve :

x/x — @0 =

x—400

1
) Comme la fonction sinus est bornée par 1, ‘sin(xz) sin (x—3)‘ < | sin(x?)]. Or, par conti-

nuité de la fonction sinus en 0, |sin(x?)| = | sin(0)| = 0.
X=

1
Par le théoréme d'encadrement, il vient sin(x?) sin (F) o 0. ]
X=

9) D'apres les formules de sommation des fonctions trigonométriques
sin(2x) = sin(x + x) = 2 sin(x) cos(x). Il vient en réorganisant les facteurs

* ] +1/2
X0 v—0

2sin(x) —sin(2x) _ . ( sin(;’f)) (1 - COS{X))
=2- E 2 fjn :

x3 x x

10) On multiplie par « I'expression conjuguée » :

o - (et — ) (et Ve ) (Vi) - (V)
JX+x+x Jx+x
x+yx—x 1

+/x
_ L E
R Ll ot o TR
\E(EH) Eﬂ—l
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 4
1) Soitn € N, par télescopage

=
{
=y

fe+n)  TTfx+i+1) _
fG) L fea+d) xore

-
Il
=

i

Il
=]

f(x+i+1) _

fx+i) x=40

2) Soienta € R*etx € R.Pourn = |a),onan<a<n+1l.Doncx+n<x+a<x+n+1.
Do, par croissance de f, f(x+n) < f(x+a) < f(x+n+1).

f(x+n) f(x+a) flx+n+1)

o STf@® ST fm

Or, on a vu a la question précédente,

En effet, pour i € [[0,n — 1]], par composition,

Comme f(x) > 0,

f(x+n) i f(x+n+1) =
f) xote fe) e
f(x +a)
Par encadrement, ( W x:w 1.

Exercice 5

g(2"x) =1 g(21+1x) .
—_— ——e e
g(x) = g(2ix) x-+w

g(2n+1x)
——t
gx)  x=+4e ™

1) Pour tout n € N, par produit,

On a aussi

Soit a € [1, + o[. Soit x € R. Comme la suite (2™"),,cy est strictement croissante et tend
vers +o, il existe n € N tel que 2" < @ < 2™*1. Par croissance de g,

9(2"x)  g(ax) g(2"'x)
car g(x)>0 g(x) g(x) g(x)

g(2™x) < g(ax) < g(2" x)

g@)
g(x) x=+e ’

Par le théoréme d’encadrement, {
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2) Soita €]0,1]. Ainsi, a™! € [1, + o[. D'aprés la question précédente,

gla™'t) "
g(r) t=+om

g(x) _ gla™'t)

Par composition, t = ax Row ML o g il
i i g(ax)
Par passage a l'inverse, — 1.
g(x) x=+es

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 6 | Vraiou faux?

1) Vrai.
Soit (a,B) € R** avec a < B. Soit f € H,. Par produit
fx) fx) 1
2B = & Bt =0 [carf—a>0)

De plus, f(x) I3 o, Ainsi f € Hp etl'inclusion H, € Hg est prouvée.

2) Vrai.
Soit @ €]1, + oo[. Par produit et par les croissances comparées,

R 80 _ W .

x—++0 x® T x® 1 xate

Donc, pour touta > 1, g € H,. C'est-a-dire, g € N H,.
a>l
Par contre, g(x)/x =In(x)-0 et g € H,.

3] Faux.
Posons pour x € RY, f(x) = g(x) = x?/3.
C'est un contre-exemple, f, g € Hy mais f - g € H; ;.

Remarque

Un bon énoncé serait : VfE€H, Yge€Hp [-g€Hyp.
D’apreés la croissance par l'inclusion démontrée a la question précédente, sia+f < aff

f9 €Hyyp € Hyp.

On choisit donc a et f§ de sorte que a + f > ap.
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4) Vrai.
Soient f € H, et g € Hp. Par composition,

f(x) — 4o et gx) — 4w = f°9(X}=f(g(x))x-:’m+m'

Xx—+o x=+00
foa(x) (g()\* fla(®)
1 + -— . .
Soitx € RT, @B\ xB PO
g(x) g()\*
O & Hy xB x-too 0 g ( xB | x-+e0 b

Comme f € H,, on a par composition,

f(t) i flo®) _ 5

8x) =& Fou @ o = e A
On obtient par produit J 286 — 0. Finalement,feg € H
» xaﬂ Siesclion . il n'.G-

Exercice 7
Raisonnons par analyse-synthése.

+ Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Soit f une fonction vérifiant les deux conditions.
— Appliquons la relation au cas particulierx = y = 0,

F(0+0) = f(0) + f(0), donc f(0)=2f(0), dout f(0)=0.

— Soitt € R. Appliquons la relationavecx = t,y = —t,

f@=8=f() +f(=t), donc 0=f(0)=f(t)+f(-t), dou f(-t)=—f(t).

La fonction f est donc impaire. On peut limiter I'étude & R*.
— Soitt € RI. Par récurrence, on montre pour toutn € N, f(nt) = nf(t). De plus, par

composition,
f@) _nf(t) _ f(nt)
= = — 1 far nf — 1.
t nt nt n-+ew n—+oo
Par unicité de la limite, f(t)/t = 1, c'est-a-dire, f(t) = t.
Comme f est impaire, pour toutt € R, f(t) = t.

« Synthese (recherche des conditions suffisantes)
Posons pour tout t € R, f(t) = t. Pour (x,y) € R?,

f(x)
fx+y)=x+y=f)+f() e —=1 — 1
f est bien solution du probléme.
« Conclusion. [L’unique solution est I'identité de IPE]




Continuité

== Exercices axés sur le calcul
**  Continuité et partie entiere
Etudier la continuité des fonctions f et g suivantes sur leur ensemble de définition.

frxmllxl] et g:xm(x=1)lx=-1]

o 2+ o 2% /

8 1+ *——( 1 \
-2 -2 1 0 1 2 13 2 -1 0 1 2
graphe de f graphe de g

3 4

¥} Exercices axés sur le raisonnement

*  Points fixes  Soit f : [0;1] = [0; 1] continue.
1) Montrer qu'il existe ¢ € [0; 1] tel que f(c) =c.
2) Soitg: [0;1] = [0; 1] continue telleque feg=geofetf <g.
On veut montrer qu'il existe a € [0; 1] tel que f(«) = a et g(a) = a.
Soitc € [0; 1] tel que f(c) = c.
On définit (x,;)yen par xo = c et pour toutn € N, x,4+1 = g(xy).

a) Vérifierquevn e N, f(x,) = x,,.

225



226

Chapitre 14

b) Montrer que la suite (x;, ),y converge. Soit @ sa limite.
Justifier que f(a) = aet g(a) = a.

X€ Soient f et g deux fonctions définies sur R. On suppose f continue et g bor-
née Justifier que g = f et f e g sont deux fonctions bornées.

* Justifierque f : x € R » —— définit une bijection de R sur un intervalle

' I |
a préciser. Donner les variations, I'éventuelle parité de la réciproque et son graphe.

-+ Continuité des applications lipschitziennes

Soit I un intervalle de R. On dit qu'une application f : I — R est lipschitzienne sur I s'il
existe une constante K € R* telle que

vcy)er? |f(x)—-f)| <Klx-yl
I} Montrer que toute application lipschitzienne est continue.

2) En considérant 'application f : x € R = x? € R, vérifier que la réciproque est fausse.

I) Soit f : R — R continue et périodique. Vérifier que f est bornée.

2) Application.
Soit g : R = R continue telle que pourtoutx € R, g(x + 1) = g(x) + 1.

X
Montrer que fqi—) admet une limite finie lorsque x tend vers +oo.

«+ Soit f : R —» IR continue. On suppose que pour tout (x; y) € R?,

lFE)—f| 2 1x=y1 ()

1) Justifier que f est injective.
2) On suppose dans cette question que f(0) = 0.
a) Justifier que f est de signe constant sur R .
b) Préciser les éventuelles limites de f en too.
c) Conclure en prouvant que f est une bijection de IR sur R.

}) Montrer que la conclusion demeure si on ne suppose plus f(0) = 0.



Continuité

*+  Les tours-puissances
Pour tout réel x € [1;e], on pose f(x) = x'/*,
1) Justifier que la fonction f définit une bijection de [1; e] sur [1; e?/#].
2) Considérons pour a € [1;e!/¢], la suite w définie par

wo=a et YneN, w,; =a"n,

a) Vérifier que w; > wy.
b) Démontrer que w est une suite croissante.

c) Vérifier que e est un majorant de la suite w. En déduire la convergence vers une limite
finie T (a)
3) Justifier que
T(a) =a™@, puis, T(a) = f"(a).
4) Montrer que T(+2) = 2.
Quelle écriture intuitive pouvez-vous en donner?

~ »+ Etude de deux équations fonctionnelles

1] Onveut déterminer les fonctions f : IR = R continues telles que

VGY)ER?,  fx+M)=f@+f0) ().

a) Onsuppose qu'il existe une telle fonction f.
I. Montrer que f(0) = 0.
ii. Soit x € R. Démontrer que pour tout p € N~,

1
f(px) = pf(x), puis, f(g) = S X (0.

Vérifier que ces relations demeurent vraies pourp € Z.

i . [nx|
iii. Démontrer que pour tout réel x, — 2%
n=+0
iv. En déduire que pour toutx € R, f(x) = xf(1).
b) Conclure en déterminant toutes les fonctions vérifiant («).

2) On veut déterminer maintenant les fonctions g : R = R continues telles que

V(y)eR?,  gx+y)=g@x)xgl) ().

a) Montrer que s'il existe x;, € R tel que g(x,) = 0 alors g est la fonction nulle.
b) Justifier que si g n'est pas la fonction nulle, alors g est strictement positive.
¢) Conclure en explicitant toutes les fonctions vérifiant (== ).
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-xerci +++  Une suite définie par une relation w4+, = f(uy,)
Considérons les fonctions
R - R; RY - R
f - et g:
x  1/(xe¥) x = f(x)-x
On admet dans la suite que les fonctions f et g sont strictement décroissantes.

1) a) Préciser les variationsdeh = f o f.
Vérifier que h est prolongeable par continuité en posant h(0) = 0.

b) Vérifier que I'équation f(x) = x, d'inconnue x € R} n’a qu'une solution.
Notons a cette solution.

¢) Etablir 'encadrement
e lcg<l.

2) On définit la suite u par
Ug=1 et VYneN u,=/Ff(u,).

a) En remarquant que tym4q) = h(uyy,), vérifier que la suite (uz“)nEN est strictement
croissante.
De méme, on montre que la suite (u est strictement décroissante.
N+l peny

b) On admet que I'équation h(x) = x d'inconnue x € R} a exactement deux solutions.
Préciser ces deux solutions.

¢) i Justifier que la suite (Usp41)nen cOnverge. Préciser la limite.
1. Justifier que la suite (15, ),y diverge.
On en déduit donc la divergence de la suite u.
.« FEtude d’une suite implicite
1) Soitn € N". Justifier qu'il existe une unique solution a I'équation
X

xe* =n d'inconnue x € R.

Notons u,, cette solution.
2) Etudier les variations et la limite de la suite u.

. sss | Etude d'une suite implicite
Pourn € N\ {0; 1}, posons

fo:xERF x4+ x M —n(x+x71) et h:xeRIwx——

) a) Préciser les variations de h.
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n
b) Justifier la dérivabilité de f,, avec pour toutx € R,  f,'(x) = E(h(x") - h(x)).

¢) En déduire les variations de f, sur]0 : 1].

2) Soitn € N\ {0; 1}. Justifier qu'il existe une unique solution x € ]0,1] telle que

xn + x—l‘l‘.

x+x1

Dans la suite, on note u,, cette unique solution.

3) Justifier successivement les encadrements

™+ u, ™" 1\n1 2\ -1
% S U TS U u R (—l) | (E) .

4) En déduire la convergence de la suite (1, )5, vers 1.

& Exercices avec questions ouvertes

| Ex - =« | Continuité et suite

Soit f : R = R continue telle que pour tout x € R, f(x) < x. On définit la suite u par
Upg=1 et VneN, u, =f(u,).

Etudier la convergence de la suite u.

S .- «x Déterminer toutes les fonctions f : R — IR continues telles que

vieR f{x)=rf2x).

Indication. On pourra étudier les suites de termes généraux u, = x/2".

. «»+» Déterminer toutes les fonctions f : R — R continues telles que

vXeER, f(x)=f(x?).

Indication. On pourra remarquer que pour x € R*, f(x) = f(x*/2) = f(x¥/*) = ...
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Corrections

=3 Exercices axés sur le calcul

Exercice 1 = Continuité et partie entiére

« Précisons que f et g sont bien définies sur R. De plus, la partie entiére est continue sur
R\ Z et discontinue en tout point de Z. En effet, pour n € Z, les limites en n a gauche et a
droite différent:

limlx] =n—-1 et lim|x]=n

X xX—=n

x<n x=n
Notons que f est une fonction paire. Pour toutx € R}, ona: f(x) = |x]. Donc f est continue
sur R} \ N, discontinue sur N*.

En0,onaencore: Li_l}a f(x) = 0.Par paritéde f,on a aussi :)l:i_l.ra f(x) = 0.Parconséquentles

x>0 x<0
limites a gauche et a droite existent et s'identifienta f (0) = 0. f est continue en 0. Résumons
[f est continue sur R\ E”.]

« Par produit de fonctions continues sur R \ Z, g est continue sur R \ Z.
Soit n € Z. On a par produit de limites

limlx -1 =n-2
r<n } dﬁl]l: lj_;‘“g(x) = (H - 2)(?1 - ,.)

LEH g=d=p—~1 <n

xX<n

liglx — 1] =n-1
t x> d s _ - 1 2.
) i x—1=n- 1} ORe Eﬁg(x) (n—1)

X>n

Or g est continue en n si et seulement si

lim g(x) = lim g(x) = g(n) = (n — 1)

x<n x>n

Cela n’est vrai que pour n = 1. En conclusion

[,g est seulement continue sur {1} U (R \ Z).]




Continuité

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 2 Points fixes

1} Posons pour x € [0; 1], h(x) = f(x) — x. Par construction, h est continue par différence
de fonctions continues, h(0) > 0 et h(1) < 0 car f est a valeurs dans [0; 1].
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, h s'annule au moins une fois.
Il existe ¢ € [0; 1] tel que h(c) = 0, c'est-a-dire f(c) = c.

2) a) Raisonnons par récurrence sur la propriété P(n) : f(x,) = xp.
« Initialisation. n = 0. Par définition de x,, f (xo) = Xo-

« Hérédité. Soit n € N. Supposons f(x,;) = x;.

f(xns1) = f(g(xn)) = g(f(xn)), = g(xn) = Xni1-

P(n)

Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
- [‘.nnclusinn.[‘ﬁn €N, flx) = xn.J

b) Par hypothése, pour toutn € N, f(x,,) < g(x;,), doncx,, < xp,44.
La suite (x, )nen est croissante et majorée.
D’'aprés le théoréme de convergence monotone, la suite converge.
De plus, la fonction f est continue en a. Par passage a la limite, 'égalité f(x,) = x,

De méme, la fonction g est continue en « .

Par passage a la limite, I'égalité g(x,) = x4+, donne

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Exercice 3

Par définition, il existe M € R*, tel que pour toutt € R, |_g(t)| < M.
« Soitx € R, on a alors

lg > fG)| = |a(F ()| < M.

[g o f est bornée.]

« f est continue sur le segment [—M; M]. Par conséquent, elle est bornée sur ce segment.
Autrement dit, il existe K € R* tel que, pour tout t € [-M; M], |f(t)| < K. Puis, pour tout
x €R,

Ifeg()| = |fla@)| <k car g(x) e [-M; M].

[f o g est bornée.]
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Exercice 4

- -
Notons que f est impaire : pour x € R, f(—x) = T+ = =R ] = —f(x).
On peut donc limiter I'étude de f 4 R*.
«» Les limites. Pour x € R™ f(x) = e =(1+x}—1=1_ 1 — 1

: 1+x 1+x 14 x x40
Par imparité, f(x) o -1

« Variations. L'expression f(x) = 1 = 1/(1 + x) permet de justifier directement la stricte
croissance sur R* par composition. Par imparité, f est strictement croissante sur R.

E Remarque

¢ Attention, il faut étre prudent avec I'emploi de la dérivée. La fonction valeur absolue n'est

2 pas dérivable en 0. Les théoréemes généraux permettent de justifier la dérivabilité de f
sur [R..

¢ Une étude du taux d’accroissement en 0 montre que f est aussi dérivable en 0.

« Conclusion. f est continue sur R comme quotient de fonctions continues sur R.
D’aprés le théoréme de la bijection,

[f est une bijection de R sur ]— 1,1[.]

La réciproque a le méme sens de variation que f et son

graphe s’obtient par symétrie par rapport al'axe y = x, 4+
2+ |5t -
% Do
E Remarque Ay=a
On peut déterminer une expression de la réciproque. LT
Cette fonction est impaire. f
= X 4 % t
Pour x € ]0; 1[, on trouve f ~1(x) = — 2 1|9 1
¢ Alors, pour x € ]-1,0[, f7'(x) =—f"(—x) = I% AN Ly
2 On peut regrouper les deux cas :
$ " : A
S pourx € ]-11[, f'(x)= 1_l|x|. z .

Exercice 5 Continuité des applications lipschitziennes
I} Soit f une fonction lipschitzienne, Soit a € I. [l existe K € R tel que
vxeR 0<|f(x)-f(a)| <K|x-al.
Pour x = a, K|x — a| = 0. Par le théoréme d'encadrement
fE)-f(@ = 0 cad f@) = f(a).

On a prouve que [ est continue en a. Cela étant valable pour touta € I,

{f est continue sur .’.}
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2) Raisonnons par I'absurde en supposant f : x ~ x? lipschitzienne sur R. [l existe K € R
tel que pour tous réels x et y, | (x) — f(¥)| < K|x — y|. En particulier, on a pour x € R

x? = |f(x) = f(0)| < K|x — 0] = K|x|.

Cette inégalité est fausse dés que x > K.

[f est continue mais non lipschitzienne sur R.]

Exercice 6

1) SoitT € RY, une période de f. f est continue sur le segment [0; T, elle donc bornée sur
ce segment. Autrement dit, il existe K € IR tel que

vxe[0;T], |f(x)|<K.
Soit x € R, il existe un entier n tel que x — nT € [0; T]. Par exemple, n = EJ vérifie

x
n<~f<:n+l, done n”T<x<nT+T, doit 0gLx—-—nT <T.

Par T-périodicité de f, |f(0)| = |[f(x =nT)| < K.

v
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Finalement, pour tout x € R, |f(x)| < K,

2) Posons f : x € R~ g(x) — x. f est 1-périodique et continue .

@_l_g(x)"x_f(x)
X - x @ &

Puis

X
D’aprés ce qui précede, f est bornée. D'apres le théoréeme d’encadrement : el B
X=>+00

Finalement,

g(x)
—_— = 1.
X x—-+60

x
gg—l — 0, donc
X X—+00

Exercice 7

1) Soient deux réels x, et x, tels que f(x;) = f(x,). En appliquant lI'inégalité (+), on trouve

|f(x1) _f(xz)t 2 |xy —x3], donc 03 |x; — x|

D'ot |x; = x3| = 0, puis, x; = x.. [f estinjective.]
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2) a) Raisonnons par l'absurde en supposant que f n'est pas de signe constant sur R7. [l

existe donc (xy,x,) € (RF)? tel que f(x,) < 0et f(x,) > 0.

f est continue, d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x, compris en
X1 et x;, tel que f(xp) = 0. Ainsi xy > O et f(xp) = 0 = f(0), en contradiction avec
I'injectivité de f.

Plagons nous dans le cas [.

On a donc f strictement positive sur R}. En appliquant la relation (+) avec y = 0, on
obtient alors, pour tout x € R*,

|f(x) = f(0)] > |x=0], dott f(x)>x car f(x)€R".

Par minoration, f(x) — +oo.
x—=+00

Montrons par 'absurde que f est strictement négative sur R;.

Supposons x € R tel que f(x) > 0.

Ona f(—x) > 0 (car —x > 0). Soit @ = min(f(x).f(-x))/2 > 0.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe y, € [x,0] et y, € [0, — x] tels

que f(y1) = f(y2) = . Or f(0) = 0.Doncy; # 0 (ety, # 0),dotty; # y».Onaune
contradiction avec l'injectivité de f. On montre alors que

fx) — o,

X—==—00
« De méme dans le cas [I,

fx) — —c0 et f(x) — oo,

X=4C0 Xo=b=00

f est continue sur RR. A I'aide des limites précédentes et du théoréme des valeurs inter-
médiaires, f est surjective. Or, f est aussi injective d’apres la question 1).

Donc f est bijective.

Remarque
On peut aussijustifier que f eststrictement monotone sur R afin d'appliquer le théo-
réme de la bijection.

3) Posons g : x € R~ f(x) — f(0) de sorte que g(0) = 0 et pour tout (x; y) € R?,

l9C) = g)| = |[F () = F(0) = (fFO) = F@)| = |F () = F )| > Ix =y

g vérifie donc les conditions des questions 1) et 2}, g est donc une bijection de R sur R.
Puis,

[f est une bijection de R sur am.]
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Exercice 8 Les tours-puissances

1] Pour tout x € [1;e], posons @(x) = In(x)/x de sorte que f(x) = exp (tp(x)).
¢ est dérivable sur [1; e] par quotient de fonctions dérivables avec
1-In(x)
X2
On constate que @' (x) est strictement positif sur ]1; e]. ¢ est donc strictement croissante.
Par composition avec la fonction exponentielle, strictement croissante, f est strictement

croissante sur |1; e].
De plus, f est continue par composition avec f(1) = letf(e) =e

D’aprés le théoréme de la bijection,

vxe[le], ¢'(x)=

1,fe.

|f définit une bijection de [1; e] sur [1; e”"].]

27 . e a“ i Y
2) a) Poura » 1, === ((a -1) ln(a)) =1, donc

0
b) Posons g, : t € R ~ a' € R. Démontrons par récurrence que la propriété

:’D(n) : Wni1 2 Wp

est vraie pour toutn € N.
« Initialisation. P(0) a été prouvée a la question précédente.

v
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« Hérédité. Soit n € N. Supposons P (n) vraie. Par croissance de la fonction g,,

Wni1 2 Wn, donc ga(wn+1) > ga(wn}t d'ot Wniz 2 Wnya.

P(n + 1) est prouvée.

« Conclusion. Pour toutn € N, w44 > w,. [La suite (W, )nen est croissante.]

¢} Dans un premier temps, justifions que e est un majorant de la fonction g,.
Soita € [1;e/*]. Pour t € [1; €],

ga(t) = a* = exp (r In(a)) < exp (e En{e”e}) =e®l/e =g

Soitn € N, ona w41 = g,(w,) < e. Ainsi, pour toutn € N*, w,, < e.
Comme w, < e, on peut affirmer que

[ La suite (wy, ) ey €St majorée par e.]

La suite est donc croissante et majorée, par le théoréme de convergence monotone,

[La suite (Wy, )nen cOnverge vers une limite ﬁnie.]
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3) La fonction g, est continue et par passage a la limite

VREN, wyy =g.(w,) dol | T(a) = go(T(a)) = a™@. ]

On en déduit que T(a)*/T@® = q,
Comme la suite w est minorée par 1 et majorée par e, on a T(a) € [1;e]. On obtient
f(T(a)) = a. O, f est bijectif d’apreés la question 1)

[ T(a) = f(a). |

4) Notons que f(2) = 2%/2 = V2. Ainsi, f *(V2) = 2. D’apreés ce qui préceéde,

.

Onaw; = v'f‘z,wz — ﬁ(
oy vZ'

Par abus d'écriture T(v2) = V2 = 2.

Exercice 9 FEtude de deux équations fonctionnelles

1) a) i Testonsl'égalité avecx =y =0, f(0 +0) = f(0) + f(0),donc 2f(0) = f(0).

2 Remarque
¢ Soit x € RR. Testons la relation avec x et y=-x

3
g 0=f(0) = f(x —x) = f(x) + f(~x), donc f(~x) = —f(x).
4

'{ f est aussi une fonction impaire.
ii. Soit x € R. Démontrons que la propriété

P): fpx)=pfx)

est vraie pour tout p € N.
« Initialisation. P(0) estvraie, f(0 X x)=f(0)=0 et O0Xf(x)=0.

« Héredite, Soit p € N. Supposons P (p) vraie.

f((p‘ u l)x) i f(px +x) d’aprés la relation ()
= f(pr + f(x} [113_1]],{}5 -.P”_])
=pf(x)+ f(x) *
= (@ + Df ().
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Dong, si P(p) est vraie, alors P(p + 1) est vraie.

« Conclusion. Pour toutp € N, [ f(px) = pf(x).]
= Soientx € Retp € N*, Appliquons le résultat précédent avec x « x/p,

N\l gen (X)L
f(p'p)_pr(p)' o f(p)_pr(x)'

D’apres la remarque précédente, f est impaire.

La relation s’étend doncaucasolp € Z".

En particulier, pour toutp € Z*, f(p) = pf(1).
iil. Par définition de la partie entiére,

[nx] < nx <|nx]+1, donc nx-—1<|nx]<nx

o 1 nx-1 |nx] nx
Divisons parn > 0, . — < & —=%
n n n n

D'aprés le théoréme d’encadrement,

Inx] v
n n-tew E
iv. Soient x € R, n € N". Par continuité de f, 5
w
L (P cl'ﬂflj—:f(x) &
n no+o n—+0m (@)
L%
- [nx|
Or, on a avec la question précédente, f (—) - —f([ #]) = —f(l)
. [nx]
Puis, —f(l) B ¥FCLy.
Par unicité de la limite, [ f(x) =xf(1). ]

Autrement dit, f est linéaire.

b) D’apreéslaquestion précédente, si f vérifie larelation (+) alors il existe un réel a tel que
pour tout x € R, f(x) = ax. Réciproquement, poura € R, posons f : x € R » ax.
Pour (x;y) € R?,

fx+y)=alx+y) =ax+ay = f(x) + ()

f vérifie la relation (). Résumons

[Les fonctions vérifiant («) sont les fonctions linéaires.]

2) a) Soitxe R, g(x)= g((x - Xp) +x0) =g{x—2%) < 9(xs) =0.
Dans ce cas, g est la fonction nulle.
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x X Y2
b) Soitx e R,onag(x) =g §+§ =g(§) > 0.

Comme g ne s’annule pas, I'inégalité est stricte.

[g est strictement positive.]

c) D’apres la question précédente, la fonction f = In o g est bien définie.
De plus, pour (x; y) € R?,

fr+y)=In(gex+y)=(g()-9()) = (gx))+In(g() = f(x) + ).

D’apres I'étude de la question 1), il existe a € R tel que pour tout x € R, f(x) = ax.

[Les fonctions vérifiant (=) sont les fonctions x € R — e®™ aveca € ]R.]

Exercice 10 Une suite définie par une relation u,+1 = f(uy)

1) a) Parcomposition de deux fonctions strictement décroissantes, h = fef eststrictement
croissante sur R*. De plus,

fx) =

— 4o et x) — 0.
xe"x—+0++ f( ).w:—-+oc:

Par composition, h(x) = f(f(x)) o 0.
On prolonge h par continuité en posant h(0) = 0.

b) Ona

9@ =f@)—x = —o et gx) =, +o.

g est continue sur RY, strictement décroissante. D'apres le théoréme de la bijection, g
définit une bijection de R} sur R.

Il existe une unique solution dans R} a I'équation g(x) = 0. Finalement,

[L'éc;uatinn f(x) = x, d'inconnue x € R} n'a qu'une sniutiml.]

c)Onag(l)=f(1)-1=el1=1<0et

gle™) = e"l=ele _e 1= e‘i(f-:z“*-1 - 1) >0, car2—e"1>0.

e—1lge™?

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, g s'annule entre e et 1. Or, g ne s’an-
nule seulement en a. D'otl

[e'1<a’<1.J

Les inégalités sont stricte car g(e™!) # 0 et g(1) # 0.
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2) a) Justifions par récurrence la propriété

PM):  Uymsr) > Uan

est vraie pour tout n € N.

e [nitialisation, P(0) estvraiecaruy, = 1L, u, = e

o e
Lu, = e "etu, > up en

reprenant le calcul de la question précédente.

« Hérédité. Soit n € N. Supposons IP(n) vraie, donc uz(p41) > Upp.

Par croissance de h, h(uzni1)) > R(Uzn), 00 Upiniz) > Un(ns1)-
Donc, si P(n) est vraie, alors si P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. [La suite (uzﬂ)“EN est donc strictement croissante.J

b) Onah(a) = f(f(a)) = f(a) = aet,d’apres 1), h(0) = 0.

e] i

[0 et a sont les deux seules solutions de h(x) = x.]

La suite (“zn+1) oy €St minorée par 0 et décroissante.
D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite est convergente. Notons £ la
limite. Par continuité de h,

Upnsr 2 £, donc h(usnsq) i h(¥).

Par définition de () nen. YneEN, Ui = h(Uznsq)

D’oti, par unicité de la limite, f = h(?).
D’apres la question précédente, £ = 0 ou £ = a. Or, il faut exclure le cas £ = a car la
suite (Uz(n+1))nen est strictement décroissante, donc, pour n > 1, elle est majorée
parus; < u, = e !eta > e! (question 1c)). Finalement,

(o1, 72,0 |

n—+coo

i. La suite (u,, ), est croissante. D'aprés le théoréme de convergence monotone, deux

cas sont possibles :

— la suite (Uyy )nen converge vers une limite finie;

— la suite (Usy )ney tend vers +co,

Justifions que le premier cas n’est pas possible. Raisonnons par I'absurde en suppo-
sant (s, ), convergente vers £'. En reprenant le raisonnement précédent, la conti-
nuité de h impose

VneEN, Uypmin) =h(uy,), donc € =h(L).

Dans ce cas, £ = 0 ou ¥ = a. Or, u est croissante et minorée par u, = 1. En
contradiction avec la minoration @ > 1. Concluons

u — 00,
21 n—++0o

v
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Exercice 11  Etude d'une suite implicite

1) Soit n € N. Précisons que I'équation xe* = n ne peut avoir de solution négative. Dans la
suite, on se limite a8 R*. Introduisons la fonction

Rt - R*
x - xe¥,

f est continue sur R*, strictement croissante comme produit de fonctions strictement
croissantes et strictement positives sur R}, avec f(0) = 0 et f(x) =, o
X=+00

D'aprés le théoréme de la bijection, f définit une bijection de R* sur R*. Il existe une
unique solution de f(x) = n donnée par

| Up = f-l(n)' I

2) Laréciproque est aussi strictement croissante d’apres le théoréme de la bijection.
_1 m = 0
De plus, f~1(x) R e Ainsi,

u est strictement croissante et u,, —+> +00,
mn

=00

Exercice 12  Etude d'une suite implicite

1) a) Comme x € R} — 1/x est strictement décroissante, x € RY ~ —1/x est strictement
croissante. Par somme,

[h est strictement croissante sur ER:‘.J

b) fn est dérivable sur R} en tant que somme de fonctions dérivables. Pour x € R},

fa' ()

1
nxtt —px 1 — n(l - —)

X2
n( 1)

= = g T g
x X

— ke j n }

i }—( (x™) - z(x)).

c) Soitx €]0,1[. Alors x™ < x. D’ou, par stricte croissance de h, h(x™) < h(x).
Donc f,' (x) < 0.

D'ott [fn est strictement décroissante sur l'intervalle ]0; 1 [.]




2)

3)

4)

Continuité

Soitn € N\ {0; 1}. Pour tout x € ]0,1]

x“+x‘“_ & e i -
ool R L I Ll S _n(x+x ) =  fux)=0.
Vérifier que fa(¥) =3+ et fy(1)=2(1-n) <0.
X=

De plus f,, est continue et strictement décroissante. D’apres le théoréeme de la bijection, f
s'annule exactement une fois sur ]0; 1[. Il existe donc une unique solution.

Commeu, > 0,u, " < u, ™™ +u,™.

- < Mpu, =
Etu, < 1,donne u," < u,,”" puis “’"T“ <t S

T T
D’ol I'encadrement % < Uy U,
Ut +u, ™™
Or, par construction 11:-1-_1:“'1 =n, donc "+, " =n(u, +u,t).
n n
; I n -1 -1 -1 E
D'ol 5(un+un ) < up < n(u, +uy7t). g
=
s -1 -n b H
Donc iy~ g ANy . o
2
=
n S
D’'ol 5 < iy P I,

Par élévation a la puissance 1/(n— 1), puis par passage a I'inverse, on en déduit le second
encadrement.

Notons que, d’aprés les croissances comparées et la continuité de la fonction exponen-

tielle,
LS In(1/2n) e
o = exp 0 n:wexp( )=1.
2\ "1
De méme, (—) — 1.
mn n—++co
Par le théoréme d'encadrement, thy, 1.
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& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 13 | Continuité et suite
Soit n € N, appliquons l'inégalité a u,, fuy) <u, donc upy < Uy,
La suite u est donc décroissante. D'apres le théoréme de convergence monotone
» soit u tend vers —co;
+ soit u converge vers une limite finie.
Raisonnons par I'absurde en supposant que u converge vers une limite finie £.
Par continuité de f sur R, f(u,) 3~ f(£).
Or, ty4q o ¥ . Par unicité de la limite, £ = f(£). Ce cas est impossible puisque par hypo-
thése, pour tout réel x, f (x) < x. Concluons

La suite u tend vers —o, |

Exercice 14

Remarquons que les fonctions constantes sont solutions. Montrons que ce sont les seules.
Soit f une solution. Soit x € R. On définit la suite u par : pour toutn € N, u,, = x/2".
Montrons par récurrence la propriété P(n) : f(w,) = f(x).

« Initialisation. Comme u, = x, P(0) est clairement vraie.

» Hérédité, Soit n € N. Supposons P (n).
D’aprés I'énoncé f(i,+,) = f (2uy44), on a alors:

funs1) = f Qupyq) = f(”n)Tﬁ“f(x:l-
Donc P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. Pour tout n € N, P(n) est vraie. En particulier

flup) = f(x) — f(x)

=400

De plus, par continuité de f en 0, on trouve

U, — 0 donc f(u,) iy A8 f(0).

n—+o0
Par unicité de la limite, on a pour toutx € R : f(x) = f(0).
Conclusion [f est une fonction constante.]

E Remarque
¢ On utilise uniquement la continuité en 0 de f



Continuité

Exercice 15
« Notons dans un premier temps que la fonction f est paire. Pour x € |,

f(=x) = f((=x)?) = f(x*) = f ().

On peut donc restreindre I'étude &4 R*.

« Soitx € R} \ {1}, on a par récurrence, pourtoutn € N, f(x) = f(x”zn). De nouveau, par
continuité de fen 1,

FO) = f(1) et XM= o 0=

n—++ow

Par composition, f(x)= f(x”zﬂ) s 8 (.

Par unicité de la limite, f(x) = f(1).

» Par continuité de f en 0, on a aussi f (x) e f(0).0r, pourx € ]0, + oo[\{1}, f(x) = f(2).
X=—

Donc par unicité de la limite f(0) = f(1).

« En conclusion, a l'aide de la parité de f

[ f est constante sur ]Fﬂ.]

Précisons que la réciproque est évidente : les fonctions constantes sont solutions.
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=3 Exercices axés sur le calcul

*  Calculs de dérivées
Apres avoir précisé les domaines de définition et de dérivabilité, calculer les dérivées de

3
1) hy: x—=v2x+1, 2) hz:Xl—»COS(i). 3) hgik"-?h](l]l(x)),
" 4 2 - oo
4) h,; : x> e¥tin(14x }' 5) hs P X —— 6) hﬁ s x = x2;'(.1+1}’
7) h-:xw~1In (cos(x)), 8) hg: x+In (E—}) 9) hg:xwIn (M;E:EE:;)

=+ Dérivées avec la fonction arctangente
Apreés avoir précisé les domaines de définition et de dérivabilité, calculer les dérivées de

1) xw(arctan(x})‘f 2) xwarctan(x*), 3) x e arctan(VX), 4) xw(arctan(x))".

«  Inégalités a l'aide de la dérivée

3
I} Montrer que: vxeR, x- % < sin(x) < x.
g
2 tifi g vx€eR,, si - —
J Justifier que x +  sin(x) < x 3 + 170

«+  Application du théoréme de prolongement de classe C*

Justifier que pour tout entier & > 4, I'application f, est de classe C* sur R.

vx € R, fﬂx):x“sin(%) si x#0 et f,(0)=0.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Soit f : R — R dérivable dont la dérivée ne s’annule pas. Montrer que f est injective.

(= .. Soitf: R— Rdérivable avec

limf =40 et limf=+4oo
+co f —to f
Montrer que la dérivée de f s’annule au moins une fois.

-+ Soit g une fonction dérivable sur R telle que g(0) = 0 et

r 1
vxeR, |g {x)| = =
On consideére la suite définie par u, € R et par la relation de récurrence

vneN, u,4+1 = g(u,).

1) Al'aide de I'inégalité des accroissements finis, prouver que pour tout entier naturel n

1
[Upsq] < 3 [y,

2) En déduire 'existence et le calcul de la limite de la suite u,

\= - % Fonction de Lambert

Pour tout réel x, on pose f(x) = xe".

1) Justifier que la fonction f définit une bijectionde l = [—1, + o[ sur] = [—-1/e, + oo|.
2) Dans la suite, on note W la bijection réciproque. Préciser les variations de W sur /.

3) Voici le graphe de f. Compléter avec le graphe de W.

6F




Dérivation

4) a) Préciser W(0) et W(e).
b) Justifier que W est dérivable sur J \ {—1/e} avec pour toutx € J \ {—1/e}

1

W) = rrere

c) En déduire les équations des tangentes en 0 et en e de la fonction W.

n

'+ Considérons la suite S de terme général S,, = Z ) avecn € N”,

1) a) Justifier que pour tout k € R*,

< arctan(k + 1) — arctan(k) <

1+ (k+ 1)2 1+k2

b} En déduire un majorant de la suite S.
2) Justifier la convergence de la suite S et un encadrement de la limite.

+» Théoréme de Rolle généralisé a [a, + o[

Soient @ un réel et f une fonction continue surl'intervalle [a, + o[, dérivable sur I'intervalle
]Ja,+oo[ et qui vérifie f(a) = 0 et lim f(x) = 0. Soit F la fonction définie sur [0,1] par
X=+4C0

1
Frixe f(;+a—1) six €]0,1]
0 six=0.

1) a) Justifier que F est continue sur [0,1].
b] Montrer que F' s’annule en un point de ]0,1].
¢) Endéduire que f' s"annule en un point de ]a, + ool.

2) Soient b un réel et g une fonction continue sur l'intervalle ]—co,b], dérivable sur l'inter-
valle | —o0,b[ et qui vérifie g(b) = O et llm g(x) =0.

Montrer que g’ s'annule en un point de ]—Do b].

-+ Soit f définie sur I =]0,m/2] par f(x) = rm—

1) Montrer que f réalise une bijection de [ vers un intervalle | a préciser.
2) Etudier la dérivabilité de f~* surJ.

3) Montrer que pourtoutx € I: f'(x) = =f(x)y/f(x)? = 1.

4) En déduire que pour tout x € ]1, + oo la valeur de (f")r(x)
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 ++ Généralisation des accroissements finis

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I et a € I. On suppose que pour
toutx €1, g'(x) # 0.

) Montrer que pourtouth € I\ {a}: g(b) — g(a) # 0.
2) Montrer que pour tout b € I \ {a}, il existe ¢; compris entre a et b, tel que

fB) ~f@ _ f'(c)
gb)=g(a)  g'(cp)

Indication. Considérer, pour un certain réel A bien choisi, la fonction h : x ~ f(x) — Ag(x).

3) Application.

a) Montrer que si :1.1-1331 ;’Eﬁ = £, alors 11_1.13! H&% =4
b) Calculerli_l}% L "Exl)_z)]?(x:)'

ok

Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]Ja,b[ avec a < b et ne s’annulant pas
sur [a,b]. En appliquant I'égalité des accroissements finis a une fonction convenablement
choisie, montrer qu'il existe ¢ € ]a,b| tel que

b
% = exp ((b—a)

f'(C})
fle) )

- ++  Un peu de géométrie

Soit f dérivable sur I et bijective. Soit a € I tel que f'(a) € {0; 1}. Notons D la droite d’équa-
tion y = x, T (resp. T') la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a
(resp. de f~! au point d’abscisse f(a)).

Justifier que ces trois droites sont concourantes en un méme point.

 +++  Soientn € N” et P, le polyndme défini par

vx € R, B,(x) = (1 - x2)™"

I} Montrer que pour tout k € [[0,n— 1]}, le polynéme P“(k}, dérivée k-iéme de P, admet k + 2
racines distinctes dans [—1,1]

2) Que peut-on en déduire pour les racines du polynome P?E")?
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& Exercices avec questions ouvertes

L3 CLGEES Y « ) Vrai ou faux?

Soit I un intervalle symétrique de R (c'est-a-dire: vx € I, —x € [). Soit f : I = R une
application dérivable. Pour chacune des assertions suivantes, indiquer, en justifiant, si elle
est vraie ou fausse.

1) Si f est périodique alors f’ est aussi périodique.

2) Si f est paire alors f' est impaire.

3) Sif’ estimpaire alors f est paire.

1) Si f’ est paire alors f est impaire.

VS e Lo +++ | Fonctions 2-héldériennes

En étudiant la dérivée, déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que

V(xy) R, |f)-fO)|<Ilx-y|%

Corrections

=2 Exercices axés sur le calcul

Exercice 1 Calcuis de dérivées

1) Précisons que la fonction racine carrée est définie sur R* et dérivable sur R}. Par com-
position, h, est définie sur D; = [—1/2, + o[ et dérivable sur D; =] — 1/2, + oo|.

3
Pour tout x € D}, hy(x) = (2x + 1)3/2,d'ott h,"(x) = 2 5 (2x+ 1)3/2-1, donc

[Vx €Dy, h/(x)= 3%.]

2] x = 1/xestdéfinie et dérivable sur R", la fonction cosinus est définie et dérivable sur R.
Par composition, h; est définie et dérivable sur D, = R* avec, pour tout x € D,,

hy'(x) = ;g;) ]

1
hy'(x) = g ( — sin (% )) donc

3) La fonction In est définie sur R}. Or, pour tout x € R}, In(x) € R} & x > 1. Donc
hs; = Ineln est définie sur D; =]1, + oo[. Elle est dérivable sur D; car In est dérivable
sur R}. Pour tout x € D,

i s (@) !
3(x) = _ln(x) , donc { hy(x) = _xln(x}'J
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4)

r
en
et

6)

8)

La fonction h, est définie sur R car, pour toutx € R, 1+x? > 0.On simplifie I'expression.
Pour x € R, hy(x) = e¥ - e"(1+¥%) = (1 4 x2)e*, La dérivée existe comme produit de
fonctions dérivables sur R avec pour tout x € [R,

[h,,,'(x) = (x2+1)e* + 2xe* = (x + l)ze*".I

Par stricte croissance de la fonction racine sur R,

Vi+x2>VxZ=|x| > —x (|x|] = —xsix < Oet|x| >—xsix > 0).
Donc x + v1 4+ x? > 0. Le dénominateur ne s’annule jamais; hs est définie sur R. En
introduisant la fonction g : x ~ 1 + x?2, on a, pour tout x réel :

hs(x) = lf(x + g(x))* La fonction g est a valeurs dans [1, + oo[. Comme la fonction
racine est dérivable sur R}, hs est dérivable sur R comme quotient de composées et, pour

toutx € R,
h) = L@ @/@VIEN) | VTFR+x
5 (x+Vi+22)’ VIt (x +VIita?)’

1
_[_v‘l+x2(.r+w’1+le-

Onahg(x) = exp (%) (le passage en exponentielle est nécessaire carl'exposant n'est
pas entier et dépend de x). Notons g : x = 1 + x définie sur R.

La fonction hg = exp ¢(21n /g) est définie sur R}. Elle est dérivable sur R} et, pour tout
x € R},

2(x + 1) — 2xIn(x)
x(x+ 1) =

2/(x+1),

he'(x) =

2(x +1)/x = 2In(x) 2In(x)\ _
(x + 1) s (x+1)_

h(x) est défini si cos(x) > 0.
En revenant au cercle trigonométrique, cela correspond a x € D- ou

P = U]-’;’ + 2km2 + 2kn|.
KEZ

La fonction cosinus est dérivable sur D, et a valeurs dans R In est dérivable sur R}, Par
composition, h- est dérivable sur D- avec pour tout x € D-,

h,'(x) = —sin(x) - donc | h,'(x) = —tan(x). |

|
cos(x)’

hg(x) est défini si % > 0. Un tableau de signe donne x € Dg =]-1,1].
La fonction hg est dérivable sur Dg. Pour toutx € Dg,onal+x > 0etl—x > 0.
On peut donc écrire, pour tout x € Dg

hg(x) =In(1 +x) —In(1 — x).
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Par composition hg est dérivable sur Dg et, pour tout x € Dg,

: 1
he (X) = 7=

1
hg'(x) = ——+ 7= donc =

i4x " 1

9) Notonsque hg = hgesin. Posons Dy = R\{g +km; k € E}* La fonction sinus est dérivable
sur Dqy et A valeurs dans ]—1,1[. Or, hg est dérivable sur ]—1,1[. Par composition, hg est
dérivable sur son ensemble de définition Dy avec pour tout x € D,,

' - cos(x) cos(x) 1|
hy (x) = cos(x) - he'(sin(x)) = T—sin’(x)  cos?(x)

Exercice 2 Dérivées avec la fonction arctangente

1) Lafonction f : t € R~ t* € R est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale. En
particulier, elle est dérivable sur [. Par composition de fonctions dérivables, f e arctan est
dérivable sur R avec:

vx €R, (fcarctan) (x) = arctan’(x) x f’(arctan(x)) =

4
T3 (arctan(x}f. I

2) De méme, la fonction composée arctan of est dérivable sur R avec:

, 4x3
vx€eR, (arctanef)’ (x) = f'(x) x arctan’ (f(x)) =

3) Posons g : x € Ry ~ /x € R*, g estdéfinie sur R, etdérivable sur R}. Par composition,
arctan g est définie sur R, et dérivable sur R} avec:

. 1
vx € R}, (arctancg)’ (x) = g'(x) x arctan’ (g(x)) =

4) Par définition des puissances non entiéres : arctan(x)* = exp (xIn(arctan x)).
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Cette expression n'est donc définie que pour arctan(x) € R}, c'est-a-dire x € R}.
Posons h : x € R} ~ xIn(arctan(x)) € R.

La composée In o arctan est définie et dérivable sur R} comme composée (la fonction
logarithme étant dérivable sur R} ). Pour tout réel x > 0,ona:

1
(1 + x?) arctan(x)’
Par produit de fonctions dérivables, h est dérivable sur R}. Pourx > 0:

(Inearctan)’(x) = arctan’(x) x In’ (arctan(x)) =

h'(x) = x(In e arctan)’(x) + In (arctan(x)) = + In (arctan(x)).

X
(1 + x2) arctan(x)
La dérivée recherchée s’obtient par composition avec la fonction exponentielle :
(expoh)’(x) = h'(x) x exp’ (h(x)) = h'(x) x exp (h(x))
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(expoh)'(x) = ( +In (arctan{x))) [arctan(x)]r.

X
(1 + x?) arctan(x)

Exercice 3 Inégalités a l'aide de la dérivée

I} Pourl'inégalité de droite, on introduit la fonction f : x € R ~ sin(x) — x. f est dérivable
sur R comme somme avec

vxeR, f'(x)=cos(x)—1<0.
Donc la fonction f est décroissante sur R. Et comme f(0) = 0, on a, pour tout x € R* :
f(x)<0.
3

= Pour l'inégalité de gauche, on introduit la fonction g : x € IR = sin(x) — x + =

x2

5 g'(x)==-sin(x)+x, g"(x)=-—cos(x)+1>0.

g'(x) =cos(x) -1+

Donc g” est croissante sur R. Or g”(0) = 0. D’oti, pour tout x € R* : g"(x) > 0.
Alors g’ est croissante sur R*. Or g'(0) = 0. Do, pour toutx € R* : g'(x) > 0.
Finalement, g est croissante sur R*, D'oti, pour tout x € R* : g(x) > g(0) = 0.

Ces deux études de fonctions permettent de conclure

23
{Vx eR*, x—-— <sin(x) <x

6
3 xS
2) Onposeh : x € R ~ sin(x) —x + Ty La fonction h est indéfiniment dérivable

comme somme.
On opére comme a la question précédente : pour toutx € R, h"(x)(x) = —g(x) < 0.
Puis, en remontant jusqu'a h, il vient: vx € R, h(x) < 0.

; . 3 x5
Conclusion “dx eR,, sin(x)<x- = + ﬁ]

Remarque

On peut aussi montrer directement ces inégalités en utilisant la formule de Taylor-
< Lagrange qui sera vue au second semestre.

Exercice 4 Application du théoréme de prolongement de classe C*

Par les théoréemes généraux, on étudie la continuité et la dérivabilité sur R*. Puis, en re-
¢ venant a la définition de la continuité et par le théoreme de prolongement, on traite le cas

:: en 0.

; Remarque
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« Continuité.

La fonction x — x% est continue sur R car polynomiale. x — 1/x? est continue sur R* a
valeurs dans R. La fonction sinus est continue sur R. Par produit et composition de fonctions
continues, f, est continue sur R".

Soit x € R*, comme la fonction sinus est bornée par 1,

1
@ o3 a
X sm(xz)l;:m x—r_’oﬂ.

Par encadrement, fa(X) — f(0) == 0, donc fa(x)a:;,fa(ﬂ}.

|fal) = fu(0)] =

Donc f est aussi continue en 0.

« Dérivabilité.

La fonction x — 1/x? est définie et dérivable sur R a valeurs dans R. Les fonction sinus et
x — x% (polynomiale) sont dérivables sur R. Par produit et composition, f, est dérivable
sur R avec pour tout x € R",

£ @) =ax*sn (i) +x® . — zcos(l)
* x? x# X2

v

On constate que f;, est continue sur R* par produit et composition de fonctions continues. E
f est donc de classe C* sur R". De plus, 5
w

ax® ! sin (i) < alx|*t — et [x%- _—zcos(l) <2x| 32— 0 g::

x2 x-0 x3 x* x=0 8

Par encadrement, f,' (x) = 0.
X=

Par le théoréme de prolongement C*, f,, est dérivable en 0 avec f,'(0) = 0 et

[fﬂr est de classe C* sur R.]

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5

Raisonnons par I'absurde en supposant que f n'est pas injective. Il existe donc a < f§ tels
que f(a) = f(f). Comme f est dérivable sur R :

» f est continue sur [a,f];

« f est dérivable sur |a,f[;

* f(a) = f(B).

D’apreés le théoréme de Rolle, il existe y € Ja,B[ tel que f'(y) = 0. Absurde. En conclusion,

[ f est injective.]
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Exercice 6

D’aprés les hypotheses sur les limites de f, il existe
deux réels @ et § tels que

a<0<p et f(a)>f(0) f(B)>f(0).

De plus, f est continue sur l'intervalle fermé et borné
[a,f]. f admet donc un minimum sur cet intervalle.

Ay elapfl, vxelapl f(x)>f()

Notons que y est différent de a et 8 car f(y) < f(0).
Ainsi, y est un point critique f'(y) = 0.

[f' s’annule au moins une fois.]

Exercice 7

% Remarque
Ce court exercice met en évidence l'intérét du théoréme des accroissements finis dans
2 I'étude des suites récurrentes.

1) On remarque que |uy4+; — 0] = |g(un) - g((})|, ce qui oriente vers une utilisation de
l'inégalité des accroissements finis.

1
Par hypotheése, g est dérivable sur R et pour toutx € R, on a |g’(x}| < 7

L'inégalité des accroissements finis appliquée a g sur l'intervalle R donne

1
v(xy) €R?|g(x) -9l < 5lx -yl

)

Comme g(0) = 0, on obtient, pour tout x réel lg(x)| < 5

Soit n € N. En appliquant I'inégalité précédentea x = u,, € R,

Jun]
uns1l = 9(tn)| < ==

1
2) Par récurrence, on prouve que pour toutn € N, |u,| < om |tg|. Puis, par encadrement,

u, — 0.
™ n—to0

254



Dérivation

Exercice 8 Fonction de Lambert

1) f estdérivable sur I en tant que produit de fonctions dérivables sur I.

Pour x € I, f'(x) = (1 + x)e”*. On constate que pour tout x € [\ {—1}, f'(x) > 0. f est
donc strictement croissance sur l'intervalle [.

Remarque
Il ne faut pas oublier de préciser que I'on se place sur un intervalle. On pourra penser

ax € R" = 1/x pour un contre-exemple. La dérivée est bien négative mais la fonction
n'est pas strictement décroissante. R™ n'est pas un intervalle.

De plus, f(-1)=-1/e et f(x) — +oo.

r=4m

D'apres le théoréme de la bijection,

[f définit une bijection de [—-1, + «[ dans [—-1/e, + m[.]

2) De nouveau, le théoréme de la bijection précise que l'application réciproque est continue
et la réciproque a le méme sens de variation que la fonction. Ici,

v
[W est strictement croissante surf.} g
=
3) Pour obtenir le graphe de W, il suffit de faire la symétrie par rapportal’axe y = x. 'ﬁ,"
e
_~ =
Ay=x v

3+

, 3
w
1 -
-2 - 0 1 2 3 & 5 6 7
-1

4) a) Comme f(0) =0etf(1l) =e,onaW(0) =0etW(e) = 1.

b) Pour tout x € ]-1, + oo, f'(x) # 0. Précisons que f(-1) = —1/eet f'(-1) = 0.
Il faut donc exclure —1/e de I'ensemble de dérivation de W. D'apres le théoréme de
dérivation des applications réciproques, W est dérivable sur J \ {—1/e} avec pour tout
x >—1fe,
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1
Wix) = m \ |
f =W
4t ()1) | f'({t) =1+ e
— (W(x) + 1)e"® car f(W(x)) = x,
— L et donc la"l.-’(x‘}e’w't Y) = x
T x+eWh) -

c) L'équation de la tangente en 0 esty = W'(0)(x — 0) + W(0).Or, onavu

W@ =0 et W()=g 1, dob, [Ty:y=nx

+evO

« Comme W(e) =1, W'(e) = 1/(e + e"(®) = 1/(2e).
L'équation de la tangente en e est

1
Te:y=£(x—e)+1.‘

Exercice 9

1) a) Soitk € R*. La fonction arctan est dérivable sur [kk + 1] avec

vx € [kk +1], arctan’(x) =

x24+1

On en déduit 'encadrement, pour x € [k,k + 1].

< arctan’(x) <

(k+1)2+1 k2+1

ATaide de I'inégalité des accroissements finis (avec (k + 1) =k = 1),

|
17712 K+ 1) < arctan(k + 1) — arctan(k) < ey w
b) Soitn € N*. Al'aide d'un changement d'indice,
s 1 n-1 1 n-1
Sp = Z T+ k2 TYGh+1? < (arctan(k + 1) — arctan(k)).
k=1 k=0 e
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m
On a une somme télescopique, S, < arctan(n) — arctan(0) < arctan(n) < 5

[rrfz est un majorant de la suite S.]

2] = D'apres la question précédente, la suite S est majorée.
« De plus, § est croissante. En effet, pour n € N*,

n+l

" . - 1 = 0 A 1 .
RELT “_Zl+k2_z 1+k2 1+m+102” "
k=1 k=1

D’apres le théoréme de convergence monotone, [La suite S est cmwergente.]

En reprenant la question précédente, on a la minoration

mn
£ Z (arctan(k + 1) — arctan(k)) = arctan(n + 1) — arctan(1).
k=1
Sachant que arctan(1) = /4 et arctan(n + 1) B 8 m/2,ona

s
4

T
7

% nl—EE-nm n S

Exercice 10  Théoréme de Rolle généralisé a [a, + oo

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

1) a) Par hypothése sur f

1
f()) — 0 et ;+a—1x?0++w.

t—=++co

1
Par composition, Fle) <7 (; +a-— 1) = 0 = F(0).
=

C'est-a-dire, F est continue en 0. De plus, par composition, F est continue sur ]0,1].
Finalement, F est continue sur [0,1].

b) OnaF(1) = f(1+a-=1) = f(a) = 0. En particulier, F(0) = F(1). De plus, par
composition, F est dérivable sur ]0,1[. D'apres le théoréme de Rolle,

fF’ s'annule au moins une fois sur ]0,1[.]

c) D’aprés le théoréme de dérivation des fonctions composées, pour tout x € 0,1],
1 1
Fix)=—=f'"|-+a-1).
0 =—zf (5 +a-1)

Soity €]0,1[ tel que F'(y) = 0.Sionposec = 1/y + a — 1,alors f'(c) = 0.

[f’ s’annule au moins une fois sur ]a,+oo[.]

257



258

Chapitre 15

Remarque
Donnons un exemple de graphe de f et de F pour illustrer le résultat et la preuve. L'idée
est de contracter le graphe de f sur un segment afin d’appliquer le théoréme de Rolle.

o

-

Graphe de f

a
c \/ 0 {
3 L
2) Posons a = —b et pour tout réel x > a, f(x) = g(—x). f vérifie les hypothése de la

premiére question. f' s"annule donc au moins une fois, puis,

[g’ s’annule au moins une fois sur ]—m,b{.]

Exercice 11

1) f est continue sur I. De plus, sinus est strictement croissante sur [ a valeurs dans R et
x ~ 1/x est strictement décroissante sur R}, par composition f est strictement décrois-
sante sur I. De plus,

sin(x) =5 0t et sin(m/2)=1 = f(x) e +w et f(m/2)=1.

D'aprés le théoréme de la bijection,

[f réalise une bijectionde I surJ = [1, + 00[.}

2) f est dérivable sur I avec pour tout x € I, f'(x) = —%. La dérivée sannule uni-

quement en /2. D'apreés le théoréme de dérivation des applications composées, f 1 est
dérivable sur J \ {1}.



Dérivation
3) Soitx €1,

f(x)m = sm(x)j;

1 —sin (x)
sm(x) smz(x)

Dll réduit au méme dénominateur

.: car cos?(x) + sin?(x) = 1
1 cos?(x)

sin(x),| sin®(x)
1 cos(x)

sin(x) sin(x) o

cos(x) | on retrouve I'expression de f”(x)

=— = —f"(x). ¢

sin”“(x)

-.f surl, cos(x) = 0,sin(x) > 0

]

4) D’apres le théoréme de dérivation des applications composées, pour x € |1, + o,
1 _ |
2 T xxz =1
PO @) -1

(7~ @)=

1
f’(f_ {X}) f'(

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Exercice 12  Généralisation des accroissements finis

1) D’apres le théoréme des accroissements finis, Il existe ¢ € I tel que
(9(b) — g(a) = (b— a)g'(c) # 0.

2) Soitd € R, posonsh : x = f(x)—Ag(x). hestdérivable sur par différence de fonctions
dérivables sur I avec pour tout x € I,

h'(x) = f'(x) — Ag'(x).

Appliquons une nouvelle fois le théoréme de Rolle :
« h est dérivable sur Ja,b[ sia < b (resp. |b,a[ sia > b);
» h est continue sur [a,b] (resp. [b,a]);
« h(a) = h(b) sil'on choisit A = (f(b) — f(a))/(g(a) — g(b)).

Il existe donc ¢, compris entre a et b, tel que

f(b) = f(@) _ f'(c)
gb)—ga) g'(c)

h'(cp) =0 donc

3) a) Soitx € I\ {a}. Comme c, est compris entre a et x, par encadrement, ¢, — a.
x=a
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Par composition, on obtient

f'(x) f'(ex)

70 x::xf donc o) = £,
f(x) = f(a) f (C,.)
9 —g@ ~ g(c) a

Puis,

! Remarque
¢ Cet énoncé est connu sous le nom de regle de L'Hopital
3 (Guillaume Francois Antoine de L'Hopital (1661-1704)).

b) Posons pour x € ]0, + o],

f(x)=(x-1)-In(x) et g(x)=(x-1)%

f et g sont dérivables sur ]0,4o0[ avec

r 1 1 _=2—1 2 1), d £ I
=]—-== = = = Txxe12
Q)=1-2= = g=2x-1) done oy = i
e [EeDomw 1
et
apres ce qui précéde, x—12 512

Exercice 13
« Précisons que f est de signe constant sur [a,b]. En effet, si cela n'est pas le cas, le théoréme
des valeurs intermédiaires permet de justifier que f sannule au moins un fois. Ce cas est
exclu par hypothese sur f. En particulier, | f| est strictement positive et dérivable sur [a,b].
Posons pour tout x € [a,b], g(x) = In (Jf(x)D. Par composition, g une fonction continue
sur [a,b], dérivable sur ]a,bl.
Le théoreme des accroissements finis s'applique, il existe ¢ € [a,b] tel que

b) — In{|f(D)[)=In(|f(a) 1
2090 - g0, donc (I B = Lil T e
Comme f est de signe constant |f(b)|/|f(a)| = f(D)/f(a), et

L) TP P PO PR 1)
n(F@) = @0 g e ‘f(a)_ P~ e J

§ Remarque

Expliquons comment trouver la fonction g.
s On cherche une transformation qui permette d’utiliser le théoréeme des accroissements

finis. Pour passer du quotient ;Eai a g(b) —g(a), on pose g = In<f. Si une telle égalité est

g vraie etsila composition avec In est licite,
§ f(b) _ s HE) f(v) _J'@ | w(w)-m(r@) _ ')
@ T E""(“’ @ r:c}) halas. (r(a)) C-D% T T 2 @

= (In=f)' (c).
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Exercice 14 Un peu de géométrie

Notons que la réciproque est bien dérivable en f(a) puisque, par hypothése, f'(a) # 0. La
tangente T’ est bien définie.

« Déterminons le point d'intersection des droites T et D.
L'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est
y = f'(a)(x — a) + f(a). Si xq est 'abscisse du point d’intersection,

e _af'(a) - f(a)
Xo=f(@x-a)+fa) = x= Fila) -1

Précisons que x; est bien défini car f'(a) # 1.
« De méme, déterminons le point d'intersection des droites T' et D.
L'équation de la tangente a la courbe représentative de f ~! au point d'abscisse f(a) est

1
y=U"'(f@)x~-f@)+f(f(®) = @) (x=f(@)+a

Si x, est l'abscisse du point d'intersection,
v
., @ _af'(@ - f(@) 3
I:—m(h—f(ﬁ))"‘ﬂ & X = -1 E
On constate que x; = X, [D, Tet T sont concourantes.] E
O
o

z Remarque
¢ On peut démontrer graphiquement ce résul-
b

tat,

La condition f'(a) # 1 permet de s’assurer
que les droites T et D ne soient pas paral-
leles. Elles peuvent donc s'intersecter en un f(al
unique point. e
Comme le graphe de f ~* et celui de f sont sy-
métriques par rapport a D, nécessairement
T’ intersecte D au méme point.

Les trois droites sont bien concourantes.

Exercice 15

I} On remarque que, pour tout x réel, B,(x) = (1 — x)"(1 + x)". Donc 1 et —1 sont racines
d'ordre n de B,. D'apres les propriétés des racines multiples, 1 et —1 sont racines des
- (k) _
polynémes P, " pour0 <k <n-—1.

Montrons par récurrence finie que la propriété

Q(k) : « le polynéme P,{:k) admet k + 2 racines distinctes dans [—1,1] »
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2)

est vraie pour tout k € [[O,n]).

« Initialisation. F, admet —1 et 1 comme racines donc Q(0) est vraie.

« Hérédité. Soit k € [[O,n = 2]). Supposons Q(k). Le polynome P¥) admet k + 2 racines.
Notons les par ordre croissant: =1 € x; < x; < - < Xi42 < —1. Sur chaque inter-
valle [x;,x;4,], le polynéme P est continu, dérivable sur |xixi41[. D'apres le théoréme
de Rolle, il existe y; € ]x;,x;41[ tel que P,SkH)(yi) = 0;

Ainsi—=1<x; <Y <X3 < < Xpp1 < Vi1 < Xpso

Donc (¥;)1<ick+1 Sont k + 1 racines distinctes de P,f“”. Comme —1 et 1 sont aussi des
racines de Py* ", on obtient k + 3 racines distinctes pour R¥* dans [—-1.1].

On a montré que, si Q(k) est vraie, alors Q(k + 1) est vraie.

» Conclusion.

[Paur k € [[0,n — 1]), le polynéme P admet k + 2 racines distinctes dans [—1,1].J

Le polynéme P\" " admet n + 1 racines dans l'intervalle [—1,1]. Alors, en raisonnant
comme au débutde I'hérédité, on obtient que P{™ admet n racines dansI'intervalle [-1.1].
De plus Pﬂ(n) est la dérivée n-ieme d'un polynome de degré 2n. [l est donc de degré n. Donc

| Toutes les racines de B™ sont simples et dans l'intervalle |—1,1[. ‘

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 16 Vraiou faux?

L)

2)

Vrai.
Supposons que f soit T-périodique. Alors: ¥ x € R, f(x +T) = f(x).
Ennotantg : x » f(x + T),ona f = g, et g est dérivable sur R, comme composée
de fonctions qui le sont, et pour tout x € R, g'(x) = f'(x + T). Par conséquent, f' est
T-périodique.
Vrai.
Supposons que f soit paire. Alors: Vx € [, f(x) = f(—x).
Ennotant g : x = f(—x),onadonc f = g surl, et g est dérivable sur I car f l'est.
En dérivant, on obtient, pour tout x € [, f'(x) = g'(x), et par dérivation d"une fonction
composée, on vérifie que g'(x) = —f'(—x). Donc

vxel, f(x)=—f"(-x),

ce qui signifie que f' estimpaire.

Remarque
De méme, la dérivée d'une fonction impaire est paire.
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3) Vrai.
Posons pour tout x € [, g(x) = f(x) — f(—x). g est dérivable et pour tout x € I,

g' @) =f'"(x)+f'(=x)=0 carf’'estimpaire.

g estdéfinie surun intervalle donc g est constante. Comme / est un intervalle symétrique,
0eletg(0)=f(0)—f(0)=0.Ainsi, g estla fonction nulle.

Pour tout x € I, f(x) = f(=x), f est paire.

¢ Remarque
N L'hypothése que I est un intervalle est fondamentale ici. Sinon, le résultat est faux.

4) Faux.
f: x € R~ x3 + 1 est un contre-exemple. f n'est pas impaire car f(0) # 0, pourtant f’
est paire.

! Remarque
Le raisonnement de la question précédente ne s'adapte pas au cas d'une fonction im-

paire. Si, on pose g(x) = f(x) + f(—x) alors g est bien de dérivée nulle sur I, donc
constante mais on ne peut plus conclure que g est nulle en utilisant 0.

Exercice 17 = Fonctions 2-héldériennes
Raisonnons par analyse-synthese.

« Analyse (Recherche des conditions nécessaires)

Supposons qu'il existe f une fonction vérifiant I'inégalité. Soit @ € R. Pour x € R\ {a},

|f(x) = f(a)]

|x —al

e -r@l

|x —a] x-a

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

< |x—al.

Par encadrement, 0.

On en déduit que f estdérivable en aet f'(a) = 0. f est donc de dérivée nulle sur l'intervalle
R. f est donc constante.

« Syntheése (Recherche des conditions suffisantes)
Il est clair que toute fonction constante est solution.

« Conclusion. Les seules fonctions solutions du probléme sont les fonctions constantes (il
existe ¢ € R tel que f(x) = c pour tout x € R).
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sur un segment

E‘é Exercices axés sur le calcul

Calculer les intégrales suivantes

X 2
1) J’ de™*dt (x e R, A > 0) 2) f x"In(x)dx (n € N)
%3 X
3) J’ (x + 1)e** dx 4) f In(t)?dt (x > 0)
0 1
2 dt 1
’_'I :I 5—}‘12 6] :' J’ IE'Tz d.‘t’
1+ 0
= z  cos(x) ¥ dx
7) J’ ——dx 8) J’ .
o 1+ sin(x) e XInx
A l'aide du changement de variable indiqué, calculer
5 T
: dx . sinx
1) J; promryre (t=vx-1) 2) J; 1+:0;2 = dx (u=cosx)
¥’ s
e de _ , b o
3) J;I Py (x>1Lu=Int) 4) L In(1++vVt)dt (xeR,u=1+t).

«  Soit f une fonction C* sur l'intervalle [a,b]. Justifier, a 'aide d’une inté-
gration par parties, I'existence d'une constante M telle que pour tout x réel non nul

M
g — i
x|

J’bf(r) cos(xt) dt
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= -. b

1
1) Pour x € R, calculer I |x = t] dt.
]
2) a) Soient (x,y) € R2. Justifier que 2 max(x,y) = x+y + |x — y|.

) En déduire l'existence et le calcul de f max(x,t) dt.
0

 ++  Sommes et intégrales.

1) Justifier I'existence et 'égalité des intégrales

1(1-"-1 L] —u"
j Ldt:j dut.
0 t 0 1=1u

Z(l)“() kz

"S- o- %% Sommes de Riemann

r

2) Soitn € N*. En déduire

=:-Ir—'

Déterminer l'existence et la valeur de la limite des suites dont les termes généraux, pour
n € N°, sont

< = n+k - K2 \"
= _ : = : 3 = —_ \
) g kz_1n+k' % Zr12+k2' N Ve n(1+n2)

k=1 k=1

3% Exercices axés sur le raisonnement

= -+ Extraitde concours Pourn € N, posons

1 mn 1 xﬂ
;= —xdx et jnzf 1+xdx.
0

1) a) Démontrer que les suites (I;)nen €t (Jn)nen sont bien définies. Calculer I, et /.
b) Justifier la décroissance et la convergence de la suite (I,,).

c) Pourn € N, calculer I, + 21,41 + In43.
En déduire la limite de la suite (I,,).

2) a) Démontrer quepourn e N, [, =nJ,_, —

b) Seitn € N. Calculer [, + J,,44-
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(~1)k?
Ll

n
¢) En déduire que pourtoutn € N*, (-1)"J, =In(2) - Z
k=1

mn

—1yk-1
d) Puis, Z( 1; — In(2).

n-r+o
k=1

20+ | Soit f : [0,1] = R continue.

1) a) Soitx € R. Comparer sin(x) et sin(m — x).
b} Justifier que

m

jﬂxf(sin(x)) dr = ZJ’ﬁf( sin(x)) dx.
0 0

2) En déduire la valeur de ] :f &(x}z o,
o 1+ cos(x)

Indication. On sera amené a utiliser le changement de variable u = cos(x).

- ++ Soit f : R* = R une fonction continue croissante. On pose
1 X
vxeR!, Gx)= ;f f(t)dt.
0

1 b
|} Montrer que pour tous réels positifs telsquea < b: f(a) < mf f(t)dt < f(b).
a

1% | R4
2) En déduire,pour0 < x < y: ;f fde < f(x) < EI f(t)dt.
0 -4

3) Démontrer la croissance de G sur R}.
Indication. On pourra considérer G(y) — G(x) pour 0 < x < y.

4) Montrer que G est dérivable sur R}.
Retrouver, en étudiant le signe de G', que G est croissante.

*In(t)

T+

L0 »%  Soit f définie sur R} par f(x) = f

1/x
1) Montrer que f est bien définie sur R}.
2) Justifier que f est de classe €' sur R} et calculer f'.

3] Que peut-on en déduire?
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1 K

Soit f : [a,b] — [c,d] de classe C* et bijective. L'objectif est d’établir I'égalité

b a
J’ f(f)df+f F71(t)dt = bd — ac.

1) A partir du graphe suivant, expliquer cette égalité.

f(b) =d

flay=c

2) Effectuer le changement de variable t = f(x) dans la seconde intégrale afin de prouver
I'énoncé.

1
) +++  Pourn € N,onpose I, = f (1-t3)dt.
0

1) Préciser i, etl,.
2) a) Justifier que pourtoutn € N, I,y = (2n+ 2)(I, = 1)
b) En déduire, pour toutn € N,
e
T (2n+1)!

3) Alaide du changement de variable t = sin(u), calculer J’ z cos(t)?"*1 dt.
0

o« L swxx  Uneintégrale a paramétre
Soit F : R — R une fonction telle que

v (x,y) € R?, |F(x) = F(y)| < | sin(x) — sin(y)| (+)
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1) Un exemple. Soit F la fonction réelle d'une variable réelle définie par

1 1
F(x) = —f exp ( - 3t? sin(x)z) dt.
2 Jo
a) Préciser le domaine de définition de F.
b) Justifier que pour tout (x,y) € R*?,

| sin(x)? = sin(y)?| < 2| sin(x) = sin(y)|.

c) Démontrer al'aide des accroissements finis que pour tout (a,b) € R*2,
le™® —e7P| < |a —bl.

d) En déduire que F vérifie la relation (e).
2) Soit F une fonction vérifiant ().

a) Vérifier que F est 2m-périodique.

b} Démontrer que F est continue sur R.

c) Montrer que F est dérivable en w/2 avec F'(m/2) = 0.

4 Exercices avec questions ouvertes

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

"5 <<= L0+ Trouver toutes les applications continues f : [0,1] = R telles que

1
[ fOde= sw |fO] ()
0 te[0,1]

Corrections

B Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

= 3
1) Soientx € RetA € R}. f AeMdt = [- e"“]o =
1]
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2) Intégrons par parties en considérant les fonctions u et v de classe € sur [1,2] avec

vx € [12], [u“giiﬁx = { ljgg:l_n(x)
llvient _ N .
fl X" In(x) dx = [ 1]n(x}] _L 2
ke xH1 on+1 T
_2 n 4].“;2) #[(n 1)2]2 - lnl(z) i,H_ 1;'

3) Intégrons par parties en considérant les fonctions u et v de classe C* sur [0,3] avec

u(.vc)=le%I ot {v(x)=x+l

0,3], r
Vx€E [ ] u.r(x) = g2 v (I) = 1.

D'oti
I(x-i-l)ehdx_l(x-i-l)—] J’ajdx—ZE ———lzrl e _1

4) Soitx € R}. Intégrons par parties avec les fonctions u et v de classe € sur [1,x] :

u(t) = tin(t) —t v(t) = In(t)
u'(t) = In(t) o= (L) = %

vte[lx], [

f ln(t)zdt—[(t!n(t)—t)ln(t)] - f (tln(t)—r) dt

= (xIn(x) = x)In(x) - j (In(t) — 1) dt
= (xIn(x) —x) In(x) = [t In(t) - c—r:]1 =[x(Inx)? — 2xIn(x) +2x -2. |

2 dt 2 ¥4 Y 8 1 V2
— _5.‘"2 =|-—— = - —_——
sona [ = [ e [W“L 2(1-35) =|3(2- ).

6) On a une forme connue u'e" a un coefficient prés.

1 % 1 1 -1
,L xe¥ dx = = [{Zx)ex dx—E[eIz]nz 82 .

On peut aussi faire le changement de variable u = x? (de classe ¢* sur [0,1]).

cos(x) _ u'(x)
1+sin{x) - u(x)

m/2 COS{I) . -
J, Tarange = [mlt+ sl = (@)

On peut aussi faire le changement de variable u = sin(x) (de classe €* sur [0,7/2]).

7) Pourtoutx € [0,7/2],0ona

avec u(x) = 1 + sin(x). D'ou
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1 _ ix _ )
xIn(x) ~ In@x) ~ u(x)

2

Doi [ s = [mOme)], =

avec u(x) = In(x). Onau > 0 sur [e,e?].

8) Pour tout x € [e,e?],ona

Exercice 2

1) La fonction x — +x — 1 est définie, de classe € sur [2,5]. On peut faire le changement

; . _ dx
de variable « t = yx — 1 » («dt = e »).

J'5 dx _F 2Vx =1 dx _I? 2t dt-?.fz 1 &
s x=14vx=1 Lax=14+Vx=1 2x=1 J 2+t )i t+1
=2[In(1+0)]; =(2(In3-In2).|

2) Lapplication cos est de classe ¢* sur [0,7]. ‘-é'
On peut faire le changement de variable « u = cos x » (« du = — sin x dx »). g

h

T sinx _f‘i —du =f il ® = ( Jr)_l_rr_n' E

o 1+ cos?x x_1 e A T 4) " 4 |2 -3

O

o

3) Soit x €]1, + co[. On remarque que pour toutt € [e*,e* |, In(t) > In = x, donc
3) Soi 0 X e¥*], In(t) > In(e¥) d

. ' . . 1 w
In(Int) > In(x) > 0, etil en résulte que I'application t — e est définie, et

n " o 2
méme continue (par composition) sur le segment [e*,e*"].
Lapplication In est de classe €' sur [ex,e"'z}, ce qui permet de faire le changement de

variable « u = In(t) » (donc « du = %dt ») dans l'intégrale :
2

¢ dt ¥ du x?
|, s o, =[], =1n(n6) - n(ine)

= In(2In(x)) —In(In(x)) = In(2) + In (In(x)) — In (In(x))
:

4) Soit x € R}. L'application t — 1 + +/t est de classe C* sur R}, ce qui permet de faire le
changement de variable « u = 1 + +/t » (donc « du = ziﬁ dt ») dans l'intégrale

x x 1 14X
f ln(1+\ff}dt=f 2Vtin(1+Vt)—=dt = f 2(u—1) Inudu
1 1 Z‘JE u=1+vt Jo

On fait une intégration par parties, les applications u — u? — 2u et u — Inu étant de
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classe " sur [2,1 + V] (ou [1 + v/x,2] si VX < 1)

du.

1+y% J‘“"”’I u? —2u
2

U

J'ZH‘E 2u=1)Inudu = [{“z - 2u) ]nu]2

=(x-Dn(1+yx)- f;h‘u(u - 2)du
2 1+
= (x - 1)[11(1+ﬁ)-[%—2u]
2

=(x—1)[n(1+\/§)—%(x—2\ﬁr+1).

Finalement

x N2
J- ln(1+mdtt(x—1)]n(1+\/})—~(£2_ﬂu.

Exercice 3

b
Soit x un réel non nul. Notons [ = f f(t) cos(xt)dt.
a

Intégrons par parties en considérant les fonctions u et v de classe €* sur [a,b] avec

u(t) = = sin(xt) [ v(t) = F(t)
vee o { w'(t) = cos(xt) . v'(€) = f'(1).

=

b
)_1( sir'f(xt]f(t)lm1 - % J: f'(t) sin(xt) dt

Lo , 1p° ,
= ;{sm(xb}f(b) - sin(xa)f(a)) - = f f'(t) sin(xt) dt.

D’apres l'inégalité triangulaire,

17 : L™ s 5
1 < m(|sm(xb)|-]f{b)|+ |sm{xa)|-|f(a)|)+-[-ﬁ L f'(t) sin(xt) dt

fb f'(t) sin(xt) dt‘ .

Puis, d'apres l'inégalité triangulaire pour les intégrales,

1 1
< Grol+lr@l)+ =

b b b
f £(8) sin(xt) dt| < f IF'(®)] - | sinxt)| de < f IF'(&)] dt.

La fonction | f| est continue sur le segment [a,b] donc A = En%)]{ |f] existe. On a
a.

1 R
"< o (2A +fﬂ If (r)ldr)-

” M
En posant M = 24 + J':] |f'(t)] dt, on obtient [ f f(t) sin(xt) dt‘ < |I_| ‘
a
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Exercice 4

x—t sixzt
t—x six<t.

Pour l'intégrale, on distingue trois cas : le cas 0 € x < 1, pour lequel x — t change de
signe suivant les valeurs de t dans l'intervalle [0,1] etlescasx < Oetx > 1.

1) Onsaitque |x —t| ={

= Six < 0,alorspourtoutt € [0,1],onax < t,donc|x—t] =t —xet

1

1 1 t2 1
f !x—tldr:f t—xdt:[——-xt] ===2x
o . 2 2

t=0

«Si0<x< l,alorspourt € [0,x],onat < xet|x—t|=x—tPourtx1],onax <t,
|x — t| = t — x. La relation de Chasles nous permet d'écrire

1 X 1 X 1
f;x—tpdrzf |x—t1dr+f |x—r[dc=f(x—r)dr+f (=Y dt
] 0 X 0 X

2T .12 i 1
=’xt—3 - ?—xrl =x2—x+§.

=0 t=x U'l
=
« Six > 1,alors pourtoutt € [0,1],onax > tet|x —t| = x —t. o
. O
1 1 2
t 1
f|x-t|dt=f Xx=tdt = xt-—‘ =X == ‘5.:'
0 ] 2 t=0 2 =
O
i o
-—X six<0
1 2
Conclusion : j|x—t|dt= xzﬂx«}-;- si0<x<1
]
x—% six > 1.

x+y+((x—y)=2x sixpy

2) a) Onax+y+lx—}’|=[x+y+(y_x}=2y six <y'

Donc, pour tout (x,y) € R? : {2 max(x,y) =x+y+|x— yl.]

b) La valeur absolue est continue sur R. A I'aide de I'expression de la question précé-
dente, pour tout x réel, la fonction t ~ max(x,t) est continue sur [0,1]. Lintégrale
existe. La linéarité de l'intégrale donne

1 11 1 1 1
I rnax(x,t)dt:f —(x+t+|x—t|)dt=— j(x+t)dt+J‘ |x —t]|dt].
0 2 2\Jo 0

0

1 L 1
Or f (x+r)dr=lxt+—rzl =x+=.
3 2 2
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Concluons en utilisant le résultat de la question précédente

six <0

=

1
fmax(x,t)dt: ~(1+x%) si0<x<1
0

X six=1,

Exercice 5 Sommes et intégrales.

1) D'apres la formule du binéme de Newton, pour toutt € R,

A-tr-1= (Z (D{—r)") ~1= (1 n ,Z (}j)(—r)‘*) ~1= kz (:)(—r)".

k=0

La somme commence a k = 1. On peut mettre t en facteur. En divisant par ¢, il vient, pour

toutt # 0 “
1-t)* =1 n
(1-1t) _ Z (=t)k1,
t k
k=1
-t =
Donc % admet une limite finie en 0. La fonction est prolongeable par continuité

en 0. La fonction étant par ailleurs continue sur ]0,1], la premiére intégrale existe.

(3]
—

Le changement de variable affineu = 1 — t donne

1{1*—tj“—1dt_ oyt -1 i 11—tf“d
J; t _L u—l( H}_J; Tt >

On calcule chacune de ces intégrales. En utilisant la linéarité des intégrales

1 (1=-0)" =1
J’.;*cit:f E()( }“dr+—ZI(k}( 3 e

n -ﬂ —13k-1
= £ (@0 = £ oS—

En utilisant la formule de la somme des termes d'une progression géométrique

11_ n
f “ du—f z "du—ZJ uk du
5 —U

n g !k+1 1 = n 1
k+1 Zk'f‘lk"-—.f;—L k'
k=0 k'=1
Concl Pour tout n € N* e P
oncluons : our tout n = ZT k = V. E
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{ Remarque
§ Les exercices 9 du chapitre 4 et 3 du chapitre 28 propose deux autres preuves de cette
égaliteé.

Exercice 6 Sommes de Riemann

1] Pourn € N*,
n

On reconnait une somme de Riemann associée a 'application f, qui est continue sur [0,1].
On sait alors par théoréme que

O Ty et e
k=1

k 1
f(—) ol f:xE[D,l]-—»l—

n +x

donc en calculant le crochet : U, — ln(Z)l E
ﬂ4+m

o

|—.

2) Pourn € N*, '.I.d

e

S

= n 1+£ 1v 1+- v . i 1+x v
v, = —2'—R2=—Z 2 —Z ou g:xelie 3
i n 1+? n 11+ ] 1

On reconnait une somme de Riemann associée a l'application g, qui est continue sur [0,1].
On sait alors par théoréme que

_%ig( )Mmf @) dx.

k=1

On calcule l'intégrale

11+xd J-ildfixd : 11]121
ATl R g g w 1HaE arcan{x)0+ e +x}0’

r In(2)
v ik :

et donc apres calcul e + 5
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3) Pourn € N*, onaw,, > 0, puis

mn

In(w,) = Z In ((1 + = kz Uﬂ) HZIn 1 + )

k=1

On reconnait une somme de Riemann associée a I'application h : x — In(1 + x?), qui est
continue sur [0,1] (car pour tout x € [0,1], 1 + x? > 0 et In est continue sur R} ). On sait

alors que
1 mn
In(wy,) = nz h( 1)n _an h(x) dx.
k=1

On calcule I'intégrale par intégration par parties, sachant que les applications x — x et
x = In(1 + x2) sont de classe ¢* sur [0,1] :

[T T reeae T o el N oy e
L n(l + x%) x-[xn( .r)]n—fol_l_xz x = n{)—L 1T 22 -3

= In(2) - J: (2 =3

1
f In(1 + x2)dx = In(2) — 2 + g
]

zxz ) dx = In(2) - [2x - Zal‘ctan{x)]:

En passant a I'exponentielle (continue) {wn — e

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 7 ' Extrait de concours
n

(1+x)2 ot

Ii= f1+ x—[]n(1+x)] In2.

-Nn
1) a) Pour n € N, les fonctions x = X = ﬁ sont définies, continues sur [0,1],

donc I, et J,, existent.

1 1
Joi= —_—dx
0 L(Hx}z

1+x
b} Soitn € N.
Vx e [0,1], 0gxgl \ it
ol 0T o F T
vxe[01], 0< < ¥
(1+x)? " (1+x)? par croissance de l'intégrale (0 < 1)
0< i <y :

La suite (I,,) est décroissante, minorée par 0, donc elle converge d’apres le théoréme
de convergence monotone.
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¢) Soitn € N. Par linéarité,

1 xﬂ + 2x1l‘.+1 + xn+2

1 n(142x + 2 1 n+1 1
=f i xzx)dx=jx”dx=lx l = —.

0 (1+x) 0 n+l], n+l

« Méthode 1. Par décroissance de la suite, on a I+ + 21,44 + I, > 4l,4,. D'ou

1 ¥ =
In+z < - Alors, pour toutn > 2:0 < Iy < 5=+

Par conservation des inégalités a la limite,
n—=<+oo

« Méthode 2. D’apres la question précédente, la suite (I,,), converge. Notons ¢ la
limite. Par passage a la limite dans la relation de récurrence :

1
vneN, In+2.’,,+1+fn+2=n—“ donc £+284+€4=0 = £=0.

2) a) Soit n € N". Intégrons par parties en considérant les fonctions u et v de classe C*

sur [0,1] avec: "é'
I o
u(x) = — vix) =" -
vx € [01], WE { =
! = n-1
u'(x) = (1+x)2 v'(x) = nx""2, g:‘:
O
1P 1 ,n-1 1 v
[l vient I, =|— dx = Gt
vien " [ 1+xL+nJ; T o 1 5
. S T 05 1 gngant : n 1
b) Soitn € N. Par linéarité, [, + /o411 = J; = dx = L xtdx = =
c) Démontrons par récurrence que la propriété
[ -1 k-1
PO): (- fa=In2)= % S—
est vraie pour toutn € N°,
« Initialisation. D’apreés la question précédente,
(=1L ==isf=h2=1=M2= 3 " DoncP (i) estvriie
k=1
« Hérédité. Soit n € N*. On suppose P(n) vraie.
(ml)k_i

— (1Y, = E ) - ¥

12| n+1 =
( ) In"'l 2b) n+1 J[i’l} n+1 k=1 k
n+l

= n@- 3 &— B
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Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

n (_17k—1
vneN, (-1)njn=1n(2)_k§1( 113 '

« Conclusion.

d) Vérifier que, pour toutn € N, 0 < J, < I,. D'apres le théoréme d'encadrement,
Ju — 0.Donc

n—+oo

k n—=+ow

Z T In(2).
k=1

Exercice 8
1) a) Soitx € R. A l'aide des formules de sommation
sin(mw — x) = sin(mw) cos(x) — sin(x)cos(m) = sin(x).
_ﬂ —_.!

b) Notons] = fon xf( sin(x)) dx.

On effectue le changement de variable affine u = m — x («du = —dx»).

0
Fi =J (m —w)f(sin(m — u))(— du)

= jﬂ(rr —u)f(sin(w)) du

| par linéarité

- ﬁfnf( sin(u)) du — J-nuf( sin(u))du ¢

| la variable est muette

= ﬁfﬁf( sin(x)) dx —J.
0

mef[ sin(x)) dx = %J‘ﬂf( sin(x)) dx.
4] ]

Conclusion

dx = fﬂxf( sin(x)) dx

™ sin(x)
2 E i 2 = = _
2) Comme cos(x)“ +sin(x)* = 1,ona]j J; X5 Sin(x)?

t
2-t’

fsias] ti ekidanit I_Jfrr' sin(x)
apres la question précédente:/ = 7 . 7= sin()? X
Al'aide du changement devariable de classe C* sur [0,7], u = cos(x) (« du = —sin x dx»),

f’ sin(x) dx _J‘“ —du _fl du =it ]1 m ( rr)_rr
o 1+cos(x)2 ™ ), 1+4+uz2” ) 1+4u2” arctan(u)|_, = g 4/ 2

oll f est la fonction définie sur [-1,1] par f(t) =

Conclusion

J‘” x sin(x) w?
—_— x:—-
o 1+ cos(x)? 4
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Exercice 9
1) La fonction f est croissante sur [a,b], Vvt € [a,b], f(a) < f(t) < f(b).

b
Avec a < b, par croissance de I'intégrale (b —a)f(a) < f f(t)ydt < (b —a)f(h).
a

Comme b — a > 0, concluons

1 b
F@) < = | 1@ < fo)

2) On applique le résultat précédentaveca = O etb = x, puisaveca = xet b = y. [l vient :

X y
H fu fo)de < F(x) < y%x J; f(b) dt.

3) Soit0 <x < y.
1r¥ I =
60)-6() =5 [ e - <[ fye |
y ) X 0 \ :
| relation de Chasles

L y 1%
=;UO f()dt + L f(t)dt)—; J; f(t)yde
1 (Y 11\ *
= ;J; f(:)dt+(;—;)j;f(r)dr T

_ y=-X 1 ¥ 1 X r:__' ¥ Xy
== (y-xjx f(t)dt—;fo f(t)dr,)

| question précédente
=20

Y—X

= | =

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Donc pour tous réels xetytelsque0 < x <y, G(x)<G(y).

Conclusion : [La fonction G est croissante sur I{R;.}

4) Pourtoutx € R}, onaG(x) = %F(x) ou F(x) = J.xf(t)dt.
0

Or F est la primitive de f sur R} qui s’annule en 0. F est dérivable sur R} avec F' = f.
Par produit, la fonction G est dérivable sur R} et pour tout x € R}

G'(x) = -xizF(x} + %F‘(x)

= (=3[ rwac+sw@) |

l | voir question 2)

!
/

>0 .

On retrouve ainsi la propriété de croissance de G sur I'intervalle R?.
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Exercice 10
In(t)

1) Posons g : t € R} = —.Soitx € R}.La valeur f(x) est bien définie si g est définie

continue sur l'intervalle I, = [min(1/x,x), max(1/x,x)] dont les bornes sont 1/x et x
(I, =[1/xx]six > let]l, = [x1/x]six < 1).

Or I'application In est continue sur R}, et 'application t ~ Tlcz est continue sur R (car
rationnelle et bien définie). Par produit, ]’applica}iun g est continue sur R}. Or, pour tout

x € R}, onal, c R};donclintégrale f(x) = f g(t) dt est bien définie. Ainsi,
1/x

[f est définie sur IR;.]

2) Comme g est continue sur R}, g admet des primitives sur R} ; notons G I'une de ces

primitives. Alors, pour tout x € R},

f(x) = L : g(t)de = [G(r)]';x =6(x) -6(3).

Comme x = 1/x est de classe C* sur R}, tout comme G, I'expression ci-dessus montre,
par composition, que f est de classe C* sur R}. De plus, par dérivation des fonctions com-
posées, on a pour tout x € R7,

e W ety W) 3 W mig) | T
FES =R R I L e e LY

3) Ainsi f' = 0 sur l'intervalle R}, donc f est constante sur R}.

Pour trouver cette constante, il suffit d’évaluer f en un point ot I'on sait faire le calcul.

1
Pourx = 1,0na == 1,d’ou f(1) = 0.

Finalement, [f est I'application nulle sur IR:,.J

Exercice 11

|} Laire A de la partie grisée peut se calculer de deux manieéres :

= Par définition de l'intégrale, fj f est I'aire sous la courbe représentative de f sur [a,b]

-1 .r s s LR T e d -1
Est,.r:omme la courbede f~' s ObtlEI?t parl ?yméFrle par rapport al a}fe y=x, fc ¥ ’est
I'aire entre la courbe de f et les droites d’équations y = ¢, y = d et I'axe des ordonnées.
Il vient

B J:f{t) de + Ldf"l(t).

» C'est aussi l'aire de la partie comprise entre 'axe des abscisses, des ordonnées et les
droites d’équation y = d, x = b moins l'aire du rectangle compris entre I'axe des abs-
cisses, des ordonnées et les droites d'équationy = ¢, x = a.

A = bd — ac.
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f(b) =d
bd

[ () de

fl@) =c I{OLE

D’on la relation.

2) Supposons f strictement croissante de sorte que f(a) = ¢, f(b) =
Effectuons le changement de variable de classe C*, t = f(x), «dt = f'(x) dx».

d i) b
[ rroa=[ ") reas [ e
c ~1(c)

a

Puis, intégrons par parties,

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

b b b b
[(orea=prel- [ 1/@a=bre)-af@- [ 1-fe)dx

Ainsi fd fit)dt = bd — ac - fbf{x) dx.

D’otl le résultat. Le cas f strictement décroissant est similaire.

Exercice 12

1 1
l}fo=f dt:[t];: et I1= J‘(l—tz]dt-- t——‘
o

2) a) Intégrons par parties en considérant les fonctions u et v de classe €* sur [0,1] avec::

u(t) =t v(t) = (1 —t2)"t!
) =1 i { v'(t) = =2(n+ Dt(1 —t*)™.

Insr = [t(1 = "] +2(n+1) [ 2(1 - e2)"dt

vte[01], {

=2(n+ 1§ o (@ =1+ 1)1 - e2)"dt =[2(n + 1) (I = fns1).]
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mn 2
b) Raisonnons par récurrence. Pour toutn € N, posons P(n) : [, = %,
e s 4%0n? ;
« Initialisation. [, =1 = .P(0) est vraie
1!

« Hérédité. Soitn > 0. Supposons P(n) vraie.
La question précédente permet d'exprimer I,,,, en fonction de [,,.

y 2n + 2; 2n+2 4"()? 2+ 1)2(n+1) 4"(m!)?  4"((n+ 1)!)2
L2n+3"Pm2n+3@2n+1)! T 2n+3 2n+2 2n+1)!"  (2n+3)!

Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

4" (n!)?
Yne N, Jrﬂ = m

« Conclusion.

3) Posons le changement de variable t = sin(u) de classe €* sur [0,m/2] (« dt = cos udu»).

wf2 w2 = 1
f {cosu)*** i dy = j (1= (sinu)?) (cosudu) = f (1-t3)dt = I,.
0 0 0

4"(n!)?

w2
Dés 1 ! 2n+1d = .
és lors L (cosu) u Zn+ 1)

! Remarque
{ Ces derniéres intégrales — un classique des concours — sont connues sont le nom d’inté-
3 grales de Wallis, d’apreés John Wallis, mathématicien britannique du xvire siecle.

Exercice 13 Uneintégrale a paramétre

1) a) Soitx € R. Lapplication t — exp ( —3t? sin{x)z) est définie, continue sur [0,1]. Donc
I'intégrale existe. F est définie sur R.
b) |sin(x)? — sin(¥)?| = | sin(x) + sin(y)| - | sin(x) — sin(y)| < 2| sin(x) — sin(y)|.
¢) Lafonction ¢ : t — e~t est de classe C! sur R*. Pour tout t € R¥,

|¢J’(t)[ =|-ef=e"t<e",

car la fonction exp est croissante sur R et —t < 0. Ainsi |¢@'| < 1 sur R*.
D'apres l'inégalité des accroissements finis, pour tous a,b € R, :

le®—e~? < |b—al.]

1
d) IFG)-F)l =3
1

J; exp( — 3t? sin(y)z) dt. — J; exp( — 3t? sin(x)z) dt

J’l (exp ( - 3¢t? sin{y)z) — exp ( — 3t? sin{x)z)) dt‘

= -

2




2) a)
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On applique l'inégalité triangulaire pour les intégrales.

1

exp ( - 3t? sin(y)z) - exp( - 3t? sin(.r)z) dt.

FO)-FeI <7 [

Pour tout t € [0,1], 3t? sin(y)? et 3t? sin(x)? sont positif, donc, d’aprés c)
| exp (— 3t2sin(y)?) —exp (- 3¢t2 sin(x)2}| < [3tZsin(y)? — 3t%sin(x)?],
d'aprés 1 b), il vient
|3t2 sin(y)? — 3t sin(x)?| = 3¢? |sin(y)? — sin(x)?| < 6t2 |sin(y) — sin(x)|.

Par croissance de l'intégrale, on déduit des deux résultats précédents l'inégalité
1
|F(y) = F(x)| < 3]sin(y) — sin(x)| f t2dt
0
< |sin(y) - sin(x)|

Conclusion F vérifie (e).

Soitx € R.  |F(x+ 2m) — F(x)| < |sin(x + 2m) — sin(x)|.
Or sin(x + 27) = sin(x), donc |F(x + 27) — F(x)| < 0 et F(x + 2m) = F(x).
Finalement [La fonction F est Zn-périodique.]

) Jy ¢2dt = [2/3] = 1/3

Soient x,y € R. D'apreés (),
F(x) — | sin(y) = sin(x)| < F(¥) < F(x) + | sin(y) — sin(x)|.
D’aprés le théoréeme d'existence de limite par encadrement
}1_13;1( F(y) = F(x).

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Conclusion [F est continue sur R.]

|[F(x) = F(r/2)| |sin(y) —sin(m/2)|
|x —m/2] |x — /2 '

Soit x € R avec x # m/2. D'apres (+)

D'oli 'encadrement

| sin(x) —sin(m/2)| F(x)—F(®/2) |sin(y)—sin(m/2)|
T x—n/2| x—n1/2 7 x-n/2
Or, par définition du nombre dérivé

xﬂﬂz sin(xi : :;lz(wz) = sin'(n/2) = cos(n/2) = 0.

FE)-F(r/2) _ o

Le théoreme d’existence de limite par encadrement donne lim
x=mf2 x-mf2

{F est dérivableenm/2 et F'(m/2) = 0.]
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& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 14

« Posons M = sup |f(t)| et définissons g sur [0,1] par g(t) = M — f(¢).
te[0,1]

ng(t)dnzf (M—f(t}}dt=L1Mdt—J:f(t)dt= M—ff(t)dt =it

Par ailleurs la fonction g est continue positive sur [0,1].
D’apres la propriété de stricte positivité de l'intégrale, la fonction g est nulle sur [0,1], donc
f est constante.

« Réciproquement, toute fonction constante vérifie I'égalité.

Bilan

[Les applications continues sur [0,1] vérifiant (+) sont les fonctions constantes.]




Probabilités
sur un univers fini

=3 Exercices axés sur le calcul

Soient A et B deux événements avec P(A) = 1/3 et P(B) = 1/2.
Calculer P(A U B) dans chacun des cas suivants :

|) L'événement A implique I'événement B; 4) Pgz(4) =1/2;
2) Aet B sontincompatibles;
3) Aet B sontindépendants; 5) JP(E UB) =3/4.

» Indépendance deux a deux et indépendance mutuelle

On dispose d'une urne contenant une proportion a de boules blanches (0 < a < 1). On
effectue deux tirages avec remise. On considére les événements

+ A: « Lapremiére boule tirée est blanche »,

« B: « Laseconde boule tirée est blanche »,

« C: « Les deux boules tirées sont de méme couleur »,

I} Montrer que A, B et C sont deux a deux indépendants si et seulementsia = %

B =

2] On supposea =
Vérifier que les événements 4, B et € ne sont pas mutuellement indépendants.
3 Exercices axés sur le raisonnement

*  Parmi n clefs, deux ouvrent une porte. On essaye les clefs les unes apres
les autres jusqu'a ouvrir la porte. Quelle est la probabilité d'ouvrir la porte au k-iéme essai?
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*+ Urne et indépendance

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. On dispose d'une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n. On effectue trois tirages successifs d'une boule avec remise.
1) Quelle est la probabilité que les trois numéros soient identiques?

2) Quelle est la probabilité que les trois numéros soient différents?

1) Les événements
« « les deux premiéres boules ont des numéros distincts »,
« « les deux derniéres boules ont des numéros distincts »
sont-ils indépendants ?
4) Quelle est la probabilité de tirer trois numéros en ordre strictement croissant?
5) Les événements
« « les numéros des deux premiéres boules sont en ordre strictement croissant »,
» « les numéros des deux derniéres boules sont en ordre strictement croissant »
sont-ils indépendants?

~ #+ Un étudiant étourdi n'a plus son portable. Il peut I'avoir laissé chez lui

avec une probabilité a, ou oublié de fagon équiprobable dans I'une des cing salles ot il a eu
cours. Avant de rentrer chez lui, il le cherche dans le lycée. Il ne le trouve dans aucune des
quatre premieres salles. Quelle est la probabilité qu'il soit dans la derniére salle?

»+ Une usine fabrique des clefs USB dont 25 % n’ont pas la rapidité requise

pour étre vendues a I'export. Deux logiciels A et B permettent de tester les clefs. Les tech-
niques de tests sont completement différentes, ce qui amene a considérer leurs réponses
indépendantes. Plus précisément :
« silaclefestassez rapide, le logiciel A le détecte dans 95 % des cas et le logiciel B le détecte
dans 98 % des cas (avec une réponse indépendante en probabilité de celle de A);
« si la clef n’est pas assez rapide, le logiciel A le détecte dans 99 % des cas et le logiciel B le
détecte dans 98 % des cas (avec une réponse indépendante en probabilité de celle de A).

1) Une clef testée est annoncée assez rapide par le logiciel A et pas assez rapide par le logi-
ciel B. Quelle est la probabilité que la clef soit assez rapide?

2) Quelle est la probabilité que le logiciel A se trompe? que le logiciel B se trompe?

#»++ Soitn € N\ {0,1}. On place dans une urne n boules blanches. On effec-

tue une suite de tirages selon le protocole suivant :

» si la boule tirée est blanche, on la remplace dans l'urne par une boule rouge, puis on tire
la boule suivante en respectant le méme protocole;

« sila boule tirée est rouge, on arréte.

1) Soit k € [[2,n]]. Quelle est la probabilité que la boule rouge soit tirée au k-iéme tirage?
mn

k-klfn
2) Utiliser cette expérience pour montrer I'égalité Z — (k) =n

k=1
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& Exercices avec questions ouvertes

'Exercice 8 FU

Soit n € N*. Considérons n urnes numérotées de 1 a n, contenant chacune r boules bleues
et s boules rouges (1 < s).

On réalise I'expérience suivante. On choisit au hasard une premiére boule dans la premiére
urne que l'on replace dans la seconde et on répéte I'opération jusqu’a la derniére urne.

Quelle est la probabilité qu'une boule tirée au hasard dans la derniére urne soit bleue?
Indication. Etudier les cas n = 1 et n = 2 et émettre une conjecture que l'on vérifiera.

= . +++ Surundamierde quatre lignes quatre colonnes, on a placé quatre pions
au hasard. On considére les événements :

A : «les pions sont sur quatre lignes différentes »,
B : «les pions sont sur quatre colonnes différentes ».

Les événements A et B sont-ils indépendants?

Corrections

E=Z Exercices axés sur le calcul

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Exercice 1

1) Dire que A implique B revient a dire que pour tout w € 1, si w € 4, alors w € B. Donc
AcB.DouAUB =Bet

|IP(A UB)=P(B) = %

2) Si A et B sont incompatibles, alors d’apreés la propriété d'additivité d'une probabilité,

[IP(A UB) =P(4) +P(B) = %l

3) Si A etBsontindépendants, alors P(ANB) =P(4) x P(B) = é.
Puis, on conclut avec la formule du crible,

P(4UB) = P(4) + P(B) - P(A N B) = %’

1
4) D’apreés la formule des probabilités composées, P(A N B) = Py (A) P(B) = e

‘P(Au&:F(A)+P(B)—1P(Ana)=1—2.’
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5) D'aprés les lois de Morgan, AUB = ANB.D'ottP(ANB)=1-P(AUB) = 1/4.
OnaA = (ANB)U(ANB).Comme (AN B)et AN B sontincompatibles,

P(4) = P(ANB)+P(ANE), donc P(AnB)=P(4)-P@ANE)= %

B w

Finalement, P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) =

Exercice 2 Indépendance deux a deux et indépendance mutuelle

Remarque

Cet exercice fournit un exemple d'événements deux a deux indépendants mais qui ne sont
2 pas mutuellement indépendants. Rappelons que dans le cas de trois événements A, B et
s C, I'indépendance mutuelle se traduit par:

P(A N B) = P(4) - P(B)
P(ANC) =P(A)-P(C) et P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C).
P(B N C) = P(B) - P(C)

indépendance deux a deux

Al Al

1) OnaP(A) =P(B) =aetP(ANB) = = P(A) x IP(B).
Or0 <a<1.Dolta? # a Donc

A et B sont des événements indépendants.

On remarque que C = (A N B) U (A N B). Les événements (4 N B) et (4 N B) sont incom-
patibles, d'aprés la propriété d'additivité d'une probabilité,

P(C)=P(ANB)+PANB)=a?+(1-a)> =2a®-2a+1.

Et P(CNA) =P(CNnB)=P(ANB) =a’
C est indépendant avec A si et seulement si

P(C N A) =IP(C) x IP(A) a® = a(2a® —2a+1)
a(2a?-3a+1)=0
a(2a—1)(a—1)=0

= 12

0000

Jear0<a<1

Donc A et € sont indépendants si et seulement sia = 1/2. De méme, B et C sontindépen-
dants si et seulement sia = 1/2. Bilan :

A, B et C sont deux a deux indépendants si et seulementsia =

R
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2) Onsuppose a = % Donc A, B et € sont deux a deux indépendants. [Is sont mutuellement
indépendants si et seulement si en plus P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C). Or

P(ANBNC)=P(ANB) = % = P(A)P(B)P(C).

Conclusion : [A. B et € ne sont pas mutuellement indépendants.J

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 3

On a deux clefs qui ouvrent la porte, donc on effectuera au plus n — 1 essais.
Pour 1 < k < n — 1, on introduit les événements

« A, : « La k-iéme clef n'ouvre pas la porte »;
« By, : « On ouvre la porte au k-iéme essai ».

OnaB, =A;et,pour2<k<n—1,B, =4, NA; NN Ag_q NAp.

_ 208 (nok+D(n-k) _ 2(n-K)
T n(n-1)(n-2)-(n=k+2)(n—k+1) = n(n-1)

La formule des probabilités composées donne,pour2 < k< n-—1, "é'
o

P(Bi) = P(41)Pa, (42) Py, (45) - Payreity (i) P s (A1) E

n-2 n-3 -k 1]

el ?:-Uq: i (Jr. 1) g:‘:

O

LY

La formule est correcte pour k = 1 car P(B;) = ':-2'{ Finalement,

2(n—k)
n(n-1)

Pour k € [1,n — 1]}, la probabilité d’ouvrir la porte au k-iéme essai est ————

Exercice 4  Urne et indépendance

On peut modéliser chaque tirage par un triplet d’entiers éléments de [[1,n].
Autrement dit, @ = [[1,n]* et card(2) = n®. On est dans une situation d’équiprobabilité.

1) Soit A I'événement « les trois boules portent le méme numéro ».

A={@iii); ie[Ln]} et P(A)= z::jégg =|1.

n3 n?
2) Soit B I'événement « les trois numéros sont distincts ».

« n possibilités pour la premiére boule, puis,
» n — 1 possibilités pour la seconde boule (distincte de la premiére), puis,

289



290

Chapitre 17

w
p—

« n — 2 possibilités pour la troisieme boule.

_crd(B) nnh-1)(n-2) | (n—-1)(n- 2).
e o e card() ~ n3 _{ n2 J

Soit C I'événement « les deux premieres boules ont des numéros distincts ». On a

= 1 possibilités pour la premiére boule, puis
= n — 1 possibilités pour la seconde boule (distincte de la premiére), puis
« n possibilités pour la troisieme boule (pas de restriction).

card(C) n(m—-1)n [ n-1

e PL)= card(Q) n3 N

De méme avec D I'événement : « les deux derniéres boules ont des numéros distincts »,

n—1

P(D) =
(D) -
Pour I'événement C N D,

« n possibilités pour la premiére boule, puis,
« n — 1 possibilités pour la seconde boule (distincte de la premiére), puis,
« 1 — 1 possibilités pour la troisiéme boule (distincte de la seconde).
card(CND) (n—1)?
card(Q) =~ n?

D'otl P(CND) = = P(C)P(D).

Conclusion : [Les événements C et D sont indépendants.]

Soit E I'événement « les trois numéros sont en ordre croissant ». Les trois numéros tirés
forment un sous-ensemble de 3 éléments de [1,n]]. Pour réaliser E, il faut et il suffit de :
« trois numéros distincts, c’est-a-dire, un sous-ensemble de 3 éléments de [[1,n]] pour
lequelilya (3) = m possibilités,
« le plus petit est celui de la premiére boule, le suivant celui de la seconde boule, le plus
grand celui de la troisieme boule : ce qui peut se faire que d’une seule fagon.
P(E) = card(E) _ m—1)(n—- 2)_
card(Q) 6n?

Ainsi

Pour réaliser I'événement F « les deux premiers numéros sont en ordre strictement crois-
. . s g nin-1 AL . .
sant», il faut deux numéros distincts: {2) = % possibilités, le plus petit est le numéro

de la premiere boule, I'autre celui de la seconde et un troisiéme numéro quelconque. Donc
_card(F) n(n-1)n n-1
L5y = card(Q) ~  2n® ~ 2n

Si G est « les numéros des deuxiderniéres boules sont en ordre strictement croissant »,
2 A n_
on obtient de méme P(G) = =

OrGNF=Eet P(G)P(F)= —";;?2 et P(GNF)=82X2D),

6n?
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P(G)P(F)=P(GNF) & (’:jz =000 o 3(p—1)=2(n—-2)=n = —1.

én?

Conclusion : [Les événements F et G ne sont pas indépendants.]

Remarque
La dépendance de F et G s’explique ainsi : si F est réalisé, alors le numéro de la seconde
boule a plus de chance d'étre grand, ce qui diminue la probabilité de réalisation de G.

Exercice 5
On introduit les événements

« A « L'étudiant a laissé son portable chez lui»,
+ §; « U'étudiant a laissé son portable dans la i-éme salle » (1 < i < 5).

(A,51,S,, ...,S5) est un systeme complet d’événements, donc IP(4) + E P(S;) = 1.
Or P(A) = a et les événements de S; ont la méme probabilité. Donc, pour 1<i<h

1—c1

ZIF’(S;C)—I—G > P(S) =

4 —
Fl N 5iNS.
La probabilité que le portable soit dans la derniére salle est : P e (55) = E.%E‘,,?s).
i

i=1 i
P o
Ev(,n si)= 1-P( n st-)
=1 =1 \ .
| loi de Morgan

4
=1- ]P(IU S,')
i=1

v
=
9
—
¥
w
e
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o
v

=

i=1

| union disjointe

4
=1- T P(S)

4(l—a) 1+4a

Sl=——7—=—=

Si le portable est dans la cinquiéme salle, alors il n’est pas dans une des salles précédentes,

P(AFn P(S = el By e
(s= ) (55) = 5 » puis By )= s

- 3 B o - % 1 = a
Conclusion : {La probabilité que le portable soit dans la derniére salle est ET
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Exercice 6
Introduisons les événements

« R: «La clef est assez rapide »,

» A: « Le logiciel A annonce la clef assez rapide »,
» B : « Le logiciel B annonce la clef assez rapide ».

1) Calculons P, .= (R).
(R, R) constitue un systéme complet d'événements possibles. D'aprés la formule de Bayes
P(R) - Pz (AN B)

Fans (R) = P(R)-Px(ANE) + P(R) - Pz(ANE)

D’apres les propriétés d’'indépendances de I'énoncé :
» Pz (ANB) = Pz (4) - Pz (B) = 0,95 x 0,02
- Pz(ANB) = Pz (4) - Pz(B) = 0,01 x 0,98,
0,75 x 0,95 x 0,02
0,75 x 0,95 x 0,02 + 0,25 x 0,01 x 0,98 =

I1y a donc environ 85 % de chance que la clef soit suffisamment rapide.

D'oll Pz(ANB)=

0,85.

2) « «Le logiciel A se trompe » est I'événement (R N A) U (R N A). Lunion est disjointe,
d'apres la propriété d'additivité d'une probabilité
P(RNA)U(RnNA)) =P(RNA)+P(RnA)
= P(R)Px (A) + P(R)Pz (4)

= 0,75 x 0,05 + 0,25 x 0,01 =

- «Le logiciel B se trompe » est I'événement (R N B) U (R N B).
P((RnB)U (RN B)) = P(R)P¢ (B) + P(R)Pz (B)

= 0,75 x 0,02 + 0,25 x 0,02 =

On a un exemple ici de résultat qui peut paraitre contre intuitif. Le logiciel A se trompe

plus souvent que le logiciel B. N'empéche que, si A trouve la clef assez rapide et B au

contraire la trouve trop lente, alors la clef est assez rapide avec une probabilité supé-
{ rieure a 0,75.

¢ Remarque

Exercice 7

1) Introduisons, pour tout i € [[1,n]], 'événement B; : « on obtient une boule blanche au
i-éme tirage ».

Par ailleurs, on note Ry, : « La boule rouge est tirée au k-iéme tirage ».
OnaR, = B; N B, N+ N B,_; N B,. D'aprés la formule des probabilités composées,

P(Ri) = P(By) X Pg, (B;) X X Pgyn.npe_ (Bie1) X Prynnmyy (Br)-
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Soiti € [[2,k]. Si le i-eme tirage a lieu, c'est qu'on a obtenu des boules blanches lors
des i — 1 premiers tirages qui ont été remplacées par des boules rouges. Autrement dit,
pour le i-eme tirage, I'urne contient (i — 1) boules rouges et n — (i — 1) boules blanches,

- — k-1
1
Pg,n-ng;_, (Bi) = E‘%‘*l et Ppn.npe, (Bk) s
tirage k — 1 Ii:;; k
_ n! k=1 _ a! | (k=1)-(k=1)!
(n—(k—l)).’ nk (k-1)% (n —(k- 1)) nk

[ = N 1) te=~1)
_(k—l)' nk .

2) Précisons que le nombre de tirages est compris entre 2 et n + 1. Au début, il n'y a aucune
boule rouge et au maximum, les n boules blanches sont choisies et remplacées par des

boules rouges. Au tirage n + 1, il ne reste que des boules rouges.
n+1

k—1).(k—1)!
Ainsi, (R)1<k<n+1 forme un systéme complet d’événements et ;.-,Ez g o )( 2 (k 1) = 1.
Par changement d’indice et en multipliant par n, on retrouve 1'égalité annoncée.

Remarque
Cette égalité a été démontrée par une méthode calculatoire a I'exercice 11 du chapitre 4.

v
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& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 8

Remarque

Conjecturons le résultat.
Introduisons, pour i € [[1,n]), I'événement 4; : « La i-eme boule tirée est bleue ». On a

P(Ay) = -

I r+s
z (A,,A,) estun systeme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales :
:

P(42) = P(A;)Py, (4,) + P (A;) P1-(4,)

o r+1 % s o4 _ rr+s+1)  r
Tr+sr+s+1l r+sr+s+1 (r+s)r+s+1) r+s

o A T
r+1 boules B r boules B
5 boules R s$+1 boules R

On constate que I'on retrouve le méme résultat que si I'on avait tiré directement dans la
seconde urne. On conjecture que ce résultat perdure a chaque étape.

Montrons par récurrence que pour toutn € N*, P(4,) = m'
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« Initialisation. P(4,) = T—:s La propriété est vraie au rang 1.
» Hérédité. Soitn € N*. On suppose P(4,) = é (A,,A,) est un systéme complet d’évé-
nements possibles. D'apres la formule des probabilités totales :

P(Ans+1) = P(An)Pa, (Anss) + P (An) P (Anss)
r r+1 i s r _ Hr¥s¥l)  r
r+s r+s+1 r+s r+s+1 (@F+s)r+s+1) r+s

r+1 boules B  boules B
5 boules R 5+1 boules R

La propriété est vraie au rang suivant.

« Conclusion. vneN, P(4, =

r+s

Exercice 9
Numérotons les 16 cases du damier de 1 & 16 et considérons (, I'ensemble des parties de
[1,16] a 4 éléments. Choisir un élément de Q équivaut a choisir la position des quatre pions.
Par définition des coefficients binomiaux,

4(Q) = 16 _16><15><14><13_1820
card(Q1) = e 7 = s
Tous les choix sont équiprobables,
_ card(4) _ card(B) _ card(ANnB)
= card(Q)’ = card(Q) o FlAREF= card()

Pour réaliser 4, il faut un pion sur chaque ligne. Pour chaque ligne, on a 4 choix possibles :
card(A) = 4*. De méme avec les colonnes : card(B) = 4*. 1l vient

" 8
P(4) =P(B) = 1= et P(4):P(B) = -

Enfin, pour réaliser A n B, il faut choisir une case par ligne, de sorte que les cases soient sur
des colonnes différentes. Pour cela :
« on choisit une case sur la premiére ligne (4 choix),
+ puis une case sur la seconde ligne qui soit sur une colonne différente de la case choisie
précédemment (3 choix),
s une case sur la troisieme ligne qui ne soit pas sur I'une des deux colonnes déja occupées
(2 choix),
» pour la case de la derniére ligne, il ne reste qu'une colonne inoccupée (1 choix).

24
=] = P —
Donc card(ANB)=4!=24 et P(ANB) 1820
A la suite de ces calculs, on vérifie que P(ANB) = P(A) x P(B).

1.3 % 1,9%

[Les événements A et B ne sont pas indépendants.]




Variables
aléatoires finies

E’:ﬂ Exercices axés sur le calcul

* Soientn € N*,a € R, et X une variable aléatoire a valeurs dans [[0,n]] avec

a (n
vke[[On], PX=k)= T l(k)'

1) Pour tout k € [0,n]], exprimer IP(X = k) en fonction de a, net (.} }).
2) Déterminer la valeur de a.

3) Alaide de E(X + 1), calculer I'espérance de X.

+  Loi d'un maximum

Soitn € N\ {0,1}. On dispose d'une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On réalise
deux tirages avec remise. On note X la variable aléatoire réelle égale au plus grand des deux
numéros. On réalise un troisiéme tirage. On note Y le numéro de la troisieme boule.

1) Déterminer laloide X, laloideY.

2] Quelle est la probabilité que le plus grand des deux premiers numéros soit égal au troi-
siéme?

**  Loi d'une somme
Soit X une variable aléatoire réelle telle que X(Q) = [0,n]]. On suppose P(X = 0) > 0.

1) Soit ¥ une variable aléatoire réelle indépendante de X telle que Y () = [[0,n]].
Exprimer la loi de X + Y en fonction des lois de X et V.

2) Soit Z une variable aléatoire réelle indépendante de X telle que Z(Q) = [[0,n]).
Montrer que si X + ¥ et X + Z ont méme loi, alors ¥ et Z ont méme loi.
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-Xer ~ +»+ Majoration de la variance
Soient X une variable aléatoire réelle et a, b deux réels. On note m = E(X).
1) Montrer que E((X — a)(b = X)) = (m — a)(b —m) = V(X).
Indication. (X — a)(b — X) = (X —m) + (m — a))((b —m) + (m — X)).
2) On suppose a < bet X(Q) c [a,b].
a) Montrer que (m —a)(b—m) < @. En déduire V(X) < @.

b} Ce majorant peut-il étre amélioré?

3B Exercices axés sur le raisonnement

~ ++ Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Un sac contient n jetons

numérotés de 1 a n. On tire simultanément trois jetons. On appelle Y la variable aléatoire
égale a celui des 3 numéros tirés dont la valeur est intermédiaire entre les deux autres.
Par exemple, si les trois numéros sont 12, 5et 9, alors Y = 9.

1) DéterminerlaloideVY.

2) OnposeZ =n+ 1— VY. Montrer que Y et Z ont méme loi. En déduire |'espérance de Y.

| o #+ Une nouvelle expression de l'espérance
Soit X une variable aléatoire a valeur dans [[0,n]).
1) Pourtout k € [[1,n]], exprimer IP(X = k) en fonction de P(X < k) et IP(X < k — 1).

n-1
2) Endéduire, E(X) =n—- } P(X < k).
k=0

3) Application.
On dispose d'une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On effectue une suite de
N tirages d'une boule avec remise. On note X la variable aléatoire égale au plus grand

nombre tiré.

n=1,,\N
a) Démontrer que E(Xy) =n-— }, (+) .
k=0 M

b) Calculer, pour n fixé, Nlllllm E(Xy).

\ «+ Entropie d'une variable aléatoire

On note h I'application de R* dans R définie par h(0) = 0 et pour tout x > 0, h(x) = xInx.
Pour tout cet exercice, n est un entier naturel fixé et I,, = [[0,n]].

1) a) Montrer que h est continue sur R*.
b) Vérifier que, pourtoutx > 0,In(x) < x—1etqueln(x) = x—1sietseulementsix = 1.
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2) Soit X une variable aléatoire a valeur dans I,,, on définit I'entropie de X par

a)

d)

n
H(X) = —Z h(p;) ou, pourtouti €, p;=PX=1i).

i=0

On dit que U suit une loi uniforme sur [, si, et seulement si, il existe un réel « tel que,
pour touti € I,,, P(U = i) = a. Déterminer a, puis, calculer H(U).

Soit X une variable aléatoire a valeur dans I, telle que pour touti € I,, P(X = i) >
0. Montrer que H(X) > 0 puis que H(X) = 0 si et seulement si X est une variable
aléatoire certaine (c’est-a-dire une variable aléatoire qui ne prend qu'une seule valeur
avec une probabilité de 1).

En utilisant la question 1.b)), montrer que

: 1 1
viel, —h(pi)+piln(n+1) < %1 ke

En déduire H(X) < H(U), puis H(X) = H(U) si et seulement si X suit la loi uniforme
sur [y,.

*»% On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On ef-

fectue une suite de tirages de la fagon suivante. Si au i-éme tirage, on obtient la boule numé-
rotée k, alors on retire de I'urne toutes les boules dont le numéro est strictement supérieur
a k, et on remet la boule k dans I'urne. L'urne est alors préte pour le (i + 1)-éme tirage.
Pour touti € N*, on note X; le numéro de la i-éme boule tirée.

1] Silaseconde boule tirée a pour numéro 1, quelle est la probabilité que la premiére boule
tirée ait été la boule numéro 1?

n
; . ; 1
On exprimera le résultat en fonction de H, = }. e
k=1

2) a) Déterminer la loi de X, et son espérance.

b) Déterminer la loi de X,.

3) Soiti € N*. Exprimer la loi de X;,, en fonction de la loi de X;.

1
4) En déduire, pour touti € N*, [E(X;4,) = E(E(Xi) + 1}.

5) Calculer E(X;) pourtouti € N-.

=+ Une application des fonctions génératrices

Pour une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (,P(Q),[P) et a valeur dans
[0,n]] avec n € N. On définit la fonction génératrice Gy de X par

vteR, Gy(t) = E(t*).
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On admet que pour toutes variables X, Y indépendantes, toute fonction g : R = [, alors
g(X) et g(Y) sont indépendantes et

E(g(X)g(Y)) = E(g(X)) - E(g(Y)).

mn
I} Justifier que Gy est la fonction polynomiale : VteER, Gy(t)= X P(X =k)tk
k=0

Préciser Gx(1).
2) Justifier que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [[0,n],
alors

Gyyy = GyGy.
3) Application. Soit U une variable dont la loi est donnée par
1
U@ =[212] et vke[212], PU=k) =17

On considére deux dés truqués a six faces numérotées de 1 a 6. La valeur obtenue en

langant le premier (resp. second) dé est une variable aléatoire X, (resp. X, ). On suppose

X; et X, indépendantes. Le but de cette question est de montrer qu'il est impossible que

X; + X, suive la méme loi que U.

a) Montrer que, pour tout réel t, Gy (t) = i—iP(t) ol1 P est un polynome de degré 10.

b) Calculer, pour t réel, (t — 1)P(t). En déduire que P n'a pas de racine réelle.

¢} En déduire qu'il est impossible de trouver deux polynomes R et § de degré cing tels
que P = RS.

d) Conclure.

& Exercices avec questions ouvertes

*  Soit X une variable aléatoire avec X((1), un sous-ensemble fini de N".

1
1) Montrer que IE(X+ E) =2,

1
2] Quelle doit étre la loi de X pour avoir E (X + f) =27

~ | ++  Onplace dans une urne vide une boule blanche et une boule noire. On

effectue des tirages successifs d'une boule dans I'urne en appliquant le protocole suivant :
apres chaque tirage, on remet la boule dans I'urne en y ajoutant une boule de la méme cou-
leur.

Pour tout entier naturel n non nul, on note X,, le nombre de boules blanches obtenues lors
des n premiers tirages.

On introduira, pour tout i € N, I'événement B; : « tirer une blanche au i-iéme tirage ».

|) Déterminer la loi de X;, puis de X,. Conjecturer la loi de X,,.

2} Justifier votre conjecture.
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Corrections

= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Soitk € [[0,n]]. D’apreés les propriétés des coefficients du binome de Newton :

n+1 n+1l/n a n+1
(k+1)_k+1(k) L | PERE) S ( )‘

n+1\k+1
T n
Z] E IP(X k) s n+1 (ﬂ.+1
k=0

e 0n+1 k+17 0 “171+1 iz

- =((E ) - )

| formule du binéme de Newton

e ﬂ.+1
- n+1( =4
i wvi
Or, ([X = k]) est un systéme complet d'événements, ), P(X = k) = 1. -
kefon] k=0 (@]
=
N1
Nécessairement, a= Z“T-IJ E
o
3) D'apres le théoréme de transfert, 8
n n
n 2"(n+1)
E(X +1) = Z(k +DPX = k) = Z a(k) =a2n=
k=0 k=0
Or, par linéarité de l'espérance, E(X + 1) = E(X) + 1 et
mn-12"+1
E(X}=[E(X+ 1)—1=W'

Exercice 2 | Loi d'un maximum

1) Posons (1 = [[1,n])? afin d'étre dans une situation d’équiprobabilité.

« Loi de X.Ona X(Q) = [1,n]). Pour tout k € [1,n]], on écrit [X = k] comme réunion de
trois ensembles disjoints,

X =kl ={(kl)}u{@k); i e [Lk—1]}u{(ki); i € [Lk—1]}.

card(X=%) 1+(k—-1)+(k—-1) |(2k-1
card(Q) n2 | n?

D’ou PX=k)=
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« Loi de Y. L'urne contient toutes les boules de 1 & n. Donc

‘ Y(Q=[1n] et vke[ln], PY =k = %

2) Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements pos-

sibles ( [V = k] )keﬂmt]]

PX=Y)= IF’([X:Y]ﬂ[Y:k])

P([X=kIn[Y =k])

X et Y indépendantes

| par linéarité

I

ETE 2 n3 n

Exercice 3 Loi d'une somme

1) Comme X etY sonta valeurs dans [[0,n], (X +Y)(Q) = [[0,2n].
De plus, ([Y = i])_ o est un systéeme complet d’événements. D'apres la formule des
LEjONn
probabilités totales, pour tout k € [[0,2n],

POX+Y=k)= > P(X+Y=kn[r=1)

i=0
n

=Y B(x=k-inlr=1) .
Lo | car X et ¥ indépendantes

n
=ZIP(X=I{—1‘)IP(Y =
el P(X=k—-0D)=0sii>k

Miwa=k~nwv=&
1=0
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2) Démontrons que la propriété
PK) » vie[ok], PV=1)=PZ =i),

est vraie pour tout k € [[0,n].

« Initialisation. Pour k = 0. Par hypothése P(X + ¥V = 0) = P(X + Z = 0). D'apres la
question 1) cela donne,

P(X = 0P = 0)=PX = 0OP(Z = 0).
Comme P(X = 0) # 0, on en déduit P(Y = 0) = P(Z = 0). P(0) est vraie.

« Hérédité. Soit k € [[O,n — 1]. Supposons P (k) vraie. Pour montrer que P(k + 1) est
aussi vraie, il suffit de montrerque P(Y = k+ 1) =P(Z =k + 1).

Par hypothése, X + Y et X + Zont méme loi, donc P(X +Y = k+ 1) =P(X +Z =k +1).
D 'apres larelation dela 1) avec k + 1 au lieu de k,

k+1 k+1
ZIP’{X=k+1—z‘)]P(Y=i}=ZlP’(X=k+1—i)IP(Z=i)
i=0 " i=0
donc PX=k+1—-DPY =) +PX=0)PY =k+1)
iED
= P(X=k+1-i)P(Z=1i)+PX=0)P(Z=k+1).
]

=

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Grace a I'hypothése de récurrence, pour touti € [O.k], P(Y =i)=P(Z =i)et

K k
Zur(x =k+1-)P(Y = i):Z]P(X:k+1—E)]P(Z = i).
i=0 i=0
Apres simplification, il vient P(X = 0)P(Y = k+ 1) = P(X = 0)P(Z = k+1). Etcomme
P(X = 0) # 0, on en déduit
PVY=k+1)=PZ=k+1).

Si P(k) est vraie, alors P(k + 1) est vraie.
« Conclusion. Pour tout k € [[O,n]], P(k) est vraie.

[Les variables Y et Z suivent la méme lui.]

Exercice 4 = Majoration de la variance

1) Notons a = E((X — a)(b - X)).

a = E(((X = m) + (m = ) ((b = m) + (m - X))).
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En développant le produit,

a=E(X- m)(b - m) + (X - m)(m —X) + (m—a)(b —m)+ (m—a)(m — X)).

———

i ch Em

Par linéarité de l'espérance,

a=(b-m)(E(X) —m)+E((X —m)(m — X))+ (m — a)(b — m)+(m — a)(m — E(X)).

Or E(X) = m, ce qui permet de simplifier,

a=E((X-m)(m=X))+(m—a)(b—m)=(m—a)b—-m)—E(X-m)?).

Par définition de la variance,

[IE((X —a)(b-X)=(m-a)(b-m) - ‘U(X].l

2) a) Par hypothése, a < X < b, donc par croissance de l'espérance,a < m < b.

Soit f définie sur [a,b] par f(t) = (t — a)(b — t). f est polynomiale donc dérivable
avec pour tout t € [a,b], f'(t) = =2t + a + b.

. ' a+b ; i atb
f est croissante sur l'intervalle [G,T], décroissante sur [-2—.b]. Dongc, f admet un

maximum atteint en (a + b)/2, pour tout t € [a,b], f(t) < f(? :
atby _ (b—a)? (b —a)?

Or f(T) = ——,donc| (m—a)(b—m) < o

« Commea< X<Dbh, (X—a)(b—-X) > 0.

Par positivité de l'espérance, IE((X —a)(b - X}) > 0.

: - (b —a)?
D’aprés la question 1), V(X)) < R

Montrons que la majoration ne peut étre améliorée en déterminant une variable aléa-

toire U telle que V(U) = (h_:}z

- & " ¥, [l ¥ ra - # . a+b
L'inégalité de la question 2 a) est une égalité sim = -—

Linégalité IE[(U - a)(b - U)) = 0 est une égalité si (U — a)(b — U) = 0 presque
stirement. On considére U(Q1) = {a,b} avec p = P(X = a). Alors

E(U) =alP(U=a)+bP(U =b) =ap + b(1 - p).

a+b 1
E(U) =

(b-a)?

On trouve bien alors V(U) = [L’inégalité ne peut pas étre amé]iorée.]
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5

1) Considérons comme univers de possibles (1, 'ensemble des parties de [[1,n]] a 3 éléments.
Avec ce choix, on est en situation d’équiprobabilité.

T (;) _nn- lg(n - 2).

La valeur de Y peut étre n'importe quel numéro, a l'exception de 1 et n.

(Y@ =[2n-1].)
Soitk € [[2n — 1], on a [Y = k] si et seulement si parmi les trois numéros on a un

numéro strictement inférieur a k (k — 1 possibilités), k (1 seule possibilité) et un numéro
strictement supérieur a k (n — k choix). Donc

card(Y =k)=1x(k—1)x (n—k).

wv
S
card ([Y =k]) 6(k—=1)(n—k) =
— - —_— -— . h
waslEn= Tr=% card(Q) nn—-1)(n-2) bt
(o
2) Onremarque que Z(Q) = [[2,n = 1]] = V(). Pour tout k € [[2,n — 1]}, 5
o
PZ=k)=Pn+1-Y=k)
PY=n+1-k) \
6((n+1-k)—1)(n—n+1-k)) | question précédente
= nn—1)(n-2) S
g -1k -1 | sSimplications
_Se-RE-1
nn=-1n-2)
Par définition, (Y et Z ont méme loi. |

« Comme l'espérance d'une variable aléatoire ne dépend que de la loi,

EV)=EZ)=En+1-=Y)=n+1-=E(Y) (parlinéarité).

n+1]

Concluons ‘ E(Y) = 5
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Exercice 6 Une nouvelle expression de l'espérance

1) On écrit [X < k] comme union de deux événements incompatibles
X<kl=[X<k-1]U[X =k].
Par la propriété d'additivité d’'une probabilité,

PXL<Kk)=PX<k-—1)+P(X =k).

Il vient (P(X =k)=P(X <k)-P(X <k-1).]

2) Par définition de I'espérance

E(X) = éﬂkﬂv(x s ﬁl KP(X = k)
= kﬁlk(m(x <k)-PX <k-1))

= 3 kPX < k) — 5 kP(X < k—1)
k=1 k=1

1 n-1

=nPX <n)+ i kP(X < k) —
LIS = k

=1

r

n-1

—nt+ T KPX <k) - % (k+1)PX <K)
k=0 k=0

ajout du terme k = 0 nul

n-1
=(n-) PX<k).

3) a) Méthode 1.

i_o(k' TP <K) ©

| par linéarité

. changement
/ d'indice

| par linéarité

Considérons 1 = [1,n]]¥, comme univers des possibles. On est dans un cas d'équipro-

babilité. Pour tout k € [1,n — 1]}, [Xy < k] = [LK]",

_card(Xy<k) _(k\"
F’(Xﬁiik)mw—(;) .

Méthode 2.

Notons, pour tout i € [1,N]], 4; I'événement « le numéro de la i-éme boule tirée est

inférieur a k ». Avec ce choix

N
[Xy < k] = A, 04, NN Ay =ﬂ.ﬁ1;.
i=1
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Comme les événements (A4;);ef1 v Sont mutuellement indépendants,

P(X k—N]P’A—Nk—kN
e<ty=| |reay=] |2=(5
=1 =1
n-1 T N
D’apres la question précédente IE(XN)zn-Z(E) -
k=0

N
b) Pourtoutk € [1,n—=1],0< ¥ <1.Donc lim (—) =0
n N—=+e \ N

Par linéarité des limites, on en déduit que [Nlj’lllm E(Xy) = n.]

Exercice 7  Entropie d'une variable aléatoire

1) a) Par produit de fonctions continues sur R}, h est continue sur R}.
h est continue en 0, car d’apreés les croissances comparées, lirra h(x) = 0 = h(0).
X=

vy

[h est continue sur IE*.] g

b) Ondéfinitsur RY, f(x) = In(x) = (x—1). f est dérivable sur R} en tant que différence E
de fonctions dérivables sur R} avec g:l

il s 1—1_x t fi(x)>0 & <1 %
fe=--1=— & (9 x<1. S

f est donc strictement croissante sur ]0,1] et strictement décroissante sur [1, + oo[. f
admet donc un minimum uniquement atteint en 1. Or, f(1) = 0. f est donc positive et
strictement positive sauf en 1. Autrement dit,

[Pour toutx > 0,In(x) < x — 1 etIn(x) = x — 1si et seulementsix = 1.]

Remarque

Au second semestre, on pourra utiliser un argument de concavité.

La fonction logarithme est strictement concave. Sa courbe est en dessous de chacune
de ses tangentes et strictement en dessous hors du point de contactde la courbe avec
la tangente. Or la tangente en (1,0) a pour équation y = In"(1)(x—1)+In(1) = x—1.
D’ott le résultat.

2) a) Comme ([U = i]) est un systéme complet d’événements,

iEcroom

mn
ZIF‘(U =i)=1, puis, (n+1a=1
i=0
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n mn

1 1 1
Et H(U):—ZJ:(MI)=—zn+11n(n+1)=ln(n+1).

i=0 i=0

b) Pourtouti € I, 0 < p; < 1.0Onah(0) = h(1) = 0 et pourx € ]0,1[, onaIn(x) < 0.
n
Ainsi, —=h(p;) > 0. Par somme, H(X) = ¥ —h(p;) = 0.

= Une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls.
Donc

HX) =0 o viel, (p=0oup=1).

n
Or, Y p; = 1. Donc toutes les probabilités sont nulles sauf une.
i=0

[H(X) = 0 si et seulement si X est une variable aléatoire certaine.]

c) Sip; =0, le résultat est directement vrai. Sinon, p; > 0 et

1 1
—h(p:) + Pf]“(n > 1) = —piIn(p;) + p; lﬂ(n o 1)

=piln (;)
pi(n+1)

Question 1 b) avecp; = 0

n

n 1 n n
d) B =2 -hp) < 3 g = 2 w= B win ()

S

=1 =1

mn
< ln(n+1)i§0i:j- :;

—,

=1
Ily a égalité si et seulement si chacune des inégalités qui sont sommeées est une égalité.
Or, I'inégalité de la question 4 b) est une égalité si et seulement si
1 1 1 1
~h@)+pin() = oy —p = ‘“(m(m;) 5 oot
1
pi(n+1)

=~ =

1

=0

pi(n+1)

2) et

n+1

[H(X) = H(U) si et seulement si X suit la loi uniforme sur In.]
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Exercice 8

1) Calculons Ppy, _1) (X; = 1).

Appliquons la formule de Bayes avec le systéme complet d'événements ([X1 = k])kenn —

]P[X1=1] (Xz =1) P(X,=1)

]lB = X = 1 = -
e K= =—5—p %, = DPX, = 1)
kef[1n]

Si [X; = k] est réalisé, alors 'urne contient les boules de 1 a4 k au moment du second
tirage :

1
]P[Jt'1=k] (Xg = 1) = E.
o 1x % 1
D ou Pix2=1] (X]. — 1) = E_ETE' — —Er-l-.
ke[ln] ¥ 7
2) a) LoideX,.
Pour le premier tirage, toutes les boules ont la méme probabilité d'étre tirées. v
=
o]
(@) =[1n], vke[1ln], PX,=k)=- =
n n E
1 n+1
Et E(X1)=Zk]p(x1=k)=_zk= . S
n 2 O
k=1 k=1

b) Loi de X,. La premiére boule tirée est remise dans I'urne, toutes les boules peuvent
étre a nouveau choisies.

[ X2(@) = [1n]|

Soit k € [1,n]]. D’apres la formule des probabilités totales,

nl-—L

mn
1
P(X, = ) = Z Pix,-) (K2 = P(Xy =) = ) =
j=k

j=1 =0si j<k

3) Au (i + 1)-éme tirage, toutes les boules peuvent étre présentes et étre ainsi choisies. On
[ Xit1 () = [1.n]). ] Soit k € [1,n]). D'aprés la formule des probabilités totales avec le

systéme complet d'événements possibles ([X;4; = }]); L]’

n

1
P(Xisy = K) = Zm 1 (ia = DPOG =)) =| ) = PCK =)

1_1 =03l j<k ."=k
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4) Soiti € N,
n n 1
E(Xis1) = Z KP(Kir =), = > "(Z 7P =))
k=1 \JT=k
n j
= Y e Z(—P{X -;)(Z ))
1<k<jsn / =1 k=1
=;1 (me—n+ZMXwﬂ
=E(Xj) =]
1
- [Lceey+ 1)}

5) Lasuite (E(X;)) est une suite arithmético-géométrique.
 Le point fixe £ vérifie £ = ~(£ + 1). Donc £ = 1.
« La suite (v;) définie, pouri € N” par: v; = E(X;) — 1 est géométrique de raison % On
en déduit, pour i € N°, v; = v, /27! et, d’apres la question 2 a),

E(X;) =(%) ) (Exp-1)+1= Tl+ i

! Remarque

s # . )z

¢ On constate que E(X;) W 1. Résultat assez logique : plus le nombre d'étapes augmente,
2 plus la probabilité de n'avoir plus que la boule 1 augmente.

Exercice 9 Une application des fonctions génératrices

1) Soitt € R. On définit g sur N* par g(x) = t*. D'apres le théoréme de transfert,

Gx(t) = E(t*) = E(g(X)) = Z giOP(X = k) = Z P(X = k)tk,
k=0 k=0

Comme ([X = k]) est un systéeme complet d'événements

kefon]

Ge(1)= Y PX=k)=1.

2) Soitt € R. En utilisant le résultat admis dans I'énoncé,

G4y (t) = E(t*HY) = E(t¥t")
= E(g(X)9(V)) = E(9(X)) - E(9(1))
= Gy(t)Gy (t).
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3) a) Soitt € R.

12 1 12 1 10 tz
- — k= k - __ k+2 —
Gy(t) ZP(U =0 Zt FRea 1] Z : 1F®:
k=2 k=2 k'=0

10
ol P est le polynome défini sur R par | Pl)= ¥ r".]
k=0

b) Soitt € R.
1-0P()=(1-1t) Ef tk = t‘ic:' £k Et"“ = })_,“O £k E k' =1 -1
( B K=0 k=0 k=0 k'=k+1 k=0 K21 ‘
Si a est une racine de P, alors (1 — a)P(a) = 0,donca’* —1 = 0.

La fonction h : t € R = t*! — 1 est strictement croissante sur IR, donc injective. Elle
s'annule en 1, qui est la seule racine de (1 — t)P(t). Mais P(1) = 11 > 0. Donc P n'a
pas de racine réelle.

c] Raisonnons par I'absurde en supposant que P = RS ou R et § sont deux polynémes
de degré 5. Alors R et S ont au moins une racine réelle, d'aprés les propriétés de fac-
torisation des polynomes. En contradiction avec la question précédente.

! Remarque
i Si R est un polynome de degré impair (et de coefficient dominant positif) alors

:

« D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, R s'annule au moins une fois.

Restcontinuesur R et limR =4, limR = —oo,
+ 00 -0

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

d) Supposons que X, et X, existent et X; + X, a méme loi que U. Alors

GA'1+X2 == GU - Gx;_Gx;'

Or X;(Q) = [[1,6]. Donc, pour tout t réel

5

6
Gr,(0) = ) PO =) = ¢ Z P(X, = k' + 1)t = tR(¢),
k=1

k=0
avec R, polynome de degré 5. De méme, pour tout t réel

5
Gy, (t) =t Z PO =& + 15 =800 (avec S, polynome de degré 5).
kT=0

Or, d’apres la question précédente, on ne peut factoriser P a I'aide de deux polynémes
de degré 5 (P = RS). Finalement,

[I] est impossible que X, + X, suive la méme loi que U.]
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Chapitre 18
& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 10

2 a2
) Xx+3-2=2222 =0 5 0.poncX + 5 > 2.
1
Par croissance de l'espérance, lE(X - %) > E(2). Donc| E (X - E) > 2

2) PosonsY =X + % —2.0naY > 0d’apres la question précédente.
S'il existe k € Y(Q) tel que k > 0 et P(Y = k) > 0, alors

E(Y) = kP(Y = k) + Z XP(Y = x) > kP(Y = k) > 0.
XEY(N)x#k

=0

Par contraposée, E(Y) = 0 si et seulement si ¥ est la variable certaine égale a 0. Donc,
i |
EiX+<s]=2 & EY)=0 & PY=0=1

X
& IP"(X+%—2=U)=1 = []P{X:l):l.]

[X est presque slirement constant a 1.]

Exercice 11

1) Loide X,. Au premier tirage, il peut avoir une ou deux boules : X, (Q) = {0,1}.

Pk, =0y = 2020 1 P(X, = 1) = 1 — P(X, = 0) = ~
(X, = )—W—E et P(X,=1)=1-PX,=0)=s3.

(<S4

Conclusion : Xiy=101} P =0 =P, =1)=

Loi de X,. X,(Q) = {0,1,2}.

- P(X, =0) = P(B, nB;) = P(B)P5 (B;) =
« P(X; =1) =P(By N By) = P(B)Pp, (B;) =
cP(X,=2)=1-P(X, =0)—P(X, =2) = ..

Conclusion : [Xz(ﬂ) ={0,12} et PX,=0)=PX,=1)=P(X,=2)= %




Variables aléatoires finies

2) Montrons par récurrence que pour toutn € N*,
Pn): X, (Q)=[0n] et vkel[0on], P(X,=k)= ﬁ

« Initialisation. Pour n = 1, la propriété a été montrée a la question précédente.

« Hérédité. Soit n > 1. On suppose P(n).
Déterminons la loi de X, 4,. Clairement, X,, 4, (€2) = [0,n + 1]

Soit k € [[L,n]. Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d'événements (By+1,Bn41)-

P(Xn41 = k) = P([Xns1 = k] N Bpyy ) + P([Xn41 = k] N Bryy)
=P([X, =k —1]NByy,) + P([X, = k] N Byyy )
= P(Xp = k = 1Py, 1) (Bus1) + P(Xn = )Pyt (Busa ).
Si [X, = k — 1],on a ajouté k — 1 boules blanches et n — k + 1 boules noires lors des n
premiers tirages. Ainsi l'urne contient n + 2 boules dont k blanches. D'ot1

k
n+2

P'[;cr,=k+—1] (Bns1) =

Si [X,, = k], alors on a ajouté k boules blanches et n — k boules noires lors des n premiers
tirages. Donc

v
=
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v

n—-k+1
P xy=k] (B““): n+2
- 1 k 1 n—-k+1 1
Dot ¥k € [[1,n], [F'(Xn+1=k}=n+1n+2+n+l n+2 =n+2'
Py P(n)

Et, par ailleurs
I n¥El 1
n+1n+2 n+2

1 n+1_ 1
n+l n+2 n+2

P(Xn41 = 0) = P(Xy = 0)Ppy, o] (Bur1) =

P(Xp4p =n+1) = PX, = )Py, —p) (Bpy1) =

Dong, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

+ Conclusion.

1
vne N, X,(QQ) =[0n], vke[on], PX,=k)= Y

3N



Lois usuelles

== Exercices axés sur le calcul

*  Un calcul d’espérance

Soientm € N” et p €]0,1[. On suppose que X < B(m,p).
OnnoteY = ﬁ Sans déterminer la loi de Y, calculer I'espérance de Y.

»  Jetons et boules

On dispose d'un sac contenant 10 jetons numérotés de 0 a 9 et d'une urne contenant une

boule blanche et deux boules noires.

On organise le jeu suivant. Le joueur tire un jeton au hasard. On note X la variable aléatoire

réelle égale au numeéro du jeton tiré.

« Si X > 0, alors le joueur gagne X euros et le jeu s'arréte.

« Si X = 0, alors le joueur effectue 9 tirages avec remise dans I'urne. Chaque tirage d’'une
boule blanche lui rapporte un euro.

On note G la variable aléatoire réelle égale au gain réalisé lors d'une partie.

1) Donner laloi de G.

2) Quelle mise initiale doit prévoir 'organisateur du jeu pour gagner en moyenne 0,2 euro
par partie?

*»»  Mode(s) de la loi binomiale

Soit X une variable aléatoire réelle discréte. On appelle mode de X, toute valeur x € X(Q)
telle que
vyeX(), PX=y)<PX=x).
I) Soitn € N". Soit p €]0,1[. Montrer que, selon les valeurs de n et p, la loi B(n,p) admet
un ou deux modes que |'on précisera.
2] Pour n = 9, illustrer par des représentations graphiques en Python les différents cas
obtenus.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

* Déplacements sur deux cases

On dispose d'un damier avec deux cases numérotées 1 et 2 et d'une piece de monnaie équi-
librée. On place un pion blanc sur la case 1 avec une probabilité a et sur la case 2 avec une
probabilité 1 — a. On lance indéfiniment la piéce de monnaie. A chaque lancer, si la piéce de
monnaie tombe sur pile, on change le pion de case, sinon il reste sur la méme case.
Pour tout n € N, on considére I'événement

A, : « La piéce est sur la case 1 apres le n-ieme lancer de la piéce ».
On note, pour tout n € N, u,, = P(4,,). En particulier u, = a.
1) Calculer u,. Déterminer, pour tout n € N°, la valeur de u,,.

2) Onprenda = 1.

a) A quelle condition sur le nombre de piles réalisés lors des n premiers lancers, I'évé-
nement A,, est-il réalisé?

n

b) En déduire, pour tout n € N, la valeur de Z (k

). ou E, ={k € [[O,n] ; k pair }.
*  QCM

Un QCM est composé de vingt questions. Pour chaque question, on propose quatre réponses,

et une seule des quatre réponses est juste a chaque fois. Une bonne réponse rapporte un

point. Une mauvaise réponse entraine une pénalité d'un tiers de point.

Un candidat peu scrupuleux répond a chaque fois au hasard, et ses choix entre les diffé-

rentes questions sont indépendants les uns des autres. On appelle X la variable aléatoire
qui renvoie le nombre de réponses justes, et N la note correspondante.

1) Donner laloi de X.
2) Exprimer N en fonction de X.
3) Quelle note peut espérer le candidat, en moyenne?

~ »« Etre ou ne pas étre une loi binomiale

I} Un restaurant universitaire ouvre. 100 étudiants qui ne se connaissent pas entrent. La
probabilité qu'un étudiant soit en Master est de 0,3. On note X le nombre d'étudiants en
Master parmi les 100 étudiants. Quelle est la loi de X, son espérance, sa variance?

2) On dénombre 35 étudiants en Master parmi les 100 étudiants qui sont dans le restau-
rants. 40 étudiants sortent. On note ¥ le nombre d’étudiants en Master qui sont sortis du
restaurant.

a) Quelle estlaloide Y?
b) Pour chaque étudiant sortant du restaurant, on définit une variable aléatoire de Ber-
noulli valant 1 si I'étudiant est en Master, 0 sinon. On note (Z;), ;<4 les variable aléa-

toires ainsi obtenues.
Exprimer ¥ en fonction des variables (Z;)1<i<40- En déduire I'espérance de Y.



Lois usuelles

++  Mutualisation des risques bancaires

Une banque propose de préter de I'argent selon le modele suivant. Lemprunteur regoit une
somme c et doit rembourser le double vingt ans plus tard.

Soit q € [0; 1] la probabilité de non-remboursement et X la variable aléatoire égale au gain
de la banque.

1) Donner laloi de X.
2) Préciser I'espérance et la variance de X en fonction de g et c.

Considérons maintenant 10 banques et 10 emprunteurs. Ces dix banques vont partager les
risques de la maniére suivante. Chaque prét est découpé en 10 tranches de ¢/10 pour un
gain de 2¢/10, chaque tranche est désigné par le terme titre. Les banques se répartissent
équitablement les titres. Ainsi, chaque banque dispose maintenant de 10 titres. Notons X’
le gain d'une banque et N le nombre d’emprunteurs qui vont faire défaut. On suppose que
les événements « Lemprunteur i fait défaut » sont mutuellement indépendants.

3) Donner laloi de N. Préciser I'espérance et la variance.
4) a) Donner la relation entre X’ et N.

b) En déduire I'espérance et la variance de X'.

c) Comparer ces résultats avec X.

5) Expliquer I'intérét pour les banques de ce procédé.

=+= Fonctions génératrices

Soit X une variable aléatoire discréte finie a valeur dans N. Soit n tel que X(Q) c [[0,n]. On
définit la fonction génératrice de X par,

n
pour toutréel t: Gy(t) = Z P(X = k)t~
k=0

) Soient X et Y deux variables aléatoires finies a valeurs dans N.
Montrer que si Gy = Gy, alors X et ¥ ont méme loi.

2) Calculer la fonction génératrice d'une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de
parametres (n,p).

Application.

Soit n € N”. On dispose d'une urne contenant une boule blanche et une boule noire. Ony
effectue des séries de tirages selon le protocole suivant :

Pour la premieére série, on effectue une suite de n tirages d'une boule avec remise. Si on ob-
tient k fois la boule blanche lors de cette premiére série de tirages, on effectue une suite de
n—k tirages d'une boule avec remise pour la seconde série. On répéte les séries de tirages de
telle maniére que si on a obtenu j fois la boule blanche lors des i premiéres séries, la (i + 1)-
ieme série de tirages consiste a tirer n — j boules avec remise dans I'urne. Autrement dit, si,
pour tout entier naturel non nul i, on désigne par Y; la variable aléatoire égale au nombre de

i
boules blanches obtenues lors de la i-éme série, et X; = Y, Y,,. Alors, si X; = j, on effectue
m=1
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n — j tirages pour la (i + 1)-ieme série. Précisons que si pour un certain i, X; = n, on pose
pour tout entier j > i: X; = 0.

En particulier, X;(Q2) < [[0,n]] et on note G; la fonction génératrice de X;.
3) Donner laloi de X; et sa fonction génératrice.
4) Soiti € N".
a) Soient k et j deux entiers tels que 0 < k < j < n. Que vaut P ([X;44 = k] n [X; = j])?

b) Soient k et j deux entierstelsque 0 < j < k < n.
Exprimer P ([X;4; = k] N [X; = j]) en fonction de P(X; = j).
Indication. Remarquer que ([X;4; = kI N[X; =j]) = ([Yisa =k =j10n[Xi = 1)

c) Endéduire, pour k € [0,n]], P(X;+1 = k) en fonction des valeurs (IF’(XI- o j))jeﬂo ol

mn
d} Montrer que pour toutt # —1, G (B) = (%) G; (%)
n
5) Justifier que pour touti € N*, ettoutt € R,  G;(t) = (% +(1- %)t) ;
Conclure en donnant la loi de X;.

& Exercices avec questions ouvertes

. +»  Exemple d’optimisation des colits

Une coopérative de production de comté regroupe 2n producteurs de lait. On souhaite tester
la qualité du lait.

On sait que chaque producteur, indépendamment des autres, a une probabilité p €]0; 1]
de produire un lait de qualité suffisante. Pour minimiser le coiit des tests sans prendre le
risque de conserver un lait de mauvaise qualité, on procéde de la maniére suivante : on
forme des groupes de 2 échantillons; dans chaque groupe, on mélange les laits en un seul
double-échantillon, dont on teste la qualité du lait.

Si on détecte que le lait est de qualité insuffisante dans un double-échantillon, on teste les
deux laits séparément.

1) Quelle est la loi du nombre de double-échantillon mauvais?

2) A quelle condition sur p cette méthode est-elle intéressante?

Corrections

=3 Exercices axés sur le calcul

Exercice 1 Un calcul d’espérance

La variable X est finie et a valeurs dans [[0,m]]. Il en résulte que ¥ = T est bien définie,

et que c’est également une variable finie. Elle admet donc une espérance.



Lois usuelles

Avec le théoréme de transfert :

S 1 fe o
m(?}=;k—HP(X=k)=Zom(,{)p’*(1—p) €,

m+1 m+1/m
Rappelons que pour k € [[0,m]], (k 4 1) = m(.’c ), donc

m

m
1 m+1 1 m+1
s krq — aym—k — K+171 _ 4, ym-k
B kz_om+1(k+1)p(1 4 p{m+1)k_u(k+1)" e

m+1

1 m+1
s i 1 = n41-j
j=k+1 p(m + 1) IZ; ( j )p 1-=p)

1 — m+ 1 , ;
= J =, m+i-j _ - m+1
E(Y) p(mﬂ)(( ; )p (1-p) (1-p) )

Il reste a appliquer la formule du binéme de Newton,
|
= ke — m+1
{Em T )'}

Exercice 2 | Jetons et boules
1) G(Q) = [[0,9]. Pour tout k € [[1,9]], on peut gagner k euros, soit en tirant le jeton k, soit
en tirant le jeton 0 puis en tirant k fois la boule blanche. On a donc, pour k € [1,n]]
P(G=k)=P([X=klU(X=0]n[G=k]) \ union d’événements
=PX = k) +P(X =0). Px_q; (G =k) «incompatibles

e ——————————————
loi binomiale B(9.1/4)

- 3+ GG

v
=
9
—
¥
w
e
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2 9
Et IF’(G=D)=IF°([X=G]F|[G=O])=T-(—).
2) La mise initiale doit étre de E(G) + 0,2. Or,

0= pm (IH(E)(%)"(%)*'“)

k=0 k=1 T
9 | par linéarité

I OO

k=1

espérance de laloi B(9,1/3)

1 9x10 i
= 22200, 2 xox s =(48)

L'organisateur doit prévoir une mise de
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Exercice 3 Mode(s) de la loi binomiale

1) Posons pourk € [On], u, =P(X =k)>0.
Etudions les variations de la suite. Pour k € [[0,n — 1].

Uy _ (1 )P (1 = pyn*-t _ nlk!(n—k)lp __(-kp
W (Mpk(1 - p)n-k Talk+DIm=-k-1D!(1-p)  (k+1)(1-p)

(u,,) est strictement croissante lorsque

U1 = 1 = M E

" (k+1)(1-p) J{k+11—p)>0
& (n=kp>Ek+1)(1=-p) ¢
= k<pn+1)-1

Or—1<p(n+1)—1 < n. Ondistingue alors 4 cas :

« p(n+1)—1 < 0. Alors, pour tout k € [[0,n — 1], u:_: < L
La suite (g )gepon €St strictement décroissante.

[On a un seul mode : 0. La valeur du mode est P(X = 0) = (1 - p)“.]

iU

e« p(n+1)—1>n— 1. Alors, pour tout k € [O,n — 1],
La suite (uy)kefo,n] €St strictement croissante.

E+1 =~ 1_
Ug

(On a un seul mode : n.|

e0<pn+1)—1< n-1.0nadeuxsous-cas:

— Premier sous-casp(n+ 1) — 1 € [0,n — 1]).
Autrement dit, il existe ky € [O.n = 1] tel que ky = p(n+1) = 1.
Pourk <k, (0< k< ky—1),0na % > 1,doncuy <uy < - < Uy,
k
Uky

ukg+1

Puis pour k > ko (kg + 1 < k < n),ona

Puis = 1,donc ug, = Uy +1.
Uk+1

=t 1, donciuy 4q < Uy < -+ < Uy,
k

[On adeuxmodes:p(n+1)—1letp(n+ 1).]

— Second sous-casp(n+1)—=1¢& [[O,n = 1].
Alorsil existe kg € [On— 1] telque kg <p(n+1)—1< ko + 1.

ko =lpin+1)=-1]=p(n+1)] -1

ou |x] désigne la partie entiére de x

Uk
U

Pourko+1<k<n-1o0na “::—;‘ <1,donc iy 4y < Ugprp < o+ < Up.

Pour k < kg, ona > 1,doncuy < uy <o < Upgyg.

[L‘Jn aun seul mode : k,,, = [p(n + 1)].}




Lois usuelles

2) On écrit une fonction liste_loi_binom qui renvoie la liste des valeurs pour construire
I'histogramme. On utilise, pour 1 < k < n,larelation P(X = k) = WF(J{ =k-1).

def liste_loi_binom(n,p):
proba=(1l-p)**n # P(X=0)
b=[probal
for k in range(l,n+1l):
proba=((n-k+1)*p)/(k*(1-p))*proba
b.append(proba)
return b

Pour afficher Il'histogramme on utilise
plt.bar. p=0.05 p= 0,95

made - 0 mode : 9

import matplotlib.pyplot as plt |
l

012 34567E8Y% 01234567829

n=9
X = range(n+1) =03 B 0,65
p=0.5 modes : 2 et 3 mode : 6

width = 0.1
plt.bar(x, liste_loi_binom(n,p),width) |

|
012 3458678% 01234567829

v
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 4 | Déplacements sur deux cases

1) (AO,A_OJ est un systeme complet d'événements. D'apres la formule des probabilités totales
w, = P(4,) = P(4; N 4,) + P(4, N 4,).
Sia €]0; 1], les événements sont non négligeables et :
1

— i 1
uy = P(4;) = Py, (41) P(Ao) + Py () P(Ap) = Sa+ S(1-a) = 5-

On constate, a posteriori, que la relation reste valable poura = 0eta = 1.

« Pour n € N". Il suffit de reprendre le calcul avec le systéme complet d'événements
(An-1,4n-1)
1 1 1
Up = SUn-g + (1= tpy) = 5

1
Conclusion : Pourtoutn e N°, u, = 5
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2) a) Sia = 1, alors le pion est sur la case 1 au début. Il sera sur la case aprés le n-ieme
lancer si et seulement si on a effectué un nombre pair de déplacement, c'est-a-dire
obtenu un nombre pair de piles lors des n premiers lancers.

) En considérant qu’'obtenir pile est un succes, les lancers forment une suite d'épreuves
de Bernoulli identiques et indépendantes. Le nombre de succés lors des n premiers
lancers est donc une variable aléatoire X,, qui suit une loi binomiale de paramétres

(n,1/2).
Oru,= ¥ PX,=k)= % D’apres l'expression de la loi binomiale,
n\, 1l \k,1\n-k 1yn n
Y ron=n=3 ()@ =@ 2 (o)
kEEn kEEn kEEH
Finalement : Pour toutn € N-, Z (:) = A

kEEy,

% Remarque

On pourra consulter I'exercice 2 du chapitre 4 pour une preuve calculatoire.

Exercice 5| QCM

I} La variable aléatoire X compte le nombre de succes dans une succession de 20 épreuves
de Bernoulli (avoir oui ou non la bonne réponse) mutuellement indépendantes et de
meéme parametre 1/4 (il y a une chance sur quatre de répondre juste a une question don-
née). On sait alors que

[X suit la loi binomiale de parameétres (20; 1/4)._]

2) Lenombre de réponses justes est X, et chacune rapporte un point. Le nombre de réponses

fausses est 20 — X, et chacune rapporte — 3 de points, donc

1
3) Il s’agit de calculer E(N). Comme X < '3(20,—), on sait que X admet une espérance, et

4
1
que E(X) = 20 x 3 = 5. Puis, par linéarité de l'espérance,
4 20 + 20 4 20
E(N):]E(EX—?)— SE() -5 = x5-—=(0]



Lois usuelles

Exercice 6 Etre ou ne pas étre une loi binomiale

1) Les entrées des étudiants constituent une suite de 100 épreuves de Bernoulli (succes :
étre en Master) mutuellement indépendantes car les étudiants ne se connaissent pas. X
est le nombre de succés. Donc X suit une loi binomiale de parameétres (100; 0,3).

D’apres les propriétés des lois binomiales
E(X)=100x03=30 et W(X)=100x03x(1-0,3)=21

2) a) La situation est complétement différente de la question 1). On a un nombre connu
d’étudiants en Master. Pour deux étudiants pris au hasard, si le premier est en Master,
alors le second n'a plus qu'une probabilité de % d’étre en Master. Autrement dit, il n'y
a plus indépendance comme a la premieére question.

Les étudiants forment un ensemble de 100 individus que nous noterons E. L'univers
des possibles associé a 'expérience est I'ensemble des parties de 40 éléments de E :
card() = (20).

Précisons la loi de X.

« X(Q) = [0,35].

« Soit k € [[0,35]). Pour avoir[X = kJ, il faut k étudiants parmi les 35 qui sont en Mas-
ter, et 40 — k parmi les 65 étudiants qui ne sont pas en Master. Tous les choix sont

equiprobables
() Caoc) .

( 14000

PX=k)=

wvi
z
o
h
]
il
o
o
O
O

b) Lesvariables de Bernoulli permettent, quelque soit la situation de compter le nombre
40

de succes en les additionnant : Y = ¥, Z;. Par linéarité de I'espérance,
i=1

40
35
E(Y) _Zm(zi) =40x — =

i=1

Exercice 7 Mutualisation des risques bancaires
1) Sil'emprunteur rembourse, alors X = c. Sinon, X = —c. Ainsi,
[X(n.} =f{—cc} et P(X=—c)=q PX=c)=1- q.J
2) Pardéfinition E(X) = =c - P(X ==c)+c - P(X=¢)==cq+c(1-q) =|(1-2q)c.

D’aprés la formule de Koenig-Huygens,  V(X) = E(X?) — (!E(X))z.
Or E(X?) = (—¢)2P(X = —c) + 2 P(X =c¢) = ¢

D'ott (V(X) = 4q(1 - g)c?.|
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3) Pour touti € [[1,N]], notons X; la variable indicatrice de I'événement « Lemprunteur i

fait défaut ». C'est-a-dire, X; prend la valeur 1 si I'événement est réalisé et 0 sinon.
10

OnaN = } X; Or les variables X; sont mutuellement indépendantes, de méme para-
=1

metre q, donc

(N - B(10,9).|

En particulier, E(N)=10g et V(N)=10g(1-q).

4) a) Pourchaque emprunteur faisant défaut, la perte est de ¢/10. Pour chaque emprunteur

qui rembourse, le gain est de ¢/10. D’ol

c c 2N
X' = -N< i 10 - N)< =(1-—)c.
( ) = o
ﬂ-—,—-ﬂ e PR
Lﬂ]]J unteurs en d r.'r aut 'E]'!'.[_".'ll]]l"'.‘lll's ']1] remooursent

b) Par linéarité

{E{X’>=E((l—%)c)=(1 o)e=a-200

Par propriété de la variance :

W(X)—(——) v(v) = 2D ez,

c) D’apres les questions précédentes
| EX) =E(X) et V(X)=- "E.'(X).]

5) En moyenne, le gain pour la banque est le méme. Par contre, le risque est supporté par
I'ensemble des banques, il est donc moins important.
Noter I'hypothése de mutuelle indépendance qui est une hypothese forte dans ce mo-
dele de gestion des risques. Dans le cas d'une crise importante qui impacte de nombreux
agents économiques, cette hypotheése n'est plus vérifiée et les pertes peuvent devenir tres
importantes.

Exercice 8 Fonctions génératrices

1) Les fonctions Gy et Gy sont deux fonctions polynomiales de degré n définies sur R. Si
Gy = Gy, alors, d'apres les propriétés des polyndmes, elles ont mémes coefficients. Donc,

pour toutk € [On], P(X = k) = P(Y = k).

lSi Gy = Gy, alors X et Y ont méme ioi.]

2) SoitX & B(n,p).Onapourtoutt € R,

Ge(t) = 3 P(X = k)t* ._
) X & B(n,p)

1l
=
=0
[ =]

MYk — p)n—kik
. 0{k)iu (1-p)

=+ —P))H-J

| formule du binéme de Newton




Lois usuelles

3) Lasuite desn tirages est une succession d'épreuves de Bernoulli indépendantes (succes :
« tirer une boule blanche », de probabilité 1/2). La variable aléatoire réelle X; compte le
nombre de succes, donc X; < B(n,1/2). D'aprés la question précédente :

vteR, G(t)=( %)n

4) a) Par définition Xj4, — X; = Yi4, > 0.
Dong, pour k < j, I'événement [X;,, = k] N [X; = j] estimpossible,

(P([Xisa =k [X; =)D =0.]

b) Si0ogjgkgn

P([Xi+1 = kIN[X; = j])

P([Xiss = Xi =k =jln[X; = jD
P([Yiss =k —jIn[Xi=j])

= Py=j) (Yirj =k —j) PX; =)

_ (n=J\,1\k-j, l\n-k L
= (1)@ ee=n=

D) oo =)

k—j boules blanches

¢) D'aprés la formule des probabilités totales

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

P(Xiss = k) = z P ([Xisr = K]0 [X; = 1) -[ 3 (HE) R, =f).]

=03l j>k

d) Soitt # —1,
Gn® = £ POt =i = B (3 (D@ pex = e
mﬂm()QFHWaFn
Z E GG e per =)
JM,C?XT”ﬁ”MX—n

.. n—jf T i
=G) 520 5, (e peti=)

I chang' d'indice k' =k —

| bindme de Newton

= ()" 3 20+ 0" TRer = )

=(5) Z (L) Pe=0) =| () 6(E).
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5) Démontrons par récurrence que la propriété
. 1 S L
P(i): vteR, G(t)=(%+(1-2))
est vraie pour touti € N,

« Initialisation. Pour toutt € R, G, (%) = ) Donc P(1) est vraie.
« Hérédité. Soiti € N*. Supposons P (i) vraie. pour t € R\ {—1},

Gisa(®) = (57)"6i(35)
=G (G - 3))
= -0 =(Fa+t-gn) =(F+0-F2))"

Notons que I'égalité s'étend a t = —1 par continuité de la fonction polynomiale G ,.
Donc, si P (i) est vraie, alors P (i + 1) est vraie.

(1+t

hypothese de récurrence

n
« Conclusion. PourteRetieN’, [G[—(t) = % +(1- %)t] 1

On reconnait la fonction génératrice d'une loi 'B(n,l - 1{25). D’apreés la question 1) :

. : 1
[Xi suit une loi B(n,l - ;) |

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 9
I} On teste n double-échantillons indépendants. La probabilité qu'un double-échantillon
soit bon est p?. La probabilité qu'il soit mauvais est donc 1 — p?. X compte le nombre de
succes (ici: le double échantillon est mauvais) dans n répétitions d’épreuves de Bernoulli
mutuellement indépendantes. Le nombre X de double-échantillons mauvais suit donc
une loi binomiale de parametre (n,1 — p?).

(XoBm1-p?), EX)=n(1-p?) et V(X)=n(l-p>)p|

2) Soit N le nombre de tests effectués avec cette méthode. On effectue n tests de double-
échantillons, puis, pour chaque double-échantillon mauvais, on effectue deux tests. Donc
le nombre total de tests est N = n + 2X. En moyenne le nombre de tests sera

E(N) = n+ 2E(X) = n+ 2n(1 - p?) = n(3 - 2p?).
La méthode est intéressante si cette moyenne est inférieure a 2n.

2
EN)<2n & nB3-2p)<2n & 2p*’>1 & p}%-

V2

La méthode est intéressante si et seulement sip > =
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Espaces vectoriels
de dimension finie

== Exercices axés sur le calcul

On travaille dans R3. On pose

u=(11-1), v=(-115), w=(1.21) et F = Vect(uvrw).

I) Donner une famille génératrice de F.

2) En déduire une base de F, puis la dimension de F.

+  Sous-ensembles de R™

Dans chacun des cas, préciser si 'ensemble est un espace vectoriel et donner la dimension.

1) E;={(xyx+y); xyeR};

2) E, ={(xy.xy); xy€R};

3] E3={(x,y,z,t)EIR“lx+y+z+t=D]:

4) Ey={(xyzt)eR*|x+y+z+t=0etx—y+z—t=0}

*  On travaille dans I'espace des applications de R} dans R.
On note f I'application constante égale & 1, puis
gr:xwmIn(x), g,:x=In(2x) et g;:x=In(3x).

Déterminer le rang de la famille (f,9,.92.93)-

+ Donner une base des espaces vectoriels suivants, préciser la dimension.

1) Elz[[i 3 a+b+c+d=(}]: 2) E, ={P € Ry[x]| P(4) = 0};
3) E; = {A € M,,(R) | A est diagonale}.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

) ) Soit (e4, ....e,), une base de E. On pose pour i € [[1,n],
i

ﬁ:;ef.

Justifier que F = (fy, ....fn) est génératrice de E. Est-ce une base de E?

= . .-+~ Soient E un espace vectoriel de dimension n > 1 et (e,,e,, ...,2,) une
base de E. Soit (uy, ..., ity ), la famille définie par

vie[Iln—1], ui=ej;—€ et u, =e,+e.

1) Montrer que (4, ...,Uy) est une base de E.
2] Déterminez les coordonnées du vecteur e, dans cette base.

S oo 0w« | Soit E un espace vectoriel dont (ey,e;, ...,e;,) est une base (n > 2).
1) La famille (uy, ... u,) définie par
Vie[[ln=1], wy=ej41—¢€, e u,=e,—e;
est-elle libre?
2) Quel est son rang?

~ . »*=* On considére I'ensemble des suites réelles :

E={ueRN |3aeR YneN, uy = tpq + 2u, +al.
1) Montrer que E est un espace vectoriel.
2) Soienta = (ay)nen: b = (bp)nen et ¢ = (¢p)nen définies par
YyneM, a,=1 by=(-1)" cp=2"

Vérifier que (a,b,c) est une base de E.

Exercice **%  Une base de R, [x]
Soit n € N*. On considére, pour k € [0,n]), les polynémes P (x) = (1 — x)¥x"¥
1) Préciser le degré de B,.
k
2) Soitk € [0,n]). Simplifier 3, (%)P.
i=0
3) En déduire que (B )ock<n est une base de R, [x].

n+1
i+1/°

mn
4) a) Montrerquepour0<i<n, ¥, (T) =ig
k=i

ﬂ I3
b) Déterminer les coordonnées du polynéme Q(x) = X, x/ dans la base (F,)ocken-
j=0
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Corrections

@ Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

Remarque
Afin de déterminer la dimension de I'espace, on extrait une base a partir d'une famille
génératrice.
1) Puisque F = Vect(u,v,w), alors par définition (u,v,w) est une famille génératrice de F.
2) On cherche a extraire une famille libre de la famille (u,v,w).
Soit (A1,45,43) € R*. On considére I'égalité § : Ay -u+ A, - v+ A3 - w = Opa.
On a les équivalences suivantes
5 — [31_124‘&3. !11+.‘:lz+2ﬂ3| —31+512+A3)=(0,0,U)

On a donc v = —=3u + 2w. D'olt Vect(u,v,w) = Vect(u,w)
Les équivalences précédentes donnent, pour tout (4,,43) € R?,

_Al + 5&2 + ’13 - 0 L;-—L;+L; 4:‘12 + 2:]3 = 0 m

Ai—A+2,=0 A, = 34, Z

Ly=2Ls [ 23.2 + ;{3 =0 = I .;‘13 = _2.&2. g

On en déduit que la famille (u,v,w) est liée. En prenant par exemple 4, = 1, le systéme 'ﬁl’
donne A; = 3 et A; = =2, d'oli la combinaison linéaire 3u + v — 2w = 0gs. g:‘:
O

L%

A]zﬂ
A3=0.

Aju+ A;w = Oga 4:}1

Ainsi la famille (u,w) est libre. Finalement, la famille (u,w) est libre et génératrice de F,
[(u,w) est une base de F.]

Cette base a deux éléments, donc F est un plan vectoriel : dim(F) = 2.

Exercice 2 | Sous-ensembles de R"

1) Posonsu,; = (1,0,1) etu, = (0,1,1).

Ei={(xyx+y);xyeR}={x-u; +y-u,; x,y € R} = Vect(u,,u;).

Donc | E, estle sous-espace vectoriel de R® engendré par (ul,uz}.]

Deplus, x-u;+y-u, =000 (xyx+y)=(000=((x=0 et y=0).

Donc (uy,u,) est une famille est libre. C'est une base de E, et| dim(E;) = 2.
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2) u = (1,1,1) est un vecteur de E,. Par contre 2u = (2,2,2) n'est pas un vecteur de E,. E,
n'est pas stable par la multiplication par un scalaire.

[Ez n'est pas un espace vectoriel.}

3) Es={(xyzt) ER* | x+y+z+t=0}={(xy2z,—x—y—2); xyz€ R}
Posons u; = (1,0,0, — 1), u, = (0,1,0, — 1) et ug = (0,0,1, — 1), de sorte que

Es={x-u;+y-u, +z us| x,y.z € R} = Vect(uy,uzusz).

[Ez est le sous-espace vectoriel de R* engendré par (ul,uz,ug).]

X uy+y-u+z-u3=(0000 & (xyz-x-y-—2z)=(0000)

= x=y=z=0

Ainsi (uq,u5,u3) est une famille libre. C'est une base de E; et[dim(E’g) = 3.]
[x+y+z+t={] [x+ y+z+ t=
4} ——
X=y+z—t=0 la-lz-i

=10 X = —2
=
- 2y - 2t=10

y = —L.
Pour la derniére équivalence, on a pris z et t comme inconnues auxiliaires.

On pose uy = (—=1,0,1,0) et us = (0, — 1,0,1) de sorte que

Ey ={(-z —tzt); zt € R} = Vect(u,,us).

| E, estle sous-espace vectoriel de R* engendré par (u4.u5}.1

z-u,+t-us =(0000) & (-2 —-tzt) =(0,0,00) « (z=t =0).

Ainsi (uy,us) est une famille libre. C'est une base de E; et| dim(E,;) = 2.

Exercice 3

« Pour tout x € R3,

g2(x) = In(2x) = In(2) + In(x) = In(2)f (x) + g,(x).
On a donc I'égalité au niveau des applications : g, = In(2)f + g4. Puis, g, € Vect(f,g,).

« On montre de méme que g; = In(3)f + g,, donc g; € Vect(f,g,).
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« Il résulte des deux premiers points que Vect(f,g,,9..93) = Vect(f,g,). Montrons que la
famille (f,g,) est libre.
Soit (4,u) € R?. Supposons que Af + g, = 0 ol 0 désigne I'application nulle. Alors pour
tout x € R}, Af (x) + pg,(x) = 0, c'est-a-dire :

A+ pln(x) =0.
En particulier, en prenant x = 1, on obtient A = 0. Il reste donc dans la relation initiale :
vxeRi, pln(x)=0.
En évaluant par exemple en x = e, on obtient u = 0. Finalement,
VAW ER?, Af+pug,=0 =2 A=u=0.

La famille (f,g,) est libre, c’est une base de Vect(f,g,.92.93), ce qui donne

mﬁgmwm)=mm(%ﬂdgmumﬂ=ZJ

Exercice 4

N [
1) SoitAd = 5 o

Autrement dit les matrices de E; sont les matrices :

4= b _Jroo], e 1 0 0
Sle =a=b=e|= %0 =1]T%0 i1 =if

M, M, M

bl.Ona A€eE, & d=-a-b-c.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Donc la famille (M,;,M,,M;) est une famille génératrice de E,.
Elle estlibrecar aM;+DM,+cM3;=0, = a=b=c=0.

Conclusion : [(Ml.Mz,Mg,) est une base de E, avec dim(E;) = 3.J

2) Soit P € R3[x]. On a les équivalences

PeE, & P4 =0
& 4estracinedeP
&= (x—4)divise P ) deg(Q) = deg(P) —1 =2
& 3QeRx,P=x-4)0Q ¢
& 3(abe)eR3P=(x—4)(ax? +bx+c)
& 3(abc)eR]P=ax?(x—4)+bx(x—4) +c(x —4).
Q4 Q2 @3
On vient de montrer que [Eg = ‘-.r’ect(Ql,Qz,Qg).J
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3)

De plus, la famille (Q,,Q,,Q03) est une famille de polynomes a degrés échelonnés
(deg(Q4) = 1,deg(Q;) = 2, deg(Q3) = 3). Elle est donc libre.
Finalement, (Q,,Q,,Q5) est libre et génératrice de E,, c’est une base de E,.

{ ((x —4),x(x — 4),x%(x — 4)) est une base de E,.

En particulier, [ dim(E,) = 3. ]

¢ Remarque

2 « E, estun hyperplan de R [x].

¢+ On peut proposer une autre base de E,. D'apres la formule de Taylor pour les poly-
némes, pour tout P € R;[x],

3
Px) = 5 @

= (x — 4k,

Pour P € E;, ona P(4) = 0, donc le premier terme de cette somme est nul, P est com-
binaison linéaire de ((x — 4), (x — 4)?, (x — 4)*) qui est bien une famille de polynémes
de E,. Elle est libre car de degrés échelonnés.

S e i e e e

| ((x —4), (x — 4)%, (x — 4)%) est une base de E,.

Les matrices diagonales d’ordre n sont les matrices qui sont de la forme

dy 0..vnnonn. 0
0 d, n
2 =deDk.
0 k=1
ficosowsa D

ou D, est la matrice diagonale dont tous les éléments sont nuls, sauf I'élément a l'inter-
section de la k-ieme ligne et k-iéme colonne qui vaut 1. Donc (D), iy, €St une famille
génératrice de E;. De plus,

mn

Z gDy =0, donc vk e [in], dy=0.
k=1

Ainsi cette famille est libre. Finalement,

[(Dk)n:kqn est une base de E; avec dim(E3) = n.]
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5
Comme, pour touti € [1,n]), f; € E,

Vect(fy, ..., o) € E.

On remarque que f; = ey, et pour touti € [2,n]],e; = f; = fi-1-
On en déduit que toutes combinaisons linéaires de la famille (e;); est une combinaison
linéaire de la famille (f;);. Autrement dit,

Vect(ey, ..., e,) € Vect(fy, ..., fn)-
Or, (e;); est une base de E. En particulier, c'est une famille génératrice et
Vect(ey, ...,ep) = E puis, E < Vect(fy, ..., fn)
Par double inclusion, Vect(f;, ..., f,) = E et la famille F est génératrice de E. De plus,
card(F) = card(ey, ...,e,) = dim(E).

D’aprés la caractérisation des bases a l'aide du cardinal de la famille,
(F est une base de E. |

Exercice 6

1) (uy,..u,) est une famille de vecteurs de E telle que card(u,, ....u,,) = n = dim(E).
D’apres la caractérisation des bases, il suffit de montrer que la famille est libre pour prou-
mn

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

ver qu’elle est une base de E. Soit (4;)1<i<n € R™ tel que ¥ A;u; = Op.
i=1

n n-1
§1 A = Ap(en +e1) + X Ai(eir — &)

f:

-

| par linéarité

=

n-1
Aieiyq = _El Aie;
" | changement d'indice j =i + 1

1
= ﬂﬂ{eﬂ + 31} + j§2 lj_1ej = E§1 AEEE

= An(en 4 31} +

n—
i

=1

n-1
=(Ap—Ae + (An+Ay-1)en + 1‘2.2 (Ai-1 — 4)e;

Or (e;)1<i<n st une base, en particulier, la famille est libre. On obtient le systéme

.A-ﬁ == Al =0 .-J\n -_ ‘;I'l.
A, +4,-., =0 donc Ay = —Apq
vie[[2n-=1], Ai-1-4;=0 vie[[2n-=1], Ay =4

On constate que A,, = —A4,,_, et 4, = A4,,_,. Donc 4, = 4,,_; = 0 et par extension,

vie[[1n], 4 =0.
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On a ainsi montré que (;),<i<, est une famille libre. Finalement

[ (U;)1<icn €St une base de E.]

n
2) Les coordonnées (4, ...,A,) de e; dans la base (u;, ...,u,) vérifient ¥, A;u; = e;. Enre-
i=1

prenant le calcul de la question précédente,
n-1

s Aoy F e ® Ry V0 Z(AH — e = ey.
=2

Par unicité de l'écriture d'un vecteur dans la base (ey,e,, ... .e,),

=24 =1 =, == =—
Ayt Ay q =10 donc [ M=ty == &gil _ lﬂn
A=A ==y -
; 3. 1 11
Les coordonnées de e; dans la base (u;);<;<p sont ( —y Ty Ty )]

Exercice 7

I} On reconnait une somme télescopique

n-1

n-1 n-—1 n-1
z U = Z(eiu —e) = Zei+1 _Zei =énp— € = Up.

i=1

Le vecteur u,, est combinaison linéaire de (uy, ...,1t;—1). [La famille (uy, ..., u,) est Iiée.]

2) OnaVect(uy, ..., u,) = Vect(uy, ... ,Uy—4 ). Justifions que la famille (u,, ... u, ;) est libre.
n=1
Soit (A1, ...An—1) € R" 1 tel que ¥ Aju; = Op.
=1

n-1 n—1
L A= X Aileisy —e;) ;
- n__ll ek | par linéarité
= X Ai€iy — '21 Aie;
= i= X b - ; .
o5 iy | changement d'indicej =i + 1
= Y Ajgej— T Aie;
j=2 i=1

n=1
— ‘iu—len i "1191 + Ez (ii—‘l - ;{i]ei-

Or (e;)1<i<n st une base, en particulier, c’est une famille libre. On obtient le systéme

Aﬂ.—l = [] Aﬂ_l = O
_.“'11 = U i d(’.}nC ’;‘l'l = 0
Vie =1 Apg=A;=0 vie[2n-1], A, = A
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D'oul Vie[1n], 4 =0.

La famille (u,, ... i, ) est libre. C'est une base de Vect(u,, ...,u,,) avec n — 1 vecteurs.

rg(iy, ..., Uy) = dim ( Vect(u,, ...,un)) =n~-1

Exercice 8
1) On montre que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel A(R,N) des suites
réelles.

« E c A(R,N) et E non vide (la suite nulle est dans E en prenant a = 0).

= Montrons que E est stable par combinaison linéaire.
Soient u = (Up)ney et Vv = (Vy)neny deux suites dans E et A un réel. Montrons que

w=Au+veeE.
Par définition de E, il existe deux réels «;, et a, tels que, pour toutn € N,

Upsp = Uppy F2Up+ Ay €6 Vpyp = Upyq + 20, + a,.

Alors, pour toutn € N, wyo = Wypyy + 2wy, + (Aay + a3).

Doncw € E (la constante a étant alors Aa; +a,) : E est stable par combinaison linéaire.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

[.E' est un espace vectoriel.]

2) 1l faut vérifier que les trois suites sont dans E, que la famille est libre et quelle est géné-
ratrice de E.
« = (@y)nen € E (larelation est vérifiée en prenant @ = —2).
— (by)nen € E (larelation est vérifiée en prenant a = 0).
— (Cp)nen € E (larelation est vérifiée en prenant @ = 0).

« Montrons que la famille est libre. Soit (1;,4,,4;) € R® tel que
.‘.l-l_ﬂ + llzb + Agc = U{H{RN}‘

La suite A;a + A,b + A5c étant nulle, tous ces termes sont nuls.
En particulier, pourn = 0,n = 1 et n = 2, on obtient

4'11 + 1:[2 + ,‘13 =0 [i'l = ﬂ) f:li + ;{2 + :]3 =0
111 s {12 + 2;{3 = 0 [n - 1] <J’—=—> b 24;[2 + )lg = D
A+ +4, =0 n=2) ils-laibk 31; = 0.

D'ow, A4; = A, = A3 = 0, la famille (a,b,c) est libre.
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« Montrons que la famille (a,b,c) est génératrice de E.
Soitu € E. On cherche 4,,4,,45 tels que u = A;a + A,b + Azc.

« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
On écrit I'égalité précédente pour les trois premiers termes de la suite.

Ay ¥+ A + A3 = up Ay + Az + A3 = u,
"%1 — I-'!z + 2»‘13 = Uy T~ - 2112 + !13 = Uy — Uy
.&1 + Rz + 4.&3 = U, Lyly—Ly 3113 = Uz — Ug
u u
g = "_E + '_l + ulg
2 2
pota W
= =% £ 3
TR T
Ay = — — —,
3 3 3
« Synthese (recherche des conditions suffisantes)

Prenons les valeurs de 44, 4, et A; obtenues a la question précédente.
Montrons par récurrence que la propriété

Pn) : up=Aap+Aoby + 36, et Upyy = Aapeq + Abpiadscnia,
est vraie pour toutn € N.
« Initialisation. Soit n = 0. D'apreés le systéme dont 4,, 1, et A; sont solutions,
Ug = Aqap + by + A3y et uy = A a4 + A0y + A0y
« Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Montrons P(n + 1).Ona

Unsz = Unsr + 2y + = :.fll(ﬂnﬂ + 2ay,) + Az(bnsq + 2by) + A3(Cnsa + 265) + @

Or Ans1 + 20y = Quyp + 2, Dpyy +2by =byyy et Cpyq + 26, = Cpysp.
Donc Upgz = j]ﬂn.'_z -+ ‘lzbn+2 + /13!‘:“‘.2 + 2111 + .
Deplus, 24; = —u; +uy + 2uy = —(uy + 2uy + @) + uy + 2uy = —a.

AinSi, Upipo = Aiﬂn.;.z + Azbﬂ+2 + !I3Cn+2.

Si P(n) est vraie, P(n + 1) est vraie.

» Conclusion. vneN, w,=Aa,+ Ab, + A3,

Autrement ditu = A;a + A,b + A;c. La famille (a,b,c) est génératrice de E.
Finalement : [La famille (a,b,c) est une base de E.]
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Exercice 9 | Une base de R, [x]

1) Soitk € [[O,n]], deg(P,) = deg(x¥) +deg((1—x)"¥)=k+(n—-k)=n

2) Pourtoutx € R,

i(i—:)ﬁ(l') = Zk: (i'{)(l — x)in

=0 =0
k

= xn—kz (I:)(l . x)ixk—i

=0 5 | formule du binéme de Newton
=x"H(1—2)Fx) =2*% ¥

En particulier, tout polynome x*

la famille (P, )ocren

avec k € [[0,n] s’écrit comme combinaison linéaire de

3) De la question précédente, Vect ((x“]uqkqn) c Vect ((Pk)m;k.;“).

Or (x¥)ock<n st la base canonique de R[x],  R,[x] = Vect ((x*)ocken)-

Ainsi, R, [x] € Vect (P)ocksn)-
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De plus, pour tout k € [[0,n]], B, € R,[x], Vect ((Po)ock<n) € Ru[x].

Par double-inclusion Vect ((Po)ocksn) = Ralx]:

(Pe)o<k<n est génératrice de R, [x] et card (Pk)(,qk,;ﬁ) =n+ 1 =dim(R,[x]).

Donc : [(Pk)0<k<n est une base de R, [x}.]

4) a) D'aprés la formule du triangle de Pascal, pour tout (i,k) € N?, (¥11) = (if1) + (’;‘)

i+1
n

(D=2 ) ()= ()= 6):

[ i

Somme télescopique
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b) Q(x) = Z xJ

| changement d'indice k =n—j

:. question 2)

Il
’-l—l-‘“
.
— e
o
—
=
—t

| inversion de l'ordre de sommation

I
il
oy
T
g
I
T
S

| Les coordonnées de Q dans la base (F)g<r<n SONt ((“:1),("‘;1). wesliir ) l
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Compléments
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vectoriels

=3 Exercices axés sur le calcul
« Considérons deux sous-espaces vectoriels de E = R*.

F={(xyzt)eR* |x—2y+2z—t=0et 2x-3y+z=0},

(?:[(I,y,z.t)E[F&‘* |x—y—z+t:0 et —y+22—t:0}.

1) En exprimant x et y en fonction de z et t, déterminer une base de F. Puis, une base de G
etde FNG.
2) Que peut-on dire de dim(F + G)?

3) Compléter la base obtenue de F N G en une base de F + G par des vecteurs extraits de la
base de F et de la base de G.

**  Soit E = M, (RR), I'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 2.

Soient F= {lx yl
A

Montrer, par analyse-synthése que F et ( sont supplémentaires dans E.

x+y+z+t=ﬂ] et G:‘\-’ect(li ﬂ)

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Soient A4, B et C trois sous-espaces vectoriels de E tels que

AnCcB, CcA+B e BcC.

Montrer que B = C.
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reice *+ Exemples de supplémentaires avec des suites
Sment F et G les sous-espaces de E = A(N,R) définis par

F={()n|YNEN, Uppii=uzn} et G={(Wp)n|VYNEN, uyy; =0}

Vérifier que ces deux espaces sont supplémentaires.

=+  Exemples de supplémentaires avec des matrices
Soient E = M,,(R) et A une matrice de E telle que A% = I,,. On note

F={MeE|AM=M} et G={MeE|AM =-M}.

Montrer que F et G sont supplémentaires.

Xerc " «+» Egalité de Bézout
Soient a,,a,, ...,ap,b1,by, ...,bg p + q réels distincts. On considére les polynémes

P q
Alx) = H(x —a) et B(x)= l_[(x <,
i=1 i=1

Onnoten=p+q—1etE = R, [x] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou
égal a n. On introduit de plus,

Fp={P€E|AdiviseP} et F; ={P €E|BdiviseP}.

) Montrer que F, et F; sont des sous-espaces vectoriels de E.
Préciser les dimensions de F, et Fp.

2) VérifierqueE = F, @ F.
3) En déduire qu'il existe deux polynomes U et V tels que UA + VB = 1.

#++  Soit E = A(N,R) I'espace vectoriel des suites réelles. On considére
F= {(u“) eE| nﬁll}mtfﬂ = D}

et G I'ensemble des suites arithmétiques.

I} Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E et que leur somme est directe.

2) Justifier qu'une suite u appartient a F @ G si, et seulement si, il existe deux réels a et b

tels que
iy
— — a et u,—an — b.
I n—+w n—=+c0

3) Exemple. Vérifier que la suite (u,,) définie par vn € N,u,, = Vvn? + 1 appartienta F @ G.
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& Exercices avec questions ouvertes

= .. 4+ SoientF,G et H trois sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E.

1) Préciser siles énoncés suivants sont vrais ou faux?
a) F+(GNnH)c (F+G)n(F+ H). Justifiez vos réponses.
b) (F+G)n(F+H)cF+(GnAH).

Indication. On pourra tester avec les sous-espaces de R?
G ={(x,0) | x € R} = Vect((1,0)), H={(0y)]|y € R}=Vect((0,1))

et F={(xx)|xeR}

2) Vraiou faux?
a) (FnG)+(FNH)c Fn (G +H).
b) FNn(G+H) c(FnG)+ (FNnH).

Corrections

=2 Exercices axés sur le calcul

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Exercice 1
1) Soitu = (x,y,z,t) € R*.

x—2y+2z-t=0
. ueF e Y

2x — 3y + z =0
x—-2y+2z—- t=0

=

y—32+4+20=0 L,«~L;-2L,

x =4z — 3t

—
y=3z -2t

e u=@xyzt)=z-(4310)+t-(-3,-20,1).
Posons u; = (4.3,1,0), u, = (=3, = 2,0,1) de sorte que
F={z-u,+t -u | (zt) € R*} = Vect(u,,u,).

(u4,u5) sont deux vecteurs non colinéaires, ils forment une famille libre. En conclusion,

[(ui,uz} est une base de F, de dimension 2.]
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« Par la méme méthode,

[u3 =(3,2,1,0) et uy = (-2, — 1,0,1) forment une base de G.]

» Soitu = (x,y,z,t) un vecteur quelconque de R*.

(x — 2y + 2z - t =20
y—3z+2t=0
UEFNG & |
X Y= 24 =1
\ -'y+22-'f 0
(x — 2y + 2z — t 0
y—3Z+2t =0
e {
L3-L3—L1 y—3z+ 2t =10
. = Vy+2z2- t=0

x=2y+2z- t=0 - B
== y—3z+2t=0&=sy=t

Ly=Lg+Ly - z

-+
-~
I
=
]
I
-

Ainsi [F NG = Vect(us) odius = (1,1,1,1).]

E Remarque
¢ F et G sont deux plans vectoriels, l'intersection est ici une droite vectorielle.

2) D’apres la formule de Grassmann,
dim(F + G¢) =dim(F) + dim(G) —dim(FNG)=2+2-1=3.
3) Pour compléter la famille libre (us) en une base de F + G, il faut extraire deux vecteurs
de la famille (uy,u;,u3,1).
» La famille (us,u, ) est libre car les vecteurs sont non colinéaires.

« [1 faut un troisieme vecteur. 1, ne peut pas convenir puisque c’est une combinaison
linéaire de (us,1,) car cette famille est une base de F (famille libre de vecteurs de F et
card(us,u,) = dim(F)).
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Tentons us. Soit (4,,4;,45) € R®
Ay + 42; + 34; =
Ay + 34, + 24,
A + A, + A4
A =

1l
o o o o

Aicus+ A,y +A3-u3; =0 &

44, + 34; =
3, + 21, =
A, + A3 =
Ay —

{ e T o R e B e ]

= .2.1 = /12 = 113 = 0.
(us,uy,u3) est une famille libre de vecteurs de F + G et card(us,uy,uy) = dim(F + G).
[(ul.ug.ug} est une base de F + G.J

Exercice 2

: : %
Raisonnons par analyse-synthese. Soit M = [z ﬂ EE.
« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Supposons qu'il existe (Ml,MT EFxGtelque M =M, + M,.

1 1] .. .fe =& . _ _x=a y—ua
1 11_[“ a].Pms.Ml_M—Mz_IZ__a t—nal'

M, appartienta F,doncx+y+z+t—4a=0.D'oua= E(x +y+2z+t).
On a donc, comme unique couple (M;,M,) de solution possible,

i} ll' I[Bx—y—z—t —x+3y—z—tl

[l existea € Rtelque M, = a

v
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_x+ytztt i
2= 4 1 1 1= T Y |=x=y+32z=t =x=y-z+3t
« Synthése (recherche des conditions suffisantes)
Vérifions que les matrices trouvées précédemment conviennent,
. _ x+y+z+t 1 1
M; = =l 1l donc M, € G.
— La somme des coefficients de M; donne

i | i | i 1
Z(Ex-—-y-z--r)+I(-—-x-&-3y—-z—»t}+z(-—-x—-y+3z-t)+E{—x-y-—z+3t)= 0.

Donc M, € F.
« Conclusion. On a montré que

VMEE, 3(M.M,)EFXG, M=M, +M,.

D’aprés la définition des supplémentaires, E=F@G.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 3
Raisonnons par double inclusion, d'apres 'énoncé B c C. Il reste a montrer C c B.

Soit u € C. Par hypothése, C ¢ A+ B,doncu € A + B.

Il existe (u;,u,) € A X Btelqueu = uy + u,.0r B c C,donc u, € C.

Alors uy = u —u, € C car C est un espace vectoriel, donc stable par combinaison linéaire.
eC  eC

Ainsiu; e AnC.CommeANC < B,onaaussiu,; € B.

Et, comme B est un espace vectoriel, u = u,; + u, € B. L'inclusion est prouvée.

Concluons avec

Exercice 4 Exemples de supplémentaires avec des suites
Raisonnons par analyse-synthese. Soit (1) une suite.
« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Supposons qu'il existe ((vk),(wk}) € F X G tel que pour tout k € N, up, = v, + wy.
Soit n € N. Par construction,

Upp = Vo +Wap €L Uppyq = Vppyg + Wopyq = U + 0 = 1y,

Donc, pour toutn € N, v5,, = Vap4q = Uspnsyq. Ce qui définit la suite (vy).
Etw,, = Usy = Uapsq €8 Wopyq = 0. Ce qui définit la suite (wy).
On a obtenu un seul couple ((v;),(wx)) € F X G de solution possible.

« Syntheése (recherche des conditions suffisantes)
On vérifie que la solution trouvée convient.
— Pour tout k € N, u;, = v + wy. En effet,

- Si k est pair, il existe n € N tel que k = 2n. Alors
Uk + Wi = Upn + Won = Uppr + Uppn — Ugnia = Uzp = Uy
- Si k est impair, il existe n € N tel que k = 2n + 1. Alors
Vi + Wi = Vanyr + Wopsr = Upper + 0 = Uy

— (vy) € Fcar,pour toutn € N, vy5,41 = Vo, = Usp.
— (W) € G car, pour toutn € N, wy,4, = 0.

Les suites (v) et (wy) conviennent.

On a donc montré que

V(up) €E, 3((w)(wx)) EF xG, VkEN, w=v;+w.

Conclusion. [F et G sont des sous-espaces supplémentaires de E.]
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Exercice 5 Exemples de supplémentaires avec des matrices

Précisons que les deux ensembles sont bien des sous-espaces vectoriels de E.
Raisonnons par analyse-synthese. Soit B € E.

» Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Supposons qu'il existe (M,N) e F x Gtelque B =M + N L,. Alors

AB=AM+N)=AM+AN=M-N L,

En effectuant les opérations (L, + L,)/2 et (L, — L,)/2, on obtient
1 1
M= E(,Ei’ +AB) et N-= E{.‘E? — AB).

¢ Syntheése (recherche des conditions suffisantes)

Vérifions que les valeurs de M et N trouvées conviennent.
~M+N=3(B+AB)+(B—AB)=B.

~ AM = 2A(B + AB) = 2(AB + A2B) = (4B + B) = M.
=lIp

DoncM € F.

—~ AN = %A(B—AB) = %(Ag—égs} = %(AB—B}:—N.

=In
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Donc N € G.
Donc le couple (M,N) trouvé précédemment convient et c’est la seule solution.

VBEE, 3(MN)EFxXG, B=M+N.

Par définition des sommes directes, E=F@a.

Exercice 6 Egalité de Bézout

1) = Le polynome nul appartient a F;, donc F,; n’est pas vide.
Soient PP, € Fyet A,u € R. 1l existe Q,,0, € Etelsque P, = A-Q etP, = A- Q.

AP, +uPy = AA-Qy + pA - Q2 = A - (AQy + pQy).

Ainsi A divise AP, + ubB,, c’est-a-dire, AP, + uP, € F,.
F; est non vide, stable par combinaison linéaire.

[FA est un sous-espace vectoriel de E.J

De méme, Fy est un sous-espace vectoriel de E.
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) Fehy o Pelg] & BEERR=d0 | deg(P) = deg(A) + deg(Q)
< 3QEeR, ,[x], P=AQ v
n-=p ;
e 3(ay, - .ay—p) ER"P, P(x) = A{x}( b a'ix‘)
i=0
n-p ;
=  3(ay,,ay—p) ER"VP, P(x) = ¥ ax'A(x)
i=0
o PeVect((x'A®),ccnn)
La famille (xiA(x])odm_p est une famille génératrice de Fy4,

Fy = Vect ((Iiﬂ (x)).},;f;;n-p)'

Montrons maintenant que la famille (xi.fl{x]) est libre. Soit (4;)o<cicn—p:

ogign—-p

n-p ) n-p i

T axlAx) =0 o (I Ax)A()=0¢

e L propriété d'intégrité

n-p .

had 'Zo Aix' = 0g
f=

: unicité des coefficients
< Vie[[0n=p], A4;=0. ¢

Ainsi (xfﬂ(x)) est une base de F; et [dim(FA) =n—-p+ 1.]

o<isn—p

« De méme (x'B(x))

ocicn—q ESLUNE base de Fyp et [dim(FB} =n-q+ 1.]

2) Onadim(Fy) +dim(Fg) =2n=p-=q+2=n+1=dim(E).

D’aprés la caractérisation des sous-espaces supplémentaires avec la dimension, il suffit de
vérifier
Fy N Fg = {0g}.
Raisonnons par double-inclusion.
"5 ) Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels, ils contiennent le vecteur nul.
0 € F,NFp, Ccest-a-dire, {0g} < Fy N Fp.
c | Soit P € F4 N Fg, c'est-a-dire, A et B divisent P. Comme aj, ...,a, sont les racines
de A, ces valeurs sont aussi racines de P. De méme, by, ...,b, sont racines de P. Le

polynéme P admet donc p + ¢ = n + 1 racines d[stmctes Or P € E = R,[x],
nécessairement P = 0z. On obtient

{OE] et FA N FB‘

D'oti I'égalité et E=F,®F.

3) 1 estle polynéme constant dont la constantevaut 1.Onal € EetE = F; @ Fg. Donciil
existe (P,Q) € F; X Fz tel que 1 = P + (. Puis, par définition de F; et F,

[IE existe deux polynomes U et V tels que UA + VB = L]
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Exercice 7
1) « Lasuite nulle appartienta F.
Soient ((uﬂ),(vﬂ)) € F? et (A,n) € R% D’apreés la propriété de linéarité des limites,
(Au,, + pvy) a une limite quand n tend vers +o et
im Au v, =4 lim u i lim v, =0.
‘."1]—11141-105 '-'1. +F n n—=+oo oo +'£ n—=+c %

Donc A(uy) + p(vy,) € F.
F estnon vide et stable par combinaisons linéaires, donc F est un sous-espace vectoriel
de E.

« De méme, 'ensemble des suites arithmétiques est non vide, stable par combinaison

linéaire, donc G est un sous-espace vectoriel de E.
« Montrons, par double inclusion, que F N G = {0} ot 0 est la suite nulle.

3 Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels,
0cF et 0€G donc {0}cFnNG.

:f_"c Soit (u,) € F N G. (uy,) est une suite arithmétique. Notons a sa raison et b = u,.
~ Alors, pour toutn € N, u,, = an + b.

4+ sia>0

lim w, =1b sia=0
n—+w .
- sia<0.

Or (uy) € F. Donc nécessairementa = 0 et b = 0. La suite (u,) est la suite nulle.

Conclusion, F n G = {0}. [La somme F + G est directe.}
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2) Raisonnons par double-implication.

:,'_/=a Soit (u,) une suite de F @ G. [l existe ((v,),(wy)) € F X G tel que (u,) = (v, +wy).
" Lasuite (w,) est arithmétique. Soient a sa raison et b son premier terme.

vneN, w,=an+b.

Alors, u,=an+b+v, avec lim v, =0.
n—+oo
. s P u y
On en déduit que lim *=a et lim u,—an=>h.
n—+toe N n—+co

rf_jc: ‘._] Réciproquement, soit (u,,) une suite vérifiant
= s u'n &
lim —=a€R et lim u,—an=>bekR.
n—+w N n—+coo
Posons, pour toutn € N, w,=an+b et v,=u,—an-—>b.
Ainsi, (1) = (v,) + (wy,). On vérifie que
(vp) EF et (wy) €.

Par conséquent (u,) e FBG.
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On a ainsi caractérisé les suites appartenanta F @ G.

U,  vn?+1 n2+1_J1+ 1

3) Pourn € N, —= = 1Y
) n n nz n2
: .
Il vient lim — = 1.
n=+mw N
(n? + 1) — n? 1
Pour toutn € N, U, —n=+yn¢+1—-n= = .
i vnZ+1+n VnZ2+1+n
Et lim w,—n=0,
n—+oo

La suite (u,,) satisfait aux deux conditions. Elle appartienta F @ G.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice B

 Remarque
¢ Testons avec I'exemple de I'indication.

« F+ G =R?; « F+(GNH)=F;

« F+H=R?; « (F+G)n(F+H)=R?;
« FNG = {0gz}; e FN(G+H)=F;

a FnH:{ﬂRz]; . (FnG}+(FnH)={URZ}

1) a) Vrai.
Soitu € F + (G N H). Alors il existe (u3,u;) € F x (G N H) tel que u = uy + u,.

ol ol ol il i

UEF+G caru, €6
ueF+H caru, €H

D'ol (F+(GnH)c (F+6)n (F+H). |

] donc u € (F+G)N(F+H).

b) Faux.
Donnons un contre-exemple pour lequel I'inclusion n’est pas vérifiée. Suivons l'indi-
cation avec

G={(x0)|xeR}, H={0y)|yeR} et F={(xx)|xeR}

D'une part, GNH={(0,0)} et F+(GNH)=F.

D’autre part, montrons que F + G = E = R?,
OnaFcEetGcE doncF+GcCeE.
Réciproquement, siu = (x,y) € E, alors

u=0Qy)+(x-=y0)eF+0G.

EF el
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De méme, on montre que F + H = E. Finalement (F + G) N (F + H) = E.
Avec ce choix, (F+G)n(F+H) ¢ F+(GNnH).]

2) a) Vrai.
Soitu € (FNG)+(FNH). Alorsil existe (u,,u,) € (FNG)X(FNH), tel que u = u, +u,.

U EF=>uUEF

() EGXH=>ueG+H

D'oll ((FNG)+(FNH)cFn(G+H).|

} donc u€eFnNn(G+H).

b) Faux.
Reprenons les espaces de 'indication de la question précédente.

G+H=E = FN(G+H) =FnE=F,

et, FNG={0g}, FNH={0ge}.

L'inclusion n'est pas vérifiée.
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linéaires

=2 Exercices axés sur le calcul

Exemples de R® dans R?
Déterminer, parmi les applications de R*® dans R? données ci-dessous, celles qui sont

linéaires :
1) f,:(x,y,2) = (¥+32,2x +2); 2) fi:(x,3.2)= (¥+z,x+2);
3) Gz (x:y.2)=(¥Z:x); 4) fo:(x,y,2)» (dx=py,x+y=—2).

«  Exemple dans C” (R)
Soit E = C*¥(R) I'ensemble des applications de R dans R indéfiniment dérivables.
Déterminer parmi les applications de E dans E qui suivent celles qui sont linéaires :

) @ e f@+ ] 2) @a: fofXf;
3) @s: fefof 4) @4t fr foexp.

Soit n € N". On définit I'application F sur R, [x] par:

: 3

(F(P))(x) = nP(x) — xP'(x).

|} Montrer que F est une application linéaire de R, [x] dans R,,_, [x].

2) Déterminer Ker(F) et Im(F).

«  Expression d'un projecteur
Soient E = R, F = {(x,y.z) € R® | 3x — y — z = 0} et G = Vect((1,1,1)).
I} Montrer que F et G sont deux sous-espaces supplémentaires dans E.

2) Déterminer la projection de u = (x,y,2) sur F parallélement a .
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++  Exemple d'application sur les suites réelles

So:ent E = A(N,R) I'ensemble vectoriel des suites réelles et A l'application définie pour
toute suite u de E par A(u) = v ou v est la suite définie par:

VREN, v,=uUys;—tpn

1) Montrer que A est une application linéaire.

2) Déterminer Ker(4), puis, vérifier que Ker(4) est de dimension finie.
3] Montrer que A est surjective.

4) a) Expliciter A*>(u) otlu € EetA? = Ao A

b) Démontrer que Ker(A?) est de dimension finie et préciser une base de cet espace vec-
toriel.

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Dans tous les exercices qui suivent, si f est un endomorphisme, alors on note

fr=fofo-of.

n fois

i - * Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E.
1) Montrer que Ker f © Ker f2,
2) On suppose f* = f, justifier que Ker f? = Ker f.

++ Condition suffisante pour une inclusion entre image et noyau
Sment E un espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de E

1) Onsupposeque f? = 6ol @ estl'endomorphisme nul de E. [ustifier que Im(f) < Ker(f).
2) Onsuppose que f o g + g ° f = idg. Montrer que Ker f € Im f.

«+  Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que /3 = f? + f.
Montrer par analyse-synthése, que E = Ker f @ Im f.

~ ++ Soient E un espace vectoriel et (f,g) € L(E)? tels que

fegef=f e gefeg=g.

1) Montrer que Ker f et Im g sont des espaces supplémentaires de E.

) Caractériser I'application linéairep = g = f.



Applications linéaires

1 +=  Soient E un espace vectoriel, f, g deux endomorphismes de E tels que

feg—gef=idg (o)

1) Exemple. Soit E = R[x] |’ espace vectoriel des polynomes.
On considére les endomorphismes de E définis par

(f(P))(x) =P'(x) et (g(P))(x)=xP(x).

Démontrer que f et g vérifient ().

2) Revenons au cas général.
Montrer que pour tout entier naturel n non nul : o g=go fT=nf"",

& ke ESpﬂCES stables

Soient E un espace vectoriel etf un endomorphisme de E.
On dit qu'une partie A de E est stable par f si

YVueE, ued = f(u)eA.
Soit p un projecteur de E. Montrer que
(fep=pef) <= Imp et Kerp sontstables par f.

Indication. On rappelle que pour un projecteur p, Kerp @ Imp = E.

| »+  Soient E un espace vectoriel et f,g € L(E) telsque g ° f = idg.

1) Montrer que Ker g et Im f sont supplémentaires dans E.
2) Déterminer I'expression de la projection p sur Ker(g) parallélement a Im(f).

#+*  Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E. Montrer que

Ker(f) nIm(f) = f(Ker(f < f)),

ou f((Ker(f o f}) désigne I'image de la restriction de f a Ker(f ¢ f). Autrement dit,
u € f(Ker(f  f)) si, et seulement si, il existe v € Ker(f ° f) tel que u = f(v).

#++  Soient E un espace vectoriel et f, g deux endomorphismes de E.

1) a) Montrerque Im(f +g) cImf +Img.
b) Dans cette question uniquement, on considére £ = R? et f I'endomorphisme de E
défini par f(x,y) = (x.x + y).
Trouver un endomorphisme g tel que Im(f + g) # Imf + Img.
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2) On va montrer I'égalité dans un cas particulier.

On suppose que f est un projecteur et que g o f = @ ol 8 désigne I'endomorphisme nul
de E.

a) Montrer que Im f < Ker g.
b) Soitu € Im f. Calculer f (u) + g(u). En déduire que u € Im(f + g).
c) Soitu € Im g. Justifier I'existence d'un vecteur v € Ker f tel que u = g(v).

En déduire que u € Im(f + g).
Indication. On rappelle que pour un projecteur f, Ker f @ Im f = E.

d) Conclure avecIm f +Img = Im(f + g).

5 E22

On note E l'espace vectoriel des applications de R dans R continues sur R.
Pour f € E,onnote T(f) : R — R I'application définie par :

X+

2
vxeR T()() :f £(6) dt.

x=2

1) Justifier que pour tout f € E, T(f) est une application de classe ¢* sur R.
Calculer T(f)'.

2) En déduire que T induit un endomorphisme de E.
3) Est-ce que T est surjective?

4) Soits : R — R I'application définie par: ¥x € R, s(x) = sin (gx)
a) Vérifier que s € Ker(T). Est-ce que T est injective ?

b) Montrer que si f € Ker(T), alors f est 4-périodique.

Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1  Exemples de R? dans R?
1) Soientu = (x,y,2) etv = (x’,y",2") deux vecteurs de R3. Soit (4,1) € R2.
AlorsA-u4pu-v=_>UAx+pux" Ay +puy' Az + uz").
A u+p - v)=fi(Ax+ux' Ay + py' Az + pz')
=((Ay+uy")+3(Az+pz'),2(Ax + px') + (Az + puz'))
= (A +32) +u(y' +32"),A(2x + z) + p(2x' + 2))
=A-(y+3z,2x+z)+pu-(y +32',2x' +2")
=A@ +u- fi(v).
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[fl est ]inéaire.]

2) £,(0,0,0) = (0,2). Comme f,(0gs) # (0,0) = Ogz, [ F Westoasln éaire‘]
3) Vérifier que f3(2 - (1,1,1)) # 2- (1,1,1).
[fs n'est pas linéaire.]

4) Soientu = (x,y,2) etv = (x',y',z") deux vecteurs de R®. Soit (1,u) € R?,

falA-u+p-v)=fi(Ax+ pux', Ay + uy' , Az + uz')
= E*t(-lx +ux") = Ay + uy'), (Ax + px") + (Ay + uy") = (Az + pz"))
=(A@x-y)+px' =y) Ax+y-2)+puix'+y - 2"))

=1 (4x—y,x+y—-z)+u-(4x' =y x'+y' -2")

=A-fy(u) +p- fy(v).

[,& est ]inéaire.]

Exercice 2  Exemple dans C* (R)
1) Soient (f,g) € E% et (Lu) € R?,
oA frp-g)=@AQA - f+u-g)2)+@A-f+u-g)
=2 +pg@)+A-f +u-g
=2 (f+f)+u-(9Q)+9) =2 0:1(f) + k- 92 (f).

Conclusion [qol est Iinéaire.]

| linéarité de la dérivation

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

2) Prenons par exemple f = idgz. Pourtout x € R,
(2(2))(0) = ((2f) x (2))(x) = 4x* et 2¢,(f)(x) = 2(f X f)(x) = 2x%.
On constate que @,(2f) # 2¢,(g) et [rpz n'est pas linéaire.}

3) Considérons la fonction f : x € R — x?. Pour tout x € R,
(0:21)() = (2f = @2N)(0) = (2/(2f () ) = 2f (2x?) = 2(2x?)% = 8%,
et, 2(@s(N)(x) = 2(f = H(x) = 2f(f () = 2f (x?) = 2x*.
Comme @3(2f) # 2¢3(f), [(pg n'est pas linéaire.]

4) Soient (f,g) € E? et (A,11) € R?. Pour tout x € R,
(- f+u-@)X) =@ f+p g)e)
=A-f(e)+u-g(e) =1 (@a(N))(x) + 1t - (9a(9)) ()
= @i (- f+u-g) = Aes(f) + pe(g).

Conclusion [<p4 est linéaire.J
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Exercice 3
1) « Montrons que F est une application de R,,[x] dans R, [x].
mn
Soit P(x) = ¥ ax* un polynéme de R, [x].
k=0

n—1

(F(P))(x) =nP(x)—xP'(x)= ) (n—kapx* = > (n—k)agx® (+)

car le terme (n — n)a,x" est nul. Ainsi, [F(P) € ]Rn_l[x].J

« Vérifions que F est linéaire. Soient (P,Q) € R,[x]? et (A,u) € R?,
(F(AP + 1Q))(x) = n(AP + pQ)(x) — x(AP + pQ)' (x)

\ linéarité de la
— ?IAP(I} +”.uo(x) e AXP'(I) _.uxor(x} _' df:.'.'f_]‘n"i'll'il.}“
= A(nP(x) = xP'(x)) + p(nQ(x) — xQ'(x))

= A(F(P))(x) + u(F(Q))(x)-

Bilan [F’ est une application linéaire de R,,[x] dans R,,_; [xﬂ

n
2) = SoitP(x) = ¥ apx® un polynéme de R, [x].
k=0

PeKer(F) & (F(P))(x)=0 :
n-1 question 1) (=)
= kgc(n ~K)apxt = Oxx] par unicité des coeffi-
e vke[on—-1], (n—k)a,=0 ¥ cients

e Vke[[0n—1], a;=0.

Donc Ker(F) = {P(x} = X" | ay € R} = | Vect (x“).

2 Remarque
3 Ker(F) est une droite vectorielle engendrée par le vecteur/polynéme x™.

n-1
« Soit Q(x) = k}__‘,ﬂ by x* un polynéme de R,,_, [x]. Considérons le polynéme

-1

P(x) = Dk ok

=

=
1l
o

Alors P est un polynéme de R, [x] et, en reprenant la relation (¢), Q = F(P).

[ Im(F) = Ry,_4[x]. |
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§ Remarque
On en déduit que F est surjective mais non injective.

Exercice 4  Expression d'un projecteur

1) Raisonnons par analyse-syntheése. Soit u = (x,y,z) un vecteur de E.

« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Supposons qu'il existe (u;,u;) € F X Gtelque u =uy + us.
Comme u, € G, il existe 1 € Rtel que u, = A-(1,1,1) = (1,4,4). Puis,

W =u—u;=(x—4,y—-21,z-1).
Or,u, €F, 3x=A)—-(y=A)-(z-1)=0.
Il vient A = 3x — y — z. Le seul couple (u,,u,) possible est

Uy=Bx—y—23x—-y—23x—-y—2),
h=u—uU=(-2x+y+2-3x+2y+2z—3x+y+22).

wvi

» Synthese (recherche des conditions suffisantes) g
Vérifions que le couple précédent convient. "
“wwtuy=(U=Uy)+u; = H
— Vérifionsqueu; e F.Onau; =(—2x+y+z, —3x+2y+2z, —3x+y+2z). g::
O

3(=2x+y+z)—(-3x+2y+2)—-(-3x+y+22)=0. v

17 composante 2°¥ composante 3¢ composante
Par définition de F, uy €F.

— Vérifions que u, € G.Ona
U; =(3Bx—y—z3x~y—2z3x—-y—z)=4-(1,11) avec 1=3x-y—=z
Donc u, € G.

« Conclusion.

[F et G sont deux espaces supplémentaires de E.]

2) Sip désigne la projection sur F parallelement a G, alors, par définition, p(u) = uy,

[p((x,y.z))=(—2x+y+z. -3x+2y+2z, —3x+y+?.z).|
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Exercice 5 Exemple d'application sur les suites réelles
1) Soient (u,v) € E et (A1) € R%. On posew = A(Ad - u + pt - v). Pour tout n € N,

Wop=(A-ut+p-v)ppa—A-utp-v)y
= (AUpyq + 1Vy4q) — (Auy, + pvy)

= A(“?Hl . “n) -+ !'J(pn+1 il vn}'

Donc AA-u+p-v)=21 A1)+ p-A).

[ﬁ est une application linéaire.]

2) Soitu € E,
u€ekKer(d) = VvneN, uq=u,

Donc ‘ Ker(A) = {u € E | u est constante} = Vect (1), |

ou 1 est la suite constante égale a 1.

E Remarque

+ En particulier, A n’est pas injective.
3) Soitv € E. On cherche une suite u telle que v = A(u). Or,

v=Au) & VneN, uy=1v,+u,

Il suffit de considérer la suite u définie par
n-1

uy=0 et VneN, un=ka.
k=0

Conclusion : [ﬁ est suriective.]

4) a) Soitu € E.Posons v = A(u) etw = A?(u) = ;‘.‘.{a(u)) = A(v). Alors, pour toutn € N,
Un = Upyy —Un €L Vpyq = Uy = Uny,
Puis, Wy = Upyq — Un = Upyo — 2Upyeq + Uy,
b) D’apres la question précédente,
uekKer(A?) & VneEN, upsr—2Upsq +u, =0.

Ker(A) estI'ensemble des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 dont I'équation carac-
téristique est x? — 2x + 1 = 0.

Cette équation admet 1 pour racine double. D’aprés les formules explicites des suites
récurrentes linéaires d'ordre 2,

u€Ker(d?) & 3IAp)eER? wvnelN, u,=An+pu
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Autrementditu € Ker(A?) o 3I(Au)eR? (W)=A-(n)+u-1.

Les suites (n), et 1 forment un famille génératrice de Ker(A?), donc Ker(A?) est de
dimension finie. Or, cette famille est libre.

[Les suites (n), et 1 forment une base de Ker(ﬁz}.J

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 6
1) Soitu € Ker f, c'est-a-dire, f (1) = 0. Parlinéarité de f, f2(u) = f(f(w)) = f(0g) = 0
et u € Ker f2. 1l vient

[Kerf = l{erfz.}

Remarque

Ce résultat se généralise. La suite des noyaux itérés ( Ker f i)i ¢y ©st croissante pour
l'inclusion. C'est-a-dire,
vieN, Kerf!cKerf'*l

Par contre, la suite des images itérées est décroissante pour l'inclusion

vieN, ImfioImfi+l,

v
=
9
—
¥
w
e
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o
v

2) Onsuppose f2 = f. Pour établir I'égalité, il suffit de montrer Ker f? c Ker f.
Soit u € Ker f2, Par définition, f?(u) = 0g. D'otl f3(u) = f(0g) = 0.
Puis, f(u) = f3(u) = Og et u € Ker f.
Finalement, [Ker f= =Kerf. |

Exercice 7 Condition suffisante pour une inclusion entre image et noyau
1) Soitu € Im(f). Par définition, il existe v € E tel que u = f(v). Alors

fw)=(f<f)(v) =0 donc u € Ker(f).
8

Finalement, [[m(f) c Ker(f).]

2) Soitu € Ker(f), c’est-a-dire, f(u) = 0g.
Lhypothése f e g + g ¢ f = idg impose f(g(u)) + g(f(u}) = 0r

g(f(u)) = g(0g) = 0 (car g estlinéaire).

Donc u = f(g(u)), puis, u € Im(f) car g(u) € E. On a bien
[ Kerf c Imf.]
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Exercice 8

Raisonnons par analyse-synthese. Soitu € E.

« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
On suppose qu'il existe (v,w) € Ker(f) x Im(f) tel que u = v + w.

Comme w € Im f, il existe w’ € E tel que f(w') = w. De plus, v € Ker f signifie f(v) = 0.
Par linéarité

Fu) = f(2) + F(w) = f(w) = F2(W').

On en déduit que F @)= w).
Or, f = f* = f? impose w=f(w)=f3w)=f2w) = f?(u) - fw.
Et v=u-w=u-f%(u)+ f(u).

On a ainsi un unique couple (v,w) possible.
« Syntheése (recherche des conditions suffisantes)
Vérifions que les expressions de v et w trouvées précédemment conviennent.

—v4+w=u-f2)+ )+ (F2) - f) =u.

— Montrons que v € Ker f. Par linéarité,

f@)=fu=F2+f@)=f) - @)+ f2@) = (f - 2 + ) () = 0.

=0c(E)

— Montrons que w € Im(f).
w= ) - f) =ff@—-u)=fWw") ot w'=f(u)-u

« Conclusion
vuekE, 3l(vw)eKerfxImf, u=v+w.

(E=Kerf@®Imf.|

Exercice 9
1) Raisonnons par analyse-synthése. Soit u € E.

« Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Supposons qu'il existe (u4,u;) € Ker f X Im g tel que u = uy + u,.

Ona f(uy) = 0g etil existe v, € E tel que u, = g(v,).

Par linéarité, f(u) = f(uy) + f(uz) = f(g(v2)).

On en déduit (g < f)(u) = (g ° f ° g)(v2) = g(v2) = u,.

D’ot, la seule solution possible :

U, =(gef)(u) et wyy=u—u,=u—(ge°f)w.
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» Synthése (recherche des conditions suffisantes)
Vérifions que la solution trouvée convient.

= U+ =(U=U) + Uy = U

— Parlinéaritéde f, f(uy) = f(u) = (fege f)(u) = f(u)— f(u) = 0g. Donc, u; € Ker f.
= Uy = g(f(u)). Donc u; € Im(g).

Ona mcntn;: :;:[ue

vuekE, 3(uu,)eKerfximg, x=u +u,.

« Conclusion [Kerf et Im g sont des supplémentaires de E.]

2 pep=(@eNe@eN=g°egefN)=gef=p.
Donc p est un endomorphisme de E tel quep e p = p.
Par la caractérisation des projecteurs, p est un projecteur.

— Pouru € Ker f,onap(u) = g(f{u)) = g(0g) = Og (car g estlinéaire).
— Pour u € Im g, il existe v € E tel que u = g(v). Ainsi

pw)=(@efeg)wv)=g)=u

Ker(f) et Im(g) sont supplémentaires dans E, alors,

pour tout u € E, il existe (uy,u;) € Ker f x Im g tel que u = uy + us,.

Par linéarité, p(u) = p(uy) + p(uz) = 0 + Uy = U,.

D’apres la définition des projections, p est la projection sur Im g parallelement a Ker f.

v
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Exercice 10

1) Soit P € R[x].

(F(a(P))) ) = (9(P)) (x) = P(x) + xP'"(x)

(9(F(P)) @) = (9(P)) @) = xP'(x)
Conclusion [f og—geof= iclE.]

Dot ((f o g = g ° f)(P))(x) = P(x).

2) Démontrons par récurrence que la propriété
P} Rog—-geor=nf""
est vraie pour toutn € N~,

e Initialisation. f o g — g o f = idg. Donc P (1) est vraie.
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« Hérédité. Soit n € N*. Supposons P (n) vraie.

f"+1°g—g°f““=f“"'1°g—f“°g°f+f“°g°f—g°f"“
=fPelf sg—gof) (™ ug—g=")F
idg nfn=1 P(n)
=freidg+(nf™" ) o f
=n+1)f"

SiP(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. [V neN’, fleg—geft=nf"1l,

Exercice 11 = Espaces stables
Raisonnons par double implication.

= | Onsuppose fep=pof.
~ « Soitv € Im p, c'est-a-dire, il existe w € E tel que v = p(w).
Justifions que f(v) € Imp.

f) = f(pw)) = (f  p)(W) = (p > (W) = p(f (W)).

Comme f(w) € E, f(v) € Im(p). Ce qui prouve que Im p est stable par f.

= Montrons que Ker p est stable par f. Soit u € Ker p. Vérifions que f(u) € Kerp.
p(FW) = (> (W) = (f * )W) = F(P(W)) = £(0) = 05 (car f estlinéaire).
Donc Ker p est stable par f.

On a donc prouvé la premiéere implication.

Remarque

Pour cette partie de la démonstration, nous n'avons pas utilisé que p est un projec-
4 teur. Autrement dit, cette propriété est vraie pour toute application linéaire p telle

{quepof=fop.

< | Supposons Imp et Ker p stables par f.

Soitu € E.D’apreés les propriétés des projecteurs, E = Ker p@Im p et p estla projection
sur Im p parallélement a Ker p.

Dong, il existe (uy,u,) € Kerp X Imp tel que u = uy; + u, et p(u) = u,. Alors, par
linéarité

(f e )W) = f(p(w) = f(uy).

Par hypothése f(u;) € Ker(p), donc p(f(uy)) = 0g.
Et f(uy) € Imp, donc il existe u; € E tel que f(uy) = p(u5). Alors

p(f (1) = p(p(u3)) = (0 ° P)(u5) = p(uy) = f(uy,).
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Dong, par linéarite,

(= ) = p(f(uy +u3)) = p(f () + p(f (12)) = p(0p) + f(uz) = f(uz).
Ainsi VuekE, (fep)(w)=f(uz)=(pef)).

Ce qui prouve la seconde implication.

Finalement, I'équivalence est bien prouvée.

Exercice 12

1) On veut montrer que pour tout u € E, il existe un unique couple (u,,u,) € Kerg X Im f
tel que u = u; + u,. On raisonne par analyse-synthése. Soitu € E.

» Analyse (recherche des conditions nécessaires)
Supposons que (u,,u,) € Ker g x Im f vérifie u = uy + u,.
Ona g(u,) = Og etil existe v € E tel que u, = f(v), donc, comme g est linéaire
g) = g(uy +uz) = g(uy) + g(uz) = 0 + (g ° f)(v) = v.
=jf.!E
Dong, la seule solution possible est

=)= (Fog)) et 1w =u—u=u~(fog)w.

e Synthese (recherche des conditions suffisantes)
Montrons que la solution trouvée convient.

—wtuy=u—(fog)(u)+(feg)(u) =u
— u, € Ker(g) car

gu) =glu-u=-(fe0)@)=90) - (g°f° g =g - gw) = 0¢.

=idg

v
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— u, € Im(f) caru, = f(.@)

EE
Onamontré quevu € E, 3 (uy,u,) € Kerg X Im f,u = uy + u,.
Conclusion : [ E=Kerg@Imf. ]

2] De plus, on vient de voir que pour tout u € E,

u=(u=f(g))))+ fla@w).

eKerg Elm f

On conclut, par définition de la projection p, que

P = u—f(9(w).
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Exercice 13
Raisonnons par double-inclusion.

(&)

Soit u € Ker(f) n Im(f).
Il existe v € E tel que u = f(v) et f(u) = 0.
Donc (f * )(v) = f(f(¥)) = f(u) = 0.
Autrement dit, v € Ker(f  f) etu = f(v) € f( Ker(f « f)).
(o) Soitu € f(Ker(f o f)).
‘ Il existe v € Ker(f » f) tel que u = f(v).
Alorsv € E,doncu € Im(f).Et f(u) = f(f(v)) = (fof)(v) = 0g (carv € Ker(f f)).
On obtient u € Ker(f). En regroupant les deux appartenances, u € Ker(f) n Im(f).
Finalement, | Ker(f) N Im(f) = f(Ker(f < f)). |

Exercice 14

1) a) Soitu € Im(f +g). Par définition, il existe v € Etelqueu = (f+g)(v) = f(v)+g(v).

b)

Or, f(v)Elmfetg(v) €Elmg.Doncu € Imf +Img.

[[m(f+g)n:[mf+[mg.]

Considérons g = —idg. Alors, pour tout (x,y) € R?, (f + g)(x,¥) = (0,x) = x - (0,1).
Donc Im(f + g) = Vect ((0,1)).

Or Im(—idg) = R?. DoncIm f +Im g = R?. On constate que Im(f +g) # Im f +Im g.

¢ Remarque
ySiue Im f + Im g, alors il existe (v;,v,) € E? tel que u = f(v;) + g(vs).

¢ Il faudrait pouvoir prendre v; = v, = v pour affirmer que u = (f + g)(v) et donc
¢ que u € Im f + Im g. Nous venons de voir que ce n’est pas possible en général.

Comme u € Im f, il existe v € E tel que u = f(v). Alors g(u) = (g af}(v) = Qg et

=g
u € Ker g. D’ot

[Imf c Kerg.]

Par définition de u € Im f, il existe v € E tel que u = f(v).
f estun projecteur, donc f? = f.D'ou f(u) = f?(v) = f(v) = .
D’apres la question précédente, u € Ker g. Donc g(u) = 0g et

u=f)+g)=(f +9)w).
Conclusion. [u € Im(f +g)J
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c) Soitu € Im g. Il existe v € E tel que u = g(v). D'apres les propriétés des projecteurs,
E=Imf +Kerf.

En particulier, il existe (v,,v,) € Im f X Ker f tel que v = v, + v,.
On a montré que Im f < Ker g, donc v, € Kerg.

Par linéarité gw) =gvy +v5) = g(vy) + g(vn) = g(va).

Comme v, € Ker(f), ona

u=g®) =g@)=f)+9) = +9)(v2) € Im(f + g)

Bilan [u € Im(f +g).}

d) Il suffitde montrer Im f +Img < Im(f + g).
Soitu € Im f + Im g. Il existe (uy,u;) € Im f X Im g tel que u = u; + u,.
D’apres les questions précédentes, u; € Im(f + g) etu, € Im(f + g).
Comme Im(f + g) est un espace vectoriel, u; + u, € Im(f + g).
Conclusion : [[mf +Img =Im(f + g).]

Exercice 15

1) Soit f € E.Comme f est continue sur R, f admet des primitives sur R. Soit F 'une de ces

primitives, Alors, pour tout x € R,
Lo

O = foyde= [F(t)]: = Fle+ )~ Ble=2).

x=2
F est de classe €' sur R, donc par linéarité et composition T(f) est de classe C* sur R.
Par dérivation des fonctions composées,

vXeR, T(f)(x)=1xF(x+2)-1xF(x=2)=(f(x+2)-f(x-2).]

2) « Onvient de voir que pour tout f € E, T(f) est de classe ¢* sur R. En particulier T(f)
est continue sur R, c'est-a-dire, T(f) € E.
« Soient f,g € E et A € R. Par linéarité de l'intégrale, pour tout x € R,

x+2 x+2
TF+a® = [ ¢+an@de= [ (£©)+90)de
x—=2

x+2 x+2 o
- j_z f()dt +,11f._2 g(t)dt = T(f)(x) + AT (g)(x)

= T(f+A19) T(f)+AT(g).
Ainsi, T est linéaire T € L(E).

I
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3) D'aprés la question 1), Im(T) < €*(R,R). Or il existe des fonctions de R dans IR qui sont
continues, mais pas de classe C* sur R : par exemple I'application x € R ~ |x|. On conclut
que

[L’app]ication T n'est pas surjective.]

4) a) Soitx € R,

T = |

x-2

x+

s (3e)ae= [~ Zeos (30
= —% cos (%(x + 2)) + % cos (g(x - 2))

= —%CDS(%X%‘ ‘.IT) + %cos(gx —J‘I’)

| cos est 2m-périodique

L'application T(s) est I'application nulle. D'oti| s € Ker(T).

Comme s n'est pas I'application nulle, Ker(T) # {0} et

[T n'est pas injective.]

b) Soit f € Ker(T), c'est-a-dire, T(f) = Og (I'application nulle).
En particulier, T(f)' = 0g, ce qui se reformule, d’aprés la question 1), en:

VxeR f(x+2)=f(x-2).
Soit t € R. En prenant x = t + 2 dans la relation ci-dessus :

ft+4) =f(x+2)=f(x-2)=f(r)

Ceci étant valable pour toutt € R, [f est 4-périodique.]
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Applications
linéaires en
dimension finie

= Exercices axés sur le calcul

«  Calcul de noyau et de l'image

On considére les applications linéaires f € L(R®R?) et g € L(R®,R*) définies par

iz (xyz) — (x+y—2z,2x+3y—3z,3x—4y+4z);

g: (xyztu) = (x=y+z—-t,2x=y—t=u,3x=-y=3t=3u,z—-2t—-u).

Pour tout n € N*, on note C,,, la base canonique de R".
L) a) Donnerla matrice A = Mate, ¢, (f).

b) Déterminer une base Ker f, une base de Im f.
2) a) Donner la matrice B = Mate, ¢.(9).

b) Déterminer une base Ker g, une base de Im g.

—2 3 =5
** | SoitA=|0 -1 O
1 -3 4

1) Trouver un polyndome annulateur de A de degré 2.
2) En déduire que A est inversible et exprimer A™* en fonction de A et .
3) Soitn € N.

a) Déterminer R,, le reste de la division euclidienne de x" par x? — 2x — 3.

b) En déduire A™.

Indication. On rappelle que si S,T,U sont trois polynémes tels que S = TU,
alors S(A) = T(A) x U(A).
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

-+ Soient E un R-espace vectoriel de dimension 2 et f € L(E) tel que
f2=_i.d£' et f#-'idE.

Montrer qu'il existe une base de E telle que la matrice de f dans cette base soit I? _{]1]

m Equivalences multiples

Soit f € L(IR™). Montrer I'équivalence des quatre propositions suivantes :

(1) ImfnKerf ={0gn}; (3) Imf=Imf3?;
(2) R"=Imf @Kerf; (4) Kerf =Kerf2

Indication. Pour montrer l'équivalence des propositions, on montrera (1)=(2)=(3)=(4)=(1).

-« -+ Soit E 'ensemble des matrices M(a,b,c) avec (a,b,c) € R® et

a b ¢
M(abc)=|b a+c bf.
c b a

1) Prouver que E est un espace vectoriel.
2) Veérifier que E est de dimension 3 et préciser une base (M;,M,,M3).

3) Calculer M;M; pour tout (i,j) € [1.3]% et démontrer que E est stable par produit.
4) Soit A € E inversible.

a) Soitf: M € E » AM € E. Montrer que f est bien définie et bijective.
b) En déduire que A™* € E.

< =+ Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f € L(F) tel que

Kerf =Imf.

1) Justifier que n est un nombre pair. On pose m = n/2.
2) Soit H un supplémentaire de Im f dans E.
Montrer que pour tout u € Im f, il existe v € H tel que f(v) = u.

3) Soit (vy,vy, ...,U) une famille de vecteurs de E telle que (f(vi).f(vz), ...,f(vk)} soit une
famille libre. Montrer que (vy,v5, ...,V ) est libre.

4) Montrer qu'il existe une base (uy,uz, ... Um,V1,V5, ...,V ) de E telle que :
vie[[lm], fQw) =0z f(»)=u.

5) Déterminer un endomorphisme g de Etelque feoeg+ge f =idg.
Indication. On pourra, dans un premier temps, tester la relation avec les vecteurs u; et v;.
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*+  Polynémes annulateurs Soit A € M, (R).

1) Montrer que la famille (4%) <<,z est une famille liée de M, (RR).
En déduire I'existence d'un polynéme annulateur de A.

m
2) SoitP(x) = ¥ aix* un polynéme annulateur de A de degré minimal. Montrer que
k=0

Ainversible & ay # 0.

Quelle remarque peut-on faire alors sur A7 ?

- #%x  Un endomorphisme de R, [x]

1) Soitn € N*. Montrer que I'application
@ : P €Ry[x] » nxP - (x? = 1)P

est un endomorphisme de R,,[x].

2) Donner la matrice de ¢ dans labase B = ((x — ]'Jk)keﬂu al’

3) A quelle condition sur n, 'application ¢ est-elle bijective?

=+»  Exemple d'endomorphisme cyclique
Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie n.

|} Montrer par récurrence que la propriété :
P(k):« ¥y € E, (f*(y) # 0g et fX(y) = 05) = (1 (9), /¥ () estlibre»
est vraie pour tout k € N*.

2) Soitx € E tel f" 2(x) # 0 et f™(x) = 0.
Déduire de la question précédente que B, = (x.f(x). .f“‘l(x)) est une base de E.

3) Préciser la matrice de f dans cette base B,.
4) En déduire une base de Ker f, puis de Im f.

e

Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E, admettant un polynéme annulateur de
degré m. On note G = Vect ((f")iegom-17)-

1) Vérifier que pour tout entier k > m, f* € G.
2) Soient (g,h) € G?. Montrer que g ¢ h € G. En déduire, pour toutk € N, g* € G.
3) Montrer que g admet un polyndéme annulateur de degré inférieur ou égal a m.
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Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1 Calcul de noyau et de I'image

1 1 -1
1) a) A partir de I'expression analytique de f, on obtientA = |2 3 =3].
3 -4 4

b) Soitu = (x,y,2z) un vecteur de R3,
x+ y=- z=0

uekKerf o f(u)=0g: <o 2x + 3y —32=0
3x —4y + 4z =10
x+ y— z=0
Ly—Ly—2L, po= =0
L3—L3—3L -7y +72=0
x=0
— { & u={0z1) © u=3001.1).
Ly==7L> y =2z S

[ Kerf = \-’ect{vl).J

Le vecteur v, n'est pas nul, c’est une base de Ker f et dim(Ker f) = 1.

D'aprés la formule du rang, dim(Im f) = dim(R*) — dim(Ker f) = 2. Les vecteurs
v, = f(1,0,0)=(123) et wv;=/f(010)=(13-4)

sont deux vecteurs de Im f. IIs sont non colinéaires, donc ils forment une famille libre.
Et comme dim(Im f) = card ((v,,v5)), c'est une base de Im f.

[(vz,vg} est une base de Im f.]

1 -1 1 -1 0
. = » : = ® 2 _1 0 _1 _1
2) a) A partir de 'expression analytique de g, on obtient B = 2 i g g gl

0O 0 1 -2 =1
b) SoitV = (x,y,z,t,u) un vecteur de R>.

xX—-y+z-t =

2x — y = #i'= =0

VeKerg = gV)=0 = 3x - y -3t -3u=0
z—-2t— u=0
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ji— Pk ¥ i =0
y—224 t— u=10
— 4
Ly—Lz—2L; 2y — 3z —3u=20
Ly=Lz=3L,
! z—-2t— u=290
(x —y+ z-—- t =0
y=-2z4 t=-u=20
[——] 4
LyLy—2L, z—2t—u=>90
L z—-—2t—-—u=20
X—-y+ z-t =0
= y=2Z4 t—=u=10
o z—2t—-u=0
x =2t + 2u
- y=3t+3u o V=(2t+2u3t+3u2t+utu)
z2=2t+ u

e V=t(23210)+u(23101) <& Ve Vect(vy,,).

'y Vo

Donc (vy,v,) est une famille génératrice de Ker g. De plus, v; et v, sont non colinéaires,
ils forment une famille libre.

[(vl,vz} est une base de I{erg.]
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D'aprés la formule du rang, dim(Im f) = dim(R®) — dim(Kerg) =5-2 = 3.
Considérons les vecteurs v; = £(1,0,0,0,0) = (1,2,3,0),

v, = £(0,1,0,00) = (-1, —1,—1,0) et vs = £(0,0,1,0,0) = (1,0,0,1).

Cette famille est libre, car, d’apres la résolution précédente :

x—-y+z=0
x= 0
2x = ¥ =0
Xty vu+z-v5=0hs & = y=20
3x —y =0
z =0.
zZ2=0

(v3,v4,05) est une famille libre de vecteurs de Im f et card ((v3,124,vs}) = dim(Im f).
Finalement

[(vg,v4.v5) est une base de Im g.]

Exercice 2

-1 6 =10
1) 22=|0 1 0 | =2A+3L.Donc A? — 24 - 3I; = 05.
2 =6 11
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[P(x) = x? — 2x — 3 est un polynéme annulateur de A.}

2) D’aprés la question précédente,

(%{A -2y))-A=A- (%(A - 2ly)) = I,

1
Donc A est inversible et son inverse est Al= E(A — 213).

3) a) D'aprés le théoréme de la division euclidienne, deg(R,,) < deg(x? — 2x — 3) et il existe
un polynéme @, tel que

x™ = (x2 = 2x = 3)Qn(x) + Ru(x)  (2).
Le polynéme R,, étant de degré au plus 1, il s’écrit R,,(x) = a,x + b, ol (a,,b,) € RZ.

Les racines du polynéme x? — 2x — 3 sont —1 et 3. En donnant a x chacune de ces
valeurs dans la relation (+), on obtient

—a, + b, = (-1)" a = 2(3" - (-1)")
Bagkby=3" O 1y qyn)
= ).

Concluons, le reste de la division euclidienne est

[R“ = %(3“ - (-D)")x + %(3‘-‘* +3(-D").

b) En évaluant en la matrice A dans (=) et d'aprés le rappel sur les propriétés des poly-
némes de matrices,

A" = (A% = 24 = 315) - Qu(A) + Ry(A)
= Rn(A)
= =3 = (-1)")4 + £ (3" + 3(-1)")i;

) d’apreés 1)

d'aprés 3 a)

Aprés simplifications, on trouve

—3n 4 5. (=)t 3L _3.(—1)" —5.3045.(=1)"
4. (-1)" 0

Ap = 0
3:'1 oo (_l}n _3n+1 +3. (_l)n 5. 31: 4 {_1)n+1
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 3

Par définition de la matrice d'une application linéaire, on cherche une base (u,v) de E telle
que v = f(u) et—u = f(v).

Par hypothese f # idg. Il existe alors u € E tel que f(u) # u. Montrons que (u,f(u)) est
une base de E. Soit (4,u) € R>telque A-u+ u - f(u) =0 (L,).Onapplique f

fA-u+ - () = f(0g)

_"_. f linéaire
A f) + - f2(u) = 0 Ve s
| f2 = —idy
A-fU)—p-u=0g (L) ¥ .
En effectuant AL, — pL,, on trouve (A% + p?) - u = 0g.

Oru # 0g car f(0g) = O, alors que f(u) # u. Donc A2 + ? = 0. Une somme de carrés de
reels (donc positifs) ne peut étre nulle que si tous les termes sont nuls. Donc A =y = 0 et
la famille (u,f (u)) est libre.

De plus, card {u.f(u)) = 2 = dim(E). C'est une base de E.

Posons v = f(u) de sorte que f(v) = f?(u) = —u.

La matrice de f dans la base (u,v) est [2 _gll

Exercice 4  Equivalences multiples
« (1) = (2). D'apreés la formule du rang : dim(R") = rg(f) + dim(Ker f).
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Imf NKerf = {0gn}

d R™ =1 Ker f.
dimE = rg f + dim(Ker f) } one mf @ Kerf |
D'apres la caractérisation des supplémentaires via la dimension.

* (2) = (3). On suppose R™ = Im(f) @ Ker f. Montrons Im f = Im f? en raisonnant par
double inclusion.

( c.-_. Soit x € Im f. Il existe y € E tel que x = f(y).
" Parhypothése R" = Im f @ Ker f.
Par définition, il existe (y;,)5) € Im f x Ker f tel que y = y; + .
Donc f(y,) = 0 et il existe z € E tel que y, = f(2).
Parlinéarité x = f(y) = f(,) + f(0,) = f(7,) = f?(2). Puis x € Im f2,

:= Soit x € Im f2. I existe z € E tel que x = f2(z) = f(f(z)). Donc x € Imf.

|lmf = Imfz.]
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+ (3) = (4). On suppose Im f = Im f2.

Pour tout endomorphisme, on a Ker f < Ker f? (voir exercice 6 du chapitre 22).

Montrons I'inclusion réciproque. Par hypothése dim(Im f) = dim(Im f?).

D’apres la formule du rang

dim(Ker f) = n —dim(Im f)

dim(Ker f?) = n — dim(Im f?)

Alors

dim(Ker f) = dim(Ker f?)
Ker f c Ker f?

] donc dim(Ker f) = dim(Ker f2).

] donc [Kerf:Kerfz.J

* (4) = (1).On suppose Ker f = Ker f2. Montrons que Im f N Ker f = {Ogn} par double
inclusion.
r: Soitx € Im f N Ker f. Il existe y € E tel que x = f(y) et f(x) = 0.
~ Alors f2(y) = 0g doncy € Kerf2 Comme Kerf = Kerf? onay € Kerf et

x=f(y) =0
) Comme Im f et Ker f sont des sous-espaces vectoriels de R", ils contiennent le vec-
~ teur nul.
Il vient [Im fnKerf = {omn}.]
Résumons [Les quatre propositions sont équivalentes.]

Exercice 5

1) Pour tout (a,b,c) € R3,

100 g 1 i o 0 1
M(abc)=al0 1 0|+b[1 0 1|+cl0 1 ©
00 1 010 100

Donc E = Vect(M,,M;,M3).

[ E estI'espace vectoriel engendré par (Ml;Mz,M3).}

2) On vérifie que pour tout (a,b,c) € R3,
aM, + bM, +cM;=0; = (a=b=c=0).

La famille (M,M;,M5) est libre. De plus, la famille (M,,M,,M3) engendre E, c'est une base
deE.

[dim(E) = 3 et une base de E est (M1,M2.M3)._]
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3) Vérifierque « M,*> = M,, « MM, = M,My; = M,, « M;M; = M3M; = M,

e My2 =M, + My, o« MoMy=MM,=M,, « Ms%>=M,.
Tous les produits sont dans E. Soient M (a,a,,a3) et M(by,b,,b;) deux matrices de E.

M(ay,@2a3) X M(by,bybs) = Z a;b;M:M; € E

(f,j)E[['lﬁ]]s EE

car E est stable par combinaison linéaire.

[E est stable par produit.]

4) a) « f estbien une application de E dans E d'apreés la question précédente.
« Vérifions qu'elle est linéaire. Soient (1,u) € R? et (M,N) € E?. Par distributivité,

f(AM +vN)=A(AM +VvN)=A-AM+v-AN=A-f(M)+v- f(N).
« Montrons que f est injective.
MeKer(f) & AM=0; & A'AM=0; & M=0,.

Donc Ker(f) = {03}. On en déduit que f est injectif. Comme tout endomorphisme
injectif de dimension finie est un isomoprphisme.
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[f est bijective.]

b) Lendomorphisme estbijectifetl; = M, € E.Posons B = f~1(I3),I'unique antécédent
de I; par f. Par définition de f, I; = f(B) = AB. Par unicité de l'inverse, B = A™*. Or

B € E. Concluons

Exercice 6

1) D’apres la formule du rang, dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(E) = n.
Par hypothése Ker f = Im f. Doncn = 2dim(Im f).

n est pair.

2) Soitu € Imf. Il existe w € E, tel que u = f(w).
OnaE=Imf@H=Kerf @ H. Doncil existe (v',v) EKerf xHw=v+v"

Par linéarité de f, u=fw)=f@)+ f(v) =f(v).
Conclusion [Pour toutu € Im f, il existe v € H tel que f(v) = u.]
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Kk
3) Soit (41,45, ... Ax) € R¥ tels que ¥ A;v; = Op.
1=1

k k
2 Avi=0 = f( By AM‘) =0g _
i=1 =1 “linéaire
& | | linéaire
> % Af(w)=f(0g) =0z |
i=1 f(v)), ;. estlibre
= Vvie[1k], A4;=0.
Donc [La famille (vy,v, ..., 1) est libre.]

4) D’apréslaquestion 1),dim(Im f) = dim(Ker f) = m.On peut donc considérer (u,,us, ... iy
une base de Ker(f) = Im(f). En particulier, pour tout i € [1,m]), f(u;) = Og;

D'apres 2), il existe v; € H, tel que f(v;) = u;. Sachant que la famille (uy,u,, ..., u,,) est
libre, on a, d’apreés 3), la liberté de la famille (vy,v,, ..., v ).
De plus, les sous-espaces H et Im f sont supplémentaires dans E. En particulier,

dim(H) = dim(E) — dim(Im f) = m.

Alors (vy,v5, ...,V ) est une famille libre de vecteurs de H : c'est une base de H. D'aprés la
caractérisation des sommes directes par concaténation,

(Wy g, v Uy, V1,0, .0, Uy ) €St UNe base de E,

et vie[Lm], f(w) =0z [f(v)=u.

Recherche d’'une solution.
Supposons qu'il existe g un endomorphisme de E tel que fe g+ g f = idg. Déterminons
I'image de la base de la question précédente par g. Soiti € [[1,m].

Commew; € Ker(f),  (f g +g° ) = Fgw)) + 9(f(w) = f(g(uwp)

L

g
L

or (fog+g° ) = idg () = us.
D'otl flo(w)) = w;.
Une solution possible est
Alors, comme d’aprés 4) f(v;) = u;,
(feg+gefNw)=Fflgwd)+9(f()) = fFla(w)) +9(w) = f(g(w)) + vi.
Or (feg+gef)w) =ide(vy) = v
D'ol f(g(v)) = 0.

Une solution possible est| g(v;) = 0g.
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Rappelons qu'un endomorphisme de E est uniquement déterminé par I'image d'une base.
Or, (Uy,Us, ... U, Vg, Vs, ... Uy ) €St une base de E. Les relations précédentes suggerent de
considérer I'unique endomorphisme g de E tel que

vie[Lm], g(u)=v, g(v)=0g.

Vérification de la relation.

Pour un tel choix de g, on a, pour tout i € [[1,m]],

«(feg+g° ) =flo)) +9(f(w)) = f(v) + 9(0r) = u; = idg(wy),
«(feg+g° ) =fla@w)) +a(f(v) = f(0) + g(w;) = v = idg(w).

Les endomorphismes (f ¢ g + g © f) et idg sont égaux car ils prennent les mémes valeurs
sur une base de E.

feg+gef=id.]

Exercice 7 Polynémes annulateurs

1) dim (M, (R)) = n?

card (AR)MKN;! =nZ2+1

> dim (M, (R)).

] donc card(4¥) _ .

D’aprés les propriétés de dimension [La famille (A%)o<r<nz est liée.J
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2
n
I existe donc (A )ockcnz € R™ *1 tel que (Ag)ockenz # Ogn2+1 €t kf_}ﬂ A= a..

n?
Alors le polynéme P(x) = ¥ Azx¥ estun polynome annulateur de A.
k=0

[A admet un polynéme annuiateur.]

m
2) SoitP(x) = kZ a,x* un polynéme annulateur de A de degré minimal.
=0

Par double implication, montrons I'équivalence

Ainversible & a, #0.

= | Par I'absurde. Supposons 4 inversible et a, = 0.
" On peut mettre x en facteur dans P. [l existe Q € R[x] tel que P(x) = xQ(x).
D'ot1 P(A) = A X Q(A). Il s’ensuit que A~! x P(A4) = Q(A).
Comme P est un polynéme annulateur de 4, on en déduit que Q(A) = 0,,. Q est un

polynéme annulateur de A avec deg(@Q) < deg(P). En contradiction avec la défini-
tion de P.
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m
< | Onsuppose ay # 0. Par hypothése P(4) = 0, donc ¥, aA* = —agl,.
; k=1

m
1
Posons B=——- a;: A% (ay = 0).
0 k=1
1 m
Alors AxB”—"BxAz—a—ZakAk=In.
=1

[A estinversible et A™! = B.]

Lorsqu'elle existe, A~! est une combinaison linéaire de puissances de 4, c'est-a-dire, un
polynéme en A.

| A~ est un polynéme en A. |

! Remarque

2 Précisons que l'ensemble des degrés des polynomes annulateurs de A forment une par-
s tie de N non vide. Il existe donc un plus petit élément et on peut donc bien parler d'un
¢ polynéme annulateur de P de degré minimal.

Exercice 8 Unendomorphisme de R, [x]

1) SoitP € R,[x]. Alors nxP — (x? — 1)P' € R[x] et

deg(nxP)<n+1 et deg(—(x*-1P)<n+1.
D'ou deg(nxP — (x? = 1)P') < n+ 1.
Vérifions que deg(nxP — (x? — 1)P") < n. Isolons le terme de degré n dans P :

P=ax"+R avec deg(R)<n-1.

nxP = (x* = 1)P’ = nx(ax™ + R) — (x* — 1)(nax"* + R’)

= nax™t =niax"*! + (nxR + nax™1 — (x2 — 1)R").

€Rn[x]

Donc deg(nxP — (x? — 1)P') < n; @ est une application R,,[x] dans R, [x].
Montrons que ¢ est linéaire. Soient (P,Q) € R,[x]? et (A1) € R2,
PA-PH+p-Q)=nx(A-P+p-Q)—(x*>=1)(A-P+p-Q)"  linéarité dela
=nx(A-P+pu-Q)—(x2=1)A-P' +pu-Q") v dérivation
=2 (nxP = (x*=1DP") +p- (nxQ — (x* = 1)Q")
=A-9(P) +u-¢(Q).

Fnalement [qa est endomorphisme de R,, [x]]




Applications linéaires en dimension finie

2) Soitk € [[1,n].

@((x = D¥) = nx(x = 1)* = (x2 = 1k(x — 1)1
=nx(x — D¥ = k(x + 1)(x — ¥
= —=Ik)x(x—1)¥=k(x—1)¥
= (n=k)((x = 1) + 1)(x = 1)* = k(x = 1)
=m=-k)(x =11+ (n-2k)(x - D¥

)2 =1) = (x=1)(x+1)

Précisons que pour k = n, on retrouve ¢((x — 1}’1) =—=n(x-=1)"
Pourk=0:9((x-1)°)=¢p(1)=nx=n(x—-1+1) =n(x—1)* +n(x - 1)°.
Notons A = (x — 1). La matrice de ¢ dans la base B = (4%)gcrcn st

w(‘_io) (pﬂ:q.l.' ................... q_';,:.,{"ll ................... ql:”:‘i”.'
AT n.. 0‘.. ............................................ D
al m. h=2 T :
A 0 ir=1 0 %
f'lk_f n--Zk =Mat¢5((p}. 5
Ak : e =k el : o
1k 0 2
: : 0 O
AR | Do viveiainidiiiiairadisdisa sera i ve e 0 0 |

3) @ est bijectif si et seulement si la matrice Matg(¢) est inversible. Or Matg(¢) est trian-
gulaire inférieure. Donc elle est inversible si et seulement si tous les coefficients de la
diagonale sont différents de 0.

» Si n est pair. Alors n = 2m. Pour k = m, le coefficient de la diagonale est nul.
= Si n est impair, alors n — 2k est toujours différent de 0.

Conclusion [(p est bijectif si et seulement si n est impair.]

Exercice 9 Exemple d'endomorphisme cyclique

1) « Initialisation. k = 1. On suppose f%(y) = 0, c'est-a-dire y = 0. Alors la famille ()
est libre. P(1) est vraie.

« Hérédité. Soit k € N*. On suppose P (k) vraie et prouvons P(k + 1).
Soity € E tel que f*(y) # 0 et f**1(y) = 0z Montrons que (y.f (¥), ....f ¥(y)) estlibre.
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K .
Soit (Ao, ... Ax) € R¥*! tel que 3, Aif*(¥) = Op.
1=0

k

K
DAL M=0 = f( D Af0))=F0s)
1=0

=0 | f est linéaire

k
5 ) AfH() =0
& | Fe+1(y) = 0
= DA =05 ¢
=0
Posons z = f(y).
Alors z € E, f¥71(2) # Og (car f¥"1(2) = f¥(y)) et f*(2) = f¥*1(y) = Op.
La propriété P (k) s'applique a n'importe quel vecteur de E. On peut donc I'appliquer au
vecteur z. On en déduit que (z,f(2), ....,f¥~1(2)) est libre, Or

k=1 k-1
_Zﬂ Aif'(2) = _Eﬂ Af () = 0.
i= i=
Donc Ag=Ay ==, =0.
En remplacant dans la combinaison linéaire du début, il vient : A, f*(y) = 0.

Par hypothése f¥(y) # 0, donc A, = 0.

On a doncmontré que tous coefficients (4;) e, Sontnuls. La famille fO), .1 ()
est libre.

Ainsi, si P(k) estvraie, alors P(k + 1) est vraie.

« Conclusion. [Pour toutk € N*, P(k)est vraie.]

2) D'aprés la question précédente la famille B = (x,f(x), ....f""1(x)) est libre.
Comme card(B) = dim(E),

| (x,f(x), ... " (x)) est une base de E. l
3) Lesimages des vecteurs de cette base par f sont:
fF1(0)) =05 et vie[Ln—2] f(fi(x)= ().

D’oti la matrice de f dans cette base

f(x) r2(x) F e ¢ (x
; Qeseenes @ o e e @i 0
r | 1., 0.,
2 N ‘1 0
. 0 =Mat¢5x(f).
1y Deorvremrrnonnaneananss ‘.*,0 1 0




Applications linéaires en dimension finie

4) = Noyau
Soient a € E et (a,,as, ..., a,) les coordonnées de a dans la base (x,f(x), ....f" (x)). On
note X la matrice colonne des coordonnées de a.

a,=0
ﬂ'2= U .
acKer(f)e f(a) =0 &2MX=0,, : &a=da, f*1(x).
p—1=0

Donc Ker f = Vect(f" " (x)). Comme f"~1(x) # 0,
“f"'l(x)) est une base de Ker f.}

« Image
By = (2, (x), ..../""1(x)) est une base de E. Donc

Im f = Vect (f().f(f (), - f(F2(0).S(F* ()

= Vect (f().f2(), o f "2 @) ., .
= 2 n—-1 fh(x) = 0g
= Vect (f(x)f 4 P g (x}) v

La famille (}‘(x),)"2 G s ,f"_l(x)) est libre (extraite de B, qui est libre) et génératrice
deImf.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

[(f(x),fz(x), ,f”"l(x)) est une base de Im f.J

% Remarque
Le noyau est une droite vectorielle, I'image, un hyperplan.

Exercice 10

1) Démontrons par récurrence que la propriété f¥ € G est vraie pour tout entier k > m.

m
« Initialisation. Soit P(x) = ¥ a,x* un polyndme annulateur de f de degré m. Alors
k=0

m-1
P(f) = 0zz) donc apf™=— Z af*.
k=0
m-=1
P étant de degré m, a,,, = 0,donc f™ = = a,f* eaG.
m =0

La propriété est vraie au rang m.
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« Hérédité, Soit k > m. On suppose que f* € G. Donc il existe (@;);efom-17 tel que
m-1 ,

f¥= ¥ a;f' Alors,
1=0

m-1 m-2
frri=frof= ) af = anafr+ ) afits
i=0 EG i=0 EG

On en déduit que f**! € G puisque G est stable par combinaison linéaire en tant que
sous-espace vectoriel. Dong, si f¥ € G, alors f¥*! € G.

« Conclusion. [Vk >m, fke G.}

2) Considérons (@;)iefom-1] et (Bi)iefo.m-17 tels que

m-1 m=1

o= a'ifi et h=Zﬁ;'fi.
=0 1=0
Par linéarité de g geh= z aBiftt.
@jefom-12 €&

D'oti g e h € E car E est stable par combinaison linéaire.

pour toutk € N, g* € G.]

On en déduit alors, par récurrence que,

3) (fi}ieilo,m—l]] est une famille génératrice de G, donc G est de dimension finie et

dim(G) < m.

Alors {g"];eﬂo,m]] est une famille d’éléments de G et card ((‘gi)ieﬂgimﬁ) > dim(G). Donc
m

cette famille est liée. Il existe des réels (;);eo,m non tous nuls tels que Y Bigt = O (y-
i=0

m .
Q(x) = ¥, Pix' estun polyndéme annulateur de g avec deg(Q) < m.
i=0




Comparaison
des suites

== Exercices axés sur le calcul

*

e 4 d 1 4el/n
) u, = = S Ea 4) u, = In(T)
2) Uy =+yn2+1+n

H 5) Uy =Vn+In(1+e?)

3) u, =vn2+1-n
6) u, = el/n+ 1/n% __ el/n,

¥} Exercices axés sur le raisonnement

1

*  Soit u une suite décroissante telle que u, + Up4q ~ —

Montrer que u converge vers 0 et trouver un équivalent simple de wu.

+  Sommes de Riemann
n

|) Pour @ € R*. Donner un équivalent simplede » k%
k=1

lﬂ-i-]. + 2{'.'.-5-2 4 oo nd+1

Dans chacun des exemples, déterminer un équivalent simple de ().

2) Poura € R, en déduire la limite lorsque n — +o de -
n(1@ + 2@ + .- + ne)
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- _-___-i «« Equivalent d’une suite d'intégrales
1
Pour tout entier naturel n, on pose I, = J‘ (1-1t)"e 2t dt.
0

1) Equivalent par encadrement.
a) Justifier que pour toutt € [0,1], 1-2t<e ?' < 1.
b) Endéduirel, ~ 1/n.
2) Equivalent a partir d'une relation de récurrence.
a) Etudier la monotonie de la suite (I,,),ey et en déduire la convergence vers une limite
finie.
1=+,
—
¢) En déduire la limite de (I,,) ey et retrouver le résultat de la question 1 b).

b) Démontrer que pour toutn € N, Inei =

1
d) Montrer que la suite (nz (I,l - ;)) est convergente, et préciser sa limite.
nen*

¢) Alaide des questions précédentes, préciser trois réels a, b et ¢ tels que

L= gk bt =
R L e T A

++  Equivalent d’une suite implicite |
Considérons, pour tout entier naturel non nul n, I'équation :

l+In(x+n)=x (Ey)

On pose, pour x réel positif: f,(x) =1+ In(x +n) —x.
1) Montrer que (E,) admet une unique solution a,, sur R*.
2) Vérifier que a, > 1 + In(n). Que peut-on en conclure pour la suite (a,)nen?
3) a 5 i i .
) a) Déterminer n]-ltTm fn(2+1nn)
b) En déduire qu'il existe un entier n, tel que pour n > ngy : a,, < 2 + In(n).

4) Conclure en prouvant a,, ~ In(n).

 «x+  Equivalents de suites implicites II
Pour tout entier naturel n non nul, on note f, la fonction définie par

vx € R}, fa(x) = x=n In(x).

I} a) Donner le graphe de f,.
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b) En déduire, lorsque n est supérieur ou égal a 3, l'existence de deux réels u, et v,
solutions de I'équation f,(x) = 0 et vérifiant 0 < u,, < n < vy,.

2) Etude de la suite (i, )p>3-
a) Vérifier que pour toutentiern >3, 1<u,<e.

b} Montrer que f,(uy,+1) = In(uy44), puis, en conclure que (u,,), 53 est décroissante.
¢) Endéduire que (u,),>3 converge. Puis, montrer, en raisonnant par l'absurde, que

1
d) Exprimer In(u,) en fonction de u,, et n. Montrer que u, —1 ~ ™y

3) Etude de la suite (v,),,. .

a) Calculer n]—irlllmun-

) Montrer que pour toutx €]1, + o[ : 2In(x) < x.
c) Soitn > 3. Montrer que n In(n) < v, < 2n In(n).
)

d) Endéduire: v, ~ nlIn(n).
=400

Indication. Remarquer que v,, = nln(vy,).

++*  Vitesse de convergence
Smt b € N \ {0,1}. On se propose d’étudier la suite (u,,),ey- définie par

n—1
= nbk+1

1) Etudier le sens de variation de la suite (i) pen-
En déduire que cette suite converge vers un nombre réel £ appartenant a l'intervalle
[0.1/2]. On ne cherchera pas a expliciter ce nombre réel.

2) Vitesse de convergence de la suite (uy,).
] Soit (n,p) € N*Z. Etablir I'inégalité

n+p-1

Z 1 1
bk S i -1

k=n

b) Pour tout nombre réel x appartenant a [0,1], établir I'encadrement

l+x<e* <1+ 2x.

Uy, 14
T el

d) En faisant tendre p vers +oo, démontrerque 0<u, —7¥ <

c) Endéduire les inégalités 1 <

1 -
®—1bm1
e) Conclure, pour toutq €]0,b[, u, — € =o(q™™").
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& Exercices avec questions ouvertes

(S - - 1« Contre-exemples?
Soient u, v deux suites réelles.
Les énoncés suivants sont faux, saurez-vous donner un contre-exemple ?

1) Upr ~ Up.
2) Siu, ~ v, alors e“n ~ e¥n,

3) Siu, ~ %, alors la suite u est positive.

4) Siuy, ~ %, alors la suite u est décroissante a partir d'un certain rang.

Corrections

Ed Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

1 1 1 1 1 1

1 Uy = — — = W b e et
) Pourn € N : u, n2 n2+4+1 n2mZ+1) noe n2 " nZz | n

F - 1 1
2) Pourne N :u, = n2+1+n=|n[’l+§+n=n 1+n_2+1 ni‘.'m

— 2
n—++0
(2=0)

3) Soitn e N*.Onau,=vn?2—=1-n=n

1
PE—
I Donc
vidx—1 = =
x—=0 2
1
St s ETNTI -
Conclusion : BEdlef s g
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4 1/n
] _]l-'-_e.. — 14 Eif’ﬂ. 1 _I_Eifn E‘.l;'n -1
2 n—++co dunc H,n = ]n T R:C‘O "T' — - T
In(X) Ecy dat

1
Ore*—1 ~ x,donc Uy ~ —-
x40 n=o In

5) Soitn € N.Ona In(1+e")=In (e"(e'“ - 1)) =n+In(e™+1).

Onaln(e™+1) 7., O doncin (e +1) = o(n).Onaaussiyn_=_o(n).

D’aprés les propriétés des équivalents : [ Vn+In (1 + e“) PeBe |

6) Pourn € N: u, =el/n+t1/n’ _gt/n o g_{f'_’l (e/m* — 1) o el/n* — 1.

fi—=+00

|

Enfin, W merten donc |uy, =
=1 o~ ¥ n
x=0

#B Exercices axés sur le raisonnement

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Exercice 2

Comme la suite u est décroissante, on a pour toutn € Ntelquen > 2, u,—1 > Uy, > Upsq,
donc, en ajoutant u,, :

g U 2 28 7 Wt Upyq
= (g1 t+ity) > 20y > Uy +Ungy). (0

A LN 1. 5 1 5
Grace a I'hypothése u,, + uy4q ~ —.on sait que n(u, + Up4q) = :
n—=+00
1

1
~ —, donc n(Uy—1 + Uy) = 1.
— mn—=+4co
Finalement, on peut appliquer le théoréme d'encadrement a partir de (+) pour conclure que

1
2nuy By B 1, autrement dit :

Exercice 3 Sommes de Riemann

Mais I'hypothese donne aussi : u,,— + u, ~

1) Considérons la fonction f : x € [0,1] = x%. La somme de Riemann d’ordre n s'écrit

1w [k 1w /kK\" 1 <«
Tn(f)=ﬁkzlf(;)=;kzl(;) = na+1;k L
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La fonction f est continue, les sommes de Riemann convergent avec

td"‘l

1
a+1

fr+10

n(f)n:mf:f(r) ds=f1r“dr =

0

mn ”Ef'l'l
Donc Z k* ~ .
T =00 (1' ..+.. l
k=1

n mn
n n-i-l n? nn+1)(2n+1 n®
zk n(n+1) o Zk2= (n+1)( )

a2 g 6 3

{ Remarque

% On peut tester ce résultat avec a € {1,2}
§

b k=1 k=1

2) Précisons un équivalent simple du numérateur et du dénominateur a I'aide du résultat

précédent.
L na+2
1a+1 2a+2 n-:1+1 o Z
T e . a+2
“ nati
n(1®+2%+--+n%) = Z :
( ) fom 4 +1
a+2
_ 1941 42042 4 ..o 4 ot = a+1
Par quotient, & T =
n(le+2a+--4n2) .07 a+2
a+l
s g a+1
La limite est donc =3

Exercice 4  Equivalent d’une suite d'intégrales

1) a) Rappelons le graphe de la fonction exponentielle avec la tangente en 0.
En particulier, pour x € R™,

et < 1, exp
et pour tout x € |,

e*>1+x.

k4

Soitt € [0,1] enappliquant les deux inégalités
précédentes a —2t, on a directement

[1-2t<e? <]
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b) Soitn € N. Pour toutt € [0,1], (1 =¢)" > 0,

1=2tge gl 3 A== l-1tc"{1-1)"

1 1
Par croissance de l'intégrale (0<1), J- Q-1 -2)dt< I, < f (1-t)"dt.
0 0

Calculons ces deux intégrales. Dans un premier temps,

-1=-"1 1
(1-1) ]_ ()
1]

n+1 T

1
= 1-t)"dt =
J j;( ) |
Puis,

f1(1 —t)"(1-2t)dt = J‘Iu —t*((2-2t)—1)dt
0 ]

=2)rn+l _Jrn
2 1 = n
n+2 n+l m+2)(n+1)

| par linéarité

En résumé, nous obtenons l'encadrement,

n 1 n2

m+Dm+z) <<

n
——t — < nl, < —.

n+1l =xn>0 (n+1)(n+2) "+l
Comme le membre de gauche et celui de droite tendent vers 1 lorsque n — 4o, on
trouve par le théoréme d’encadrement,

1
nl, — 1, c'est-a-dire, | I, ~ —
n—=+m n

2) a)
1 1
ligi =Ly = f (1-t)"*te™?" dt —f (1-t)"e % dt

n1_ & 1

= f A-0"(1-t=1e 2 dt = —j t(1—t)"e 2t dt
0 0

< 0 par positivité de l'intégrale.

Conclusion [La suite (I )nen est décroissante.]

De nouveau, par positivité de I'intégrale, I, > 0. La suite (1,,),en €5t minorée (par 0).
D'apres le théoréme de convergence monotone,

[La suite (I, )nen converge vers une limite finie.]
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b) Soitn € N. Intégrons par parties. Pour x € [0,1],

g—2x

—(n+1(1-x)"

u(x) = —%e‘z" o [u:{xj
v(x) — (1—I}"+1 V(XJ

Les fonctions u et v sont de classe ¢* sur [0,1].

3 1 Y ons1 gt
I = f (1—x)"*1e 2% dx = I—Ee‘z"'(l - x]““l = f (1—x)"e % dx.
0 0 0

1 n+1

Iyyy = 2 T"n-

c) D’aprés la question 2 a), nous savons que la suite (I,,),en est convergente. Notons ¢
sa limite. Reformulons la relation précédente,

1 - [H + l)fﬂ 2.fn+1 1
YREN fwg=——z — 3 FE T

Passons a la limite dans cette relation, 0 - £ = 0 — £. Finalement, £ = 0,

[La suite (I,) tend vers l].]

De nouveau, 2,4, =1 —(n+1),.Doncnl, =1-21,41 — I, Wrr o 1. Autrement dit,

1
Iy ~ ;

d) Soitn € N.Onavuquenl, =1-2L,,, —I,. Donc

1 n
n? (In — ;;) = nnl,-1)=n(-2L,,,-1I)= _Zn T (n+ 1), —nl,
- 1\ _
e) Onreformule: n®([, — o T 3+0(1) et

_ 1 3 1
L n:wE—HT+O Il_z :
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Exercice 5 Equivalent d’une suite implicite |

1) La fonction f,, est dérivable sur R* en tant que somme de fonctions dérivables sur R*.

Pour x € R™,
1 l-n—x

fl)=——-1=

xX+n n+x

On constate que f,," est strictement négative sur l'intervalle R* carn € N*,
f,, est strictement décroissante sur R*. De plus,

@) =1+In(n)>0 et f,(x) — =00 (croissances comparées).
X—=+o0

f,, est continue sur R, le théoréme de la bijection s’applique.
Il existe une unique solution strictement positive a 'équation f,(x) = 0. Cette unique
solution est 'unique solution de (E},).

2) Calculons
f(1+In(m)) = 14+In(1+In(n)+n)—1-In(n)

1+In(n) + n)

= In(1+In(n) +n)—In(n) = ln( -

1+In{n)+n

Comme =1+ @ > 1,etf(1+In(n)) > 0.

fu(1+In(n) >0=fi(a,) =———= 1+In(n)<a,

fn strict’ déc

« Onal+In(n) — +oo, par minoration, { a, — +oo. J
n—+oo n—++omw

3) a) Soitn € N”,
f2+In(m) =1+In(2+In(n) +n)-2-In(n) = ln(l + 3+ :1(11}) ]

] 24 In(n)
Or, par les croissances comparées,—— — 0

n—++og
o 2+ In(n)
et la continuité de Inen 1, In{l14+4——) — In(1)=0.
n n—+o
Concluons ‘ fu(2 +1In(n)) K 2 -1. |

b} Par définition de la limite, il existe un entier nq tel que pourn > ny, f,(2 + Inn) < 0.
De nouveau,

fu(2+1In(n)) < 0 = f(ay) r=:*’ 2 +1In(n) > a,.
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4) Pourtoutn € N\ {0,1} avecn > n,,

Par encadrement,

Ay
Lt In(n) S In(n) Lok ]n(n)‘

ﬂi’l
— 1, c'est-a-dire,
In(n) n—+o N ()

1+ln(n)<ap,<2+In(n) =

Exercice 6 Equivalents de suites implicites Il

1) a)

Soitn € N*. La fonction f,, est dérivable sur R} par combinaison linéaire de fonctions

dérivables.
- n x-n
Pour tout x € R, f (x) = l—;: P

fn(x) est du signe de x — n.
licl"n fu = +oo (pas de EL).
lm; fu = 4+ (par croissances comparées).
fn est strictement décroissante sur |0,n] et

strictement croissante sur [n, + oo[. f,, ad- ¢ =
met un minimum : 1 \‘/

My = fu(m) =n(l=In(n)) =-nln (g)

n
Soit n € N tel que n > 3. Alors — > 1, et le minimum est strictement négatif.
e

La fonction f,, est continue sur R}, strictement décroissante sur ]0,n], strictement
croissante sur [n, + oo|.

« D'aprés le théoréme de la bijection, la restriction de f,, a ]0,n] réalise une bijection
de]0,n] vers [f;, (n),lim ful = [mn, + o],

0 € [m,, + o[ (car m,, < 0). Donc il existe un unique w,, €]0,n] tel que f,(x,,) = 0.
De plus u,, < ncarm, # 0.

« D'aprés le théoréme de la bijection, la restriction de f;,  [n,+ o[ réalise une bijection
de ]n, + oof vers [fn(n),ljmfn[ = [m,, + oL

Or 0 € [my, + o[ (car m, < 0).

Donc il existe un unique v, € [n, + o[ tel que f,,(v,,) = 0. De plus v,, > ncarm, # 0.
Conclusion :

Il existe deux réels u,, et v, solutions de I'équation f,,(x) = 0 et vérifiant

0<u, <n<wy,

a) Soitn » 3.0naf,(e) =e—nln(e) =e=-n<0etf,(1) =1-nln(1) =1 > 0.

Comme f,(u,) = 0,0na f,(e) < f(u,) < fu(1).
Soit (x,y) €]0,n)2. f,, est décroissante sur J0,n]. Donc: x < y = f,,(x) > f,(»).



d)

Comparaison des suites

Avec la contraposée,ona: f,(x) < fL(y) = x> y.

Ona (1,uy,e) €]0,n)3 et f,(e) < fu(uy) < fu(1); donc

% Remarque
On peut aussi raisonner par 'absurde pour montrer que 1 < u, <e.

Soit n > 3. Par définition de w44, 0n a fi41 (Uns1) = 0. D0l Uy = (R 4+ 1) In(tl44).
Alors f(Un+1) = Unseq = nIN(Unsq) = (0 + 1) In(upsq) = nIn(Unsg) = n(unsq).

Or Unyq > 1. Donc f;l{un+1) > 0;d’ot ;ﬂ:(un-}—l) > fn(un}'

D’apres la question 2 a), 1 < U4, < e; donc uy,4+4 €]0,1].

Comme a la question précédente, la décroissance de f,, sur |O,n] donne u, +; < u,,.

Conclusion : [La suite (1, )n53 est décroissante. |

La suite (u, )53 est décroissante, minorée par 1. Donc, d'aprés le théoréme de conver-
gence monotone, la suite (u,),-3 converge vers une limite finie £ > 1.

Raisonnons par I'absurde en supposant £ > 1. Alors, la fonction In étant continue
sur R}, In(uy,) = In(£) > 0. Dot nIn(u,) = +oo,
T—+00 i

=+ 00

Mais, on a aussi u,, = nln(u,) car f,(u,) = 0. C'est en contradiction avec u,, =3 £
n—++ao
et I'unicité de la limite.

u
La relation f,(u,) = 0 donne In(u,,) = —I;—I- Or:

« D'apreés les équivalents usuelles, avec u,, — 1 s 0,
n=+o

In(up) = In(1+ (uy = 1)) >, ua— 1.

De pl e
* De plus, up  ~ 1 impligue Y B =
: 1
Finalement, Up,—1_~ -,
n—oo n
a) On sait que v,, > n. Par le théoréme de minoration,
lim v, = -q-oo,]
=400
; Z X¥=2
Posons g(x) = x — 2In(x). Pourtoutx > 1,g'(x) =1 — = = G

Donc g'(x) est du signe de x — 2. La fonction g est décroissante sur ]1,2], croissante
sur [2, + «[. Lavaleur g(2) = 2 = 21In(2) > 0 (car In(2) < 1) est le minimum de g
sur 1, + oo[. En conséquence, g(x) > 0 pour tout x > 1.

Conclusion [ Pourtoutx €]1,+oo[: 2In(x) < x.J
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Chapitre 24

c) Ons'inspire de la question 2, Soitn > 3.

=—-nln(In(n)) <0,

fu(nIn(n)) = nin(n) — nIn (nln(n)) = —nln ( s l“{"))

carn >3 >e.
2
Et, fu(2nIn(n)) = 2nIn(n) —nin (2nin(n)) = n ln(m) =nln ( 5 l::l(n])'

Or, pourx >1l,onax > 2In(x).

Donc ——— T ( 5 > 1 (carn > 1etIn(n) > 0). D'ott f(2nIn(n)) > 0.

Ainsi, fy(nIn(n)) < fu(vy) < fu(2nIn(n)).Orlafonction f, eststrictement croissante
sur [n, + oo[. Comme n > 3,onaln(n) > 1, doncn < nln(n) etn < 2nln(n).

Par croissance de f,,, il vient

[n In(n) < v, < 2n ln(n}.]

d) Soitn > 3.0na f,(v,) = 0. Donc v, = nin(w,).
D'aprés c) et par croissance deIn:  In(nln(n)) < In(v,) < In(2nIn(n)).

In(n) + In(In(n)) In(v,) _In(n)+In(2In(n))
In(n) In(n) In(n)

In(In(n))  In(v,) In(2) In(In(n))
* In(n) < In(n) <1+ln(n)+ In(n)

In (In(n))
In(n) n-+e
D’apres le théoréme d’encadrement, et le début de cette question
vp _ In(w,)
nln(m) ~ In(n) n=+e

Conclusion : [v.n ~ n ln(n).l

En divisant par In(n) > 0

Soit

Par les croissances comparées et composition de limites :

n—++oo

Exercice 7 Vitesse de convergence

1) u est une suite strictement positive. Pourn € N-,

|
Uyiq k=0 bE+1 b'ﬂ g
iUy, o b+ 1 '
k—p bF+1
Ainsi, Uy pq < Uy [La suite u est décroissante.]
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Comparaison des suites

De plus, la suite est minorée par 0. D'apres le théoréeme de la convergence monotone, la
suite converge vers une limite finie £.

1
Comme, u est positive, décroissante avecuy = 1/2, f € [UE]

2) a) Soit (n,p) € N*2. On reconnait une somme géométrique de raison 1/b # 1,

n+p-1 n+p-1 K
- 1

- b¥ b '
2 » : changement d'indice i = k —n

]
s
= =
S

=
-+

i=0
1 p-1 1 i
T (5)
=0 somme géométrique
1 1-(1/b)?
~ b 1-(1/b) S c=m e
1 1-@/by? simplification
bt b-1
n+p-1 1 1
— P — R N A—
Comme —(1/b)? < Oeth—1 0, ; 4 F=E

Introduisons, pour x € [0,1],
fxX)=e*—(1+x) et gx)=e*—(1+2x).
f et g sont dérivables sur [0,1] par différence de fonctions dérivables sur [0,1] et
flf(x)=e¥=150 et g'(x)=e*-2

f est donc croissante sur l'intervalle [0,1]. Comme f(0) = 0, f est positive sur [0,1].

vxe[oll fx)>0 =

g’ est strictement croissante sur [0,1] avec g'(0) = -1 <0etg'(1) =e—2 > 0.
g’ est continue, il existe une unique valeur « telle que g'(a) = 0.

g’ estalors négative sur [0,a] et positive sur [@,1]. Par conséquent, g est décroissante
sur [0,a] et croissante sur [@,1]. Le maximum de g est donc en 0 ou en 1. Or,

gi0)=-=1 et g(l)=e—2<0.

Le maximum est négatif, et g est une fonction négative.

vxe[01], gx)<0 = e*‘<1+2x.|
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Chapitre 24

Uy

¢) Comme la suite u est décroissante, pour (n,p) € N2, e > 1.
n+p
Soit k € N, on a vu a la question 1),
u b* +1 1
L =1+ —
Hk+1 bk bR

En appliquant I'inégalité de gauche précédente a x = 1/b* € [0,1],

Uy k
< el,fb :

1 k
1+ —<e/t" =
b* S Up4q

Par produit télescopique de termes positifs et croissance de I'exponentielle,

n+p-1 n+p-1 n+p-1

Uy Uy, 1—[ 1Bk _ Z i 1
g A e L1 F T bk | <P\t -1) )

k=n k=n k=n

d] Redonnons I'encadrement de la question précédente

Uy 1
T s T

Puis, en utilisant I'inégalité de droite de la question 2 b) avec

1<

b"'l(b 1} € [O 1]

u
1< — <142

Un+p bn=1(b—1) | gy 0
1
= Unsp Sl SUnsp + 2Unsy br=1(b-1) par passage a la limite
1 i <+ o0
= fittn{.’f+2£m 'f{flz
= Diun—fﬂ:-—l-- .
b"-1(b-1)

e) Soitq €]0,b[. Lencadrement précédent implique

q" b (q\"
0<q"(un—¢) < b1(b—1) b—l'(ﬁ) '

Comme q/b €] — 1,1[, (q/b)" e A 0 et par le théoréme d'encadrement,

q" (un - {“) 7,0 cest-a-dire, [Hn —£=0(q™"). I
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Comparaison des suites

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 8 | Contre-exemples?
1] Considérer la suite de terme général u,, = nl.
2) PosonspourneN,u, =n+1lety, =n.0Ona
Uy gltn

— — 1, mais —=eUn""n — e =1,
U, n—+eo eln 1i—=+0co

3) Un énoncé juste sera: Si u, ~ 2 alors la suite u est positive a partir d'un certain rang.
Par exemple, la suite u, définie par u,, = =1 pour n < 100, et u,, = 1/n ensuite est
équivalente a 1/n sans étre positive.

4] Hlustrons la situation par un schéma. L'idée est de faire osciller les termes de la suite u
autour de ceux de (1/n) afin de garder I'équivalent sans garder la décroissance.

07 ¥
0.6 +
| x 1/n
| e U
0.4 b 10 :
e
03 1 A
: g
[ A5
02+ s I :
o _x .l- :
L
{»** __________
- i ..... ‘.,_;.::ﬁ:.'.'_ .... !.., ..... S APRTLY £
o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Pour un contre-exemple avec une formule explicite, on peut considérer la suite u de terme

général

1 4
unzm ou n>2
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Comparaison
de fonctions

= Exercices axés sur le calcul

+  Donner un équivalent simple des expressions suivantes.

1) In (2(9“' + e“fa)) en +w 7 (24 x)x?V3x2 + 4 (e* — 1) sin®(x)

+ 5)

VX sin(44/x) el arctan(x#) L
. 1=cos(x)(1 + 2x) - sin(3x) =
‘) %2 — x38 en0 4) Jcos(x)—1en0 6) —3,—eng3.

«+  Déterminer les limites suivantes.

7x7 _1 . cos(2x) —1  e¥—x? —cos(x) .
L T B N hiigen a0
1 sin(4x)
2] xYex —xen +o T) 5111(2X} CUS(X) en0

¥} Exercices axés sur le raisonnement

I} Donner un équivalent simple de la fonction arctangente en 0.
2) Simplifier I'expression arctan(x) + arctan(1/x) pourx € R".

m
3) En déduire un équivalent de 5= arctan(x) en +co.
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Chapitre 25

 ++  équivalent de l'application réciproque

1) On définit f : x € R* — xe* . Justifier que f est une bijection de R* dans R*.
2) Déterminer deux réels a, b tels que
f7H(x) =, a+b(x—e)+o(x—e).

3) a) Donner un équivalent simple de f~*(y) lorsque y — +c».
b) Méme question lorsque y — 0.

*% Soita € RU {£co}.

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a et a valeurs strictement positives.

) On suppose que f g et l_i_l'té g(x) = +oo. Justifier que In (f{x)) > In (g(x))

2) Application. En déduire un équivalent en +oo de In (Jc7 + 3e* + Zexz).

3) a) Vérifier que la conclusion de la question 1 demeure si on suppose maintenant que
i =4 Et}_i_]:% g(x) = £, avecf € R*\ {1}.
Indication. On distinguera le cas £ = 0,

b) Quediresif =17

& Exercices avec questions ouvertes

~ )+ Vraiou faux?

_ (¥ +xsin(1/x)) exp (x* + In(3x* + 2x?))
P = = —cosv®)

PesEl sin(x)

= X

ot
4x(2x 4+ 3In(1 + x) + VX)

++  [nvestissement immobilier

Pour un crédit de n mensualités de m (euros) d'un emprunt d'un capital €, a taux ¢, on a
i 1+q)"
démontré a 'exercice 11 du chapitre 11 la relation m = g €, ¥
d+qr-1
On définit alors le cofit du crédit, noté K, comme la différence entre la somme des mensua-

lités et le capital emprunté.

- (n+1)Coq
1) Justifier que K e —

Indication. On pourra justifier que
nn-1)

qu +0(q?).

2) Toutes choses égales par ailleurs, est-il préférable de prendre un crédita 1,7% sur 10 ans

ou un crédit a 0,6% sur 25 ans?
Indication. Donner une approximation du colit des crédits sans utiliser la calculatrice.

L S——
(1+q) t?:ﬁ1+nq'+
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Comparaison de fonctions

Corrections

EX Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Ona

In (2(&" + e‘“’3)) =In (Ze"‘(l e e—x-"—x))

=1In(2) +In(e®) + In (1 + e %) = In(2) + x + In (1 + e™*"7¥),

P -x3-x
Or, par composition, In(L+e ) R 0.
En particulier, In(2) +In(1 + e_xz_x) = 0(x).
. e
Conclusion In (2(9"" +e7™ )) o x.} =
=
i o
2) étudions le numérateur =
O
1—cos(x)(1+2x) = (1 - cos(x})(l + 2x) — 2x. ‘3.:‘
o
X %2 8
or, (1 —cos(x))(1 + 2x) & I
Ainsi, (1- cos(x)){l + 2x) = o(x) et 1-—cos(x)(1+2x) > —2x.

Pour le dénominateur, x* = o(x?), donc x? — x* e x?, Finalement, par quotient,

l1—cos(x)(1+2x) —2x | 2

x2—x3 o x2 x
3) Par produit, le numérateur est
2+x)x%V3x7 +4 ~ 2.7V = 422
et le dénominateur est vV sin(4v/x) e Vx - dfx = 4.

(2+x)x*V3x2+4  4x?
JxXsin(4yx) ot 4x

Par quotient
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4) Pour x dans un voisinage de 0,

s 4 _ ({/cos(2x) — 1)(y/cos(2x) + 1) __ 1—cos(2x)
PR Jeos(2x) +1 - Jeos(2x) +1

2

x

1—cas{2x) ~ — :
(2x) o 2 d'ou | 4cos(2x) =1~ —XT.
Jeos(2x) + 1 - 2 g

5) On démontre a l'exercice 3

arctan(x) ~ x, puis, arctan(x*) - :

3x? + arctan(x*) A 3x?

=o(x?2) d’oll
(e* — 1) sin?(x) ~i g

(e* — 1) sin®(x)
3x2 + arctan(x*) o

X
3

6) On a directement, 3x o m. De plus, pour x € R, on pose h = x — /3.
mw

sin(3x) = sin (3(h + %)) = sin(3h + ) = —sin(3h).

Or, lorsquex = /3, h = 0,
sin(3x) = —sin(3h) o —3h = —3(x s g)

sin(3x) R

Concluons [
3x =3 w

Exercice 2

1) Soitx € R".
#0)
77 -1 MM _1 x7In(7)
— = ——~ ———=1In(7).
x X o x’
ol
On obtient — — |n(7).
X/  x=0
2) Ona

0

1
xe!* —x =x(et/*=1) ~ x-—=1 donc [ xell—x — 1,
+00 X X—+00




Comparaison de fonctions

3) Puis,
cos(2x) — 1 1. (2x)° cos(2x) — 1
=gt e il
sin(x) o 2 X sin®(x) x-o0
4) Et,
sin(4x) 4x §is| o sin(4x) 5
e = — *
P R o0 | ) )

5) Soitx € R*,

(e* —x2 ~cos(x)) _ ((e*—1) + (1 — cos(x)) — x%)
In(1+x2) In(1 + x2)
e¥ —1 1 — cos(x) %>
= In(1 + x2?) 4 In(1+x2)  In(1+x2?)

Or, on a les équivalents,

In(1+ x?) 5 xZ;

e¥—1 ~ x;
: 2

— e 2
1 — cos(x) e /2. o
i _ e¥ —1 1 1-cos(x) 1 e i E
e G In(1+x2) 0o X In(1+x2)0 2 B In(1+x2) o g::
Par compatibilité des équivalents avec les limites, 8

# o X
g¥ —x%=ros(x) .

In(1+x%2) x-o*

P Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 3
1) La fonction arctangente est dérivable en 0 avec:

1
arctan(0) =0 et arctan’'(0) = T 1.

Par définition du nombre dérivé, pour x € R,

arctan(x) = 0 + arctan’(0)(x — 0) + o(x) =EF o(x).

C'est-a-dire, arctan(x) X J
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2) Soitf : x € R* = arctan(x) + arctan(1/x).
Comme la fonction arctangente est dérivable sur R et la fonction inverse x — 1/x est

dérivable sur R™ a valeur dans R, la fonction f est dérivable sur R* par somme et compo-
sition. Pour tout x € R~,

fl(x)=

+( 1) L =4
1+ x? x2) 1+ (1/x)2 "

Pourtantla fonction f n’est pas constante car R" n'est pas un intervalle. Par contre, d'apres
le théoréme précédent, f est constante sur l'intervalle ] —oo; 0 et sur I'intervalle ]0; +oo[.
Or

1) = = t 1) = - tan(1l) = t 1)= s

f( )—2 et f(— }——2 (cararcan( ) = —arctan(— )—4).
; . /2 si x>0

Finalement, arctan(x) + arctan(1/x) = [ ~n/2 sl x<0O.

3) Pour x € R}, d'apres les questions précédentes

T : & 1 1
——arctan(x) = arctan|{—-| ~ | =| car = — 0.
2 X ) +wm | X X x—++co

Exercice 4 équivalent de I'application réciproque

1) f est dérivable sur R* par produit de fonctions dérivables. Pour x € R*
Flx)=x-2xe¥ +1-e* = (2x2 + 1)eX’ > 0.
f est strictement croissante, continue sur l'intervalle R* avec
f(0)=0 et IETmf(x) = +00,

D’aprés le théoréme de la bijection,

[f réalise une bijection de R* sur R“'.}

2) Précisons que f(1) = e, f~(e) = 1. Ona f'(1) # 0, d’aprés le théoréme de dérivation
des applications réciproques, f ~* est dérivable en e = f(1) avec
1 1 1

Uq“®=FUﬂ@n=fuf’£

La définition de la dérivée donne

A=)+ ) @ -e) +oy—e),

1
Ozt - (r—e) toly—e).




Comparaison de fonctions

3) a) Soity € R*, posonsx = f~1(y).Ona

y=f@x) = y=xe = h@)=he)+x? ~ 22

—&+m

Par élévation a la puissance 1/2, +/In(y) e L

Comme x — +oo si et seulement si y — +oo,

7o) Vin(y).

y—i-i-m

b) Ona f(0) =0, f~1(0) = 0. De plus,

) U N . W
~f(f0) o)

Or, par définition de la dérivée

1) ) = f74(0) F )0 =1=%0,

y y—0 y=0
1 i
donc ) ) Y. I

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Exercice 5

Remarque
Précisons que la condition g(x) — £ avec £ = +w ou £ € R} impose que g est stricte-
X—
ment positive dans un voisinage de a. Par 'équivalent f ~ g, f est strictement positive
a

dans un voisinage de a. Dans ces cas, les fonctions x ~ In (f(x)) etx = In {g(x)) sont
bien définies dans un voisinage de a.
Si £ # 1, g ne prend pas la valeur 1 dans un voisinage de a et In (g(x)) # 0 sur ce voisi-

nage.

1) Ona
() _ (@) =n(9() _ W (f)/9()
In (g(x)) In(g(x)) In(g(x)) °
Comme f(x)/g(x) =2 1 et In est continue en 1, (firi)x—_—'; In(1) = 0.

De plus, par composition, In (,g(x)) e +00, et

In (f(x)) 3
In (g(x}) x=a
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Dit autrement, M — 1.
In (g(x)) x=a
Clest-a-dire, [ In (£(x)) ~ In(g(x)). |

2) Onvérifie que x7 + 3e* + 2’ .1 2¢*” et 2e =3 +00. Grace a la question précédente,
o X—++4C0

7 X ke TR e T 2
In (x7 + 3e* + 2e )+w In(2e*") = In(2) + x°.

Ainsi,

In(x7 +3e" + 29"‘2) ~ xz.J
40

3) a) « Sif e R*\ {0;1}.
Ona g(x) l:;t’ et f(x) — {£.

xX=a

Comme la fonction logarithme est continue en £,

In(g(x)) —In(f) et In (f(x) = In(®).

Or, € # 1,In(¢) # 0, et [ln (g(x)) ~In (F(0). I

. Sif=0",
In(f(x)) _ (In (£ (2)) = In (g(x)))+In (g (x)) _ In(f(0)/g(x)) -
In(g(x)) In (g(x)) — In(g(x) '
In(y) —, —
Par composition, { g(x)-";; o* donc In(g(x)) = =0,

—— — 1, donc ]“(%)1::; In(1) = 0.

m(f@/e®) _, . hU®)_

Ainsi, et ——— '
n(g(x)) s In (g(x)) +-a
Finalement, [ In(g(x)) ~In (f()). I
b) Le résultat n'est plus valable dans le cas ott £ = 1. Donnons un contre-exemple.
Pour x € R, a=0 M=1%% p)=1%x3
On a bien f(x) ~ g(x), pourtant, In(f(x)) =In(1 +x) ~X.
Et In(g(x)) = In(1 + x?) e X2

Finalement, on a bien f(x) ~ g(x) mais In (f(x)) * In (g(x)).
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& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 6 | Vrai ou faux?

Vrai.

Donnons un équivalent simple de chacun des facteurs.

in(1 1
On a I'encadrement, pour x € RY, M <vVx ie xsin(=)=o(Vx).
NE: x* 0
1
Puis, Vx+xsin(=) ~ Vx
x’ o
Ensuite,

exp (x2 + In(3x* + 2x?)) = e** (3x* + 2x2) —5 2%

(1 - cos(vx)) ] JE. 1 1.

@ e w (T e 7
2x+3[n(1+x}+~f—;ﬁ. -
En effet, pour x € R}, g
=
2x 4+ 31In(1 + x) In(1+x) _— ¥
= = 2Vx + 3Vx TI*_}U+O, d’ott 2x+3]n(1+x)30(~./:_c). L
2 =
B 2R S
Par produit, quotient, f(x ) s (12’;’; FT i

On simplifie

Exercice 7 Investissement immobilier
1) Soit g € R*. D'aprés la formule du binéme de Newton,

n

orore S
- G5

A+g)" = 1+ng+ ——

» Par définition du colit du crédit, K = nm — C,, donc

(1+4q) ¢ =Cﬂ(“t’!(1+ﬁf) —(1+q) +1)'

L FY e I+q)r -1
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Chapitre 25

nn-1)
Or, on a vu que (1 + ¢)* oo LN ~2—qf2 + 0(q?).

En multipliant par nq et en retranchant le développement de (1 + ¢)™ — 1, on obtient

nn-—1) nn+1)

R+ = (1 £ 41 = 20— =gt o(g%) = ——"+ 07"}

nn+1
Autrementdit:ng(1+q)"—(1+q)" +1 = % 2

Avec (1 + g)" — 1 ~ nq, on conclut par quotient

nn+1) ,
2 1 (m+1)Coq
K it CU =] '
q-0 nq 2

2) Le crédit le plus avantageux est le crédit qui a le colit le moins élevé.
Pour g « suffisamment petit», on a

Co
K = < .

En effet, sur plusieurs années, on peut approximern + 1 = n.

« Pour le premier crédit, « Pour le second crédit,

- (10x12) x = 'q = (25 X 12) X~
ng = (10 x )xm ng ={25x% )XIUD'

D'une part 10 X 1.7 = 17 et d’autre part 25 X 0.6 = 15, on constate que

[ Le second crédit est plus avantageux.}
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Séries numériques

== Exercices axés sur le calcul

Discuter en fonction de x € R, la convergence de la série Z cos?™(x). Préciser la somme.

1
Pour toutn € N \ {0,1}, posons u,, = In (1 - —2)
n

) Montrer que la série de terme général u,, converge.

1
2) a) Déterminertroisréelsa, betctelsque:In (1 - F) =aln(k—=1)+bInk+cin(k+1).

+ o

b) Calcu]erz .
k=2

* Justifier que les séries suivantes sont convergentes, et calculer leur somme.

T k(k-12t In(57)
) Ze “) Z k! kﬂln(k)ln(k-i—l}'

k>0 k=0
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Chapitre 26

Déterminer la nature des séries suivantes.

(x) 1) z 1, Zeu"z, Z (el"'“2 - 1) 4) Z %Sin(i)cos(i:)

2) Ziln(l-i-i) 5) Z - :
i\ Jur iy

n=1 na2
1
3) Z (cos (—) =5 1)
: n
n>1 . :
Su i Z (.n+ _"ﬁ) sLEER * Z n?lnn
n>1 n>2
1 vinn
7) Z 10) Z .
143 et n
nzil na2
8) i (“\/n T i ’{;’H)
nz2 1 s
1
rn) 1y D 13) Y n~oD
n
n>1 n>l
n! nIm:
12) y — }Z =
& (Inn)"
mn 1
(B8 +++ | Onposepourn € N*, H, = T
k=1
On admet I'existence de y € R* tel que: H, =y + In(n) +o(1).

Discuter, en fonction de la valeur de @ € R} de la convergence de la série Z atin,

¥} Exercices axés sur le raisonnement

)+ Soit (i) la suite définie par u, = 1 et

U, (1 +uy,)

YVRneEN', u,y= ST
n

I) Montrer que la suite (u,,),,5; converge et déterminer sa limite.

2) Justifier que la série de terme général u,? est de méme nature que la série de terme

général v, = Uy — Up4q.

3) En déduire la convergence de la série de terme général u,,2.



Séries numériques

»  Série et intégration Soientn € N™ et x € [0,1].

1) Vérifier que

% x.lr _— x gn 5
D = "‘)‘fo T
k=1
2) En déduire la convergence de la série Y, I—Et]egahté ¥ R =In(1-=x).
k31 =1

_ : 1
3) En déduire kgi or = In(2).

* Série et dérivation
1) Justifier que pour toutk € N\ {0,1},

1
k+ D In(k + 1)

<In(Ink + 1)) —In(In(k)) < r lnl(k)'

2) En déduire la divergence de la série Z KIn(k)

- ++  Série et intégration II L'objectif est de prouver la divergence de la série
mn

7 et de déterminer un équivalent des sommes partielles : S, = Z ok

Z

k>
‘ 1

1) Etudier les variations de la fonction f définie sur |1, + oo par f(t) = ine
k+1 dr 1

K+ Din(k+ 1) ";L fInt < kink’

2) a) Montrer que pour toutk > 2:

b) En déduire, pour tout k > 3,
nodqr n+1 de nodr
,L tht ~J, T t‘:s"‘:fz tint

3) Calculer, pour tous a, b réels strictement supérieurs a 1 : j f(t)dt.
a

4) a) Montrer que la série Z diverge.
k>2

b} Utiliser la question 2 b) pour trouver un équivalent de S,,.

klnk
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Chapitre 26

i = On définit la suite (x, )nen par la relation de récurrence

VRnEN, xp43=In (exﬂ o xn) et xo=1.
1) Pourquoi cette suite est-elle bien définie et positive?
Indication. On pourra s'aider de l'inégalité: vxe€R, e*>1+x.
2) a) Vérifier que pour toutn € N,
Xy = e'n — g¥n+1
b) En déduire la monotonie de la suite (x,,),.

c¢) Justifier que x;, — 0.

n—+o0
+0o0
3) Démontrer la convergence de la série ), x,, et'égalité } x;, =e— 1.
k=0

erci -\ #+* | Produit de Cauchy
Soient (X )nen €t (Vn)nen deux suites réelles positives. On pose, pour toutn € N,

n

Zy = XoYn T X1 ¥Vn-1 T XoYn-2 + " F X s T Xp)o = ZXIJ’n—t'-
i=0

1) a) Soitk € N.préciser 'ensemble A, tel quez, = ¥  x;.
(i.j)EAk
b) Onnote B, = Ay. Justifier que B, = {(i,j) € N2 | i + j < n}.
kEi]Cl n]

2) Montrer, en utilisant la question précédente, que pour toutn € N :

3) On suppose que la série de terme général x,, et la série de terme général y,, convergent.

Onnote 4 = E Xy etB = E Yic:

+00

Prouver la convergence de la série de terme général z,,, puis Z z, = AB.
=0

4) Application.
Soit (a,b) € R**. En utilisant le résultat précédent, démontrer que

2= (2 5) (2 %)

k=0 k=0 k=0
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N2l o P8 «xx | Extrait de concours
kP

1) Pourp € Netx €] — 1,1], vérifier I'équivalent (‘p) L F
+00

k
En déduire la convergence de la série Z ( )x“.
k=p p
+co k
2) On définit, pourx €] = L1[, S,(x) = Z (p)x".

k=p
a) Préciser Sy(x).

Séries numériques

b) Al'aide de la formule du triangle de Pascal, démontrer que (1 — x)Sp+1(x) = xS, (x).

¢) Conclure avec
+co

4 xP
Z;(p)x CEnES

& Exercices avec questions ouvertes

1) La série }, e!n ne converge pas.

2) Silasérie ¥ u,? converge alors la série , u,, converge aussi.

3) Silasérie ¥, u,, converge alors la série ¥, u,,? converge aussi.

4) Silasérie Y, (nu,)? converge alors la série }; u,, converge aussi.

Corrections

E= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

*  Vrai ou faux? Soit ¥, u, une série a termes positifs.

D’aprés EDHEC 2015

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

On reconnait une somme géométrique de raison cos?(x). Notons D = R\ {km | k € Z}.

cos’(x)€]-11] & xeD.

La série converge si et seulement si x € D avec

+ oo

Z cosTiE) = : w S
1—cos?(x)  sin?(x)

h=0

am



412

Chapitre 26

Exercice 2
1] On peut montrer la convergence en étudiant la limite des sommes partielles. On peut

aussi le faire avec les critéres du cours de la facon suivante. La série est a termes négatifs.
On passe par la série opposée qui est a termes positifs.

1 1 § . vy P \ P
Ona-In (1 - E) = D’apres les critéres de convergence des séries a termes positifs,

la série kgz —In (1 - :—2) est de méme nature que la série k§1 ﬁ qui converge (série de

k

k? -1 (k=D(k+1)
A

= Intk—1)+In(k+1)—2In(k).

Riemann avec @ > 1). D'ott ¥, In(1 — =) converge.
K52

2) a) Notons que pour k € N\ {0,1},
1
In{1 _.EE

[ﬂ:l. b=-=2 et c=1.]

b) On obtient alors une somme télescopique
T

mn n
Z g Z (In(k + 1) - In(k)) — Z (In(k) =k = 1)) o ooment
k=2 k=2 :

k=2 d'indice
/p=k+1

n+1

> @) == 1)) = Y (n(k) — In(k - 1))
p=3 k=2

télescopage

=( In(n+ 1) — ln(z)) - ( In(n) — 1:1(1})

=In (n : 1) —In(2) e In(2).

+o0

1
Finalement, z In (1 - -k—f) = —n(2).

k=2

Exercice 3

1] On aune série géométrique de raison 1/e. Cette série converge car |1/e| < 1, et
+oo

Ze_k_ ] _ e
T1=1fe e=1%

k=0

2) Les deux premiers termes de la série sont nuls. Pour k > 2,

k K=
k=1 ., 3%

K k=20




Séries numériques

zk zk—z
Or, la série Z ol converge (série exponentielle). Donc Z T converge et
k0 k>2 ( )!
40 +00 +0o +a
k(k —1)2k k(k —1)2% a 2h-% g
Z k! ‘Z k! i (k—2)!‘4Zﬁ‘
k=0 k=2 k=2 n=0

3) Prouvons la convergence en étudiant la limite des sommes partielles. Soit n € N,

Lo n(52) o+ -mk) N/ 11
& In(k) In(k + 1) B kzz In(k)In(k +1) — kZz In(k) In(k+1)
n n n n+1l
1 1 1 1
B "Zi In(k) ; In(k + 1) p=k+1 Zz In(k) 'pZz In(p)
= n(2) - e+ 1) (par télescopage)
=) 1

£, In(k)In(k + 1) note  In(2)’

() = o
£, () In(k + D RESUNEREE ng mOInk+1) @)’

Conclusion La série

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Exercice 4

1) = D'apres le cours, le terme général d'une série doit tendre vers 0. Par contraposée si le
terme général d'une série ne tend pas vers 0, la série diverge. Donc

{Les séries Z ; A Z e!/"* divergent,

nzl n=1

« Le terme général de la série Z (elf‘"‘z - 1) tend vers 0. Mais cette condition n'est pas
nal
suffisante pour avoir une série convergente. Cette série est a termes positifs car 1/n? > 0,

2 2 1 A . n L L3
donce!™ > 1.Comme (1/n?) =2 0,onael/" —1~n—2. D'apres les critéres sur les séries a
n—+roo

1
termes positifs, la série Z (e”"z - 1) est de méme nature que la série Z ) qui converge

Y. . nz1 nzl
(série de Riemann avec a > 1).

La série Z (elf"z - 1) converge.]

nal
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2 Remarque

s i ] TR F . i

, Cet exemple montre qu’'une série convergente peut-étre combinaison linéaire de séries
d divergentes.

1 1 1
2) Le terme général de la série est positif et — In (l + —) ~ —
Vn NI
D’apres les critéres de convergences des séries a termes positifs, la série étudiée est de méme
nature que la série Z = qui diverge (série de Riemann avec a = 1 dite série harmonique).
1

_ n>1
Conclusion :

1
‘ Z — ln 1+ —) diverge.
N

4) La série est a termes négatifs, de méme nature que la série opposée qui est a termes
positifs.

Orl—cos(

1

1
n) 57 . D'apres les critéres de convergences des séries a termes positifs,

1 1
la série Z (cos (H) - 1) est de méme nature que la série de Riemann Z 2 convergente.

nal
Z cos (E) — 1 ) converge.
n

nxl

nz1

4) On vérifie que la série est a termes positifs. Par compatibilité des équivalents avec les

3 1 2y 3 .1 o . o
produits — sin ( )r:os ( ) ~ =X X 1. D'apres les critéres de convergences des séries a

Vn n2/ n
1 2n P o :
termes positifs, la série Z — sin (—) cos (—2) est de méme nature que la série de Riemann
n n
na2
1
7z convergente.

nzl

2m
La série z — sm cos ( ) converge.
n2
n:-l

5) Le terme général de la série est positif (vn < n donc (—=1)"yn < n). Comme \'n = o(n),
1

1
onan+ (—1)"vn ~ n. Donc ~—.
Jn+(=Dryn v

des séries a termes positifs, la série est de méme nature que la série de Riemann Z T
a2l

D'apres les critéres de convergences

divergente (a < 1).



Séries numériques

diverge.

1
La série Z
i n+ (-1)n/n

1
6) Le terme général de la série est positifetvn+ 1 —yn = v'_( '1 + - = 1)

n 2n 24n

D’apres les critéres de convergences des séries a termes positifs, la série est de méme nature

; : 1 : ; '
que la série de Riemann Z oy qui converge si et seulement si /2 > 1, donc

nal

or /1+?—11—1=(1+l)1ﬁ—1~i.D'0l‘l(\W—\f?_l)a ~(i)ﬂf

nzl

o
{La série Z (\m +1- v"ﬁ) converge si et seulement si @ > 2.

7) Le terme général de la série est positif. Ona,pourn > 1: 14+ 2+ - +n? > n? > 0. D’oli
1 1

< —.
: 1+224--4+n2 n?
Or E — converge (série de Riemann avec @ > 1). Donc,
n
n>1

1
La série Z converge.
}11+22+---+?12 #
n

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

8) Le terme général de la série est positif.

Remarque

On commence comme pour la série 6}, mais comme |'exposant varie avec n, on ne peut
plus utiliser I'équivalent (1 + x)* — 1 > ax. On doit utiliser I'équivalent e* — 1 =X

n+1-%n= '{fﬁ(n’l+ % —1) = glinm)/n (exp( ln(l - I))— 1).

Or (Inn)/n_— 0 (croissances comparées). Donc ellnm)/n = 1
n=+o0

Et;ln(l-ﬁ-;) — 0. Doncexp(;]n(1+;))—1~;]n(1+3—1)~i.

n—++oo n?

1
Ainsi, on obtient Vn +1 = Yn ~ — . D’apres les critéres de convergence des séries a termes
n

1
positifs, la série Z ("x-‘ n+1- ’Uﬁ) est de méme nature que la série Z = qui converge

Wi 2 na2 n>1
(série de Riemann avec @ > 1). Donc
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La série Z ("w}n +1- ’Uﬁ) converge.

na2

1 1

9)0na ——— = — X — =
n?lnn  n? Inn

1
0| — |. La série de Riemann Z — qui est a termes positifs
n? — n?
n

converge. Donc, d’aprés les critéres de convergence

1
La série Z ——— converge.

n?lnn
na2
vinn  +In2
10) Le terme général de la série est positif. Pour toutn > 2, ona = > . > 0.La

1
série de Riemann Z — diverge. Donc, d'apres les criteres sur les séries a termes positifs,
n
naz

- vinn
La SEI‘]EZ - diverge.

naz

(Inn)® 1 2 ;
a =~ B o( ,13;'2) car (Inn)® = o(y/n) par les croissances comparées.

11) On

. 1 i . - .
Or la série Z =7 est un série de Riemann a termes positifs qui converge.

nal
D’apres le critéere de convergence par négligeabilité

. Inn)s
La série converge.

n?
n>1
12) Le terme général de la série est positif. En majorant chacun des termesn,n -1, ..., 3 de
. nl 2 1 .
n!parn;ona,pourn > 3:n! < 2(n""?).D'olt = < -t Or — converge. Dong, d’apres
' na1

les critéres sur les séries a termes positifs :

n!
La série — converge.
n" g

nal

13) Le terme général de la série est positif. Montrons que n~ (/M) ~ p~1,

n—cos(ljﬂ]
—————— = pl-cos(l/n) = exp ( In(n)(1 - cos(lfn})).

n-1
or 1 1 1 1 x® b | i i In(n)
rl-—cos(l/n)~ o car 1 —cos(x) AT onc In(n)(1 —cos(1/n)) ~ TR
[n(n) - cos(1/n .
— B ,}
Comme . 0,0naln(n)(1—cos(1/n)) o, 0.Doncnxn = 1. Ce qui
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1
prouve I'équivalent n~ €s(/m) ~ =,

D’apres les critéres de convergence des séries a termes positifs, 1a série étudiée est de méme

1
nature que la série Z = qui diverge (série de Riemann avec @ = 1, dite série harmonique).

nzi
Conclusion

1
La série Z n~ G diverge.
n>1

14) Le terme général de la série est positif. Soit n € N". Passons par la forme exponentielle

Inn
([I:l nn = exp ((In n)z —nln(In n))

nlnn 1
Montrons que =o|l— |
Tty (n)

Inn
n? (]I:l R = e (Zln n+(nn)?=nin(In n)).
Les croissances comparées donnent Inn=o(n)et(Inn)? =o(n). 'E
Donc Inn =0 (nin(lnn)) et (Inn)? = o (nIn(Inn)). E
i 2 _ - _ W
Dol 2Inn+ (Inn)* —=nin(Inn) nin(lnn) L =g, ul
K " n]nn i i nln n B 1 g
insi n s M L onc )" e ol | o

1 s E \ n
Or Z —7 converge (série de Riemann avec a@ > 1) et est a termes positifs.
n>1

Inn
n
D’apres le critére de convergence par négligeabilité E '("In_n')"-f converge.
ns

Exercice 5
Soit n € N. Justifions I'équivalent afn ~ ¥ - ™),
Hp

O () o)
a-}" i a-ln(n) n—+oo

et a,ln(n) - eln[cr}ln(n) - nln{a)l

D’apreés le critére d’équivalence des séries ¢ termes positifs, les séries ¥, atn et ¥ n™(@ ont

méme nature. Or, ¥, n'(® est une série de Riemann convergente si et seulement si

In(a) < —1, c'est-a-dire, « < e™ .

La série Z afin converge si et seulementsia < e,
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 6

I) Parrécurrence, la suite (i, )5, est strictement positive. De plus, pour toutn € N,

Unsr _ 1+u,
U, 2up,+1

<1 car 2u,+13u,+1.

La suite (uy,),; est donc strictement décroissante et minorée par 0, d'aprés le théoréme
de convergence monotone, la suite est convergente. Notons { sa limite. Passons a la limite
dans la relation de récurrence,

u,(1+u £(1+71
sk “==+1=’5E¢—+1”) = =%+1) = =i
n
Bilan Up —2 0.
f=++4co
2) Vérifier que
;> 2

U, car u, — 0.

n n+1 2'!Iﬂ o] Gt

D'apres le critére d'équivalence des séries a termes positifs, la série de terme général u,,?
est de méme nature que la série de terme général u,, — ,44.

3) Justifions la convergence de la série ), v, en étudiant les sommes partielles. Soit N € N.

N N

v, = U, —u =Ug— U —  Ug.
Z m Z( n n+1) 0 N+1 N-s4co 0
n=0 n=0

D’apres la question précédente : {La série de terme général u,,? cmwerge.]

Exercice 7 Série et intégration

|) Soientn € N*, x € [0,1[. Notons que J': % = —In(1 — x). Ainsi,

X% t?!- X dr x tﬁ X 1 tﬂ
—In(1—x -f dzzf —J' dt:f (—— )dt.
A== ) i~ i 2% L i 1=
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On reconnait alors une somme géométrique de raison t # 1,

X cﬂ X .
—En(l—x)—f dc:J' E tide -
0 l_t o # A

| linéarité

2) Pourt € [0,x],

0<1 <l—-t = 0L E < = 0D i < E
_x — —— -
1—-t 1—x 1-t 1—x

- o x tﬂ 1
Par croissance de l'intégrale (0 < x), 0< J; T tdf < 1+x0)n+1)
n

dt —

— t n—=+4w :

X
Par le théoreme d'encadrement, f
0

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

k
3 . . F » . o A # = #
Al'aide delarelation précédente, on en déduitla convergence de la série }, e I'égalité
k>1

demandeée.

3) On applique I'égalité avec x = 1/2.

Exercice 8 Série et dérivation

1) Soitk € N\ {0,1}. La fonction f : x €]1, + o[~ In(In(x)) est dérivable sur ]1, + o[

avec
1

o=

Appliquons l'inégalité des accroissements finis. f est continue sur [k, k + 1] et dérivable
sur |k.k + 1[ avec pour tout x € [k.k + 1],

1 r
GrnmE+D <~ O

(k+1)—k
(k+1)nk +1)

(k+1)—k

<In(In(k + 1)) = In (In() < =75

D'ol
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> 1
Puis, FTDmET D) <In(In(k + 1)) = In(In(k)) < kln(k)']
2) Soitn € N\ {0,1}. Pour tout k € [[2,n]),
1
In(In(k+ 1) =In(In(k)) < KIn(k)
n n 1
Par somme ;(]n (In(k +1)) - ]n(ln(k)}) < kzsg )

On reconnait une somme télescopique,

= ]
In(In(n+1)) —In(In(2)) < Z )
k=2

Or In(In(n + 1)) -2 oo Par le théoréme de minoration, la série diverge
=400

Exercice 9 Série et intégration Il
In(t) + 1
(tInt)?

2) a) Soitk > 2. La fonction f est décroissante sur |1, + oo[, donc, pour tout réel t tel que
k<t<k+1lona

1) Pourtoutt €]1,+oo[, f'(t) = <0. [La fonction f est décroissante*]

1 1 1
k+Din(k+1) < tine < kInk
Par croissance de I'intégrale (k < k + 1), il vient

k+1 dt k+1 dt k+1 dt
J; (k+1]ln(k+1)';J; m"J; KInk

Ainsi, pourtoutk > 2:

1 J‘”’- dt 1
k+Dnk+1) =), tint = kink

b) En utilisant la relation de Chasles et la positivité de l'intégrale,

n+1 dt n dt n+1 dt n dt
), =Lt wm ]
g tint Jytint  J, tint " J; tint

La premiére inégalité est justifiée.
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Pour la seconde inégalité, on somme de 3 a n, I'inégalité de droite de la question pré-

cédente. Cela donne
N k+1 dt
ZJ; thnt “Zklnk
k=3

n+1 dt
En utilisant la relation de Chasles f e
s tint

Pour la derniére inégalité, on somme de 2 & n — 1 l'inégalité de gauche de la question
précédente. Cela donne

kE+1
Z (k + 1)ln(k+ 1) ZI t:intt

La relation de Chasles pour la somme des intégrales et un changement d’indice pour

la somme de gauche donnent :
_ i 1 & J’“ dt
& plnp " ), tint

n o de n+1i q¢ LS | =
Conclusion, pour tout k > 3, J; it <J; e <08 "-ZJ; fint

Remarque
[llustrons par des dessins 'encadrement de Sg. Selon que les rectangles ont le coin
supérieur droit ou gauche sur la courbe, on obtient I'une ou 'autre des inégalités.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

1 Cr 1 Cr
05 05
H'""":I-—ﬂ—-.—q A
; . : . AR B rergr, o
| T T T T T T t T T T T 7
i ¥ 3 4 % & T ' 4 2 3 4 5 & 7%
7
Se = ZI’(RJ s,,::f f(o)de
=3 3
14 Er 1 \cf
ﬂs T 0'5 T :I
; LF-_!:-__!__:_‘; 4 ;;;EE:#n‘x#r .tnw.cJFr 1 T .’:
1 2 3 4 5 6 7x 1 2 38 4 5 & 7x
[
&
&=Zr(k3 S < f FOdt
=3 2
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3) Onintroduit la fonction u(t) = Int pour t > 0. On constate que

b dt b 1/t b ' (1) .
L Tt ] mdt—J; (o) dt—[ln|lnt|]a—[ln|lnb|—l11||na|.]

n

dt
4) a) Pourtoutn > 3,ona doncJ; e In(Inn) —In(In 3) Bor B

D’aprés la question 2 b) f < S,.Donc 5, B +c0, Donc

tint

b L i
La série Z Tk diverge.
k>2

b) Soitn > 3. L'encadrement de la question 2 b) et la question 4) donnent
In(Inn) = In(In3) < §,, < In(Inn) — In(In 2).
En divisant par In(In n) qui est positif (n > 3 > e):
In(In 3) S In(In2)
~ In(Inn) ‘; In(Inn) A In(Inn)’

D’apreés le théoréme d’encadrement, il vient it b
In(Inn) n=+c

Conclusion [S.,.1 ~ In(In n}.]

Exercice 10

1) Pour tout x € R*, ¥ — x > 1. L'expression In (e* — x) a donc bien un sens. Elle est de
plus positive, La suite (x,), est donc bien définie et positive.

2) a) Soitn e N.

. ln(e'-‘ﬂ—x )
Xues =1h (e“" - xﬂ) = e'nii=¢g " = e*n —x,,.

D'on, [xﬂL = e'n — g¥n+1, ]

b) D'aprés la question 1), la suite (x;,),, est positive. Ainsi, pour toutn € N,
en—e'nt1 =x, >0 donc e'n > etnti,

Enfin, par croissance de la fonction logarithme, x,, > x, ;. Finalement,

[La suite (x;, ), est décroissante.]

¢ Remarque
$

E On aurait pu utiliser la croissance de la fonction x = In (E"" - x) et 'exercice 9 du
« chapitre 1.
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c) Lasuite (x,,), est décroissante et minorée, d'apres le théoréme de convergence mono-
tone, la suite est convergente. Notons £ sa limite. Passons a la limite dans la relation
de la question 2 a), par continuité de la fonction exponentielle,

vneN, x,=en—em+1 donc £=ef—ef=0.
Finalement, x, — 0.

3) Prouvons la convergence et le calcul de la somme en explicitant les sommes partielles.
Soit N € N.

N N
Z Xy = Z e'n — g+l = glo — e'N+1 (télescopage).
n=0 n=0

Or, xo = 1, et par continuité de I'exponentielle (en 0),

xN+1 — U = EIN‘” —_— Eﬂ = 1
N—=++co N=+o

+00

Concluons Z x,=e—1
k=0

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Exercice 11 = Produit de Cauchy

k
1) a) Soitk € N.D’aprés'énoncéz; = Y xi%—i= 2
i=0 o<ig

xXyi= X XV
. iV otk iV
j=k—i i+j=k

Donc lAk={(i,j)ENz|0<[‘<ketf+j=k}=[(f,j}EN2|i+j=k}.J

b) Soit (i,j) € N2.
(L)EBy, & (L)€ Mt
= 3k eon], (i) € A,
e 3ke[0n], i+j=k = i+j<n

| définition de I'union U

donc [Bn ={(ij))eN2|i+j< n}.]
2) Ona
n n n n
(Z xi) Z}'j o ZZ Xi¥j = Z XiYj-
i=0 j=0 i=0 j=0 (i.j)e[on]?
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Chapitre 26

n
Par ailleurs Zy = Z Z Xy = Z XiYj-
K k=0 (i.j)eAg (i.j)€By

De méme Zp = Z Xiy;j-

Soit (i,f) € N2.

«(ij)EB, @ i+j<n = (i<netj<n) = (ij) € [0,n]?
s(ij)eon]? = i+j<2n = (i) € By

Donc B, c [[0,n])? € B,,.

Les sommes sont a termes positifs, il vient

Zﬁfs}’j{ Z XV < Z Xiyj.
(i, )EBy (i, eo.n]? (i.])EBp

n n i 2n
Ce qui donne, pour toutn € N : Z Z, < (Z xk) (Z yk) < Z Zes

k=0 k=0 k=0 k=0

Soit n € N. D'apres les propriétés des séries a termes positifs,
n mn

T
Zxk <A e Y y<B, donc sz < AB.
k=0 kst k=0
La série de terme général z;, est une série a terme positif. La suite des sommes partielles
est croissante et majorée par AB, elle converge d'aprés le théoréme de convergence mo-
notone. Par passage a la limite dans I'encadrement de la question 2}, on obtient

+00 +oo
sz < AB < sz. d'ott
k=0 k=0

4) Soitk € N.

k

(ﬂ+b)k_zk:{?)afbk—f_zﬂi bt
k! ‘_o'ﬁ T L i (k=)
I=

=0

a” B
En posant, pourtoutn e N:x, = = et y, = ;,ona

k

(a + b)*
% = th}'k—: = Zg.
’ i=0
& ; BT L o g iz
Les séries exponentielles de terme général = et -7 convergent. D’aprés la question 3)
& + +
2 (a+ b)¥ = ak = b
L =lrmillm)
k=0 k=0 k=0
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Remarque
On retrouve ainsi, pour a et b positif, e®? = e? x e?,

Précisons de plus que la propriété de la question 3) reste vraie lorsque les séries }, x,
nz0

et ) y, sontabsolument convergentes.
n>0

Exercice 12 Extrait de concours

1) Soitp € N.Pourk > p,

k!
G _mm_1 W 1 .  Tqk-p+i
F=2 5 =5 oy Je-rro =] [
ot I = =
k—p+i ) & k—p+i
Or, % = 1, par produit, 1_[ I R 7
i=1

()..5]

Soitx €] — 1,1[. A I'aide du résultat précédent puis des croissances comparées,

k kp+2xk kp-t-z
kz( )x" ~ et xk —
P p! p! k=400

DI Al k R - 1
ou, px k—>_+mo E .

Comme la série de Riemann ), 1/k? est convergente, le critére de négligeabilité des séries
a termes positifs s'applique.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

+o

k
La série Z (p)x" converge.

k=p

2) a) Sp(x) estla série géométrique de raison x. D'apres le cours,

400
So(x) = Z.x“ =
k=0

1-x
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b) Soientx €] —1,1[etp € N.

+co k
(1 =x)Sp41(x) = (,U+ 1)(1—x].r"‘
k=Pl | on développe
+co 400 /
= k xk — k xk+1
p+1 p+1
k=p+1 k=p+1 V.o
ks Ji= k+1
SRS
p+1 o\ +1 \ variable muette

:el( = J=

f [ _ 1 ) p+1
+1) " \p+1))* \
p H \ formule du

1 | triangle de Pascal
i— )x! p

EM*‘ T +
+ EﬁME
[y
uy
AT Ay
i
ki~

e
B

Il
M

i
8=
+
[

|J=i-1

(1= x)Speq(x) = Z (:} )xf“ = xS, ().

j=p

c) Fixons x €] — 1,1[. D’apres ce qui précede,

X
VpEN, Sp4u(x)= T Sp(X).

. . Lo . X P 1
(5-‘;:,(.1@)?@‘r est une suite géométrique de raison T etpremier terme Sy = e Pour
toutp € N,

+co

k . xP
Z(p)x T @

k=p

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 13 Vrai ou faux?

1) Vrai.
Comme u est une série a termes positifs, e¥n > 1. La série ), e"» diverge grossiérement.
2) Faux.
Les séries de Riemann fournissent un contre-exemple. Pour n > 1, u,, = 1/n. La série
¥ u,? converge mais la série harmonique Y, u,, diverge.
3) Vrai.
Si la série ¥, u,, converge alors, u, = 0 et u,? = o(uy).

Par le critére de négligeabilité des séries a termes positifs, la série ¥, u,,? converge.
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4) Vrai.
Rappelons l'inégalité ab < % (a® 4 b?) valable pour tous réels a,b. Pour n € N*,

1 1 1 2
U::uﬂ=;-(nun)<i n—z-k-(nun) .

La série de Riemann }, 1/n? et la série },(nu, )? sont convergentes. Par le critére de com-
paraison des séries a termes positifs, la série ), u,, converge.

v
=
O
—
¥
w
e
e
o
v
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Intégrales
généralisées

== Exercices axés sur le calcul

Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes.
Calculer la valeur de celles qui convergent.

J““” dt } f dt 1 F dt
(*; 1) — 2) —— 3)
2 VE o T2 L VEF2
5 Ja—z dt = J-+c.o "lfa —8 dr j+m elft dt
4) — 5) = 6) ol
o ;  OF T
too 1.t +o0
et dt e
(++) 7) I tZe~tdt 8) J- 5 9) f VieVide.
0 0 t 0

Par un calcul direct, montrer que les intégrales suivantes sont convergentes

et donner leur valeur.
; Fm tdt . F tdt _ J’+°° dt
(+) ) e 2) —_— 3) :
§ (1+15E 1 Vt2 -1 g 1+12

9 dt +C0 1 I—+1
(x+) 4) J— 5) j — =1In dt.
o zvf;fg_ﬁ 0 (t+l ( t ))

e

Déterminer, soit par le calcul, soit en utilisant les critéres de convergence, la nature des
intégrales suivantes.,
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1 +¢co0
: B -t ,
1) L In(t) dt; .]L In(1+e7%) de;
i & 1
2) I ln—gt)-dt: 6) J mjét) dt;
0 0
ax AN e tdt
_%}L t+1dt' ?]J; —(l+ﬁ)3'
+c0 +eo
‘“Uf (I—COS(%)) dt; 8)[ (t*7 + In(t® + 3))e~t dt.
1 0

+@arctan(t 1 arctan(t
0

9) Donner, en fonction de «, la nature de f T
1

~_ *%  Onconsidére les intégrales généralisées

m/2 w2 /2
I= f In(sinx)dx, J= j In(cosx)dx et K= f In(sin(2x)) dx.
0 0 0
1) Soit x € R. Exprimer en fonction de sin x et cos x les valeurs
g i3
sin (E - x) , Cos (E - x) , sin(m—x) et cos(m—x).

On rappelle par ailleurs que, pour tout x réel : sin(2x) = 2 sin(x) cos(x).
w2

2) a) Montrer que l'intégrale j In(x) dx converge.
0

2
b} Justifier que pour tout réel x € ]0, g] sinx > Ex.

¢) En déduire la convergence de I.
3) Alaide d’'un changement de variable, vérifier que J converge et que J = I.

4] Montrer que K convergeetK =1+ ] + g In 2.

5] Prouver les égalités suivantes

w 1 m
[= f In(sinx)dx et K= ff In(sinx) dx = I.
/2 o

6) En déduire la valeur de I.

¥} Exercices axés sur le raisonnement
4o

-~ -«  Ftude d'une suite d'intégrales  On pose pourn € N, J, = f the~t dt.
0

1) Justifier que J,, est bien définie pour toutn € N.
2) Etablir, pour tout n € N, une relation entre J, et /.4 .
i) En déduire J,, pour toutn € N.



Intégrales généralisées

+00
| 2l=- ) #+  Soit P € R[x]. On suppose P positif. Soit Q(x) = Z P®) (x).
k=0
1) Justifier la convergence et I'égalité
+ 00
Q(x) = e"’j P(t)e tdt.
Indication. On pourra étudier la quantité Q(x) — Q' (x).
2) En déduire que @ est aussi un polynéme positif.
_ «+  Voicile graphede f : t » In(t)/(1 + t?).
0 1
; X , % In(t)
Apreés avoir justifié la convergence, établir I'égalité : J I dt =0.
0
- . ) wxs  Ftude d'une suite d'intégrales 11
1) Soit f : [0,1] = R continue. Montrer que I'intégrale J‘l &) dx est convergente.
0o V1i—2x
1 xn
2) Pourn € M,onpose [, = f dx.
) P n Ny

Justifier que la suite (I,,), ey est strictement positive et convergente.
3) Soitn € N".

1
a) Montrer que I, = an P —zdr =20l — L)
0

b) On pose v, = In(I,—;) — In(l,,). Vérifier que v, = In(1 + 1/2n).
4) Préciser la nature de la série ¥, v,,. En déduire la limite de (I,)yen-

5) Pourn € N, on pose M,, = Vnl, et K, = vn + 11I,,. Montrer que les suites (M,,) ey et
(K, )nen sont adjacentes. En déduire I'existence d'un réel a strictement positif tel que

I a
e n—++o \{'ﬁ
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© o dle- b 4w+ Soienta et b deux réels telsque a < b.
Soit f une fonction continue sur R telle que

xl—'»lef(x) =L et JL_1_1,1_1‘10:j f(x) =4

+ o
On veut montrer que f (f(a + t) = f(b +t)) dt converge et déterminer sa valeur.
=00

1) a) Soit g continue sur [a,f]. Montrer qu'il existe c compris entre « et f§ tel que

B
[ ot = - w90
x+a x+b
b) En déduire lim J- f(w)du et lim f(w) du.
TN Lk b 7P Jxta
b

X x+a
2) a) Exprimerf (f(a+t)— f(b+1t))dt en fonction de f f(u)du etf f(w) du.
0 x+b a

+00
b) En déduire que (f(a+1t) = f(b +t))dt converge et donner sa valeur.
0

0
3) Montrer de fagon analogue quef (f(a+t) = f(b +t))dt converge.

4] Conclure.
«+» Etude d'une intégrale a paramétre
& + 00 dt
Pour x € RT, on définit F(x) = —_—
(x) J; t*(1 +1¢)

1) Justifier que la fonction F est bien définie sur R}.
2) Vérifier que F est une fonction strictement décroissante.
3) a) Justifier I'encadrement, pour tout x € ]1, + o],

0<F(x) < m
b) En déduire la limite de F en +oo.
1
4) a) Justifier la majoration, pour tout x € R}, F(x) > =y
b) En déduire la limite de F en 0.
5) a) Démontrer que pour (x,y) € R+’
1 1
|F(x) -F(»)| < =

En déduire la continuité de l'application F sur R,

432
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b) Justifier que F est une bijection de R} dans un intervalle 4 préciser.
6) a) Préciser F(1).

b) Simplifier F(x) + F(x + 1) lorsque x € R’.

¢} En déduire un équivalent simple de F en +.

+00 +w0
Soit f : R — R continue telle que les intégrales f(t)dt et f(t—1/t)dt soient
convergentes. o o
1) a) Effectuer le changement de variable u = —1/t sur

mf (t—1/t)dt et fof(t —1/t)dt.
0 -

b) En déduire

o[ fe—-1/de= Fm(1+ti2)f(t—%)dt.

—00
¢} ATaide d’'un nouveau changement de variable, établir I'égalité
+co

f(t)dt = fm f(e- %)dt.

=00

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

+00 +o0
2) Application. Sachant que j et dt =V, calculerf e—t?-1/t% 4¢.
0

=00

Corrections

E= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Les quatre premiéres sont des intégrales de Riemann (ou apparentées).

Vi

+00 t
1) f — diverge] (intégrale de Riemann généralisée en +weta = % < 1)
2

4 2 t
2) f (td_Z}z diverge} (intégrale de Riemann généraliséeen Zeta = 2 > 1).
o (t—
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: { o dt
3) f converge

=2 dt
4) f — converge
e

5) Lafonctionf : t —

Chapitre 27

1
(intégrale de Riemann généraliséeen —2 et a = 3 i 1l

2\t + 2
= Soit A4 E] - 2,0].

I R S
A A .

Ve+2
Par conséquent fﬁ I 2V2
' 2Vt +2 '

(intégrale de Riemann généralisée en —ww eta = 2 > 1).

gt § o H 4 1
s Soitd e] —oo, = 2]. f :J t~2dt = |=t"1 Hiefon p—
] ] A A [ ]"1 2 A 2

2 A0
j_z dt 1
g B &
t*—8

—7;— est continue positive sur [2, + ool

t5/
Lintégrale est généralisée en +. De plus, f(t) BPETT

Conclusion :

+00
D’apres le critére d'équivalence, I'intégrale | f(t) dt est de méme nature que l'intégrale

+codt .
de Riemann f e qui diverge.

2

£5/2

+00 ,|I't3 g )
f ———— dt diverge.
2

1/t
; : € s F
6) La fonction f : t = — est positive, continue sur [1, 4+ o.

VE

1
Lintégrale est généralisée en +o0.Ona f(t) ~ 7 (car e/t
t

— 1).
=+
+oo

D'aprés le critere d’équivalence, I'intégrale | f(t) dt est de méme nature que l'intégrale
de Riemann f — qui diverge (a < 1).
1 Vi

Vvt

400 elft
j — dt diverge.
1
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7) La fonction t = t?e~" est positive, continue sur [0, + oo].
Lintégrale est généralisée en +co. Par les croissances comparées,

g ” 1
=tlet——0 = tet=o0l—=].
1/t2 t—+00 +c0 t2

1 dt
Comme t - o) est positive sur [1, + oo[ et que l'intégrale de Riemann f = converge
1
(2>1), le critére de négligeabilité impose

+o0
J‘ t?e" dt converge.
0

« Soit A > 0. On effectue une double intégration par parties avec

ust — —et u':t — et i u" it — —e7t
vit — t2 4 vi:t — 2t

Les fonctions u et v sont de classe €2 sur [0,4].
A A A A
f thetide=[F( ~e ) —f (2t)(—et)dt = A% 4 + 2[ te~tdt
U] o o
A
=—A%e™4 + 2 ([t( - e")]‘: +f et dt) = A% - 24e74 + 2[-e7'J§
0

A
f tle tdt=—-A% 4 —-24e™ 4 - 274+ 2 — 2.
0

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

+00
Par définition, f t2e~tdt = 2.]
0

t
e
8) Lafonctiont ~ 7z est positive, continue sur ]0,1]. L'intégrale est généralisée en 0.

el i et 1de
Ona — ~ —.Donc f est de méme nature que f 7 qui diverge.
0

e t2 L
Letdt
diverge.
0

Conclusion : =
t

9) La fonction t = Vi e~ Ve ast positive, continue sur [0, + oo[.
Lintégrale est généralisée en +o. Par les croissances comparées,

_ﬁe“ﬁ = (D% ™Vt = XSe ¥ — 0 = VeVt =o0 o
1/t2 ~ X =V t—+co0 to "\ g2 [
; (X—=+00)
+a 1
Lintégrale j z converge et t — = est positive sur [1, + oo|.
1
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D'apres les théorémes de convergence,

too :
Vte vVt dt converge.

0

« Lintégrale converge. Effectuons le changement de variable ¢! sur ]0, + oo, t = u?,
strictement croissant.

Ve Vidt = f

0

+00 +00 +o0

ue “(2udu) = 2[ u?e " du.

0 o

D'aprés 7),

+ oo
f Vie Vtdtr = 4.]
0

Exercice 2

t
) fete a+o7 est continue sur R*. Lintégrale est généralisée en +o.

Enposantu:t~ 1+t?,ona pourtoutt € R*:

u

_ @ 1y
&= (o) @

W— J'A tdt 1 5 1™ 4 Lo, 1
. L —_—|—_—— == - _—
= A+ 2| 1+62) 2\ 1+ 42 At 2

Concluons ‘L‘intégrale converge et

to edt 1
A+ oE- 7

2) f:tm est continue sur |1,2]. L'intégrale est généralisée en 1.

t
vtz =1

Enposantu : t = t? — 1, pour tout t € 13,21,

_u'(e) f
f(t) = zm - ("fﬂ) (t)

« Soit A €]1,2]. F o =[1Ktz_1]:=v§—,mz_1 — V3.

Viz — 1
2
Il vient Lintégrale converg etj oo V3
n Inie con e = .
1 vtz -1
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3) f:tm Ta R est continue sur R, . L'intégrale est généralisée en +oo.
Soi ! ) 2
oitA > 0, fo = arctan(t)]o = arctan(4) e
Conclusi Lintégral f L
onclusion =t
intégrale converge et . T+ 2

4) La fonction définie sur ]0,9[ par f(t) = 1/ (2\.‘?\,‘3 —+/t) est continue sur ]0,9|. Linté-

grale est doublement généralisée en 0 et en 9. Par définition, elle converge si et seulement
9

N i dt dt
S’L N i MV o

Posonsu : t = 3 —+/t. Pour t €]0,9],

convergent.

fl©)y=- = =2(Vw)'(v).

D'ou, pour tous 4, B €]0,9[

1 d [
L zﬁ\/s’t—iﬁ & __ZJ:_

FZJEJ%_{E: _—2J3—7ﬁ3=—2(1/3—@—ﬁ)mzﬁ.

41

(1)
—\/_
( 3—VA e —2V2 + 2V3.

v
=
O
—
¥
w
e
[~
o
v

convergent, donc

za.insinLetFL
0 2VTV3 =T J1 2VtJ3 -t

» d
j ————— converge.
0

24tV3 =t

D’aprés la relation de Chasles pour les intégrales généralisées convergentes

= 2V3.

LZV"\[— fow‘\/_ Lz{ﬁ

5) La fonction t = ( )) est continue sur ]0, 4+ oo, L'intégrale est généra-

t+1 “(
+Dﬂ

lisée en 0 et +oo. Par définition J‘ —— —1In(
s \t+1

| t+1 e | t+
J;(t+1-]n( - ))dtetL (m—ln(

1
)) dt converge si et seulement si

: )) dt convergent.
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el t+1 be 4
« En0.0n étudie";(m —In(—))dt = J; (m —In(t +1) +]n(£))dt.
f ] dt = [In(1 + t)] In(2) . Avec le changement de variable affineu = 1 4+ t:

f In(t +1)dt = j In(u) du = [uln(u) - u]f =2In(2)-2+1=2In(2)-1.
0 1
Soit A €]0,1].
i b
I In(t) dt = [tln(t] - t]: ==1=AIn(A) + A — =1 (croissances comparées).
7 40

| t+1
f (— —In( s )) dt converge et vaut — In(2).
]

Dong, par linéarité .

. 4o 1
« EN 400, : i i 5 :

En +oo OnetudleJ (t+1 ]n(t+1}+]n(r)) dt
SoitA > 1. f T dt = [In(t + 1)] =In(A+ 1) = In(2).
Avec le changement de variable affine u = t + 1, il vient

A A+1
f In(t + 1)dt = f In(u) du = [uln(u) — ul4**
1 2

= (A+1)In(A+1)—-(A+1)-2In(2) + 2.

A
Enfin J' In(t) dt = [tIn(t) —t]f = Aln(A) — A + 1.
1

Ainsi, en sommant les premiere et troisiéme intégrales et en retranchant la seconde

J‘A(—l——ln Hl))d = In(A+1)-In(2)

t+1
A BT 1) (41— S 2
+AIn(A) - A +1

= A(In(4) —In(A+ 1)) +In(2)

1
—A ln(l + H) +In2 e =1+ In(2).

J;A(-Hil- —In Hl))dz

1 1
Car In (1 - —) T donc -4 ln(l + Z) —_— —1.

A=+

25 T | t+1 _
Doncf (— —In( )) dt converge et vaut —1 + In(2). Il vient,
1

"“’( rj(t+1
t+1

{L’intégrale converge et f )) dt==1In(2) =1 +In(2)=-

0
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Remarque
On intégre la fonction f(t) = — = In (H—l =—=In(1+¢t)+ ln(t)
fl'i“ fa(t) fz“l

4
1 : - g s R e
$ Pour fo f,on a une combinaison linéaire de trois intégrales convergentes.
On les a calculées séparément.
+ : - + + + .
« Pour [ “ f, on ne peut pas faire ainsi car i K [ ® foet i “ f, divergent,
# L 3 ” - - A A A A
{ On a donc calculé et déterminé lalimitede [ f = [ fi = [ o + J| fi.

Exercice 3

1) Lafonctiont = In(t) est continue sur ]0,1]. L'intégrale est généralisée en 0. Or, on connait
une primitive de f. On l'utilise pour étudier la nature de l'intégrale.

Soit A €]0,1].

1
L In(t) dt = [tIn(t) — ]} = -1 — Aln(4) + A ——s [y

wv
=
1 o]
Il vient : L'intégraleJ‘ In(t) dt converge. -
° "
e
; In(t) : - b e =
2) f:tm —= est continue sur ]0,1]. Lintégrale est généralisée en 0. 8
En posantu : t = In(t), on constate que pour tout t €]0,1], f(¢t) = u'()u(t).
Soit4 €]0,1 fil(t)dr llzr1 S 1n?(4
et = = —= —_ —C0
0l ]"]' P 2“()A Zn()ﬂ_’cﬁ- i
; - *Inge) . .
Par conséquent Lintégrale I = dt diverge.
0
3) f:te ) est continue et négative sur ]0,1]. L'intégrale est généralisée en 0.

D'apreés le critére d'équivalence, J. f est de méme nature que J’ In(t) dt qui converge
0 o]

(étudiée en 1)).

Lin(e

Concluons I'intégrale f

dt converge.
0 1

1
4) Lafonctionf : t =» 1 — cos (—E) est continue positive sur [1, + oof.
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Lintégrale est généraliséeen +w.0Onal - cos(

1
t

D'apres le critére d'équivalence f

+co
(1 - cos ) dt est de méme nature que |" intégrale
1

+o0

de Riemann L P dt qui converge (a > 1).

+o0 1
Finalement, ‘ f (1 — cos (;)) dt converge.
1

5) Lafonction f : t = In(1 + e7%) est continue, positive sur [1, + oo[. L'intégrale est géné-

ralisée en +c0.Onaln (1+ et ) ~ e™* = o( =) (par croissances comparées).

—_—
+ 00

1 +o

Pourt € R},ona e > 0. Lintégrale de Riemannf = converge (2>1).
1

D'apreés le critére de négligeabilité,

+o0
J- In(1 + e™") dt converge.
1

cos(t
6) f:tm V"E ) est continue, positive sur ]0,1]. L'intégrale est généralisée en 0.
t

cos(t 1
Vj ) ‘J,_ D'apres le critére d’équivalence, I'intégrale I f(t) dt est de méme na-

Ldt

Ona

ture que {mtegrafe de Riemann avec 1/2 < 1).

Jl cos(t) i
- converge.
o Wt

QI

Donc

t

7) f:te W est continue, positive sur [0, + oof. L'intégrale est généralisée en +co.
1 +co

Ona f(t) ~ o (‘f_)g = \/f‘ D'apres le critére d'équivalence , I'intégrale ! f(t)dt estde

“dt
meéme nature que f \-"_ qui diverge (intégrale de Riemann avec borne infinieeta < 1).
1 t

0 tdt

o (1++1)3

Il vient : Lintégrale diverge.
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8) Lafonction f définie sur [0,+oo[ par f(t) = (t*”+In(t®+3))e™* est continue sur [0,+oo[.
Lintégrale est généralisée en +oo.

Pourt > 0,
3 3
t'7 +In(e® +3) =17 + In(t?) + En(l + EE) =t7 +8In(t) +In (1 + ;E) =
" 8 aw ; 1 1
D'ou e ol e 0, c-a-d. f(t) = o(r—z) avec — > 0.
+00 '
Lintégrale f = converge. Donc, d’apreés le critére de négligeabilité,
1
+w
Lintégrale (17 + In(t® + 3))e"t dt converge.
0
) arctan(t) ) -
9) Lafonctionf, : t — — est continue, positive sur R}.
: *Parctan(t) . | o o
« Etude -:ie[1 t—“dt' Lintégrale est généralisée en +o0.0On a f,(t) ~ 5@

40

+coo
D'apreés le critére d'équivalence, f f(t)dtet f - sont de méme nature.
1 1

Concluons a partir des intégrales de Riemann

*® arctan(t)

@ dt converge si et seulement si @ > 1.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

L'intégralef
1

L arctan(t) i *
- Etude de f — dt. Lintégrale est généralisée en 0.

0

E t_a' T pa-1°

D’apres l'exercice 3 du chapitre 25, arctan(x) ~ x. Donc fo (1)

dt

tcr-—l'

1 1
f fo(t) dt, de méme nature que f converge si et seulementsia — 1 < 1.
0 0

L arctan(t)

— dt, converge si et seulement si @ < 2.

Terminons :

Lintégrale j

0

Exercice 4

1) Vérifier a I'aide des formules de sommation ou du cercle trigonométrique

sin (—]23 = x) = cos(x), cos (g - x) = sin(x),

sin(m — x) =sin(x), cos(m —x) = —cos(x).
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2) a) Lafonctionx ~ In(x) est continue sur ]0,7/2]. L'intégrale est généralisée en 0. D'aprés
la relation de Chasles pour les intégrales généralisées, elle est de méme nature que
ful In(x) dx qui converge (voir exercice 3, exemple 1))

/2
Lintégrale f In(x) dx converge.
]

b) Nous renvoyons a I'exercice 6 du chapitre 5, page 70.

s
c) La fonction x € ]0. E] ~ In (sin(x)) est bien définie, négative et continue par com-
position. On a une intégrale généralisée en 0.

Pour tout x € ]0.;], In (%) +In(x) =In (%x) < In(sin(x)).

/2 mf2

z
Les intégrales J‘ In (;) dx etf In(x) dx convergent.
0

0

n/2
Donc J‘ In (;x) dx converge. D'apres le critére d'équivalence pour les intégrales de
0

fonction négatives, [.’ est convergente.]

3) Effectuons le changement de variable affine t = g — x sur I. Le changement de variable

est bien de classe C?! et strictement monotone, les intégrales sont donc de méme nature.
Comme [ converge, on peut écrire |'égalité obtenue par changement de variable :

/2 0 w2
Jz= f In(sin x) dx = f In (sin(m/2 —t)) (—dt) = j In(cos x) dx = J.
0 m/2 1 Jo

[j convergeet | = I.J

4) Pour tout x € 10,7/2[,

In (sin(2x)) = In(2 cos(x) sin(x)) = In(2) + In(sin(x)) + In ( cos(x)).
/2

Les intégrales I et ] convergent etj In(2) dx n'est pas impropre.

0
mf2

Dong, par linéarité: I+] + f In(2) dx converge, et
0

mf2 /2

In(sin(x)) dx + J In(cos(x)) dx

0

m/2 w2
In2)dx+I1+] = In(2) dx +
J; n(2) dx Ji L n(2) dx I

0
/2

— J' In(sin(2x)) dx  parlinéarité
0

= K

Conclusion:

w
K convergeetK =1+ ] + vzrln 2.‘
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5) = En effectuant le changement de variable de classe ! strictement monotone t = 7 — x,

m

wf f
= L 2lm[sin x)dx = I 2 In(sin(m - t)) (—dt) = f In(sin t) dt.

T w2

» En effectuant le changement de variable, t = 2x,

1 T
K= i,[- In(sin t) dt.
g | relation de Chasles

1 /2 1™ |
=l f In(sint) dt + = f In(sint)de
2 0 2 /2

=1l

6) Comme ] =] = K, larelation de la question 4) donne

T

T
I=1+1+5In(2) = ;=-§1n(2).]

Remarque
On peut tester la cohérence du calcul en étudiant le signe du résultat final. [l est naturel
que [ soit négatif car pour tout t €]0,7/2], In (sin(t)) < 0.

¥} Exercices axés sur le raisonnement

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Exercice 5 Etude d'une suite d'intégrales
1) Lafonctiont ~ t"e ! est continue sur R*, L'intégrale J,, est généralisée en +co.

1
Onat"*2e~t — 0, c'est-a-dire, t"e ™" = o().
+o t 4

oo

1 . ’ b1
La fonction t ~ o est positive sur [1, + oof et [ 7z converge. Donc d’apres le critére
1

de négligeabilité, J,, converge.
2) Soitn € N. Soit A > 0. On effectue une intégration par parties avec
u:t — —et : u' it — et
vit — 1 vt — (n+ 1)t

Les fonctions u et v sont de classe C* sur [0,4].

A A A
J‘ (¥ lgtdi = [e“t"“]': +(n+ 1)] the tdt = e A + (n + I)J‘ the tdt.
0 0 0

Or, par croissance comparée, g~ A+l — 0
— 400

Donc, quand A tend vers + oo, I'égalité précédente donne [}nﬂ =M+ 1)}n.]
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3) Montrons par récurrence que, pour toutn € N, J,, = nl.

—— ; —t14 . s
« [nitialisation.Onaj, = lim [—e i:] = lim —e™4+1=1=0.
A=+ 0 A=+
« Hérédité.Soitn € N.SiJ, = nlalors iy =+ 1), =(n+ 1)!.
« Conclusion. D'apreés le principe de récurrence.[ pourtoutn € N, J,, = n!.]

Exercice 6

1) Précisons que si P est un polyndme de degré n, alors, pour k > n, P%) est le polynéme

nul. Ainsi, .
0() = ) PO = ) PO(x).
2 PEe=0,

Q) - Q') = Z PO (x) - Z P®'(x)

Z P (x) — Z pl+D) ()

= PO x) — POD(x) = P(x).

| somme télescopique
« Soit x € R. Soit 4 € R avec A > x. Explicitons

e* J i P(t)e tdt = e~ f ’ (Q(t) — Q'(t))e t dt.

Méthode 1.
On peut remarquer que t = (Q(t) — Q'(t))e ¢ estla dérivée de t = Q(t)e". Ainsi,

A
| (e® - e@)etat =[e@e]; = 0we - oare

A
Les croissances comparées, exj P(t)e tdt = Q(x) — Q(A)e* ™4 Pewal CI%
X

Méthode 2
On peut faire une intégration par parties (les fonctions sont de classe C').

A A
f Qe Sde = [—Q(t)e_fI: +J‘ Q(t)e tdt.

En reprenant le raisonnement précédent,

Q(x) =e* J“m P(t)e tdt.
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Remarque

Si'on souhaite justifier la convergence sans effectuer le calcul. On peut écrire :
t € R ~ P(t)e " est continue sur [x, + oo[. On a une intégrale généralisée en +oo. De
plus, a l'aide des croissances comparées,

1
2 -t =
t*P(t)e t_*—>+m0 = P(t)e ﬁﬂo(tz)'

o e T e

Précisons que les intégrandes sont positives. Comme J'1 * 1/t dt est une intégrale de
+c0

Riemann convergente (2 > 1), le critére d’équivalence s'applique etJ P(t)e tdtest
convergente. ;

2) C'est une conséquence directe de la relation précédente et de la positivité de I'intégrale.

i Remarque
Nous donnons a l'exercice 4 du chapitre 28 une seconde preuve de ce résultat.

Exercice 7
In(t)
=
14 t2

est continue sur ]0, + oo[. L'intégrale proposée est généralisée en 0 et en +oo.

In(t)
1412

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

« En0.0Ona,pourt €]0,1], 1 +¢? ~ 1donc

de signe constant quand t €0,1].
On peut donc appliquer le critére d'équivalence pour les intégrales de fonctions négatives :

3 In(t). De plus, ces expressions restent

_ 1 In(t) g
les intégrales dt etJ’ In(t) dt sont de méme nature.
5 L+i2 b
! , : o [t In(t)
Ur,J’ In(t) dt est convergente (exemple 1)) de I'exercice 3. ﬂlnﬁ],f 1+ 62 dt converge.
0 0

« En +o. Pourt € [1, + o[, par les croissances comparées, In(t) o o(W0),

In(t) In(t) 1 1
et donc T3 o 2 \ar) avec Pyl =0,

+oo 3
Or l'intégrale de Riemann f Y] dt converge [E > 1).
1

- NSRS, 1 ¥ In(t)
Dong, avec le critére de négligeabilité, I'intégrale dt converge.

y 141

+o0

Finalement : dt converge.

Lintégral —_—
megraeJ; e
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! Remarque

{ Le graphe permet de mieux comprendre I'égalité demandée. Pour que I'intégrale généra-
lisée soit nulle, il suffit de montrer que l'aire algébrique est nulle en justifiant que l'aire
algébrique de la partie sur ]0,1] est 'opposée de 'aire algébrique de la partie sur [1, + oo|.

| —

o| [1

A il P i AP A A A A A AP A A A

. , , 1 1
On fait le changement de variable strictement croissant u = = (donc du = = dt) dans

o : : 1
I'intégrale convergente, ce qui est possible car t — 3 est de classe €' sur [1, + o[

| () 4t = -| 8. ae=- el
. 1+t 1 t E54'1

J+wwd1‘=0
0

du uis,
p 14+ u?

1+t2 1+ u?

+© In(t 1]
En simplifiant, I n(e) dt = LI n(u)
= 0

Exercice 8 Etude d'une suite d'intégrales II

1) f estcontinue sur un segment. Elle est donc bornée (et elle atteint ses bornes). Il existe
donc K € R* tel que

|f ()] K
\f'l—xr; V1=x
1

vxe[0l1], |f(x)]<Kk = vxe[01]

dx est une intégrale

K
0 vl-—x

De plus, par comparaison aux intégrales de Riemann, f

1
X
convergente (1/2 < 1). Par le critére de comparaison, I'intégrale j f(x) dx est ab-
0 vl-—x
solument convergente, elle est donc convergente.
2] Soitn € N. Par positivité de l'intégrale,
x?‘l 1 !
vx € [0,1], >0 = I=f dx > 0.
[01] ¥y1—X%x G 0o V1—x

Précisons que l'intégrande est positive et non nulle, I'inégalité est stricte.
De plus, par croissance de l'intégrale,
xn+1 x7
vx €[0,1], < = Ly <l
1 .\,{1 - \f] = n+l n
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La suite (I,),en est décroissante. D'apres le théoréme de convergence monotone,

[ La suite est ccnvergente.]

3) a) Effectuonsuneintégration par parties sur le segment [0,e] oti € € [0,1[. Pourx € [0,¢],

posons
ulx) = x" u'(x) NI
ve) = =2i=z = | v@) = 1NT=%°

u est polynomiale donc de classe C* sur R. Comme la fonction racine carrée est C?
sur R, v est bien €* sur [0,¢].

I

£ xﬂ € £ 4
fo dx_[—Zxﬂv'i«—x|0+2nJ;x“ V1= xdx

1—x
£ n—1
=—2£“v‘1—£+2nJ. 1—x)dx
! '_lhx( )
£ xﬂ
dx — 2n(l,—, - I,).
| F=tx z 2nlhnes 1)
Finalement, | L = 2n(l—q — L), ]

b) Larelation précédente se réécrit I,,_, /I, = (2n + 1)/(2n). Puis,

T 2n+1 1
”n—in(fn—lj_m{f“)_]n( L, )_ n( 2n )— n(1+ﬂ).

4) Comme 1/(2n) =2 0,In (1 + i) ~ % Or, la série harmonique }, 1/2n est divergente.
n=+-+0
Par le critére d'équivalence des séries a termes positifs, la série 3, v, diverge et

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

n

lim E Vg = +00,
n—+ow
k=1

= De plus, pour n € N,

Dy = Z (Inle_y) = (1)) = In(lo) = In(ly)-

N]=

k=1 k=1
D'oti "
— = x
L = exp(ln(fo) Z vk) oy 0 (care Ko B 0).
k=1
Conclusion : I, — 0.
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5) « Soitn € N*,

My —My_y =Vl —vn—1I,_4 \
41 In-1/In = (Zn +1)/(2n)
=vnl,—Vvn-1 4

2n b

=(xfﬁ-2n—w‘n—1-{2n+1))%

on factorise

— (Jn -(2n)2 = /(n—-1)(2n + 1}3) %

En développant, on s'assure que n-(2n)? > (n—1)(2n + 1)=2.
Ainsi, M, — M,,_, > 0. La suite (M,,) ey St croissante.

= De méme, on montre que la suite (K, )nen st décroissante.

« Rappelons que la suite (I,,) ey est convergente, elle est donc bornée. Il existe € € R*
tel que pour toutn € N, |[,,| < C. Ainsi,

C
|Kn—Mﬂ|=(\"H+ —\E)”ﬂ ‘;(\HI+ —V’H)C= m

Par le théoréme d'encadrement, { Kp, — My =3 0. ]
n=—++o0

[Les suites (M, )nen et (K;)nen sSont adjacentes.]

= D'apres le théoréeme des suites adjacentes, les suites (M, )nen et (K Jnen cOnvergent vers
une limite commune. Notons a cette limite. Pour tout n € N,

M,<a<K, = Jnl,<a<vn+1l,

C 150 yie a x vn+1
omme : .
& vnl, = Vn
P d t a 1 ) t - d. " ﬂ
ar encadrement, — 1, c'est-a-dire, e
nl, no+w i Jn

Exercice 9

1) a) g estcontinue sur [a,f]. Soit G une primitive de g. G est continue sur [a,f], dérivable
sur Ja,B[. D'apres l'égalité des accroissements finis, il existe ¢ € |a,pB][ tel que:

G(B) —G(a) = (B —a)G'(c) = (B —a)g(c).

Par définition des intégrales,

B
[ 9@ =6 -6 =@ -wg0.

a
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b) Soit x € R. Appliquons le résultat précédent, il existe c, comprisentrex + aetx + b
tel que

x+b
f fw) du = fcx)((x + b) = (x + a)) = (b — a)f (cx).
x+a
Or, par construction, Cx2 A+ X Par minoration, puis, par composition,

cxx:m-i-m et f(t)t_:»mi. =N f(cx)x_’—.'_rmL.

En conclusion,

x+a x+b
f fuw)du = —f f(u) dux_:rw L(a—b).

+b x+a
x+b
De méme, f fw)du — £(b-a).

x+a e
29 [ (fa+-fo+o)d -
0 " " | linéarité =
/ o
=f f(n+t)dt—jf{b+t)dt < =
0 0 vi=a+ i B
xta x+b Jv=Db+t wl
= f fadu-|  f)dv f_'_' =
a b \ relation o
/ de Chasles (v

b x+a b
. ( j PR f f(u}du) 1 f fwydv ¥
a b x+b

\ relation

/ de Chasles

= J:f{u) du + L:af(u} du. ¢

b) D’apres les questions précédentes,

X

[(aso-ro+o)a = [ roya+a-b,

L'intégrale est donc bien convergente et

+eo b
[ (f(a+t)—f(b+t))dt=J‘f(t)clt+[.(a-b).

1] b
3) De méme,f (fla+t)=f(b+1t))dt = —f f(t)de + £(b — a).
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4) De nouveau, les intégrales sont convergentes, la relation de Chasles s'applique

fm(f(aq-r) —f(b+1t))dt

0 +o0
I_ (fla+t)=f(b+1))dt +f (fla+t)=f(b+1))dt

((L-#)(a-b).)

Exercice 10  Etude d’'une intégrale & paramétre

1) Soitx € R¥.La fonctiont = —

P est continue sur [1, + co[. On a une intégrale généra-
lisée en +0. Or,

1 1
tX(1 +t) xo+0 tXHY
La fonction f est positive. D'apres le critére d'équivalence, 'intégrale F(x) est de méme

e dt
t.'u,'+1

nature que l'intégrale de Riemann J- qui est convergente (x + 1 > 1).

La fonction F est bien définie sur R},
2) Soient x, y deux réels avec x < y. Pour toutt € [1, + oo,

1
FA+0° O+

0<t*gtY = 0<t*Q+)<YA+t) =

+o0 dt
Par croissance de l'intégrale, F(x) = f = F(y).

+00 t
i THLAL) e L tY(1+t)
Précisons que F(x) # F(y). En effet,

~ o0 1 1 d
F(y)—F(X}—L (ty(1+t)_t"(1+t}) §

Cette intégrale ne peut-étre nulle car I'intégrande est continue, positive et non nulle. En
conclusion,

[F’ est une fonction strictement décroissante.]

3) a) Soitx € R.Pourtoutt € [1, + oof,

1

X X e —
Q+)F>2°>0 = Ugt-"{1+tj<2t-‘"

Par croissance de l'intégrale,

= dt 1
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Intégrales généralisées

b) Par le théoreme d’encadrement, [ F(x) o 0. ]

4) a) Soitx € RY.Pourtoutt € [1, + oo,

! 1
T 1) 2001

t*A+t)<t*- 2t =

P ] de l'intégrale,| F f+m dt -
ar croissance de l'intégrale,| F (x —_—= —
" 4 () > sl
b) Par le théoréme de minoration, ‘ F(x) =t +m.]
x=0*

5) a) Soit (x,y) € R*Z. Par linéarité de I'intégrale,
+o0

dt +00 dt o 1 1 1
r0-ro)= [ g mave) r(E-E)e

Distinguons deux cas :
« Premier cas : x < y. F étant décroissante sur R}, |[F(x) = F(y)| = F(x) — F(y).

i+1 A 151 4 o 1
Pour tout t € [1, + oo, RN ol e

1+ o) St\eg v) o T pH
. S— >0 car t*<t¥
Par croissance de l'intégrale,

F v *o 1 1 dt—l 1_
(x) (y)‘:-[ (1 py+l T x y_x y

« Second cas : y < x. Les roles de x et y s’échangent. On obtient :

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

11‘

IFGO) - FO)| = FO) = F(r) < = == = 2= =
Yi|l=ry v x B y
. +2 1 1
Conclusion. pour (x,y) e R, |F(x)-F(y)| < - L
« Soita € Bf. |—— —| — 0. Par le théoréme d’encadrement,
x alx—=a

Fe)=F(@) =0 = F(x) = F(a).

F est continue en a. Ce résultat étant valable pour tout a € RY,

[F est continue sur IR{,T.]

b) Ona démontré dans les questions précédentes :
« F est strictement croissante sur R ;
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« F est continue sur R ;
s F(x) — 4w et F(x) — 0.

D’apres le théoréme de la bijection, {F est une bijection de R} dans IRL*.]

6) a) SoitA € RY.

I i R YRR Y 4 —1n(2) +In (=2
J;t(l+t)__£ (? t+1) t = [In(t) n(1+t)]1—n(2}+n(A+1).

Par continuité de la fonction logarithme en 1,

A A
AFiser = '“(A+ 1) it Pk =

Finalement, [F(l) = ]n{Z).]

b) Soitx € RY.

+oo
F(x)+F(x+1)=L tl+1{1+t) J’ tx(1+t}

e 1 N
_J; (t-f+1(1+t) TEQ -E-t)) o

(1+106)dt

| linéarité

400 1
- J; t*+1(1 + t)

+00 1 1
= L PEEs dt = ol

c) Soitx €]1, + w[. Par décroissante de la fonction F,

F(x—1)>F(x) > F(x+1) :
on ajoute F(x)
= FX)+F(x—=-1)22F(x)>F(x+1)+F(x) ©
1 1 | question précédente
=» —x_l:.xEF(x)};
| xxavecx >0

X
= m}ZXF(I}}l.

1
Par le théoréme d'encadrement, 2x - F(x) — 1.C'est-a-dire, F(x) =

X—=+o
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Exercice 11

1) a) Effectuonsle changement de variableu = —1/t de classe €* et strictement monotone.
Les intégrales sont de méme nature (convergentes) et

0

+eo 0 du 1
fu f(t—1{t)dr=£mf(—1/u+u);-é-=fmaif(u—lfu] du.

+o0

0
De méme f f=1/t)dt = f u—lzf(u - 1/u) du.
=0 0

b) Les intégrales sont convergentes, la relation de Chasles s’applique

+00

2 f(—-1/t)de

O—W o +03 +00
jf(:—m:-dHf f(:—ur)dwf f(r—1,f:)dr+f f(t—-1/0)dt
—pn -0 o} 0

+00

0 +00 0
[_mf(t_lft)dt+£ %f(u—lfu)du+[a f{t—l/t)dt+[m$f(u—1/u)du

0 1 +00
=flu—1/u) du+f ft— 1frjdr+f
0 0

u

+oo

’ 1
[mf(t_lft)dt+f Ff(u—l/u) du

—00

[ (e [~fos 2o

+o

2 fee-1/0de =f+m (1 4 tiz)f(r— 1/6) dt.

Finalement,

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

c) Effectuons le changement de variable x = u — 1/u. Précisons que le changement de
variable est bien de classe ¢! sur R, strictement monotone avec
1 1

U=—— — —=w et Uu=—- — <4om,
U u=o+ U u—=+oo

De plus, « dx = (1 + 1/u?) du»,

+0o 1 +00
J; (1+E)f(u-1/u]du = J:m f(x)dx.

Effectuons maintenant le changement de variable x = u — 1/usur R_,

0 1 - +00
f (1 + F) f(u=1/u)du= f_m f(x)dx.

—e0
En reprenant le résultat précédent, on trouve
+oo +o0 1 0 1
il fhadibie = f (1 + F)f(u A eyl f (1 + u—z)f(u s i
-0 0

—co
40

2| f(x)dx.

=00

]

D'oti le résultat,
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2) Précisons que par le critére de négligeabilité, les intégrales sont convergentes. D'aprés le
résultat précédent,

+oo +00 +00 +o0
f et dt = f e~ (t-1/)? 4¢ = f g—tiH=aftt g — ezf e—t2-1/t2 4¢.

—m o0 s -
+oo 5 5
Concluons f e -1/t 4t = \fre~2.
0
0.5 1

Graphesdet — ¢ © et t v e (t-1/00%,
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Dérivées
successives

== Exercices axés sur le calcul

Soit Fy € R,[x]. Justifier que la dérivée n-iémede f : x € R = Fy(x)e ?*

est de la forme
x € R~ B(x)e™ avec B, €R,[x]

+  Dérivées n-iemes et fonctions rationnelles

1
1) Donner la dérivée n-iéme de f:rxeR » —
X

2) En déduire les dérivées n-iemes des fonctions

In et g: xeR\{-11}» e

*++  Pourtousn € N°, x € R, posons f,,(x) = x™ In(x).

1) Vérifier que f, est de classe €*® sur R avec, pour x € RY,

M) =n! (ln(x) + z %)

Indication. On pourra procéder par récurrence.
2) a) Préciser les dérivées successives de la fonction logarithme.

b) En dédui g il O o
1) En déduire, ZT X _ZE
k=1 k=1
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

<« «x Dérivées successives dans le cas polynomial
Smt P S ]E'.n[x] On suppose que P est positif. Soit

n

() = ) P().

k=0

L'objectif de I'exercice est de prouver que Q est aussi un polyndme positif.
1) Que dire du degré de P? de Q ? Méme question avec le coefficient dominant.

2) En étudiant Q — @', conclure.

.0 +x  Pourx € D=]—mn/2;m/2[,on pose f(x) =

cos(x)
On définit la suite de polynome (P,), par

PBo(x)=1 et VneN, B x)=(1-x)B, (x)+ (n+ 1)xB(x).
1] Justifier que la fonction f est de classe C® sur D et que, pour tout n € N,

B sin(x)]‘

(n) =
vxeD,  fM(x) cos"F(x)

2) Enremarquant que f est paire, préciser la parité de f™, en déduire celle de B,.

S0l e o ) «xx | Existence d’un zéro de f@®
Smentn = N" et f : [a,b] = R dérivable n fois. On suppose qu'il existe

ag < ay < -+ < ay, tels que pour tout i € [[O,n] : f(a;) = 0.

1) En raisonnant par récurrence sur le nombre de zéros de f*), prouver qu'il existe « € R
tel que f((a) = 0.

2) Application.

Prouver que I'équation e* = P(x) d'inconnue x € R avec P polynomial n'admet qu'un
nombre fini de solutions.

= o« %+ Onconsidére la fonction f définie sur R par

f0) =5

+x2

|} Montrer que f est de classe C® sur R.



Dérivées successives

2) Pour tous n entier naturel, x réel, on pose B,(x) = (1 + x2)"*1 f(™)(x).
a) Vérifier que pour tout réel x

(1+x?)B, (x) = 2(n + 1)xP,(x) + B4 ().

b) Montrer que F, € R, [x].
H . : : (n) i (n)
3) a) Pourtoutn € N, determmerxl_l.rl'lmf (x) et xkrpmf (x).
b) Montrer que pour n € N, le polynéme B, admet n racines réelles distinctes.
Rappel. On pourra utiliser la variante du théoréme de Rolle de |'exercice 10 du chapitre
15:si g : [a, + oo[—= R est dérivable avec g(a) = llrorg g, alors g’ s"annule au moins

une fois sur Ja, + oo[.

Corrections

= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Appliquons la formule de Leibniz avec Py et g : x ~ e~ 2* On justifie ainsi que f est infini-
ment dérivable sur R avec pour toutn € N, g™ = (=2)"g,
mn

fo=3 (}:)f‘i*‘«"g("""f’ = (Z(—ZJ“‘“(E)PO‘“)) 9=P-g
k=0

k=0

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

n
avec P, = Z(—z)“-k(z)ﬁ,f") € R[x].

k=0

Pourtoutk € N, P,**) ¢ R, [x], par stabilité par combinaison linéaire de R, [x], B, € R, [x].

Exercice 2 Dérivées n-iémes et fonctions rationnelles

Remarque
Calculons les premiéres dérivées

2x%x3
x4

- ’ 1 " 2 i
fO=5 F@=-5 F@=5 f@=-

x*
Ces premiers calculs permettent de conjecturer une formule générale que I'on prouve par
récurrence.
1] Montrons par récurrence que la propriété

(=1)"n!

P(n): festnfoisdérivableet vxeR", fMW(x)= o
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est vraie pour toutn € N.
« Initialisation. On vérifie que pour tout réel x non nul

(-1)°0!
o == 1)

P(0) est donc vraie. Par convention : 0! = 1.

« Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Démontrons P(n + 1). Tout d’abord, en
tant que fraction rationnelle (le dénominateur ne s'annule pas), f est (n+1) fois dérivable
et pour tout réel x non nul : puisque f™ (x) = (=1)"nlx~™+1),

(D)™ + 1)!

ITH-Z

FOD @) = (F7) (1) = (~1)"ni(=1)(n + D~ (D1 =

Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion, Pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

(=1)"n! J

xﬂ+1 "

‘Vn eNvVxeR, fM(x) =

2) « Sachant que In" = f (sur RF), on peut affirmer d’aprés ce qui précéde que la fonction
logarithme est n fois dérivable pour tout n € N*, et tout x € R}

~1)"1(n - 1)!
™ (x) = FO-D(x) = & }xfl" 2w =,

« Notons que pour tout réel x = +1
2 P 1
-1 (x+Dx-1) x-1 x+1

Par composition, les fonctions x € R\ {1} = f(x = 1) etx € R\ {=1} = f(x + 1) sont
infiniment dérivables sur leur ensemble de définition. Par somme, il en est de méme pour
gsur R\ {£1}. Soit n € N. Il vient pour tout réel x # +1

(=)™l (=1)"n! J

9 = — = fx—1) - flx+1).

g(ﬂ)(x) = f{n}(x et —f(n)(x +1) = (x — 1)+ = (x + 1)::4-1'

Exercice 3

1) Soitn € N*. Par produit d'un polynome et de la fonction logarithme de classe €%, f,, est
de classe C® sur R}. Prouvons par récurrence que la propriété

n
‘ ; - My = 1
P(n): Pourtoutx € R;, f,'"(x)=n! (]n(x} + Z E)
k=1
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est vraie pour toutn € N*.
» Initialisation. Pour n = 1, f; (x) = xIn(x) et, par produit,

1
1
f'(x}=1+ln(x}=1! ]n{x}+ b=
¥

P(1) est vraie.
« Hérédité. Soit n € N*. Supposons P(n) vraie et démontrons que P(n + 1) est vraie.

Posons g : x € R} » xdesorteque f41 =9 fo
g est (n + 1)-dérivable avec pour tout x € R},

gx)=x, g(x) =1 g®Hx)=0 pour keN\{01}.

L'hypothése de récurrence donne, pour tout x € R}

fn(n) (%) =n! (ln(x) + RZ_I %) et fn(nﬂl(x) = nl! %

: | g®(x) =0,k > 1
n+1 ”
- Z( )gmor) RTO@ X
e k \ (41

: J=1{*")=n+]
=xf, @) + (+ DM ()

wv

D'aprés la formule de Leibniz, pour tout x € R}, g
— 2 B o | E

fn ™0y = ( 4 )gm{x} NG o

k=0 B

O

L%

1

J
V

1 = 1 ' hypothese de récurrence
:x-n!;+(n+ 1)-?1!(ln(x)+z E) J

k=1

1 = 1
= (n + 1)!-m+(n+1)!(1n(x)+;z)

n+1

=+ 1)!{ In(x) +Z %
k=1

Ainsi, si P(n) est vraie, P(n + 1) aussi.
« Conclusion. Pour tout n € N*, P(n) est vraie.

2) a) Onadémontré al'exercice 2 que

(=D (k = 1)!

et In® =In.
xk

In®(x) =
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b) Posonsg, : x € Rf ~ x™ desorte que f, = In-g,.De plus, par récurrence immédiate,
pour tous k € [0,n], x € RY,

n!
=)~

Appliquons la formule de Leibniz en isolant le premier terme de la somme

My (:) In® () g " (x)

k=0

n-k

Hn(k)(x) =n- {n - 1) (l’t —k+ l)xn—k -

n
- l“m)(x:lgn(ﬂ} (x) + Z (:) ]I‘l(k)(x)ﬂncﬂ_k)(l')
k=1

= n!In(x) + (n) In® (x) g, (x).
2.\

En utilisant les différentes expressions des dérivées

= L _ = /n (=1)* (k- 1)! n!
Z (k) ]H(k}(x)g?i( k}(-'-'f-') - Z (k) K . (?1 = (n — k])IXk

k=1

Pour x = 1, les deux expressions obtenues de fﬂ("] donnent bien

o3

{ Remarque
¢ On pourra consulter les exercices 9 du chapitre 4 et 5 du chapitre 16 pour une preuve par
3 télescopage et via le calcul intégral.

¥E Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 4  Dérivées successives dans le cas polynomial

Précisons que si P est un polynome constant, le résultat est évident. Dans la suite, P est un
polynéme non constant de degré d.
1) Si P estun polynome de degré impair alors

P(x) — +w P(x) — —o
x=+o0 ou x—+0o
P(x) — =—oo P(x) — +co,
X—=—00 x=—0m

Dans les deux cas, P ne peut-étre un polynome positif. Par contraposée,

[F‘ est de degré pair.]
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Notons que @ est aussi de degré pair puisque, par récurrence, pour tout k € [1; n]),

n
deg (P®) < deg(P), puis, Z deg (P®)) < deg(P).

k=1

Ainsi, deg(Q) = deg(P).

« Soit ay le coefficient dominant de P. On a P(x) = azx? + R(x) avec deg(R) < d — 1.

Alors
n

Q(x) = agx® + R(x) + Z PO (x)

k=0
degsd-1

P et Q ont le méme coefficient dominant. Comme P est a valeurs positives, ce coefficient
dominant est positif car l_'i_m P est du signe de a,.
00

Remarque
Précisons que les coefficients de P ne sont pas nécessaire tous positifs.
Exemple: P(x) = x? — x + 1.

2) D’apres la question précédente, l}_gj Q= ]1:0101 @ = +o0.D’apres I'exercice 6 du chapitre 15,

@ admet nécessairement un minimum global. Soit y € R tel que Q(y) soit le minimum.
Précisons que, en tant que extremum (local) atteinta l'intérieur del'intervalle, Q' (y) = 0..

Par linéarité de la dérivation,

QW -Q'W =) PP - ) PP )= ) PO~ ) PED()
= PO (x) = P (x) = P(x).

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

En particulier, PH)=Q()-Q'(ry) =Q().

Comme P est a valeurs positives, P(y) > 0. @ admet un minimum global positif,

[Q est un polynéme pusitif.]

Exercice 5

1) La fonction cosinus est de classe C* sur R et ne s'annule pas sur D. Par quotient, f est de
classe € sur D. Démontrons par récurrence que la propriété

Bu(sin(x))

Pn): vxeD, fM(x)= CosTFI(x)
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est vraie pour toutn € N.
« Initialisation. Comme F, = 1, on constate que P(0) est vraie.

« Hérédité, Soit n € N. Supposons P(n) vraie.

« Par composition,ladérivéedex € D ~ cos"*(x)estx € D (n+1)(—sin(x)} cos™(x);
« Par composition, la dérivée de x € D ~ B, ( sin(x)) estx € D ~ cos(x)B,( sin(x)).

Par quotient de fonctions dérivables sur D, £ est dérivable et pour tout x € D,

FED ) = 10 (0)
cos(x)B,'(sin(x)) cos™*(x) — Py( sin(x))(n + 1)( — sin(x)) cos™(x)

(C051l+1(x))2
B, (sin(x)) - cos™2(x) + (n + 1) sin(x) cos™(x)P,( sin(x))
- cos?™*2(x) simplification
B,'(sin(x)) - cos?(x) + (n + 1) sin(x)P,( sin(x)) / par cos™ (x)
= cos™*2(x)
B, (sin(x)) - (1 = sin?(x)) + (n + 1) sin(x)P,( sin(x))
- cos™*2(x)
Pn+1(5i“(x})
T cos™(x)

Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
« Conclusion. Pour tout n € N, P(n) est vraie.

2] Par récurrence, on montre que

« f™ est une fonction paire si n est un nombre pair;
« f™ est une fonction impaire si n est un nombre impair.

§ Remarque

On pourra consulter |'exercice 16 du chapitre 15 pour les détails. On peut résumer avec

E une formule
$ vx€D, fM(-x)=(-1)"f™M(x).

» Comme la fonction cosinus est paire, f(™ etx € D ~ B,(sin(x)) ont la méme parité.
Soit t €] — 1,1[. D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x € D tel que

sin(x) = t, puis,
Po(=t) = P( = sin(x)) = By(sin(—x)) = cos(—x)"+1 (V) (—x)
= (=1)" cos(x)™ 1 f M (x) = (=1)"Pu(®).

Autrement dit, le polynéme B, (t) = (=1)"F,(t) est nul sur tout I'intervalle | — 1,1[. Or,
seul le polyndme nul a une infinité de racines. D'ot, pour tout t € R,

B - (1D)"R() =0 = B = (1)"R(0.

{F‘n a la méme parité que f(ﬂ).]
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g Remarque
On peut aussi procéder par récurrence a partir de la définition de la suite (B,),,.

Exercice 6 Existence d'un zéro de f™

Remarque

On montre pour cette fonction f, grace a une généralisation du théoréme de Rolle, que la
dérivée n-iéeme s’annule au moins une fois.

[1 faut bien comprendre quesi f : [a,b] = R est une fonction
vérifiant les hypothéses du théoréme de Rolle, f est une fonc-
tion admettant un extremum dans l'intervalle sans les bords
]a,b[. La tangente en ce point est horizontale et le nombre

2 dérivé est nul.

|

I} Procédons par récurrence sur la propriété, pour k € [[O,n] :

P(k) : % s'annule au moins n + 1 — k fois dans I'intervalle [a,b].

« Initialisation. P(0) est vraie par hypothése sur f = f(©),

« Hérédité. Soit k € [[O,n — 1]), supposons P (k) vraie, démontrons que P(k + 1) est
vraie. D'aprés I'hypotheése de récurrence, il existe by < b; < -+ < b,,_; tels que

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

vie[on—=k], f®(b)=0.

Soiti € [O,n — k = 1]].

On sait que f*) est continue sur [b;,b;4,], dérivable sur 1b;, biy1 [ f& (b)) = f&) (biyq).
D'aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢; €]b;,bis[ tel que FE VD (c;) = fF®'(¢;) = 0.
Onadoncn+ 1 — (k + 1) réels ¢; tels que

by <cCo<by <3 < <Cpop-1 <bpp et fE()=0.

Ainsi, P(k + 1) est prouvé car les ¢; sont bien distincts.

« Conclusion. Pour tout k € [[0,n]], P(k) est vraie.
En particulier, P(n) est vraie, f™ s’annule au moins n + 1 — n = 1 fois.
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Remarque

[llustrons ce résultat. Si f s’annule 4 fois en a,, a,, a; et a, alors,
« f's'annule au moins 4 — 1 = 3 fois en by, b, et by;

« f” s'annule au moins 4 — 2 = 2 foisen ¢, et ¢,;

« f" s'annule au moins 4 — 3 = 1 fois a.

bl s »lr-.r ; : b
a,+—r % 4 z

a . 4
by 4 by © \ Ca by
.

L

~

e e i i  a  a a E  a a
-
=]
[¥]
L~
[

e a

2) Soitd le degré de P.Posons f : x € R — &' — P(x).
Raisonnons par 'absurde en supposant que I'équation admet une infinité de solutions.
En particulier la fonction f s’annule au moins d + 2 fois. f est de classe €% sur R par
différence de fonctions C*. D'apreés le résultat précédent, f(4*1) s’annule au moins une
fois. Or,

vx€eR, f@*)(x)=e" car P =,

On obtient une contradiction : la fonction exponentielle ne s’annule pas. Finalement,

[L’équation admet un nombre fini de solutic:-ns.]

Exercice 7

! Remarque
2 Noter que [ est la dérivée de la fonction arctangente. Cet exercice propose donc une étude
{ des dérivées successives de la fonction arctangente.

1) En tant que fraction rationnelle (quotient de deux polynémes) dont le dénominateur ne
s'annule pas, f est de classe € sur R.

2) Notons que par produit, P, est aussi de classe C* sur R.

a) Pourtoutx € R,
By = (1 + 22y (),



Dérivées successives

On en déduit, par dérivation d'un produit,

B (x) = (n+ 1)2x(1 + x2)" - F®™(x) + (1 + x2)+1 . fFOFD(x)

(n+1)2x
= e (L) + g (L R ()
=Pp(x) Pryy(x)
i ' (n+1)2xF,(x) = Fosya (%)
Par définition de P, et P, 44, Fo (x) = 1+ 22 T gl

D’oti le résultat en multipliant par 1 + x2.
Précisons que F, = 1. La relation précédente se reformule

vx€ER, Pui(x)=(1+x>B'(x)—2(n+ 1)xP,(x).

Démontrons par récurrence que P(n) : B, € R, [x] est vraie pour tout n € N.
« Initialisation. F, = 1 donc P(0) est vraie.
« Hérédité. Soit n € N avec P(n) vraie.

deg(B,') <deg(R)<n = deg((1+x?)B)<n+1;

deg(B,)<n = deg(xB)<n+1.

Par combinaison linéaire, deg(P41) <n+ 1

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Donc, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
« Conclusion. Pour toutn € N, B, € R,[x].

Soitn € N*. D'aprés le résultat précédent, deg(F,) < deg ((x? + 1)"**), donc
Pa(x) Pa(x)

— M(x) = —M——— .
(1 + x2)n+1 x:mﬂ et fU(x) (1 + x2)n+1 I_,__’mo

fO ) =

Prouvons par récurrence que la propriété
P(n): lepolyndome P, admet n racines réelles distinctes.

est vraie pour tout n € N.
« Initialisation. Fy = 1 n'a pas de racines, P(0) est vraie.
« Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Notons a4,a,, -*- a, les réels tels que

a,<a;<<a, et Vi€[ln], B,(a)=0.

On en déduit que £ s’annule n fois (au point a;). Pour tout i € [[1;n — 1],
« fM est continue sur [a;,ai41],

o fM est dérivable sur ]a;,a;41[,

« f™(a) = f™(a;41)-
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’
D’aprés le théoréme de Rolle, f™ = f("*1) g'annule au moins une fois sur Ja;,a;4[.
On a donc construit by,b,, -, b, tels que

G < <@ <bh <<y 1 <by 4 <ay,

Or d’aprés la question précédente, f(™(a,) = EE} f. Etd'apres le rappel de l'exercice
10 du chapitre 15, il existe b, tel que

by >y et fD(by) = f™(by) = 0.
De méme, sur | — w,a,], il existe b, tel que

bp<a, et fOD(b) =M (hy)=0.

Au total, on a trouvé n + 1 zéros a la fonction f™+1),

On en déduit n + 1 racines a B,,,. Comme P, , est de degré au plus n + 1, on a exhibé
toutes les racines de B, ;.

,?—? e
bﬂ b 2 T b4 m

Tl o Sl Rl il ad N
S T By

by

bs

Dong, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
« Conclusion. Pour tout n € N, le polynéme B, admet n racines réelles distinctes.
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== Exercices axés sur le calcul
+ X 1 Z Ak
Montrerque: Vxe€R¥, |ef—1-—x|< =—x%e".

2

*  Deux exemples d'encadrement

1) Ecrire, aprés avoir justifié que cela est possible, la formule de Taylor avec reste intégral

pour exp a 'ordre 2, entre 0 et 1.
[ =

. |
En déduire que 3 <eg3

2) Ecrire, aprés avoir justifié que cela est possible, la formule de Taylor avec reste intégral

pourt ~ In(1 + t) al'ordre 3, entre 0 et x, o x € R* est fixé. En déduire

x2 x3 4 o o
s e s e T In(1 s
X 2+3 4{11(+x)r;x 2+3

**  Développement en série des fonctions cosinus et sinus

1) Justifier que pour toutn € N,

2

n . _ m
vxeR, cos™W(x)=cos|x+n=) et sin"(x)=sin x+ns).

2) En déduire que pour tout x € R,

N _l)n

ok
T 2n : =K — e,
cos(x) = n!r]-'}c]oz @) x et sin(x) = 4%,,_0 @+t 1]I!x

n=0

2n+1
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

~ ++ Une majoration des fonctions de classe C*

Soit f une application de classe " de [0,1] dans RR.
1) Justifier que le nombre Jé}%’{-]f"(x) existe. On note M ce maximum.

2) En utilisant deux fois la formule de Taylor avec reste intégral, avec des bornes bien choi-
1 M
sies, montrer que : f(0) — 2f (—f) +f(1)< T

3] Pour quelles applications y a-t-il égalité?

o xxx  Inégalité de Kolmogorov

Soit f une fonction de classe €% sur R.
On suppose qu'il existe My et M, tels que: |f| < My et |f"| < M, sur R.

1) Soitx € R. Justifier que pour touth € R,

|f(x +h) = f(x) = hf'(x)] < %hz et |[f(x=h)=f(x)+hf'(x)|< %hz.

. M, M,
2) En déduire que pourtousx € Reth>0: |f'(x)| < =4 Th'

; M M
3) a) Déterminer le minimumde ¢ : x — TO + TEx sur R,

b) Conclure en montrant que pour toutx € R, |f'(x)| < /2MoM,.

. #++  Application de la formule de Taylor avec reste intégral

{_1)5:-1
k

1) Montrer que si x > 1, la série ¥, x¥ diverge.

k>1
Pour la suite de cet exercice x € [0,1]. Soit f : t €] — 1, + w[—=In(1+t) € R.
2) Calculer, pour tout k € N, la dérivée k-ieme de f.
3) Soitn € N*. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n pour f entre 0 et x.
_ayk-1
4) En déduire que la série }, %xk converge, et

k1 K
o
wT k-1
Z %x" = In(1 + x).
k=1



Formules de Taylor

Corrections

£ Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

Soit x € R*. L'application exp est de classe C” sur [0,x].
L'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 1 appliquée a exp sur [0,x] donne

r MZ 2 i (2)
|exp(x} —exp(0) — exp (O)x| = e |x —0]°, avecM, = I[Tg?c:]{ | exp'*/ |

Or exp®) = exp’ = exp.
Par positivité et croissance de exp sur R

vt € [0,x], |exp(t)| = exp(t) < exp(x)
Donc M, = e*. En remplagant par les valeurs, puisque |x — 0]? = x?,

[e¥—1-x| < %xzex.

Exercice 2 Deux exemples d'encadrement

1) Lapplication exp est de classe €” sur R, donc de classe €3,
La formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 2 donne :

2
(k) —t)2
exp'™ (0) (1 )
exp(1) = Z —— +J; exp@®(t) dt.
=0
Or:vk € N, exp®) = exp, et exp(0) = 1; il reste aprés simplification :

5 l(1-1)?
=—+J. ( )e‘dr.
27 5 2

Encadrons l'intégrande, puis appliquons la croissance de l'intégrale. Soit t € [0,1].

(L-iP o,  O—0F,

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

(*)

0t =>U<e <efgel =:-D<

(1-1)230 2 2
SLJ]

D’on, O‘{f ( )e‘dtﬂ:eJ’ ( ) dt = [ ( )] =2,

0 0 2 o 6

N 5 5. @
Avec (¢), on obtient I'encadrement, 5 <eg 5 + i
: . : g .9
Linégalité de droite donne e— 3 < 7 D'olie < 3.
' 5

Conclusion: 5 <e<3.
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2) Soitx € RY.

Lapplication In est de classe C™ sur R} ; il en résulte par composition que I'application
f :x—In(1+ x) estde classe C* sur] — 1, + o[,

La formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 3, donne :

f(x )—Z’Fm() kg f (x' )3 F@ (1) d.

TS 1 i : _ (3) (4) — 6
On vérifie que f" : t ~— = i (1+r}2 ' g (1”}3 et f\A : t T
«En évaluanten 0 et en SJmpllﬁant. on obtient
2 X
¢ - 3 1
n(l+x)=x——+——=| (x=t)3x——dt.| (s
A+ =x-F+3 -] G- X g ]()
On encadre l'intégrale. Pour t € [0,x],
1<1+t¢t 0< > <1=—=0< (d)gth—r)3
w1 fut (1 + f)4 x=tz0 (1 + t)4
décroit sur R7
Par croissance de l'intégrale (0 < x), on obtient :
X (o —£)3 x x—t)*x  x*
( )4dt<J'(x—t)3dt=[—( )] =—
g (1+t) A 3 o 4
En remplacant dans () (attention au signe moins devant l'intégrale),
i x* 2
X—T'F?—T < In(l+x) < X—7+?.
Exercice 3 Développement en série des fonctions cosinus et sinus
1) On raisonne par récurrence. Pour n € N, on pose
4 _ _ T
P(n): vxeR, cos™(x)=cos (x + HE) et sin®™(x) = sin (J: + nz).

« Initialisation. Soit x € R: cos@(x) = cos(x) et sin® (x) = sin(x).
P(0) est vérifiée.

« Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie.
On dérive, avec la formule des dérivées composées et la relation :
vt € R, cos(t + m/2) = —sin(t).
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Pour x € R,
000 1, ot s 05) = 425) 25 + )
cos (x) ok 08 .r+1r12 sin Jr+1'12 cos x+nz+2
= cns(x+(n+1}%).

Il en va de méme pour la seconde formule. P(n + 1) est vérifiée.

« Conclusion. P(n) est vraie pour toutn € N.

Sin € N etsi f est une fonction de classe €"** sur R telle que |f™*1)| admette un majo-
rant M, sur [§, alors pour tout x € R, l'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre n entre 0

et x donne -
ko
() — Zf (0) ok

k=0

Exlﬁ‘l'i.
S+ D)

Mn+1-

« Considérons f : x — cos(x). La fonction f est de classe C” sur R. Pour k € N,

£ (0) = cos (k3 ) :

1 si k=4p(peN)
=|0 si k=4p+louk=4p+3
—1si k=4p+2

2pm + )2

0 si k impair
(=1)¢si k pair(k =2¢ ¢ € N).

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Il

2pm + 3mf2

Soit n € M. On écrit la formule a l'ordre 2n. Il reste

f(k} (ﬂ) (1) ,,
Z ; @0 "

La fonction | cos | est majorée par 1 sur R. On prend donc M,,,.,, = 1 et on obtient

o (-1)f
ey, o
o (20)!

|x|2n+1

COS(JC) = m

X 2n+1

(n+1)! noto

255

=0

Par croissance comparée, 0. D'apres le théoréme d'encadrement, il vient

2{’)' n_:»ﬁ cos(x).

« Considérons f : x — sin(x). La fonction f est de classe C* sur R.
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0 si k pair
(-1)¢ si k impair(k=20+1¢€N)

Pour k € N, f®)(0) = sin (kg) =

En continuant comme pour la fonction cos,

mn
g 26+1 :
£ (2f+1)!x n_’—:msm(x).

#F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 4  Une majoration des fonctions de classe C*
1) Parhypothése f” est continue sur le segment [0,1], ce qui justifie 'existence de 1‘131[13:-{] FrEx).
X s

2) Comme f est de classe C** sur [0,1], on peut utiliser la formule de Taylor avec reste
intégral :

1
» d'abord entre : etl: f(1)= f(l) +f'(1)(1 - l) + | (A=t)f"(t)dt;
2 2 2 2 1/2
« puis entre s et0: f(0)= f{l) + f'(l)(ﬂ - E) + J.o (0 =t)f"(t) dt.
2 2 2 2 1/2
1 1/2
On en déduit: f(0) + f(1) = 2}‘"(%} + A-0f"@t)dt+ [ tf"(t)dt.
-Pourt €[1/2,1],onal—-t >0 etf"(tl)ﬂf: M, donc (1 — t)f"[:(t) < (1-t)M.
-Pourt € [0,1/2],tf"(t) < tM.
Par croissance de l'intégrale, il vient

1 1 M 1/2 1/2 M
(1-0)f"(t)dt < (1-t)Mdt = — et f tf"(t)dtﬂ:f tMdt = —.
1/2 1/2 8 0 0 8

Finalement : "f{[}) - Zf(%) +f() < %

3) Il faut qu'il y ait égalité dans les deux intégrales, ce qui entraine, par le théoréme sur les
fonctions continues positives d'intégrale nulle, que f" = M sur ]0,1[, donc que f est poly-
nomiale de degré 2. La réciproque est facile a vérifier.

Exercice 5 Inégalité de Kolmogorov

1) Lafonction f estde classe C* sur R. On peut donc appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange
al'ordre 2 entre x et x + h d'une part, entre x et x — h d’autre part avec M, comme ma-
jorant de |f”| sur R. On obtient directement le résultat.
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2) Soitx € Reth > 0. La premiére inégalité de la question 1) donne, en remarquant que

|f(x+h)=f@x)=hf'(x)|=|=f(x+h)+ f(x)+hf'(x)]

_%hz <=f(x+h)+ f(x)+hf'(x) < %hz-

La seconde inégalité de la question 1) donne :
M M
——2h? < f(x =) = f(x) + hf'(x) < SEh2.

En additionnant membre a membre, il vient,
—M,h? < f(x = h) = f(x + h) + 2hf'(x) < M,h%.
D'ou |f(x = h) = f(x+ h) + 2hf' (x)| < M,h?,

Avec l'inégalité triangulaire, on a pour tous réels a et b, |a| — |b| < |a — b|, donc
|2hf' ()| = |[f(x = R) = f(x + )| < |f(x = h) = f(x + h) + 2hf'(x)| < M,h2.
D'ol, comme h > 0,
2h|f'(x)] < Mph? + |f(x = h) = f(x + h)| < Myh? + |f(x = )| + |f(x + h)]
< Myh? + 2M,.

En divisant par 2h qui est positif, il vient :

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

M, M,
Pourtouth >0, |f'(x)| < 5 Th'

3) a) Lapplication ¢ est dérivable sur R+, et pour toutx > 0,

Mu Mg ngz =5 ZMQ
==+ =" 2

2M ZM
D'oti: PxX)>0=x > =2 avec P'(x)=0=x= —
Mz MZ

La fonction ¢ est décroissante sur l'intervalle ]0,,/2M, /M, ], croissante sur I'intervalle
[/2My/M,, + oo, et il en résulte que @ admet un minimum sur R}, égal a:

P(\2Mo/My) = (MM, /2 + \[MgM, /2 = \[2MoM,.

b} Linégalité de la question 2) est vraie pour tout h > 0.
On peut donc prendre h = /2M,/M,. Il vient alors

[Pour toutx € R, |f'(x)| < ‘/ZMOMZ.]
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Exercice 6 Application de la formule de Taylor avec reste intégral

k-1 k
=1 x g
|Lx"[ = = — 4+, donc la série

k —+00

1) Six > 1, alors par croissance comparée s

o ) i T iy
Y. ———x" diverge grossiérement.
k>1 K

2) Comme In est de classe C* sur RY, f est de classe C% sur ] — 1, + oo|.

« Pourt €] =1, + o[, f(O(t) = f(t) = In(1 + t). Une récurrence (voir exercice 2 du
chapitre 28) permet de montrer que pour tout k € N”,
(=1 —1)
1+t

vte]-1,+wf fE(@)=

Soitn € N*. f estde classe ¥ sur ] — 1, + oo[.
La formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n entre 0 et x s'écrit :

fx)= Zﬂk]m) . f (x_t} 22 f) ) g,

On a f(0) = 0, et en remplagant par les valeurs données par la question 2), on obtient
apres simplification :

L
o’

Ry i
flx) = Z x* 4 (~1) Qv de.
4) Encadrons l'intégrale précédente . Pour tout t € [0,x],
11+t = I ————— <1 —— 0K (x-r)'" ':()C—t)n
u~1/(14+u)1+t (1 + t)“+1 x—t>0 (1 + t)“+1
décroit sur R
Par croissance de l'intégrale (0 < x)
o )T.'. J’ x s t—)ﬂ'l'l ¥ xn+1 1
t ) di = == :
- (1+t)"“‘1ds: e [ n+1 ]u n+1<n+1
Daprs e théoréme dencadrement: | 02 gt —» 0
apres le théoréme d'encadrement : W R
= J"'
Cela montre, avec le résultat de la question 3), que z n_J:r:n In(1+ x),

—1)k-1
pour x € [0,1], la série Z ( ) ————x¥ converge, et sa somme vaut In(1 + x).
k>1




Développements
limités

E«ﬁ Exercices axés sur le calcul

Calculs de DL

écrire le développement limité a l'ordre n indiqué, au voisinage de 0, pour les fonctions
suivantes.

1) x=»5=3x+4x24+4x5-12x",n=3 2) xwmcos(x)+In(l+x),n=2

In(1+ x m
3) xmg,n=2 4) x=»cos(x+—-),n=3
X 4
1
5 x~=In(2+x),n=2 6) xP» ——=+1+x+x*+e ,n=3
VI 42

1
TJx e (3x% = 14x® + 13x° +5x° —=x2 + 1)(1 +x)2,n =2

3+ x2+ 2% +1In(1+x)

8) xw»e*(1+sin(x)),n=3 9) xvw— - =2
In(1 + x?
10) x = (sinx)? cos(x), n = 4 11) x — i—+x2_) n=4
n
_]. k=1
12) (**) x - exp (Z %xk). n €N’
k=1
*  Calculer la limite en 0 des fonctions suivantes.
x(2 + cos(x)) — 3sin(x) 2 2
1) F I e ot st
x3(1 = cos(x)) x(e*x=1) x2
" 1 1 ' e’ — cos(x) 5) 1 1
3 X ——— — — 4) x» ————— 5)xm — — —————,
' sin?(x) x? x2 x In(1+x)
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

arci ++ Développement limité de tangente
I} Onnote f = tan. Justifier que f admet un développement limité a I'ordre 5 en 0. On pose:

tan(x) = ao + a;x + a,x? 4+ azx® + ayxt + asx® + o(x®).

2) La fonction tangente étant impaire, que dire de ay, ..., a,?

3) al'aide des coefficients (a;)o<i<s, donner le développement limité a I'ordre 5 en 0 de
x — 1+ tan?(x).

4) écrire la formule de Taylor-Young a I'ordre 5 pour f en 0, et a I'ordre 4 pour f" en 0, et en
déduire que: f'(x) = a; + 2ax + 3agx? + 4ayx® + Sasx? + o(x%).

5) Enremarquant que pour tout x €| — r/2,m/2[, tan’(x) = 1 + tan®(x), calculer les coef-
ficients ay,a,, ..., as.

e

Soit f : IR — IR une application continue. Soit ¢ : R — R I'application définie par

vxeR, Gx)= % -' f()dte et G(0) = f(0).

I} Justifier que f admet des primitives sur R. On note F une de ces primitives.
2) Montrer que G est continue sur R, de classe C* sur R, et calculer G’ sur R".

3) On suppose maintenant que f est de classe € sur R.
a) Justifier que F admet un développement limité & I'ordre 2 en 0, et écrire la formule de
Taylor-Young correspondante.

b) En déduire que G est dérivable en 0, et calculer G'(0).
¢) Lapplication G est-elle de classe C* sur R?

++%  Développement limité d’'une fonction réciproque

On consideére la fonction f : t = t + In(1 + t2).
1) Justifier que f est de classe C” et induit une bijection de R dans R.

2) Onnote a = f(—1). Justifier que a < 0, puis montrer que f~* est dérivable sur ]a, + o[,
et donner l'expression de (f ')’ sur Ja, + oL
En déduire que f~* est de classe C* sur ]a, + oL

3) Justifier qu'il existe des réels ay,a,,a,,a3,a, tels que

Pourtoutt €la, + »[, f~(f(t)) = Z ak(f(t})k + o(t*).
k=0

4) Déterminer le développement limité a I'ordre 4 en 0 des applications

t— (f(©)", pourn e [14].

Déduire des questions 2 ) et 4] un systéme linéaire dont (ay,a,,a,,a5,a,) est solution.

5)
5) Donner le développement limité de f 1 4 'ordre 4 en 0.



Développements limités

& Exercices avec questions ouvertes

|~ -\« Unpeudalgébre linéaire...
On définit les fonctions f, g et h par

vxeER, f(x) =cos(x), g(x)=sin(x?) et h(x)=cos(x?).

1) Donner les développements limités de f, g et hen 0 al'ordre 4.
2) Est-ce que (f,g.h) forme une famille libre dans I'espace des applications de R dans R?

Corrections

E= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1 ' Calculs de DL
Voici les résultats.

1) Par troncature, il vient, pour x € |,
5—3x + 4x? + 4x° — 12x7 S, 53+ 4x? + o(x3).

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

2) Pourx €] —1,+ o[ cos(x) +In(1+x) = 1+x—x?+o0(x?).

—

, In{l+x) _ 1 15 5
3) Pourx €] -1, + o] \ {0}, Tx:01—§x+§x +o(x*).
4) Soitx € R,
4 T _ o V2 il o 4
cos(x + Z) e cos(x) cns(z) — sin(x) sm{zj P (1 —x-7 + 3 + o(x )) !

2

x x x
5) Soitx €]2,+ [, In(2+x)=In(2)+In(1+ f) = In(2) + i + o(x?).

1
+14+x+xt+e" = 3+2x+ —x3+o0(x?).

1
Vite = 6
7) Pourx € [—1, + o],

L 1 9
(3x% — 14x® + 13x5 +5x3 = x> + 1)(1 + x)2 o 5% 512 + o(x?).

6) Pourx € R,

3 1
8) Pourx € R, e*(1+sin(x)) S,lt+2x+ Exz + Ex3 + o(x?).

3+x"+a>+In(l+x 9
9) Pourx €] - 1,1], - p— ( )xf°3+4-x+§x2+o(x2}.
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5
10) Pourx € R, (sinx)?cos(x) = x? - Ex“ + o(x*).
X=s

, In(1 + x?) 9 3. "
11) Pourx € R, St JL_:ﬂx —Ex + o(x*).

n
== k-1
12) Pourxe€]—1,+w[ In(1+x) = Z ( ;3 2% 3 0(x"),

S ! il
ce qui donne : In(1 + x) = Z X x¥ + o(x™). Donc
=1

exp(z — )xfnexp(ln(1+x}+o(x“})=exp(ln(1+x})exp(0(x"))

k=1

= (1+0)(1+0(x) =(1+x+0(x™). |

Exercice 2

1) Soitx €] = 3m/2,m/2[. Notons

Nx) =x(2+ cos(x}} 3sin(x)
%*x(2+(1——+ )) (.r——?+ T)+o(x5)
o

5
De fagon similaire  D(x) = x3(1 — cos(x)) So % + o(x3).
N(x) _ 1/60+o(1) 1

e D(x) x50 1/2 + o(1) x=0 | 30

2
2) Soitx eR". e* —1=x+ % + 0(x?). D’oli

2 2 2x-2(e*—-1) _ —x*+o(x®) -1+0(1)

x(ex—1) x2 = x%2(e¥—=1) x50 x3+0(x3) = x+o(x)

— (six = 0%)
+co (six —» 07).

3) Soitx €] —m0[U]0,n[.

1 1 x-sin(x) _ (/3 +o(xh) _ (1/3)+0(1)
sin?(x) X2~ xZsin’(x) =0 x*+o(x*) x50 1+o(l)

_’ —
x—=0 3




Développements limités

4) Rappelons que e* .=, 1+t +0(t), donc, pour x € R, e*’ Sl x? + o(x?).
2
Avec cos(x) - ]- % + o(x?), on obtient par différence

3
2
e*" —cos(x) = Exz +0(x?),

e*’ — cos(x) 3 .
etdonc, pour x # 0, ———— == +0(1), autrement dit
x x=0 2

et — cos(x)

3
x2 =0 2

i . In(1+x)-x

" B o =
5) Pourx €] — 1, + o[ tel que x # 0, x In(1+x) xIn(1+x) -~

2
X
Onsaitqueln(l +x) = x——+ o(x?), donc

—_

x° ‘IZ"
In(1+x)-x = —7+ﬂ(x2) (o)
xZ !.l:J
= In(l+x)=x~="7 w
] 2 X L . e
_.IIII:I-I‘-J)HA =
Mw —— '.‘.f‘l o
xIn(1+x) o 2 v
1 | 1

x In(l+x) x>0 2

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 3 Développement limité de tangente

1) La fonction tangente, de classe C* sur | — w/2,m/2[, admet un développement limité a
I'ordre 5 en 0 d’apres la formule de Taylor-Young.

2) Comme tan est impaire, on a pour toutx €| —m/2,m/2|,
tan(x) = —tan(—x) = —ao +a;x — a,x% + azx® — agx* + asx® + o(x5).

Par unicité du développement limité, on en déduit que ay = —ay, a, = —a, et a, = —ay,.
Donc: [a.;.:[].agz[leta,,zﬂ.J
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3) Pourtoutx €] —m/2,m/2],

1+tan?(x) = 1+ (ayx + azx® + asx® + a(xE})z

0
=1+ a,%x? + 2a,a3x* + 2a,a5x® + a3x® + 2a;asx® + as*x1°
+20(x%)(a,x + azx® + asx®) + (.::v(x*”))2

1+ tan?(x) =1+ a,x? + 2a,a;x* + o(x%).

4) Comme f est de classe C” et f' de classe C* sur ]| — m/2,m/2[, on a les deux formules de
Taylor-Young demandées

" (3) (4} (5)
F) 5 £+ F@x+ 24 L0, 00 LD sy )

2 )
Iy 1 (3) INT:
f'x) = f£'(0) + (f)'(0)x + 4 ]2 @ . O, ¢ )24([})

$+ 4.
= x* + o(x*)

La premiére donne

) (3) 0 (4) 0 (s) 0
RIS PR e P e )

- 3 BT Ty T T T e
Donc, dans la deuxiéme

IAY ] 0 (3) 0
f'(0) = ay, (f1)'(0) = f"(0) = 2a,, Gre e, 3as,

2 2
IO _ OO _, (D0 _ 90 _
6 6 Y 24 24 %
On conclut f'(x) =ay +2a,x + 3azx? + 4a,x® + 5asx* + o(x*).

5) Onadéjavuaqueay, = a, = a; = 0.En o
comparant les résultats des questions 3) et ... . A .
4), on a, par unicité du développement limité x; ol

i X+ — [}
3 ;!
a =1 L F L o s
3“3 L—] ﬂ12 x+?+? ,{’
5as = 2a,as; tan(x) 4
onc (a;=1;a3==;as=—]. y
1 3 3 5 15 i -
Il vient : , 4
3 “
X 2 ik
tan(x) =x + — + —x° + o(x%). g

Exercice 4

I} La fonction f étant continue sur R, elle admet des primitives sur R.



Développements limités

F(x) = F(=x)
2x

1 x
2) Soitx € R*.OnaG(x) = E[F{t}]—x . Donc G est continue

sur [R* par différence et quotient de fonctions continues sur R".

Comme F' = f, ﬂ(_{');_ﬂiﬂ_)‘ J::]f([]) et F(—x)_; H) - f(0).
Ainsi,pourx #0, G(x)= l(F(x) F(0) x(F(—x) FOO) 2 Df([l) = G(0).
Conclusion : [G est continue sur IP&.]

Sur R*, G est quotient de fonctions de classe C*, donc G est de classe €' sur R* et, pour
toutx € 7,

_ (f@) ——f(=0)(@x) = 2(F(x) = F(=x)) _[f(x) +f(=x) —26(x)
(2x)? 2x

3) a) Entantque primitive de f, F est de classe C* sur R. Puis, d’aprés la formule de Taylor-
Young, F admet un développement limité a l'ordre 2en 0 :

G'(x)

FE) 2, FO) +2F/(0) + 22— 4 o(x?) 2

o

=, F(0)+xf(0)+x2f{ ) + o(x?)- } G

L

o

= = =4

b) Soitx # 0 EE’EE'_X_‘”:Q - ;(fg{}Tf_(_xl ~ Fli) F(zﬁ 2xf(0) 8
Or, X = 0. Donc, d'aprés la question précédente,

@ + o(x?).

F(-x) = F(0)— xf(0) + x2

G(x)—G(0)  2xf(0)+ o(x?) — 2xf(0) o(xzj
x x=0 2x? 2x2

Conclusion :

¢) Lafonction G’ est définie sur IR, continue sur R* d’aprés son expression sur R, [l reste
a montrer la continuité de G’ en 0.

Les fonctions f et G sont dérivables en 0. Donc

fER)=fO) +x-f'(0)+o(x), f(=x)=f(0)—xf'(0)+o0(x).

Alors,

o(1) = 0.

Et G(x)§6(0}+x-6’(0}+o(x) = f(0) + o(x).

Soitx = 0.0na
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f() + f(=x) = 2G(x)

G'(x) = o
_ (@0 +x- f1(0) +0(x)) + (f(0) —x - f'(0) + 0(x)) — 2(f(0) + 0(x))
0 2x
_ o) _ g
T o(l}x—r_mﬂ = G'(0).
Finalement : [G est de classe C* sur l}R_]

Exercice 5 Développement limité d'une fonction réciproque

1)

2)

= Lapplication In est de classe C% sur R}, et pour toutt € R, 1 + t? > 1 > 0, donc, par
composition puis somme, f est de classe C* sur R.

2t (t+1)?
1+¢e2  1+¢
Comme f" > 0 surl'intervalle R, et que f' ne s’annule qu’en un point, on peut affirmer
que f est strictement croissante sur R.

« Pourtoutt e R,onaf'(t) =1+ > 0avecf'(t) =0 = t=-1,

« Ona f(t) s + (pas de forme indéterminée).
« Pourt € RZ,
1 1
f()=t+1In (t2(r_—2 +1))=—|t| + 2 In(Jt]) + l"(r_z L) oo —i{t]

=_a(|tD
—00

0

b= O

On conclut [f(t) —_— —00.]
—=00
« On récapitule : f est continue et croissante sur lintervalle R, et

fit) oy +o, f(t) s donc, d’apres le théoréme de la bijection, f induit une
bijection de R dans R (et on a vu que f est de classe C®).

Ona:—1 <0, et f eststrictement croissante sur R, donc f(—=1) < f(0) = 0:

La dérivée f' ne s'annule jamais sur | — 1, + oo[. D’apres le théoréme de dérivation de la
bijection réciproque, f ~* est dérivable sur Ja, + oo, et

1
vx €la,+of, (f1H)(x)= m

Montrons par récurrence la propriété
P(n): f~* estde classe C" sur Ja, + o]

pour toutn € N,



Développements limités

» Initialisation. D'aprés le théoréme de la bijection, f ~* est continue sur ]a, + «[. Donc
P(0) est vraie.

» Hérédité, Seit n > 0. On suppose P (n) vraie. Alors f ! est de classe C" sur ]a, + o[
et, d’apres 1), f est de classe C" sur ]—1,+%[. Donc, d'apreés les propriétés générales sur
les fonctions de classe C™ et I'expression de (f~1)’, (f 1)’ est de classe C" sur ]a, + oo|.
Ainsi f~* est de classe C"** sur ]a, + oo].

On a montré que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

« Conclusion. [f'1 est de classe C*® sur Ja, + oo |

3) f*estde classe C* sur ]a, + oo[; d’apres la formule de Taylor-Young (car 0 € ]a, + =),
f~1 admet en 0 un développement limité a I'ordre 4 : il existe (ay, ...,a,) € R® tel que
pour tout x € |a, + oo :

4

F10) 5, D @t ol ()
k=0
Comme f(t) — Oetf(t) > t,ona, pourt €] = 1, + o0,
wv
4 4 =
k k
FAF®) =, Y alf@) +o((F®)") 2, D a(F®)" +o(h. o
k=0 k=0 v
w
X2 E
4) On rappelle que pour x €] — 1, + oo, In(1 + x) ST + 0(x?). On en déduit le 8

développement limité de f, puis il suffit de calculer les puissances de ce développement,
en tronquant I'écriture a 'ordre demandé. Voici les résultats

fe) 5, t+2- % +o(th), (f(t))2 S, 2268+t +o(t?),
{f(t))?' e t3 + 3t + o(t%), (f(t))“ = t4 + o(th).

5) En utilisant les questions 3) et 4),pourt €] — 1, + oo,
t*
fH®) =, a0 +a(t+12 - i o(tY) + a(t? + 262 + t* + o(t*))
+az(t® + 3t* + o(th)) + as(t* + o(t*)) + o(t"),
donc en rassemblant les termes :

fHf©) =, % tait +(a, +a)t? + (2a, +a3)t2 + (- % +a; +3a; +a,)t* + o(th).

Ceci est le développement limité de f ~! o f al'ordre 4 au voisinage de 0.
Mais par ailleurs, pour tout t €] — 1, + o[, f71(f(t)) = t, donc

M), 5,0+1-t+0-t240-23+0-t* +o(t?).
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Par unicité du développement limité, on identifie les coefficients,

a, =0
a, =1
a,+a; =0
2a,+a; =0

a
_? +ﬂ2+303+a4=0.

6) Vérifier que I'on trouve

A
9 0.5+ ; f=

au=0,ﬂ1=l,{12=-—1,a3=2,a4="§. ',.'
En revenant au développement limité (+) écrit a la . 1 2
question 2J, on conclut /

y=x=-x%
9 “Bs 2x3-§x"
f7Hx) =, x —x? +2x% - EX4 + o(x%).

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 6 Un peud'algébre linéaire...

{ Remarque

Voila un exercice qui mélange des notions d'algébre linéaire etles développements limités.
[l n'est pas pourtant pas difficile au sens ot la stricte application de la définition d'une
¢ famille libre permet de conclure.
) Onax? — Oetx® — 0.
x—=0 x—=0
Pour g et h on utilise donc les développements limités de sin et cos au voisinage de 0 :

2 4

fx) = 1- % + 52 40(h), @) =sin(?) = @) +0((¥2)?) = x? + o(x*),
(xa}z xﬁ

h(x) = cos(x®) = 1- 5+ o((x*)))=1- el o(x®),

donc en tronquant : hi(x) = 1+ o(x%).

2) Soit (A,45,43) € R2. Supposons que A, f + 4,9 + A3h = 0 ol 0 est I'application nulle.
D’apres la question précédente :

A A
A f(x) + A:9(x) + Azh(x) A (A +A3) + (/12 - %)_ﬁ + Z_Allx4 + o(x*).



Développements limités

Or A, f(x)+ A,9(x) + A3h(x) =0 = o(x*). Par unicité du développement limité

2 A
Ly =D, ,12—-5?-=0 et -2—;{:0.
d'otid; =2, =2, = 0.

Concluons : [La famille (f,g,h) est Iibre.J

v
=
O
—
¥
w
e
e
o
v

485



Extrema, convexite

== Exercices axés sur le calcul

Une inégalité de convexité

1) Etudier la convexité de f : x = In (In(x)) sur]1, + oo[.
2) Endéduire que pour tous a,b €]1, + o],

a+b
ln( 5 )} In(a) - In(b)-

1) Soitn > 3. Par une étude de fonction, montrerquevx € [2n], (n—x+1)x >n.

2) En déduire que pour toutn > 3, (n!)? >n".
n
Indication. Considérer [] k(n —k + 1).
k=1

«= Inégalité de Holder
Soient (a;)y<icn €t (D;)1<icn deux n-uplets de réels strictement positifs.
Soient p et g deux réels strictement positifs tels que i + % = 1;

) Montrer que la fonction x — x? est concave sur R}.

2) Justifier que
n n 1/p , n 1/q
oo (Se) (3]
k=1 k=1 k=1

Indication. On pourra appliquerl megahte dejensan (voir (]), exercice 5) aux réels
X, = apby 9 et aux coefficients t,, = T oul = E b;4.
i=1

487



488

Chapitre 31

¥} Exercices axés sur le raisonnement

- Xel )+ Soit f & [ab] = [e.d] convexe, bijective et croissante. On définit les
suites (Up)nen €t (Vy)nen Para < uy < vy < betpourtoutn € N,

_Upt vy v— f(un) + f(vn)
Upsq = 2 et Vnsr = f 2 i

1) Vérifier que pour toutn € N, u,, < v,.
2) Montrer que les suites (i, ) nen €t (Vn )nen sont adjacentes.

- - = Inégalités de Jensen
I} Soit f : I = R une fonction convexe. Montrer que pour tout n-uplet (xy,x3, ..., x;) d'élé-
n

ments de [ et tout n-uplet (t,t5, ...,t,) de coefficients positifs tels que ¥, t, =1,
k=1

f(i thk) < Zn: tef (). ()

k=1 k=1

2) Applications. (%)
a) Soient X une variable aléatoire finie et ¢ une fonction convexe. Démontrer que

¢(E(X)) < E(e(X)).

b) Soient f : [0,1] = Retyp : R — R deux fonctions continues avec ¢ convexe. Justifier
que

o] o de) < f o(f©) .

Indication. On pourra partir des sommes de Riemann associéesa f et @ © f.

(-« Inégalités via des arguments de convexité

I} Montrer que la fonction x € R = In(1 + e*) est convexe sur R.
2) En déduire que, pour n € N” et (xy, ..., xp,) € (R})",

" 1/n i 1/n
1+(nx,,,) .:;(H(ka)) .

k=1

3) Soient a,, a,, ..., ay, by, b, ..., by, des réels. Montrer que

(1) +([1) (o)

k=1 k=1 k=1

1/n 1/n 1/n
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S .. s+ Soientdeux réels a et b tels que 0 < a < b.
1) Soit f une fonction continue, convexe sur [a,b]. Montrer que

f(@) +f(b)

b
f f)dt< (b—a)- 5

2) Quelle majoration de fab % obtient-on avec cette inégalité?

3) On souhaite améliorer ce résultat.

: b , 5
a) Exprimer [ i—x en fonction de jja d—:

b) En déduire une nouvelle majoration de [ tf %, puis vérifier que celle-ci est meilleure
que la précédente.

& Exercices avec questions ouvertes

5 .- 04 Soientf :I—Jetg:]— K deux fonctions convexes.
Que peut-on dire de la composée g = f...
1) lorsque g est croissante?

2) lorsque g est décroissante?

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

Corrections

EX Exercices axés sur le calcul

Exercice 1 Uneinégalité de convexité
1) La fonction f est clairement de classe C? avec pour tout réel x € [1, + o[,
1+ In(x)
2
(x In(x))

D’apres la caractérisation de la concavité pour les fonctions 02,[ f est concave.]

) =-

2) Par définition de la concavité : pour tous a,b €]1, + o[,

f(ﬂ;-f?) " f(ﬂ);f(b)

a+b

Cestadire, In(In(——)) > i (inta)) ;I“(l“(b))=ln(,/|n(a}1n(b)).
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Par composition avec la fonction exponentielle (qui est croissante),

(a+b
In

1) Soit f la fonction définie sur [2,n — 1] par
fxX)=x(n—x+1)=(n+ x —x2

) = 4/In(a) - In(b)-

Exercice 2

X 2 (n+1)/2 n-1

La fonction f est dérivable sur [2,n — 1] et e " 0 _

vxe[2n=-1], f'(x)=n+1-2x.
M
D’ot1 le tableau de variation ci- contre, fiix) e e

2 m m
avec M = (3:_-22) etm=2(n-1)

Donc [Vx eZ2n-1.f(x) >2(n—=1)>n (carn > 3].]

n n
2) Soitn > 3.Le changement d'indice k' =n—k + 1 donne [[(n—k+1) = 1 k' =nl
k=1 k =
Ainsi,on a '
n n mn 2
1 k(n—k+1)=(]’[ ;c)(n(n—kﬂ}):(n!) .
k=1 k=1 k=1

Alors

n
()2 =1—[k(n—k+ )= n 2(:1—1)Hk(n k1)
bl . SR k= el | carn > 3
3 B(n —¥+1) -:I d'a'prés la question
W / précédente
Conclusion : [pour toutn >3, (n!)?> n“.J

Exercice 3 Inégalité de Hélder
1) Notons f, : x € R} = xP. f, est de classe € sur R} avec
K@) =pxPt et f"(x) =p(p— DaxP7 = p(p — 1)e@ VI,

Or la condition ;1; + -(1; = 1 avec p et q positifs impose que p > 1. On en déduit que f;," est
positive sur l'intervalle R},

[ x = xP est convexe sur R’;.J
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2) Suivons 'indication et posons pour tout k € [[1,n]]

n b q
X = akb;_qn A= bfq et tp = %
1=1
1 T
Remarquons que Z b = EZ =
On peut donc appliquer I'inégalité de convexité :
n mn
fo (Z thk) < Z tefp (Xr)-
k=1 k=1
n n r n v
by _ 1
Or f;, (Z thk) = (Z T £ akb;lc q) = A_P(Z akbk) .
k=1 k=1 k=1
n n n
b ? e |
De plus' Z tkfp(xk) = Z k. (ﬂkb; q) — Z bp+q qp
A A v
k=1 k=1 k=1 =
1 1 g
Vérifier que la condition - + i 1 donne p+q—qp = 0. Apres simplification, l'inégalité —
devient '.I.d
e
n p n n B n =
1 1 . (o)
E Zﬂkbk o~ iz ka = Zakbk QZQRP'AP 5 J
k=1 k=1 k=1 k=1
n p-1
Puis, (Z akbk) Z (Z )
k=1

On en déduit la relation demandée par composition avec la fonction croissante t = t'/?
et(p—1)/p=1/q.

E Remarque
{ Avecp = q = 1/2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

¥ Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 4

Remarque

Rappelons que si f est strictement monotone et continue, alors elle admet une réciproque
d’'apres le théoreme de la bijection, et cette réciproque a le méme sens de variation.
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I} Soitn € N. Notons que

fup) + f(vy)
2

Or, par hypothése de convexité de f,

f(ns1) =

et flunsn) = f(2).

1 1 1 1
f(i“n"' Evn) < Ef(un) +§f(vn)
fluns) < f(Wnse) . =1
| croissance de f
Unt1 < Vnyy
Par décalage d'indice, pour toutn € N*, u,, < v,.
Précisons que par ailleurs, par construction, 1y < vp.
2) Soitn € N;

_Unp— Uy
Ungy = Un = —— >

Donc [la suite u est croissante.]

De plus, la croissance de f entraine l'inégalité f(u,) < f(v,) et

f(uy,) ; f(vn) < 0.

f(Vns1) — f(vn) =

[La suite v est décroissante.]

« En particulier, u, est un minorant de v et v, est un majorant de w. D'aprés le théoréme
de convergence monotone, les deux suites convergent. Notons respectivement £ et L les
limites respectivement de u et v. Par passage a la limite dans la relation de récurrence,

Uy + v L+?
vneN, un+1=% = L=T = L={

Les suites u et v convergentes vers une limite commune. En conclusion,

[ (Un)nen et (Vn)nen sont adjacentes.]

Exercice 5 | Inégalités de Jensen
I} On procéde par récurrence sur la proposition suivante, définie pouri € [1,n] :
Pi): V(XX X)) €I, W (gL, ... 1) € [0,1],

i i

Zrk=1 = f Zth,; *'szkf(xk)-

i
k=1 k=1 k=1
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« Initialisation. P(1) est évidente puisqu’alors t; doit valoir 1.

« Hérédité. Soiti € [[1,n — 1]|. Supposons P (i) vraie et démontrons P(i + 1).
i+1

Soient (xy, ... Xi41) € I'*L et (ty, - tiy1) € [0,1]'F tels que Z ty = 1.0n pose
k=1

i
= Z t,, desorteque t;j;;=1—p.

k=1
« Sipu # 0, on peut écrire
i+1 i e
I Z teXy | = f| tisaXipa + Z texe | = f((1 = )X +pY)  avec 5
k=1 k=1 Y= — Xk
=1

Par convexité de f, f((1— )X +uY) < (1= p)f(X) + uf (¥).

i
t t
Et par hypothése de récurrence, fH=f Z ka % Z ?kf (xp)-

« Cette relation est encore valable pour i = 0 puisque on retrouve directement P (i).
Ainsi, P(i + 1) est vraie.
« Conclusion. P(n) est vraie par récurrence, ce qu'il fallait démontrer.
2) a) Posons X(£1) = {xy, ....x;, }. Par définition de I'espérance et la formule de transfert,

k=1 k=1 E

i t i+1 i+1 g

En effet, on a bien Z X — 1. Onvient de justifier que f Z tixs | < Z trf (). H
k=1 k=1 k=1 o

0=

O

o

E() = ) xP(X = x)

=1 -

(B = o ) x P = x))

m =1

et E(p(N) = ) o) (X = x,).
i=1
De plus, ([X = x;])ief1,mp est un systéme complet d’événements. En particulier,

;]P(X =x)=1.

On peut donc appliquer la formule de Jensen avec pour tout i € [[1,m]],

t;=P(X = x;) € [0,1].
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On obtient directement [ @(E(X)) < E(p(X)). ]

Remarque
Par exemple, la fonction carrée ¢ : x € R = x? est convexe, Par conséquent,

E(X?) » E(X)2.
Résultat connu, puisque la variance est positive et que par la formule de Koenig-

Huygens,
5 V(X) = E(X?) — E(X)? > 0.

b) Soit n € N. Les sommes de Riemann associées respectivement a f et ¢ o f d’ordre n
sont définies par

n—1

n-1
1 k I
SN==DF(E) et Si@ef)=- Z o(F(5)).
k=0 k=
Appliquons l'inégalité de Jensen avec

t1=t2=---=tn=

n
1 2 —1
X1 = £ % = £(2) %5 = £(5), o m = ().

Il vient (z nf( n)) Z " f(_)

C'est-a-dire @(Sn(f)) < Su(e ° f).

Or, la continuité de f et ¢  f impose la convergence des sommes de Riemann :

Salf) = f f(t)de

1
et, SileeNazta). o(f(t))de

1
Puis, par continuité de ¢, ¢(S,(f)) %= qs(J; f(t) dt).

On conclut par passage a la limite que

o f feyar) < f o(F(0) cfr-J
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Exercice 6 [négalités via des arguments de convexité

1) Posons f : x € R = In(1 + &%).
« La fonction exponentielle est de classe C? et & valeurs dans R?.
« La fonction logarithme est de classe €2 sur R}.
Par composition, f est de classe €2 sur R avec

e* e
: = =1- t B = - 0.
Fe=1ra e ™ e (Lre)
La fonction f” est positive sur I'intervalle R, donc [f est cunvexe.]

2) Soit (xq,....x,) € (R3)". Appliquons l'inégalité de Jensen (voir (]}, exercice 5) avec pour
toutk € [Ln]. t, = i etaux nombres In(x;) :

f (Z e En{xk)) <)t (Inxw)).
k=1 k=

=1

n n 1 1 n
Or Z tkf( In(xy)) = RZ_I - In(1+x;,) = - In (B(l + x;,,))

k=1

n g E S n lfn
et f(z i ]“(xk)) =In (1 +eti= n(lk)) =In|1+ (l_[xk)
=1 k=1

n 1/n n
i
Ainsi, In| 1+ (l_[ xk) < = In (l_[(l - x;,)).

k=1 k=1

v
=
9
—
¥
w
e
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v

Enfin, par croissance de la fonction exponentielle,

n 1/n n 1/n
1+ X < (1+x }) .
([1) <([Jo=

k=1

3) Appliquons le résultat précédent a x,, = b, /a, € RY.

(T2) <([10+2)

k=1 k=1
ﬁ'b i/n - ﬁ " 1/n
e a, + )
C'est-a-dire, 1+ M < 1_[ O + B = (k=1 il
» n .'Il,"ﬂ. ak i 1",“
[T ax et ( I1 ﬂk)
e k=1
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n 1/n
En multipliant par( 1 ak) >0,
K

Exercice 7

1) D'apreés les propriétés des fonctions convexes, la courbe représentative de f est située en
dessous de la corde joignant les points (a,f (a)) et (b,f (b)). Cette corde a pour équation

_f) - f(a)
y=————E=a+ ). |
Donc 'u\
g b (F(b) = (@) e »\
J;f(r)dt-:J; ( - (x—a}+f(a))dx. f(b)--»:‘ _____ -
Calculons l'intégrale du membre de droite. ¢ b
b 5 b
[ (P22 0y + ) e = [FULDEE 1 ]
_ [(®)-f(a) (b-a)®
= Ll -+ f(@b - f(@)e
= (f(b) = f(a))— + f(a)(b - a)
= (b - H)M'
2
Conclusion : U-b f(de< (b - ﬂ)w' |

g Remarque

Pour l'aire sous la corde, on peut passer par l'aire du trapéze, ce qui est plus rapide.

2) La fonction f définie sur R} par f(x) = } est de classe C? sur R} et,

2
vxeR: f["(x)= = > 0-

Donc cette fonction est convexe sur R}.

3) a) Lerésultat de la question précédente donne

a?q 2ab

{ bdy b2 —q? ‘
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Vb b
b) Ona f d?x =Invb-Inva= % (In(b) —In(a)) = %I d?x Linégalité du | donne
a

Vva
f"mdx " b—a
a X  2Jab
Dol lle majorati - e
ot la nouvelle majoration — .
' « X Vab
2
o b2—a® b-a _ b ﬂb+a—2xf§5_b a(\m"ﬁ) b
T - i LA e e a7 e
Donc [Cette seconde majoration est meilleure que la premiére.]

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 8
1) Soient (x,y) € I? et (ty,t,) € [0,1]% tel que t; + t, = 1. Alors, par convexité de f,

fEx + 1Y) SLf(E) +6f () ) application de g croissante
Cxttal) <t PO +0f0)) N e
9(f(tix + ) < ig(f() + tg(f)) ©
goftyx+6y) <tigef(x)+ 9 f(y).

-

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v

[Si g est croissante, alors g ° f est convexe.]

2) On peut reprendre le méme raisonnement que précédemment mais il est plus judicieux
de I'utiliser. —g est croissante, donc d’apres la question 1), —g ° f est convexe.

[Si g est décroissante, alors g o f est concave.]
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Généralités
sur les espaces
probabilisés

== Exercices axés sur le calcul

Une personne dispose d'une piéce de monnaie et effectue une suite de lancers. Pour chaque
i € N*, on note A; I'événement « la personne obtient pile lors du i-eme lancer ». On dit que
cette personne gagne dés qu’elle obtient pile.

1) Exprimer I'événement « obtenir pile a au moins I'un des 50 premiers lancers » a 'aide
des événements A;.

2) Exprimer |I'événement « la personne finit par gagner (i.e. finit par obtenir pile) ».

i) Exprimer I'événement « elle n'obtient jamais pile »?
4] Que représente E'événementkr}\l Asp 7 et,pourn € N*, I'événement N A7
N

kz=n

5) (*) Comment interpréter 'événement U N A7
nel” kazn

6) (*+) Comment interpréter 'événement 1 U Ag?
neN® kan

++ Probabilités, suites et calculs matriciels

Un pion se déplace sur les 4 points A = (1,0), B = (0,1),C = (-1,0) et D = (0, — 1) du
cercle trigonométrique selon la régle suivante. Au top d’horloge n, le pion

« reste sur le point ol il se trouve avec un probabilité 1/2; SER

» se déplace sur I'un des deux points voisins avec une Ce °A
probabilité 1/4 pour chacun d’eux. '
Au top 0, le pion est en A. On introduit les événements :

o4
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+ A, : «le pion est sur A au top n »; » C, : «le pion est sur C au top n»;
+ B, : «le pion est sur B au top n »; » D, : «le pion est sur D au top n »;
n
On note a,, = P(4,), by = P(By), ¢, = P(C,) ,d,, = P(Dy) et X, = I;” ;
n
dy,

|} Trouver une matrice A telle que, pour toutn € N, X,,,; = AX,,.
2) Déterminer ] telle que A = %(14 + %]].
On pose K = %jz. Calculer KJ.

3) Montrer qu'il existe deux suites (uy )nen et (Vy)nen telles que, pour toutn € N,
1 .n
(I, + Ej} = I, + u,J + K.

4] On pose, pour toutn € N, w,, = u,, + v,. Quel type usuel de suite reconnait-on?
Calculer w,,. En déduire, pour n € N*, u,, et v,,.

5) Conclure en exprimant, pour tout n € N°, a,, b, ¢,, et d,,.

3F Exercices axés sur le raisonnement

| ke

Albert et Bertrand disposent d'une piéce truquée qui tombe sur pile avec une probabilité a
(0 < a < 1). Il convienne du jeu suivant. [ls lancent, chacun a son tour la piece jusqu'a ce
que I'un des deux joueurs gagne.

» Lorsqu’Albert lance la piéce, il gagne s'il obtient pile.

« Lorsque Bertrand lance la piéce, il gagne s'il obtient face.
Albert lance le premier : il effectuera donc les lancers impairs et Bertrand les lancers pairs,
tant qu'aucun des deux joueurs n'est déclaré gagnant du jeu.

1) Quelle est la probabilité que le jeu ne s'arréte jamais?
Indication. On pourra s'intéresser aux événements :

o Cyp : Aucun des deux joueurs n'a gagné a l'issue du 2n-iéme lancer;
« C: le jeu ne s'arréte jamais.

2) Quelle est la probabilité qu'Albert gagne, que Bertrand gagne?

i) Pour quelle valeur de a, chacun des deux joueurs a-t-il la méme chance de gagner?
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- #+x  Séries de pile et face

On dispose d'une piéce de monnaie équilibrée. Les faces sont numérotées 0 et 1. On lance

indéfiniment la piéce de monnaie et on note X; le résultat du i-eme lancer. On se fixe une

séquence s = (51,5,,'+,5¢) € {0,1}* de longueur k. On veut montrer que cette séquence

apparait dans la suite (X;);ey une infinité de fois avec une probabilité de 1.

On définit les événements :

+ A : « La suite s apparait une infinité de fois »;

« pour tout i € N, A; : « La suite s apparait au moins une fois a partir du (k x i + 1)-iéme
lancer;

k
* pourtoutj € N, B; = mrll [ij+m = sm].

LY +m
1) Justifier que A = 0 A;.
Indication. On pourra raisonner par double inclusion sur les complémentaires.
2) En déduire P(4) = iiiinm P(A;).

400
3) Montrer que jL='li B; c A;.

4) Soiti € N, on pose (; = :Lz B;. On veut montrer que P(C;) = 1.
a) Montrer que les événements (B;) jex sont mutuellement indépendants.
b) Déterminer, pourn > i, P (;Ei B_j)
c) Endéduire que P(C;) =1

v
=
9
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v

¥
&n
!

Montrer que la séquence s apparait dans la suite (X;);ey une infinité de fois avec une
probabilité de 1.

~ +*  Propagation de bactéries

Une bactérie se reproduit ainsi : elle donne deux descendants avec probabilité p = 3/4, et
zéro descendant avec probabilité 1 — p = 1/4. Elle meurt ensuite.

On part d'une seule bactérie et on cherche a déterminer si la population va s’éteindre ou
non. On suppose que les descendances sont mutuellement indépendantes et on note, pour

n € N, A, I'événement « la population est éteinte a la n-iéme génération » et u,, = P(4,)).
1) Préciser ug et u,.

) Justifier que la suite (u, ), est croissante.
En déduire la convergence vers une limite finie £.

2x2+1

3) Onposef: xR~

€ R. Justifier que, pourn € N, w44 = f(uy,).
4] En déduire la valeur de £.

5) Quelle est la probabilité que la population s'éteigne un jour?
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cice 6 Eo o)

Soit (A, )nen- une suite d'événements mutuellement indépendants.
+o0 n
1) Montrer que IF‘( kL=Jl Ak) =1- n]_].[.;l_‘lm ( k];ll (1- ]P(Ak))).

2] On suppose que pour toutn € N°, [P(4,,) # 0. Montrer que

+00 +o ) +oo )
]P’( Y, Ak) =7 & k};l In(1—P(A4,)) diverge < kgi P(Ay) diverge.

3) Application.
On dispose d'une urne d'une capacité illimitée, d'une boule rouge et d'une quantité illimi-
tée de boules blanches. Dans chacun des cas suivants, déterminer la probabilité de tirer
au moins une fois la boule rouge.

a) On place la boule rouge et une boule blanche dans l'urne. On effectue une suite infinie
de tirages avec remise.

bb) On effectue une suite infinie de tirages de la facon suivante. Pour le premier tirage, on
place la boule rouge et une boule blanche dans I'urne. Puis, aprés chaque tirage, on
remet la boule tirée dans I'urne et on y ajoute une boule blanche.

c) On effectue une suite infinie de tirages de la facon suivante. Pour le premier tirage, on
place la boule rouge et trois boules blanches dans l'urne. Aprés le n-iéme tirage, on

remet la boule tirée dans I'urne et on y ajoute 2n + 3 boules blanches.
Indication. On commencera par déterminer le nombre de boules dans l'urne avant le

n-iéme tirage

Corrections

=3 Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

% Remarque

Remarquer qu'il n'est pas question de probabilité dans cet exercice, seulement d’événe-
¢ ments. On travaille au niveau d’un espace probabilisable (Q,.4), avant méme de faire appel
 Aun espace probabilisé ({1,.4,IP).

1) On veut exprimer le fait qu'au moins un des 50 premiers lancers donne pile, la réponse
50

est donc U A4;.
=1

+00

2) Onveutexprimer le fait qu'au moins un des lancers donne pile, la réponse estdonc U A4;.
i=1
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+00 +oo__
3) C'estl’événement complémentaire du précédent: U A;.Ceciestaussiégala N A; («tous
i=1 i=1

les lancers donnent face »).

4) L'événement k['ll A, est « obtenir pile sur tous les lancers pairs » L'événement kﬂ Ay
eN* =n
est « obtenir pile sur tous les lancers de numéro supérieur ou égal a n ».

5) Lévénement L'IM kr’] Ay est « il existe n € N” tel qu'on n’obtienne plus que pile a partir
nenN* kan

du n*™¢ lancer ». Plus simplement, cela se reformule en « on n'obtient plus que pile au
"un moment ».
bout d

6) L'événement r}u kU Ay est«pourtoutn € N°, il existe k > n tel que le k*™¢ lancer donne
nel* k=n

pile ». Plus simplement, cela se reformule en « on obtient une infinité de fois pile ».

Exercice 2 Probabilités, suites et calculs matriciels

1) Soitn € N. (A,,B,,.Cy,.D;,) forme un systéme complet d'événements.
D’aprés la formules des probabilités totales,

P(An+1) = Pa, (Ans1) P(A43)+Pp, (Ans1) P(Br)+Pc, (Ans1) P(C)+Pp, (Anys1) P(Dy)
= ~P(4n) + 7P(By) + 0 + =P(Dy).

P(Bn+1) =Pa, (Bu+1) P(An) + Py, (Bns1) P(By) +Pc, (But1) P(Cr) +Pp,, (Bns1) P(Dn)
= 2P(An) + 3 P(By) + 1 P(Cy) +0.

v
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P(Crs1) =P, (Cns1) P(Ay) + Pp, (Cosa) P(Bp) + Pe, (Csa) P(Co) + Pp,, (Cosa) P(Dn)
=0+ T P(By) + P(Cy) + T P(Dy).

P(Dpy1) =Ps, (Dny1) P(Ap)+Pg, (D) P(By)+P¢, (Dnyy) P(Cr)+Pp, (Dnyy) P(Dy)
= 2P(Ay) + 0+ ;P(Cy) + 3 P(Dy).

ans1l [1/2 1/4 0  1/4[an
busr| _[174 1/2 1/4 0 ||by,
taiad 10 124 172 1/8lle.]
disad 114 © 174 172)\d,

A

Ce qui donne

Avec ce choix, on a bien X,,;, = AX;,.

Remarque

Par récurrence, on en déduit, pour toutn € N, X,, = A"X,. La suite de |'exercice permet
de calculer les puissances de la matrice A.
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o= o

2) Donc A = -;(14 + %j) oun J= Alors K = %12 =

o= o=
- e O
[ T T o
oo
O =D
O = D
= I R =]

1
Un calcul matriciel donne KJ = 2J.

3) Montrons par récurrence que, pour tout n € N, il existe des réels u,, et v, tels que

1
(lrd, + ‘Ej)“ = !4 + uIJ + VHK.

Notons, pourn € N
P(n) : «Il existe des réels u,, et v, tels que (I, + -:-])“ = I, + w,J + v, K ».

« Initialisation.n = 0. (I, + %j)“ = I,. Donc P(0) est vérifié en prenant ug = v, = 0
« Hérédité, Soit n € N, Supposons P(n) vraie.

1 1 1
(I, + EJ’)TH-:L = (L + Ef)ﬂ (g + if)nﬂ
| hypothése de récurrence

= (a+ ud +vaK) - (a + 5))

1 Uy Vn
=1‘4+uﬂj+vﬂK+§f+—2*f2+E'Kf \
. )J2 = K,K] = 2]
=1+ (U + v, + E)j + (U, +v)K. ¢

Donc P(n + 1) est vérifiée en posant | Up4y = Up + ¥V + % et Vpy1 = Uy + Wy

» Conclusion.

lPour tout n € N, il existe des réels u,, et v, tels que (I, + %f)“ =L +u)+ unf(.]

- > ~ - . ra 1
4) Lesrelations trouvées a la question précédente donne, pour toutn € N:wy,,, = 2w, + =

« La suite (w,,) est une suite arithmético-géométrique.
» Le point fixe £ vérifie £ = 2¢f + % Donc £ = —%.

" . ’ o . 1
La suite (w, — €) ey €st une suite géométrique de raison 2. wy — £ = -Pourn e N

1 1 T
Wy =2"- —-=2"1__.
22 2

On en déduit, pourn € N”

2

— — on-2 — —on-2 _ 1
Uy =W, 1+ =2 et v,=w, ;=2 —;‘
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5) Pourn € N*, A" = _(1‘4 _J,)n - Ein‘rfi + i.; + (E - 2ﬂ1+i)K'

1 0
1, 1lo] 11
K = Ay = g "X°+( 2ﬂ+1)KX° z G‘Jr“‘il”‘ 2ﬂ+1)
0 1
) i, 1
Pourn € N*, an:z+2n+1, bﬂ—dnzZ et C"EZ_W'

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 3
Commengons par introduire les événements utiles pour la suite :
» Ayneq o Albert gagne le (2n + 1)-iéme lancer;
« By, : Bertrand gagne le (2n)-iéme lancer;
« A : Albert gagne le jeu;
» B : Bertrand gagne le jeu;
» Cy : Aucun des deux joueurs n'a gagné a l'issue du k-ieme lancer;
« C: le jeu ne s’arréte jamais.
On convient que Cy = (.
1) Pour que le jeu ne s'arréte pas, il faut et il suffit que, pour tout entier k, aucun des deux

joueurs n'ai gagné a l'issue du k-ieme lancer, ou aussi que pour tout entier n, aucun des
deux joueurs n'ai gagné a l'issue du 2n-iéme lancer (plus simple pour le calcul) :

v
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C= ﬂ £y = ﬂ Cu
k=1 n=1
POUI‘ toutn € Nm H CZ(H'FI) = Czn N A2ﬂ+1 n an+2 = Czn.

La suite d'événements (C,,),en- est décroissante, d'apres le théoréme de la limite mono-

tone
P(C) = lim P(Cy).

Calculons cette limite. Commencons par exprimer IP(C;(;,,+1)) en fonction de P(C,,,).
Pour que le (2n + 1)-iéme lancer ait lieu, il faut qu’avant, aucun joueur ne gagne :

Cotn+1) = Con N Aznsq N Banya,

d'apres la formule des probabilités composées

P(Cans1)) = P(Con)Peyy (Aznr1) Peyimgmes (Banvz) = P(Can)a(l — @),
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La suite (C5;,)pen €st une suite géométrique premier terme P(Cy) = P(Q) = 1 etde
raison a(1 — a). Ainsi, pour toutn € N: P(C;,) = (a(1 - a)}n.

Comme0 <a(l—a)<1, P(C) = 1r}iltg.a (a(l- aj)n = U.I

2) Albert gagne s'il gagne au premier jet ou au 3-ieme jet... et que Bertrand ne gagne avant :
+o0
A= nBU(CZn N Azn+1)-

Les événements (C,;, N Ay 41 )nen+ Sontincompatibles. Par o-additivité, 1a série de terme
général P(C,,—1 N A,,) converge et

+00
P(4) = )" P(Con N Aznsa)
n=0

| formule des probabilités composées

+oo J
=) P(Can)Pey, (Azns) *

n=0

+e0
=¥ lag=aifts

n=0 | série géométrique
“l1-a(l1-a)

3) (A,B,C) est un systeme complet d'événements. Donc

a _ f=a)
1—i(t—d)] L—all—d]

‘P(B)=1—]P(A)—[P(C)=1—

1)  PA)=PB) = a=(1-a)? < 1-3a+a®=0.

, 3+45 3-5
Les solutions sont a; = >1 et a= 7
i §
Comme 2 <5< 3,0nal <a, < > Ainsi a, est bien une probabilité.
3-+5
Conclusion : Le jeu est équilibré sia = 3 ]

2 Remarque
¢ Onabien a # 1/2, le jeu est asymétrique puisque Albert commence en premier.

Exercice 4 Séries de pile et face
= oo —
1) D'aprés les lois de De Morgan, il suffit d'établir A = ijoA-.Procédons par double inclusion.

:, <) Soitw € 4. Alors la séquence s apparait un nombre fini de fois. Soit j le rang de la
2 +00

derniére apparition de s, 1 si s n"apparait jamais.Ona w € A Doncw € U A
i=
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. :l | Soitw € U A;. 1l existe un indice j tel que w € A Donc toutes les apparitions de s

4 se font avant le (k X j + 1)-iéme lancer. On a au plus (k x j + 1) apparitions de s.
Ainsi w € A.

2) La suite (A;) est une suite décroissante : si w € A;;, alors s apparait au moins une fois
aprésle (k(i+1)+1)-ieme lancer. Cette apparition se fait aprés le (k X i+ 1)-iéme lancer.
Doncw € A;. D'olt 4;,, < A;. D'apreés le théoréme de la limite monotone,

=P ()

+eo
3) Soitw € U Bj, alors, il existe j > i tel que w € B;. Donc la séquence est réalisée a partir
j=i
du lancer kj + 1 > ki + 1. Donc @ € A;. On a montré

+o0

U Bj. c _Al—_

J=i

4) a) Soientj; < j, <+ < ji. Bj, concerne les lancers k X j; + 1 a (k + 1)j, qui précédent
strictement les lancers k X j, + 1 a (k + 1)j,, et ainsi de suite. Donc, dans |'intersection,
on considére kp lancers distincts.

P(Je{fﬂ.,;‘p} B ) & (%)kp = ((%)k)p = H P(B;).

JE{J1mdp)

[Les événements (B;) sont mutuellement indépendailts.]
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b) Les événements (E’}) sont mutuellement indépendants. Donc
R R AL
#(A7)=(-6)))
¢) On en déduit donc (encore les loi de De Morgan)
p(08)=1-p(A%)=1-(1-(3))
j=i = Jj=i = E '

D’'aprés le théoréme de la limite monotone,

n
r= i ()=

5) D’apres la question 3), C; € A;. Donc P(4;) = 1. La question permet alors de conclure

[P(A) = lim P(4;) = 1.]

Autrement dit,

[s apparait dans la suite (X;);ey une infinité de fois avec une une probabilité de 1.]
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Exercice 5 Propagation de bactéries

{ Remarque
{ Deux britanniques du xixe siécle, Francis Galton et Henry William Watson se sont inté-
2 ressés a la propagation des noms de famille dans I'aristocratie anglaise : les grands noms

sont-ils condamnés a disparaitre?

¢ Voici une version simplifiée de leur démarche dans un cadre biologique.

1) Alagénération 0, il y a une bactérie, donc :[uu = P(Ad;) = (}.]

2)

La descendance de cette bactérie constitue la génération 1; d’apreés I'énoncé,

1
{“1 =P(4y) = ZJ

Pour tout n € N, il est évident que si la population est éteinte a la génération n, alors
elle I'est a la génération n + 1; on a donc l'inclusion 4,, € 4,4, et on en déduit que :
Uy = P(4n) < P(An+1) = Unsa

Ainsi : [La suite est croissante.]

Elle est de plus majorée : vn € N, u,, = P(4,) < 1; on peut donc appliquer le théoréme
de la limite monotone et conclure [ qu'elle converge.]

Soitn € N. On applique la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’éve-
nements (4,,4,):

P(Ap+1) = [P(Ai)]PAI (An4q) + ]P(A_ljpﬂ (Ans1),

1 S—
avec P(4,) = 7 #0etP(4,) = 1 #0.
Sous I'hypothése A,, la population est éteinte dés la génération 1: P, (A,4,) = 1.
Sous I'hypothése A, la bactérie de génération 0 a deux descendants. Notons D, (resp. D)

I'événement « a la génération n + 1, il ne reste pas de descendant issus du premier (resp.
deuxiéme) descendant ». Par indépendance des comportements des descendants,ona:

P4 (An+1) = Pz (D1 N Dy) = Pz (Dy) P4 (Dy).

Pour le premier descendant, tout se passe comme si I'on recommencait I'expérience au
début : c’est une bactérie qui a (ou non) une descendance. Comme de plus la génération
n + 1 de la bactérie initiale correspond a la génération n des descendants de génération
Lona: Py (D) = P(A,;). De méme : P (D,) = P(A).

1.3
Finalement, Uyi = P(Aqq) = 3+ ZIP(A“)E = )

« On sait que pour toutn € N, u,+; = f(uy,). De plusu,, — ¢, donc 44 = £, et
—++ 00 n—+o

comme [ est continue (car polynomiale), f (i) s f(£). On obtient donc, en passant
n=4o0
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alalimite : f(£) = ¢, autrement dit 3¢? — 4£ + 1 = 0. La résolution de cette équation

1
donne £ = 3 ouf =1,

W~

1 1
« On remarque que uy, = 0 < =. Une récurrence facile, qui utilise le fait que f(§} =

et le fait que f soit croissante sur R, (facile a vérifier) permet de montrer que pour tout

neNu,<

p=

3 et donc, en passant a la limite, £ < 3

1
« Ces deux points permettent de conclure que: | = 3

5) L'événement « la population finit par s'éteindre » est 'événement U Ag.

KEN
Comme la suite (A4, ),en est une suite croissante d'événements, le théoréme de la limite

monotone indique que P(4,) — P UAR)'

n—++oo
keN

1
La question précédente donne IF’( U AR) = §-]
KEN

Exercice 6

n n
1) D’apreés les lois de De Morgan, k,llj1 A, = .lrr:Il Ag.
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D’apreés le corollaire de la limite monotone

LJ&,f = lim IP(UAk = lim (1 ]P’(U )) =, 1- lim H”(ﬂ_)

k=1 k=1 De Morgan

Par hypothese (4,,),en- €st une suite d'événements mutuellement indépendants. Donc
(4,) est aussi une suite d'événements mutuellement indépendants et

IP(ﬂAk) HIP(D—H(I P(Ax)).

k=1

nen*

Puis, I]F’( :li Ag)=1- lim (xfjl{l = P(Ak))).’

2) Raisonnons par double implication sur la premieére équivalence.

i n
: ) Si ]P’( klz Ak) = 1, alors nl_i.]fm (kl;ll (1- IP’(Ak))) = 0.

Or In (n (1-P(4y)) = Z In (1 - P(4,)).
k=1 k=1

509



Chapitre 32

n
Donc n]-l.le Z In(1—P(Ag)) = —co.
k=1
40
Finalement, La série ¥, In (1 - ]P’(Ak)) diverge.
k=1

; +0o
& | Onsuppose que lasérie ¥ In(1—P(Ay)) diverge.
S k=1

n
Cette série est a termes négatifs, donc nthm 2 In(1 =P(Ax)) = —.D'olt
=+00 =1

n mn
lim ﬂ (1-P(40) = lim exp ( Z In(1 - P(4))) = 0.
k=1 k=1
+co
Puis, IP( kEJ Ak) =T

Pour la seconde équivalence, il suffit de montrer que
+ oo +oo
Z In(1 - P(Ay)) converge & Z IP(Ag) converge.
k=1 k=1

F +eoo
(= Si ¥ In(1—P(A4;)) converge, alors le terme général tend vers 0. La série est a
- k=1
termes négatifs et In (1 — P(4;)) ~ ( — P(Ay)).
D'apres les critéres de convergence des séries a termes constants, les séries

+oo +o0 +co
¥ In(1-P(4)) et ¥ —P(A;) sont de méme nature, donc ¥, P(A,) converge.
k=1 k=1 k=1

+0o0
| &= | Si ) IP(Ay) converge, alors le terme général tend vers 0. La série est a termes po-

sitifs et —In (1 = P(4x)) ~ P(4g).

+oo
D’apreés les critéres sur les séries a termes positifs, les séries ), P(A,) et

+o0 +oo =

Y —In(1-P(Ay)) sont de méme nature, donc Y, In(1— P(A4;)) converge.
k=1 k=1

Conclusion : [P( Rui Ak) =1 ¥ In(1-P(4,))diverge & ¥, P(4;) diverge.
= k=1 k=1

3) Introduisons, les événements

« A : « tirer au moins une fois la boule rouge ».
= pour tout k € N*, les événements A,, : « La k-iéme boule tirée est la boule rouge. »
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L'événement A est réalisé si et seulement si on réalise 'un des événements 4 :

+co
A= U Ak.

k=1

De plus, pour les trois protocole (A )gen- €st une suite d’événements indépendants car,
pour tout k > 1, la composition de I'urne au k-iéme ne dépend pas des résultats des
tirages précédents. On peut donc utiliser les équivalences montrées a la question 2).

a)

Pour le k-iéme tirage, la composition de I'urne est d'une boule rouge et une boule
+oo

blanche. Donc P(4,) = =. Ce terme ne tend pas vers 0, la série E P(Ag) diverge.

Presque slirement, la boule rouge est tirée.

Donc

Pour le k-ieme tirage, I'urne contient la boule rouge et k boules blanches (on a rajouté

k — 1 boules blanches). Donc P(4;) = .i:u

+o
La série }, P(Ay) estla série harmonique (décalée). Elle diverge. De nouveau,

k=1

Pour le premier tirage 'urne contient 4 boules. Pour le second tirage, elle en contient
9, puis 16 boules. Montrons, par récurrence que le nombre de boules dans I'urne pour
le n-iéme tirage est N, = (n + 1)?

« Initialisation.n = 1.Ona N, = 4 = 22, La propriété est vraie au rang 1.

« Hérédité. Soit n € N°. On suppose que l'urne contient (n + 1)? boules pour le n-
ieme tirage. Alors, pour le (n + 1)-iéme tirage on rajoute 2n + 3 boules. Le nombre de
boules dans I'urne estalorsde Npyy = (n+ 1)2 +2(n+ 1) +1=(n+2)>%

« Conclusion. Pour toutn € N* ona (n + 1)? boules dans I'urne pour le n-iéme
tirage.

On en déduit que, pour toutk € N* : IP(4,) = W

La série de terme général P(4;) est une série de Riemann d’'exposant 2 > 1, donc
convergente Al'aide de la question 2), on peut simplement affirmer que P(4) # 1.
Calculons Z In (1 — P(4,)) avec la question 1).

Pour tout k € N*,

k? + 2k

1
In(1-P(A)) =In(1- m) =In ((k +1)2

) =In(k) +In(k+2)—2In(k+1).
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Soitn > 2

n n n n
L2 In(1-P(4)= X In(k)+ X In(k+2)—2 ¥ In(k+1) - change-
k=1 k=1 k=1 k=1

n n+2 n+1 ments
=¥+ Y InkH-2 ¥ Ink') ¥ dindice
k= 3 =2
1 (ke r2) (el b1)
=In(2) + In(n + 1) + In(n + 2) = 2(In(2) + In(n + 1))
=-=In(2)+1In (%)
T In(2) +In(1) = =In(2).
2 1 T_1
D'oit lim_ l_[ (1-P@)=5 et [PA=1-3=5
k=1




Variables
aléatoires
discretes

E= Exercices axés sur le calcul

Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans N.
|} Déterminer la loi de X sachant que
vkeN, PX=n)= %[F“(X =n-1).
2) Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans N. Déterminer la loi de X sachant que

P(X=0)=§ et vneN, P(X=n+2)=:(6P(X=n+1)- P(X=n)).

*  Un sportif s’entraine en réalisant tous les jours un méme exercice qui lui
permet de s'améliorer. S'il réussit a faire complétement I'exercice pendant n jours, la pro-
babilité qu'il réussisse a le faire complétement le jour suivant est % [l commence son
entrainement le jour 1.

La probabilité qu’il réussisse I'exercice le premier jour est de %
Soit X la variable aléatoire réelle égale au jour o1, pour la premiére fois le sportif ne réussit
pas a faire complétement I'exercice.
1) Donner P(X > 0), P(X > 1).
Soitn € N, exprimer P(X > n + 1) en fonction de P(X > n).
2] Déterminer la loi de X.
3) X posséde-t-elle une espérance?

+  Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre p € ]0,1[.
On définit Y de la facon suivante :

: : X
« si X prend une valeur paire, alors ¥ prend la valeur 5

« si X prend une valeur impaire, alors Y prend la valeur 0.
Détermine la loi de Y. Justifier I'existence de I'espérance E(Y), puis la calculer.
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- ++ Variance et politesse

So:ent A € R} etp €]0,1[. Dans une boulangerie, on estime que le nombre N de clients qui
passent en une journée suit la loi de Poisson de parametre A. On estime que chaque client,
indépendamment des autres, a une probabilité p de dire bonjour en entrant. On note X le
nombre de clients qui ont ainsi dit « bonjour » dans la journée.

1) Soitn € N. Préciser, pour k € [0,n]], la valeur de Py, (X = k).
2) Déterminer la loi de X.
3) Déterminer I'existence et la valeur de E(X) et V(X).

o - s+ Mode(s) de la loi de Poisson

Solt X une variable aléatoire réelle discrete. On appelle mode de X, toute valeur x, € X(Q)
telle que
VxeX(Q), PX=x)<PX=uxp).

1) Soit A € R%. Montrer que, selon la valeur de 4, la loi P(A) admet un ou deux modes que
I'on précisera.
Indication. On distinguera3cas: A1€]0,1], A€ N\{0;1} et A€]l, + oo[\N.

2) Mustrer par des représentations graphiques en Python les différents cas obtenus.

35 Exercices axés sur le raisonnement

_ * Caractérisation de la loi géométrique par l'absence de mémoire
1) Soit X une variable aléatoire de loi géométrique. Montrer que
V (k) EN2, Pysy (X >n+k) =PX > k). (*)

2) Réciproquement, supposons que X soit une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que :

vn €N, P(X >n) # 0, et vérifiant la propriété (+).

a) Onposeq = P(X > 1).

Montrer que la suite (]F’(X > n))nEN est géométrique de raison q.
b) En déduire que X suit la loi géométrique de raisonp =1 —gq.

& Exercices avec questions ouvertes

_ - % Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre A € R},
1) Smt Y = (=1)*X. Est-ce que Y posséde une espérance? Si oui, la calculer.
2) Soit Z définie par:

» Si X prend une valeur paire, alors Z prend la valeur g
= Si X prend une valeur impaire, alors Z prend la valeur 0.

Quelle relation a-t-onentre X, Y et Z?
Est-ce que Z posséde une espérance? Si oui, la calculer.
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= - 4+ SoientX,Y deuxvariables aléatoires indépendantes suivant une loi géo-
métrique de méme parametre p. Donner la probabilité que la matrice

" ) s 2
A= ’Y Xl soit inversible,

Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Posons a = IP(X = 0). La formule de récurrence donne

1

P(X=1)=u, IP(X:Z):%&, PX=3)=- =§a.

Raisonnons par récurrence. Pour toutn € N, posons P(n) : P(X =n) = ni;a.

« Initialisation.n = 0. P(X = 0) = @ = ~a. Donc la propriété est vraie au rang 0.
0!
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« Hérédité. Soit n € N. On suppose P(X =n) = %a. Alors

1 1 1
ik i B~ i Ll - L P

Dong, si P(X =n) = —a, alorsP(X=n+1) =

(n+1)'
« Conclusion. vneN, PX=n)= ; ‘

« Il reste a déterminer a.
([X k])k y estun systéme completd’ événements En particulier, }, P(X = k) converge

et E P(X = k) = 1. On a une série exponentielle, E — =e!. Doncae = 1.

-1
e
a=e ! et Vnekn, P(X=?1}=F-

Remarque
On reconnait la loi de Poisson P(1).
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2) La suite (uy,)ney est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 d'équation caractéristique

8x?—6x+1=0.
Les racines de cette équation sont x; = % etx, = % [l existe deux réels A et y tels que :
1T 1.7
vneN, u,= .&(Z) + y(;) ;

Par hypothése u, = %, doncd+pu= %
+00

Comme ([X = "])'nEN est un systéme complet d'événements, », u, = 1.
n=0

+oo 400
Les séries géométriques E (%)" et 5'_, {%)n convergent (0 < % <let0< % < 1)et,

1 4
Z“"_’lz( ) '”’Z( ) 1~(1,i4) S P57l e

A+ pu=

Ainsi A et it sont les solutions du systéme

oW e

e —

. : : 1
Ce systeme a pour unique solution A = S et =< Bilan :

1
4_'.-11-1 * () i 2;1+

vneN, PX=n)=

Exercice 2

1) Parconcision, nous dirons « le sportif réussit » pour dire que le sportif réussit a faire com-

pléetement I'exercice.

L'événement [X > 0] est certain, P(X > 0) = 1. De plus, [X > 1] est réalisé si et seule-
ment si le sportif réussit le premier jour. Donc P(X > 1) = %

Soitn € N.

[X > n] est réalisé si et seulement si le premier jour ol le sportif ne réussit pas est au
dela du n-iéme jour, donc si et seulement si il a réussi les n premiers jours.

L'hypothése se traduit par Pjysp) (X > n+1) = %%
Par définition de la probabilité conditionnelle,
A>n+1
P(X>nln[X>n+1]) PX>n+1)
> = =
Ppioy U >0 4) PX > n] P(X > 1)
n+
Donc, pour toutn € N, PX>n+1)= P(X > n).
Ona PX>2)=2P(X>1)=3, EP(X::-S):;[F“(X}Z):—

: 1
On montre, par une récurrence que, pourtoutn € N, P(X > n) = —
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2) Déterminons maintenant la loi de X.
SoitneN*, [X>n—-1]=[X>n]=[X=n]U[X >n].
C'est une union d’événements incompatibles, par o-additivité,
1 1

m+1 n(n-i-l)‘

]P(X:n):H’(X::-n—l)—P[X:::g:%—

i
Ainsi X)) =N, vneN', PX=n)= m

3) E(X) existe si etseulement sila série de terme général kIP(X = k) estabsolument conver-
gente. Or kP(X = k) = ﬁ On retrouve le terme général de la série harmonique (déca-
lée). Donc

[X n'a pas d*espérance.]

Exercice 3
« OnaV¥(Q2) =N

— PourkeN*, P(Y=k)=PX=2k)=(1-p)* p.
-~ B=0)= 3 Px=2k+1)= 3 1-p¥p=p 3 (A-p?)

_ _ 1

1-(1-p)2 = 2-p°
« On remarque que 0 < Y < X et X posséde une espérance. D'apres le théoréme de
domination, Y posséde une espérance.
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+oo + oo

E(Y) = k§1 kP(Y =k) = Z k(1 - p)Z.‘c—lp

iy k-1 p(1-p) 1-p
=n(l— kl(1—=p)2 = = .
p(1-p) L k((1-p)?) = ) " pE

série géométrique dérivée

1-p

= e

Exercice 4 Variance et politesse

1) Soit n € N. Sous I'hypothése [N = n], la variable X compte le nombre de succes (dire
bonjour) dans une succession de n épreuves de Bernoulli mutuellement indépendantes
(cela est précisé dans I'énoncé) et de méme parameétre p. On sait alors que la loi « condi-
tionnelle » de X est la loi binomiale de parameétres n et p.

Ainsi: wa € [0n], Ppyon (X = k) = (z)pk(l = p)“‘k.J
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2) La variable X est (presque slirement, c'est-a-dire avec probabilité 1) a valeurs dans N.

Soitk € N.
On applique la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'événements

+00
([N = n]) yon saitalors que la série ¥ P([X = k] n [N = n]) converge, et que :
ne n=0

+co

]]”’(X:k):Z]P([X:k}ﬂ[N:n]).

n=0

Or pour toutn < k, P([X = k] N[N =n]) = 0 (il ne peut pas y avoir plus de « bonjour »
que de clients). Il reste :

P(X = kF Z P([x=kln[N=n]) = Z P(N = 0)Py=n (X = k)

+ 00
» e A" n! PR
- Z n' A( )'U (=g ;n! kl(n— k)'p o

"«1" Z(ﬂa—p))”"" ~ (Ap)k Z(ﬂ(l—m

(n=k)! f=n—k

P(X = k)= ;f.) e A1 D),

Ap)¥
car on a reconnu une somme de série exponentielle. Ainsi: P(X = k) = ( kl) e 1P,

[X suit la loi de Poisson de paramétre .'al'p.]

3) Comme X < P(Ap), on sait que X admet une espérance et une variance avec

[EX)=2p et V(X)=ip]|

Exercice 5 Mode(s) de la loi de Poisson

1) Posons pour k € N, u, = P(X = k). Etudions les variations de cette suite. Pour k € N.

lk+1 -
Up+1 (k.'-]-l)!e _ 4
Uy, A -2 k+1
k
Ug+1 A
> —_— < A—1.
Donc e 1=’k+1 le k<i-1

« Nous distinguons trois cas :

- 0<A<1.Alorsd—1<0.Pourtoutk EN,% < 1.
e K
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La suite est strictement décroissante.

(On a un seul mode : 0.

— 4 € N".Soitky = A — 1. Alors uy 41 = uy,.
U
Pour k < ky, ona -1% > 1,doncug <y < -+ < Uy, .

Ukt
U

[Onadeuxmudes:kn=R—1etko+1=A.J

= A>1etA €N".Soithkyg=|A—1) Alorsky <A-—-1<ky+1.
Pour k < kg,onak < A—1.Doncuy < upyq.D'otittg <ty <0 < Uy gq-
Pourk > ko +1,onak > A —1.Donc uy > Upyy. DoV g 4 > U4 > ..

Pour k > ky,ona < 1,donc Ugyeq > Upgea > ** > Uy > Upyq > .o

[Dna unmode: kg + 1= [AJ.]

2] Onécritune fonction liste_loi_Poisson quirenvoie laliste des valeurs pour construire
I'histogramme. On utilise, pour 1 < k < n, la relation P(X = k) = %IP(X =k-1).
Pour afficher I'histogramme, on utilise plt.bar.
def liste_loi_Poisson(11):

proba=np.exp(-11) # P(X=0)
b=[proba]

import matplotlib.pyplot as plt

v
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n=9
for k in range(1l,n+l):
' i |
# P(X=k) = P(X=k-1) * 11 / k :1=3r;ngem+ ]
it i PR widtr'\ =0.1

b.append{preha) plt.bar(x, liste loi_Poisson(1l),width)

return b
lambda = 3,5
made : 3
lambda = 0.8 lambda = 3
mode0 modes : 3etd
0123 4567689 01 2 3 456789 01 2 3 456 789

¥E Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 6 Caractérisation de la loi géométrique par 'absence de mémoire
1) Notons p €]0,1] le parametre de la géométrique que suit X.
« Montrons toutd’'abordque:vmeN, P(X>m)=(1-p)™
Soitm € N. [l y a deux fagons de raisonner.
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Meéthode 1.
Les événements ( [X = k] )k}m sont deux a deux incompatibles, par o-additivité, la série
Y. P(X = k) converge, et

k>m
+00 +00
P(X >m) = P( U [x=4kl) = Z P(X = k)
-

k=m+1 k=m+1
w +o00
= Z p(l-p)*, = 1Zit:'(l—.t:')*f’*m
k=m+1 " : =0
- 1
PX >m) = p(1 w)"‘Z(l =p)f = pA =Pt =~
— 1—(1—p)

en reconnaissant une somme de série géométrique de raison 1 — p, avec |1 — p| < 1.
On aurait aussi pu travailler sur une somme finie en passant par I'événement complé-
mentaire: P(X <m)=1-P(X >m).

Méthode 2.

Considérons une suite infinie d'expériences aléatoires de Bernoulli, mutuellement in-
dépendantes, et de méme parametre de succes p. En notant Z le rang du premier suc-
ces, on sait que Z < G(p), autrement dit, Z suit la méme loi que X, et en particulier
P(X >m) =P(Z > m).

Pour k € N*, on note 4, I'événement « il y a succeés lors de la k-iéme épreuve »,

m
[Z > m] = ﬂ‘;l:,
k=1

(dire que [Z > m)], c’est dire qu'il n’y a pas eu de succés sur les m premiéres épreuves),
et comme les événements A4, ...,4,, sont mutuellement indépendants,

pz>m =] [p@) =] Ja-m=a-pnm
k=1 k=1

« Soient n,k € N. D'aprés ce que I'on vient de voir, P(X > n) = (1 = p)", donc en
particulier P(X > n) # 0. Puis,

P([X>n+kln[X>n])
P(X > n) )

Or[X>n+kln[X>n]=[X>n+k](car[X >n+ k] c [X > n]), donc

PX >n+k) (1-p)™**k
P(X>n) = (1-p)

]P[X:?n] (X >n+ k} =

]PIX}H] (X>n+k)= ={1 —p)k =P(X > k).
Ce qui prouve la relation (*).
2) a) Soitn € N. On utilise la relation (#) avec k = 1, on obtient
]P[x:,n](X}H-i'lJ =PX>1)=q
Mais par ailleurs
P([X>n+1]n[X>n]) _ PX>n+1)

Ppxsm (X >n+1) = P(X > n) T PX>n)
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. P(X>n+1)

Ainsi ——— = g, autrement dit, P(X > n + 1) = qIP(X > n). Ceci étant valable

P(x>n)
pour tout n € N, on a montré que

‘ la suite (P(X > n)) _. estgéométrique de raison g.

b) Ondéduit de ce résultat que: vn € N, P(X > n) = q"P(X > 0). Comme on a supposé

X avaleursdansN*,onaP(X > 0) = l,etdonc:vneN, P(X>n)=q"
Nous allons en déduireque X < G(p),oup =1—gq.
Soit k € N*. On remarque que, puisque X est a valeurs entiéres,

K>k-1]=[X>k=[X=kU[X> k],

union d'événements incompatibles, donc, par g-additivité,
PX=k)=P(X>k-1)-P(X > k).
Comme k et k — 1 sont dans N (car k € N”), on peut appliquer le résultat ci-dessus :
PX=k)=q¢""-q¢"=q¢"'(1-q) = A-p)*'p carl-p=gq

Ceci étant valable pour tout k € N*, on conclut que| X < G(p).

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 7

1) |¥] £ X et X admet une espérance. D'apres le théoréme de domination, Y admet une
espérance. D'apreés le théoréme de transfert,

+oo
E(Y) = ¥ (-1)*kP(X = k)
’:f,' " | terme nul pour k = 0
= E ('1)’{3{%&—‘4 /
k=1 !

+o0
w el A
& ,Ei (k-1)!

changement d'indice k' = k — 1
- +o0 (_‘]‘}EI'H. 5

= kN Ty A .
k=0 | série exponentielle
=e A (=1)e? :

- G2

2) Montrons X +Y = 4Z.

« Si X prend une valeur paire, alorsY = X. Donc X + Y = 2X = 4Z.
» Si X prend une valeur impaire, alorsY = —X.Donc X 4+ Y =0 = 4Z.

v
=
9
—
¥
w
e
e
o
v
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X+v\ 1 1
Par linéarité de l'espérance, E(Z) = IE(T) = 7(EX) + E(Y)) = E(ﬁt — Ae™24),
A(1 = e™24)
Concluons E(Z) = —F

Exercice 8
Passons par I'événement contraire. A n'est pas inversible si et seulement si det(4) = 0.
- - - ¥ YR -
det(d) =0 [X2-V2=0]s[X?>=Y ]ﬁ[x Y]
[¥=0]
(Y = k)gen- est un systéme complet d’événements.
D'apres la formule des probabilités totales

P(X=Y) :g[P‘([X=Y]n[Y=k1)

:Zz!P([sz]n[}’zkj) _,

| X et Y indépendantes

I

+co
I P(X=k) X P(Y = k)
=1
k=1
+00 &'
=p* ¥ (1-p)?)
k'=0

N

=P
1-(1-p)?  2-p’

| changement d'indice k' = k — 1

| série géométrique de raison (1 — p)? € ]0,1[

p _2(01-p)

P(«Ainversible») = 1 — T S




Couples
de variables
aléatoires

== Exercices axés sur le calcul

« Loi d'un couple : une variable fonction d’'une autre variable

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur X(Q) = {—1,0,1}. Notons ¥ = X2,

|) Déterminer la loi du couple (X,Y).

2) En déduire laloi de Y.

3) Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
4) Comparer E(X - Y) et E(X) - E(Y). Commenter.

«+ Loi d'un couple : loi conjointe donnée par un tableau
La loi conjointe du couple (X,Y) est donnée par le tableau suivant :
XY 0 1 2
0 1/20 | 1/4| O
1 17/60 | 1/4 | 1/6
1) Déterminer laloi de X et celledeY.
2) Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
3) Calculer E(X), E(Y) et E(X - Y). Commenter.

*  Une boite puis une boule

On considére n boites numérotées de 1 a n. La boite numéro k contient k boules numérotées
de 1 a k. On choisit au hasard une boite, puis une boule dans cette boite. Soient X et Y les

numeéros de la boite et de la boule obtenues.
| ) Déterminer la loi du couple (X.Y).
2) Calculer P(X =Y).

|

i) Déterminer la loi de Y ainsi que son espérance.
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2 LA 8 ++ | Temps d'attente
Une urne contient N — 2 boules vertes, 1 boule blanche et 1 boule rouge. On tire les boules
de I'urne, une a une et sans remise.

1) Soient X, le rang d’apparition de la boule blanche et X, le rang d'apparition de la boule
rouge. Déterminer la loi de X;, la loi de X, et la loi du couple (X,X53).

2) Soit X le rang o1 on obtient pour la premiére fois soit la boule blanche, soit la boule rouge.
Soit Y le rang ol on a obtenu pour la premiére fois les deux boules blanche et rouge.
Déterminer la loi de X etlaloide Y.

#B Exercices axés sur le raisonnement

#+  Au plus deux tentatives

Un standardiste effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts (n > 2).

Pour chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p appartenant

a]0,1[ et la probabilité de ne pas 'obtenir est g, avecqg = 1 — p.

1] Soit X le nombre de correspondants obtenus lors de ces n appels. Quelle est la loi de X?
Donner son espérance.

2) Aprés ces n recherches, le standardiste appelle une deuxiéme fois chacun des n — X cor-
respondants qu'il n'a pas obtenus la premiére fois. Soit ¥ le nombre de correspondants
obtenus dans la deuxieme série d'appels, et soit Z = X + Y le nombre total de correspon-
dants obtenus.

a) Quelles sont les valeurs prises par Z7
b) Calculer p, = P(Z = 0) et vérifier que p, = npq**~2(1 + q).
c) Calculer la probabilité conditionnelle Py, (Y = £), pour k appartenant a [0,n]] et £
afon-kJ.
5
d) Etablirque P(Z =s) = kz P((X =k)n (Y =s-k)).
=0

e) Calculer p; = P(Z = s), et montrer que Z suit une loi binomiale de paramétres n

etp(1+q).
Indication. On pourra vérifier que (:)(’;::} o (2)(;)

- *+  Minimum et maximum de deux géométriques indépendantes

Soient X et X' deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement G(p) et G(p'),
ol p et p’ sont deux éléments de ]0,1[ fixés. On note égalementq =1—petqg' =1-p'.
Pour toute variable aléatoire T, on notera F sa fonction de répartition.

I} Rappeler ou retrouver Fy(k) pour tout entier positif k.
2) Soit¥ = max(X,X").

a) Calculer Fy (k) pour tout entier positif k.

b) Lavariable Y suit-elle une loi géométrique?
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3) SoitZ = min(X,X").
a) Calculer Fz(k) pour tout entier positif k.
b) En déduire que Z suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.
c) Donner une interprétation de ce résultat en termes d'expériences aléatoires.

**  Maximum d’uniformes

On fixe deux entiers strictement positifs d et n, et on considére d variables aléatoires Xy, ...,.X4
mutuellement indépendantes, suivant chacune la loi uniforme sur!’'ensemble [1,n]]. On note
alors
M(d.n) = max(Xy, ..., Xg)-
1) Echauffement. Dans un premier temps, on suppose que d vaut 2, et on considére donc la
variable aléatoire M(2,n) = max(X,, X;), que I'on note ici M pour abréger.
a) Pour chaque entier k € [[1,n]], déterminer la valeur de Fy (k).

b} Justifier successivement que

vk e [1a], P(M = k) = Fpy(k) = Fyg(k — 1),
n-1
que EM)=nFy(n)= ) Fyk)
M ;; M
puis que EM) = ) (1-Fy(k).
; .

Indication. On pourra utiliser la linéarité de la sommation et introduire un changement
d'indice bien choisi.

c) En déduire la valeur de E(M(2,n)).
n
Indication. On pourra admettre ou redémontrer que Y, k? = %n(n +1)(2n +1).
k=1
d) Déterminer un équivalent de E(M(2,n)) lorsque n tend vers I'infini.

2) On revient au cas général, et d est donc désormais un entier strictement positif quel-
conque. Reprendre les questions précédentes, et montrer que

nd
E(M(dn)) n T

3) Dans cette derniere partie, on vérifie numériquement le résultat qui vient d'étre obtenu.

a) Ecrire en Python une fonction d’en-téte simulation_M(d, n, N) quirenvoie N si-
mulations aléatoires indépendantes de la variable M (d,n). On pourra importer le mo-
dule numpy sous I'alias np, et le sous-module numpy . random sous l'alias rd.

b) Ecrire en Python une fonction d’en-téte moyenne_empirique(d, n, N) quifasseap-
pel a la fonction précédente et qui renvoie la moyenne des valeurs des N simulations.

c) Examinerlavaleur de moyenne_empirique(d, n, N) / npourdifférentes valeurs
ded, netN.
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*+» Fonctions génératrices et stabilité

On établit ici le résultat de stabilité des lois binomiales sous l'addition indépendante en se
servant de quelques propriétés simples des fonctions génératrices.
Si X est une variable aléatoire finie, a valeurs entiéres positives, la fonction génératrice de X
est la fonction

[01] - R

9x :
t ~ E(@Y).

1) Déterminer une expression simple de gy(t) pour t € [0,1] si X suit une loi de Bernoulli

de parametre p, puis si X suit une loi uniforme sur [[1,n]], oit n est un entier positif fixeé.

2) On suppose dans cette question que n € N et que X est une variable aléatoire a valeurs
dans [[0,n]].

a) Justifier que
n
vt € [01] gx(®) = Z P(X = k) tX.
k=0

b) Justifier que si deux variables aléatoires a valeurs dans [0,n]] ont la méme loi, alors
elles ont la méme fonction génératrice.

¢} Montrer que
vk € [On], P(X =k)= ﬁﬂ:[;k](”)r

ott g'*) désigne la dérivée k-iéme de g,.

d) Endéduire que si deux variables aléatoires a valeurs dans [[0,n]] ont la méme fonction
génératrice, alors elles ont la méme loi.

3) Soient X et Y deux variables aléatoires finies. Montrer que si X et ¥ sont indépendantes,
alors

9x+y = 9x " 9y
en tant que fonctions de [0,1[ dans R.

4) Dans cette derniére question, on note y la fonction génératrice associée a une variable
de loi B(p), telle que calculée lors de la premiére question.

a) Montrer que si X est une variable de loi B(n,p), alors gy = y".

b) Montrer que si X; et X, sont deux variables indépendantes, de loi respective B(ny,p)
et B(ny,p), alors gy 4y, = y™"*"2,
Retrouver le fait que X; + X suitla loi B(n; + n,,p).
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Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1 Loid'un couple : une variable fonction d'une autre variable

1)

2)
3)

La variable Y est a valeurs dans {0,1}. De plus,siX = 0,alorsY = 0,etsiX = *1,
alors ¥ = 1. De ce fait, la loi de (X,Y) peut étre décrite par le tableau suivant :

AR | =L © | 1
0 0 | 1/3| 0
i [1/3| 0 |18

Onendéduitque P(Y =0) =1/3etqueP(Y =1) = 2/3.Autrementdit,[ Y & B(2/3). ]

Intuitivement, puisque Y est fonction de X, il faut s’attendre a ce que X et ¥ ne soient pas
indépendantes. Plus précisément, la valeur de X détermine entiérement celle de Y.

Formalisons cette idée. D'une part

P(X=0]ln[Y=0])=PX=0) (puisquesiX = 0,alors Y = 0)
=1/3,
et d’autre part
PX=0)-PY=0=1/3-1/3
= lfg.

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

On constate donc que P([X = 0] n[Y = 0]) #= P(X = 0) - P(Y = 0), ce qui prouve que

[X et ¥ ne sont pas indépendantes.]

Pour X et Y, on revient a la définition de I'espérance : ces deux variables étant finies, elles
admettent automatiquement une espérance, et

E(X) = Z kP(X =k)=(-1)-1/3+0-1/3+1-1/3=0.)

kEX(Q)

De méme, E(Y)=2/3.

(on peut par exemple se servir du fait que Y suit une loi de Bernoulli). De plus, le théoréme
de transfert (dans le cas de sommes finies, donc automatiquement absolument conver-
gentes) donne

E(X-Y) = Z keP(X=k|n[Y =€) =(-1)+1-1/3+1-1-1/3 =0.

KEX(N)
fev(n)
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En particulier, E(XY) = E(X)E(Y), et ce sans que X et Y soient pour autant indépendantes.

2 Remarque

. On peut généraliser de la fagon suivante :

E Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [-n,n] etV = X2.

{ Alors X et —X ont méme loi. De méme X3 et —X3. Donc E(X) = 0 et E(XY) = E(X®) = 0.
¢ Ainsi E(XY) = E(X)E(Y), sans que X et Y soient indépendantes.

Exercice 2 Loid'un couple : loi conjointe donnée par un tableau

1)

3)

On procede par sommation des lignes et des colonnes, en commengant par les sommes
les plus simples et en concluant en utilisant le fait que la somme de toutes les probabilités
vaut 1. On trouve d’'une part

P(X=0)=6/20=3/10, puis, P(X=1)=14/20=7/10,
et d’autre part
PY=2)=2/12=1/6, P(Y=1)=6/12=1/2, etdonc P =0)=1/3.

La présence d'une case nulle entraine qu'une certaine valeur de X empéche une certaine
autre valeur de Y : ici, si X = 0, alors Y # 2. Transformons cette idée en une preuve
rigoureuse du fait que X et Y ne sont pas indépendantes : d'une part

P([X=0]n[Y=2])=0
(événement impossible); d’autre part
PX=0):P(Y=2)=3/10:1/6+0,

ce qui montre que [X et ¥ ne sont pas indépendantes.]

Pour X etY, on revient a la définition de I'espérance : ces deux variables étant finies, elles
admettent automatiquement une espérance, et

E(X) = Z kP(X = k) = 1-7/10 = 7/10.
KEX()
(on peut d'ailleurs utiliser I'expression connue pour l'espérance d'une variable de Ber-
noulli). De méme, E(Y) = 5/6.
De plus, le théoréme de transfert (dans le cas de sommes finies, donc automatiquement
absolument convergentes) donne

E(X-Y) = Z KEP(X = k] N[Y =€)
kEX(D)

fey(n)
=1-1-1/4+1-2-1/6 (les 4 autres termes étant nuls)
=7/12.
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Or on remarque également que E(X)-E(Y)=7/10-5/6 =7/12.

et en particulier, E(XY) = E(X)E(Y), et ce sans que X et Y soient pour autant indépen-
dantes.

Exercice 3 Une boite puis une boule

1) Lavariable X esta valeurs dans [[1,n]], etla variable Y est également a valeurs dans [1,n]]
puisque si I'on choisit la boite numéro n, tous les numeéros de boule entre 1 et n sont
accessibles. De plus, soit (k,£) € [1,n]?. La formule des probabilités composées donne

P(X=k]n[Y =£]) =P(X =k) - Pix=py(Y = ¥)

110 sit >k
n (1/k sif e [[1k].

On a donc entiérement déterminé la loi du couple (X,Y).

2) Décomposons cet événement a l'aide de la formule des probabilités totales, en se servant
du systéeme complet d'événements ([X = k])geqin] :

n wvi
PN =Y)= Z P(X = k) - Pizopg(X =) g
e v

— ; . lP[X=k1(Y = k} [«

k=1 S

O

o

::Ii—L
erhﬂ

15:1
2 =k_ n

ol H, désigne le n-ieme nombre harmunique.

I
™M=

3) Delaméme maniére,si{ € [1,n], décomposons I'événementY = £ al'aide de la formule
des probabilités totales. On écrit

P(Y=¢)= Y P(X=kIN[Y =£]) .
Z \ relation
£ ) de Chasles
— P([X kKin[y =€)+ Z P(X=kln[Y =1£])

=0({>k)

=G+ZIP([X:I{]H[Y=£’})

?.‘

k=¥
n T

1 1 1 1 1
Z;'z- ;Zz = U = Her)
k=f k=~F

avec la méme notation que dans la question précédente.
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Ensuite, puisque la variable Y est finie, elle admet automatiquement une espérance, et

k=

=1 =1 1<f<k<n
k

X

£=1

k(k+1)

=~

e

= ||M:3
—
== =

somme arithmetique

1
k-

~R

k

1

+

= \ par factorisation
mn mn
2 2,

et linéarité
1
k=1 k=1 :

| somme arithmétique
nn+1)
— N

2

|~ ”l*"‘
g

4]
-

Exercice 4 | Temps d'attente

1) Puisque I'urne contient une boule blanche et une boule rouge, ces deux boules jouent un

role équivalent, et donc X, et X, ont la méme loi.

On peut tirer au maximum N boules, puisque I'expérience se fait sans remise, et chaque
boule peut étre tirée a n'importe quel moment, donc X, () = [LN].

Fixons un entier k € [1,N]); en tenant compte de I'évolution de la composition de I'urne
au fil des tirages et en appliquant la formule des probabilités composées, on obtient

k — 1 fois une boule verte ou la rouge boule blanche
N—1 _ N-Z N=(k=T) 1
P, =k = X 22 g 20 o
N N—1 N—(k-1)¥1 N=(k=T) \ simuitficati
i simplification
]
1) b3 ’ » ] F
d’olt I'on déduit que [X1 S ULND. ]

et de méme pour X,.

« Fixons désormais deux entiers k et £ dans [[1,N] et calculons P([X; = k] n [X, = £]).
Les deux boules ne pouvant pas étre tirées en méme temps, cette probabilité est nulle
lorsque k = £; supposons a présent que k # £. Par symétrie des roles, on peut d'ailleurs
supposerque k < £, c'est-a-dire que I'on va seulement examiner les situations ot la boule
blanche est tirée avant la boule rouge.
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D'apres la formule des probabilités composées,
k — 1 boules vertes baule blanche

N-2 N-3 N-(k-1)-1 1
N N1 " "N-Gk-D+1 N-(k-D

tirage k

P([X, =k]ln[X; = £]) =

£ = k = 1 boules vertes boule rouge
N-k-1 N-k-2 N-(£-1) 1
b 4 Woeee %W x .
N-k " N-k-1 N-(f-1D+1 N-(£-1)

tirages kK + 13 ¢ -1 tirage €

x

Les dénominateurs correspondantau nombre de boules dans I'urne a chaque étape, etles
numérateurs au nombre de boules favorables a I'événement considéré. Par télescopage

de produit,
1
P((Xy=k]n[X; ={]) = NO=1)

et de méme lorsque k > £. En résumé,

sik={¢

0
v(kt) € [IN]% P(Xi=KnDp=th={_1 o, _,

N(N-1)

Remarque

On peut aussi obtenir ces résultats de la facon suivante.

Pour avoir équiprobabilité des fagons de vider I'urne, on distingue toutes les boules en
les numérotant. L'univers est I'ensemble des permutations : N! tirages possibles.

Pour la boule rouge en position k : 1 possibilité pour la boule rouge, (N — 1)! pour les

z boules restantes. Donc

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

. _card(X; =k) (N-1)! 4
Blh =k = card@Q ~ N!' T N

Pour la boule rouge en position k et la boule verte en position £ (k # £) : 1 possibilité
pour la boule rouge et la boule verte (N — 2)! pour les boules restantes.
card([X; =k]n[X; =¢])  (N-2)! _ 1

DoncP([X; =kln[X, =£€]) = card(Q) N SN =D

2) Lavariable X ne peut prendre la valeur N, car cela signifierait que 'on a tiré N — 1 boules
vertes, or I'urne n’en contient initialement que N — 2. De plus, si k € [1,N — 1]}, alors

2N —8 F-h=1§—1 2

= Nt Neg=1i%1 T=G=1)

1 1 N=(k=1)N-(k=-1)-1 2
“NN-1_ 1 1 "=~ 1)
_2(N-k)

TN(N-1)

531



532

Chapitre 34

De plus, au vu de la loi du couple (X;,X;), on peut déduire la loi de ¥ de celle de X : en
imaginant que l'on renverse I'ordre dans lequel les tirages sont effectués, la probabilité
que la derniére des deux boules blanche et rouge soit tirée a lI'instant k, et suiviede N — k
boules vertes, est la méme que la probabilité que la premiére des deux boules blanche
et rouge soit tirée a l'instant N + 1 — k, et précédée de N — k boules vertes. Autrement
dit, Y () = [[2,N] et, pour tout entier k € [2,N]),

N =(N+1—=k 2(k=1
PY=k)=PX=N+1-k)= ( NENtl) ))= NEN—I)).

3B Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5 Au plus deux tentatives

I} Onesten présence d'une répétition de n expériences de Bernoulli, que I'on peut supposer
indépendantes et de méme probabilité de succés p, et X compte le nombre de succes.

X < B(np).

2) a) Le nombre total de correspondants obtenus est compris entre 0 (dans le pire des cas)
et n (car on ne peut pas obtenir une méme personne deux fois de suite).

et en particulier E(X) = np.

b) = Dire que Z = 0, c'est dire qu'aucun correspondant n'a été obtenu ni pendant la
premiere, ni pendant la deuxiéme phase. La probabilité de cet événement est donc

Po=q"-q" =q*"

« DirequeZ = 1,c'estdireque X = 0etqueY = 1l,ouque X = letqueY = 0, ces
deux événements étant incompatibles. De ce fait,

1 n
py= q* X (l)q““1p+ (l)q"“lp X g

F(x=0) P(y—1](¥=0)

“[x=0]

=ng" 'p(@" Tt +q") =ng®"?p(1+q)

(¥=1) P(x=1)

¢} Sil'on aréussia obtenir k correspondants lors de la premiére phase, il en reste n — k
a appeler.

La probabilité que I'on en obtienne € est donnée par la loi binomiale B(n — k,p) :
< - ——
VPE[[On—k], Py_y(Y=9%)= a P q" .

d} Il ne s’agit de rien d'autre que de la formule des probabilités totales appliquée au sys-
teme complet d'événements (X = k)yefonp, €n restreignant la somme aux indices
inférieurs a s puisque Y ne peut étre négatif.



Couples de variables aléatoires

e) Ecrivons : la formule des probabilités composées donne

5

ps= ) PX=K)Pyay(Y =)

k=0
5 s
n n—k n\/n-==k
- k n—k . 5=k N—5 — 3,5 ,71—§ n—k
-Z(k)p q (s-k)p % =P Z(k)(s-«-k)q :

n\fn-k\ _ n! (n=k)! _n! 1
E (k)(s—k) Tkn=k) (-K!'n-s) kI s-k)!n-s

E n\(s\ _ n! s! _ n! 1 &
s (s)(k) Tsln=5) ki(s—k) (-s) ki(s=k)!

Les deux expressions sont égales. Revenons a présent a notre calcul de probabilité :

5

oo S0
O
%

.f"""“\
W =
"h.._____,—'
Mm
=

i n : 5
v 2(S)Z(k)
k=0
=p (}'2" 25( )(14‘(}')5
= (;‘) (b1 + @) (a2,

binrfm]e de Newton

On est bien en présence d'une loi binomiale de paramétres n et p(1 + q).
On vérifieque 1 —q® = (1 —q)(1+q) = p(1+ q) etdoncque 1 — p(1 + q) = ¢°.

t Remarque
On peut donner une interprétation plus simple a ce résultat : dans I'ensemble de I'expé-
¢ rience, chaque correspondant peut se retrouver dans une et une seule de trois situations
possibles; soit il répond au premier appel (probabilité p), soit il répond au second ap-
¢ pel mais pas au premier (probabilité gp), soit il ne répond pas du tout (probabilité g?).
! Dés lors, la probabilité qu'un correspondant individuel réponde a au moins un des appels
E estp+qp =p(1+q).
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Exercice 6 Minimum et maximum de deux géométriques indépendantes

1) Deux principaux points de vue possibles :
= On utilise, en les additionnant, les probabilités (connues) P(X = k). On obtient ainsi

Fy(k) = Z P(X=f)=zk:q“1p
i=1

EE‘,’E(E} somme géométrique de raison diffé-
rente de 1
S qk & /
=p: -7 =1- q
q

puisquep +¢g = 1.

= On interpréte X comme le temps d’attente avant le premier succés dans une répétition
d'expériences de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.
Ecrivons Fy(k) = P(X < k) = 1=P(X > k).Laprobabilité P(X > k) estla probabilité
que le premier succes survienne strictement apres l'instant k, ce qui revient a dire que
les k premiéres tentatives se sont toutes soldées par un échec. Donc par indépendance

PX s ky=g"
et I'on retrouve le résultat.
2) a) Ecrivons:  Fy(k) = P(max(X,X") < k). Or,
[max(X,.X") < k] & [X<kln[X'<k];

Fy(k) =P([X <k]n[X"<Kk]) © —_—

| Independance

=PX<k)-P¥<k)

=(1-¢9-0-9)=1-q"-q%+ (9"

| Passage aux probabilités

b) La fonction de répartition de ¥ n'est donc pas de la forme de celle associée a une loi
géométrique, donc on peut s'attendre a ce que la loi de Y ne soit pas géométrique.
Justifions-le rigoureusement : pour que Y suive une loi géométrique, les probabili-
tés P(Y = k) devraient étre en progression géométrique. En particulier, on devrait

avoir N
PY=3) (P(Y=2)
P(Y=1) \P¥Y=1)
Calculons ces deux quotients : on peut écrire
PY=1)=1-q90-q)

P¥=2)=1-¢*>)(1-¢)-(1-q)(1—-q")
=1-9A-q¢)(A+q)1+q)—-1)

et
P¥=3)=(1-¢)1-¢*)-(1-q)(1-1q)
=(1-9)1-¢)(1+q+¢*)1+q" +q?%)-1)



a) On procéde de la méme maniére, mais cette fois-ci il est judicieux de passer au com-

Couples de variables aléatoires

d’olt
P(Y = 2) :
=1 G*Qil+g)=~1
=q+q —qq
et donc
PO=2\ _ 5 oy oney o :
(Pﬁ,:l)) =q°+q*+(q) +2q99'(1-q—q)
tandis que
P(Y=3) _ 2 'y 02
P(YZI)_(1+q+q)(I+q +q )_1

=q+q' +q°+q?+qq' +qa” +d*q' + (aq9')’
=q+q' +q*+q%+(q9")? +qq'(A+q+q")
d’oti il résulte que
P(Y = 3) (IP(Y = 2)
PY=1 \P{¥=1)

2
) =q+q +qq'(-1+3q+3q")

=(q+q)(1+3qq9")—qq’

ce qui est en général strictement positif, parce que q et ¢’ sont tous deux strictement
supérieurs a qq’, et que 1 + 3qq’ est supérieur a 1. Bref,

[}" n'est pas géométrique._]
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plémentaire pour se ramener a la probabilité d'une intersection :
Fz(k) = P(min(X,X") < k) = 1 = P(min(X,X") > k).
Or [min(X,X") < k] & [X>k]n[X' > k];

donc

—_— — J b
Fz(lk) =1=P([X > k] n[X" > k]) | par indépendance
=1-PX>k)-PY>k) Vv

=1-q°-q*=1-(qq)"

On aboutit donc a une fonction de répartition identique a celle associée a une loi géo-

métrique de probabilité d’échec qq’, c'est-a-dire a laloi| G(1 — qq").

Voyons X et X' comme les temps d’attente avant d’'obtenir le premier succés dans
deux répétitions d’expériences de Bernoulli indépendantes et de parametre respec-
tif p et p’, et supposons que ces deux répétitions ont lieu en paralléle. Alors Z corres-
pond au temps d'attente avant d'obtenir un premier « succes collectif », c'est-a-dire
au premier instant ol I'expérience de Bernoulli associée a X, ou celle associée a X',
connait son premier succes. Dans cette interprétation, un « échec collectif » a une pro-
babilité qq" de se produire, et on retrouve ainsi la loi de Z ainsi que son parametre.
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Exercice 7 Maximum duniformes

1) a) Par définition,
Fu(k)=P(M < k) = lP{ max(X;,X;) < k} & 111’{[)(1 <kln[X; < k]}.

car le plus grand de deux nombres est inférieur a k si et seulement si les deux nombres
sont inférieurs a k; donc, par indépendance

Far(k) = P(X, < k) - P(Xp < k) = P(X, < k)2 = (%) |

puisque X, suit une loi uniforme sur [1,n]] et qu'elle a donc k chances sur n d’appar-
tenir a [[1,k]).

b) Comme M est a valeurs entiéres,

M=k] & [M<Kk]\[M<Kk]
= [M<kI\N[M<k-1]
donc
PM=k)=Pm<k)-PM<k—-1)
= Fp (k) = Fps(k = 1).

Ensuite, la variable M est finie, donc admet une espérance, et
n
E(M) = Z kP(M = k)
k=1

= >k (Fu(k) = Fuull — 1))
k=1

i linéarité de la sommation

Fu(k) = ) KBk = 1))
k

=1

8 changement d'indice k « k — 1

1
Fuull) = Y (k+ 1) Fy(k) ©

k=0

;k

n-1
=nFym)+ > (k= (k+1))Fylk).
M Rz M

=0

Or puisque M est a valeurs dans [[1,n]), sa fonction de répartition vaut 1 en n, donc

E(M)=n+ ) (~1)Fy(k) = » (1= Fy(k)) = ) (1= Fy(k)).
k=0 k=0 k=0
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c] De ce fait,

n kz 1 n
E(M[z,ll)) =kZ=0(I—(H ))=?1+1—H'2'kz=0k2

1 n(n+1)(2n+1) 2n+1
_-n+1—F 3 =R4+l) (1= o
dn—1
(n+1) P

d} En simplifiant chaque facteur en ne conservant que son terme prépondérant, on ob-
tient

‘ ]E(M(Z,n)) Rt %n.}

2) En adaptant les premiéres questions, on trouve

E(M(dn)) = Zu(l‘(‘) )‘" %Z ( )

[01] - R

ou I'on a introduit la fonction f :
t - 1-td
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On reconnait une somme de Riemann et, la fonction f étant continue, on en déduit que

. 1
]E(M(d,n)) ~n: J; 1-tYHdt=n- (1 = )

ce qui conduit au résultat annoncé,

3) a) import numpy as np
import numpy.random as rd

def simulation_M(d, n, N):
res = []
for _ in range(N):
X = rd.randint(1, n+l, d)
res.append(max (X))
return res

def moyenne_empirique(d, n, N):
M = simulation_M(d, n, N)
return np.mean (M)
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b) On peut par exemple exécuter des scripts de la forme suivante :

d, N =15, 100
print(d/(d+1),
[moyenne_empirique(d, n, N) / n for n in range(100, 110)])

¢) Ondoit observer des valeurs d’autant plus proches de d /(d + 1) que n est plus grand!

Exercice 8 Fonctions génératrices et stabilité

1) « Supposons que X < B(p), et fixons une valeur de t € [0,1[. D'apres le théoréme de
transfert,

gx(t) = E(t%)
= Z t*P(X = k)

KEX(Q)
=t'PX=0)+t'PX=1)
=1-g+t-p (ennotantg = 1 = p)
=q+pt

« Supposons ensuite que X < U([[1,n])). Toujours d’apreés le théoréme de transfert,

n

9x(t) = Z K P(X = k)
k=l
~ A 1t
puisqu’il s'agit d’'une sommegeametrrque deraison t # 1, de premier terme t et conte-
nant n termes.
2) a) Il s"agit la encore d’appliquer le théoréme de transfert, ce qui est licite puisque la va-
riable X est finie.

b) Si X et Y ont la méme loi, alors P(X = k) = P(Y = k) pour toute valeur de k, et
donc I'expression précédente entraine que gx(t) = gy(t) pour toute valeur de t, ce
qui signifie que X et ¥ ont la méme fonction génératrice.

c) Pour éviter les confusions, remplagons par i I'indice de la somme définissant gy. Par
linéarité de la dérivation, si k est un entier positif, alors pour toute valeur de t

g (@) = Z P(X =k) - k(k = 1)(k = 2) -~ (k — i + 1)tk

n

k!
:Z[P(X—k) =it

ip(x k)z!() gk
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Or, lorsque t = 0, I'expression (’:) tk=% est nulle pour i > k (car le coefficient binomial
estnul), pouri < k (car I'exposantde t = 0 est strictement positif), et vaut 1 pouri =
k (car le coefficient binomial et la puissance sont tous deux égaux a 1). Des lors

a0) = P(X = k) k!

ce qui équivaut au résultat demandé.

d) SiXetY ontlaméme fonction génératrice, alors, pourtoutk € N, les expressions gg‘](ﬂ)
etg.ffk}(ﬂ) sont égales, donc P(X = k) = P(Y = k), ce qui revient a dire que X et ¥ ont
la méme loi.

3) Fixons une valeur de t € [0,1[. On écrit

Ix+v(t) = E(t**Y)
= E(t% -t¥).
Or, les variables X et Y étant indépendantes, c’est aussi le cas de t¥ et t¥ (on peut par
exemple invoquer un cas particulier du lemme des coalitions). Donc

Ix+v(t) = E(t¥) - E(t")
= gx(t) - gy (0).

4) a) Introduisonsnvariables aléatoires X, ... X,, deloi B(p) mutuellementindépendantes.
Alors X et X; + --- + X, ontla méme loi (B(n,p)), donc la méme fonction génératrice;
or, par indépendance mutuelle, gx, +...+x, = gx, " x, = V¥ = ¥", ce qu'il fallait
démontrer.
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b) Puisque gy, = y™, que gy, = y"2 et que X; et X, sont indépendantes, les résultats
précédents entrainent que gy, +x, = y™*m2 Donc la fonction génératrice de X; + X,
est celle d'une variable aléatoire de loi B(n; + n,,p). Or on a vu que si deux variables
aléatoires (ici a valeurs dans [[0,n; +n,])) ontla méme fonction génératrice, alors elles
ont la méme loi, donc X; + X; & B(ny + n,,p).
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Convergences
et approximations

= Exercices axés sur le calcul

*  Soit X une variable aléatoire de loi géomeétrique de parametre p = 5

|} Majorer, en utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P(X > 9).
2) Calculez P(X > 9). Commenter.

« Application de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire possédant une espérance de 6 et une variance de 2. Appliquer,
lorsque cela est possible, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour majorer ou minorer les
probabilités des événements suivants. Préciser si le résultat obtenu est intéressant.

1) [2<-X'<10): 2] B<X«T; 3 IX<7];

4) [I1X —6] > 1]; 5) [X »11]; 6) [X > 4]

* Approximation de loi usuelle

Un grossiste de matériel informatique achete un lot de 1000 cartouches de toner. La pro-
babilité qu'une cartouche soit défectueuse est de 0,2% et cela indépendamment des autres
cartouches. On note X le nombre de cartouches défectueuses dans le lot.

1) Quelle est la loi de X?

2) Donnez une valeur approchée de la probabilité qu'au moins 5 cartouches soient défec-
tueuses.
Indication. On donne la valeur approchée 7 x e = 0,947.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

-8 + | Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, de

méme loi d’espérance 1 et de variance 2. On pose, pour tout n € N*

n
Th= Z Xi.
k=1

|) Soitt € R*. Pour toutn € N* tel que n > t, justifier que
[T, <tlc[|IT,—n|>n-t].

2) Onadmetque,si (V;);<i<n Sontdes variables aléatoires indépendantes possédants toutes
une variance, alors la variance de la somme est la somme des variances.

a) Alaide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner la valeur de

ﬂuglw P(T, < t).
b) En déduire que, pour tout t € R, I'événement :r_c‘:j [T, < t] est négligeable.

= ++ Souris mutantes

Un laboratoire éléve des souris dont 1/4 sont mutantes. La durée de vie d'une souris mu-
tante est une variable aléatoire dont la moyenne est de 3 ans avec un écart-type de 9 mois,
mais elle ne vit jamais plus de 4 ans. La durée de vie d’une souris normale a une moyenne
d'un an, avec un écart-type de 6 mois. On ne prend en compte que les souris dont la durée
de vie est strictement positive.

Une souris est vivante au bout de deux ans. On note a la probabilité qu'elle soit mutante.
On consideére I'événement M : « La souris est une souris mutante » et on note X la variable
aléatoire égale a la durée de vie de la souris.

B(Mn[x>2])
P(IN[x>2])
2) En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une minoration de a.

|} Exprimer en fonction de a.

- +* [négalité de Chernov

1) Soitt € R}. Soit X une variable aléatoire discréte telle que e** admette une espérance.
Montrer, a I'aide de l'inégalité de Markov, que pour tout a € R,

IE(EEX) :

erﬂ

P(X > a) <

2) Soientn € N” et p €]0,1[. On suppose que X < B(n,p).
a) Montrer que pour tout t € R}, e'* admet une espérance et que :

E(e™) = (1—p +pe)™
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t t
b) Etudier les variations de la fonction f : t = (1 — p)e” z + pez sur Rj.

En déduire que f admet un minimum sur R}, égal a 2,/p(1 — p).

. n =
c) Alaide de la question 1), montrer que P(X > E) <2'(p(1-p))2.

-« ++=  Variante de la loi faible des grands nombres

Soit (py)n=1 une suite de réels appartenant a [0,1] et (X, ), une suite de variables aléa-

toires indépendantes.
On suppose que pour tout k € N*, X, suit une loi de Bernoulli de paramétre p,. On pose

pour toutn € N-,
n

.'r’—l nX .
n—HZ k et mn—EZPk-
k=1

k=1

1) a) Montrer que pourtoutk € N*:  V(X,) < i.
En déduire, pour tout n € N°, une majoration de V(1},).
On admet que la variance d'une somme de variables de Bernoulli indépendantes est
la somme des variances.
b) En déduire, a 'aide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que, pour tout £ > 0,

lim P(|Y, —m,| <¢) =1

n—=++oo

2) On suppose que la suite (m,, ), >, converge vers m.
a) Soite > 0. On suppose |m, —m| < §

Comparer les événements [|1’;, —my,| < g] et [|Y,, — m| < &]. En déduire que
3
P(|¥y, —my| < f) < P(|Y, —m| < &).

b} Montrer que, pour tout & > 0,

HETW P(|Y,—m|<e¢)=1.

& Exercices avec questions ouvertes

.+ Unfleuriste estime que le nombre de roses qu'il vend en une semaine est

une variable aléatoire d’espérance 60.
1) Peut-on majorer la probabilité qu’il vende au moins 80 roses en une semaine?

2) On suppose de plus que I'écart-type du nombre de roses vendues en une semaine est
égale a 10. Peut-on donner un meilleur majorant de cette probabilité ?
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Corrections

== Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

|} D'apres les propriétés des lois géométriques, E(X) = i =3etVX) = 1;—5 =6.0na

[X>9] c[IX-3]> 6] =[IX-E(X)| > 6].

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne, P(]X —3| > 6) < Eéf‘

Conclusion {]P(X >N %-

+oo
2) Ona[X »>9] = ku'} [X = k]. Les événements sont incompatibles, donc, par g-additivité,
k-1,
3

P(X > 9) =§;uﬁ(x =k)=§::(§)

=GV EE () =() %=
j=k-9 \3 3 jp\3 “Ag) 82

La majoration obtenue a la question précédente est valable pour toute variable aléatoire
d'espérance 3 et variance 6. Elle est bonne pour certaines, beaucoup moins bonne pour
d'autres.

1
78 & O,UDGIS.J

En particulier, si on considére une variable aléatoire Y telle que
1 5
Y() ={-339}, P =-3)=P¥=9)= = et P(Y=3)= &

On trouve E(Y) = 3 et V(¥) = 6.

1
P(Y-3|>6)=P([Y<-3]U[Y>9])=P(Y<-3)+P(Y >9) = 3
On ne peut donc pas obtenir de meilleure majoration valable pour toutes les lois d'espé-
rance 3 et variance 6.

Exercice 2 Application de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

2 Remarque
Rappelons que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev s'utilise :
» soit pour majorer la probabilité d'un événement de la forme [|X = E(X)| > €],
ou inclus dans un tel événement;
5 soit pour minorer la probabilité d'un événement de la forme [|X — E(X)| < €],
¢ oucontenant un tel événement,

1) [2<X<10] =[|1X - 6| < 4] =[1X - E(X)| < 4] 2 [IX — E(X)| < 4]. Donc
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V(X)
22

PR<X<10)>P(|X-EX)| <4)>1-

7
Ce qui donne {IF’(Z <X<10)> El

2) [5<X<7]=[I1X-6] <1] =[|X - E(X)| < 1]. Donc
P(5 <X <7)=P(X -EX)| <1)>1- "2
Ce qui donne (P(6<X<7)>-1]

Cette minoration n'apporte rien.

3) [X < 7]. Cet événement n'est inclus dans aucun événement de la forme [|X — E(X)| > €],
et ne contient pas d’événement de la forme [|X — E(X)| < £].

On ne peut pas appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
4) [IX = 6] > 1] = [|X - E(X)| > 1].
L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne ]P’(IX -EX)| > 1) < % D'ott

(P(1x-6l>1)<2]

Cette majoration n'apporte rien.
5) X >11]c [X <1]U[X > 11] = [|X — E(X)| > 5]. D’'on

|ur(x > 11) < P(IX = E(X)| > 5) < ;S-j

6) [X > 4]. Cet événement n'est inclus dans aucun événement de la forme [|X — E(X)| > €],
et ne contient pas d'événement de la forme [|X — E(X)| < £]. On ne peut pas appliquer
l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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Exercice 3 Approximation de loi usuelle

I} Y compte le nombre de succés (« avoir une cartouche défectueuse ») dans 1000 répéti-
tions d’expériences de Bernoulli mutuellement indépendantes. La probabilité de succes
est 0,002, Par conséquent,

[Y suit une loi binomiale de paramétres (1000; 0,0{]2).]

2) Lavaleur de 0,002 est petite (inférieure a 0,1). On peut approcher la loi B(1000; 0,002)
par une loi de Poisson de paramétre 1000 x 0,002 = 2.

Soit Z une variable aléatoire de loi P(2). Onadonc P(X > 5) = P(Z > 5).

4 k
P(Z>5)=1-P(Z<4)=1- 3 e2=
k=0 :

_oq =21 2 4 B 18
=1=8 (n!+1!+2!+3!+4!)
=1-=7e% = 0.053

Conclusion [IP(X >5= 5%.]
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Exercice 4
1) Onan > t,doncn —t > 0. D'aprés les propriétés de la valeur absolue,

Th—nlzn—-t]=[T,—-n>n—-tjU[l,-n<—-(n—-1t)]
= [T, » 2n—-t]JU [T, < t].

On a donc [[E‘T,.l <tlc|[|T,—n| > n—t].]

n n
2) a) Parlinéarité de I'espérance, E(T,) = } E(Xp)= 2 1=n.
k=1 k=1

Les variables aléatoires réelles (X} )y, étant indépendantes, de méme loi

V(T,) = Y V(X,) = no?.
Z !

Soit n > t, l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (B.T.) et la question 1) donnent

V(T ’
P(|T,—n|>n-t) < —= (B.T)
(l n I ) I:'.I't BJZ D(}nc 0< IP(T ‘: t) ‘; v(T:))z
P, <) <P(T,—n|>n-=1t)1)

V(T,)  no? _ a? A
m—t)2 n2(1—-t/n)2  n(l-t/n)? nsw

Le théoréme d’encadrement donne |'existence de sa limite et la valeur

Or

lim P(T, <€) = 0.

b) Soitt € R fixé. La suite ([X,, < t])n>1 est une suite décroissante d’'événements car

WE[Th1<t] = we[l+X,41<t] — w € [T, < t].

An41 J

D’apres le théoréme de la limite monotone (version probabiliste)

+oo i _
L[P( ng1 [T < t]) = nl-!.];noo PR =0

Exercice 5

F(MN[Xx>2])
P(X>2)

La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (M,M) donne

1) Par définition, @ = Py, (M) =

PX>2)=PMn[X>2)+PMn[X > 2)]).
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Convergences et approximations

En divisant par P(M n [X > 2]) > 0, on obtient

1 PX>2)  PMn[X>2)
a PMN[X>2]) +IF'(MH[X>2])'

PMN[X>2) a
PMn[X>2) 1-«a

Apres simplifications

2) Notons Y la variable aléatoire réelle donnant la durée de vie d'un souris mutante et Z
celle d'une souris normale. Par hypothése

E(Y)=3 et wm:(%) =%.

Comme une souris mutante ne vit jamais plus de 4 ans, on peut affirmer que
¥ >2]=[2<V <4]=[Y-EY)| <1].

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev impose

9 7
IP(Y}Z)—]P(IY—IE(Y)l<1)>1—E—E.

Par hypothése E(Z) = 1etV(Z) = 41.011 al[Z>2]=[|Z-1| >1].
Linégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

P(Z>2)=P(|Z-E@2)|>1)< %-

On peut maintenant calculer
PMN[X>2]) PMPy(X>2) POMPY >2)
PMN[X>2])) PMPzX>2) PMPEZ>2)

On déduit des résultats précédents :

a 7 7

2”1 M (%P5

Exercice 6 Inégalité de Chernov

Remarque

Linégalité de la question 1) s’appelle I'inégalité de Chernov. Elle est beaucoup plus précise

que l'inégalité de Markov, mais nécessite une hypothése beaucoup plus forte : I'existence
¢ d'une espérance pour e*,

1) Soitt € R}.Soita € R.
Commet > 0,ona[X > a] = [tX > ta]. Comme exp est strictement croissante, on a
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aussi [X > a] = [e*¥ > e*9].
Comme la variable aléatoire e'¥ est positive et qu'elle admet une espérance (par hypo-
these), on peut lui appliquer l'inégalité de Markov,

{IP(X > )= Fle¥ o) g (etx} ]

2) a) Soitt € RL. X est une variable aléatoire finie, e'* également. Elle admet donc une
espérance. D'apres le théoréme de transfert

n

E(e*) = Z ek P(X = k) = Z e“‘(:)p"'(l —pyrk = Z (:)(pet)k(l -p)nk,
k=0 k=0

k=0

et donc avec la formule du binéme de Newton, [E(e”‘) =(1-p+ pet)n.]

b) Lapplication f est dérivable sur R} avec pour tout t € R},

; 1 £ Ak

fi@= _E(l —ple z + 5 Pez;
Depiusf{t}:ii)ﬁpez;vil ple Zﬁe >t mt)ln(—w]

f(ln(l_p)) = cl-m(—) )2

p
= (1-p)’ / 2/p(1-p).

D'oli le tableau de variations

t 0 In (? +00
'@ = 0 +
2{p(1-p)
Finalement f admet un minimum donné par 2,/p(1 — p). I

c) Avec la question 2 a), on sait que, pour tout t € R}, la variable e** admet une espé-
® . n
rance. On peut donc appliquer la question 1) aveca = 5

_’1) E(e'*) _ (1-Jﬂl+;pne[)irl _ (1—p+pe‘)n

F(X > 2 ent/2 (et/2)n et/2

= (f(t))n.
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On obtient la meilleure majoration pour le minimum de f™ sur R3. Ce minimum est
atteint en méme temps que celui de f car x — x™ est strictement croissante sur R} et
f > 0.0n obtient, d’aprés 2 b)

P(X > 3) < (2/p-p)" = 2°(p(1 - P))*.

Exercice 7 Variante de la loi faible des grands nombres

1) a)

D'apreés les propriétés des variables de Bernoulli, V(X)) = pp(1 = pi).

Etudions la fonction polynomiale f

définie sur [0,1] par 5 0 % 1
fO=x1-0=x-x% [ ¥ 0 =
. 1
VXE[U,].], f(X)=1—2X JF / z ‘-.\\\
Donc¥ x € [0,1], f’x);:(}{:xq:g. 0 0

D'oti le tableau de variations ci-contre.

£ Z % P 1 i
En particulier, f posséde un maximum en <, Conclusion

lPour toutk € N*, V(X,) < EJ

v
=
9
—
¥
w
e
[~
o
v

Comme (X )y, est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, on a pour
toutn € N-,

1% 1 %
W(Yn)=V(;ZX:¢) = EZW(X")‘
k=1

k=1

1
Avec I'inégalité précédente, on obtient ‘ V¥, < 7 ]

Par linéarité de I'espérance

T 1
1 1
E(f) == > E(X) == ) pe=mp.
k=1 k=1

V(Ya)
g2’

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne  P(|Y,, —m,| <€) > 1—

Puis, d’apres la question 1 a) 1- <P(|Y,—-my|<e) < 1.

4ne?

Avec le théoréme d’encadrement, on conclut sur l'existence et la valeur de la limite

| lim P(|Y, —m,| <¢)= 1.1

=+
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2) a) Linégalité triangulaire donne |Y,, — m| < |V, = my| + |m, = m| < |V, = my| + /2.
On trouve
€
[lYﬂ - ?]lrll < E] c [lYn -m| < E].

D’aprés les propriétés des probabilités

|ur([rn —mal < £) < P(IY, —m| < s).}

b) Soit £ > 0. Par définition de la limite, il existe n, tel que, pour tout entier n > n,,
=l < 2
M, —m| < =
" 2

Soit n > ng, un entier.

P([Yp = mp] < 2) K P(|Yy =m| <¢) 2a)

1

1
Donc 1-—= < P(|Y,—-m|<e)<1
P(|Vy =l < £) > 1= =5 1b) ne? "

ne?

Avec le théoréme d’encadrement, on en conclut que

[ lim IP’(IY,.I—m|<E)=1.1
n—+ow

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 8

1) Notons X le nombre de roses vendues en une semaine. Comme X est a valeurs dans R,
et que X admet une espérance (égale a 60), on peut appliquer I'inégalité de Markov

E(X) 60 3
PE>BS 25 “ 56— 1

2) En connaissant la variance, on peut appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
11 faut d’abord remarquer [X > 80] c [X < 40] U [X > 80].

Donc [X > 80] c [|X — 60| > 20].

V(X)

502 . Concluons

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne P(|X — E(X)| > 20) <

P(X > 80) < P(|X — E(X)| > 20) < %
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Chapitre 1 Les raisonnements Page 3

Donnons un exemple pour chacun des trois raisonnements classiques :

La récurrence

Le raisonnement s'articule en quatre parties :
[. Lintroduction ot 'on énonce clairement I'hypothése de récurrence P(n).
I1. Linitialisation ot I'on vérifie 'hypothése de récurrence au premier rang.
[11. Uhérédité ot I'on prouve que la proposition P(n + 1) est vraie sous réserve que P(n) le soit.
[V. La conclusion oti I'on énonce clairement que la propriété P(n) est bien démontrée.
Toute rédaction doit comporter ces quatre points.

Exemple. Démontrons par récurrence que la propriété :

n

nfn+1)2
_P(n} : Z k2= #
4
k=0
est vraie pour tout nn € N.
0
A e L i , 0%- (0 + 1) .
+ Initialisation. D'une part, Z k* = 0. D'autre part, T = 0. P(0) est vraie.

Fn e k=0
+ Heredite.

Soitn € N. Supposons la proposition P(n) vraie, démontrons P(n + 1).Ona

n+1 n
Zka =Zk3+{n+1]3 \
k=0 k=0 -f d’aprés I'hypothése de récurrence
n?(n+1)?
B 1)}
n?+4n+1 n?+4n+4 n +2)?
I VL IS I CT R Y]

Ainsi, si la proposition P(n) est vraie, alors la proposition P(n + 1) est vraie.

» Conclusion. Pour tout n € N, P(n) est vraie.

Le raisonnement par I’absurde

Pour prouver qu'un énoncé P est vrai, on peut supposer que la négation de ce dernier est vraie et
aboutir a une contradiction.
Exemple. Soit u une suite réelle définie par la relation de récurrence :

VREN, Uppr=3Up®—Up+1 et Uy =1.

Justifions que la suite u ne converge pas vers une limite finie.
Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe £ € R tel que u, W 10 €. Dans ce cas,

— 2 _ —_— z _
L £ et 3u,t-u,+1 Py 3 -4+ 1.
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Par unicité de la limite, £ est solution de I'équation polynomiale £ = 3£% — £ + 1. Or, le discriminant est strictement
négatif (—8). Absurde, la suite 1 ne converge pas vers une limite finie,

Remarque. Rappelons la négation des quantificateurs. Soit P(x) un énoncé dépendant de x € E et
NonN P(x) sa négation.

* Lanégation de I'énoncé (EI x EE, ZP(:r)) est ( Vx € E, NoNnP(x) )
* Lanégation de I'énoncé (Vx €EE, P(x) ) est ( Jx € E,NoNP(x) )

Lanalyse-synthese

On applique ce type de raisonnement lorsqu’on souhaite déterminer des éléments x tel que I'énoncé
P(x) soit vrai. Il y a trois parties.
» L'analyse, ot I'on identifie les candidats possibles. On suppose que de tels éléments x existent, puis
on essaie de trouver des conditions nécessaires a |'existence de tels éléments,
« La synthese, ol I'on vérifie si le ou les candidats trouvés sont bien solutions. Autrement dit, on
regarde les conditions suffisantes.
¢ La conclusion, ot I'on regroupe les résultats des deux premiéres parties.

Exemple. En raisonnant par analyse-synthése, montrons que la fonction exponentielle s'écrit de fagon unique
comme la somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire.

+ Analyse. (recherche des conditions nécessaires)
Supposons que la fonction exp se décompose sous la forme exp = p + i oll p et  sont respectivement des fonctions
paire et impaire. Par suite, on a pour tout réel x,

exp(x) = p(x)+i(x) vl = e“+e* . L, :;_;i
done ot _Ze__,_. LB
exp(-x) = p(x)-ix) i) = —— by 2

On vient de prouver que si une telle décomposition existe alors elle est unique.

» Synthése. (recherche des conditions suffisantes)
Comme exp est définie sur R, on peut poser pour tout réel x :

et +e7¥ et —p™¥

plx) s —— et i(x)= ———-
De plus, on vérifie que pour x € K,
a—% 4 oX =X _ aX
pl-x)=—F—=px) et i(-x)=
Autrement dit, p et i sont respectivement paire et impaire. On a aussi
e¥ +e7% " et —e™*
2 2

p) +i(x) = = exp(x).

Il existe au moins une solution au probléme.

* Conclusion.
La fonction exponentielle s'écrit de fagon unique comme la somme d'une fonetion paire et d'une fonction impaire.

RAPPELS

553



554

Rappels

Chapitre 2 L’ensemble [R Page 21

Approximations et inégalites

Soient a et a’ deux réels. Lorsqu’on place ces deux nombres sur la droite réelle, la quantité |a — a’
représente la distance entre les deux points d’abscisse a et a’.
a a'

-

la —a|

i Y
L] i

On dira que a est une approximation de a a e-prés si |a — @| < & Par exemple, a 1072 prés:

e~272 m=314 V2=141 et In(2) =069

PROPOSITION somme/produit et inégalités
Soient ay, ... ay et by, .., by, des réels.
mn n
Si pour tout indice i € [[1;n]), a;<b; alors ¥ a;< ¥ by
=1 i=1
n i
Si de plus, ces réels sont positifs : Il a; < I b
i=1 i=1
THEOREME inégalité triangulaire
* Soient x, x' deux réels, l1x] = x’I] < |x + x'| < |x] + |x'].
mn mn
+ Soient n réels x,, X3, ..., Xp, Y xl< X lxl
i=1 i=1

Les intervalles de R

On dit qu'un sous-ensemble de & est un intervalle s'il s"écrit sous la forme

¢ ]—,a[ (ouvert, non borné); ¢ Ja.b[ (ouvert, borné);

¢ ]—o0,a] (fermé, non borné); * Ja.,b] (semi-ouvert, semi-fermé);

¢ ]a, + o[ (ouvert, non borné); ¢ [a,b[ (semi-ouvert, semi-fermé);

¢ [a, + o[ (fermé, non borné); ¢ [a,b] segment (fermé, borné)

e R=]—00,+ 00[; otta,b€Reta<b.
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Maximum/minimum - bornes supérieure/inférieure

DEFINITION majorant, minorant

On considére une partie E non vide de R. Soient M, m deux réels.
* M est un majorant de E si : VxEE, x < M.

Dans ce cas, on dit que E est une partie majorée.

« m est un minorant de E si : Vx€E, m < x.

Dans ce cas, on dit que E est une partie minorée.

+ Une partie minorée et majorée est dite bornée : JKeR*, Vx€E, |x|<K.
DEFINITION maximum, minimum
On considére une partie E non vide de R, on dit que

+ b est le maximum de E si : Y% € B, x<b et bEE.

» a estle minimum de E si : Vx€EE, a<x et a€kE.

Sous réserve d'existence, on note respectivement b=maxE et a=minE.
DEFINITION borne supérieure/inférieure

On cansidére un sous-ensemble E de R non vide,

* La borne supérieure de E est définie, sous réserve d'existence, comme le plus petit des majorants de
E. On la note sup(E).

* La borne inférieure de E est définie, sous réserve d'existence, comme le plus grand des minorants
de E. On la note inf(E).

Remarque. Si le maximum (resp. minimum) existe, alors max E = sup E (resp. min E = infE).
Exemple. Pour a,b € Raveca < b,

sup ]—,b] = sup]-,b[ = sup]a,b[ = supJa,b] = b.

THEOREME de la borne supérieure

Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.
Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure.

RAPPELS
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Chapitre 3 Ensembles, cardinaux Page 39
Ensembles
DEFINITION appartenance, comparaison d’ensembles

» Un ensemble A est constitué d'éléments x qui sont dit appartenir a A. On note x € A.

+ On dit qu'un ensemble A est inclus dans l'ensemble B, noté A © B, si tout élément de A est élément
de B. Avec des quantificateurs, cela devient

Yx€EA x€B.

¢ On dit que deux ensembles A et B sont égaux, noté A = B,si A € Bet B c A. Avec des quantificateurs,

cela devient
(vx€eAd, xeEB) ET (Vx€eB x€A4).

Remarque. Pour établir une égalité entre deux ensembles A et B, on raisonne souvent par
double inclusion. On établit A c B puis B c A.

DEFINITION ensemble des parties

¢ Considérons deux ensembles A et E. On dit que A est une partie de E (ou encore que A est un sous-
ensemble E) si A est inclus dans E.

« L'ensemble des parties de E est noté P(E).

Remarque. Si A et B sont deux parties de E, alors
A=B = (xef, xcAd < x€B)

DEFINITION complémentaire d’une partie

Soit A une partie d’un ensemble E. On définit le complémentaire de A dans E, noté A (en cas d’ambi-
guité, on utilise la notation CgA), comme la partie de E qui contient tous les éléments de E n'apparte-
nant pas a A, Autrement dit,

vx€E, ( xgA o =x€A )

On définit, de plus, le complémentaire de A dans B (on dit aussi B privé de A) comme I'ensemble des
éléments de B qui n‘appartiennent pas a A. On le note B \ A.
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DEFINITION union, intersection

Considérons un ensemble E, A et B deux parties de E. On définit
* La réunion de A et B, notée A U B, est I'ensemble des éléments de E qui appartiennent ¢ A ou a B.

vxeE, ( x€AUB & xeAOUx€eB );
+ L'intersection de A et B, notée A N B, est I'ensemble des éléments de E qui appartiennent a A et a B.

VxEE, ( x€EANB < x€AETx€EB ).

Exemples. Si A et B sont deux partiesde E,alors AUA=E, ANA=0etANB = A\B.

Généralisation. Considérons pour tout i € [, A; € P(E), on définit la réunion et l'intersection de
parties A; par

xEUAi<=(EIiEf.xEA[} et xEﬂAE=(VEE!.xEA[}.

el il

PROPOSITION lois DE MORGAN

Pour deux parties A, et A, d'un ensemble E,

AInAzT'IUA_z et A;UA, =A4A;N4,.

Généralisation. Considérons pourtouti € I, A; € P(E), les lois DE MoRGAN s'étendent

gu-07 « Na-Us

icl il icl iel

DEFINITION partition d'un ensemble

Une partition d'un ensemble E est un sous-ensemble de parties non vides de E deux & deux disjointes
dont la réunion vaut E. Autrement dit, (A;)i; est une partition de E si, pour touti € I, A; = 0,

UAFE et Vijel (i=j = An4;=0)
iel

DEFINITION produit cartésien

Soient A et B deux ensembles. On parle de produit cartésien, noté A x B, pour désigner I'ensemble des
couples dont la premiére composante appartient @ A et la seconde a B. Autrement dit,

AxB={(ab); a€AbeB}

Exemples. R? = RxR.La définition s'étend a un produit cartésien de n ensembles. Ainsi, pourn € N,
R" = R X +» X R est 'ensemble des n-uplets (x,, ... x,) ot pour touti € [1n], x; € R.

nensembles

RAPPELS
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Cardinal d’un ensemble et coefficients binomiaux

DEFINITION cardinal d'un ensemble

Lorsqu'un ensemble E a un nombre fini d'éléments, on dit qu'il est fini et on définit son cardinal comme
le nombre d'éléments distincts. On le note card(E).

Exemples. Si E = {0,1,2}, card(E) = 3 et card (P(E)) = 8.

PROPOSITION opérations sur le cardinal

Soient A et B deux parties d'un ensemble E de cardinal fini. A et B sont des ensembles finis, et
* si A c B, alors card(4) < card(B).

+ card(A) = card(E) — card(A).

* siAN B = 0, alors card(4 u B) = card(A) + card(B).

THEOREME formule du Crible
Soient A, B et C trois parties d'un ensemble fini E.
card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A N B);

card(AU B U €) = card(A) + card(B) + card(C)
—card(ANB) —card(ANC) —card(BNC) + card(AnB N C).

DEFINITION coefficients binomiaux

Soit (n,p) € N.
Le coefficient binomial (:) est le nombre de parties a p éléments dans un ensemble a n éléments.

Exemples. Pourp > n, (:) = 0.Et,

() (=2 = ()22

PROPOSITION formule explicite des coefficients binomiaux
o (n) n!
ourp < n, T . —
B p/ pin—p)
PROPOSITION formule du triangle de Pascal
+1
Soient n et p deux entiers naturels. (n) + ( . ) = (n )
p p+1 p+1
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1 (@)
11 R Q)
1 2 1 @ Q@ 6
i & & 3 () &) & Q)
1 4 6 4 1 @ 0O @ @ @
1 5 10 10 5 1 ) @ 6 G Q@ 6

1 6 18 20 15 6 1 (@ @ @ @ Q@ Q@ Q

Les 6 premiéres lignes du triangle de Pascal

PROPOSITION

vi
=
Soient n et p deux entiers naturels. 1T}
| 5=l :
Sip<n = e <
P P o
n nfn—1
Si p et n sont différents de 0, = - :
2 4 (P) P (P = 1)
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Sommes et produits

DEFINITION

¢ Soit (a;) ey une famille finie de réels.

Z a; et 1—[ a; désignent respectivement la somme et le produit de tous les nombres de la famille.
iel iel
* On appelle factorielle de n, que l'on note n!, l'entier naturel défini par
n

0l=1 et ¥neERN, n!=l_[k=1x2><3---xn.
k=1

Convention. Si ] est 'ensemble vide, alors ¥ a; = 0 et [] a; = 1.
st &l

PROPOSITION régles de calculs

Soient (ay)icp (by)ier deux familles finies de réelset A € R

Z(a;+b;)=Zm+Zb; et Z(ﬁ.ai]=12ai.

isl iel isl iel sl
l_[ (!{ﬂi} = Am(n l_-[ ay et l_[ (ﬂ[b[) = ( HGI) r (l_[ bl)‘
el el iel el i€l

Remarque. Lorsque I'ensemble I des indices est une partie de N?, on parle de somme double,

THEOREME cas des sommes doubles

Soient (p.n) € N2, I = [[1,p]] x [L.n] et (a;;)i jer une famille finie de réels.

n.p

=YY= a

(E,DE.I' =1 J‘=1 ,f=1 i=1
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Sommes usuelles

PROPOSITION sommes arithmétique et géométrique

Soientn € Netq € R\ {1}.

mn n

n(n+1 1= g™t

Z k = % et qu = 1+.

k=0 =0 9

n
Remarque. Pourgq = 1, Z g =n+1.
k=0
THEOREME formule du binéme de Newton

Soit n € M. Pour tous réels a et b,

(a +B)" = zn: (:)a"b“"‘.

k=0

Exemples. En reprenant le triangle de Pascal des pages précédentes,
(a + b)? = a® + 2ab + b?

(a+b)? = a®+ 3ab® + 3a°b + b3
(a + b)* = a* + 4ab® + 6a*b? + 4a3b + b*

PROPOSITION une identité remarquable

Soit n € N*. Pour tous réels a et b,

n=1
a®—b" = (a— b}z akp1k,
k=0

Sommes télescopiques

n-1
Soit (a;) ey ny une famille de réels. Z (agr —a) = ap — -
i=p

Pour s’en convaincre, on peut expliciter la somme
n=1
(i1 — i) = (apei — ap) + (apez — psi) + = + (An=1 — An=3) + (an — An=1) = an — ap.
f:p

RAPPELS
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Chapitre 5 Fonctions usuelles Page 69

Les définitions
DEFINITION parité et périodicité

« Soit f : I = R ot I est un sous-ensemble de R symétrique (si x € [ alors —x € 1), on dit que
—+ f est paire si pour tout x € I, f(—x) = f(x).
—+ f estimpaire si pour tout x € I, f(—x) = —f(x).
¢ Soient f : [ - RetT € R}. On dit que
— f est T-périodique si pourtoutx € Lonax+TE€letf(x +T) = f(x).
-+ f est périodique s'il existe T € R} tel que f soit T-périodique.

AN A

Y

Paire Impaire
A
r\/\/\&/\/\/\/\/\/\/\/\/\
A I 1
L ) i T ]
Périodique P LSS
U 1 1 b

Remarque. Graphiquement, dire que la fonction est paire (respectivement impaire) signifie que la
courbe représentative de f a une symétrie par rapport a I'axe des ordonnées (resp. une symétrie cen-
trale par rapport a l'origine).

Le graphe représentatif d'une fonction T-périodique est invariant par une translation.

DEFINITION monotonie

Soit f : 1 = R, on dit que

« f est croissante sur [ si pour tous x,y € I, x < y implique f(x) < f(y):

* f est décroissante sur I si pour tous x,y € I, x < y implique f(x) > f(y):
« f est monotone sur [ si elle est croissante ou décroissante sur I,
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Remarque. Soient f et g sont deux fonctions monotones telles que la composée h : x € I = g(f(x))
soit bien définie,

¢+ Sif et g ontle méme sens de variations, alors h est croissante.

+ Si f et g n'ont pas le méme sens de variations, alors h est décroissante.

Valeur absolue et partie entiére

« Rappelons que I'on définit la valeur absolue de a, notée |a|, par a si a est positif et son opposé

sinon, Autrement dit,
a si az0

Va€R, Ial:{—a si a < 0.

« Pour tout réel x, on définit la partie entiére de x, notée | x|, comme I'unique entier relatif n tel que

n<x<n+1.
" Fod
—4
1t
y = |x]
y = |x| { :
} 0 1
0 1 F

Fonctions exponentielle, logarithme et puissance

+ La fonction exponentielle est strictement crois-
sante et cuntinue avec
exp(x) — 0 et exp(x) — +oo.
plx) == plxj —s
Elle admet une fonction réciproque : la fonction lo-

garithme, notée In. Les deux graphes sont symé-
triques par rapport a la droite d'équation y = x.

Pour tous réels x, y, Pour tous réels x, y strictement positifs,
exp(x + y) = exp(x) - exp(y). In(xy) = In(x) + In(y).
= Soita € R.

— Si @ est un entier naturel, on définit simplement

vx€ER, xT=x-x--x

& termes

-+ Mais dans le cas ot @ € R\ N, on peut étendre la définition avec

Vx€]0,+ o], x%=exp(aln(x)).

RAPPELS
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» Ci-dessous, les graphes des fonctions x € R* = x?etx € R =~ x>, Ces deux fonctions sont bijectives.
On précise le graphe des réciproques,

3T
2 3 >
1 Vx
= | g i 2 3 4

Fonctions trigonométriques

On munit le plan d'un repére orthonormé (0;1; J).
A tout réel t, on associe par enroulement de la droite numérique un unique point M du cercle de
centre O et de rayon 1. Le point M a pour coordonnées ( cos(t); sin(t)).

+ Lafonction qui a tout réel t, associe le réel cos(t)

sin:t € R~ sin(t) € R

est appelée fonction cosinus, £ |
cos:t € R~ cos(t) € R sin(@) 8
| ; r= J
+ La fonction qui a tout réel t, associe le réel sin(t) ] .'
est appelée fonction sinus.
\ I 5
\ cos(8):

Valeurs particuliéres

. & . " « Les fonctions sinus et cosinus sont 2m-périodiques.
2} 01 = = = |z | = » Pour tout nombre réel t,
-1gcos(t) 1l et -—1cgsin(t)<1.

5 5
cos(@) | 1 e = = 0| -1 : y —

z z Z » Sinus et cosinus sont dérivables sur R avec

' . s
1z 5 cos' =sin et sin = cos.

sin(@) | 0 | 3 Tz 2110
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Pour tout x réel,

Soient a et b deux réels.

Formules d’addition

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb,
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb,
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb,
sinfa— b) = sinacosh —cosasinb.

AN

Formules

cos’x +sin®x = 1.

Formules de duplication

2

|

cos(2a) = cos® a —sin’a

2cos?a—1
=1-2sin’q,

sin(2a) = 2sinacosa.

4

sin

Graphes de cosinus et sinus

Chapitre 5

T
* Surl'ensemble D = R\ [E +km; k€ E}. On peut définir la fonction tangente par le quotient

sin

tan = —-

cos

La fonction tangente est m-périodique, impaire et dérivable sur D avec

tan’ = 1 + tan? = —-

1
cos?

mE

Graphe de tangente sur D,

RAPPELS
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Chapitre 6 Applicatiﬂns Page 87

Applications et compositions

DEFINITION application

Une application f est la donnée :

+ D'un ensemble de départ E ;

« D'un ensemble d'arrivée F ;

* D'un procédé qui a tout élément de E associe un unique élément de F.

Notation. Les applications de E dans F forment un ensemble noté A (E.F).

DEFINITION restriction, prolongement
* Soient f : E = F et E' < E. On appelle restriction de f a E', l'application fig. : E' — F définie par:
vx € E', fip(x) = f(x).

* Soientg : E' - F, f : E —» F et E' c E. On dit que f est un prolongement de g A E si g = fig.

DEFINITION composition

Considérons f : E = F et g : F — G, on définit la composition g o f par
of 2 { E - &
S W (165))

Attention. La composition n’est pas commutative, en général, f e g = g o f.
Exemple. Si on note id; : x € G = x € G, 'application identité sur I'ensemble G, alors f ¢ idg = f et

ideof = f.

Injectivité, surjectivité et bijectivité
DEFINITION application injective, surjective et bijective

Une application f : E — F est dite :

+ Injective si pour tout couple (xx') € E2, f(x)=f(x") = =x=x".
« Surjective si pourtouty € F, il existe x € E tel que f(x) = y.

« Bijective si elle est a la fois surjective et injective,
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Autrement dit, pour prouver qu'une application f : E - F est:
Injective, il faut justifier que chaque élément de F a au plus un antécédent (dans E);
Surjective, il faut justifier que chaque élément de F a au moins un antécédent (dans E);
+ Bijective, chaque élément de F a un unique antécédent (dans E).

PROPOSITION lien avec la composition

Soient E,F, G trois ensembles. Soient f : E = F, g : F = G, deux applications.
« Si f et g sont injectives, alors g ° f est injective.

* Si f et g sont surjectives, alors g © f est surjective,

« Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

DEFINITION application réciproque

Considérens f : E — F bijective, il existe une application g : F — E telle que

V) EEXF, ((x=g0) e y=f(x) ).

Lapplication g est unique, c'est I'application réciproque de f et est notée f 2,

Remarques. Soit f : E — F bijective.
+ Lapplication réciproque f~* est aussi bijective et (f %)™ = f.
* Deplus, fof'=idpg et f~lof=lidg.

PROPOSITION caractérisation de la bijectivité

Soit f : E — F. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
* f est bijective.
* [l existe une applicationg : F = E telleque: feg=idr et geof =idg.

Danscecas, g = f~*.

PROPOSITION composition et bijectivité

Soient f : E = Fetg: F — G. Si f et g sont bijectives alors g o f l'est aussi et

(gof)t=feg™

RAPPELS
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Chapitre 7 Polynomes Page 101

Polynémes, R[x]| et R, [x]

DEFINITION polynome
Une application P : R — R de la forme
P(x) =agt+ax+ - +a,x" avec (ag...a,) € R"™,

est appelée application polynomiale ou plus simplement polynéme.,

Remarque. Tout polynéme peut s'écrire sous la forme

P(x) = Z agxk,

keN

oll (ay)ken est une suite nulle a partir d'un certain rang.
Les nombres a,, a,, ..., a,, ... sont les coefficients du polynéme P.
Notation. Le polynéme dont tous les coefficients sont nuls est le polynome nul, noté Oz,

PROPOSITION unicité des coefficients

Soit P un polynéme a coefficients dans R pour lequel on peut trouver (ay) pey €t (by) ey tels que

P(x) = Z apx’ — Z bx®,

keN keN

alors pour tout entier naturel k, ay = by.

Remarques. * A l'aide de I'unicité, on peut définir sans ambiguité le degré d’un polynéme non nul
comme le plus grand indice pour lequel le coefficient est non nul. Ainsi, P est de degré n si

P(x)=ap,+ax+ - +apx™ avec (ag ..,an) ER™ et a, 0.

On note deg(P) = n. Par convention, le polynéme nul est de degré —co,

* Il y a quatre opérations importantes sur les polynémes. Considérons P,Q deux polynémeset 1 € R,
on définitalors P + Q, A+ P, PQ et P o Q par les relations

(P+Q)(x) =P(x)+Q(x) (Somme)
(A-P)(x) = A x P(x) (Multiplication par un réel)
(PQ)(x) = P(x)Q(x) (Produit)
(PeQ)(x) = P(Q(x)) (Composition).
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PROPOSITION opérations et degré

Soient P, ) deux polynémeset A € R.

* Sid =0 deg(d-P) = deg(P);

+ deg(P + Q) < max {deg(P),deg(Q)} avec égalité si P et Q sont de degrés différents;
* deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

¢ deg(P o @) = deg(P) deg(Q) si P et Q sont distincts du polynéme nul (0z).

Remarque. On peut rajouter une nouvelle opération : la dérivation.
mn

x € R~ P(x) = ¥ aix' € R est dérivable sur R, sa dérivée est donnée pour tout réel x par
i=0

n n-1

P'(x) = Z a,ix*t = Z(t’ + 1)@ xt
i=1 i=0
Si P n'est pas un polynome constant : deg(P') = deg(P) — 1.
DEFINITION polynomes dérives successifs

On définit les polynémes dérivés successifs de P par la récurrence :
PO =P e VmeN, P™)= (P(’"J)’.

On dit que P™ est le polynéme dérivé m-iéme de P.

Remarque. Si P est un polynéme de degré n, alors, pour tout m > n, P = 0gyy.

DEFINITION

+ L'ensemble des polynémes réels est noté R[x].
« Pour tout entier naturel n, l'ensemble des polynémes réels de degré au plus n est noté R, [x].

Liens avec les espaces vectoriels. > voir page 578,
» Les ensembles B,,[x] et B[x] sont des espaces vectoriels pour les opérations usuelles.

+ La famille (1,x, ... x™) est une base de R, [x] dite base canonique de R, [x].

« Un critére particulierement pratique pour justifier qu'une famille (@,.Q,, ....Q;) est une famille libre
est de remarquer qu'elle est de degrés échelonnés. C'est-a-dire,

deg(Q;) < deg(Q;) < - < deg(Qr).

RAPPELS
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Arithmetique dans R|x|

DEFINITION diviseurs

Soit (P,Q) € R[x]? avec P non nul.
On dit que P divise Q s'il existe R € R[x] tel que PR = Q. On note alors P|Q.

Vocabulaire. On dit encore que P est un diviseur de Q ou que Q est un multiple de P,

Remarque. Soient P,Q.R trois polynémes avec P non nul.

« Pourtoutd € R", A|P; * si P|Q et P|Ralors P|(Q + R);
¢ P|Ogpy et P|P; * si P|Q et Q|R alors P|R.
THEOREME division euclidienne

Soient A € R[x], B € R[x] \ {Ogy}. Il existe un unique couple (Q.R) € R[x]* tel que
A=BQ+R et deg(R) < deg(B).

Q est le quotient et R est le reste de la division euclidienne de A par B.

Exemples. « B divise A4 si et seulement si le reste dans la division euclidienne de A par B est nul.
* Le reste de la division euclidienne par x — a du polynéme P est P(a).
Racines, multiplicités et factorisation

DEFINITION racine

Soit P € R[x]. Un nombre a € R est une racine du polynéme P si P(a) = 0.

Exemple. Soit P(x) = ax? + bx + ¢ un polynéme de degré 2 (a # 0). P admet deux racines réelles
distinctes si le discriminant A = b? — 4ac est strictement positif.

Remarque. [l ne faut pas oublier qu'un polynéme est une application de la variable réelle. On peut
donc utiliser les théorémes classiques de l'analyse. Par exemple, a I'aide du théoréme des valeurs in-
termédiaires, on montre que tout polynéme de degré impair admet au moins une racine réelle.

PROPOSITION caractérisation d'une racine

Soient P € R[x] et a € R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

* g est une racine de P.
* Le reste de la division par (x — a) est nul.
* (x — a)|P, c'est-a-dire (x — a) divise P.
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DEFINITION multiplicité d’'une racine

Soitm € N,
+ Une racine a est de multiplicité au moins m si (x — a)™ divise P.
* La racine est exactement de multiplicité m si, de plus, (x — a)™** ne divise pas P.

Remarque. La proposition suivante caractérise la multiplicité a 'aide des dérivées successives,

PROPOSITION multiplicité et dérivée

Soient P € R[x], a € R et m € N. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

* a est une racine de multiplicité m.
* Pour tout k € [0,m — 1], P¥)(a) = 0 et P™(a) = 0.

PROPOSITION nombre de racines

Tout polynéme réel de degré n, non nul, a au plus n racines comptées avec multiplicité.

Méthode. La proposition précédente donne une méthode particuliérement efficace pour justifier qu'un
polynome est nul.

[l suffit de justifier I'un des énoncés suivants :

— le polynome admet une infinité de racines;
ou | — le polynéme admet strictement plus de racines (comptées avec multiplicité)
que son degré,

RAPPELS

PROPOSITION factorisation dans le cas réel

Tout polynéme réel P s'écrit sous la forme

P(x) = A(x —ay) " (x — @z) - (x — as) - Ry(x) - Ry (),

— A le coefficient dominant de P.
avec: | — (a@p)iequsy les racines réelles de P.

— pour tout indice i € [1,r]] R; est un polynéme réel de degré 2 sans racines réelles
(c'est-a-dire de discriminant strictement négatif).

Formule de Taylor

THEOREME formule de Taylor
Pour tout polynéme P € R[x] eta € R, P(x) = Z T (x—a)"
k=0
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Chapitre 8 CEI] C“] matl‘i Ci 91 Page 115

Généralites

« Pour (n,p) € N*?, une matrice de taille (n,p) est une application de [1,n] x [1,p] = R. On précise
cette application sous forme d'un tableau a n lignes et p colonnes.

* On note M, ,(IR) 'ensemble des matrices de taille (n.p) a coefficients dans R.

DEFINITION opérations matricielles

* La somme.
Soient A € My ,(R), B € My, ,(R). On définit la somme A + B par la formule

C=A+BeM,,(R) avec Vi€ [1n].Vj€[lpl ¢;=ay+by

ol ay j, by ; et c;j désignent le coefficient en position (i,j) de A, B et C.

* Multiplication par un réel.
On définit AA par

AA € My,(R) avec Vi€ ([1n], vje[1p]l. dij=4xay

olt dy ; est le coefficient (i.j) de AA.

« Produit matriciel,
Soient A € M, ,(R), B € M, ,(R). On définit le produit matriciel AB par la formule

P
C=ABE My (R) avec Vi€ [Ln], Vje[Lql c= Z agbr -
k=1

+ La transposition,
Soit A € My, »(R), on définit la transposée de la matrice A, notée ‘A, par

B="A=(b;) € Mya(R) avec Vi€ [Lp].Vj€ [Ln]. by =a;
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PROPOSITION régles de calculs

* Soient A, A' € M,,,(R), B, B’ € M, 4(R) et C = M,,.(R).
— Le produit matriciel est associatif, c’est-a-dire (AB)C = A(BC).
— De plus, pour tous A,y € K,

(AA)B = A(AB), A(AB + uB") = AAB + uAB' et (AA+ puA")B = AAB + uA'B.
* Soient A,B € M, ,,(R), C € M, ,(R) et Au € R

{4) = A, YAA + uB) = A*A + u'B, YAC) = T4

DEFINITION matrices particuliéres
On dit qu'une matrice carrée A = [nu) € M,(R) est

— diagonale si V@ij)eln]: i=j = ay=0

— triangulaire supérieuresi vV (ij) € [1n]?, i>j = ay;=0;

- triangulaire inférieuresi Vv (ij) € [In]?, i<j = a;;=0;

— symétrique si 4 =4
~ antisymétrique si A =-A
dy 0.-veen 0 GI;J e a%.ﬂ Ay 0.vves 0
TR T ' :
: ., 0 D b .o :
L 1 PR a o PR B L a
[} [P 0 d nn n,1 nn
; : matrice triangulaire matrice triangulaire
matrice diagonale o 8 e g
supérieure inférieure

Lien avec les systéemes linéaires

Soit § un systéme linéaire a n équations et p inconnues de second membre b = (b;);cicn € R" et de
coefficients a = (a; j)1<i<n € R"P.
1sjsp

QypXy F Q% o F A pXy = b,
az‘]_xl + az‘2x2 + o 4 ﬂz‘po = bz

ApaXy T AupXy + o+ QupXp = by.

RAPPELS
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On introduit les matrices rectangulaire et colonnes

Q13 Q12 0 Qp by X1
a a -oa b X
A= “ ” "P EM,p(R) et B= EZ € M,,(R), X= 52 € M,,(R).
Ani Qpz *° Qpp b, Xp
PROPOSITION écriture matricielle d’un systéme linéaire

Avec les notations précédentes,

(x4, ...Xp) est solution de § si et seulement si AX = B.

Inversibilite

DEFINITION inverse d'une matrice
Une matrice carrée A est dite inversible s'il existe une matrice B telle que
AB=1I, et BA=I,

La matrice B est unique, elle est notée A, l'inverse de A.

Remarques. « On démontre qu'il suffit de trouver une matrice B telle que AR = I,, ou BA = [,,.
« En reprenant les notations de la proposition précédente, lorsque p = n et 4 est inversible, il y a une
unique solution au systéme § obtenue a I'aide de X = A™!B.

PROPOSITION produit de matrices inversibles
Soient A, B € M,,(IR). 5i A et B sont inversibles alors le produit AB I'est aussi et

(AB)™' =B'A™L.

PROPOSITION inversibilité et résolution d'un systéme linéaire

Soit A € M, (R). Les propriétés suivantes sont équivalentes,

» A est inversible:
* Il existe B € M, (R) telle que V(X.Y) € M,;(R)>, AX=Y < X =BY.

Dans ce cas, B est l'inverse de A.

Remarque. La proposition précédente justifie la méthode de calcul de l'inverse a 'aide d'une résolu-
tion d'un systéme linéaire par un pivot de Gauss,
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PROPOSITION cas triangulaire et diagonale

Soit A € M, (R) une matrice triangulaire.

A est inversible si et seulement si les coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Dans le cas ott A est diagonale, on peut préciser l'inverse

dy 0s-eees 0 1/d, (AR A 0
0. d, | R
Si A= 0 alors A 0
O 0 d, 0-vvvveeesi0 1/dy
PROPOSITION inverse d'une matrice de taille 2

Soit A = [: 3] € M;(IR). On pose det(A) = ad — be. Alors

A est inversible si et seulement si det(4) = 0.

1 d -—b
Dans ce cas, l'inverse est ATt = det(d) [_C : ]

Puissances de matrices

DEFINITION puissances
Les puissances d'une matrice carrée de taille n, notée A, sont les matrices

AP =Ax-+-xXA ol p€EN-

;:Jr":».,-s

Précisons que, par convention, A° = [,,.
n

PROPOSITION formule du Binome dans le cas matriciel

Soient A, B € M,(R) telles que A et B commutent (AB = BA). Alors pour toutp € N,

4

(A+B)P = Z (z).qkav-k.

k=0

RAPPELS
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Chapitre 9 Systemes linéaires Page 147

DEFINITION systeme linéaire

Soient (np) € N*%, a = (aij)icicn € R" et b = (b)1cicn € R™. On appelle systéme linéaire a n
igjsp
équations et p inconnues de second membre b et de coefficient a, le systéme

ﬂlrlxl + ﬂlpzxz + see 4 'ﬂllpxp = bl
ﬂz_ixl + ﬂz_zxz b it 'ﬂszxp bz

ApaXy + QpaXy + o+ aypx, = b,.

Les quantités x,, ..., x, sont les inconnues du systéme.

+ Le systéme est dit homogeéne si le second terme, c’est-a-dire b, est nul.
* Résoudre le systéme consiste a donner I'ensemble des p-uplets (x;,x,, -+ x,) solutions. §'il n'existe
pas de tel p-uplet, on parle de systéme incompatible.

Laméthode dit du pivot de Gauss permet de résoudre tous les systémes linéaires. lllustrons la méthode
avec trois exemples caractéristiques,

Une unique solution
» Premiére étape. On procéde par opérations élémentaires pour obtenir un systéme équivalent plus
simple, dans l'idéal, un systéme triangulaire,

2x+ y— 4z =
§ 143Ix+3y—-5bz= 2
4x + S5y — 2z = 12
2x + y—4z= 10
_— S+ z= 2
Ly-Li—=L, -
Ly+Ly—2Ly 3}’ + 6z = 12
2x + y— 4z =10
e
Ly+-La—=2Ly 2y ey
4z = 8
2x + y—4z=0
— 3}'4‘22: 4
Bat-iky z=2



Chapitre 9

Attention. [l faut étre attentif au choix de son pivot pour étre siir de faire apparaitre un nouveau zéro,
sinon le processus ne s'arréte pas. On commence donc par mettre des zéros sur la premiére colonne

du systéme, puis sur la seconde, etc.

* Deuxiéme étape. On résout le systéme triangulaire. Ona z = 2, puis 3y = 4 — 2z = 0, c’est-a-dire

y = 0,puis2x = 4z—y = 8,d’oli x = 4. Finalement, il y a un unique triplet solution :| §; = {(4.[],2}].

Aucune solution

x—y+ z=2 Lim  Podk g
TR x+y+52=2 = 2y + 4z
2x — y + 4z = 3 Ly+Ly-2L, y + 2z

En effectuant L, — 2L;, on trouve 0 = 2, Absurde, il n'y a donc pas de solution :

Attention. Il faut toujours indiquer au correcteur les opérations effectuées.

Une infinité de solutions

2x+ 3y —z = -1
8 4 x+2y+3z= 2
3x+ 4y =5z = —4

x+ 2y + 3z= 2
1=Lu2x+3y-—z=—-1
C\3x 4+ 4y — 5z = —4

x + 2y + 3z = 2
Lo+Ly—21 == = SR
Ly*-Ly=3L, - 2y — 14z = —10

x+ 2y +3z= 2
- y— 7z = -5

On exprime alors les inconnues x et y en fonction de z vu comme parameétre. Il y a une infinité de

solutions données par

(5:={(112-8,5-7z2) |z€ R} ]
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Chapitre 10 Espaces vectoriels Page 157

Espaces vectoriels

Pour résumer, un espace vectoriel E est un ensemble muni de 2 lois « + » et « - » telles que :
* E est stable par multiplication par un nombre : VA€ R, Vu € E,A-u € E.

¢ E est stable par somme:Vu € EEVvE€E E,u+v€E.

« il y a de « bonnes régles de calcul » entre les lois « + » et « - »,

Par exemple :

» Yu€eE, 0 - u = 0g (le vecteur nul);

» Yu€E, viueR A-(u-u)=@Axp) u

» YVuveEvVvALueK, A-(u+v)=A-u+i-v et A+ u=1-u+p-u
- YA1€ER, Aru=0 &= 4=0ouu=0g

SiA=0 alors Aru=A-v = u=uwm
- Y (Au) €ER? ¥V (uv)€EE?:
Siu+0g alors Aru=p-u = A=p
Les éléments de E sont des vecteurs.
PROPOSITION exemples de référence

« R" est un espace vectoriel avec les lois + et - définies par
Yu=(x3,..2,) ERLYY = (¥, yn) ERLVYAER
UV =[x+ Y, X+ Vo, X+ V) et A-u=(Axx ..AXx).
* Lensemble M, ,(R) des matrices de taille (n,p) est un espace vectoriel pour les lois usuelles.

+ L'ensemble des applications d'un intervalle I a valeurs dans R est un espace vectoriel.

* Les ensembles R[x] et R, [x] respectivement des applications polynomiales et des applications poly-
nomiales de degré au plus n sont des espaces vectoriels pour les lois usuelles.

* L'ensemble A(I,R) des applications d'un ensemble I @ valeurs dans R est un espace vectoriel pour
les lois usuelles.

Attention. Un espace vectoriel n'est jamais vide.
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Combinaisons linéaires, sous-espaces vectoriels

Dans la suite, une famille finie de vecteurs de E estla donnée d’une liste finie (u.us, == uy, ) de vecteurs
de E. Le cardinal de la famille est alors le nombre de vecteurs.

DEFINITION combinaison linéaire

Soit (uy, ....uy) une famille finie de vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire des vecteurs u,, ... uy, tout vecteur v s'écrivant

n
v = Z Aiw; avecpourtout i € [1n], A; € R.
i=1

DEFINITION sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel et F une partie de E. F est un sous-espace vectoriel de E si

¢ F est non vide;

+ F est stable par somme, c’est-a-dire : V(uv)EF:, u+veF;

* F est stable par multiplication par un nombre, c’est-a-dire: VYu€F,YA€R A-u€F.

Remarque. Les sous-espaces vectoriels sont les parties (non vides) de E stables par combinaisons
linéaires.

Méthodes.» Pour vérifier que F est un sous-espace vectoriel, on se contente de vérifier que pour tout
nombre A et tous vecteurs u, vde F, 1 -u + v € F et F # (. Pour le second point, il suffit d’exhiber un
élément de F, le plus simple étant 0.

* De plus, on démontre que tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. Donc, en pratique, lors-
qu’'on souhaite prouver qu'un ensemble est un espace vectoriel, on montre que I'ensemble en question
est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de référence (R", R[x], M, ,(R)..)

PROPOSITION intersection de sous-espaces

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors l'intersection F N G est un sous-espace vectoriel de E.

Attention. En général, c'est faux pour la réunion.

DEFINITION sous-espace vectoriel engendré par une partie finie

Soient E un espace vectoriel et X une partie finie de E. L'espace vectoriel engendré par X est défini
par l'ensemble des combinaisons linéaires d'éléments de X. On le note Vect(X).
Autrement dit, si X = {uy, ....up}, alors

Vect(X) =

n
vEE ‘3{;11,.....1.,,} € R", D=ZJ;-HE].
i=1

RAPPELS
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Remarque. Comme son nom l'indique, Vect(X) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, il
contient le vecteur nul,

Vocabulaire. » Un espace vectoriel engendré par un vecteur non nul est une droite vectorielle.
+ Un espace vectoriel engendré par deux vecteurs non colinéaires est un plan vectoriel.

drée par

Plan engendré par (u,v) 4

Pour rappel, deux vecteurs u, v sont non colinéaires s'ils sont non nuls et il n'existe pas de réel 4 tel
queu =4-w

Familles génératrices, libres et bases

DEFINITION famille libre finie

Soit E un espace vectoriel et m € N°, on dit que la famille F = (uy, ... up,) de vecteurs de E est une
famille libre si la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire a coefficients nuls. Au-

trement dit,

m
Y (A dy) € R, (ZAN“: 0; = Vie[Lm] ,1,-=u)‘
=1

Remarque. Soit (u,v) € EZ La famille (u,v) est libre si et seulement si les vecteurs u et v sont non-

colinéaires.
Exemple. Dans les cas des polynomes : une famille fine (Qy, ....Q,) de R[x] est une famille libre si elle
est de degrés échelonnés, C'est-a-dire,

deg(Q,) < deg(Q;) < - < deg(Q,).

DEFINITION famille génératrice finie

Soit G = (uy, ..., up) une famille finie de vecteurs de E.
On dit que G est une famille génératrice de E, si tout vecteur de E peut s'obtenir comme combinaison
linéaire a partir des vecteurs de §. Autrement dit si,

p
Pour tout vecteur v € E, il existe A,, ...,A,, € R tels que v = 2 Apuy

f:l

Remarque. Sous forme condensée, G est génératrice de E si Vect(§) = E.
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DEFINITION base

On appelle base d’un espace vectoriel E, toute famille libre et génératrice de E.

Exemples. Les bases canoniques de R", R, [x] et M, ,(R).

+ La famille (e;);=1.n 00 & = (0, ...,0,1,0,...,0) avec 1 en i-éme position est une base de R".
+ La famille (1, x,x2, ..., x™) est une base de R, [x].

* La famille des matrices élémentaires (E;;)1cicn est une base de M, ,(R). Pour rappel, la matrice
1gj<p
élémentaire E; ; est la matrice ne contenant que des 0, sauf un 1 en position (i,j).

4| 1) P e Dy 07
0O , O

2 BT 01 0:cc-vns 0f=E.
B - D

g lbowsos e s i 0.

Coordonnées dans une base

PROPOSITION coordonnées d’'un vecteur dans une base

Soient E un espace vectoriel et B = (uy, ... ,uuy) une famille finie de E a n éléments.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

* B est une basede E;

* Pour tout vecteur v de E, 5
il existe un unique n-uplet (x,,x,,..,x,) € R" tel que v = ¥, x; - u;.
i=1

Dans ce cas, (x,, ....x,) sont les coordonnées de v dans la base B.

DEFINITION matrice colonne des coordonnées d'un vecteur

Soit E un espace vectoriel de dimension finie dont B = (e, ... .e,) est une base.

Soit u € E dont (x4, ...x,) sont les coordonnées dans la base B. On définit la matrice colonne des
coordonnées de u dans la base B par

RAPPELS
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Chapitre 11 Exemples de suites récurrentes rage1m1

Une suite réelle est une applicationu : N — R,
Il existe principalement deux maniéres de définir une suite :
» De maniére explicite. On donne une formule générale, Exemples :

n+3n+1
{Bn}nENr ((_1)11)?1&.”‘ (CI’_‘IS(H * 1))125”' ( 4n2 + 1 )IlEN

» De maniére récursive. Le calcul du n-iéme terme u,, suppose la connaissance des termes antérieurs
uy, pour k < n, Par exemple, la suite de FiBonaccl est définie par

ug =0, u;=1 et VYneN iy =1uUps +uy

Ainsi les premiers termes sont 0,1,1,2,3,5,8,13,

Les exemples qui suivent sont de type récursif,

Suites arithmétiques et géométriques

La suite arithmétique de raison r € R et de premier terme u, est la suite définie par

VneN, wu,,=u,+r.
[ J

On a par récurrence

{Vn EN, u,=nr+ un.]

La suite géométrique de raison q € R et de premier terme u, est la suite définie par

[-‘D' neN, ., = qun.]

On a par récurrence

[‘D’n EN, u,= q“u,,.]
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Suites arithmeético-géomeétriques

Une suite u est dite arithmético-géométrique s'il existe deux réels e, § tels que
VrReEN, u,,, =au,+p.

Rappelons la méthode pour obtenir la formule explicite d’une telle suite.

1
Prenons I'exemple de : ug=1 et VYneN, u,, = 5" Un ~ 1.

I-Toutd'abord, on calcule «le point fixe » £ de la relation de récurrence obtenu en remplagant chaque
terme par € :

1
==f—-1 = {=-2,
2
11 - Puis, on introduit la suite auxiliaire : vneEN, vy = Uy — 1.

On constate alors que la suite v est une suite géométrique de raison 1/2,

1 1 1
VREN, Vpei=Unsyi+2= Stn—1 +2= E("“+2) = > ¥n,

vs'écritdoncsouslaforme: ¥YneHN, Vp=—= = —

I11 - Finalement, la formule explicite est :

VneN, u,=v,+4f=—-—2.

Suites recurrentes linéaires d’ordre 2

Une suite réelle récurrente linéaire d'ordre 2 est une suite pour laquelle
J(a.fp) € RZ\{(0,0)}, Vn€EN, u,,=au,,+Fu,.
On associe |'équation dite caractéristique

X2=ax+f d'inconnue x € R.

PROPOSITION formule explicite

Notons A = a? + 4, le discriminant de I'équation caractéristique.
« SiA > 0, alors il y a deux racines réelles distinctes x,, x, et

(Au) ER?, VneN, u,=Ax"+pux,"
« SiA =0, alors il y a une racine double x, et

F(Au) EREL VnEN, u,=(@A+un)x,"

RAPPELS
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Chapitre 12 Etude globale des suites Page 191

Les définitions
DEFINITION suite majorée, minorée et bornée

Une suite réelle u est dite

« minorée s'il existe m € R tel que pour toutn € N, u,, > m;

* majorée s'il existe M € R tel que pour toutn € N, u,, < M;

« bornée si elle est minorée et majorée. Il existe K € R, tel que pour toutn € N, Ju,| < K.

Attention. Les réels m et M sont indépendants de n.

DEFINITION suite croissante, décroissante, monotone

Une suite réelle u est dite

* croissante si pour toutn € N, u,, < w4,

+ décroissante si pour tout n € N, u, » Upeq)

« monotone si elle est croissante ou décroissante.

DEFINITION limites d'une suite

* Une suite (u,), converge vers un réel £ si tout intervalle ouvert contenant £ contient les termes uy
pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d'entre eux. On dit aussi que la suite admet une limite
finie,
Si la limite existe, elle est unique. On note lim u, = { ouencoreu, — ¥.

n—=+00 n—+00
* Une suite (uy), tend vers +o si tout intervalle de la forme [a, + o[ (avec a € R), contient les termes

Uy pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d'entre eux.

On note lim u, = + ouencoreu,, — -+,
=400 n=++00

Remarques. « La définition s'adapte au cas u,, = —o.

* On peut traduire la définition u, = £ avec des quantificateurs.
=400

veeR!, In,EN, VpEN, (p}nu=>|up—{'|<£).

* On montre qu’'une suite convergente vers une limite finie est bornée.
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PROPOSITION relation d’ordre et limites
Considérons deux suites u et v convergentes telles que pour tout entier n, u, < vy. Alors,

lim u, < lim v,
n—++00 n—++03

Limites et opérations algébriques

Rappelons dans deux tableaux le comportement de u + v et ur lorsque I'une au moins des deux suites
a une limite infinie. Fl signifie que la forme est indéterminée. Le signe du produit s'obtient par la regle
des signes. Enfin { appartienta R.

lim u, -0 400 - f £ lim u, to ££0 0
n—+o2 n—+oo
lim v, -0 400 400 400 —00 lim v, +oo +oo +o0
n—=+00 n—=+00
lim (u, + v -0 40 FI +00 —0 lim (u,v +oo +o0 FI
H—“+00‘( L4 ﬂ) ﬂ.—"‘fm( " ﬂ)

Exemples de limites

A partir des limites de fonctions usuelles, on démontre que pour (i, ),z une suite réelle telle que

Y 2 £ € RU{+oo}
* SifeR: en — ef, sin(u,) — sin(f) et cos(u,) — cos(f).
Nn—++00 n—s+00 n—=+oo

o + o o o
« Sif € R}, alorspourtouta € R, u, S £% et In(uy) s 3 In(£).

* Sif =0etpourtoutn € N,u, >0, In(uy) e Mz

¢ Sif=+tom, en. — 4o et In(w, — +oo
n=+o0 =400

* On ne peut pas conclure directement sur les limites de (cos(un))nen et ( Siﬂ(ﬂn)]néﬁ-

PROPOSITION croissances comparées et factorielle

n® In(n)” exp(an
() — 0 et i(_]_.;(},

Pour tous e, § € RY, —_— = 0, —
B exp(fn) ns+oo nf n-tx n!  n-4e

RAPPELS
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Théoremes de convergences

PROPOSITION

Soit u une suite telle que les suites (Uzp )nen €t (Uznt1 )nen convergent vers une limite commune £ € R
Alors u converge aussi vers £.

THEOREME d’encadrement
Considérons trois suites réelles u, v et w.

Si — Les suites u et w convergent vers une méme limite £,

— Pour tout entier n a partir d'un certain rang, u, < v, < Wp.
Alors la suite v converge vers £.

Remarque. On parle aussi de théoréme des gendarmes,

PROPOSITION minoration
Considérons deux suites réelles u et v.

Si | — Pourtoutn € N, u, < v,;;
— u tend vers +w;

Alors la suite v tend vers +o,

THEOREME de convergence monotone
Soit u une suite réelle croissante. Les phrases suivantes sont équivalentes :

* la suite converge vers une limite finie;
* la suite est majorée,

Sinon, la suite tend vers +oo,

Remarque. De méme, si u est une suite décroissante :

u converge vers une limite finie si et seulement si elle est minorée, Sinon, elle tend vers —co,
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THEOREME suites adjacentes
Considérons deux suites u et .

Si | — uestcroissante et v est décroisssante a partir d'un certain rang ng et si
— la différence u — v tend vers 0,
alors les suites u et v, dites adjacentes, convergent vers une méme limite £.

Pour toutn > ngy : Up L% Vh
A
L 3
L ]
P
* * *
L
T + -
La limite . * * . * .
P T e
x X &
2 >
X
& Uy
x
X
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Chapitre 13 Limites Page 217

DEFINITION limite finie en un point
Soient f : I = R et x, un élément de I ou une extrémité de I.

On dit que f admet une limite finie { € R en x, si, pour tout réel € > 0, il existe un réel > 0 tel que
pour tout x € Jx, — n.xo + [N 1 |f(x) — €] < & On note lim f(x) = .
X=X

Remarque. De méme, on peut définir les limites a gauche et a droite.

PROPOSITION limites a gauche et a droite
Soient f : I — R et x, un élément de I a l'exclusion des extrémités.
f admet une limite en x, si et seulement si la limite a droite et a gauche existent et sont égales.

DEFINITION limite infinie en un point
Soit f une fonction définie sur ] =]a.x,[ U ]xq.b[.

+ On dit que f admet +oo pour limite en x, si pour tout réel 4, il existe un réelp > 0 tel que pour tout
x Elxg —nxe+n[nj, f(x) > A

« De méme, on dit que f admet —o pour limite en x, si pour tout réel B, il existe un réeln > 0 tel que
pourtout x € Jx, — n.xg +n[NJ, f(x) < B.

Remarque. On adapte les définitions pour des limites lorsque x = +00 ou x = —oo,

PROPOSITION

croissance de la limite
Soient f,g: 1 - R ££' € Retx, € I U {+o).

Si | — Pourtoutx €l f(x) € g(x);

- f(x) =4 et g(x) o LU Alors €< {'.

Dans la suite, I est un intervalle et I désigne I complété avec les extrémités.
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Théoremes de convergence

THEOREME composition de limites

Soientf: 1 —],g: ] — R xq €U {+w}, y, €] U [+wo}etf € RU {+oo)},

¥Y-+¥o

(F@ 27 e g0) 22 ) = gof() 2 ¢

THEOREME existence de la limite par minoration et encadrement
* Soient f,g : I - Retx, € 1U {+c0}.
Si | — Pourtoutx €l flx) < g(x):
— fi(x) -\':;Tn +00; Alors  g(x) x:;n +co,
* Soit{ € R.

Si | — Pourtoutx € I, f(x) < g(x) < h(x):

-+ f(x) x:;, £ et h(x) xﬁ-‘_;'n 4 Alors g a une limite en x, et g(x) r:;n L. .

- |

L

a.

[ ) 1
THEOREME de limite monotone (ou de convergence monotone) g

Soienta,b € RU {+0}, f :]a,b[ = R et x, €a,b[. Si f est croissante, alors
* f admet en x, une limite finie @ gauche et une limite finie a droite avec

}13}1; f(x) < f(xo) < xlg;} f(x).
« [ admet une limite finie en a si et seulement si f est minorée. Sinon, f(x) e
xX—

* f admet une limite finie en b si et seulement si f est majorée. Sinon, f(x) =2 koo,
x-b-

Remarque. Le théoréme s’adapte au cas des fonctions décroissantes,

THEOREME limites usuelles/ croissances comparées
sinx et —1 In(1 + x) 1 — cos(x) 1
. — =1, — 1, —_— 1 & — — =
X x-0 X =x-=0 x x40 x2 x—0 2
2 In(x)“

» Pourtous a, f € RY, o0 et x'In() ra v

exp(fx) x—+e xP a0
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Chapitre 14 ContiHUité Page 225

Définitions et premieres propriétés
Dans la suite [ désigne un intervalle ou une réunion d'intervalles de R.
DEFINITION continuité en un point a, continuité sur /
Soient f : [ - Reta € I, f est continue en a si f admet une limite en a et
lim £(x) = f(a).

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Remarque. Soient [ un intervalle et @ € I. Si a n'est pas un des bords de I, f est continue en a si et
seulement si la limite a gauche et a droite existent et valent f(a).

PROPOSITION opérations usuelles

« Soient f, et f, deux fonctions de I dans R, et soita € I.
— S8i f, et f, sont continues en a, alors f, + [ aussi.
— Sid € Ret f; est continue en a, alors A - f, aussi.
— Si f, et f, sont continues en a, alors f, - f, aussi,
« Soient ], ] deux intervallesde Retf: 1= [, g: | = R
Si f continue en a et g continue en f(a) = b, alors g ° f est continue en a.

« Soit f continue sur I. Si f ne s‘annule pas sur I, alors — est bien définie et continue sur I.

f

DEFINITION prolongement par continuité

Soit f :]a,b[ = R. On dit que f est prolongeable par continuité en a si la limite en a a droite existe
et demeure finie. On convient alors de poser f : [a,b[ = R par

fx)=f(x) si x€lab[ et f(a)=limf(x).

X=a

De sorte que f soit continue en a.

Remarque. De méme, on définit le prolongement a gauche ou sur un intervalle épointé I \ {a}.
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Théoremes généraux

THEOREME des valeurs intermédiaires

Soit f : I — R continue.
Alors pour tout (a,b) € I? avec a < b, pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe au moins
un réel ¢ € [a,b] tel que f(c) = y.

Remarque. Soit f : I — R avec ] un intervalle de R. Notons f(I), 'ensemble des images de f,

f(I)=[yEIR13.rE.’, y=f(x)]= [f(x):xef}.

Le théoréme précédent affirme que f(I) est un intervalle.

THEOREME image d'un segment

Pour toute application continue f : I = R ot I est un segment de R, l'image f(I) est aussi un segment.
Alors, f admet un minimum et un maximum et

f) = [m}in T mjaxf] :

Remarque. On dit alors que f est bornée et atteint ses bornes. Il existe «, § tels que

vxel, f(a)<f(x)<f(p)

RAPPELS

THEOREME de la bijection

Toute fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle I définit une bijection de I sur
l'intervalle f(I). Sa bijection réciproque est elle-méme continue et a le méme sens de variation.

Exemple. La fonction tangente sur |- /2, n/2[ est strictement croissante, continue avec

tan(x) — 4+ et tan(x) — -
x=(mjz)~ x=(-mf2)*

D’apres le théoréme de la bijection, on peut définir I'application arctangente R — |—n/2,n/2[ comme
la réciproque de la restriction de tangente a |—n /2, /2].

Rappel. Le graphe de l'application réciproque f ~* s'obtient par symétrie par rapportala droite d'équa-
tion y = x a partir du graphe de f.

PROPOSITION continuité et suite

Soienta € l et f : I — R continue en a. Pour toute suite (u, ) ey d €lements de |,

(wn—=a ) = ( fem) = f@ ).

N=+00 nN—=+00
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Chapitre 15 Dérivation Page 245

Definitions et regles de calculs

DEFINITION

Soientf : I - Reta € I
« f est dérivable en a si le quotient

est unique et notée f'(a).
+ f est dérivable sur I si elle est dérivable pour tout réel de I. Ainsi, on définit la fonction dérivée par

{ I - R
fis ,
a ~ f'(a).

* Graphiquement, f est dérivable en a s'il existe
une tangente a la courbe, L'équation de la tangente
est alors

f)-fla)

admet une limite finie en a. Si cette derniére existe, elle

Graphe de f

Tangente
y = f(a) + f'(a)(x — a). g
* Le terme f{.r::ﬂ(a) est le taux d’acroissement de / :
fentreaetx. -~ a
PROPOSITION regles de calculs

Soient f et g deux fonctions dérivablesen a et A € R.
« Les fonctions A - f et f + g sont dérivables en a avec

(Af)'(a) = Af'(a) et (f+g)'(a) =f'(a) +g'(a)
* La fonction produit f - g est dérivable en a avec
(f-9) (@ = f'(@g(a) + f(@)g'(a)-

+ Si g(a) = 0, la fonction f /g est définie dans un voisinage de a et dérivable en a avec

({)’ @ < @@~ f@3'@)
9 g*(a)
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THEOREME composition
Soient f : I = Jet g : ] = Rou I et] sont deux intervalles de R.

Si | — fdérivable en aet
- g estdérivableen b = f(a),

alors g o f est dérivable en a avec (go f)' (@) = f'(a) x g'(f(a))-

THEOREME application réciproque
Soientf :1— J,a €leth = f(a).
Si | — f estbijective et

— f estdérivable en a avec f'(a) # 0,

1 1
7@~ P )

alors f~* est dérivable en b avec (j““)Jr (b) =

Application. La fonction arctangente est définie et dérivable _ __ __ __ _ __ |

. nw /2

sur R et a valeurs dans ]—E'E avec
vxeR f : |
(= 5 t i "

x artan(x) =oo—gt e |

—-m/2

THEOREME développement limité a l'ordre 1

Soient f : I = R et a € I. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

* f est dérivableen aet A = f'(a);

* f admet un développement limité a l'ordre 1 en a.
C'est-a-dire, il existe A € R et une fonction  : [ = R tels que pour tout x € I,

f(x) = f(a) + A(x —a) + (x — a)e(x) avec E(x):aﬂ.
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Théoremes généraux

THEOREME extrema - condition nécessaire
Soitf: 1R

Si | — f admetun extremum local en a,
— f estdérivable en a, et
— a appartient a un intervalle ouvert inclus dans I, alors f'(a) = 0.

Vocabulaire. On parle de point critique lorsque f'(a) = 0.

Remarque. La réciproque est fausse : tout point critique ne donne pas un extremum. x ~ x* en 0
fournit un contre-exemple.

THEOREME de Rolle

Soit f : [a,b] = Raveca < b.

Si | — f estcontinue sur [a,b],
— f estdérivable sur]a,b|, et
~ f(a) = f(b),
alors il existe ¢ € Ja,b| tel que f'(c)=0.

THEOREME égalité des accroissements finis

Soit f : [a.b] = R aveca < b.

Si | — f estcontinue sur[a,b] et
- f est dérivable sur ]a,b[,
F(b) - f(@)

alors il existe ¢ € |a,b| tel que f'(c) = T

THEOREME inégalité des accroissements finis
Soit f : [a.b] = Raveca < b.

Si | — f estcontinue sur [a,b],
— f est dérivable sur]a,b|, et
L, £ =k r = 7
f' est bornée par m xE;]t.}.l.fb[f (x)etM xz}{:!%tf (x).

alors m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b — a).
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THEOREME variations et dérivée

Soit f : 1 = R dérivable ot | est un intervalle de R.
« Si f est de dérivée nulle sur I alors f est une application constante.

* Les propriétés suivantes sont équivalentes
— f est croissante surl;

= f'(a) > 0 pourtouta €I

« De méme, f est décroissante sur I si et seulement si f'(a) < 0 pour touta € I.

Remarques. ¢« Il ne faut pas oublier la condition « I est un intervalle ».
+ L'équivalence devient fausse dans le cas de la stricte monotonie. Lénoncé suivant est alors pratique.

PROPOSITION stricte monotonie
Soit f : I — R dérivable sur l'intervalle I.

Si | — f' estpositive surl et
— f' ne s'annule qu'en un nombre fini de points,

alors f est strictement croissante sur I.

Le cas des fonctions de classe C'

Dans la suite, on dit qu'une fonction f : I — R est de classe C* sur [ si f est dérivable et la fonction
dérivée [’ est continue sur I.

THEOREME prolongement de classe C!

Soient | un intervalle et a € .

Si | — f estune fonction de classe C* sur I\ {a} et continue en a, et

= f"(x);:lf eER

alors f est de classe C* sur I et f'(a) = £.
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Chapitre 16 Intégration

Page 265

Intégrales et aires

DEFINITION

ab el

droites d'équation x = a, x = b.
On la note

f ” et

Soient f : I — R une fonction continue, positive et

Lintégrale de f de a a b est l'aire de la partie déli-
mitée par la courbe de f, l'axe des abscisses et les

intégrale et aire

[2 f(2)dt

Cy

=

e pm———m———-

DEFINITION

Soient f une fonction continue sur [a,b] et n un entier naturel non nul.
Les sommes de Riemann d'ordre n associées a f sur [a,b] sont

Salf) = bi;lﬂz,r(am?) et T =2 fla+k
k=0 k=1

sommes de Riemann

b

—a

¥

n

Pour k € [[0.n — 1], la quantité

b_af(a+kb_a)

représente l'aire du rectangle de

hauteur f(a +k?) et de base =2,
Ainsi, 5, (f) désigne la somme des
aires des rectangles,

A

PO L
n

Plus n est grand, plus les rectangles épousent la forme de la courbe. A la limite, on retrouve l'intégralité

de la courbe.



Chapitre 16

THEOREME convergence des sommes de Riemann

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Les suites (Sy(f)), _.. €t (Ta(f)), ,,. convergent et

b
lim S,(f) = lim T,(f) = j (o) dt.

Primitives
DEFINITION primitive

On dit qu‘une fonction f : I = R admet une primitive F : | = R si F est dérivable sur I et

F'=f.
Fonction Intervalle de définition Expression des primitives, C € R
@ L - a+1
x=x%acR\{—-1} R? =3 +C
1
s R, ouR} In(|x]) + €
exp R e*+C
In R} xIn(x)=x+C
sin R —cos(x)+C
cos R sin(x) + C
T T
tan & k:fr.vé- +kn| (k€X) —In|cos(x)| + €
1 1 x
X ¥ e, G E R R —arctan| =]+ C
a® 4 x2 a a
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Remarque. Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F,, F, deux primitives de f, alors, il
existe un réel C tel que
Yx €l Fi(x) =E(x)+C.

Fixons a € L. Alors pour tout y, € R, il existe une unique primitive de f telle que F(a) = y,.

PROPOSITION intégrale d'une fonction

Si f est continue sur un intervalle I, pour tous a,b € I, alors

b
L f(£)dt = F(b) — F(a),

ott F est une primitive de f.

Remarques. * Cette égalité est indépendante du choix de la primitive.
* Dans ce cas,

X

I'application x ~ J’ f(t)dt est l'unique primitive de f qui s’annule en a.

a

PROPOSITION relation de Chasles
b c b
Soit (a.b,c) € I?, I f(t)de = f f(e)de + J' f(t)dt.
a a C
PROPOSITION croissance

Soit (a,b) € I* tel que a < b. Soient f, g : I = R, deux fonctions continues telles que

vte[ab]l, f@t)<g(t).

b b
Alors, ff(t) dt < f g(t)dt.

Remarques. « On en déduit 'inégalité triangulaire.
Soient f : I = R une fonction continue eta,b € I.

b b
Si a<b alors ff(t)dt|<J |f(t}|dt.

» La proposition précédente est une conséquence de la positivité de l'intégrale. Si f est continue, po-
sitive avec a < b alors

b
ff(r)dt > 0.

La proposition suivante précise le cas d'égalité.
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PROPOSITION

Si | — f: [a.b] = R estcontinue sur [a,b],
— f est positive sur [a,b],

b
2 f f(t)dt =0, alors f est nulle sur [a,b].
a

Calculs des intégrales

Pour calculer une intégrale, on utilise principalement trois méthodes. La recherche directe d'une pri-
mitive (voir tableau), l'intégration par parties et le changement de variable.

THEOREME intégration par parties

Considérons deux fonctions w,v : [a,b] = R de classe C*. Alors

b A
J; u'(Hv(t)dt = [1;.:(1_“)1.7(t)]ul - J; u(t)v'(t) de.

THEOREME changement de variables

Soient I, ] deux intervalles de R et a,b € ]. Soient f : I — R continue et ¢ : | - I de classe ¢*. Alors,

@(b) b
[ o= [ fom)e@ae.

pla) a

Application. Soit f continue sur I = [—a,a]. A I'aide du changement de variable u = —t, on prouve :

a a
« Si f est une fonction paire sur/, alnrsj f(t)dt = 2[ f(t)dt.
-a 0

a
* Si f est une fonction impaire sur [, alors f f(t)dt = 0.
={
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Chapitre 17 Probabilités finies Page 285

Une expérience aléatoire est une expérience dont l'issue est incertaine. On regroupe l'ensemble de
tous les résultats possibles dans un ensemble 0, appelé I'univers des possibles. Dans ce chapitre,
est un ensemble fini. Un événement A est une partie de (1, c'est-a-dire A € P(11).

DEFINITION probabilité sur un univers fini

Une probabilité est une application P a valeurs réelles définie sur P () vérifiant
-+ P: P(0) - [0,1];
- P(Q)) =1;
— [P est additive : pour tous événements incompatibles A et B (c’est-a-dire, AN B = 0),
P(AUB)=P(4) + P(B).

La donnée du triplet (1), P(Q2),IP) définit un espace probabilisé.

Vocabulaire. Si P(A4) = 0, on dit que A est négligeable. Si P(4) = 1, on dit que A est presque sir.
Remarque. On a directement a partir de la définition : pour tous 4, B € P((1)

« P(@=0 =« PMA)=1-P(4) =+ AcB = P(4)<P®B).

Un cas important. On dit qu'il y a équiprobabilité dans le cas ou les événements élémentaires ont
tous la méme probabilité. Si 0 = {w,, ....w,} avec les éléments deux a deux distincts, alors la condition
|

n'

card(A) Nombre de cas favorables

1
P(Q) = 1 et l'additivité impose ¥i € [Ln], P({w]}) = rd @)

et plus généralement, VAEP(), P(A)=

card(?)  Nombre de cas possibles

THEOREME formule du crible
Considérons trois événements A, B et C, alors

P(AUB) =P(A)+ P(B)—P(ANB)
et P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(AnC)—P(BNC)+P(ANEBNC).

DEFINITION probabilité conditionnelle

Soient (0P (Q),P) un espace probabilisé et A € P(Q) tel que P(A) = 0. Soit B € P(Q).
La probabilité conditionnelle de B sachant A est

P(A N B)
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Remarque. A partir de la définition, on prouve une premiére formule de Bayes.

Si FPa(B) - P(A)
iP(A) = 0etP(B) + 0, alors Pg(4) = W (*).

PROPOSITION formule des probabilités composées

Soient (A;)ieginy des événements d'un espace probabilisé vérifiant P (A; N A, NN Ap_;) # 0.
AI’OFS P (AI n Az n--nN An} = IP(A_-I) s PAI (AZ) £ F"‘lnAz (A3) PAI”‘““A“—: (An) .

* Un systeme complet d’événements d'un univers fini ) est une famille finie (4,,),; telle que

(Vij)elri#j=ANnA;=0) et UA,, = (.
nel

THEOREME formule des probabilités totales

Soient (ﬁ,?‘(ﬂ).ﬂ“) un espace probabilisé et (A;)icping un systéme complet d'événements non négli-
geables. Alors, pour tout événement B
n

P(B) = ) P(A)P4,(B) = P(4)P4,(B) + - + P(4,)Pa, (B).

i=1

En reprenant la relation () et la formule des probabilités totales, on obtient directement :

THEOREME formule de Bayes (ou de probabilité des causes)

Soit (A;)ei,ng un systéme complet d'événements non négligeables.
P(AxNB)  P(Ax) Py (B)

P(8) ﬁwmymWJ

Pour B € P(QY) avec P(B) = 0, Pg(Ax) =

DEFINITION indépendance

+ Soit (A,B) € P(12)? on dit que A et B sont indépendants si P(A n B) = P(A) x FP(B).
¢ Ay, A, .., Ay sont dits mutuellement indépendants si pour toute partie non vide I de [1.n]),

m(ﬂ A!) = I—[ P(A,).

el el
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Chapitre 18 Variables aléatoires finies Page 295

Loi d’une variable aléatoire

DEFINITION variable aléatoire réelle définie sur un univers fini

Etant donné un espace probabilisé {ﬂ,fP (Q)JF}, une variable aléatoire réelle définie sur un univers
fini Q) est une application X : & - R

Notation. Dans la suite, X(11) est I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire.

PROPOSITION systéme complet associé a une variable aléatoire
Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q, P(),P). Alors

(Ix = x]]xex (@ €5t un systéme complet d'événements.

+ () étant un univers fini, X (1) est un sous-ensemble fini de k. La loi de probabilité de X estla donnée
de X(Q1) = {x;.x5, ...y } (01 les valeurs x; sont deux a deux distinctes) et des valeurs
P(X = x,). P(X = x3), ... P(X = xp).

m

En particulier, Z PX=x)=P(Q)=1.
i=1

« On dit que deux variables aléatoires X et ¥ sont égales en loi si X(Q) = V(1) = {x;,...xn} et

Vi€ [1m], P(X = x;) = P(Y = xp).

Espérance et variance

DEFINITION espérance sur un univers fini

Soit X une variable aléatoire réelle et X(Q) = {x,, ... . x;}. Lespérance de X est

m

E(X) = Z xP(X = x) = Zxk P(X = x,).

XEX(Q) k=1
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THEOREME de transfert

Soit X une variable aléatoire et X(Q) = {x, ....x;n }. Pour toute fonctiong : R = R

E(p(N) = ). (P =x) = ) p(x)P(X = x).
i=1

xeX(n)

Remarque. Le théoréme de transfert permet le calcul de E(¢ (X)) en utilisant ¢ et la loi de X sans
passer par la loi de ¢(X).

PROPOSITION propriétés de I'espérance

Soient X et Y deux variable aléatoires définies sur un méme espace probabilisé

» linéarité Soit (a.b) € R?, E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).
* croissance SiX <Y, alors E(X) < E(Y).

DEFINITION variance et écart-type

Soit X une variable aléatoire.
* On appelle variance d'une variable aléatoire X, la quantité ~ V(X) = IE([}.’ - IE(X))Z).
* On appelle écart-type de X, la quantité o(X) = JV(X).

Remarques. o(X) est bien défini car {X - EI:J';'))2 > 0. Dong, par croissance de I'espérance, V(X) > 0.

L'écart-type permet de quantifier les écarts par rapport a la moyenne. Un écart-type fort traduit un
« grand éloignement » des valeurs de X par rapport a sa moyenne.
PROPOSITION propriétés de la variance

Soit X une variable aléatoire finie.
« V(X) = 0si et seulement si X est une application presque slirement constante;
« Pour tous réels a b,

V(aX +b) =a?V(X) g(aX + b) = |ala(X).

Une variable aléatoire X est dite centrée si E(X) = 0. Elle est dite réduite si a(X) = 1.

X-E(X)

Soit X une variable aléatoire, La variable aléatoire ¥ = est centrée, réduite.

En pratique, on calcule la variance avec:

THEOREME formule de KOENIG-HUYGENS

Soit X une variable aléatoire, V(X) = E(X?) — E(X)2
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Chapitre 19 Lois usuelles Page 313

Dans la suite, {2 est un univers fini et X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (ﬂ.?(ﬂ).i?’).

Variable aléatoire certaine

X est une variable aléatoire certaine, ou presque siirement constante s'il existe un réel ¢ tel que
P(X=c)=1Alors, E(X)=¢c et V(X)=0.

Loi de Bernoulli

DEFINITION loi de Bernoulli
Soit p € [0,1]). La variable aléatoire X suit une loi de BERNOULLI, noté X < B(p), si X(Q) = {0,1} et

PX=1)=p et PX=0)=1-p.

Exemple. Pour A € P(1) alors la fonction indicatrice 14 suit une loi de Bernoulli de paramétre P(A4).

PROPOSITION espérance et variance d'une loi de Bernoulli
SiX < B(p). EX)=p et V(X)=pq.

Exemples de modélisation.

— Le résultat d'un lancer d'une piéce de monnaie équilibrée (1 pour pile, 0 face) suit une loi B(1/2).
—+ Plus généralement, la variable aléatoire associée a une expérience aléatoire ayant seulement deux
issues (0 pour échec, 1 pour succés) suit une loi B(p) ol p est la probabilité de succés.

Loi binomiale

DEFINITION loi binomiale

Soientn € N, p € [0,1]. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p, notée X = B(n.p) si

X(Q)=[0n] e vke[on], P(X=k)= (:) k(1 - p)*k,
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PROPOSITION espérance et variance d'une loi binomiale

SiX  B(n,p). E(X)=np et V(X)=npgq.

Exemples de modélisation.

» On lance n fois un dé et X compte le nombre de « 6 » obtenus. Alors X < B(n,1/6).

» Plus généralement, lorsqu’on répéte n expériences de Bernoulli (a deux issues : succés/échec) iden-
tiques, mutuellement indépendantes, dont la probabilité de succés est p, la variable X qui compte le
nombre de succés suit alors une loi binomiale de paramétre (n,p).

Loi uniforme

DEFINITION loi discréte uniforme
Soit (a,b) € Z? aveca < b.

La variable aléatoire X suit une loi discréte uniforme sur [a.b]], noté X = U([[a.b])). si

X(Q) = [ab] et Vke([ab], PX=k) = ﬁ

Remarque.Si X < U([[1n]) avecn =b—a + LalorsY = X +a — 1 = U([a.b]).

PROPOSITION espérance et variance d'une loi uniforme

n+1 . WX—HZ_I
o w adelstes

Soit X < U([1.n]]). E(X) =

Exemples de modélisation.

— Le résultat d'un lancer d'un dé équilibré a 6 faces suit une loi uniforme sur [1,6]).

— Une urne contenant n boules indiscernables au toucher numérotées de 1 a n. On tire au hasard une
boule, Le numéro obtenu suit une loi uniforme sur [1,n]).

RAPPELS
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Chapitre 20 Dimension finie Page 325

Généralités
Soit F = (uy, ... ,uy,) une famille d'un espace vectoriel E.
» F est libre est si la seule combinaison lineaire nulle est la combinaison linéaire a coefficients nuls.
m
V (Ay, o Am) € R™, ( Y Aru=0p = Vi€[im] A= o).
i=1

» F est génératrice si tout vecteur de E péut s'obtenir comme combinaison linéaire a partir des vec-
teurs de F. Autrement dit si,

n
Pour tout vecteur v € E, il existe 4;,....4, € Rtelsquev = ¥ 4; - u;
i=1
+ [F est une base, si elle est a la fois libre et génératrice.

DEFINITION dimension finie ou infinie

On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie s'il admet une famille génératrice finie.
Si ce n'est pas le cas, on dit qu'il est de dimension infinie.

THEOREME de la base incompléte

Soient E de dimension finie, L = (e,, ... ,e,,) une famille libre et G une famille génératrice de E.
Il existe fy, ....fm des vecteurs de § tels que la famille (e, ....€p.f1, .. .fm) soit une base de E.

Remarque. On en déduit que tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

THEOREME définition de la dimension

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Toutes les bases de E sont finies et ont le méme nombre d'éléments. Ce nombre est appelé la dimension
de I'espace vectoriel, notée dim(E).

Exemples.
« R", R, [x] et M, ,(R) sont des espaces vectoriels de dimension finie.
v dim(R"™) = n.
La base canonique de R" est (e;)seqy,n3 ot ; = (0, ..., 0,1,0, ...,0) avec le 1 en i-éme position;
- dim(R,[x]) =n+ 1.
La base canonique de R, [x] est (1.x, ... .x™).
- dim(M,,,(R)) = n x p.

La famille des matrices élémentaires (Ej;)1<i<cn est une base de M, ,(R).
1<j<p
» L'espace vectoriel R[x] est de dimension infinie.
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PROPOSITION cardinal d’'une famille libre/génératrice
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et L, G deux familles.

Si — L est une famille libre,
— G est une famille génératrice,

alors card(£) < dim(E) et dim(E) < card(G).

PROPOSITION cas d’égalité

Soit E un espace de dimension finie.
+ Une famille libre L de cardinal dim(E) est une base.
¢ Une famille génératrice G de cardinal dim(E) est une base.

Méthode. Lorsqu’on connaitla dimension n d'un espace vectoriel E, alors pour montrer qu'une famille
de n vecteurs de E est une base de E, on utilise, dans la plupart des cas, le premier point. On montre
donc la famille est libre.

Dimension d’un sous-espace vectoriel

PROPOSITION inclusion

Soit E un espace vectoriel.

« Si E est de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel de E est de dimension finie,
Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E de dimension finie.

» SiF c G, alors dim(F) < dim(G).

» SiF c Getdim(F) = dim(G), alors F = G.

Remarque. Le dernier énoncé est particuliérement utile pour établir des égalités entre espaces,

DEFINITION rang d'une famille

Soit (&;)ic; une famille finie d'un espace vectoriel. Le rang de la famille est la dimension de l'espace
engendré par celle-ci :

rg ((£)ier) = dim ( Vect(g;);eq).

Exemple. Le rang d'une famille constituée de deux vecteurs est :
+ 0 si les deux vecteurs sont nuls;
1 si I'un des deux vecteurs est non nul et que les deux sont colinéaires;
— 2 si les deux vecteurs sont non colinéaires.

RAPPELS
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Compléments
Chapitre 21 - Page 337
sur les espaces vectoriels
Sommes et supplémentaires
DEFINITION somme de sous-espaces, somme directe

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
+ Le sous-espace somme est défini par

F+6G={u+v|(uv)€EF xG}
» On dit que F et (z sont en somme directe, notée F @B G, si

FNG={0g)

Remarque. C'est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de l'inclusion) contenant F et G.

PROPOSITION unicité de la décomposition

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
* F et G sont en somme directe.

* Tout vecteur u € F + G s'écrit de maniére unique sous la forme :
u=uptu; avec up€F, ug€EQG.

DEFINITION supplémentaire

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose de facon unique en une
somme d’un vecteur de F et d'un vecteur de G. C'est-d-dire

Ywe€E, l(wv)EFxXG w=u+w

Attention. Il n'y a pas unicité du supplémentaire.
Il ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire.
Remarque. La méthode Analyse-Synthése est particuliérement adaptée a cette définition.
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PROPOSITION caractérisation des supplémentaires

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
» F et G sont supplémentaires;
*FNG={0g}etF+G=E.

On a donc : F et G sont supplémentaires si et seulementsi F ) G = E.

Précisions en dimension finie

PROPOSITION existence d'un supplémentaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire.

PROPOSITION cas de la somme directe

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Si F et G sont en somme directe, alors

dim(F @ G) = dim(F) + dim(G).

Remarque. Soient B = (e, ...,e,) et B; = (fj, ..., f;;) des bases respectivement de F et G.

* Si F et G sont en somme directe, alors (ey, ..., ey, fi, ..., f;.) est une base de F B G.
* La réciproque, moins utilisée, est aussi vraie,

THEOREME formule de Grassmann
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).

PROPOSITION caractérisation des supplémentaires
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Les trois énoncés suivants sont équivalents.

* F et G sont supplémentaires;

«F+G=E et dim(F)+dim(G) = dim(E);

*FNG ={0g} et dim(F)+ dim(G) = dim(E).
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Chapitre 22 Applications linéaires Page 349

Généralités
DEFINITION

application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels. Une application ¢ : E — F est dite linéaire si

¥ (u.v) € E?,

VAER e¢@u+v)=@u)+e(v) et @A-u)=4-¢(v)

Reégles de calculs. Soit ¢ : E — F une application linéaire. Alors
* ¢(0g) = 0p.

* Pourtout (u,v)? € E, @(u-7v)=g¢{)—¢().
n n
* Pour tous (uy, ..., uy) € E™® et (4,, ....4,) € R", cp( Y A tq) =¥ Ai-oQ).
k=1 k=1

DEFINITION noyau et image
Le noyau et l'image d'une application linéaire ¢ : E — F sont définis par

Ker(ep) = [u EE|pu) = Up] et Im(p) =¢(E) = {v €EF|3ucE.¢o(u) = 1:].

Remarque. L'image et le noyau sont deux sous-espaces vectoriels respectivement de E et de F.

THEOREME injectivité et noyau
Une application linéaire ¢ : E — F est injective si et seulement si Ker(¢p) = {0z}

Remarque. Rappelons qu'une application ¢ : E — F est surjective si et seulement si Im(¢) = F.

Les espaces L(E,F), L(E)

PROPOSITION structure de L(E,F)
Soient E et F deux espaces vectoriels.

L'ensemble des applications linéaires de E dans F, noté L(E,F), muni des lois usuelles

E - F E = F
Vo, pELEF), A€eR, ¢@+y: et A-g:
w e @)+ ) u e g

est un espace vectoriel.
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PROPOSITION composition

Soient E, F, G trois espaces vectorielset ¢ : E — F,1p : F — G deux applications linéaires.
La composée o ¢ : E — G est une application linéaire.

Vocabulaire. » On dit que deux endomorphismes ¢, i) commutent si o ¢ = @ o).

* Lorsqu'une application linéaire ¢ € L(E,F) est bijective, on parle d'isomorphisme,
Dans ce cas, on montre que son application réciproque @ ~* est linéaire.

* Lorsque E = F, on parle d'endomorphisme et on note simplement L(E) au lieu de L(E E).

* Si g estun endomorphisme de E, ¢* = pog, > = g ogop..sont parfaitement définies et linéaires.
Les puissances de ¢ sont les applications linéaires :

p®=idg et pourtoutn€eN’, " =g@o-oqp.

n fois

Projecteurs

DEFINITION projecteur

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

u Ainsi, pour tout u € E, il existe une unique décom-
position u = ug + ug ott (Upug) € F X G. On pose

E = E

u = Up

Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallélement a G.

Remarque. On montre alors que p est un projecteur sur F = Im(p) parallélement a G = Ker(p). En
particulier, le noyau et I'image d'un projecteur sont supplémentaires dans E.

Im(p) @ Ker(p) = E.

Pour déterminer Im(p), on peut remarquer que, pour les projecteurs,
Im(p) = {u €EE|p(w) = u] = Ker(p — idg).

THEOREME caractérisation d'un projecteur

Soit p : E — E une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
* p est un projecteur;
* p est linéaireetp o p = p.

RAPPELS
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Applications linéaires
en dimension finie

Chapitre 23 Page 365

Dans toute cette partie, E et F sont deux espaces vectoriels avec E de dimension finie.

Familles d’images de vecteurs

PROPOSITION image et base

Soit f une application linéaire de E dans F.
Si (e, ...en) est une base de E, alors Vect (f(ey). ..., f(en)) = Im(f).

PROPOSITION injectivité/surjectivité et famille libre/génératrice

Soit f une application linéaire de E dans F.
* Si f est injective et (e, ...,e,) une famille libre de E,
alors la famille image (f (e,). ....f (e,)) est une famille libre de F.
« Si f est surjective et (ey, ... ey, ) une famille génératrice de E,
alors la famille image (f(eij, wral (em)) est une famille génératrice de F.

THEOREME image d’une base

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Si (ey, ....ey) est une base de E et (vy, ...,v,) une famille de F, alors il existe une unique application
linéaire f € L(E.F) telle que

Vie€E [1n], f(e)) = v

Retenons l'idée suivante :

[Se donner une application linéaire E — F revient a se donner les images d'une base de E.]
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Formule du rang et corollaires

DEFINITION rang d'une application linéaire

Le rang d'une application linéaire f est défini, lorsque cela a un sens, par

rg(f) = dim ( Im(f)).

Remarque. Si E est de dimension finie alors le rang est bien défini. De plus, si (e;);efs.n] est une base
de E, alors le rang de f est le rang de la famille (f(¢;)).

ie[1n]’

THEOREME formule du rang

Soient E, F deux espaces vectoriels avec E de dimension finie et f € L(E,F).

dim (Ker(f)) + rg(f) = dim(E).

Rappel. f € L(E,F) est injective si et seulement si Ker(f) = {0g} et surjective si et seulement si
Im(f) = F. La formule du rang donne alors la proposition suivante.

PROPOSITION rang et injectivité/surjectivité/bijectivité
Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F). On a les équivalences :
* f est injective si et seulement sirg(f) = dim(E).
* [ est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F).
* f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F).

Remarque. Une solution pour montrer qu'un espace vectoriel E est de dimension finie et obtenir sa
dimension est d’établir un isomorphisme entre E et un espace de dimension finie connue,

Par exemple, si E est |'espace vectoriel des suites vérifiant une relation linéaire de récurrence d'ordre
2, alors on montre que f : u € E = (ugu,) € R? est un isomorphisme. Donc dim(E) = 2.

La proposition précédente se simplifie dans le cas ot E = F.

PROPOSITION cas des endomorphismes

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) un endomorphisme de E.
Les énoncés suivants sont équivalents.

* f est injective;

* [ est surjective;

* f est bijective.
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Matrices d’une famille, d’une application linéaire

SiB = (ey ...e,) est une base d'un espace vectoriel E, alors pour tout vecteur u de E, il existe un
unique n-uplet (x4, ....x,) € R" tel que
n
U= Z 1’5 B!'.
i

=1
Dans ce cas, (x,, ... .x,) sont les coordonnées de u dans la base B. On définit la matrice colonne des
coordonnées de u dans la base B par

Xy
Mata(u) = x:z ;
‘TIH
Généralisation. Soient F = (f}, ....fy) une famille de vecteurs de E et B une base de E.
Pour tout k € [1p]l. on note (x; 4, X535, ... , Xy ) les coordonnées de f; dans la base B.

On appelle matrice de la famille F dans la base B, notée Matz(F), la matrice dont les colonnes sont
les coordonnées des vecteurs de F dans la base B :

Xpp  Kpgreeeeeess ¥ip
o T 3 " :
Matg(F) =
i'n—qp
e s ey
DEFINITION cas particulier des matrices de passages

Considérons deux bases B, B' de E.
La matrice Matg(B') est appelée matrice de passage de la base B a la base B'. On la note Py 5.

Application. Soit u un vecteur de E dont Uz et Uz sont les matrices colonnes des coordonnées res-
pectivement dans les bases B et B’ alors

U‘H = PB.‘B'UB"

DEFINITION matrice d’'une application linéaire

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et By = (ey, ....ep). B deux bases respectives
de E et F. La matrice de f € L(E,F) relativement aux bases Bg et B est la matrice de la famille
(fley)s i f{ep)) dans la base Bg :

Matz, (f(e)), .. (ep))-

Elle est notée Matz,_ 2, (f).

Remarques.» La matrice Matg_5_(f) a dim(E) colonnes et dim(F) lignes.
* Dans le cas d'un endomorphisme (E = F), on peut choisir Bg = Bg. On note simplement Matz_(f)

au lieu de Maty, =_(f).
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Exemples. « Lamatrice de l'application identité Mat;_ (idg) est la matrice identité L,.
* Par contre, pour B et B’, deux bases de E, on retrouve

Mﬂtgrr?(idz) = Mﬂtfr{ﬂ) = P'E‘.B"

Attention. L'ordre des indices n'est pas le méme pour la matrice de passage et la matrice de l'identité.

THEOREME isomorphisme

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie (notées respectivement p et n) et Bg, Bg deux
bases respectives de E et F,

L(EF) —= Myu(R)
Lapplication ¢ : est un isomorphisme d'espace vectoriel.
f = MatBF;BEUJ

Rappel. Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Conséquences.

s A toute matrice 4 € M, ,(R) correspond une unique application linéaire de R? dans R™ dont 4 soit
la matrice dans les bases canoniques.

Elle est appelée l'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

* En dimension finie, il ne peut avoir d'isomorphisme si la dimension de I'espace de départ ne coincide
pas avec la dimension de I'espace d'arrivée. Ainsi, 'espace vectoriel des applications linéaires de E
dans F est aussi de dimension finie et

dim (L(E.F)) = dim (M, ,(R)) = pn = dim(E) x dim(F).

Lien avec la multiplication matricielle

THEOREME image d'un vecteur

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives Bg, B.
Soient f € L(E,F)etu € E.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base B,
— V la matrice colonne des coordonnées de f(u) dans la base Bg,
— A = Matg_z,(f), la matrice de I'application f dans les bases Bg, By,

alors AU =V,

THEOREME produit et composition

Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives Bg, Bg, Bg.
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors

Matﬁa.ﬂs(g 2 f) = Matﬂg,ﬂp(g) X Matﬂp,ﬂg(f)'
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THEOREME inversibilité et isomorphisme

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie, Bg, Br deux bases respectives de E et F.
Soit f € L(E F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

¢ f est un isomorphisme;

* Matg, 5, (f) est une matrice inversible.

Dans ce cas, Matz_z_(f) = Matg_z_(f)~*.

Noyau, image et rang

DEFINITION noyau et image d'une matrice
Pour toute matrice A € My, ,(R), on définit
* Le noyau,
Ker(4) = {X € M,,,(R) | AX = 0,,,}.
« L'image,

Im(4) = {Y € M,,,(R) | 3X € M,,(R), AX =Y}

+ Le rang de A, noté rg(A), est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans M, , (R).
Autrement dit, si A = [C, C, -+ Cp] alors

rg(4) = dim (Vect(C,.C,, ....C,)).

Remarques.» On a toujours rg(4) < p.
» Le rang est invariant par transposition, autrement dit

VA € My, (R), rg(A) = rg(*4).

En particulier, on a aussi rg(4) < n.

PROPOSITION rang d'une matrice et d’'une application linéaire

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et de bases respectives Bg, Bg.
Soient f € L(E,F) et A = Matg,_z_(f). Alors,

rg(A4) = rg(f).
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Conséquences. Soit A € M, (R).
ATlaide de la formule du rang et ses corollaires, les propriétés suivantes sont équivalentes :
= A estinversible;

e rg(4) = n;
» Ker(4) = {04}

Puissances, polynomes d’endomorphismes et de matrices

Rappelons que pour un endomorphisme f de E, les applications f2 = fof, f3 = fofof .. sont
parfaitement définies et linéaires. Les puissances de f sont les applications linéaires :

fe=idz et pourtoutn€N’, ft=fo-of,
n :'-;Jis .

Remarque. Comme pour les matrices, il existe une version de la formule du binome de Newton dans
le cas des endomorphismes.

Soient f, g € L(E) qui commutent. Alors pour tout entier naturel p,

p

+a =Y (2)ftegr

i=0

DEFINITION polynome de matrice, d'endomorphisme

mn

Soit P(x) = Z a; x' € R[x] un polynéme.
i=
Soient A € My(R) et f € L(E) un endomorphisme.

mn
* Le polynéme de matrice P(A) est définipar ~ P(A) = ¥ a; A' € My(R).
=0

Un polynéme P est annulateur de A si P(A) = 0,,.

n
* Le polynéme d'endomorphisme P(f) est défini par P(f) = ¥ a;f* € L(E).
i

Un polynéme P est annulateur de f si P(f) = 0y,

PROPOSITION Polynome d'endomorphisme, de matrice

Soient E un espace vectoriel de dimension finie dont B est une base et f un endomorphisme de E.
Pour tout k € N,

Maty(f)* = Maty(f¥).
Plus généralement, pour tout P € R[x],

P(Maty(f)) = Mats (P()).
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Chapitre 24 Comparaison des suites Page 381

Négligeable

Soient u et v deux suites réelles.
Si la suite v n'est pas nulle a partir d’'un certain rang, prouver que u est négligeable devant v revient a
montrer

Up

— — 0.

]Jn =400

On note u, = o(v,), ou éventuellement u, = o(v,), u, = ofwv,).
o0 n o0

—+

Exemples. Si 0 < a < b, alors a® = o(b™). Soientq € R, a et f € R,

1
gl <1 = q":o(F) et |g|>1 = nf=o(qg".

PROPOSITION croissances comparées et factorielle

Soit (a,f) € R, n%= o( exp{ﬂn}). In(n)® = o(‘nﬂ) et exp(an) = o(n!).

PROPOSITION régles de calcul

Soient (W) nene (Vn)nen (W) newe (Xn)nen quatre suites réelleset A € R
» Siu, = o(vy) alors Au, = o(vy).

« Siu, = o(vy) etsid # 0, alorsu, = o(Av,).

o Siuy, = o(wy) et v, = o(wy), alorsu, + v, = o(wy,).

» Siu, = o(w,) et v, = o(wy,), alors u,, = o(w;,).

o Siu, = o(wy) et v, = o(xy), alors uyv, = o(wyxy).

o Siu, = o(vy,) alors upwy, = o(vywy).

Equivalents

Soient u et v deux suites réelles.
Sila suite v n'est pas nulle a partir d'un certain rang, prouver que u est équivalent a v revient 3 montrer

u
e} % 1'
Uy =4

Onnote ity ~ vy, oUU, ~ ofvy).
(i o

-4
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PROPOSITION équivalents usuels
Soita € R.Siu, — 0, alors
Mn—=+00

In(1+u,)~u, e*=1~u, (1+u,)*=1~au,

2

u
sin(uy,) ~ u, 1 —cos(uy,) ~ -—%-* et tan(u,) ~ u,.

Remarque. Ces équivalents découlent des limites usuelles sur les fonctions,

Attention. Il ne faut pas oublier la condition wu,, =3 0.
n—+C0

PROPOSITION produit, inverse, élévation a la puissance

Soient (an)nen: (bn)new (Cn)nens €t (dn)nen quatre suites.

Si an~by, et cy~dp

Alors

* ancn ~ bydy,

+ Pour tout « € R*, e e

* Sic, = 0 a partir d'un certain rang, alors d,, # 0 d partir d'un certain rang, et
1 1 an by

— i — et — s —

Cn dn Cn dn

Attention. Il faut étre trés prudent avec les sommations et les compositions d’équivalents.

Equivalence et négligeabilité

PROPOSITION équivalence et négligeabilité

Soient u et v deux suites réelles. Alors, Uy ~Vp & Uy =V, +o(vy)

Exmple. In (1 + i) ~ % donne In (1 + i) = ;lt— + o{i !

PROPOSITION

Soient () nen: (Vn)nen €t (W) nen trois suites réelles.
o Siu, ~ v, et sivy=o(wy), alorsu, = o(wy).
¢ Siuy, ~v, et siw, = o(v,), alorswy, = o(uy,).
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Chapitre 25 Comparaison des fonctions Page 397

Négligeable

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de a € R U {£o0}.
Si g ne s'annule pas, prouver que f est négligeable devant g en a revient 3 montrer que

f@)
G0

On note f = o(g).

Exemples.e f =o0(1) sietseulementsi f(x) — 0.
X=a
e f: I = R est continue en a € [ si et seulement si

Jlti_laéf(x) = f(a), c'est-a-dire f(x) = f(a) +o(1).

* Si f est dérivable en a, alors f(x)=f(a) + f'(a)(x — a) + o(x — a).

PROPOSITION croissances comparées
Soit (a, ) € RY?,

X% +=Goo(e'?"']. In(x)® _ﬁao(xﬁ) et In(x)= o(x—t;).

PROPOSITION regles de calcul

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un voisinage de a € R U {xx}. Soit A € R.
* Si f=o(g) alors Af =o(g).

* Si Af = o(g) et si A+ 0, alors f = o(g).

* Si f=o(h) et gz o(h) alors f + g =o(h).

* Si f=o(g) et g=o(h), alors f=o(h)

* Si f=o(g) alors fh=o(gh).
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Equivalents

; ; _ : e fx)
Si g ne s'annule pas, prouver que f est équivalent a g en a revient a montrer que pr =%
On note f ~ g.
Attention. Certaines opérations ne sont pas stables par équivalence.
« Lasomme: fl’g.!h et fz;_.‘;gz = f1+fz;;§1+gz-
* La composition : fzg # hef~hog.

PROPOSITION équivalents usuels

e"‘—l';x, ln(1+x)-5x. (1+x)“—1;ax (e € R),
xZ
sin(x) X 1 — cos(x) ey et tan(x) 5 X

PROPOSITION produit, puissance et quotient

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un voisinage de a € R U {+w},

* Si f~g alors fh~gh

* Si f~g alors ff~gP pourtoutP €N.

1 1

* Si f~g et quef etg nes'annulent pas sur un voisinage de a, alors }—r ~ E
Equivalence et ngligeabilité

PROPOSITION équivalence et négligeabilité

Soient a € R U {£ o} et f, g deux fonctions définies sur un voisinage de a.

fz9 & f-gz009
PROPOSITION liens entre équivalence et négligeabilité

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un voisinage de a € R U {£oo}.
* Si f~g etsi f=o(h) alors g=o(h).

* Si f~g etsi h= =o(g), alors h= o(f).

* Si gz o(f) alors f + g+ f.
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Chapitre 26 Séries numeériques Page 407

. I - . -
DEFINITION serie numerique
Soit (U )ney une suite réelle. La série associée a (uy, ) pey €st la suite (S,,) yeny avec

n
vneN, 5,,22::;,.
k=0

On dit que la série converge si la suite (S, )nen converge vers une limite finie.

Attention, Il ne faut pas confondre

o Yuy: La série de terme général u,,;

* S, = Y uy:lasomme partielle d’ordre n de la série;

i k=0

* ¥ up:lasomme de la série, i.e, sous réserve de convergence, la limite des sommes partielles;
3%

¢ ¥ ug:lereste d’ordre n de la série si cette derniére est convergente,
k=n+1

Remarques. « Pourtoutn € N, Up = Sy — Sn-v.

« Sila série de terme général u,, converge, alors u,, — 0.
n—+co

La série ¥, 1/n montre que la réciproque est fausse.
» Soient u et v deux suites réelles telles que les séries de termes généraux u,, et v,, convergent.
Pourtous A, g € R, la série de terme général Au,, + pv, converge et

+oo +00 + 00
¥Yn, EN, Z (Aug + ) = A Z up + i Z V.
k=ng k

k=ny =Ny

THEOREME convergence absolue

Ondit que la série de terme général u,, converge absolument sila série de terme général |u,,| converge.
Si une série converge absolument, alors elle converge.

Remarque. La réciproque est fausse.
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Seéries de références

THEOREME séries géométriques, série exponentielle

« Soit x € R. Les séries de terme généraux x*, kx*=* et k(k — 1)x*~2 sont convergentes si et seulement
si |x| < 1. Dans ce cas,

+0o0 1 +02 1 +od 2
ke o = = B2y
PR )R e & ST
k=0 k=1 k=2
e o x*
» Pour tout réel x, la série de terme général Fest convergente et i exp(x).
k=0

THEOREME série de Riemann

1
On appelle série de Riemann, une série de terme général @ aveca € R
Cette série est convergente si et seulement sia > 1.

Criteres de convergence pour les séries a termes positifs

PROPOSITION critéere de comparaison

Soient u et v deux suites réelles telles qu’a partir d'un certain rang, 0 < u, < v,.
* Si la série de terme général vy, converge, alors la série de terme général uy aussi.
« Sila série de terme général u,, diverge, alors la série de terme général v, aussi.

THEOREME critéres de négligeabilité et d’équivalence

Soient u et v deux suites réelles.

“Si | = up=o(vy)
—+ v est positive a partir d'un certain rang
— la série de terme général v, converge,

alors la série de terme général u, converge.
s Si — Uy ~ Py
— v est positive a partir d'un certain rang,

alors les séries de terme général u, et vy, sont de méme nature.

Remarque. On a des critéres analogues si v est négative a partir d'un certain rang.
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Chapitre 27 Intégrales généralisées Page 429

Définitions et regles de calculs
DEFINITION intégrale généralisée en b

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a.b[ avec —w < a < b g +oo.
Lintégrale généralisée (ou impropre) de f sur [a.b[ est notée [ f(t) dt. Elle est dite convergente si

J’: f(t) dt admet une limite finie lorsque x tend vers b avec x < b. Dans ce cas, on pose

b x
J;f(t) dt = lim f f(t)dt.

x<b @

Si la limite n’existe pas ou qu'elle est infinie, I'intégrale est dite divergente.

Remarques. « La définition s'étend aux fonctions continues sur Ja,b] avec —w0 € a < b < +o0,
¢ Si f est une fonction continue sur un intervalle Ja,b[ avec —c0o € a < b € +0o,

i N . b s : ;
Lintégrale généralisée de f sur ]a.b[ est notée _[a f(t) dt. Elle est dite convergente si pour un réel

2 R b
¢ €]a,b[, les intégrales généralisées f: f(t)dtet fc f(t) dt sont convergentes. Dans ce cas, on pose

J:f(t}dt = ch(:)clnff(t)dr.

« Sous réserve de convergence, les propriétés de linéarité, de croissance de l'intégrale, I'inégalité tri-
angulaire et la relation de Chasles sont encore valables. Par contre, pour effectuer une intégration par

parties, on se rameéne a un segment.

THEOREME changement de variable

Soit f continue sur un intervalle |a,bl.
Si ¢ :]a,B[—]ab[ est une bijection croissante de classe C", alors les intégrales généralisées

/. : f(u)duet _I'f @' (t)f(@(t)) dt sont de méme nature. Dans le cas de convergence,

b B
[ o= [ p@rem)a
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Convergence absolue

DEFINITION

b b
J f(t) dt est dite absolument convergente si f |f(t)] dt est convergente.
a a

THEOREME convergence absolue

b
Si f f(t) dt est absolument convergente, alors elle est convergente.
ia

Criteres de convergence

A l'aide du théoréme de convergence monotone, on montre que, pour f : [a:b[— R une fonction

i L — b . B I x
continue positive, I'intégrale |_f(t) dt converge si et seulement si 'application x € [a; b[ = f;f{t} dt
est majorée.

PROPOSITION critére de comparaison et de négligeabilité

Soient f, g deux fonctions continues définies sur [a,b[.

s Si | — f etgsontpositives,
- pourtoutx € [a,b], f(x) < g(x).
b b
- J' g(t) dt est convergente, alors J' f(t) dt est aussi convergente.
a a
« Si | — g est positive sur un voisinage de b;
- f = o(g);
b b
- J' g(t) dt est convergente, alors f f(t) dt est aussi convergente.
a a
PROPOSITION critére d’équivalence

Soient f, g deux applications continues définies sur [a,bl.

Si | — f etg sontde signe constant sur un voisinage de b,

=B

b b
alors les intégrales généralisées f f(t)dtet J g(t) dt sont de méme nature.
ia a

Remarque. En pratique, on compare souvent aux intégrales de Riemann.

Ldt
« Lintégrale généralisée f pry est convergente en 0 si et seulementsia < 1;
]

+oo
* Lintégrale généralisée J- T est convergente en + si et seulementsia > 1,
1

RAPPELS
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Chapitre 28 Dérivées successives Page 455

On définit la dérivée n-iéme par récurrence.,
DEFINITION dérivée d’ordre supérieur sur/,en a

Soientn € N°,  unintervallede R, f : I - Reta € L

« f est n fois dérivable sur [ si la dérivée (n — 1)-iéme est dérivable. On note

£ = ( f(n-l))' et fO@=f

» De plus, f est n fois dérivable en a si f est n — 1 fois dérivable dans un voisinage de a et f™*) est
dérivable en a.

Remarque. La dérivée (n + 1)-iéme d'une fonction polynomiale de degré au plus n est nulle.

Notation. Pourn € N.
« D™(I) est'ensemble des fonctions n fois dérivables sur [;

¢ C"(I) est I'ensemble des fonctions n fois dérivables sur [ et dont la dérivée n-iéme est continue;
* €®(1) est I'ensemble des fonctions infiniment dérivables sur /.

Par exemple, les fonctions polynomiales ainsi que la fonction exponentielle appartiennent 3 ¢ (IR).
On a la suite d'inclusions :

E®(I) € e DY) e (1) = DY) € e EYI) = DY) < ().

THEOREME linéarité - formule de Leibniz

Soient f et g deux fonctions n fois dérivables surl et A, € R.
Alors la somme Af + pg et le produit f - g sont aussi n fois dérivables sur I avec

(f +1g)™ = Af® + ug®

et (f - )™ = Z, (E) Fl) . gt

1 G
Remarque. Si f est n fois dérivable sur [ et si f ne s'annule pas sur /, alors F est n fois dérivable sur I.

THEOREME composition

Soient I, | deux intervallesde R, f : 1 > Retg: ] > Rtelsque f(I) = J.
Si f et g sont n fois dérivables (respectivement surl et ), alors g ¢ f est n fois dérivable sur I,
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Chapitre 29 Formules de Taylor Page 467

THEOREME formule de Taylor avec reste intégral

Soient f € C*(I) eta € I. Pour tousn € N, x € I,

D) = k!“ (e=a)k f I PTPRE

|
> ml

THEOREME inégalité de Taylor-Lagrange

Soient f € C*(I), a,x € I, n € N. Si |f™* )| est majorée surl, on a
J

n
@ i
x —Z x—a)’|l< su (n+1) ()| ————.
‘f( ) = k! ¢ ) I:E{x.a]t].?[a.x] [f ( )l (n+1)!
+oo g
Application. On démontre que pourtoutx € R, e* = ¥ F
k=0 ™
THEOREME formule de Taylor-Young

Soient f € C*(I),a € I etn € N. On a, au voisinage de a,

k=0

Exemples.
s n=1

équation de la tangente

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + o(x — a).

s =2
équation d'une parabole si f"(a) = 0

: tangente —
"74 a > ) = (@) + f1(a)(x —a) + 52 (x - a)?
+o((x — a)?).

RAPPELS
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Chapitre 30 Développements limités Page 475

Généralités
DEFINITION développement limité d’ordre n en x,

Soientf: I - Retxy €L
On dit que f posséde un développement limité d’ordre n en x, (abrégé par DL, (x,)) s'il existe n + 1
réels ag, ay, ..., a, et une application € : 1 = R tels que :

Vxel, f(x)=ap+a,(x—xp)+a,(x—x,)° ++ay(x—x,)"+(x—x,)"e(x) et e(x) — 0.
X=xg
Autrement dit, f admet un DL, (x,) s'il existe B, € R,[x] tel que

Yx€el f(x) = B.(x—x,) + o((x - xa}“),

Exemples.» Lorsque f est dérivable en x; alors f admet un DL, (x,) et
Fx) 2 Fxe) + £ () (x = xo) + 0(x = xo).

+ Plus généralement, si f € C%(I), alors, d'aprés la formule de Taylor-Young, pourtoutn € N, f admet
un développement limité a I'ordre n en tout point de I.
Par le changement de variable h = x — x,, on obtient

B . { e h™
Flro+ ) 5 £(ro) + 31" (x0) + 5 f"(xa) + -+ + = f P (x) + o(A")

« Dans la suite, P, sera la partie réguliére du développement limité.

THEOREME unicité du développement limité

Si on peut trouver (a;)i=o,. n €t (by)i=o, n tels que pour tout réel x dans un voisinage de x,,

n n
FE) g ) e —x) +o((e—x)") et Gz D bilx—xo) +0(Ce—xg)"),
i=0 i=0
alors pour tout indice i, a; = b;
PROPOSITION combinaison linéaire

Si f et g, définies sur un voisinage de x,, admettent un DL, (x,) de partie réguliére respective F, et Qy
alors Af + pg admet un DL,(x,) de partie réguliére AP, + u@Q,, (ot A, u € R).




Chapitre 30

PROPOSITION produit

Si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de 0 admettant un DL, (0) de partie réguliére res-
pective P, et Q,,, alors f - g admet un DL, (0) dont la partie réguliére est la troncature a l'ordre n du
produit B, - Q, (c'est-d-dire que I'on ne gardera que les termes de degré inférieur ou égal a n).

Attention. Cet énoncé n'est valable qu'au voisinage de 0. Dans les autres cas, pour un voisinage de x,,
on effectue un changement de variable préalable h = x — x,.

Développements limités usuels au voisinage de 0
Soitn € N.

s DLs, fractions et puissances

oo — l)xz Py afe—1)--(x—n+1)

1+x)* =1+ax+ = = x™+ o (x™);
1
T =l+x+x*+x*++x"to(x");
1
T =1—x+tx* —a* -+ (-1)"x" tolx").

Exemple. On obtient le développement limité d'ordre 4 de v'1 + x en utilisant le premier développe-
ment limité aveca = 1/2:
1

1 1
Vi+x=1+-x—=x?+ —x3-
e T2*T8 16" T 128

x* + o(x%).

* DLs, exponentielle et logarithme

x x? x®
b — et SEN Erae ny.
e;1+1!+2!+ +n!+0(x}'
1 —1)n-t
In(1 + x) ﬁx——z—x?+---+%x“+o(x").

» DLs des fonctions trigonométriques

2 xﬂr 3 3
=1——+ —+o(x° i =x— —+ —+ o(x%).
cos(x) =1 >+ 5% o(x®) et sin(x)=x =+ 55 o(x®)
Généralisations :
2(3 2n+1 e
3 — e o e byl A n+2y.
sin(x) S5 + -+ (—-1) an i) 0 ()
x? x-i- Zn T
— —_—— — vaa 1" n
cos(x) =1 T - T + o4 (—1) @) + o (x®"*1),
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Chapitre 31 Extrema, convexité Page 487

Allure du graphe d’une fonction au voisinage d’un point

Partons d’une fonction f de classe €™ sur R.
Soit a € R. D'apres la formule de Taylor-Young, pour tout x dans un voisinage de a,

f"(@)
2

f(x)=f(@) + f'(a)(x —a) + (x — @) + 0g((x — @)?).

Graphiquement, au voisinage de a, la courbe représentative de f est « proche » de la courbe d’équation

f'(a)
2

(x —a).

x e fla)+ f'(a)(x —a) +

Lorsque f"(a) # 0, la courbe est une parabole.
Distinguons suivant le signe de f'(a) et f"(a). En gras, la parabole, en pointillés, la tangente.

f'(a)>0

. ~ o e E——
- =~

et AR /’-—\

(@) <0 > - ) o

fi(a) >0 fl@)<0 f'(a) =0
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Extrema

THEOREME existence d’'un maximum et d’'un minimum

Soit f une fonction continue de [a,b] dans R.
Lensemble image f ([a.b]) = { f(x): x € [a,b]} est un segment [m,M]. En particulier, le minimum et
le maximum de f sont bien définis. On note alors

- i et M= -
m = min f(x) nac )

THEOREME extremum et point critique
Soitf: 11— R

Si | — fadmetun extremum localen a;
— a appartient a un intervalle ouvert dans I ;
+ f est dérivable en a.

Alors f'(a) = 0.

On dit alors que a est un point critique de f.

Remarques. « Il faut bien distinguer les hypothéses sur I'intervalle de définition de f.
— Dans le premier théoréme, I est un intervalle fermé et bornée (segment).
—+ Dans le second, on se place sur un ouvert.

* Pour déterminer les éventuels extrema sur un ouvert, on calcule, dans un premier temps, les points
critiques. Dans un deuxiéme temps, on vérifie si ces derniers sont bien des extrema locaux ou non, des
extrema globaux ou non.

THEOREME condition suffisante pour un extremum

Soient f : 1 — R et a appartenant & un intervalle ouvert inclus dans I.
On suppose que a est un point critique de la fonction et f"(a) = 0.
Alors la fonction admet un extremum local en a. Plus précisément :

« Si f"(a) > 0 alors f admet un minimum local en a.
+ Sinon f"(a) < 0 alors f admet un maximum local en a.

Remarque. Nous renvoyons aux graphes de la page précédente pour une illustration de ces résultats.

RAPPELS
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Convexite, concavite

DEFINITION fonctions convexes/concaves

Soit f : I — R une fonction. On dit que :
« f est une fonction convexe si

V(xy) €13 V(tuty) €[0,1)7 telsque ti+t;=1, f(tux+ty) < tyf (x) + t2f (¥).
« f est une fonction concave si

V(xy) €%, V(tyut;) €[0,1]® telsque t;+t,=1, f(tlx + tzy) >t f(x) + t.f (v).

Remarques.
* La fonction f est concave si et seulement si —f
est convexe, On peut donc se limiter a des énoncés
dans le cas convexe, 6T
y=x? des cordes
* Le graphe d'une fonction convexe (respective-
ment concave) est en dessous (respectivement
au-dessus) de n'importe laquelle de ses cordes. z2t

s Ci-contre, la fonction x € R ~ x? est convexe. : } b - :

THEOREME généralisation de l'inégalité de convexité

Considérons une fonction convexe f : I — R.

n
V (s in) €% V(Mg oo di) € [OA]", tels que ZAI =1,

i=1
ona F (Z Akxk) < Z Arf (xx)-
k=1 k=1

THEOREME caractérisation des fonctions convexes

Soit f une application de classe C* d'un intervalle I dans R. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
* f est convexe surl,
* f' est une fonction croissante.

* La courbe représentative de f est située au-dessus de chacune de ses tangentes.
C'est-a-dire, Va€l, Vx€l, f(x)> f(a)+f'(a)(x—a).
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Exemples. exp’ et In’ sont respectivement croissante et décroissante, les fonctions exponentielle et lo-
garithme sont respectivement convexe et concave, En considérant les tangentes en 0 et 1, on démontre
que

VxER e*>1+x VteER!, In(t)gt—1.

THEOREME caractérisation des fonctions convexes

Soit f une application de classe C* d'un intervalle I dans R. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

* f est convexe surl;

¢ " est une fonction positive,

THEOREME condition suffisante pour un minimum global
Soient f : I — R et a appartenant a un intervalle ouvert inclus dans I.

Si | — f estconvexe;
— f estdérivable en a;
— a estun point eritique (f'(a) = 0);

Alors, f admet un minimum global en a.

Remarque. On pourra comparer ce résultat avec le troisiéme énoncé de ce rappel de cours (condition
suffisante pour un extremum). La convexité permet d’avoir un résultat global,

Lorsqu'il y a un changement de convexité, on parle de point d'inflexion.

concave

convexe

vy

DEFINITION point d'inflexion

Soit f une application de classe C*(I) et a un point intérieur a I.

On dit que a est un point d'inflexion si f"(a) = 0 et qu'il y a un changement de signe de f" au
voisinage de a.

RAPPELS
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Chapitre 32 Espaces probabilisés Page 499

Ce chapitre compléte le chapitre 17 (rappel page 600) et I'étend au cas ol l'univers des possibles (1
est infini.

Définitions

On représente le résultat d’'une expérience aléatoire comme un élément w de I'ensemble (1 de tous les
résultats possibles.

Dans la suite, 4 < P (1) est un ensemble des événements.

* QEA s

« oA est stable par passage au complémentaire : VAEHA, A=0\AE A

» oA est stable par union et intersection finie ou dénombrable : si I est fini ou dénombrable et si pour

touti € I, A; € A, alors
UA,' EA et ﬂ A; E A

[ iel

DEFINITION I'application probabilité

Soient (), un univers des possibles et A un ensemble d'événements.
Une probabilité est une application P réelle définie sur A vérifiant les conditions suivantes.
» Pt A - [0,1];
» P(Q) = 1;
— [P est o-additive :
Pour toute famille (A;); finie ou dénombrable d'événements deux a deux disjoints,

P (U Af) = Z P(4)).

el [5]

Pour tout A € A, P(A) est appelée la probabilité de I'événement A,

Remarque. Dans le cas ol I'ensemble des indices I est dénombrable (par exemple, N), la définition
suppose la convergence de la série ), P(4;).
el

Vocabulaire. « La donnée d'un triplet (Q,c4,F) oti {1 est un univers des possibles, <4 un ensemble
d’événements sur (1 et P une probabilité sur (£2,.4), définit un espace probabilisé.

« Un événement de probabilité nulle est dit négligeable.

« Un événement de probabilité 1 est dit presque-sir.
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Les théoremes

THEOREME de la limite monotone

Soient (A, ) ney €t (Bp)nen deux suites d'événements sur un espace probabilisé (Q, A, IP).

= Si la suite (A,)),,=y est croissante pour l'inclusion (c'est-d-dire, Wi € N, A; © A;,,),
Alors P (U An) = lim P(4,)
nen

* Si la suite (B, ),cy est décroissante pour l'inclusion (Vi € N, B;,, © By),

Alors, P(ﬂ Bn) = lim F(By).

neN

Conséquence. Si (Cy,) ey est un suite d'événements alors

nl-l-lz‘m IP(EJ C;f) =P ([j Ck) et Hl_i_tﬂo P (ﬁ Ck) =P (ﬁ C;,:) :

k=0 k=0 k=0 k=0

Les définitions et formules vues au premier semestre s'étendent au cas général.
Définition de la probabilité conditionnelle, formule des probabilités composées ... Voir page 600

Remarque. Si 4 est un événement non négligeable, alors (0, A,IP4) est un espace probabilisé.

THEOREME formules des probabilités totales

Soient (0,cA,IP) un espace probabilisé et (A, )ney un systéme complet d'événements non négligeables.
Pour tout événement B,

P(B) = Z P(4, N B) = Z P(4,)P,. (B).

neEN neN

THEOREME formules de Bayes (ou de probabilité des causes)

Soient (0,cA,IP) un espace probabilisé et (Ay)nex un systéme complet d'événements non négligeables.
Pour tout événement B,

P(A.NB)  P(Ap) - Py, (B)

Pg(Ag) = = :
2= TF@) 3 P P ®)
neN
DEFINITION suite infinie d’événements mutuellement indépendants

Une suite infinie d'événements (A, )ney est mutuellement indépendante sipour toutn € N, (Ay)ieqiag
est une suite finie d'événements mutuellement indépendants.

RAPPELS
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Chapitre 33 Variables aléatoires discretes Page 513

Variable discrete et loi
DEFINITION variable aléatoire discréte
Soit (£2.4,P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire discréte est une application X : 1 - R

telleque | — X() = {x;: i € [} oit | est une partie finie ou infinie de N;
— pourtouti € I, [X = x;] est un événement.

Vocabulaire. Donner la loi d'une variable aléatoire (v.a) X signifie donner 'ensemble X (1) des va-
leurs prises par X et pour chaque x € X(12), la probabilité (X = x).
Remarque. A une va discréte X est associé le systéme complet d'événements ([X = x]) __ '
En particulier, il vient Z PX=x)=PQ) =1

XEX(0)

DEFINITION indépendance

+ Soient X et Y sont deux v.a discrétes sur un méme espace probabilisé.
On dit que X et Y sont indépendantes si

V) EX(Q) xY(@Q), P([X=x]n[Y=y])=PX=x) P¥ =y).
« Les variables aléatoires X, ..., X,, sont mutuellement indépendantes si

V(xg o xn) EX () X x X,(Q), P (ﬂ [X = xl]) = l—[ P(X = x;).
=1

=1

Espérance et variance

DEFINITION espérance

Soit X une variable aléatoire dénombrable. On note X(1) = {x;, ; k € N'}. X admet une espérance si
et seulement si la série de terme général x;. P(X = x;) est absolument convergente. Alors on définit

l'espérance de X par
+00

E(X) = Z X P(X = xp).

k=1
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Remarques. « Cette somme est indépendante du choix de l'indexation.
* L'espérance est linéaire,
Pour tous réels 4, i, toutes v.a X et ¥ admettant une espérance, A X + 4 Y admet une espérance et

E(AX +uY)=AEX) + nE(Y).

PROPOSITION existence par domination
Soient X et ¥ sont deux variables aléatoires discrétes sur un méme espace probabilisé.

Si + 0 |X| <Y,

— V¥ admet une espérance,

alors, X admet une espérance et |E(X)| < E(Y).

Attention, Il ne faut pas confondre I'énoncé précédent avec la propriété de croissance de I'espérance

Si | — X admetune espérance;
— ¥ admet une espérance;
+X€Y alors E(X) < E(Y).
THEOREME formule de transfert

Soit X une v.a discréte sur un espace probabilisé (Q,A,P). On note X(Q) = {x;.; k € I}.
Soit g définie sur X(Q). La variable aléatoire g(X) posséde une espérance si et seulement si la série de
terme général g(x;) P(X = x;) est absolument convergente, et dans ce cas

E(9(0) = ) g(x) PX = xp)

kel

DEFINITION variance

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (..A,F). La variance de X est, sous
réserve de convergence, définie par

v(x) = E((X - E()°).

PROPOSITION propriétés et formule de Koenig-Huygens

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q,4,P) possédant une variance.

+ Une variable aléatoire est presque stirement constante si et seulement si sa variance est nulle,
* Pour tout (a,b) € R?,

V(aX +b) = a®?V(X).

+ Formule de Keenig-Huygens
V(X) = E(X?) — E(X)2

RAPPELS
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Conséquence. Soit X une va discréte admettant une espérance. Notons ¢(X) = ,/V(X), I'écart-type.

. X-EX)
o a(X)

C'est-a-dire, une v.a d'espérance nulle et et de variance 1.

Alors est une v.a centrée réduite.

Méthode. En général, on calcule la variance a I'aide de la formule de Keenig-Huygens.
— Avant la variance, on calcule l'espérance, puis E(X)?.
+ Alaide du théoréme de transfert, sous réserve de convergence absolue, on calcule

E(X2) = Z x2 P(X = xp).
kel

Fonction de répartition

La fonction Fy définie sur R par
VtER  F(t)=PX<t)

est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

DEFINITION fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle et F, sa fonction de répartition. Alors,
» Fy est croissante,
. :I_EEL: Fy(t)=0et zlfﬂo ) =1.

+ Pour tout (a,b) € R% aveca < b, P(X €]a.b] ) = Fx(b) — Fx(a).

PROPOSITION propriétés de la fonction de répartition
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Chapitres 19/33 Lois usuelles (suite) Pages 313et513

Cette page compléte le rappel sur les lois usuelles finies, page 604.

DEFINITION loi géométrique G(p)

Soitp €]0,1[etg=1—p.
On dit que la variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramétre p, notée G(p), si

X)) =N e VkeN, PX=k)=0-p)p=q"p.

PROPOSITION espérance et variance de G(p)
Si X = G(p), alors X admet une espérance et une variance avec

q

?.

E(X) = % et V(X)=

Modeélisation. Une loi géométrique modélise un premier temps d'arrét.

Si X renvoie le rang du premier succés dans une succession d’expériences de Bernoulli identiques,
mutuellement indépendantes, alors X suit une loi géométrique otl p est la probabilité de succés d'une
expérience de Bernoulli.

DEFINITION loi de Poisson P(4)

Soit A un réel strictement positif.
On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A, notée P(A), si

;{k
X(Q) =N et YkeN PX=k) =E—AE.
PROPOSITION espérance et variance de P (1)

Si X © P(A). alors X admet une espérance et une variance avec

E(X)=24 et V(X)=A

Modélisation. On utilise souvent la loi de Poisson pour dénombrer les « événements rares ».
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Chapitre 34 Couples de VA Page 523

Lois, lois marginales, indépendance

DEFINITION loi d"un couple

La loi (conjointe) d'un couple (X,Y) de variables aléatoires discrétes, c'est la donnée de la valeur
de ]F([X = x] N [Y = y]) pour tout couple (x,y) € X(Q) x Y ().

DEFINITION indépendance

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes. On dit que X et Y sont indépendantes si, pour tout
couple (x,y) € X(Q1) x Y(Q),

P{IX =20 [V =y]) = BX =x) P¥ =y)

Les lois de X et Y sont appelées lois marginales. Elles s'obtiennent a partir de la loi du couple en
utilisant la formule des probabilités totales :

VxEX(Q), PX=x)= Y P([X=x]n[r=y])
YEY(QR)
Une formule analogue donne laloide Y.

Attention. Les lois marginales de X et ¥ ne permettent pas de retrouver la loi du couple.
Par exemple, soient X et Y deux variables de Bernoulli de paramétre 1/2.

Voici trois exemples donnant trois lois de couples différentes :
1) X etY indépendantes; 2) ¥=X: 3) ¥=1—X

Par contre si X et Y sont indépendantes, la loi du couple (X,Y) est connue.

Calculs d’espérance

La loi conjointe des deux variables permet le calcul, lorsqu’elle existe de I'espérance de g(X.Y).

THEOREME de transfert pour un couple de variables

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discreétes, et soit g une fonction a valeurs réelles définie
sur le sous-ensemble X (Q) % Y () de R?. Sous réserve de convergence absolue,

E(g(X.Y)) = Z g(ey) - P(IX = x]n[Y = y]).
XEX()

YEY()

Voici deux applications de ce théoréme.



Chapitre 34

THEOREME linéarité de I'espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires, et soient A et u deux réels.
Si X et Y admettent une espérance, alors A X + uY admet une espérance et

E(A X +pY) = AE(X) + pE(Y).

THEOREME espérance d'un produit de variables indépendantes
Soient X et ¥ deux variables aléatoires,

SiXetV | — admettent une espérance et
— sont indépendantes,

alors X - Y admet une espéranceet  E(X -Y) = E(X) - E(Y).

Loi d’une somme, exemples

Soient (X.Y) un un couple de variables aléatoires.
SoitZ=X+Y.AlorsZ(Ql) = {x + y | (x.y) € X(Q2) X Y(Q)}. Pour toutz € Z(Q) :

P(Z=2)= Z P([X=xnlr=y]) = Z P([X=xn[y=2z-x])
XEX ()

(X VIEX ()Y ()
X+y=z z=xEY()

Si les variables X et Y sont indépendantes, alors la loi de Z est donnée par la formule du produit de
convolution discret. Pour tout z € Z(01) :

P(Z=2)= Z P(X = X)P(Y = z - x).
XEX(0)
z2—xe¥(n)
THEOREME stabilité des lois binomiale et de Poisson

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes, supposées indépendantes.
« SiX < B(m,p) et queY < B(n,p) pour deux entiers m et n et pour un méme réel p € [0,1], alors

X+Y o B(m+np)
» SiX < P(A)etqueY = P(u) pour deux réels strictement positifs A et y, alors

X+YoPA+u).

Loi du maximum, du minimum

Pour déterminer la loi de max(X,Y), on passe par la fonction de répartition,
Pourlaloi du T = min(X.Y), on passe par la fonction danti-répartition (P(T > x)).
> Voir exercice 6 du chapitre 34,
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Convergences
Chapitre 35 A i Page 541
et dPpproxi mations
Inégalites
PROPOSITION inégalité de Markov

Soit Z une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé ({1,.A,P).

Si | — Z estpositive,
— Z admet une espérance,
E(Z
alors, pour tout A € R}, IP(Z > .1) - %

Remarque. Cette inégalité s'applique a toute variable aléatoire positive possédant une espérance. Elle
peut se révéler bonne si Z prend des valeurs proches de A. On a méme égalité lorsque Z est la variable
certaine égale a A, Mais elle peut aussi donner une majoration par un réel plus grand que 1.

Conséquence. En considérant la variable Z = (X — E(X})z. on en déduit :

PROPOSITION inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé ((,A,P).
Si X admet une variance, alors

V(X
veeRY P(X-EX)|>¢)< E(z )
Remarque. Par passage au complémentaire, on obtient
V(X
veeR!, P(X-EMX)|<e)>1- 52 )

642



Chapitre 35

Théoremes de convergence

THEOREME loi faible des grands nombres
Soit (X )ney une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (81, A, P).

8i | — lesvariables X,, sont mutuellement indépendantes,
— et de méme loi,
— admettant une espérance m et une variance,

—— alar
alors, si on note X,, = = 2 X, pourtoute € Rf,
i=1

P(|X, —m| > ¢) > 0.

Remarque. Ce théoréme est une conséquence directe de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Application. Considérons une expérience aléatoire, et un événement A de probabilité théorique p
associé a cette expérience. Répétons une infinité de fois I'expérience de maniére indépendante.
Pour tout i € N*, notons X; la v.a égale a 1 (resp. 0) en cas de succes (resp. échec) a la i-éme étape.

—  Nbre de succés sur n étapes
ﬂ —3

- est la fréquence empirique d'apparition de 'événement 4.
n : le nombre d'étapes 9 PEIq PP

D'apreés la loi faible des grands nombres,

Ve>0, P(lx—,!—plba) —

n—+00

C'est une premiére formulation mathématique de l'approche intuitive de la probabilité d'un événe-
ment comme « limite » des fréquences empiriques.

Un énoncé plus général sera vu en seconde année : la loi forte des grands nombres.

Donnons maintenant un second énoncé de convergence de variables aléatoires.

THEOREME convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

Soient (X, )nen une suite de variables aléatoires binomiales B(n,A/n).
Alors pour tout k € N,
P(X,=k) — P(X=k) ou X5P).
n—+00
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ECG-1
Colles de
mathématiques
approfondies

Depuis la rentrée 2021, les anciennes classes prépas ECE et ECS (ECE
étant appelée la voie économique et ECS la voie scientifique) sont rem-
placées par une seule classe ECG (G pour général).

Suivant les classes proposées par les lycées, les étudiants peuvent
maintenant suivre deux cours de mathématiques (et passer les épreuves
correspondantes le jour du concours) : mathématiques appliquées et
mathématiques approfondies.

Cet ouvrage correspond au cours de maths approfondies de premiére
annee.

Les 385 exercices de cet ouvrage, qui sont typiquement des exercices
pouvant étre posés en interrogations orales (les fameuses « colles »,
aussi orthographiées « kholes »), sont répartis en trois catégories :

« Les exercices de calcul, comme leur nom l'indique, entrainent
I'étudiant aux techniques calculatoires.

. Les exercices axés sur le raisonnement requiérent plutot des
démonstrations mathématiques.

« Lesexercicesavecquestions ouvertes demandent al'étudiant
de faire preuve de davantage d'initiatives.

Chaque exercice est entiérement corrigé, parfois de plusieurs ma-
nieres.

En fin d'ouvrage, le lecteur trouvera des rappels de cours détaillés
couvrant tout le programme.
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