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Avant-propos

Pourquoi un tel ouvrage ?

Lorsque j'étais moi-méme en MPSI, nous recevions nos devoirs maison les vendredis
matin. A chaque fois, je me demandais ce que le professeur allait nous faire découvrir,
quel résultat allait-on démontrer ou quelle théorie allait-on entrevoir.

Depuis, ayant acquis des connaissances, je vais essayer de faire la méme chose :
partager quelques morceaux intéressants de Mathématique, vous faire découvrir de
jolis résultats,

La plupart de ces problémes ne sont pas d'un accés facile, ils intéresseront en
premier lien les candidats qui visent les plus grandes éeoles.

Ils pourront intéresser plus globalement tout public ayant un niveau de la MPSI
jusqu’a I'Agrégation et qui aime chercher!

Comment utiliser un tel ouvrage ?

Ce livre n'est pas un livre de cours. Vous n’y apprendrez pas 4 faire un développe-
ment limité, & montrer qu'une application est linéaire ou a faire une intégration par
parties. Ces indispensables connaissances seront supposées acquises.

Si ce n'est pas le cas, retravaillez les méthodes élémentaires, vous ne profiterez que
plus des problémes posés par la suite!

Si vous vous sentez préts, parfait!

Ce livre est un recueil de problémes de nivean MPSI, ¢’est-a-dire que leurs résolu-
tions mobilisent seulement le programme de MPSI; en particulier, toutes les notions
nouvelles utilisées sont définies.

Certains de ces problémes nécessitent dans leurs résolutions un important travail
de recherche et d’obstination. Si vous ne trouvez pas une solution, cherchez encore.
Si vous ne trouvez toujours pas, fermez le livre et revenez-y quelques jours plus tard.

Si ¢’est en forgeant que I'on devient forgeron, ¢’est en cherchant que 'on progresse
en résolution de problémes, que 'esprit s’aiguise pour les aborder et que I'on gagne
en rapidité.

Les problémes sont indépendants entre eux, mais il peut étre parfois utile de traiter
un probléme pour mieux aborder un autre. De plus, dans certains problémes, des
résultats sont admis (généralement pour ne pas allonger davantage le probléme) et
prouvés dans un auntre probléme.

La majorité des problémes proposés sont intéressants (je ne le dis pas seulement
parce que je les ai éerits!) parce qu'ils vous feront découvrir des résultats intéres-
sants, importants. Peut-étre certaines idées rencontrées ici vous seront utiles pour les
concours ?

Je vous souhaite du plaisir a travailler sur ces problémes, en tout cas autant que
j'en ai eu a les rédiger!

Une bibliographie est donnée en fin d'ouvrage pour permettre d’approfondir les
problémes.



Notations utilisées

Les notations utilisées dans ce livre sont les notations usuelles.
Rappelons-en certaines :

1.

e

(4]

= @

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

les lettres N, Z, Q, R et C désignent respectivement 'ensemble des entiers
naturels, 'ensemble des entiers relatifs. I'ensemble des nombres rationnels, 'en-
semble des nombres réels et 'ensemble des nombres complexes ;

: G m : %

i est le complexe de module 1 et d’argument principal 5" On veillera & ne pas
le confondre avec un éventuel indice i ;

si x € R, |z désigne la partie entiére de x;

P désigne 'ensemble des nombres premiers;

siz € C, R(2) et 3(z) désignent respectivement la partie réelle et la partie
imaginaire de z;

. 51 a et b sont deux entiers relatifs, a A b est le PGCD de a et b;

si F est un ensemble fini, card (E) est le nombre d’éléments de E;

. sin € N*, .9, est le groupe symétrique de I'ensemble [1,n] : c’est I'ensemble

des bijections de [1,n] dans [1,n]. Plus généralement, si E est un ensemble
non vide, on note . (E) I'ensemble des bijections de E dans E ;

si E est un ensemble, 22 (E) est I'ensemble de ses parties ;

si k € NU{oc} et I un intervalle de R, on note ¥ (I,R) (ou plus simplement
¢ (I) il 0’y a pas d’ambiguité) 'ensemble des fonctions définies sur I, k fois
dérivable sur [ et la dérivée k-iéme est continue sur [ ;

si f est une application linéaire, ker (f) et im(f) désignent respectivement le
noyau et I'image de f:

si E est un K-espace vectoriel, . (E) est 'ensemble des endomorphismes de
E;

si n et p sont deux entiers naturels non nuls et K un corps, .4, , (K), 9(, (K),
Sl (K) et 7, (K) désignent respectivement l'ensemble des matrices i co-
efficients dans K ayant n lignes et p colonnes, 'ensemble des matrices ear-
rées d’ordre n inversibles a coefficients dans K, I'ensemble des matrices carrées
d’ordre n de déterminant égal a 1 a coefficients dans K et 'ensemble des ma-
trices symétriques a coefficients dans K ;

si m est un entier naturel non nul, les ensembles &, (R ) et # &, (R) désignent
respectivement l'ensemble des matrices orthogonales d'ordre n a coefficients
dans R et I'ensemble des matrices orthogonales d’ordre n i coefficients dans R
de déterminant 1 ;

la lettre P désigne une probabilité sur un espace probahilisé (1 ;

les lettres E et 'V sont utilisées pour 'espérance et la variance d'une variable
aléatoire.
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Theéme 1

Inégalités classiques

Thémes abordés : Inégalité arithmético-géométrique, inégalité de Jensen, inégalité
de Cauchy-Schwarz, inégalité de Holder, inégalité de Minkowski.

Difficulté : HECICC]

Ce sujet présente des inégalités. qui sont parmi les plus importantes des Mathéma-
tigues, i savoir l'inégalité arithmético-géométrique, l'inégalité de Jensen, 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, 'inégalité de Holder et 'inégalité de Minkowski.

Les techniques utilisées sont élémentaires : le sujet est accessible avec un niveau de
fin de classe de Terminale.

Les parties de ce probléme sont largement indépendantes les unes des antres.

1.1 Inégalité arithmético-géométrique

Le but de cette partie est de donner plusieurs preuves de I'inégalité arithmético-
géométrique.

Proposition. Inégalité arithmético-géométrique.
Soient n € N* et (zy,...,2,) € (R4)" . Alors,

n 1in n
(HJ:"") < ?—tz.ﬁ:k. (1.1)
k=1

k=1
Cette inégalité est une égalité si, el seulement si, r) = -+ - = T5.

Nous donnerons aussi des applications de cette inégalité.

1.1.1 Une premiére preuve

1. Soit (z,y) € (R+)*. Montrer que

VEY S 5 (@ +y).

ba | =
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2. Montrer que pour tout n € N, pour tout (z,...,2m) € (Ry)?
2}! 1-"2" 1 2h
(l2) <33=
fe= k=1

Soit n € N, n > 2. Montrer qu'il existe j € N, unique, tel que

2F < < P

1 ]
Soit n € N, n > 2. Seit (z1,...,2,) € (R4)". Soit m = = Y. Bk
k=1

. gk
En considérant le 26-uplet (z1,...,20,m,...,m) € (R+}2 pour une « bonne »
valeur de k, terminer la preuve de I'inégalité arithmético-géométrique.

1.1.2 Une seconde preuve : en utilisant une inégalité de concavité

5. Montrer que
Vi>0, In(t)<t-1.
T
6. Soit n € N*. Soient (x1,...,2n) € (R4)" tel que [] @ = 1. Montrer que
k=1

1
fg HRZJ"""

..:1
7. Terminer la preuve de 'inégalité arithmético-géométrique.

1.1.3 Applications

8. Soient n € N* et (zy,...,2,) € (R})".
Montrer I'inégalité entre la moyenne géométrique et la moyenne harmonique :

n l/n -
(H mk) E 5 .
k=] =

9. Soient n € N* et (z1,...,2,) € (R4)" tel que [] x = 1. Montrer que
k=1

T
I (= +2) 23"
k=1
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1.2 Inégalité de Jensen

Définition. Fonction convere.
Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une fonction.
On dit que [ est convexe sur I si:

vte[0,1], V(z,y) eI, F(A-t)z+ty) < (1—1t)f(z)+tf(y).
10. Soit f: I — R une fonction convexe. Montrer que

Vn e N*, ¥ (z1,...,2) € I", Y(Ary-.., M) € (R4 )",

(Fn=1) = (1G] s Zrem)

Indication : On pourra procéder par récurrence sur n. On écrira astucieusement
n+l

5" Apxy pour se ramener i la définition d'une fonetion convexe.

k=1

11. Soit I un intervalle de R et soit f : I — R dérivable telle que f' soit continue
et croissante sur 1.

Montrer que f est convexe sur [.
Indication : On pourra introduire la fonction g définie sur [0, 1] par

g(t)=0=t)f(zx)+tf(y)-F((A-t)z+1y),

montrer que g est dérivable, ¢’ continue sur [0, 1] et utiliser
b
¥(a,b) €[0,1%, g(b)—g(a)= /g’(r.jdt.

12. En déduire que les fonctions € R — e” et & € RY —— — In () sont convexes.

13. Une application. Soit x = (x1,...,2s) € R™ non nul.

(a) Montrer que si t > 1, alors la fonetion 2 — ' est convexe sur RY.

1 n 1/p
lontrer que la fonction p € (1, 40| — | — Ty est croissante
(b) Monter que Ia fonction p € [1, +oc[— (1 3= [aul”) et cro
T

sur [1, +o0[.

L/p
e : 1 & =
(e) En déduire que la fonction p — (— 3. |eel® ) admet une limite en
=1

400, Exprimer cette limite en fonction des x.
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1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Le but de cette partie est d’établir I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition. Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit n € N*. Soient a = (ay,...,a,) € R™ etb = (by,...,b,) € R™.

Alors,
n i
N ey R (1.2)
k=1 k=1

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement s'il existe un réel A tel que
b= Aa oua=Ab.

Nous proposons plusieurs preuves de cette inégalité.

1.3.1 Une preuve élémentaire
14. Montrer I'inégalité de Canchy-Schwarz lorsque, pour tout k € [1,n], by = 0.
15. On suppose maintenant qu'il existe j € [1,n] tel que b; # 0.
i) ;
En considérant la fonction f:t € R+— 3 (ay + th)?, terminer la preuve de
k=

I'inégalité de Canchy-Schwarz.

16. Etudier le cas d’égalité dans (1.2).

1.3.2 Une autre preuve

17. Montrer l'inégalité de Canchy-5Schwarz par récurrence.

1.3.3 Une derniére preuve!
18, Montrer que

a? y
Y(z,y) € R?, < — 4 =,
(x,y) st
19. Retrouver l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

T

mn
- S , , . - T
Indication : On pourra commencer par supposer LZ1 ai = LZE by = 1.

1.3.4 Applications
20. Soient n € N* et (xy,...,2,) € R™. Montrer que

n 2 n
(Z .'i'.‘k) <n z .'r.-i+

k=1 k=1
21. Montrer que

Vn e N*, Ziwf_i ﬂ}”wi‘t+.
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1.4 Inégalité de Holder

Dans cette partie, nous prouvons et donnons des applications de l'inégalité de
Haolder.
Proposition. Inégalité de Holder.
1 1
Soient p et q deux véels strictement positifs tels que — + — = 1.
i ]

Soit n € N*. Soient (ay,...,a,) € R" et (by,...,b,) € R*. Alors,

n T IJ'rp T |_.l"q
> " agbi| < (Z |ﬂk|”) (Z |bk|") . (1.3)
k=1 k=1 k=1

1.4.1 Preuve
1.1
Soient p et g deux réels strictement positifs tels que ) + . =1.

22. Montrer que

V(z,y) ER? oy < %ﬁt%

Indication : On pourra utiliser la convexité de la fonetion x € R — —In(z)
établie & la question 12.

23. Soit n € N* et soient (ay,...,a,) € R™ et (by,....b,) € R™.

n T
Montrer I'inégalité de Holder dans le cas ot 5 |ai|P = 3 |b|7 = 1.
k=1 k=1

24, Terminer la prenve de 'inégalité de Hélder.

25. Etudier le cas d’égalité de 'inégalité de Holder.

1.4.2 Applications

26. Soit (p,q) € [1,+c;n:3[2 et soit i € |1, +o0[ tel que ?1 = ﬁ - {1 Soit n € N*

et soient (ay,...,a,) € R™ et (by,...,b,) € R™ Montrer la généralisation
suivante de l'inégalité de Holder

n L/ n 1/p n 1/q
(Z |u;..m.|") < (th*’) (Z If:-:.-]"") -
k=1 k=1 k=1

|
27. Soient p et g deux réels tels que 0 < p< let g < 0tels que — +- = 1.
r 9

Soit n € N* et soit (a1,...,a,) € (RY)" et (by,...,bs) € (R} )". En appliquant
judicieusement 'inégalité de Hélder, montrer I'inégalité suivante dite de Hélder

4 inversée »
n n I/p T 1/q
> apby, = (Z 1”-k|”) (Z ]f?qu) .
k=1

k=1 k=1
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1.5 Inégalité de Minkowski

Le but de cette partie est de montrer U'inégalité de Minkowski.

Proposition. Inégalité de Minkowski.
Soit p € [1,+0oc[. Soit n € N* el soient (ay,...,b,) € R" et (by,...,b,) € R™.
Alors,

n L/p n 1/p = 1/p
(‘z |y +bkfp) < (Z |m,.!p) . (Z [.';k;f’) : (1.4)
=1 k=1 k=1

1.5.1 La preuve

28, Montrer I'inégalité de Minkowski lorsque p = 1.

29. On suppose p > 1.
Soient @ = (ay,...,a,) ER" et b= (by,....b,) € R™

n
En majorant la somme % aj (aj + b )" ! montrer 'inégalité de Minkowski.
k=1

1.5.2 Une inégalité de Minkowski « inversée »

30. Soit p € ]0,1[.
Soient a = (ay,...,a,) € (R})" et b= (by,...,b,) € (RL)".

Montrer que
n I/p " Lip n l/ip
(Z (a +L~,,.;P) > (Zaf) + (Z f{_) :
k=1 k=1

k=1

Indication : On pourra utiliser I'inégalité de Halder « inversée ».
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Correction du Theme 1

1.

1

Soit (z,y) € (R4)% On remarque que (VZ— ,ﬂ}f =z—-2/zy+y = 0.1l

1
s'ensuit que | /Ty < 5 (z+y)-

Soit, pour n € N, la proposition
2"1

on 1/2
n 1
2 «H{a:l,T.,.mgn}E(R_;}? i (HTL) Eﬁz;q W,
k=1 k=1

La proposition % est vraie et la proposition £ d'aprés la question 1.
Supposons &%, vraie pour un entier naturel n, montrons que .29, | est vraie.

antl
Soit (2y,...,Tgni1) € (R+}2" . On remarque que
an il L/t on /2" onil 1/2n 1/
sl = ( 1 m,c) I =
k=1 k=1 k=21 41
En utilisant la question 1, on a
gn il I i ] o 1590 anil 1/2m
H Ty < ) (H J:k) -+ H T}
k=1 k=1 k=2"4-1

En utilisant deux fois I'hypothése de récurrence, il vient que :

]!rzlil-l

-21'l|l 1 1 an 2|1|1

11 = = slE2mts X

k=1 k=1 k=2"41
2r1:|]

1A
g
:F'_r-

2

La proposition 22,4 est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 42, est vraie
pour tout entier naturel n, ainsi

2n
VneN, ¥ (x,...,xm) € (R4 }2" ; (H :ITL.) < = T,

k=1

. Rappelons que la fonction x — 27 est une bijection de R sur R’ dont la bi-

jection réciproque est la fonetion logarithme en base 2 noté log,. En particulier,
pour tout r € R, log, (27) = .
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Soit n € N, n > 2. Soit k € N. Par croissance de log, sur R}, on a :
<n<2t = j<loga(n) <j+1 <= j=|logy(n)].
On note que j > 0.
L'entier naturel j = |log, (n)]| convient et c'est le seul.
4. Soit n € N, n > 2. Soit (xy,....7,) € (Ry)™.
Six) =-- =1z, =0, I'inégalité est claire.
On suppose que maintenant que (zy,...,x,) # (0,...,0), en particulier, m > 0.
Soit j I'entier défini a la question 3 et soit & = j + 1.
Remarquons que l'uplet (z1,...,2,,m,...,m) contient 2* — n fois le nombre
m.
D’aprés la question 2, on a :
; 3 s | ;
(wl Koo M Ip X 'nlzk_n) < 2_-‘~ (ml 4o 2+ (Ek _ﬂ) nl) ?
Comme z; +--- 4+ x, = nm, il s'ensuit que
i ok
(21 % -+ x 2) /2 m(2-n)/2¢ < — =m.
. . . (2k—n)/2k - i : e
Aprés simplification par m > 0 et en élevant & la puissance e (la
fonction 2 —3 22" /™ est croissante sur R ) il s’ensuit que
I/n 1
Yn > 2, iR R —
n>2 V(z1,...,2n) € (R4)", (HJL) NZ
5. On définit sur R la fonction f par f () =In(t) — (f—1).
i 1 1-t
f est dérivable sur RY et pour tout ¢t >0, f'(t) = - —1= —=
Ainsi, f est strictement croissante sur ]0,1] et ::trl{'telnc-nt décroissante sur
[1. +o0[
f admet done un maximum global en 1, ainsi pour tout ¢ > 0, f(t) < f(1) =0,
ce qui entraine
Vi>0, In(t)<t-—1.
6. On commence par remarquer que pour tout i € [1,n], z; > 0.

Par la question 5, pour tout i € [1,n], on a In (2;) < z; — 1. En sommant entre

1 et n, il vient que
n
2111{.1:, ) = Z ' — M.
i=1 =1

mn mn n 1 =
Or, ¥ In(z;}) =1In (H :L',-) =0car [[ z; =1, ainsi|1 < -EZL,
i=1 ]
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7. Soit (Z1,...,%a) € (R4 )"

n

Si I'un des z; = 0 avec j € [1.n], alors [] x; = 0 et I'inégalité A prouver est
i=1

évidente.

On suppose que pour tout j € [1,n], z; > 0.

o L.
Pour tout j € [1,n[, on pose ¥; = o — de sorte que I'on ait I[Iz;=1.

L I.u"r 2y
. =1
D’aprés la question 6, on a

] i ri 1/n i i1
12> 8 = (H-‘Ef) S 0B
j=1 =1

i=1

1 1
8. On utilise 'inégalité arithmético-géométrique avec le n-uplet (—,—)

Iy Ty
i 1/n i
(Hi) <Ly~
xr; n =« xr;

i=1 i=]

pour obtenir

En composant cette inégalité par la fonction inverse (décroissante sur RY )

n l/n
T
(Hl‘) S

9. En utilisant I'inégalité arithmético-géométrique, pour tout k € [1,n], on a :
Zr+2=zZr+1+1Z23(zp x1x 1}”3 =33:,';f3.

Ainsi, on a

e

I] (2 +2) > H (321%).
k=1

k=1

T :
En utilisant le fait que [] :71:1,1\_"F 3 =1, il vient que
k=1

e

II 2k +2) = 3™

k=1

10. Soit, pour tout n € N*, la proposition .22, :

# HI[;;L'],...,.T-“} el V{)\.[....,An] € {R+]ﬂ,
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(Z}‘-k = 1) = (f (z r‘tki‘k) < Zlkf(-’ﬂk}) ».
k=1 k=1

k=1
%) est manifestement vrai
<1 50 mantiestement vrale.

On suppose 2, vraie pour un entier naturel non nul n, montrons que %, est
vraie.

41
Soit (21,5 Tn+1) € et (Ao dn41) € (B4)™H telque 5 M =1
k=1

Si I'un des A; est nul, alors %, est vraie grice a I'hypothése de récurrence.
On suppose maintenant \; # 0 pour tout i € [1,n + 1].

T
En remarquant que » A; + A,4; = 1, en utilisant la convexité de f (on re-

i=1
n AL i AL
marque que »  — arpelcar } - k- 1),ona:
k=1 Z ;“J k=1 E AJ
j=1 i=1

n+1 n n )\J:
s (Z )11.-11-'::) = 1Y N xY o+ A 1T
k=1

g=1 k=13 A

i=1
n n A
< Z)‘.‘ff Z n.k €Ly +)lr:+lf(-'i'-'n+l}-
j=1 k=1 Z }Lji
=1

i
Comme )  —
k=1 z: ),lj

= 1, I'hypothése de récurrence assure que

J=l1
ny Ak (z)
Y wtal<E :
k=13 Aj 2 Aj
= =
ainsi
T+ 1 n+1
f (Z J\k:-:-‘k) < Z Mef () .
k=1 k=1

On a montré gue 22,41 est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 2?2, est vraie
pour tout entier naturel n € N*,

11. Soit (x,y) € I? et soit g la fonction définie sur [0, 1] par
gty =(1—t)f(z)+tf(y)-fF(A-t)x+1y).
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12

-

13.

On a g (0) = g(1) = 0 et g est dérivable sur [0,1] car f 'est sur I et pour tout
t € [0,1],

gt) = —f@)+fy)+E-y)f((1-1t)z+ty)

= a-4f(8t+z)

o 'onaposéa=f(y)—f(x)etB=y—a>0.
Il est clair que ¢’ est continue sur [0, 1] car f’ est continue sur I.
Comme f’ est croissante, g’ est décroissante sur [0,1] car 3 > 0.
Si g’ (1) > 0, alors par décroissance de ¢, pour tout t € [0,1], ¢’ (t) > 0.

|
On aurait alors g (1) — g (0) = [ ¢’ (t) dt > 0, ce qui est impossible car
0

g (1) = g (0). Ainsi g’ (1) < 0.
On montre de méme que g’ (0) = 0.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢’ s’anmule en une valeur
a € [0,1]. Par décroissance de ¢’, on a

Vte[0,a], ¢ (t)=0, et Vte[a1], ¢'(t)<0.
Ainsi, g est croissante sur [0, ] et déeroissante sur [a, 1], done
Yt e [0,1], g(t) = min{g(0),g(1)} =0
car g(0) = g (1) = 0. On a montré que

Ve e [0,1], V(z,y) € 12, fF((1—t)+ty) < (1 —1t) f () +tf ().

On a montré que f est convexe sur I.

e La fonction exp est dérivable sur R et sa dérivée exp qui est une fonction
croissante et continue sur R. D’aprés la question 11, on en déduit que

la fonction exp est convexe sur R.

1
oz —+ —In(x) est dérivable sur R% et sa dérivée est  — —— qui

&
est une fonction croissante et continue sur RY. D'aprés la question 11,

la fonction — In est convexe sur RY .

(a) Soit t = 1. La fonction r — x' est dérivable sur R et sa dérivée est
la fonction x — tz!~!. Comme t — 1 > 0, la fonction # — tz!~! est
croissante et continue sur R .

D’aprés la question 11, | la fonction x — 2* est convexe sur R .

(b) Soit (p,q) € [1, +<3-c:-[2 tel que ¢ = p. Montrons que

(i w) > (Z; |1-,-|ff) .

=1
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g

Soit t = — = 1 et soit f : # +— a'. f est convexe sur R} d’aprés la

P
question 13 (a). Ainsi, comme (xy,...,x,) est non nul, I'inégalité établie
a la question 10 donne :

] n 1 T :
I (EE}%P) < a ;fﬂfffz'r)
d’on

1 ¢ ap | =n
(;leﬂp) E;Z(lwdp)q"#.

i=]

; 1 g g
En élevant & la puissance — (z — z'/9 est croissante sur R, ), on obtient :
q

1 n I/p 1 T g
(HZMF’) E(EZ]T‘;W) -

Soit ||z, := max {|z;|, i € [1,n]}. Comme = # 0, on a ||z| > 0. 1l
s'ensuit :

n 1/p . " \/p
w21, (izlmfl”) = ol (1Z(ﬁ)p) |

§=1
[
Par définition de |||, pour tout i € [1,n], ﬁ < 1 et il existe
x| ..
: 21 %
j € [1,n] tel que ] =1, d'oil
o

1< i ('1—'I)p <n
- lzlla/ =

i=1

()" s (15 (EL)) =

1y\1/» In (n
Comme (;) = exp (—M),_ on en déduit que
P

1 l/p
lim (—) —:
p—=4oo \ N

T 1/p
1+ 5l \*
lim —Z (ﬂ) =1
p—rtooc A\ N im1 III"”I,_W__:I

On a done ;

Par encadrement,
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et

1=1

L& L/p
li - zilf = llzll . -
plm (” > lail ) 2/l oo

14. Lorsque pour tout k € [[1,n], b =0, on a

b3 n
Zﬂ._{-bk — be =0
f=1

k=1

Ainsi les deux membres de I'inégalité sont nuls, done

l'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée dans ce cas.

15. On remarque que

mn n T
VteR, f(t)= (Z h}’.) 242 (Z uki’:rk) 4 Z ag.
k=1 k k=1

Tt
Par hypothése % bf, # 0, donc f est une fonetion polynomiale de degré 2 et
k=1
pour tout t € R, f () = 0.

[l s’ensuit que le diseriminant A est négatif car f ne change pas de signe. Ainsi,

d’onl en composant par la fonction racine carrée (eroissante sur Ry ), on a

Zﬂ:akh" = i:af i:bf
k=1 k=1

k=1

16. Soient a = (ay,....a,) ER" et b= (by,... ,b;) € R™.
Il y égalité dans U'inégalité de Canchy-Schwarz si, et seulement si, le discriminant
de f est nul. Ce qui est équivalent i dire que f s’annule en une unique valeur
to e R.
Or, la condition f (to) = 0 est équivalente i : pour tout k € [1,n], ap + tobr. =0
soit ap = —itpby., ainsi, il existe a € R tel que a = ab.

Par symétrie entre a et b, on a montré que U'inégalité de Cauchy-Schwarz est
une égalité si, et seulement si, il existe a € R tel que a = ab ou b = aa.

17. Pour tout n € N*, on introduit la proposition 22, :

n "

< Zaf Zbﬁ}).

k=1 k=1
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18.

La proposition 27, est clairement vraie.

On suppose que 2, est vraie pour un entier naturel non nul n, montrons que
P41 est vraie.

Soient (a1,...,an+1) € R™ ! et (b1,...,0n41) € R™, On a

n+l n+l

< 2ok 2%
k=1 k=1

= () = () &
(

n 2 n
Eﬂkbk) + 2an4+1bn+1 Z apby. + (ﬂ-n+1b:r+l ]2
k=1

< ( E) (Z b:.) + (@nt+1bns1)® + %4y ZHI. +apy Zb»

k=1 k=1 k=1

On remarque la présence de (ap41bniy ]2 dans les deux membres de 'inégalité,
d’apreés I'hypothese de récurrence, pour montrer que 2%, 41 est vraie, il suffit de
montrer que

T mn mn
Qun+[b“+12£ﬂkbkEI'JE{LLZQE-{-Q?HL,ZF%. (1.5)
s k=1 =

Or,

n
b1 Z a; — 2 |an+1| [bn+1] Z aj Z b + b4 Z“
=1

k=1
Toujours d’aprés I'hypothese de récurrunce, ona

n
2an41bn41 z ayby
k=1

< 2|ans1] bt (Zu;) (Z bz)

k=1

it
2ap4+1bn+1 Z: apb =
k=1

ce qui montrer 'inégalité (1.5) et la véracité de 22, ..

On a montré par récurrence que 'inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie pour
tout entier naturel n non nul.

o 2

L'inégalité zy < % + % découle de I'inégalité (x — -r,r) > 0.
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19. Soit n € N* et soit deux n-uplets (ay,...,a,) et (by,...,b,) de R".

20.

T T
e On suppose E af = E b=

2

Pour tout k € [[1,n], on a aph, < =~ kEd’ol en sommant entre 1 et n,

n

2 axb L3> dr

k=1

Z% Z

Je=1

l-».rll—l

?
_I_
2
L
e On revient au cas général.

n n
Si 3 a?=00u Y b? =0, alors I'inégalité est évidente. On suppose done
i=] i=1

Z a =0 et Z bz = 0. On définit ainsi

=1 =1
aj;
Tl 9
2 6
=1

) LU no..9 L L .
Il est clair que 3 ars = S b =1, ainsi 3 aphi < 1, soit
k=1 k=1 k=1

Ve [1,n] a;= et b=

Pour conelure, il suffit utiliser I'inégalité précédente avec les réels |a;| et |b;| et

> aibi < 3 il

i=l
On a montré que

remarquer que

n mn n
Za,-b,- < Zaf be
i=1 i=1 =1

On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz avec pour tout k € [1,n], ar = x;, et
b. = 1. On a done :

_ZT’* zlai Z]E

d’oil, en élevant au carré (la fonction carrée est croissante sur R, ) :

n 2 T
(z-l’h) < nz:.l,f
k=1 k=1
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21.

22,

23.

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec pour tout k € [1,n], a; = k et
b. = vk. On a done :

n

D kvE

k=1

< 2w Zf»

k=1
d'on

" [am+1)@n+1)  [a(n+1)
;M’EE\/ 5 x\/ s

D’on, aprés simplifications, on a :

} it
Zkv’_ { V2n+1.

On a montré a la question 12 que la fonetion — In est convexe sur R ainsi pour

: 1 1
tout (u,v) € {Rf,_}"\? en utilisant z + " =1,0na

= (lu+ i-u) & . Lintul Sinfe} = (EH 3) > In (u!/70!/)
P iq P q P q

puis en composant par la fonction exp, croissante sur R, et en posant r = u”
et y = v¥ (on note que les fonction u — u” et v — v7 sont des bijections de
RY sur RY)

1 1 1 1
E i e |7 q
Viz,y) e RY), zy<—aP+-y? =[P + = |y]7.
P ¢ P q
On remarque que l'inegalité ci-dessus est évidente lorsque x et y n'ont pas le
méme signe car xy < 0 et elle reste vraie lorsque = et y sont tous les deux
négatifs. Ainsi

1 1
V(z,y) eR?, axy< 5 el + 2l

Soient (@1,...,an) € R" et (b1,...,b,) € R".
D’aprés la question 22, pour tout k € [1,n], on a apb. < 2 lax|” + L [by|7.
P q

En sommant entre 1 et n, on récupére

n n
Z apby < > Z |lag|” + Z |bge| =
k=1 P k=1

Pour conclure, il suffit d'utiliser I'inégalité précédente avec les réels |ay| et |by|
n

Z akb;,.

= 1.

-:slw
-':>|'—~

et remarquer que

T
< 5 |agby| (c’est I'inégalité triangulaire).
k=1
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T n
Lorsque ¥ |ax[? = 3 |bg|" = 1, on a montré que
k=1 k=1

24. Soient deux n-uplets de réels (a1,...,an) et (by,...,bn).

n
Z ﬂ.‘r"}k
k=1

T n
Si 3 |zklf = 0o0u 3 |b]|? = 0, 'inégalité de Halder est claire. On suppose
k=1 k=1
L n
done % |zp|P £ 0et ¥ |y # 0. On définit ainsi
k=1 k=1

Vie[Ln] @= =S et b = bi

Ewr)” (Eee)”

T e mn ~1q n —
11 est clair que Y |@|P = 32 E:-;-l =1, ainsi > a;b; < 1, soit
i=1 i=1 [

=] =1
Pour conclure, il suffit d'utiliser 'inégalité précédente avec les réels |a;| et |b;

< Y |aib;. On a montré que

mn 1/p mn I/q
<(Sor) " (Soer)
=1 1=1

25. Soient (ay,...,an) € R™et (by,...,by) € R™ qui réalise I'égalité dans 'inégalité
de Holder.

e Si(ay,...,a,)=(0,...,0)ou (by,....b,) = (0,...,0), alors il ¥ a claire-
ment égalité dans U'inégalité de Hélder.

e On suppose (ai,...,a,) # (0,...,0) et (by,...,b,) # (0,...,0), ainsi

n L
Y lalP >0 et Db >0.
k=1 k=1

n
et remarquer que | a;b;
i=|]

T
Zaib;
i=]

On pose

vie[,n] &= % & B b

(Ewme)”
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LS

no 19
de sorte que l'on ait Y |a|P = 3 hk| =
..=I P—
S'il existait j € [1,n] tel que
- 1 Lz |9
ajb5| < = [as” + - [bs|
‘ %3 P| il g |4

en sommant cette inégalité avee les inégalités suivantes obtenues a la ques-
tion 22, on aurait

. o Yoo oo 119
vk e [Lnl\ {5}, |axd| < Sl + - o
On en déduirait

T N 1 i 1 n - g
z |-§ikbk‘ = = I&HP - E ‘f}kl
k=1 P : q :

1

M

ce qui est exclu.

Ainsi,
= 1 14
e i = - a L o e - i -
kelunl, |ab| = lan + - [ (1.6)
Soit a = 0. Soit la fonction f définie sur R, par
() =ot - ioﬁ — 1:‘?.
P q

f est dérivable sur R4 et pour tout ¢t > 0, f' (t) = a — 7!, Ainsi,
VteRy, f(1)>0 < t>al/l@-h)
On en déduit que f est strictement croissante sur [[], at/ '1'?“’}] et stricte-
ment déeroissante sur [ﬂr” (@=1), 400 [
La relation l + : = 1 permet de montrer que f (a) = 0, ainsi pour tout
te R\ {n}p f (E} < 0. De (1.6), on en déduit donc que
vke[t,n], [B|=l@l"" = ‘5k|" = @

= p. En utilisant la définition des ag. et E:-k, on obtient

(la1]7,....|dx|P) = (‘bl q)
=  I(Ap) € Ry)?, (Mary...,Aan) = (uby, ..., puby).

On remarque que cette précédente équivalence recouvre le cas ol 'un des
deux n-uplets est nul,

car g

iq -
‘ L] bﬂ
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26.

Réciproquement, si (ay,...,a,) € R™ et (b,...,b,) € R" sont tels qu'il existe

(A pt) € {R.+}2 tel que A(ay,...,ap) = p(by,...,b,), alors il y égalité dans
I'inégalité de Holder.

On a montré que pour (ay,...,a,) € R"™ et pour tout (b,...,b,) € R",
I'inégalité de Holder est une égalité si, et seulement sil existe (A, p) € {R+}2

tel que A(ay,...,a,) = p(by,...,by,).

On a 2 = 2 +- = 1= % + % On utilise I'inégalité de Holder avec les
r P 9 =

rooor
n-uplets (lag|"....,|lan|") et (|01]",...,|bn|") pour obtenir

n n r/p i riq
3 laxbil"| < (Zﬂair‘ﬁ’”) (Zjuml")”*)
k=1 i=]

=]
soit, apreés simplifications

k=1 k=1 k=1

il
q

1
. Soient p' = 5 et ¢ = —%. On remarque que p et g sont des réels strictement

positifs et

1 1 P 1 »
_+_=p__:p(]——)i—=l.
r oq q q

—p

On utilise 'inégalité de Hélder avec les n-uplets (bl““"._. S v ) et

((a1by)”, ..., (ayb,)") pour obtenir

n n n , 1/p' n : 1/q
Y ah =" (arbp)’b” < ( (arby)™ ) (Z b " )
k=1 k=1 k=1

k=1

!

soit aprés simplifications

Tt T P 1 —plq
> af < (Z*ﬂkbk) (be{-) ;
k=1 k=1

k=1

d'on

n n Lip i Liq
> apby > (Z |ﬂk|p) (Z |f»‘1-|q) ‘
k=1

Lorsque p = 1, l'inégalité de Minkowski est I'inégalité triangulaire, elle est

done vraie.
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29. On remarque
it n
Yo lax+bl? = 3 |ag + by lag + b P
k=1 k=1
n mn
< > lakllar + 0P+ lbe] lar + bifP
k=1 k=1
T
Pour majorer 3 |ag||ar 4+ be[P~", on utilise Pinégalité de Holder avec les réels
k=1
P
=pet g = ;
pP=petq= oo
1 il
Il est facile de voir que = + — = 1, ainsi, en utilisant I'inégalité de Holder, on
s I q
n n l/ip ¢ n 1-1/p
D lagl lag + b~ < (Z !ﬂr.-|”) (Z |HL-+"’J;|P) ~
k=1 k=1 k=1
Le méme raisonnement montre que
n n 1/p n 1-1/p
> lbw lag + b7t < (Z Ebk|p) (Z | + 5k|p) :
k=1 k=1 k=1
En sommant ces deux précédentes inégalités, on obtient finalement
n 1/p n 1/p n L/p
(z o+ bm) < (z |a-m) " (z w) .
k=1 k=1 fe=1
30. Pour tout k € [1,n], on a

(ar. + b)) = (ap +bg) (ap + kap—l
= ay (ax + bk)? " + bk (ax + by)?

On utilise I'inégalité de Holder « inversée » avec p € |0,1[ et ¢ = Ll < 0 de
p e

- |
sorte que ;} + E = 1. On obtient

1/p n 1—1/p
Z ap (ap + b)) = (Z a’:) (Z (@ + bj;}P) :

k=1

Le méme raisonnement montre que

p n 1-1/p
Zb‘" (ap + l!i;ﬁ (Z bp) (Z (g + bkjp) .
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Il s'ensuit que

n n |.l"_i'? n 1/p
S (o b 2 ((z %)+ (34) ) (
k=1 k=1 k=1 &

On a bien montré que

n I/p n 1/p
(Z (ay, +bk}f’) > (z ug) - (
k

k=1




Theéeme 2

Découverte des infinis

Thémes abordés : Relation d’ordre, injectivité, surjectivité, bijectivité, ensemble.
Difficulté : HEECIC

Ce sujet commence par prouver le théoréme de Cantor-Bernstein, eélébre résultat
de la théorie des ensembles. Ensuite, on montre deux facons différentes que R et
N ne peuvent pas étre mis en bijection : I'une des méthodes utilise la notion de
développement décimal illimité propre et 'autre utilise un résultat de Cantor (encore!)
qui stipule gu'il n'existe pas de surjection entre un ensemble et I'ensemble de ses
parties.

Ce sujet nécessite les connaissances élémentaires de MPSI abordées généralement
en début d’année : les notions d’injectivité, surjectivité et bijectivité.

Les deux parties sont largement indépendantes.

2.1 Théoréme de Cantor-Bernstein

Le but de cette partie est d’établir le théoréme suivant.

Théoréme. Théoréme de Cantor-Bernstein.

Soient E et F deux ensembles. On suppose qu’il existe une injection de E vers F
et une injection de F vers E.

Alors, il existe une bijection de E sur F.

Nous commengons par prouver le lemme suivant.
Lemme. Lemme de Knaster-Tarski.

Soit E un ensemble et soit [ : P (E) — 2 (E) croissante, i.e.

V(A,B) € (#(E))*, (AcB)= (f(A)cf(B).

Alors, [ admet un point fize : il eviste M € 2 (E) tel que f (M) = M.

Soit

B={Me®(E), f(M)c M}

muni de la relation d'ordre C (inclusion).

L. Justifier que B est non vide. En déduire existence de inf B.
Dans la suite, on pose N = inf B.
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2. Montrer que pour tout M € B, f(N)cC f(M)C M.
En déduire que f (N) minore B.
3. En déduire que f (N) C N, puis f(f (N)) C f(N).
4. En déduire que f (N) € B, puis que f(N) = N.
Nous pouvons maintenant prouver le théoréme de Cantor-Bernstein.
Soient f: E — F et g: F — E deux injections. Soit
k:2(E)— 2(E)
définie par :
YMe #(E), k(M)=E\g(F\f(M)).

5. Montrer que k est croissante pour l'inclusion. En déduire que k a un point fixe
que l'on note Ag.

Soit enfin h I'application définie sur E par :

f(z) sizeAd
hiz)= {g-—l (x) size EE’:(J-I{}

oil, par abus, g~ ! (x) désigne I'éventuel (i.e. sous réserve d’existence) unique antécé-
dent de x par g.

6. Montrer que 'application h est bien définie.

7. Montrer que h est injective,

8. Montrer que i est surjective.
9. Coneclure.

2.2 Non dénombrabilité de 'ensemble des réels

Théoréme. Théoréme de Cantor.
Il w'existe pas de bijection de R vers N.

2.2.1 Développement décimal illimité propre

Cette preuve utilise largument classique dit procédé diagonal de Cantor.
Avant, nous devons définir la notion de développement décimal illimité propre.

Définition. Développement décimal illimité propre.
Soit x € R. On dit que & admet un développement déeimal illimité propre
s’il existe ag € Z et une suite (ap ), n- € [0,9]N° telle que

n n
ay; i aj. 1
Yn ENf ké_ﬂﬁr <2z {LLE_E]F'E‘F‘

10. Montrer qu'un tel développement décimal illimité propre existe et est unique.
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2.2.2 Une premiére preuve du théoréme de Cantor

11. Montrer que pour prouver le théoréme de Cantor, il suffit de prouver qu’il
n'existe pas de surjection de N* sur [0,1].

Soit ¢ : N* — [0, 1] une application.

12. Montrer gue pour tout n € N*, il existe une unique suite (a, (m))

de
meN*
[0,9]N" telle que
[y (ﬂ-) = U..ﬂ.u {1) iy (2} 155 [3) e

13. On définit la suite (by,), .+ par

. _ 3 siap(n) =2
WENY 5= {2 sian(n)#2°
Soit £ = 0.bybaby. ...
(a) Montrer que x € [0,1].
(b) Montrer que x n’admet pas d’antéeédent par .
14. Terminer la preuve du théoréme de Cantor.

2.2.3 Une seconde preuve

Dans cette partie, on commence par établir un lemme dii 4 Cantor.

Lemme. Lemme de Cantor,
Soit E un ensemble.

Il n'existe pas de surjection de E vers 2 (E).
Nous prouvons le lemme de Cantor. Soit ¢ : E — 22 (E) une application.

15. Montrer que l'ensemble A = {& € E, = ¢ ¢ (2)} n'a pas d’antécédent par ¢ et
conclure.

Nous reprenons la preuve du théoréme de Cantor.
16. (a) Montrer qu’il existe une injection de ]0, 1] dans 2 (N).
Indication : On pourra utiliser le développement décimal illimité propre.
(b) Montrer qu'il existe une injection de 22 (N) dans |0, 1[.
(¢) En déduire qu’il existe une bijection de ]0, 1] sur 2 (N).
(d) Donner une bijection explicite entre |0, 1[ et R.
17. Terminer la prenve du théoréme de Cantor.
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Correction du Theéeme 2

1. B est [non vide car E € B.|
B est non vide, minorée par 'ensemble vide, done

lB admet une borne infe'rieur{a.J

2. Par définition de N, pour tout M € B, N € M, done par croissance de f,
f(N) C f(M).
De plus, comme M € B,ona f (M) C M.

On a montré que pour tout M € B, | f(N) C f(M)C M.

En particulier, f (/N) minore B.

[I4]

. D’aprés la question 2, f (N) est un minorant de B, Or, N est le plus grand des
minorants de B, on a| f(N) C N.

Par croissance de f,ona | f(f(N)) C f(N).

4. Par définition de B et d’aprés la question 3, on a| f(N) € B.

Or, f(N) € B et N est un minorant de B, N C f(N), d'oit en utilisant la
question 3, | f (N) = N.

. Soit (M,N) € 2 (E)? tel que M C N.
Ona f(M)cC f(N),dou F\f(N)c F\f(M).
Il s’ensuit que g (F\f(N)) € g (F\f (M)), puis

E\g (F\f (M)) C E\g(F\f(N)),

ce qui donne k(M) C k(N).
On a montré que k est croissante pour I'inclusion.
D’aprés le Lemme de Knaster-Tarski (question 4),

o

k admet au moins un point fixe.

6. Soit x € E.
e Sixze Ag, h(z) = f (), done h (x) est bien défini;
e si ¥ € E\ Ag. Par définition de Ay, on a
Ao = E\g(F\f (40)) <= g(F\f(40)) = E\Ao.

Ainsi, ¥ admet au moins un antécédent par g et celui-ci est unique par
injectivité de g. g~ (x) est bien défini.

L’application h est bien définie.

7. Avant de traiter la question, une remarque. Soit x € E. On note By = f (Ao) .
e Six € Ap, alors h(z) = f (x) € By.
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e Si x € E\Ap. Par définition de Ag et By, on a E\Ag = g(F\By), done
h(z) € F\By.
Soit (x,2") € E? tel que h(x) = h(2').
La remarque précédente montre que = et a' appartiennent & Ag ou z et 2’
appartiennent 4 E\ Ag.
e Si z et 2’ appartiennent & Ag, alors h (z) = f (z) et h(2") = f(2').
Par injectivité de f, on en déduit x = 2'.
e Si x et ¥’ appartiennent & E\Ap. Comme E\Ap = g (F\Bo) : il existe
u et u' dans F\Bp uniques (par injectivité de g) tels que x = g(u) et
2 =g {u'):
Comme h (z) = uet h(2') = o, on en déduit u = ', puis z = 2/,

On a montré que h est injective.

8. Soit y € F. Il y a deux cas :
e Siy € By. Comme By = f(Ap), y admet un antécédent par h.
e Siy e F\Bo. Comme E\Ap = g (F\Bo), y admet un antécédent par h.

On a montré que h est surjective.

9. h est injective (question 7) et surjective (question 8), donc | h est bijective.

10. On proceéde par analyse-synthése.

o Analyse
On suppose qu'une telle suite existe. Alors, on a :
P P
o R P A T
VpeN, kz_ﬂlt}"'ia'{;]lﬂ"+lﬂﬂ' (2.1)

En prenant p = 0 dans (2.1), on a
ap <z <apg+1,

done ag = |x| : ap est unique.

Soit n € N, on suppose que agp,ay,...,a, vérifient (2.1) et sont les seuls 4
vérifier la relation (2.1) avec p = n.

En prenant p = n+ 1 dans (2.1), on a done

n+1 n+l
-G S S
d’'ont
mn
n+1 A
an4] = 10 (I_ZE_E){”"+'+1'
=0
T
Il s’ensuit que a,4 = [107+! (:1.' E ;:;.)J ainsi a, 41 est uniquement
=0
défini.

Si la suite (an), .y existe, elle est unique.
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s Synthése

Soit « € R. Soit la suite (a,),, .5 définie ci-dessus : ag = |z et pour tout

n—1 i
N* a,=[10° (z— 3 % ]|
ne = | (T: LE[I lﬂk)J
Par définition de la partie entiére, il est clair que l'on a :

T T
. . 1
— < iy L B R
YneN, E mk_t,{ E lﬂk+lﬂ“
k=0 k=0
Il est clair que ag € Z. Par définition de ag, on a = — ag € [0, 10[. Ainsi :

a; = [10(xz —ap)] € [J0,9].

Si l'on suppose ay,...,a, € [0,9], par définition de a,4+1, on a

T
aj
an+1 = [10™+! (-“-Zﬁ)l

k=0
Or, on a
n
Z KL L
.‘. 15 n't
= k=0 10 10
d’on
n ﬂ,k
A el (O S i R T
= (T mk)
k=0

Ainsi, a1 € [[0,9].

Cela montre que pour tout n € N*, a, € [0,9].

On a montré qu'une telle suite (a,), . existe et vérifie les conditions
requises.

Ainsi, le développement décimal illimité propre d'un réel existe et est unique.

11. Comme N et N* sont en bijection (n — n -+ 1 en est une), ainsi il existe une

surjection de N sur [0,1] si et seulement sil existe une surjection de N* sur

[0,1].

Comme [0, 1] ¢ R, #'il n'existe pas de surjection de N* sur [0, 1], il ne peut y

avoir de surjection de N sur R.

pas de surjection de N* sur [0, 1[.

Ainsi, pour montrer le théoréme de Cantor, il suffit de montrer qu’il n'existe

12. Soit n € N*. Comme ¢ (n) € [0, 1], le développement décimal illimité propre de

@ (n) est unique et de la forme

¢(n) =0a,(1)a,(2)....

13. (a) Ona

Dgrgﬂ,EE...:%{l.

Ainsi, x € [0, 1[|
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(b) Par construction de x, pour tout n € N*, la n-ibme décimale de z et de

¢ (n) sont différentes.

Par unicité du développement décimal illimité propre, on a x # ¢ (n) pour

tout entier naturel non nul n.
1l s’ensuit que = n’a pas d’antécédent par ¢.

14. Il n’existe pas de surjection de N* sur [0, 1], done

pas de surjection de N sur R d’apreés la question 11.

15. Supposons que A ait un antécédent x par . Il v a deux possibilités :
e si x € A, alors par définition de A, z ¢ p (z) = A;
e si x & A, alors par définition de A, = € p () = A.

On a montré que A n'a pas d’antécédent par ¢, done ¢ n'est pas surjective.

16. (a) Siz € ]0,1[, on note 0,a; (x) az (x)as (x)... son développement décimal

illimité propre.

Soit I'application ) définie sur |0, 1] définie par :

pour tout * = 0,a; (x)as (x)as(x)... € ]0,1] (développement décimal
illimité propre de x),

P(x) = {1,1:15 (x), 1ay (z) a2 (x), } e #(N),

oil, par exemple, si z = 0,129. .., alors 1a; (z) = 11 (onze),

lay (z) az (x) = 112 (cent douze), la; (x) az (x) a3 (z) = 1129 (mille cent
vingt-neuf), ete.

On remarque que, pour tout z € |0, 1] et pour tout k € N*, on a

laj (x)...a;(z) € [U]k, U}k“[.

Soit (z,y) € |0, 1["2 tel que & # y. Par unicité du développement décimal
illimité propre, il existe n € N* tel que a, (z) # a, (y).

Déja, il est elair que lag () ...an () # lag (y) ... an (y).
De plus, pour tout k€ N*, k #n, on a

lay (y)...an (y) # lag (x)...a ()
car

lay (y)...an (y) € [107, 10" [,
laj (z)...ax (z) € [1{1",1[1"‘*'[

et
[10%, 10"+ [ [10%, 10+ [ = @.

Cela prouve que lay (z)...a, (z) € ¢ (y), il s’ensuit que 1 (x) # ¥ (y).

1 est injective : il existe une injection de ]0, 1] dans 2 (N). |
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(b) Soit A C N non vide. On note A* I'ensemble A dans lequel les éléments

ont été rangé dans l'ordre croissant. Par exemple, si A = {2,64, 38}, alors
A* = {2,38 64}. Soit 'application ¢ définie sur 2? (N) telle que

$(@) =02, ¢({0})=03,

$(A)=001...10...01...100...,
S S
i-'31 by

si A* = {b1,...,b,} est fini et

$(A)=001...101...10...01...10...,
T et Lot
l'J‘| 1'}2 hn
si A* = {by,b2,...} est infini.
Déja, de toute évidence, pour tout A € #(N), ¢ (A) € ]0,1].

Soit (A,B) € .W{N}z tel que A # B. Par définition, il est clair que si
I'un des deux ensembles est vide ou égal & {0}, alors ¢ (A) # ¢ (B). Par
symétrie des roles entre A et B, il reste a traiter les cas suivants :

e A est fini et B infini.
On écrit A* = {ay,..., an} et B* = {by,bs,...} avec, rappelons-le,
By <ln < v Za, othy <<
Si pour tout k € [1,n], ax = by, zklnr:-: il est elair que ¢ (B) > ¢(A),
done ¢ (B) # ¢ (A).
S'il existe k € [1,n] tel que ay # by, alors on peut introduire
j=min{i € [1,n], a;i # bi}.
On peut supposer a; > b;. Alors, par définition de v, on a
6(A) > 6(B) et 6(A) £ 6 (B).
e A et B sont infinis.
On éerit A* = {ay,as,...}, avec a; < ag < --- et B* = {b,by,... }
avec by < by < .-
Comme A* # B* (car A # B), comme ci-dessus, on introduit

j=min{i € N*, a; # b;}.

Si 'on suppose b; > a;, alorson a ¢ (B) = ¢(A).

e Aet B sont finis.
On éerit A* = {81,.:.,8,}, avec ag < -+- < ap et B = {k,-.., by}
avec by < -+ < by
On peut supposer n = m.
Si pour tout k € [1,m], ar = by alors comme A # B, on an > m.
Par définition de ¢, il s’ensuit que ¢ (A) > ¢ (B).
On suppose maintenant qu'il existe k € [1, m] tel que ay. # by. Comme
ci-dessus, en introduisant

j=min{i € [1,m], a; # b},
on montre que ¢ (A) # ¢ (B).
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Dans tous les cas, ¢ (A) # ¢ (B), ¢ est injective : il existe une injection
de 2 (N) dans |0, 1].

(¢) Les questions 16 (a) et 16 (b) assurent qu'il existe une injection de [0, 1]
dans 2 (N) et une injection de 22 (N) dans [0, 1].

D’aprés le Théoréme de Cantor-Bernstein, il existe une bijection de ]0, 1]
sur 4 (N).

(d) L'application est une bijection de |0, 1] sur R

{]0,1[ —R

z —+ tan (?ra: E)
. i )

car les applications

t'an|]'.rr..l"21rrf2E : ]—TH’?, ?F}’?[ — R
x — tan (x)

0,1 —}]—3,3[
22
. —_— T — —
x T — 3
sont des bijections.
17. On suppose qu'il existe une bijection de R sur N.

D’aprés les questions 16 (¢) et 16 (d), il existe une bijection de R sur 2? (N),
done une bijection de N sur 2? (N), ce qui est exelu grice an résultat de la
question 15.

Le théoréme de Cantor est prouvé.

Quelques remarques culturelles

On définit la relation binaire < (attention, rien & voir avec la relation d’ordre
usuelle sur R) sur la elasse des ensembles par : si A et B sont deux ensembles, alors
A < B si et seulement s7il existe une injection de A dans B.

Il est facile de montrer que la relation < est transitive et réflexive. Le théoréme de
Cantor-Bernstein assure que si A < B et B < A, alors il existe une bijection entre A
et B : A et B ne sont pas égaux mais ils ont la méme cardinalité. < est « presque »
antisymétrique.

Un autre résultat, le théoréeme de comparabilité cardinale, assure que '« ordre »
(qui n'en est pas un, car non antisymétrique) est total : si A et B sont deux ensembles,
alorsona A < Bou B < A. La preuve de ce résultat nécessite I'utilisation de I'axiome
du choix (voir le Théme 3 : « Discussion autour de deux axiomes »).



Theéme 3

Discussion autour de deux axiomes

Thémes abordés : Logique.
Difficulté : HIHEER

Ce sujet permet d’initier aux axiomes du tiers exclu et du choix. On v montre
quelques-unes de leurs applications possibles. Seules les questions 21, 22 et 23 néces-
sitent des connaissances du vocabulaire d’algébre linéaire.

Ce sujet nécessite les connaissances élémentaires de logique. Toutes les autres no-
tions abordées sont définies dans le sujet.

Les deux parties sont largement indépendantes,

3.1 Axiome du tiers exclu

3.1.1 Présentation de 'axiome du tiers exclu

Axiome. Azxiome du tiers exclu.
L’aziome du tiers exclu dit que : pour toute proposition p, on a p ou —p (la
négation de p).

1. En utilisant 'axiome du tiers exclu, prouver qu’il existe deux irrationnels a et
b tels que o € Q.

Indication : On pourra considérer les couples (v'2, y/2) et (v’r ﬁ"m, V- 2)

On admettra dans cette question que V2 est irrationnel.

Remarque. Pourquoi discuter sur cet axiome qui semble pourtant évident ? La ques-
tion 1 fournit un début de réponse : on prouve qu'il existe deux nombres irrationnels
a et 3 tels que a? soit rationnel mais sans donner un exemple explicite.

Les preuves utilisant le tiers exclu ont parfois ce « défaut » de prouver un résultat
sans donner de méthode explicite pour construire un tel objet.

Le lecteur pourra remarquer que la preuve du théoréme des valeurs intermédiaires
par dichotomie est une preuve utilisant le tiers exclu.

Principe. Principe du raisonnement par Uabsurde.
Pour toute proposition p, on a : =—p = p.
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2. On montre que le tiers exclu est équivalent au principe de raisonnement par
I'absurde.
(a) Montrer que le tiers exelu entraine le principe de raisonnement par 'ab-
surde,

(b) Montrer que le principe de raisonnement par 'absurde entraine le tiers
exclu.

Principe. Principe du raisonnement par contraposée.
Pour toutes propositions p et q on a :

(= -»)= p=4q).
3. On montre que le principe de raisonnement par 'absurde est équivalent au

principe de raisonnement par contraposition.
{a) Montrer que le principe de raisonnement par absurde entraine le principe
de raisonnement par contraposition.

(b) Montrer que le principe de raisonnement par contraposée entraine le prin-
cipe de raisonnement par I'absurde.

3.1.2  Applications

La logique sans tiers exclu est plus riche que 'on ne le pense. Un certain nombre de
raisonnements qui semblent utiliser le principe de raisonnement par 'absurde (qui est
équivalent au tiers exclu) ne sont pas de vrais raisonnements par I'absurde. Attention
aux contrefacons!

Traiter les questions suivantes sans faire de raisonnement par 'absurde.

4. Montrer que /2 est un nombre irrationnel.
5. Montrer que 'ensemble des nombres premiers est infini.

3.2 Axiome du choix

3.2.1 Présentation de 'axiome du choix

Axiome. Axiome du choiz.

Pour tout ensemble E d’ensembles non vides, il eriste une fonction définie sur E,
appelée fonction de choix, qui a chaque ensemble A appartenant @ E associe un
élément de cet ensemble A.

3.2.2 Lemme de Zorn

Avant d’énoncer le lemme de Zorn et montrer que 'axiome du choix impligue le
lemme de Zorn, nous introduisons quelques définitions.

Définitions. Ensemble totalement ordonné, ensemble bien ordonné, chaine, chaine
bien ordonnde, ensemble inductif. segment initial, élément marimal.

Soit (E, <) un ensemble ordonné (i.e. muni d’une relation d’ordre < qui n'a, a
priori, rien d voir avee la relation « inférieur ou égal » des réels).

e On dit que (E,<) est totalement ordonné si pour tout (x,y) € E*, on a
=Y ouy =z,
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e On dit que (E, <) est bien ordonné (ou que < est un bon ordre sur E) si
toute partie non vide de EE admet un plus petit élément.

o On appelle chaine tout sous-ensemble A de E tel que Uordre induit sur A soit
total.

o On appelle chaine bien ordonnée toute chaine C de E telle que la restriction
de Vordre < & C soit un bon ordre.

e OUn dit que E est inductif si toute chaine est majorée.

o Soient I et A deux parties de E. On dit que I est un segment initial de A si
TCcAetsi:
Veel, {yeA y<z}cCl

o Un élément m est un élément mazximal s'il n'admet awcun majorant striet :
VexeE, (m<zr)= (m==zx).

Nous pouvons énoncer le lemme de Zorn.

Lemme. Lemme de Zorn.
Soit (E, <) un ensemble ordonné tel que toute chaine bien ordonnée posséde un
majorant. Alors, E admetl un élément marimal.

Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit .% un ensemble de chaines bien ordonnées
de E tel que, étant donné deux chaines C' et D de .%°, C' est un segment initial de D
ou [ est un segment initial de €.

6. Montrer que tout élément de .5 est un segment initial de £ := |J E.
Ee.s
7. On souhaite montrer que £ est une chaine bien ordonnée de E. Soit X € L non
vide.
(a) Montrer qu'il existe une chaine C' de .% tel que C N X # @. En déduire
que C'N X admet un plus petit élément que 'on note a.
(b) Soit y € X. En discutant selon 'appartenance de y & C', montrer que a < y.
Indication : Lorsque y ¢ C, on pourra considérer un élément de D de .
tel que y € D.
(e) Conclure.

8. En utilisant 'axiome du choix, montrer qu’il existe une application g définie
sur I'ensemble des chaines bien ordonnées de (F, <) qui possédent un majorant
strict, et telle que g (C') est un majorant striet de C'.

Définition. g-chaine.
Etant donné une fonction g donnée par la question 8, on appelle g-chaine, toute
chaine bien ordonnée C' de (E, <) telle que
VeeC, z=9({yeC, y<za}).
Soient C' et D deux g-chaines et soit # 'ensemble des chaines bien ordonnées qui
sont des segments initiaux de C' et D.
9. Montrer que | R est une chaine bien ordonnée et que ¢’est un segment initial

Rest
de C' et D,
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10. On suppose que |J R#Cet |J R#D.

Res Resw
(a) Montrer qu'il existe z € C\\ |J Reta’ € D\ |J R tels que
Re# Resd
U R={yeC y<z}={yeD, y<a'}.
Res

(b) En utilisant le fait que C et D sont des g-chaines, montrer que x = 2.
(¢) Montrer que la chaine bien ordonnée |J RU {z} est un segment initial

Red
de C et D.
11. En déduire que étant donné deux g-chaines, I'une est un segment initial de
I'autre.

On peut terminer la preuve du lemme de Zorn. Soit ( E, <) un ensemble ordonné dont
toutes les chaines bien ordonnées possédent un majorant. Soit g une fonction donnée
par la question 8. Soit # la réunion de toutes les g-chaines de (E, <).

12. En utilisant les questions 7 (¢) et 11, montrer que % est une chaine bien ordonnée
de E.
Soit r € ¥.
13. Justifier qu’il existe une g-chaine C telle que z € C.
14. Montrer que {y € C, y <z} = {y € ¥, y < z}.
15. En déduire que % est une g-chaine.
16. Montrer que % n'a pas de majorant strict.
17. Terminer la preuve du lemme de Zorn.

3.2.3 Applications

Nous donnons deux applications du lemme de Zorn : le théoréme de Zermelo et
I'existence de base pour n'importe quel espace vectoriel (i.e. pas d’hypothése de di-
mension finie).

Théoreme. Théoréme de Zermelo.
Tout ensemble non vide peut étre muni d’un bon ordre.

Nous prouvons le théoréme de Zermelo. Soit E un ensemble non vide et soit &
I'ensemble des parties de E qui peuvent étre munies d'un bon ordre.

On définit sur . une relation d’ordre de la facon suivante : si (A;, <) et (A2, <2)
sont deux deux éléments de o, on dit que (A}, <) < (A2, <g) si et seulement si :
Ay C As, la restriction de <5 4 A} est < et tous les éléments de B\ A sont plus
grands que ceux de A.

18. Vérifier que & est non vide.
19. Montrer que toute chaine bien ordonnée de & posséde un majorant.
20. Justifier que (&, <) posséde un élément maximal (M, <).

21. Montrer que M = E.

Indication : On pourra supposer M # E. Si @ € E\M, on pourra construire
un ordre sur M U {x}.
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Proposition. Eristence de base pour un espace vectoriel.
Tout espace vectoriel admet des bases.

Nous prouvons la proposition. Soit F un espace vectoriel non nul sur un corps K.
Soit .# 'ensemble des familles libres de F. On ordonne .# avee la relation d’inclusion.

22. Montrer que # n’est pas vide.
23. Montrer que toute chaine bien ordonnée admet un majorant.

24. Justifier l'existence d’un élément maximal % et montrer que 4 est une base de
E.
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Correction du Theme 3

1

2.

e Si v@ﬁ est rationnel, alors le couple (v‘@ v@] convient.,

Si xﬁﬁ est irrationnel, alors
2 2
(v2*)" =" = (va)’=2eq

auquel cas, le couple (ﬁ'ﬁ, \fﬁ) convient.

On a montré qu'il existe deux irrationnels a et b tels que a® soit rationnel.

(a)

Soit p une proposition et on suppose ——p.
Si p est réalisée, alors c'est terminé. Si —p est réalisée, on obtient une
contradiction car on a supposé ——p.

On a montré que le tiers exelu implique le principe de raisonnement par
I'absurde.

Soit p une proposition.

La proposition - (—p ou p) est fausse car elle méne & =—p et - p.

Ainsi, on a = (—p ou p), done comme 'on a supposé le principe de raison-
nement par l'absurde, on a —=p ou p.

On a montré que le principe de raisonnement par 'absurde implique le

tiers exclu.

Soient p et ¢ deux propositions. On suppose que =g implique =p. On sup-
pose que l'on a p.

Si 'on avait —g, par hypothése, on aurait —p et donc une contradiction.
On a done =—g. Or, par le principe de raisonnement par absurde, ——g
implique q.

Ainsi, le principe de raisonnement par 'absurde entraine celui de rai-
sonnement par contraposée.

Soit p une proposition telle que ——p soit vraie. Autrement dit, par défini-
tion de la négation, —p aboutit 4 une contradiction.

Il s’ensuit que I'implication (-p) = (141 =2) est vraie (On rappelle
guune implication dans laquelle la prémisse est fausse, est toujours vraie.
Plus trivialement, on montre « n'importe quoi » a partir d'une prémisse
fausse).

Par le principe de raisonnement par contraposée, I'implication

(I1+1=2)=>p

est vraie.

Or, une implication dont la prémisse est vraie, est vraie si, et seulement si,
la conclusion est vraie.

On en déduit que p est vraie.

Ainsi, le principe de raisonnement par contraposée entraine celui de

raisonnement par 'absurde.
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4.

[ ]

7.

On suppose qu'il existe deux entiers naturels p et g non nuls tels que /2 = 2,
q

Quitte i simplifier la fraction par p A q (le PGCD de p et g), on peut supposer
pAg=1.

En élevant au carré, on obtient p? = 2¢%, done 2 divise p?, puis comme 2 est
premier, 2 divise p : il existe p’ € N tel que p = 2p'.

On a done 2p? = qz. On a : 2 divise ¢, done 2 divise g (car 2 est un nombre
preimier ).

On a montré que 2 divise p et ¢, done 2 divise pA g = 1.

Ainsi v/2 est un nombre irrationnel.

Remargue. Ce raisonnement n’est pas un raisonnement par I'absurde : on uti-
lise la définition de la négation c’est-a-dire, en supposant « v2 € Q », on obtient
une contradiction, done on a v2 ¢ Q.

. Supposons qu'il ¥ ait un nombre fini de nombres premiers py, ..., pn.

Soit N = py---pn + 1. Comme pour tout i € [1,n], p; > 2, on a N > p; pour
tout i € [L,n], ainsi N n’est pas un nombre premier.

Comme N n'est pas premier, il est divisible par un certain nombre premier p;
avec j € [[1,n].

Comme p; divise py - - - pn, p; divise aussi 1, done p; = 1 car p; = 0. Or, 1 n'est
pas un nombre premier.

Il s’ensuit que I'ensemble des nombres premiers est infini.

Remarque. Encore une fois, ce raisonnement n'est pas un raisonnement par
I'absurde : on utilise la définition de la négation c’est-i-dire, en supposant que
« I'ensemble des nombres premiers est fini », on obtient une contradiction, done
on a « I'ensemble des nombres premiers est infini ».

. Soit C € .#. 1l est clair que C C L.

Soit x € C'. Soit y € L tel que y < x. Ainsi, il existe D) € % tel que y € D.
Si D est un segment initial de C, alors D ¢ C, done y € C.
Sinon, C est un segment initial de D et comme y <z, onay e C.

On a montré que C est un segment initial de Z.

(a) Comme X C Z,|il existe C' € .5 tel que X NC # @.
Comme X NC C C et C est bien ordonné,

X NC admet un plus petit élément.

(b) On suit l'indication et on distingue deux cas :
e SiyeC.alorsy € CNX et onaa < y par définition de a.
e Siyé C,il existe D € . tel que y € D.
Comme D ¢ C, €' est un segment initial de D.

Comme y & C et a € C, par définition d'un segment initial et a < y
car ) est une chaine bien ordonnée.

On a montré que a < y. |
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(c)

On a montré que toute partie non vide de £ admet un plus petit élément,
done X est bien ordonné.

En particulier, I'ordre sur £ est total : si x et y sont deux éléments de Z,
I'ensemble {z,y} admet un plus petit élément, doncona z < youy < .
Dans tous les cas, les éléments x et y sont comparables et la restriction de
< &4 X est total.

On a montré que £ est une chaine bien ordonnée de E pour <.

8. Soit f une fonction de choix 2 (E)\ {@}.
Si on note .# (C') I'ensemble des majorants striets d'une chaine €' bien ordonnée
ayant des majorants stricts, on pose

9.

g(C)=f(A(C)).

J R est un sous-ensemble d'un ensemble bien ordonné (de €' ou D), il
e
est done bien ordonné. En particulier, la restriction de < & | R est total
Re#
(remarque faite a la correction de la question 7 (¢)).

Nous allons montrer que |J R est done un segment initial de ', un méme

Re#
raisonnement montre que | R est un segment initial de D,
Resd
Il est clair que |J RcCC.
Re#d
Soitz € |J R. Soit y € C tel que y < x. Il existe Ry € & tel que = € Ro.
Re#d
Comine Ry est un segment initial de €', on a y € Ry, done y € U R.

Re#

Ainsi, | R est un segment initial de C.
Res

On a montré | ] R que une chaine bien ordonnée et que c¢'est un segment

Resd
initial de C et D.

10. (a) Comme l'on suppose |J R# C,C\ |J R est non vide.

Rew Rew
Comme C est bien ordonné, C\ |J R admet un plus petit élément . Pour
Res
montrer que
U R={yeC, y<ua},
Re#

on procéde par double inclusion.

Soit ye |J R, comme z & |] Retcomme |J R estun segment
Re# Re# Re#

initial de C' (question 9), on a y < .

Soit y € C est tel que y < x, alors y € C\ |J R par définition de x,
Res#
ainsiy e |J R
Res
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(b)

()

Onadone |J R={yeC, y<uz}.
Red#
Un méme raisonnement montre qu'il existe =’ € D tel que

U R={yeD, y<a}.
Re#

On a montré qu’il existe x € C' et 2’ € D tels que

U R={yeC,y<z}={yeD, y<a'}.
Re#

D’aprés la question 10 (a), on a

gl UR|=9(vecC, y<z})=9g({yeD, y<a'}).
Re#

Or, C' et D sont des g-chaines, done

g({lyeC,y<z})=2z et g({yeD,y<a'})=2.

On a montré que x = z'.

On montre que |J RU {x} est un segment initial de €', un méme raison-
Re#
nement permet de montrer que |J RU {z} est aussi un segment initial

Re#
de D.
Clairement |J Ru{z}cC.
Re#
Soit y€ |J RU{z} et soit z € C tel que z < y.
Redd
On distingue deux cas :

e Siye |J R. Daprés la question 9, |J R est un segment initial de
Re# Re#
C,doncze |J Rc |J Ru{z}.
Res Res
e Siy=x. Daprés la question 10 (a),onaze |J Rc |J Ru{z}.
Re# Re#

Dans les deux cas, on amontréque z€ |J RcC |J Ru {z}.
Resd Resd

On a montré que |J RU {z} est un segment initial de C et D.

Redd

11. Si |J R (réunion de toutes chaines bien ordonnées qui sont des segments ini-
Res
tiaux de C et D) n'était pas un segment initial de C' et de D | d’aprés les
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questions 10 (a), 10 (b) et 10 (¢), il existerait 2 € C\ |J Retzx e D\ |J R
Res Res#
tel que |J R|J{x} soit un segment initial de C' et D. On aurait
Rew
| Rufzlc U R
Red Re#
Cette inclusion est impossible.
On a montréque |J R=Cou |J R=D.
Red Re#
Comme | ] R est un segment initial de C' et D (question 9), on en déduit que
Red#
I'imme des denux g-chaines est un sepment initial de Pantre.
On a montré qu'étant donné deux g-chaines C' et D, 'une est un segment
initial de 'autre.
12. D’aprés la question 11, l'ensemble des g-chaines est tel que étant donné deux
g-chaines, I'une est un segment initial de lautre.
Par la question 7 (c), il s’ensuit que % est une chaine bien ordonnée.
13. | Comme z € % et par définition de ¥, il existe une g-chaine C' telle que z € C.
14. D’aprés la question 6, C est un segment initial de &, done
lveC,y<al={ye¥, y<a}.
15. En reprenant |'égalité établie ci-dessus, on a
g{yeC y<zl)=g({ye¥ y<a}).
Or, comme ' est une g-chaine, on a g ({y € C, y < 2}) = =, ainsi, on a montré
que pour tout x € %,
r=g({ye9, y<az}).
On a montré que % est une g-chaine.
16. Si @ avait un majorant strict, @ U {g (%)} serait une g-chaine.
Par construction de ¥, on aurait
GU{g(¥9)} cCw.
Cette inelusion étant impossible par définition de g, % n’a pas de majorant
strict.
17. Soit m un majorant de & (il existe par hypothése), montrons que m un élément
maximal de F.
Soit x € E tel que m < . S5i m # x, alors on a m < 2. Il s’ensuit que x est un
majorant strict de %, ce qui est exclu d’apres la question 16.
Ainsi, * = m et m est un élément maximal de E.
Le lemme de Zorn est prouvé,
18. | Un partie 4 un élément peut évident étre munie d’un bon ordre!
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19,

22

23.

24.

Soit X C & une chaine bien ordonnée. On note
X = {{A,‘,"E:‘], i€ f]

Soit 2" = |J A;. La restriction de < & 2 prolonge clairement <; pour tout
icl

iel

Ainsi, (27, < ¢ ) est un majorant de X.

On a montré que toute chaine bien ordonnée posséde un majorant,

Les hypothéses du Lemme de Zorn sont vérifiées par la question 19, par le

Lemme de Zorn : (&7, <) admet un élément maximal (M, <).

. Si M # E, alors il existe x € E\M.

On construit alors M U {.'1:} un ordre E de la facon suivante : §| M == et pour
tout y € M, y<az.

1l est clair que (M, <) < (M Uz} ,2_:').

Cela contredit la définition de (M, <).

On en déduit que M = E.

Un ensemble constitué d’un élément non nul forme une famille libre, done

F #o.

Soit €' une chaine bien ordonnée de .# : on note C' = {F;, i € [}.
Soit M = |J F;. On montre maintenant que M est une famille libre.
iel
Soient x1, ...,z des éléments de M et soient Ay, ..., A; des scalaires tels que
Ay 4+ -4 Apzp = 0.

Par définition, il existe j € I tel que pour i € [1, k], x; € F}.
Comme Fj est une famille libre, on en déduit que

}’u=~--=)u;-=[],

done M est une famille libre.

On a montré que M est un majorant de C'.

D'aprés le Lemme de Zorn, # admet un élément maximal .

48 est une famille libre et maximal pour l'inclusion.

Si 4 n'est pas une famille génératrice, alors il existe x € E et x ¢ Vect ().
La famille #' = #| ) {x} est une famille libre par construction de a.

Cela contredit le fait que % est un élément maximal de &,

Ainsi, %2 est une famille génératrice, [c’mt donc une base de E ]
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Quelques remarques culturelles

L’axiome du tiers exclu est utilisé massivement par les mathématiciens et on ne
mentionne pas lorsqu’on 'utilise. De plus, il semble « intuitivement » vrai.

L’axiome du choix semble également vrai, mais on ne peut le déduire des autres
axiomes usuellement utilisés. L'une de ces conséquences est le paradoxe de Banach-
Tarski qui stipule que I'on peut découper une sphére en un nombre fini de parties
et « recoller » ces parties pour former deux sphéres, toutes les deux identiques a
la premiére. A partir de 13, Paxiome du choix semble faux. En fait, les parties qui
interviennent n'ont pas de sens physique car ce ne sont pas des parties mesurables
(sens précis)...

Le lecteur intéressé pourra montrer que I'axiome du choix entraine 'axiome du
tiers exclu.



Théme 4

Géométrie du triangle

Thémes abordés : Géométrie, trigonométrie.
Difficulté : BRI

Ce sujet présente quelques unes des nombreuses relations et formules de la géomé-
trie du triangle : les formules d’Al-Kashi, la loi des sinus et la droite d'Euler.

Ce sujet ne nécessite que des connaissances de classe de Terminale.

Les parties sont largement indépendantes.

4.1 Les formules fondamentales

Ncatatmns Soit 4BC' un t*.“mn.qlf non aplati. On notea = BC, b= CA, e = AB,
A= C’AB B=ABC et C = BCA.

4.1.1 Formules d’Al-Kashi
Proposition. Formules d’Al-Kashi.
Dans un triangle ABC, on a
a? = b + % — 2becos (..:f) . b =a®+ % — 2accos (E)
el -
e = a® + b® — 2abcos (C) :
1. Montrer que les formules d’Al-Kashi permettent de retrouver le théoréme de
Pythagore.
2. En remarquant que a? = ||E - EHE montrer la premiére formule d’Al-Kashi.
On admet les deux autres formules d’Al-Kashi.
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4.1.2 La loi des sinus

Proposition. Loi des sinus.
Soit ABC' un triangle non aplati dont on note S Uaire. On a

a b c abe

sin (;f) - sin (ﬁ) a sin (E‘F) T

Nous prouvons la loi des sinus,

besin (,:i)
3. Montrer que S = —
4. En déduire que {;—m‘ = Lﬁ
25 gin (A)

5. Montrer de méme les autres égalités.

4.1.3 Formule de Héron

Proposition. Formule de Héron.
. 2 ; b a+b+ec
Soit ABC un triangle non aplati dont on note S Uaire. On note p = = le

demi-périmétre. Alors )

§=/p(p-a) (p—b) (p—0).
Nous prouvons la formule de Héron.
6. Justifier que 'on a
Y T - b+ e —a?

5= Ebcmn (»‘1) et cos (A) ———

7. En déduire que
1652 = 48%¢ — (b? + * — a?)’
8. Vérifier que
4 — (B + ¢ —a®)’ =16p(p—a) (p—b) (p—c).

9. Terminer la preuve de la formule de Héron.

4.1.4 Inégalité isopérimétrique pour le triangle

10. Montrer que
4
'}
B,
27
Indication : On pourra utiliser la formule de Héron et l'inégalité arithmético-
géométrique vue au Theéme 1 : « Inégalités classiques ».
11. En déduire que le triangle équilatéral est le triangle qui. 4 aire donnée, minimise
le périmétre.



4.2. LA DROITE D'EULER

o
o

4.2

La droite d’Euler

Soit ABC un triangle non aplati. On note @ le point de concours des médiatrices,
H celui des hauteurs et & celui des médianes. Nous allons montrer la proposition
suivante.

Proposition. Droite d’Euler.

Dans un triangle ABC non aplati, les points O, G et H sont alignés.

Soient A’ (resp. B, resp. C") le milieu du segment [BC] (resp. [AC], [AB]). Soit
M le point défini par la relation (ﬁ = m 4+ {ﬁ + OC'.

12.
13.
14.

17
18.

Montrer que AM = 25&* :
En déduire que les droites (AM) et (BC') sont perpendiculaires.

Montrer de méme que les droites (BM) (resp. (CM)) et (BC) (resp. (AB))
sont perpendiculaires.

. En déduire que M est 'orthocentre du triangle ABC.
16.

A partir de Pégalité GA + GB + GC = T}}, montrer que
—
30C = OA+204".

Montrer que 30G = OH.

Conclure.



56 THEME 4. GEOMETRIE DU TRIANGLE

Correction du Theme 4

1. Soit ABC un triangle rectangle, par exemple en A.
D’aprits une des formules d’Al-Kashi, on a

a2=b2+cz-ﬁbcmﬁ(ﬁ).

Comme cos (.—'1) =0car A= — (mod 7), on en déduit

to| =

BC? = AC? + AB.

On a montré que chaque formule d’Al-Kashi implique le théoréme de Pytha-
gore.

2. Ona

= [ - [ R - 2 - e
En développant ||E - aﬁ“z, on obtient
|AC — AB||? = | AC||? - 2AC - 4B + | AB|.

Or, RE: AC x AB x cos (ﬁ) d’omn

a® = b + ¢® — 2becos (ﬁ) 3

3. Soit He la projection orthogonal de C sur la droite (AB). On a
S = %AB o

CHe

—AC d’oll

Dans le triangle rectangle ACH¢, on a sin (ﬁ) =

CHg = AC'sin (ﬁ) :

On en déduit

5= % x AB x AC x sin (;f) — %Emsin (ﬁ) x

4. En multipliant par a I'égalité établie i la question 3, on en déduit

abe sin (E)

Sa =
“ 2
Comme le triangle ABC n'est pas aplati, on a abe # 0, § > 0 et sin (.;‘;; ) #£ 0,
d'on
abe  a

25~ sin (ﬁ)
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5. Par symétrie des longueurs BC, CA et AB on en déduit

i B b B fad B abhe
28"

sin (.?i) sin (E) sin (E:‘"‘)

6. e |Larelation S = %b{:sin (ﬁ) est la relation établie a la question 3.

. - b2+ —a?
« | La relation cos (z’l T

Kashi établie & la question 2.

découle d'une des formules d’Al-

7. De § = %ﬁcsin (ﬁ) on en déduit

1652 = 4b2¢2 sin? (ﬁ) :

Or,
sin? (;{) = 1 -—cos? (ﬁ)
= 3 b2 + 2 — a2\
o o
a2 (42 —a?)?
N 4b2c2 :

On en déduit

1652 = 4b%c* — (b + ¢ — a?)”.

8. D'une part, en posant
& =16p(p—a)(p-b)(p—c),

ona:

P - ]ﬁxa+§+ﬂ(ﬂ+§+c—ﬂ)(ﬂ+§+c—h)(ﬂ+;+ﬂ—ﬁ)
(a+b+e)(—a+b+e)(a—b+e)(at+b—rc)
{—H2+l>2+2!m+rr2](f;z—bz—r:?-l-?-fm]‘

D’autre part, on a (identité remarquable)

4b2c2 — (b2 + ¢ — a2)® = (2bc— b2 — 2 + a?) (2be + b% + 2 — a?) .

On a montré que

452-5?2—{524'(-'2—{12)2 =16p(p—a)(p=>b)(p-c).
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0.

10.

11.

12.

13.

14.

Par les questions 7 et 8, on a

165% = 16p (p—a) (p—b) (p—c).

Comme S = 0, on en dédnit

S=\/p(-a)(p-b) (p—o).

D’aprés la formule de Héron établie 4 la question 9, on a

S2=p(p—a)(p-b)(p-c).

D’aprés l'inégalité arithmético-géométrique, on a

= o = 3
{p-a)[p—bJ(p—CJS(p HPEHP C)-

; !l
{]f.. P—ﬂ-+P—b+P—ﬁ= 3}'}—((1+b+{'} =p, {I’g]‘l Sz E 12_‘?

On s'intéresse an cas d’égalité dans U'inégalité précédente.
Dans la preuve de la question 10, seule I'inégalité arithmético-géométrique a
été utilisée, ainsi U'inégalité de la question 10 est une égalité si, et seulement si,
p—a=p—b=p—ec(cas d'égalité de I'inégalité arithmético-géométrique).
Or,

p—a=p-b=p-c = a=b=c

On en déduit que l'inégalité établie i la question 10, est une égalité si,
et seulement si, le triangle est équilatéral.

Par la relation de Chasles et par définition du point M, on a :

AM = A0 + OM = A0 + OA + OB + OC = OB + OC.

"5 LY
L4

Or, OB+ 0C = OA' + AB+OA' + A'C = 20A' + AB + AC.

—3 —3
Comme A'B + A'C = ﬁ‘, on en déduit

—
Al = 204",
En utilisant la question 12, on a :

—"
AM - BC = 204 . BC.

-
Comme O est le point de concours des médiatrices, on a OA’ - ﬁ = (.

Les vecteurs Aﬂfj et B? sont orthogonaux, ainsi

les droites (AM) et (BC) sont perpendiculaires.

Par symétrie des points A, B et C, on en déduit que les droites (BM ) (resp.
(CM)) et (BC) (resp. (AB)) sont perpendiculaires.




CORRECTION DU THEME 4 59

DVaprés les questions 13 et 14, M satisfait la définition de 'orthocentre d'un

% triangle.

16. En utilisant la relation de Chasles, on a

GA =GO + 04,
GB = GO + OB,

GC = GO + OC.
3GO+0A+0B+0C =T,

—3
Comme OB + OC = 204" car A’ est le milieu de [BC], on en déduit que

30C = OA + 204"

17. A la question 15, on a montré que OH = OA + OB + OC.
_ —
Comme A’ est le milieu de [AB], on a OB 4 OcC = 204" d'on

e
OH = OA + 204",
En utilisant cette derniére égalité avee celle établie 4 la question 16, on obtient

finalement
30C = OH.

La relation établie & la question 17 assure que les points O, G et H sont
alignés ou confondus.

et

On en déduit que

18.

— = les médiatrices
+ les médianes
—  les hauteurs

Ficure 4.1 - Un triangle et sa droite d’'Euler



Théme 5

Coloriage sur les graphes

Thémes abordés : Graphe, récurrence, dénombrement, formule de Stirling.

Difficulté : HEEEC]

Ce sujet présente les problémes de type Ramsey. On y caleule aussi quelques
nombres de Hamsey. Le calcul de la plupart des nombres de Ramsey reste, a ce
jour, sans réponse.

Ce sujet ne nécessite que des connaissances de classe de Terminale, sauf la question
10, mais sa résolution n'est pas nécessaire pour la suite du probléme et pourra étre
admise.

La premiére partie introduit les graphes, la deuxiéme partie établit les premiers
résultats sur les nombres de Ramsey et la derniére partie permet de caleuler quelques
nombres de Ramsey.

5.1 Graphe

Définition. Graphe.
Un graphe % est la donnée :

i) d'un ensemble fini X qui sont les sommets du graphe ;

ii) d’un ensemble fini de lignes, appelées arétes qui relient deux sommets du graphe,
appelés extrémités de Uaréte.

On notera que :
o deur arétes différentes penvent avoir les mémes extrémites ;
o les extrémités d'une aréte peuvent étre égales, on parle alors de boucle.

Dans la suite, un graphe @ sera noté 4 = (X, A), X correspondant aux sommets
et A aux arétes.

Définition. Degré d'un sommet.

Soit @ = (X, A) un graphe. Soit s un sommet du graphe.

On appelle degré du sommet s et on note d(s) le nombre d’arétes dont s est
Uextrémité. Les boucles sont comptées deux fois (une fois par extrémité).
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1. Soit @ = (X, A) un graphe. Montrer I'égalité suivante, dite des poignées de

mains
Y d(z) =2 card (4).
reX
Définition. Graphe complet.
Soit ¥ = (X, A) un graphe. Soit n = card (X).
On appelle graphe complet d’ordre n le graphe ayant n sommets ef chaque couple

de sommets est relié par une aréte.
On le note K.

2. Soit n € N*. Combien y-a-t-il d’arétes dans K, 7
Définition. Sous-graphe.

Soit 4 = (X, A) un graphe. Un sous-graphe %' est la donnée de :

i} d’un ensemble X' C X qui constituent les sommets de G’ ;

ii) d'un ensemble A' C A qui constituent les arétes de 9.
Définition. Graphe bicolore.

Soit 4 = (X, A) un graphe. On dit que @ est bicolore s'il existe une application
th: A — {er,ea} ot ey et co sont deux éléments distinets d'un ensemble quelconque

ayant au moins deur éléments.
Cette application associe 4 chaque arcte une couleur.

5.2 Théoréme de Ramsey

Définition. Nombres de Ramsey bicolores.

Soit (p,q) € N* x N*,

On appelle nombre de Ramsey R (p.q) le plus petit entier naturel n (si un tel
entier n'existe pas, on donne la valeur +0c @ R (p,q) mais on verra qu’un tel entier
eriste touwjours) tel que, pour toute coloration bicolore en vert et rouge de K, il existe
un sous-graphe K, de K, de couleur verte ou un sous-graphe K, de K, de couleur
rouge.

3. Caleuler R(1,n) et R(n,1) pour tout n € N*.

4. Caleuler R (2,n) et R (n,2) pour tout n € N*.

On va montrer le théoréme suivant prouvant que les nombres de Ramsey sont finis.
La preuve donnera une majoration des nombres de Ramsey.

Théoréme., Théoréme de Ramsey.
Pour tout (p,q) € N* x N*, R(p.q) est fini et

Y (p,q) € (N\{0,1})%, R(p.g) <R(p—1,9)+R(p,q—1). (5.1)

Nous allons montrer le théoréme par récurrence sur p + .
Pour tout n = 2, on introduit la proposition

22, « pour tout (p,q) € |[N"‘]2 tel que p+q=mn, R(p,q) est fini ».

5. Montrer que 2%, 9% et 2% sont vraies,
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. Soit n € N, n = 4. On suppose 4%, vraie pour tout entier & € [[1,nf. Soit
6. Soi N, n = 4. On supp P I ke 1 S
(p.q) € (N*)? tel que p+q=n-+1.
(a) Pourquoi peut-on supposer p et g supérieurs ou égaux 4 27
(b) Dans Kp(,_ 1 4)4R(p,q—1) bicolore (de couleur verte et rouge), on fixe un
sommet S.
On partitionne 'ensemble des autres sommets de Kg_1 )+ R(p.g—1) €0
deux sous-ensembles # et ¥ définis par : un sommet w appartient a 5
(respectivement ¥') si, et seulement si, 'aréte qui le relie a 5 est de couleur
rouge (respectivement verte).
Montrer que card (¥) = R(p—1,q) on card (#) > R (p,q—1).
(e) On suppose dans cette question que card (¥) = R(p—1,q).
Soit Ky le graphe complet formé des sommets de ¥ et de 5.

i. Justifier que K'v contient un sous-graphe K,_; de couleur verte ou un
sous-graphe K, de couleur rouge.

ii. Montrer que dans Ky, il existe un sous-graphe complet K, de couleur
verte ou un sous-graphe complet K, de couleur rouge.

(d) En s’inspirant de la question 6 (¢), montrer que le graphe complet Kp
constitué des sommets de % et de S contient un sous-graphe complet K,
de couleur verte ou un sous-graphe complet K, de couleur rouge.

7. Terminer la récurrence et montrer que l'on a
Ripq) <R(p—1,q)+ R(p,q—1).

8. Soient p et g deux entiers naturels supérieurs ou égaux i 2. Montrer que si
R(p—1,q) et R(p,q— 1) sont pairs, alors

R(pq) = R(p-1,9)+R(p.q—1)- L

5.3 Calculs et majorations

5.3.1 Une majoration
9. En procédant par récurrence sur p + g, montrer que

V(p,q) € (N\{0,1})*, R(p,q) < (P+q_g)-

p—1
10. En déduire que
4

s—1
Tt

R(s,s) <(1+o(1)) lorsque s tend vers + o0o.

5.3.2 Calecul de R(3,3)

11. Montrer que R (3,3) < 6.

12. Donner un exemple de graphe K5 bicolore (vert et rouge) n'ayant pas de sous-
graphe {3 de couleur rouge et aucun sous-graphe complet K3 de couleur verte.

13. En déduire que R (3,3) = 6.
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5.3.3 Calcul de R(3,4)

14. Montrer que R (3,4) < 9.

15. Donner un exemple de graphe Ky bicolore (vert et rouge) n'ayant pas de sous-
graphe K3 de couleur rouge et aucun sous-graphe complet K, de couleur verte.

16. En déduire que R (3,4) = 9.
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Correction du Theme 5

1. Dans la somme % d(x), chaque aréte est comptée deux fois (une fois par
reX
extrémité).

On a bien montré que Y d(x) = 2 card (A).
reX

2. Par définition de K, il y a autant d’arétes que de couples de sommets distinets.

n
Or.ilya ( 2) couples de sommets distinets.

b arétes dans K.

On a montré qu’il y a (

3. Les couleurs jouent des roles symétriques, on a done pour tout n € N*,
R(1,n) = R(n,1).

Le graphe complet K, est unicolore, done il contient un sous-graphe complet
K de couleur verte ou rouge.

On a montré que pour tout n € N*, R(1,n) = R(n,1) = 1.

4. Soit n € N, n = 2. Par symétrie des couleurs, on a encore R (2,n) = R(n,2).
Nous allons montrer que R (2,n) = n.

e Soit k € [1,n — 1]. Soit Kj. le graphe complet ayant k sommets et mono-
chromatique de couleur rouge.
Ce graphe ne contient aucun sous-graphe complet K3 monochromatique
de couleur verte et aucun sous-graphe complet K, monochromatique de
couleur rouge rouge.
Ainsi, R(2,n) > n.

e Soit une coloration de K.
Si K, est monochromatique, alors il contient un sous-graphe complet mo-
nochromatique K3 de couleur verte ou un sous-graphe complet monochro-
matique K,, de coulenr rouge.
5i Ky, n'est pas monochromatique, il contient au moins une aréte de couleur
verte, done il contient un sous-graphe complet K9 monochromatique de
couleur verte.
Ainsi, R (2,n) < n.

On a montré que pour tout n € N*, R(2,n) = R(n,2) = n.

5. e Pourn=2
On ap =g =1, daprés la question 3, on a R (p,q) = 1, en particulier,

R (p,q) est fini, ainsi | 2?2 est vraie.

e Pour n = 3.
Onap=1etg=2oubien p=2et g = 1. Dans tous les cas, d’'aprés la
question 3, on a R(p,q) = 1, done R (p, q) est fini et | 925 est vraie.




66

THEME 5. COLORIAGE SUR LES GRAPHES

e Pour n = 4.

(c)

Lorsque p = q = 2, alors d’aprés la question 4, on a R(p,q) = 2, donc
R(p,q) est fini.

Lorsque p=1et ¢ =3 ou bien p =3 et g = 1, d’aprés la question 3, on a
R(p.q) =1, done R (p,q) est fini.

Ainsi, | 2% est vraie.

Si p=1ouq=1, on sait que R (p,q) = 1 d'aprés la question 3.

Comme (%, ,{S}) est une partition des R (p—1,q) + R(p,q—1) som-

mets de K1 414 R(p,g—1), ON &

R(p—1,q9)+ R(p,q—1) = card (¥) + card (£) + 1.

Si card (¥) < R(p—1,q) et card(#) < R(p,q—1), I'égalité établie ci-
dessus serait mise en défant.

On a montré que card (¥) > R(p—1,q) on card (#) = R (p,q—1).

i. Comme Ky contient au moins R (p—1,q) sommets, par hypothése
de récurrence appliquée au sous-graphe complet Ky, Ky contient un
sous-graphe complet K, ; de couleur verte on bien un sous-graphe
complet K, de couleur rouge.

ii. On discute selon les eas qu’il existe un sous-graphe complet Ky de
couleur verte ou un sous-graphe complet K, de couleur rouge.

e 5'il existe un sous-graphe complet K, de couleur verte, comme
les arétes qui relient les arétes de ce graphe sont de couleur verte,
le sous-graphe complet constitué des arétes de K, | et de S mo-
nochromatique de couleur verte est un sous-graphe complet K, de
Ky de couleur verte.

e S'il existe un sous-graphe complet K, rouge, c’est terminé.

On a montré que Kp contient un sous-graphe complet K, de cou-
leur verte ou un sous-graphe complet de couleur rouge.

(d) On suit les sous-questions de la question 6 (c).

On note Kp le sous-graphe complet constitué des arétes de % et de 5.

Comme K contient au moins R (p,q — 1) arétes, par hypothése de récur-
rence, Kp contient au moins un sous-graphe complet K, de couleur verte
ou un sous-graphe complet K, | de couleur ronge.

S5i K contient un sous-graphe K de couleur verte, ¢'est terminé.

Sl contient un sous-graphe complet K, |, les arétes qui relient de graphe a
S sont de couleur rouge (par définition de &), ainsi le sous-graphe complet
de Kp constitué des sommets du sous-graphe K _; et de S est de couleur
rouge : ¢’est done un sous-graphe K.

On a montré que Kp contient un sous-graphe complet K, de couleur

verte ou un sous-graphe complet de couleur rouge.
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7. On a montré que pour tout couple d’entiers naturels (p,q) avec p,q > 2, (les
autres cas ayant déji été traité) le graphe complet Kp, | g1+ R(pg—1) contient
au moins un sous-graphe complet K, de couleur verte ou bien un sous-graphe
complet Ky de couleur rouge.

De plus, par définition de K (p,q), on a

R(pg) <R(p-1,9)+R(p,g—1).

8. On posen = R(p—1,q) + R(p,g—1) — 1. Soit S un sommet de K, : S est
done l'extrémité de n — 1 arétes.

e Supposons que S soit I'extrémité d’au moins R (p — 1, q) arétes de couleur
verte ou R (p,q — 1) arétes de couleur rouge. Par exemple, S est I'extrémité
d’au moins R (p — 1,q) arétes de couleur verte.

Soit .% un ensemble de R (p — 1, g) sommets dont les arétes les relient & S
sont de couleur verte.

D’aprés le Théoréme de Ramsey (établi aux questions 5, 6 et 7), le graphe
complet K, ;) dont les sommets les éléments de & contient ou bien un
sous-graphe complet K1 ou bien un sous-graphe complet K, de couleur
rouge.

* Dans le cas, ol le graphe complet Kp(,, | ,) dont les sommets sont les
¢léments de & contient un sous-graphe complet K, de couleur rouge,
la question est termindée.

* Si le graphe complet Ky, | 4 dont les sommets sont les éléments de

& contient un sous-graphe complet K,_; de couleur verte. On note
' 'ensemble de ses sommets.

Alors, le sous-graphe complet de K, dont les sommets sont %' U {5}
contient un sous-graphe K, de couleur verte.

Le cas ot K, ) contient un sous-graphe complet K, de coulenr rouge
se traite de maniére analogue.

s [l reste i étudier le cas ol aucun sommet de K, n'ait pas au moins
R (p—1,q) arétes vertes on I (p, q — 1) arétes rouges. Comme
n—1=R(p-1,q9)+R(p.g—1)-2,

il s’ensuit que tous les sommets de K, sont 'extrémité d’exactement

R (p—1,q)—1 arétes de couleur verte et de R (p,q— 1) — 1 arétes de cou-
leur rouge.

R(p—1,9)-1

&

Il s’ensuit que K, contient n arétes vertes (on divise par 2

par on compte deux fois les arétes : une fois par extrémité).

Rp—1,q9)—1

Or, net R(p—1,q) — 1 sont impairs, donc n 5

n'est pas un
entier, ce qui est exclu.

On a montré que si B (p—1,q9) et R (p,q— 1) sont pairs, alors

|R{M) <R(p-19) +R(pq-1)-1
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9. On procede par récurrence sur p+ g.
Comme p,q = 2, on a p+ g = 4, ainsi pour tout n > 4, on introduit la proposi-
-2
tion 22, : « pour tout p,g = 2telsque p+qg=n, R(p,q) < (p :;E { ) 0
Lorsque p+ g =4, on a p = ¢ = 2 et d’aprés la question 4, R (p,q) = 2.
2
Or ( 1) = 2, donc on a bien montré que 224 est vraie.
On suppose la proposition 2%, vraie pour un certain entier naturel n > 4 fixé,
montrons que %, ., est vraie.
Soient p, g deux entiers naturels avee p.g > 2 telsque p+g=n+ 1.
Par la question 7. on a
R(p,q) <R(p—1,9) +R(p,g—1).
En utilisant deux fois 'hypothése de récurrence, on a
p+q—3 p+q— 3)
R(p-1,q9) < et Ripg—1)< :
(p .q}_(p_Q) (.4 }..(p_]
En utilisant la formule de Pascal, on en déduit que
ptqg-3 p+q-—3 p+q-—2
R(p,q) < = :
(r.0) < ( p—2 )+( p-1 ) ( p=:}
Ainsi, &%, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 4%, est vraie
pour tout entier naturel n = 4.
10. Lorsque p = ¢ = s, d’aprés la question 9, on a

. 28 —12
VYs e N*, R[ST-‘?)E(S_I).
Or,

—_ 3 1
Vs € N* (23 2)= (25— 2)!

((s—1)H*

g8=1

En utilisant la formule de Stirling, on a

95— P\ 242
(2s-2) (*2) vEE g

©
g8—1 !23—:#00 51

L)

2 8=3+00 \,('?TH.

[&]

Ainsi, | ! |
4.\'— 4!&— 43_

R{S., S} 5-—&10:} \7?1__—3 +ao (75—) A ;’.ﬁ (1 +U{1}}

On a montré que lorsque s tend vers +oo,

s—1

R(s,8) <(14+0(1)) i’ﬁ'
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11. D’aprés la question 7, on a

R(3,3) < R(2,3) + R(3,2).

Or, en utilisant la question 4, on a R(2,3) = R(3,2) = 3, ainsi | R(3,3) < 6.

12. Le graphe suivant montre un exemple de graphe complet K3 n’ayant pas de

sous-graphe Ky de couleur rouge et aucun sous-graphe complet K3 de couleur
verte.

— rouge
— — vert

FIGURE 5.1

13. La question 12 montre que R (3,3) > 6, donc d’aprés la question 11,

R(3,3) =6

14. En utilisant la question 4 et la question 13, ona R (2,4) =4 et R(3,3) = 6.
Comme R (2,4) et R(3,3) sont pairs, d’aprés la question 8, on a

R(3,4)<R(2,4)+R(3,3)—1=09.

15. Voici un exemple de graphe Ks bicolore n’ayant pas de sous-graphe K3 de
couleur rouge et aucun sous-graphe complet K de couleur verte.

. rouge
— — verk
1
/l.r -.I"\
S 7T S
| ~+ g !
PR iyl
,-)L-)’EJF M‘x"-qk\.
k., Tl
T 1
ot AT
¥ ex )
LV 'IT‘»..__,-"'? Av4
I b o y 1
-5y 7
__\_1__:'_/__
M s

Ficure 5.2
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16. D'aprés la question 15, on a R (3,4) = 9 et d’aprés la question 14, on a
R(3,4) <9, on en déduit | R (3,4) = 9.




Theme 6

Développement en fraction continue

Thémes abordés : Suite, récurrence.

Difficulté : HEECIC]
Ce sujet présente le développement en fraction continue d'un réel.
Sa résolution ne nécessite que des connaissances rudimentaires sur les suites réelles.
Les résultats de la partie 1 sont utilisés dans la partie 2. La partie 3 est indépendante
des deux autres parties.

6.1 Deéfinitions et étude de la convergence

Définition. Fraction continue finie.
Soit qo € Z et (q1,....qn) € (N*)". L'expression

1
o + I
i + 1
{
4 g3 -+ ; 1
.+ 1
-1 —
est appelée fraction continue finie et est notée [q.[;,qj. g ._q"].

Définition. Fraction continue infinie.
Soit (Gn), e une suite telle que qo € Z et ¥n € N*, g, € N*. L'expression (si elle
existe)
1
go +
q1 +

o+

est appelée fraction continue infinie.

Dans toute la suite, nous appelerons fraction continue, une fraction continue
finie ou infinie.
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Définition. Convergence.

Soit [qo,q1,...] une fraction continue infinie.

Si la suite ([qo,q1,. ..,qn]]HEN converge vers une limite o, nous dirons que la
fraction continue infinie [qo,qy,...] converge vers a et on note

= H.H]—El{x.[q[hql"‘ 'qui,] —_ Iq{h i‘;l'l"_‘]‘

1. Soit [go,q1,...] une fraction continue infinie convergente.
Montrer que pour tout k € N*, la fraction continue g, gy ;. ...| converge et

[0 g o] = [goys et [ ]} -

Le but de la fin de cette partie est de montrer la convergence de toute fraction
continue infinie.
Avant de prouver cela, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme. Calcul des fractions continues.
Soit (Gn),en. une suite d’entiers telle que go € N et pour touti > 1, ¢; € N™.

Soient (an),en et (bn),cn deux suites telles que

{au =qo, a1 =qq1+1, VYneN, ant2 = ant+1qn+2 + an
bﬂ - 1-. I]I = i, Vn e N: li:;"1r4'_+2 — lIb'i'1+lq'n+2 +bn -

Alors, nous avons :

N, + Ay
) VRN Va1, [o.q.. gm0 = "
i o

i) Vvne N*,  [q0,q1,....qn] = i

Nous prouvons le lemme.

2. Preuve de i). On prouve le résultat par récurrence sur n.
(a) Faire l'initialisation.
(b) Faire I'hérédité.

- - - b b1 £ ]'
Indication : On pourra appliquer 'hypothése de récurrence & q,,41 + —.
43

3. Prouver ii).

Nous énoncons maintenant le théoréme qui assure que toute fraction continue infinie
converge.

Théoréme. Convergence des fractions continues infinies.

Les mémes notations sont les mémes que celles utilisées auw lemme précédent. On
&
i) Pour toutn e N,

@ ans1 _ (=)™
bﬂ. 'l"n+1 fI"’1lt'i-:"1rr,+l !

E.I“b“.f..l W ﬂ'ﬂ‘l"lbﬂ = (_1}n+l et

ii) Pour tout n € N, les entiers ay, et by, sont premiers entre eus;
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iii) La suite (b,) ~o €8t strictement eroissante et lim b, = +00;
- n—4oo

! g L ay ;
iv) Les suites ( ‘m) et (LH) sont adjacentes ;
ban neM b21r1+ l / neN

v) La fraction continue [qy,qi,...]| converge.

Nous prouvons le théoréme.

the

Montrer i) 4 I'aide des définitions des suites (@), cn €t (bn), o -

En déduire ii).
A T'aide de la définition de la suite (bn),en » montrer iii).

En simplifiant apb,42 — an+2b,. montrer iv).
En utilisant le lemme Caleul des fractions continues, montrer v).

B L deh G

6.2 Développement en fraction continue d'un réel

9. Montrer que si a € Z, il existe un réel a; > 1 et un entier relatif gy tels que
a=qgo+ x
= 4o e
Exprimer gp 4 'aide de a.

10. (a) Montrer que, si oy & Z, alors il existe q; € N* et ay > 1 tels que

1
] =4+ —.
1 i1 =
(b) Montrer que l'on a aussi a = [qo,q1, a2].
11. Montrer qu'une telle construction peut se poursuivre tant que o, € Z : il existe

un réel apy > 1 et g, = |an] € Z tels que o, = ¢ +

et on a alors
Yyl

= [ql]?q11"'1qrisﬂﬂ+1]'

6.2.1 Deéveloppement en fraction continue d’un rationnel
12. Soit o € R*. Montrer que @ € Q si, et seulement si, il existe une fraction
continue finie telle que a = [go, q1,...,qn).

6.2.2 Deéveloppement en fraction continue d’un irrationnel
Soit @ un nombre irrationnel.
13. Montrer que l'on peut peut construire une suite (ﬂ“}nEN' de nombres ir-

1 .
rationnels supérieurs 4 1 tels que : @ = |a| + — et pour tout i € N*,
(xy

;= LﬂiJ +

i+
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On notera dans la suite (g,), . la suite définie par g = lx] et pour tout i = 1,
g = Lﬂfl-

14. Montrer que la fraction continue [go, q1, . ..] converge vers a.

15. Montrer que

iy 1
¥n € N, r}—H < E

oll les snites {”“}neN et (by), on sont définies au lemme Calcul des fractions
continues,

16. Montrer que si [go,q1,92,...] = [¢0.491.¢5,...] = «, alors pour tout n € N,

In = n-
6.3 Exemples et algorithmes

17. Ecrire le développement en fraction continue de /2.

18. Ecrire un programme Python qui prend en entrée un réel x et un entier naturel
n et qui permet de caleuler [qo, g1, ..., qn].

1++/5

2

=

Le tester pour /3 et . Que remarque t-on?
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Correction du Theme 6

1. Soit n > k. On pose an = [go,q1,. .., qn] e Gn = [@rs Qits- -2 qn).
Pour tout n > k, on a

= 1
On = [qu*‘ o "'[]'l:—lsﬂ'n} = qo+ 1
q + 7
-
£ g3+ 1
4= + l
k-1 o
Cette égalité se rééerit en : pour tout n > k,
- 1
an = —qk—1 + ;
—qr—2t+ 1
! | _|_
k-3 T ;
-
—q1 + e

On notera que auncun des dénominateurs ci-dessus ne s’annule car [go,q1....]
est une fraction continue infinie.

Comme la suite (o), . converge, la suite (ay,), . converge. Sa limite a
vérifie & = [qo.q1....,q1_1.a].

2. (a) Pourn=1, pour tout@>1,0na:

1 Qoo+ a+qo  aap+ap

a] =qo+ - - :
[qn,fn ”] ) a1 + l qree+1 aby) + by
¥

(b) On suppose que tout réel a = 1,

= 0an + ap—1
‘:i'bn + J!I:'nx—l .
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Soit e = 1. L’hypothése i récurrence appliquée i g, + A = 1 donne
v

1
[Go.q1,-- ., Gn+1,0] [@,Q1,...=m;,qn+l+a]

1
(rfn-i-l = = E) ap + 0p—

1 5
(fl'n+| + a) Br + Pn—1
il 4-10n + Qllp—1 T+
bl 4 lﬁu + -1 + @n

Giflp 4| + Gy
ﬂ’p’n—l—i + Bn

La proposition 2%, est vraie.
Par le principe de raisonnement par réeurrence, on a montré que

ity + Gp—1

Vn e N*, Ya > 1, [‘i‘ﬂsfl'lw-“*'i"*“a]:(rb +bny
ettt 1 1 n—

3. On procéde encore par récurrence. Pour tout n € N*, on définit

. 1y
P i & |qoy.-.yqn] = .‘}_l .

n

1
Pour n = 1, on a bien — = 24T~ e i
by q

On suppose 22, vraie pour un certain entier naturel n € N*.

1 ;
qo + q_ Ainsi, 27 est vraie.
|

En utilisant I'égalité obtenue a la question 2 avec o« = g4 = 1, 0on a

Grd10n + Qp— _ 41
O+ bn + b1 b1 :

[%ﬁq]r*'-gq“1 q”“l'li —

P, 1 est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, on a

* a
YneN* [90,q1,..-,Gn] = b—“

n

4. On traite séparemment les deux égalités.



CORRECTION DU THEME 6

T

s Premiére égalité
Pour tout n € N*, on a

ﬂ'nbu-l-l — Oy Ib:rt = Qi {bnqn-l-l + bu— l)

—by I:ﬂﬂQ'u+l + ﬂn-l]
= - {an—lbn — apbp - 1}

La suite (anbns1 — any1bn), cn est géométrique de raison —1.

Or, agh; — ajbp = —1, on obtient done

n+1

WYneN, anbps1 —ans1bp = (‘“1}

e Seconde égalité

Soit n € N. Pour obtenir la seconde égalité, il suffit de diviser I'inégalité

établie ci-dessus par bub,41 # 0 pour obtenir

1
anﬂ.+| - ﬂn+!bn - [_1]:'1-4- ﬂ_n . L

(_])n+l

bﬂb1'i+1 N bnbn+l ﬁn E‘:'H-i N

lr-"'1'21i1}1'1+l -

5. Soit n € N. De l'égalité a,bn41 — aps1bn = {—1}"“, on tire

@, (=13 B (=1 e =1,

De plus, une récurrence immédiate montre que pour tout n € N, a,, et b, sont

des entiers relatifs.

Par le théoréme de Bezout, a,, et b, sont premiers entre eux.

6. Par définition, pour tout n € N, on a
bn+2 = bnt1 = (Gn+2 — 1) bpy1 + b
Comme pour tout n € N, guy0 € N* et b, 2 1,ona

Vn € N*, IE":|'r+2 “"bn+l =1L

On en déduit que la suite (by),, -, est strictement croissante.

Le théoréme de comparaison assure que lim b, = +oc.
n—++00

Une récurrence immédiate montre que pour tout n € N, b, = n.

7. D’aprés une égalité établie & la question 4, pour tout n € N, on a :

p b“ 3 — II'i'frt+2!|1‘n = Op {br|+l¢]'n+2 + br:] — by |::"3l*|'!,+l‘-']'1't+2 = “n)

= {gn42 (ﬂnbn-i-l — ln4 Ibn]
= ()" gnsa.
En divisant I’égalité établie ci-dessus par bpbpy2 # 0, on a :

E L) Up+2 _ {—1}n+1 42
bn bﬂ +2 hﬂbn.-l—iz .
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.Siag Z,onaa#|al. On pose|q = |al.

En particulier, pour tout n € N,

U2n  O2n42 fon+2 ot a2n+1  O2n43 G2n 43
llj2:|'1 'b‘2u+2 bZH: 6'21'1 +2 b‘2n+ 1 b‘Zn+3 "-Qﬂ-l- 1 b?n +3
gy : i : : @ 5 ;
Ainsi, la suite (ﬁ) est croissante et la suite (ﬁ) est décrois-
bop neN ban 41 neMN

sante.
De plus, en utilisant une égalité établie 4 la question 4, on a

T [ o B
n—+oo \ bgn  bap=)

car lim =0ecar lim = 400 (question 6).
n—+oo b'Zub?n+I n—i+oc-bn . {q ]

[—1}2ﬂ+l

F : a ( i
On a montré que les suites (_231) et (—?—'ii'-) sont adjacentes.
n/ neN ban+1 neMN

. D'aprés la question 3, pour tout n€ N, on a :

Ay

[‘-'Iu:'i'h- e :qﬂ] = b:rl ;

; g a2n+1 :

Or, les suites (—“) et (—ﬂ—) sont adjacentes, done convergent vers
bon / pen ban+1 / pen

une méme limite £,

Il s’ensuit que la suite ( E-'l) converge vers £,
neMN

bn

On a montré que la fraction continue [go, q1....] converge.

1
> 1. On pose | ) =

Comme 0 < x—go < 1,0na :
& =90 a=4q

10. (a) C'est le méme raisonnement que celui de la question 9 : comme o) ¢ Z,

ona |aj] # aj.

Onpose|qi = [a1].[Onal < a; —q1 < 1, ainsisil'on|az = — -1
1 =41

o1 &

1
az>1 et =g +—.
4]

(b) En utilisant les égalités établies aux questions 9 et 10 (a), on a :
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11. Par eommodité, on pose ag = a.
On procéde par récurrence. Pour tout n € N*, on introduit la proposition 22, :

¢ 8l ap € Z, il existe apyy > 1 tel que ap = g + = olt gn = |an] et

n+1

= [Go, Q1. Qs Ong1] ».

2 est vraie d’aprés la question 10 (a).

Supposons %, vraie pour un certain entier naturel n non nul.

Si l'on pose gn = |an),onagn <an <gn+let0<ap—gn <1.

ol I'on a posé

1l s’ensuit que an = gn + (n —qn) = g +
L |

1

Opyl = — > 1.
My — On

On a anssi
o= [%f'?ls“*:qrhﬁri-}-l]‘

On a montré que 2%, | est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, 2%, est vraie pour tout entier
naturel non nul n.

12. On prouve les deux implications.

Soit x € Q : on écrit & = % avec a € Z et b € N*. On éerit I'algorithme
d"Euclide pour caleuler a A b (le PGCD de a et b) :

a = bgp+ro
b = roq1+n

Tk—1 = Trk+1-

Il s’ensuit que

I
g o=
+
B

~3
=

-~ 1
= @¥

0O+ 75

L

= [{Iﬂfqls"~:(i'k:q:c+1]'
On a [go,....qn] € Q car les g; € Z*, ainsi a € Q.
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On a montré qu’un réel est rationnel si, et seulement si, son développement
en fraction continue est fini.

13. Par commodité, on pose ag = a.

14.

On proeéde par récurrence et pour tout n € N*, on pose la proposition

: 1
P, » « il existe un irrationnel a, > 1 tel que ap—1 = |an—1] + — "
3

Comme a € Q, on a a # |al. Or,

a=lal +(a-la) = la] + -

oll o] = >lear0<a-|a] <l

1
a—|a
Il est clair que aq ¢ Q car a ¢ Q, done 2 est vraie.
Supposons 2, vraie pour un certain entier naturel n non nul.
Comme a, € Q, on a ap # |ay]. Or,

an = |an| + (an — |an]) = |an] +

g ]

oll Qpy] = >1car0<a,—|a,] <1.

1
an — J_nn_J
On note aussi que a4 est irrationnel : en effet s’il était rationnel, alors o, le
serait, ce qui est exclu grice a 'hypothése de récurrence.
On a montré que 2%, est vraie.

Par le principe de raisonnement par réeurrence, il existe une suite d’irration-
nels (o, ), ne vérifiant les conditions demandées.

La question 11 assure que
YneN, a=][q,q,- -\ qn,0n+1]-
Or, par la question 2 (b), on a

O g1 Qp + Ap—|
On4+1bn + bp—y

vﬂEN: [(JIOEQI:"'e';'.!t:ﬂR-I-]]:

En utilisant une égalité établie 4 la question 4, pour tout n € N, on a :

— an = Qg4 10p + Qp—) Oy
'!]n l'-1':|"-L-E-1'!--‘n -+ bn—l li-.'":-:
n—1bn — apbn_y
b?i- l[":‘*:l'1+]'b111 + 'bn— l}
("
by, {ﬂ’u+lbu + bn—1 } i

De cette relation, on en déduit que

(13 i
Vel e S
h'z':n b2n+1
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16.

Or, d’aprés la question 8, la suite (b ) converge : elle converge donc vers
I

EN
.

On a montré que la suite ([go, g1, ..., qn]),en cOnverge vers a.

. Ala qucatmn 14, on a établi en particulier que pour tout n € N, a est compris

Gn+l ..
entre 2 ot G alnsi

bn n+l

dn
by,
I'inégalité étant stricte car « est irrationnel.

Or, en utilisant une égalité établie A la question 4, on récupere

0=

Yne NN,

|ﬂ£ - [V
bu bﬂ-‘l-l

" 1
~ babpsr

[_1}114‘]
bnbn-i-l

iy

b

Iy bﬂ‘ +1 = bil'i-a‘ﬂ‘--l- |
bnbn+ 1

Wn e N, ‘{r—

Comme la suite (by,), . est croissante, on en déduit que

Vne N,

0 — — | =

A

On procéde par récurrence et pour tout n € N, on pose

Pn:dn=dp e |Gn+1,Gn42;...] = [Ghars Ghazs- -] >

D’aprés la question 13, il existe deux nombres irrationnels 3 et 3 strictement
supérieurs i 1 tels que

|
= o+

— et =g+ —
3 qo

rj'*
On en déduit
<1

o-dl < |5~
g g
car 3 et @' sont strictement supérieurs a 1.

Comme gy et g sont des entiers, on a qo = g, ainsi #p est vraie. De plus,
d’aprés la question 1,

[90,1,92,--.] = [0, [91, 92, - .]]

[qavrfjlliqaa---] = [q‘;:, [q’i,qf-;_.,]]

et en utilisant le fait que go = gf;, on en déduit que

lq1,92,...] = [a1, 45, .- -] -

Soit n € N. On suppose &, vraie. D’aprés I'hypothése de récurrence, on a

et

[QH+]7QH+2'1- ] — [Q:;+1:Q:1+25-- ] )
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ainsi, il existe deux nombres irrationnels 3 et 4’ strictement supérieurs a 1 tels
que

+ et syt
k = — © X = e
QE-I-' ,H n+1 ﬂj‘
Le méme raisonnement fait lors de l'initialisation montre que
! ) !
In+1 = (pyy €t [Q'u+2+ /P PR ] — ["i'u.{.:z-.- /SR T ] .
2. +1 est vraie. Par le principe de raisonnement par récurrence, en particulier,
on a
YneN, q.=d.
17. On garde les notations de la question 13. Comme gy = |_~./§J =1,ona
1
N/§=1+-r~t—-— avee ) = v@.-‘rl.
1
Or, q1 = |a1]| = 2, done on peut écrire
1
a; =2+ — avec ag=+2+1.
5]
Ainsi, g2 = 2.
Une récurrence immédiate montre que
VrneN*, a,=2 et q,=2.
Ainsi,
v2=1[1,2,2,...].
18. On peut éerire :
1 | from math import =
2 | def fractioncontinue (alpha,n):
3 1=[floor (alpha)]
4 a=alpha-floor (alpha)
5] for k in range(n):
[ if a==floor(a):
7 break
b else:
9 a=1/(float(a-floor(a)})
10 1.append(floor(a))
11 return 1

Le programme permet de conjecturer que
=20,

et
1++/5
2

Dans les deux cas, on remarque que le développement est périodique a partir
d'un certain rang.

Y f I o T N
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Quelques remarques culturelles
Le résultat de la question 18 résulte d'un résultat général :

Théoréeme. Théoréme de Lagrange.

Soit x € R.

Le développement en fraction continue de x est périodique 4 partir d’un certain
rang si, et seulement s'il existe (a,b,c) € Z* avec (a,b,e) # (0,0,0) tel que

ar +br+e=0. (6.1)
Un réel vérifiant (6.1) s’appelle un réel quadratique.



Théme 7

Etude de la suite logistique

Thémes abordés : Suite, continuité, dérivabilité, série, développement limiteé.
Difficulté : HEEE]

Ce sujet traite de la célébre suite logistique : w4y = auy, (1 —u,). Dans ce sujet,
on montre que la convergence a lieu pour pour tout a € |0,3[ et pour tout ug € [0,1].
Dans certains cas, on donne aussi une estimation de la vitesse de convergence.

Sa résolution ne nécessite que des connaissances rudimentaires sur les suites réelles,
mais une bonne maitrise des méthodes relatives aux suites définies par une relation
de récurrence du type uy41 = f(uy,) est indispensable.

Certains résultats de la partie 1 servent dans la partie 2.

7.1 Généralités

Nous commengons par prouver la proposition suivante sur Uattractivité des points
fixes.

Proposition. Attractivité des points fives.
Soient a < b deux réels et soit f : [a,b] — |a,b] une fonction de classe €' sur
[a, b].
Soit la suite (un), .y définic par : up € [a,b] et pour tout n € N, uny1 = f(un).
Soit £ € R.
Alors
i) Sila suite (Un),en converge vers £, alors { est un point fize de f.
Dans toute la suite, £ est un point fize de f.
ii) Si|f'(€)] > 1 (point five répulsif), alors la suite (uy), . converge vers € si,
et seulement si, (uy), o stationne d L.
iii) Si|f' (£)| < 1 (point fize attractif), il existe un intervalle J non trivial conte-
nant ¢ tel que pour tout ug € J, la suite (un), . converge vers (.
De plus, il existe k € |0, 1] tel que

YneN, |up—€ <k"|uo—1.

iv) Si|f' (£)| = 1, on ne peut rien conclure sur la convergence.
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. Prouver i).

. Prouver ii).

. Prouver iii).

. Deux exemples pour la proposition iv).

T

(a) Soit f: x — sin(z). Soit la suite (u,)

tout n € N, upy = [ (un).
Vérifier que 0 est un point fixe de f vérifiant f'(0) = 1 et montrer que
(tn), ey converge vers 0.

(b) Soit f : @ — In(1+x) + 22, Soit la suite (vn), . définie par vo = 1 et
pour tout n € N, v41 = f(vn).
Vérifier que 0 est un point fixe de f vérifiant f'(0) = 1 et montrer que
(Vn),en diverge vers +oc.

5. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction dérivable.
On suppose qu’il existe k € )0, 1] tel que
Vo € [a,b], |f(z)] <k
(a) Montrer que f admet un unique point fixe ¢ sur [a, b].

(b) Montrer que pour la suite (un), . définie par wny1 = f(un) converge
vers £ pour n’importe quelle valeur de ug € [a,b].

e 3
nen définie par ug = 5 et pour

6. (a) Soit (uy,),.n une suite qui converge vers un réel £. Montrer que la suite

1 T
( N m.) converge vers £,
nelN

n+1iz
(b) En déduire que que si (vy),.n est une suite telle que (vn41 —vn),en

# 3 t'rl'?
converge vers un réel £, alors la suite (?) No CONVETge vers .2
nelN*

Cette conséquence de la question 6 (a) sera appelée Lemme de Uescalier
dans la suite du probléme.

7.2 Etude de la suite logistique

On note I = [0,1]. Pour a € |0,4], on définit sur I la fonction f, par
fa(z)=az(l—2=z).
Soit la suite (2n),en St définie par : ug € I et pour tout n € N,
Unt1 = fa (tUn) -
7. Etudier les variations de f, et montrer que f, laisse stable I.
8. En déduire que la suite (u“}uEN est bien définie pour toute valeur de ug € 1.
9. Etudier les éventuels points fixes de f,.
Le but de cette partie est d’établir la proposition suivante.

Proposition. Convergence de la suite logistique.
Lorsque a € 0,3[, la suite (u,),-n converge pour toute valeur ug € I.

Pour prouver cette proposition, nous distinguons cing cas.
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7.2.1 Premier cas

Dans cette sous-partie, on suppose a € |0, 1[.

10. Montrer que la suite (n ), cny converge vers 0.

11. On suppose up & {0,1}. On se propose de donner un équivalent de u,,.
(a) Montrer que pour tout n € N, uy, > 0.
(b) En appliquant le Lemme de U'escalier, montrer que

In (tn) Lt In(a)n.

(¢) Montrer que la série 3 u, converge.
ne=0
(d) En déduire qu'il existe A > 0 tel que u,, ~ Aa".
n—+o0

7.2.2 Second cas

Dans cette sous-partie, on suppose que a = 1.
12. Montrer que la suite (u5), . converge vers 0.
13. On suppose ug € {0,1}. On se propose de donner un équivalent de la suite

(ﬂ“]neN‘
(a) Montrer que pour tout n € N, u, # 0.
(b) Montrer qu'il existe un réel 3, dont on donnera la valeur, pour lequel la

. 5 ,
suite (u?, — Un converge vers un réel non nul.
T!+| REN

(c) En appliquant le Lemme de 'escalier, donner un équivalent simple de u,
en +o00.

7.2.3 Troisiéme cas

Dans cette sous-partie, on suppose a € |1,2[. On note « le point fixe non nul de
fa-
14. Conclure lorsque ug € {0, 1, a}.
15. On suppose ug & {0, 1,a}. Montrer que la suite (uy,) eN Converge vers a.
16. On suppose dans cette question que ug € {0, 1, a}. On se propose de donner un
équivalent de |u, — al.
On pose, pour n € N, v = un — . On suppose aussi que la suite (un),, .ny n'est
pas stationnaire.
(a) Montrer que pour tout n € N, v, # 0.
(b) Montrer que

VneN, In(lvass]) = (|oal) + (2= a=ua]).

(¢) En déduire que
In (|vn]) B In (2 —a)n.
d) Montrer que la série ty, | converge. En déduire un équivalent de |u,, — .
q eq
n=0
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7.2.4 Quatridtme cas

Dans cette sous-partie, on suppose a = 2.

1
17. Conclure lorsque ug € {ﬂ, 3 1}.

15. On suppose ug & {U._ %,1}.

(a) Montrer que
1
YrneN* u,< =

B |

(b) Donner une expression explicite de la suite (

ol
nelN*

¢) En déduire la limite de la suite (u, ;
neN

7.2.5 Cinquiéme cas

Dans cette sous-partie, on suppose a € |2, 3[.

1
19. Traiter les cas ol ug € {D, 1- = 1}.

20. On suppose ug & {D?l - 1, l},
]

(a) Montrer que, quitte & considérer la suite suite (u,), p.. O peut supposer

1

1 ; 3 : ’
up € }ﬂ. 1 — = |: On fait cette hypothése dans la suite de la question 20.

; 1 3 -
(b) Montrer que I'ensemble {?1 eN, = SUpn<1- E} n'est pas vide. Soit ny
le plus petit élément de cet ensemble.
(c) Montrer que les suites (vn),, o7y €t (W), cn définies par : pour tout n € N

Unt1 = f2 (Un) s W1 = 2 (wy) et vg = Uy, wo = fa (%n,)
convergent.,
Indication : L’application f2 est f, 0 fa.
(d) Conclure.

7.3 Etude avec Python

21. Ecrire un programme suitelogistique(a,u0,n), qui calcule uy, ol (Un) pen
est la suite définie par ug € [0,1] et pour tout n € N, uyq) = auy, (1 —uy,)
(a € [0,3]).

22. Modifier le programme précédent pour retrouver le résultat de la question 13

().
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Correction du Théme 7 : Etude de la suite
logistique

1. Comme pour tout n € N,a < u, <b,onaf € [a,b]
La continuité de f en ¢ € [a, b] assure que 11!_41‘1 [ (un) = f(0).
Ti=p =00

Comme lim u,4; = £, par unicité de la limite, on a £ = f (£).
n—=34oo0

2. On prouve les deux implications.
Comme f est dérivable en £ et |f'(f)] > 1, par continuité de £, il existe
a > 0 tel que pour tout z € [{ —a, £+ a] N [a,b], |f' (z)| > 1.

Soit k = min |f' (). Ce minimum existe en vertu du théoréme
:Eif—-n,f-{n{r]ﬁln.b]

des bornes atteintes de Weierstrass et est strictement supérieur a 1.
Comme la suite (up ), converge vers £, il existe N € N tel que pour tout
n>N,u, € [f—a,l+a]nab.

En appliquant 'inégalité des accroissements finis, on obtient : pour tout
n > N, |f (un) — ()] 2 klun — €], soit

Eun-!-l _FI Ek|ﬂ,;—f|.

Soit n = N, il est facile de montrer par récurrence que pour tout p € N,
Iﬂna!-p#-l = Eg| = kP |'HL,-; — f|

Comme li:_ll_l kP = 400, on en déduit que I'on doit avoir |u, — €] = 0 soit
p—++oo

tuy = £
Il est alors facile de montrer que pour tout m > n, w,, = £ : la suite
(n) e Stationne.

C'est immédiat.

L'équivalence est montrée.

3. Comme |f'(f)| < 1, par continuité de f’, il existe & > 0 tel que pour tout
z €[l —ea, L+ a|Na,b] tel que |f' (z)] < 1.

Soit k = max |f (x)]. Ce maximum existe en vertu du théoréme des
IE[E—;J,_f-i—u]ﬁ[n__ﬁj

bornes atteintes de Weierstrass et est strictement inférieur a 1.
Par l'inégalité des accroissements finis, pour tout z € [{ —a, £ 4+ a]| N [a, b], on

8
If (@)= £ (©)] < kle— 4
soit
f@) - <klz—1.
En particulier, f (z) € [ — a, £ + o] N [a, b].
Soit J = [f — o, € 4+ o] N [a, b].
Il est alors facile de montrer par récurrence que si

|tm. € J, alors pour tout n € N, u, € J
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et
VneN, |un—¥€ <k |up—1{|.
Comme lim k™ =0 (car k € |—1,1[), par encadrement, on en déduit que
n—400
lim w,=24£,.
=00
4. (a) 11 est clair que f(0) =0et f'(0) =1.
En utilisant I'inégalité suivante : pour tout & = 0, sin () < x, il est facile
de montrer par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.
L’inégalité sin (x) < x valable pour tout x = 0 appliquée 4 x = u,, donne
Un41 = Uy pour tout n = 0.
La suite (uy), .n est décroissante, minorée par 0 : elle converge.
Le seul point fixe de f dans intervalle [0, 1] est 0, f étant continue sur
[0,1),on a| lim wu,=0.
Ti=b =00
(b) 1l est clair que f(0) =0 et que f'(0) = 1.
Montrons que pour tout n € N, v, > 1. Pour tout n € N, on introduit la
proposition « v, = 1 »,
Comme vy = 1, # est vraie.
On suppose que 22, vraie pour un certain entier naturel n, montrons que
"@H'FI el-'-t- “v"l'ﬂi{é.
Par hypothése de récurrence, v, = 1, onaln(1+wv,) =0 et 1}3 > 1, donc
41 2 L.
Ainsi, 2, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition %2, est vraie
pour tout entier naturel n.
Comime pour tout n € N, on a :
Thtl —Up = lﬂ {Uﬂ + 1) +'L'ﬂ, {'Un — ].) E 0.
La suite (vn), o est croissante.
5i la suite (t.rﬂ)neN est majorée : elle converge vers un point fixe de f. Or,
il est facile de voir que f n’a pas de point fixe sur [1, 4oc].
Done (vn), o st croissante et non majorée : | elle diverge vers +oc.
5. (a) e Ezistence

Soit g la fonction définie sur [a,b] par g(z) = f (z) — .
Onagl(a)=f(a)—a=0car f(a) Zaet g(b)=f(b)—b<0car
f(b) <b

g étant continue sur [a,b] car f l'est, le théoréme des valeurs inter-
médiaires assure que g s’annule sur [a.b], donc f admet au moins un
point fixe sur [a, b|.
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6.

s Unicité
Supposons que f ait deux points fixes z; et xs.
Comme [ est dérivable sur [a,b] et pour tout = € [a,b],

I (2)] £k <1,
'inégalité des accroissements finis assure que
|f (z1) = f(22)| = |21 — 22| < k) — 22|

Cette inégalité ne peut étre satisfaite que si x; = 5.

On a montré que f admet un unique point fixe sur [a,b].

(b) Soit ug € [a,b]. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, on a
W EN, funs1— € = |f (un) = £ (O)] < Klun— 1.
Ensuite, une récurrence immédiate montre que
VneN, |unp—£ <Kk"|uo—1¢.

Comme k € ]0,1], on a Iii_f_l k™ = 0, par encadrement, on en déduit que
n—1roo

lim u,=24£,.
Tl = 500

a) Soit £ > 0. Comme (u, converge vers £, il existe N; € N tel que pour
neN
€
tout n > Ny, Ju, — €| < 3" Ainsi, pour tout n > Ny, on a

g
lva — €] = > (up—1)
n+1 o
1 Ni-1 1 n.
E S (u=0+——= > (up—1£)
n+1 — n+1k=N.
1 N|—] 1 n
< Z (up —O)| + —— z g — €]
n+1 = ﬂ+1;.-=N1
Ni=1
1 e n=Nj+1
= ) e g e
> R E'{”’* e
Ni—1
1 g, g
< (up — )|+ =.
n+1 — 2
Or, N, étant fixé, on a
Nyp—1
rllirl:il-]mﬂ+1 E(uh_f) =ﬂ?
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dong, il existe Ny € N tel que

Ni—1
1 £
> - — < -,
Vn > No, = J;]{u;, f) <

Ainsi, pour tout n > N = max { N1, N2}, on a

v, — €] <e.

On a montré que la suite (v, ), N converge vers [.

(b) En utilisant le résultat de la question 6 (a), on en déduit que la suite

1 mn
( 3 (kg1 — uk}) converge vers £. Or, par télescopage,
n+1 =, neN

1 L 1 g
YneN, —— ey —0L) = Vil — :
sr1+lkz_u{1'*'""'I k) REL T pAe]
i o P
Comme lim = (), on en déduit que
n—+oo 114 1
v [T
i —l gk lm 2 =1
n—4+oc 4+ 1 n—+4oc 1

7. Comme f, est une fonction trindme, on établit facilement que f, est croissante

1 1 1
E.]] et fﬂ_ (5) = Eﬂ.

Comme f, (0) = fa(1) =0, 0na f,([0,1]) C {ﬂ, %a,:| C [0,1] car a € ]0,4].

1
sur [D_. E]’ déeroissante sur

; 1 ’ 1
On a montré que f, est croissante sur [ﬂg E] , décroissante sur {E 1] et

que I est stable par f,.

8. Soit up € I. Comme [ est stable par f,, on montre facilement par récurrence
que pour tout n € N, u, € I.

La suite (uy,),,cpn est bien définie pour tout ug € 1.

9. Pour tout x € [0,1], on a :

Jalz)=% & Tiox+(1—a))=0.

1
On en déduit quc:rz[}ﬂtlm:l—a.

l]mtt:lﬂirqlle{'.léfﬂtl—}léf =% g >1

Done, si a € ]0,1], fa admet un unique point fixe 0 et si a € ]1,4], fa a deux

points fixes O et 1 — —.
a
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10. 11 est facile de voir que pour tout z € [, f, (z) < x.
Comme pour tout n € N, u, € I (question 8), ainsi f, (u,) < u,, soit

Upsl S Un.

La suite (uy), o est décroissante, minorée par 0 : elle converge vers un point
fixe de f dans [0,1].
Lorsque a € ]0,1], f, admet un unique point fixe dans [0,1] : 0.

On a montré que lim w, = 0.
oo

n—r+

11. (a)

On proceéde par réurrence et pour tout n € N, on introduit la proposition
Pl <y <1,

Par hypothése, %% est vraie.

Supposons 2%, vraie pour un certain entier naturel n. Comme u,, € |0, 1]
(hypothése de récurrence), on a

ln41 = QUn (1 —un) > 0.

On a montré que 22, est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, on a en particulier montré
que

WneN, u,>0.

D’aprés la question 11 (a), pour tout n € N, u,, > 0, done
VYneN, In(upqr)=In(u,)+In(a)+In(l-u,). (7.1)

Or, lim wu, =0, on obtient done que
n—++oo

lim (In(upg1) —In(u,)) =In(a).

n—4o0

Par le Lemme de l'escalier, on récupére

. 1 n—1
nhlilm = g (In (upyy) —In(ug)) =In(a).

Comme pour tout n € N*,

n—1

Z (In (upyq) = In(ug)) = In(u,) = In (up) ,

k=0

1
on déduit done que lim —In(u,) = In(a), soit
=+ +00 T1

lnl,'un]: ~ In(a)n.

=00
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(¢) D’aprés le résultat de la question 11 (b), il existe N € N* tel que

In(u,) _ 1

> N, S
¥z, In(a)n — 2

Vn=>N, In(u,) < -é In (a)n.

Ainsi, par eroissance de la fonction exp sur R,

Yn>=N, u,<exp (% In (a) u) :

P2 1
Comme la série " exp (§ In(a) n) converge (car In(a) < 0) et comme
n=N
tty = 0 pour tout n € N, par comparaison, on en déduit que la série 3~ u,
=N

converge, ainsi | Y wu, converge.
n=0

(d) On reprend I'égalité (7.1) établie 4 la correction de la question 11 (b),
YneN, In(ups) =In(u,)+In(a)+In(l—wu,).
Soit N € N*. En sommant l'inégalité précédente entre 0 et N — 1, on a

N-1
In (uy) —In(uo) = Nln(a) + »_ In(1 —un).
=0

D’oil, en composant par la fonction exp, on a

N-1
uy = exp (ln (up) + Z In(1- 'un]) aV.

n=0

Comme lim u, =0,onaln(l-u,) ~ —u,. Comme lasérie } u,
n—r4oo n—4oo n=0

converge (question 11 (¢)), par équivalence des séries i signe constant, on
en déduit que la série Y In (1 — u,) converge. Soit
n=0

N
&= Nl_iﬂ@Zﬂlﬂ{l — Up).
n=

Par continuité de la fonction exp, on a

N-1
lim exp (h] (uo) + Z In(1-— u,,]) = exp (In (up) + v) .

N=a4co —

On pose A = exp (In (up) + a). On a donc

~ Aa".
n—++00
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12. P?ur _tuut neN,onau,—u, = —u2 < 0, ainsi la suite (u“)nel\l est
décroissante.
Comme la suite (up),, o est minorée, elle converge vers un point fixe de f; dans
1.
D’aprés la question 9, I'unique point fixe de f, est 0.

On a montré que Uy, = 0.

lim
n— 00

13. (a) [C'est la méme récurrence que celle faite i la question 11 (a).

(b) Soit 3 € R. Comme lim wu, = 0, pour tout n € N, on a (notons que ub

n—400

est bien défini d’aprés la question 13 (a)) :

ufiH = ﬂ-ﬂ(]—uﬂ]ﬁ
. ul (1= Bun +0(un))
=R ub — pult 4o (uff“) ]
En prenant # = —1, on obtient
1 1

——— = 1%0(1).
Uny1  Up n—+oo

Pour 3 =—1,0na nlirl-}-lao (uﬁH - uﬁ) =]l

(¢) En appliquant le Lemme de Uescalier, on a

n—1
I (G- 2), = trer,
mn = W41 Uy, j n—+oo

E
n—1 1 1 1 1
Or ¥ ( s —) — — —, on obtient done
E=0 A\ Wk41 b L1 L]

~ .

.
Uy Ug n—=+oo

’ 1
On a montré que iy ~ —
n—=4c0 1

14. e Si up =0, alors pour tout n € N, u, =0, done| lim wu, =0.
=400

e Si up = a, alors pour tout n € N, u, = a, donc| lim wu, = a.
=400

e Siug =1, alors pour tout n € N*, u,, =0, done | lim wu, = 0.
n—r+toco

15. On distingue plusieurs cas selon la valeur de up.
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e Siug e ]IU? af. I est facile de vérifier que f, (]0,a[) = ]0,af et pour tout

z€0,a], fa(z) >z

Il s’ensuit que la suite (up ), . est strictement croissante, majorée par a

elle converge vers un point fixe £ de f, de [0,a].

Sur l'intervalle [0, a], f, a deux points fixes : 0 et .

Eommc up > 0 et (un), N croissante, ainsi £ > ug > 0. Il s'ensuit que
=g

On a montré que lim wu, = o.
n—F40o0

On suppose ug € }u, %[ Il est facile de vérifier que f, (l{t, % D = ]n,% [

1
et pour tout = &€ ]n, 3 [, folz) £ 2.
Il s'ensuit que la suite (un), N est strictement décroissante, minorée par

1
& : elle converge vers un point fixe £ de f, de [a, E]

” 1 :
Sur l'intervalle [ﬂ, §], fa a un seul point fixe : a.

On a montré que lim wu, = a.

o=t 00

| -

. 11 g 1
Siug € |-, —|. Comme f, est décroissante sur |-, —|, on a
2'a 2 a

cla ()0 )]
Drfu(é) =nntfa(%) =%5%cara~f:‘2.

. 1 ) . X .
Il s’ensuit que u; € ]rx, 3 [ En suivant le deuxiéme point de cette question

15, on en conclut que | lim u, = o.
n—+4-o00

1 1
Siug = 5 alors u; =1-— = = a, done la suite

(#n),cn stationne sur o

Siup € ](—11 1[. La décroissance de f sur ](—IL, 1[ G [%, l] (question T7)

assure que E}fn{ljﬁfa (-&) [ = 10,al:

On conclut, comme dans le premier point de cette question 15 que

im w,=o.
T =00
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16. (a)

(b)

5%l existait un entier n tel que v, = 0, alors u,, = a : la suite (t"'ﬂ}m—:N
serait stationnaire, ce qui est exelu.

On a montré que pour tout n € N, v, # (.

Pour tout n € N, on a v,;, = u, + «, ainsi
tnyl +a=a(vy+a)(l —v,—a).
En développant cette expression, en utilisant le fait que o = aa (1 — a) et

a=1- = (question 9), on en déduit que :

Pn4l = Un (2 —a— .111:,.,] 3

soit
ltas1] = |va| |2 —a —avy]|.

Or, |vn| > 0 et |vn41| > 0 (question 16 (a)), on a |2 — a — avy,| > 0, puis

In (Jvn41]) = In (jva]) + In (|2 — a — ava) . (7.2)
Comme (|vn]),,.p converge vers 0, ainsi la suite (In (jvn41]) — In (|vn])),.exn
converge vers In (2 —a) # 0.

i g 1
D’apres le Lemme de U'escalier, on en déduit que la suite (W)
neN*

converge vers In (2 — a).

On a montré que In (|v,|) 44 In(2—a)n.
=400

C'est la méme idée que celle utilisée pour la question 11 (c).
D’aprés le résultat de la question 16 (b), il existe N € N* tel que

1
Vn>=N, In(lv.]) < 5 In(2—a)n.
Ainsi, par croissance de la fonction exp sur R,

Yn=>N, |v,| <exp (é ]11{2—(1}?1) A

- 1

Comme la série Y exp (E In (2 — a}n) converge (car In (2 —a) < 0) et
n=>N

comme |v,| = 0 pour tout n € N, par comparaison, on en déduit que

la série Y |v,| converge.

n=0

On reprend I'égalité (7.2) établie i la question 16 (b). On a
VYrneN, In(|lvns1]) =In(|vn]) +In(|2 —a—ava]),
d'olt (car 2 —a > 0)

Un

In (|on+1]) =In (Jon]) + In(2—a) +In (‘1 o
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Soit N € N*. En sommant cette inégalité entre 0 et N — 1, on récupére
N-1 i
1 vl =1 - — :
n(juy]) =In(|vo]) + Nln (2 a}+21n(1 2_ﬂm),
k=0
puis en composant par la fonetion exp,
i a
low| = exp (|ll{|1a‘ni}+ Z In (|1— U )) (Q—a)N.
2—a
k=0
Comme (vy,), . converge vers 0, il s’ensuit
@ a
l _ | o~ g
3 (‘1 Tea ¥ ) S Ta ™
Or, la série Y |vg| converge (question 16 (¢)), par équivalence des séries
k>0
a
A termes positifs, la série 3 |In (1 — 'u;,) converge, done la série
k=0 2—a
a
3l (1 - —m‘.) converge.
k>0 —a
N1 -
Soita= lim 5 In{|1- .| |. Par continuité de la fonction exp
N—a4eo =0 2
sur R, on a
N-1 =
lim exp|In(|v In - v = A,
Glmexi ( (leol) + > (1 5 i)) A
k=0
olt 'on a posé A = exp (In |vo| + a). On a montré que
n
lun — o L A(2-a)".
17. e 5i ug =0, alors pour tout n € N, u, =0, donc| lim wu, =0.
=t == 0
Siu . alors pour tout n € N : done| lim u :
L ==, y Un = —, . o — Tor
R 27 P ot 2 ﬂ.—!-—}-a:- 2
e Si ug = 1, alors pour tout n € N*, u, =0, done| lim wu, =0.
n—-+oo
18. (a) On procéde par récurrence : pour tout n € N*, on introduit la proposition

B Uy < 3 .

1 1
Comme ug # 3’ on a 2ug (1 —1uy) < 37 done 27 est vraie.

On suppose 22, vraie pour un certain entier naturel non nul n, montrons
que 22,41 est vraie,
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(b)

1 1
Onaugp =2u,(l—u,) < 5 T ¥ =5 5 Por hypothése de récurrence.

On a montré que 22, | est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 22, est vraie
pour tout entier naturel n non nul.

1
On a montré que pour tout n € N*, u,, < &

1
On pose v, = S . Pour tout n € N, on a

; 2
Upp) = 2u, (1 - un) — Unt1 = 2'”;3 = (ﬁ'vn) .
Cette relation de récurrence permet de conjecturer que

2“”—2
VrneN, wv,=vV2 v

On démontre cette conjecture par récurrence. Pour tout n € N, on intro-

2 s antl_9 an
duit la proposition 2, : « v, = /2 vﬁ »
De toute évidence, 2% est vraie.
On suppose 2, vraie pour un certain entier naturel n. On a

2 2 224 amd ani2 9 omii
Vntl = (\/Evn) =22 vy =2 U

Ainsi, £2,4 est vraie. On a montré par récurrence que :

1 ntl_o £1 2"
Yne N, E—uﬂ:\/ﬁz E(E—H{)) :

1 .. 1 . :
Comme up # 3 I'expression de = — uy, trouvée i la question 18 (b) donne

2
1 mnil 1 an
—E\[?_Q (E —H{})

1 -
—5(1—2@}2 .

YneN, u, =

B = bS] -

Comme ug € |0,1], on a 1 — 2ug € |—1, 1], done

lim wu, =
=00

B3] —

19. On remarque facilement que si :

si ug = 0, alors | pour tout n € N, u, =0|;

1 1
siug=1——, alors|pourtout ne N, v, =1——|;
a a
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e si up = 1, alors | pour tout n € N*, u, = 0.

20. (a) e Siuge ]ﬂ_. 1— i- [: c'est terminé.

1
e On suppose done up & ] 1- E’l |: Comme a € ]2,3[, on a

1 1
1—- =, 1.
HE}E' [

1 1
Par la question 7, f, est décroissante sur [5, 1] , done sur ] 1-— =) 1 [

1 g o 2
Comme f, est continue sur} 1— o 1 [--:-t- décroissante sur cet intervalle,

on en déduit que

.ul=f"{uﬂjefa(:|1—-%,lD I ]fﬂ(l)afu(l—-é)[
i ]n,l—%[,

Ainsi, quitte a étudier la suite (uy,), . & partir du rang 1, on peut

1
SUPPOser g € :|D, 1- =1

(b) D’aprés la question 20 (a), on a ug € 0,1 1.

e Siupce [ll s l], c'est terminé : 0 € {n. e N, l <up <1-— l}
[ s 13 14

1 1
e On suppose up < = et on suppose que pour tout n € N, u, < = On

remarque
Y € [ﬂ,l} v Jalz) 22
il

Soit n € N. En prenant x = u, dans l'inégalité précédente (possible
1

car 0 < uy, < =), on a Upyy = Uy.
a

; : : 1
La suite (u, est. croissante, majorée par — : elle converge, On
nelM a

note £ sa limite.
Comme f, est continue sur [0, 1], £ est un point fixe de f,, done

fe{n,l_l}.
13

1 i 1
Or,pourtout n E N, 0 <yg<up<-<1-——,doncug <€ <—etil
a a a

; 1 :
n'est pas possible que £ € {U. 1— = } On obtient une contradiction.
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1
Ainsi, I’ensemble {ﬂ eN, Yk e [[0,n], u < — [ est non vide (car il
contient 0), majorée, done il admet un plus grand élément ng.

o 1
Par définition de ng, on a wupy+1 > —. De plus, comme
a

<

3

=~
[

Ung =

1
par croissance de f, sur [{], -2—], on a
1 1
Ung+1l = Ja [Hﬂq’j] Shl=-)=1—-

On a donc u, 41 € [1,1 - l]
a a

1 1
On a montré I'ensemble {ﬂ- €N, = <u,<1- E} n'est pas vide.

(¢) On procéde par étapes.

e Une étude de la fonetion f, permet de montrer que

(-3 b2

et
2([5-3]) = #(p-24))
- [=@)#(-2)
_ [a3{4-—a}?1_l]
16 a
Or,
a’(4—a) X ﬂ."{ﬁ!—u}—lﬁ'
16 3 16

Une simple étude de la fonction
a€)2,3[—a’(4—a)-16

montre que pour tout a € ]2,_ 3[, a* (4 —a) — 16 = 0. Ainsi,

a®(d—a) _ 1 L. 11
et o g{lza-3]) e fa-2.
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¢ On montre que la suite (v,)

e L'étape précédente permet de montrer facilement par réeurrence que

E?IEN, Up € [l,l—l] et wy, € [I_l‘ﬁ]
i i a 4

nen converge. On commence par donner
I'expression de f? : pour tout = € [0, 1],
f2(x) = aar(l1—-z)(1—az(1-z))
= —a’z* +2a¢°z* —a? (1 + @) 2% + a®x.

On en déduit done : pour tout z € [0, 1],
(£3)' (2) = —4a®2® + 6a%2? — 2a% (1 4 a) z + a®
et
(fa)" () = —12a%2% +12a%z — 2a* (1 +a)
= —24° (Iﬁtm:2 — Gax + 1 +a} '

1 1
Comme v, € [E" 1- Ej| pour tout n € N*, nous allons étudier le signe

; B ||E
de (fa)" (x) pour x € IE,I— E]

Le diseriminant A du trindme 6az? — 6ax + 1+ a vaut A = 12a (a — 2)
et est strictement positif car a > 2.

On en déduit que le trindme 6az? — 6ax + 1 + a a deux racines réelles
I < Ia.

Le calcul suivant
(a—2)(a—3) &b

1y? 1
Gax|-)] —bBax—-+14a=
a a a

1
permet de conclure que »; < —.

a
De méme, on a

1% 1 —5a? 6
Ga(l——) —ﬁa(]——)+1+a=i.
i i i1

Le trindme —5a? + a+ 6 est aisé A étudier : son discriminant vaut 121

ot ses racines sont v et —1.

2
Ainsi, pour tout a € |2,3], 6a (1 - é) — 6Ga (1 - é) +1+a<0.

1
Cela permet de conclure que z3 > 1 — = On en déduit done que

1 1

Yo e [—,1——
a a

] » ()@ 20
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(d) 11

1 1
La fonction ( f,;?]# est croissante sur [E’ 1—- _1] G
i

vee[0,1], (f2) (z) = £, (x) f1 (fa (2)).

Comme
i () - () (()
= {a—?]a(l-?(l-%))
= —(a-2)°
et

(f"z)r(l_ é) = fa (l_i)z = (a—2)%,

on a montré que
1 1 ;
Ve [;J—a] = (@=2°< (/) (@) < (a-2)°.

; : 1
On a montré que f2 est une application de |:E’ 1— = & valeurs dans

1 1 i 1 1
—,1——| et vérifiant : pour tout x € |—,1 — —|,
a i a a
() @) < (a-2 <1,
ear a € |2,3][.

[Yapres la question 5 (b), la suite (”"]uel\'l converge vers I'unique point
fixe de f2 sur cet intervalle.

1 1 1
Or 1 — = est un point fixe de f, sur [-, 1- -]_. c’est aussi un point
a a a

fixe de f2. Par unicité (question 5 (a)), c’est le seul point fixe de f2 sur
1 1 1

[E' 1— E] On en déduit que la suite (vn),cn converge vers 1 — 7

On montre que la suite (wy ), . converge.

On remarque que pour tout n € N, w,, = f, (v,). Comme (v,), N

1 s o 1 S
converge vers 1 — —. par continuité de f, sur en 1 — —, on en déduit
a a

1

. 1
que la suite (wy ), converge vers f, (1 = ;) =1- =

1
On a montré que les suites (vy ), €t (Wn), N convergent vers 1 — —.
a

faut discuter si n; est pair ou impair.
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; X n
e Si n) est pair, alors pour tout n = ﬂﬁi' Uy = Ugy € W, = Uspy).

: 2 ; m
e 5inp est impair, alors pour tout n > —, vy = Uon41 et Wy = Uon.

Dans tous les cas, {:ummel les suites (w2, ), €t (U2n41),,cn cOnvergent
vers la méme limite 1 — —, on peut affirmer que (Un ) e
{1
1

1—-.
a

N converge vers

21. On propose

1 | def suitelogistique(a,u0,n):

2 u=ul

3 for k in range(n-1):
| u=asus(1-u)

5 return u

22. On propose

1 | def equivalent (u0,n):
2 u=ud

3 for k in range(n):
4 u=u*(i-u)

5 return neu

La valeur renvoyée pour n = 1000 est proche de 0,993. Cela confirme le résultat

trouvé i la question 13 (c¢) 4 savoir lim nu, = 1.
fi—-f 00

Quelques remarques culturelles

L'étude de la suite logistique lorsque a € [3, 4] est beaucoup plus ardu.

On peut montrer que la suite logistique converge lorsque a = 3 (voir Théme 8 :
« Théoréme de Coppel »).

Avant d’énoncer le surprenant théoréme de Feigenbaum, on définit la notion de
valeur d’adhérence.

Définition. Valeur d’adhérence.
Soit (un), . une suite complere. Soit £ € C. On dit que { est une valeur
d’adhérence de la suite (u,), . 87l eviste p : N — N strictement croissante telle

A ) COnverge vers f’
( #(m) ) L en g

Le lecteur intéressé pourra facilement montrer la proposition suivante :

Proposition. Ceondition nécessaire el suffisante de convergence.
Soit (un),cn une suite de complexes.

p 3 . s
(un),en converge si, et seulement si, (un),.n admet une unique valeur d’adhé-
renee.

Revenons a la suite logistique. Voici I'énoncé du théoréme de Feigenbaum qui pré-
cise le comportement de la suite logistique.



CORRECTION DU THEME 7 105

Théoreéme. Théoréme de Feigenbaum.
Il existe une suite strictement croissante (ft, ), o Mmajorée par po < 4 telle que :
i) pour tout a € [, piny1|, pour toutes les valeurs de ug de [0,1] privé d'un

ensemble au plus dénombrable de valeurs, la suite définie par up = fa(un) @
2" valeurs d’adhérence ;

ii) onapy =0, py =3 et ps =1+ 6 ;
iii) la suite (M“—“-) COMVETge ;
Hn42 = Hntl J peN
iv) on ne peut rien dire de général sur le comportement de la suite logistique lorsque
a € [fioc, 4.

Il va de soil que la preuve de ce résultat dépasse (de trés loin) le niveau de ce
probléme.



Theéme 8

Théoreme de Coppel

Thémes abordés : Fonction continue, suite récurrente,
Difficulté : HREEL]

Ce sujet présente le théoréme de Coppel, résultat utile pour étudier la convergence
des suites du type up+1 = f(un).

Ce sujet nécessite les connaissances élémentaires sur la continuité des fonetions.

Les résultats de la partie 2 servent dans la partie 3. La partie 4 est une application
du théoréme de Coppel énoncé i la partie 1 et démontré i la partie 3.

8.1 Enoncé du théoréme de Coppel

Avant d’énoncer le théoréme de Coppel, nous avons besoin de la définition suivante.

Définition. Point n-périedique, n-cyele, n = 2.
Seoit n un entier naturel supéricur ou égal 4 2. Soit I un intervalle ef f : I — T
une fonetion. Soit enfin x € I.

e On dit que x est n-périodique si :
ffx)=fo-cof(x)=2 et Yke[l,n-1], fF(z)#=.
I ——

o On dit que f admet un n-cycle s'il existe un élément de I qui est n-périodique.
Le but de ce probléme est d’établir le résultat suivant.

Théoréme. Théoréme de Coppel.

Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue n’ayant
pas de 2-cyele.

Alors, la suite {:l:,;.)meN définie par : pour fout n € N, 2,41 = f(xn) converge
pour wimporte quelle valeur de zy € [a,b].

8.2 Lemme préparatoire

Nous utiliserons le lemme suivant :
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Lemme. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue
n'ayant pas de 2-eycle.
Alors, pour tout ¢ € [a,b] et pour tout n € N*, on a
f(e) > e (resp. =, resp. <) = (f" (x) > ¢ (resp. =, resp. <)).
On procéde par récurrence.
1. Montrer le lemme lorsque n = 1.

Soit m € N tel que m = 2. On suppose le lemme vrai pour tout n < m. Montrons
que le lemme est vrai pour U'entier m + 1.

2. Soit ¢ € [a,b] tel que f™*! (¢) = ¢, montrons que f(c¢) = e Pour cela, on
suppose f (¢) > ¢. On pose d = f™ (¢).
(a) Montrer que d > ¢.
(b) On souhaite montrer que d < f (¢). On suppose d = f ().
i. Montrer que l'on a f2(¢) = f(¢).
ii. En déduire que f™*! (¢) > f(¢).
iii. En déduire une contradiction.
(e¢) En déduire que f(d) =c<d < f(e).
(d) Montrer que 'ensemble & = {x € [e,d], f(z) = d} est non vide, en dé-
duire gqu'il admet une borne inférieure que 'on note e. Montrer que ¢ € &/,

(e) Justifier que e # ¢ et montrer que pour tout x € [c, e[,
fiz) =d>e
(f) En remarquant que I'on a alors f2 (¢) = f(d) = ¢ < e, montrer qu'il existe
xo € ]f:, n[ tel que f2 (xg) = zp.
(g) En déduire que f(c) < c.

On admet que 'hypothése f(e) < e méne aussi & une contradiction. Ainsi, on
a bien f (¢) = e
3. Soit € € [a,b] tel que f™*! (¢) < . Montrons que f (¢) < c.
(a) Montrer que f(e) # c.
On suppose f(e) > e.
(b) Montrer qu'il existe d € [a, ¢[ tel que f™*! (d) = d et pour tout = € ]d, ],
f™* () < 2. Montrer que 'on a aussi f (d) = d.
Indication : On pourra s'inspirer de la question 2 (d).

() Montrer que
Yo eld, e[, f(z)>az

(d) En déduire que f™ (d) = d et
Veelde, fM(z)>z>d
(e) Montrer qu'il existe e € |d, e[ tel que d < f™ (¢) < c.
(f) Montrer que l'on a alors
M e) > f™(e) > e
et en déduire une contradiction.
On admet que si ¢ € [a,b] est tel que ™! (¢) > ¢, alors on a aussi f (¢) > e

(z) Terminer la preuve du lemme.



8.3. PREUVE DU THEOREME DE COPPEL 100

8.3 Preuve du théoréme de Coppel
Nous prouvons le théoréme de Coppel. Les notations utilisées sont les mémes que
celles du théoréme. Soit zy € [a,b].

4. Montrer le théoréme lorsqu'il existe n € N tel que x, = Tp41.

5. Montrer le théoréme lorsque la suite (zn ), .o st monotone & partir d'un certain
rang.

On suppose dans toute la suite que la suite (x5 ), .5 n'est pas monotone & partir d'un
certain rang.

6. Montrer que les ensembles
H=IneN, 2, <Ths1} o F={meN,;z;>Tns1}

sont tous les deux infinis et que & U 2" = N.

On pose yr = x5, ou la suite (infinie par la question 6) ng < n; < --- est une
énumération de #. De méme, on pose zp = &, ol la suite (infinie par la question
6) mo < mp < --- est une énumération de 27,

On définit ainsi deux suites (yp)pon €t () pen-
7. Montrer que la suite (yi ), p st croissante et que la suite (2;), . est décrois-
sante.

8. En déduire que les suites (yp)pcn et (25)pen convergent. On note y et 2 leurs
limites respectives.

9. Montrer que y et 2z vérifient y = f (z) et z = f(y).
10. En déduire que y = =.
11. Terminer la preuve du théoréme de Coppel.

8.4 Une application

Soit la fonction f définie sur [0,1] par f (z) = 3z (1 —x).
Soit xg € [0,1] et soit la suite (2n),en définie par x,4 = f (25,).

12. Montrer que f([0,1]) c [0, 1].

13. Etudier les points fixes de f et ceux de f2 dans [0,1].
Indication : On pourra vérifier que pour tout x € [0, 1],

fQ(.'r:}—.t=—m{Em—?)(ﬂarz—lﬂm-{—.i]L

14. En déduire que la suite {2.-,,,}:‘“5N converge.
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Correction du Theéme 8

1. | Comme f!(e) = f(e), le lemme est clair lorsque n = 1.

2. (a) Comme f(c¢) > ¢, 'hypothése de récurrence appliquée i 'entier m et a
I'élément ¢ donne |d = f™ (¢) > e

(b) 1. Si f2(e)= f(f(c)) < f(e), alors 'hypothése de récurrence appliquée
A l'entier m — 1 et A 'élément f (¢) donne f™1 (f(c)) < f(c), soit
d < f(e), ce qui est exclu d’aprés la question 2 (a).

On a montré que f2(e) = f(e).

ii. D’aprés la question 2 (a) i, on a f2 (¢) = f(¢) ou f2(¢) > f(c).

e Si f2(e) = f(e), alors il est clair que f™+! (e) = f (e).

e On suppose done f?(e) > f (e).
On utilise I'hypothése de récurrence i l'entier m et i 1'élément
f (e) i Tinégalité ci-dessus pour obtenir f™ (f(e)) > f(e). soit

fm(e) 2 (o).

On a montré que f™+! (¢) > f (c).

iii. Comme f™*! (¢) = ¢, inégalité obtenue A la question 2 (b) ii donne
e = f(e), ce qui est exclu.

On a montré que d < f (e).

(¢) Par définition de d, on a f (d) = ¢. La question 2 (a) montre que ¢ < d, et
la question 2 (b) montre que d < f (¢), ainsi

fld)=c<d < {(c).

(d) Comme f est continue, I'encadrement de la question 2 (¢) et le théoréme
des valeurs intermédiaires assurent que & n'est pas vide.

Ainsi, & est non vide, minoré par d, il admet une borne inférieure.
Par caractérisation de la borne inférieure, on a

Vne N* 3z, e &N |ic,f_+l
Tn

Par définition de @, pour tout n € N,ona f (x,) = d et par encadrement,
la suite (), .. converge vers e.

Par continuité de f en e, on récupére f (e) = d.

On a montré que & a une borne inférieure e et e € &.

(e) e D’aprés la question 2 (¢), on a f(¢) > d, done |e # e.
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3.

(f)

(a)
(b)

e Par définition de e, on a
Yz € [ce[, f(z)#d,

done
Ve eleel, flz)>d ou f(z)<d

Par continuité de f, on a
(Vz € [e,e[, f(z)>d) ou (Vze€l[ee], f(z)<a).
Or f(e) > d (question 2 (c)), donc on a
Ve e [e,e], f(z)>d

Comme ¢ € [e,d] et f(d) < d (question 2 (¢)), on a e < d.
Finalement, on a montré que

Ve eleel, flz)>d>e

Comme f (e) = d (question 2 (d)), on a f%(e) = f (d). Or, par définition
ded,ona f(d) =e¢, et e < e, daprés la question 2 (e).

Par hypothése de récurrence appliquée i U'entier 2 et a 'élément ¢, on a
f2(c) > ¢, car f(c) >c.

Ainsi, f2(¢) < ecet f2(e) > e, la fonction f2 étant continue sur [e, e], le
théoréme des valeurs intermédiaires assure qu'il existe xq € |e, e[ tel que

f2 (z0) = 0.

La question 2 (e) montre que pour tout = € [c,e[, f (z) > e.

L’hypothése de récurrence appliquée i U'entier 2 & 2 € [e, e[ montre que
pour tout x € [c.e]. f2(z) > e.

En particulier, zp = f* (x0) > e, ce qui est impossible car 29 < e (question

2 (f)).

L'hypothése f(¢) > ¢ méne & une contradiction, on en déduit que 'on a

fle)<e
Si f(e) = ¢, f™ (e) = ¢, ce qui est exclu. Ainsi, | f (¢) # e

e Soit o = {x € [a,c[, M (z) =z}.
On a f™*! (a) > a (car f: [a,b] — [a,b]), f™*! (c) < cet f™F! est
continue sur [a, ¢|.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, ' est non vide.

& est non vide, majoré par ¢, il admet une borne supérieure que 'on
note d. Comme f™*1(¢) <e,onad < e

Par définition de d, on a

Ve eld,¢], fm(z)#=x,




112 THEME 8. THEOREME DE COPPEL

soit
Veeld,d, (f™'(x)>2) ou (f'(z)<a).
Par continuité de f™*! on a
(Vzeld,d, f™l(z)>x) ou (Vzeldd, fmH(z)<=).

Comme f™*+!(c) < ¢, on en déduit que

vzeld,d, fmt(2)<=z

s Par caractérisation de la borne supérieure, on a
% 1
Yrne N, dr, € &N d—a,d .

Ainsi, pour tout n € N*, on a f™*!(z,) = x,. Comme la suite
(*n)pen+ converge vers d et comme f m+1 est continue en d, on en

déduit que | f™+! (d) = d.
e D'aprés le résultat de la question 2, I'égalité %! (d) = d implique
fd)=d

(e) C'est le méme argument que ci-dessus.
S'il existe x € |d, ¢f tel que f(z) = x, alors on aurait f mtl (z) = 2, ce qui
est exclu grice a la question 3 (b). On a done

Yeelde, (f(z)>z2) ou (f(z)<x).

Par continuité de f, on a
(Ve eld,e, flz)>z) ou (Vzelde, f(z)<z).

Comme f (¢) > e, en particulier, on en déduit que

Vz eld,c[, f(z)>a.

(d) e Comme f(d) = d (question 3 (b)), on en déduit facilement

™ (d) = d.

e Par hypothése de récurrence appliquée i l'entier m et & x € |d, ¢[, on
en déduit que

Veeld,el, f™(z)>x>d

(e) On a f™ (d) = d et pour tout z € |d, e[, f™ (z) > = (question 2 (d)), par
continuité de f™ A droite de d, il existe e € |d, e[ tel qued < f™ (e) < .
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(f) Comme e € |d, e[, la question 3 (d) permet d’affirmer que f™ (e) > e.
Mais f™ (e) € |d, e[ (question 3 (e)), la question 3 (c) assure alors que

1™ (@) = ™+ () > f™ ().

On a montré que | f™* (e) > f™ (e) > e.

Cette inégalité contredit 'inégalité frm+! (x) < x valable pour tout
x € |d, ¢] établie & la question 3 (b).

On en déduit que f (¢) < e

(g) Soit ¢ € [a,b]. Il y a trois cas :
e Si f(e) = ¢, alors il est clair que pour tout n € N*, f7 (¢) = c.
e Si f(e) < cetg'il existe n € N* tel que " (¢) > e. Alors, la question
3 montre que f (¢) < ¢, ce qui est exclu.
¢ C'est un argument similaire & celui utilisé ci-dessus.

Le lemme est prouveé,

4. S’il existe n € N tel que xp4+1 = f (@), alors x, est un point fixe de f, done la
suite (xn),on est stationnaire.

Auquel cas, | la suite (z5,), . converge.

5. Si la suite (), .5 est monotone & partir d’un certain rang, alors étant donné
que pour tout n € N, u, € [a,b], par le théoréme de la limite monotone,

on en déduit que la suite (x,),, . converge.

6. Comine la suite n'est pas monotone i partir d'un certain rang, en particulier,
elle n'est pas décroissante i partir d'un certain rang :

YneN,3p=>n, ups1 > up,
ainsi 'ensemble @ est infini. On montre de méme que 'ensemble 2 est infini.
11 est clair que & U 2 C N et supposons que 2'U 2 # N.
Soit m € N\ (# U 2°). On a done tym41 = .
Par un méme argument que celui utilisé pour la question 4, on montre que la

suite (:{r,;)" eN est alors stationnaire, done monotone & partir d’'un certain rang,
ce qui est exclu.

On a montré gue les ensembles # et 27 sont infinis et que # U 2" = N.

7. Soit p € N. Il existe np € 2’ tel que yp = n,,.
Par définition de &, on a xy,41 = f {:tr,,,p) > Tnp.
Par le lemme précédent, il s’ensuit que

VekeN*, =z, 4= Ik (Znp) > Tny-
En particulier pour k = ny41 —np et on obtient ainsi

T"—m 1 = Ypt1 > Tnp = Yp-

La suite (yp),,.n est croissante. On montre de méme que la suite (), est
décroissante.
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10.

11.

12,

La (yp) jen (resp. (2p),en) est croissante (resp. décroissante), majorée par a
(resp. minorée par b), par le théoréme de la limite monotone, elle converge.

Comme les ensembles & et 2 sont tous les deux infinis, il existe une infinité
d’éléments de % dont le successeur appartient & 2°. On note (ng)..n une
énumération strictement croissante de ces entiers : pour tout k£ € N, on a donc
np EF et +1e 2.

La suite (2n,)pcp converge vers y car c'est une suite extraite de (yp)
converge vers y.

De méme, la suite (2, 41) peN Converge vers z car c'est une suite extraite de
(2p) ,en Qui converge vers .

La relation : pour tout k € N, &, 41 = f (¥, ) et la continuité de f sur [a, b]
permettent d’obtenir la relation z = f(y). La relation y = f (y) s'obtient de
maniére analogue.

peN qui

On a montré que y et 2 vérifient y = f(z) et 2= f(y).

Les relations obtenues i la question 9 donnent y = f2(y). Or, f n'a pas de
2-cycle, done y = f (y), done

Soit £ > 0. Comme (yp), o (resp. (2p) o) converge vers y, il existe p; € N
(resp. p2 € N) tel que : pour tout pe N

(p=pr (resp.pzp2)) = (lyp—yl<e (resp. [ —y| <¢)).

Ainsi, pour tout p > max {p;,p2}, ona

|37np_§i <¢ et |-":mp_:".-‘|i:5v (8.1)
Soit N = max {p1, p2}. Soient q; et g2 deux entiers naturels tels que ng, > N et
mg, > N (notons que de tels entiers existent car @ et 2 ne sont pas bornés).
Soit enfin N = max {ng,,mg }. Soit n € N, n > N.
Sine ¥, il existe £ € N, £ > q; (par croissance de la suite {np}pem} tel que
n = 1y, ainsi, Tn = Tn,.
Par croissance de la suite (?IP}PEN , on a ng = ng,. Puis par définition de N et
par (8.1), on en déduit

|-1-'n - 'H| = |$nf —yl <e

Un raisonnement analogue montre que |z, — y| < # lorsque n € 2.
On a montré que : pour tout n € N,

(ngﬁ) = (lzp —y| < €).

On a montré que la suite (x,), 5 converge : le théoréme est prouvé.

Une simple étude de fonction permet de voir que f est positive sur [0, 1], s’annule

: . 1 1 3
en 0 et 1, que f atteint son maximum en 5 et que f 3) =1

On en déduit que f([0,1]) = {D? g] c [0,1].
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13. e Etude des points fires de f
Soit z € [0,1]. On a

flz)=2 <= 3J(l—-z)==x
= z(2-32)=0

2
— IE{D,E}

2
On en déduit que les points fixes de f sont 0 et 3

o FEtude des points fives de f2
Déja,
Vee 0,1, f(z) = 3@z(1-2))(1-3zx(1-2))
= 9x(l-2xa) (31.'2—3.1"-+l).
On suit l'indication et un simple développement permet de remarquer que
vze[0,1], fi(z)-z=-2(3z-2)(92%-12z+4).
Ainsi, pour tout z € [0, 1],
ff(a)=2r &= 2=00u 3r-2=0 on 92° - 12z +4 = 0.

Le discriminant du trindme 922 — 12z + 4 valant —180 < 0, on en déduit
que I'équation 922 — 122 + 4 = 0 n’a pas de solution dans P'intervalle [0, 1].

g ; : 2
On en déduit que les points fixes de f# sont 0 et 3

14. Comme f et f2 ont les mémes points fixes sur [0,1], il sensuit que f n’a pas de
2-cycle.

D’aprés le théoréme de Coppel, la suite (x,,), - converge et ce, quel que soit
zo € [0,1].

Quelques remarques culturelles
On peut citer le résultat qui rentre dans les résultats généraux de dynamique des
suites récurrentes :

Théoréme. Théoréme de Sharkovskii.
Soit I un intervalle de R non trivial et soit f . I — I une fonetion continue.
Si f a un point 3-périodique, alors f a un point n-périodique pour tout n € N*.
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Le systeme proie-prédateur

Thémes abordés : Suite, équation différentielle, continuité, dérivabilité.
Difficulté : HRRLL

Ce sujet traite traite du comportement d'une population de proies et de prédateurs
en utilisant le modéle de Lokta-Volterra,

Sa résolution nécessite quelques connaissances (élémentaires) en dérivation.

Les parties de ce probléme sont largement indépendantes.

9.1 Définition du schéma d’Euler explicite et étude sur un exemple

Définition. Sehéma d Euler explicite.

Soit I un intervalle ouvert de R et soit F': I x R — R une fonction.

Soient to € 1, T' > 0 tels que [to,to + T C I et yo € R. On s'intéresse d U'équation
différentielle

Vte [to,to+T], ¥ (t)=F(t.y(t)) et y(to) =0 (9.1)

11 :
Seit n € N*. On définit le pas h par h = = et pour tout i € [J0,n], on pose

T
thi=th+i—.
n
On définit la suite (Y,,), efon] POT

Yno=w e Vie[0,n—-1), Yanis1=Yani+hF (tni Yai).

On note Yy, définie sur [to,to + T par : pour tout i € [0,n], Y, (tni) = yni et Yy
affine par morceaux sur les intervalles [yn i, yn.is1] pour tout i € [0,n—1].

Soit I'équation différentielle suivante : pour tout ¢ € [0, 1],
y(t)=y(t) et y(0)=1

1. Résoudre explicitement |'équation différentielle précédente : on note yey la so-
lution explicite.
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2. Soit n € N*. Donner I'expression explicite de la suite (Y,),. o]

3. Montrer que Y;, est croissante sur [0, 1].

4. (a) Soit t € [0,1]. Montrer que pour tout n € N*, il existe 4, € [0,n — 1] tel
que t € [ty ity in+1]. Préciser la valeur de i, en fonction de t et n.
(b) Montrer que

1 lin]
vte [0,1], lim (1+;) =el,

T =00
(¢) En déduire que

Vte [0,1], lim Y, (t) = yex ().

=00

9.2 Retour au cas général

Nous utiliserons les définition suivantes.

Définitions. Erreur de consistance, consistance, erreur locale,
schéma econvergent.

Soit I un intervalle ouvert de R et soit F': I x R — R une fonction. Soient ty € I,
T > 0 tels que [to.to+ T C I et yo € R. On s'intéresse d U'équation différenticlle

Vte [to.to+T], ' () =F(t.y(t)) et y(to)=yo.

Pour tout n € N*, on note Y, la fonction affine par morceauzr obtenue grice au
schéma d’Euler explicite.

e On définit Uerreur de consistance ; (i € [0,n—1]) par :
E=Y [tu,i+]) == (til't,i) —hF (tn,t',y (tn,i” .

s On dit que le schéma est consistant si

n—1
li | =1
k2 il =0
i=0
o On définit Uerreur locale ¢, ; (i € [0,n]) par :
Chi=Y {tn,t’) = Yu,i-

o On dit que le schéma est convergent si

lim max_|e,;| = 0.
h—0 fEiﬂ,nﬂ

Nous allons établir le résultat suivant :

Théoréme. Convergence du schéma d’Euler explicite.
Soit I un intervalle ouvert de R, tg € I et T > 0 tel que [to.tg + T C I et soit
yeR. Soit F: I xR — R telle que :

e pour touty € R, t € I — F (t,y) est de classe €' sur I ;
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o pour toutt € I, y € R — F (t,y) est de classe €' sur R ;
o il existe L > 0 tel que pour tout (1,21, 22) € [to,to +T] x R xR,

|F(t,z1) = F(t,z)| < L|z1 —2z9|.

Alors, le schéma d’Euler explicite associé a toute solution (éventuelle) de classe
€2 sur [to,to + T| de Uéquation différentielle (9.1) est convergent.

Nous prouvons le théoréme. Soit y € € ([ty, o + 1) solution (éventuelle) de (9.1).
5. (a) Montrer que pour tout i € [0,n — 1], il existe (ui € [tni, tniv1] tel que

' "32 "
u (t:'1,='+|:| = y(tn,i) + h‘y (tn,i] i ?y {‘;n._i} %

Indication : On pourra appliquer le théoréme de Rolle i la fonction

(tnis1 —t "
£y (tnir) —9 () = (g — 1)y () A it =8
olt A est 4 « bien » choisir,

(b) En déduire que
Vie [[El,n-- 1]]1 |Ei| < ﬂ_;ﬂhg
ol Ms = sup |y ()]
te(toto+T]

6. Vérifier que

. Yy (trhi-!- |] =y (triﬂ‘:} +hF [tuﬂ-F y [t‘"zf)] +&i
vi. E l(.L Tn ]-]]: {Yn1i+l — -},H.t' "+- hF {tn,f:}fﬂﬁ'} .

7. Montrer que

Vie [0,n—1], |eni+1]| < |ens| (1 +hL)+ |si].

8. (a) Soient a et a deux réels positifs. Soit N € N, N = 2. Soit (un)gc, <y une
suite de réels positifs tels que o

Yneo,N—-1], tns1 <aun+o.

Montrer que
n—1

Yne [1,N], u, <a"up+a Z a;
i=0
(b) Montrer que
VYre Ry, Vrne N, (1+2)" <™.
(¢) En déduire que

5 Eif.'h Iﬂn,ﬂ] + Eh (Di-lf..nﬁ ____1) 1

vie [0,n], |ens 5T

9. Montrer que le schéma est convergent.
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9.3 Etude du systéme proie-prédateur de Lokta-Volterra

9.3.1 Etude théorique

Définition. Systéme proie-prédateur de Lokta- Volterra.
Soient (a,b,c,d) € (RY )*. Soient x et y deux fonctions dérivables sur R.y. On dit
que x et y satisfont le systéme de Lokta- Volterra si : pour tout t € Ry

{ (0 =(@-by@a=® { (0) = 70 > 0
y (1) = (~c+dz(®)y@®) “ \yO)=p20

a (t) correspond au nombre de proies (en unité arbitraire) au temps t > 0 et y(t)
correspond aw nombre de prédateur (en unité arbitraire) au temps t = 0.

(9.2)

On admet 'existence sur R et I'unicité (fondamentale dans la suite) de telles
fonetions x et y vérifiant (9.2).

10. (a) Que dire de la fonction z lorsque y (0) =07
b) Que dire de la fonction y lorsque x (0) =07

(¢) Ces résultats sont-ils conformes 4 'intuition ?

d a
11. (a) Montrer que si, 29 = = et yop = b alors les fonctions x et y sont constantes.

(b) Montrer que s'il existe tg = 0 tel que x (fp) = 0 (resp. y (tp) = 0), alors
pour tout t € Ry, x(t) = 0 (resp. y (f) = 0).

On suppose dans toute la suite xp > 0 et yg > 0.
12. Montrer que pour tout ¢t = 0, x (t) > 0 et y(t) > 0.
13. Montrer que

dkeR, ViteRy, dr(t)—cln(z(t))+by(t)—aln(y(t)) =k

14. (a) Soit (@, 8) € (R% )% Montrer que la fonction
r+— ax — Fln(z)

est minorée sur RY .
(b) Soit f : X — R une fonction définie et non majoré sur un ensemble X.
Montrer qu’il existe une suite (x,,),,.n d’éléments de X telle que

VneN, [f(za)zn.

(e) Montrer que les fonctions = et y sont bornées sur R .

Nous allons maintenant montrer la proposition suivante.

Proposition. Périodicité des solutions.

On suppose (xg,y0) ¢ {(U,ﬂ}, (:—f %) } La fonction t — (x (1), y (t)) est pério-

dique sur R4,
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) d a d a d a
Soient Al _}U —[X ]U:_[: A? _}E,-i_x[x]ﬂji[j A:ﬁ —]E:+':xf|:>< ]E:‘I‘m[
et Ay = ]U —[ +oc[
On suppose, sans perte de généralité, que (o, 50) € A;.

15. Soit t € Ry. Montrer que si (z(t),y(t)) € Ay (resp. Az, resp. Az, resp. Ay),
alors 2/ (t) > O et y' () < 0 (resp. ' (t) > 0 et ¢ (t) > 0, resp. ' (t) < 0 et
y' (t) >0, resp. o' (1) < O et y' (t) < 0).

16. Montrer qu'il existe t € R tel que (z(t),y(t)) € Aj.
17. (a) Montrer que 'ensemble

{teRy, Vue (0., (2(u),y(u) € 4}

est non vide et majoré. En déduire qu'il admet une borne supérieure que
I'on note #,.
(b) Montrer que

ﬁﬁy(h] t’:% et z(t) ==

(¢) En déduire qu'il existe £ > 0 tel que :

=" M=

vie [0,8], (z(t),y(t) €A et Vi€t bt +e], (z(t),y(t)) € Aa.

En procédant comme aux questions 16 et 17, on peut montrer et on admet qu'il
existe un réel tp > t) et £7 > 0 tels que

vt ety ta], (2(t),y(t)) € Az et Vi |ta,ta+21[, (2(t).y(t)) € As.
De méme, on montre il existe un réel t3 > to et g2 > 0 tels que

Yt € lta,ts], (x(t),y(t)) € Az et Vi€ |ts, ts+ 2], (x(2).y(t)) € A
Similairement, on montre qu'il existe un réel t4 > t3 et s3 > 0 tels que

Vt € Jts,t3], (x(t),y(t)) € Ag et Vit lts,ta+e3[, (z(t),y(t)) € Ay
Finalement, on montre qu'il existe un réel t5 > t4 et g4 > 0 tels que

vt € Jtg, t5], (2 (t),y(t)) e Ay et Vtelts,ts +ea, (z(t),y(t)) € As.

18. (a) Soit (e, B) € {Rjr)z, Montrer que la fonction

h:z+— ax—ln(x)

3
est injective sur } 0, *—} 3
&

(b) Montrer que (z(t5),y (t5)) = (x (t1),y (£1)).
Indication : On pourra utiliser la question 13.

19. En déduire que la fonction ¢t — (x (t) ,y (t)) est périodique.
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9.3.2 Etude avec Python

20. On reprend les notations du schéma d’Euler explicite.
Ecrire une fonction eulerexplicite(t0,Y0,T,F,n) qui permet, étant donné
une équation différentielle

v (t)=F(ty(t)), tetoto+T] et yl(to) = wo,
de tracer le graphe de la fonction Y;,.

21. Eerire un programme qui permet, i I'aide du schéma d’Euler explicite, de tracer
le portrait de phase des solutions du systéme (9.2) de Lokta-Volterra.

22. Pourquoi ne remarque-t-on pas la périodicité ?
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Correction du Theme 9

L’équation différentielle 3’ (t) = y(t) et ¥ (0) = 1 a pour unique solution sur
[0, 1] la fonetion expy 1)

2. Dans cet exemple, pour tout (t,y) € [0,1] xR, F(t,y) = .
Soit n € N*. On a Y,,0 = 1 et pour tout i € [0,n - 1],

Yn..i—lwl = Yn,i o h]/l'l,t' == {1 o h) },ﬂ,f-

La suite {th]:‘.ein_.n] est géométrique de raison 1 + h, ainsi

Vie [0,n], Yni=(1+h) Yao=(1+h).

3. De toute évidence, la suite (Y5 ;) iefo.n] @5t croissante, ainsi pour tout
i € [0,n— 1], la fonction Y, est croissante sur [y, i, Yn is1]-
Soit (xy,22) € [El',l]2 tel que =y < a5.
Soit (i,7) € [0,n —1]? tel que =y € [Ypn i Yni+1) et T2 € [Yn j: Yn j+1]-
Clairement, on a i < j.

e Si i = j, comme Y, est croissante sur [yn_i-,ynl.,qr,] est croissante, on a

Yo (z1) < Yo (22).

e Sii< .;':v alors T < Ynisl < Yng < Ta.
En utilisant respectivement la croissance de Y5, sur [y, ¥n.i+1] et
[t s Ynj+1], par définition de Yy, on a

Ya {.I.']:I =Y, (L’n,i-}-l} = 1j!'f-ﬂ,j+l et Ynlj =Y, {yu,j} <Y [y) .
Par croissance de {Y".-"]ie[[(:-.nl* on a Y, iy < Yy, ainsi
Yo (21) < Yo (22).

Dans tous les cas, Y5, (x1) < Ya (22).

On a montré que Y;, est croissante sur [0, 1].

4. (a) Soiti€ N.Ona

i e
te [ii[ = i<tn<itl
nn
Cette derniere inégalité est satisfaite si, et seulement si, i = [tn].
Comme t € [0,1[, on a tn € [0,n[, done i € [0,n— 1].

4 : b & 1
Si l'on pose i, = [tn],onate [% “:

[ = [bnjins tnin+1[:

(b) e Pourt = 0, le résultat est clair.
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e On suppose t € |0, 1[. Pour tout n € N*, on a

(1 i %) B o (Lm Fit (1 i i)) .

Or, pour tout n € N,

1 i
tn—1< |tn] <tn < I——Em o
tn tn
on en déduit que |[tn| ~ in, d'on
n—+00
1
[tn] In (1 + —) ~
) n—+oo

Par continuité de la fonction exp en f, on en déduit que

lim (1 + —) = lim exp ([tnj In (l + —)) =¥
n—++oo n n—+-+oo n

(¢) D’aprés la question 4 (a), t € [tnin, tnin+1[ avee in = [tn].

Or, d’aprés la question 3, Y, est croissante sur [0, 1

Yo (Wnjin) < Yo (8) £ Yo (Unjinia) -

, ainsi

On a aussi

1

¢ |tn]
Yo (Ynin) = (1 + )" = (1 i E)

e . 1 |t ]+1
Vo (nintt) = (41 = (14 2) 70

D’aprés la question 4 (b), on a donc

lim Y (yni,) = “Em Y (Ynin+1) = €".

=400 +oo
Par encadrement, lim Y, (t) = e
n—++00

On a aussi 1\
Kl{l) = Kt_.n = (1+ ;) .

La méme méthode utilisée que celle 4 la question 4 (b) montre que

lim ¥,(1)=e.

=00

On a montré que pour tout ¢ € [0, 1],

lim Yn [t:l = Yexp “J .

TL=k =00




CORRECTION DU THEME 9 125

5.

(a) On suit Pindication et on introduit la fonction ¢ définie sur [t, ;. ¢, ;1]

(b)

s0it

par

) . 2
:p{t} =y (tn,:‘-q-l} = y{t} _ {tﬂ.-H'l B ”y’ {f} - J‘w

ol A est choisi de sorte que ¢ (t, ;) = 0.

Il est clair que ¢ (thiv1) = 0.

@ est continue sur [t,, ;,t, ;41], dérivable sur |t,, ;.t, ;4 1[. d'aprés le théo-
réme de Rolle, il existe ¢, ; € |t,, i, tnis1[ tel que ¢’ (¢n) = 0.

Or, pour tout t € [tyi tn.is1],

) =y" () (t—thiv1) = At —tnit1),

ainsi
¢ () =0 = ¢ (i) = A

Comme ¢ (tn ;) = 0, en utilisant le fait que ¢, ;41 — t,; = h, on obtient
finalement

h?
Y (tnis1) =y (tng) + o/ (tni) + 59" (Gu)-

Pour tout i € [0,n — 1], en utilisant la définition de £; et la question 5 (a),
on a

lei| = |y|:tn_.i+lj_y{tn,i:}_hF(tn.isy{yni}}l

= hyr {tn,i] - hF [tn i i ( n:)} + ” (Cﬂt)

Or, pour tout t € I, 3 (t) = F (t,y (t)), donc

hy? “n,t'] — hF “n,t': y “n,i” = 0.

Par définition de Ms, il s'ensuit que

Vie[o,n—1], |e] < —y " (Gnis)

h? |_. Mgh

6. Pour tout i € [0,n — 1], en utilisant les définitions de Y511 et £, on a :

{Yn,i—i-—l e Y;ta -+ 'I.IF( T, T n-z}
£y = y(tn,r+l} y( ﬂ,l-} —hF {t‘n,iw y(tn,i}} .'

s /] {tn,,i+l) =U ':t:-: ] + hF (fn i»¥ (tn 1]} + &g
Vi € [0,n-1], {Yn,t’+1 Y s+ AF (s, Vo) :
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7. Soit i € [0,n — 1]. D’aprés la question 6, on a

leni+1] = |y (tni+1) = Yaita]
|y (tas) + BF (tnji, ¥ (tnyi)) + €i — Yo — hF (tni, Yai) |
= |eni+h(F (tni, 4 (trs)) — F (tas, Yog)) +&i
< |eag| +A|F (tns ¥ (tag)) = F (tn, Yai)| + il

En utilisant 'hypothése faite sur F, on a
|F (tn,h u (tr:-_.i]} - F [tn,i:Ynﬁ'” <L |E||' [tn._'i) — Yﬂ,t'l =L |£i| .

On en déduit que

Vie !IU:“_ 1]].' |E:t,i+li =< (1+h'L} 1eﬂ.,i|+|5i|'

8. (a) On procéde par récurrence : pour tout n € [1, N]|, on introduit la propo-
n—1
sition 22, : €« u, < a"wg+a Y a' ».
i=0
52 est vraie car, par hypothése, u; < aug + a.
On suppose 22, vraie pour un certain entier naturel n € [1, N —1].

En utilisant I’hypothése de récurrence, on a done :

U+l = GUpt

n—1

< a (a”'.-m + o Z ff) +
=0
n

i=l1

mn
< a"Hlyg+ ﬂ'Zu’.
e

Fa

On a montré que 29, est vraie, ainsi
| +

n—1
Vne[I,N], un<a"uo+a Z at.
i=0

(b) Une simple étude de la fonetion  — e — x — 1 permet de montrer que
VreRy, 14+z<e€",

ainsi, par croissance de la fonction £ — " sur R, on a

Vo€ Ry, VREN, (1+2)" <e™,
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(¢) D’aprés les questions 5 (b) et 7, on a

Vie[0,n—1], |eni+i]

IA

(14 hL) |en| + |l

(1+hL) |ens| + &h

1A

En utilisant le résultat de la question 8 (a), pour tout i € [1,n], on a

i—1

: M. ,

lensl < (L+hL) Jenol + 52h2 Y (1+hL)*
k=0

; M
< (1+hL) |enpo| + zh([l—khL) - 1),
En utilisant I'inégalité établie 4 la question 8 (b), on a

I

Il en résulte que

‘ M.
Vie [Lnl, |eni| < e lenol + Eh( fm_l)_

L’inégalité & prouver étant claire pour i = 0, on a montré que

. M : _
Vi € [0,n], |c",i| & 1Lh| en0| + 2};21& (Dt.:',.ﬁ “1).

9. On remarque que |eq0| = |¥ (tho) — Ynol = |¥o — Yol = 0, ainsi

: Mo bl
] 3 i Sl
Vie [0,n], |ens|< =7 h.( i).
Comme h = 3—:, on a
Vi€ [0,n], ok <eTk,
On récupére done

ﬂffz TL
;2&3: leni| < ﬂ"h (c —1).

M; TL
Comme ]11}11 5 =l (e’ —1) =0, on en déduit que

lim max_|e,;| = 0.
h—=0ie[0n]

On a montré que la schéma est convergent.

10. (a) Lorsque y(0) = 0, on remarque que les fonctions = et y définies sur R
par :

VieRy, z(t)=z0e™ et y(t)=

sont solutions du systéme d’équations différentielles.
Par unicité, on en déduit gque ces solutions sont les seules,
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11.

12.

13.

(b) Lorsque z (0) = 0, on remarque que les fonctions x et y définies sur R
par :

VteRy, z(t)=0 et y(t)=ype ™

sont solutions du systéme d’équations différentielles.
Par unicité, on en déduit gque ces solutions sont les seules.
(¢) o Lorsque y(0) =0, il n'y a pas de prédateur au temps t = 0.
D’aprés la question 10 (a), pour tout ¢ > 0, x (t) = xpe™ : la popula-
tion de proies eroit exponentiellement vite, ce qui est cohérent (sauf si
'on tient compte des ressources naturelles).
e Lorsque x (0) =0, il n’y a pas de proies au temps ¢t = 0.

D’apres la question 10 (a), pour tout £ > 0, x (t) = yoe™ : la popula-
tion de prédateurs décroit exponentiellement vite, faute de nourriture
disponible.

(a) On remarque que les fonctions x et y définies sur R, par :

d
VE20, z(t)=- et y{t}:%

sont solutions du systéme.
Par unicité, on en déduit que ces solutions sont les seunles.
(b) La fonction nulle sur Ry, notée Og . vérifie Or, (fo) = 0.
Ainsi, si z (to) = 0 (resp. y (tg) = 0), alors par unicité, on en déduit que

VieRy, z(t)=0 (resp.y(t)=0).

S'il existe ty € Ry tel que x (ty) = 0 (resp. y (tg) = 0), alors d’aprés la question
11 (b), x (resp. y) est la fonetion nulle sur Ry, En particulier,  (0) = 0 (resp.
y(0) = 0), ce qui est exclu.

On a montré que pour tout t € Ry, z(t) > 0 et y (¢) > 0.

Soit @ la fonetion définie sur R4 par

e(t)=dz(f) —eln(z(t)) + by (t) —aln(y(f)).

D’aprés la question 12, pour tout ¢ = 0, x (f) > 0 et y (t) > 0, done la fonetion
p est définie et dérivable sur R4 et pour tout t = 0,

' 1 ) 1
x' (t) (d—cm) + v (t) (b—um)
= (a—by (1)) (de(t)— ) + (~c+dz (1)) (by (1) - a)
0

o' ()

Comme R est un intervalle, on en déduit que ¢ est constante sur R4 : il existe
k€ R tel que

Vite Ry, da(t)—cln(z(t))+by(t)—aln(y(t)) = k.
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14.

(a)

(b)

Soit h : ® — ax — fln (z). La fonction h est dérivable sur RY et pour
tout x > 0,
ar —
h’(:ﬂ}=a—ﬁ= ﬁ.
T T
[l s’ensuit que h est décroissante sur ]ﬁ, g] et croissante sur [E’ 4o [,
ainsi P
Vx>0, h(z)=h (—) .
o
On a montré que la fonction * — az — 3ln (x) est minorée sur R l
On construit la suite (), par récurrence. Déja, on note que X est

infini car sinon f serait bornée.

Comme f n'est pas majorée sur X, il existe xp € X tel que f (xq) = 0.
Soit n € N. On suppose que xg. ..., x, construits tels que pour tout
i€ [0,n], f(xi) =i

Comme f n'est pas majorée sur X, il existe x4, € X tel que

f(:l-'n-l-]} Zn+ 1.

On a construit par récurrence une suite (z,,), . d'éléments de X telle

que pour tout n € N, f (zn) = n.

On suppose que x ou y n'est pas bornée, par exemple x.

Comme r minorée par 0 (d’aprés la question 12), » n'est pas majorée.
D’aprés la question 14 (a), la fonetion ¢ — by (¢) — aln (y (t)) est minorée
sur R : soit m un minorant de cette fonction.

Comme x n'est pas bornée et minorée : x n'est pas majorée sur R ;. D'apris
la question 14 (b), il existe une suite (f,),, . de réels positifs telle que pour
tout n € N, z (t;) = n.

Ainsi, pour tout n € N*,

ko= de(ty) —ecln(z(ty) +by () —aln (y (t,))

ol

dz (tp) —eln(z (t,)) +m
> 2(t,) d_rln[u:(tn}] 4_m
- s T mlts) & (En))
. ) _ , : m , .
Comime 1thlﬁ]}:}::m:r, (tp) = +o0, on a :lﬂlilm Z (@) = 0. De plus, par crois
In ( (tn))

sance comparée, on en déduit  lim = 0. On récupére
T— 00

T (ty)

o (4R )

Cela contredit 'inégalité

k=z(ts) (d—

In (z (tn)) m
“alta) |z (tu))
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15.

16.

17.

valable pour tout n € N*.

On a montré que les fonctions x et y sont bornées sur R .

d
Si(x(t),u(t)) € Ay (resp. Az, resp. Az, resp. Ay), alors 0 < 2 (t) < = et

0<yl(t) <% (resp. g <z(t)et 0 < y(t) < %,resp. i—f < z(t) et % < y(t),

resp. 0 < z (1) < g et % < y(t)).

Comme z'(t) = (a—=by(t))x(t) et y' (t) = (—c+dz(t))y(t), il s'ensuit
que z'(t) > 0 et 3 (t) < 0 (resp. ' () > 0et 3 (1) > 0, resp. 2’ () < 0 et
y' (t) > 0, resp. 2/ (t) < 0 et ' (t) < 0).

On suppose que pour tout t € Ry, (x(t),y(t)) € Ay, daprés la question 15,
la fonction = (resp. y) est croissante (resp. décroissante) sur R.
Ainsi, pour tout £ > 0,

a
0<y() <y (0) < = a—by() 2 a—by(0) >0.
Or, pour tout £ > 0, z (t) > 0, on en déduit que : pour tout £ = 0

2 (t) = (a—by(t) z (t) = (a— by (0)) = (1),

s0it

a’ (t)
z (t)

>a—by(0).
On récupere done
Yt>0, =z (E] > Elll{z{ﬂ}]e{n—ﬁy{{]}}ll

Par comparaison, on en déduit que ; _IEEI!I x(t) = +oco. Comme A; est borné,
o

on en déduit une contradiction.

On a montré qu'il existe { = 0 tel que (x(t),y (1)) € Ay.

(a) Comme (z(0),y(0)) € Ay, I'ensemble
{te Ry, Vue[0,t], (z(u),y(u)) € A}

est non vide.

D’aprés la question 16, il existe t € R tel que (x (t),y(t)) € Ay, done
I'ensemble

{teR,y, Vue[0,t], (x(u),y(u)) € A1}
est majoré.

Il s'ensuit que {t € Ry, Yue [0,¢], (x(u),y(u)) € A1} admet une
borne supérieure.
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(b) On remarque que pour tout t € [0, [, = est croissante et y est décroissante,
ainsi : pour tout ¢ € [0, ],

e

i

En faisant tendre f vers t; dans les inégalités précédentes et en utilisant le
réesultat de la question 12, on obtient

ﬂ{y(t}gy(ﬂ}{% et 0<z(0)<a(t)<

I
DO<y(ti))<y(0) et z(0)<z(t)=< 7
Siz(t)) < {—(;, alors par continuité des fonctions x et y sur R ;| on en déduit
qu'il existe £ > 0 tel que pour tout

Yt € [t1, 1 +¢], G{y(!){% et [l-:::r(tj{é.

Cela montre que : pour tout ¢ € [0, +¢<|, (z(t),y(t)) € Ay, ce qui
contredit la définition de 1.

On a done montré que = (t,) = 5 et 0<y(ty) < (—;.

(c) Par continuité de y sur R, il existe £1 > 0 tel que :

Vi [ty ti+e], 0<y()< gﬁ

Comme 2’ (t;) = (a—by(t;))z(t;) > 0, par continuité de ', il existe
g2 > 0 tel que 2’ (t) > 0 pour tout t € [t;,t; + =2, ainsi # est strictement
croissante sur [ty,t) + £2].

e

Comme x (t;) = <, on en déduit que pour tout t € Jty, ¢ + 3], x (t) > 5

)
Soit £ = min {£),55}. Pour tout t € |t;,¢, +¢],ona

a ¢
Dﬁiy(t}{ﬁ et :r(t}}af

soit

vt ety ty+el, (x(t),y(t) € A2

et

vee 0,6, (z(t).y() € A

1 B
18. (a) h est dérivable sur |0, “;] et

ax — B

"E':ITE:|{],§j|1 k() = > 0.

On en déduit que h est strictement croissante sur ]ﬂ, g-] . done injective

sur cet intervalle,
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(b) On a déja vu 4 la question 17 (b) que x (t;) = %
s c
d

c £l » * -, * »
tout t € Jt5,t5 +eaf, 2 (t) > 7 par le théoréme des valeurs intermédiaires,

on en déduit que x (t5) = 5

D’aprés la question 13, on a

dr(ty) —cln(z(t1)) + by (t1) —aln (y (t
= dx(ts) —cln(z(t5)) + by (ts) —aln(y(ts

Comme z (t)) = z (I5), on a

by (t1) —aln(y(t1)) =by(ts) —aln(y(ts)) <= h(y(t1)) =h(y(ts)).

Comme pour tout t € [t4.t5[, (z(t).y(f)) € Ay, done x (t) < - et pour

)
).

l
Comme y (t1) et y (15) sont des éléments de ][}! é] , par la question 18 (a),
on en déduit que y(t;) = y(5)-
On a montré que (x (i5),y (ts)) = (2 (t1) ,y (t1)).

19. Soient les fonction 1, 2,1 et y2 définies sur Ry par :

VteRy, mi(t)=z(t+t) et y(t)=y(t+1t1)

et
VieR,, z(t)=xz(t+1t5) et ya(t)=y(t+1s5).

Les fonctions @ et y; vérifient : pour tout t € Ry
(A@=(-m@n® o (=20 =
yi (t) = (—e+dxi (8)) y (2) y1(0) =y (1)
alors que les fonctions xe et yo vérifient : pour tout £ € R4
{1’% I:f) = (ﬂ. == byz {f}} HEy] (t} ot {.‘1‘2 {ﬂ] =TI [ta] = I (tl}
Yy (t) = (—e+dza (t)) y2 (1) 1 (0) = y2 (t5) = y2 (1)
Par unicité des solutions, on en déduit : pour tout £ € Ry,

z1(t) ==2(t) a(t+(ts—t)) =
{yl 1) =w@) {:u (t+ (ts — 1))

y(t)

On a montré que les fonctions x et y sont t5 — t1-périodiques.

20. On peut écrire

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def eulerexplicite(t0,y0,T,n,F):
h=T/float(n)
T=t0
Y=y0

O e L b e
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T tt=[t]

B Yy=[Y]

9 for k in range(n):

10 Y=Y+h+F(t,Y)

11 YY.append (Y)

12 t=t+h

13 tt.append(t)

14 ZZ=np.exp(tt)

15 plt.pleot(tt,YY,marker="+" label="euler")
16 plt.plot(tt,ZZ,marker="+" label="exp")
17 plt.legend ()

18 plt.show()

Et pour tester la fonction

1 |def test(t,y):
2 return y

Voici les résultats obtenus, en entrant

1 |eunlerexplicite(0,1,1,10,test)

2757 —— euler

== g;p
2.50 1

2.25+4

2.00 +

1.75 4

1.50 4

1.25 4

1.00 A

On remarque que le résultat n'est pas satisfaisant. Par contre, avee n = 100 :

1 | eulerexplicite(0,1,1,100,test)
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2.75 1 —— guler

—— ®ip
2.50 4

2.25 4

2.00 4

1.75 4

1.50 4

125 4

1.00

On remarque que la courbe de la fonetion exponentielle et la courbe donnée par
Euler explicite sont superposées.

21. On peut écrire :

1 | import numpy as np

2 | impert matplotlib.pyplot as plt
3 |def loktavolterra(a,b,c,d,x0,y0,T,n):
) h=T/float(n)

o x=x0

f y=y0

7 z=x0

S X=[x]

9 Y=[y]

10 for k in range(n):

11 x=x+(a-b*y)*x+h
12 y=y+(-c+d*z)*y*h
13 Z=x

14 X.append(x)
15 Y.append(y)
16 plt.plot (X,Y)
17 plt.xlabel (*Proies?)
18 plt.ylabel (’Predateurs’)
19 plt.show()

Voici le résulat obtenu, en entrant

1 |loktavelterra(i,2,1,3,1,2,30,10000)
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2.5 1

2.0 1

Predateurs
=
u

]
o
L

=
n
)

0.0 4

22. On ne retrouve pas la périodicité car la courbe ne « boucle pas ». Ce n'est
pas dil & la machine, mais i la méthode d’Euler explicite qui n’est pas la mieux
adaptée i cette situation. D’autres méthodes numériques permettent de résondre

0.50

0.75

1.00
Proies

ce probléme. Voici ce que 'on devrait obtenir

1325

2.5

2.0 1

Predateurs
.
wn

=
o
!

0.5 1

0.0 7

L

0.00

0.25

0.50

0.75  1.00
Proies

1.25

1.50

1.75



Theéeme 10

Anneau des fonctions arithmétiques

Thémes abordés : Arithmétique, structure algébrique.
Difficulté : MBI

Ce sujet présente une méthode non abordée en cours de MPSI pour montrer des
épalités arithmétiques ; le caleul dans 'annean des fonctions arithmétiques.

Sa résolution nécessite de savoir ce qu'est un groupe et un annean, ainsi que des
connaissances de base en arithmétique.

Les trois premiéres parties sont indépendantes. Les résultats des trois premieres
parties servent dans la partie 4.

10.1 Premiéres définitions

Définition. Fonction arithmétique.
On appelle fonction arithmétique toute application de N* vers C.

Définition. Fonetion arithmétique multiplicative, complétement multiplicative.
Soit f une fonction arithmétique.

s On dit que f est complétement multiplicative si :
V(n,m) € (N2, f(mn)=f(n)f(m).
e On dit que f est multiplicative si :
Y(n,m)e (N*}g, (nAm=1)= f(nm) = f(n) f(m).

On note &' (IN*) Uensemble des fonctions arithmétiques.

1. Montrer qu'une fonction complétement multiplicative est déterminée par la don-
née de f(p) pour tout p € P, P étant 'ensemble des nombres premiers.

2. Montrer qu'une fonction multiplicative est déterminée par la donnée de f(p”)
pour tout p € P et pour tout n € N.

3. Ezemples.

(a) Soit la fonetion ¢ définie par : pour tout n € N*, ¢ (rn) = 1. Montrer que
¢ est complétement multiplicative.,
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1l sin=1

: est compléte-
0 sinon [

{(b) Montrer que la fonction & définie par é (n) = {

ment multiplicative.

(¢) Pour n € N*, on définit 7 (n) comme le nombre de diviseurs positifs de n.
Montrer que la fonction 7 est multiplicative.

(d) Pour n € N*, on définit

1 sin=1
pm)=q(-1)" sin=p x---xpy,
0 sinon

ol pi,....pr sont des nombres premiers deux i deux distinets. Montrer
que p (fonction de Mobius) est multiplicative.

10.2 Anneau des fonctions arithmétiques

Définitions. Addition et produit (de convolution) de fonctions arithmétiques.
Soit (f,g) € & [N'}E. On définit les opérations suivantes :
e [+ g est la fonction arithmétique définie par

Ve N', (f+g)n)=7F(n)+g(n).
e [ g est la fonction arithmétique définie par :

VneN*, (fxg)(n)= Zf{d}g (S)

I'ill'l
4. Vérifier que
Vied (N%), fxé=dxf=/.
5. Montrer que (& (N*),+,+) est un anneau commutatif d’élément neutre § pour
le produit (de conveolution).

6. Soit f € & (N*). Montrer que f est inversible dans & (N*) si, et seulement si,
(1) #£0.

Indication : Dans le sens réciproque, on pourra construire par récurrence
g € o (N*) telle que f+g=4.

7. (a) Soit (n,m) € (N*)? tel que n A = 1. Soit d € N* un diviseur de nm.
Montrer qu'il existe deux entiers naturels non nuls uniques d' et d” tels
que d'|n, d”|m et d'd" = d.
(b) Montrer que si f et g sont multiplicatives, alors f x g 'est aussi.

10.3 Formule d’inversion de Mobius

Définition. Si f € &/ (N*), on définit F' par :
VneN*, F(n)=> f(d).
dln
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Le but de cette partie est de retrouver 'expression de f a partir de celle de F.
Soit f € & (N*).

8. Vérifier que F = f« (.

9. Vérifier que  » p = 4.

10. En déduire la formule d’inversion de Mobius : f = F » p.

11. Montrer que f est multiplieative si, et seulement si, F' est multiplicative.

10.4 Applications a la fonction indicatrice d’Euler

Définition. Fonction indicatrice d’Euler.
La fonetion ¢ indicatrice d’Euler est définie par :

VneN*, ¢(n)=card{ke[1,n], kAn=1}.

12. Montrer que

YneN*, ¢n)=> ¢(d).
d|re

13. Donner une expression de ¢ a 'aide de la fonetion de Mabius.

14. En déduire que ¢ est multiplicative.
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Correction du Theme 10

L.

3.

Une récurrence immédiate montre que

n

VYneN*, ¥(z,...,2,) € (N, f (1‘[ n) =TT 7 (z)-
k=1

k=1

Le résultat est alors clair car tout entier naturel non nul se décompose comme
un produit de nombres premiers.

[ est done uniquement déterminée par la donnée de f (p) pour p € P.

Il est elair qu’une fonetion multiplicative vérifie aussi : pour toute suite d’entiers
naturels non nuls ay,. .., a, deux i deux premiers entre eux, on a

n n
f (Hm) =[] 7(a).
i=1 i=1

La preuve se fait par une récurrence immédiate.

Comme 1 est premier avec lui méme, on a f (1) = f (1)2? done f (1) € {0,1}.
Si f(1) =0, alors f est identiquement nulle car pour tout n € N*, 1 An =1,
done f(n)= f(1)f(n)=0.

On suppose maintenant que f (1) = 1.

Soit r un entier supérieur ou égal & 2. Il existe py,..., py des nombres premiers
et ary,..., @, des entiers naturels non nuls tels que r = p{' x--- x pf;".

Comme les entiers pf', .. .,pg" sont deux i deux premiers entre eux, on a
q
f(m) = I] f(p). Done, la connaissance de f (p") pour p € P et pour tout
i=l1

n € N entraine la connaissance de f (m) pour tout entier naturel supérieur ou
bgal A 2.

On a montré que que f est uniquement déterminée par la connaissance de
f(p") pour pe P et n e N.

(a) Il est elair que pour tout (n,m) [N']z_. on a
¢ (nm) =((n){(m),

ainsi | ¢ est complétement multiplicative.

(b) Soit (n,m) € (N*)?, ona:

l sin=m=1
OB {(} sinon :
Ord(n)d(m)=1si, et seulement si, n =m =1et d(n)d(m) = 0 sinon.
Ainsi, pour tout (n,m) € [N*]z, d (nm) = & (n) é (m), done

d est complétement multiplicative.
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4.

5.

(¢) Soit (n,m) e (N*)*telquenAm=1.Onar(nm)= ¥ d.
dlnm
Or, si d divise nm, il existe deux entiers d' et d" tels que
d = d'd" tels que d' divise n et d” divise m.

Ainsi 7 (nm) = 3 d'd" = (Z d) ( 3 d") =7(n) 7t (m).
;:I::I din d"|m

On a montré que 7 est multiplicative.

(d) Soit (n,m) € (N*)? tel quen Am = 1.
Sin=1oum=1, ona bien p(nm) = p(n)pu(m).
On suppose n = 2 et m > 2. On écrit

8 3,
R=pIt X XPET et m=gpt X X gyt

avec les nombres py,....py,q1,. .., g des nombres premiers et
..o ¥y, 31, ..., By des entiers naturels supérieurs on égaux & 1.
Comme n et m sont premiers entre eux, les p; et les ¢; sont deux a deux
distinets.

S'il existe a; ou 3; supérieur ou égal & deux, on a p(n) = 0ou g (m) = 0.
Comme nm possede, dans sa décomposition en produits de nombres pre-
miers, un nombre premier dont la puissance est supérieur ou égal 4 2, on
ap(nm)=0.

Il s'ensuit que g (nm) = p(n)p (m).

On suppose que pour tout i € [1,r] et pour tout j € [1.£], a; = By = 1.
Ona p(n) = (=1)7, p(m) = (=1)% et p(nm) = (=1)"* = (-1)" (-1)¢,
soit

p(nm) = p(n)p(m).

On a montré que g est multiplicative.

Soit n € N*. Comme pour tout m > 2, § (m) =0, on a

N =3 f@s(5)=rms(%)=1m).
din

Un ealeul analogue montre que pour tout n € N*, (f4) (n) = f (n).

On a montré que pour tout f € & (N*), fxd=dxf = f.

e Il est clair que (&, +) est un groupe.
o Il est clair que si (f,g) € @2, alors fxg € &.
e Soit (f,g) € @*. Pour tout n € N*, on a

(F*9)m) = D fdg(%)

din
- (e

= (gxf)(n).
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Ainsi, fxg = g+ f : la loi x est commutative.
e Soit (f,g,h) € &, Pour tout n € N*, on a

(Flg+h)m) = D F(d(g+h)(3)

d|n

S r@g(3)+r@n(3)
dfn d|n

= (fxg)(n)+(fxh)(n).

Ainsi, fx(g+h) = fxg+ fxh :laloi x est distributive & gauche sur +.
Comme * est commutative, on en déduit que * est distributive i droite sur
T

On a montré que (&, +,*) est un annean commutatif.

6. On prouve les deux implications.
Si f est inversible dans & (N*), il existe g € & (IN*) telle que
frg=gxf=4.
En particulier, (fxg)(1)=4(1) = 1.

Or, () (1) = £F (@3 (3) = F(1) 1), done £ (1)g (1) = 1, doi
dj1

f(1)#0.
On procéde par analyse-synthése.

s Analyse
On suppose qu'il existe g € & (N*) tel que f*g = 4§, soit pour tout
neN* (fxg)=46(n).
Pour n = 1, on obtient f(1)g(1) = 1, soit, comme f (1) # 0,
1
g(1) = —.
O=rm

Soit n € N* et on suppose que g(1),...,g(n) construits,
On a

(fxa)m+1)= 3 f(d)g (""“)=a[n+1}:u.

din+1
On en déduit

rsmrn=- 3 r@s(*3).

e|m i1
dintl

puis comme f (1) # 0, on a

gli i) = Z f(d (u+1)

dinil
d{rl i1

Ainsi, g (n + 1) est construit.
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s Synthése
La synthése est claire : par construction de g, on a bien f g = 4.

On a montré que f est inversible dans o (N*) si, et seulement si, f (1) # 0.

(a) On prouve d’abord I'existence, puis I'unicité.
Soit (n,m) € (N*)? tel que n Am = 1 et soit d un diviseur de nm.

e FEristence
On écrit les décompositions de n et m en produits de facteurs premiers :

=51 % mplr
ef _

m,:qfl xqf‘
OU Plye.esPrys Ly .-, qe sont des nombres premiers et
Oy sy Oy Bacs _ﬁg sont des entiers naturels non nuls.
Comme n Am = 1, les p; et les g; sont deux & deux distinets.
Comme d divise nm : il existe des entiers v.....7v et dy....,d¢ véri-
fiant : pour tout i € [1,7], % < a; et pour tout j € [1,£], §; < j3; tels
que

d=p]' x - xpIrx q)" x--- X gg.

Sil'on pose d' = pJ* x --- x pl" et d" = q‘f‘ S qf‘f: il est clair que
d=d'd" et d'|n et d"|m.

o Unicité
Soient (d',d") € (N*)? et (tf',(i'-"') e (N*)? tels que d = d'd" = d'd"
avec d'|n, d'|n, d"|m et d"|m.
d' divise d'd". Or d' A d'=1carnAm=1, dong d’apres le théoréme
de Gauss, d' divise d'. On montre de méme que d' divise d'. Il s’ensuit
que d' = d’ car &, d sont des entiers naturels.
Finalement, on a d” = d”.

On a montré qu'il existe deux entiers naturels non nuls uniques d' et d”
tels que d'|n, d"|m et d'd" = d.

(b) Soit (n,m) (N*]E tel que n Am = 1. D’aprés la question 7 (a), on a
(Frg)m) = 3 Fd)g(m) = X £ (@) g (2.

d|nm d'|n
d"|m

m
CommenAm=1onad Ad'=1c¢ tFP\F—l ainsi

f(dd") = f(d) f(d") = f (@) f(d")

1(aw) =+ () (F)

et
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On en dédnit

(fxg)(nm) = Z_f (:;) (%)
dfin
" jm
= (210 (@) (21 @)e(F)
= ([*xg)(n)(fxg)(m).

On a montré que f x g est multiplicative.
8. SoitneN*. Ona

(F+O) =Y @¢(3) =D f@=F

d|n dln

On a montré que F' = fx(.

9. Comme ¢ % p est multiplicative car les fonetions ¢ et p le sont (question 7 (b))
et 4 est multiplicative, il suffit de montrer que ces deux fonetions coincident sur
les puissances de nombres premiers (question 2).

Il est clair que
Crm) (1) =6(1) =1
Soit pePetsoit reN*.Ona

Crp) (") =Y n(d) ( ) =0=50)

dlp* ko=

car it (p°) = 1, p(p) = —1 et pour tout k € [2,r], p (p*) =
On a montré que ¢ * g = 6.

10. Ona F = f+(, d'ott en multipliant par g 4 droite, on a
Fxp=fxCxp.
Or, d’aprés la question 9, ( « p = § et d’apres la question 4,

fxd=f.

On a montré que f = Fxpu.

11. On montre les deux implications.
Comme f et ¢ sont multiplicatives, la question 7 (b) montre que F = f*(
est multiplicative.

Comme I et g sont multiplicatives, la question 7 (b) montre que f = Fxp
est multiplicative.

On a montré que f est multiplicative si, et seulement si, F' l'est.
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12.

13.

14.

Soit n € N*. Pour d diviseur de n, on définit
Ag=1{ke [1,n], kAn=d}.
Il est clair que n = 3 card (Ay) car la famille (Ag)y, forme une partition de

dn
[1,n]. Or,

Ag={ke[L,n], kAn=d}= {ke [1,7], (5) A (5) = 1},

ainsi, par définition card (Ay) = ¢ (E)
On a montré que n=5%_ ¢ (E) = > w(d), soit idn- = @ d.
dn  \d din

On a montré 4 la question 12 que idy+ = @ = 4.
En multipliant par p i droite,on a idys xpt = @x{*p = f car (*pt = 4. Ainsi

VneN*, ¢(n)=(idn.xp)(n) = dlznlu (d) E

11 est clair que idyn- est multiplicative. p est aussi multiplicative (question 3
(d)).

Ainsi, d’aprés les questions 7 (b) et 13, | ¢ est multiplicative.




Théme 11

Nombres transcendants

Thémes abordés : Polyndme, suite, série.
Difficulté : HRECC]

Ce sujet montre de 3 facons différentes 'existence de nombres transcendants sur
Sa résolution ne nécessite que des connaissances rudimentaires sur les polynomes.
Seules les questions 10, 11 et 12 nécessitent des connaissances rudimentaires sur les
séries et la résolution de ces questions n’est pas nécessaire pour la suite du sujet.
Les parties de ce problémes sont largement indépendantes.

11.1 Définitions

Définition. Nombre transcendant.

Seit a € R.

On dit que o est transcendant (sur Q) s'il n'existe pas de polynome non nul a
coefficients entiers relatifs P tel que P (a) = 0.

Définitions. Nombre algébrique, nombre alyébrique de degré d.
Soient a € R et d € N*.

o On dit que o est un nombre algébrique (sur Q) sl n'est pas transcendant.
On note & l'ensemble des nombres algébriques.

e On dit que o est un nombre algébrique de degré d, s'il existe P € Z[X]
de degré d tel que P(a) = 0 et si pour tout polynome Q € Z,_, [X]\ {0},

@ () # 0.
Pour tout d € N*, on note & Uensemble des nombres algébriques de deqgré d.

11.2 Existence de nombres transcendants

11.2.1 Par un argument de cardinalité

1. (a) Montrer que 2 est algébrique.
(b) Donner son degré.

2. Montrer que & = | J;° .
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3. Montrer que pour tout d € N*, o/, est au plus dénombrable.

Indication : On utilisera le fait que Z9! est dénombrable pour tout d € N et
qu'un polynéme de degré d a plus d racines.

4. En déduire que & est dénombrable, puis conclure.
Indication : On admet qu’une union au plus dénombrable d’ensembles au plus
dénombrables est an plus dénombrable.

11.2.2 Les nombres de Liouville
On commence par établir 'inégalité de Liouville.

Lemme. Inégalité¢ de Liouville.
Soit d un entier naturel supéricur ou égal a 2 et soit o € @y, Il existe ¢ > 0 tel que

P P 4 c
V- € eN, geZ"), ¥ —)=}-(r——|:3—).
: Q (p q ) (f #q e

Nous commengons par établir 'inégalité de Liouville. Soit e € & avec d un entier
supérieur ou égal i 2 et soit P un polynome de degré d tel que P (a) = 0. Soit p € Z
et g € N*.

5. Montrer que o est irrationnel.

6. (a) Montrer que P (g) # 0.

()4

o — E‘ > 1, alors
i

(b) Montrer que

; )
. Montrer que si a-El>

=]

1
gt

(v 4]

. On suppose

n—El ol [7
q

(a) Montrer qu'il existe M > 0 tel que

(b) En déduire que

L a
q

1
=
= Mg?
9. Terminer la preuve de l'inégalité de Liouville.

Théoréme. Nombres de Liouville.
g N* _ :
Soit (an),cn- € {0,1}  qui ne stationne pas sur 0.

. Y
Alors, la série ngl Tom!

converge et sa somme est un nombre transcendant.

Nous prouvons le théoréme.
Soit (an),en+ € {0, 13N qui ne stationne pas sur 0.

; a
10. Montrer que la série Y FTI' converge.
n>l ’
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11. Soit n € N*. On pose g, = 10™.

Montrer qu'il existe un entier p, tel que 3 ﬂ—:‘r, =8
r=1 107 n
12. (a) Montrer que pour tout n € N, 10" > 107,

(b) En déduire que
Vn € N*, ﬂ{rr—;ﬂ—“{%.
q" Qn

13. En déduire que o est transcendant.

11.2.3 Un nombre transcendant bien connu
Proposition. e est un nombre transcendant.

Nous prouvons la proposition. On suppose qu’il existe un polynéme R non nul i
n

coefficients dans Z tel que R(e) = 0. On éerit R = 3 a; X" avec n € N.
i=(}

14. Montrer que 'on peut supposer ag # 0 et n € N*.

On note P 'ensemble des nombres premiers et soit p € P. Soient les polynimes

L% 1Y (XY —9P .. (X — )P AP LRl
k=0

(p—1)!

15. Montrer que la dérivée de 2 — ™" Q (z) est 2 — —e™" P (x).
16. En déduire que

i

vie [o,n], a fc"" P(z)dz = a; (Q(0) —e* Q(i)).

0
17. En déduire que
T ) i n np+p=1
Za,- o' fﬂ" P(z)dx = —Z Z a; P%) (i) .
i=0 0 =0 k=0

18. Caleul de P¥) (i) pour k € [0,np+p—1] eti € [0,n].

(a) Montrer que

0 sik e [0,p—2],
P®E(0)= (=) (n))? sik=p—1,
Pl sik € [p.np+p-1].

avec juy, € 2.
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(b) Montrer que : pour tout i € [[1,n]
P (i) = 0 sik e [o,p—1],
pA; sik e [pnp+p—1],
avec A ; € Z.
19. En déduire qu'il existe m € Z

20.

21.

22.

23.

24,

n i
Z”‘i e“-fﬂ_’ P(z)dz =mp—ap (=1)"" (n!)P.
=0

0

Montrer que pour tout nombre premier p assez grand, on a

Z a; e / P(z)dx € Z*.
0
Montrer que
ﬂnp+p—|

Vz € [0,n], |P(z)|<-—— e
En déduire que

intrte—1

1‘ T
ﬂifﬂ—rp{;v}{l:v <3 lael
0 1=0

Montrer que

Jim 3o f P (z)dz = 0.

reP  1=0

Soit (@n ), N une suite d’entiers relatifs convergente. Montrer qu'elle est sta-

tionnaire.

. Terminer la preuve de la transcendance de e.
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Correction du Theme 11

L.

(a) Soit P=X?-2¢€Z[X]
De toute évidence, P # 0 et P (y/2) = 0.

On a montré que /2 est algébrique.

(b) D’aprés la preuve faite pour la question 1 (a), v/2 est un nombre algébrique
de degré inférieur ou égal a 2.

Pour conclure que /2 est un nombre algébrique de degré 2, il reste i
montrer que pour tout polynéme @ € Z; [X] non nul, @ [\fﬁ} #= (0.

Soit Q@ = aX + b € Z, [X] avec (a.b) € Z? et (a,b) # (0,0) tel que
Q (ﬂ] = 0, soit a + by/2 = 0.
Si a # 0, on aurait /2 = —g € Q.

Done a = 0. Il s’ensuit que & = 0,
Ainsi, il n’existe pas de polynéme non nul Q € Z; [X] tel que Q (v2) = 0.

On a montré v2 est un nombre algébrique de degré 2.

2. On prouve les deux inclusions.

L'inclusion & D | J;] < est claire.

Soit # € &. Comme x est algébrique, il existe P € Z [X] non nul (donc
non constant) tel que P (x) = 0.
Sid=deg(P)eN*,onazxc .o

On a montré que & = Ud"f‘l‘ .

. Soit d € N*. Déja Z9*! est dénombrable comme le produit cartésien de d + 1

ensembles dénombrables.
De plus, 'application

(ap,ayy...,aq) —

{zdﬂ — B4 [X]

d
ﬂk.Xk
k=0

est clairement bijective, ainsi Zy [X] est aussi dénombrable.
On en déduit Zg [X]\Z4— [X] € Z4[X] est aussi dénombrable.
Par définition de &, on a

Ay = U Pt ({0}).
PeZg[X\2y_1[X]

Or, pour tout P € Zy[X]\Z4_1 [X], P! ({0}) est fini (car un polynoéme de
degré d a au plus d racines).

On peut conelure que & est au plus dénombrable comme réunion dénom-
brables d’'ensembles finis.
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4. Comme & est une réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables, on
en déduit que & est au plus dénombrable.
Or, & n'est pas fini car il contient \/p pour tout p € P,

on en déduit que @& est dénombrable.

; : 5l @
5. Si a est rationnel, on peut écrire a = g veca c€Zetbe N

Soit P = bX —a, ona P(a) = 0, done a est un nombre algébrique de degré 1.

Par contraposée, tout nombre algébrique dont le degré est supérieur ou égal
i 2, est irrationnel.

6. (a) SoitpeZ et ge N*.
SiP (g) =0, il existe Q € Q[X] de degré d — 1 tel que

s [l
p=(x-2)e

Comme a est irrationnel, on a (E) = 0 et (@ est de degré d — 1.
i

Quitte 4 multiplier @@ par le PPCM du dénominateur de ses coefficients,
on peut supposer que (@ € Z [X].

Ainsi, il existe un polyniéme de degré d — 1 i coefficients entiers tel que
Q(a) =0,

Cela contredit le fait que @ soit un nombre algébrique de degré d.

On a montré que pour tout p € Z, pour tout g € N*, P (‘E) = 0.
q

o
(b) On éerit P= 3 ap X* ot (aq,...,aq) € Z91,
k=0

Soit p€ Z et g € N*. Comme P (g) #0,0na

d
e (g) =) mq e,

k=0

“(2)

On a done montré que pour tout p € Z, pour tout g € N*,
1

PE)lza
q q

ik
H—E‘ >1let —; < 1, on en déduit que | |a —
{q

ainsi
= 1.

7. Comme

]
I
| -
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8. (a) Onpose M = sup |P'(t)|.
teja—1,a+1]

Comme P () = 0, d’aprés Uinégalité des accroissements finis, on a
E it 1 |

o(g)m
q q

(b) En utilisant les résultats obtenus aux questions 6 (b) et 8 (a), on en déduit

que
p 1
| [y ey
Loal o
s X 1 L B )
9. Soit ¢ = min {l? H} D'aprés les inégalités établies aux questions 7 et 8 (b),
on a
p e
L e
|q q!
10. Par croissance comparée, ol on J(I)C!IIII ‘rizl
: croissance comparée, on a = o|—]. Comme la série —
I 107 n—s+4o0  \ n? as1 N
converge (série de Riemann avec 2 > 1), par négligeabilité,
la série >  — converge.
n=0 4
: R Gy o [p—
11. Onaig, 3, — = ), 4 10%"7,
r=1 10" 2o

Comme pour tout r € [1,n], a, € {0,1} et 10~ € N, on en déduit que

Tt
Za,m“!—ﬂ € N.
r=1

ap
107"

mn n
On pose pp, = 3 a, 10" on a done ? = 3
r=1 " r=1

12. (a) On commence par montrer que pour tout n € N, n! = n.
On procede par récurrence et pour tout n € N, on introduit la proposition
Zycanl >nw.
Il est clair que %y et & sont vraies.
On suppose 4%, vraie pour un certain entier naturel n non nul.
Par hypothése de récurrence, on a n! = n, d'ott (n+1)! > n(n+1).
Comme n > 1, on en déduit (n+1)! > n+ 1.
On a montré que 22, .| est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition %, est vraie
pour tout entier naturel n.
Par croissance de la fonetion z —— 10" sur R, on en déduit que

YneN, 10™ > 107,
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(b) Comme la suite (ay), . ne stationne pas sur 0, pour tout n € N*, on a :

ne

p Z+ aj;
n — ]
f — = = lﬂr! :). ﬂ_

D’aprés la question 12 (a), pour tout n € N*, on a

+0o0 1 +oo 1

Pn ay
i < —.
“ Gn Z 107 = 1(n+1)! LZ_; 10k

r=n+41

_ 1o

Comme E 7 {] =5

< 10, on en déduit que pour tout n € N*,

0<a-— & t < ,12 < —1— .
1I]'{“=+'}r (107)™ 10m! — g

13. Si e était un nombre algébrique, en notant d son degré, d’aprés 'Inégalité de
Liouville, il existerait un réel ¢ > 0 tel que pour tout p € Z, pour tout g € N*,

P

[
e <="-qdﬂ’~——

n__
qri

q
Or, d’aprés I'inégalité établie 4 la question 12 (b), pour tout n € N, on a :

d Pn 1
0<q, (a—q—n) < qﬁ"d.

Comme lim g, = +oc¢, on en déduit que
n—-+oo

lim ¢4 (a-p—“) =1);

=400 n

= C.

;

Ceci implique ¢ = 0, ce qui contredit le fait que ¢ = 0.

On en déduit que « est un nombre transcendant.

14. Si ag = 0, 0 est racine de R. Si I'on note k 'ordre de multiplicité de 0, il existe
R e Z[X] tel que R= X*R.

Comme e # 0, on a R (e) = 0 et 0 nest pas racine de R.

Ainsi, quitte 4 considérer R défini ci-dessus, on peut supposer ag # 0.

15. On remarque que deg (P) = np + p — 1, done P"PFP) =g,
On a done

d (E“;f(ﬂr}} — e F (Q-‘ {1’.‘} —Q{J’:)} =—e TP(x).

On a montré que la dérivée de la fonction x —— e @) (x) est la fonetion
z— —e™T P(z).
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o

16. Soit i € [0,n]. On a

a; f{:z_r P(z)dz = —a;[e™Q (u:}]; =a; (Q(0)—e " Q(i)).

]

17. Soit i € [0,n]. En multipliant par ¢' 'égalité obtenue A la question 16 en
sommant entre 0 et n, on a

Za-feife_rf’(m}dm =Q(0) Z:u.iei —Za{Q (7).
=0 i

=0 i=0

Tt
Comme R(e) = 3 a;e' = 0 et en utilisant la définition de @, on en déduit

i=0

n i n np+p—1
Sae [eTP@ar==3 3 aP®)
=0 0 i=0 k=0

18. (a) e 0 est racine d'ordre p — 1 du polynome P, ainsi

vk e [0,p-2], |P™ (0)=o0.

e Pour k = p— 1. On utilise la formule de Leibniz pour caleuler P?P~1),
On a

p—1 g
Hp—1) :Phl ( J ) p—1 () - _ e =)
P Z oD x> ([1 (X -9 ;

f=1

ainsi

PP = E 13 (p=1((0=1)--(0=n))P

= |(=1)" ().

e Soit k € [[p,np+ p—1]. On utilise & nouveau la formule de Leibniz.

On a
i (j’) g 8 (k—j)
P =32 oo (e ([Tae-ep)

3=0 :P—]- 5 =1
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soit aprés simplifications,

k:
p—1 () n (k=7)
(k) _ J p—1—j
-2 oot (-2

=0
car [X”“"]m = 0si j = p. On en déduit que

% " (k—p+1)
P® (0) = (Pf 1) (1‘[ (X - f)”) (0).

f=1

On pose
T
R=]]x-0.
i=1

On a {R-"]’ = pR'RP~!, ainsi (R?)' (0) est un multiple de p.
De plus, il est facile de montrer par récurrence que pour tout &k € N*,
{RPJ{H (0) est un multiple de p, ainsi il existe y, € Z tel que

P®) (0) = pyp.

(b) Soit i € [1,n].

¢ 7 est racine d'ordre p du polyndme P, ainsi

vk e [o,p—1], |P™ (i) =o.

e Soit k € [p,np+ p— 1]. La formule de Leibniz donne I'expression
suivante pour Pk .

) (k) . (k—j)
plk) — z [p_J N (X —i)P)4) | xr-! H (X-0F :
i=0 ' e
£41

Aprés simplifications, on a :

, (L)p (k—j)
F . n
po =N~ M (x _gypi | xp T (X - 0P :
= (=3t e
i

car ((X — -i]”}{-ﬂ =0sij=p+1. On en déduit
(k=p)
k T
P () = p(]}) X (x-o7 (i).
A |

7
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Or,
(k=p)

x [ (x-o7 e ZixT,
=1
E4

done (Z, +, x) étant un anneau, on en déduit que

(k—p)
n
x [ (x-¢P (i) € Z.
ey
Si 'on pose
(k—p)
k T
Mei = ( ) xr H (X =-0? (i) € Z,
p £=-1
Efi

on a alors

P®) (i) = pAy,i

19. En utilisant les résultats établis aux questions 18 (a) et 18 (b) avec 'égalité
établie & la question 17, on obtient

np4p=—1
Za‘ / (@)dz = —ao(-1)"" ()’ —aop Y pk
k=p
n np+p—1
= a > phg
i=1 k=p

= —ao(~1)" (nt)?

np+p—1 n np+p=I1
Z #A—Z z aipAki

_irj k

= |—ao (-1)" (n!)” + mp,

np+p—1 n np+p—1
oft 'on a posé m = —ap > g — E E aipAr; € Z car (Z,+, x) est un
kz.I'F

anmnean.

20. Si p > n et p > |ag|, alors p ne divise pas ag (—1)" (n!)?, donc p ne divise pas
mp — ag (—1)"" (n!)?. En particulier,

mp — ag (—=1)"P (n!)? £ 0.
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21.

22.

23.

24,

On a montré que que pour p > max {n, |ag|},

i
n
Zﬁt-,- eije““P(:c}d.rE Z".

i=0 0

Pour tout i € [0,n] et pour tout = € [0,n], on a |& —i| < n. On en déduit que :
pour tout x € [0,n]

|P ()| = o=l

Pl H{«: — P <

(;v—l ~(p-1)!

On remarque que
vie [o,n], Vo e [0,d], [e7¥]| <1,
ainsi on a

T -

Zrtftei/. x) de {Z|a,e }[|P{:r | da.

i=0 3 i=0

Puis, en utilisant 'inégalité établie 4 la question 21, on a

iu;ﬂ’;[ T P (x) da {Z|a e
i=0 s '

1H"P+J’J— |

(p=1)"

Par croissance comparée,

|1_ ]] in:1p+p—1

Wi e [0,n], lim ————=0.
i = | O |
poats (p—1)!

On notera que cette limite est licite car P'ensemble des nombres premiers n'est
pas majoré.
Par encadrement, on en déduit que

PI_JZIIILZaef TP (x)dz=0.

peP  i=0

On note £ la limite de la suite (an ), oN-

. 1 - o
Il existe N € N tel que pour tout n > N, |a, — €] < —. Ainsi, en utilisant

=Y

I'inégalité triangulaire, on a

b | =

Vn,p= N, l|apn—ap| <lan —€|+|ap -1 <

Comme pour tout m € N, a,, € Z, on en déduit que
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la suite (an),cn est stationnaire & partir du rang N.

25. D’apres la question 23, on a

T 1
pE[.]Lu Zﬂiﬂ fﬂ“ P(zx)dz =0.
0

peP =0

D'aprés la question 24,

i

i i
stationne sur 0 car la suite (Z a; €' [e~* P (x) ci:r;) converge vers 0 (ques-
i=0 0

peP
tion 23).
Cela contredit le résultat de la question 20,

On a montré que e est transcendant.

Quelques remarques pour aller plus loin
Le (difficile) résultat suivant permet de construire « facilement » des nombres trans-
cendants :

Théoréme. Théoréme de Gelfond-Schneider, version faible.
Si a0 est un nombre algébrique strictement positif et différent de 1 et si 8 est un
nombre algébrique irrationnel, alors o est un nombre transcendant.



Théme 12

Réseaux

Thémes abordés : Polynéme, groupe, algébre linéaire.
Difficulté : HREELC]

Ce sujet montre dans un premier temps l'irrationnalité de 7. Ensuite, on y étudie
les sous-groupes du groupe (R, +). Enfin, on généralise cette notion en abordant
les réseaux comme sous-groupe de (C, +). Le lecteur curieux pourra généraliser ces
notions a I'étude des sous-groupes discrets de (R™, +).

Ce sujet nécessite uniquement des connaissances élémentaires sur les groupes, ainsi
qu’en intégration. Seule la toute fin du probléme, la question 31, requiert du vocabu-
laire d’algébre linéaire.

Les parties de ce probléme sont largement indépendantes.

12.1 Irrationnalité de =

Le but de cette partie est d'établir la proposition suivante.
Proposition. 7 est un nombre irrationnel.

Pour & € R* et n € N, on pose

1
I () = f (1—2%)" cos (ax) dz.
=

1. En faisant deux intégrations par parties, montrer que : pour tout n € N, n > 2,
I () =2n(2n—=1)In_1 (@) —4n (n—1) L2 (a).
2. Montrer que
aly (o) =2sin(a) et o'l (a) = 4sin(a) —4acos(a).

3. Montrer qu'il existe deux familles de polynémes (Fy,), o et (Qn),,cn avee pour
tout n € N, P,.Q, € Z,, [X] telles que

Va e R*, a® I, (a) =n!(Pa(a)sin(a)+Qu(a)cos(a)).  (12.1)
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On suppose w € Q : il existe (p,q) € N x N* tel que 7 =

= e

4. Montrer que

Z.

i

VneN, 2q2"“.r>,(ﬁ)
(20" P (5

5. En déduire que

I

p2n+1 — T

= f(]—-mz} cos (E:r)da:ez.
-1

2+l 1

6. Soit J, = 2 — [{1- 22)" cos (g:r) dx. Montrer que
. =

2 n+1
YneN, 0<J, < pi! s

7. Soit (ap),cn une suite d’'entiers relatifs convergente. Montrer que (an),,.n est
stationnaire.
8. En déduire que 7 € Q.

12.2 Etude de sous-groupes

Le but de cette partie est de caractériser les sous-groupes de (R, +) . Plus précisé-
ment, nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition. Sous-groupe de (R, +).
Soit G un sous-groupe de R pour la loi 4. Alors, il y a trois possibilités, la réali-
sation de U'une excluant la réalisation de Uune des deur autres :

» G={0};
o il eviste « € R, tel que G = aZ = {no, ne Z} ;
o (7 est dense dans R : tout véel est limite d’une suite d’éléments de .

12.2.1 Preuve
Soit G' un sous-groupe de R pour la loi + que 'on suppose non nul.
9. Montrer que GNRY # @.
10. En déduire que inf (GNRY ) existe. On pose o = inf (GNRY ).
11. Dans cette question, on suppose a > (.
(a) On commence par montrer que « € &. Pour cela, on suppose a ¢ G.
i. Montrer que

dg; € G, n«::gl{E;.

ii. Montrer que
Jg € G, a<g:<yg.

iii. En déduire une contradiction.



12.2. ETUDE DE SOUS-GROUPES 163

(b) Soit g € G\ {0}. On suppose g > 0. En considérant ng le plus grand élément
de {n € Z, na < g} (dont on justifiera 'existence), montrer que g = noo.

(¢) Montrer que G = oZ.
12. Dans cette question, on suppose a = ().
(a) Soit x € R} . Justifier qu'il existe £ > 0 tel que
Jlr—e,a+e[ C RY.
On fixe un tel =.
(b) Montrer qu'il existe g € G tel que 0 < g < &

(¢) En considérant n; le plus grand élément de {n € Z, ng < x} (dont on jus-
tifiera 'existence), montrer qu'il existe

heGnlz—e,x+¢[.
(d) En déduire 'existence d’une suite d'éléments de G qui converge vers .

(e¢) Montrer que &' est dense dans R.

13. Terminer la preuve de la proposition.

12.2.2 Un exemple de sous-groupe
14. Soit @ € R. Montrer que 'ensemble
Z+aZ = {n+ma, (n,m) € 2%}

est un sous-groupe de R pour la loi +.
15. Dans ecette question, on suppose que « est irrationnel.
(a) Montrer que I'application f : n € N — na — |[na| est injective.
(b) En déduire que inf ((Z+aZ)nRY}) =0

16. Dans cette question, on suppose que oo € QQ : on écrit a = P avec (p,q) € ZxN*

et on suppose pA g = 1. Montrer qu'il existe 3 € R (que l'on exprimera en
fonction de p et/ou q) tel que

L+ ok = B2

17. Montrer que
Z+aZ est dense dans R = a ¢ Q.

18. Soient a et 3 deux réels non nuls. En déduire que
3
af + BZ est dense dans R <= — & Q.
o

19. En déduire que Z 4+ 2% est dense dans R.
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12.2.3 Applications

20. Montrer que Q est dense dans R.

21. Montrer que, pour tout réel y € [—1,1], il existe une suite d’éléments de
{eos (n), n € N} qui converge vers y.

22. Soit f: R — R une application continue, 1 et 7-périodique. Montrer que f
est constante.

12.3 Réseaux

12.3.1 Geénéralités sur les réseaux

Définition. Réseau de C.
Soit L un sous-groupe de C pour la loi +. On dit que L est un réseau s'il existe
e € C tel que
L=¢Z={ne, nel},

ou bien s'il existe une famille libre (e),e2) d'éléments de C, vu comme un R-espace
vectoriel de dimension 2, telle que

L=e1Z+ed = {m:; + meg, (n,m) € 22} .

23. Montrer que Z +iZ = {a +ib, (a,b) € Zz} est un réseau de C.

24. Soit L un réseau de base (e, e2) . En utilisant 'application

{ZE il
(a1,82) — aje) + azes ?

.

montrer que les groupes L et Z? sont isomorphes.
Définitions. Partie fermée et partic discréte.
Soit A C C une partic non vide de C.
e On dit que A est fermée si, et seulement si,

V(2n)nen € A% ((2n)pen converge vers z) =» (2 € A).
e On dit que A est diseréte si, et seulement si,
V(2n),en € AN ((2n)pen converge) = ((2n),en stationne) .
25. Soit A € C une partie non vide. Montrer que A est fermée et discréte si, et

seulement si, pour toute partie (2 C C bornée, A () est fini.

26. (a) Soit G un sous-groupe de C pour la loi +. Montrer que si & est discret,
alors il est fermé.

(b) La conclusion subsiste t-elle pour une partie quelconque ?

27. Soit G un sous-groupe de C pour la loi +. Montrer que G est discret si, et
seulement si, 'ensemble {|z|, 2 € G\ {0}} admet un minimum.
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12.3.2 Un résultat important sur les réseaux
Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant.

Proposition. Soit G est un sous-groupe de C pour la loi +. Alors G est un réseau
de C si, et seulement si, G est une partie discréte.
28. Montrer que si G est un réseau, alors GG est une partie discréte,

Les questions suivantes ont pour but de prouver la réciproque. Soit G un sous-groupe
discret de C pour la loi +. On suppose G # {0}.

29. (a) Justifier qu'il existe zg € G' non nul tel que
|20| = min {|2], 2z € G\ {0}}.

(b) Montrer que G N zR = 2z Z.
30. Dans cette question, on suppose G C zpR. Montrer que G = 2Z.

31. On ne suppose plus G C zpR. Soit z| € G\zR. Soit p le projecteur sur z{R
parallelement & zR.

(a) Montrer que ' = p(G) est un sous-groupe de 2{R pour la loi +.
(b) Dans cette question, on souhaite montrer que G est un sous-groupe discret
de 2 R.
i. Soit ¥ € &' non nul. Montrer qu'il existe € G avec z = Azp +y et
0<A <1 tel que p(x) = y.
ii. Soit A ¢ C une partie non vide et bornée. Montrer que G' 1 A est fini.
iii. Conclure.

(¢) En déduire qu'il existe z; € 2{R tel que p(G) = 2 Z.
(d) Montrer que la famille (zq, 2;) est libre, puis que

G=20Zd+ 22

32. Terminer la preuve de la proposition.
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Correction du Théeme 12 : Réseaux

; 1
1. On pose u: x> (1—2%)" et v : 2 — —sin (ax). Les fonctions u et v sont
[

de classe €' sur [—1,1], la formule d’intégration par parties donne

2 2 (1 - ;r?) sin (ar) 1 2n 1 ayn—1
o’hila) = a + - f’.', {l — ) sin (o) dx
iy

¥
-1

1
— Qﬂ,rt/:.': (1- ;1:2}"_' sin (o) dz.
-1
En posant les fonctions

_ 1
u :3:-—}::1(1—:;:2]“ ' ot vizr—s —— cos (ax) ;
¥

de classe €' sur [—1,1], une nouvelle intégration par parties donne :

o’ly (@) = 2na (l_ x (l = 2_.2}::—1 o [ml}] |
: —1

1
+é[{1 —-urz}"'_l cos (ax) dz
1
1
—2(n-1) f;vz (1 ---:;;2]"_2 oS {n:r}{la:)
=1

1
= 2nl,_(a)—4n(n—-1) ]:}:2 (1- .-trz]"_z cos (ax) de.
—1
En remarquant que pour tout x € [-1,1], 22 =2 =1+ 1,0n a:

1
oI, (@) = Enfﬂ_i[ﬁ}—-ilﬂ.(n—ljf{mz—1+1] {1-—-;1:2)"4(1;1.'
-1

= 2nlpq(a)+4n(n—=1)Li—1 (a)—4n(n—1) -2 («a)
= 2n(2n—-1)Ip—1(a)—4dn({n—-1)I,—z(a).

On a montré que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,

oI, (@) =2n(2n—1) 1,y (a)—4n(n—1)I,—2 ().

2. Soit o € R*.
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e Ona

= [ 2sin (a) .

o 5

1
aly (a) =a fcos[ctm) de = a [
=9

e Pour calculer oI, (a), on fait deux intégrations par parties. Soient les
fonctions u 1z — 1—a?etv:a— = sin (ax). Les fonctions u et v sont

de classe €1 sur [—1,1], ainsi

(1—2?)sin {{m:}] 1

£

L
o’li (o) = o |: +§f.-rsiu(ﬂ-u:]d:r
=1

1
= 202 [ xsin (ax) da.
=1

: : 1 :
Soient les fonctions u : # — x et v : £ — —— cos (ax). Les fonctions u
A

et v sont de classe €' sur [—-1,1] et

1
B W al a 1
ol (a) = 2a° [—M] +i[l50ﬁ(f-‘t.’£-‘}[lﬁ:
o 3. ol

= —dacos(a)+ 2a |:l sin {ﬂl'}:| |
o -1

= |4sin(a) — 4dacos(a).

3. On procéde par récurrence. Pour tout n € N, on introduit la proposition 22, :
« il existe (P, Qn) € Zn [X)? tel que pour tout a € R*,
"L, (@) = n! (P, (@) sin (a) + Qn (a) cos (a)) ».
La proposition &% est vraie : il suffit de poser Py = 2 et Oy = 0. 1l est clair que
Py et Qu appartiennent a Zg [X].
La proposition 2% est vraie : il suffit de poser P, = 4 et Q| = —4X avec P et
Q1 deux éléments de Z; [X].

On suppose les propositions 2%, | et 22, 5 vraies pour un entier naturel n > 2.
Montrons que 22, est vraie.

D’aprés le résultat de la question 1, pour tout réel non nul e, on a :
I, (@) =2 (2n=1)I,_, (&) —4n (n—1) L5 (a)

d’oll en multipliant par a®* ! :

"L (a)=2n(2n-1)a® 1 (a) —4n(n—-1)a® L, 2 (a).
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Les hypothéses de récurrence assurent que
@ (@) = 2UHL L (a)
= (n—1)!(Ph—; (@)sin(a) + Qn_) (a) cos (a))
et
o, 5(a) = a2a®™2H], ,(a)
a2 (n—2)! (Paz (a) sin (@) + Qn-2 (a) cos (a)) .
Il s’ensuit que
oL (a) = n!((2(2n=1) Poey (@) —40%P,_5 (a)) sin ()
+(2(2n —1) Qu-1 (@) — 40’Qn_2 (a)) cos (a)).
Soient
Po=22n—=1)P1 —4X?P, 5 et Q,=2(2n-1)Qn_1 —4X?Qy_a.

Comme deg (P,_;) <n—1et deg(F,—2) <n—2, on a bien deg (F,) < n. Il
en est de méme pour 7y,

On a montré l'existence de deux suites de polynémes vérifiant les conditions
demandées.

4. Comme P, € Z,[X], il existe (ao,...,an) € Z"*! tel que P, = ¥ g apX*.
Ainsi

e ke n
{2q}ﬂ+l P, (2£) = (Qq]n-t—l Z ax (éﬂ) e ZﬂkPk [Eq]n-i'l_k,
- k=0 . k=0

Comme (Z, +, %) est un anneau, il s'ensuit que | P, (%) e Z.

5. On évalue la relation établie 4 la question 3 en 5= 2£ pour obtenir
q

-

p 2n+1 1 5 = p

£ — P ans [ = il A

(E’q) f{l x°)" cos (2.’1‘) dz =nlP, (2:}’)
21

P:an-l-l

1
= _[{1 — x"")" cos (gx) dr = (2¢)*"*' P, (%) :

D’apreés la question 4, P, (%) € Z, ainsi

s0it

n+l 1
P [ (1- :::g)nifmi (gz) deeZ.

|
n!
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T w a ey
6. La fonction # — (1 —22)" cos (ET) est continue et positive sur [—1, 1].

Comme elle est non identiquement nulle sur [-1,1], on a

f(]—mz} —::m:.( )da, =0,

ainsi J, = 0.
T
Comme pour tout z € [~1, 1], cos (E:L) <1let (1-2%)" <1, on obtient :

1
2n+ 2 n+1
Jn < f pz

-1

On a montré que

9 2+ 1
YreN, 0<J, < £

2!

7. On note £ la limite de la snite (an ), - Par définition, il existe N € N tel que
1
pour tout n > N, |a, —£] < i Ainsi, pour tout n,p = N, on a

1
|an — ap| < |an — €] +|ap — €] < 5.

Comme a;, et a, sont des entiers, ils sont égaux. La suite [an}uEN est constante

i partir du rang N, donc |la suite (@), e Stationne.

2n+1

2n
5. Comme ]lm t

— = 0 (eroissance comparée), par encadrement, on a
n—+too TL:

lim J, =0.
n—-+too
D’aprés la question 7, la suite (Jn),,cn stationne. Comme elle converge vers 0,
elle stationne & 0.
Cette derniére assertion est une contradiction avec le fait que pour tout n € N,
J, = 0 (question 6). L'hypothése « 7 € Q » n'est done pas possible, ainsi

|Ti‘ est un nombre irmtimmel.l
9. Comme G # {0}, il existe z € G non nul.
SizeRY,alorsz e GNRY etsiz e R, alors —r e GNRY.

On a montré que G R’ # .

10. L'ensemble GNRY. est non vide, minoré par 0 :| il admet une borne inférieure. |

11. (a) i D'apres la propriété de la borne inférieure, pour tout = > 0, il existe
geGtelquea<g<a+e.

1 3
En posant £ = —211, il existe g e Gtel que e < g < 5

Comme a ¢ &, on ne peut pas avoir o = g, ainsi
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12.

(b)

o < {3(15
qi 5%

ii. On utilise de nouvean la propriété fondamentale de la borne inférieure

avece =a—g; > 0. llexiste o e Gtelque a < g2 < a+4+¢ = g;.
Comme o € G, Dua

iii. Déja g1 — gz € G, car g1 et g2 appartiennent a G.

3
Ensuite g — go > 0 car go < gy. de plus, les inégalités g, < 3% et

1
a < go donnent g, — g2 < 5% <a.

Or a est le borne inférieure de G N R, done I'encadrement

0 < g1 — g2 < o est impossible. L’hypothese est fausse, ainsi
L'ensemble {n € Z, ng < x} est non vide (car 0 vérifie 0 x g < z) et majoré
car la condition ng < x est équivalente 4 n < -;— Ainsi {n ed,ng < :c}
admet un plus grand élément ng.
Par définition, on a npax < g et (np + 1) a > g.

Si noa < g, alors g — na € G car g et a appartiennent & G et 0 < g — na.
De plus, comme (ng + 1) o > g, on en déduit que 0 < g — na < a.

Ce dernier encadrement n'est pas possible par définition de &. On a donc
montré que | npa = g.

On prouve les deux inclusions.
L'inclusion G € aZ vient d’étre effectuce.
Liinclusion G 2 aZ est claire car & € G et G est un groupe.

11 suffit de prendre | = 3

On utilise la caractérisation de la borne inférieure : il existe g € GNRY
telquea<g<e. Or,a=0etg>0carge GNRY, done |0 < g <c.

L'ensemble {n € Z, ng < x} est non vide car il contient 0 et il est ma-
joré car la condition ng < x est équivalente & la condition n < —. Ainsi
g

In € Z, ng < x} admet un plus grand élément n;.

Soit h = (ny+ 1) g. On remarque que h € G car c’est un multiple d'un
élément de G.

Par définition de ny, on a (n; +1)g > z. De plus, comme n;g < x et
g < e, onendéduit que h < x +=.

Ainsi|he Gnlx —s,2 + <.

On procidde par récurrence.
Soit = > 0 et soit € > 0 tel que |z —£,z +¢[ C RY.

£ £
Soit g € ].'r ~ 307 T+ 5 [¢ I'existence est assurée par la question 12 (e).
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Soit n € N. On suppose xq,. .., x, construits tels que pour tout i € [0, n],

I"E}J:—%,I'!'%l:.

£ £ S

Comme ]1.’: — garis % + on+ [, la question 12 (c) assure qu'il existe
‘ f £ £
.E;;+|E].E—2u+l,m+2n+l[.

La suite (&), cn est construite par récurrence et pour tout n € N,

£ E
T—— Py << T+ —.

ETI 2?{
C lim_(2-53) = lim_(v+5;) lrement
omime 1umn T — = 1m r — | = I, par encadrement, on en
F—t 00 an Ti— 00 on R !

déduit que| lim =z, = z.
n—+400

(e) Soit z € R. Montrons qu'il existe une suite d’éléments de G qui converge
vers x. Plusieurs cas se présentent :
e sia >0, c'est la question 12 (d) assure 'existence d’une telle suite ;
e si = 0, il suffit de prendre la snite constante égale & 0;
esiz <0, il suffit de prendre (—ap),cy O (25),cn st une suite
d’éléments de G qui converge vers —a > 0.

On a montré que tout réel est limite d’une suite d’éléments de G : & est
dense dans R.

13. Trois cas se présentent :
e G ={0};
e G # {0} et @ = inf (GNRYL) > 0, alors on a montré i la question 11 (c)
que G = aZ:
o G # {0} et a =inf (GNRY) = 0, alors on a montré & la question 12 (e)
que G est dense dans R.
Il est clair gue la réalisation de I'un des cas précédents exclut la réalisation de
I'un des deux autres.
La proposition est prouvée.
14. Sin=m=0,n+ma =0, donec G # @.
Soient gy et gz deux éléments de Z + aZ : il existe deux couples (ny,m;) € Z*
et (nz,mz) € Z? tels que g1 = ny +amy et g2 = n2 + ama.
Onag—go=(n —ng) +a(my —mg) avec ng —ng € Z et my —my € Z.

On a montré que Z + aZ est un sous-groupe de R pour la loi +-.
15. (a) Soit (n,m) € N? tel que f (n) = f(m).
On commence par remarquer gue

f(n)=f(m) < (n-m)a=|nal - |mal.

|na| — |ma|

n—m

Si n #% m, on aurait a = € Q, ce qui est exclu car o € Q.

Ainsi n = m.
On a montré que [ est injective.
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16.

17.

(b) Soit £ > 0 et N € N* telqun%{a‘.

On commence par remarqguer que par injectivité f s’annule unigquement
pour n = 0 et on voit facilement que

N-1y ;. ..
-l

Comme f(1),....f (N +1) € ]0,1], par le principe des tiroirs de Dirichlet,
il existe k € [0, N — 1] et deux éléments différents de [0, N — 1], i et j tels

que f (i) et f (j) appartiennent & ] o l] |

On peut supposer f (i) < f(j) et soit g = f(j) = f(i) € G car f(i) et
f () sont deux éléments de Z + oZ.

N N

Ainsi, pour tout € > 0, il existe g € GNRY tel que 0 < g < e. D’aprés la
propriété de la borne inférieure, on a :

k k+1 1
Onag > 0. Deplus, f (i) et f(j) appartienlmnt.&]ﬁ, L],_{,‘; < = <E.

inf ((Z+aZ)NRY)=0.

1
Nous allons montrer que Z + it S 3
q q

1
L'inelusion Z + Py C =7 est claire.
i q

1
Soit = € &Z : il existe a € Z tel que z = =
q

Comme p A g = 1, par le théoréme de Bezout, il existe deux entiers relatifs
u et v tels que up + vg = 1, puis aup + avg = a.

Ainsi 9 = M =wu+EauE Z+EZ.
q iq q q

1
On a montré que Z + 'y A
q q

On prouve les deux implications.

Si v & Q, alors d’apres la question 15 (b), on a

inf((Z+aZ)NRY) =0,
done d’aprés la question 13, Z + oZ dense dans R.

Nous allons montrer la contraposée de cette implication. Si o € Q, on écrit

1
a =L avec pAg = 1. Par la question 16, Z + oZ = =7 et donc Z + aZ
q q

n'est pas dense dans R.

On a montré que Z + aZ est dense dans R si, et seulement si, a ¢ Q).
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18.

20.

21.

22,

Comme a # 0, on a aZ + 8Z = a (Z + gZ)
Il est clair que inf ((oZ + SZ) NRY ) = ainf ((Z 4 22) N Z) de sorte que

inf ((0Z + BZ)NRYL) =0 inf((z+ gz) nz) =1,

B

Ainsi oZ + 3Z est dense dans R si, et seulement si, Z + EZ 'est, si et seulement

A
si H ¢ Q par la question 17.

3
On a montré que aZ + 3Z est dense dans R si, et seulement si, {; Z Q.

. D’aprés la question 8, 7 € Q, done 27 & Q.

Par la question 17, Z + 27Z est dense dans R.

1
Q est un sous-groupe de R pour la loi + et inf (QNRY) = 0 car = €QnRY

1
pour tout entier n > 1l et lim — =0.
=400 N

D'apres la question 13, Q est dense dans R.

Soit y € [—1,1] et soit @ € [0,7] tel que cos(z) = y (autrement dit, on a
x = arccos (y)).
Comme 7 ¢ Q (question 8), 27 est irrationnel, ainsi Z + 27Z est dense dans R
(question 19), il existe deux suites d’entiers relatifs (a,), . et (by), o telles
que
. e
nlﬂ:m (ap +2b,m) ==x

Par continuité de la fonetion cos en ., on récupére

ﬂ_]y}rlm{'.ms (an + 2b,m) = cos(x) = y.

La fonction cos est 2mx-périodique, donc on a

nﬂt_ilm cos (an) = y.

Notons que pour tout n € N, cos (a,) € {cos(n), n € N} car la fonction cos
est paire.

On a montré que tout élément de [—1, 1] est limite d'une suite d'éléments de

{cos(n), n e N}.

Comme f admet 1 et 7 pour périodes, on a

Y(n,m) e Z?, f(nxl+mxn)=f(0),

VeeZ+7Z, f(x)=[f(0).



174 THEME 12. RESEAUX
Soit ¥ € R. Comme 7 & Q (question 8), Z + 7Z est dense dans R (question 17),
done il existe une suite (z, ]ﬂEN d'éléments de Z + wZ telle que lim =z, = =.
n—+4o0o
Par continuité de f en x, on a ]illl f(z,) = f(z). Or, pour tout n € N,
Ti=d =00
f(an) = f(0),done lim f(xn)= f(0).
n—++oo

Par unicité de la limite, on a f (z) = f(0).
On a montré que [ est constante.

23. La famille (1,i) est une famille libre du R-espace vectoriel C et par définition,

onaZ+iZ={a+ib, (a b) € Z%}.

On a montré que Z +iZ est un réseau de C.

24. On va montrer que ¢ est un morphisme de groupes bijectif.

e Soient ((a1,b1),(a2,b2)) € Z2 xZ%. Ona:

¢ ((a,b1) + (az,b2)) = @l(ay +az,b; +bo)
(a1 +az) e + (by + ba) ez
= pl(ar,a2) + (b1, bs).

On a montré que y est un morphisme de groupes.

e ¢ est clairement surjectif.
e Pour montrer que ¢ est injectif, on va montrer que

ker (@) = {(a,b) € Z%, ¢(a,b) =0} = {(0,0)}.

Soit (a,b) € ker (¢). On a ¢ (a,b) = aey + bea = 0.

Comme (e, ez) est une famille libre du R-espace vectoriel C. on en déduit
a = b= 0, puis ker () C {(0,0)}.

L'inelusion réciproque étant elaire, on a montré que : ¢ est injectif.

On a montré que ¢ est un isomorphisme de groupes, done

les groupes L et Z? sont isomorphes.

25. On prouve les deux implications.

Soit (zn),,cp une suite d’éléments de A qui converge vers z. Montrons que

z € A et que (zn),,cn est stationnaire.

Comme (zy,), .n converge, elle est bornée : il existe () C C borné tel que
pour tout n € N, z,, € AN

Comme A M) est fini, on éerit ANQ = {ay,...,a,} avec les a; sont deux
A deux distinets. Soit

E= inf a; —aql .
(i.4)E[1r]? [0 -4yl
i3
On a £ > 0 car 'infimum est pris sur un ensemble fini et tous les éléments
qui constituent 'ensemble {|a; — a;|. (i.7) € [1,7]? avec i # j} sont stric-
tement positifs.
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26.

Comme (2,),.n converge, il existe N € N tel que pour tout n = N,

ne
I-zn = 2!| <

3l m

Ainsi, pour tout n,p > N,ona
2
|2n — 2p| € |20 — 2]+ |2p— 2| < 3 <&
Ainsi, par définition de =, la suite (zn}nEN est stationnaire sur un certain

ap. € AN a partir du rang N. Done A est une partie discréte.
En particulier, (z,),n converge vers a; € A, donc A est fermée.

Soit ) un ensemble borné de C.

Si AN Q) est vide, le résultat est clair.

On suppose maintenant que AN Q) = &,

On suppose AN ) infini : il existe une suite (2,),,.n d'éléments de AN Q)
deux & deux distincts de AN Q. Comme (z,), . est bornée (car () est

borné), on peut en extraire une sous-suite (z#,{n})thN qui converge vers
Z.
Comme A est fermée, 2 € A.

Puis, comme A est une partie discréte, la suite (zﬂn}) - est stationnaire,

ce qui contredit la définition de la suite (2,),.n-
Ainsi, pour tout ensemble Q) C C borné, AN} est fini.

On a montré que A est fermée et discréte si, et seulement si, pour toute partie
(1 C C bornée, ANQ) est fini.

(a)

(b)

Soit (2),cn Une suite d’éléments de G qui converge vers z € C. Montrons
que z €

La suite (zp41 — zﬂ}neN converge vers 0. Comme pour tout n € N,

Zn+1 — Zn € G, on en déduit que la suite (2,41 — 2 N Stationne. Cmmlm

J'I
elle converge vers 0, elle ne peut stationner que sur 0. ilnm il existe N e N
tel que pour tout n > N,
il — 2 =0 = 2341 = zn.

En particulier, la suite (z,), N converge vers un élément de G

On a montré que & est fermé.

Soit A = {i, ?LEN*}.

; g : : 1
A est diseret et pourtant A n'est pas fermé car la suite | — converge

nelN*
vers 0 & A.

La conclusion ne reste pas valable lorsque & n’est pas un groupe.

27. On prouve les deux implications.
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Comme G est discret, d’aprés la question 26 (a), G est fermé.

Soit zp € GG, zp # 0. Comme & est discret et fermé, I'ensemble

|z € G, |z| < |20|} n'est pas vide (car il contient zp) et est borné.
D’aprés la question 25, il contient un nombre fini d'éléments. En parti-
culier, il admet un élément non nul dont le module est minimal. Ainsi
{lz], z € G\ {0}} admet un minimum.

Soit 29 un élément de G\ {0} dont le module est minimal. Soit (@),

une suite qui converge vers un élément z de .
La suite (any1 — n ), en €St une suite d’éléments de G (car (G,+) est un
groupe) qui converge vers 0, done il existe N € N tel que pour tout n > N,

1ol |20

lan+1 — an| < 3 - Comme G N {z eC, |z| < T} = {0} par définition

de zp, la suite (ap1 — aﬂ}nEN stationne sur 0 et done la suite (ay)
stationne.

nelN

On a montré que G est discret si, et seulement si, lensemble {|2], z € G\ {0}}
admet un minimum.

28. Il y a deux cas a traiter :
e Si G = eZ avec ¢ € C*. Soit (2,),.n une snite d’éléments de G qui

29.

converge dans G. Comme e # 0, la suite 2) est une suite convergente
¢ /neN
d’entiers relatifs.

A
Daprés la question 7, la suite (f) " est stationnaire, done la suite
ne

(2n),en €St stationnaire.

e Si (7 =e1 &+ eaZ avec (e, e2) une famille libre du R-espace vectoriel C.

Soit (2n),cn une suite d'éléments de G qui converge vers un élément

xey + yez € G avee (z,y) € Z2,

Il existe deux suites d’entiers relatifs (2,,),,.n €t (¥2),,on telles que pour
tout n € N, z, = z,e; + yneo.

Comime la famille (e, e2) est une famille du R-espace vectoriel C, les suites
(Tn)en ot (Yn),eny cOnvergent respectivement vers x et y.

Toujours d’apreés la question 7, les suites (25 ), on €t (Un),en Stationnent,
done [zﬂjnem est stationnaire.

On a montré que si ¢ est un réseau, alors (7 est une partie discréte.

(a)
(b)

(est une application immédiate de la question 27.

Soit G' = G' N zpR. On prouve les deux inclusions.

Comme (G',+) est un groupe et z5 € G', l'inclusion 20Z C G’ est
claire.

Soit z € G’ : il existe a € R tel que 2 = azy. De toute évidence,
z—|a)z = (a-|a]) 2 € G
Sia—|a] #0,alors 2 — |a)zp € G\ {0} et

|z = La]zol = |(a = |@]) 20| < |20],
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ce qui contredit la définition de z;.
On en déduit que a = |a|, donc a € Z et G' C %Z.

On a montré que G N zpR = zZ.

30. Si G C xR, alors G = G N zR. Or, d'aprés la question 29 (b), G zR = zpZ.

31.

On a montré que G = 2Z.

(a) Déja 0 € G', done G’ # @.
Soit (y1,y2) € G". 1l existe (x1,22) € G? tel que

(b)

n=p(x) et gy =plz).

Par linéarité de p,ona yy —yo = p(xy) —p(22) = p (x| — 22).
Comme (G, +) est un groupe, vy —x2 € Get y —y2 € G'.

On a montré que (G',+) est un sous-groupe de (2R, +).

ii.

Déji y € G' = p(G), done il existe 2’ € G tel que y = p (a').
Comme y n'est pas colinéaire & zg, la famille (z0,y) est une famille
libre du R-espace vectoriel C.

De plus, dimg (C) = 2, on en déduit que la famille (2, y) est une base
de C.

Ainsi, il existe (X, i) € R? tel que 2’ = Nz + py.
Par définition de p, p (2') = y et par linéarité de p,
p(2') = Np(20) + pp (¥) = 1y-

Comme y 3 0, on récupére p = 1.
Enfin, [\ |z € G car 2y € G et (G, +) est un groupe. Toujours pour
la méme raison,

a' — | N|zo=(N=|N])2+yed.

On pose A = X' — | X] € [0, 1] par définition de la partie entiére et soit

z=Ao+y=(N-|N])20+y.

Par linéarité de p, on a

p(a) =N —=[XN])p(20)+py) =y
Comme A est bornée, il existe r > 0 tel que

Ac{zeC, |z|<r}.

Soit ¥ € G"'N A. D’apres la question 31 (b) i, il existe x = Azp+y € G
avec A € [0, 1] tel que y = p(x).
En utilisant I'inégalité triangulaire, on a

|| < Alzol + |yl < |20] + 7.
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Or, GG est discret, done d’apres la question 26 (a), G est une partie
fermée. Et, d’aprés la question 25, pour toute partie bornée B < C,
G N B est fini.

En particulier, GN {z € C, |z| < |20| + r} est fini.
On a montré que

GNAcCp(Gn{zeC, |z]| < |wl+71}),

en particulier, | G' N A est ﬁni.l

iii. [En utilisant & nouvean la question 25, on en déduit que G’ est
discret.

(e) (G', +) est un sous-groupe discret non nul inclus dans 2| R.. Si l'on introduit
z1 € G' tel que |z;| = min{|z], 2z € G"\ {0}}, la question 30 assure que

G'=z ]Z,
(d) Comme 2; n'est pas colinéaire & zg, la famille (zg, 2;) est une famille libre
du R-espace vectoriel C.
De plus, dimg (C) = 2, on en déduit que

la famille (2o, 21) est une base.

L'inclusion 20Z 4+ z;Z C G est claire car zp et z; appartiennent i G et
(G, +) est un groupe.

Soit z € G. p(2) € G' = 21 Z, done il existe n € Z tel que p(2) = n2y.
Comme p(z —nz) = 0, d’aprés la question 29 (b), on en déduit que

z—nzy €ker(p)NG = xyRNG = 2 Z.
Ainsi, il existe m € Z tel que
zZ =Nz =Mz = z=nz+mz=a.

On a montré que z € zpZ + 21 2.

On a montré que G = 202 + 21 Z.

32. On prouve les deux implications.

Ce sens est traité dans la question 28.
[ &= Soit G est un sous-groupe discret de C pour la loi +.
e Si G = {0}, alors G = 0Z et G est un réseau.

e Si G # {0}, les questions 30 et 31 montrent que G est soit de la forme
G = 2Z avec zp € C*, soit de la forme G = 20Z + 2,Z avec (z0,21)
une famille libre du R-espace vectoriel C. Dans les deux cas, G est un
résean.

La proposition est prouvée.




Theéeme 13

Formule du crible, applications

Thémes abordés : Dénombrement.
Difficulté : HRECIC

Ce sujet permet de répondre au probléme posé par Edouard Lucas en 1891 : de
combien de fagons peut-on placer n couples maris/femmes autour d'une table, en
alternant hommes et femmes et sans qu’aucune femme ne soit assise 4 coté de son
mari.

Ce sujet nécessite les connaissances élémentaires en dénombrement.
La formule du crible établie & la partie 1 sert dans la partie 2.

13.1 Formule du crible

Proposition. Formule du erible.
Soit n € N*. Soient Ay..... A, des ensembles finis. Alors,

n n k
card (U ..-1.,-) = Z [—l]ﬁ"ur1 z card ﬂ Ai;
k=1

i=] 1<i) <ia<-<ip<n F=1

Les notations dans la suite sont les mémes que celles de la proposition. Soit

E:Om.

i=1

Nous prouvons la formule du erible. Pour A C FE, on introduit la fonction caractéris-
1 sire A

tique x 4 de A définie sur R par x 4 (z) = { 0 siedaA
sixr

1. Montrer que pour toute partie A de E, on a

card (4) = Y xa(x).

rel
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2. Montrer que
L

l—.‘clr_-“i =] (1-xa,).

=1

i=]
3. Montrer que

e

H(l"kﬂ.—J=1+Z [‘1)‘: H XA -+ XAy,
k=1

i=1 1<ij<is<-<ip<n

4. En évaluant 'égalité établie 4 la question 3 en tout r € F et en sommant,
terminer la preuve de la formule du crible.

13.2 Applications

13.2.1 Dénombrement des surjections
Nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition. Nombre de surjections.
Soit (p,q) € N2, Soit E un ensemble fini de cardinal p et F un ensemble de cardinal
q. Alors le nombre de surjections S, de E sur F est de :

q
. —k (@ p
Spg = Z (-1} (L_)H-
k=0
Nous prouvons la proposition. Pour Z © F, on pose
oy ={f e FE, f(E)c F\z}.

5. Montrer que

Spq = q° — card U Ay | -

yelF

6. Montrer que

q
card U.esﬁ'ry} :Z{—l}k_' Z card (s ) .

yE F k=1 ZCF
card{ ) -k

=1

. En déduire que

4
card [ | J oy | = ;.Z (~1)*! (g) (g—k)P.
f=1

yel

8. Terminer la preuve de la proposition.
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13.2.2 Un vieux probléme de dénombrement

Proposition. Probléme des ménages.

Soit n (n > 3) couples (épouse et mari). On souhaite les disposer autour d'une
table ronde de 2n places en alternant épouse et mari de telle sorte qu’aucune épouse
ne soit assise d coté de son mari.

Le nombre de placements possibles est de

n

2(m)! S (—1)F 213? . (2“&_‘ k) (n— k)L,

fe=0)

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme. Premier lemme de Kaplansky.
Soit n € N* et soit k € [1,n]. Le nombre de sous-ensembles de [1,n] ne contenant

pas d’entiers consécutifs est de (n * : B k) .

Nous prouvons le lemme. Nous notons e (n, k) le nombre de sous-ensemble de [1, n]
a k éléments ne contenant pas d’entiers consécutifs.
9. Montrer que

Wm=>2 Vke[2,n], ank)=ar-1Lk+a(n-2,k-1).

10. En déduire que

ol Ky = (’”"'L*k),

Lemme. Second lemme de Kaplansky.
Soit n € N* et soit les entiers 1,...,n placés en « cercle » (ainsi, 1 et n sont
consécutifs). Soit k € [1,n—1]. Le nombre de sous-ensembles de [1,n] @ k éléments

-k
ne contenant pas d’entiers consécutifs est de = " T (H k )

Nous prouvons le lemme. Nous notons 3 (n, k) le nombre de sous-ensemble de I1,n]
en cercle & k éléments ne contenant pas d’entiers consécutifs.

11. Montrer que
Vn>=3, Vke[2,n-1], B(nk)=a(n-1k)+a(n-3,k-1).

12. Terminer la preuve du second lemme de Kaplansky.

Nous reprenons la preuve du probléme des ménages.
On note (Ey, My),...,(E,, M,) les n couples épouse-mari.

13, Justifier qu'il y a 2 (n!) fagons de placer les épouses.

On suppose que les épouses sont placées. On les mumérote, par exemple dans le sens
trigonométrigque, a partir de 'une d’elle. On note Py, ..., Py les n places libres a la
droite de chaque épouse. Ainsi, il suffit de dénombrer le nombre de facons de placer
les maris : on le note v (n).
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14. En déduire que le nombre de placement du probléme des ménages est de
2(n!)y(n).
15. Montrer que +(n) est le nombre de permutations de ., qui ne satisfont i
auncune des 2n conditions suivantes :
1. My est assis en P,
2. M) est assis en Py,
3. Mo> est assis en Py,
4. M5 est assis en %,

2n — 3. M,— est assis en B_s,
2n—2. M,,_ est assis en P,_1,
2n—1. M, est assis en P,_1,
. M, est assis en P,.
Soit A; 'ensemble des permutations qui satisfont la condition numéro ¢ [[1, 211]],

16. Montrer que

2n k:
s Fet 1 :
¥(n) =n!-— E (=1) E card n Aij
k=1 1<y =-<ip<2n j=l1

17. En déduire que

v (n) =n! + g ({_”k zfik (gﬂﬁ: k) (n _k}!) '

18. Terminer la résolution du probléme des ménages.

19. Eecrire un programme Python qui permet de calculer le nombre de placements
possibles pour n couples, n étant rentré par I'utilisateur.
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Correction du Theme 13

1. Ona

doxa@ = Y xa@+Y xal@

rek reA A
- TS0
reA r¢A
= card(A4).

On a montré que

Z xA(x) = card (A).

e R
2. Pour tout z € F, on a
l-xn (x) = x5—(2)
U Aj U Aj
i=1 i1
= xn__(z)
A7
=1
n
=[xz
i=1
n
= JT(-xa @)
i=1
T
Onamontré que 1 —x » = [] (1—-xa4,).
Aj i=1
i=1

3. On procéde par récurrence et pour tout n € N*, on introduit
la proposition 22, : « pour tout (A;,...,4,) € 2 (F),

T

[Ma-xa)=1+3 (0TI xay-xa |

i=1 k=1 1=ijSip=--=ip=n

2 est clairement vraie.
On suppose #2, vraie pour un certain entier naturel non nul n, montrons que
P est vraie,

Soit (Ay,...,An, Ans1) € 2 (E)""!. En utilisant 'hypothése de récurrence,
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on a

n+1

H (1—xa;)

i=l

(j'_xf’-mI)I—_[(l_X.-"li}
i=1

T
= (A=xap)*x 1+ T  xay---xa
k=1

1<ij < <ip<n

n+l

I
= 1+ ()" ]I XAs -+ XAy,
k=1

I<iy <-—<ip=ntl

On a montré que 2%, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 2%, est vraie
pour tout entier naturel non nul n : pour tout (Ay,..., Ay) € P (EV

[Ta-xa)=1+> (-n* I1 XAy -+ XA,
i=] k=1

1<) <ip<--<ig<n

. Les égalités établies aux questions 2 et 3 montrent que

i3
- LZ_% (-1)**! 11 , ¢ TS,

1<iy<ia< i <n

Xn
L A
On en déduit : pour tout = € F,

Yoxu @ = YT [ xa @)y (0)
) k=1

el 1<i) <-<ip<n

n

Z (ml}kﬂ Z z XAy n..NAg, (z).

k=1 1<) <ig<--<ip=nzcl

I

En utilisant le résultat de la question 1, on obtient finalement

n n k
card (U .f-l,-) = Z O pa Z card ﬂ Ay
j=1

i=1 k=1 l<ij<ig<--<ip<n

. Soit ¥ p Uensemble des surjections de E vers F. Montrons que

F,r=F"\ U Ay}
yeF

On prouve les deux inclusions.
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Soit f € S p. Comme f(E) = F, pour tout y € F, f & o, ainsi
fePE | gy
yel’

Soit f € F "':\ U @,y Si f nest pas surjective, alors il existe yp € F' tel
yel

que y & f(E), puis f € o).
On a montré que %y p = F BY E) Ay,y- Comme |J oy CF E et
ye ks yekl

Spq = card (#g ), on a

Spq = card (F‘P) — card (U ﬁf[y}) = q” — card (U .;ai?'{y:.) .

el yel

). Remarguons que la formule du erible s'énonce aussi de la facon suivante :

n n
card (U A,-) = Z {--'l}k_H Z card ﬂdj
i=1 k=1 :-.:!ll.'_.n|’¢ Jel
card([)

Comme card (F) = g, on en déduit que

= F sLCF
card{ X))k

b
card (U '@’;{y}) =§:{—1}k_1 Z card (&%) .
=1

. Il suffit de calculer la somme % card (@/%).
ZECF
card{Z)—k

Soit k € [[1,q] et soit Z C F de cardinal k. Par définition
fedy < f(E)c F\Z < fe(F\2)*.
Or, card ((F \Z )H) = (q— k)”. De plus, en remarquant que la somme compte
(g) termes, on en déduit que
Z card (@) = (z) (g— k)P

ZCF
card{ £}k

puis en utilisant 1'égalité établie & la question 6

q
card (U ﬁf{y}) =3 (0¥ (D (g - k)P

yeF k=1
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3.

10.

D’aprés les questions 5 et 7, on a

Spa == 3 (0 (1) @7 = > 0 () (-

k=1

Le changement d’indice j = ¢ — & donne finalement

Soa =3 (-0 (D).

k=0

Pour n = 2 et k € [[1,n]. On introduit 'ensemble &, ;. des sous-ensembles de
[1,n] contenant & éléments non consécutifs.

2 I 5 r1e
Soient .m?;f AJ le sous-ensemble de o, . dont les sous-ensembles & & éléments

contiennent n et *“ﬁf? le sous-ensemble de 7, ;. dont les sous-ensembles i k

Ll

éléments ne contiennent pas n.
De toute évidence, (w’rfij.ﬁ"ﬁ]) forme une partition de &, ;. de sorte que

card (&, 1) = card (Wﬂff ) + card (_ﬁfﬂ]‘) !

¥

i T 1 ’ i i o
Choisir un élément de .W;E ,—3 revient a choisir un ensemble contenant & — 1 élé-

ments non conséentifs de Pensemble [1,n — 2] (on ne peut pas choisir n — 1 car
n — 1 et n sont consécutifs). Par définition, on a

card (.&i’“ﬁ) =a(n-2,k-1).

n,

Choisir un élément de ﬂ’;ﬂ] revient i choisir un ensemble contenant &k — 1 élé-

ments non conséeutifs de I'ensemble [1,n — 1]. Par définition, on a

card (M'[Z}) =a(n-1kFk).

nk

On a montré que a(n, k) =a(n—1,k)+a(n-2k—-1).

On commence par remarquer que pour tout n € N*,

ainl)=n= (n—i+1).

Pour prouver la formule générale, on procéde par récurrence et pour tout
n € N*, on introduit la proposition .22, :

«¥Yke1,n], a(nk)= (n—;':+1) »

1—=1+41

Pourn=1,onaa«a(l,1)=1et ( {

) = 1, ainsi 92 est vraie.
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11.

2-1+1
Pourn =2, ona a(2,1) = 2 (deux placements possibles) et i =2

2-2+1) = 0. & est

De plus, @ (2,2) = 0 (car 1 et 2 sont conséeutifs) et (

vraie.

On suppose 2, et 92, _5 vraie pour un entier naturel n supérieur ou égal i
3.

Pour tout k € [[1,n], en utilisant 'égalité établie i la question 9 et les hypothéses
de récurrence, on a

ﬂ{“"-k)za(ﬂ_lqk}‘i‘ﬂ'(ﬂ—g,k—l]z n—k 4+ n—k ]
k f—1
La formule du triangle de Pascal permet de conclure que
a(n k)= (?H_; - ‘I")_

La proposition 2,4 est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 2, est vraie
pour tout entier naturel n non nul, soit

Yne N*, Vke [1,n], a(nk)= (n+1_k).

ke

Pour n > 2 et k € [[1,n]. On introduit I'ensemble B, 1. des sous-ensembles de
[1,n] en cercle contenant k éléments non consécutifs.

Solent .Cﬁ:lli_ le sous-ensemble de 44, ;. dont les sous-ensembles 4 k éléments
contiennent n et Qfﬂ le sous-ensemble de %, ;. dont les sous-ensembles a k
éléments de contiennent pas n.

De toute évidence, (E{FLIE,, {ﬁf}i) forme une partition de 4, ;. de sorte que

card (4, ;.) = card (l@ili) + card (Eﬁﬂ) :
Choisir un élément de ‘@Si revient & choisir un ensemble contenant ki — 1 élé-

ments non conséeutifs de 'ensemble [2,n — 2] en cercle (on ne peut pas choisir
1 et n —1). Par définition, on a

card (@Lli) =a(n-3,k-1).

. . o . " airia -
Choisir un élément de ,*iﬁ'[ ), revient 4 choisir un ensemble contenant £ — 1 élé-
1,k

ments non consécutifs de I'ensemble [1,n — 1] en cercle. Par définition, on a

card (.@"(i}) =a(n-1,k).

T

On a montré que B (n.k)=a(n—-1,k)+a(n—-3,k—1).
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12. 1l est facile de voir que pour tout n € N*,
B(n,1)=n e B(2,2)=0.
Par les questions 10 et 11, on a pour tout n = 3 et pour tout k € [2,n— 1],
B(nk) = an-1k+a(n-3,k-1)

e n—~k + n—-k-1
- ke k-1
_ n n-k
 lm=k\ & )

13. On remarque que si la premiere épouse est placée sur un numéro pair (respec-
tivement impair), alors comme les épouses et les maris se succédent, toutes les
épouses sont placées sur un numéro pair (respectivement impair).

Il y a n! fagons de placer les n épouses sur les n numéros paris (respectivement
impairs).
Il s’ensuit que le nombre de fagons de placer les n épouses est n!l +n! = 2 (n!).

14. Il y a 2 (n!) facons de placer les épouses.

Ceci étant fait, il y a v (n) fagons de placer les maris.
Il y a done 27 (n) n! fagons de placer les n couples.

15. On doit placer les maris de sorte qu'ils soient pas i c6té de leurs épouses.
Cette condition est équivalente & : pour tout i € [1,n]l, M; ne peut étre assis en
place F;_j ou en place Piy (i — 1 et i 4 1 sont comptés modulo n). Autrement
dit, les conditions 2¢ — 1 et 2i ne sont pas satisfaites.

Il s’ensuit que v (n) est le nombre de permutations de %, qui ne satisfont i
auncune des 2n conditions.

16. On a

v(n) = card (A; N A3 N---NAg,) = card (A U Az U---U Ay,).
Or, card (.#},) = n! et en utilisant la formule du erible, on en déduit que
v(n) = nl—card(AjUA3U---U Aap)
2n I
= |n=-%" | (-1)*" 3 card | () 4;,
k=1 l<iy<io<--<lip=2n i=l
17. On commence par remarquer gue

k
Yk € [n+1,2n], Z card Ay | =0.
=1

1<) <ig<-<ip<2n j

En effet, soit k € [n+1,2n] et 1 < iy < iz < -+ < ig < 2n. D’aprés le principe
des tiroirs de Dirichlet, il existe j € [1,n] tel que lasuite 1 < i) < .-+ < i < 2n
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18.

k
contienne 2j et 2j — 1. Mais alors, 'intersection (] A;; contient Ay;_; et Ay;.

=1
cela signifie que le mari numéro j est assis en Pj_; et P; (j — 1 est compté
f:
modulo n), ee qui est impossible, done eard | [ A;; | = 0.
j=1

Ensuite, si (i}.....ig) (k € [1,n]) sont des indices non consécutifs sur le cercle,
alors

k
card Ai; | = (n=k)L
j=1
k
En effet, soit ¢ € . Ona o € [ A ; si, et seulement si, o est déterminé
j=1

'5_,"1"1

] pour tout j € [1,k]. Comme les i; ( j € [1,k]) ne sont

pas consécutifs sur le cercle, on ne définit pas deux fois la méme image. Pour
ij+1
J

sur les entiers |

la méme raison, les nombres o ([ J) sont deux i deux distinets. Pour

connaitre entiérement o, il reste 4 définir I'image des n — k éléments. Comme o
est bijective, cela peut se faire de (n — k)! facons.
Enfin, si k € [1,n] est fixé, alors
I
card A; ;=0
=1
'ensemble {i1,...,ix} contient au moins deux éléments conséentifs sur le cercle.

On en déduit que la somme

n

y(n)=nl=3" | (-1)¥*! 3 (n—k)!

k=1 1=<f) <ig<--<ip=3n
non consdoulifz

Daprés le Second lemme de Kaplansky (question 12), il v a % (an_ k)

termes dans la somme. On a done
e . 2n n—k
n) = n! —1)k — k).
vy =ntr 3 (0 g () )

Pour conclure, il suffit d’utiliser les questions 14 et 17. On en déduit que le
nombre de placements possibles est

2 (n)! i ((-1}’“ 2?3: (2”; k) {n—k}?) .

k=0




190

THEME 13. FORMULE DU CRIBLE, APPLICATIONS

19. On commence par écrire un programme qui ealeule la factorielle (ici, on a adopté

FIL O N

o0 =] 3

une méthode récursive mais il y a d’autres possibilités). Par soucis de complé-
tude, on a aussi éerit une fonetion qui calcule les coefficients binomiaux. Et enfin,
une fonction permettant de caleuler le nombre de possibilités de placements.

def f(n):
if n==0:
return 1
else:
return n*f{n-1)

def cbin,k):
if k>n:
return 0
elif k<O:
return 0
else:
return f£({n)/(f(k)*f(n-k))

def solutionpbmenage (n):
g=(
for k in range(n+i):
s=g+((=1)eek)w (29nef (n-k) ) *ch{2+n-k, k) /(2%n-k)
return 2+f(n)=*s




Théme 14

Théoréeme des deux carrés

Thémes abordés : Structure algébrique, arithmétique.
Difficulté : HERCIC]

Ce sujet permet de caractériser les nombres premiers somme de deux earrés. Pour
cela, on introduit les entiers de Gauss : les complexes de la forme a 4+ ib avec
(a.b) € Z2. Le début du sujet consiste i étudier ces entiers de Gauss.

Ce sujet utilise les connaissances élémentaires sur les groupes et anneaux. La ques-
tion 23 utilise le cours sur les polyndmes.

La premiére partie établit des propriétés arithmétiques de Z [i] et la seconde partie
utilise ces propriétés pour montrer le théoréme des deux carrés.

14.1 Arithmétique de 'anneau des entiers de Gauss

Définition. Entiers de Gauss.
On définit U'ensemble des entiers de Gauss Z [i] par :

Zli|= {ﬂ-i-ih, (a,b) € 32}.
1. Montrer que I'ensemble (Z [i] , +, x) est un anneau.

Définitions. Dwvisilité, norme d'un élément, élément inversible, élément irréductible,
élément premier.

Soit (z,2') € Z[i]%.
e On dit que z divise 2’ s'il exviste w € Z[i] tel que 2’ = zw.
o On définit la norme N (z) de 2 = a+1ib avee (a,b) € Z2 par : N (2) = a? + b2,
e On dit que z est inversible dans Z [i] s'il existe 2’ € Z[i] tel que 22’ = 1.
On note Z [i]" Uensemble des éléments inversibles de Z [i].
e On dit que = est irréductible dans Z i) si : 2 # 0, z € Z[i] et

V(u,v) € Z[i)*, (z=wuww)=> (ueZ[i]* ouveZli").
e On dit que z est premier dans Z[i] si : 2 # 0, z € Z[i]" et

Y(a,b) € Z[i]*, (2 diviseab) = (z divise a ou = divise b).
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2. Montrer que
V(2,2)eZ (%, N (22]) = NN {Z)-
3. Montrer que (Z [i]", %) est un groupe.

4. Montrer que
Z[i]* = {1,-1,i,—1}.

Indication : On pourra se servir de la norme N.
Nous allons maintenant montrer qu’il existe une division euclidienne sur Z [i].

Proposition. Division euclidienne de Z [i].
Soient a € Z[i] et b € Z [i] non nul.

Il existe un couple (q,v) € Z[i]* avee N (r) < N (b) tel que a = bq+r.

Nous prouvons la proposition. Soient a € Z [i| et b € Z [i] non nul.
§
5. Justifier qu'il existe (u,v) € Q? tel que Ef' =u+iv.

6. Justifier qu'il existe (ug,vp) € Z? tel que
1

g — u| < 2 et |ww—1v| <=
2 2

7. Sil'on pose r = a — b(up +iwvp), montrer que l'on a N (r) < N (b).
8. Effectuer la division euclidienne de 2 + 5i par 1 +i.

Définition. Idéal.
Soit I C Z[i]. On dit que I est un idéal de Z[i] si :

i) (I,+) est un sous-groupe de (Z [i],+) ;
ii) pour tout (2,2') € Z [i]z,
(zel)= (22 €).

9. Soit a € Z [i]. Montrer que I'ensemble
aZ [i| = {az, z € Z[i]}
est un idéal de Z [i].
Nous allons prouver la proposition suivante.

Proposition. Z[i| est principal.
Soit I un idéal de Z [i]. Il existe a € Z [i] tel que I = aZ [i].
On dit que Z [i] est principal.

Nous prouvons la proposition.
10. Montrer la proposition lorsque I = {0}.
On suppose maintenant I # {0}.

11. Justifier I'existence d’un élément a € I tel que

N (a) =inf {N (z), z € I\ {0}}.
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12. Montrer que aZ [i] C I.

13. Prouver l'inclusion réciproque.
Indication : On pourra prendre z € [ et faire sa division euclidienne par a.

14. Un tel élément a est-il unique ?
15. Soit (a,b) € Z [i].
(a) Montrer que I'ensemble

az[i] + b2 [i] = {au+bv, (u,v) € Z[i]*}

est un idéal de Z [i].
(b) En déduire qu'il existe d € Z [i] tel que

aZ [i] +bZ [i] = dZ[i] . (14.1)

Un tel élément est appelé un PGCD de a et b.

16. Soient a et b deux éléments de Z [i]. Soit d un PGCD de a et b. Montrer que
I'ensemble des PGCD de a et b est {d, —d,id,—id}.

Nous allons terminer cette partie en prouvant la proposition suivante.

Proposition. Soit > € Z [i].
> est premier dans Z [i] si, et seulement si, 2 est irréductible dans Z [i].

Nous prouvons la proposition. Soit = € Z [i].
17. Montrer que si z est premier, alors il est irréductible.

18. Preuve du sens indirect. Soit 2 un élément irréductible de Z [i]. Soit (a,b) € Z [i]*
tel que z divise ab et on suppose que z ne divise pas a.

(a) Montrer quun PGCD de 2 et a est 1.
(b) En déduire que z divise b.
(¢) Conclure.

14.2 Les entiers sommes de deux carrées

Définition. Les entiers sommes de deur carrés.
Soit n € N. On dit que n est somme de deux carrés s'il existe (a,b) € N? tel

que n = a? + b,
On note % UVensemble des nombres sommes de deuz carrés.

Le but de cette partie est de montrer le théoréme des deux earrés.

Théoréme. Théoréme des deux carrés.
Soit p un nombre premier.

peEY < p=2o0oup=1 (mod4).

Soit p un nombre premier.
19. Montrer que si p€ ¢, alors p=2oup=1 (mod 4).
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Le reste de cette partie est consacrée & montrer la réciproque du théoréme des deux
carrés. Soit p un nombre premier p > 3 tel que p=1 (mod 4).

20. Montrer que p € .% si, et seulement si, p n'est pas irréductible dans Z [i].
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme. Racine carrée de —1.
Soit p un nombre premier tel que p = 1 (mod 4). Alors, il existe n € N tel que

n? = —1 (mod p).

Nous prouvons le lemme. Soient
K'={1,....p—-1} et Ki={aecK, IbecK", a=b* (mod p)} .
21. Soient (x,y) € K3 tel que 2 = y* (mod p). Montrer que
=y (modp) ou x=-y (modp).

22. En déduire que card (K3) = p;‘}l

23. Soit P = X(P-1)/2 _

(a) Montrer que
Yac K3 Pa)=0 (modp).

(b) Montrer que
P= ][] (x-a).
acKj
24. Terminer la preuve du lemme.
Nous reprenons la prenve du théoréme des deux carrés.

25. En utilisant le lemme Racine carrée de —1, montrer que p n’est pas premier et
conclure,
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Correction du Theme 14

1. Comme Z [i| ¢ C, il suffit de montrer que (Z [i], +, x) est un sous-anneau de
(C,+, x).
Smt (2,2") € Z[i]2 : il existe (ay,by,az,by) € Z1 tel que z = a; +ib; et
2 =az+ibg.
Onaz—2=(am—az)+i(bh—b) e Zli] cara; —az e Z et by —b2 € Z.
On a montré que (Z [i], +) est un sous-groupe de (C, +).
Deplus, 1 =1+ 0ie Z[i] et

= (ajag — bibz) +i(ajbs +azby) € Z [l] ’

On a montré que (Z[i],+,x) est un sous-anneau de (C,+,x), done
(Z [i] ,+, %) est un anneau.

2. Soit (2,2') € Z[i] . il existe (aj,by,as,b2) € Z1 tel que z = a; +ib; et
2 =as+iby. On a

N(z2') = N((aia2 —bib2) +i(aib2 + azby))
= \/(a]ag—hbg)?-i-(ﬂsli&+"1'2b1)2
= /(@102)® + (b1bs)? + (a1b2)? + (azh1)?.

De plus,

\/ﬂ?-]-b‘? b4 ‘/G%-i‘b%
= \/{ﬂmﬂ)2+(blb2}2 + (a1b2)” + (azb1)*.

N(2)N (2

Il

On a montré que pour tout (z,2') € Z [i]?,

N (22) = N(2) N ().

3. Comme Z[i]* € C*, il suffit de montrer que (Z[i]*, %) et un sous-groupe de
(C*, %).
Il est clair que 1 € Z [i]".
Soit (21, 29) € (Z[i]*)?
Comme 2y (resp. zz} est inversible, il existe 2] € Z[i] (resp. 25 € Z[i]) tel que
2121 = 1 (resp. 2232 )
I est clair que z.z2 e Z[i] car (Z [:] x ) est un anneau.
De plus, z;24 % 2921 = 1, done 2;24 est 11wemble dans Z [i].

On a montré que (Z [i]", x) est un sous-groupe de (C*, x), ¢’est done un
groupe.

4. On prouve les deux inclusions.

L’inclusion Z [i]* D {1, —1,i, — i} est claire.
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Soit z € Z[i]* : il existe 2’ € Z[i] tel que z2' = 1.
D’aprés la question 2, on a N (z2') = N (2) N (2') = 1, soit

N {z]zh’(z'}z =7,
On pose z = ay +iby et 2’ = ag +ibs avec (ay.by.az2.bs) € Z°.
On a done 5 .
(af +b3) (a3 + 3) = L.
Comme af + b € N et a3 + b3 € N, on en déduit que
af+bi=1 et ai+b3=1.

Puis comme a;, ag, by et by sont des entiers relatifs, on en déduit que
[{I],b[) = {{1:'}} : [—1,[:'}., {D‘ 1} ' [u'. _1}}: soit z € {1: s i}'

On a montré que Z [i]" = {1,-1,i,—i}.

5. Comme a, b sont deux éléments de Z [i], il existe (ay,ag, by,bz) € Z' avec
(b1,b2) # (0,0) tel que a = a; +iby et b= by + iba. On a done

@ a) +iaz

b by +iby

(a1 +iaz) (by —ibs)

(b1 +1b2) (by —ibg)

(aibi + azb2) + i (az2by — ai1ba)
bt + b3 '

arh +a aaby —a b
Comme ﬁ €Qet }ITE@;E € Q, on a montré que u € Q et

ve Q.

6. Siue [[uj,[uj +é[ o pons e (] bk [[uj+é,[uj+1[, —

up = |u]+1.

1
Dans tous les cas, on a |u —ug| < 5
On procéde de méme pour définir vo.

’ . i 1 1
On a trouvé deux entiers relatifs ug et vg tels que |u — ug| < 5 et |[v—wp| < 3

7. En utilisant % =u+iv=(u—up)+i(v—vo)+ (uo+ivp), ona

r=a-b(up+ivg) = (u—up)+i(v—1rvg)b.
La question 2 donne

N(r) = N((u—up)+i(v—1r0)b)
= N((u—w)+i(v—w))N(b).
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9.

10.
11.

12

13.

14.

D’aprés la question 6, on a

N((u—up)+i(v—w)) < \/(%)2 + (%)2 i 1

On a montré que N (r) < N (b).

. Ona

2+5i  (2+5i)(1—i) 7+3i
1+i ~ (1+i)(1-i) — 2
On poseup = 3etvg =1.Sir=245i— (1+i) (3 +i) =i, d’aprés la question
7,ona N(r) <N (1+i).
Ainsi, on a2 +5i= (1+1)(3+1)+1avee N (i) < N (1 +1i).
aZ [i] # @ car 0 € aZ [i].
Soit (w,w’) € (aZ [i])? : il existe (z,2') € Z[i]? tel que w = az et w' = a2,
Onaw—-w' =az—az' =a(z-2') € al]i].
On a montré que (aZ [i] . +) est un sous-groupe de (Z[i] . +).

De plus, si w € aZli] et w' € Z[i], il existe 2 € Z[i] tel que w = az, done
ww' = azw' € Z[i] car 2w’ € Z[i].

T _a

On a montré que aZ [i] est un idéal de Z [i].

Lorsque I = {0}, ona |l =0Z[i].

L’ensemble {N (z), z € I\ {0}} est non vide car I # {0} et inclus dans N*.
Il admet done un plus petit élément o et soit a € I'\ {0} tel que N (a) = a.
On a alors

N(a)=inf{N (2), z € I\ {0}}.

Comme a € I et comme I est un idéal, pour tout z € Z[i], az € I, donc
aZ il C I.
Soit z € [. Comme a # 0, en effectuant la division euclidienne de z par a, il existe
geZliletr € Z[i] avec N (r) < N (a) tels que z=ab+r < r=2z—ab
Comme z € [ et ab € I, on en déduit que r € I.

Si r # 0, alors on a trouvé r € I\ {0} vérifiant N (r) < N (a) et c’est une
contradiction avee la définition de a.

Ainsir=0et 2 = ab.

On a montré que I C Z [i].

Un tel élément n'est pas unique car, pour tout a € Z [i], on a

aZ[i] = (—a) Z[i].

(a) 11 est clair que 0 € aZ [i] + bZ [i].

Soient z et 2’ deux éléments de Z [i] + bZ [i] : il existe (21, 22, 2}, 23) € Z[i]’
tel que 2 = a2) + bz et 2’ = az| + bz,
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(b)

Onaz—2'=a(z1—2})+b(22—25) € Z[i]+bZ[i] car z; — 2} € Z[i] et
20 — 2h € Z[i].

On a montré que (Z [i] +bZ [i], +) est un sous-groupe de (Z[i] ,+).

Soit 2 € aZ [i] + bZ [i] : il existe (21, 22) € Z[i]? tel que

z = az + bzs.

Pour tout 2’ € Z[i], on a 22" = az 2’ + b2z’ € Z [i| + bZ [i] car 22" et 252
sont des éléments de Z [i].

On a montré que aZ [i] + bZ [i] est un idéal de Z [i].

Comme aZ [i] + bZ [i] est un idéal de Z [i], d’aprés les questions 12 et 13,
il existe d € Z [i] tel que |aZ [i] + bZ [i] = dZ [i].

16. On prouve les deux inclusions.

Si d est un PGCD de a et b, il est clair que —d, id et —id sont des PGCD

de a et b car
dZ[i] = (=d)Z[i| = (id) Z[i] = (—id) Z [i]

car —1, i et —i sont inversibles dans Z [il.

Soient d et d deux PGCD de a et b. On a donc dZ [i] = dZ [i].

Comme d € dZ [i], il existe u € Z [i] tel que d = du. De méme, il existe
v € Z[i] tel que d = dv, puis d = uvd, soit uv = 1.

On a montré que v est inversible dans Z [i]. D’aprés la question 4,

ve {1,—1,i,—i}, done d € {d, —d,id, — id}.

On a montré que I'ensemble des PGCD de a et b est {d, —d,id, —id}.

17. Soit z € Z [i] un élément premier.
Soit (u,v) € Z[i]? tel que z = uv.

Il s’ensuit que z divise uv. Comme z est premier z divise # ou v. On suppose

que z divise u : il existe z € Z [i] tel que u = 2z.
On en déduit que z = Zzv, puis comme 2z # 0, vz = 1.
Ainsi, v est inversible dans Z [i].

On a montré quun élément premier de Z [i] est irréductible dans Z [i].

18. (a) Soit d un PGCD de a et z. Comme d divise z, il existe deZ [i] tel que

dd = =.

Comme = est irréductible dans Z [i], d est inversible dans Z [i] ou d est

inversible dans Z [i].

Si d est inversible dans Z [i], on en déduit que z est un PGCD de a et z,

done z divise a, ce qui est exclu par hypothése.
On en déduit que d est inversible dans Z [i].

On a montré qu'un PGCD de a et = est 1.
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(b)

()

D’aprés la question 18 (a) et par définition du PGCD, on en déduit que
aZ[i] + 2Z[i] = Z[i] : il existe (u,v) € Z[i]* tel que au+ 2v = 1. On en
déduit que b = abu + zbv.

Comme z divise ab, il existe w € Z [i] tel que ab = 2w, done

b=z2wu+zbv=2z(wu+t+bv).

On a montré que z divise b.

On a montré qu'un élément irréductible de Z [i] est un élément premier
de Z [i].

19. Comme 2=12+1%, ona 2 €.7.
On remarque que si n € N, alors n? =0 (mod 4) oun? =1 (mod 4).

Sipe ¥, onadonec p=0,1ou2 (mod 4). Comme p est premier, on ne peut
pas avoir p=0 (mod 4) et p=2 (mod 4), ainsiona p=1 (mod 4).

On a montré que si p€ .7, alorsp=2oup=1 (mod 4).

20. On prouve les deux implications.

Sipe ., il existe (n,m) € N? tel que
p=n’+m?=(n+im)(n—im).

De plus, N (p) = N (n+im) N (n —im) = p*.
Comme N (n+im) = N (n—im), on en déduit que

N(n+im)=N(n-im)=p> 1.

Comme les éléments inversibles de Z [i] sont des éléments dont la norme
vaut 1, on en déduit que n +im et n —im ne sont pas inversibles, done p
n’est pas irréductible dans Z [i].

Si p n'est pas irréductible dans Z [i, il existe (z,2') € Z [i]* tous les deux
non inversibles tel que p = =2’

En utilisant la norme N et en réutilisant le fait que les inversibles de Z [i]
sont de norme 1,ona N (z2) = N(2') =p.

2

Si z=n+im avec (n,m) € Z?, on a p = n? + m?.

On a montré que p € . si, et seulement si, p n'est pas irréductible dans Z [i].

21. Onaz?=y? (mod p) < (z—y)(z+y)=0 (mod p).
Il s’ensuit que p divise (r — y) (z + y). Comme p est premier, par le théoréme
de Gauss, p divise  —y ou & + ¥.

On a montré que l'on a x =y (mod p) ou x = —y (mod p).

22. Soit

I"application
JK* — K§
P le —22
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Il est clair que

K= |J ¢ (s},

yvekS

de plus I'union est disjointe.
Soit y € K3 et soit z € K* tel que 22 = y (mod p). D’aprés la question 21,
pour tout z € Z,

2=y (modp) & z=2 (modp) ou z=-—z (modp).

Le seul élément dans K* convenant autre que x est p — x et c¢’est le seul. Notons
que p—x #F x car p est impair. Ainsi,

Vye K, card(e~! ({3})) =2

On en déduit que

card (K*) = p—1 = card U e ({y}) | =2card(K3),
yeK;

s0it

card (K3) = P;zl

23. (a) Soit a € KJ : il existe b € K* tel que b* = a (mod p). Ainsi,

Pb)=aP'-1=0 (mod p),

en vertu du petit théoréme de Fermat.

-1
(b) P est un polynéme de degré pT Or, tous les éléments de K5 sont des

racines de P (question 23 (a)).

Or card (K3) = B

5 ainsi P n'a pas d’autre racine. On peut done écrire

P=J] X-a).

aE K:;

24. Pour tout a € KJ, on note g (a) un élément de K* tel que

glay’=a (mod p).

On a
-1=P(0)= H (—a) = (=1)PY"24(a)%  (mod p).
ackKj
Comme 2 i est pair, on a [-~1}“’_”"'2 = 1. Ainsi,

2
-1= ( H g{a)) .
ack3
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On a montré qu’il existe n € N tel que n? = —1 (mod p).

25. Soit p un nombre premier égal i 2 ou vérifiant p=1 (mod 4).

e Sip=2 alors p= 12+ 12, donc p € .¥.

e Sip=1 (mod 4).
D’aprés le lemme, il existe n € N tel que n? = =1 (mod p), soit p divise
dans Z n? +1 = (n—1) (n+1), done p divise (n —1i) (n +i) dans Z [i].
De plus, ni n —1i, ni n —1i n'est inversible, ce qui est clair car la nombre
de chacun de ces entiers de Gauss vaut n? +1 > 1 (car si n = 0, alors
02 # —1 (mod p)).
Et enfin, p ne divise ni n — i, ni n+ i. Si, par exemple, p divise n — i, alors
il existe w =a+ib e Z[i] tel que

platib)=pat+ipb=n-i.

L'égalité pbh = —1 étant impossible dans Z car p > 1, on en déduit que p
ne divise pas n — i.

On montre de méme que p ne divise pas n +i.

Ainsi, p est premier dans Z [i]. Par la question 18, on en déduit que p n’est
pas irréductible sur Z [i.

Enfin, la question 20 assure que p € .%°.

On a montré que si p est un nombre premier de Z, alors p est somme de deux
carrés si, et seulement si, p =2 ou p=1 (mod 4).

Quelques remarques culturelles

L'étude des anneaux Z [i Vz":ﬁ] (p nombre premier) et leurs propriétés arithmétiques
(existence d'une division euclidienne, structure des idéaux, existence d'une décom-
position en produits d'éléments irréductibles) a permis de faire des avancées dans la
résolution du grand théoréme de Fermat.

Malheureusement et contrairement A ceux que pensaient certains mathématiciens
du XIX® siécle, I'étude de ces anneaux n'a pas suffi pour prouver le grand théoréme
de Fermat (prouvé en 1995 par Andrew Wiles avec des techniques beaucoup plus
sophistignées).
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Sur les racines des polynomes

Thémes abordés : Nombres complexes, polynémes, matrices,
Difficulté : HEECIC

Ce sujet commence par donner une méthode pour résoudre les équations polyno-
miales de degré 3. Le sujet continue en donnant plusieurs méthodes pour localiser les
racines d'un polynome (théoréme de Gauss-Lucas et théoréme de de Bruijn). Le sujet
se termine avec un résultat de localisation du spectre (notion définie plus loin) d’une
matrice.

Les parties de ce sujet sont largement indépendantes : seul le théoréme de Gauss-
Lucas établi i la partie 2 sert & la partie 3.

15.1 Résolution des équations du degré 3

Dans cette partie, on souhaite trouver une méthode permettant de résoudre dans
C l'équation z* + az? + bz + ¢ = 0 ol (a,b,c) € R*.

1. En faisant un changement de variable du type 2 = 2 — d avee d & préciser,
montrer que la résolution de I'équation
P +ar’+br+e=0
se raméne i la résolution de I'équation 2% +p2+ ¢ = 0 oi (p,q) € R2 On
précisera les expressions de p et g en fonction de a, b et ¢
2. Résoudre dans C I'équation z* + pz + g = 0 lorsque p = 0.
On suppose maintenant p # 0. Soit 2y € C. On pose 2y = u+v avec (u,v) € C* x C.
3. Montrer que zp est solution de 'équation z° + pz + q = 0 dés que
ud + o + g =0
Juv+p =0"
4. Montrer que le systéme précédent est équivalent au systéme

6 3 P:"'
- =0
u' + qu a7

v =

. i
Ju

5. En déduire une méthode pour résoudre les équations de degré 3.
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15.2 Quelques critéres de localisation

15.2.1 Critére de Gauss-Lucas
Nous allons établir le théoréme suivant.

Théoréme. Théoréme de Gauss-Lucas.
Soit P € C [X] un polyndme de degré au meoins 2. Alors, les racines de P' s'écrivent
comme un barycentre des racines de P,

r
Nous prouvons ce résultat. On éerit P =a [[ (X — ;)" aveca € C* et ay,..., ar
i=1
les racines de P d’ordre de multiplicité respective ny,...,n,.

6. Que dire du théoréme de Gauss-Lucas lorsque P n’a qu'une seule racine a7

On suppose que P a au moins deux racines.

7. Montrer que l'on a
-

P ni
F_ZX—.-_T,-'

i=1
8. Montrer qu'il existe 2 € C tel que P'(2p) = 0 et P (2g) # 0.
9. Montrer que l'on a

(i—ﬂrﬁ)ﬁ=2~—”-—r§r

i=1 IZB — (¥ i=1 lZl'_I — ¥

10. Terminer la preuve du théoréme de Gauss-Lucas.

15.2.2 DMajoration et minoration du module des racines
Nous allons établir la proposition suivante.
Proposition. Majoration du module des racines.
Soitn € N* et soit P = X" + :Z_:I ap X* un polynome unitaire de degré n, différent
:=0

de X", dont on note zy,..., 2z, les racines complexes (éventuellement confondues).
Alors,
Yke l,n], |z/<14+ max |ag|.
L] fad <1 mas o
Nous prouvons la proposition. Pour cela, nous introduisons la fonction f définie
nl Jagl

r—r 1 — :
par f:x Eﬂw“—k

11. Montrer que f est une bijection de |0, +oo[ sur |—oc,1[. En déduire que f
s’annule en une unique valeur de Uintervalle r € |0, +o0.

Soit z une racine de P dont le module est maximal. On note s = |z|.
12. (a) Montrer que 'on a

" < lan-1] 8"+ + |ao| .
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(b) En déduire que s < r.
13. Terminer la preuve de la proposition.
14. Montrer que si ag # 0, alors

|ao]
|ﬂu| + max [15 Iu’u—ll yraay |(1||}.

vk e [1,n], |zl >

15.3 Un théoréme de de Bruijn

Dans cette partie, nous allons établir le résultat suivant dii & de Bruijn.

Théoréme. Théoréme de de Bruijn.

Soit P un polyndme de degré n = 2. On suppose que les racines de P et celles de
P' ne sont pas réelles.

On note zy,...,2, les racines de P et (y.....( a1 celles de P'. On a Uinégalité
1 n—I| 1 "
— > I3 (G <= > 1)
i=1 i=]

L’argument principal de la preuve est le lemme suivant :

Lemme. Soit P une fonction polynomiale complexe de degré n dont on note 2y, ..., s
les racines (pas d’hypothése sur les racines ici). On écrit

VzeC, P(2)=a [] (z-u) [] (z-=)
i€[1.n] ie|l.n]
Gizg) =0 S{zg)=0

et on définit la fonction polynomiale P* par
VzeC, P*(z)=a H (z — 2i) H (z—=).
ie|l.n| ie|l,n|

F(z4)20 S z4) <0

On a alors
VzeR, |P(z)|<|P"(x).

Nous commengons par prouver le lemme.

15. Justifier qu'il existe quatre fonctions P, (0, R et S telles que : pour tout

reR :
z o P(z)+iQ(x)
i€]|1,n]
Q(z;)20

ot

Z : = R(z)+iS (z).

r—2
ie[1,n] '
Gfzg)<0
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16. Montrer que pour tout ¥r € R,

T = (P@+RE@) +1(QE)+5@)
et P (x)
o = (P@)+R(@) +1(@Q() -5 @),

17. (a) Montrer que
VeeR, Q(z)=>0 et S(z)<0.

(b) En déduire que
Ve €R, [Q(2)+5S (@) <|Q(x)-S(@).

18. Montrer que
P'(z)
P (x)

P*f (TJ

Yre R, P (2)

19. Terminer la preuve du lemme.

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme de de Bruijn. Les notations sont celles
utilisées pour énoncer le théoréme. On note 27, ..., 25 lesracinesde P* et (f...., (),
celles de P*'.

20. (a) Apreés avoir justifier l'existence des intégrales, montrer que

A A
VA >0, In (|P' (z)])dz < [ In(|P* (z)|)da.
/ J

(b) En déduire que

n—1 A n—1 4
In(|lz—¢|)dx < In (|z — ¥|) dz.

21. Soit a € C\R.. Montrer que
r 1
f In(|z — al)de P 2(Aln(A)—A)+7|I(a)|+0 (I) :
-4

22. (a) Justifier que les racines de P*' ont une partie imaginaire strictement posi-
tive.

Indication : On pourra utiliser le théoréme de Gauss-Lucas.
(b) Montrer que

n n—1
1 1 e
= ;—Ez| () = — sE=1 13 (&)

23. Terminer la preuve du théoréme de de Bruijn.
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15.4 Localisation du spectre

Définition. Matrice @ diagonale (strictement) dominante.
Soit n € N*. Soit A € ., (C). On dit que A est @ diagonale dominante (resp.
strictement dominante) si pour touti € {1,... n},

n TE
jasil = 3" Jais] [ resp. > D fass] |-
d=1 =1
FEL 44
Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant :
Proposition. Soit A € #,(C) (n € N*) une matrice i diagonale strictement do-
minante. Alors, A est inversible.

Nous prouvons la proposition.
Soit A = (a; "j)['iJ} e[in)? € A, (C) une matrice i diagonale strictement dominante

I
et on suppose qu'il existe X = | : | € ker (A) non nul.

Ty

24. Montrer que pour tout j € [1,n],

P T
1<i<n
ifj

25. En considérant un entier k € [1,n] tel que |z = IIEHJ-:! |;], conclure.
jelln

Définition. Spectre d'une matrice.
Soit n € N*. Soit A € .#, (C). On définit le spectre de la matrice A Uensemble
a (A) défini par :
og(A)={AeC, det(Al,, —A) =0}.
26. Soit A € .4, (R).

(a) Soit x4 : x —= det (2 [, —A). Montrer que c’est une fonction polynomiale
de degré n.

(b) En déduire que le spectre de A est un ensemble fini dont le cardinal est
inférieur ou égal a n.
27. Soit A € C. Montrer que A &€ o (A) dés que AI, —A est i diagonale strictement
dominante.
28. En déduire que

L2

g(A) C U 2€C, ]z—a_.m-] £Z|Egdi .

i=1 il
i/]
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Correction du Theme 15

. Onaz=2—-d & r=z2+d. Ainsi,
P +ari+br+e = [z+d’j3+u[z+d)2+b{z+d}+r:
= 24 (3d+a)2®+ (3d°+ 2ad + b) =
+ (& +ad®+bd+c).

Pour d = —f—l._ on a
3
3 2 T
*+ar+hxt+e=2"+pz+4q
avec
‘ 1
p=3d*+2ad+b= -§a2+ b
et
g= P al 004 é= a®— Sab e
: 27" 73 '
2. Lorsque p = 0, on est ramené i résoudre I'équation 2% = —q.

On distingue deux cas :

e Siq = 0. L'équation

= —q

admet pour unique solution H
e Siq 7 0. On éerit
—q = re'?
avec r > 0 le module de —g et # € R un argument de —gq.
Il est clair que zp := r1/%e'?/3 vérifie
2= .

Il s’ensuit que Pensemble des solutions de 'équation 2% = —q est :

{20.] 20, 2 20}

uﬁj — e?im’:i_

3. Ona

H+po+tqg = (u+v)’+plutv)+g
u + 3+ 3w + P+ putpr+ g
= w+vP+ g+ Buv+p)(utv).

w+vit+g =0
3uv+p =0

On en déduit que zéf + pzo + g = 0 dés que {
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4. Comme u # 0, on a

3, .3 _ 8 ¢ 8 =0
=0 uw+vr'+4q
{:;u:—f o =0 = {v -
bt 3 o T 3u
% 3
w? + (—-L) +4q 0
= Ju
v S
3u
3 P
_ =10
= 4 e 2T ik p
- T 3u
| ’; 3 i
.-u ¥ + o R = U
= au 27 p
v = —
5 Ju
L’équivalence est montrée,
5. Onpose X =u®. Ona
- -
6 3 PJ 2 P
gy ——==0 = X°+gX-=—==0.
T %~ 97

4

L’équation X? + qX — % = 0 est une équation du second degré a coefficients
réels dont il est aisé de donner les solutions complexes z; et 24 (avec éventuel-
lement z; = 23).

Pour trouver une valeur de w, il suffit de résondre les équations uw = z; et

u? = 25, ce qui peut se faire en écrivant z; et 2z sous forme exponentielle.

af s L & # IJ‘
Pour trouver v et done zp, on utilise I'égalité v = 3"
U
3. Si P n'admet qu’une seule racine a, alors il existe a € C et n € N* tel que

P=a(X-a)"

Ainsi, P’ n'admet aussi qu'une seule racine : a. Il est alors clair que la racine
de P’ est barycentre de celle de P.

Dans ce cas, le théoréme de Gauss-Lucas est demontré.

7. En dérivant P =a [] (X —a;)™, ona
i=1

P = ai:nj (X —a;)"! ﬁ (X —aq)™.
j=1

i=1
i3
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Il s'ensuit que

g z i (X — )™~ [ (X — i)™
E 3= /5
IZ

a f[ (X —o;)™

i=1
- ZX ﬂ'j

8. Comme P admet au moins deux racines complexes, il existe deux complexes
a et @ distincts et il existe deux entiers naturels non nuls n et m tels que
P=(X-a)"(X-p8)"Qavec Q€ C[X]\ {0} et Q(a) #Det Q(5)#0.

e Si () n'est pas constant, alors d’aprés le théoréme de Ganss-d’Alembert, )
admet an moins une racine complexe 7.
Comme Q(a) #0et Q(3) #0,0navy# aety#f.
Dans ce cas, P(y) =0 et v & {a, 5}

e Si () est constant. o et 3 sont racines d’ordre respectivement n — 1 et m— 1
pour P’
Comme deg (P') = n+m — 1, P’ admet une racine autre que « et 3.

On a montré qu’il existe zo € C tel que P’ (z20) = 0 et P (z0) # 0.

9. En évaluant en zp (possible car P (zp) # 0) I'égalité obteme i la question 7, on

H A
r

Zzu e 4=>Z Zo—ay) =0.

=1 12{3 Qll

Il s'ensuit que

i=1

10. Soit P € C [X] non constant.
D’apreés la question 6, le théoréme de Gauss-Lucas est prouvé alors P n'a gqu'un
senle racine.
On suppose que P a au moins deux racines. Soit zp une racine de ',
Si zp est racine de P, alors il est clair que zp est baryeentre des racines de P.
On suppose done que zg n’est pas racine de P (notons qu'une telle racine existe
d’aprés la question 8).
En conjuguant la relation obtenue a la question 9, on obtient

r T
n; n;
DT =) —— e
|Z|]-—-£1,'| i=1 |3ﬂ“'“i|

i=1
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D’oll, en posant pour tout i € [1,r], 3; = f'i ,ona

}Zﬂ—ﬂiF Z ﬂ-_]i :
=1 |20 — aj|

r r
2u=z.ﬁiﬂti ot Zﬁ‘ =l
i=1 i=1

Comme pour tout i € [[1,7], i = 0 et E Bi = 1, on en déduit que 2zp est

i=
barycentre des racines de P : le théoréeme dc Gauss-Lucas est prouvé.

11. Comme P est différent de X", il existe k € [0,n — 1] tel que |a;| > 0.
f est strictement croissante sur R comme la somme de fonetions croissantes
ay| .,

dont I'une d’elle est strictement croissante sur RY, (z € R} — ——
x

De plus, ,]_i:].}| f(z) = =00 et q-Elfmf (m) =

Par le théoréme de la bijection, on en déduit que f est une bijection de
10, +cc[ sur f(]0, +oc[) = |—o0, 1.

On en déduit que I'équation f (x) = 0 admet une unigue solution sur I'inter-
valle 0, +ocl.

12. (a) Comme z est racine de P, on a

n—1 rn—1
P(z) = z"+2akzk=ﬂ i, —-Zcuz_;.
k=0

Il s’ensuit que

n—1 —1

= Z|ﬂf.|| I Ziﬂﬂ«‘*‘k-

=0

n—1

Zﬂ.;.z

(b) Comme P’ = X", on a s > 0. D’aprés la question 12 (a), on a

=" =

n—1 n—1

" —£|a_g|s <0 <= l—z |:;L.IL—U & fs) <

| Dapreés la question 11, on en déduit que s < r.

13. Soit M = max |aglet A=1+M.Ona
kefon-1]

A" = (A-1)(A 1+ A2+ 4 1) 41
> M(A"" + A2 4 1)

=

> Z|ﬂ:.|a’1“
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On en déduit que f(A) > 0. Par la question 11, on a A > 7, soit A > r = s,
On a montré que

Vke [1,n], |z < 1+ —max lag| .

efon—1]
14. Soit
1 1
a2 _an i
Q apn (X)
= xngiynty Byn2, G Oniy 1
iy ap iy Iy

Comme ap # 0, 0 n'est pas racine de P ainsi, pour tout z € C*,
1
Gl =0 P(;) = 0.

En remarquant que @ est unitaire et différent de X™ car son coefficient constant
est non nul, et en utilisant la proposition précédente avec le polyndme @, on en

déduit que
1 e
vk € [1,n], ‘—‘{I-E-nm.x{ = On-1| ay }
Zf a0 0] (]
On en déduit que
1
ke |l.n], |z .
Vk e [1,n], |z > — o
1+ max 4 [(—|, yesey|—
g g iy
d’onl
|ao|

vk e [L,n], |zl >

|f.',g]| + max {]-:Iﬂﬂ—ll P |ﬂ-||}-

15. 11 suffit de considérer les parties réelles (respectivement imaginaires) des fone-

tions
T — E L et T+— E 1
-3z r—2z

ie]1.n] ie|l,n]
S(z4)20 G(zg)<0

définies sur R.

16. | Cette question se traite de la méme maniére que la question 7.
17. (a) Par définitions de P et Q, on a :

VeeR, Pl(z)+iQ(z)

1
Z Ir—2Z

i=]l.n]
F(z;)20
Z T—Z
—] ﬁ,
i€|l,n] |.i’: ) ztI

Flzg) =0
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Or, pour tout i € [[1,n] tel que I (2;) =0, on a I (z —7) = 0. Ainsi,

VreR, Q(x)=0.

Un méme raisonnement montre que

VeeR, S(z)<0.

(b) En utilisant 'inégalité triangulaire, pour tout z € R, on a
1Q (@) + 5 (@) < |Q (@) + 15 (@) = Q () - S ().

D’aprés les signes des fonctions () et S établis & la question 17 (a), on en
déduit que

VeeR, [Q(x)+5(x)| <|Q(x)—S(x).

18. Pour tout = € R, en utilisant le résultat des questions 16 et 17 (b), on a

|P"{a:}
P (x)

|P(z) + R (z) +i(Q () + S (x))]

V(P (@) + R @)%+ (Q (@) + S (2))?

< V(P@)+R@)*+(Q(2) - S (x))?
< |P(z)+R(z) +1(Q(x) - 5 (2))]
{: P*f {m}
TP (=)
On a montré que
_ P (x) P ()
Yz e R, P(2) < P (2)

19. On commence par remarquer que pour tout =z € C et pour tout = € R,
lr —z| = o — 3.

Il s’ensuit que

VeeR, |P(2)|=|P*(2).

Grace a l'inégalité établie i la question 18, on en déduit que

VeeR, |P'(z)|<|P(x)|.

20. (a) Comme l'on suppose que les racines de P’ et P*' ne sont pas réels, pour
tout z € R, on a |P' (z)| > 0 et |P* (z)]| > 0.
Il s’ensuit que les fonetions

:I:ER'—!-IIIHPJ{R‘-H} et z€R— In(|P*(2)|)
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sont définies et continues sur R.

En utilisant I'inégalité obtenue a la question 19, la croissance de la fonetion
In sur R} et la croissance de I'intégrale, on en déduit

VA >0, fln(‘!” z)|) d= {/ln |PY (x)])d

=4

(b) Comme (j,...,(n—1 (resp. ¢f,...,(%_) sont les racines de P’ (resp. P*')
et par définition de P et P*, on a

n—1

n—1
P":ﬂ.n]:[{X—C:'] et P"—anH{X <)

i=l1 i=1

Comme les racines de P’ et P*' ne sont pas réelles, on en déduit que pour
tout + € R,
n—1
In (|P (z)|) = In (na]) + 3 In (lz —Gl)
i=1

et
n—|

In (|P* (x)|) = In(nla]) + Z In (lz - ¢|).

fr=]

En utilisant I'inégalité de la question 20 (a), on récupére

n—1 A n—1 4
In(|z — G|)dz < In (|Jz — ¢
X e fule-q

21. Soit A>0.Onposea=a+ifavecacRet €R"*. Ona

A A
fln(|:.*:—a|)d:r = ]ln(ﬁ(nr—a]z+ﬁ2) dx
—A =4 "
f 4 ﬁz) da.
-4

Le changement de variable # = x — o donne

[ =R

A—a

A
] In(|z —a])de = % f In {ﬂz + ;’32] du.
A

—A—e
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Une intégration par parties donne (les fonctions u — u et u — In (u? + 32)
sont de classe €' sur [-A—a,A—a]) :
A—a

. 1 ¥ A—a '1|'.-2
fln (lx —a|)dz = 5 [uln (u? +5%)] 7% — / mdu_
- —A—a
Or, on a
2 _ il e
[u]n(u + B°) ] _4 . = E([A—rr}in((fl—ﬂ} +;j‘)
+(A+a)n((A+a)*+42)).
De plus,

(A-a)ln (m —a)®+ ;32)

- [A—ar)ln( (1-°§+”2:f2))

y 2a | a’+ g2
= 2Aln[ﬂ)—20ln{z1)+filn(l—-}l-+—j§—-)
2a o+ 8%
—ﬂhl(l—-?i A2 )

1
= 24In (A) —2aln (A) - 2a+0 (= ).
i n(A)—2aln(A) - 2a+ (A)

Un ealeul analogue donne
) L
(A+a)n ((A+0a)? +5%) = 24 (4) +2aIn (4) +2a+0 (A) .
On en déduit que
@+, = 24m(4)+0 G) . (s

De toute évidenee,

A—cx A—ex

f & du = 24 + 52 f : du
u? + 32 a u? + g2
—A—e —A=c
A— A+a
= 2448 (arutun ( ) + arctan (——)) i
. A 7
1 T
Or, pour tout = > 0, arctan () + arctan o B ainsi, pour tout A > «, on
i T
A—ox

o2
f —Fi—ﬁid.u = —24+ || (?r — arctan (Il‘(;l;) — arctan (Tlﬁln)) )

—A—o
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En utilisant le développement limité de arctan en 0, on obtient finalement

A—a
u? 1
= f ——du = =24+4|Bl74+0|-=]).
u? + ,I(j.2 A—+co A
—A-a

En sommant cette derniere ligne avec (15.1), on a montré que

A
fln[|,1:—a|}{la: i 2(Aln(A)=A)+ 7|3 (a)|+ 0O (-;1-) :
G

22. (a) Par définition, les racines de P* ont une partie imaginaire positive.
Comme on suppose les racines de P* non réelles, on peut done affirmer
que les racines de P* ont une partie imaginaire strictement positive,
D’aprés le théoréme de Gauss-Lucas, toute racine ¢ (avec j € [1,n—1])
de P* s'écrit comme le barycentre des racines de P* : il existe n — 1 réels
positifs Ay, ..., An—1 vérifiant

n—1 n—1
Z)ﬁz] et znzzz‘h;-z:
i=1 i=1

ol les =¥ sont les racines de P*.
lei, comme 3 (z;) > 0 pour tout i € [1,n], on en déduit que I (2p) > 0.

On a montré que toute racine de P*' a une partie imaginaire strictement
positive.

(b) Par définition de P*, on a

1 T . 1 n ) N 1 mn i N +

car les racines de P* ont toutes une partie imaginaire positive.
Le résultat de la question 22 (a) permet d’affirmer aussi que

= § Al
P Z ¥ == ;3 (¢F)- (15.3)

i=1

Or, avec les relations coefficients/racines d'un polynéme, on a

P*=!IH[X—$:)=uXR_a|:z‘l"+...+z;]Xn—j+R

i=1

ol R est un polynome de degré au plus n — 2. Ainsi

PH ={1?1X"_I ‘“(”‘”[ZT"I*'”+z;]X“‘2+R'_
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En procédant de la méme maniére avec P*', on a

n—1

P = an|J(X-¢)
i=1

= anX™! —an({F+- -+ _y) X2 +Q

oll () est un polynome de degré au plus n — 2.
Par unicité des coefficients d'un polynoéme, comme a # 0, on a

(r=1)(f+-+2) =n(f++G),

en particulier,
n—1

1 & [ " 1 (% &
;;3(%‘) =n_123(€i]+

Les lignes (15.2) et (15.3) permettent de conclure que

n n—1
SIS ()l = = YIS
i=1 i=1

23. Le résultat de la question 21 utilisé avec 'inégalité de la question 20 (b) donne,
lorsque A tend vers +oc,

n—1
2(n—1)(A-In(4)—A) + 7> |3(G)|+0 (i)

1 1
< 2(mn—1)(A-In(A)—A)+7 Y [S(¢)+0 (H)
i=1

et

d’'oni en simplifiant par 2(n—1) (A —In(A4) — A), en multipliant par
en faisant tendre A vers +oc, on obtient

1 n—1 1 n—1 :
=3 ; 1 (G) < =% SISl

i=1

L’égalité établie i la question 22 (b) donne

1 n—1

n—1 Z |E3 [C‘*JI < T_i ZI%‘ [Z;H
i=l i=1

Le théoréme de de Bruijn est prouvé.
24. Comme X € ker (A), on a

n n

Wi e ]Il,ﬂ]], Zﬂj__g_.‘l’!;‘ =0 < @ iTijr; = — Zﬂj!,‘w;,
i=1 i=1
173
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25. Soit k € [1,n] tel que |z;| = nim:]] |z;]. Comme X 3£ 0, on a |z,| > 0, ainsi
jellin

par pour tout ¢ € [1,n],

i T n
el = > aki-| < 3 lanil
T - 1 .Tn. - 1
i=1 =1

'k
itk itk

&I ¥
I_'| < 1 (par définition de zy.).
2

On obtient une contradiction car la matrice A est i diagonale strictement do-
minante.

Ainsi, X = 0, d’oii ker (A) € {0} et ker (A4) = {0}.

On a montré qu’'une matrice a diagonale strictement dominante est inversible.

26. (a) Comme I, = (3:;)(; jyeqap2> V€ 0ij = {

1 8it=9 u: :
. a. Ainsi,
() sinon

Vr e R, XA {1‘} — Z E {U:Il H (T{it':‘gtg} =T ai,a{i}) 9
i=]

EEn

Il s’ensuit que y 4 est une fonction polynomiale de degré an plus n comme
somme de fonctions polynomiales de degré au plus n.
De plus, si o = idyy ,,p, alors

n n

H (“"St',rr{é} = ﬂ‘f,ﬂ[:i]l) = H (z—a;;:)

i=1 i=1

Tl
et &+ [] (2 —a;;) est une fonction polynomiale de degré n.
i=]

T
Sio# idﬂ 1,n]: alors x — [] (:1:6,-‘0(.,-:, - a.,-‘g{,-}) est une application poly-
=1

nomiale de degré an plus n — 1 car il existe j € [1,n] tel que & a(i) = 0-

Finalement, y 4 est une fonction polynomiale de degré n comme la somme
d'une fonetion polynomiale de degré de n avec la somme de fonctions po-
lynomiales dont le degré est au plus n — 1.

On a montré que x 4 est une fonction polynomiale de degré n.
Soit AcC.Ona

Ago(d) &=+ det(Ap—-A)=0

Or, x4 est une fonction polynomiale de degré n, done v 4 admet au plus
n racines,

Il s’ensuit que o (A) est fini et de cardinal an plus n.

27. 5i A1, —A est 4 diagonale strictememt dominante, d’aprés la question 25,
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Aln —A est inversible, done A € o (A).

28. Le résultat de la question 27 se rééerit de la facon suivante : pour tout A € C,
Al —A est i diagonale strictement dominante = A & o (A).
La contraposée de cette implication est 'implication
Acao(A) = Al, —An'est i diagonale strictement dominante.

Or, l'ensemble des valeurs de A € C pour lesquelles AL, —A n'est pas i diagonale
strictement dominante est 'ensemble des valeurs de A pour lesquelles il existe

T
2= ag] < 3 Jasgl, sot
B

i/j

j € [[1,n] tel que

n i
zelJ{2€C |z—aig| <D |aig| ¢ -

i=1 i=1

ifj

On a montré que

mn T
o(d)c | J{z€C, |z—aj | <D |aiy|
= /3

Quelques remarques culturelles

La méthode présentée ici pour résoudre les équations polynomiales de degré 3 s’ap-
pelle la méthode de Tartaglia. Une méthode analogue existe (la méthode de Ferrari)
pour résoudre les équations polynomiales de degré 4.

On sait depuis les travaux d’Abel et Galois (deux mathématiciens du XIX® siecle,
tous les deux morts trop jeunes) qu'il existe pas de méthode générale pour exprimer
les solutions & l'aide de « racines » pour les équations polynomiales de degré supérieur
ou égal i 5.



Theme 16

Sur les polyndomes symétriques

Thémes abordés : Structure algébrique, polynéme.
Difficulté : HERCC]

Ce sujet traite des polynomes i plusieurs variables mais aucune construction n'est
faite ici. Le but du probléme est de montrer un résultat permettant de caractériser
les polynémes symétriques.

La partie 1 introduit les polyndmes i plusieurs indéterminées, on v établit les
premieres propriétés. La partie 2 établit le résultat prineipal.

16.1 Polyndme a plusieurs indéterminées

Définition. Polyndme d plusicurs inddétermindes.

Soit A un anneauw. Soit n = 1 un entier naturel. Soient Xy, ..., X, des indétermi-
nées.

On définit l'ensemble des polynémes a n indéterminées sur A par

A—[Xl!"'fXﬂ] = Z ﬂtili._...,t'u,'lel '”an? a{t'h__.,l:u} €A
(#1,...,3n JENT

ot dans ln somme, il ¥y a un nombre fini de termes non nuls, ie. le nombre de
(#1,-..,4p) € N" tel que a;, . ..a;, est non nul, est fini.

On définit sur A [Xy,..., A,| la somme et la multiplication suivante :
s pour tout

P = Z ﬁ[ily---,-!'n}xil Y Xf“ € A EXl" e X“]
(i1 yorsin JENT

{:l ’""-iﬂ }ENH
on définit P+ Q par

P+Q= Z (}’{i;....,5n3+fffi1 I-"]) XI.E "‘Xi".

(f1,.00dn) ENT



292 THEME 16. SUR LES POLYNOMES SYMETRIQUES

® pour tout
P = Z p{i]._...,‘l‘:njx.il i Xin € A [Xl-.. ,Xn]
(i1 30y ‘n}EN“
et | |
(?= Z 1";ll{t]. ..... ir.}Xﬁli"x.‘" EA[XI._.,, X“l

on définit P - Q) par

i
P-Q= ), D Pitnbryen | X' XM,
(] 4ourgin JENT g Irkrl ir

On admet que (A [X1,...,Xu],+,-) est un anneau.

Définitions. Mondme, hauteur.
Soit A un anneau.
e On appelle monéme de A [X,,...,X,] tout polynéme de la forme

a X:l el X:l"
avee a = ()., ) . .
e Soient m = aX('---XIn et m' = bX{'--- X" deuz monémes. On définit la
relation binaire « hauteur » par :
e On dit que m est plus haut que m' si le premier élément non nul de la

suite (iy —J1) ..., (tn — Jn) est positif. On notera m' < m (attention d ne
pas confondre avee la relation d’ordre des réels).

e Si pour tout k € [1,n], ix = j. on dit que les monémes m et m' ont la méme
hauteur.
e Sil'lonam<m' oum=m', on note m <m'.

e Si Pe A[Xy,...,Xn] non nul, le monéme dont la hauteur est la plus haute est
appelé monéme directeur de PP, On le note M (P).

1. (a) Montrer que la relation binaire « hauteur » dans 'ensemble des mondmes
est un pré-ordre (réflexive et transitive).
(b) Pourquoi « hauteur » n’est-elle pas une relation d’ordre dans I'ensemble
des mondmes 7
(¢) Dans Z [X, X2, X3], ranger les mondmes X?X:;X:‘;s, X’I‘XEX:‘:‘ et X1 X2 Xa.

Définition. Anncau intégre.
Soit A un anneau. On dit que A est intégre si

"i"l[:!:,y]éﬁz, (zy=0)= (=0 ou y=0).

2. Donner des exemples d’anneaux non intégres.

3. (a) Montrer que si A est intégre, alors I'anneau A [X] des polynémes i une
indéterminée sur A est intéere.
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(b) Soit n = 2. Montrer que tout polynéme P € A [X,..., X,], ilexister e N
et Qo,...,Qr € A[X1,...,Xn-1] tels que

P=qQ,X;+ Q,-...]X:;_I + o+ Qo
(¢) Montrer que si A est intégre, alors A [X, ..., X, I'est aussi.

Définition. Polynime symétrique.
Soient A une anneau et P € A[Xy,...,Xy]. On dit que P est symétrique si

Vo€ %, P(Xi,....X5)=P (X‘T(']*"'-‘Xﬂiﬂ}) t
ol %, est Uensemble des bijections de [1,n] dans lui-méme.
4. Montrer que les polynémes suivants sont symétriques :

T
(a) les polynémes de Newton S, = Z:l X
1=

(b) le discriminant de X1,..., X, : [I (Xi—X;)%;
I<i<j<n

(¢) les polynémes symétriques élémentaires de Xy, ..., X, définis par

VkEﬂl,ﬁ-]], = Z Xt-,X;Q---Xi".
1<i) <ig<--<in<n
16.2 Théoréme principal

16.2.1 Enoncé et preuve
Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant.

Théoréme. Soit A un anneau intégre. Soit P € A [X),..., X,| symétrique. Il existe
un polyndme ¢ 4 n indétermindes tels que

P XL Ko = e B (16.1)
5. Soit P € A [Xy,....X,| symétrique. Montrer que

M (P)=aX{' - -Xir = i1 2 ip > -+ > ip.
T
6. Soit (ki,...,kn) e N" et soit k= 3 k. Montrer que
j=l

e ; c yrk—ky yk— (k1 ko k—(key -+
ﬂ'f(zllz;"”z:':")zxfxz PR S i,

7. Soit P € A[X),...,X,]. En procédant par récurrence sur la hauteur, montrer
l'existence d’un polynéme ¢ vérifiant (16.1).
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16.2.2 Application : la formule de Newton

Proposition. Formule de Newton.
Seoit A un anneaw. Dans A [X,,..., Xy], ona:

k
Vke[L,n], kZp=) (-1)"'SZi
t=1
Soit n € N*. Soit k € [1,n]. On introduit une (k + 1)-iéme indéterminée Z et on
introduit

P=1](Z-X;)eA[Xy,...,Xi] [Z],

k
=1

i
i.e. ¢’est un polynome A coefficients dans A [X...., X}].

8. Justifier que
Vje[1,k], P(Xk)=0.

9. Justifier que
P=7F 5251 5,082 .4 I:—-l]k_l T L+ {—1)’“&.

10. Terminer la preuve de la formule de Newton.
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Correction du Theme 16
1. (a) e Soit ﬂ-Xfl oo Xk Ona
aX{t-- Xk < aX( o Xin,
La relation d’ordre « hauteur » est réflexive.
e Soient aXi' .. Xin bX{' ... X" et eXF' ... XEn trois monomes tels
qne . _ . .
Xi...Xin <px ... Xin
et _ _
bXJ ... Xin < eXFr... XEn,

Par définition de la relation « hauteur », on a
Ipel,n], Ve 1,p—1], ie=jeeti, <jp,

et
Jgei,n], Vee [1,g—1], ji=keetkq < jg-

En posant r = min {p, ¢}, on a
Ve e [1,r—1], i¢ = ke et iy < k.
On a montré que 'on a

b G i o ¢ )

On a montré que la relation < est une relation de pré-ordre sur 'en-
semble des mondmes.

La relation < n’est pas une relation d’ordre sur 'ensemble des mondmes
(b) | car elle n'est pas antisymétrique : on a Xy < 2X| et 2X, < X, mais
on n'a pas X; = 2X,.

(¢) On a

XszXff < XfX%X;?
car 3=3 et 1 <2
De méme. on a

X1X3Xs < X{ X2 X3
car 1 < 3.
On a montré que

KiX3 Xz € X7 XaXs < XPX2 X2

2. e On peut citer 'ensemble des fonctions définies sur [0, 1] muni des lois +
et x usuelles : soient les fonctions f et g définies sur [0, 1] par : pour tout

z € [0,1],
1 size ﬂl 1 size 11
f(z) = S 2] o glz)= ) < d (I
() sinon 0 sinon

Il est clair que 'on a f x g =0 et ni f, ni g n'est la fonetion nulle,
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(«# (R),+,-) n'est pas intégre non plus. En effet, on a

£9EH-C9

et la matrice (g ‘1]) n'est pas nulle.

e Le lecteur familier avec les anneaux Z /nZ pourra montrer que

3. (a)

(b)

(Z/nZ,+, x) n'est pas intégre si, et seulement si, n n'est pas premier.
Soit (P,Q) € A [X] non muls. On peut écrire

n e
P=) mX* & Q=) aX*
k=0 fe=0

avec p, £ 0et g, # 0.

On a deg (PQ) < n+ m. De plus, comme A est intégre, pngm # 0 car
Pn # 0 et g, #0.

Il s’ensuit que deg (PQ) = n+ m € N, en particulier, PQ est non nul.

On a montré que si A est intégre, alors A [X] l'est aussi.

Sﬂit P= E P{,'I__"q;'ﬂ}X::l e ‘X:;" A [Xh.,nXﬂ]-

(i1ye-iin)JENT
Si P ne contient pas de moénome contenant X,,, alors P € A [X,,..., X, ]
On suppose que P contient an moins un mondéme contenant X,,. Soit r la
plus grande puissance de X, dans les ménomes de P.
Pour tout i € [1,r], on note .#; 'ensemble des mondmes de P dont la
puissance de X, est i. On peut done écrire

= i Z M= ]EQ;X;.
7=0 Me.#; i=0

avec pour tout i € [0,7], Qi € A[Xy,..., X1

On a montré que tout polynome P € A [X,..., X,] s'éerit sous la

forme P = i Q: X} avec les Q; € A [Xy,...,Xn1].
i=0

On procéde par récurrence et pour tout n € N*, on introduit la proposition
P« A[Xy,..., Xy] est intégre ».

Le cas n = 1 est fait & la question 3 (a).

Soit (P,Q) € A[X),...,X,] tous les deux non nuls. D’aprés la question
3 (b), on peut éerire

P = Zpixril et Q=meric'-
1=0

=0

ol les p; et les g; sont des éléments de A [X g Xn_[] avec py et gs non
nuls.
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Il s’ensuit que
r+s—1

PQ = Prqu:;+s G o 2 FjiX:s
i=0
avec pour tout i € [1,r +s—1], p; € A [Xy,..., Xn1].
Comme p, # 0 et gs = 0, par I'hypothése de récurrence, on a prqs #= 0.
Il s’ensuit que PQ # 0, done A [X,..., X,] est intégre.

Par le principe de raisonnement par récurrence, pour tout n € N*,
A [X..... X, est intégre dés que A Dest.

4. (a) Pour tout o € &, pour tout k € N, on a

St (Xa 1y Xotm) = Zxa{ﬂ_ 2. Xi=

i=] a([1,n])

On a montré que pour tout k£ € N, Si. est un polynéme symétrique.

(b) Pour tout o € .95, on a

D (X Xow) = ]I (Xd{,-}—X:,U})E

1<i<j<n

= I1 (X = X;0)°

1<a=1(i")<a=1(j")<n
= P{ZXiidn)

car o est une bijection de [1,n] sur [1,n].

On a montré que [J est un polyndéme symétrique.

(¢) Pour tout o € .%,, pour tout k € [1,n], on a

. (Xal[l',l?"'Xa{ﬂ]l) B Z Xa[il}"'xﬂ{ik}

l<iy<-<Zigp=<n

= 2. Xy Xy,

1<e~1 (i) }<<o~1(i})sn

= Ek[Xh.“? “).

car o est une bijection de [1,n] sur [[1,n].

On a montré que pour tout k € [1,n], £x est un polyndme symétrique.

5. On suppose qu'il existe un couple d’entiers (k, ) avee, par exemple, k < £ tel
que ik < i‘.'.f+
Comme P est symétrique et il contient le monéme a X' - -- Xin, il contient aussi

le mondme : . A i
i1 Efp—1 yrig Ep_1 i i
aXy o X Xy Xy X XG0
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Or, pour la relation « hauteur », on a
aXil. ..XLI'_—I!XE 1 .X;f_—lix:jk S G s 4 B, .

ce qui contredit le fait que M (P) = aX :' sue X
On a montré que iy = --- = i,.
6. On a

M(Ef) = M((Xi+--+X)") = X7

(
M(2) = M((NiXe+- -+ Xo1 Xn)?) = XP2X3%;

ky
M (=f) M( b3 Xj,---xji) =X, xh

1<j1<<ji<n

M (zk) o M (X1 Xp)en) = Xfo .. Xk,

En utilisant le résultat de la question 3 (¢), on obtient

M (E-*;l ...Eﬁu) — X{cxzk—kl x;’:-(-’ﬂ”ﬂ‘z] i :'*;—(kl+"'+k:;-1)+

7. Soit P € A [X),...,X,] un polynéme symétrique.
Si P =0, il suffit de prendre ¢ = 0.
On suppose P # 0. On suppose le résultat vraie pour les polyndémes dont le
monome directeur est moins haut que celui de P.

On note a X f' - Xkn ot A € A, a # 0 le mondme directeur de P.
Par la question 5, on a ky =2 kg =2 -+ = k,. Puis, le résultat de la question 6
assure

M (E’fl—kzzgi—k:; s Eﬁr1_—}|—knzﬁ“) == AF (X:q o X:;“) ‘
On pose
vl — A v — K kn_1—knwk
(.‘_) = P = Eiﬁl A’ZE;Z k3 vee Zn—ll E."ETI.'

On a M (Q) < M (), par 'hypothése de récurrence, il existe un polynéme
i n indéterminées tel que

QZ'HI}{E[,...._ZH).
On en déduit que
P = ﬁ‘:(zls'*'!zrl]'i'z,f] _kﬂzgz_ks"'Eﬁn__lj_k"Zﬁ“
= ¢(Z1,-.-,Zn).

Ceci termine la récurrence.
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10.

. Pour tout j € [1,k], ona

k
P(X;) =[] (x;-X:)=0.

i=]

Ce sont les relations coefficients /racines établies en cours de MPSI.

En utilisant les résultats des questions 8 et 9, on a : pour tout j € [1, %],
Xf D X5 4 B X5 ()M B X + (DR =0
En sommant ces relations pour j € [1, k], on récupére
k k : k :
YoOXF-E D XF T (-1 T R DX+ (1) kEe=0,
1=l =1 i=l
ce qui donne
Sk —E18k—1 +E28ka+ -+ (1) B 181 + (1) kER = 0.

On obtient finalement




Theéeme 17

Sur le rang des matrices

Thémes abordés ; Matrice, suite, structure algébrique.
Difficulté : HEECIC]

Ce sujet commence par redémontrer un résultat important du cours de MPSI sur

le rang d’'une matrice. On y étudie ensuite quelques propriétés de I'application rang.
Ce sujet requiert d’avoir une bonne connaissance du cours sur le rang d'une matrice.
Les résultats et les notions de la partie 1 servent dans la partie 2.

17.1 Préliminaires

17.1.1 Un résultat important sur le rang

Définition. Mineur d’ordre k.

Soient n et m deux entiers naturels non nuls. Soit A € .#,, ., (K). Soit k € N* tel
que k < min {n,m}.

On appelle mineur d’ordre k toute matrice B carrde d’ordre k extraite de la
matrice A = (a; ;) iej1.n) , ¢'est-d-dire, il existe I C [1,n] et J C [1,m] tous les deux

F€[1,m]
de cardinal k tels que B = (a; ;) ier .
jed
Soit (n,m) € (N*)? et soit A € .#, ,, (K). Soit k un entier tel que k < min {n,m}.
1. Montrer que s'il existe un mineur d’ordre k inversible, alors rg (A) = k.

2. En déduire que rg(A) = k si, et seulement s'il existe un mineur d’ordre k
inversible et si aneun mineur d'ordre £ > k + 1 n’est inversible.
17.1.2 Notions de limite supérieure et inférieure

3. Pour toute suite réelle bornée a = (ay),,cny, on définit les suites (m (a)),,on et
(M (a)),,cn Par

VneN, mi(a), = ggiuk et M(a),= :-.gp aj.
= :>n

(a) Montrer que les suites (m(a)),.n et (M (a)),.n sont respectivement
croissante et décroissante.
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(b) En déduire les suites (m (a)), .n et (M (a)), o convergent.

Définitions. Limite supérieure et inférieure.
Soit (an),,cn une suite réelle bornée. On définit :

e la limite supérieure (noté limsupay ) la limite de la suite (M (ﬂ-}n},.em :
ni—+ 400

e la limite inférieure (noté liminfa, ) la limite de la suite (m (a),,)

T=b nelN-

. . : #ow . . . T

4. Calculer la limite supérieure et inférieure de la suite ((—1)") -
5. Soit (an ), une suite réelle bornée. Montrer que (an),,n converge si, et seule-
ment si, les limites supérieures et inférieures de la suite (a;, ),,.n sont les mémes.

6. Soit (an), . une suite. Soit £ € R. Montrer que pour tout £ > 0, 'ensemble
{an, ne N}N[f —&,f+¢] est infini si, et seulement si, il existe une suite ex-
traite de la snite (an),, . qui converge vers £.

Définition. Valeur d’adhérence.

Soit (ay),,cn une suite réelle. Soit £ € R. On dit que { est une valeur d’adhé-
rence de la suite (an), . $'il eviste une suite extraite de la suite (an), N qui
converge vers [,

7. Soit @ = (an),en une suite réelle bornée. Soit & (a) I'ensemble des valeurs
d’adhérence de la suite (a,),, .-
(a) Justifier que m, = inf & (a) et M, = sup .o/ (a) existent.
(b) Montrer que m, et M, sont des éléments de ;.

(¢) Montrer que

m, = liminfa, e M, =Ilimsupa,.
=00 T3 L0

17.2 Des applications

8. Soit (n,m) € (N*)2.
(a) Soient K et L deux corps tels que L soit un sur-corps et K.
Soit A € v’ﬁfn,m [K}
On désigne par rgg (A) (resp. rgg, (A)) le rang de A dans K (resp. L).
Montrer que rgg (A) = rgg, (A).

(b) Cette question s'adresse aux lecteurs ayant abordé les corps finis.

Si p est un nombre premier, on note F, le corps fini & p éléments. Soit
A€ M m(Z).

i. Montrer que rgg_ (A) < rgq (4).

ii. Montrer qu’il nombre premier q tel que

rer, (4) = 12q (4).
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Définitions. Convergence d’une suite de matrices, application séquentiellement semi-
continue supérieurement (resp. inféricurement) sur .y m (K), avee K un sous-corps
de C.

Soit (n,m) € (N*)?. Soit K un sous-corps de C.

Soit (Ap)pen = ({{Ii_j (k)) :'e|1.n]) une suite d'éléments de .4, o, (K), soit
jelim]/ keN
A= (aij) icpn -
Je[1,m]
Soit enfin ¢ : My ;m (K) — R une application. On dit que :

o la suite (Ap)Lcn converge vers la matrice A, et on note " lim Ap = A, si
—+ 00

VY (i,5) € [1,n] x [1,m], Jm ai; (k) = aiy;

o p est séquentiellement semi-continue inférieurement (resp. supérieure-
ment) sur My, (K) si : pour tout A € M, ,, (K), pour toute suite de matrices
(Ak)pen qui converge vers A,

Eminfg:{.-i,;] >@(A) (msp. limsup g (A) < ap{A)) :

k—4oc

o ¢ est séguentiellement continue sur ., m (K) si ¢ est séquentiellement
semi-continue inférieurement et séquenticllement semi-continue supéricurement

Sur Jﬁn S {K] =
Soit K un sous-corps de C et soit (n,m) € (N*)°.

9. Montrer que det (I'application déterminant) est séquentiellement continue sur
My (K).

10.  (a) Montrer que application rg : ., ,» (K) — R est séquentiellement semi-
continue inférienrement sur .#, ,,, (K) mais n'est pas séquentiellement
continue sur .#, m (K).

(b) Soit A € ., m (K) de rang r. Soit v’ € N tel que min {n,m} = ' > r.
Montrer qu’il existe une suite de matrices (A), . toutes de rang ' telle
que

lim A = A.
k=400

(e) En déduire que toute matrice carrée sur .#, (K) est limite d'une suite de
matrices inversibles.
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Correction du Theme 17

1. Soit B = (a;, J} il un mineur d'ordre k inversible avee I et J deux sous-

ensembles de [1, n]] de cardinal k.
Soient C'j, (A),...,C;, (A) les colonnes de A dont sont issues celles du minenr.
Soit (aj,,..., a4 ) € K* tel que

ﬂ'.“l'-ICI.J-I (A} o i +nj_i_-cj;¢ I:A] = 0.

En extrayant les lignes numérotées sur I, et en notant Cj, (B),...,Cj, (B) les
colonnes de B, on obtient

a;, Cj, (B) + -+, Cj, (B) = 0.

Comme B est inversible, la famille constituée de ses colomnes est libre, done
aj =---=ay, =0
On en déduit que dim (Vect (Cy (A),...,C, (A))) = k, ainsi

rg(A) = k

2. On montre les deux implications.
Comme rg (A) = k, il existe k colonnes, disons (Ci,,...,Ci,) telles que
Vect (C1(A),...,Cn (A)) = Vect (Cj, (4),...,C;, (A)).

Comme la matrice A := (Cj, (A)]---1Cj, (A)) est de rang k, il existe k
lignes L, (A) sk B (A) de la matrice A telle que

dim (th (Lil [A) ceneoi i (A))) = k.
Li (4)

De toute évidence, la matrice : est un mineur de A d'ordre k

Liy (4)
car son rang vaut k.

De plus, tous les mineurs d’ordre supérieurs i k 4 1 ne sont pas inversibles
car, sinon en utilisant la question 1, le rang de A serait au moins égal a
k+1.

D’aprés la question 1, on a rg(A) = k.
Sirg(A) = k+ 1, d’aprés la premiére implication prouvée ci-dessus, il
existerait un mineur d'ordre £ > k + 1 inversible, ce qui n’est pas le cas.

L’équivalence est prouvée.
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3. (a) Soitne N. Comme {keN, k>2n+1}c{keN,k=n} ona

inf ap > infa, et sup ap < supag,
kzn+1 kz2n k> nl-::- 1 J;EL.

ainsi
m {ﬂ'}n.+l >mia), e M (a]ﬂ_l_l <M a),.

On a montré que la suite (m(a),),  est croissante et la suite
(M (a),,), on est décroissante.

(b) Comme la suite (a,), . est bornée, il est clair que les suites (m (a)),, N

et (M (a)),cn le sont aussi.
Les suites (m (a)),,cn et (M (a)), o sont respectivement croissante, ma-

jorée et décroissante, minorée : | elles convergent.

4. On pose u = ((—1)"),,on- Pour tout n € N, on a

m(u), = ;ng;[_”k =-1 et M(u),= :gp (-1)* =1.
B e I

Il s’ensuit que

liminf (=1)" = =1 et limsup(—=1)" =1.
A~ L

5. On montre les deux implications.

On note £ la limite de (a,),,.n- Soit £ > 0, il existe N € N tel que pour
tout n = N, |ap — €] <&, s50it £—e S up < €+-.
I1 s’ensuit que pour tout n > N,

f—c<infa,<fl+e et €—c<supa,=<{+=
k=n k>n

On a montré que pour tout £ > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,
|m(a), —€|<e et |M(a),—£<e
Les suites (m (a),,),,en et (M (a),),,cn convergent vers la méme limite.

Soit £ la limite commune aux suites (m (a), ), .n et (M (a),),cn-
Par définition, on a

YneN, m(a), <a, < M(a),.

Par encadrement, on en déduit que la suite (an), . converge vers £.

L’équivalence est prouvée.

6. On prouve les denx implications.
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7.

Pour ¢ = 1, I'ensemble {a,, n € N} N [f—1,f+ 1] contient une infinité
d’éléments @ soit a.,(0) I'un d’eux.
Soit m € N. On suppose Ap(0)s - - -3 Gy(mp) CONStIUILS tels que pour tout

1 1
k € [0,m], ayy, € [f— k+1’€+ o et
@(0) <e(l)<---<p(m).
Comme l'ensemble {a,, n € N} |[{ - . L+ l contient une in-
: m+2 m+2

finité d’éléments, en particulier, 'ensemble

1 1
ny, T2 1 £— "
{an, 7.2 ¢ (m) + }n[ m+ 2 +m+2]
contient une infinité d’éléments. Soit Qp(m+1) 'un d’eux.

On a construit par récurrence la suite extraite (a, :
w(m) meN

Comme pour tout m € N, £ — : < apm) <€+ , par encadre-

n+1 m<+1

ment,ona lim a ='f
m—++400 w(m)

Soit » : N — N strictement croissante telle que (a”’{“})neN converge
vers £,

Soit £ > 0. Comme (aw{ﬂ])nem converge vers £, il existe N € N telle que
pour tout n > N, a,(,) € [ —&,£+¢].

Il s'ensuit (e I'ensemble {H,m ne N} ol [f— e b+ E] contient une infinité
d’éléments.

L'équivalence est prouvée.

(a)

(b)

La suite (a,, )nen €st bornée, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass,
elle admet au moins une valeur d’adhérence, done & (a) est non vide.
Comme la suite (ay,),, . est bornée, il est clair que o (a) est bornée, donc
& (a) admet une borne inférieure et une borne supérieure.

On a montré que m, et M, existent.

Soit £ > 0. En utilisant la propriété de la borne supérieure, il existe
£

y € & (a) tel que M, — 3 <y < M,.

£

Comme y € & (a), I'ensemble [y =8

2+ g] N {a,, n € N} est infini. De
I'inelusion =

E E
['y- ¥t 5]!‘“\{%. n € N}C[Ms — e, M, +]N{an, n € N}

on en déduit que 'ensemble [J".afa —e, My + E‘] n {an, ne N} contient une
infinité d’éléments, ainsi d’aprés la question 6, M, € & (a).
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Un raisonnement analogue montre que m, € & (a).

On a montré que m, et M, sont des valeurs d’adhérence de la suite
l:ﬂ'“}n.EN'

(c) On montre que m, = liminfa,. L'égalité M, = limsupa,, se traite de
n—4o00 n—+4oo

maniére analogue.

On va montrer que lim inf a,, est une valeur d’adhérence de la suite
n—+-+0o0

(@n),en- PUis que toute valeur d’adhérence de la suite (ay,),, . est supé-

rieure ou égale i liminf a,,.
n—+4co

e On pose £ = liminf a,,.

=400
On va construire par récurrence @ : N — N strictement croissante
telle que
1 1
VneN, {-——<a,

</ ;
nt1 = e ST T
Comme lim inf a; = ¢, il existe N € N tel que pour tout n = N,
n—+4o0 k>n

1 |
Pz tif e St
5 = julap < f+5.

Soit n > N fixé. Par la propriété de la borne inférieure, il existe j = n

1
tel que inf a;. < a; < inf ai + =. On en déduit que
I' k=n k= J_k}:ri k 2 4

f—1<aj<e+1.

On pose ¢ (0) = j.
Soit p € N*, On suppose construits ¢ (0),...,¢ (p) avec

p(0) <p(l)<---<e(p).

Comme lim inf a3 = £, il existe N’ € N tel que pour tout n > N’,
n—+00 k>n
1 1
e mf gy S+ =—7——.
T2(+2) ke T 2(p+2)

Soit N = max {N’, ¢ (p) + 1}. L’inégalité précédente reste en particu-
lier vraie pour n > N

Soit n > N fixé. Par propriété de la borne inférieure, il existe j > n

tel que énf ap < aj < mf ar + On en déduit que

e .
p+2 "~ p+2

On pose g (p+1) =
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8.

@ est construite par récurrence. De la relation

1 1
Yne N, f—n—HE-‘I‘F[n}EFﬁ‘n_H,

on en déduit que liminfa, est une valeur d’adhérence de la suite

n—=+00
(ﬂ'ﬂ-}ﬂEN‘

e Supposons qu'il existe une valeur d’adhérence ¢ de la suite (an),cn

telle que ¢ < lim inf a,.
n—+00

Soit ¢ : N — N strictement croissante telle que
lim a =¢
n—r+oo win)

B E “_""1'0‘3 ) n—++cc
I1 existe NV € N tel que pour tout n = N,

Q) € [6—¢,0+¢€].

1
et soit £ = (lim nf a, — £ ] de sorte que £ + ¢ < liminf ay,.

Or, ¢ : N — N est strictement croissante, donc
Vn=e(N), infa,<f+e.
k>n

Par passage a la limite, on en déduit que

liminfa, <f+¢,
n—+400

ce qui est exclu par le choix de =.
On en déduit que toute valeur d’adhérence de la suite (a,)

supérieure ou éeale a liminf a,,.
p g Ti—s 00 %

nelN est

On a montré que m, = liminf a,. En procédant de méme, on
=400
montre que M, = limsup a,.
n—=4oo

(a) Soit k = rgg (A). D'aprés la question 2, il existe un mineur B d'ordre k

inversible dans %/ (K) et tous les mineurs d’ordre £ > k + 1 ne sont pas
inversibles dans .#; (K).

Il s'ensuit que det (B) # 0 et le déterminant de tous les mineurs d’ordre
£ = k+1 est nul.

Mais, le ealcul d'un déterminant dans K se fait de la méme facon que dans
L grice a la formule

det (A) = Z (o) ﬁ“t'-ﬂ{i)’
i=1

TES Y
ainsi une matrice carrée d’ordre n i coefficients dans K est inversible dans
4, (K) si, et seulement si, elle est inversible dans ., (L).

Il s'ensuit que qu’il existe un mineur d'ordre k inversible dans 4/, (L) et
tous les mineurs d’ordre £ > k4 1 ne sont pas inversibles dans .# (L).

On a montré que irgK (A) =rgg, (A).
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(b) i. Comme A € .4, ,, (Z), le déterminant d'un mineur de A est un entier
relatif car (Z,+, x) est un anneau.
Soit k = rgq (A). D’aprés la question 2, il existe un mineur B d’ordre
k inversible dans .#. (Q) et les mineurs d’ordre £ = k + 1 ne sont pas
inversibles dans .#; (Q).
Ainsi, comme tous les déterminants des mineurs d’ordre £ > k + 1 sont
nuls, il s’ensuit que leurs déterminants dans .#; (Fp) sont aussi nuls.

D’aprés la question 2, on a IgF, (A) £k

Remargue. On ne pas conclure que IgF, (A) = k car B peut ne pas
inversible dans .#. (Fp).

ii. Soit k = rgq (A). Seit B un mineur d’ordre k inversible dans .. (Q).
Comme A € .#,, ;, (Z), done det (B) € Z*.

Comme g un nombre premier ne figurant pas dans la décomposition
en produits de facteurs premiers de det (B).

Il est alors clair que det (B) est non nul dans F,,.
Ainsi, d’aprés la question 2, rgg_ (A) = k.

En utilisant le résultat de la question 8 (b) i, on a montré que
g, (4) = k.

9. Soit (Ag)pepn une suite de matrices de .#, (K) qui converge vers une matrice
A= (“"'r.f){i,j}aell nj2- Pourk € N et (i.7) € [1,n]?%, onnote a; ; (k) le coeflicient

de Ay en position (i,j). On a

VkeN, det(Ax)= > =(0) [[aion (k).
i=1

aeSn

Or, pour tout (i,j) € [1,n]?, les suites (a;; (k)),.n convergent vers a; j, en
faisant tendre k vers o0, on en déduit que

TR
lim det(A;) = lim z E[G]Hﬂi1¢{;‘](k}

k— 400 k=400

o'E,,"a"’n =1
= z E(G’}Hﬂi,u(i}
o€ n £=1
= det(A).

Daprés la question 5, on en déduit que

lgln_ii_llfd{‘.t (Ap) =det(A) et limsupdet(A;) =det(A).
S

k=400

On a montré que det est séquentiellement continue sur ., (K).

10. (a) Soit A € ., ., (K) et soit (Ag); . une suite de matrices de ., , (K)
qui converge vers A. Soit k = rg(A) et soit B = (a;;) tc7 un mineur de
jed
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A d'ordre E inversible avec I et J deux sous-ensembles de [[1,n] tous les
deux de cardinal k.

On note By, la suite la matrice (a; ; (k)) ier -
' jed

e En utilisant la continuité séquentielle de det établie a la question 9, on
a

lim det ({ni__j (K)) ier ) = det (B).

k—4co jeJs

Comme det (B) # 0, il s'ensunit qu'il existe J € N tel que pour tout
j=dJ,det(B;) # 0.

Ainsi, d’aprés la question 1, pour tout j = J, rg(A4;) = k. Il s'ensuit

= i’éﬂ rg (4;) 2 k= ﬁrgl;{g rg (A4;) 2 k.

Ainsi,
liminfrg (A;) = rg(A).
j—+co

Cela prouve que rg est semi-continue inférieurement sur .#, - (K).

o Soit (A) kEN la suite de matrices de .#, ., (K) définies par bloes de

1
la fagon suivante : Ay = (;.; | ﬂ) - Il est clair que la suite (A ).
0 0

converge vers la matrice nulle.
De toute évidence, pour tout k € N, rg (Ay) = 1, done

limsupreg (Ax) = 1.

k—4oo

Comme limsuprg (A;) > 0, on en déduit que rg n'est pas séquen-
fe—4o00
tiellement semi-continue supérienrement sur .#, ., (K).

(b) Comme rg(A) = r, il existe (P, Q) € ¥4, (K) x ¥{,, (K) tel que
A=PJL,Q avec J,= G] g)

Soit la suite de matrices (Ay ), .y définie par : pour tout k € N,

I . 0 0
Ap=P —I,
k 0 T lI,. S | = 3
0 {0 0
Il est clair que pour tout k € N, rg (Ag) =",
I 0 0
De plus, ona lim | 0 LI,,- 0] = I 0
i k—stoo 1" 0 0

0 0 0
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On en déduit done
lim A = A

k—++oo

On a montré que toute matrice de rang r est limite d'une snite de
matrices de rang r’ aveec 1’ > r.

Soit A € #nm(K). Onnote r =rg(A) < n.

En appliquant le résultat de la question 10 (b) avec ' = n > r, on
montre que A est limite d'une suite de matrices de rang n, soit d’une
suite de matrices inversibles.




Theme 18

Réduction

Thémes abordés : Polyndme, application linéaire.

Difficulté : HREEC]

Ce sujet porte sur la notion de polyndéme minimal d'une application linéaire et
montre le lien qu'il ¥ a entre certaines propriétés du polynéme minimal et la matrice de
I'application linéaire dans une bonne base. Ce sujet permet d’anticiper le programme
d’algébre linéaire de classe de MP.

Une bonne connaissance de 'algébre linéaire est requise pour ce sujet.

Les résultats des parties 1, 2 et 3 servent dans les parties 4 et 5.

18.1 Question préliminaire

Définition. Idéal.
Soit I € K [X]. On dit que I est un idéal de K [X] si :
i) (I,+) est un sous-groupe de K [X];
ii) pour tout P € I, pour tout Q € K [X], PQ € I.

1. Soit I un idéal non nul de K [X]. Montrer qu’il existe un unique polynéme 7 € I
unitaire tel que

I={xP, PcK|[X]} =nK[X].

18.2 Geénéralités

Définition. Polynome annulateur.

Soit E un espace vectoriel, w € . (E) et P € K[X]. On dit que P est un poly-
nome annulateur de P si P (u) = 0.

On note & (u) Uensemble des polynomes annulateurs de u.

Soient E un espace vectoriel, pas nécessairement de dimension finie, et u € ¢ (E).

2. On suppose dans cette question que u admet un polynéme annulateur non nul.

(a) Montrer que & (1) est un idéal non nul de K [X].
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(b) En déduire qu'il existe un unique polynéme unitaire m, tel que
o (u) = {m, P, Pe K[X]}.

my s'appelle le polynéme minimal de u.

3. Montrer que si F est de dimension finie, alors u admet au moins un polynéme
annulateur non nul.

4. Donner un exemple d’'un espace vectoriel F de dimension infinie et d'un endo-
morphisme de £ n’ayant pas de polynéme annulateur non nul.

r=—1
5. Soit » € N* et (ao,...,ar—1) € K. Soit P = X" 4+ 5 a;.X*. On suppose
k=0
ue I est un polynéme annulateur de u et qu'il existe x € E tel que la famille
El.r, w(z),...,u"] {T:J} soit libre.

Soit F = Vect (z,u(x),...,u"! (x)).
(a) Montrer que F est stable par u.
(b) Montrer que la matrice de u)p est dans une certaine base de F' de la forme

0 0 0 —ag
10 0 —a
Cag;: .. ap—1) = 0 1 0 -a2
0 0 --- 1 —=ar_y

18.3 Lemme de décomposition des noyaux

Lemme. Lemme de décomposition des noyaur.
Soit E un espace vectoriel et uw € 2 (E). Soient Py et Py deux polynémes premiers
entre euz. Alors,

ker ((P1P2) (u)) = ker (P (u)) @ ker (P2 (u)) .
Nous prouvons le lemme.
6. Justifier qu’il existe (U, V) € K [X]2 tel que UP| + VP, = 1.

7. Terminer la preuve.

8. Généraliser le Lemme de décomposition des noyauz i n polynomes deux i deux
premiers entre eux (n > 2) Py, ..., Fy.

18.4 Diagonalisation

Dans cette partie, F est un espace vectoriel de dimension finie.

Définition. Endomorphisme diagonalisable.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et uw € & (FE). On dit que u est
diagonalisable sur E s'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale.
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9. Montrer que les projecteurs et les symétries sont des endomorphismes diagona-
lisables de E.

10. Soit u € .2 (E) ayant un polynéme annulateur scindé i racines simples. Montrer
que u est diagonalisable sur E.

11. Réciproquement, montrer que tout endomorphisme diagonalisable de E admet
un polynome annulateur scindé i racines simples.

12. En déduire qu'un endomorphisme est diagonalisable sur F si, et seulement si,
Tu est seindé A racines simples.

13. Soit u € .%° (F) diagonalisable et soit F' est sous-espace stable par u. Montrer
que up est diagonalisable sur F.

18.5 Trigonalisation

Dans cette partie, E est un espace vectoriel de dimension finie.
Définitions. Drapeau, drapeau total, drapeau total.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit u € . (F).
¢ Un drapeau de FE est une suite finie Ey, . .., E, de sous-espaces vectoriels de E
strictement croissante pour Uinclusion avec Eg = {0} et E, = E.
o On dit qu'un drapeau de E est total si r = dim (E) et si pour tout i € [1,7],
dim (E;) = 1.
e On dit qu'un drapeau est stable par u si u (E;) C E; pour tout i € [1,7].
Définition. Endomorphisme trigonalisable.
Seit E un espace vectoriel de dimension finie et uw € & (E). On dit que u est

trigonalisable sur E s'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
triangulaire supérieure.

14. Montrer que u est trigonalisable sur F si, et seulement s'il existe un drapeau
total stable par u.
15. Montrer que si u est trigonalisable sur E, alors m, est scindé.
16. On suppose dans cette question que m, est scindé : on écrit
;
ma = [T (X = 2)*
k=1

avee les A sont deux i deux distinets.
T
(a) Montrer que E = @ ker ((u — A idg)?*).
k=1

(b) Montrer que pour tout k € [1,r], u— Ay idg laisse stable
ker ((u— A idg)™), puis que u — A id g jer (g id g)k) ©st nilpotent.
(¢) Soit v un endomorphisme nilpotent non nul d'un espace vectoriel de di-
mension finie. Montrer que v est trigonalisable sur E.
Indication : On pourra raisonner par récurrence sur la dimension de l'es-
pace.

(d) En déduire que u est trigonalisable.
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Correction du Theme 18

1. On prouve l'existence puis ['unicité.

Eristence

Soit I un idéal non nul de K [X].

Soit & = {deg (P), P € I\ {0}}.

Comme [ # 0, . est non vide, inclus dans N : il admet un plus petit
clément : p.

Soit P un polynéme de I de degré p et soit 7 le polyndme unitaire obtenu
en divisant par PP par son coefficient de plus haut degré. Clairement, 7 € 1.

Montrons que I = 7K [X].

Comme 7 € I et par définition d'un idéal, pour tout P € K[X],
7P e I, done I D 7K [X].

SnitPEI.

La division euclidienne de P par 7 assure qu'il existe @) € K [X] et
R € K [X] vérifiant deg (R) < deg (7) tels que P = 7Q + R.
La relation R = P — Q) permet de justifier que R € I.
Si R # 0, alors deg (R) < deg (), ce qui contredit la définition de 7,
ainsi R = 0.

Unicité

Supposons qu’il existe deux polynémes unitaires m; et w2 de [ tels que

I =mK[X]=mK [X].

Comme 7 € [ = mK [X], m2 divise m. Par symétrie, m; divise ma.
Comme m; et 72 sont unitaires, on en déduit que m; = mo.

Un

a montré qu’il existe un unique polynéme unitaire 7 tel que I = 7K [X].

Comme u admet un polyndme annulateur non nul, il est clair que
o (u) # {0}.
Soient (P, Q) € o (u)%. On a

(P-Q) (u) = P (u) - Q (u) =0.

Ainsi P — Q € o (u), done (&, +) est un sous-groupe de (K [X], +).
Soit P€ o (u) et Q€ K[X], ona

(PQ) (u) = Q (u) o P (u) =0,
done PQ € & (u).

On a montré que & (u) est un idéal non nul de K [X].

D’aprés la question 1, il existe un unique polynéme unitaire de degré
minimal tel que & (u) = m, K [X].
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3. Soit n = dim (E) et soit la famille & = (mg, BB )5

5.

Comme dim (.Z (E)) = n? et card (F) = n? + 1, la famille .F est liée. Ainsi, il
n? :
existe (ao,a1,...,0,2) € R™*! non nul tel que Y aut =0.
i=0
n? _
Le polynéme % a; X* est annulateur de u et non nul.
i=0

On a montré que tout endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension
finie admet un polynéme annulateur.

. Soit D :{

R[X] —R[X]

P —s P

Il est clair que I est un endomorphisme de R [X].

R[X] — R[X]

P —s Pn} -

Supposons que D ait un polyndme annulateur non nul : il existe P € K [X] non
nul tel que P (D) = 0.

En particulier, si deg (P) = m, il existe (ag,...,a,;,) € K™*! avec a,, # 0 tel
que

Notons que pour tout n € N, D" : {

fan idKEX] Fii @y D™ = DM = — Z E1"__.}”'"‘.

Or,
DH’! (xﬂir) — ?ni

m—1
deg ((— E ED"') [X"‘}) =1,
k=0 L

ce qui fournit une contradiction.

et

On a montré que [J n’a pas de polynéme annulateur non nul.

(a) Pour montrer que F' est stable par u, il suffit de montrer que 'image d'une
famille génératrice de F' est une famille de F.

Pour tout i € [0, — 2],
u {u'{m]) =u'tl(z) e F
cari+ 1€ [1,r—1].
Et u(u™! (z)) =u" (2).
Comme P= X"+ ril ap X k est un polynéme annulateur de u, on en déduit

k=0
que

r=1
u' (z) = —Zakuk (z) e F.
f=0

On a montré que F est stable par .
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(b) Par définition la famille (x,u (2),...,u"! (z)) est une famille génératrice
de F. Comme elle est supposée libre, c¢’est une base de F.
Pour tout i € [0,r— 2], u (u* (x)) = u**! (z) et

u(u" ¥ (x)) = Zaku“ {z),

il s’ensuit que la matrice de u dans la base (x,u (z),...,u" ! (x)) est
00 -« 0 —ag
1 0 --- 0 —a
01 --- 0 —ay

0 0 wer 1 =g

Py et % étant premiers entre eux, par le théoréme de Bezout, il existe
(U, V) e K[X]? tel que UP, +V P =1.

7. La relation établie & la question 6 donne
U(u)o P (u)+V (u)o Py (u) = idg.

e Soit x € ker (P (u)) Nker (P (u)).
Dapres I'égalité établie ci-dessus, on a

g=U(u)o P (u)(z)+V (u)o P (u)(x).

Comme P (u) (x) = P2 (u) (x) = 0, on en déduit que x = 0.
Ainsi, ker (P (u) }r‘]ker( (u)) € {0}, puis

ker (P (u)) Nnker (P2 (u)) = {0}.

6.

# On montre maintenant que
ker ((P1P2) (u)) = ker (Py (u)) + ker (Py (u)) .
Soit x € ker ((P, P») (u)). On utilise encore
x=U(u)oPr(u) () +V(u)oPp(u)(z).
On a
Py (u)(U(u)oPr(u)(z)) = (U(u)o(PrF)(u))(2)

]

on en déduit que U (u) o Py (u) () € ker (P2 (u)).
On montre de méme que U (u) o Py (u) (x) € ker (P (u)).
Ainsi ker ((PyP2) (u)) C ker (P (u)) + ker (P2 (u)).
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3.

9.

Soit x € ker (Py (u)) + ker (P (u)).
Il existe (a1, x2) € ker (P (u)) x ker (P2 (u)) tel que x = 1 + 22. On
a
(P P) (u) (x) = (PiP) (u) (z1) + (P P2) (u) (22)
= Pa(u)oPy(u)(z1)+ Pi(u)o P (u)(x2)
= 0
car Py (u) (z1) = P2 (u) (x2) = 0. Cela prouve que
ker ((PyP2) (u)) D ker (Py (u)) + ker (P (u)) .

On a montré que ker ((P %) (u)) = ker (Py (u)) @ ker (P (u)).

On proceéde par récurrence. Pour tout n € N*, on introduit la proposition
2, : « pour tout Py, ..., P, deux i deux premiers entre eux, on a

ker ((Pp---Pn)(u)) = é}mr (P (u)) ».

i=1
Le cas n = 1 est immédiat.
Supposons %2, vraie pour un certain entier naturel n € N*.

Soit (Pi,..., Pus1) € R[X]""! (n+ 1) polyndmes deux A deux premiers entre
eux tels que Pj - -+ Py est un polyndéme annulateur de u. Comme les polynémes
Py --- P, et P,y sont premiers entre eux, d’apres la question 7, on a

ker ((Py -+~ PaPat1) () = ket ((Py -+~ Pa) (u)) @ ker (o1 ().

Les polynomes Py, ..., P, sont premiers entre eux deux i deux, hypothése de
récurrence assure que

ker ((Py--- Pp) (u)) =ker (P (u)) @ --- @ ker (P (u)).

On en déduit finalement
n-+1

ker ((Py -+ PaPas1) (u)) = D ker (P, (u)).

i=1

On a montré que 22, est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 2%, est vraie

pour tout n € N*.

e Les projecteurs
Soit p un projecteur de E. On sait que

ker (p) @ ker (p—idg) = E.

Ainsi, si 2 est une base de ker (p) et %8 est une base de ker (p —idg),
la concaténation de % et %, fournit une base @ de E dans laquelle la

matrice de p est
0 0
0 I )
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oit I'on note r = dim (ker (p — idg))

On a montré que les projecteurs sont des endomorphismes diagonali-
sables de F.

o Les symétries
Soit s une symétrie de E. On sait que

ker (s —idg) @ ker (s +idg) = E.

Done, si 48 est une base de ker (s — idg) et %85 une base de ker (s + idg).
la conecaténation de %8; et 8 fournit une base % de E dans laquelle la

matrice de p est
I. 0
0 =L’

ol I'on note r = dim (ker (s —idg)).

On a montré que les symétries sont des endomorphismes diagonalisables

de F.
G
10. Soit P = [] (X — ;) € K[X] un polynéme annulateur de u scindé i racines
i=1
simples.
Comme les o; sont deux & deux distinets, les polynomes X — ay,.... X —ay,

11.

sont deux 4 deux premiers entre eux. D'apres le Lemme de décomposition des
NoyauT, on a

@ ker (u — ayidg) = ker (P (u)) = E.

i=1
Pour tout i € [1,7]. on pose %; une base de ker (u — a; id ).
On note que, pour tout i € [1,7], ¥|ker(u—oyidy) = Dker(u—a;zidp)> 2insi la

matrice de %|yer(u—ayidg) dans la base 9; est diagonale.

Ainsi, la base % formée de la concaténation des bases %, ..., %, est une base
de E.

Comme pour tout i € [[1,r], la matrice de U] ker (u—arg id ) dans la base %; est
diagonale, il est résulte que la matrice de u dans la base 48 est diagonale.

On a montré que tout endomorphisme ayant un polynome annulateur scindé
i racines simples est diagonalisable sur F.

Soit & = (ey,...,eq) est base de E dans laquelle mat g (u) est diagonale. Soient
Al, ..., An les éléments de la diagonale et soient A; ,..., A\, les éléments deux &

deux distinets de la diagonale. Soit enfin P = ]:[ (X — Aig).
=1

k
Soit j € [1,n]. I existe £ € [1,n] tel que u (¢;)

= Ai,ej. Ainsi
P (u) (¢;) = [ (u—Aipidg) o (u— Ai, idg) (¢5) .
k-1
kit

Or, (u— A, idg) (ej) = 0, ainsi P (u) (e;) = 0.
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bt
[+ |
=i

12

13.

14.

Ainsi, P (u) s'annule sur une base de F, ainsi P (u) = 0.

On a montré que tout endomorphisme diagonalisable de E admet un poly-
nome annulateur scindé i racines simples.

. On montre les deux implications.

D’aprés la question 11, u admet un polyndme annulateur P scindé i racines
simples.
Comme m, divise P, on en déduit que m, est aussi seindé i racines simples.

Comme m, est un polynéme annulateur de u, d’aprés la question 10, u est
diagonalisable sur E.

L'équivalence est montrée.

Comme u est diagonalisable, d’apreés la question 11, © admet un polynéme annu-
lateur seindé 4 racines simples : P. Il est clair que P est un polynéme annulateur
de up.

D’aprés la question 10, on en déduit que ujp est diagonalisable sur F.

On montre les deux implications.

Soit (eq,...,e,) une base de E dans laguelle la matrice de u est diagonale.
Soit k € [1,n], on pose Ep = Vect (ey,...,e;). On pose aussi Eg = {0}.
Il est clair que 'on a
EUCE' C"'CEﬂzE.

Ainsi, la suite Ey, ..., E,; est un drapeau de E.

De plus, pour tout k € [1,n], dim (E;) = k, donc la suite (Ey,..., Ey)
est un drapeau total.
Enfin, comme la matrice de u dans la base (ej,....ey) est triangulaire,
pour tout k € [1,n], on a u(Ej) C E.
On a montré que la suite (Ey, ..., E;) est un drapean total stable par w.
Soit (Eg, ..., FE,;) un drapeau total stable par u.
Soit e € K} non nul. Comme dim (E;) = 1, (e;) est une base de E;.
Soit k € [[1,n — 1] et supposons que 'on ait construit une suite ey, ..., ep_
vérifiant
Vie ﬂl,jﬂ - 1]]1 e; € Ej"\Ej_i.
Comme dim (Ej.) = k > dim (Ej_y), il existe ex. € E\Ep_1.
On note que la famille (ey,...,e,) est libre.
En effet, soit (e1,...,e,) € K™ tel que
"
Z cie; = 0.

=]

Supposons (e1,....¢q) # (0,...,0). Soit £ le plus grand indice dans [1,n]
tel que ¢¢ # 0. On a alors

-1
€
ep = — E af'f € E¢_4,
i=1



252

THEME 18. REDUCTION

ce qui est exelu par construction.

La famille (ey,...,e,) est libre, ¢’est done une base de E.

Enfin, pour pour tout k € [1,n], e;. € Ej. et Ej est stable par w, ainsi
u(er) € Eg. Il s’ensuit que la matrice de u dans la base (e1,...,en) est
triangulaire.

L'équivalence est prouvée.

15. Soit (e1,...,en) une base de E dans laquelle la matrice de u soit triangulaire

supérieure :
Al * ke K
0 A = e -
nm't{fl yeenrEm) {H} = : . SwEt e L
B 0 0 sk
T
Soit aussi, P = [] (X - \).
i=1
On va montrer par récurrence que pour tout k € [[1,n] et pour tout
x € Vect (e1,...,€ex),
k
I (u—Xidg) (x) = 0.
f=1
Soit x € Vect (e1) : il existe A € K tel que x = Aey.
On a
(u—Aridg) (z) = A(u(er) — Arey) =0,
car u (e1) = Ajey.
Ainsi, 9% est vraie.
Soit k € [1,n — 1] tel que 2. soit vraie.

Soit = € Vect (e1,. ..,k €k41)-
e Six € Vect (e,...,ep, ep4y), alors d’aprés I'hypothése de récurrence
k+1 k
[T w=Nide) (2) = (u—Negridg)o [ (u—Nidg) ()
i=1 i=1

= L

e Six & Vect(ey,...,er), il existe A € K* et y € Vect (eg,...,¢e) tel que
* = Aejpyy + y. Par linéarité, on a

k+1 k41
I w=Xiidg) (z) = A (u—Xiidg) (exs1)
§=1 i=]
3
+ (u—=Appridg) o [ (u—Aiidg) (x).
=]

L3
D’aprés hypothése de réeurrence, [] (u— A;jidg) (z) = 0.
i=1
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Aussi, d’aprés la matrice de u dans la base (e;,...,e,), on a
u(ers1) = Apgr€ps) +w
avec w € Vect (eq,...,e;), done
(u— Apy1idE) (ep4q) € Vect (eg, ..., ).

Par I'hypothése de récurrence, il s’ensuit que

k41
IT (v = Xiidg) (ex41) =0,
i=l1
soit
k+1
H (u—Miidg) (z) = 0.
i1=1

On a montré que 27 | est vraie. Par le principe de raisonnement par réurrence,
en particulier, on a

Vz € Vect (e1,...,en) = E, P(u)(z)=0.

On a montré que tout endormorphisme trigonalisable d’un espace vectoriel
de dimension finie a un polynéme annulateur P scindé, en particulier, le
polynéme minimal qui divise P est scindé.

Il suffit d’appliquer le Lemme de décomposition des noyaur en remar-
quant que ker (m, (u)) = E.

(b) Soit k e [1,r].
e Soit = € ker ((u— Ay idg)**).
Ona

(— Apidp) ™ ((w— A idg) (2) = (u—Aeidg)™* ! (2)
0

16. (a)

Il

car @ € ker ((u— Apidg)™).
On a montré que ker ({(u — A idg)™*) est stable par (u— Ay idg)™-.
e Par définition, on a

ker (1= M IdE) oy (urg gyosy) = (0= Meidg) .

Cela prouve que (u — Ay id _:_.;]ﬂfﬂr{ (u — nilpotent.

Apidg

(e) On suit I'indication et on raisonne par récurrence sur la dimension. Pour
tout n € N*, on pose la proposition %%, : « tout endomorphisme nilpotent
non nul dans un espace vectoriel de dimension n est trigonalisable sur cet
espace #.
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(d)

) est de toute évidence vraie car tout endomorphisme d'un espace vee-
toriel de dimension finie est une homothétie.

Soit n € N*. On suppose &, vraie.
Soit v un endomorphisme nilpotent non nul d'un espace vectoriel V' de
dimension n + 1.

Comme v est nilpotent et non nul, on a 1 < dim (ker (v)) < n, puis en
utilisant le théoréme du rang, on a

1 < dim (im (v)) < n.
Done, il existe un hyperplan H tel que im (v) C H, ainsi

Ve E, v(z)eH,

en particulier,
Yere H, v(z)eH.

Comme dim (H) = n, par 'hypothése de récurrence, il existe une base %’
de H telle que la matrice de uy soit triangulaire.

Soit e € V\ H. Il est clair que 2 = %' U {e} est une base de V dans laquelle
la matrice de v est triangulaire supérieure.

On a montré que 22, est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, tout endomorphisme
nilpotent non nul d'un espace vectoriel de dimension est trigonalisable.

D’aprés la question 16 (a), on a :

E = P ker ((u— M idg)**).

Or, d’aprés la question 16 (b), pour tout k € [1,r], la restriction de
(e — Apidg)™ a ker ((u — A idg)™) est un endomorphisme nilpotent de
ker ((u — A idg)™*).

D’aprés la question 16 (¢), il existe une base @), de ker ((u— A idg)™*)
telle que la matrice de (u — A idg)™* soit triangulaire supérieure.

Soit &8 la base de E constituée de la concaténation des bases 8, ..., 9.

.
Comme E = @ ker ((u — Apidg)™*), il s'ensuit que la matrice de u dans
i=]

la base 49 est trangulaire supérieure.

On a montré que tout endomorphisme d'un espace vectoriel de dimen-
sion finie dont le polynome minimal est scindé, est trigonalisable.

Quelques remarques culturelles

Ce probléme ouvre la porte i la théorie de la réduction des endomorphismes. L'idée
est simple : trouver des bases dans lesquelles la matrice d'un endomorphisme est la
plus simple possible, par exemple diagonale ou triangulaire.

On donne un des résultats les plus aboutis en ce sens.
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Théoréme. Théoréme de Jordan.
Soit E un espace vectoriel de dimension fini sur un corps K et soit u € & (E) tel

que le polyndme minimal soit scindé. Alors, il existe une base de E dans laguelle la
matrice de u est de la forme

Ji (A1) 0 0
0 Ja(h) -+ 0
0 0 corJyp (Ar)
ot les matrices J; (XA;) sont carrées et de la forme
A1 0 <<« 0 0

0o x 1 -.- 0 0

0 0 0 - A 1



Theéme 19

Nombres complexes et groupe diédral

Thémes abordés : Nombre complexe, groupe, application linéaire.

Difficulté : HENEL]

Ce sujet étudie le groupe des isométries laissant stable un polygone régulier 4 n
cotés,

Une bonne connaissance du cours sur les groupes est nécessaire pour aborder ce
sujet.

Les résultats des parties 1 et 2 servent dans la partie 3.

19.1 Une étude préliminaire
1. Soit n € N*. Montrer que la relation binaire 4 définie sur Z par :
V(z,y) € 2% xRy < rv=y (modn)

est une relation d’équivalence sur Z.
2. Soit & € Z. On note ¢l (a) la classe de a modulo % I'ensemble

[reZ,a=z (modn)}.
(a) Montrer que
Y(a,b)eZ? a=b (modn) & cl(a)=cl(b).
(b) Montrer que
V(a,b) €Z% azZb (modn) < cl(a)necl(h) = 2.

3. Montrer que Z =cl (0)Ucl(1)U---Ucl(n-1).

Définitions. Fnsemble quotient, addition. multiplication.

e Soit n € N*. On définit l'ensemble quotient Z/nZ par la relation d’équivalence
(mod n) définie ci-dessus par :

Z/nZ = {cl(0),cl(1),...,dd(n-1)}.
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[
o

e On définit une addition + sur Z/nZ par :

V(a,b) € Z%, cl(a)+cl(b):=cl(a+b).
e On définit une multiplication x sur Z/nZ par :

¥ (a,b) € Z2, el(a) xcl(b) :=cl(axb).

4. Montrer que l'addition est bien définie, i.e. que le résultat ne dépend pas du
choix de représentant de la classe.

Montrer que la multiplication est bien définie, i.e. que le résultat ne dépend pas
du choix de représentant de la classe.

6. Montrer que (Z/nZ, +) est un groupe abélien de cardinal n.

&

Définition. Groupe eyclique.
Soit (G,-) un groupe.
On dit que G est cyclique si :

JaeG,¥2e@G,Inel, a"=uz.
Un tel élément a est appelé un élément primitif.
7. Soit n € N*.
(a) Montrer que (Z/nZ, +) est cyclique et donner un élément primitif.
(b) Caractériser les éléments primitifs de Z/nZ.
8. Soit (H,-) un groupe cyclique de cardinal n € N* dont on note e 1'élément
nentre. Soit b un élément primitif de H.

(a) Montrer que
h"=e¢ et Vke[l,n—-1], h*#e.
(b) Montrer que
{meZ, " = e} =nZ.

(¢) Montrer que H est isomorphe i (Z/nZ, +).

19.2 Etude d’isométries
Définition. Isométrie.
Soit f : C — C une application. On dit que [ est une isométrie linéaire
complexe si :
) V(2,2) € C%, V(z,y) eR2, f(zz+y2)=xf(2)+yf(¥);
i) VzeC, |f(2)] =]zl
On note &g (C) Uensemble des isométries linéaires complezes.
Dans cette partie, on se propose de donner une expression explicite des isométries
linéaires complexes. Soit f € @R (C). On note o = f (1) et 5 = f (i).
9. Montrer que f est continue et impaire.
10. (a) Montrer que

V(z,2") e R?, f(a+2')=f(x)+f(a)).
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(b) Montrer que
VneZ, f(n)=an.

(¢) Montrer que
YreQ, f(r)=ar.

(d) En déduire que
VeeR, f(z)=az.

11. En s'inspirant de la question 10, montrer que
VzeR, f(iz)=p=z.
12. En déduire que
V(z,y) € R®, fl(z+iy)=az+By.

13. (a) Vérifier qu'il existe (6,0) € R? tel que a =¢'? et g =¢'?".

(b) Montrer que R (af) = 0.

(e) En déduire qu’il existe a € C de module 1 tel que

(VzeC, f(2)=az) ou (VzeC, f(z)=a3).

19.3 Groupe diédral

Définition. Groupe diédral.

Soit n € N*. On note Uy, Uensemble des racines n-iémes de Uunité.

On appelle groupe diédral d’ordre n, et on le note %, Uensemble des isométries
compleres qui laissent stable Uy, i.e.

P = {f € Or {C]: f(Uu} G Un} :

14. Soit f € 2,. Montrer que f (U,) = U,,.
15. Montrer que (%, ©) est un groupe.
16. Soient les applications s: z+— T et r: 2z —s e2i7/n 2,

(a) Montrer que s et r appartiennent & %,.

(b) Montrer que

VkeN,VzeU,, 7F(2)=ro---or(z)=ek/n
k termes
(¢) Montrer que r et s vérifient les relations suivantes :

g =" = jdy, et sorosg l=r

_E.
(d) Montrer que
- {rkosf, kelo,n—1], e {0,1}}.

(e) En déduire le cardinal de %,,.
(f) Sin = 3, existe-t-il un isomorphisme de groupe entre %, et Z/2nZ?
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Définition. Elément d’ordre fini.
Soit (G,-) un groupe dont on note e U'élément neutre. Soit x € G.
On dit que x est d’ordre fini s'il existe n € N* tel que " = e.
17. Soit (G,-) un groupe. Soit & € G\ {e} un (éventuel) élément d’ordre fini.
(a) Montrer qu'il existe m € N* tel que 2™ = ¢ et pour tout k € [1,m — 1],
bl =
Cet entier s’appelle I'ordre de x.
(b) Soit z € G\ {e} un (éventuel) élément d’ordre m.
i. Montrer que le sous-groupe de G engendré par z est de eardinal m.
ii. Montrer que le sous-groupe de G engendré par x est isomorphe &

Z/mZ.

18. Soit n € N*. Montrer qu'il existe un sous-groupe de %, isomorphe & Z/nZ et
un autre sous-groupe isomorphe i Z/2Z.

Sur l'ensemble Z/né x Z /24, on définit la loi de composition interne - suivante :
pour tout ((k,£),(f,") € (Z/nZ x Z/2Z)*,
(k,e)-(£,€) = (k+ (1) Le+£).
19. Montrer que (Z/nZ x Z/2Z, ) est un groupe.
20. Montrer que I"application

B {(Z;"?IZ xZ/2Z,") — (Dn,0)

(k&) —

est un isomorphisme de groupes.
Remarque. La question 20 montre que (%,,0) est un produit semi-direct.
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Correction du Theme 19

1. 11 est facile de vérifier que la relation = est symétrique, réflexive et transitive :
c’est | une relation d’équivalence sur Z.

2. (a) On prouve les deux implications.
Soit y € el(a). On a y = a (mod n). Or @ = b (mod n), puis en
utilisant la transitivité, on a y = b (mod n).
Ainsi, y € el (b) et cl(a) C cl(b).
On montre de méme que cl (b) C cl(a), d’on cl (a) = el (b).
De toute évidence, a € cl(a), donc a € cl (b).
I1 s’ensuit que a = b (mod n).

L'équivalence est montrée.

(b) On prouve les deux implications.

On suppose ¢l (a) Nel (b) # @.
Il existe x € cl(a) Nel (b), ainsi z = a (mod n) et z = b (mod n), par
transitivité, on récupeére a = b (mod n), ce qui est contradictoire avec
I'hypothése faite.

On suppose a = b (mod n). On a alors a € el(a) et a € cl(b), d'ot
cl(a)nel(b) # @.

L'équivalence est montrée.

3. On prouve les deux inclusions.

Soit = € Z.

Il existe a € [0,n — 1] tel que # = a (mod n), donc
rzecl(a)Cel(0)Uuel(l)U---Uel(n-1).

Cette inclusion est claire.

On a montré que Z =cl (0)Ucl(1)U---Uel(n—1).

4. Soient a’ € cl (a) et b’ € cl(b) : il existe deux entiers relatifs k et k' tels que
a=a+kn et bV =0b+kn.

Par définition, on a cl (o’ + V') =cl(a +b+n (k+ k).
Ora+b+n(k+k)=a+b (modn), done d'aprés la question 2 (a), on a

cda+b+n(k+k)) =cl(a+b).
On a montré que pour tout a’ € cl(a) et ¥ € cl(b), on a :

cl(a) +cl(b) = el (a') + el (V).

[L’a{l{lition est bien définie sur Z/nZ. |
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5. Soient a’' € el (a) et b’ € el (b) : il existe deux entiers relatifs k et &’ tels que
a=a+kn et b =>b+kn
Par définition, on a cl (a’ x V') = ¢l (ab+ n (bk 4+ ak’ + kk'n)).
Or ab+ n (bk + ak’ + kk'n) = ab (mod n), donc d’aprés la question 2 (a). on a
cl (ak' + bk +n (k+ K + kk'n)) = cl (ab).
On a montré que pour tout a’ € ¢l (a) et b’ € el (b), on a :

cl(a) x cl(b) = cl (a') x el (b').

La multiplication est bien définie sur Z /nZ.

6. On vérifie les points de la définition.

e L’addition est une opération interne.
e L’addition est associative.
e cl(0) est I'élément neutre pour I'addition.

e Sicl(a) € Z/nZ, son inverse est cl(—a).

Ainsi, (Z/nZ, +) est un groupe.

7. (a) On montre que ¢l (1) est un élément primitif.
Soit ¢l (a) € Z/nZ avec a € [[0,n— 1].

e Si a # 0, par définition de I'addition dans Z/nZ, on a

el (a) el(1)+---+c(1).

o
a fois

e Si a = n, par définition de 'addition dans Z/nZ. on a

cl(0) =cl(n) =cl(1)+---+cl(1).

g I
e

n fois

On a montré que cl(1) est un élément primitif, donc (Z/nZ,+) est
cycligue.

(b) Soit d € Z. Nous allons montrer que ¢l (d) est primitif si, et seulement si
wkd =1

On prouve les deux implications.
Comme cl (d) est primitif, il existe el (u) € Z/nZ tel que
cl(d)el(u) =cl(du) =cl(1).

Ainsi, du = 1 (mod n), donc il existe v € Z tel que du = 1+ nv.
Ainsi, dAn = 1.
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8.

Sinad=1, par le théoréme de Bezout, il existe deux entiers relatifs

u et v tels que nu 4+ dv = 1.
Ainsi cl (nu +dv) = cl (1).
En utilisant les définitions de la multiplication + et x (questions 4 et
3), on a
cl(1) =cl(n)el (u)+cl(d)cl (v).
Puis, comme ¢l (n) = ¢l (0), on obtient ¢l (1) = cl (d) el (v).
Soit cl (a) € Z/nZ avec a € [0,n —1].

On a montré que pour tout d € [0,n— 1], ¢l (d) est primitif dans Z/nZ
si, et seulement si, n A d = 1.

(a) Soit I"application

Z —H
e ;
m +— h™
Comme Z est infini et H est fini, ¢ n'est pas injective, ainsi il existe deux
éléments de Z distinets m et £ avee, par exemple, m < ¢ tels que

Y(m)=9¢ () &= hm=ht &= "=
Ainsi, I'ensemble
[meN*, k" =¢}
n'est pas vide : il contient un plus petit élément ng.
Montrons que ng = n.
Déji, n = np. En effet, les éléments de I'ensemble

{e hy...,km"}

sont deux A deux distinets : 8'il existait i # j deux éléments de [0, ng — 1]
tels que h' = hJ avee, par exemple, i < j, alors, on aurait b/~ = e avec
1 <j—i<ng—1 et cela contredirait la définition de ng.

Pour montrer que ng = n, on remarque que les éléments de 'ensemble
{e,h,....,h"=1} sont deux & deux distinets : s'il existait i # j deux élé-
ments [0,n — 1] tels que hi = hJ avec, par exemple, i < j, alors, on aurait
hi—t = e avec 1 <j—i<n-1L

On pose £ = j —i et soit y € H\ {e, h,... h*~'} (un tel élément existe car
H est de cardinal n > ).

Comme h est primitif, il existe m € Z tel que ™ = y.

La division euclidienne de m par £ assure qu'il existe g € Z et r € [0, — 1]
tel que m = g+ r. On en déduit que

y=hm = platr = (hf)"h.r s B

On en déduit que y € {e,h,... h*'}, ce qui est exclu.

Ainsi, les éléments de {e, h,... k"' } sont deux & deux distinets et ng = n,
d'oll n = ny,.

Par définition de ng, on a h™ = e et pour tout k € [[l,n - 1]], h* # e.
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(b) On prouve les deux inclusions.

Cette inclusion est claire car d’aprés la question 8 (a), on a " = e.

Soit m € Z tel que ™ = e. La division euclidienne de m par n assure
qu’il existe g € Z et r € [0,n — 1] tel que m = ng + r. Ainsi,

8= h:u = hnq-inr = (hn}l;t hr - hj‘.

Comme h* # e pour tout k € 1,7 —1], on en déduit que r = 0 et
m € nZ.

On a montré que {m € Z, ™ = e} = nZ.

(e) Soit h un élément primitif de H et soit I'application

. Zind — H
2 (m) — ™
On commence par montrer que 'application ¢ est bien définie.

Soit (m,£) € Z2 tel que ¢l (m) = el (€). Il existe u € Z tel que m = ¢ + nu.
Ainsi,

@ (cl(m)) = ™ = Rt = pt (h™) = ht = p(cl (0)).
Soit (cl (m1) ,cl (m2)) € (Z/nZ)?. On a

p(el(my) +ecl(mg)) = mtma
—_ hi'ruhmg

= (el (m1) (el (m2)).

¢ est un morphisme de groupes.

Comme h est primitif, ¢ est clairement surjective. Comme H et Z /nZ sont
finis et ont tous les deux n éléments, on en déduit que ¢ est injective, puis
bijective.

On a montré que H et Z/nZ sont isomorphes.

9. e Continuité
Soit (z,2') € C2. Par linéarité, on a

F@) =1 () =15 (=) = |2 -21.

I1 s’ensuit que f est 1-lipschitzienne, done continue.

o [mparité
Soit ze C.Ona

f(=2) = fOx0+(-1)x2)
0x f(0)+(=1)f(z)
—f(2).

On a montré que f est impaire.
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o
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10.

(a)

(b)

Comme x et =’ sont des réels, ce sont done a fortiori des complexes, done :
flz+e) = flxz+lxz)
= 1><f{$]+1><f(1:"}
= [f(2)+f(2).

On montre d’abord par récurrence que
Yne N, f(n)=an.
Pour tout n € N, on introduit la proposition
Po:ifin)=ans.

Comme f est impaire, on a f (0) = 0, done ) est vraie.
On suppose 2%, vraie pour un entier naturel n, montrons que 9%, est
vraie. D'aprés la question 10 (a) et en utilisant I'hypothése de récurrence,
ona:

fin+)=fn)+f(l)=an+f(l)=a(n+1).
On a montré que 22, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition .22, est vraie
pour tout entier naturel n.
En utilisant l'imparité de f, on a montré que

YrneZ, f(n)=oan.

Un récurrence immédiate i I'aide de la question 10 (a) montre que

YneN*, V(zy,...,zp) eR", f (Zn) zz_f[u::-].
i=1

i=1

Soit g € N* et soit € R. En utilisant la précédente récurrence, on a
1 1
R
() gue ) =art

Vge N*, VzeR, f (%.L) =

On en déduit que

1
—f(z). (19.1)
q

Soitr € Q:ilexistepe Zet g e N* telsquer = P

on a

. D’aprés la ligne (19.1),
q

f(r) = éf{rm:),

puis en utilisant la question 10 (b), on a

Fifiy= *—;fm = ar.
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(d) Soit z € R. Par densité de Q dans R, il existe une suite (r,), n de
rationnels qui converge vers r.
Ona lim f(rn) = f(x) par continuité de f sur R.
Tl =30

De plus, d’aprés la question 10 (¢), on a : pour tout n € N, [ (rn) = arp,.

Comme lim ar, = ax, par unicité de la limite, on a
=400

f(z) = az.

11. En suivant les questions 10 (a), 10 (b), 10 (¢) et 10 (d), on montre que

VeeR, f(iz)=jz.

12. Pour tout (z,y) € R%, on a:

f@+iy)=f(@x1+yxi)=af (1) +yf (i) = oz + By.

13. (a) Par définition, pour tout z € C, |f (z)| = |2|. Done
F(l=I1fOl=1

ﬂ]

Il existe deux réels @ et #' tels que a = ¢'? et g = ¢

(b) D’aprés la question 12 et par définition de f, pour tout (z.y) € R? tel que
2+y°=1,0na:

|f (@ +iy)|* = oz + By* = 2* + y* + 22y (aB) = 1.

2 i
En prenant & =y = __v;__! on a bien 22 + y? = 1 de sorte que

R (aB) = 0.

(¢) Comme R () =0 et |aB| =1, il y a deux possibilités :

e Siaf =i, onaf=—ia. Parla question 12, on a

V(z,y) eR? f(z+iy) =az—iay,

soit
V2eC, f(2)=o0z.
e Siaff = —i,ona 3 =ia. Par la question 12, on a
V(z,y) €eR?% f(z+iy) =az+iay,
soit

VzeC, f(z)=az.
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14. fiy,, est bien définie car f(U,) C U, et fjy, est une application de U,, vers
U, injective car f l'est.
Or, toute application injective d’un ensemble fini vers un ensemble fini de méme

15.

16.

cardinal est surjective, ainsi | f (U, ) = Us,.

Py n'est pas vide car idy,, € %,.
Si (f,g) € 22, alors f o g est linéaire et est une isométrie car
vzeC, |g(f(2))l=If(2)]= ]

De plus, f o g laisse stable &, car
(fog)(Zn) = f(g(Dn)) = f(Dn) = Da.

Il est clair que o est associative car la loi o l'est sur & (C, C) 'ensemble
des applications de C vers C.

D’aprés la caractérisation donnée de &g (C) donnée i la question 13 (c),
il est clair que si f € Or (C), f est bijective et f~! € &R (C). De plus, si

f € %,, alors
f_l (@n] = f_l (f{@m)] = -
Done, f~! € 2,.

On a montré que (%,,0) est un groupe.

(a)

(b)

Il est elair que r et s sont deux éléments de &g (C) en vertu de la question
13 (c). De plus, pour tout k € [0,n — 1],

3 (Dzi.i:n;u) = o 2ikn/n c g

et
o (Ezumm) — o2i(k+1)/n o U,

On a montré que r et s appartiennent a %,.

On procéde par récurrence : pour tout i € N, on introduit la proposition
P, : « pour tout z € Uy, r* (2) = 21F7/0 2,

La proposition &% est clairement vraie.

On suppose 22 vraie pour un entier naturel k, montrons que %, est
vraie.

En utilisant I'hypothése de récurrence, pour tout z € U, on a :

pk+l (z) = » (r*‘{z))
T (ezikm«'ﬂ z)

Dﬂifr,f’n w0 e:&ikﬂ'hi
E21{k+|}ﬂ'fn >,

-

La proposition 2%, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, on a done :

Vke N, VzeU,, r*(z)=2e?F/n,
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(¢) Pour tout z € U, on a :

2inm/n

P2(2)=F=2 et r"(2)=e 2=
Ainsi 82 =" = idy,,. Comme g% = idy, ,ona g1 = g ainsi
VzeU,, (soros')(z) = (sor)(3)
= (Hznr.fn.z)
= plininz
— 0—21wfnz_
Comme " = idy,, on a r~! = r"~ 1 ainsi
Wz e U“! T‘ui (2} = 921{11—-1]an =
— e?imr,n"n e—zi:j‘n >
E-Ziﬂfuz_
On a montré que soros ! =71,

(d) On prouve les deux inclusions.

Liineclusion
DD {rko.ﬁs, kelon-1], s € {ﬂ,l}}

est claire.
Soit f € @,, comme [ € &r (C), d’aprés la question 13 (c), on a, ou
bien :
e pour tout z € Uy, f(z) =az aveca € U.
Comme f (1) € Uy, il existe k € [0,n— 1] tel que f (1) = e?ik7/n,
On en déduit que a = e? /" et done f = r*.
e pour tout z € Uy, f(2) =aZ aveca € U.
Pour tout z € U,,ona (fos)(z) = f(Z) =a=.
D’aprés ce qui précede, il existe k € [0,n — 1] tel que fos=1r
L = s, on en déduit que f =rFos.

I
Comme s~

On a prouvé que %, C {r¥os*, k€ [0,n—1], € {0,1}} , donc

Do = {rf-‘osf, kelo,n—-1], ¢ e {u,1}}.

¢) Liépalité précédente permet de conelure que card (%, ) < 2n. Pour montrer
8 3 P q
que card (%,) = 2n, il suffit de montrer que les éléments de l'ensemble
{r¥os®, (k,e) € [0,n—1] x {0,1}} sont deux & deux distincts.
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17.

(a)

(b)

Soient ((k1,21), (k2,22)) € ([0,n — 1] x {0,1})? tels que

k1o 6F1 = pk2 o 72
Comme s (1) = s2 (1), on en déduit que 71 (1) = r*2 (1), soit

{321'!:1.-"11 _ E2ik2f’n — {!Ei{kI—i'g).u"n L "'-'-I U'TI —kz] ;

Comme ky — ko € [— (n—1),n—1], on en déduit que ky — kg = 0, soit
k: - jcz.

En composant la relation %1 0 s71 = r*2 0 s%2 & gauche par r—%1, on récu-
pére s°1 = s°2,

Comme s # idy,,, on a done £ = £3.

On a montré que les éléments de 'ensemble

{?'k osf, keo,n—-1], e € {U,l}}

sont deux & deux distinets, ainsi on a montré que

Icar{l{_@n] = 2n.

Soit n > 3. Les groupes 2, et Z/2nZ ont le méme cardinal mais il n’existe
pas d’isomorphisme de groupes entre %, et Usg,.

Pour montrer cela, il suffit de montrer que le groupe %, n'est pas abélien
lorsque n > 3, alors que Z/2nZ l'est.

On a
(?'os} (e2irrfn) = (92111'!11:) = |

[SG'T] (O'Ei?r..l'n) i (edi:rrfn) = ﬂ—4i?r..l';u.

Comme n >3, ona e 17/m £ 1,
Ainsi sor # ros, done le groupe %, n'est pas abélien.

et

On a montré que les groupes %, et Z/2nZ ne sont pas isomorphes.

Soit o = {k € N*, k= e}.

Comme x est supposé d’ordre fini, & est non vide.

& C N*, non vide : il admet un plus petit élément que I'on note m.
Comme m € & et par définition de m. on a :

g™ =e¢ et Yke[l,m], z*F#e.

i. Par définition, le sous-groupe engendré par z, noté (x), est
{z*, neZ}.
On va d’abord montrer que (z) = {c,m, e }

Soit k& € Z. On écrit la division euclidienne de k par m : il existe g € Z
et v € [0,n— 1] tel que k = mq+r.
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ii.

On a done ¥ = 2™+ = (2™)7 2" = 2" car 2™ = e. On peut done
conclure (z) C {e,2,...,2™ 1}.
L'inclusion réciproque étant claire, on a montré que

Pour conclure que card ({z)) = m, il reste & montrer que les éléments
de lensemble {e,z,..., 2™ '} sont deux & deux distincts.
S'il existait k) et ky deux entier distincts de [0,m — 1] tels que

1.}:] — i'ka,

alors, en supposant k; > ko, on aurait 2¥1-%2 = ¢ avec k) — kp < m.
Ainsi, k; — ko serait un entier non nul tel que 2¥1-%2 = ¢ strictement
plus petit que 'ordre de x, ce qui est exelu par définition de 'ordre de
o

On en déduit que les éléments de {c, B ,:r.“'_I} sont deux i deux
distinets.

On a montré que card ({x)) = m.

({x),-) est eyclique car z est primitif et card ({z)) = m.

D’aprés la question 8 (¢), on en déduit que ({(z),-) est isomorphe

3 (Z/mZ,+).

18. D’aprés la question 16 (c), on a s* = r" = idy,,.

19.

De plus, il est clair que s # idy,, et pour tout k € [0,n — 1], rk # idy,, .
Ainsi s et r sont respectivement d’ordre 2 et n dans #,.

D’aprés la question 17 (b) ii, les sous-groupes. (¢} et (r) de &, sont respee-
tivement isomorphes 4 Z/2Z et Z/nZ.

Il est clair que (0,0) est I'élément neutre de Z/nZ x Z/2Z pour la loi -

Remarque. On a noté de la méme fagon 'élément neutre de Z/nZ et celui de
Z/2Z alors que ce ne sont pas les mémes.

Nous garderons cette notation abusive pour faciliter la lecture.
Soit ((k,e1),(f,€2),(m,c3)) € (Z/nZ x Z/2Z)*. D'une part, on a
((k,e1)-(£,2)) - (mye3) = (k+(=1)"L,1+e2)-(m,e3)

= (k'!‘ (—I}E' £+ (—1}E|+£2 m,e) +£9 +-E'3) ;

D’autre part,
(kye1) - ((Gg2) - (myes)) = (kyer) - (6+ (1) mye2 +e3)

Il

(.‘.:-1— [—1)‘3‘ f+ [—1)5‘““ m,ey + Eo +&‘3) .

On a montré que - est associative.
Soit (k,e) € Z/nZ x Z/2Z.
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e Sies =0 alors
(k,) - (n—k,&) = (k+(=1)° (n— k),0+0) = (0,0).

Ainsi, (k,<) est inversible pour la loi -.
e Sis=1, alors

(k,€) - (k,e) = (k+ (=1} %14 1) = (0,0).

Ainsi, (k,£) est inversible pour la loi -.

Ainsi, tout élément de Z/nZ x Z/2Z admet un inverse pour la loi -

On a montré que (Z/nZ x Z/2Z. ) est un groupe.
20. Soit ((k,2),(£,£")) € (Z/nZ x Z/2Z)*. D'une part,
Y ((k,e)- (¢, E"}} = ({k‘ +(-1)°¢,e+ E"]}

Lt VB e
pRH(—1)"Eete
L. 4 .
phttge sie=0
T : .
rh=ls'+l gie=1

D’autre part,
r

¥ (k,e)oy (8,€) = rkosforfost.
e Sie=0,alors 8" =idg, , donc
P (k,g)op (E._ 5’) =kl s — g ((.I:._E] . (E,E')} .

e Sic=1,ona
Y (k,e)oy (¢,e) = *osorfost.

La relation soros™' = =1 est équivalente A sor = r~! 05, puis une

récurrence immédiate montre que pour tout m € N, sor™ = r ™o0s. On
en déduit que

4

P (ke)op(f,e) = *orftosos®

i o
- r.l EOSG +1

= y((ke)-(6€)).

On a montré que ¢ est un morphisme de groupes.

D’apres la question 16 (d), ¢ est surjeetif.

Comme %, et Z/nZ x Z/2Z sont finis et ont tous les deux 2n éléments, on en
déduit que v est bijectif : ¢’est un isomorphisme entre les groupes (%,.0) et

(Z/nZ x Z/2Z,.).
On a montré que les groupes (%,,,0) et (Z/nZ x Z/27Z,-) sont isomorphes.




Théme 20

Groupes et algebre linéaire

Thémes abordés : Groupe, application linéaire, matrice, groupe, déterminant.
Difficulté : HNEEC]

Ce sujet étudie de fagon plus approfondie les groupes classiques : le groupe linéaire,
le groupe spécial linéaire et le groupe orthogonal. Plus précisément. on v étudie des
générateurs de ces groupes.

Une bonne connaissance de 'algébre linéaire est requise pour ce sujet.

Les deux parties de ce sujet sont indépendantes.

Dans tout le probléme, les espaces vectoriels sont des K-espaces vectoriels avec K
un corps.

20.1 Générateurs du groupe linéaire

Dans cette partie, nous nous intéressons a deux familles d’applications linéaires :
les dilatations et les transvections.

20.1.1 Les dilatations
Nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n € N* et H un
hyperplan de E. Soit u € GE(E) tel que vy = idy. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
i) det(u) #1;
ii) on aim(u—idg) ¢ H ;

iii) dans une base adaptée, la matrice de u est diag (1,...,1,A) avee A # 1.
On prouve la proposition.

1. Montrer que i) implique ii).
2. Montrer que ii) implique iii).

3. Conclure la preuve de la proposition.
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Définitions. Dilatation, matrice de dilatation.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € & (E) et soit
U e .# (K).

e On dit que u est une dilatation s'il exviste un hyperplan H de E fel que
uy = idy et det (u) # 1.

o On dit que U est une matrice de dilatation s'il existe une dilatation
u € ¥ (E) telle que U soit la matrice de u dans une base de E.

20.1.2 Les transvections
Nous commengons par prouver la proposition suivante,

Proposition. Seient E un espace vectoriel de dimension finie et H un hyperplan
de E. Soit u € 9L (E) tel que wyy = idy et u # idg. Les assertions suivantes sont
dquivalentes ;

i) det(u)=1;
ii) onaim(u—idg) C H;
iii) il existe a € H\ {0} et f € ¥ (E,K) tels que

VeeE, u(z)=z+f(z)a;

In.2 0 O
iv) dans une base adaptée, la matrice deuwest | 0 1 1].
0 @ I

Nous prouvons la proposition.
4. Montrer que i) implique ii).
Montrer que ii) implique iii).

Montrer que iii) implique iv).
Montrer que iv) implique i).

ol S

Montrer que toute matrice de la forme I, +AE; ; avec A € K* et i # j est

semblable & une matrice de la forme ( 0 1 1).
0 0 1

Définitions. Transvection, matrice de transvection.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € . (E) et soit

Ue #,(K).

s On dit que u est une transvection si u # idg et 5%l existe un hyperplan H de
E tel que wyy = idy et det (u) = 1.

e OUn dit que U est une matrice de transvection s’il existe une transvection
u e ¥ (E) telle que U soit la matrice de u dans une base de E.
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20.1.3 Générateurs
Dans ce paragraphe, nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition. Générateurs de 0 (E) et G€(E).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

o FU(E) est engendré par les transvection : tout endomorphisme de E de déter-
minant 1 s'écrit comme la composée de fransvections.

o W (E) est engendré par les transvection : tout automorphisme de E s'éerit
comme la composée de transvections et d’au plus d’une dilatation.
Avant de prouver la proposition, nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme. Permutation des lignes/colonnes d’'une matrice.
Soit A € 4, (K) (n € N*) et soit A € K. Pour :

i) faire Uopération L; +— Li+ AL; (resp. C;j +— Cj + AC;) sur la matrice A, on
maultiplie la matrice A par I, +AE; ; d gauche (resp. a droite) ;
ii) faire Uopération L; «+— AL; (resp. C; «— AC;) sur la matrice A, on multiplie
la matrice A par I, + (A —=1) E;; a gauche (resp. a droite) ;
iii) faire Uopération L; «— L; (resp. C; «— C;) sur la matrice A, on multiplie la
matrice A par I, —E;; — E; ; + E; j + E; ;i @ gauche (resp. a droite).

9. Pour tout (i,j,k,£) € [1,n]?, montrer que E; ; Ey ¢ = 6; 1.E; ¢ ot

k= { [l} :j ; : (symbole de Kronecker).
10. Montrer i).
11. Montrer ii).
12. Montrer iii).
Nous commengons par prouver le premier point de la proposition. Nous allons
montrer le résultat par récurrence.
13. Montrer le résultat lorsque n = 1.

14. Soit n = 2 un entier. On suppose que le résultat vrai en toute dimension infé-
rieure ou égale & n — 1. Soit u € #f (E) avec F un espace vectoriel de dimension
n. Soit U = (u; ;) iep1,n) la matrice de u dans une base de E.
fell,n]
(a) Montrer que la premiére ligne contient au moins un coefficient non nul.

(b) Montrer que, en faisant des opérations sur les lignes, I'on peut se ramener

4 une matrice U = (ii; ;) gyl telle que 1,3 = 1 et pour tout

(E._}') e [[2,'&]]2, i,i.,:‘l = ﬁ'l_.j =10,

(¢) En déduire que toute matrice de déterminant 1 peut étre ramenée a I, par
une suite finie d'opérations sur les lignes et/ou les colonnes. Terminer la
récurrence.

15. Montrer le second point de la proposition.
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20.2 Générateurs du groupe orthogonal

20.2.1 Généralités

Soit E un espace vectoriel euclidien dont on note {-,-) le produit scalaire. Soit
ue O(F).

16. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que F- est stable
par u.

20.2.2 Les réflexions

Nous allons tout d’abord établir la proposition suivante.

Proposition. Soit u € ¢ (E). Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) u est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan ;
ii) il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est

In—l 0
0o -1/

17. Montrer que les conditions i) et ii) sont équivalentes.

Définitions. Réflexion, matrice de réflexion.
Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit u € € (E) et soit
Ued,(R).
o On dit que u est une réflexion si u est une symétrie orthogonale par rapport a
un hyperplan.
o On dit que U est une matrice de refliéxion s'il existe une réflexionu € € (E)
telle que U soit la matrice de u dans une base orthonormée de E.
Nous allons montrer la proposition snivante.

Proposition. Générateurs de & (E).
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Tout élément de € (E) s'écrit
comme la composée d’au plus n réflexions.

20.2.3 Générateurs

Nous prouvons la proposition.
18. On suppose dans cette question que n = 2.
(a) Montrer que toute rotation s'éerit comme la composée de deux réflexions.
(b) Terminer l'initialisation,
On suppose le résultat vrai en dimension n — 1. Montrons que la proposition est vraie
en dimension n. Soit £ un espace vectoriel euclidien de dimension n et soit u € & (E).
19. Que dire lorsque u = idg ?
On suppose maintenant u # idg. Soit x € E tel que u (x) # . Soit v la réflexion par
rapport & (u(x) — ;r]l.
20. Montrer que (vou) (z) = z.
Indication : On pourra remarquer que (u(z) —x,u(x) +z) = 0.
21. Terminer la preuve,
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Correction du Theme 20

L.

[ ]

Soit A = det (u).
H est un hyperplan de E, done dim (H) =n —1.
Soit (e1,...,€,—1) une base de H. Soit e, € E\H. La famille (e,...,e,) est
une base de E.
i
Ainsi, il existe (av,...,a,) € K™ tel que u(e,) = ¥ oje;.
i=1
Comme ujy = idy et det (u) # 1, on en déduit que a;, # 1.

n—1
Ainsi, (u—idg) (e,) = E e + (o, — 1) e, & H car a,, — 1 # 0.

1=

On a montré que im (u—idg) ¢ H.

. Soit (e1,...,€,—1) une base de H (H est un hyperplan de E) et soit

en €im(u—idg) et e, & H.

Comme (u—idg) (e,) € im (u—idg) = Vect (e,) (car ujy = idy), il existe
a € K tel que
(u—idg)(en) = u(en) — en = aey,.

Comme e, € H, u(en) —en 0, ainsia #0et 14+a # 1.

La matrice de u dans la base de E (eq,...,e,_y,e,) est diag (1,...,1, 1+ a)
avec 1 4+ a # 1.

. De toute évidence, si la matrice de u dans une base de E est diag(1,...,1,\)

avec A # 1, alors det (u) #£ 1.

. Soit (ey,...,e,—1) une base de H et soit e, ¢ H de sorte que (ey,...e,-1,€,)

soit une base de FE.
n
Il existe (evy,...,a,) € K™ tel que u(e,) = 3 aje;.
i=1

Comme la matrice dans la base (ey,...,e,) est triangulaire, en utilisant
det (1) = 1, on en déduit que o, = 1.

Il s’ensuit que pour tout i € [1,n—1], (u—idg) (e;) =0€ H et

n—1

(ﬂ'_ idl‘l) (ﬂ:u] = Z [lfli == 1}{'-‘3' e H.

=]

On a montré que im (u—idg) C H.

. Soit @ € E\H et soit (e;,...,e,—1) une base de H que 'on compléte en une

base de E : (e1,...,ey)
Pour définir une telle application f, il suffit de la définir sur la base (ey,...,e,).
Comme pour tout i € [1,n— 1], u(e;) = €;, on pose f(¢;) = 0.

De plus, u(e;) = e, +1 x (u(e,) —e,), on pose f (ez) =1leta =u(e,) —e,-
Comme ¢, ¢ H,ona u(e,) — e, # 0 et comme im (1 —idg) C H,onae, € H.
On a montré qu'il existe f € .2 (E,K) et a € H\ {0} tels que pour tout
re E,u(z)=xz+ f(x)a.
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. Comme a € H\ {0}, on peut compléter la famille libre (a) en une base

(e1,-..,en—2,a) de H que 'on note (ey,...,e,_1).

Comme f est une forme linéaire non nulle (car sinon u = idg), il existe e, € F
tel que f(e,) = 1.

Comme H = ker (f) et comme f (e,) = 1, e, n’est pas combinaison linéaire de
(e1,...,€n—1), ainsi la famille (eq,...,e,_1,€,) est une base de E.

Pour tout i € [1,n— 1], u(e;) = e; et

L] (Eu] =ent+f {ﬂn} 4= th_| + e,

On a montré que la matrice de u dans la base (eq,...,en) est

In-2 0 O
( 0 1 1) !
0 e |

In—z 0 0
Comme la matrice ( 0 1 1) est triangulaire, on a det (u) = 1.
0 0 1

. Soit #; j 'endomorphisme de K™ canoniquement associé 4 la matrice I,, +AE; ;.

Soit (eq,...,€,) la base canonique de K™,
Pour tout k € [1,n]\ {7}, on a u(ex) = ei. et u(e;) = e; # ¢;.

5i H est I'hyperplan Vect ({ﬂk}ke[hn]), on a wy = idy et v # idg car
kid
u(e;) # e;.

De plus, la matrice I, +AE; ; est triangulaire avec des 1 sur la diagonale car
i # j, done det (I,, +AE; ;) = det (u) = 1.
D’aprés la proposition précédente, il existe une base de E dans laquelle la matrice

de u est
111—2 0 0
( 0 1 1) :
0o 0 1

On pose Eij = (@st)(snepnp2 ot Ere = (Bst) (s )ef,nf2-
Pour tout (u,v) € [1,n]? ona

. Soit (i,4,k,£) € [1,n]".

n
(Ei.-jEk1f)u’u = Zﬂu,r:ﬁr,!"
r=1

Deux cas se présentent :
e Sij=k.
Pour tout u # i, (E"JE‘;-*—’]u,u
Si u = i et pour tout v € [1,n]\{¢}, (Ei;Eks),, = 0 car pour tout
r€ [1,n], Brp=0.

= 0 car pour tout r € [1,n], ay, = 0.
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Enfin, si w =i et v = ¢, alors (E; ;Epe), , = @i ifie=1.
On a montré que E; jEp ¢ = E; 4.

e Sii#j.
Comme ci-dessus, on montre que pour tout (u,v) € [[z‘?u]]g,

{E,‘__J‘ E_r‘.\f)u#__ =,

De plus, on a (E; jEy¢); , =0 car j # k.
On a montré que E; jE; ¢ = 0.

Dans tous les cas, on a montré que E; ;E; o = 6, 1 E; 4.

10. On traite séparemment les deux opérations.
On note {a,ﬂ;)fs_t}ell nj2 Ia matrice A. Soit (i,7) € [1,n]? et soit A € K.

e Opération sur les lignes
D’aprés le résultat de la question 9, on a

e T
A+ AE.I;J Z Z RSJES,;

=1 t=1

A+ A" agF;jE.,

s=] i=1

1 on
A+ A Zzﬂs,Laj,sEi,t-

s=1t=1

(L +AE; ;) A

Il

Par définition de d; s la double somme précédente se simplifie en

HL T T

ZZ“‘*JJJ‘,SETEJ = aj Eiy,
1

s=1 i=1 b=
ainsi

(In+AE; ;) A= A+ X aj.Eis.

=1

T
Or, toutes les lignes de la matrice } a;,E;, sont nulles sauf la ligne i qui
=1
contient la ligne j de la matrice A. Il s'ensuit que toutes les lignes de la
matrice (I, +AE; ;) A sont les mémes que celles de A, sauf la ligne i qui
contient L; + AL;.

La multiplication & gauche par I, +AE;; revient a faire 'opération
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s Opération sur les colonnes
D’apres le résultat de la question 9, on a

A {I:I'l 'f'AE:_-;} = A+A (Z Z ﬂ:;__.!E_s,.'.) Etj

=1 t=1

n mn
A+2> "> agEoyEij

=1 1=1

T
A+AY "D agdiiE, .

s=11i=1

Par définition de 4, ; la double somme précédente se simplifie en

T T
33 aitiabegs
s

s=1it=1 s=1

n
LT E¢J1

ainsi
n

A(Li+AE;j) = A+ 1) asiFsy.

=1

T
Or, toutes les colonnes de la matrice Y ay;F, ; sont nulles sauf la colonnes

s=1
J qui contient la colonne i de la matrice A. Il s’ensuit que toutes les colonnes
de la matrice (I, +AE; ;) A sont les mémes que celles de A, sauf la colonne
J qui contient C; + AC;.

La multiplication & droite par I, +AE;; revient i faire l'opération
C% — Ca'+-hfa.

Le point i) de la proposition est prouvé.

11. On traite séparemment les deux opérations.
On note {rls't}[sJ_}E[mFg la matrice A. Soit (i,5) € [1,n]? et soit A € K.

o Opiération sur les lignes
D’apres le résultat de la question 9, on a

+(A-1)E)A = A+A-1E;>. > asiEay

s=1t=1

mn n
= A+(A-1) Z Zﬂs,tEa',iEs.i

s=1 =1

n mn
= A+(A=1) Z Z 540 < E; y.

=1 i=1
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Par définition de §; ; la double somme précédente se simplifie en

T T

Zzﬂ-s.'ﬁ: sE:r = ZQHEM:

s=11=1
ainsi

{In +{)‘l — 1) Ei.i} A=A+ I:)\ — l.} iﬂ-;‘_;Em,

Or, toutes les lignes de la matrice (A — 1) Z a; ¢ E; ¢ sont nulles sauf la ligne

i qui contient (A — (A} ol L; (A) eat h ligne i de la matrice A. Ainsi,
toutes les lipnes de h m'm ice (I, + (A —1) E; ;) A sont les mémes que C(‘]lﬂb
de A, sauf la ligne ¢ qui contient L; (A) + (A—1) L; (A) = AL; (A).

La multiplication & gauche par (I, + (A — 1) E;;) revient i faire 'opé-
ration L; «— AL;.

e Opération sur les colonnes
D’apres le résultat de la question 9, on a

Jit) (ZH:ZGEE;) E

T TE

= A+(A=-1)Y") ag B Ei;
s=1 t=1

T 113

1) aedi By

=1 i=1

Al +(A=1)E;;)

Il

Par définition de 4; ; la double somme précédente se simplifie en

E E ﬂ'fs!atr, St_E HS'I. 8,11

s=1 =1
ainsi .
Aln+(A-1)Eig)=A+(A-1))_ a5y

=1

n
Or, toutes les colonnes de la matrice (A —1) 3 as;Fs; sont nulles sauf la
a=1

colonnes i qui contient (A —1) C; (A) oli C; (A) est la colonne i de la ma-
trice A. Il s’ensuit que toutes les colonnes de la matrice A (I, + (A — 1) E; ;)
sont les mémes que celles de A, sauf la colonne i qui contient

Ci (A) + (A =1) Ci (A) = XC; (A).

La multiplication & droite par (I, + (A — 1) E;;) revient i faire 'opéra-
tion C; +— AC;.
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Le point ii) de la proposition est prouvé.
12. On traite séparemment les deux opérations.

On note (as,t), yeqiap2 1 matrice A. Soit (i,5) € [1,n]* avec i # j.

s Opérations sur les lignes
D’aprés le résultat de la question 9, on a

(In —Eii — Ejj + Eijj + Eji) A

n n

= 3 a4 (Bey~EiiEs—Ej jEoy+Ei jEc4+Ej;iEqy)
=] i=1
T n

= YN s (Bet—08i sEi—8; <Ej 1405 <Eiy+6; Ejy) .
z=] i=1

On remarque si s € [1,n]\ {1, j}, alors, pour tout t € [1,n],

ast (Est — 0isEig — 05 sEj¢ + 0; sEit + 8i sEjt) = asgEsg.
Si s =1, alors

gy (Est—0; sEi¢ — 0 s Ej o+ 0; B¢+ 8; s Ej ) = ai Ej 4
et si s = j, alors

st (Est = 0; sEiy — 0 sEjr +8; sEi ¢ + 0; s Ejt) = a4 Eiy.

Les lignes i et j de la matrice (I, —E;; — Ej; + Eij + Ej i) A sont respec-
tivement les matrices j et ¢ de la matrice A.

La multiplication & gauche par la matrice (I, —E;; — E; ; + E; j + Ej ;)
revient i faire l'opération L; «— L;.

e Opérations sur les colonnes
D’apres le résultat de la question 9, on a

A(l,-Ei; - Ej;+ E;; +Ej;)
n

T
= Z E ast (Esi—Es4 E;‘,i—Es_.eEj__j +Es,tEfJ+Es,tEj,i)

s=1i=1

n iy
3> a0 (Bey=61iEai=0tBeq+60: Esj+01,;Es) -

=] i=1l

Il

On remarque si t € [1,n]\ {i,j}, alors, pour tout s € [1,n]
s (Est —013Es;i — 015y +01:Esj+ 85 ;) = as ¢ Esy.
Sit =i, alors

s (Est — 61iFsi— 01jEst + 01iEsj+ 6 jEsi) = asiEsj
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et si t = j, alors
st [E.-f,n = 5:,;"55,5 = 5:__; E.-.-,.‘. + 5:,:‘ Ex.j B i 51, i Ex,i} = Qg jEs, g

On note que les colonnes de la matrice A (I, —FE;; — E;; + E; j + E;j ;)
sont les mémes que celles de la matrice A sauf pour les colonnes i et j.
Les colonnes i et j de la matrice (I, —E;; — E; ; + E; j + E; ;) A sont res-
pectivement les matrices j et i de la matrice A.

La multiplication & droite par la matrice (I, —E;; — E;; + Ei j + E; )

revient a faire 'opération €; +— C;.

13. Tout endomorphisme de K dont le déterminant vaut 1 a une matrice de la forme
(1) et ce, dans n’'importe quelle base de K.
Il s’ensuit que la matrice (1) s'éerit comme le produit vide de transvection.

14.

Le premier point de la proposition est vraie en dimension 1.

(a)

(b)

Si la premiére ligne ne contient pas d’élément non nul, la matrice U ne
serait pas inversible.

La premiére ligne de I/ contient donc au moins un coefficient non nul.

On commence par montrer que en faisant des opérations sur les lignes, on
peut obtenir un coefficient égal & 1 en position (1,1). On distingue deux
cas :

o S'il existe i € [2,n] tel que u; ; # 0, alors I'opération

w1 — 1

L|<—L|— L,‘

Ui 1
permet d’avoir un 1 en position (1,1).

e Si pour tout i € [2,n], u;; = 0, la premiére colonne contenant au
moins un élément non nul (question 14 (a)), on a uy # 0.

L'opération Ly +— L3 4 L) permet se se ramener au cas précédent.

On note 7' la matrice obtenue.
Pour tout (i, ) € [2,n]?, les opérations

I v !
Lt' e Li' —1.!.11:-.[;] et f?_.,- = % j__|C[

permettent d’obtenir une matrice U dont le coefficient en position (1,1)
est égal & 1 et pour tout (i,j) € [2,n]?, Ui =1 =0.

On a montré que 'on peut se ramener, avee des opérations sur les lignes
et/ou colonnes i une matrice ayant une premiére ligne et une premiére

colonne nulle sauf le coefficient en position (1,1) valant 1.

D’aprés la question 14 (b), il existe des matrices de transvections TY,..., T,
l—‘t il

1seeo, T telles que

T G] {?,) Bl sl
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ot U’ est une matrice de taille (n— 1) x (n— 1) de déterminant 1 car U
est de déterminant 1.

Comme U’ € &1, (K), en utilisant I'hypothése de récurrence, il existe
des matrices de transvections de taille (n — 1) x (n — 1), disons 77, ..., T}
telles que U' =17 ... T}

1l s’ensuit que
1 0y _f1 @ 1 0
[0 VL0 T ihdl &

1 0
0 Iy
tion de taille n x n. On peut done éerire

0

On a montré que toute matrice de taille n x n de déterminant 1 s’écrit
comme le produit de matrices de transvections.

On notera que pour tout i € [[L E'E, ) est une matrice de transvec-

Par le principe de raisonnement par récurrence, toute matrice carrée de
déterminant 1 est le produit de matrices de transvections.

15. Soit u € L (F) et soit A = det (u).

e S5i A = 1, alors u € #{(FE), alors d’aprés la question 14 (¢), u s'éerit
comme la composée de transvections.

o Siuc 9l (F)\¢(E). Soit d une dilatation de déterimant A~
Il s'ensuit que det (uod) = det (u)det (d) = 1, ainsi uot € ¥ (E).

D’aprés la question 14 (¢), il existe des transvections de E, disons
t1,...,ty, telles que uod =ty o---ot,.. On récupére donc

u=tjo---ot,odL,

On note que d=! est encore une dilation.

On a montré que tout élément de ¥F (E) s’éerit comme la composée de trans-
vections et d’au plus une dilatation.

16. Comme & (E) est un sous-groupe de %f (E), u est bijective.

Comme F' est stable par u, Uy est un endomorphisme de F injectif car u l'est.
De plus, F est de dimension finie, il s’ensuit que u|p est un antomophisme de

Soit x € F* et soit y € F. D’aprés qui ce qui précede, il existe z € F (unique)
tel que y = u(z). Comme u conserve le produit scalaire (car w € ¢ (E)), on a
done

(u (@) ,9) = (u (@) ,u(2) = (z,2) =0

carzre FletzeF.

On a montré que F+ est stable par u.

17. On montre les deux implications.
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i) = ii)

i) = i)

18.

Soit H = ker (s — idg) et soit e, un vecteur unitaire (de norme 1) ortho-
gonal & H.
On a done sy = idjy et f(en) = —en.

Si(e1,...,€n~1) est une base orthonormée de H, alors la famille
(e1,...,en) est une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u

est
Lig O
0 -1/

Soit (e1,...,en—1.en) une base orthonormée dont la matrice dans cette

i " [11—1 0
bhase est ( 0 _1).

I est clair que pour tout i € [1,n], s?(¢;) = ¢;. Il s’ensuit que s est une
symétrie.

De plus, en remarquant que ker (s — idg) = Vect (ei,...,en) et

ker (s + idg) = Vect (e, ) et en utilisant le fait que la famille (ey,...,e,)
est orthonormée, on a ker (s — idg) L ker (s + idg).

L'équivalence est prouvée.

(a)

On adopte une vision matricielle.
On rappelle que toute matrice orthogonale est dimension 2 est de la forme

os (8)  —sin (8 os (# sin (¢
(31159; m:«.n(é}}) e (f]ll%ﬁ% —:TJE{L})

avec f € R.

Les premiéres matrices, de déterminant 1, sont des matrices de rotation
d’angle #, alors que les secondes de déterminant —1 sont des réflexions, i.e.
des symétries par rapport 4 un hyperplan, i.e. une droite.

Soit 8 € R.
f sin (# 1 0 08 (0) —sin (@
(=8 296 S=1a0 =0

Les matrices (::}: Eg} —T{ZE?L]) et ({1] _E]l) etant de déterminant —1,

ce sont des matrices de réflexion,

On a montré que toute rotation s’éerit comme la composée de deux
réflexions.

Soit u € & (E) on E est un espace euclidien de dimension 2.

Si u est une rotation, alors d’aprés la question 18 (a), u est la composée
de deux réflexions.

Si u est une réflesion, u déerit comme la composée d'une réflexion.

On a montré que tout élément de & (E) ot E est un espace euclidien

de dimension 2 est la composée d’au plus 2 réflexions.
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19. Si u = idg, alors u est le produit de zéro réflexion.

La proposition est vraie dans ce cas.

20. Comme u conserve le produit sealaire, on a
(u(z)—zu(z)+z) = (u(=),u(x))- (=)
= (z,z)—{z,T)
= Ak

Par définition de v, on a alors

v(u(@)-2) =-(u(2)-2)
{

viu(zr)+z) =u(z)+zx

En sommant ces deux lignes, on obtient | v (u(z)) = 2.

21. Soit u = idg, ¢’est terminé.
Sinon, il existe z € E tel que u (x) # z. D’aprés la question 20, v(z) = =.

T
Comme z # 0 (car u (x) # x), on pose ¢) = H On pose F' = Vect (e}) de

sorte que l'on ait E = F @t FL,

D’aprés la question 16, F- est stable par vouw. Or, dim (F') = n—1 et
voupL € O (FL) car v o p1 conserve les distances. D'aprés 'hypothése de
récurrence, il existe m (m € [0,n — 1]]) réflexions r/,... 7}, de F* telles que

! r
.UOHLF.J_ :?-] D...-D","nl_

Pour tout i € [1,m], on prolonge les r i E tout entier en posant v} (¢;) = e;.
On pose 7; les applications ainsi prolongées. Il est clair que pour tout ¢ € [[1,m],
ri €0 (E)et

(vou)(er) =(r1o- -orm)(e1) =e1.
Il s’ensuit que

VOU=T10-+: 0Ty <> U=V 10700,

1 .  réflexi 2 e o
Comme v~! est une réflexion de E, on a montré que u est la composée d’an
plus n réflexions de E.

Par le principe de raisonnement par récurrence, toute isométrie dans un es-
pace vectoriel euclidien de dimension n s’éerit comme la composée d’au plus
n réflexions.

Quelques remarques culturelles

La recherche de générateurs de groupes « les plus simples » possibles est une ques-
tion naturelle lorsque I'on étudie un groupe.

Qu'entend t-on par « simple » 7 On préfere travailler avec des générateurs ayant
le plus de points fixes possibles. Le lecteur remarquera que les transveetions sont les
applications (non triviales) ayant le plus grand nombre de points fixes.

Le lecteur ayant traité le groupe symétrique %, pourra montrer que les transposi-
tions (applications de [1,n] dans [1,n] ayant n — 2 points fixes) engendrent .%,.



Theéme 21

Algebre linéaire avec les rationnels

Thémes abordés : Structure algébrique, application linéaire, continuité.
Difficulté : HEEEC]

Ce sujet commence par montrer que 1+ 2 + /3 + .- + /2019 € Q. Ensuite, on
s'intéresse i I'équation fonctionnelle de Cauchy.

Une bonne connaissance de la structure de corps est indispensable pour traiter ce

sujet.
Les trois parties de ce probléme sont largement indépendantes.

21.1 Questions préliminaires

1. Montrer que R est un Q-espace vectoriel.

2. R est-il un Q-espace vectoriel de dimension finie 7

21.2 Etude d’une somme de racines carrées

3. Soit K un sous-corps de R. Montrer que Q C K.
4. (a) Seit (K;);.; une famille de sous-corps de R. Montrer que [ K; est un
icl
sous-corps de R contenant Q.

(b) Soit (pi,....pn) € N*. Justifier 'existence d'un plus petit (au sens de
I'inclusion) sous-corps de R contenant \/py, ..., /Pn que I'on note

Q(vP1- - V/Pn)-

5. Soit n € N* et soit (p;,....pn) un n-uplet d'entiers naturels supérieurs ou
égaux & 2, deux i deux premiers entre eux et sans facteur carré.

(a) Montrer que

Q(VPi, - v/Pn) = {a+Bym, (@) € QPT,..., /1)’ }-
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(b) Montrer que

Q(VP1.- -, /Pn) = Vectq \ [1 7. (e1.-- . 20) € {0,1)"
k=1

Indication : On pourra raisonner par récurrence sur n.

On va montrer par récurrence que pour tout n € N*, pour tout n-uplet
(Pr.....pn) € (N*)" de nombres deux & deux premiers entre eux et sans facteur carré,

la famille
n
s
k=1

{E| _.,..,_En]E*{U,I }"

est Q-libre.
6. Traiter le cas ot n = 1.
7. On traite I'hérédité. Soit (py,...,pn, pas1) € (N*)" " un (n + 1)-uplet consti-
tué d'entiers deux i deux premiers entre eux et sans facteur carré.
Soit (Gey,...8041 }{£I enyq)e{0, 1t Une famille de rationnels telle que

E ety Enil

(£1,---Emi !}E{nJ}ﬂi :

(a) Montrer que

Z qq'.:‘h....E,” 1

(S1senEns1)ef0,1}™

avec

a.= E ey ...y

et

On justifiera aussi le fait que (a,b) € Q (/p1,.- -, 1,#11“}2+
Dans la suite de la question 7, on suppose que b # 0.

(b) En déduire qu’il existe (o, 3) € Q (\/p_] g \;’,E:-E)z tel que
VPl =@+ Sv’ﬁ

2 2 ==
(e) Montrer que a et 3 vérifient {:i x_‘_ﬁﬁ P = E"H ;
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(d) Montrer que si v = 0, alors on obtient une contradiction.
(e) Obtenir également une contradiction lorsque 3 = 0.
(f) Terminer la récurrence.

8. Montrer que
V142442019 ¢ Q.

21.3 L’équation fonctionnelle de Cauchy

Soit f: R — R. On dit que f vérifie I'équation fonctionnelle de Cauchy si :

V(z,y) eR% f(z+y)=f(x)+f(y). (21.1)
9. Montrer que

10. Montrer que si f vérifie (21.1), alors
VreQ,VzeR f(rx)=rf(x).
11. On suppose dans cette question que f est continue en un point xp € R.

(a) Montrer que f est continue sur R.
(b) En déduire que f est une homothétie.
On admet que tout espace vectoriel admet des bases : ainsi le Q) espace vectoriel R

admet une base {ei)t. ;- On renvoie le lecteur au Théme 3 : « Discussion autour de
deux axiomes » pour (fa preuve de cette affirmation.

12. Montrer que f est entierement déterminée par la connaissance des f (e;) pour
iel.
On suppose que f n'est pas une homothétie. On note
I'={(z,f(z)), zeR}
le graphe de f.
13. Montrer qu'il existe deux réels & # y tels que les vecteurs X et ¥V de coordonnées
respectives (x, f (x)) et (y, f (y)) ne soient pas colinéaires.
Définition. Ensemble dense de R2.

Soit A une partie de R?. On dit que A est dense dans R? si : pour tout (z,y) € R?,
il existe ((Zp, Yn)) en € AN tels que

lim z,=x et lim y, =y.
n—+oo0 fi— 400

14. Montrer que T est dense dans R2.
On ne suppose plus que f n'est pas une homothétie,

15. Montrer que si f est bornée sur un intervalle non vide et non réduit 4 un point,
alors f est une homothétie.

16. Retrouver le résultat de la question 11 (b).
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Correction du Theme 21

1. | Ce sont de simples vérifications laissées au lecteur.

2. La réponse est non et nous donnons deux preuves,

o Prewve 1.
Si R est un Q-espace vectoriel de dimension finie, disons n € N, alors il
existe un isomorphisme d’espaces vectoriels entre R et Q™.

Or, Q™ est un ensemble dénombrable et R est non dénombrable (voir le
Théme 2 : « Découverte des infinis » ), done il ne peut y exister de bijection
entre ces deux ensembles.

Ainsi, | R n'est pas un Q-espace vectoriel de dimension finie.

o Preuve 2.

Dans cette preuve, nous exhibons une famille libre infinie dans le Q-espace
vectoriel R.

Soit la famille (In (p)),cp-

T

Soit n € N* et soit (ry,...,r) € Q" tel que Y riln(p;) = 0.

i=1
Comme les r; sont des rationnels, quitte & multiplier par le PPCM de leurs
dénominateurs, on peut supposer (ry,...,7rs) € Z".
En composant par la fonction exponentielle, on en déduit que

Py X Xpr=1.

En utilisant 'unicité de la décomposition en produits de facteurs premiers,
on en déduit que pour tout i € [1,n], r; = 0.
La famille (In (p)) .p est libre.
Comme elle admet une infinité d’éléments,

le Q-espace vectoriel R n'est pas de dimension finie.

3. Un sous-corps de R est un groupe pour la loi 4+, done 0 € K et K* est un
groupe pour la loi -, done 1 € K.

Comme K est stable par la loi 4+, on montre par récurrence que pour tout
neN,nekK, ainsi N C K.
Puis, comme (K, +) est un groupe, Z C K.

1
Comme (K*,-) est un groupe, K contient tous les rationnels de la forme — avec
ne ',
Puis en utilisant la stabilité de K par la loi -, on en déduit que K contient tous

n
les nombres de la forme — avee n € Z ot m € Z*.
T

On a montré que Q C K.

4. (a) e Comme la multiplication est distributive sur I'addition dans K; pour
tout i € I, il s'ensuit que la multiplication est distributive sur I'addition
dans N K.
icl
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5.

(b)

(a)

e Comme pour tout i € I, (K;,+) est un groupe, on en déduit que

icl
de (R, +).
e Comme pour tout i € I, (K, x) est un groupe, on en déduit que

K;. + | est un groupe comme une intersection de sous-groupes
E]

M K!, x | est un groupe comme une intersection de sous-groupes
icl
de (R*, x).

On a montré que | [ K;, +, x | est un sous-corps de (R, +, x). Par la
iel
question 3, on a Q C N K.
icl

Soit %" I'ensemble des sous-corps de R contenant /py, ..., /Pn. On note
que & # @ car R € .

D’aprés la question 4 (a),| (] K| est un sous-corps de R.
Ke#

De plus, il est clair que ¢’est le plus petit pour l'inclusion : si L est un
sous-corps de R contenant /py,..../Pn. alorsLe # et [ KcCL.
Ke.#

On note K = {rr + 8/Tn, (a,8) € Q (\;’ﬁvf’m)z}

On va d’abord montrer que K est un corps.
De toute évidence, la multiplication est distributive sur I'addition dans K.

Comme (Q (\/P1....,+/Pn-1).+) est un groupe, (K, +) est un groupe.
Pour montrer que (K*,.) est un groupe, il suffit de montrer que K* est
stable pour la loi x et stable par passage a l'inverse.

e Soient ey + f1/Pn et a2 + F2,/Pn deux éléments de K avece
(e1,02,51,82) € Q (/P1,---,/Pa1) - Ona
(a1 + B14/Pn) (a2 + B2y/pn) = ara2 + B1fSapn + (0182 + Braz) \/pn.

Comme Q (/P1,-..,/Pn—1) est un corps, en particulier,
apog + F1fapn et ayfa+ flog
sont deux éléments de Q (/P1, ..., /Pn-1)-
Ainsi, K est stable par multiplication.
e Soit a4+ 3,/p, € K* avec a et 3 deux éléments de () {pr_ S ,Hpn_l).
On remarque gue
1 . e — .‘3 vV Pr
@+ By/Pn a? + 2p,

o [
o + 32p, o+ B2, VP
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Comme (a, 3,pn) € Q (\’{(p—j i ,fp,,_,}:i, on en déduit que
v g
- an ot b T
a? + fizpn a? + ,rj‘?p"
sont deux éléments de Q (\/;T[ rasyal el ]

Done, K* est stable par passage a 'inverse, ainsi K est un corps.

Soit L est un sous-corps de R contenant ,/py, ..., /p,. En particulier, L

contient Q (/P1....,/Pn_1)-

Comme L est un anneau, il contient tous les nombres de la forme o+ 3, /Py

avec (e, 8) € Q (/P1,- - -, .fpn_|)2, ainsi L contient K.
On a montré que K est le plus petit sous-corps de R (au sens de 'inelusion)
contenant /Py, ..., /Pn. Par définition de Q (V./;Ti — ,,fpn], on en déduit

que
K= Q... \/n)-

(b) On suit l'indication et on procéde par récurrence. Pour tout n € N*, on

introduit la proposition 42, : « pour tout n-uplet (pi,...,ps) d'entiers
naturels supérieurs ou égaux i 2, deux i deux premiers entre eux et sans
facteur carré,

Q(VP1:---,vPn) = Vectq

In
Hpik: ':E-]w":-EJ'I-}E{U?]}" LS
k=1

Pour n = 1, soit p un entier supérieur ou égal a 2 sans facteur carré.
Le méme raisonnement que celui de la question 5 (a) montre que
Vectq (1,/p) est un corps contenant ,/p.

Soit L un sous-corps de R contenant /p. Il est clair que Vectg {1, vP) C L.
Par définition de Q (\fﬁ) on en déduit que

Q (yP) = Veetq (1, yF).

On a montré que 22 est vraie.

Supposons 2, vraie pour un entier naturel non nul n.

Soit (p1....,PnyPrs1) un (n+1)-uplet d'entiers naturels supérieurs ou
éeaux i 2, deux i deux premiers entre eux et sans facteur carré.

D’aprés la question 5 (a), on a

Q (AL, VFurT) = {a+ ByBnrt, (a,8) € Q (VL. vFn)?}
(21.2)

Par 'hypothése de récurrence, on a

.,&n) € {0,1}"
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T

Il s’ensuit que

Q (VT ..,/Put) = Vectq sy bpr) E Q1

Ainsi, 2%, est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, %%, est vraie pour tout
ne N".

La famille (\/p1) est Q-libre car contient un seul élément non nul.

(a) Soient
‘Wﬂ = {(Fh. s :€n+l) = {D,]}ﬂ+1 il = U}
& = {{E|j....£n+|J e {0,111, sqpa= 1} .
Il est clair que (4, o) est une partition de {0,1}""! ainsi

E‘ L S . Sl

('Elv--'ﬁﬂ.l 1 }E{u-l }“ ki

S Z Ge1,Enil

(£15-Eni1 JESH

2

(£14Eni1)Ea

= a+b/Pas1,

avec

= E

[El,....Ert}E{ﬂul}"

et

b= Z 1 |

m
£
H Py -
(Ej,---.gn}E{ﬂJ}n k=1

D’aprés la question 5 (b), on a (a,b) € Q (\/P1,--.,/Pn)-
On a bien montré qu'il existe (a,b) € Q (\/p1,. . -, \,fp_n}z tel que

n+1

a+by/pnt1 = > G \ E5
k=1

{E!.;---_-Er“ 1 }E{u1l I'nt !
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(b)

(d)

\ . a
Comme b # 0, on peut éerire /P = ——.

b
Comme a et b appartiennent 4 Q (,fm o \,«’pn) qui est un corps, on en

déduit que —% € Q(\/P1,-..:1/Pn)-
D’aprés la question 5 (a), il existe (o, 3) € Q (\/P1,-- -, ,,a’;u"_|]2 tel que
[/ ]

- o+ 3. /Pn-
On a montré qu'il existe (o, 3) € Q (/p1, .- -, s fp,l_|)2 tel que

v P+l = ﬂ'+ﬁ\.""l';'_n-

En élevant an carré la relation obtenue # la question 7 (b), on obtient

Prtl = o + .52.‘0:: + Qf-‘-’ﬁv’rp_u — (ﬂ’? i ﬁgpu _pﬂ+]} + Eﬂ.ﬂvpn = 0.
5i af # 0, on aurait

2z a2
a* + B Pn — Pr+1
Pn = — 2?::;3 s € Q(vP1,--11v/Pn-1)
car Q (\/P1,--..y/Pn-1) est un corps. D'aprés la question 5 (b), on en

déduit que

n—1

VPn € Vectq H D, (€150 En1) € fo. 43
k=1

Cela contredit 'hypothése de récurrence qui assure que la famille
T
( il p_i“ est libre.
(E1,. "sEﬂ}E{l}'-l}u

On en déduit que a3 = 0, puis o + ﬁﬂ;un = Pn+1.

On pose £ = Gpy et p = pppre1. On a alors
4° = BP0 = pupei =,

Or; /P = 22 €Q (P15 \/m), d’aprés la question 5 (b), on a

VP € Vectg

n—I1
TI78 (Eiisvitna) & {G,l}“"). (21.3)
i=1

Or, p est sans facteur earré car p,, et p,, 4 sont sans facteur carré et premiers
entre eux.

Les nombres py,. .., pa—1, psont sans facteur carré et deux i deux premiers,
done 'hypothése de réeurrence assure que la famille

[Eh....En]E{uJ}”
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]
=4
(3

(f)

est Q-libre, ce qui est exclu d’aprés (21.3).

On obtient une contradiction, ainsi a # 0.

On pose & = a et p = ppyy de sorte que 'on ait 22 = p,yq. On en déduit

que /Pny1 =z € Q (V’ﬁ, s ,1,f'pn_|). D’apreés la question 5 (b),

n—1

Vpﬂ—l-l = vECt'Q ]_-_[ ?-:'.?*: (51:' "1€ﬂ—|) = '[u1 I}H_l 1
=1

ce qui est 4 nouveau exclu en utilisant 'hypothése de récurrence i
P1s---3Pn—1:Pn+1-
On obtient une contradiction, ainsi 3 # 0.

L'hypothése b # 0 méne 4 une contradiction (les questions 7 (d) et 7 (e)).
On en déduit que b= 0,

La relation a + b /pn+1 = 0 donne a = 0.
En reprenant les expressions de a et b obtenues 4 la question 7 (b), i.e.

a= Z qlfh...,fn_.['

(g1ymEn)E{O L}

ot
b= Z qfh-“s‘fnrl
(£110aneEm )E {n.l }n
on a
Z ".-!'51,..-.
(E14eiEn)e{0,1}"
et

Z QE[,...,Eu,i

{511..,,-.'-‘“}1\'-5{!]11}“

n
H =4
=1
En utilisant 'hypothése de récurrence pour a et b, on en déduit que

V(ets - r6nt1) € {0,111, g

On a montré que la famille

----- E1:_|‘| = U'

wegeag) € 0,1

est Q-libre, ainsi 42,1 est libre.

Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 22, est

vraie pour tout entier naturel n € N*.
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8. Supposons que 1+ /2 +---+ /2019 € Q : on pose

r=v1+v2+---+/2019.

Soient py, ..., pn les nombres premiers utilisés dans la décomposition en produits
de facteurs premiers des entiers 2, ...,2019 (il ¥ en a un nombre fini car il y a
un nombre fini d'entiers entre 2 et 2019).

Ainsi,

0 — ¢ - AfIDT0 = i B Qet,-oo

{£1,-En)E{0,1}"

oit les gz, -, sont des nombres rationnels.

T

T =
Comme la famille (1',' I1 PL") est libre (question 7 car les
B=1 0/ (egyen)e{0 1}

nombres py....,p, sont deux & deux premiers entre eux et sans facteur carré),
on en déduit que :

V{Eh..,,ﬁ';;)E{(],l}n: Q€1,..“En =0.

Or, par définition de —r + Vi+t---+ /2019, le coefficient devant V2 est strie-
tement positif.

On obtient ainsi une contradiction.

On a montré que v1 +---+ /2019 ¢ Q.

. Pour tout n € N*, on introduit la proposition 2, :

ez, .o ma) R, (th) = f(z) »
i=] i=1

2 est de toute évidence vraie.

On suppose 22, vraie pour un certain entier naturel » non nul, montrons que
22, 41 est vraie.

Soit (z1,...,Zn,Tn41) € R™"*!. Comme f vérifie I'équation fonctionnelle de
Cauchy, on a

flai+-+zntans) = flm)+ f(@2+ - +Tn+ Tnp).
Puis, en utilisant I"hypothése de récurrence, on en déduit que
f{x2+" '+-’Tn+|} = I{T2]++f(a"ﬂ+|} s
d’on
Fler+-+2atzas) = f@1)+--+ f(@n) + [ (@nt1).
Ainsi, 22, | est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition %, est vraie
pour tout n € N*.
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10. On procéde par étapes.

11. (a)

(b)

Il est facile de montrer par récurrence que pour tout n € N et pour tout

reR, f(nz) =nf(zx).

Comme f(0+0) = f(0)+ f(0), on en déduit que f(0) = 0. De plus,
YweR, fly+(—y)=rf+f(-y) =0

Comme R est centré en 0, on en déduit que [ est impaire.
Ainsi, pour tout n € Z, f (nx) = nf ().

Soient n e N, pe N* et z € R.

D'une part, d’apreés la question 9, on a

f(nz)=nf(z).

D’autre part, en remarquant que

T n n
f{?w}:f(pxgm)zf Shboack o
—

P termes

D'apres 'égalité établie a la question 9. on en déduit que

fn) = pf (32).

()30

En utilisant I'imparité de f. on a montré que

VreQ,VzeR, f(rz)=rf(z).

On en déduit que

Soitr€ R.Ona
VheR, flz+h)=f(z—20)+f(zo+h).

Comme f est continue en xp, on a ;li"}:: flxo+h) = f(xp). Ainsi
1=

lm f(z +h) = f (& —20) + f (x0) = f (2).

On a montré que [ est continue en x : | f est continue sur R.

Soit # € R. Par densité de Q dans R, il existe une suite de rationnels

(rn),en telle que n-!»jil-lllac o—

Par continité de fenz,ona lim f(r,) = f(z).
Th= == (30

De plus, limmf(l}:-',, = fi{l)a.

n—++
Comme pour tout n € N, f(ry,) = f (1) rn, par unicité de la limite, on en

déduit que f(x) = f (1) .
On a montré que f est une homothétie. |
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12. On suppose connu les f (e;) pour tout i € I.

Soit = € R. Comme (¢;), < est une base de R vu comme un Q-espace vectoriel,

il existe J C I fini et (A;), jed € Q” tels que z = E Aje;j.
jed
Par les questions 9 et 10, on a f(x) = 3 A; f (¢;).
jed

Comme on connait f sur la famille (e;);.;, f(x) est connu.

On a montré que f est entiérement déterminée par la connaissance des f (¢;)
pour i € 1.

13. On remarque que si f vérifie 'équation de Cauchy, f est une homothétie si, et

14.

J {Rm]Z f{T} f{yj

seulement si, pour tout (, .

fa

e

f(z)
[&=]C 1 tit dépend d R*, =
[<=] Comme la quantité —— —— De dépend pasde z = on pose a

I—‘|

Ainsi, pour tout x € R*, f (x) = ax.

Comme f(0) = 0 (voir la correction de la question 10), on en déduit que
pour tout z € R, f(z) = az, ainsi f est une homothétie.

Si f est une homothétie, il existe a € R tel que :
YreR, f(z)=ax.
f(z)

Ainsi, pour tout x € R*, e

w2 f(2) _ fly)

(R*)"; = 2
T ]

Comme f n'est pas une homothétie, par ce qui précede. il existe deux réels néces-

% + f;ﬂ] antrement dit, f (z)y— f (y)xz # 0.

Il s’ensuit que pour tout (z,y)

sairement différents tels que

Les vecteurs X et Y de coordonnées respectives (z, f (z)) et (y, f(y)) ne
sont pas colinéaires.

Soit (xp,y0) € R2

D’une part, les veeteurs X et ¥ ne sont pas colinéaires, il s’ensuit que la famille
(X,Y) est libre. Comme dimg (R?) = 2, la famille (X, Y) est une base de R
Ainsi, il existe deux réels a et 3 tels que

(zo,y0) = aX + 5Y.

D’autre part, d’aprés la question 10, on remarque pour tout (r,f) € Q2,
(rz+ty, f(re+ty)) = (rz+ ty,rf(2) +Ef () =r X +tY €T.

Comme Q est dense dans R, il existe deux suites de rationnels (ry), . et
b )HEN qui convergent respectivement vers a et 3 de sorte que

lim (f'nﬂ' 4 t"-y} =rg ot 1]111 {’-‘ nf (:l] +tnf (5’” =

=40

On a montré que I' est dense dans R?.
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15.

16.

Soit f : R — R une application vérifiant (21.1). Les questions 13 et 14
montrent que si f n'est pas une homothétie, alors I' le graphe de f est dense
dans R2,

Par contraposée, si I n’est pas dense dans R2, alors f est une homothétie.

Ainsi, dans cette question, il suffit de vérifier que le graphe de f n'est pas dense
dans R2. Soit I un intervalle non vide et non réduit & un point sur lequel f est
bornée. Il existe deux réels a et b avec a < b tels que [a, b].

Soit M un majorant de |f| sur I :
veel, |f(z)<M.

Supposons que T soit dense dans R?, en particulier, il existe une suite de T,

2
lim f(z,)=M+1.

n— 400

b
disons ((zn. f (2n))),en Qui converge vers (i, M + 1), soit

a+b .
Comme (), converge vers , il existe N € N tel que pour tout n = N,

Ty € [a,b]. Ainsi, pour tout n = N, |f (xzn)] < M.
La suite (f (z5)),,cn ne peut converger vers M + 1.

Il s’ensnit que T’ n'est pas dense dans R?, donc f est une homothétie.

Soit f : R — R une application vérifiant (21.1) et continue en un point xg € R.
Ainsi, il existe o > 0 tel que

VeeR, (lz—zol<a)= (If(z)-Ff(x0)|=1).

On a montré [ est bornée sur I'intervalle non vide et non réduit 4 un point
(w0 — @, mp + a.

D’aprés la question 15, f est une homothétie : on retrouve le résultat de la
question 11 (b).




Théme 22

Résultant de deux polynomes

Thémes abordés : Application linéaire, matrice, déterminant, polynéme, structure
algébrique.

Difficulté : NREEL]

Ce sujet étudie la notion de résultant de deux polyndémes. On commence par dé-
finir le résultant comme le déterminant de la matrice d’'une application linéaire. Une
seconde partie permet de montrer qu'étant donné un corps K et un polynéme P i
coefficients dans K, il existe un sur-corps L de K tel que P soit scindé dans L. A partir
de cela, dans une derniére partie, on v donne une expression explicite du résultant de
deux polynomes.

Une bonne connaissance du programme d’algébre linéaire est requise.

Les parties sont largement indépendantes : certains résultats de la partie 2 pourront
étre admis dans la partie 3.

22.1 Deéfinition du résultant

Soient A et B deux polynémes de K [X] de degrés respectifs n et m avec
(n,m) € (N*)2
On définit I'application f4 g par :

frs (Emat XX Kot [X] — Kot [X]
4B (U,V) —s AU + BV

1. Montrer que fa p € .% (Km—-1 [X] X Kn-1 [X],Knim-1 [X]).

2. Montrer que les polynémes A et B sont premiers entre eux si, et seulement si,
fa.p est un isomorphisme.
e

TE
3. Montrer que les polynémes A = 3 ;X" et B = 3 h; X" sont premiers entre
=0 i=0



302 THEME 22. RESULTANT DE DEUX POLYNOMES

eux si, et seulement si, le déterminant de la matrice

faoc 0 - 0 b 0O - 0)
(i3] iy “hw 0 bl bﬂ ]
: e : by - 1]
Q. F omer & o= owae i)
0 mp ses E 2 32 wes By
S(A,B) = _
0 0 .- 0 by P by
0 0 g 0 by :
] 0
TEEE R EE ST

est non nul.
Définition. Résultant.
Soient A et B deux polynémes non constants. On définit le résultant Res (A, B)
de A et B comme le déterminant de fa p.
Lorsque A et B sont constants non nuls, on pose Res (A, B) = 1 et lorsque A =0
ou B =0, on pose Res (A, B) = 0.

4. Soit P € C[X] un polynéme de degré au moins 2. Montrer que P a une racine
d’ordre au moins deux si, et seulement si, Res (P, P') = 0.

5. Eerire un programme Python qui prend argument deux listes p et q et qui calcule
le résultant des polynémes P et () dont les coefficients sont ceux des listes p et
q respectivement. Par exemple, si p=[1,2,3] et g=[4,5], alors le programme
renverra Res (142X +3X%, 4+ 5X).

22.2 Creuser pour trouver des racines!

Définition. Polynéme irréductible.
Soit A un anneau. Soit P € A [X]. On dit que P est irréductible dans A [X] si :

P n’est pas constant et si pour tout (U, V) € A [X 12,
(P=UV)= (Ue Ap[X] ou VeAp[X]).

6. Rappeler la forme des polynémes irréductibles de C [X], ainsi que ceux de R [X].
7. (a) Montrer que les polynémes de degré 1 sont irréductibles dans K [X].

(b) Soit P € K[X] dont le degré est 2 ou 3. Montrer que P est irréductible
dans K [X] si, et seulement si, P n'a pas de racine dans K.

(¢) Cette propriété se généralise t-elle aux polyndomes dont le degré est supé-
rieur 4 37

8. (a) Soit P € K [X] irréductible. Soit (Py, ) € K [X]%. On suppose Py et P
non nuls et P divise P . Montrer que P divise P, ou P divise Ps.
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(b) Généraliser le résultat de la question précédente & r polyndmes (r € N,
T =2).

9. (a) Montrer que tout polynome P non constant s'éerit
P — EQ?. o Q?“

on ¢ € K, les polyndmes Q1,..., Qs sont irréductibles sur K [X] et uni-
taires et (ay,...,as) € (N*)°
(b) Montrer que cette décomposition est unique a l'ordre pres des facteurs.

Soit P € K [X] non nul. On introduit sur K [X

la relation binaire #p par :
¥(A,B) e K[X)?, A%pB < P|A-B.

10. Montrer que #p est une relation d’équivalence sur K [X].
Pour A € K[X], on définit la classe de A par la relation #p, et on la note cl(A),
par :
cl(A) = {B e K[K], A%pB}.
11. Soient (A, A2) € K [X]*.
(a) Montrer que I'on a
cl (111] =l (ﬂz] — M@ pAs.
(b) Montrer que l'on a
cl(A)Nel(A2) =@ < A1 ZpAa.
On note K [X] / (P) = {c1(A), A€ K[X]} (on lit K [X] quotienté par la relation
Rp).
Définitions. Opérations sur K [X] / (P).
Soit P € K [K] non constant. Soit (A, B) € K [X]*, on définit :
e cl(A)+cl(B):=cl(A+ B);
e cl(A) xcl(B):=cl(AB).
12. Montrer que les opérations + et x définies sur K [X] / (P) sont bien définies,

i.e. indépendantes du choix de I'élément de la classe.

13. Montrer que (K [X]/ (P),+, x) est un annean commutatif d’élément neutre
pour I'addition cl (0) et d’élément neutre ¢l (1) pour la multiplication.

14. (a) Soit (K, +, %) un corps. Montrer que
Y(z,y) e K2, (zy=0)==(z=0 ou y=0).

On dit qu'un corps est intégre.

(b) Montrer que (K [X]/ (P),+,x) est un corps si, et seulement si, P est
irréductible sur K [X].
Indication : On pourra utiliser le théoréme de Bezout et la question 14

(a).
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Soit 'applieation 7 définie par

e A
“lA —scl(A) 1

15. Montrer que 7 est un morphisme d’anneaux.
16. Calculer « (P).
17. (a) Soient K et L deux corps et soit ¢ : K — L un morphisme de corps.
Montrer que @ est nul ou ¢ est injective.
Indication : On pourra raisonner sur ker (¢).
(b) On suppose dans cette question P irréductible sur K [X]. Montrer que
K [X]/ (P) est un sur-corps de K.
18. Soit P € K [X] irréductible.
(a) Donner un élément o de K [X] / (P) tel que P (a) = 0.
(b) En déduire qu'il existe un sur-corps L de K dans lequel P admet une
racine.

19. Soit A € K [X] non constant. Montrer qu'il existe un sur-corps L de K tel que
A soit seindé dans L.

(=]

Définitions. Corps de rupture, corps de décomposition.
Soit P € K [X] non constant.

o Un sur-corps L dans lequel P admet au moins une racine s’appelle un corps
de rupture.

e Un sur-corps L dans lequel P est scindé s’appelle un corps de décomposition.

22.3 Expression explicite du résultant

20. Soit (P,Q) € (K [X]\ {0})? et soit (A, i) € K2. Montrer que
Res (AP, pQ) = X9e8(Q) ,des(P) Res (P, Q).
21. Soit a € K et soit P € K [X]. Montrer que
Res (P, X —a)=P(a).
22. Soit (P, Q) € (K [X]\ {0})? et soit A € K. On souhaite montrer que
Res (P, (X —A) Q) = P(A) Res (P,Q).
On pose n = deg (P) et m = deg () et on écrit

m

T
P=) pX' et Q=) ¢;X.
=l

=0
(a) Montrer qu'il existe pf,, ..., 05, 40, - - - - @}, tels que
T m
P=)pi(X-))' et Q=) ¢ (X-1p.
i=0 3=0

Exprimer aussi (X — A) Q en fonction g, ..., q},.
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(b) Montrer que les familles & et %" suivantes

((Lnj,_..,({X—A}m,n),(n,l;,..., (ﬂ.{X—,\)“"))

et G B SO S )

sont des bases de respectivement K, [X] x K, [X] et K, 1. [X].

(¢) Donner la matrice S’ (P, (X — ) Q) de I'application linéaire fp x_x0
dans les bases € et €.

(d) Montrer que

det (8" (P, (X — A) Q)) = det (S (P, (X —A) Q).

Indication : On pourra remarquer que les matrices S (P, (X — A) Q) et
S"(P.(X —A) Q) sont équivalentes et s’intéresser aux déterminants des
matrices de passage.

(e) Conclure.

23. Soit (P,Q) e K [X]Q, On suppose P et () non constants. On note p le degré de
P et g celui de Q).

Montrer que
Fr g

Res (P, Q) = gt [T T (8 — ).

i=] 3=l

ol @y, ..., 0p, B1,..., 3 sont les racines de respectivement P et @ dans un cer-
tain sur-corps de K et a,, et b, sont les coefficients dominants de respectivement

Pet Q.
Indication : On pourra raisonner par récurrence sur le degré de ).
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Correction du Theme 22

1. Comme deg (A) = net deg (B) = m, pour tout (U, V) € K1 [X] x K1 [X],
on adeg(AU+BV)<n+m-1.

De plus, pour tout ((I1, V1), (U2, V2)) € (Kimn—1 [X] x Kn-1 [X]]2 et pour tout
AeK,ona

fap (U, V1) +A(U2,V2)) = [(U;+ AU, Vi +AVa)

A(Uy + \U2) + B (Vi + AW)
AUy + BV + A (AU + BV)
= fap (U, V1) +Afap(Us, Va).

On a fA_.H €.Z (Km-1 [X] x Kn-1 !Xi s Kn+m-1 [X”

2. On montre les deux implications.

Soit (U, V) € Km—1 [X] x Kn—1 [X].

K1 [X] x Kno1 [X] €ker (fag) < AU+BV =0
& AU=-BY.

Il s’ensuit que A divise BV, Comme A et B sont premiers entre eux, par
le théoréme de Gauss, A divise V.

Or deg (A) = n et deg (V) < n—1, on en déduit que V = 0.
Un méme raisonnement montre que U = 0.
Ainsi, ker (fa,5) C {(0,0)}, puis ker (fa.8) = {(0,0)}.

Comme
dim (K- [X] x Kn—) [X]) = dim (Kp4m—1 [X]) = n+m,

on en déduit que f4 g est un isomorphisme.
Si fap est un isomorphisme, le polynéme constant égal 4 1 admet un
antécédent (U, V') par fap:ona AU+ BV = 1.

D’aprés la théoréme de Bezout, on peut conclure que A et B sont premiers
entre eux.,

| L'équivalence est montrée. |

3. Soient

&= [(1,0),(X,0) sy [(XF™10), (0. 1) 5504 (0, X))

et
B = (1 X XY

deux bases de respectivement K, [X] x K- [X] et Kyym—1 [X].
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1

on

o o -

[ B =1

L= R B

I1 est facile de voir que la matrice

(ﬂ.ﬂ 0 0 b 0 --. {]\
a;  ag 0O & by --- 0

BE e 5 5 g e N
iy, : 0
0 an bo
g B s B B E G B
0 0 < ag 0 bnm :

i1 : ]

o 6 s 0 0 o b

est la matrice de f4 p dans les bases %8 ot &',

D'aprés la question 2, il en résulte que A et B sont premiers entre eux si, et
seulement si, le déterminant de la matrice S (A, B) est non nul.

. On montre les deux implications.

Si P a une racine a d’ordre an moins 2, a est racine de P'. Le polynéme
X — a divise P et P’ : les polynomes P et P' ne sont pas premiers entre
eux.

D’aprés la question 3, on a Res (P, P') = 0.

Comme Res (P, P') = 0, d’aprés la question 2, les polynémes P et P’ ne
sont pas premiers entre eux : il existe un polynéme ) non constant qui
divise P et P’.

Comme D n'est pas constant, d’aprés le théoréme de Gauss-d’Alembert,
D admet au moins une racine complexe z.

Il s’ensuit que X — z divise D), done X — z divise P et P

z est racine de P et de P, done 2 est racine d’ordre au moins 2 pour P.

L’équivalence est montrée.

. On peut écrire :

from scipy import =
from numpy.lipalg import =
def resultant(P,Q):
p=len(P)
q=len(Q)
R=zeros((p+q-2,p+q-2))
if p==1:
if Pl0]==0:
return O
else:
return 1
elif g==1:
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13 if Q[0]==0:
14 return 0
15 else:
16 return 1
17 elsea:
18 for k in range(p+q-2):
19 if k<=q-2:
20 for i in range(p):
21 Rlk+i,k1=P[i]
22 else:
23 for i in range(g):
24 Rlk-i,k1=Q[i]
25 return det(R)
6. e |Les polynomes irréductibles de C [X] sont les polynémes de degré 1.
Les polyndmes irréductibles de R [X] sont les polynémes de degré 1,
® | ainsi que les polynomes de degré 2 dont le discriminant A est strictement
négatif.
7. (a) Soit P € K[X] de degré 1.

1l est clair que P ¢ Ko [X]. Soit (U, V) € K[X]? tel que P = UV. 1l est
clair que U et V' ne sont pas nuls.

On a deg (P) = deg (U) + deg (V) = 1. Comme deg (U) et deg (V) sont
des éléments de {0, 1}, ainsi deg (U) = 0 ou deg (V) = 0.
On a montré que U € Kg [X] ou V € Kq [X], ainsi

P est irréductible sur K [X].

(b) On montre les deux implications.

Supposons que P ait au moins une racine a dans K : il existe
Q € K[X] tel que P = (X —a) Q.
Comme P est de degré 2 ou 3, on en déduit que Q est de degré 1 ou
2, en particulier, X — a et @ ne sont pas des polynémes constants.
Ainsi, P n'est pas irréductible et cela contredit 'hypothése faite.

Supposons que P ne soit pas irréductible.
I existe (U, V) € (K [X]\Ko [X])? tel que P =UV.
e Si P est de degré 2, alors U et V sont de degré 1 et done admettent
au moins une racine dans K. Ainsi, P admet au moins une racine

dans K.

e Si P est de degré 2, alors, par exemple, U est de degré 1 et V est
de degré 2. [ admet au moins une racine dans K, done P aussi.

L'équivalence est montrée.

Cette propriété ne se généralise pas aux polyndémes de deeré an moins
(¢) | 4. Par exemple, P = X 141 € R[X] n’admet pas de racine réelle et
P= (Xz -V2X + 1) (Xz + v2X + 1) n'est pas irréductible sur R [ X].
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8. (a) Quitte & diviser par le coefficient dominant de P, on peut supposer P
unitaire.

Soit [} le PGCD de P et P;. Comme D divise I? irréductible, ona D =1
ouD=P.

e Si D= P, alors P divise Py.
s Si D =1, alors les polynomes P et Py sont premiers entre eux : par le
théoréme de Bezout, il existe (U, V) € K[X ]2 tel que PU + BV = 1.

Ainsi, Py = PUP, + Py P,V. On en déduit que P divise % car P divise
PUP; et P divise Py PV,

On a montré que si P irréductible divise un produit de polynémes non
nuls, alors P divise I'un d'eux.

(b) On procéde par récurrence et pour tout r > 2, on introduit la proposition
P, ¢ «si P irréductible divise [] P, avec pour tout i € [1,r], P; # 0,
i=1
alors P divise I'un des P; ».
2 est vraie : c’est la question 8 (a).
Supposons 22, vraie pour un certain entier r = 2,
Soit (P1,...,Pr1) € (K[X]\{0})™ et P € K[X] irréductible tel que

r+1
P divise [] P.
=1
Si P divise Py, c¢'est terminé.
r+l
Sinon, d'aprés la question 8 (a), P divise [[ F;. D’aprés 'hypothése de
=2
récurrence, P divise I'un des P; avec i € [2.7 + 1].
Ainsi, 2%, est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 2%, est
vraie pour tout entier r = 2.

9. (a) On procéde par récurrence sur le degré. Pour tout n € N*, on introduit la
proposition %%, : « tout polynéme i coefficients dans K de degré n est le
produit de polynémes irréductibles sur K [X] ».

D’aprés la question 7 (a), 52 est vraie.

On suppose 22, ..., %%, vraies pour un certain entier naturel n, montrons
que &, 4 est vraie.

Soit P € K [X] un polynéme de degré n + 1.

e Si P est irréductible sur K [X], on éerit P = ¢ P o P est unitaire et
e € K. Comme P est irréductible sur K [X], P l'est aussi.

e Si P n'est pas irréeutible, alors il existe (U, V) € (K [X]\Ko [K])? tel
que P=UV,

Comme 1 < deg(U) < net 1 < deg(V) < n, on applique les
hypothéses de réeurrence aux polynémes U et V : on peut écrire

U=cQ Q% (resp. V=R ... RI") ot c € K (resp. ¢ € K),



310

THEME 22. RESULTANT DE DEUX POLYNOMES

(b)

les polyndmes @; et R; sont irréductibles sur K [X] et unitaires et
(01,5 a5) € (N*)? (resp. (B1,..,8-) € (N*)7).
On a done _

P=cd Q" .‘.Q;‘HRJI?I iR,

P s’écrit comme le produit de polynomes irréductibles sur K [X].

On a montré que 22, .| est vraie, ainsi par le principe de raisonnement
par récurrence, tout polyndéme non constant s'éerit comme le produit de
polynémes irréductibles sur K [X].

On procede par récurrence et pour tout n € N*, on introduit la proposition
2, . « tout polynéme de degré n s'écrit comme un produit unique de
polyndmes irréductibles unitaires & Uordre prés ».

Soit P un polyndme de degré 1. On peut écrire P = ¢ (X — a) avec X —a
irréductible sur K [X] (question 7 (a)). Il est clair que cette décomposition
est unique.

Ainsi, 2% est vraie.

On suppose 2y, ..., 2, vraies pour un certain entier naturel n, montrons
que ., 4 est vraie,

Soit P un polynome de degré n + 1 ayant deux décompositions :

r &
p=a[Trv =nTlat
k=1 k=1

ot les polynémes Py,.... P, Q...., ()< sont unitaires et irréductibles sur
K [X].

Montrons que A = pu, r = s, qu’il existe ¢ € . telle que pour tout
iE [[1.’."]1, Q,‘ = Pa(i} et }3,5 = ali)-

L'identifieation des coefficients dominants donne A = p.

.
Q, divise [] PE", comme () est irréductible, d’aprés la question 8 (b),

k=1
(21 divise I'un des Pj. On a donc Q1 = P; car ces deux polynémes sont
irréductibles.
On suppose, par exemple, oy < 3y, On a alors

. - Bl
[T ree =i IT "
k=1 k=2
ki
On a alors 3; = oy car sinon en appliquant de nouvean le résultat de la
question 8 (b), €)1 serait égal & I'un des P; avec i # j, ce qui est exclu.
On pose j = o (1).
On obtient alors . .
H Pj_t;.l.- - H ka~

k=1 kzz
kg

L’hypothése de récurrence s’applique alors.
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On a montré que tout polynéme non constant de K [X] s'écrit comme
un produit unique 4 l'ordre prés de polynémes irréductibles.

10. On prouve que #p est réflexive, symétrique et transitive.

o Réflerivité
Soit @ € K [X]. Il est clair que Q#pQ car P divise Q —Q = 0.

e Symétrie
Soient (Q1,Q2) e K[X ]2 tel que Q1. #p()o. Ainsi, P divise Q) — ()2, done
P divise Qo — @, puis Q% pQ,.

o Transitivite
Soit (Q1, Q2. Q3) € K [X]? tel que Q1 #ZpQ2 et Qu#pQs. Ainsi, P divise
Q1 — Q2 et P divise Qg — Qy, ainsi P divise () — Q2+ Q2 — Q3 = Q) — Qs,
done Q% pQQs.

On a montré que #p est une relation d’équivalence sur K [X].

11. (a) On remarque que, pour tout A € K [X], A € ¢l (A) car AZpA. On prouve
les deux implications.
Ona A ecl(A1) =cl(A2), donec Ay #pAa.

Soit P € cl(A;). On a P#pA, et par hypothése, A;#pAs, done
par transitivité de @p, P#pAs, soit P € cl(Az). On a montré que
el {AL] C el {Az)

Par symétrie, on a ¢l (A2) C el (Ay), soit ¢l (A1) = el (Ay).

L’équivalence est prouvée.

(b) On prouve les deux implications.

Comme A) € cl(Ay) et cl(A))Nel(A2) =@,
Ay £ cl(A2), done A 285 As.

On suppose ¢l (Ay) Nel (Ag) # @, soit Q@ € el (Ay) Nel (Asg).
On a A1 #pQ et QFpAz, d'on par transitivité de Zp, 4% pAs, ce
qui contredit hypothése.

L’équivalence est prouvée.
12. e Loi +
Soit (A, B) € K [X], soit (A B) € cl(A) x cl (B).

Montrons que

ol (A) +d (E) = cl(A) +cl(B),
autrement dit,
cl(A+B) = -:l(..;{+§).
Soit Qe cl(A+ B). On a

Q-(A+B)=Q-(A+B)+(a-A)+(B-B)
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Or, P divise Q — (A+ B) car Q € ¢l (A + B), P divise A — A (resp. B— B)
car A € cl(A) (resp. B € ¢l (B)), ainsi P divise Q — (A +- B) Cela montre

que @ € ¢l (/l +§)
On a montré que ¢l (A+ B) C ¢l (ﬁ + :B—)

Un méme raisonnement montre que cl (fl + E) C cl(A+ B). On a done

cl(A+B) =cl(:’i+§).

L’addition + est bien définie sur K [X] / (P)
Loi x

Soit (4, B) € K [X]?, soit (4, B) € cl(4) x cl (B).
Montrons que

cl(:i) xcl( )—-clm] xcl (B) d(AB}—nl(AE)
Soit Q € ¢l (AB). On a
Q-AB=(Q-AB)+ (A—.ii) B+ (B-“B‘);L
Or, P divise Q — AB car Q € cl (AB), P divise (.4 - ﬁ) B
(resp. (B — B) A) car A & cl (4) (resp. A € cl (4)), ainsi P divise Q— AB,
done Q € cl (ﬁﬁ),
On a montré que ¢l (AB) C ¢l (eru)

Un méme raisonnement montre que cl (ﬂ

'\._.-"

C cl(AB). On a done

el (AB) = cl A’Ié’) ;

La multiplication x est bien définie sur K [X] / (P).

13. Ce sont des vérifications laissées au lecteur. Notons simplement que toutes ces

14.

vérifications découlent du fait que (K [X],+, x) est un anneau commutatif et
griice aux résultats établis & la question 12.

(a) Soit (x,y) € K? tel que zy = 0.

On suppose x # 0. Comme x est inversible dans K, on a 2~ 'zy = 0, done
y=0.
On a montré que

lb’(:ﬂ,y}EKz, {afy:[']:'{ﬂ‘::u o1 y:ﬂ}
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(b) On prouve les deux implications. On note que ¢l (P) = el (0) car, pour
tout Q € K [X],

Qecl(P) &< P|Q-P < P|Q < Qecl(0).

Supposons que P ne soit pas irréductible sur K [X] : il existe deux
pelyndémes non constants ) et I tels que P Ib = P.
On a done el (P P2) =cl (Py) el (%) = cl (P) = el (0).
Or, el (P) # el (0) ear P ne divise pas P car deg (P;) < deg(P). De
méme, ¢l () # cl (0).
On a trouvé deux éléments non nuls de K [X] / (P) dont le produit
est est nul, cela contredit le résultat de la question 14 (a).

On en déduit que P est irréductible sur K [X].
Soit ¢l (Q) € K[X]/(P) non nul. On remarque que @ n’est pas un
multiple de I car sinon, on aurait P divise Q puis ¢l (Q) = ¢l (0).

Comme P est irréductible sur K [X], on en déduit que P et @ sont
premiers entre eux.

Par le théoréme de Bezout, il existe (U, V) € K [X]? tel que
PU 4+ QV = 1. Ainsi,

el (PU+QV) =cl(P)cl(U)+cl(@Q)cl (V) =cl(1).
Comme cl (P) = ¢l (0), on en déduit que
el(Q)el (V) =el(1).

On a montré que tout élément non nul de K [X] / (P) est inversible,
ainsi (K [X]/ (P),+, x) est un corps.

L'éguivalence est prouvée.

15. Soit (A, B) € K [X]2.

e D'aprés la question 12, on a :
T(A+B)=cl(A+B)=c(A)+cd(B)=n(Ad)+n(B).
e D’apres la question 12, on a :
T(AB) =cl(AB)=cl(A) xcl(B)=n(A) x7(B).

e Ona
w(1)=cl(1) =1

On a montré que  est un morphisme d’anneanx.

16. |Onaw(P)=cl(P)=cl(0)=0.
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17.

18.

(a)

(b)

(b)

On commence par montrer que ker (¢) = {0} on K.

Si ker () = {0}, ¢’est terminé. Sinon ker (¢) contient au moins un élément
non nul xg.

En utilisant le fait que ¢ est un morphisme de corps et comme ¢ (xg) = 0,
pour tout x € I, on a

¢ (2) = ¢ (225" 0) = ¢ (z25"') p (20) = 0.

Ainsi, K C ker (), done ker (¢) = K.
On peut conelure :

e Si ker (@) = {0}, alors @ est injective.
En effet, soit (z,7) € K2 On a

plx)=v(y) <= ¢l@-y)=0
< x—y€ ker(p) = {0}
— I=}.

e Si ker (¢) = K, alors ¢ est nulle.

On a montré qu'un morphisme de corps est nul ou injectif.

TS 25, S JK — K[X]
Soit 'application ¢ : {ﬂr e

De toute évidence, ¢ est un morphisme d’anneaux.

Lapplication ¢ = 7oy : K — K [X]/ (P) est donc un morphisme de
corps.

Comme % (1) = ¢l (1) # 0, on en déduit que ¥ n’est pas le morphisme nul.

Par la question 17 (a), ¥ est injectif, done K [X] / (P) est un sur-corps
de K.

D’une part, w (P) = 0.
ID’autre part, d’aprés la question 17 (b), pour tout = € K, on peut confondre
x et ¢l (x). Comme 7 est un morphisme d’anneanx, on a

7(P)=P(n(X)).

Ainsi, si I'on pose o = 7 (X), ona P(a) =0.

Le sur-corps L = K [X] / (P) convient d’aprés la question 18 (a).

19. On procéde par récurrence sur le degré de A et pour tout n € N*, on introduit
la proposition 2%, : « pour tout corps K, pour tout polyndme de degré n a
coefficients dans K, il existe une sur-corps L de K dans lequel A est scindé ».
2% est vraie car pour tout corps K, pour tout polynome A de degré 1 i coeffi-
cients dans K, A est scindé.

Soit n € N* et supposons 2, vraie.

Soit A un polynome de degré n + 1 i coefficients dans K. D’aprés la question 9
(a), il existe des polynémes irréductibles @y, . ... Qs et des entiers naturels non
nuls ay, ..., as tels que A = QF' ... Q%.
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20.

21.

22.

D’aprés la question 18 (b), il existe un sur-corps L de K dans lequel Q; admette
une racine, disons o. Il s’ensuit que 'on a A (a) = 0.

Comme X — a divise A dans L [X], il existe B € L [X] tel que A = (X —a) B.
Comme deg (B) = n (car deg (A) = n+ 1), d’aprés 'hypothése de récurrence,
il existe un sur-corps L de L; dans lequel B est scindé.

Il s’ensuit que A est scindé dans le sur-corps L de K, done 2,4 est vraie.

On a montré que tout polynéme non constant i coefficients dans K est scindé
dans un sur-corps de K.

Ce résultat déeoule du fait que le déterminant est linéaire par rapport a

chacune des colonnes.

P
On écrit P = % X k avec b, # 0 (en particulier, deg (P) = p). On calcule le
k=0
déterminant suivant de taille p+ 1

by —a 0 0

bl 1 —iX 0

by 0 1 0

Res(P,X—a)=| . . :
l'.ip_] 0 0 —¥

b, 0 0 1

L'opération Ly +— Ly +als+a?Ly+ - -+ aPL,,, donne

Pl@) 0 0 --- 0
by 1l =a -+ 0
Ba: @ 1 s 00
Res (P, X —a)=| . i . |
by D = 1 sw
B, 0 @y 0 1

En développant ce déterminant par rapport i la premiére ligne et en remarquant
que

1 —a -+ 0
o 1 - 0
sy 1 =

on en déduit que |Res (P, X —a) = P(a).

(a) Il suffit d’appliquer la | formule de Taylor pour les polyndémes | aux poly-
néomes P et (. On a aussi

m+1
(X-0Q= g (X-a*.
=1

=+

w
L}
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(b) Il est clair que les familles € et € sont libres.

Ce sont des bases car ce sont des familles de eardinal n +m + 1 dans
des espaces vectoriels de dimension 1+ m + 1.

(¢) Pour tout k € [0,m], on a

fex-no ((X - )" 1“) = (X -0 P=3"pi(X -

i=0
et pour tout k € [[U,ﬂ- - 1]], on a
fPax-2Q (u, ', }.}k) — (X320
T :
= Zp: {X _ A)}+k+1 )
j=0
On en déduit done
(;u;, (3 0 0 0 0 \
Py P 0 g O 0
oy Dol g 0
28 0
0 p 0
S'(P,(X=-)N)Q)= ) :
0 0 --- 0 g, : - @
0 0 - pp 0 q, :
g 3 0
\0 0 - pp 0O 0 . g

(d) Par définition, S (P, (X — A) Q) est la matrice de fp x_y)o dans les bases
9 et € suivantes :

((1,0),(X,0),...,(X™,0),(0,1),(X,0),..., (0, X))

et
(1, gl )
de respectivement K, [X]| x K, _; [X] et K, [X].
Ainsi, S (P, (X —A) Q) et 8" (P, (X — A\) Q) sont deux matrices d'une ap-

plication linéaire mais dans des couples de bases différentes : les matrices
sont équivalentes. On peut done écrire

S(P,(X =X\)Q)=US(P,(X-NQ)V, (22.1)

oil [/ est la matrice de passage de la base @ a4 € et V est la matrice de
passage de la base €' 4 #'.
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Or, par définition des bases % et %' et des bases € et €”, les matrices
U et V sont triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale : on en

déduit que det (U) = det (V) = 1.
Finalement, en utilisant (22.1), on a montré que

det (S (P, (X —-A)Q)) =det (8" (P, (X -A)Q)).

(e) En développant le déterminant de la matrice S (P, (X — A) Q) par rapport

i la premiére ligne, on a

0 2 n 0
Lo o o0 0 @ g
L St
5 ;
0 ph
det (S' (P, (X =N Q)) = p.
(" (P, ( )Q)) = b .- B o

0 0 - g 0 g,
: pp 0
0 0 --- g, 0 0

r . 4
4 SR B
. P g
B '
0 p,
RepQ =B =, o . & o
0 0 - ph 0 g
L mnotoo
0 0 - g 0 0

On a donc montré que Res (P, (X — A) Q) = pj Res (P, Q).
Comme pf, = P (A), on en déduit finalement que

|Rns(P, (X —A\) Q) = P(A\)Res(P,Q).

o o o oo

/

Le méme argument que celui utilisé 4 la question 21 (d) montre que

o o O oo
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23. On suit I'indication et on procéde par récurrence sur le degré de Q.

Soit ) un polynéme de degré 1 : on pose Q@ = by (X — 31).
Soit P € K|[X] un polynéme non constant de K [X] dont on note ai,...,ap
les racines dans un sur-corps L de K (la question 19 en assure 'existence). On

P
a done P = ap [] (X — a;) avec ap € K. D’aprés les questions 20 et 21, on a

i=]

Il

bclltrg{P} Res {P.X —)SIJ
— p )

P
= Hap [[ (61— ).
=1

Res (P, Q)

La propriété est vraie pour les polynimes de degré 1.

Soit ¢ € N* et on suppose le résultat de la question vrai pour tous les polynémes
de degré ¢. Soit @ un polynéme de degré g + 1 a coefficients dans K et P € K [X]
non constant de degré p.

D’aprés la question 19, il existe un sur-corps L de K dans lequel le polynéme PQ
est scindé. En particulier, dans L, les polynémes P et Q sont seindés. On note
a,...,0p les racines de P et gy, ..., 3,41 celles de (). On note n:,, le coefficient

dominant de P et b,y celui de @. Enfin, on pose R = byy H (X —B;j), de

j=2
sorte que Q@ = (X — 51) R.
En utilisant la question 22, on a

Res (P, Q) = Res (P, (X — 1) R) = P ($1) Res (P, R).

En utilisant I'hypothése de réeurrence, on a

P g
Res (P, R) = afb? [ ] (8 — ).

i=l1 j=2
On en déduit que
P
RHH(I}1""J} — H’PH(.ﬁl — +1HH{I§}_G1}
i=1 i=1 =2
p g+l
= aft't) H H (8 —ou).
i=1 j=1

On a montré que la proposition est vraie pour tous les polynémes de degré

g + 1, ce qui termine la récurrence.




Theme 23

Approximation numérique

Thémes abordés : Polynoéme, algébre linéaire, produit scalaire, intégration.

Difficulté . HRRCC
Ce court sujet expose diverses méthodes pour ealeuler des intégrales. On y expose
deux méthodes simples : la méthode des rectangles et la méthode du point du milieu.

La méthode de quadrature de Gauss est aussi démontrée.
Les parties de ce probléme sont largement indépendantes.

23.1 Divers méthodes pour calculer des intégrales

23.1.1 Meéthode des rectangles (a gauche)

Soit (a, !1}2 avec a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

1. Rappeler la valeur de

lim b—nnilf +hb_ﬂ
a4+ k :
ﬂ—}I-}—crc:- ki T

k=0

2. Montrer que, si I'on suppose f de classe € sur [a, b], alors, pour tout n € N*

n—1 o 2
Tt (e+425%) - [rma <imi E22
B = n J In
oll
1715 = sup |5 @)].
rE[a,b|

3. Ecrire un programme Python qui calcule une valeur approchée de I'intégrale
d’une fonction continue sur un segment en utilisant la méthode des rectangles
a gauche.
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23.1.2 Méthode du point du milieu

Soit (a,b)? avec a < b. Soit f : la,b] — R une fonetion continue.

Pour tout k € [0,n], on pose a;. = a+ k— et pour tout k € [0,n — 1], on pose
ap + Ay
g

4. Montrer que

my. =

n—1

b
i =0 = [ ro

Indication : On pourra utiliser 'uniforme continuité de f sur [a, b] et la ques-
tion 1.

5. On suppose dans cette question que f est de classe € sur [a, b].
(a) Montrer que : pour tout n € N*

b n—1
f (@)
Z / f(mg) = (z—my) f' (my)) da.

(b) Montrer que : pour tout n € N*, pour tout k € [0,n — 1] et pour tout
T € (g, 1),

[ab] (b— a)?
8n?

| (@) = f (ma) = (@ —m) " (mi)| < [|£"]| 5
(e) En déduire que : pour tout n € N*,

nl

Zf m_(}—ff t)dt

A% = sup | (2)].

x€[a,b|

b
< Jlyrjlet G

6. Ecrire un programme Python qui calcule une valeur approchée de I'intégrale
d'une fonction continue sur un segment en utilisant la méthode du point du
milieu.

23.2 Une premiere méthode de quadrature

23.2.1 Les polynomes d’interpolation de Lagrange

Soit (xo,...,zn) € R™ (n+ 1) réels deux i deux distincts.

7. Rappeler 'expression des polynomes d’interpolation de Lagrange en les points
T, ..., Zn. On les note Lyg,..., Ln.
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23.2.2 Une méthode simple de quadrature
Nous allons prouver la proposition suivante :

Proposition. Méthode de quadrature, version faible.

Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit n € N*.

Soienta < xg < 1) < -+ < ap < b (n+ 1) éléments deur a deux distincts de [a, b].
Alors, il existe (oo, ..., 0m) € R tel que

i

b
VP € R [X], fP(t}rlf. = Zn.;P[a.-,-] :

i=0

Nous prouvons la proposition.
Pour tout ¢ € [0, n], on introduit 'application ¢; par

,.._.{R«:[X] — R
i\ p — P(z;)

8. Montrer que pour tout i € [0,n], ¢; € .2 (R, [X],R).
9. Terminer la preuve de la proposition.
10. Préciser les réels ay, ..., a,.

23.3 DMeéthode de quadrature de Gauss

On va voir dans cette partie que 'on peut améliorer le résultat précédent :

Proposition. Méthode de quadrature, version forte.

Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit w : [a,b] — Ry continue avec w s'annulant en
au plus un nombre dénombrable de points.

Soit n € N*. Soient a < 29 < ) < -+ < Ty < b (n+1) points deuxr d deux
distinets de [a,b]. Alors, il existe (ao,. .., an) € R*! tel que

b T
VP € Ron41 [X], fp (Bw (t)dt =Y P (). (23.1)
a i=0

23.3.1 Questions prélimaires

11. .Justifier que "application
R[X]xR[X] —R
b
(P,Q) 5 (P,Q) = [ P())Q(t)w ()t
est un produit scalaire sur R [X].

On note [|-|| la norme associée i ce produit scalaire.

12. En déduire qu'il existe une base orthonormée (F, ..., Pyy1) de Ry [X ] telle
que pour tout k € [0,n 4+ 1], deg (P) = k.
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23.3.2 Preuve de la proposition

On prouve la proposition par analyse/synthése. On suppose (23.1).

13. Montrer I'unicité de oy, ..., a,. On précisera en particulier I'expression des o;
pour i € [0,n].

14. Montrer que les racines de P41 sont xg,...,Z5,.
On ne suppose plus (23.1).
15. Terminer la preuve de la proposition.
16. Montrer qu'il existe un polynéme de degré 2n + 2 ne vérifiant pas (23.1).

23.3.3 Estimation de l'erreur
Le but de cette partie est d’établir la proposition suivante :

Proposition. Estimation de Uerreur.
Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit w : [a,b] — Ry une fonction s’annulant en au
plus un nombre dénombrable de points.

T
Soit q : t— [] (t —x;). Alors pour toute fonction de classe €™t sur [a,b], on a

i=()
b L [ b‘] b
1 i,
ol : 3 —— || fln+1) :
[row@a > ouf ()| < Gy 027 [la @l
. (41} [a.b] — e {n+1) :
ot || f ” = sup ‘ f (x)| et les ap, ... ,an sont les réels dont les expres-
e & [a,b|

sions sont donndées par la question 13.

On prouve la proposition. Soit [ : [a,b] — R de classe gl

17. Soit = € [a,b]\ {z,...,x,}. En appliquant le théoréme de Rolle & la fonction
n A
g:t€fabl—s f ()= Li(t) f(x:) *‘m*}'{f).

=0

ol A est choisi de sorte que g () = 0, montrer qu’il existe ¢ € Ja, b[ tel que

1
fl@) =) Li(z) f(a:) + T ”Tq{x}f‘““? &) (23.2)
i={} &
18. Vérifier que (23.2) reste vraie si € {z0,...,2n}.

19. Terminer la preuve de la proposition.
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Correction du Théme 23

1. D’aprés le cours, on a

] b—a
lim
n—t4+00 T

Fieure 23.1 ~ La méthode des rectangles (i gauche) pour la fonction x +— 22 sur Uintervalle [0, 1).

b—a .
2. Pour tout k € [[0,n]. on pose a;, = a + k——. On commence par écrire
n

ff(f rlt—nmllj / ft)dt

b—a
et, en remarquant que pour tout k € [[U'_.ﬂ. — 1]]._ onaag,) —a.=

Lona
n

ﬂ.
n—1

2= “nzlf( ) 3, ff{as}df

On obtient done : pour tout n € N*

[rou-t S (ors

n—1 kil n—1 kil

= F(t)dt — f (ag) dt
2| Zf
n—1 Tkl

I

3 f £ () - f (an)] dt.
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3

o ke 2 B =

L’inégalité des aceroissements finis donne : pour tout n € N*

e
—
oy
e
]
=
I
=2
Al
=}
b -]
|
Ly
oy
[~}
ol
=
I
=
R

a =0
n Iﬂkrl
< WYY [ te-oula
k=0 g
-1 27 %k
b (t—ay)
< ||f*\|';”;‘z[—2 ]
=0 g

ap) (b—a)?
< PSS

T

On a montré que : pour tout n € N*,

b
fiig 2 b—a - b— a2
.[f{”dt_Tj;]f(a-F A‘T) < ”f!"LG ]( 271) :

On peut éerire :

def rectanglegauche(f,a,b,N):
int=0
for k in range(N):
int=int+f (a+k*(b-a) /float(N))
return {b-a)=*int/float(N)

4. Soit £ > 0. Comme f est continue sur le segment [a,b], d’aprés le théoréme de

Heine, f vy est uniformément continue : il existe o > 0 tel que

V(z,y) e [a,b]g, (lz—y € a) = (U ()= fly)] < bia)'

bh—a

b—a
Soit N € N* tel que < a. On note que pour tout n > N, — < a.Ona
71

n—1 n—1
O Fm) =Y f ()
" k=D k=0

Or, pour tout k € [0,n — 1],

T n—1

D IF (me) — f (ax)]-
k=0

<
n

Imy. — ay| < |ag4) —ap| =
on en déduit que

 JOE, bl

1—1
= EI(WH— = flag)| =
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On a montré que

r|| n—1
s (5252 ) -

Or, d’aprés la question 1, on a

nl

lim
n—+400

ff t)dt.

On en déduit que

n—1
lim

"_;HU Z,F (mg) = ff{f ) dt.

La méthode du point du milieu peut s'illustrer de la facon suivante. On remarque
que le dessin est semblable 4 celui de la méthode des rectangles.

o 1

FicuRe 23.2 - La méthode du point du milieu pour la fonction x +— 22 sur Uintervalle [0, 1].

5. (a) Soit n € N*. On a

b
/f[t}tl

On note que

Qfy1

1
i) :Zf (f(t) — f () dt.
k=0 gy,

Qi1

Yk € J0,n - 1], f (t—my)dt = 0.

i
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On en déduit done que : pour tout n € N*,

n—

1

%/

k=0

Gk 1

(f (&) — f (my)) dt

e

n—1 @)y 1

=Z'f

(f (t) = f (mg) — (t —my) f' (my)) dt.

k=0 4

On en déduit I'égalité souhaitée.

(b) Soit n € N* et k € [[0,n—1]. f étant supposée de classe €2 sur [a,b],
d’aprés la formule de Taylor avee reste intéeral, on peut écrire : pour tout

TE [ak:ak+|.l7

T

f (@) = f (mg) + 1 (mye) (@ — ) + f 1" (t) (z —t) dt,

Ty

ainsi, pour tout x € [ay, aj ],

If (@) — £ (mg) = £ (mye) (2 — mp)| < || 7)Y

=
f Iz — t| dt
le

En distinguant les cas & = my, et < my, on montre facilement que

k

UIR'- t| dt

_ —z)* & (my — ag)? - (b—a)®
- 2 o 8n?2

On en déduit que : pour tout x € [ap, aps].

If (@) = f (mg) — £ (mge) (2 — )| < || 7)1

(b—a)?
sn?

(¢) En utilisant le résultat de la question 5 (a) et I'inégalité triangulaire : pour

tout n € N*, on a :

n—1

n—1

EZ[

k=0

fbf(t}dt-b;“

[i}

=Zf

k=0 ag

n—1

f(my)

=0

ki1

(f (x) = f (my) — (z —my) f' (my.)) dae

k1

|(f () — f (mg) — (x —my) f' (?Hk))l(lﬂ:

ap
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=]

O o G b

En utilisant le résultat de la question 5 (b), on a : pour tout n € N*

il

n—1 2
W b= (b —a)
< ||f"||£:;i ==y

k=0

— f(mg) — (z—my) f' (my))| de

a-"-....__,z-

< ”fn”[n b! ) -

== 3?12

On a montré que

1

i:] ]‘

an?

k=

b
¥n € N*, [f(t} t—b—az_f (my,)

. On peut écrire :

def methodemilieu(f,a,b,N):
int=0
for k in range(N):
int=int+(f (a+k+*(b-a) /float (N))+f (a+(k+1)*(b-a)/float(N)))/2
return (b-a)+*int/float(N)

Les polynémes d’interpolation de Lagrange aux points xy. ..., r, sont les poly-
nomes Lo, ..., Ly définis par :

vielon], Lj=]] it |

o .’Ej — T§
i#§

. Soit i € [0,n]. Soient (P,Q) e R, [X]et A€ R.Ona

wi (P+AQ) = (P+2Q) (=)
= @i (P)+ i (Q)-

On a montré que pour tout [1,n], i € & (R, [X].R).

Montrons que la famille (go,...,¢n) est une famille libre de . (R, [X] . R
Soit (ag,...,an) € R"! tel que

appp + -+ appn = 0.
Soit j € [0,n]. En évaluant la relation précédente en Lj, on en déduit que

g =1, La fzuml]e (W, ,g,n) st domic ume Samille librs:do .2 (Rn [X],R).

Or, dim (. Lo =n+ 1, on en déduit que la famille (¢o,...,¢n) est
une bi‘l.b{‘ 2” R,;
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Il est clair que 'application
R,.[X] —R
P 5
P — [ P(t)dt
it
appartient 4 . (R, [X],R).
On en déduit qu’il existe (ag,...,a,) € R""! tel que

Y = aggo + - - - + Gy,

s0it

b T
VP € Ra [X], /P{t]dt =Y P ().
k=0

10. Soit j € [0,n]. En évaluant la relation de la question 9 en P = L;, on obtient

b n
/Lj (t)dt = Lj () = aj.

k=0

11. e Symétric

1l est clair que pour tout (P, Q) € R[X]% on a (P,Q) = (Q, P), 'appli-
cation (-, -) est symétrique.

e Linéarité par rapport d la premiére variable
Soit (Pi,P2,Q) eR[X]et A€ R.Ona

]
(P +APQ) = f(n (8) + AP (1)) Q (1) dt

b b
= fpl (z}Q(:)dH,\/pz (£) Q (¢) dt

= (P, Q)+ A (P,Q).
On a montré que (-,-) est linéaire par rapport & la premiére variable. Par
symétrie, (-,-) est linéaire par rapport i la seconde variable.
o Définie positive
Soit Pe R[X]. On a
b
(P, P) = fpﬁ (t)w (t) dt > 0.

L4
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12.

13.

14.

De plus, si P € R [X] est tel que (P, P) = 0, alors comme la fonction
t — P2 (t)w (t) est positive et continue sur [a,b], on a

vt e [a,b], P?(t)w(t)=0.

Or, w s'annule sur un nombre au plus dénombrable % de points sur [-:L b],
on a
Vt € [a,b]\2, P(t)=0.
Or, [a,b]\Z est dense dans [a,b] et P est continue sur [a, b] : la fonction
t — P (t) est nulle sur [a, b]. Ainsi, P admet une infinité de racines, done
P=A;
On a montré que (-, -} est un produit scalaire sur R [X].

[l suffit d’appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la fa-
mille libre (1, X,..., X™ X",

Le procédé d’orthonormalisation assure en particulier que : pour tout

ke [o,n+1],

Ry [X] = Vect (1,X,,...X’-') = Vect (Py, Py,..., P).

En particulier, Py est de degré 1 et pour tout j € [1,n+ 1],
PjERjiX] et PjéRj_|[X]1
donc deg (P;) = j.

La famille (Fp,..., Pyyy) est une famille orthonormée de R, [X] telle que

pour tout k € [0,n+ 1], deg (P,.) = k.
Soit j € [0, n]. Pour P = P;, on obtient

b T
fp,- (B w (@) dt =Y o Ps (zx) = ay.

k=0

En particulier, ap, . .., o, sont uniques.

On suppose qu’il existe j € [0.n] tel que = j e soit pas racine de Py .

Or, P41 est orthogonal & tous les polyndémes Iy,. .., P,. Comme

Ry, [X] = Vect (Py,...,P.), on en déduit que Ph4y est orthogonal A tous les
polynémes P € R, [X] :

h e
f P(t) Pyt (w(t)dt = 3 g Pasy () P(z) =0,  (23.3)
a k=0

car deg (PP,+1) < 2n+ 1. En prenant dans (23.3) P = [[ (X — z;) (de degré
=
1), on obtient
0= Poi1 (x)) P(x5),
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ce qui est exclu car Py, (x;) et P (z;) ne sont pas nuls.
On a montré que les nombres xg,...,7, sont des racines de P,y;. Or,
deg (P,41) = n+ 1, done les racines de P, sont les xg, ..., T,.
15. Lors de l'analyse (questions 13 et 14), on a montré que si la ligne (23.1) est

verifiée, alors @y, ..., 2, sont les racines de P, ., et

b
Vi€ [0,n], a;= ff‘; (t)w (t)dt.

Réciproquement, supposons ces deux conditions satisfaites. Le méme raisonne-
ment que celui de la question 9 montre que

h i
VP € Ra [X], fF(t}w(t) dt = 3 axP (z)
a k=0

avee (question 13)

b
Yk e [0,n], ap= f.”_g (t)w (t)dt.

Soit P € Ran+1 [X]. En effectuant la division euclidienne de P par P41, il
existe (Q, R) € Rn [X]? tel que

P= Pn+]Q -+ R.
On en déduit que

b b b
[POw®a=[Pu®QOu®a+ [REwEa
Or,
b
fﬂm () Q(t)w (1) dt = (Poy1,Q) =0
car Q@ € Ry, [X] et
1' i mn
[ R(t)w(t)dt = arR(zx) = 3 apP (ax),
J k=0 k=0

car ap, ...,y sont racines de P,41. On en déduit que

E' T
VP € Rany1 [X], fP(t}w(t]dt =3 P (z).

k=0
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16.

17.

T
Soit | P = ] (X — ;)% |1l est clair que deg (P) = 2n+2 et
i=0
Z t‘tkp {.l;,] =0.
k=0
Or,
b
fw(a}mr.)dt 50
i

car t — P (t)w(t) est continue sur [a,b] sur [a,b], & valeurs positives et non
nulle.

Déja, il est clair que la fonction g est de classe ™+ sur [a, b].

Montrons par récurrence, que pour tout k € [0,n+ 1], g'[k) s'annule en au moins
n+ 2 — k valeurs sur [a,b].

Py est vraie, car par hypothése, g s'annule en xp, . .., &y, 2 (ces n+ 2 réels sont
deux i deux distinets).

Supposons 4%, vraie pour un entier k € [0,n]. On note y; < -+ < y,,40_s des
valeurs d’annulation de g deux i deux distinctes.

Pour i € [[1,n+2— (k+1)]. le théoréme de Rolle appliqué i g‘k:' entre y; et
Yip1 assure qu'il existe 2; € |y, yip1| tel que

g* ) (z) =0
Ainsi, 24 est vraie,

Par le principe de raisonnement par récurrence, 2. est vraie pour tout
k € [[0,n+ 1], en particulier, il existe { € |a, b] tel que

g™+t (¢) =o.

Or,
Ve € [a,b], gt (z) = fir+l) (1) — 4,

car pour tout i € [0,n], LE'H"” = 0 (ce sont des polynomes de degré n) et
gt = (n+1)! (c’est un polyndéme unitaire de degré n + 1). Ainsi,

g () =0 <= A=+ (¢).

Finalement, on a bien montré que

1

3 eladl, fla)= gﬂ Li(2) f (@) + Gryid @ £ Q).
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18. Soit x € {xq,...,x,} : il existe j € [0,n] tel que z = x;. On a

q(z;) =0 et > Li(x;)f(ai)=f(a5).

k=0

Ainsi, on a

V¢ €la,b[, flz)= 24{& (z) f(zi) + }1q( z) f* D (¢).

(n+1

En particulier, la relation (23.2) reste vraie pour = € {xg,...,2n}-

a,b
19. f étant supposée de classe €11 sur [a, b], f"*1) y est bornée, done ”ff““]' o)

O
existe. D’aprés les questions 17 et 18, on a : pour tout z € [a, b],

“ (z) |q ()] HIIHH}“:"’]

f@)w(= ZL (@) f (2:) (n+1)!

i=0

En intégrant la précédente inégalité, en utilisant 'inégalité triangulaire et en
utilisant les expressions de ag,...,a, obtenues i la question 13, on en déduit
done

b " [ e e

[rwe@a-Y af@)|< —/h (t)|w (2) dt.

i=0

i

Quelques remarques culturelles
Il existe d’antres méthodes pour caleuler une valeur approchée d'une intégrale.
Citons, par exemple, la méthode de Monte-Carlo :

Proposition. Méthode de Monte-Carlo.

Soit f:[0,1] — R une fonction continue par morceaus.

Soit (X3),ene une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquemnent dis-
tribudes suivant toutes une loi uniforme sur [0,1] (i.e. ce sont des nombres choisis au
hasard entre O et 1 de maniére indépendante). Alors,

Jim Z_f X,J—ff(t dt.

Cette méthode est moins efficace car on peut montrer que la convergence se fait
. ; 1 ; ; 3
i la vitesse de \T— i comparer i — avec la méthode des rectangles et a 3 bour la
n n

méthode du point du milien pour les fonctions de classe €' (questions 2 et 5 (c)).
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Cependant, cette méthode se généralise facilement 4 des fonetions définies dans RP
(p € N*) ou a des fonctions moins régulieres que les fonctions continues (les fonctions

mesurables).
On terminera ce paragraphe avec le résultat suivant que le lecteur motivé pourra

prouver :

Théoreme. Critére d’équirépartition de Weyl.
Soit (up),cn. une suite d’éléments de [0,1]. On a équivalence entre :

i) pour toute fonction f :[0,1] — R continue, on a
1 n !
,tgzgﬁ;r(uk}:ffmdc:
= 0

i) la suite (un), N est équirépartie, i.c. pour tout (a,b) € [0,1]* avec a < b,

; 1
,,lﬂlmﬁmrd {k e [1,n], uy € [a,b]} =b—a.



Theéeme 24

Convexité du déterminant

Thémes abordés : Déterminant, produit sealaire, continuité, développement limité.

Difficulté : HEEREC]

Ce sujet étudie quelques propriétés de convexité du déterminant. Les résultats des
parties 1 et 2 sont utilisés dans les parties 3 et 4.
On pourra utiliser librement utiliser les résultats et définition suivants :

Théoréme. Théoréme spectral.
Pour toute matrice A € .#, (R) symétrique, il existe P € &, (R) (matrice ortho-
gonale) et D € #, (R) matrice diagonale telles que

A=P'DP='PDP.

Théoréme. Théoréme de réduction simultande.
Pour tout A € 4" (R) et B € &, (R) (voir ci-dessous pour les notations), il
existe P € 40, (R) et D € .#, (R) dingonale telle que

A='PP et B='PDP.

Définition. Fonction convexe.
Soit I un intervalle non trivial de R et soit f : I — R une fonetion deux fois
dérivable sur I. On dit que f est convexe sur I si pour tout x € I, " (z) = 0.

Remargque. La définition de fonetion convexe proposée ci-dessus n'est pas la « vraie »
définition d'une fonction convexe. Notons que pour les fonetions deux fois dérivable,
la définition proposée ci-dessus et la « vraie » définition coincident.

On renvoie le lecteur intéressé au Théme 26 : « Une introduction aux fonctions
convexes ».

Proposition. Le graphe d'une fonction convere est au-dessus de ses tangentes.
Soit I un intervalle non trivial de R et soit f : I — R une fonetion deux fois
dérivable sur I et convexe. Alors,

YacI,Vzel, f(x)=f(a)(x—a)+[(a).
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24.1 Structure euclidienne
Soit I'application (A, B) € .#, (R)* — tr (A'B) := (A, B).
1. Soit A € .#, (R). Donner une expression explicite de (A, A) i l'aide des coef-
ficients de A.
2. Montrer que 'application (-, -) est un produit scalaire sur .4, (R).
On note || - || la norme enclidienne associée au produit sealaire défini i la question 2.
3. Montrer que
V(A,B) € .#,(R)*, |AB| <Al x|B].

Définitions. Convergence d’une suite de matrices, convergence d'une série de ma-
trices.

e Soit (Am),,cn une suite de matrices de .4, (R) et soit A € 4, (R). On dit

que la suite (Ap,),,cn converge vers A si, el seulement si :

lim |[|A,— Al =0.
o0

m—+

o Soit (Am),,en une suite de matrices. On dit que la séric Yy, Ay converge si,
m=0)

m
et seulement si, la suite (Z Ak) converge.
k=0 meMN
On admet que si la série 3" ||An|| converge, alors la série 3" Ay, converge.
mz0 m=0

24.2 DMatrices symétriques positives, définies positives

Définitions. Matrice symdtrique positive, définie positive.

e Soit A € ., (R). On dit que A est symétrique positive si A est symétrique
el si
VX € #ni(R), (AX,X)Z=0.
On note #,;F (R) Uensemble des matrices symétriques positives.

e Soit A € #,(R). On dit que A est symétrique définie positive si A est
symétrique et si

VX € 4, (R)\ {0}, (AX,X)>0.
On note &+ (R) Uensemble des matrices symétriques définies positives.

4. Les ensembles & (R) et . (R) sont-ils des espaces vectoriels ?
5. Montrer que . " (R) € #£,, (R). En est-il de méme de .} (R)?
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24.3 Calculs préliminaires

24.3.1 Dérivée du déterminant

Soit Ae @, (R) et M € .4, (R).
Soit I'application f4 :t € R — det (A 4+ tM).
6. Montrer que
det (I, +tM) =1+t (M)t+o(t).

=3l

7. En déduire que
falt) = det (A) + tr (‘com (A) M)t +o(t).

—+

8. En déduire que f4 est dérivable en 0 et caleuler f/ (0).
9. (a) Montrer qu'il existe £ > 0 tel que pour tout t € |-, e[, A+tM € %/, (R).

(b) En se ramenant i la question 8, en déduire qu'il existe £ > 0 tel que f4 est
dérivable sur |—e, | et

Vt € |—e,2, fa(t)=tr(‘com(A+tM)M).

24.3.2 Dérivée de 'inverse

Soit M € .#, (R) une matrice non nulle.
N

10. Soit N € N. Développer (I, +tM) 3 (—1)F tkM*,
k=0

11. Montrer que qu'il existe € > 0 tel que pour tout t € |—¢, [, I, +tM est inversible
et

=0
(

Vi€ l-eel, (In+tM)™! B

=

=
12. En déduire que
(In+tM)™' = L, —tM +o(t).
t—0

13. A I'aide du résultat de la question 12, montrer que

VAe ¥, (R), (A+tM)™ = A'—A"'MA t+o(t).

t—0

24.4 Convexité du déterminant

Soient A€ & (R) et M € .9} (R) telles que A # M.

14. En utilisant le théoréme de réduction simultanée admis en en-téte, montrer qu’il
existe £ = 0 tel que

Vte]—cel, A+tMe A (R).
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1
Soit K € ] — =00 ['\ {0} . On définit sur |—=, [ I'application ¢ par :

1 :
Vtel—c,e[, ex(t)= Ednt_"* (A+tM).

15. (a) Montrer que si N € .} (R), alors det (N) > 0.

(b) Justifier alors que la fonction g, est bien définie sur |—=, £[ quel que soit
la valeur de £ et montrer qu’elle est de classe €™ sur |—¢,¢/[.

16. Montrer que
Vie]-eel, @.(t)=—tr ({A +tM)! M) det =™ (A +tM).

17. En utilisant les résultats des questions 9 et 13 et en faisant un développement
limité de ¢’ (t) en 0 4 l'ordre 1, montrer que

¢l (0) = det ™ (4) (ste? (A7 M) +tr (47" M)?)).
Indication : On admet qu'il existe n réels Aj,.... A, et P € €, (R) tels que

A7IM = P diag (Ay,. .., A) P71

18. En déduire que

i 2 i
@ (0) = det 7% (A) (h: (Z hk) ks Z Af
k=1 k=1

19. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que ¢” (0) > 0.
20. En déduire que qu'il existe a > 0 tel que ¢y soit convexe sur |—a, af.
21. Montrer qu'il existe a > 0 tel que : pour tout ¢ € |—a, af,

;t det ™ (A +tM) > é det =" (A) — tr (A~ M) det ~* (A)t.
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Correction du Theme 24

1. Pour tout k € [1,n], on note b, le coefficient en position (k,k) de la matrice

A'A. Ona
i mn
=3 A (4),, =D AL
i=1 ' i=1

Il s'ensuit que

n

n 3
A=) be=) Y A,
k=1

k=1i=l

2. On va montrer que {-,-) est symétrique, linéaire par rapport i chacune de ses
variables et définie positive.
s Symétrie
Soit (A, B) € .#, (R)%. Ona

(A,B) = tr(A'B)
= u("(4'B))
= tr(B'A)

(B, A).

o Linéarit¢ par rapport @ la premiére variable
Il est clair que Vapplication (-,-) est linéaire par rapport i la premidre
variable : cela résulte de la linéarité de la transposition et de la linéarité
de tr.
Comme (-, -} est symétrique, elle est linéaire par rapport a la deuxi¢me
variable.

e Définie positive
Soit A € .#, (R). Comme (A4,A4) = Z E jl ; = 0, on en déduit que

pour tout A € .#, (R), (A4, 4) = 0. De plu-\

(A, A) =0 ZZA

=] i=1
= ‘v’[k.t € [1,n]% Ax; =0
= A=0

On a montré que (-, -) est un produit scalaire sur .4, (R).

3. Soit (A, B) € #, (R)*>. Ona

4B =33 (z A,;ng)z.

=] =1
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En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on récupére

4B < Z;Z_;((LZ_:A*) (,.EBE“))

1Al 181>

[ FAY
—
%l
™
B

Eo)

o S
< .
R E
™=
=,

Lo
o

1A

On a montré que pour tout (A, B) € .#, (R)?, |AB| < ||| | BI.-

4. [ ZF(R) et &} (R) ne sont pas des espaces vectoriels | car

I, € ZF (R)n.ZH (R)

et pourtant

~I, ¢ #FR) et -I,¢ 2 (R).

. Soit A € Z+ (R).
Comme pour tout X € .#,,1 (R)\ {0}, (AX, X) > 0, il s’ensuit que
ker (A) € {0} et done ker (A) = {0}, donc A est inversible.

On a montré que & (R) C 47, (R).

[ ]

Comme 0 € .%, (R),on a|.%F (R) ¢ 4, (R).

6. On note que si o € .9, avec 0 # 1(1[[[[, i }1lnrn o a au plus n — 2 fixes. En effet,

si ¢ € ¥, an — 1 points fixes dans |1, n]] disons {zy,...,2,_1}. Comme o est
bijective, on a o (x,) = x,, donc cela contredit le fait que o ait n — 1 points
fixes.

Il s'ensuit que pour tout o € .9, {id[ iﬂl}* o a au plus n — 2 points fixes.
Pourt € R, on pose N; =1, +tM. On a

" : tM; ; sit# J
V(i.5) € [Ln]?,  (No)y; = {1 piMig i =3

Comme & (idll-ﬂl} =1,ona

T

det (L, +tM) = ) E{”}H[Nt}f,a(f}
TEFn i=l

= [Ta+tm+ X e@[W)ioe-

i=1 ﬂ'E.Tn\'ﬁ,{id]I.hl} i
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0.

Or pour tout o € 5,,\ {idl]_i.ﬂﬂ}? o a au plus n — 2 points fixes, au moins coef-

ficients de la matrice Ny « apportent un f », done par définition des coefficients
de la matrice N;, on a

n
[T V)00 =, 00
f=1

n T
Comme ilz—Il (14 tM;;) = 1+ t1§ M;i +o(t) I l+tr(M)+o(t), on en
déduit

det (I +tM) = 1+tr(M)t+o(t).

. Pour tout t € R, d’aprés la question 6, on a

fa(t) = det(A+tM)
= det(A)det (I, +tA™" M)
=, det () (1+tr (A7 M)t +0(1))
= det(A)+tr(det(A) A7 M) +o(t)

t—0

Or, comme A est inversible, ainsi, on a :

A (rletl[,d)imm (A}) =In.

Il s’ensuit que

falt) = det (A) + tr (‘com (A) M)t +o(t).

. La relation obtenue i la question 7 affirme que f4 admet un développement

limité en 0 & 'ordre 1. done

fa est dérivable en 0 et f, (0) = tr (‘com (A) M).

(a) La fonection ¢ : t — det (A 4 M) est continue sur R ear ¢’est une fonetion
polynomiale (pour s’en convaincre, il suffit de développer le déterminant).
Comme ¢ (0) = det (A) # 0, par continuité de ¢ en 0, il existe £ > 0 tel
que pour tout t € |—&,2[, @ (t) # 0.

On a montré qu'il existe £ > 0 tel que pour tout :

Vte]—zs¢[, A+tMe 9, (R).

(b) Soit £ > 0 défini par la question 9 (a). Soit t; € |—=,e[. A+ t; M étant
inversible, pour tout h € R tel que t; + h € |—¢,2[, d’aprés la question 7,
on a
falti+h) = det(A+H M +hM)
= det(A+t,M)+tr(‘com(A+t;M)M)h+o(h).

h—0
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Comme t — f4 (t) admet un développement limité i 'ordre 1 pour tout
t) € |—=, [, on en déduit que f4 est dérivable sur |-z, 2] et

Vi € |—e,e[, fliy(t) =tr (‘com(A+tM)M).

10. Un caleul et un télescopage donnent

N
(In +tM) Z ¥t ME = I+ (—1)N NN
1
11. Soit € = ———. Une récurrence avec 'inégalité établie a la question 3 montre

[l M])
que, pour tout k € N, on a

[~ ekark| < e inaipt
Comme 0 < t||M]| < 1, la série 3 (¢ [M]])* converge, done la série
k=0

"( —1) tlﬂflu converge.
k=0

Par la proposition admise, la série 3 (—1)* t* M* converge.
k=0

De plus, comme |[tM]| < 1,0on a

im (—1)V NN+ -,

N—+oo
Ainsi, en faisant tendre N vers +oco dans 'égalité de la question 10, on en déduit

+00
Viel-eel, (n+tM)Y (~1) Mk =1,.
be=0)

On a montré que pour tout t € |—&, [, la matrice I,, +tM est inversible et

(In +tM)~ Z( 1) ¢k Mk

12. D’aprés I'égalité établie 4 la question 11, on a

o0
viel-ge, (T+tM)™ = Y (-1)ffmt
k=0

+00
= Li—tM+82)  (-1)*tk-2pm*,
k=2
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13.

14.

+00
Comme 12 = (t) et comme la série 3 (—1)F t*=2M* converge sur un voisi-
i k=2
nage de 0, on conclut

-1 _ o
(L +tM) = L. -tM+o(t).

Soit A € ¥{, (R). D'aprés la question 9 (a), il existe £ > 0 tel que pour tout
t € |—e,e[, A+ tM est inversible,
De plus, pour tout t € |—¢, 2|,

1

(A+ M) = (A(A+tA7'M)) ™' = o+t~ M) ' a7

Or, d’apreés la question 12, on a

(In+tA"'M)™ = Ln—A""Mt+o(t).

=0

Comme

(I—A"'"Mt+o(t)) A" = A7 A 'MA t+o(t),
t—0

il s'ensuit que

(A+tM)™" = A1 A" TMA "t+o(t).

t—=0

D’aprés le théoréme de réduction simultanée énoncé en en-téte, il existe
P € 9¢, (R) et une matrice D diagonale telles que A = ‘PP et M ='PDP,
Ainsi, pour tout X € .4, (R) et pour tout t € R, on a
{(A+tM) X, X) = 'X(A+tM) X
= '(PX) (I, +tD) (PX)
(I, +tD) (PX),PX).
Comme P est inversible et X # 0, PX # 0.
On note D) = diag (dy,....d,) et soit

A=max{|di|, i€ [1,n]} >0

I

car D#0et M # 0.
; 1 ;
Soit ¢ = 3 Pour tout t € |—¢,2[ et pour tout ¢ € [1,n], |td;| < 1 de sorte

1+ td; > 0.
On note yy, ..., Yy, les coefficients de la matrice colonne PX. Ainsi,

vt € |—e,e[, ((In+tD)(PX),PX)=)_ (1+td)y? >0

i=1
car il existe j € [1,n] tel que y; # 0 et 1+ td; > 0.
On a montré que A +tM € % (R) pour tout ¢ € |—¢,=[.
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15,

16.

(a) D’aprés le théoréme spectral, il existe PP € &, (R) et une matrice
D = diag (d,,...,d,) diagonale telles que N = 'PDP, soit
D = PN'P=PNP!,
4
0
Pour i e [[1, n]], on note ¢; = | 1 | ot le 1 est en position 1.
0

\0/
On a (De;. e;) = d;.
De plus,
(PN"P{E;,E{} — tﬂ;‘PN"ﬂ,‘ =" (tpl’.?{) N (l PE,‘]
= (N (Pe), (‘Pes))
> 0

car N € ZH (R) et 'Pe; # 0 car P est inversible et e; # 0.
Il s’ensnit que pour tout i € [1,n], d; > 0, done comme D est diagonale,

det (D) = 0.
Or, det (N) = det (D) = 0, il s'ensuit que |det (N) > 0.

(b) La fonction t — det (A +tM) est une fonction polynomiale, done de
classe € sur R.

Or, pour tout t € ]—¢, [, det (A+tM) > 0, done pour tout
K E [—l +00 [\ {0}, det % (A + tM) existe (il faut bien voir que lorsque
n

K >0 det ™ (A+tM) =

det® (A+tM)’ done «il y a un dénomina-

teur #).

Done, ¢, est de classe € est |—¢, £[ comme la composée de fonctions
de classe €°° sur cet intervalle.

| AR
On remarque que pour tout t € |—¢,£[, x (t) = = f31% (t). 11 S'ensuit que
Ve e |—e.e[, ol (t)=—f4(t)det ™' (A+tM).
En utilisant le calcul de f/; () fait i la question 9 (b), on a : pour tout t € |—¢, ¢,

@i (t) = —tr(‘com(A+tM)A)det ! (A+tM)

_ 1 t G — K y
= —ftr (m com (A + “‘-’f} 4"1) det (-I‘:l + fﬂf} ]

En utilisant la relation : pour tout N € ¥/, (R),

=1 _ 1 £
N __dt-}t(N} com (N),
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on obtient finalement que

Vie]-eel, ()=t (m +tM)~! M) det ™ (A +tM).

17. On caleule le développement limité de ¢, (t) en 0 i lordre 1.
D’apreés la question 16, pour tout ¢ € |—<,2[, on a
det " (A+tM) = K (t)
= (px(0)+ &k (0)t+o0(1))

t—0

= K (% det ™ (A) —tr (A~' M) det ™" (A) t

t—+0
+ o(t))
= det ™ (A) —tr (A7 M) det ™ (A)t+o0(t).

=0

D’apreés la question 12, on a

tr ((A+tM)~" M) tr (A~ = A7\ MA™ 't + 0 (1)) M)

t—+0

=, b (A7IM) —tr (AT MAT M) t+0(2)
= tr(A7M) —tr (A7 M)P) t+o(t).

En utilisant ces deux égalités dans 'expression de ¢, (1) obtenue a la question
16. on obtient

Pelt) = - (t.r (A~'M) - tr ((A*M}") t+o {t})
x (det " (A) — str (A7 M) det ™" (A) t+o(t))
= —tr(A"'M)det (A)
+ (mi (A~'M)det ~* (A) + tr ((n-'mr}?) det (A]) t
+o(t)
= . (0) + det ™" (A) (m‘z (A~'M) +tr ((A‘lM)z)) t
+o(t).

On a montré que

¢t (0) = det ~ (A) (ste? (A7 M) +tr (471 M)?)).

18. D’aprés la résultat admis en indication, on a
tr(A~'M) = tr(Pdiag(M,..., M) P7)
= tr(diag(Aj,...,Aq))

n
= Y A
k=1
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2

n

il s’ensuit que tr? (.fl"M] = ( ¥ Ak) . De méme,
=1

tr ((47'M)?) = tr (diag (M., X2)) = Z -1

En utilisant ces deux égalités dans la relation établie & la question 17, on en
déduit

n 2 n
@" (0) = det " (A) | & (Z Ak) +> A
k=1 k=1
19. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2 T 2 LS n e
(Z }‘.k) (Z Al % 1) 1= .?'uf, =n AE.
R. " .

k=1

1 2 a 1
On en déduit que = (Z Jn) + Z = 0. Comme K > ——,ona
k=1 k=1

( )2+Zkk}—— (Zh)z+éizﬁgﬂ.

Comme det ™" (A) > 0 (question 15 (a)), on obtient finalement

o (0) > 0.

20. Comme ¢} (0) > 0 et comme g, est continue en 0, on en déduit qu'il existe
a € ]0, €] tel que pour tout ¢ € |—a, af, ¢ (1) > 0.

On en déduit que ¢, est convexe sur |—a, af.

21. D’aprés la question 20, il existe o > 0 tel @, soit convexe sur |—a, af.
En utilisant les résultats admis en en-téte, pour tout t € |—a, af, on a

n (t) Z o (0) + ¢ (0) €
t : pour tout t € |—a, af

% det ™ (A +tM) > i det ™ (A) — tr (A" M) det ™ (A) 1.

Quelques remarques culturelles

La convexité du déterminant établi dans ce sujet est seulement une version faible.
Pour établir une version forte, il faut les bases de caleul différentiel.

La convexité du déterminant a pour conséquence U'inégalité suivante :

V(A,B) e £} (R), det™'/"(A+ B)>det™'/"(A)+det~1"(B).

Cette inégalité est la clé pour montrer I'inégalité de Brunn-Minkowski par transport
optimal.



Théme 25

Théoréme d’approximation de Weierstrass

Thémes abordés : Continuité, probabilité, intégration.

Difficulté : HHEEER

Ce sujet donne plusieurs preuves du théoréme de Weierstrass qui affirme que toute
fonction continue sur un segment peut étre approchée aussi pres que 'on veut par
une fonetion polynomiale.

Une bonne connaissance du programme d’analyse (continuité, dérivabilité) est re-
quise, ainsi que d’intégration pour la derniére partie.

Les résultats des parties 1 et 2 servent dans la suite du sujet. La partie 3 propose
deux preuves du théoréme de Weierstrass et la partie 4 donne des applications de ce
théoréme.

25.1 Convergence uniforme

Définition. Norme infini, Convergence uniforme.
Soit I un intervalle de R.

s Pour toute fonction f bornée sur I, on définit la noerme infini de f, notde
I
£l par

£l = sup|f (x)].
ref

o Soient (fn),.n une suite d’éléments de €O (I) et fe€(I). On dit que la
suite (fn),n converge uniformément vers la fonction f sur I si:

3 . - AT s o pilE
lim _sup |fo (2) = f (@) = lim_[1fo~ flli =0.

Ti—p <400 x

1. Ezemples.

— €& ; "
(a) Pourtout n € N*, on définit f, : z — = Montrer que la suite de fonctions

(fn)ene converge uniformément vers la fonction nulle sur tout segment,
mais ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur R.
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(b) Pour tout n € N, on définit f, : z — . Montrer que la suite de

1+nx
fonetions (fn),,.p converge uniformément vers la fonction nulle sur tout

intervalle du type [a, +o0[ avec a > 0 mais ne converge pas uniformément
vers la fonetion nulle sur R,

2. Soient I un intervalle et (fi),, o une suite de fonctions qui converge uniformeé-
ment vers une fonction f sur I. Montrer que

Veel, lm f (z) = f(z).

25.2 Un résultat topologique

Définitions. Ouvert de R. ouvert de [a,b].
e Seit O C R. On dit que O est un ouvert de R si
YeeO, Ir>0, Je—rz+r[CO.
e Soient a et b tels que a < b. Soit U C [a,b]. On dit que U est un ouvert de
[a,b] s’il existe un ouvert O de R tel que U = O [a,bl.

Théoréme. Compacité selon Borel-Lebesgue.
Sotent a et b deux réels tels que a < b. On suppose qu’il existe une famille d’ouwverts
(Ui);c de [a,b] telle que [a,b] = | U;. Alors il eziste J C I fini tel que [a,b] = |J U;.
= icJ
Nous prouvons ce résultat. On se donne une famille d’'ouverts (U; ), de [a,b] telle
que [a,b] = |J U;.
ic]
3. On commence par montrer qu'il existe @ > 0 tel que pour tout = € [a,b], il
existe i € I tel que |z —a,z + a[n [a,b] € U;. On suppose le contraire.
(a) Montrer que : pour tout n € N*, il existe z,, € [a,b] tel que pour tout
tel,
T = T +l N [a,b] ¢ U;
R e b i
(b) Justifier qu'il existe ¢ : N* — N* strictement croissante telle que
(rr‘pm]) g SOTverge vers un réel z € [a, b].

(¢) En considérant i € I tel que x € Uj, trouver une contradiction et conclure.

Soit @ > 0 une valeur donnée par la question 3.
4. Justifier qu'il existe un nombre fini d’éléments de [a, b], disons zy,...,x,, tels
que

[a,b] = U (i — e, i + [N [a,b]).
i=1
5. Montrer que
Vie [1,n], 3jiel, |vi—a,zi+a[n[a,b] CU;.

6. En déduire que

J Uji = [a,8].
i=]
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25.3 Théoréme de Weierstrass

Le but de cette partie est de donner plusieurs preuves du théoréme de Weierstrass
et d’en donner des applications.

Théoréme. Théoréme de Weierstrass.

Soient a < b deux réels. Soit f € € ([a,b],R).

Alors, il existe une suite de fonctions polynomiale (P,), N telle que (Pn), o
converge uniformément vers f sur [a,b].

25.3.1 Une premiére preuve : avec les polynémes de Bernstein

Pour tout n € N* et pour tout z € [l'], 1], on définit la variable aléatoire X n,z- ON
suppose que X, » suit une loi binomiale de paramétres n et z. Soit f: [0,1] — R
une fonetion continue.

Pour tout n € N*, on définit ¥, . = f (X""' )

n

7. Pour tout n € N*, pour tout z € [0, 1], montrer que
EWan) =3 ()1 (E) 2 (1 - 2yt
{n.:r]""zkf;l[_l'} .
k=0
On définit ainsi sur [0, 1] la fonction B, (f) par
T n k
veeo1l, Ba(N@=3 (1)1 (5)a*a-ar*.
k=0 &

8. Soit £ > 0. Montrer qu’il existe a > 0 tel que
£
V) €017, (e-yl<a)= (If@-FW)I<3)-

On fixe £ > 0 et une valeur de a > 0 donnée par la question 8. Soit x € [0,1], on
définit les ensembles suivants :

o= et )1 )
3%}

et

S {k [0, |f (%) ~f (@)

9. Justifier 'existence de || f ||.[:2;‘1]‘

10. Montrer que

1Ba () (0) - f (@) < 5 +20fIS" 3 P(Xnz=4).

kEJa x
11. Montrer que

1B (1) () - £ @)] < 5 +2AIR"P (Yoo - £ (@) 2 5).
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12. En déduire que
£
1Ba (f) () - £ @)] < 5 +20£I&" P (Xnz — | 2 na).
13. Conclure enfin que

1£1%"

Ino?

1Bu (/) (@)~ f (@) < 5 +

14. Terminer la preuve du théoréme de Weierstrass sur I'intervalle [0, 1].
15. Montrer le théoréme de Weierstrass dans le cas d’un segment quelconque.

25.3.2 Une seconde preuve : en utilisant le lemme de Korovkin

Lemme. Lemme de Korovkin.

Soient a et b deux réels tels que a < b, Soient {“ﬂ)nem une suite d’'endomorphismes
de € ([a,b] ,R). Soient les fonctions ey, ey et ey définies sur [a,b] par eg: 1+— 1,
eI T — 2 ﬂﬁ(.‘z*..‘t‘l-—-}:rz.

On suppose que si f = 0 (f ne prend que des valeurs positives), alors pour tout
HEN! un{f) Eﬂ

On suppose que (hypothése () )

3K >0, ¥n €N, Vf €6° ((a,8],R), [ua (NI < KA.

On suppose que pour tout i € [0,2], la suite de fonctions (uy, (e;)), N Converge
uniformément vers e; sur [a,b].

Alors, pour tout f € €°([a,b],R), la suite de fonctions (u, (f))pen converge
uniformément vers f sur [a,b)].

Preuve du lemme de Korovkin. Soient f € 4 ([a,b] ,R) et £ > 0.

16. Justifier qu’il existe o = 0 tel que

¥(z,y) € [, b, (z—yl<a)= (If(2)-f(y)|<e).

17. Justifier que
M > 0, Vz € [a,b], |f(z)| < M.
On fixe r € [a, b].
18. En déduire que : pour tout y € [a,b]

oM (y — z)?
- =LA

f(a)—<

A2
<FW) < fla)+et 2LW-Z)

Indication : On pourra discuter selon que |z —y| < e ou |z —y| = a.

On définit sur [a, b] les fonctions

4 i 2 : B \2
ﬂm!yb—éf{mj—g—w et hm:yl—}f{ﬂj]+g+m.

{'}:2
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19. Montrer que
Vn € N.- Up (.‘}m] <uy (.” < Uy {hz) -

20. (a) Montrer que les suites (i, (gz)),.en €t (Un (hs)), cp convergent uniformé-
ment sur [a, b] vers les fonctions g. et h,.
(b) En déduire qu'il existe N; € N (dépendant de x) tel que pour tout n = Ny,
pour tout y € [a, b]
lun (g2) (¥) —g= (W) <& et Jun (ha) (y) —ha (y)| <&

21. (a) Montrer qu'il existe ry > 0 (dépendant de x) tel que pour tout
2’ € |z —re,z +re[N[a,b] et pour tout y € [a, b]

|9z (¥) — gor (y)| € et |he (y) — hy (y)| < e

(b) En déduire que pour tout n > N, pour tout ' € |z —ry, x+7r.[N [a,b]
et pour tout y € [a,b],

|tun (92) (y) — g2 (¥)] < (K +2) ¢

et
[tn (her) () — hor (y)] < (K +2)e.

22. Montrer que |J (Jz—rz,xz+r:[N[a,b]) = [a,b]. En déduire qu’il existe
IE[CI.,.L]
Tl,...,Zn € [a,b] tels que

T

[ﬂ!b] = U U-T: — Ty T4 +T:r;[ﬁ [ﬂf}]] ;

i=1

23. Montrer qu'il existe N € N tel que n > N’, pour tout & € [a,b] et pour tout
y € [a,b],
|1 (92) () — 9 (¥)| < (K +2)¢
et
|un (he) (y) = ha (y)] < (K +2)e.

24. En déduire que pour tout n = N’, pour tout z € [a. b],
[un (g2) (x) — (f(2) —g)| < (K +2)¢

et
|un (he) () = (f (z) +¢)| < (K +2)e.
25. Montrer que la suite (u, (f)),cp converge uniformément vers f sur [a, b].

Nous pouvons prouver le théoréme de Weierstrass. On commence par se placer sur le
segment [0, 1]. Pour toute fonction f € €V ([0,1],R) et pour tout n € N, on définit
B, {f :' par ;

vz e [0,1], Bn(f)(x) =i (’-’;)f (fc)mk“ S

T
be=0
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26.

(a) Montrer que si f € € ([0,1],R), alors B, (f) est une fonction polyno-
miale.

(b) Montrer que By, est un endomorphisme de v ([0, 1] ,R) vérifiant 'hypo-
thése (#7)

vfe€*((0,1],R), [B.(NIS" < IAIRY.

. Montrer que si f € €Y ([0,1] ,R) est positive, alors B, (f) I'est aussi.
. Montrer que les suites (B, (eq)),, EN s (Bn (€1)), eN et (B {EQJ)HEN convergent

uniformément sur [ﬂ, 1] vers respectivement e, ) et ea.

. Terminer la preuve du théoréme de Weierstrass sur le segment [0, 1].
. Terminer la preuve du théoréme de Weierstrass sur le segment [a,b] (a < b).

25.4 Compléments

25.4.1 Un exemple et un contre-exemple

Les questions de cette partie sont indépendantes.

31.

32.

Soient @ < b deux réels. Montrer que toute fonction f € €° ([a,b],R) est limite
uniforme d'une suite de fonctions polynomiales i coefficients rationnels.

Montrer que la fonction exp n'est pas limite uniforme d'une suite de fonctions
polynomiales sur R..

25.4.2 Probléeme des moments
Soit f € €Y ([0,1],R) telle que

33.

34.

35.
36.

1
¥n € N, ff () 2"dx = 0.
0

Montrer que pour toute fonetion polynomiale P,

1
ff{:l:} P(z)dz =0.
1]

Soit £ > (. En utilisant le théoreme de Weierstrass, montrer qu'il existe une
fonetion polynomiale P telle

1 1
ffz(I]fiﬂ:—ff(m}P{ar)tlz <e,
0 0

En déduire que f est la fonction nulle.

Cette question s’adresse aur lecteurs ayant des rudiments sur les intégrales gé-
néralisées.
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(a) Pour tout n € N, ealeuler

+oo

f 2" sin (27 In (2)) 2~ ") da.
0

Indication : On pourra commencer par faire le changement de variable
= li{z).

(b) En déduire que le résultat de la question 35 tombe en défaut si I'on ne se
place pas sur un segment.
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Correction du Theéme 25

G
1. (a) Soit x € R. Comme lim — = 0, on en déduit que la suite de fonctions
n—+00 J1

(fn),ene converge simplement sur R vers la fonction nulle.

n
De plus, pour tout n € N*, f,(n) = = 1, on en déduit que la suite

(fr)en+ ne peut converger uniformément vers la fonction nulle sur R.

On en déduit que la suite de fonctions (fy), - ne converge pas unifor-
mément sur R vers la fonction nulle.

(b) Soit @ > 0. Il est clair que pour tout n € N la fonction fonction f, est
décroissante sur R.
Il s'ensuit que pour tout = > a,

1
1+na

0< fulz) < f [ﬂ*} =

Cette inégalité implique que la fonction f,, est bornée sur [a, +o00[ et

sup |fn (2)] € ——.
zEfa,+oal " 1+ na

Comme lim

= 0, par encadrement, on en déduit que
n—++oo 1 4+ na

lim sup |fa(x)| =0.

“_’+°°IE[R_.+W[

On a montré que la suite de fonctions (fy),,cn converge uniformément sur
[a, +0c[ vers la fonction nulle.
Toujours en utilisant la décroissance de la fonetion f, sur Ry, on a

sup !fn {:.':}I = fn {D) = 1.
zeR,

Il s’ensuit que l'on a pas lim sup |fu (z)] = 0, ainsi la suite de
n—4oo reR

fonetions ( fﬂ)neN ne converge pas uniformément sur Ry vers la fonction

nulle.

2. Soit xg € I. Pour tout n € N, on a

0 < |fa (20) = f (w0)] < s |fn (z) = f (z)].

Comme lim sup|f, (2) — f(2)| = 0, par encadrement, on en déduit que
N—+00 pe |

lim_fn (x0) = f (20).

n—+00
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o

3. (a) Par hypothése, on suppose que

Va>0, 3z €lab], Viel, Je—a,z+a[n[a,b] £ U;.

1
En particulier, en prenant o = = (n € N*), on obtient le résultat.

(b) La suite (), .+ ©st une suite bornée, d’aprés le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite qui converge : il existe

w: IN* — N* strictement croissante telle que ('Ts#{ﬂ}) oo CORVeIEE.
nelN"

La suite (:rw{n]) converge vers un élément de [a,b] car [a,b] est

fermé.
(¢) Comme z € [a,b] = |J U, il existe ig € I tel que z € Uy,.
icl
Puis, U;, étant ouvert, il existe & > 0 tel que |¢ — e, 2 + a[ N [a, b] € Uj,.

neN*

Or, la suite (x""(“})nem' convergeant vers x et pour n assez grand, on a

< v, ainsi
w(n)

]3;_ ﬁ,m+ﬁ[ﬂ [a,b] C].'r:—n,:i:-i-ﬂ[!"l[u., b] C W

Ceci est une contradiction avec le résultat de la question 3 (a).

On a montré qu'il existe & > 0 tel que pour tout x € [a,b], il existe
i € I tel que |z —a,z+ a[N[a,b] C U;.

b
4. Soit N € N* tel que Nﬂ

1l est elair que

.
< a. On pose, pour tout k € [0, N], 2z, = a +kTa.

gﬂﬂ’k - E’F,mﬁb—i,—“[n[u,b]) = [a,b].

b—a

Comme < a,ona

i b—a b—a i
U]a:,;.-——v-,mk—l— N [C U}:{rk—-a,;r:k—l—a[‘
k=0 : k=0

De tout évidence, on a xy. € [a,b] pour tout k € [0, N] et

N

U (lzg — oy 2 + [N [a,b]) = [a,b].
k=0

o

C’est une application immédiate du résultat établi & la question 3 (¢).
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6. D’aprés les questions 4 et 5 et comme | U; = [a,b], on a
iel

o8] = | (o — a3 + e[ 0 [a,8]) € | U, € | Ui = [a,4].
i=1 i=1 ied

On en déduit

T
U Uj; = [a,b].
i=1

7. On a X, - (Q) = [0,n], donc on a

Ve @ ={r@.1 (1), s (22) 0}

Par le théoréme de transfert, on a

son) = 5(1(%)

8. Comme f est continue sur le segment [0, 1], en vertu du théoréme de Heine, elle
y est uniformément continue. Ainsi, il existe a0 > 0 tel que

Vg €01, (e-y<a)= (If@)-fG)I<3)-

f est continue sur le segment [ﬂ? 1], par le théordme des bornes atteintes de
Weierstrass, f est bornée, done || f||£;'] existe.

10. On a

B (/) () - £ (2)]
& (O (2) om0 ()

=~ k=0
< oo ()]

k=0
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Comme .Jy ;, et Jp ., forment une partition de [0,n], on en déduit que

1B (f) (x) = f(z)] < E (:)mk“_q;)u—k f(:r-)—f(%)

kel =
+ ¥ ()Fa-a*r@-1(5)|

keds s

r@-1(3)

Par définition de Jy ., on a

Z (:) gk (1—-z)"*

kedyx

1A
o | ™
-
im
e
H
-
o =
o S
=]
-
—
—
[
=]
=
|
o

€ n M\ ko ynek
< 5 (k)r. (1—a)

=

De plus, par utilisation de 'inégalité triangulaire et par définition de || fi|,|a%'],

> (3)Fa-om*r@-1(3)

keds x
0, ny i n—k
< 208" 3 (k)i (1- )
kets £
[0,1] N\ ki _ . nk
< 207" 3 (L) (1-=)
keJs +
< 20fIRY Y P(Xna=k).

kel x

On a montré que

1Ba () () - f @] < S+ 20712 3 P (Xnz=F).

kedy »

11. On a

Xoz€ e = |f (—) /(=)

On en déduit que

P(Xnz € J2z) = k; P(Xnz=k)=P (|Yn,r - fz)| = %)
‘S r
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En utilisant I'inégalité de la question 10, il en résulte que

1B () (@) = £ @) < 5 +2AA8P (Vaz - F @] 2 5).

12. D’aprés la définition de o (question 8), pour tout (x,y) € [0,1]%,

(F@-fwlz5) = (e-yza).

(Woe- @12 5) = (|7 (%22) - 1@)| 2 5).

T

(IYn,r—f(mJl > g) C (—

En utilisant le fait que

( Xn,:c

T
(|Y;-1,I_ f(le = %) i {|Xrt,r_ﬂ$| = ﬂﬂ'].

Comme

[S=1}

on récupére

— .-r:| > cr) = (| Xn.z — nz| = na),

on a montré que

On en déduit
£
P (lYn,r_ f(@)] =2 5) < P (| Xz —nz| 2 na),

puis en utilisant 'inégalité établie & la question 11

1B (£) (@) £ (@)] < 5 + 20 F1%" P (|Xnz —na| 2 na).

13. On utilise 'inégalité de Bienaymé-Tchebyshev avec la variable aléatoire X, ;
qui admet une variance valant nx (1 —2). On a done :

P(|Xpz—nz|>na) = P(|Xnz—E(Xnz)| > na)
nx (1 —x)

n?a?
z(l—x)

<
= no?

= =

Une simple étude de fonction montre que pour tout z € [0,1], (1 —x) <

On en dédnit, en utilisant I'inégalité établie & la question 12, que

IS"
1Ba () @) - f @) < § + W=
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i
14. Comme lim
n—s+oo 2nad

= 0, il existe un entier naturel N tel que pour tout

n>N,
1A _ e
2 B e
0= 2na? — 2

On en déduit que pour tout n > N,
|Bn {f} {I‘.} o f ('I:” L&
Cette majoration étant indépendante de x, on en déduit que

Va>N, sup |Ba(f)(@)—f(2)] <e.

re [1'.], 1]

On a montré que la suite de fonctions polynomiales (B (f)), o converge
uniformément vers f sur [0, 1].

15. Soit (a,b) € R? tel que a < b et soit f € € ([a,b].R).

La fonction f : t — f ((1—t)a+ tb) est définie et continue sur [0, 1]. D'aprés le

théoréme de Weierstrass, il existe une suite de fonctions polynomiales (P‘n) i
L

telle que (13,:) . converge uniformément vers f sur [0,1].
ne

Il s’ensuit que la suite de fonctions (P,) nen définie par
Po(t) =Py ((1—1t)a+1h)

converge uniformément vers f sur [a,b].

Le théoréme de Weierstrass est prouvé dans le cas d'un segment quelconque.

16. | Voir la correction de la question 8 de ce probléme.

17. | Voir la correction de la question 9 de ce probléme.

18. On suit l'indieation.
e Si|r —y| < a, alors d’aprés la question 16, on a
(If@)-Fl<e) <= (f(z)—e<f(y) < f(z)+e).
En particulier, on a
2M (y—x)°
-

(y—x)?
ﬂ.z

2M (y —)°
a? '

f@)-¢ <SPS S(@)+et

e Sijlr—y|>a,ona > 1, don

32
If(y) = f(2)| <2M <e+ zn:f“’;—;‘}.

On en déduit donce
oM (y —a)* 2M (y —z)°
—_ —-—{12 - 0

f(z)-¢ <) <f (@) +e+ 0
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On a montré que pour tout y € [a, b],

2M (y —z)?

__1-2
e——m”‘iz L <r@)<f@)+e+ Y,

f (=) -

19. Soit n € N. Soit (f,g) € €° ([a,b] ,R)? tel que f > g.

20.

Comme f — g = 0, par hypothése sur u,, on a u, (f — g) = 0, done

un (f) = un(g).

En utilisant cette propriété dans 'inégalité établie a la question 18, on a

tn (92) < un (f) < un (he).

(a) Il est clair que les fonctions g, et hy sont des fonetions polynomiales de de-

gré au plus 2. Ainsi, elles peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire
des fonctions eg, e; et ez : il existe (ap,a1,a2) € R® et (bo,by,b2) € R?
tels que

gy = agep + a1ey +ases et hy, = bgeg + byey + baes.
Pour tout n € N, en utilisant la linérité de u,, on a
un (gz) = aoun (eo) + arun (e1) + a2ty (e2)

et
Uy (h"m) = bouy, {"—’D) + byup (€1) + bauy (e2) .
Il s’ensnit que : pour tout y € [a, b],

2
[un (92) (y) = 92 (W] < D lail g2 (y) — un () ()],

i=0
puis
2
sup |ug (92) (¥) — g2 ()| = Z lai| sup |gz (y) — un (&) (y)].
y€E[a.b] i=0  ¥€[ab]

Or, pour tout i € [0,2], (un (€;)),cn converge uniformément vers e; sur
[a,b], on en déduit que

2
lim > |a;| sup |9z (y) — un (&) (v)| = 0.

"-_]“‘l"-’o i:ﬂ HE[ﬂ‘b]
e théoreéme d'encadrement donne
Le th d’ d t d

lim sup [un (g2) (y) — 9= (y)| = 0.

=400 HEEHJJ‘]

Ainsi, la suite (uy, (g2)),en converge uniformément vers g, sur [a,b).
Un raisonnement analogue montre que la suite (uy (hz)), . converge uni-
formément vers h, sur [a,b].

Les suites (up (92)),en €t (tn (hz)),cn convergent uniformément vers
respectivement g, et h, sur [a,b].




CORRECTION DU THEME 25 361

(b) Comme lim sup |u, (g:) (¥) — g« (y)| = 0, il existe Ny, € N tel que
n—4-00 y€|u.b]

V> Niz, Yy € [a,b], |un(9z) (%) — 92 (¥)| <e.
De méme, il existe Ny, € N tel que
¥Yn > Nag, Yy € [a,b], |un (ha) (y) — e (y)| < =

Il s’ensuit que pour tout n > N, := max {Ny ., Na .}, pour tout y € [a, b],

ln (92) (4) — 92 (W) <& et Jup (he) (y) — e (y)| < e

21. (a) Pour tout y € [a,b] et pour tout 2’ € [a,b], on a

92 (¥) =9 (W) = |f(2) = f () EM(

(y — T]z (_3:.*}2)
2M

|f (z) = f (2)] +; |2y — (x+2")| |z — 2|

If (@) - £ () |+ﬂmmn{|a| ]}

+ |z +2|) |z — 2|

1A

I

Par continuité de f et de 2 — || sur leur ensemble de définition respectif,

on a
Jlim (|f f(2)|+ % Alz :r’|)=ﬂ,

ol 'on a posé
A =2max {|a|, |b]} + |z +2'|.

De plus,

£ @~ £ )] + 22 @max{lal. o) + |z +2]) |z~

est indépendant de y, ainsi il existe r, , > 0 tel que pour tout
2 €|z —ryg,2+ reg[N[a,b] et pour tout y € [a, b,

|92 (¥) — g2+ (¥)| < €.

Un raisonnement analogue montre qu’il existe r,. 5, tel que pour tout
Fil = ]a: —Tph T+ rﬂr‘h[ﬂ la, b] et pour tout y € [a, b]

e () = har (y)] < &

En posant r, = min {rm‘g, Tr,_;l}? on a montré que : pour tout
' € |z — 1y, x + 1[N [a,blet pour tout y € [a, b]

oz () — g2 (W) < et Jha (y) —har (y)] <.
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(b) Pour tout n = N,, pour tout 2’ € |z — 71,2 +r;[N[a,b] et pour tout
y € [a,b], on a :
[ttr (g2r) (4) — gar (¥)]
= |un(92) (y) — un (g2) () + un (g2) (¥) — 9= (y) + 9= (¥) — 9= (y)]|
< un(ger) (4) — un (92) ()] + |un (92) () — 9= ()]
+ 192 () — 9 (w)].
D’aprés la question 20 (b), on a |u, (g.) (¥) — 9= (¥)| < &, puis, la question

21 (a) assure que |g, (4) ~ g2 (¥)] < <.
L'hypothése () faite sur la suite (un), . permet de remarquer que

[tn (g2) (¥) — un (g2) (¥)] |tun (ger — g=) (v)]
K g (y) — g2 (y)]
Ke.

IA 1A

On en déduit
|t (922) () — 92 (y)| S e+ 2+ Ke = (K +2)e.

Un raisonnement analogue permet de conclure aussi que

| (het) () — Ry ()| S e+ + Ke= (K +2)e.

22. Pour tout € [a,b], on a {z} C Jx —rz,z+ rz[N[a,b] C [a,b], ainsi

U (Jx = re,x + 1[N ]a,b]) = [a,b].
rE|a,b]

D’apres le théoréme Compacité selon Borel-Lebesque prouvé i la question 6, on
en déduit qu’il existe J C [a,b] fini tel que

U (z —ra,2 + [N [0,8]) = [a,8].
red

Ainsi, 8i J = {z1,.. -, 20}, o0 &

T

U (Jxi — rags @i + 12 [N [, b]) = [a,b].
i=1]

23. Soit N' = max {Nz;,..., Nz, }.
Pour tout n = N, on a pour tout i € [1,n], pour tout

T
T e U (]1'1 =Ty T +rﬂq[ﬂ [ﬂ-,b]] == [{I‘b],

=]

pour tout y € [a,b],

lun (92/) (y) — g2 ()| < (K +2) e

et

|un (har) (y) = hor ()] < (K +2)e.
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24. Soit x € [a, b]. En prenant y = x dans les inégalités établies 4 la question 23 et
en remarquant que g, (z) = f(z) —cet hy (z) = f(z) 4+, 0na

|un (9z) (#) = (f (x) —€)| < (K +2)e

et

lun (he) (z) — (f (z) +¢)| < (K +2)e.

25. L’inégalité de la question 19 donne
Va € [a,b],  un (9z) (¥) < un (f) (2) < un (he) (@)
Cette inégalité utilisée avec celle de la question 24 donne

Vo € [a,b], —(K+3)e<u,(f)(z)-f(z)<(K+3)e

sup |up (f) (2) — f (2)| < (K +3)e.

zE[a,b]

Cette derniére inégalité étant vraie pour tout £ > 0, on en déduit que

lim sup |u, (f) (z) - f(z)| =0.

"_"‘I'W:re[a,ﬁj

On a montré que la suite (uy (f)),cn converge uniformément vers f sur

[a, b].
26. (a) Soit f € €Y ([0,1],R).

By, (f) est une fonction polynomiale sur [0, 1] comme sommes de fonc-
tions polynomiales sur [0, 1].

(b) Soit f € € ([0.1],R).
Comme B,, (f) est une fonetion polynomiale sur [0, 1],

B, (f) est continue sur [0,1].

La linéarité de By résulte de la linéarité de la somme. l
Pour tout f € €°([0,1],R), on a

Ya e [ﬂ'rl]a |Bﬂ {f}{‘r}l =

g} (?)f (%) 2 (1 —z)"F

< IART Y2 (-2t
k=0

< [IFeH,

On a montré que || B, {f}“.[:%l] < ||f||£;1|‘
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27. Soit f € ¥°([0,1],R) une fonction positive. On a

Vz e [0,1], Ba(f)(z)= Zn: (I)f (%) - =0

k=0

La fonction By, (f) est positive sur [0,1].

On a montré que B, est positif.

28. e Pour tout = € [0,1] et pour tout n € N, on a

mn

Br (e0) (z) = Z (:) P (1- _-,:;)n—.i; =i

k=0

Ainsi By, (ep) = ¢p et il est clair que (B (e0)), o converge uniformé-
ment vers eg sur [0,1].

e Pour tout z € [0, 1] et pour tout n € N*, on a

B, (e1) (z) = ik:uk(:)mk(l—:ﬂn—k

o l S WL n—k
= RRZL(L‘).I (1-z)"%,

-—1

Il est classique que pour tout k € [[1,n],

done pour tout x € [0, 1],

Bu (f.‘j] I:.T,'} — Z (:: i):‘,‘.k (1 e il.':l“'_k

Ainsi, By, (e1) = ey et il est clair que (B, (€1)),,p converge uniformeé-
ment vers e sur [0, 1].
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e Pour tout z € [0, 1] et pour tout n € N*, on a

Bn [92] ["E]

1

’ﬂ.2

(Aik{k—
;=1

(0

e
ni2 Y kz(z)x"‘ (L—5)**
k=0

()t a2

(1- :r)"“'k)

Il est facile de vérifier que pour tout k € [[2,n],

k(k—1) (D =n(n-1) (::i)

done pour tout x € [0,1],

n
iy R n—2 ke n—k 1
Ba(e2) (2) = Tg(k—Q)I (1-zyk+ Lo
=10 = o g . 1
B o e
n k n
k=0
— n_l::?ﬂ—l'—l:c.
n n
- 1
Ainsi By, (e1) = e2 + — (€] — e2).
n

Comme les fonctions e; et ep sont bornées sur [0, 1], la suite

(% (e1 —e2)

converge uniformément vers la fonction

)HEN‘

nulle sur [0, 1], ainsi

(Bn (e2)),en converge uniformément vers ez sur [0, 1].

29. La suite (Bp), o vérifie toutes les hypothéses du Lemme de Korovkin (voir les

30.

questions 26, 27 et 28).

converge uniformément vers f sur [0, 1].

Cela prouve que pour toute fonction f continue sur [0,1], (Bn (f)),en

Voir la correction de la question 15 de ce probléme.




366 THEME 25. THEOREME D’APPROXIMATION DE WEIERSTRASS

31. Soit f € €° ([a,b],R). Soit £ > 0.
D’aprés le Théoréme de Weierstrass, il existe une fonetion polynomiale P définie
sur [a, b] telle que

Ve eab], |f(z)-P()<

b |

Si d est le degré de P, il existe (ag, ..., aq) € R tel que pour tout x € [a, b],

o
P(z)= ¥ apz*.
k=0
Q étant dense dans R, on peut trouver une famille de rationnels (a;),. [0.d] telle
que '

e
=

2 3. max {lal, o]}’
k=0

Vie [0,d], |ai—a| <

On pose P la fonetion polynomiale définie sur [a,b] par

d
P(z) = Z&kmk,
k=0
Pour tout z € [a,b], on a

[f@-P@)| < If@-P@)+|P@)-P@)

d
. e
< 5 “+ Zlak —‘-'11.:| |$|L
k=0
E‘ d
< S+ Y ok — @kl max {lal, o]}
k=0
. B d
% g¥— > max {ja] ,o]}*
2 5" max {|a] :|b|}k el
k=0
<

En particulier, pour tout n € N*, il existe une fonction polynomiale Q,, définie
sur [a, b] A coefficients dans Q telle que

|f () — Qn (T:)| < %

La suite (@), cn. converge uniformément vers f.

On a montré que toute fonction f € €V ([a,b],R) est limite uniforme d’une
suite de fonections polynomiales & coefficients rationnels.

32, On remarque que pour toute fonction polynomiale P, la fonction
& — e" =P (x) n'est pas bornée sur R4 car

lim (e —P(z)) = +o¢c (croissance comparée) .
r—4oo
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33.

34.

35.

36.

Il ne peut exister de suite de fonetions polynomiales qui converge uniformeé-
ment vers exp sur Ry.

Remargue. On peut montrer qu'une fonetion continue sur Ry (ou R) est limite
uniforme d'une suite de fonctions polynomiales si, et seulement si, f est une
fonetion polynomiale.

Soit P une fonction polynomiale : il existe n € N et (ag,...,an) € R™! tels
que :

vxe[0,1], P(z)= iakmk.

On a donc

T

1
(Lgff{l)f’ =10

Froron
0

Par le Théoréme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P sur [0, 1]
telle que

£

¥ P [01” .<_: —————i

Il s’ensuit que

1
[1@¢@-P@)a

1 1
f2(x)dz — | f(z) P(z)da
ey

< |FILHf - Py

[ a}da—ff P(z)dzx| <=

1
D’aprés la question 33 [ f(x) P (2)dx = 0, ainsi pour tout ¢ > 0, on a
0

On a montré que

[ £ (@)dz

0

< E.

1
Il s’ensuit que [ f2 (x) de = 0. Comme f2 est positive et continue sur [0, 1], on
0

en déduit que pour tout |2 € [0,1], f(z) = 0.

(a) Soit f la fonction définie par
flz) = 2"sin(2rIn(z)) g~ In(=)

= z"sin(2rxln(x)) e~ (@)
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. . L. .. . 2
La fonetion sin étant bornée, la limite I“E‘. e~ In"(x) — O permet de montrer
X—*

que f est prolongeable par continuité en 0.
De plus, pour tout > 0,

2t f (x) = sin(2win(z)) o(n+2) In(z)~In?(z)

= gin (2?7 In {1:}} pln+2) In(z)(1-In(z))

Comme la fonetion sin est bornée, on en déduit que

lim 2*f(x) =0 < f(2) =m”(])+

T—+o0 —+ 1_2

Comme |'intégrale Jr_|'?‘a i—:: converge, on en déduit que l'intégrale
1
] +oo
J f(x)dx converge, puis par somme, U'intégrale [ f(x)dx converge.
5:::-ienl; 0 < £ < A deux réels strictement positifs. La (l'.]hangmnﬂnt de variable
u = In () dans 'intégrale _‘]:! f (z)dx donne
€

A In(A)
ff[a:]d:r: = fe{“”uﬁin{??m]ﬂ'“zdﬂ
£ In{s)
In{A)
_ olmtnyr2p? [ e~ (= +1/2 G (97u) du.
In{=)

Le changement de variable v = u — (n+1) /2 donne
A In(A)—(n+1)/2
f_,f (z) da = elln+] )/2)? o~ sin (2mv + (n+ 1) v) do.
£ Infe)—(n+1)/2

En faisant tendre £ vers 0 et A vers +oc, on a

+o0 +00
] f(z)dz = ol(n+1)/2)° f e=v" sin (2rv+ (n+ 1) v) dv.
0 —o0

pe

La fonction v —— e~ sin (2rv + (n+ 1) v) étant impaire, on en déduit

que

+00
Vn e N, f 2" sin (2xIn (z)) 2~ ™=dz = 0.
0
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(b) D’aprés la question 36 (a) la fonetion

f iz sin(2rn (z)) 2~ =)

vérifie
+o0

Vn e N, / 2 f(z)dz =0
0
et la fonction f n'est pas nulle sur R .

Le résultat de la question 35 tombe en défaut si I'on ne se place pas sur
un segment.

Quelques remarques culturelles
Le théoréeme de Weierstrass admet plusieurs généralisations. On peut citer :

Théoréme. Théoréme de Stone- Weierstrass

Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit E C €° ([a,b]) une partie telle :

i) E est un sous-espace vectoriel de €° ([a,b]) ;

ii) E est stable par produit ;

iii) E sépare les points : pour tout (z,y) € [a,b]z avec * # y, il existe f € E tel que
f (@) # f(y).
Alors, tout élément de €° ([a,b]) est limite d'une suite d’éléments de E pour ||-||1&].

On pent aussi citer le résultat suivant :

Théoréme. Théoréme de Miintz.

Soit (An),ene une suite de réels strictement positifs et strictement croissante. On
pose aussi o = 0. Soit (a,b) € R? avec a < b.

L'ensemble Vect (x +—s 2™ n € N) est dense dans €° ([a,b]) (i.e. tout élément de
%0 ([a,b]) est limite d’une suite d’élément de Vect (x— 2™, n € N) pour la norme
||-||LE;"'-bj ) si, et seulement si, la série ¥ & diverge.

n>l 'n

Le lecteur intéressé pourra montrer gque 'ensemble des fonctions polynomiales sur
un intervalle [a, b] vérifie les hypothéses des deux précédents théorémes.



Theéeme 26

Une introduction aux fonctions convexes

Thémes abordés : Continuité, dérivahbilité.
Difficulté : HEREE[]

Ce sujet introduit les fonctions convexes qui seront étudiées en classe de MP. Le
but ici est de donner plusieurs caractérisations des fonetions convexes.

Ce sujet nécessite une bonne connaissance du cours sur la continuité et la dériva-
bilité.

Les parties sont largement indépendantes mais certains résultats pourront, au be-
soin, étre admis.

26.1 Définitions et premiéres notions

Définitions. Fonction convexe, fonction concave.
Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R une fonetion. On dit que f est convexe
(resp. concave) sur I si:

V(z,y)el?, vte[0,1], f((1-t)x+ty) <(1-1)f(z)+tf(y)

(resp. fF(1=t)a+ty) = (1-¢t) f(z) +f (y).
1. Soit f: ] — R une fonction convexe.

Montrer 'égalité suivante dite de Jensen : pour tout n € N*, pour tout
(Ats---3An) € (RT)" et pour tout (zy,...,2,) € I",

(=)= [ (B 2 )

Indication : On pourra procéder par récurrence. On écrira astucieusement
n+1

57 Apzj pour se ramener i deux points et utiliser la définition d’une fonetion
k=1

convexe.

2. Soit f: I — R une fonction continue telle que :

Tt Y

Vel f(52) <306 +10).
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(a) Montrer que 'ensemble des nombres dyadiques :

k
{F* neN, ke HD,Q"]]}

est dense dans [0, 1].
(b) En déduire que f est convexe sur I.

26.2 Régularité des fonctions convexes

Définition. Intérieur d’un intervalle.
Soit I un infervalle de R. On définit UVintérieur de I : I comme Uintervalle 1
privé de ses éventuelles bornes. Ainsi, I est toujours un intervalle ouvert.

Soit f : I — R une fonction convexe. Soit a € [ et soit la fonetion ¢, définie sur
f(z) - f(a)

r—a
3. Montrer que la fonetion g, est croissante sur I'\ {a}.

I\ {a} par ¢ (2) =

4. En déduire que f admet des dérivées i gauche et A droite en tout point de I,
On note f; (resp. f"}j la fonction dérivée a gauche (resp. i droite) de f.

5. (a) Montrer que f est continue sur .
(b) Donner un exemple d'une fonction convexe non continue sur un intervalle

6. Montrer que f et f} sont croissantes sur I et montrer que
V(a,b) € 2, (a<b)= (f;(a) < fi(a) < f} (D).

7. Montrer 'existence d'une suite de segments (1), . telle que

+oo
1= U 7 98
n=0
Soit (I5),,cn une suite de segments vérifiant la condition de la question 7.
8. Soit n € N et soit m € N*.
(a) Montrer que 'ensemble

D := {I € In, fr& ("‘+] = fé ("1_) + ;11’:}

est fini pour tout m € N*.

(b) En déduire que f} est continue sur [ sauf en un nombre en plus dénom-
brable de points.

9. Enoncer un résultat analogue pour fy.

10. Montrer que f est dérivable sur [ sauf en un nombre an plus dénombrable de
points.
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26.3 Des caractérisations des fonctions convexes

11. Soit I un intervalle non trivial (i.e. non vide et non réduit 4 un point) de R et
f: I — R une fonction continue sur [.

(a) On suppose f dérivable sur | dans cette question. Montrer que f est
convexe sur [ si, et seulement si, f* est croissante sur [
(b) On suppose dans cette question f est deux fois dérivable sur I. Montrer
que f est convexe sur [ si, et seulement si, f” est positive sur [.
12. Une application.
(a) Montrer que la fonetion x — In () est concave sur RY .
(b) Montrer 'inégalité arithmético-géométrique : pour tout n € N*,

n

%

n 1/n n
V(z1,...,2) € (R4)", (Hfﬂa) El x;.
=]

26.4 Représentation intégrale

Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant.

Proposition. Représentation intégrale d'une fonction convexe.
Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : I — R une fonction convexe. On
suppose f} continue d droite. Alors, on a :

VaeL,Veel, f(a) =f[u}+ffé{t}dt.

Nous commencons par prouver le lemme suivant.

Lemme. Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Soit f : I — R une fonction
continue sur I, dérivable d droite sur I et admettant une dérivée a droite nulle. On
suppose qu’il existe xg € I tel que f(xg) = 0.
Alors, pour tout z € I, f(z) =0.
Nous prouvons le lemme et les notations du lemme sont conservées. Soit £ > 0 et
soit (a,b) € I? avec a < b. Soit
= E} .

13. Montrer que X # @. En déduire que X: admet une borne supérieure que 'on
note .

14. Montrer que v € X-.
On suppose v # b.
15. (a) Montrer qu'il existe ¢ € |7, b] tel que

lf () =f{N)Zele=nl.

f(z) - [ (a)

Ir—iqa

Xe = {-re Ja,b], ‘
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(b) En déduire que
[f(e) = f(a)| <ele—al.
(¢) En déduire que X: = [a,b].
16. Terminer la preuve du lemme.
Nous revenons a la preuve de la proposition.

17. Caleuler la dérivée a droite de la fonction g définie sur I par
e H
9@) =f@)~f@)- [ fi@®.

18. Terminer la preuve de la proposition.
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Correction du Theme 26

1. Soit, pour tout n € N*, la proposition 2, :

K2y oo i) € P ¥ (g, 00) € (Ry)™,

2| est manifestement vraie.

On suppose 2%, vraie pour un entier naturel non nul n, montrons que 2%, est
vraie.

41
Soit (1, .. Tus1) € I et (Ayy-o 3 An41) € (By)™T tel que 3 X = 1.
k=1

Si 'un des A; est nul, alors 22, est vraie grace i 'hypothése de récurrence.
On suppose maintenant A; # 0 pour tout ¢ € [1,n + 1].

L
En remarquant que 3 A; + Aqy1 = 1, en utilisant la convexité de f (on re-
J=l1
" ;’; i T }1 i
marque que +$k €lecar ), — 5

k=1 Z ‘}"j k=1 E Jn_;;
j=1 §=1

=1),ona:

n+1 n n A\
f (z)ﬁkﬂ’k) = f Z)\_j KZ —,;*k—'-’-':k+)tn+1$n+l
k=1

j=1 k=130 A
i=1

n gy
ZAJJF Z n k Iy +)"-n+lf(1'n+l)-
j:l k=1 Z ,lj

i=1

1A

T
k ) . ,
Comme 3 = 1, 'hypothése de récurrence assure que

]

ainsi
n+l n+1
f (Z J\kﬂ-) <> NS ().
k=1 k=1

On a montré que %4 est vraie,
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Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 47, est vraie
pour tout entier naturel n € N*.

2. (a) Soit x € [0,1] et soit = > 0.
e Siz = 0. Quitte i réduire £, on peut supposer [0,¢] [0, 1]. Comme la

suite de nombres dyadiques ;zln; L converge vers 0, il existe n € N
tel que
0< % < E.
e Si # = 1. Quitte & réduire £, on peut supposer [1—z,1] C [0,1].
Comme la suite de nombres dyvadiques (21;; 1) . converge vers 1,
il existe n € N tel que
1—¢< 21:1 <1k

e Six € ]0,1[. Quitte A réduire £, on peut supposer que
[z —e,z+¢] C [0,1].

1
Soit n € N tel que — < £ et soit

A= {j’; e [[U',Z"’]], i}_..':.; < :r.u-:_-‘}.

A est non vide car 0 € A et A est majoré par 2" : il admet un plus
grand élément kq.

o o+ 1

Par définition de ko, on a ;{: <r—cet Lﬂgu >T—E¢

1
Comme — < £, on a

2)‘1

ko +1 ko 1
on = 2_“+F <r—ete<xz+e,
ainsi
ko +1

o € o —e,x+¢[.

On a montré que pour tout x € [0,1] et pour tout ¢ > 0, l'intervalle
& — &, &+ [ contient au moins un nombre dyadique :

'ensemble des nombres dyadiques est dense dans [0, 1].

(b) On procede en plusieurs étapes.
e On commence par montrer par récurrence que la proposition 42, :

e

« ¥n € N, 'v'[u:;,..,,zrzn)efzﬂ, f(zinz:l:_r_.) < %Zf(;].‘k) »
k=1

k=1
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est vraie pour pour tout entier naturel n.
2% est trivialement vraie,

Supposons &2, vraie pour un entier naturel n, montrons que 4%, | est
vraie.

" 1 o
Soit (xy,...,&9n1) € I?"" . Par convexité de f, on a :

2:':1 l 1 omn 1 l 21'”1
2H+|Z'ﬂ %= 5(;2 )+§ . Dy O

k=32741

e,

<

[

k=1 k=271

En utilisant deux fois I'hypothése de récurrence, il s'ensuit que

zi‘l!l 1 2" zﬁllf
2n+| Z {_: E 21: Z‘r LJT Z f qj‘:’
k=2m41
gl
= 2n+1 Z f{ik
k=1

On a montré que &%, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 2, est
vraie pour tout entier naturel n.

Montrons que maintenant que pour tout nombre dyadique t € [U._ l] et
pour tout (z,y) € I?,

FlA-ta+ty) < (1-1) f(x) +Lf(y).
Soit t € [0,1] un nombre dyadique : il existe n € N et j € [0,27] tel

que t = -é“% On remarque que

(1—r)=+u-2,,z 7k

k=1

avec ¢ = v pour k € [l,2" —jl etz =y si k € [2* — 5+ 1,2"].
Ainsi, en utilisant le résultat établi ci-dessus, on a :

f(A-t)z+iy) < QZI(MJ—H—T}I{&}HI(H)

k=1

Soit ¢ € [0,1] et soit (z,y) € I?. Comme 'ensemble des nombres dya-
dique est dense (question 2 (a)) dans [0, 1], il existe une suite (t,),,n
une suite de nombres dyadiques qui converge vers £,
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D’aprés ce qui précéde,
YneN, f(l-th)z+tay) <(1—ta) f(z)+taf (y).
Par continuité de f, on a
lim f((1-t)z+tay)=Ff((1-t)z+ty)

n=r4o0

et
im ((1—tn) f(2) +taf (y)) =(1=t) f(x) +1f (y).

n—k4oo

Par conservation des inégalités par passage a la limite, on a finalement

F((A=t)z+ty) < (1=1) f () +1f ().

On a montré que f est convexe sur [.

3. Soit (z,y) € (I\ {a}]z. On suppose & # y. On distingue trois cas :

-Sin:-::y-r:a,alorsonpnsekzuE]ﬂ,l[et]—k:w. On a:
a—1x a—z

fy)

fla+y—a)
fla+ A(r—a))
Fl(1=A)a+Az) < (1-A) f(a)+Af (y)

d’on
T ()= f(a) = A(f(z)-f(a)).
Soit, en remplacant A par s
a—z
flz)—fla) _ f(y)—1(a)
Tr—a - y—a

et done
¥a (-T} < Pa {y} .

e Le cas oll @ < # < y se traite de maniére analogue.
e On suppose x < a < y. Alors, d’aprés le point précédent, on peut écrire :

f@-1) _ f)-f@)

a—x B y—x

soit

(a=z)(f(y) = f(x))
(a—z) (f(y) - f(a))
+(a—z)(f (a) - f(x)).

(y—2) (f(a) - f(2))

A TA

[l s'ensuit que

(y—a)(f(a) - f (x)) ((y—x)—(a—-x))(f(a) - f(x))

(a—=z)(f(y) - f(a)).

A
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On obtient

f@=f(a) _ fy)-f(a)
Tr—a o y—a
soit
Pa (3) < @aly).

On a montré que ¢ est croissante sur I'\ {a}.

4. Soit a € I. Comme i, est croissante sur I\ {a}, @, admet des limites finies &

a.

gauche et i droite de a.

= /(2)~ f(a)

B vl =, ==l
Ct. Bl

Jimon @)= i HE=T0 - po

On a montré que f admet des dérivées i gauche et A droite en point de 1.

(a) Soit a € I et soit £ > 0 tel que [a—=,a+¢] C I.

Comme @, est croissante sur I'\ {a}, elle est bornée sur !a —g,a+e]\{a}:

il existe M > 0 tel que pour tout x € [a —<,a+ <]\ {a
pa @) <M < |f(x) - f (@)] < M|z —al.

Comme lim |z — a| = 0, par encadrement, on en déduit que

lim f (x) = f (a),

cela prouve que f est continue en a.

On a montré que f est continue sur [,

0 sizelo1

(b) La fonction f définie sur [ = [0,1] par | f(z) = {1 o

convexe I et n'est pas continue en 1.
e Inégalité de gauche
Soit a € I. Par croissance de @, sur I\ {a}, on en déduit que
lim pq(x) € lim e (x)
r—ral

T—a™
soit
fa(a) < fa(a).
e Inégalité de droite

o5t

Soit (a,b) € I? avec a < b et soit z € Ja, b[. Par croissance de ¢, sur Ja, b],

on a ¢, (a) < . (b) soit

f(ﬂ)—f(i-‘}i:f(b}—f[w] s f(ff)—f[ﬂ}gf{s':)—f(iﬂ_

a—x b—=z r—a x—b
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Lorsque 'on fait tendre 2 vers at dans I'inégalité précédente et en utilisant
la continuité de f en a € I (question 5 (a)), on a :

fla)—f(b) _ f(b)— fla)
e ==

En faisant tendre x vers b~ (toujours en utilisant la continuité de f en b),

on obtient : F) - £ (a)
i i1 i
— R < 1510} (26.2)

En combinant les lignes (26.1) et (26.2), on obtient :

fi(a) < fi ().

On a montré que pour tout (a,b) € I? tels que a < b, on a

(26.1)

fola) < fa(a) < £ (b) < f3(b),

en particulier,

les fonctions f, et fj sont croissantes sur i

7. Comme I est un intervalle, on peut écrive [ = Jo, B[ avee (a,8) € R’ oit
R = RU {+o0}.
Soient (am), . et (Bn),cn deux suites telles que :
i) (@n),en est strictement décroissante et (3,),.n est strictement crois-
sante ;
ii) pourtout ne N, a < ay, < B < 33

iii) lim ap=aet lim B, =4.
n—+00 =k 00

Par exemple, si :

e a et J sont deux réels, on pourra prendre «,, = ot

B—a
Pn =P = 3wy 3
ea=—-xet feER, 0npnm‘raprendrea=—-n+ﬂ—let,3“=ﬁ—%r.

a+ 2[n+|}

+oo i
On a alors |J [om,Bn] = 1.

n=0

oo
L'inclusion |J [, 8,] € I est claire car les suites () pen ot (an),eny Sont
n=(
strictement monotones.
Soit # € [. Comme o < z < A et comme les suites (an),cny €t (Bn) n.EN
convergent respectivement vers « et 3, il existe un entier natureFN € N tel que
pour tout n > N, a,, < x et 3, > . En particulier, € [ay, Bx].

On a montré que [ est réunion dénombrable de segments.
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3.

9.

(a)

Supposons 'ensemble D, infini : D, contient done une suite d'éléments
(7n)pen deux & deux distinets.
On note comme ci-dessus, pour tout n € N, on note

In= [ﬂ’n,ﬂn] .

Comme f est croissante Ip,, on a : pour tout n € N,

N+1
——

N
£ (Bn) = flan) 2> (£1 (=) = £i(27)) =
i={)

Comme lim
— 0 T

= <00, on obtient une contradiction.

On a montré que Dy, est fini pour tout m € N*.

Soit D I'ensemble des points de discontinuité de fJ.

Soit # € 1. D’aprés la question 6, fl; est croissante sur I, ainsi f) est discon-
tinue en z si et seulement s'il existe £ > 0 tels que f (z*) = fi(a7) +=.

1 Fo0
Ainsi si m € N* est tel que = <cgalorsx € Dy, pusz € | Dy et

m=1
=+ 00
Dc U Dan.
m=1
oo
Réciproquement, il est elair que |J D,, C D.
m=1
=00
On a montré que D = |J D,,.
m=|

Ainsi, D est une réunion dénombrable d’ensembles finis :

) est au plus dénombrable.

On montre de méme que f; est continue sur [ sauf en un nombre an plus
dénombrable de points.

10. Soit D, I'ensemble des points ot f!; est continue. D, est égal & [ privé éventuel-

11.

lement d'un ensemble au plus dénombrable,
Soit @ € Dy. D’aprés la question 6, pour tout > a, on a :

fa(a) < fy(a) < f; (x).

Comme a € Dy, on a limI Jolz) = f;. (a), puis par encadrement
E=—Fil ¥

fi(a) = f, (a), done f est dérivable en a.

On a montré que f est dérivable sur [ sanf sur un ensemble au plus dénom-
brable de points de I.

(a)

On prouve les deux implications.
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D’aprés les questions 4 et 6, f est dérivable & gauche et & droite et
tout point de I et les fonctions fg et f} sont croissantes sur I.

Or, f est dérivable sur I, done les fonetions f; et fl sont égales, ainsi
' est croissante sur I.

Soient (x,y) € I? avec = < y.
Soit la fonction g définie sur [0, 1] par

gt)=Q1-t)f(z)+tf(y) - F(A-t)z+1y).

g est continue sur [0,1] car f est continue sur I, g est dérivable sur
10, 1] (attention, x et y peuvent étre les éventuelles extrémités de I) et
pour tout ¢ € |0, 1],

g =F@)-f(@)+@-yf(1-1)z+1y).

Onag(0) = g(1) = 0, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe Ag € |0, 1]
tel que ¢' (Ao) = 0.

Comme t — (1 —1)x + ty est croissante sur [0,1] et comme [’ est
croissante sur [ et z — y < 0, la fonction ¢’ est décroissante sur ]0,1[.
Il s’ensuit que g’ est positive sur |0, Ag] et négative sur [Ag, 1[.

Par continuité, la fonction g est croissante sur [0, Ao] et décroissante
sur [Ag, 1]. Comme g (0) = g (1) = 0, il s'ensuit que g est positive sur
[0, 1], ainsi

Vte[0,1], f((l-t)x+ty)<(1-t)f(x)+tf(y),

et ce pour tout (x,y) € I? tel que = < y. Par symétrie entre = et y,
on a prouvé que f est convexe sur [,

On a montré que f est convexe sur [ si, et seulement si, f' est croissante
sur [.

(b) Comme f est continue sur [ et dérivable sur [, d’aprés la question 11 (a),
f est convexe sur [ si, et seulement si, f’ est croissante sur [,
Or f est deux fois dérivable sur /. Comme [ est un intervalle, f est crois-
sante sur I, si et senlement si, f” est positive sur [.

On a montré que f est convexe sur [ si, et seulement si, f > 0 sur :

12. (a) t == —In(f) est deux fois dérivable sur R’ et sa dérivée seconde est la
1
fonction { — v Or la fonetion £ — 7 est positive sur R? | done d'aprés

la question 11 (b),

la fonction — In est convexe sur Rjr.

(b) Soit n € N*. Soit (z1,...,2,) € (R4)™

mn
Si l'un des z; = 0, alors 'inégalité est claire car [] x; = 0.

i=1
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On suppose done que pour tout i € [1,n], =; > 0.

En utilisant la convexité de la fonetion — In sur R et 'inégalité de Jensen
établie 4 la question 1, on a :

1 T ] T
= o g ot =2 :
In (u Zrt) == ; In (x;),

i=1

T mn
In (l;- Z"ﬂl) =In (H :r:,-) .
T
i=1 1=]

En composant par la fonction exp croissante sur R, on récupére

s0it

n I/n 1 n
(H.’T.‘E) < ;ZT{,

i=]

13. Comme f} (a) = 0, il existe & > 0 tel que [a,a + a] C [a,b] (possible car a < b)

14.

et tel que pour tout z € |a,a + af,

f(x) - f(a)

r—a

<E

1

soit |f (x) — f(a)| < |2 —al. On remarque que cette inégalité reste valable
pour & = a.

On a montré que [z, 2 + o C X, ainsi | X: n'est pas vide.

X: n'est pas vide et majoré par b, | X admet une borne supérieure.

Par la propriété de la borne supérieure, il existe une suite (z,,), . d’éléments
de X: qui converge vers v. Ainsi, on a :

VreN, |[f(za)-f(a)<cl|rn—al.

Par passage a la limite en utilisant la continuité de f. on obtient

|f(v) = fla)l <ely—a

soit comme a < 7,

< E.

‘f('r)—f(ﬂ)
”f—ﬂ.

On a montré que v € X:.
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15. (a) Comme f(7) = 0, il existe & > 0 tel que [y,7+ a] (possible car v < b)
flz)-F(v)
! T—y

tel que pour tout = € v,y + af, < £, soit

If (@)= Ff(MLelz—1l.

On remarque que cette inégalité reste valable pour x = .

- 1 .
Ainsi, |le= v+ 5@ convient.

(b) Par inégalité triangulaire, on a :

£ (e) = f (a)]

|f (e} = F (DN +1f (v) = £ (a)|
cle—al+ely—al
e(e—a).

A 1A

Comme |¢—a| = ¢—a, on a bien||f (¢) — f(a)| £ |e—al.

() On a trouvé ¢ € X: avec ¢ > 7. Cela contredit la construction de 7.

On en déduit que v = b et | X: = [a, b].

16. Soit ¢ > 0. Soit (a,b) € I? avec a < b.
La question 15 (¢) montre que

Va € [a,b], |f(x)-f(a)|<c|z—al.

En particulier, on a

I (®)— £ (@] <<lb—al. (26.3)
L’inégalité (26.3) étant vraie pour tout £ > 0, on en déduit que f(a) = f(b)
pour tout x € [a, b].

Ceci étant vrai pour tout (a,b) € I? avec a < b, on en déduit que f est constante
sur 1.

Enfin, comme f (z9) = 0, on en déduit que | f est nulle sur [I.

17. 1l est claire que la dérivée i droite de la fonction = — f(x) — f(a) est la
fonction & — f} (x).

H

Il nous reste i montrer que la dérivée i droite de la fonetion F : x —s [ f7(t) dt
L

est la fonction x — f} ().

Soit zg € I. Pour tout h > 0, on a

F[ _J} F( ] zo+h
zp+n)— Zn 1 ;
= = t) dt
h h f Ja(t)
B
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d’oil, pour tout h = 0,

rp+h
LErV PO pieo| = |3 [ Gao - fito))a
zn:-h

S TACEYASHER
n

Par continuité i droite de _fé en 2, pour tout £ > 0, il existe o > 0 tel que pour

tout t € [2p, 20 + ], |f(t) — fi(z0)| <e.
Ainsi, si h < o, on a

F{ ; } 2 ( ] zo+h
z+h)—-F (2 i 1
— )| < = dit = €.
h fa(z)| = h ® -
=0
On a montré que pour tout z2p € I,
lim Flooth) - Fla) = fé (z0) -
h—0 h

On a montré que g est dérivable i droite sur I et pour tout x € I, g:{ () =0

18. On vient de montrer que la dérivée a droite de la fonetion g est nulle sur I'in-
tervalle .
D’aprés le lemme établi & la question 16, g est constante sur I. Or, g (a) = 0,
ainsi, on a montré que

Vael, Veel, f{:r]:f[u}—l—[fé[t)dt.

Quelques remarques culturelles
Le lecteur motivé pourra montrer la proposition suivante :

Proposition. Monotonie des fonctions convezes.
Soit I un intervalle de R non trivial et soit f : I — R une fonction conveze.
Alors ;

e ou bien [ est monotone sur [ ;
e ou bien [ est eroissante, puis décroissante sur I.
Le lecteur (toujours motivé) pourra ensuite montrer la proposition suivante :

Proposition. Minimum des fonctions convezes.
Soit f: R — R une fonction convexe telle que

lim f(z) = +cc.

|z|—+oo

Alors, f admet un minimum global m. De plus, f~ ({m}) est un intervalle de R.
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L'intérét de cette précédente proposition est dans 'existence d’'un minimum.
Cette proposition se généralise a des fonctions convexes définies sur des ensembles
plus généraux mais 'esprit de la proposition reste le méme.



Theme 27
Inégalité isopérimétrique

Thémes abordés : Continuité, dérivabilité.

Difficulté : HEECC]

Ce sujet introduit la notion de longueur d'une courbe. Le but est d’établir une
inégalité isopérimétrique.

Ce sujet nécessite une bonne connaissance du cours sur la continuité et la dériva-
bilité.

Les deux parties de ce sujet sont indépendantes.

27.1 Une formule générale

Définition. Longueur d’un arc du graphe d'une fonction.
Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une fonction continue. On note
I'={(z, f(z)), z €I} C R? Soient (A, B) € T? dont on note les abscisses a et b.

On définit la longueur L (a,b, f) de Uarc AB par :

n
L(a,b, f) = sup 3 \/(ﬁu — ;)% + (f (tie1) — F ().
a=tg<t) <-<tp<tn1=b;_g
1. Justifier géométriquement cette relation.

2. Calculer la longuenr de I'are de la fonetion & — & entre les points de coordon-
nées A (0,0) et B(1,1).

3. Soient f une fonction définie sur un intervalle I.
Soit (a,b,e) € I tel que a < b < e. Montrer que

L(a,c,f)=L(a,b, f)+ L (bc, f)

avec, pour convention, x + oo = oc pour tout réel x.

Nous allons montrer la proposition suivante qui permet de caleuler plus facilement
la longueur d’un are.
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Proposition. Longueur d'un are d'une fonction réguliére.
Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une fonction de classe €' sur I.

On note T le graphe de f. La longueur de l'arc AB entre deux points A et B de T
d’abscisses respectives a et b avec a < b existe et vaut

b
L(a.b, f)= f,h + 72 (t)dt.

Nous prouvons la proposition. Soit n € N et soita =1y < --- <t < b = 41
une subdivision de l'intervalle [a, b]. Soit 4 la fonetion définie sur [a,b] par

7(t) = (&, F ().

b b
j\fl+f’2 (t)dt =/||~,-—' (t)]| dt,

oit ||-|| est la norme euclidienne sur R? définie par : pour tout (z,y) € R?,

Gz 9]l = Va2 + 2.

5. (a) Montrer que pour tout i € [0,n],

4. Vérifier que

bij Lija
Vs =2+ (f () - F @) = || [ ¥ @t < [ 1 0] a.
J 7o

Indication : Pour établir I'inégalité, on pourra étudier la fonetion

fmﬁ;’ (t) dt'

L

x € [ti, ti1] — f”'r'[f)“df-—

(b) En déduire que

b

> Vit =%+ () = £ @) < [ | @] e
=0

L8

(¢) Montrer que
b
Lbf) < [ @)
i

6. Dans cette question, on suppose que pour tout i € [0,n + 1],

t:=a+1 ;
‘ !n.+1
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(a) Montrer que pour tout i € [0,n+ 1], il existe (,; € |t i, tn,isp1] tel que

(tni1) = £ () = =1 (Gnd)-

(b) Montrer que

3V Gt = tni) + (f (tnins) = F @0i))* = — 3 /1+ 2 (Gu).
i=0 i=0
(¢) Montrer que
n b
S (i =) + (1 i) =1 (1)) = [Vi+ro.

7. Montrer que
b
[ @lae< b, 9.
8. Terminer la preuve de la proposition.

27.1.1 Une fonction continue dont la longueur n’est pas finie

Contrairement & ce que I'on pourrait intuiter, la continuité de f n’assure pas le fait
que la longueur d'un arc soit fini. Pour cela, on introduit la fonction f définie par

y —— mcm(%) siz£0
0 siz =10

9. Vérifier que f est continue sur R.

Nous allons maintenant montrer que la longueur du graphe I' de f entre les points

) 1 .
d’abscisse 0 et — n'est pas finie.

mw

10. Montrer que

n—1
V‘HEN., L(_l.jl.f)g ‘1‘
nmw W im1 im

11. Conclure.
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27.2 Une inégalité isopérimétrique

Dans cette partie, nous nous intéressons a établir une version faible de I'inégalité
isopérimétrique.

Définition. Domaine du plan, fonction associde i une domaine du plan.
Soit D c R2.
s [) est un domaine du plan s'il existe deur véels a et b tels que a < b et une
fonction f: [a,b] = Ry vérifiant f (a) = f(b) = 0 et telle que

D:{(:l:,,y}ERz, a<z<b et Dﬂyif(:rr}}.

e La fonction f introduite au point précédent sera appelée la fonction associée
au domaine D.

Soit D un domaine du plan et f la fonction associée au domaine D).
12. Montrer que 'aire & (D) de D et le périmétre 22 (D) de D vérifient

jf Vdt et y{ﬂ):fb(um) dt.

(]

b ]
f\hwi-f*?{r :3%] 1+ |f (t)]) dt.

b b
flf‘(t}ldr-a ﬁ/f[t}dt.

Indication : On pourra vérifier que pour tout x € [a, b],

13. Montrer que

[

14. Montrer que

f(z)= f 7 (t) dt.

15. En déduire I'inégalité isopérimétrique suivante

P (D) =z (b—a) (1+%§) -

V2

2{5—.‘;}'[#{[}} '
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Correction du Theme 27

1. Un dessin permet de comprendre!

[ 5=

Ficunk 27.1 — Approximation de la longueur d'une courbe.

La somme des longueurs des segments en pointillé est une approximation d’au-
tant meilleure que 'on angmente le nombre de points de la subdivision de I'in-
tervalle.

2. On pose f:t— £,
Soit 0 =ty <) < --- <t = tp41 = 1 une subdivision de [0,1]. On a

a \/UH—{ )2+ (f (tipr) = F (1)) = D /2t —1:)°
=0

=0
= V@Z (tig1 —ti)

=0

= 2.

Il s’ensuit que | L (0,1, — x) = V2.

Le théoréme de Pythagore confirme le résultat !

3. On procéde en deux temps et on montre que
L(a,c,f) 2 L(ab,f)+ L(b,ec, f)

puis que
L(a,c,f) < L(a,b,f)+L(bc,f).

o Inégalité L (a,e, f) = L(a,b, f)+ L(b,c, f)
Soit a =1tg < t] < -+ < ty < ty41 = b une subdivision de [a,b] et soit
b=tnt1 <tpn42 < -+ < tptm < tn+m+1 = ¢ une subdivision de [b, c].
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De toute évidence,
a=tyg<- - <ilpy) <tppa < <tpymy1=¢
est une subdivision de [a, ¢] et par définition de L (a, ¢, f)

n4+m

L@et) 2 S V-t + (o) =1 ()

Y Vs — 602+ (1) - £ &)1

i=0

IV

n-+m -
+ Y V-6 + (f tirr) — £ ()2
i=n+l
La précédente inégalité étant vraie pour toute subdivision de [a,b] et de
[b, €], on en déduit que
L(a,e,f) 2 L(a,b, f)+ L (b,c,f).

e Inégalité L (a.e, f) < L(a,b, f)+ L(b,c, f)
Soit a =tp < t; < -++ < tn < tn41 = ¢ une subdivision de [a,¢].
Soit k € [0,n] tel que b e [ty tpoq].
x* Sib=t,alorsa=tg<---<b=tetb=t, <--- <t 4 =csont
des subdivisions respectivement de [a, b] et [b,¢] de sorte que

) \/(Ii+1 — )%+ (f (tis1) = f (1))?
1=

k-1
= Z \/(ti+l - ti}z +(f (tig1) = f [tinz
i=(0

3 =8P + (F aa) - ()
i=k

< L(ab,f)+L(be,f).
* Si b £ty alors
Fgra=lp< - < <h<thp1 < --- <ty =¢
est une subdivision de [a, ¢] que 'on note

ﬂ:i}]{"'{gk+| =b'='.':“'{£"+2=(.".

De plus, comme application (x,y) — /2?2 + ¥? est une norme sur
R?, done elle vérifie Iinégalité triangulaire, ainsi

\/tm; —t5)? + (f (teg1) — £ (t))°
< V(s =02 + (F (teir) - FB))°
/(b= 1) + (£ (5) - £ (t))>
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Il s’ensuit que

Yoo/ G =82+ () = £ )

i=0

> V= + (¢ () =1 G

1A

Comme
a=tg< - -<tp<tps1=b et b=tpyy < - <tp<tmpz=c

sont des subdivisions respectives de [a,b] et [b,¢], par définitions de

L(a,b,f)et L(b,e,f),ona:

Z\/(f:+|—f (f (ti1) — f ()

< 3 V=0 0 ) 1 @)
< Z\/(Ei-H —55}2-1' (f (tis1) —f{f-;}]z

+ i \/tm—tt + (f Gasr) - 7 (8))°
< L(a,b f)+ L(b.e f).

Dans les deux cas, on a montré que pour toute subdivision
a=ly<-Lh=¢

de [a, c], on a

\/{rt-l-l_f f(fﬁ-l}_ { }}2£L|:f11b:f}+£‘(bsﬂ1f}'
t'—'ﬂ

En prenant le suprémum sur 'ensemble des subdivisions de [a, ¢], il s’ensuit

que
L(a,c,f) £ L(a,b, f)+ L (becf).

On a montré que

L(a,e,f)=L(a,b, f)+L(bef).

4. 7 est dérivable sur [a,b] et

vt € [a,b], v(t) = (L f(1).



394 THEME 27. INEGALITE ISOPERIMETRIQUE

Il s’ensuit que

vt e [a,b], |V (®)| =1+ f2().

On a bien montré que

b b
] 1+ 2 ()t = f 17 ()| at.

5. (a) ' Holité y/(t-m—tf}2+{f(fi+|)—f(t='))2="ifl'f(t)dt

Soit i € [0,n]. On a :

i
Y@t = by (tirr) =7 (&)
‘ = W(tis1 =i, f (Bixn) = £ (@)
= \/(:,-_.,_l — ) + (f[fm ~d (Ei})g)z-
o Inégalité ?IT‘ (t)dt|| < L:J’ 1|I'r’ (¢)]| dt

Soit i € [0,n]. Soit ¢ définie sur [t;,t;] par

xr

fﬂz)dt |

i

e@ = [ I @ ac-

En procédant comme au premier point de cette question, on a : pour
tout x {t,',tﬂ.]],

r

e@) = [Ir @)t (-t + (0 @) - £ 0)).

4
@ est dérivable sur [t;, t; ] et pour tout = € [t;, t; 1],
_z—tit+ f(2) (£ (2) - £ (1))
V0@ —t)? +(f (@) - f (6:))?
z—ti +f'(2) (£ (@) — £ (t:))
V=7 +( (@) - f ()

¢ = |V @)

1+ 2 (2) -
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On en déduit que pour tout = € [t;,4;,4],

P@)20 e 14 2@) <\ (@-t) + (f @) - £ (1))
2z —ti+ [ () (f (=) - f (t:))-
Soit x € [ti,t5+5l,

* Siz—t; + f'(x) (f(z) = f(t;)) <0, alors on a clairement
P (z) > 0.

* Six—t;+ [ (2)(f (z)— f(t;)) = 0, alors, par croissance de la
fonction & — % sur Ry, on a

P (@)20 = (1+/7@) (@-6)°+( @) -f))

> (@ —ti+ f' (x) (f (2) - f (t:)))?
= (@) (@-t)"+(f(z)-f(t)?

>2(x - t;) f (@) (f (x) - f (t:))
= (f@)@-t)-(()-F))’

> 0.

Cette derniére inégalité étant vraie, on en déduit que ¢’ (z) = 0.
Ainsi,

Ve € [t tiq1], ¢ (z) >0
On en déduit que ¢ est croissante sur [t;,t;,]. Comme ¢ (¢;) = 0,
on a @ (tiy1) 2 0, soit

b1 i1
| f V() at| < f I @) d.
iy ki

(b) En sommant entre 0 et n l'inégalité obtenue A la question 5 (a) et en
utilisant la relation de Chasles, on a :

i=0

i b
> Vit %+ () - 1 @) < [ @) e

(¢) L'inégalité obtenue & la question 5 (b) est vraie pour toute subdivision
de [a,b], en prenant le suprémum sur 'ensemble des subdivisions, on en
déduit

b
L(a,b,f) < / 17 (0)]] .
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6.

(a) Soit i € [0,n+ 1]. La fonction f est continue sur [t;,t;;], dérivable sur
Jti,tis1][, par le théoréme des accroissements finis, il existe (i € Jti, tivi|
tel que

1

f(tip) = f(t) = e I (ls) -

(b) En utilisant la question 6 (a) et le fait que pour tout i € [0, n],
1

b1 —b=——7,

n41
on a

Z\/IH._sz(m f (#:)*

- E\/ (1) +(52) 72
= ‘.Il—l-]. ‘“"]-""f C:rn

(¢) Pour alléger les notations, on pose g : t — /14 f7 2 (t). On va montrer
que

1

=0

Comme g est continue sur [0,1], le rébu]t,at- sur les sommes de Riemann
assure que

lim

u—r+0c'n.+lzq n: fg

Soit £ > 0, il existe N € N tel que pour tout n = N,

1

S gm0 - [ea <

i=0 0

t\DII‘ﬂ

D’autre part, g est continue sur [0,1], done le théoréme de Heine assure
que g est uniformément continue sur [0, 1] : il existe o > 0 tel que

V(zy) €01, (z-y<a)= (9@ -9@)I<3).

1 1
Ainsi, pour tout n € N tel que i < a (il suffit que n > |—| — 1), pour
n o

tout i € [0,n+ 1],

|Cn,t’ B tn,:'| < |iu.;i+l - tﬂ,t'| =
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ainsi
1 1
n-+ l ZJ“:H 3 R 1 g[Cﬂ:__iJl E T1+1 | ﬂ. I} H{Ch I'}I
=0 =0
1 £
< ¥t
- n+lx2x(n+1)
z =
= 2'

1
Ainsi, pour tout n > max {N =] = ]}, par l'inégalité triangulaire, on a
¥

1
fg r}dt——thtm
n J'_']
1 ] n
< t)dt — n.i
< fy{} HHZDH(C,)
0 =
1 n
n+lzg W™ .+1ZD“C“1")
g 8w B
= 2*2
< E

En remplacant g par son expression, cela prouve le résultat souhaité.

7. Par définition de L (a, b, f), pour tout n € N, on a

Z \/(tﬂ_.i+| - tn,i] T '[:f (tn,é+|} . f [tn,‘i}}.‘! = L (ﬂ?f}, Jr) .
i=()

En utilisant la question 6, on récupére

b
f I ®)|dt < L (a,b, f).

8. D’apreés les inégalités obtenues aux questions 5 (¢) et 7, on a

b
/”"f (t)||dt = L (a,b, f).

Enfin, en utilisant I'égalité de la question 4, on obtient finalement

b
Li(o b f) = / 1+ 12 (t)dt.
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9. f est clairement continue sur R*. De plus, tout 2 € R*, on a

LCOS | —
HA

Par encadrement, on en déduit que linh F £} =0= f{0).
T

On a montré que f est continue sur R.

10. En appliguant le résultat de la question 3, on a :

wen, 1(344) - £ (i)

i=]
Or, pour tout i € [1,n~— 2], en prenant la subdivision

; c: 1 f]oimterwﬁle ; :
(i+1)w (i+1)7 im

A(Err )
(-2 + (o) -1 (3))
2 )5

Or, pour tout i € [[1,n — 1],

, 06 &

IV

1 1 ; 1
‘f(i-i—l )—f(a) = m{:t}s{[z+1] )_Epm(m-)
—_ 1 Lo : I___
B {r'.+1):'r( + =S ‘
B 1 1
B (f+1}1r+a
S
im

On a montré que

1
T

n—1
¥n € N*, (— - f) 2D .;

§=1

11. Soit n € N, n = 2. On suppose L (0,1, f) fini. Comme

[0,1] = [n, %} U [ﬁﬂ U E 1} ,
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12.

13.

d’aprés la question 3, on a
1 3 I | 1
1
> e X
- L(nﬂ‘ T f)

En utilisant I'inégalité établie & la question 10, on a

n—1
1
(a;f) 2o

L(0,1,f)

n—1 1

Comme lim Y — = 400, on obtient une contradiction.
n—+oo o1 W

On a montré que la longueur du graphe de f entre les points d’abseisse 0 et
d’abscisse 1 n'est pas finie.

Par interprétation géométrique de 'intégrale, on a

b
of (D) / f ().

De plus, d’aprés la Proposition Leongueur d'un are d'une fonction réguliére
(question 8}, la longueur du graphe de f entre les points d’abscisse a et b est

b
V14 f z (t)dt. Il faut ajouter la longueur de 'axe des abscisses entre les points
il

de coordonnées (a,0) et (b,0), soit b — a. Finalement, on a

W(D]=j\f1+f’2{t]c]t+[i;—rz}:j(1+ 1+ f12 [t}) dt.

Soit (x,y) € R2 Par croissance de la fonction carrée sur Ry, on a :

Vrt+y? =

o

’ 1 e i ‘
2 (el + 1) = 2? +y° 2 5 (2% +20o lyl +4°)
= a*-2lz||lyl+y2 >0

Cette derniére inégalité étant vraie car ¢’est une identité remarquable.
En utilisant cette inégalité et la croissance de 'intégrale, on a

b

f,f1+f’2(r}dr:= —f{1+|f (t)]) dt.
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14. Comme f (a) = 0 et f est de classe €' sur [a,b], on a : pour tout z € [a,b],

f (z) = f 1 (1) dt.

11 s’ensuit que
b

j|f’(x}|da- E ffxf{f}df
J(frora) o

@

J(jrow)

b b b
Or, [ (J' |f (t}|dt) dz = (b—a) [ |f'(t)|dt, ainsi on a montré que
[ ] i

dx

1A

I

b b
f | ()] dt > == [ f)de.

15. En utilisant la définition de 27 (D) et la question 13, on a
b

[(1-:— 1+f’2(t)) dt

i@

2 (D)

IV

V3 f
—a +T[[I+|f'[3)|}tlt

> (b- }(1+—) f|f{t|dt

En utilisant le résultat de la question 14, on a

b b
%f|f’(t}|dt:_: Hb—%[f{t}dt: ‘z(biﬂ

Il s’ensuit que

(D).

@ (D) > (b—a) (1 ﬂ) Mb—%&f(ﬂ].
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Quelques remarques culturelles
L’inégalité isopérimétrique proposée est un cas (trés) particulier de l'inégalité iso-
périmétrique suivante :

Théoréeme. Inégalité isopérimétrique.
Pour toute « figure » géométrique de R? d’aire & et de périmétre P, on a

G2 > Anod

avec égalité si, et seulement si, la figure est un disque.
Autrement dit, @ périmétre fivé, le cercle est la figure géomélriqgue gqui mazimise
laire.

La légende veut que, lorsque la reine Didon (du IX® au VIII® siécle avant J1.-C.)
arriva sur les cotes de 'actuelle Tunisie pour fonder la ville qui deviendra Carthage,
puis Tunis, le seigneur local lui proposa autant de terre qu'une peau de beeuf peut en
contenir. La reine Didon coupa la peau du beeuf et recouvra la terre en formant un
cercle.

L’inégalité isopérimétrique admet de multiples généralisations mais celles-ci néces-
sitent une bonne compréhension de la notion d’aire et de périmétre.



Theéeme 28

Décomposition en mille-feuille

Thémes abordés : Série, calcul intégral.

Difficulté : HRER]

Ce sujet commence par définir la mesure de Lebesgue pour les ouverts de R. L'étude
des ouverts et de la mesure de Lebesgue sert i établir une relation pour l'intégrale
d'une fonetion positive dite décomposition en mille-feuille.

La partie 1 sert dans la partie 2. Les résultats des parties 1, 2 et 3 sont utilisés
dans la partie 4.

28.1 Un résultat préliminaire sur les séries

Le but de cette partie est d’établir le résultat suivant :

TR —— Wi i Fida A
Proposition. Permutation des termes d'une série 4 termes positifs

Soit % a, une série (convergente ou divergente) d termes positifs.

n=>0
Alors, pour tout ¢ € & (N) (ensemble des bijections de N sur N ), les séries 5" ay,
n=>0

et Z @) SONL de méme nature.

nz0

Nous prouvons la proposition.

1. Montrer que si la série % a, converge, alors pour tout ¢ € % (N), la série
gl

2 Gy(n) CONVerge et

n=0
+oo +o00
E Bon) = E s
n=0 n=0

2. Montrer que si la série > a, diverge, alors pour tout p € & (N), la série
n>0

gu Qy(n) diverge.

T



404 THEME 28. DECOMPOSITION EN MILLE-FEUILLE

28.2 Mesure de Lebesgue d’un ouvert

Définition. Ouvert de R.
Soit O C R non vide. On dit que O est un ouvert de R si :

VzeO,Ir>0, Jz—rz+r[CO.

3. Soient a < b deux réels. Montrer que U'intervalle ]a, b[ est un ouvert de R.
4. Montrer qu'une réunion queleonque d'ouverts de R est un ouvert de R.
5. (a) Montrer qu'une intersection finie d’ouverts de R est un ouvert de R.

(b) Une intersection queleonque d’ouverts de R est-elle nécessairement un ou-
vert de R7

6. Caractérisation des ouverts de R.

(a) Soit O un ouvert non vide de R. On définit la relation binaire #p sur O
par :

V(z,y) € 0°, zdoy = {(1-t)z+ty, te[0,1]}cO.

Montrer que % est une relation d’équivalence sur O.

Pour x € O, on définit sa classe ¢l (x) modulo % par :
cl(x) = {y € O, =%oy} .

(b) Montrer que pour tout € O, cl(z) est un intervalle ouvert.
(e) Montrer que

V(z,y) € 0¢, cl(z)ncl(y) =9 ou cl(z)=cl(y).

(d) En déduire que I'on peut écrire

o=|}o

il
oil les € sont des intervalles ouverts non vides deux i denx disjoints.

(e) En montrant que pour tout i € I, QN O; # &, montrer que [ est au
plus dénombrable i.e. montrer que I est en bijection avee N ou avee un
ensemble fini.

Indication : On rappelle que Q est dénombrable.

Définition. Mesure de Lebesque d'un ouvert.
Soit O un ouvert de R. D’'aprés la question 6, on peut éerire O = | |an, by
neA
ot l'union est disjointe et les suites (ap), o o €t (bp), o 4 sont telles que pour tout
neN, a, < b, et A est un ensemble au plus dénombrable.
On définit la mesure de Lebesque de O par :

)"[G) — Z (bn —an) € Ry U{+00}.
ne.A
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=]

. Justifier que la définition de la mesure d’un ouvert est valide, i.e. montrer que
pour toute bijection ¢ : A — A7,

D> Jan,ba[= 3 ]“r.b{n;:bt;r{u}[-

1= neA4

8. Soient O et O' deux ouverts tels que O C O'.
Montrer que A (0Q) < A(0O') (les deux membres de 'inégalité peuvent étre infi-
nis).

9. Soit (Op), oy une suite d'ouverts deux i deux disjoints. Montrer que

A (DOD,,) = +§A(On} € Ry U {+oc}.

n=0 n=0

Plus généralement, on admet le résultat suivant.

Proposition. Sous-additivité de A.
Soit (Oy),cn une suite d’ouverts.
Alors,

+oo +0o0
X (U Cr'ﬂ) € ZA{U“} € Ry U {+00}.
n=0 n=(0
10. Un ouvert particulier.
Soit £ > 0 et soit (ay)
dénombrable). Soit

neN Une énumération de Q (ce qui est possible car Q est

400

E E
G = U]ﬂ“—m,ﬂ"‘fm ¥
n=(0

(a) Montrer que O est un ouvert dense de R.
(b) Donner une majoration de A (Q).
(¢) Qu'a t-on exhibé?

28.3 Une propriété topologique des fonctions continues

Dans cette partie f : R — R est une fonction.

11. Montrer que si f est continue sur R, alors pour tout ouvert O de R, f~!(0)
est un ouvert de R.

12. Montrer que si I'image réciproque de tout ouvert de R est un ouvert de R, alors
[ est continue sur R.

Définition. Fonction d support compact
Soit f: R — R une fonction. On dit que f est 4 support compact si :

JA>0,VreR, (jg|>A4)= (f(z)=0).
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28.4 Représentation en mille-feuille

Le but de cette partie est de montrer la proposition suivante.

Proposition. Décomposition en mille-feuille
Soit p > 1 un réel. Soit f : R — Ry une fonetion continue d support compact.
Alors,

400 o0
_[f@Mm=p/AHf}ﬂﬂrmn

ot pour tout t € Ry, {f > t} est Uensemble {x € R, f(z) > t}.
13. Montrer que

IP(z) +00
Y € R, fp {T} = f 1dt = / 1{yER. fPiy)>t} [.‘1} dt
4] 0
14. Aprés en avoir justifié 'existence, montrer que
+oc +oo f +oo
/ fP(z)dx = f LiyeR, fr(y)>¢} (2)dz | dt.
— 0 o0

Indication : On admet que

+00 f +c0 +“—""
f (f I{HER er{y }i} {R’) di | dz = (f l{yER Py :_,”_ {.T} l:lx) dt.

—00 (1]

C'est la conséquence d'un résultat plus général : le théoréme de Fubini qui,
sous certaines hypothéses, permet de « permuter » les intéerales,

15. Aprés avoir remarqué que pour tout ouvert O de R,

00

A(0) = f 1o (z) da

—x0

montrer que
+o0 -+ 00
[r@a= [adr>aa
—O l]

16. En faisant un changement de variable, terminer la preuve de la proposition.
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Correction du Theme 28
1. Soit ¢ € . (N).
Pour tout N € N, on a E Ap(n) < E s

Comme la série @) €St une série a termes positifs, il s'ensuit que la
n=0
série "Z}:u @, (n) CONVErge.

De plus, les inégalités suivantes. valables pour tout N € N

Z @p(n) < Z a, et z a, < Z Aoin)

n=0 n=0
permettent d’affirmer que
400 450
Z Up(n) S E an et D an< ) aym),
n=0 n=0 n=il

0 =]
D Gp(n) = D_ an-

=0 n=0

2. Soit A € Ry. Comme la série 3 a, diverge et a,, > 0 pour tout n € N, on a
n=0

lim E an = +0c. Ainsi, il existe Ng € N tel que

N—=+oo,—p

VneN, (nz=Ny)= (Za,_. > A),

k=0

Pour tout i € [0, N]. on note k; 'antécédent de i par ¢ (il existe et il est unique
par bijectivité de ). Soit K = max {ko.....ky}.
Par positivité de la suite (an), o, pour tout n = K, on a

n N
ARSI
k=0 k=0
On a montré que

HETW Lzﬂulﬁ_{“ = +00,

ainsi | la série 3 a ) diverge.
n=0




408 THEME 28. DECOMPOSITION EN MILLE-FEUILLE

3. Soit x € |a,b| et soit r = min {x —a,b—x} > 0.
Par définition, on a |z —r,x + r[ C ]a, b].

On a montré que tout intervalle du type |a, b] avec a < b est un ouvert de R.

4. Soit (0;),.,; une famille d’ouverts de R. Soit = € L)@
iel
Soit j € I. Comme O; est un ouvert de R, il existe r > 0 tel que
|t —r,x+r[ C O;. Ainsi

le—rz+r[CO;C UD,-,.
ic]

On a montré que | J O; est un ouvert de R.
icf

5. (a) Soit (Oi}:'ell
Pour tout i € [1,n], O; est un ouvert de R, il existe r; > 0 tel que
& —ri, x4+ 1 C O;.
Sir=min{ry,...,rn},onalz—r,z+r[ C O; pour tout j € [1,n], donc

n] Une famille finie d’ouverts.

n
lz—r2+7r[C ﬂ 0;.

i=1

T
On a montré que (] O; est un ouvert de R.
i=]

(b) Pour tout n € N*, on pose O, = ]—l 1 [

]
nn
D’apres la question 3, O, est un ouvert de R pour tout n € N*.

+o0
De plus, [ On = {0}. Or {0} n'est pas un ouvert de R.
n=1

Une intersection quelconque d’ouverts n'est pas nécessairement un ou-
vert de R.

6. (a) Montrons que #p est réflexive, symétrique et transitive.

o Réflexivité
Pour tout x € O, on a x%ox car

{(l-t)z+tz, te[0,1]} = {z} CO.

Ho est réfléxive.
e Symétrie
Si (z,y) € 02 est tel que 2%, on a aussi y#px car

{1-t)z+tyx, te[0,1]} ={(1-t)y+tz, t € [0,1]} C O.

o est symétrigue.
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o Transitivité
Soit (x,y,2) € OF tel que 2%py et y#oz. On a

[i-t)a+ty, tel0,1]} cO

et
{(1-t)y+iz, te[0,1]} CO.

Soit we {(1—t)z+1tz, t€[0,1]},ona
we{(l-the+ty, te|[0,1}u{(1-t)y+tz, t[0,1]} CcO.
Ainsi, on a w € 0. On a montré que
{(1-t)z+1t2, t€[0,1]} C O,

soit x%# 2z : A est transitive.

On a montré que %, est une relation d’équivalence sur O.

(b) e Soit (y,2) €l I[.';r:)z. Comme x% oy et x %oz, on a
[(1-t)z+ty, te[0,1]}cO et {(1-t)z+tz, te0,1]}CO.
Or,

{(1-t)y+tz, teo,1]}
c {(1-t)z+ty, te[0,1}uf{(l—-t)x+tz, te[0,1]}
c eliz).

On en déduit que cl (x) est un intervalle.

e Soit y € ¢l (x). Comme O est un ouvert de R, il existe r > 0 tel que
ly—r,y+r[CO.
Par définition de %0, pour tout z € |y —r,y + [, on a y#=.
Puis, comme x# ¢z, par transivité de #Zo, on a x%oz, ainsi z € cl (z),
d’ont Jly —r,y +r[ C el (z).

On a montré que cl(x) est un intervalle ouvert.

(¢) Soit (x,y) € O%. On suppose cl(x) Nel (y) # &, montrons que
el(z) =el(y).

Soit z € el (z) Nel(y) et soit s € cl (x).
Comme s et z sont deux éléments de ¢l (z), on a s%nz. Comme 2%oy, par
transivité de Zp, on a s#oy et s € el (y). Ainsi, cl (z) C el (y).

Par symétrie des réles de z et y, on a done ¢l (z) = el (y).
On a montré que

V(z,y) € 0% clz)nc(y)=2 ou cl(z)=cl(y).
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(d) Soit O = [el(z),2€0}. Ona O = |J y. Comme = € cl(z) pour tout
yeld
T e, O est constitué d’intervalles non vides.
Par la question 6 (b), tout élément y de O est un ouvert. Par la question 6

(¢) et comme O contient des éléments deux a deux distinets (car ¢’est un
ensemble), 'union est disjointe.

On a montré que ) est une union disjointe d’intervalles ouverts non
vides deux a deux disjoints.

(e) Comme @ est dense dans R, pour tout i € I, il existe z; € O; N Q.

i e i g I S e
Comine "'union est disjointe, 'application ¢ : ; e est injective.
e

Comme Q est dénombrable et ¢ injective, il s’ensuit que

II est fini on dénombrable.

7. Soit O un ouvert non vide de R. D’aprés les questions 6 (d) et 6 (e), on peut
écrire O = |J Jan, b,[ ol les intervalles ]ay, by [ sont tous non vides et deux i
ne.4
deux disjoints et .4 est an plus dénombrable.

Soit ¢ : A4 — A4 une bijection. Il est clair que 'on a

()= U [ bnf = U ]aw{n},b@[")[,

ne.A ne. 4

i.e. O ne dépend de 'ordre dans lequel 'union est faite. Mais, a-t-on

> (‘T"'r“{“}“%rni) =3 (bn—an)?

ne. A neA

Si A est fini, c’est trivial, méme si 'un des intervalles |ay, bi| (k € A7) nest
pas de mesure finie.
Si .4 est infini, alors .4 est en bijection avee N et, on peut utiliser les ré-

sultats des questions 1 et 2 qui assurent que les séries Z,y (E’Tﬁiﬂ}l — @yy(n J) et
.
> (b, — ay,) sont de méme nature et de somme égale en cas de convergence.
ne. 4"

La définition proposée est valide.

8. On éerit O = | lap,by[et O' = [ ]aj,,b,[ ol les deux unions sont dis-
ne. A ne. 4!
jointes avee pour tout n € N, a,, < b, et a), < b}, et A", A" sont deux ensembles
au plus dénombrables.
On commence par montrer que pour tout n € 4, il existe n’ € A4 unique tel
que Jan, bp| C ]ﬂ,‘;i,1 b, {
e Unicité
Soit n € .4 et soit (n,n") € (A")? tel que

!

}ﬂ.n,lr}ﬂ_[ C ]ﬂ':l"'- n’[ et ]&p;,bn[ _ ]{I':?u?f}:.‘,ul.
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Ainsi, Ja!, b, [n]al,. b, [ £ @.

Par la question 6 (c), on en déduit ]a;;_. b;,[ z= ]a:t,,, b [, puis n’ = n” car
les intervalles |aj,, by, pour n € .47 sont deux & deux disjoints.

e Fristence
Soit x € O.
Il existe n € A" tel que = € |ay, by[ de sorte que Jay, by| = clp ().
Comme O C (¥, on a clg () C el (x).
Or, d’aprés la question 6 (b), elgs (x) est un intervalle ouvert inclus dans
0" : il existe n’ € A" tel que clor (z) = al,, b, [.
On a montré que ]a,:, hﬂ[ C ]a;.j 5:1. [

SRR

,  qui est bien définie d’aprés ce qui précéde.

Soit Iapplication 4.
18] s 1Catlo 2 B
Pl “"1n  —n

On écrit done

o= U Jduth[= U Jantilu U Jawtil.

ne. A’ ncp(.A4) ne. 4N A4)

De part la question 7, on en déduit que

AMO)= ¥ (h-a)+ S (bh-dl).

nep(.A4) neA " N\p(AN)
Or,
vn = ud/, b‘n — Oy E b;,g{n] i a;pl{n}v
d'oll
3 (Bh—dh) = Y (bh—an) =A(0).
'nE',ﬂ'{-/V] nE-/V
Comme ¥ (b, —aj,) = 0, on obtient

ne N \g(A)

A(0) = A (0).

. D’aprés la question 6 (e), on peut écrire
_ i) g(n)
meN, O,= ]a}[_ b [
ke Ay
oll pour tout n € N, ¥, est un ensemble au plus dénombrable.

Les ouverts (Op),,on ¢étant deux i deux disjoints, les intervalles ]niﬂj,bi“} [ le
sont aussi.
On peut done écrire

o +o0
8=\ los={] L) ]“';[.-"}!bri}['

n=>0 n=0Lec. 45
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On notera que ['union est en fait une réunion dénombrable car N est dénom-
brable et les ensembles .4}, sont au plus dénombrables pour tout £ € N. On

obtient done
A(0) = Z N ] ‘“}[.

n=0ke. ¥,
Or, pour tout n € N,
> a5 [ = A(0n)
!t pm— ).
ke.A,
Il s’ensuit que
-3x00.
11,._.
10. (a) Pourn e N, ]Hﬂ = ?f F3:0n + on +2 [ est un un intervalle ouvert (question
3), ainsi
+ o0
E £
U ]a“ ! 2n+2’aﬂ+ on+2 [
n=>0

est un ouvert comme une réunion d'ouverts (question 4).

Comme Q est dense dans R et Q € O, on en déduit que O est dense dans
R.

On a montré que O est un ouvert dense de R.

(b) D’apreés la proposition admise, on a

+oo £ E
A0) < E']l(]an—'g;ﬁﬂﬂ"' EﬁﬁD
i

Or, pour tout n € N,

A\ £ £ _ £
(] n — 2n+'2 Ot oo 2ﬂ'+2 D @n + on+2 ({1,; 2r1+2)
o= an+l
+oo g
Comme 3 ST =S ona montré que [ A (O) < e,
n=0

¢) | O est un ouvert dense dont la mesure est inférieure i & > 0 fixé. |

11. Soit O un ouvert de R. On peut écrire O = |J |an,bn| avec A" au plus

ne A
dénombrable.

Comme f~!(0) = f~ ( U Jan, bn[) 1 (Jan, by|), ainsi il suffit de
ne.A4 b 1=N -‘Y

montrer que pour tout n € A, f!(]an,by|) est un ouvert de R pour tout
n € .4 et d'utiliser la question 4.
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12

13.

14.

Soit n € A et soit x € f~! (Ja,, by[). On a done f () € |a,, by,[. Par continuité
de f en x, il existe r > 0 tel que pour tout y € R,

(Welr—ra+r) = (f(y) € lan,bu[) .
Ainsi, ]z —r,x +r[ € 7! (Jan, by[). done f7! (Ja,, ba[) est un ouvert de R.

On conclut que, si f est continue sur R, alors pour tout ouvert O de R,

F71(O) est un ouvert de R.

Soit € R et soit £ > 0. D’aprés la question 3, Uintervalle | f (z) — ¢, f (z) + ¢
est un intervalle ouvert de R.

Par hypothése sur f, f~! (Jf (x) — <, f (x) + £[) est un ouvert de R contenant
z. Done, il existe a > 0 tel que

Je—az+alC f7(f (2) —¢ f () +<]).
En particulier, pour tout y € |z —a, x + af,
fy) €lf(z)—e f(z) +e[
On a montré que

Ve>0,3a>0,VyeR, (jy—z| <o) = (If (y) - f(z)| <e).

On a montré que f est continue en tout x € R, done f est continue sur R.

fP(x)
Soit € R. L’égalité fP(x) = [ 1dt est claire.
0
De plus, par définition,

) 1 sifP(x) >t
Vi€ RL, lper, friy)>0 (2) = {-:} i

si fP(z) <t
Il s’ensuit que
+oo
g / Liyer, fr(y)>1) (=) dt.
0
On a montré que
FP(x) +o0
Vr € R_. fi'" [fﬂ} = f 1a= ] l{yER, fP{y)=t} {_T} dt.
0 0

Comme [ est continue i support compact, fP 'est aussi. Si A > 0 est tel que
pour tout |z| = A, f(x) =0ona

+oo A

/fﬁ(a:}d:r=/f*’[ﬂfld-"f-

-0 —-A
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A
Comme la fonction f est continue sur R, Uintégrale [ f () dz existe bien. De
—A

plus, en utilisant la question 13 et 'indication, on a

4oc +o0 f +o0
/fpﬁl'}di'-‘ = f(fl{yER,fP{y}}r.} (-’f’}df) da

—00 0
+00 f 400
-— f (:/ l{yER' f"{yJH} {ﬂf) dﬁ:) di.
0 o0
+00
15. Par définition de la fonction 1p, on a A(Q) = [ 1g (x) da.
— o0

[P est continue sur R car f lest, ainsi

{yeR, fP(y) >t} = (/7)~" (¢, +oc])

est un ouvert de R comme image réciproque d'un ouvert de R par une fonction
continue (question 11).

Done,

+o0

_/ l{yER, fe(y)=t} (x)dz = X({fP > t})

—0
et finalement en utilisant 'égalité établie A la question 14, on a

+o0 o
f i) = f A({fP > t}) dt.
i c® 4

+o0

16. On pose t = uP dans l'intégrale [ A({f? >t})dt. On a done
0

o0 +o
f)n({_,fp}t})dt: f}t{{fp>u-p}qup_ltlit.
0 0

Or, [ est i valeurs positives, done pour tout u € Ry, {f? > wP} = {f > u}. En
utilisant 'égalité établie 4 la question 15, on a

+oa +oo
ff”(’-‘i)dﬂf=r’fl({f:r-u})u*"ldu.
4 /




Theéeme 29

Sur les suites convexes

Thémes abordés : Suite, série.
Difficulté : HRECC]

Ce sujet étudie quelques critéres classiques sur la convergence des séries.
Une bonne connaissance du cours sur les suites et les séries est requise.
Les parties sont largement indépendantes.

29.1

Suite de Cauchy

Définitions. Suite de Cauchy, valeur d’adhérence.
Soit (un),cn une suite de complexes et soit £ € C.

e On dit que la suite {u")nEN est une suite de Cauchy si :

Ve >0, 3N eN, ¥Y(n,p) e N2, (n,p> N = |t — up| < €).

e On dit que { est une valeur d’adhérence pour la suite (un), N s'il existe

p: N — N strictement croissante telle que (u?{"})"EN converge vers [.

. Montrer qu'une suite complexe convergente est de Cauchy.
. Soit (), une suite complexe de Cauchy.

(a) Montrer que (un),, . est bornée. En déduire qu'elle admet an moins une
valeur d’adhérence.

(b) En déduire que la suite (un),, 5 converge.

. Soit (an),cn une suite de complexes.
Montrer que la série Y a, converge si, et seulement si,
n=0
P
Ve>0,3INeN,V(n,p)eN? [N<n<p= Ztlk <€l
k=n

. Donner un exemple d'une suite de rationnels de Cauchy qui ne converge pas

dans Q.
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29.2 Transformation d’Abel et théoréme d’Abel

Définition. Opérateur A.
Soit (ap), N € CN.
On définit la suite (Aap ), . par : pour tout n € N, Aap = an — an41.

Le but de cette partie est d’établir le théoréme suivant :

Théoréme. Théoréme d’Abel.
Soit (an), N une suite de complexes et soit (An), . lo suite définie par
i
Ap = ¥ ap. On suppose que (Ay)
k=0
décroissante de limite nulle.
Alors, la série Y anby, est convergente.
=0

n est bornée. Soit (by), . une suite de réels

ne ne

On prouve le théoréme. Soient (ay), .5 et (bn),.n deux suites complexes qui
veérifient les hypothises du Théoréme d ’,tiﬁcf.

5. Montrer que pour tout (n,m) € N2 tel que n > m > 1,

1 n—I1
> agb =" ApAb+bpAy — Ay ybin.
k=m k=m

6. Terminer la preuve du théoréme d’Abel.

Jm
7. En déduire les valeurs de a € R pour lesquelles la série % = — converge.

n=1 n

29.3 Un raffinement du théoréme d’Abel

Définition. Suite a variation bornée.
Soit (by),cn une suite de complezes.

On dit que la suite (bn), . est @ variation bornée si la série '} |Aby| converge.
=0

8. Montrer la généralisation suivante du Théoréme d’Abel : soit (ay), . une suite

n
de complexes telle que (Aﬂ =iy a_;,,) est bornée et soit (by,) neN Une suite
; i k=0 I‘IEN y
& variation bornée de limite nulle, alors la série 3 a,b, converge.

n=0
9. Vérifier qu'une suite réelle décroissante de limite nulle est & variation bornée.
En déduire que le précédent résultat est une généralisation du Théeréme d’Abel.

29.4 Suites convexes

Définition. Suite convexe. Soit (an), o une suite réelle.
On dit que la suite (an), o €5t convexe si :

Yne N, Aa, >0,
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10. Cette question s'adresse aux lecteurs ayant des rudiments sur les fonetions
converes (voir le Théme 26 : « Une introduction aux fonetions convexes » ).

Soit ¢ : R4 — R une fonction convexe.
(a) Montrer que la suite (¢ (1)), . est convexe.

(b) En déduire des exemples de suites convexes.
11. Soit (ay,), .y uUne suite convexe.

(a) Montrer que si (an),cn est majorée, alors (an), . est décroissante.
(b) En déduire que si (a, ), converge vers 0, alors (a,),, . est décroissante.

12. On suppose que (an), - est convexe et bornée.

(a) Montrer que la série 3 (n+ 1) A%a,, converge.
nz=0

(b) Montrer que la suite (nAay), N converge vers 0.

29.5 Un théoréme de Cauchy

Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Théoréme de Cauchy.
Soit (up), N une suite réelle décroissante de limite nulle.

Alors, les séries > uy, et > 2™usn sont de méme nature.

n=0 n=0
13. Justifier que
ak
Yk € N*, 2“"'-1.-,21- < Z Uy = 2k'1u2k_|,
n=028-141

14. Terminer la preuve du théoréme de Cauchy.

29.6 Une propriété qui caractérise « presque » les séries géomé-
triques

Définition. Progression géométrique.
Soit a € ]0,1[. Soit (up), . une suite de réels strictement positifs.

On dit que (up), . est une suite @ progression géométrique de rapport a si :
VYneN, un>0 ef tUnt1 < aiin.
15. Soit a € ]0,1[. Soit (uy,),, e lne suite i progression géométrique de rapport a.

(a) Montrer que % u, converge.

n=>0
400
(b) Pour tout n € N, justifier 'existence de R, = 3 uy.
k=n

(e) Montrer que
R, = . O (uy,) .
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16. Montrer que série i termes positifs convergente Y u,, qui vérifie
n=0

= O (1) n'est pas nécessairement une suite a progression géométrique.
=100

17. Le but de cette question est de montrer si (un), . est une suite décroissante

de réels positifs telle que 3 u,, converge et vérifiant R, = O (u,), alors,
n=0 n—+00

pour tout a € |0, 1[, on peut partitionner la suite (i), €n un nombre fini de
sous-suites i progression géométrique de rapport a.
Soit a € ]0,1].

(a) Justifier qu'il existe ¢ > 0 tel que
VneN, R, < cu,.
(b) Soit £ = LEJ Montrer que
YneN, (f+1)u, s <cu,.

(¢) En déduire que
VneN, u,u <au,.

(d) Terminer la preuve du résultat.
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Correction du Theme 29

1. Soit £ la limite de la suite (un), . Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour

[
tout n > N, |u, — €| < 3

En utilisant 'inégalité triangulaire, pour tout n,p > N, on a :

£ £
|un—t‘-.u.| E: |'Hn —F|+|u-p-'fl| E E"‘E = E.

2. (a) Par définition, il existe N € N* tel que pour tout n,p = N, |un — up| < 1.
En particulier, pour tout n > N, on a

|u‘“'i 4:—:' IHNI 4 |'u':rl = H'NI E Iun| + 1.
Donc
Vn € Ih";'- Iﬂﬂ-l < max {|L|!u| !|u1| yoas :-['HN—1| ' |'MN| + 1} .

On a montré que la suite (un), . est bornée.

D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, la suite {un}" eN admet au
moins une valeur d’adhérence.

(b) Soit £ une valeur d’adhérence et ¢» une extractrice : on a

li — A
n—lbI-II-loeu"'Ir ()

Comme 1 est strictement croissante, pour tout n € N,
P(n)=n

Soit £ > 0, il existe N € N tel que pour tout n,p > N, |u, — up| < . En
particulier, pour tout n,p > N,

‘umﬂ} = up‘ <E.

En faisant tendre n vers +oc, on obtient |u, — | < «.

On a montré que la suite (u,), N converge vers £.

3. Soit (Sn),cn la suite des sommes partielles.

Par définition, la série % wu, converge si, et seulement si, la suite (S,)
n>0

nelN
converge.
Or, d’aprés les questions 1 et 2 (b), la suite (5;), . converge si, et seulement
si, elle est une suite de Cauchy, soit

< 5).

P

S g

k=n

Ye>0,3NeN,VY(n,p) e N?, (N<n<p)=— (

L’équivalence est montrée.
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[11]'*\&]‘

4. Soit la suite (un),,cy définie par u, = *—-2

Il est clair que pour tout n € N, u, € Q.
De plus, par définition de la partie entiére, on a

10"/2 -1 107"/2
e Iy K d
107 10m

YneN,

Par encadrement, on a  lim wu, = v2 € Q.
T—F 400

Par la question 1, la suite (un),.n € QN est de Cauchy mais ne converge
pas dans Q.

5. On remarque que pour tout k > 1, ap, = A — Ayp_y, ainsi, on a :

Do = Y (Ap—Apy) by

k=m k=m
n n
— Z Akbk — Z Ak—lbk
k=m k=m
n n—1
= > Abp— > Apbrg
k=m k=m-—1
n—1
— _‘Am:u lbnl + Anbrl + Z Ak {bk - b.‘:+l}
fe=m
n—1
— _Ani—lbrn + Anbn + z Ak-&bk.
k:lﬂ
6. Soit M un majorant de la suite (|An]),cn-
Pourtoutn,me N telsquen >m = 1,ona :
n n—1
S~ agbi| < M (Jba] + [bml) + M > |bg — b
k=m k=m

Or, la suite (by), . est décroissante, done par télescopage, on a

n—1
Z |£‘.I.* = bk+-1| = by, — bﬂ-'

k=m

Ainsi, pour tout n >m > 1, on a

Z ﬂkﬁk

k=l'l'.l

E JP"J (Ibm| + 1bn| F 'i}ﬂl. - bn) E J"I ([bml o Ih"| + bmJ 8
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Soit £ > 0. Il existe N € N tel que pour tout p > N,

IS s
donesin>m=> N,ona
= g
E arbe| < 3M x SOr+T)

< E.

1
On a montré que la suite (E H&) est une suite de Cauchy. D'aprés la
k=0 neM

n
question 2 (b}, la suite (Z I converge, donc | la série » wu, converge.
k=0 neN n20

n

. Pour tout n € N, on pose a, = e'™ ot A, = ¥ e'*. Un simple caleul donne

k=0
" n (1)
ik nk_l-—e
g = e = —_—
> =3 ) =2
k=0 k=0
De plus, en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient
1 — giln+1) 9
YrneN, [A.|l= : < —,
|An] 1—el |~ |[1-¢|
La suite (Ap ), . est bornée.
i
On va montrer que la série % ﬂ._“ converge si, et seulement si, a > 0.
n>1
ST pin
e Sia < 0, alors pour tout n € N*, |—| = 1, la série > — diverge
i n=l T

grossierement.

e Sia > 0. On a déja montré que la snite (Ay),, . est bornée. De plus, il est

" : 1 " .
clair que la suite (—a) est une suite réelle. déeroissante et de limite
n

nelMN*

nulle.
in
Par le Théoréme d’Abel, la série ¥ D—u converge.
n>1 M

in
# oy e M
On a montré que la série 3 — converge si, et seulement si, a > (.
n=1
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8. On reprend |'égalité établie 4 la question 5 : pour tout n,m € N tels que

n=m>1,
] n—1
Z apby = ) | Apdbj + by Ay — A1y
k=m

Soient £ > 0 et M € R % un majorant de la suite (|A4a|),en-

Comme la série Y~ |Abg| converge, d’aprés la question 3, il existe Ny € N* tel
k>0

que pour tout p,q = N; avec p = q,

E |Ab|| <

[
= = oM’

Ainsi,sin>m > Nj,ona

n—1

E Arabe <
k=m

De plus, la suite “’“)nEN converge vers 0, donc il existe No € N tel que

<M z |Abk| < A!2

k=m

M~

Vﬂ'ENQJ |bﬂ-| _— 4”

En posant N = max { Ny, Na}, on en déduit que : pour tout n > N,

n—1 n—1
> ApAbg +baAn — Am—1bm| < |D ApAby| + [bu| M+ |bm| M
k:l'!:r k ne

B = =

= 2 3+ 1 1 +3 i

< E

D’aprés la question 3, on en déduit que la série 3 apb, converge.
nz=0

9. Soit (uy), . une suite décroissante et de limite nulle.
Soit N € N. En utilisant la décroissance de la suite (u,), . et un télescopage,

on a .
Z | Aty | = Z — Upt1) = Up — UN41-

n=>0

Comme lim {uu - tr,,n..r+|]| = ug, on en déduit que la série 5 |Au,| converge.
N—=+oo >0

On a montré que les hypothéses de la question 8 entrainent celles du Théoréme
d’Abel : le résultat établi 4 la question 8 est une généralisation du Théoréme
d’Abel.

10. (a) Soit n € N. Comme ¢ est convexe sur R4, par définition, on a :

et =¢ (50 +30+2) < 3o + 50 (1+2),
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(b)

s0it
2on+1)<pm)+p(n+2).
Or, pour tout n € N*,

,52-”,,, = Aup— Aupy

(tn = n41) = (Unt1 — Un42)
Uy + Uppp — 21-‘!'1't+]

= D

d’apres le caleul précédent.

On a montré que si ¢ est convexe sur Ry, alors la suite (¢ (n)), en est
convexe.

Il est clair que les fonctions exp et — In sont convexes sur leurs ensembles
de définition (car leurs dérivées secondes sont positives), ainsi

les suites (e"),,.p et (—In(n)), . sont convexes.

Pour montrer que la suite (an),.n est décroissante, il suffit de montrer
que pour tout n € N, Aa, = 0.

Supposons qu'il existe k£ € N tel que Aag < 0.

Par convexité, pour tout n € N, Aay, = Aay — Aapyq 2 0, ainsi pour tout
n>k

En particulier, pour tout n = k, Aa,| < Aa, < 0 et |Aa,y| =2 |Aay,|.
Pour tout n >m = k, on a :

Ay —yyp = (ﬂ'n — ﬂ'n—l] = i (ﬂ'runi-l = ﬂru]

n—l1
- = Z a"}-[lk
k=m
n—1

= 3 |Aa.

k=m

Or, d’aprés ci-dessus, comme n >m = k,on a

n—1
Z |ﬁﬂ'1‘l z (n—m) Iﬂﬂ-m| .

.L'ZI'H

Comme lim (n—m)|Aa;,| = +oo, on en déduit que
n—k+00

lim (ap, —am) = +oc.
n—+oo

Cela contredit le fait que la suite (ay,), . soit majorée.
On a montré que pour tout n € N, Aa, = 0, soit ay 2 anyy :

la suite (an),,cn est décroissante,
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12.

(b)

(a)

Comme la suite (a,), N converge, elle est majorée.

En utilisant la question 11 (a), la suite (an), .y est décroissante.

Daprés la question 11 (a), la suite (an), . est décroissante.
Comme elle est minorée, elle converge : soit £ sa limite.
Par télescopage, on a

n—l1 n—1

ag—¥¢= lim Z(ﬂk—ﬂkﬂ): lim Zﬁﬂ_{;,

n— oo

Ainsi, la série 3  Aa; converge : soit M = 0 tel que pour tout n € N,
k>0
T =
E Aag. < M.
k=0
En utilisant le résultat de la question 5 avec m = 0, on obtient : pour tout
neN,

n

M= Mg =Y (k+1)A%; + (n+1)Aa,, (29.1)
k=0 k=0

Or, la suite (@,),, 5 est convexe, done pour tout k € [0,n], A%a;. = 0. De

plus, comme (a,), . est décroissante, pour tout » € N, (n+1) Aa, > 0.
On en déduit que

i
VneN, M=) (k+1)A%y >0.
k=0

Le critére de comparaison des séries i termes positifs assure que la série

5" (n+1) A%a, converge.
=0

En reprenant la ligne (29.1) de la correction de la question 12 (a), on a :
pour tout n € N,

T n
M= Aap =) (k+1)A%a;+ (n+1)Aan,
k=0 k=0

soit
n

VneEN, (n+1)Aan=a0—ant1— Y (k+1)A%y.
k=0
Comme la suite (ap), N converge (remarque faite lors de la correction de

la question 12 (a)) et la série > (n+1) A%a,, converge, on en déduit que
=0
la suite (nday), . converge : on note £ sa limite.

Comme la suite {“nlneN est décroissante, on a Aa, = 0 pour tout n € N,
done £ = (.
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Supposons £ > 0. Ainsi, il existe N € N tel que pour tout n > N,

P b
[n+ ]}ﬂan = -2-! Soit ap — Ap4) 2 2{?l-+ 1}

Une récurrence immédiate montre alors que

f 1
VineN, (n>2N)= |ax—an > = b
2 k
k=N
: n-1 1 Gk
Comme "Hr_}}m kEN T - +00, on en déduit que
lim a, = -0,
n—++00

ce qui est exclu car la suite (a,), . est supposée bornée. Ainsi £ = 0.

On a montré que la suite (nAay), . converge vers 0.

2&
13. Soit k € N*. La somme 5. up comporte 28! termes. Comme la suite
n=2k—141
(n) e est décroissante, pour tout n € [25=1 + 1,25, on a ugk < un < ugk-1.
En sommant, on obtient

ok

k—1 k—1
2" U < Z Uy < 2% thpe—1.
n=2k-14}

14. Soit N € N*. En sommant |'inégalité obtenue i la question 13 entre 1 et N et
en utilisant la relation de Chasles, on a ;

N !
1 k k
- b TR o up < T T
LYt s s Y2kl
k=1 k=2 k=
e Sila série 3wy converge, alors par comparaison, en utilisant le membre
50
de gauche de l'inégalité établie ci-dessus, la série Y 2Fu,i converge.
k=1
e Si la série Y Ek'qu converge, alors en utilisant le membre de droite de
k=0
I'inégalité établie ci-dessus, la série Y uy converge.
k>0

On a montré que les séries > wu, et > 2™ugn sont de méme nature.
=0 =0

15. (a) Une récurrence immédiate montre que : pour tout p € N et pour tout
nzp,0<u, <a Pu,
Comme la série ) a" converge (série géométrique), on en déduit que
nz=0

la série Y uy converge.
n=0
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(b) D’aprés la question 15 (a), la série » u, converge, done R,, existe pour

b n=0

tout n € N.

(¢) En utilisant & nouveau la majoration de u,, obtenue i la question 15 (a),
pour tout n € N, on a :

R,, +00 uj, 400 +o0 aup
0< 2 = = < ug M=y dF = ;
S e T 2 g S I
k=n+1 k=n+1 k=1

Il s'ensuit que B, = O (ug).
n— 400

16. Soit a € ]0,1] et soit la suite (un), . définie par :

Yne N, wum=ums =a”.

Il est clair que la série 3 wu, converge car la série } a™ converge.
n=>0 n=0

De plus, comme pour tout n € N, uz, = ugn41, il n'existe pas de réel a € 10, 1]
tel que ugp41 < auzp.
17. (a) Comme R, = O (uy). par définition, il existe une suite bornée (ax),, -y
=t =030
telle que : pour tout n € N, R, = anun.
Si ¢ est un majorant de la suite (a,),

pour tout n € N, on a Ry, < cuy.

(b) En utilisant la décroissance de la suite (u,),, . et la question 17 (a), pour
tout n € N, on a :

n4-f +o0
(C+1)tpye < z U = Zu,_. = Ry < tup.
k:n .’.‘:u

(¢) En utilisant I'inégalité obtenue A la question 17 (b), on obtient

[
VneN, uppe< i+ 1'“511.-
Par définition de £, on a £ < el S 1, doll — < a.
a f+1

On a montré que pour tout n € N, u,, s < auy,.

0 ... uf"! définies par :

(d) Soient les suites u
Vie[0,6—1], Yne N, u} = uj iy

Par construction, les suites u* pouri € [0, f — 1] forment bien une partition
de la suite (i), .- De plus, en utilisant U'inégalité établie a la question
17 (¢), on a

Vie[0,0—1], Vn € N, 4y = Uignisr < QUipne = Q.

Les suites (u) pour i € [[0, £ — 1] répondent i la question.




Théme 30

Théoréme de convergence dominée

Thémes abordés : Continuité, caleul intégral, série.

Difficulté : NREEC]

Ce sujet démontre le théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans un cas
particulier. Ce théoréme, un des plus important d’Analyse, sera abordé en classe de
MP.

Les parties 1 et 2 sont indépendantes. Les résultats de ces parties servent i établir
le théoréme d’Egoroff (partie 3). La partie 3 sert pour établir le théoréme de conver-
gence dominée (partie 4). La partie 5 est une application du théoréme de convergence
dominée établi 4 la partie 4.

30.1 Convergence simple, convergence uniforme

Définitions. Convergence simple, convergence uniforme.
Soit I un intervalle de R.. Soit (fy,), o une suite de fonctions définies sur I ef
soit f: 1 — R.

e On dit que ( In)pen converge simplement vers [ sur I si:

Yrel, n-l-];Tau Tl =T 1x)-:

e On dit que (fn),on converge uniformément vers f sur I si:

lim sup|fn(z) - f(z)] =0.
!

=400 re

1. Montrer que si une suite de fonctions ( fn), cp converge uniformément vers une
fonction f sur un intervalle I, alors (f ), converge simplement vers f sur [.
2. Montrer que la réeiproque est fausse.
Indication : On pourra considérer la suite de fonctions (fy,),, . définies sur
[0,1] par : fn (z) = 2™

3. Soit (fu),en une suite de fonctions définies et continue, qui converge uniformé-
ment vers une fonetion f sur un intervalle 1.
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(a) Montrer que : pour tout (z,y) € I? et pour tout n € N,

|f (@) = F ()| < |f (@) = fu (@) + |fn (@) = fu (W) + 1S (w) = fu ()]

(b) En déduire que f est continue sur [.
4. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit (f,,), o une suite de fonctions définies
et continues sur [a, b telle que (fn),,cn converge uniformément vers une fonction
f sur [a,b]. Montrer que

n—+400

b
lim f|f{:{:}——fn (x)|dx = 0.

30.2 Introduction & la mesure de Lebesgue

Définition. Tribu.
Seit X un ensemble et 2" un ensemble de parties de X. On dit que 2 est une
tribu sur X si :
i) @e & ;
ii) siAec Z,alors Ac X ;
. +00
iii) si (An),cn est une suite d’éléments de 27, alors ) An e &.
n=0
Soit X un ensemble et 2" une tribu sur X.
5. Montrer que {&@, X'} et 2 (X ) sont des tribus sur X,
6. Montrer que si (Ap)ge,<y €st une suite finie d’éléments de 27, alors

N
Jane 2.
n=0

7. (a) Montrer que X € 2.
(b) Soit (Apn), o une suite d’éléments de X. Montrer que

-+ 00

[J4ne 2.

n=>0

8. (a) Soit (27);c; une famille de tribus sur X. Montrer que [ 2 est une tribu
icl
sur X.
(b) Soit A un ensemble de parties de X. En déduire 'existence d’une plus petite
tribu, notée o (A), (au sens de I'inclusion) contenant tous les éléments de

Définition. Mesure.
Soit (X, 2°) un ensemble X muni d’une tribu 2.
Soit p: 2 — Ry U{+oc}. On dit que p est une mesure sur X si :
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i) p(@)=0;
ii) pour toute suite (Ay), en d'éléments deux @ deur disjoints de 27

+o0 +o0
H (U Aﬂ) = Z.U-{-"ln)r
n=0 n=(0

légalité ayant lieu dans Ry U {+00}.

Un ensemble X muni d’une tribu 2 et d'une mesure p s'appelle un espace me-
suré et on le note (X, 27 pu).

Lorsque p (X)) est fini, on dit que p est finie et lorsque p (X) = 1, on dit que p
est une mesure de probabilité.

Soit (X, .27, u) un espace mesuré.

9. Soit (Ay) keo,n] e Suite finie d’élément deux a deux disjoints de 2. Montrer

que
[ (U ﬂk) = n(4).
k=0

k=0

10. Montrer qu'une mesure est croissante : pour tout A, B € &
(ACB) = (u(A) = p(B)).
11. (a) Soient A et B deux éléments de 2. Montrer que
n(AUB) < p(A)+pu(B).

Indication : On notera que A et B ne sont pas supposés disjoints.

(b) Soit (Ay) ke1,n] UD€ suite finie d’éléments de 2. Montrer que

Ju (U) <) n(Ar).
k=1 k=1

12. Soit (Ay ), une suite d’éléments de 2” croissante pour 'inclusion.

Pour tout n € N, on définit la suite (ﬁ;) " par :
ne

;‘i;) = Al_'_l et Vne N*1 :;1:1 = An\\-‘iu—l-

(a) Montrer que la suite (An) » est une suite d’'éléments de 27 deux i deux
nel
disjoints.

(b) Montrer aussi que l'on a

Yne N, CJA;,.=0;1;,

k=0 k=0
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(¢) En déduire que

Jim g (Ay) = (U Aﬂ)

n=>0

13. Soit (An),,cn une suite d’éléments de 27, Montrer que

+o0 +oo
i (U An) = ZJ‘{An}s
n=>0 ri=()
I'inégalité ayant lien dans Ry U {+0c}.
14. On suppose dans cette question que g est finie. Montrer que, pour tout A € 2,

p(A) = p(X)—p(A).

Définitions. Ouvert de R, ouvert d’un intervalle.

e Soit O C R. On dit que O est un ouvert de R si pour tout x € O, il eriste
>0 tel que |t —e,xz+2[ C O.

e Soit [ un mtm‘?mﬂr de R. Soit O = I. On dit que O est un ouvert de I s'il
existe un owvert O tel que O =1InN 0.

Soit O un ouvert non vide de R. On définit sur O la relation binaire suivante :
pour tout (x,y) € 0%, 2%y < {(1-t)z+ty, t€[0,1]} cO.

15. Montrer que # est une relation d’équivalence sur O.

Pour tout z € O, on note ¢l (z) = {y € O, z#y}.
16. Montrer que pour tout € O, ¢l (x) est un intervalle ouvert de R.
17. Soit (x,y) € O%. Montrer que l'on a :

c(r) =c(y) ou c(z)nel(y)=@.

Soit I = {ecl(x;), i € I} on la famille (x;), ; est de telle sorte que les ensembles
¢l (2;) soient deux A deux distinets et |J el (z;) = O.
iel
18. Montrer que 'on peut écrire O = |J el (x;) ott J C I et I'union est disjointe.
icd
19. En utilisant la densité de Q dans R, montrer que 'union précédente est une
réunion disjointe an plus dénombrable d’intervalles ouverts.
Indication : On pourra introduire une application de I vers Q injective et
utiliser le fait que Q est dénombrable.

Définitions. Tribu borélienne, mesure de Lebesgue sur un segment.

o Soient a et b deux réels tels que a < b. On note % ([a,b]) la plus petite tribu
contenant tous les intervalles ouverts inclus dans [a,b] (elle existe d’aprés la
question 8 (b)).

On Uappelle tribu borélienne sur [a, b].
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o Sur % ([a,b]), on admet qu’il existe une unique mesure A vérifiant les points
suivants :

* A est invariante par translation : tout A € 9 ([a,b]) et pour tout x € R tel
quex+ B ={x+b, be B} C [a,b]

A(B)=A(z+B),

* pour tout segment [c,d] C [a,b], on a X([e.d]) =d —e.

30.3 Théoréme d’Egoroff

Remarque. Si a < b sont deux réels et f : [a,b] — R est continue par morceaux, la
b
notation [ f(t)dt a un sens pour vous. On admet que la notation [ f(t) dt garde
B

un sens lorsque B est un élément de la tribu borélienne sur [a,b]. On admet que la
relation de Chasles reste vraie : pour tout (A, B) € % ([a,b])® tel que ANB = @ et
AUB = [a,b],

jf{t)dt=ff{t}df.+/f(”dt_
“ A B

Théoréeme. Théoréme d’Egoroff.

Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit (fn),cn. une suite de fonctions
continues définies sur [a, b] telles que ( fy) converge simplement vers une fonetion
f continue sur [a,b].

Alors, pour tout £ > 0, il existe A C [a,b] mesurable vérifiant X ([a,b]\A) < = tel
que (fn),en+ converge uniformément vers f sur A.

nelN*

Nous prouvons le théoréme d’Egoroff. Soit ( fn), cp+ une suite de fonctions définies
et continues sur un segment [a, b] qui converge simplement vers une fonction f continue
sur [a, b].

Pour (k,n) € (N*)2, on définit

Ek,n= ﬂ {IE Iﬂ'-b]! |fi{37]_f($}| = %}

i=m

20. (a) Montrer que pour tout (ki) € (N*)?,

{a.- € la,b], |fi(z) - f ()| < %}

est un ouvert de [a, b].

(b) En déduire que

¥ (k,n) € (N*)?, Epn € #([a,b]).
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21. Montrer que pour tout k € N*, la suite (£ ,)
sion. En déduire que

N o B i
nene oSt croissante pour U'inclu

+o0
nlil-}-]oo/\ (Ek_.:-:) =A (U Ek.,;.) .

n=1

22. Montrer que pour tout k€ N*

+o0
[{I, b] = U Ej .

n=1
Indication : Pour l'inclusion difficile, si = € [a,b] , on pourra éerire la définition
de la convergence de la suite (f, (2)),cne avec e = E (k€ N*).

23. Soit £ > 0.
(a) Montrer que pour tout k € N¥, il existe n;, € N* tel que

A(Ein,) = A([ayb]) - 2%

+oo
(b) Soit A= |J ([a,b]\Ej,n,). Montrer que A(A) < e.

24. Montrer que la suite de fonctions (fn),.n+ converge uniformément vers f sur

[a.b] \A.

30.4 Théoréme de convergence dominée

Le but de cette partie est d’établir le théoréme suivant, fondamental en Analyse.

Théoréme. Théoréme de convergence dominde de Lebesque.

Soient a et b deux réels tels que a < b.

So%'f. ( fﬂ)“EN‘ une jmite de fonctions eontinues qui converge simplement vers une
fonction [ continue, i.e.

Yz € [a,b], nhlj-loof“ (z) = f(z).
On suppose qu'il existe g : [a,b] — Ry continue telle que

VneN, Vo elab], Ifa(@)l<g().
Alors

b
Jim [ 1f (@) £ (@)l dz =0.

Nous prouvons le théoréme. Soit £ > 0.
25. Justifier Pexistence de

M= s (f @) +lo @),

zela,
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[ =
L=

2M +1
de fonctions (fn),cn converge uniformément vers f sur A.

On note B = [a,b] \ A.
27. Montrer qu'il existe n € N tel que pour tout n = N,

26. Montrer qu'il existe A C [a, b] vérifiant A ([a,b] \A) < . tel que la suite

b2] ™

[182@ 1 @)lda <
B

28. Terminer la preuve du théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Indication : On admettra que le résultat de la question 4 reste vrai pour des
éléments de la tribu borélienne de [a, b].

30.5 Application : calcul de l'intégrale de Gauss

Soit la fonction g définie sur R par

ﬂ—{thl}x*
g(.l":l = fl—_H'.z—{IL
0

Soit f la fonction définie sur R par
=

2
VzeR, f(z)= f o dt.
0
20. Montrer que g est bien définie sur R
30. En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que g est dérivable
sur R et que
1
/ —(2+1)a?
VeeR), g(z)=-2z]e dt.

)

31. En faisant un changement de variable dans ¢', montrer que
. [y
VzeRY, g(z) =7~ (2).

32. Montrer que lim g(z)=0.

oo

33. En déduire que

x

lim /e_tg dt = ?

T 0O
1]
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Correction du Theéme 30

1. Soitxp € 1. On a
vneN, |[fu(zo)— f(zo)| < i‘éi: |fn (z) = f(2)].

Par hypothése, lim sup|fn(z) — f(2)| = 0, par encadrement, on en déduit
n—+4o0 rel

que

nﬂtﬂm fa (x0) = f(x0).

On a montré que la suite (fy), . converge simplement vers f sur I.

2. On suit l'indication et on considére la suite de fonctions (fn), cn définies sur
[0, 1] par f, () = 2™,
Clairement, la suite (fn (¢)),.n converge pour tout x € [0,1]. On note f la
limite simple de la suite (f,), cp- On a

3 _fo sizeo,1]
\;fmgilj}’l], f[.‘it?)—”lﬂulmfu(ﬁf}—{l i =1 .
De plus, on a

vee ot weN, In@-r@i={; 37500

On en déduit que pour tout n € N,

sup |fu () — f ()| = L.

xel0,1]

La suite de fonctions ( fy),, .y ne converge pas uniformément vers f sur [0,1].

3. (a) Soit n € N et (x,y) € I°. De toute évidence, on a

|f (@) = f (y) = |f (z) = fu (&) + fu (&) = fu () + £ (3) = fu ()]

L’inégalité triangulaire permet de conclure.

(b) Soit £ > 0.
Comme lim sup|f, ()= f(x)| =0, il existe N € N tel que pour tout
rel

T =0

Lol m

n>N, sup|fa(z)-f(2)] <
zel

On fixe un entier naturel n = N.
Comme f,, est continue en y, il existe a > 0 tel que

Vrely—ay+a[nl, |fu(z)-fu(y)] <

Sl M
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En utilisant I'égalité établie 4 la question 3 (a), on a montré que : pour
tout £ > 0, il existe & > 0 et pour tout x € I,

(zely—a,y+a[n])= (|f(z)=f(¥)| <e).

On a montré que f est continue en tout x € [.

Ainsi, f est continue sur [I.

4. Déja, grice A la question 3 (b), on note que la fonction f est continue sur [a, b].
Pour tout n € N, on a

b

ff(t}dt-fbfn (t)dt

i

b

f(f[t} — fa (1) dt

b
S VOBV ACIE
< (b—a) sup |f(t)— fa(t)|.

te(a,b|

Comme la suite de fonctions (fy),,cp converge uniformément vers f sur [a,b],
on en déduit que

lim_(b—a) sup |f () = fu (t)| = 0.

=400 te(a,b]

Par encadrement, on obtient

b b
lim ffﬂ(tjtit:ff{t}dt.

n—r+00

5. e Il est clair que @ € {@, X} et est stable par passage au complémentaire.

+
De plus, si (Ap), o st une suite d’éléments de {@, X}, alors |J A, =@
n=0)

00

si pour tout n € N, A, = @ et |J Ay = X s'il existe n € N tel que
=0

An=X.

On a montré que {&, X'} est une tribu sur X.

e [] est clair que & € 22 (X)) et est stable par passage au complémentaire.
De plus, si (An),cxn est une suite d’éléments de 2 (X), il est clair que

+0o
U A € 2 (X).

n=0

On a montré que 2 (X ) est une tribu sur X.
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6. Soit la suite (;l:l) = définie par :
e
—  [An sine[0,N]
et A“_{z sin>N+1"

N +oo s
Par construction, |J An = |J An. Comme les A, sont des éléments de la tribu,
n=0 n=(

oo N
ona |J A, € 2, onen déduit que| |J A, € 2.

i'!=u n:ﬂ

7. (a) Comme & € 2, par passage au complémentaire, on a

G=XecdA.

(b) Par passage au complémentaire, la suite (A_n] nen st une suite d’éléments

- +oo —p—
de 27 ainsi | A, € 2.
n=0
Par passage an complémentaire et par utilisation d'une loi de de Morgan,
on a

+00 + 00
| | &= N aez.
0

n=>0 n=

8. (a) Comme pour touti € I, () € 2;, done Q) € ) 2.

iel
Soit A € [ 2;. Comme pour tout i € I, 2 est une tribu, pour tout i € I,
icl
Ac 2, puisde) %

iel
Un méme argument montre que si (A,), n est une suite d’éléments de

+oo
N 2:, alors |J A, € N 2.
el n=(} il

On a montré que (] 2; est une tribu.
ie]

(b) Soit 274 'ensemble des tribus qui contiennent A.

Soita(d)= [ &.
J{EIA

D’aprés la question 8 (a), o (A) est une tribu car ¢’'est une intersection de
tribus.

Il est clair que o (A) est la plus petite tribu au sens de I'inclusion contenant
A :si % est une tribu contenant A, alors & € 274, puis 0 (A) C #.

9. Soit la suite (B})..n définie par : pour tout i € [1,n]. B; = A; et pour tout
i>n+1, Bi=@.



CORRECTION DU THEME 30 437

Il est clair que la suite (B}.),. .5 est une suite d’éléments deux A deux disjoints

00 400
et que | ) A, = |J B,.
n=>0 n=>0
On a donce

(U AL) =p (U BL) =§H(Ek} = Zn:.ﬂ'[ﬂk}-

k=0 k=0

10. Comme les éléments A et B\ A sont disjoints, d’aprés la question 9, on a :
1 (B) = n(AU(B\A)) = u (4) + 1 (B\A)..
Comme p (B\A) = 0, on en déduit que | p(A) < p(B).

11. (a) On éerit AUB = AU (B\A), I'union étant disjointe. Par la question 9, on
H

p(AUB) = p(A) + p(B\A).
Comme B\ A C B, par la question 10, on a u (B\A) < p (B).
On a montré que p(AUB) < p(A) + pu(B).

(b) On procéde par récurrence.
Pour tout n € N*, on introduit la proposition 2%, :

Y (Ar,. .. dp) e 2, (UAL){Z;;,{AL b

La proposition %% est clairement vraie. On suppose la proposition 2,
vraie pour un certain entier naturel n € N*.

Soit (Ay;. 00 8g1) € L

D'apres la question 11 (a), on a

n+l n+1 n+1
i (U Ak) =p (Axu U Ak) <p(A)+p (U Ak)-
fe=1 k=2 k=2
L’hypothése de récurrence appliquée a As. . ... A4 donne

n+l n+1
#(U flk) <D n(4r),

fe=2 k=2

ainsi
n+1 n+l
Iz (U Ak) <Y n(Ax).
k=1 k=1
On a montré que la proposition &%, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, on a

¥n € N*, Y(Ay,...,A,) € ™, (U AL) <Y u(Ay).
E=1 k=1
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12. (a) Soit (i,7) € N? avec i # j, par exemple i < j.
On suppose que ﬁ; n ;fj— # &, Soit x € j., M ,:1:J On a alors,

reA; et xgA;i_| et zeA,

Comme j — 1 > i, par croissance de la suite (Ay,),,cn, o0 a x € A;, done
x € Aj_y, ce qui est exclu.

—

On a montré que la suite (An) est constituée d’ensembles deux a
ne

deux disjoints.

(b) On procéde par réeurrence et pour tout n € N, on introduit la proposition

o 1 i
“ U Ak = U ;i‘l. ».
k=0 k=0

Comme Ag = Eﬂ, la proposition & est vraie.

Supposons 2%, vraie pour un certain entier naturel n. En utilisant I'hypo-
thése de récurrence, on a

n41 . T . o
U A = U Aj U Ay
fe=0 k=0
n
== U A.ﬁ: U [A:n+l \\Au}
fe=0
n+1

= U Ap.
k=0

Ainsi, 22, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, on a

T T
Wne N, UA;;: U.;l]
k=0

k=0

(¢) A laide du résultat de la question 12 (b), il est facile de montrer que
‘o0 +o0 o
| ) 4= | J4s:

Les ensembles (AL.)L " étant deux i deux disjoints, par définition d'une
€
mesure, on en déduit que

+00 o0 +00 e n £
(O) (U 7) - Eo@) - m 3
k=0 k=0 k=0 k=0
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13.

14.

Or, pour tout n € N,

;(‘Uiﬂ) = ) (n(A) — p(Ar-1)) + 2 (4o)
=0

= U (-’111] .
On obtient

+co
nllh[-ll}oo'u(A"} =g (UHA“) i
=

i — n
Soit la suite (An) , définie par A, = Ap. I est elair que la suite
ﬂEN k=0

(1;1:1) est une suite croissante et
nelN
L T L n
VneN, A= J A=A
k=D =0

La question 11 (b) donne

YneN, p (;1:,) =p (U Ak) < Zp{.ﬂlk).
k=0 k=0

—

Comme la suite (A,.,) N est une suite croissante, d’aprés la question 12 (c),
ne
on a

- +o0 . 00
“Hlllm“ (An) = (anJu Aﬂ) =l (“LZJD An) .

n +o
Comme lim p(AR) = 3 p(A), on en déduit que
=0

f—pto0 n=0

o0 +o0
j (U An) < Zﬂ'[/’lﬂ)-

n=>0 n=0

Soit A€ 2. Ona X = AUA, I'union étant disjointe, Par la question 9, on a
p(A)+p(A) = p(X).

Comme A € X, d'aprés la question 10, on a pu(A) < p(X), en particulier,
i(A) € Ry.

Il sensuit que g (A) = p (X) — p(A).
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15. On va montrer que % est symétrique, réflexive et transitive.

e Symétrie
Soient x, y deux éléments de O tels que z#y.
Ona {(1-t)z+ty, te[0,1]} C O. Or,

{(=t)x+ty, te[0,1]} ={(1-t)y+tz, t € [0,1]},

on a done aussi y#r.

o Réflexivité
Soit x € O, il est clair que %z car

{(1-t)x+tx, t€[0,1]} C O.

e Transitivifé
Soient x, y et z trois éléments de O tels que x. %y et yo#z.
On a
{(1=t)z+ty, te[0,1]}c O
ef

[(1-t)y+tz, te[0,1]} CO.
Comme un élément de l'ensemble
{{(1—t)z+1tz, t€[0,1]}
est soit dans
{(1-t)yz+ty, t€[0,1]} ou {(1-t)y+tz, t €[0,1]},

on en déduit que
{(1=t)z+1tz, t€[0,1]} Cc O.

On a montré que % est une relation d’équivalence sur O.
16. Soit x € O.

e Soit y € el (x).
Soit = appartenant au segment d’extrémités a et y.
Comme

fl-t)x+tz, te[01]}c{(1-t)z+ty, te[0,1]} C O,

on en déduit que z € ¢l (x), done ¢l (x) est un intervalle.
e Soit y € el (). Comme y € O, il existe € > 0 tel que

ly—e,y+e[cO.
Soit u € |y — £,y + £[. Par définition de #, on a
udty et yHr.
Par transitivité, on a u%zx, donc u € cl (z) et |y — e,y + [ C cl (x).

On a montré que, pour tout o € O, ¢l (x) est un intervalle ouvert.
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17. Soit (z,y) € O?. Deux possibilités :

e Sicl(z)Nel(y) = @, c'est terminé.
e On suppose ¢l (z) Nel(y) # @. Soit z € cl(z) Nnel (y).
Soit u € cl (x). On a u#z, x#=z et 24y. Par transitivité, on a u#y, done
u € cl(y).
On a montré que cl (z) C cl(y).
Un raisonnement analogue montre ¢l (y) C el (x), ce qui prouve que

cl(y) =cl(x).

Pour tout (z,y) € 0%, onacl(y) = cl(z) oucl(y)Ncl(z) = 2.

18. Soit & = {cl(x),z € O}. Pour tout y € &, soit zy € y et soit J = {zy, y € £}.
11 est clair que |J el(z) C O.
xed
Soit x € 0. On a = € el(z). Or, el (z) € @, done d’aprés la question 17, on a
z € cl(z,), ainsi
0= | Jdtz).
xed
Supposons I'union non disjointe : il existe x; et x2 deux éléments de J tels que
cl(x1) nel (x2) # @. D'aprés la question 17, on a el (x1) = cl (x2), ce qui est
exclu par construction de .J.

On a montré que 'on a O = |J cl (x), 'union étant disjointe.
red

19. Comme pour tout i € I, ¢l (x;) est non vide, par densité de Q par R, il existe
un rationnel g; € ¢l (x;).
Comme les ensembles ¢l (z;) sont deux i deux disjoints, on en déduit que 'ap-
plication i € I +—— ¢; est injective.
Comme Q est dénombrable, on en déduit que

| I est fini ou dénombrable. |

20. (a) Soit (k,i) € (N*)*. Soit

}

Ead B

wefoen), @)1
Ainsi, on a :
|fi (z0) — [ (wo)| > T

Comme la fonction |f; — f| est continue sur [a,b], il existe a > 0 tel que

1
pour tout x € |zg — £, 29 + [N [a,b], |fi (z) — f(z)| > =

Comme |zg — £, 20 + [N [a,b] est un ouvert de [a, b], on en déduit que

{1‘ € [a,b], |fi(z) = f(x)] < %} est un ouvert de [a, b].
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(b) Comme pour tout (k,n) € (N*)?, E}. 5, est un ouvert de [a, b], par définition
de % ([a,b]), on en déduit que :

V(kn) € (N*)?, B, 2([ab]),
d’on par définition d'une tribu,
Epn € %4 (la,b]).

Une tribu étant stable par intersection dénombrable (question 7 (b)), on
en déduit que : pour tout (k,n) € (N*)?,

}Efi‘?({a,b]).

ol B

Brn=] {m & [a,b], 1fi (@) - £ (@)] <

121

21. Soit (k,n) € (N*)? et soit 29 € Ej .
Pour tout i e N, i > n, on a

Iy € {-’-’f € [a,0], |fi(x) - f (2)] < %}
En particulier, pour tout i > n + 1,
soe{relotl i@ -1@I<g}.

Ainsi zg € Ep 1.

On a montré que la suite (Ek.,;]" cn €st croissante pour I'inclusion.

En utilisant la question 12 (¢), on en déduit que

oo
wen A =3 (U )

22. On prouve les deux inclusions.

450
Soit k € N*. L'inclusion [a,b] > |J Ej, est claire.

n=1

Soit a € [a,b]. Soit k € N*.
Comme lim fu(z)= f(z),ona
n—++oo

3N, €N*, Vn €N, (n> Ny) = (an (2) - f (2)] < &

Erd I
e SR

+oo
Ainsi x € Ep ., donc z € |J Epp.

n=1
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o0
On a montré que [a,b] = |J Egn.

n=1

23. (a) En utilisant les résultats établis aux questions 21 et 22, on en déduit que

VEEN®, lim A(Egn) = A([a,8]).

Ainsi, il existe ny € N* tel que A (Ek,:ru.) > A[a,b]) — rz%
(b) D’aprés la question 23 (a), on a
» €
Yk e N*, X([a,b]\Epn,) < "
En utilisant le résultat de la question 13, on a
+ 00
A(4) = A (U (ta,bJ\Ek,nk))
=1
+oo
< > A(lab]\Ex,)
k=1
+oo &
£ ) 5
k=1
400
Comme L§| i 1 (série géométrique), on en déduit que
A(A) <e.

24. Soit xg € [a, b] \A. Par une loi de de Morgan, on a

4+

To € m Ek,ﬂkr
k=1

Done, pour tout k& € N*
wg € n {'1: € [a,b], |fi(z) - f(x)] < %} _
IZNg

Ainsi,

Erad

Vk e N*, Vi >ng, |fi(z0) — f (z0)] <
Soit £ > 0 et soit & € N* tel que % < e, Ainsi, on a

Yizng, |fi(wo)— f(x0)| <e.
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Comme ny. est indépendant de g, on en déduit que
sup |fi(z) — f(2)] <&,

Yi = ny.,
refab)h A

soit
lim sup |fi(z)—f(2)|=
i=++00 (g b\ A

On a prouvé que la suite (f, ), .+ converge uniformément vers f sur [a, b} \ A
est continue sur [a,b], d’aprés le théoréme

25. La fonetion 2 — |f (z)| + |g (2)
des bornes atteintes de Weierstrass, elle est bornée, done

sup (|f (x)| + |g (x)]) existe.

r&[a,b]

Cette question est une la conséquence du théoreme d'Egoroff prouvé a la

26, question 24.
Pour tout x € B, pour tout n € N, en utilisant l'inégalité triangulaire, on a

27.
| (2) =  (@)] < | @) +1f ()]
(2)] < ¢(x), on

Or, par hypothése, pour tout n € N et pour tout z € [a,b], |fn
en déduit que
VneN, Vz € [a,b], |fa(z)-F(@)|<|g(@)]+]f (=)l

dfisant le fai 2. B s
Ainsi, en utilisant le fait que A (B) < M1 on en déduit

@) - fa)az < [ (g4 IfEDdeLex —r— <
f,, jcgu (@) dz < e x s <

B

B2 |

Comme (fn),cn converge uniformément vers f sur A (A est donc une partie

28. C
de la tribu borélienne), d’aprés I'indication.,

lim [|.,i‘1,-l (z) = f(z)|dz =0,

=400

ainsi il existe N € N tel que pour tout n > N,

[ [ (@) = f @)]de < 5. (30.1)

Comme
AUB=[a,b] et ANB =2,
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29.

30.

I'inégalité (30.1) utilisée avec 'inégalité établie & la question 27 donne

[ [fa (2) — f (a)| da

Il
b
=

th—f{xndH[un () - f ()| dz
B

A
O
2 —4=
- 2 2
< E,
On a montré que ]ll‘ﬂ ,f |fn (@) = f(z)|dz = 0.
Le théoréme de convergence dominée est prouvé.
Soit x € R.|..
e-—( 1442 ]xg
La fonction ¢ — T est continue sur [0,1], done g(x) est bien
définie, |

Soit xp € R4. Soit [h,u]“ N une suite de réels tous non nuls qui converge vers
0 telle que pour tout n € ?\l zo+hn = 0.

Comme (hy),cn converge vers U, quitte & considérer la suite (hn),,,, & partic
d'un certain rang ng, on peut supposer que pour tout n € N, h,, < 1, de sorte
que z+ h, <29+ 1. Ona

dt.

1

g (20 + hn) — g (x0) /E-{H-t?]mm-hnﬁ _ o~ (1+2)23
by, s (1+12) hy,

Pour tout n € N, on définit la fonction f,, sur [0,1] par

_[|+1:}{Iu+-ﬁ"]2 . E—[l—l-.'z}mﬁ

(1+12) hy,

e

JI‘!'T (t} =

En remarquant un taux d’aceroissement, on a
1

Vee[0,1], lim fu(t) = —20e~(1+)70, (30.2)

n—+4o0
De plus, si t € [0,1] est fixé, en appliquant le théoréme des accroissements finis
2,2
A la fonction z —s ¢~ (1+%)=
xo et xg + hy tel que

entre xg et 2o + hy,, il existe ¢, ., , compris entre

e—(1+r2){m+hn}2 _o—(142)=d _ —Sctzgm (14 12} ~(148) e 2y m .
On en déduit que

(l'Hl'g}‘l:rnn 1

YneN,Vte[0,1], |fa(t)=|-2¢tzome
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31.

Or, €4 44n €5t entre xg et 29 + hy, done ¢ 4 < g + 1, ainsi
vneN, Vie[0,1], |fa(t)] <2(z0+1). (30.3)

Comme ¢t — 2 (20 + 1) est continue sur [0, 1], les lignes (30.2) et (30.3) et le
théoréme de convergence dominée donnent

1
];i]_:_] fulzo) = —Q:Enfg_{l-l-tg}i’?} dt.
0

Ce résultat étant vrai pour toute suite (hy),, . convergeant vers 0 (au moins
définie & partir d'un certain rang), on en déduit que

1
iy 920+ h) —g(20) _ uh,u/em{l-u?]rﬁ 2
h—:0 h

L]

On a montré que g est dérivable sur R et

I
VvreRy, ¢ (z)= —2.-rfe‘“+t2}r2 dt.
0

D’aprés la question 30, on a
1 1
VeeRy, ¢ (x)= -2.'1':/0_{”:2)?2 dt = —2ze™* fe"g"‘”z dt.
9 0
Le changement de variable u = tx dans I'intégrale montre que

VzeRy, ¢ (z)=-20"% f.:.»—“"’ du = -2f' (2) f (2).
0

En intégrant cette inégalité, on récupére

g(x)—g(0)=—f*(a).
Or,

1
g(0) = f 1 i t'zdt = arctan (1) — arctan (0) = %
0

On en déduit que

Ve eRy, 9(0)=7-f().
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32. Pourtout re Ry, ona

9_1212

1+¢2

5
dt<e™™

1
0<g(z) =E_I?-/
0

: i G
Comme III:_E. e *" = 0, par encadrement, on en déduit que
n—-100

lim g¢(z)=0.

T—+00

33. Les questions 31 et 32 permettent de conclure que
lim f*(z) = L

T—+00 4’

Comme, pour tout & = 0, f(x) = 0, on en déduit que

X

lim | i ful vr

T—b+00 4 g
0

Quelques remarques culturelles
Le théoréme de convergence dominée ici est une version faible. Voici I'énoncé que
vous verrez en classe de MP :

Théoréme. Théoréme de convergence dominde,

Soit I un intervalle de R et soit (fp), oy une suite de fonctions définies continues
par morceaus {.

On suppose qu'il existe une fonction f: I — R une fonction définie et continue
par morceaur sur I telle que

Veel, lim fu(z)=f(z).

Ti=4 400

On suppose qu’il existe une fonction g : I — R4 continue par morceauz sur I et
intégrable sur I telle que

YneN,Vzel, |fu(z)<g(x).
Alors,
lim ]Lfn (z) = f(x)|dz = 0.

Le théoréme permet de prouver les deux résultats suivants, tous les deux au pro-
pramme de la classe de MP :

Théoréme. Continuité des intégrales a paramétres.
Soient I et J deux intervalles de R et f: 1 x J — R tels que :

i) pour tout x € J, t € I — [ (t,x) est continue par morceaur sur I ;
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ii) pourtoutte I, x € Jv—— f(t,2) est continue sur J ;

iii) # eriste une fonction g : I — Ry continue par morceaux et intégrale telle que

Alors, la fonction

zeJ— | f(t,z)dt
/

cst continue sur J.

Théoréme. Dérivabilité des intégrales d paramétres.
Soient I et J deur intervalles de R et f: I xJ — R tels que ;

i) pour tout x € J, t € I — f(t,x) est continue par morceauzx et intégrable sur

I

. i : af

ii) pour toutt € I, x € J — f(t,z) dérivable (i.e. pour tout t € I, Fi7a (t,z)
existe) ;

i
iii) pourtoutte l, r e Jv—s % (t,x) est continue sur J ;

d
iv) pourtoutz € J, t € [ —s Eji (t, ) est continue par morceaus sur I ;

v) il existe une fonction g: I — R continue par morceaux et intégrale telle que

Veeld Vtel, ‘g"f (t,x)| < lg(t)]-

¢

Alors, la fonction

z€Jr— ff{t,::r] dt
!
est de classe €' sur J et sa dérivée est la fonction

af
$EJHfﬂ_m(t’$)dt'
I



Theéeme 31

Topologie et espaces complets

Thémes abordés : Suite, continuité, caleul intégral.
Difficulté : HNEEE

Ce sujet introduit la notion d’espace métrique complet. Cette notion est approfon-
die avee I'étude de la notion de complétude. L'utilité de cette notion est illustrée par
des exemples.

La partie 1 présente les espaces métriques, la partie 2 introduit la notion de com-

plétude et la partie 3 utilise les notions introduites dans les deux parties précédentes
et donnent des applications.

31.1 Espaces métriques

Définition. Espace métrique.
Seoit E un ensemble. Soit d : E x E — Ry. On dit que d est une distance sur E
st

i) pour tout (x.y) € E%, d(z,y) =d(y,x) (symétrie);
i) pour tout (z,y) € E?,
d(z,y) =0 < x=y (définie positive) ;
iii) pour tout (x,y,z) € E*,
d(z,z) <d(z,y) +d(y,2) (inégalité triangulaire)

Un ensemble muni d'une distance d s'appelle un espace métrique.

1. Exemples de distances.

(a) Montrer que 'application dg : R x R — R, définie par : pour tout
(z,y) € R?,
dr (z,) = |z —y|.

Montrer que dg est une distance sur R.
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(b) Soit E un ensemble. Soit d : E x F — R définie par

0 six#y
d(zy) = {1 =

Montrer que d est une distance sur E. On I'appelle la distance discréte
sur E.

(¢) Soient a < b deux réels.
Soit ds, : €7 ([a,b],R) x €7 ([a,b] ,R) — R définie par : pour tout
(£,9) €¢° ([a,8],R)?,
doo (f,9) = sup |f(z)—g(z)]

zE[a,b]

est une distance sur € ([a,b] ,R).
Définitions. Boule ouverte, ouvert.
Soit (E,d) un espace métrique.

e Soita € E etr = 0. On appelle boule ouverte de centre de a et de rayon r et
on note B (a,r) Uensemble {x € E, d(x,a) <r}.

e Soit O C E non vide. On dit que O est un ouvert de E si :
Vac E, 3r >0, B(a,r) C E.

2. Soit (E.d) un espace métrique.
(a) Montrer qu'une boule ouverte non vide est un ouvert de E.
(b) Montrer qu'une réunion d’ouverts non vides est un ouvert.
(e) i. Montrer que qu'une intersection finie d’ouverts non vides est un ouvert.

ii. Montrer qu'une intersection quelconque d’ouverts n'est pas nécessai-
rement un ouvert.

3. Soit E un ensemble non vide muni de la distance discréte.
Caractériser les ouverts de E.
4. Soient a < b deux réels.
Montrer que U'intervalle |a, b[ est un ouvert de (R, dg ).
Définitions. Convergence d'une suite, valeur d’adhérence, partie dense.
Soit (E.d) un espace métrique. Soit x € E et soit (x,) € EY,
e On dit que la suite (xn), . converge vers x si
lim - d{zg,x)=0.

Tt 400

On note lim =z, = .
n=r+4o00

e On dit que x est une valeur d’adhérence pour la suite (vn ), .y 87l existe une
application v : N — N strictement croissante telle que (I
vers .

P ) N converge
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e On dit que A est une partic dense de E si

Yre £, 3 (Tn)pen € AN, lim =, ==

n—++oo

Exemples d’ensembles denses.
(a) Donner des exemples d’ensembles denses non triviaux de (R, dgr).

(b) Soit E' un ensemble muni de la distance discréte.

]

i. Montrer qu’une suite de E converge si, et seulement si, elle stationne.

ii. Caractériser les ensembles denses de E.

6. Soit (E,d) un espace métrique. Soit A C F.
Montrer que A est dense dans E si, et seulement si, pour tout a € E, pour tout
r >0 tel que B (a,r) C A# 3.

31.2 Notion de complétude

Définitions. Suite de Cauchy, espace complet.
Soit (E,d) un espace métrigue.

o Soit (5),en € EN. On dit que (z,,),,.n est une suite de Cauchy si : pour
tout € > 0,

3N € N? Hﬁ“{nﬁp,} € N2! (71:!-""31 N} — 3 {d {u:l'hup} E E] 2

e On dit que (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

7. Montrer qu'une suite convergente d'un espace métrique (FE, d) est de Cauchy.
8. Donner un exemple d'un espace métrigue non complet.
9. Ezemples d’espaces métriques complets.
(a) Soit E un ensemble muni de la distance discréte.
Montrer que E est complet.
(b) On se propose de montrer que (R.,dgr ) est complet. Soit (a5 ), une suite
de Cauchy de (R,dg).

i. Montrer que (xn),cpn est bornée. En déduire que la suite (2n),on
admet au moins une valeur d’adhérence.

ii. Montrer que (z,), . converge.
(¢) Soient a < b deux réels. On se propose de montrer que (¢V ([a,b] ,R) . dx)
est complet. Soit (fn),cn € ¢ ([a,b] ,R)™ une suite de Cauchy de
(¢° ([a,b] ,R) ,ds).
i. Montrer que si la sunite (fn),cn converge vers une fonction f pour la
distance d, alors f est continue sur [a, b].

ii. Montrer que la suite de fonctions (fy), . converge vers une fonction
continue [ pour la distance dag.
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31.3 Applications de la complétude

31.3.1 Théoréme de point fixe
Le but de cette partie est d'établir le résultat suivant.

Théoréeme. Théoréme de point five de Picard.
Soit (E.d) un espace métrique complet. Soit f : E — E telle que

3k € 0,1, ¥ (x,y) € E?, d(f(2),f(y)) <kd(z,y).

Une telle fonetion s’appelle une fonction strictement contractante.
Alors, il existe xg € E unique tel que f (x0) = 9.

10. Toutes les hypothéses du théoréme de Picard sont indispensables.

(a) Donner un exemple d’une fonction f définie sur (R, dgr) n’ayant pas de
point fixe et telle pour tout (z,y) € R?,

(@#y) = (f (@) -FW)<lr—yl).
(b) Donner un exemple d'une fonetion strictement contractante et n’ayant pas
de point fixe.
11. Preuve du théoréme de point fixe de Picard.
(a) Soit a € E. Soit la suite ()

Ingl = I(TTIJ'
Montrer que la suite (z,), . est de Cauchy.

nen définie par @ xg = a et pour tout n € N,

(b) Conclure quant i l'existence d'un point fixe.
(¢) Montrer I'unicité d’'un tel point fixe.
12. Applications.
(a) Méthode de Newton. Soient a < b deux réels.
Soit f € €* ([a,b] ,R) telle que f (a) «E: IZ;FT f(b) > 0 et pour tout = € [a, b,
' = : ) 4
f'(z) = 0. Soit enfin F':2— 2 — @)

Le but est de trouver une suite d'éléments de [a,b] qui converge vers c.

i. Montrer que f s’annule en une unique valeur ¢ de |a, b[.
ii. Vérifier que F a un unique point fixe sur [a, bl.

iii. Montrer qu'il existe a > 0 tel que
F(le—oe+al) Cle—a,e+al
et tel que Fjj._,, . o] S0it strictement contractante.
iv. En déduire une suite (x5, ]'neN qui converge vers c.

v. Ecrire un programme Python qui prend en argument un réel stricte-

ment positif eps et qui calcule une valeur approchée de V2 avec une
précision de eps.
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(b) Le but de cet exemple de montrer qu'il existe une unigue fonction
y:[0,1] — R dérivable telle que

vt e [0,1], y'(t}=%.~;mcym]+¢ et y(0)=1. (31.1)

i. Montrer qu'une fonction y : [0,1] — R dérivable vérifie (31.1) si, et
seulement si,

vt € [0,1], y(t):j(ésin(y{u))—f—u) du+ 1.
0

ii. Soit F I'application définie sur € ([0,1] ,R) & valeurs dans
€Y ([0,1],R) définie par : pour tout y € ¥ ([0,1],R),

vte [0,1], F(y)(t) = f (é sin (y (u)) +u.) du + 1.
0

Montrer que F est strictement contractante.
Indication : On pourra vérifier que pour tout (z,y) € R?,

[sin () —sin ()] < |z — .

iii. Coneclure.

iv. Eerire un seript en Python permettant de tracer la courbe représenta-
tive de la fonction t — y () sur [0, 1].
Indication : On pourra utiliser la commande odeint.

31.3.2 Théoréme de prolongement

Définitions. Continuité, uniforme continuité.
Soient (E,d) et (F,d) deur espace métriques. Soit T : E — F une application.

e On dit que T est continue sur E si : pour tout a € E, pour tout £ > 0, il cxiste
a > 0 tels que

Ve e B, (d(z,a)<a)= (§(T(z),T(a))<¢).

e On dit que T est uniformément continue sur E si : pour tout £ > 0, il existe
a > 0 tels que

Vac E,VzeE, (d(z,a)<a)= (6(T(x),T(a))<e).

13. Montrer qu'une application uniformément continue est continue.
On se propose d’établir le résultat suivant.

Théoreme. Prolongement des applications uniformément continues.
Soit (E,d) et (F,d) deux espaces métriques. On suppose (F,d8) complet, Soit A C E
une partic dense de E Soit f : A — F une application uniformément continue.
Alors, il existe une unique application g : E — F continue telle que f = g 4.
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14. Preuve du théoréme de prolongement.
(a) Montrer I'existence d'un tel prolongement.
(b) Montrer I'unicité d'un tel prolongement.
15. Applications.
(a) Soit f:Q — R une application uniformément continue.
Montrer que f se prolonge & R de maniére unique.
(b) Censtruction de Uintégrale de Riemann sur un segment.

Soient a < b deux réels. Soit & ([a, b] , R) I'ensemble des fonctions en esca-
lier sur [a,b] & valeurs dans R, continue 4 gauche en tout point de [a,b| et
continue en b.

i. Montrer que (& ([a,b] ,R),d ) est dense dans (rﬁu ([a,b] ,R),dx).
ii. Soit 'application

(€ ([a,b] .R),dss) — (R,dRr)
. e
f — 3 (Tip1 —:) fi
i=0
olg:a=1xg<T <---< Tpy) = b est une subdivision adaptée a f
et f; la valeur constante de f sur chaque intervalle Ja;, x4 [.
Montrer que I est uniformément continue sur (& ([a,b] ,R),dx ).

Indication : Pour (f,g) € & ([a,b] . R)?, on pourra majorer
dr (1(f).1(g)).

iii. En déduire une construction de I'intégrale de Riemann.
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o

Correction du Theéme 31

1. (a)

(b)

Les points i) et ii) sont clairs. iii) découle immédiatement de l'inégalité
triangulaire pour les réels.

Ainsi, (R, dgr) est un espace métrique.

Les points i) et ii) sont clairs. Soit (x,y,z) € E°.
Six = z, alors d (z, z) = 0 et I'inégalité

d(z,z) <d(z,y)+d(y,2)

est claire.
Siz# 2 alorsd(z,z) =1 et on x # you y # z de sorte que

d(z,y)+d(y,z) = 1.

Ainsi, (E,d) est un espace métrique.

On remarque que si f, g € €° ([a,b] ,R), alors f — g € €7 ([a,b],R), done
la fonction f — g est bornée sur [a, b], done

sup |f (z) —g(z)]

xe|a,b|

est bien défini.
Les points i) et ii) sont clairs. Soit (f,g,h) € €° ([a,b],R)*. En utilisant
I'inégalité triangulaire et par définition de d,, on a : pour tout z € [a, ]

[f(z)-h(@)] < [f(z)-g(@)+]g(@)—h(z)
< duo (f.9) +dx (9, h).

En prenant le suprémum de 'inégalité précédente, on obtient

dc::u (f,h‘} 5 (IDG (f1g) + dOC- {.';"!h} *

On a montré que (€Y ([a,b] ,R),dx) est un espace métrique.

Soit & € E et r > 0, montrons que la boule ouverte de centre x et de rayon
r est ouverte.

Soit y € B (a,7). Soit s = d(z,y) < r et soit £ € |0, — s[, montrons que
B (y,e) C B(xz,71).

Soit z € B (y,<). En utilisant I'inégalité triangulaire, on a
d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) <e+r<r—s+s=r.

Ainsi, z € B (z,1).

On a montré que toute boule ouverte non vide est un ouvert.
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(b) Soit (O;),c; une famille d’ouverts tous non vides de E. Soit z € |J O;.

el

Soit j € I, comme O; est non vide, il existe r > 0 tel que

Biz,r)coycl joi
icl

On a montré que |J O; est un ouvert : une union d’ouverts non vides

est un ouvert.

icl

(e) i

i.

Soit (i) ey, une famille d’ouverts tous non vides.

T

Soit € [ O;. Pour tout j € [1,n], & appartient & 'ouvert O, il
i=1

existe r; > 0 tel que B (2,7r;) C O;.

Si I'on pose r = min {ry....,r,} >0, 0na

B(:E,I‘} (i ﬁﬂ,‘.
i=1

On a montré quune intersection d’ouverts tous non vides est un
ouvert.

On se place dans (R, dgr ). Pour tout n € N*, on pose
Uﬂ = }— 11 l [.
n'n
+o0
Ona (N O, = {0}.
n=1

Clairement {0} n’est pas un ouvert car il n’existe pas de r > 0 tel que
B(0,7) c {0} (]=r,r[ ¢ {0} pour r > 0).

Une intersection quelconque d’ouverts n'est pas nécessairement

est un ouvert,

3. On va montrer que toute partie non vide de E est ouverte.

Soit F' C E une partie non vide. Soit x € F, par définition

B (m,%) = {z} C E.

On a montré que toute partie non vide de E est ouverte.

4. Soit z € R et £ > 0. On remarque que dans I'espace métrique (R, dg ) la boule

ouverte de centre x et de rayon £ > 0 est 'intervalle |2 — &, 2 + £[.
Soit x € |a, b et soit £ = min {x —a,b— z}. Il est clair que

E(L%) c la, b[.

On a montré que lintervalle a, b[ est un ouvert de (R, dg). |
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On peut citer Q on plus exotique, 'ensemble des nombres dyadiques

(i.e. de la forme 3 (k,n) € Z x N).

(b) i On prouve les deux implications.

Par définition, on a lim d (un.f) = 0, done il existe N € N tel

=400 1
que pour tout n = N, d (ug,f) < 3"

Par définition de d, on en déduit que pour tout n = N, u,, = £,
done la suite (un ), stationne & £.

Cette implication est claire.

L’équivalence est prouvée.

ii. Soit F' un ensemble dense de E. Soit x € E. Par définition, il existe

une suite (z, }HEN d'éléments de F telle que lim =z, = .
n—+400

Daprés la question 5 (b) i, la suite (x5,),,. stationne a z, done x € F.
On a montré que E C F, puis E = F.
Réciproquement, il est clair que E est dense dans E.

On a montré que le seul ensemble dense de E est E.

6. On prouve les deux implications.

Soit a € F et soit r > 0. Comme A est dense dans F, il existe une suite

(@), en d'éléments de A telle que K Eﬂlm a, = a.

Il existe done N € N tel que pour tout n = N, d(a,,a) < r.
Il s'ensuit que B (a,r) NA # &.

Soit @ € E. Par hypothése, pour tout n € N, il existe a, € A tel que

d (a,,, —_—
(a a}{n+1

Comme lim
n—+oon+ 1

= 0, il s'ensuit que lim a, = a.
n—4oo

L'équivalence est prouvée.

7. Soit (un),n une suite d’éléments de E qui converge vers £ € E. Soit £ > 0.
Par définition, il existe N € N tel que pour tout n € N,

(n>N) = (d (Un, £) < ;)

En utilisant I'inégalité triangulaire, on a : pour tout (n,p) € N2,

(n,p= N) = (d(un,up) <d(un, ) +d(fup) <e).

On a montré qu'une suite convergente est une suite de Cauchy.
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8. On note (Q,{]qu] I'espace métrique Q muni de la restriction de dg a Q.

Soit (rn), o une suite de rationnels positifs qui converge vers V2.

D’aprés la question 7, la suite (ry ), . est de Cauchy, mais (ry ), . ne converge
pas dans Q.

En effet, si elle convergeait dans Q vers une limite £, alors par unicité de la
limite, on aurait £ = /2 € Q.

On a montré que {Q,dR|Q] n'est pas complet.

(a) Soit (uy),,.n une suite de Cauchy de E. Par définition,

INeN, ¥(n,p) eN2, (n,p>N) = (d{_umu?} < é)

Par définition de d, il s’ensuit que la suite (u,), . stationne, donc la suite
(Un),en converge.

On a montré que toute suite de Cauchy converge, (E,d) est complet.

(b) i Comme la suite (x,),, . est de Cauchy, il existe N € N* tel que pour
tout (n,p) € N2,

(n,p 2 N) = (Jza — 25| < 1).

D’oil, en utilisant I'inégalité triangulaire, pour tout n = N,
|Zal < |2n| + [2n —2n] = l2n|+1.

Il s’ensuit que

YrneN, |z, <max{|ey|+1,]z0l,...,|JxNn=1]}.

On a montré que la suite (), est bornée.

Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, la suite (uy), . admet
au moins une valeur d’adhérence.

ii. Soit £ une valeur d’adhérence de la suite (2y,),, ., il existe p: N — N
strictement croissante telle que

nﬂlﬂm ':rgp{n} - f‘

Comme @ est strictement croissante, on remarque que pour tout
neN, ¢(n)=n.

Soit £ > 0. Comme la suite (n), N est de Cauchy, il existe N € N
tel que pour tout (n,p) € N2,

(nyp 2 N) = (Jon —ap| < £).

En particulier, pour tout n,p = N, on a }:r,, - ‘ < g,

w(p)
En faisant tendre p vers 400, on en déduit que

YneN, (n>N)= (lzg,—1{] <¢).

On a montré que la suite (2,),,cn converge.




CORRECTION DU THEME 31 459

(c)

i

Soit £ > 0. Comme (f,), N converge vers f pour la distance d, il
existe N € N tel que

neN, (n2N)= (do(f.fu) <3),

s0it -
Yn>= N, Vxeab], |f(z)-/falx)< 5

Soit x¢ € [a,b] et soit n > N fixé. Comme f, et f sont continues en
x, il existe a; > 0 tel que pour tout & € [xg — ay, 2 + ] N [a, b],

|fa (z) — fn (20)] < %

et, il existe e > 0 tel que, pour tout = € [xg — a9, 20 + 2] N [a, b],
£

|f (z) = f(=0)| = 3

On pose a = min {ay, as}.

Il s’ensuit que pour tout x € |zg — a, o + a[N [a,b], on a

@ -F@) < 1 @)= fa @)+ 1fa (@)~ fu (@0)]
+|fn (x0) — f ()]

& o aE
B - T
< &

On a montré que f est continue en tout xp € [a,b] : f est continue
sur [a, bl.

Soit £ > 0. Comme la suite ( Jn)aen est de Cauchy pour la distance
d.o, il existe N € N tel que

V(n,p) €N? (n2p=N)= (d (fu,fp) <€),
soitsin>p>N,ona

Vr € [a'. b] 3 |Jr'l'i I:.T.‘} = fF {‘T)' S €.

On en déduit que pour tout = € [a,b], la suite (fn (x)),cn et de
Cauchy pour la distance dg.

D’aprés la question 9 (b) ii, la suite (fn (x)),cn converge vers une
limite que 'on note f(x).

Comme pour tout n > p > N, on a

Vz € [a,b], |fa(z)=fp(2)| <
En faisant tendre n vers +o0, on en déduit que

Yp>N,Vze€[ab], |fpl(x)-f(z)]<e.
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%

(a)

On a montré que la suite de fonctions (f,),, . converge vers f pour
la distance d, d’aprés la question 9 (¢) i, la fonction f est continue
sur [a,b].

Ainsi, la suite (fy,), . converge vers f € % ([a,b] ,R).

On a montré que (%7 ([a,b].R).dx) est complet.

Soit la fonction f définie sur R par f (z) = Va2 + L.

De toute évidence f n'a pas de point fixe sur R.
De plus, f est dérivable sur R et

T
VeZ+1

Comme pour tout x € R, Vrz+1 > |z, on en déduit que pour tout

Par le théoréme des accroissements finis, on en déduit que

Viz,y) eR?* (z#y) = (f@@)-fWl<|z-y]).

YeER, [f(z)=

Soit la fonction f définie sur |0, 1 par f (x) = %:.':

Il est clair que pour tout (z,y) € ]0,1[%,

f@) - @) < 5k,

done f est strictement contractante,

Il est clair que f n’a pas de point fixe.

Remarque. Cela provient du fait que |0, 1] n’est pas complet pour la res-
triction de dg.

Par exemple, la suite ( ) est de Cauchy pour la distance dg,
neM

n+2
mais ne converge pas dans |0, 1[.

1-k
Soit £ > 0 et soit N € N tel que kN < & x —— (possible par la suite
d (ul ’ l‘..l!,u]

(k™),,en converge vers 0).
Une réeurrence immédiate montre que

YneN, d(up tnsr) < E"d(uo,ur).

En utilisant I'inégalité triangulaire, on a : pour tout n € N, n = p,

d(up,up) < d(up,tp—1)+---+d(upsr, up)
< L““_'d(uhnu}+~~+H’cl(n1,uﬂ)
< d(ur,uo) (K" '+ +KP).
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12.

(b)

(a)

L—knp kP
<
=k 1=k

,;.,Nfl_fl*“_u:%y_}_ <

On a montré que la suite (z,),. est de Cauchy.

Or, k" 14 ...+ kP = kP
06 &

. Ainsi, pour tout n > p > N,

d(tn,up) <

La suite (zy), . est de Cauchy dans E complet, donc elle converge vers
Ec E.
L’inégalité suivante valable pour tout n € N,

d(f(zn), f(£) < kd(zn,f)

assure que la suite (f (25)),,cn converge vers f (£).

Comme pour tout n € N, z,,41 = f(z,) et par unicité de la limite d’une
suite, on en déduit que £ = f (£).

On a montré que f a un point fixe.

Soient £, et £5 deux points fixes de f. On suppose £, # (5.
On aurait alors
0<d(f(f),f(l2)) =d(by,€2) < kd(fy,63).
Cette derniére inégalité étant impossible car d (£y,f5) > 0, on en déduit
que £y = €5,
On a montré que f a un unique point fixe.

i. Comme pour tout z € [a,b], f'(x) > 0, d’aprés le théoréme de la
bijection, f est une bijection de [a,b] sur [f (a), f (b)].

Comme 0 € |f (a), f(b)[. on en déduit que I'équation f(x) = 0
a une unique solution sur |a, b[.

ii. Pour tout x € [a,b], on a

_ flx)
Plzi=a &= x-m_a.
= filz)=10
= T=ug0

car d’aprés la question 12 (a) i, f s’annule en une unique valeur [a, b]
qui est c.

__Jle _
DnaF{cj—c-f{c} =

iii. Les théorémes généraux assurent que F est dérivable sur [a.b] et

2 . 3 (o

vaelab], F(z) = 1-1 (z}frﬁf{%:}” &
f (=) f" (z)
(=) °
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iv.

Y.

Comme f est de classe €2 sur [a,b], on en déduit que F est continue
sur [a,b].
De plus, comme F'(e) = 0, par continuité de F', il existe a > 0 tel

que [c— a,c+a] C [a,b] et pour tout = € [e—a,e+a], |F' (z)| < é

Par l'inégalité des accroissements finis, on a

\?’{:r,y}e[c—a,c+ﬂ]2, |F(z)=F (y)| < =|z—19|.

l\.‘-'ll—l-

en particulier, pour tout z € [e — a,c+ al,
|F () Fl{r}|—]F(.r}—c|{—|T—f|{—ﬂ
Il s’ensuit que pour tout x € [¢ — a, ¢+ al,

F(z) e [t.'— érrfr:-% %cr:| Cle—a,e+al.

On a montré que F est strictement contractante sur [c —a,c+ .-_’r],

L'intervalle [¢ — e, ¢ 4+ o] muni de la restriction de dr est complet car
toute suite de Cauchy de [¢ —a,ec+ a] converge dans R car R est
complet (question 9 (b)). De plus, comme l'intervalle [¢ — a, ¢ + a] est
fermé, la limite appartient & [¢ — o, ¢ + a].

D’aprés la preuve du théoréme du point fixe de Picard, la suite
(#n),en définie par 29 € [c—a,c+a] et pour tout n € N,
Tpy1 = F(x,) converge vers 'unique point fixe de F' sur
[e — a, e+ a] qui est e

Soit la fonction f définie sur [1,2] par f (z) = z* — 2.

De toute évidence, f est dc classe €2 sur [1,2], f(1) <0, f(2) >0et
pour tout z € [1, ‘3'] f'(z) > 0.

Soit la fonction F rlc-['lme sur [1,2] par

A f{a:}_:.': 1
F{:I.)—l-f!(w]—ﬁ—l-;.

1l est clair que F est dérivable sur [1,2] et
1

Yee[l,2], F(z)= =

[

F’ est croissante sur [1,2], ainsi
vz e [1,2], _% —F()<F(z)<F(2)=
Par 'inégalité des accroissements finis, on a

V(zy) € L2, IF@)-F@)l<zle-l.
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(b)

G b =

=] o W o=

Ainsi, F est strictement contractante sur l'intervalle [1,2].
D’aprés la question 12 (a) iv, la suite (un ), définie par

WVneN, uny1=F(un) et u=1
converge vers V2 et pour tout n € N
IF{'ILR:I - F (\'@N =

Une récurrence immeédiate montre que

Wne N, It.-..n— -./§| < (l)n I-uu- v@‘ < (%)u. (31.2)

1
Ungl — \’El =5

el

2

On en déduit u, est une approximation de V2 avee une précision de
(3

T
£ = 0 dés que (E) < £. On peut écrire le programme suivant :

def newton(eps):
u=1
n=0
while (((1/2)**n)>eps):
n=n+1
u=u/2+1/u
return u

Remargue. En fait, dans cet exemple, la méthode de Newton est plus
performante que le laisse penser la ligne (31.2). On peut montrer que

si ug est assez proche de \fi alors il existe k € ]l]1 1[ tel que
Yne N, I-u,. - \/El < k2" ‘H[] — xﬁ‘ ;

Pour établir cela, il suffit d’écrire la formule de Taylor avee reste inté-
gral & N'ordre 2 a la fonction F.

i. On prouve les deux implications.

Il est clair que y' est continue sur [0, 1], ainsi : pour tout ¢ € [0, 1],

L
y () -y (0) =fy' (&) ds
0
soit

y(t) =j(%:«sin{y{u}}+n) du+1.
0

t
L'égalité y (t) = [ (% sin (y (u)) + u) du + 1 valable pour tout
0

t € [0,1] se dérive en ¢/ (f) = 5 sin (y (1)) +1.
De plus, il est clair que y(0) = 1.
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L’équivalence est prouvée.

ii. L'inégalité
V(x,y) € R?, |sin () —sin (y)| < |z —y| (31.3)

provient directement de I'inégalité des acecroissements finis appliquée
a la fonetion sin.

Soit (y1,¥2) € €°([0,1],R)% Pour tout ¢ € [0,1], on a
|F (1) (t) = F (y2) (t)]

i

/ (é sin (1 (u)) +u - (3 sin (y2 (u)) - )) du
0}

L
% f |sin (y1 (u)) — sin (2 (u))| du.
0

En utilisant I'inégalité (31.3), on recupére : pour tout t € [0, 1]

|F (1) () = F (2) (

t\JI»-‘

t
f y1 (u) — y2 (u)| du.
0

Par définition de d.., on a

Ve 0,1, IFm)O-F)® < 5o

1
= E dm (yh !-*2} x

En prenant le suprémum de 'inégalité précédente pour t € [0,1], on
obtient

doo (F(11), F (y2)) < %dm (y1,92) -

On a montré que 'application F est strictement contractante.

iii. D’aprés la question 9 (¢), (47 ([0,1],R),d) est complet.
Par la question 12 (b) ii, F est strictement contractante.

En appliquant le théoréme de point fixe de Picard, F' admet un unique
point fixe sur (¢ ([0,1] ,R),d) : il existe une unique fonetion

ye (¢°([0,1].R),dx) telle que F (y) =y.
D’aprés la question 12 (b) i, y vérifie

vt e [0,1], y"[i}=ésin(y{t}}+t et y(0)=1

On a montré que 'équation différentielle : pour tout
1
t € [0,1], (1) = 54111( y(t)) +t et y(0) = 1 admet une

unigue solution dans ['ensemble des fonctions dérivables sur [D, 1].
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]

1
iv. On commence par définir la fonction F (t,y) = 3 sin (y) +t.

from math import =
dﬁf F(t s‘-‘-) =
return 0.5+sin(fleat(x))+t

S b

Ensuite, on peut écrire :

from scipy import =

from scipy.integrate impert odeint
import matplotlib.pyplot as plt
temps=linspace(0,1,1000)
Y=cdeint(F, 1, temps)

6 | plt.plot(temps,Y)

plt.show()

A LS b e

=1

3.01

2.5 1

2.0 1

1.5 1

1.0 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Ficure 31.1 - Graphe de la solution de 'équation différenticlle y* (1) = %siu (y (L)) 4+t
et y{0) =1 sur [0,1].
13. On garde les notations de la définition ci-dessus. Soit
T: (E,d) —s (F,5)

une application uniformément continue.
Soit £ > 0. Comme T est uniformément continue sur E, il existe o > 0 tel que

Vee E,VxeE, (d(z,y)<a)= (06(T(x),T(y)) <e).
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En particulier, si a € F est fixé, on a : pour tout £ > 0

Ja>0,Vz € B, (d(x,0) <a)= (5(T(x),T (a) < o).

On a montré que toute application uniformément continue est continue.

14. On garde dans cette question les notations utilisées dans I'énoneé du théoréme.

(a) Si A= E, il n'y a rien a faire.
On suppose dans la suite de cette question que A # E. Il y a plusieurs
étapes.

e Soit a € E\A. Soit ¢ > 0. Comme f est uniformément continue sur A,
il existe & > 0 tel que

(z.y) € A, (d(z,y)Sa)= (3(f(2).f(v)) S¢). (314)

Comme A est dense dans E, il existe une suite (a,,),, . d'éléments de

A telle que lim a, = a.
T—b 00

Ainsi, il existe N € N tel que pour tout n € N,

(n> N) = (d (an,a) < %)

En utilisant 'inégalité triangulaire, on en déduit que : pour tout
(n,p) € N?

{ﬂ,j’.l = N} = (d {ﬂﬂ-:a’ﬂ) < d {ﬂ'ﬂ?a} +d (ﬂ'?al’] < G} 5
En utilisant cette ligne dans (31.4), on en déduit que

V(n,p) eN%, (n,p=N)= (6(f(an),f(ap)) <¢).

On a montré que la suite (f (an)), o est de Cauchy dans (F,d) com-
plet.

Il s'ensuit que la suite (f (an)),cn converge : on note £, sa
limite (dépendant a priori de la suite (an),,cn)-

o Montrons que la limite £ fidici de la suite (f (an)),,en ne dépend pas
de la suite (ay),, . choisie qui converge vers a.
Soient (a, ), . €t (an),cn deux suites qui convergent vers a.
Comme ci-dessus, il existe N € N tel que

VneN, (n2N)= (d(an,in) <a).
En utilisant la ligne (31.4), on en déduit que pour tout n € N,
d {f (ﬂ'ﬂ) i [ﬂ‘;n)} <Ee.

En faisant tendre n vers +oc, on en déduit que

¥ (fian}nmvf(an;nm) se
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Ceci étant vrai pour tout £ > 0, on en déduit que

lambnen = E(an) e

On note £, eette limite commune.
On définit g de la fagon suivante :

f(z) size A
Ca siz=a

Va € E, g(:l:j={

Montrons que la fonction g ainsi définie est continue.
Soit ¢ > 0. Comme f : A — F est uniformément continue sur A, il
existe a > 0 tel que

¥ (x,a) € A%, (d(z,a) <a)= (0(f(x),f(a)) <e).

Soit (z,a) € E? tel que d (z,a) < %

Comme A est dense dans F, il existe deux suites d’éléments de A,
(Zn)pen €t (@n),on telles que

lim d(zp,z)=0 et lim d(a,a)=0.

n—+00 n—+00
En utilisant I'inégalité triangulaire, on a
VneN, d(zn,a.)—-d(z,a) <d(z,,z)+d(an,a).
Par symétrie, on en déduit
|d(z,,a,) —d(z,a)| <d(z,,z)+d(a,,a).
En particulier, on a

lim d(zp,a,)=d(z,a).

n—+oo
Ainsi, il existe N € N tel que
YrneN, (n>N)= (d(an,z,) < a).
On en déduit que
VmeN, (nz2N)= (3(f(an),f(zn)) <¢).

Comme

JHm 0(f(an),g(a))=0 et lim &(f(zn),g(x))=0,
le méme raisonnement que ci-dessus montre que

lim a{f (ﬂn} f{l'n” = 5(9{{1} ,q(l‘)} :

n—t4o0

En particulier,
d(g(x),g(a)) <e.
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On a montré que : pour tout (z,a) € E?,

d(zr,a) < % = d(g(x).g9(a)) <=

On a montré que g est uniformément continue sur E. done conti-
nue sur E.

(b) | L'unicité découle de la question 14 (a).

Cest une simple application du théoréme de prolongement des applica-
15. (a) |tions uniformément continues car (R,dgr) est complet (question 9 (b))
et Q est dense dans R.

(b) i. Ilest dans le cours de MPSI que pour toute fonction f € €° ([a,b] ,R),
pour tout £ > 0, il existe g € & ([a,b],R) telle que

deo (f,9) = 51[11}6] If () —g(z)| <e.
Ire|a,

Ainsi, pour tout n € N, il existe gn € & ([a,b],R) telle que
1
L —
doo (f19n) = e

On en déduit que
lim du (f.g.) = 0.

n—4oo

On a montré que & ([a,b] ,R) est dense dans €Y ([a,b] ,R).

ii. Soient (f,g) € & ([a,b] i
Soit o:a=mx0 < x) <+ < Tp < Tpy1 = b une subdivision de [a, b]
adaptée aux fonctions f et g. On a

dr (1(f).1(9)) = [ (f)—1(g)|
= Z{Ii+1—mi}(fi_yi}

=0
n

< Z{xi+l-ﬂ:i}dm{f19}

i=0
< (b—a)dx(f,9).

Soit £ > 0. On en déduit si dee (f, 9) < &_L, alors
—

dr (1(f),1(g)) <=

Ainsi, en posant a =
(f.9) € € ([a,],R),
(deo (f,9) < @) = (dr (I(f).I(g)) <¢).

On a montré que [ est uniformément continue sur & ([a,b],R).

E £
o alors on a montré que : pour tout
) — {1
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iii. D’aprés la question 9 (c), €V ([a,b) ,R) est complet.
D’aprés la question 15 (b) i & ([a,b],R) est dense dans € ([a,b),R)
et I est uniformément continue sur & ([a.b],R).
D’aprés le théoréme de prolongement des applications uniformément
continues, I se prolonge de maniére unique a €% ([a,b] ,R).

Cela permet de définir l'intégrale de Riemann d’une fonetion
continue sur [a, b].

Les espaces métriques complets ont d’autres propriétés intéressantes. Citons en
une :

Théoréme. Théoréme de Baire.

Soit (E,d) un espace métrique complet. Soit (On),en une suite d’ouverts dense
(i.e. pour tout n € N, O,, est un ouvert dense, c’est-i-dire que pour tout x € E, pour
tout r >0, B (z,r)NE # @).

Alors, [ Oy, est une partie dense de E.

neN

Le théoréme de Baire a de trés nombreuses conséquences. Citons en quelques-une

que le lecteur pourra montrer :

1. R n'est pas dénombrable;
2. si f:RY — R est une fonction continue telle que pour tout x > 0,

lim f(nz)=0,

n—+4o00

alors
lim f(z)=0;

r—++0co

3. s f: R — R est une fonction de classe €™ sur R telle que pour tout z € R,
il existe n € N tel que f (n) (x) = 0, alors f est une fonction polynomiale sur R.



Theéme 32

Autour de Fourier

Thémes abordés : Continuité, dérivabilité, caleul intégral, série.
Difficulté : HERCC]

Le sujet commence par établir le lemme de Riemann-Lebesgue. On donne ensuite
des versions quantitatives du lemme de Riemann-Lebesgue pour quelques classes de
fonetions.

On donne ensuite des exemples de convergence arbitrairement rapide, ainsi que de

convergence arbitrairement lente.
Les deux parties de ce probléme sont largement indépendantes,

32.1 Lemme de Riemann-Lebesgue

Deéfinition. Coefficient de Fourier,
Soit f € €5 (R) (U'ensemble des fonctions continues sur R et 2m-périodique). On
définit les coefficients de Fourier de f, notés e, (f), par :

2m
VneZ, e (f}:-;%-ff{t}c‘i“’dt.
)

Nous allons prouver le résultat suivant :

Lemme. Lemme de Riemann-Lebesque,
Soit (a,b) € R2 tel que a < b. Soit f : [a.b] — R une fonction continue. Alors,

b
lim fmemm=u. (32.1)

|u|—1—+-‘:¢

1. Montrer le lemme de Riemann-Lebesgue lorsque f est de classe € sur [a, b].
2. On suppose f senlement continue dans cette question. Soit £ > 0.
(a) Montrer qu'il existe g : [a,b] — R une fonction en escalier telle que

Vz € [a,b], |f(2)-g(x)|< ﬁ
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(b) Terminer la preuve du lemme de Riemann-Lebesgue.
(¢) Quelle est la limite de la suite (¢ (f)),cz lorsque n tend vers +o0?

3. La ligne (32.1) est-elle encore valable si 'on suppose f continue par morceaux?

32.2 Estimation de la vitesse de convergence

32.2.1 Un résultat utile pour la suite

Proposition. Permutation série-intégrale.

Soit (ay),,cn une suite de complexes telle que la série 3 a, converge absolument.
nz=i0

Soit la fonction [ définie sur R par f (x E ane'™. Alors, f est 2m-périodique,
n=()
continue sur R et

"lil"m-E N_. C‘"]{f) = .

Nous prouvons la proposition. Soit £ > 0.

+oo
. Justifier qu'il existe N € N tel que Y |an| <

4
n=N+1 3
5. Montrer que
£ 2s
Vo €R,VheR, |f(z+h)—f(@)|< |3 an(e™ 1)+ =3
n=0
6. En déduire que f est continue sur R.
7. Montrer que f est 2m-périodique.
8. Soient me Z et N € N tels que N = m.
a) On suppose m € N. En calculant 'intégrale
(a) PI gr
N
]Z an {_1{11 m)x dz,
n "= 0
montrer que
li ifn— m}:r dr = )
5 _1,1110& Za o 2Mam
=0
(b) Montrer que I'on a aussi
Yme Z, llll'l Za elln—mlr 4o — f_f e 1T g
_H_DC n=>0

(¢) En déduire ¢, (f) pour m € N.
(d) Calculer ¢y (f) pour me Z, m < —1.
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32.2.2 Pour les fonctions réguliéres

Définition. Fonction d support compact.

Soit f : R — R une fonetion. On dit que [ est ¢ support compact 'l existe
A =0 tel que

vzeR, (|z|>A4)= (f(z)=0).

9. Montrer que si f € €5 (R)N%* a support compact, alors

en (f) T (ﬂ_lj') ‘

32.2.3 Pour les fonctions holderiennes

Définition. Fonction hilderienne.

Soient I un intervalle de R, a € |0,1[ et f : I — C. On dit que f est a-
hilderienne si :

3C20,¥(z,y) e’ |f(2)-f@)|<C

z—y|*.
On note € (I) Uensemble des fonction hélderiennes sur I @ valeurs dans C.

Soit f € ¥*(R).
10. Montrer que

2n
. 2
Ya€R, VneZ, ff{t—l—a}e_”""{lt = —tmen ().
0

11. Montrer que
1
= 0O|—]-
() Inl—+-+o0 (Inl“)

32.2.4 Une convergence arbitrairement rapide ...

12. Soit (fm]ue N une suite de réels non nuls de limite nulle. Montrer qu'il existe
une fonetion f € €3 (R) telle que

—+ 400

ey
f f@)e ™ de = o(b).
s mn

13. Donner un exemple d'une telle fonetion lorsque b, =™,
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32.2.5 et une convergence arbitrairement lente.
Nous allons montrer la proposition snivante.
Proposition. Une décroissance lente.

Soit (bn), N une suite de réels positifs qui diverge vers +oo. Il existe une fonction

2w )
fe € (R) telle que la suite (b,; I 1{t)e—nt dt) ne converge pas vers 0.
@ neN

14. Montrer qu'il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que

YneN, by, = n2.

Soit la fonction f définie sur [0, 27] par

oo ip(n)r
VeeR, f(z)=) -

n=1

ne

15. Montrer que f est continue sur R et 2r-périodique.
16. Montrer que

2
vk € N*, ff(:r} e PR 4 = %—Z—r—
0

17. En déduire que

2
vk € N, f'hp(mff(:r}ﬂ"i“’m”tfa: > om.
0
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Correction du Theéme 32

1. Comme f est de classe €' sur [a,b], une intégration par parties donne (les
fonctions t — e/ ™ et t — f () sont de classe € sur [a, b]) : pour tout n € Z*

b —in b b
[rwema=[-SZr0] 4 [ 1ot

in

5
f

étant continue sur le segment [a, b], elle est bornée : soit M un majorant de
sur |a, b]. Pour tout n € Z*, on a :

]
ff(t)e—i’**dz < (W OIS @D + MEJ

1
n

Comme lim
[ra] =400

(-‘~ (IF )] +1f @) + ﬂf-’l—‘i

= 0, on en déduit
||

|n|—=+oo

b
lim [f{f.} e M dt =0,

2. (a) [C’est un résultat du cours de MPSI. |

(b) Soitg:a=tog <t <+ <ty < tmy1 = b une subdivision adaptée 4 g.
Pour tout i € [[['.I, -m.ﬂ, on note ¢; la constante telle que

Wi € ]t,'J,'_H[._ g(t) = e

Pour tout i € [0,m], on pose g; la fonction définie sur [¢;,1,4,] constante
égale & ¢; de sorte que g; soit de classe €1 sur [t;, t;] et

lag1 Lij1
¥Yn € N, Vi € [0,m], f g: () e dt = f g(t)e intdt.
L ¥
Comme pour tout n € N,
b m Wl m 1
/g(t] E-Hltdi i Z f q {f)eniﬂ-[ dt = Z ] .’E!': {t) E_-iru'.di
a i=0 t i=0 £

et g; est de classe €' sur [t;,£;,] pour tout i € [0, m], d’aprés la question
1, ona
i1

Vi € [0,m], Elrl}r] / g: (1) e~ "™ dt = 0.
T o0

4
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On en déduit que I lim Jrg (t)e~ 1™ dt = 0.

|—=+00a
Soit N € N tel que pour tout n € Z* vérifiant |n| > N,
b
int E
] (eintar) < =
i

Ona:

b
[o®-g0+s@)ea

b
[f (t)e ™ dt

]

/g(t}e""“"'dt :

i

b
< [Ir®-g@lae+

Comme pour tout t € [a, ],

If(t)—g(t)] = m

on a
b
£
[1r®-glar<s,
On en déduit que pour tout |n| > N,
f & i el dt E E <
f F®) Sgtg=e

On a montré que

i ! - Erl.f_
|n|lfl-|:!:x, 2w _[f(

(¢) Par application du Lemme de Riemann-Lebesgue, on a

lun ealf) =0

n—too

3. La résultat subsiste lorsque f est seulement supposée continue par morceaux.

Soito:0=tfs <t <--- <t < tim+1 = 27 une subdivision adaptée a f,
Par la question 2 (b), pour tout i € [0,m], on a

Lia

lim [f(t Ja— e =g,

|n]—+o0 EZ’T
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d’on
! 2%
lim — e~ int gt = 0.

n=0

. Comme la série ¥ |a,| converge, on a

Ainsi, il existe NV € N tel que

. Soit r € R et soit h e R.

|lf (z+h) - f(x)]

<

On a

+oo
li = 0.
ey oo ity 1
+o0 £
Z |a'nl < 5
n=N+1
+00
Z anﬂin:: (einh _1)
n=>0
N ) +0o0 .
Z an (ent.ﬁ _1) + Z |ﬂ-n| ‘Em.ﬁ _1| )
n=0 n=N+1

Or, pour tout h € R et pour tout n € N, on a |e! nh 1| < 2 (inégalité triangu-

laire), ainsi

|f (x+h) = f ()]

N
i
=0

pour h = 0, il existe & > 0 tel

6. Soit z € R. Comme i —

Yh e R, (|h.|£n}:-(

N ) +00
E z an (DII‘III- _1) -|-— 2 E taul

n=>0 n=N+1

i 2e

< inh —1) —.
< X an (e e

=0
iy (0' nh —1} est continue en 0 et de valeur nulle

que

T

Z an (Di"h —1)

=0

{:E‘
_3 *

Ainsi, pour |[h] < a et en utilisant 'inégalité établie 4 la question 5, on a

[f(z+h)-Ff(z)l ==

On a montré que f est continue en tout x € R, ainsi f est continue sur R.

7. Soit x € R.. Pour tout N € N,

Ar
Z a, l‘_’i n(z+2r)
=()

on & .

N

I\.r
a Ei na eﬂ inmw
E n
n=0

N
0

n=
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Comme
N ‘
lim Z ay o' HEH2E) — f(z +27)

N—=+oo

n=>0

in(z42r)

(car la série 3 ane converge et sa somme vaut f (x + 2m)) et

n=0

N
lim Z ane™ = f(z).

N—a+4oo
’ =0

Par unicité de la limite, on en déduit que

f(z)=f(z+2n).

On a montré que f est 2r-périodique.

8. (a) On remarque que

2 L
i 27 sik =10
keZ B i = :
TGS f” & {(} sik#0
0
On a done :
2r 1"!'- N 2
fz a, e —MT g — Z ay, fe'{"_"”‘" dz = 2ma,,.
0 n=0 n=0 0
I s’ensuit que
2w N
0 "=
(b) Soit m € Z. Pour tout N € N, on a :
2T N ‘ 2 .
f Z a, el{ﬂ—ﬂl]ﬂ! de — ff (I} e imT 4.
] n=() 0
2r 400
< Z anoi(“_’“}mda:
0 n=N+1
+ o0
< 2% z lan| -

n=N41
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+o0
Comimne ~"‘rlim 2 Y |an| =0, on en déduit que

N=+oo  p=N41

J'TN

lim an {,1{:'; m]md.’ﬁ—f :.L —tm;r

(¢) En utilisant les relations obtenues aux questions 8 (a) et 8 (b), on obtient

YmeN, en(f)=am.

(d) Lorsque m € Z avec m < —1, pour tout N € N, on a

'Zrn.i-

fz a, e T dp =

n=>0
car pour tout n € [0, N], n —m # 0. Ainsi,
n N

lim fZa glln—mjr g, — 0,

N0

Or, d’aprés la question 8 (a), on a

YmeZ, lim Za Mz gy = ff{x]n_im“dm

—1-+m
n=0

= 2men(f).

On a montré que

YmeZ m< -1, e,(f)=0.

9. Comme [ est de classe €* sur [0, 27] et 2-périodique, k intégrations par parties
donnent (les fonctions ¢t — f (t) et t —s '™ sont de classe €% sur [0, 27] et
les dérivées de f le sont aussi) :

i 27 * 27
VnezZ', — /f{t}e"”" g * ff“‘ (t)e™ "™ dt.
2m ) or (in)* J
Comme f*) est continue sur [0,27], d’aprés la question 2 (b), on a :
2
[P @eima = o).
[n|—+o0

]
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Ainsi

2z
1 —int = 1
e (f) = e ff{t}e df e G('n_k) :
0

10. Le changement de variable affine u = t + a donne

2 a+2w

/f[i-i—a}c”““dt: f f(u)e™n(4=9) dy,

0 I

Par périodicité, on en déduit

2r
VneZ VaeR, [ft+a)eimdt= ().
0

11. Soit n € Z*. En prenant a = = dans I'égalité établie A la question 10, on a :

2w
YneZ' eul(f)= —%/I (t+ E) gt gy
0
Par définition de e, (f), on en déduit
2w
ez, 2e(f)= %f(f{:)—f(wg))e“"*dr.
0

On récupeére done

= 4m

27
1 iy
VnelZ', |eal(f)<— /lf(t} -f (t+ —)lrlt.
n
0
Par hypothese sur f, pour tout ¢ € [0, 27| et pour tout n € Z*, on a
Y &4
Y — -] = —.
ro-1(t+3)| <

Il s’ensuit que

&
] X o
Vn e Z*, ]ﬂn (f)l = 2|n|ﬂ:

On a montré que ¢, (f) = U(f-{-),

|nl:+{‘x: lﬂ-la
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+oo b,
12. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 3 —g gt
n=1 Tt
z bu bu 1 ’ X :
Comme la série — converge car — = o | — |, d'aprés les questions 6
= n? & n? ns+oo \ n? l
P L

et 7, f est continue sur R et 27-périodique.
D’aprés la question 8 (¢), pour tout n € N*, on a

=b" = o(bs).

n2 n—+4oo

cn (f)

On a exhibé une fonction continue f sur R et 2a-périodique telle que

en (f) o =ocﬂ':bn]-

—++

13. Soit la fonction f définie sur R par

+00 +o0 1
_ -2n _inr __ - o B L
f@)=) e®e™ =3 (7M7) = —Fnr.
n=>0 n=>0
[Yapres la question 8 (¢), on a :
Vn € N? Cn [f} = {5_‘2:“ = o ({_!_u} .

n—+400

La fonction f ainsi définie convient.

14. On définit la fonction ¢ par récurrence. On pose ¢ (0) = 0.
Comme I_l}tli b, = +00, il existe un entier naturel non nul tel que b, > 12. On
i o0

note ¢ (1) un de ces entiers.
Soit n € N*. On suppose ¢ (0),...,p (n) construits.

Comme lim b, = 400, il existe un entier naturel N tel que pour tout entier
m—++0o0

k>N, b > (n+1)>%
On pose ¢ (n+1) = max {N,¢ (n) + 1}. Il est clair que

pn+1)>p(n) et b,pnyg) 2 (n+1)2.

On a construit une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que
pour tout n € N, b, = n2.

15. Soit la suite (ay),, . définie par

0 sinégg(NY)

YneN, a,= 1 G s
—_— e (N
=y @ (N*)

oit ¢! (n) désigne I'unique antécédent de n par ¢ (car n € @ (N*)).
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16.

1%

Il est elair que la série Y a, converge absolument. On en déduit que la série
n>|
3" ay converge absolument, ainsi pour tout x € R, la série 3 a, '™ converge
n=0 nz=0
et
+oo hp{m]l:r
D=3 T~ s ).
n=0

= =1 (p(m))?

Grice 4 la proposition Permutation série-intégrale (questions 6 et 7), on en
déduit que

[ est continue sur R et 27 -périodique.

On introduit la méme suite (aﬂ}neN que pour la correction de la question 15.
Grice la proposition Permutation série-intégrale, on déduit que

W
vk € N*, ff(:r}e'i“”[k]'rd;r:=-§;.

D’apres la question 16, on a

] — =) Eﬁ'
Yk e N*, Irﬂ;_.}]f{:r) e Le(kle de = bﬁ?l{‘?}ﬁ
[t}

La question 14 donne

w
vk € N*, f}@{k}[f(_r}e—iw[klr(h: B




Theéme 33

Introduction a la théorie des distributions

Thémes abordés : Continuité, dérivabilité, caleul intégral, application linéaire,
série.

Difficulté : RREEC]

Ce sujet permet d’introduire la notion de distribution qui généralise la notion de
fonetion. On v introduit la notion de dérivée d'une distribution qui généralise la
dérivation déja connue. Le but de ce probléme est de montrer le théoréme de du
Bois-Reymond sur les séries trigonométriques.

Une bonne connaissance du programme d’analyse est requise pour ce probléme.

Les résultats des trois premieéres parties servent dans la derniére partie.

On admet et on pourra utiliser le résultat suivant qui sera vu en classe de MP et
démontré au Theme 30 « Théoréme de convergence dominée et applications ».

Théoréme. Théoréme de convergence dominée.

Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit ( fn)pen une suite de fonctions continues
par morceaur définies sur [a.b]. On suppose qu’il existe une fonction continue par
morceauz f : [a,.b] — R telle que :

Va € [a,b], lim fp(z) = f(x)

M= ~400
et qu'il existe g : |a,b] — R continue par morceauz telle que
VneN,Veela,b], |fn(z)<g(z).

Alors,
b

b
lim ,/f" (x) cla::/f{m] dir.

=00
i

33.1 Fonction a support compact

Définitions. Support d'une fonction, fonction a support compact.
Soit f : R — R une fonction.
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s On appelle support de la fonction [ Uensemble
{x e R, f(x)+#0}.

e On dit que f est @ support compact si le support de f est borné.

Soit la fonction p définie sur R par :

—1/x2 x>0
Yz e R, z)=4° e :
PLz) {U siz <0
1. (a) Justifier que p est de classe € sur RY.

(b) Montrer que pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale P, définie
sur R telle que

(¢) En déduire que p est de classe €™ sur R.

2. Construire i partir de la fonetion p une fonetion ! non nulle de classe € dont
le support est inclus dans |0, 1].

3. Plus précisément, montrer que si I est un intervalle ouvert de R non vide, il
existe une fonetion a support compact dont le support est inclus dans [I.

Si I est un intervalle ouvert, on note % (I) 'ensemble des fonetions de classe € a
support compact inclus dans [.

Définition. Norme infini d'une fonction.
Soit [ un intervalle de R et soit [ : I — R une fonction bornée. On définit sa
norme infini || f|L, par :

171l = suplf ()]
xel
4. Soit f € % (R). Montrer que pour tout k € N, les quantités || f*)||R existent.

33.2 Introduction aux distributions

33.2.1 Distribution

Définition. Distribution.
Soit T' € & (Z(R)). On dit que T est une distribution sur R si : pour tout
[a,b] C R, il existe K > 0, il existe p € N tels que

vie2(ab), |T() <K sup |fO)
ie[o,p]

On utilisera la notation (T, f) plutot que T (f).
On note %' (R) Uensemble des distributions sur R.
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5. Exemples.
(a) Montrer que l'application dy définie sur % (R)) par :
Vfe2(R), (do,f)=1(0)
est une distribution appelée mesure de Dirac.

(b) Soit f : R — R une fonction continue.
i. Montrer que I'application T’y définie sur & (R) par

Ve 2(R), (I1.9)= [ f@)p@)ds

est une distribution sur R.

ii. Soient f et g deux fonctions continues sur R telles que Ty = T,
Montrer que f = g.

Remarque. Les question 5 (b) i et 5 (b) ii affirment que toute fonetion continue
par morceaux sur R est naturellement une distribution. Dans toute la suite, nous
n’utiliserons plus la notation Ty mais simplement la notation f.

6. Soient T et T5 deux distributions sur R. Soit A € R. Montrer que 'application
Ty + ATo € (%' (R)) est une distribution.

33.2.2 Dérivée d'une distribution
7. Soit T € 2' (R) et soit n € N. Montrer que I'application U définie sur % (R))

par
(U,9) := <T=s¢‘”7‘>
est bien une distribution sur R.

Définition. Dérivée d'une distribution.
Soit T € %' (R). On définit la dérivée n-iéme de T, notée T\, sur 7 (R) par :

vy € 2(R), <T':“JT<,0> = ()8 <T, p'i“).

D’aprés la question 7, T™) est bien une distribution sur R.

8. Soit la fonction de Heaviside H définie sur R par

Il siz>0
Hig) = {u siz <0
(a) Pourquoi H est-elle une distribution sur R 7
(b) H est-elle dérivable sur R7
(e) Caleuler la dérivée de H au sens des distributions,
2'(R) — Z'(R)
T — T1)
10. Soit k€ N* U {oc} et soit j € [1,k] (j € N* si k = o). Montrer que si f est de
classe €* sur R, la dérivée j-ieme de la distribution f est la distribution f(1)
(f (1) est la dérivée j-itme de [ au sens classique).

9. Soit j € N. Montrer que I"application DV : { est linéaire.
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33.2.3 Convergence d'une suite de distributions

Définition. Convergence d’une suite de distributions.
Soit (Tn),en € 7' (R)N et s0it T € 7' (R).
On dit que la suite (T,,),. converge vers ¢ au sens des distributions si :

VoeZ(R), lim (Tn,¢)=(T,¢).

Ty

11. Montrer que la suite de distributions (T}, : @ = sin (nx)),, .. converge vers la
distribution nulle.

12. Soit (T5,),,cn une suite de distributions qui converge au sens des distributions
vers une distribution 7. Montrer que pour tout j € N la suite de distributions

( ,Ej ]') converge au sens des distributions vers la distribution TU),
e

33.2.4 Une équation différentielle

Proposition. Résolution de Uéquation différentielle ¢' = 0 dans %' (R), version
faible.

Soit g une fonction continue telle que ¢' = 0 (dérivée au sens des distributions).
Alors, g est une fonction constante,

Nous prouvons la proposition.

13. Montrer que
Vee 2(R), (g.¢/)=0.

14. Soit ¢ € Z (R) telle que [ ¢ = 0. Montrer que (g, ¢) = 0.

= o
Indication : On pourra vérifier que z — [ 6 (t)dt € Z2(R).

—oa
15. Justifier U'existence de # € 7 (R) telle que [0 = 1.

16. Montrer que

Vo€ 7 (R), <g..u.o>=<y=e>(f=.a),

Indication : On pourra remarquer que ¢ = ([ )8+ (¢ — ([ ) #) et remar-
quer que la fonction ¢ — ( [ ) @ est d’intégrale nulle.

17. En déduire que g est une fonction constante.

18. Soient f et g deux fonctions continues sur R telles que f' = g (au sens des
distributions). Montrer que f' = g au sens classique.
Indication : On pourra introduire une fonetion G telle que G’ = g au sens
classique et utiliser la question 17.

33.3 Rite d’initiation aux séries de fonctions

Définitions. Série de fonctions, convergence simple, convergence normale.
Soit I un intervalle de R.. Soit (fn),,cn une suite de fonctions définies sur I. Soit
f: I — R une fonction. On dit que ;
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e la série de fonections Y f, converge simplement sur I vers f si pour tout

n=0
xel, la série Y fu(x) converge et si
n=0

+00
Yrel, an{ﬂ-'] = f(z).
n=(0

e la série de fonctions 3 f, converge normalement sur I si la série

n=0

3" sup|fa ()| converge.
n>0=xe]

Soit (fu),en une suite de fonetions définie sur un intervalle 1.

19.

20.

21.

22.

Montrer que si 3 f, converge normalement sur I, alors Y~ f, converge sim-
nz=0 n=0

plement vers une fonction f définie sur 1.
On suppose dans cette question que toutes les fonctions f, sont continues sur
I et que la série de fonctions converge normalement sur I,

Soit f: I — R la fonection vers laquelle la série de fonctions converge simple-
ment sur 1.

(a) Montrer que pour tout n € N, pour tout = € I et pour tout h € R tel que

x+hel,ona:

+oo n
if+h)—f(@)|<2 ) sup fy @)+ Ifi (@ + k)= fie (2)] -
k=0

k=n+17T

(b) En déduire que f est continue sur [.
Soit (an),cn+ €t (Dn),ene deux suites telles que les séries ) a, et 3 by,
=1 n>1
converge absolument.
(a) Montrer que la série de fonctions Y (ay cos (nx) + by, sin (na))
n=l
converge normalement sur R.

(b) En déduire que la fonetion
+00
T — Z (a, cos (nx) + by, sin (nr))
n=]
est continue sur R et 27-périodique.

Soient (a,),,.p+ €t (by),cn- deux suites réelles telles que les séries 3~ a, et
n=>1

Z by, convergent absolument.
n=1

Soit la fonction f définie par

fiz)= f (@ cos (nx) + by, sin (nx)) .

n=1
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Soit enfin, pour tout n € N*, la fonction f, définie sur R par

n

Falz) = Z (ay. cos (kxz) + by sin (kz) ) .

k=1

(a) Soit (a.b) € R? tel que a < b et soit ¢ une fonction continue sur [a, b].
Montrer que la série

n=1l \g

b
Z (f (25, cos (nx) + by sin (nx)) ¢ (x) cl:r.)

converge et montrer que

s & b
Z f (a,, cos (nx) + by, sin (nx)) ¢ (x) dz = ff (z) ¢ (z) da.

n=1}y
(b) h-?onl.:rcr que la suite de distribution (fy),c.n. converge vers f au sens des
distributions.
(¢) En déduire que pour tout j € N, au sens des distributions, on a

+00 :
fU) = Z (an cos (nz) + b, sin (nx))\?)
n=1

33.4 Théoréme de du Bois-Reymond

Nous allons établir le résultat suivant.

Théoréme. Théoréme de du Bois-Reymond.
Soit f: R — R une fonction continue, 27 -périodique telle qu'il existe dewr suites
(@) pene € (bn)pene telles que

+00
VeeR, fi(z)= Z (an cos (nz) + by sin (nx)) .

n=1

Alors
2w 27
YneN*, a,= %/f{:r]cms (nz)dz et b, = %ff(:.-:)ﬁin(um}dur.
0 0

Soit f vérifiant les hypothéses du théoréme.

23. Le but de cette question est de montrer que les suites [a"}neN' et U""}:;EN"
convergent vers (.

(a) Montrer que

YreR, lim (ancos(nz)+ by,sin(nz)) = 0. (33.1)
n—4oc
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(b) En évaluant la relation (33.1) pour une « bonne » valeur de z, montrer
que (ay), N+ converge vers 0. En déduire que pour tout x € R, la suite
(by sin (nx)), . converge vers 0.

(¢) Montrer que si la suite (bn), .+ ne converge pas vers 0, alors il existe
> 0et ¥ : N* — N* strictement croissante telle que pour tout n € N,

‘b,r,-,(n}l = £. En déduire que pour tout x € R, la suite (sin (¢ (n)x)), N
converge vers 0.

2m

(d) En considérant la limite de la suite (," sin (¢ (n) ) d:.-.-) ,
0

nelM*

conclure.
Indication : On pourra utiliser le théoréme de convergence dominée.

On considére la fonction F' définie par

= {a b

F(z)=- — cos (nz) + — sin (nx) ) .

(@)= = 3 (25 cos (nz) + s (ns) )
n=1

24. Montrer que la fonction F' est bien définie sur R, continue et 2r-périodique.

25. Montrer que F" = f au sens des distributions. En déduire que F"” = f au sens
classique.
Indication : On pourra utiliser la question 18.

26. Montrer que : pour tout n € N*,

b}l

2w n
1 iy 1 5 : _ ba
= ]F (x) cos (nz) da = —=g o — f F (z)sin (nz)dx = 3
0 0

27. En faisant deux intégrations par parties, terminer la preuve du théoréme de du
Bois-Reymond.
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Correction du Théme 33

L.

(a)

(c)

|
La fonetion & — —— est de classe € sur R} et la fonction exp est de
€I

classe € sur R.

Ainsi, p est de classe € sur R comme la composée de fonctions de

classe €°°,

On procéde par récurrence et pour tout n € N, on introduit la proposition
Py, ¢ wil existe une fonetion polynomiale P, définie sur R telle que pour

tout @ > 0, p(") (2) = P G) emVay,

Hy est de toute évidence vraie, il suffit de prendre I () = 1 pour tout
z > 0.
On suppose &7, vraie pour un certain entier naturel n.

p{"} sur R} comme produit de fonctions dérivables sur R} et, pour tout
zeR3,

1 1 2 Ly 2 2
+1 L —Lf =) =1
P{" }('TJ = _F n(;)t’- w +PH (;1;).1-'3“ ’
2 1
)+ mh(5))
= Fus i o 1/7?
Ti<¢= 4

onl 'on définit la fonction polynomiale P4y sur R par
Pnii () = —2?P. (z) +22°Pa (z) .

On note que P, 4 est bien une fonction polynomiale sur R% car P, en est
une (hypothése de récurrence).
Ainsi, 2%, est vraie.

I
e
|
E-H,_,
P .
M| =

Par le principe de raisonnement par récurrence, pour tout n € N,
il existe une fonction polynomiale F, telle que pour tout x € RY,

p™) (z) = Py (1) e~ 1/2%,
xr

La question 1 (a) montre que p est de classe € sur RY. Il est elair que p
est de classe €°°° sur R* | donc p est de classe sur ¥°° sur R*. 1l est reste
i montrer que p est de classe ¥ en 0.

Pour cela, on raisonne par récurrence. Pour tout n € N, on introduit la
proposition 2, : « p est n fois dérivable sur R et p™) (0) = 0 ».

x
Comme p(z) =0siz<0,ona lim p(2) =0.
r—0— I
z 3 : < 1
De plus, pour tout = > 0, # = ue ™ ol l'on a posé u = = Par
croissance comparée, '
1 _qs.2 : o3
lim —e V" = lim ue™ =0.

01 T u—s o0
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Ainsi p est dérivable en 0 et p’ (0) = 0 et done 2 est vraie.
On suppose &%, vraie pour un certain entier naturel n non nul.
Il est clair que p est (n+ 1) fois dérivable sur R*.

{12) __al¥) 0
On sait déja que lim P () — P D)

30— z-0
De plus, en utilisant 'hypothése de récurrence, pour tout = > 0,

Sl Y (1) v

r—10 %

= 0 car p'"™ () = 0 pour = < 0.

Si d est le degré de P, et a son coefficient dominant, on en déduit,

lp 1 —lf;l:l‘! C_l"rrg
P, |- )e ~ a—.
% ¢ \E r—01 pd+1

En utilisant les croissances comparées, on récupére

p™) () — p™ (0)

lim = lim aul@t)2g—v =g
30t " u—4o0
. 1
ol 'on a posé u = .t

p'™) est dérivable & droite en 0 de dérivée a droite égale & 0,

On a établi que p'™ est dérivable en 0 et que p!™*1) (0) = 0. La propriété
Py est virifide.

Par récurrence, p admet des dérivées de tous ordres sur R, donc p est
de classe € sur R et toutes les dérivées de p en 0 sont nulles.

2. Soit la fonction 9 définie sur R par ¢ (z) = p(z) p(1 —x).

Il est clair que ¢ est de classe € sur R comme le produit de fonetions de classe
¢ sur R.
De plus, comme p(z) # 0 <= =z >0, on en déduit que

P(z)#0 & >0 et 1-2>0 & 2€]0,1].

On a montré 'existence d'une fonction de classe % sur R et 4 support
compact inclus (égal pour étre précis) dans |0, 1[.

3. Soit I un intervalle ouvert non vide R. Soit 25 € [ et soit r > 0 tel que
|@g — r, 29 + [ C I. Soit la fonction ¢ définie sur R par

p(t) =¥ ((1—t) (@—r) +t(z+7)).

Il est clair que ¢ est de classe €™ sur R comme la composée de fonetions de
classe € sur R.
De plus, pour tout £ € R,

tel01] = (1-t)(z—r)+t(z+r)clz—ra+r|.

Comme 1 est & support compact inclus (égal pour étre préecis) dans 0, 1],
on en déduit que ¢ est & support compact inclus (égal pour étre précis) dans
Jr—r,z+r[C L
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4. Soit A = 0 tel que pour tout |z| = A, f(x) = 0. Soit k € N.

La fonction f) est nulle sur R\ [-A, A] et continue sur le segment [—A, A],
elle y est done bornée sur [—A, A], done sur R.

R
On a montré que pour tout k € N, H f “"}'” existe,
o0

5. (a) Il est clair que dy est linéaire sur % (R).

De plus, pour tout ¢ € %, on a |(d, p)| < ||<,cJ||QRG En particulier, pour tout
segment |a, b, il existe K (=1) € Ry et il existe p(=0) € N tels que
pour tout ¢ € % (Ja, b[),

1(lab
{8,0)| < K sup "w{” g
i€fo,p]

o

On a montré que dyp est une distribution sur R.

(b) i. Soit Ja, b[ un intervalle ouvert non vide de R. Pour tout ¢ € % (a, b[),
ona

{77, )]

Uf{r}w{x}dx

|

f If (2) ¢ (@) dz

b
( [is (zndz) Il

On a montré que Ty est une distribution sur R.

1A

ii. Comme Ty =1, =Ty _,, il suffit de montrer que si f est continue telle

VYo e 9 (R), ff(;'-')ap(:r] & =1, (33.2)

alors f = 0.

Supposons f non nulle : il existe 2y € R tel que f(xg) # 0. Quitte &
considérer — f (qui vérifie aussi (33.2)), on peut supposer f (xzg) > 0.
Comme f est continue en xp, il existe o > 0 tel que pour tout

x € |zg —a,x0+af, f(x) > 0.

La question 3 donne un exemple d'une fonction ¢ dans 2 (R), & sup-
port inclus dans ]:m — &, To +ﬂ[ et strictement positive sur son sup-
port.

Il s’ensuit que [ f (z) ¥ (x) dx > 0, ce qui contredit I'hypothése.

Ainsi, si (f,g) € €° {R]2 est tel que Ty = Ty, alors f = g.
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6. Soit Ja,b] € R. T} et Ty étant des distributions sur R, il existe deux entiers
naturel p; et ps et il existe deux réels positifs Ky et K3 tels que : pour tout
¢ € 2 (Ja,b),

Jasb| lab{
(Th,¢)| < K1 sup

i€[0,p1]

et |(Tz,¢)| < Ko sup Hcp{*
i€[0,pa]

ol

En posant K = K| + |A\| K2 et p = max {py, p2}, on a : pour tout ¢ € % (]a,b[),

11 e b
Ty + XTa,¢)] < Ki sup ||i,§{” Jadl ot
icfom] o0

+ || K2 sup ”w
1€[0,pa]
< K sup ”:p'[‘} ]nﬁl
ie]o,p]

On a montré que T + AT5 est une distribution sur R.

7. e Il est clair que U est linéaire sur % (R)).

e Soit (a,0) € R? tel que a < b. Comme T est une distribution sur R, il
existe K > 0, il existe p € N tels que :
la, b[
Vo € P (la,b)), [T}l <K sup ”""
ie[0,p]

En remarquant que si ¢ appartient i % (|a,b[), alors ¢ v appartient
aussi, on en déduit que

voe 9 (ab), (Vo) = |(T.¢™)]
= sup ”‘PIH+£} Ja B]
ie[0,p] o
Ini-l

< K sup Hup"
iefon+p]

On a montré que U est une distribution sur R.

H est une fonction continue par morceaux, done d’aprés la question 5

8. (a) (b) i, H peut étre vue comme une distribution sur R.

(b) Il est clair que H n'est pas dérivable sur R car H n’est pas continue en
0.

(¢) Pour tout ¢ € 2 (R), on a

+00
{H',up)z—(H,tp'}=—fH(m}¢' (z)dx = — f ¢ (x) dx.
R 0

On remarquera que les intégrales précédentes sont toutes des intégrales sur
un segment car ¢ est 4 support compact (donc ¢’ I'est anssi).
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Or, p € Z(R), il existe A = 0 tel que pour tout z € R tel que |z| = A,
@ (x) = 0. En particulier, pour tout z > A, on a ¢' () = 0. On en déduit

A
(o) =~ [ ¢ @dr==[p@]} = ¢(0) = (n.e).
0

On a montré que H' = dg.

9, D’apres la question 7, pour tout T € %' (R), on a
D' (Ty=TY e ' (R).
Soit (T}, T) € 2’ (R)? et A € R. On a : pour tout ¢ € 7 (R),
(D (11 +XT3),90) = ((Ti+31)9,0)
= (-0 (Th + \I3, D)
= (-1 (T1,09) + (-1Y A(To, ?)
_ (TIEJJ,:,:) e (Tz{j}+99>
D’ (T1) + ADJ (Ty).

Ainsi, D7 (T} + A1) = D? (Thy) + AD? (T3).
On a montré que D¥ € 2 (%' (R)).

10. On note fUh4 Ja dérivée j-ibme au sens des distributions de la distribution f.
Par définition, pour tout ¢ € ¥ (R), on a

(£94,0) = (17 {£,69) = (-1} [ 1(z) ¢ @)d.

Soit A = 0 tel que le support de ¢ soit inclus dans |—A, A[. Pour tout m € N,
up'[”']' (4) = plm) (=A) = 0 et donne f est de classe “* sur R, j intégrations
par parties donnent (rappelons que j < k)

1Y [1@¢D @ = [19 @)@ a

= (.f”’,sc>,

les erochets étant nuls car les dérivées de ¢ s’annulent aussi en A et —A. On en
déduit que

Vo€ D(R), (F90)=(19),0).

On a montré que la dérivée j-ieme de la distribution f est la distribution
f),
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11.

12.

13.

14.

On remarque que la suite (77,),, . est une suite de fonctions continues, done
d’aprés la question 5 (b) i, (T ),cn+ est une suite de distributions.

Soit ¢ € ¥ (R) et n € N*. Soit A > 0 tel que le support de ¢ soit inclus dans
|=A, A[. Comme ¢ (A) = ¢ (=A) = 0, une intégration par parties donne

A A
() = fsiu (nz) ¢ (x) da = _:_zfmﬁ (nz) ¢’ () de.
A —A

On a done 24
Vo eN', [(Tn,0)l < 22 1%

Par encadrement, on en déduit que lim (7T},,¢) = 0.
=400

On a montré que la suite (T5,),, . converge au sens des distributions vers

la distribution nulle.
Soit p € Z (R). Soit j € N.
Par définition de la dérivation des distributions, pour tout n € N, on a

(T, 0) = (-1 (T, o).
Comme la suite (T},),, . converge vers T' au sens des distributions, on a

i ) = 7,

Or, <T1yﬂm> = [—l}j <Tm,:p>, on en déduit que

lim T,Ej},g;t*} = (T{j},@>.

n—+4o0o

On a montré que la suite (T}Ej ]') \ converge vers TU) au sens des distribu-
=

tions.

En utilisant le fait que g’ = 0, pour tout ¢ € #Z (R), on a
0=(g'¢)=—(9,¢).

On a montré que pour tout ¢ € Z (R), (g.¢') = 0.

Soit A = 0 tel que le support de ¢ soit inclus dans |—A, A[.

x £
Pour tout € R, on a donec [ ¢ (t)dt = [ ¢ (t)dt, de sorte que pour tout
—axa —A

< —A, f ¢ (t)dt = 0 car pour tout t < —A, ¢ (t) = 0 et pour tout z > A,
—-A
x +c0 A
[ ¢(t)dt=0car [ $(t)dt= [ ¢(t)dt=0.
—A

—-A -0
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I
De plus, il est clair que z — [ ¢ () dt est de classe €™ sur R comme une
—A
primitive d'une fonetion de classe €™ sur R.

On a montré que z +— [ ¢(t)dt € Z(R).
-A

B= <g’.:r:r—> f¢(t):lt>.
=

f
z
Puis, comme (1: — [ &(t) dt) = ¢, on en déduit que (g, ¢) = 0.
2

Comme g’ =0, on a

Ainsi, pour tout ¢ € Z (R) telle que [¢ =0, on a (g,¢} = 0.

15. Soit p € Z (R), positive et non nulle (voir la question 2) de sorte que
+oo
[ @ (t)dt # 0. Soit § = ——¢.
- [ e
— 00

+00
De toute évidence, # € Z(R)et [ 6 =1.

—0o0

16. Soit p € Z (R).
L'égalité

(09
J6-(19) = (1) (1)

car [ 6= 1. D’aprés la question 14, (g, — ([ ) #) = 0.
Par linéarité, on obtient finalement que

Voe 2(R), {g9.9)= {y,ﬂ}f@u

17. Soit la fonction h constante et égale & (g, #). La question 16 montre que

Voe 2(R), {g,9)=(he).

De plus, g et I étant continues sur R, la question 5 (b) ii permet de conclure
que g = h.

On a montré que g est une fonction constante.
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18.

19.

20.

Soit G une primitive sur R de g au sens classique, i.e. G' = g au sens classique.

Comme G est de classe €' sur R, d’aprés la question 10, on a G' = g au sens
des distributions.

On en déduit que (les dérivées sont aun sens des distributions)
ff=g= =G < (f-G) =0

D’apreés la question 17, la distribution f — G est une fonetion constante : il existe
ceRtelque f=G+e.

Comme G est dérivable sur R au sens classique, on en déduit que f 'est aussi
&G =G =

On a montré que f' = g au sens classique.

Soit xg € I. Par définition, pour tout n € N, |fn (xz0)| < sup|fa (z)].
xel

Comme la série 3 sup|f, (x)| converge (car convergence normale), par com-
n=0xel

paraison la série Y fn (20) converge absolument, done converge.
n=0

On a montré que la convergence normale sur [ implique la convergence simple

sur [I.

(a) Soientne N,z eletheRtelquex+hel. Ona

|f (z + k) — f ()]

400
= D Ukla+h) - fi(z))
E=0
n Fo
= D Url@+h) = fi(@)+ D (fr(@+h) - fi(z))|.
=0 k=n41

On remarque que |fi. (x4 h) = fi. ()| < 2sup|fi. (z)|. Par hypothése de
xef

convergence normale, la série 5" sup|fi. (x)| converge.
kzn+1 xzel

En utilisant 'inégalité triangulaire, on a l'inégalité souhaitée.

(b) Soit £ > 0. Comme la série ) sup|f. (2)| converge, il existe N € N tel
k=0 z€el
que
+oo

vexN, Y swlfi@) <3

k=n41 Z€!

Soit n = N fixé. Les fonctions f; étant continues sur [, on a

lim gu |fi: (z + h) — fi: (x)] = 0,
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ainsi il existe @ > 0 tel que pour tout h € |—a, o tel que x + h e I,
m £
D i (@ +h) = fie (@)l < 3"
=0

Il s’ensuit que pour tout h € |—a, af tel que x +h € I,

fe+h)-f@)| < 2x3+3
< E.

On a montré que f est continue en tout x € I, ainsi f est continue sur
I.

21. (a) Pour tout n € N*, ona

VzeR, |u':l't cos (nx) + by, sin (ﬂ,.’L‘H = 1“11' T |bn| .

ainsi
sup |an cos (nx) + by sin (nx)| < |an| + |bal .
reR
Comme la série Y (|an|+ |bn|) converge, par comparaison, la série
n=1
Z sup |an cos (nx) + by sin (nax)|
n=1 z€
converge.

On a montré que la série Y (a, cos (nx) + by, sin (nx)) converge nor-
n>l

malement sur R.

(b) Pour tout n € N, la fonction & — a, cos (nx) + by, sin (na) est continue
sur R, done, d’aprés les questions 20 (b) et 21 (a), la fonction

0
2 — Z (ay cos (nx) + by, sin (nx))
n=1
est continue sur R.
De plus, pour tout x € R et pour tout N € N*, on a

hr
E (ancos(n(x+27)) + bysin(n (z + 27)))
n=1
hr
= Z (@n cos (nx + 2n7) + by, sin (nz + 2nw))

n=|

N
= ) (ancos(nx) + bysin (nx)).

n=|
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En faisant tendre N vers +oc et par unicité de la limite, on en déduit

400

Z (apcos(n(x+2m)) + by sin(n(x+27)))
n=1
+oo
= Z (@ cos (nx) + by, sin (nx)) .
n=1
40
On a montré que la fonction z — > (an cos(nx) + by sin (nx)) est
n=1
2r-périodique et continue sur R.

22. (a) Pour tout N € N,ona

f{a“ cos (nx) + by sin (nx)) ¢ (z) dz — ff'{z @ (z)dz

n=|

b 4o
= Z (a, cos (nz) + by, sin (nz)) ¢ (z) dz

a n=N+1

I
5
2F
=
'-..._,____
=3
o
+
f'_

A

el (b —a) Z (lan| + [ba]) -

n=N+1

Or, la série 3 (|a,| + |bn|) converge et on a
n=1

400

im > (lan| + [ba]) =0.

n=N4+1
Par encadrement, on en déduit que

lim f[un cos (nx) + by sin (nx)) ¢ (z) de = ] flz

N—>+oo

n=>1

b
On a montré que la série > ( [ (an cos (nz) + by sin (nx)) ¢ () l:l’c)
i

converge et

+oo
( (@n cos (nx) + by sin (nx) ) ¢ ( "{:jdv) ff{’f.‘ @ (z)dz.
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23.

(b) Soit ¢ € Z (R). En particulier, ¢ est continue i support compact, disons

()

(a)

[a,b], d’aprds la question 22 (a), on a

n— 400

lim (fn,sa)=ff(ﬂ:)w{ar]rlﬂf= (f ).

On a montré que la suite de distributions (f, ), .. converge vers f au
sens des distributions.

Soit j € N. Il suffit d’appliquer le résultat de la question 12 A la suite
de distributions (fn),cne+, qui converge vers f au sens des distributions
(question 22 (b)) pour obtenir

+00 ;
fU) = Z (@ cos (n@) + by sin (na)) ).

n=1

Comme la série Y (an cos(nx) + by sin (nz)) converge pour tout réel x,
n=1
on en déduit que

Vx e R, FIHTW (@n cos (nx) + by sin (nx)) = 0.

Pour x = 0, on a : pour tout n € N*,
an cos (nx) + by sin (nx) = ap.

Grice au résultat de la question 23 (a), on en déduit que

lim a, =0.
=00

Comine la fonetion cos est bornée sur R, on en déduit : pour tout z € R,

lim a,cos(nz) = 0, ainsi
n— 400

VreR, lim bysin(nz)=0.

=400

Comime |'on suppose que (b"]nEN" ne converge pas vers 0, il existe £ > (),
pour tout N € N* il existe n > N et |b,| > =.

On va construire la fonetion ¢ par récurrence.

Pour N = 1, il existe n > N tel que |b,| = . On pose 1 (1) cet entier.
Soit n € N*. On suppose ¢ (1),...,¢ (n) tels que

v(l) <---<¥(n)

et pour tout i € [[1,n, ‘bﬁ'[i] > e,

D’aprés ce qui précéde, il existe m > ¢ (n) + 1 tel que |by| = . On pose
1 (n+ 1) un tel entier.
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On a construit par récurrence la fonction ¢ : N — N* strictement
>e.

croissante et telle que pour tout n € N*, |b¢,{ﬂ}

Comme pour tout n € N*, ‘bw,,d > £ et pour tout x € R, la suite

(bw[ﬂ} sin (¢ (n) a:})neN' converge vers 0 car ¢’est une suite extraite d'une

suite qui converge vers 0, on en déduit que

Yz eR, (¥ (n)x) =0.

lim sin
T—400

(d) Comme pour tout = € [0,27], lim sin® (¢ (n)z) =0et
=400

Va € [0,2n], Yn € N*, [sin® (¢ (n) 2)| < 1(= g(2)),

par le Théoréme de convergence dominée dont I'énoncé figure en en-téte,
on en déduit que
2

i . _
nﬂ]:'ll_lm/bln (¢ (n)z)dz = 0.
0
Or, pour tout n € N*
2w 2m .
fﬂillz {ﬁ! (?il'.:l J.') I_'l'E — [ ] =008 {gw} (”} 1:] d-’f-’ = %
0 0

On obtient done une contradiction.

On a montré que la suite (b,), .. converge vers 0.

24. Pour tout n € N* et pour tout z € R, on a

fly; br: . |a'ﬂ| i |b"|
—_— 0 | T — nr C —
n? o8 (1) + ne sin (nz)| < n?

Or, d’aprés la question 23, les suites (@), n+ €t (bn), . convergent vers 0,
done elles sont bornées.

Soit M € R4 tel que pour tout n € N*, |a,| < M et |b,| < M.

2M

Comme la série 3 2 converge (c’est une série de Riemann avee 2 > 1),
n>1

en utilisant la question 21 (b), on en déduit que la fonction F est définie sur

R. continue sur R et 2r-périodique.

25. D’aprés la question 22 (c), on a

+00 a b "
Fl=-% (l cos (nz) + ﬁ sin (nm}) .

2
n
n=1
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a b
Il est clair que pour tout n € N*, x — —; cos (nx) + —2 sin (na) est de classe
n "

¢? sur R, ainsi, d’aprés la question 10, la dérivée seconde de

iy by .
T — — cos(nx) + — sin (nx
% cos (n) + 1 sin (na)
au sens des distributions est la distribution

x — — (ap cos (nx) + by, sin (nx)) ,

ainsi

o0

F' = Z (ap cos (nx) + by, sin (nx)) = f(x).

n=1

De plus, comme [F“] = f au sens des distributions, la question 18 appliquée
deux fois montre que 'on a F” = f au sens classique.

26. Soit n € N*. Pour tout N € N*, on pose

N
Fy(z) = —Z (F cos (kx) + 3 bi 5 sin (L;r})

k=1
D’une part, pour tout N > n, on a

2w

111* [ Fy () cos (nz) dr

Il
|-
‘-..__‘__,?.j‘-“-‘

N Bk
(— Z (L? cos (kx) + 7 sin [Lx])) cos (nz) dx
8 \ k=i

i 4 O
LZ:I n[ ( cos ( LE sin {Rx}) cos (nr) d.
Or,
2
fcos[ka:]ms(;-m} dz = %f{CUH([k+?L] x) + cos ((k—n)x))da
D = @n
et

2w

2w
/:ﬂu (kx)cos(nz)dx = % [{sin ((k+n)z)+sin((k—n)z))de
0
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Il s’ensuit que pour tout N = n, on a

2r
VYN > n, %IFN (r)dz = —=. (33.3)
0

D’autre part, pour tout N > n,ona

2T
1
- f (F (@) - x (@) cos (nz) dz
2T oo
= /Z ( - cos (kx) + — bm(kx})dm
k=N+1
400
|ay.| + |bk|
. f 2, S
n k=N+1
+00
|ax| + |bx]
< 2= Z — 3z
k=N+1

D’aprés la question 23, les suites (an),,on- et (bn), o+ convergent vers 0, donce
sont bornées : soit M une borne commune. Il s’ensuit que

400

, |ax| + b
lim Z — =10
2
N—=p4oa kN1 k
ct
' 2
Nl—lﬂm = f{F{:L w (x)) cos (nz) dz = 0. (33.4)

0

En utilisant (33.3) et (33.4), on en déduit que

1 an
i — 3 . = ——,
Vn e N*, = fF(:t:} cos (nx) dx —
Un caleul analogue montre que
* bﬂ
VYn e N*, F (x) sin (nz) dz = -3
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27. Comme F est de classe €2, avec F" = f, sur R (question 25), en faisant deux
intégrations par parties les égalités obtenues i la question 26, on en déduit :
pour tout n € N*

2 2=
Oy = %/f (x)cos(nz)dr et b, = 7_1r /f (2) sin (nx) da.
0 0

Quelques remarques culturelles

La théorie des distributions est principalement 'ceuvre de Laurent Schwartz, ce
qui a lui valu la médaille Fields en 1950.

Les distributions peuvent étre vues comme une géndéralisation des fonetions. Elles
permettent de donner un cadre plus souple pour résoudre certaines équations aux
dérivées partielles. L'idée principale est de résoudre I'équation aux dérivées partielles
dans un espace de distributions et de montrer que les solutions sont {ou pas) des
solutions au sens classique.



Théme 34

Sur le « mélange » des décimales d’un réel

Thémes abordés : Continuité, dérivabilité, caleul intégral, développement décimal,
série.

Difficulté : HERERC]

Ce sujet a pour but de d'étudier la répularité des fonctions qui « permutent » les
décimales d'un réel. On y établit certaines propriétés de cette classe de fonctions.

Une connaissance solide sur la notion de limite et de continuité est requise.

Les résultats de la partie 1 servent dans la partie 2. La partie 3 est indépendante
des deux précédentes.

On pourra utiliser les résultats et définition suivants. Pour la preuve de la propo-
sition C est complet, on renvoie le leeteur au Theme 29 : « Sur les suites convexes ».

Définition. Suite de Cauchy.
Soit (“"}neN une suite de complezes. On dit que la suite (u'"‘}uEN est de Cauchy
si
Ve>0,INeN,V(n,p) N2, n>p>N)= (Jun—uy| <e).

On admet la proposition suivante.

Proposition. C est complet.
Soil (un),en une suite de complexes de Cauchy. Alors, (un), o converge dans C.

On notera que si la suite (un), . est une suite de réels, alors (u,), N converge
dans R.

34.1 Fonction réglée

34.1.1 Généralités sur les fonctions réglées

Définitions. Norme infini, convergence uniforme.
Soit X une partie de R.

e Soit f: X — R une fonction bornée. On définit la norme infini || f||X de f
par :
I£1% = sup |f (2)].

reX
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o Soit (fu),cn une suite de fonctions définies et bornées sur X et soit

f: X — R une fonction. On dit que la suite de fonctions (fn), N converge
uniformément vers f sur X si:

lim |fn—fIX =o0.

=t 00

Soit X une partie de R non vide. Soit (f,), . une suite de fonctions bornée qui
converge uniformément vers une fonction f sur X.
1. Montrer que la fonction f est bornée sur X.

2. Montrer que
vzeX, lm_fu(@)=f(x).

On suppose que X est un intervalle privé d'un nombre au plus dénombrable de points
(éventuellement vide). On suppose que les fonctions ( fy, ), . sont continues sur X.

3. Montrer X est dense dans I, i.e. tout élément de I est limite d'une suite d’élé-
ments de X,

Indication : On pourra utiliser le fait que tout intervalle de longueur stricte-
ment positive est non dénombrable.

4. Montrer que : pour tout (z.y) € X? et pour tout n € N,
|f (@) = f W] 2 |f (&) = fu (@)] + | f () = fr ()] + | fu (v) = £ ()]

5. En déduire que f est continue sur X.

Définition. Fonction réglée.
Soit (a,b) € R? deux réels tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction. On
dit que [ est réglée s'il existe une suite de fonctions en escalier ( fﬂ]new définies sur

: g _ [a b =
[a,b] telle que nﬂl}_lm |f = fallée 0.

Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction.

6. Montrer que f est réglée sur [a, b] si, et seulement si, pour tout £ > 0, il existe
g : |a,b] — R une fonction en escalier sur [a, b] telle que | f — g”i_f:;b] <e.

7. On suppose que f est continue sur [a, b. Montrer que f est réglée sur [a, b].

8. Montrer que f est réglée sur [a,b] si, et seulement si, f admet une limite A
gauche en tout point de Ja,b] et A droite en tout point de [a, b]

Indication : Pour le sens indirect, on pourra utiliser le théortme Compacité
selon Borel-Lebesque du Théme 25 : « Théoréme d’approximation de Weiers-
trass ».,

9. En déduire que si f est monotone sur [a,b], alors f est réglée sur [a, b].

sin (i) siz €]0,1]
x

] si x =10

10. Montrer que la fonction x € [0,1] — n'est pas réglée

sur [0, 1].
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34.1.2 Intégrale d’une fonction réglée

Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f une fonction réglée sur [a,b] et soit (fn), cn
une suite de fonctions en escalier sur [a, b].

11. Rappeler comment est défini I'intégrale d'une fonetion en escalier sur [a, b].

b
12. Montrer que la suite (_." Ia (2) rlt) est une suite de Cauchy. En déduire que
L

, neN
cette suite converge.

Définition. Intégrale d'une fonction réglée.
Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction réglée et soit
(fa)pen une suite de fonctions en escalier sur [a,b] qui converge uniformément vers

f sur [a,b]. On définit F f(t)dt par

b b
!I(t)tlt = nETm!f(t]rit.

b
13. Montrer que la précédente définition est licite, i.e. la quantité [ f (¢) dt ne dé-

[

pend pas de la suite (f,), N qui converge uniformément vers f.
On admet que les propriétés usuelles du caleul intégrale restent valables :
e si f et g sont réglées sur [a,b] et si A € R, alors Af + g est réglée sur I et

b b b
/{Af{t}+g{t})dt=Aff{t]dt+fg{t}dt.

e si f est réglée sur [a,b], alors |f| est réglée sur [a, b] et
b b
/f{t}df. 5[|f{t)[d:.

34.1.3 Un résultat d’intégration

Proposition. Interversion limite-intégrale.
Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit ( Jn)pen une suite de fonctions réglées qui
converge uniformément sur I vers une fonction riéglée f. Alors

b b
lim ffn [i}di=ff{i}di.

n—+4o0

Nous prouvons la proposition,
14. Montrer que f est réglée sur [a, b].
15. Montrer la proposition précédente.
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34.2 Calcul d’une intégrale

On admet (pour la preuve, on renvoie au Théme 2 : « Découverte des infinis ») la
proposition suivante.

Proposition. Développement décimal illimité propre.

Pour tout x € R, il existe une unique suite (an (x)),.n € [0, 9N avec ag = |z
telle que
n

. o (%) |
vn € N%, .I.Z J_{_]J. =TS z 10k ]_un,
e=0

En particulier,

Deéfinition. Fonction fg.
Soit o0 : N* — N* une application. On définit sur [0,1] la fonction f, par : pour

tout x = Z:ﬁ% ﬂ"; l'::i}

€ [0,1] (développement décimal illimité propre de x),
oo
: Qa(n) (‘T}
fo (z) = Zl o
n=

Remargue. On notera que ag n'intervient pas dans la définition de f,.
Soit o : N* — N* une application.

16. (a) Montrer que pour tout x € R et pour tout n € Z,
|z +n] = |z] +n.
(b) Montrer que pour tout n € N* et pour tout € R,
a, (z) = [10"z| — 10|10"z|.
(c) Montrer que pour tout n € N, x € R — a, (x) est périodique (on
précisera la période) et préciser ses valeurs.

(d) Montrer que tout n € N, a, est réglée sur [0,1].

17. Montrer que f; est réglée sur [0,1].

1
18. Calculer [ a; (x)da pour tout i € N*.
0

1
19. En déduire la valeur de [ f, . dz.
0
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34.3 Une caractérisation de la continuité

Nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition. Condition nécessaire et suffisante de continuité de f,.
Soit 0 : N* — N* injective. La fonction fs est continue sur [0,1] si, et sculement
Sf, T = il’lNo ¥

On suppose que [, est continue sur [0, 1] et nous allons montrer que o = idy-.
Nous procédons par récurrence.

20. Montrer que 'hypothése « o (1) > o (2) » méne i une contradiction. Conclure.

Indication : On pourra s'intéresser a la limite de f,; & gauche et a droite de
10772,

21. Soit i € N*. On suppose o (1) < --- < o (i).
Montrer que o (i) < o (i + 1).
Indication : On pourra supposer o (i + 1) < o (i) et s’intéresser aux limites de
fo & gauche et i droite de 10~7(+1),
22. Conclure.
Nous allons maintenant montrer que

VieN*, o(i)=0(1)+i—1.

23. Soit i € N*. Montrer que o (i + 1) = o (i) + 1.
Indication : On pourra supposer o (i + 1) > o (i) + 1 et considérer les limites
de f; & gauche et & droite de 1077 4 10 x 10~7(+1),

24. Montrer que o (1) = 1.

25. Terminer la preuve de la proposition.
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Correction du Theéeme 34

1. Soit M un majorant de la suite (|[ fall f‘;)

neM )
Par définition, il existe N € N tel que pour tout n > N,
If = falls < 1.

Done, on a
Veel, |f(z)l<|f(z)-in(z)|+]|fn(z) <1+ M.

On a montré que f est bornée sur X.

2. Soit x € X. Par définition de la norme infini, on a :

fn (@) = F @) < If = FallX

Comme ]'ll_‘{} If = fullX = 0, par encadrement, on en déduit que
Ti=p =003

im fa(x) = f(z).

= =00

3. Supposons que X n'est pas dense dans [ : il existe z € X et £ = 0 tel que
le—e,x+e[nlcCX.
Comme |z — &,z + [N T est un intervalle de longueur strictement positive, in-
clus dans X, X n’est done pas dénombrable, ce qui contredit le fait que X est
supposé au plus dénombrable.

On a montré que X est dense dans I.

4. Soit (z,y) € X? et soit n € N. On remarque que
If (@) = fF (Wl = f (@) = fu () + fu () = fu () + fu (3) = f ()]
L’inégalité triangulaire donne l'inégalité souhaitée.

5. Soit (z,y) € X2 Soit £ > 0.
Comme ]'llil Ilf - fﬂ||§j = 0, il existe N € N tel que pour tout n > N,
Ti=—F==00

If — £l < -

n:...lm

Soit n > N fixé. On a done :
f@-fa@I <5 et |fa@) -1 @)

Comme f, est continue en z, il existe a > 0 tel que : pour tout

I
| m

yE]x—a,:{:+n[ﬂX. Unli-'l-'}-fn(yﬂi

vﬁl

On a montré que : pour tout £ > 0, il existe o > 0 tels que
VyeX, (Welr-az+talnX)= (If(@)-f)|<e).

On a montré que [ est continue sur X.
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6. On prouve les deux implications.
Soit £ > 0. Comme f est réglée sur [a,b], il existe une suite de fonctions
sy [ 5 i ﬂ_.b —
en escalier (fy),, o telle que nﬂz}_mm If — fn"Lo I = 0.
En particulier, il existe n € N tel que || f — f,.||£;‘:,‘[’| <e.
. 1
Pour tout n € N, il existe g, tel que || f — g,illL‘i'ﬁ] < e
On en déduit que lim ||f — g,,||L‘j;"’] =0, donc f est réglée sur [a., b].
n—++00

L'équivalence est montrée.

7. Il est dans le cours de MPSI que pour toute fonction continue sur [a,b] et
pour tout n € N*, il existe une fonction en escalier g, sur [a,b] telle que

g llet] < 1
I~ gnllet < 3.

1
Comme lim — = 0. onen déduit que la suite de fonetions en esealier =
: n—+0o 71 ’ d 4 (y“}nEN

converge uniformément vers f sur [a,b].

On a montré que toute fonction continue sur [a, b] est limite uniforme d’'une
suite de fonetions en esealier.

5. On prouve les deux implications.

Soit g € [a, b].

Si f est continue en xp, alors f admet une limite 4 gauche et a droite de
xp (qui sont égales).

On suppose f discontinue en xy,. Soit £ > 0 et soit ¢ une fonction en escalier
telle que :

£
Vo e fab], [f(2)-¢ (@) <3
Il existe @ > 0 tel que @p +a € [a,b] et tel que ¢ soit constante sur
|0, xo + af. Ainsi, pour tout (z,y) € Jzo, 2o + a[?, on a

If @) -f@) < If(@@)-e@)+]le@) —¢@)|+If @) -¢@)

PN

Soit u = (1, ), une suite de réels telle que

YrneN, u, >z et lim u, = xg.
n—+oo

Ainsi, il existe N € N tel que
VneN, (n=N)= (u,€|zo,z0+af).
On en déduit que
V(n,p)eN?, (n,p2N) = (If (un) — f (wp)| < ¢).

La suite (f(un)),en est de Cauchy, done d’aprés la proposition C est
complet, on en déduit que la suite converge. On note £, sa limite (elle
dépend de la suite u, a priori).
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Sofent (tn), . €t (Vn), o deux suites telles que

YneN, up,>zg,Un>x0 e lim u,= lim v, = zp.
n—+4oo n—++00

Il existe un entier N tel que

VneN, (nz=N)= (un,vn € |20, %0+ ).
Il s'ensuit que

VneN, (n2N)= (If () - f ()| <¢).

En faisant tendre n vers +oo, on récupére |f, —f,,| < =. Cette inégalité
étant vraie pour tout £ > 0, on en déduit £, = £,,. On note £ cette limite
commune.

On a montré que pour toute suite (u,), . qui tend vers zy par valeurs

supérieures, la suite (f [uﬂ]]ngN converge vers £. Par caractérisation sé-
quentielle de la limite, on en déduit que

iimI flz)=2¢E

.T—}T{.

On montre de méme que f admet une limite i gauche en tout point de
la, b].

Soit £ > 0. Comme [ admet une limite & gauche et i droite en tout point
x € [a,b], il existe un voisinage ouvert de x dans [a, b] : V. = Ja,, b, [N [a,b]

tel que :

V(y,2) € (laz,z[N[a,0])*, [f(y)-f(2)|<e
et

V(y,2) € (o, b [N [a,B]), |f (v) - F(2)| <e
Comme

la.b] = U Ve,

IEIu_,b]

le critére de compacité Borel-Lebesgue appliqué an segment [a, b] assure
qu'il existe un nombre fini d'éléments de [a, b], disons xy,...,x, tel que

[a,0] = UV (@)

Soit (¢;) je[o,m] la subdivision de [a, b] composée de a. b, des x; des a., et
des by; pour [[1,n].
Soit j € [0,m — 1], il existe k € [1,n] tel que ¢; € V.. On distingue trois
cas :
o si ¢j € lag,,x[, comme x; est un élément de la subdivision, on a
Cj+1 < Tk et Jcj, [ C lagy, a[;
e si ¢j = Ty, alors cj ) < by, car by, est un élément de la subdivision
considérée et on ajc:j, cj+1| C ]:-::;;,bzk[;
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e enfin, si ¢; € |oy, by[, on a encore ¢4y < by, car by est un élément de
la subdivision et on a |e;, ¢jq1] C rmk .

Remarquons que dans chacun des cas, nous avons :
2 i
Y(z,y) €lejeinl®, If(x)—Fflw)| Ze
Soit g la fonction définie sur [a, b] par : pour tout x € [a, b],
f (¢;) si z = ¢; avec j € [0, m]

2= (cj +2Cjﬂ> siz € Jej,¢jq| avee j € [0,m—1] 7

Il est clair que g est en escalier sur [ﬂ? b] et
Vo e [a,b], lg(z)-f(z)]<e.

9. D’apres le théoréme de la limite monotone, f admet une limite & gauche en tout
point de ]a, b et une limite 4 droite en tout point de [a, b|.

En utilisant la question 8, on en déduit que f est réglée sur [a, b].

10. Soient les suites (@5 ), cn et (2,),cn définies par : pour tout n € N,

1 ’ 1
Tpn=-——7— et T, = ——=.
(n+1)m " omm+4 =

2
Ona
YneN, flz,)=0 et f (Iia) =1.
Comme les suites (xn),cn ot (27,),en convergent vers 0, f ne peut avoir de
limite en 07,
D’aprés la question 8, f n’est pas réglée sur [0,1].

11. Soit g une fonction en escalier définie sur [a, b] : il existe une subdivision
gra=1tg <t < - <tp < tuy1 = bde [a,b] et deux suites de réels (ci}iE[ﬂ.ﬂl]

et (Gi)icfo,n1] telles que

_ siz € Jt;, tiy1] aveci € [0,n]
Ve labl, g(z)= {f (t;) = ¢ pour tout i € [0,n+ 1]

b
L’intégrale de g est définie par f g(t)dt = Z ¢ (tiv1 — ;).

12. Soit £ > 0. On remarque déja que, comme
lim — la.b] _ 0,
timIf — fall
il existe N € N tel que pour tout entier n > N,

lﬂbl -~
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Ainsi, pour tout n,p > N, on a :

Ifn— Fol@¥ < I1F = Full @0+ 115 — Fpllle™
E £
= 30-a) TI0-a)
E
- b—a’

Ainsi, pour tout n,p = N, on a ;

b b b

[fwa- [ 1, (t}dt‘ < [1fn® - s (0)a
< (0-a)llfa—fHllE"
< E.

b
On a montré que la suite ( [ fa(t) dt) est une suite de Cauchy.
» neM

13. Soient (fn),en €t (gn),en deux suites de fonctions en escalier qui convergent
uniformément vers f, montrons que

n—4co

]
lim ](fn () — gu (t)) dt = 0.

[ex,]

En utilisant I'inégalité triangulaire pour la norme |||

il

, pour tout n £ N, on

b b
[h@-moa| < [150-om@la

=
< e —gallle¥
< fn— 18 + llgn - £l28.

, , B _ o plastl — _
Comime n-.—llt—f—loo | frn — gnllic nllﬁ-lm lgn — gnlls 0, par encadrement, on

en déduit que

To=k 20

b
im [ (£ (8) = g0 () dt = 0.

b
La quantité [ f (t) dt est indépendante de la suite de fonctions en escalier qui

i
converge uniformément vers f.
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o
—_
[,

it £ i £ Eﬂ'b] —_ i rjate :
14. Soit £ > 0. Comme nlﬂ]m | fn — fllae 0, il existe N € N tel que

If - sl < 5

Comme fy est réglée sur [a, b], d'aprés la quewtinn 6, il existe une fonction g en

escalier sur [a,b] telle que || fy — g]|l& < =3

Par l'inégalité triangulaire, on a :

I =gl < lliw = FIEH + fn - ol < = + 5 <e.

D’aprés la question 6, f est réglée sur [a, b].

15. Pour tout n € N, on a :

b b b
[EMM—/fmm < [um—&uwu

< (b—a)||fu—Fll.

Comme li!_}_l \fn =71 |]!_;=b] = 0, par encadrement, on en déduit que
n—4o00

b b
nﬂlfmff" (t)dt = /f{t] dt.

16. (a) Soitx€Retne Z.
Par définition de la partie entiére, on a

lz+n]|<z+n<|z+n]+1
On a aussi |z] < x < |2] + 1, puis
lz]+n<z+n<|z]+n+1.

Comme |z +n] et |z] +n sont des entiers, on a

lz+n] = |2z] +n

(b) Soit n € N*. En utilisant la proposition Développement décimal illimité
propre, pour tout x € R, on a

T ﬂ,k (I) { T ﬂ,k (I} 1
D 10F Se<)) 10F T 10m

k=0 k=0

En multipliant par 10", on obtient :

n—1
an () < 10" — Y ar (2) 10" < a, (z) +1
k=0
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n—1
soit [ {..!"} — L]ﬂ“;]_- = Z: ajg. {ﬂ!} lﬂﬂ-ﬂkJ‘
k=
n—1
Comme — ¥ ay (x) 10" % € Z, d’apres la question 16 (a), on a :
k=0
n—1
in [1’) = l_lUnIJ - Z aj. (jﬂ} 1{]"_“'_
f=0

Toujours en utilisant la définition du développement décimal illimité propre

dex,ona:
el a1
T =
; 10k ; 10k 1071
d’ol
n—1
ax (z) 10" 1% = |10" 1z
k=0
et
n—1
10[10" ') = " (x) 107F,
k=0

On a montré que pour tout r € R,

an (2) = |10™z] — 10]10™1x].

c e On va montrer que pour tout n € N*, a,, est 107" _périodique.
que p p q
Pour tout x € R,

n (a: -+ lﬁ“"“} = |10z + 10] — lﬂ[lﬂ“‘lm +1].
D’aprés la question 16 (a), on a

Ly (’.‘I'.. - ]D”"H) = ay (x) -

a, est 107"+ périodique.

e Soit n € N. Comme ay,, est 107" _périodique, il suffit de donner les

valeurs prises par a, sur un intervalle de longneur 10~"+1,
Par la question 16 (b), on a

k- k+1

k€ [0,9], V= y
Yk € [[0,9], vz € T

[, an (&) = k.

(d) Soit n € N. a, est continue par morceaux, donc a, admet une limite i

gauche et & droite en tout point de [0, 1], done | a,, est réglée sur [0, 1]. |
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17. Soit la suite de fonctions (fn),cn- définie sur [0, 1] par

i @)= iﬂ"“"—](x}

b
o 10

Il est clair que pour tout n € N*, f, est en escalier done est réglée sur [0, 1].
Pour tout n € N* et pour tout = € [0,1], on a :

+o0
fo@—-fa@| = | X _{f%r(—}

k=n+1
+o0 1
<9 ToF
k=n+1
9 1
= mn-lhl}< 1
10
1
< —
= 1om

Il s’ensuit que pour tout que la suite de fonctions ( f")nEN‘ converge uniformé-
ment vers f sur [0, 1].

D’aprés la question 14, fr est réglée sur [0,1].

18. Soit n € N*, comme a,, est 107"+ -périodique, on a :

1 lu—ull
fﬂﬂ (z)dr = 171 / ay, () dz.
i} 0

Or,
"'_I—Il.}l
f A, (2)der=10""x (1+24:--4+9) =45 x 107",
0

Il s’ensuit que

/ﬂ-,; (x)dx = g

0

19. On reprend la suite de fonetions ( fn)pene introduite ci-dessus. Pour tout n €
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N*, ona:

|
ay [:r)
[ @ = f 5 {{]L
1]

1 1 1
Il est clair que lim L5 P (1 - (ﬁ) ) = 5 Comme la suite de fonctions

(fa),ene converge ulufﬂrmement vers f, sur [0,1], d’aprés la proposition In-
terversion limite-intégrale établie A la question 15, on a

nﬂnlmff“ -:l*r—/fa{r}dr
1

On a montré que f Jo {;r}d;:: = —
0

20. On suppose a (1) = o (2).
Par injectivité, on a o (1) > o (2) et 10771 < 10-7(2),
Comme pour tout z € ]lﬂ—‘f’{?}, 10722 +10-°(V |, a,(y) (x) = 0 (par

10~ périodicité de ay, @y(2) (x) = 1 et pour tout n 2 3, a,,) (z) < 9, il
s'ensuit que
lim  fo(x) <0,0199... = 0,02,

_,(m_am}'
De méme, comme pour tout = € ] 10—°(@ — 10~°(1), 1922 [et pour tout n > 2,
A1) () =9 et g (n) (z) 20,

on en déduit :

lim fo (x) = 0900...=09.
—(10-22))"

Ainsi f, ne pent étre continue en 10-7(2) et cela donne une contradiction.

Ceci prouve que (1) < o (2). I
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21.

23.

Soit i € N*. On suppose o (1) < --- < a (i).
Montrons que o (i + 1) > o (i). Comme ci-dessus, on suppose o (i + 1) < o (7),
soit par injectivité, o (i + 1) < o (i).
Soit k le plus grand entier compris entre 1 et i tel que g (i + 1) < o (k) de sorte
que

10770 < 107901 <. < 107°(F) < 10776+,
Le raisonnement est similaire & celui utilisé ci-dessus : nous allons nous intéresser
i la limite de fy en 10~20i+1),
On rappelle que pour tout x € [0,1],

fo (2) = 0,a51) (%) Ag(2) () . . . Ogi) (T) Ag(ig1y (T) ... .

Pour tout = € ]lﬂ""““‘“”._ 10—+ 4 10-o() [, pour tout j € [1,i] et pour
tout n > i+ 2, ona

Ao (5) (x) =0, ﬂa{fﬂ}{-'l'] =1 et Qg (n) <9,
On récupeére :

lim <0,0...019...=0,0...02.
z—:-(ll]—'ﬁfrn}' —— et

i wiros i wlros

Similairement,

lim >0 0...09
T_'(m-ﬂ“l”} k—1 wiéros

car pour tout r € :|Iﬂ""“'+” —10-9(8), 1{1_"':"““}[, pour tout j € [1,k—1] et
pour tout n > k + 1,

a5y (£) =0, a,py(x) =9 et a,, (z) 20
Comme k <i,onak—1<i, puis

0,0...02<0, 0...0 9.
S e Nttt

i zlros k=1 zéros

Les limites de f, & gauche et &4 droite ne sont pas égales, cela contredit la
continuité de fo sur [0, 1[.

On en déduit que o (i + 1) > o (i).

On a montré que o est strictement croissante.

On suppose qu'il existe i € N* tel que o (i + 1) # o (i) + 1.

Comme o est injective, par la question 22, o est strictement croissante de o,
ainsio (i+1) > o (i) + 1.

Nous allons étudier la limite de f; 4 gauche et i droite en

1070 + 10 x 1096+,
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Pour alléger les notations, on pose
yi = 1071 4 10 x 10770+,

Comme o (i+1)>eo(i)+1,ona—o(i+1)+1< —o(i), puis
10 x 10906+ < 10-2(1), On en déduit :

10770 < 4 < 2 x 10770), (34.1)
En remarquant que I'inégalité o (i + 1) > o (i) + 1 est équivalente a
a(i+1) > e (i) + 2, on en déduit 10% x 10770+ < 1077(), Comme
yi + 10770+ = 1077() 4 11 x 10721 on a
¥ + 10776+ < 10790 4 100 x 10770+ < 2 x 107708), (34.2)
De plus, il est clair que
1020 < g, — 10790+ (34.3)
En utilisant (34.1), (34.2), (34.3) et le fait que a,(; ) est 10~ 7+ H L périodique
et que pour tout x € ]y,-,y,- - 10—"{"“}[? pour tout j € [1,i — 1] et pour tout
nzi+2:ona
Qo) (z) =0, Qa(i) = 1, Ga(i+1) = 1 et gin) () <9.
On en déduit

im fr(z)<0,0...01199...=0,0...0 12.
r—+(y;) " T e
i—1 zéros i—1 zéros

En utilisant & nouveau (34.1), (34.2), (34.3) et le fait que @, ;. est 10-o(i+1)_
périodique, pour tout = £ }ytw— 1{1"’{””,3;;[ et pour tout j € [1,i — 1],
y(j) () = 0, a5 = 1, @541y = 9 et pour tout n 2 i+ 2, a,, () 2 0,
on en déduit

lim f(z)>0, u 19.

)™ i—1 zéros

Comme les limites & gauche et & droite sont différentes, on en déduit que
I'hypothése faite n’est pas vraie, ainsi o (i + 1) = o (i) + 1.

24. Sia (1) > 1, alors

+ao : +00
vee0,1], fr(z)= Zl “—”f]‘gf” - Z sotyne =)
Un changement d’indice donne
+oo a(lj—1 R
vee ), @) = w3 ElE N )
=1 m=1

a(1)=1
_ 51 =5 1 (e am ()
= 210% (;r Z Tom )

m=1
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o)1, (g
Comme la fonction x — mz_l Tﬂ"‘ n'est pas continue sur [0,1[, on en

déduit que la fonetion f, n'est pas continue ce qui contredit notre hypothese de
départ.

On en déduit que o (1) = 1.

. Les questions 20, 21, 22, 23 et 24 assurent que si f, est continue sur [0, 1[, alors
T = ]le .

La réciproque est claire : si ¢ = idye«, alors f, = idjg 1y, done est continue sur
[0,1].

On a bien montré que f, est continue sur [0, 1] si, et seulement si o = idn-.




Théme 35

Inégalités de Wirtinger

Thémes abordés : Caleul intégral, produit scalaire, projection orthogonale, série.
Difficulté : HREEL

Le but de ce probleme est d'établir I'inégalité de Wirtinger avec une constante
optimale grice i une méthode utilisant la projection orthogonale.

Les deux parties du sujet sont largement indépendantes.

On admet et on pourra utiliser librement le résultat suivant :

Théoréme. Théoréme de Weierstrass trigonométrique.
Pour toute fonction f: R — R continue, impaire et 2-périodique telle que
f(1) =0, pour tout = > 0, il existe n € N et (ag,...,a,) € R"* tels que

L
Vre[-1,1], |f(z)- Zuk sin (krz)| < e.
k=0

35.1 Inégalité de Wirtinger

Le but de cette partie est de montrer 'inégalité de Wirtinger.

Proposition. Inégalité de Wirtinger L.
Pour toute fonction f : [0,1] — R de classe €' sur telle que f(0) = f (1) = 0,
ona:

1 1
[1r@lae= [ir@iae (35.1)
0 0

Nous prouvons la proposition.

1. Justifier que 'on peut écrire
Yzel0,1], f(z)= f_f’{t}dt.
0

2. Terminer la preuve de I'inégalité de Wirtinger L'



THEME 35. INEGALITES DE WIRTINGER

o
[
e

Nous allons montrer la corollaire suivant.

Corollaire. Inégalité de Wirtinger L?.
Pour toute fonetion f : [0,1] — R de classe € telle que f(0) = f(1) =0, on
a:

1
f £72 (t) dt :3% f £2 (1) dt. (35.2)
0

0
Nous prouvons le corollaire.

3. Montrer que 'on a :

1 1
f2|f{t)f’(t]|dt2[f2 () dt.
0 0

4. En déduire

1

1 1
2 | [ f2@)dt | f2(t)dt > [ f2(t)dt
[roufron]

0

5. Terminer la preuve de l'inégalité de Wirtinger L2.

e " 1 . N
L’inégalité (35.2) n'est pas optimale : la constante 5 peut étre améliorée,

35.2 Inégalité de Wirtinger optimale

Le but de cette partie est de montrer la proposition suivante :

Proposition. Inégalité optimale de Wirtinger L*.
Pour tout fonction f : [0,1] — R de classe €' et telle que f (0) = f(1) =0, on

L/

1 1
f2@)ydt== f2(t)dt.
froweny

35.2.1 Questions préliminaires
Soit & = {f € " (R) impaire, 2-périodique et f (1) = 0}.

6. Vérifier que I'application (-,-) définie sur & x & par

1
V(f,g) € &%, {f19}=%ff(f}s}(i)df

est un produit scalaire sur €. On note || - |2 la norme associée.
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[

Pour tout k € N*, on note f}. la fonction définie sur R par
fi (z) = V2sin (knz).

7. Montrer que la famille (fi).cn. est une famille orthonormée de & pour le
produit scalaire (-, -).

35.2.2 Une bréve introduction aux séries de Fourier
Définition. Coefficients de Fourier.
e Pour tout n € N*, on pose

Foo="Yeeb {1, vy fa)s

o Pour tout f € &, on note p, (f) la projection orthogonale de [ sur F, (parallé-
lement a F- ). Ainsi, on a :

e iy
k=1

La suite (bn (f)),,cn+ s'appelle les coefficients de Fourier de f.
8. Montrer que : pour tout f € & et pour tout n € N*,

1 1
by(f) = —v%ff{f.} sin (nwt) dt = \@/f{t}ﬁiu (nwt) dt.
=i 0

9. Montrer que
Vfe& YneN* Vg FE, |[f—pa(f)llzZIIf -9l

10. En déduire que
i ||f = pn () [l2 = 0.

=t =030

11. Soit f € & Montrer que la série ¥ b, (f)* converge.
n=l

12. Soit f € &. Montrer que I'égalité suivante dite de Parseval
1

=00
%f_fﬂ(t;dt =y )"

= n=1

13. (a) Montrer que

V(f,0) €82 (f.0) =5 (IF +9l3~ 1713~ lgl)

(b) En déduire que si (f,g) € &2, alors la série 3 by, (f) b (g) converge et
=1

1 +00
%ff{t}g{t}dt = b (Nt (9).
23

n=
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35.2.3 Retour sur I'inégalité de Wirtinger L?
Soient
& = {f €&, fij-11 €€ ([—1,1]]} et &'={feen¥*R), f'c&}.

14. Pour f € &' et n € N*, exprimer b, (f”) en fonction de b, ( f).

15. Montrer que
1

1
Vfed, ],r'? (t)dt > nﬂf,rf* (t) dt.
-1 =1
16. Traiter le cas d’égalité.
On admet que 'inégalité de la question 15 reste valable pour f € & I ainsi
1 |
Vfedl, ff*“ (t)dt > 72 ff'* (t) dt.
-1 -1

17. (a) Soit f : [0,1] — R une fonction de classe €' telle que f(0) = f(1) = 0.
Soit f la fonction impaire, 2-périodique telle que pour tout x € [0, 1],
f@)=1G@).

Montrer que f est de classe €' sur [—1,1].
(b) Terminer la preuve de la proposition Inégalité optimale de Wirtinger L2.

18. Montrer que pour toute fonction f : [0,1] — C de classe €' vérifiant

fO)=f(1)=0,ona:
1 |
f|f" (t]|2rlt2w2f|f (t)|2 dt.
0

0
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Correction du Theme 35

1. Comme f est de classe ¢! sur 'intervalle [0, 1] et comme f (0) = 0, on a bien

Ve e [0,1], f(x)= /f" (t)dt.
0

2. En utilisant I'égalité établie 4 la question 1, on a

Vee(0,1], |f() = /f’(t}d:

x I
5f|f'(t}|dt£f|f’{t}|clt.
0 ]

Il s’ensuit que

/l[f(:.:rﬂd.'ri /1- (j-|f"{t}|dt) ci:r=j|f*(t)|fit.

3. Soit g = f2. De toute évidence, g est de classe € sur [0,1] et g (0) = g (1) = 0.
D’apres l'inégalité de Wirtinger établie & la question 2, on a :

1

1
[1g @lae= [la@)ar
]

]

Or, pour tout ¢ € [0, 1], ¢’ (t) = 2f (t) f' (t). On a montré que

| 1
fz|f(a)f‘(:}\dz;;ff2 () dt.
D 0

4. On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales, on a

1

1 1
|£ ()] ()] dt < f2(tyde | [ fr2(t)at.
J SR

0

En utilisant cette inégalité avec celle établie 4 la question 3, on obtient

1

1 1
2 | | f2(t)de [ f2(t)de > | f2(t)dt.
s

0
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|
5. e Si[f%(t)dt = 0, alors il est clair que
0

I
ffm[t}d % ff?{t)dz.
0

]

Dans ce cas, 'inégalité de Wirtinger est évidente.,

1
e On suppose maintenant [ f2 (t) dt # 0.
0

I
En divisant par 2-1|| J" f2(t)dt > 0 I'inégalité obtenue i la question 4, on
4]

obtient

/f’2 (t)dt > % ff? t) dt.

]

Remarque. L'hypothése f (1) = 0 n’a pas servi dans la correction des questions
1,2, 3, 4 et 5. On comprendra plus loin son utilité.

6. On vérifie les points qui constituent la définition d'un produit scalaire.

e Syméirie
Soit (f,g) € £%. On a:

[roswa=3 [s@r@a=w.n.

-1 -1

b | =

(f.9) =

L’application {-,-) est symétrique.

e Linéarité par rapport 4 la premiére variable
Soit (fi1, f2,9) € &% et soit A€ R. On a :

t)+Afa(t))g(t)dt

b | =

{(fi+Af2,9) =

1 fi(t)g a‘}df+,\x-—ff2 (t)g(t)dt

[
J

= {f],g}+k{f2,.}-

L’application (-,-) est linéaire par rapport a la premiére variable. Par sy-
métrie, elle est linéaire par rapport 4 la seconde variable,
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e Définie positive

Soit f € & telle que (f, f) = J'l- (t)dt = 0.
=1

Comme f est continue sur [—1, 1], on récupére que pour tout ¢ € [—1,1],
f(t)=0

Par 2-périodicité, il s’ensuit que f est la fonetion nulle.

hJIl—

On a montré que (-,-) est un produit scalaire sur &.

7. Il est clair que pour tout k € N*, fi. € &.

e Soit (i,7) € (N*)? tel que i # j. On a :

|
i Jiy = sin (imz) sin (jrz) dx
_{

|
= %/[cos((t‘—j}ﬂ'ﬂ:]—EDS[[f+j)7"1’}}d1

—1

Les fonctions o — cos ((i — j) wz) et 2 — cos((i + j) mx) sont
2-périodiques et ont chacune une primitive 2-périodique (car ¢ # j), ainsi

%/{ms({i—j) wz) —cos((i+j)mx))de =0

On a montré que la famille (f).),.n. est une famille orthogonale.

e De plus, pour tout k€ N*, on a :

1
{fi: T = [ssin2 (krz)dr = —; f (1 —cos(2kmz))dxr =1
-1

=1

car [ cos(2kma)de = 0. La famille (fi.).cn- est constituée de vecteurs
-1
dont la norme vaut 1.

On a montré que la famille (fi ), . est une famille orthonormée de &

8. Soit f € & et soit n € N*.
Comme (fy,..., f) et une base orthonormée de F,,, on a

n

pa(F) =D _(fofi) fe = b () i
k=1

k=1
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Comme la famille (f,..., f,) est libre car c’est une famille constituée de vee-
teurs non nuls et deux i deux orthogonaux, on en déduit que

1 1
b)) = % /f{t} V2sin (nt) dt = :;—iff(t} sin (nwt) dt.
| —=1

En utilisant la parité de la fonction t — f () sin (nt), on a aussi

b (f) = \.@f f (t) sin (nmt) dt.

0

9. C'est du cours de MPSI : la projection orthogonal d'un élément sur un espace
vectoriel minimise la distance de d’un élément i cet espace vectoriel. Ainsi, si
I'on se donne n € N* et f € &, comme py,, (f) est le projeté orthogonal de f sur
F,,ona

Vg € Fy, ||f —Pa (f) “2 < ||f - §[|2-
10. Pour tout n € N*, on a F,, C F,, done

”f —Pnt+1(f) “2 = ”JF_PR (f] |I2

La suite (|| f — pn (f) l2),.en+ est décroissante.
Soit £ > 0. D'aprés le Théoréme de Weierstrass trigonométrique énoncé en en-
téte, il existe ng € N* et (ag,...,an,) € R tels que :

LT

Yz e [-1,1], |[f(z)- Z ay. sin (krz)| < e.
k=0

ng
On pose P(z) = 3 apsin(k7z). On a done
k=0

1
IF-Pll, = f;m; _P@)2dt

-1

bo| =
e

< 2dt

[

1
-1

\

En utilisant la décroissance de la suite (||f — pn (f) [|2),,cx+. o0 en déduit

VYn>ng, ||f-pa(f)z<e

<

m

On a montré que

lim ”f_pn [.”'”2 = 0.

N 400
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11.

12.

Comme la famille (f,),, . est une famille orthonormée (question 7), ainsi pour

NeN* ona
N N .
”PN UJH;E zbn{f}fu = zbn(f}z'
n=1 9 n=1

De plus, comme |[|-||, est une norme, en utilisant I'inégalité triangulaire, on a

YN eN*, |lpx (Dlls < llew (F) = fllo + 11l -

Comme la suite (|[px (f) = flls) yen- converge (question 10), elle est donc ma-
jorée,

N
Il s’ensuit que la suite ( % T }2) est majorée : comme la série
n:l NEN'

S by (f)? est une série & termes positifs : | elle converge.
n=1

Pour tout n € N*, on a

17 =2 ()13 = NFIE + llpn (O3 — 2 (F.2n (£)) - (35.3)

De plus, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

[(fson () =01 = [F=Pa(£),pn (£))]
< N =pa (Dl 151l -

Comme nll;ifm |lf = pu (f)]l, = 0 (question 10), on en déduit que

lim {f,Pu{f}} = {f‘f}

n—4oo

n :
Enfin, pour tout n € N*, |[p, (f)ll, = 3 b (f)%, puis comme la série
k=1

S ba (f)? converge (question 11), on récupére
5y

400
; 21 2
i (D13 =3 b ()7,
n=1
Finalement en passant a la limite dans la ligne (35.3), on a

+00
I£13+ > ba (£)2 = 2(f, ) =0,
n=1

s0it

1 1 +o0
1915 =5 [ £ @0rde =3 bu ()%,
= n=I1
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13. (a) Soient (f,g) € &. On développe | f + g||3. On a
1S +gllz = 17113 + lgll* + 2, 9).

On a done

1
(£.9) = 5 (Ilf +gllz = I£1Z — lgll2) -
(b) Soit (f,g) € £2. D'aprés la question 13 (a), on a

1
(£,9) = 5 (17 + I3 ~ 1513~ lg13).
La linéarité de I'intégrale donne : pour tout n € N*,

b (f+9g) = bu (f) + b (g).

Ainsi, en utilisant la question 12, en développant le carré et en utilisant la
linéarité, on a :

+00
(f.9) é(Z(bn( F)+ba (9))? Zb {f}—zhn(s-'])

n=1 n=1 n=I

= Z: bﬂ Ib:—: [l?

Ainsi, on a

Eff(f 9 dt =3 ba ()b (9).

=1

14. Soit n € N*. On prend une expression de b, ( f) obtenue a la question 8.

1
Les fonections f et t — - cos (nmt) sont de classe €' sur le segment [0, 1],

une intégration par parties donne

cos m‘rt}}

[f[ ) ff’ (t) cos (nwt) di

nw

1
ff (t) sin (nwt) dt

0
= mrf"r (t) cos (nmt) dt,

car f (0) = 0 (f est impaire) et f(1) = 0.

1
Les fonctions f' et t — o sin (n7t) sont de classe €' sur le segment [0,1],
une seconde intégration par parties donne

1
[£@sin(uyae = f £ (¢)sin (nt) .
0
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16.

On a montré que

] 1
b ().

nlw

Vre N*, b,(f)=-—

. La fonction f est de classe €' sur [—1, 1], une intégration par parties (f est de

classe €? sur le segment [—1, 1]) montre que

1
[rrwa = -[rorol - [roroa
Eiat, | -1

1

- - [roroa.

=1
Or, d’apres les question 13 (b) et 14, on a

+o0

- [ 1@ @t = =23 b ()b (1) = 252 3 ntbn (17
- I- n:]

n=

Mais, pour tout n € N*, n?b, (f)* = by (f)°, ainsi

1 400
ff’ﬁ (t)dt > 722> b, ()%
=1 n=|

Puis en utilisant & nouveau le résultat de la question 12, on a

1 1
ff’?{f)dt = i'r?/fz(t]dt.
-1 ~1

Soit f € & qui réalise I'égalité dans I'inégalité établie A la question 15 (on
note que la fonction nulle vérifie I'égalité, donc 'ensemble des fonctions de &
réalisant I'égalité n'est pas vide). Les calculs de la question 15 montrent que

! +00
f F2(t)dt =2a%3" n?b, (f)*
| n=|
et
0

I
[ FE(t)dt =222 3" b, ()2
o 1

n=
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On en déduit

o B e +o0
252 1’ (F? =212 ) ba(f)? = Y (n*-1)ba ()’ =0.
=k n=1

n=]
On récupére que
YVneN*n22 byi(f)=0.

Soit g = f —b1 (f) f1 € £’. On commence par caleuler by, (g) pour tout n € N*
en utilisant une expression obtenue a la question 8.

e Pourn=1,0n a
1
Wig) = — f g (&) sin (wt) dt

=1

v3ll

1
= {/Um—muuumﬁﬂmt
-1

(]

1 1
= 5 [ronoa-3n0 [no%
-1 -1

Or, la famille (fn),, N+ est une famille orthonormée de &', donc

1
L[ 11 ()%dt=1. De plus,
=1

1 |

1 1 ) B
Eff{t}di=ﬁ_/l-f(t)hm(ﬂ}dt_bl k1)

On en déduit by (g) = 0.
e SoitneN* n>2 Ona

1
ba (g) = %fg{tjsin(nﬂ}dt
=1

(f (£) = b1 (f) f1(2)) fu (2) di

b | =

b | =

fomacs s

1
FO fa®dt=300 (1) [ 10 fu Ot
=1

|
ot
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1

Comme by, (f) = 0, on en déduit que [ f(t) fu (f) dt = 0. De plus, f; et
iy

fn sont orthogonaux dans & pour le produit scalaire (-,-), on en déduit

1
_Jr. f1(t) fn (£)dt = 0.

Or, g € & C &, done, d'aprés la question 12, on a

1 o
éff(t)dmzbnm}%u.
=1

n=1

Comme g est continue sur [—1, 1], on en déduit que g est nulle sur [—1,1].

Il s’ensuit que f —by (f) f1 est nulle sur [—1, 1]. Comme la fonction f— by (f) fi
est 2-périodique, on en déduit que f — by (f) f1 est nulle.

On a montré que si f réalise 'égalité dans l'inégalité de la question 15, alors
f € Vect (fi}

La réciproque est facile & vérifier : si f € Veet (f)), alors f réalise I'égalité dans
I'inégalité de la question 15.

On a montré que les seules fonctions qui réalisent I'égalité dans 'inégalité de
la question 15 sont les multiples de la fonction t — sin (7).

17. (a) On commence par donner une expression de f sur [—1,1]. Comme f est
impaire, on a

, con_ [f@)  size(01]
vee[-1,1], f(@)= {_f(—:r] size[-1,0[

Il est clair que f ainsi définie est de classe €' sur [—1,1]\ {0} car f est de
classe € sur [0, 1].
Comme

fiz) =, FO)+f(0)z+o(x),

T—
O &

f@@) = [O)+](©0)z+0(z).
De méme,

~f(=z) =_ —(f(0)+f (0)(-2)o(z))

=0~
= [(0)z+o(x),

OI1 &

f@ = r©a+o).

r—

On a montré que f est dérivable en 0 et f' (0) = f' (0).
Enfin, comme pour tout = € [—1,1]\ {0},

G f’[**] simE]U:I]
filz) = {f'{—a:] siz € [-1,0[’
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il est clair que f’ est continue en 0 car

lim f(x)= lim f'(z) = (0).

=0~

On a montré que f est de classe € sur [—1,1].

(b) Daprés la question 17 (a), f € &', ainsi

L5 =

1
f2de==2 | F2(t)de.
/

Comme ..'-'12 et _,f "2 sont paires (car _i? est impaire et done, f" est paire), on
en déduit

S

1
e (t)dtzn?[f?{t)dt,
0

Or, d’aprés la question 17 (a), on a :

vee[o,1], f(t)=f@) et f(t)=j"(1),

on en déduit done (en utilisant la croissance de z € Ry — /7)

1 |
f2()ydi =x | [ f2(t)de.
jemees

18. Soit f:[0,1] — C une fonetion de classe € telle que f(0) = f (1) = 0.

Les fonetions R (f) et 3 (f) sont de elasse €' sur Vintervalle [0, 1] et & valeurs
réelles et vérifient

R(£)(0) =R(f) (1) =S(f) (0) =3 (f) (1) =0.

D’apres l'inégalité Wirtinger, on a

1 1
f&t(f)'ﬂ(t} dt > 172[?}1‘[1'}2 (1) dt (35.4)
0 0
et
| |
/&{f}’z(z} dt > ﬁzfﬁ{sz (t) dt. (35.5)
0 4]

Or, pour tout ¢ € [0,1],

FOP=RAZ2O+3(N2@) et |[FOP=RUEZ2O+3() @),
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[+
(4]
=-J

en additionnant ces deux lignes, on en déduit

l

1
1 (@) de > =2 [ |f (&) d.
/ .

]

Quelques remarques culturelles
Le sujet établit 'inégalité de Wirtinger en utilisant des séries de Fourier. En repre-
nant les notations du probléme, p, (f) est la somme partielle d’ordre n de la série de

Fourier 3~ by, (f) fa.

nz=l
La question 10 établit que si f est continue, impaire, 2-périodique telle que
f(0) = f(1) = 0, alors 111“[1"1 lpn (f) — fll, = 0. On dit que la série de Fourier
TL= =00

converge vers [ en norme 2.
Les prochaines questions semblent naturelles :

1. A-t-on
lim sup |pn(f)(z)—f(x)|=07 (35.6)
€|-1,1]

n—+oo =

2. Sinon, pour quelles valeurs de a, a-t-on

lim p,(z)=f(z) ? (35.7)

=k 400

Une condition suffisante pour avoir (35.6) est de supposer f de classe €.

On peut montrer qu'il existe (en fait, ces fonctions sont « majoritaires ») des fone-
tions continues dont la série de Fourier diverge en au moins un point.

Cependant, pour rester sur une note positive, Carleson a montré en 1966 que la
série de Fourier d'une fonction continue converge vers la fonetion « presque-partout ».



Théme 36

Réduction des matrices symétriques réelles

Thémes abordés : Produit sealaire, suite, continuité.
Difficulté : HEEEC

Ce sujet démontre de maniére analytique le théoréme spectral qui sera vu en classe
de MP.

La premiére partie introduit la notion de valeur propre et vecteur propre. La se-
conde partie définit les endomorphismes symétriques. Les parties 3 et 4 servent i
montrer le théoréme spectral.

36.1 Généralités d’algebre linéaire
Définitions. Valeur propre, vecteur propre.

Soit u e Z(R") et A € R.
e On dit que A est une valeur propre de u si

dreR", 27#0, u(x)= A

o Un tel vecteur x s’appelle un vecteur propre de u associé a la valeur propre
A

e L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et est noté o (u).
o SiAeo(u), Uensemble {x € R", u(x) = Az} est appelé sous-espace propre
de u pour la valeur propre A et est noté E) (u).
Soit u € .# (R™) dont on suppose le spectre non vide.
1. Soit A € R.
(a) Montrer que A € g (u) si, et seulement si, det (Aidgn —u) = 0.
(b) Montrer que yy : A — det (Aidgn —u) est une fonction polynomiale de
degré n.
(¢) Montrer que o (u) est fini et que card (o (u)) < n.
2. Soit A € o (u).

(a) Montrer que E) (u) = ker (u — Aidgn ). En déduire que E) (u) est un sous-
espace vectoriel de R"™.
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(b) Montrer que E) (u) est stable par u.

3. On suppose card (o (u)) = 2. Soient A et p deux valeurs propres différentes de
u.

Montrer que E) (u) + Eyu (u) = Ey (u) ® Ey (u).

36.2 Endomorphismes symétriques

Dans toute la suite du probléme, si n € N*, on munit R" de son produit scalaire
canonique (-, -) défini par

Y = (S1550580) ¥ = (,00q00) ER®: {Biy)= Z:i:iyt-.
e

R"™ muni de ce produit scalaire est donc un espace euclidien.
On note [|-|| la norme associée i ce produit scalaire.

4. Soit A C R"™ non vide.
(a) Montrer que AL est un sous-espace vectoriel de R™ et que
AL = Vect (A)*.

(b) Lorsque A est un sous-espace vectoriel de R", montrer que
A@® At =R™

(¢) Montrer que
A

(A%)" = Veet (4).

Définition. Endomorphisme symétrique.
Soit u € £ (R™). On dit que u est un endomorphisme symétrique si :

V(z,y) € R")?, (u(z),y) = (z,u(y). (36.1)
On note & (R™) Uensemble des endomorphismes symétriques de R"™.
5. Montrer que . (R™) est un sous-espace vectoriel de . (R").
6. Soit u € .7 (R") et soit F' un sous-espace vectoriel de R™ stable par u.
(a) Montrer que ujp € & (F).
(b) Montrer que F- est stable par u.

7. On suppose card (o (u)) = 2. Soient A et p deux valeurs propres de u.
Montrer que Ej (u) + Ej, (u) = Ex (u) ®* E, (u).
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36.3 Compacité de la sphére

Définitions. Sphére S"~', boule unité 4,,, convergence des suites dans R™.
o La sphére unité de R"™ est Uensemble {x € R™, ||z|| = 1} et est noté S* 1.
e La boule unité¢ de R™ est Uensemble {x € R™, ||z|| < 1} et est noté 4,,.
o S0it () en = (T1 (M) ... @y (M), oy une suite d’éléments de R™. On dit

que (Tm),,cn converge vers & = (x1,...,%;m) € R" si, pour tout i € [1,n], la

suite réelle (x; (m)),,.n converge vers x;.

Le but de cette partie est de montrer la proposition suivante.

Proposition. $"~! est compact.
La sphére S"—1 est compact, i.e. de toute suite de S"~1, on peut en extraire une
sous-suite qui converge dans S"~!.

8. Montrer que %, est compact.
0. On suppose %, compact., Soit (ﬂ:m}mEN une suite d’éléments de 44,.4,. Pour
tout m € N, on note
Zm={(z1(M),...,Zn (M), Zny1(m)}.
(a) Justifier que la suite (zy (m),... 2, (Mm)), . est une suite d’éléments
-@n-

(b) Montrer que %, 4, est compact. En déduire que 44, est compact pour tout
ne N*.

10. Montrer que S"! est compact pour tout n € N*.

36.4 Théoréme spectral
Soit u € . (R™). Soit 'application ¢ définie sur S*~! par :
Ve e S* 1, o(z) = {u(z),z).

On admet que @ est (séquentiellement) continue sur $*~!, i.e. pour tout x € 8”1
et pour tout (&m),,en € [S"*I)N,

((ﬂ:n:l]”.iEN CONVErge vers ;r) — ((‘P{-T-'m}}men CONVETge Vers n,-::r[:.:}) .

11. (a) Montrer que ¢ est bornée sur 8",
Indication : On pourra s'inspirer de la preuve du théoréme de Weierstrass
qui dit que, toute fonction i valeurs dans R continue sur un segment est
bornée.
(b) Montrer que ¢ atteint des bornes.
Soit xp € S"! tel que ¢ (z9) = sup ¢ (z).
regn—1
12. Soit x; € 8"! orthogonal & y et soit v I'application définie sur |—m, [ par
v (t) = cos (t) xp +sin (t) x; et soit F définie sur |—m, 7| par F (t) = ¢ (v (1))

(a) Montrer que pour tout t € |—m, x|, v (t) € S\
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(b) Montrer que F est dérivable en 0 et exprimer F’ (0) en fonction de zq et
Ty.

(¢) Montrer que l'on a aussi F' (0) = 0.
(d) En déduire qu’il existe un réel A tel que u (zg) = Azg.

13. En utilisant les questions 6 et 7 et un raisonnement par récurrence, montrer
qu’il existe r réels Ay, ..., Ar tels que

R" = Ej, (u)@" Ey, (u) @ ---@" Ey, (u).
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Correction du Theme 36

1. (a) Ona

Aeo(u) <= JxeR"z#0,u(z)=A
= ker(Aidgn —u) # {0}
— det (}. i(lR_ll —-u:} = (.

On a montré que A € o (u) si, et seulement si, det (Aidgn —u) = 0.
(b) Soit U = (u,-__.;-)[

done

16 3 s 2 n
if)elnl? la matrice de u dans une base # de R™. On a

VAER, xu(A) =det(AI,-U).

1 sit=3 ,. .
J Ainsi,

Comme I, = (9:,3) j)eqn,nj2> BVEC 5 = {n sinon

n

VAER, xu(M) =Y e@]] (:‘Ji,a{z'} = “:‘_.nri}) :

EEYn =1

Il s’ensuit que y, est une fonction polynomiale de degré au plus n comme
somme de fonetions polynomiales de degré au plus n.

e Sig= idll.n]]? alors

m T

I1 (Aﬁi,ar;s} = uha{i}) =T (A= w)

Et n
A= JT A=)
i=l

est une fonction polynomiale de degré n.
e Sio# id]l,n]]' alors

n
A— ] (Mi,a{f.} - “i,a{i})
i=1

est une application polynomiale de degré au plus n — 1 car il existe

Jj € [1,n] tel que §; ,;y = 0.

Finalement, y, est une fonetion polynomiale de degré n comme somme
d’'une fonction polynomiale de degré de n et la somme de fonetions poly-
nomiales dont le degré est an plus n — 1.

& re W 28 ti '.; = = L '- 5
On a montré que est une fonetion polvnomiale de degré n

(¢) Comme y, est une fonction polynomiale de degré n = 1, yu a au plus n
racines réelles comptées.

On a montré que o (u) est fini et son cardinal n’excéde pas n.
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Remarque. Le lecteur attentif remarquera que la notion de spectre d'un
endomorphisme dépend de maniére cruciale du corps de base de I'espace
vectoriel. Si 'on s’autorisait des valeurs propres complexes, le résultat de
la question 1 (b) ne serait pas le méme.

2. (a) Soit z € R™.
zeE\(u) <= u(zr)=A>Ar
<= (u—Aidgn)(z) =0
< x€ker(u—Aidgn).

Comme ker (u — Aidgn) est un sous-espace vectoriel de R", il s’ensuit
que E) (u) est un sous-espace vectoriel de R".

(b) Soit € Ej (u), on a u (x) = Az. En composant cette égalité par u, on a
w(u(z)) =u(iz) = Au(z).

Il s’ensuit que u (x) € Ey (u), done | Ey (1) est stable par u.

3. 1l suffit de montrer que Ey (u) N E, (u) = {0}.
Soit x € E) (u) N E, (u), on a done

u(x) = Ar = px,
d’'on
(A=p)z=0.
Comme A — p # 0, on en déduit que x = 0. Ainsi

E) (u)NE, (u) = {0}.

On a montré que Ey (u) + E, (u) = Ey (u) ® E, (u).

4. (a) e Clairement 0 € AL, Soit (z,y) € (flJ-)2 et soit A € R. Pour tout
ze A, ona
(+ Ay, 2) = (x,2) + Ay, 2).
Or, z,y € AL, done pour tout 2 € A, (z,z) = (y,2) = 0, ainsi, pour
tout z€ A, (x+ Ay, z) =0et 2+ Ay € AL,

On a montré que A+ est un sous-espace vectoriel de R™.

e On prouve les deux inclusions.

Soit x € AL. Soit y € Vect (A) : il existen € N*, (ay,...,a,) € A"
et (Ar,...,Ax) € R™ tels que

T
y= Z A2
k=1
Ona .,
{'T'! y} = Z J‘k '[::L‘,ﬂk} = 0.
k=1

Ainsi, z € Vect (A)F et AL € Vect (4)*.
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(b)

Soit x € ert.(A]i‘ Ainsi, pour tout y € Vect (A), (xz,y) = 0.
Comme A C Vect (A), on en déduit que pour tout y € A,
(z,y) = 0, done Veet (A)* c AL

On a montré que

Vect (A)" = AL,

Si A= {0}, alors on a At = R"®, donc|A® A+ = R"™,

On suppose A # {0}. Soit x € AN AL,

Pour tout y € A, on a {(x,y) = 0, en particulier pour y = z, on a
(x,2) = 0, donec z = 0.

Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de A (une telle base existe, il
suffit d’appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt i
une base de A) et soit application p4 définie sur R™ par

r

pr(2) =Y (z,e) e

i=1

Il est clair que im (pg) C F. De plus, pour tout j € [1,r], pa (e;) = ¢;,
ainsi A C im (p,), done im (p4) = A.
On a aussi

rzeker(py) < Vie[l,r], (z.e;) =0
&= WycA (z,9)=0
&= zecA’.

Ainsi, ker (p4) = AL, Par le théoréme du rang, on a

dim (AJ‘) +dim(A) = n.

On a montré que A ® A+ = R™,

(¢) Soit x € Vect (A).

Il existe m € N*, (ai,...,am) € A™ et (Ay,...,Am) € R™ tels que

me
x= Y Aay. Pour tout y € AL, on a

k=1

(@,y) = i,\ (@ y) =0,
o=

ainsi, x € (.ﬂ"l"']ll et Veet (A) C (A'L]J'.

La question 4 (b) assure que Veet (A) ¢ Vect {A}l = R" et en utilisant la
question 4 (a), on a

Vect (A) @ A+ = R™,
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On en déduit
dim (Al) + dim (Vect (A)) = dim (E). (36.2)
La question 4 (b) donne aussi
1
Al e (Al) =R"

et
dim (Al) + dim ((Al)l) =dim (E). (36.3)

De (36.2) et (36.3), on en déduit que
L
dim (Veet (A)) = dim ((Al) ) :
On a montré que Vect (A) C (Al}l et

dim (Vect (A)) = dim ((Al) l) ,

ainsi

Vect (A) = (AL)l

5. L'endomorphisme nul est clairement symétrique.
Soit (u,v) € .# (R")? et soit A € R. Soit (x,y) € (R")°. On a

((utAv) (2),y) = (u(z) +dv(2) ,y) = (u(z),y) + A{v(2),9).

Comme u et v sont des endomorphisme symétriques, on a

(u(z),y) = (x,u(y)) et{v(x).y)=(z,v(y).

On en déduit

((u+ Av) (2) ,y) = (z,u(y)) + Az, v (y)) = (2, (u+ Av) (y)).

L’endomorphisme « + Av est done symétrique.

On a montré que . (R™) est un sous-espace vectoriel de .2 (R").

6. (a) Comme F est stable par u, ujp € .& (F).
Comme u est symétrique, on a

Y(z,y) eR"xR", (u(2),y) = (v,u(y)).
En particulier,

V(z,y) € F2, (u(z),y) = {z,u(y)).

On a montré que ujp € & (F).
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T

9.

(b) Soit x € F*. Comme u est symétrique, pour tout y € F, on a

{ﬂ (ﬂ:} 13)') = {.I-‘..'E(y)} 3
Or, F est stable par u, done pour tout y € F, u(y) € F et (z,u(y)) = 0.
Ainsi, pour tout y € F, (u(x),y) = 0, ainsi u (z) € F*.

On a montré que FL est stable par u.

D’apres la question 3, on a Ey (u) + Eyu (u) = E (u) @ Ey (u).
Soit (z,y) € E) (u) x E, (u).
D'une part, on a (u (z),y) = A (x,y) et d’autre part, en utilisant la symétrie de
w, on a
(u(x),y) = (@,u(y)) = ple,y).

On en déduit

Ma,y) = plz,y) &= (A-p){z,y)=0.
Comme A — p # 0, on en déduit que A (x,y) = 0. Ainsi, E)y (u) et E, (u) sont
orthogonaux.

On a montré que E) (u) + E, (u) = E) (u) @+ E, (u).

On a %, = [-1,1]. Soit (z (m)),,, - une suite d’éléments de 4.

D'aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, de toute suite de 94, on peut
extraire une sous-suite qui converge. Soit ¢ une extractrice et £ la limite de la
suite (x1 (M), en-

Pour tout m € N, —1 < x;1 (m) < 1, en faisant tendre m vers 400, on en déduit
que —1<f£<1.

On peut extraire de (x (m)),, . une sous-suite qui converge vers un élément

de 94, | 98, est compact.

(a) Pour tout m € N, on a

-1 n
B Z -] {m]2 = Z‘T*' (m}g.

On a montré que la suite (xy (m), ..., 25 (M)),,en est une suite d’élé-
ments de 4,,.

(b) D’aprés la question 9 (a), la suite () (m),...,xn (m)), o est une suite
d’éléments de 48,. Par hypothése de récurrence, /4, étant compact, on
peut extraire de la suite

((z1 (M) ;... Tn (?n'}}}mEN

une sous-sulite qui converge vers un élément de 98, Soit ¢ une extractrice.
Pour tout m € N, on a

ntl

12 Y 2 (9(m))? = 241 (0 (m))? 2 0,

i=l
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ainsi la suite (2,41 (¢ (m))),,cn est une snite d’éléments de %, qui est
compact d’aprés la question 8 : on peut extraire de (zp+1(2(m))),en
une sous-suite qui converge vers un élément de #,. Soit ¢ une extractrice :
la suite (2541 ((pot) (m))),en converge vers un élément x, 4, € %.

Comme la suite ((z) (¢ (m)),..., 2, (p(m)))), e converge, il s’ensuit
que la suite ((z1 ((wot) (m)),...,zn((wo¥)(m)))),,cn converge en-
core vers (ry,...,Ty).

Done, la suite

((z1 ((poyp) (m)),...,znt1 ((wo¥) (M) men
CONVerge vers
(105 Tms Brtl) s

De plus,
n+1
YmeN, 1> Z z;i (o)) ':m}}zs

=1
d’oll, en faisant tendre m vers +o00, on obtient

41

B

1=1

ainsi (Ty,..., Zn41) € Fpy1-
On a montré que %y, est compact.

On a montré par récurrence que pour tout n € N*, 4, est compact.

10. Soit ((z1 (m),...,2n(m))),,cn une snite d’éléments de ™1,

A fortiori, la suite ((xy (m),. .., a2y (m))),nen €st une suite d’éléments de %4,.
D’aprés la question 9 (b), on peut en extraire une sous-suite qui converge : soit
@ une extractrice et (xy,...,x,) la limite de la suite

(21 (2 (M) - Zn (¢ (M) men -

n
Or,toutme N, 3" z; (¢ (m))2 = 1, en faisant tendre m vers +oc, on en déduit
=1

113
que ¥ a? =1.

i=l1
On a montré que 'on peut extraire de la suite (xy (m),... &0 (M)),, o une
sous-siite qui converge vers un élément de 8”1 : cela prouve que

S"=1 est compact.

11. (a) Supposons ¢ non majorée sur $" ! : il existe une suite (p, ), on 4'éléments
de §"! telle que
lim ¢ (2m) = +o0.

m—400
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12.

Or, d’aprés la question 10, 8™ ! est compact, done on peut extraire de la
suite (@m ), UNe sous-suite qui converge vers un élément de §™—1 .« spit
¥ une extractrice et x, la limite de la suite (I.,.-,{,,.}) .

meN
Par continuité de ¢ en x,, on a

lim ¢ (:r:,‘.’-_.{m].) = (Ta) .

n—400

Cela contredit le fait que la suite (tp (:L*ﬂ,{m},)) % diverge vers +oc.
me

Un raisonnement analogue montre que ¢ est minorée sur S" 1

On a montré que ¢ est bornée sur S™~ 1.

D’aprés la question 11 (a), @ est bornée sur S~ ! : soit

a= inf p(z) et A= sup ¢(z).
rESN-— 1 regn—1

Il existe une suite (), . d'éléments de S*~! telle que

li =10

Or, d’aprés la question 10, 8! est compact, done on peut extraire de la
suite (), UNe sous-suite qui converge vers un élément de Sn—1 - soit

¥ une extractrice et x, la limite de la suite (I"’{"‘]')meN'

Par continuité de ¢ en y, on a

lim ¢ (:L',Mm]) = (Z,) = a.

Ti=b =00

On en déduit qu'il existe x4 € S"! tel que ¢ (24) = a.

On montre de méme qu'il existe 4 € S"! tel que ¢ (z4) = A.

On a montré que ¢ atteint ses bornes sur S™ 1,

Comme xg et &) sont orthogonaux et unitaires (de norme 1), par le théo-
réeme de Pythagore, on a

vte]-mal, W@ = |cos(t)zo+ sin(t)z|?
cos” (¢) [Jaol|* + sin® (¢) fla1[|?
= 1

On a montré que pour tout t € ]—ﬂ',:'r{, ~(t) e S*L,
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(b) Pour tout t € |—7, [, en utilisant la linéarité de u, la bilinéarité du produit
scalaire et u € & (R™), on a :
F(t) = (u(cos(t)up+sin(t)x1),cos(t)ro+sin(t)x)

= (cos(t)u(ug) +sin(t)u(x,),cos(t)xg + sin(t) x)

= cos* (t) (wo,u (z0)) + cos (t) sin () ({u (x1) ,20)
+ (21, u (20))) +sin® (¢) (u (1) ,21)

= cos® (t) F (0) + 2cos (t) sin (¢) (z1,u (x0))
+sin? (t) (u (2)) ,21) .

Or,
cos? (t) = 1+o(t),
2cos (t) sin () = (L+o(t)) (t+o(t))
=, 2A+o(t)
ot

Il s’ensuit que

F(t) = F(0)+2(z1,u(zo))t+o0(t).

=0

F admet un développement limité a 'ordre 1 en 0, donc F' est dérivable
en 0 et F' (0) = 2 (xy,u(x0))-

(¢) Par définition de xg, pour tout t € |-, 7[, on a F(t) < F(0). Ainsi, F
admet un maximum en 0 et est définie sur un intervalle ouvert autour de
0, il s’ensuit que | F' (0) = 0.

(d) Les résultats établis aux questions 12 (b) et 12 (¢) montrent que

Vr; € {iru}'l", {u[.’ru),ﬂ:[}=ﬂ.

D’aprés la question 4 (¢), il s'ensuit que

u(xo) € ({-'ITU}J')J_ = Vect (o),

on en déduit que u (xg) sont colinéaires.

On a montré qu'il existe A € R tel que u (x9) = Axp.

13. Le résultat est elair en dimension 1.

Soit n = 2. On suppose que pour tout k € [1,n — 1] et pour tout u € .& {Rk)
symétrique, il existe des réels A, ..., A; tels que

R¥ = E), (u) &' E\, W)@t - @1 E), (u).
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o
o
iy

Soit u € .Z (R™). D’aprés la question 12 (d), il existe A € R tel que
Ey (u) # {0}.
Daprés la question 2 (b), Ey (u) est stable par u et

R" = E, (u) ® E) (u)".

Par la question 6 (b), E) (u)" est stable par u et u 1 est un endomorphisme

|Ex (u)
symétrigque de Ey {u)l.
Comme dim (E A [u]J“) < n et comme il existe un isomorphisme d’espaces vec-

toriels entre Ey (u)! et un certain R* avec k € [1,n — 1] (ear dim (Ej (1)) > 1),
par hypothése de récurrence il existe des réels Ay, ..., A¢ tels que

—~—

Ex(u)* =Ey (w)at...0t E), (v)

ot pour tout i € [[1,£],

-

Ey, (u) = ker (ulEﬂu}L =X\ i(lEA{H}J_) .
Or, pour tout i € [1,],

Ker (uy, (2 = Midy, 1) = ker (u—Niidgn) = By, ().
On a montré que

R" = By (u) @ E) (u)" = Ex (v) @' Ex, (w)@t...01 E), (u).

Le résultat est vrai dans R™.

Par le principe de raisonnement par récurrence, pour tout entier naturel n,
pour tout u € & (R"™), il existe des réels Ay,....Ar tels que

R" = E), (u) ot By, (w) &L+ - @t B, (u).




Theéeme 37

Sur les quaternions

Thémes abordés : Matrice orthogonale, structure algébrique, application linéaire.
Difficulté : HEEE[)

Ce sujet introduit les quaternions comme un sous-anneau de .#% (C). On y étudie
les propriétés principales et on montre que la conjugaison peut étre vue comime une
rotation de R”.

Une bonne connaissance du cours sur les matrices orthogonales est nécessaire pour
aborder la premiére partie.

Les parties 1 et 2 sont indépendantes. Les résultats de la partie 3 servent dans la
partie 4.

37.1 Description du groupe orthogonal en dimension 2

Dans cette partie, on note {-,-) le produit scalaire canonique de R

Définition. Groupe orthogonal en dimension 2.
On note

O (R) = {u € Z (R?), ¥(z,y) € (R?)?, (u(x),u(y)) = (=, y}} ,

Soit (e}, e3) la base orthonormée usuelle de R2. Soit u € &, (R).

1. Montrer que (u(ey),u(e2)) est une base orthonormée de R?,

’ ol
2. En déduire que 'angle (u (ey) ,u(e2)) est congru a 5 modulo 7.

?:' s
3. En discutant suivant que 'angle (u (e1),u (e2)) est congru a 3 % —3 modulo

27, montrer que la matrice de u est dans la base (e, ez)

08 () —sin (0 cos(f)  sin (@
({:.:;TEH; c:ui:n{é})) s (-3?4?9; j:j:;.f[f?))

avec @ € [0, 2x|.
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37.2 Description du groupe orthogonal en dimension 3

Dans cette partie, on note {-,-) le produit sealaire canonique de R,

37.2.1 Définitions

Définition. Groupe orthogonal en dimension 3.
On note

05 (R) = {u €2 (R%), ¥ (z,y) € (R*)?, (u(z),u(y) = {I?y}}_

4. Montrer que & (R) est un sous-groupe de 4/ (R?).

Deéfinition. Groupe spécial orthogonal.
On définit .05 (R) par {u € &5 (R), det (u) = 1}.

5. Montrer que €3 (R) est un sous-groupe de &3 (R).

37.2.2 Propriétés

6. Soit u € . (R?). Montrer que u € &5 (R) si, et seulement si, pour tout z € R,
[l (2)[| = [l=]|-

7. Montrer que si u € &5 (R), il existe A € {—1,1} et 2 € R? avec x # 0 tels que
u(z) = Az

Indication : On pourra considérer I'application f : x — det (ridgs —u) et
montrer que f est une application polynomiale de degré 3.

8. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de R? stable par u € &5 (R),
alors FL est stable par w.

37.2.3 Matrice d’une isométrie dans une « bonne » base

Proposition. Description de ¢35 (R).
Soit u € @4 (R). Il existe une base orthonormée de R® telle que la matrice de u

soil
€ 0 0
0 cos(#) —sin(0)
0 sin(#) cos(#)
avec ¢ € {—1,1} et 8 € [0,27].
Nous prouvons la proposition. Soit u € &5 (R.).

9. Prouver la proposition lorsque u € # @5 (R).
Indication : On pourra utiliser les questions 1, 2, 3, 7 et 8.
10. Prouver la proposition lorsque u € &4 (R)\.@3 (R).
Indication : On pourra se ramener i la question 9,
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[ ]
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[ ]

37.3 Construction du corps des quaternions

37.3.1 Construction et structure de corps

Définition. QQuaternions.
Soient les matrices

(9 126 9= 3) = e (% D)

On définit 'ensemble des quaternions H par
H = {al + bi + cj + dk, (a,b,c,d) € R'} C .4, (C).
11. Montrer que li=il =i, 1j=jl=jet 1k =kl =k.
12. Montrer que i = j? = k* = —1.
13. Montrer que ij = k, ji = =k, jk =1, kj = —i, ki = j et ik = —j.
14. Montrer que pour tout (a,b,c,d) € R?, on a :

(al +bi + ¢j + dk) (al — bi — ¢j — dk) = ((12+I!12+~=’-'2+d'2] 1.

15. Montrer que H est un corps non commutatif.

C —H

16. Montrer que 'application ¢ : {z s R(2)1+8 (2)i est un morphisme de

corps injectif.
Ainsi, C est un sous-corps du corps des quaternions H. Les quaternions 1, i, j et
Kk seront notés dans toute la suite 1, i, j et k.
Les quaternions 1 et i seront confondus avee les nombres complexes 1 et i.

La construction matricielle du corps des quaternions sera occultée, seules les régles
de calcul établies aux questions 11, 12, 13 et 14 seront gardées.

37.3.2 Opérations sur les quaternions

Définitions. Conjugué. norme, quaternion imaginaire pur.
Soit u =a+bi+cj+dk € H avee (a,b,c,d) € R1.
On définit :
e le conjugué de u noté W par i =a—bi—cj—dk;

e la norme de u notée |u| par lu| = Va2 + b2 + ¢¢ + d2. On note U l'ensemble
des quaternions de norme 1;

e on dit que u est un imaginaire pur si a = 0. On note HPY" Uensemble des
quaternions imaginaires purs.

17. (a) Soient (u,v) € H% Montrer que |uv| = |u| |v|. On admet aussi que 'on a
= — M sivF#E 0,
vl
(b) Soit u € H. Montrer que u = u : la conjugaison est une opération involu-
tive.

(¢) Soit (u,v) € H2. Montrer que @ =7

v

=l
=
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(d) Soit u € H. Montrer que ui = iu = |u|*.
18. Montrer que si u € U, alors pour tout & € HPY uyzu € HPY,

g s s W H —H
Pour u € U, on définit I'application ¥, par ¥, : { 7
T — url

19. Montrer que pour tout » € U, ¥, est R-linéaire.
20. Soit u € U. Montrer que :
(a) ¥y laisse stable R.
(b) Yu laisse stable HPY.
On note ¥, la restriction de ¥, a HP"".

37.4 Retour sur les rotations de 'espace

37.4.1 A tout quaternion de norme égale 4 un, on associe une rotation...
Soit u = a+bi+ej+dk € U avec (a,b,e,d) € R
21. Donner la matrice A, de 1, dans la base (i,j, k).
22, Vérifier que A, est une matrice orthogonale.

23. Dans cette question, on se propose de montrer que le déterminant de A, est
toujours égal & 1. Soit u € U, u # —1. Soit v définie sur [0,1] par

vt € [0,1], ﬂ”=m+:§:l'

(a) Montrer que v est bien définie et que pour tout t € [0,1], v (t) € U. Vérifier
aussi que v (0) =1 et y(1) = .

(b) Soit ¢ définie sur [0,1] par ¢ (t) = det (.ﬁlﬂ”), Montrer que pour tout
te[0,1], ¢ (t) € {-1.1}.
(¢) Montrer que ¢ est continue sur [0, 1] et déduire det (A, ).
(d) Conelure.
On assimile ainsi ¢, & une rotation de I'espace.

37.4.2 ... et A toute rotation de 'espace est associée un quaternion de
norme égale & un.

Soient (a,b,¢) € R* de norme égale 4 1 et 6 € [0, 2x[. Soient

R il Vi abaal 2 Ysiean {2
U = Cos 5 + asin 5 1+0sin 5 Jtesin 5
w' =ai+bj+eck

o B,
de sorte que u = cos 5 + sin 3 )%

24. Veérifier que |u| = 1.

et
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25. Montrer que ¥, (v') = u’.
26. Soit (a’,b,¢') un vecteur de R* unitaire et orthogonal A (a, b, ). Soit
v=a'i+b'j+ k.
(a) Montrer que l'on a

Y. (v) = cos? (g) v+ cos (g) sin (g) (u'v — vu') — sin® (g) w'vu.

(b) Vérifier que —u'vu’ = —v, puis que vu’ = —u'v.

(¢) En déduire que
Y (v) = cos (0) v+ sin (0) u'v.
(d) Caleuler le produit vectoriel (a,b,¢) A (a’, V', ¢') et comparer ses coordon-
nées avec celles du produit u'v.
(e) Que vaut ¥, (u'v)? On ne demande pas de preuve.
27. Conclure quant i .
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Correction du Theme 37

1. Ona (u(ei),u(e2)) = (e1,e2) = 0.

De plus, [lu (en)[? = (u(er) ,u(er)) = (er,e1) = flesf® = 1. On montre de
méme que ||u(ez)| = 1.

On a montré que (u(e;),u(e2)) est une base orthonormée.

2. Comme (u (ey),u(ez)) est une base orthonormée de R?, les vecteurs u (e;) et
u (eg) sont orthogonaux.

Ainsi, I'angle (u(e1),u (e2)) est congru i g modulo 7.

3. Comme ||u(e;)|| = 1, on peut écrire u (e;) = ae; + bep avee a et b qui vérifient
a®+b* =1: il existe # € R tel que a = cos (#) et b = sin ().
On distingue deux cas :

e Silangle (u(ey),u (e2)) est congru a g modulo 7.

o N o
Comme (u (e1),u(e2)) est congru i 3 modulo 7, on peut écrire

ulez) = cm(ﬂ+g)e1+siu(ﬂ+g)ez
= —sin(f)e; +cos(f)es.

On en déduit que la matrice de u dans la base (e}, ez2) est

([‘.nﬁ () —sin {9}) ,

sin(f)  cos(6)

e Sil'angle (u(e1),u(e2)) est congru i —% modulo 7.

m
Comme (u(e1),u(e2)) est congru i = modulo 7, on peut éerire

ulez) = cos (9- ;) £1 + sin (E‘— g){?z
= sin (@) e) —cos (0) ea.

On en déduit que la matrice de u dans la base (e}, e2) est

(mﬁ[ﬂ} sin (#) )
sin(#) —cos(6) )"

4. Soitue @3(R). Ona
Ve e R?,  [lu(@)| = | .
Done, ker (u) = {0} et u € ¢ (R?), soit &5 (R) C 4f (R¥).
Soit (u,v) € @5 (R)? et soit (x,y) € (R"i)2 ;
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[
(4]
L=

Ona
(wor™) (x), (wov) (1)) = (v (x) v~ (4)

car u € &3 (R).
Comme v € ¥f (R*), il existe (2’,y') € {R:")z tel que

I:tf{if’] et -y:t:(y"],
On a done

(v (2),07 (9)) = (o1).
Puis, en utilisant le fait que v € @3 (R), on a

(@¢) = (v(@),v(¥)) = (z.9).
On a montré que
{(uov"] (z), (uov™!) (1)) = (z,9),

donc wov~! € &4 (R).

On a montré que &5 (R) est un sous-groupe de 9¢ (R?).

. Il est clair que si (u,v) € #65 (R), alors uov™" € &5 (R) car &5 (R) est un
groupe.
De plus, det (uov™') =1, donc uov~! € #€4 (R).

On a montré que ¥ @4 (R) est un sous-groupe de @4 (R).

o

6. On prouve les deux implications.
Cette implication est claire.
Soit (x,y) € {R:"]z. Par hypothése sur u, on a

Ju(z+ y)|I* = llz+yl*.
Or

?

lu(z+9)I* = (@) +2(uz),uw )+ u@)]®
= llel® +2(u(2),u () + lyl?

et
Iz +yli? = llzl® +2 (=, y) + lI9ll*,
il s’ensuit que (u(z),u(y)) = (z.y).

L'équivalence est montrée.

7. Soit f: x +— det(zidgs —u) = det (z Is —A) ol A est la matrice de u dans
une base de R*.

En développant le déterminant, il est facile de remarquer que f est une fonction
polynomiale de degré 3.
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Les limites de f en +00 et en —oo sont infinies et opposées, par le théoréme des
valeurs intermédiaires. f s'annule en au moins une valeur : A,

Comme Aidgs — u est de déterminant nul, cette application n’est pas injective :
il existe x € R non nul tel que

(Aidgs —u) (z) =0 <= u(x) = Az

Or, u € &5(R), on a done |lu(z)| = ||z|]| = |All|z||. En utilisant le fait que
x # 0, on obtient |A| = 1.

On a montré qu'il existe A € R avec || = 1 tel que u (z) = Az

. Comme F est stable par u, on remarque que g est injectif, done bijectif car

F est de dimension finie.
Soit x € F*, montrons que pour tout y € F, (u(x),y) = 0.
Soit y € F, par bijectivité de up, il existe z € F tel que y = u(z). On a done

(u(2),9) = (u(2) 4 (2) = (£,2) = 0
carxeFletzeF.

On a montré que si F est stable par u, alors F'L est stable par u.

. On commence par raffiner le résultat obtenu i la question 7 en montrant que

A=1.
On reprend done application f définie sur R par

[ (x) =det (zidgs —u).

En considérant la matrice A de u dans une base et en développant le détermi-
nant, on remarque que f est une fonction polynomiale de degré 3 et unitaire.
Done :
lim z) =400 et lim T) = —0o.
1'—}+:x.:f[ ] + I—}—J}:\f( }

Comme f(0) = det (—u) = —1, on en déduit grice au théoréme des valeurs
intermédiaires que f s’annule sur R ;. Comme || = 1, on en déduit que X = 1.
Ainsi, en reproduisant 'argument de la question 7, il existe £ non nul que 'on
peut supposer de norme 1 tel que u (x) = x.

Soit F' = Veet (x). Comme F est stable par u, F* est stable par u.

Comme FL est un espace euclidien de dimension 2, on peut I'assimiler 4 R?
muni de son produit sealaire canonique, ainsi d’apres la question 3, il existe une
base orthonormée (es, e3) telle que la matrice de Uprs est

cos () —sin(# cos (@ sin (@
(aﬁﬂ?ﬁ}) {‘.(}:\‘n(é]}) o (:;;HEB; —:::;E{}E])

avec f € [0,217[. Ainsi la matrice de u dans la base orthonormée (i, e, e3) est
de la forme

1 0 0 1 0 0
(D cos () —sin {E}) ou (D cos (#)  sin(0) ) ;
0 sin(f) cos(@) 0 sin(f) —cos(f)
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10.

11.
12.
13.
14.
. Il est clair que (H, +, x ) est un sous-anneau de (.#> (R), +, x) car la matrice

1 0 0

Comme det (G cos () sin(6) ) = —1, on en déduit finalement que la ma-
0 sin(f) —cos(f)

trice de u est de la forme

1 0 0
(ﬂ cos (#) —sin (H))
0 sin(f#) cos(#)

dans une base orthonormée adaptée.
Siue 03 (R)\ 05 (R), alors —u e ¢4 (R) car

det (—u) = (—1)" det (u) = 1

et pour tout x € R¥, ||—u (z)| = |||l
Ainsi, il existe # € [0, 27| tel que la matrice de —u dans une base orthonormée

1 0 0
soit ([I cos (#) —sin (ﬁ'])
0 sin(#) cos()
Il s’ensuit que la matrice de u dans cette méme base orthonormdée est

1 0 0 -1 0 0
- (O cos (f) —sin {9}) = ( 0 cos(f+m) —sin(f#+ rr])
0 sin(f) cos(6) 0 sin(@+7) cos(f+m)

-1 0 0
— 0 cos(B) —sin (é)
0 sin(@ Cos (ﬂ)
oil 0 est I'unique représentant de # + 7 dans U'intervalle [0, 27|,

On a montré que si u € &3 (R)\ @3 (R), il existe # € [0, 27[ tel que la matrice
de u dans une base orthonormée de R*, soit

-1 0 0
( 0 cos(f) —sin (3}) 5
0 sin(f) cos(8)

Ce sont de simples vérifications laissées au lectenr.
Ce sont de simples vérifications laissées au lecteur.
Ce sont de simples vérifications laissées au lecteur.
Ce sont de simples vérifieations laissées au lecteur.

nulle et la matrice identité appartiennent & H, et si (h, h') € H? alorsh—h' € H
(stabilité par somme et par passage i U'inverse pour la loi +) et hh' € H (stabilité
par produit)

Soit h € H non nul : il existe quatre réels a, b, ¢ et d non tous nuls tels que
h = al 4+ bi + cj + dk.
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D*aprés la question 14, on a
(al + bi + ¢j + dk) (al — bi — ¢j — dk) = (a® + b* + ¢* + d*) 1.
Comme a4+ b+ e +d? #0,0n a

1
aZ + b2 + 2 + d2

[a1+bi+cj—|—dk)( (al—bi—rzj—zﬂ{})=1.

Ainsi h est inversible et

Al = :
a? + b2 + ¢2

Comme ij # ji, la multiplication de H n’est pas commutative.

+d2{al—bl—cj—dk].

On a montré que (H, 4, x) est un corps non commutatif.

16. Il est clair que pour tout (z,2') € C2, on a

Fe+2)=f()+5 (), f()=71(2)f()
et
£(1})=1:
Ainsi f est un morphisme de corps.
Soit z € ker(f) :ona R(2)1+ 3 (2)i= 0 (matrice nulle de .#2 (C)).
Or, il est elair que la famille constituée des matrices (1,1) est une famille libre
de .#5 (C), ainsi R(2) =T (2) =0et 2 =0.
On a montré que ker (f) € {0}, Pinclusion réciproque étant claire, on a montré
que ker (f) = [0}.

On a montré que f est un morphisme de corps injectif.

17. (a) Onposeu=a+bi+ecj+dketv=0a"+bi+cj+d k avee
((a,b,e,d),(a' ¥, d')) (R"]z. Un ealeul un peu fastidienx donne
ww = (aa’—bb' —cc' —dd') + (ab’ + ba’ + cd' — dc') i
+ (ac’ + ca’ — bd' + db') j+ (da’ + ad’ + be’ — cb') k.
On en déduit que
luv]* = (ad’ = bb' —ed — cfd’]g + (ab’ + ba' + ed' — dc’)g
+ (ad + ca’ — bd' + dV')* + (da’ + ad' + be’ — cb')*.
Soit, en développant et en remarquant que les doubles produits s’annulent :
= a®(a? +b% + % +d?) + b? (a® +b? + 2 + d7)
+c (@2 + b2+ % +d?) + d? (a? + 6P + % + d?)
= PR

juv]*

Par positivité de la norme, on en déduit |uv| = |u|v|.

On a montré que pour tout (u,v) € HZ, |uv| = |u |v].
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b) Sil'on pose u = a+ bi+cj+dk avec (a,b,e,d) € R1, il est clair que
I i ( I

t=a-bi—-cj—dk=a+bi+ecj+dk =u.

(¢) Onpose u =a+bi+ej+dket v=a"+Vi+dj+d k avec
((a,b,e,d), (", V., d)) € {F\‘.“‘]2 et on reprend le caleul fait & la question

17 (a). On a
w = (aa’' —bb' —ed’ —dd') + (ab' + ba' + ed' —de') i
+ (ac' + ea’ — bd' + db') j+ (da’ + ad’ + be’ — eb') k,
d’ol
w = (aa’—bb —ecc’ —dd') — (ab' + ba' + ed' — dc') i

— {:‘L{’:-I"(.‘ﬂr—bdf + dfb"}j — {ri'rf + ad' + b’ — f*b’t}k.
De plus, en développant, on a
7 = (a'-Vi-dj—dk)(a—bi-cj-dk)
= (aad’' —bb —ec' — dd") — (ab' + ba' + ed' — de') i
— (ad + ca’ — bd' + db') j— (da’ + ad' + b’ — cb') k.

On a montré que pour tout (u,v) € H2, w0 = 7%

(d) On pose u = a+bi+ecj+dk (a,b,c.d) € R, Un simple développement
donne

wi = (a+bi+ej+dk)(a—bi—cj—dk)
= a4+ b+ +d?
= |ul®.

Un caleul analogue donne 7iu = a? + 0 + & + d? = |-u.|2,

On a montré que pour tout u € H, 4 = iu = ]u|2.

18. Soit p=a+ bi+cj+dk avec (a,b,e,d) € R'. On remarque que
ue HPY «— u+u=0.
Soit @ € HPY. D’aprés la question 17 (¢), on a
uxl + urt = urd + u T .
Comme @ = u (question 17 (b)), on a
ual + url = url + uTh = u (¢ +T) 7.

Or, x € HP", d’aprés la remarque faite ci-dessus,  + T = 0, on en déduit done
ux@ + uxt = 0. Toujours d’apreés la remarque fait ci-dessus, on en déduit gue

Yue U, ¥Yze HPY, usTm e HPYW.
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19. Soit u € U. Soient (p;,pz) EH2et A€ R. On a:
Yu (p1+Ap2) = u(pr + Ap2) T = upi + ulpst.

Comme A € R, il est facile de voir que A et u commutent (attention, cela est
faux si A € H...), ainsi

Yo (p1 + Ap2) = upi@ + Aupeti = Yo (p1) + A¥u (p2) -

On a montré que, pour tout u € U, ¥, est R-linéaire.

20. (a) Soit # € R. On a déji remarqué a la question 19 que u et @ commutent.
En utilisant le résultat de la question 17 (d), on a

Y. (z) = urt = zui = z |u|* € R.

On a montré que ¥, laisse stable R.

b) D’aprés la question 18, si @ € HPY, alors
( p q

Y. (z) = uzd € HP™.

On a montré que ¥, laisse stable HPYT.

21. On a
Pu (i) = (a+bitej+dk)i(a—bi—cj—dk)
= (a2+b2—cz-—dz)i+2(ﬂd+bc]j+2[bd—ac}k,
P (j) = (a+bitej+dk)j(a—bi—cj—dk)
= 2(be—ad)i+ (a® —b* +c* —d?)j+2 (ab+dc) k
et

Uu(k) = (a+bi+ej+dk)k(a—bi—cj—dk)
= 2(ac+bd)i+2(dc—ab)j+ (a® —b* —? + d?) k.

On en déduit que

—":11'1 = rﬂi:'l,t-{.i‘j:lk-] {1;:")
a? + b? — % — d? 2 (be — ad) 2 (ac + bd)
= 2 (ad + be) a? — b +c? - d? 2 (de — ab)
2 (bd — ac) 2 (ab + de) a2 —b% — 2 + d?

22. Pour vérifier que A, € &5 (R), il suffit de vérifier que ses colonnes forment une
base orthonormée de .3 ; (R) muni de son produit scalaire canonique.
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23.

e On montre que les colonnes sont de norme 1. On montre pour la premiére
colonne est de norme 1, les autres colonnes se traitent de maniére analogue.
On rappelle que l'on a

4+l +E+d?=1 = 4+ =1-(*+d&)
caru € U. On a
(a® + b% - 02—d2}2+4{ad+bc]2+4(bd—ac)2
= (1-2(+d?)” + 4 (2d? + b2 + b2d® + a®c?)
= (1-2(+d?)* +4(a®+ %) (& + &)
= (1—2({: +d2} +4(1—{(&2+d2)}[r:2+:1‘2}
= 1-4(+dP) +4(+d?)° +4(E + )
—4 [.".2+d2)2

e On montre que les colonnes forment une famille orthogonale de .#%; (R).
On montre que le produit scalaire de deux colonnes distinetes vaut 0. On
caleule uniquement le produit scalaire de la premiére et de la deuxiéme
colonnes, le produit scalaire des autres colonnes se caleule de maniére ana-
logue. Sans utiliser la relation a® + b + ¢ +d? =1, ona

2 (a% + b* - * — d?) (be - ad)

+2 (ad + be) (ﬂz—bz+r'2—d2) + 4 (bd — ac) (ab+ dc)
= 2(a*bc—a’d + bc — ab?d — be* + ac’d — bed® + ad®)

+2 (a*d — ab®d + ac®d — ad® + ab*c - be

+ be® — bed) + 4 (ab®d + bed® — a®be — ac®d)

- [0

On a montré que pour tout u € U, A, € €5 (R).

(a) On remarque que si t = 0 ou t = 1, alors tu + (1 —t) est non nul. Pour
tout t € ]0,1[, on a

[tu+(1-1)|=0 = tut+(l1—-t)=0

=1
-{Eku_f

— ue R_.

~

Or, il est facile de voir que R_ MU = {=1}. On en déduit que pour tout
t € [0,1], [tu+ (1 —1t)| # 0, ainsi 7 est définie sur [0,1].
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Pour tout t € [0,1], d’aprés la question 17 (a), on a

t) | _ 1
—t)||  (ltu+(1-
ear |[tu+ (1 —1t)|| = |tu + (1 —t)|, pour tout ¢ € [0, 1].

On a montré que 7 est bien définie et pour tout £ € [0,1], v (f) € U.
(b) D’aprés la question 22, pour tout t € [0,1], A, ) € &3 (R) (car y(t) € U).

tu +
[tu +

[y (t)] =

(1 e
( t)l||i‘.u+(1 t)|=1,

Or, le déterminant d’une matrice orthogonale vaut £1, ainsi pour tout
t € [0,1], det (fl_r{,],) e {-1,1}.

(¢) On pose u = a + bi+ecj+dk avec (a,b,e,d) € R, Pour tout ¢ € [0,1], on
a

tu+ (1—1)

[tu+ (1 —1t)]

ta+ (1—t)+thi+icj+tdk

[ta + (1 —t) +tbi+tcj+tdk|
ta+(1—1t)+thi+tej+tdk

V(ta+ 102 + 202 + 1262 4 242
= a(t)+b(t)i+ec(t)j+d(t)k

¥(t)

oll les fonctions a, b, ¢ et d sont définies sur [0, 1] & valeurs dans R par :

a(t) = la+1-t ,
\/(m.+ 1—1)% + 122 + 12¢2 + t2d2
b(t) = i ,
V(ta+1—1)% + 202 4 £2¢2 4 22
e(t) = te
\/(tn.+ 1— )% 4 1262 + 12¢2 + 1242
et
a(t) = td

\/{m—i» 1—1) + 1202 + 12¢2 + 22

Les fonetions a, b, e et d sont de toute évidence continues sur [0, 1]. 1
J ) . _ 2 : ik
s'ensuit que les coefficients de A () = (a;; {-]]ﬁ__ j)el1,3) Sont continues et
ce, d’aprés le caleul de la matrice A, fait & la question 21. On en déduit
que

3
vee[o,1], @)=Y (@) [[aion®-
i=]

e (o



CORRECTION DU THEME 37 567

En particulier, ¢ est continue sur [0, 1] comme la somme de produits de
fonetions continues sur [0, 1].

Comme ¢ est & valeurs dans {—1, 1}, le théoréme des valeurs intermédiaires
assure que g est constante sur [0,1]. Or ,

¢ (0) =det(I3) =1

car lF| = idH.
Finalement, ¢ est constante égale i 1, en particulier,

@(1) =det(A,) =1.

(d) On remarque que ¥_; = idy, ainsi det (A_;) = 1. On a montré que

Vue U, det(A,)=1.

lu| = \/mﬂz (-g) + a? sin? (—g—) + b2 sin? (g) + 2 sin? (g—)
4 0
= \/Cﬂh‘z (5) + (a2 + b2 + ¢2) sin? (E)

Or, (a,b,e) est de norme égale 4 1, done a2 + b2 + €2 = 1, ainsi

o = et (2) s (2)

6 f
25. Par définitions de u et «’, on a u = cos ( 5) + sin ( 5) ', puis comme

f fl
u' € HPY il vient que T = cos (—) — sin (5) u'. Ainsi

24. On a

1.

I

2

¥.(v) = w'm

- (o3 (3)4) () ()
- Q) (2)4) (m(2) - (2))

Or, d’aprés la question 17 (d),

(e (2)+(3)4) (= (2) - () -w

La question 24 assurant que |u| = 1, on en déduit que

i (u:"} =u'.
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26. (a) Ona

o= (e (§) (3 4)- (o () 0 (2)4)

En développant ce produit, on a I'égalité souhaitée.

(b) On prouve séparemment les deux égalités.
e Ona
wvd' = (ai+bj+ck) (a'i+V j+ k) (ai+bj+ek)
(—aa" + ab' k —ac’ j —a'bk —bb' + bc'i + e’
—eb'i—ed') (ai+bj+ck)
= (ab'k—ac j—a'bk+bc’i + ca j—eb'i)
x (ai+bj+ck),

car aa’ + bb' + e/ = 0 car les vecteurs (a,b,c) et (a’, ¥, ') sont ortho-
gonaux. En développant & nouveau, on obtient

w'vu’
= a%t j—abb'i—abe’ + a*c' k +abe’ — aec' i —aa'bj
+a'b? i +a'be — abe’ + b2 k —bed j—aa'ck —a'be
+a'c?i+able — bb ek +b'¢? j
= (—abb’' —acc +a'b? +a'c?)i
+ (a®V — aa'b— bed +¥'¢?) j
+ {ﬂ.zr:’ + b2 —ad'e — bhr:) k.
Or, a? + b2 +¢? =1, done
—abl' —acc' +a't? +d'c? = —abb’' —acd +d' (1-a?)
= a'—a(ad" +bb' + )
= 4"

car aa' + b + e = 0.
On montre de méme que

a’t —ad'b—bed + V2 = et a’d + b —aa'c— bbe = ¢,

ainsi

= le'i',‘ill.‘I = =

e La deuxiéme relation ne demande pas de calculs. On rappelle que
w' € UNHPY, done u'v/ =1 (v’ € U) et v = —u' (v € HPY). On
a:

v = u'uor’ = o (—u'vu) =o' (—v) = —u'v,
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(¢) En remplacant les relations obtenues 4 la question 26 (b) dans l'expression
de ¥, (v) de la question 26 (a), on a

o 0 gn ... (¥ o0
¥.(v) = cos’ (E) v+ cos (5) sin (5) (u'v —vu') —sin (ﬁ) u'vu'
= (cnu:-;2 (—3—) — sin® (g)) v+ 2cos (g) sin (g) u'v

= |cos(#) v+ sin (0) u'v.

(d) Le produit vectoriel (a,b,c) A (a’. V', ') est le vecteur

(be' —b'e, —ac’ +a'c,ab’ - a"b} L

Un simple caleul donne
u'v = (ai+bj+ck) (a'i+b'j+c k)
= [(bd =be)i+ (—ad +a'c)j+ (ab' —a'b) k.

(e) Comme 1, est une rotation, on a

Yo (u'v) = —sin (0) v+ cos (0) u'v.

27. On pose w = (a,b,e) A (a’, ¥, ).

D’aprés les questions 26 (d) et 26 (e), v, est la rotation d'axe dirigé par le
vecteur (a, b, ¢) et d’angle 6.

Quelques remarques culturelles
Les quaternions servent principalement pour modéliser les rotations de I'espace.
Citons aussi le résultat suivant que le lecteur intéressé pourra prouver :

Théoréme, Théoréme de Frobenius,

Soit K un sur-corps de R. On suppose que le R-espace vectoriel K est de dimension
finie.

Alors, K=R, C ou H.



Theéeme 38

Autour de la convexité

Thémes abordés : Suite, produit scalaire, norme associée i un produit scalaire.
Difficulté : HERRNE

Ce sujet introduit a la notion d’ensembles convexes et aux « grands » résultats les
concernant : le théoréme de projection sur un convexe fermé, le théoréme de Hahn-
Banach et le théoréme de Minkowski.

Tous ces résultats se généralisent 4 des espaces vectoriels normés mais les preuves
sont considérablement plus difficiles car ici, la structure euclidienne de R2 est trés
utilisée dans les preuves.

Les résultats de la partie 1 sont utiles dans toute la suite. La partie 2 établit
l'existence et 'unicité de la projection sur un convexe fermé. Ce résultat est utilisé
dans la partie 3. La partie 4 est largement indépendante des parties précédentes.

38.1 Questions liminaires

38.1.1 Sur les convexes

Définition. Ensemble convere.
Soit C C R?. On dit que C est convere si :

V(z,y)eC? vte0,1], (1-t)z+tyeC.
1. Soit (C;);-; une famille de convexes de R2. Montrer que () C; est un convexe
i sl
de R2.

Soit A € R? une partie non vide. Montrer 'existence d'une plus petite partie
convexe (au sens de U'inclusion) contenant A.

On appelle enveloppe convexe de A, et est notée conv(A), le plus petit
convexe contenant A.

[

3. Une union de convexes est-elle, en général, convexe?

Définition. Produit scalaire sur R2.
On définit application (-,-) sur R? x R? par :

V((x1.91) . (22.30)) € RExR% ((z1,m), (22, 12)) = 2122 + yiye.
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4. Montrer que "application

{{'Th yl] 3 {1.2*9'2}.} = ((1“:-';2} ' (1.211 3;'2)}
définit bien un produit scalaire sur R2.

Dans la suite, nous noterons | - || la norme associée i ce produit scalaire.

38.1.2 Sur les suites

Soit ((#n, Yn)),en une suite d’éléments de R?. Soit (x,y) € R?.
5. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

i) lim z,==zet lim =1
} n—400 2 n—!-+my" ¥

]l} lim II {:t'u, yn} i ('Tﬁ y) |I = 0.

=400

Définitions. Convergence d'une suite de R2, suite de Cauchy.
Soit ((2n,Yn))pen une suite d’éléments de R? et soit (x,y) € R2.

e On dit que la suite ((Tn,Yn)),on converge dans R? vers (z,y) si l'une des
deur conditions éguivalentes précédentes est satisfaite. On note alors

lim (x,,y.) = (z,9).

n—-+00

e On dit que la suite ((2,,Yn) ), €5t une suite de Cauchy si : pour tout € > 0,
il existe N € N tel que

V(n,p) eN%,  (n2p2>N) = (|[(zn,yn) — (@, 9p) | < €).

On admet le résultat suivant (le lecteur intéressé pourra le démontrer dans le
Theéme 29 : « Sur les suites convexes ») :

Proposition. R? est complet.
Soit ((xn,yn))pen une suite de Cauchy de R?.

Alors, ((Tn,yn)),cn converge dans R2.

Remarque. Le lecteur intéressé pourra prouver cette proposition en s’aidant des outils
développés dans le Théme 31 : « Topologie et espaces complets ».

38.2 Projection sur un convexe fermé

38.2.1 Projeté sur un convexe fermé

Définition. Partie fermée.
Soit A une partie de R2. On dit que A est fermée si :

V(2n)nen € AN. Yz e R2 ((*"ﬂ:'neN converge vers z] = (z € A).

On souhaite montrer le résultat suivant ;
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Proposition. Projection sur un convere fermé.
Soit C € R? un ensemble convexe fermé. Pour tout z € RE"\C-', il eriste ' € C
unique tel que

s 2 3 2
2 —z||* = inf |lw—z|°
I~ 212 = s flw—z|
Cet unique élément est appelé le projeté de z sur C.
Nous prouvons l'existence du projeté. Soit z & C et d = inE_ |z = w]|.
wels
6. Montrer que
. 1
VneN*, 3w, €C, |w,—2|? <d®+ =
7. Montrer 'égalité suivante dite du parallélogramme
V(z,2) eRExR?,  |lz— 2|+ ||lz+2[1* =2 (|21 + |))?) -
8. En déduire que

" oy o o
V(n,p) € (N*)?, [lwn— wpl|® < = i
9. En déduire que la suite (w,),, .n. est de Cauchy. Conclure.

Nous prouvons maintenant 'unicité. On suppose qu'il existe z; et zp tels que
Iz = 21| = |2 — 22| = d.

10. A laide de I'égalité du parallélogramme, montrer que

I

11. En déduire que z; = 29.

21+ 22

1
o L] P

Dans la suite, nous noterons pe (z) le projeté de =z sur le convexe C'.

38.2.2 Une équivalence

Nous allons prouver la proposition suivante.

Proposition. Caractérisation du projeté.
Soit C' un ensemble conveze de R?. Soient z € R®\C et 2* € C. On a

2 =po(z) &= (VWel, (2"-22"—y)<0). (38.1)
Nous prouvons la proposition. Soit z € R?\C.

12. Sens direct. Soit per (2) le projeté de z sur C.
(a) Montrer que : pour tout y € C et pour tout t € [U, 1],

2= @y + Q=) pc (N * 2 2 pc (2) I*
(b) En déduire que

VyeC, (pe(z)=-zpc(z)-y) <0.
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13. Sens indirect. Soit z* vérifiant I'inégalité de droite de la ligne (38.1).
(a) Montrer que : pour tout y € C,

ly =21 = lly = 2" + |2" — 2l* + 2 (=" — 2, 2" - y).

(b) En déduire que z* = pe (2).
14. Soit 2’ € R2\C tel qu'il existe t € R tel que

' =t(z=pc(2)) +pc(2).
Montrer que pe (2') = pe (2).
15. Montrer que I'application pe: est 1-lipschitzienne sur R2\(', i.e. montrer que pe:

vierifie .
V(z,y) € (RAC)", llpc () —pc W) < lz—yll.

38.3 Théoréeme de séparation des convexes

Définitions. Ensemble borné, fonction bornée.
Soit A € R? une partie non vide de R? et soit f : A — R une fonction.

o On dit que A est bornée s’il existe M > 0 tel que pour tout 2z € A, ||z < M.
e On dit que f est bornée sur A s'il existe M = 0 tel que pour tout = € A,
If ()] < M.

16. Montrer que pour toute droite % de R?, il existe une forme linéaire non nulle
feZ(R%R) et ceR tels que

@={WER2,I(1H]=£}.

17. En déduire qu'une droite du plan sépare le plan en deux parties.

Théoréme. Théoréme de Hahn-Banach.

Soient A et B deuz ensembles convexes disjoints non vides de R*. On suppose que
A et B sont fermés et B est borné.

Alors, il existe une forme lindaire f € & (RQ,R) et c € R tels que

Y(ia,b)e Ax B, f(a)<e< f(b).

18. Prouver le théoréme de Hahn-Banach lorsque B est réduit & un point.

Indication : On pourra créer la forme linéaire f grice i la proposition Carac-
térisation du projeté.

19. On revient au cas général. On introduit 'ensemble A — B par
A-B={a-b,ac A, be B}.

(a) Montrer que A — B est convexe et que 0 ¢ A — B.

(b) i. Montrer que de toute suite d’éléments de B, on peut extraire une
sous-suite qui converge vers un élément de B.

ii. En déduire que A — B est fermé.

(¢) En utilisant la question 18, terminer la preuve du théoréme de Hahn-
Banach.
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38.4. POINTS EXTREMAUX D'UN CONVEXE

38.4 Points extrémaux d’un convexe

38.4.1 Point extrémal

Définition. Point extrémal.
Soit C' un ensemble convexe de R?. Soit 2 € C. On dit que z est un point extrémal
st
V(z,y) €C? ¥te]0, 1, (z=(1-tz+ly) = (2=z0uz=1y).
On note & (C') Uensemble (éventuellement vide) des points extrémauzx de C.

Remarque. On remarque que si 2 est un point extrémal d'un convexe C, si 'on éerit
2= (1—t)x+tyavect € ]0,1], la définition assure que z = x on 2 = y; on en déduit
alors (comme t € |0,1]) que 2 = y = =.

20. Soient 2,2’ € R2 Déterminer les points extrémaux du segment [z, 2'].
21. Déterminer les points extrémaux de [0, 1] x [0, 1].
22, Déterminer les points extrémaux de

#={(z,y) eR? 2?2 +y* < 1}.

On se propose de montrer la proposition suivante :

Proposition. Les points extrémauz existent !
Seit C' un ensemble conveze non vide, fermé, borné de R2. Alors, & (C) # @.

Nous prouvons la proposition.
23. Justifier 'existence de 7o =sup{z € R, Iy € R, (x.y) € C}.
Soit S = {(x0,y), y € R}.
24, Montrer que SN C est non vide et convexe,
25. Montrer que qu’il existe deux réels a < b tels que

SNC = {(z0,y), y € [a,b]}.

26. Montrer que SN C' contient an moins un point extrémal de C.

38.4.2 Théoréme de Minkowski

Avant d'énoncer le théoréme de Minkowski, on aura besoin de la définition suivante.
Définition. Adhérence d'une partie. N

Seit A C R?. On définit ’adhérence de A par :

A= {z eR~ J(2n)nen € AN lim 2z, = z}.

=400

27. Soit A une partie de R%. Montrer que A est fermée si, et seulement si, A = A
28. Vérifier que si A et B sont deux parties de R? telles que A C B, alors A C B.

Le but de cette partie est de montrer le résultat fondamental suivant.
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Théoréme. Théoréme de Minkowski.
Soit C' un ensemble convere non vide, fermé, borné de R2. Alors, C' est Uadhérence
de Uenveloppe convexe de ses points extrémauz :

conv (& (C)) =C.
Nous prouvons le théoréme.
29. Montrer que conv (£ (C)) € C.

Nous prouvons maintenant que C' C conv (& (C')). Pour cela, on suppose qu'il existe
2 € Cet z ¢ conv (& (C)). On notera, en particulier, que > ¢ & (C).
30. (a) Soit A un ensemble convexe de R2. Montrer que A est convexe.
(b) En déduire que conv (£ (C')) est un convexe fermé.

31. Montrer qu’il existe une forme linéaire f € % [RQ,R} et ¢ € R tels que
conv (€ (C)) Cc {weR?, f(w)<e} et f(z)>e

32. (a) Montrer que f est bornée sur C.
Indication : On pourra montrer qu’il existe (a,b) € R? tel que pour tout
(2,y) € R2, f(z,y) = ax + by.
(b) Montrer qu'il existe zp = (zo,y0) € C tel que
f(20) = sup f(w).
wel’
Indication : On pourra utiliser la question 19 (b) i.

33. Montrer que l'ensemble & = {we C, f(w) = f(2)} contient au moins un
point extrémal de C' et conclure.

Remarque. En fait, on peut montrer que si C' est un convexe fermé, borné, alors

conv (£ (C)) = C.
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Correction du Theme 38

2
1. Soit (z,y)e | N Ci | -
icd
Comme pour tout i € I, C; est convexe, pour tout t € [0,1], (1 —t)x +ty € C,.
Ainsi, pour tout t € [0,1], (1-t)z+ty e N C..
el

On a montré que [ C; est convexe.
il

2. Soit .#, I'ensemble des parties convexes de R? contenant A.
Comme R? € ¢, %, # @.
D’aprés la question 1, [ K est convexe.
Ke.dy

Soit C' une partie convexe telle que A € C. Comme C' € ¥4,ona (| K CC.
Ked,

On a montré que [ K est la plus petite partie convexe pour I'inclusion
Ke.#y

contenant A,
3. La réponse est non. Soient

D={(z,0),zeR} et D={(0,y), yeR}.

Il est facile de voir que les ensembles D et D sont convexes.

Or, (%%) = %{1,0]+% (0,1) ¢ DUD et (1,0) € D et (0,1) € D.

On a montré qu’une union de convexes n'est pas nécessairement un convexe,

4. On va montrer que 'application

((z1,92) , (22,92)) — {(z1,92) , (22, 32))
est symétrique, linéaire par rapport 4 chacune de ses variables et définie positive.
e Symétrie
Soit (z1.91) et (22, y2) deux éléments de RZ. On a
((z1,91), (22, 42)) = z122 + yuyz = ((22,92) , (21, ) -
o Linéarité par rapport da la premiére variable
Soient ((xy,y1), (w2, y2), (®3,y3)) € (Rﬂ):{ et A€ R.Ona
(@1, 31) + A2, 2) . (x3,93))
((z1 + Az2, 51 + Ayz) , (23, u3))
(z1+ Awz) x3 + (11 + My2) ys
x123 + y1ys + A (23 + youys)
{{:l![, yl) E (3:3: '5'3]} + A {{:rz., §2} . (:rliu ylin .

On a montré que Iapplication (-,-) est linéaire par rapport i la premiére
variable, Par symétrie, {-,-) est linéaire par rapport a la seconde variable.
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s Définie positive
Soit (z,y) € R%. Ona

((z,9), (x,y)) =a® +y* > 0.

De plus, {(z,y),(z.y)) = 0 si, et seulement si, x = y = 0. On a montré
que 'application (-, ) est définie positive.

On a montré que (-,-) est un produit scalaire sur R%.

5. On prouve les deux implications.

i) = ii)| Pour tout n € N, on a

”{.R‘.n:yﬂj = {:l:, y]|| = ‘/{m,n - .'13:]2 + {yn. i y}z

Comme lim (z, —:,rr]2 lnn (2 — y]z = 0, on en déduit
n—+to0o n—

im_ [ s m) — . 9) [ = 0.

n—+

ii) = i) | Pour tout n € N, on a

|2 n) = @ W)l = /(@0 — )% + (40— 9)% 2 lan — 2.

Comme ]il_}_l I{(#n, yn) — (z.9)|| = 0, par encadrement, on en déduit que
N—4+00
lim zn=z.
=00

Un méme argument montre que lim g, = y.
=400

On a montré que les assertions i) et ii) sont équivalentes.

6. On utilise la caractérisation de la borne inférieure : pour tout £ > 0, il existe
w e C tel que d? < ||z —w|?® < d® +e.

1
En particulier, en prenant £ = = (n € N*). On a montré qu'il existe w, € C
)

tel que

1
& < Jlwn —2|* <d® + —.

7. Soit (z,2') € R? x R?. En développant le carré des normes, on a
lz =212+ lz4 212 = ll2lP+2(2.2) + |Z]* + 1=20? - 2 (=, =)+ ||2]]°

= [2(I=1P+ 1217
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8.

10.

Soit (n,p) € (N*)2.
On utilise I'égalité du parallélogramme établie & la question 7 avee z +— wy, — 2
of ot wp — 2z pour obtenir

l|lwn — i1:_,,||2 = 2||wn — 9:“2 + 2 ||lwp — z||2 — |lwn + wy, — 22”2 .

Par la question 6, on a

2 2
2 [|lwy, — 2| < 24% + ] 2|2 < 2d® + S
9 Wy, + W £
De plus, ||wn +wp —22||* = 4 ——2—;' — z|| = 4d? par définition de d et car
C' est convexe (w eC )
On en déduit
2 2 12 .12
lwn —wpl|® = 2||wn—2|* +2||wp — 2||* = [lwn + wp — 22|
< 2+ 2 4o+ 2 _ad?
n p
2 |Eugs
nop

. Soit £ > 0. D’aprés la question 8, pour tout n > p, on a

4
o =l < /3

: 1 croon . (4
Comme lim ﬁ =0, il existe N € N* tel que pour tout p > N, \/_ <e.

p—rtoo ;
On en déduit done que

V(n,p) €(N)2, AN EN?, (n2p2N) = (fwn—wpl <e).

On a montré que la suite (wy), .. €5t une snite de Cauchy.
Comme la suite (wy,), . est de Cauchy, d’aprés la proposition admise, elle
converge. On note w sa ﬁllnit{'..

Comme €' est fermé, on a w € C et en passant & la limite dans 'inégalité
obtenue i la question 6, on a

lz—w|?=d?® < ||lz—w|| =d.

On a montré existence d'un projeté de z sur C.

En utilisant I'égalité du parallélogramme établie a la question 7 avec

- - i
A

2 — et 2’ «— on a
2 g -
21+ 22 2_2 $|—2.'2+2 22—2.’2 z|—322
2 i 2 2 2
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580
Or,
2 2
21—z 29 —2 1
2| 2= +2| 2= =5 (=21 + e — 2)?) =
2 2
et
2
2] — 29 1 2
= = ||z — 20||*,
5 4|| 1 — 29|
ainsi, on obtient
2 = g =1 = =2l

11. On suppose z; # 22, alors —:11 lz1 — 22||* < 0, donc

2
z1 + z ;
1+2—z < d2.

z1 + =
Comme €' est convexe et z; et 23 sont des éléments de C, I ; 4 e,

Ceci est une contradiction avec la définition de d.

Ainsi, on a 21 = z9.

12, (a) Soient y € C'et t € [0,1].
Comme p¢r (2) € C et par convexité de C, on a

ty+(1—t)pc(z) € C.

Par définition de p (2), on a

I = (ty+ (1 =) pc () I* = 12— pc (2) I>.

(b) Pour tout t € [0,1], on a
lz=(ty+ A =t)pc (N II? = lz—pc(z)+tpc(z)-y) I?
= llz—pc (I +2 llpc (2) -y
+2t(z —pe (2),pc (2) — y).
Ainsi, I'inégalité établie a la question 12 (a) est équivalente & : pour tout
t e [0,1],
2t (2 —pe (2) ,pc (2) —y) + € lpe (2) — y[* 2 0.

En supposant ¢ > 0, en divisant par t et en faisant tendre t vers 0%, on

obtient

pc (2) = 2,pc (2) —y) 0.
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13. (a) Soit y € C. On remarque que

* * . 2
lly—=*I2 = l(y — =*) — (=* = 2)|I°.
En développant le carré de la norme, on obtient

ly==l2 = lly—2"IP-20—2"2"—2)+ ||2* — 2|

= |lly=2*IP +2{" —y,2* — 2) + [|]2" — 2.

(b) Par hypothése sur z*, on a
(' —y,2"=2)20 et [y-2"*>0.

Il s'ensuit que
Vyel, lly—=zl=Illz-2"|
On a montré que 2* vérifie

z=—2%|| = inf ||y -
Iz =27l = tnf ly - 21l

done

z* — PC-' {Z’) »

14. Pour tout y € C', on a

(Pc(2)-2.pc(2)—y) = (pc(2)—pc(2)-t(z-pc(2)).pc(2)—y)
= t(pc(2)—z,pc(2)-y)
= 0,

d'aprés la question 12 (b) et car t = (.

D’aprés la question 13 (b), on en déduit que | pe (2) = pe (2').

15. Soit (2,y) € (RZ'\C)E. Comme pe- (x) € C et pe (y) € C, en utilisant I'inégalité
établie & la question 12 (b) avec respectivement z +— z et y +— pe (y), puis
z +— y et y «— pe (x), on obtient

(pc () —z,pc () —pc (y)) <0
et
(Pc () = y.pc (¥) —pc (v)) £ 0 = (~pc(¥) +y.pc (x) —pec () < 0.

En sommant ces deux inégalités, on a

(pe (x) —pe (¥) +y—2.pc () —pe (y)) £ 0,
soit 5

llpe (2) — pe (I < {pe (2) —pe (y) .2 —y) .
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient finalement

Ipc () —pe (W) < lIpe (@) —pe @) Iz —yll-

En simplifiant par |pc () — pe (y)|| (que 'on peut supposer non nul ear sinon
I'inégalité A montrer est claire), on a bien

lpe () —pe (W) < |z -yl
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16. Soit % une droite de R?, il existe (a,b,¢) € R* avec (a,b) # (0,0) tel que
2 = {(z,y) € R?, az + by = ¢}.
Soit f définie sur R? par f(x,y) = az + by.
1l est clair que f est une forme linéaire non nulle et on a

2= {weR? f(w)=c}.

17. Soit % une droite de R2. Soient f et ¢ donnés par la question 16.
Soient @, = {w e R?, f(w) >c} et 2 = {weR? f(w)<e}.

De toute évidence, (Z_, @, 7, ) est une partition de R2, donc @ sépare le
plan en deux parties.

18. Soit 2 I'élément de B et soit f la forme linéaire définie sur R? par
f(y) = (z—pa(2),y) = —(pa(2)—2y).
Par la question 12 (b), on a
Yye A, (pa(z)—zpa(2)) < pa(z)—29)

soit

weAd [fy)=Tfpa(2).
De plus, on remarque que

f(2)=f(Pa(2) = (2=pa(2),2=Pa(2)) = lz=pa(2)|* > 0
car z # pa (2). Il s'ensuit que
Vye A, f(y) < f(pa(2)) <f(z).

Sil'on prend e € |f (pa(2)),f(2),ona

Vac A, fla)<e< f(z2).

Le théoréme Hahn-Banach est prouvé lorsque B est réduit 4 un point.

19. (a) e Soit x et y deux éléments de A — B : il existe a;, ap deux éléments de
A et by, by deux éléments de B tels que

x=a;1—-b et y=az—bo.
Soit t € [0,1]. On a
(1=t)x+ty=((1—t)a; +tag) — ((1 —1t) by +ths).

Comme A est convexe, (1 —1t)a; +taz € A.
De méme, (1 —1t) by +thy € B, ainsi (1—-t)z+tye A— B.

On a montré que A — B est convexe.
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(b)

e Si0e A—B, il existea € A et be B tels que

il

O0=a—-b < a=5h.

Comme A et B sont disjoints, cela ne peut se produire.

On a montré que 0 ¢ A— B.

Soit (T'myn}nebl une suite d’'éléments de B.

Comme B est borné, les suites (zy,), .y €t (¥n),cn le sont.
D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de
(#n),en une sous-suite (:r“’{“})neN qui converge.

La suite (y,r,,{,,}) i étant bornée, d’apres le théoréme de Bolzano-
ne

Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite (y{‘wt"{"})nEN qui
converge,

La suite (:I'.cp{n})

al 11111 o i i " %, il il -3 1&
Il s’ensuit que la suite (Iww{ﬂ]“ ywﬁ,(“}) - converge vers un élément

converge, done la suite (:r:. " ) converge,
neMN ge poy(n) nelN &

de B car B est fermé.

Soit (2n),,cp une suite d’éléments de A — B qui converge vers £, mon-
trons que ] € A-B.

Par définition de A — B, pour tout n € N, il existe a, € Aet b, € B
tel que z, = a,, — by,.

La suite (bn), . est une suite d'éléments de B, par la question 19

(b) i, on peut en extraire une sous-suite (bg,{“}) N qui converge vers

ne
be B.

Comme pour tout n € N, a,,,) = z,(,) + by(,) et comme les suites

7 ot (b., ) converge, on en déduit que la suite
(“f}{ﬂ})new wn) neN £ 1

i, converge vers un élément a € A car A est fermé.
w(n) neN

Comme

Jm o=t et lm (apm) =) =a—b,

par unicité de la limite, on a £ = a — b.

On a montré que A — B est fermé.

(¢) A — B est un convexe fermé, {0} est réduit & un point, d’aprés la question

18, il existe une forme lindaire f définie sur R? et ¢ € R tels que

YweA-B, f(y)<d <f(0).

Déja, f(0) = 0, done ¢ < 0. Par définition de A — B, on en déduit que

Yac A, Ybe B, f(a—=0b)<Cc.
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En utilisant la linéarité de f, on récupére
Y(a,b) e Ax B, f(a)<dc+f(b). (38.2)

Pour conclure, il suffit d’introduire s = sup f (a) (on notera que cet infi-
acA

mum existe griice 4 la ligne (38.2)) et i = énjfg [ (b) (il existe pour la méme
€

raison). Onade plus, s <i+¢ <.
Soit ¢ € |s,i[. On obtient finalement

V(a,b)e Ax B, f(a)<e<f(b).

Le théoréme de Hahn-Banach est prouvé.

20. 11 est clair que [z, 2] est convexe.
On va montrer que & ([z,2]) = {2, #'}.
On suppose z # 2’ ear sinon de tonte évidence, & ([2,2']) = {z}.
e Soit y € |z, 2'[. Nlexiste t € |0, 1[ tel que y = (1 —t) 2+ 2. Comme 2 # 2/,
on a montré que y € & ([2,2']).
e On montre maintenant que z et 2’ sont des points extrémaux.
Soient (z,y) € [2,2]% et t € ]0,1] tels que z = (1 —t) z + ty.
Siz#zouy# 2, alors 2 = (1 —t)xz+ty € ]2, 2], ce qui est exclu. Ainsi,
P=q=21
On a montré que 2z est un point extrémal de [z, :-:’l. On procéde de méme
pour montrer que 2’ est un point extrémal de [z, 2'].

On a montré que & ([z,2]) = {z.2'}.

21. Il est clair que [0,1] x [0, 1] est convexe.
On va montrer que

& ([0.1] x [0,1]) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

e Soit (x,y) € {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, alors I'une des composantes de
(z,y) est comprise entre 0 et 1 strictement, par exemple x € |0, 1[.
Comme

('T'-y) = .T.‘(l,g] T (1 = $J {Osy)!
on en déduit que (z,y) & & ([0,1] x [0,1]).
e Soit
(z,9) € {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)},
par exemple (x, y) = (0,0) et supposons que

{T-y} = {I _t] {ﬂ'ITbIJ + (1 _f] {‘325‘2}
avec t € [0,1] et (ar,b1), (az,b2) deux éléments de [0,1] x [0,1]. On en
déduit
(L—t)ay+taz =0
[I—t}bl'l'ﬂ}z =0
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o
Qo
o

[ 2]
[ 2]

La somme est constituée de termes positifs, on en déduit
(1—t)ay=taza=0 et (1—t)by =tbp=0.

Parmi les nombres f et 1 — ¢ ['un des deux au moins est non nul, par exemple
t = 0. On en déduit alors as = be = 0.

On a montré que (az, bz) = (0,0), ainsi (0,0) est un point extrémal.

On montre de méme que (0,1), (1,0) et (1,1) sont des points extrémaux
de [0,1] x [0,1].

On a montré que

& ([0,1] x [0, 1]) = {(0,0),,(0,1), (1,0), (1, 1)}

. On commence par remarquer gue

#={zeR? |z <1}.

Déja, 9 est convexe. En effet, si (z,2') € %% et t € [0,1], comme |-|| est une
norme, en utilisant I'inégalité triangulaire, on a

la—t)z+t|| <1 =t) 2| +t]|]| <1 -t+t=1
On va montrer que & (#) = {(x,y) € B, 2> +y* = 1}.

e Soit (x,y) € # tel que 2° + y* < 1.
Notons que = € |—1,1[. Comme |y| < /1 — 22, il existe t € |0, 1] tel que

y=tV/1-z2+(1-1) (-V1-22).

Ainsi (z,y) = t(a:, v1-— ;ri) +(1-1t) (;r.', -1 - .:';'2). De plus, comme
lz| <1, (..*':_. \fl—:rz) # (::.'_.—v‘l —:f:z'),
On en déduit que (z,y) & & (#4).

e Soit (x,y) € & tel que 2% + y? = 1. On suppose que

(z,y) = t(a1,b1) + (1-¢) (az,b2)

avec t € [0,1] et (a1,b1), (az,b2) deux éléments de %,
Par l'inégalité triangulaire, on a

1= [|(x, )]l < tllar, bl + (1= 1) [[(az, bo)]|.

Si |[(ay,b1)]| < 1 ou ||(az, ba)|| < 1, alors I'inégalité précédente est impos-
sible. On en déduit ||(ay, b )| = ||(az, )| = 1.

Comme il y a égalité dans I'inégalité triangulaire, on en déduit que les
vecteurs (ap,by) et (as, ba) sont positivement liés : il existe A € R tel que
(a1,b1) = A(az, b2).

En utilisant le fait que ||(a;.b1)| = ||(a2.b2)]| = 1. on en déduit A = 1,
puis (a1,b2) = (az,b2) = (2,y).
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On a montré que & (#) = {(z,y) € B, 2> +y* =1}
23. Comme C' est non vide et borné, il existe M = 0 tel que pour tout z € C,
=1l < M.
On remarque aussi
Vizg,y) e C, M=|(z,y)l = va2+y? = [a].
L'ensemble {z € R, 3y € R, (z,y) € C} est non vide et majoré (par M) :
il admet une borne supérieure xq.
24. e D’aprés la caractérisation de la borne supérieure, pour tout n € N, il existe
1
T, tel que zg — T < x, <@g et y, € R tels que (x,,y,) € C.
T
Il est clair que la suite (z,),, . converge vers .
La suite (yn ), o est borné car €' est borné, d’aprés le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite (y "’("]')::EN qui converge
vers un réel yp.
Il s’ensuit que la suite d’éléments de C : ((E‘P{”]'yﬂ”}))nem converge
vers (o, ¥o)-
Comme C' est fermé, on en déduit que (29, y) € C.
On a montré que C NS # @.
s | ('S5 est convexe car c¢'est une intersection de convexes (question 1).
25. Comme C' est borné, 'ensemble
o = {y ER, (-T[I,y} € C}
est non vide et borné, ainsi on pose
a=infe et b=supe.
b— b—
Les suites (u + u) et (b - a) d’éléments de C' convergent
n+1 neN®* n+1 neN®*
vers respectivement vers a et b
Comme ' est fermé, on en déduit que (2g,a) et (xg, b) sont des éléments de C.
Comme C' NS est convexe, on en déduit que
CnS={(z0,9), y € [a,b]}.
26. Montrons que le point (g, a) est extrémal.

Soient (ay,by), (az,b2) € C et t €]0,1] tels que
(wo,a) = (1 —1t) (a1,b1) + t (a2, b2).

On en déduit que g = (1 —1t) ay + tas.
Comme a; < xg et ag < g (par définition de xp), on en déduit que a; = az = xp
car sinon on aurait rp > {1 - 1‘.] ] + tas.



CORRECTION DU THEME 38 587

27.

28

29.

30

31.

On a aussi a = (1 —t) by + thy. Un raisonnement analogue permet de conclure
que by = by = a.

On a ainsi montré que (zg,a) = (a;,by) = (az,b2) : le point (x,a) est un point
extrémal de C.

On a montré que & (C') est non vide.

On remarque que l'on a toujours A C A.
On prouve les deux implications.

Soit z € A : il existe une suite d’éléments de A telle que lizf = .
b B s e w

Comme A est une partie fermée, on a 2z € A, donec A C A, puis A = A.
Soit (2n),,.p une suite d'éléments de A qui converge vers

z € R2, montrons que z € A.

Par définition z € A = A, done 2 € A et A est fermée.

On a montré que A est fermée si, et seulement si, A = A.

. Soit z € A. Il existe une suite (zn),,cn d'éléments de A telle que r:-Elllac Zn = 2.

Comme A C B, on en déduit que la suite (2,),, . est une suite d'éléments de
B, puis par définition de B, z € B,

On a montré que si A C B, alors A C B.

Cette inclusion est immédiate : par définition conv (&' (C')) est le plus petit
convexe contenant £ (C').

Comme & (C') C C, on en déduit que
conv (& (C)) C C,

puis en utilisant le résultat de la question 28, on en déduit que

conv(€(C))cC=C

car C = C (C est fermé et question 27).
. (a) Soit z et ' denx éléments de A : il existe deux suites (Zn)nen © (2),en
d’éléments de A qui convergent respectivement vers z et 2’. Soit t € [0,1].
Comme A est convexe, pour tout n € N, (1 —1) 2, +t2], € A.

Or
lim ((1-t)2z,+tz) = (1-t) 2+,

n—+0oc

par définition de 'adhérence, on en déduit que (1 —t) 2z + 12" € A.

On a montré que si A est convexe, alors A est convexe.

(b) C’est une conséquence directe de la question 30 (a) et du fait que
conv (C') est convexe.

C’est 'application du théoréme de Hahn-Banach établi i la question 19

(e).
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32.

(a)

Soit 'application
_JR?Z  — #(R%R)

¥ (a,b) +— (fap: (z,y)— az+by) "
Il est clair que ¢ est linéaire. De plus, si (a,b) € ker (), alors

V(z,y) €R?,  fop(z,y) =az+by=0.
En prenant (z,y) = (1,0) et (x,y) = (0,1), on en déduit que a = b = 0.
Ainsi, ker (¢) € {(0,0)}, puis ker (@) = {(0,0)}.
Done, ¢ est injective. Comme

dim (R?) = dim (. (R% R)) = 2,

on en déduit que  est bijective.
Comme f € .2 (R% R), il existe (a.b) € R? (unique, mais cela ne sert pas
ici) tel que f = fap.
C' étant borné, il existe M > 0 tel que

Y(z,y) € C, |(z,9)l=vV22+y2 <M.
On en déduit que

V(z,y) eC, [f(z,y)] = |az+by|
< max {la, [b]} (2] + [y])-

L'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que
V(z,y) €R?, o] + |yl < V2va2 +42.
D’oi : pour tout (x,y) € C,

If (z,9)] < V2max{|a|,[b]} (2, )]
< V2max{|a|,|b|} M.

On a montré que f est bornée sur C.

IDY’aprés la propriété de la borne supérieure, il existe une suite
(2n = (Tn, Yn)) pen d'éléments de C telle que

lim f(zp)= sup f (w).

To=d 400 wel?

D’aprés la question 19 (b) i, on peut extraire de la suite {z,,]ﬂeN une sos-
suite qui converge vers un élément de €' : soit ¢ : N — N strictement

croissante telle que (z.ﬂ,,}) converge vers (xg,yo) € C.

neEM
D’une part,
i F (o o) = lim (a2 + )
= sup f (w),

wel!
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car lim z.) = sup f(w).
n—lr+oc>f( } wei:f{ }

D’autre part,

naEl-}-lm f (:E.-p{n}- y{p{ﬂ}) = n-I}-I-]!:-lM (’amlp{n} + byrrn{u})
= axp+ byo
= f(z0),

ot 'on a posé zg = (g, yo)-

Comme zp € C, par unicité de la limite, on a montré qu'il existe zg € C
tel que f(z0) = sup f(w).
wel’

33. On commence par montrer que & est convexe. Si wy et wy sont deux éléments
de o et t € [0,1], alors par linéarité de f, on a

f(l=t)wi +twz) = (1-t)f(w1)+tf (we)
= (1—t)sup f(w)+tsup f(w)
wiel” wel”
= sup f(w).
el

Or,

@ = {{i:sy) eC, ﬂ.‘I.‘—|—by = f{zﬂ}} :
en utilisant le fait que & est un convexe fermé et en utilisant la méme méthode
que celle utilisée & la question 25, il existe (2/,2") € C? tel que & = [2', 2"].
Soient (wy,ws) € C? et ¢ € ]0,1] tel que (1 —t) wy +twe = 2. Si wy & &, par
exemple, alors f (w;) < sup f(w).

wel”

On récupeére

Il

sup f (w)
wel’

£ (%)

= f((1=1t)w + tws)

= (1-=1)f(wr)+tf (w2)

< (1—t)sup f(w)+tsup f(w)
we” wel)

< sup f(w),

wel’

ce qui est exclu.

On a montré que w; et we sont deux éléments de /. D'apreés la question 20
I'ensemble des points extrémaux de [z, 2”] est {2, 2”}. Ainsi, on en déduit que

w) = ws.
On a montré que 2’ est un point extrémal de C'. Or, d’aprés la question 31, on
a

e {:t:ERz, flw) <e},
on en déduit une contradiction.
On a montré que conv (£ (C')) = C.
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Quelques remarques culturelles

La plupart des résultats prouvés dans ce probléme restent vrais dans un espace vec-
toriel normé quelconque (i.e. un espace vectoriel muni d’une norme pas nécessairement
issue d’'un produit sealaire).

Le théoréme de projection sur les convexes fermés reste vrai en supposant que
I'espace vectoriel est complet pour la norme (on parle alors d'espace de Banach).
La preuve est sensiblement la méme.

Le théoréme de Hahn-Banach reste vrai aussi mais la conclusion est affaiblie. Sa
preuve utilise le Lemme de Zorn dont la preuve utilise 'axiome du choix (voir Théme
3 : « Discussion autour de deux axiomes » ). Quelques précisions i propos du théoréme
de Hahn-Banach. La version présentée ici s'appelle la version géométrique. Il existe
une version dite analytique (équivalente i la version géométrique) :

Théoréme. Théoréme de Hahn-Banach, version analytique.

Soit E un R-espace vectoriel et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soient f :
F — R une forme linéaire et p: E — R une fonetion convere (voir le Théme 26 :
« Une introduction auz fonctions convexes ») telles

YzeF, f(z)<p(z).

Alors, on peut prolonger { en une forme lindaire définie sur E que U'on note f telle
que

Vee E, f(z)<p(x).
Le théoréme de Minkowski reste vrai mais dans un espace vectoriel normé quel-

conque, on parle du théoréme de Krein-Milman. Sa prenve utilise aussi 'axiome du
choix.



Théme 39

Inversibilité de matrices aléatoires

Thémes abordés : Probabilité, matrice, déterminant.
Difficulté : HEECIC]

Ce sujet, trés court, permet d’établir un (petit) lien entre lalgtébre linéaire (le
déterminant, plus exactement) et le vaste domaine des matrices aléatoires. Le point
central est I'utilisation de I'inégalité de Bienayvmé-Tehebyshev.

La partie 1 définit et montre certaines propriétés relatives aux variables aléatoires
de Rademacher. Ces résultats sont utilisés dans la partie 2.

39.1 Variable aléatoire de Rademacher

Définition. Variable aléatoire de Rademacher.
Soit (0, 22 (Q)) ,P) un espace probabilisé.
Soit X une variable aléatoire de Rademacher sur (Q), 2 (Q)) ,P) si :

X(Q)={-11} e PX=1)=P(X=-1)= %

1. Soit X une variable aléatoire snivant une loi de Rademacher. Montrer que X
admet une espérance et une variance et les caleuler.

2. (a) Montrer que le produit de deux variables aléatoires de Rademacher indé-
pendantes est une variable aléatoire de Rademacher.

(b) Généraliser la question précédente au cas de n variables aléatoires, avec
n € N*.

39.2 Une estimation de la probabilité d’une matrice soit inversible
pour les matrices de petite taille

Soit M = (X ;) ic|1,n) une matrice dont les coefficients sont des variables aléatoires
j€ltn)
de Rademacher indépendantes définies sur un espace probabilisé (€}, 2 (Q)),P).
Soit D le déterminant de la matrice définie eci-dessus. On admet que I) est une
variable aléatoire sur (00, 22 (1) , P).

3. Montrer que D) admet une espérance et la calculer.
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(4]

=]

Montrer que ) admet une variance et la caleuler.

. Montrer que

Vwe, D(w)eZ et 2" !divise D(w).

Montrer que

P (M inversible) < (39.1)

n!
4?]‘—
Pour quelles valeurs de n, I'inégalité (39.1) donne t-elle une information non
triviale ?

Ecrire un programme en Python qui permet de vérifier expérimentalement la
majoration précédente.

I
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Correction du Theme 39

1. Comme X prend un nombre fini de valeurs, X admet une espérance et une
variance et

2.

EX)=-1xP(X=-1)+1xP(X=1)=0

et, d'aprés la formule de Konig-Huygens,

V(X)=E(X)-E(X)*=1

(a) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui

suivent des lois de Rademacher. On pose Z = XY
Il est clair que Z (Q)) = {—1,1}. De plus,
(Z=1)= (X = 1) (¥ = D) U((X = -1) N (¥ = -1)).

Les événements

(X=1)n(¥ =1))

et

(X =-1)n(Y =-1))
sont incompatibles, on a done

P(Z=1) = P{(X=1n( =1))
+P (X =-1)n(Y = -1)).

Par indépendance de X et Y, on en déduit que

P(Z=1) = P(X=1)xP(Y=1)4+P(X=-1)xP(Y =-1)
— lxl_{_lxl
T 2E T ETg
— &
= &
On en déduit que : 3

On a montré que le produit de variables aléatoires indépendantes suivant

des lois de Rademacher, suit une loi de Rademacher.

On procéde par récurrence. Pour tout n € N*, on introduit la proposition
P, ¢ « pour toute n-uplet (Xj,..., X, ) de variables aléatoires indépen-
dantes suivants toutes une loi de Rademacher, Xy --- X, suit une loi de

Rademacher ».
2 est claire et 2% découle de la question 2 (a).
Supposons 2, vraie pour un certain entier naturel n € N*.

Soient Xy,...,Xn, Xns1 (n+41) variables aléatoires indépendantes qui

suivent toutes une loi de Rademacher.
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D’aprés I'hypothése de réeurrence, X --- X, suit une loi de Rademacher.
Or, Xy --- X, et X,,41 suivent toutes les deux des lois de Rademacher et
sont indépendantes, d’aprés la question 2 (a), X --- X3 X4 suit une loi
de Rademacher.

Par le principe de raisonnement par récurrence, pour tout n € N* et
pour toute suite (X, ..., X, ) de variables aléatoires indépendantes qui
suivent toutes une loi de Rademacher, X --- X,, suit une loi de Rade-
macher.

3. D’aprés une relation sur le déterminant, on a

D= Y )] Xio)

FES i=]

T
On note que pour tout o € .#,, d’aprés la question 2 (b), [] X; ;(;) suit une loi
i=1

de Rademacher. Ainsi, D admet une espérance comme la somme de variables
aléatoires admettant une espérance. En utilisant la linéarité de I'espérance et la
question 1, on a

E(D)= ) =(0)E (H xt-,g{,-}) =0.

FEn =1

4. Déji, on a

D'.I

Y. @] X | | 20 €(@) HX i0"(i)

o€y i=1 LAl =S

= ) el@)e(o Hx (i) Xio' (i)
{d,a“'}e.‘ -
n
Pour tout (a,0") € .2, T1 Xi a(i)Xior(i) admet une espérance, done D? admet
i=]

une espérance et [J admet une variance.
Soit (o,0') € .#2.

s On suppose o # o',
Pour alléger les notations, on pose {¢ = o} 'ensemble

{'F': € ﬂle”-]]-_ o (k) = 0"(};)}
et {o # o} ensemble

{ke[1,n], o (k) #d (k)}.
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On a
H-Xi,cr{ilxi_.a‘{ﬂ = H Xi.al{i}Xz'.a"{i} H X:’.a{i_‘]xi,o'*{i}
i=1 ic{o=o'} ic{o#a’}
= [l ZXiswXiore)
ic{afa’}

carsii € {o =o'}, ona X,y X; iy = L.
Les variables aléatoires X, ;¢ et X, ,+(;) étant indépendantes pour tout
i € {o # o'}, par la question 2 (b), X; ;(i)Xi (i) suit une loi de Radema-
cher. Enfin, pour tout i € {o # o'}, les variables X; 5(;)X; o1(s) sont des
variables aléatoires de Rademacher indépendantes, donc

11 Xio(i)Xio(i) est une variable aléatoire de Rademacher (question
ie{o#a’} '
2 (b)), donc son espérance vaut 0.

e On suppose 0 = o', Alors, on a

mn
Il XiotyXio) =1,

i=1
done

E (Xio@Xio) =1

On en dédunit que E {DQ) = n!, puis, d’apreés la formule de Kénig-Huygens, on
a

V(D) = E(D?) —-E (D)’ =n!

. Soit w € (). On remarque que D est une matrice dont les coefficients sont soit
—1, soit 1.

On effectue les opérations suivantes : pour tout 7 € [[2, ﬂ.]] :C; —C; +Cy. On
remarque les colonnes numérotées de 2 4 n sont i coefficients dans Z et sont
des multiples de 2. En factorisant par 2 chacune de ces colonnes et en utilisant
le fait que le déterminant est n-linéaire, on obtient

D (w) = det (M (w)) = 2" det (B (w))
avee B (w) € #, (Z), done det (B (w)) € Z.
On a montré que pour tout w € Q, D (w) € Z et que 27! divise D (w).

. D’aprés la question 5, on a
M inversible <= |D| >2""! < |D-E(D)|>2"".

En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tehebyshev, on récupére

V(D) n!
< .
{2:;-1}2 — 4n—1

P (M inversible) <
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7. L'inégalité de la question 6 est non triviale lorsque e < 1, e'est-i-dire lorsque
n! <4l
Une caleulatrice montre que n < 6.

8. L'idée est de générer des matrices aléatoires dont les coefficients sont sont des
variables aléatoires de Rademacher en grand nombre. Parmi ces matrices géné-
rées, on compte celles qui sont inversibles et on caleule la moyenne.

On peut écrire :

1 | from random import =*

2 | from math import #

3 | from numpy.linalg import *
4 | from scipy import =

5 |import numpy as np

fi | def matricealeatoire(n,N):
T compteur=0
2 for k in range(N):
0 A=np.random.rand{n,n}
10 B=2+floor (2+A)-1
11 if abs(det(B))>=1:
12 compteur=compteur+1
13 return [compteur/float(N),factorial (n)/float(d++(n-1))]

Voici ce que renvoie Python pour n = 2,3, 4.5 et 6 et N = 10000 :

n | matricealeatoire(n,N)
3 10.494; 0.5]

3 0.3724; 0,375

4 0.3461: 0375

5 [0,3129; 0,46875]

G [0,3745: 0,703125)]

Quelques remarques culturelles

L'étude des valeurs propres (voir le Théme 36 : « Réduction des matrices symé-
triques réelles » pour la définition d'une valeur propre) des matrices aléatoires de
grandes tailles fait l'objet de recherche active.

Le théoréme de Wigner montre que si (M), _ est une suite de matrices symé-
triques dont les entrées sont des variables aléatoires d’espérance nulle et de variance
V.

Alors, les valeurs propres (voir le Théme 36 : « Réduction des matrices symétriques

; , : 1 J
réelles » pour la définition d'une valeur propre) de la suite (V_G;M n) se répar-
L, neN*

1
tissent suivant le graphe de la fonction x € [-2,2] — 2—'.3'4 — a2
s




Theéme 40

Etude de l'opérateur diagonal

Thémes abordés : Produit scalaire, norme associée & un produit, série, application
linéaire, suite.
Difficulté : HINEER

Ce sujet étudie 'opérateur diagonal sur I'ensemble des suites de ecarré sommable.
En plus de montrer le caractére auto-adjoint de l'opérateur, on y montre que ¢’est un
opérateur compact.

Ce sujet permet de faire une bonne introduction au cours sur les espaces vectoriels

normés de classe de MP.
Les parties du sujets sont largement indépendantes.

40.1 Etude d’un ensemble de suites

Définition. 2 (N,R).
On définit €2 (N,R) par

#(N,R) = (2n),en € ;i Ul < 400
=0

1. Montrer que £2 (N, R) est un espace vectoriel.
2. Montrer que Papplication (-, -) définie sur £ (N, R) x £ (N, R) par

+00
V(uv) € ®(N,R)x#(N,R), (u,v)=) uuv,

n=>0

un produit scalaire sur 2 (N, R).
On note ||-|, la norme associée & ce produit scalaire.

3. Soit (an), . une suite réelle telle que :

Ve>0,INeN, ¥(n,p) e N2, (n,p>N)= (lan—ap| <2). (40.1)

(a) Montrer que (an),, . est bornée.
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(b) Montrer que (a,), N converge.
4. Soit (i), une suite d’éléments de £ (N, R) telle que : pour tout £ > 0, il
existe N € N tel que
¥(n.p) eN?  (n,p=N) = (Jun—upll2 < ).
On dit que la suite (u,), n est une suite de Cauchy.
(a) Soit k € N. Montrer que la suite (u, (k));..x vérifie (40.1).

(b) En déduire que pour tout k € N, la suite (u, (k)), . converge. On note
u (k) la limite. On note @ la suite (u (k))cn -

Montre li Uy — tflz = 0.
(e¢) Montrer que Jim |ty — |2

40.2 Définition et premiéres propriétés
5. Soit (Aﬂ}neN une suite de réels non nuls de limite nulle et soit [ﬂ:,:]neN un
élément de 2 (N, R). Montrer que la suite (A,x,) € €2 (N, R).

Définition. Opérateur diagonal sur ¢ (N, R).
Soit A = (An), e une suite de réels non nuls telle que qui converge vers 0. On
définit sur 2 (N, R) Uapplication Ty, par :

Vo= (2q) € C N R); Th(o) = Oaza), e

6. Montrer que T, € .¢ (¢2(N,R)).
7. Montrer que T} est injectif.

Définitions. Continuité.
Soit f : (2 (N,R) — ¢2(N,R) une application.

e Soit zp € (2 (N,R). On dit que f est continue en xq si : pour tout € > 0, il
eriste a > 0 tel que

vre 2(N,R), (|z-=oll2<a)= (|f(z)-f(zo)[l2<¢).
On note alors 11112" f(z) = f(z0)-

e On dit que f continue sur (2(N,R) si f est continue en chaque point de
2 (N,R).
8. Soit f e ¥ (P2 (N,R)) . Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est continue en 0;
ii) f est continue sur (2 (N,R);
i) il existe k > 0 tel que pour tout x € 2 (N.R).

If () ll2 < kllz]l2;

iv) il existe &' > 0 tel que pour tout = € 2 (N, R),

(lellz =1) = (If (x) l2 < ).
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9. Montrer que si f € ¢ (£2(N,R)) est continue, alors

If () |2
sup L2 gy p @) [
zef2(M,R) |2 rcf2(N,R)

/0 Jzfla 1

Définition. Nerme d’opérateur.
Soit f € £ (£*(N,R)) continue. On définit ||f|| par

Ifll="sup [If () 2.

TEL2(N.R)
fi=ll2=1

Soit (An),en Une suite de réels telle que “El{t}m Ap = 0.

10. Montrer que T) est continue sur 2 (N, R) et que ||Ty| = sup |Axal.
neN

Définition. Opérateur auto-adjoint.

Soit E un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaive (on dit que E est un
espace préhilbertien) noté (-,-). Soit T € £ (E). On dit que T est auto-adjoint
pour le produit scalaire {-,-) si :

V(z,y) € E% (T(z),y) ={x,T(y).
11. Montrer que T est auto-adjoint sur £2 (N, R) muni du produit scalaire défini
ci-dessus.
12. Soit A un sous-espace vectoriel de £2 (N, R) stable par T).
(a) Justifier que T 4 la restriction de Ty a A est auto-adjoint pour la restric-
tion du produit secalaire de £2 (N, R) A A

(b) Montrer que A* est stable par 7).

40.3 Un propriété remarquable

13. L'image de T} est-elle un espace vectoriel de dimension finie 7

Définition. Application linéaire de rang fini.
Soit U € . (¢*(N,R)). On dit que U est de rang fini si im (U) est un espace
vectoriel de dimension finie.

Soit la suite (T},),cn d'applications de 2 (N,R) définies par : pour tout n € N et
pour tout & = (Tx).n € 2 (N,R),
T (2) = (A0Z0y -+ » y Anns 0,050 ) .

14. (a) Montrer que pour tout n € N, T, € .Z (¢2 (N, R)).

(b) Montrer que pour tout n € N, T, est continue sur % (N, R) et montrer

que [|Ta]| < ||7'|

15. Montrer que la suite (T7,),, . est une suite d’applications linéaires de rang fini
vérifiant

lim |T'-T,|] =0.
n—r4-o0
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Définition. Boule ouverte.
Soit a € 2 (N,) et r = 0. On définit la boule ouverte de centre a et de rayon r

par
B(a,r) = {1 € #(N,R), |z — all, < j\"} :
Pour tout i € N, on note ¢; la suite définie par
1 sik=1i
'?"LEN, £ “v)—a:',k v — {{] hiﬁ;él

Pour tout d € N, on définit
Fj = Vect(ep,...,eq) et By=F;nB(0,1).
16. Soit d € N. Montrer que de toute suite d’'éléments de By, on peut extraire une
sous-suite qui converge.

Indication : On pourra procéder par récurrence et utiliser le théoréme de
Bolzano-Weierstrass.

17. (a) Montrer que pour tout d € N, pour tout £ > 0, il existe ay,...,a, € By
tels que
r
By C U B (a;,#) -
i=1

(b) De maniére plus générale, montrer que pour tout d € N, pour tout R > 0
et pour tout £ > 0, il existe ay,...,a, dans B (0, R) N Fy tels que

B(0O,R)NF; C UB{&,-,E}.

=]

18. En déduire que pour tout £ > 0, il existe des points by, ..., b, de 2 (N,R) tels
que

Ty (B(0,1)) c | B (bi,=).
i=1

19. Interpréter le résultat de la question 18.
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Correction du Theme 40

1. 1l est clair que la suite nulle appartient 4 2 (N, R).

Siu= (un), . et v = (va), . sont deux éléments de 2 (N,R) et A € R, on
a:
YrneN, (Au,+ 1.-',,}2 = XNu? + 2 upv, + 02,

Or, pour tout n € N, [2Xu,v,| < |A| (#2 + v2), ainsi : pour tout n € N,
(Atn + vn)? < (W2 + |A]) u2 + (JA] +1) 22,

Comme les séries T~ uZ et S v2 convergent, la série Y (At + v,)? converge
n=0 n=0 n=0

et la suite Au+v € 2 (N, R).
Cela montre que que £2 (N, R) est un sous-espace vectoriel de RN, ainsi

/2 (N, R) un espace vectoriel.

2. Soient u = (un), .y et v = (vn), o deux éléments de 2 (N,R).

1 _—
Comme pour tout n € N, |upty| < 5 {uﬁ +1.‘_ﬁ}, la série ¥ unvn converge
n=>0
absolument, done converge.

o Syméirie
L’application (-, ) est clairement symétrique : cela résulte de la commuta-
tivité du produit des réels.

e Linéarité par rapport d la premiére variable

Soient ¥ = (Un),engy ¥ = (Vn)pen o @ = (W), trois éléments de
?(N,R) et soit \€ R.Ona:

00
(u, v+ Aw) = Z tin (Un + Awp)

n=0

400 =00
= E Untn + A E tp ity

=0 =0
= (u,v) + A{u,w).
(-,-) est linéaire par rapport i la premiére variable. Par symétrie, (-, ) est
linéaire par rapport i la deuxiéme variable.
e Définie positive
+o0
Siu= (un),en € (2(N,R), alors si 5 u2 = 0, il s'ensuit que pour tout

n=>0
n € N, u, = 0 et donc u = 0. La réciproque est claire.

On a montré que (-,-) est un produit sealaire sur £2 (N, R).
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3. (a) Par définition, il existe N € N* tel que :
Yn,p> N, l|a,—ap,| <1,

En particulier, pour tout n > N, on a |a, —ay| < 1, soit en utilisant
Iinégalité triangulaire : pour tout n > N,

|un[ — |ﬂ,n —ay + ‘INl < lay| + 1.
Il s’ensuit que pour tout n € N,

lan] < max {|lax| +1,lao|,...,|lax-1]}.

On a montré que la suite (ay,), . est bornée.

(b) Comme la suite (an), . est bornée, d’aprés le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, on peut en extraire une suite qui converge vers £.

Soit ¢ : N — N une extractrice : ona lim_u,,) = £.
n—400

Par définition, pour tout £ > 0, il existe N € N tel que pour tout n,p = N,
lan — a,| < =.
Comme 1 est une extractrice, pour tout n € N, on a ¢*(n) 2 n (car elle

e

est strictement croissante), ainsi pour tout n,p > N, ona |4:1i,j - uﬁ,{,,}‘ <&

En faisant tendre n vers +o0, on a

lap — €] <e.

On a montré que la suite (a,) CONVeTge.

nelN

4. (a) Soit £ > 0. Par hypotheése, il existe N € N tel que pour tout n.p = N,

]
et = uplly = (| Y (n (3) —up (7)) <.

i=0

En particulier, pour tout k € N, on a

+o0

< A2 (3) —up (7)) < .

j=0

[n (k) = up (k)

On a montré que pour tout k € N, la suite (un (k)),, o est de Cauchy.

(b) On a montré i la question 4 (a), que pour tout k € N, la suite (uy (k)), cn
est de Cauchy, done, d’aprés la question 3 (b), pour tout k € N,

la suite (u, (K)),cn converge.
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(¢) Soit &€ > 0. Comme la suite (i), est de Cauchy, pour tout £ > 0, il
existe NV € N tel que pour tout n,p > N,

||u" = “’P"z S E

soit
+oo
> (un (k) —up (k))* < 2.
k=0
En particulier, on a :
m
VmeN, Y (un(k)—u, (k) < e
k=0

Lorsque l'on fait tendre p vers 400, on obtient

¥Ym e N, i (un (k) — u{k]}2 < e, (40.2)
k=0

La ligne (40.2) étant vraie pour tout m € N, on récupére

+00
\IZ (un (k) —u (k))* <,

k=0

s0it
"’-Lu = ﬂ”z ZE.

On a montré que lim ||, —iill, = 0.
n—+o0

5. Comme la suite (An),op converge, la suite est bornée. Soit M un majorant de
(|An])pen- Pour tout n € N, on a (Anzn)? < M222.

Comme la série S 22 converge, la série 3 (Aua,)* converge.
n=0 ]

On a montré que la suite (Anan), N € 2 (N,R).

6. Soient & = (Zn),en e ¥ = (¥n),en deux éléments de 2 (N, R) et soit x € R.
D'aprés la question 5, la suite (A\y2n),cn € 2 (N,R). On a:
In(z+py) = (Aa(®n+pyn)) e
= (MnZn)pen +# (Un),en
= Th(z)+pTx(y).

On a montré que T est linéaire, done Ty € .& [i‘?ﬁ (N,R)).

7. Soit x = (2y,),,cn € ker (T),). Pour tout n € N, on a : Az, = 0.
Comme pour tout n € N, A, # 0, on en déduit que & = 0.
On a montré que ker (Ty) C {0}, I'inclusion réciproque étant claire, on a montré

que ker (1) = {0}, donc | T est injectif.
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8. On va montrer i) = ii) = iii) = iv) = 1i).

i) = ii)

i) == iii)

iii) = iv)

iv) = i)

Soit 2 € 2 (N,R) . Pour tout i € £2 (N, R), par linéarité, on a :

flz+h)=f(z)+ f(h).

Par continuité de f en 0, on a ,]tin}] f(h) = f(0) =0, il s’ensuit que
=
li 4+ h) = ;
lim f(z+h) = f (=),

done f est continue en tout point de ¢2 (N, R), done f est continue sur

2 (N,R).

En particulier, f est continue en 0, done il existe o > 0 tel que :
vee 2(N,R), (llz-0|;<a)= (If (2) - F(O)], < 1).

Soit x € £2 (N, R) non nul. Il est clair que

‘ I
2all,"}l, 2 T
done
o
_,f( x) <E.
‘ 2|zl /i

Par linéarité, on obtient

e
If @y < = ol

Il est clair que cette derniére inégalité reste valable pour = = 0.
On a montré qu'il existe k > 0 tel que pour tout x € 2 (N,R),

IS @)l < klllly -
Pour tout x € £ (N, R) tel que [|z||, =1, on a:

If @)lly < kllall; = k.

Soit x € £2 (N, R) non nul. Comme

=1, ona

1
—
||"“2 2

I ()

d'olt par linéarité || f (z)|l, < &' ||z|l,. Cette inégalité reste valable pour
x=0,

Comme f (0) = 0, pour tout x € E. on a

I1f (=) = £(O)ll, < ¥’ |z — O],

<K,
2
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Comme lim ||z||, = 0, on en déduit que
=

lim |17 (2) ~ £ ()], =0,

ainsi
lim f (z) = f(0),

done f est continue en 0.

L'équivalence est démontrée.

9. Comme f est continue sur £2 (N, R), elle vérifie les conditions équivalentes de
la question 8, en particulier,

I =) ll2

sup et sup || () [l2
ref2(N R} "3”2 TEF2(MNR)
270 fizlla—1
existent.
e L'inégalité
fla |2
sp V@S oy @)
zef2{N,R) ”*’-‘*” merﬂqw,m
0 f=lla—1

est claire
e Par linéarité de f, pour tout = € #2 (N, R) non nul,

% - I|f(ﬁ) 2

Comme = 1, il s'ensuit que
el Il
IF @z .
sup < s [f@)
TEf2(NLR) |fﬂ‘||z :eﬂm.m
/0 fzllz -1
On a montré que
f(2) 2
sp WOl oy iy @)
ref2(M,R) "THZ ref2[NR)
x /0 lelig 1

10. Comme la suite (A ), converge, la suite (|Aq]),cn est bornée. Soit

s = sup |An/. On a done
nelN

IT @B =3 Gaza) < 23 22,

n=0 n=0
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Ainsi, pour tout x € 2 (N, R),
1T (@)ly < s[5 -

D’aprés la question 9, T est continue sur 2 (N,R) et s < ||T}]].
Soit £ > 0 tel que s — = > 0. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe
no € N tel que s = [Apy| =2 5—=.

1l est clair que ey, € €2 (N, R) et |en,]l, = 1.

De plus [T (eng)ll, = |Ang|, ainsi T3]l = s —&.

On a montré que pour tout £ > 0 vérifiant s — = > 0,
s> ||T] = s—e,

il sensuit que s = ||T}]|.

On a montré que T est continue sur £2 (N, R) et ||T]| = sup |\,
neMN

11. Soient = (2n),,cp €t ¥ = (Yn),en deux éléments de £2(N.R). On a

+o0 +o0
(T (=), 0y =" (Aaza)¥n = Y 5 (Nagn) = (£, Ta (1)) -

n=i0 rn=()

On a montré que T) est auto-adjoint sur #2 (N, R) pour le produit scalaire

{,}

12. (a) Comme T) est auto-adjoint sur £ (N,R), on a :

V(z,y) € 2(N,R)*, (T(2),y)=(a,T(y)).

I est clair que cette relation reste vraie si (z,y) € A2

On a montré que TH 4 est est auto-adjoint.

(b) Soit # € AL. En utilisant le fait que T) 4 est auto-adjoint, on a :

Ve d, (T(z),y)=(=T(y)=0

car y € A et A est stable par T.
On a montré que (T (x) ,y) = 0 pour tout y € A, donc T (z) € A*.

On a montré que A+ est stable par T

1
13. Comme pour tout n € N, A, £ 0, 0on a Ty (—fen) = e,. Ainsi,

T
YnmeN, e,eim(Ty).

Cela prouve que
Veet (e,, n € N) Cim (T)).

Comme la famille (e,, n € N) est libre, on en déduit que im () n'est pas
de dimension finie.
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14. (a) Soit n € N. La linéarité de T, est claire.
(b) Soit x = () en € £2(N,R). On a
T
ITa(@)ll, = (| > Apef
k=0
< max {|\], k € N}
< (75l -
D’aprés la question 8, il s'ensuit que T, est continue sur 2 (N, R) et
1Tl < ITAll-
15. Par définition, pour tout n € N, on a
im (Ty) C Vect (eo,...,en).
Or, Vect (eg,...,e,) est un espace vectoriel de dimension finie done, pour tout
n € N, T, est une application linéaire de rang fini.

Pour tout = € £2 (N, R) tel que ||z|l, =1, on a

50
meN, |(T-T)@)3= Y Mdi.

k=n+1

Mais la suite (Ag);.cny converge vers 0, donc si 'on fixe £ > 0, il existe N € N

tel que pour tout k > N, |A,| < e.

Ainsi, on a : pour tout n > N, pour tout = € 2 (N, R) tel que ||z]|, = 1

400

I (@) -T@R<e? S a2 <e?
k=n+1
CaAT
F:00 +oo
> <Y d=leli=1
k=n+1 =0

En prenant le suprémum de l'inégalité établie, on récupére

Ve>0,ANeN,¥neN, (n=N)=(

On a montré que lim ||T'—T,|| = 0.
N=h =00

On procéde par récurrence. Pour tout d € N, on introduit la proposition
Py . «de toute suite d’éléments de By, on peut en extraire une sous-suite
qui converge ».

Py est vraie. En effet, soit (xﬂ]n.eN une suite d’éléments de By, L'inclusion

Bo C Fy assure qu’il existe a, € R tel que &, = aneop.

T —Th| <€).
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Comme la suite (x,), . est une suite de By, on a

ne
lznlly = lan| [leoll, = |an| < 1.

Il s’ensuit que la suite (@, ), on est une suite réelle bornée, d’aprés le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que

la suite (E‘F{“})uerﬂ converge vers un reel a.

Comme pour tout n € N,

‘mgo(n] = ﬂﬂﬁjlz = Ia:p{n] = a‘ |IEUI|‘2 = |acp[n] = ﬂ'I 1

on en déduit que nlia_nmmﬂn} = aep.

Supposons #; vraie pour un entier naturel d, montrons que %, est vraie.
Soit (2n),,en une suite de Byy .
Comme Fy,; = Vect (eg,...,eq441), on peut écrire

VneN, z,=(ag(n),...,8441(n),;0,...).
I est clair que la suite a d’éléments de Fy définie par
in = ((ao (n),...,a04(n),0,...))pen

est une suite de By. Par ’hypothése de récurrence, il existe 7 = (ag,...,a4,...)
et une extractrice ¢ telle que
lim ”a b)Y = EH ={
n—+00 v(n) 2
Comme la suite (x,),.n est bornée : la suite (agy (n)), o est bornée, puis
(@qyy (¥ (n))),en Vest aussi. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut
en extraire une sous-suite qui converge vers un réel a g : il existe une extractrice

w et agy) € R tel que lim ag4 (-.;;'J o-:,}}(n]) = Q441
n—4oo

converge vers a, donc la suite extraite (Er,

La suite (a‘ﬂ"{"})neN ‘-“°';';{"])nEN

converge également vers a.
Comme pour tout n € N,

2
||:ni,-'m|,-'7{n}_{a“""’ﬂd’a‘f"“l""juz —. ‘a

yoy(n)
s H s

2
lim ”ﬂ.w@{ﬂ}—[ﬂu.---?ﬂd:{]w--)” =0

=400 2

2
-—{ﬂ.u.‘....,ad,ﬂ,...)n
2
2

et

lim (udﬂ (-q,h a-:fr {11]) — ﬂd+1)2 =10,

n—4oo
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on en déduit que

lim

2
T, = .—ag,...,84,2 =),
f= 00 | royr(n) (ao,...,ad,adsy, }”2

On a extrait de la suite (xp), 5 une sous-suite qui converge : on a montré que
.‘:’3}‘{,4,_1 est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition % est vraie pour
tout entier naturel d.

On a montré que de toute suite de By, on peut en extraire une sous-suite qui
converge.

17. (a) Soit € > 0. On suppose qu’il n'existe pas de suite finie {ﬂf]ieil.r] de By
r :
telle que By C |J B (ai, ).
i=1

Soit @9 € By. Comme By ¢ B (wg,¢), il existe ; € By\B (2g,2). On a
done
|z — 21|, = &

Supposons xg,. . . , T, construits tels que :

Y(i,5) € [1,n], (#j)= (|| —;r.j-“z >e).

Comme B, ¢ {] B (z;,¢) (par hypothése), il existe
i=1

=
n
Tpt1 € By et xpy € UB(%E}-
i=1
En particulier, pour tout i € [1,n],

i = xns1ll, = e

Ainsi, pour tout (i,j) € [1,n+ 1], si i # j, alors ||z; —;v:_.i;u2 >E.
On a ainsi construit une suite (z;,),, N d'éléments de By telle que :

V(i,j) e N?, (i #7) = (|| —=zj]l, <¢).
D’aprés la question 16, on peut extraire une sous-suite de (x,), ., qui

converge : il existe un extractrice ¥ et z € £2 (N, R) tels que

rzHTac ”x‘ﬁ’f“] - T”z =0

Done, il existe N € N tel que pour tout n > N,

£
e ==, = 5

puis tout n,p = N, on a

i

2e
"Ei.l'!{ﬂ} = mt,":'{p]”:} < “-T-u',{“} - ."l"”2 e ”J: —I¢[p’|‘2 < .3_ <
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Cela contredit la construetion faite sur la suite {-”-‘J::)HENA

On a montré que pour tout £ > 0, il existe a,..., a, € 89 tels que
r

By c |J Bai,e).
=

(b) Soient R > 0,d € Nete > 0.
D’aprés la question 17 (a), il existe ay,...,a, des éléments de By tels que

r
By=B(0,1)nF;C UB(W,%).
i=1

Il s’ensuit que

=
B(0.R)NFy C | | B(Ra;,z).

i=1

On note que 'on a bien Ra; € B (0, R) pour tout i € [1,7].

- P g
A il

IIn - Tl < 5

18. Soit £ > 0. Comme lim |7, — T,|| = 0, il existe N € N tel que
n—+oo

Par définition de la norme d’opérateur, on a done
T T £
vre 2 (N.R), [Tx(2)—Tn (2)ll, < 5 llzll,-
En particulier,

vz e B(0,1), |Ta(z)-Tn(x)], = =. (40.3)

B2 ™

D’aprés la question 14 (b) et par définition de la norme d'opérateur, on a
Ve € B(0,1), |Ty @)lly < ITull x l2ll, < IT3ll- (40.4)
Comme im (Ty) € Fy et (40.4), il s’ensuit que
Ty (B(0,1)) € B(0,||Tx]l) N Fn.

D’aprés la question 17 (b), il existe ay,...,a, des éléments de B (0, ||Ty||) N Fy
tels que

BO,InnFyc B (w5).
i=1

Tn (B(0,1)) C UB(ai,g). (40.5)
i=1

Soit y € T (B (0,1)) : il existe € B(0,1) tel que y = T, (x). Par (40.3), on
a:

[Ty (x) = Tn ()|, <

[T

ly =T (=)l =
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D'aprés la ligne (40.5), il existe j € [1,7] tel que

£
ITw (=) - ajl, < 5-
En utilisant 'inégalité triangulaire, on a

v —aj]l, < lly = Tn (@)l + | Tn (2) - aj|, <=

Cela prouve que
r

y € B(aj,¢) C U B (a;,¢).
i=1

On a montré que

Ty(B(0,1)) ¢ | B (aie).

19. Soit £ > 0. D’apres la question 18, on peut écrire

Ty (B(0,1)) ¢ | B(ai,2).

Il est clair que Vect (ay,...,a;) est un espace vectoriel de dimension finie au
plus égale a r.

Ainsi, méme si im (T ) n'est pas un espace vectoriel de dimension finie, il s’en
« rapproche » aussi prés que l'on veut (¢ étant arbitraire).

Quelques remarques culturelles

Ce probleme étudie 'opérateur diagonal qui est un des exemples les plus simples
d’opérateur compact (i.e. il existe une suite d’opérateurs de rang fini qui converge
vers l'opérateur diagonal, voir la question 15) et auto-adjoint. Il existe un résultat
remarquable & propos de ces opérateurs.

Théoréme. Théoréme spectral.

Soit H un espace vectoriel séparable (qui veut dire trés grossiérement, pas trop
i gros » ) muni d'un produit scalaire (-,-) et complet pour la norme associée au produit
scalaire (on parle d’espace de Hilbert). Soit T' un opérateur compact et auto-adjoint
défini sur H. Alors, il existe une suite de réels (M), o de limite nulle et une famille
orthonormée (ep),,cn telles que pour tout n € N, T (e,) = Ae, et

VxeH, T(z)= z An %, 8n) En.
neEN

Ce résultat généralise le théoréme spectral en dimension finie établi au Théme 36 :
« Réduction des matrices symétriques réelles ».
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La méthode probabiliste

Thémes abordés : Dénombrement, probabilité.
Difficulté : HREEC]

Ce sujet montre quelques applications de la méthode dite probabiliste pour montrer
des résultats non probabilistes. C'est Erdos qui développa et utilisa la premiére fois
cette méthode. Cette méthode a des applications bien moins triviales que celles que
nous présentons ici.

Nous donnons une premiére application naive. La seconde application consiste a
prouver un théoréme de dénombrement.

Les deux parties sont largement indépendantes.

41.1 Un exemple « naif »

Nous allons prouver le résultat suivant :

Proposition. Seient 17 jetons placés en cercle : on suppose qu’il y a 5 jetons rouges
et 12 jetons bleus.
Il existe T jetons consécutifs contenant exactement 3 jetons rouges.

On place aléatoirement les 17 jetons sur le cercle trigonométrique.

On numérote les 17 jetons dans le sens trigonométrique Jo,. .., Jis, le jeton Jo
étant choisi arbitrairement.

Si k € Z, J; désigne le jeton Jy. (104 17)-

Pour tout i € [0,16], la variable aléatoire X; désigne le nombre de jetons rouges
parmi les jetons Ji, ..., Jiys (la somme étant modulo 17).

Si k € Z, la variable aléatoire X, est la variable aléatoire X, (1,04 17)-

1. Combien y-a-t-il de facons de placer les jetons?
16
2. Calenler ¥ E (X;). En déduire qu'il existe k € [J0,16] tel que X} prenne une
i=0
valeur supérieure ou égale i 3.

3. (a) Montrer que si X} = 4, alors il existe 7 jetons consécutifs contenant exac-
tement 3 jetons rouges.
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(b) Montrer que si X = 5, alors il existe T jetons consécutifs contenant exac-
tement 3 jetons rouges.

4. Terminer la preuve de la proposition.

41.2 Le théoréme d’Erdos-Ko-Rado

Avant d'énoncer le théoréme d’Erdos-Ko-Rado, nous avons besoin de la définition
suivante :

Définition. Famille intersectante.
Soit .F une famille d'ensembles. F est intersectante si pour tout A et B dans
F,ANB £ 2.

Le but de cette partie est de prouver le théoréme suivant :
Théoréme. Théoréme d’EnIr‘;is-Ku-]{?fada

Soit n € N* et soit ke N, k < > Soit E = [0,n — 1]. Seit enfin F une famille
intersectante de sous-ensembles de E d k éléments. On a

n-—1
d (F) < :
card (F) < (k—i)
Nous utiliserons le lemne suivant :

Lemme. Les hypothéses sont celles du théoréme, en particulier, on a k < =

Pour tout s € [0,n— 1], on pose Ay = {s,s+1,....8+k — 1}, Uaddition étant
modulo n.
Alors, F ne peut contenir plus de k ensembles A,

Nous prouvons le lemme, Soit £ € [0,n — 1] tel que Ay € .#.

5. Montrer qu’il v a 2k — 1 ensembles A, qui intersectent A;.

6. Montrer que 'on peut répartir ces 2k — 2 ensembles différents de Ay en k — 1
paires d’ensembles disjoints.

7. Terminer la preuve du lemme.

Nous prouvens le théoréme. On note &, (£) 'ensemble des parties 4 & éléments de
E. On tire au hasard une permutation & de [[0,n — 1] et un élément de i € [0,n — 1]
de facon uniforme et indépendante.

On note X la variable aléatoire qui donne le choix de la permutation o, ainsi X
suit une loi uniforme sur % (E) : 'ensemble des bijections de £ dans E.

On note Y la variable aléatoire qui donne le choix de i € E, ainsi ¥ suit une loi
uniforme sur F.

On définit ainsi une variable aléatoire

JFL(E)xE — o (E)
) {(0?2’} —+ {0 (i),...,0(i+k—1)} (addition modulo n)

E).

8. (a) Montrer que Z suit la loi uniforme sur «, (
card (.F)

(b) En déduire que que P (Z € .#F) =
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9. (a) Justifier que l'on a aussi

P(AeZ)= ) Pix_n(ZeF)xP(X=0).
oe.#(E)

(b) Montrer que
k

T

Voe S (E), Pix=0)(Z2€F)=

(e) En déduire que
card (.F)

(+)

10. Terminer la preuve du théoréme d'Erdos-Ko-Rado.

k
in
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Correction du Theme 41

1. Pour placer les jetons, il suffit de placer les jetons rouges ce qui se fait de

(1;) facons.

2. Comme chaque jeton est compté 7 fois et qu'il ¥ a 5 jetons rouges, on a

3.

13

=0

16
Y, X;=Tx5= 35,80t } E{X;)=35.

i=(0)

"

Il s’ensuit qu'il existe k € [0, 16] tel que E (X}) > 35 > 9.

S i

Comme X} prend des valeurs entiéres comprises entre 0 et 5, X, prend au

moins I'une des valeurs suivantes : 3, 4 ou 5.

(a)

Solent ) < i < i3 < 44 les entiers compris entre 0 et 6 tels que les jetons
Jitigy ooy Jitiy solent rouges.

Le dernier jeton rouge se trouve soit parmi les jetons Ji -, ..., Jiyqy, soit
parmi les jetons Ji_q,...,Jp_5.

On suppose qu'il se trouve parmi les jetons Jiig,. ... Je+10-

Ainsi parmi les jetons numérotés :-TJ:+:":;-. Jepia=1s+= digig-as il ya e:_t:fmte-
ment 3 jetons rouges : ceux numérotés Ji, . Ji, et J;, | les autres ne 'étant
pas car il n’yv a pas de jetons rouges dans les jetons Ji_y, ..., J._s.

On a montré que si X = 4, alors il existe 7 jetons consécutifs contenant
3 jetons rouges.

Si Xj. = 5, on remarque qu'il n'y a pas de jeton rouge dans les jetons
Jk47s o2 Jhs13

Soient i) < iy < iy < iy < i5 les entiers compris entre 0 et 6 tels que les
jetons Jiyi,.. ., Jiyi; soient rouges.

Dans les jetons Jiy iy Jepigi1s -+ s Jhpigsa, i1y a done exactement 3 jetons
rouges : ceux numérotés Py, Py, et Py,

On a montré que si X = 5, alors il existe T jetons consécutifs contenant
3 jetons rouges.

4. A la question 2, on a montré I'existence d'un entier k € [0, 16] tel que X} = 3,4

(<]

o b

Si X = 3, alors, parmi les jetons Ji, Ji,q...., 1.6, il ¥ a exactement 3 jetons
rouges.

A la question 3 (a) (resp. question 3 (b)), on a montré que si Xy = 4 (resp.
X = 5), alors il existe 7 jetons consécutifs contenant 3 jetons rouges.

Dans tous les cas, il existe 7 jetons conséentifs contenant 5 jetons rouges.

Pour s € Z, on pose A; = A (mod n)-

Soit As = {s,...,s+ k— 1} tel que A intersecte Ay, alors il existe j € [0,k —1]
et m € Z (car I'addition est modulo n) tel que f —nm < s+j <l —nm+ k-1,

s0it

f=nm—-j<s<f—-nm+k-j-—1.
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(=]

=1

o0

Or,0<j<k—-1l,doncf—nm—-k+1<s<{—nm+k-1, donc

As € {At—nm—tt1, At—k42y - oy Ab—nmit—-1} = {At—kt1y. .oy Atgk—1},

I'addition étant modulo n.

Réciproquement, si A5 € {A¢_gy1, Ap_fs2,. .., Aeyr—1}, alors A intersecte Ay.
Montrons que les ensembles Ap_j.4 1. Ap_jsa, ..., Appp—1 sont deux i deux dis-
tincts.

Sii et j sont deux éléments de [—k + 1,k — 1] tels que Ay ; = Agyj-

Comme £ +i € Agyj, il existe s € [0,k —1] et a € Z tels que

f+i=f+j+an+s,

soit i = j+ an + s. De méme, comme £+ j € Apy;, il existe r € [0,k — 1] et
3 € Z tels que
b+j=C+i+pn+r,
soit j=i+Pn+r.
En sommant les relations i = j +an+ s et j =i+ fn + r, on obtient

s+r=—(a+p)n

Mais r € [0,k —1] et s € [0,k — 1], done r + s € [[0,2k — 2].
Or, 2k -2 < n et r+ s est un multiple de n. Le seul multiple de n dans
l'ensemble [[0,2k — 2] est 0. Ainsir+s=0,puisr =s=0carr = 0et s > 0.
On en déduit que i = j + an.

Enfin, en utilisant le fait que i,j € [1,k—1],on ai—j € [-2k + 2,2k — 2].

i — j étant un multiple de n et le seul multiple de n dans 'ensemble

[—2k + 2,2k — 2] étant 0, on en déduit que i = j.

On a montré que les ensembles Ay g, Ap_jso. ..., Appp_ sont deux a deux
distinets.

On a montré qu'il v a exactement 2k — 1 ensembles A, qui intersectent A,.

. Pour tout j € [—k+ 1,—1], la paire d’ensembles (Aj, A;j.p) est constituée
d’éléments de {Ap_poq. Ap_pso,. ... Appp_1}.
De plus, A;NAj =@ carn > 2k

On peut done partitionner {A¢_gy1, Ap—ps2y..., Apsr—1} en k —1 paires
d’ensembles deux 4 deux disjoints.

. Comme .# est une famille intersectante, .# ne peut contenir au plus qu’un
¢lément de chaque paire définie 4 la question 6.

Comme .# contient Ay, il s'ensuit que .# contient au plus k ensembles A..

(a) Soit A € @) (F) et onnote I = {i,...,i+k—1}.
Pour réaliser I'événement Z = A, on commence par choisir ¢ € E, ce que
'on peut faire de n facons.
Ensuite, on choisit & € % (F) tel que o (I) = A et o (E\I) = E\A.
Comme card (A) = k, il y a k! x (n — k)! choix possibles.
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En remarquant que card (& (E) x E) = n x n!, par indépendance des
tirages de ¢ et o, on en déduit que

B o nxkElx@m-k)! 1 I
PlZ=4)= 2o 4l T fn\  card (@4 (E))
(i)

On a montré que Z suit la loi uniforme sur <, (E).

(b) Comme Z suit la loi uniforme sur @4 (E), on a

card (%)
ny
k
9. (a) La famille (X =o),. () et un systéme complet d'événements. La for-
mule des probabilités totales donne

P(Zec#)=

P(ZeF)= Y P (ZeF)xP(X=0),

(b) Soit Z’ la variable aléatoire Z conditionnée par .
Comme Y suit la loi uniforme sur E. Z' suit la loi uniforme sur

Ho(0),....0(k=1)},....{o(n=1),...,0(n+k-2)}}.

Le lemme précédent appliqué i la famille intersectante o1 (F) (car
g € & (E)) et avec les ensembles

o~ ({o(0),...,0(k=1)})

a;' ({oe(n-1),...,.0(n+k-2)}),

soit Ag, ..., A,y assure que card (Z' € F) < k, ainsi

-

P(Z' € ) =P(x=0) (2 € F) <

ﬂ.

(e¢) En utilisant les résultats de la questions 8 et 9 (b), on en déduit que

P(ZeF)< ). i'fxp(ng}:f‘i.

T T
ae(E)

10. En utilisant le résultat de la question 9 (¢), on en déduit que

card ((F) < (:: :)
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Quelques remarques culturelles

Exceptionnellement, ce paragraphe ne sera pas consacré i des prolongements mais
an mathématicien Paul Erdés, qui est 'un des plus grands mathématiciens avec plu-
sieurs centaines artieles. Il a notamment participé au développement de la théorie de
Ramsey (voir le Théme 5 : « Coloriage sur les graphes » pour une introduction).

Paul Erdos a aussi laissé son nom a une fonction qui & un mathématicien associe son
nombre de Erdds défini de la fagon suivante : si le mathématicien a publié¢ avec Erdos,
alors son nombre de Erdés vaut 1, si le mathématicien a publié avec un mathématicien
qui a publié avee Erdos mais qui n’a pas lui-méme publié avec Erdos, son nombre de
Erdds vaut 2, ete.

Par convention, le nombre de Erdos de Erdés lui-méme vaut 0.



Theme 42

Convergence et probabilité

Thémes abordés : Probabilité, série.
Difficulté : HEECIC]

Ce sujet montre de deux fagons la convergence d'une suite de lois binomiales, avee
de bons paramétres, vers une loi de Poisson : la seconde méthode permet de donner
une estimation de la vitesse de convergence.

Les parties sont largement indépendantes.

42.1 Probabilité sur un univers infini

Définition. Probabilité sur N.
Soit P : & (N) — R une application. On dit que P est une probabilité sur N
si:

i) P(N)=1;
ii) P est o-additive, i.e. pour toute suite (Ap),cn de parties de N deux d deux

incompatibles,
+o0 +oo
P (U 4) =% P(4.).
n=[0

=0

1. Soit P une probabilité sur N. Montrer que la série 3 P ({n}) converge et que
n=0
sa somme vaut 1.
2. Soit P : #(N) — R4 une application o-additive. Montrer que P est une
probabilité sur N si, et seulement si, il existe une suite positive (p1,,),, . telle

+-o0
pour tout n € N, P ({n}) = pn et la série 3" p, convergeet 3 p, = 1.
n=0 re=(}
Définitions. Systéme complet d’événements, variable aléatoire, variables aléatoires
indépendantes.
Seoit (02, 2 (0)),P) un ensemble infini muni d'une probabilité (on dit que
(02, 2 (1) ,P) est un espace probabilisé infini).

o Soit (An),cn une suite dévénements de (). On dit que la famille (Ap), o une
un systéme complet d’événements si :
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i) la suite (Ay), . est constituée d’'événements deur d deur incompatibles ;

+00
i} ) ds=43
n=0
e Soit X : () — N une application. On dit que X est variable aléatoire sur N
si la série " P (X = n) converge et si sa somme vaut 1.
n>0

e Soitn € N et soient X1, ..., X, des variables aléatoires définies sur

(O, 2 (Q),P). On dit que les variables aléatoires Xy,..., X, sont indépen-
dantes si : pour tout (A,....A,) € 2 (Q)",

T
P(X1€A,....Xnedn)=[[P(Xi€ A).

=1

On admet la proposition suivante qui généralise la formule des probabilités totales
conmu dans le cas d’univers fini :

Proposition. Formule des probabilités totales.

Soit (01, 22 (Q)) ,P) un espace probabilisé. Soit (A, )
nements. Soit B un événement.

La série 3 P (A, N B) converge et

=0

neN un systéme complet d’évé-

4o
Y P(4.nB)=P(B).
=l

Soit (0}, 22 (0)) ,P) un espace probabilisé infini et soit X une variable aléatoire
définie sur cet espace probabilisé.
#(N) — Ry

A P (X e A)’ Montrer que Py est une probabilité sur

3. Soit Py : {
M.

42.2 Loi de Poisson

n

4. Soit A > 0. Montrer que la série e 7 converge et que sa somme vaut 1.
n=0 z
Indication : On pourra utiliser la formule de Taylor avec reste intégral pour la
fonction exp.

Définition. Loi de Poisson.
Soit (02, 22(Q)) ,P) un univers probabilisé infini. Soit A > 0. Seit X : ) — N
une variable aléatoive. On dit que X suit la loi de Poisson de paramétre X si :
An
YneN, P(X =n) =e_“‘m.

D’aprés la question 4, X ainsi définic est bien une variable aléatoire sur
(02, 2 (Q2),P).
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5. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(02, 22 (Q2),P). On suppose X et Y indépendantes et elles suivent respective-
ment des lois de Poisson de paramétre A > 0 et p > 0. Montrer que X + Y suit
une loi de Poisson dont on donnera le parametre.

6. En déduire que si X,..., X, sont n variables aléatoires indépendantes d'un
méme parametre A > 0, alors X'y 4 - - - + X, suit une loi de Poisson de parameétre
nA.

42.3 Différentes facons de converger

Définitions. Convergence presque-siire, convergence en normne L.

Soit (Xp)pen une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(02, 22 (1) ,P) et i valeurs dans N. Soit X : () — N une autre variable aléatoire.
Pour tout (n,k) € N2, on pose jp) =P (X =n) et pp, = P (X =n).

o On dit que la suite de variables aléatoires (X)), . converge presque-sirement

vers la probabilité X si :

Wn e N, m g, 1 = pin.
k—4oo

On note alors Xj, ——— X.
k—++oo

+oo
e Pour tout k € N, on pose | X). — X||;, = 3 |ptn — pn -

n=(0

On dit que la suite de probabilité (X ).cn converge en norme I si:

+o0

li Xp—=X|lp1= 1 — k| =0.
k—:t-il-lm [I k ”i J.—il-;i—lm";.l IP‘TI f-"n,kl

I
On note alors alors Xp —— X
k—+4co

7. Montrer que la convergence d'une suite de variables aléatoires & valeurs dans N
en norme L' implique la convergence presque-siire.

8. Nous allons montrer que la convergence presque-siire implique la convergence
en norme L', Soit (X n)pen Une suite de variable aléatoires & valeurs dans N
définies sur un espace probabilisé (€2, 22 (), P) qui converge presque-siirement
vers une variable aléatoire X définie sur (Q, 2 (), P). Pour tout (n, k) € N2,
on pose

i =P(Xpr=n) et p,=P((X =n).
Pour (n,k) € N2, on pose vy, ;. = min { i &, ftn }-
(a) Vérifier que

a+b—la—b|

¥ (a,b) € R?, min{a,b} = 5
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(b) Montrer que

“+00
lim z Uk = 1.

k=40 g

(c) En déduire que la suite de variables aléatoires (X}), . converge vers X
en norme L'.

42.4 Convergence des lois binomiales vers la loi de Poisson

Soit A > 0. Soit (Xi )~ une suite de variables aléatoires définies une espace pro-
babilisé ({2, 2 ((}) , P) qui suivent une binomiale % (.’1:_. %) et soit X une probabilité
de loi de Poisson de paramétre A

9. Montrer que la suite (X} ), converge presque-siirement vers X.

10. En déduire que la suite (X} ),~, converge vers X en norme § 8

42.5 La preuve de Le Cam

La preuve précédente ne donne aucune information sur la vitesse de convergence.
La preuve suivante, due 4 Le Cam, donne une estimation de la vitesse de convergence.

Définition. Loi d'un couple de variables aléatoires.

Soient X et Y deuzx variables aléatoires dont les supports respectifs sont inclus dans
N

-U-n définit la loi du couple (X,Y) par :
i) la donnée de (X,Y)(Q)) c N?;
ii) la donnée de P (X =xnY = y) pour tout (z,y) € (X,Y) (Q2).

Soit A > O et soitn € N, n > A. On pose p = A € 10, 1[. On considére n couples de
n

variables aléatoires (X,Y7),..., (X, Yy) définies sur N? indépendantes et de méme

loi définie par : pour tout i € [1,n], pour tout (z,y) € N?

(e P —p+pe P si(z,y)=(0,0)
p—pe? si (z,y) = (0,1)
PXi=znY;=y)={ z;g"’ si (z,y) = (1,1)
= e P si(z,y) = (n,0) etn>2
L0 sinon
On admettra que les variables aléatoires X, ..., X,, sont indépendantes et que les
variables aléatoires Y7,..., Y, le sont aussi,

11. Montrer que pour tout i € [1,n], les variables X; et Y; suivent respectivement
des lois de Poisson et de Bernoulli de paramétre p toutes les deux.
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12. Montrer que
Vie[l,n], P(X;=Y;)>1-2p°

Indication : On pourra utiliser I'inégalité suivante : pour tout réel x,
e >1—u

mn n
Soient les variables aléatoires X = 3~ Xz etY = 3 Y}
k=1 k=1

13. Donner les lois des variables aléatoires X et Y.
14. Montrer que
P(X #Y) < 2np%
15. (a) Soit A C N. Montrer que (X e A) C (Y e A)U(X #Y).
(b) Montrer que

IP(X € A)—P(Y € 4)|< Ll (42.1)

n
Soit E={keN,P(X=k)2P(Y =k)}.
16. En utilisant I'inégalité (42.1) & E et N\ E, montrer que

4\?
A e —
IX -yl <=
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Correction du Theme 42

1. Soit, pour n € N, A, = P ({n}). Les ensembles A, sont deux & deux incompa-

tibles, done
P (U {ﬂl) =3 P({n}),

n=I0 n=0

soit, en utilisant P (N) = 1,

ZP ({n}) = 1.

n=(

2. On prouve les deux implications.
Cette implication est claire, c’est le résultat de la question 1.
Par définition d'une probabilité, il suffit de montrer que P (N) = 1. On
pose, pour n € N, A, = {n}.

+o0
Ona |J A, =N et les A, sont deux i deux incompatibles.

n=>0

Par o-additivité, on a

P(N)=P (U A,;) = ZP({?E}} =¥ =1

On a bien montré que P est une probabilité sur N.

L'équivalence est montrée.

3. Nestclairque Py (N) =P (X e N) = 1.
Soit {A“]ueN une suite de parties de N deux a deux incompatibles. On a :

Py (D"An) o (x e ’[_'j",q,t)

n=0 n=0

+00
P (x—' (U An))
P(GX"'(A,.J)_

Comme les A, sont deux & deux incompatibles, les X ~! (A,,) le sont anssi. Puis,
comme P est une probabilité, on a :

4oo +o0 +-00
Py (U An) = ZP (X~ (4,)) = pr (An).
n=( n=0

n=(l

On a montré que P x est une probabilité sur N.
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4.

wn

Soit A € R%. On suit l'indication et on utilise la formule de Taylor avee reste
intégral. Comme exp est de classe ¥ sur R, on a

YneN, e —Z /n_T A—t)"dt
0

Or, par croissance de exp sur R, on a

X gt
f —{A—z]“dt
0

; e ; pi i i
Ona lim —l)t”'” = 0 (c’est une croissance comparée si A > 1), d’oil
n=p-fco 71!

ot

VneN, < St

n :"ﬁk %
lim — =e",
H_P+OOI;J k*

An +o0 An
On a montré que la série de terme général e—* — convergeet 3. e=* — =1
n! n=0 n.

Pour déterminer la loi d'une variable aléatoire, on commence par donner le
support : (X +Y)(Q) = N. Soit n € N, pour calculer P(X +Y =n), on
utilise la formule des probabilités totales avee le systéme complet d’événements
(X = k)pen- Ainsi, en utilisant I'indépendance de X et V'

+0o0
S PX+Y=nnX=k)

k=0

P(X+Y =n)

+oo
= Y P(Y=n-knX=k)
k=0

4o
= Y P(Y=n—k)xP(X=k).
k=0

Comme P (Y =n—k)=0pour k> n,ona

P(X+Y=n) = iP{X:k}P{Y:n-k]

k=0
= i:{’-_}" LY @ o
2 HE Rl
- E—Un+_n} ll (:) )I.'LJ[LH_'L
Ak k=0 "

On a montré que X + Y suit une loi de Poisson de paramétre X + p.
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6. Pour tout n € N*, on introduit la proposition &, : « pour toute suite de

variables aléatoires indépendantes X, ..., X, suit suivent une loi de Poisson de
parametre A > 0, X + --- 4+ X, suit une loi de Poisson de paramétre nA ».
2% est vraie.

On suppose 2, vraie pour un entier naturel n non nul.

Soit X,,..., X, une sunite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toute
une loi de Poisson de parameétre A > 0.

Par hypothése de récurrence, la variable aléatoire X, + - - - + X, suit une loi de
Poisson de paramétre nA.

Comme les variables aléatoires X; +---+ X, et X, sont indépendantes et
suivent des lois de Poisson de paramétre nA et A, d’aprés la question 5, la variable
aléatoire X + -+ + Xy, 41 suit une loi de Poisson de paramétre
nA+A=(n+1)AM

On a montré que 22,4 est vraie.

Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 2%, est vraie
pour tout n € N*.

. On conserve les notations utilisées i la définition. Soit n € N. Pour k € N, on a

+00
|.uu_.k "_.“‘n| < z |.“m,k = .f-*ml .
=0
Or,
b
LEE—LQ [#’rmk e F"fml =0,
m=0

donc par encadrement
im |ppk — ptn| = 0.
k—r+oo | = b |

On a montré que la convergence en norme L' implique la convergence
presque-siire.

(a) Sia <b, onamin{a,b} =aet

a+b—la—bl a+b—(b—a)

2 2

*

a+b—|a—b|
2

a+b—|a—b

——

Un caleul analogue montre que min {a, b} = lorsque a > b,

Ainsi, pour tout (a,b) € R?, min {a,b} =

(b) Soit £ > 0.
Comme la série 3 j1, converge et de somme égale & 1, il existe N € N tel
n=0

m E
que pour tout m > N, 1> E Hn 21-5.
=]
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N N
Comme lim 3 v, = 3 pn (par continuité de la fonetion
k—+00 =0 n=0
x — min {z,a}, a € R fixé, voir question 8 (a)), il existe K € N tel que
pour tout k = K.

N N -
S s Yo| &
n=0 n=_0
. N N £ N
— —§+Zﬁn < va = §+Z#~n-
=0 n=>0 n=>0
Il s’ensuit que pour tout k > K, on a :
= E E
fonki' l—-=-==->1-—=¢.
. 2 2
n=>0

Comme pour tout k € N et pour tout N € N, on a

+oo 400
1= z Mak = Z i ke
=0 =0

on a finalement montré que : pour tout £ > 0, il existe K € N tel que

+o0
VEEN, (k=2K)=12) p>1-=¢

n=0

o0
Done, lim V1. = 1.

(e) D’aprés la relation établie i la question 8 (a), pour tout k€ N, on a :

+ oo +o0 400 +oo
2 Z Vpk = Z Hn g t+ Z Hn — Z |.ﬂn - I!-u,k|
n=( n=(0

n=>0 =0
+ 00
= 2- Z |.U-u = Hnk
=0

D’aprés la question 8 (b)

400
lim Ve =11;
k—4oo :
=)
done
+o0
lim Z lttn = ptnp] =0
k=400

On a montré que la snite de variables aléatoires (Xj ).y converge en
norme L' vers la variable X .
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9. Soit n € N. Montrons que

lim P (Xh = ﬂ.) =P [X = n} -

k=00

On peut supposer k > n, ainsi pour tout k > n,

- ()0) (1)

) ke k! e
IR 2 (,) = (F— )l koo nl”
De plus, pour tout & > A,

¥ fe—n A\
(I_E) = (I_E) exp (Lln (1—

Comme In(1-— i ~ —ﬁ, on en déduait
k) k=s+00 k

)

=1

lim kln (1 - i) = =,
k—+o0 k

puis par continuité de la fonction exp sur R, on a

: - o )
kﬂ]ﬂfx}mp (L In (1 - k)) — :

)‘ =T
En remarquant que lim |1-—— = 1, on obtient finalement
fe—s 400 k

B (AN (A L . SRS
n) \ k k k—+o0o n! k7 k—+00 n!

Ainsi, pour tout n > A,

lim P(Xp,=n)=P(X =n).

k=40

On a montré que la suite (X} ),~, converge presque-siirement vers X.

La suite de variables aléatoires (X} ), , 4 valeurs dans N converge presque-

10. | siirement vers une variable aléatoire X A valeurs dans N, d’aprés la question
8 (¢) la sunite (X} ).~ converge aussi en norme LY vers X.

11. Comme les couples suivent la méme loi, les lois marginales aussi. ainsi il suffit
de déterminer la loi de X et Y.
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e Loide X
Il est clair que Xy (€)) = N. Soit k € N. La formule des probabilités totales
donne :

P{Xj = k:] = P{X[ =knNnY; ='U:I+PI:X1 =kY; = 1).
Cette somme se simplifie en : pour tout k£ € N,

e P —p +I]Q_F +p— p{:_P =¢F gik=40

_ 1\ Jpe® sik=1
P X = k)= o .
¢F i sik>2
Ainsi, X| suit une loi de Poisson de paramétre p.
e Loi de Y

Il est clair que ¥) (©2) = [0,1]. De plus, d’aprés la formule des probabilités
totales, on a :

+00
P(Yi= ]]:ZP(Y] =NXi =n) =P—Pﬂ_p+ﬂﬂ_p=p,
n={)

Ainsi, Y] suit une Bernoulli de parameétre p.
Ainsi, pour tout i € [1,n], Xi = 2 (p) et Y = #(p).
12. Pour tout i € [1,n], ona:
PX;=Y) = P(Xi=0nY,=0)+P(X;=0nY,=1)

= eP—p+peP4pe?
= e P_p+2eP.

En utilisant 'inégalité donnée en indication, on a
P(Xi=Yi)21-p-p+2p(1-p),

s0it

P(X;=Y;) 21-2p%

13. e X est la somme de n variables aléatoires indépendantes qui suivant toutes
des lois de Poisson de paramétre p.

D’apres la question 6, X suit une loi de Poisson de paramétre np.

e Y est la somme de n variables aléatoires qui suivent toutes des lois de
Bernoulli de paramétre p.
Y suit done une loi binomiale de paramétres n et p.

14. Il est clair que (X #Y) C CJ (Xi # Y;). Ainsi,
i=1

"

P(X?EY)EP(U(X:'#K]) <SP (X £Y).
i=1

f=1
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Or, d’aprés la question 12, pour tout i € [[1,n],

P(X;=Y:)>1-2p,

d’on ,
P(X; #Y:) <1-(1-2p%) = 2%,
ainsi
P(X#Y) <2np?|
15. (a) Ona

(XeA)=(X=YeAUu(Y #X cA).
Comme (Y # X € A) C (X #Y), on en déduit que

(XeAd) c(YeAUu(X#£Y)]|

(b) L’inclusion établie & la question 15 (a) entraine
P(XeA)<P(X#Y)+P(YeA),

s0if
a P(XeA)-P(YeAd)sP(X#£Y).

Comme X et Y jouent des roles symétriques, on a aussi
P(YeA)-P(XeA)<P(X#Y)

s0it

IP(XeA)—P(YeA)|<P(X#Y).

16. En utilisant I'inégalité de la question 15 (b) 4 E et N\ E avee le résultat de la
question 14, on a

|P{XEE)—P(YEE}|E¥
et | 5
1P(X~EN\E}—P(Y€-N\E}|E%,
Or,
+00
IX-Yll, = Y |IP(X=n)-P(Y =n)|

n=0

= (P(YeEN\E)-P(XeN\E))+(P(XeE)-P(Y eE)).

On en dédnit Uinégalité demandée

22 A2 22
B R

n n




Théme 43

Inégalités de Khintchine

Thémes abordés : Probabilité, formule de Taylor.
Difficulté : HRENRC]

Ce sujet montre que, pour un certain type de variables aléatoires, le moment d’ordre
2 et les moments d’ordre p, p € [1, +00], sont « comparables ».

La partie 1 expose le but du probléme, la partie 2 montre I'inégalité de Holder
pour les variables aléatoires finies. La partie 3 consiste & montrer les inégalités de
Khintchine.

Les parties sont largement indépendantes.

43.1 But du probléme

Le but de ce probléme est de montrer la proposition suivante.
Proposition. Inégalités de Khintchine.
Soit (€2, 22 (1) ,P) un espace probabilisé. Soit (X,),.n. une suite de variables
aléatoires sur () indépendantes et de méme loi :
meN*, X,()={-1,1} e P(Xu=-1)=PX,.=1)=

[ S ]

Alors, pour tout p = 1, il eriste deur constantes positives oy, et 3, tels que pour

tout n € N*, pour tout (e1,...,¢;) € R",
my Lip n 2
) <BE (Z c,-x,-.)
=1

[} 2 T
o E (Z c:;X.—) Zﬂixf
=1

sE(
i=1 '

43.2 Inégalité de Holder

1/2 1/2

Proposition. Inégalité de Hilder
Soit (Q), 2 (0)) ,P) un espace probabilisé. Soient X et Y deux variables aléatoires

| |
finies positives et définies sur Q). Alors, pour tout (p,q) € |1, +:ao|2 tel que —+- =1,

P9
ona:

E (XY) < E(XP)VPE (Y?)'/9.
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On prouve I'inégalité de Hélder.

1. Montrer que
2P q
¥(z,y) € (Ry)?, ay< F*E:T‘

2. Montrer I'inégalité de Holder dans le cas on
E(XP)=E(Y?) =1.

3. Montrer I'inégalité de Holder dans le cas général.

43.3 Inégalités de Khintchine

Dans toute la suite, on fixe p > 1, n € N*, (¢y,...,¢,) € R" et {Xi}ieﬁl,n] une

suite de variables aléatoires indépendantes toutes définies sur (€2, 22 (Q)),P) telles
que

Vie[L,n], P(Xi=1)=P(X;i=-1)= %
4. Soit fi,..., fa: {=1,1} — R. Montrer que

E (H fi {X,}) = HE(fI (Xi)).
= | =1

n
5. (a) Montrer que pour tout t € R, la série Y — converge et montrer que
n=0 T

+oo
. i
e = _I .
1.
n=>0

Indication : On pourra utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.

tZu
(b) En déduire que pour tout t € R, la série 3 T
nso (2n)!

00 ig“

ch(t)=>" O

converge et montrer

que

(¢) Montrer que
VteR, ch(t)< o?12

(d) Montrer enfin que

n

n t* Y ¢
t sxp [y Xl < =1
YVicR, E ({x]l ( ;:Jﬂ)) < exp 5
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6. (a) Soit (o, 3) € {R;_)Q, Déterminer le minimum sur R de la fonetion

3
T — —or + %:c?',

(b) Montrer que : pour tout t = 0 et pour tout x = 0,

(=]

]
Zt",‘X{
=1

T

3 2
) E GEI}) {‘_i 20—1'.;]: ex]} t':l

Indication : On pourra utiliser 'inégalité de Markov.

(¢) Montrer que

n
vi>0, P ({ qu}-
i=1

Définition. Intégrale généralisée sur R .

Soit f : Ry — R une fonction continue par morceaur. On dit que Uintégrale
+0o0 x
[ f(t)dt converge si la fonction x — [ f(t)dt admet une limite en +o0o. Le cas
0 0
déchéant, on note

00 r
j ft)dt = Il:lilm ff{t}dt.
0 0
7. Soit X une variable aléatoire réelle positive finie définie sur
(0, 22 (), P). Soit Fy la fonction définie sur Ry par
Fx(t)=P({X>t}).

(a) Montrer qu'il existe A > 0 tel que pour tout t > A, Fx (t) = 0.

(b) Soit p un réel supérieur ou égal 4 1. Montrer que X? admet une espérance

et montrer que
400

E(XP)=p [ t*P"'Fx (t)dt.
/

8. (a) Vérifier que pour tout =z € R,

I

/e""’dt =1-e"%,

0

+o0
En déduire que l'intégrale [ e~'dt converge et calculer sa valeur.
0
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(b) En déduire que pour tout p > 1, l'intégrale

+o0

[ ptP~le /24

0

converge. On ne cherchera pas a la caleuler.

"
9. On suppose dans cette question que 3 cf = 1. Montrer que
i=]

o 4 +00
E ((Zr»,-x,-) ) ESft:ie_"gmdi‘..
0

i=1

()2

(b) En déduire que pour tout p > 1, il existe un réel g, > 0 tel que

n py, 1/p n 2
E ( ZE;X; ) E -"jPE ((Z R;X‘;) )
i=1

i=1
11. On suppose p = 2. Montrer que
i 2 |.|"'2 P [.f'rF‘
E (Z ci}.’,-) <E ( ) ‘
i=1
12. On suppose 1 < p < 2.
" e 1 8 1-4#
(a) Justifier qu’il existe # € 0, 1] tel que = = — + —.
2 p 4
n 2 py 20/p
i=l 1
(¢) Montrer qu’il existe a, > 0 tel que

10. (a) Montrer que

1/2

n

Zr;X,-

i=l1

(b) Montrer que

i
E f‘.,'Xi
i=l]

13. Conclure.
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Correction du Theme 43

1. Soit y = 0. 5i y = 0, l'inégalité a prouver est claire. On suppose y > 0 et on
introduit la fonction f définie sur Ry par
aP oyl

f{-’*‘-}zxy—g—?-

f est dérivable sur R4 et
VreRy, f(2)=y—-2FL
On a
Ve>0, f(z)>0 < z<yt/P-1),

1 |
En utilisant la relation 5 + E_,T =1,ona:

p q
On en déduit que pour tout & = 0, f(z) < 0, soit

n— |
f (ylf{p—lj) = M/ =141 _ yP/P=1) g 0.

P 9
V(z,y) € (R4)?, ay< = +JE'

2. D’aprés la question 1, on a

P G (1
KXW, VW)

p q
Comme les variables X et Y sont finies, les variables aléatoires XY, X7P et Y9

admettent des espérances et en utilisant la croissance et la linéarité de I'espé-
rance, on a

Vwe), X (w)Y (w)

P Y4
E{XY}EE(X_.q_Y_) - £+l :1=EI:XP}”PE(}"'T]HQ.
P q P q

3. Si E(X?) = 0, alors X est presque-siirement nulle et I'inégalité & montrer est
claire. De méme si E (Y7) = 0.
On suppose donc E (XP) 0 et E(Y?) # 0.
Soient les variables aléatoires
f == L ot ﬂ}; = L
E(XP}IJ’P E{Yq)lf?
de sorte que

E (Eff) =FE (?#) = 1.

D’apreés la question 2, on a

d’oil, par linéarité de l'espérance,

‘E(X}’] <E(XP)/PE(YT)'/1,
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4. On procéde par récurrence et pour pour tout k € [1,n], on introduit la propo-

sition 2% : « pour tout n-uplet de fonctions fy,..., fi.,

ke k
E (H fi (X:‘}) = [IE (i (X)) ».

i=1 i=1

2 est claire,

Soient fi, f2 : {—1,1} — R deux fonctions. Comme X; et X5 sont indé-
pendantes, les variables aléatoires X et Xs sont indépendantes, les variables
aléatoires fi (X1) et f2 (X2) le sont (lemme des coalitions). Ainsi

E(fi (X1) f2(X2)) =E(fi (X1))E(f2(X2)).

On a montré que 2% est vraie.

Soit k € [[1,n —1]. On suppose &, vraie. Soient fi,..., fr41 : {=1,1} — R
(k+ 1) fonetions.
Les variables X, ..., Xp4 sont indépendantes, donc les variables

Ji &) - o5 frepr (Xpsa)

le sont aussi (lemme des coalitions).
Par indépendance des variables aléatoires fi (X1)--- fi. (X)) et froy (Xpi1)s
on a

k k
E (H fi (Xi) X fran [Xk+|]) =E (H fi (Xi}) E (fi41 (Xie41)) -

i=1 i=1

En utilisant I'hypothése de réeurrence, on a

k k
E (H fi {Xi)) =JIE(f: (X)),
i=1 i=1
ainsi

k+1 k+1
E (H fi {Xf)) = [ E(: (X))
i=1 i=1
Ainsi, 2%, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition 2% est vraie pour
tout k € |I1,*.-1]I._ en particulier,

B (H fi {Xf)) =[[E Wi (X).
i=1 =1

(a) Seit t € R. Par la formule de Taylor avec reste intégral, on a :

- k! !
k=0

L t 1 u n
YneN, e = — 4+ — [ e" (t —u)" du.
n
0
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(b)

Pour tout n € N, on a :
[

]' u L
GEE ]rz (t —u)"dul <
0

max {e*,1} [¢]" !

1!

1 ;
Comme lim — max {1,e'}[f|""" = 0 (croissance comparée lorsque
n—+-4oo 1l

tﬂ
t| > 1), on en déduit que la série 3" — converge et
n=0 n.
+{E .‘pi
{‘.:' = -
n=( L

Soit t € R. Par définition de la fonetion ch, on a :

t -1
e +e
ch(t) = .
0)=—
Or,
LRk | o 12k
VneN, _( Candil_ s 2
’ il <[ -1
8 o = S (2k)!
A ™
Comme les séries E — et convergent et ont respectivement
n=0 T n=0 T

th

pour somme e’ et e”" (question 5 (a)), on en déduit que la série ¥ -
n=0 {?ﬂ-}‘
converge et

Soitte R.Ona:

Une simple récurrence montre que :

vkeN, (2k)!> 2%k,

T zk n S
f
= 7

vﬂ- — N'u Z
k=0 (Qk‘)' k=0 k!

En faisant tendre n vers +oc¢, on récupére

ainsi

ch(t) < exp (t2f2) '
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(d)

Soit t € R. Les variables X;,... X, étant indépendantes, les variables

aléatoires et X1 ef1Xn Jo sont aussi (lemme des coalitions). Daprés

la question 4, on a :

E (cxp (zgqm)) = EE (%)

Par le théoréme de transfert, on a :
B I 4 1 :
vie[1,i], E ({*"‘:""") = s e +§c—ec, = ch (te;).
En utilisant la question 5 (¢), on obtient :

E(exp(niq}ﬁ)) < ﬁexp(@)
i=1 i=1

=]

1A

iﬁ' 2 x 5 -
On pose g : ¥ — —ax + =2°. g est une fonction polynomiale de degré

2 dont le coefficient dominant est strictement négatif, done g atteint son

i [a ] e ft‘2
minimum en — et le minimum vaut ——

] 28"
ki
On pose R= 3% ¢;X;. Solent x >0ett > 0.

1=
De toute évidence,
ﬂ:i'lﬁ‘l < +:-:TH+|‘_-1._IR.

En utilisant la croissance de 'espérance, la linéarité de Pespérance et la
question 5 (d) deux fois, on obtient :

n

e

E(cmlm) < 2exp %‘

Or, {|R| >t} = {e’“ﬂ = e""}, ainsi en utilisant I'inégalité de Markov (on

note que e“18 est positive et admet une espérance car elle est finie), on a :

P({IR|>1t}) = p({ﬂrlm}ﬂﬂ})

E (e:rffﬂ)

1A

IA
b3
o

|

a
[e]
[
g




CORRECTION DU THEME 43 641

() D’aprés la question 6 (a), le minimum de le fonetion
o n

T +— 2exp (—mt + —2- Z {E)
i=1

t2

2_}2;'(‘.,?

En prenant cette valeur de x dans l'inégalité de la question 6 (b), on a
montré que

sur R vaut 2exp | —

T
t?
vi>0, P ( Zcin ::-t) <2exp | ——5;
23"
i=1
7. Dans toute cette question, on notera X () = {&1,..., 2.} ol

0=z < - <2y

sont les valeurs prises par la variable aléatoire X.
(a) Par définition de F, on a

Yt = g, FX{I}:G

(b) Par commodité, on pose 29 = 0. On note que la fonction  —s ptP~ ' Fy ()
est continue par morceaux et nulle pour ¢ > x, : l'intégrale

+oo
J pt? "Fx (t) dt converge et par la relation de Chasles, on a :
0

+o0 =1 41
fptp'lFX Grat= ) fpﬁ’"FX (t) dt.
0 t=0

Or

Ty Ty
fpt-"'_lFx (t)dt = [ptp_i{lt =l
0 o

et pour tout i € [1,n— 1],

Tipl Tipl
f ptP I Fy ()dt = pP(X > a;) f tP—1dt
T T

= P(X>m) (@l 1)

T
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[l s’ensuit que

teo n—1

fpt?’—fo (tjdt:rf+zp(x>m,-} (25 — o)
De plus,
n—1
2+ 3 P (X > ) (2, — )
i—=1]
i—1 n—=]
= A+ P(X>m)aly, - ZP (X > i)z
=1
n—1
= mP+ZP X >aiq)2l =) P (X >z)al
=2 i=1
= (1-P(X>z))z]+25P (X > z,)
n—1
+ Y (P(X >2iq) =P (X >2;)) 2l
i=1
n—2

= PX=z)a{+) P(X=m)al +P(X =mn) 2},

= E(X7).

On a montré que

+00

E(X?)=p f P~ Fy (t) dt.
0

8. (a) Pour tout x = 0, on a
X

/e"‘dt = [—-e”"’]; =1—-e"7,

0

+oo
Comme lim (1—e™") =1, on en déduit que l'intégrale [ e~'dt
T—r+00 0
converge et

-

= =

e tdt = 1.

S

(b) Soit p > 1 et soit g : t — ptP~!exp (—1?/2). Comme g est positive sur
<

R, la fonction x — [ g (1) dt est croissante sur R
0
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De plus, par croissance comparée, on a

lim w = (.
ta4oo gt

Ainsi, il existe A > 0 tel que pour tout t > A,

g (t)
a—t

g(t)

Mais la fonction ¢ — == est continue sur le segment [0, A], elle est donc

<1< g(t)<e™

i
bornée sur [0, A] par M. Ainsi,

Yt >0, % <max{1,M} < g¢(t) < Ne™,
ol l'on a posé N = max {1, M }.
Enfin, par croissance de 'intégrale et en utilisant la question 8 (a), on en
déduit gue

xr

vz € Ry, fg{t]df. < N]e“dtg N.
0 0

xr
La fonction & — f g (t) dt est croissante et majorée, on en déduit qu’elle
0

admet une limite en +oc.

400
On a montré que I'intégrale [ ptP~'exp (—t2/2) dt converge.
0

n
9. On pose R = % ¢;X;. R prenant un nombre fini de valeurs, R* aussi. D’aprés
i=

la question 7 (b), on a

+o0

E(R)=E(|R') =4 f £ (t) dt.
0

Or, d’aprés la question 6 (c),

V>0, P(|R|>t)=Fpg(t) <2exp(—t?/2).

+oc
Comme l'intégrale [ t9 exp (—1‘.2;’ 2) di converge, on en déduit que
0

+

o0

E(RY) <8 | tPexp(—t*/2)dt.

CL .
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10. (a) Il est classique que
n - n
(qu,-) =) EXI+2 Y eaciXiX;.
i=1 1<i<j<n

Comme pour tout i € [1,n], X7 = 1, on a E(X?) = 1 et par indépen-
dance, pour tout (i,7) € [1,n]?, i # 7,

E(X,'Xj} = E{X,']E{Xj] =0

Par linéarité de I'espérance, il s’ensuit que

2 T
E (i E".;X;) — zr_:?,
1=1 i=1

(b) Si tous les ¢; sont nuls, 'inégalité est claire. On suppose que 'un des ¢; au
moins est non nul.
T

e On commence par supposer 3 ¢ = 1.
=1

7
On pose R = % ¢; X;. Comme les variables aléatoires X; prenment
i=1
deux valeurs, il s’ensuit que |R| prend un nombre fini de valeurs et
il est clair que |R| est a valeurs positives ou nulle. En utilisant les

résultats des questions 7 (b) et 6 (¢), on a

400

E(RP) = [ o' Fp (t)de
0
00

< f ptP Lexp (—tsz) dt.
0

+00 t?
L'intégrale [ pt?Lexp (— -2-) dt converge d’aprés la question 8 (b).
0

+o0 i? 1/p
On pose 3, = ( [ ptP~lexp (_E) (h‘.) . On a montré que l'on a

0
m e n 2
E( ) <GBE (Zﬂixi)
i=1

-

1/2
n

> aX:

i=]
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11.

L
e On ne suppose plus 3 ¢? = 1. Soient

i=1

G

n
Zc? et Vie[l,n], ¢i=-—.
i=1 A

mn
1l est clair que 3 & = 1, ainsi d’aprés le point précédent, on a

i=1
m, 1ip

T
>ax
1=1]
En utilisant la définition des ¢;, la linéarité de 'espérance et la question

10 (a), on obtient
i py Lip 5i 2
Y X ) < BpE (2 r.-,-x;_)
=1 =1

o

oo ; 1/p
En posant 3, = ( [ ptPlexp (_E) {li) , on a montré que
0
S o
=]

(o) enr ()

On remarque que l'inégalité & montrer est claire pour p = 2. On suppose p > 2.

™
On pose R =% ¢ X,.

1/2

Comme p> 2, ilexisteu > 1telquep=2u ( = u= g}

| S |
% + - 1. En appliquant 'inégalité de Holder (question 3), on a

. Soit v > 1 tel que

E(R?) =E(IRPx1) <E (|R|2“)”“E(1"}”“,

soit /8
E(|R?) " <E(IRP)'".

En remplacant R par son expression, on obtient

p)'f"?—'

iﬂixi
i=l1
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12 De toute évid 1E : 1 i 'IE = 1
A a ¢ tolte evidence, — et , alnsl <= Bl 40
(a) 5 € |51 mimsi 5 e |50

" 11 1
Or, tout élément de I'intervalle ] EE [ est une combinaison convexe de 1

et —
i

1
EBE[D,I]. §=

|

1-46
+—
p

1 1 1 1
De plus, comme 5 - 2 7 et 5 £, onaf#£0eth#1.
p

1 1 1 1
On a montré qu'il existe @ € |0, 1] tel que 2 # : et 5 % =,
p

n
(b) On pose a nouveau R = 3 ¢ X;.
i=1
On remarque que
RE . lRlEﬂ‘ |Rl2{ 1—i) .
1 & 1-4# 20 1-40
= - B —F = l=—+ 5 En appliquant 'inégalité
P P
de Holder, on en déduit

E[Rz) = E(|R|‘2ﬂ|R|2{I—ﬂ})

/207 20/P 2/(1-0)\ (1-0)/2
< E((lﬁ*l'z*")I ) E((lﬂlz““”) }) ,

soit aprés simplifications,

De plus,

E {RE] <BE (IRlp)Eﬂ..-"pE (IR|.I)[1-I5‘}J"2.

En remplacant R par son expression, on obtient I'inégalité souhaitée.

n
(¢) On pose R = 5 ¢, X;. D'aprés la question 11 (b) ii, on a
i=l

E(R?) < E(|R")?'P (E(R-‘]”“)?“_a]_
En utilisant le résultat de la question 10 (b), on a
E (RY)/4 5,8.¢E(RE}”2.
On en dédnit
E(R?) <E(RP)*7 g "B (R2)'.

Il s'ensuit que 4
g1 VE(R?) <E(RP)*.
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En élevant 4 la puissance % (x +— x!/20 pst croissante sur RY), on
récupere

E (RE] I.E'Zﬁiﬂ—luﬂ < E {|R|p}|.-"p :
1/2—-1/p
1/4-1/p
, on a montré que

. # ne dépend que de p. Ainsi, en posant

<

13. On pose oy, = min {1, @, }. Les questions 11 (a) et 11 (b) iii montrent que pour

tout p = 1,
“ 2\ 1/2 py 1/p
ap E ((Zq}ﬁ) ) <E ( ) : (43.1)
i=1 ]

n
ZC;X;‘
=1

En remarquant que ¢ =

[ B a
gt/

1/2

= py 1/p
Z E*'X," ) g

i=1

T 2
i, B (Z q-Xt-)
i=1

La question 10 (b) montre que pour tout p = 1,
152

py 1/p i 2
) < BpE (Z Cin) ~ (43.2)
i=1

T
E X
=1

E(__

Les lignes (43.1) et (43.2) donnent 'encadrement souhaité.




Theéeme 44

Inégalité de Hoeffding

Thémes abordés @ Probabilité, matrice, déterminant.

Difficulté ; HERCC

Ce sujet établit U'inégalité de Hoeffding. Cette inégalité est & classer dans la grande
famille des inégalités dite de concentration de mesure, ¢'est-a-dire qui majore la pro-
babilité qu'une variable aléatoire prenne des valeurs trop éloignées de sa moyenne. Un
exemple déji connu de vous : I'inégalité de Bienaymé-Tehebyshev.

Le lemme établi a la partie 1 sert dans la partie 2.

44.1 Un lemme préparatoire

Lemme. Une majoration utile.
Soit X une variable aléatoire finie réelle définie sur un univers probabilisé

(), & (£2), P).

On suppose en outre que X est d'espérance nulle et bornée par 1. Alors

ViteR, E (etx) < exp (g) :

Nous prouvons le lemme.

1. (a) Soit (x,y) € R Montrer que
Vie [0,1), el97H¥ < (1 —t)e” +teV.

(b) En déduire que

11— St 1+= °
5 5 °"

Vxe[-1,1],¥teR, e¥<

2. En déduire que

Vte R, E(e”t) < %ch{t}.
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T

t
3. (a) Montrer que pour tout t € R, la série > o et montrer que
=0 TE

=+
2
=

YiecR, e

2
I
=]
=
L=

Indication : On pourra utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.

tZﬂ
(b) En déduire que pour tout ¢ € R, la série e
n=0 (2“)'

+ o P

ch () =z_1‘](‘27),

converge et montrer

que

4. Terminer la preuve du lemme.

44.2 Enoncé et preuve de 'inégalité de Hoeffding

Théoréme. Inégalité de Hoeffding.

Soit (Xn),cn une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées définies
sur un meéme univers (1.

On suppose toutes les variables aléatoires finies.
On suppose que pour tout n € N, il existe ¢, > 0 tel que |X,| < e, presque-
stirement.
L
Alors, si Uon pose S,, = 3 X, ona
k=1

Ye>0, P(|S.]>2)<2exp| -

Nous prouvons le théoréme. Soit n € N* et soit ¢ > 0.

5. Montrer que

B (¢)
ole

VteR:, P(S.>¢) =

6. En utilisant 'indépendance des variables aléatoires et le lemme Une majoration
utile, montrer que

—is

n
2
t Z_:lrf
Vte R, P (S.>¢)<exp %



44.2. ENONCE ET PREUVE DE L'INEGALITE DE HOEFFDING

7. (a) Soit (a,b) € (R} )2. Etudier sur R la fonction
at?
ctr—p — — bt
/ 2
En particulier, on s'intéressera & son minimum.

(b) En déduire que

E..E

n
2y e

k=1

8. En utilisant I'inégalité de la question 7 (b), montrer que

P(S,>¢)<exp| -

2
P{_Sn }f} E'E’:\'.]] ==

T

23 e
k=1

9. Terminer la preuve de 'inégalité de Hoeffding,.
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Correction du Theme 44

L.

(a)

L’inégalité A montrer est claire lorsque x = . On suppose done = # y.
Sans perte de généralité, on peut supposer = < y.
Soit la fonction f définie sur [0, 1] par

f(t) =17+ _ (1 _ ¢)e® — teV.
f est de classe €2 sur [0,1] et pour tout ¢ € [0,1], on a

(1) = (y—2) 0%+t 4o _ gy
et

J.\-H' {5) = {,y X ‘I.'} 1—"[ 1 —E:I:r+t__;.

Il s’ensuit que f” est strictement positive sur [0, 1], done f' est strictement
croissante sur [0, 1].
Or, f'(0) = (y—a) e™ + ™ —e¥, d'ont en appliquant le théoréme des ac-
croissements finis & exp entre x et y : il existe ¢ € |z, y[ tel que

(y—-l'},

e — ¢ =¢°

ainsi,

f1(0) = (y—=z) (" —e) <0.
Un raisonnement analogue montre que f'(1) > 0.
On en déduit que f’ s’annule en une unique valeur o € |0, 1] et pour tout
z € [0,a], f'(x) <0 et pour tout z € [a, 1], f'(z) = 0.
On en déduit que f est décroissante sur [0, a] et croissante sur [a, 1].
Comme f (0) = f(1) = 0, on en déduit que pour tout t € [0,1], f(t) <0,
soit

Ve e [0,1], e~ HY < (1-¢)e® + eV,

Remarque. Le lecteur ayant traité le Théme 26 : « Une introduction aux
fonctions convexes » reconnaitra une inégalité de convexité pour la fonetion
exp.

l—2 142
Soit z € [-1,1] et t € R. On remarque que 7 et T sont deux réels

de [0,1] dont la somme vaut 1. En utilisant la question 1 (a), on récupére

el® =exp(%x(—t}+ I;IKt)Elng_’+ 1-;:::[!,,'

2. Comme X est telle que |.X| est presque-sfirement bornée par 1, d’aprés la ques-

Notons que la variable aléatoire e
espérance. Par croissance et linéarité de I'espérance, on a

tion 1 (b), on a

VieR, 'Y< 1-2Xc_"+ I-ZXC,_.

est finie (car X l'est), donc admet une

X

B (o) < LmEM) e 1B,
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Comme E (X)) = 0, on en déduit

1

Vt € R, E(e”") =5 (e7f+e') = éch(t],

3. (a) Soit t € R. Par la formule de Taylor avec reste intégral, on a :

t
k
YneN, e'= Z o ilf —u)" du.
1) 0

Ainsi, pour tout n € N, ona :

ﬂié fe“ (t —u)" du| <

0

max {1,e'} [¢]**!

mn!

Comme ; i
A .6 t L
i max {1,¢'} |¢|

n—+oo n!

=10

(croissance comparée lorsque |t| > 1), on en déduit que

T k
! : t
e = lim ;
4'1—++f3|<:~"L f.,‘

(b) Par définition de la fonction ch, on a : pour tout t € R, on a

t -1
ch(t) = & "'2"

Or, pour tout t € R, on a :

v N 1 L tk s (—I)k B f_ﬁk
SRR P i D ‘UZ 2R

=0 k=0

On en déduit que

n_ ok
YieR, ch(t)= lim z (ék)"

n—+00
k=0

4. Pour terminer la preuve du lemme, il suffit de montrer que

2
YieR, ch(t)<exp (%—) "

soit en utilisant les résultats obtenus aux questions 3 (a) et 3 (b), il suffit de

montrer que
+od 20 +00 2n

HER, Z_; 2n)! -E_;M'
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Une récurrence facile permet de montrer que
YreN, (2n)!=2"n!,
ce qui permet de conclure que
2
E (e*‘x) < exp (—) .
2
5. Attention! On ne peut pas utiliser directement I'inégalité de Markov, car la
variable 5, n'est, a priori, pas positive. On commence par remarguer que
Vt>0, P(S,>¢)=P (e‘S'* > c"’“) ;
On peut utiliser I'inégalité de Markov & la variable aléatoire e'Sn car elle est
positive et admet une espérance (car elle est finie). On en déduit
: E (e'5n
VieRY, P(S,>¢g)=P (e'*’" > e‘f) < %
6. Soitte R}. Ona

E () =E (EI,ME) .

Par indépendance, on en déduit que

B (e) = le (%),

En utilisant le lemme établi 4 la question 4, on récupére

. : 242
Vie[L,n], E (Em‘) =E (exp (r,i‘?)) < exp (P'; ) :

On en déduit

n

2 v
A e;

E (EES,;) = ili[ﬂxp (?) = exp i=1

Finalement, en utilisant I'inégalité de la question 5, on a montré que

2 Z:Iﬂ:f
VtER], P(Sa>e)<exp|—o—te




CORRECTION DU THEME 44

65
7. (a) f est dérivable sur RY et
VieRY, f'(t)=at-b
Comme a et b sont strictement positifs, on en déduit que [ est décroissante
b
Sr [l], a] et croissante sur [—, +o0 [
Ainpsi, f admet un minimum en : et f Y 3
Rl SR a a) 2a
(b) L'inégalité de la question 6 étant valable pour tout ¢t > 0, en particulier
pour t = "E . D’aprés le caleul fait i la question 7 (a), pour t = ——,
2 2 <
i=1 i=1
on a "
2
#5d :
L — tE‘ = - E
mn %
k=1
On en déduit que
E?
P(S,>¢)<exp| —
23 ¢
k=1

8. On utilise I'inégalité de la question T avec la suite de variables aléatoires
(=X7),en- On note que l'on a toujours

—X,| < e, presque-sirement. On a

g2

P(-S5,>¢)=P (S, <—¢)<exp

Tt
23
k=1
9. On conclut la preuve de I'inégalité de Hoeffding en utilisant les inégalités établies
aux guestions 7 (b) et 8 :

P(Isnl }E'] - P{Sn }E‘:I-i'-P(Sn < —'E‘] < Zexp

Quelques remarques culturelles

Ce sujet traite de I'inégalité de Hoeffding qui se range dans la vaste famille des
inégalités de concentration de mesure.

=
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L'inégalité de Hoeffding est valable pour des variables quelconques (i.e. auncune
hypothése n’est faite sur la loi des variables aléatoires), ce qui est d'une certaine
facon étrange. La grosse hypothése se trouve dans le fait que les variables aléatoires
sont supposées bornées, ce qui arrive peu souvent en pratique.

Les inégalités de coneentration sont des outils clés pour démontrer des résultats
importants. On peut citer par exemple le théoréme de Dvoretsky qui stipule que dans
I'espace vectoriel R"™, muni d’une norme quelconque (non euclidienne, a priori), il
existe des sous-espaces vectoriels dont la dimension est « proche » de In (n) et dont la
boule unité de la restriction de la norme # ce sous-espace vectoriel est arbitrairement
proche de la boule unité d'une norme euclidienne.
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44 problemes olympiens
de mathématiques
De la MPSI a I'agrégation

Cet ouvrage propose 44 problemes de mathématiques pour les éléves
de CPGE en classe de MPSI et de MP ; ils seront également utiles aux
candidats préparant l'agrégation.

Ces problémes ont été congus pour mettre en relation plusieurs parties
du programme afin d'étre le plus prés possible des sujets de concours.

Des questions d'informatique, en langage Python, sont également
proposées.

Par qilleurs, ces thémes vous permettront de découvrir des domaines
des mathématiques non abordés en classe mais fout aussi passion-
nants. Ainsi, vous découvrirez la notion de graphes, la décomposition
en mille-feuille ou encore une intfroduction a la théorie des distributions,
et la liste n'est pas exhaustive | Les problemes sont de difficulté variée
et une correction détaillée vous permettra de vérifier vos résultats.

Au bas de certains problémes, une note souvent historique permet de
situer le probléme dans un cadre historique et de le motiver.

Erik Thomas est ancien éléve de I'Ecole normale supérieure de Rennes et
docteur en mathématiques. Il occupe actuellement un poste de professeur
agrége en CPGE.
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