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Premiére partie

Logique



Chapitre 1

Rappels mathématiques

Ce chapitre introductif a pour objectif de rappeler La notion de déf-
inition inductive et son utilité dans les démonstrations dites démon-
strations par induction. Nous décrirons aussi brievement les autres
formes de démonstrations que 1'on rencontre souvent; la démonstra-
tion par contraposition et la démonstration par contradiction.
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1.1 Les entiers naturels

s naturels [L23....}
cxprimer que |’ensemble des en-
e infinite d’éléments. Cette défi-
is elle ne suffit pas pour
ntiers dans plusieurs domaines des

fait d’écrire trois points (.- ), pour
soit, un concept mathé-

Souvent on écrit l’cnscmblc des entier

utilisant les trois points (...) pour
tiers est un ensemble qui p
nition est intuitive €
utiliser le concept de nombres €
mathématiques: Ceci revient au
exprimer ]a notion d’infini, qui n’est pas, en
finition des entiers na-

r une dé
n mathématiques et

uses applications e

le définition des entiers on prend chaque entier
construit a partir de V'entier 0 (zéro)

successeur : (
rs naturels comme S

aussi en logique-
Dans la nouve
objet mathématique
S dite fonction
nstruire tous les entie

comme un
)S:n > n+l

et I’application
Ainsi on peut €O

uit :

5(1),3=5@),---m+1 = f(n),---

Cette maniere de construire les entiers naturels amene a Pro”
finition des entiers naturels

poser une nouvelle dé
1. 0 est un entier naturel

Définition 1.1.1
(n)=(n+ 1) est un entie

2. Sinestun entier naturel alors S

3. 'ensemble des entiers naturels est défini

r naturel-

par les clauses ( 1) et (2).

t un exemple de définition par induction L

struire un nouvea élé base, la-clause (2 qul permet de co'n
" au ément est appelée regle de génération. La derni¢
clause est appelée regle de fermeture, elle signifie que 12 définition de
entiers est déterminée seulement par les clauses (1) et (2)-

Cette définition es
clause (1) est appelée regle de
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1.1 Les entiers naturels

1.1.1 Induction mathématique

Le principe d'induction mathématique est tres utilisé pour dé-
montrer des propriétés sur les ensembles des entiers ou sur tout autre
ensemble dont les éléments sont des objets mathématiques et qui est
isomorphe a un sous ensemble de I'ensemble des entiers naturels. |1
serait trés utile de rappeler de fagon simple le principe d’induction.
Supposons que I'on souhaite démontrer une propriété P(n) pour tout
n € N. Pour utiliser le principe d'induction dans notre démonstration
nous devons suivre les étapes suivantes :

1. Montrer que la propriété P(n) est vérifiée pour n = 0.

2. Montrer que P(n + 1) est vérifiée si 'on admet que P(n) est
vérifiée.

3. On déclare que (Vn € N)P(n) est démontrée si nous avons mon-
tré les étapes 1) et 2).

Accepter le principe de I'induction mathématique, trés utilisé
en mathématique, devient immédiat si on prend en considération la
définition inductive des entiers naturels. Soulignons que le principe
d’induction n’est pas seulement utilisé pour démontrer des propriétés
des entiers naturels mais concerne aussi les propriétés sur des ensem-
bles dénombrables. Le principe d'induction est aussi trés utilisé dans
les preuves des propriétés et théorémes en logique ol souvent les déf-
initions sont données sous la forme de définition inductive. Générale-
ment la preuve par induction d'une propriété P(n) sur un ensemble
dénombrable E est constituée de trois étapes :

1. Montrer que le plus petit élément de E, soit ny vérifie la pro-
priété P. Ceci signifie que P(ny) est vérifiée. P(ng) est la base
d’'induction.

2. On suppose que P(n) est vérifiée, c’est I'hypotheése d’induction.

3. A partir de I'hypothese d’induction on montre que P(n + 1) est
vérifiée. Dans le cas ou cela est montré on peut dire que : (Vn €
E)P(n) est vérifiée.
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On trouve souvent dans certaines démonstrations Mathémay; Y
I"utilisation du principe d’induction sous une autre forme I(-;_:.éremt_n0
différente de celle décrite ci-dessus. L'hypotheése d’induction ey dnnf
née sous la forme P(m) est vérifiée pour tout ("f < n). Il est facile d
voir que c’est une généralisation du principe d'induction décrit plug
haut.

Exemple 1.1.1 Montrer par induction que la somme des entiers

1,3,5,...,2n — 1 est égale a n-.

Tout d’abord on peut réécrire cette question sous une forme qui copy,.
spond a la définition du principe d'induction. Soit P(n) = 1424
2n —1 = n®. Le domaine de définition de P est E = {1,3,5,.. 2, _
1,...}. Appliquer le principe d'induction pour montrer cette propriété noys
amene a :

1. S’assurer que la base d’induction est vérifiée, c’est a dire que P(1) est
vraie. Ceci donne P(1) = 1 = 12

2. Supposer que P(n) est vraie. Ceci signifie que P(n) = 1+3+5+
oot 2n—1=n

3. Montrer que P(n+1) =14+34+5+...42n+1= (n+1)2

Pour démontrer ce résultat on part de I'hypothese P(n) =1+3+

5+...+2n—1=n? on ajoute aux deux membres cette égalité, le nombre
2n + 1. Ceci donne :

l+3+5+...+2n—1+2n+1:n2+2n+]
On obtient :

14345+ +2n-14+2n4+1=m2 4241 = (n+1)>2
et donc :

P(n+1) = (n+41)2



1.2 Démonstration par contraposition
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1.2 Démonstration par contraposition

La démonstration par contraposition est basée sur le principe
suivant :

Démontrer que la négation d’une proposition est fausse prouve
que cette proposition est vraie. Nous verrons dans le reste de ce cours
la justification de ce principe. Nous allons maintenant, a I'aide d’un
exemple, montrer son utilisation dans la déduction mathématique.

Exemple 1.2.1 Supposons que que I'on pose cette question : I'ensemble des
entiers naturels premiers est-il fini? Les entiers premiers sont les entiers
dont I'ensemble des diviseurs se réduit a 1 et I'entier lui méme. Les entiers
2,3,7,11,13, ... sont des premiers.

Pour répondre a cette question nous allons appliquer le raisonnement
par contraposition. Partant de notre intuition que I'ensemble des entiers pre-

miers est un ensemble infini, on supposera que cet ensemble est fini et on
démontrera que cette hypotheése est fausse.

Si notre hypothése était vraie alors I'ensemble des entiers premiers
s’écrirait :

{2,3,7,11,13,17,...,p}.

Ici p est le plus grand entiers premiers.

Soit Q= (2#3+7+11%13*17x...xp) + 1. Q est plus grand que
p et par hypothése Q n’est pas premier puisque p est le plus grand entier
premier. Mais observons que le reste de la division de Q par tout entier
premier est égal a 1. Alors Q est premier. Ceci contredit I'hypothese qui dit
que I'ensemble des entiers premiers est fini.

1.3 Démonstration par contradiction

Le principe du raisonnement par contradiction est basé sur le
principe suivant :
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1.3 Démonstration par ¢ ;

; P i,
Si nous arrivons a déduire une contradiction en partan; &
hypothése donnée alors nous concluons que cette hypothese gg N

Plus loin, nous présenterons la just]ﬁcz.mo'n d’un tel principe, Dop.

nons un exemple d'application de ce principe pour montrer son yg

isation dans les preuves mathématiques.

Exemple 1.3.1 Probléme : Trouver l'ensemble des r:*ombres entiers écrits
I'aide des chiffres 0,1,...,9 en utilisant une seule fois chacun de ces Chiffres
et dont la somme est égale @ 100. Une premiére tentative nous permet de dop.
ner l'ensemble {4,5,6,730,28, 19}. Cet ensemble posséde la seconde congi.
tion mais pas la premiere puisque 4 +5+6+7 +30+28+19 = 9,
Une deuxiéme tentative nous amene a constater que l'ensemble des nombres
{4,5,6,7,31,28,19} vérifie la premiere condition puisque 4 +5 + 6 + 7 +
31 + 28 + 19 = 100; mais ne vérifie pas la deuxiéme condition. Le chiffre 1

apparait dans 19 et 31.
Apres d’autres tentatives infructueuses, le lecteur se convainc facile-

ment qu'il n’existe aucun ensemble de nombres vérifiant les conditions de ce
probleme. Alors, on se trouve devant la situation de croire qu’un tel ensemble
n'existe pas. Cette idée sur la solution du probléme est dictée par I'expérience
et l'intuition développées apres plusieurs essais.
Pour justifier cette nouvelle idée qu’aucune solution ne vérifie les con-
ditions du probleme, on supposera qu’une telle solution existe et on déduira
une contradiction. Supposons que la somme de certains nombres, vérifiant
les conditions du probleme, est égale i 100. Ces nombres constituent dix (10)
formes différentes puisque 0,1,2,3,...,9 sont utilisés une seule fois pour
écrire ces nombres. Nous avons :
1+2+3+4+4+4+54+6+7+8+9 =45
Chacune de ces formes représente, dans notre ensemble de nombres
solution du probleme, soit une dizaine ou soit une unité. Considérons que
T est la somme des formes représentant les dizaines. La somme des formes
restantes est 45 — T.

iy La somme des nombres, solution dy probleme, est donc 10T + (45 .
) = 100. Ceci donne T = 55/9. T n’est donc pas un entier naturel et a0



1.3 Démonstration par contradiction °

est contradictoire avec le fait que T est la somme de nombres entiers. Ceci
contredit I'hypothese qu'il existe une suite de nombres vérifiant les conditions
posées plus haut, c’est a dire, dont la somme est égale a 100.
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1.4 Travaux Dirigés.

Exercice 1. Démontrer par induction que n* > 2n+3 pour n >3
Exercice 2. Démontrer par induction sur n que pour tout n > 1'
1+3+5...+(2n—1) =n. -
Exercice 3. Démontrer par induction sur n que n® + 2n est divisip,
o

par 3 pour toutn > 1.
Exercice 4. Soient A, B et C trois ensembles avec A UB = A U C_gg i

vrai que B=C?
Exercice 5. Soit la preuve suivante :

1. *-x+1=0

2. 1)ex2=(x-1)

3. (1)ex(x—-1)+1=0

4. On remplace dans (3) x — 1 par x* d’apres (2).

.3 exr=-1

. On obtient x = —1

7. On trouve en remplagant x par —1 dans (1) 3 = 0.

5
6

Trouver l’erreur dans ce raisonnement.



Chapitre 2

Calcul propositionnel

L'objet de ce chapitre est de définir la syntaxe du langage et
la notion de sémantique des propositions dans la logique du calcul
propositionnel. Nous aborderons dans 1’ordre :

1. la définition des connecteurs logiques

2. la définition par induction des propositions du langage de la
logique propositionnelle

3. l'introduction de la notion de sémantique d'une logique

4. I'introduction de la notion d’ensemble complet de connecteurs
et aussi de forme normale d’une formule.
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2.1 Préliminaires

Prupt‘ml!innm-llv, on trouve des oncey
rlables pmpcmlllmuwllvn. On trouve aus g,
on construits i partir des atomes oy ¢,
i utilisant des connecteurs, Par exemy

Dans la loglque
ples dits atomes ou v
¢noncés composés complex
variables prnpnnilhmnvlltm ( iy
pour construire I'énoncé mathématique -

1y (x=2) e (x? ~1/2<1).

Nous avons utilisé¢ le connecteur “et” pour reliér les deux ply
simples énoncés “x > 2" et uy? _1/2 < 1.". De méme I'énoncé P - (
ost formé a l'aide des deux énoncés plus simples P, () et du con
necteur “ ",

lls existent plusieurs autres connecteurs utilisés fréquemment :

équivaut 7, “ ou " et le “ non”.

Donnons maintenant la notation symbolique et la définition de
différents connecteurs les plus utilisés.

| Connecteur | Forme symbolique
i non A - A |
AetB ANB
AouB AVB
A implique B A-B
A équivalent a B A+ B

A et B dénotent des énoncés quelconques .

Avant de donner la définition et pour mieux expliciter le sens de
certains connecteurs, considérons les exemples suivants :

1. Si la terre est plate alors Alger est une ville propre
2. Alger est une ville propre. |
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3. La terre n'est pas plate.

Gi nous convenons de noter par A et B I'énoncé “La terre est
plate” et I'énoncé “ Alger est une ville calme” respectivement;; la for-
mule A — B dénotera I’énoncé “ Si la terre est plate alors Alger est une
ville propre” . 1’énoncé “La terre n'est pas plate” se notera —A.

21.1 Les connecteurs —, 7, A etV

Explicitons maintenant les définitions de ces différents connecteurs :

(-) Négation.
La négation d’un énoncé A est notée ~A et elle est définie par :
Si I'énoncé A est vrai alors la négation de I'énoncé A est fausse et
si I'énoncé A est faux alors 'énoncé —A est vrai. Ceci est rendu
plus compréhensible gréace au tableau :

A|-A
¥] F
F| V

Exemple 2.1.1 L'énoncé “la terre est plate” est la négation de I'énoncé
"l terre est sphérique”. I'énoncé “x = 2" est la négation de I'énoncé
Ifx — OII.

(A) Conjonction.
La conjonction de deux énoncés A, B est notée symboliquement

par A A B. Le connecteur de conjonction “et” noté par le sym-
bole A est défini par la table suivante :

ANB

B
F
\Y
F
\%

< | <|m| | >

< || m|
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(V) Disjonction.

= Pré““‘inai]
énoncé A A B est vrai, que dans |e "
B sont vrais. L'énoncé A A B est B 0,

ang

e ’
Ceci signifie que, 1
les deux énoncés A et
tous les autres cas.

ux énoncés A, B est notée A v B, -

La disionction de de ;
] turel par la phrase “I’énonceé 4 ::
St

traduit dans le langage na
vrai ou bien 1'énoncé B est vrai”.

Habituellement dans le langage par Ié le connecteur “oy bie «
est entendu dans le sens exclusif, c’est dire nous ne POUvop
pas avoir les deux énoncés A, B vrais simultanément. U to
connecteur “ou” est dit exclusif. Ce que nous considérerong dang
toute la suite sera le connecteur “ou" dit inclusif qui signifie que
I'énoncé “A ou B" exprime que nous avons soit I'énoncé A vry;
soit I’énoncé B vrai, soit ’énoncé A et I'énoncé B sont vrais. [;;
définition du connecteur est donne par la table suivante :

A|B|AVB

F|F F

F|V Vv

VI|IF VvV

VIV \V
Implication.

lLe c<‘)ﬂnnec‘teur — appelé le connecteur d’implication est souvent
e se qt}u pose quelques difficultés pour son utilisation. L’attri-
bution d’une valeur de vérité 3 certains énoncés de la forme : A
— B, dans certains cas, met en, défaut notre “bon sens" .
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dans les langages artificiels ( le langage mathématique, langage
de programmation ...). Ces difficultés sont écartées en définis-
sant le connecteur d’implication par la table suivante :

A|B|A—B
F|F \%
F|V \Y%
V|F F
¥YIiY] .V

Remarquons que le seul cas ou ona A — B est faux est lorsque
I'énoncé A est vrai et 'énoncé B est faux. Ce qui traduit qu'un
énoncé vrai ne peut pas impliquer un énoncé faux.

(+») Equivalence.
Le connecteur <> d’équivalence liant deux énoncés A et B peut
étre défini par : A est vrai si B est vrai et B est vrai si A est vrai.
La table suivante donne la définition du connecteur <.

A|B|A&B
F|F Vv
F|V F
V| F F
ViV ¥

2.2 Syntaxe du langage de la logique propo-
sitionnelle

Les formules propositionnelles sont les énoncés considérés comme
correctement écrits dans le langage de la logique propositionnelle. La
définition des formules propositionnelles est donnée d'une maniere
inductive par la définition suivante :

Définition 2.2.1 1. Les variables propositionnelles p, 4, u, v, ... sont des
formules propositionnelles
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2. Si A est une forme propositionnelle alors —A est une formuj, m

tionnelle
3. Si A, B sont des formules propositionnelles alors ( A A B ) (A4 :
g

(A — B ) sont des formules propositionnelles.
4. Les formules propositionnelles sont définies par les clayses 1),2) o3
).

Exemple 2.2.1 ((p A q) = (—(p V q))) est une for-mule PTopositionye,
partir du fait que les variables p et q sont des variables Propositionpy, e:
On déduit par les clauses 1) et 2) que p A q et ~(p V q) sont dfsform%

prqpositionnelles et finalement ((p A q) — (—(p V 9))) est une formyj, Prope
sitionnelle par la clause 3).

2.3 Sémantique de la logique propositionne]j,

Nous nous intéressons maintenant aux formules proposition-
nelles qui ont toujours la valeur de vérité “ vrai” a cause de leur struc-
ture syntaxique sans aucune référence au sens des variables proposi-

tionnelles.

Définition 2.3.1 Une valuation Booléenne est une application v de |'ensem-
ble des formules propositionnelles vers 'ensemble {V,F} vérifiant les condi-

tions :
1. v(-X) = -o(X)

2. 9(XAY)=0(X)Av(Y);
o(XVY)=0(X)Vo(Y);o(X > Y) = v(X) = v(Y).

Exemple 2.3.1 Considérons la valuation Booléenne v telle que v(p) =V
et v(q) = F. La formule propositionnelle ((— p) V q) a pour valuation

Booléenne :

o((=p) vVq) v(-p) Vo(q)

-0(p) Vu(q)
-(V)VF
FVEF=F

W meo
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Notation : A partir de maintenant nous adopterons la convention
suivante : Noter F (faux) par O et V (vrai ) par 1.

Définition 2.3.2 1. Une formule propositionnelle est une tautologie si
elle prend une valeur de vérité 1 (vraie) pour toutes les valeurs prises
par les variables contenues dans cette formule propositionnelle.

2. Une formule propositionnelle est une contradiction si elle prend une
valeur 0 (Fausse) pour toutes les valeurs prises par les variables con-
tenues dans cette formule propositionnelle.

Exemple 2.3.2 (a V —a) est une tautologie. (a \ —a) est une contradiction.
(a = (b — a)) est une tautologie.

Il est aisé de voir qu'une formule propositionnelle est une tau-
tologie ou une contradiction; il suffit de construire la table de vérité
correspondante.

Définition 2.3.3 Si A et B sont des formules propositionnelles, on dira que
A implique logiquement B si (A — B) est une tautologie et on dira que, A
est logiquement équivalent a B si A <+ B est une tautologie.

Exemple 2.3.3 p A g implique logiquement p. ~(p N q) est logiquement
équivalant a (- p V —q). On peut vérifier facilement que le connecteur
d’équivalence <> peut étre défini par :

A B=(A—= B)A(B—= A).

24 Théoréme de remplacement

Nous pouvons voir a l'aide des tables de vérité que I"énoncé
(p — p) est une tautologie. Si nous substituons la formule proposi-
tionnelle ((r A s) — ) a la variable propositionnelle p, nous obtenons
(rAs) = t) = ((rA s) — t) qui est aussi une tautologie. Il revient
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PSS e 118,335 St o e s -calbons, - en
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i i occurr s d’
a dire que si nous remplagons toutes les occurrences d’une Variable

propositionnelle dans une tautologie par une formule PrOpositi,
nelle quelconque; la formule propositionnelle obtenue est aygg; u:.
tautologie. Ce résultat est donné par le théoréme suivant : "

Théoreme 2.4.1 Soit A une formule propositionnelle contenant |eg vari.
ables py , p2 » .. Pn et soient Ay, Ay , ..., Ay des formules Propositiop,.
nelles quelconques. Si A est une tautologie alors la formule propositionpeyy,
B obtenue en remplagcant dans A les occurrences des variables p; (i < n) pg,
les A; respectivement, est aussi une tautologie.

Démonstration Soient A une tautologie et p1, p2,..., Pn des vari.
ables propositionnelles contenues dans A et Aj, Aj,..., A, des for-
mules propositionnelles. Soit B la formule obtenue en substituant
dans A les formules A; (1 < i < n) respectivement aux variables

propositionnelles p;. Quelque soit la valeur de vérité prise par Aj, A,,
..., Ay , B prend la méme valeur de vérité que A quand ces mémes

valeurs de vérités des A; (1 < i < n ) sont prises respectivement par
P1, P2, - Pn - Donc B est aussi une tautologie.

Exemple 2.4.1 Soit A la formule propositionnelle (a — (bAc) — a).On
peut vérifier facilement que A est une tautologie. Soit B la formule propo-
sitionnelle obtenue en remplacant dans A les variables b et c par les deux

formules propositionnelles

Ai=(-x—ylet
Az = (y — x).
B = [A1/b] [A2/c]A=(a— (~x = y) A(y = x)) = a)

B est aussi une tautologie.

Proposition 2.4.1 Soit A une formule propositionnelle contenant seulement
les connecteurs —, A, et V. Soit A* la formule propositionnelle obtenue en
changeant I'un par I'autre les connecteurs A et \/ et en remplagant chaque
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variable p par sa négation (—p) dans A. Alors A* est logiquement équivalent
a —A.

Démonstration

La démonstration se fait par induction sur le nombre n de con-
necteurs qui sont contenus dans A.

Base d’induction(n = 0)

A ne contient aucun connecteur. Dans ce cas A est une variable
propositionnelle p, A* est donc (—p). Il est évident que A* est logique-
ment équivalent a (—p).

Hypothése d’induction:

Supposons que A contient k connecteurs (k < n) et supposons
que chaque énoncé avec moins de k connecteurs vérifie la propriété.
Alors, il existe 3 cas a considérer :

1. A est de la forme (—B)
2. A est de la forme (B vV C)
3. A est de la forme (B A C).

1. B a k — 1 connecteurs. Par hypothése d"induction B* est logique-
ment équivalent a (—B), mais A est (—B). Donc A* est logique-
ment équivalent a —(B*) et comme B* est logiquement équivalent
a -B; alors A* est logiquement équivalent & -—B; c’esta dire a
-A.

2. B et C contiennent chacun moins de k connecteurs et donc B* et
C* sont logiquement équivalents a (—B) et (—C) respectivement.
A* est (B* A C¥) et il est logiquement équivalent a (—B A —C) et
donc —A.

3. B* et C* sont logiquement équivalenta (—B) et (—C) respective-
ment. A* est (B* V C*) qui est logiquement équivalent a (—B) V
(—=C) et donc ~(B A C) c’est a dire —A.
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Corollaire 2.4.1 5i py, p2,-- - Pn mtmwm proposition "
(-py V -2 V ... V —py) est logiquement équivalent a —~(p,; A e

ouk
Pn).
Démonstration
C’est un cas particulier de la proposition précédente dang laque
lle A est la formule propositionnelle (py A p2 A ... A p,) Ui

la proposition précédente pour montrer que ((—p;) A (=p2) A i
(=pn,) A (—pn)) est logiquement équivalenta ~(p; Vpov.. .y Pn)

Proposition 2.4.2 (Les lois de Morgan).

Soient Ay , Ay , ..., An des formules propositionnelles quelcongye,
alors :

L L'énoncé (mA1) V (-A2) V .. (~Ay)) est logiquement équivalent j
—'(Al AAz A e A An)

2. L'énoncé (~A; A A, A ...A —An; A

—An ) est logiquement équip-
alenta ~(A; VAV ... V A,).
Démonstration.
La démonstration de cette

Définition 2.5.1 Soient X1, X, .

. -+, Xn une list o
ndles.Onmtroduitlanotation suivant:: i v Py
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[X1, X2, - - - » Xn] dénote la disjonction X1V X v ...V X,,.

< X‘erZr-“rX" > déﬂOtElaCOn]'OHCﬁOﬂ X1 /\Xz/\.../\x,,.

Si v est une validation booléenne nous avons : v([X1,X,, ..., X,]) =1
si o(X;) = 1 pour un certain X;
ot o[ X1, X2, - - - » Xnl) = 0 sinon.

o(< Xy, X2,...,Xn ) =1siv(X;) =1 pour tout X;
et (< X1, X2, --» Xn >) = 0 sinon.

Définition 2.5.2 Un littéral est une variable propositionnelle ou la négation
d'une variable propositionnelle.

Définition 2.5.3 Une clause est une disjonction X; V X3 V ...V X, note
[Xq,X3, ..., Xnl ou chaque élément est un littéral. Une formule proposition-
nelle est dite sous forme normale conjonctive ou sous forme clausale
si c'est une conjonction Cy ACa A ... ANC, note < C1,Cp,...,Cyp > o0éu
chaque C; est une clause.

Théoréme 2.5.1 I existe un algorithme qui transforme une formule propo-
sitionnelle ordinaire en forme clausale.

Avant de décrire 1"algorithme définissons les notions de a-formule
et f-formule.

a-formule | ay ap | B-formule| B B2
XAY | X Y | o(XAY) [-X Y
<XV |-X- Y] XV¥Y { X ¥
(X-Y)| X Y| X->Y |X Y
Description de Valgorithme

1. On commence avec < [X] >. Apres avoir exécuté I'étape n €n
PrOdUisant < Dy,D,,..., Dy > otu les éléments D; sont des dis-
Jonctions et si nous n’avons pas encore la forme clausale aller
I'étape suivante :



b

ble complet d
?///%Efﬂ 8 COImpis em““ecteum

qui contient certains non littéraux’ Soit \

2. Choisir un élément D
par exemple.

(a) Si N est 7 remplacer N par Z.

(b) Si N est une ﬁ—formule remplacer N par la suite des dey

formules B1, P2-

(c) Si N est est une &
les deux disjonctions [a1/a]D; et [a2/a]D;.

_formule remplacer la disjonction D, par

Exemple 2.5.1 Donnons la forme clausale de la formule :

(a—+(b—+c))—+((a——>b)——>(a-—>c))

4 <av+(ba->c))—+((a——>b)—+(ﬂ—>f))] >

2. <[~(a—> (b—=c)) (a— b) = (a —>c¢))] >

3. <[~(@a—>(b—>c))~(a— b), (a — ¢)] >

4. < [a,~(a—>b),(a—=]],[~(b— ¢),~(a—b),(a—>c]>

5. < [a,a,a — c],[a,~b,~a,c],[b,a,—a,cl,[b,~b,—a, c],[~¢,a,—a,c],
[-b, —c, —a,c] >

6. < [a,a,—a,c],[a,~b,~a,c|,[b,a,—a,c]|,[b,~b,—a,c]|,[~c a-a,c],
[=b, —=c, —a, c] >

La forme normale conjonctive est :

(ﬂV'ﬂﬂVC)A(aV—rbV-ﬂavc)A(bv
—aVaVec)A(bV—-bV~— A
(~eva—aVc)A(=bV-cV-aVc) ) A ( bV -aVec)

2.6 Ensemble complet de connecteurs

Définition 2.6.
1 Un ensemble complet de connecteurs est un ensemble qui

est tel f
losiqutaé‘:z;lmt ule F correspond une formule propositionnelle G
¢4 F contenant que les connecteurs de cet ensemble:
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Nous pouvons montrer maintenant le résultat suivant.

Proposition 2.6.1 Les ensembles {—, =}, (-, V] et {—, A) sont des ensem-
bles complets de connecteurs.

Démonstration

On peut observer que I'ensemble { -, A, V'} est un ensemble com-
plet de connecteurs puisque, comme on vient de le voir, on peut a
toute formule F trouver une formule équivalente G contenant seule-
ment les connecteurs de I’ensemble {—, A}. Pour montrer, par exem-
ple, que I'ensemble {—, A } est un ensemble complet il suffit de mon-
trer que le connecteur V s’exprime en fonction de A et —. En utilisera
le fait que A V B est logiquement équivalent a ~(—~A A —B).

Définition 2.6.2 Soient les connecteurs | et | définis par :

rlglrlqlrlg
0|0] 1 1
01| 0 | 1
110 0O 1
12l 0 0

Proposition 2.6.2 {|} et {1} dont des ensembles complets de connecteurs.

Démonstration
Exprimons — et A ou — et V dans {|} et {}}.

nous avons :

P = pilp

pAq = (pip)l(qlqg)
-p =" p|p

pvq = (lp @]9
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Proposition 2.6.3 Les seuls connecteurs qui forment & eux seuls yn
ble de connecteurs complet sont | et |. e

Démonstration.
Supposons qu'il existe un autre connecteur que nous notergy,
. La table de vérité définissant ce connecteur aura la forme :

AxB

el e k=1 =10

=IQI=Ql™

N[ | N

Si la valeur de la derniere ligne est 1 alors toute formule cor
struite en utilisant le seul connecteur x doit prendre la valeur 1 s
les variables propositionnelles composant cette formule prennent |
valeur 1. Donc, aucune combinaison ne peut exprimer la négatio
d’un énoncé A. La valeur de cette derniére ligne du tableau doit étr
0. De la méme facon la valeur de la premiére ligne doit étre 1. Alor
nous avons :

AxB

e e k=K==l
O = Ol

O | | =

Si les valeurs de la 2°™ ligne et 3¢me ligne sont identiques a 0
connecteur * sera identique a |. Si les valeurs de ]a 2¢™e ligne et o
ligne sont identiques a 1 le connecteur * sera identique a |.

Ceci laisse deux autres possibilités :

L. la valeur de la 2¢me ligne est 1 et la valeur de 1a 3™ ligne est ’
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2. la valeur de la 2°™ ligne est 0 et la valeur de la 3™ ligne est 1.

Dans le premier cas nous avons A x B = =A Dans le second cas
nous avons A x B = =B Dans chacun des cas * pourrait étre défini en
termes de —. Mais le connecteur - (négation) ne peut former seul un
ensemble complet. Les seuls fonctions & un argument que l'on peut
exprimer en fonction de — sont la négation et I'identité. A partir d"une
formule A nous pouvons obtenir que :

—A
—|—|A
_l_l_'lA

En conclusion il n’existe aucun autre connecteur formant un en-
semble complet.
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2.7 Travaux di
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2.7 TravauX dirigés _
Exercice 1. Donner la table de vérité du ou exclusif.
Exercice 2. Donner les tables de vérité des énoncés pV
pV1. - P PAP. pyg

Exercice 3.
1. 11 est habile et intelligent.

ile mais pas intelligent.

sinon il échoue.

I'a perdue.

t pair si les deux nombres sopy

Donner la forme propositionnelle des phrases suiva
Nteg .

2. 11 est hab
3. 1l doit travailler dur,
4. 1l n’a pas écrit la lettre ou il
ombres €s
bres sont impairs.

pays sont divisés en deux catégories :
les Ti et les Vi. Les Ti mentent toujours et les Vi disent touioursl;;
vérité. On suppose chaque habitant est soit un Ti ou un Vi. Sup-
posons qu’'une personne A dit " Soit je suis un Ti ou B est un Vi’

Qui sont A et B?
Exercice 5. Une association est régie par le réglement intérieur suiv-

5. La somme de deux n
pair ou les deux nom

Exercice 4. Les habitants d'un

ant:

artl. Les membres de la direction financiere doivent étre choisis
parmi ceux de la direction générale.

art2. Nul ne peut étre a la fois membre de la direction générale et

de 1a direction de la bibliotheque ¢'il n’est pas membre dela

direction financiere.
art3 Aucun membre de la direction de la bibliotheque ne peut étre
membre de la direction financiére.
Qn ds.igne' par f‘,g,b les propositions atomiques “ étre membre de 2
direction financiére” [resp. générale], [resp.de la bibliothequel-
(a) Ecrire sous forme de clauses 1’ensemble des 3 articles du regle

valent 2
b |

ment.
(b) Montrer que I'ensemble précédent est logiquement équi

:;:r;?emble des deux propositions suivantes ( f — & & i
ger un réglement équivalent plus simple.
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Exercice 6. Vérifier par la méthode des tables de vérité que les propo-
sitions suivantes sont des tautologies :

L. "SpEp
2. ~(pAg) = (mpVq)
3. pA(@Vvr)=(pAq)V(pAr)
Exercice 7. Former la conjonction des négations des propositions : x >
3 et x < 3. Quels nombres satisfont & cette conjonction.
Exercice 8. Traduire les expressions suivantes dans le langage du cal-
cul propositionnel :
1. Si non p ou non q alors ce n’est pas le cas que p ou q.
2. Si p implique que q implique r, alors p et q ensemble implique
r.

Exercice 9. Combien de fonctions booléennes a une variable, deux
variables, n variables peut-on définir

Exercice 10. Montrer que la fonction définie par h(a,b,c) = (aVb) —
—c engendre toutes les fonctions de vérité.

Exercice 11. Donner la forme normale conjonctive des formules :

1.L.(a=b)—=>((b—c)—(a—0))

2. ((a—=>(b—c)—>((b—(a—0))))

3. (ra—=(a—b)) Ve
Exercice 12. Montrer que

1. AV B peut étre exprimé en fonction de — seulement.

2. A A B ne peut pas &tre exprimé en fonction de — seulement.
Exercice 13. Un énoncé A est satisfiable s'il existe une validation v

telle que v(A) = 1.
1. Montrer que A est satisfiable si et seulement si A n’est pas
une contradiction.

2. SoitD =L, VL V...VLy(n>4)etsoientcy, €2, ..., Cn2 des
variables propositionnelles qui n‘ont aucune occurrence dans
D. On construit E tel que :

E=(LiVLaVe)A(=cVIgVe) A(me2VLaVes) Ao A
("lC,,_:;V L"_...l VC"_z A (_‘Cn—z VL" vcl)
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Montrer que toute validation qui satisfait D peut étre étendue pq,,

satisfaire E et réciproquement.




Chapitre 3

CALCUL PROPOSITIONNEL
FORMEL

Nous introduirons dans ce chapitre la notion de systéme déductif et
de systéme formel. L'objectif est :

1. d’établir un lien (propriété d’adéquation)entre la valeur séman-
tique d’un énoncé et sa preuve dans le systéme formel.

2. de définir la consistance d’un systéme formel

3. d'introduire la notion de la propriété de complétude d'un sys-
téme formel et montrer que le calcul propositionnel est complet.

4. de présenter deux procédures de décision (calcul des séquents et
la méthode de Davis-Putnam )de la validité d’une proposition.
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Les tables de vérité (approche sémantique) permetten; 4, 4
cider si un énoncé est une tautologie, une contradiction ¢, ni I,
ni I'autre. Mais, une bonne partie de la Iogic!ue que nous Verrg,
par la suite, une telle méthode, ne peut pas lui étre appliquée, D,
la nécessité de 'approche,dite déductive, basée sur la form:elliy,ah-0

de la théorie est proposée. Cette méthode de formalisation (appelg
parfois axiomatisation) prend une place importante dans I'étude ¢
la logique et plus particulierement en mathématiques et en inforp,
tique. Il serait intéressant pour introduire cette méthode et définjr |
notion de déduction de I'appliquer au calcul propositionnel, parti
simple de la logique.

Pour spécifier notre systéme du calcul propositionnel form,
nous avons besoin d’avoir :

1. Un alphabet (I"ensemble des symboles utilisés)

2. Un ensemble de suites finies de ces symboles qui sont appelée
formules bien formées. Ce sont les phrases du langage formel.

3. Un ensemble fini de formules appelées axiomes
4. Un ensemble fini de regles : les regles de déduction”.

Définition 3.1.1 Le systéme formel du calcul proposionnel (CPF) est défir
par :
1. L'alphabet est composé de :
(a) a, b, ...z: varigbles propositionnelles
(b) -, — : symboles primitifs,
(c) (, ) : parenthéses.

(a) Chaque varigble proposionnelle est une formule bien formée.
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(b) Si A et B sont des formules bien formées alors, A — B et —B
sont des formules bien formées.

(c) L'ensemble des formules bien formées est engendré par les clauses
a) et b) ci-dessus.

3. Axiomes. Pour toutes formules bien formées (fbfs) A, B et C les for-
mules suivantes sont des axiomes du systéme formel CPF.
— (ax;) (A — (B — A))
— (axy) (A= (B—>C)) = ((A— B) = (A — C)
— (ax3) (B — -A) = (A — B)

4. Regles d'inférence appelée modus ponens (MP)

AA— B
——5— (MP)

En d'autres termes cette régle signifie : B est une conséquence directe
de A et (A — B) oi A et B sont des formules bien formées (fofs).

5. Regle de substitution.

B
A/ B (Sub)

La regle de substitution signifie que a partir d’une formule B
contenant une variable p, on peut déduire la formule [A/p]B obtenu
en remplacant toutes les occurences de p dans B par une formule A.

Remarquons aussi que les deux symboles — et — ont été in-
troduits sans aucune définition. Ici ils n’ont aucun sens précis. Ce
sont de simples marques (des symboles primitifs) intervenant dans la
construction des formules. La régle Modus Ponens est la seule régle
du systéme qui nous permet d’obtenir, a partir des axiomes, d’autres
formules appelées conclusion de déduction. Cette régle peut étre ac-
ceptée sans difficultés car elle correspond a quelques détails prés au
mode de raisonnement (de déduction) de tous les jours. Les axiomes,
au contraire, ne semblent pas intuitifs. Ce sont la partie la moins évi-
dente du systéme formel. Le choix de 'ensemble des axiomes définit
le systéme formel et détermine souvent les propriétés de ce dernier. 1l
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s formels du calcul proposionnel. Le Sys :
st parmi les plus étudiés et les plus Sim:"l
finitions de nature 3 . lq

existe plusieurs systeme
que nous utiliserons ici e

Donnons maintenant quelques dé

ce qu'est un systéme de déduction formel.

démonstration dans le calcul proposionnel esy e

Définition 3.1.2 Une
., Ay telle que A; est 50it un axigy,

suite de formules bien formées Ay, A
ou soit A; se déduit a partir de deux éléments précédants Aj et Ay avec (j;,

de la suite comme conséquence directe en utilisant la régle de déduction pp
ou soit A; se déduit par application de la regle de substitution a partir d'y,
Slément p pr'ecédent de la suite. On dit que la suite Ay, Ay, ..., Ay est upe
démonstration de Ay. La formule Ay est appelée théoréme.

Remarque 3.1.1 @) Dans la définition ci-dessus, notons que A; et Ay doiven|

nécessairement étre de la forme B et (B — Ay) respectivement.
b) Si Ay, Ag, ..., Ay est une démonstration dans le calcul proposionnel et

k<n alors Ay, A>, ..., Ay est aussi une démonstration. Ay est un théoréme.

Exemple 3.1.1 Soit la suite :

1) (@a— (b—a) (axiome 1)
2) (@a— (b—a)— ((a—b)— (@a—a) (axiome 2) + (Sub)

3) (@a—b)—(a—a) 1) +2) + MP

Cette suite est une démonstration dans CPF et la formule (a — b)) =
(a — a)) est un théoréme.
Définition 3.1.3 Considérons r un ensemble de fofs. La suite Ay, A, ..., An
de formules bien formées est une F-déduction si pour tout i (1 < i < n) nous
avons l'un des cas sutvants :

1. A; est un axiome de CPF

2. A; est un élément de r
3. A; est déduit a partir des éléments précédants de la suite comme con-
séquence directe de I'application de la régle MP ou de substitution.
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ne F-déduction est comme une démonstration dans laquelle les éléments de
 sont considérés temporairement cotrirme axiomes. Le dernier élément A, de
suite est déductible de F. Nous le noterons : F - A,

emarque 3.1.2 L'écriture - A signifie que A est un théoréme. L'écriture
I A. signifie que A est déductible de l'ensemble F.

emple 3.1.2 Montrons que {A,(B = (A — C))} F (B — C) est une
uction. IciT = {A,(B— (B — C))}

- A élément de T
- (B — (A — C)) lélément de I
A — (B — A) Axiome 1.

(B — A) 1,2+ MP.
I—(B—+(A—->C))—)»((B—)A)—-)(B-—)C))AxiomeZ.

- (B — A) = (B— C) 2,5+ MP.
+ (B — C) 2,6+ MP.

N S R N

Exemple 3.1.3 Montrons que les deux formules (A — A) et (-B = (B =

(B — A))) sont des théorémes.
Donnons la démonstration que (A — A) est un théoreme.

LEA—-(A—>A -+A))—>((A—-)(A—+A))——>(A-—->A))Axi0m€2-

2 F(A—> ((A— A)— A)  Axiomel.
3FMA—-(A—A) (A=A 1,2 + ME.
4. F(A—- (A= A)) Axiome 1.

5 F(A— A) 3,4 + MP.

La démonstration que la formule (-B — (-B = (B — A)) est un

théoreme st proposée au lecteur commie exercice.
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Proposition 3.1.1 (Théoréme de déduction).
SiTUAV BalorsT+ A — B.T est un ensemble de formules qui
peut éb
t

vide. A est une formule quelconque.

La démonstration se fait par induction sur le nombre 4
mules dans la suite qui forme la déduction de B a partir de I UeAfnr.

cas 1 B est axiome. On déduit A — B a partir de I' comme syt

1. F B axiome.
2. + (B = (A — B)) Axiomel.

3. +(A— B)12+MP.

DouT+ (A — B).
cas2 B€ I';cequjsuitestunedéductionderl—(A——> B).

i B élément de I
2 +(B—=(A—=B) Axiome 1.
3 F(A—B) 1,2 + MP.

que (A — A) est un théoréme. La dé
) servira de déduction de (4

cas 3 B = A. Nous avons vu
démonstration de la bas

monstration dans CPF de (A — A
— A) a partir de I'. Ceci termine la
d’induction.
Supposons maintenant que la déduction de B a partir de I' U Ae
une suite avec n éléments (n>1) et que la proposition est vérifiée pow
toute formule déduite de I' U A dont la démonstration est une suite de
formules ayant moins de n éléments : C’est I'hypotheése d’induction

cas 1 B est un axiome de CPE Ce cas est identique au cas 1 de la bast
d’induction.
e cas 2 précédant

cas 2 BEI‘,FI—(A—}B).C’estlemémecasquel
cas 3 B est identique a A. C'est le méme cas que lecasSPréCédant'
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\

4 B est obtenue a partir de deux précédantes fbfs et
tion de la régle de déduction MP. Ces deux fbfs doivent avoir |,
forme C et C — B et chacune d’elle est déduite 3 partirde T U A
et chacune de leur démonstration contient moins de n éléments
Par hypothese d’induction nous avons : :
r-A—Qetl'-(A—(C— B)).

3.1 5y

cas Par applica-

La déduction de (A — B) a partir de I' peut étre donnée comme
suit :

(1)

'(k) (A—=C)

| (1) (A — (C — B))

| (I+1) (A = (C = B)) = ((A = C) — (A — B)) Axiome 2.
(+2)(A—-C) —-(A—>B)1,1+1 + MP.

(1+3) (A — B) k, 1+2 + MP.

- Proposition 3.1.2 (réciproque du théoréme de déduction.)
SiTH(A — B)alorsTU A+ B.

Soit une déduction de (A — B) a partir de I'. Notre objectif est
de construire une démonstration de B a partir de I'U A.

(1)

(k) (A — B)
(k+1) A élément de T’ U A.
(k+2) B k, k+1 + MP.
Fom“‘il'e 3.1.1 Pour toutes fofs. A, Bet C nous avons =
s B), (B —3 C) - (A = C) Crest 18 Syuogismg hypothétzque.

La Preuve est comme suit :
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(1) F (A — B) hypothese
(2) (B — C) hypothese

3) FA hypothese
4) +B 1,3 + MP.
G FC 2,4 + MP.

Nous avons démontré (A — B), (B - C), A+ C
En appliquant le théoréme de déduction (TD) nous obtenons

(A—=B),B—=>C)F(A—C)

Exemple 3.1.4 Soit a démontrer que les deux formules :
1. (-B — (B — A))
2. (FA— A)— A)

La démonstration de (1) est :
(1)+ (-B — (-A — —B)) Axiome 1.
(2)F ((~A — -B) = (B— A)) Axiome 3.
3)F (-B—(B—A)) 1,2 + SH.
La démonstration de (2) est :

(A = (-=(—=A — A) = —A)) par l'axiome 1.

(=—(~A = A) = ~A) = (A > ~(~A — A)) Axiome 3.

(~A = (A = ~(~A — A))) par 1,2 + SH.

(A= (A> ~(~A—>A)) +(~A>A)—> (A (-4~
A)))) Axiome 2

(A= A)— (A — ~(~A — A)))) par 3, 4 +MP.

(~A = ~(~A — A)) par 1, 5+ MP.

(~A = —(=A = A)) = ((hA = A) — A) Axiome 3.

((-~A — A) — A) par 6,7 + MP.

hWN

® N & @
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Adéquation et complétude du CPE

Nous allons établir un lien j-;rntre la méthode des tables de vérité

athode axiomatique, appliquée au calcul propositionnel. Noyg
e.t la s profi des liens entre ces deux approches pour montrer 15
:orzrs(i)stance du calcul proposionnel formel.

péfinition 3.2.1 Une valuation de CPF est une fonction v dont le domaine
de défimition est I'ensemble des fbfs. et I'ensemble des valeurs est (T, F ). Elle
est définie par :

1. v(A) # v(—A)

2.

el 4= { 0 ssiv(A) = letv(B) =0
1 sinon

Définition 3.2.2 Une fbf A du CPF est une tautologie si pour chaque valu-
ation v, v(A) = 1.

Remarque 3.2.1 Nous pouvons constater aisement que la définition de la
notion de tautologie a I'aide des valuations est exactement la méme que celle
donnée a I'aide des tables de vérité. Les tables de vérité sont construites a par-
tir des définitions des connecteurs. Les valuations sont définies en attribuant
un "sens” ou une valeur aux marques ( — et —) utilisées dans le CPF. C'est
la toute la différence.

Ennoncons maintenant le théoréme d’adequation qui permet de
montrer que tous les théorémes du CPF sont des tautologies. Cela
signifie que les formules démontrées a partir des axiomes en utilisant
la régle de Modus ponens sont des formules toujours vraies dans le
S€ns, ou elles sont considérées comme des énoncés du calcul propo-
slonnel, elles prennent la valeur vraie.

Théoréme 3.2.1 Tout théoreme du CPF est une tautologie.
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La démonstration se fait par induction sur | longuey,
démonstration du théoréme. Il s’agit de vérifier que toys les ar. ¢l
sont des tautologies et montrer ensuite que dans une démun;: :
chaque formule intermédiaire est une tautologie. Atiop

La réciproque de ce théoréme est le théoréme de complag,
qui répond a la question : Toute formule vraie du Cp ESt*eHe::

théoréeme?

Théoréme 3.2.2 (complétude). Toute tautologie du Calcul Proposiony, s
un théoréme. '

Avant de démontrer ce théoréme nous avons besoin de démgy,
trer les résultats suivants.

Lemme 3.2.1 Soit A une formule du CPF et py, p2, P3, -.., Pk des formules
atomiques dans A et soient

P:={ pi sipi=1

—pi sipi=0

A; siAj=1
- i i
A*"{ —~A; siA;=0

Alors nous avons : p'y, p2, ... Pk F A’

La démonstration se fait par induction sur le nombre d’occurence
des symboles logiques — et — contenus dans A. 5i n=0 alors A estp
et on a bien p; F p1 et =p1 - —p1.
cas 1 Si A est —B alors B a moins de n occurences de symboles logiques

Si B prend la valeur 1 pour l'ensemble des valeurs attribuées a

p1.---Px alors A prend la valeur 0. Donc B’ est B et A” est 7A.

Par hypothése d’induction nous avons : p’y,...p’k + B ou enC?fe

p’1.--P’k F ——B. Mais =B est A’ et donc p'y,.-p’x F A Si B

prend la valeur 0 alors B’ est =B et A’ est A. Nous avons dans

ce cas p’y,--p’x F —~B etdonc py,..p'k F A"
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2 Aest (B~ C). B et C contiennent moins de symboles logiques

” A. p'1,-pP'x F B et p'1,..p’k F C’ découlent par h

que A P1 Pk P YPOthése

d'induction.

a) B prend la valeur 0, A prend la valeur 1. B’ est —B et A’ est

A PPt -B. En utilisant le théoréme I (-B — (B — C)) et

1Pk B et la régle MP. on obtient : p’y,..p% I (B = Q).

Mais comme (B — C) est A’ alors py,..p"s F A,

b) C prend la valeur 1 alors A prend la valeur 1, C est C” est A’

est A. p'1,--p'k F Cou p',..p’x b C. En utilisant le théoréme I

(C = (B = C)), p'1,--p'k F C et MP on obtient : p'y,..p"s - (B —

0).
cas 3 B prend la valeur 1 et C prend la valeur 0. A prend la valeur 0,

B’ est B, C’ est -C et A" est —A. p’y,..p"x F B et p"y,..p"x F -C.

D’aprés le théoréme :

FB—= (=C —= (B — Q).

nous avons p'y,..p’r F (B — C). Mais (B — C) est A, A’ est

donc (B — C). Finalement nous avons montré : p’y,..p"s - A'.

Démonstration du théoréme. Soit A une tautologie et soient
P1,-.Px les formules atomiques de A. D’aprés le lemme précédant et le
fait que A’ = A nous avons p’y,...p"x I A. Si px prend la valeur 1 alors
Pt P'k-1 Px - A et si p; prend la valeur 0 alors p'y,...,p"k-1, “px F
A. En appliquant le théoréme de déduction on peut écrire : p'y,...p"k-1
F(px = A) et p'y,..p°k—1 F (-pr — A). Nous obtenons en appliquant
la régle MP et le théoreme F (py — A) = (—px = A) = A) la déduc-
tion p'y,...p"k—1  A. On peut refaire le méme raisonnement avec p’;_;
et 'éliminer et puis recommencer avec p’;_ et ainsi de suite jusqu'a
obtenir |- A.

Corollaire 3.2.1 Le systéme CPF est consistant : 1l n’existe aucune formule
A telle que —A et A sont des théoremes.

. Nous avons montré que tout théoréme de CPF est une tautolo-
8e. La négation d’une tautologie n’est pas une tautologie. A et ~A ne
Peuvent étre toutes les deux des théorémes.
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3.3 Méthode de Davis Putnam pour Je &
pmpositionnel.

Le pmbléme qui nous intéresse ici est la validité de ki

i signifie que A découle de I'hypothése &

est un ensemble de propositions et A une proposition. Noys "
aisement voir d’apres les résultats des chapitres précédents g
revient 4 prouver que I’ensemble des propositions F = H U {4
contradictoire (c.a.d un sous ensemble fini de propositions de |

contradictoire).

Les tables de vérité offrent, en principe, une méthode poy,
cider de la valdité ou de la contradiction d’un ensemble de prog
tions. Mais, nous savons que 'utilisation d’une telle méthode est
lourde si le nombre de variables propositionnelles intevenant dar

formule F est trés grand.

La méthode de démonstration du calcul propositionnel for
est difficile 2 mettre en oeuvre algorithmiquement. Ceci est ess
tiellement di a I'existence d’une infinité de schémas d’axiomes et
nature de la régle d’inférence Modus Ponens.

La méthode définie par Davis Putnam, que nous introduin
ici, est destinée a prouver des théorémes a l'aide de procédure ¢
l'on peut programmer. Sa généralisation au calcul des prédicats a
stitue aujourd’hui le fondement de la programmation logique et
base de la démonstration automatique de théorémes.

Considérons P I'ensemble des variables propositionnelles, unl
téral est une proposition qui se présente sous la forme p; ou —p; &
p; € P. Une proposition C est dite une clause si C est une disjoncti
de littéraux :

C=p1Vp2V...Vp,'ij+1V...Vpn

avec pour tout i <n, p; est un littéral. Si n=0 , C est la clause vide {
sera notée C = ¢ (= faux). On admettera que dans une clause il n'y
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, methode &€ e——
3 g ; .

jtion d X .
pas de ré‘]f.t; paire (p;p'} de littéraux est dite opposée si p et p’ sont

op Posépﬂs
op . 3.3.1 Notons que les propositions sont ici écrites seulement j
gemarq" connecteurs — et V. Ces deux connecteurs forment un en-

l'ﬂide { V I Complet de Connecteurs.

semble
ta méthode de Davis Putnam pour décider si une conjonction

S:G]AGZAAGH

: 4o dauses Gi est un insatisfaite consiste a appliquer autant de fois

quil est possible les régles citées ci-dessous. Dans chaque étape la
conjonction S est tranformée en une nouvelle conjonction S’ telle que
5 est insatisfaite si et seulement si S’ est insatisfaite ou transformée en
ume nouvelle paire de conjonction S’ et S” telle que S est insatisfaite
5 et seulement si S’ et S” sont insatisfaites.

1. Régles pour clauses a un litéral.
(a) Si les deux clauses a un litéral G; = I et G; = —l occurent
- dans la clause S alors S est insatisfaite.

(b) Si la regle (a) ne s’applique pas et S contient une clause a
un litéral G; = 1, S’ est obtenu a partir de S en supprimant
toute les clauses dans S contenant ! (G; incluse) et en sup-
primant les occurences des litéraux opposés —I des clauses
restantes. Si §’ est vide, S est satisfaite.

2. Régle d”élimination. Si la regle (1) ne s’applique pas et un
litéral | occure dans S alors que son opposé (—!) n"occure pas
dans S, alors supprimer toute les clauses G; contenant /. La
_Clausel §' ainsi obtenue est insatisfaite si et seulement si S est
Insatisfaite. Si S’ est vide alors S est satisfaite.

3. Régle de consensus. Supposant que les deux régles (1) et(2) ne

Sappliquent pas. 11 existe donc un litéral ! et son opposé —/ qui
Ccurent dans S. Alors S peut se mettre sous la forme :



4

42 3.3 Méthode de Davis Putnam pour le calcyj

%
(AIVI)/\.../\(A,,VI)/\ WS.

(ByV-I) Ao A (B V =l)A

R]_ A ‘e A Rp 3
Les clauses A;, B; et R; ne contiennent ni [ et ni -/, A}, [
avons les conjonctions S' = (A1A...ANAp)A Ry A, rs“% ﬁ

" = (BiA...A Bm)A Ry A...ARp. alors S est msathalt
seulement si (S’ v §") est msahsfaxte

Exemple 3.3.1 Soit la formule :
= (p1(a) V p2(b)) A—p2(b) A (=p1(a) V p2(b) V —p3(a))
En appliquant la régle 1b sur —p2(b) on obtient :
p1(a) A (—p1(a) V —p3(a))
En appliquant la régle 1b sur p1(a) on obtient :
~p3(a)

Finalement en appliquant la régle 1b sur —p3 (a) on obtient k

clause vide, ce qui implique que S est satisfaite.

Exemple 3.3.2 Soit la formule :

(avb)/\(av—vc)/\(—-aVc)/\(-»av-rb)/\(cv—rb)/\(—wc\/b)

Par régle du consensus sur a
bA-cA(cV-b)A(~cVbB) cA-bA(cV-b) A (—cVb)

—c A c (par 1b sur b) —-b A b (par 1b sur c)
contradiction (par 1a) contradiction (par 1a)
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3.4 Calcul des Séquents

péfinition 3.4.1 Un séquent est une paire < T', A > d'ensembles finis de
ﬁmnules.

Habituellement, un séquent < T, A > est écrit T' - A.
SiT = {A1,Az ..., An} et A= {Bi, ..., By} alors le séquent
{Ay,..-,An} F {Bu,..., By} sera écrit simplement :

Al,...,AnI—Bl,...,Bk

Soit X une formule, I' et A deux ensembles de formules nous
écrirons :

IXFAaulieudeT'U{X}F A.
F A au lieu de @ I A.

La sémantique d'un séquent est donnée par la définition suiv-
ante :

Définition 3.4.2 Soit v une validation définie de I'ensemble des séquents
vers I'ensemble {0,1} des valeurs de vérité. Alors nous avons :

(T A) = 1si v(X) = 0 pour un certain X € T ou v(Y) = 1 pour un
certain Y € A.

Ceci revient a considérer que le séquent I' - A est interprété par
la formule -

(AyA...AAp)F (By V...V Bi).
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Définition 3.4.3 Les axiomes et les régles d'inférence du calcul des g4

sont : Fuien,
(Axiome) X F X.

A X XA :
EoXEg () AT & Wb
rLX,YFA FAX THAY
RXAYFA(A_ymmd TEAXAY  \~dni)
XA TLYFA TFAXY
LXVYFA (v — gauche) FFA XvY (v~ droi
PeAX [LYFA ILXFAY ,
T XS YFA (— —gauche) FFAX oY (— —droit)
Dans un régle, par exemple (— —droit), le séquent I', X - 4,Y

est appellé prémisse de la régle et le séquent I' - A, X — Y la conclu-

sion de la régle.

Exemple 3.4.1 Soit la formule ~(PAQ)F (-PV ~Q). Sa preuve dans le
calcul des séquents est la suivante :

Lrrr

3, PR bR
5P,QFPAQ

6.0F PAQ,—P
7.F PAQ,~P,~Q

8. ~(PAQ) F =P,=Q

9. ~(PAQ)F -~PV-Q
10. ~(PAQ) F (FPV=Q).

2.0FQ.
4.P,QFQ

Sous forme d'arbre la prewve sera présentée par :
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14 —
prf . QrQ :
POFP, POFO (Axiome)
’ Q|_P/\Q'—|P (/\—dro:t)

(= — droit)
FPAQ,-P,~

-(P A Qc)2 - =P, SQ b “gavene)
~(PAQ)F =PV -0 (V — droit)

Les régles du calcul des séquents sont appelées introductions
quand elles sont utilisées de haut en bas, et éliminations quand elles
sont utilisées de bas en haut.

On dira qu'une régle est correcte si elle ne change pas la va-
lidité des formules . Plus précisement, si les séquents de départ sont

valides, alors les séquents d’arrivée sont valides. Nous allons main-
tenant énoncer les deux lemmes suivants :

Lemme 3.4.1 Les régles d'introduction du calcul des séquents sont cor-
rectes.

Lemme 3.4.2 Les regles d'éliminations du calcul des séquents sont cor-
rectes.

~ Cedi se traduit par I'équivalence des séquents inférieurs et des
Sequents supérieurs des régles ci-dessus. Nous admetterons ici les
deux lemmes sans les démontrer.

Une preuve en calcul des séquents se présente comme un arbre
dont Jes feuilles sont étiquetées par des axiomes, la racine est éti-
duetée par Je Séquent ¢ prouver, et les noeuds internes sont étiquétés
Par le séquent inférieur obtenu par applicalication d’une régle d'in-
"oduction, Pour démontrer une proposition F, il suffit de montrer le
muent FF.Un séquent I' - A est valide si et seulement si il posséde

Preuve dang le calcul des séquents ci-dessus.

Sujy, Nova admetterons, aussi, sans démonstration les deux théorémes
antg -



) '

3.4 Calcyl des SéQu
N

Théoréme 3.4.1 Si X est un théoréme du calcul des s

équfnfs ﬂl{)}'s X’
une tautologie. \

Théoréme 3.4.2 Si X est une tautologie alors X est yn théoréme g4y, cal,
des séquents.
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35 Travaux dirigeés

ercice 1. Montrer que les formules suivantes sont des théoremes -
xe ? ;

L A-(A—B)—B)

2 pé((paq)*((P—’Q)—’q))
3 p— @204 —(p— 1))
4 A- (~A— B)
5. ~A = (B A)
6. A=A
7. Ao A

Exercice 2. Soit CPF* une extension de CPF obtenue en ajoutant un qua-
triéme axiome :
(A —= B) = (A — -B)).
Montrer que CPF* est inconsistant.

Ezcercice 3. Montrer que si B est une contradiction alors B n’est théoréme
d’aucune extension consistante de CPF.

Exercice 4. Montrer en utilisant la procédure de Davis-Putnam que les for-
mules suivantes sont des tautologies.

1. (P—)(Q—}R))-a((P-—)Q)—)(P—)R))
2 ((P+Q)— (P> R)) > (P—(Q—R))
3 (P-Q)Vv(Q-R)

Exercice 5, Donner les preuves dans le calcul des séquents des formules :
LX>(r>x)
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2. (PD(QDR))D((PDQ)D(PDR))
3. (ﬂx:ﬂr)n((ﬂX:)Y)DX)

4 (X2Y)2X)DX

5. (B> -A) D (ADB)

Exercice 6. Montrer que si I' = A, -X est un théoréme dans le calc

séquents alors T, X — Aest aussi un théoréme.

Exercice 7.
1. Appliquer la méthode de Da
suivante est valide : ((pAq) A (gAT)
pliquer le calcul des séquents pour montrer que la formule suivap,

vis-Putnam pour montrer que la form,
)= (p— (g77))

2. Ap

est valide :
(2= (@A (rVs)A(-gV-r)) D (p2s)

axiome 3 du systéme propositionnel introduit dang

Exercice 8. Montrer que I
(~B — -A) = ((—B = A) — B) sans

ce cours peut étre remplacé par

modifier 'ensemble de théorémes.
ns I'axiomatisation L suivante du calcul propositior

Exercice 9. Considéro
d’inférence la régle Modus

nel(Lukasiewicz). L posséde comme seule régle
Ponens et comme axiomes les axiomes suivants :

1. (A A)— A

2. A— (A — B)
3 (A—>B)—+((B-—>C)—>(A~+C))

Montrer que tout formule bien formée F de L est un théoréeme si €

seulement si F est une tautologie.

Exercice 10. Implémenter la procédure de Davis-Putnam en Lisp ou caml



Chapitre 4

Calcul des Prédicalts du
premier ordre.

Le calcul des prédicats est une extension plus expressive du cal-
cul propositionnel. L'objet de ce chapitre est de définir la syntaxe du
langage du calcul des prédicats et de :

1. Définir les notions de variables libres et variables liées
2. Définir la notion d’interprétation ou modele

3. Introduire les notions de satisfaction et de validité d"une for-
mule.

4. définir un systéme déductif pour le calcul des prédicats

5. décrire la procédure appelée méthode résolution pour montrer
la validité d’une formule.
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4.1 Langage du calcul des prédicats.

Le calcul des prédicats est considéré comme une exten;
el qui offre la possibilité d’introduire gy, on g
m

calcul propositionn
bles propositionnelles d’autres variables , 3

temps que les varia
tenant 4 un domaine arbitraire (ensemble d’entiers, de réels g, d?a:.
0h

jets quelconques). Cette extension est obtenue grace a Vintrodyy
des deux quantificateurs JetV. U
La formule JxP(x) se lit : Il existe X € D tel que P(x) est vryj,
la formule VxP(x) se lit : Pour tout X € D, P(x) est vraie. L’ensembi
D est ici le domaine de définition du prédicat P.
Avant de définir le langage du calcul des prédicats i.e I'ensem;
des formules bien formées (correctement écrites) nous allons d’aboy;

préciser :

1. L'alphabet du langage du calcul des prédicats est composé de:
x1,X2, ... les variables
ai,da, ... les constantes
PP, ... les prédicats
fifas .. les fonctions
-, = les connecteurs
3,V les quantificateurs

2. Les termes. Les termes du calcul des prédicats (CP.) sont défini

comme suit :

(a) Les variables et les constantes sont des termes.

(b) Si f; est une fonction a n arguments du CP. et t1, t2, _—
sont des termes alors fi(ty, tp, .. ., ty) est un terme du CP.

(c) L’ensemble des termes est engendré par les clauses (a)'

(b).

Exemple 4.1.1 x;, fi(x;), g2(x,f1(x;)) sont des termes.
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LR (formule atomique).

ni“o " . £ 911
b Une formule atomique du CP. est définie par .

) esl un prédical i.e une fonction définie d’un domaine p vers I'ensemple
a " <
§ Il,}! ol S sont des termes alors Pi(ty, by, ..., 1,) est une formuyle
o 4
Hh)ﬂllqm"

sefinition 4.1.2 (formules bien formées). Les formules bien formées (oy
:‘wmuh‘ tout simplement) sont définies par :
armule

1. Chaque formule atomique est une formule bien formée.

2 Si A, B sont des formules bien formées du CP. alors —A, (A — B),
(Vx)A, et (3x)A sont des formules bien formées.

3. L'ensemble de toutes les formules bien formées est engendré par les
clauses (1) et (2).

Exemple 4.1.2 Les formules suivantes sont des formules bien formées :

1. F =VxA(x) = (Vy((P(f(x),0) — (P(g(y),b)))
2.G = (P(f(a), b)) = Vx ((=P(x,0)) A P(f(x),g(x, f(x))))

42 Notion de variables libres et de variables
lides

Dans la formule VxA la formule A est dite champ du quantifica-
te“f V. La variable x est dite variable quantifiée par le quantificateur
Universel V. Les positions occupées par la variable x dans la formule
. Sont appelées occurences de x. Dans la formule précédante F la
Variable x posséde deux occurences.

[.)éﬁl?iﬁon 4.2.1 Une occurence d'une variable x dans une f c.,rmule es; ?:)t:
° elle possede une occurrence dans le champ d'un quantificateut

4 1 s
Ian::: "S cette formule. Si une occurrence d'une variable n'est pas liéc, elle es
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Exemple 42.1 F = VxA(x) = (WW((P(f(2),0) (P(g(y)

[.a premiére occurence de la variable x est liée par |
df:uxiéme occurence de la variable x est libre.

b))

Uant;
q ntific, "
mais la [

Définition 4.2.2 Soit A une formule du calcul des prédicgyg |,
est libre pour la variable x dans A si aucune occurence [ipy, de M

' : ' tificateur (Yy) oit y est - ang
n'appartient & un champ d’un quan ifi Y) ot y est une v"’lﬂbl%:q
t.

Exemple 4.2.2 le terme f(x,v) n’est pas libre pour y dans Ia formule .

VxP(x,y) — VzQ(z,x).

Le terme g(w,z) est libre pour y dans la formule VxP(x,y) — V2Q(,,

4.3 Interprétation

On attribue un "sens" (une valeur de vérité!) a chacune des fy.
mules en “interprétant” les différents symboles (fonctions, prédicats)
les constantes et les variables. Ainsi, pour une formule particuliér,
nous pouvons obtenir plusieurs interprétations dépendant du sen
que lon donnera aux symboles de cette formule. Considérons par
exemple la formule Vx3yP(x,y). Placons nous dans l’ensemble de
entiers naturels (c.a.d x, y € N) et interprétons P(x,y) comme étant
la relation “ x < y”. Pour cette interprétation la formule devient
Vx3y(x < y). Remarquons qu’il est aisé, dans ce cas, de voir si cette
formule est une proposition vraie ou une proposition fausse.

Définition 4.3.1 Soit une formule F du CP telle que :
~ {Py,... P, } sont les prédicats contenus dans F.

~ 1R, ... F } sont les symboles de fonctions contenus dans F.
- {al', -« - Ay | sONt les constantes contenues dans F.
Une interprétation 1 de F consiste en Ig donnée :
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4"/’/"?”58'”%;;" vide D; appellé le domqine de ] ’interprétah-on I

1. dun ignation d; € Dy & chaque constans, a;.

g, d'une as:,'gnafion d’une relation n-gire R; a Chaque

3 d:u:: ::s ignation d'une fonction n-aire f

" i:ire E;

pr édwﬂf n-aire Pi-
@ chaque sympyie 4, foction

le 4.3.1 Soit la formule (Vx)(Vy)( 32)P(f(x,y), 2). Pour it
z::' ﬁl:mule nous devons spécifier chacun des gl

ts du quadrupld car-
¢risant la définition d'une interprétation. Soit par exemple -
act

1. D = N l'ensemble des entiers naturels.

2 Assignerdlafonctionf,lafonctionfmxu._)n
X+,

3. Assigner au prédicat P, Ia relation Sutvante :
R:NxN— N definie par R(x,y) = “x = y".

deﬁnie parﬂ'x,y) - —

44 Satisfaction, Valeurs de vérité

La formyle p

récédante (Vx)(Vy)(Eiz)P(f(x,y), z) interprétée dans I de
l'EJ(IE?mple pr '

€cédent donne 13 formule : (Vx) (Vy)(3z)(x +y = 2).

Nous mmarquons quil nous est plus facile de dire si cette derniére

formy]e Prend toujours la valeyr vraie ou la valeur fausse ou bien ni
I'une ni 'aytre.

Pour pouvoir, dans le cas général, décider dela vztleur ,
;l it d'une formule nous introduisons les notions de valeur d’une
e dans yne interprétation I,

i i i 1 (AT
Etéﬁmhon Y41 Soit A une formule du calcul des prédicats et soit lf:;n :
p “TPrétation, "€ valeur v(A) dans 1 est définie d abord ;: mr:nnpw o
s"dque Constante a; de A ﬁar un élément d; de I et par in _ "
Titure go 4  comme syt .
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| "
i T ssi R.(v(t " -
» ) = e ' I’ ' oo
1 5i A ™ ”Hlf RY, fu) ﬂlﬂrﬁ fA) = ) PS,D'
dans Dy .
i A w (- B)alors o(A) = w(B). |
it -0(B) ou bien v(A)= v(C),

. A) =

A w B C) alors U :

e vx)B alors v(A) = T ssi pour tout ¢ € Dy (B) =T,
4. A = (Vx)B alors

) Yy Ply) — (a = y). Soit N, ['p,

t la formule G : Yy P(y) , v ! Chiseny
?xem r(l::n::m‘f;: h' d{: maine d'interprétation. Soit v une validatioy,
des enhier: g

nque sur N telle que v(P(y) = Py(v(y). Il y'a deux cas a dist inguer .
CONGUP ¢

1. Si v(P(y))= 0 alors v(~P(y)= 1 et donc v(G) = 1.
2. Si v(P(y) = 1 alors v(y = a)= 1 oir a est la valeur de y pour lague

v(P(y)= 1.

Définition 4.4.2 Une formule A est vraie dans une x'fwterpré!a'tion I'sivfy
= T dans 1. Une formule A est dite satisfaite s'il existe une n'rterprétatiou
I'telle que A est vraie dans 1. Une formule du calcul des prédicats est dite
valide si elle est vraie pour toute interprétation. Elle est dite non valide s
existe au moins une interprétation pour laquelle la formule n’est pas vrape
(fausse) ou posséde un contr-modele. Une Jormule du calcul des prédicats e
dite insatisfaisable si elle est fausse pour toute interprétation.
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Supposons que nouS aVons I = A ‘st w(A) = 1 dans 1. Sejt &

, constante occu.rﬂa.ﬂt dan.s A. Donc v et chaque validation V' x-

sivalente 3 v satisfait aussi A car toute validation satisfait A dang

iqDonC v ([d/x1A) =1 pour tout d € Dj et par définition v(V x A) =
1: Dot I | VXA. La réciproque I |= VxA — I |= A est immédiate,

Lemme 4.4.1 Une formule A est valide ssi ~A est insatisfaisable.

La démonstration de ce lemme est immédiate et elle est laissée
comme exercice au lecteur.

Exemple 4.4.2 Montrons que la formule

VxVy [(x # y) V P(x,y) V ~P(y, x))]

est valide. Il y'a deux cas a distinguer quelque soit l'interprétation 1 consid-
érée

1. x=y.

P(x,y) V —~P(y,x) devient P(x,x) V ~P(x,x) et donne toujours la valeur
vraie a la formule.

2. x#vy.

Dans ce cas x # y donne toujours la valeur vraie a la formule consid-
érée.

45 Calcul des prédicats formalisé

Les symboles du calcul des prédicats peuvent étre interprétés de
différentes manieres. Mais dans ce qui suit , nous nous intéresserons
Seulement aux aspects formels du langage contrairement a ce qui
été fait précédement concernant les propriétés dépendant d’interpré-
tations particuligres. Dans le systtme formel que nous allons définir,

Nous montrerons des propriétés importantes telles que la consistance
etle théoreme de complétude.
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4.5 Calcul des prédicats fﬂl’m
\mﬁg

Définition 4.5.1 Soient A,B.et C des formules d’un langage dy, ,,.. .
dre. Les axiomes du calcul des prédicats formel sont : Premier o,

(ax1) A —(B— A)
(ax2) (A= (B —>C) (A= B) = (A = Q)

(ax3) (-~ B — ~A) = (A — B)

(axd) VxA — A si x n'est pas libre dans A.
(ax5) VxA(x) — A(t) si le terme t est libre pour x dans A(x)

(ax6) Vx(A — B) = (A = VxB) si x n’est pas libre dans A,

Les rgles de déductions sont :

(Modus Ponens) A, A — B+ B
(Généralisation) A F VxA oi x est une variable quelconque.

Remarquons que les axiomes du calcul des prédicats ci-dessys
sont des axiomes schemas. Chacun d’eux remplace une infinité d

formules appelées instances.

Exemple 4.5.1 Les formules (p — 1) — (p—=>p)—>(p—r1)e
(a = ((b — c) — a)) sont des instances de I'axiome (ax1). ,

e l'ensemble des axiomes du calcul des :

Remarquons aussi qu
itionnel. Les

prédicats inclut I'ensemble des axiomes du calcul propos
nouveaux axiomes introduits concernent les propriétés immédiates

du quantificateur V que I'on utilise pour dériver (démontrer) certaines
formules a partir d’autres. La définition de la notion de démonstra-
tion dans le calcul des prédicats CP étend celle donnée dans le chapitre

qui concerne le calcul propositionnel.
Définition 4.5.2 Une démonstration dans le calcul des prédicats formel est
une suite de formules Ay, Ay, - . An telle que :

1. A; est un axiome ou
2. A, se déduit @ partir des éléments précédents de la suite par I'applica-
tion de le regle Modus Ponens oil de la régle de généralisation .



icats formalisé
g5 ool des PIEC2 D

Gi I est un ensemble de formules, une déduction i part: PR
suite de fmmules Py, Py, ... Py telle que : partir
1. P; est un axiome ou un élément de T ou
3. P; se déduit a partir des éléments précédents de la suite par I'applica-
tion de la regle Modus Ponens ou de la régle de généralisation.

Une formule du calcul des prédicats est dite théoréme si elle est Ia
derniére formule d"une certaine suite de formules qui forme une démonstra-
tion.

Notation. “F A" exprime que A est un théoréme. “T - A" ex-
prime que A se déduit a partir de I (Ici A n’est pas un théoréme, la
formule A se déduit de I’ensemble des formules de I).

Définition 4.5.3 Une formule A du calcul des prédicats est une tautologie
s'il existe une formule Ag du calcul propositionnel telle que A est obtenue a
partir de Ag par substitution de certaines variables propositionnelles par des
formules du CP et Ay est une tautologie.

Exemple 4.5.2 Soit la formule VxA(x) — (3yB(y) — VxA(x)). On voit
bien que cette peut étre obtenue en substituant dans la tautologie a — (b —
a) a par VxA(x) et b par IyB(y). La formule est donc une tautologie.

Proposition 4.5.1 Si A est une tautologie alors, A est un théoréme du calcul
des prédicats.

A est une tautologie du calcul des prédicats alors, il existe une
formule A, tautologie du calcul propositionnel telle que A est obtenue
Par substitution des variables propositionnelles de Ag par des for-
mules. La démonstration de Ay dans le calcul propositionnel formel
peut étre transformée en une démonstration de A dans le calcul des
Prédicats formel. On observera que les axiomes schemas (ax1), (ax2)
et (ax3) sont communs aux deux systémes qui posédent la méme régle
de déduction MP (Modus Ponens).
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%l'
Proposition 4.5.2 Toutes les instances des axiomes schemygg - N
(ax6) sont logiquement valides. £,

58

Pour l'axiome (ax4), considérons une validation v d'tne

prétation I du CP. Supposons que v satisfait VxA, alors par 4, ; n‘::n
toute validation v’ x-équivalentea v satisfait A. C’est 3 dire onte on
idation v’ telle que v(y) = v'(y) pour tout y différent de x saﬁsfai::l
Pour toute valeur de x, v satisfait A. Donc, chaque validation v Sati;
fait (YxA — A) qui est donc logiquement valide. Pour I'axiome (a5
considérons un terme t tel que x ¢ t et une validation v. I] sy, &

démontrer que si v satisfait VxA(x) alors, v satisfait A(t).

Proposition 4.5.3 Pour toute formule A du calcul des prédicats; si - 4
alors, A est logiquement valide.

La démonstration se fait par induction sur le nombre n de pas
dans la démonstration de A.
Base d'induction. Si n = 1 alors A est un axiome du CP. et donc, A est
logiquement valide par la proposition précédante.
Hypotheése d’induction. Supposons que A a une démonstration den
étapes (n>1) et que tous les théorémes ayant une démonstration de
n-1 étapes sont logiquement valides. La formule A apparait dans la
démonstration, soit comme axiome, ou soit comme conséquence des
précédantes formules dans la démonstration de I’application de la
régle MP et/ou de la régle de généralisation. Si A se déduita partir
deBet(B— A)et que chacune de ces deux formules est logit.j[lh‘zﬂ‘lf-’Ilt
valide par hypothése d‘induction. I découle immédiatement que A
est aussi logiquement valide. Si A se déduit par application de la régle
de généralisation a partir d’une formule C qui est logiquement valide

par hypothése d’induction. A identique a VxC est aussi logiquement
valide.

Corollaire 4.5.1 Le Calcul des prédicats du premier ordre est consistant:
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Gupposons quel'ona: FAeth < A, Alors A et - A sont bogique:
ment valides, ceci découle de la proposition précédante, A et ~A ne
,vent btre valides ensemble par la définition méme de la négation,
Notre hypothese est contradictoire et nous naurons jamais - -A et
FA.
Maintenant, nous souhaitons montrer dans le calcul des prédi-
ats, 'analogue du théoreme de déduction que nous avons rencontré
dans le chapitre consacré au calcul propositionnel. Mais, nous remar-

querons déja que le théoréme de déduction dans CP ne peut étre mon-
iré sans certaines restrictions. Par exemple nous avons :

A VxA. (regle de généralisation)
I A — VxA (en appliquant I'analogue du théoréme

de déduction.)

Cette démonstration donne la formule A — VxA comme un nou-

veau théoréme. Mais remarquons que si x € FV(A) alors, la formule
A — VxA n’est pas valide.

Théoréme 4.5.1 (Théoréme de déduction). Soient A, B deux formules
et T un ensemble de formules du calcul des prédicats. SiT U {A} - Bet la

démonstration ne contient aucune application de la régle de généralisation
sur une variable libre de A alors, T' - A — B.

La démonstration se fait par induction sur le nombre n des for-
mules dans la déduction de B a partirde T' U {A}.

Base d’induction. n = 1, B est un axiome ouB=AouB €I
Nous déduisons I' (A — B) exactement de la méme maniére que
pour la démonstration correspondante dans le calcul propositionnel.
Hypothese d’induction. n > 1. Supposons que si F est formule dé-
duite de I' U {A} sans utiliser la régle de générarlisation sur une

variable libre dans A dans la déduction contenant moins de n for-
mules alors I' - A — B.
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B et * g,
tes par la

tp lz::ﬂ:nréme que celle donnée dans le cas dy, mh‘:g

.ome ou B = AouBE€eT. La déﬂ-m.mtraﬁonesth
o ée dans le cas du calcul propositionnel. Cag .
.d onl:me: formule précédante par généralisation, Don
B est ¥xC ou C apparait dans la dédl.lcﬁoﬂ I 'U {A} F (A - C). Py

est Jinduction T F A — C puisque iln y a aucune aPPht_?ahon
e dm énéralisation sur une variable libre de A. Aussi x p,
de la réglii b‘-’ %ians A car, 'application de la regle de généralisatiy,
daz;?:fiéd::ﬁon de B a partir de ru{A} se.fa'it sur la variable
La déduction de (A — B) a partir est comme suit :

Cas 1. Bse déduit a
La démonstration €3

1 -

- _déduction de (A — C)a partir de T
(k) (A— C) Sl

k+1) Vx(A—C) (k) + régle de généralisation.

k+2) Vx(A—C)— (A— VxC (ax6).

(k+3) A — WxC. (k+1),(k+2) + MF.

Nous avons donc I - (A — B).

Corollaire 5.2 SiT U {A} I B et si A est fermée alors, T (A — B)

La preuve de ce corollaire est a faire comme exercice.

Corollaire 4.5.3 Soient A, B deux formules, I un ensemble de formules du
calcul des prédicats. Si T+ (A — B) alors T U { A} - B.

1 Il suffit d"adapter celle décrite dans le cas du calcul proposition-
nel.

Exemple 4.5.3 Cet exemple donne la démonstration des deux théorémes
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(A = VxB) 2 Vx(A — B)si x & FV(A) et Vx(A — B) - (3,4 .
wB)-
1 Six ¢ FV(A) alors - (A — VxB) — Vx(A - B).

1.+ (A = Vx B) hypothese
2+VYxB— B (axiome 4)

3+ (A—B) 1+2 +SH

4+ Vx (A — B) 3+généralisation

5+ (A = VxB) = Vx(A — B) 1,3+Théoréme de déduction.
2.+ Vx(A — B) = (3xA — 3xB).

a)t-Vx(A— B) hypothése

b) - Vx —B hypothése
¢)FVx (A — B) = (A — B) (axiome 4)
d+(A—B) a+c+MP

e) - (A = B) = (-B — —A) tautologie.
AE(-B—-A) d+e+MP

g) + (¥x ~B)— (—B) (axiome 4)

h) - -B b,g + MP

F-A fh + MP

i)+ Vx-A a + i +généralisation

Ceci démontre {Vx(A — B),Vx—B} I (Vx A). Par application du
théoreme de déduction nous obtenons :

11Yx(A—B) - (vx —B) — (Vx ~A) car x ¢ FV(Vx~B).
12+ ((Vx—,B)__} Vx-A) = (—‘l(vx_‘A)_) -—.Nx-—lA)) tﬂutotogie»

Et finalement : + Vx(A — B) — (3xA — 3xB).

I*l_fst utile, dans Ia pratique, d’introduire le connecteur d'équivale;:ce
B sera définj par : PR N identique a -1((A —+B) — —1(B = ))
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Proposition 4.5.4 Soient A et B deux formules biey e
prédicats, - A « B est équivalent 2 - (A — B) et (g < A) %‘n

1.+ =((A =B) = ~(B = A)) Par h

2.+ ~((A =B) = ~(B =+ A)) = (A — B) Tautologie
3.F ~((A -B) - ~(B = A)) = (B — A) Tautologje
4.+ (A - B) 142 + Mp
5.F(B = A) 143 + Mp

Pour montrer la reciproque (<) il suffit de vérifier que :

(A—}B)—+((B—>A}—+—u((A—>B)—+ (B — A)))
est une tautologie.

Définition 4.5.4 Si A, B sont des formules du calcul des prédicats et - 4
> B alors, A et B sont dit équivalents.

Proposition 4.5.5 Si A, B et C sont des formules du calcul des prédicats
etsiAestontéquimientsetBetCsontéquimlentsdors,AetCsmr
équivalents.

Cette derniére Proposition sera trés utile dans le cas o1 nous aurons
besoin de montrer que deux formules sont équivalentes. Nous aurons
a étudier aussi quelles parties d’une formule peuvent étre substituées
et de quelles manieres interchanger les noms de variables.

Proposition 4.5.6 S; X; est libre dans A(x;) et X;j est une variable qui n'a
aucune occurence libre ou lie dans A(x;) alors |- Vx; A(x;) & Vx; Alxy)

X; est libre pour Xj dans A(x;) et Xj est libre pour x; dans A(x;).

L. FVx; A(x;) Hypothese
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o= —
) bV A(x;) = Alx;) Axiome 5

8 VX A(x;) 3 + regle de généralisation

5.+ Yxi AlG) = Vxj A(Xj) puisque x; n'est pas libre dans Vi A(x;)
Ft de la méme maniére nous obtenons :
+ VX}' A(X,‘) =y VXI' A(x,-)

et donc : F Vx; A(x;) < Vx; A(x;)

Cette proposition montre que I'on peut changer le nom des vari-
ables liées dans une formule et obtenir une autre formule équivalente

i la premiere formule. L'utilité de cette proposition, nous la verrons
dans la suite.

Proposition 4.5.7 Soient A une formule et yy, ..., Yn les seules variables
libres de A. Alors &~ A si et seulement si - Vy1,...VynA.

(=) La démonstration est par induction sur le nombre des vari-
ables libres dans A.

Base de I'induction : n = 1. Nous avons FA alors par application de
la régle de généralisation nous obtenons F Vy; A(y;).

Hypothése d’induction : n > 1. Supposons la proposition est
Vraie pour toute formule avec n — 1 variables libres. Considérons la
formule (vy,,)A qui a n — 1 variables libres. Nous avons :

FAparla regle de généralisation et

-V Y1...Vy, 4 VynA par hypothése d’induction.

R"'*‘TipTOquel:m-‘:nt supposons que - Vyj ... Vyu—1 Vy,,f.\ et mo:l'n-
-0 que - A. La démonstration est immédiate par inducno.n sul'5 e
"ombre n des variables y; (1<i <n) et par application de l'axiome >.

ly)éﬁniﬁon 4.5.5 Si A est une formule contenant les seules variables libres
P

ture
" Yn alors, la formule Vy, ... Vy,_1 VynA est appelée la fermetu
Universelle g 4
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4.6 Forme normale prénexe d’une formyje

Nous allons décrire maintenant comment transformer les for
mules sous des formes spéciales appelées forme normale Prénexe .
jonctive et forme normale prénexe disjonctive. L'utilité de ceg fo
normales réside dans le fait qu’elles permettent de mettre en évideng,
certaines relations logiques qui ne sont pas évidentes A voir SOUs Jeg
formes habituelles des formules.

Définition 4.6.1 Une formule est dite sous forme normale prénexe Conjone.
tive si elle est de la forme :

(Qui)(Qu2) ... (Qua)([A11 V Arz...V Ay,
AriA[Am V Ama V...V Apg))

oit  est soit le quantificateur 3 ou soit le quantificateur ¥, les v; sont
des variables distinctes qui ont une occurrence libre dans les Aij. Chagque A;
est une formule atomique ou une négation d’une formule atomique.

Exemple 4.6.1 La formule : Vx3y {[-p(x) V p(x)] A [g(y) Vp(a)]} est
sous forme normale prénexe conjonctive.

Théoréme 4.6.1 Toute formule du calcul des prédicats peut étre transformée
en une formule équivalente sous forme normale prénexe conjonctive.

Soit F une formule quelconque. Nous allons construire une for-
mule F’ sous forme normale prénexe conjonctive en remplacant suc-

cessivement des parties de F par des formules équivalentes. La con-
struction de F’ se fait en Plusieurs étapes.
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2. Changer le nom des variables liées. Prendre la partie 15 plus
gauche de la formule F sous la forme YvB(v) ou AvB(v) telle que
v a une occurence dans une autre partie de formule F (libre oy
liée). Remplacer 3vB(v) ou VvB(v) par 3viB(v) ou Vv;B(v). La
variable v; est une nouvelle variable.

3. Eliminer les connecteurs autre que V, A et . Remplacer A — B
par—\AVBEtAHBpaI‘(_'AVB)/\(ﬂBVA).

4. Déplacer les connecteurs a I'exterieur de la formule. Remplacer :

JvA(v) VB par v [A(v)V B]
BV 3vA(v) par v [BV A(v)]
B V VVvA(V) par Vv [BV A(v)]
IvA(v) A B par v [A(v) A B]
B A 3vA(v) par 3v [BAA(v)]

JvA(v) V B(v) par 3v [A(v)V B(v)]
VvA(v) A VvB(v) par Vv [A(v)V B(v)]
5. Appliquer la distributivité de A par rapporta V ; remplacer
(AAB)VC par (AVC)A(BVQ)
AV(BAC) par (AVB)A(BVC)

La formule ainsi obtenue est la formule F’ recherchée.

Exemple 4.6.2 Soit la formule F :

Vx [(Vyp(x) V Vzq(z,y)) = ~Vyr(x,y)].

Sa forme normale prénexe conjonctive est obtenue en appliquant la
procédure précédante :

1. Eliminer le quantificateur redondant Vy :

(Vx) [(p(x) V (V2)q(z,y)) = ~(Vy)r(x,y)]
2. Renommer la variable y :

Vx{(p(x) v (V2)q(z,y)) = ~Vyar(x,y1)]
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3. Eliminer le quantificateur -

Va [~(p(x) A 3z-q(z,y)) V 1T (X )]

4. Déplacer gauche le quantificatenr - i

Y3y, [~(p(x) A (2 ¥) V ()]
5. Distribuer A par rapporta V

vadz3y; [~(p(x) V ~r(x, 1)) A (~4(z.y) V ~r(x,1)] : C'est la foy.
mule recherchée.

47 Solémisation, Résolution

Cette section se veut une introduction trés bréve a la méthode
de résolution de Robinson, appliquée au calcul des prédicats, dont
I'impact en informatique a été trés important. La méthode de Réso-
lution, généralisation de la méthode de Davis Putnam, a été I'une
des premiéres a étre utilisée pour la démonstration automatique de
théoremes. C’est aussi, rappelons le, l'origine du développement du
langage de programmation Prolog, trés utilisé pour I"écriture de pro-
gramme en intelligence artificielle.

On peut considérer que la méthode de résolution est basée sur
le principe de démonstration par réfutation. Les travaux de Skolem et
de Herbrand, aux environs de 1930, ont ouvert la voie. ].A. Robinson
a défini en 1965 une méthode appelée résolution, trés performente,
permettant de montrer qu'un ensemble de formules est contradic-
toire. Nous en donnerons dans ce qui suit les étapes essentielles.

471 Forme clausales, Skolémisation

ot fDa.ms le ca]cul des prédicats, un littéral est défini comme étant
ormule atomique ou une négation d‘une formule atomique. Une
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ause est une disjonction de plusieurs littéraux. Une formule ok
iul des prédicats est dite sous forme clausale si elle est sous Ia forme -

VX1 ... Xn(CiACIAL..AC))

ouC (0<i<k+ 1) est une clause et les x; (i<n) sont des variables
telles que Xi # Xjsii # )
par exemple, P(f(x), a) et ~q(y) sont deux littéraux. La formule :

P(f(x),a) V ~q(y) V —p(a,y).

est une clause.

On appelle forme de Skolem d’une formule D, la formule D;
. sous forme clausale, obtenue en éliminant tous les quantificateurs
existentiels, telle que D satisfaisable équivaut D; satisfaisable.

Théoreme 4.7.1 (Skolémisation). Chaque formule D peut étre transformée

en une formule Ds sous forme clausale telle que D est satisfaisable si et
seulement si Ds est satisfaisable.

La transformation de D se fait par la construction de la suite Dy,
Dy, ... Dy , telle que D = D1, Dy = D; et D; satisfaisable < Dj1
satisfaisable. La procédure de construction est comme suit :

1. Prendre la fermeture existentielle de D (c.a.d quantifier les vari-
ables libres de D par le quantificateur 3).

2. Eliminer dans D tous les quantificateurs redondants.
3. Renommer chaque variable quantifiée dans D plus d'une fois.
4. Eliminer les occurences des connecteurs autres que —, V et A.
5. Pousser a droite tous les connecteurs en remplagant :

(a) ~(VxA) par Ix(—A)

(b) ~(3xA) par Vx(—A)

() ~(AV B) par ~A A —B
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clause est une disjonction de plusieurs littéraux. Une formule dy, cal-
cul des prédicats est dite sous forme clausale si elle est sous la forme -

VX1 ... VXn(CE ACo AL AC)

ouG (0<i<k+ 1) est une clause et les x; (i<n) sont des variables
telles que X; # Xj 8i i # J.
Par exemple, P(f(x), a) et —q(y) sont deux littéraux. La formule :

P(f(x),a) V ~q(y) V —p(a,y).

est une clause.

On appelle forme de Skolem d’une formule D, la formule D;
_sous forme clausale, obtenue en éliminant tous les quantificateurs
existentiels, telle que D satisfaisable équivaut D; satisfaisable.

Théoreme 4.7.1 (Skolémisation). Chaque formule D peut étre transformée

en une formule Ds sous forme clausale telle que D est satisfaisable si et
seulement si Dy est satisfaisable.

La transformation de D se fait par la construction de la suite D;,
Dy, ... D, , telle que D = Dy,D, = D;s et D; satisfaisable & D;q
satisfaisable. La procédure de construction est comme suit :

1. Prendre la fermeture existentielle de D (c.a.d quantifier les vari-
ables libres de D par le quantificateur ).

Eliminer dans D tous les quantificateurs redondants.
Renommer chaque variable quantifiée dans D plus d'une fois.

Eliminer les occurences des connecteurs autres que —, V et A.

3 A

Pousser a droite tous les connecteurs en remplagant :
(@) —(VxA) par Ix(—A)
(b) ~(3xA) par Vx(—A)
(c) ~(AV B) par ~A A —B



4.7 SOlémisation' R éso
|

et

ment o
ifi rs a droite en remplcant :

Av3JxB sixmnestpas libre dans A
Ex(AVB)paf{ JxAV B si x n’est pas libre dans B

(b)
AA3xB siX n‘est pas libre dans A

Jx(A A B)par { JxAAB sixnestpas libre dans B

(©)
AvVxB sixn'estpas Jibre dans A

vx(AV B)par { JxAV B sixnest pas libre dans B

(d)
vx(AA B)par{ VxAAB sixn'estpas libre dans B

tificateurs existentiels.
LX)

7 Eliminer les quan
plusa gauche de la forme JyB(y) et ]la remplager

ou
des variables distinctes de JyB(y)

(a) X1,---~Xn sont
universellement a gauche de JyB(y)-

(b) f est fonction a n arguments qui n’occure
mule. Répéter ce processus jusqua I'é '

des tous les quantificateurs existensionnels. Dans le cas
ticulier n = 0, remplacer JyB(y) par B(a) o1 @ est uné o
]a formul€

l velle constante qui n’occure pas dans
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f Déplacer les quantificateurs V 4 gauche,
9, Distribuer AetV,

10 gimplifier en utilisant les régles préservant la satisfaction,

Nous proposons au lecteur de vérifier que toutes ces trangfoy.
mations conservent la satisfaction de la formule D,

Exemple 4.7.1 Considérons la formule D suivante ;

Vx(p(x) = 32(~Vy(q(x,y) = p(f(t) A Vy(q(xy) ~ p(x))

1. Prendre la fermeture existentielle de D et éliminer le quntificateur re-
dondant 3z.

WVx(p(x) = (=Vy(g(x,y) = p(f(t) A Vy(g(x,y) — p(x)))
9. Renommer la variable v, elle est quantifiée deux fois.

AVx(p(x) = (~Vy(q(x,y) = p(fit)) A Vz(q(x,z) — p(x))
3. Eliminer toutes les occurences de —

IVx(—p(x) V (=Vy(~q(x,y) V p(fit) A Vz(—~q(x,z) V p(x)))
4. Déplacer —

Vx(-p(x) V (Fylglx,y) A —p(fit)) A Vz(-q(x,z) V p(x)))
5. Pousser les quantificateurs 3y et Vz a droite
Vx(-p(x) V ((3yq(x,y) A =p(fit) A (Vz(—q(x,2)) V p(x))
6. Eliminer les quantificateurs 3t et Jy.

Vx(—p(x) V ((q(x,g(x)) A —p(fia))) A ( Vz(—q(x,2)) V p(x))
7. Déplacer le quatificateur ¥/ a gauche

VxVz(—p(x) V ((q(x,g(x)) A =p(fa)) A ((—q(x,z)) V p(x)))
Aprés distribution de V et A et simplification :

Vx {(=p(x) V q(x,8(x) A —p(fia))).
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La procédure de Herbrand joue un role important dans |,
. 10 de théoremes- Elle permet, en effet, de r, dé.

d’un modele pour un ensemble finj ¢
€

le pmbIMe de l’existence
faisabilité d"un ensemble de prop,.

clauses a un probleme de la satis

sitions.

par définition un ensemble de dl

et seulemnet si il es ' ur toutes les interprétations,

Comme il est difficile i toutes les interprétations (in-
. e de se fixer sur une seule interprétation

t que S est contradic-

oit Ho I'ensemble des con-

stantes de S. St aucune constan alors Ho = {a}, onaest
une constante arbitraire. Hix1 = H; U {f(f1,- ..,t,-), tel que byl §

H;}. Heo €5t appelé univers de Herbrand.

ensemble de clauses. S

Exemple 4.7.2 Soit S = {P(a), _P(x) V P(f(x)) ). Nous avons Ho = {a}
H, = {a.f(a)} et Heo = (a, f(a), fF@)SU (F(@)s---

7.2 Soit S un ensemble de clauses. Une clause instance C
J'ensemble S est wne clause obtenue €n remplagant les

I'univers de Herbrand. On appelle dé-

wnhbl&sdansAparlesélémentsde
nd de A I'ensemble de toutes les clauses iSSUes de chaqué

A€S. Cet ensemble est noté H(S).

Définition 4.

Le théoréme de Herbrand ¢’énnonce comme suit :

Théoreme 4.7.2 L 'ensemble fini de clauses S admet un modele équivaut @
H(S) est satisfaisable.
Corollaire 4.7.1 L'ensemble fini de clauses S est contradictoire si et seule-

ment si I'ensemble H(S) est contradictoire.
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Le théoreme de }l:I.erbr;;u? e:) ?l(;n corollaire suggrent une Procé-
jore pOUT démontrer l'insatifaisabilité des formules sous formes cdau-
cales. Pour une formule F sous forme clausale, nous engendrons syc.
o vement les instances de..- clauses G; des clauses de F et tester sj leur
- nionCﬁO“ est contradictoire. Cette procédure permet de détecter sj
f est insatisfaisable aprés un nombre fini d’étapes. Dans le cas con-
traire si F est satisfaisable la procédure peut ne pas se terminer. C’est
une procédure de dégision partielle.

Donnons un exemple. Soit la formule :

AyVz(p(xy) & —Ix(p(zx) A p(x,2))).

La forme prénnexe conjonctive de cette formule est :

IyvzIuvx ((-p(zy) V ~p(zx) V —p(x,2)) A (p(zy) V p(zu)) A (p(z.y)
V p(u,z)) }

Aprés Skolémisation (en prenant y = a, u = f(z)) on obtient les
clauses :

¢ —p(za) V -p(zx) V —p(xz)

¢ p(za)V p(zf(z))

c3 p(za) Vv p(f(z),z)

L’ensemble S(F) contient :

i —p(a,a) On remplace dans (c1) X,z par a et on simplifie.

ii p(a,a)V p(f(a),a) Dans (cz) on remplace z par a.

iii -p(f(a),a) V —p(af(a)) Dans (c;) on remplace z par f(a) et x

par a.

En notant A = p(a,a), B = p(a,f(a)) et C = p(f(a),a), le sous ensem-

ble ci-dessus n’est autre que : { ~A, AV B, AV C, -BV ~C }. On

peut vérifier aisement que cet ensemble est contradictoire. La formule
F est donc valide.
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4.7.3 Méthode de résolution, unification
.on consiste une seule régle d'inféren

La méthode de résolutio .
ution. La l'ég-le de I'éSOIlltlon Peut étre i Ce,
Oncée

CetD quelconques contenant un litéra] | ¢
ivement, on construit une nouvelle clause g
Jvant de CetD,en éliminant toutes les occurences de'
alors l'union des clauses C’ et IV aing
les occurences des Jitéraux dupliqués dans G, et

a liste des clauses: Le cas particulier est I'existence de

rs leur résolvant est la clause vide @.

rincipal de cette méthode est quune conjonction
S de clauses est insatisfaisable si et seulemnet si la
Jause vide @ peut étre engendrée a partir de S en répétant I'applica-
tion de la régle de résolution. 11 est clair que ce processus 5¢ termine
vu que nous partons d'un ensemble fini de clauses et que nous pou-
vons construire qu'un ensemble fini de clauses a partir deS. L'idée de
cette méthode se résume a2 S=F1 A Fo A...Fn est insatisfaisable si et
seulement si g=FFAF2A--- Fp A Fnt1 est insatiSfaisable, ou Fp
est le résolvant de F; et F".

Considérons I'exemple suivant qui montre qué la conjonction
des clauses c1, 2 et €3 est contradictoire :

Le résultat p
d’un ensemble fini

¢ —plza) Vv -p(zXx) V -p(x,2)
o pza)V pzf2))

o3 plza) v pf(2)2)
On obtient :
cs —pla,a)z=adans C
cs plaf(@)) résolution de c; et 4.
cg plfia)a) résolution de c3 et Cs.
c; —plf(a)a) v —p(a,f(a)) résolution de cg et Ci.-
cg plza)Vv p(zf(2)) résolution de cg et C7.
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L'inconvénient de cette méthode, sur le plan pratique, est que
~ ble des clauses engendrées, pour la pluspart des formules, est
'ense " d. Ce qui demenadera pour leur traitement un espace ;né-

E Saler dinateur et un temps de calcul inacceptable. Pour surmon-
tf:r s difficultés Robinson introduit une nouvelle méthode de réso-
\ation générale en généralisant la régle de résolution décrite précéde-

ment.
Pour pouvoir décrire cette méthode générale de résolution il est
nécessaire d'introduire quelques définitions.

Définition 4.7.3 Une substitution est un ensemble fini (peut étre vide) de
couple de la forme :

a ={ (vy, t1),(v2, t2),. .. (Un, tn))

les variables v; sont distinctes deux a deux et sont toutes différents des ter-
mes t;. Pour tout littfal L, L = La est un littéral obtenu a partir de L en
remplagant simultanement les variables vi; 1 < i < n par les termes t; dans
L. L' est appelé instance de L.

Définition 4.7.4 L'ensemble de consensus d'une disjoncion de formules atom-
iques :

P8, )V P, . 2V ..Vt )

est l'ensemble des sous-termes {T',77,.. .75} obtenu comme suit : On con-
sidere chacune des formules atomiques comme une sutte de symboles et on
répére la position du premier symbole qui n’occupe pas la méme position dans
toutes les formules atomiques. Alors, pour chaque i (1 < i < k) on considre
T le sous-terme de p( .. .,t';,) qui commence par cette position du symbole.

Exemple 4.7.3 L'ensemble de consensus de la formule :
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p(x,g(fly,2).x),y) V p(x.g(ab)b) V p(x,8(g(h(x),a),y) h'x))

est I'ensemble des sous-termes (f(y,z), a, g(h(x),a) ).

Une substitution « est dite un unificateur de la disjonction dey
formules atomiques Ay V Ay V... V Ay si Ay a = Aja = . - Ana.
Dans le cas ou il existe un unificateur pour une disjonction de for.
mules on dit que cette disjonction est unifiable. Un unificateur B d'une
disjonction A; V Az V ... V Ay est un unificateur le plus géngry) si
pour chaque unificateur a pour cette disjonction A; a est une instance
de A; B (pour 1< i < n). La formule atomique B telle que B =A; 4 -
. = An @ obtenu par un unificateur le plus général B, appelée factey;
deA; VA, V...V A, est unique.

Exemple 4.7.4 L'unificateur le plus général de la disjonction :
pla,xfig(y) V p(zh(z,w) flw))
« = {(z,a), (x,h(a,g(y), (wg(w)) }.

La partie principale de la méthode de résolution est I’application
de l'algorithme d’unification qui trouve I'unificateur le plus général a
pour une certaine disjonction A; V Ay V ... V A, unifiable. Il renvoit
une erreur si cette disjonction n’est pas unifiable.

Définition 4.7.5 Algorithme d’unification

1. Début : L'algorithme commence avec un substitution ay ={} vide et
construit pas a pas I'unificateur le plus général B.

2. Etape k+1 (k>0) : Supposons qua | ‘étape k la substitution produite est
ay. S toutes les formules atomiques A; ay. sont identiques, alors p =
est lunificateur les plus général de Ia disjonction Ay V Ay V ...V An
et le processus se termine, sinon déterminer en premier I'ensemble Dy
de consensus de A, &G NVAyar V...V A, . L'algorithme, ensuite,
modifie la substitution ay. (pour obtenier k1) de telle maniere a rendre
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- deux éléments le c.ie consensus. Ceci n’est possiple

que i I'ensemble de consensus contient comme élément une varigpj,

oy et un certain terme ty tel que vy & ty. Si de tels éléments n’existent
pas dans Dy une erreur est renvoyée : la disjonction Ay V A, v ... v

A, n'est pas unifiable. La substitution ay, est calculée comme suit :
a1 = (@10 1), (Vo tr/vrl t2),. . . (U dti/or] ta)} U {(vg 1)),
3. Incrémente k; k = k+1 et aller a (2).

Donnons maintenant la régle de r’esolution sous forme d’une
procédure.

Entrée : Une paire de clauses Cy, Ca
Sortie : Un résolvant C3 de C; et C; s'il existe

1. Si, C; et C; contiennent respectivement les littéraux 1; et I, 4 =
p(X1,...Xn) etlp = =p(Y1,- - -¥n)-

(@) Six; =y; 1 < i < n) alors le résolvant de C; et C; est
calculé comme suit :

C3=(C-h) V(C2-1)
(b) Sinon On applique 1'algorithme d unification

i. Si l'unificateur le plus général, soit B de 1; et 1 existe
alors

A. Construire les facteurs (Cy)B et (C2).
B. Le résolvant C; est calculé comme suit

Cs3 = ((C1)B -(h)B) V ((C2)B -(12)P)
ii. Sinon, le résolvant de C; et C; n’existe pas

2. Sinon, Les deux clauses n’ont pas de résolvant.

Exemple 4.7.5 Soit Ia disjonction :

pla,xfig(y) V p(zh(zw) f(w)
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pour trouver I'unificateur le plus général nous Commengons par poser ;

£¥0=”

["ensemble de consensus de pla,x figy)) V P( 2, h(z,w) flw)) est (a,z). Noy,

avons donc
R = { (Z,ﬂ)}
le facteur de la disjonction précédante obtenu 'unificateur le plus griéral o,

est :
p(a,x,f(g(y))) 1% p(a,.h(a,w),ﬂw))

['ensemble de consensus de p(a,xﬂg(y))) \% p(a,h(a,w),f( w)) est (x,hla,w)).

Nous avons :
ay =1 (z,a),(x,h(a,w)}

le facteur de la disjonction précédante obtenu 'unificateur le plus ghiéral a

est :
p(a,h( a,w) figy) vV p(a,h(a,w)fl w))

1’ensemble de consensus de p(a,h(a,w)fl 2(y) V p(a,h(a,.w),ﬂ w)) est (g(y)w)

Nous avons :
az = {(z.a),(xh(a,w), (w,g(y)

as est |'unificateur le plus général puisque :

( pla,h(a,w) fg( y)))az = ( plah(a,w) fl w)))a3.

I'instisfais-
cation
la ré-

{a méthode générale de résolution, pour démontrer
abilité d'une formule F sous forme clausale, est basée sur 'appli
répetée de la regle de résolution. On commence par appliquer
gle de résolution a une paire de clauses Cy et C2
un résolvant Ca de C, et Cy. Cette nouvelle clause Cs
I’ensemble de clauses de F. La régle de résolution est enc
jusqu’a ce que la clause vide est engendrée.

ore ap pliquée
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mple 4.7.6 Montrons que la formule suivante st valide -
fxe

ez | (p(x, ) = (p(y,z) A p(z,z))A ( (p(x,y) A q(x,y) ) =5 ( ’
ey q(z,2)))) 1x2) A

pour montrer que F est valide, nous allons montrer par I méthode de résp-

wtion que —F est insatisfaisable. En tranformant —F sous forme claysgle on
obtient les clauses suivantes :

1. p(x1, Y1)
2. ply2£(x2,y2)) V ~p(f(x2,y2)f(x2,¥2)) V q(x2,y2)

3. ~ply3fxa,y3)) V —p(f(x3,y3).£(x3,y3)) V q(x3y,f(x3,y3)) v
_‘q(f(Xny3)rf(x3JY3))

En appliquant la regle de résolution, nous obtenons les clauses

suivantes. A partir des clauses 1 et 2 et la substitution {(x1, y2),
(y1,f(x2,¥2)) ) nous obtenons

p(E(x2,y2).£(x2,¥2)) V q(x2,y2)

A partir des clauses 1 et 4 avec la substitution {(x, f(x2,y2)),
(y1.£(x2,y2))) nous obtenons :

S, Q(XZ:YZ)

A partir des clauses 3 et 5 avec la substitution {(x2, f(x3,y3)),
(y2.f(x3,y3))} nous obtenons :

~P(y3.f(x3,y3)) V ~p(f(xa,y3).£(x3,y3)) V q(xay:f(xs,y3))

A partir des clauses 5 et 6 avec la substitution {(x2, x3), (y2,f(x3,y3))}
nous obtenons :

“P(y3.£(x3,y3)) V —p(f(x3,y3),f(x3,y3))

A partir des clauses 1 et 7 avec la substitution {(x1, f(x3,y3)).
(y1,£(x3,y3))} nous obtenons :

+ TP(y3f(x3,y3))

A partir des clauses 1 et 8 avec la substitution {(x1,y3), (y1.£(x3:y3))}
nous obtenons finalement :

% @: Ceci implique que —F est insatisfaisable et donc F est valide.
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4.8 Travaux Dirigés

Exercice 1. Soient les phrases suivantes :
1. Toute personné persévérante peut apprendre la logique.
us les oiseaux volent.

9. Ce n'est pas vrai que to
3, Si quelqu’un peut le faire,Karim peut le faire.
4 Tous les commergants sont riches.

Utiliser le langage des prédicats du premier ordre pour symboliser

chacune des phrases précédantes.
Exercice 2. Montrer qué les formules suivantes sont valides :

1. Vx(p(x) vg(x)) = (Vxp(x) v Vxq(x))

2. (3xp(x) A 3xq(x)) 3x(p(x) A4(x))

3. VxA(x) = JxA(x).

4. (3xA(x) — vxB(x)) = vx(A(x) = B(x))
Exercice 3. Etudier la validité des formules suivantes :

1. Vx(-A(x) = (A(x) — (A(x) = -~A(x))))

2. Vx3yP(x,y) — IyP(v.y)

3. Mz z) = JyP(y.y)

4. VyP(IrY) - P(y.y)
Exercice 4. A l'aide de Iinterprétation suivante : D = {a,b} et
Plaa) | Pab) [ Pba) | P(bD)
T F F ¢ S
valeurs de vérité des formules suivantes :

Déterminer les
1. Jy-P(x,x)
2. VxP(x,x)
3. Vx3yP(x.y)
4. IyVy(P(x,y) = Py, %))

Exercice 5. Démontrer les théorémes suivants :

1. VavyP(x,y) — Yy¥xP(x,y)
2. Vx(P(x) = Q(x)) = (VxP(x) = VxQ(x))
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3. Vx(P(x) =+ Q(x)) = (3xP(x) - 3xQ(y))

4. 3x(P(x) = Q(x)) = (VxP(x) - 3xQ(x))

Exercice 6. Trouver les formes prénexes deg formules SUivantes
1. Vx(P(x) = Q(x,¥)) = (3yP(y) — 32Q(y; z))
2. Vx(P(x) = V¥(Q(x,y) = -VzR(y,z)))

3. Vx(P(x) = Q(x)) = (VxP(x) - VxQ(x))
Exercice 7. Soit F la formule suivante -

F: 3x (p(x) — (q(x) V Vy p(y))) A Yx3Jy(q(y) — p(x))

1. Donner la forme prenexe conjonctive de E.
2. Skolémiser E

Exercice 8. On considere les deux formules suivantes :

F: 3x h(x) — Vyh(y)
G : Vx (h(x) V r(x))
C : Dew(x) = Vy p(y)

1. Trouver un ensemble de clauses C équivalent a {F, G, —C)
2. Trouver le domaine de Herbrand de ¢

3. Montrer par la méthode de résolution que C est contradictoire

Exercice 9. On veut montrer, en utilisant le langage du calcul des

Prédicats, que dans un groupe (structure algébrique), tout élément
idempotent est nécessairement I'élément neutre.

1. Poser complatement le probléme (en forme de clauses)
2. Appliquer la méthode résolution.

Exercice 10. Montrer par la méthode de résolution que pour tout prédi-
cat p, ayant les propriétés de symétrie,de transitivité et tel que Vx3y
P(xy) alors, p a la propriété de reflexivité. '

Exercice 11. Tahar, Malika et Mohamed font partie d'un Club-m.us"?"e-
Chaque membre de ce club est soit un chanteur ou gﬂtanste ou
les deux a la fois. Aucun guitariste n'aime le style ra et toti:l::rs
chanteurs aiment le style chaabi. Malika n'aime pas tout ce que‘me s
aime et elle aime tout ce que Mohamed n’aime pas. Taha; a:_li i
Style rai et le style chaabi. Existe-t-il un adhérent de ce club g
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itariste et pas chanteur? Utiliser les prédicats suivants - Mi.
)gzu::ppartient au club; G(x) : x est guitariste; C(x) : x est Chanteu,:

A(x,y) : x aime Y.
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Chapitre 5

Notions de calculabilité

ilité.
ion intuitive de calculabi
hapitre est de définir la notion intuitive

L'objet de ce ¢ pi

Nous aborderons :

L. Les fonctions récursives
2. Les machines de Turing
3. Le A-calcul

! i 1 r anS ce ’

i de calcula-
tion celle
tions équivalentes d’une méme no
toutes des caractérisations
bilité effective.
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5.1 Introduction

52 Notion de calcul effectif et d’algorithme

La notion de calcul effectif et d’algorithmes est trés ancienne. So
pour I'expliquer O I'illustre par des exemples tels que Ialgorithme ‘:;’enl
dition, de multiplication ou I'algorithme d’Euclide. Limités a des foncﬁad.
simples sur I'ensemble des entiers naturels, ces exemples "'expriment:::

lidée tres généra]e du calcul effectif de maniere trés claire. En mathém
ue ou dans les autres domaines des sciences, nous avons besoin de d éte:.

tiq
miner des méthodes appropriées pour pouvoir décider, aprés un nombre
e une solution ou tel nom-

fini d’opérations simples, i telle équation possed

bre a une propriété déterminée ou telle formule est vraie, ou telle formulea

telle propriété, ect.- Ces méthodes portent souvent le nom de procédure ou
.or exemple typiqueé est certainement ]Ja méthode de

' . Le premuerl
u second degré- Cette méthode enseignée dans les
de la forme ax* +bx +¢ =0

classes secondai
s’énonce comme suit :

1. Former le discriminant A=
de solutions réelles

2.SiA<
3.6iA>0 alors il existe deux solutions
o = 28
| St 2a ’
— - A
4 SiA=0alors il existe une solution double
x =5
Telle qu’elle est présentée cette procédure de résolution des équaﬁf-’ﬂi
du second degré peut étre appliquée par une personne 52 t siIHPle’.ne:lt
faire des opérations arithmétiques. Chaque étape de la proc ure est 1are v
ne demande aucun "effort intellectuel”. La recherche systémaﬁque i o
(mathématiques) fut enga8é® P

méthodes pour résoudre les problemes
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gilbert. Tl avait dans son famtfu'x.programmte (lstes de problemes non r¢.
solus) posé le probleme .de définir un langage mathématique dans lequel
nous pouvons "décider” si un p.robléme d(?nné possede ou non une solution,
Le programme de Hilbert, qui par la suite s’est montré irréalisable, avait
contribué définir rigoureusement la notion de calcul ( d"algorithme). Gsdel,
ant fin au programme de Hilbert en montrant

mett

" indécidabilité " des énoncés arithmétiques, avait préalablement donné
la définition rigoureuse de la notion de calcul effectif en introduisant la no-
tion de fonctions récursives. C’était aussi le point de départ de la théorie
de la calculabilité et des algorithmes. Ces travaux ont permis un peu plus
tard contribué au développement des machines universelles (ordinateurs
actuels).

5.3 Fonctions récursives

Considérons les fonctions définis sur I’ensemble des entiers naturels
f: N = N. Pour déterminer la classe des fonctions récursives, nous devons
admettre, intuitivement, que certaines fonctions sont " effectivement calcula-
bles”, telle, par exemple, la fonction successeur qui consiste a ajouter I'entier
1 2 son argument. Ces fonctions admises sont appelées les "fonctions de
base”. La classe des fonctions récursives est définies a partir de ces fonctions
de base et d’opérations trés simples.

Définition 53.1 1. Les fonctions de base sont :
(a) La fonction successeur S : N — N définie par :
S(x)=x+1.
(b) Les fonctions projections U’ : N — N. Elle est définie par :
W (21, 22 <o Xn) = s
(c) La fonction constante nulle Z : N — N. Ele est définie par :

Z(x) = 0.
2. Les opérations élémentaires sont :
— Les opérations de substitution ou de composition. Soient g une fonction
donnée @ m argument et hy, hy, ... hy, des fonctions données an arguments.
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W
La fonction fest dite définie par composition ou substitution des fomas
¢, hy, ... hm Si moUS avons : Chion

f(xl, 29, wo x,.) = g(h (x1, X2, el )j sots hm(x1, X3, ...x,,)).

~ Les opérations de récursion primitive. Soient G et H deux fop;
données @ n arguments et n+2 arguments respectivement. La foncﬁo,,}om
définie par |'opération élémentaire de récursion primitive @ partir de o ﬁes;
si:

f(o! X1, X2 s xrl) = C(I],xz, iij x,,)
f(k +1,x1,X2, 0 Xp) = H(ftk,x1,x2, ..., X K. 330 i20)

1l est clair que si les fonctions sont totales alors f est une fonction totale.

Opération de minimum (opérateur ). Considérons une fonction récursive
g(x1,%2,...Xn, y) €t cherchons a définir une fonction f(x1,X2,...xu) par l'équa-
tion :

fix1.x2,.-Xn) =P Y [g(x1, %2, Xn, Y) = 0] ce qui signifie : flxy,x2,..xn) = le
plus petit y tel que g(x1,X2,.--Xn. y)=0
Supposons que g(x1,X2,...Xn, Y) est calculable (au sens intuitif) et cherchons @
calculer fxy,x3,...xn). Une procédure naturelle pour effectuer ce calcul est la
suivante : "Calculer g(x1,x2,...xn, 0) puis §(X1,X2,---Xns 1) et puis g(x1,X2,n:
2) ... jusqu’au premier résultat nul,c’est a dire, §(x1,X2,--Xn, y) = 0.” Dans
ces conditions f(xy,%2,...Xn) est définie mais, dans le cas oi il n’existe pas dey
tel que g(x1,X2,...xn, ¥) = 0, la fonction f n’est pas définie. La recherche de la
valeur de y n’aboutit pas si le calcul consistant a trouver la valeur y tel que

g(x1,....xn, y) = 0 n'a pas de fin.

La définition des fonctions récursives est donnée par induction commeé

Définition 5.3.2 La classe des fonctions récursives est la plus petite classe de fonc-
tions définies de N — N par induction comme suit :

— Les fonctions élémentaires S, Z et U, sont des fonctions récursives.

— Toute fonction obtenue a partir des fonctions récurstves par les opératio™
démentaires - la composition, I'opération de vécursion et Iopération &
minimum, est récursive.

|
|
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«tions récursives

¢ Fon B o
e fonction récursive est obtenue seulement a 1'5ide des clauses précé-
dentes.

Remarque 1. Une autre définition des fonctions récursives peut étre |a
suivante - : : :
'ensemble des fonctions récursives est le plus petit ensemble ob

4es fonctions de base par application des opérations élémentaire

S : substitu-
tion, récursion primitive et opération du minimum. La derniére clause de ]a

définition précédente (appelée clause de fermeture) est ici remplacée par "le
plus petit ensemble”.

tenu partir

Remarque 2. Une fonction récursive qui n’est pas une fonction totale,

cesta dire, n'est pas définie pour tous les éléments du domaine N™ est dite
fonction partielle récursive.

Définition 5.3.3 Les fonctions primitives récursives sont celles qui sont obtenues

4 partir des fonctions de base par toute suite finie d’application des opérations élé-
mentaires de substitution et de récursion primitive.

ll'ast clair que les fonctions primitives récursives sont totales et sont récur-
Sllva. Observons aussi que 1

es fonctions élémentaires sont primitives récur-
Sives,
Emnpl_e >31 1. L'opération d'addition de deux nombres est primitive récur-
Stoe,
plus(x,0) = U*(x,0)
plus(x,k+1) = S(plus(xk)
2 L'opération de multiplication de deux nombres est primitive récursive.
mult(x,1) = X
mult(x,k+1) = plus(mult(x,k),x)
3. . .
La fonction factorielle fac(x) = x I est primitive récursive.
fac(0) = 1
fac(n+1) = mult(S(n)fin))



4. la fonction pred définie par
0 six={()
pred(x) = { PAD R PR
est primitive récursive car on peut la définir par :

pred(0) =
predin+1) = n

5. la fonction minus définie par :
: _ )0 six<y
minus(x,y) = { =y dESY
est primitive récursive car elle peut étre définie par :
minus(x,0) = X
minus(x,y +1) = pred(minus(x,y))
6. Les fonctions sign et sign définies par :
sign(z) = 0 six=0
BV T 3o sin ik
;I:—(I)_ 1 six=0
=10 . 5x40
mmmmdlﬁmt&mdﬁniam:

sign(0) = 0
sign(x+1) = 1
et
sign(x) = minus(1, sign(x)).
Définition 5.3.4 Un prédicat P : D" = {0,1} est dit primitif récursif si et seule-
ment si sa fonction caractéristique

C’(Ib...,x,,) = { :’ sfP(II,.,,’r')
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89
/ \
ition 5.3.1 51 81,82,--8n € Py,...Py sont respectivement g fonctions ef
o primitifs récursifs et si Py, Py, ..., P, forment yne partition de N vy
:":m N" = Ui Pilx1,--Xn) et Pi # Pj pour 1<i<j<n. Alors la fonctigy f définie
;ﬁT:

81(X1,-y Xn)  si Py(xy,...,x,)

f(xl, seep x") == e
gm(xh “er xn) si Pm(xll'"lxﬂ)
est primitive récursive.
Démonstration 1l suffit de prendre :

fi(x1Xn) = 1L, sign(Cp.(xy, ..., Xn)) X 8i(X1, vy Xn).

Cette proposition nous permet de définir des fonctions,

exemple, la fonction primitive récursive f donnée
ayy et f(x)

comme par
par: f(0) = ay,...f(17) =
= 8(x) pour x > 18 et ou g est une fonction primitive récursive.
Définition 5.3.5 L4 ﬁmctwn 8(xy) est dite réguliere si Vx3yg(x,y) = 0 est une
proposition vraie.

Propesition 532 S; 8(x,y) est récursive et f(x) = (py < n)(g(x,y) = 0),
alors f est aussi récursive.

Démonstration Introduisons Ja fonction f'(x,m) définie par : £'(x,0) = 0

f'(x,m) sif'(x,m)#0
flam+1)y=2 w +1  sif(x,m) et g(x, m+1) =0

0 si f'(x,m)=0 et g(x,m+1) # 0 .
?ﬂ YOI, en utilisant que le prédicat d'égalité est primitive récursive, que
bom) est Primitive récursive. De plus nous avons :

F ! J: . F’

Y P(x = et S(X) =def
(x,y) est récursive et R(x) =gef Iy < _nP(I,y) ( ¥
y< l’lp(x’y)’

alors R et S sont récursives.
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__\le!

Démonstration | suffit de constater que :
Cp = g Cplxi) et €5 = sign(Zio Cr(Xi))

f0,x) =g et fin+1,x) = py < finx) [, .y, fn,2)) =

Corollaire 532 5! :
' f l'est ausst.

et si g et hsont récursives alors

Démonstration. Posons k(mnxz) = gy <m [h(n, %,¥,2)) = 0] Cest
une fonction récursive car k(0nx,2) = 0

m si h(n,x,m,Zz) =0
k(m+1, nx,z) = { 0 sinon

La fonction f est donnée par :
fox) = 8
f(n+1,x) = k(f(n,x)nX , f(n,x))
Remarque 5.3.1 L2 notion de fonction primitive récursive est une premiere tenta-

tive de définir la notion de “ fonctions calculables”. Toute fonction primitive récur-
sive est bien siir calculable mais la réciproque est fausse. Soit par exemple :

flx) = 0 si la conjecture de Goldbach
1 sinon

Dé-ﬁnition 5.3.6 Une partie A C N" est récursivement énumérable si et seulement
i il existe une relation récursive R telle que (ay, @, . .An) € A sicel seulement Si

y R(ay, ay,- - -,ﬂn.y).

Propo-sitio'n 533 A C N" est récursif (C4 la fonction caractéristique de A est
récursive) si et seulement si A et son complémentaire A sont récursivement éni

Démonstration.(=>)
Soit h(xy,X2,- - - Xn) = MY [R(x1,X2,- - - Xn,y) V S(Xg,X2, - - Xn, )l ot A(x1,X2- - JXn)
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o) s .,XHIY) R(X1 X240 - -rXrlry et Z(XIerr- . -;x") =1 ﬂy S(xl X2,...X% )
p Jy R l'application de I'opérateur y a 1 i
" oncion b est obtenue L'app M a la fonction
a

- 0 si R(x1,x,...,x,,,y)vS(xl,xz,...,x,,,y)
S(Ii.nr""x"’y 1 sinon

g étant une fonction réguli‘ere et p-récursive, h l'est aussi. A(x;,x,,.. .,x,)
o Rixy X - -Xn (N0 X2 - - Xn))-

54 Machines de Turing

Nous venons de voir que la notion intuitive de fonctions calculables
peut &tre caractérisée par la notion de fonctions récursives. C'est a dire,
que toute fonction calculable est une fonction récursive (thése de Church).

Une autre caractérisation des fonctions effectivement calculables sont les ma-
chines de Turing.

541 Les machines de Turing

Les machines de Turing sont des objets mathématiques, mais, elles
peuvent étre matérialisées et considérées comme des entités physiques. Nous
les assimilerons  un ruban en papier de longueur illimitée subdivisée en
€ases identiques et muni d’une téte de lecture et écriture, pointant sur une
e}““e seule case. Le fonctionnement de la machine de Turing, définie sur
Valphabet (4,1, est régi par les quatre instructions de base suivantes :

2 : ire 1 dans la zone du ruban pointée par la téte de lecture-écriture
51 cette zone était vide (ou contient *) au paravant

2 Ecrire « dans dans la zone du ruban pointée par la tete de lecture-
écriture si celle ci contenait 1.

S déplacer a droite (r) pour pointer la zone du ruban qui suit la zone
Pointée,
i suit immé-
. S¢ déplacer a gauche (1) pour pointer la zone du ruban qui suit imm
e tla zone pointée.
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5. Stopper (5)-
s.mmm-ndemwﬁw‘wvuc’rnm

’ "" ,m, AVEC TR 2 &
nmbledc:::l!oumﬁQT p md“‘ll:hw

qmth'uplel {99, b4} ot

q"q’ € {‘fl: 14-} et a;, bi € {L‘fr;’, }.
Une machine de Turing ayant n états, posséde 2n instruct; e

plbmlecummeﬂﬂt:

" o

q » b-1 g’
@ 1 b %’

Gn * bym 1)41 Dpm-1)41
Gn 1 by (7

oab;€(# 1,11}, q, q" € Qr q; est 'état initial, g,, est I'état fina]

Convention : Nous convenons, pour calculer une fonction f(x,,...,1,),
la téte de lecture/écriture de la machine de Turing doif, initialement, se
placer sur la premiére case vide 2 gauche des données 1y, ..., x,,. Le calcul
terminé la téte de lecture doit étre placée 3 gauche du résultat.

(P G} P dorde

* ~A T 111 1]1] o ] & -
fl&delechueetéaﬂure
Configuration initiale
ey fro ]
" -l*lllllltflmﬂ_:

Nous allons donner maintenant quelques machines de Turing
o mentaires, pour pouvoi, construire d'autres pius compliquées, en
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1
q1
q2
q2

*
1
*
1

th v 1 ™

| La i
| 1: fait a
vance
r la téte d'une
case a
a
machine gauche

qgls

q2
q2
q1
G2

]
].le

trouve
une
case vide.

qQ1
qQ1
q2
q2

*
1
*
1

- n - A

92
qz
q2
q2

L &1
tavanmr
].atete
ga
Ce
u e

une case vide

qQi
q1
q2
q2

- = %

La
machine
1: imprime 1"

qQ1
q1
q2
q2

-

N
o p—

W W e

92
q2
q2
q2

q2
q2
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Kol
=

=
“ w4 »
S8

o)
=

La machine R : déplace la téte droite jusqu‘a la premiére cyg,

contenant "1".
Q1 *x I Q2
q1 1 ¥ Q2
Q2 * r q
@ 1 s q

La machine L : déplace la téte a gauche jusqu’a la premiére case con-
tenant "1".

q * 1 q
q 11 @
@ *x 1 q
Q2 1 s q

54.2 Concaténation de Machines

Supposons que nous avons trois machines de Turing T, T; et
T3 et nous voulons les concaténer c.a.d obtenir une autre machine T
définie par :

T—leT;

N\

T
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e e—

— %

wrQmy } ot QTs . {Q'Iu

et Ty respectivement. )
'ensemble des états de la machine T est -

QT = {lh, qz; sevg qll'l|r senp ‘-'Iml +mz}

L'ensemble de ses instructions est définie comme suit
|. Remplacer

et O, = {01 m b O = gy,
?ﬂble ..;es états des machines Ty, T,

Gmy * @ q  par qm, x a Tmy+1
my 1 @ q° par qm 1a Gmy +my+1
2. Remplacer chaque instruction de la machine T,
3. Remplacer chaque instruction de la machine T3

Notation. On écrira MN la machine obtenue par concaténation
des deux machines M et N.

On notera aussi M" la machine obtenue en concaténant n ma-
chines M.

Montrons, sur I'exemple suivant, comment définir d’autres ma-

chines plus complexes par concaténation de machines plus simples.
Nous allons d’abord donner Ia machine K qui recopie une donnée en
séparant la donnée et |

a copie par une marque "’ .

A R F oy gt r

i o



Exemple 5.4.1 Appliq

111”. Ceci donne le calcul suivant 3
AL i
“TT ol N Configuraﬁon Initiale.
A i
1 Apres application de la maching 7
i AHE machine}
i Apres application de la machine| -
=iV R hie] |
ft Apres application de la machine *"]
+ (111 % | * | * e |
1 Apres application de la machine |

* 1 1 * * 1

] Apres application de la machine 1

* 1 1 * * 1
¥ Apres application de la machine 2

* 11111 ]* 1
ft Apres application de la machine 1]
s (113 111*%11 -
f Apres application de la machine | _

= [1(*[1]*[1
i Apres applicaﬁon de la IIEE}T]IET

Nous continuerons a appliquer la suite des instructions de 1
machine jusqu ?a I'obtention de la configuration finale :

*

1

Configuration finale J

DO]'In,ons'I” 4
née en séparant la dte‘lant, la machine qui permet de copier Un€ dor
onnée et la COPie parn marques "
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a

V m
By: R 1. * R™ jayy

done: B
\l/

La machine calculant la fonction successeur S(x)

=X+lestKR
1L

la copie de deux arguments
et elle est donnée par :

Exemple. Vérifier

que la fonction f(x,y,2)
machine de Tuxmg K3r

= y est calculé par la
DL et ot1 D est 1a

machine suivante -

Gollgy

M1l *go
qo * rqq
q1 *rgy
q21rq,

fh * rq3
431 * g4
qaq * YQ4

On peut aussi vérifier

que la fonction pred(x) est calculé par la
Machine

u P est:

ol * q,
q1 * rq2
q2 * 11?2
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These de Church, Nous pouvons voir que les fonctions
sives sont des fonctions effective dans le sens ou il existe une ricur'
dure ou algorithme qui permet de calculer leur valeurs pour Ciamé'
donnée. Mais une question se pose : les fonctions récursives Sontqeflllue
toutes des fonctions effectives? Nous pouvons inverser cette qu:
tion "vague” (la notion de fonction effective, claire sur chaque exer.
ple, n'est pas définie rigoureusement !) en prenant pour définition de
la notion de fonction effective la notion de fonction récursive. Alors
pouvons-nous trouver des fonctions effectives qui ne soient pas réqu'
sives ? Pour cette question Church a émis 'hypotheése que toutes les
fonctions effectives, calculables au moyen de procédures, sont récur-
sives. Cette hypothese est connue sous le nom de thése de Church.
Plus tard les fonctions effectives ont été caractérisées comme les fonc-
tions calculables par les machines de Turing.

Une autre caractérisation des fonctions calculables a été définie
par Church. 1l s'agit du A-calcul. Le A -calcul est aujourd’hui trés
étudiée par les logiciens et informaticiens et considéré comme la base
théorique de la programmation fonctionnelle et joue un role trés im-
portant dans le domaine de la démonstration automatique. Pour ces
différentes raisons nous donnerons, dans le chapitre qui suit une
bréve introduction de ce calcul.
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Exercice 1. Montrer que les fonctions suivantes sont Primitives récyr
sives -
sign(x) = 1 six>0
8 0 x=0
i 1 six=0
0 x>0
1 six>0o0uy>0
Vy=
o {0 six=0ety=20
1 six>0ety>0
AY =
*NY {0 x=0ouy=0
~J 1 six=00uy>0
”Dy"{o x>0ety=0
_J 1 six<y
_ )1 six=y
eq(x,y)_{ 0 sinon
f(x:y)“-:xy

.. Exercice 2.
I Montrer min(x,y) minimum de x et de y et max(x,y) maximum de x et
. de ysont récursives.
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Exercice 3.
Montrer que les fonctions suivantes sont primitives récursives
f(n)=n!;f(n):(n+1)ﬂ!;f(n):(H + 1)n. ‘
Exercice 4.
Donner la machine de Turing qui calcule la fonction f(x), x,)
’ =y ‘
Exercice 5. :
Quelle est la fonction f (x1,X2,X3) calculée par la machine de Ty
suivante : fing
qol1m q21rq2
q11*qo g2 * 193
qo * T qal * qa
1 *1q2 qa * 742
Exercice 6.

Montrer que la machine de Turing suivante calcule la fonction prédéce-

sseur -
qol * M
q * 742
q2 * 142
Exercice 7.
Montrer que la machine RKL1L(r*)? calcule la fonction f(x) = 2%
Exercice 8.
Quelle fonction calcule la machine de Turing suivante :
qo1 * 9o
1 *T
911140
q1 * 742
Exercice 9.

Donner une machine de Turing qui calcule les fonctions suivan(®>

max(x,y), min(x,y)-



ombinatoire

La logique combinatoire et le lambda-calcul trouvent aujourd’hui un
champ d’application de plus en plus vaste. Ces théories, introduites autour
des années 1920 pour étudier les fondements des mathématiques respec-
tivement par Moses Shénfinkel et Alonzo Church, peuvent étre vues au-
jourd’hui comme des modeles de programmation fonctionnelle dont elles
forment 1a base théorique et mathématique. De nos jours, grace a 1‘intro-
- duction de la théorie des types dans ces théories, de nouvelles méthodes
de démonstrations automatiques sont étudiées et |'extraction automatiques
‘ de programmes a partir de ces preuves est possible. Ici nous donnerons au

- lecteur une simple introduction et nous montrerons comment représenter
les fonctions récursives dans cette théorie.
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6.1 Le lambda-calcul

Cul

6.1.1 Ap-réduction, Ap-conversion

L'alphabet du lambda-calcul (AC) s€ cOmMpOSe :

I. d'un ensemble de variables {x. .2 -}

2. de symboles auxilliaires A, (, et).

Les termes du lambda-calcul (A-termes) sont définis inductivemeny

par:
1. chaque variable est un A-terme,

2 si X etY sont des A-termes alors (XY) est un A-terme,

3. si X est un A-terme et x une variable alors (Ax.X) est un A-terme.

Dans la construction d'un A-terme X une variable (ou tout autre terme)
peut occuper plusieurs positions ou occurrences. Une occurrence d’une vari-

able x dans un A-terme X est dite occurence liée si elle est contenue dans une
ie Y de X de la forme Ax.Z, sinon elle est dite occurrence libre. Une vari-

able est dite liée (libre) dans un A-terme X si cette variable posséde une
occurrence liée (libre) dans le A-terme X. L'ensemble de toutes les variables

libres dans X est noté FV(X).
L'opération de substitution du A-terme N a toutes les occurrences li-

bres de x dans M, notée [N/x]M, est définie par les clauses suivantes :
1. (IN/x)x=N
2. ([N/a])a = a pour tout atome aF#X
3. (IN/xD(PQ) = (IN/xIP)IN/XIQ)
4. (IN/xD(AxP) = Ax.P
5. (IN/x])(Ay-P) = Ay.IN/x]P si y#x et y¢FV(N) ou x¢FV(P)
6. (IN/xD)(Ay.P) = Az[N/x](z/ ylPsiy#x, y¢FV(N),

Les A-termes qui différent seulement par le changement d“une variable
liée sont dits a-congruents (a-convertibles). L'a-congruence (élémentaire) est
définie par :

(a) Ax.P =, Ay[y/x]P ou y¢FV(P).

«&FV(P) et z2¢FVINP) |
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6/;mns aussi que le A-terme X est congruent ay A-terme Y (X est
us
:(:lible aY), noté
| gecon

X=,Y

forme en Y par une suite finie de changements de Variables liges_
iXse tra:r que la relation =, est une relation d’équivalence.
festd “°A_terme de la forme (AXM)N est appelé B-redex, il Iy codbepania
e ﬁ.;J:tractum [N/x]M. Le remplacement dan

$ un A-terme d'yn B-redex
son p-contractum définit la B-contraction (élémentaire) :
par

(B) AXMN - [N/x]Mm

Une suite finie de B-contractions et de changements de va

riables lices est
appelée A-réduction. Si une telle AB-réduction change le A-terme X en un
Aterme Y, nous dirons que X se B-réduit 3 Y, noté :
X —+Ap Y
Exemple 611 1, (Ax.x(xy))N —ap [N/x](x(xy)) = N(Ny).
2. (Axy)N —ap [N/xly = v.
3.

(Ax.xx)(Ay.y)N a8 [Ayy/x)(xx)N

(Ay.y)(Ay.y)N
Ay.y/ylyN
(Ay.y)N

mogom g

Notons qu'j) existe rma
‘Omme pay exemple le A-terme (Ax2x)(Ax.xx). Les deux théoremes qui suiv-
Nt entrainent unicité de 1a a l'a-conversion prés, quand
elle eXiste,
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a.c'l(‘ul
_alors il existe un A-terme T tel que : "“u,,m

M —p TetN—p T

La p-réduction engendre la relal':ion d’équivalence appelée
o fabersion ( noée =3g) : Nous dirons que I erme oy s it
ﬁ-convertible au A-terme Q (P =ap Q) ssi il existe une suite de A-termgal n |
Py,...Pn (0 2 0) telle que : €S Py,
Po=P,Pn = Qet P; —p Pit1 ouPiy1 24 Pi0<ic<n

Théoréme 6.1.2 2°™ propriété de Church-Rosser. Si P =,5 (, alors j ok
un A-terme T tel que :

P —p TE'fQ—th

6.1.2 pn-réduction

On appelle 77-redex un A-terme de la forme Ax.Mx ot x¢FV(M). Son
contractum est M. La Apn-réduction est I'extension de la Ap-réduction obtenve
en introduisant 1’axiome (1) :

(1) AxMx — M x¢FV(M).

. 11 est aussi possible de définir la An-réduction "—)," en ajoutant aux
axiomes et régles définissant la AB-réduction 1’axiome (7).

Théoréme 6.1.3 Les propriétés de Church-Rosser sont satisfaites par Api-réduction

nom:ljz(z;-tf;me (;1: contenant aucun B-redex ni 7j-redex est sous piforme

Pasdeng iy TSRS 399 Indgcime précédent entraine |'unicié

théoremes qui 0. e a la a-conversion prés, quand elle existe. Les deux

réductions Cclléfi:'uver-lt expriment d'importantes relations existant entre les
es ci-dessus.

14 S _
=y N. ' M —)gy N, alors il existe un A-terme P tel que M-

Théoreme 6,1.5 ps
1.5 M ] i
@ une Bn-forme normale ssi M a une p-forme normale.



ue combinatoire.

g Lalogld™= ==
;2 La logique combinatoire,

105

621 Réduction faible, égalité faib]e.

Lalphabet de la logique combinatoire (CL) se compose :
1. d'un ensemble de variables x, y, z, ...

2. des constantes 5, K, I appelées combinateurs de base.

A partir des variables et des combinateurs de base S, K et | les termes
de CL (CL-termes) sont définis inductivement par:

1. K S, I et chaque variable est un CL-terme
2. si X et Y sont des CL-termes alors (XY) est un CL-terme.

Chaque occurrence d’un CL-terme de la forme KUV, SUVW et IU est
appelée redex faible (w-redex). Contracter un CL-terme est I’action de rem-
placer dans ce CL-terme un redex KUV, SUVW ou IU respectivement par

son contractum U, UV(VW) ou U. Une suite de contractions de ce type est
appelée réduction faible. Si cette suite est finie et qu’elle permet a partir
d'un CL-terme M d’obtenir un CL-terme N, nous dirons que M se réduit
faiblement 3 N, et nous le notons

M- N

Définition 6.2.1 I réduction faible — ., est définie par les axiomes et régles suiv-
ants :

(S) SXYZ -, XZ(YZ)

(K) KXY 54 X

O XX

P X-,X

W XoqY=27ZX 5 2ZY

(v) Xt Y=>XZ 3 YZ

() XomYeYoyZ =Xy Z

’ 3 3 fax-
: On appellera longueur d’une réduction le nombre d’applications d'a
'OMes et de régles utilisés dans cette réduction.



6.2 La logique ¢ i

Les CL-termes de la forme S, K, I, SUV, KU, SU sont appelgs g, .

fonctionnels (fnl)-

Un CL-terme ne ot
faible (w-fn). | le
ai De méme que pour Je lambda-calcul, le ﬂ'!éOréme suivant entra: i
nicité de la forme normale faible, quand elle existe. -

tenant aucun w-redex est dit sous forme

6.2.2 Abstraction

On peut introduire dans CL 'analogue de l'abstraction de AC. En eff,
pour chaque CL-terme X on peut trouver un CL-terme X* qui ne contient pa

la variable x et tel que

X*x = ew X

Ces CL-termes X* sont construits a partir des combinateurs S, K, I et
du CL-terme X 2 l'aide d’algorithmes dits d’abstraction, dont le plus élé-
meéntaire est défini par les clauses :
a)[xIx=1
b) [x]M = KM si x¢M
f) [XIMN = S([xJM)([XIN).

Cet algorithme est noté [.]**f ([.] quand il n’y a pas de quand il n'y
a pas de confusion possible). D’autres algorithmes d’abstraction existent,
parmi lesquels nous utiliserons :

1. Algorithme d’abstraction (abc,f)
a) [x;M=1siM = x
b) [x];M = KM si x¢M
c) [x];Mx = M si x¢M
f) Ix];MN = S([x],M)([x],N) sinon

2. Algorithme d’abstraction (abcgf)

D 4

e ———————— e S ———
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EIsiMEX
o) (Y _ KM si x¢M

b)) [[:]]::1[:5 M si M fonctionnel et x¢M
C

f)[x],,MN = 5([X]qM)([X]qN) sinon
S introduisons maintenant des propriétés classiques de I'abstrac-

Hon.

proposition 621 1. (xgX) et [x/X sont fonctionmels. On dira que ces
deux algorithmes d’abstraction sont fonctionnels.

2. ([x],X) non fonctionnel ssi X = Ux avec U non fnl et x¢U ssi [x]g X #
[x]yX.

3. ([x]X)x 2w X
4. ([Upllx]yX) = [x]y [Up]X.

623 Cpn-réduction et extensionnalité.

La notion de réduction forte a été introduite dans la logique combina-
toire comme I'analogue de la ABn-réduction dans le lambda- calcul. L'équiv-
alence entre les deux théories CL et AC a suggéré la définition de la cBy-

réduction. Cette derniere est obtenue en ajoutant dans la définition de la
réduction faible la regle (g,) :

X =Y = [x],X = [xlyY

Un Un CL-terme X est dit fortement irréductible si et seulement si X
_—)Cﬁq Y = X = Y

Les CL-termes en cfn-forme normale (cpn-fn) sont caractérisés par le
théoréme suivant :

Théordme 6.2.2 Un CL-terme X est dit en cpn-forme normale ssi :

a)uX = a oit a est une variable quelconque ou

bUiX = aX,...X, oit a est une variable et X; est un CL-terme en cpr-forme normale
(1<i<n)ou

HiX = [x]yY ot Y est un CL-terme en cpn-forme normale.
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\M E

on |
' " l .réd cti l
La cpn-égalité "=cpy (engelllldrée par la cfy-rédu - " |
vent appelée égalité extensionnelle. epy”) egy

Théordme 6.2.3 Les propriétés de Church Rosser sont satisfaites -y Poa i
3

6.3 Représentation des fonctions récursiyes

Avant de parler de représentation'des foncﬁ.;?ns récursives o 1
vons tout d’abord donner la représen‘tatlon des ej:'lt]ers Naturels dang ol
calcul. Une des représentation des entiers est la suivante :

1. 0= Axyy
2
3.
4. 3 = Axy.x(x(xy))

I est clair suite a ces exemples d’entiers on devine aisement Ia Teprésen-
tation d’un entier quelconque. 'entier n sera représenté par le A-terme sujy-

ant: 7 = Axy. x(x...(x(xy))).
On peut vérifier que les fonctions successeur, 'addition et la multipli-
cation sont représentées par les termes suivants :
1. successeur = Axyz.y(xyz)
2. addition = Afgxy.fx(gxy)
3. multiplication = Axyz.x(yz)

Exemple 6.3.1 Pour additionner 1 et 2 on écrira :

Mexyfrgmy)12 = Afgry.fx(gxy)(Axy.xy)(Axyx(xy))
= Axy.(Axy.xy)x((Axy.x(xy))xy)
;xy-x(x(xy))
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uque 2 dlasse de €€ fonctions peut &tre définie inductivement comme
sﬁi’l: _, fonction successeur est primitive récursive
2: (s fonction 0 (Zero) est primitive récursive.
3, La fonction prqectlon P(x1,--- Xm) =m Vxi(1 <i<m)etk<m;¢
est Pﬁn-dﬁve récursive.
4 Si f(x1)rXm) = g(hy (X1, s Xm), s p (21, - Xm)) €
g hy .- hy sont primitives récursives alors f est aussi primitive récur-
sive.
5. Si

{ f(ﬂ, . P x,,,) = g(xl,,,,,xm)
f(k+1,xl,...,x,,,) = h(k, f(k,xl,...,x,,,),xl,...,xk)

et g, h sont primitives récursives alors f est primitive récursive.

Théoréme 6.3.1 TouteforwhbnprbrﬁﬁverécursivefpeutémdﬁniedansleA-
calcul.

La démonstration est par induction sur la définition de f.

1. La fonction successeur (succ) est définie par le terme Axyz.y(xyz)z.
2. La fonction 0 (Zero) est définie par le terme Ax.Auv.v
3. La fonction projection est définie par Axy...Xm-X-

4. ??:E--.E définissent respectivement g, hy, ..., hy alors la fonction
f définissant f est donnée par :

f=Ax;...xmZ(M1x1 ... Xm)- - (hpx1 - - - Xm))-

5. Pour démontrer que le schema de récursion primitive est définissable
supposons que I'on peut construire un terme R tel que pour tout X,

Y,k
RXY0 = X, P,
RXYk+1 = Yk(RXYk)

Supposons donnés 2, T les termes qui représentent les fonctions g et
h. Nouspouvonsd\oisirletermefquimpréﬂm&fmmmesuit:
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T = Aux1...xm.R('g"x1---xm)(Y‘xl---xm)"

onY'= z\x1...x,,.uv._ﬁuvx1...xm.
On peut vérifier tacilement que f représente f.

g

Pour terminer la démonstration il nous reste a construire le terme '
R

1l est donné par :
R = Axyu.u(Qy)(D0x)1.
01 O = Ayo.D(succ(20)) (y(v0) (v1)) et D = Axyz.z(Ky)x.
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| Déterminer la forme normale des termes suivants - (Ax.xx)ab
(m.(x(yl)))(“y)' (Ax.xx)(Ax.xx), (Ax.(fxx)()lx.( fxx))).

) Soit suce = Axyz.y(xyz) .Montrerquesucco-:letsuccl:ZMontrer
aussi que pour tout n succ n = n+ 1.

3. Donner les A-termes exprimant respectivement div(x,y) de division
entitre de x par y et rem(x,y) =1'estedeladjvisiondexpary.

4 Enconsidérant que les deux valeurs booléennes dont définies par vrai
= K et faux = K, exprimez la fonction if X then Y else Z.
5. Définir comme A-terme les fonctions :

eq(x,y) = { vrai  six=y

faux sinon

x—1 six>0
pred(x):{o sinon

diff(x,y) = { A

0 sinon

ifzero(x) & { vrai six=0

faux sinon
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A1 Correction des exercices du chapitge ..

e

-

T

Exercice 1. La preuve que n’ > 2n+3 pour n 2 3 se fajt Induggy

comme suit : |

1. Base d'induction. Vérifions que la relation n* > 2y 1. 3 o, i [

pour n = 3. La vérification est immédiate, il suffit de donpg, I
valeur 3 A n et vérifier que le relation est vraie.

2. En partant de I’hypotheése d’induction n? > 2n + 3 pourn >3,
montrons que la relation (n+1)* 2 2(n+1) +3 pour n > 3 4
vraie. Nous avons : (n+1)2 > 2(n+1)+3 < n* + 241 3
2n 45 < n? > 4. Comme n > 3, la relation est toujours vraje,

Exercice 4. 1l suffit de prendre deux ensembles quelconques B et C
(B#C)telsqueBC AetCC A. Alorsona: AUB=AUC=4

Exercice 5. Il suffit de noter que I’équivalence dans la ligne 5 du raison-
nement n’est pas vraie.

A.2  Correction des exercices du chapitre 2

Exercice 3. a) La phrase "il habile et intelligent” est composée de deux
énoncés "il est habile" et "il est intelligent". Si on dénote le premier
énoncé par Aet le second par B, alors la forme propositionnelle |
:;ela r::‘i!:as? il habile et intelligent" est A A B, b) La phrase "il ha- |

] .nest Ppas intelligent” a le méme sens que "il habile et il
mest pas intelligent”. Cette phrase comporte deux én “il est
habile” et "il n’est pas intelligent". Comme S
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ExerCice 5. a) On dénote b I'énoncé "est membre de la di ton 3
la bibliothéque”, f "est membre de la direction de la financiere" ;
¢ I'énonc ¢ "est membre de la direction de la générale" Les formes

clausales des formes propositionnelles représentant les trois articles
du réglement sont

1. L'article 1 est dénoté par la forme propositionnelle f — ¢ dont
la forme clausale est = f V g.

2 Larticle 2 est dénoté par la forme propositionnelle (bAg)— f
dont la forme clausale est ~bV —g V f.

3. I'article 3 est dénoté par la forme propositionnelle =(b A f)
dont la forme clausale est =bV = f.

b) Montrons que l'ensemble des clauses {-fVvg-bV-gV
f,—bV —f} estéquivalenta I’ensemble {f — ¢,§ — —b}. Mon-
trer 1’équivalence de ces deux ensembles équivaut a montrer
que :

(~f V) A(-bV gV f)A(-bV—f) & (f =+ 8g)A(g——b)

est une tautologie. Il suffit de dresser la table de vérité de cette
forme forme propositionnelle.

¢) Comme les formes propositionnelles qui dénotent les trois
articles sont équivalents aux deux formes propositionnelles f —
g et (§ — —b), alors on peut donc réduire le réglement a

deux articles qui seront dénotés par les deux dernieres formes

propositionnelles :

Article 1 : On prend le méme que celui de I'ancien reglement

(dénoté par f — g).

Article 2 : aucun membre de la direction générale ne peut étre

membre de la direction de la bibliotheque (dénoté par g -
-b) .

Exercice 10. Nous avons : h(c, ¢,c) = —c; h(~¢,~c,c) =T;
h(—a,-b,~T) = A A B. Les connecteurs — et A forment une ensem-
ble complet de connecteurs.On peut donc écrire toutes les fonctions

logiques avec ces deux connecteurs et plus précisément en fonction
de la fonction h.
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B) AB)estunetautologie.Onpeutobsm-verque(AA (8

B N5
F))_.;FiciFestlavalmlrdevérité“faux". Joa
B—+F) = F:

A.3 Correction des exercices du chapitre

Exercice 1.
a) Preuve de A (A - B) = B)

1. FA Hypothese

2.FA—=B Hypothese

3. FB 142+MP -

4 FA—(A—B)—B) TD appliqué 2 fois.
b) Preuve de p — ((p = ) = ((P = q) — q)) se fait exactemen
comme celle en a).

£
|

¢) Preuve de (p — (q = r))— (q = (p— 1)) se fait exactement comme
celle en a).

d)PreuvedeA—a(—-A—)B)) . |
1. (p = (g = r)— (g =(p— 1)) théoréme voir c).

2. (= A — (A = B))= (A =(-A — B)) 1+subst [~A/p, Alg
B/R].

3. =A —(A — B) théoréme (voir le cours).
4 A—-(—-A—->B) 2+3+MP.

e) Preuve de -—A — (B — A)
1. =A —(A — B) Théoréme.
2. °~A —=(=A - -B) 1 + subst{~A/A,—B/B].
3. (A = -B)—> (B » A) Axiome 3.
4 A= (B> A) 243 +SH.
f) Preuve de —-A — A

L(p=(q—n)-(q —(P— 1)) Théoréme voir c)
2. 7P —(q - p))— (q

-—)(—1‘1p—+ P) 1 + subst [ﬂ—'P/Pr P/r]




ices du chapitre 3
W c it B
3. ~~A = (B = A) Théorémevoire)
4. ~-p*Q—P) 3+subst[p/a, q/B].
5. Q=2C"P2P) 2+4+Mp

6. (a—a)=*(~-p=p) 54 subst[a — a/q].
7. (@—a) Théordme

8. (" pP—2pP) 6+7+MP

2 A5 B A) 5 (Ao “B-A) 14+ subst [B—A/B].
3. A= B A))  Théoreme (voir le cours).
4 (A->-B - A))  243+MP.
O. VA < A Théoréme f),
6. (~A (B — A)) 4+5+SH.
7 (-n—nA——>-u(B—>A))—+((B—+A)—+—aA)
8. BAA) A 6 +7 + MP.
9. ((-wA——)A)—>A)—-> = A)
10. (—«A——)A)—-)A)
oK' 9y 10 + MP.

Axiome 3.

8 + subst [-A/B]
Théordme (voir le cours)

Exercice 3. Indication - Noter que tout théoréme d’un systéme consis-
tent ne peut pas étre une contradiction.

Exercice 6. SiT = A et A =B, i faut démontrer que si A — B, =X (qui
peut de traduire par A > (X 3 B)) est un théoréme alors A, X — B
(qui peut se traduire Par A A X D B) est aussi un théoreme. On peut

généraliser ensuite ce résultat pour I' et A quelconques.

Exercice 8. Indication : Montrer le systeme CPF et le systéme £ ont le

méme ensemble de théoréme (les axiomes de CPF sont des théorémes
dans L et vice versa).
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exercices du chapitre 4

A4 Correction des
1) VI(P(I) - 3(1)) P(I) : x est FEI‘SéVérant' A(.t) ¥
gt V()
_(vx(O(x) = V(x))) 0(x) : x est oiseau, V(x) : x vole,
2.) ,(_V:‘g[_}(,ﬂfamukﬁt validesie]le&fmiepourloute-inh-
. pour montrer la validité de la formule Yx(p(x) V4(x)) o

et de monirer que (Vxp(x) V Vxg(x)) est aussi valide. Notre hy.
pothase de départ : 12 formule Vx(p(x) V 4(x)) est valide (vraie pour
te interprétation. Vx(p(x) est donc valide.

X P(x)estmiePourtou :
Il est de méme pour 1a formule disjonctive (Vxp(x) V Vxq(x))
2. Q(x) est vraie pour toute interprétation. Méme raisonnement

1

que précédemment.
est valide. Cela veut dire que

b) On suppose que (3xp(x) A 3xq(x))
certaine valeur de a de x pour toute

p(x) A g(x) est vraie pour une
i i i Donc p(a) et q(a) sont valides. On déduit

interprétation considérée.
est valide de méme Jxq(x) est aussi valide.

alors que 3xp(x)
d) L'hypothése (@xA(x) - VxB(x)) est valide. On déduit que pour
une certaine valeur de x = a A(a) = B(x))estvalide.Ondisﬁngue
decas:

) est valide;

1. A(a) est fausse. Dans ce cas Vx(A(x) = B(x)
- 4 B(x)estvalidaDanscemsA(I) s B(x) est vraie pour toute
interprétation. Dans ce cas Vx(A(x) — B(x)) est valide.

Exercice 3. 1) La formule:
Va(=A(x) - (A(x) = (A(x) = —A(x))) est valide i e
seulement si (-p = (p = (p = —p))) (cu p remplace A())
est une tautologie. On vérifie ensuite que (—-p —* p— @~
—p))) est une tautologie.

4) La formule YyP(x,y) — P(y,y) n'est pas valide. Si on choisit
I'interprétation dont la domaine est N et o1 la variable libre X
vaut 0, la variable libre y vaut 3 et le prédicat P(x,y) = TS
y) V (0 = v)". La formule obtenue Vy((0 < y) V (0 =¥))

((3 < 3) V (3 =0)) est fausse.



CACILILED WU Clapitre 4
pomn == T e L0
| prercice & ) P x)
b) VxP(x, x)=T
F. o) VxyP(x,y) =
| d) Vy(P(x,y) = P(y,x)) =T
grercice 5. 1 FVxVyP(x,y) = Vyvxp(y, y)
(a) F VxVyP(x,y) Hyp.
(b) & P(ty,t2) a) + régle d’élimination de V
(c) F VxP(x,t;) b) + régle de généralisation de Vv,
(d) F VyxP(x,y) c) + régle de généralisation de V.
(e) & VxVyP(x,y) — VyVxP(x,y) Théoreme de déduction +
a) +d)
4 +3x(P(x) = Q(x)) = (VxP(x) = 3xQ(x))
(@) F3x(P(x) - Q(x)) Hyp.
(b) - VxP(x) Hyp.
() + P(a) — Q(b) a) + élimination de 3
(d) F P(a) b) + élimination de V
(e) Q(a) ) +d) + MP.
(f) F 3xQ(x) introduction de 3 + e).

(8) F 3Ix(P(x) — Q(x)) = (VxP(x) = 3xQ(x)) Théoréme de
déduction appliqué 2 fois.
Exercice 6. 1. Vt3x3((P(x) V-P(t) VQ(y,2)) A (=Q(x,y) V ~P(f) V
Q(y. 2))).

2. VxVyVz[-P(x) V -Q(x,¥) V R(y,z2)
3. Vz3x3y(P(x) v -P(y) VQ(z)) AQ(z) A (-Q(x) V -P(y) v Q(2))
Exercice7. 1 Forme prennexe : VzVy3x3t(-P(x) v Q(x) vV P(y)) A

(=Q(t) v P(z))
2 Forme de skolem : VzVy[(~P(a) vV Q(a) V P(y)) A (-Q(f(2)) V
P(z
Exercice é )1]) L'ensemble des clauses est :

{5h(x) V p(y)), (h(x) v 7(x)), ~r(a), ~p(b) }-
2) Domaine de Herbrand = {a, b}.




A.5 Correction des exercices dy o
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Exercice 9. Soit groupe G muni d’une opération notée «, t
hypotheses suivantes : Ona g
ypo suivantes : 0%

1. VavyVz(x* (y*2)) = ((x *y) *z) (associativité de »),
2 Vx(0xx=x%0= x) G posséde un élément neutre.

3. Vxdx'(x*x = ' *x = 0) Tout élément de G Posséde ,

symétrique.
On veut montrer que Vx(x *x = x — x = 0) en utilisant la méthog,

de résolution.

A5 Correction des exercices du chapitre 5

sign(0) =0

Exercice 1:
{ sign(x+1) =1

) 0Ay=0
My_{ (x+1) Ay = sign(y)
_ ] 0vy=sign(y)
xvy_{(x-i-l)\/y:l
- 20 =1
xW+1) = mult(x, x¥)
-x = minus(1, sign(x)) ;

Exercice 2. min(x,y) = minus(x,(minus(x, y))) et max(x,y) =¥ +(mi-

nus(x,y)))
Exercice 4. La machine de Turing calculant la fonction f(x,y) =y est:

ol *qo
qo * 141
q111q0

g1 *7q2

Exercice 5. f(x,y,z) = y.



des exercices du chapitre 6
6 Comeetion == P e g
Ab Correction des exercices du chapitre ¢

Exercice 1. Nous avons : (Axy.xx)ab — aa;

( m_x(yx))(gy) - (Az.a},.:(z(ay))). Ici on renomme la variable y par z
ur éviter la capture de la variable y passée en argument.

(;\x.xx)(Ax.xx) n’'a pas de forme normale.
Exercice 2. On raisonne par induction sur n argument de la fonction

succ.
Exercice 4. if .. then .. else ... = Axyz.xyz; If X then Y else Z = XYZ.

Exercice 5. pred = Axyz.(x(Apq.(9(py)))(Kz)I); diff = Axy.(ypredx);
ifzero = Ax.(x(Kfaux)K).
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