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ANALYSE
par Olivier RODOT





Suites numériques 1
Les premières notions se concentrent sur l’étude des suites réelles puis s’étendront
ensuite aux suites complexes.
K désigne R ou C.

1.1 Borne supérieure, borne inférieure

Définition

Soit A une partie de R.
On dit qu’un réel M est un majorant de A si, pour tout x ∈ A, x ⩽M .
Le plus petit (s’il existe) des majorants de A est appelé la borne supérieure 1

de A notée supA.
On dit qu’un réel m est un minorant de A si, pour tout x ∈ A, x ⩾ m.
Le plus grand (s’il existe) des minorants de A est appelé la borne inférieure 2

de A notée inf A.

Par exemple ]0,+∞[ n’admet pas de borne supérieure mais admet 0 comme borne
inférieure.

Ne pas confondre plus grand élément et borne supérieure : par exemple, 1 est la
borne supérieure de [0, 1[ mais [0, 1[ n’admet pas de plus grand élément. On remar-
quera que la borne supérieure d’une partie A de R n’appartient pas nécessairement
à A.
En revanche, on a le théorème qui suit.

1. ou supremum.
2. ou infimum.
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Théorème

Soit A une partie de R.
Si A admet un plus grand élément, alors A admet une borne supérieure
vérifiant supA = maxA.
Si A admet un plus petit élément, alors A admet une borne inférieure
vérifiant inf A = minA.

Théorème

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure 3.
Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Théorème

Soient A une partie non vide et majorée de R et M ∈ R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes 4 :

(i) M = supA ;

(ii)
ß
M est un majorant de A ;
∀ε > 0, ∃a ∈ A, a > M − ε.

Soit A une partie non vide et minorée de R et m ∈ R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes 5 :

(i) m = inf A ;

(ii)
ß
m est un minorant de A ;
∀ε > 0, ∃a ∈ A, a < m+ ε.

1.2 Généralités sur les suites réelles
Définition

Soit N ∈ N. On appelle suite réelle 6 toute application
u :

{
n ∈ N, n � N

}
−→ R.

L’image d’un entier naturel n � N par u est alors notée un et la suite u est
également le plus souvent notée (un)n�N .

3. Ce résultat est faux pour Q. Par exemple, A =
{

x ∈ Q, x2 � 2
}

est une partie non vide et
majorée de Q n’admettant pas de borne supérieure (dans Q).

4. L’assertion (ii) exprime le fait que M est un majorant de A et que pour tout ε > 0, M − ε
n’est plus un majorant de A ce qui correspond bien à la définition du plus petit des majorants
de A.

5. L’assertion (ii) exprime le fait que m est un minorant de A et que pour tout ε > 0, m + ε
n’est plus un minorant de A ce qui correspond bien à la définition du plus grand des minorants
de A.
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Pour faciliter la lecture de ce chapitre, on prendra N = 0 sachant que les définitions
et théorèmes s’adaptent aisément au cas général 7.
L’ensemble des suites réelles est noté RN.
On dit qu’une suite réelle (un) vérifie une propriété Pn à partir d’un certain rang
si 8 ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n � N =⇒ un vérifie la propriété Pn.

Définition

Soit (un) une suite réelle. On dit que (un) est majorée si
∃M ∈ R, ∀n ∈ N, un �M.

Le réel M est alors appelé un majorant de (un).
On dit que (un) est minorée si

∃m ∈ R, ∀n ∈ N, un � m.

Le réel m est alors appelé un minorant de (un).
On dit que (un) est bornée si (un) est majorée et minorée autrement dit si 9

∃(m,M) ∈ R2, ∀n ∈ N, m � un �M.

Théorème

Soit (un) une suite réelle.
Alors (un) est bornée si, et seulement si,

(
|un|

)
est majorée.

Une combinaison linéaire de suites réelles bornées est une suite réelle bornée de
même que le produit de deux suites réelles bornées.

Définition

Soit (un) une suite réelle. On dit que (un) est constante si
∃c ∈ R, ∀n ∈ N, un = c.

On dit que (un) est stationnaire si (un) est constante à partir d’un certain
rang c’est-à-dire si 10

∃N ∈ N, ∃c ∈ R, ∀n ∈ N, n � N =⇒ un = c.

6. On emploie aussi l’expression suite de réels.
7. Afin d’alléger l’écriture, (un) désignera dans le reste du chapitre et de l’ouvrage (un)n∈N.
8. Ce qui s’écrit souvent en abrégé : ∃N ∈ N, ∀n � N , un vérifie la propriété Pn.
9. Lorsque (un) est bornée, m et M sont des réels, ne dépendant donc pas de n ∈ N, et ne

sont pas uniques.
10. Ce qui s’écrit également en abrégé : ∃N ∈ N, ∃c ∈ R, ∀n � N , un = c.
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Par exemple, la suite (un) définie pour tout n ∈ N par 11 un =
ö

2
n+1

ù
+ 1 est

stationnaire car pour tout n ⩾ 2, un = 1.

Définition

Soit (un) une suite réelle.
On dit que (un) est croissante si, pour tout n ∈ N, un ⩽ un+1.
On dit que (un) est décroissante si, pour tout n ∈ N, un ⩾ un+1.
On dit que (un) est monotone si (un) est croissante ou décroissante.

1.3 Limite d’une suite réelle

Définition

Soit (un) une suite réelle.
On dit que (un) admet 12, 13 une limite finie ℓ ∈ R si 14

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ⩾ N =⇒ |un − ℓ| < ε.

(un) admet une limite ℓ ∈ R signifie donc que, pour tout ε > 0, tous les termes de
la suite sont dans l’intervalle ]ℓ− ε, ℓ+ ε[ à partir d’un certain rang.

Définition

Soit (un) une suite réelle.
On dit (un) tend vers +∞ si

∀A ∈ R, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ⩾ N =⇒ un > A.

On dit (un) tend vers −∞ si

∀A ∈ R, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ⩾ N =⇒ un < A.

11. On rappelle que la fonction partie entière, notée ⌊ · ⌋, est définie pour tout x ∈ R par le
plus grand entier relatif inférieur ou égal à x.

12. ou converge vers ou encore tend vers. Ces trois expressions synonymes sont à connaître.
13. Sous-entendu en +∞ ou quand n tend vers +∞.
14. En toute rigueur, on devrait écrire ∀ε ∈ R∗

+ mais l’abus habituel d’écriture ∀ε > 0 sera
pratiqué dans tout l’ouvrage pour ce réel strictement positif sous-entendu aussi petit que l’on
veut.
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Théorème

Soit (un) une suite réelle.
Si (un) tend vers ℓ ∈ R ∪ {−∞,+∞} alors ℓ est unique et sera notée 15

lim
n→+∞

un ou lim un.

Définition

Soit (un) une suite réelle.
On dit que (un) converge 16 si (un) admet une limite finie ℓ ∈ R.
On dit qu’elle diverge 17 sinon.

Dire qu’une suite (un) diverge signifie : lim
n→+∞

un = +∞ ou lim
n→+∞

un = −∞ ou
(un) n’admet pas de limite (finie).
Par exemple, la suite (un) =

(
(−1)n

)
diverge car (un) n’admet pas de limite.

Théorème

Toute suite réelle convergente est bornée.

La réciproque de ce théorème est fausse : il suffit pour s’en convaincre de reprendre
l’exemple précédent (un) =

(
(−1)n

)
.

Théorème

Soient λ ∈ R, (un) et (vn) deux suites réelles convergeant respectivement
vers ℓ ∈ R et ℓ′ ∈ R. Alors
• (λun + vn) converge et lim

n→+∞
(λun + vn) = λℓ+ ℓ′ ;

• (unvn) converge et lim
n→+∞

unvn = ℓℓ′ ;

• si ℓ′ ̸= 0, un
vn

converge 18 et lim
n→+∞

un
vn

= ℓ

ℓ′ ;

• si (un) est bornée et lim
n→+∞

vn = 0 alors lim
n→+∞

unvn = 0.

15. On écrira aussi un −−−−−→
n→+∞

ℓ ou un −→ ℓ.

16. ou est convergente.
17. ou est divergente.
18. On montre facilement que comme ℓ′ ̸= 0, vn ne s’annule pas à partir d’un certain rang.
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Théorème

Soient (un) et (vn) deux suites réelles convergeant respectivement vers deux
réels ℓ et ℓ′. Si, à partir d’un certain rang, un � vn alors ℓ � ℓ′.

Ce théorème est faux pour les inégalités strictes : si (un) =
(
1− 1

n+1
)

et (vn) est
la suite constante égale à 1, pour tout n ∈ N, on a un < vn mais lim

n→+∞
un = 1.

Théorème

Soit (un) une suite réelle convergeant vers un réel strictement positif.
Alors (un) est strictement positive à partir d’un certain rang.

Théorème (limite finie par encadrement)

Soient (un), (vn) et (wn) trois suites réelles.
Si, à partir d’un certain rang, un � wn � vn avec (un) et (vn) convergeant
vers la même limite ℓ ∈ R, alors (wn) converge vers ℓ.

Théorème (limite infinie par minoration ou majoration)

Soient (un) et (vn) deux suites réelles vérifiant vn � un à partir d’un certain
rang.
• Si lim

n→+∞
un = +∞ alors lim

n→+∞
vn = +∞.

• Si lim
n→+∞

vn = −∞ alors lim
n→+∞

un = −∞.

1.4 Suites monotones et suites adjacentes
Théorème de la limite monotone

Soit (un) une suite réelle.
Si (un) est monotone alors (un) admet une limite dans R ∪ {−∞,+∞}.
Plus précisément 19

• si (un) est croissante et majorée (respectivement croissante et non ma-
jorée), (un) est convergente (respectivement lim

n→+∞
un = +∞) ;

• si (un) est décroissante et minorée (respectivement décroissante et non
minorée), (un) est convergente (respectivement lim

n→+∞
un = −∞).
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Définition

On dit que deux suites réelles (un) et (vn) sont adjacentes si (un) est crois-
sante, (vn) décroissante et lim

n→+∞
(vn − un) = 0.

Théorème

Soient (un) et (vn) deux suites adjacentes. Alors
• pour tout n ∈ N, un � vn ;
• (un) et (vn) sont convergentes et convergent vers une même limite ℓ ∈ R ;
• pour tout n ∈ N, un � ℓ � vn.

1.5 Traductions séquentielles

Théorème

SiA est une partie non vide et majorée (respectivement non vide et minorée)
de R alors il existe une suite d’éléments de A convergeant vers la borne
supérieure de A (respectivement la borne inférieure de A).
Si A est une partie non vide et non majorée (respectivement non vide et
non minorée) de R, alors il existe une suite d’éléments de A de limite +∞
(respectivement −∞).

Définition

Soit A une partie de R.
On dit que A est dense dans R si A rencontre tout intervalle ouvert non
vide de R c’est-à-dire si tout intervalle ouvert non vide de R contient au
moins un point de A 20.

19. L’hypothèse d’une suite réelle est capitale car ce théorème devient faux par exemple avec
une suite de rationnels, qui même croissante et majorée, ne converge pas nécessairement vers un
rationnel. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la suite (un) définie par u0 = 2 et pour tout
n ∈ N∗, un = 1

2
(
un + 2

un

)
. Cette suite de rationnels est croissante et majorée mais ne converge

pas vers un rationnel mais vers l’irrationnel
√

2.
20. On peut aussi dire plus simplement : A est dense dans R si entre deux réels distincts, il

existe au moins un point de A.



22 1•Suites numériques

Théorème

Soit A une partie de R.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est dense dans R.
(ii) ∀x ∈ R, ∀ε > 0, ∃a ∈ A, |x− a| < ε.
(iii) Pour tout réel x, il existe une suite d’éléments de A convergeant vers x.

Théorème

Q, R\Q et D 21 sont denses dans R.

Ainsi, on peut toujours trouver un réel entre deux rationnels (ou entre deux irra-
tionnels) distincts.

1.6 Extension aux suites complexes

Définition

Soit N ∈ N. On appelle suite complexe 22 toute application

u :
{
n ∈ N, n � N

}
−→ C.

Comme pour les suites réelles, on prendra N = 0 sachant que tous les résultats
s’adaptent au cas général.
L’ensemble des suites complexes est noté CN.

Définition

Soit (un) une suite complexe.
On dit que (un) admet 23, 24 une limite ℓ ∈ C si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n � N =⇒ |un − ℓ| < ε.

Comme pour les suites réelles, l’unicité de la limite éventuelle est assurée.
Une suite complexe (un) converge donc vers ℓ ∈ C si la suite réelle

(
|un − ℓ|

)
converge vers 0.

21. D est l’ensemble des décimaux c’est-à-dire l’ensemble des rationnels de la forme p
10n où

p ∈ Z et n ∈ N.
22. On emploie aussi l’expression suite de complexes.
23. ou converge vers ou encore tend vers. Ces trois expressions synonymes sont à connaître.
24. Sous-entendu en +∞ ou quand n tend vers +∞.
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Définition

Soit (un) une suite complexe.
On dit (un) converge 25 si (un) admet une limite ℓ ∈ C.
On dit qu’elle diverge 26 sinon.

Théorème

Soit (un) une suite complexe.
Alors (un) converge vers ℓ ∈ C si, et seulement si, les suites réelles

(
Re(un)

)
et

(
Im(un)

)
convergent respectivement vers Re(ℓ) et Im(ℓ).

De plus dans ce cas, on a lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

(
Re(un)

)
+ i lim

n→+∞

(
Im(un)

)
.

Définition

Soit (un) une suite complexe. On dit que (un) est bornée si
∃M ∈ R, ∀n ∈ N, |un| �M.

Une combinaison linéaire de suites complexes bornées est une suite complexe bor-
née de même que le produit de deux suites complexes bornées.

Théorème

Toute suite complexe convergente est bornée.

Théorème

Soient λ ∈ C, (un) et (vn) deux suites complexes convergeant respective-
ment vers ℓ ∈ C et ℓ′ ∈ C. Alors
• (λun + vn) converge et lim

n→+∞
(λun + vn) = λℓ+ ℓ′ ;

• (unvn) converge et lim
n→+∞

unvn = ℓℓ′ ;

• si ℓ′ ̸= 0, un
vn

converge 27 et lim
n→+∞

un
vn

= ℓ

ℓ′ ;

• si (un) est bornée et lim
n→+∞

vn = 0 alors lim
n→+∞

unvn = 0.

25. ou est convergente.
26. ou est divergente.
27. On montre facilement que comme ℓ′ ̸= 0, vn ne s’annule pas à partir d’un certain rang.
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1.7 Suites extraites

Définition

Soit (un) une suite réelle ou complexe. On appelle suite extraite 28 de (un)
toute suite

(
uφ(n)

)
où φ : N→ N est strictement croissante.

Une telle application φ est appelée extractrice.

(u2n), (u3n), (un2) sont par exemple des suites extraites de (un).
Une composée de deux extractrices φ et ψ est une extractrice de sorte que

(
u(ψ◦φ)(n)

)
est une suite extraite de (un).

Théorème

Soit φ une extractrice.
Alors, pour tout n ∈ N, φ(n) � n.

Théorème

Soit (un) une suite complexe.
Si (un) converge vers ℓ ∈ C, toute suite extraite de (un) converge vers ℓ.

Soit (un) une suite réelle.
Si (un) tend vers ℓ ∈ R ∪ {−∞,+∞}, toute suite extraite de (un) tend vers ℓ.

Corollaire

Soit (un) une suite complexe.
Si (un) admet deux suites extraites convergeant vers des limites distinctes,
alors (un) diverge.

Soit (un) une suite réelle.
Si (un) admet deux suites extraites tendant vers des limites (finies ou infi-
nies) distinctes, alors (un) diverge.

Ce corollaire est très utile : on montre ainsi aisément la divergence de la suite
complexe 29 (un) =

(
jn

)
en considérant les deux suites extraites (u3n) et (u3n+1)

convergeant respectivement vers 1 et j.
De même la suite réelle (un) =

(
(−1)n

)
diverge car les deux suites extraites (u2n)

et (u2n+1) convergent respectivement vers 1 et −1.

28. ou sous-suite.
29. j est le nombre complexe e2iπ/3.



Suites arithmético-géométriques 25

Théorème

Soit (un) une suite réelle ou complexe. Si (u2n) et (u2n+1) sont convergentes
et convergent vers la même limite alors (un) converge.

On a déjà vu que toute suite convergente est bornée et que la réciproque est fausse.
On a néanmoins le théorème suivant.

Théorème de Bolzano-Weierstrass

Soit (un) une suite réelle ou complexe.
Si (un) est bornée, on peut extraire de (un) une sous-suite convergente.

1.8 Suites arithmético-géométriques
Définition

Soit (un) une suite réelle ou complexe.
On dit que (un) est arithmétique si 30 : ∃r ∈ K, ∀n ∈ N, un+1 = un + r.
r est alors appelé la raison de la suite (un).

Théorème

Soit (un) une suite arithmétique de raison r ∈ K. Alors 31

• ∀n ∈ N, un = u0 + nr ;

• Si (un) est réelle alors




si r = 0, (un) est constante ;
si r > 0, (un) est strictement croissante ;
si r < 0, (un) est strictement décroissante.

Définition

Soit (un) une suite réelle ou complexe.
On dit que (un) est géométrique si 32 : ∃q ∈ K, ∀n ∈ N, un+1 = qun.
q est alors appelé 33 la raison de la suite (un).

30. Il est sous-entendu que r ∈ R si (un) est une suite réelle et r ∈ C si (un) est une suite
complexe.

31. Plus généralement, pour tout (n, p) ∈ N2, un = up + (n − p)r.
32. Il est sous-entendu que q ∈ R si (un) est une suite réelle et q ∈ C si (un) est une suite

complexe.
33. Si u0 = 0, on ne peut pas parler de raison de la suite (un) car alors, pour tout q ∈ K, (un)

est la suite nulle.
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Théorème

Soit (un) une suite géométrique de raison q ∈ K. Alors 34

• ∀n ∈ N, un = qnu0.

• Si (un) est réelle alors





si q = 1, (un) est constante ;
si q > 1, (un) est strictement croissante ;
si 0 < q < 1, (un) est strictement décroissante.

Théorème

Soit (un) =
(
qn

)
où q ∈ R. Alors

• si q = 1, (un) est constante égale à 1 donc converge vers 1 ;
• si q > 1, lim

n→+∞
un = +∞ ;

• si −1 < q < 1, lim
n→+∞

un = 0 ;

• si q � −1, (un) n’a pas de limite donc diverge.

Théorème

Soit (un) =
(
qn

)
où q ∈ C. Alors

• si q = 1, (un) est constante égale à 1 donc converge vers 1 ;
• si |q| < 1, lim

n→+∞
un = 0 ;

• dans tous les autres cas, (un) diverge.

Définition

Soit (un) une suite réelle ou complexe.
On dit que (un) est arithmético-géométrique si 35

∃(q, r) ∈ K2, ∀n ∈ N, un+1 = qun + r.

Comme pour les suites géométriques et arithmétiques, il existe une formule géné-
rale donnant l’expression de (un) en fonction de n mais elle n’est pas à retenir.
La méthode pour déterminer un en fonction de n dans le cas où (un) n’est pas
géométrique (q ̸= 1) est la suivante : on résoud l’équation a = qa + r d’inconnue
a ∈ K puis on vérifie que la suite (vn) = (un − a) est géométrique de raison q.

34. Plus généralement, si q ̸= 0, pour tout (n, p) ∈ N2, un = qn−pup.
35. Si r = 0, on retrouve la notion de suite géométrique et lorsque q = 0, on retrouve celle de

suite arithmétique.
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1.9 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition

Soit (un) une suite réelle ou complexe
On dit que (un) est récurrente linéaire d’ordre 2 si 36

∃(a, b) ∈ K2\{(0, 0)}, ∀n ∈ N, un+2 + aun+1 + bun = 0.

L’équation r2 + ar + b = 0 est appelée équation caractéristique de (un).

Distinguons à présent le cas réel du cas complexe dans les théorèmes qui suivent.

Théorème

Soit (un) une suite réelle récurrente linéaire d’ordre 2 et notons ∆ le dis-
criminant de son équation caractéristique.
• Si ∆ > 0, l’équation caractéristique admet deux racines réelles r1 et r2

distinctes et
∃(λ, µ) ∈ R2, ∀n ∈ N, un = λrn1 + µrn2 .

• Si ∆ = 0, l’équation caractéristique admet une racine réelle r et

∃(λ, µ) ∈ R2, ∀n ∈ N, un = (λn+ µ)rn.

• Si ∆ < 0, l’équation caractéristique admet deux racines complexes
conjuguées reiθ et re−iθ et

∃(λ, µ) ∈ R2, ∀n ∈ N, un =
(
(λ cos(nθ) + µ sin(nθ)

)
rn.

Théorème

Soit (un) une suite complexe récurrente linéaire d’ordre 2 et notons ∆ le
discriminant de son équation caractéristique.
• Si ∆ ̸= 0, l’équation caractéristique admet deux racines complexes r1

et r2 distinctes et

∃(λ, µ) ∈ C2, ∀n ∈ N, un = λrn1 + µrn2 .

• Si ∆ = 0, l’équation caractéristique admet une racine complexe r et

∃(λ, µ) ∈ C2, ∀n ∈ N, un = (λn+ µ)rn.

36. On suppose dans cette définition que (a, b) ̸= (0, 0) car sinon, (un) est la suite nulle dès
que n � 2.
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1.10 Suites récurrentes un+1 = f(un)

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
On dit que I est stable par f si f(I) ⊂ I c’est-à-dire si

∀x ∈ I, f(x) ∈ I.

On dit que x ∈ I est un point fixe de f si f(x) = x.

Théorème

Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction de I vers R.
Si I est stable par f , il existe une unique suite (un) telle que

u0 = a et, pour tout n ∈ N, un+1 = f(un).

De plus, pour tout n ∈ N, un ∈ I.

Le théorème qui suit rassemble les propriétés à connaître sur la monotonie et la
limite éventuelle de ce type de suites.

Théorème

Soient I un intervalle de R, a ∈ I, f une fonction de I vers R tels que I est
stable par f et (un) définie par u0 = a et, pour tout n ∈ N, un+1 = f(un).
• Si, pour tout x ∈ I, f(x) � x (respectivement f(x) � x), (un) est

croissante (respectivement décroissante).
• Si f est croissante sur I, (un) est monotone 37.
• Si f est décroissante sur I, (u2n) et (u2n+1) sont monotones 38.
• Si (un) converge vers ℓ ∈ I et si f est continue en ℓ alors ℓ est un point

fixe de f .

37. Plus précisément, si u0 � u1, (un) est croissante et si u0 � u1, (un) est décroissante.
38. et de sens de variations contraires. Plus précisément, si u0 � u2, (u2n) croissante et (u2n+1)

décroissante, et si u0 � u2, (u2n) décroissante et (u2n+1) croissante.
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variable réelle 2
Ce chapitre aborde l’étude des fonctions numériques 1 d’une variable réelle, plus
précisément des fonctions définies sur une partie de R à valeurs dans R ou C.
À partir de la section 3, les fonctions sont définies sur un intervalle 2 de R non
vide et non réduit à un point et sont d’abord, dans la première section, à valeurs
réelles. La seconde section propose d’étendre certaines des notions à des fonctions
à valeurs complexes. Par la suite, sauf cas particuliers 3, les fonctions seront à
valeurs dans K = R ou C.

2.1 Rappels du vocabulaire usuel sur les fonctions
Soit X une partie non vide 4 de R.
On dira par la suite que f est une fonction de X vers K si f est définie sur X à
valeurs dans K c’est-à-dire, pour tout x ∈ X, f(x) est définie 5 et f(x) ∈ K.
Lorsque K = R (respectivement K = C), on parle de fonction réelle (respective-
ment fonction complexe).
Lorsque f est une fonction de X vers K, on emploiera parfois la notation

f : X −→ K ou f :
ß
X −→ K
x 7−→ f(x) .

1. Le terme numérique fait référence à l’espace d’arrivée en l’occurrence R ou C.
2. Le programme officiel de mpsi restreint l’étude des notions de ce chapitre à des intervalles,

sachant que ces notions s’étendent à des ensembles qui ne sont pas nécessairement des intervalles
mais des parties quelconques de R non vides et non réduit à un point.

3. comme par exemple les paragraphes énonçant les principaux théorèmes sur la continuité
ou la dérivabilité.

4. Toutes les parties de R de cette section seront considérées comme non vide.
5. Autrement dit, le domaine de définition de f est X.
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Définition

Soient
(
O, ı⃗, ȷ⃗

)
un répère du plan, X une partie de R et f une fonction de

X vers R. On appelle graphe 6 de f la courbe du plan d’équation y = f(x)
c’est-à-dire l’ensemble noté Γf ou Cf défini par 7

Γf =
{

(x, y) ∈ R2, x ∈ X et y = f(x)
}
.

Définition
Soient X une partie de R, A une partie de X et f une fonction de X vers K.
On appelle restriction de f à A la fonction de A vers K, notée f|A, définie
par ∀x ∈ A, f|A(x) = f(x).
On appelle prolongement (ou extension) de f à Y ⊃ X toute fonction g
de Y vers K vérifiant ∀x ∈ X, g(x) = f(x).

Définition
Soient λ ∈ K, X une partie de R et f et g deux fonctions de X vers K.
Alors λf+g et fg sont deux fonctions de X vers K définies pour tout x ∈ X
par (λf + g)(x) = λf(x) + g(x) et (fg)(x) = f(x)g(x).

Définition

Soient X et Y deux parties de R, f une fonction de X vers R telle que 8

f(X) ⊂ Y et g une fonction de Y vers K.
Alors g ◦ f est une fonction de X vers K définie pour tout x ∈ X par

(g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
.

Définition
Soient T ∈ R∗

+, X une partie de R et f une fonction de X vers K.
On dit que f est paire si, pour tout x ∈ X, −x ∈ X et f(−x) = f(x).
On dit que f est impaire si, pour tout x ∈ X, −x ∈ X et f(−x) = −f(x).
On dit que f est T -périodique si, pour tout x ∈ X, x+ T ∈ X, x− T ∈ X
et f(x+ T ) = f(x). On dit alors que T est une période 9 de f .

6. ou courbe représentative de f .
7. noté aussi Γf =

{(
x, f(x)

)
; x ∈ X

}
.

8. Lorsque f(X) ⊂ Y , on dit que f est à valeurs dans Y .
9. En général T n’est pas unique sauf si par exemple f est continue et non constante sur X.
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Théorème

Soient
(
O, ı⃗, ȷ⃗

)
un repère du plan, X une partie de R et f une fonction de

X vers R.
• Si f est paire, son graphe est symétrique par rapport à l’axe des or-

données.
• Si f est impaire, son graphe est symétrique par rapport à O.

Définition

Soient X une partie de R et f une fonction de X vers R.
On dit que f est croissante si : ∀(x, y) ∈ X2, x � y =⇒ f(x) � f(y).
On dit que f est décroissante si : ∀(x, y) ∈ X2, x � y =⇒ f(x) � f(y).
On dit que f est monotone si f est croissante ou décroissante.

Les définitions de f strictement croissante (respectivement décroissante) s’ob-
tiennent en remplaçant dans chacune des définitions ci-dessus les inégalités larges
par des inégalités strictes.

Définition

Soient X une partie de R et f une fonction de X vers R.
On dit que f est majorée si : ∃M ∈ R, ∀x ∈ X, f(x) �M .
Le réel M est alors appelé un majorant de f .
On dit que f est minorée si : ∃m ∈ R, ∀x ∈ X, f(x) � m.
Le réel m est alors appelé un minorant de f .
On dit que f est bornée si f est majorée et minorée 10.

Définition

Soient X une partie de R, a ∈ X et f une fonction de X vers R.
On dit que f admet un maximum en a si, pour tout x ∈ X, f(x) � f(a).
Le réel f(a) est alors appelé le maximum de f , noté max

x∈X
f(x) ou max

X
f .

On dit que f admet un minimum en a si, pour tout x ∈ X, f(x) � f(a).
Le réel f(a) est alors appelé le minimum de f , noté min

x∈X
f(x) ou min

X
f .

10. On montre aisément que f bornée équivaut à |f | majorée.
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2.2 Compléments sur les fonctions usuelles

Les fonctions puissances x 7−→ xα (où x ∈ R∗
+), exponentielle, logarithme népérien

et trigonométriques sin, cos et tan sont supposées connues 11.

Définition (fonction partie entière)

On appelle fonction partie entière la fonction de R vers R définie pour tout
x ∈ R par le plus grand entier relatif inférieur ou égal à x.
La partie entière d’un réel x sera notée ⌊x⌋.

Par exemple, ⌊π⌋ = 3 et ⌊−π⌋ = −4.

Théorème (caractérisation de la partie entière)

Soit x ∈ R. Alors
• ⌊x⌋ est l’unique entier relatif tel que ⌊x⌋ � x < ⌊x⌋+ 1 ;
• ⌊x⌋ est l’unique entier relatif tel que x− 1 < ⌊x⌋ � x.

x

y

−3 −2 −1 1 2 3 4

1

2

3

0

11. On trouvera les formules trigonométriques usuelles page 414.
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Définition (fonctions hyperboliques)

On appelle sinus hyperbolique, notée sh, la fonction de R vers R définie pour
tout x ∈ R par

sh(x) = ex − e−x

2 .

On appelle cosinus hyperbolique, notée ch, la fonction de R vers R définie
pour tout x ∈ R par

ch(x) = ex + e−x

2 .

On appelle tangente hyperbolique, notée th, la fonction de R vers R définie
pour tout x ∈ R par

th(x) = sh(x)
ch(x) .

x

y

−2 −1 1 2

1

2

0

sh

x

y

−2 −1 1 2

2

3

0

ch

x

y

−2 −1 1 2

1

0

th

Théorème (propriétés des fonctions hyperboliques)

• La fonction sh est impaire, croissante sur R et pour tout x ∈ R,

(sh)′(x) = ch(x).

• La fonction ch est paire, croissante sur R+, décroissante sur R− et pour
tout x ∈ R,

(ch)′(x) = sh(x).

• La fonction th est impaire, croissante sur R et pour tout x ∈ R,

(th)′(x) = 1
ch2(x)

= 1− th2(x).

• Pour tout x ∈ R, ch2(x)− sh2(x) = 1.
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Définition (fonctions réciproques des fonctions trigonométriques)

La fonction sinus est bijective de
[
−π2 ,

π
2
]

vers [−1, 1]. Sa bijection réci-
proque est appelée 12 arcsinus et notée arcsin : [−1, 1] −→

[
−π2 ,

π
2
]
.

La fonction cosinus est bijective de [0, π] vers [−1, 1]. Sa bijection réciproque
est appelée arccosinus et notée arccos : [−1, 1] −→ [0, π].
La fonction tangente est bijective de

]
−π2 ,

π
2
[

vers R. Sa bijection réciproque
est appelée arctangente et notée arctan : R −→

]
−π2 ,

π
2
[
.

x

y

−1 1

π
2

−π2

0

arcsin

x

y

−1 1

π

0

arccos
x

y

−1 1

π
2

π
2

0

arctan

Théorème (propriétés de la fonction arcsinus)

• arcsin(0) = 0, arcsin
( 1

2
)

= π
6 , arcsin

(√
2

2

)
= π

4 , arcsin
(√

3
2

)
= π

3 et
arcsin(1) = π

2 .
• La fonction arcsinus est impaire, croissante sur [−1, 1] et, pour tout
x ∈ ]−1, 1[,

(arcsin)′(x) = 1√
1− x2

.

•
®

Pour tout x ∈ [−1, 1], sin
(
arcsin(x)

)
= x.

Pour tout x ∈
[
−π2 ,

π
2
]
, arcsin

(
sin(x)

)
= x.

12. Le nom arcsinus vient du fait que arcsin(x) est l’arc de
[
− π

2 , π
2
]

dont le sinus est x.
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Théorème (propriétés de la fonction arccosinus)

• arccos(0) = π
2 , arccos

( 1
2
)

= π
3 , arccos

(√
2

2

)
= π

4 , arccos
(√

3
2

)
= π

6 et
arccos(1) = 0.
• La fonction arccosinus est décroissante sur [−1, 1] et, pour tout x ∈ ]−1, 1[,

(arccos)′(x) = − 1√
1− x2

.

•
®

Pour tout x ∈ [−1, 1], cos
(
arccos(x)

)
= x.

Pour tout x ∈ [0, π], arccos
(
cos(x)

)
= x.

• Pour tout x ∈ [−1, 1], arccos(x) + arcsin(x) = π
2 .

Théorème (propriétés de la fonction arctangente)

• arctan(0) = 0, arctan
(

1√
3

)
= π

6 , arctan
(√

3
)

= π
3 et arctan(1) = π

4 .
• La fonction arctangente est impaire, croissante sur R et, pour tout x ∈ R,

(arctan)′(x) = 1
1 + x2 .

•
®

Pour tout x ∈ R, tan
(
arctan(x)

)
= x.

Pour tout x ∈
]
−π2 ,

π
2
[
, arctan

(
tan(x)

)
= x.

2.3 Limite d’une fonction en un point

Définition

On appelle 13, 14, 15 segment de R toute partie de R de la forme [a, b] où
(a, b) ∈ R2.
On appelle intervalle de R, toute partie I de R vérifiant

∀(a, b) ∈ I2 tel que a � b, [a, b] ⊂ I.

13. Pour tout a ∈ R, le singleton {a} est considéré comme un segment réduit à un point.
14. [a, b] = {x ∈ R, a � x � b}.
15. Dans toute la suite, dans l’écriture [a, b], il est sous-entendu que a � b de sorte que par

exemple l’écriture [1, 0] sera proscrite.
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Mis à part R et ∅, si a et b sont deux réels, tout intervalle de R est de l’une des
formes suivantes :

[a, b[ =
{
x ∈ R, a ⩽ x < b

}
; [a,+∞[ =

{
x ∈ R, x ⩾ a

}
;

]a, b] =
{
x ∈ R, a < x ⩽ b

}
; ]−∞, b] =

{
x ∈ R, x ⩽ b

}
;

]a,+∞[ =
{
x ∈ R, x > a

}
; ]−∞, b[ =

{
x ∈ R, x < b

}
;

[a, b] =
{
x ∈ R, a ⩽ x ⩽ b

}
; ]a, b[ =

{
x ∈ R, a < x < b

}
.

Définition

Soit (a, b) ∈ R2.
On dit qu’un intervalle 16 de R est ouvert s’il est de la forme ]a, b[, ]a,+∞[,
]−∞, b[, ∅ ou R.
On dit qu’un intervalle de R est fermé s’il est de la forme [a, b], [a,+∞[,
]−∞, b], ∅ ou R.
On dit qu’un intervalle de R est semi-ouvert s’il est de la forme [a, b[ ou
]a, b].

Définition
On dit qu’une partie V de R est un voisinage d’un réel a s’il existe un réel
α > 0 tel que 17 ]a− α, a+ α[⊂ V .
On dit qu’une partie V de R est un voisinage de +∞ s’il existe un réel A
tel que ]A,+∞[⊂ V .
On dit qu’une partie V de R est un voisinage de −∞ s’il existe un réel A
tel que ]−∞, A[⊂ V .

Définition
Soit I un intervalle de R.
On dit que 18 a ∈ R ∪ {−∞,+∞} est un point adhérent 19 à I si 20 tout
voisinage de a rencontre I c’est-à-dire si tout voisinage de a contient au
moins un point de I.
On dit que a ∈ R est un point intérieur de I si 21 I est un voisinage de a
c’est-à-dire s’il existe un réel α > 0 tel que ]a− α, a+ α[⊂ I.

16. ∅ et R sont à la fois ouverts et fermés.
17. En particulier, pour tout réel α > 0, ]a − α, a + α[ est un voisinage de a.
18. R ∪ {−∞, +∞} se note aussi R et est appelé droite numérique achevée.
19. La notion de point adhérent n’est pas indispensable à la compréhension de ce chapitre. Elle

n’interviendra donc qu’en notes de bas de page.
20. a ∈ R ∪ {−∞, +∞} adhérent à I signifie en termes simples que a est un point de I ou une

extrémité finie ou infinie de I.
21. a point intérieur de I signifie en termes simples que a est un point de I mais pas une

extrémité de I.
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Par exemple +∞ et 0 sont adhérents à ]0,+∞[. 1 n’est pas un point intérieur de
[0, 1], ni de [0, 1[ mais tout réel x ∈ ]0, 1[ est un point intérieur de [0, 1].

Définition
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
1. Soit 22 a un point de I ou une extrémité finie de I.

On dit que f admet une limite finie en a si
∃ℓ ∈ R, ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, |x− a| < α =⇒

∣∣f(x)− ℓ
∣∣ < ε.

2. On dit que f admet une limite finie en +∞ si
∃ℓ ∈ R, ∀ε > 0, ∃A ∈ R, ∀x ∈ I, x > A =⇒

∣∣f(x)− ℓ
∣∣ < ε.

On dit que f admet une limite finie en −∞ si
∃ℓ ∈ R, ∀ε > 0, ∃A ∈ R, ∀x ∈ I, x < A =⇒

∣∣f(x)− ℓ
∣∣ < ε.

Ainsi, dire que f admet une limite en a signifie : il existe ℓ ∈ R tel que l’écart entre
f(x) et ℓ peut être rendu aussi petit que l’on veut pourvu que x soit suffisamment
proche de a. La première définition ci-dessus peut également s’écrire de manière
équivalente de la façon suivante :

∃ℓ ∈ R, ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, x ∈ ]a− α, a+ α[ =⇒ f(x) ∈ ]ℓ− ε, ℓ+ ε[.

Définition
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
1. Soit a un point de I ou une extrémité finie de I.

On dit que f tend vers +∞ en a si 23

∀A ∈ R, ∃α > 0, ∀x ∈ I, |x− a| < α =⇒ f(x) > A.

2. On dit que f tend vers +∞ en +∞ si 24

∀A ∈ R, ∃B ∈ R, ∀x ∈ I, x > B =⇒ f(x) > A.

On dit que f tend vers +∞ en −∞ si
∀A ∈ R, ∃B ∈ R, ∀x ∈ I, x < B =⇒ f(x) > A.

Une fonction f peut donc admettre une limite finie ou infinie en a mais aussi ne
pas avoir de limite (cf. exemple page 39).

22. On pourrait aussi dire : soit a un réel adhérent à I.
23. La définition de f tend vers −∞ en a est analogue en remplaçant simplement f(x) > A

par f(x) < A.
24. La définition de f tend vers −∞ en +∞ est analogue en remplaçant simplement f(x) > A

par f(x) < A.
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Théorème

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point 25 de I
ou une extrémité finie ou infinie de I. Si f admet une limite finie en a alors
celle-ci est unique et sera notée 26 lim

a
f ou lim

x→a
f(x).

Si f est définie en a et admet une limite finie en a alors lim
a
f = f(a).

Définition
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
1. Soit a un point de I ou une extrémité finie de I.

On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de a s’il existe
α > 0 tel que f vérifie cette propriété sur I ∩ ]a− α, a+ α[.

2. On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de +∞ s’il existe
A ∈ R tel que f vérifie cette propriété sur I ∩ ]A,+∞[.
On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de −∞ s’il existe
A ∈ R tel que f vérifie cette propriété sur I ∩ ]−∞, A[.

Théorème
Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de I
ou une extrémité finie ou infinie de I.
Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

Définition
Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de I
ou une extrémité finie de I.
1. On dit que f admet une limite finie à gauche en a si 27

∃ℓ ∈ R, ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, a− α < x < a =⇒
∣∣f(x)− ℓ

∣∣ < ε.

Elle sera alors notée lim
a−

f ou lim
x→a−

f(x) ou lim
x→a
x<a

f(x) ou encore f
(
a−)

.

2. On dit que f admet une limite finie à droite en a si 28

∃ℓ ∈ R, ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, a < x < a+ α =⇒
∣∣f(x)− ℓ

∣∣ < ε.

Elle sera alors notée lim
a+

f ou lim
x→a+

f(x) ou lim
x→a
x>a

f(x) ou encore f
(
a+).

25. On peut aussi dire : soit a un point de R ∪ {−∞, +∞} adhérent à I.
26. Si ℓ désigne cette limite, on écrira également f −→

a
ℓ ou f(x) −−−→

x→a
ℓ.

27. Autrement dit : la restriction de f à I ∩ ]−∞, a[ admet une limite finie en a.
28. Autrement dit : la restriction de f à I ∩ ]a, +∞[ admet une limite finie en a.
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Théorème

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de I
ou une extrémité finie de I.
1. On suppose que f est définie en a. Alors f admet une limite finie ℓ ∈ R

en a si, et seulement si, f admet une limite finie à gauche et à droite
en a égales à f(a).

2. On suppose que f n’est pas définie en a. Alors f admet une limite finie
ℓ ∈ R en a si, et seulement si, f admet une limite finie à gauche et à
droite en a égales à ℓ.

Donnons deux exemples de ce théorème.

Soient f :




R −→ R

x 7−→
ß

1 si x = 0
0 sinon

et g :
ß

R∗ −→ R
x 7−→ 1 .

On a f(0) = 1 et des limites à droite et à gauche de f en 0 égales à 0 ̸= f(0).
Donc f n’a pas de limite en 0. D’autre part, g n’est pas définie en 0, admet des
limites à gauche et à droite égales à 1 donc g admet 1 comme limite en 0.

Théorème (caractérisation séquentielle de la limite)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R, a un point de I ou
une extrémité finie ou infinie de I et ℓ ∈ R ∪ {−∞,+∞}.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) lim
x→a

f(x) = ℓ.
(ii) Pour toute suite (xn) de I convergeant vers a, la suite

(
f(xn)

)
converge vers ℓ.

Théorème (combinaison linéaire, produit et quotient des limites)

Soient I un intervalle de R, a un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, λ ∈ R, f et g deux fonctions de I vers R admettant des limites finies
ℓ et ℓ′ en a. Alors
• λf + g admet une limite finie en a et lim

a
(λf + g) = λℓ+ ℓ′ ;

• fg admet une limite finie en a et lim
a
fg = ℓℓ′ ;

• si ℓ′ ̸= 0, f
g admet 29 une limite finie en a et lim

a

f
g = ℓ

ℓ′ .

29. On montre facilement que comme ℓ′ ̸= 0, g ne s’annule pas au voisinage de a.
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Théorème (composition des limites)

Soient I et J deux intervalles de R, f une fonction de I vers R telle que
f(I) ⊂ J , g une fonction de J vers R, a un point de I ou une extrémité
finie ou infinie de I. Si lim

a
f = b alors

• b est un point de J ou une extrémité finie ou infinie de J ;
• si lim

b
g = ℓ alors lim

a
(g ◦ f) = ℓ.

Énonçons le théorème relatif au passage à la limite dans des inégalités larges.

Théorème

Soient I un intervalle de R, a un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f et g deux fonctions de I vers R admettant des limites finies ℓ et ℓ′

en a.
Si au voisinage de a, f � g, alors ℓ � ℓ′.

Ce théorème devient faux pour les inégalités strictes : on a par exemple pour tout
x ∈ R∗

+, 1− 1
x < 1 mais lim

x→+∞

(
1− 1

x

)
= 1 n’est pas strictement inférieure à 1.

Théorème (limite finie par encadrement)

Soient I un intervalle de R, a un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f , g et h trois fonctions de I vers R.

Si 30 au voisinage de a, f � h � g avec lim
a
f = ℓ ∈ R et lim

a
g = ℓ alors

lim
a
h = ℓ.

Théorème (limite infinie par minoration ou majoration)

Soient I un intervalle de R, a un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f et g deux fonctions de I vers R vérifiant g � f au voisinage de a.
• Si lim

a
f = +∞ alors lim

a
g = +∞.

• Si lim
a
g = −∞ alors lim

a
f = −∞.

30. L’hypothèse sera le plus souvent : pour tout x ∈ I, f(x) � h(x) � g(x) mais cette inégalité
seulement au voisinage de a est suffisante pour aboutir à la conclusion.
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Théorème de la limite monotone

Soient a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞} tels que a < b et f une fonction de
]a, b[ vers R monotone. Alors

• lim
a
f et lim

b
f existent et sont finies ou infinies 31 ;

• pour tout c ∈ ]a, b[, lim
c−

f et lim
c+

f existent et

lim
c−

f � f(c) � lim
c+

f si f est croissante

lim
c+

f � f(c) � lim
c−

f si f est décroissante.

2.4 Extension aux fonctions à valeurs complexes

Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a un point de I
ou une extrémité finie de I.
On dit que f admet une limite finie ℓ ∈ C en a

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, |x− a| < α =⇒
∣∣f(x)− ℓ

∣∣ < ε.

L’unicité de cette éventuelle limite se démontre de la même manière que le cas
d’une fonction à valeurs réelles.
De même, on peut étendre la notion de limite en +∞ et −∞ avec exactement la
même définition que pour les fonctions à valeurs réelles à ceci près que

∣∣f(x)− ℓ
∣∣

désigne désormais le module de f(x)− ℓ.
En revanche, la notion de limite infinie n’a plus de sens dans C.
Lorsque f est une fonction de I vers C, on définit les fonctions Re(f) et Im(f)
de I vers R pour tout x ∈ I par(

Re(f)
)
(x) = Re

(
f(x)

)
et

(
Im(f)

)
(x) = Im

(
f(x)

)
.

Ces deux nouvelles fonctions à valeurs réelles vérifient : f = Re(f) + i Im(f).

31. Plus précisément, dans le cas par exemple d’une fonction f croissante, lim
a

f est finie
(
et

égale à la borne inférieure de f sur ]a, b[
)

si f est minorée et égale à −∞ sinon ; lim
b

f est finie
(
et égale à la borne supérieure de f sur ]a, b[

)
si f est majorée et égale à +∞ sinon. Ce théorème

est en fait l’analogue pour les fonctions du théorème de la limite monotone pour les suites :
toute suite réelle croissante (respectivement décroissante) et majorée (respectivement minorée)
converge.
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Théorème

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a un point de I
ou une extrémité finie ou infinie de I.

Alors lim
a
f = ℓ ∈ C si, et seulement si,

{ lim
a

Re(f) = Re(ℓ)
lim
a

Im(f) = Im(ℓ)

On peut également étendre la notion de fonction bornée d’une fonction f de I
vers C de la façon suivante : f est bornée sur I si

∃K ∈ R+, ∀x ∈ I,
∣∣f(x)

∣∣ � K.

avec
∣∣f(x)

∣∣ qui désigne désormais le module de f(x).

Comme pour le cas d’une fonction à valeurs réelles, toute fonction d’un intervalle I
à valeurs complexes admettant une limite finie en un point a de I (ou une extrémité
finie ou infinie de I) est bornée au voisinage de a.
Les notions de limite à gauche et à droite sont également étendues de même que
la caractérisation séquentielle de la limite.

2.5 Continuité
À partir de maintenant, K désigne R ou C.

Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a ∈ I. On dit
que 32 f est continue en a si lim

a
f = f(a) c’est-à-dire si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, |x− a| < α =⇒
∣∣f(x)− f(a)

∣∣ < ε.

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Contrairement à la définition de la limite d’une fonction f de I vers K en un point
a où a n’est pas nécessairement un point de I, la notion de continuité en un point
a n’a pas de sens si ce point n’est pas dans I.
En vertu du théorème page 38, on pourrait simplement donner comme définition
de la continuité de f , l’existence d’une limite finie de f en a.

32. Il existe des fonctions qui ne sont continues en aucun point de R. C’est le cas par exemple
de la fonction caractéristique de Q, appelée également fonction de Dirichlet et notée parfois 1Q,

définie par :




R −→ R

x 7−→
ß

1 si x ∈ Q
0 sinon

.
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Théorème

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a ∈ I.
Alors f est continue en a (respectivement sur I) si, et seulement si, les fonc-
tions à valeurs réelles Re(f) et Im(f) sont continues en a (respectivement
sur I).

Définition (prolongement par continuité)

Soient I un intervalle de R, a un réel n’appartenant pas à I et f une fonction
de I vers K.
On dit que f est prolongeable par continuité en a si lim

a
f existe et est finie.

On définit alors le prolongement f̃ de f , continu sur I ∪ {a}, défini par

f̃ :




I ∪ {a} −→ K

x 7−→

{
f(x) si x ̸= a

lim
a
f sinon

Par exemple, la fonction f : x 7−→ sin(x)
x définie sur l’intervalle R∗

+ se prolonge par
continuité en 0 car lim

0
f = 1.

Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a ∈ I.
On dit que f est continue à gauche en a si lim

a−
f = f(a).

On dit que f est continue à droite en a si lim
a+

f = f(a).

Par exemple la fonction partie entière 33 est continue à droite en 1 mais n’est pas
continue à gauche en 1 car ⌊1⌋ = 1 et lim

x→1−
⌊x⌋ = 0 ̸= ⌊1⌋.

Théorème

Soient I un intervalle de R, a ∈ I qui n’est pas une extrémité de I et f une
fonction de I vers K. Alors f est continue en a si, et seulement si, f est
continue à gauche et à droite en a.

Donnons à présent la caractérisation séquentielle de la continuité en un point.

33. On rappelle que la fonction partie entière, notée ⌊ · ⌋ est définie pour tout x ∈ R par
le plus grand entier relatif inférieur ou égal à x. Elle vérifie en particulier pour tout x ∈ R :
⌊x⌋ � x < ⌊x⌋ + 1.
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Théorème (caractérisation séquentielle de la continuité)

Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction de I vers K.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue en a.
(ii) Pour toute suite (xn) de I convergeant vers a, la suite

(
f(xn)

)
converge vers f(a).

Théorème

Soient I un intervalle de R, a ∈ I, λ ∈ K, f et g deux fonctions de I vers K
continues en a (respectivement sur I). Alors
• λf + g est continue en a (respectivement sur I) ;
• fg est continue en a (respectivement sur I) ;
• si g(a) ̸= 0, g ne s’annule pas au voisinage de a et f

g est continue en a.

Théorème

Soient I et J deux intervalles de R, a ∈ I, f une fonction de I vers R telle
que f(I) ⊂ J et g une fonction de J vers K.
Si f est continue en a (respectivement sur I) et g est continue sur f(a)
(respectivement sur J) alors g ◦ f est continue en a (respectivement sur I).

2.6 Théorèmes relatifs à la continuité
Dans cette section, toutes les fonctions sont à valeurs dans R.

Théorème des valeurs intermédiaires

Soient I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2 avec a < b et f une fonction de I
vers R continue sur I.
1. Tout réel λ strictement compris entre f(a) et f(b) possède au moins un

antécédent par f sur ]a, b[ autrement dit 34 il existe au moins un réel
c ∈ ]a, b[ tel que f(c) = λ.

2. Si f est de plus strictement monotone, tout réel λ strictement compris
entre f(a) et f(b) possède un unique antécédent par f sur ]a, b[ autre-
ment dit 35 il existe un unique réel c ∈ ]a, b[ tel que f(c) = λ.

34. ou encore l’équation f(x) = λ admet au moins une solution dans ]a, b[.
35. ou encore l’équation f(x) = λ admet une unique solution dans ]a, b[.
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Énonçons son corollaire immédiat, également appelé parfois théorème des valeurs
intermédiaires.

Corollaire

Soient I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2 avec a < b et f une fonction de I
vers R continue sur I.
Si 36 f(a)f(b) < 0, il existe au moins 37 un réel c ∈ ]a, b[ tel que f(c) = 0

Énonçons un autre corollaire du théorème des valeurs intermédiaires concernant
l’image d’un intervalle par une fonction continue.

Corollaire

L’image d’un intervalle 38 par une fonction continue est un intervalle.

L’hypothèse de continuité est indispensable pour assurer la validité du théorème.
Il suffit par exemple de reprendre l’exemple de la fonction partie entière : en la
notant E, on a E

(
[0, 1]

)
= {0, 1}.

L’image d’un intervalle borné par une fonction continue n’est pas nécessairement
un intervalle borné : prenons par exemple la fonction f :

ß
]0, 1] −→ R
x 7−→ 1

x

pour

laquelle on a f
(
]0, 1]

)
= [1,+∞[.

En ajoutant la condition de stricte monotonie, on peut affiner le corollaire précé-
dent qui donne le théorème suivant.

Théorème

Soient I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2 avec a < b et f une fonction de I
vers R continue sur I.
Si f est strictement croissante, f

(
[a, b]

)
=

[
f(a), f(b)

]
.

Si f est strictement décroissante, f
(
[a, b]

)
=

[
f(b), f(a)

]
.

On peut encore prolonger le théorème précédent à des intervalles qui ne sont pas des
segments : avec les mêmes hypothèses que le théorème, si f est strictement crois-
sante, par exemple f

(
[a, b[

)
=

[
f(a), lim

b
f
[

ou encore f
(
]a,+∞[

)
=

]
lim
a
f, lim

+∞
f
[
.

36. ce qui signifie f(a) et f(b) de signes opposés.
37. Si f est de plus strictement monotone, ce réel est unique.
38. Ce corollaire est également vérifié dans le cas d’un intervalle réduit à un point : par exemple,

pour la fonction constante égale à 1 sur R, on a f(R) = {1}.
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Théorème des bornes atteintes

Soit f une fonction de [a, b] vers R continue sur le segment [a, b].
Alors f est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes 39.

Corollaire

L’image d’un segment par une fonction continue est un segment 40.

Le théorème n’est plus vérifié si la fonction n’est pas continue sur l’intégralité du
segment.
Il suffit pour s’en convaincre de reprendre l’exemple de la partie entière : en la
notant E, elle est continue sur [0, 1[ mais pas sur [0, 1] et on a E

(
[0, 1]

)
= {0, 1}.

D’autre part, pour une telle fonction f continue sur le segment [a, b], on n’a pas
nécessairement f

(
[a, b]

)
=

[
f(a), f(b)

]
.

Par exemple en prenant la fonction f : x 7−→ x2, on a f
(
[−1, 2]

)
= [0, 4] et

[0, 4] ̸=
[
f(−1), f(2)

]
.

Le théorème qui suit est une autre conséquence du théorème des valeurs intermé-
diaires.

Théorème

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
Si f est injective et continue sur I alors f est strictement monotone sur I.

Pour conclure cette section, énonçons le théorème relatif à la continuité de la
fonction réciproque.

Théorème

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R continue et
strictement monotone sur I. Alors

1. f est bijective de I sur f(I).

2. La bijection réciproque f−1 de f est continue et strictement monotone
sur f(I), de même monotonie que f .

39. En particulier, f admet un minimum et un maximum.
40. Le segment peut être réduit à un point : par exemple, en prenant la fonction f constante

égale à 1 sur R, f
(
[0, 1]

)
= {1} où {1} est le segment réduit à un point.



Continuité par morceaux 47

2.7 Continuité par morceaux

Définition

Soient n ∈ N∗, a et b deux réels tel que a < b.
On appelle subdivision de [a, b] toute famille (x0, . . . , xn) ∈ [a, b]n+1 telle
que : a = x0 < x1 < . . . < xn = b.
On appelle pas de la subdivision le réel strictement positif

max
i∈J0,n−1K

(
xi+1 − xi

)
.

Lorsque toutes les différences xi+1−xi sont égales, on dit que la subdivision
est régulière.

Définition

Soient a et b deux réels tel que a < b et f une fonction de [a, b] vers K.
On dit que f est continue par morceaux sur [a, b] si f est continue sur
[a, b] sauf en un nombre fini (éventuellement nul 41) de points en lesquels f
admet une limite à droite et à gauche c’est-à-dire s’il existe n ∈ N∗ et une
subdivision (x0, . . . , xn) de [a, b] tels que f est continue sur chaque ]xi, xi+1[
et admet 42 des limites finies à droite en xi et à gauche en xi+1.

1

1 2 3 4 5 6 7
x0 = a x1 x2 x3 = b

b

b

b

b

Une fonction continue par morceaux . . . . . . et une qui ne l’est pas.

b

b

b

41. Cette précision permet de voir immédiatement qu’une fonction continue est continue par
morceaux.

42. On peut écrire plus simplement f admet des limites finies à droite et à gauche en chaque xi

mais il faut alors préciser qu’en x0 = a et xn = b, f n’admet respectivement qu’une limite à droite
et à gauche. Cette limite finie de f à droite et à gauche en chaque xi n’est pas nécessairement
égale à f(xi).
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On peut aussi formuler la définition de la façon suivante : f est continue par
morceaux sur [a, b] s’il existe n ∈ N∗ et (x0, . . . , xn) une subdivision de [a, b] tels
que pour tout i ∈ �0, n−1�, la restriction de f à ]xi, xi+1[ est continue sur ]xi, xi+1[
et prolongeable par continuité en xi et xi+1.
La fonction partie entière est par exemple continue par morceaux sur tout segment
[a, b]. En revanche, la fonction x 7−→ 1

x , certes prolongeable en 0 par un réel
quelconque, n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] car ce prolongement est
impossible par continuité.

Théorème

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction de [a, b] vers K
continue par morceaux sur [a, b]. Alors f est bornée 43 sur [a, b].

La notion de continuité par morceaux peut s’étendre à tout intervalle de R comme
le précise la définition suivante.

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On dit que f est continue par morceaux sur I si f est continue par morceaux
sur tout segment inclus dans I.

2.8 Continuité uniforme et fonction lipschitzienne
Rappelons tout d’abord la définition de la continuité sur un intervalle : f est conti-
nue sur I si : ∀x ∈ I, ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀y ∈ I, |x− y| < α =⇒

∣∣f(x)− f(y)
∣∣ < ε.

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On dit que f est uniformément continue sur I si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀(x, y) ∈ I2, |x− y| < α =⇒
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ < ε.

Contrairement à la définition de la continuité, le α ne dépend 44 pas du point x
choisi dans I mais ne dépend que du ε.

43. mais n’atteint pas nécessairement ses bornes. Par exemple la fonction

f :




[0, 1] −→ R

x 7−→
ß

x si x ∈ [0, 1[
0 si x = 1

est continue par morceaux et bornée sur [0, 1]

mais ne peut atteindre son maximum en l’absence de ce dernier.
44. c’est-à-dire pour la continuité, la valeur de α est a priori modifiée à chaque nouvelle valeur

de x dans I contrairement à la continuité uniforme où cet α est le même pour tous les x dans I.
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Toute fonction uniformément continue sur I est continue sur I mais la réciproque
est fausse : par exemple, la fonction x 7→ x2 est continue sur R+ mais n’est pas
uniformément continue sur R+.

La somme de deux fonctions uniformément continues, le produit d’une fonction
uniformément continue par un complexe et la composée de deux fonctions unifor-
mément continues 45 sont uniformément continues.

En revanche, le produit de deux fonctions uniformément continues n’est pas né-
cessairement uniformément continue : prenons par exemple la fonction f : x 7→ x.
Alors f est uniformément continue sur R+ mais, comme on l’a déjà remarqué plus
haut, f2 : x 7→ x2 n’est pas uniformément continue sur R+.

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K et K ∈ R+
On dit que f est K-lipschitzienne sur I si

∀(x, y) ∈ I2,
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ � K|x− y|.

On dit que f est lipschitzienne sur I s’il existe K ∈ R+ tel que f est
K-lipschitzienne sur I.
On dit que f est contractante sur I s’il existe K ∈ [0, 1[ tel que f est
K-lipschitzienne sur I.

Théorème

Soient I un intervalle de R et f une fonction lipschitzienne de I vers K.
Alors f est uniformément continue sur I.

La réciproque du théorème ci-dessus est fausse.
Par exemple la fonction f : x 7−→

√
x est uniformément continue sur R+ mais

n’est pas lipschitzienne.

Théorème de Heine

Toute fonction continue sur un segment [a, b] est uniformément continue
sur ce segment.

2.9 Dérivabilité

45. à condition que la définition de cette composée soit possible c’est-à-dire que l’intervalle
d’arrivée de l’une soit incluse dans celui de départ de l’autre.
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Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a ∈ I.

On dit que f est dérivable en a si f(x)−f(a)
x−a , appelé taux d’accroissement

de f entre a et x, admet une limite finie lorsque x tend vers a.

Cette limite est alors notée f ′(a) et appelée nombre dérivé de f en a.

Lorsque f est dérivable en tout point de I, on appelle dérivée de f la
fonction notée f ′ définie par f ′ :

ß
I −→ K
x 7−→ f ′(x) .

Théorème

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a ∈ I. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est dérivable en a.
(ii) f(a+h)−f(a)

h admet une limite finie lorsque h tend vers 0.
(iii) Il existe ℓ ∈ R et une fonction ε de I vers K tels que lim

0
ε = 0 et

pour tout réel h vérifiant a+ h ∈ I,

f(a+ h) = f(a) + ℓh+ hε(h).

Lorsque f est dérivable en a, le réel ℓ du (iii) est f ′(a) et l’égalité

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ hε(h)

est appelée développement limité de f à l’ordre 1 en a.

Théorème

Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction de I vers K dérivable
en a. Alors f est continue en a.

La réciproque de ce théorème est fausse 46 comme le montre l’exemple de la fonction
valeur absolue qui n’est pas dérivable en 0.

46. Il existe même des fonctions continues en tout point de R et dérivables en aucun point

de R. C’est le cas par exemple de la fonction :





R −→ R

x 7−→
+∞∑
n=0

1
2n cos

(
3nx

) qui utilise la notion

de série de fonctions.
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Théorème

Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction de I vers K dérivable
en a.
Alors f dérivable en a si, et seulement si, Re(f) et Im(f) sont dérivables
en a.
De plus, dans ce cas, on a f ′(a) =

(
Re(f)

)′(a) + i
(
Im(f)

)′(a).

Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a un point
intérieur 47 de I.
On dit que f est dérivable à gauche en a si f(x)−f(a)

x−a admet une limite finie
lorsque x tend vers a−. Cette limite est alors notée f ′

g(a).

On dit que f est dérivable à droite en a si f(x)−f(a)
x−a admet une limite finie

lorsque x tend vers a+. Cette limite est alors notée f ′
d(a).

Théorème

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a un point intérieur
de I.
Alors f dérivable en a si, et seulement si, f est dérivable à gauche et à
droite en a avec f ′

g(a) = f ′
d(a).

Les trois théorèmes qui suivent établissent les opérations sur les fonctions déri-
vables.

Théorème

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K, dérivables
sur I, et λ ∈ K. Alors
• λf + g est dérivable sur I et (λf + g)′ = λf ′ + g′.

• fg est dérivable sur I et (fg)′ = f ′g + fg′.

• Si g ne s’annule pas sur I, f
g

est dérivable sur I et
Å
f

g

ã′
= f ′g − fg′

g2 .

47. On peut aussi choisir comme hypothèse I intervalle ouvert de R et prendre alors un point
quelconque a de I.
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Théorème

Soient I et J deux intervalles de R, f une fonction de I vers R telle que
f(I) ⊂ J et g une fonction de J vers K.
Si f est dérivable sur I et g dérivable sur J , g ◦ f est dérivable sur I et

(g ◦ f)′ =
(
g′ ◦ f

)
× f ′.

Théorème

Soient I un intervalle de R, J = f(I) et f une fonction de I vers R bijective
de I sur J et dérivable sur I.
Si f ′ ne s’annule pas sur I, alors f−1 est dérivable sur J et

(
f−1)′ = 1

f ′ ◦ f−1 .

L’hypothèse « f ′ ne s’annule pas sur I » est essentielle.
Par exemple la fonction f : x 7−→ x2 est dérivable sur R+ mais f−1 : x 7−→

√
x

n’est pas dérivable sur R+ car non dérivable en 0.

2.10 Fonctions de classe Ck

Définition

Soient k ∈ N, I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On dit que f est k fois dérivable 48 sur I si on peut déterminer sur I les
dérivées successives de f jusqu’à sa dérivée k-ième 49 notée f (k).

Définition

Soient k ∈ N, I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On dit que f est de classe Ck sur I si f est k fois dérivable sur I et f (k)

est continue sur I.
On dit que f est 50 de classe C∞ sur I si, pour tout k ∈ N, f est de classe
Ck sur I.
On note 51 Ck(I,K)

(
respectivement C∞(I,K)

)
l’ensemble des fonctions

de classe Ck (respectivement de classe C∞) sur I.

48. Pour k = 0, f (0) = f est appelée dérivée d’ordre 0 (ou dérivée 0-ième) de f .
49. ou dérivée d’ordre k.
50. On dit aussi f est indéfiniment dérivable.
51. En particulier C0(I,K) désigne l’ensemble des fonctions continues sur I.
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Comme la dérivabilité implique la continuité, si f est k fois dérivable sur I, f ,
f ′, f ′′, . . . , f (k−1) sont continues sur I mais la continuité de f (k) sur I n’est pas
assurée.

Par exemple, on peut montrer que la fonction f :





R −→ R

x 7−→
®
x3 sin

( 1
x2

)
si x ̸= 0

0 sinon

est dérivable sur R mais f ′ n’est pas dérivable sur R car non dérivable en 0.

Théorème

Soient k ∈ N, λ ∈ K, I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K,
de classe Ck (respectivement C∞) sur I.
Alors λf + g est de classe Ck (respectivement C∞) sur I et

(λf + g)(k) = λf (k) + g(k).

Théorème (formule de Leibniz)

Soient k ∈ N, I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K, de
classe Ck (respectivement C∞) sur I.
Alors fg est de classe Ck (respectivement C∞) sur I et on a la formule de
Leibniz suivante :

(fg)(k) =
k∑
i=0

Ç
k

i

å
f (i)g(k−i).

Si g ne s’annule pas sur I, f
g

est de classe Ck (respectivement C∞) sur I.

Théorème

Soient k ∈ N, I un intervalle de R, J = f(I) et f une fonction de I vers R
bijective 52 de I sur J et de classe Ck (respectivement de classe C∞) sur I.
Si f ′ ne s’annule pas sur I, alors f−1 est de classe Ck (respectivement de
classe C∞) sur J .

2.11 Extremum local

Dans cette section, les fonctions sont à valeurs réelles.

52. C’est notamment le cas si f est continue et strictement monotone sur I.
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Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a ∈ I.
On dit que f admet un maximum local en a si

∃α > 0, ∀x ∈ I, |x− a| < α =⇒ f(x) � f(a).

On dit que f admet un minimum local en a si
∃α > 0, ∀x ∈ I, |x− a| < α =⇒ f(x) � f(a).

On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum ou
un minimum local en a.
On dit que a est un point critique de f si f est dérivable en a et f ′(a) = 0.

Théorème (condition nécessaire d’un extremum local)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point
intérieur 53 de I. Si f est dérivable en a et admet un extremum local en a
alors a est un point critique de f .

L’hypothèse « a point intérieur de I » (ou bien « I intervalle ouvert ») est fonda-
mentale pour assurer la validité du théorème. Par exemple la fonction f : x 7−→ x
est dérivable en 0 et 1, admet un minimum en 0, un maximum en 1 et pourtant
f ′(0) ̸= 0 et f ′(1) ̸= 0.
Une fonction f peut admettre un extremum en a sans être dérivable en a. Par
exemple la fonction x 7−→

√
x admet un minimum en 0 mais n’est pas dérivable

en 0.
La réciproque du théorème est fausse : la fonction f :

ß
[−1, 1] −→ R
x 7−→ x3 n’admet

pas d’extremum et pourtant f ′(0) = 0 et 0 est bien un point intérieur de [−1, 1].

Théorème (condition suffisante d’un extremum local)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point intérieur
de I. Si a est un point critique de f et f ′ s’annule en a en changeant de
signe 54, alors f admet un extremum local en a.

53. On peut aussi supposer I intervalle ouvert et prendre alors un point quelconque a de I.
54. Dire que f ′ s’annule en a en changeant de signe signifie f ′ > 0 à gauche de a et f ′ < 0 à

droite de a ou inversement c’est-à-dire : ou bien f ′ > 0 sur un certain intervalle ]a−α, a[ (avec
α > 0) et f ′ < 0 sur ]a, a+α[ (auquel cas f admet un maximum local en a) ou bien f ′ < 0 sur un
certain intervalle ]a−α, a[ et f ′ > 0 sur ]a, a+α[ (auquel cas f admet un minimum local en a).
Notons qu’il existe α > 0 tel que ]a − α, a[ et ]a, a + α[ soient bien inclus dans I car a est un
point intérieur de I.



Théorèmes relatifs à la dérivabilité 55

2.12 Théorèmes relatifs à la dérivabilité
Dans cette section, les fonctions sont également à valeurs réelles.

Théorème de Rolle

Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction de [a, b] vers R,
continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et tels que f(a) = f(b).
Alors il existe (au moins) un réel c dans ]a, b[ tel que f ′(c) = 0.

Très souvent, f est dérivable aussi en a et b mais cette hypothèse n’est pas néces-
saire pour la validité du théorème.
En revanche, la continuité de f en a et b est indispensable.

Par exemple, la fonction f :




[0, 1] −→ [0, 1]

x 7−→
®
x si x ∈ [0, 1[
0 sinon

est dérivable (donc

continue) sur ]0, 1[ avec f(0) = f(1) = 0 mais pour tout c ∈ ]0, 1[, f ′(c) = 1 ̸= 0.
Si on retire, dans les hypothèses du théorème de Rolle, l’hypothèse f(a) = f(b),
on obtient l’égalité du théorème qui suit.

Théorème (égalité des accroissements finis)

Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction de [a, b] vers R,
continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.
Alors il existe (au moins) un réel c dans ]a, b[ tel que

f ′(c) = f(b)− f(a)
b− a

.

Dans le théorème suivant, les fonctions sont éventuellement à valeurs complexes.

Théorème (inégalité des accroissements finis)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K dérivable sur I et
tels que |f ′| est majorée par un réel K sur I.
Alors f est K-lipschitzienne sur I c’est-à-dire

∀(x, y) ∈ I2,
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ � K|x− y|.

Dans le cas particulier d’une fonction f de [a, b] vers R (avec a < b) continue sur
[a, b], dérivable sur ]a, b[ telle qu’il existe deux réels m et M vérifiant m � f ′ �M ,
on a alors

m(b− a) � f(b)− f(a) �M(b− a).
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Les deux théorèmes qui suivent caractérisent les fonctions constantes et monotones
sur un intervalle à l’aide de leurs dérivées sachant que le premier est valable pour
les fonctions à valeurs complexes.

Théorème

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K dérivable sur I.
Alors f est constante sur I si, et seulement si, f ′ est nulle sur I.

Théorème

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R dérivable sur I.
Alors f est croissante (respectivement décroissante) sur I si, et seulement
si, f ′ est positive ou nulle (respectivement négative ou nulle) sur I.

Une condition nécessaire et suffisante de stricte monotonie à l’aide la dérivée est
plus subtile.
Énonçons d’abord une condition suffisante.

Théorème

Soient I un intervalle 55 de R et f une fonction de I vers R dérivable sur I.
Si f ′ est strictement positive (respectivement strictement négative) sur I,
sauf éventuellement en un nombre fini de points 56, alors f est strictement
croissante (respectivement décroissante) sur I.

Ce théorème est faux si I n’est pas intervalle.

Par exemple la fonction f :
ß

R∗ −→ R
x 7−→ 1

x

est de dérivée strictement négative

sur tout R∗ car pour tout x ∈ R∗, f ′(x) = − 1
x2 mais f n’est pas strictement

décroissante sur R∗ puisque f(−1) = −1 < 1 = f(1).

Le théorème qui suit donne enfin une condition nécessaire et suffisante de stricte
monotonie.

55. On rappelle que tous les intervalles de ce chapitre sont non vides et non réduits à un point.
56. En particulier, si f ′ est strictement positive (respectivement négative) sur tout I, f est

strictement croissante (respectivement décroissante) sur I.
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Théorème

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R dérivable sur I de
dérivée positive (respectivement négative) sur I.
Alors f est strictement croissante (respectivement strictement décroissante)
sur I si, et seulement si 57,

{
[a, b] ⊂ I, a < b, tel que f ′ = 0 sur [a, b]

}
= ∅.

Énonçons enfin le théorème de la limite de la dérivée également appelée théorème
de dérivabilité d’un prolongement.

Théorème de la limite de la dérivée

Soient I un intervalle de R, a ∈ I, f une fonction de I vers R continue sur
I et dérivable sur I\{a}.
Si lim

x→a
x̸=a

f ′(x) = ℓ ∈ R alors 58 f est dérivable en a et f ′(a) = ℓ.

Si lim
x→a
x̸=a

f ′(x) = ℓ ∈ {−∞,+∞} alors f(x)− f(a)
x− a

−−−→
x→a

ℓ et le graphe de f

présente une tangente verticale au point de coordonnées
(
a, f(a)

)
.

Ne pas confondre les deux éventuelles limites lim
x→a
x̸=a

f ′(x) et lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a

.

La première est liée à la continuité de f ′ en a tandis que la seconde concerne la
dérivabilité de f en a.
D’autre part, la limite lim

x→a
x̸=a

f ′(x) peut ne pas exister, auquel cas le théorème ne

permet pas de conclure quant à la dérivabilité de f en a.
Enfin, on n’utilise parfois ce théorème pour des limites à droite ou à gauche. En
reprenant les mêmes premières hypothèses du théorème précédent, si cette fois-ci
lim
x→a
x<a

f ′(x) = ℓ ∈ R alors f est dérivable à gauche en a et f ′
g(a) = ℓ.

2.13 Convexité
Dans cette section, toutes les fonctions sont à valeurs réelles.
Pour tout (a, b) ∈ R2, on rappelle 59 que le segment [a, b] = {x ∈ R, a � x � b},
ensemble qui peut également s’écrire sous la forme

[a, b] =
{

(1− λ)a+ λb ; λ ∈ [0, 1]
}
.

57. c’est-à-dire f ′ n’est la fonction nulle sur aucun segment [a, b] ⊂ I.
58. c’est-à-dire f dérivable en a et f ′ continue en a.
59. Cf. en particulier la note 15 page 35.
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On rappelle aussi que si f est une fonction d’un intervalle I de R vers R, le graphe
de f est la partie du plan noté Γf définie par

Γf =
{

(x, y) ∈ R2, x ∈ I et y = f(x)
}
.

Rappelons enfin qu’une partie E du plan est convexe si pour tout (A,B) ∈ E2,
[A,B] ⊂ E.

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
On appelle corde de f tout segment [A,B] du plan où A

(
a, f(a)

)
et

B
(
b, f(b)

)
avec (a, b) ∈ I2.

On appelle sécante de f toute droite (AB) du plan où A
(
a, f(a)

)
et

B
(
b, f(b)

)
avec a et b deux points distincts de I.

On appelle épigraphe de f la partie du plan notée Γ+
f définie par

Γ+
f =

{
(x, y) ∈ R2, x ∈ I et y � f(x)

}
.

Une corde de f est donc une partie du plan de la forme{(
(1− λ)a+ λb, (1− λ)f(a) + λf(b)

)
; λ ∈ [0, 1]

}

où (a, b) ∈ I2.

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
On dit que f est convexe sur I si son graphe est situé en dessous de toutes
ses cordes c’est-à-dire si

∀(a, b) ∈ I2, ∀λ ∈ [0, 1], f
(
(1− λ)a+ λb

)
� (1− λ)f(a) + λf(b).

On dit que f est concave 60 sur I si son graphe est situé au-dessus de toutes
ses cordes c’est-à-dire si

∀(a, b) ∈ I2, ∀λ ∈ [0, 1], f
(
(1− λ)a+ λb

)
� (1− λ)f(a) + λf(b).

Théorème

Soient I un intervalle de R, a et b deux points de I avec a < b et f une
fonction de I vers R, convexe sur I.
Alors le graphe de f est situé en dessous de sa sécante sur [a, b] et au-dessus
à l’extérieur de [a, b].

60. On remarquera que f concave équivaut à −f convexe et que les seules fonctions à la fois
convexes et concaves sont les fonctions affines.
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Théorème (inégalité de Jensen)

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
Si f est convexe alors pour tous points a1, . . . , an de I et tous réels positifs
λ1, . . . , λn de somme égale à 1, on a

f

(
n∑
i=1

λiai

)
�

n∑
i=1

λif(ai).

Notons que l’on retrouve la définition de la convexité de f en prenant n = 2 dans
l’inégalité de Jensen.

Explicitons à présent des assertions équivalentes à la convexité d’une fonction.

Théorème

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe sur I.
(ii) L’épigraphe de f est une partie convexe du plan.
(iii) Pour tout a ∈ I, la fonction 61 x 7−→ f(x)−f(a)

x−a est croissante
sur I\{a}.

(iv) Pour tout (a, b, c) ∈ I3 tel que a < b < c, on a l’inégalité des pentes 62

suivante :
f(b)− f(a)

b− a
�
f(c)− f(a)

c− a
�
f(c)− f(b)

c− b
.

Ajoutons à présent une hypothèse supplémentaire de dérivabilité à la convexité.

Théorème

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R dérivable sur I.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe sur I.
(ii) f ′ est croissante 63 sur I.
(iii) Le graphe de f est situé au-dessus de toutes ses tangentes 64.

61. On pourrait l’appeler fonction pente d’origine A car elle modélise la pente de la sécante
(AX) où A

(
a, f(a)

)
et X

(
x, f(x)

)
.

62. appelée également lemme des trois pentes.
63. assertion équivalente à f ′′ positive sur I si f est deux fois dérivable sur I.
64. c’est-à-dire : pour tout a ∈ I, pour tout x ∈ I, f(x) � f(a) + f ′(a)(x − a).
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Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point
intérieur 65 de I. On dit que f admet un point d’inflexion en a si le graphe
de f traverse sa tangente 66 au point

(
a, f(a)

)
.

Théorème (condition nécessaire d’un point d’inflexion)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R deux fois dérivable
sur I et a un point intérieur de I.
Si f admet un point d’inflexion en a alors f ′′(a) = 0.

La réciproque de ce théorème est fausse. Par exemple la fonction f : x 7−→ x4

vérifie f ′′(0) = 0 mais f n’admet pas de point d’inflexion en 0.

Théorème (condition suffisante d’un point d’inflexion)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R deux fois dérivable
sur I et a un point intérieur de I.
Si f ′′ s’annule en a en changeant de signe 67 alors f admet un point d’in-
flexion en a.

2.14 Comparaison asymptotique
Définition

Soient 68 I un intervalle de R, f et g deux fonctions 69 de I vers K et a un
point 70 de I ou une extrémité finie ou infinie de I.
On dit que f est dominée par g au voisinage de a s’il existe un voisinage
de a et une fonction h de I ∩ V vers K, bornée sur I ∩ V tels que f = hg
sur I ∩ V . On écrit 71, 72 alors f =

a
O(g) ou f(x) =

x→a
O
(
g(x)

)
.

65. Cf. notes 47 et 53 pages 51 et 54.
66. c’est-à-dire f change de convexité en a : f est par exemple convexe à gauche de a et concave

à droite de a ou inversement.
67. Cf. note 54 page 54 en remplaçant f ′ par f ′′.
68. Les définitions de cette section sont définies, comme dans tout le chapitre, sur un intervalle

sachant qu’elles s’étendent à des ensembles qui ne sont pas nécessairement des intervalles mais
des parties quelconques de R non vides et non réduit à un point.

69. On peut étendre cette définition, ainsi que les deux suivantes, à des fonctions définies au
moins au voisinage de a.

70. On peut aussi dire : soit a un point de R ∪ {−∞, +∞} adhérent à I..
71. Se lit « f est un grand O de g au voisinage de a ».
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Même si au premier abord, cette définition (et surtout la notation) peuvent paraître
délicates, le théorème qui suit en facilite la compréhension.

Théorème

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K et a un
point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. On suppose de plus que
g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Au voisinage de a, f = O(g).

(ii) f
g

est bornée au voisinage de a.

(iii) • Si a est un réel :

∃α > 0, ∃K ∈ R+, ∀x ∈ I, |x− a| < α =⇒
∣∣f(x)

∣∣ � K
∣∣g(x)

∣∣.
• Si 73 a = +∞ :

∃A > 0, ∃K ∈ R+, ∀x ∈ I, x > A =⇒
∣∣f(x)

∣∣ � K
∣∣g(x)

∣∣.

Par exemple, au voisinage de a, f = O(1) signifie f bornée au voisinage de a.
Comme expliqué dans la note 71, il faut bien comprendre que la notation n’est
pas à prendre au sens d’une vraie égalité. Par exemple, au voisinage de tout réel,
sin(x) = O(1) et cos(x) = O(1) mais les fonctions sinus et cosinus sont pourtant
distinctes.
Toujours dans le même état d’esprit, au voisinage d’un a, O(g)−O(g) ̸= 0 mais 74

O(g)−O(g) = O(g).
La relation de domination n’est pas non plus symétrique : par exemple, au voisinage
de +∞, 1

x = O(1) mais 1 n’est pas un O
( 1
x

)
.

Par la suite, au voisinage d’un point a, l’écriture O(g) désignera dans toute égalité
n’importe quelle fonction dominée par g au voisinage de a.

72. ou même plus simplement : au voisinage de a, f = O(g). On emploie aussi parfois la
notation f ≪

a
g ou f(x) ≪

x→a
g(x). Bien qu’historiquement, la notation ≪ fut introduite comme

symbole de substitution pour la relation de domination, elle reste encore parfois utilisée pour
noter la relation de négligeabilité.

73. Dans le cas a = −∞, remplacer x > A par x < A.
74. Il faut penser en ces termes : une fonction dominée par g au voisinage de a moins une

fonction dominée par g au voisinage de a reste une fonction dominée par g au voisinage de a.
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Théorème

Soient I un intervalle de R, f , g et h et k quatre fonctions de I vers K et
a un point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. Alors, au voisinage
de a,
• si f = O(g) et g = O(h) alors f = O(h) ;
• si f = O(h) et g = O(h) alors f + g = O(h) ;
• si f = O(h) et g = O(k) alors fg = O(hk).

Définition

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K et a un point
de I ou une extrémité finie ou infinie de I.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe un voisi-
nage de a et une fonction ε de I ∩ V vers K tels que f = εg sur I ∩ V avec
lim
a
ε = 0.

On écrit 75 alors f =
a

o(g) ou f(x) =
x→a

o
(
g(x)

)
.

Comme pour la relation de domination, explicitons immédiatement le théorème
permettant de clarifier cette notion.

Théorème

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K et a un
point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. On suppose de plus que
g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Au voisinage de a, f = o(g).

(ii) lim
a

f

g
= 0.

(iii) • Si a est un réel :

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, |x− a| < α =⇒
∣∣f(x)

∣∣ � ε
∣∣g(x)

∣∣.
• Si 76 a = +∞ :

∀ε > 0, ∃A > 0, ∀x ∈ I, x > A =⇒
∣∣f(x)

∣∣ � ε
∣∣g(x)

∣∣.

Par exemple, au voisinage de a, f = o(1) signifie lim
a
f = 0.

75. ou plus simplement : au voisinage de a, f = o(g). Cette fausse égalité se lit « f est un petit
o de g au voisinage de a ».

76. Dans le cas a = −∞, remplacer x > A par x < A.
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Comme pour la relation de domination, il faut bien comprendre que cette notation
n’est pas une vraie égalité.
Par exemple, au voisinage de +∞, x = o

(
ex
)

et ln(x) = o
(
ex
)

mais les fonctions
ln et x 7−→ x sont distinctes.
De même, au voisinage d’un a, o(g)− o(g) n’est pas égal à 0 mais reste un o(g).
Par la suite, au voisinage d’un point a, l’écriture o(g) désignera dans toute égalité
n’importe quelle fonction négligeable devant g au voisinage de a.

Théorème

Soient I un intervalle de R, f , g et h et k quatre fonctions de I vers K et
a un point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. Alors, au voisinage
de a,
• si f = o(g) alors f = O(g) ;
• si f = o(g) et g = o(h) alors f = o(h) ;
• si f = o(h) et g = o(h) alors f + g = o(h) ;
• si f = o(h) alors fg = o(gh) ;
• si f = o(h) et g = o(k) alors fg = o(hk) ;
• lim

a
f = ℓ ∈ K si, et seulement si, au voisinage de a, f = ℓ+ o(1).

Le théorème qui suit permet en particulier de réécrire le théorème des croissances
comparées étudié en classe de Terminale à l’aide de cette relation de négligeabilité.

Théorème

Au voisinage de +∞, on a
• pour tout α ∈ R, xα = o

(
ex
)

;
• pour tout (α, β) ∈ R∗

+ × R, lnβ(x) = o
(
xα

)
;

• pour tout (α, β) ∈ R2 tel que α < β, xα = o
(
xβ

)
.

Au voisinage de 0, on a
• pour tout (α, β) ∈ R∗

+ × R, lnβ(x) = o
Å 1
xα

ã
;

• pour tout (α, β) ∈ R2 tel que α < β, xβ = o
(
xα

)
.

Définition

On dit que f est équivalente à g au voisinage de a s’il existe un voisinage
de a et une fonction k de I ∩ V vers K tels que f = kg sur I ∩ V avec
lim
a
k = 1. On écrit alors f ∼

a
g ou f(x) ∼

x→a
g(x).
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Théorème

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K et a un
point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. On suppose de plus que
g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f ∼
a
g.

(ii) lim
a

f

g
= 1.

(iii) Au voisinage de a, f = g + o(g).

Théorème

Soient I un intervalle de R, f , g et h et k quatres fonctions de I vers K et
a un point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. Alors
• la relation ∼

a
est une relation d’équivalence ;

• si f ∼
a
g alors f = O(g) et g = O(f) ;

• si f ∼
a
h et g ∼

a
k alors fg ∼

a
hk ;

• si f ∼
a
g et f et g à valeurs réelles alors f et g ont même signe 77 au

voisinage de a ;

• si lim
a
f = ℓ ∈ K avec ℓ ̸= 0 alors f ∼

a
ℓ ;

• si f ∼
a
g et f et g à valeurs réelles strictement positives 78 alors, pour

tout α ∈ R, fα ∼
a
gα ;

• si f ∼
a
g et 79 lim

a
g = ℓ alors lim

a
f = ℓ ;

• si f , g et h sont à valeurs réelles et vérifient f � g � h avec f ∼
a
h alors

g ∼
a
f .

f ∼
a
g n’est pas équivalente à lim

a
(f − g) = 0. Par exemple x2 + x ∼

x→+∞
x2 mais

x2 + x− x2 = x tend vers +∞ (et non vers 0) quand x tend vers +∞.

77. c’est-à-dire si f ∼
a

g et g > 0 (respectivement g < 0) au voisinage de a alors f > 0

(respectivement f < 0 au voisinage de a.
78. au moins au voisinage de a.
79. y compris, dans le cas de fonctions à valeurs réelles, ℓ ∈ {−∞, +∞}.
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Les équivalents ne sont pas compatibles avec la somme : si f ∼
a
h et g ∼

a
k, on ne

peut pas en déduire que f + g est équivalente à h+ k en a.
Par exemple x + 1 ∼

x→+∞
x et 1 − x ∼

x→+∞
1 − x mais x + 1 + 1 − x = 2 n’est pas

équivalent à x+ 1− x = 1 en +∞.
Si f et g possèdent la même limite en a, on ne peut pas en déduire que f est
équivalente à g au voisinage de a.
Par exemple lim

x→+∞
ln(x) = +∞ et lim

x→+∞
x2 = +∞mais ln(x) n’est pas équivalente

à x2 au voisinage de +∞.

2.15 Comparaison asymptotique (cas des suites)
Cette section est une rapide adaptation aux suites de la section précédente et ne
contient donc aucune remarque.

Définition

Soient (un) et (vn) deux suites réelles ou complexes.
On dit que (un) est dominée par (vn) s’il existe une suite (bn) bornée telle
que un = bnvn à partir d’un certain rang.
On écrit alors 80 un = O(vn).

Théorème

Soient (un) et (vn) deux suites réelles ou complexes. On suppose de plus
que (vn) ne s’annule pas à partir d’un certain rang. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) un = O(vn).

(ii) un
vn

est bornée à partir d’un certain rang.

(iii) ∃N ∈ N, ∃K ∈ R+, ∀n ∈ N, n � N =⇒ |un| � K |vn|.

Théorème

Soient (un), (vn), (xn) et (yn) quatre suites réelles ou complexes. Alors
• si un = O(vn) et vn = O(xn) alors un = O(xn) ;
• si un = O(xn) et vn = O(xn) alors un + vn = O(xn) ;
• si un = O(xn) et vn = O(yn) alors unvn = O(xnyn).

80. Se lit « un est un grand O de vn ».
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Adaptons aux suites la relation de négligeabilité.

Définition

Soient (un) et (vn) deux suites réelles ou complexes.
On dit que (un) est négligeable devant (vn) s’il existe une suite (εn) conver-
geant vers 0 telle que un = εnvn à partir d’un certain rang.

On écrit alors 81 un = o(vn).

Théorème

Soient (un) et (vn) deux suites réelles ou complexes. On suppose de plus
que (vn) ne s’annule pas à partir d’un certain rang. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) un = o(vn).

(ii) lim
n→+∞

un
vn

= 0.

(iii) ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n � N =⇒ |un| � ε |vn|.

Théorème

Soient (un), (vn), (xn) et (yn) quatre suites réelles ou complexes. Alors
• si un = o(vn) alors un = O(vn) ;
• si un = o(vn) et vn = o(xn) alors un = o(xn) ;
• si un = o(xn) et vn = o(xn) alors un + vn = o(xn) ;
• si un = o(xn) et vn = o(yn) alors unvn = o(xnyn) ;
• lim
n→+∞

un = ℓ ∈ K si, et seulement si, un = ℓ+ o(1).

Théorème

• Pour tout réel α, nα = o
(
en

)
;

• pour tout (α, β) ∈ R∗
+ × R, lnβ(n) = o

(
nα

)
;

• pour tout (α, β) ∈ R2 tel que α < β, nα = o
(
nβ

)
;

• pour tout réel α, nα = o(n!) et αn = o(n!) ;

• n! = o
(
nn

)
.

81. Se lit « un est un petit o de vn ».
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Définition

Soient (un) et (vn) deux suites réelles ou complexes.
On dit que (un) est équivalente à (vn) s’il existe une suite (kn) convergeant
vers 1 telle que un = knvn à partir d’un certain rang.
On écrit alors un ∼

n→+∞
vn ou un ∼ vn.

Théorème

Soient (un) et (vn) deux suites réelles ou complexes. On suppose de plus
que (vn) ne s’annule pas à partir d’un certain rang. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) un ∼ vn.

(ii) lim
n→+∞

un
vn

= 1.

(iii) un = vn + o(vn).

Théorème

Soient (un), (vn), (xn) et (yn) quatre suites réelles ou complexes. Alors

• la relation ∼ est une relation d’équivalence ;

• si un ∼ vn alors un = O(vn) et vn = O(un) ;

• si un ∼ xn et vn ∼ yn alors unvn ∼ xnyn ;

• si un ∼ vn et (un) et (vn) sont des suites réelles alors un et vn ont même
signe 82 à partir d’un certain rang ;
• si lim

n→+∞
un = ℓ ∈ K avec ℓ ̸= 0 alors un ∼ ℓ ;

• si un ∼ vn et (un) et (vn) sont des suites réelles strictement positives 83

alors, pour tout α ∈ R, uαn ∼ vαn ;
• si un ∼ vn et 84 lim

n→+∞
vn = ℓ alors lim

n→+∞
un = ℓ ;

• si (un), (vn) et (xn) sont des suites réelles et vérifient un � vn � xn avec
un ∼ xn alors vn ∼ un.

82. c’est-à-dire si un ∼ vn et vn > 0 (respectivement vn < 0) alors un > 0 (respectivement
un < 0) à partir d’un certain rang.

83. au moins à partir d’un certain rang.
84. y compris, dans le cas d’une suite réelle, ℓ ∈ {−∞, +∞}.
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Théorème (formule de Stirling)

n! ∼ nne−n√2πn.

2.16 Développements limités
Définition

Soient n ∈ N, I un intervalle de R, f une fonction 85 de I vers K et a un
point 86 de I ou une extrémité finie de I.
On dit que f admet 87, 88 un développement limité à l’ordre n en a s’il existe
(a0, . . . , an) ∈ Kn+1 tel que, au voisinage de a,

f(x) = a0 + a1(x− a) + · · ·+ an(x− a)n + o
(
(x− a)n

)
.

Le terme 89 a0 +a1(x−a)+ · · ·+an(x−a)n est alors appelé partie régulière
du développement limité à l’ordre n de f en a.

Un développement limité est donc une approximation locale d’une fonction au
voisinage d’un point par un polynôme.
Dans le cas particulier a = 0, on dit que f admet un développement limité à l’ordre
n en 0 s’il existe (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 tel que, au voisinage de 0,

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n + o

(
xn

)
.

c’est-à-dire, au voisinage de a,

f(x)−
(
a0 + a1x+ · · ·+ anx

n
)

= o
(
xn

)
.

Comme l’explique le théorème qui suit, la partie régulière d’un développement
limité d’une fonction en un point à un certain ordre est unique 90 et d’autre part,
on peut toujours se ramener à un développement limité en 0.

85. Comme pour les définitions des o, O et ∼, on peut simplement supposer que f est définie
au voisinage de a.

86. On pourrait aussi dire : soit a ∈ R adhérent à I.
87. On emploie aussi l’expression développement limité à l’ordre n au voisinage de a.
88. Il existe des fonctions n’admettant de développement limité en aucun réel à n’importe quel

ordre : c’est le cas par exemple de la fonction caractéristique de Q appelée également fonction
de Dirichlet (définie dans la note 32 page 42) qui n’est continue en aucun point de R.

89. Le o
(
(x − a)n

)
qui désigne une fonction négligeable devant (x − a)n est parfois appelé reste

du développement limité de f à l’ordre n en a.
90. On dira même qu’un développement limité d’une fonction en un point à un certain ordre

est unique. On parlera ainsi par la suite du développement limité d’une fonction en un point à
un certain ordre.
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Théorème

Soient n ∈ N, I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a un point
de I ou une extrémité finie de I.

1. Si f admet un développement limité à l’ordre n en a, sa partie régulière
est unique.

2. f admet un développement limité à l’ordre n en a si, et seulement si, la
fonction g : h 7−→ f(a + h) admet un développement limité à l’ordre n
en 0.

Théorème

Soient n ∈ N, I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a un point
de I ou une extrémité finie de I.
Si f admet en a le développement limité à l’ordre n,

f(x) = a0 + a1(x− a) + · · ·+ an(x− a)n + o
(
(x− a)n

)

avec les ak non tous nuls 91 alors

• f(x) ∼
x→a

ak(x − a)k où ak ̸= 0 est le premier coefficient non nul du
développement limité 92.
• f admet en a un développement limité à tout ordre p � n, appelé

troncature du développement limité de f à l’ordre p, défini par

f(x) = a0 + a1(x− a) + · · ·+ ap(x− a)p + o
(
(x− a)p

)
.

Cette troncature est possible car, au voisinage de a,

ap+1(x− a)p+1 + · · ·+ an(x− a)n = o
(
(x− a)p

)
.

Les termes après ap(x − a)p n’ont donc pas disparu, ils sont tous négligeables
devant (x− a)p au voisinage de a.

91. Il existe des fonctions non nulles admettant en un point un développement limité
dont la partie régulière est nulle à tout ordre : c’est le cas par exemple de la fonc-

tion f :




R −→ R

x 7−→
®

e−1/x2 si x ̸= 0
0 sinon

qui vérifie au voisinage de 0, pour tout n ∈ N,

f(x) = o
(
xn

)
.

92. En particulier f(x) est du signe de ak(x − a)k au voisinage de a.
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Théorème

Soit f une fonction d’une variable réelle à valeurs dans K admettant un
développement limité d’ordre n ∈ N en 0.
Si f est paire (respectivement impaire), alors la partie régulière de ce dé-
veloppement limité ne contient que des termes d’exposants pairs (respecti-
vement impairs).

Théorème

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a ∈ I. Alors 93

• f est continue en a si, et seulement si, f admet un développement limité
à l’ordre 0 en a.
Dans ce cas, au voisinage de a, f(x) = f(a) + o(1).
• f est dérivable en a si, et seulement si, f admet un développement

limité à l’ordre 1 en a.
Dans ce cas, au voisinage de a, f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + o

(
(x− a)

)
.

Théorème (primitivation d’un développement limité)

Soient n ∈ N∗, I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction de I vers K
continue au moins au voisinage de a de sorte qu’elle admet une primitive F
au voisinage de a.
Si f admet en a le développement limité à l’ordre n−1

f(x) =
n−1∑
k=0

ak(x− a)k + o
(
(x− a)n−1)

alors F admet en a le développement limité 94 à l’ordre n

F (x) = F (a) +
n−1∑
k=0

ak
(x− a)k+1

k + 1 + o
(
(x− a)n

)
.

93. Ce théorème n’est pas vérifié à un ordre supérieur : il existe des fonctions admettant par
exemple un développement limité d’ordre 2 en un point sans être deux fois dérivable en ce point.

C’est le cas en 0 de la fonction f :




R −→ R

x 7−→
®

x3 sin
( 1

x2
)

si x ̸= 0
0 sinon

qui vérifie au voisinage

de 0, f(x) = o
(
x2) mais qui n’est pas deux fois dérivables en 0 puisque f ′ n’est même pas continue

en 0.
94. obtenu par intégration « terme à terme » sans oublier d’ajouter F (a).
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En revanche, si f est une fonction dérivable sur I admettant un développement li-
mité à l’ordre n ∈ N∗ en a ∈ I, f ′ n’admet pas nécessairement 95 un développement
limité à l’ordre n−1 en a. Il suffit pour s’en convaincre de reprendre l’exemple de
la fonction f définie dans la note 93 : f , dérivable sur R, admet un développement
limité à l’ordre 2 en 0 mais, en utilisant le théorème page 70, f ′ n’admet pas de
développement limité à l’ordre 1 en 0 car f ′ n’est pas dérivable (car même pas
continue) en 0.

Le théorème qui suit permet d’obtenir, le cas échéant avec l’aide de celui qui
précède, les développements limités des fonctions usuelles.

Théorème de Taylor-Young

Soient n ∈ N, I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a ∈ I.
Si 96 f est n fois dérivable en a, alors f admet en a le développement limité
à l’ordre n

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k + o

(
(x− a)n

)

c’est-à-dire

f(x) = f(a) + f ′(a)
1! (x− a) + · · ·+ f (n)(a)

n! (x− a)n + o
(
(x− a)n

)
.

Rassemblons dans les deux théorèmes suivants les développements limités en 0 des
fonctions usuelles.

Théorème

Soit α ∈ R. Au voisinage de 0, on a
1

1− x =
n∑
k=0

xk + o
(
xn

)
ex =

n∑
k=0

xk

k! + o
(
xn

)

ln(1 + x) =
n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
+ o

(
xn

)

(1 +x)α = 1 +αx+ α(α− 1)
2! x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n! xn+ o
(
xn

)
.

95. Il faut imposer une hypothèse de régularité plus forte à f , du type de classe Cn, afin que
l’implication soit vérifiée.

96. Ce théorème est le plus souvent formulé avec une hypothèse plus forte imposant f de classe
Cn (voire même de classe Cn+1) mais celle-ci n’est pas nécessaire et sert simplement à faciliter
sa démonstration.
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Théorème

Au voisinage de 0, on a 97

sin(x) =
n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)! +o
(
x2n+1) cos(x) =

n∑
k=0

(−1)k x
2k

(2k)! +o
(
x2n)

tan(x) = x+ x3

3 + o
(
x3) arctan(x) =

n∑
k=0

(−1)k x
2k+1

2k + 1 + o
(
x2n+1)

sh(x) =
n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)! + o
(
x2n+1) ch(x) =

n∑
k=0

x2k

(2k)! + o
(
x2n).

Ces développements limités permettent de redémontrer en une ligne des limites
classiques : lim

x→0
sin(x)
x = lim

x→0
x+o(x)
x = lim

x→0

(
1 + o(1)

)
= 1.

Théorème

Soient λ ∈ K, f et g deux fonctions d’une variable réelle à valeurs dans K
admettant les développements limités à l’ordre n ∈ N en 0 suivants :

f(x) = P (x) + o
(
xn

)
et g(x) = Q(x) + o

(
xn

)

où (P,Q) ∈
(
Kn[X]

)2. Alors
• λf + g admet un développement limité à l’ordre n en 0 dont la partie

régulière est λP (x) +Q(x).
• fg admet un développement limité à l’ordre n en 0 dont la partie

régulière est la troncature de P (x)Q(x) à l’ordre n.
• Si de plus f(0) = 0, alors g ◦ f admet un développement limité à

l’ordre n en 0 dont la partie régulière est la troncature de (Q ◦ P )(x) à
l’ordre n.

Si f(0) ̸= 0, on peut aussi déterminer le développement limité en 0 du quotient 98
g
f = g × 1

f en 0 en déterminant le développement limité en 0 de l’inverse 1
f .

En notant a = 1
f(0) , on a 1

f = a× 1
af(x) = a× 1

1−
(

1−af(x)
) = a× 1

1−u(x)

où u : x 7−→ 1− af(x).

Comme u(0) = 1− af(0) = 1− 1 = 0, on peut utiliser le développement limité de
la composée de x 7−→ 1

1−x avec u en 0 afin d’obtenir celui de 1
f et donc aussi celui

de g
f en 0.

97. Le développement limité de la fonction tangente en 0 n’est pas d’une forme simple, seul le
développement à l’ordre 3 est à connaître.

98. Il existe également une autre méthode pour déterminer le développement limité d’un quo-
tient en utilisant la division de polynômes suivant les puissances croissantes.
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Un développement limité peut également être utile pour positionner le graphe
d’une fonction par rapport à ses tangentes comme l’explique le théorème qui suit.

Théorème (position locale par rapport aux tangentes)

Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction de I vers R admettant
en a le développement limité à l’ordre k � 2

f(x) = a0 + a1(x− a) + ak(x− a)k + o
(
(x− a)k

)

avec 99 ak ̸= 0. Alors
1. La tangente au graphe de f au point d’abscisse a à pour équation

y = a0 + a1(x− a) et f(x)−
(
a0 + a1(x− a)

)
∼
x→a

ak(x− a)k.
2. Si k est pair, (x− a)k est positif et le graphe de f est situé au-dessus ou

en dessous de sa tangente au point d’abscisse a selon le signe de ak.
Si k est impair, (x− a)k change de signe au voisinage de a et le graphe
de f traverse sa tangente au point d’abscisse a : f admet alors un point
d’inflexion en a.

Un développement limité d’une fonction en un point peut aussi permettre de préci-
ser si ce point est un extremum local et sa nature (minimum ou maximum) comme
le montre le théorème qui suit.

Théorème (condition suffisante d’un extremum local)

Soient I un intervalle de R, a un point intérieur 100 de I et f une fonction
de I vers R admettant en a le développement limité à l’ordre k � 2

f(x) = a0 + a1(x− a) + ak(x− a)k + o
(
(x− a)k

)

avec 101 ak ̸= 0. Alors
1. Si 102 a1 ̸= 0, f n’admet pas d’extremum local en a.

2. Si a1 = 0, f admet un extremum en a si, et seulement si, k est pair.
De plus, dans ce cas :
• si ak > 0, f admet un minimum local en a ;
• si ak < 0, f admet un maximum local en a.

99. On suppose donc pour f dans ce théorème qu’un tel k, le plus petit entier supérieur ou
égal à deux tel que ak ̸= 0, existe. Rappelons qu’il existe des fonctions non nulles qui ne vérifient
pas cette hypothèse (cf. note 91 page 69).
100. On peut aussi prendre I intervalle ouvert de R et choisir alors a un point quelconque de I.
101. cf. note 99.
102. Par contraposée, si f admet un extremum local en a, a1 = f ′(a) = 0 : on retrouve la
condition nécessaire d’un extremum local vu dans le théorème page 54.



3 Intégration

K désigne R ou C.
Tout intervalle de R est supposé non vide et non réduit à un point.
On suppose pour tout segment [a, b], a < b.
Dans un souci pédagogique, on utilise le premier théorème du chapitre (cf. note 1)
pour énoncer la définition de l’intégrale d’abord d’une fonction continue (cf. page 76)
puis d’une fonction continue par morceaux.
La dernière section de ce chapitre est destinée à ceux désirant un approfondisse-
ment et une définition équivalente de l’intégrale n’utilisant pas le premier théorème
du chapitre.

3.1 Primitives

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On appelle primitive de f sur I, notée

∫
f(t) dt, toute fonction F de I

vers K, dérivable sur I et de dérivée égale à f sur I.

Théorème

Toute fonction continue sur un intervalle de R admet au moins une primitive
sur cet intervalle 1.

1. Ce théorème est généralement présenté comme un corollaire du théorème fondamental de
l’analyse page 76. Cependant, il est possible de le démontrer sans ce dernier (mais en utilisant la
notion de convergence uniforme d’une suite de fonctions étudiée en 2e année). On montre d’abord
qu’on peut se restreindre à un segment [a, b], puis on montre que si (fn) est une suite de fonctions,
telle que chaque fn est continue et admet une primitive sur [a, b], qui converge uniformément vers
une fonction f sur [a, b] alors f admet une primitive sur [a, b]. Comme tout polynôme possède une
primitive sur [a, b], il suffit pour conclure d’appliquer le théorème de Weiestrass : toute fonction
continue sur [a, b] est limite uniforme d’une suite de fonctions polynômes.



Intégration d’une fonction continue 75

Théorème

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et F une primitive
de f sur I.
Alors toute primitive de f sur I est de la forme F + λ où λ ∈ K.

Corollaire

Soient α ∈ R, I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction de I vers K.
Alors il existe une unique primitive F de f sur I telle que F (a) = α.

Théorème (primitives usuelles)

Soient a ∈ R∗ et α ∈ R\{−1}. Alors à une constante près, on a

•
∫
tα dt = tα+1

α+ 1 sur R∗
+ et

∫ 1
t

dt = ln |t| sur R∗
+ ou R∗

−.

•
∫
eat dt = 1

a
eat sur R et

∫
ln(t) dt = t ln(t)− t sur R∗

+.

•
∫

sin(t) dt = − cos(t) sur R et
∫

cos(t) dt = sin(t) sur R.

•
∫

tan(t) dt = − ln
∣∣cos(t)

∣∣ sur
]
−π2 + kπ, π2 + kπ[ où k ∈ Z.

•
∫

sh(t) dt = ch(t) sur R et
∫

ch(t) dt = sh(t) sur R.

•
∫ 1

1 + t2
dt = arctan(t) sur R et

∫ 1√
1− t2

dt = arcsin(t) sur ]−1, 1[.

3.2 Intégration d’une fonction continue

Théorème

Soient I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2 et f une fonction de I vers K continue
sur I.
Le scalaire F (b) − F (a), noté également

[
F (t)

]b
a
, est indépendant de la

primitive F de f sur I choisie.
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Définition

Soient I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2 et f une fonction de I vers K continue
sur I. On appelle 2, 3 intégrale de f de a à b le scalaire noté

∫ b
a
f(t) dt défini

par :
∫ b
a
f(t) dt =

[
F (t)

]b
a

= F (b)−F (a) où F est une primitive de f sur I.

Remarquons dès à présent que
∫ a
b
f(t) dt = −

∫ b
a
f(t) dt et

∫ a
a
f(t) dt = 0.

Théorème fondamental de l’analyse 4

Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction de I vers K continue
sur I. Alors 5 la fonction F : x 7−→

∫ x
a
f(t) dt est une primitive de f sur I

et l’unique s’annulant en a.

3.3 Intégration d’une fonction continue
par morceaux

Définition

Soient I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2 et f une fonction de I vers K
continue par morceaux sur I. On appelle intégrale de f de a à b, toujours
notée

∫ b
a
f(t) dt, le scalaire défini par∫ b

a

f(t) dt =
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(t) dt

où x0, . . . , xn sont les éventuels points de discontinuité 6 de f .

2. Lorsque a < b, on emploie aussi l’expression intégrale de f sur [a, b] notée
∫

[a,b] f(t) dt.
Cette formulation sera surtout utilisée dans le cadre du chapitre consacré aux intégrales généra-
lisées.

3. Pour ceux désirant une définition « constructive » de l’intégrale (cf. dernière section de ce
chapitre), ce résultat est en fait une conséquence du théorème fondamental de l’analyse qui suit.

4. également appelé théorème fondamental de l’intégration ou du calcul intégral.
5. Toute fonction continue sur I admet des primitives sur I. Mais elles ne sont pas toujours

exprimables à l’aide des fonctions usuelles : c’est le cas par exemple des fonctions t 7−→ et2 ,
t 7−→ 1

ln t
, t 7−→ sin(t)

t
ou encore t 7−→ et

t
. En revanche, ce théorème est faux pour une fonction

seulement continue par morceaux sur I comme la fonction partie entière sur [0, 1]. Enfin, la
réciproque de la première assertion de cette note est fausse : il existe des fonctions non continues
sur un intervalle qui admettent des primitives sur cet intervalle. C’est le cas par exemple de la

fonction f :




R −→ R

x 7−→
ß

2x sin
( 1

x

)
− cos

( 1
x

)
si x ̸= 0

0 sinon
, non continue en 0, qui admet, sur R

tout entier, une primitive F :




R −→ R

x 7−→
ß

x2 sin
( 1

x

)
si x ̸= 0

0 sinon
.



Intégration d’une fonction continue par morceaux 77

Théorème

Soient λ ∈ K, I un intervalle de R, (a, b, c) ∈ I3, f et g deux fonctions de I
vers K continues par morceaux sur I. Alors
•

∫ b
a

(λf + g)(t) dt = λ
∫ b
a
f(t) dt+

∫ b
a
g(t) dt (linéarité) ;

•
∫ b
a
f(t) dt =

∫ c
a
f(t) dt+

∫ b
c
f(t) dt (relation de Chasles) ;

•
∫ b
a
f(t) dt =

∫ b
a

(
Re(f)

)
(t) dt+ i

∫ b
a

(
Im(f)

)
(t) dt ;

•





si a � b,
∣∣∣∫ ba f(t) dt

∣∣∣ � ∫ b
a

∣∣f(t)
∣∣ dt ;

si a > b,
∣∣∣∫ ba f(t) dt

∣∣∣ � ∫ a
b

∣∣f(t)
∣∣ dt.

(
inégalité triangulaire 7)

Dans le cas particulier des fonctions continues par morceaux à valeurs réelles, on
a le théorème suivant.

Théorème

Soient I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2, f et g deux fonctions de I vers R
continues par morceaux sur I. Alors

• si f est positive sur I alors





si a � b,
∫ b
a
f(t) dt � 0 ;

si a > b,
∫ b
a
f(t) dt � 0.

• si f � g alors




si a � b,
∫ b
a
f(t) dt �

∫ b
a
g(t) dt ;

si a > b,
∫ b
a
f(t) dt �

∫ b
a
g(t) dt.

• si f est de signe constant et de plus continue 8 sur I, alors∫ b
a
f(t) dt = 0 =⇒ f est nulle entre a et b.

Donnons à présent l’interprétation de l’intégrale en terme d’aire d’abord pour une
fonction à valeurs réelles positives.

6. Comme f est continue par morceaux sur I, f est continue sur [a, b] sauf en un nombre
fini de points x0, . . . , xn de [a, b] en lesquels f admet une limite à gauche (sauf pour x0 = a)
et à droite (sauf pour xn = b). En particulier f est continue sur chaque ]xi, xi+1[ et prolon-
geable par continuité sur [xi, xi+1]. Dans la définition,

∫ xi+1
xi

f(t) dt désigne donc l’intégrale du
prolongement par continuité de f restreinte à ]xi, xi+1[.

7. Si on utilise la notation
∫

[a,b] f(t) dt (avec donc a < b), on a
∣∣∣
∫

[a,b] f(t) dt
∣∣∣ �

∫
[a,b]

∣∣f(t)
∣∣dt.

8. Cette propriété devient fausse dans le cas d’une fonction seulement continue par morceaux :

par exemple si f :





[0, 1] −→ R

x 7−→
ß

0 si x ̸= 1
2

1 sinon
, f n’est pas la fonction nulle sur [0, 1] mais son

intégrale sur [0, 1] est nulle.



78 3•Intégration

Théorème

Soient
(
O, ı⃗, ȷ⃗

)
un repère du plan, I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2 et f une

fonction de I vers R continue par morceaux sur I.

Si f est positive et a � b, alors
∫ b
a
f(t) dt est l’aire A de l’ensemble des

points M(x, y) du plan 9 tels que
®
a � x � b

0 � y � f(x)
.

Si f est négative et a � b, alors
∫ b
a
f(t) dt est l’opposée de l’aire A précé-

dente.

Si f n’est pas de signe constant,
∫ b
a
f(t) dt est l’aire dite algébrique 10 de l’en-

semble des points M(x, y) du plan tels que
®
a � x � b

y compris entre 0 et f(x)
.

Si f est positive et a > b, comme
∫ b
a
f(t) dt = −

∫ a
b
f(t) dt,

∫ b
a
f(t) dt est alors

l’opposée de l’aire du théorème précédent.

Théorème

Soient T ∈ R∗
+ et f une fonction continue par morceaux d’un intervalle I

de R vers R.

• Pour tout a ∈ I,
∫ a

−a f(t) dt =
® 2

∫ a
0 f(t) dt si f est paire ;

0 si f est impaire.

• Si f est T -périodique 11, alors pour tout a ∈ I,
∫ a+T
a

f(t) dt =
∫ T

0 f(t) dt.

Définition

Soit f une fonction continue par morceaux de [a, b] vers K.
On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le scalaire 1

b−a
∫ b
a
f(t) dt.

9. Ce qui correspond à la portion du plan délimitée par : le graphe de f , l’axe des abscisses
et les droites d’équations x = a et x = b.

10. Une aire algébrique peut être négative contrairement à une aire géométrique.
11. On rappelle qu’une fonction f d’un intervalle I de R vers R est T -périodique si pour tout

x ∈ I : x + T ∈ I, x − T ∈ I et f(x + T ) = f(x).
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3.4 Sommes de Riemann

Définition

Soient n ∈ N∗ et f une fonction de [a, b] vers K.
On appelle somme de Riemann d’ordre n associée à f relativement à une
subdivision régulière de [a, b] l’un des deux scalaires suivants 12 :

b− a
n

n−1∑
k=0

f

Å
a+ k

b− a
n

ã
ou b− a

n

n∑
k=1

f

Å
a+ k

b− a
n

ã
.

Théorème

Soit f une fonction continue par morceaux de [a, b] vers K. Alors∫ b

a

f(t) dt = lim
n→+∞

b− a
n

n−1∑
k=0

f

Å
a+ k

b− a
n

ã
= lim
n→+∞

b− a
n

n∑
k=1

f

Å
a+ k

b− a
n

ã
.

3.5 Intégration par parties et par changement de
variable

Théorème (intégration par parties)

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K de classe C1

sur I. Alors pour tout (a, b) ∈ I2,∫ b

a

f ′(t)g(t) dt =
[
f(t)g(t)

]b
a
−

∫ b

a

f(t)g′(t) dt.

Théorème (intégration par changement de variable)

Soient I un intervalle de R, φ une fonction de I vers un intervalle J de R, de
classe C1 sur I 13, et f une fonction de J vers K. Alors pour tout (a, b) ∈ I2,∫ φ(b)

φ(a)
f(t) dt =

∫ b

a

f
(
φ(u)

)
φ′(u) du.

12. Ces deux scalaires sont parfois appelés somme de Riemann d’ordre n associée à f et à la
méthode des rectangles à gauche (respectivement à droite).

13. J est nécessairement un intervalle de R car l’image d’un intervalle par une fonction continue
est un intervalle.
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3.6 Formules de Taylor

Théorème (formule de Taylor avec reste intégral)

Soient n ∈ N, I un intervalle de R et f une fonction de I vers K de classe
Cn+1 sur I. Alors, pour tout (a, b) ∈ I2, on a

f(b) =
n∑
k=0

(b− a)k
k! f (k)(a) +

∫ b

a

(b− t)n
n! f (n+1)(t) dt.

Théorème (formule de Taylor-Lagrange)

Soient n ∈ N, I un intervalle de R et f une application de I vers R de classe
Cn+1 sur I. Alors, pour tout (a, b) ∈ I2 avec a < b, il existe c ∈ ]a, b[ tel
que

f(b) =
n∑
k=0

(b− a)k
k! f (k)(a) + (b− a)n+1

(n+ 1)! f (n+1)(c).

Théorème (inégalité de Taylor-Lagrange)

Soient n ∈ N, I un intervalle de R et f une application de I vers K de classe
Cn+1 sur I. Alors, pour tout (a, b) ∈ I2,∣∣∣∣∣f(b)−

n∑
k=0

(b− a)k
k! f (k)(a)

∣∣∣∣∣ �
|b− a|n+1

(n+ 1)! sup
t∈[a,b]

∣∣∣f (n+1)(t)
∣∣∣.

3.7 Intégrabilité au sens de Riemann
Cette section s’adresse à ceux désirant un approfondissement et une définition
équivalente de l’intégrale n’utilisant pas le premier théorème du chapitre.

Définition

Soit f une fonction de [a, b] vers K.
On dit que f est en escalier s’il existe une subdivision 14 (x0, . . . , xn) de
[a, b] telle que f est constante sur chaque intervalle ]xi, xi+1[.
On dit alors que la subdivision est adaptée à la fonction en escalier f .
On notera E

(
[a, b]

)
l’ensemble des fonctions en escalier de [a, b] vers K.

14. Cf. définition page 47.



Intégrabilité au sens de Riemann 81

Si λ ∈ K, f et g sont deux fonctions en escalier de [a, b] vers K, alors λf + g, fg,
|f |, Re(f) et Im(f) sont en escalier.

Théorème

Soient f une fonction en escalier de [a, b] vers K, (x0, . . . , xn) une subdivi-
sion adaptée à f et, pour tout i ∈ �0, n−1�, yi la valeur de f sur ]xi, xi+1[.

Alors la valeur du scalaire
n−1∑
i=0

(xi+1−xi) yi ne dépend pas de la subdivision

adaptée (x0, . . . , xn) choisie.

Définition

Soient f une fonction en escalier de [a, b] vers K, (x0, . . . , xn) une subdivi-
sion adaptée à f et, pour tout i ∈ �0, n−1�, yi la valeur de f sur ]xi, xi+1[.

Le scalaire
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)yi est appelé intégrale de f sur [a, b] et noté∫
[a,b] f(t) dt.

Définissons à présent l’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un seg-
ment [a, b].

Théorème

Soit f une fonction continue par morceaux de [a, b] vers K.
En notant I−(f) = sup

g∈E([a,b])
g�f

∫
[a,b] g(t) dt et I+(f) = inf

g∈E([a,b])
g�f

∫
[a,b] g(t) dt, on a

I−(f) = I+(f).

Cette valeur commune est appelée 15 intégrale (de Riemann) de f sur [a, b]
et notée

∫
[a,b] f(t) dt.

15. On dit aussi que f est intégrable (au sens de Riemann) sur [a, b] ou Riemann-intégrable
sur [a, b]. Une fonction f de [a, b] vers K est intégrable (au sens de Riemann) si I+(f) et I−(f)
existent (c’est le cas si f est bornée) et sont égales. Toute fonction continue par morceaux de
[a, b] vers K est donc intégrable (au sens de Riemann) sur [a, b]. Il existe des fonctions qui ne sont
pas intégrables (au sens de Riemann) comme la fonction de Dirichlet (définie dans la note 32
page 42). Si f est intégrable (au sens de Riemann) sur [a, b], |f | l’est aussi. En revanche, la

réciproque est fausse : par exemple, la fonction f :





[0, 1] −→ R

x 7−→
ß

1 si x ∈ Q
−1 sinon

n’est pas

intégrable (au sens de Riemann) sur [0, 1] mais la fonction |f |, égale à 1, l’est. Cette intégrabilité
au sens de Riemann permet de définir l’intégrale d’une classe plus large de fonctions au-delà des
fonctions continues par morceaux.
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On peut à présent redéfinir l’intégrale de a à b d’une fonction f continue par
morceaux sur [a, b].

Définition

Soient I un intervalle de R, (a, b) ∈ I2 et f une fonction de I vers K continue
par morceaux sur I.
On appelle intégrale de f de a à b le scalaire, noté

∫ b
a
f(t) dt, défini par

∫ b
a
f(t) dt =


∫

[a,b] f(t) dt si a < b

0 si a = b

−
∫

[b,a] f(t) dt si a > b

.

Dans le cas d’une fonction continue sur un intervalle I, on a de plus l’outil des
primitives via le théorème fondamental de l’analyse (cf. page 76) qui dit, en parti-
culier, que toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.
Ce théorème a alors pour conséquence : pour toute fonction continue de I vers K,∫ b

a
f(t) dt =

[
F (t)

]b
a

= F (b)− F (a)

où F est une primitive de f sur I et (a, b) ∈ I2.



Espaces vectoriels
normés 4

K = R ou C.
Sauf cas particulier, tous les espaces vectoriels de ce chapitre sont des K-espaces
vectoriels.

4.1 Normes

Définition

Soit E un K-espace vectoriel.
On appelle norme sur E toute application ∥ · ∥ : E −→ R+ telle que pour
tout (x, y) ∈ E2 et tout λ ∈ K,

• ∥x∥ = 0 =⇒ x = 0 (séparation) ;
• ∥λx∥ = |λ| ∥x∥ (homogénéité) ;
• ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ (inégalité triangulaire).

On appelle espace vectoriel normé (sur K) 1 tout couple 2 (
E, ∥ · ∥

)
où E

est un K-espace vectoriel et ∥ · ∥ une norme sur E.

Sur Kn (où n ∈ N∗), on utilise les trois normes usuelles
∥∥ ·∥∥1,

∥∥ ·∥∥2 et
∥∥ ·∥∥∞,

définies pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn par

∥∥x∥∥
1 =

n∑
k=1

∣∣xk∣∣, ∥∥x∥∥
2 =

(
n∑
k=1

∣∣xk∣∣2)1/2

et
∥∥x∥∥

∞ = max
k∈J1,nK

∣∣xk∣∣.
Sur C0([a, b],K)

l’espace des fonctions continues sur [a, b], on utilise les trois
normes usuelles

∥∥ ·∥∥1,
∥∥ ·∥∥2 et

∥∥ ·∥∥∞, appelées respectivement norme de la conver-
gence en moyenne, de la convergence en moyenne quadratique et norme de la
convergence uniforme, définies pour tout f ∈ C0([a, b],K)

par

1. Sans précision, un espace vectoriel normé est un espace vectoriel normé sur K.
2. On présentera souvent dans les définitions ou théorèmes qui suivent des espaces vecto-

riels normés sans utiliser systématiquement la notation sous forme d’un couple de sorte qu’on
emploiera souvent l’expression « Soit E un espace vectoriel normé ».
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∥∥f∥∥
1 =

∫ b

a

∣∣f(t)
∣∣ dt,

∥∥f∥∥
2 =
Ç∫ b

a

∣∣f(t)
∣∣2 dt
å1/2

et
∥∥f∥∥

∞ = max
t∈[a,b]

∣∣f(t)
∣∣.

Sur un espace préhilbertien réel
(
E, ⟨·|·⟩

)
, la norme euclidienne associée au produit

scalaire ⟨·|·⟩ est définie pour tout x ∈ E par

∥x∥ =
»
⟨x|x⟩.

Théorème

Soit
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé. Alors pour tout (x, y) ∈ E2, on a∣∣∥x∥ − ∥y∥∣∣ � ∥x− y∥.

4.2 Distance
Définition

Soit E un ensemble non vide.
On appelle distance sur E toute application d : E2 −→ R+ telle que pour
tout (x, y) ∈ E2,

• d(x, y) = 0⇐⇒ x = y (séparation) ;
• d(y, x) = d(x, y) (symétrie) ;
• d(x, z) � d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

On appelle espace métrique tout couple (E, d) où E est un ensemble non
vide et d une distance sur E.

Contrairement à la propriété de séparation pour une norme, il n’est pas possible
de montrer l’implication x = y =⇒ d(x, y) = 0 à partir des deux autres propriétés.

Théorème

Soit (E, d) un espace métrique. Alors pour tout (x, y, z) ∈ E3, on a∣∣d(x, y)− d(x, z)
∣∣ � d(y, z).

Définition

Soit
(
E, ∥ ·∥

)
un espace vectoriel normé. On appelle distance associée à ∥ ·∥

l’application d : E2 −→ R+ définie pour tout (x, y) ∈ E2 par
d(x, y) = ∥x− y∥.
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Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé, d la distance associée à ∥ · ∥, A

une partie non vide de E et x ∈ E.
On appelle distance de x à A le réel noté d(x,A) défini par

d(x,A) = inf
a∈A

d(x, a) = inf
a∈A
∥x− a∥.

4.3 Produit d’espaces vectoriels normés
Soient n ∈ N∗ et

(
E1, ∥ · ∥E1

)
,
(
E2, ∥ · ∥E2

)
, . . .,

(
En, ∥ · ∥En

)
, n espaces vectoriels

normés.
Il est possible de définir plusieurs normes sur E1 × E2 × · · · × En comme

∥∥ ·∥∥1,∥∥ ·∥∥2 et
∥∥ ·∥∥∞ définies pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En par

∥∥x∥∥
1 =

n∑
k=1

∥∥xk∥∥
Ek
,

∥∥x∥∥
2 =

Ã
n∑
k=1

∥∥xk∥∥2
Ek

et
∥∥x∥∥

∞ = max
k∈J1,nK

∥∥xk∥∥
Ek
.

Sans précision, l’espace vectoriel produit sera muni de la norme
∥∥ ·∥∥∞ et l’espace(

E1 × · · · × En , ∥ · ∥∞
)

sera appelé espace vectoriel normé produit des espaces
vectoriels normés E1, . . . , En.

4.4 Suite d’éléments d’un espace vectoriel normé
Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé et (xn) une suite d’éléments

de E. On dit que (xn) converge 3 s’il existe ℓ ∈ E tel que

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ⩾ N =⇒ ∥xn − ℓ∥ < ε.

On dit que (xn) diverge 4 sinon.

La limite éventuelle d’une suite dépend de la norme choisie.
En effet, soient E = C0([0, 1],R

)
et (fn) la suite définie pour tout t ∈ [0, 1] par

fn(t) = tn. En reprenant les définitions de
∥∥·∥∥1 et

∥∥·∥∥∞ (cf. p. 83), on a∥∥fn∥∥
1 =

∫ 1

0
tn dt = 1

n+ 1 et
∥∥fn∥∥

∞ = sup
t∈[0,1]

(
tn
)

= 1

Donc (fn) converge vers la fonction nulle pour
∥∥ ·∥∥1 mais pas pour

∥∥ ·∥∥∞.

3. sous-entendu dans E pour la norme ∥ · ∥. On dit aussi (xn) est convergente.
4. ou est divergente.
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Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé et (xn) une suite d’éléments

de E. On dit que (xn) est bornée 5 si : ∃K ∈ R+, ∀n ∈ N, ∥xn∥ � K.

Les propriétés classiques concernant la convergence des suites réelles ou complexes
s’étendent aux suites d’éléments d’un espace vectoriel normé quelconque comme
le montre le théorème suivant.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé, λ ∈ K, (xn) et (yn) deux suites d’élé-
ments de E. Alors
1. la limite éventuelle de (xn) est unique ;
2. si (xn) converge vers ℓ ∈ E et (yn) converge vers ℓ′ ∈ E, alors (λxn+yn)

converge vers λℓ+ ℓ′ ;
3. toute suite convergente d’éléments de E est bornée.

Les notions de suites extraites et de valeur d’adhérence s’étendent également aux
suites d’éléments d’un espace vectoriel normé quelconque.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé et (xn) une suite d’éléments de E.
On appelle suite extraite 6 de (xn) toute suite

(
xφ(n)

)
où φ : N → N est

strictement croissante.
On appelle valeur d’adhérence de (xn) toute limite d’une suite extraite
convergente de (xn).

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé.
1. Si (xn) est une suite d’éléments de E convergeant vers ℓ ∈ E alors toute

suite extraite de (xn) converge vers ℓ.
2. La limite d’une suite convergente d’éléments d’un espace vectoriel normé

est l’unique valeur d’adhérence de cette suite.

Une suite d’éléments d’un espace vectoriel normé possédant au moins deux valeurs
d’adhérence est donc nécessairement divergente.

5. Plus généralement, on dit qu’une fonction f d’un ensemble quelconque X (non nécessaire-
ment égal à N) vers E est bornée s’il existe K ∈ R+ telle que pour tout x ∈ X,

∥∥f(x)
∥∥ � K.

6. ou sous-suite.
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L’unicité d’une valeur d’adhérence d’une suite d’éléments d’un espace vectoriel
normé n’implique nullement la convergence de cette suite : par exemple, la suite(
n
(
(−1)n + 1

))
n’admet que 0 comme valeur d’adhérence et diverge.

Théorème

Soient p ∈ N∗,
(
E1×· · ·×Ep , ∥ · ∥∞

)
espace vectoriel produit de p espaces

vectoriels normés
(
E1, ∥ · ∥E1

)
,
(
E2, ∥ · ∥E2

)
, . . . ,

(
Ep, ∥ · ∥Ep

)
et (xn) une

suite d’éléments de E1 × · · · × Ep.
Notons pour tout n ∈ N, xn =

(
x

(1)
n , . . . , x

(p)
n

)
.

Alors (xn) converge vers ℓ = (ℓ1, . . . , ℓp) ∈ E1 × · · · × Ep si, et seulement

si, pour tout k ∈ �1, p�,
(
x

(k)
n

)
converge vers ℓk.

4.5 Boules et sphères
Définition

Soit
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé. On appelle boule ouverte (respec-

tivement boule fermée) de centre a ∈ E et de rayon r ∈ R∗
+ l’ensemble noté

B(a, r) ou BE(a, r)
(
respectivement B(a, r) ou BE(a, r)

)
défini par

B(a, r) =
{
x ∈ E, ∥x− a∥ < r

}
(

respectivement B(a, r) =
{
x ∈ E, ∥x− a∥ � r

})
.

On appelle sphère de centre a ∈ E et de rayon r ∈ R∗
+ l’ensemble noté

S(a, r) défini par
S(a, r) =

{
x ∈ E, ∥x− a∥ = r

}
.

Dans l’espace vectoriel normé
(
R, | · |

)
,

B(a, r) = ]a− r, a+ r[ et B(a, r) = [a− r, a+ r].

Théorème

Toute boule ouverte ou fermée d’un espace vectoriel normé est convexe 7.

Aucune sphère d’un espace vectoriel normé non réduit à {0} n’est convexe, quelle
que soit la norme choisie.

7. On rappelle qu’une partie A d’un K-espace vectoriel est convexe si pour tout (x, y) ∈ A2,
le segment [x, y] ⊂ A c’est-à-dire si pour tout (x, y) ∈ A2, pour tout t ∈ [0, 1], (1 − t)x + ty ∈ A.
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Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé et A ⊂ E.

On dit que A est bornée s’il existe K ∈ R+ tel que pour tout x ∈ A,
∥x∥ � K.

Les boules d’un espace vectoriel normé sont bornées.
Une partie d’un espace vectoriel normé est bornée si, et seulement si, elle est incluse
dans une boule.

4.6 Normes équivalentes

Définition

Soient E un K-espace vectoriel, ∥ · ∥ et ∥ · ∥′ deux normes sur E.
On dit que ∥ · ∥ et ∥ · ∥′ sont équivalentes 8 s’il existe (λ, µ) ∈

(
R∗

+
)2 tel que

pour tout x ∈ E,
λ∥x∥ � ∥x∥′ � µ∥x∥.

La relation R définie par

∥ · ∥ R ∥ · ∥′ si ∥ · ∥ est équivalente à ∥ · ∥′

est une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes sur E.

Le théorème qui suit montre l’invariance du caractère borné d’une suite pour
deux normes équivalentes et d’autre part que la notion de convergence d’une suite
coïncide dans ce même cas de deux normes équivalentes : elles définissent les mêmes
suites convergentes, qui ont la même limite pour les deux normes.

Théorème

Soient E un K-espace vectoriel, ∥ · ∥ et ∥ · ∥′ deux normes sur E. Alors

1. Si ∥·∥ et ∥·∥′ sont équivalentes, toute suite d’éléments de E bornée pour
∥ · ∥ est bornée pour ∥ · ∥′.

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ∥ · ∥ et ∥ · ∥′ sont équivalentes.
(ii) Toute suite (xn) d’éléments de E converge vers ℓ ∈ E pour la

norme ∥ · ∥ si, et seulement si, (xn) converge vers ℓ pour la norme ∥ · ∥′.

8. On écrit parfois ∥ · ∥ ∼ ∥ · ∥′.



Voisinage, ouvert, fermé 89

Pour montrer que deux normes ∥ · ∥ et ∥ · ∥′ ne sont pas équivalentes sur un espace
vectoriel normé E, il suffit d’exhiber une suite (xn) d’éléments de E telle que ∥xn∥′

∥xn∥
ne soit pas bornée.

4.7 Voisinage, ouvert, fermé
Cette section aborde les notions fondamentales de la topologie d’un espace vectoriel
normé. Commençons par la définition d’un voisinage.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé, V ⊂ E et a ∈ E.
On dit que V est un voisinage de a (dans E) si V contient une boule ouverte
de centre a c’est-à-dire s’il existe r ∈ R∗

+ tel que B(a, r) ⊂ V .

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé et a ∈ E.
1. Une réunion quelconque 9 de voisinages de a est un voisinage de a.
2. Une intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

Définissons à présent les notions d’ouvert et de fermé.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé et U ⊂ E. On dit que U est un ouvert
de E si U est un voisinage de chacun de ses points c’est-à-dire si

∀u ∈ U, ∃r ∈ R∗
+, B(u, r) ⊂ U

On dit que F ⊂ E est un fermé de E si le complémentaire de F dans E,
noté E\F ou �E(F ), est un ouvert de E.

Il existe des ensembles à la fois ouverts et fermés dans un espace vectoriel normé E :
∅ et E.
Il existe aussi des ensembles ni ouverts, ni fermés : par exemple dans l’espace
vectoriel normé

(
R, | · |

)
, [0, 1[ n’est ni ouvert, ni fermé.

Dans un espace vectoriel normé E, tout singleton {x} est un fermé de E.

Les notions d’ouvert et de fermé sont invariants par passage à une norme équi-
valente : si deux normes sont équivalentes sur un espace vectoriel normé, tout

9. c’est-à-dire
⋃
i∈I

Vi où I un ensemble non vide et (Vi)i∈I une famille de voisinages de a.
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ouvert (respectivement fermé) pour l’une est ouvert (respectivement fermé) pour
l’autre 10

Théorème

Soit E un espace vectoriel normé. Alors
1. Toute boule ouverte est un ouvert de E.
2. Toute boule fermée est un fermé de E.
3. Une réunion quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.
4. Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.
5. Une réunion finie de fermés de E est un fermé de E.
6. Une intersection quelconque de fermés de E est un fermé de E.

Dans un espace vectoriel normé, toute partie finie est fermée car réunion d’un
nombre fini de singletons.
Une intersection quelconque d’ouverts d’un espace vectoriel normé

(
E, ∥ · ∥

)
n’est

pas nécessairement un ouvert de E. Par exemple dans
(
R, | · |

)
, pour tout n ∈ N∗,

Un =
]
− 1
n ,

1
n

[
est un ouvert de R or

⋂
n∈N∗

Un = {0} n’est pas un ouvert de R car

pour tout r ∈ R∗
+, ]r, r[ ̸⊂ {0}.

Une réunion quelconque de fermés d’un espace vectoriel normé
(
E, ∥ · ∥

)
n’est pas

nécessairement un fermé de E. Par exemple dans
(
R, | · |

)
, pour tout n ∈ N∗,

Fn =
[ 1
n , 1

]
est un fermé de R or

⋃
n∈N∗

Fn = ]0, 1] n’est pas un fermé de R.

Théorème

Soient
(
E1×· · ·×En , ∥·∥∞

)
espace vectoriel produit de n espaces vectoriels

normés
(
E1, ∥ · ∥E1

)
, . . . ,

(
En, ∥ · ∥En

)
.

1. Soient U1, . . . , Un, n ouverts respectivement de E1, . . . , En.
Alors U1 × · · · × Un est un ouvert de E1 × · · · × En.

2. Soient F1, . . . , Fn, n fermés respectivement de E1, . . . , En.
Alors F1 × · · · × Fn est un fermé de E1 × · · · × En.

Définissons maintenant les notions d’intérieur, d’adhérence et de frontière.

10. On dit parfois que deux normes équivalentes sur un espace vectoriel normé E définissent
la même topologie de E où la topologie de E désigne l’ensemble des ouverts de E.
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Définition

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E et a ∈ A.
1. On dit que a est un point intérieur à A si A est un voisinage de a

c’est-à-dire s’il existe r ∈ R∗
+ tel que B(a, r) ⊂ A.

L’ensemble des points intérieurs à A est appelé intérieur de A et noté
◦
A.

2. On dit que a est un point adhérent à A si tout voisinage de a rencontre A
c’est-à-dire si pour tout voisinage V de a, V ∩A ̸= ∅.
L’ensemble des points adhérents à A est appelé adhérence de A et noté A.

3. On appelle frontière de A, l’ensemble noté Fr(A) = A \
◦
A.

Par définition, on a
◦
A ⊂ A ⊂ A.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé et A ⊂ E. Alors
1.

◦
A est le plus grand ouvert de E inclus dans A.

2. A ouvert de E ⇐⇒ A =
◦
A.

3. E\A =
◦

Ē\A et E\A = E\
◦
A.

4. A est le plus petit fermé de E contenant A.
5. A fermé de E ⇐⇒ A = A.
6. Fr(A) est un fermé de E.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E et B ⊂ E. Alors
1. A ⊂ B =⇒

◦
A ⊂

◦
B et A ⊂ B =⇒ A ⊂ B.

2.
◦

Ȧ ∩B =
◦
A ∩

◦
B et

◦
A ∪

◦
B ⊂

◦

Ȧ ∪B.

3. A ∪B = A ∪B et A ∩B ⊂ A ∩B.

4.8 Caractérisations séquentielles

Théorème (caractérisation séquentielle des points adhérents)

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E et x ∈ E.
Alors x ∈ A si, et seulement si, il existe une suite d’éléments de A conver-
geant vers x.
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Corollaire (caractérisation séquentielle des fermés)

Soient E un espace vectoriel normé et F ⊂ E.
Alors F est un fermé de E si, et seulement si, pour toute suite (xn) d’élé-
ments de F convergeant dans E, lim

n→+∞
xn ∈ F .

Ainsi un fermé contient les limites de ses suites convergentes.

Théorème

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé, d la distance associée à ∥ · ∥,

A une partie non vide de E et x ∈ E.
Alors d(x,A) = 0⇐⇒ x ∈ A .

4.9 Partie dense
Définition

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E et B ⊂ A.
On dit que A est dense dans E si A = E.
On dit que B est dense dans A si A ⊂ B .

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E et B ⊂ A. Alors
1. A dense dans E si, et seulement si, tout élément de E est limite d’une

suite d’éléments de A.
2. B est dense dans A si, et seulement si, tout élément de A est limite d’une

suite d’éléments de B.

Par exemple Q est dense dans R pour la norme | · |.
De même, l’espace des fonctions polynomiales de [a, b] vers K est dense dans l’es-
pace des fonctions continues de [a, b] vers K pour la norme de la convergence
uniforme ∥ · ∥∞ (cf. théorème de Weierstrass page 155).

4.10 Voisinages relatifs, ouverts et fermés relatifs
Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé E, alors F est éga-
lement un espace vectoriel normé où la norme sur F est la restriction à F de la
norme sur E.
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Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel

de E.
On appelle boule ouverte de F de centre a ∈ F et de rayon r ∈ R∗

+ l’ensemble
noté BF (a, r) défini par

BF (a, r) =
{
x ∈ F, ∥x− a∥ < r

}
.

Remarquons que BF (a, r) = F ∩B(a, r).

Définition

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E, V ⊂ A et a ∈ A.
On dit que V est un voisinage relatif 11 de a dans A si V contient une boule
ouverte de A de centre a c’est-à-dire s’il existe r ∈ R∗

+ tel que BA(a, r) ⊂ V .

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E, V ⊂ A et a ∈ A.
Alors V est un voisinage relatif de a dans A si, et seulement si, V est
l’intersection de A et d’un voisinage de a (dans E).

Définition

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E et U ⊂ A. On dit que U est
un ouvert relatif de A si U est un voisinage relatif de chacun de ses points
c’est-à-dire si

∀u ∈ U, ∃r ∈ R∗
+, BA(u, r) ⊂ U

On dit que F ⊂ A est un fermé relatif de A si le complémentaire de F dans
A, noté A\F ou �A(F ), est un ouvert relatif de A.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E, U ⊂ A et F ⊂ A. Alors

1. U est un ouvert relatif de A si, et seulement si, U est l’intersection de A
et d’un ouvert de E.

2. F est un fermé relatif de A si, et seulement si, F est l’intersection de A
et d’un fermé de E.

11. On dit aussi parfois V est un voisinage de a pour la topologie induite sur A ou encore V
est un voisinage de a dans A.
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Théorème (caractérisation séquentielle des fermés relatifs)

Soient E un espace vectoriel normé, A ⊂ E et F ⊂ A.
Alors F est un fermé relatif de A si et seulement si, pour toute suite (xn)
d’éléments de F convergeant dans A, lim

n→+∞
xn ∈ F .

4.11 Limites dans les espaces vectoriels normés

Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥E

)
,
(
F, ∥ · ∥F

)
deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A

et f une application de A vers F .
On dit que f admet une limite ℓ ∈ F en a si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ A,
∥∥x− a∥∥

E
< α =⇒

∥∥f(x)− ℓ
∥∥
F
< ε.

Réécrivons la définition ci-dessus en utilisant les boules ouvertes :
f admet une limite ℓ en a si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ A, x ∈ B(a, α) =⇒ f(x) ∈ B(ℓ, ε).
Réécrivons-la en utilisant à présent les voisinages et en notant VE(a)

(
respectivement

VF (a)
)

l’ensemble des voisinages de a dans E (respectivement dans F ).
f admet une limite ℓ en a si

∀V ∈ VF (ℓ), ∃W ∈ VE(a), ∀x ∈ A, x ∈W =⇒ f(x) ∈ V.
que l’on peut également écrire sous la forme

∀V ∈ VF (ℓ), ∃W ∈ VE(a), ∀x ∈ A ∩W, f(x) ∈ V.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A et f une
application de A vers F . Si f admet une limite ℓ ∈ F en a, alors celle-ci est
unique. On écrit alors lim

x→a
f(x) = ℓ ou lim

a
f = ℓ.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A , ℓ ∈ F et f
une application de A vers F .
Si lim

x→a
f(x) = ℓ alors f est bornée au voisinage de a.
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Théorème (caractérisation séquentielle de la limite)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A , ℓ ∈ F et f
une application de A vers F .
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) lim
x→a

f(x) = ℓ.

(ii) Pour toute suite (xn) de A convergeant vers a, la suite
(
f(xn)

)
converge vers ℓ.

Les deux définitions suivantes présentent trois extensions de la notion de limite.

Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥E

)
,
(
F, ∥ · ∥F

)
deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A

et f une application de A vers F .
1. Lorsque E = R, on dit que f admet la limite ℓ ∈ F en +∞ si

∀ε > 0, ∃K > 0, ∀x ∈ A, x > K =⇒
∥∥f(x)− ℓ

∥∥
F
< ε.

2. Lorsque F = R, on dit que f admet la limite +∞ (respectivement −∞)
en a si

∀K > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ A,
∥∥x− a∥∥

E
< α =⇒ f(x) > K(

respectivement ∀K > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ A,
∥∥x−a∥∥

E
< α =⇒ f(x) < K

)
.

Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥E

)
,
(
F, ∥ · ∥F

)
deux espaces vectoriels normés, ℓ ∈ F et f

une application de E vers F .
On dit que f(x) admet la limite ℓ lorsque

∥∥x∥∥
E

tend vers +∞ si

∀ε > 0, ∃K > 0, ∀x ∈ E,
∥∥x∥∥

E
> K =⇒

∥∥f(x)− ℓ
∥∥
F
< ε.

Théorème

Soient
(
E, ∥·∥E

)
,
(
F, ∥·∥F

)
deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A ,

λ ∈ K, (ℓ, ℓ′) ∈ F 2, f et g deux applications de A vers F et φ une application
de A vers K. Alors
1. Si lim

x→a
f(x) = ℓ et lim

x→a
g(x) = ℓ′ alors lim

x→a

(
f(x) + g(x)

)
= ℓ+ ℓ′.

2. Si lim
x→a

φ(x) = λ et lim
x→a

f(x) = ℓ alors lim
x→a

φ(x)f(x) = λ ℓ.

3. Si lim
x→a

f(x) = ℓ alors lim
x→a

∥∥f(x)
∥∥
F

=
∥∥ℓ∥∥

F
.
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Théorème

Soient E, F et G, trois espaces vectoriels normés, A ⊂ E, B ⊂ F , a ∈ A ,
b ∈ B , f une application de A vers F telle que f(A) ⊂ B, g une application
de B vers G et ℓ ∈ G.
Si lim

x→a
f(x) = b et lim

x→b
g(x) = ℓ alors lim

x→a
(g ◦ f)(x) = ℓ.

Étudions à présent le cas d’une application à valeurs dans un produit d’espaces
vectoriels normés.
Soient p ∈ N∗,

(
E, ∥ · ∥E

)
un espace vectoriel normé,

(
F1×· · ·×Fp , ∥ · ∥∞

)
espace

vectoriel produit de p espaces vectoriels normés
(
F1, ∥ · ∥F1

)
, . . . ,

(
Fp, ∥ · ∥Fp

)
et f

une application de A vers F1 × · · · × Fp.
On rappelle que si y = (y1, . . . , yp) ∈ F1× · · · ×Fp, la norme

∥∥ ·∥∥∞ est définie par∥∥y∥∥
∞ = max

k∈�1,p�

∥∥yk∥∥
Fk
.

On notera, pour tout k ∈ �1, p�, fk les applications définies de A vers Fk par

fk = pk ◦ f où pk :
ß
F1 × · · · × Fp −→ Fk
(y1, . . . , yp) 7−→ yk

.

Théorème

Soient p ∈ N∗, E un espace vectoriel normé,
(
F1 × · · · × Fp , ∥ · ∥∞

)
espace

vectoriel produit de p espaces vectoriels normés F1, . . . , Fp, A ⊂ E, a ∈ A ,

ℓ = (ℓ1, . . . , ℓp) ∈ F1 × · · · × Fp et f :
ß
A −→ F1 × · · · × Fp
x 7−→

(
f1(x), . . . , fp(x)

) .

Alors lim
x→a

f(x) = ℓ ⇐⇒ ∀k ∈ �1, p�, lim
x→a

fk(x) = ℓk.

4.12 Continuité

Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥E

)
,
(
F, ∥ · ∥F

)
deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A

et f une application de A vers F .
On dit que f est continue en a si lim

x→a
f(x) = f(a) c’est-à-dire si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ A,
∥∥x− a∥∥

E
< α =⇒

∥∥f(x)− f(a)
∥∥
F
< ε.

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.
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Théorème (caractérisation séquentielle de la continuité)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A et f une
application de A vers F . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f continue en a.
(ii) Pour toute suite (xn) de A convergeant vers a, la suite

(
f(xn)

)
converge vers f(a).

Théorème

Soient
(
E, ∥ ·∥E

)
,
(
F, ∥ ·∥F

)
deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, a ∈ A,

f , g deux applications de A vers F et φ une application de A vers K. Alors
1. Si f et g sont continues en a (respectivement sur A) alors f + g est

continue en a (respectivement sur A).
2. Si φ et f sont continues en a (respectivement sur A) alors φf est conti-

nue en a (respectivement sur A).
3. Si f est continue en a (respectivement sur A) alors l’applicationß

A −→ R
x 7−→

∥∥f(x)
∥∥
F

est continue en a (respectivement sur A).

Théorème

Soient E, F et G, trois espaces vectoriels normés, A ⊂ E, B ⊂ F ,
a ∈ A, b ∈ B , f une application de A vers F telle que f(A) ⊂ B et g
une application de B vers G.
Si f est continue en a (respectivement sur A) et g continue en f(a) (res-
pectivement sur B), alors g ◦ f est continue en a (respectivement sur A).

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E et f une application
de A vers F . Alors
1. f continue sur A si, et seulement si, l’image réciproque de tout ouvert

de F est un ouvert de A.
2. f continue sur A si et seulement si, l’image réciproque de tout fermé

de F est un fermé de A.

Ce théorème permet souvent de montrer aisément qu’une partie est ouverte ou
fermée. Par exemple, si E est un espace vectoriel normé et f : E → R est continue
sur E, alors

{
x ∈ E, f(x) = 0

}
= f−1({0}) est un fermé de E.

De même
{
x ∈ E, f(x) < 0

}
= f−1(R∗

−) est un ouvert de E.
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Corollaire

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, f et g deux applications de
E vers F , continues sur E et coïncidant sur une partie dense de E.
Alors f = g.

4.13 Uniforme continuité
Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥E

)
,
(
F, ∥ · ∥F

)
deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E et f

une application de A vers F .
On dit que f est uniformément continue (sur A) si
∀ε > 0, ∃α > 0, ∀(x, y) ∈ A2,

∥∥x− y∥∥
E
< α =⇒

∥∥f(x)− f(y)
∥∥
F
< ε.

Toute application uniformément continue sur A est continue sur A mais la réci-
proque est fausse : par exemple, la fonction x 7→ x2 est continue sur R+ mais n’est
pas uniformément continue sur R+.
La somme de deux fonctions uniformément continues et le produit d’une fonction
uniformément continue par un scalaire dans K sont uniformément continues.
En revanche, en considérant

(
E, ∥ · ∥E

)
=

(
F, ∥ · ∥F

)
=

(
R, | · |

)
, le produit de

deux fonctions uniformément continues n’est pas nécessairement uniformément
continue : prenons par exemple la fonction f : x 7→ x. Alors f est uniformément
continue sur R+ mais f2 : x 7→ x2 n’est pas uniformément continue sur R+.
Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, A ⊂ E, B ⊂ F , f une application
de A vers F et g une application de B vers G tels que f(A) ⊂ B.
Si f et g sont uniformément continues (respectivement sur A et B), g ◦ f est
uniformément continue (sur A).

4.14 Applications lipschitziennes
Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥E

)
,
(
F, ∥ · ∥F

)
deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E, f une

application de A vers F et K ∈ R+.
On dit que f est K-lipschitzienne (sur A) si pour tout (x, y) ∈ A2,∥∥f(x)− f(y)

∥∥
F
� K

∥∥x− y∥∥
E
.

On dit que f est lipschitzienne (sur A) s’il existe K ∈ R+ tel que f est
K-lipschitzienne.
On dit que f est contractante (sur A) s’il existe K ∈ [0, 1[ tel que f est
K-lipschitzienne.
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Pour tout espace vectoriel normé
(
E, ∥ · ∥

)
, l’application ∥ · ∥ :

ß
E −→ R
x 7−→ ∥x∥

est lipschitzienne. En effet, pour tout (x, y) ∈ E2, on a

∣∣∥x∥ − ∥y∥∣∣ � ∥x− y∥

c’est-à-dire l’application ∥ · ∥ est 1-lipschitzienne.

De même on montre que pour tout espace vectoriel normé
(
E, ∥ · ∥

)
et toute

partie non vide A de E, l’application dA :
®
E −→ R
x 7−→ d(x,A) = inf

a∈A
∥x− a∥ est

1-lipschitzienne.
La somme de deux applications lipschitziennes et le produit d’une application
lipschitzienne par un scalaire de K sont lipschitziennes.
Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, A ⊂ E, B ⊂ F , f une application
de A vers F et g une application de B vers G tels que f(A) ⊂ B.
Si f et g sont lipschitziennes (respectivement sur A et B), g ◦ f est lipschitzienne
(sur A).

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A ⊂ E et f une application
de A vers F lipschitzienne. Alors f est uniformément continue.

La réciproque du théorème précédent est fausse.
Par exemple, en prenant

(
E, ∥ · ∥E

)
=

(
F, ∥ · ∥F

)
=

(
R, | · |

)
, la fonction x 7→

√
x

est uniformément continue sur R+ mais n’est pas lipschitzienne.
Pour tout espace vectoriel normé

(
E, ∥ · ∥

)
et toute partie non vide A de E, les

applications

∥ · ∥ :
®
E −→ R

x 7−→ ∥x∥
et dA :





E −→ R

x 7−→ d(x,A) = inf
a∈A
∥x− a∥

sont uniformément continues (donc continues) car lipschitziennes.

4.15 Applications linéaires continues

Le théorème qui suit permet de caractériser la continuité d’une application linéaire
entre deux espaces vectoriels normés.
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Théorème

Soient
(
E, ∥ · ∥E

)
et

(
F, ∥ · ∥F

)
deux espaces vectoriels normés et

f ∈ L(E,F ).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue sur E.
(ii) f est continue en 0.
(iii) f est bornée sur BE(0, 1).
(iv) Il existe K ∈ R+ tel que pour tout x ∈ E,

∥∥f(x)
∥∥
F
� K

∥∥x∥∥
E

.
(v) f est lipschitzienne.
(vi) f est uniformément continue.

On note Lc(E,F ) l’ensemble des applications linéaires continues de E vers F .

Comme nous le verrons dans une section suivante, si E est de plus de dimension
finie toute application linéaire de E vers F est continue.

En pratique, pour montrer la continuité d’une application linéaire entre deux es-
paces vectoriels normés, la caractérisation (iv) est la plus utile.
En particulier pour montrer qu’une telle application linéaire n’est pas continue, il
suffit par exemple de montrer qu’il existe une suite (xn) d’éléments de E telle que
pour tout n ∈ N,

∥∥f(xn)
∥∥
F
> n

∥∥xn∥∥
E

.

Définissons à présent la notion de norme subordonnée d’une application linéaire
continue appelée également norme d’opérateur.

Définition

Soient
(
E, ∥·∥E

)
,
(
F, ∥·∥F

)
deux espaces vectoriels normés et f ∈ Lc(E,F ).

Alors l’application




Lc(E,F ) −→ R+

f 7−→ sup
x∈E, x̸=0

∥∥f(x)
∥∥
F∥∥x∥∥

E

est une norme

appelée norme d’opérateur 12 et notée 13 ||| · |||.

Pour tout f ∈ Lc(E,F ), on a aussi

|||f ||| = sup
x∈B(0,1)

∥∥f(x)
∥∥
F

= sup
x∈S(0,1)

∥∥f(x)
∥∥
F
.

12. ou norme sur Lc(E, F ) subordonnée à
∥∥ ·

∥∥
E

et
∥∥ ·

∥∥
F

, ou encore norme linéaire. Pour tout
f ∈ Lc(E, F ), on dit que |||f ||| est la norme de l’opérateur f ou la norme de f subordonnée à
celles de E et F ou simplement la norme subordonnée de f .

13. ou
∥∥ ·

∥∥
op

.
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Théorème

Soient
(
E, ∥·∥E

)
,
(
F, ∥·∥F

)
deux espaces vectoriels normés et f ∈ Lc(E,F ).

Alors |||f ||| = inf
{
K ∈ R+, ∀x ∈ E,

∥∥f(x)
∥∥
F
� K

∥∥x∥∥
E

}
.

En particulier, pour tout x ∈ E, on a∥∥f(x)
∥∥
F
� |||f |||

∥∥x∥∥
E
.

Donc, si f ∈ Lc(E,F ), |||f ||| est « la meilleure » constante K ∈ R+ (c’est-à-dire
le plus petit K ∈ R+) vérifiant pour tout x ∈ E,

∥∥f(x)
∥∥
F
� K

∥∥x∥∥
E

.
Énonçons à présent la propriété de sous-multiplicativité de la norme d’opérateur.

Théorème

Soit E, F et G trois espaces vectoriels normés.
Soient f ∈ Lc(E,F ) et g ∈ Lc(F,G).
Alors g ◦ f ∈ Lc(E,G) et |||g ◦ f ||| � |||g||| |||f |||.

Énonçons à présent la caractérisation de la continuité pour les applications multi-
linéaires après avoir rappelé la définition de ces dernières.

Définition

Soient n ∈ N∗, E1, . . . , En et F des espaces vectoriels.
On dit que f : E1×· · ·×En−→F est multilinéaire 14 si pour tout k ∈ �1, n�
et pour tout (a1, . . . , an) ∈ E1 × · · · × En, l’application

fk :
®
Ek −→ F

xk 7−→ f(a1, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , an)
est linéaire.

Théorème

Soient
(
E1, ∥·∥E1

)
, . . . ,

(
En, ∥·∥En

)
,
(
F, ∥·∥F

)
des espaces vectoriels normés

et f : E1× · · · ×En −→ F multilinéaire. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est continue sur E1 × · · · × En.
(ii) Il existe K ∈ R+ tel que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En,∥∥f(x1, . . . , xn)

∥∥
F
� K

∥∥x1
∥∥
E1
· · ·

∥∥xn∥∥
En
.

14. On dit aussi f n-linéaire. Dans le cas n = 2, on dit que f est bilinéaire.



102 4•Espaces vectoriels normés

4.16 Parties compactes

Définition

Soient E un espace vectoriel normé et A ⊂ E.
On dit que A est compact si 15 de toute suite de A, on peut extraire une
sous-suite convergente dont la limite est dans A.

A compact signifie donc que toute suite de A admet au moins une valeur d’adhé-
rence dans A.

Théorème

Soit E un espace vectoriel normé.
Toute partie compacte de E est fermée et bornée.

Énonçons le cas particulier de Rn qui sera généralisé à tout espace vectoriel normé
de dimension finie page 106.

Théorème

Soient n ∈ N∗ et A ⊂ Rn.
Alors A compact si, et seulement si, A est fermé et borné.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé et A une partie compacte de E.
Alors tout fermé (relatif) de A est compact.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé et A une partie compacte de E.
Alors toute suite de A converge si, et seulement si, elle admet une unique
valeur d’adhérence.

Énonçons maintenant le résultat concernant un produit fini de compacts.

15. Cette définition s’appelle parfois la propriété de Bolzano-Weierstrass.
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Théorème
Soient n ∈ N∗, E1, . . . , En, n espaces vectoriels normés, A1, . . . , An des
parties compactes de E1, . . . , En.
Alors A1 × · · · ×An est une partie compacte de E1 × · · · × En.

4.17 Continuité sur une partie compacte

Théorème
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie compacte de E
et f : A −→ F continue sur A. Alors f(A) est une partie compacte de F .

L’image réciproque d’un compact par une application continue n’est pas nécessai-
rement un compact. Par exemple soit f :

ß
R −→ R
x 7−→ 1 . Alors f est continue,

f−1({1}) = R or {1}, fermé, borné, est compact via le théorème page 102 et R,
non borné, n’est pas compact.

Théorème de Heine
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie compacte de E
et f : A −→ F continue sur A. Alors f est uniformément continue sur A.

Théorème des bornes atteintes
Soient E un espace vectoriel normé, A une partie compacte non vide de E
et f : A −→ R continue sur A. Alors f est bornée sur A et atteint ses
bornes.

4.18 Connexité par arcs

Définition
Soient E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E et
(a, b) ∈ A2. On appelle arc 16 (ou chemin) joignant a et b toute application
continue γ de [0, 1] vers A vérifiant γ(0) = a et γ(1) = b.
Les points a et b sont alors appelés les extrémités de l’arc 17.

16. Certains appellent arc joignant a et b toute application continue γ de [u, v] vers A (où
(u, v) ∈ R2 tel que u ̸= v) mais on peut se ramener systématiquement au segment [0, 1] : il suffit
de considérer alors α de [0, 1] vers A définie pour tout t ∈ [0, 1] par α(t) = γ(u + (v − u)t).

17. Certains appellent a = γ(0) l’origine de l’arc et b = γ(1) son extrémité.
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Définition

Soient E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.
On dit que A est connexe par arcs si pour tout (a, b) ∈ A2, il existe un arc
joignant a et b.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. Alors
la relation R définie pour tout (a, b) ∈ A2 par

aR b s’il existe un arc joignant a et b
est une relation d’équivalence.
On appelle composantes connexes par arcs de A les classes d’équivalence
de A relativement à la relation R.

La convexité est un cas particulier de la connexité par arcs comme l’explique le
théorème qui suit.

Théorème

Soit E un espace vectoriel normé. Toute partie convexe de E est connexe
par arcs.

Énonçons le cas particulier de R.

Théorème

Soit A ⊂ R.
Alors A connexe par arcs si, et seulement si, A est un intervalle.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé.
On dit qu’une partie A de E est étoilée par rapport à un point a ∈ A si
pour tout x ∈ A, [a, x] ⊂ A.
On dit que A est étoilée si A est étoilée par rapport à un de ses points.

Une partie A de E est convexe si, et seulement si, elle est étoilée par rapport à
chacun de ses points.
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Théorème

Soit E un espace vectoriel normé.
Toute partie étoilée de E est connexe par arcs.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une partie connexe par
arcs de E et f : A −→ F continue sur A.
Alors f(A) est une partie connexe par arcs de F .

Corollaire (théorème des valeurs intermédiaires)

Soient E un espace vectoriel normé, A une partie connexe par arcs de E et
f : A −→ R continue sur A. Alors f(A) est un intervalle.

4.19 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Théorème

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie 18.
Alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Ce théorème permet, dans le cas de la dimension finie, de ne plus préciser quelle
est la norme utilisée dans les diverses notions topologiques (voisinages, ouverts,
fermés, compacts...).

Soient E un espace vectoriel de dimension finie p ∈ N∗, B= (e1, . . . , en) une base
de E et (un) une suite d’éléments de E. Alors, pour tout n ∈ N,

un = u(1)
n e1 + · · ·+ u(p)

n ep où les u(i)
n ∈ K.

Les suites
(
u

(i)
n

)
à valeurs dans K sont appelées suites-coordonnées de (un) dans

la base B.

18. Rappelons que dans tout ce chapitre, on ne considère que des K-espaces vectoriels. Ce théo-
rème peut devenir faux pour un espace vectoriel normé sur un corps différent de K par exemple
le Q-espace vectoriel Q[

√
2] =

{
a + b

√
2; (a, b) ∈ Q2} de dimension finie 2 : on peut montrer que

les deux normes ∥ · ∥ et ∥ · ∥′ définies pour tout u = a + b
√

2 ∈ Q[
√

2] par ∥u∥ =
∣∣a + b

√
2
∣∣ et

∥u∥′ = |a| + |b| ne sont pas équivalentes.
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Théorème

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p ∈ N∗ et (un) une
suite d’éléments de E.
Alors (un) converge si, et seulement si,

(
u

(1)
n

)
, . . . ,

(
u

(p)
n

)
convergent.

De plus, dans ce cas, on a
lim

n→+∞
un =

(
lim

n→+∞
u(1)
n

)
e1 + · · ·+

(
lim

n→+∞
u(p)
n

)
ep.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et A ⊂ E.
Alors A compact si, et seulement si, A est fermé et borné.

Par exemple, en dimension finie, B(0, 1) et S(0, 1) sont compactes.

Corollaire (théorème de Bolzano-Weierstrass)

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.
Alors de toute suite bornée de E, on peut extraire une sous-suite conver-
gente dans E.

Énonçons également un autre corollaire.

Corollaire

Une suite bornée d’un espace vectoriel de dimension finie converge si, et
seulement si, elle admet une unique valeur d’adhérence.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et F un espace
vectoriel normé.
Alors toute application linéaire de E vers F est continue sur E.

Donc, si E est dimension finie, L(E,F ) = Lc(E,F ).

Corollaire

Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé
est fermé.
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Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p ∈ N∗ et (e1, . . . , ep) une base
de E. On appelle monôme définie sur E (à valeurs dans K) toute application




E −→ K

x =
p∑
k=1

xkek 7−→ xα1
1 · · · x

αp
p

où les αi ∈ N.
On appelle application polynomiale 19 définie sur E (à valeurs dans K) toute com-
binaison linéaire de monômes définis sur E (à valeurs dans K).

Théorème
Toute application polynomiale définie sur un espace vectoriel normé de
dimension finie est continue.

Étendons enfin le théorème de continuité des applications linéaires en dimension
finie aux applications multilinéaires.

Théorème
Soient E1, . . . , En des espaces vectoriels normés de dimension finie et F un
espace vectoriel normé.
Alors toute application multilinéaire de E1 × · · · ×En vers F est continue.

Soit n ∈ N tel que n � 2. En identifiant Mn(K), de dimension finie, avec ses n

vecteurs colonnes dans Kn × · · · × Kn, l’application det :
ß

Mn(K) → K
A 7→ det(A)

est n-linéaire donc continue via le théorème précédent.

4.20 Complétude

Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé et (xn) une suite d’éléments

de E. On dit que (xn) est une suite de Cauchy si
∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀(p, q) ∈ N2, p � N et q � N =⇒

∥∥xp − xq∥∥ < ε.

19. ou fonction polynomiale.
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Théorème

Soit
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé. Alors

1. Toute suite de Cauchy de E est bornée.
2. Toute suite convergente de E est de Cauchy.
3. Toute suite de Cauchy de E, possédant une suite extraite convergente,

converge.

Définissons à présent la notion d’espace complet.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé et A ⊂ E.
On dit que A est complet si pour toute suite de Cauchy (xn) d’éléments
de A, (xn) converge et lim

n→+∞
xn ∈ A.

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.
On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet.

Théorème

Soit E un espace vectoriel normé.
1. Si E est complet, toute partie fermée A de E est complète.
2. Toute partie complète de E est fermée.

Théorème

Soient E un espace de Banach et A ⊂ E.
Alors A est complète si, et seulement si, A est fermée

Théorème

Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Le théorème qui suit donne un lien entre compacité et complétude.

Théorème

Soit E un espace vectoriel normé.
Toute partie compacte de E est complète.
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La réciproque de ce théorème est fausse : R est un espace vectoriel normé complet
mais non borné donc non compact.

Donnons enfin le théorème du point fixe après avoir donné la définition d’un tel
point.

Définition

Soient E un ensemble et f : E −→ E.
On dit que x ∈ E est un point fixe de f si f(x) = x.

Théorème du point fixe

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé, A une partie complète de E et

f : A −→ A contractante.
Alors f admet un unique point fixe dans A et pour tout a ∈ A, la suite
(xn) définie par x0 = a et pour tout n ∈ N, xn+1 = f(xn), converge vers le
point fixe de f .



5 Séries numériques

K = R ou C.

5.1 Convergence et divergence

Définition

Soit (un) une suite réelle ou complexe. On appelle série de terme général
un, notée

∑
un, la suite des sommes partielles (Sn) où pour tout n ∈ N,

Sn =
n∑
k=0

uk.

On dit que
∑
un converge 1 si (Sn) converge. On dit qu’elle diverge sinon.

Cette définition peut être étendue à une série de terme général un où la suite (un)
est à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie 2. Rappelons que
dans un tel espace toutes les normes sont équivalentes.

Si (un)n⩾n0 n’est définie qu’à partir de n0, la série numérique associée est alors la
suite (Sn)n⩾n0 définie pour tout n ⩾ n0 par

Sn =
n∑

k=n0

uk.

Toutes les définitions et théorèmes figurant dans ce chapitre ne sont énoncés, sauf
cas particulier, que pour n0 = 0 mais restent valables si n0 ≠ 0.

1. ou est convergente. La série de terme général un est parfois notée
∑
n⩾0

un ou plus générale-

ment
∑

n⩾n0

un lorsque la suite (un)n⩾n0 n’est définie qu’à partir de n0. En revanche, la notation∑
n∈N

un est réservée aux familles sommables (cf. note 21 page 124).

2. Elle peut être étendue à une série à valeurs dans un espace vectoriel normé quelconque
mais alors l’absolue convergence n’entraîne plus nécessairement la convergence (cf. section 7.3
page 143, théorème page 117 et notes 15 et 16 page 117).
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Étudier la nature d’une série numérique consiste à déterminer si elle converge ou
diverge.

Remarquons que la convergence d’une série
∑
un ne dépend pas des premiers

termes de la suite (un). Plus précisément, si n0 ∈ N,
∑
n�n0

un converge si, et seule-

ment si,
∑
un converge.

Il suffit en effet de remarquer que
n∑
k=0

uk =
n0−1∑
k=0

uk +
n∑

k=n0

uk.

5.2 Série géométrique
Définition

Soit q ∈ K. On appelle série géométrique la série numérique
∑
qn.

Théorème

Soit q ∈ K. Alors
∑
qn converge ssi |q| < 1.

De plus si |q| < 1,
+∞∑
n=0

qn = 1
1− q .

5.3 Somme et reste d’une série convergente
Définition

Soit
∑
un une série numérique convergente. On appelle somme de la série

le scalaire +∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

Sn

et on appelle reste de la série la suite (Rn) définie pour tout n ∈ N par

Rn =
+∞∑

k=n+1
uk.

Lorsque une série numérique
∑
un est convergente, elle converge donc vers sa

somme 3 qui est le nombre réel ou complexe
+∞∑
n=0

un.

3. Ne pas confondre
∑

un désignant la série de terme général un et
+∞∑
n=0

un désignant la
somme de la série convergente

∑
un.
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De même, le reste d’une série ne peut être défini que pour une série convergente.

5.4 Somme de deux séries numériques et produit
par un scalaire

Théorème

Soient
∑
un,

∑
vn deux séries numériques et λ ∈ K. Alors 4

1.
(∑

un converge et
∑
vn converge

)
=⇒

∑
(un + vn) converge.

2.
∑
un converge =⇒

∑
λun converge.

3.
(∑

un converge et
∑
vn diverge

)
=⇒

∑
(un + vn) diverge.

En particulier, si
∑
un et

∑
vn convergent, on a 5

+∞∑
n=0

λun = λ
+∞∑
n=0

un et
+∞∑
n=0

(un + vn) =
+∞∑
n=0

un +
+∞∑
n=0

vn

5.5 Condition nécessaire de convergence et série
harmonique

Théorème

Soit (un) une suite réelle ou complexe 6. Alors∑
un converge =⇒ un −−−−−→

n→+∞
0.

Lorsque un ̸−−−−−→
n→+∞

0, on dit que
∑
un diverge grossièrement.

Définition

On appelle série harmonique la série numérique
∑ 1

n
.

4. Les deux premières assertions signifient que l’espace des séries convergentes est un K-ev.

5. c’est-à-dire l’application




{séries numériques convergentes} −→ K∑
un 7−→

+∞∑
n=0

un
est linéaire.

6. Ce théorème s’étend au cas où (un) est à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie. Rappelons dans ce cadre que un −−−−−→

n→+∞
0 ⇐⇒ ∥un∥ −−−−−→

n→+∞
0.
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La réciproque du dernier théorème est fausse comme l’illustre le théorème suivant.
Théorème

La série harmonique
∑ 1

n
diverge.

Il est parfois délicat de montrer qu’une suite (un) est convergente. On peut alors
tenter de montrer que la série de terme général 7 (un − un−1) converge comme
l’illustre le théorème suivant.

Théorème

Soit (un)n∈N∗ une suite réelle ou complexe 8. Alors∑
(un − un−1) converge ⇐⇒ (un) converge.

5.6 Séries à termes positifs
Définition

On dit qu’une série numérique
∑
un est à termes positifs si (un) est une

suite réelle vérifiant pour tout n ∈ N, un � 0.

Si
∑
un est une série à termes positifs, la suite de ses sommes partielles (Sn) est

croissante d’où le théorème suivant.
Théorème

Soient
∑
un une série à termes positifs et (Sn) la suite de ses sommes

partielles. Alors :
∑
un converge ⇐⇒ (Sn) est majorée.

Théorème

Soient (un) et (vn) deux suites réelles telles que pour tout n ∈ N,
0 � un � vn

Alors




∑
vn converge =⇒

∑
un converge ;

et∑
un diverge =⇒

∑
vn diverge.

7. Cette série est appelée série télescopique associée à la suite (un).
8. Ce théorème s’étend au cas où (un) est à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimen-

sion finie.
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Le théorème suivant est très utile car permet de comparer la série étudiée à des
séries de références.

Théorème

1. Soient (un) et (vn) deux suites réelles positives telles que un = O(vn).
Alors

∑
vn converge =⇒

∑
un converge 9.

2. Soient (un) et (vn) deux suites réelles positives telles que un = o(vn).
Alors

∑
vn converge =⇒

∑
un converge 10.

3. Soient (un) une suite réelle et (vn) une suite réelle positive 11 que
un ∼ vn.
Alors

∑
un et

∑
vn sont de même nature 12.

Les séries de Riemann (et les séries géométriques) constituent les principales séries
de référence.

Définition

On appelle série de Riemann toute série de la forme
∑ 1

nα
où α ∈ R.

Théorème

Soit α ∈ R. Alors
∑ 1

nα
converge ⇐⇒ α > 1.

Via les deux précédents théorèmes, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire (règle de Riemann)

Soit (un) une suite réelle positive.
S’il existe α > 1 tel que nαun −−−−−→

n→+∞
0 alors

∑
un converge.

On peut généraliser la règle de Riemann de la façon suivante.

9. Le théorème page 117 permet une extension au cas où (un) est une suite réelle ou complexe.
10. cf. note précédente
11. La positivité de (vn) implique celle de (un) à partir d’un certain rang.
12. Dire que deux séries sont de même nature signifie que si l’une diverge, l’autre diverge

également et si l’une converge, l’autre aussi (mais pas nécessairement vers la même valeur).
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Théorème (règle de Riemann généralisée)

Soit (un) une suite réelle positive.
On suppose qu’il existe α ∈ R et ℓ ∈ R+ ∪ {+∞} tels que nαun −−−−−→

n→+∞
ℓ.

Alors
® (

ℓ ̸= +∞ et α > 1
)

=⇒
∑
un converge;

(
ℓ ̸= 0 et α � 1

)
=⇒

∑
un diverge.

Les séries de Bertrand constituent également un réservoir de séries de références.

Définition

On appelle série de Bertrand toute série de la forme
∑ 1

nα
(
ln(n)

)β où
(α, β) ∈ R2.

Théorème

Soit (α, β) ∈ R2. Alors∑ 1
nα

(
ln(n)

)β converge ⇐⇒ α > 1 ou (α = 1 et β > 1).

Un autre critère de comparaison, très utile via son corollaire (règle de d’Alembert),
est le critère de comparaison logarithmique.

Théorème (critère de comparaison logarithmique)

Soient (un) et (vn) deux suites réelles strictement positives telles que pour
tout n ∈ N, un+1

un
�
vn+1
vn

. Alors
∑
vn converge =⇒

∑
un converge.

Corollaire (règle de d’Alembert)

Soit (un) une suite réelle strictement positive 13 telle que
un+1
un

−−−−−→
n→+∞

ℓ où ℓ ∈ R+ ∪ {+∞}.

Alors




ℓ < 1 =⇒
∑
un converge ;

et
ℓ > 1 =⇒

∑
un diverge.

13. Ce corollaire reste valable dans le cas d’une suite complexe non nulle en remplaçant sim-

plement
un+1

un
par

∣∣∣∣
un+1

un

∣∣∣∣.
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Cette règle est particulièrement utile lorsque le terme général un est sous forme
de produits (par exemple sous forme de factorielles).
Mais elle ne permet pas de conclure lorsque la limite ℓ est égale à 1. Il suffit pour
s’en assurer de comparer les résultats avec les séries de Riemann

∑ 1
n et

∑ 1
n2 :

dans les deux cas, via la règle de d’Alembert, ℓ = 1 mais la première série diverge
tandis que la seconde converge.

Un autre critère, utile lorsque le terme général d’une série est sous forme de puis-
sance n-ième, est la règle de Cauchy.

Théorème (règle de Cauchy)

Soit (un) une suite réelle positive 14 telle que
n
√
un −−−−−→

n→+∞
ℓ où ℓ ∈ R+ ∪ {+∞}.

Alors




ℓ < 1 =⇒
∑
un converge ;

et
ℓ > 1 =⇒

∑
un diverge.

La règle suivante, appelée règle de Raabe-Duhamel ou règle de Duhamel permet
d’explorer le cas ℓ = 1 de la règle de d’Alembert et de conclure dans certains cas.

Théorème (règle de Raabe-Duhamel)

Soient α ∈ R et (un) une suite réelle strictement positive telle que
un+1
un

= 1− α

n
+ o

Å 1
n

ã
.

Alors





α > 1 =⇒
∑
un converge ;

et
α < 1 =⇒

∑
un diverge.

5.7 Séries à termes quelconques
Dans cette section, on considère des séries à termes quelconques, c’est-à-dire de
terme général de signe non constant. Parmi toutes les séries à termes quelconques,
il existe deux grandes familles pour lesquelles des théorèmes existent : il s’agit des
séries absolument convergentes et des séries alternées.
Commençons par les séries absolument convergentes.

14. Ce corollaire reste valable dans le cas d’une suite complexe en remplaçant simplement n
√

un

par n
√

|un|.
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Définition

On dit qu’une série numérique
∑
un converge absolument ou est absolument

convergente 15 si la série
∑
|un| converge.

Un des intérêts de la convergence absolue est l’implication fournie par le théorème
suivant.

Théorème

Soit
∑
un une série numérique absolument convergente. Alors

∑
un

converge et on a l’inégalité triangulaire 16
∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

un

∣∣∣∣∣ �
+∞∑
n=0
|un|.

Comme la série
∑
|un| est à termes positifs, on peut affiner une partie du théorème

de comparaison page 114.

Théorème

Soient (un) une suite réelle ou complexe et (vn) une suite
un = O(vn)

(
respectivement un = o(vn)

)
.

Alors
∑
un converge absolument donc converge.

Définition

Une série convergente mais non absolument convergente est dite semi-
convergente.

Par exemple la série harmonique alternée
∑ (−1)n

n est semi-convergente.

15. Dans le cas d’une série à termes complexes, |un| désigne bien entendu le module de un. Si
(un) est à valeurs dans un espace vectoriel normée

(
E, ∥ · ∥

)
,
∑

un est absolument convergente
si

∑
∥un∥ converge (cf. section 7.3 page 143).

16. Dans le cas d’une suite (un) à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie

(
E, ∥ · ∥

)
, l’absolue convergence de

∑
un entraîne la convergence de

∑
un et∥∥∥∥+∞∑

n=0
un

∥∥∥∥ �
+∞∑
n=0

∥un∥ (cf. section 7.3 page 143).
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Théorème

Pour tout z ∈ C, la série
∑ zn

n! est absolument convergente donc conver-
gente.

L’application exp :





C −→ C

z 7−→
+∞∑
n=0

zn

n!
est appelée fonction exponentielle.

Pour tout z ∈ C, l’exponentielle de z, notée ez est définie par ez =
+∞∑
n=0

zn

n! .

Toutes les propriétés bien connues de l’exponentielle se déduisent de cette défini-
tion 17.

Définition

Soit (un) une suite réelle.
On dit que (un) est alternée s’il existe une suite réelle (an) positive telle que
pour tout n ∈ N, un = (−1)nan

(
ou pour tout n ∈ N, un = (−1)n+1an

)
.

On dit qu’une série numérique
∑
un est alternée si la suite (un) est alternée.

Si (un) ne s’annule pas, (un) est alternée lorsque le produit de deux termes consé-
cutifs de la suite est négatif (c’est-à-dire que deux termes consécutifs de la suite
sont de signes contraires).
Le critère suivant, appelé critère spécial des séries alternées ou règle de Leibniz,
permet de conclure dans certains cas.

Théorème (critère spécial des séries alternées ou règle de Leibniz)

Soit (un) une suite réelle alternée.
Si

(
|un|

)
est décroissante et converge vers 0 alors

1.
∑
un converge.

2. ∀n ∈ N,
∣∣Rn

∣∣ � |un+1| où
(
Rn

)
est la suite des restes associée à

∑
un.

Ce critère spécial des séries alternées est un cas particulier de la règle d’Abel
suivante.

17. Cf. page 172.
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Théorème (règle d’Abel)

Soient (un) et (vn) deux suites réelles telles que
1. (un) est décroissante et converge vers 0.

2. La suite
Å

n∑
k=0

vk

ã
est bornée.

Alors
∑
unvn converge.

5.8 Sommation des relations de comparaison

Les deux théorèmes suivants permettent, respectivement, de donner une estimation
du reste d’une série convergente et de la somme partielle d’une série divergente.

Théorème

Soient (un) et (vn) deux suites réelles telles que (vn) est positive et
∑
vn

converge.

1. Si un = o(vn) alors
∑
un converge et

+∞∑
k=n+1

uk = o
Ç

+∞∑
k=n+1

vk

å
.

2. Si un = O(vn) alors
∑
un converge et

+∞∑
k=n+1

uk = O
Ç

+∞∑
k=n+1

vk

å
.

3. Si un ∼ vn alors
∑
un converge et

+∞∑
k=n+1

uk ∼
+∞∑

k=n+1
vk.

Théorème

Soient (un) et (vn) deux suites réelles telles que (vn) est positive et
∑
vn

diverge.

1. Si un = o(vn) alors
n∑
k=0

uk = o
Å

n∑
k=0

vk

ã
.

2. Si un = O(vn) alors
n∑
k=0

uk = O
Å

n∑
k=0

vk

ã
.

3. Si un ∼ vn alors
n∑
k=0

uk ∼
n∑
k=0

vk.
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5.9 Produit de deux séries numériques

Définition

Soient
∑
un et

∑
vn deux séries numériques.

On appelle produit de Cauchy de
∑
un et

∑
vn la série

∑
wn où pour tout

n ∈ N,
wn =

n∑
k=0

ukvn−k =
∑

p+q=n
upvq.

Théorème

Soient
∑
un et

∑
vn deux séries numériques absolument convergentes.

Alors le produit de Cauchy
∑
wn de ces deux séries converge absolument

et on a
+∞∑
n=0

wn =
Å+∞∑
n=0

un

ãÅ+∞∑
n=0

vn

ã

où pour tout n ∈ N, wn =
∑

p+q=n
upvq.

5.10 Comparaison série-intégrale

Théorème

Soit f : R+ → R+ continue par morceaux et décroissante.
Alors la série de terme général

∫ n
n−1 f(t) dt− f(n) converge.

5.11 Sommes de séries convergentes classiques

Théorème

+∞∑
n=0

1
n! = e et

+∞∑
n=1

(−1)n
n

= − ln(2) (somme de la série harmonique alternée).

+∞∑
n=0

(−1)n
2n+ 1 = π

4 ,
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 et
+∞∑
n=1

1
n4 = π4

90 .
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5.12 Familles sommables

Dans cette section, introduite en vue de l’étude des probabilités, I désigne un
ensemble au plus dénombrable 18.
Lorsqu’une série numérique

∑
un est convergente, sa somme est définie par

+∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

n∑
k=0

uk.

Dans le calcul de la somme ci-dessus, on additionne les termes dans un ordre
précis. Or, dans le cas d’une série semi-convergente, comme par exemple

∑ (−1)n

n+1 ,
on peut, via une permutation des termes, obtenir une somme différente de la valeur
classique ln(2) obtenue dans le théorème précédent.
Cette section a notamment pour but d’introduire une définition de la somme qui
exclut cette pathologie en donnant le même résultat quel que soit l’ordre de som-
mation choisi.
Elle vise plus généralement à définir, dans le cas d’une indexation plus compliquée
qui ne possède pas d’ordre naturel, la notion de somme d’une infinité de nombres
réels ou complexes ne tenant pas compte de l’ordre de sommation, ni de la façon
de les indexer.

Définition

Soit (ui)i∈I une famille de réels positifs. On dit que (ui)i∈I est sommable

si l’ensemble
®∑
i∈J

ui;J fini ⊂ I
´

est majoré 19.

Dans ce cas, la somme de la famille (ui)i∈I , notée
∑
i∈I

ui, est la borne supé-
rieure de l’ensemble précédent.

Lorsque la famille (ui)i∈I n’est pas sommable, on écrit
∑
i∈I

ui = +∞.

Par définition, la somme d’une famille sommable de réels positifs ne dépend pas de
l’ordre des éléments de cette famille : plus précisément, si σ est une permutation
de I,

(
uσ(i)

)
i∈I est sommable si, et seulement si, (ui)i∈I l’est.

Si tel est le cas, on a de plus les deux sommes qui coïncident :
∑
i∈I

ui =
∑
i∈I

uσ(i).

Toujours dans le cas de réels positifs, le théorème suivant montre que les notions
de famille sommable et de série convergente coïncident lorsque I = N.

18. Via la définition qui suit, on peut montrer que si (ui)i∈I est sommable, alors I est néces-
sairement au plus dénombrable d’où cette restriction prise dès le début de cette section.

19. c’est-à-dire s’il existe K ∈ R+ tel que pour tout J fini ⊂ I,
∑
i∈J

ui ⩽ K.
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Théorème

Soit (un)n∈N une suite 20 réelle positive.

Alors (un)n∈N est sommable ⇐⇒
∑
un converge.

De plus, dans ce cas, on a
∑
n∈N

un =
+∞∑
n=0

un.

Les deux théorèmes suivants énoncent les premières propriétés élémentaires asso-
ciées aux familles sommables de réels positifs.

Théorème

Soient (ui)i∈I et (vi)i∈I deux familles de réels positifs telles que, pour tout
i ∈ I, ui � vi.

Si (vi)i∈I est sommable alors (ui)i∈I est sommable et
∑
i∈I

ui �
∑
i∈I

vi.

Si (ui)i∈I n’est pas sommable alors (vi)i∈I n’est pas sommable.

Théorème

Soient (ui)i∈I et (vi)i∈I deux familles sommables de réels positifs et λ ∈ R.

Alors la famille (λui+vi)i∈I est sommable et
∑
i∈I

(λui+vi) = λ
∑
i∈I

ui+
∑
i∈I

vi.

Étendons le concept de famille sommable à une famille de réels ou de complexes.

Pour tout famille (ui) de réels, on introduit ses parties positive et négative en
notant, pour tout i ∈ I, u+

i = max(ui, 0) et u−
i = max(−ui, 0).

Pour tout i ∈ I, u+
i et u−

i sont donc des réels positifs tels que

u+
i + u−

i = |ui| et u+
i − u

−
i = ui

Définition

Soit (ui)i∈I une famille de réels ou complexes. On dit que (ui)i∈I est som-
mable si la famille de réels positifs

(
|ui|

)
l’est.

20. Dans le cas d’une indexation par N, on utilise plutôt le mot suite que famille.
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Théorème

Soit (ui)i∈I une famille de réels. Alors (ui)i∈I est sommable si, et seulement
si, (u+

i )i∈I et (u−
i )i∈I le sont.

Dans ce cas, on appelle somme de la famille (ui)i∈I le réel∑
i∈I

ui =
∑
i∈I

u+
i −

∑
i∈I

u−
i .

Théorème

Soit (ui)i∈I une famille de complexes. Alors (ui)i∈I est sommable si, et
seulement si, les deux suites de réels

(
Re(ui)

)
i∈I et

(
Im(ui)

)
i∈I le sont.

Dans ce cas, on appelle somme de la famille (ui)i∈I le complexe∑
i∈I

ui =
∑
i∈I

Re(ui) + i
∑
i∈I

Im(ui).

Le théorème de linéarité page 122 reste valable pour une famille de réels ou com-
plexes quelconque.

D’autre part, la remarque page 121 reste valable dans le cas général d’une famille
de réels ou complexes comme l’explicite le théorème suivant.

Théorème

Soient (ui)i∈I une famille de réels ou complexes et σ une permutation de I.

(ui)i∈I est sommable si, et seulement si,
(
uσ(i)

)
i∈I l’est.

De plus, si tel est le cas, les deux sommes coïncident :
∑
i∈I

ui =
∑
i∈I

uσ(i).

Le théorème suivant montre que les notions de famille sommable et de série abso-
lument convergente coïncident lorsque I = N.

Théorème

Soit (un)n∈N une suite réelle ou complexe.

Alors (un) est sommable si, et seulement si, la série
∑
un est absolument

convergente.

De plus, dans ce cas, on a
∑
n∈N

un =
+∞∑
n=0

un.
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Ne pas confondre les deux notations
∑
n∈N

un et
+∞∑
n=0

un : dans le premier cas, aucun

ordre de sommation n’est suggéré contrairement au deuxième 21 .

Par exemple
+∞∑
n=0

(−1)n

n+1 a un sens mais
∑
n∈N

(−1)n

n+1 n’a pas de sens car cette dernière

notation n’indique pas dans quel ordre ont été sommés les termes : bien que la
série

∑ (−1)n

n+1 soit convergente, la famille
Ä (−1)n

n+1

ä
n∈N

n’est pas sommable.

Le théorème suivant explique que la somme d’une série numérique absolument
convergente 22 n’est pas modifiée par permutation de ses termes.

Théorème (convergence commutative)

Soient
∑
un une série numérique absolument convergente et σ une permu-

tation de N.
Alors la série numérique

∑
uσ(n) converge 23 et

+∞∑
n=0

uσ(n) =
+∞∑
n=0

un.

Les deux résultats qui suivent permettent, sous l’hypothèse de sommabilité d’une
famille, de calculer sa somme, en réorganisant à sa guise les termes de celle-ci dans
n’importe quel ordre.

Théorème (sommation par paquets d’une famille de réels positifs)

Soient (ui)i∈I une famille de réels positifs et (In)n∈N une partition de I.

Alors (ui)i∈I est sommable⇐⇒




pour toutn ∈ N, la sous-famille (ui)i∈In

est sommable ;

la série numérique
∑Ç∑

i∈In

ui

å
converge.

Dans ce cas,
∑
i∈I

ui =
+∞∑
n=0

Ç∑
i∈In

ui

å
.

Voici à présent le théorème de sommation par paquets pour une famille quelconque
de réels ou complexes, corollaire du précédent.

21. Ces deux notations ne doivent pas non plus être confondues avec
∑

un qui désigne la série
de terme général un.

22. En revanche, on peut modifier la somme d’une série semi-convergente via une permutation
de ses termes.

23. On dit qu’une série numérique
∑

un est commutativement convergente si pour toute per-
mutation σ de N,

∑
uσ(n) converge.
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Théorème (sommation par paquets d’une famille de réels ou de
complexes)

Soient D un ensemble au plus dénombrable, (ui)i∈I une famille de réels ou
complexes et (Id)d∈D une partition de I.

Si la famille (ui)i∈I est sommable alors les sous-familles (ui)i∈Id
sont som-

mables et la série numérique de leurs sommes,
∑Ç∑

i∈Id

ui

å
, converge.

De plus, on a alors
∑
i∈I

ui =
∑
d∈D

Ç∑
i∈Id

ui

å
.

En appliquant le théorème précédent aux suites doubles (un,p)(n,p)∈N2 , on obtient
le corollaire suivant qui permet d’effectuer l’échange de deux sommes infinies.

Théorème de Fubini

Soit (un,p)(n,p)∈N2 une suite double de réels ou de complexes telle que 24




pour tout p ∈ N, la série numérique
∑
n�0

∣∣un,p
∣∣ converge ;

la série numérique
∑
p�0

Å+∞∑
n=0

∣∣un,p
∣∣
ã

converge.

Alors
+∞∑
n=0

Ç
+∞∑
p=0

un,p

å
=

+∞∑
p=0

Å+∞∑
n=0

un,p

ã

avec absolue convergence des séries ci-dessus.

24. Les deux conditions suivantes sont équivalentes à la sommabilité de (un,p)(n,p)∈N2 .



6 Intégrales
généralisées

K = R ou C.
Tout intervalle de ce chapitre est supposé non vide.
Il s’agit dans ce chapitre de donner un sens à des intégrales de la forme

∫ b
a
f(t) dt où

f est continue par morceaux seulement sur ]a, b], [a, b[ ou ]a, b[, avec en particulier
des bornes éventuellement infinies : par exemple

∫ +∞
1

dt
t2 ,

∫ 1
0

t−1
ln(t) dt où dans cette

deuxième intégrale, la fonction t 7−→ t−1
ln(t) n’est ni définie en 0, ni en 1.

6.1 Convergence et divergence
Énonçons successivement les définitions d’une intégrale convergente pour les trois
cas [a, b[, ]a, b] et ]a, b[.

Définition

Soit f : [a, b[→ K continue par morceaux sur [a, b[ où 1 −∞ < a < b ⩽ +∞.
On dit que l’intégrale de f sur [a, b[, notée

∫
[a,b[ f(t) dt, converge 2 si la

fonction F :
ß

[a, b[ −→ R
x 7−→

∫ x
a
f(t) dt admet une limite finie en b.

Dans ce cas, on note
∫ b
a
f(t) dt = lim

x→b

∫ x
a
f(t) dt.

Sinon, on dit que l’intégrale de f sur [a, b[ diverge.

Si f est continue sur [a, b[, en notant F une primitive 3 de f sur [a, b[, on a l’équi-
valence :

∫ b
a
f(t) dt converge ⇐⇒ F admet une limite finie en b.

De plus, dans ce cas, on a alors :
∫ b
a
f(t) dt = lim

x→b
F (x)− F (a) =

[
F (x)

]b
a
.

1. Cette notation signifie que a ∈ R et b ∈ R ∪ {+∞}.
2. ou est convergente. Parfois, on écrira par abus

∫ b

a
f(t) dt converge.

3. Attention, une fonction continue par morceaux n’admet pas nécessairement de primitive :
par exemple la fonction définie sur [0, 2] par f(1) = 1 et pour tout x ∈ [0, 2]\{1} par f(x) = 0,
est continue par morceaux sur [0, 2] mais n’admet pas de primitive sur [0, 2].
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Définition

Soit f : ]a, b]→ K continue par morceaux sur ]a, b] où 4 −∞ ⩽ a < b < +∞.
On dit que l’intégrale de f sur ]a, b], notée

∫
]a,b] f(t) dt, converge 5 si la

fonction F :
®

]a, b] −→ R
x 7−→

∫ b
x
f(t) dt admet une limite finie en a.

Dans ce cas, on note
∫ b
a
f(t) dt = lim

x→a

∫ b
x
f(t) dt.

Sinon, on dit que l’intégrale de f sur ]a, b] diverge.

Définition

Soit f : ]a, b[→ K continue par morceaux sur ]a, b[ où 6 −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞.
On dit que l’intégrale de f sur ]a, b[, notée

∫
]a,b[ f(t) dt, converge 7 si, pour

tout c ∈ ]a, b[,
∫

]a,c] f(t) dt et
∫

[c,b[ f(t) dt convergent 8.

Dans ce cas, pour tout c ∈ ]a, b[, on a
∫ b
a
f(t) dt =

∫ c
a
f(t) dt+

∫ b
c
f(t) dt.

Sinon, on dit que l’intégrale de f sur ]a, b[ diverge.

Si, pour un c ∈ ]a, b[, l’intégrale de f sur ]a, c] diverge, on peut directement en
conclure, via la définition précédente, que l’intégrale de f sur [a, b[ diverge 9.

On prendra garde de ne pas confondre
∫

]−∞,+∞[ f(t) dt avec lim
x→+∞

∫ x
−x f(t) dt.

En effet,
∫

]−∞,+∞[ tdt diverge, car
∫

[0,+∞[ tdt diverge, et pourtant lim
x→+∞

∫ x
−x tdt = 0.

Dans toute la suite du chapitre, les définitions et résultats prin-
cipaux seront énoncés dans le cas d’une fonction continue par
morceaux sur [a, b[, les cas ]a, b] et ]a, b[ étant analogues.

4. Cette notation signifie que a ∈ R ∪ {−∞} et b ∈ R.
5. ou est convergente. Parfois, on écrira par abus

∫ b

a
f(t) dt converge.

6. Cette notation signifie que a ∈ R ∪ {−∞} et b ∈ R ∪ {+∞}.
7. ou est convergente. Parfois, on écrira par abus

∫ b

a
f(t) dt converge.

8. On montre aisément que le choix de c n’influe ni sur la convergence, ni sur l’éventuelle
valeur de l’intégrale.

9. idem si pour un c ∈ ]a, b[, l’intégrale de f sur [c, b[ diverge.
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6.2 Linéarité, conjugaison, croissance et stricte
positivité

Théorème

Soient f et g : [a, b[→ K continues par morceaux sur [a, b[ où
−∞ < a < b � +∞ telles que

∫
[a,b[ f(t) dt et

∫
[a,b[ g(t) dt convergent.

Alors pour tout λ ∈ K,
∫

[a,b[(f + λg)(t) dt converge et on a de plus∫ b
a

(f + λg)(t) dt =
∫ b
a
f(t) dt+ λ

∫ b
a
g(t) dt.

En particulier si l’intégrale de f sur [a, b[ converge et l’intégrale de g sur [a, b[
diverge, on peut en conclure que l’intégrale de f + g sur [a, b[ diverge.

Énoncons ensuite deux théorèmes, de conjugaison (pour les fonctions à valeurs
complexes) et de croissance (pour celles à valeurs réelles).

Théorème

Soit f : [a, b[→ C continue par morceaux sur [a, b[ où −∞ < a < b � +∞.

Si l’intégrale de f sur [a, b[ converge, l’intégrale de f sur [a, b[ converge et∫ b
a
f(t) dt =

∫ b
a
f(t) dt.

Théorème

Soient f et g : [a, b[→ R continue par morceaux sur [a, b[ dont les intégrales
sur [a, b[ convergent où −∞ < a < b � +∞. Alors

f � g =⇒
∫ b
a
f(t) dt �

∫ b
a
f(t) dt.

En particulier si f est positive sur [a, b[, son intégrale sur [a, b[ est positive.

Théorème

Soit f : [a, b[→ R continue 10 et positive sur [a, b[ dont l’intégrale sur [a, b[
converge.

Si
∫ b
a
f(t) dt = 0 alors f est la fonction nulle.

10. Ce théorème devient faux avec une hypothèse de continuité par morceaux.
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6.3 Intégrales de Riemann

Introduisons une famille de référence : les intégrales de Riemann.

Théorème (intégrales de Riemann)

Soit α ∈ R. Alors

•
∫

[0,1[

dt
tα

converge si, et seulement si, α < 1.

•
∫

[1,+∞[

dt
tα

converge si, et seulement si, α > 1.

On remarquera en particulier que pour tout α ∈ R,
∫

]0,+∞[
dt
tα diverge. Énonçons

également un résultat sur une autre famille de référence, utile en probabilités.

Théorème

Soit a ∈ R. Alors
∫

[0,+∞[
e−at dt converge si, et seulement si, a > 0.

De plus, si tel est le cas, on a
∫ +∞

0
e−at dt = 1

a
.

6.4 Cas des fonctions positives

On étudie dans cette section le cas des fonctions à valeurs réelles, continues par
morceaux et positives sur [a, b[.

Théorème

Soit f : [a, b[→ R continue par morceaux et positive sur [a, b[ où
−∞ < a < b � +∞.

Soit F :
{ [a, b[ → R

x 7→
∫ x
a
f(t) dt

.

Alors
∫

[a,b[ f(t) dt converge si, et seulement si, F est majorée.
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6.5 Critères de comparaison
Théorème
Soient f et g : [a, b[→ R continues par morceaux et positives sur [a, b[ où
−∞ < a < b � +∞.
1. Supposons que pour tout t ∈ [a, b[, 0 � f(t) � g(t). Alors∫

[a,b[
g(t) dt converge =⇒

∫
[a,b[

f(t) dt converge.

2. Supposons qu’au voisinage de b, f = o(g). Alors∫
[a,b[

g(t) dt converge =⇒
∫

[a,b[
f(t) dt converge.

3. Supposons qu’au voisinage de b, f = O(g). Alors∫
[a,b[

g(t) dt converge =⇒
∫

[a,b[
f(t) dt converge.

4. Supposons que f ∼
b
g. Alors

∫
[a,b[ f(t) dt et

∫
[a,b[ g(t) dt sont de même

nature 11.

Dans le 4e résultat de ce théorème, il suffit que l’une des deux fonctions soit
positive 12 car alors l’autre le sera nécessairement au voisinage de b.
Par exemple, l’intégrale de Gauss,

∫
[0,+∞[ e

−t2 dt, est convergente 13 car la fonction
t 7→ e−t2 est continue sur R+ et, au voisinage de +∞, e−t2 = o

( 1
t2

)
avec

∫
[1,+∞[

dt
t2

convergente.

6.6 Comparaison série-intégrale
Le théorème suivant permet, sous certaines hypothèses, de comparer la nature
d’une série à celle d’une intégrale généralisée.

Théorème (comparaison série-intégrale 14)

Soient a ∈ R+ et f : [a,+∞[−→ R continue, positive et décroissante sur
[a,+∞[. Alors

∑
f(n) et

∫
[a,+∞[ f(t) dt sont de même nature.

11. c’est-à-dire si l’une converge, l’autre également, et par contraposée, si l’une diverge, l’autre
aussi.

12. ou plus généralement de signe constant : en effet, si g est négative, −g est positive et la
convergence de l’intégrale de g sur [a, b[ équivaut à celle de −g sur [a, b[.

13. cf. également théorème page 135.
14. Ce théorème est également appelé critère intégral de Cauchy.
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Par exemple, pour α ∈ R, on retrouve, via ce théorème un résultat déjà connu sur
les séries de Riemann :

∑ 1
nα est de même nature que

∫
[1,+∞[

dt
tα qui converge si,

et seulement si, α > 1.

6.7 Intégration par parties et par changement de
variable

Étendons les résultats déjà connus pour les intégrales classiques sur un compact
aux intégrales généralisées.

Théorème

Soient f et g : [a, b[→ K de classe C1 sur [a, b[ avec −∞ < a < b � +∞
telles que fg admette une limite finie en b. Alors

∫
[a,b[ f

′(t)g(t) dt et∫
[a,b[ f(t)g′(t) dt sont de même nature.

Si elles convergent, on a de plus∫ b
a
f ′(t)g(t) dt = lim

t→b

(
f(t)g(t)

)
− f(a)g(a)−

∫ b
a
f(t)g′(t) dt.

Théorème

Soient f : [a, b[→ K continue sur [a, b[ où −∞ < a < b � +∞ et
φ : [α, β[→ [a, b[ bijective, de classe C1 et strictement croissante sur [α, β[
où −∞ < α < β � +∞.
Alors

∫
[α,β[ f

(
φ(u)

)
φ′(u) du et

∫
[a,b[ f(t) dt sont de même nature.

De plus, en cas de convergence, on a
∫ β
α
f
(
φ(u)

)
φ′(u) du =

∫ b
a
f(t) dt.

En particulier, on peut énoncer le théorème suivant, corollaire de celui relatif aux
intégrales de Riemann.

Théorème

Soient a, b et α trois réels tels que a < b. Alors

•
∫

[a,b[
dt

(t−a)α converge si, et seulement si, α < 1.

•
∫

[a,b[
dt

(b−t)α converge si, et seulement si, α < 1.
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6.8 Comportement asymptotique

Rappelons que pour une série numérique
∑
un, on a une condition nécessaire de

convergence :
∑
un converge =⇒ un −−−−−→

n→+∞
0.

Ce théorème devient faux pour les intégrales généralisées 15 : il existe des fonctions
f continues sur [a,+∞[ telles que

∫
[a,+∞[ f(t) dt converge et f(t) ̸−−−−−→

t→+∞
0 16.

Par exemple, les intégrales de Fresnel 17,
∫

[0,+∞[ cos
(
t2
)

dt et
∫

[0,+∞[ sin
(
t2
)

dt
convergent sans que les fonctions t 7→ cos

(
t2
)

et t 7→ sin
(
t2
)

n’admettent de
limite en +∞.
On a en revanche le théorème suivant.

Théorème

Soient a ∈ R et f continue par morceaux sur [a,+∞[ telle que
∫

[a,+∞[ f(t) dt
converge et lim

+∞
f existe. Alors lim

+∞
f = 0.

6.9 Fonctions intégrables

Définition

Soit f : [a, b[→ K continue par morceaux sur [a, b[ où −∞ < a < b � +∞.
On dit que f est intégrable sur [a, b[ si l’intégrale de |f | sur [a, b[
converge 18, 19.

15. On peut montrer qu’il faut supposer f uniformément continue sur [a, +∞[ afin que le
théorème soit vérifié pour les intégrales généralisées.

16. et même f non nécessairement bornée au voisinage de +∞. Par exemple t 7→ t cos
(
t3) n’est

pas bornée au voisinage de +∞ mais
∫

[1,+∞[ t cos
(
t3) dt converge.

17. cf. également théorème page 135.
18. On dit aussi que l’intégrale de f sur [a, b[ converge absolument ou est absolument conver-

gente. On emploiera indifféremment les expressions « f est intégrable sur [a, b[ » et l’intégrale
«

∫
[a,b[ f(t) dt converge absolument ».

19. Rappelons que cette définition est valable sur ]a, b] ou ]a, b[ et donc sur tout intervalle
I de R auquel cas la définition devient : f , continue par morceaux sur I, est intégrable sur I
si l’intégrale de |f | sur I, toujours notée

∫
I

∣∣f(t)
∣∣ dt, est convergente. Remarquons au passage

que f est intégrable sur I si, et seulement si, |f | est intégrable sur I. Il ne faut pas confondre
cette notion d’intégrabilité sur I (au sens de Lebesgue) avec la notion d’intégrabilité (au sens de
Riemann) d’une fonction f sur un segment [a, b] pour laquelle on peut avoir |f | intégrable (au
sens de Riemann) sur I sans que f le soit (cf. note 15 page 81).
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Théorème

Soit f : [a, b[→ K continue par morceaux sur [a, b[ où −∞ < a < b � +∞.

Si f est intégrable sur [a, b[, alors son intégrale sur [a, b[ converge 20 et∣∣∣∫ ba f(t) dt
∣∣∣ � ∫ b

a

∣∣f(t)
∣∣ dt.

On dit que l’intégrale d’une fonction f : I → K continue par morceaux sur un
intervalle I est semi-convergente si elle est convergente mais f est non intégrable
sur I.

Par exemple, on peut montrer que l’intégrale de Dirichlet 21,
∫

]0,+∞[
sin(t)
t dt est

semi-convergente 22.

6.10 Intégrabilité par comparaison et domination

Théorème

Soient f : [a, b[→ K et φ : [a, b[→ R continues par morceaux sur [a, b[ avec
φ positive et intégrable 23 sur [a, b[, où −∞ < a < b � +∞, telles que

∀t ∈ [a, b[,
∣∣f(t)

∣∣ � φ(t).

Alors f est intégrable sur [a, b[.

Théorème

Soient f et g : [a, b[→ K continues par morceaux sur [a, b[ où
−∞ < a < b � +∞.

Si, au voisinage de b, f = o(g) et g intégrable sur [a, b[ alors f est intégrable
sur [a, b[.
Si, au voisinage de b, f = O(g) et g intégrable sur [a, b[, alors f est intégrable
sur [a, b[.
Si f ∼

b
g alors : f intégrable sur [a, b[ ⇐⇒ g intégrable sur [a, b[.

20. ce qui peut s’énoncer : si
∫

[a,b[ f(t) dt converge absolument, alors
∫

[a,b[ f(t) dt converge.
21. Le patronyme de ce mathématicien est en réalité Lejeune-Dirichlet, souvent raccourci en

Dirichlet.
22. cf. également théorème page 135.
23. ce qui revient à dire ici que l’intégrale de φ sur [a, b[ converge puisque φ est positive.
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6.11 Intégration des relations de comparaison
Les théorèmes qui suivent sont l’analogue des sommations de relations de com-
paraison pour les séries numériques. Énonçons d’abord le cas des fonctions inté-
grables.

Théorème
Soient f : [a, b[→ K et g : [a, b[→ R continues par morceaux telles que g
est positive et intégrable sur [a, b[.
Si, au voisinage de b, f = o(g), alors, quand x→ b,∫ b

x
f(t) dt = o

Ä∫ b
x
g(t) dt

ä
.

Si, au voisinage de b, f = O(g), alors, quand x→ b,∫ b
x
f(t) dt = O

Ä∫ b
x
g(t) dt

ä
.

Si f ∼
b
g alors f est intégrable sur [a, b[ et∫ b

x
f(t) dt ∼

b

∫ b
x
g(t) dt.

Énonçons à présent le cas des fonctions non intégrables.

Théorème
Soient f : [a, b[→ K et g : [a, b[→ R continues par morceaux telles que g
est positive et non intégrable sur [a, b[.
Si, au voisinage de b, f = o(g), alors, quand x→ b,∫ x

a
f(t) dt = o

(∫ x
a
g(t) dt

)
.

Si, au voisinage de b, f = O(g), alors, quand x→ b,∫ x
a
f(t) dt = O

(∫ x
a
g(t) dt

)
.

Si f ∼
b
g alors f n’est pas intégrable sur [a, b[ et∫ x

a
f(t) dt ∼

b

∫ x
a
g(t) dt.

6.12 Quelques calculs d’intégrales généralisées
Voici réunis dans ce théorème quelques résultats concernant le calcul d’intégrales
généralisées célèbres.
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Théorème

1.
∫ +∞

0
e−t2 dt =

√
π

2 (intégrale de Gauss 24).

2.
∫ +∞

0

sin(t)
t

dt = π

2 (intégrale de Dirichlet).

3.
∫ +∞

0
cos

(
t2
)

dt =
∫ +∞

0
sin

(
t2
)

dt = 1
2

…
π

2 (intégrales de Fresnel).

4.
∫ π/2

0
ln
(
sin(t)

)
dt =

∫ π/2

0
ln
(
cos(t)

)
dt = −π2 ln(2) (intégrales d’Euler 25).

6.13 Suites et séries d’intégrales généralisées
I désigne un intervalle (non vide) de R. On note L1(I,K) l’espace des fonctions
intégrables de I dans K.
Le théorème de convergence dominée permet, dans le cadre des intégrales géné-
ralisées, « l’échange des symboles limite et intégrale » au sens du théorème qui
suit.

Théorème de convergence dominée de Lebesgue

Soient (fn) une suite de fonctions de I vers K et f : I → K telles que :
• (fn) converge simplement vers f sur I ;
• les fonctions fn et f sont continues par morceaux sur I ;
• il existe φ : I → R continue par morceaux et intégrable sur I vérifiant 26

∀n ∈ N, ∀t ∈ I,
∣∣fn(t)

∣∣ � φ(t).
Alors les fonctions fn et f sont intégrables sur I et 27∫

I

fn(t) dt −−−−−→
n→+∞

∫
I

f(t) dt.

24. et donc
∫ +∞

−∞ e−t2 dt =
√

π. On montre de même pour que pour tout a ∈ R∗
+,∫ +∞

−∞ e−at2 dt =
»

π
a

.
25. Ces intégrales sont parfois attribuées à tort à Dirichlet.
26. Même si l’hypothèse de positivité de φ est superflue via l’inégalité qui suit, on cherchera

toujours en pratique une fonction φ positive et intégrable sur I.
27. ce que l’on peut également écrire : lim

n→+∞

Ä∫
I

fn(t) dt
ä

=
∫

I

(
lim

n→+∞
fn(t)

)
dt.
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Étendons ce résultat aux familles à paramètres (fλ)λ∈J où J est un intervalle de R.

Théorème

Soient J un intervalle de R, (fλ)λ∈J une famille de fonctions de I vers K,
λ0 adhérent à J et f : I → K tels que
• pour tout x ∈ I, fλ(x) −−−−→

λ→λ0
f(x) ;

• les fonctions fλ et f sont continues par morceaux sur I ;

• il existe φ : I → R continue par morceaux et intégrable sur I vérifiant

∀λ ∈ J, ∀t ∈ I,
∣∣fλ(t)

∣∣ � φ(t).

Alors les fonctions fλ et f sont intégrables sur I et 28∫
I

fλ(t) dt −−−−→
λ→λ0

∫
I

f(t) dt.

Énonçons à présent le théorème d’intégration terme à terme.

Théorème d’intégration terme à terme

Soit
∑
fn une série de fonctions de I vers K telle que

•
∑
fn converge simplement sur I ;

• les fonctions fn et la fonction somme,
+∞∑
n=0

fn, sont continues par mor-

ceaux sur I ;

• les fonctions fn sont intégrables sur I ;

• la série numérique
∑
∥fn∥1 converge 29 où ∥fn∥1 =

∫
I

∣∣fn(t)
∣∣ dt.

Alors la fonction somme
+∞∑
n=0

fn est intégrable sur I et

∫
I

(+∞∑
n=0

fn(t)
)

dt =
+∞∑
n=0

Å∫
I

fn(t) dt
ã
.

28. Ce théorème s’étend au cas λ0 ∈ {−∞, +∞}.

29. On montre aisément que l’application
{

L1(I,K) −→ R
f 7−→

∫
I

∣∣f(t)
∣∣ dt

est une norme.
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6.14 Intégrales généralisées à paramètre
I désigne toujours un intervalle (non vide) de R.
Dans cette section, on étudie les fonctions du type F : x ∈ A 7→

∫
I
f(x, t) dt où A

est une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie.
Énonçons d’abord le théorème de continuité « sous le signe

∫
».

Théorème

Soit f : A× I → K telle que
• pour tout t ∈ I, x 7→ f(x, t) est continue sur A ;
• pour tout x ∈ A, t 7→ f(x, t) est continue par morceaux sur I ;
• il existe φ : I → R continue par morceaux et intégrable sur I vérifiant 30

∀(x, t) ∈ A× I,
∣∣f(x, t)

∣∣ � φ(t).

Alors la fonction F : x 7→
∫
I

f(x, t) dt est définie et continue sur A.

La troisième hypothèse est appelée hypothèse de domination.
Il n’est pas toujours aisé de « dominer » la fonction f pour tout x ∈ A. En pratique,
lorsque A est un intervalle de R, il suffit de vérifier l’hypothèse de domination sur
tout segment inclus dans A de sorte qu’il est possible dans ce cas particulier de
reformuler le théorème précédent comme suit.

Théorème

Soient X un intervalle de R et f : X × I → K tels que

• pour tout t ∈ I, x 7→ f(x, t) est continue sur X ;
• pour tout x ∈ X, t 7→ f(x, t) est continue par morceaux sur I ;
• pour tout segment K ⊂ X, il existe φK : I → R continue par morceaux

et intégrable sur I vérifiant

∀(x, t) ∈ K × I,
∣∣f(x, t)

∣∣ � φK(t).

Alors la fonction F : x 7→
∫
I

f(x, t) dt est définie et continue sur X.

Énonçons à présent le théorème de dérivation « sous le signe
∫

» appelé parfois
théorème de Leibniz puis son extension à l’ordre n ∈ N∗.

30. Même si l’hypothèse de positivité de φ est superflue via l’inégalité qui suit, on cherchera
toujours en pratique une fonction φ positive et intégrable sur I.
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Théorème

Soient X un intervalle de R non réduit à un point et f : X × I → K tels
que
• pour tout t ∈ I, x 7→ f(x, t) est de classe C1 sur X ;

• pour tout x ∈ X, t 7→ f(x, t) est continue par morceaux et intégrable
sur I ;
• pour tout x ∈ X, t 7→ ∂f

∂x
(x, t) est continue par morceaux sur I ;

• il existe une fonction φ : I → R continue par morceaux et intégrable
sur I vérifiant

∀(x, t) ∈ X × I,
∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ � φ(t).

Alors F : x 7→
∫
I

f(x, t) dt est de classe C1 sur X et pour tout x ∈ X,

F ′(x) =
∫
I

∂f

∂x
(x, t) dt.

Théorème

Soient n ∈ N∗, X un intervalle de R non réduit à un point et f : X × I → K
tels que
• pour tout t ∈ I, x 7→ f(x, t) est de classe Cn sur X ;

• pour tout k ∈ �0, n−1� et tout x ∈ X, t 7→ ∂kf

∂xk
(x, t) est continue par

morceaux et intégrable sur I ;

• pour tout x ∈ X, t 7→ ∂nf

∂xn
(x, t) est continue par morceaux sur I ;

• il existe une fonction φ : I → R continue par morceaux et intégrable
sur I vérifiant

∀(x, t) ∈ X × I,
∣∣∣∣
∂nf

∂xn
(x, t)

∣∣∣∣ � φ(t).

Alors F : x 7→
∫
I

f(x, t) dt est de classe Cn sur X et pour tout k ∈ �1, n�
et tout x ∈ X,

F (k)(x) =
∫
I

∂kf

∂xk
(x, t) dt.



Équations
différentielles

linéaires 7
K désigne R ou C.
Tout intervalle de R est supposé non vide et non réduit à un point.

7.1 Équations différentielles linéaires d’ordre 1
Définition
Soit I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre 1 toute équation du type 1

y′(t) + a(t)y(t) = b(t) (E)

d’inconnue y, fonction de I vers K, dérivable sur I avec a et b deux fonctions
de I vers K, continues sur I.
On appelle équation homogène associée à (E) l’équation

y′(t) + a(t)y(t) = 0.

En reprenant les notations de la définition qui précède, on peut énoncer le théorème
suivant.

Théorème
Soient (E) l’équation différentielle y′ +a(t)y = b(t) et A une primitive de a
sur I. Alors
• les solutions de l’équation homogène y′(t)+a(t)y(t) = 0 sont les fonctions

yh :
ß
I −→ K
t 7−→ λe−A(t) où λ ∈ K ;

• les solutions de (E) sont les fonctions y :
ß
I −→ K
t 7−→ λe−A(t) + yp(t)

où yp est une solution particulière 2 de (E) et λ ∈ K.

1. Toute équation de ce type sera notée par la suite en abrégé : y′ + a(t)y = b(t).
2. L’usage est d’utiliser le qualitatif « particulière » pour désigner une solution quelconque

de (E) sans que cette dernière n’ait quoi que ce soit de particulier.
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L’ensemble des solutions de l’équation homogène associée à (E) est donc la droite
vectorielle engendrée par la fonction t 7→ e−A(t).

Théorème (principe de superposition)

Soient I un intervalle de R, a, b1 et b2 trois fonctions de I vers K continues
sur I.
Si y1 est solution de y′ +a(t)y = b1(t) et y2 est solution de y′ +a(t)y = b2(t)
alors, pour tout λ ∈ K, λy1 + y2 est solution de l’équation

y′ + a(t)y = λb1(t) + b2(t).

Explicitons la méthode dite de « variation » de la constante, permettant, le plus
souvent 3, de déterminer une solution (particulière) de l’équation (E) connaissant
les solutions de son équation homogène associée : si yh : t 7→ λe−A(t) sont les solu-
tions de l’équation homogène associée à (E), on cherche une solution particulière
de (E) de la forme

yp : t 7→ λ(t)e−A(t)

où λ est une fonction de I vers K, dérivable sur I.

Définition

On appelle problème de Cauchy associé à l’équation différentielle

(E) : y′ + a(t)y = b(t)

tout problème consistant à chercher parmi les solutions de (E) celles véri-
fiant une condition initiale y(t0) = y0 où t0 ∈ I et y0 ∈ K.

En reprenant les notations de cette définition, on peut énoncer le théorème qui
suit.

Théorème

Le problème de Cauchy
®
y′ + a(t)y = b(t)
y(t0) = y0

admet une unique solution.

3. Comme les primitives d’une fonction continue ne sont pas toujours exprimables à l’aide
des fonctions usuelles (cf. note 5 page 76), ce théorème ne permet pas en toute généralité de
déterminer une telle solution particulière.
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7.2 Équations différentielles linéaires d’ordre 2 à
coefficients constants

Définition

Soit I un intervalle de R.
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients constants
toute équation du type

y′′ + ay′ + by = f(t) (E)

d’inconnue y, fonction de I vers K, deux fois dérivable sur I avec (a, b) ∈ K2

et f une fonction de I vers K, continue sur I.
On appelle équation homogène associée à (E) l’équation

y′′ + ay′ + by = 0 (Eh).

On appelle équation caractéristique associée à (Eh) l’équation r2+ar+b = 0
d’inconnue r ∈ K.

Théorème (cas réel)

Soit (Eh) l’équation différentielle y′′ + ay′ + by = 0 où a et b sont des réels.
Notons ∆ le discriminant le l’équation caractéristique associée à (Eh).

• Si ∆ > 0, l’équation caractéristique admet deux racines réelles r1 et r2

et les solutions de (Eh) sont les fonctions yh :
®

R −→ R
t 7−→ λer1t + µer2t

où (λ, µ) ∈ R2.

• Si ∆ = 0, l’équation caractéristique admet une racine réelle r et

les solutions de (Eh) sont les fonctions yh :
®

R −→ R
t 7−→ (λt+ µ)ert

où

(λ, µ) ∈ R2.

• Si ∆ < 0, l’équation caractéristique admet deux racines complexes
conjuguées α + iβ et α − iβ et les solutions de (Eh) sont les fonctions

yh :
®

R −→ R
t 7−→

(
λ cos(βt) + µ sin(βt)

)
eαt

où (λ, µ) ∈ R2.
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Théorème (cas complexe)

Soit (Eh) l’équation différentielle y′′ + ay′ + by = 0 où a et b sont des
complexes. Notons ∆ le discriminant le l’équation caractéristique associée
à (Eh).
• Si ∆ ̸= 0, l’équation caractéristique admet deux racines complexes r1 et

r2 et les solutions de (Eh) sont les fonctions yh :
ß

R −→ C
t 7−→ λer1t + µer2t

où (λ, µ) ∈ C2.
• Si ∆ = 0, l’équation caractéristique admet une racine complexe r et les

solutions de (Eh) sont les fonctions yh :
ß

R −→ C
t 7−→ (λt+ µ)ert où

(λ, µ) ∈ C2.

Théorème (principe de superposition)

Soient (a, b) ∈ K2, f1 et f2 deux fonctions de I vers K continues sur I. Si y1
est solution de y′′+ay′+by = f1(t) et y2 est solution de y′′+ay′+by = f2(t)
alors, pour tout λ ∈ K, λy1 + y2 est solution de l’équation

y′′ + ay′ + by = λf1(t) + f2(t).

Théorème
Soient I un intervalle de R, (E) l’équation différentielle y′′ +ay′ +by = f(t)
où (a, b) ∈ K2 et f est une fonction de I vers K, continue sur I. Alors toute
solution de E est une fonction y : I → K de la forme y = yh + yp où yh
est solution de l’équation homogène associée à (E) et yp est une solution
(particulière) de (E).

Si f ∈ K[X], on cherche une solution (particulière) de (E) sous la forme d’un
polynôme de même degré que f .
Si f : t 7→ P (t)emt où P ∈ K[X], on cherche une solution (particulière) de (E) sous
la forme t 7→ Q(t)emt où le degré de Q est égal à la somme de k et du degré de P
avec k l’ordre de multiplicité de m en tant que racine de l’équation caractéristique
associée à l’équation homogène.

Théorème

Soient I un intervalle de R, t0 ∈ I, (a, b, y0) ∈ K3 et f une fonction de

I vers K, continue sur I. Le problème de Cauchy
ß
y′′ + ay′ + by = f(t)
y(t0) = y0

admet une unique solution.
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7.3 Exponentielle d’une matrice
Étendons la notion de convergence d’une série numérique à une série vectorielle
c’est-à-dire à une série d’éléments d’un espace vectoriel normé.

Définition

Soient
(
E, ∥·∥

)
un espace vectoriel normé et (un) une suite d’éléments de E.

On appelle série de terme général un, notée
∑
un, la suite des sommes

partielles (Sn) où pour tout n ∈ N, Sn =
n∑
k=0

uk.

On dit que
∑
un converge si (Sn) converge. On dit qu’elle diverge sinon.

Si
∑
un converge, on appelle somme de la série le vecteur

+∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

n∑
k=0

uk.

On dit que
∑
un converge absolument ou est absolument convergente si∑

∥un∥ converge.

Théorème

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé de dimension finie et (un) une

suite d’éléments de E. Si
∑
un est absolument convergente,

∑
un converge

et ∥∥∥∥+∞∑
n=0

un

∥∥∥∥ �
+∞∑
n=0
∥un∥.

Explicitons à présent une norme matricielle c’est-à-dire une norme sur Mn(K) où
n ∈ N∗.

Théorème

L’application (aij) 7−→ max
1�i�n

n∑
j=1
|aij | est une norme sur Mn(K). En la

notant ∥ · ∥, elle vérifie 4, pour tout (A,B) ∈M2
n(K), ∥AB∥ � ∥A∥∥B∥.

4. Cette propriété dite de sous-multiplicativité est également vérifiée pour les normes ma-

tricielles
∥∥ ·

∥∥
1

et
∥∥ ·

∥∥
2

définies pour tout A = (aij) ∈ Mn(K) par
∥∥A

∥∥
1

=
n∑

i=1

n∑
j=1

∣∣aij | et

∥∥A
∥∥

2
=

Ã
n∑

i=1

n∑
j=1

∣∣aij |2. En revanche, elle n’est pas vérifiée pour la norme matricielle
∥∥ ·

∥∥
∞

définie par
∥∥A

∥∥
∞

= max
(i,j)∈�1,n�2

∣∣aij

∣∣.
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Théorème

Soit A ∈ Mn(K). Alors la série
∑ An

n! est absolument convergente donc

convergente. Sa somme,
+∞∑
n=0

An

n! ∈ Mn(K) est appelée exponentielle de A

notée exp(A) ou eA.

Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, pour tout u ∈ L(E), la série∑
un

n! est absolument convergente donc convergente et on définit l’exponentielle
de u par

exp(u) = eu =
+∞∑
n=0

un

n! .

Théorème

• Pour tout (A,B) ∈M2
n(K) tel que AB = BA, eA+B = eAeB = eBeA.

• L’application A 7−→ eA est continue sur Mn(K).
• L’application t 7−→ etA est dérivable sur R de dérivée t 7−→ AetA.

On notera Diag(λ1, . . . , λn) la matrice diagonale

à
λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 λn

í

Théorème

Soient A ∈Mn(K) diagonalisable et P ∈ GLn(K) telles que
D = P−1AP = Diag(λ1, . . . , λn).

Alors eA est diagonalisable et

eA = PeDP−1 = P Diag
(
eλ1 , . . . , eλn

)
P−1.

7.4 Système différentiel linéaire d’ordre 1 à
coefficients constants

Dans toute cette section, n désigne un entier naturel non nul.
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Définition

Soit I un intervalle de R.
On appelle système différentiel linéaire d’ordre 1 à coefficients constants 5

tout système S de la forme 6 X ′(t) = AX(t) + B(t) d’inconnue t 7→ X(t),
fonction dérivable de I vers Mn,1(K), avec A = (aij) ∈Mn(K) et t 7→ B(t)
une fonction continue de I vers Mn,1(K).
Le système différentiel X ′(t) = AX(t) est appelé système différentiel ho-
mogène 7 associé à S.

Via l’identification classique entre Kn et Mn,1(K), tout système différentiel de ce
type peut donc s’écrire




x′
1(t) = a11x1(t) + · · ·+ a1nxn(t) + b1(t)

...
x′
n(t) = an1x1(t) + · · ·+ annxn(t) + bn(t)

.

Théorème

Soit A ∈ Mn(K). Alors, le système différentiel homogène X ′(t) = AX(t)
admet pour solution générale

X : t 7→ etAK

où K ∈Mn,1(K).

Théorème

Soient A ∈Mn(K) et X0 ∈Mn,1(K).

Alors le problème de Cauchy
ß
X ′(t) = AX(t)
X(t0) = X0

admet l’unique solution

X : t 7→ e(t−t0)AX0.

5. On devrait en toute rigueur parler d’équation différentielle matricielle mais via l’isomor-
phisme entre Kn et Mn,1(K), les deux formulations coïncident (cf. la remarque qui suit la défi-
nition).

6. On notera souvent S en abrégé X′ = AX + B(t).
7. ou équation différentielle homogène associée à l’équation différentielle (matricielle) S.
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7.5 Équations différentielles linéaires d’ordre 2

Définition

Soit I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre 2 toute équation du type

y′′ + a(t)y′ + b(t)y = f(t) (E)

d’inconnue y, fonction de I vers K, deux fois dérivable sur I avec a, b et f
trois fonctions de I vers K, continues sur I.
On appelle équation homogène associée à (E) l’équation

y′′ + a(t)y′ + b(t)y = 0 (Eh)

Théorème

L’ensemble des solutions de (Eh) est un sous-espace vectoriel de dimension 2
de l’espace des fonctions de classe C2 de I vers K.
Si y1 et y2 sont deux solutions non colinéaires 8 de (Eh) et yp une solution
(particulière) de (E), toute solution de (E) est de la forme

y : t 7→ yp(t) + λy1(t) + µy2(t) où (λ, µ) ∈ K2.

Théorème

Soient I un intervalle de R, t0 ∈ I, (y0, y1) ∈ K2, a, b et f trois
fonctions de I vers K, continues sur I. Le problème de Cauchyß
y′′ + a(t)y′ + b(t)y = f(t)
y(t0) = y0 et y′(t0) = y1

admet une unique solution.

Définition

Soient I un intervalle de R, y1 et y2 deux fonctions de I vers K dérivables
sur I. On appelle wronskien de y1 et y2 la fonction W de I vers K définie
pour tout t ∈ I par

W (t) =
∣∣∣∣
y1(t) y2(t)
y′

1(t) y′
2(t)

∣∣∣∣ = y1(t)y′
2(t)− y2(t)y′

1(t).

8. Comme l’ensemble des solutions de (Eh) est de dimension 2, (y1, y2) forme donc une base
de (Eh).
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Théorème

Soient y1 et y2 deux solutions de (Eh) et W leur wronskien. Alors W est
solution de l’équation différentielle y′ + a(t)y = 0.

Théorème

Soient y1 et y2 deux solutions de (Eh) et W leur wronskien. Alors les
assertions sont équivalentes :

(i) y1 et y2 non colinéaires.
(ii) ∀t ∈ I, W (t) ̸= 0.
(iii) ∃t0 ∈ I, W (t0) ̸= 0.

Soient I un intervalle de R, a, b et f trois fonctions de I vers K, continues sur I,
(E) l’équation différentielle y′′ + a(t)y′ + b(t)y = f(t), y1 et y2 deux solutions non
colinéaires de (Eh).
La méthode dite de « variations » des constantes consiste à chercher une solution
(particulière) de (E) de la forme

yp : t 7→ λ(t)y1(t) + µ(t)y2(t)
où λ et µ sont deux fonctions de I vers K, dérivables sur I et solutions du système®

λ′(t)y1(t) + µ′(t)y2(t) = 0
λ′(t)y′

1(t) + µ′(t)y′
2(t) = f(t)

.

7.6 Équations différentielles linéaires vectorielles
d’ordre 1

Définition

Soient I un intervalle de R et E un K-espace vectoriel de dimension finie
n ∈ N∗.
On appelle équation différentielle linéaire vectorielle d’ordre 1 toute équa-
tion (E) du type 9

x′(t) = a(t)
(
x(t)

)
+ b(t)

d’inconnue x, fonction de I vers E, dérivable sur I avec a et b deux fonctions
de I vers L(E).
On appelle équation homogène associée à (E) l’équation (Eh) : x′ = a(t)(x).

9. On notera par la suite (E) en abrégé x′ = a(t)(x) + b(t). On rencontre également parfois
l’écriture x′ = a(t)·x + b(t).
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En introduisant une base B de E et en notant A(t) et B(t) les matrices de a(t) et
b(t) relativement à B, l’équation (E) équivaut à l’équation différentielle matricielle

X ′(t) = A(t)X(t) +B(t) ou en abrégé X ′ = A(t)X +B(t).

Théorème

L’ensemble des solutions de (Eh) est un sous-espace vectoriel de n de l’es-
pace des fonctions de classe C1 de I vers E.
Si (x1, . . . , xn) est une base de l’ensemble des solutions de (Eh) et xp une
solution (particulière) de (E) alors toute solution de (E) est de la forme

x : t 7→ xp(t) + λ1x1(t) + · · ·+ λnxn(t) où (λ1, . . . , λn) ∈ Kn.

Théorème

Soient I un intervalle de R, t0 ∈ I, E un espace vectoriel de dimension finie,
x0 ∈ E, a une fonction de I vers L(E), continue sur I et b une fonction de
I vers E, continue sur I.

Alors le problème de Cauchy
®
x′ = a(t)(x) + b(t)
x(t0) = x0

admet une unique so-

lution.

7.7 Équations différentielles linéaires d’ordre n

Dans cette section, n est un entier naturel supérieur ou égal à 2.

y(k) désigne la dérivée k-ième de la fonction y d’un intervalle I de R vers K, k fois
dérivable sur I avec k ∈ N.

Définition

Soient I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire sca-
laire d’ordre n toute équation du type

y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·+ a1(t)y′ + a0(t)y = f(t) (E)

d’inconnue y, fonction de I vers K, n fois dérivable sur I avec a0, . . . , an−1
et f des fonctions de I vers K, continues sur I.
On appelle équation homogène associée à (E) l’équation

y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·+ a1(t)y′ + a0(t)y = 0 (Eh)
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En posant Y =

á
y
y′

...
y(n−1)

ë

, (Eh) est équivalente au système différentiel

Y ′ = A(t)Y où A(t) =




0 1 0 · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
0 · · · 0 0 1

−a0(t) −a1(t) · · · · · · −an−1(t)



.

Théorème

L’ensemble des solutions de (Eh) est un sous-espace vectoriel de dimension n
de l’espace des fonctions de classe Cn de I vers K.
Si (y1, . . . , yn) est une base de l’espace des solutions de (Eh) et yp une
solution (particulière) de (E), toute solution de (E) est de la forme

y : t 7→ yp(t) + λ1y1(t) + · · ·+ λnyn(t) où (λ1, . . . , λn) ∈ Kn.

Théorème

Soient I un intervalle de R, t0 ∈ I, (y0, . . . , yn−1) ∈ Kn, a0, . . . , an−1 et f
des fonctions de I vers K, continues sur I.

Le problème de Cauchy
{

y(n) + an−1(t)y(n−1) + · · ·+ a1(t)y′ + a0(t)y = f(t)

y(t0) = y0, . . . , y
(n−1)(t0) = yn−1

admet une unique solution.



8 Suites de fonctions

Dans ce chapitre, I désigne, sauf cas particulier, une partie non vide de R.
K = R ou C.

8.1 Convergence simple et convergence uniforme
Définition

Soient (fn) une suite de fonctions 1 de I vers K et f : I → K.
On dit que (fn) converge simplement 2 vers f sur I si

∀x ∈ I, fn(x) −−−−−→
n→+∞

f(x)
autrement dit si
∀x ∈ I, ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ⩾ N =⇒

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ < ε.

Si (fn) est une suite de fonctions de I vers K et x ∈ I,
(
fn(x)

)
est une suite

numérique. Ainsi, étudier la convergence simple de (fn) sur I revient, après avoir
fixé x dans I, à étudier la limite de la suite

(
fn(x)

)
.

Remarquons également dans la définition ci-dessus que le rang N dépend à la fois
de x et de ε contrairement à la définition de la convergence uniforme suivante.

Définition
Soient (fn) une suite de fonctions de I vers K et f : I → K.
On dit que (fn) converge uniformément 3 vers f sur I si :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ⩾ N =⇒ ∀x ∈ I,
∣∣fn(x)− f(x)

∣∣ < ε.

1. On peut étendre les définitions et certains théorèmes de ce chapitre à des fonctions d’une
partie A d’un espace vectoriel E de dimension finie à valeurs dans un espace vectoriel normé F
de dimension finie.

2. On dit aussi f est la limite simple de (fn) sur I. On montre aisément l’unicité de la fonction
vers laquelle une suite de fonctions peut converger simplement.

3. On dit aussi f est la limite uniforme de (fn) sur I. Si cette limite uniforme existe, elle
coïncide avec la limite simple.
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Contrairement à la définition de la convergence simple, le rang N ne dépend que
de ε et non de x c’est-à-dire que le rang N est le même 4 pour chaque valeur de x.

Théorème

Soient (fn) une suite de fonctions de I vers K et f : I → K.
Si (fn) converge uniformément vers f sur I, alors (fn) converge simplement
vers f sur I.

Ainsi, avant d’étudier une convergence uniforme de (fn) sur I, on commence par
déterminer l’éventuelle limite simple de (fn) sur I.
Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante de convergence
uniforme.

Théorème

Soient (fn) une suite de fonctions de I vers K et f : I → K. Alors
(fn) converge uniformément vers f sur I si, et seulement si,

• les fonctions fn − f sont bornées à partir d’un certain rang sur I ;

• sup
x∈I

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ −−−−−→
n→+∞

0.

Dans ce théorème, notons que
Å

sup
x∈I

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣
ã

est bien une suite numérique.

Dans le cas de fonctions à valeurs réelles, un tableau de variations permet souvent
de déterminer cette borne supérieure. Néanmoins, si cette détermination s’avère
non aisée, le théorème suivant permet également de montrer la convergence uni-
forme.

Théorème

Soient (fn) une suite de fonctions de I vers K et f : I → K.
S’il existe une suite réelle (εn) convergeant vers 0 telle qu’à partir d’un
certain rang, ∀x ∈ I,

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ � εn

alors (fn) converge uniformément vers f sur I.

Sur l’espace des fonctions bornées de I vers K, on peut définir la norme 5

∥.∥∞ = sup
x∈I

∣∣f(x)
∣∣

4. On dit que N est uniforme en x.
5. appelée norme de la convergence uniforme.
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d’où le théorème suivant, qui est une reformulation du second théorème page 151.

Théorème

Soient (fn) une suite de fonctions bornées de I vers K et f : I → K bornée.
Alors (fn) converge uniformément vers f sur I ⇐⇒ ∥fn − f∥∞ −−−−−→n→+∞

0.

Lorsque (fn) converge simplement mais non uniformément vers f sur I, (fn) peut
néanmoins converger uniformément vers f sur J ⊂ I.

Par exemple, si (fn) est définie pour tout n ∈ N par fn :
®

[0, 1[ −→ R
x 7−→ xn

.

Alors (fn) converge simplement mais non uniformément vers la fonction nulle sur
[0, 1[ mais pour tout a ∈ [0, 1[, (fn) converge uniformément vers la fonction nulle
sur [0, a].

8.2 Convergence uniforme et continuité
Énonçons le théorème principal et son corollaire immédiat.

Théorème

Soient x0 ∈ I, (fn) une suite de fonctions de I vers K et f : I → K tels que
chaque fn est continue en x0 et (fn) converge uniformément vers f sur I.
Alors 6 f est continue en x0.

Corollaire

Soient (fn) une suite de fonctions de I vers K et f : I → K tels que chaque
fn est continue sur I et (fn) converge uniformément vers f sur I.
Alors 7 f est continue sur I.

Ce théorème est faux avec une hypothèse de convergence simple.

Par exemple, soit (fn) définie pour tout n ∈ N par fn :
ß

[0, 1] −→ R
x 7−→ xn

.

6. ce qui peut également s’écrire sous la forme d’une interversion de limites :
lim

n→+∞
lim

x→x0
fn(x) = lim

x→x0
lim

n→+∞
fn(x).

7. ce qui peut s’énoncer ainsi : « Toute limite uniforme d’une suite de fonctions continues
sur I est continue sur I.»
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Alors chaque fn est continue sur [0, 1] mais (fn) converge simplement sur [0, 1]

vers la fonction discontinue f :





[0, 1] −→ R

x 7−→
ß

0 si x ̸= 1
1 si x = 1

.

Il n’est pas toujours possible d’établir la continuité de f sur I via la convergence
uniforme de (fn) vers f sur I tout entier. Comme la continuité est une propriété
locale, il suffit, par exemple dans le cas d’un intervalle I, d’établir la convergence
uniforme sur tout segment inclus dans I : reprenons par exemple (fn) définie pour

tout n ∈ N par fn :
ß

[0, 1[ −→ R
x 7−→ xn

.

Alors, bien que (fn) ne converge pas uniformément vers f (qui est ici la fonction
nulle) sur [0, 1[, elle converge uniformément vers f sur [0, a] pour tout a ∈ ]0, 1[.
On peut donc en déduire que f est continue sur [0, a] pour tout a ∈ [0, 1[ donc sur
[0, 1[.

8.3 Convergence uniforme et double limite
Le théorème suivant propose une extension du théorème page 152 traitant de la
continuité en un point d’une suite de fonctions convergeant uniformément.

Théorème de la double limite

Soient x0 adhérent à I, (fn) une suite de fonctions de I vers K et f : I → K
tels que chaque fn admet une limite finie ℓn en x0 et (fn) converge unifor-
mément vers f sur I alors 8 (ℓn) admet une limite finie ℓ et f tend vers ℓ
en x0 autrement dit

lim
n→+∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
x→x0

lim
n→+∞

fn(x)

La condition de convergence uniforme est indispensable pour assurer la conclusion
du théorème : il suffit pour s’en assurer de reprendre l’exemple de (fn) définie pour

tout n ∈ N par fn :
®

[0, 1[ −→ R
x 7−→ xn

.

On a en effet : lim
n→+∞

lim
x→1

fn(x) = 1 alors que lim
x→1

lim
n→+∞

fn(x) = 0.

8.4 Intégration d’une suite de fonctions

Énonçons d’abord le théorème d’interversion des symboles limite et intégrale dans
le cas d’un segment I = [a, b].

8. Ce théorème s’étend au cas x0 ∈ {−∞, +∞}.
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Théorème

Soient (a, b) ∈ R2 avec a � b, (fn) une suite de fonctions continues de [a, b]
vers K et f : [a, b] → K tels que (fn) converge uniformément vers f sur
[a, b]. Alors

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx =
∫ b

a

lim
n→+∞

fn(x) dx =
∫ b

a

f(x) dx.

Remarquons que l’hypothèse de convergence uniforme sur un segment est primor-
diale afin d’assurer la conclusion du théorème : soit (fn) définie pour tout n ∈ N

par fn :
ß

[0, 1[ −→ R
x 7−→ n2xn

.

Alors (fn) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1[ mais

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x) dx = +∞ alors que

∫ 1

0
lim

n→+∞
fn(x) dx = 0.

Dans le cas plus général d’un intervalle I de R, on peut néanmoins énoncer le
théorème suivant sur les primitives.

Théorème

Soient I un intervalle de R, x0 ∈ I, (fn) une suite de fonctions continues
de I vers K et f : I → K tels que (fn) convergeant uniformément vers f
sur tout segment de I. Pour tout n ∈ N et tout x ∈ I, notons

Fn(x) =
∫ x

x0

fn(t) dt et F (x) =
∫ x

x0

f(t) dt.

Alors (Fn) converge uniformément vers F sur tout segment de I.

8.5 Dérivation d’une suite de fonctions
Théorème

Soient I un intervalle de R non réduit à un point et (fn) une suite de
fonctions de classe C1 de I vers K convergeant simplement vers une fonction
f sur I avec (f ′

n) convergeant uniformément vers une fonction g sur tout
segment de I.
Alors (fn) converge uniformément vers f sur tout segment de I, f est de
classe C1 sur I et f ′ = g c’est-à-dire

(
lim

n→+∞
fn

)′
= lim
n→+∞

f ′
n.

Remarquons qu’il est suffisant d’avoir une convergence uniforme de (f ′
n) vers g sur

tout segment de I et non sur tout I afin d’assurer la conclusion du théorème.
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Sans cette hypothèse de convergence uniforme de (f ′
n) (l’éventuelle convergence

uniforme de (fn) ne suffit pas), non seulement la dérivabilité de f n’est pas assurée
mais la convergence même simple de (f ′

n) vers f ′ non plus : par exemple, soit (fn)

définie pour tout n ∈ N∗ par fn :
{

R −→ R
x 7−→ 1

n
sin(nx) . Alors (fn) converge

uniformément vers la fonction nulle sur R. Or, pour tout x ∈ R, f ′
n(x) = cos(nx)

donc (f ′
n) ne converge pas simplement sur R.

Étendons à présent le théorème précédent à un ordre de dérivation supérieur.

Théorème

Soient p ∈ N∗, I un intervalle de R non réduit à un point et (fn) une suite
de fonctions de classe Cp de I vers K tels que
• ∀k ∈ �0, p−1�,

(
f

(k)
n

)
converge simplement vers une fonction fk sur I ;

•
(
f

(p)
n

)
converge uniformément vers une fonction fp sur tout segment de I.

Alors (fn) converge uniformément vers f = f0 sur tout segment de I, f est
de classe Cp sur I et, pour tout k ∈ �1, p�, f (k) = fk.

8.6 Approximation uniforme
Théorème

Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] est la limite uniforme sur
[a, b] d’une suite de fonctions en escalier sur [a, b].

Donc, si f : [a, b] → K est continue par morceaux sur [a, b], pour tout ε > 0, il
existe une fonction en escalier g : [a, b] → K telle que 9 ∥f − g∥∞ < ε c’est-à-dire
telle que pour tout x ∈ [a, b],

∣∣f(x)− g(x)
∣∣ < ε.

Théorème de Weierstrass

Toute fonction continue sur [a, b] est la limite uniforme sur [a, b] d’une suite
de fonctions polynomiales.

Donc, si f : [a, b]→ K est continue sur [a, b], pour tout ε > 0, il existe une fonction
polynomiale P : [a, b]→ K telle que ∥f − P∥∞ < ε c’est-à-dire telle que pour tout
x ∈ [a, b],

∣∣f(x)− P (x)
∣∣ < ε.

9. ∥.∥∞ désigne la norme de la convergence uniforme définie page 151.
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Dans ce chapitre, I désigne, sauf cas particulier, une partie non vide de R.
K = R ou C.

9.1 Convergence simple et convergence uniforme
Définition

Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K.
On appelle série de fonctions 1 de terme général fn, notée 2 ∑

fn, la suite
de fonctions des sommes partielles (Sn) où pour tout n ∈ N, Sn =

n∑
k=0

fk.

Tout comme les séries numériques sont des suites « particulières », les séries de
fonctions sont des suites de fonctions « particulières ».
Si (fn)n⩾n0 n’est définie qu’à partir de n0, la série de fonctions associée est alors
la suite de fonctions (Sn)n⩾n0 définie pour tout n ⩾ n0 par Sn =

n∑
k=n0

fk.

Toutes les définitions et théorèmes figurant dans ce chapitre ne sont énoncés, sauf
cas particulier, que pour n0 = 0 mais restent valables si n0 ≠ 0.

Définition

Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K.
On dit que

∑
fn converge simplement sur I si la suite de fonctions de ses

sommes partielles (Sn) converge simplement sur I.

1. Comme pour les suites de fonctions, on peut étendre les définitions et certains théorèmes
de ce chapitre à des fonctions d’une partie A d’un espace vectoriel E de dimension finie à valeurs
dans un espace vectoriel normé F de dimension finie.

2. ou parfois
∑
n⩾0

fn.



Convergence simple et convergence uniforme 157

Ainsi
∑
fn converge simplement sur I si, pour tout x ∈ I, la série numérique∑

fn(x) converge c’est-à-dire si, pour tout x ∈ I, la suite numérique
Å

n∑
k=0

fk(x)
ã

converge.

Définition
Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K telle que

∑
fn converge sim-

plement sur I. On appelle somme (ou fonction somme) de la série
∑
fn, la

fonction notée S ou
+∞∑
n=0

fn, définie pour tout x ∈ I par

S(x) =
+∞∑
n=0

fn(x) = lim
n→+∞

n∑
k=0

fk(x).

On appelle reste de la série
∑
fn la suite de fonctions de I vers K, notée

(Rn), définie pour tout n ∈ N et tout x ∈ I par

Rn(x) =
+∞∑

k=n+1
fk(x).

Remarquons que si
∑
fn converge simplement vers la fonction S sur I, alors, pour

tout n ∈ N, Rn = S − Sn donc (Rn) converge simplement vers la fonction nulle
sur I.

Définition
Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K.
On dit que

∑
fn converge uniformément sur I si la suite de fonctions de

ses sommes partielles (Sn) converge uniformément sur I.

On en déduit que la convergence uniforme d’une série de fonctions sur I entraîne
sa convergence simple sur I. Cette définition n’apporte pas beaucoup d’éléments
pour démontrer la convergence uniforme d’une série de fonctions.
Commençons par donner un théorème utile par sa contraposée.

Théorème
Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K telle que

∑
fn converge uni-

formément sur I.
Alors 3 (fn) converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

3. La réciproque est fausse : la convergence uniforme de (fn) vers la fonction nulle n’entraîne
pas nécessairement la convergence uniforme de

∑
fn. Pour s’en convaincre, on pourra considérer

(fn) définie pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ R+ par fn(x) = 1
n+n3x2 .
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Ainsi, via la contraposée de ce théorème, si (fn) ne converge pas uniformément
sur I vers la fonction nulle 4 alors

∑
fn ne converge pas uniformément sur I.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante afin qu’une série
de fonctions converge uniformément.

Théorème

Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K.
Alors

∑
fn converge uniformément sur I si, et seulement si,

∑
fn converge

simplement sur I et la suite de fonctions de ses restes (Rn) converge uni-
formément vers la fonction nulle sur I.

Pour l’étude de la convergence uniforme de (Rn) vers la fonction nulle, on peut :

• étudier si sup
x∈I

∣∣Rn(x)
∣∣ −−−−−→
n→+∞

0 ;

• déterminer une suite numérique (εn), convergeant vers 0, telle que

∀x ∈ I,
∣∣Rn(x)

∣∣ � εn.

Ce théorème est particulièrement adapté dans le cas d’une série numérique alternée
vérifiant les hypothèses du critère spécial page 118, car alors ce dernier fournit une
majoration des restes.
Par exemple, soit (fn) définie pour tout n ∈ N∗ par fn :

®
[0, 1] −→ R
x 7−→ (−1)nxn

n

.

Pour tout x ∈ [0, 1], la série numérique
∑
fn(x) est alternée et vérifie les hypo-

thèses du critère spécial, donc
∑
fn converge simplement sur I.

De plus, pour tout x ∈ [0, 1],
∣∣Rn(x)

∣∣ �
∣∣∣ (−1)n+1xn+1

n+1

∣∣∣ � 1
n+1 −−−−−→n→+∞

0.

Donc (Rn) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1] d’où la conver-
gence uniforme de

∑
fn sur [0, 1].

9.2 Convergence normale et convergence absolue

Un autre outil, qui va s’avérer parfois très utile pour montrer la convergence uni-
forme, est la convergence normale.

4. c’est-à-dire si sup
x∈I

∣∣fn(x)
∣∣ ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers l’infini.



Convergence normale et convergence absolue 159

Définition

Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K.
On dit que

∑
fn converge normalement sur I si

• les fonctions fn sont bornées sur I ;
• la série numérique 5 ∑

∥fn∥∞ converge.

Pour l’étude de la convergence normale de
∑
fn sur I, on peut :

• déterminer explicitement 6 ∥fn∥∞ puis étudier la nature de
∑
∥fn∥∞ ;

• déterminer une suite numérique (αn) telle que
∑
αn converge et vérifiant

∀x ∈ I,
∣∣fn(x)

∣∣ � αn.

Théorème

Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K telle que
∑
fn converge nor-

malement sur I. Alors
∑
fn converge uniformément sur I.

Ainsi, le premier test à effectuer lors de l’étude de la convergence uniforme est de
voir si la série converge normalement.
La réciproque du théorème est fausse : soit (fn) définie pour tout n ∈ N∗ par

fn :
®

R+ −→ R
x 7−→ (−1)n

n+x
.

La série
∑
fn converge simplement sur R+ via le critère spécial des séries alternées.

De plus, via ce même critère, pour tout x ∈ R+, on a∣∣Rn(x)
∣∣ � 1

n+1+x � 1
n −−−−−→n→+∞

0

donc
∑
fn converge uniformément sur R+.

Or, sup
x∈R+

∣∣∣ (−1)n

n+x

∣∣∣ = 1
n donc

∑
fn ne converge pas normalement sur R+.

Introduisons à présent un dernier type de convergence.

Définition

Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K.
On dit que

∑
fn converge absolument sur I si, pour tout x ∈ I, la série

numérique
∑∣∣fn(x)

∣∣ converge.

5. On rappelle que ∥.∥∞ désigne la norme de la convergence uniforme c’est-à-dire
∥fn∥∞ = sup

x∈I

∣∣fn(x)
∣∣.

6. via un tableau de variations dans le cas de fonctions à valeurs réelles.
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Comme la convergence absolue d’une série numérique entraîne sa convergence, la
convergence absolue d’une série de fonctions entraîne sa convergence simple.

Théorème

Soit (fn) une suite de fonctions de I vers K telle que
∑
fn converge nor-

malement sur I. Alors
∑
fn converge absolument sur I.

Il n’y a en revanche aucun lien entre la convergence uniforme et la convergence
absolue 7.

9.3 Convergence uniforme et continuité
Les deux théorèmes page 152 peuvent être adaptés aux séries de fonctions et
résumés en un seul.

Théorème

Soient x0 ∈ I et
∑
fn une série de fonctions de I vers K convergeant

uniformément sur 8 I.
Si les fonctions fn sont continues en x0 (respectivement sur I), alors

+∞∑
n=0

fn

est continue en x0 (respectivement sur I).

9.4 Convergence uniforme et double limite
Adaptons à nouveau le théorème déjà vu sur les suites de fonctions.

Théorème de la double limite

Soient x0 adhérent à I et
∑
fn une série de fonctions de I vers K tels que

chaque fn admet une limite finie ℓn en x0 et
∑
fn converge uniformément

sur I alors 9 ∑
ℓn converge,

+∞∑
n=0

fn admet une limite en x0 et

lim
x→x0

+∞∑
n=0

fn(x) =
+∞∑
n=0

ℓn c’est-à-dire lim
x→x0

+∞∑
n=0

fn(x) =
+∞∑
n=0

lim
x→x0

fn(x).

7. En considérant (fn) définie pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ [0, 1] par fn(x) = (−1)nxn

n
, on

montre que la convergence uniforme n’entraîne pas la convergence absolue. Puis en considérant
(fn) définie pour tout n ∈ N et tout x ∈ ]1, +∞[ par fn(x) = 1

nx , on montre que la convergence
absolue n’entraîne pas la convergence uniforme.

8. Comme pour le théorème relatif aux suites de fonctions, il suffit dans le cas d’un intervalle I,
de vérifier la convergence uniforme sur tout segment inclus dans I.

9. Ce théorème s’étend au cas x0 ∈ {−∞, +∞}.
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9.5 Intégration terme à terme sur un segment

Théorème d’intégration terme à terme sur un segment

Soit
∑
fn une série de fonctions de [a, b] vers K, convergeant uniformément

sur [a, b] et telle que chaque fn est continue sur [a, b]. Alors 10∫ b

a

+∞∑
n=0

fn(x) dx =
+∞∑
n=0

∫ b

a

fn(x) dx.

9.6 Dérivation terme à terme

Théorème de dérivation terme à terme

Soient I un intervalle de R non réduit à un point,
∑
fn une série de fonctions

de classe C1 de I vers K convergeant simplement sur I et tels que
∑
f ′
n

converge uniformément sur tout segment de I.

Alors
+∞∑
n=0

fn converge uniformément sur tout segment de I,
+∞∑
n=0

fn est de

classe C1 sur I et
Å+∞∑
n=0

fn

ã′

=
+∞∑
n=0

f ′
n.

Comme pour les suites de fonctions, on peut étendre ce théorème à un ordre de
dérivation supérieur.

Théorème

Soient p ∈ N∗, I un intervalle de R non réduit à un point et (fn) une suite
de fonctions de classe Cp de I vers K tels que
• pour tout k ∈ �0, p−1�,

(
f

(k)
n

)
converge simplement sur I ;

•
(
f

(p)
n

)
converge uniformément sur tout segment de I.

Alors
+∞∑
n=0

fn est de classe Cp sur I et, pour tout k ∈ �1, p�,
Å+∞∑
n=0

fn

ã(k)
=

+∞∑
n=0

f
(k)
n .

10. Dans le cas plus général d’une série de fonctions d’un intervalle I quelconque vers K,
cf. théorème d’intégration terme à terme page 136.
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10.1 Rayon de convergence

Définition
Soit (an) est une suite complexe. On appelle série entière (d’une variable
complexe) 1 toute série 2 ∑

fn où pour tout n ∈ N,

fn :
ß

C −→ C
z 7−→ anz

n

Les séries entières sont donc des séries de fonctions « particulières ».
Étant donné une série entière

∑
anz

n, il est naturel de déterminer non seulement
l’ensemble des z ∈ C tels que la série converge mais aussi les propriétés de sa
fonction somme lorsqu’elle est définie.
Par exemple la série entière

∑
zn (série géométrique) converge pour tout z ∈ C

tel que |z| < 1 et dans ce cas +∞∑
n=0

zn = 1
1−z .

Lemme d’Abel

Soient (an) ∈ CN et z0 ∈ C tels que la suite
(
anz

n
0
)
n∈N est bornée 3.

Alors, pour tout z ∈ C tel que |z| < |z0|, la série numérique
∑
anz

n est
absolument convergente.

1. Par défaut, une série entière sera toujours d’une variable complexe. On parlera ponctuel-
lement de série entière d’une variable réelle c’est-à-dire de série

∑
fn où pour tout n ∈ N,

fn :
ß

R −→ C
x 7−→ anxn et (an) est une suite complexe.

2. Une série entière est une série de fonctions et sa somme, si elle est définie, est une fonction
de la variable complexe z. Par abus, si z ∈ C est fixé, la série numérique

∑
anzn sera encore

appelée série entière.
3. C’est en particulier le cas si la série numérique

∑
anzn

0 converge car alors anzn
0 −−−−−→

n→+∞
0.
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Si
∑
anz

n
0 converge pour un certain z0 ∈ C, la série ne converge pas nécessairement

absolument pour tout z ∈ C tel que |z| = |z0| : en effet, en choisissant par exemple

(an) =
( 1
n

)
et z0 = −1, la série alternée

∑ (−1)n

n converge alors que la série
∑ 1

n

diverge.

Définissons à présent le rayon de convergence d’une série entière.

Définition

On appelle rayon de convergence d’une série entière
∑
anz

n la borne supé-
rieure 4 de l’ensemble I =

{
r ∈ R+ tels que la suite (anrn) est bornée

}
.

Théorème

Soit
∑
anz

n de rayon de convergence R.

• Si |z| < R alors
∑
anz

n converge absolument.

• Si |z| > R alors
∑
anz

n diverge grossièrement 5.

Dire que le rayon de convergence d’une série entière
∑
anz

n est égal à 0 signifie
qu’elle ne converge que pour z = 0.
Dire que le rayon de convergence d’une série entière

∑
anz

n est égal à +∞ signifie
que pour tout z ∈ C,

∑
anz

n converge.

Soit
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R. Ce théorème ne permet
pas de conclure quant à sa convergence ou sa divergence pour les z ∈ C tel que
|z| = R.
Plus précisément, en notant C =

{
z ∈ C, |z| = R

}
,

∑
anz

n peut converger en
tout point 6 de C, diverger en tout point 7 de C ou seulement converger en certains
points 8 de C.
Le corollaire suivant est souvent très utile pour déterminer un rayon de conver-
gence.

4. Si I n’est pas majorée, le rayon de convergence de la série entière est égale à +∞.
5. On rappelle que

∑
anzn diverge grossièrement signifie que son terme général ne tend pas

vers 0.
6. C’est le cas de la série entière

∑
zn

n2 de rayon de convergence R = 1.
7. C’est le cas de la série entière géométrique

∑
zn de rayon de convergence R = 1.

8. Par exemple, la série entière
∑

zn

n
de rayon de convergence R = 1, converge en tout point

z ∈ C tel que |z| = 1 et z ̸= 1.
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Corollaire
Soit

∑
anz

n de rayon de convergence R et z0 ∈ C.

• Si
∑
anz

n
0 converge alors |z0| � R.

• Si
∑
anz

n
0 diverge alors |z0| � R.

Définition
Soit

∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R.
Le disque

{
z ∈ C, |z| < R

}
est appelé disque ouvert de convergence de la

série entière 9.

Ne pas confondre le disque ouvert de convergence et le domaine de convergence 10

d’une série entière
∑
anz

n qui est l’ensemble D des z ∈ C tels que la série numé-
rique

∑
anz

n converge. Via ce qui précède,
• si R = 0 alors D = {0} ;
• si R = +∞ alors D = C ;
• si R ∈ ]0,+∞[ alors

{
z ∈ C, |z| < R

}
⊂ D⊂

{
z ∈ C, |z| � R

}
.

La fonction somme de la série entière
∑
anz

n est alors la fonction f : D → C
définie pour tout z ∈ D par

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n.

10.2 Règles de d’Alembert et de Cauchy
Les règles de d’Alembert et de Cauchy évoquées dans le cadre des séries numériques
page 115 peuvent être adaptées aux séries entières afin de déterminer, dans certains
cas, le rayon de convergence.

Théorème (règle de d’Alembert)

Soit (an) une suite complexe à termes non nuls 11 telle que∣∣∣an+1
an

∣∣∣ −−−−−→
n→+∞

ℓ ∈ R∗
+.

Alors le rayon de convergence de
∑
anz

n est 12 R = 1
ℓ .

9. Dans le cas d’une série entière d’une variable réelle
∑

anxn, l’intervalle
{x ∈ R, |x| < R} = ]−R, R[ est appelé intervalle ouvert de convergence.

10. Dans le cas d’une série entière d’une variable réelle
∑

anxn, on parle de l’intervalle de
convergence qui est l’ensemble I des x ∈ R tels que la série numérique

∑
anxn converge.

11. au moins à partir d’un certain rang.
12. Le théorème est encore vérifié avec ℓ = 0 et ℓ = +∞ en convenant que R = 0 si ℓ = +∞ et

R = +∞ si ℓ = 0.
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Corollaire

Soit α ∈ R. Alors le rayon de convergence de
∑
nαzn est R = 1.

Théorème (règle de Cauchy)

Soit (an) une suite complexe telle que

n

»
|an| −−−−−→

n→+∞
ℓ ∈ R∗

+.

Alors le rayon de convergence de
∑
anz

n est 13 R = 1
ℓ .

10.3 Comparaisons des rayons de convergence

Énonçons les critères de comparaison pour les séries entières.

Théorème

Soient
∑
anz

n et
∑
bnz

n deux séries entières de rayons de convergence
respectifs Ra et Rb.

1. Si pour tout n ∈ N, |an| � |bn|, alors Ra � Rb.

2. Si an = O(bn), alors Ra � Rb.

3. Si an = o(bn), alors Ra � Rb.

4. Si an ∼ bn, Ra = Rb.

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire

Soit (an) une suite complexe telle qu’il existe (k,K) ∈
(
R∗

+
)2 vérifiant

∀n ∈ N, k � |an| � K.

Alors le rayon de convergence de la série entière
∑
anz

n est égal à 1.

Énonçons à présent un résultat souvent utile.

13. Cf. note précédente.
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Théorème

Les séries entières
∑
anz

n et
∑
nanz

n ont même rayon de convergence.

10.4 Opérations sur les séries entières

Énonçons d’abord le théorème relatif à la somme de deux séries entières.

Théorème

Soient
∑
anz

n,
∑
bnz

n deux séries entières de rayons de convergence Ra et
Rb et R le rayon de convergence de la série entière somme

∑
(an + bn)zn.

Alors

1. Si Ra ̸= Rb, R = min(Ra, Rb).

2. Si Ra = Rb, R � Ra et R � Rb.

3. Pour tout z ∈ C tel que |z| < min(Ra, Rb),
+∞∑
n=0

(an + bn)zn =
+∞∑
n=0

anz
n +

+∞∑
n=0

bnz
n.

Si Ra = Rb, on peut avoir R > Ra.
En effet, considérons les deux séries entières

∑
zn et

∑
−zn de rayon de conver-

gence égale à 1. Alors le rayon de convergence de la série somme est +∞.

Énonçons à présent le théorème relatif au produit par un scalaire.

Théorème

Soient
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R et λ ∈ C∗.
Alors
1. La série entière

∑
λanz

n a pour rayon de convergence R.

2. Pour tout z ∈ C tel que |z| < R,
+∞∑
n=0

λanz
n = λ

+∞∑
n=0

anz
n.

Donnons la définition du produit de Cauchy adaptée aux séries entières puis énon-
çons le théorème relatif au produit de Cauchy de deux séries entières.
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Définition

On appelle produit de Cauchy de deux séries entières
∑
anz

n et
∑
bnz

n la
série entière

∑
cnz

n où pour tout n ∈ N,

cn =
n∑
k=0

akbn−k.

Théorème

Soient
∑
anz

n et
∑
bnz

n deux séries entières de rayons de convergence Ra
et Rb et R le rayon de convergence de la série entière produit de Cauchy∑
cnz

n. Alors

1. R � min(Ra, Rb).

2. Pour tout z ∈ C tel que |z| < min(Ra, Rb),
+∞∑
n=0

Å
n∑
k=0

akbn−k

ã
zn =

Å+∞∑
n=0

anz
n

ãÅ+∞∑
n=0

bnz
n

ã
.

10.5 Dérivée et primitive d’une série entière

Définition

On appelle série dérivée de
∑
anz

n la série entière
∑

(n+ 1)an+1z
n.

Théorème

Les rayons de convergence d’une série entière et de sa série dérivée sont
égaux.

Définition

On appelle série primitive de
∑
anz

n la série entière
∑ an−1

n zn.

Théorème

Les rayons de convergence d’une série entière et de sa série primitive sont
égaux.
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10.6 Convergence normale

Théorème

Une série entière de rayon de convergence non nul converge normalement
(donc uniformément) sur tout disque fermé de centre 0 inclus dans le disque
ouvert de convergence 14.

De plus sa fonction somme est continue sur le disque ouvert de convergence
{z ∈ C, |z| < R}.

A priori, une série entière ne converge pas normalement sur tout le disque ouvert
de convergence : par exemple, le rayon de convergence de la série géométrique∑
zn est R = 1 et sup

z∈D(0,R)

∣∣zn∣∣ = 1 où D(0, R) = {z ∈ C, |z| < R}.

10.7 Séries entières d’une variable réelle
On s’intéresse dans cette section aux séries entières d’une variable réelle x c’est-à-
dire aux séries de fonctions 15 ∑

fn où pour tout n ∈ N,

fn :
ß

R −→ C
x 7−→ anx

n

avec (an) une suite réelle ou complexe.
Commençons par adapter le théorème page 163.

Théorème

Soit
∑
anx

n une série entière d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R.

• Si x ∈ ]−R,R[ alors
∑
anx

n converge absolument.

• Si |x| > R alors
∑
anx

n diverge grossièrement.

On en peut rien conclure a priori quant à la convergence de la série entière en R
ou −R.
Étant donné une série entière d’une variable réelle

∑
anx

n, rappelons que I, son
intervalle de convergence, est l’ensemble des x ∈ R tels que la série numérique∑
anx

n converge.
14. c’est-à-dire si R est le rayon de convergence non nul de la série entière

∑
anzn, cette

dernière converge normalement sur tout disque fermé de centre 0 et de rayon r < R.
15. que l’on notera comme d’habitude abusivement

∑
anxn.
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Ainsi

• si R = 0 alors I = {0} ;
• si R = +∞ alors I = R ;
• si R ∈ ]0,+∞[ alors ]−R,R[⊂ I ⊂ [−R,R].

I est donc l’un des quatre intervalles ]−R,R[, ]−R,R], [−R,R[ ou [−R,R].

La fonction somme est alors la fonction f : I → C définie pour tout x ∈ I par

f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

Adaptons à présent le théorème de convergence normale page 168.

Théorème

Une série entière d’une variable réelle
∑
anx

n, de rayon de convergence
R non nul, converge normalement (donc uniformément) sur tout segment
inclus dans l’intervalle ouvert de convergence ]−R,R[.

De plus, sa fonction somme est continue sur ]−R,R[.

Étudions à présent la continuité de la somme aux extrémités de l’intervalle ]−R,R[.
Soit

∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R non nul. Alors si |x| > R,
la série numérique

∑
anx

n diverge. Mais, comme nous l’avons vu précédemment, il
se peut également que

∑
anR

n converge. Le théorème radial d’Abel qui suit affirme
que dans ce cas, la fonction somme

(
qui est continue sur ]−R,R[ via le théorème

précédent
)

est également continue à gauche en R.

Théorème radial d’Abel

Soit
∑
anx

n une série entière d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R non nul telle que la série numérique

∑
anR

n converge.

Alors la fonction somme f : x 7→
+∞∑
n=0

anx
n est continue à gauche en R

c’est-à-dire 16

lim
x→R−

f(x) = f(R) =
+∞∑
n=0

anR
n.

Énonçons à présent le théorème relatif à la primitive de la fonction somme s’an-
nulant en 0.

16. Ce théorème est également vérifié en −R : si
∑

an(−1)nRn converge alors S est continue
à droite en −R.
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Théorème d’intégration terme à terme

Soit
∑
anx

n une série entière d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R non nul et de fonction somme f . Alors pour tout x ∈ ]−R,R[,∫ x

0

(+∞∑
n=0

ant
n

)
dt =

+∞∑
n=0

∫ x

0
ant

n dt =
+∞∑
n=0

an
n+ 1x

n+1

Ainsi la fonction F définie pour tout x ∈ ]−R,R[ par F (x) =
+∞∑
n=0

an
n+ 1x

n+1

est la primitive de la fonction somme f s’annulant en 0.

Énonçons ensuite le théorème de dérivation terme à terme de la fonction somme :
on peut dériver terme à terme une série entière sur son intervalle ouvert de conver-
gence.

Théorème de dérivation terme à terme

Soit
∑
anx

n une série entière d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R non nul. Alors sa fonction somme f est de classe C∞ sur ]−R,R[
et vérifie pour tout k ∈ N∗ et tout x ∈ ]−R,R[,

f (k)(x) =
+∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anxn−k.

Le théorème suivant permet de donner l’expression des coefficients d’une série
entière à l’aide des dérivées en 0 de sa somme.

Théorème

Soit
∑
anx

n une série entière d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R non nul et de somme f . Alors, pour tout n ∈ N,

an = f (n)(0)
n! .

On en déduit le corollaire d’unicité suivant.

Corollaire

Soient
∑
anx

n et
∑
bnx

n deux séries entières d’une variable réelle dont les
sommes sont égales sur un voisinage de 0.
Alors, pour tout n ∈ N, an = bn.
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10.8 Fonctions développables en série entière
Dans cette section, K = R ou C. On notera, pour tout a > 0, D(0, a) le disque
ouvert de centre 0 et de rayon a c’est-à-dire

D(0, a) = {z ∈ C, |z| < a}.
Précédemment ont été étudiées les propriétés de la fonction somme d’une série
entière de rayon de convergence non nul. Nous proposons dans cette section d’étu-
dier la réciproque : soient U un voisinage de 0 dans R et une fonction f : U → C.
Existe-t-il une suite complexe (an) telle que pour tout x ∈ U ,

f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n ?

De même, dans le cas d’une variable complexe, si V est un voisinage de 0 dans C
et f : V → C. Existe-t-il une suite complexe (an) telle que pour tout z ∈ V ,

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n ?

Définition

Soit f : V → C où V est un voisinage de 0 dans K.
On dit que f est développable en série entière 17 en 0 si f coïncide sur un
voisinage de 0 avec la somme d’une série entière.

Si V est un voisinage de 0 dans C, f : V → C développable en série entière en 0
signifie donc 18, 19 qu’il existe a > 0 avec D(0, a) ⊂ V et (an) une suite complexe
tels que

∀z ∈ D(0, a), f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n.

Si V est un voisinage de 0 dans R, f : V → C développable en série entière en 0
signifie donc 20, 21 qu’il existe a > 0 avec ]−a, a[⊂ V et (an) une suite complexe
tels que

∀x ∈ ]−a, a[, f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

17. ou au voisinage de 0.
18. On peut aussi écrire qu’il existe a > 0 et (an) une suite complexe tels que pour tout

z ∈ D(0, a) ∩ V , f(z) =
+∞∑
n=0

anzn.

19. On emploiera parfois dans ce cas l’expression « f est développable en série entière sur
D(0, a) » étant sous-entendu qu’il s’agit d’un développement en 0.

20. On peut aussi écrire qu’il existe a > 0 et (an) une suite complexe tels que pour tout

x ∈ ]−a, a[ ∩V , f(x) =
+∞∑
n=0

anxn.

21. On emploiera parfois dans ce cas l’expression « f est développable en série entière sur
]−a, a[ » étant sous-entendu qu’il s’agit d’un développement en 0.
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Dans les deux cas, on remarquera que le rayon de convergence de la série entière
est alors nécessairement supérieur ou égal à a.

Théorème

La fonction 22 z 7→ 1
1− z est développable en série entière en 0 et, pour

tout z ∈ D(0, 1),
1

1− z =
+∞∑
n=0

zn.

La somme et le produit de fonctions développables en série entière en 0 sont éga-
lement développables en série entière en 0.
Les primitives et les dérivées successives d’une fonction développable en série en-
tière en 0 le sont également.
Rappelons également la définition de la fonction exponentielle sur C, définie page 118,
qui apparaît comme un développement en série entière.

Définition

L’application exp :





C −→ C

z 7−→
+∞∑
n=0

zn

n!
est appelée fonction exponentielle.

Pour tout z ∈ C, l’exponentielle de z, notée ez est définie par ez =
+∞∑
n=0

zn

n! .

Le théorème suivant exhibe les propriétés de la fonction exponentielle complexe.

Théorème

1. Pour tout (z1, z2) ∈ C2, ez1+z1 = ez1ez2 .
2. Pour tout z ∈ C, ez ̸= 0, 1

ez = e−z, ez = ez et
∣∣ez∣∣ = eRe(z).

3. Pour tout z ∈ C,
∣∣ez∣∣ = 1⇐⇒ z ∈ iR.

10.9 Fonctions d’une variable réelle développables
en série entière

On ne considère dans cette section que des fonctions d’une variable réelle.
22. Ne pas confondre le domaine de définition d’une fonction et le voisinage de 0 sur lequel elle

est éventuellement somme d’une série entière : la fonction z 7→ 1
1−z

est définie pour tout z ̸= 1
mais n’est développable en série entière en 0 que sur D(0, 1).
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Définition

Soient V un voisinage de 0 dans R et f : V → C de classe C∞ sur V .
On appelle série de Taylor de f en 0 la série entière

∑ f(n)(0)
n! xn.

Théorème

Soient V un voisinage de 0 dans R et f : V → C développable 23 en série
entière en 0. Alors
• f est de classe C∞ au voisinage 24 de 0 ;

• la série entière dont f est la somme est unique : f est 25 la somme de
sa série de Taylor en 0.

Insistons sur les deux résultats fondamentaux délivrés par ce théorème :
• le développement en série entière d’une fonction f de classe C∞ au voisinage

de 0 est unique ;

• si f est développable en série entière en 0 sur ]−a, a[, sa série de Taylor en 0
converge et f coïncide avec la somme de sa série de Taylor sur ]−a, a[.

Notons aussi qu’une fonction qui n’est pas de classe C∞ au voisinage de 0, ne peut
pas être développable en série entière en 0.

En revanche, il existe des fonctions de classe C∞ qui ne sont pas développables en
série entière : c’est le cas de la fonction

f :




R −→ R

x 7−→
ß
e−1/x2 si x ̸= 0

0 si x = 0

On peut montrer que f est de classe C∞, que pour tout n ∈ N, f (n)(0) = 0 et
donc que f n’est pas développable en série entière en 0.

Bien que souvent difficile à appliquer, énonçons pour information, un théorème
donnant une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit dévelop-
pable en série entière en 0. On adoptera dans ce théorème l’expression développée
dans la note 21 page 171.

23. Donc il existe a > 0 avec ]−a, a[ ⊂ V et (an) une suite complexe tels que pour tout

x ∈ ]−a, a[, f(x) =
+∞∑
n=0

anxn.

24. c’est-à-dire sur ]−a, a[ en reprenant les notations de la note précédente.
25. c’est-à-dire, en reprenant les notations de la note 23 ci-dessus, pour tout x ∈ ]−a, a[,

f(x) =
+∞∑
n=0

f(n)(0)
n! xn.
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Théorème
Soient V un voisinage de 0 dans R, a > 0 avec ]−a, a[⊂ V et f : V → C.
Alors f est développable en série entière en 0 sur ]−a, a[ si, et seulement si

• f est de classe C∞ sur ]−a, a[ ;

• pour tout x ∈ ]−a, a[,
∫ x

0

(x− t)n
n! f (n+1)(t) dt −−−−−→

n→+∞
0.

Énonçons à présent un théorème, plus facile d’emploi, mais n’exhibant qu’une
condition suffisante pour qu’une fonction soit développable en série entière.

Théorème
Soient V un voisinage de 0 dans R, a > 0 avec ]−a, a[⊂ V et f : V → C
de classe C∞ sur ]−a, a[.
S’il existe M ∈ R∗

+ tel que pour tout n ∈ N∗ et pour tout x ∈ ]−a, a[,∣∣f (n)(x)
∣∣ �M , alors f est développable en série entière en 0 sur ]−a, a[.

Présentons le lien entre développement en série entière et développement limité
via le théorème suivant.

Théorème
Soient V un voisinage de 0 dans R et f : V → C développable en série entière
en 0 : il existe donc a > 0 avec ]−a, a[⊂ V et (an) une suite complexe tels

que pour tout x ∈ ]−a, a[, f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

Alors le développement limité de f à l’ordre p ∈ N en 0 s’obtient en tron-
quant le développement en série entière de f en 0 à l’ordre p c’est-à-dire

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ apx
p + o

(
xp

)
.

Théorème
Les fonctions sinus, cosinus, sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont
développables en série entière en 0 et, pour tout x ∈ R, on a

sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n+ 1)! x

2n+1 cos(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n

sh(x) =
+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)! ch(x) =
+∞∑
n=0

x2n

(2n)! .
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Théorème

1. La fonction x 7→ ln(1 +x) est développable en série entière en 0 et, pour
tout x ∈ ]−1, 1], on a 26

ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn.

2. La fonction x 7→ arctan(x) est développable en série entière en 0 et, pour
tout x ∈ [−1, 1], on a 27

arctan(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
2n+ 1 x

2n+1.

3. Soit 28 α ∈ R\N. Alors la fonction x 7→ (1 + x)α est développable en
série entière en 0 et pour tout x ∈ ]−1, 1[, on a

(1 + x)α = 1 +
+∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)
n! xn.

26. L’égalité est bien vérifiée pour x = 1 via le théorème de convergence radiale d’Abel.
27. L’égalité est bien vérifiée pour x = 1 et x = −1 via le théorème de convergence radiale

d’Abel. On notera au passage que la fonction arctan est définie sur R mais que le développement
en série entière en 0 n’est valable que sur [−1, 1].

28. Si α ∈ N, pour tout x ∈ R, on a (1 + x)α = 1 +
α∑

n=1

α(α−1)···(α−n+1)
n! xn.
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Pour toute fonction f : I ⊂ R → C, continue par morceaux sur I, on notera en
tout point de discontinuité éventuel a de f ,

f(a+) = lim
x→a+

f(x) = lim
x→a
x>a

f(x) et f(a−) = lim
x→a−

f(x) = lim
x→a
x<a

f(x).

Pour tout T ∈ R∗
+, on notera

• C0
m,T (R,C) l’ensemble des fonctions de R vers C, continues par morceaux et

T -périodiques ;
• C0

T (R,C) l’ensemble des fonctions de R vers C, continues et T -périodiques.

Après les séries entières, nous étudions dans ce chapitre d’autres séries de fonctions
« particulières » : les séries de Fourier.

11.1 Séries trigonométriques

Définition

On appelle série trigonométrique toute série de fonctions
∑
fn où pour

tout n ∈ N,
fn :
ß

R −→ C
x 7−→ an cos(nωx) + bn sin(nωx)

avec ω ∈ R∗, (an) ∈ CN et (bn) ∈ CN.

Si
∑
fn est une série trigonométrique, alors que chaque fn est 2π

ω -périodique.
Si

∑
fn est une série trigonométrique convergeant simplement vers f =

+∞∑
n=0

fn

sur I ⊂ R, alors f est 2π
ω -périodique.

Les séries de Fourier étudient en particulier la réciproque de la remarque ci-dessus :
étant donné T ∈ R∗

+ et une fonction f : R→ C, T -périodique, existe-t-il ω ∈ R∗,
(an) et (bn) deux suites complexes tels que pour tout x ∈ R,
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f(x) =
+∞∑
n=0

(
an cos(nωx) + bn sin(nωx)

)
?

11.2 Coefficients et séries de Fourier
Définition

Soient T ∈ R∗
+ et f ∈ C0

m,T (R,C).
On appelle coefficients de Fourier de f les nombres complexes an(f) et
bn(f) définis pour tout n ∈ N par an(f) = 2

T

∫ T
0 f(x) cos(nωx) dx

bn(f) = 2
T

∫ T
0 f(x) sin(nωx) dx

où ω = 2π
T .

On appelle série de Fourier de f la série de fonctions a0(f)
2 +

∑
n⩾1

Fn(f)
où pour tout n ∈ N∗,

Fn(f) :
ß

R −→ C
x 7−→ an(f) cos(nωx) + bn(f) sin(nωx) .

La série de Fourier de f sera souvent notée abusivement
a0(f)

2 +
∑
n⩾1

(
an(f) cos(nωx) + bn(f) sin(nωx)

)
.

Certains définissent à part le coefficient a0(f) comme la valeur moyenne de f sur
[0, T ], c’est-à-dire

a0(f) = 1
T

∫ T
0 f(x) dx.

La série de Fourier de f est alors définie, avec l’abus ci-dessus, par

a0(f) +
∑
n⩾1

(
an(f) cos(nωx) + bn(f) sin(nωx)

)
.

Nous nous restreindrons par la suite à des fonctions 2π-périodiques,
et ce, sans perte de généralité : il suffit de remarquer que si T ∈ R∗

+ et f est
T -périodique, alors la fonction g définie pour tout x ∈ R par g(x) = f

(
T
2π x

)
est

2π-périodique.
Dans le cas d’une fonction f ∈ C0

m,2π(R,C), les coefficients de Fourier de f sont
donc définis pour tout n ∈ N par

an(f) = 1
π

∫ 2π
0 f(x) cos(nx) dx

bn(f) = 1
π

∫ 2π
0 f(x) sin(nx) dx
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et la série de Fourier de f est la série de fonctions définie par

a0(f)
2 +

∑
n�1

(
an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx)

)
.

Les définitions des coefficients de Fourier peuvent paraître à première vue « para-
chutées ». On peut en fait montrer que si une série trigonométrique

a0
2 +

∑(
an cos(nx) + bn sin(nx)

)

converge uniformément vers une fonction f sur R alors nécessairement, pour
tout n ∈ N, 



an = 1
π

∫ 2π
0 f(x) cos(nx) dx

bn = 1
π

∫ 2π
0 f(x) sin(nx) dx

Remarquons que si f ∈ C0
m,2π(R,C), via la 2π-périodicité des fonctions f , sinus et

cosinus, on a pour tout α ∈ R,




an(f) = 1
π

∫ α+2π
α

f(x) cos(nx) dx

bn(f) = 1
π

∫ α+2π
α

f(x) sin(nx) dx

d’où le théorème suivant.

Théorème

Soit f ∈ C0
m,2π(R,C). Alors

®
f paire =⇒ ∀n ∈ N, bn(f) = 0 ;
f impaire =⇒ ∀n ∈ N, an(f) = 0.

Définissons à présent les coefficients de Fourier exponentiels, fondamentaux dans
la théorie des séries de Fourier et en particulier dans les théorèmes de convergence.

Définition

Soit f ∈ C0
m,2π(R,C). On appelle coefficients de Fourier exponentiels de f

les nombres complexes notés cn(f) définis pour tout n ∈ Z par

cn(f) = 1
2π

∫ 2π
0 f(x) e−inx dx.

On en déduit le théorème suivant.
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Théorème

Soit f ∈ C0
m,2π(R,C). Alors la série de Fourier de f s’écrit 1, 2

∑
n∈Z

cn(f) einx c’est-à-dire c0(f) +
∑
n�1

(
cn(f) einx + c−n(f) e−inx).

Dans le cas d’une fonction f ∈ C0
m,T (R,C) avec T ∈ R∗

+, la série de Fourier de f
s’écrit ∑

n∈Z
cn(f)einωx où, pour toutn ∈ Z, cn(f) = 1

T

∫ T
0 f(x) e−inωx dx.

11.3 Espace de Dirichlet

Définition

On appelle espace de Dirichlet 3, noté D, l’ensemble des fonctions
f ∈ C0

m,2π(R,C) telles que 4 pour tout x ∈ R,

f(x) = 1
2
(
f(x+) + f(x−)

)
.

Remarquons que C0
2π(R,C) ⊂ D⊂ C0

m,2π(R,C).

Si f ∈ C0
m,2π(R,C) n’est pas dans D, il est facile de « transformer » f pour qu’elle

soit dans D comme l’illustre la définition qui suit.

Définition

Soit f ∈ C0
m,2π(R,C).

On appelle régularisée de f la fonction f̃ :
®

R −→ C
x 7−→ 1

2
(
f(x+) + f(x−)

) .

1. en utilisant l’abus habituel. En toute rigueur, on devrait écrire la série de Fourier sous la

forme
∑
n∈Z

cn(f) en où, pour tout n ∈ N, en :
ß

R −→ C
x 7−→ einx .

2. Si (un)n∈N est une suite complexe,
∑
n∈Z

un converge signifie que
∑
n�1

(un + u−n) converge.

Si
∑
n∈Z

un converge, on a alors
+∞∑

n=−∞
un = u0 +

+∞∑
n=1

(un + u−n).

3. Le patronyme complet de ce mathématicien est en réalité Lejeune Dirichlet, mais est sou-
vent raccourci en Dirichlet.

4. Cette condition est parfois appelée condition de Dirichlet.
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Si f ∈ C0
m,2π(R,C), f et f̃ coïncident sur [0, 2π] sauf en un nombre fini de points

donc ∫ 2π
0 f(x) dx =

∫ 2π
0 f̃(x) dx.

En particulier les coefficients de Fourier de f et f̃ sont égaux.

Il est possible de définir sur le C-espace vectoriel D un produit scalaire de sorte
que D devient un espace préhilbertien complexe comme le montre le théorème
suivant.

Théorème

L’application φ : (f, g) 7−→ 1
2π

∫ 2π
0 f(x)g(x) dx est un produit scalaire

sur D.

Le produit scalaire sur D sera dorénavant noté ⟨·|·⟩ et la norme associée
∥∥ ·∥∥2 de

sorte que pour tout (f, g) ∈ D2,

⟨f |g⟩ = 1
2π

∫ 2π
0 f(x)g(x) dx et

∥∥f∥∥2
2 = ⟨f |f⟩ = 1

2π
∫ 2π

0
∣∣f(x)

∣∣2 dx.

Les fonctions en définies dans la note 1 page 179 possèdent une propriété fonda-
mentale dans l’espace préhilbertien D comme l’explique le théorème suivant.

Théorème

La famille 5 (en)n∈Z est orthonormée dans
(
D, ⟨·|·⟩

)
.

11.4 Inégalité de Bessel et lemme de Riemann-
Lebesgue

Théorème (inégalité de Bessel)

Soit f ∈ D.

Alors 6 pour tout n ∈ N,
n∑

k=−n

∣∣ck(f)
∣∣2 �

∥∥f∥∥2
2 = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(x)
∣∣2 dx.

5. Chaque en est continue sur R (donc dans D) car les fonctions à valeurs réelles x 7−→ cos(nx)
et x −→ sin(nx) sont continues sur R.

6. Cette inégalité est encore vérifiée si f ∈ C0
m,2π(R,C) car alors f̃ ∈ D.
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Corollaire (lemme de Riemann-Lebesgue)

Soit f ∈ D. Alors 7

1. cn(f) −−−−−→
n→±∞

0 c’est-à-dire





cn(f) −−−−−→
n→+∞

0.

c−n(f) −−−−−→
n→+∞

0.

2. an(f) −−−−−→
n→+∞

0 et bn(f) −−−−−→
n→+∞

0.

Théorème

Soit f ∈ C0
2π(R,C). Alors

(
∀n ∈ Z, cn(f) = 0

)
=⇒ f = 0.

Ce théorème est faux dans le cas d’une fonction f ∈ C0
m,2π(R,C) comme l’illustre

le contre-exemple suivant.

Soit f :





R −→ C

x 7−→
ß

1 si x ∈ 2πZ
0 sinon

. Alors f ∈ C0
m,2π(R,C).

Mais cn(f) = 1
2π

∫ 2π
0 f(x) e−inx dx = 0 et pourtant f n’est pas nulle.

11.5 Théorèmes de convergence
Plusieurs questions importantes se posent, notamment les suivantes : la série de
Fourier d’une fonction f ∈ C0

m,2π(R,C) converge-t-elle simplement sur R ? Si c’est
le cas, sa somme est-elle égale à f ?
Nous verrons dans cette section qu’une hypothèse plus forte est nécessaire afin
d’obtenir une convergence simple sur R.
Pour tout f ∈ C0

m,2π(R,C), on notera
(
Sn(f)

)
la suite de fonctions des sommes

partielles associée à la série de Fourier de f c’est-à-dire pour tout n ∈ N,
Sn(f) = a0(f)

2 +
n∑
k=1

Fk(f)

en convenant que S0(f) = a0(f)
2 et, avec pour tout k ∈ N∗,

Fk(f) :
ß

R −→ C
x 7−→ ak(f) cos(kx) + bk(f) sin(kx) .

Définition

On dit qu’une suite de fonctions (fn) ∈ DN converge en moyenne quadra-
tique vers f ∈ D si ∥∥fn − f∥∥

2 −−−−−→n→+∞
0.

7. Cf. note précédente.
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Théorème

Soit f ∈ D. Alors la série de Fourier de f converge en moyenne quadratique
vers f c’est-à-dire ∥∥Sn(f)− f

∥∥
2 −−−−−→n→+∞

0.

Corollaire (égalité de Parseval)

Soit f ∈ D. Alors 8
+∞∑

n=−∞

∣∣cn(f)
∣∣2 =

∥∥f∥∥2
2.

Si f est à valeurs réelles, on a a2
0(f)
4 + 1

2

+∞∑
n=1

(
a2
n(f) + b2

n(f)
)

=
∥∥f∥∥2

2.

Définition

On dit que f : [a, b] −→ C est de classe C1 par morceaux sur [a, b] si f est
de classe C1 sur [a, b] privé d’un nombre fini (éventuellement nul) de points
xi en lesquels f ′ admet une limite finie à gauche et à droite c’est-à-dire s’il
existe n ∈ N∗ et (x0, . . . , xn) ∈ [a, b]n+1 tels que :
• x0 = a < x1 < . . . < xn = b ;
• f de classe C1 sur chaque intervalle ]xi, xi+1[ et f ′ admet une limite

finie à gauche et à droite 9, 10, 11 en chaque xi.

Si f : R −→ C, on dit que f est de classe C1 par morceaux sur R si f est de classe
C1 par morceaux sur tout segment [a, b] de R.
Donc, si f : R −→ C est 2π-périodique, il suffit bien entendu que f soit de classe
C1 par morceaux sur [0, 2π] pour que f soit de classe C1 par morceaux sur R.
On notera C1

m,2π(R,C) l’ensemble des fonctions de R vers C de classe C1 par
morceaux sur R.

8. Cf. note 6 page 180.
9. sauf en x0 = a et xn = b en lesquels f ′ n’admet respectivement qu’une limite à droite et à

gauche.
10. On peut montrer que si f ′ admet une limite finie à gauche et à droite en chaque xi alors

f admet une limite finie à gauche et à droite en chaque xi de sorte qu’une fonction de classe C1

par morceaux est nécessairement continue par morceaux.
11. On peut montrer que la deuxième condition de cette définition équivaut à dire que pour

tout i ∈ �0, n−1�, la restriction de f à ]xi, xi+1[ se prolonge en une fonction de classe C1 sur
[xi, xi+1].
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a b
x1 x2

Une fonction de classe C1 par morceaux sur [a, b] . . .

a b
x1

. . . une qui ne l’est pas.

Théorème de Dirichlet

Soit f ∈ C1
m,2π(R,C). Alors la série de Fourier de f converge simplement

sur R vers la régularisée f̃ de f c’est-à-dire, pour tout x ∈ R,
+∞∑

n=−∞
cn(f) einx = f̃(x)

ou encore 12, pour tout x ∈ R,
a0(f)

2 +
+∞∑
n=1

(
an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx)

)
= f̃(x).

Non seulement la continuité par morceaux d’une fonction f ne suffit pas à assurer
la convergence simple de la série de Fourier de f mais la continuité non plus. On
peut en effet exhiber des fonctions continues sur R et 2π-périodique dont la série
de Fourier diverge en 0 c’est-à-dire telle que la suite

(
Sn(f)(0)

)
diverge : c’est le

cas de la fonction f , 2π-périodique, définie pour tout x ∈ [0, π] par

f(x) =
+∞∑
n=1

1
n2 sin

Å(
2n3 + 1

)
x
2

ã

et prolongée par parité 13.
En revanche, on peut montrer que si f est continue sur R et 2π-périodique telle
que sa série de Fourier converge simplement sur R, alors cette dernière converge
simplement vers f sur R.

12. En tout point x sur lequel f est continue, a0(f)
2 +

+∞∑
n=1

(an(f) cos(nx)+bn(f) sin(nx)) = f(x)
car f̃(x) coïncide alors avec f(x).

13. c’est-à-dire, on pose f(x) = f(−x) pour x ∈ [−π, 0] de sorte que f est une fonction paire
sur R.



12 Fonctions
vectorielles

Dans tout ce chapitre, K = R ou C, les espaces vectoriels sont des K-espaces
vectoriels non réduits au vecteur nul et tout intervalle de R est supposé non vide
et non réduit à un point.

Le but de ce chapitre est d’étendre aux fonctions à valeurs dans un espace vectoriel
normé de dimension finie 1 les résultats sur la dérivation et l’intégration connus
pour les fonctions de R vers K.

12.1 Limite, continuité et dérivabilité

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie p ∈ N∗ et B = (e1, . . . , ep)
une base de E. Si f est une application d’un intervalle I de R vers E, on note
f1, . . . , fp les applications-coordonnées de f relativement à B. On a donc

f =
p∑
k=1

fk ek.

Comme les fk sont des applications de I vers K, beaucoup de résultats obtenus
pour les fonctions de R dans K se généralisent aisément aux fonctions vectorielles
c’est-à-dire aux applications de I vers E.
En somme, les extensions aux fonctions vectorielles se feront naturellement com-
posante par composante.

Commençons par étendre les définitions de la limite et de la continuité aux fonc-
tions vectorielles.

1. On rappelle que dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.
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Définition

Soient
(
E, ∥·∥

)
un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle

de R, f une application de I vers E et a adhérent à I.
On dit que f admet la 2 limite ℓ ∈ E en a si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀t ∈ I, |t− a| < α =⇒
∥∥f(x)− ℓ

∥∥ < ε.

On écrit alors lim
x→a

f(x) = ℓ ou lim
a
f = ℓ.

Définition

Soient
(
E, ∥·∥

)
un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle

de R, f une application de I vers E et a ∈ I.
On dit que f est continue en a si lim

t→a
f(t) = f(a) c’est-à-dire si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀t ∈ I, |t− a| < α =⇒
∥∥f(t)− f(a)

∥∥ < ε.

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

La caractérisation séquentielle de la limite s’étend également aisément :
lim
t→a

f(t) = ℓ ∈ E si, et seulement si, pour tout suite (tn) de I convergeant vers a,
la suite

(
f(tn)

)
converge vers ℓ.

En notant f1, . . . , fp les applications-coordonnées de f relativement à une base

(e1, . . . , ep) de E, alors lim
t→a

f(t) = ℓ =
p∑
k=1

ℓk ek ∈ E si, et seulement si, pour tout

k ∈ J1, pK, lim
t→a

fk(t) = ℓk.

Étendons à présent la notion de dérivabilité.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R
et f une application de I vers E.
On dit que f est dérivable en a ∈ I si lim

h→0

f(a+ h)− f(a)
h

existe dans E.

Si elle existe, elle est notée f ′(a) et appelée dérivée de f en a.

On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.
Si n ∈ N, on dit que f est de classe Cn (respectivement C∞) si f (n) existe
et est continue sur I (respectivement si f est indéfiniment dérivable sur I).

2. L’unicité de la limite se démontre de la même façon que pour une fonction de R dans R.
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Si f est dérivable sur I, sa fonction dérivée f ′ est alors définie par

f ′ :
ß
I −→ E
t 7−→ f ′(t) .

De la même manière que pour les notions précédentes, si f1, . . . , fp sont les applications-
coordonnées de f relativement à une base (e1, . . . , ep) de E, f dérivable en a ∈ I
si, et seulement si, chaque fk est dérivable en a, et dans ce cas

f ′(a) =
p∑
k=1

f ′
k(a) ek.

De même f de classe Cn sur I si, et seulement si, chaque fk est de classe Cn sur I.

Une combinaison linéaire d’applications de classe Cn sur I est de classe Cn sur I.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R,
a ∈ I et f une application de I vers E.
Alors f dérivable en a si, et seulement si,

∃ℓ ∈ E,∀t ∈ I, f(t) = f(a) + (t− a)ℓ+ o(t− a).

Si f est dérivable en a, le développement limité à l’ordre 1 de f en a est

f(t) = f(a) + (t− a)f ′(a) + o(t− a).

Étendons à présent les notions de dérivabilité à gauche et à droite.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R,
a ∈ I et f une application de I vers E.
On dit que f est dérivable à droite en a si lim

h→0
h>0

f(a+ h)− f(a)
h

existe
dans E.
On dit que f est dérivable à gauche en a si lim

h→0
h<0

f(a+ h)− f(a)
h

existe
dans E.

Si f est dérivable à droite en a, on note f ′
d(a) = lim

h→0
h>0

f(a+ h)− f(a)
h

.

Si f est dérivable à gauche en a, on note f ′
g(a) = lim

h→0
h<0

f(a+ h)− f(a)
h

.
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Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R,
a ∈ I et f une application de I vers E. Alors f dérivable en a si, et seulement
si, f dérivable à droite et à gauche en a et f ′

d(a) = f ′
g(a).

De plus, dans ce cas, f ′(a) = f ′
d(a) = f ′

g(a).

12.2 Opérations sur les fonctions dérivables
Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R,
f et g deux applications de I vers E dérivables sur I.
1. Si λ ∈ K, λf + g est dérivable sur I et (λf + g)′ = λf ′ + g′.
2. Soient J est un intervalle de R, φ une application de J vers R, dérivable

sur J avec φ(J) ⊂ I. Alors f ◦ φ est dérivable sur J et
(f ◦ φ)′ = (f ′ ◦ φ)φ′.

Toujours dans les propriétés des fonctions dérivables, introduisons une application
linéaire dans le théorème suivant.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, I un
intervalle de R, f une application de I vers E et L ∈ L(E,F ). Si f est
dérivable sur I alors 3 L ◦ f est dérivable sur I et

(L ◦ f)′ = L ◦ f ′.

Introduisons à présent une application bilinéaire.

Théorème

Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés de dimension finie, I un
intervalle de R, f une application de I vers F , g une application de I vers
G et B une application bilinéaire de F ×G vers E. Si f et g sont dérivables
sur I alors 4 B(f, g) est dérivable sur I et

(
B(f, g)

)′ = B(f ′, g) +B(f, g′).

3. L’application L ◦ f est parfois notée L(f).
4. L’écriture abusive B(f, g) désigne l’application t 7→ B

(
f(t), g(t)

)
.
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Illustrons ce théorème par trois exemples :

1. Soient λ :
ß
I −→ K
t 7−→ λ(t) et X :

ß
I −→ Mn,1(K)
t 7−→ X(t) .

Si X et λ sont dérivables sur I alors λX est dérivable sur I et

(λX)′ = λ′X + λX ′.

2. Soient A :
ß
I −→ Mn(K)
t 7−→ A(t) et X :

ß
I −→ Mn,1(K)
t 7−→ X(t) .

Si A et X sont dérivables sur I alors AX est dérivable sur I et

(AX)′ = A′X +AX ′.

3. Soient
(
E, ⟨·|·⟩

)
un espace euclidien, u et v deux applications de I vers E déri-

vables sur I. Alors l’application t 7→
〈
u(t)

∣∣ v(t)
〉

est dérivable sur I et
(
⟨u|v⟩

)′ = ⟨u′|v⟩+ ⟨u|v′⟩ .

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, n ∈ N∗, E1, . . . , En
des espaces vectoriels normés de dimension finie, f1, . . . , fn des applications
de I vers E1, . . . , En et M une application multilinéaire de E1 × · · · × En
vers E.
Si les fi sont dérivables sur I alors M est dérivable sur I et

(
M(f1, . . . , fn)

)′ =
n∑
i=1

M(f1, . . . , fi−1, f
′
i , fi+1, . . . , fn).

Illustrons ce théorème avec le déterminant.

Soit A :
ß
I −→ Mn(K)
t 7−→ A(t) . Pour tout t ∈ I, notons C1(t), . . . , Cn(t) les colonnes

de A(t) et D(t) = det
(
A(t)

)
= det

(
C1(t), . . . , Cn(t)

)
.

Alors D′(t) =
n∑
i=1

det
(
C1(t), . . . , Ci−1(t), C ′

i(t), Ci+1(t), . . . , Cn(t)
)
.

12.3 Intégration sur un segment
Dans cette section, lorsqu’on considère le segment [a, b] de R, a < b.
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Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, B= (e1, . . . , ep) une
base de E, f une application de [a, b] vers E et f1, . . . , fp ses applications-
coordonnées relativement à la base B.
On dit que f est continue par morceaux sur [a, b] si les fi le sont.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (e1, . . . , ep)
une base de E, f une application de [a, b] vers E continue par morceaux
sur [a, b] et f1, . . . , fp ses applications coordonnées relativement à la base B.

Alors
p∑
k=1

Ç∫ b

a

fk(t) dt
å
ek, indépendante de la base de E choisie, est ap-

pelée intégrale de f sur [a, b] et notée
∫ b

a

f(t) dt.

Comme le calcul d’une intégrale d’une fonction continue sur [a, b] à valeurs dans un
espace vectoriel normé de dimension finie se ramène donc aux calculs des intégrales
des fonctions coordonnées, la linéarité et la relation de Chasles sont naturellement
étendues aux fonctions vectorielles.
Présentons à présent une propriété de linéarité de l’intégrale d’une fonction vec-
torielle.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, f une
application de [a, b] vers E, continue par morceaux sur [a, b] et L ∈ L(E,F ).
Alors l’application L ◦ f est continue par morceaux sur [a, b] et

L

Ç∫ b

a

f(t) dt
å

=
∫ b

a

(L ◦ f)(t) dt.

Illustrons ce théorème par un exemple.

Soient A :
ß

[a, b] −→ Mn(K)
t 7−→ A(t) = aij(t)

continue par morceaux 5 sur [a, b] et l’en-

domorphisme L :
ß

Mn(K) −→ Mn(K)
X 7−→ P−1XP

où P ∈ GLn(K).

Alors P−1
Ä∫ b
a
A(t) dt

ä
P =

∫ b
a
P−1A(t)P dt.

5. c’est-à-dire que les fonctions t 7→ aij(t) sont continues par morceaux sur [a, b].
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12.4 Sommes de Riemann
Étendons la notion de sommes de Riemann aux fonctions vectorielles.

Définition

Soient n ∈ N∗, E un espace vectoriel normé de dimension finie et f une
application de [a, b] vers E.
On appelle somme de Riemann d’ordre n associée à f relativement à une
subdivision régulière de [a, b] l’une des deux sommes suivantes

b− a
n

n∑
k=1

f

Å
a+ k

b− a
n

ã
ou b− a

n

n−1∑
k=0

f

Å
a+ k

b− a
n

ã
.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, f une application
de [a, b] vers E continue par morceaux sur [a, b]. Alors∫ b

a

f(t) dt = lim
n→+∞

b− a
n

n−1∑
k=0

f

Å
a+ k

b− a
n

ã
= lim
n→+∞

b− a
n

n∑
k=1

f

Å
a+ k

b− a
n

ã
.

Ce théorème permet d’étendre l’inégalité triangulaire aux fonctions vectorielles.

Théorème (inégalité triangulaire)

Soient
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé de dimension finie et f une

application de [a, b] vers E continue par morceaux sur [a, b]. Alors∥∥∥∥∥
∫ b

a

f(t) dt
∥∥∥∥∥ �

∫ b

a

∥∥f(t)
∥∥ dt.

12.5 Intégrale fonction de sa borne supérieure

Définition

Soient I un intervalle de R, E un espace vectoriel normé de dimension finie,
f et F deux applications de I vers E. On dit que F est une primitive de f
sur I si F est dérivable sur I de dérivée égale à f .

En revenant à nouveau aux applications coordonnées, si F est une primitive de f
sur I, toute primitive de f sur I est de la forme F + u où u ∈ E.
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Théorème

Soient I un intervalle de R, a ∈ I, E un espace vectoriel normé de dimension
finie, f une application de I vers E continue sur I.

Alors 6 F :
ß
I −→ E
x 7−→

∫ x
a
f(t) dt est une primitive 7 de f sur I et l’unique

s’annulant en a.

Corollaire

Soient I un intervalle de R, E un espace vectoriel normé de dimension finie,
f une application de I vers E continue sur I et F une primitive de f sur I.
Alors pour tout (a, b) ∈ I2,

∫ b
a
f(t) dt = F (b)− F (a).

Énonçons à présent l’extension de l’inégalité des accroissements finis aux fonctions
vectorielles.

Théorème (inégalité des accroissements finis)

Soient I un intervalle de R,
(
E, ∥·∥

)
un espace vectoriel normé de dimension

finie et f une application de I vers E de classe C1 sur I. S’il existe K ∈ R+
tels que pour tout t ∈ I,

∥∥f ′(t)
∥∥ � K, alors pour tout (a, b) ∈ I2,∥∥f(b)− f(a)

∥∥ � K|b− a|.

12.6 Formules de Taylor

Théorème (formule de Taylor avec reste intégral)

Soient n ∈ N, I un intervalle de R, E un espace vectoriel normé de dimension
finie et f une application de I vers E de classe Cn+1 sur I.
Alors pour tout (a, x) ∈ I2,

f(x) =
n∑
k=0

(x− a)k
k! f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n
n! f (n+1)(t) dt.

6. Ce résultat porte parfois le nom de théorème fondamental de l’analyse ou théorème fonda-
mental de l’intégration.

7. ce qui signifie que F est de classe C1 sur I avec F ′ = f .
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Théorème (inégalité de Taylor-Lagrange)

Soient n ∈ N, I un intervalle de R,
(
E, ∥ · ∥

)
un espace vectoriel normé de

dimension finie et f une application de I vers E de classe Cn+1 sur I.
Alors, pour tout (a, x) ∈ I2,∥∥∥∥∥f(x)−

n∑
k=0

(x− a)k
k! f (k)(a)

∥∥∥∥∥ �
|x− a|n+1

(n+ 1)! sup
t∈[a,x]

∥∥∥f (n+1)(t)
∥∥∥.

Théorème (formule de Taylor-Young)

Soient n ∈ N, I un intervalle de R, E un espace vectoriel normé de dimension
finie et f une application de I vers E de classe Cn sur I.
Alors, pour tout (a, x) ∈ I2,

f(x) =
n∑
k=0

(x− a)k
k! f (k)(a) + o

(
(x− a)n

)
.

Cette égalité est appelée développement limité de f à l’ordre n en a.

12.7 Arcs paramétrés du plan
Définition

Soient I un intervalle de R et k ∈ N∪ {+∞}. On appelle arc paramétré du

plan 8 toute application γ :
{

I ⊂ R −→ R2

t 7−→ γ(t) =
Å
x(t)
y(t)

ã
où x et y sont

des applications de I vers R.
Pour tout t ∈ I, on note Mt le point de coordonnées

(
x(t), y(t)

)
dans un

repère orthonormé du plan cartésien.
L’ensemble γ(I) =

{
Mt; t ∈ I

}
est appelé trajectoire de l’arc 9 et noté Γ.

L’arc paramétré γ est dit de classe Ck sur I si x et y sont de classe Ck sur I.
Un arc paramétré du plan est donc un cas particulier d’une fonction vectorielle.
Il décrit le mouvement d’un mobile ponctuel M dans le plan. La variable de départ
t représente alors le temps et l’ensemble d’arrivée est dans le plan de sa trajectoire.
Pour tout t ∈ I, Mt donne la position du mobile à l’instant t. La trajectoire d’un
arc γ modélise donc l’ensemble des positions successives γ(t) = Mt prises par le
mobile au cours du temps.

8. ou courbe paramétrée.
9. ou support de l’arc qui est donc une courbe du plan.
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Lorsque les vecteurs γ′(t) et γ′′(t) existent en un instant donné t, ils donnent
respectivement la vitesse et l’accélération du point M à l’instant t.

Définition

Soient γ un arc de classe C1, Γ son support et Mt0 ∈ Γ.
On dit que Mt0 est un point régulier si γ′(t0) ̸= (0, 0).
On dit que Mt0 est un point stationnaire 10 si γ′(t0) = (0, 0).

Soient k ∈ N∗, γ un arc paramétré du plan de classe Ck, Γ son support et Mt0 ∈ Γ.
On suppose qu’il existe i ∈ �1, k� tel que γ(i)(t0) soit non nul 11.
Γ admet une tangente en Mt0 si la droite

(
Mt0Mt

)
admet une position limite

quand t tend vers t0.

Théorème

La tangente à Γ en Mt0 est la droite passant par Mt0 dirigée par γ(p)(t0)
où p = min

{
i ∈ �1, k� tel que γ(i)(t0) ̸= (0, 0)

}
.

Si Mt0 est un point régulier, p = 1 donc la tangente à Γ en Mt0 est dirigée par
γ′(t0).
Intéressons-nous à présent à l’étude locale d’un arc paramétré.
Soient k ∈ N∗, γ un arc paramétré de classe Ck, Γ son support et Mt0 ∈ Γ.
On suppose qu’il existe i ∈ �1, k� tel que γ(i)(t0) soit non nul.
On note comme précédemment p = min

{
i ∈ �1, k� tel que γ(i)(t0) ̸= (0, 0)

}
puis

notons q l’entier, défini, s’il existe, par

q = min
{
i ∈ �p, k� tel que

(
γ(p)(t0), γ(i)(t0)

)
soit libre

}
.

(
γ(p)(t0), γ(q)(t0)

)
, famille libre de deux vecteurs de R2 de dimension 2, est une

base de R2.
Le nouveau repère

(
Mt0 , γ

(p)(t0), γ(q)(t0)
)

va nous permettre de déterminer le
comportement de la courbe au voisinage de Mt0 .

10. ou singulier.
11. Même un arc de classe C∞ ne vérifie pas toujours cette condition. Choisissons par exemple

x :





R −→ R

t 7−→
®

e−1/t2 si t ̸= 0
0 si t = 0

et γ :




R −→ R2

t 7−→ γ(t) =
Å

x(t)
0

ã
, alors pour tout n ∈ N,

γ(n)(0) = (0, 0).
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Définition

Soient k ∈ N∗, γ un arc paramétré de classe Ck, Γ son support et Mt0 ∈ Γ.
On suppose que les entiers p et q définis précédemment existent.
• Si p est impair et q pair, on dit que Mt0 est un point ordinaire.
• Si p et q sont impairs, on dit que Mt0 est un point d’inflexion.
• Si p est pair et q impair, on dit que Mt0 est un point de rebroussement

de première espèce.
• Si p et q sont pairs, on dit que Mt0 est un point de rebroussement de

deuxième espèce.

q pair

p
im

pa
ir

t < t0 t > t0

Γ
γ(q)(t0)

γ(p)(t0)Mt0

Point ordinaire

q impair

t < t0

t > t0

Γ
γ(q)(t0)

γ(p)(t0)Mt0

Point d’inflexion

p
pa

ir

t < t0

t > t0

Γ
γ(q)(t0)

γ(p)(t0)Mt0

Point de rebroussement de 2e espèce
t < t0

t > t0

Γ
γ(q)(t0)

γ(p)(t0)

Mt0

Point de rebroussement de 1re espèce

Un point de rebroussement (de première ou de deuxième espèce) Mt0 est nécessai-
rement un point stationnaire car p pair implique γ′(t0) = (0, 0).

Ainsi, un point régulier est soit un point ordinaire, soit un point d’inflexion.

Pour qu’un point régulier Mt0 soit un point d’inflexion, il faut nécessairement que
γ′(t0) et γ′′(t0) soient colinéaires c’est-à-dire x′(t0)y′′(t0) = x′′(t0)y′(t0).
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Définition

Soient γ :
{

I ⊂ R −→ R2

t 7−→ γ(t) =
Å
x(t)
y(t)

ã
un arc paramétré du plan, Γ sa

trajectoire et t0 l’une des extrémités de I (+∞ ou −∞ le cas échéant).
On dit que Γ admet une branche infinie en t0 si 12 : lim

t→t0

∥∥γ(t)
∥∥ = +∞.

Si lim
t→t0

x(t) = ±∞ ou si lim
t→t0

y(t) = ±∞, alors lim
t→t0

»
x2(t) + y2(t) = +∞ donc Γ

admet une branche infinie en t0.
La réciproque est fausse. Pour s’en convaincre, il suffit par exemple de choisir
x(t) = t cos(t) et y(t) = t sin(t) et t0 = +∞ : x(t) et y(t) n’ont pas de limite quand
t tend vers +∞ et pourtant

√
x2(t) + y2(t) = |t| −−−−→

t→+∞
+∞.

t → t0
Γ

y = b

0

La droite y = b est
asymptote à Γ
lorsque t→ t0.

t → t0

Γ x = a
0

La droite x = a est
asymptote à Γ
lorsque t→ t0.

t → t0

Γ
y = ax + b

0

La droite y = ax+ b
est asymptote à Γ

lorsque t→ t0.

t → t0

Γ

0
x

y

Branche parabolique
de direction

asymptotique Oy

t → t0 Γ

0
x

y

Branche parabolique
de direction

asymptotique Ox

t → t0

Γ
y

=
ax

0
x

y

Branche parabolique
de direction

asymptotique y = ax

12. On peut choisir par exemple la norme euclidienne :
∥∥γ(t)

∥∥ =
√

x2(t) + y2(t), la définition
restant valable pour une autre norme.
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Définition

Soient γ :
{

I ⊂ R −→ R2

t 7−→ γ(t) =
Å
x(t)
y(t)

ã
un arc paramétré du plan et Γ

sa trajectoire admettant une branche infinie en t0.
• Si lim

t→t0
x(t) = a ∈ R et lim

t→t0
y(t) = ±∞, Γ admet une asymptote verticale

d’équation x = a.
• Si lim

t→t0
x(t) = ±∞ et lim

t→t0
y(t) = b ∈ R, Γ admet une asymptote hori-

zontale d’équation y = b.
• Si lim

t→t0
x(t) = ±∞ et lim

t→t0
y(t) = ±∞ alors

• Si lim
t→t0

y(t)
x(t) = 0, Γ admet une branche parabolique de direction asymp-

totique l’axe des abscisses.
• Si lim

t→t0

y(t)
x(t) = ±∞, Γ admet une branche parabolique de direction

asymptotique l’axe des ordonnées.
• Si lim

t→t0

y(t)
x(t) = c ∈ R∗, alors

• Si lim
t→t0

y(t)−cx(t) = ±∞, alors Γ admet une branche parabolique

de direction asymptotique la droite d’équation y = cx.
• Si lim

t→t0
y(t) − cx(t) = d, alors Γ admet une asymptote (oblique)

d’équation y = cx+ d.
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Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels sont des R-espaces vectoriels non
réduits au vecteur nul et tout ouvert est supposé non vide.

13.1 Application différentiable et différentielle
Les notions de différentiabilité et de différentielle pour des applications dans des
espaces vectoriels normés généralisent celles de dérivabilité et de dérivée pour des
applications de R vers R.
Rappelons la définition de la dérivabilité de f en un point a ∈ I pour une appli-
cation f d’un intervalle I de R vers R :

f est dérivable en a si f(a+h)−f(a)
h tend vers une limite finie ℓ ∈ R lorsque h tend

vers 0.
Cette définition est équivalente à l’existence d’un réel ℓ et d’une fonction ε de I
vers R tels que pour tout h ∈ R (vérifiant a+ h ∈ I), on ait

f(a+ h) = f(a) + hℓ+ hε(h) où ε(h) −−−→
h→0

0
ou encore f(a+ h) = f(a) + hℓ+ o(h).
Nous étendons donc dans ce chapitre les notions de dérivabilité d’une fonction
d’une variable réelle aux applications d’un espace vectoriel normé E de dimension
finie vers un espace vectoriel normé F de dimension finie.
Bien qu’il y ait un isomorphisme isométrique 1, 2 entre un espace vectoriel normé
E de dimension finie n ⩾ 1 et Rn les notions abordées sont adaptées à des espaces
de natures bien différentes d’un espace Rk comme L(E,F ) ou Mn(R).
Il n’est cependant pas inutile, afin de mieux assimiler ce cours, d’appliquer d’abord
les définitions à E = Rn et F = Rp et même d’abord E = Rn (voire R2) et F = R
puis E = R et F = Rn.

1. c’est-à-dire qu’il existe une application linéaire bijective f de Rn vers E telle que pour tout
x ∈ Rn,

∥∥f(x)
∥∥ = ∥x∥.

2. Car si B = (e1, . . . , en) est une base de E, l’application f : Rn −→ E définie pour tout

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn par f(x) =
n∑

k=1
xkek est linéaire, bijective et isométrique.
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Étendons tout d’abord une notion de négligeabilité aux fonctions définies et à
valeurs dans des espaces vectoriels normés.

Définition

Soient
(
E, ∥ · ∥E

)
et

(
F, ∥ · ∥F

)
deux espaces vectoriels normés 3, A ⊂ E, f

une application de A vers F et N une application de A vers R+.
On dit que le vecteur f(x) est négligeable devant le réel N(x) au voisinage
du vecteur nul 4, et on écrit 5 f(x) = o

(
N(x)

)
si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ A,
∥∥x∥∥

E
< α =⇒

∥∥f(x)
∥∥
F
⩽ εN(x).

Généralisons à présent la notion de dérivabilité.

Définition

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie 6, U un
ouvert de E, a ∈ U et f une application de U vers F . On dit que f est
différentiable en a s’il existe une application linéaire 7 L ∈ L(E,F ) telle
que, pour tout 8, 9 h ∈ E,

f(a+ h) = f(a) + L(h) + o
(
∥h∥

)
. (∗)

f différentiable en a signifie donc que l’on peut « approcher », au voisinage de a,
l’« accroissement » h 7−→ f(a+ h)− f(a) par une application linéaire L.
Plus précisément le reste f(a+h)−f(a)−L(h) est négligeable devant ∥h∥ lorsque
h tend vers le vecteur nul c’est-à-dire

lim
h→0

∥∥f(a+ h)− f(a)− L(h)
∥∥

∥h∥
= 0

ce qui peut encore s’écrire sous la forme

3. Tous les espaces vectoriels normés de ce chapitre sont des espaces vectoriels sur R.
4. Sans précision, la négligeabilité sera toujours au voisinage de 0.
5. Se lit « f(x) est un petit o de N(x) ».
6. Tous les espaces vectoriels normés de ce chapitre sont dorénavant de dimension finie. On

rappelle que toutes les normes d’un espace de dimension finie sont équivalentes. Afin de ne pas
alourdir les notations, les normes sur E et F seront notées, non pas ∥·∥E et ∥·∥F , mais simplement
∥ · ∥.

7. La définition est encore valable pour des espaces de dimension infinie en remplaçant
« linéaire » par « linéaire continue ». Rappelons que toute application linéaire de E vers F est
continue lorsque E est de dimension finie.

8. Afin que f(a + h) soit définie, il est sous-entendu (comme dans le reste du chapitre) que
a + h doit appartenir à U ce qui est possible si ∥h∥ est suffisamment petite. En effet, comme U
est un ouvert de E, U est un voisinage de a donc il existe r ∈ R∗

+ tel que B(a, r) ⊂ U . Donc si
∥h∥ < r, a + h ∈ B(a, r) ⊂ U .

9. On peut aussi écrire, pour tout h voisin du vecteur nul de E c’est-à-dire appartenant à un
voisinage du vecteur nul de E.
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∀ε > 0, ∃α > 0, ∥h∥ < α =⇒
∥∥f(a+ h)− f(a)− L(h)

∥∥ � ε∥h∥.

L’expression (∗) de la définition précédente peut également s’écrire

f(a+ h) = f(a) + L(h) + ∥h∥ε(h)

où le vecteur ε(h) ∈ F tend vers le vecteur nul lorsque le vecteur h ∈ E tend vers
le vecteur nul c’est-à-dire lim

h→0

∥∥ε(h)
∥∥ = 0.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, a ∈ U et f une application de U vers F .
S’il existe L ∈ L(E,F ) telle que pour tout h ∈ E,

f(a+ h) = f(a) + L(h) + o
(
∥h∥

)
alors L est unique.
L est appelée différentielle de f en a 10 et est notée 11 df(a).

L’image de tout h ∈ E par df(a) sera notée df(a)(h).

Définition

Soient E et F deux espaces vectoriels normés 12 de dimension finie, U un
ouvert de E et f une application de U vers F . On dit que f est différentiable
sur U si f est différentiable en tout point de U .
On appelle alors différentielle de f l’application notée df définie par

df :
®
U −→ L(E,F )
x 7−→ df(x)

.

Soient
(
E, ⟨·|·⟩

)
un espace euclidien et f :

®
E −→ R
x 7−→ ⟨x|x⟩ = ∥x∥2

Alors pour tout x ∈ E et tout h ∈ E, on a f(x+ h) = ∥x∥2 + 2 ⟨x|h⟩+ ∥h∥2.

Comme ∥h∥2 est un o
(
∥h∥

)
, on a directement df(x)(h) = 2 ⟨x|h⟩.

10. ou application linéaire tangente à f en a.
11. La notation pour la différentielle de f en a n’est malheureusement pas figée : certains la

notent dfa ou daf ou Df(a) ou Dfa ou f ′
a voire même f ′(a) !

12. On pourrait supposer simplement que E et F sont deux espaces vectoriels de dimension
finie car la notion de différentielle ne dépend pas des normes choisies sur E et F . On rappelle
d’autre part que toutes les normes d’un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes.
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Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E et f une application de U vers F .
1. Si f est constante, alors pour tout a ∈ U , df(a) est l’application linéaire

nulle.
2. Si E = R, I est un intervalle ouvert de E et a ∈ I, on a

f différentiable en a⇐⇒ f dérivable en a

et pour tout a ∈ I, f ′(a) = df(a)(1).
3. Si f est linéaire, alors f est différentiable sur U et, pour tout a ∈ U ,

df(a) = f .

Énonçons dans les trois théorèmes qui suivent quelques propriétés des applications
différentiables.

Théorème

Soient E, F deux espaces vectoriels normés de dimension finie et U un
ouvert de E. Alors 13 toute application de U vers F différentiable en a ∈ U
est continue en a.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, λ ∈ R, f et g deux applications de U vers F .
Si f et g sont différentiables sur U , λf + g est différentiable sur U et pour
tout a ∈ U , d(λf + g)(a) = λ df(a) + dg(a).

Théorème (règle de la chaîne)

Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, a ∈ U , V un ouvert de F , f une application de U vers F telle
que f(U) ⊂ V et g une application de V vers G. Si f est différentiable en
a et g différentiable en f(a) alors g ◦ f est différentiable en a et

d(g ◦ f)(a) = dg
(
f(a)

)
◦ df(a).

13. Donc toute application de U vers F différentiable sur U est continue sur U .
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Corollaire (dérivée le long d’un arc)

Soient E et F , deux espaces vectoriels normés de dimension finie, I un in-
tervalle de R, a ∈ I, V un ouvert de E, γ une application 14 de I vers E
dérivable en a tel que γ(I) ⊂ V et f une application de V vers F différen-
tiable en γ(a). Alors f ◦ γ est dérivable en a et

(f ◦ γ)′(a) = df
(
γ(a)

)(
γ′(a)

)
.

L’application (f ◦ γ)′ est appelée dérivée de f le long de l’arc γ.

Énonçons le théorème relatif à la différentielle d’une application multilinéaire.

Théorème
Soient n ∈ N∗, E1, . . . , En et F des espaces vectoriels normés de dimensions
finie. Toute application multilinéaire f : E1 × · · · × En → F est différen-
tiable sur E1 × · · · × En et pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En et tout
(h1, . . . , hn) ∈ E1 × · · · × En, on a 15

df(x1, . . . , xn)(h1, . . . , hn) =
n∑
k=1

f
(
x1, . . . , xk−1, hk, xk+1, . . . , xn

)
.

13.2 Dérivées partielles
Définition
Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, a ∈ U , v un vecteur non nul de E et f une application de U
vers F . On dit que f admet une 16 dérivée en a (ou est dérivable en a) selon
le vecteur v si l’application g : t 7→ f(a + tv), définie 17 sur un voisinage
de 0, est dérivable en 0 c’est-à-dire si lim

t→0
f(a+tv)−f(a)

t existe.
Cette dérivée en a selon le vecteur v se note alors Dvf(a) ou ∂f

∂v (a).

Si f admet une dérivée selon le vecteur v en tout point x ∈ U , on appelle
dérivée de f selon v l’application notée Dvf :

ß
U −→ F
x 7−→ Dvf(x) .

14. Toute application d’un intervalle I de R vers un espace vectoriel E de dimension finie est
appelée arc (tracé ou inscrit dans E).

15. via la convention suivante : le premier terme de la somme est f
(
h1, x2, . . . , xn

)
et le dernier

est f
(
x1, . . . , xn−1, hn

)
.

16. On dit aussi dérivée en a suivant v ou dérivée en a dans la direction de v ou encore dérivée
directionnelle selon v en a.
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Soit f :





R2 −→ R

(x, y) 7−→

{
x2y
x4+y2 si (x, y) ̸= (0, 0)

0 sinon
.

On peut montrer que f admet une dérivée en (0, 0) selon tout vecteur non nul

(a, b) définie par D(a,b)f(0, 0) =
®

a2

b si b ̸= 0
0 sinon

.

Théorème
Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, a ∈ U et f une application de U vers F .
Si f est différentiable en a, alors, pour tout vecteur v non nul de E, f admet
une dérivée en a selon v et on a Dvf(a) = df(a)(v).

La réciproque de ce théorème est fausse : en reprenant l’exemple précédent, f
admet une dérivée en (0, 0) selon tout vecteur non nul (a, b) mais f n’est pas
continue en (0, 0) donc non différentiable en (0, 0).

Définition
Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, B = (e1, . . . , en) une base de E, a ∈ U et f une application
de U vers F . On dit que f admet une dérivée partielle en a par rapport à
la i-ème place 18 si f admet une dérivée en a selon le vecteur ei.
Elle se note alors Dif(a) ou ∂f

∂xi
(a).

Si f admet une dérivée partielle par rapport à la i-ème place en tout point
a ∈ U , on appelle dérivée partielle de f par rapport à la i-ème place l’ap-

plication notée Dif ou ∂f
∂xi

:
®
U −→ F

a 7−→ ∂f
∂xi

(a)
.

Si f admet pour tout i ∈ �1, n� une dérivée partielle par rapport à la i-ème
place en tout point a ∈ U , on appelle dérivées partielles de f les n dérivées
partielles 19 ∂f

∂xi
pour i ∈ �1, n�.

17. Comme a ∈ U et U est un ouvert de E, il existe r ∈ R∗
+ tel que B(a, r) ⊂ U . Il existe

δ ∈ R∗
+ tel que δ∥v∥ < r. Ainsi pour tout t ∈ ]−δ, δ[, a + tv ∈ B(a, r) ⊂ U et g est ainsi définie

sur ]−δ, δ[.
18. On dit aussi i-ème dérivée partielle en a ou encore dérivée partielle en a par rapport à la

i-ème variable.
19. Lorsque E = R2, ∂f

∂x1
et ∂f

∂x2
seront généralement notées ∂f

∂x
et ∂f

∂y
. Elles seront appelées

dérivées partielles de f par rapport à x et y.
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Via cette définition f admet une dérivée partielle en a = (a1, . . . , an) ∈ U par

rapport à la i-ème place si lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)
t

existe.

En particulier, si E = Rn et (e1, . . . , en) est la base canonique de Rn, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f admet une dérivée partielle en a = (a1, . . . , an) ∈ U par rapport à la i-ème
place.

(ii) lim
t→0

f(a1, . . . , ai−1, ai + t, ai+1, . . . , an)− f(a1, . . . , an)
t

existe.

(iii) L’application d’une variable réelle :
ß

R −→ F
t 7−→ f(a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , an)

est dérivable en ai.

Le théorème suivant montre le lien entre différentielle et dérivées partielles.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, B = (e1, . . . , en) une base de E, a ∈ U et f une application
de U vers F .
Si f est différentiable en a alors les n dérivées partielles de f en a existent
et pour tout h =

n∑
k=1

hkek ∈ E, on a

df(a)(h) =
n∑
k=1

hk
∂f

∂xk
(a).

La réciproque de ce théorème est fausse : en reprenant l’exemple page 201, les
dérivées partielles de f en (0, 0) existent

∂f

∂x
(0, 0) = D(1,0)f(0, 0) = 0 et ∂f

∂y
(0, 0) = D(0,1)f(0, 0) = 0.

Or, on a vu précédemment que f n’est pas différentiable en (0, 0) car non continue
en (0, 0).

Notons que, contrairement aux fonctions d’une variable réelle où la dérivabilité
implique la continuité, les dérivées partielles de f en (0, 0) existent et pourtant f
n’est pas continue en (0, 0).
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Théorème
Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, B = (e1, . . . , en) une base de E, B′ = (e′

1, . . . , e
′
p) une base

de F , f =
p∑
k=1

fke
′
k une application 20 de U vers F où pour tout k ∈ �1, p�,

les applications fk de U vers R sont les applications-coordonnées de f re-
lativement à B′. Alors f différentiable en a si, et seulement si, chaque fk
est différentiable en a.
On a alors 21 pour tout h ∈ E, df(a)(h) =

p∑
k=1

dfk(a)(h) e′
k.

En particulier, on a pour tout i ∈ �1, n�, df(a)(ei) =
p∑
k=1

∂fk

∂xi
(a) e′

k.

13.3 Matrice jacobienne et jacobien

Définition
Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, B = (e1, . . . , en) une base de E, B′ = (e′

1, . . . , e
′
p) une base

de F , a ∈ U et f =
p∑
k=1

fke
′
k une application de U vers F où pour tout

k ∈ �1, p�, les fk sont les applications de U vers R, coordonnées de f
relativement à B′.
Si f est différentiable en 22 a, on appelle matrice jacobienne de f en a rela-
tivement au couple de bases 23 (

B,B′) la matrice de l’application linéaire
df(a) relativement à

(
B,B′). Elle est notée 24 Jac f(a) et, via le théorème

précédent,

Jac f(a) =

à
∂f1
∂x1

(a) . . .
∂f1
∂xn

(a)
...

...
∂fp
∂x1

(a) . . .
∂fp
∂xn

(a)

í

∈Mp,n(R).

Dans le cas où dim(E) = dim(F ), on appelle jacobien de f en a le déter-
minant de la matrice jacobienne de f en a.

20. Cette écriture abusive signifie que pour tout x ∈ U , f(x) =
p∑

k=1
fk(x)e′

k.

21. Dans le cas où E = Rn et F = Rp munis de leur base canonique respective, on pourra
écrire df(a)(h) sous la forme df(a)(h) = (df1(a)(h), . . . , dfp(a)(h)).
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Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, B et B′

des bases respectives de E et F , U un ouvert de E, a ∈ U , λ ∈ R, f et g
deux applications de U vers F différentiables en a.

Alors Jac (λf + g)(a) = λ Jac f(a) + Jac g(a).

Théorème

Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés de dimension finie, B, B′

et B′′ des bases de E, F et G, U un ouvert de E, a ∈ U , V un ouvert de F ,
f une application de U vers F telle que f(U) ⊂ V , différentiable en a et g
une application de V vers G différentiable en f(a).

Alors Jac (g ◦ f)(a) = Jac g
(
f(a)

)
Jac f(a).

On en déduit le théorème de composition des dérivées partielles suivant.

Corollaire

Soient (n, p) ∈ (N∗)2, U un ouvert de Rn, V un ouvert de Rp,

f :
®

U −→ Rp

(x1, . . . , xn) 7−→
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fp(x1, . . . , xn)

)

telle que f(U) ⊂ V , différentiable en (a1, . . . , an) ∈ U et

g :
®

V −→ R

(y1, . . . , yp) 7−→ g(y1, . . . , yp)

différentiable en (b1, . . . , bp) =
(
f1(a1, . . . , an), . . . , fp(a1, . . . , an)

)
.

Alors g ◦ f est différentiable en a et pour tout i ∈ �1, n�,

∂(g ◦ f)
∂xi

(a1, . . . , an) =
p∑
k=1

∂g

∂yk
(b1, . . . , bp)

∂fk
∂xi

(a1, . . . , an).

22. L’existence des n dérivées partielles de chaque fk en a est suffisante pour définir la matrice
jacobienne. Rappelons que via le théorème précédent, f différentiable en a implique que chaque
fk est différentiable en a et donc que les n dérivées partielles de chaque fk existent.

23. Dans le cas de E = Rn et F = Rp, on appelle matrice jacobienne de f en a la matrice de
df(a) relativement aux bases canoniques de E et F .

24. Elle est également parfois notée Jf (a) ou plus rarement J(f, a).
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13.4 Gradient

Commençons par donner la définition du gradient d’une application numérique
différentiable via le théorème suivant.

Théorème

Soient
(
E, ⟨·|·⟩

)
un espace euclidien, U un ouvert de E et f une application

de U vers R différentiable sur U .
Alors pour tout a ∈ U , il existe une unique vecteur de E, appelé gradient
de f en a et noté ∇f(a) ou grad f(a), tel que pour tout h ∈ E,

df(a)(h) =
〈
∇f(a)

∣∣h〉.

Donnons maintenant une expression du gradient dans le cas d’une base orthonor-
mée de E.

Théorème

Soient
(
E, ⟨·|·⟩

)
un espace euclidien, (e1, . . . , en) une base orthonormée de

E, U un ouvert de E et f une application de U vers R différentiable sur U .
Alors pour tout a ∈ U , on a

∇f(a) =
n∑
k=1

∂f

∂xk
(a) ek.

Dans le cas particulier de E = Rn, muni de sa base canonique et de son produit

scalaire canonique défini pour tout x =

Ö
x1
...
xn

è

∈ Rn et tout y =

Ö
y1
...
yn

è

∈ Rn

par ⟨x|y⟩ =
n∑
k=1

xkyk, le vecteur gradient de f en a sera noté 25

∇f(a) =

â ∂f

∂x1
(a)

...
∂f

∂xn
(a)

ì

.

Donnons maintenant l’interprétation géométrique du gradient.

25. On peut considérer le gradient comme un cas particulier de matrice jacobienne : plus
précisément, ∇f(a) est la transposée de la matrice-ligne Jac f(a) =

Å
∂f

∂x1
(a) · · ·

∂f

∂xn
(a)
ã

.
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Théorème

Soient U un ouvert de R2, f une application de U vers R, différentiable
sur U . Alors la valeur maximale de la dérivée de f en a ∈ U dans une
direction d’un vecteur unitaire (c’est-à-dire de norme égale à 1) est atteinte
dans la direction du vecteur gradient de f en a et est égale à

∥∥∇f(a)
∥∥ 26.

13.5 Applications de classe C1

Définition

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E et f une application de U vers F . On dit que f est 27 de classe
C1 sur U si f est différentiable sur U et df : U −→ L(E,F ) est continue
sur U .

Énonçons maintenant un des théorèmes fondamentaux de ce chapitre.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E et f une application de U vers F .
Alors 28 f de classe C1 sur U si, et seulement si, les dérivées partielles de
f relativement à une base de E existent et sont continues sur U .

Les trois théorèmes suivants donnent les propriétés classiques des fonctions de
classe C1.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, λ ∈ R, f et g deux applications de U vers F .
Si f et g sont de classe C1 sur U , λf + g est de classe C1 sur U et on a

d(λf + g) = λ df + dg.

26. Ainsi, si on se place en un point a de U , ∇f(a) indique la direction de plus grande pente à
partir de ce point (c’est-à-dire la direction pour laquelle f croît le plus vite) et la pente maximale
est égale à

∥∥∇f(a)
∥∥.

27. ou continûment différentiable.
28. En particulier si les dérivées partielles de f existent et sont continues sur U , alors f est

continue sur U .
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Soient E, F , G trois espaces vectoriels normés de dimension finie, U un ouvert
de E, V un ouvert de F , f une application de U vers F telle que f(U) ⊂ V et g
une application de V vers G.
Si f est de classe C1 sur U et g de classe C1 sur V alors g ◦ f est de classe C1

sur U et pour tout a ∈ U , d(g ◦ f)(a) = dg
(
f(a)

)
◦ df(a).

Théorème

Soient a et b deux réels, E et F deux espaces vectoriels normés de dimension
finie, U un ouvert de E, f une application de U vers F de classe C1 sur U
et γ un arc de [0, 1] vers E tel que γ

(
[0, 1]

)
⊂ U , de classe C1 sur [0, 1].

Alors

f
(
γ(1)

)
− f

(
γ(0)

)
=

∫ 1

0
df

(
γ(t)

)(
γ′(t)

)
dt.

En particulier, si γ(1) = b et γ(0) = a, on a

f(b)− f(a) =
∫ 1

0
df

(
γ(t)

)(
γ′(t)

)
dt.

Le théorème suivant donne la caractérisation des applications de différentielle nulle
sur un ouvert connexe par arcs.

Théorème

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un ou-
vert connexe par arcs 29 de E et f une application de U vers F différentiable
sur U .
Alors f est constante si, et seulement si, df est nulle.

13.6 Vecteurs tangents
Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, X une partie de E
et x ∈ X. On dit qu’un vecteur v de E est tangent à X en x s’il existe
ε > 0 et un arc γ défini sur ]−ε, ε[, à valeurs dans X, dérivable en 0, tels
que γ(0) = x et γ′(0) = v.
On note TxX l’ensemble des vecteurs tangents à X en x.

Soient U un ouvert de R2 et f une application de U vers R. Pour représenter
graphiquement cette application, on se place dans R3 et on trace l’ensemble des
points (x, y, z) ∈ R3 tel que z = f(x, y) autrement dit f peut être représentée

29. Ce théorème est en particulier vérifié si U est un ouvert convexe de E.
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graphiquement par une surface S d’équation z = f(x, y) tout comme le graphe
d’une fonction d’une variable est une courbe d’équation y = f(x).
Soit a ∈ R. On appelle courbe de niveau a, notée Ca, la courbe obtenue en sec-
tionnant la surface S par le plan d’équation z = a. Une courbe de niveau 30 de
f est donc une courbe Ca d’équation f(x, y) = a où a ∈ R. Plus précisément
Ca =

{
(x, y) ∈ R2, f(x, y) = a

}
. En considérant le paramètre a comme l’alti-

tude, les courbes de niveau a de f sont donc des courbes d’altitude constante a et
montrent graphiquement où f passe à l’altitude a. Concrètement, en coupant la
surface S de R3 =

(
O, i⃗, j⃗, k⃗

)
par le plan (horizontal) z = a, on obtient une courbe

que l’on projette dans le plan
(
O, i⃗, j⃗

)
. La superposition dans ce plan de plusieurs

courbes de niveau permettent donc de donner une visualisation de f dans le plan.
Plus la pente de la surface est raide, plus les courbes de niveau sont rapprochées.

Théorème

Soient
(
E, ⟨·|·⟩

)
un espace euclidien, U un ouvert de E, f une application

de U vers R différentiable sur U et X une ligne de niveau de f . Alors les
vecteurs tangents à X au point x ∈ X sont orthogonaux au vecteur gradient
de f en x.

Pour une fonction f d’une variable, la tangente de f en un point x0 donne une
approximation de f au voisinage de ce point. Pour une fonction de deux variables
représentée par une surface S d’équation z = f(x, y), le plan tangent à S en un
point M0 = (x0, y0, z0) de S donne l’allure approximative de la surface au voisinage
de ce point.
L’équation z = f(x, y) peut également s’écrire g(x, y, z) = 0 où

g(x, y, z) = z − f(x, y).

Le plan tangent à S en M0 est l’unique plan passant par M0 et de vecteur normal

∇g(x0, y0, z0) =

Ö−∂f∂x (x0, y0, z0)

−∂f∂y (x0, y0, z0)
1

è

.

On en déduit le théorème suivant.

30. Dans le cas plus général d’un R-espace vectoriel normé E de dimension finie, d’un ouvert
U de E et d’une application f : U → R, on parlera plutôt de lignes de niveau de f pour les
ensembles

{
x ∈ U, f(x) = a

}
où a ∈ R.
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Théorème

Soit M0 = (x0, y0, z0) un point d’une surface S d’équation z = f(x, y) où f
est une application d’un ouvert U de R2 vers R, différentiable sur U telle
que ∇f(x0, y0) ̸= 0. Alors le plan tangent à S en M0 est le plan d’équation

z − z0 = ∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) + ∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

13.7 Point critique et extremum

Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de E,
a ∈ U et f une application de U vers R différentiable en a.
On dit que a est un point critique de f si 31 df(a) = 0.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de E,
a ∈ U et f une application de U vers R.
On dit que f admet un maximum local (respectivement minimum local) en
a s’il existe r ∈ R∗

+ tel que pour tout x ∈ U ,
x ∈ B(a, r) =⇒ f(x) � f(a)

(
respectivement x ∈ B(a, r) =⇒ f(x) � f(a)

)
.

On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum ou
un minimum local en a.

Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de E,
a ∈ U et f une application de U vers R différentiable en a. Si f admet un
extremum local en a, alors 32 df(a) = 0.

Les extrema locaux de f se trouvent donc parmi les points critiques de f .

31. En particulier, B = (e1, . . . , en) étant une base de E, si a est un point critique de f , alors
les dérivées partielles ∂f

∂xi
sont nulles en a pour tout i ∈ �1, n�.

32. et donc, B = (e1, . . . , en) étant une base de E, pour tout i ∈ �1, n�, ∂f
∂xi

(a) = 0.
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Théorème

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de E,
X une partie de U , x ∈ X et f : U → R, différentiable en x et dont la
restriction à X admet un extremum local en x.
Alors df(x) s’annule en tout vecteur tangent à X en x.

Théorème d’optimisation sous une contrainte

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de E,
f et g deux applications de U vers R, de classe C1 sur U , X l’ensemble des
zéros de g et x ∈ X tels que la restriction de f à X admet un extremum
local en x et la différentielle de g en x est non nulle.
Alors df(x) est colinéaire à dg(x).

13.8 Applications de classe Ck

Définition

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, a ∈ U , B = (e1, . . . , en) une base de E, et f une application
de U vers F différentiable 33 sur U .
Soit (i, j) ∈ �1, n�2. On dit que f admet une dérivée partielle seconde (ou
d’ordre 2 ) en a par rapport aux places (j, i), notée 34 ∂2f

∂xj∂xi
(a), si l’appli-

cation ∂f
∂xi

admet une dérivée partielle en a par rapport à la j-ème place.

On a alors ∂2f

∂xj∂xi
(a) = ∂

∂xj

Å
∂f

∂xi

ã
(a).

Soient un entier k � 2 et (i1, . . . , ik) ∈ �1, n�n. On dit que f admet une
dérivée partielle d’ordre k en a par rapport aux places (ik, . . . , i1), no-
tée ∂kf

∂xik
··· ∂xi1

(a), si ∂k−1f
∂xik−1 ··· ∂xi1

existe au voisinage de a et l’application
∂k−1f

∂xik−1 ··· ∂xi1
admet une dérivée partielle par rapport à la ik-ième place en a.

On a alors ∂kf

∂xik · · · ∂xi1
(a) = ∂

∂xik

Ç
∂k−1f

∂xik−1 · · · ∂xi1

å
(a).

33. En particulier les dérivées partielles ∂f
∂xi

sont définies en tout point de U pour tout i ∈ �1, n�.
34. Pour i = j, ∂2f

∂xi∂xi
(a) est notée ∂2f

∂x2
i

(a).
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Définition

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie, U un ouvert de E,
f une application de U vers F différentiable sur U et un entier k � 1.
On dit que f est de classe Ck sur U si les dérivées partielles de f d’ordre k
existent en tout point de U et sont continues sur U .
On dit que f est de classe C∞ sur U si pour tout 35 k ∈ N, f est de classe
Ck sur U .

Si B′ = (e′
1, . . . , e

′
p) est une base de F , f = (f1, . . . , fp) de classe Ck sur U si et

seulement si chaque fi est de classe Ck sur U .
Via une récurrence sur k � 1, la somme de deux applications de classe Ck et le
produit par un scalaire d’une fonction de classe Ck sont de classe Ck de même
que la composée de deux applications de classe Ck.
Soient U un ouvert de R2 et f une application de R2 vers R.
Y a-t-il un lien entre les dérivées croisées ∂2f

∂x∂y et ∂2f
∂y∂x ? Le théorème qui suit

affirme que si f est de classe C2 sur U alors les deux dérivées croisées coïncident.

Théorème de Schwarz

Soient k un entier supérieur ou égal à 2, E et F deux espaces vectoriels de
dimension finie, U un ouvert de E et f une application de U vers F .
Si f est de classe Ck sur U alors pour tout (i1, . . . , ik) ∈ �1, n�k et toute

permutation σ de �1, k�, on a ∂kf

∂xσ(ik) · · · ∂xσ(i1)
= ∂kf

∂xik · · · ∂xi1
.

13.9 Formule de Taylor-Young
Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (e1, . . . , en)
une base de E, U un ouvert de E, a ∈ U et f une application de U vers
R de classe C2 sur U . On appelle matrice hessienne de f en a la matrice
carrée d’ordre n, notée Hf (a) ou Hess f(a), définie par

Hf (a) =

â
∂2f

∂x2
1

(a) . . .
∂2f

∂x1∂xn
(a)

...
...

∂2f

∂xn∂x1
(a) . . .

∂2f

∂x2
n

(a)

ì

.

35. Pour k = 0, f de classe C0 signifie simplement f continue sur U .
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Théorème (formule de Taylor-Young à l’ordre 2)

Soient U un ouvert de Rn, a ∈ U et f une application de U vers R de

classe C2 sur U . Alors pour tout h =

Ö
h1
...
hn

è

∈ Rn, on a 36

f(a+ h) = f(a) +
〈
∇f(a)

∣∣h〉 + 1
2
〈
Hf (a)h

∣∣h〉 + o
(
∥h∥2)

ce qui peut également s’écrire sous la forme

f(a+ h) = f(a) +∇f(a)T h+ 1
2h

T Hf (a)h+ o
(
∥h∥2).

Cette formule s’écrit donc

f(a+ h) = f(a) +
Å
∂f

∂x1
· · · ∂f

∂xn

ã
Ö
h1
...
hn

è

+1
2(h1 . . . hn)

â
∂2f

∂x2
1

(a) . . .
∂2f

∂x1∂xn
(a)

...
...

∂2f

∂xn∂x1
(a) . . .

∂2f

∂x2
n

(a)

ì
Ö
h1
...
hn

è

+o
(
∥h∥2).

Énonçons le théorème relatif à la condition nécessaire d’un extremum local.

Théorème (condition nécessaire d’optimalité)

Soient U un ouvert de Rn, a ∈ U et f une application de U vers R de
classe C2 sur U admettant un minimum (respectivement maximum) local
en a.
Alors a est un point critique de f et la matrice hessienne de f en a est
positive 37 (respectivement négative).

Énonçons le théorème relatif à la condition suffisante d’un extremum local strict.

36. Il est sous-entendu que h est tel que a + h ∈ U (cf. note 8 p. 198).
37. f étant de classe C2, via le théorème de Schwarz, la matrice hessienne de f en a est

symétrique réelle. Dire que cette dernière est positive signifie que ses valeurs propres (qui sont
réelles) sont positives ou nulles (ou encore pour tout x ∈ Rn, xT Hf (a) x � 0).
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Théorème (condition suffisante d’optimalité)

Soient U un ouvert de Rn, f une application de U vers R de classe C2 sur U
et a ∈ U un point critique de f .
Si la matrice hessienne de f en a est définie positive 38 (respectivement
définie négative) alors f atteint un minimum (respectivement maximum)
local strict en a.
Si la matrice hessienne de f en a admet au moins une valeur propre stric-
tement positive et une valeur propre strictement négative, on dit que a est
un point-col.

Étudions le cas particulier de n = 2.
Soient U un ouvert de R2, f une application de U vers R de classe C2 sur U et
a ∈ U un point critique. On note 39

r = ∂2f

∂x2 (a), s = ∂2f

∂x∂y
(a) et t = ∂2f

∂y2 (a).

La matrice hessienne de f en a est donc la matrice H =
Å
r s
s t

ã
.

Le polynôme caractéristique de H est

X2 − tr(H)X + det(H).

Si λ1 et λ2 désignent les valeurs propres réelles de la matrice symétrique H, on a

λ1 + λ2 = tr(H) = r + t et λ1 + λ2 = det(H) = rt− s2.

On peut ainsi reformuler le théorème précédent dans le cas n = 2 sous la forme
suivante.

Théorème

Soient U un ouvert de R2, f une application de U vers R de classe C2 sur U
et a ∈ U un point critique de f .
• Si rt − s2 > 0 et r (ou t) > 0 alors f atteint un minimum local strict

en a.
• Si rt − s2 > 0 et r (ou t) < 0 alors f atteint un maximum local strict

en a.
• Si rt− s2 < 0, f n’admet pas d’extremum en a ; f admet un point-col

en a.

38. Dire que la matrice hessienne de f en a est définie positive signifie que ses valeurs propres
sont strictement positives

(
ou encore pour tout x ∈ Rn, xT Hf (a) x > 0

)
.

39. Ces notations sont appelées notations de Monge.
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Théorie des
ensembles 14

14.1 Quelques notions de logique

De manière intuitive, une assertion est un énoncé mathématique qui ne peut
prendre que deux valeurs de vérité à savoir « vrai » ou « faux » mais jamais entre
les deux comme dans le langage courant. Une assertion qui est toujours vraie est
une tautologie. Deux assertions sont dites logiquement équivalentes, ou plus sim-
plement équivalentes, si elles sont toutes deux vraies ou toutes deux fausses.
À la base de toute théorie mathématique, on dispose d’un petit nombre d’asser-
tions qui sont supposées vraies a priori et que l’on nomme axiomes ou postulats.
Ces axiomes sont élaborés par abstraction à partir de l’intuition et ne sont pas
déduits d’autres relations. Un exemple important est donné par la construction de
l’ensemble noté N des entiers naturels. Cette construction peut se faire en utilisant
les axiomes suivants :

— 0 est un entier naturel ;

— tout entier naturel n a un unique successeur noté n+ 1 ;

— deux entiers naturels ayant même successeur sont égaux ;

— toute partie non vide de N admet un plus petit élément, ce qui signifie que
si A est une partie non vide de N, il existe alors un entier m ∈ A tel que
m ⩽ n pour tout n ∈ A (axiome du bon ordre).

Cette construction avec les opérations usuelles d’addition et de multiplication est
admise. On note N∗ l’ensemble N privé de 0. De l’axiome du bon ordre, on déduit
les deux théorèmes fondamentaux qui suivent.
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Théorème de récurrence simple

Soient n0 ∈ N et P(n) une propriété portant sur les entiers n � n0. La
propriété P(n) est vraie pour tout entier n � n0 si, et seulement si :

— P(n0) est vraie ;
— pour tout n � n0, si P(n) est vraie alors P(n+ 1) est vraie.

Théorème de récurrence double

Soient n0 ∈ N et P(n) une propriété portant sur les entiers n � n0. La
propriété P(n) est vraie pour tout entier n � n0 si, et seulement si :

— P(n0) et P(n1) sont vraies ;
— pour tout n � n0, si P(n) et P(n+ 1) sont vraies alors P(n+ 2) est

vraie.

Théorème de récurrence forte

Soient n0 ∈ N et P(n) une propriété portant sur les entiers n � n0. La
propriété P(n) est vraie pour tout entier n � n0 si, et seulement si :

— P(n0) est vraie ;
— pour tout n � n0, si P(k) est vraie pour tout entier k compris entre

n0 et n, alors P(n+ 1) est vraie.

La notion de définition nous permet de décrire un objet ou une situation précise
à l’aide du langage courant.
Les énoncés qui se démontrent sont classés en fonction de leur importance dans
une théorie comme suit :

— un théorème est une assertion vraie déduite d’autres assertions, il s’agit en
général d’un résultat important à retenir ;

— un lemme est un résultat préliminaire utilisé pour démontrer un théorème ;
— un corollaire est une conséquence importante d’un théorème ;
— une proposition est de manière générale un résultat auquel on peut attribuer

la valeur vraie ou fausse sans ambiguïté.
Pour rédiger un énoncé mathématique, on utilise le langage courant et les objets
manipulés sont représentés en général par des lettres de l’alphabet latin ou grec.
Usuellement, on utilise :

— les lettres minuscules a, b, c, ... pour des objets fixés ;
— les lettres minuscules x, y, z, t, ... pour des objets inconnus à déterminer ;
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— les lettres majuscules E,F,G,H, ... pour des ensembles ;
— des lettres de l’alphabet grec minuscules ou majuscules α, β, ε, ... Λ,Γ, ...

L’élaboration de nouvelles assertions à partir d’autres se fait en utilisant les connec-
teurs logiques de négation, de conjonction, de disjonction, d’implication et d’équi-
valence définis comme suit, où P et Q désignent des assertions.

— La négation de P , notée ¬P , ou nonP ou P , est l’assertion qui est vraie si
P est fausse et fausse si P est vraie. En théorie des ensembles on admet qu’il
n’existe pas d’assertion P telle que P et P soient toutes deux vraies. On dit
que cette théorie est non contradictoire.

— La conjonction de P et Q, notée P ∧Q (lire P et Q), est l’assertion qui est
vraie uniquement si P et Q sont toutes deux vraies.

— La disjonction de P et Q, notée P ∨Q (lire P ou Q), est l’assertion qui est
vraie uniquement si l’une des deux assertions P ou Q est vraie. On peut
aussi introduire le « ou exclusif », qui est vrai uniquement lorsque l’une des
deux assertions, mais pas les deux simultanément, est vraie.

— L’implication, notée P ⇒ Q, est l’assertion qui est fausse uniquement si P
est vraie et Q fausse.

— L’équivalence de P et Q, notée P ⇔ Q, est l’assertion qui est vraie unique-
ment si P ⇒ Q et Q⇒ P sont toutes deux vraies.
Dans ce cas, on dit que Q est une condition nécessaire et suffisante de P .

Théorème

Soient P,Q,R des propositions. On a les équivalences :
— (P ∧Q)⇔ (Q ∧ P ) et (P ∨Q)⇔ (Q ∨ P ) (commutativité) ;
—

(
P ∧ (Q ∧R)

)
⇔

(
(P ∧Q) ∧ R

)
et

(
P ∨ (Q ∨R)

)
⇔

(
(P ∨Q) ∨ R

)
(associativité) ;

—
® (

P ∧ (Q ∨R)
)
⇔

(
(P ∧Q) ∨ (P ∧R)

)
(
P ∨ (Q ∧R)

)
⇔

(
(P ∨Q) ∧ (P ∨R)

) (distributivité) ;

—
Ä
P
ä
⇔ (P ) ;

(
P ∧Q

)
⇔

(
P ∨Q

)
;
(
P ∨Q

)
⇔

(
P ∧Q

)
(relations de

De Morgan) ;

— (P ⇒ Q)⇔
(
Q⇒ P

)
; (P ⇒ Q)⇔

(
P ∨Q

)
;
(
P ⇒ Q

)
⇔

(
P ∧Q

)
.

En général l’énoncé d’une proposition à démontrer est formé d’une ou plusieurs
hypothèses qui constituent l’assertion H et d’une ou plusieurs conclusions qui
constituent l’assertion C. Il s’agit donc de montrer l’implication H ⇒ C. Si de
plus, on peut montrer que C ⇒ H, on dira alors que la réciproque de la proposition
est vraie. Les idées de base que l’on peut utiliser sont les suivantes.
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— Une assertion peut toujours être remplacée par n’importe quelle assertion
qui lui est équivalente.

— On peut effectuer une démonstration directe, c’est-à-dire de déduire logique-
ment C de H.

— L’implication étant transitive, on peut essayer de montrer que C ⇒ C ′ sa-
chant par ailleurs que C ′ ⇒ H.

— Dans le cas où une démonstration directe semble difficile, on peut essayer
une démonstration par l’absurde qui consiste à étudier l’assertion H ∧ C
équivalente à H ⇒ C et on montre qu’on aboutit à une impossibilité si cette
dernière assertion est vraie.

— On peut aussi essayer une démonstration par contraposition qui consiste à
montrer la contraposée C ⇒ H puisque les implications H ⇒ C et C ⇒ H
sont équivalentes.

— La démonstration par contre-exemple permet de montrer qu’une implication
H ⇒ C, où H est C sont des propriétés portant sur des variables x, est
fausse. Pour ce faire on cherche une ou des valeurs de x pour lesquels H(x)
est vraie et C(x) est fausse.

14.2 Notions de base sur les ensembles
Nous nous contenterons d’une définition intuitive de la notion d’ensemble.
Un ensemble est une collection d’objets possédant des propriétés communes, ces
objets sont les éléments de l’ensemble. On admet l’existence d’un ensemble qui
ne contient aucun élément. Cet ensemble est noté ∅ et on dit que c’est l’ensemble
vide. On utilisera les notations suivantes, pour les ensembles de nombres usuels :

— N est l’ensemble des entiers naturels ; Z celui des entiers relatifs ;
— Q est l’ensemble des nombres rationnels
— R est l’ensemble des nombres réels ; C celui des nombres complexes.

Nous serons souvent amenés à décrire un ensemble en précisant les propriétés que
doivent vérifier tous ses éléments, ce que nous noterons de la façon suivante :

E = {description des propriétés des éléments de E}

On peut aussi décrire un ensemble en donnant la liste finie ou infinie de tous ses
éléments, quand cela est possible, ce qui se note E = {x1, . . . , xn} s’il s’agit d’un
ensemble fini ou E = {x1, . . . , xn, . . .} s’il s’agit d’un ensemble infini pour lequel
on peut numéroter les éléments (un tel ensemble est dit dénombrable 1). On dit
alors que l’ensemble E est défini en extension.
Un singleton est un ensemble qui ne contient qu’un élément, soit E = {a} .

1. Cf. définition page 365.
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Si E est un ensemble, on notera alors a ∈ E pour signifier que a est un élément
de E, ce qui se lit « a appartient à E ». La négation « a n’appartient pas à E »
se note a /∈ E.
Pour signifier qu’un ensemble F est contenu dans un ensemble E, ce qui signifie
que tout élément de F est dans E, nous noterons F ⊂ E qui se lit « F est contenu
dans E ». On peut écrire de manière équivalente que E ⊃ F pour dire que E
contient F . La négation de cette assertion est notée F ̸⊂ E.
Deux ensembles E et F sont égaux si, et seulement si, ils ont les mêmes éléments,
ce qui se traduit par E ⊂ F et F ⊂ E.
Si E est un ensemble, il existe un ensemble dont tous les éléments sont formés de
tous les sous-ensembles (ou parties) de E. On note P(E) cet ensemble et on dit
que c’est l’ensemble des parties de E. Ainsi F ⊂ E est équivalent à F ∈ P(E).
L’ensemble vide et E sont des éléments de P(E). Pour décrire des ensembles, ou
faire des raisonnements, nous utiliserons les deux quantificateurs suivants ;

— le quantificateur universel « quel que soit » ou « pour tout » noté ∀ utilisé
pour signifier que tout élément x d’un ensemble E vérifie une propriété P (x),
la syntaxe étant : ∀x ∈ E, P (x) ;

— le quantificateur existentiel « il existe » noté ∃ pour signifier qu’il existe
au moins un élément x de E vérifiant la propriété P (x), la syntaxe étant :
∃x ∈ E, P (x).

— Pour signifier qu’il existe un et un seul x dans E vérifiant la propriété P (x),
on utilisera la syntaxe : ∃!x ∈ E, P (x).

14.3 Les symboles ∑ et ∏
Si n est un entier naturel non nul et x1, . . . , xn des entiers, rationnels, réels ou
complexes, on notera

n∑
k=1

xk = x1 + · · · + xn et
n∏
k=1

xk = x1 · · · · · xn la somme et

le produit des xk. Dans une telle somme ou produit l’indice est « muet », ce qui
signifie que

n∑
k=1

xk =
n∑
i=1
xi et

n∏
k=1

xk =
n∏
i=1
xi.

On peut également effectuer des changements d’indice. Par exemple, en posant

i = k + 1, on a
n∑
k=1

xk =
n+1∑
i=2

xi−1 =
n+1∑
k=2

xk−1.

On peut ajouter ou multiplier de telles sommes (ou produits). Par exemple, on a :
n∑
k=1

xk +
n∑
k=1

yk =
n∑
k=1

(xk + yk) ; λ
n∑
k=1

xk =
n∑
k=1

λxk

(
n∑
k=1

xk

)(
m∑
k=1

yk

)
=

Ñ
n∑
j=1

xj

é(
m∑
k=1

yk

)
=

∑
1⩽j⩽n
1⩽k⩽m

xjyk.
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14.4 L’algèbre des parties d’un ensemble
On note P(E) l’ensemble des parties d’un ensemble E. En désignant par A, B et
C des parties de E, on définit les ensembles suivants :

— le complémentaire de A dans E est l’ensemble noté E\A ou A des éléments
de E qui ne sont pas dans A, ce qui se traduit par :

(x ∈ E\A)⇔
(
(x ∈ E) et (x /∈ A)

)

ou encore par E\A = {x ∈ E, x /∈ A}.
— L’intersection de A et B, notée A∩B, est l’ensemble des éléments de E qui

sont dans A et dans B, soit : (x ∈ A ∩B)⇔
(
(x ∈ A) et (x ∈ B)

)
ou encore

A ∩ B = {x ∈ E, x ∈ A et x ∈ B}. Si A ∩ B = ∅, on dit alors que A et B
sont disjointes.

— La réunion de A et B, notée A ∪ B, est l’ensemble des éléments de E qui
sont soit dans A, soit dans B (éventuellement dans A et B) soit :

(x ∈ A ∪B)⇔
(
(x ∈ A) ou (x ∈ B)

)

ou encore A ∪B = {x ∈ E, x ∈ A ou x ∈ B}.
— La différence de A et B, notée A\B, est l’ensemble des éléments de E qui

sont dans A et qui ne sont pas dans B, soit :
(x ∈ A\B)⇔

(
(x ∈ A) et (x /∈ B)

)

ou encore A\B = {x ∈ A, x /∈ B}.
— La différence symétrique de A et B, notée A∆B, est l’ensemble des éléments

de E qui sont soit dans A et pas dans B, soit dans B et pas dans A, donc :
(x ∈ A∆B)⇔

(
(x ∈ A) et (x /∈ B)

)
ou

(
(x ∈ B) et (x /∈ A)

)
.

Théorème

Soient E un ensemble et A,B,C des sous-ensembles de E. On a :
— A∩B = B ∩A, A∪B = B ∪A et A∆B = B ∆A (commutativité) ;
— A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C et

A∆ (B ∆ C) = (A∆B) ∆ C (associativité) ;
— A∩ (B ∪ C) = (A ∩B)∪ (A ∩ C), A∩ (B ∆ C) = (A ∩B) ∆ (A ∩ C)

et A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ;
— A∆A = ∅, A∆B = (A\B)∪ (B\A), A∆B =

(
A ∩B

)
∪
(
B ∩A

)
et

A∆B = (A ∪B)\(A ∩B) ;

— A = A, (A ⊂ B)⇔
(
B ⊂ A

)
, A ∩B = A ∪B et A ∪B = A ∩B.
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De manière plus générale, on définit l’intersection ou la réunion d’une famille
(Ai)i∈I de sous-ensembles de E par :(

x ∈
⋂
i∈I
Ai

)
⇔

(
∀i ∈ I, x ∈ Ai

)
et

(
x ∈

⋃
i∈I
Ai

)
⇔

(
∃i ∈ I, x ∈ Ai

)
.

Pour tout j ∈ I, on a
E\

⋂
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

(E\Ai), E\
⋃
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

(E\Ai) et
⋂
i∈I

Ai ⊂ Aj ⊂
⋃
i∈I

Ai.

Définition

On appelle recouvrement disjoint d’un ensemble E toute famille (Ai)i∈I de
parties de E de réunion égale à E avec les Ai deux à deux disjoints.
Si de plus les Ai sont non vides, on dit que la famille (Ai)i∈I est une partition
de E.

Définition

Étant donné deux ensembles E et F , on appelle produit cartésien de E
par F l’ensemble E × F des couples (x, y) formés d’un élément x de E et
d’un élément y de F .

Dans le cas où F = E, on note E2 pour E × E.
On peut itérer le procédé et définir le produit cartésien E1×· · ·×En de n ensembles
comme l’ensemble des listes (ordonnées) (x1, . . . , xn) formées d’un élément x1 de
E1 suivi d’un élément x2 de E2, . . ., suivi d’un élément xn de En. On notera de
façon condensée

n∏
k=1

Ek = E1 × · · · × En. Dans le cas où tous les Ek sont égaux à

un même ensemble E, on note En pour E × · · · × E (n fois).

14.5 Fonctions, injectivité, surjectivité, bijectivité
E,F et G désignent des ensembles.

Définition

On appelle application, ou fonction 2, de E dans F (ou de E vers F ) toute
partie Γ du produit cartésien E × F telle que :

∀x ∈ E, ∃!y ∈ F, (x, y) ∈ Γ.

2. On ne distinguera pas dans cet ouvrage les notions d’application et de fonction de sorte
qu’il sera sous-entendu qu’une fonction f de E dans F est définie sur tout E, autrement dit le
domaine de définition d’une telle fonction f est E.
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On note f :
ß
E → F
x 7→ f(x) .

On utilisera aussi les notations f : E → F ou f : x 7→ f(x). Pour x ∈ E, y = f(x)
est l’image de x par f et x est un antécédent de y par f . On dit que E est l’ensemble
de départ (ou le domaine de définition), F l’ensemble d’arrivée et Γ le graphe de
l’application f .
On note F(E,F ) ou FE l’ensemble de toutes les applications de E dans F .
Deux applications f et g sont égales si, et seulement si, elles ont même ensemble
de départ E, même ensemble d’arrivée F et si g(x) = f(x) pour tout x ∈ E.
L’application qui associe à tout x d’un ensemble E le même x est l’application
identique notée IdE ou Id si l’ensemble E est fixé.
Si f est une fonction de E dans F et D un sous-ensemble non vide de E, on définit
alors une application g de D dans F en posant g(x) = f(x) pour tout x ∈ D et on
dit que g est la restriction de f à D, ce qui se note g = f|D.

Définition

Soient f une application de E dans F , A une partie de E et B une par-
tie de F . L’image de A par f 3 est 4 f(A) =

{
f(x) ; x ∈ A

}
et l’image

réciproque de B par f est f−1(B) =
{
x ∈ E, f(x) ∈ B

}
.

L’ensemble f(E) est appelé l’image de f .

Théorème

Soit f une application de E dans F . Pour toutes parties A,B de E et C,D
de F , on a :

— A ⊂ B ⇒ f(A) ⊂ f(B) ;
— f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B) ; f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B) ;
— C ⊂ D ⇒ f−1(C) ⊂ f−1(D) ;
— f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D) ; f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D) ;
— f−1 (C) = f−1(C).

Définition

Soient f une application de E dans F et g une application de F dans G.
La composée de f par g est l’application de E dans G notée g ◦ f définie
par :

∀x ∈ E, (g ◦ f) (x) = g
(
f(x)

)
.

3. également appelée l’image directe de A par f .
4. Cet ensemble peut également s’écrire f(A) =

{
y ∈ F, ∃x ∈ A, y = f(x)

}
.
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Dans le cas où E = F , on dit que f et g commutent, si f ◦ g = g ◦ f .
La suite des itérées f : E → E est définie par f0 = IdE et fn+1 = fn ◦ f pour
tout n ∈ N. On a fp ◦ fq = fq ◦ fp = fp+q pour tous p, q dans N.

Définition

Soient E,F deux ensembles et f : E → F . On dit que f est :
— injective (ou que c’est une injection), si deux éléments distincts de E

ont deux images distinctes dans F , soit :
∀(x1, x2) ∈ E2, (x1 ̸= x2)⇒

(
f(x1) ̸= f(x2)

)
.

— surjective (ou que c’est une surjection), si tout élément de F a au
moins un antécédent dans E, soit :

∀y ∈ F, ∃x ∈ E, y = f(x).

— bijective (ou que c’est une bijection), si elle est injective et surjective.

Une bijection peut se caractériser en disant que tout élément de y a un unique
antécédent par f , ce qui est encore équivalent à dire que pour que pour tout y ∈ F
l’équation y = f(x) a une et une seule solution x dans E, ce qui permet de définir
la bijection réciproque (ou l’application réciproque) de f , notée f−1, de F dans E
par : (

y ∈ F et x = f−1(y)
)
⇔

(
x ∈ E et y = f(x)

)
.

Cette application f−1 est une bijection de F dans E. L’application f ◦f−1 est alors
l’application identité y 7→ y de F dans F et l’application f−1 ◦ f est l’application
identité x 7→ x de E dans E, ce qui se note f ◦ f−1 = IdF et f−1 ◦ f = IdE .

Définition

Une permutation d’un ensemble E est une bijection de E dans lui même.

On note S(E) l’ensemble des permutations de E.

Théorème

Soient E,F,G des ensembles, f une application de E dans F et g une
application de F dans G.

— Si f et g sont injectives [resp. surjectives], alors g ◦ f est injective
[resp. surjective]

(
la composée de deux injections [resp. surjections]

est une injection [resp. surjection]
)
.

— Si f et g sont bijectives, alors g ◦ f est bijective (la composée de deux
bijections est une bijection) et on a (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.
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Théorème

Soient E,F deux ensembles et f une application de E dans F .
— S’il existe g : F → E telle que g ◦ f = IdE , alors f est injective.
— S’il existe h : F → E telle que f ◦ h = IdF , alors f est surjective.
— S’il existe deux applications g et h de F dans E telles que g ◦f = IdE

et f ◦ h = IdF , alors f est bijective et g = h = f−1.

14.6 Relations d’ordre et d’équivalence
On se donne un ensemble non vide E et une propriété P sur les éléments (x, y)
de E2. On dit que x et y dans E sont en relation, ce que l’on notera xR y, si le
couple (x, y) vérifie la propriété P. On dit que R est une relation binaire sur E.

Définition

On dit que R est une relation d’ordre sur E, si elle est :
— réflexive : pour tout x ∈ E, on a xR x ;
— antisymétrique : pour tout (x, y) ∈ E2, si xRy et yRx, on a x = y ;
— transitive : pour tout (x, y, z) ∈ E3, si xRy et yRz, on a alors xRz.

Un ensemble E muni d’une relation d’ordre est dit ordonné. Si deux éléments
quelconques de E sont comparables, c’est-à-dire que pour tous x, y dans E, on a
xR y ou y R x, on dit alors que l’ensemble E est totalement ordonné ou que R

est une relation d’ordre total sur E.

Définition

On dit que R est une relation d’équivalence sur E, si elle est :
— réflexive : pour tout x ∈ E, on a xR x ;
— symétrique : pour tout (x, y) ∈ E2, si xR y, on a alors yR x ;
— transitive : pour tout (x, y, z) ∈ E3, si xRy et yRz, on a alors xRz.

Si R est une relation d’équivalence sur E, on note x = {y ∈ E, xR y} pour tout
x ∈ E. Cet ensemble est non vide et on dit que c’est la classe d’équivalence de x.
L’ensemble de toutes ces classes d’équivalence est appelé l’ensemble quotient de E
par R et noté E/R.
L’application π : x ∈ E 7→ x ∈ E/R est la surjection canonique de E sur E/R et
les classes d’équivalence forment une partition de E.
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Définition

On appelle loi de composition interne sur un ensemble non vide G toute
application φ définie sur G×G et à valeurs dans G.

Si φ est une loi de composition interne sur G, on notera plus simplement, pour
tous a, b dans G, a ⋆ b = φ(a, b) . Il sera parfois commode de noter une telle loi
sous la forme additive (a, b) 7→ a+ b ou sous la forme multiplicative (a, b) 7→ a · b
ou plus simplement (a, b) 7→ ab. On note (G, ⋆) l’ensemble G muni de la loi de
composition interne ⋆.

Définition

Soit (G, ⋆) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne. On
dit que :

— cette loi est associative si (a ⋆ b) ⋆ c = a ⋆ (b ⋆ c) pour tous a, b, c
dans G ;

— cette loi est commutative si a ⋆ b = b ⋆ a pour tous a, b dans G ;
— e est un élément neutre pour cette loi si a ⋆ e = e ⋆ a = a pour tout

a ∈ G ;
— un élément a de G est dit régulier (ou simplifiable) si :

∀ (b, c) ∈ G2,

ß
a ⋆ b = a ⋆ c⇒ b = c
b ⋆ a = c ⋆ a⇒ b = c

.

Dans le cas d’une loi associative, on peut effectuer les opérations a1 ⋆ · · · ⋆ an
où les aj sont des éléments de G, ce que l’on notera

n∏
j=1

aj dans le cas d’une loi
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multiplicative ou
n∑
j=1

aj dans le cas d’une loi additive. Ce produit est donc défini

par a1 ∈ G et supposant
n−1∏
j=1

aj construit pour n � 2, on a
n∏
j=1

aj =
n−1∏
j=1

aj ⋆ an, le

parenthésage étant sans importance du fait de l’associativité 1.

Dans le cas où tous les aj sont égaux à un même élément a, ce produit est noté
an et on dit que c’est la puissance n-ième de a. Dans le cas où la loi est notée
additivement, on note na au lieu de an.

Théorème

Soit (G, ⋆) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne.
Si G admet un élément neutre, ce dernier est alors unique.

Définition

Soit (G, ⋆) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne et
admettant un élément neutre e. On dit qu’un élément a de G est inversible
s’il existe un élément a′ dans G tel que a ⋆ a′ = a′ ⋆ a = e. On dit alors que
a′ est un inverse (ou un symétrique) de a dans G.

Théorème

Soit (G, ⋆) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne
associative et admettant un élément neutre e. Si a ∈ G admet un inverse
dans G, ce dernier est alors unique.

En cas d’existence, on notera a−1 l’inverse de a dans (G, ⋆), la loi ⋆ étant asso-
ciative. Dans le cas d’une loi de composition interne notée de façon additive, on
notera plutôt −a l’inverse de a et on l’appellera opposé.

1. Pour n = 0, il sera commode de noter
n∏

j=1
aj = 1

[
resp.

n∑
j=1

aj = 0 dans le cas d’une loi

additive
]
, où 1 [resp. 0 pour une loi additive] est l’élément neutre.
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Définition

Un groupe est un ensemble non vide Gmuni d’une loi de composition interne
⋆ possédant les propriétés suivantes :

— la loi ⋆ est associative ;
— il existe un élément neutre e pour la loi ⋆ ;
— tout élément de G admet un symétrique.

Si de plus la loi ⋆ est commutative, on dit que le groupe G est commutatif
ou abélien.

En général, s’il n’y pas de confusion possible, on dira tout simplement que G est
un groupe et on notera ab ou a+ b le résultat de l’opération a ⋆ b. Pour un groupe
multiplicatif (G, ·), on notera 1 l’élément neutre, a−1 le symétrique d’un élément
a de G et pour un groupe additif (G,+), on notera 0 l’élément neutre, −a le
symétrique qu’on appelle opposé.

Théorème

Dans un groupe (G, ⋆) tout élément est simplifiable.

Si (G, ⋆) est un groupe tel que G a un nombre fini n � 1 d’éléments, on dira alors
que G est un groupe fini d’ordre (ou de cardinal) n.

Théorème

Soit (G, ⋆) un groupe. Pour tous a1, . . . , ap dans G, on a :

(a1 ⋆ · · · ⋆ ap)−1 = a−1
p ⋆ · · · ⋆ a−1

1 .

Définition

Soit (G, ⋆) un groupe. Un sous-groupe de G est un sous-ensemble H de G
tel que :

— H est non vide ;
— pour tous a, b dans H, a ⋆ b−1 est dans H.
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Théorème

Soit (G, ⋆) un groupe. Un sous-ensemble H de G est sous-groupe si, et
seulement si :

— H contient l’élément neutre e de G ;
— H est stable pour la loi ⋆, c’est-à-dire que a ⋆ b ∈ H pour tous a, b

dans H ;
— H est stable par passage à l’inverse, c’est-à-dire que a−1 ∈ H pour

tout a ∈ H.

Un sous-groupe H d’un groupe G est lui-même un groupe et il est commutatif si
G l’est.

Théorème

Si G est un sous-groupe de (Z,+), il existe alors un unique entier n ∈ N tel
que G = nZ = {qn ; q ∈ Z}.

Théorème

Soit (G, ⋆) un groupe. L’intersection d’une famille quelconque (Hi)i∈I de
sous-groupes de G est un sous-groupe de G.

Corollaire

Si X est une partie d’un groupe (G, ⋆), l’intersection de tous les sous-
groupes de G qui contiennent X est un sous-groupe de G.

Définition

Si X est une partie d’un groupe (G, ⋆), le sous-groupe de G engendré par X
est l’intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent X.

On note ⟨X⟩ le sous-groupe de G engendré par X et ce sous-groupe est le plus
petit (pour l’ordre de l’inclusion) des sous-groupes de G qui contiennent X. Dans
le cas où X est l’ensemble vide, on a ⟨X⟩ = {e}.

Définition

Si X est une partie d’un groupe (G, ⋆), on dit alors que X engendre G, si
on a G = ⟨X⟩.
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Théorème

Soient (G, ⋆) un groupe, X et Y deux parties de G.
— On a X ⊂ ⟨X⟩ et l’égalité est réalisée si, et seulement si, X est un

sous-groupe de G.
— Si X ⊂ Y , on a alors ⟨X⟩ ⊂ ⟨Y ⟩.
— En notant, pour X non vide, X−1 =

{
x−1 ; x ∈ X

}
l’ensemble formé

des symétriques des éléments de X, les éléments de ⟨X⟩ sont de la
forme x1 ⋆ · · · ⋆ xn où n ∈ N∗ et les xk sont dans X ∪X−1 pour tout
k compris entre 1 et n.

Théorème

Soient (G1, ⋆1) et (G2, ⋆2) deux groupes. Alors (G1 ×G2, ⋆) est un groupe
appelé groupe produit où ⋆ est défini pour tout (x1, x2) et (y1, y2) dans
G1 ×G2 par (x1, x2) ⋆ (y1, y2) = (x1 ⋆1 y1, x2 ⋆2 y2).

15.1 Groupes monogènes

On se donne un groupe multiplicatif (G, ·). Si X est une partie de G formée d’un
nombre fini d’éléments, x1, . . . , xn, on note alors ⟨X⟩ = ⟨x1, . . . , xn⟩.

Définition

On dit que G est un groupe monogène, s’il existe x1 ∈ G tel que G = ⟨x1⟩.
Si de plus, G est fini, on dit alors qu’il est cyclique.

Théorème

Pour a dans G et n,m dans Z, on a anam = an+m et pour b ∈ G qui
commute avec a, on a (ab)n = anbn = bnan.

Théorème

Pour tout a ∈ G, le sous-groupe engendré par a est ⟨a⟩ = {an ; n ∈ Z}.

Pour une loi de groupe notée additivement, on a dans le cas où G est commutatif,
⟨x1, . . . , xn⟩ =

ß
n∑
k=1

αkxk ; (α1, . . . , αn) ∈ Zn
™

.
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15.2 Groupes finis, théorème de Lagrange

Pour ce paragraphe, on se donne un groupe multiplicatif (G, ·).

Théorème

Pour tout sous-groupe H de G, la relation ∼ définie sur G par :

(x ∼ y)⇔
(
x−1y ∈ H

)

est une relation d’équivalence.

Avec les notations du théorème précédent, on note, pour tout g ∈ G, g la classe
d’équivalence de g et on dit que g est la classe à gauche modulo H de g.
On a, pour tout g ∈ G :

(h ∈ g)⇔ (g ∼ h)⇔
(
g−1h ∈ H

)
⇔

(
∃k ∈ H, h = gk

)
⇔ (h ∈ gH)

soit g = gH. L’ensemble de ces classes d’équivalence est noté G/H et on l’appelle
l’ensemble des classes à gauche modulo H. On a donc :

G/H = {g ; g ∈ G} = {gH ; g ∈ G} .

L’application π :
ß
G → G/H
g 7→ g = gH

est surjective.

C’est la surjection canonique de G sur G/H.

Théorème de Lagrange

Soient G un groupe fini d’ordre n � 2 et H un sous-groupe de G.
— Les classes à gauche modulo H forment une partition de G.
— Pour tout g ∈ G, on a Card(g) = Card(H).
— L’ordre du sous-groupe H divise l’ordre du groupe G.

Le cardinal de l’ensemble G/H est noté [G : H] et on l’appelle l’indice de H dans
G. Le théorème de Lagrange peut aussi se traduire par :

[G : H] = Card(G/H) = Card(G)
Card(H) .

15.3 Morphismes de groupes

On désigne par (G, ⋆) et (H, ·) deux groupes et on note respectivement e et 1 les
éléments neutres de (G, ⋆) et (H, ·).
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Définition

On dit que φ est un morphisme de groupes de G dans H si φ est une
application de G dans H telle que :

∀ (a, b) ∈ G2, φ(a ⋆ b) = φ(a) · φ(b).
Dans le cas où φ est de plus bijective, on dit que φ est un isomorphisme
du groupe G sur le groupe H. Dans le cas où H = G, on dit que φ est un
endomorphisme du groupe (G, ⋆) et que c’est un automorphisme du groupe
(G, ⋆) si φ est de plus bijective.

Théorème

Soient G,H,K trois groupes, φ un morphisme de groupes de G dans H
et ψ un morphisme de groupes de H dans K. L’application ψ ◦ φ est un
morphisme de groupes de G dans K. Si φ est un automorphisme de G, alors
φ−1 est également un automorphisme de G.

L’ensemble
(

Aut(G), ◦
)

des automorphismes de G dans G est un sous-groupe du
groupe symétrique

(
S(G), ◦

)
formé des bijections (ou permutations) de G.

Théorème

Si φ est un morphisme de groupes de G dans H, on alors φ(e) = 1 et
φ(a)−1 = φ

(
a−1) pour tout a ∈ G.

Définition

Soit φ un morphisme de groupes de G dans H.
— Le noyau de φ est l’ensemble Ker(φ) =

{
x ∈ G, φ(x) = 1

}
.

— L’image de φ est l’ensemble Im(φ) =
{
φ(x) ; x ∈ G

}
.

Théorème

Si φ est un morphisme de groupes de G dans H, alors :
— Ker(φ) est un sous-groupe de G et Im(φ) est un sous-groupe de H ;
— φ est injectif si, et seulement si, on a Ker(φ) = {e} et φ est surjectif

si, et seulement si, on a Im(φ) = H ;
— pour tout sous-groupe G′ de G, φ(G′) est un sous-groupe de H et

pour tout sous-groupe H ′ de H, φ−1(H ′) est un sous-groupe de G.
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15.4 Ordre d’un élément dans un groupe

On se donne un groupe multiplicatif (G, ·) et pour tout a ∈ G, ⟨a⟩ = {an ; n ∈ Z}
est le sous-groupe de G engendré par a.

Définition

L’ordre de a ∈ G est θ(a) = Card
(
⟨a⟩

)
. Si θ(a) est dans N∗, on dit alors

que a est d’ordre fini, sinon on dit qu’il est d’ordre infini.

Pour a ∈ G, le sous-groupe de G engendré par a peut être vu comme l’image du
morphisme de groupes φa : k ∈ Z 7→ ak ∈ G.

Théorème

Pour a ∈ G, on a θ(a) = +∞ si, et seulement si, φa est injective et pour a
d’ordre fini, on a Ker (φa) = θ(a)Z.

Corollaire

Soit a ∈ G. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— a est d’ordre fini n � 1 ;
— an = 1 et ak ̸= 1 pour tout entier k compris entre 1 et n−1 ;
— pour k ∈ Z, on a ak = 1 si, et seulement si, k est multiple de n.

On retiendra que
(
(θ(a) = +∞)

)
⇔ (φa injective)⇔

(
∀k ∈ Z∗, ak ̸= 1

)

⇔
(
⟨a⟩ est infini isomorphe à Z

)

et
(
θ(a) = n ∈ N∗) ⇔

(
Ker(φa) = nZ

)
⇔

(
⟨a⟩ = {ar, 0 � r � n−1}

)

⇔
(
k ∈ Z et ak = 1 équivaut à k ≡ 0 mod(n)

)

⇔ (n est le plus petit entier naturel non nul tel que an = 1) .

Pour a d’ordre fini, le groupe ⟨a⟩ est cyclique.

Corollaire

Si G est fini d’ordre m, on a alors am = 1 pour tout a ∈ G.
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Théorème

Soient a, b ∈ G d’ordre fini et k ∈ Z∗.

— On a θ
(
ak

)
= θ(a)

θ(a)∧k (en particulier θ
(
a−1) = θ(a)).

— Si k divise θ(a), on a alors θ
(
ak

)
= θ(a)

|k| .

— Si k est premier avec θ(a), on a alors θ
(
ak

)
= θ(a).

— Si ab = ba, alors ab est d’ordre fini divisant θ (a) ∨ θ(b). Dans le cas
où ⟨a⟩∩⟨b⟩ = {1}, on a θ(ab) = θ(a)∨θ(b). Pour θ(a) et θ(b) premiers
entre eux, on a ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = {1} et θ(ab) = θ(a) ∨ θ(b) = θ(a)θ(b).

Théorème

Pour tout diviseur d de n, le groupe cyclique
〈
a

n
d

〉
est l’unique sous-groupe

d’ordre d de ⟨a⟩.

15.5 Groupe des permutations d’un ensemble fini

E est un ensemble fini ayant au moins deux éléments et IdE est l’application
identité sur E. On note card(E) le cardinal de E et S(E) le groupe des bijections
de E sur lui même.

Définition

Le groupe S(E) est appelé groupe des permutations de E.

Pour E = {1, . . . , n} ⊂ N, on note Sn le groupe S(E) et on l’appelle groupe
symétrique d’indice n.

Pour toute permutation σ ∈ Sn, on note : σ =
Å

1 2 · · · n
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

ã
pour

signifier que σ est la bijection σ : k ∈ E 7→ σ(k).

Pour toute permutation σ ∈ S(E) et tout entier relatif r, σr est la permutation
de E définie par :

σr =




IdE si r = 0
σ ◦ · · · ◦ σ (r fois) si r � 1
(σ−r)−1 si r � −1
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Définition

Soit r un entier compris entre 2 et card(E). On appelle cycle d’ordre r
(ou r-cycle), toute permutation σ ∈ S(E) qui permute circulairement r
éléments de E et laisse fixe les autres, c’est-à-dire qu’il existe une partie
{x1, . . . , xr} de E telle que :


∀k ∈ {1, . . . , r − 1} , σ(xk) = xk+1
σ (xr) = x1
∀x ∈ E\{x1, . . . , xr} , σ (x) = x

.

On notera σ = (x1, . . . , xr) un tel cycle et on dit que {x1, . . . , xr} est le support
de σ et on le note Supp(σ).
L’inverse d’un r-cycle est un r-cycle de même support. Précisément, on a :

(x1, x2, . . . , xr)−1 = (xr, xr−1, . . . , x1) .

Si σ = (x1, . . . , xr) est un r-cycle, on a alors xk = σk−1 (x1) pour tout entier k
compris entre 1 et r.

Définition

Une transposition est un 2-cycle.

Théorème

Si E,F sont deux ensembles non vides et φ est une bijection de E sur F ,
les groupes S(E) et S(F ) sont alors isomorphes.

Donc tout groupe de permutations d’un ensemble E à n éléments est isomorphe
au groupe symétrique Sn des permutations de {1, . . . , n}.

Théorème

Pour E de cardinal n � 1, on a card
(
S(E)

)
= n!

Théorème

Le support d’une permutation σ ∈ S(E) est le complémentaire dans E de
l’ensemble de ses points fixes, soit l’ensemble :

Supp(σ) =
{
x ∈ E, σ(x) ̸= x

}
.

Le support d’un cycle σ = (x1, . . . , xr) est {x1, . . . , xr}.
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Théorème

Soient σ, σ′ dans S(E).
— σ

(
Supp(σ)

)
= Supp(σ) ; Supp(σ) = Supp

(
σ−1).

— Pour tout r ∈ Z, on a Supp(σr) ⊂ Supp(σ).
— Si Supp(σ) ∩ Supp (σ′) = ∅, on a alors σ ◦ σ′ = σ′ ◦ σ.

Définition

On dit que deux cycles σ et σ′ dans S(E) sont disjoints, si leurs supports
sont disjoints dans E.

Théorème

Toute permutation σ ∈ S(E)\{IdE} se décompose en produit de cycles
deux à deux disjoints (le groupe S(E) est engendré par les cycles). Cette
décomposition est unique à l’ordre près.
Si σ = γ1 · · · γp est une telle décomposition, on a alors la partition

Supp(σ) =
p⋃
k=1

Supp(γk) et θ(σ) = ppcm
(
θ (γ1) , . . . , θ (γp)

)
.

Théorème

Toute permutation σ ∈ S(E) se décompose en produit de transpositions (le
groupe S(E) est engendré par les transpositions).

Lemme

Sn est engendré par les n− 1 transpositions (1, k) où 2 � k � n.

Lemme

Sn est engendré par les n−1 transpositions (k, k + 1) où k est compris entre
1 et n− 1.

Lemme

Sn est engendré par (1, 2) et (1, . . . , n).
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Définition

Soit σ ∈ S(E). Les orbites de σ sont les classes d’équivalence pour la relation
d’équivalence définie sur E par :

(x Rσ y)⇔
(
∃k ∈ Z, y = σk(x)

)

soit les ensembles Orbσ(x) =
{
σk(x) ; k ∈ Z

}
.

Les orbites deux à deux distinctes forment une partition de E.
Une σ-orbite Orbσ(x) est réduite à un point si, et seulement si, σ(x) = x et les
orbites non réduites à un point forment une partition du support de σ.

Théorème

Une permutation σ ∈ S(E) est un cycle d’ordre r � 2 si, et seulement si, il
n’y a qu’une seule σ-orbite non réduite à un point.

Pour toute permutation σ ∈ S(E), on note µ(σ) le nombre de σ-orbites distinctes.

Définition

La signature d’une permutation σ ∈ S(E) est l’élément ε(σ) de {−1, 1}
défini par ε(σ) = (−1)n−µ(σ).

Théorème

Si σ ∈ S(E) est produit de p transpositions, on a alors ε(sigma) = (−1)p
(la parité de p est donc uniquement déterminée par σ).

Théorème

Les seuls morphismes de groupes de
(
S(E), ◦

)
dans (R∗, ·) sont l’application

constante égale à 1 et la signature ε. La signature étant surjective de S(E)
sur {−1, 1}.

Théorème

Pour toute permutation σ ∈ Sn, on a ε(σ) =
∏

1�i<j�n

σ(j)− σ(i)
j − i

.

Du théorème précédent, on déduit que ε(σ) = (−1)ν(σ), où :

ν(σ) = card
{

(i, j) ∈ N2 ; 1 � i < j � n et σ(j) < σ(i)
}
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est le nombre d’inversions de σ. Ce qui nous donne une définition supplémentaire
de la signature.

Définition

On dit qu’une permutation σ ∈ S(E) est paire [resp. est impaire] si ε(σ) = 1
[resp. ε(σ) = −1].

Définition

Le groupe alterné est le sous-ensemble de S(E) formé des permutations
paires. On le note A(E).

Pour E = {1, . . . , n}, on note An le groupe alterné.

Théorème

Pour n � 3, A(E) est engendré par les 3-cycles.

15.6 Anneaux

Définition

Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes
notées + (une addition) et · (une multiplication). On dit que (A,+, ·) est
un anneau si :

— (A,+) est un groupe commutatif ;
— la loi · est associative, admet un élément neutre et est distributive par

rapport à la loi +.
Si la loi · est commutative, on dit alors que l’anneau A est commutatif.

Si (A,+, ·) est un anneau, on note 0 le neutre pour l’addition et 1 le neutre pour la
multiplication. L’opposé d’un élément a (soit le symétrique pour l’addition) sera
noté −a et on notera a− b pour a+ (−b). On écrira souvent ab pour a · b dans un
anneau. On supposera que 0 ̸= 1

(
sans quoi l’anneau est réduit à {0}

)
.

Si A1, . . . , Ap sont des anneaux, on peut alors munir le produit
p∏
k=1

Ak d’une struc-

ture d’anneau. Si Ak = A pour tout k compris entre 1 et p, on note alors Ap cet
anneau produit.
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Théorème

Dans un anneau (A,+, ·), on a les règles de calcul suivantes, où
a, b, c, a1, . . . , ap sont des éléments de A, p un entier naturel non nul et
n un entier relatif :

— a · 0 = 0 · a = 0 ; (−a) · b = a · (−b) = −a · b ;
— (−a) · (−b) = a · b ; (a− b) · c = a · c− b · c ;
— a · (b− c) = a · b− a · c ; n (a · b) = (na) · b = a · (nb) ;

— a ·
Å

p∑
k=1

bk

ã
=

p∑
k=1

a · bk ;
Å

p∑
k=1

bk

ã
· a =

p∑
k=1

bk · a.

Théorème (formule du binôme de Newton)

Soit (A,+, ·) un anneau. Dans le cas où a et b commutent, on a pour tout
n ∈ N :

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ç
n

k

å
akbn−k et bn+1 − an+1 = (b− a)

n∑
k=0

akbn−k.

15.7 Éléments inversibles dans un anneau
(A,+, ·) est un anneau et on note A× l’ensemble des éléments de A inversibles
pour la multiplication. Comme 1 ̸= 0 dans A, on a A× ⊂ A\{0} et cette inclusion
peut être stricte.

Théorème

Soit (A,+, ·) un anneau. L’ensemble A× des éléments inversibles de A est
un groupe pour le produit.

A× est le groupe des unités de A.

Définition

On dit que a ∈ A est un diviseur de 0, si a ̸= 0 et s’il existe b ̸= 0 dans A
tel que a · b = 0.

Définition

Un anneau est dit intègre, s’il est commutatif et n’admet pas de diviseur
de 0.
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Dans un anneau intègre, on a a · b = 0 si, et seulement si, a = 0 ou b = 0.

15.8 Sous-anneaux

Définition

Soit (A,+, ·) un anneau. Un sous-anneau de A est une partie non vide B
de A telle que 1 ∈ B, (B,+) est un sous-groupe de A et B est stable pour la
multiplication, c’est-à-dire que pour tous a, b dans B, a · b est aussi dans B.

Un sous-anneau d’un anneau est lui-même un anneau.

Théorème

Soient (A,+, ·) un anneau et B une partie non vide de A.
B est un sous-anneau de A si, et seulement si, 1 ∈ B et :

∀ (a, b) ∈ B2, a− b ∈ B et a · b ∈ B.

15.9 Morphismes d’anneaux

On désigne par (A,+, ·) et (B,+, ·) deux anneaux.

Définition

On dit que φ est un morphisme d’anneaux de A dans B, si φ est une
application de A dans B telle que φ(1) = 1 et :

∀ (a, b) ∈ A2, φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) et φ(a · b) = φ(a) · φ(b)

Dans le cas où φ est bijective, on dit que φ est un isomorphisme d’anneaux
de A sur B. Dans le cas où A = B, on dit que φ est un endomorphisme de

l’anneau A et que c’est un automorphisme de l’anneau A si φ est bijective.

Définition

Soit φ un morphisme d’anneaux de A dans B. Le noyau de φ est l’ensemble
Ker(φ) =

{
x ∈ A, φ(x) = 0

}
et son image est Im(φ) =

{
φ(x) ; x ∈ A

}
.

Ker(φ) est un sous-anneau de A et Im(φ) un sous-anneau de B.
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Définition

La caractéristique de l’anneau A est l’entier naturel p tel que Ker(φ) = pZ,
où φ est le morphisme d’anneaux de Z dans A défini par φ(n) = n · 1 pour
tout n ∈ Z.

Théorème

La caractéristique d’un anneau commutatif et intègre est soit nulle soit un
nombre premier.

Dire que la caractéristique d’un anneau commutatif A est nulle équivaut à dire
que l’application φ est injective et dans ce cas φ(Z) est un sous-anneau de A
isomorphe à Z, il est donc en particulier infini. On identifie ce sous-anneau φ(Z)
à Z. Un anneau de caractéristique nul est donc infini et contient Z comme sous-
anneau.
Si φ : A→ B est un morphisme d’anneaux commutatifs, Ker(φ) est alors un sous-
groupe de A et pour tout a ∈ Ker(b), tout b ∈ A, on a φ(ab) = φ(a)φ(b) = 0B,
donc ab ∈ Ker(φ). Ces propriétés se traduisent en disant que Ker(φ) est un idéal
de A.

Définition

Un idéal d’un anneau commutatif A est un sous-groupe I de (A,+) tel que
: ∀ (a, b) ∈ I × A, ab ∈ I
(on dit que I est absorbant pour le produit).

Définition

Soit I un idéal de A. On dit que a est congru à b modulo I dans A si
b− a ∈ I. On note alors a ≡ b (I) .

Cette relation de congruence modulo I est une relation d’équivalence sur A et
pour tout a ∈ A, on note a =

{
b ∈ A, b ≡ a (I)

}
= a + I la classe d’équivalence

correspondante. L’ensemble de ces classes d’équivalence modulo I est noté A
I .

Théorème

Il existe une unique structure d’anneau commutatif sur A
I telle que la surjec-

tion canonique πI : a ∈ A→ a = a+ I ∈ A
I soit un morphisme d’anneaux.
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Théorème

Les idéaux de A sont les noyaux de morphismes d’anneaux φ : A→ B où B
est un anneau commutatif.

15.10 Corps

Définition

Soit K un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes
notées + et · On dit que (K,+, ·) est un corps si (K,+, ·) est un anneau
commutatif et tous les éléments de K\{0} sont inversibles pour la multipli-
cation.

Pour un corps on note aussi K∗ l’ensemble K× = K\{0}.
Dans un corps, on notera −a l’opposé d’un élément a et a−1 ou 1

a l’inverse d’un
élément non nul a.
Dans un corps tout élément non nul est simplifiable et il n’y a pas de diviseurs
de 0. Un corps est donc en particulier un anneau intègre.
Les règles de calcul valables dans un anneau le sont aussi dans un corps avec de
plus l’équivalence : (ab = 0)⇔ (a = 0 ou b = 0).
Dans un corps , pour (a, b) ∈ K∗ ×K, on écrira a−1 · b = b

a .

Définition

Soit (K,+, ·) un corps. On dit qu’une partie L de K est un sous-corps de K si
L est un sous-anneau de K et L∗ = L\{0} est stable par passage à l’inverse,
c’est-à-dire que pour tout x ∈ L∗, x−1 est dans L∗.

On vérifie facilement qu’un sous-corps d’un corps est un corps.

Théorème

Soit (K,+, ·) un corps et L une partie non vide de K. L est un sous-corps
de K si, et seulement si 1 ∈ L et :

∀ (x, y) ∈ L× L∗, x− y ∈ L et xy−1 ∈ L.

Si L est un sous-corps d’un corps K, on dit alors que K est une extension de L.
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15.11 Morphismes de corps
On désigne par (K,+, ·) et (L,+, ·) deux corps.

Définition

On dit que φ : K→ L est un morphisme de corps 2 si φ(1K) = 1L et :

∀ (a, b) ∈ K2, φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) et φ(a · b) = φ(a) · φ(b).

Pour φ bijective, on dit que φ est un isomorphisme. Pour K = L, on dit
que φ est un endomorphisme du corps K et que c’est un automorphisme si
φ est bijective.

On a, pour un tel morphisme, φ(0) = 0, φ(1) = 1, φ(−a) = −φ(a) pour tout
a ∈ K et φ

(
a−1) = φ(a)−1 pour tout a ∈ K∗.

2. Un morphisme de corps est en fait un morphisme d’anneaux.
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16.1 Théorème de division euclidienne dans Z

Définition

On dit que l’entier relatif d divise l’entier relatif a, ou que d est un diviseur
de a, ou que a est divisible par d, ou que a est un multiple de d, s’il existe
q ∈ Z tel que a = qd.

La relation de divisibilité est une relation d’ordre non totale sur N.
Pour tout entier relatif n, on note nZ = {nq ; q ∈ Z} l’ensemble de tous les mul-
tiples de n.

Définition

Soient n ∈ N et a, b deux entiers relatifs. On dit que a est congru à b
modulo n, si n divise a− b. On note a ≡ b [n] ou a ≡ b (mod n).

Théorème

Soit (a, b) ∈ Z × Z∗. Il existe un unique couple (q, r) ∈ Z × N tel que
a = bq + r et 0 � r < |b|.

a est le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste dans la division euclidienne
de a par b.
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Corollaire

Soit b � 2 un entier. Pour tout n ∈ N∗, il existe un unique entier p et un
unique (p+ 1)-uplet (n0, . . . , np) ∈ Np+1 tels que np ̸= 0, 0 � nk � b − 1

pour tout k ∈ {0, 1, . . . , p} et n =
p∑
k=0

nkb
k.

Avec les notations du théorème précédent, on dit que
p∑
k=0

nkb
k est la représentation

en base b de l’entier n.

16.2 Plus grand commun diviseur et plus petit
commun multiple

Théorème

Soient a, b deux entiers relatifs non tous deux nuls. Il existe un unique entier
naturel δ tel que aZ+bZ = δZ. Cet entier s’écrit δ = au+bv avec (u, v) ∈ Z2

et c’est le plus grand entier naturel qui divise a et b.

Définition

Soient a, b deux entiers relatifs non tous deux nuls. On appelle plus grand
commun diviseur de a et b le plus grand entier naturel qui divise a et b. On
le note pgcd (a, b) ou a ∧ b.

On définit de manière analogue le pgcd d’une famille a1, . . . , ap formée de p entiers
non tous nuls comme le plus grand des diviseurs communs à a1, . . . , ap. On le note
pgcd (a1, . . . , ap) ou a1 ∧ · · · ∧ ap et c’est un entier supérieur ou égal à 1.

Théorème

Soient a1, . . . , ap des entiers relatifs non tous nuls. Il existe un unique entier

naturel δ tel que a1Z+ · · ·+ apZ = δZ. Cet entier s’écrit δ =
p∑
k=1

ukak avec

(u1, . . . , up) ∈ Zp et c’est le plus grand entier naturel qui divise a1, . . . , ap.

L’égalité δ =
p∑
k=1

ukak s’appelle identité de Bézout.
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Théorème

Pour a, b, c entiers relatifs, on a :
— pour (a, b) ̸= (0, 0), a ∧ b ∈ N∗ et pour a ̸= 0, a ∧ 0 = a ∧ a = |a| ;
— a ∧ 1 = 1 ;
— pour (a, b) ̸= (0, 0), a ∧ b = b ∧ a = |a| ∧ |b| = |a| ∧ b = a ∧ |b| ;
— pour b ̸= 0, on a a ∧ b = |b| si, et seulement si, b divise a ;
— pour (a, b) ̸= (0, 0) et c ̸= 0, (ac) ∧ (bc) = |c| (b ∧ a) ;
— si d ̸= 0 est un diviseur commun de a et b non tous deux nuls, alors

a
d ∧

b
d = a∧b

|d| ;
— pour (a, b, c) ̸= (0, 0, 0), on a a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c (associativité).

Définition

Soient a1, . . . , ap des entiers relatifs non tous nuls. On dit qu’ils sont pre-
miers entre eux dans leur ensemble 1, si leur pgcd est égal à 1.

Théorème

Soient a1, . . . , ap des entiers relatifs non tous nuls et δ = a1 ∧ · · · ∧ ap.
Il existe des entiers a′

1, . . . , a
′
p premiers entre eux dans leur ensemble tels

que ak = δa′
k pour tout k compris entre 1 et p.

Théorème de Bézout

Des entiers relatifs a1, . . . , ap non tous nuls sont premiers entre eux dans
leur ensemble si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u1, . . . , up

tels que
p∑
k=1

ukak = 1.

Corollaire

Soient a, b et c des entiers relatifs non nuls. Si c est premier avec a, on a
alors a ∧ b = a ∧ (bc).

1. pour p = 2, on dit simplement que a1 et a2 sont premiers entre eux.
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Corollaire

Soient a1, . . . , ap et c des entiers relatifs non nuls. Si c est premier avec

chacun des ak, il est alors premier avec leur produit
p∏
k=1

ak.

Théorème de Gauss

Soient a, b et c des entiers relatifs non nuls. Si a divise bc et a est premier
avec b, alors a divise c.

Corollaire

Tout nombre rationnel non nul r s’écrit de manière unique r = p

q
avec

p ∈ Z∗ et q ∈ N∗ premiers entre eux.

Corollaire

Si un entier relatif non nul n est divisible par des entiers a1, . . . , ap deux à
deux premiers entre eux, il est alors divisible par leur produit.

Théorème

Soient a et b deux entiers relatifs. Il existe un unique entier naturel µ tel
que aZ ∩ bZ = µZ. Si a = 0 ou b = 0, alors µ = 0. Si a ̸= 0 et b ̸= 0, alors
µ est le plus petit entier naturel non nul multiple de a et de b.

Définition

Soient a, b deux entiers relatifs. On appelle plus petit commun multiple de
a et b le plus petit entier naturel multiple de a et b. On le note ppcm(a, b)
ou a ∨ b.



L’algorithme d’Euclide 249

Théorème

Pour a, b, c entiers relatifs, on a :
— pour a, b non nuls, a ∨ b ∈ N∗ et pour a non nul, a ∨ 1 = a ∨ a = |a| ;
— a ∨ b = b ∨ a = |a| ∨ |b| = |a| ∨ b = a ∨ |b| ;
— a ∨ b = |b| si, et seulement si, b est multiple de a ;
— (ac) ∨ (bc) = |c| (b ∨ a) ;

— si d ∈ Z∗ est un diviseur commun de a et b, alors a
d
∨ b
d

= a ∨ b
|d|

;

— pour (a, b, c) ̸= (0, 0, 0), a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c (associativité).

Théorème

Pour tout couple (a, b) d’entiers relatifs, on a (a ∧ b) (a ∨ b) = |ab|.

On définit de manière analogue le ppcm d’une famille a1, . . . , ap formée de p entiers
non tous nuls comme le plus petit des multiples communs à a1, . . . , ap. On le note
ppcm (a1, . . . , ap) ou a1 ∨ · · · ∨ ap et c’est un entier supérieur ou égal à 1.

Théorème

Soient a1, . . . , ap des entiers relatifs non tous nuls. Il existe un unique entier
naturel µ tel que a1Z∩ · · · ∩ apZ = µZ. Cet entier µ est le plus petit entier
naturel divisible par a1, . . . , ap.

16.3 L’algorithme d’Euclide

Théorème

Soient a, b deux entiers naturels non nuls et r le reste dans la division
euclidienne de a par b. On a alors a ∧ b = b ∧ r.

Le principe de l’algorithme d’Euclide est le suivant pour a > b dans N∗ (par
symétrie, on peut supposer que a � b et pour a = b, on a a ∧ a = a).
On note r0 = b et on désigne par r1 le reste dans la division euclidienne de a par
b. On a alors 0 � r1 < r0 et a ∧ b = r0 ∧ r1.
Si r1 = 0 alors r0∧r1 = r0 = b et c’est terminé, sinon on désigne par r2 le reste dans
la division euclidienne de r0 par r1 et on a 0 � r2 < r1 et a∧ b = r0 ∧ r1 = r1 ∧ r2.
Si r2 = 0 alors r1 ∧ r2 = r1 et c’est terminé. Sinon on continu.
On définit donc ainsi une suite d’entiers (rn)n�0 par :
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— r0 = b ;
— r1 est le reste dans la division euclidienne de a par b ; on a donc 0 � r1 < b ;
— pour n � 2, si rn−1 = 0 alors rn = 0, sinon rn est le reste dans la division

euclidienne de rn−2 par rn−1 et on a 0 � rn < rn−1. On a rn � rn−1 l’égalité
étant réalisée si, et seulement si, les deux termes sont nuls.

Il existe un entier p � 1 tel que rp = 0 < rp−1 < · · · < r1 < r0 et :

a ∧ b = r0 ∧ r1 = · · · = rp−1 ∧ rp = rp−1

c’est-à-dire que a∧b est le dernier reste non nul dans cette suite de divisions. On a
donc construit deux suites d’entiers (rn)0�n�p et (qn)1�n�p de la manière suivante
: 



a = q1r0 + r1 (0 < r1 < r0 = b)
r0 = q2r1 + r2 (0 < r2 < r1)
r1 = q3r2 + r3 (0 < r3 < r2)
...
rp−3 = qp−1rp−2 + rp−1 (0 < rp−1 < rp−2)
rp−2 = qprp−1 + rp (rp = 0)

Il existe des entiers un et vn tels que rn = aun + bvn. Les suites (rn)0�n�p−1

(un)0�n�p−1 et (vn)0�n�p−1 vérifient la relation de récurrence xn = xn−2−qnxn−1

pour 2 � n � p − 1 avec les conditions initiales (r0, r1) = (b, 1), (u0, u1) = (0, 1),
(v0, v1) = (1,−q1), où q1, r1 sont, respectivement, le quotient et le reste dans la
division euclidienne de a par b.

16.4 L’ensemble P des nombres premiers

Définition

On dit qu’un entier naturel p est premier, s’il est supérieur ou égal à 2 et
si les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p.

On note P l’ensemble de tous les nombres premiers.

Théorème

Tout entier relatif n ∈ Z\{−1, 0, 1} a au moins un diviseur premier.

Un entier naturel non premier s’écrit donc n = pq avec p � 2 premier et q � 2.
On dit alors qu’il est composé.
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Théorème

Tout entier n � 2 qui est composé a au moins un diviseur premier p tel que
2 � p �

√
n.

Théorème

Soit p un nombre premier et r � 2 un entier. Si p divise le produit n1 · · ·nr
de r entiers naturels non nuls, il divise alors l’un des nk.

Théorème d’Euclide

L’ensemble P des nombres premiers est infini.

16.5 Décomposition en facteurs premiers

Définition

Soient p un nombre premier et n ∈ Z∗. La valuation p-adique de n est
l’entier νp(n) = max

{
k ∈ N, pk | n

}
.

La valuation p-adique d’un entier n est l’exposant de p dans la décomposition en
facteurs premiers du théorème suivant.

Théorème (décomposition en facteurs premiers d’un entier)

Soit n ∈ N∗. Alors n =
∏
p∈P

pνp(n). Ce produit est appelé décomposition en

facteurs premiers ou décomposition primaire de n.

Dans le produit ci-dessus, tous les νp(n) sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux
de sorte que ce produit ne contient qu’un nombre fini de facteurs différents de 1.

Théorème

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Alors
— si p est premier, νp(ab) = νp(a) + νp(b) ;
— a divise b si, et seulement si, pour tout p premier, νp(a) � νp(b) ;
— a ∧ b =

∏
p∈P

pmin{νp(a),νp(b)} et a ∨ b =
∏
p∈P

pmax{νp(a),νp(b)} où P est

l’ensemble des nombres premiers.
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16.6 Les théorèmes de Fermat et de Wilson

Lemme

Un entier naturel p � 2 est premier si, et seulement si, pour tout entier k

compris entre 1 et p− 1, p divise
Ç
p

k

å
.

Théorème (petit théorème de Fermat)

Soit p un nombre premier. Pour tout entier relatif n, on a np ≡ n (p) et
pour tout entier relatif n non multiple de p, on a np−1 ≡ 1 [p].

Théorème de Wilson

Un entier p supérieur ou égal à 2 est premier si, et seulement si, (p− 1)!
est congru à −1 modulo p.

16.7 Les anneaux Z/nZ et l’indicatrice d’Euler
La relation de congruence est une relation d’équivalence compatible avec l’addition
et la multiplication sur Z, ce qui signifie que :

(
a ≡ b [n] , c ≡ d [n]

)
⇒

(
a+ c ≡ b+ d [n] , ac ≡ bd [n]

)
.

Cette compatibilité permet de munir l’ensemble Z/nZ des classes d’équivalence
modulo n d’une structure d’anneau. Pour n = 0, Z/0Z =

{
{a} ; a ∈ Z

}
est

identifié à Z. Pour n = 1, on a Z/1Z = {Z} =
{

0
}

.

Théorème

Pour tout n ∈ N∗, Z/nZ =
{

0, 1, . . . , n−1
}

est de cardinal égal à n et en
bijection avec l’ensemble de tous les restes modulo n.

On désigne par πn la surjection canonique de Z sur Z/nZ, à savoir l’application
qui associe à tout entier relatif sa classe modulo n. Tout antécédent par πn d’un
élément x de Z/nZ est appelé un représentant de x.

Théorème

Il existe une unique structure d’anneau commutatif sur Z/nZ telle que la
surjection canonique πn soit un morphisme d’anneaux.
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Définition

Deux polynômes P et Q à coefficients entiers sont congrus modulo un
nombre premier p, s’ils sont de même degré et tous leurs coefficients sont
égaux modulo p.

Théorème

p est premier si, et seulement si, il existe un entier relatif n premier avec p
tel que (X + n)p soit congru à Xp + n modulo p.

Définition

On dit que a ∈ Z/nZ est inversible s’il existe b ∈ Z/nZ tel que ab = 1.

L’ensemble (Z/nZ)× des éléments inversibles de Z/nZ est un groupe pour la loi
multiplicative.

Théorème

Soit a un entier relatif. Les propriétés suivantes sont équivalentes :(
a est inversible dans Z/nZ

)
⇔ (a est premier avec n)
⇔

(
a est un générateur de Z/nZ

)
.

Définition

On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction qui associe à tout entier
naturel non nul n, le nombre, noté φ (n), d’entiers compris entre 1 et n qui
sont premiers avec n.

Théorème d’Euler

Pour tout entier relatif a premier avec n, on a aφ(n) ≡ 1 [n].

Pour n premier, on a φ(n) = n−1 et le théorème d’Euler devient le petit théorème
de Fermat.

Théorème

Pour n � 2, on a les équivalences :
(n est premier)⇔

(
Z/nZ est un corps

)
⇔

(
Z/nZ est intègre

)
.
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Théorème des restes chinois

Les entiers n et m sont premiers entre eux si, et seulement si, les anneaux
Z/nmZ et Z/nZ × Z/mZ sont isomorphes. Dans ce cas, on a l’égalité
φ(nm) = φ(n)φ(m).

Théorème

Si l’entier n � 2 a pour décomposition en facteurs premiers n =
r∏
i=1

pαi
i

avec 2 � p1 < · · · < pr premiers et les αi entiers naturels non nuls, on a
alors :

φ(n) =
r∏
i=1
pαi−1
i (pi − 1) = n

r∏
i=1

Ä
1− 1

pi

ä
.
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complexes 17

17.1 Construction de C

On définit sur R2 les opérations d’addition et de multiplication suivantes, en
désignant par z = (x, y) et z′ = (x′, y′) deux éléments quelconques de R2 :
z + z′ = (x+ x′, y + y′) et z · z′ = (xx′ − yy′, xy′ + yx′). On note C l’ensemble
R2 muni de ces deux opérations et on l’appelle ensemble des nombres complexes.
C’est un corps.
L’égalité de deux nombres complexes z = (x, y) et z′ = (x′, y′) est réalisée si,
et seulement si, on a x = x′ et y = y′. En particulier, pour y = y′ = 0, on
a (x, 0) = (x′, 0) si, et seulement si, x = x′, ce qui signifie que l’application
x ∈ R 7→ (x, 0) ∈ C est injective, ce qui permet de réaliser une bijection de R
sur le sous ensemble R′ de C formé des couples (x, 0). Cette bijection permet
d’identifier R à R′, ce qui signifie qu’un nombre réel x est identifié à son image
(x, 0) dans C. Cette identification est compatible avec les opérations d’addition et
de multiplication des réels dans le sens où :

x+x′ = (x, 0)+(x′, 0) = (x+ x′, 0) = x+x′ et xx′ = (x, 0) (x′, 0) = (xx′, 0) = xx′.

On note C∗ = C\{0} et (C∗, ·) est un groupe commutatif.
En notant i = (0, 1) on a i2 = −1, soit 1

i = −i. Le nombre complexe −i est aussi
solution de l’équation x2 +1 = 0 et i,−i sont les seules solutions de cette équation.

Théorème

Tout nombre complexe s’écrit de manière unique z = x+ iy, où (x, y) ∈ R2.
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Définition
Avec les notations du théorème qui précède, x est la partie réelle de z et y
sa partie imaginaire, ce qui se note x = Re(z) et y = Im(z). On dit que z
est un imaginaire pur, si Re(z) = 0.

17.2 Conjugué et module d’un nombre complexe
Définition
Le conjugué de z = x + iy ∈ C est le nombre complexe z = x − iy et son
module est le réel |z| =

√
zz =

√
x2 + y2.

Théorème
Pour tous nombres complexes z et z′, on a :

— z = z ; z + z′ = z+ z′ ; zz′ = zz′ ; z+ z = 2 Re(z); z− z = 2i Im(z) ;
— (z ∈ R)⇔ (z = z) ; z est imaginaire pur si, et seulement si, z = −z ;
— zz =

(
Re(z)

)2 +
(
Im(z)

)2 = |z|2 ∈ R+.

Théorème
Pour tous nombres complexes z et z′, on a :

— |z| � 0 et |z| = 0 si, et seulement si, z = 0 ;
— |z| = |z| ; |zz′| = |z| |z′| ; |z + z′|2 = |z|2 + 2 Re

(
zz′

)
+ |z′|2 ;

— pour tous nombres complexes z1, . . . , zn, on a
∣∣∣∣
n∏
k=1

zk

∣∣∣∣ =
n∏
k=1
|zk| ;

— si z ̸= 0, alors 1
z = z

|z|2 = x−iy
x2+y2 ; si z′ ̸= 0, alors

∣∣ z
z′

∣∣ = |z|
|z′| ;

— |z| = 1 si, et seulement si, 1
z = z ;

—
∣∣Re(z)

∣∣ � |z|, l’égalité étant réalisée si, et seulement si, z est réel ;
—

∣∣Im(z)
∣∣ � |z|, l’égalité étant réalisée si, et seulement si, z est imagi-

naire pur.

Théorème (inégalité triangulaire)

Pour tous nombres complexes z et z′, on a |z + z′| � |z|+|z′|, l’égalité étant
réalisée si, et seulement si, z et z′ sont positivement liées sur R (c’est-à-dire
tels que z′ = 0 ou z′ ̸= 0 et z

z′ ∈ R+), ce qui équivaut à dire que zz′ ∈ R+.
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Corollaire

Pour tous nombres complexes z et z′, on a
∣∣ |z|− |z′|

∣∣ � |z − z′| � |z|+ |z′|.

Théorème

Pour toute suite (zk)1�k�n de nombres complexes, on a
∣∣∣∣
n∑
k=1

zk

∣∣∣∣ �
n∑
k=1
|zk|,

l’égalité étant réalisée si, et seulement si, il existe des réels λk tels que
zk = λkz1 pour k = 1, . . . , n.

17.3 Les équations de degré 2

Théorème

Pour tout nombre réel non nul a, l’équation x2 + a = 0 a deux solutions
données par −

√
−a et

√
−a pour a < 0 et par −i

√
a et i

√
a pour a > 0.

Définition

Si α est un nombre complexe, on dit alors que le nombre complexe u est
une racine carrée de α, si u2 = α.

Théorème

Tout complexe non nul a exactement deux racines carrées qui sont opposées.

Théorème

Toute équation de degré 2, az2 + bz + c = 0 (a ̸= 0) a deux solutions
complexes distinctes ou confondues.

Avec les notations du théorème la quantité δ = b2 − 4ac est appelé discriminant
de l’équation az2 + bz + c = 0.

Théorème

Étant donné des nombres complexes a, b et c avec a ̸= 0, les nombres
complexes z1 et z2 sont les racines de l’équation az2 + bz + c = 0 si, et
seulement si, on a z1 + z2 = − b

a et z1z2 = c
a .
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Pour a, b, c réels, il en est de même de δ et on distingue trois cas de figure :

— soit δ = 0 et − b
2a est l’unique solution réelle de cette équation ;

— soit δ > 0 et −b±
√
δ

2a sont les deux solutions réelles de cette équation ;

— soit δ < 0 et −b±i
√

−δ
2a sont les deux solutions complexes non réelles de cette

équation.

17.4 Arguments d’un nombre complexe

Définition

Pour tout z ∈ C∗, le réel θ ∈ [−π, π[ tel que z
|z| = cos(θ) + i sin(θ) est

son argument principal. On dit qu’un réel θ est un argument du nombre
complexe non nul z, si z

|z| = cos(θ) + i sin(θ).

Théorème

En désignant par z et z′ des nombres complexes non nuls, λ un réel non
nul et n un entier relatif, on a :

— arg(z) ≡ − arg(z) [2π] ; arg(zz′) ≡ arg(z) + arg(z′) [2π] ;
— arg

(
z
z′

)
≡ arg(z)− arg(z′) [2π] ; arg(zn) ≡ n arg(z) [2π] ;

— pour λ > 0, on a arg(λz) ≡ arg(z) [2π] et pour λ < 0, on a
arg(λz) ≡ arg(z) + π [2π] ;

— z est réel si, et seulement si, arg(z) ≡ 0 [π] ;
— z est imaginaire pur si, et seulement si, arg(z) ≡ π

2 [π].

En désignant par ψ l’application qui associe à tout réel θ le nombre complexe
ψ(θ) = cos(θ) + i sin(θ) on réalise une application surjective de R sur l’ensemble
des nombres complexes de module 1.

Théorème

Avec les notations qui précèdent, on a ψ(0) = 1 et ψ(θ + θ′) = ψ(θ)ψ(θ′)
pour tous réels θ et θ′.

La fonction ψ vérifie donc la même équation fonctionnelle que la fonction exponen-
tielle réelle. Cette remarque justifie la notation ψ(θ) = eiθ. On a donc en résumé
la notation eiθ = cos(θ) + i sin(θ) pour tout réel θ, ce qui définit une fonction



Racines n-ièmes d’un nombre complexe 259

2π-périodique surjective de R sur l’ensemble Γ des nombres complexes de module
1 avec les propriétés suivantes, où θ, θ′ sont des réels et n un entier relatif 1 :




ei·0 = e0 = 1; ei(θ+θ′) = eiθeiθ
′ ; 1

eiθ = e−iθ = eiθ;
(
eiθ

)n = einθÄ
eiθ = eiθ

′ä⇔ (∃k ∈ Z, θ′ = θ + 2kπ)
cos(θ) = Re

(
eiθ

)
= eiθ+e−iθ

2 et sin(θ) = Im
(
eiθ

)
= eiθ−e−iθ

2i .

On a en particulier les valeurs suivantes eiπ = −1, eiπ
2 = i, les égalités eiθ = 1,

eiθ = −1 et eiθ = i étant réalisées respectivement si, et seulement si, θ = 2kπ,
θ = (2k + 1)π et θ = π

2 + 2kπ, où k est un entier relatif.
Un nombre complexe non nul peut donc s’écrire sous la forme z = ρeiθ où ρ est
un réel strictement positif uniquement déterminé, c’est le module de z, et θ est
un argument de z. Cette écriture est l’écriture polaire (ou trigonométrique, ou la
forme exponentielle) de z.

Théorème

Soient a, b des réels non tous deux nuls. Il existe un unique couple (ρ, θ) de
réels dans R∗

+ × [−π, π[ tel que a cos(x) + b sin(x) = ρ cos(x− θ) pour tout
réel x.

Avec les notations du théorème précédent, ρ est le module de a + ib et θ son
argument principal.

Corollaire

Soient a et b des réels non tous deux nuls. Les solutions de l’équation
a cos(x) + b sin(x) = 0 sont les réels x = θ + π/2 + kπ, où θ ∈ [−π, π[
est l’argument principal de a+ ib et k un entier relatif.

17.5 Racines n-ièmes d’un nombre complexe

Définition

Étant donné α ∈ C et n ∈ N∗, on appelle racine n-ième de α tout nombre
complexe z tel que zn = α.

1. La formule
(
eiθ

)n = einθ qui s’écrit aussi
(
cos(θ) + i sin(θ)

)n = cos(nθ) + i sin(nθ) est
appelée formule de Moivre.
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Définition

Étant donné n ∈ N∗, on appelle racine n-ième de l’unité toute racine n-ième
de 1.

Théorème

Pour tout n ∈ N∗, il y a exactement n racines n-ièmes de l’unité données
par e 2ikπ

n = cos
( 2kπ
n

)
+ i sin

( 2kπ
n

)
où k est compris entre 0 et n− 1.

Théorème

Pour tout n ∈ N∗ et tout z ∈ C, on a zn − 1 =
n−1∏
k=0

(z − ωk), où les

ωk = e
2ikπ

n , pour k compris entre 0 et n− 1, sont les racines n-ièmes de
l’unité.

Les racines cubiques de l’unité sont 1, j = − 1
2 + i

√
3

2 et ȷ = −1
2 − i

√
3

2 .

Corollaire

Soit n ∈ N∗. Tout nombre complexe non nul α = ρeiθ a exactement n
racines n-ièmes données par n

√
ρei

θ
n e

2ikπ
n où k est compris entre 0 et n− 1.
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K est un corps dont les éléments sont appelés scalaires.

Définition

Un K-espace vectoriel est un ensemble E muni d’une addition interne et
d’une multiplication externe :

(x, y) ∈ E2 7→ x+ y ∈ E; (λ, x) ∈ K× E 7→ λx ∈ E.

telles que (E,+) soit un groupe commutatif et pour tous scalaires λ, µ et
tous vecteurs x, y on ait :

λ (x+ y) = λx+ λy; (λ+ µ)x = λx+ µx; λ (µx) = (λµ)x; 1 · x = x.

Pour simplifier, on dira espace vectoriel pour K-espace vectoriel. Les éléments d’un
espace vectoriel sont appelés vecteurs.

Dans un espace vectoriel l’élément neutre pour l’addition est noté 0 et on dit que
c’est le vecteur nul et le symétrique d’un vecteur x est noté −x et on dit que c’est
l’opposé de x. Pour x et y dans E, la somme x+ (−y) est simplement notée x− y.

Si (Ei)i∈I est une famille de K-espaces vectoriels, alors le produit cartésien
∏
i∈I
Ei

muni des lois : (xi)i∈I + (yi)i∈I = (xi + yi)i∈I et λ (xi)i∈I = (λxi)i∈I est aussi un
K-espace vectoriel.
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Définition

Soient E un espace vectoriel, n un entier naturel non nul et x, y, x1, . . . , xn
des éléments de E. On dit que y est colinéaire à x s’il existe un scalaire λ
tel que y = λx. Plus généralement, on dit que y est combinaison linéaire
de x1, . . . , xn s’il existe des scalaires λ1, . . . , λn tels que y =

n∑
k=1

λkxk.

18.1 Sous-espaces vectoriels

Définition

Soit E un espace vectoriel. On dit qu’une partie non vide F de E est un
sous-espace vectoriel de E si 0 ∈ F et pour tous vecteurs x, y dans F et
tout scalaire λ, le vecteur λx+ y est dans F .

Théorème

Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel est un espace vectoriel.

L’intersection
⋂
i∈I
Ei d’une famille (Ei)i∈I de sous-espaces vectoriels de E est un

sous-espace vectoriel de E.

Théorème

Soient E un espace vectoriel et x1, . . . , xn des éléments de E.
L’ensemble F de toutes les combinaisons linéaires de x1, . . . , xn est un sous-
espace vectoriel de E.

Définition

Avec les notations du théorème précédent, on dit que F est le sous-espace
vectoriel de E engendré par x1, . . . , xn et on le note F = ⟨x1, . . . , xn⟩, ou
F = Vect {x1, . . . , xn}, ou encore F =

n∑
k=1

Kxk.

De manière plus générale, on peut définir le sous-espace vectoriel de E engendré
par une famille X non vide de E comme l’ensemble F = Vect(X)

(
ou F = ⟨X⟩

)
de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de X. Un vecteur x de E est donc
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dans Vect(X) si, et seulement si, il existe un entier p � 1, des vecteurs x1, . . . , xp

dans X et des scalaires λ1, . . . , λp tels que x =
p∑
k=1

λkxk.

Théorème

Si X est une partie non vide d’un espace vectoriel E, Vect(X) est l’inter-
section de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X. C’est
aussi le plus petit (pour l’ordre défini par l’inclusion) sous-espace vectoriel
de E qui contient X, c’est-à-dire que Vect(X) contient X et est contenu
dans tout sous-espace vectoriel de E qui contient X.

Théorème

Étant donné un entier naturel non nul n et n scalaires non tous nuls
a1, . . . , an, l’ensemble H =

{
x = (xi)1�i�n ∈ Kn,

n∑
k=1

akxk = 0
}

est

un sous-espace vectoriel de Kn.

Définition

Étant donné un entier naturel non nul n, on appelle hyperplan vectoriel
de Kn tout sous-espace vectoriel de la forme :

H =
{

(xi)1�i�n ∈ Kn,
n∑
k=1

akxk = 0
}

où les scalaires a1, . . . , an ne sont pas tous nuls.

On dit aussi que H est l’hyperplan d’équation
n∑
k=1

akxk = 0.

Théorème

Étant donné deux entiers naturels non nuls n et p, des scalaires
a1,1, . . . , a1,n, . . . , ap,1, . . . , ap,n, l’ensemble :

F =
{

(xi)1�i�n ∈ Kn,
n∑
k=1

aikxk = 0 pour 1 � i � p
}

est un sous-espace vectoriel de Kn.

On dit que F est le sous-espace vectoriel de Kn d’équations linéaires :
n∑
k=1

a1,kxk = 0, . . . ,
n∑
k=1

ap,kxk = 0.
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18.2 Applications linéaires

On désigne par E et F deux espaces vectoriels sur un même corps K.

Définition

On dit qu’une application u de E dans F est linéaire (ou que c’est un
morphisme d’espaces vectoriels) si pour tous vecteurs x, y de E et tout
scalaire λ, on a u(x+ y) = u(x) + u(y) et u(λx) = λu(x).

On note L(E,F ) l’ensemble de toutes les applications linéaires de E dans F . Dans
le cas où F = E, on note plus simplement L(E) pour L(E,F ). Les éléments de
L(E) sont aussi appelés endomorphismes de E.
Si u et v sont deux applications linéaires de E dans F , u + v est l’application
définie sur E par :

∀x ∈ E, (u+ v)(x) = u(x) + v(x)

et pour tout scalaire λ, λu est l’application définie sur E par :

∀x ∈ E, (λu)(x) = λu(x).

Théorème

L’ensemble L(E,F ) de toutes les applications linéaires de E dans F muni
de ces deux opérations est un espace vectoriel.

Théorème

Soient E, F et G des espaces vectoriels, u une application linéaire de E
dans F et v une application linéaire de F dans G. La composée v ◦ u est
alors une application linéaire de E dans G.

Pour F = E, L(E) est un anneau non commutatif pour n � 2. Le fait que L(E)
soit un espace vectoriel et un anneau, la composition étant bilinéaire, se traduit
en disant que c’est une algèbre. Sur cette algèbre, on peut définir les puissances
entières un par u0 = Id et un+1 = un ◦ u pour tout n ∈ N.
De manière générale, on donne les définitions suivantes.
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Définition

Une K-algèbre est un ensemble A muni d’une addition interne, d’une mul-
tiplication interne et d’une multiplication externe :

(x, y) 7→ x+ y, (x, y) 7→ x× y, (λ, x) 7→ λ · x

telles que (A,+,×) est un anneau, (A,+, ·) est un K-espace vectoriel et
pour tous (λ, x, y) ∈ K× E2 on a :

(λ · x)× y = λ · (x× y) , x× (λ · y) = λ · (x× y)

Une sous-algèbre de A est une partie de A qui est à la fois un sous-anneau
et un sous-espace vectoriel.

Définition

Soient A et B deux K-algèbres. Un morphisme d’algèbres de A dans B est
une application u : A → B qui est à la fois un morphisme d’anneaux et
d’espaces vectoriels.

Théorème

Soit u : E → F une application linéaire. Pour tout n ∈ N∗, tous vecteurs
x1, . . . , xn de E et tous scalaires λ1, . . . , λn, on a :

u

Å
n∑
k=1

λkxk

ã
=

n∑
k=1

λku(xk).

Définition

Soit u : E → F une application linéaire. Le noyau de u est l’ensemble
Ker(u) =

{
x ∈ E, u(x) = 0

}
et son image est Im(u) =

{
u(x) ; x ∈ E

}
.

Théorème

Le noyau d’une application linéaire u de E dans F est un sous-espace vec-
toriel de E et son image un sous-espace vectoriel de F .

Plus généralement, pour tout sous-espace vectoriel H de E
[
resp. G de F

]
l’image

u(H)
[
resp. l’image réciproque u−1(G)

]
est un sous-espace vectoriel de F [resp.

de F ].
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Théorème

Soit u une application linéaire de E dans F .
— L’application u est injective si, et seulement si, on a Ker(u) = {0}.
— L’application u est surjective si, et seulement si, on a Im(u) = F .

Définition

On appelle isomorphisme de E sur F toute application linéaire bijective
de E sur F .

Théorème

Soit u un isomorphisme de E sur F .
Alors sa bijection réciproque est linéaire.

Dans le cas où E = F , un isomorphisme de E sur E est un automorphisme de E.
On note GL(E) l’ensemble de tous les automorphismes de E. C’est un sous-groupe
du groupe des permutations de E et on dit que c’est le groupe linéaire de E.

18.3 Dualité

E,F sont deux K-espaces vectoriels.

Définition

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

Une forme linéaire non nulle est surjective.
On note E∗ l’espace vectoriel de toutes les formes linéaires sur E. Cet espace est
l’espace dual de E.

Définition

On appelle hyperplan vectoriel de E, le noyau d’une forme linéaire non nulle
sur E.

Si H = Ker(φ) est un hyperplan de E, on dit alors que φ
(
ou φ(x) = 0

)
est une

équation de H.
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Définition

On dit qu’une forme linéaire φ ∈ E∗ et un vecteur x ∈ E sont orthogonaux
si φ(x) = 0.

Définition

L’orthogonal dans E∗ d’une partie non vide X de E est l’ensemble :

X⊥ = {φ ∈ E∗, ∀x ∈ X, φ(x) = 0} .

L’orthogonal dans E d’une partie non vide Y de E∗ est l’ensemble :

Y ◦ = {x ∈ E, ∀φ ∈ Y, φ(x) = 0} .

X⊥ est un sous-espace vectoriel de E∗ et Y ◦ est un sous-espace vectoriel de E.

Pour X = ∅, on pose X⊥ = E∗ et pour Y = ∅, Y ◦ = E.

Théorème

Soient A,B des parties non vides de E et U, V des parties non vides de E∗.
— Si A ⊂ B, on a alors B⊥ ⊂ A⊥; si U ⊂ V , on a alors V ◦ ⊂ U◦.
— A ⊂

(
A⊥)◦; U ⊂ (U◦)⊥, les égalités n’étant pas réalisées en général.

— A⊥ =
(
Vect(A)

)⊥ et U◦ =
(
Vect(U)

)◦.

— {0}⊥ = E∗; E⊥ = {0}; {0}◦ = E et (E∗)◦ = {0}.

Définition

La transposée de l’application linéaire u ∈ L(E,F ) est l’application notée
uT (ou tu) de F ∗ dans E∗ définie par : ∀φ ∈ F ∗, uT(φ) = φ ◦ u.

Théorème

L’application de transposition u 7→ uT est linéaire et injective de L(E,F )
dans L(F ∗, E∗).
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Théorème

Soient u dans L(E,F ) et v dans L(F,G). On a :
— (v ◦ u)T = uT ◦ vT ;

— pour F = E,
(
IdE

)T = IdE∗ ;
— si u est un isomorphisme de E sur F , alors uT est un isomorphisme

de F ∗ sur E∗ et
(
uT)−1 =

(
u−1)T ;

— Ker
(
uT) =

(
Im(u)

)⊥ ;
— u est surjective si, et seulement si, uT est injective ;
— Im

(
uT) =

(
Ker(u)

)⊥ ;
— u est injective si, et seulement si, uT est surjective.

18.4 Sommes et sommes directes de sous-espaces
vectoriels

On se donne un espace vectoriel E.

Définition
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que E est somme
des espaces F et G si l’application :

φ : F ×G → E
(x, y) 7→ x+ y

est surjective et on note alors E = F+G. Si cette application φ est bijective,
on dit que E est somme directe des espaces F et G et on note E = F ⊕G.

Théorème
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On a E = F ⊕ G si, et
seulement si, E = F +G et F ∩G = {0}.

Définition
On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires,
si E = F ⊕ G. On dit aussi que F est un supplémentaire de G ou que G
est un supplémentaire de F dans E.

Dire que E = F ⊕ G revient à dire que tout x de E s’écrit de manière unique
x = x′ + x′′ avec x′ ∈ F et x′′ ∈ G. Les applications pF : x 7→ x′ et pG : x 7→ x′′
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sont linéaires et surjectives de E sur F et sur G respectivement. On dit que pF est
le projecteur sur F parallèlement à G et pG est le projecteur sur G parallèlement
à F . On a p2

F = pF , Im(pF ) = F , Ker(pF ) = G, p2
G = pG, Im(pG) = G et

Ker(pG) = F .
Réciproquement si u ∈ L(E) est tel que u2 = u, on a alors E = Im(u) ⊕ Ker(u)
et u est le projecteur sur Im(u) parallèlement à Ker(u). Pour cette raison, on dit
que u est un projecteur.
L’application s : x 7→ pF (x)− pG(x) = 2pF (x)−x est la symétrie par rapport à F
et parallèlement à G. On a s ◦ s = Id, donc s est un automorphisme de E égal à
son inverse, Ker(s − Id) = F , Ker(s + Id) = F . Réciproquement si u ∈ L(E) est
tel que u2 = Id, on a alors E = Im(u− Id)⊕Ker(u+ Id) et u est la symétrie par
rapport à Im(u− Id) parallèlement à Ker(u+ Id).

Définition

Soient p � 2 un entier et F1, . . . , Fp des sous-espaces vectoriels de E. On
dit que E est somme des espaces F1, . . . , Fp si l’application :

φ : F1 × · · · × Fp → E
(x1, . . . , xp) 7→ x1 + · · ·+ xp

est surjective et on note alors E = F1+· · ·+Fp ou de manière plus compacte

E =
p∑
k=1

Fk. Si cette application φ est bijective, on dit que E est somme

directe des espaces F1, . . . , Fp et on note E = F1 ⊕ · · · ⊕Fp ou E =
p⊕
k=1

Fk.

Si E =
p⊕
k=1

Fk, alors chaque application pk : x 7→ xk est un projecteur d’image Fk

et de noyau
p⊕
j=1
j ̸=k

Fj .

Théorème

Si F1, . . . , Fp sont des sous-espaces vectoriels de E, alors la somme
p∑
k=1

Fk

est le sous-espace vectoriel de E engendré par
p⋃
k=1

Fk.

Théorème

Un hyperplan de E est un sous-espace de E supplémentaire d’une droite.
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18.5 Familles libres, familles génératrices et bases

On se donne un K-espace vectoriel E.

Définition

Soient I un ensemble non vide et B= (ei)i∈I une famille de vecteurs de E.
On dit que B est :

— une famille libre, ou que les vecteurs ei sont linéairement indépen-
dants, si pour toute partie finie non vide J de I et toute famille
(λj)j∈J l’égalité

∑
j∈J

λjej = 0 est réalisée si, et seulement si, tous les

λj sont nuls ;
— une famille liée, si ce n’est pas une famille libre (il existe une partie

finie non vide J de I et une famille (λj)j∈J de scalaires non tous nuls
tels que

∑
j∈J

λjej = 0) ;

— une famille génératrice, si pour tout vecteur x ∈ E, il existe une
partie finie non vide J de I et une famille (λj)j∈J de scalaires tels
que x =

∑
j∈J

λjej , ce qui revient à dire que E = Vect(B) ;

— une base de E, si elle est libre et génératrice.

B = (ei)i∈I est une base de E si, et seulement si, tout x ∈ E s’écrit de manière
unique x =

∑
i∈I

λiei, où (λi)i∈I est une famille de scalaires à support fini (ce qui

signifie que seul un nombre fini de λi sont non nuls). Les λi sont les composantes
ou coordonnées de x dans la base B.

Théorème

Soient I un ensemble non vide et B= (ei)i∈I une famille de vecteurs de E.
— Si B est libre, alors tous les vecteurs ei sont non nuls.
— Si l’un des ei est nul, alors B est liée.
— Si B contient une famille liée, elle est alors liée.
— Si B est contenue dans une partie libre, elle est alors libre.
— Si B est liée, l’un des vecteurs ej est alors combinaison linéaire d’un

nombre fini d’autres ei.
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18.6 Espaces vectoriels de dimension finie

Théorème

Si un espace vectoriel E admet une famille génératrice B formée de n � 1
éléments, alors toute famille libre dans E a au plus n éléments 1.

Définition

On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il est réduit à {0},
ou s’il est différent de {0} et admet une base formée d’un nombre fini de
vecteurs. Dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

Théorème

Si E un espace vectoriel non réduit à {0} et de dimension finie, alors toutes
les bases ont le même nombre d’éléments.

Définition

Si E est un espace vectoriel non réduit à {0} et de dimension finie, alors sa
dimension est le nombre de vecteurs de l’une quelconque de ses bases. On
note dimK(E)

(
ou simplement dim(E)

)
cette dimension.

Par convention, on dit que l’espace vectoriel {0} est de dimension 0.
On appelle droite vectorielle tout espace vectoriel de dimension 1 et plan vectoriel
tout espace vectoriel de dimension 2. Une droite vectorielle est donc de la forme
D = {λa ; λ ∈ K} où a est un vecteur non nul donné, ce que l’on note D = Ka et
un plan vectoriel de la forme P =

{
λa + µb ; (λ, µ) ∈ K2}, où a et b sont deux

vecteurs non colinéaires donnés, ce que l’on note P = Ka⊕Kb.

Théorème

Un espace vectoriel de dimension n est isomorphe à Kn.

1. ce qui équivaut à dire qu’un système de plus de n + 1 vecteurs est lié.
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Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension n � 1.
— Une famille libre dans E a au plus n éléments et c’est une base si, et

seulement si, elle a exactement n éléments.
— Une famille génératrice dans E a au moins n élément et c’est une base

si, et seulement si, elle a exactement n éléments.

Théorème

Soit E un espace vectoriel admettant une famille génératrice finie. De cette
famille on peut extraire une base et E est de dimension finie.

Théorème de la base incomplète

Soit E un espace vectoriel de dimension n � 1. Toute famille libre à p
éléments dans E (nécessairement 1 � p � n) peut être complétée en une
base.

Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Tout sous-espace vectoriel F
de E est de dimension finie m � n et on a m = n si, et seulement si,
F = E.

Corollaire

Tout sous-espace-vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension finie
admet des supplémentaires et pour tout supplémentaire G de F dans E, on
a dim(E) = dim(F ) + dim(G).

Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Si E est somme directe de p � 2

sous-espaces stricts F1, . . . , Fp, soit E =
p⊕
k=1

Fk, alors en désignant, pour

tout k compris entre 1 et p, par Bk une base de Fk, la famille
p⋃
k=1

Bk est

une base de E et on a dim(E) =
p∑
k=1

dim(Fk).
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Théorème (formule de Grassmann)

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. On a dim(F +G) + dim(F ∩G) = dim(F ) + dim(G).

Cette formule permet de montrer que F ∩G ̸= {0} si dim(F )+dim(G) > n où F et
G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension n ∈ N∗.
Elle permet aussi de démonter par exemple que si F et G sont deux sous-espaces
vectoriels distincts de dimension n − 1 d’un espace vectoriel de dimension n � 2,
alors dim(F ∩G) = n− 2.

Théorème

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. On a :

(E = F ⊕G)⇔
(
E = F +G et dim(E) = dim(F ) + dim(G)

)

⇔
(
F ∩G = {0} et dim(E) = dim(F ) + dim(G)

)
.

Théorème

Si F1, . . . , Fp sont des espaces vectoriels de dimension finie, il en est de

même de l’espace produit F = F1×· · ·×Fp et on a dim(F ) =
p∑
k=1

dim(Fk).

Théorème

Si F1, . . . , Fp sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de

dimension finie, on a alors E =
n⊕
k=1

Fk si, et seulement si, E =
p∑
k=1

Fk et

dim(E) =
p∑
k=1

dim(Fk).

Ce théorème met en relief un résultat un peu surprenant : si F et G sont deux
sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension finie, alors

dim(F ×G) = dim(F ⊕G).
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Théorème

Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie et u une application
linéaire de E dans F .

— Si u est injective, elle transforme alors toute famille libre de E en une
famille libre de F et dim(E) � dim(F ).

— Si u est surjective, elle transforme alors toute famille génératrice de E
en une famille génératrice de F et dim(F ) � dim(E).

— Si u est bijective, elle transforme alors toute base de E en une base
de F et dim(E) = dim(F ) (deux espaces vectoriels de dimension finie
isomorphes ont la même dimension).

— Si dim(E) = dim(F ), alors :
(u bijective)⇔ (u injective)⇔ (u surjective) .

— L’espace vectoriel L(E,F ) de toutes les applications linéaires de E
dans F est de dimension finie égale à dim(E) · dim(F ).

Si (ej)1�j�n est une base de E et (fi)1�i�m une base de F , la famille (uij)1�i�m
1�j�n

d’applications linéaires définie par uij (ek) = 0 pour k ̸= j et uij (ej) = fi est alors
une base de L(E,F ).
L’espace E∗ de toutes les formes linéaires sur E est de dimension n, de base
B∗ =

(
e∗
j

)
1�j�n, où les e∗

j sont les projections relativement à la base B définies
par :

e∗
j (ei) = δij =

ß
1 si i = j
0 si i ̸= j

(1 � i, j � n) .

On dit que B∗ est la base duale de B. Toute forme linéaire ℓ sur E s’écrit de
manière unique ℓ =

n∑
j=1

ℓ (ej) e∗
j .

Théorème

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Si B′ = (ℓi)1�i�n est une base
de E∗, il existe alors une base B= (fi)1�i�n de E telle que B′ soit la base
duale de B.

Définition

Avec les notations du théorème précédent, on dit que B est la base anté-
duale de B′.
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Théorème

Dans un espace vectoriel E de dimension n un hyperplan est un sous-espace
de E de dimension n− 1.

Théorème

On suppose que E est de dimension finie égale à n � 1.
— Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a :

dim(F ) + dim
(
F⊥)

= dim(E)

où F⊥ est l’orthogonal de F dans l’espace dual E∗.
— Pour tout sous-espace vectoriel G de l’espace dual E∗, on a :

dim(G) + dim(G◦) = dim(E)

où G◦ est l’orthogonal de G dans E.
— Pour tout sous-espace vectoriel F de E et tout sous-espace vectoriel

G de E∗, on a F =
(
F⊥)◦ et G = (G◦)⊥.

— Pour toute partie X de E, on a
(
X⊥)◦ = Vect(X).

— Pour tous sous-espaces vectoriels F1 et F2 de E, on a :
(F1 + F2)⊥ = F⊥

1 ∩ F⊥
2 et (F1 ∩ F2)⊥ = F⊥

1 + F⊥
2 .

— Pour tous sous-espaces vectoriels G1 et G2 de E∗, on a :
(G1 +G2)◦ = G◦

1 ∩G◦
2 et (G1 ∩G2)◦ = G◦

1 +G◦
2.

18.7 Rang d’une famille de vecteurs ou d’une
application linéaire

E et F sont des espaces vectoriels.

Définition

Le rang d’une famille (xi)i∈I de vecteurs de E est la dimension de l’espace
vectoriel engendré par ces vecteurs. On le note rg(xi)i∈I et on dit que cette
famille est de rang fini si rg(xi)i∈I est fini.

Dans le cas où E est de dimension n, le rang d’une famille de vecteurs de E est
au plus égal à n.
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Théorème

Le rang d’une famille (xi)1�i�p de p vecteurs de E est au maximum égal
à p et ce rang vaut p si, et seulement si, cette famille est libre.

Définition

On dit que u ∈ L(E,F ) est de rang fini, si Im(u) est de dimension finie.
Dans ce cas, on dit que la dimension de Im(u) est le rang de u, ce que l’on
note rg(u).

Théorème du rang

Pour E de dimension finie et u ∈ L(E,F ), Im(u) est isomorphe à un
supplémentaire de Ker(u) dans E et on a dim(E) = dim

(
Ker(u)

)
+ rg(u).

Pour E et F de dimension finie, on a rg(u) � min
(
dim(E),dim(F )

)
.

Avec les hypothèses du théorème précédent, l’espace E n’est pas somme directe de
Ker(u) et Im(u), mais on a le cas particulier suivant.

Théorème

Pour E de dimension finie et u ∈ L(E), on a :(
Im(u) = Im

(
u2))⇔ (

E = Ker(u)⊕ Im(u)
)
⇔

(
Ker(u) = Ker

(
u2)).

Théorème

Soit u ∈ L(E,F ).
— Pour toute famille X = (xi)i∈I dans E, on a rg

(
u(X)

)
� rg(X).

— Pour E de dimension finie, on a rg(u)� dim(E) et l’égalité est réalisée
si, et seulement si, u est injective.

— Pour F de dimension finie, on a rg(u)� dim(F ) et l’égalité est réalisée
si, et seulement si, u est surjective.

— u et uT ont même rang.

Dans le cas où E et F sont de même dimension finie, on a :
(
rg(u) = dim(E)

)
⇔ (u injective)⇔ (u surjective)⇔ (u bijective) .

Pour ce qui est de la composition des applications linéaires, on a les résultats
suivants.
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Théorème

Soient E,F,G des K-espaces vectoriels de dimension finie, u ∈ L(E,F ) et
v ∈ L(F,G).

— rg(v ◦ u) � min
(
rg(u), rg(v)

)
.

— Pour u surjectif, on a rg(v ◦ u) = rg(v) ;
pour u injectif, on a rg(v ◦ u) = rg(u).

— Pour E = F = G, on a
∣∣rg(v)− rg(u)

∣∣ � rg(u+ v) � rg(u) + rg(v).

18.8 Applications linéaires et calcul matriciel
On se donne un espace vectoriel E de dimension n, une base B = (ek)1�k�n de
E, un espace vectoriel F de dimension m, une base B′ = (fk)1�k�m de F et une
application linéaire u de E dans F . Pour tout entier j compris entre 1 et n, il
existe des scalaires aij tels que u(ej) =

m∑
i=1

aijfi.

En notant xj , pour j compris entre 1 et n, les composantes de x dans la base B et
yi, pour i compris entre 1 et m, celles de u(x) dans la base B′, l’égalité y = u(x)
se traduit par le produit matriciel :

Y =

á
y1
y2
...
ym

ë

=

á
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

ëá
x1
x2
...
xn

ë

= AX

qui s’effectue comme suit :

yi =
(
ai1 ai2 · · · ain

)
á

x1
x2
...
xn

ë

=
n∑
j=1

aijxj .

Définition

Avec les notations qui précèdent, on dit que

á
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

ë

est la matrice de u dans les bases B et B′.
Dans le cas ou E = F et B = B′, on dira simplement que c’est la matrice
de u dans la base B.
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On note Mm,n(K) l’ensemble de toutes les matrices à m lignes et n colonnes et
à coefficients dans K. Pour n = m, on note Mn(K) l’ensemble Mn,n(K) et on dit
que c’est l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans K.

Le tableau

á
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

ë

∈ Mm,n(K) est notée (aij), le premier

indice i étant le numéro de ligne et le deuxième j, le numéro de colonne.

Théorème

Si u et v sont deux applications linéaires de E dans F de matrices respec-
tives A = (aij) ∈ Mm,n(K) et B = (bij) ∈ Mm,n(K) dans les bases B et
B′ alors, pour tout scalaire λ, l’application linéaire λu+ v a pour matrice
dans ces bases la matrice (λaij + bij) ∈Mm,n(K).

On définit donc naturellement dans Mm,n(K) la somme de deux matrices et le
produit d’une matrice par un scalaire par : A+B = (aij + bij) et λA = (λaij).

Théorème

L’ensemble Mm,n(K) des matrices à m lignes et n colonnes est un espace
vectoriel de dimension nm.

On note 0 (ou plus précisément 0m,n) la matrice nulle, c’est-à-dire l’élément de
Mm,n(K) dont toutes les composantes sont nulles et pour m = n, In la matrice
dont tous les coefficients aij pour i ̸= j sont nuls et tous les coefficients diagonaux
aii valent 1.

Théorème

Étant donné une base B = (ek)1�k�n de E et une base B′ = (fk)1�k�m
de F , l’application φ qui associe à toute application linéaire u ∈ L(E,F )
sa matrice A ∈ Mm,n(K) dans les bases B et B′ est un isomorphisme
d’espaces vectoriels de L(E,F ) sur Mm,n(K).
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Théorème

Si G est un espace vectoriel de dimension r, B′′ = (gk)1�k�r une base
de G, u : E → G une application linéaire de matrice A = (aij) ∈ Mr,n(K)
dans les bases B et B′′ et v : F → E une application linéaire de matrice
B = (bij) ∈ Mn,m(K) dans les bases B′ et B, alors la matrice dans les
bases B′ et B′′ de l’application linéaire u ◦ v : F → G est la matrice
C = (cij) ∈ Mr,m(K) définie par cij =

n∑
k=1

aikbkj pour 1 � i � r et
1 � j � m.

Le théorème précédent justifie la définition suivante.

Définition

Soient A = (aij) ∈Mr,n(K) et B = (bij) ∈Mn,m(K). Le produit AB de A
par B est la matrice C = (cij) ∈Mr,m(K) définie par cij =

n∑
k=1

aikbkj pour
1 � i � r et 1 � j � m.

Théorème

L’ensemble Mn(K) des matrices carrées d’ordre n est une algèbre non com-
mutative de dimension n2.

Le choix d’une base de E permet de réaliser un isomorphisme d’anneaux de L(E)
sur Mn(K).
On dit que deux matrices A et B dans Mn(K) commutent si AB = BA.

La matrice In =

à
1 0 · · · 0

0 1 . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 1

í

, appelée matrice identité d’ordre n, est

l’élément neutre pour le produit matriciel dans Mn(K).
L’associativité du produit matriciel permet de définir les puissances successives de
A ∈ Mn(K) par la relation de récurrence A0 = In et Ap+1 = ApA = AAp pour
tout p ∈ N.
Pour A et B qui commutent dans Mn(K), on dispose de la formule du binôme de
Newton (A+B)m =

m∑
k=0

(
m
k

)
AkBm−k.
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Définition

On dit qu’une matrice A dans Mn(K) est inversible s’il existe une matrice
A′ dans Mn(K) telle que AA′ = A′A = In. On dit alors que A′ est l’inverse
de A.

Si A ∈Mn(K) est inversible, son inverse est alors noté A−1.

Théorème

Si A ∈ Mn(K) est inversible, alors A−1 est aussi inversible et on a(
A−1)−1 = A. Le produit de deux matrices inversibles A et B est inversible

et on a (AB)−1 = B−1A−1.

L’ensemble des éléments inversibles de Mn(K) est noté GLn(K) et c’est un groupe
multiplicatif isomorphe au groupe linéaire GL(E) par le choix d’une base de E.

Théorème

Soient B et B′ deux bases de E. Un endomorphisme u de E est bijectif si,
et seulement si, sa matrice A dans les bases B et B′ est inversible et dans
ce cas A−1 est la matrice de u−1 dans les bases B′ et B.

Théorème

Une matrice A ∈Mn(K) est inversible si, et seulement si, l’unique solution
du système linéaire AX = 0 est X = 0.

Corollaire

Soit A ∈Mn(K). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible.
(ii) il existe A′ ∈Mn(K) telle que A′A = In.
(iii) il existe A′ ∈Mn(K) telle que AA′ = In.

Définition

Soit A = (aij) ∈Mn(K). La trace de A est le scalaire tr(A) =
n∑
k=1

aii.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ∈ N∗ et u ∈ L(E). La trace
de u, notée tr(u), est la trace de la matrice de u dans une base de E.
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La trace d’un endomorphisme de E ne dépend pas du choix d’une base de E.

Définition

Soit A ∈ Mm,n(K). L’application linéaire canoniquement associée à A est
l’application u ∈ L

(
Kn,Km

)
dont la matrice dans les bases canoniques

est A.

Définition

Soit A = (aij) ∈Mm,n(K). En désignant, pour tout j compris entre 1 et n,
par Cj = (aij)1�i�n le vecteur de Kn représentant la colonne numéro j de
A, le rang de A est le rang de la famille (C1, . . . , Cn) de vecteurs de Kn.

Théorème

Le rang d’une matrice A ∈ Mm,n(K) est égal au rang de l’application
linéaire u ∈ L(Kn,Km) canoniquement associée à la matrice A.

Théorème

Si u ∈ L(E,F ) a pour matrice A ∈Mm,n(K) dans les bases B et B′, alors
le rang de u est égal au rang de A.

En identifiant une matrice A ∈ Mm,n(K) à l’application linéaire u ∈ L(Kn,Km)
canoniquement associée, on note respectivement Ker(A) et Im(A) le noyau et
l’image de u.

Théorème

Si A ∈ Mm,n(K) est la matrice de u ∈ L(E,F ) dans les bases B et B′,
alors la matrice de uT dans les bases duales B′∗ et B∗ est la matrice A′

dont les colonnes sont les lignes de A.

Le théorème précédent justifie la définition suivante.

Définition

La transposée de A ∈Mm,n(K) est la matrice notée AT (ou tA) de Mn,m(K)
dont les colonnes sont les lignes de A.

Pour A = (aij) ∈ Mm,n(K), on a donc AT =
(
a′
ij

)
∈ Mn,m(K), où a′

ij = aji pour
tous i, j.
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Théorème

L’application A 7→ AT réalise un isomorphisme de l’espace vectoriel
Mm,n(K) sur Mn,m(K).

Pour toutes A ∈Mm,n(K) et B ∈Mn,r(K), on a
(
AT)T = A et (AB)T = BTAT.

Les matrices particulières suivantes sont souvent utiles.

Définition

On dit qu’une matrice A = (aij) ∈Mn(K) est triangulaire inférieure [resp.
supérieure] si aij = 0 pour 1 � i < j � n [resp. pour 1 � j < i � n].

Une matrice triangulaire inférieure [resp. triangulaire supérieure] est de la formeà
a11 0 · · · 0

a21 a22
. . . ...

...
... . . . 0

an1 an2 · · · ann

í

[resp. de la forme

á
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
... . . . . . . ...
0 · · · 0 ann

ë

].

Une matrice diagonale est une matrice triangulaire inférieure et supérieure, soit

de la forme

à
d1 0 · · · 0

0 d2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 dn

í

, ce que l’on peut noter diag (d1, . . . , dn).

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures [resp. inférieures] est triangu-
laire supérieure [resp. inférieure] et le produit d’une matrice triangulaire supérieure
par une matrice triangulaire inférieure est diagonale.

Une matrice décomposée en blocs est de la forme

á
A11 A12 · · · A1n
A21 A22 · · · A2n

...
... . . . ...

Am1 Am2 · · · Amn

ë

,

où les Aij sont des matrices de tailles adéquates.

Définition

On dit qu’une matrice A ∈ Mn(K) est symétrique (ou autoadjointe)
[resp.antisymétrique] si elle vérifie AT = A

[
resp. AT = −A

]
.
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18.9 Formules de changement de base
On se donne un espace vectoriel E de dimension n et deux base B1 = (ek)1�k�n et

B2 = (e′
k)1�k�n de E. Pour tout vecteur x =

n∑
j=1

xjej =
n∑
j=1

x′
je

′
j dans E, on note

X = (xj)1�j�n et X ′ =
(
x′
j

)
1�j�n les vecteurs de Kn respectivement formés des

composantes de x dans les bases B1 et B2. Pour j compris entre 1 et n le vecteur
e′
j s’écrit e′

j =
n∑
i=1

pijei, où les pij sont des scalaires uniquement déterminés et on

a xi =
n∑
j=1

pijx
′
j pour 1 � i � n, ce qui peut se traduire par l’égalité matricielle

X = PX ′, où P =

á
p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
... . . . ...
pn1 pn2 · · · pnn

ë

ayant pour colonne j le vecteur de

Kn formé des composantes de e′
j dans B1.

On peut retenir cette formule sous la forme « XB1 = PB1→B2XB2 » avec des
notations évidentes.

Définition

Avec les notations qui précèdent, on dit que P est la matrice de passage de
la base B1 à la base B2.

Théorème

Avec les notations qui précèdent, la matrice de passage P de B1 à B2 est
inversible et son inverse est la matrice de passage de B2 à B1.

Théorème

Si u est un endomorphisme de E de matrice A = (aij) ∈ Mn(K) dans la
base B1 et de matrice A′ =

(
a′
ij

)
∈ Mn(K) dans la base B2, on a alors

A′ = P−1AP , où P est la matrice de passage de B1 à B2.

La formule de changement de base s’écrit « AB2 = PB2→B1AB1PB1→B2 ».
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K est un corps.
On se donne un entier n ⩾ 1 et Mn(K) est l’espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n à coefficients dans K.
Pour i, j entiers compris entre 1 et n, on note Eij la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui d’indice (i, j) (ligne i et colonne j) qui vaut 1. La famille
(Eij)1⩽i,j⩽n est une base de Mn(K) qui est donc de dimension n2.
Pour toute matrice A = (aij) ∈ Mn(K), on note pour tout entier i compris entre
1 et n, Li = (ai1, . . . , ain) sa ligne numéro i et pour tout entier j compris entre 1

et n, Cj =

Ö
a1j
...
anj

è
sa colonne numéro j. On écrira A =

Ö
L1
...
Ln

è
ou

A =
(
C1 · · · Cn

)
.

19.1 Opérations élémentaires. Matrices de
dilatation et de transvection

On suppose que n ⩾ 2.
On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les lignes de A
toute matrice Ai(λ) avec 1 ⩽ i ⩽ n et λ ∈ K∗ déduite de A en multipliant sa ligne
numéro i par λ ou Aij(λ) avec 1 ⩽ i ≠ j ⩽ n et λ ∈ K déduite de A en ajoutant
à la ligne numéro i la ligne numéro j multipliée par λ.
On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les colonnes de A
toute matrice A′

j(λ) avec 1 ⩽ j ⩽ n et λ ∈ K∗ déduite de A en multipliant sa
colonne numéro j par λ ou A′

ij(λ) avec 1 ⩽ i ̸= j ⩽ n et λ ∈ K déduite de la
matrice A en ajoutant à la colonne numéro j la colonne numéro i multipliée par λ.
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Définition

Une matrice de transvection est une matrice de la forme Tij(λ) = In+λEij
avec 1 � i ̸= j � n et λ ∈ K et une matrice de dilatation est une matrice
de la forme Di(λ) = In + (λ− 1)Eii avec 1 � i � n et λ ∈ K∗.

Théorème

Avec les notations précédentes, on a Ai(λ) = Di(λ)A, A′
j(λ) = ADj(λ),

Aij(λ) = Tij(λ)A et A′
ij(λ) = ATij(λ), ce qui signifie que :

— la multiplication à gauche [resp. à droite] par une matrice de dilata-
tion Di(λ) [resp. Dj(λ)] a pour effet de multiplier la ligne i [resp. la
colonne j] par λ ;

— la multiplication à gauche [resp. à droite] par une matrice de transvec-
tion Tij(λ) a pour effet de remplacer la ligne Li [resp. la colonne Cj ]
par Li + λLj [resp. par Cj + λCi].

Définition

Une matrice élémentaire est une matrice de dilatation ou de transvection.

Lemme

Une matrice élémentaire est inversible avec Tij(λ)−1 = Tij(−λ) pour une
transvection et Di(λ)−1 = Di

( 1
λ

)
pour une dilatation.

Théorème

Une matrice A ∈Mn(K) (où n � 2) est inversible si, et seulement si, elle est
produit de matrices élémentaires. Précisément si A ∈Mn(K) est inversible,
il existe alors des matrices de transvection P1, . . . , Pr et Q1, . . . , Qs et une
matrice de dilatation Dn(λ) telles que A = P1 . . . PrDn(λ)Q1 . . . Qs.

19.2 Déterminants des matrices carrées

Dans la définition suivante, Sn désigne le groupe symétrique d’ordre n et ε(σ) la
signature d’une permutation σ ∈ Sn.
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Définition
Soit A = (aij) ∈ Mn(K). On appelle déterminant de A le scalaire noté

det(A) ou

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
défini par det(A) =

∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
i=1

aσ(i),i.

Théorème
Soit A = (aij) ∈ Mn(K). Alors, en notant Aij la matrice carrée d’ordre
n−1 déduite de A en supprimant la ligne i et la colonne j, on a :

— le déterminant d’un scalaire est le scalaire lui-même ;

— ∀j ∈ �1, n�, det(A) =
n∑
i=1

(−1)i+j aij det(Aij) (développement sui-

vant la colonne j) ;

— ∀i ∈ �1, n�, det(A) =
n∑
j=1

(−1)i+j aij det(Aij) (développement sui-

vant la ligne i).

Ce théorème permet de calculer tout déterminant par récursivité sans revenir à
la définition. Avec les notations du théorème, on dit que det(Aij) est le mineur
d’indice (i, j) de la matrice A et que (−1)i+j det(Aij) est le cofacteur d’indice (i, j)
de A.

Théorème
Soient A et B dans Mn(K). Alors

— det
(
AT) = det(A) ;

— det(AB) = det(A) det(B) ;
— A inversible si, et seulement si, det(A) ̸= 0 et dans ce cas, on a

det
(
A−1) = 1

det(A) .

Théorème

Soit A ∈Mn(K). Alors
— si A possède une ligne (ou une colonne) nulle, alors det(A) = 0 ;
— on ne change pas la valeur de det(A) si on ajoute à une ligne (resp.

colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes).
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Dans le théorème suivant, en notant C1, . . ., Cn les colonnes d’une matrice carrée A,
det(C1, . . . , Cn) désigne le déterminant de A.

Théorème

Soit λ ∈ K. Alors 1

· det(C1, . . . , Ci−1, Ci + C ′
i, Ci+1, . . . , Cn)

= det(C1, . . . , Ci−1, Ci, Ci+1, . . . , Cn)+det(C1, . . . , Ci−1, C
′
i, Ci+1, . . . , Cn) ;

· det(C1, . . . , Ci−1, λCi, Ci+1, . . . , Cn) = λ det(C1, . . . , Ci−1, Ci, Ci+1, . . . , Cn).

Le théorème précédent se traduit en disant que le déterminant est linéaire par
rapport à chaque colonne (ou chaque ligne).

Corollaire

Pour tous A ∈Mn(K) et λ ∈ K, on a det(λA) = λn det(A).

Théorème

Si A′ est la matrice déduite de A ∈ Mn(K) en permutant deux colonnes
(ou deux lignes), on a alors det(A′) = −det(A).

Le résultat précédent se traduit en disant que le déterminant est une forme alternée
sur les colonnes (ou les lignes).

Théorème

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égale au produit de ses termes
diagonaux, soit det(A) =

n∏
i=1

aii.

Théorème

Si A =

à
A1 B12 · · · B1r

0 . . . . . . ...
... . . . . . . Br−1,r−1
0 · · · 0 Ar

í

, où les Ak sont des matrices car-

rées, on a alors det(A) =
r∏

k=1
det(Ak).

1. Comme det
(
AT) = det(A), le théorème est également vérifié sur des lignes.
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Théorème

Pour toute matrice A ∈ Mn(K), toute matrice de dilatation Di(λ) et
toute matrice de transvection Tij(λ), on a det

(
Di(λ)A

)
= λ det(A) et

det
(
Tij(λ)A

)
= det(A).

Définition

La comatrice de A ∈ Mn(K) est la matrice Com(A) =
(
(−1)i+j det(Aij)

)
des cofacteurs de A.

Théorème

Pour toute matrice A ∈Mn(K), on a
A · Com(A)T = Com(A)T ·A = det(A)In

où Com(A)T est la transposée de Com(A). Pour det(A) ̸= 0, la matrice A
est inversible d’inverse A−1 = 1

det(A)Com(A)T.

Soient n � 2 un entier, α1, . . . , αn des scalaires et :

V (α1, . . . , αn) =

á
1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
...

... . . . ....
αn−1

1 αn−1
2 · · · αn−1

n

ë

la matrice de Vandermonde associée. On note ∆(α1, . . . , αn), le déterminant de
cette matrice.

Théorème (déterminant de Vandermonde)

On a ∆(α1, . . . , αn) =
n∏

1�i<j�n
(αj − αi) et la matrice de Vandermonde

V (α1, · · · , αn) est inversible si, et seulement si, les αi sont deux à deux
distincts.

19.3 Déterminant d’une famille de vecteurs

Étant donné une famille (xj)1�j�n de n vecteurs de Kn, on définit le déterminant
de cette famille comme le déterminant de la matrice A dont les colonnes sont
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formées de ces vecteurs. En notant, pour j compris entre 1 et n, xj = (xij)1�i�n
(vecteur colonne), on a donc det(x1, . . . , xn) = det(xij).

Théorème

Une famille (xj)1�j�n de n vecteurs de Kn est libre si, et seulement si, son
déterminant est non nul.

Si E un espace vectoriel de dimension n � 1 et B une base E, en notant pour
tout vecteur x ∈ E, X le vecteur colonne de Kn formé des composantes de x dans
la base B, on définit le déterminant d’une famille (xj)1�j�n de n vecteurs de E
dans la base B par detB(x1, . . . , xn) = det(X1, . . . ,Xn). Ce déterminant dépend
du choix d’une base de E.

Théorème

Si B et B′ sont deux bases de E, alors pour tout n-uplet (x1, . . . , xn) de
vecteurs de E, on a detB(x1, . . . , xn) = detB(B′) detB′(x1, . . . , xn).

19.4 Déterminant d’un endomorphisme

E est un espace vectoriel de dimension n � 1.

Définition

Le déterminant d’un endomorphisme u de E est le déterminant de la ma-
trice de u dans une base de E.

Ce déterminant ne dépend pas du choix d’une base de E.

Théorème

Si u, v sont deux endomorphismes de E, on a alors :
det(u ◦ v) = det(v ◦ u) = det(u) det(v).

Théorème

Un endomorphisme u de E est inversible si, et seulement si, son déterminant
est non nul.
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19.5 Systèmes linéaires

Formule de Cramer

On appelle système de Cramer tout système linéaire Ax = b d’inconnue x ∈ Kn,
où A ∈ GLn(K) et b ∈ Kn. L’unique solution d’un tel système est x = A−1b.

En notant x = (xj)1⩽j⩽n ∈ Kn cette solution, on a b =
n∑
j=1

xjCj , où les Cj sont

les colonnes de A et en utilisant le caractère multilinéaire alterné du déterminant,
on a pour tout entier k compris entre 1 et n :

det(C1, . . . , Ck−1, b, Ck+1, . . . , Cn) =
n∑
j=1

xj det(C1, . . . , Ck−1, Cj , Ck+1, . . . , Cn)

= xk det(A)

soit xk = det(C1, . . . , Ck−1, b, Ck+1, . . . , Cn)
det(A) pour 1 ⩽ k ⩽ n.

Ces dernières égalités sont appelées formules de Cramer. En calculant un détermi-
nant par cette formule, cela nécessite n! (n− 1) multiplications et (n!− 1) addi-
tions, donc environ nn! opérations élémentaires. Comme il y a n+ 1 déterminants
à calculer puis n divisions à faire pour les formules de Cramer, on aura un total
d’environ n2n! opérations élémentaires à effectuer, ce qui peut être beaucoup trop
important pour de grandes valeurs de n.

Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est plus efficace pour résoudre un système linéaire
d’ordre n ∈ N∗. En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes du système
linéaire Ax = b, on le transforme en un système triangulaire supérieur Rx = c.
On note ici Li la ligne numéro i du système linéaire Ax = b.
Étape 0 — On se ramène à un système tel que a11 non nul.
Si pour tout i = 1, . . . , n, on a ai1 = 0, alors det(A) = 0 et c’est fini. Sinon, il
existe i > 1 tel que ai1 soit non nul, et en permutant les lignes 1 et i (si i = 1,
on ne fait rien), on se ramène à un système A(1)x = b(1), avec a(1)

11 non nul. Le
coefficient a(1)

11 est le premier pivot. On a alors det(A) = ±det
(
A(1)), avec le signe

moins si, et seulement si, il y a une permutation des lignes 1 et i avec i > 1.
Étape 1 — Élimination de x1 dans les équations 2, . . . , n.
On effectue pour cela les transformations élémentaires suivantes :

L
(1)
i ←− L

(1)
i −

a
(1)
i1
a

(1)
11
L

(1)
1 (i = 2, . . . , n)
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et après une éventuelle permutation des lignes 2 et i > 3, on obtient le système

A(2)x = b(2), avec a(2)
22 non nul où A(2) =

à
a

(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

...
... . . . ...

0 a
(2)
n2 · · · a

(2)
nn

í
.

Le coefficient a(2)
22 est le deuxième pivot.

Étape k — Élimination de xk dans les équations k + 1, . . . , n.
À la fin de l’étape k − 1, on a obtenu le système A(k)x = b(k), avec :

A(k) =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1k · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2k · · · a

(2)
2n

... . . . . . . ... . . . ...
0 · · · 0 a

(k)
kk · · · a

(k)
kn

... . . . ...
... . . . ...

0 · · · 0 a
(k)
nk · · · a

(k)
nn


et a(k)

kk non nul. Le coefficient a(k)
kk est le pivot numéro k.

On effectue alors les transformations élémentaires suivantes :

L
(k)
i ←− L(k)

i −
a

(k)
ik

a
(k)
kk

L
(k)
k (i = k + 1, . . . , n)

puis une éventuelle permutation des lignes k + 1 et j > k + 1 pour se ramener à
a

(k+1)
k+1,k+1 non nul.

Au bout de n− 1 étapes, on est donc ramené à un système triangulaire supérieur
A(n)x = b(n).
De plus, on a det(A) = (−1)p det

(
A(n)), où p est le nombre de permutations qui

ont été nécessaires pour avoir des pivots non nuls et det
(
A(n)) est le produit des

pivots.

Définition

On appelle matrice extraite (ou sous-matrice) de A = (aij) ∈ Mm,n(K),
toute matrice AI,J = (aij)(i,j)∈I×J , où I = {1 ⩽ i1 < · · · < iq ⩽ m} et
J = {1 ⩽ j1 < · · · < jp ⩽ n}. On appelle déterminant extrait de A

(
ou de

det(A)
)
, le déterminant d’une matrice carrée extraite de A. Si δp est un dé-

terminant extrait de A d’ordre p, on appelle bordant de δ tout déterminant
δp+1 extrait d’ordre p+ 1 de A tel que δp soit extrait de δp+1.
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Théorème

Une matrice A ∈ Mm,n(K) est de rang r si, et seulement si, il existe un
déterminant extrait de A, δr d’ordre r et non nul tel que tous les bordants
de δr sont nuls

(
si r = min(n,m), la deuxième condition n’est pas à prendre

en compte
)
.

Corollaire

Le rang d’une matrice A ∈Mm,n(K) est l’ordre du plus grand déterminant
extrait de A qui est non nul.

Les formules de Cramer peuvent être utilisées pour déterminer l’ensemble des
solutions d’un système linéaire de m équations à n inconnues Ax = b d’inconnue
x ∈ Kn, où A ∈Mm,n(K)\{0} est de rang r ∈

{
1,min(n,m)

}
et b ∈ Km.

Il existe des matrices carrées d’ordre r extraites de A de déterminant non nul (un
tel déterminant est appelé déterminant principal de A) et toute matrice carrée
extraite d’ordre plus grand ou égal à r + 1 (s’il en existe) est de déterminant nul.
En effectuant au besoin des permutations de lignes ou de colonnes du système
linéaire, on se ramène à une matrice A tel que la matrice Ar = (aij)1�i,j�r soit
inversible. Le système linéaire :

n∑
j=1

aijxj = bi (1 � i � r)

est alors appelé système d’équations principales du système Ax = b.



Polynômes à
coefficients dans

un corps 20
K est un corps commutatif et pour tout couple d’entiers (n, k) ∈ N2, on note δn,k
le symbole de Kronecker défini par δn,k = 1 pour k = n et δn,k = 0 pour k ̸= n.

20.1 L’algèbre K[X] des polynômes à coefficients
dans K

On désigne par KN l’ensemble des suite a = (ak)k∈N d’éléments de K. Muni des
opérations d’addition et de multiplication externe définies par a+b = (ak + bk)k∈N
et λa = (λak)k∈N pour a, b dans KN et λ dans K, cet ensemble est un K-espace
vectoriel. On définit une multiplication interne sur KN en posant pour a = (ak)k∈N,
b = (bk)k∈N dans KN, ab = (ck)k∈N, où les ck sont définis par :

∀k ∈ N, ck =
k∑
j=0

ajbk−j =
k∑
j=0

ak−jbj =
∑

0⩽i,j⩽k
i+j=k

aibj .

Muni de cette multiplication, KN est un anneau commutatif, le neutre pour le
produit étant P0 = (δ0,k)k∈N = (1, 0, 0, . . . , 0, . . .).

Définition

Le support d’une suite a = (ak)k∈N est Supp(a) = {k ∈ N, ak ≠ 0}.

Définition

On appelle polynôme à coefficients dans K toute suite P = (ak)k∈N ∈ KN

de support fini, c’est-à-dire une suite d’éléments de K dont tous les termes,
sauf un nombre fini d’entre eux, sont nuls.
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On note, temporairement, K(N) l’ensemble de ces polynômes, 0 le polynôme nul,
c’est-à-dire celui dont tous les termes sont nuls et 1 le polynôme P0 = (δ0,k)k∈N.
Si P = (ak)k∈N est un polynôme non nul, il existe alors un nombre fini d’indices
k ∈ N tels que ak ̸= 0 et on peut noter :

deg(P ) = max{k ∈ N, ak ̸= 0}, val(P ) = min{k ∈ N, ak ̸= 0}.

Définition

Avec les notations qui précèdent, on dit que deg(P ) est le degré de P et
val(P ) la valuation de P .

Par convention, on pose deg(0) = −∞ et val(0) = +∞.
Un polynôme non nul de degré n � 0 peut être noté P = (a0, . . . , an, 0, . . . , 0, . . .)
et on dit que an ̸= 0 est le coefficient dominant de P .

Théorème

Pour tous P et Q dans K(N), on a deg(P + Q) � max
(
deg(P ),deg(Q)

)
avec égalité si deg(P ) ̸= deg(Q), val(P + Q) � min

(
val(P ), val(Q)

)
avec égalité si val(P ) ̸= val(Q), deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q) et
val(PQ) = val(P ) + val(Q).

Théorème

K(N) est une sous-algèbre de KN et la famille (Pn)n∈N de polynômes définie
par : ∀n ∈ N, Pn = (δn,k)k∈N = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, . . .)
en est une base.

L’application a0 ∈ K 7→ (a0, 0, . . . , 0, . . .) = a0P0 ∈ K(N) réalise un morphisme
d’anneaux injectif de K dans K(N), ce qui permet d’identifier K au sous-anneau de
K(N) formé du polynôme nul et des polynômes non nuls de degré 0.
Un polynôme a0P0, identifié à a0 ∈ K, est appelé polynôme constant.
En notant X = P1 = (0, 1, 0, . . . , 0, . . .), on a Xn = Pn pour tout n ∈ N∗. En
définitive, un polynôme non nul de degré n s’écrit P =

n∑
k=0

akX
k, en convenant

que X0 = 1. On notera aussi P (X) =
n∑
k=0

akX
k. On dit alors que X est une

indéterminée et on note K[X] l’algèbre des polynômes à coefficients dans K.
Un monôme est un polynôme de la forme λXn où λ ∈ K et n ∈ N (pour n = 0, il
s’agit d’un polynôme constant).
Pour tout entier naturel n, on note Kn[X] le sous-ensemble de K[X] formé des
polynômes de degré au plus égal à n. On vérifie facilement que Kn[X] est un sous-
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espace vectoriel de K[X]. Ce sous-espace Kn[X] est de dimension n+ 1, la famille(
Xk

)
0�k�n en étant une base

(
la base canonique de Kn[X]

)
.

Un polynôme P (X) =
n∑
k=0

akX
k de degré n � 0 est dit unitaire si an = 1.

Théorème

Les éléments inversibles de l’anneau K[X] sont les polynômes constants non
nuls.

Définition

Soient P =
n∑
k=0

akX
k et Q deux polynômes K[X]. La composée des poly-

nômes P et Q est le polynôme P ◦ Q =
n∑
k=0

akQ
k avec la convention que

Q0 = 1 pour tout polynôme Q.

Théorème

Pour tous polynômes P et Q non nuls dans K[X], on a :
deg(P ◦Q) = deg(P ) deg(Q).

Définition

Une famille de polynômes non nuls (Pk)k∈N est dite étagée en degrés [resp.
en valuations] si on a deg(Pk) < deg(Pk+1)

[
resp. val(Pk) < val(Pk+1)

]
pour tout k ∈ N et qu’elle est échelonnée en degrés [resp. en valuations] si
on a deg(Pk) = k

[
resp. val(Pk) = k

]
pour tout k ∈ N.

Théorème

Une famille (Pk)k∈N de polynômes non nuls étagée en degrés [resp. en va-
luations] est libre dans l’espace vectoriel K[X].

Corollaire

Une famille (Pk)k∈N
[
resp. (Pk)0�k�n

]
de polynômes non nuls échelonnée

en degrés [resp. en valuations] est une base de K[X]
[
resp. de Kn[X]

]
.
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20.2 Division euclidienne dans K[X]

Théorème

Pour tout couple (A,B) de polynômes à coefficients dans K avec B ̸= 0,
il existe un unique couple (Q,R) de polynômes tel que A = BQ + R et
deg(R) < deg(B).

Définition

On dit que deux polynômes A,B non nuls dans K[X] sont associés, s’il
existe λ ∈ K∗ tel que B = λA.

Pour tout P ∈ K[X], l’ensemble (P ) =
{
PQ ; Q ∈ K[X]

}
des multiples de P dans

K[X] est l’idéal engendré par P et on le note aussi P · K[X]. Un tel idéal est dit
principal. Plus généralement, pour toute famille (Pk)1�k�r d’éléments de K[X],

l’ensemble (P1, . . . , Pr) =
ß

r∑
k=1

QkPk ; (Qk)1�k�r ∈ K[X]p
™

est un idéal. On dit

que c’est l’idéal engendré par P1, . . . , Pr. On le note aussi
r∑

k=1
Pk ·K[X].

Théorème

Pour tout idéal I de K[X] non réduit à {0}, il existe un unique polynôme
unitaire A tel que I = (A).

Le théorème précédent se traduit en disant que l’anneau K[X] est principal.

Théorème

Soient r ∈ N\{0, 1} et A1, . . . , Ar dans K[X] non tous nuls. Il existe un
unique polynôme unitaire ∆ ∈ K[X] tel que (A1, . . . , Ar) = (∆). Il existe
des polynômes U1, . . . , Ur tels que ∆ =

r∑
k=1

UkAk et ∆ est aussi caractérisé

par la propriété suivante :{
∀k ∈ {1, . . . , r} , ∆ divise Ak
tout diviseur commun à A1, . . . , Ar divise ∆

(20.1)
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Définition

Soient r ∈ N\{0, 1} et A1, . . . , Ar dans K[X] non tous nuls. On appelle plus
grand commun diviseur de A1, . . . , Ar le polynôme unitaire ∆ qui vérifie
(A1, . . . , Ar) = (∆) ou (20.1). On note pgcd (A1, . . . , Ar) ce polynôme ou
encore A1 ∧ · · · ∧Ar.

La relation ∆ =
r∑

k=1
UkAk est une identité de Bézout.

Théorème

Soient P,Q,R dans K[X] et λ ∈ K, avec P et λ non nuls. En désignant par
α le coefficient dominant de P , on a :

— P ∧ 0 = 1
α
P ; P ∧ λ = 1 ;

— P ∧Q = Q ∧ P (commutativité du pgcd) ;

— P ∧Q = 1
α
P si, et seulement si, P divise Q ;

— (PQ) ∧ (PR) = 1
α
P (Q ∧R) ;

— pour Q non nul, P ∧ (Q ∧R) = (P ∧Q)∧R (associativité du pgcd).

Comme pour l’anneau Z des entiers relatifs, on dispose de l’algorithme d’Euclide
pour obtenir le pgcd de deux polynômes A et B non nuls. Le principe de cet
algorithme est le suivant pour A,B non nuls tels que deg(A) � deg(B).
On définit la suite (Rn)n�0 de polynômes par :

— R0 = B ; R1 est le reste dans la division euclidienne de A par B ; on a donc
R1 = 0 ou 0 � deg(R1) < deg(R0) ;

— pour n � 2, si Rn−1 = 0 alors Rn = 0, sinon Rn est le reste dans la division
euclidienne de Rn−2 par Rn−1 et on a Rn = 0 ou 0 � deg(Rn) < deg(Rn−1).

Il existe alors un entier p � 1 tel que Rp = 0, 0 � deg(Rp−1) < · · · < deg(R0)
et A ∧ B = R0 ∧ R1 = · · · = Rp−1 ∧ Rp = Rp−1 (à un facteur multiplicatif non
nul près), c’est-à-dire que A ∧ B est, à un facteur multiplicatif non nul près, le
dernier reste non nul dans cette suite finie de divisions euclidiennes. On a en fait
construit avec l’algorithme d’Euclide, dans le cas où B ne divise pas A, deux suites
de polynômes (Rn)0�n�p et (Qn)1�n�p de la manière suivante :
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


A = Q1R0 +R1 (R1 ̸= 0 et deg(R1) < deg(R0))

R0 = Q2R1 +R2 (R2 ̸= 0 et deg(R2) < deg(R1))
...
Rp−3 = Qp−1Rp−2 +Rp−1 (Rp−1 ̸= 0 et deg(Rp−1) < deg(Rp−2))

Rp−2 = QpRp−1 +Rp (Rp = 0)

On vérifie alors qu’il existe deux polynômes Uk et Vk tels que Rk = AUk + BVk.
En particulier pour k = p− 1 on a A∧B = Rp−1 = AUp−1 +BVp−1 = AU +BV .

20.3 Polynômes premiers entre eux

Définition

Soient r ∈ N\{0, 1} et A1, . . . , Ar des polynômes dans K[X] tous non nuls.
On dit que A1, . . . , Ar sont premiers entre eux dans leur ensemble si leur
pgcd vaut 1. Pour r = 2, on dira simplement que A1 et A2 sont premiers
entre eux.

Des polynômes deux à deux premiers entre eux sont premiers entre eux dans leur
ensemble.

Théorème de Bézout

Soient A1, . . . , Ar des polynômes dans K[X] tous non nuls avec r � 2. Ces
polynômes sont premiers entre eux dans leur ensemble si, et seulement si,
il existe des polynômes U1, . . . , Ur tel que

r∑
k=1

UkAk = 1.

Corollaire

Soient A1, . . . , Ar des polynômes non nuls avec r � 2 et ∆ = A1 ∧ · · · ∧Ar.
Il existe des polynômes, B1, . . . , Br premiers entre eux dans leur ensemble,
tels que Ak = ∆Bk pour tout k compris entre 1 et r.

Corollaire (Gauss)

Soient A,B,C trois polynômes non nuls. Si A divise BC et est premier avec
B, alors A divise C.
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Corollaire

Soient A,B,C trois polynômes non nuls. Si C est premier avec A alors
A∧B = A∧ (BC) (le pgcd de deux polynômes est inchangé si on multiplie
l’un d’eux par un polynôme premier avec l’autre).

Corollaire

Soient r ∈ N\{0, 1} et A1, . . . , Ar, C des polynômes non nuls. Si C est
premier avec chacun des Ak, pour tout k compris entre 1 et r, il est alors
premier avec leur produit

r∏
k=1

Ak.

20.4 Racines des polynômes

À tout polynôme P (X) =
n∑
k=0

akX
k ∈ K[X], on associe la fonction polynomiale

‹P : K→ K définie par ‹P (x) =
n∑
k=0

akx
k pour tout x ∈ K.

Pour α ∈ K, on note P (α) =
n∑
k=0

akα
k l’évaluation de la fonction polynôme ‹P

en α
(
ce qu’il faudrait noter en toute rigueur ‹P (α)

)
. Cette évaluation en α est en

fait la composition de P avec le polynôme constant α, qui est bien un polynôme
constant. P (0) = a0 est le coefficient constant de P .

Théorème

Pour tout α ∈ K, l’application φα : P 7→ P (α) réalise un morphisme
d’algèbre de K[X] dans K.

Définition

Soit P ∈ K[X]. On dit que α ∈ K est racine de P , si P (α) = 0.

Définition

Soient P ∈ K[X]\K un polynôme non constant, α ∈ K et m ∈ N∗. On dit
que α est racine d’ordre (ou de multiplicité) m de P si (X − α)m divise P
et (X − α)m+1 ne divise pas P .
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Si α est racine de P ∈ K[X]\K, sa multiplicité est alors comprise entre 1 et deg(P ).
Pour m = 1, on dit que α est une racine simple, pour m = 2, qu’elle est racine
double et pour m � 2, qu’elle est racine multiple. Si α n’est pas racine de P , on
peut dire que c’est une racine de multiplicité nulle.

Théorème

Soient P ∈ K[X]\K, α1, . . . , αr dans K deux à deux distincts et m1, . . . ,mr

des entiers naturels non nuls. Les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

— pour tout k compris entre 1 et r, αk est racine de P de multiplicité
mk ;

— il existe Q ∈ K[X] tel que P (X) = Q(X)
r∏

k=1
(X − αk)mk et

Q (αk) ̸= 0 pour tout k compris entre 1 et r.

Corollaire

Si P ∈ K[X]\K admet r � 1 racines distinctes α1, . . . , αr dans K de multi-
plicités respectives m1, . . . ,mr, on a alors deg(P ) �

r∑
k=1

mk.

Corollaire

Un polynôme P ∈ K[X] de degré n � 1 admet au plus n racines distinctes
ou confondues dans K.

Du corollaire précédent, on déduit que si P et Q dans Kn[X] coïncident en au
moins n + 1 points distincts, ils sont alors égaux. Le corollaire précédent peut
aussi s’exprimer en disant que si P ∈ Kn[X] admet r � 1 racines distinctes
α1, . . . , αr dans K de multiplicités respectives m1, . . . ,mr avec

r∑
i=1

mi > n, c’est
alors le polynôme nul.

Définition

On dit qu’un polynôme P ∈ K[X] est scindé sur K, s’il est constant ou
de degré n � 1 et admet r � 1 racines distinctes α1, . . . , αr dans K de
multiplicités respectives m1, . . . ,mr avec

r∑
i=1

mi = n. Dans le cas où tous
les mi sont égaux à 1, on dit que le polynôme est scindé à racines simples
ou encore qu’il est simplement scindé.
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Un polynôme scindé non constant est donc de la forme P (X) = λ
r∏

k=1
(X − αk)mk ,

où λ est une constante non nulle, les αk sont des scalaires deux à deux distincts
et les mk des entiers naturels non nuls.

Théorème de d’Alembert-Gauss 1

Toute équation polynomiale à coefficients complexes de degré non nul n
admet n racines complexes distinctes ou confondues.

Théorème (formules de Viète)

Soient P (X) =
n∑
k=0

akX
k ∈ C[X] de degré n ∈ N∗ et z1, . . . , zn les racines

de P .

Soit, pour tout k ∈ �1, n�, σk =
∑

1�i1<...<ik�n
zi1 . . . zik .

Alors, pour tout k ∈ �1, n�, σk = (−1)k an−k

an
.

En particulier, σ1 = z1 + · · ·+ zn = −an−1
an

et σn = z1 . . . zn = (−1)n a0
an

.

Par exemple pour n = 3, σ1 = z1 + z2 + z3, σ2 = z1z2 + z1z3 + z2z3 et σ3 = z1z2z3.

20.5 Théorème de Leibniz et formule de Taylor

Définition

Soit P un polynôme dans K[X]. Le polynôme dérivé de P est le polynôme P ′

défini par :

P ′(X) =




0 si P = a0 est constant
n∑
k=1

kakX
k−1 si P (X) =

n∑
k=0

akX
k est de degré n � 1 .

On a en particulier
(
Xk

)′ = kXk−1 pour tout entier k � 1 et, pour tout polynôme
P de degré n � 1, le polynôme P ′ est de degré n− 1.

1. également appelé théorème fondamental de l’algèbre.



302 20•Polynômes à coefficients dans un corps

Théorème

L’application P 7→ P ′ est linéaire de K[X] dans K[X], de Kp[X] dans
Kp−1[X] pour p � 1 et pour tous polynômes P,Q dans K[X], on a :

(PQ)′ = P ′Q+ PQ′, (P ◦Q)′ = (P ′ ◦Q)Q′.

On définit les dérivées successives d’un polynôme P , en les notant P (k), par la re-
lation de récurrence P (0) = P et P (k) =

(
P (k−1))′ pour tout k � 1. En particulier,

on a
(
Xk

)(p) = k!
(k−p)!X

k−p si 0 � p � k et
(
Xk

)(p) = 0 si p � k + 1.

Théorème de Leibniz

Pour tous polynômes P,Q et tout entier naturel n, on a :

(PQ)(n) =
n∑
k=0

Ç
n

k

å
P (k)Q(n−k) =

n∑
k=0

Ç
n

k

å
P (n−k)Q(k).

Théorème (formule de Taylor)

Pour tout polynôme P (X) =
n∑
k=0

akX
k et tout scalaire a ∈ K, on a :

P (X) =
n∑
k=0

P (k) (a)
k! (X − a)k .

Théorème

Soient P ∈ K[X]\{0}, α ∈ K et m ∈ N∗. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

— α est racine d’ordre m � 1 de P ;

— il existe un polynôme Q ∈ K[X] tel que P (X) = Q(X) (X − α)m et
Q(α) ̸= 0 ;

— P (k)(α) = 0 pour k compris entre 0 et m− 1 et P (m)(α) ̸= 0.
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20.6 Polynômes irréductibles

Définition

Un polynôme P ∈ K[X]\{0} est dit irréductible s’il est non constant et n’est
divisible que par les constantes non nulles ou les polynômes λP avec λ ∈ K∗.

Théorème d’Euclide

Soient P ∈ K[X] un polynôme irréductible. Si P divise un produit
r∏

k=1
Ak

de r � 2 polynômes non nuls, il divise alors l’un des Ak.

Théorème

Tout polynôme non constant P ∈ K[X] est produit de polynômes irréduc-
tibles et une telle décomposition est unique 2 à l’ordre près des facteurs,
ce qui signifie qu’il existe une constante λ ∈ K∗, un entier r � 1, des po-
lynômes unitaires P1, . . . , Pr deux à deux distincts et irréductibles et des
entiers naturels non nuls m1, . . . ,mr tels que P = λ

r∏
k=1

Pmk

k .

Corollaire

Tout polynôme non constant P ∈ K[X] admet au moins un diviseur irré-
ductible.

Pour la suite de ce paragraphe, on s’intéresse aux polynômes irréductibles dans
R[X]. On sait déjà que les polynômes de degré 1 sont irréductibles.

Théorème

Les polynômes réels irréductibles sont les polynômes de degré 1 et les po-
lynômes de degré 2, P (X) = aX2 + bX + c tels que b2 − 4ac < 0.

2. L’unicité signifie que si on a une autre décomposition du même type P = µ
s∏

k=1
Q

nk
k

, on a

alors µ = λ, s = r et il existe une permutation σ ∈ Sr telle que Qk = Pσ(k) et nk = mσ(k) pour
tout k compris entre 1 et r.
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Théorème

Tout polynôme non constant P ∈ R[X] est produit de polynômes irréduc-
tibles de degré 1 ou 2, c’est-à-dire qu’il existe une constante λ ∈ R∗, deux
entiers naturels r et s, des réels a1, . . . , ar deux à deux distincts, des entiers
naturels non nuls n1, . . . , nr, des couples de réels (b1, c1) , . . . , (bs, cs) deux
à deux distincts tels que b2

k − 4ck < 0 pour tout k et des entiers naturels
non nuls m1, . . . ,ms tels que P = λ

r∏
k=1

(X − ak)nk
s∏

k=1

(
X2 + bkX + ck

)mk .

Une telle décomposition est unique à l’ordre près des facteurs.

Lemme

Soient P , Q deux polynômes unitaires non constants K[X] et P =
r∏

k=1
Pmk

k ,

Q =
r∏

k=1
Pnk

k leurs décompositions en produit de polynômes irréductibles

avec les Pk unitaires irréductibles deux à deux distincts et les nk, mk entiers
naturels (certains de ces entiers pouvant être nuls). On a alors :

(P divise Q)⇔
(
∀k ∈ {1, . . . , r} , mk � nk

)
.

Théorème

Avec les notations du lemme précédent, on a P ∧Q =
r∏

k=1
P

min(mk,nk)
k .

De manière plus générale si P1, . . . , Pn sont des polynômes unitaires non constants
et Pj =

r∏
k=1

P
mjk

k la décomposition en produit de polynômes irréductibles de cha-

cun de ces polynômes, on a P1 ∧ · · · ∧ Pn =
r∏

k=1
P

min(m1,k,...,mn,k)
k .

20.7 Décomposition des fractions rationnelles en
éléments simples

Une fonction rationnelle est une fonction x 7→ f(x) = P (x)
Q(x) , où P,Q sont deux

fonctions polynomiales à coefficients complexes avec Q ̸= 0 premier avec P . Elle
est définie sur R privé des racines réelles de Q.
Une fraction rationnelle est le quotient P

Q de deux polynômes à coefficients com-
plexes avec Q ̸= 0 premier avec P .
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Définition

α ∈ C est un pôle d’ordre m de P
Q , s’il est racine d’ordre m de Q.

Théorème

Soient f = P
Q une fraction rationnelle (P et Q étant premiers entre eux)

et α1, . . . , αp les pôles de f d’ordres respectifs m1, . . . ,mp. Il existe des
nombres complexes (λjk) 1�j�p

1�k�mj

, avec λj,mj
̸= 0 pour tout j compris entre

1 et p, et une fonction polynomiale R, uniquement déterminés, tels que :

f(X) =
p∑
j=1

mj∑
k=1

λjk

(X − αj)k
+R(X) (20.2)

Définition

Avec les notations du théorème précédent, on dit que la décomposition
(20.2) est la décomposition en éléments simples de f et, pour tout j compris

entre 1 et p, on dit que la fraction rationnelle
mj∑
k=1

λjk

(X − αj)k
est la partie

polaire de f associée au pôle αj .

Dans une telle décomposition en éléments simples, le polynôme R est le quotient
dans la division euclidienne de P par Q.

Théorème

Soit f = P

Q
une fraction rationnelle réelle (P et Q étant premiers entre

eux) avec Q(X) =
r∏

k=1
(X − xk)mk

s∏
k=1

(
X2 + βkX + γk

)nk , où x1, . . . , xr

sont des réels deux à deux distincts, (β1, γ1) , . . . , (βs, γs) des couples
de réels deux à deux distincts tels que β2

k − 4γk < 0 pour tout k
et m1, . . . ,mr, n1, . . . , ns des entiers naturels non nuls. Il existe des
réels (λjk) 1�j�r

1�k�mj

, (µjk) 1�j�s
1�k�nj

, (νjk) 1�j�s
1�k�nj

et une fonction polynomiale

réelle R, uniquement déterminés, tels que :

f(X) =
r∑
j=1

mj∑
k=1

λjk

(X − αj)k
+

s∑
j=1

nj∑
k=1

µjkX + νjk

(X2 + βjX + γj)k
+R(X).
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20.8 Polynômes d’interpolation de Lagrange
Pour tout entier naturel n, on se donne une famille (xi)0�i�n de n + 1 éléments
de K deux à deux distincts et à cette famille on associe la famille (Li)0�i�n de

polynômes définie par Li(X) =
n∏
j=0
j ̸=i

X − xj
xi − xj

pour 0 � i � n. On peut remarquer

que Li(xj) = δij pour 0 � i, j � n.

Théorème

Avec les notations qui précèdent, la famille de polynômes (Li)0�i�n est une
base de Kn[X].

Tout polynôme P ∈ Kn[X] s’écrit donc, P =
n∑
i=1

λiLi, l’évaluation en xj nous

donnant λj = P (xj), pour tout j compris entre 0 et n.

Théorème

Avec les notations qui précèdent, pour tous scalaires y0, y1, . . . , yn, il existe
un unique polynôme P ∈ Kn[X] tel que P (xj) = yj pour tout j compris
entre 0 et n. Ce polynôme est donné par P =

n∑
i=1

yiLi.

Avec les notations du théorème précédent, on dit que P est le polynôme d’interpo-
lation de Lagrange associé à x = (xi)0�i�n et y = (yi)0�i�n.

Théorème

Soient a < b deux réels, n ∈ N∗ et (xk)0�k�n une suite de points deux à
deux distincts dans [a, b]. Il existe une unique suite de réels (µk)0�k�n telle

que pour tout polynôme P dans Rn[X] on a
∫ b

a

P (x) dx =
n∑
k=0

µkP (xk).
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endomorphismes 21

K est un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n ⩾ 1 et on se donne
u ∈ L(E).

21.1 Valeurs et vecteurs propres

u est un endomorphisme de E.

Définition

On dit que λ ∈ K est valeur propre de u, si on a, Ker(u− λ Id) ̸= {0} .

La définition précédente est en fait valable pour E de dimension infinie.
Dire que λ ∈ K est valeur propre de u équivaut à dire qu’il existe x ∈ E\{0} tel
que u(x) = λx, ce qui revient aussi à dire que u− λ Id est non inversible puisque
E est de dimension finie. On dit alors que x est un vecteur propre de u associé à
la valeur propre λ et que le sous-espace vectoriel Eλ = Ker(u − λ Id) de E est le
sous-espace propre associé à λ.
L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et noté Sp(u).
Un scalaire λ ∈ K est valeur propre de u ∈ L(E) si, et seulement si, le polynôme
caractéristique de u défini par χu(X) = det(X Id−u) est nul pour X = λ. On a
donc Sp(u) = χ−1

u

(
{0}

)
=

{
λ ∈ K, det(λ Id−u) = 0

}
et c’est une partie finie de

K ayant au plus n éléments. Pour K = R, ce spectre peut être vide.
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Définition

On dit que λ dans K est valeur propre de A ∈Mn(K) s’il existe un vecteur
non nul X dans Kn tel que AX = λX. On dit alors que X est un vecteur
propre de A associé à la valeur propre λ et que le sous-espace vectoriel
de Kn, Eλ = {X ∈ Kn, AX = λX}

(
que l’on peut noter Ker(A−λIn)

)
est

le sous-espace propre associé à λ.

L’ensemble Sp(A) des valeurs propres de A est appelé le spectre de A et le polynôme
caractéristique de A ∈Mn(K) est défini par χA(X) = det(XIn −A).

Définition

Un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par u, s’il vérifie u(F ) ⊂ F.

Lemme

Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, le polynôme caracté-
ristique de la restriction de u à F divise alors celui de u.

Théorème

Si λ ∈ K est une valeur propre de u de multiplicité α en tant que racine du
polynôme caractéristique de u, on a alors 1 � dim

(
Ker(u− λ Id)

)
� α.

Théorème

Si Sp(u) = {λ1, . . . , λp} , les sous-espaces propres Ker(u − λk Id), pour k
compris entre 1 et p, sont alors en somme directe.

21.2 Diagonalisation

Définition

Soient A et A′ deux matrices carrées d’ordre n ∈ N∗. On dit que A et A′

sont semblables (ou que A est semblable à A′) s’il existe une matrice carrée
inversible P d’ordre n telle que A′ = P−1AP .
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Théorème

Deux matrices semblables ont même trace, même déterminant, même rang
et même polynôme caractéristique.

Définition

On dit que u est diagonalisable, s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est diagonale.

Définition

On dit qu’une matrice A ∈ Mn(K) est diagonalisable, si elle est semblable
à une matrice diagonale.

La matrice A est donc diagonalisable si, et seulement si, il existe une matrice
diagonale D et une matrice inversible P telles que D = P−1AP.

Théorème

Si u a n valeurs propres distinctes dans K, il est alors diagonalisable.

Théorème

Les conditions suivantes sont équivalentes :
— l’endomorphisme u est diagonalisable ;

— en notant Sp(u) = {λ1, . . . , λp} , on a E =
p⊕
k=1

Ker(u− λk Id) ;

— en notant Sp(u) = {λ1, . . . , λp} , on a
p∑
k=1

dim
(
Ker(u− λk Id)

)
= n ;

— le polynôme caractéristique de u est scindé sur K de racines deux à
deux distinctes λ1, . . . , λp dans K, chaque λk (1 � k � p) étant de
multiplicité αk = dim

(
Ker(u− λk Id)

)
.

21.3 Endomorphismes trigonalisables

Définition

On dit que u est trigonalisable, s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire.
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Définition

On dit qu’une matrice A ∈ Mn(K) est trigonalisable, si elle est semblable
à une matrice triangulaire.

Théorème

L’endomorphisme u est trigonalisable sur K si, et seulement si, son poly-
nôme caractéristique est scindé sur K.

Corollaire

Sur C, tout endomorphisme u ∈ L(E) est trigonalisable.

Corollaire

Toute matrice A ∈Mn(C) est trigonalisable.

Corollaire

Si u ∈ L(E) est trigonalisable et si F est un sous-espace vectoriel de E
stable par u, alors la restriction de u à F est aussi trigonalisable.

Corollaire

Si u ∈ L(E)
[
resp. A ∈ Mn(K)

]
est trigonalisable, alors la trace de u

[resp. de A] est égale à la somme des valeurs propres de u [resp. de A] et le
déterminant de u [resp. de A] est égal au produit des valeurs propres de u
[resp. de A].

21.4 Polynômes d’endomorphismes, polynôme
minimal

On définit les puissances successives de u par u0 = Id et uk+1 = u ◦ uk pour
tout k ∈ N, ce qui permet de définir, pour tout polynôme P (X) =

p∑
k=0

akX
k

dans K[X], l’endomorphisme P (u), par P (u) =
p∑
k=0

aku
k. On note naturellement

K[u] =
{
P (u) ; P ∈ K[X]

}
et cet ensemble est un sous-espace vectoriel et un sous-

anneau commutatif de L(E) . Précisément, K[u] est une sous-algèbre de L(E) et
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pour ce qui est de la commutativité, on a pour tous P,Q dans K[X] :

(PQ) (u) = P (u) ◦Q(u) = Q(u) ◦ P (u) = (QP ) (u).

On définit de manière analogue la sous-algèbre K[A] de Mn(K) engendrée par une
matrice A ∈Mn(K).
Si A ∈ Mn(K) est la matrice de u ∈ L(E) dans une base B, alors P (A) est la
matrice de P (u) dans B.

Définition

Soient P ∈ K[X] non nul et u ∈ L(E). On dit que P est un polynôme
annulateur de u (ou que P annule u) si P (u) = 0.

Théorème

Soit P ∈ K[X]. Pour toute valeur propre λ ∈ Sp(u), P (λ) est valeur propre
de P (u). Pour K = C, on a Sp

(
P (u)

)
=

{
P (λ) ; λ ∈ Sp(u)

}
.

Corollaire

Soient P ∈ K[X] non nul et u ∈ L(E). Si P annule u, toute valeur propre
de u est racine de P .

L’espace vectoriel L(E) étant de dimension n2, la famille
(
uk

)
0�k�n2 est liée, ce

qui se traduit en disant qu’il existe un polynôme P non nul dans K[X] tel que
P (u) = 0. Il en résulte que l’ensemble Iu =

{
P ∈ K[X], P (u) = 0

}
n’est pas

réduit au polynôme nul. Cet ensemble qui est le noyau du morphisme d’anneaux
P 7→ P (u) est un idéal de K[X]. L’anneau K[X] étant principal on peut donner la
définition suivante.

Définition

Iu est appelé idéal annulateur de u. On appelle polynôme minimal de u
l’unique polynôme πu tel que Iu = πu ·K[X].

On définit de manière analogue l’idéal annulateur et le polynôme minimal d’une
matrice A ∈Mn(K).
Si u a pour matrice A dans une base B de E, alors A et u ont même idéal
annulateur et même polynôme minimal.
Deux matrices semblables ont même idéal annulateur et même polynôme minimal.
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Théorème

Les valeurs propres de u sont les racines de son polynôme minimal.

Théorème

Dans le cas où le polynôme minimal πu est scindé sur K, le déterminant
de u est le produit des valeurs propres et la trace de u est la somme des
valeurs propres, ces dernières étant comptées avec leurs multiplicités.

Lemme de décomposition des noyaux

Soient p un entier supérieur ou égal à 2, P1, . . . , Pp des polynômes non nuls

dans K[X] deux à deux premiers entre eux et P =
p∏
k=1

Pk.

On a Ker
(
P (u)

)
=

p⊕
k=1

Ker
(
Pk(u)

)
et les projecteurs associés à cette dé-

composition sont des éléments de K[u].

En notant πu =
p∏
k=1

P βk

k la décomposition du polynôme minimal πu en facteurs

irréductibles dans K[X], on déduit du lemme de décomposition des noyaux que
E =

p⊕
k=1

Ker
Ä
P βk

k (u)
ä
, chaque sous-espace vectoriel Ek = Ker

Ä
P βk

k (u)
ä

étant

stable par u.

Théorème de Cayley-Hamilton

Si χu est le polynôme caractéristique de u, on a alors χu(u) = 0.

Corollaire

Le polynôme minimal πu divise le polynôme caractéristique χu. On a donc
dim

(
K[u]

)
= deg(πu) � n.

Pour K = C, on a χu(X) =
p∏
k=1

(X − λk)αk avec αk ∈ N∗ et les λk deux à deux

distincts et πu(X) =
p∏
k=1

(X − λk)βk avec 1 � βk � αk.
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Dans le cas où l’endomorphisme u est inversible, le théorème de Cayley-Hamilton
nous donne un moyen de calculer l’inverse de u. En notant χu(X) =

n∑
k=0

akX
k, on

a u−1 = − 1
a0

n∑
k=1

aku
k−1.

Le théorème de Cayley-Hamilton permet également de calculer up pour tout entier

p � n en fonction de Id, u, . . . , un−1. Pour p = n, on a un = −
n−1∑
k=0

aku
k et pour

p > n la division euclidienne de Xp par χu, Xp = Qχu + R avec deg(R) < n,
donne up = R(u).
Pour la réduction des endomorphismes, on dispose des théorèmes suivants.

Théorème

Les conditions suivantes sont équivalentes :
— l’endomorphisme u est diagonalisable ;
— il existe un polynôme annulateur de u scindé à racines simples dans K ;
— le polynôme minimal πu est scindé à racines simples dans K.

Théorème

Les conditions suivantes sont équivalentes :
— l’endomorphisme u est trigonalisable ;
— il existe un polynôme annulateur de u qui est scindé sur K ;
— le polynôme minimal πu est scindé sur K.

Définition

On dit que u est nilpotent s’il existe un entier r � 1 tel que ur−1 ̸= 0 et
ur = 0. On dit que r est l’indice (ou l’ordre) de nilpotence de u.

Définition

On dit qu’une matrice A ∈Mn(K) est nilpotente s’il existe un entier r � 1
tel que Ar−1 ̸= 0 et Ar = 0. On dit que r est l’indice (ou l’ordre) de
nilpotence de A.

Il est facile de vérifier que 0 est la seule valeur propre d’un endomorphisme [resp.
d’une matrice] nilpotent [resp. nilpotente].
L’indice de nilpotence d’un endomorphisme de E est au plus égal à dim(E).
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Si u et v sont deux endomorphismes nilpotents qui commutent, leur somme u+ v
est alors un endomorphisme nilpotent.

Théorème

L’endomorphisme u est nilpotent si, et seulement si, son polynôme carac-
téristique est égal à Xn. Il est nilpotent d’indice r � 1 si, et seulement si,
son polynôme minimal est égal à Xr.

Du théorème précédent, on déduit qu’un endomorphisme [resp. une matrice] nil-
potent [resp. nilpotente] est trigonalisable. Réciproquement, un endomorphisme
trigonalisable ayant 0 pour unique valeur propre est trigonalisable.

Théorème

Si u est nilpotent, on a alors Tr
(
uk

)
= 0 pour tout entier k � 1. Pour

K = R ou K = C, l’endomorphisme u est nilpotent si, et seulement si, il
vérifie Tr

(
uk

)
= 0 pour tout entier k compris entre 1 et n.

21.5 Sous-espaces caractéristiques

Soit u ∈ L(E) dont le polynôme caractéristique s’écrit χu(X) =
r∏

k=1
(X − λk)αk

avec αk ∈ N∗ et les λk ∈ K deux à deux distincts. Le polynôme minimal de u
s’écrit alors πu(X) =

r∏
k=1

(X − λk)βk avec 1 � βk � αk.

Définition

Avec les notations qui précèdent, on appelle sous-espaces caractéristiques
de u les sous espaces vectoriels Nk = Ker(u− λk Id)αk où k ∈ {1, . . . , r} .

Théorème

Avec les notations qui précèdent, on a E =
r⊕

k=1
Nk et pour tout k compris

entre 1 et r, on a :
1. Nk = Ker(u− λk Id)βk ;
2. λk est la seule valeur propre de la restriction de u à Nk ;
3. dim(Nk) = αk ;
4. la restriction de u− λk Id à Nk est nilpotente d’indice βk.
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Lemme

Avec les notations qui précèdent, pour tout k compris entre 1 et r, le pro-
jecteur πk de E sur Nk parallèlement à

r⊕
j=1
j ̸=k

Nj est un polynôme en u.

Les projecteurs πk de E surNk parallèlement à
r⊕
j=1
j ̸=k

Nj sont les projecteurs spectraux
de u.

Théorème de Dunford

Soit u un endomorphisme de E dont le polynôme caractéristique est scindé
sur K. Il existe un unique couple (d, v) d’endomorphismes de E tel que d
soit diagonalisable, v soit nilpotent, d et v commutent et u = d+ v.

Pratiquement la décomposition de Dunford d’un endomorphisme de E dont le
polynôme caractéristique est scindé sur K passe par le calcul des projecteurs spec-
traux πk. Pour ce faire il suffit de disposer d’un polynôme annulateur de u de
la forme P (X) =

r∏
k=1

(X − λk)mk avec mk � βk pour tout k compris entre 1 et

p où les λk sont les valeurs propres de u et βk est la multiplicité de λk comme
racine du polynôme minimal (on peut prendre pour polynôme P le polynôme
caractéristique, ou mieux le polynôme minimal, de u). À partir de la décom-
position en éléments simples 1

P (X) =
p∑
k=1

mk∑
i=1

αik

(X−λk)i , en posant pour k compris

entre 1 et r, Qk(X) =
mk∑
i=1
αik (X − λk)mk−i

, Pk(X) =
r∏
j=1
j ̸=k

(X − λj)mj , on obtient

1
P (X) =

r∑
k=1

Qk(X)
(X−λk)mk et la décomposition de Bézout 1 =

r∑
k=1

QkPk qui permet

d’obtenir les projecteurs spectraux πk = (QkPk) (u). On a alors u = d + v avec
d =

r∑
k=1

λkπk et v = u− d.

La décomposition de Dunford d’un endomorphisme u de E dont le polynôme
caractéristique est scindé sur K permet le calcul de ses puissances successives. En
effet comme d et v commutent, on peut utiliser la formule du binôme de Newton
pour écrire :

∀p � 1, up = (d+ v)p =
p∑
k=0

Ç
p

k

å
dk ◦ vp−k.

Le calcul des puissances successives de l’endomorphisme d peut se faire dans une
base de diagonalisation ou en utilisant les propriétés des projecteurs pour écrire
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que :
∀p ⩾ 1, dp =

(
r∑

k=1
λkπk

)p

=
r∑

k=1
λpkπk

et le calcul des puissances successives de l’endomorphisme nilpotent v s’arrête à
vq−1 où q est son indice de nilpotence.
On peut aussi calculer vp avec :

∀p ⩾ 1, vp =
(

r∑
k=1

(u− λk Id) ◦ πk

)p

=
r∑

k=1
(u− λk Id)p ◦ πk.
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On notera K le corps de réels ou des complexes, en précisant quand cela sera
nécessaire s’il s’agit de R ou C. Par scalaire on entend réel ou complexe.
On désigne par E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie ou non
et non réduit à {0}.

22.1 Formes bilinéaires

Définition

Une forme bilinéaire sur E est une application :
φ : E × E → K

(x, y) 7→ φ(x, y)

telle que pour tout x dans E l’application y 7→ φ(x, y) est linéaire et pour
tout y dans E l’application x 7→ φ(x, y) est linéaire.

Définition

On dit qu’une forme bilinéaire φ sur E est symétrique si φ(y, x) = φ(x, y)
pour tous x, y dans E.

Définition

On dit qu’une forme bilinéaire φ sur E est antisymétrique (ou alternée) si
φ(y, x) = −φ(x, y) pour tous x, y dans E.

L’ensemble Bil(E) de toutes les formes bilinéaires sur E est un espace vectoriel.
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22.2 Expression matricielle des formes bilinéaires.

On désigne par B = (ei)1�i�n une base de E. Tout vecteur x ∈ E s’écrit de

manière unique sous la forme x =
n∑
j=1

xjej . On associe à un tel x le vecteur

colonne X = (xi) ∈ Kn.

Définition

La matrice d’une forme bilinéaire φ ∈ Bil(E) dans une base B= (ei)1�i�n
de E est la matrice A =

(
φ(ei, ej)

)
∈Mn(K).

Théorème

Soit φ une forme bilinéaire sur E et A la matrice de φ dans la base B. Pour
tous vecteurs x, y dans E, on a φ(x, y) = XTAY .

Théorème

Une application φ de E × E dans K est une forme bilinéaire sur E si, et
seulement si, il existe une matrice A = (aij) dans Mn(K) et des formes
linéaires ℓ1, . . . , ℓn linéairement indépendantes telles que :

∀ (x, y) ∈ E × E, φ(x, y) =
∑

1�i,j�n
aijℓi(x)ℓj(y).

L’application qui associe à une forme bilinéaire φ sur un espace vectoriel E de di-
mension n sa matrice dans une base donnée de E réalise un isomorphisme de Bil(E)
sur l’espace Mn(K) des matrices carrées d’ordre n, donc dimK

(
Bil(E)

)
= n2.

Théorème

Une forme bilinéaire φ sur E est symétrique [resp. alternée] si, et seulement
si, sa matrice A dans une quelconque base B de E est symétrique [resp.
alternée].

Théorème

Soient B1 et B2 deux bases de E et P la matrice de passage de B1 à B2.
Si A1 et A2 sont les matrices d’une forme bilinéaire φ sur E dans les bases
B1 et B2 respectivement, on a alors A2 = PTA1P .
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Définition

Le discriminant dans une base B= (ei)1�i�n de E d’une forme bilinéaire φ
est le déterminant de la matrice A =

(
φ(ei, ej)

)
∈ Mn(K) de φ dans cette

base. On le note ∆B(φ).

Si B1 et B2 sont deux bases de E et P la matrice de passage de B1 à B2, on a
alors pour toute forme bilinéaire φ sur E, ∆B2(φ) =

(
det(P )

)2∆B1(φ).

22.3 Formes quadratiques

Définition

On appelle forme quadratique sur E une application q définie de E dans K
par q(x) = φ(x, x) pour tout x ∈ E, où φ est une forme bilinéaire.

L’ensemble Q(E) des formes quadratiques sur E est un espace vectoriel.

Théorème

Si q est une forme quadratique sur E, il existe alors une unique forme
bilinéaire symétrique φ telle que q(x) = φ(x, x) pour tout x ∈ E.

Définition

Avec les notations du théorème qui précède, on dit que φ est la forme polaire
de la forme quadratique q.

On a les expressions suivantes de cette forme polaire :

φ(x, y) = q(x+ y)− q(x)− q(y)
2 = q(x+ y)− q(x− y)

4
Pour tout scalaire λ et tout vecteur x, on a :

q(λx) = φ(λx, λx) = λ2φ(x, x) = λ2q(x)

ce qui se traduit en disant que q est une fonction homogène de degré 2.
L’application qui associe à une forme quadratique q sa forme polaire φ réalise
un isomorphisme d’espaces vectoriels de Q(E) sur l’espace Bils(E) des formes
bilinéaires symétriques sur E. Donc Q(E) est de dimension n(n+1)

2 .
Dans le cas des espaces vectoriels de dimension finie on peut utiliser les matrices
pour définir les formes quadratiques.
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Définition

Soit E un espace vectoriel de dimension n et B une base de E. Si q est une
forme quadratique sur E de forme polaire φ, on dit alors que la matrice
de φ dans la base B est la matrice de q dans cette base.

22.4 Théorème de réduction de Gauss

On note B = (ei)1�i�n une base de E et pour tout vecteur x de E, x1, . . . , xn

désignent les coordonnées de x dans cette base, soit x =
n∑
i=1

xiei. On associe

toujours à ce vecteur x de E le vecteur colonne X = (xi)1�i�n dans Kn.

Théorème de réduction de Gauss

Pour toute forme quadratique q ̸= 0 sur E, il existe un entier p compris entre
1 et n, des scalaires non nuls λ1, . . . , λp et des formes linéaires ℓ1, . . . , ℓp

indépendantes dans E∗ tels que q(x) =
p∑
j=1

λjℓ
2
j (x) pour tout x ∈ E.

Pour la suite de ce paragraphe, q désigne une forme quadratique non nulle sur E
et q =

p∑
j=1

λjℓ
2
j une réduction de Gauss de cette forme quadratique où p est un

entier compris entre 1 et n, λ1, . . . , λp sont des scalaires non nuls et ℓ1, . . . , ℓp des
formes linéaires indépendantes. On notera φ la forme polaire de q.

Théorème

Avec les notations qui précèdent, la forme polaire φ de q est définie par :

∀ (x, y) ∈ E × E, φ(x, y) =
p∑
j=1

λjℓj(x)ℓj(y).

Théorème

Étant donné une base (ℓi)1�i�n de l’espace vectoriel E∗ des formes linéaires
sur E, il existe une base (fi)1�i�n de E telle que ℓi(fj) = δij pour tous i, j
compris entre 1 et n.

Dans la situation du théorème précédent, on dit que (ℓi)1�i�n est la base duale de
(fi)1�i�n ou que (fi)1�i�n est la base anté-duale de (ℓi)1�i�n.
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Théorème

Avec les notations qui précèdent, il existe une base (fi)1�i�n de E dans

laquelle la matrice de q est diagonale de la forme

à
λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 λn

í

(les p premiers λi sont non nuls et les suivants sont nuls).

Une telle base (fi)1�i�n est dite orthogonale pour la forme quadratique q.

Corollaire

Si A est une matrice symétrique d’ordre n à coefficients dans K, il existe
alors une matrice inversible P telle que la matrice PTAP soit diagonale.

22.5 Orthogonalité, noyau et rang

Pour ce paragraphe, φ est une forme bilinéaire symétrique sur E et q la forme
quadratique associée.

Définition

On dit que deux vecteurs x, y de E sont orthogonaux relativement à φ si
φ(x, y) = 0.

Définition

Si X est une partie non vide E, l’orthogonal de X relativement à φ est
le sous-ensemble de E formé des vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs
de X.

L’orthogonal d’une partie non vide X de E est notée X⊥ et on a :

X⊥ = {y ∈ E, ∀x ∈ X, φ(x, y) = 0} .

Pour X = {0}, on a X⊥ = E.
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Théorème

Soient X et Y deux parties non vide de E.
— X⊥ est un sous-espace vectoriel de E, X ⊂

(
X⊥)⊥.

— Si X ⊂ Y , alors Y ⊥ ⊂ X⊥.

Définition

On dit qu’un vecteur x de E est isotrope relativement à φ s’il est orthogonal
à lui même.

Définition

L’ensemble des vecteurs isotropes de E, relativement à φ, est le cône iso-
trope de φ.

Définition

Le noyau de φ est l’orthogonal de E.

En notant Ker(φ) le noyau de φ, on a Ker(φ) = E⊥ et ce noyau est un sous-espace
vectoriel de E. On dit aussi que Ker(φ) est le noyau de la forme quadratique q et
on le note alors Ker(q).

Lemme

Le noyau de φ est contenu dans son cône isotrope.

Théorème

Soient B= (ei)1�i�n une base de E, A la matrice de la forme bilinéaire φ
dans la base B et u l’endomorphisme de E de matrice A dans la base B.
On a Ker(φ) = Ker(u).

On retiendra qu’en dimension finie, le noyau de φ se calcule en résolvant le système
AX = 0.

Définition

On dit que la forme bilinéaire symétrique φ (ou de manière équivalente la
forme quadratique q) est non dégénérée si son noyau est réduit à {0}.
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Une forme bilinéaire symétrique est non dégénérée si, et seulement si, sa matrice
dans une quelconque base de E est inversible, ce qui équivaut à dire que son
déterminant est non nul.

Définition

Le rang de φ (ou de q) est l’entier rg(q) = n− dim
(
Ker(q)

)
.

Le rang d’une forme quadratique est égal à celui de sa matrice dans une quelconque
base.
Pour la suite de ce paragraphe, q désigne une forme quadratique non nulle sur
un espace vectoriel E de dimension n et q =

p∑
j=1

λjℓ
2
j la réduction de Gauss de

cette forme quadratique où p est un entier compris entre 1 et n, λ1, . . . , λp sont
des scalaires non nuls et ℓ1, . . . , ℓp des formes linéaires indépendantes. La forme

polaire de q est définie par φ(x, y) =
p∑
j=1

λjℓj(x)ℓj(y).

Théorème

Avec les notations qui précèdent, on a rg(q) = p et :
Ker(q) =

{
x ∈ E, ℓ1(x) = · · · = ℓp(x) = 0

}
.

Dans le cas où p = n, la forme q est non dégénérée et une telle base q-orthogonale
se calcule en résolvant les n systèmes linéaires :

ℓi(fj) =
ß

1 si i = j
0 si i ̸= j

(1 � i, j � n)

ce qui revient à inverser la matrice Q = (αij)1�i,j�n, où les αij sont définis par
ℓi(x) = αi1x1 + · · ·+ αinxn (les ℓi étant exprimés dans une base de E).
Dans le cas où 1 � p � n−1, on détermine tout d’abord une base (fp+1, . . . , fn)
du noyau de q en résolvant le système linéaire de p équations à n inconnues :

ℓi(x) = 0 (1 � i � p) .

Ces vecteurs sont deux à deux orthogonaux puisque orthogonaux à tout vecteur
de E. Il suffit ensuite de résoudre les p systèmes linéaires :

ℓi(fj) = δij =
ß

1 si i = j
0 si i ̸= j

(1 � i, j � p)

ce qui fournit une famille q-orthogonale (f1, . . . , fp) formée de vecteurs non nuls.
La famille (fi)1�i�n est alors une base q-orthogonale de E. Dans la pratique, on
résout d’abord le système :

ℓ1(x) = b1, . . . , ℓp(x) = bp
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où b = (b1, . . . , bp) est un élément quelconque de Kp. La valeur b = 0 nous
donne une base du noyau de q, puis les valeurs successives b = (1, 0, . . . , 0),
b = (0, 1, 0, . . . , 0) , . . . , b = (0, . . . , 0, 1) nous permettent de déterminer des vec-
teurs f1, . . . , fp.

22.6 Signature d’une forme quadratique réelle en
dimension finie

q est une forme quadratique non nulle et on note φ sa forme polaire.

Théorème

Il existe un unique couple (s, t) d’entiers naturels tel que pour toute base
(ei)1�i�n de E qui est orthogonale relativement à q, le nombre de vecteurs
ei tels que q(ei) > 0 est égal à s et le nombre de vecteurs ei tels que q(ei) < 0
est égal à t. De plus, on a s+ t = rg(q).

Définition

Le couple (s, t) d’entiers naturels défini par le théorème précédent est appelé
signature de q et on le note sgn(q).

Une forme quadratique q est de signature (s, t) si, et seulement si, elle admet une

réduction de Gauss de la forme q =
s∑
j=1

λjℓ
2
j −

s+t∑
j=s+1

λjℓ
2
j , où les λj sont tous

strictement positifs (pour s = 0 la première somme n’existe pas et s = n c’est la
deuxième qui n’existe pas).
En définissant les formes linéaires Lj par Lj(x) = ℓj

(√
λjx

)
, on a la décomposition

q =
s∑
j=1

L2
j −

s+t∑
j=s+1

L2
j et à cette décomposition est associée une base q-orthogonale

de E dans laquelle la matrice de q est D =

Ñ
Is 0 0
0 −It 0
0 0 0

é
, où Ir est la matrice

identité d’ordre r. Les blocs diagonaux Is, −It ou 0 n’existent pas si s = 0, s = n
ou s+ t = n.

Définition

On dit que la forme bilinéaire symétrique φ (ou de manière équivalente la
forme quadratique q) est positive [resp. définie positive] si q(x) � 0

[
resp.

q(x) > 0
]

pour tout x dans E
[
resp. dans E\{0}

]
.
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Une forme quadratique non nulle est positive [resp. définie positive] si, et seulement
si, sa signature est (s, 0)

[
resp. (n, 0)

]
où s est compris entre 1 et n.

On définit de manière analogue les formes quadratiques négative [resp. définie
négative] et une forme quadratique non nulle est négative [resp. définie positive]
si, et seulement si, sa signature est (0, t)

[
resp. (0, n)

]
avec t compris entre 1 et n.

À partir d’une réduction de Gauss, q =
p∑
j=1

λjℓ
2
j , on déduit que q est positive [resp.

définie positive] si, et seulement si, tous les λj sont strictement positifs [resp. p = n
et tous les λj sont strictement positifs].

Lemme

Soit F un sous-espace vectoriel de E. La restriction de q à F est non dégé-
nérée si, et seulement si, on a F ∩ F⊥ = {0}.

Lemme

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Si la restriction de q à F est non
dégénérée, on a alors E = F ⊕ F⊥.

Théorème

En désignant par P [resp. N] l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels F
de E tels que la restriction de q à F soit définie positive [resp. définie
négative] (P ou N peut être vide), la signature (s, t) de q est donnée par :

s =
®

0 si P = ∅
max
F∈P

dim(F ) si P ̸= ∅ et t =
®

0 si N= ∅
max
F∈N

dim(F ) si N ̸= ∅ .

Théorème

Soit q une forme quadratique non nulle sur un espace vectoriel réel E de
dimension n de matrice A = (aij) dans une base (ei)1�i�n. La forme q est
définie positive si, et seulement si, tous les mineurs principaux de A sont
strictement positifs.

22.7 Quadriques dans Rn ou Cn

Pour n � 2, on munit Kn de sa base canonique et les coordonnées d’un vecteur X
de Kn sont notées x1, . . . , xn. Pour n = 2 [resp. n = 3] et K = R les coordonnées
seront notées x, y [resp. x, y, z].
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Définition

On appelle quadrique dans Kn toute partie C de Kn définie par :

C=
{
X ∈ Kn,

n∑
i=1

aiix
2
i + 2

∑
1�i<j�n

aijxixj +
n∑
i=1

bixi + c = 0
}

où c, les aij et les bi sont des scalaires avec (a11, . . . , ann) ̸= 0.

On dit aussi que C est la courbe d’équation :

P (X) =
n∑
i=1

aiix
2
i + 2

∑
1�i<j�n

aijxixj +
n∑
i=1

bixi + c = 0

dans la base canonique. On notera aussi C = P−1 {0} où P est une fonction
polynomiale de degré 2 sur Kn. Une telle courbe peut être vide comme le montre
l’exemple de P (X) = x2 + y2 + 1 dans R2. Le polynôme P s’écrit P = q + ℓ + c,
où q est une forme quadratique, ℓ une forme linéaire et c une constante.

Définition

On dit que la quadrique C = P−1 {0} est à centre s’il existe un unique
élément X0 dans Kn tel que P (X +X0) = q(X) + d pour tout X dans Kn,
où d est une constante.

Théorème

La quadrique C = P−1 {0} est à centre si, et seulement si, la forme qua-
dratique q est non dégénérée.

Le système linéaire permettant de déterminer le centre, quand il est unique, est
donné par : 2

n∑
j=1

aijxj + bi = 0 (1 � i � n).

Dans R2, une quadrique a une équation de la forme ax2+2bxy+cy2+dx+ey+f = 0
et dans une base adaptée, une quadrique de R2 a une équation de l’une des formes
suivantes : x2 + y2 = β ; x2 − y2 = α ; dx+ ey+ f = 0 ; x2 = α ; ax2 + y+ f = 0.



Espaces
préhilbertiens 23

On désigne par E un espace vectoriel réel non réduit à {0}.

23.1 Produit scalaire

Définition

On dit qu’une forme bilinéaire symétrique φ sur E est :
— positive si φ(x, x) ⩾ 0 pour tout x dans E ;
— définie si pour x dans E l’égalité φ(x, x) = 0 équivaut à x = 0.

Définition

On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie
positive. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel réel muni d’un
produit scalaire. Un espace préhilbertien de dimension finie est dit euclidien.

Dans le cas où E est un espace euclidien, on peut aussi dire qu’un produit scalaire
sur E est la forme polaire d’une forme quadratique de signature (n, 0). On notera
(x, y) 7−→ ⟨x | y⟩ quand il n’y a pas d’ambiguïté un tel produit scalaire et pour
y = x, on note ∥x∥ =

√
⟨x|x⟩.
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Théorème

Pour tous x, y dans E on a :

⟨x | y⟩ = ∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

2 = ∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

4

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
Ä
∥x∥2 + ∥y∥2ä

.

La deuxième identité est l’égalité du parallélogramme. Elle est caractéristique des
produits scalaires dans le sens où une norme est déduite d’un produit scalaire si,
et seulement si, elle vérifie l’identité du parallélogramme.
Dans tout ce qui suit E désigne un espace préhilbertien.

Théorème de Cauchy-Schwarz

Pour tous x, y dans E on a
∣∣⟨x | y⟩∣∣ � ∥x∥ ∥y∥, l’égalité étant réalisée si, et

seulement si, x et y sont liés.

Sur Rn muni du produit scalaire canonique, l’inégalité de Cauchy-Schwarz prend
la forme suivante : ∣∣∣∣

n∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣
2
�
Å

n∑
k=1

x2
k

ãÅ
n∑
k=1

y2
k

ã
.

Dans l’espace C0([a, b],R) des fonctions continues de [a, b] dans R muni du produit
scalaire (f, g) 7→

∫ b
a
f(t)g(t) dt, l’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
Ä∫ b
a
f(t)g(t) dt

ä2
�

∫ b
a
f2(t) dt

∫ b
a
g2(t) dt.

Théorème de Minkowski

Pour tous x, y dans E on a ∥x+ y∥ � ∥x∥+ ∥y∥, l’égalité étant réalisée si,
et seulement si, x = 0 ou x ̸= 0 et y = λx avec λ � 0 (on dit que x et y
sont positivement liés).

L’inégalité de Minkowski ajoutée aux propriétés de positivité
(
∥x∥ > 0 pour tout

x ̸= 0
)

et d’homogénéité
(
∥λx∥ = |λ| ∥x∥ pour tout réel λ et tout vecteur x

)
se

traduit en disant que l’application x 7→ ∥x∥ =
√
⟨x|x⟩ définit une norme sur E.

De cette inégalité, on déduit l’inégalité suivante :

∀ (x, y) ∈ E2, |∥x∥ − ∥y∥| � ∥x+ y∥ .

Par récurrence, on montre facilement que pour tous vecteurs x1, . . . , xp, on a :

∥x1 + · · ·+ xp∥ � ∥x1∥+ · · ·+ ∥xp∥ .
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Sur Rn muni du produit scalaire canonique, l’inégalité de Minkowski prend la
forme suivante :  

n∑
k=1

(xk + yk)2 ⩽

 
n∑
k=1

x2
k +
 

n∑
k=1

y2
k.

Dans l’espace C0([a, b],R) des fonctions continues de [a, b] dans R muni du produit
scalaire (f, g) 7→

∫ b
a
f(t)g(t) dt, l’inégalité de Minkowski s’écrit :√∫ b

a
(f(t) + g(t))2 dt ⩽

√∫ b
a
f2(t) dt+

√∫ b
a
g2(t) dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous dit que pour tous vecteurs u et v non nuls
dans E, on a −1 ⩽ ⟨u|v⟩

∥u∥∥v∥ ⩽ 1, ce qui implique qu’il existe un unique réel θ ∈ [0, π]
tel que ⟨u | v⟩ = cos(θ) ∥u∥ ∥v∥.

Définition

Le réel θ est la mesure dans [0, π] de l’angle géométrique (ou angle non
orienté) que font les vecteurs u et v dans E\{0}.

On note ’(u, v) cette mesure et on a ’(u, v) = arccos
Ä

⟨u|v⟩
∥u∥∥v∥

ä
∈ [0, π].

Pour θ ∈ {0, π}, les vecteurs u et v sont liés et pour θ = π
2 , ils sont orthogonaux.

De manière générale, on a ∥u+ v∥2 = ∥u∥2 + 2 cos(θ) ∥u∥ ∥v∥ + ∥v∥2, où θ est la
mesure dans [0, π] de l’angle que font les vecteurs non nuls u et v.
Si λ, µ sont deux réels strictement positifs, on a alors ÿ�(λu, µv) = ’(u, v), ce qui
permet de définir la mesure dans [0, π] de l’angle géométrique de deux demi-droites
∆1 = R+u1 et ∆2 = R+u2 par ÿ�(∆1,∆2) = ◊�(u1, u2), où u1 est un vecteur directeur
de ∆1 et u2 un vecteur directeur de ∆2.
On a :

— ÿ�(∆1,∆2) = 0 si, et seulement si, ∆1 = ∆2 ;

— ÿ�(∆1,∆2) = π si, et seulement si, ∆1 = −∆2 (∆1 et ∆2 sont opposées) ;

— ÿ�(∆1,∆2) = π

2 si, et seulement si, ∆1 et ∆2 sont orthogonales (voir le para-
graphe suivant).

23.2 Orthogonalité

Définition

On dit que deux vecteurs x et y appartenant à E sont orthogonaux s’ils
vérifient ⟨x | y⟩ = 0.
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Théorème de Pythagore

Les vecteurs x et y sont orthogonaux dans E si, et seulement si, on a :

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2
.

On déduit par récurrence sur p � 2, que si x1, . . . , xp sont deux à deux orthogo-

naux, on a alors
∥∥∥∥∥

p∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥
2

=
p∑
k=1
∥xk∥2.

Définition

On appelle famille orthogonale dans E toute famille (ei)i∈I de vecteurs
de E telle que ⟨ei | ej⟩ = 0 pour tous i ̸= j dans I. Si de plus ∥ei∥ = 1 pour
tout i ∈ I, on dit alors que cette famille est orthonormée ou orthonormale.

Définition

L’orthogonal d’une partie non vide X de E est l’ensemble :

X⊥ =
{
y ∈ E, ∀x ∈ X, ⟨x | y⟩ = 0

}
.

X⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

Théorème

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

La famille
{

cos(nt), sin(mt) ; (n,m) ∈ N×N∗} est orthogonale dans l’espace vec-
toriel F des fonctions continues et 2π-périodiques sur R muni du produit scalaire
(f, g) 7→ ⟨f | g⟩ =

∫ π
−πf(t)g(t) dt. On en déduit que la famille de fonctions :

¶
1√
2π

©
∪
¶

1√
π

cos(nt) ; n ∈ N∗
©
∪
¶

1√
π

sin(mt) ; m ∈ N∗
©

est orthonormée dans F. Pour tout n ∈ N∗, la famille :

Tn =
¶

1√
2π

©
∪
¶ cos(jt)√

π
; 1 � j � n

©
∪
¶ sin(kt)√

π
; 1 � k � n

©

est une base orthonormée de l’espace Pn des polynômes trigonométriques de degré
inférieur ou égal à n.
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23.3 Orthonormalisation de Gram-Schmidt
Théorème d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Pour toute famille libre (xi)1�i�p dans E, il existe une unique famille or-
thonormée (ei)1�i�p dans E telle que :

∀k ∈ {1, . . . , p} ,
®

Vect{e1, . . . , ek} = Vect{x1, . . . , xk} ;
⟨xk | ek⟩ > 0.

La construction d’une famille orthonormée (ei)1�i�p peut se faire en utilisant l’al-

gorithme suivant :





y1 = x1, e1 = 1
∥y1∥y1 ;

yk = xk −
k−1∑
j=1
⟨xk | ej⟩ ej , ek = 1

∥fk∥fk, (k = 2, . . . , p) .

Le calcul de ∥yk∥ peut être simplifié en écrivant que :

∥yk∥2 = ∥xk∥2 −
k−1∑
j=1
⟨xk | ej⟩2.

Les ⟨xk | ej⟩ étant déjà calculés (pour obtenir yk), il suffit donc de calculer ∥xk∥2.
Corollaire
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie ou infinie dénombrable
de E, il existe alors une base orthonormée pour F .

Si E est un espace euclidien de dimension finie et B = (ei)1�i�n une base ortho-

normée de E, alors tout vecteur x ∈ E s’écrit x =
n∑
k=1
⟨x | ek⟩ ek =

n∑
k=1

xkek et on

a pour tous vecteurs x, y dans E, en notant X la matrice de x dans la base B :
⟨x | y⟩ =

n∑
k=1
⟨x | ek⟩ ⟨y | ek⟩ =

n∑
k=1

xkyk = XTY

et ∥x∥2 =
n∑
k=1
⟨x | ek⟩2 =

n∑
k=1

x2
k.

Théorème
Soient E un espace euclidien de dimension n � 1, B= (ei)1�i�n et
B′ = (e′

i)1�i�n deux bases orthonormées de E. La matrice de passage P
de B à B′ est telle que P−1 = PT. En particulier, on a det(P ) = ±1.

Définition
On appelle matrice orthogonale toute matrice réelle d’ordre n inversible
telle que P−1 = PT.



332 23•Espaces préhilbertiens

La matrice de passage d’une base orthonormée B de E à une autre base ortho-
normée B′ est une matrice orthogonale et réciproquement une telle matrice est la
matrice de passage d’une base orthonormée de E à une autre.

23.4 Adjoint d’un endomorphisme
(
E, ⟨· | ·⟩

)
est un espace euclidien de dimension n.

Lemme

Pour toute forme linéaire ℓ sur E, il existe un unique vecteur a ∈ E tel que
ℓ(x) = ⟨x | a⟩ pour tout x ∈ E.

Théorème

Pour tout endomorphisme u ∈ L(E), il existe un unique endomorphisme
u∗ ∈ L(E) tel que ⟨u(x) | y⟩ =

〈
x | u∗(y)

〉
pour tous x, y dans E.

Définition

Avec les notations du théorème précédent, on dit que u∗ est l’adjoint de u.

Théorème

Soient B = (ei)1�i�n une base de E et la matrice G =
(
⟨ei | ej⟩

)
. Si

u ∈ L(E) a pour matrice A dans la base B, alors la matrice de u∗ dans B

est B = G−1ATG. Dans le cas où la base B est orthonormée, on a B = AT.

Sachant qu’une matrice et sa transposée ont même déterminant, on déduit du
théorème précédent que pour tout u ∈ L(E), on a det(u∗) = det(u).

Théorème

Pour tous endomorphismes u, v dans L(E) , on a :
— (λu+ v)∗ = λu∗ + v∗ ; (u∗)∗ = u ; (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗ ;
— si u ∈ GL(E), alors u∗ ∈ GL(E) et (u∗)−1 =

(
u−1)∗ ;

— Ker(u∗) =
(
Im(u)

)⊥ et Im(u∗) =
(
Ker(u)

)⊥ ; rg(u∗) = rg(u) ;
— si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F⊥ est stable

par u∗.
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23.5 Projection orthogonale sur un sous-espace
de dimension finie

(
E, ⟨· | ·⟩

)
est toujours un espace préhilbertien de dimension finie ou non et pour

toute partie non vide F de E, on note d(x, F ) = inf
z∈F
∥x− z∥ la distance de x à F .

Théorème de projection orthogonale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E non réduit à {0}.
Pour tout vecteur x ∈ E, il existe un unique vecteur y dans F tel que
∥x− y∥ = d(x, F ). Ce vecteur est également l’unique vecteur appartenant
à F tel que x−y ∈ F⊥. Son expression dans une base orthonormée (ei)1�i�n

de F est donnée par y =
n∑
k=1
⟨x | ek⟩ ek et on a :

∥x− y∥2 = ∥x∥2 − ∥y∥2 = ∥x∥2 −
n∑
k=1
⟨x | ek⟩2 (23.1)

Si x est un vecteur de E, alors le vecteur y de F qui lui est associé dans le théorème
précédent est la meilleure approximation de x dans F . On dit aussi que y est la
projection orthogonale de x sur F . On note y = pF (x) et on a :

(
y = pF (x)

)
⇔

(
y ∈ F et x− y ∈ F⊥)

⇔
(
y ∈ F et ∥x− y∥ = d(x, F )

)
.

Dans une base orthonormée de F , une expression de pF est :

∀x ∈ E, pF (x) =
n∑
k=1
⟨x | ek⟩ ek.

Définition

Avec les notations et hypothèses précédentes, l’application pF est la projec-
tion orthogonale de E sur F .

pF est un projecteur.
Si D = Ra est une droite vectorielle, on a alors pD(x) = ⟨x|a⟩

∥a∥2 a pour tout x ∈ E.
Pour E euclidien et H hyperplan orthogonal à la droite D = Ra, on a, pour tout
x ∈ E, pH(x) = x− ⟨x|a⟩

∥a∥2 a.

De l’inégalité (23.1), on déduit que pour tout vecteur x ∈ E, on a :
∥∥pF (x)

∥∥2 =
n∑
k=1
⟨x | ek⟩2 � ∥x∥2

.

Cette inégalité est l’inégalité de Bessel.
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Si (ei)1⩽i⩽n est une base (non nécessairement orthonormée) de F , alors la pro-

jection orthogonale d’un vecteur x de E sur F est le vecteur y =
n∑
j=1

yjej , où les

composantes yj , pour j compris entre 1 et n, sont solutions du système linéaire :

⟨x− y | ei⟩ = 0 (1 ⩽ i ⩽ n)

soit : n∑
j=1
⟨ei | ej⟩ yj = ⟨x | ei⟩ (1 ⩽ i ⩽ n) .

Ce système est appelé système d’équations normales.
Sur l’espace vectoriel Fdes fonctions continues et 2π-périodiques muni du produit
scalaire (f, g) 7→ ⟨f | g⟩ =

∫ π
−πf(x)g(x)dx, la meilleure approximation, pour la

norme déduite de ce produit scalaire, d’une fonction f ∈ F par un polynôme
trigonométrique de degré inférieur ou égal à n est donnée par :

Sn(f) =
〈
f
∣∣∣ c0√

2π

〉
c0√
2π +

n∑
k=1

〈
f
∣∣∣ ck√

π

〉
ck√
π

+
n∑
k=1

〈
f
∣∣∣ sk√

π

〉
sk√
π

= 1
2π ⟨f | c0⟩ c0 + 1

π

n∑
k=1
⟨f | ck⟩ ck + 1

π

n∑
k=1
⟨f | sk⟩ sk

où ck : x 7→ cos(kx) pour k ⩾ 0 et sk : x 7→ sin(kx) pour k ⩾ 1. Soit :

Sn(f)(x) = a0(f)
2 +

n∑
k=1

ak(f) cos(kx) +
n∑
k=1

bk(f) sin(kx)

où les ak(f) et bk(f) sont les coefficients de Fourier trigonométriques de f définis
par :

ak(f) = 1
π

∫ π
−πf(t) cos(kt) dt et bk(f) = 1

π

∫ π
−πf(t) sin(kt) dt.

L’opérateur Sn de projection orthogonale de F sur l’espace Pn des polynômes
trigonométriques de degré inférieur ou égal à n est l’opérateur de Fourier.
La série a0(f) +

∑(
an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx)

)
est la série de Fourier de f .

L’inégalité de Bessel s’écrit :〈
f
∣∣∣ c0√

2π

〉2
+

n∑
k=1

〈
f
∣∣∣ ck√

π

〉2
+

n∑
k=1

〈
f
∣∣∣ sk√

π

〉2
⩽ ∥f∥2

ou encore :
a2

0(f)
2 +

n∑
k=1

(
a2
k(f) + b2

k(f)
)
⩽

1
π

∫ π
−πf

2(t) dt.

La série numérique a2
0(f) + 1

2
∑ (

a2
n(f) + b2

n(f)
)

converge avec :

a2
0(f)
2 +

+∞∑
n=1

(
a2
n(f) + b2

n(f)
)
⩽ 1

π

∫ π
−πf

2(t) dt (inégalité de Bessel).
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On peut monter qu’on a fait l’égalité (théorème de Parseval).
De l’inégalité de Bessel, on déduit que lim

n→+∞
an(f) = lim

n→+∞
bn(f) = 0 (théorème

de Riemann-Lebesgue).

Corollaire

Pour tout sous-espace vectoriel F de dimension finie de E on a E = F ⊕F⊥

et
(
F⊥)⊥ = F .

Pour E de dimension finie, on a dim(E) = dim(F ) + dim
(
F⊥)

.

Théorème

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
— Pour x ∈ E, on a x ∈ F si, et seulement si, pF (x) = x.
— pF ◦ pF = pF .
— La projection orthogonale pF de E sur F est une application linéaire

surjective de E sur F .
— Le noyau de pF est F⊥.
— Pour tous x, y dans E, on a :

〈
pF (x) | y

〉
=

〈
x | pF (y)

〉
=

〈
pF (x) | pF (y)

〉
.

(on dit que pF est auto-adjoint).
— Pour E de dimension finie, on a pF + pF⊥ = Id.
— Pour E de dimension finie, on a pF ◦ pF⊥ = pF⊥ ◦ pF = 0.

Théorème

Soit p un projecteur d’un espace euclidien E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— p est un projecteur orthogonal ;
— pour tous x, y dans E, on a :

〈
p(x) | y

〉
=

〈
x | p(y)

〉
;

— pour tout x ∈ E, on a
∥∥p(x)

∥∥ � ∥x∥.

23.6 Symétries orthogonales dans les espaces
euclidiens

E est un espace euclidien de dimension n.
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Définition

Si F est un sous-espace vectoriel de E, la symétrie orthogonale par rapport
à F est l’application définie sur E par :

∀x ∈ E, sF (x) = pF (x)− pF⊥(x).

Comme pF et pF⊥ , l’application sF est linéaire. Elle est aussi définie par :

∀x ∈ E, sF (x) = 2pF (x)− x = x− 2pF⊥(x).

Si D = Ra est une droite vectorielle, on a alors :

sD(x) = 2pD(x)− x = 2 ⟨x | a⟩
∥a∥2 a− x.

Si H = (Ra)⊥ est un hyperplan, on a alors :

sH(x) = 2pH(x)− x = x− 2 ⟨x | a⟩
∥a∥2 a.

Définition

On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan
et demi-tour ou retournement une symétrie orthogonale par rapport à une
droite.

Théorème

Soit F un sous espace vectoriel de E.
— Pour x ∈ E, on a x ∈ F si, et seulement si, sF (x) = x et x ∈ F⊥ si,

et seulement si, sF (x) = −x.
— sF ◦ sF = Id (on dit que sF est une involution). Une symétrie ortho-

gonale est donc un automorphisme de E avec s−1
F = sF .

— Pour tous x, y dans E, on a
〈
sF (x) | y

〉
=

〈
x | sF (y)

〉
(sF est auto-

adjoint).
— Pour tous x, y dans E, on a

〈
sF (x) | sF (y)

〉
= ⟨x | y⟩ (sF est une

isométrie).
— On a sF + sF⊥ = 0 et sF ◦ sF⊥ = sF⊥ ◦ sF = − Id.
— Si F est de dimension p ∈ {1, . . . , n− 1}, il existe alors une base

orthonormée de E dans laquelle la matrice de sF est
Å
Ip 0
0 −In−p

ã

et on a det(sF ) = (−1)n−p.
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23.7 Les endomorphismes symétriques réels

Théorème

Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle A sont toutes réelles.

Pour ce paragraphe,
(
E, ⟨· | ·⟩

)
est un espace réel euclidien de dimension n � 1.

Un endomorphisme u ∈ L(E) est dit symétrique (ou autoadjoint)si :

∀ (x, y) ∈ E × E,
〈
u(x) | y

〉
=

〈
x | u(y)

〉
.

Un endomorphisme u ∈ L(E) est symétrique si, et seulement si, pour toute base
orthonormée B de E la matrice A de u dans B est symétrique.
On note S(E) l’ensemble des endomorphismes symétriques de E et Sn(R) l’en-
semble des matrices symétriques réelles.

Théorème spectral

Un endomorphisme symétrique réel u ∈ S(E) a n valeurs propres réelles
distinctes ou confondues et se diagonalise dans une base orthonormée.

Définition

Une matrice orthogonale est une matrice réelle A ∈ Mn(R) qui vérifie
ATA = AAT = In.

Il revient au même de dire qu’une matrice orthogonale est une matrice inversible
A d’inverse AT ou que ses colonnes forment une base orthonormée de Rn muni de
sa structure euclidienne canonique.
On note On(R) l’ensemble des matrices orthogonales.

Théorème

Pour toute matrice A dans On(R), on a det(A) = ±1 et On(R) est un
sous-groupe de GLn(R).

Corollaire

Toute matrice symétrique réelle A ∈ Sn(R) se diagonalise dans une base
orthonormée, c’est-à-dire qu’il existe une matrice orthogonale P ∈ On(R)
et une matrice diagonale D telles que PTAP soit diagonale.
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Définition

Un endomorphisme u ∈ L(E) est dit symétrique positif [resp. défini positif ]
s’il est symétrique avec

〈
x | u(x)

〉
� 0 pour tout x ∈ E

[
resp.

〈
x | u(x)

〉
> 0

pour tout x ∈ E\{0}
]
.

On note S+(E) [resp. S++(E)] l’ensemble des endomorphismes symétriques po-
sitifs [resp. définis positifs] de E. Si u ∈ S+(E)

[
resp. u ∈ S++(E)

]
a pour

matrice A dans une base orthonormée, en désignant par X le vecteur colonne
constitué des coordonnées de x ∈ E dans cette base, on a pour tout X ∈ Rn,
⟨X | AX⟩ =

〈
x | u(x)

〉
� 0

[
resp. ⟨X | AX⟩ =

〈
x | u(x)

〉
> 0

]
, ce qui nous

conduit à la définition suivante.

Définition

Une matrice A ∈Mn(R) est dite symétrique positive [resp. définie positive]
si elle est symétrique avec ⟨x | Ax⟩ � 0 pour tout x ∈ Rn

[
resp. ⟨x | Ax⟩ > 0

pour tout x ∈ Rn\{0}
]
.

Une matrice symétrique positive [resp. définie positive] définit donc dans la base
canonique un endomorphisme symétrique positif [resp. défini positif].
On note S+

n (R)
[
resp. S++

n (R)
]

l’ensemble des matrices symétriques positives [resp.
définies positives].
Le théorème spectral nous permet de caractériser les endomorphismes symétriques
positifs [resp. définis positifs].

Théorème

Soit u ∈ S(E). On a u ∈ S+(E)
[
resp. u ∈ S++(E)

]
si, et seulement si,

toutes ses valeurs propres sont positives [resp. strictement positives].

Si u ∈ S+(E) [resp. u ∈ S++(E)], on a det(u) =
n∏
k=1

λk � 0
[
resp. det(u) > 0

]
, où

les λk sont les valeurs propres distinctes ou confondues de u. De même, pour tout
A ∈ S+

n (R)
[
resp. A ∈ S++

n (R)
]
, on a det(A) � 0

[
resp. det(A) > 0

]
.

Corollaire

Soit A ∈Mn(R).
Alors A est dans S+

n (R) si, et seulement si, il existe B ∈ Mn(R) telle que
A = BTB.

L’utilisation des mineurs principaux nous permet de savoir si un endomorphisme
ou une matrice symétrique est défini [resp. définie] positif [resp. positive] ou non.
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On rappelle que si A = (aij)1�i,j�n ∈ Mn(R), ses mineurs principaux sont les
déterminants des matrices extraites Ak = (aij)1�i,j�k où k est un entier compris
entre 1 et n.

Théorème

Une matrice symétrique est définie positive si, et seulement si, tous ses
mineurs principaux sont strictement positifs.

Théorème

Soit u ∈ S(E) de matrice A = (aij)1�i,j�n ∈ Sn(R) dans une base ortho-
normée B= (ei)1�i�n . L’endomorphisme symétrique u est défini positif si,
et seulement si, tous les mineurs principaux de A sont strictement positifs.

23.8 Isométries vectorielles

E est un espace préhilbertien.

Définition

Une isométrie (ou application orthogonale) est une application u : E → E
qui conserve le produit scalaire, c’est-à-dire telle que :

∀ (x, y) ∈ E × E,
〈
u(x) | u(y)

〉
= ⟨x | y⟩ .

On note O(E) l’ensemble des isométries de E.
Une isométrie conserve l’orthogonalité, c’est-à-dire que pour x, y dans E, on a :

⟨x | y⟩ = 0⇒
〈
u(x) | u(y)

〉
= 0

mais une application qui conserve l’orthogonalité n’est pas nécessairement une
isométrie.

Théorème

Une application u : E → E est une isométrie si, et seulement si, elle est
linéaire et conserve la norme, c’est-à-dire que :

∀x ∈ E,
∥∥u(x)

∥∥ = ∥x∥ .
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Théorème

Si E est un espace euclidien (donc de dimension finie), alors une isométrie
est un automorphisme de E et O(E) est un sous-groupe de GL(E).

On dit, pour E de dimension finie, que O(E) est le groupe orthogonal de E.

Théorème

Soit u une isométrie de l’espace préhilbertien E. Si F est un sous-espace
vectoriel de E de dimension finie stable par u, alors son orthogonal F⊥ est
aussi stable par u.

Théorème

Soient E un espace euclidien, B= (ei)1�i�n une base orthonormée de E et
u une application linéaire de E dans E. L’application u est une isométrie
si, et seulement si, elle transforme B en une base orthonormée de E.

Théorème

Soient E un espace euclidien, B= (ei)1�i�n une base orthonormée de E et
u une application linéaire de E dans E de matrice A dans B. L’application
u est une isométrie si, et seulement si, la matrice A est orthogonale.

Corollaire

Si u est une isométrie d’un espace euclidien E, on a alors det(u) = ±1.

On note :

O+(E) =
{
u ∈ O(E), det(u) = 1

}
, O+

n (R) =
{
A ∈Mn(R), det(A) = 1

}

O−(E) =
{
u ∈ O(E), det(u) = −1

}
, O−

n (R) =
{
A ∈Mn(R), det(A) = −1

}

et on dit que les éléments de O+(E)
[
resp. O+

n (R)
]

sont des automorphismes ortho-
gonaux positifs ou des isométries directes ou des rotations vectorielles [resp. des
matrices orthogonales positives] et les éléments de O−(E)

[
resp. O−

n (R)
]

sont des
automorphismes orthogonaux négatifs [resp. les matrices orthogonales négatives].
L’ensemble O+(E)

[
resp. O+

n (R)
]

est un sous-groupe de O(E)
[
resp. de On(R)

]
appelé groupe spécial orthogonal. On le notera par la suite SO(E)

[
resp. SOn(R)

]
.
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23.9 Orientation d’un espace euclidien

E est un espace euclidien de dimension n � 2.

Théorème

Si B = (ei)1�i�n et B′ = (e′
i)1�i�n sont deux bases orthonormées de E,

alors la matrice de passage P de B à B′ est une matrice orthogonale.

Avec les notations du théorème, on a det(P ) = ±1.
On définit une relation sur l’ensemble des bases orthonormées de E en disant
qu’une base orthonormée B est en relation avec une base orthonormée B′ si, et
seulement si, la matrice de passage P de B à B′ est dans SOn(R).
On notera ∼ cette relation.

Théorème

La relation ∼ ainsi définie est une relation d’équivalence et il y a exactement
deux classes d’équivalence pour cette relation.

Orienter l’espace euclidien E revient à choisir une base orthonormée E.
Ce théorème nous dit qu’il n’y a que deux orientations possibles pour E.

Définition

Si l’espace E est orienté par le choix d’une base orthonormée B, on dit
qu’une base orthonormée B′ est directe (ou qu’elle définit la même orienta-
tion que B) si B′ est dans la classe d’équivalence de B et on dit que cette
base B′ est indirecte dans le cas contraire.

23.10 Produit vectoriel dans un espace euclidien

On désigne par E un espace euclidien de dimension n � 3 orienté par le choix
d’une base orthonormée B0 = (ei)1�i�n.
Si B est une autre base de E, alors pour tout n-uplet (x1, . . . , xn) de vecteurs de E,
on a detB0 (x1, . . . , xn) = detB0(B) detB(x1, . . . , xn). Il en résulte que la quantité
detB(x1, . . . , xn) est indépendante du choix d’une base orthonormée directe B

de E. On la note det(x1, . . . , xn) (ce qui suppose le choix d’une orientation de E)
et on dit que c’est le produit mixte des vecteurs ordonnés x1, . . . , xn. On le note
parfois [x1 . . . , xn].
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Lemme

Pour tout forme linéaire ℓ sur E, il existe un unique vecteur a ∈ E tel que :

∀x ∈ E, ℓ(x) = ⟨a | x⟩ .

Pour tout (xi)1�i�n−1 ∈ En−1, l’application x 7→ det(x1, . . . , xn−1, x) est une
forme linéaire, donc il existe un unique vecteur a ∈ E tel que :

∀x ∈ E, det(x1, . . . , xn−1, x) = ⟨a | x⟩ (23.2)

ce vecteur a étant fonction des vecteurs x1, . . . , xn−1.

Définition

Le produit vectoriel des n − 1 vecteurs x1, . . . , xn−1 de E est le vecteur a
défini par (23.2). On le note x1 ∧ ... ∧ xn−1.

Dans la base orthonormée B0, en notant xi =
n∑
j=1

xijei pour tout i compris entre

1 et n, les réels det(x1, . . . , xn−1, ei) = ⟨x1 ∧ · · · ∧ xn−1 | ei⟩ sont les composantes
du vecteur x1 ∧ · · · ∧ xn−1 dans la base B0. On a donc

x1 ∧ · · · ∧ xn−1 =
n∑
i=1

(−1)i+n δiei

où δi est le déterminant de la matrice d’ordre n− 1 déduite de (X1, . . . ,Xn−1) en
supprimant de cette matrice la ligne numéro i (Xi étant le vecteur de Rn formé
des composantes de xi dans la base B0).
Par exemple dans l’espace euclidien E = R3 muni de sa base canonique, le produit
vectoriel de x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3) est le vecteur z = (z1, z2, z3) défini
par z1 = x2y3 − x3y2, z2 = x3y1 − x1y3 et z3 = x1y2 − x2y1.

Théorème

Soit (xi)1�i�n−1 ∈ En−1.
— Le vecteur x1 ∧ · · · ∧ xn−1 est orthogonal à tous les vecteurs xi ;
— x1 ∧ · · · ∧ xn−1 = 0 si, et seulement si, la famille (x1, . . . , xn−1) est

liée ;
— si la famille (x1, . . . , xn−1) est libre, alors la famille

(x1, . . . , xn−1, x1 ∧ · · · ∧ xn−1) est une base de E.
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Théorème

Si H est un hyperplan de E et (x1, . . . , xn−1) une base de H, alors la droite
D = H⊥ est dirigée par le vecteur x1 ∧ ...∧ xn−1 et pour tout vecteur x de
E, la projection orthogonale de x sur H est :

pH(x) = x− ⟨x1 ∧ · · · ∧ xn−1 | x⟩
∥x1 ∧ · · · ∧ xn−1∥2 (x1 ∧ · · · ∧ xn−1)

et la distance de x à H est donnée par d(x,H) =
∣∣⟨x1∧···∧xn−1|x⟩

∣∣
∥x1∧···∧xn−1∥ .

Le théorème précédent nous dit aussi qu’une équation de l’hyperplan H de base
(x1, . . . , xn−1) est donnée par ⟨x1 ∧ · · · ∧ xn−1 | x⟩ = 0.

23.11 Isométries vectorielles en dimension 2

E est un espace euclidien de dimension 2, soit un plan euclidien, orienté par le
choix d’une base orthonormée B0 = (e1, e2).

Théorème

Un endomorphisme u de E est une isométrie positive [resp. négative] si,
et seulement si, il existe un réel θ tel que la matrice de u dans la base
orthonormée B0 soit de la forme Rθ =

Å
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

ã
[resp. de la

formé Sθ =
Å

cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

ã
].

Le réel θ qui intervient dans le théorème précédent est unique si on le prend dans
[−π, π[.

Corollaire

Les groupes SO(E) et SO2(R) sont commutatifs.

Théorème

Soit E un plan vectoriel euclidien orienté. Si u est une isométrie directe, il
existe alors un réel θ tel que la matrice de u dans toute base orthonormée
directe de E est Rθ =

Å
cos(θ) −ε sin(θ)
sin(θ) ε cos(θ)

ã
.
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Une isométrie u ∈ SO(E) de matrice Rθ dans une base orthonormée directe B, est
une rotation et θ est une mesure de l’angle de cette rotation. Si θ ∈ [−π, π[, on dit
que c’est la mesure principale de la rotation. Dans une base indirecte, cette mesure
principale est −θ. On dit de manière plus précise que θ = {θ + 2kπ | k ∈ Z} est
l’angle de la rotation dans l’espace orienté E. Par abus de langage, on dit parfois
que θ est l’angle de la rotation, étant entendu que le réel θ est définie modulo 2π.
L’inverse de la rotation d’angle θ est la rotation d’angle −θ et la composée des
rotations ρ d’angle θ et ρ′ d’angle θ′ est la rotation ρ ◦ ρ′ = ρ′ ◦ ρ d’angle θ + θ′.

Théorème

Si x, y sont deux vecteurs non nuls dans E, il existe alors une unique rotation
ρ ∈ SO(E) telle que 1

∥y∥y = ρ
Ä

1
∥x∥x
ä
.

Si, avec les notations du théorème qui précède, ρ est la rotation d’angle θ, on
dit alors que θ est l’angle orienté des vecteurs x et y et on note ’(x, y) = θ. Un
réel θ dans la classe d’équivalence θ est une mesure de l’angle orienté ’(x, y), le
représentant θ ∈ [−π, π[ est la mesure principale de ’(x, y).

Théorème

Les isométries indirectes d’un plan euclidien sont les réflexions.

23.12 Isométries vectorielles en dimension 3
E est un espace euclidien de dimension 3 orienté par le choix d’une base orthonor-
mée B0 = (e1, e2, e3).

Théorème

Soit u ∈ SO(E)\{Id}. L’ensemble des points fixes de u est une droite D.
Si (f1, f2) est une base orthonormé du plan D⊥, alors (f1, f2, f1 ∧ f2) est
une base orthonormée directe de E et la matrice de u dans cette base est

Rθ =

Ñ
cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

é
.

Avec les notations du théorème, on dit que u est la rotation d’axe D orienté par
f1 ∧ f2 et d’angle θ (défini modulo 2π).
Si A ∈ SO3(R)\{I3} est la matrice de u ∈ SO(E)\{Id} dans la base orthonormée
B0, alors l’axe de la rotation u est obtenu en déterminant le noyau de u − Id, ce
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qui revient à résoudre un système linéaire (A− I3)X = 0, où la matrice A − I3
est de rang 2.
Pour ce qui est de la mesure principale θ ∈ [−π, π[\{0} de l’angle de cette rotation,
avec Tr(u) = Tr(A) = Tr(Rθ) = 2 cos(θ) + 1, on en déduit la valeur de cos(θ) et
celle de θ au signe près.
Si Tr(u) = −1, on a alors cos(θ) = −1, donc sin(θ) = 0 et θ −−π.
Dans le cas où θ ∈ ]−π, π[\{0}, on peut déterminer le signe de sin(θ), et donc de
θ, comme suit.
Avec u(f1) = cos(θ)f1 + sin(θ)f2, on déduit que sin(θ) =

〈
u(f1) | f2

〉
. De plus, en

notant f3 = f1 ∧ f2, on a f3 ∧ f1 = f2 et :

sin(θ) =
〈
u(f1) | f2

〉
=

〈
u(f1) | f3 ∧ f1

〉
= det

(
f3, f1, u(f1)

)
= det

(
f1, u(f1), f3

)
ce qui permet de déterminer sin(θ) et θ.
Comme seul le signe de θ nous importe, on choisit un vecteur non nul x dans D⊥,
on pose f1 = 1

∥x∥x, on complète ce vecteur en une base orthonormée (f1, f2, f3)

de E et sin(θ) = det
(
x,u(x),f3

)
∥x∥2 est du signe de det

(
x, u(x), f3

)
, ce qui permet de

déterminer θ.

23.13 Espaces vectoriels hermitiens
Pour ce paragraphe, E est un espace vectoriel sur C de dimension n ⩾ 1.

Définition

On appelle produit scalaire hermitien sur E toute application
φ : E × E → C

(x, y) 7→ φ(x, y)
qui vérifie les propriétés suivantes :

— pour tout y dans E l’application x 7→ φ(x, y) est linéaire ;
— φ(y, x) = φ(x, y) pour tous x, y dans E ;
— φ(x, x) ⩾ 0 pour tout x dans E ;
— pour x dans E, φ(x, x) = 0 équivaut à x = 0.

On note en général (x, y) 7→ ⟨x | y⟩ un tel produit scalaire.

Définition

Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire hermitien.
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Dans la suite de ce paragraphe E désigne un espace hermitien et on note pour
tout x dans E, ∥x∥ =

√
⟨x|x⟩.

Théorème de Cauchy-Schwarz

Pour tous x, y dans E on a
∣∣⟨x | y⟩∣∣ � ∥x∥ ∥y∥, l’égalité étant réalisée si, et

seulement si, x et y sont liés.

Théorème de Minkowski

Pour tous x, y dans E on a ∥x+ y∥ � ∥x∥+ ∥y∥, l’égalité étant réalisée si,
et seulement si, x = λy avec λ � 0 (on dit que x et y sont positivement
liés).

Comme dans le cas euclidien, on dit que deux vecteurs x et y dans E sont ortho-
gonaux si ⟨x | y⟩ = 0.
Le théorème de Pythagore est encore vrai sous la forme : si les vecteurs x et y
sont orthogonaux dans E, on a alors ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2. La réciproque étant
fausse dans le cas hermitien

(
l’égalité ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 entraîne seulement

Re ⟨x | y⟩ = 0
)
.

On définit, comme dans le cas euclidien, les notions de famille orthogonale et
orthonormale. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Définition

L’orthogonal de X ̸= ∅ dans E est X⊥ =
{
y ∈ E, ∀x ∈ X, ⟨x | y⟩ = 0

}
.

X⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

Théorème d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Pour toute famille libre (xk)1�k�p dans E, il existe une unique famille
orthonormée (ek)1�k�p dans E telle que :

∀k ∈ {1, . . . , p} ,
®

Vect{e1, . . . , ek} = Vect{x1, . . . , xk} ;
⟨xk | ek⟩ > 0.

En notant E = (ek)1�k�n la base canonique de Cn muni de sa structure hermi-

tienne canonique avec le produit scalaire (x, y) 7→ ⟨x | y⟩ =
n∑
k=1

xkyk, tout système

orthonormé F= (fk)1�k�n est une base de Cn et la matrice de passage U de la
base canonique E à la base F est telle que U∗U = In, où U∗ =

(
u∗
ij

)
désigne la
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matrice adjointe de la matrice complexe U = (uij), définie par u∗
ij = uji pour

1 � i, j � n.

Définition

On dit qu’une matrice carrée A à coefficients complexes d’ordre n est uni-
taire si U∗U = In. On note Un(C) l’ensemble des matrices unitaires.

On peut également dire qu’une matrice unitaire est la matrice de passage de la
base canonique de Cn à une base orthonormée où Cn est muni de sa structure
hermitienne canonique.

23.14 Réduction des matrices normales

On note (ek)1�k�n la base canonique de Cn et le produit scalaire hermitien cano-
nique de Cn est noté :

(x, y) =
Å

n∑
i=1
xiei,

n∑
i=1
yiei

ã
7→ ⟨x | y⟩ =

n∑
i=1
xiyi.

La norme associée est la norme hermitienne notée x 7→ ∥x∥.

Définition

Une matrice complexe A est dite hermitienne si A∗ = A. On dit qu’elle est
hermitienne positive, si on a de plus ⟨Ax | x⟩ � 0 pour tout x ∈ E. On dit
qu’elle est hermitienne définie positive,si on a de plus ⟨Ax | x⟩ > 0 pour
tout x ∈ E\{0}.

Définition

Une matrice complexe A est dite normale si A∗A = AA∗.

Les matrices hermitiennes et unitaires sont des cas particuliers de matrices nor-
males.

Lemme

Les valeurs propres d’une matrice hermitienne [resp. hermitienne positive]
sont réelles [resp. réelles et positives]. Les valeurs propres d’une matrice
unitaire sont de module égal à 1.
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Théorème

Si A une matrice complexe normale, elle se diagonalise alors dans une base
orthonormée, c’est-à-dire qu’il existe une matrice unitaire U et une matrice
diagonale D telles que A = UDU∗, les coefficients diagonaux de D étant
les valeurs propres dans C de la matrice A.

Corollaire

Une matrice hermitienne [resp. unitaire] a ses valeurs propres réelles [resp.
de module 1] et se diagonalise dans une base orthonormée.
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et euclidienne 24

24.1 Espace affine associé à un espace vectoriel

E est un R-espace vectoriel.

Définition

Un espace affine de direction E est un ensemble non vide E tel que l’on
puisse définir une loi externe (x, u) ∈ E×E 7→ x+u vérifiant les propriétés
suivantes :

— pour tout x ∈ E l’application u 7→ x+ u est bijective ;
— pour toux x ∈ E et u, u′ dans E, on a (x+ u) + u′ = x+ (u+ u′).

E est un espace affine sur lui même grâce à l’application (x, y) ∈ E2 7→ x+ y.
Les éléments de E sont appelés points et ceux de E, vecteurs. Un vecteur u ∈ E
sera parfois noté −→u . La direction de l’espace affine E est parfois notée E = −→E.
La dimension de l’espace affine E est la dimension de l’espace vectoriel E. Les
espaces affines de dimension 1 [resp. de dimension 2] sont appelés droites affines
[resp. plans affines].
Pour tout couple (x, y) de points de E, le vecteur u ∈ E tel que y = x+u est noté
−→xy et il est caractérisé par x+−→xy = y. Il sera parfois commode de noter −→xy = y−x.
Avec la première notation, on a pour tous points x, y, z de E :

−→xy +−→yz = −→xz, −→xx = −→0 , −→yx = −−→xy.

La première des identités précédentes est la relation de Chasles.
Un segment dans E d’extrémités a, b est l’ensemble [a, b] =

{
a+ λ

−→
ab ; λ ∈ [0, 1]

}
.

Pour tout vecteur u ∈ E, l’application tu : x ∈ E 7→ x + u ∈ E est une bijection
de E sur E d’inverse t−u : x 7→ x + (−u) (que l’on notera x − u) et l’application
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t : u 7→ tu est un morphisme de groupes injectif de (E,+) dans
(
S(E), ◦

)
. Une

telle application tu est appelée translation de vecteur u.
Une translation tu de vecteur u non nul n’a pas de point fixe (pour u = 0, on a
tu = IdE et tous les points de E sont fixes). L’ensemble T(E) de ces translations
est un sous-groupe de

(
S(E), ◦

)
isomorphe au groupe (E,+).

Pour tout point ω de E, l’application x ∈ E 7→ −→ωx ∈ E est bijective d’inverse
u 7→ ω + u, ce qui permet d’identifier l’espace affine E à l’espace vectoriel E,
cette identification dépendant du choix d’une origine ω. On note E = ω + E ou
E = ω + −→E. Une droite affine est de la forme D = ω + R−→v où −→v ∈ −→D\

{−→0 }
est

un vecteur directeur de −→D. Un plan affine est de la forme P = ω + R−→u ⊕ R−→v où
−→u et −→v sont linéairement indépendants dans −→P\

{−→0 }
.

Pour E de dimension n, le choix d’une base B= (ek)1⩽k⩽n de E permet d’identifier
l’espace vectoriel E à Rn et le choix d’une origineO ∈ Epermet d’identifier l’espace
affine E à Rn : pour tout x de E, il existe un unique n-uplet (xk)1⩽k⩽n ∈ Rn tel

que x = O+
n∑
k=1

xk
−→ek . On dit que R = (O,B) est un repère affine de E et que les

xk, pour k compris entre 1 et n, sont les coordonnées de x dans le repère R.
Si R′ = (O′,B′) est un autre repère affine de E, en utilisant la relation de Chasles
−→
Ox =

−−→
OO′ +

−−→
O′x, on a les formules de changement de repère :

xi = O′
i +

n∑
j=1

pijxj (1 ⩽ i ⩽ n)

où les O′
i sont les coordonnées de O′ dans le repère R, ce qui peut aussi s’écrire

sous forme matricielle X = Ω′ +PX en notant P = (pij) la matrice de passage de
B à B′.

Définition

Une partie F d’un espace affine E est un sous-espace affine s’il existe un
point ω de F tel que l’ensemble F = {−→ωx ; x ∈ F} soit un sous-espace
vectoriel de E.

Si (Fi)i∈I est une famille de sous-espaces affines de E, leur intersection
⋂
i∈I

Fi est

alors un sous-espace affine de E.
Si F est un sous-espace affine de E, on a alors F = {−→xy ; y ∈ F} pour tout point
x de F et F est un espace affine de direction F . Par tout point ω de E passe un
unique sous-espace affine Fω de E de direction F . Pour ω, ω′ dans E, on a :

Fω′ = {ω′ + u ; u ∈ F} =
{
ω +
−−→
ωω′ + u ; u ∈ F

}
= t−−→

ωω′ (Fω) .

Deux sous-espaces affines de E de même direction sont dits parallèles. La relation
de parallélisme sur les sous-espaces affines de E est une relation d’équivalence.
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Un hyperplan de E est un sous-espace affine dont la direction est un hyperplan
de E. Pour E de dimension n ⩾ 2, les hyperplans sont ses sous-espaces affines de
dimension n− 1.
Si H est hyperplan de E de direction H = Ker(ℓ), où ℓ est une forme linéaire non
nulle, on a alors H =

{
ω + u ; u ∈ E, ℓ(u) = 0

}
. En dimension finie, dans un

repère affine R = (ω,B), l’hyperplan H est l’ensemble des points de E d’équation
cartésienne

n∑
k=1

αkxk = λ, où les réels αk ne sont pas tous nuls et λ est un réel.

En dimension 2, l’équation d’une droite est de la forme ax+by = c et en dimension3,
l’équation d’un plan est de la forme ax+ by + cz = d.

Définition

Soient E, E′ deux espaces affines de directions respectives E,E′. On dit
qu’une application f : E→ E′ est affine s’il existe une application linéaire
φ : E → E′ telle que f(x+ u) = f(x) + φ(u) pour tout (x, u) ∈ E× E, ce
qui revient à dire que :

∀u ∈ E, f ◦ tu = tφ(u) ◦ f.

La condition f(x + u) = f(x) + φ(u) pour tout (x, u) ∈ E× E est équivalente à
−−−−−−→
f(x)f(y) = φ(−→xy) pour tout (x, y) ∈ E2. L’application linéaire φ associée à une
application affine f est uniquement déterminée et f est injective [resp. surjective]
si, et seulement si, φ est injective [resp. surjective]. Il sera parfois commode de
noter φ = −→f .
Si une application affine f : E → E′ est bijective, son inverse est alors affine
d’application linéaire associée

(−→
f
)−1

.

La composée f ◦g de deux applications affines f et g est affine d’application linéaire
associée −→f ◦ −→g .
Dans le cas où E et E′ sont de dimensions respectives m et n, si R = (O,B) est
un repère affine de E et R′ = (O′,B′) est un repère affine de E′, en désignant
par X le vecteur de Rm formé des coordonnées de x ∈ E dans le repère R, par
Y le vecteur de Rn formé des coordonnées de y = f(x) dans le repère R′, par B
le vecteur de Rn formé des coordonnées de f(O) dans le repère R′ et par A la
matrice de −→f dans les bases B et B′, l’égalité

−−−−−−→
f(O)f(x) = φ

Ä−→
Ox
ä

se traduit par
Y = AX +B.
Pour m = n, l’application f est bijective si, et seulement si, la matrice A est
inversible.
Une translation tu est une bijection affine d’application linéaire associée IdE .
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Théorème

Soient E, E′ deux espaces affines de directions respectives E,E′. Pour toute
application linéaire φ : E → E′, tout point a de E et tout point a′ de E′,
il existe une unique application affine f : E → E′ telle que −→f = φ et
f(a) = a′, c’est l’application f : x 7→ a′ + φ(−→ax).

Du théorème précédent, on déduit que deux applications affines qui ont même
application linéaire sont égales si, et seulement si, elles coïncident en un point.

Définition

Soient ω un point de E et λ un réel non nul. L’homothétie de centre ω et de
rapport λ est l’application affine f : E→ E d’application linéaire associée−→
f = λ IdE telle que f(ω) = ω.

On note h(ω, λ) une telle homothétie. Elle est aussi définie par
−−−→
ωf(x) = λ−→ωx pour

tout x ∈ E. Pour λ = 1, on a f = IdE et tous les points de E sont fixes par f .
Pour λ = −1, on a

−−−→
ωf(x) = −−→ωx pour tout x ∈ E et f est la symétrie de centre

ω. Pour λ ̸= 1, ω est l’unique point fixe de f .

Théorème

Soient E, E′ deux espaces affines et f, g deux applications affines de E dans
E′. L’ensemble F=

{
x ∈ E, f(x) = g(x)

}
est soit vide, soit un sous-espace

affine de E de direction Ker
(−→
f −−→g

)
.

Pour E = E′ de dimension finie et g = IdE, l’ensemble des points fixes d’une
application affine f : E → E est soit vide, soit un sous-espace affine de E de
direction Ker

Ä−→
f − IdE

ä
.

Théorème

Soient Fun sous-espace affine d’un espace affine E et G un supplémentaire
dans E de la direction F de F. Pour tout x ∈ E, l’intersection F∩ (x+G)
est réduite à un point p(x). L’application p : E→ Fest affine d’application
linéaire associée la projection vectorielle de E sur F parallèlement à G.
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Définition

Avec les notations et hypothèses du théorème précédent, on dit que p est
la projection affine de E sur F parallèlement à G.

Théorème

Une application affine p : E→ F est une projection si, et seulement si, elle
vérifie p ◦ p = p.

Théorème de Thalès

Soient H un hyperplan de direction H d’un espace affine E de direction
E et D, D′, deux droites dans E de directions D, D′ supplémentaires de
H dans E. Étant donné trois hyperplans deux à deux distincts H1, H2,
H3 de même direction H rencontrant D et D′ en x1, x2, x3 et x′

1, x′
2, x′

3

respectivement, on a
−−→x1x3
−−→x1x2

=
−−→
x′

1x
′
3

−−→
x′

1x
′
2

.

Théorème

Soient F un sous-espace affine d’un espace affine E, G un supplémentaire
dans E de la direction F de F et p la projection de E sur F parallèlement
à G. L’application s : E → E définie par s(x) = x + 2

−−−→
xp(x) est affine

d’application linéaire associée la symétrie vectorielle par rapport à F et
parallèlement à G.

Définition

Avec les notations et hypothèses du théorème précédent, on dit que s est
la symétrie affine par rapport à F et parallèlement à G.

Théorème

Une application affine s : E→ F est une symétrie si, et seulement si, elle
vérifie s ◦ s = Id.

24.2 Le groupe affine GA(E) en dimension finie
E est un espace affine de dimension n � 1 et de direction E. On note GA(E)
l’ensemble des bijections affines de E sur E, c’est un groupe pour la composition
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des applications et l’application f ∈ GA(E) 7→ −→f ∈ GL(E) est un morphisme
surjectif de groupes.

Pour tout ω ∈ E, on note GA(E)ω =
{
f ∈ GA(E), f(ω) = ω

}
l’ensemble des

bijections affines qui laissent fixe le point ω. C’est un sous-groupe de GA(E).

Théorème

— Pour tout point ω de E, l’application f 7→ −→f réalise un isomorphisme
de groupes de GA(E)ω sur GL(E).

— Soit ω ∈ E. Pour tout f ∈ GA(E), il existe deux couples (u, g) et (v, h)
uniquement déterminés dans E×GA(E)ω tels que f = tu ◦g = h◦ tv.

Théorème

— L’ensemble T(E) des translations de Eest un sous-groupe commutatif
de GA(E).

— Une application f de E dans E est une translation si, et seulement si,
elle commute à toute translation.

— Pour toute bijection affine f et tout u ∈ E, on a f ◦ tu ◦ f−1 = t−→
f (u).

— L’ensemble H(E) =
¶
f ∈ GA(E), −→f ∈ R∗ · IdE

©
est un sous-groupe

de GA(E).

Le groupe H(E) est le groupe des homothéties ou translations.

Théorème

— Pour tout point ω de E, l’ensemble Hω(E) des homothéties de centre
ω est un sous-groupe de H(E).

— On a H(E) = T(E) ∪
Ç ⋃
ω∈E

Hω(E)
å

.

— Pour toute homothétie h(ω, λ) et toute bijection affine f ∈ GA(E),
on a f ◦ h(ω, λ) ◦ f−1 = h

(
f(ω), λ

)
.
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Théorème

Soient h(ω, λ), h(ω′, λ′) deux homothéties et h = h(ω, λ) ◦ h(ω′, λ′).
— Pour ω = ω′, h est une homothétie de rapport λλ′ et de centre ω

(pour λλ′ = 1, on a h = IdE).
— Pour ω ̸= ω′ et λλ′ ̸= 1, h est l’homothétie de rapport λλ′ et de centre

ω′′ = ω′ + λ−1
1−λλ′

−−→
ωω′ ∈ (ωω′) (droite passant par les points ω et ω′).

— Pour ω ̸= ω′ et λλ′ = 1, on a h = IdE si λ = 1 ou h = t
(λ−1)

−−→
ωω′ si

λ ̸= 1.

Le théorème précédent nous dit que le groupe H(E) n’est pas commutatif. Plus
précisément, deux translations commutent, une homothétie de rapport différent
de 1 et une translation de vecteur non nul ne commutent pas et deux homothéties
commutent si, et seulement si, elles ont même centre.

24.3 Espaces affines euclidiens

Définition

Un espace affine euclidien est un espace affine de direction un espace eucli-
dien.

Pour ce qui suit, E est un espace affine euclidien de direction
(
E, ⟨· | ·⟩

)
. On note

∥·∥ la norme associée au produit scalaire ⟨· | ·⟩ sur E.
L’application d : (x, y)→ ∥−→xy∥ est une distance sur E dite euclidienne.
Un repère R = (O,B) de E est dit orthonormé si B est une base orthonormée de

E. Dans un tel repère, on a d(x, y) =
 

n∑
k=1

(yk − xk)2 avec des notations évidentes.

Deux droites affines dans E sont dites perpendiculaires si leurs vecteurs directeurs
sont orthogonaux.

Définition

On dit qu’une partie S de E est une sphère s’il existe un point ω dans E et
un réel R positif ou nul tels que S =

{
x ∈ E, d(ω, x) = R

}
. On dit alors

que ω est un centre et R un rayon de cette sphère.

On note S(ω,R) une telle sphère et on vérifie que le centre et le rayon sont uni-
quement déterminés.
En dimension 2, une sphère est appelée cercle.
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Définition

Soient ω ∈ E et R un réel positif ou nul. La boule fermée [resp. ouverte]
de centre ω et de rayon R est l’ensemble B(ω,R) =

{
x ∈ E, d(ω, x) � R

}
[
resp.

◦
B(ω, r) =

{
x ∈ E, d(ω, x) < R

}]
.

Définition

Si S(ω,R) une sphère de centre ω et de rayon R, on appelle diamètre de
cette sphère tout segment [a, b] où a et b sont deux points de S(ω,R) tels
que d(a, b) = 2R.

Théorème

Soient a, b deux points de E. L’ensemble S =
¶
x ∈ E,

¨−→ax | −→bx
∂

= 0
©

est
une sphère de diamètre [a, b].

Si R = (O,B) est un repère orthonormé de E où B = (ei)1�i�n, on a alors en
notant x1, . . . , xn les coordonnées d’un point x de E dans ce repère :

(
x ∈ S(ω,R)

)
⇔
Å

n∑
k=1

x2
k − 2

n∑
k=1

ωkxk +
n∑
k=1

ω2
k −R2 = 0

ã
.

Réciproquement si ω1, . . . , ωn et c sont des réels, alors en notant ω = O+
n∑
k=1

ωkek,

l’ensemble des points x = O+
n∑
k=1

xkek de E tels que
n∑
k=1

x2
k− 2

n∑
k=1

ωkxk + c = 0 est

: l’ensemble vide si c >
n∑
k=1

ω2
k ; réduit à {ω} si c =

n∑
k=1

ω2
k ; la sphère de centre ω

et de rayon R =
 

n∑
k=1

ω2
k − c si c <

n∑
k=1

ω2
k.

Dans le cas où E est un plan affine euclidien, tout point x du cercle S(ω,R) s’écrit
de manière unique x = ω +R cos(θ)e1 +R sin(θ)e2 où θ ∈ ]−π, π].
Dans le cas où n = 3, tout point x de la sphère S(ω,R) s’écrit de manière unique
x = ω + R cos(θ2) sin(θ3)e1 + R sin(θ2) sin(θ3)e2 + R cos(θ3)e3 où θ3 ∈ [0, π] et
θ2 ∈ ]−π, π].
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Pour n � 3, une paramétrisation de la sphère S(ω,R) est donnée par



x1 = ω1 +R cos(θ2) sin(θ3) · · · sin(θn)
x2 = ω2 +R sin(θ2) sin(θ3) · · · sin(θn)
x3 = ω3 +R cos(θ3) sin(θ4) · · · sin(θn)
...
xn−2 = ωn−2 +R cos(θn−2) sin(θn−1) sin(θn)
xn−1 = ωn−1 +R cos(θn−1) sin(θn)
xn = ωn +R cos(θn)

avec θ2 ∈ ]−π, π] et θ3, . . . , θn dans [0, π].

24.4 Hyperplans dans un espace euclidien

E est un espace affine euclidien de dimension n � 2 et R = (O,B) est un repère
orthonormé de E où B= (ei)1�i�n.
Un hyperplan affine est un sous-espace affine de E de la forme :

H= {ω + u ; u ∈ E, ℓ(u) = 0}

où ℓ est une forme linéaire non nulle. C’est l’hyperplan affine passant par ω et
dirigé par Ker(ℓ).
Sachant que pour toute forme linéaire ℓ sur E il existe un unique vecteur a ∈ E tel
que ℓ(x) = ⟨a | x⟩ pour tout x ∈ E, on déduit que H= ω+{a}⊥ où a est un vecteur
non nul (hyperplan passant par ω et orthogonal au vecteur a). Pour tout x ∈ H,
on a ⟨−→ωx | −→a ⟩ = 0, soit

¨−→
Ox | −→a

∂
= λ où λ =

¨−→
ωO | −→a

∂
. Réciproquement, pour

tout vecteur −→a ∈ E\
¶−→0
©

et tout réel λ, l’ensemble H=
¶
x ∈ E,

¨−→
Ox | −→a

∂
= λ
©

est un hyperplan affine de direction {−→a }⊥. Dans le repère R une équation de cet
hyperplan est

n∑
k=1

akxk = λ, les réels ak n’étant pas tous nuls.

Théorème

Soit H un hyperplan de E d’équation
n∑
k=1

akxk = λ dans le repère R. Pour

tout x ∈ E de coordonnées x1, . . . , xn dans le repère R, la distance de x à

H est d(x,H) =

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akxk−λ

∣∣∣∣∣∣Ã
n∑

k=1

a2
k

.
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Théorème

Soient S une sphère de centre ω et de rayon R > 0 et Hun hyperplan affine
de E. On note d = d(ω,H) la distance de ω à H.

— Si d > R, alors H∩ S = ∅.
— Si d = R, alors H∩ S =

{
pH(ω)

}
, où pH(ω) est la projection ortho-

gonale de ω sur H (voir la définition 24.5).
— Si d < R, alors H∩ S est une sphère de H de centre pH(ω) et de

rayon
√
R2 − d2.

24.5 Isométries affines d’un espace euclidien
E est un espace affine euclidien.

Définition

On appelle isométrie affine toute application f : E→ E telle que :

∀ (x, y) ∈ E2, d
(
f(x), f(y)

)
= d(x, y).

On note Is(E) l’ensemble de toutes les isométries affines de E.

Définition

Une projection affine orthogonale sur E est une projection sur un sous-
espace affine F parallèlement à −→F⊥. Une symétrie affine orthogonale sur
E est une symétrie par rapport à un sous-espace affine F parallèlement à−→
F⊥. Une réflexion affine est une symétrie orthogonale par rapport à un
hyperplan affine.

Théorème

On a Is(E) =
¶
f ∈ GA(E), −→f ∈ O(E)

©
et Is(E) est un sous-groupe de

GA(E) qui contient le groupe T(E) des translations et l’ensemble des sy-
métries orthogonales.

L’application f ∈ Is(E) 7→ det
Ä−→
f
ä
∈ {−1, 1} est un morphisme de groupes sur-

jectif. Son noyau est noté Is+(E) et ses éléments sont appelés déplacements ou
isométries directes de E.
On note Is−(E) = Is(E)\ Is+(E) et les éléments de cet ensemble sont appelés
anti-déplacements ou isométries indirectes.
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Théorème
Soit f ∈ Is(E). Il existe un unique couple (a, g) formé d’un vecteur a ∈ E et
d’une isométrie g admettant au moins un point fixe tel que f = g◦ta = ta◦g.
De plus, on a −→f (a) = −→g (a) = a.

Corollaire
Soit f ̸= Id un déplacement d’un plan affine euclidien orienté P.

— Si f n’admet pas de point fixe, c’est alors une translation.
— Si f admet au moins un point fixe, l’application linéaire associée −→f

est alors une rotation d’angle θ et f admet un unique point fixe ω.

Dans le deuxième cas du corollaire précédent, on dit que f est une rotation de
centre ω et d’angle θ.

Corollaire
Soit f ̸= Id un anti-déplacement d’un plan affine euclidien orienté P.

— Si f admet au moins un point fixe, c’est alors une réflexion.
— Si f n’admet pas de point fixe, c’est alors la composée commutative

d’une translation ta et d’une réflexion, le vecteur a dirigeant l’axe D

de la réflexion (symétrie glissée d’axe D et de vecteur a).

24.6 Barycentres
E est un espace affine euclidien de dimension n et E l’espace vectoriel euclidien
associé.

Lemme

Soit
{

(Mk, αk)
}

1�k�p un système de points pondérés dans E, où les αk sont

des réels tels que
p∑
k=1

αk ̸= 0. Il existe un unique point G ∈ E qui vérifie

l’une des conditions équivalents suivantes :

—
p∑
k=1

αk
−−−→
GMk = −→0 ;

— il existe Ω ∈ E tel que
Å

p∑
k=1

αk

ã−→ΩG =
p∑
k=1

αk
−−−→ΩMk ;

— pour tout Ω ∈ E, on a
Å

p∑
k=1

αk

ã−→ΩG =
p∑
k=1

αk
−−−→ΩMk.
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Définition

Avec les notations du lemme précédent, on dit que G est le barycentre de
la famille

{
(Mk, αk)

}
1�k�p. Dans le cas où tous les αk sont égaux, on dit

que G est l’isobarycentre de la famille
{

(Mk, αk)
}

1�k�p.

On note G = Bar
¶{(

Mk, αk
)}

1�k�p

©
.

Le barycentre étant inchangé si on multiplie les poids αk par un même réel non
nul, on peut supposer, dans la définition du barycentre, que

p∑
k=1

αk = 1 et dans ce

cas, on peut noter G =
p∑
k=1

αkMk (on a « vectorialisé » E en se fixant une origine).

Si A,B sont deux points distincts de E, alors :

— la droite (AB) est l’ensemble des barycentres de
{

(A,α) , (B, 1− α)
}

où α
décrit R ;

— le segment [A,B] est l’ensemble des barycentres de
{

(A,α) , (B, 1− α)
}

où
α décrit [0, 1] ;

— le milieu I du segment [A,B] est par définition l’isobarycentre de {A,B}, il
est caractérisé par −→AI = 1

2
−−→
AB ou par −→AI = −→IB.

— Le sous-espace affine de E engendré par (ak)1�k�p ∈ Ep est l’ensemble dees

barycentres de
{

(Ak, αk)
}

1�k�p où
p∑
k=1

αk = 1.

Théorème

Soient {(Mk, αk)}1�k�p un système de points pondérés dans l’espace af-

fine E avec
p∑
k=1

αk ̸= 0 et {1, . . . , p} =
r⋃
j=1

Ij une partition de {1, . . . , p} telle

que σj =
∑
k∈Ij

αk ̸= 0 pour tout j compris entre 1 et r. En désignant, pour

tout j compris entre 1 et r, par Gj le barycentre de
{

(Mk, αk)
}
k∈Ij

, on a :

Bar
¶{

(Mk, αk)
}

1�k�p

©
= Bar

¶{
(Gj , σj)

}
1�j�r

©

Théorème

Une partie non vide F de E est un sous-espace affine si, et seulement si,
pour toute famille

{
(Mk, αk)

}
1�k�p de points pondérés de F, le barycentre

Bar
¶{

(Mk, αk)
}

1�k�p

©
est dans F.
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Théorème
Soient E′ un espace affine de dimension finie et f une application
de E dans E′. L’application f est affine si, et seulement si, pour
toute famille

{
(Mk, αk)

}
1�k�p de points pondérés de E, le bary-

centre de
¶{

(f (Mk) , αk)
}

1�k�p

©
est f(G), où G est le barycentre de¶{

(Mk, αk)
}

1�k�p

©
.

On se donne un repère affine R = (Ak)0�k�n de E c’est-à-dire
Ä−−−→
A0Ak

ä
1�k�n

est
une base de E.

Théorème

Pour tout M ∈ E, il existe un unique (n+ 1)-uplet (λ0, . . . , λn) dans Rn+1

tel que M = Bar
¶{

(Ak, λk)
}

0�k�n

©
et

n∑
k=0

λk = 1.

Théorème
Avec les notations du théorème précédent, on appelle coordonnées barycen-
triques de M dans le repère R, tout n-uplet (γλ1, . . . , γλn), où γ est un
réel non nul.

L’application M 7→ (λ0, . . . , λn) est une bijection de E sur Rn+1.
Soient ABC trois points non alignés du plan affine euclidien tels que le triangle
T = ABC soit non rectangle. En notant a = BC, b = AC, c = AB, Â = ’BAC,
“B = ’ABC et “C = ’ACB, les coordonnées barycentriques dans le repère affine
(A,B,C) du centre de gravité G, de l’orthocentre H, du centre I du cercle inscrit,
du centre O du cercle circonscrit et des centres IA, IB , IC des cercles exinscrits
sont respectivement :

— G(1, 1, 1) ; H
(

tan
Ä
Â
ä
, tan
Ä“B
ä
, tan
Ä“C
ä)

; I(a, b, c) ;

— O

(
tan
Ä“B
ä

+ tan
Ä“C
ä
, tan
Ä
Â
ä

+ tan
Ä“C
ä
, tan
Ä
Â
ä

+ tan
Ä“B
ä)

;

— IA(−a, b, c), IB(a,−b, c), IC(a, b,−c).

Définition
On dit qu’une partie non vide C de E est convexe, si pour tout couple
(A,B) de points de E, le segment [A,B] est contenu dans E.
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Théorème

Soit C une partie non vide de E. Cet ensemble C est convexe si, et seule-
ment si, pour toute famille

{
(Mk, αk)

}
1�k�p de points pondérés de E, où

les α sont des réels positifs ou nuls tels que
p∑
k=1

αk = 1, le barycentre

Bar
¶{

(Ak, αk)
}

0�k�n

©
est dans C.

Une intersection de parties convexes est convexe. L’adhérence et l’intérieur d’un
convexe sont convexes.

Théorème

Soient E′ un espace affine de dimension finie et f : E→ E′ affine. Pour tout
convexe C dans E [resp. C ′ dans E′] f(C)

[
resp. f−1(C ′)

]
est un convexe

de E′ [resp. de E].
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Dénombrement
et probabilités 25

25.1 Dénombrement

Ω est un ensemble non vide et P(Ω) est l’ensemble de toutes les parties de Ω. Pour
tout ensemble non vide F , on note FΩ l’ensemble des applications de Ω dans F . Le
cardinal d’un ensemble fini E est le nombre de ses éléments. Il est noté Card(E).
Deux ensembles finis ont le même cardinal si, et seulement si, ils sont en bijection.

Définition

Deux ensembles E et F sont équipotents s’il existe une bijection de E sur F .

Par exemple l’ensemble des entiers naturels pairs est équipotent à N de même
que N2.

La relation d’équipotence est une relation d’équivalence.

Définition

Un ensemble est dénombrable s’il est équipotent à N.
Un ensemble est au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Par exemple, Z et Q sont dénombrables. R et l’ensemble des parties de N ne sont
pas dénombrables.

Les termes « énumérable » ou « numérotable » seraient peut-être plus compré-
hensibles que « dénombrable » pour les néophytes car ce dernier pourrait laisser
entendre qu’un ensemble dénombrable est de cardinal fini.

Un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable, une réunion finie ou infinie dénom-
brable d’ensembles dénombrables sont dénombrables.



366 25•Dénombrement et probabilités

Théorème

Soient E,F,E1, . . . , En des ensembles finis avec n � 2.

— Si les Ek sont 2 à 2 disjoints, on a Card
Å

n⋃
k=1

Ek

ã
=

n∑
k=1

Card(Ek).

— Pour tout A ∈ P(E), on a Card(E\A) = Card(E) − Card(A) et
Card(A) � Card(E), l’égalité étant réalisée si, et seulement si, A = E.

— On a Card(E ∪ F ) = Card(E) + Card(F )− Card(E ∩ F ).

— On a Card
Å

n∏
k=1

Ek

ã
=

n∏
k=1

Card(Ek).

Théorème

Soient E, F deux ensembles finis non vides de cardinaux respectifs p, n et
φ dans FE .

— On a Card
(
FE

)
=

(
Card(F )

)Card(E).
— Si φ est injective, on a alors Card(E) � Card(F ).
— Pour n � p, le nombre d’injections de E dans F est n!

(n−p)! .
— Si φ est surjective, on a alors Card(E) � Card(F ).
— Si φ est bijective, on a alors Card(E) = Card(F ).
— Pour n = p, le nombre d’applications bijectives de E dans F est n!
— On a Card

(
φ(E)

)
� min

(
Card(E),Card(F )

)
et φ est injective si,

et seulement si, on a Card
(
φ(E)

)
= Card(E), φ est surjective si, et

seulement si, on a Card
(
φ(E)

)
= Card(F ).

— Pour n = p, on a :
(φ injective)⇔ (φ surjective)⇔ (φ bijective) .

— S’il existe r ∈ N∗ tel que Card
(
φ−1 {y}

)
= r pour tout y ∈ F , φ est

alors surjective et on a Card(E) = rCard(F ) (principe des bergers).

Théorème de Poincaré

Si (Ak)1�k�n est une suite de parties finies d’un ensemble Ω, on a alors :

Card
Å

n⋃
k=1

Ak

ã
=

n∑
k=1

(−1)k−1
pk,n

où pk,n =
∑

1�i1<...<ik�n
Card(Ai1 ∩ · · · ∩Aik ) pour 1 � k � n.
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En probabilités élémentaires, on peut être conduit à considérer des tirages de p
objets pris dans un ensemble F à n éléments. Il y a trois façons de procéder.

— On peut effectuer des tirages avec remise et avec ordre, ce qui signifie que
l’on extrait les objets un à un en remettant, après chaque tirage, l’objet
dans l’ensemble F . Un tel tirage est une p-liste (ou un p-uplet) et revient
à se donner une application de E = {1, . . . , p} dans F , ce qui donne np

possibilités.

— On peut effectuer des tirages sans remise et avec ordre, ce qui signifie que
l’on extrait les objets un à un sans les remettre dans l’ensemble F . Un tel
tirage est une p-liste sans répétitions et revient à se donner une application
injective de E = {1, . . . , p} dans F , ce qui donne 0 possibilités si p > n et
n!

(n−p)! possibilités si p ⩽ n.

— On peut extraire les p objets simultanément.
Un tel tirage est une p-combinaison c’est-à-dire une partie de F à p éléments.
Ce nombre de p-combinaisons vaut

(
n
p

)
= 0 si p > n ou

(
n
p

)
= n!

p!(n−p)!
si p ⩽ n. Cette quantité est aussi le nombre de parties à p éléments d’un
ensemble à n éléments.

Les relations suivantes sur les coefficients binomiaux
(
n
p

)
sont à connaître :

▷
(
n
p

)
=

(
n
n−p

)
pour 0 ⩽ p ⩽ n ;

(
n
n

)
=

(
n
0
)

= 1 pour n ⩾ 0 ;

▷
(
n
p

)
= n

p

(
n−1
p−1

)
pour 1 ⩽ p ⩽ n−1 ;

▷
(
n
p

)
=

(
n−1
p

)
+
(
n−1
p−1

)
pour 1 ⩽ p ⩽ n−1 (triangle de Pascal) ;

▷ (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k pour n ∈ N et a et b dans un anneau commutatif A

(formule du binôme de Newton) ;

▷
n∑
k=0

(
n
k

)
= 2n et

n∑
k=0

(
n
k

)
(−1)k = 0, ces égalités entraînant que, pour n ∈ N∗

on a
∑

0⩽2j⩽n

(
n
2j
)

=
∑

0⩽2j+1⩽n

(
n

2j+1
)

= 2n−1.

25.2 Fonctions indicatrices d’ensembles

À toute partie A de Ω, on associe sa fonction indicatrice 1A : Ω → {0, 1} définie
par 1A(x) = 1 si x ∈ A et 1A(x) = 0 sinon.
Les fonctions indicatrices permettent de transformer des opérations ensemblistes
ou probabilistes en opérations algébriques sur des fonctions.
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Théorème

L’application 1 : A ∈ P(Ω) → 1A ∈ {0, 1}Ω est une bijection d’inverse
1−1 : γ ∈ {0, 1}Ω 7→ γ−1 {1} ∈ P(Ω).

Corollaire

Pour Ω fini, on a Card
(
P(Ω)

)
= 2Card(Ω).

Théorème de Cantor

Il n’existe pas de bijection de Ω sur P(Ω).

On déduit en particulier du théorème précédent que P(N) et {0, 1}N ne sont pas
dénombrables et en utilisant l’écriture dyadique propre (en base 2) des nombres
réels, il en résulte que [0, 1] n’est pas dénombrable.

25.3 Expérience aléatoire

De façon intuitive, une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat ne
peut être annoncé avec certitude a priori, c’est-à-dire avant la réalisation de cette
expérience. Un événement est une proposition logique susceptible de se produire ou
non à l’issue de la réalisation d’une expérience aléatoire. Enfin à chaque événement
on essaye d’associer un nombre p ∈ [0, 1] qui devra mesurer la probabilité pour
que cet événement se produise.
Ω est un ensemble non vide dont les éléments représentent tous les résultats pos-
sibles d’une expérience aléatoire donnée E. Un tel ensemble Ω est appelé univers
des possibles ou espace fondamental et ses éléments sont appelés éventualités,
épreuves ou événements élémentaires.
On dit qu’une expérience aléatoire est discrète, si l’univers Ω est dénombrable (fini
ou infini) ou qu’elle est continue, s’il est infini non dénombrable.

25.4 Tribus d’événements, espaces probabilisables

On se donne un univers Ω, on note P(Ω) l’ensemble de toutes les parties de Ω et
pour tout A ∈ P(Ω), Ω\A désigne le complémentaire de A dans Ω.
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Définition

On appelle tribu (ou σ-algèbre d’événements, ou famille d’événements ob-
servables) sur Ω toute partie B de P(Ω) telle que :

— ∅ ∈ B ;
— B est stable par passage au complémentaire, ce qui signifie que :

∀A ∈ B, Ω\A ∈ B.

— B est stable par réunions dénombrables, ce qui signifie que pour toute
suite (An)n∈N d’éléments de B, la réunion

⋃
n∈N

An est dans B.

Définition

Si B est une tribu sur Ω, on dit alors que le couple (Ω,B) est un espace
probabilisable (ou mesurable).

Les éléments de B sont appelés événements. Les opérations sur les ensembles
s’interprètent, en termes d’événements, comme indiqué dans le tableau suivant :

Ensemble Événement

un élément de B un événement
l’ensemble vide ∅ l’événement impossible
l’univers Ω l’événement certain
un singleton {ω} appartenant à B un événement élémentaire
A ⊂ B pour A et B dans B si A est réalisé, alors B est réalisé
le complémentaire Ω\A pour A ∈ B l’événement contraire de A
A ∩B pour A et B dans B réalisation simultanée de A et B
A ∩B = ∅ pour A et B dans B A et B sont incompatibles
A ∪B pour A et B dans B réalisation de A ou B

(Ai)i∈I partition de Ω avec les Ai
dans B

(Ai)i∈I système complet d’événements

B= {∅,Ω} est la tribu triviale, c’est la plus petite ; B= P(Ω) est la tribu grossière,
c’est la plus grande ; B =

{
∅, A,Ω\A,Ω

}
est la tribu de Bernoulli associée à A,

où A est une partie non vide de Ω distincte de Ω.
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Théorème

Si (Ω,B) est un espace probabilisable, on a alors :
— Ω ∈ B ;
— si (An)n∈N est une suite d’éléments de B alors

⋂
n∈N

An ∈ B (B est

stable par intersection dénombrable) ;
— si A,B sont dans B, alors A∪B, A∩B, A\B et A∆B sont dans B.

Théorème

Une intersection de tribus sur Ω est une tribu sur Ω, ce qui signifie que
si (Bi)i∈I est une famille de tribus sur Ω, alors B =

⋂
i∈I

Bi est aussi

une tribu sur Ω. Pour toute partie A de P(Ω), il existe une plus petite
tribu sur Ω (pour l’ordre de l’inclusion) qui contient A, à savoir la tribu
σ(A) =

⋂
B tribu sur Ω

A⊂B

B.

Définition

Si A est une partie de P(Ω), on dit alors que l’intersection σ(A) de toutes
les tribus sur Ω qui contiennent A est la tribu engendrée par A.

Définition

La tribu borélienne sur R est la tribu sur R engendrée par l’ensemble des
intervalles réels (finis ou non). On la note BR.

La tribu borélienne sur R est aussi la tribu engendrée par la famille des ouverts
de R. Pour tout intervalle réel I non réduit à un point, la tribu borélienne BI

sur I est la tribu engendrée par l’ensemble des intervalles réels contenus dans I.
On peut vérifier que BI = {I ∩ J, J ∈ BR}.

Théorème

La tribu borélienne sur R est engendrée par la famille des intervalles de
la forme ]−∞, x] où x décrit R. Elle est aussi engendrée par la famille des
intervalles de la forme ]x, y] où x < y dans R. Cela signifie que :

BR = σ
{

]−∞, x] ; x ∈ R
}

= σ
{

]x, y] ; x < y dans R
}
.
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25.5 Espaces probabilisés

Définition

On appelle probabilité (ou mesure de probabilité) sur un espace probabili-
sable (Ω,B) toute application P : B→ [0, 1] telle que :

— P(Ω) = 1 ;
— pour toute suite (An)n∈N d’événements deux à deux incompatibles

dans B, on a P
Ç ⋃
n∈N

An

å
=

∑
n∈N

P(An) (σ-additivité de P).

Avec ces conditions, on dit que le triplet (Ω,B,P) est un espace probabilisé.

Dans ce qui suit, (Ω,B,P) est un espace probabilisé.

Théorème

On a les propriétés suivantes, où A,B,Ak désignent des événements :
— P(Ω\A) = 1− P(A) ; P(∅) = 0 ;

— si A ⊂ B, on alors P(B\A) = P(B)− P(A) et P(A) � P(B) ;

— P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B) ;

— pour toute suite croissante (An)n∈N d’éléments de B (c’est-à-dire telle
que An ⊂ An+1 pour tout n ∈ N), la suite

(
P(An)

)
n∈N est convergente

et on a P
Ç ⋃
n∈N

An

å
= lim
n→+∞

P(An) ;

— pour toute suite décroissante (An)n∈N d’éléments de B (c’est-à-dire
telle que An+1 ⊂ An pour tout n ∈ N), la suite

(
P(An)

)
n∈N est

convergente et on a P
Ç ⋂
n∈N

An

å
= lim
n→+∞

P(An) ;

— pour toute suite (An)n∈N d’événements, on a

P
Ç ⋃
n∈N

An

å
�

∑
n∈N

P(An) (inégalité de Boole)

où
∑
n∈N

P(An) peut valoir +∞ .
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Corollaire

Pour toute suite (An)n∈N d’éléments de B, on a :

P
Ç ⋃
n∈N

An

å
= lim
n→+∞

P
Å

n⋃
k=0

Ak

ã
et P
Ç ⋂
n∈N

An

å
= lim
n→+∞

P
Å

n⋂
k=0

Ak

ã
.

Théorème de Poincaré

Pour toute suite (Ak)1�k�n d’événements dans B, on a :

P
Å

n⋃
k=1

Ak

ã
=

n∑
k=1

(−1)k−1
Ç ∑

1�i1<...<ik�n
P (Ai1 ∩ · · · ∩Aik )

å
.

Définition

On appelle système complet d’événements toute suite au plus dénombrable
(Ai)i∈I d’éléments de B formant une partition de Ω.

Théorème

Si (Ai)i∈I est un système complet d’événements, on a alors
∑
i∈I

P(Ai) = 1 et

pour tout événement A ∈ B, on a P(A) =
∑
i∈I

P(A ∩Ai).

Définition

On dit qu’une propriété P dans (Ω,B,P) est presque sûre (ou est vérifiée
presque sûrement) si 1 P(A) = 1 où A = {ω ∈ Ω, ω vérifie P}.

25.6 Espaces probabilisés discrets

Pour ce paragraphe, l’ensemble Ω = {ωi ; i ∈ I} est dénombrable avec I ⊂ N et
on utilise B= P(Ω) pour tribu d’événements.

1. Par exemple, avec les notions du chapitre suivant, dire que deux variables aléatoires réelles
discrètes sont presque sûrement égales signifie P (X = Y ) = 1 ou encore que P(X ̸= Y ) = 0 ou
que P

(
|Y − X| > 0

)
= 0. De même, dire qu’une variable aléatoire réelle discrète X est presque

sûrement nulle signifie P(X = 0) = 1.
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Théorème

Une application P : P(Ω) → [0, 1] telle que
∑
ω∈Ω

P
(
{ω}

)
= 1 est une proba-

bilité sur
(
Ω,P(Ω)

)
si, et seulement si, on a :

∀A ∈ P(Ω), P(A) =
∑
ω∈A

P
(
{ω}

)
.

Pour Ω = {ω1, . . . , ωn} fini, il existe une unique probabilité prenant la même valeur
sur tous les événements élémentaires, c’est la probabilité uniforme définie par:

∀ω ∈ Ω, P
(
{ω}

)
= 1

n = 1
Card(Ω)

ce qui signifie que pour toute partie A de Ω, on a P(A) =
∑
ω∈A

P
(
{ω}

)
= Card(A)

Card(Ω)

(c’est le quotient du nombre de cas favorables par le nombre de cas possibles).
Dans cette situation, on dit qu’on est dans le cadre de l’équiprobabilité et le calcul
des probabilités est ramené à des calculs de dénombrement.
Pour tout n ∈ N∗ et tout réel p ∈ ]0, 1[ et Ω = {0, . . . , n} fini, on définit une unique
probabilité sur

(
Ω,P(Ω)

)
avec :

∀k ∈ {0, 1, . . . , n} , P
(
{k}

)
=
Ç
n

k

å
pk (1− k)n−k

(loi binomiale de paramètres p ∈ ]0, 1[ et n ∈ N∗).
Pour tout réel λ > 0 et Ω = N, on définit une unique probabilité sur

(
Ω,P(Ω)

)
avec :

∀k ∈ N, P
(
{k}

)
= e−λλ

k

k!
(loi de Poisson de paramètre λ > 0).
Pour Ω = N∗ et tout réel p ∈ ]0, 1[, on définit une unique probabilité sur

(
Ω,P(Ω)

)
avec :

∀k ∈ N∗, P
(
{k}

)
= p (1− p)k−1

(loi géométrique de paramètre p ∈ ]0, 1[).

25.7 Probabilités conditionnelles

Définition

Soient A,B deux événements dans B avec P(B) ̸= 0. La probabilité de A
sachant B est le réel noté P(A | B) ou PB(A) défini par

P(A | B) = P(A ∩B)
P(B) .
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Théorème

Pour tout événement B ∈ B de probabilité non nulle, l’application :
PB : B → [0, 1]

A 7→ P(A | B) = P(A ∩B)
P(B)

est une probabilité sur (Ω,B).

On dit que PB est la probabilité conditionnelle sur (Ω,B) sachant B et par défi-
nition, on a P(A ∩B) = P(A | B)P(B).

Théorème (formule des probabilités composées)

Si A1, . . . , An sont des événements dans B tels que P
Å
n−1⋂
k=1

Ak

ã
̸= 0, on a

alors P
Å

p⋂
k=1

Ak

ã
̸= 0 pour tout p compris entre 1 et n−1 et :

P
Å

n⋂
k=1

Ak

ã
= P(A1)P(A2 | A1)P(A3 | A1 ∩A2) · · ·P

Å
An |

n−1⋂
k=1

Ak

ã
.

Théorème (formule des probabilités totales)
Soit (Ai)i∈I un système complet d’événements dans B, où I est une partie
de N, tel que P(Ai) ∈ ]0, 1[ pour tout i ∈ I.
Pour tout événement A ∈ B, on a P(A) =

∑
i∈I

P(A | Ai)P(Ai).

Théorème (formules de Bayes)

Soit (Ai)i∈I un système complet d’événements dans B, où I est une partie
de N, tel que P(Ai) ̸= 0 pour tout i ∈ I. Pour tout événement A ∈ B de

probabilité non nulle et tout j ∈ I, on a P(Aj | A) = P(A | Aj)P(Aj)∑
i∈I

P(A | Ai)P(Ai)
.

25.8 Événements indépendants
Définition

On dit que deux événements A et B dans B sont indépendants, si on a
P(A ∩B) = P(A)P(B).
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Définition

Soit (Ai)i∈I une famille d’éléments de B ayant au moins deux éléments.
On dit que ces événements sont mutuellement indépendants, si pour toute
partie finie J de I, on a P

Å ⋂
j∈J

Aj

ã
=

∏
j∈J

P(Aj).

Théorème

Soit (Ai)i∈N une famille d’événements dans B. Ces événements sont mu-
tuellement indépendants si, et seulement si, pour tout J � I fini tel que
P
Å ⋂
j∈J

Aj

ã
̸= 0 et tout indice i ∈ I\J , on a P

Å
Ai

∣∣∣ ⋂
j∈J

Aj

ã
= P(Ai).

Théorème

Soit (An)n∈N une famille formée d’événements mutuellement indépendants
dans B. Pour tout n ∈ N, les événements Ω\A0, . . . ,Ω\An,Ω\An+1, . . . sont
mutuellement indépendants.

Corollaire

Si (Ak)1�k�n est une famille formée de n � 2 événements mutuellement

indépendants dans B, on a alors P
Å

n⋃
k=1

Ak

ã
= 1−

n∏
k=1

(
1− P(Ak)

)
.



26 Variables aléatoires
réelles discrètes

(Ω,B,P) est un espace probabilisé.

Définition

On dit qu’une application X : Ω → R est une variable aléatoire réelle
discrète sur (Ω,B,P) si X(Ω) est dénombrable et si X−1({x}) ∈ B pour
tout réel x. Dans le cas où X(Ω) est fini, on dit que X est étagée.

Dans le cas où Ω est dénombrable, en prenant B= P(Ω) pour tribu d’événements,
toute application X : Ω→ R est une variable aléatoire discrète.
On notera :

— (X ∈ A) l’événement X−1(A) ;

— (X = x) l’événement X−1({x}) où x est un réel ;

— (X � x) l’événement X−1(]−∞, x]
)

où x est un réel ;

— (X < x) l’événement X−1(]−∞, x[
)

où x est un réel ;

— (x < X � y) l’événement X−1(]x, y]
)

où x et y sont des réels.

Théorème

Si X est une variable aléatoire réelle discrète sur (Ω,B,P), l’application :
PX : P(R) → [0, 1]

A 7→ PX(A) = P(X ∈ A)
définit alors une probabilité sur

(
R,P(R)

)
.
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Définition

Soit X une variable aléatoire réelle discrète sur (Ω,B,P). La mesure de
probabilité PX définie par le théorème précédent est la loi de X.

La loi de X est donc uniquement déterminée par la donnée des probabilités élé-
mentaires pi = P(X = xi) vérifiant l’égalité

∑
i∈I

pi = 1.

Théorème

Pour toute variable aléatoire discrète X, on a lim
x→+∞

P−1(|X| > x
)

= 0.

— Pour n ∈ N∗, on dit qu’une variable aléatoire X suit une loi uniforme discrète
si X(Ω) = In = {1, . . . , n} et P(X = k) = 1

n pour tout k ∈ In. On note 1

X ↪→ U
(
{1, . . . , n}

)
. Cette loi permet de décrire les expériences aléatoires

où il y a équiprobabilité.
— On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramètre

p ∈ ]0, 1[ si X(Ω) = {0, 1} et P(X = 0) = 1 − p, P(X = 1) = p. On note
X ↪→ B(p). Cette loi permet de décrire les expériences aléatoires à deux
issues possibles (par exemple, 1 pour pile, 0 pour face).

— On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramètres

p ∈ ]0, 1[ et n ∈ N∗, si X(Ω) = {0, . . . , n} et P(X = k) =
Ç
n

k

å
pk (1− p)n−k

pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}. Cette loi permet de modéliser les expériences
aléatoires où l’on répète, de façons indépendantes, n épreuves de Bernoulli
de même paramètre p et on s’intéresse au nombre X de succès.

— On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramètre
λ ∈ R∗

+, si X(Ω) = N et P(X = k) = e−λ λk

k! pour tout k ∈ N. On note
X ↪→ P(λ). Les lois de Poisson permettent de modéliser des situations où
on s’intéresse au nombre d’événements d’un certain type se produisant dans
un intervalle de temps donné.

— Pour p ∈ ]0, 1], on dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique
de paramètre p, si X(Ω) = N∗ et P(X = k) = p (1− p)k−1 pour tout k
dans N∗. On note X ↪→ G(p). Cette loi permet de modéliser les expériences
aléatoires où l’on répète, de façons indépendantes, une série infinie d’épreuves
de Bernoulli de paramètre p et on s’intéresse au rang d’obtention du premier
succès.

1. ou encore X ∼ U
(
{1, . . . , n}

)
. Lorsqu’une variable aléatoire suit une certaine loi, la notation

∼ tend désormais à se répandre dans la littérature scientifique.
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— Pour M < N et n < N dans N∗, on dit qu’une variable aléatoire X suit une
loi hypergéométrique de paramètres n, M et N , si X(Ω) = N et

P(X = k) =
(
M
k

)(
N−M
n−k

)
(
N
n

)

pour tout k ∈
�
0,min(M,n)

�
. On note X ↪→ H(n,M,N).

Théorème

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires discrètes telle que, pour tout
entier n ∈ N∗, la variable aléatoire Xn suit une loi binomiale de paramètres
n et pn ∈ ]0, 1[.
S’il existe un réel λ > 0 tel que lim

n→+∞
npn = λ, on a alors pour tout k ∈ N,

lim
n→+∞

P(Xn = k) = e−λλ
k

k!
ce qui s’exprime aussi en disant que la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N∗

converge en loi vers la loi de Poisson de paramètre λ.

Théorème

Soient p ∈ ]0, 1[, n ∈ N∗ et (XN )N>n une suite de variables aléatoires
discrètes telle que pour tout N > n, XN ↪→ H

(
n, ⌊pN⌋, N

)
.

Dans ce cas, pour tout k ∈ N, on a

lim
N→+∞

P(XN = k) =
Ç
n

k

å
pk (1− p)n−k

(avec la convention
(
n
k

)
= 0 pour k < 0 ou k > n), ce qui s’exprime en

disant que (XN )N>n converge en loi vers la loi binomiale de paramètres n
et p.

Définition

Soit X une variable aléatoire sur (Ω,B,P) à valeurs dans N∗ telle que
P(X � n) > 0 pour tout n ∈ N∗. Le taux de panne de X est la suite
(λn)n∈N∗ = (P((X = n) | (X � n)

))
n∈N∗ .
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Théorème

Soient X une variable aléatoire sur (Ω,B,P) à valeurs dans N∗ telle que
P(X � n) > 0 pour tout n ∈ N∗ et (λn)n∈N∗ son taux de panne. On a :

— λn ∈ [0, 1[ et P(X > n) =
n∏
k=1

(1− λk) pour tout n ∈ N∗ ;

— P(X = 1) = λ1 et P(X = n) = λn
n−1∏
k=1

(1− λk) pour tout n � 2 ;

—
+∞∑
n=1

λn = +∞.

Théorème

Une suite réelle (λn)n∈N∗ à valeurs dans [0, 1[ telle que
+∞∑
n=1

λn = +∞ est le
taux de panne d’une variable aléatoire à valeurs dans N∗.

Définition

On dit qu’une variable aléatoire X sur (Ω,B,P) à valeurs dans N∗ est sans
mémoire si 2 : ∀ (n,m) ∈ N∗ × N∗, P(X > n+m) = P(X > n)P(X > m).

Théorème

Soit X une variable aléatoire sur (Ω,B,P) à valeurs dans N∗ telle que
P(X � n) > 0 pour tout n ∈ N∗. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

— X suit une loi géométrique de paramètre p ∈ ]0, 1[ ;
— le taux de panne de X est constant ;
— X est sans mémoire.

26.1 Opérations sur les variables aléatoires réelles
discrètes

Théorème

Si X est une variable aléatoire discrète sur (Ω,B,P) et f une applica-
tion de R dans R, f ◦X est alors une variable aléatoire réelle discrète sur
(Ω,B,P).

2. ce qui revient à dire que ∀ (n, m) ∈ N∗ × N∗, P(X > n + m | X > n) = P(X > m).
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On notera f(X) la variable aléatoire f ◦X.
La loi de Y = f(X) est déterminée par celle de X. Précisément pour tout sous
ensemble A de R, on a :

PY (A) = P
(
(f ◦X)−1(A)

)
= P(X−1(f−1(A)

)) = PX
(
f−1(A)

)
.

En notant X(Ω) = {xi ; i ∈ I} et (f ◦X)(Ω) = {yj ; j ∈ J}, on a pour tout j ∈ J :

qj = P
(
f(X) = yj

)
=

∑
i∈I, f(xi)=yj

P(X = xi).

Théorème

L’ensemble V(Ω,B,P) des variables aléatoires réelles discrètes définies sur
(Ω,B,P) est un R-espace vectoriel. De plus, le produit de deux éléments
de V(Ω,B,P) est encore dans V(Ω,B,P).

Si f est une application de R dans R et X une variable aléatoire réelle discrète sur
(Ω,P(Ω),P) telle que X(Ω) = {xi ; i ∈ I}, on a alors f(X) =

∑
i∈I

f(xi)1(X=xi).

Corollaire

Pour toute suite finie (Xk)1�k�n de variables aléatoires réelles discrètes sur(
Ω,P(Ω),P

)
, min

1�k�n
(Xk) et max

1�k�n
(Xk) sont des variables aléatoires réelles

discrètes.

26.2 Fonction de répartition d’une variable
aléatoire discrète

Définition

Soit X une variable aléatoire réelle discrète sur (Ω,B,P). Sa fonction de
répartition est la fonction FX : x ∈ R 7→ P(X � x).

En notant X(Ω) = {xi ; i ∈ I} avec I ⊂ N et pi = P(X = xi) pour tout i ∈ I,
on a FX(x) =

∑
i∈I|xi�x

pi pour tout réel x. Dans le cas où X est étagée avec

X(Ω) = {x1, . . . , xn} et x1 < . . . < xn, on a :

FX(x) =




0 si x < x1
k∑
i=1

pi si x ∈ [xk, xk+1[

1 si x ∈ [xn,+∞[
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Théorème

Soit X une variable aléatoire réelle discrète sur (Ω,B,P) de fonction de
répartition FX .

— La fonction FX est croissante.
— La fonction FX admet une limite à gauche et à droite en tout point.
— lim

x→−∞
FX(x) = 0 et lim

x→+∞
FX(x) = 1.

— La fonction FX est continue à droite en tout point.
— La fonction FX est continue en un point x si, et seulement si, on a

P(X = x) = 0.

26.3 Loi conjointe et lois marginales
Définition

Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes sur (Ω,B,P).
On appelle loi conjointe la loi P(X,Y ) du couple (X,Y ) où

P(X,Y )(A×B) = P
(
(X ∈ A) ∩ (Y ∈ B)

)

également notée P(X ∈ A, Y ∈ B).
On appelle lois marginales du couple (X,Y ) les lois PX et PY de X et Y .

Théorème

Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes sur (Ω,B,P). Alors, pour
tout x ∈ X(Ω) et tout y ∈ X(Ω), on a
P(X = x) =

∑
y∈Y (Ω)

P(X = x, Y = y) et P(Y = y) =
∑

x∈X(Ω)
P(X = x, Y = y).

26.4 Variables aléatoires discrètes indépendantes
Définition

On dit que deux variables aléatoires discrètes X et Y sur (Ω,B,P) sont
indépendantes si pour toutes parties A,B de R les événements (X ∈ A) et
(Y ∈ B) sont indépendants, ce qui revient à dire que :

P
(
(X ∈ A) ∩ (Y ∈ B)

)
= P(X ∈ A)P(Y ∈ B).
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Si X et Y sont indépendantes, on a alors :

P
(
(X ∈ A) | (Y ∈ B)

)
= P(X ∈ A) = PX(A)

pour tout B ⊂ R tel que PY (B) = P(Y ∈ B) > 0 et toute partie A de R, ce qui se
traduit en disant que la loi de X sachant que (Y ∈ B) est la loi de X.

Théorème

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes sur (Ω,B,P) indépen-
dantes, alors pour toutes fonctions f, g de R dans R, les variables aléatoires
f(X) et g(Y ) sont indépendantes.

Théorème

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrètes sur (Ω,B,P) avec
X(Ω) = {xi ; i ∈ I} et Y (Ω) = {yj ; j ∈ J}. Ces variables aléatoires sont
indépendantes si, et seulement si, pour tout (i, j) ∈ I × J les événements
(X = xi) et (Y = yj) sont indépendants, ce qui revient à dire que :

∀ (i, j) ∈ I × J, P
(
(X = xi) ∩ (Y = yj)

)
= P(X = xi)P(Y = yj).

Définition

Soit (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires réelles discrètes ayant au
moins deux éléments. On dit que ces variables aléatoires sont mutuelle-
ment indépendantes (ou indépendantes) si pour toute partie finie J de I
et toute famille (Aj)j∈J de parties de R, la famille

(
(Xj ∈ Aj)

)
j∈J est

formée d’événements indépendants, ce qui revient à dire que pour toute
partie finie K de J et toute famille (Ak)k∈K de parties de R, on a

P
Ç ⋂
k∈K

(Xk ∈ Ak)
å

=
∏
k∈K

P(Xk ∈ Ak).

Théorème

Soit (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires réelles discrètes ayant au
moins deux éléments. Ces variables aléatoires sont mutuellement indépen-
dantes si, et seulement si, pour toute partie finie J de I et toute suite

(tj)j∈J de réels, on a P
Ç ⋂
j∈J

(Xj = tj)
å

=
∏
j∈J

P(Xj = tj).
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Théorème

Soit (Xk)1�k�n une suite de n variables aléatoires discrètes sur (Ω,B,P)
indépendantes.

— Pour toute suite (fk)1�k�n de fonctions de R dans R, les variables
aléatoires

(
fk(Xk)

)
1�k�n sont indépendantes.

— Pour tout entier naturel r compris entre 1 et n−1 et toutes fonctions
φ : Rr → R et ψ : Rn−r → R, les variables aléatoires φ(X1, . . . ,Xr)
et ψ(Xr+1, . . . ,Xr) sont indépendantes

Théorème

Soient X, Y deux variables aléatoires discrètes sur (Ω,B,P) à valeurs dans
N de lois respectives (pn)n∈N et (qn)n∈N. Dans le cas où ces variables aléa-
toires sont indépendantes, la loi de Z = X + Y est définie pour tout n ∈ N
par P(Z = n) =

n∑
k=0

pkqn−k.

La suite
(
P(Z = n)

)
n∈N est le produit de convolution des suites (pn)n∈N et (qn)n∈N.

26.5 Espérance, variance, moments d’une variable
aléatoire discrète

X est une variable aléatoire réelle discrète sur un espace probabilisé (Ω,B,P). On
note X(Ω) = {xi ; i ∈ I} avec I ⊂ N et pi = P(X = xi) pour tout i ∈ I.

Définition

On dit que X admet une espérance si la série
∑
i∈I

pixi est absolument conver-

gente et dans ce cas, l’espérance de X est le réel E(X) =
∑
i∈I

pixi.

Pour X à valeurs réelles positives, on peut toujours considérer E(X) comme un
élément de R+ = R+ ∪ {+∞}.
Une variable aléatoire discrète presque sûrement égale à une constante λ admet
une espérance E(X) = λ.
Si une variable aléatoire discrète X est à valeurs positives et d’espérance nulle,
elle est alors presque sûrement nulle.
Une variable aléatoire étagée (c’est-à-dire telle que X(Ω) soit fini) admet une
espérance. Une variable aléatoire bornée admet une espérance.
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Pour X ↪→ U
(
{1, . . . , n}

)
, on a E(X)=n+1

2 .
Pour X ↪→ B(p), on a E(X) = p.
Pour X ↪→ B(n, p), on a E(X) = np.
Pour X ↪→ G(p), on a E(X) = 1

p .

Pour X ↪→ P(λ), on a E(X) = λ.

Théorème

Soit X une variable aléatoire discrète sur (Ω,B,P) à valeurs réelles posi-
tives.

— L’application t 7→ P(X > t) est intégrable sur tout segment [a, b]
(avec a < b).

— Pour X étagée, on a E(X) =
∫ +∞

0
P(X > t) dt.

— Pour X à valeurs dans N, les assertions suivantes sont équivalentes :
— X admet une espérance ;
— la série

∑
P(X > n) est convergente ;

— l’intégrale
∫ +∞

0
P(X > t) dt est convergente ;

et dans ce cas, on a E(X) =
+∞∑
n=0

P(X > n) =
∫ +∞

0
P(X > t) dt.

Théorème

L’ensemble L1(Ω,B,P) des variables aléatoires discrètes admettant une es-
pérance sur (Ω,B,P) est un sous-espace vectoriel de l’espace V(Ω,B,P)
des variables aléatoires réelles discrètes sur (Ω,B,P) et l’application E :ß

L1(Ω,B,P) → R
X 7→ E(X) est une forme linéaire positive

(
c’est-à-dire que

si X et Y dans L1(Ω,B,P) sont telles que X � Y , on a alors E(X) � E(Y )
)
.

Théorème (formule de transfert)

Soient X une variable aléatoire réelle discrète sur (Ω,B,P) et f une appli-
cation de R dans R. La variable aléatoire f(X) admet une espérance si, et
seulement si, la série

∑
i∈I

pif(xi) converge absolument et dans ce cas, on a

E
(
f(X)

)
=

∑
i∈I

pif(xi).
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Théorème (inégalité de Jensen)

Si X est une variable aléatoire réelle discrète sur (Ω,B,P) admettant une
espérance et f une fonction convexe de R dans R telle que f(X) admette
une espérance, on a alors f

(
E(X)

)
� E

(
f(X)

)
.

Théorème (inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire discrète sur (Ω,B,P) admettant une espé-
rance. Pour tout réel ε > 0, on a P

(
|X| > ε

)
�

E(|X|)
ε .

Corollaire

Soit X une variable aléatoire discrète sur (Ω,B,P) admettant une espé-
rance. Pour toute fonction φ : R+ → R+ strictement croissante, pour tout
réel ε > 0, on a

P
(
|X| � ε

)
�

E(φ(|X|))
φ(ε) .

Théorème

Si X1, . . . ,Xn sont n � 2 variables aléatoires discrètes indépendantes sur

(Ω,B,P) admettant une espérance, la variable aléatoire X =
n∏
k=1

Xk admet

alors une espérance et on a E(X) =
n∏
k=1

E(Xk).

Définition

On dit qu’une variable aléatoire discrète X sur (Ω,B,P) est de carré som-
mable si la variable aléatoire X2 admet une espérance.

Théorème

L’ensemble L2(Ω,B,P) des variables aléatoires de carré sommable sur
(Ω,B,P) est un sous-espace vectoriel de l’espace L1(Ω,B,P). Pour X et
Y dans L2(Ω,B,P) la variable aléatoire XY est dans L1(Ω,B,P) et l’ap-
plication :

φ :
(
L2(Ω,B,P)

)2 → R
(X,Y ) 7→ E(XY )

est une forme bilinéaire, symétrique et positive sur L2(Ω,B,P).
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Définition

La variance et l’écart type d’une variable aléatoire X ∈ L2(Ω,B,P) sont les
réels V(X) = E

((
X − E(X)

)2
)

et σ(X) =
√
V(X).

La variance de X ∈ L2(Ω,B,P) est définie par :

V(X) =
∑
i∈I
pi
(
xi − E(X)

)2 =
∑
i∈I
pix

2
i − 2E(X)

∑
i∈I
pixi +

(
E(X)

)2 ∑
i∈I
pi

= E
(
X2)− (

E(X)
)2 (formule de König)

et pour tous réels a, b, on a V(aX + b) = E
Ä
a2(X − E(X)

)2ä = a2V(X).

Théorème

Pour X ∈ L2(Ω,B,P), on a :
(V(X) = 0)⇔ (P(X = E(X)

)
= 1).

Si X ∈ L2(Ω,B,P) est de variance non nulle, la variable aléatoire centrée réduite
associée à X est alors la variable aléatoire définie par X ′ = X−E(X)

σ(X) .

On a E(X ′) = 0 et V(X ′) = E((X ′)2) = 1.
Pour X ↪→ U

(
{1, . . . , n}

)
, on a V(X) = n2−1

12 .
Pour X ↪→ B(p), on a V(X) = p (1− p).
Pour X ↪→ B(n, p) avec n � 2, on a V(X) = np (1− p).
Pour X ↪→ G(p), on a V(X) = 1−p

p2 .
Pour X ↪→ P(λ), on a V(X) = λ.

Théorème (inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X ∈ L2(Ω,B,P). Pour tout réel ε > 0, on a :

P
(∣∣X − E(X)

∣∣ > ε
)
�

V(X)
ε2 .

Définition

La covariance de deux variables aléatoires X et Y dans L2(Ω,B,P) est le
réel Cov(X,Y ) = E((X −E(X)

)(
Y −E(Y )

)) et, pour X et Y de variance
non nulle, le coefficient de corrélation de X et Y est ρ(X,Y ) = Cov(X,Y )

σ(X)σ(Y ) .
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Définition

On dit que deux variables aléatoires X et Y dans L2(Ω,B,P) sont non
corrélées si Cov(X,Y ) = 0.

Théorème

L’application Cov :
® (

L2(Ω,B,P)
)2 → R

(X,Y ) 7→ Cov(X,Y )
est une forme bili-

néaire, symétrique et positive sur L2(Ω,B,P).

Corollaire

Soient X1, . . . ,Xn dans L2(Ω,B,P) et λ1, . . . , λn des réels. On a
V
Å

n∑
k=1

λkXk

ã
=

n∑
k=1

λ2
kV(Xk) + 2

∑
1�j<k�n

λjλk Cov(Xj , Yk) et dans le cas

particulier où les variables aléatoires Xk sont deux à deux non corrélées, on
a V

Å
n∑
k=1

λkXk

ã
=

n∑
k=1

λ2
kV(Xk).

Définition

Étant donné un entier r � 1, on dit qu’une variable aléatoire discrète X
sur (Ω,B,P) admet un moment d’ordre r, si la variable aléatoire Xr admet
une espérance.

Si X admet un moment d’ordre r, on note alors mr(X) = E(Xr) =
∑
i∈I

pix
r
i et on

dit que mr(X) est le moment d’ordre r de X.

Lemme

Soient r < s dans N∗ et X une variable aléatoire discrète sur (Ω,B,P). Si
X admet un moment d’ordre s, elle en admet alors un d’ordre r.

26.6 Fonction génératrice d’une variable aléatoire
discrète

Pour ce paragraphe,X est une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Ω,B,P)
à valeurs dans N et pour tout n ∈ N, on note pn = P(X = n).
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Lemme

La série entière
∑
pnt

n converge normalement sur [−1, 1] et a un rayon de
convergence RX � 1.

Définition

Avec les notations qui précèdent, on dit que
∑
pnt

n est la série génératrice
de X.

On notera gX(t) =
+∞∑
n=0

pnt
n pour tout t ∈ [−1, 1] et on dit que gX est la fonction

génératrice de X.

Théorème

La fonction génératrice gX est de classe C∞ sur ]−1, 1[, de dérivées succes-

sives g(p)
X (t) =

+∞∑
n=p

n!
(n−p)!pnt

n−p et elle est croissante et convexe sur [0, 1].

Elle est strictement croissante sur [0, 1] si, et seulement si, on a p0 < 1 et
elle est strictement convexe sur [0, 1] si, et seulement si, on a p0 + p1 < 1.
Pour tout n ∈ N, on a pn = g

(n)
X

(0)
n! , ce qui se traduit en disant que la

fonction génératrice de X caractérise sa loi (deux variables aléatoires qui
ont même fonction génératrice sont de même loi).

Pour X ↪→ U
(
{1, . . . , n}

)
, on a gX(t) = 1

n

n∑
k=1

sk = t(1−tn)
n(1−s) et RX = +∞.

Pour X ↪→ B(p), on a gX(t) = (1− p) + pt et RX = +∞.

Pour X ↪→ B(n, p), on a gX(t) =
n∑
k=0

(
n
k

)
pk (1− p)n−k

tk =
(
(1− p) + pt

)n et

RX = +∞.

Pour X ↪→ G(p) avec p ∈ ]0, 1[, on a gX(t) = p
+∞∑
n=1

(1− p)n−1
tn = pt

1−(1−p)t et

RX = 1
1−p .

Pour X ↪→ P(λ) avec λ ∈ R∗
+, on a gX(t) = e−λ

+∞∑
n=0

λn

n! t
n = eλ(t−1) et RX = +∞.
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Théorème

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (Ω,B,P), la
fonction génératrice de X + Y est donnée par :

∀t ∈ [−1, 1] , gX+Y (t) = gX(t)gY (t)

son rayon de convergence étant RX+Y = min (RX , RY ).

Théorème

La variable aléatoire X admet une espérance si, et seulement si, sa fonction
génératrice est dérivable à gauche en 1 et dans ce cas, on a E(X) = g′

X(1−).

Théorème

La variable aléatoire X est de carré sommable si, et seulement si, sa fonction
génératrice est deux fois dérivable à gauche en 1 et dans ce cas, on a :®

E(X2) = g′′
X(1−) + E(X)

V(X) = g′′
X(1−) + g′

X(1−)
(
1− g′

X(1−)
) .

Définition

Pour X admettant un moment d’ordre n � 1, le réel
E
(
X (X − 1) · · · (X − n+ 1)

)
est le moment factoriel d’ordre n.

Théorème

La variable aléatoire X admet un moment d’ordre r � 1 si, et seulement
si, la fonction génératrice est r fois dérivable à gauche en 1 et dans ce cas,
on a :

∀t ∈ [−1, 1] , g(r)
X (t) =

+∞∑
n=r

n!
(n− r)!pnt

n−r

(en −1, il s’agit de dérivée à droite et en 1 de dérivée à gauche) et en
particulier, E

(
X (X − 1) . . . (X − r + 1)

)
= g

(r)
X (1−).



27 Variables aléatoires
réelles

(Ω,B,P) est un espace probabilisé.

27.1 Fonction de répartition d’une probabilité
sur (R, BR)

Définition

La fonction de répartition d’une mesure de probabilité P sur (R,BR) est
l’application :

F : R → [0, 1]
x 7→ P

(
]−∞, x]

)
.

Théorème

Soient P une mesure de probabilité sur (R,BR) et F sa fonction de répar-
tition.

— F est croissante sur R telle que lim
x→−∞

F (x) = 0 et lim
x→+∞

F (x) = 1.

— Elle est continue à droite en tout point x ∈ R, c’est-à-dire que :
∀x ∈ R, F (x+) = lim

t→x+
F (t) = F (x) = P

(
]−∞, x]

)
.

— Elle admet une limite à gauche en tout point x ∈ R avec :
∀x ∈ R, F (x−) = lim

t→x−
F (t) = P

(
]−∞, x[

)
.

— Pour tous réels x < y, on a :
P
(
{x}

)
= F (x)− F (x−) et P

(
]x, y]

)
= F (y)− F (x).
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Corollaire

Soient P une mesure de probabilité sur (R,BR) et F sa fonction de répar-
tition.

— La fonction F est continue en x0 si, et seulement si, P
(
{x0}

)
= 0.

— L’ensemble des points de discontinuité de F est au plus dénombrable.

Une probabilité P sur (R,BR) est caractérisée par sa fonction de répartition, ce
qui signifie que si deux mesures de probabilités P1 et P2 sur (R,BR) ont la même
fonction de répartition, elles sont alors égales.

Théorème

Si F est une application de R dans R qui est croissante, continue à droite
en tout point de R telle que lim

x→−∞
F (x) = 0 et lim

x→+∞
F (x) = 1, il existe

alors une unique mesure de probabilité P sur (R,BR) telle que F soit la
fonction de répartition de P.

27.2 Variables aléatoires réelles

Définition

On dit qu’une application X : Ω → R est une variable aléatoire réelle sur
l’espace probabilisable (Ω,B) si : ∀A ∈ BR, X

−1(A) ∈ B.

Les variables aléatoires réelles discrètes sont bien des variables aléatoires du fait
que pour tout A ∈ BR, X−1(A) =

⋃
i∈I
xi∈A

X−1({xi}
)

est dans B comme réunion

dénombrable d’éléments de B.

Théorème

Une application X : Ω → R est une variable aléatoire réelle sur (Ω,B) si,
et seulement si, on a X−1(]−∞, x]

)
∈ B pour tout x ∈ R, ce qui est encore

équivalent à X−1(]−∞, x[
)
∈ B pour tout x ∈ R, ou à X−1(]a, b]) ∈ B

pour tous réels a < b.

On note V(Ω,B) l’ensemble des variables aléatoires réelles définies sur (Ω,B).
Pour toute variable aléatoire X ∈ V(Ω,B), on note :

— (X ∈ A) pour X−1(A) =
{
ω ∈ Ω, X(ω) ∈ A

}
où A ∈ BR ;
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— (X = x) pour X−1({x}) =
{
ω ∈ Ω, X(ω) = x

}
où x est un réel ;

— (X � x) pour X−1(]−∞, x]
)

=
{
ω ∈ Ω, X(ω) � x

}
où x est un réel ;

— (X < x) pour X−1(]−∞, x[
)

=
{
ω ∈ Ω, X(ω) < x

}
où x est un réel.

Théorème

L’ensemble V(Ω,B) est une R-algèbre.

Définition

On dit qu’une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles sur (Ω,B)
converge simplement sur Ω, s’il existe une fonction X : Ω → R telle pour
tout ω ∈ Ω, la suite réelle

(
Xn(ω)

)
n∈N converge vers X(ω).

Théorème

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles sur (Ω,B). Si (Xn)n∈N
converge simplement vers X sur Ω, la fonction X est alors une variable
aléatoire sur (Ω,B).

Définition

Soit I un intervalle réel. On dit qu’une fonction f : I → R est borélienne
si : ∀A ∈ BR, f

−1(A) ∈ BI

où BI = {I ∩ J ; J ∈ BR} est la tribu des boréliens de I.

Théorème

Si X est une variable aléatoire réelle sur (Ω,B) et f une application boré-
lienne de R dans R, alors f ◦X est une variable aléatoire réelle sur (Ω,B).

On notera f(X) pour f ◦X si f est borélienne.
Une variable aléatoire X sur (Ω,B) permet de transporter la mesure de probabilité
P sur (Ω,B) en la mesure de probabilité PX sur (R,BR).
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Théorème

Si X est une variable aléatoire réelle sur l’espace probabilisé (Ω,B,P),

l’application PX :
®

BR → [0, 1]
A 7→ PX(A) = P(X−1(A))

définit alors une pro-

babilité sur (R,BR).

Définition

Si X est une variable aléatoire réelle sur (Ω,B), on dit alors que la mesure
de probabilité PX définie par le théorème précédent est la loi de X et que
la fonction de répartition de PX est la fonction de répartition de X. On la
note FX .

Si µ est une mesure de probabilité sur (R,BR), on dit qu’une variable aléatoire
réelle X sur (Ω,B) suit la loi µ, si PX = µ et on note alors X ↪→ µ.
La fonction de répartition FX dépend de la loi de X, elle est définie par :

∀x ∈ R, FX(x) = PX
(
]−∞, x]

)
= P(X � x)

et pour a < b, on a P(a < X � b) = FX(b)− FX(a).
La fonction de répartition FX est croissante, à valeurs dans [0, 1], continue à droite
en tout point de R, telle que lim

x→−∞
FX(x) = 0 et lim

x→+∞
FX(x) = 1 et l’ensemble

des points de discontinuité de FX est au plus dénombrable.
Deux variables aléatoires de même loi ont la même fonction de répartition et
réciproquement si deux variables aléatoires réelles sur (Ω,B) on même fonction de
répartition, elles ont alors la même loi. Cela se traduit en disant que la fonction
de répartition d’une variable aléatoire caractérise sa loi.

27.3 Variables aléatoires réelles indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P).

Définition

On dit que X et Y sont indépendantes, si pour tous boréliens A,B, les
événements (X ∈ A) et (Y ∈ B) sont indépendants dans (Ω,B,P), ce qui
revient à dire que :

P
(
(X ∈ A) ∩ (Y ∈ B)

)
= P(X ∈ A)P(Y ∈ B).
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Théorème

Les variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes si, et seulement
si, on a :

∀ (x, y) ∈ R2, P
(
(X � x) ∩ (Y � y)

)
= P(X � x)P(Y � y).

Définition

Soit (Xi)i∈I une famille variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P) ayant au
moins deux éléments. On dit que ces variables aléatoires sont mutuellement
indépendantes (ou indépendantes) si pour toute famille (Ai)i∈I de boré-
liens, la famille ((Xi ∈ Ai))i∈I est formée d’événements indépendants, ce
qui revient à dire que pour toute partie finie J de I, on a :

P
Ç ⋂
j∈J

(Xj ∈ Aj)
å

=
∏
j∈J

P(Xj ∈ Aj).

Théorème

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P) indépendantes,
alors pour toutes fonctions boréliennes f et g de R dans R, les variables
aléatoires f(X) et g(Y ) sont indépendantes.

Théorème

Soit (Xk)1�k�n une famille de n variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P)
indépendantes.

— Pour toute suite (fk)1�k�n de fonctions boréliennes de R dans R, les
variables aléatoires

(
fk(Xk)

)
1�k�n sont indépendantes.

— Pour tout entier naturel r compris entre 1 et n−1 et toutes fonctions
boréliennes φ : Rr → R et ψ : Rn−r → R, les variables aléatoires
φ (X1, . . . ,Xr) et ψ(Xr+1, . . . ,Xr) sont indépendantes.

27.4 Espérance d’une variable aléatoire réelle
X est une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P).
L’application t 7→ P(X > t) = 1 − P(X � t) = 1 − FX(t) étant décroissante à
valeurs dans [0, 1], elle est intégrable sur tout segment [0, x] ⊂ R+ et la fonction
croissante x 7→

∫ x
0 P(X > t) dt admet une limite, éventuellement infinie, quand x

tend vers +∞.
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Définition

L’espérance d’une variable aléatoire réelle positive X sur (Ω,B,P) est l’élé-
ment de R+ = [0,+∞] défini par :

E(X) =
∫ +∞

0
P(X > t) dt.

Dans le cas où E(X) < +∞, on dit que X est intégrable.

Théorème

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives sur (Ω,B,P) telles
que X � Y , on a alors E(X) � E(Y ) (l’espérance est croissante).

Théorème (inégalité de Markov)

Si X est une variable aléatoire positive et intégrable sur (Ω,B,P), on a
alors P(X > ε) � E(X)

ε pour tout réel ε > 0.

Corollaire

Soit X une variable aléatoire positive et intégrable sur (Ω,B,P). On a
E(X) = 0 si, et seulement si, P(X = 0) = 1 (c’est-à-dire que X est presque
sûrement nulle).

Théorème

Une variable aléatoire réelle positive sur (Ω,B,P) est limite simple d’une
suite croissante de variables aléatoires réelles étagées positives.

Théorème de Beppo Levi

Si (Xn)n∈N est une suite croissante de variables aléatoires réelles positives
sur (Ω,B,P) qui converge vers une variable aléatoire réelle X sur (Ω,B,P),
on a alors E(X) = lim

n→+∞
E(Xn) dans R+.
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Théorème

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives sur (Ω,B,P) et λ
un réel strictement positif, on a alors E(λX + Y ) = λE(X) + E(Y ) dans
R+.

Théorème

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles positives et indépendantes
sur (Ω,B,P). Si ces variables aléatoires sont intégrables, il en est alors de
même de XY et on a E(XY ) = E(X)E(Y ).

Si X est une variable aléatoire réelle X sur (Ω,B,P), on lui associe alors les
variables aléatoires positives X+ et X− sur (Ω,B,P) définies par :

X+ = max(X, 0) = 1
2
(
X + |X|

)
et X− = max(−X, 0) = 1

2
(
|X| −X

)
.

On a alors X = X+ −X− et |X| = X+ +X−.

Définition

On dit qu’une variable aléatoire X sur (Ω,B,P) est intégrable, si E(X+) et
E(X−) sont finies.

On note L1(Ω,B,P) l’ensemble des variables aléatoires intégrables sur (Ω,B,P).

Définition

Si X est une variable aléatoire sur (Ω,B,P) qui est intégrable, son espérance
est alors le réel E(X) = E(X+)− E(X−).

Théorème

Une variable aléatoire X sur (Ω,B,P) est intégrable si, et seulement si, on
a E

(
|X|

)
< +∞ et dans ce cas, on a :

E(X) =
∫ +∞

0
P(X > t) dt−

∫ +∞

0
P(X < −t) dt.
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Théorème

L’ensemble L1(Ω,B,P) des variables aléatoires réelles intégrables sur
(Ω,B,P) est un sous-espace vectoriel de l’espace V(Ω,B) des variables
aléatoires réelles sur (Ω,B,P) et l’application :

E : L1(Ω,B,P) → R
X 7→ E(X)

est une forme linéaire croissante
(
c’est-à-dire que si X et Y sont intégrables

et vérifient X � Y alors E(X) � E(Y )
)
.

Théorème

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (Ω,B,P).
Si ces variables aléatoires sont intégrables, il en est alors de même de XY
et on a E(XY ) = E(X)E(Y ).

27.5 Variance, covariance, moments d’ordre r

X est une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P).

Définition

On dit que X est de carré intégrable, si la variable aléatoire positive X2 est
intégrable.

On note L2(Ω,B,P) l’ensemble des variables aléatoires réelles de carré intégrable
sur (Ω,B,P).

Théorème

L’ensemble L2(Ω,B,P) est un sous-espace vectoriel de l’espace L1(Ω,B,P)
des variables aléatoires réelles intégrables sur (Ω,B,P). Pour X et Y dans
L2(Ω,B,P) la variable aléatoire XY est dans L1(Ω,B,P) et l’application :

φ :
(
L2(Ω,B,P)

)2 → R
(X,Y ) 7→ E(XY )

est une forme bilinéaire, symétrique et positive sur L2(Ω,B,P).
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Définition

La variance et l’écart type d’une variable aléatoire X ∈ L2(Ω,B,P) sont les
réels respectivement définis par :

V(X) = E
((
X − E(X)

)2
)

et σ(X) =
»
V(X).

Théorème de König

Pour tout X ∈ L2(Ω,B,P), on a V(X) = E(X2) −
(
E(X)

)2 et, pour tous
réels a et b, V(aX + b) = a2V(X) .

Théorème

Pour tout X ∈ L2(Ω,B,P), on a V(X) = 0 si, et seulement si,
P
(
X = E(X)

)
= 1 (X est presque sûrement constante).

Définition

La covariance de deux variables aléatoires X et Y dans L2(Ω,B,P) est le
réel défini par Cov(X,Y ) = E

((
X − E(X)

)(
Y − E(Y )

))
et, dans le cas où

V(X) et V(Y ) sont non nuls, le coefficient de corrélation de X et Y est la
réel ρ(X,Y ) = Cov(X,Y )

σ(X)σ(Y ) .

Définition

On dit que deux variables aléatoires X et Y dans L2(Ω,B,P) sont non
corrélées, si on a Cov(X,Y ) = 0.

Théorème

Pour X et Y dans L2(Ω,B,P), on a Cov(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) et
l’application :

ψ :
(
L2(Ω,B,P)

)2 → R
(X,Y ) 7→ Cov(X,Y )

est une forme bilinéaire, symétrique et positive sur L2(Ω,B,P).
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Théorème

Soient X1, . . . ,Xn dans L2(Ω,B,P) et λ1, . . . , λn des réels. On a :

V
Å

n∑
k=1

λkXk

ã
=

n∑
k=1

λ2
kV(Xk) + 2

∑
1�j<k�n

λjλk Cov(Xj , Xk)

et dans le cas particulier où les variables aléatoires Xk sont deux à deux
non corrélées, on a V

Å
n∑
k=1

λkXk

ã
=

n∑
k=1

λ2
kV(Xk).

Théorème (inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X ∈ L2(Ω,B,P). Pour tout réel ε > 0, on a :

P
(∣∣X − E(X)

∣∣ � ε
)
�

V(X)
ε2 .

Plus généralement si X1, . . . ,Xn dans L2(Ω,B,P) sont deux à deux non
corrélées, on a alors pour tout réel ε > 0 :

P
Å∣∣∣∣

n∑
k=1

(
Xk − E(Xk)

)∣∣∣∣ � ε

ã
�

1
ε2

n∑
k=1

V(Xk).

Définition

On dit qu’une variable aléatoire X sur (Ω,B,P) admet un moment d’ordre
r ∈ N∗, si la variable aléatoire Xr est intégrable.

On note Lr(Ω,B,P) l’ensemble des variables aléatoires sur (Ω,B,P) qui admettent
un moment d’ordre r.

Théorème

Pour tout r ∈ N∗, l’ensemble Lr(Ω,B,P) est un sous-espace vectoriel de
l’espace V(Ω,B,P) des variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P). Pour r < s
dans N∗, Ls(Ω,B,P) est un sous-espace vectoriel de Lr(Ω,B,P).

Définition

Soient r ∈ N∗, (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles dans
Lr(Ω,B,P) et X une variable aléatoire sur (Ω,B,P). On dit que (Xn)n∈N
converge en moyenne d’ordre r vers X si lim

n→+∞
E
(
|Xn −X|r

)
= 0.

Pour r = 1, on dira simplement « convergence en moyenne ».
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27.6 Loi faible des grands nombres

Définition

Soient (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P) et X
une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P).
On dit que la suite (Xn)n∈N converge en probabilité vers X si :

∀ε > 0, lim
n→+∞

P
(
|Xn −X| � ε

)
= 0.

Théorème

Si (Xn)n∈N est une suite de variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P) qui
converge en probabilité vers les variables aléatoires réelles X et Y , on a
alors X = Y presque sûrement.

Théorème

Pour tout r ∈ N∗, la convergence en moyenne d’ordre r entraîne la conver-
gence en probabilité.

Théorème

Soient r < s dans N∗ et (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles
dans Ls(Ω,B,P).
Si (Xn)n∈N converge en moyenne d’ordre s vers X, elle converge alors en
moyenne d’ordre r vers X.

Théorème

Si (Xn)n∈N et (Yn)n∈N sont deux suites de variables aléatoires réelles sur
(Ω,B,P) qui convergent respectivement en probabilité vers les variables
aléatoires réelles X et Y , alors les suites (Xn + Yn)n∈N et (XnYn)n∈N
convergent en probabilité respectivement vers X + Y et XY .
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Théorème (loi faible des grands nombres)

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P) indé-
pendantes, toutes de carré intégrable et telles que :

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

E(Xk) = µ et lim
n→+∞

1
n2

n∑
k=1

V(Xk) = 0

La suite
Å 1
n

n∑
k=1

Xk

ã

n∈N∗
converge en probabilité vers µ, ce qui signifie que,

pour tout réel ε > 0, on a lim
n→+∞

P
Å∣∣∣∣

1
n

n∑
k=1

Xk − µ
∣∣∣∣ > ε

ã
= 0.



28 Variables aléatoires
à densité

(Ω,B,P) est un espace probabilisé.

28.1 Densité de probabilité

Définition
Une densité de probabilité est une fonction f : R\S → R+, où S est une
partie finie de R, intégrable sur R et telle que

∫
R
f(t) dt = 1.

Définition
On dit qu’une variable aléatoire réelle X sur (Ω,B,P) est à densité (ou
qu’elle est continue), s’il existe une densité de probabilité f sur R, telle que

pour tous réels a < b, on ait P(a < X � b) =
∫ b

a

f(t) dt.

Théorème
Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P) admettant une densité f .

— La fonction de répartition de X est définie par :

∀x ∈ R, FX(x) =
∫ x

−∞
f(t) dt.

— Cette fonction FX est croissante et continue sur R telle que
lim

x→−∞
F (x) = 0 et lim

x→+∞
F (x) = 1, dérivable en tout x0 ∈ R\S

où f est continue avec F ′
X(x0) = f(x0).
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Théorème

Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P) admettant une densité f .
— Pour tout x ∈ R, on a :

P(X = x) = 0, P(X < x) = P(X � x) =
∫ x

−∞
f(t) dt

P(X > x) = P(X � x) =
∫ +∞

x

f(t) dt

et pour tous réels a < b, on a :

P(a < X < b) = P(a � X < b) = P(a � X � b)

= P(a < X � b) =
∫ b

a

f(x) dx.

Théorème
Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P). Si sa fonction de répar-
tition FX est continue et de classe C1 par morceaux sur R, cette variable
aléatoire est alors de densité f = F ′

X (cette fonction est définie sur R privé
de l’ensemble des points où FX n’est pas dérivable).

Théorème
Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P) possédant une densité f .
Pour toute fonction φ : R → R de classe C1 telle que φ′(x) ̸= 0 pour
tout x ∈ R, la variable aléatoire Y = φ(X) a pour densité la fonction
g = f ◦ φ−1

∣∣∣(φ−1)′
∣∣∣1φ(R).

Théorème
Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles à densité sur (Ω,B,P)
indépendantes de densités respectives f et g, la variable aléatoire X + Y
est alors de densité h définie par :

h(x) =
∫
R
f(t)g(x− t) dt =

∫
R
g(t)f(x− t) dt.

La fonction h qui intervient dans le théorème précédent est le produit de convolu-
tion des fonctions f et g.
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28.2 Variables aléatoires à densité classiques

Définition

On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit la loi uniforme sur le segment
[a, b], avec a < b, si elle possède une densité définie par :

∀t ∈ R, f(t) = 1
b− a

1[a,b](t)

On note X ↪→ U
(
[a, b]

)
.

Sa fonction de répartition est définie sur R par :

FX(x) =


0 si x < a∫ x
a

dt
b−a = x−a

b−a si x ∈ [a, b]

1 si x > b

La loi uniforme sur [a, b] est aussi la loi uniforme sur ]a, b[, ]a, b] ou [a, b[. Cette
loi décrit une expérience aléatoire où on choisit au hasard un point dans [a, b]
de sorte que la probabilité que x soit dans un intervalle J = [α, β] ⊂ [a, b] est
proportionnelle à la longueur de J , ce qui donne P(α < X ⩽ β) = β−α

b−a .

Définition

On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle de pa-
ramètre λ > 0 si elle possède une densité définie par :

∀t ∈ R, f(t) = λe−λt1R+(t) =
ß
λe−λt si t ⩾ 0
0 si t < 0 .

On note X ↪→ E(λ).

Sa fonction de répartition est définie sur R par :

FX(x) =
{ ∫ x

0 λe
−λt dt = 1− e−λx si x ⩾ 0

0 si x < 0

Définition

On dit qu’une variable aléatoire X sur (Ω,B,P) à valeurs dans R∗
+ est sans

mémoire, si on a :
∀(x, y) ∈ R+ × R+, P(X > x+ y) = P(X > x)P(X > y).
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La condition d’être sans mémoire est équivalente à :

P
(
(X > x+ y) | (X > y)

)
= P(X > x+ y)

P(X > y) = P(X > x).

Théorème

Une variable aléatoire X sur (Ω,B,P) à valeurs dans R∗
+ est sans mémoire

si, et seulement si, elle suit une loi exponentielle.

Définition

Soient σ un réel strictement positif et µ réel. On dit qu’une variable aléatoire
réelle X suit une loi normale (ou loi de Gauss ou loi de Laplace-Gauss) de
paramètres µ et σ si elle possède une densité définie par :

∀t ∈ R, f(t) = 1
σ
√

2π
e− (t−µ)2

2σ2 .

On note X ↪→N(µ, σ).

Sa fonction de répartition est définie sur R par :

FX(x) = 1
σ
√

2π

∫ x

−∞
e− (t−µ)2

2σ2 dt.

Théorème

Si la variable aléatoire X suit une loi normale de paramètres µ et σ, alors
pour tous réels a ∈ R∗ et b ∈ R, la variable aléatoire Y = aX + b suit une
loi de Gauss de paramètres b+ aµ et |a|σ. En particulier, X−µ

σ suit une loi
normale centrée réduite, c’est-à-dire de paramètres 0 et 1.

Si X ↪→ N(µ, σ), on a alors P(a < X � b) = P(α < Y � β) = FY (β)− FY (α), où
Y ↪→N(0, 1), α = a−µ

σ , β = b−µ
σ et pour tout réel x, on a :

P(Y � x) = FY (x) = 1√
2π

∫ x

−∞
e− t2

2 dt = 1√
2π

∫ +∞

−x
e− t2

2 dt

= 1− FY (−x) = P(Y � −x)

Pour tout réel x > 0, on a :

P
(
|Y | � x

)
= FY (x)− FY (−x) = 2FY (x)− 1

P
(
|Y | � x

)
= 1− FY (x) + FY (−x) = 2

(
1− FY (x)

)
.
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Théorème

Si (Xk)1�k�n est une suite de variables aléatoires indépendantes telle que,
pour tout k compris entre 1 et n, Xk suit une loi normale de paramètres
(µk, σk) ∈ R×R∗

+, alors la variable aléatoire
n∑
k=1

Xk suit une loi normale de

paramètres
Ç

n∑
k=1

µk,

 
n∑
k=1

σ2
k

å
.

28.3 Espérance des variables aléatoires à densité

Théorème

Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (Ω,B,P). La suite (Xn)n∈N∗

de variables aléatoires étagées définie par Xn =
n2n−1∑
k=0

k
2n 1An,k

pour tout

n ∈ N∗, où An,k =
(
k

2n � X < k+1
2n

)
pour 0 � k � n2n − 1, converge en

croissant vers X et on a l’égalité dans R+ :

E(X) = lim
n→+∞

E(Xn) = lim
n→+∞

n2n−1∑
k=0

k

2nP
Å
k

2n � X <
k + 1

2n
ã
.

À toute variable aléatoire réelle X sur (Ω,B,P), on associe les variables aléatoires
positives X+ = max(X, 0) et X− = max(−X, 0).

Corollaire

Si X est une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P) possédant une densité f ,
on a alors dans R+ les égalités :

E(X+) =
∫ +∞

0
tf(t) dt ; E(X−) =

∫ 0

−∞
−tf(t) dt ;

E
(
|X|

)
=

∫ +∞

−∞
|t| f(t) dt.
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Théorème

Une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P) possédant une densité f est inté-

grable si, et seulement si, l’intégrale
∫ +∞

−∞
tf(t) dt est absolument conver-

gente et dans ce cas, on a E(X) =
∫ +∞

−∞
tf(t) dt.

Pour X ↪→ U
(
[a, b]

)
avec a < b, on a E(X) = a+b

2 .
Pour X ↪→ E(λ) avec λ ∈ R∗

+, on a E(X) = 1
λ .

Pour X ↪→N(µ, σ) avec µ ∈ R et σ ∈ R∗
+, on a E(X) = µ.

28.4 Formule de transfert, moments d’ordre r

Théorème (formule de transfert)

Soient X une variable aléatoire réelle sur (Ω,B,P) possédant une densité f
et φ : R → R une fonction borélienne. La variable aléatoire φ(X) admet
une espérance si, et seulement si, l’intégrale

∫
R
φ(t)f(t) dt est absolument

convergente et dans ce cas, on a E
(
φ(X)

)
=

∫
R
φ(t)f(t) dt.

Prenant pour fonction φ la fonction t 7→ tr où r ∈ N∗, on en déduit que la variable
aléatoire à densité X admet un moment d’ordre r si, et seulement si, l’intégrale∫ +∞

−∞
trf(t) dt est absolument convergente et dans ce cas, ce moment est donné

par E(Xr) =
∫ +∞

−∞
trf(t) dt.

Si X est de carré intégrable, elle admet alors une espérance et sa variance est
donnée par :

E
((
X − E(X)

)2
)

=
∫ +∞

−∞

(
t− E(X)

)2
f(t) dt

Le théorème de König nous dit aussi que V(X) = E(X2)−
(
E(X)

)2.

Pour X ↪→ U
(
[a, b]

)
avec a < b, on a V(X) = (b−a)2

12 .
Pour X ↪→ E(λ) avec λ ∈ R∗

+, on a V(X) = 1
λ2 .

Pour X ↪→N(µ, σ) avec µ ∈ R et σ ∈ R∗
+, on a V(X) = σ2.
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28.5 Convergence en loi, théorème de la limite
centrale

On se donne une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P)
(
ou de

manière plus générale, chaque Xn est une variable aléatoire réelle sur un espace
probabilisé (Ωn,Bn,Pn)

)
et pour tout n ∈ N, on note Fn la fonction de répartition

de Xn.

Définition

On dit que la suite (Xn)n∈N converge en loi vers une variable aléatoire X
si, en tout point de continuité x de la fonction de répartition FX , on a

lim
n→+∞

Fn(x) = FX(x), soit lim
n→+∞

P(Xn � x) = P(X � x).

Théorème

Si (Xn)n∈N est une suite de variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P) qui
converge en loi vers une variable aléatoire X dont la fonction de répartition
FX est continue, la suite (Fn)n∈N converge alors uniformément vers FX sur
tout segment.

Théorème

Si X et toutes les Xn pour n ∈ N sont à valeurs dans N, alors la suite
(Xn)n∈N converge en loi vers X si, et seulement si, pour tout k ∈ N on a

lim
n→+∞

P(Xn = k) = P(X = k).

Théorème

Si (Xn)n∈N est une suite de variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P) qui
converge en probabilité vers une variable aléatoire X, elle converge alors en
loi vers X.

Corollaire

Si (Xn)n∈N est une suite de variables aléatoires réelles sur (Ω,B,P) qui
converge en moyenne d’ordre r ∈ N∗ vers une variable aléatoire X, elle
converge alors en loi vers X.
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Théorème de la limite centrale

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une
même loi X d’espérance µ et d’écart type σ. En notant, pour tout n ∈ N∗ :

Yn = 1
σ
√
n

Å
n∑
k=1

Xk − nµ
ã

la suite de variables aléatoires (Yn)n∈N∗ converge en loi vers une variable
aléatoire Y qui suit la loi normale centrée réduite N(0, 1), c’est-à-dire que
pour tout réel x, on a :

lim
n→+∞

P(Yn � x) = 1√
2π

∫ x

−∞
e− t2

2 dt.

Pour n grand, une loi binomiale, qui est une somme de n lois de Bernoulli de
même paramètre p indépendantes, peut être approchée par une loi normale centrée
réduite de même espérance et de même écart type (théorème de Moivre-Laplace).
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Fonctions trigonométriques

x en degrés 0 30 45 60 90

x en radians 0 π

6
π

4
π

3
π

2

sin(x) 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

cos(x) 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0

tan(x) 0 1√
3

1
√

3 non
défini

Fonctions trigonométriques réciproques

x 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

arcsin(x) 0 π

6
π

4
π

3
π

2

arccos(x) π

2
π

3
π

4
π

6 0

x 0 1√
3

1
√

3

arctan(x) 0 π

6
π

4
π

3
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Formules de trigonométrie

Passage aux complexes : pour tout x ∈ R, cos(x) = Re
(
eix

)
et sin(x) = Im

(
eix

)
.

Formules d’Euler : pour tout x ∈ R,


cos(x) = eix + e−ix

2

sin(x) = eix − e−ix

2i

.

Addition des angles 1 :

pour tout (a, b) ∈ R2,

® cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

;

pour tout (a, b) ∈ R2 tel que a ̸≡ π
2 [π], b ̸≡ π

2 [π] et a+ b ̸≡ π
2 [π],

tan(a+ b) = tan(a) + tan(b)
1− tan(a) tan(b)

.

Transformation de produits en sommes :

pour tout (a, b) ∈ R2,


cos(a) cos(b) = 1

2
(
cos(a+ b) + cos(a− b)

)
sin(a) sin(b) = 1

2
(
cos(a− b)− cos(a+ b)

)
cos(a) sin(b) = 1

2
(
sin(a+ b)− sin(a− b)

) .

Transformation de sommes en produits :

pour tout (p, q) ∈ R2,



cos(p) + cos(q) = 2 cos
(
p+q

2
)

cos
(
p−q

2
)

cos(p)− cos(q) = −2 sin
(
p+q

2
)

sin
(
p−q

2
)

sin(p) + sin(q) = 2 cos
(
p−q

2
)

sin
(
p+q

2
)

sin(p)− sin(q) = 2 cos
(
p+q

2
)

sin
(
p−q

2
)

.

Fonctions trigonométriques en fonction de t = tan
(
x
2
)

:

pour tout x ∈ R tel que x ̸≡ π
4
[
π
2
]

et x ̸≡ π
2 [π],


cos(x) = 1−t2

1+t2

sin(x) = 2t
1+t2

tan(x) = 2t
1−t2

.

1. Les relations cos(a − b), sin(a − b) et tan(a − b) s’obtiennent en remplaçant b par −b et en
utilisant la parité de ces fonctions trigonométriques (paire ou impaire).
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Dérivées usuelles

α désigne un réel.

fonction f fonction f ′

R∗
+ x 7→ xα R∗

+ x 7→ αxα−1

R x 7→ ex R x 7→ ex

R∗
+ x 7→ ln(x) R∗

+ x 7→ 1
x

R x 7→ sin(x) R x 7→ cos(x)

R x 7→ cos(x) R x 7→ − sin(x)

R\
{
π
2 +kπ; k∈Z

}
x 7→ tan(x) R\

{
π
2 +kπ; k∈Z

}
x 7→ 1

cos2(x)

[−1, 1] x 7→ arcsin(x) ]−1, 1[ x 7→ 1√
1−x2

[−1, 1] x 7→ arccos(x) ]−1, 1[ x 7→ − 1√
1−x2

R x 7→ arctan(x) R x 7→ 1
1+x2

R x 7→ sh(x) R x 7→ ch(x)

R x 7→ ch(x) R x 7→ sh(x)

R x 7→ th(x) R x 7→ 1
ch2(x)

domaine de
définition

domaine de
dérivabilité
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Primitives usuelles

α désigne un réel différent de −1.
k désigne un entier relatif.
Pour chaque fonction f , une primitive de f sur l’intervalle I est donnée à une
constante additive près.

Intervalle I Fonction f

R∗
+ x 7→ xα x 7→ xα+1

α+1

R∗
+ ou R∗

− x 7→ 1
x x 7→ ln |x|

R x 7→ ex x 7→ ex

R∗
+ x 7→ ln(x) x 7→ x ln(x)− x

R x 7→ sin(x) x 7→ − cos(x)

R x 7→ cos(x) x 7→ sin(x)]
−π2 + kπ, π2 + kπ[ x 7→ tan(x) x 7→ − ln

∣∣cos(x)
∣∣]

−π2 + kπ, π2 + kπ[ x 7→ 1
cos2(x) = 1 + tan2(x) x 7→ tan(x)

]−1, 1[ x 7→ 1√
1−x2 x 7→ arcsin(x)

R x 7→ 1
1+x2 x 7→ arctan(x)

R x 7→ sh(x) x 7→ ch(x)

R x 7→ ch(x) x 7→ sh(x)

Une primitive
de f sur I
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Développements limités usuels
Les développements limités ci-dessous sont tous au voisinage de 0.

1
1− x =

n∑
k=0

xk + o
(
xn

) 1
1 + x

=
n∑
k=0

(−1)kxk + o
(
xn

)
ex =

n∑
k=0

xk

k! + o
(
xn

)
ln(1 + x) =

n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
+ o

(
xn

)
cos(x) =

n∑
k=0

(−1)k x
2k

(2k)! + o
(
x2n) sin(x) =

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)! + o
(
x2n+1)

tan(x) = x+ x3

3 + o
(
x3) arctan(x) =

n∑
k=0

(−1)k x
2k+1

2k + 1 + o
(
x2n+1)

sh(x) =
n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)! + o
(
x2n+1) ch(x) =

n∑
k=0

x2k

(2k)! + o
(
x2n)

(1 + x)α = 1 + αx+ α(α− 1)
2! x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n! xn + o
(
xn

)

Développements en série entière usuels

ez =
+∞∑
n=0

zn

n! sur C
1

1− z =
+∞∑
n=0

zn sur D(0, 1)

sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n+ 1)! x

2n+1 sur R cos(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n)! x

2n sur R

sh(x) =
+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)! sur R ch(x) =
+∞∑
n=0

x2n

(2n)! sur R

ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn sur ]−1, 1] arctan(x)=

+∞∑
n=0

(−1)n
2n+ 1 x

2n+1 sur [−1, 1]

(1 + x)α = 1 +
+∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)
n! xn sur ]−1, 1[ où α ∈ R\N





Index

A
Abel

lemme d’—, 162
règle d’— pour les séries numériques,

119
théorème d’—, 162
théorème radial d’—, 169

abélien (groupe —), 229
absolue

convergence — d’une intégrale gé-
néralisée, 132

convergence — d’une série de fonc-
tions, 159

convergence — d’une série numé-
rique, 117

absorbant, 242
accroissement(s)

égalité des — finis, 55
inégalité des — finis pour les fonc-

tions numériques, 55
inégalité des — finis pour les fonc-

tions vectorielles, 191
taux d’—, 50

adhérence, 91
valeur d’—, 86

adhérent(s)
caractérisation séquentielle des points

—, 91
point —, 36, 91

adjacentes (suites —), 21
adjoint(e)

d’un endomorphisme, 332

matrice —, 347
affine

application —, 351
droite —, 349
espace —, 349
espace — euclidien, 355
isométrie —, 358
plan —, 349
projection —, 353
projection — orthogonale, 358
réflexion —, 358
repère —, 350
sous-espace —, 350
symétrie —, 353
symétrie — orthogonale, 358

aléatoire(s)
espérance d’une variable — discrète,

383
espérance d’une variable — réelle,

396
espérance d’une variable — réelle

positive, 395
expérience —, 368
loi d’une variable —, 377, 393
variable — à densité, 402
variable — continue, 402
variable — discrète, 376
variable — étagée, 376
variable — réelle, 391
variable — réelle intégrable, 396
variable — réelle positive intégrable,

395
variables — indépendantes, 381, 393
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variables — mutuellement indépen-
dantes, 382, 394

variables — non corrélées, 387, 398
Alembert

règle de d’— pour les séries entières,
164

règle de d’— pour les séries numé-
riques, 115

Alembert-Gauss (théorème de d’—), 301
algèbre, 265

morphisme d’—, 265
sous- —, 265

algorithme d’Euclide, 297
alterné(e)(s)

critère spécial des séries —, 118
forme bilinéaire —, 317
groupe —, 239
série —, 118

angle géométrique, 329
anneau(x), 239

automorphisme d’un —, 241
caractéristique d’un —, 242
commutatif, 239
endomorphisme d’un —, 241
idéal d’un —, 242
image d’un morphisme d’—, 241
intègre, 240
isomorphisme d’—, 241
morphisme d’—, 241
noyau d’un morphisme d’—, 241
sous- —, 241

annulateur
idéal —, 311
polynôme —, 311

anté-duale (base —), 274
antécédent, 224
anti-déplacement, 358
antisymétrique

forme bilinéaire —, 317
matrice —, 282
relation —, 226

application(s), 223

affine, 351
bijective, 225
composée de deux —, 224
continue dans des espaces vectoriels

normés, 96
contractante, 98
différentiable, 198, 199
différentielle d’une —, 199
différentielle d’une — en un point,

199
gradient d’une — numérique diffé-

rentiable, 206
image d’une —, 224
image d’une — linéaire, 265
injective, 225
linéaire, 264
linéaire canoniquement associée à

une matrice, 281
linéaire tangente en un point, 199
lipschitzienne dans des espaces vec-

toriels normés, 98
matrice d’une — linéaire, 277
multilinéaire, 101
noyau d’une — linéaire, 265
polynomiale définie sur un espace

vectoriel normé, 107
rang d’une — linéaire, 276
réciproque, 225
surjective, 225
transposée d’une — linéaire, 267
uniformément continue dans des es-

paces vectoriels normés, 98
arc(s), 103

composantes connexes par —, 104
connexe par —, 104
de classe Ck, 192
dérivée le long d’un —, 201
extrémité d’un —, 103
origine d’un —, 103
paramétré du plan, 192–196

arccosinus, 34
arcsinus, 34
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arctangente, 34
arithmético-géométrique (suite —), 26
arithmétique (suite —), 25
assertion(s), 217

conjonction de deux —, 219
disjonction de deux —, 219
équivalence de deux —, 219
négation d’une —, 219

associative (loi —), 227
asymptote, 196

horizontale, 196
oblique, 196
verticale, 196

autoadjoint(e)
endomorphisme –, 337
matrice —, 282

automorphisme
d’un anneau, 241
d’un corps, 244
d’un espace vectoriel, 266
d’un groupe, 233
orthogonal négatif, 340
orthogonal positif, 340

axiome, 217

B
barycentre, 360
base

anté-duale, 274
d’un espace vectoriel, 270
duale, 274
formule de changement de —, 283
orthogonale pour une forme quadra-

tique, 321
théorème de la — incomplète, 272

Bayes (formules de —), 374
Beppo Levi (théorème de —), 395
Bernoulli (loi de —), 377
Bertrand (séries de —), 115
Bessel (inégalité de —), 180, 333
Bézout

identité de —, 246, 297
théorème de —, 247, 298

Bienaymé-Tchebychev (inégalité de —),
386, 399

bijection réciproque, 225
bijective (application —), 225
bilinéaire

discriminant d’une forme —, 319
forme —, 317
forme — antisymétrique, 317
forme — non dégénérée, 322
forme — symétrique, 317
forme — symétrique définie, 327
forme — symétrique définie posi-

tive, 324
forme — symétrique positive, 324,

327
matrice d’une forme —, 318
noyau d’une forme —, 322
rang d’une forme — symétrique, 323

binaire (relation —), 226
binôme (formule du — de Newton), 240,

279
binomiale (loi —), 373, 377
Bolzano-Weierstrass (théorème de —),

25, 106
Boole (inégalité de —), 371
bordant, 291
borélienne

fonction —, 392
tribu —, 370

borne(s)
inférieure, 15
supérieure, 15
théorème des — atteintes, 46

bornée
fonction —, 31
partie —, 88
suite —, 17

boule
fermée, 87
ouverte, 87
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branche
infinie, 195
parabolique, 196

C
Cantor (théorème de —), 368
caractérisation

d’un fermé relatif, 93
d’un ouvert relatif, 93
d’un voisinage relatif, 93
de la continuité pour une applica-

tion linéaire, 100
de la continuité pour une applica-

tion multilinéaire, 101
séquentielle de la continuité, 44, 97
séquentielle de la limite, 39, 95
séquentielle des fermés, 92
séquentielle des fermés relatifs, 94
séquentielle des points adhérents, 91

caractéristique
d’un anneau, 242
équation — d’une équation différen-

tielle linéaire d’ordre 2 à coef-
ficients constants, 141

équation — d’une suite récurrente
linéaire d’ordre 2, 27

polynôme — d’un endomorphisme,
307

polynôme — d’une matrice, 308
sous-espace —, 314

cardinal, 365
cartésien (produit —), 223
Cauchy, 204

critère intégral de —, 130
problème de —, 140
produit de — de séries entières, 167
produit de — de séries numériques,

120
règle de — pour les séries entières,

165
règle de — pour les séries numé-

riques, 116

suite de —, 107
Cauchy-Schwarz (théorème de —), 328,

346
Cayley-Hamilton (théorème de —), 312
changement de variable

pour les intégrales, 79
pour les intégrales généralisées, 131

Chasles (relation de —), 349
chemin, 103
classe

de — C1 par morceaux, 182
fonction de — Ck, 52
fonction de plusieurs variables de

— C1, 207
fonction de plusieurs variables de

— Ck, 212
fonction de plusieurs variables de

— C∞, 212
classe d’équivalence, 226
coefficient de corrélation, 386, 398
coefficients

de Fourier , 177
de Fourier exponentiels, 178

cofacteur, 286
colinéaire, 262
comatrice, 288
combinaison linéaire, 262
commutatif

anneau —, 239
groupe —, 229

commutative
convergence — d’une série numé-

rique, 124
loi —, 227
théorème de convergence —, 124

compact, 102
comparaison

critères de — pour les séries entières,
165

critères de — pour les séries numé-
riques, 114

critère de — logarithmique, 115
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sommation des relations de —, 119
théorème de — série-intégrale, 120,

130
complémentaire d’une partie d’un ensemble,

222
composantes, 270
composée

de deux applications, 224
de deux polynômes, 295

concave (fonction —), 58
conditionnelle (probabilité —), 373
cône isotrope, 322
congruence (relation de —), 242, 245
conjointe (loi —), 381
conjonction de deux assertions, 219
conjugaison (théorème de — pour les in-

tégrales généralisées), 128
conjugué (d’un nombre complexe), 256
connexe par arcs, 104
constant (polynôme —), 294
continue

application — dans des espaces vec-
toriels normés, 96

application uniformément — dans
des espaces vectoriels normés,
98

expérience aléatoire —, 368
fonction —, 42
fonction — à gauche ou à droite, 43
fonction numérique — par morceaux,

47
fonction uniformément —, 48
fonction vectorielle — par morceaux,

189
continuité

à gauche ou à droite d’une fonction,
43

caractérisation de la — pour une
application linéaire, 100

caractérisation de la — pour une
application multilinéaire, 101

caractérisation séquentielle de la —,
44, 97

d’une fonction en un point, 42
d’une fonction vectorielle, 185
en un point dans des espaces vecto-

riels normés, 96
par morceaux d’une fonction numé-

rique, 47
par morceaux d’une fonction vecto-

rielle, 189
prolongement par —, 43
uniforme dans des espaces vectoriels

normés, 98
uniforme pour une fonction numé-

rique, 48
contractante (application —), 49, 98
contraposée, 220
convergence

absolue d’une intégrale généralisée,
132

absolue d’une série de fonctions, 159
absolue d’une série numérique, 117
commutative d’une série numérique,

124
d’une série numérique, 110
d’une série vectorielle, 143
d’une suite d’éléments d’un espace

vectoriel normé, 85
disque ouvert de —, 164
domaine de — d’une série entière,

164
en loi, 408
en moyenne d’ordre r, 399
en moyenne quadratique, 181
en probabilité, 400
intervalle de — d’une série entière,

164
normale d’une série de fonctions, 159
norme de la — en moyenne, 83
norme de la — en moyenne quadra-

tique, 83
norme de la — uniforme, 151
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rayon de —, 163
semi- — d’une intégrale généralisée,

133
semi- — d’une série numérique, 117
simple d’une suite de fonctions, 150
simple d’une série de fonctions, 156
théorème de — dominée de Lebesgue,

135
uniforme d’une suite de fonctions,

150
uniforme d’une série de fonctions,

157
convexe

fonction —, 58
partie —, 361

coordonnées, 270
coordonnées barycentriques, 361
corde, 58
corps, 243

automorphisme d’un —, 244
endomorphisme d’un —, 244
extension d’un —, 243
isomorphisme de —, 244
morphisme de —, 244
sous- —, 243

cosinus hyperbolique, 33
courbe

de niveau, 209
paramétrée, 192
représentative d’une fonction réelle,

30
covariance, 386, 398
Cramer

formules de —, 290
système de —, 290

critère(s)
d’Abel pour les séries numériques,

119
de comparaison

pour les séries entières, 165
pour les séries numériques, 114

de comparaison logarithmique, 115

de d’Alembert pour les séries en-
tières, 164

de d’Alembert pour les séries numé-
riques, 115

de Leibniz, 118
de Riemann, 114
de Riemann généralisé, 115
intégral de Cauchy, 130
spécial des séries alternées, 118

critique
point — pour les fonctions d’une

variable, 54
point — pour les fonctions de plu-

sieurs variables, 210
croissante

fonction réelle —, 31
suite —, 18

cycle(s), 236
disjoints, 237
support d’un —, 236

cyclique (groupe —), 231

D
décomposition

en éléments simples, 305
en facteurs irréductibles, 303
en facteurs premiers, 251
lemme de — des noyaux, 312
primaire, 251

décroissante
fonction réelle —, 31
suite —, 18

défini(e)
endomorphisme symétrique — po-

sitif, 338
forme bilinéaire — positive, 324
forme bilinéaire symétrique —, 327
forme quadratique — positive, 324
matrice hermitienne — positive, 347
matrice symétrique — positive, 338

degré (d’un polynôme), 294
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démonstration
par contraposition, 220
par contre-exemple, 220
par l’absurde, 220

dénombrable, 365
dense

partie — dans R, 21
partie — dans un espace vectoriel

normé, 92
densité

dans R, 21
dans un espace vectoriel normé, 92

densité de probabilité, 402
déplacement, 358
dérivable

fonction numérique —, 50
fonction numérique — à gauche ou

à droite, 51
fonction vectorielle —, 185
fonction vectorielle — à gauche ou

à droite, 186
dérivée(s)

à gauche ou à droite d’une fonction
numérique, 51

à gauche ou à droite d’une fonction
vectorielle, 186

d’une fonction numérique, 50
d’une fonction vectorielle, 185
directionnelle, 201
le long d’un arc, 201
partielles d’ordre k, 211
partielles d’une application, 202
partielles secondes, 211
selon un vecteur, 201
usuelles, 415

déterminant
d’un endomorphisme, 289
d’une famille de vecteurs, 288
d’une matrice carrée, 286
d’une matrice triangulaire, 287
de Vandermonde, 288
extrait, 291

principal, 292
développable (fonction — en série en-

tière), 171
développement(s)

en séries entières usuels, 174, 417
limité, 68
limités usuels, 71, 72, 417

diagonale (matrice —), 282
diagonalisable

endomorphisme —, 309
matrice —, 309

diamètre, 356
différence

de deux parties d’un ensemble, 222
symétrique de deux parties d’un en-

semble, 222
différentielle

d’une application, 199
d’une application en un point, 199

dimension
d’un espace vectoriel, 271
finie, 271
infinie, 271

directe
base orthonormée —, 341
image — d’un ensemble par une ap-

plication, 224
somme —, 268

Dirichlet
condition de —, 179
espace de —, 179
fonction de —, 42, 68
intégrale de —, 133, 135
théorème de —, 183

discriminant
d’un polynôme de degré 2 à coeffi-

cients complexes, 257
d’une forme bilinéaire, 319

disjonction de deux assertions, 219
disque (ouvert de convergence), 164
distance, 84

associée à une norme, 84
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d’un vecteur à un sous-espace, 85
divergence (grossière), 112
dividende, 245
diviseur, 245

d’un entier relatif, 245
de 0, 240

division euclidienne
de deux entiers relatifs, 245
de deux polynômes, 296

domaine de définition, 224
domination

relation de — pour les fonctions, 60
relation de — pour les suites, 65

droite(s)
affine, 349
numérique achevée, 36
perpendiculaires, 355
vectorielle, 271

dual (espace —), 266
Duhamel

règle de —, 116
règle de Raabe- —, 116

Dunford (théorème de —), 315

E
écart type, 386, 398
échelonnés (polynômes —), 295
égalité

de Parseval, 182
des accroissements finis, 55
du parallélogramme, 328

élément
inversible, 228
neutre, 227
ordre d’un — dans un groupe, 234
régulier, 227
simplifiable, 227

encadrement (limite finie par —), 20, 40
endomorphisme

adjoint d’un —, 332
autoadjoint, 337

d’un anneau, 241
d’un corps, 244
d’un espace vectoriel, 264
d’un groupe, 233
diagonalisable, 309
nilpotent, 313
spectre d’un —, 307
symétrique, 337
symétrique défini positif, 338
symétrique positif, 338
trace d’un —, 280
trigonalisable, 309
valeur propre d’un —, 307
vecteur propre d’un —, 307

engendré(e)
idéal —, 296
sous-espace vectoriel —, 262
sous-groupe — par une partie, 230
tribu —, 370

ensemble
au plus dénombrable, 365
complémentaire d’une partie d’un

—, 222
d’arrivée, 224
de définition, 224
de départ, 224
dénombrable, 365
différence de deux parties d’un —,

222
différence symétrique de deux par-

ties d’un —, 222
image d’un — par une application,

224
image réciproque d’un — par une

application, 224
intersection de deux parties d’un —,

222
ordonné, 226
partition d’un —, 223
permutation d’un —, 225
quotient, 226
recouvrement disjoint d’un —, 223
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réunion de deux parties d’un —, 222
totalement ordonné, 226
vide, 220

épreuve, 368
équation

caractéristique associée a une équa-
tion homogène, 141

caractéristique d’une suite récurrente
linéaire d’ordre 2, 27

différentielle linéaire scalaire d’ordre
2 à coefficients constants, 141

différentielle linéaire scalaire d’ordre
1, 139

différentielle linéaire scalaire d’ordre
2, 146

différentielle linéaire scalaire d’ordre
n, 148

différentielle linéaire vectorielle
d’ordre 1, 147

homogène, 139, 141, 146–148
équipotents, 365
équivalence

classe d’—, 226
de deux assertions, 219
relation d’—, 226

équivalentes
fonctions —, 63
suites —, 67

escalier (fonction en —), 80
espace(s)

affine, 349
affine euclidien, 355
automorphisme d’un — vectoriel, 266
base d’un — vectoriel, 270
dimension d’un — vectoriel, 271
dual, 266
endomorphisme d’un — vectoriel,

264
euclidien, 327
hermitien, 345
isomorphisme d’— vectoriels, 266
métrique, 84

préhilbertien, 327
probabilisable, 369
probabilisé, 371
sous- — vectoriel, 262
sous- — vectoriel engendré, 262
vectoriel, 261
vectoriel normé, 83
vectoriel normé produit, 85

espérance, 407
d’une variable aléatoire discrète, 383
d’une variable aléatoire réelle, 396
d’une variable aléatoire réelle posi-

tive, 395
étagé(e)(s)

polynômes —, 295
variable aléatoire —, 376

étoilée
par rapport à un point, 104
partie —, 104

Euclide
algorithme d’—, 249
théorème d’—, 251, 303

euclidien
espace —, 327
espace affine —, 355

Euler
formules d’—, 414
indicatrice d’—, 253
intégrales d’—, 135
théorème d’—, 253

événement(s), 368
certain, 369
contraire, 369
élémentaire, 368
impossible, 369
indépendants, 374
mutuellement indépendants, 375
système complet d’—, 372

éventualité, 368
expérience aléatoire, 368

continue, 368
discrète, 368
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exponentielle
d’un endomorphisme, 144
d’une matrice carrée, 144
fonction — complexe, 118, 172
loi —, 404

extension (d’un corps), 243
extractrice, 24
extrait(e)

déterminant —, 291
matrice —, 291
suite —, 24
suite — dans un espace vectoriel

normé, 86
extremum

condition nécessaire d’un — local,
54

condition suffisante d’un — local,
54, 73

local pour les fonctions de plusieurs
variables, 210

local pour une fonction numérique,
54

F
famille

génératrice, 270
libre, 270
liée, 270
orthogonale, 330
orthonormale, 330
rang d’une — de vecteurs, 275
sommable de réels ou complexes, 122
sommable de réels positifs, 121

Fermat (petit théorème de —), 252
fermé(e)(s)

boule —, 87
caractérisation séquentielle des —,

92
caractérisation séquentielle des —

relatifs, 94
ensemble —, 89
intervalle —, 36

relatif, 93
finie (dimension —), 271
fixe

point —, 28, 109
théorème du point —, 109

fonction(s), 223
arccosinus, 34
arcsinus, 34
arctangente, 34
borélienne, 392
bornée, 31
complexe, 29
concave, 58
contractante, 49
convergence normale d’une série de

—, 159
convergence simple d’une suite de

—, 150
convergence simple d’une série de

—, 156
convergence uniforme d’une suite de

—, 150
convergence uniforme d’une série de

—, 157
convexe, 58
cosinus hyperbolique, 33
de classe C1 par morceaux, 182
de classe Ck, 52
de Dirichlet, 42, 68
de Lejeune-Dirichlet, 42, 68
de plusieurs variables de classe C1,

207
de plusieurs variables de classe Ck,

212
de plusieurs variables de classe C∞,

212
de répartition, 380, 390, 393, 402
développable en série entière, 171
en escalier, 80
équivalentes, 63
exponentielle complexe, 118, 172
génératrice, 388
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graphe d’une — réelle, 30
indicatrice, 367
indicatrice d’Euler, 253
intégrable au sens de Riemann, 81
intégrable pour les intégrales géné-

ralisées, 132
lipschitzienne, 49
majorée, 31
maximum d’une — réelle, 31
minimum d’une — réelle, 31
minorée, 31
numérique impaire, 30
numérique paire, 30
numérique périodique, 30
partie entière, 32
polynomiale, 299
polynomiale définie sur un espace

vectoriel normé, 107
prolongement d’une —, 30
rationnelle, 304
réciproques des fonctions trigono-

métriques, 34, 413
réelle, 29
réelle croissante, 31
réelle décroissante, 31
réelle monotone, 31
restriction d’une —, 30
sinus hyperbolique, 33
somme d’une série de fonctions, 157
tangente hyperbolique, 33
trigonométriques, 413

forme
base orthogonale pour une — qua-

dratique, 321
bilinéaire, 317
bilinéaire alternée, 317
bilinéaire antisymétrique, 317
bilinéaire non dégénérée, 322
bilinéaire symétrique, 317
bilinéaire symétrique définie, 327
bilinéaire symétrique définie posi-

tive, 324

bilinéaire symétrique positive, 324,
327

linéaire, 266
matrice d’une — bilinéaire, 318
noyau d’une — bilinéaire, 322
polaire, 319
rang d’une — bilinéaire symétrique,

323
forme quadratique, 319

base orthogonale pour une —, 321
définie positive, 324
non dégénérée, 322
positive, 324
rang d’une —, 323
signature d’une —, 324

formule(s)
d’Euler, 414
de Bayes, 374
de changement de base, 283
de Cramer, 290
de Grassmann, 273
de König, 386
de Leibniz, 53
de Moivre, 258
de Stirling, 68
de Taylor, 302
de Taylor avec reste intégral pour

les fonctions numériques, 80
de Taylor avec reste intégral pour

les fonctions vectorielles, 191
de Taylor-Lagrange, 80
de transfert, 384, 407
de trigonométrie, 414
de Viète, 301
des probabilités composées, 374
des probabilités totales, 374
du binôme de Newton, 240, 279

Fourier
coefficients de —, 177
coefficients de — exponentiels, 178
série de —, 177

fraction rationnelle, 304
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décomposition en éléments simples
d’une —, 305

pôle d’une —, 305
Fresnel (intégrales de —), 132, 135
frontière, 91
Fubini (théorème de —), 125

G
Gauss

intégrale de —, 130, 135
loi de —, 405
méthode du pivot de —, 290
théorème de —, 248, 298
théorème de réduction de —, 320

génératrice (famille —), 270
géométrique

angle —, 329
loi —, 373, 377
série —, 111
suite —, 25

gradient (d’une application numérique
différentiable), 206

Gram-Schmidt (théorème d’orthonorma-
lisation de —), 331, 346

grand O, 60, 65
graphe

d’une application, 224
d’une fonction réelle, 30

Grassmann (formule de —), 273
grossière (divergence —), 112
groupe(s), 229

abélien, 229
alterné, 239
automorphisme d’un —, 233
commutatif, 229
cyclique, 231
des permutations, 235
endomorphisme d’un —, 233
image d’un morphisme de —, 233
isomorphisme de —, 233
linéaire, 266

monogène, 231
morphisme de —, 233
noyau d’un morphisme de —, 233
ordre d’un élément dans un —, 234
produit, 231
sous- —, 229
sous- — engendré par une partie,

230
spécial orthogonal, 340
symétrique, 235

H
harmonique (série —), 112
Heine (theorème de —), 49
hermitien(ne)

espace —, 345
matrice —, 347
matrice — définie positive, 347
matrice — positive, 347
produit scalaire —, 345

hessienne (matrice —), 212
homogène (équation —), 139, 141, 146–

148
homothétie, 352
hypergéométrique (loi —), 377
hyperplan vectoriel, 263, 266

I
idéal

annulateur, 311
d’un anneau, 242
engendré, 296
principal, 296

identité
de Bézout, 246, 297
matrice —, 279

image
d’un ensemble par une application,

224
d’un morphisme d’anneaux, 241
d’un morphisme de groupes, 233
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d’une application, 224
d’une application linéaire, 265
directe d’un ensemble par une ap-

plication, 224
réciproque d’un ensemble par une

application, 224
impaire (fonction —), 30
implication, 219
inclusion, 221
incomplète (théorème de la base —), 272
indépendant(e)(s)

événements —, 374
événements mutuellement —, 375
variables aléatoires —, 381, 382, 393
variables aléatoires mutuellement —

, 382, 394
indicatrice

d’Euler, 253
fonction —, 367

indirecte (base orthonormée —), 341
inégalité

de Bessel, 180, 333
de Bienaymé-Tchebychev, 386, 399
de Boole, 371
de Jensen, 59, 385
de Markov, 385, 395
de Taylor-Lagrange pour les fonc-

tions numériques, 80
de Taylor-Lagrange pour les fonc-

tions vectorielles, 192
des accroissements finis pour les fonc-

tions numériques, 55
des accroissements finis pour les fonc-

tions vectorielles, 191
des pentes, 59
triangulaire pour les fonctions vec-

torielles, 190
triangulaire pour une distance, 84
triangulaire pour une norme, 83

infimum (d’une partie de R), 15
infinie (dimension —), 271
inflexion (point d’—), 60

injective (application —), 225
intégrabilité

par comparaison, 133
par domination, 133

intégrable
fonction — au sens de Riemann, 81
fonction — pour les intégrales gé-

néralisées, 132
variable aléatoire réelle—, 396
variable aléatoire réelle positive —,

395
intégrale(s)

d’Euler, 135
d’une fonction en escalier sur un seg-

ment, 81
d’une fonction vectorielle, 189
de Dirichlet, 133, 135
de Fresnel, 132, 135
de Gauss, 130, 135
de Riemann, 129
généralisées dépendant d’un para-

mètre, 137–138
généralisée semi-convergente, 133

intégration
par changement de variable, 79
par changement de variable pour les

intégrales généralisées, 131
par parties, 79
par parties pour les intégrales géné-

ralisées, 131
théorème fondamental de —, 76
théorème d’— terme à terme d’une

série de fonctions, 136
théorème d’— terme à terme d’une

série de fonctions sur un seg-
ment, 161

théorème d’— terme à terme d’une
série entière, 170

intègre (anneau —), 240
intérieur, 91

point —, 36, 91
interne (loi de composition —), 227
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intersection de deux parties d’un ensemble,
222

intervalle, 35
fermé, 36
image d’un — par une fonction conti-

nue, 105
ouvert, 36
semi-ouvert, 36

inverse
d’un élément, 228
d’une matrice inversible, 280

inversible
élément —, 228
matrice —, 280

irréductible (polynôme —), 303
isobarycentre, 360
isométrie

affine, 358
directe, 340
vectorielle, 339

isomorphisme
d’anneaux, 241
d’espaces vectoriels, 266
de corps, 244
de groupes, 233

isotrope
cône —, 322
vecteur —, 322

J
jacobien, 204
jacobienne (matrice —), 204
Jensen (inégalité de —), 59, 385

K
König (formule de —), 386, 398
Kronecker (symbole de —), 293

L
Lagrange

formule de Taylor- —, 80
inégalité de Taylor- — pour les fonc-

tions numériques, 80
inégalité de Taylor- — pour les fonc-

tions vectorielles, 192
polynôme d’interpolation de —, 306
théorème de —, 232

Laplace-Gauss (loi de —), 405
Lebesgue

lemme de Riemann- —, 181
théorème de convergence dominée

de —, 135
Leibniz

formule de —, 53
règle de —, 118
théorème de —, 302

Lejeune-Dirichlet
condition de —, 179
espace de —, 179
fonction de —, 42, 68
intégrale de —, 133, 135
théorème de —, 183

lemme
d’Abel, 162
de décomposition des noyaux, 312
de Riemann-Lebesgue, 181
des trois pentes, 59

libre (famille —), 270
liée (famille —), 270
limite

caractérisation séquentielle de la —,
39, 95

d’une fonction vectorielle, 185
finie d’une fonction en un point, 37
finie d’une suite complexe, 23
finie d’une suite réelle, 18
finie par encadrement, 20, 40
finie à droite d’une fonction en un

point, 38
finie à gauche d’une fonction en un

point, 38
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infinie d’une fonction en un point,
37

infinie d’une suite réelle, 18
infinie par minoration ou majora-

tion, 20, 40
simple d’une suite de fonctions, 150
théorème de la — monotone, 41
théorème de la double —, 153, 160
unicité de la —, 19, 38
uniforme d’une suite de fonctions,

150
linéaire

application —, 264
combinaison —, 262
forme —, 266
groupe —, 266
image d’une application —, 265
matrice d’une application —, 277
noyau d’une application —, 265
rang d’une application —, 276
transposée d’une application —, 267

lipschitzienne
application — dans des espaces vec-

toriels normés, 98
fonction —, 49

loi
associative, 227
binomiale, 373, 377
commutative, 227
conjointe, 381
convergence en —, 408
d’une variable aléatoire, 377, 393
de Bernoulli, 377
de composition interne, 227
de Gauss, 405
de Laplace-Gauss, 405
de Poisson, 373, 377
exponentielle, 404
faible des grands nombres, 401
géométrique, 373, 377
hypergéométrique, 377
marginale, 381

normale, 405
normale centrée réduite, 405
uniforme, 404
uniforme discrète, 377

M
majorant

d’une fonction, 31
d’une partie de R, 15
d’une suite, 17

majoration (limite infinie par —), 20, 40
majorée

fonction —, 31
suite —, 17

marginale (loi —), 381
Markov (inégalité de —), 385, 395
matrice(s)

adjointe, 347
antisymétrique, 282
linéaire canoniquement associée à

une —, 281
autoadjointe, 282
d’une application linéaire, 277
d’une forme bilinéaire, 318
de dilatation, 285
de passage, 283
de transvection, 285
diagonale, 282
diagonalisable, 309
élémentaire, 285
extraite, 291
hermitienne, 347
hermitienne définie positive, 347
hermitienne positive, 347
hessienne, 212
inversible, 280
jacobienne, 204
nilpotente, 313
normale, 347
orthogonale, 331, 337
orthogonale négative, 340
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orthogonale positive, 340
polynôme caractéristique d’une —,

308
produit de —, 279
rang d’une —, 281
semblables, 308
sous- —, 291
spectre d’une —, 308
symétrique, 282
symétrique définie positive, 338
symétrique positive, 338
trace d’une — carrée, 280
transposée d’une —, 281
triangulaire, 282
trigonalisable, 310
unitaire, 347
valeur propre d’une —, 308
vecteur propre d’une —, 308

maximum
d’une fonction réelle, 31
local pour les fonctions de plusieurs

variables, 210
local pour une fonction numérique,

54
mesure de probabilité, 371
méthode

de la variation de la constante, 140
de la variation des constantes, 147
du pivot de Gauss, 290

métrique (espace —), 84
mineur, 286
minimal (polynôme —), 311
minimum

d’une fonction réelle, 31
local pour les fonctions de plusieurs

variables, 210
local pour une fonction numérique,

54
Minkowski (théorème de —), 328, 346
minorant

d’une fonction, 31
d’une partie de R, 15

d’une suite, 17
minoration (limite infinie par —), 20, 40
minorée

fonction —, 31
suite —, 17

mixte (produit —), 341
module (d’un nombre complexe), 256
Moivre (formule de —), 258
Moivre-Laplace (théorème de —), 409
moment (d’ordre r), 387, 399, 407
Monge (notations de —), 214
monogène (groupe —), 231
monôme, 294
monotone

fonction réelle —, 31
suite —, 18

morceaux
continue par —, 47
de classe C1 par —, 182

morphisme
d’algèbres, 265
d’anneaux, 241
de corps, 244
de groupes, 233
image d’un — d’anneaux, 241
image d’un — de groupes, 233
noyau d’un — d’anneaux, 241
noyau d’un — de groupes, 233

moyenne
convergence en — quadratique, 181
norme de la convergence en —, 83
norme de la convergence en — qua-

dratique, 83
valeur — d’une fonction sur un seg-

ment, 78
multilinéaire (application —), 101
multiple (d’un entier relatif), 245
multiplicativité

sous- — de la norme d’opérateur,
101

sous- — de normes matricielles, 143
multiplicité (d’une racine), 299
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N
négation d’une assertion, 219
négligeabilité

relation de — pour les fonctions, 62
relation de — pour les suites, 66

neutre (élément —), 227
Newton (formule du binôme de —), 240,

279
nilpotent(e)

endomorphisme —, 313
matrice —, 313

nombre complexe
argument d’un —, 258
conjugué d’un —, 256
module d’un —, 256
partie imaginaire d’un —, 256
partie réelle d’un —, 256
racine n-ième d’un —, 259

nombre premier, 250
non dégénérée (forme bilinéaire —), 322
normale

convergence — d’une série de fonc-
tions, 159

loi —, 405
loi — centrée réduite, 405
matrice —, 347

normé
espace vectoriel —, 83
espace vectoriel — produit, 85

norme(s), 83
d’opérateur, 100
de la convergence en moyenne, 83
de la convergence en moyenne qua-

dratique, 83
de la convergence uniforme, 83, 151
équivalentes, 88
euclidienne, 84
linéaire, 100
matricielle, 143
matricielle sous-multiplicative, 143

sous-multiplicativité de la — d’opé-
rateur, 101

subordonnée, 100
noyau(x)

d’un morphisme d’anneaux, 241
d’un morphisme de groupes, 233
d’une application linéaire, 265
d’une forme bilinéaire, 322
lemme de décomposition des —, 312

O
optimalité

condition nécessaire d’—, 213
condition suffisante d’—, 214

optimisation (théorème d’— sous contrainte),
211

orbites (d’une permutation), 238
ordonné

ensemble —, 226
ensemble totalement —, 226

ordre
d’un élément dans un groupe, 234
racine d’— m, 299
relation d’—, 226
relation d’— total, 226

orthogonal(e), 321
automorphisme — négatif, 340
automorphisme — positif, 340
base — pour une forme quadratique,

321
d’une partie d’un espace préhilber-

tien, 330, 346
d’une partie d’un espace vectoriel,

267
d’une partie du dual d’un espace

vectoriel, 267
famille —, 330
groupe spécial —, 340
matrice —, 331, 337
matrice — négative, 340
matrice — positive, 340
projection —, 333
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projection affine —, 358
symétrie —, 336
symétrie affine —, 358

orthogonalité
d’une forme linéaire et d’un vecteur,

267
de deux vecteurs, 321, 329, 346

orthonormale (famille —), 330
orthonormalisation de Gram-Schmidt, 331,

346
orthonormé(e)

famille —, 330
repère —, 355

ouvert(e)
boule —, 87
disque — de convergence, 164
ensemble —, 89
intervalle —, 36
intervalle — de convergence, 164
relatif, 93

P
p-combinaison, 367
p-liste, 367
p-uplet, 367
paire (fonction —), 30
paquets (sommation par —), 124
parallélisme (relation de —), 350
parallélogramme (égalité du —), 328
Parseval (égalité de —), 182
partie entière, 32
partition d’un ensemble, 223
passage (matrice de —), 283
pentes (inégalité des —), 59
périodique (fonction numérique —), 30
permutation(s)

d’un ensemble, 225
groupe des —, 235
impaire, 239
orbites d’une —, 238
paire, 239

signature d’une —, 238
support d’une —, 236

perpendiculaires (droites —), 355
petit o, 62, 66
PGCD, 246, 297
pivot de Gauss (méthode du —), 290
plan

affine, 349
tangent, 210
vectoriel, 271

plus grand commun diviseur
de r polynômes, 297
de deux entiers, 246

plus petit commun multiple (de deux
entiers), 248

Poincaré (théorème de —), 366, 372
point(s)

adhérent, 36, 91
caractérisation séquentielle des —

adhérents, 91
critique pour les fonctions de plu-

sieurs variables, 210
critique pour les fonctions

numériques, 54
d’inflexion, 60, 194
de rebroussement de deuxième

espèce, 194
de rebroussement de première

espèce, 194
fixe, 28, 109
intérieur, 36, 91
ordinaire, 194
régulier, 193
singulier, 193
stationnaire, 193
théorème du — fixe, 109

Poisson (loi de —), 373, 377
polaire (forme —), 319
pôle (d’une fraction rationnelle), 305
polynôme(s), 293

annulateur, 311
associés, 296
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caractéristique d’un endomorphisme,
307

caractéristique d’une matrice, 308
composée de deux —, 295
constant, 294
d’interpolation de Lagrange, 306
degré d’un —, 294
dérivé, 301
discriminant d’un — de degré 2 à

coefficients complexes, 257
échelonnés en degrés, 295
étagés, 295
irréductible, 303
minimal, 311
premiers entre eux, 298
racine d’un —, 299
scindé, 300
simplement scindé, 300
unitaire, 295
valuation d’un —, 294

postulat, 217
PPCM, 248
préhilbertien (espace —), 327
premier(s)

entiers — entre eux, 247
nombre —, 250
polynômes — entre eux, 298

presque sûrement, 372
primitive(s)

d’une fonction, 74
d’une fonction vectorielle, 190
usuelles, 75, 416

principe de superposition, 140, 142
probabilisé (espace —), 371
probabilité(s), 371

conditionnelle, 373
convergence en —, 400
densité de —, 402
formule des — composées, 374
formule des — totales, 374
uniforme, 373

problème de Cauchy, 140

produit
cartésien, 223
d’espaces vectoriels normés, 85
de Cauchy de séries entières, 167
de Cauchy de séries numériques, 120
de convolution, 383, 403
de matrices, 279
groupe —, 231
mixte, 341
scalaire, 327
scalaire hermitien, 345
vectoriel, 342

projecteur, 269
projecteurs spectraux, 315
projection

affine, 353
affine orthogonale, 358
orthogonale, 333
théorème de — orthogonale, 333
vectorielle, 269

prolongement
d’une fonction, 30
par continuité, 43

propre
sous-espace —, 307, 308
valeur — d’un endomorphisme, 307
valeur — d’une matrice, 308
vecteur — d’un endomorphisme, 307
vecteur — d’une matrice, 308

Pythagore (théorème de —), 330

Q
quadratique

base orthogonale pour une forme —,
321

convergence en moyenne —, 181
forme —, 319
forme — définie positive, 324
forme — non dégénérée, 322
forme — positive, 324
norme de la convergence en moyenne

—, 83
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rang d’une forme —, 323
signature d’une forme —, 324

quadrique, 326
quantificateur

existentiel, 221
universel, 221

quotient, 245
ensemble —, 226

R
Raabe-Duhamel (règle de —), 116
racine

n-ième d’un nombre complexe, 259
n-ième de l’unité, 260
carrée d’un nombre complexe, 257
d’ordre m d’un polynôme, 299
d’un polynôme, 299

radial (théorème — d’Abel), 169
rang

d’une application linéaire, 276
d’une famille de vecteurs, 275
d’une forme bilinéaire symétrique,

323
d’une matrice, 281
théorème du —, 276

rationnelle
fonction —, 304
fraction —, 304
pôle d’une fraction —, 305

rayon de convergence, 163
réciproque

bijection —, 225
image — d’un ensemble par une ap-

plication, 224
recouvrement disjoint, 223
récurrence

théorème de — double, 218
théorème de — forte, 218
théorème de — simple, 218

réduction de Gauss, 320
réflexion, 336

réflexion affine, 358
reflexive (relation —), 226
règle(s)

d’Abel pour les séries numériques,
119

de Cauchy pour les séries entières,
165

de Cauchy pour les séries numériques,
116

de d’Alembert pour les séries en-
tières, 164

de d’Alembert pour les séries numé-
riques, 115

de Duhamel, 116
de la chaîne, 200
de Leibniz, 118
de Raabe-Duhamel, 116
de Riemann, 114
de Riemann généralisée, 115

régularisée (d’une fonction), 179
régulier (élément —), 227
régulière (partie —), 68
relatif(s)

caractérisation séquentielle des fer-
més —, 94

fermé —, 93
ouvert —, 93
voisinage —, 93

relation
antisymétrique, 226
binaire, 226
d’équivalence, 226
d’ordre, 226
d’ordre total, 226
de Chasles, 349
de congruence, 242, 245
de divisibilité, 245
de parallélisme, 350
réflexive, 226
symétrique, 226
transitive, 226
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répartition (fonction de —), 380, 390,
393

repère
affine, 350
orthonormé, 355

reste, 245
d’une série numérique convergente,

111
d’une série de fonctions, 157
formule de Taylor avec — intégral

pour les fonctions numériques,
80

formule de Taylor avec — intégral
pour les fonctions vectorielles,
191

restriction (d’une fonction), 30
retournement, 336
réunion de deux parties d’un ensemble,

222
Riemann

fonction — -intégrable, 81
fonction intégrable au sens de —,

81
intégrales de —, 129
lemme de — -Lebesgue, 181
règle de —, 114
règle de — généralisée, 115
séries de —, 114
sommes de — pour une fonction nu-

mérique, 79
sommes de — pour une fonction vec-

torielle, 190
Rolle (théorème de —), 55
rotation, 344
rotation vectorielle, 340, 344
réflexion, 344

S
scalaire

produit —, 327
produit — hermitien, 345

Schwarz (théorème de —), 212

scindé
polynôme —, 300
polynôme simplement —, 300

sécante, 58
segment, 35
semblables (matrices —), 308
semi-ouvert (intervalle —), 36
séquentielle

caractérisation — de la continuité,
44, 97

caractérisation — de la limite, 39,
95

caractérisation — des fermés, 92
caractérisation — des fermés rela-

tifs, 94
caractérisation — des points adhé-

rents, 91
série(s)

à termes positifs, 113
absolument convergente, 117
alternée, 118
commutativement convergente, 124
comparaison — -intégrale, 120, 130
critères de comparaison, 114, 165
de Bertrand, 115
de Riemann, 114
de Taylor, 173
dérivée d’une — entière, 167
développements en — entières usuels,

174, 417
fonction développable en — entière,

171
géométrique, 111
harmonique, 112
harmonique alternée, 117
numérique, 110
primitive d’une — entière, 167
reste d’une — de fonctions, 157
reste d’une — numérique conver-

gente, 111
somme d’une — numérique conver-

gente, 111
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sommes de — convergentes classiques,
120

télescopique, 113
trigonométrique, 176
vectorielle, 143

signature
d’une forme quadratique, 324
d’une permutation, 238

simple
convergence — d’une suite de fonc-

tions, 150
convergence — d’une série de fonc-

tions, 156
limite — d’une suite de fonctions,

150
simplifiable (élément —), 227
singleton, 220
sinus hyperbolique, 33
solutions

d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 1, 139

d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 à coefficients constants,
142

de l’equation homogène associée à
une équation différentielle linéaire
d’ordre 2, 141

sommable
famille — de réels ou complexes,

122
famille — de réels positifs, 121
variable aléatoire discrète de carré

—, 385
sommation

des relations de comparaison, 119
par paquets, 124

somme directe
de p sous-espaces vectoriels, 269
de deux sous-espaces vectoriels, 268

somme(s)
d’une famille sommable de réels, 123

d’une famille sommable de réels po-
sitifs, 121

d’une famille sommable de
complexes, 123

d’une série numérique convergente,
111

d’une série de fonctions, 157
de la série harmonique alternée, 120
de Riemann pour une fonction nu-

mérique, 79
de Riemann pour une fonction vec-

torielle, 190
de séries convergentes classiques, 120
partielles d’une série numérique, 110
partielles d’une série vectorielle, 143

sous-algèbre, 265
sous-anneau, 241
sous-corps, 243
sous-espace(s)

affine, 350
caractéristiques, 314
propre, 307, 308
somme directe de p — vectoriels,

269
somme directe de deux — vecto-

riels, 268
supplémentaire d’un — vectoriel, 268
vectoriel, 262
vectoriel stable, 308

sous-groupe, 229
sous-matrice, 291
spectral (théorème —), 337
spectre

d’un endomorphisme, 307
d’une matrice, 308

sphère, 87, 355
stable

intervalle — par une fonction, 28
sous-espace vectoriel —, 308

stationnaire (suite —), 17
Stirling (formule de —), 68
subdivision, 47
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adaptée à une fonction en escalier,
80

pas d’une —, 47
régulière, 47

suite(s)
adjacentes, 21
arithmético-géométrique, 26
arithmétique, 25
bornée, 17
bornée dans un espace vectoriel normé,

86
constante, 17
de Cauchy, 107
équivalentes, 67
extraite, 24
extraite dans un espace vectoriel normé,

86
géométrique, 25
majorée, 17
minorée, 17
monotone, 18
récurrente linéaire d’ordre 2, 27
sous- —, 24
stationnaire, 17
support d’une —, 293

supplémentaire (d’un sous-espace vecto-
riel), 268

support
d’un arc paramétré, 192
d’un cycle, 236
d’une permutation, 236
d’une suite, 293

supremum (d’une partie de R), 15
surjective (application —), 225
symétrie

affine, 353
affine orthogonale, 358
orthogonale, 336
vectorielle, 269

symétrique
endomorphisme — défini positif, 338
endomorphisme — positif, 338

endormorphisme —, 337
forme bilinéaire —, 317
groupe —, 235
matrice —, 282
matrice — définie positive, 338
matrice — positive, 338
relation —, 226

système
complet d’événements, 372
de Cramer, 290

T
tangent

plan —, 210
vecteur — à une partie d’un espace

normé, 208
tangente hyperbolique, 33
tautologie, 217
taux de panne, 378
Taylor

formule de —, 302
formule de — avec reste intégral pour

les fonctions numériques, 80
formule de — avec reste intégral pour

les fonctions vectorielles, 191
séries de —, 173
théorème de —, 302

Taylor-Lagrange
formule de —, 80
inégalité de — pour les fonctions

numériques, 80
inégalité de — pour les fonctions

vectorielles, 192
Taylor-Young

formule de — pour les fonctions de
plusieurs variables, 213

formule de — pour les fonctions nu-
mériques, 71

formule de — pour les fonctions vec-
torielles, 192

Thalès (théorème de —), 353
théorème(s)
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d’Abel, 162
d’approximation uniforme, 155
d’Euclide, 251, 303
d’Euler, 253
d’intégrabilité par comparaison, 133
d’intégrabilité par domination, 133
d’intégration terme à terme d’une

série de fonctions, 136
d’intégration terme à terme d’une

série de fonctions sur un seg-
ment, 161

d’intégration terme à terme d’une
série entière, 170

d’optimisation sous contrainte, 211
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt,

331, 346
de Bayes, 374
de Beppo Levi, 395
de Bézout, 247, 298
de Bienaymé-Tchebychev, 386, 399
de Bolzano-Weierstrass, 25, 106
de Cantor, 368
de Cauchy-Schwarz, 328, 346
de Cayley-Hamilton, 312
de comparaison série-intégrale, 120,

130
de conjugaison pour les intégrales

généralisées, 128
de convergence commutative, 124
de convergence dominée de Lebesgue,

135
de croissance pour les intégrales gé-

néralisées, 128
de d’Alembert-Gauss, 301
de décomposition des noyaux, 312
de Dirichlet, 183
de Dunford, 315
de dérivation terme à terme d’une

série de fonctions, 161
de dérivation terme à terme d’une

série entière, 170
de Fubini, 125

de Gauss, 248, 298
de Heine, 49
de Jensen, 385
de König, 398
de la base incomplète, 272
de la double limite, 153, 160
de la limite centrale, 409
de la limite de la dérivée, 57
de la limite monotone, 41
de Lagrange, 232
de Leibniz, 118, 302
de Lejeune-Dirichlet, 183
de linéarité pour les intégrales gé-

néralisées, 128
de Markov, 385, 395
de Minkowski, 328, 346
de Moivre-Laplace, 409
de Parseval, 182
de Poincaré, 366, 372
de projection orthogonale, 333
de Pythagore, 330
de Raabe-Duhamel, 116
de récurrence double, 218
de récurrence forte, 218
de récurrence simple, 218
de réduction de Gauss, 320
de Rolle, 55
de Schwarz, 212
de sommation par paquets, 124
de Taylor, 302
de Taylor avec reste intégral pour

les fonctions numériques, 80
de Taylor avec reste intégral pour

les fonctions vectorielles, 191
de Taylor-Young pour les fonctions

de plusieurs variables, 213
de Taylor-Young pour les fonctions

numériques, 71
de Taylor-Young pour les fonctions

vectorielles, 192
de Thalès, 353
de transfert, 384, 407
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de Weierstrass, 155
de Wilson, 252
des accroissements finis, 55
des bornes atteintes, 46, 103
des croissances comparées, 63
des restes chinois, 254
des valeurs intermédiaires, 44, 105
du point fixe, 109
du rang, 276
fondamental de l’algèbre, 301
fondamental de l’analyse, 76, 191
fondamental de l’intégration, 76
petit — de Fermat, 252
radial d’Abel, 169
spectral, 337

total (relation d’ordre —), 226
trace

d’un endomorphisme, 280
d’une matrice carrée, 280

trajectoire (d’un arc paramétré), 192
transfert (formule de —), 384, 407
transitive (relation —), 226
translation, 350
transposée

d’une application linéaire, 267
d’une matrice, 281

transposition, 236
triangulaire (matrice —), 282
tribu, 369

borélienne, 370
de Bernoulli, 369
engendrée, 370
grossière, 369
triviale, 369

trigonalisable
endomorphisme —, 309
matrice —, 310

trigonométrie (formules de —), 414
troncature (d’un développement limité),

69

U
uniforme

approximation —, 155
continuité —, 48
continuité — dans des espaces vec-

toriels normés, 98
convergence — d’une suite de fonc-

tions, 150
convergence — d’une série de fonc-

tions, 157
limite — d’une suite de fonctions,

150
loi —, 404
loi — discrète, 377
norme de la convergence —, 83

unitaire
matrice —, 347
polynôme —, 295

univers, 368

V
valeur

d’adhérence, 86
moyenne d’une fonction sur un seg-

ment, 78
propre d’un endomorphisme, 307
propre d’une matrice, 308

valuation
p-adique, 251
d’un polynôme, 294

Vandermonde (déterminant de —), 288
variable(s) aléatoire(s)

à densité, 402
continue, 402
de carré intégrable, 397
discrète, 376
discrète de carré sommable, 385
espérance d’une — discrète, 383
espérance d’une — réelle, 396



espace — normé produit, 85 
hyperplan —, 263, 266 
isomorphisme d’espaces —, 266 
produit —, 342
somme directe de p sous-espaces —,

269
somme directe de deux sous-espaces

—, 268
sous-espace —, 262
sous-espace — engendré, 262

Index 444

espérance d’une — réelle positive,
395

étagée, 376
indépendantes, 381, 382, 393
loi d’une —, 377, 393
mutuellement indépendantes, 382,

394
non corrélées, 387, 398
réelle, 391
réelle intégrable, 396
réelle positive intégrable, 395
sans mémoire, 379, 404

variance, 386, 398
variation

méthode de la — de la constante,
140

méthode de la — des constantes,
147

vecteur(s)
isotrope, 322
orthogonaux, 321, 329, 346
propre d’un endomorphisme, 307
propre d’une matrice, 308
tangent à une partie d’un espace

normé, 208
vectoriel(s)

automorphisme d’un espace —, 266 
base d’un espace —, 270 
dimension d’un espace —, 271 
endomorphisme d’un espace —, 264 
espace —, 261
espace — normé, 83
espace — normé produit, 85 
hyperplan —, 263, 266 
isomorphisme d’espaces —, 266 
produit —, 342
somme directe de p sous-espaces —,

269
somme directe de deux sous-espaces

—, 268
sous-espace —, 262
sous-espace — engendré, 262

sous-espace — stable, 308
supplémentaire d’un sous-espace

—, 268
Viète (formules de —), 301
voisinage

d’un point d’un espace vectoriel normé,
89

d’un réel, 36
de +∞, 36
de −∞, 36
relatif, 93

W
Weierstrass

théorème de —, 155
théorème de Bolzano- —, 25, 106

Wilson (théorème de —), 252
wronskien, 146

Y
Young

formule de Taylor- — pour les fonc-
tions de plusieurs variables, 213

formule de Taylor- — pour les fonc-
tions numériques, 71

formule de Taylor- — pour les fonc-
tions vectorielles, 192
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