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Avant-propos

Cet ouvrage dépasse le cadre classique d’'un formulaire : il contient un résumé
complet de cours comprenant souvent des remarques, parfois des exemples ou des
contre-exemples. Il couvre le programme des classes préparatoires scientifiques, en
particulier les programmes de MPSI et MP, mais aussi certaines notions et certains
chapitres étudiés dans le premier cycle universitaire (séries de Fourier, variables
aléatoires & densité). Il intéressera également les candidats au Capes.

L’ouvrage est divisé en trois parties : analyse, rédigée par Olivier RODOT, algebre
et probabilités, rédigées par Jean-Etienne ROMBALDI.

L’index est particulierement soigné afin de permettre a I’étudiant de trouver im-
médiatement 'information cherchée.

En fin d’ouvrage sont rassemblés un formulaire de trigonométrie, les dérivées et
primitives usuelles ainsi que les développements limités et les développements en
séries entieres classiques.

Les auteurs espeérent que ce formulaire constituera une aide précieuse pour 1’étu-
diant souhaitant s’assurer de I’assimilation du tres vaste programme de mathéma-
tiques des deux premieéres années post-baccalauréat.

Nous tenons a remercier tres chaleureusement le travail trés ingrat et méticuleux de
relecture assuré par Frangois PANTIGNY et Jérome CARTAILLER. Leurs remarques
pertinentes se sont révélées tres utiles.

Nous remercions également Francois PANTIGNY pour sa proposition de mise en
page, notamment au niveau des en-tétes de chapitres.

Enfin, nous remercions les éditions De Boeck et, en particulier, Alain LUGUET,
pour la confiance témoignée lors de la rédaction de cet ouvrage.

N’hésitez pas a nous faire part de vos remarques ou suggestions en nous envoyant
un courrier électronique a l’adresse suivante : rodot.livre.maths@gmail.com

Olivier RODOT et Jean-Etienne ROMBALDI






ANALYSE






Suites numériques

Les premieéres notions se concentrent sur I’étude des suites réelles puis s’étendront
ensuite aux suites complexes.

K désigne R ou C.

1.1 Borne supérieure, borne inférieure

Définition
Soit A une partie de R.

On dit qu'un réel M est un majorant de A si, pour tout z € A, x < M.

Le plus petit (s7il existe) des majorants de A est appelé la borne supéricure!

de A notée sup A.

On dit qu'un réel m est un minorant de A si, pour tout x € A, x > m.

Le plus grand (sl existe) des minorants de A est appelé la borne inférieure?

de A notée inf A.

Par exemple |0, +o0o[ n’admet pas de borne supérieure mais admet 0 comme borne
inférieure.

Ne pas confondre plus grand élément et borne supérieure : par exemple, 1 est la
borne supérieure de [0, 1[ mais [0, 1[ n’admet pas de plus grand élément. On remar-
quera que la borne supérieure d’une partie A de R n’appartient pas nécessairement
a A.

En revanche, on a le théoreme qui suit.

1. ou supremum.
2. ou infimum.



16 1 ¢ Suites numériques

Théoréme

Soit A une partie de R.

Si A admet un plus grand élément, alors A admet une borne supérieure
vérifiant sup A = max A.

Si A admet un plus petit élément, alors A admet une borne inférieure
vérifiant inf A = min A.

Théoréme

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure 3.

Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Théoréme

Soient A une partie non vide et majorée de R et M € R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes? :
(i) M =sup A;
(i) { M est un majorant de A;
Ve >0, da€e A, a>M —¢.

Soit A une partie non vide et minorée de R et m € R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes® :
(i) m = inf A;
(i) { m est un minorant de A;
Ve >0, da€ A, a<m+e.

1.2 Généralités sur les suites réelles
Définition

Soit N € N. On appelle suite réelle® toute application
u {neN,n)N}—HR.

L’image d’un entier naturel n > N par u est alors notée u,, et la suite u est
également le plus souvent notée (u,)n>n-

3. Ce résultat est faux pour Q. Par exemple, A = {x €Q, z2 < 2} est une partie non vide et
majorée de Q n’admettant pas de borne supérieure (dans Q).

4. L’assertion (ii) exprime le fait que M est un majorant de A et que pour tout € > 0, M — ¢
n’est plus un majorant de A ce qui correspond bien a la définition du plus petit des majorants
de A.

5. L’assertion (ii) exprime le fait que m est un minorant de A et que pour tout € > 0, m + ¢
n’est plus un minorant de A ce qui correspond bien & la définition du plus grand des minorants
de A.
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Pour faciliter la lecture de ce chapitre, on prendra N = 0 sachant que les définitions
et théorémes s’adaptent aisément au cas général ”.
L’ensemble des suites réelles est noté RY.
On dit qu’une suite réelle (u,,) vérifie une propriété P, d partir d’un certain rang
i 8 .. o
Sl AN €N, VneN, n> N — u, vérifie la propriété P,.
Définition
Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,,) est majorée si
dM eR, VneN, u, <M.
Le réel M est alors appelé un majorant de (uy,).
On dit que (u,) est minorée si
Im eR, Vn e N, u, > m.

Le réel m est alors appelé un minorant de (uy,).
On dit que (u,) est bornée si (u,,) est majorée et minorée autrement dit si®

I(m, M) € R?, VneN, m < u, < M.

Théoréme

Soit (uy,) une suite réelle.
Alors (uy,) est bornée si, et seulement si, (Ju,|) est majorée.

Une combinaison linéaire de suites réelles bornées est une suite réelle bornée de
méme que le produit de deux suites réelles bornées.

Définition

Soit (uy,) une suite réelle. On dit que (u,,) est constante si

deeR, Vn €N, u, =c.

On dit que (uy,) est stationnaire si (u,) est constante & partir d’un certain

rang c’est-a-dire si !°

AN eN, dceR, VneN, n> N = u, =c.

6. On emploie aussi 'expression suite de réels.
7. Afin d’alléger Décriture, (ur) désignera dans le reste du chapitre et de Pouvrage (un)nen-
8. Ce qui s’écrit souvent en abrégé : IN € N, Vn > N, u,, vérifie la propriété P,.
9. Lorsque (un) est bornée, m et M sont des réels, ne dépendant donc pas de n € N, et ne
sont pas uniques.
10. Ce qui s’écrit également en abrégé : AN € N, 3c € R, Vn > N, u,, = c.
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Par exemple, la suite (u,) définie pour tout n € N par!! u, = L"ilJ + 1 est
stationnaire car pour tout n > 2, u,, = 1.

Définition

Soit (u,) une suite réelle.

On dit que (uy,) est croissante si, pour tout n € N, w,, < tyq1.
On dit que (u,) est décroissante si, pour tout n € N, up, = 1.
On dit que (u,) est monotone si (u,) est croissante ou décroissante.

1.3 Limite d’une suite réelle

Définition
Soit (u,) une suite réelle.
On dit que (u,,) admet 23 une limite finie £ € R si 14

Ve>0,INeN, VneN, n >N = |u, — (| <e.

(u,,) admet une limite £ € R signifie donc que, pour tout € > 0, tous les termes de
la suite sont dans 'intervalle |¢ — e, ¢ + €[ & partir d'un certain rang.
Définition
Soit (uy,) une suite réelle.
On dit (uy,) tend vers 400 si
VAeR, ANeN, VvneN, n> N = u, > A.
On dit (uy,) tend vers —oo si

VAeR, ANeN, VneN, n> N = u, < A.

11. On rappelle que la fonction partie entiére, notée | - |, est définie pour tout z € R par le
plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.

12. ou conwverge vers ou encore tend vers. Ces trois expressions synonymes sont & connaitre.

13. Sous-entendu en 400 ou quand n tend vers +oo.

14. En toute rigueur, on devrait écrire Ve € R’ mais I'abus habituel d’écriture Ve > 0 sera
pratiqué dans tout l'ouvrage pour ce réel strictement positif sous-entendu aussi petit que 'on
veut.
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Théoréme

Soit (u,) une suite réelle.
Si (u,) tend vers £ € R U {—o0,+0cc} alors £ est unique et sera notée

lim w, ou lim u,.
n——+00

Définition
Soit (uy,) une suite réelle.

On dit que (uy,,) converge'® si (u,) admet une limite finie ¢ € R.

On dit qu’elle diverge!” sinon.

Dire qu’une suite (u,) diverge signifie : lim wu, = +o0o ou lim wu, = —oc ou
n—-+o0o n—-+4oo
(ur,) n’admet pas de limite (finie).

Par exemple, la suite (u,) = ((—1)") diverge car (u,) n’admet pas de limite.

Théoreme

Toute suite réelle convergente est bornée.

La réciproque de ce théoréme est fausse : il suffit pour s’en convaincre de reprendre
Pexemple précédent (u,) = ((—1)").

Théoreme
Soient A € R, (uy) et (vy,) deux suites réelles convergeant respectivement

vers £ € R et ¢/ € R. Alors
o (\u,, + v,) converge et lirf Ay, +vp) = M+
n—+00

o (u,vy,) converge et lim w,v, = 00 ;
oo

n—+
) Unp, 18 Q Unp 14

e si ¢ #0, — converge ® et lim — = —;
Un, n—+oo v, A

e si (u,) est bornée et lim v, =0 alors lim w,v, =0.
n——+o0o n——+00

15. On écrira aussi up, —— £ ou uyp, — £.
n—-+oo

16. ou est convergente.
17. ou est divergente.
18. On montre facilement que comme ¢ # 0, vy, ne s’annule pas a partir d’un certain rang.
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Théoréme

Soient (u,) et (vy,) deux suites réelles convergeant respectivement vers deux
réels £ et ¢'. Si, & partir d’un certain rang, u, < v, alors £ < ¢'.

Ce théoréme est faux pour les inégalités strictes : si (un) = (1 — "Jlrl) et (vy) est
la suite constante égale a 1, pour tout n € N, on a u,, < v,, mais HI_P Uy = 1.
n—+0oo
Théoréme

Soit (uy,) une suite réelle convergeant vers un réel strictement positif.
Alors (u,) est strictement positive & partir d’un certain rang.

Théoréme (limite finie par encadrement)

Soient (uy), (v,) et (wy,) trois suites réelles.

Si, a partir d’un certain rang, u, < w, < v, avec (u,) et (v,) convergeant
vers la méme limite ¢ € R, alors (w,) converge vers /.

Théoréme (limite infinie par minoration ou majoration)

Soient (u,) et (v,,) deux suites réelles vérifiant v,, > u,, & partir d’un certain

rang.
eSi lim wu, = +oco alors lim wv, = +o0.
n—-+0o0o n—-+0o0o
eSi lim w, =—occalors lim wu, = —o0.
n—-+oo n—-+o0o

1.4 Suites monotones et suites adjacentes

Théoréme de la limite monotone

Soit (u,) une suite réelle.
Si (uy,) est monotone alors (u,) admet une limite dans R U {—o0, +-00}.

Plus précisément

e si (u,) est croissante et majorée (respectivement croissante et non ma-

jorée), (u,) est convergente (respectivement lim w, = +00);
n—-+oo

e si (u,) est décroissante et minorée (respectivement décroissante et non
minorée), (u,) est convergente (respectivement lim w, = —00).
n—-+oo
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Définition

On dit que deux suites réelles (u,,) et (v,) sont adjacentes si (u,,) est crois-

sante, (v,) décroissante et lim (v, —u,) = 0.
n—-+o0o

Théoréme

Soient (uy,) et (vy,) deux suites adjacentes. Alors
e pour tout n € N, u,, < vy, ;
o (uy,) et (vy,) sont convergentes et convergent vers une méme limite £ € R;

e pour tout n € N, u, < < vy,.

1.5 Traductions séquentielles

Théoréme

Si A est une partie non vide et majorée (respectivement non vide et minorée)
de R alors il existe une suite d’éléments de A convergeant vers la borne
supérieure de A (respectivement la borne inférieure de A).

Si A est une partie non vide et non majorée (respectivement non vide et
non minorée) de R, alors il existe une suite d’éléments de A de limite 400
(respectivement —o0).

Définition

Soit A une partie de R.
On dit que A est dense dans R si A rencontre tout intervalle ouvert non
vide de R c’est-a-dire si tout intervalle ouvert non vide de R contient au
moins un point de 429,

19. L’hypothése d’une suite réelle est capitale car ce théoréme devient faux par exemple avec
une suite de rationnels, qui méme croissante et majorée, ne converge pas nécessairement vers un
rationnel. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la suite (un) définie par ug = 2 et pour tout
n € N*, u, = %(un + %) Cette suite de rationnels est croissante et majorée mais ne converge

pas vers un rationnel mais vers l'irrationnel V2.

20. On peut aussi dire plus simplement : A est dense dans R si entre deux réels distincts, il
existe au moins un point de A.
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Théoréme

Soit A une partie de R.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est dense dans R.
(i) Ve e R, Ve > 0, Ja € A, |x — a| < e.

(iii) Pour tout réel z, il existe une suite d’éléments de A convergeant vers .

Théoréme
Q, R\Q et D?! sont denses dans R.

Ainsi, on peut toujours trouver un réel entre deux rationnels (ou entre deux irra-
tionnels) distincts.

1.6 Extension aux suites complexes

Définition
Soit N € N. On appelle suite complexe?? toute application

u:{neN,n}N}—HC.

Comme pour les suites réelles, on prendra N = 0 sachant que tous les résultats
s’adaptent au cas général.

L’ensemble des suites complexes est noté CV.
Définition
Soit (u,) une suite complexe.
On dit que (u,,) admet 23> 24 une limite ¢ € C si

Ve>0,INeN, VneN, n >N = |u, — (| <e.

Comme pour les suites réelles, 'unicité de la limite éventuelle est assurée.

Une suite complexe (uy,) converge donc vers £ € C si la suite réelle (|u, — /|)
converge vers 0.

21. D est I’ensemble des décimaux c’est-a-dire I’ensemble des rationnels de la forme ou
pEZetneN.

22. On emploie aussi I’expression suite de complexes.

23. ou converge vers ou encore tend vers. Ces trois expressions synonymes sont a connaitre.

24. Sous-entendu en +o0o ou quand n tend vers +oo.

P
om
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Définition
Soit (u,,) une suite complexe.

On dit (u,) converge?®® si (u,) admet une limite £ € C.

On dit qu’elle diverge?% sinon.

Théoréme

Soit (u,) une suite complexe.
Alors (u,) converge vers ¢ € C si, et seulement si, les suites réelles (Re(u,))
et (Im(uy,)) convergent respectivement vers Re(¢) et Im(¢).

De plus dans ce cas, on a ngrfw Uy = nll)r_{loo (Re(un)) + 1 nll)r_sr_loo (Im(un)).

Définition
Soit (uy,) une suite complexe. On dit que (uy,) est bornée si
dM e R, Vn e N, |u,| < M.

Une combinaison linéaire de suites complexes bornées est une suite complexe bor-

née de méme que le produit de deux suites complexes bornées.
Théoréme

Toute suite complexe convergente est bornée.

Théoreme
Soient A € C, (uy) et (v,) deux suites complexes convergeant respective-
ment vers £ € C et ¢/ € C. Alors

o (\uy, +vy,) converge et lim  (Au, +v,) = M+

n—-+oo
e (u,vy,) converge et lim w,v, = 00 ;
n—+00
1

esil #£0, n converge 2’ et lim Un _ Z.

U, n—too v, O’

e si (uy,) est bornée et lim v, =0 alors lim w,v, =0.
n—-+oo n——+oo

25. ou est convergente.
26. ou est divergente.

27. On montre facilement que comme £’ # 0, v, ne s’annule pas & partir d’un certain rang.
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1.7 Suites extraites

Définition
Soit (u,) une suite réelle ou complexe. On appelle suite extraite® de (u,)
toute suite (uw(n)) ot ¢ : N — N est strictement croissante.

Une telle application ¢ est appelée extractrice.

(u2n), (usn), (u,2) sont par exemple des suites extraites de (uy,).
Une composée de deux extractrices ¢ et ¢ est une extractrice de sorte que (“(wow)(n))
est une suite extraite de (uy,).

Théoreme

Soit ¢ une extractrice.
Alors, pour tout n € N, p(n) > n.

Théoréme

Soit (uy,) une suite complexe.
Si (uy) converge vers ¢ € C, toute suite extraite de (u,) converge vers /.

Soit (u,) une suite réelle.
Si (uy,) tend vers £ € R U {—o0, +00}, toute suite extraite de (u,) tend vers /.

Corollaire

Soit (u,) une suite complexe.
Si (u,) admet deux suites extraites convergeant vers des limites distinctes,
alors (uy,) diverge.

Soit (uy,) une suite réelle.
Si (u,) admet deux suites extraites tendant vers des limites (finies ou infi-
nies) distinctes, alors (u,,) diverge.

Ce corollaire est tres utile : on montre ainsi aisément la divergence de la suite
complexe® (u,) = (j) en considérant les deux suites extraites (usn) et (usn+1)
convergeant respectivement vers 1 et j.

De méme la suite réelle (u,) = ((—1)") diverge car les deux suites extraites (ugy)
et (ugn41) convergent respectivement vers 1 et —1.

28. ou sous-suite.

29. j est le nombre complexe e2im/3,
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Théoréme

Soit (uy,) une suite réelle ou complexe. Si (uay,) et (ugn4+1) sont convergentes

et convergent vers la méme limite alors (u,) converge.
On a déja vu que toute suite convergente est bornée et que la réciproque est fausse.
On a néanmoins le théoreme suivant.

Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Soit (uy,) une suite réelle ou complexe.
Si (uy,) est bornée, on peut extraire de (u,) une sous-suite convergente.

1.8 Suites arithmético-géométriques
Définition

Soit (u,) une suite réelle ou complexe.
On dit que (u,) est arithmétique si®° : Ir €K, Vn € N, wuyy1 = Uy + 7.
r est alors appelé la raison de la suite (uy,).

Théoréme

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r € K. Alors 3!
e Vn e N, u, =ug+nr;
sir =0, (u,) est constante;
o Si (uy,) est réelle alors ¢ sir > 0, (u,) est strictement croissante ;
sir <0, (uy,) est strictement décroissante.

Définition

Soit (uy,) une suite réelle ou complexe.
On dit que (uy,) est géométrique si3? : g € K, Vn € N, uy11 = quy,.
q est alors appelé®? la raison de la suite (uy,).

30. II est sous-entendu que r € R si (up) est une suite réelle et » € C si (up) est une suite
complexe.

31. Plus généralement, pour tout (n,p) € N2, up, = up + (n — p)r.

32. Il est sous-entendu que ¢ € R si (uy) est une suite réelle et ¢ € C si (un) est une suite
complexe.

33. Siup = 0, on ne peut pas parler de raison de la suite (u,) car alors, pour tout ¢ € K, (ur)
est la suite nulle.
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Théoréme

Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ € K. Alors 34

e Vn e N, u, = q"ug.
si ¢ =1, (u,) est constante;
© Si (uy,) est réelle alors ¢ si g > 1, (uy,) est strictement croissante ;
si 0 < g <1, (u,) est strictement décroissante.

Théoréme

Soit (uy,) = (q") ol g € R. Alors
e si g =1, (u,) est constante égale & 1 donc converge vers 1;
esig>1 lim wu,=4oc0;
n—-+oo
esi —1<¢g<l1, lim u,=0;
n——+00

e sig < —1, (u,) n’a pas de limite donc diverge.

Théoréme

Soit (uy,) = (q”) ou g € C. Alors
e si g =1, (u,) est constante égale & 1 donc converge vers 1;
esilg/ <1, lim w,=0;
n—-+4oo

e dans tous les autres cas, (u,) diverge.

Définition

Soit (u,) une suite réelle ou complexe.

On dit que (u,,) est arithmético-géométrique si>°

I(q,r) €K?, Vn €N, upy1 = quy, + 7.

Comme pour les suites géométriques et arithmétiques, il existe une formule géné-
rale donnant 'expression de (u,) en fonction de n mais elle n’est pas a retenir.
La méthode pour déterminer w, en fonction de n dans le cas ou (u,) n’est pas
géométrique (g # 1) est la suivante : on résoud ’équation a = ga + r d’inconnue
a € K puis on vérifie que la suite (v,) = (u, — a) est géométrique de raison q.

34. Plus généralement, si ¢ # 0, pour tout (n,p) € N2, up, = ¢ Puyp.
35. Sir =0, on retrouve la notion de suite géométrique et lorsque ¢ = 0, on retrouve celle de
suite arithmétique.
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1.9 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition

Soit (u,) une suite réelle ou complexe

On dit que (uy,) est récurrente linéaire d’ordre 2 si>¢

J(a,b) € K*2\{(0,0)}, Vn € N, upi2 + atyqq + bu, = 0.

L’équation 72 + ar + b = 0 est appelée équation caractéristique de (uy,).

Distinguons a présent le cas réel du cas complexe dans les théoremes qui suivent.

Théoreme
Soit (uy) une suite réelle récurrente linéaire d’ordre 2 et notons A le dis-
criminant de son équation caractéristique.

e Si A > 0, 'équation caractéristique admet deux racines réelles ry et 7o
distinctes et
I\, 1) €R?, Vn €N, u, = Mr] + prd.

e Si A =0, I"équation caractéristique admet une racine réelle r et
I\, p) €R?, Vo €N, u, = (An+ p)r".

e Si A < 0, I’équation caractéristique admet deux racines complexes
conjuguées re’? et re =% et

(A, p) €R?, Vn €N, u, = ((Acos(nb) + psin(nd))r™.

Théoréme

Soit (uy) une suite complexe récurrente linéaire d’ordre 2 et notons A le
discriminant de son équation caractéristique.

e Si A # 0, I’équation caractéristique admet deux racines complexes rq
et ro distinctes et

I\, 1) € C?%, Vn €N, u, = Ml + prd.
e Si A = 0, I"équation caractéristique admet une racine complexe r et

I\, p) € C?, Vn €N, u, = (An+ p)r".

36. On suppose dans cette définition que (a,b) # (0,0) car sinon, (uy) est la suite nulle dés
que n > 2.
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1.10 Suites récurrentes u, .1 = f(uy,)

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

On dit que I est stable par f si f(I) C I c’est-a-dire si
Veel, f(x) el.

On dit que = € I est un point fize de f si f(z) = «.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers R.
Si I est stable par f, il existe une unique suite (u,) telle que

ug = a et, pour tout n € N, u, 41 = f(uy).

De plus, pour tout n € N, u,, € I.

Le théoreme qui suit rassemble les propriétés a connaitre sur la monotonie et la
limite éventuelle de ce type de suites.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I, f une fonction de I vers R tels que I est
stable par f et (u,) définie par uy = a et, pour tout n € N, up11 = f(uy).

e Si, pour tout = € I, f(x) > x (respectivement f(x) < ), (u,) est
croissante (respectivement décroissante).

e Si f est croissante sur I, (u,) est monotone 37.

e Si f est décroissante sur I, (uz,) et (uzns1) sont monotones 3%.

e Si (uy,) converge vers £ € I et si f est continue en ¢ alors £ est un point
fixe de f.

37. Plus précisément, si ug < u1, (un) est croissante et si up > u1, (un) est décroissante.
38. et de sens de variations contraires. Plus précisément, si ug < ua, (u2y,) croissante et (u2yn41)
décroissante, et si ug = ug, (u2n) décroissante et (uzn41) croissante.



Fonctions
numériques d’une
variable réelle

Ce chapitre aborde I’étude des fonctions numériques! d’une variable réelle, plus
précisément des fonctions définies sur une partie de R a valeurs dans R ou C.

A partir de la section 3, les fonctions sont définies sur un intervalle? de R non
vide et non réduit a un point et sont d’abord, dans la premiere section, a valeurs
réelles. La seconde section propose d’étendre certaines des notions a des fonctions
a valeurs complexes. Par la suite, sauf cas particuliers?, les fonctions seront &
valeurs dans K = R ou C.

2.1 Rappels du vocabulaire usuel sur les fonctions

Soit X une partie non vide? de R.

On dira par la suite que f est une fonction de X vers K si f est définie sur X a
valeurs dans K c’est-a-dire, pour tout z € X, f(z) est définie® et f(x) € K.

Lorsque K = R (respectivement K = C), on parle de fonction réelle (respective-
ment fonction complexe).

Lorsque f est une fonction de X vers K, on emploiera parfois la notation

X — K

f:X—K ou f{x — f@)

1. Le terme numérique fait référence a ’espace d’arrivée en 'occurrence R ou C.

2. Le programme officiel de MPSI restreint 1’étude des notions de ce chapitre a des intervalles,
sachant que ces notions s’étendent & des ensembles qui ne sont pas nécessairement des intervalles
mais des parties quelconques de R non vides et non réduit a un point.

3. comme par exemple les paragraphes énoncant les principaux théorémes sur la continuité
ou la dérivabilité.

4. Toutes les parties de R de cette section seront considérées comme non vide.

5. Autrement dit, le domaine de définition de f est X.
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Définition

Soient (O7 i’,f) un répere du plan, X une partie de R et f une fonction de
X vers R. On appelle graphe® de f la courbe du plan d’équation y = f(z)
c’est-a-dire I'ensemble noté I'y ou Cy défini par”

Ly={(z,y) € R zeXety= f(x)}.

Définition
Soient X une partie de R, A une partie de X et f une fonction de X vers K.
On appelle restriction de f a A la fonction de A vers K, notée f|4, définie

ar

P vz € A, fia(x) = f(x).

On appelle prolongement (ou extension) de f &Y D X toute fonction g
de Y vers K vérifiant vz e X, gx) = f(a).

Définition
Soient A € K, X une partie de R et f et g deux fonctions de X vers K.
Alors Af+g et fg sont deux fonctions de X vers K définies pour tout z € X

par (Af + g)(z) = Mf(z) + g(z) et (fg)(x) = f(x)g(x).

Définition
Soient X et Y deux parties de R, f une fonction de X vers R telle que®

f(X) CY et g une fonction de Y vers K.
Alors g o f est une fonction de X vers K définie pour tout = € X par

(go f)(z)=g(f(x)).

Définition

Soient 7' € R* , X une partie de R et f une fonction de X vers K.

On dit que f est paire si, pour tout x € X, —z € X et f(—x) = f(z).

On dit que f est ¢émpaire si, pour tout z € X, —x € X et f(—z) = —f(x).
On dit que f est T-périodique si, pour tout x € X, e +T € X, —T € X
et f(x +T) = f(x). On dit alors que T est une période? de f.

© o N

ou courbe représentative de f.

noté aussi I'y = {(x,f(z)), x € X}

Lorsque f(X) C Y, on dit que f est d valeurs dans Y.

En général T n’est pas unique sauf si par exemple f est continue et non constante sur X.
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Théoréme

Soient (O, 7, j) un repere du plan, X une partie de R et f une fonction de
X vers R.

e Si [ est paire, son graphe est symétrique par rapport a l’axe des or-
données.

e Si f est impaire, son graphe est symétrique par rapport a O.

Définition

Soient X une partie de R et f une fonction de X vers R.

On dit que f est croissante si : V(x,y) € X2, o <y = f(x) < f(y).
On dit que f est décroissante si : ¥(z,y) € X?, 2 <y = f(z) > f(y).
On dit que f est monotone si f est croissante ou décroissante.

Les définitions de f strictement croissante (respectivement décroissante) s’ob-
tiennent en remplacant dans chacune des définitions ci-dessus les inégalités larges
par des inégalités strictes.

Définition

Soient X une partie de R et f une fonction de X vers R.
On dit que f est majorée si: AM € R, Vo € X, f(x) < M.
Le réel M est alors appelé un majorant de f.

On dit que f est minorée si : Im € R, Vo € X, f(z) = m.
Le réel m est alors appelé un minorant de f.

On dit que f est bornée si f est majorée et minorée 10,

Définition
Soient X une partie de R, a € X et f une fonction de X vers R.

On dit que f admet un mazimum en a si, pour tout x € X, f(z) < f(a).

Le réel f(a) est alors appelé le mazimum de f, noté ma;((f(x) ou max I
xE

On dit que f admet un minimum en a si, pour tout = € X, f(z) > f(a).

Le réel f(a) est alors appelé le minimum de f, noté mi)r{l f(z) ou m)}n f.
xTE

10. On montre aisément que f bornée équivaut a | f| majorée.
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2.2 Compléments sur les fonctions usuelles

Les fonctions puissances x — 2 (out # € R ), exponentielle, logarithme népérien

et trigonométriques sin, cos et tan sont supposées connues I

Définition (fonction partie entiére)

On appelle fonction partie entiéere la fonction de R vers R définie pour tout
x € R par le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.

La partie entiére d'un réel z sera notée |x].

Par exemple, |7] =3 et |—7| = —4.

Théoréme (caractérisation de la partie entiére)

Soit x € R. Alors
e || est 'unique entier relatif tel que |z] <z < |z] +1;

e |z| est I'unique entier relatif tel que z — 1 < |z] < @.

3+ o———(
2 4 o———(
1+ o———(

i | | ® ¢ i i N

-3 -2 —1 0 1 2 3 4
—
o——(
o——(

11. On trouvera les formules trigonométriques usuelles page 414.
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Définition (fonctions hyperboliques)

On appelle sinus hyperbolique, notée sh, la fonction de R vers R définie pour
tout = € R par

On appelle cosinus hyperbolique, notée ch, la fonction de R vers R définie
pour tout x € R par
et +e "

2
On appelle tangente hyperbolique, notée th, la fonction de R vers R définie
pour tout x € R par

ch(z) =

th(z) = sh(z)

ch(z)’

Y

sh

-2 -1 01 2

Théoréme (propriétés des fonctions hyperboliques)

e La fonction sh est impaire, croissante sur R et pour tout =z € R,

(sh)’(z) = ch(z).

e La fonction ch est paire, croissante sur R, décroissante sur R_ et pour
tout = € R,
(ch)'(z) = sh(z).
e La fonction th est impaire, croissante sur R et pour tout = € R,
1

(th)'(z) = o L th?(z).

e Pour tout x € R, ch?(z) — sh?(z) = 1.
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Définition (fonctions réciproques des fonctions trigonométriques)

La fonction sinus est bijective de [fg, g] vers [—1,1]. Sa bijection réci-
proque est appelée 12 arcsinus et notée arcsin : [—1,1] — [—g, g}

La fonction cosinus est bijective de [0, ] vers [—1, 1]. Sa bijection réciproque
est appelée arccosinus et notée arccos : [—1,1] — [0, 7].
La fonction tangente est bijective de } — 5% [ vers R. Sa bijection réciproque

est appelée arctangente et notée arctan : R —» ]—g, 3 [

N

[SIE

arcsin

1 I arccos arctan
-1 0 1 ; ; T

SIE]

Théoréme (propriétés de la fonction arcsinus)

e arcsin(0) = 0, arcsin(}) = %, arcsin(‘/Ti) = & arcsin(‘/T‘;’) = 3 et

s

5.

e La fonction arcsinus est impaire, croissante sur [—1,1] et, pour tout
z €]-1,1], 1

V1—a2

{ Pour tout x € [—1,1], sin(arcsin(z)) = z.
3

arcsin(1) =

(arcsin)’(z) =

Pour tout = € [—%, ], arcsin(sin(z)) = =.

12. Le nom arcsinus vient du fait que arcsin(z) est 'arc de [—%, 5] dont le sinus est z.
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Théoréme (propriétés de la fonction arccosinus)

e arccos(0) = 3, arccos(3) = Z, arccos(‘g) =T arccos(‘/Tg) = Z et
arccos(1) = 0.

e La fonction arccosinus est décroissante sur [—1, 1] et, pour tout z € |—1, 1],

1
V1—z%

{ Pour tout « € [—1,1], cos(arccos(z)) = .
°

Pour tout z € [0, 7], arccos(cos(z)) = z.

(arccos)(z) = —

e Pour tout = € [~1, 1], arccos(z) + arcsin(z) = 7.

Théoréme (propriétés de la fonction arctangente)

e arctan(0) = 0, arctan(\%) = Z arctan(v3) = I et arctan(l) = Z.
e La fonction arctangente est impaire, croissante sur R et, pour tout x € R,

1
1422

(arctan)’(z) =

{ Pour tout € R, tan(arctan(z)) = .

Pour tout z € |—%, %[, arctan(tan(z)) = .

2.3 Limite d’une fonction en un point

Définition

On appelle 13, 14, 15
(a,b) € R2.

On appelle intervalle de R, toute partie I de R vérifiant

segment de R toute partie de R de la forme [a,b] ou

V(a,b) € I? tel que a < b, [a,b] C 1.

13. Pour tout a € R, le singleton {a} est considéré comme un segment réduit & un point.

14. [a,b] ={z € R, a <z < b}.

15. Dans toute la suite, dans 1’écriture [a,b], il est sous-entendu que a < b de sorte que par
exemple Iécriture [1, 0] sera proscrite.
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Mis & part R et ), si a et b sont deux réels, tout intervalle de R est de I'une des
formes suivantes :
[a,b ={z € R, a<z <b};[a,+o0[ ={z R, 2 >a};
]a,b}:{xER, a<x<b};]—oo,b}:{9:ER, xgb};
Ja,+oo[ = {z €R, 2 >a};]-00,b[ ={z €R, z <b};
[a,b]:{zeR, aéxéb};}a,b[:{xeR, a<x<b}.
Définition
Soit (a,b) € R%
On dit quun intervalle !¢ de R est ouvert s'il est de la forme ]a, b, ]a, +oc],
|—00,b[, @ ou R.
On dit qu'un intervalle de R est fermé §’il est de la forme [a,b], [a,+00],
|—00,b], © ou R.

On dit qu’un intervalle de R est semi-ouvert s'il est de la forme [a,b] ou
|a, b].

Définition

On dit qu’une partie V' de R est un voisinage d’un réel a s’il existe un réel
a>0telque'” Ja—a,a+a[CV.

On dit qu'une partie V' de R est un woisinage de +oo s’il existe un réel A
tel que JA, +oo[C V.

On dit qu’une partie V' de R est un voisinage de —oo s’il existe un réel A
tel que |—oo0, A[C V.

Définition

Soit I un intervalle de R.

On dit que!® a € RU{—0c0,+o0} est un point adhérent'® & I si?° tout
voisinage de a rencontre I c’est-a-dire si tout voisinage de a contient au
moins un point de I.

On dit que a € R est un point intérieur de I si?! I est un voisinage de a
c’est-a-dire 8’1l existe un réel o > 0 tel que Ja — a,a + o[ C I.

16. () et R sont a la fois ouverts et fermés.

17. En particulier, pour tout réel a > 0, Ja — o, @ + o est un voisinage de a.

18. RU {—o00, 400} se note aussi R et est appelé droite numérique achevée.

19. La notion de point adhérent n’est pas indispensable & la compréhension de ce chapitre. Elle
n’interviendra donc qu’en notes de bas de page.

20. a € RU{—o00,+00} adhérent a I signifie en termes simples que a est un point de I ou une
extrémité finie ou infinie de I.

21. a point intérieur de I signifie en termes simples que a est un point de I mais pas une
extrémité de I.
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Par exemple +00 et 0 sont adhérents & ]0,4+o0c[. 1 n’est pas un point intérieur de
[0,1], ni de [0, 1] mais tout réel x €]0, 1[ est un point intérieur de [0, 1].
Définition
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

1. Soit 2?2 @ un point de I ou une extrémité finie de I.
On dit que f admet une limite finie en a si

HeR, Ve>0,3a>0,Veel, [z —al<a=|f(z) (| <e.

2. On dit que f admet une limite finie en 400 si
HeR,Ve>0,JAeR, Vo el, s> A= |f(z) —{| <e.
On dit que f admet une limite finie en —oo si

HeR, Ve>0, AR, Voel, s < A= |f(z) —{| <e.

Ainsi, dire que f admet une limite en a signifie : il existe ¢ € R tel que ’écart entre
f(z) et £ peut étre rendu aussi petit que 1'on veut pourvu que z soit suffisamment
proche de a. La premiere définition ci-dessus peut également s’écrire de maniere
équivalente de la facon suivante :

HeR, Ve>0, Ja>0,Vzel, x€la—a,a+a[= f(z) el —e,l+¢l.
Définition
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

1. Soit @ un point de I ou une extrémité finie de I.
On dit que f tend vers +00 en a si??

VAER, Ja>0, Ve el, |[x —a|] <a= f(z) > A.

2. On dit que f tend vers +00 en 400 si?*
VAeR, 3BeR, Ve eI, v > B= f(x) > A.
On dit que f tend vers 400 en —oo si

VAeR, 3BeR, Ve el, z < B= f(x) > A.

Une fonction f peut donc admettre une limite finie ou infinie en a mais aussi ne
pas avoir de limite (cf. exemple page 39).

22. On pourrait aussi dire : soit a un réel adhérent a I.

23. La définition de f tend vers —oo en a est analogue en remplagant simplement f(z) > A
par f(z) < A.

24. La définition de f tend vers —oco en 400 est analogue en remplagant simplement f(z) > A
par f(z) < A.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point ?® de I
ou une extrémité finie ou infinie de I. Si f admet une limite finie en a alors
celle-ci est unique et sera notée 2% lim f ou lim f(x).

a Tr—ra

Si f est définie en a et admet une limite finie en a alors lim f = f(a).
a

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

1. Soit @ un point de I ou une extrémité finie de I.
On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de a s’il existe
a > 0 tel que f vérifie cette propriété sur I Nja — a,a + af.

2. On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de +oc0 s’il existe
A € R tel que f vérifie cette propriété sur I NJA, +ool.
On dit que f vérifie une certaine propriété au voisinage de —oo s’il existe
A € R tel que f vérifie cette propriété sur I N]—oo, A[.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de [
ou une extrémité finie ou infinie de I.
Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

Définition
Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de I

ou une extrémité finie de I.
1. On dit que f admet une limite finie ¢ gauche en a si?”
A eR, Ve >0, Ja>0, Vxel, a—a<x<a:>|f(a:)—€| <e.

Elle sera alors notée lim f ou lim f(z) ou lim f(z) ou encore f(a™).
a— —a— i

z<a

2. On dit que f admet une limite finie a droite en a si

T
28

HeER, Ve>0,3a>0,Veel, a<z<ata= |f(z)—{ <e.

Elle sera alors notée lirllf ou lim+ f(z) ou lim f(z) ou encore f(a®).
a T—a e

25.
26.
27.
28.

On peut aussi dire : soit a un point de R U {—o0, +oo} adhérent & I.
Si ¢ désigne cette limite, on écrira également f — ¢ ou f(x) —— L.
a r—a

Autrement dit : la restriction de f & I N]—o00, a[ admet une limite finie en a.
Autrement dit : la restriction de f & I NJ]a,+o0o[ admet une limite finie en a.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point de [

ou une extrémité finie de 1.

1. On suppose que f est définie en a. Alors f admet une limite finie £ € R
en a si, et seulement si, f admet une limite finie & gauche et a droite
en a égales a f(a).

2. On suppose que f n’est pas définie en a. Alors f admet une limite finie
¢ € R en a si, et seulement si, f admet une limite finie a gauche et a
droite en a égales a /.

Donnons deux exemples de ce théoreme.

R — R R* — R

1 six=0 etg:{

. r +— 1
0 sinon

Soient f : N {

On a f(0) = 1 et des limites & droite et & gauche de f en 0 égales & 0 # f(0).

Donc f n’a pas de limite en 0. D’autre part, g n’est pas définie en 0, admet des

limites a gauche et a droite égales a 1 donc g admet 1 comme limite en 0.

Théoréme (caractérisation séquentielle de la limite)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R, a un point de I ou
une extrémité finie ou infinie de I et £ € R U {—o0, +00}.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) lim f(xz) =¢.
r—a
(ii) Pour toute suite (z,) de I convergeant vers a, la suite (f(z,))
converge vers /.

Théoréme (combinaison linéaire, produit et quotient des limites)

Soient I un intervalle de R, @ un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, A € R, f et g deux fonctions de I vers R admettant des limites finies
L et ¢ en a. Alors

e \f + g admet une limite finie en a et lim (\f + g) = M + ¢';
e fg admet une limite finie en a et lim fg = £¢';

esil #£0, % admet 2% une limite finie en a et lim§ =£.
a

29. On montre facilement que comme ¢’ # 0, g ne s’annule pas au voisinage de a.
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Théoréme (composition des limites)

Soient [ et J deux intervalles de R, f une fonction de I vers R telle que
f(I) € J, g une fonction de J vers R, a un point de I ou une extrémité
finie ou infinie de I. Si lim f = b alors

e b est un point de J ou une extrémité finie ou infinie de J ;

o si lil{ng = /( alors lim(g o f) = .

Enoncons le théoréme relatif au passage a la limite dans des inégalités larges.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, @ un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f et g deux fonctions de I vers R admettant des limites finies £ et ¢’
en a.

Si au voisinage de a, f < g, alors £ < £'.

Ce théoreme devient faux pour les inégalités strictes : on a par exemple pour tout

reR%, 11— fl, < 1 mais lim 1-— 1y = 1 n’est pas strictement inférieure a 1.
’ T x
I*}+OO

Théoréme (limite finie par encadrement)

Soient I un intervalle de R, a un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f, g et h trois fonctions de I vers R.

Si3% au voisinage de a, f < h < gavec limf = £ € R et limg = ¢ alors
a a

limh = £.

a

Théoréme (limite infinie par minoration ou majoration)

Soient [ un intervalle de R, @ un point de I ou une extrémité finie ou infinie
de I, f et g deux fonctions de I vers R vérifiant g > f au voisinage de a.
e Si lim f = 400 alors lim g = +o0.
a a

e Si lim g = —oo alors lim f = —o0.

30. L’hypothese sera le plus souvent : pour tout = € I, f(z) < h(z) < g(z) mais cette inégalité
seulement au voisinage de a est suffisante pour aboutir & la conclusion.
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Théoréme de la limite monotone

Soient a € RU {—oc0}, b € RU {+0o0} tels que a < b et f une fonction de
la, b[ vers R monotone. Alors

e lim [ et lign f existent et sont finies ou infinies 3! ;
a

e pour tout ¢ € Ja, b, lim f et ligrnf existent et
Ca C
lim f < f(e) < ligrnf si f est croissante
c— C

lir+n f < f(c) <limf sif estdécroissante.
(& @

2.4 Extension aux fonctions a valeurs complexes

Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a un point de I
ou une extrémité finie de I.
On dit que f admet une limite finie £ € C en a

Ve>0, Ja>0, Vo el, [z —a|<a=|f(z)— (| <e.

L’unicité de cette éventuelle limite se démontre de la méme maniere que le cas
d’une fonction a valeurs réelles.

De méme, on peut étendre la notion de limite en +00 et —oco avec exactement la
méme définition que pour les fonctions a valeurs réelles a ceci pres que | flx)—¢ |
désigne désormais le module de f(z) — £.

En revanche, la notion de limite infinie n’a plus de sens dans C.

Lorsque f est une fonction de I vers C, on définit les fonctions Re(f) et Im(f)
de I vers R pour tout z € I par

(Re(f))(2) = Re(f(z)) et (Im(f))(x) = Im(f(x)).

Ces deux nouvelles fonctions & valeurs réelles vérifient : f = Re(f) + ¢ Im(f).

31. Plus précisément, dans le cas par exemple d’une fonction f croissante, lim f est finie (et
a
égale & la borne inférieure de f sur ]a, b[) si f est minorée et égale & —oo sinon; lim f est finie
b

(et égale a la borne supérieure de f sur |a, b[) si f est majorée et égale & 400 sinon. Ce théoréme
est en fait ’analogue pour les fonctions du théoréme de la limite monotone pour les suites :
toute suite réelle croissante (respectivement décroissante) et majorée (respectivement minorée)
converge.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a un point de [
ou une extrémité finie ou infinie de I.

lim Re(f) = Re(¢)
Alors liglf = { € C si, et seulement si, litlln Im(f) = Im(¢)

a

On peut également étendre la notion de fonction bornée d’une fonction f de [
vers C de la fagon suivante : f est bornée sur I si

3K € Ry, Yz € I, |f(z)] < K.

avec | f(z)| qui désigne désormais le module de f(z).

Comme pour le cas d’une fonction a valeurs réelles, toute fonction d’un intervalle I
a valeurs complexes admettant une limite finie en un point a de I (ou une extrémité
finie ou infinie de I) est bornée au voisinage de a.

Les notions de limite a gauche et a droite sont également étendues de méme que
la caractérisation séquentielle de la limite.

2.5 Continuité

A partir de maintenant, K désigne R ou C.
Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a € I. On dit
que3? f est continue en a si lim f = f(a) c’est-a-dire si
a

Ve >0, 3a>0,Vzel, [z —a| <a=|f(z)— f(a)] <e.

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Contrairement a la définition de la limite d'une fonction f de I vers K en un point
a ol a n’est pas nécessairement un point de I, la notion de continuité en un point
a n’a pas de sens si ce point n’est pas dans I.

En vertu du théoréme page 38, on pourrait simplement donner comme définition
de la continuité de f, P'existence d’une limite finie de f en a.

32. Il existe des fonctions qui ne sont continues en aucun point de R. C’est le cas par exemple

de la fonction caractéristique de Q, appelée également fonction de Dirichlet et notée parfois 1g,
R — R

définie par : . ’_>{1 si z€Q

0 sinon
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers C et a € I.

Alors f est continue en a (respectivement sur I) si, et seulement si, les fonc-
tions & valeurs réelles Re(f) et Im(f) sont continues en a (respectivement
sur I).

Définition (prolongement par continuité)

Soient I un intervalle de R, a un réel n’appartenant pas a I et f une fonction
de I vers K.

On dit que f est prolongeable par continuité en a si lim f existe et est finie.
a

On définit alors le prolongement fde f, continu sur I U {a}, défini par
IU{a} — K
I flx) sixz+#a
: .

x . .
lim f sinon
a

sin(x) d

Par exemple, la fonction f @z — —

continuité en 0 car li(I)n f=1

éfinie sur I'intervalle R se prolonge par

Définition
Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a € I.
On dit que f est continue d gauche en a silim f = f(a).
pres
On dit que f est continue d droite en a si lim f = f(a).
a
Par exemple la fonction partie entiére>® est continue & droite en 1 mais n’est pas
continue a gauche en 1 car [1] =1 et lim |z] =0# [1].
r—1—

Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I qui n’est pas une extrémité de I et f une
fonction de I vers K. Alors f est continue en a si, et seulement si, f est
continue a gauche et a droite en a.

Donnons a présent la caractérisation séquentielle de la continuité en un point.

33. On rappelle que la fonction partie entiére, notée |- | est définie pour tout x € R par
le plus grand entier relatif inférieur ou égal & z. Elle vérifie en particulier pour tout =z € R :
lz] <z <|z|+1.
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Théoréme (caractérisation séquentielle de la continuité)

Soient I un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers K.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue en a.

(ii) Pour toute suite (z,) de I convergeant vers a, la suite (f(z,))
converge vers f(a).

Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I, A € K, f et g deux fonctions de I vers K
continues en a (respectivement sur I). Alors

e \f + g est continue en a (respectivement sur I);
e fg est continue en a (respectivement sur I);
e si g(a) # 0, g ne s’annule pas au voisinage de a et Jgf est continue en a.

Théoréme

Soient I et J deux intervalles de R, a € I, f une fonction de I vers R telle
que f(I) C J et g une fonction de J vers K.

Si f est continue en a (respectivement sur I) et g est continue sur f(a)
(respectivement sur J) alors g o f est continue en a (respectivement sur I).

2.6 Théorémes relatifs a la continuité
Dans cette section, toutes les fonctions sont & valeurs dans R.
Théoréme des valeurs intermédiaires

Soient I un intervalle de R, (a,b) € I? avec a < b et f une fonction de I

vers R continue sur I.

1. Tout réel A strictement compris entre f(a) et f(b) possede au moins un
antécédent par f sur ]a,b[ autrement dit>? il existe au moins un réel
c €la, b tel que f(c) = A.

2. Si f est de plus strictement monotone, tout réel A strictement compris
entre f(a) et f(b) possede un unique antécédent par f sur ]a,b[ autre-
ment dit 3® il existe un unique réel ¢ € ]a, b[ tel que f(c) = .

34. ou encore ’équation f(

x) = X admet au moins une solution dans ]a, b|.
35. ou encore I’équation f(z) = A

admet une unique solution dans |a, b|.
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Enoncgons son corollaire immédiat, également appelé parfois théoréme des valeurs
intermédiaires.

Corollaire

Soient I un intervalle de R, (a,b) € I? avec a < b et f une fonction de I
vers R continue sur I.

Si36 f(a)f(b) <0, il existe au moins®” un réel ¢ €]a, b tel que f(c) =0

Enongons un autre corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires concernant
I'image d’un intervalle par une fonction continue.

Corollaire

L’image d’un intervalle 3® par une fonction continue est un intervalle.

L’hypotheése de continuité est indispensable pour assurer la validité du théoréme.
Il suffit par exemple de reprendre 'exemple de la fonction partie entiére : en la
notant E, on a E([0,1]) = {0,1}.

L’image d’un intervalle borné par une fonction continue n’est pas nécessairement
10,1] — R

our
T — P

un intervalle borné : prenons par exemple la fonction f : {

8|~

laquelle on a f(]0,1]) = [1, +ool.

En ajoutant la condition de stricte monotonie, on peut affiner le corollaire précé-
dent qui donne le théoréme suivant.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, (a,b) € I? avec a < b et f une fonction de I
vers R continue sur /.

Si f est strictement croissante, f ( a, b) [ a), f(b }

[£(b), f(a)]-

Si f est strictement décroissante, f([a,b])

On peut encore prolonger le théoréeme précédent a des intervalles qui ne sont pas des

segments : avec les mémes hypotheses que le théoréme, si f est strictement crois-

sante, par exemple f([a,b[) = [f(a), lilgnf[ ou encore f(Ja,+oo[) = |lim f, Hmf[
a oo

36. ce qui signifie f(a) et f(b) de signes opposés.

37. Si f est de plus strictement monotone, ce réel est unique.

38. Ce corollaire est également vérifié dans le cas d’un intervalle réduit a un point : par exemple,
pour la fonction constante égale & 1 sur R, on a f(R) = {1}.
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Théoréme des bornes atteintes

Soit f une fonction de [a, b] vers R continue sur le segment [a, b].
Alors f est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes 3.

Corollaire

L’image d’un segment par une fonction continue est un segment 4.

Le théoreme n’est plus vérifié si la fonction n’est pas continue sur l'intégralité du
segment.

Il suffit pour s’en convaincre de reprendre ’exemple de la partie entiére : en la
notant £, elle est continue sur [0, 1] mais pas sur [0,1] et on a E([0,1]) = {0,1}.

D’autre part, pour une telle fonction f continue sur le segment [a,b], on n’a pas
nécessairement f ([a,b]) = [f(a), f(b)].
Par exemple en prenant la fonction f : 2 — 22, on a f([—l,?]) = [0,4] et

[0,4] # [£(=1), f(2)]-

Le théoreme qui suit est une autre conséquence du théoreme des valeurs intermé-
diaires.

Théoréme

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
Si f est injective et continue sur I alors f est strictement monotone sur I.

Pour conclure cette section, énongons le théoreme relatif a la continuité de la
fonction réciproque.

Théoréme

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R continue et
strictement monotone sur /. Alors

1. f est bijective de I sur f(I).

2. La bijection réciproque f~! de f est continue et strictement monotone
sur f(I), de méme monotonie que f.

39. En particulier, f admet un minimum et un maximum.
40. Le segment peut étre réduit & un point : par exemple, en prenant la fonction f constante
égale a 1 sur R, f([0,1]) = {1} ot {1} est le segment réduit a un point.
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2.7 Continuité par morceaux

Définition

Soient n € N*| a et b deux réels tel que a < b.
On appelle subdivision de [a,b] toute famille (xg,...,z,) € [a,b]""! telle
que:a=z9g< T <...<xH =D

On appelle pas de la subdivision le réel strictement positif
max (Tjr1 — x;)-

iG[[O,nfl]]( o 1)

Lorsque toutes les différences x;41 —x; sont égales, on dit que la subdivision

est réguliere.

Définition

Soient a et b deux réels tel que a < b et f une fonction de [a, b] vers K.

On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] si f est continue sur
[a,b] sauf en un nombre fini (éventuellement nul*') de points en lesquels f
admet une limite a droite et a gauche c’est-a-dire s’il existe n € N* et une
subdivision (zg, ..., z,) de [a,b] tels que f est continue sur chaque |z;, 21|

et admet 42 des limites finies & droite en z; et & gauche en x;, 1.
| |
| |
|
\ \
\ \ \
o ‘ \
| | +\/
\ \
\ \
! \ ) \
y L ‘ » L ‘
T A ‘ ‘ ‘ —r ‘
1 2 3,4 5 6 7 |
Ty =a T T2 r3=>
Une fonction continue par morceaux ... ... et une qui ne l'est pas.

41. Cette précision permet de voir immédiatement qu’une fonction continue est continue par
mMmorceaus.

42. On peut écrire plus simplement f admet des limites finies a droite et & gauche en chaque x;
mais il faut alors préciser qu’en g = a et x,, = b, f n’admet respectivement qu’une limite a droite
et a gauche. Cette limite finie de f a droite et & gauche en chaque x; n’est pas nécessairement
égale & f(x;).
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On peut aussi formuler la définition de la fagon suivante : f est continue par
morceauz sur [a,b] s’il existe n € N* et (xq,...,x,) une subdivision de [a, b] tels
que pour tout ¢ € [0,n—1], la restriction de f a |a;, x;41] est continue sur |x;, x;41]
et prolongeable par continuité en z; et z;11.

La fonction partie entiere est par exemple continue par morceaux sur tout segment
[a,b]. En revanche, la fonction z +—— %, certes prolongeable en 0 par un réel
quelconque, n’est pas continue par morceaux sur [0,1] car ce prolongement est

impossible par continuité.
Théoréeme
Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction de [a,b] vers K

continue par morceaux sur [a,b]. Alors f est bornée*® sur [a, b].

La notion de continuité par morceaux peut s’étendre a tout intervalle de R comme
le précise la définition suivante.

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On dit que f est continue par morceaux sur I si f est continue par morceaux
sur tout segment inclus dans 1.

2.8 Continuité uniforme et fonction lipschitzienne

Rappelons tout d’abord la définition de la continuité sur un intervalle : f est conti-
nue sur I'si:Veel, Ve>0, 3a>0, Vyel, [zt -yl <a=|f(z) - f(y)| <e.

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On dit que f est uniformément continue sur I si

Ve >0, 3a>0, V(z,y) € I?, |z —y| < a=|f(z) — fy)] <e.

Contrairement & la définition de la continuité, le o ne dépend** pas du point
choisi dans I mais ne dépend que du ¢.

43. mais n’atteint pas nécessairement ses bornes. Par exemple la fonction

0,1 — R
[ { z siz€[0,1] est continue par morceaux et bornée sur [0,1]
T — .
0 siz=1
mais ne peut atteindre son maximum en ’absence de ce dernier.
44. c’est-a-dire pour la continuité, la valeur de « est a priori modifiée & chaque nouvelle valeur
de x dans I contrairement & la continuité uniforme ol cet « est le méme pour tous les x dans I.
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Toute fonction uniformément continue sur I est continue sur I mais la réciproque
est fausse : par exemple, la fonction x + x? est continue sur R, mais n’est pas
uniformément continue sur R .

La somme de deux fonctions uniformément continues, le produit d’une fonction
uniformément continue par un complexe et la composée de deux fonctions unifor-
mément continues *° sont uniformément continues.

En revanche, le produit de deux fonctions uniformément continues n’est pas né-
cessairement uniformément continue : prenons par exemple la fonction f : x — z.
Alors f est uniformément continue sur R, mais, comme on 'a déja remarqué plus
haut, f2 : z — 22 n’est pas uniformément continue sur R

Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K et K € R,
On dit que f est K-lipschitzienne sur I si

Y(z,y) € I?, | f(z) — f(y)| < K|z —yl.

On dit que f est lipschitzienne sur I s’il existe K € Ry tel que f est
K-lipschitzienne sur I.
On dit que f est contractante sur I sl existe K € [0,1] tel que f est
K-lipschitzienne sur I.

Théoreme

Soient I un intervalle de R et f une fonction lipschitzienne de I vers K.
Alors f est uniformément continue sur I.

La réciproque du théoreme ci-dessus est fausse.
Par exemple la fonction f : x —— /2 est uniformément continue sur R} mais
n’est pas lipschitzienne.

Théoréme de Heine

Toute fonction continue sur un segment [a,b] est uniformément continue
sur ce segment.

2.9 Dérivabilité

45. a condition que la définition de cette composée soit possible c’est-a-dire que 'intervalle
d’arrivée de 'une soit incluse dans celui de départ de I'autre.
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Définition
Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a € I.

f@)=f(a) f(a)

On dit que f est dérivable en a si , appelé taux d’accroissement

de f entre a et x, admet une limite finie lorsque z tend vers a.
Cette limite est alors notée f’(a) et appelée nombre dérivé de f en a.

Lorsque f est dérivable en tout point de I, on appelle dérivée de [ la
I — K

. , / 7 . 7.
fonction notée f’ définie par f’ : { r —s f(2)

Théoreme
Soient I un intervalle de R, f une fonction de [ vers K et a € I. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est dérivable en a.
(ii) M admet une limite finie lorsque h tend vers 0.
(iii) 1 ex1bte ¢ € R et une fonction € de I vers K tels que 1igns =0et

pour tout réel A vérifiant a + h € I,
fla+h) = f(a) + th + he(h).

Lorsque f est dérivable en a, le réel ¢ du (iii) est f'(a) et 'égalité
fla+h)= f(a) + f'(a)h + he(h)
est appelée développement limité de f a ’ordre 1 en a.

Théoréme

Soient [ un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers K dérivable
en a. Alors f est continue en a.

La réciproque de ce théoréme est fausse 6 comme le montre I'exemple de la fonction

valeur absolue qui n’est pas dérivable en 0.

46. Il existe méme des fonctions continues en tout point de R et dérivables en aucun point
R — R

de R. C’est le cas par exemple de la fonction : N Z 1 cos 3n qui utilise la notion

de série de fonctions.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers K dérivable
en a.
Alors f dérivable en a si, et seulement si, Re(f) et Im(f) sont dérivables
en a.

De plus, dans ce cas, on a f'(a) = (Re(f))/(a) + 4 (Im(f))l(a)~

Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a un point
intérieur *7 de 1.

On dit que f est dérivable a gauche en a si admet une limite finie

lorsque x tend vers a™. Cette limite est alors notée f,(a).

On dit que f est dérivable da droite en a si f@=Fa) admet une limite finie

r—a

lorsque x tend vers a*. Cette limite est alors notée f/(a).

f(@)—f(a)

Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de [ vers K et a un point intérieur
de I.

Alors f dérivable en a si, et seulement si, f est dérivable a gauche et a
droite en a avec f;(a) = fj(a).

Les trois théoremes qui suivent établissent les opérations sur les fonctions déri-
vables.

Théoréeme
Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K, dérivables
sur I, et A € K. Alors

o \f + g est dérivable sur I et (\f +g) = \f'+g'.

e fg est dérivable sur I et (fg) = f'g+ f¢'.
f

/
e Si g ne s’annule pas sur I, i est dérivable sur I et (—) =
g g

47. On peut aussi choisir comme hypotheése I intervalle ouvert de R et prendre alors un point
quelconque a de I.
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L'k

Théoréme

Soient I et J deux intervalles de R, f une fonction de I vers R telle que
f(I) C J et g une fonction de J vers K.
Si f est dérivable sur I et g dérivable sur J, g o f est dérivable sur I et

(gof) =(g'of) x f.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, J = f(I) et f une fonction de I vers R bijective
de I sur J et dérivable sur I.
Si f’ ne s’annule pas sur I, alors f~! est dérivable sur .J et

1y 1
(f ) *f/of—l'

ypotheése « f’ ne s’annule pas sur I » est essentielle.

Par exemple la fonction f : x — 22 est dérivable sur Ry mais f~! : 2 — /z
n’est pas dérivable sur Ry car non dérivable en 0.

2.10 Fonctions de classe 6"

Définition

Soient k£ € N, I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On dit que f est k fois dérivable*® sur I si on peut déterminer sur I les
dérivées successives de f jusqu’a sa dérivée k-iéme*® notée (%),

Définition

Soient k € N, I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.

On dit que f est de classe €% sur I si f est k fois dérivable sur I et f(*)
est continue sur I.

On dit que f est®® de classe €> sur [ si, pour tout k € N, f est de classe
®F sur I.

On note®! 6*(I,K) (respectivement €>(1, K)) I’ensemble des fonctions
de classe B* (respectivement de classe €°°) sur I.

48.
49.
50.

Pour k = 0, f(O) = f est appelée dérivée d’ordre 0 (ou dérivée 0-iéme) de f.
ou dérivée d’ordre k.

On dit aussi f est indéfiniment dérivable.

. En particulier 8°(I,K) désigne 'ensemble des fonctions continues sur I.
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Comme la dérivabilité implique la continuité, si f est k fois dérivable sur I, f,

£ f" . f*Y sont continues sur I mais la continuité de f*) sur T n’est pas

assurée. R - R

Par exemple, on peut montrer que la fonction f : L { z3 sin(w%) siz#0
0 sinon

est dérivable sur R mais f’ n’est pas dérivable sur R car non dérivable en 0.

Théoréme

Soient k € N, A € K, I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K,
de classe 6% (respectivement €>°) sur I.
Alors A\f + g est de classe 6% (respectivement €>°) sur I et

(A +9)® = Af® 4.

Théoréme (formule de Leibniz)

Soient k£ € N, I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K, de
classe 6% (respectivement €°°) sur I.
Alors fg est de classe €% (respectivement ) sur I et on a la formule de

Leibniz suivante : X
AN ,
(k) — (@) g (k=)
(f9) ;:0 (Z>f g

Si g ne s’annule pas sur [, 2 est de classe 6" (respectivement €>°) sur 1.
g

Théoréme

Soient k € N, I un intervalle de R, J = f(I) et f une fonction de I vers R
bijective °2 de I sur J et de classe €* (respectivement de classe 6°°) sur 1.

Si f’ ne s’annule pas sur I, alors f~! est de classe 6% (respectivement de
classe 6°°) sur J.

2.11 Extremum local

Dans cette section, les fonctions sont a valeurs réelles.

52. C’est notamment le cas si f est continue et strictement monotone sur I.
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Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a € I.
On dit que f admet un maximum local en a si

Ja>0,Veel, |[z—a|l <a= f(z) < f(a).
On dit que f admet un minimum local en a si
Ja>0, Ve el, |[zx—a| <a= f(x) > f(a).

On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum ou
un minimum local en a.
On dit que a est un point critique de f si f est dérivable en a et f/(a) = 0.

Théoréme (condition nécessaire d’un extremum local)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point
intérieur °3 de I. Si f est dérivable en a et admet un extremum local en a
alors a est un point critique de f.

L’hypothése « a point intérieur de I » (ou bien « I intervalle ouvert ») est fonda-
mentale pour assurer la validité du théoréme. Par exemple la fonction f : x —— x
est dérivable en 0 et 1, admet un minimum en 0, un maximum en 1 et pourtant
F'(0) £ 0 et f/(1) #0.

Une fonction f peut admettre un extremum en a sans étre dérivable en a. Par
exemple la fonction  — /= admet un minimum en 0 mais n’est pas dérivable

en 0.
[7}; 1] : ]53 n’admet

pas d’extremum et pourtant f'(0) = 0 et 0 est bien un point intérieur de [—1, 1].

La réciproque du théoreme est fausse : la fonction f : {

Théoréme (condition suffisante d’un extremum local)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et ¢ un point intérieur
de I. Si a est un point critique de f et f’ s’annule en a en changeant de
signe®*, alors f admet un extremum local en a.

53. On peut aussi supposer [ intervalle ouvert et prendre alors un point quelconque a de 1.

54. Dire que f’ s’annule en a en changeant de signe signifie f’ > 0 & gauche de a et f/ < 0 &
droite de a ou inversement c’est-a-dire : ou bien f’ > 0 sur un certain intervalle Ja—a, a[ (avec
a > 0) et f/ <0sur |a,a+a] (auquel cas f admet un maximum local en a) ou bien f/ < 0 sur un
certain intervalle Ja—a, af et f’ > 0 sur Ja, a+a[ (auquel cas f admet un minimum local en a).
Notons qu’il existe o > 0 tel que Ja — a, a[ et |a,a + «f soient bien inclus dans I car a est un
point intérieur de I.
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2.12 Théoremes relatifs a la dérivabilité

Dans cette section, les fonctions sont également a valeurs réelles.
Théoréeme de Rolle

Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction de [a,b] vers R,
continue sur [a, b], dérivable sur |a, b| et tels que f(a) = f(b).

Alors il existe (au moins) un réel ¢ dans ]a, b[ tel que f/(c) = 0.

Tres souvent, f est dérivable aussi en a et b mais cette hypotheése n’est pas néces-
saire pour la validité du théoreme.

En revanche, la continuité de f en a et b est indispensable.

Par exemple, la fonction f : x siz€[0,1[  estdérivable (donc

x .
0 sinon

continue) sur |0, 1[ avec f(0) = f(1) = 0 mais pour tout ¢ €]0,1[, f'(¢) =1 # 0.
Si on retire, dans les hypotheses du théoreme de Rolle, I'hypothese f(a) = f(b),
on obtient I’'égalité du théoreme qui suit.

Théoréme (égalité des accroissements finis)

Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction de [a,b] vers R,
continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b|.

Alors il existe (au moins) un réel ¢ dans |a, b[ tel que

f/(C) _ f(b?) : g(a)

Dans le théoréme suivant, les fonctions sont éventuellement a valeurs complexes.
Théoréme (inégalité des accroissements finis)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K dérivable sur I et
tels que |f’| est majorée par un réel K sur I.
Alors f est K-lipschitzienne sur I c’est-a-dire

V(x,y) € 127 }f(.%‘) _f(y)’ < K|$_y|

Dans le cas particulier d’'une fonction f de [a,b] vers R (avec a < b) continue sur
[a, b], dérivable sur ]a, b[ telle qu'il existe deux réels m et M vérifiant m < f/ < M,
on a alors

mlb - a) < f(8) — fla) < M(b— a).
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Les deux théoremes qui suivent caractérisent les fonctions constantes et monotones
sur un intervalle a I’aide de leurs dérivées sachant que le premier est valable pour
les fonctions a valeurs complexes.

Théoréme

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K dérivable sur I.
Alors f est constante sur I si, et seulement si, f’ est nulle sur I.

Théoréme

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R dérivable sur I.
Alors f est croissante (respectivement décroissante) sur I si, et seulement
si, f" est positive ou nulle (respectivement négative ou nulle) sur I.

Une condition nécessaire et suffisante de stricte monotonie & 'aide la dérivée est
plus subtile.

Enoncgons d’abord une condition suffisante.

Théoréme

Soient I un intervalle®® de R et f une fonction de I vers R dérivable sur I.
Si f’ est strictement positive (respectivement strictement négative) sur I,
sauf éventuellement en un nombre fini de points 56, alors f est strictement
croissante (respectivement décroissante) sur 1.

Ce théoreme est faux si I n’est pas intervalle.

. R* — R Ly . L
Par exemple la fonction f : { s s 1 est de dérivée strictement négative
xr
sur tout R* car pour tout z € R*, f'(z) = _?12 mais f n’est pas strictement

décroissante sur R* puisque f(—1) = -1 < 1= f(1).

Le théoréme qui suit donne enfin une condition nécessaire et suffisante de stricte
monotonie.

55. On rappelle que tous les intervalles de ce chapitre sont non vides et non réduits & un point.
56. En particulier, si f’ est strictement positive (respectivement négative) sur tout I, f est
strictement croissante (respectivement décroissante) sur I.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R dérivable sur I de
dérivée positive (respectivement négative) sur I.

Alors f est strictement croissante (respectivement strictement décroissante)
sur I si, et seulement si%", {[a,b] C I, a <b, tel que f' =0 sur [a,b]} = 0.

Enoncons enfin le théoréme de la limite de la dérivée également appelée théoréme
de dérivabilité d’un prolongement.
Théoréme de la limite de la dérivée

Soient I un intervalle de R, a € I, f une fonction de I vers R continue sur
I et dérivable sur I'\{a}.
Si lim f'(x) = £ € R alors®® f est dérivable en a et f(a) = L.
TFa
f(z) — f(a)

95 = @ T—a

Si lim f'(z) = £ € {—o0, +00} alors
rFa
présente une tangente verticale au point de coordonnées (a, S (a)).

¢ et le graphe de f

Ne pas confondre les deux éventuelles limites lim f'(z) et lim M.
s ;’; z—a T —a

La premiere est liée a la continuité de f’ en a tandis que la seconde concerne la
dérivabilité de f en a.
D’autre part, la limite lim f'(x) peut ne pas exister, auquel cas le théoréme ne

z#a
permet pas de conclure quant a la dérivabilité de f en a.

Enfin, on n’utilise parfois ce théoréme pour des limites a droite ou & gauche. En
reprenant les mémes premieres hypotheses du théoreme précédent, si cette fois-ci
lim f'(z) = £ € R alors f est dérivable & gauche en a et f;(a) = £.

z<a

2.13 Convexité

Dans cette section, toutes les fonctions sont a valeurs réelles.
Pour tout (a,b) € R?, on rappelle®® que le segment [a,b] = {z € R,a < z < b},
ensemble qui peut également s’écrire sous la forme

[a,0) = {(1 — Na + \b; A € [0,1]}.

57. c’est-a~dire f’ n’est la fonction nulle sur aucun segment [a,b] C I.
58. c’est-a-dire f dérivable en a et f’ continue en a.
59. Cf. en particulier la note 15 page 35.
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On rappelle aussi que si f est une fonction d’un intervalle I de R vers R, le graphe
de f est la partie du plan noté I'y définie par

Iy ={(z,y) ER*, ze€lety=f(z)}.
Rappelons enfin qu'une partie E du plan est conveze si pour tout (4, B) € E?,
[A,B] C E.
Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

On appelle corde de f tout segment [A,B] du plan ou A(a, f(a)) et
B(b, f(b)) avec (a,b) € 1%,

On appelle sécante de f toute droite (AB) du plan ou A(a,f(a)) et
B(b, f(b)) avec a et b deux points distincts de 1.

On appelle épigraphe de f la partie du plan notée F]Z" définie par
F;r = {(z,y) € R zelety> flx)}.

Une corde de f est donc une partie du plan de la forme

{((1 — N+ b, (1= A\ f(a) + Af(B)); A € [0, 1]}

ou (a,b) € I%.
Définition

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.
On dit que f est conveze sur I si son graphe est situé en dessous de toutes
ses cordes c’est-a-dire si

V(a,b) € I?, YA € [0,1], f((1=A)a—+Ab) < (1—X)f(a)+ Af(b).

6

On dit que f est concave® sur I si son graphe est situé au-dessus de toutes

ses cordes c’est-a-dire si

V(a,b) € I, YA € [0,1], f((1—A)a+Ab) = (1 —\)f(a) + Af(b).

Théoreme
Soient [ un intervalle de R, a et b deux points de I avec a < b et f une
fonction de I vers R, convexe sur I.

Alors le graphe de f est situé en dessous de sa sécante sur [a, b] et au-dessus
a lextérieur de [a, b].

60. On remarquera que f concave équivaut & —f convexe et que les seules fonctions a la fois
convexes et concaves sont les fonctions affines.
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Théoréme (inégalité de Jensen)

Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

Si f est convexe alors pour tous points aq,...,a, de I et tous réels positifs
Aly..., Ap de somme égale a 1, on a

f <Z )\z‘ai> <Y Nif(ai).
=1 =1

Notons que 'on retrouve la définition de la convexité de f en prenant n = 2 dans
I’inégalité de Jensen.

Explicitons a présent des assertions équivalentes a la convexité d’une fonction.
Théoreme
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) f est convexe sur I.
(ii) L’épigraphe de f est une partie convexe du plan.

(iii) Pour tout a € I, la fonction® z +— W est croissante

sur I\{a}.

(iv) Pour tout (a, b,c) € I® tel que a < b < ¢, on a I'inégalité des pentes®?

suivante :
1) = (@) _ )= (@) _ )= £(b)

~ ~
b—a c—a c—b

Ajoutons a présent une hypothése supplémentaire de dérivabilité a la convexité.
Théoréme
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers R dérivable sur I.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est convexe sur I.

(ii) f’ est croissante % sur I.

(iii) Le graphe de f est situé au-dessus de toutes ses tangentes 4.

61. On pourrait 'appeler fonction pente d’origine A car elle modélise la pente de la sécante
(AX) ou A(a, f(a)) et X(z, f(x)).

62. appelée également lemme des trois pentes.

63. assertion équivalente & f’’ positive sur I si f est deux fois dérivable sur I.

64. c’est-a-dire : pour tout a € I, pour tout = € I, f(z) = f(a) + f'(a)(z — a).
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Définition

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R et a un point
intérieur ° de I. On dit que f admet un point d’inflexion en a si le graphe
de f traverse sa tangente %6 au point (a, f(a)).

Théoréme (condition nécessaire d’un point d’inflexion)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R deux fois dérivable
sur I et a un point intérieur de I.
Si f admet un point d’inflexion en a alors f”(a) = 0.

La réciproque de ce théoréme est fausse. Par exemple la fonction f : z — 2

vérifie f”/(0) = 0 mais f n’admet pas de point d’inflexion en 0.
Théoréme (condition suffisante d’un point d’inflexion)

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers R deux fois dérivable
sur I et a un point intérieur de I.

Si f” s’annule en a en changeant de signe %7 alors f admet un point d’in-
flexion en a.

2.14 Comparaison asymptotique
Définition

Soient %8 I un intervalle de R, f et g deux fonctions % de I vers K et a un
point 70 de I ou une extrémité finie ou infinie de I.

On dit que f est dominée par g au voisinage de a s’il existe un voisinage
de a et une fonction h de I NV vers K, bornée sur I NV tels que f = hg
sur I NV. On éerit ™t 72 alors f = O(g) ou f(z)xiaO(g(:z:)).

65. Cf. notes 47 et 53 pages 51 et 54.

66. c’est-a-dire f change de convexité en a : f est par exemple convexe a gauche de a et concave
a droite de a ou inversement.

67. Cf. note 54 page 54 en remplagant f’ par f”.

68. Les définitions de cette section sont définies, comme dans tout le chapitre, sur un intervalle
sachant qu’elles s’étendent & des ensembles qui ne sont pas nécessairement des intervalles mais
des parties quelconques de R non vides et non réduit a un point.

69. On peut étendre cette définition, ainsi que les deux suivantes, a des fonctions définies au
moins au voisinage de a.

70. On peut aussi dire : soit a un point de R U {—o0, +oo} adhérent a I..

71. Se lit « f est un grand O de g au voisinage de a ».
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Méme si au premier abord, cette définition (et surtout la notation) peuvent paraitre
délicates, le théoreme qui suit en facilite la compréhension.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K et a un
point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. On suppose de plus que
g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Au voisinage de a, f = O(g).

(ii) g est bornée au voisinage de a.

(iii) @ Si a est un réel :
Ja>0, IKeRy, Vzel, [z —a| <a=|f(z)| < K |g(z)].
e Si™a=+o00:

JA>0, IKeRy, Vzel, 2> A= |f(z)| < K|g(z)|.

Par exemple, au voisinage de a, f = O(1) signifie f bornée au voisinage de a.
Comme expliqué dans la note 71, il faut bien comprendre que la notation n’est
pas a prendre au sens d’une vraie égalité. Par exemple, au voisinage de tout réel,

sin(z) = O(1) et cos(z) = O(1) mais les fonctions sinus et cosinus sont pourtant
distinctes.

Toujours dans le méme état d’esprit, au voisinage d'un a, O(g) — O(g) # 0 mais ™
O(g) — O(g) = O(g)-

La relation de domination n’est pas non plus symétrique : par exemple, au voisinage
de +00, 1 = O(1) mais 1 n’est pas un O (1).

Par la suite, au voisinage d’un point a, ’écriture O(g) désignera dans toute égalité
n’importe quelle fonction dominée par g au voisinage de a.

72. ou méme plus simplement : au voisinage de a, f = O(g). On emploie aussi parfois la
notation f < g ou f(z) < g¢(z). Bien qu’historiquement, la notation < fut introduite comme
—a

a x
symbole de substitution pour la relation de domination, elle reste encore parfois utilisée pour
noter la relation de négligeabilité.
73. Dans le cas a = —oo, remplacer x > A par x < A.
74. 11 faut penser en ces termes : une fonction dominée par g au voisinage de a moins une
fonction dominée par g au voisinage de a reste une fonction dominée par g au voisinage de a.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f, g et h et k quatre fonctions de I vers K et
a un point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. Alors, au voisinage
de a,

esi f=0(g) et g=O(h) alors f = O(h);
esi f =0(h) et g=O(h) alors f+ g = O(h);
esi f =O0(h) et g =0O(k) alors fg = O(hk).

Définition
Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K et a un point
de I ou une extrémité finie ou infinie de I.

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe un voisi-
nage de a et une fonction € de I NV vers K tels que f =eg sur INV avec
lime = 0.

a

On écrit ™ alors f = o(g) ou f(z)

o(g(x)).

T—ra

Comme pour la relation de domination, explicitons immédiatement le théoréme
permettant de clarifier cette notion.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K et a un
point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. On suppose de plus que
g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Au voisinage de a, f = o(g).

lim L = 0.
(ii) 1;119 0

(iii) @ Si @ est un réel :
Ve>0, 3a>0, Ve e, |z —a| <a = |f(z)| <e|g(z)].
¢ Si" g =400

Ve>0,3A4>0,Vzel, z>A=|f(z) <e|g(z)|

Par exemple, au voisinage de a, f = o(1) signifie lim f = 0.

75. ou plus simplement : au voisinage de a, f = o(g). Cette fausse égalité se lit « f est un petit
o de g au voisinage de a ».
76. Dans le cas a = —oo, remplacer z > A par x < A.
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Comme pour la relation de domination, il faut bien comprendre que cette notation
n’est pas une vraie égalité.

Par exemple, au voisinage de +oo, x = o(em) et In(z) = o(e“’) mais les fonctions
In et  — x sont distinctes.

De méme, au voisinage d’'un a, o(g) — o(g) n’est pas égal & 0 mais reste un o(g).
Par la suite, au voisinage d’un point a, 'écriture o(g) désignera dans toute égalité
n’importe quelle fonction négligeable devant g au voisinage de a.

Théoreme

Soient I un intervalle de R, f, g et h et k quatre fonctions de I vers K et
a un point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. Alors, au voisinage

de a,
o 5i f = ofg) alors f = O(g):
esi f =o0(g) et g=o0(h) alors f = o(h);
esi f =o(h) et g=o(h) alors f +g=o0(h);
e si f =o(h) alors fg = o(gh);
e si f =o(h) et g =o(k) alors fg = o(hk);
° gnf ¢ € K si, et seulement si, au voisinage de a, f = ¢+ o(1).

Le théoreme qui suit permet en particulier de réécrire le théoréme des croissances
comparées étudié en classe de Terminale a I’aide de cette relation de négligeabilité.

Théoréme
Au voisinage de +00, on a

e pour tout a € R, =% = o(ez) ;

e pour tout (a,3) € RL x R, Inf(z) = o(z);

e pour tout (a, ) € R? tel que a < 3, 2% = 0(955).
Au voisinage de 0, on a

1
e pour tout (a, ) € R} xR, In?(z) = o (x_a) :

e pour tout (a,3) € R? tel que a < 3, 2° = o(xa).

Définition

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a s’il existe un voisinage
de a et une fonction k de I NV vers K tels que f = kg sur I NV avec
limk = 1. On écrit alors f ~ g ou f(z) ~ g(x).

a a r—ra
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K et a un
point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. On suppose de plus que
g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f~g

o S

ii) lim = = 1.

(i) tin 2

(iii) Au voisinage de a, f = g + 0o(g).

Théoréme

Soient I un intervalle de R, f, g et h et k quatres fonctions de I vers K et
a un point de I ou une extrémité finie ou infinie de I. Alors

e la relation ~ est une relation d’équivalence ;
a

e si f~galors f =0(g) et g=0(f);
e si f~hetgn~kalors fg~ hk;

e sif~getfetga valeurs réelles alors f et g ont méme signe”” au
a

voisinage de a;
e silimf=/¢cKavecl#0alors f ~ /;
a a
e si f ~get fetga valeurs réelles strictement positives ™® alors, pour
a
tout a € R, f* ~ g%;
a
esif~get™limg="/alors limf=1¢;
a a a

e si f, g et h sont a valeurs réelles et vérifient f < g < h avec f ~ h alors
a

g~ I

f ~ g n’est pas équivalente a im(f — g) = 0. Par exemple 22 + 2 ~ 22 mais
a a r—r+00

22 + 2 — 22 =  tend vers +00 (et non vers 0) quand x tend vers +oc.

77. Clest-a-dire si f ~ g et g > 0 (respectivement g < 0) au voisinage de a alors f > 0
a

(respectivement f < 0 au voisinage de a.
78. au moins au voisinage de a.
79. y compris, dans le cas de fonctions & valeurs réelles, £ € {—o0, +00}.



Comparaison asymptotique (cas des suites) 65

Les équivalents ne sont pas compatibles avec la somme : si f ~ h et g ~ k, on ne
a a
peut pas en déduire que f + g est équivalente a h + k en a.

Par exemplex+1 ~ zetl—2 ~ 1—zxmaisxzx+1+4+1—x=2n’est pas
r— 400 Tr—r+00

équivalent a ¢ +1 —x =1 en +o0.

Si f et g possedent la méme limite en a, on ne peut pas en déduire que f est

équivalente a ¢ au voisinage de a.

Parexemple lim In(z) = +ooet lim 2% = 400 mais In(x) n’est pas équivalente
T—+00 r—+00

a 22 au voisinage de +oo.

2.15 Comparaison asymptotique (cas des suites)

Cette section est une rapide adaptation aux suites de la section précédente et ne
contient donc aucune remarque.

Définition
Soient (uy) et (v,) deux suites réelles ou complexes.

On dit que (u,) est dominée par (v,) s’il existe une suite (b, ) bornée telle
que u, = b,v, a partir d'un certain rang.

On écrit alors® u,, = O(vy,).

Théoréme

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles ou complexes. On suppose de plus
que (v,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) up = O(vy,).

..\ Un P . .
(ii) — est bornée a partir d’un certain rang.
n

(iif) IN e N, K e Ry, Vn e N, n > N = |u,| < K |v,].

Théoréme

Soient (un), (vn), (n) et (y,) quatre suites réelles ou complexes. Alors
o si u, = O(vy,) et v, = O(z,,) alors u, = O(z,);
e si u, = O(x,) et v, = O(x,) alors u, + v, = O(x,);

o si u, = O(x,) et v, = O(y,) alors u,v, = O(x,yn).

80. Se lit « uy est un grand O de vp ».
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Adaptons aux suites la relation de négligeabilité.
Définition
Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles ou complexes.

On dit que (uy,) est négligeable devant (v,) s’il existe une suite (&,,) conver-
geant vers 0 telle que u,, = €,v, a partir d'un certain rang.

On écrit alors 8t wu,, = o(v,).

Théoréme

Soient (u,) et (vy) deux suites réelles ou complexes. On suppose de plus
que (v,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) up = o(vp)-

(i) lim -2 =o.

n—-+o0o Un,

(i) Ve > 0, IN e N, Vn e N, n > N = |u,| < € |vy|.

Théoréme

Soient (un), (vn), (@n) et (yn) quatre suites réelles ou complexes. Alors
vyp) alors u, = O(vy,) ;

vp) et v, = o(x,) alors u, = o(x,);

(
®siu, =0
®siu, =0

o)
o)

(
(
(2n,) et v, = o(xy,) alors u, + v, = o(xy);
(

® siu, =
o si u, = o(xz,) et v, = o(yy,) alors u,v, = o(x,yn);
e lim wu, =/{¢cKsi, et seulement si, u, = £+ o(1).
n—-+oo
Théoréme

e Pour tout réel a, n® = o(e") ;

e pour tout (a, ) € R} xR, In®(n) = o(n®);

e pour tout (a, ) € R? tel que a < B, n® = o(nﬂ) ;
e pour tout réel a, n® = o(n!) et a™ = o(n!);

en!= o(n").

81. Se lit « uy, est un petit o de vy ».
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Définition
Soient (uy) et (v,) deux suites réelles ou complexes.

On dit que (u,) est équivalente a (v,) 8l existe une suite (k, ) convergeant
vers 1 telle que u,, = k,v, a partir d’un certain rang.

On écrit alors u,, ~ v, OU Uy ~ Uy,
n—-+oo

Théoréme

Soient (u,) et (vy,) deux suites réelles ou complexes. On suppose de plus
que (v,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
(1) wp, ~ vp.
Un

(i) lm —=1.

n—-+o0o Un

(iii) up, = vy + 0(vy).

Théoréeme

Soient (uy,), (vn), (z,) et (yn) quatre suites réelles ou complexes. Alors

e la relation ~ est une relation d’équivalence ;

o si u, ~ v, alors u, = O(v,) et v, = O(uy);

o siu, ~ x, et v, ~y, alors u,v, ~ T, Y, ;

o siu, ~ v, et (u,) et (v,) sont des suites réelles alors u,, et v, ont méme

signe 82 & partir d’un certain rang;

e si lim w, =/¢cK avec £ +# 0 alors u, ~ {;
n—-+00
o siu, ~ v, et (u,) et (v,) sont des suites réelles strictement positives 53

alors, pour tout o € R, us ~ v ;

o siu, ~v,et? lim v, =/falors lim wu, =~/;
n—-+oo n—-+4oo

o si(uy), (v,) et (x,) sont des suites réelles et vérifient u,, < v,, < z,, avec
Uy, ~ X, alors v, ~ Uy,.

82. c’est-a-dire si up ~ vy et v, > 0 (respectivement v, < 0) alors u, > 0 (respectivement
un < 0) & partir d’un certain rang.

83. au moins & partir d’un certain rang.

84. y compris, dans le cas d’une suite réelle, £ € {—oo, +o0}.
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Théoréme (formule de Stirling)

n! ~n"e "V 2mn.

2.16 Développements limités
Définition

Soient n € N, I un intervalle de R, f une fonction®> de I vers K et a un
point 86 de I ou une extrémité finie de I.

On dit que f admet 87> 88 un développement limité a I'ordre n en a s’il existe
(ag,...,a,) € K" tel que, au voisinage de a,

f@)=ao+ai(z—a)+- +ap(z—a)" +o((x —a)").

Le terme®® ag+a1(x —a)+- - +an(x —a)™ est alors appelé partie réguliére
du développement limité a l'ordre n de f en a.

Un développement limité est donc une approximation locale d’une fonction au
voisinage d’un point par un polynome.
Dans le cas particulier a = 0, on dit que f admet un développement limité a 1’ordre
n en 0 8'il existe (ag, ...,a,) € K" tel que, au voisinage de 0,

f(@) =ao+ a1z + -+ apz” +o(z").
c’est-a-dire, au voisinage de a,

f(z) — (ao +ajx+ -+ anx") = o(x").

Comme l'explique le théoréme qui suit, la partie réguliere d’'un développement
limité d’une fonction en un point & un certain ordre est unique ?° et d’autre part,
on peut toujours se ramener a un développement limité en 0.

85. Comme pour les définitions des o, O et ~, on peut simplement supposer que f est définie
au voisinage de a.

86. On pourrait aussi dire : soit a € R adhérent a I.

87. On emploie aussi I’expression développement limité a 'ordre n au voisinage de a.

88. Il existe des fonctions n’admettant de développement limité en aucun réel a n’importe quel
ordre : c’est le cas par exemple de la fonction caractéristique de QQ appelée également fonction
de Dirichlet (définie dans la note 32 page 42) qui n’est continue en aucun point de R.

89. Le o((z —a)™) qui désigne une fonction négligeable devant (z —a)™ est parfois appelé reste
du développement limité de f a 'ordre n en a.

90. On dira méme qu’un développement limité d’une fonction en un point a un certain ordre
est unique. On parlera ainsi par la suite du développement limité d’une fonction en un point a
un certain ordre.
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Théoréme

Soient n € N, I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a un point
de I ou une extrémité finie de I.

1. Si f admet un développement limité a I’ordre n en a, sa partie réguliere
est unique.

2. f admet un développement limité a I’ordre n en a si, et seulement si, la
fonction g : h — f(a + h) admet un développement limité & l'ordre n
en 0.

Théoréme
Soient n € N, I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a un point
de I ou une extrémité finie de I.

Si f admet en a le développement limité a l'ordre n,

fl@)=a+ar(x—a)+- - +ap(z—a)” +0<(:c — a)”)
avec les aj non tous nuls?! alors

k

o f(z) ~ ap(x—a)® ol ap # 0 est le premier coefficient non nul du

r—ra
développement limité 2.

e [ admet en a un développement limité a tout ordre p < n, appelé
troncature du développement limité de f a lordre p, défini par

f(@)=ao+ai(z—a)+ - +ap(z —a)’ + o((z — a)?).
Cette troncature est possible car, au voisinage de a,
ap1(z —a)P - 4 ap (= a)" = o((z — a)?).

Les termes aprés a,(x — a)? n’ont donc pas disparu, ils sont tous négligeables
devant (x — a)? au voisinage de a.

91. Il existe des fonctions non nulles admettant en un point un développement limité
dont la partie réguliere est nulle & tout ordre : c’est le cas par exemple de la fonc-

R — R
tion f : NN { e—1/2% g 1 #0 qui vérifie au voisinage de 0, pour tout n € N,
0 sinon

f(z) = ofz™).

92. En particulier f(x) est du signe de ay(z — a)*

au voisinage de a.
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Théoréme

Soit f une fonction d’une variable réelle a valeurs dans K admettant un
développement limité d’ordre n € N en 0.

Si f est paire (respectivement impaire), alors la partie réguliere de ce dé-
veloppement limité ne contient que des termes d’exposants pairs (respecti-
vement impairs).

Théoreme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a € I. Alors %

e f est continue en a si, et seulement si, f admet un développement limité
a lordre 0 en a.
Dans ce cas, au voisinage de a, f(x) = f(a) + o(1).

e f est dérivable en a si, et seulement si, f admet un développement
limité a ’ordre 1 en a.
Dans ce cas, au voisinage de a, f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + o((z — a)).

Théoréme (primitivation d’un développement limité)

Soient n € N*, [ un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers K
continue au moins au voisinage de a de sorte qu’elle admet une primitive F’
au voisinage de a.

Si f admet en a le développement limité a I'ordre n—1

@) = i ar(z — a)* + o(z — a)"*l)
k=0

alors F' admet en a le développement limité %4 & T’ordre n

(x — a)kt?
F(x) +Zk P +o((z—a)").

93. Ce théoréme n’est pas vérifié & un ordre supérieur : il existe des fonctions admettant par

exemple un développement limité d’ordre 2 en un point sans étre deux fois dérivable en ce point.
R — R
C’est le cas en 0 de la fonction f : s s { 3 sin(x%) siz#0 qui vérifie au voisinage
0 sinon

de 0, f(x) = o(zQ) mais qui n’est pas deux fois dérivables en 0 puisque f’ n’est méme pas continue
en 0.

94. obtenu par intégration « terme & terme » sans oublier d’ajouter F'(a).
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En revanche, si f est une fonction dérivable sur I admettant un développement li-
mité & 'ordre n € N* en a € I, f’ n’admet pas nécessairement % un développement
limité a 'ordre n—1 en a. Il suffit pour s’en convaincre de reprendre ’exemple de
la fonction f définie dans la note 93 : f, dérivable sur R, admet un développement
limité & lordre 2 en 0 mais, en utilisant le théoréme page 70, f’ n’admet pas de
développement limité & lordre 1 en 0 car f’ n’est pas dérivable (car méme pas

continue) en 0.

Le théoreme qui suit permet d’obtenir, le cas échéant avec l'aide de celui qui
précede, les développements limités des fonctions usuelles.

Théoréme de Taylor-Young

Soient n € N, I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et a € I.
Si% f est n fois dérivable en a, alors f admet en a le développement limité
a lordre n

() (g
flx) = Z fk—'()(x —a)* + 0((3: — a)")
c’est-a-dire =0 .

f(a)

n!

(x—a)+---+ (x—a)" +o((z —a)").

Rassemblons dans les deux théorémes suivants les développements limités en 0 des
fonctions usuelles.

Théoréme

Soit a € R. Au voisinage de 0, on a

1 = n x = xk n
17$:Zxk+o(:§) @ zzy—&—o(az)
k=0 k=0
n Lz .
1n(1+m)=k§::1(—l)k 1?+ (z™)
-1 R I 1
(1—|—x)a:1—|—oz3:—|—a( o1 )J:2+ ala=1) nfa nt )x"+o(a:”).

95. Il faut imposer une hypothese de régularité plus forte a f, du type de classe 6", afin que
I’implication soit vérifiée.

96. Ce théoréeme est le plus souvent formulé avec une hypotheése plus forte imposant f de classe
B" (voire méme de classe " T1) mais celle-ci n’est pas nécessaire et sert simplement & faciliter
sa démonstration.
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Théoreme
Au voisinage de 0, on a "

&« . 2k+1 ) L n ,
) = S0 o) o) =30 e

k=0 k=0
z3 5 n i xzk“ _—

tan(z) =z + 3 —I—O(x ) arctan(z) = kZ_O(—l) T -+ (m )

z”: p2k+1 ( ) +1) (_) n_ 2k ( ) )

™ ch(z) = + o(z="

Ces développements limités permettent de redémontrer en une ligne des limites
classiques : hm blllz(.l,) = lim “L+°(L) = hm (1 +0(1)) =1.
x—0

Théoréme

Soient A € K, f et g deux fonctions d’une variable réelle a valeurs dans K
admettant les développements limités a ’ordre n € N en 0 suivants :

f(z) = P(z) +o(2") et g(z)=Q(z)+o(z")
o (P,Q) € (K,[X])*. Alors
e \f + g admet un développement limité a I'ordre n en 0 dont la partie
réguliere est AP(z) + Q(x).
e fg admet un développement limité a 'ordre n en 0 dont la partie
réguliere est la troncature de P(z)Q(z) a lordre n.
e Si de plus f(0) = 0, alors g o f admet un développement limité a

Pordre n en 0 dont la partie réguliére est la troncature de (Q o P)(x) a
I’ordre n.

Si f(0) # 0, on peut aussi déterminer le développement limité en 0 du quotient %8
% =g X % en 0 en déterminant le développement limité en 0 de 'inverse %
r 1

~(1-af(@))

N 1 _ 1 _ — _ 1
En notant a = 7o), O & F =@ X 5y = =0 X 1T

onu:xz+—1—af(x).

Comme 4(0) =1 —af(0) =1—1=0, on peut utiliser le développement limité de
la composée de z — - avec u en 0 afin d’obtenir celui de % 7 et donc aussi celui

de 4 enO

97. Le développement limité de la fonction tangente en 0 n’est pas d’une forme simple, seul le
développement & ’ordre 3 est a connaitre.

98. 1l existe également une autre méthode pour déterminer le développement limité d’un quo-
tient en utilisant la division de polynomes suivant les puissances croissantes.
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Un développement limité peut également étre utile pour positionner le graphe
d’une fonction par rapport a ses tangentes comme ’explique le théoréme qui suit.

Théoréme (position locale par rapport aux tangentes)

Soient I un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers R admettant
en a le développement limité & l'ordre k& > 2

f(@) = ao+ai1(z — a) + ap(z — a)* + of(z — a)k)
avec? aj # 0. Alors

1. La tangente au graphe de f au point d’abscisse a a pour équation
y=ao+ai(z—a) et f(z)— (a+ai(z—a)) s ar(z — a)*.
2. Si k est pair, (z —a)¥ est positif et le graphe de f est situé au-dessus ou
en dessous de sa tangente au point d’abscisse a selon le signe de ay.
Si k est impair, (z —a)* change de signe au voisinage de a et le graphe
de f traverse sa tangente au point d’abscisse a : f admet alors un point
d’inflexion en a.

Un développement limité d’une fonction en un point peut aussi permettre de préci-
ser si ce point est un extremum local et sa nature (minimum ou maximum) comme
le montre le théoreme qui suit.

Théoréme (condition suffisante d’un extremum local)

Soient I un intervalle de R, @ un point intérieur '°° de I et f une fonction
de I vers R admettant en a le développement limité a ’ordre k > 2

f(@) = a0+ a1(z — a) + ar(z — a)* + o((z — a)¥)
avec 101 ay # 0. Alors

1. Si'02 g, £ 0, f n’admet pas d’extremum local en a.

2. Sia; =0, f admet un extremum en a si, et seulement si, k est pair.
De plus, dans ce cas :
e siayp > 0, f admet un minimum local en a ;

e si ap <0, f admet un maximum local en a.

99. On suppose donc pour f dans ce théoreme qu’un tel k, le plus petit entier supérieur ou
égal a deux tel que ap # 0, existe. Rappelons qu’il existe des fonctions non nulles qui ne vérifient
pas cette hypothése (cf. note 91 page 69).

100. On peut aussi prendre I intervalle ouvert de R et choisir alors a un point quelconque de I.
101. cf. note 99.

102. Par contraposée, si f admet un extremum local en a, a1 = f’(a) = 0 : on retrouve la
condition nécessaire d’un extremum local vu dans le théoreme page 54.
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K désigne R ou C.
Tout intervalle de R est supposé non vide et non réduit a un point.
On suppose pour tout segment [a, b], a < b.

Dans un souci pédagogique, on utilise le premier théoréme du chapitre (cf. note 1)
pour énoncer la définition de I'intégrale d’abord d’une fonction continue (cf. page 76)
puis d’une fonction continue par morceaux.

La derniére section de ce chapitre est destinée a ceux désirant un approfondisse-
ment et une définition équivalente de I'intégrale n’utilisant pas le premier théoreme
du chapitre.

3.1 Primitives

Définition
Soient I un intervalle de R et f une fonction de I vers K.
On appelle primitive de f sur I, notée [f(t)dt, toute fonction F de I

vers K, dérivable sur I et de dérivée égale & f sur I.
Théoreme

Toute fonction continue sur un intervalle de R admet au moins une primitive
sur cet intervalle *.

1. Ce théoréeme est généralement présenté comme un corollaire du théoréme fondamental de
l’analyse page 76. Cependant, il est possible de le démontrer sans ce dernier (mais en utilisant la
notion de convergence uniforme d’une suite de fonctions étudiée en 2° année). On montre d’abord
qu’on peut se restreindre & un segment [a, b], puis on montre que si (fy) est une suite de fonctions,
telle que chaque f,, est continue et admet une primitive sur [a, b], qui converge uniformément vers
une fonction f sur [a, b] alors f admet une primitive sur [a, b]. Comme tout polynéme posséde une
primitive sur [a, b], il suffit pour conclure d’appliquer le théoréme de Weiestrass : toute fonction
continue sur [a, b] est limite uniforme d’une suite de fonctions polynémes.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I vers K et F' une primitive
de f sur I.

Alors toute primitive de f sur I est de la forme F' 4+ X\ ou A € K.

Corollaire

Soient & € R, I un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers K.

Alors il existe une unique primitive F' de f sur I telle que F(a) = a.

Théoréme (primitives usuelles)

Soient a € R* et @« € R\{—1}. Alors & une constante prés, on a

o [t¥dt= sur RY et [ —dt =In|t| sur R} ou R*.
a+1 t

e dt = Psur R et /ln(t) dt = tIn(t) —t sur R%.

sin(t) dt = —cos(t) sur R et /cos(t) dt = sin(t) sur R.

sh(t ch(t) sur R et /ch(t) dt = sh(t) sur R.

/tan —In|cos(t)| sur | -5 + km, 5 + kn[ ol k € Z.

dt = arctan(t) sur R dt = arcsin(t) sur |—1, 1].

=

1+t2

3.2 Intégration d’une fonction continue

Théoréme

Soient I un intervalle de R, (a, b) € I? et f une fonction de I vers K continue
sur [.

Le scalaire F(b) — F(a), noté également [F (t)]z, est indépendant de la
primitive F' de f sur I choisie.
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Définition
Soient I un intervalle de R, (a,b) € I? et f une fonction de I vers K continue
sur I. On appelle 2> 3 intégrale de f de a a b le scalaire noté f; f(t)dt défini

par : f: ft)dt = [F(t)]z = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur I.

Remarquons dés & présent que [," f(t)dt = — fab ft)ydtet [ f(t)dt=0.
Théoréme fondamental de ’analyse *

Soient I un intervalle de R, a € I et f une fonction de I vers K continue
sur I. Alors® la fonction F : 2 — [ f(t)dt est une primitive de f sur I
et 'unique s’annulant en a.

3.3 Intégration d’une fonction continue
par morceaux
Définition
Soient I un intervalle de R, (a,b) € I? et f une fonction de I vers K

continue par morceaux sur I. On appelle intégrale de f de a da b, toujours
notée ff f(t)dt, le scalaire défini par

/abf(t) dt = n;l/gj Ft)dt

ol Tg, ..., %, sont les éventuels points de discontinuité® de f.

2. Lorsque a < b, on emploie aussi l'expression intégrale de f sur [a,b] notée f[a b f@t)de.

Cette formulation sera surtout utilisée dans le cadre du chapitre consacré aux intégrales généra-
lisées.

3. Pour ceux désirant une définition « constructive » de l'intégrale (cf. derniére section de ce
chapitre), ce résultat est en fait une conséquence du théoréme fondamental de I’analyse qui suit.

4. également appelé théoréme fondamental de l’intégration ou du calcul intégral.

5. Toute fonction continue sur I admet des primitives sur I. Mais elles ne sont pas toujours
exprimables & ’aide des fonctions usuelles : c’est le cas par exemple des fonctions ¢ — e’fz7
L % ou encore t —» % En revanche, ce théoréme est faux pour une fonction
seulement continue par morceaux sur I comme la fonction partie entiére sur [0,1]. Enfin, la
réciproque de la premiere assertion de cette note est fausse : il existe des fonctions non continues
sur un intervalle qui admettent des primitives sur cet intervalle. C’est le cas par exemple de la

R — R
fonction f : N { 2x sin(%) — cos(%) si  # 0, non continue en 0, qui admet, sur R
0 sinon
R — R
tout entier, une primitive F : " { x? sin(%) six#0
0 sinon
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Théoréme

Soient A € K, I un intervalle de R, (a,b,c) € I3, f et g deux fonctions de I
vers K continues par morceaux sur I. Alors

o [POF+g))dt =X [0 ft)dt+ [P g(t)dt  (linéarité);

o [PF(t)dt = [Cf(t)dt+ [° f(t)dt (relation de Chasles);
o [Pf(t)dt = [P(Re(f))(t)dt +i [ (Tm(f))(t)dt;

J2 F@de| < f71 )] de

J2 16 at < f15(0)]

sia < b,

inégalité triangulaire 7)
sia> b,

Dans le cas particulier des fonctions continues par morceaux a valeurs réelles, on
a le théoreme suivant.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, (a,b) € I?, f et g deux fonctions de I vers R
continues par morceaux sur /. Alors

sia<b, [0f(t)dt>0;
e si f est positive sur [ alors
sia>b, [0 f(t)dt<0.

sia<b, [0f()dt< [0 g(t)dt;

sia>b, [Pf(t)dt> [ g(t)dt.
8

e si f < g alors

e si f est de signe constant et de plus continue ® sur I, alors

ff f(t)dt =0 => f est nulle entre a et b.

Donnons a présent 'interprétation de I'intégrale en terme d’aire d’abord pour une
fonction a valeurs réelles positives.

6. Comme f est continue par morceaux sur I, f est continue sur [a,b] sauf en un nombre
fini de points zg,...,zn de [a,b] en lesquels f admet une limite & gauche (sauf pour zg = a)
et a droite (sauf pour x, = b). En particulier f est continue sur chaque |z;,z;y1[ et prolon-
geable par continuité sur [z;, z;+1]. Dans la définition, f:_”rl f(t) dt désigne donc l'intégrale du
prolongement par continuité de f restreinte a |z;, z;41].

7. Si on utilise la notation f[a,b] f(t)dt (avec donc a < b), on a U[a,b] ft) dt) < -[[a,b] [f(t)|dt.

8. Cette propriété devient fausse dans le cas d’une fonction seulement continue par morceaux :
[0,1] — R
0 sixz# % , f n’est pas la fonction nulle sur [0, 1] mais son

par exemple si f :
1 sinon

o

intégrale sur [0, 1] est nulle.
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Théoréme

Soient (O, i',j) un repere du plan, I un intervalle de R, (a,b) € I? et f une
fonction de I vers R continue par morceaux sur I.

Si f est positive et a < b, alors fbf t)dt est laire of de Pensemble des
b

fl@)

Si f est négative et a < b, alors f f(t) dt est I'opposée de l'aire sl précé-
dente.

a<T<
points M (x,y) du plan? tels que
0<y<

Y

Si f n’est pas de signe constant, ff f(t) dt est aire dite algébrique'® de I’en-

a<z<b
semble des points M (z,y) du plan tels que
y compris entre 0 et f(x)

Si f est positive et a > b, comme fab f)ydt = — [ f(t)dt, f; f(t)dt est alors
I'opposée de 'aire du théoreme précédent.
Théoréme

Soient T' € R* et f une fonction continue par morceaux d’un intervalle I
de R vers R.

t)dt si f est paire;
e Pour tout a € I, [ f(t)dt = { 2 fy £( !

si f est impaire.

o Si f est T-périodique !, alors pour tout a € I, fa+T )dt = fOT f(t)dt

Définition
Soit f une fonction continue par morceaux de [a, b] vers K.

On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le scalaire ﬁ f; f)de

9. Ce qui correspond & la portion du plan délimitée par : le graphe de f, I’axe des abscisses
et les droites d’équations z = a et z = b.
10. Une aire algébrique peut étre négative contrairement a une aire géométrique.
11. On rappelle qu’une fonction f d’un intervalle I de R vers R est T-périodique si pour tout
zel:z+Tel,z—Teclet flx+T)= f(x).
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3.4 Sommes de Riemann

Définition

Soient n € N* et f une fonction de [a,b] vers K.
On appelle somme de Riemann d’ordre n associée a f relativement d une
subdivision réguli¢re de [a,b] I'un des deux scalaires suivants 2

n—1 n
b_aZf(a+kb_a) on b_a2f<a+kb_a).
no—= n no n

Théoréme

Soit f une fonction continue par morceaux de [a,b] vers K. Alors

b n
. b b—a —a
JRICESE:Y (o+k28 )t 220 3 (a4 h0).

k=1
3.5 Intégration par parties et par changement de
variable

Théoréme (intégration par parties)

Soient I un intervalle de R, f et g deux fonctions de I vers K de classe €'
sur I. Alors pour tout (a,b) € I?,

b b b
/memzmmwf/ﬂmmm

Théoréme (intégration par changement de variable)

Soient [ un intervalle de R, ¢ une fonction de I vers un intervalle J de R, de
classe B! sur I 3, et f une fonction de .J vers K. Alors pour tout (a,b) € I?,

»(b) b
/ f@w:/fwMWMMw
»(a) a

12. Ces deux scalaires sont parfois appelés somme de Riemann d’ordre n associée a f et a la
méthode des rectangles & gauche (respectivement & droite).

13. J est nécessairement un intervalle de R car I'image d’un intervalle par une fonction continue
est un intervalle.
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3.6 Formules de Taylor

Théoréme (formule de Taylor avec reste intégral)

Soient n € N, I un intervalle de R et f une fonction de I vers K de classe
®"*! sur I. Alors, pour tout (a,b) € I2, on a

n —a)k b _A\n
s = Y L) + [T foen

Théoréme (formule de Taylor-Lagrange)

Soient n € N, I un intervalle de R et f une application de I vers R de classe
®" 1 sur I. Alors, pour tout (a,b) € I? avec a < b, il existe ¢ €]a, b] tel
que n

—a k —a n+1
10 =3 L 0@ + E o),

Théoréme (inégalité de Taylor-Lagrange)

Soient n € N, I un intervalle de R et f une application de I vers K de classe
®" ! sur I. Alors, pour tout (a,b) € I?,

n —a k —al® 1
£y~ 30 O pw )| < BT ||

b (n+1)' t€la,b]

3.7 Intégrabilité au sens de Riemann

Cette section s’adresse a ceux désirant un approfondissement et une définition
équivalente de I'intégrale n’utilisant pas le premier théoreme du chapitre.

Définition

Soit f une fonction de [a, b] vers K.

On dit que f est en escalier s'il existe une subdivision * (zo,...,x,) de

[a, b] telle que f est constante sur chaque intervalle |z;, ;1]
On dit alors que la subdivision est adaptée a la fonction en escalier f.

On notera € ([a,b]) Uensemble des fonctions en escalier de [a, b] vers K.

14. Cf. définition page 47.
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Si A €K, f et g sont deux fonctions en escalier de [a, b] vers K, alors A\f + g, fg,
[f], Re(f) et Im(f) sont en escalier.

Théoreme

Soient f une fonction en escalier de [a,b] vers K, (zo, ..., z,) une subdivi-
sion adaptée & f et, pour tout i € [0,n—1], y; la valeur de f sur |z;, z;11].
Alors la valeur du scalaire T‘Lil(xiﬂ — ;) y; ne dépend pas de la subdivision
adaptée (xo, ..., x,) choisi:;.O

Définition

Soient f une fonction en escalier de [a,b] vers K, (zo,...,z,) une subdivi-
sion adaptée & f et, pour tout i € [0,n—1], y; la valeur de f sur |z;, x;11].
Le scalaire ni::(l‘i+1 — x;)y; est appelé intégrale de f sur [a,b] et noté

i=

fray S0t

Définissons a présent I'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un seg-
ment [a, b].

Théoréme

Soit f une fonction continue par morceaux de [a, b] vers K.
En notant I_(f) = 2l f[a p 9(t)dt et I .(f) = Jiapy 9(t) dt, on a

g€g([a,b G@([a b])

L(f)=I(f). 5%

Cette valeur commune est appelée 1 intégrale (de Riemann) de f sur [a,b]
et notée [, .1 f(t)dt.

15. On dit aussi que f est intégrable (au sens de Riemann) sur [a,b] ou Riemann-intégrable
sur [a, b]. Une fonction f de [a,b] vers K est intégrable (au sens de Riemann) si I (f) et I_(f)
existent (c’est le cas si f est bornée) et sont égales. Toute fonction continue par morceaux de
[a, b] vers K est donc intégrable (au sens de Riemann) sur [a, b]. Il existe des fonctions qui ne sont
pas intégrables (au sens de Riemann) comme la fonction de Dirichlet (définie dans la note 32
page 42). Si f est intégrable (au sens de Riemann) sur [a,b], |f| lest aussi. En revanche, la

0,1] — R
réciproque est fausse : par exemple, la fonction f : 1 size@ n’est pas
—1 sinon
intégrable (au sens de Riemann) sur [0, 1] mais la fonction | f]|, égale & 1, l'est. Cette intégrabilité
au sens de Riemann permet de définir 'intégrale d’une classe plus large de fonctions au-dela des
fonctions continues par morceaux.

F 2]
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On peut a présent redéfinir 'intégrale de a a b d’une fonction f continue par
morceaux sur [a, b].

Définition

Soient I un intervalle de R, (a,b) € I? et f une fonction de I vers K continue
par morceaux sur I.

On appelle intégrale de f de a a b le scalaire, noté fab f(t)dt, défini par

Sy FO) At sia<b
0 sia=10b .
—f[ba} ft)dt sia>b

Dans le cas d’une fonction continue sur un intervalle I, on a de plus l'outil des
primitives via le théoréme fondamental de l'analyse (cf. page 76) qui dit, en parti-
culier, que toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Ce théoreme a alors pour conséquence : pour toute fonction continue de I vers K,
b b
fa ft)ydt = [F(t)}a = F(b) — F(a)

olt F est une primitive de f sur I et (a,b) € I°.



Espaces vectoriels
normes

K=RouC.

Sauf cas particulier, tous les espaces vectoriels de ce chapitre sont des K-espaces
vectoriels.

4.1 Normes

Définition

Soit F un K-espace vectoriel.
On appelle norme sur E toute application || - || : E — R4 telle que pour
tout (z,y) € E? et tout A € K,

oz =0=2=0 (séparation) ;
o [[Azf] = Al (homogénéité) ;
o ||z +yll < [lzf + |yl (inégalité triangulaire).
On appelle espace vectoriel normé (sur K) ! tout couple? (E,||-|) ot E
est un K-espace vectoriel et || - || une norme sur E.
Sur K" (ot n € N*), on utilise les trois normes usuelles H . ‘ 1 H . H2 et H - HOO,
définies pour tout x = (1, ...,2,) € K" par
n n 1/2
2
lzll, = > lwels llally = { Xoleel™ | et ol = max al.
1 o1 ke[1,n]

Sur 6°([a,b],K) Despace des fonctions continues sur [a,b], on utilise les trois

normes usuelles || . ‘ 19 || . H 5 €t || . HOO, appelées respectivement norme de la conver-
gence en moyenne, de la convergence en moyenne quadratique et norme de la
convergence uniforme, définies pour tout f € C@0([(1, b], K) par

1. Sans précision, un espace vectoriel normé est un espace vectoriel normé sur K.

2. On présentera souvent dans les définitions ou théorémes qui suivent des espaces vecto-
riels normés sans utiliser systématiquement la notation sous forme d’un couple de sorte qu’on
emploiera souvent I’expression « Soit E un espace vectoriel normé ».
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b b 1/2
Il = [ sota o= (107 ar) e sl = o)

t€la,b]

Sur un espace préhilbertien réel (E, <|>), la norme euclidienne associée au produit
scalaire (-|-) est définie pour tout x € E par

2]l =/ (z]x).
Théoréme

Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Alors pour tout (z,y) € E?, on a

[l = liyll] < llz = yll.

4.2 Distance
Définition

Soit E' un ensemble non vide.
On appelle distance sur E toute application d : E? — R telle que pour
tout (z,y) € E?,

ed(z,y) =0<=ua=y (séparation) ;
o d(y,z) =d(x,y) (symétrie) ;
o d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
On appelle espace métrique tout couple (E,d) ot E est un ensemble non

vide et d une distance sur E.

Contrairement a la propriété de séparation pour une norme, il n’est pas possible
de montrer I'implication z = y = d(z,y) = 0 a partir des deux autres propriétés.

Théoréme

Soit (E,d) un espace métrique. Alors pour tout (x,y,z) € E3, on a
|d(z,y) — d(z, )| < d(y, 2).

Définition

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. On appelle distance associée a || - ||
I'application d : E? — R, définie pour tout (z,y) € E? par

d(z,y) = [z -y
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Définition

Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, d la distance associée a | - ||, A
une partie non vide de F et © € FE.
On appelle distance de x a A le réel noté d(z, A) défini par

d(z,A) = inf d(z,a) = inf [|lz —a.

4.3 Produit d’espaces vectoriels normés

Soient n € N* et (Ev, || - [|g,), (B2, |- £2)s - (Ens | |

En)7 n espaces vectoriels

normes.
Il est possible de définir plusieurs normes sur Fy X Fy X --- X E, comme H . ‘ 1
H . H2 et H . HOO définies pour tout x = (21,...,z,) € By X -+ X E,, par
n n 9
el = 2 llwells,s ally = /2 llzill, et ol = mex laell,
k=1 k=1
Sans précision, ’espace vectoriel produit sera muni de la norme || . HOC et I'espace
(E1 X oo X By - ||Oo) sera appelé espace vectoriel normé produit des espaces
vectoriels normés F1, ..., F,.

4.4 Suite d’éléments d’un espace vectoriel normé
Définition
Soient (E, | - ||) un espace vectoriel normé et () une suite d’éléments
de E. On dit que (x,,) converge® §'il existe ¢ € E tel que
Ve>0,ANeN, VneN, n> N = ||z, — || <e.

On dit que (x,,) diverge* sinon.
La limite éventuelle d’une suite dépend de la norme choisie.

En effet, soient £ = €°([0,1],R) et (f,) la suite définie pour tout ¢ € [0,1] par
fn(t) = t™. En reprenant les définitions de HH1 et HHOO (cf. p. 83), on a

1
1
Il = [t = =g et gl = s () =

te[0,1]
Donc (f,) converge vers la fonction nulle pour H . Hl mais pas pour H . ||Oo
3. sous-entendu dans F pour la norme || - ||. On dit aussi (zy) est convergente.

4. ou est divergente.
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Définition

Soient (E, | - ||) un espace vectoriel normé et () une suite d’éléments
de E. On dit que (z,,) est bornée® si: IK € Ry, Vn € N, ||z,| < K.

Les propriétés classiques concernant la convergence des suites réelles ou complexes
s’étendent aux suites d’éléments d’un espace vectoriel normé quelconque comme
le montre le théoreme suivant.

Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé, A € K, (z,,) et (y,) deux suites d’élé-
ments de E. Alors

1. la limite éventuelle de (z,,) est unique;

2. si (z,,) converge vers ¢ € E et (y,) converge vers ¢’ € E, alors (Azy, +yn)
converge vers A + £/ ;

3. toute suite convergente d’éléments de E est bornée.

Les notions de suites extraites et de valeur d’adhérence s’étendent également aux
suites d’éléments d’un espace vectoriel normé quelconque.

Définition

Soient F un espace vectoriel normé et (x,) une suite d’éléments de E.

On appelle suite extraite® de (z,,) toute suite (;z:s(,(n)) ou ¢ : N = N est
strictement croissante.

On appelle valeur d’adhérence de (x,) toute limite d’une suite extraite
convergente de (x,,).

Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé.

1. Si (z,,) est une suite d’éléments de E convergeant vers £ € E alors toute
suite extraite de (z,,) converge vers /.

2. La limite d’une suite convergente d’éléments d’un espace vectoriel normé
est I'unique valeur d’adhérence de cette suite.

Une suite d’éléments d’un espace vectoriel normé possédant au moins deux valeurs
d’adhérence est donc nécessairement divergente.

5. Plus généralement, on dit qu’une fonction f d’un ensemble quelconque X (non nécessaire-
ment égal & N) vers E est bornée s’il existe K € Ry telle que pour tout z € X, Hf(a:) H < K.
6. ou sous-suite.



Boules et spheéres 87

L’unicité d’une valeur d’adhérence d’une suite d’éléments d’un espace vectoriel
normé n’implique nullement la convergence de cette suite : par exemple, la suite

(n((—l)” + 1)) n’admet que 0 comme valeur d’adhérence et diverge.

Théoreme

Soient p € N*, (E1 X xEpy, |- ||oo) espace vectoriel produit de p espaces
vectoriels normés (Ev, || - ||g,), (B2, |l - lgs)s -5 (Ep, || - l5,) et (zn) une
suite d’éléments de By x --- x L.

Notons pour tout n € N, z,, = (xgll), e ,x;p)).

Alors () converge vers { = ({1,...,0,) € Ey X --- X E, si, et seulement

si, pour tout k € [1,p], (xglk)) converge vers (k.
4.5 Boules et spheéres
Définition

Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé. On appelle boule ouverte (respec-
tivement boule fermée) de centre a € E et de rayon r € R 1'ensemble noté
B(a,r) ou Bg(a,r) (respectivement B(a,r) ou ?E(a,r)) défini par

B(a,r)={z € E ||z —a| <r}
(respectivement B(a,r) ={z € E, ||z —a|| < T})

On appelle sphere de centre a € E et de rayon r € R} I'ensemble noté
S(a,r) défini par

S(a,r)={z € E, |z —al =r}.
Dans I’espace vectoriel normé (R, |- |),
B(a,7) =]la—r,a+7r[et Bla,r) =[a—71a+7].
Théoréme

Toute boule ouverte ou fermée d’un espace vectoriel normé est convexe 7.

Aucune sphére d’un espace vectoriel normé non réduit & {0} n’est convexe, quelle
que soit la norme choisie.

7. On rappelle qu'une partie A d’un K-espace vectoriel est conveze si pour tout (z,y) € A2,
le segment [z,y] C A c’est-a-dire si pour tout (x,y) € A%, pour tout t € [0,1], (1 — )z +ty € A.
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Définition

Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et A C E.

On dit que A est bornée s’il existe K € Ry tel que pour tout = € A,
=] < K.

Les boules d’un espace vectoriel normé sont bornées.

Une partie d’un espace vectoriel normé est bornée si, et seulement si, elle est incluse

dans une boule.

4.6 Normes équivalentes
Définition

Soient E un K-espace vectoriel, || - || et || - ||’ deux normes sur E.

On dit que || - || et || - || sont équivalentes® s'il existe (A, u) € (Ri)2 tel que
pour tout z € F,

Allzll < 2" < plll-

La relation R définie par
-1l R | || si] -] est équivalente a || - ||’

est une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes sur FE.

Le théoreme qui suit montre l'invariance du caractére borné d’une suite pour
deux normes équivalentes et d’autre part que la notion de convergence d’une suite
coincide dans ce méme cas de deux normes équivalentes : elles définissent les mémes

suites convergentes, qui ont la méme limite pour les deux normes.

Théoréme

Soient £ un K-espace vectoriel, || - || et || - || deux normes sur E. Alors

1. Si||-|| et ||-]|" sont équivalentes, toute suite d’éléments de FE bornée pour
I - || est bornée pour || - ||

2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(@) || - || et || - || sont équivalentes.

(ii) Toute suite (x,) d’éléments de E converge vers ¢ € E pour la
norme || - || si, et seulement si, (z,,) converge vers ¢ pour la norme || -|’.

8. On écrit parfois || - || ~ || - |-
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Pour montrer que deux normes || - || et || - || ne sont pas équivalentes sur un espace
’
vectoriel normé F| il suffit d’exhiber une suite (x,,) d’éléments de E telle que “lli" I‘ll
n

ne soit pas bornée.

4.7 Voisinage, ouvert, fermé

Cette section aborde les notions fondamentales de la topologie d’un espace vectoriel
normé. Commencgons par la définition d’un voisinage.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé, V C E et a € E.
On dit que V est un voisinage de a (dans E) si V contient une boule ouverte
de centre a c’est-a-dire s'il existe r € R tel que B(a,r) C V.

Théoréme

Soient £ un espace vectoriel normé et a € E.
1. Une réunion quelconque® de voisinages de a est un voisinage de a.

2. Une intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

Définissons a présent les notions d’ouvert et de fermé.
Définition
Soient E un espace vectoriel normé et U C E. On dit que U est un ouvert
de E si U est un voisinage de chacun de ses points c’est-a-dire si
Vue U, Ir e Ry, B(u,r) CU

On dit que F' C E est un fermé de E si le complémentaire de F' dans FE,
noté E\F ou Cg(F), est un ouvert de E.

Il existe des ensembles a la fois ouverts et fermés dans un espace vectoriel normé E :
0et E.

Il existe aussi des ensembles ni ouverts, ni fermés : par exemple dans ’espace
vectoriel normé (R, |- ), [0,1[ n’est ni ouvert, ni fermé.
Dans un espace vectoriel normé E, tout singleton {z} est un fermé de F.

Les notions d’ouvert et de fermé sont invariants par passage a une norme équi-
valente : si deux normes sont équivalentes sur un espace vectoriel normé, tout

9. c’est-a-dire U V; ot I un ensemble non vide et (V;);cr une famille de voisinages de a.
iel
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ouvert (respectivement fermé) pour I'une est ouvert (respectivement fermé) pour
lautre

Théoréme

Soit E un espace vectoriel normé. Alors

Toute boule ouverte est un ouvert de FE.

Toute boule fermée est un fermé de E.

Une réunion quelconque d’ouverts de E est un ouvert de FE.
Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

Une réunion finie de fermés de E est un fermé de E.

e o o= 09 e =

Une intersection quelconque de fermés de E est un fermé de E.

Dans un espace vectoriel normé, toute partie finie est fermée car réunion d’un
nombre fini de singletons.

Une intersection quelconque d’ouverts d'un espace vectoriel normé (E, | - ||) n'est
pas nécessairement un ouvert de E. Par exemple dans (]R, | - |), pour tout n € N*,

U, = ]—%, %[ est un ouvert de R or ﬂ U,, = {0} n’est pas un ouvert de R car

en~
pour tout r € R%, Jr,r[¢ {0}. "

Une réunion quelconque de fermés d'un espace vectoriel normé (E, || - ||) n’est pas
nécessairement un fermé de E. Par exemple dans (R,| . \), pour tout n € N*,

F, = [%, 1] est un fermé de R or U F,, =]0,1] n’est pas un fermé de R.

neN*
Théoréme
Soient (Ey x---X Ey, ||-[l«) espace vectoriel produit de n espaces vectoriels
normeés (E17 || : ||E1)a SERE) (ETH || : ||En)
1. Soient Uy, ..., U,, n ouverts respectivement de E1, ..., E,.

Alors Uy x --- x U, est un ouvert de F7 X --- X F,.

2. Soient Fi, ..., F},, n fermés respectivement de F1, ..., E,.
Alors Fy x -+ x F,, est un fermé de Ey x --- X E,,.

Définissons maintenant les notions d’intérieur, d’adhérence et de frontiére.

10. On dit parfois que deux normes équivalentes sur un espace vectoriel normé E définissent
la méme topologie de X ou la topologie de E désigne ’ensemble des ouverts de E.
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Définition
Soient E un espace vectoriel normé, A C F et a € A.

1. On dit que a est un point intérieur a A si A est un voisinage de a
c’est-a-dire §'il existe r € R tel que B(a,r) C A.

[e]

L’ensemble des points intérieurs a A est appelé intérieur de A et noté A.

2. On dit que a est un point adhérent a A si tout voisinage de a rencontre A
c’est-a-dire si pour tout voisinage V de a, VN A # (. o
L’ensemble des points adhérents a A est appelé adhérence de A et noté A.

3. On appelle frontiére de A, 'ensemble noté Fr(A) = A\ A.

o _
Par définition, ona A C A C A.
Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé et A C E. Alors
[e]
. A est le plus grand ouvert de F inclus dans A.

. Aouvert(ti)eE:}A:/i.
. E\A = E\A et ENA = E\A.

. Afermé de £ < A= A.

1
2
3
4. A est le plus petit fermé de E contenant A.
)
6. Fr(A) est un fermé de E.

Théoréme

Soient ' un espace vectoriel normé, A C E et B C E. Alors

1.AcB:>/ic]§ et ACB=— A C B.

o

NB=ANB e AUBC AUB.
UB=AUB e ANB Cc ANB.

S

5N

2.
3.
4.8 Caractérisations séquentielles

Théoréme (caractérisation séquentielle des points adhérents)

Soient E un espace vectoriel normé, A C F et x € E.
Alors x € A si, et seulement si, il existe une suite d’éléments de A conver-
geant vers x.



92 4 ¢ Espaces vectoriels normés

Corollaire (caractérisation séquentielle des fermés)

Soient E un espace vectoriel normé et F' C E.
Alors F est un fermé de FE si, et seulement si, pour toute suite (x,) d’élé-
ments de F' convergeant dans F, lim x, € F.

n—-+oo

Ainsi un fermé contient les limites de ses suites convergentes.
Théoréme

Soient (E, | - ||) un espace vectoriel normé, d la distance associée a || - ||,
A une partie non vide de FE et x € E.

Alors d(z,A) =0 <=z € A.

4.9 Partie dense
Définition
Soient E un espace vectoriel normé, A C E et B C A.

On dit que A est dense dans Esi A = E.
On dit que B est dense dans Asi A C B.

Théoreme

Soient E un espace vectoriel normé, A C E et B C A. Alors

1. A dense dans FE si, et seulement si, tout élément de F est limite d’'une
suite d’éléments de A.

2. B est dense dans A si, et seulement si, tout élément de A est limite d’une
suite d’éléments de B.

Par exemple Q est dense dans R pour la norme |- |.

De méme, 'espace des fonctions polynomiales de [a, b] vers K est dense dans les-
pace des fonctions continues de [a,b] vers K pour la norme de la convergence
uniforme || - || (cf. théoréme de Weierstrass page 155).

4.10 Voisinages relatifs, ouverts et fermés relatifs

Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé E, alors F' est éga-
lement un espace vectoriel normé ou la norme sur F' est la restriction a F' de la
norme sur F.
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Définition

Soient (E,| - ||) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel
de E.

On appelle boule ouverte de I de centre a € F et de rayon r € RY I'ensemble
noté Bp(a,r) défini par

Bp(a,r) ={z € F, ||z —al| < r}.

Remarquons que Br(a,r) = F'N B(a,r).
Définition

Soient F un espace vectoriel normé, A C E, V C Aet a € A.
On dit que V est un voisinage relatif'! de a dans A si V contient une boule
ouverte de A de centre a c’est-a-dire s'il existe r € R tel que Ba(a,r) C V.

Théoreme

Soient E un espace vectoriel normé, A C E, V C A et a € A.
Alors V est un voisinage relatif de a dans A si, et seulement si, V' est
I'intersection de A et d’un voisinage de a (dans E).

Définition
Soient E un espace vectoriel normé, A C E et U C A. On dit que U est
un ouvert relatif de A si U est un voisinage relatif de chacun de ses points
c’est-a-dire si

Vue U, Ir e Ry, Bu(u,r) CU
On dit que F' C A est un fermé relatif de A sile complémentaire de F' dans
A, noté A\F ou C4(F), est un ouvert relatif de A.

Théoréme
Soient £ un espace vectoriel normé, A C E, U C A et F C A. Alors

1. U est un ouvert relatif de A si, et seulement si, U est l'intersection de A
et d’un ouvert de E.

2. F est un fermé relatif de A si, et seulement si, F' est I'intersection de A
et d’un fermé de E.

11. On dit aussi parfois V' est un voisinage de a pour la topologie induite sur A ou encore V
est un voisinage de a dans A.
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Théoréme (caractérisation séquentielle des fermés relatifs)

Soient E un espace vectoriel normé, A C E et F C A.
Alors F est un fermé relatif de A si et seulement si, pour toute suite (x;,)
d’éléments de F' convergeant dans A, lir}rl T, € F.

n—-+0o0o

4.11 Limites dans les espaces vectoriels normés

Définition

Soient (E, |- ||), (F.||-||r) deux espaces vectoriels normés, A C E,a € A
et f une application de A vers F'.
On dit que f admet une limite £ € F en a si

Ve >0, 3a>0,Vz €A, ||z—a|,<a=|f(z)—{|, <e

Réécrivons la définition ci-dessus en utilisant les boules ouvertes :
f admet une limite £ en a si

Ve >0, 3a >0, Vo € A, x € B(a,a) = f(x) € B({,¢).

Réécrivons-la en utilisant & présent les voisinages et en notant Vg (a) (respectivement
Vr(a)) I'ensemble des voisinages de a dans E (respectivement dans F).
f admet une limite £ en a si

YV e Vp(l), IW € Vg(a), Ve € A, z e W = f(z) € V.
que l'on peut également écrire sous la forme

YV € Up(l), IW € VUg(a), Ve € ANW, f(x) e V.
Théoréme

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A C E, a € A et f une
application de A vers F. Si f admet une limite £ € F en a, alors celle-ci est
unique. On écrit alors lim f(z) = ¢ ou lim f = £.

Tr—ra a

Théoréme

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A C E,a € A,/ € F et f
une application de A vers F.
Si lim f(z) = ¢ alors f est bornée au voisinage de a.

T—ra
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Théoréme (caractérisation séquentielle de la limite)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A C E,a € A,/ € F et f
une application de A vers F.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

() Jim f(@) = .

(ii) Pour toute suite (z,) de A convergeant vers a, la suite (f(z,))
converge vers /.

Les deux définitions suivantes présentent trois extensions de la notion de limite.
Définition
Soient (E, |- ||), (F.||-||r) deux espaces vectoriels normés, A C E,a € A
et f une application de A vers F'.
1. Lorsque F = R, on dit que f admet la limite £ € F' en +o0 si
Ve >0, dK >0, Vz € A, x>K:>||f(x)—€||F<5.

2. Lorsque F' =R, on dit que f admet la limite +o0o (respectivement —oo)
en a si
VK >0, Ja >0, Vz € A, Hx—aHE<a:>f(a:)>K

(respectivement VK >0, da > 0, Vx € A,

z—al, < o= f(z) < K).

Définition

Soient (E, || - ||£), (F.| - |lr) deux espaces vectoriels normés, ¢ € F et f
une application de F vers F.
On dit que f(z) admet la limite ¢ lorsque ||x||E tend vers +oo si

Ve >0, 3K >0, Vz € E, ||z, > K = | f(z) — {]|, <e.

Théoreme

Soient (E, ||-||g), (F,|-|lr) deux espaces vectoriels normés, A C E, a € A,
A €K, (4,0 € F?, f et g deux applications de A vers F et ¢ une application
de A vers K. Alors

PO _ . _ . _ /
1. Si mhgéf(:v) =/et ilirbg(x) = (" alors ;gr}l(f(x) +g(x)) =L+1.
2. Si ;13}1 p(x) =X et il_rg f(z) = ¢ alors ilgz p(x)f(x) = L.

3. Si lim f(w) = ¢ alors lim /() = |||
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Théoréme

Soient E, F' et G, trois espaces vectoriels normés, A C E, BC F, a € A,
b € B, f une application de A vers F telle que f(A) C B, g une application
de B vers G et £ € G.

Si iligf(x) =bet algr%)g(x) = ( alors ii_rg(go f)xz) =¢.

Etudions & présent le cas d’une application & valeurs dans un produit d’espaces
vectoriels normés.

Soient p € N*, (E, ||+ || g) un espace vectoriel normé, (Fy x ---x Fy, ||-||o) espace
vectoriel produit de p espaces vectoriels normés (Fy, ||« 7)), -, (Fp, |- |£,) et f
une application de A vers Fy x -+ X F,.

On rappelle que si y = (y1,...,Yp) € F1 X -+ X F},, la norme H . HDO est définie par

Il = ,max flunl| s,

On notera, pour tout k € [1,p], fx les applications définies de A vers Fj par

. iy x---xF, — Fj
k =DproJfou k:{ :
fie=profoup (Y1,--0¥p) > Uk

Théoréme
Soient p € N*, E un espace vectoriel normé, (Fy x --- x Fp, || - [|o) espace
vectoriel produit de p espaces vectoriels normés Fi,...,F,, AC E, a € A,

b= (l,....6p) EFL X - X Fpet f: {f : &(2).;'-552(3:)) '

Alors lim f(z) =4 < Vk € [1,p], lim fi(z) = ;.
r—ra r—a

4.12 Continuité
Définition

Soient (E, |- ||e), (F, |- |lr) deux espaces vectoriels normés, A C E, a € A
et f une application de A vers F'.
On dit que f est continue en a si im f(z) = f(a) c’est-a-dire si

r—a

Ve >0, Ja >0, Vx € A,

|z —al|, <a=|f(z) - fla)||, <&

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.
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Théoréme (caractérisation séquentielle de la continuité)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A C E, a € A et f une
application de A vers F. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f continue en a.

(ii) Pour toute suite (z,) de A convergeant vers a, la suite (f(z,))
converge vers f(a).

Théoreme

Soient (E,|-[|g), (F, |-|r) deux espaces vectoriels normés, A C E, a € A,
f, g deux applications de A vers F' et ¢ une application de A vers K. Alors

1. Si f et g sont continues en a (respectivement sur A) alors f + g est
continue en a (respectivement sur A).

2. Si @ et f sont continues en a (respectivement sur A) alors ¢ f est conti-
nue en a (respectivement sur A).

3. Si f est continue en a (respectivement sur A) alors l'application
{ A — R

est continue en a (respectivement sur A).
e — @Il b )

Théoréme

Soient F, F' et G, trois espaces vectoriels normés, A C E, B C F,
a€ Abe B, f une application de A vers F telle que f(A) C B et g
une application de B vers G.

Si f est continue en a (respectivement sur A) et g continue en f(a) (res-
pectivement sur B), alors g o f est continue en a (respectivement sur A).

Théoréme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, A C F et f une application
de A vers F. Alors

1. f continue sur A si, et seulement si, 'image réciproque de tout ouvert
de F' est un ouvert de A.

2. f continue sur A si et seulement si, 'image réciproque de tout fermé
de F est un fermé de A.

Ce théoreme permet souvent de montrer aisément qu’une partie est ouverte ou
fermée. Par exemple, si E est un espace vectoriel normé et f : E — R est continue
sur B, alors {z € E, f(z) =0} = f~1({0}) est un fermé de E.

De méme {z € E, f(z) <0} = f~'(R*) est un ouvert de E.
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Corollaire

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, f et g deux applications de
FE vers F, continues sur F et coincidant sur une partie dense de FE.
Alors f = g.

4.13 Uniforme continuité
Définition

Soient (E, || - |g), (F.|| - ||r) deux espaces vectoriels normés, A C E et f
une application de A vers F.
On dit que f est uniformément continue (sur A) si

Ve >0, Ja >0, Y(z,y) € A% ’x—yHE <o= Hf(gc)—f(y)HF <e.

Toute application uniformément continue sur A est continue sur A mais la réci-
proque est fausse : par exemple, la fonction x — 2?2 est continue sur R, mais n’est
pas uniformément continue sur R, .

La somme de deux fonctions uniformément continues et le produit d’une fonction
uniformément continue par un scalaire dans K sont uniformément continues.

En revanche, en considérant (E,| - [|g) = (F,| - [lr) = (R,|-]), le produit de
deux fonctions uniformément continues n’est pas nécessairement uniformément
continue : prenons par exemple la fonction f : z — x. Alors f est uniformément
continue sur Ry mais f2 : x + 22 n’est pas uniformément continue sur R.
Soient F, F' et G trois espaces vectoriels normés, A C E, B C I, f une application
de A vers F et g une application de B vers G tels que f(A) C B.

Si f et g sont uniformément continues (respectivement sur A et B), g o f est
uniformément continue (sur A).

4.14 Applications lipschitziennes
Définition

Soient (E, |- ||g), (F, | -||r) deux espaces vectoriels normés, A C E, f une
application de A vers F et K € R,..
On dit que f est K-lipschitzienne (sur A) si pour tout (z,y) € A2,

@) = fW)lp < Kz =yl

On dit que f est lipschitzienne (sur A) s’il existe K € R tel que f est
K-lipschitzienne.
On dit que f est contractante (sur A) s'il existe K € [0,1] tel que f est
K-lipschitzienne.
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Pour tout espace vectoriel normé (E, || - ||), lapplication || - || : { f : |}|1§7H
est lipschitzienne. En effet, pour tout (z,y) € E2, on a
[zl = liyll] < [l = yll
c’est-a-dire l’application || - || est 1-lipschitzienne.
De méme on montre que pour tout espace vectoriel normé (E, || - ||) et toute

EFE — R

> d(z,A) = inf ||z —af ©St
a€A

partie non vide A de E, 'application d4 : {

1-lipschitzienne.
La somme de deux applications lipschitziennes et le produit d’'une application
lipschitzienne par un scalaire de K sont lipschitziennes.

Soient F, F' et G trois espaces vectoriels normés, A C E, B C F', f une application
de A vers F et g une application de B vers G tels que f(A) C B.

Si f et g sont lipschitziennes (respectivement sur A et B), g o f est lipschitzienne
(sur A).

Théoréme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, A C E et f une application
de A vers F lipschitzienne. Alors f est uniformément continue.

La réciproque du théoreme précédent est fausse.

Par exemple, en prenant (E,| - ||g) = (F,| - |lr) = (R,]-]), la fonction z — /z
est uniformément continue sur R} mais n’est pas lipschitzienne.

Pour tout espace vectoriel normé (E, || - ||) et toute partie non vide A de E, les
applications
E — R EFE — R
-l et da: :
z — |z x +— d(z, A) = inf ||z — al
acA

sont uniformément continues (donc continues) car lipschitziennes.

4.15 Applications linéaires continues

Le théoreme qui suit permet de caractériser la continuité d’une application linéaire
entre deux espaces vectoriels normés.
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Théoréme

Soient (E,| - ||g) et (F,| - |lr) deux espaces vectoriels normés et
f € L(E,F).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue sur E.
(ii) f est continue en 0.
(iii) f est bornée sur Bg(0,1).
(iv) Il existe K € R tel que pour tout = € E,
(
(

@) < K]l
v) f est lipschitzienne.

vi) f est uniformément continue.

On note Z.(E, F') 'ensemble des applications linéaires continues de E vers F.

Comme nous le verrons dans une section suivante, si £ est de plus de dimension
finie toute application linéaire de F vers F' est continue.

En pratique, pour montrer la continuité d’une application linéaire entre deux es-
paces vectoriels normés, la caractérisation (iv) est la plus utile.

En particulier pour montrer qu'une telle application linéaire n’est pas continue, il
suffit par exemple de montrer qu’il existe une suite (z,) d’éléments de E telle que
pour tout n € N, Hf(xn >onn||E

N
Définissons a présent la notion de norme subordonnée d’une application linéaire
continue appelée également norme d’opérateur.

Définition

Soient (E, ||-|[), (F, |||l r) deux espaces vectoriels normés et f € Lc(E, F).
QC(E, F) — R+

Alors D'application ||f H r est une norme

f —  sup
veparo |lolp
appelée norme d’opérateur'? et notée 3 ||| -||.
Pour tout f € Z.(E, F), on a aussi
Iflll="sup [[f@)p= sup [f()]p.
z€B(0,1) z€5(0,1)
12. ou norme sur Lc(E, F) subordonnée a H . ||E et H . ||F’ ou encore norme linéaire. Pour tout

f € L(E,F), on dit que |||f]|| est la norme de lopérateur f ou la norme de f subordonnée a
celles de E et F' ou simplement la norme subordonnée de f.

13 ou [|-||,
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Théoréme

Soient (E, ||-||), (F, ||-|r) deux espaces vectoriels normés et f € L (E, F).
Alors .

A1l = int{ K € Ry, Yz € B, [[£)] < K], }
En particulier, pour tout x € F, on a

£ @) < A |2 -

Donc, si f € L(E,F), |||f]|] est « la meilleure » constante K € Ry (c’est-a-dire
le plus petit K € R;) vérifiant pour tout x € E, Hf(:v)HF < KHxHE

Enoncons & présent la propriété de sous-multiplicativité de la norme d’opérateur.

Théoreme

Soit F, F' et GG trois espaces vectoriels normés.
Soient f € L(E,F) et g € L(F, G).
Alors g o f € Z(E, G) et [|lg o fII| < llglll [II£11l-

Enoncgons a présent la caractérisation de la continuité pour les applications multi-
linéaires apres avoir rappelé la définition de ces dernieres.

Définition
Soient n € N*, Fy, ..., E, et I des espaces vectoriels.
On dit que f : By x- - xE,—F est multilinéaire'* si pour tout k € [1,n]
et pour tout (aq,...,a,) € Eq X -+ X E,, I'application
E, — F
fr
vy > flar, .., 0k—1, %, Q115 Gp)

est linéaire.

Théoréme

Soient (E1, [||£,);-- -, (En, I-I|E.)» (F,]]-|7) des espaces vectoriels normés
et f: Ep x---x E, — F multilinéaire. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est continue sur Eq X - -+ X Ey,.

(ii) 11 existe K € Ry tel que pour tout (z1,...,2,) € By X -+ X Ey,

@1, 20| < K|zl g, - |lon]| g,

14. On dit aussi f n-linéaire. Dans le cas n = 2, on dit que f est bilinéaire.
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4.16 Parties compactes

Définition

Soient £ un espace vectoriel normé et A C E.
On dit que A est compact si'® de toute suite de A, on peut extraire une
sous-suite convergente dont la limite est dans A.

A compact signifie donc que toute suite de A admet au moins une valeur d’adhé-
rence dans A.

Théoreme

Soit E un espace vectoriel normé.
Toute partie compacte de E est fermée et bornée.

Enoncons le cas particulier de R™ qui sera généralisé a tout espace vectoriel normé
de dimension finie page 106.

Théoreme

Soient n € N* et A C R™.
Alors A compact si, et seulement si, A est fermé et borné.

Théoréme

Soient £ un espace vectoriel normé et A une partie compacte de E.
Alors tout fermé (relatif) de A est compact.

Théoreme

Soient £ un espace vectoriel normé et A une partie compacte de E.
Alors toute suite de A converge si, et seulement si, elle admet une unique
valeur d’adhérence.

Enongons maintenant le résultat concernant un produit fini de compacts.

15. Cette définition s’appelle parfois la propriété de Bolzano- Weierstrass.
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Théoréme
Soient n € N*, Fy,..., E,, n espaces vectoriels normés, Ai,..., A, des
parties compactes de Fn, ..., E,.

Alors Ay x --- X A, est une partie compacte de £y X --- X E,.

4.17 Continuité sur une partie compacte

Théoréeme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, A une partie compacte de E
et f: A— F continue sur A. Alors f(A) est une partie compacte de F'.

L’image réciproque d’un compact par une application continue n’est pas nécessai-
R — R
r —1
f7H({1}) = R or {1}, fermé, borné, est compact via le théoréme page 102 et R,
non borné, n’est pas compact.

rement un compact. Par exemple soit f : { . Alors f est continue,

Théoréeme de Heine

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, A une partie compacte de E
et f: A— F continue sur A. Alors f est uniformément continue sur A.

Théoréme des bornes atteintes

Soient E un espace vectoriel normé, A une partie compacte non vide de FE
et f: A — R continue sur A. Alors f est bornée sur A et atteint ses
bornes.

4.18 Connexité par arcs

Définition
Soient E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E et
(a,b) € A%. On appelle arc'® (ou chemin) joignant a et b toute application
continue v de [0, 1] vers A vérifiant v(0) = a et (1) = b.

Les points a et b sont alors appelés les extrémités de 'arc 7.

16. Certains appellent arc joignant a et b toute application continue v de [u,v] vers A (ofl
(u,v) € R? tel que u # v) mais on peut se ramener systématiquement au segment [0, 1] : il suffit
de considérer alors a de [0, 1] vers A définie pour tout ¢ € [0,1] par a(t) = v(u + (v — u)t).

17. Certains appellent a = v(0) 1'origine de I'arc et b = (1) son extrémité.
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Définition

Soient £ un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.
On dit que A est conneze par arcs si pour tout (a,b) € A%, il existe un arc
joignant a et b.

Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. Alors
la relation % définie pour tout (a,b) € A? par
aR b s'il existe un arc joignant a et b

est une relation d’équivalence.
On appelle composantes connexes par arcs de A les classes d’équivalence
de A relativement a la relation R.

La convexité est un cas particulier de la connexité par arcs comme I'explique le
théoreme qui suit.
Théoréme

Soit E un espace vectoriel normé. Toute partie convexe de E est connexe
par arcs.

Enoncons le cas particulier de R.

Théoréme

Soit A C R.
Alors A connexe par arcs si, et seulement si, A est un intervalle.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé.

On dit qu'une partie A de E est étoilée par rapport a un point a € A si
pour tout x € A, [a,x] C A.

On dit que A est étoilée si A est étoilée par rapport a un de ses points.

Une partie A de E est convexe si, et seulement si, elle est étoilée par rapport a
chacun de ses points.
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Théoréme

Soit E un espace vectoriel normé.
Toute partie étoilée de E est connexe par arcs.

Théoreme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, A une partie connexe par
arcs de E et f : A — F continue sur A.

Alors f(A) est une partie connexe par arcs de F.

Corollaire (théoréme des valeurs intermédiaires)

Soient F un espace vectoriel normé, A une partie connexe par arcs de F et
f+ A— R continue sur A. Alors f(A) est un intervalle.

4.19 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Théoreme

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie .

Alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Ce théoreme permet, dans le cas de la dimension finie, de ne plus préciser quelle
est la norme utilisée dans les diverses notions topologiques (voisinages, ouverts,
fermés, compacts...).

Soient E un espace vectoriel de dimension finie p € N*, & = (ey, ..., e,) une base
de FE et (u,) une suite d’éléments de E. Alors, pour tout n € N,

u, = ulVe; + - +ulPe, oules ul) € K.
Les suites (uﬁ?)
la base %.

a valeurs dans K sont appelées suites-coordonnées de (u,) dans

18. Rappelons que dans tout ce chapitre, on ne considere que des K-espaces vectoriels. Ce théo-
réme peut devenir faux pour un espace vectoriel normé sur un corps différent de K par exemple
le Q-espace vectoriel Q[v/2] = {a +0v2; (a,b) € QQ} de dimension finie 2 : on peut montrer que
les deux normes || - || et || - ||’ définies pour tout u = a + bv'2 € Q[v2] par |[u| = |a + bv?2| et
||lu|l" = |a|] + |b| ne sont pas équivalentes.
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Théoréme

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p € N* et (u,) une
suite d’éléments de E.
Alors (u,) converge si, et seulement si, (u;”) yees (uﬁlp )) convergent.

De plus, dans ce cas, on a
lim u, = ( lim ug))el FeaogF ( lim u%p)>ep.

n—-+4oo n——+oo n——+oo

Théoréeme
Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et A C F.

Alors A compact si, et seulement si, A est fermé et borné.

Par exemple, en dimension finie, B(0,1) et S(0,1) sont compactes.
Corollaire (théoréme de Bolzano-Weierstrass)

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.
Alors de toute suite bornée de E, on peut extraire une sous-suite conver-
gente dans F.
Enoncons également un autre corollaire.
Corollaire
Une suite bornée d’'un espace vectoriel de dimension finie converge si, et
seulement si, elle admet une unique valeur d’adhérence.
Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et F' un espace
vectoriel normé.
Alors toute application linéaire de E vers F est continue sur F.

Donc, si F est dimension finie, £(F, F) = £.(F, F).
Corollaire

Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé
est fermé.
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Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie p € N* et (eq,...,e,) une base
de E. On appelle mondome définie sur E (& valeurs dans K) toute application

FE — K

P

(03

x= Y xpep +—> x{txp”
k=1

ou les a; € N.

On appelle application polynomiale® définie sur E (& valeurs dans K) toute com-
binaison linéaire de monémes définis sur E (& valeurs dans K).

Théoréme

Toute application polynomiale définie sur un espace vectoriel normé de
dimension finie est continue.

Etendons enfin le théoréeme de continuité des applications linéaires en dimension
finie aux applications multilinéaires.

Théoréme

Soient F1, ..., E, des espaces vectoriels normés de dimension finie et £’ un
espace vectoriel normé.
Alors toute application multilinéaire de £y X --- X E,, vers F' est continue.

Soit n € N tel que n > 2. En identifiant Jl,,(K), de dimension finie, avec ses n
L My(K) — K
n .. n 1 . n
vecteurs colonnes dans K™ x x K", Papplication det : { | det(A)

est n-linéaire donc continue via le théoréme précédent.

4.20 Complétude

Définition
Soient (E, | - ||) un espace vectoriel normé et () une suite d’éléments

de E. On dit que (z,) est une suite de Cauchy si
Ve>0,INEN, V(p,q) eN* p>Netqg>N—= ||xp—a:qH <e.

19. ou fonction polynomiale.
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Théoréme

Soit (B, || - ||) un espace vectoriel normé. Alors
1. Toute suite de Cauchy de E est bornée.
2. Toute suite convergente de E est de Cauchy.

3. Toute suite de Cauchy de E, possédant une suite extraite convergente,
converge.

Définissons a présent la notion d’espace complet.
Définition

Soient E un espace vectoriel normé et A C E.
On dit que A est complet si pour toute suite de Cauchy (z,) d’éléments
de A, (zy,) converge et lim =z, € A.

n—-+oo

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.
On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet.

Théoréme

Soit E un espace vectoriel normé.

1. Si E est complet, toute partie fermée A de E est compléte.

2. Toute partie complete de E est fermée.

Théoréme

Soient £ un espace de Banach et A C E.
Alors A est complete si, et seulement si, A est fermée

Théoreme

Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Le théoreme qui suit donne un lien entre compacité et complétude.

Théoréme

Soit E un espace vectoriel normé.
Toute partie compacte de F est complete.
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La réciproque de ce théoreme est fausse : R est un espace vectoriel normé complet
mais non borné donc non compact.

Donnons enfin le théoréme du point fixe apres avoir donné la définition d'un tel
point.

Définition

Soient E un ensemble et f : E — F.
On dit que 2 € E est un point fize de f si f(z) = .

Théoréme du point fixe

Soient (E, | -||) un espace vectoriel normé, A une partie compléte de E et
f: A — A contractante.

Alors f admet un unique point fixe dans A et pour tout a € A, la suite
(2,) définie par xg = a et pour tout n € N, z, 11 = f(x,), converge vers le
point fixe de f.



Séries numeériques

K =R ouC.

5.1 Convergence et divergence

Définition

Soit (u,) une suite réelle ou complexe. On appelle série de terme général
Up, NOtée D u,, la suite des sommes partielles (S,,) ot pour tout n € N,

n
Sn = Z g .
k=0

On dit que Y u,, converge?® si (S,) converge. On dit qu’elle diverge sinon.

Cette définition peut étre étendue & une série de terme général u,, ou la suite (uy,)
est & valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie?. Rappelons que
dans un tel espace toutes les normes sont équivalentes.

Si (Un)nn, nest définie qu’a partir de ng, la série numérique associée est alors la
suite (Sp,)n>n, définie pour tout n > ng par

n
Sn = Z UL -
k:’no

Toutes les définitions et théoremes figurant dans ce chapitre ne sont énoncés, sauf
cas particulier, que pour ng = 0 mais restent valables si ng # 0.

1. ou est convergente. La série de terme général u,, est parfois notée Z upn ou plus générale-
n=0
ment E“" lorsque la suite (un)p>n, n’est définie qu’a partir de ng. En revanche, la notation
nz=ng
Z Uy, est réservée aux familles sommables (cf. note 21 page 124).
neN
2. Elle peut étre étendue & une série a valeurs dans un espace vectoriel normé quelconque
mais alors I’absolue convergence n’entraine plus nécessairement la convergence (cf. section 7.3

page 143, théoréme page 117 et notes 15 et 16 page 117).

0
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Etudier la nature d’une série numérique consiste a déterminer si elle converge ou
diverge.

Remarquons que la convergence d’une série Y u, ne dépend pas des premiers
termes de la suite (u, ). Plus précisément, si ng € N, > u,, converge si, et seule-

nzng
ment si, > u, converge.
n nog—1 n
Il suffit en effet de remarquer que > up = > up+ Y. ug.
k=0 k=0 k=ng

5.2 Série géométrique
Définition
Soit ¢ € K. On appelle série géométrique la série numérique »_ ¢™.

Théoréme

Soit ¢ € K. Alors > ¢™ converge ssi |g| < 1.

+oo

1
De plus si |g| < 1, Zq" =712
—q

n=0

5.3 Somme et reste d’une série convergente
Définition
Soit Y u, une série numérique convergente. On appelle somme de la série

le scalaire +
E u, = lim S,
n— 400
n=0

et on appelle reste de la série la suite (R,,) définie pour tout n € N par

Lorsque une série numérique _ u, est convergente, elle converge donc vers sa
“+o0

somme? qui est le nombre réel ou complexe Y. u,.
n=0
oo
3. Ne pas confondre Zun désignant la série de terme général u, et E up désignant la
n=0

somme de la série convergente E Up, -
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De méme, le reste d’une série ne peut étre défini que pour une série convergente.

5.4 Somme de deux séries numériques et produit
par un scalaire

Théoreéme

Soient Y uy,, Y. v, deux séries numériques et A € K. Alors*

1. (3" un converge et > v, converge) = >_(un + v,) converge.
2. > uy converge = »  Au, converge.

3. (X un converge et Y vy, diverge) = > (un + vy) diverge.

En particulier, si > u, et > v, convergent, on a®
+00 400 400 +o0 +o0
ST AU, =AY up et S(un+ovn) = un+ Y vy
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

5.5 Condition nécessaire de convergence et série
harmonique

Théoréme

Soit (u,) une suite réelle ou complexe ®. Alors

> u, converge — u, — 0.
n—+o0o

Lorsque u, —+— 0, on dit que > u,, diverge grossiérement.
n—-+oo

Définition

. . . . 1
On appelle série harmonique la série numérique E —.
n

4. Les deux premieéres assertions signifient que ’espace des séries convergentes est un K-ev.
{séries numériques convergentes} — K
5. c’est-a-dire 'application Zu icu est linéaire.
n n
n=0
6. Ce théoreme s’étend au cas ot (up) est a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie. Rappelons dans ce cadre que uy, —— 0 <= ||lup| —— 0.
n——+oo n—-+oo
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La réciproque du dernier théoreme est fausse comme lillustre le théoreme suivant.

Théoréme

as . I
La série harmonique E — diverge.
n

Il est parfois délicat de montrer qu’une suite (u,) est convergente. On peut alors
tenter de montrer que la série de terme général” (u, — u,_1) converge comme
I'illustre le théoreme suivant.

Théoréme

Soit (uy, )nen une suite réelle ou complexe ®. Alors

> (un, — up—1) converge <= (uy) converge.

5.6 Séries a termes positifs
Définition
On dit qu’une série numérique > u,, est & termes positifs si (u,) est une
suite réelle vérifiant pour tout n € N, u,, > 0.
Si > uy, est une série @ termes positifs, la suite de ses sommes partielles (S,,) est
croissante d’ou le théoréme suivant.

Théoréme

Soient Y wu, une série a termes positifs et (S,) la suite de ses sommes
partielles. Alors : Y u, converge <= (S,,) est majorée.

Théoreme

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles telles que pour tout n € N,
0<u, <v,
> v, converge = >, CONVerge;
Alors ¢ et
>y, diverge = Y v, diverge.

7. Cette série est appelée série télescopique associée a la suite (up).
8. Ce théoréme s’étend au cas ou (up) est a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie.
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Le théoreme suivant est tres utile car permet de comparer la série étudiée a des
séries de références.

Théoréme

1. Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles positives telles que u,, = O(vy,).
Alors 3" v, converge = > u,, converge®.

|

o)
—

S
3
N

2. Soient (uy) et (v,) deux suites réelles positives telles que u, =
Alors >" v, converge = Y u, converge '°.

3. Soient (u,) une suite réelle et (v,) une suite réelle positive!l que
Up, ~ Up,.

Alors > u, et > v, sont de méme nature 2.

Les séries de Riemann (et les séries géométriques) constituent les principales séries
de référence.

Définition

1
On appelle série de Riemann toute série de la forme Z — oua€R.
n

Théoréme

1
Soit a € R. Alors Z — converge <= a > 1.
n(l

Via les deux précédents théoréemes, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire (régle de Riemann)

Soit (uy,) une suite réelle positive.

S’il existe a > 1 tel que n%u,, P 0 alors Y u, converge.
n—-+0o0

On peut généraliser la regle de Riemann de la fagon suivante.

9. Le théoréme page 117 permet une extension au cas ol (uy ) est une suite réelle ou complexe.
10. cf. note précédente
11. La positivité de (vy) implique celle de (uy) & partir d’un certain rang.
12. Dire que deux séries sont de méme nature signifie que si 'une diverge, I'autre diverge
également et si 'une converge, 'autre aussi (mais pas nécessairement vers la méme valeur).
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Théoréme (régle de Riemann généralisée)

Soit (uy,) une suite réelle positive.
On suppose qu’il existe « € R et £ € Ry U {+o0} tels que n%u,, —— L.

n—-+oo

(0 # 400 et o> 1) = > u, converge;

Alors
(€#0 et a<1) = > uy, diverge.

Les séries de Bertrand constituent également un réservoir de séries de références.
Définition
1

N

On appelle série de Bertrand toute série de la forme Z ou

(0,8) € R ne (In(n))”

Théoréme

Soit (o, 3) € R2. Alors

1
Z—B converge <= a>1lou(a=1et [ >1).
n®(In(n))

Un autre critére de comparaison, tres utile via son corollaire (régle de d’Alembert),
est le critere de comparaison logarithmique.

Théoréme (critére de comparaison logarithmique)

Soient (uy) et (vy,) deux suites réelles strictement positives telles que pour

Un41 Un+41
toutnEN,n—+< 1t

n 'Un

. Alors > v, converge — Y u, converge.

Corollaire (régle de d’Alembert)

Soit (u,) une suite réelle strictement positive '3 telle que
U
=t s lonleRy U{+oo).
Up, n—-+oo
{<1= > u, converge;
Alors et
(>1= > u, diverge.

13. Ce corollaire reste valable dans le cas d’une suite complexe non nulle en remplacant sim-

Un+1 Un+1
par |——

Un

plement

Un
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Cette regle est particulierement utile lorsque le terme général u,, est sous forme
de produits (par exemple sous forme de factorielles).

Mais elle ne permet pas de conclure lorsque la limite £ est égale a 1. Il suffit pour
s'en assurer de comparer les résultats avec les séries de Riemann Y L et > 2 :
dans les deux cas, via la regle de d’Alembert, / = 1 mais la premiere série diverge
tandis que la seconde converge.

Un autre critere, utile lorsque le terme général d’une série est sous forme de puis-
sance n-ieme, est la regle de Cauchy.

Théoréme (régle de Cauchy)

Soit (u,,) une suite réelle positive 14 telle que

A/ Up, —+>£Ol\l€€R+U{+OO}
n—-+oo

¢ <1=> u, converge;
Alors ¢ et
0>1= > u, diverge.

La regle suivante, appelée régle de Raabe-Duhamel ou régle de Duhamel permet
d’explorer le cas £ = 1 de la regle de d’Alembert et de conclure dans certains cas.

Théoréme (régle de Raabe-Duhamel)

Soient o € R et (uy,) une suite réelle strictement positive telle que

1
Unil _ g _ @ <_) ,
Un, n n
a>1= > u, converge;
Alors ¢ et
a<1= > u, diverge.

5.7 Séries a termes quelconques

Dans cette section, on considére des séries a termes quelconques, c’est-a-dire de
terme général de signe non constant. Parmi toutes les séries a termes quelconques,
il existe deux grandes familles pour lesquelles des théoremes existent : il s’agit des
séries absolument convergentes et des séries alternées.

Commencons par les séries absolument convergentes.

14. Ce corollaire reste valable dans le cas d’une suite complexe en remplacant simplement {/u,,

par V/|un|.
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Définition

On dit qu’une série numérique » u,, converge absolument ou est absolument
convergente'® si la série 3 |uy,| converge.

Un des intéréts de la convergence absolue est I'implication fournie par le théoreme
suivant.
Théoreme

Soit Y u, une série numérique absolument convergente. Alors Y u,
converge et on a 'inégalité triangulaire '

+oo +oo
> un| < Junl-
n=0 n=0

Comme la série > |u,| est & termes positifs, on peut affiner une partie du théoréeme
de comparaison page 114.
Théoréme

Soient (uy,) une suite réelle ou complexe et (vy,) une suite
un, = O(v,) (respectivement u, = o(vy)).

Alors )" u,, converge absolument donc converge.

Définition

Une série convergente mais non absolument convergente est dite semi-
convergente.

- . . —1)" .
Par exemple la série harmonique alternée % est semi-convergente.

15. Dans le cas d’une série a termes complexes, |up| désigne bien entendu le module de wy,. Si
(un) est & valeurs dans un espace vectoriel normée (E, I| - H), Z Uy, est absolument convergente
si > [lunl| converge (cf. section 7.3 page 143).

16. Dans le cas d’une suite (u,) & valeurs dans un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie (E,|| - ||), l'absolue convergence de Y u, entraine la convergence de Y u, et
—+oo —+oo
> un|| < 3 [lun|l (cf. section 7.3 page 143).
n=0

n=0
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Théoréme

Z’I’L
Pour tout z € C, la série Z — est absolument convergente donc conver-
n!

gente.
C — C
+oo
L . : on p . olle.
application exp L Z 2" est appelée fonction exponentielle
n!
n=0 e
Pour tout z € C, 'exponentielle de z, notée e* est définie par e* = Z —-
n!
n=0

Toutes les propriétés bien connues de I'exponentielle se déduisent de cette défini-

tion 17.

Définition

Soit (u,) une suite réelle.

On dit que (uy,) est alternée 8'il existe une suite réelle (a,,) positive telle que
pour tout n € N, u,, = (—1)"a,, (ou pour tout n € N, u,, = (=1)"a,).

On dit qu’une série numérique Y u,, est alternée sila suite (u,,) est alternée.

Si (uy,) ne s’annule pas, (u,) est alternée lorsque le produit de deux termes consé-
cutifs de la suite est négatif (c’est-a-dire que deux termes consécutifs de la suite
sont de signes contraires).

Le critére suivant, appelé critére spécial des séries alternées ou regle de Leibniz,
permet de conclure dans certains cas.

Théoréme (critére spécial des séries alternées ou régle de Leibniz)

Soit (u,) une suite réelle alternée.
Si (|un|) est décroissante et converge vers 0 alors

1. > u, converge.

2. Vn € N, {Rn} < |tpy1| ot (Rn) est la suite des restes associée & Y u,.

Ce critere spécial des séries alternées est un cas particulier de la regle d’Abel
suivante.

17. Cf. page 172.
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Théoréme (régle d’Abel)
Soient (uy) et (vy) deux suites réelles telles que

1. (uy) est décroissante et converge vers 0.

n
2. La suite (Z vk) est bornée.
k=0

Alors Y upv, converge.

5.8 Sommation des relations de comparaison

Les deux théoremes suivants permettent, respectivement, de donner une estimation
du reste d’'une série convergente et de la somme partielle d’une série divergente.

Théoréme

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles telles que (v,,) est positive et Y vy,
converge.

+oo +oo
1. Si u, = o(v,) alors > u, converge et > wur=of > wvx].
k=n-+1 k=n-+1

+ oo +oo
2. Si uy, = O(vy,) alors Y uy, converge et > up =0/ > vy ).
k=n+1 k=n+1

“+o0 —+oo
3. Si u, ~ v, alors Y u, converge et > up~ > .
k=n-+1 k=n-+1

Théoréme

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que (vy,) est positive et > vy,
diverge.

1. Si u, = o(v,) alors Y ur =o < > vk>.

k=0 k=0

2. Siu, = O(vy,) alors > u, =0 <Z vk).
k=0

k=0

n n
3. Siup, ~ v, alors Y up ~ Y vp.
k=0 k=0
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5.9 Produit de deux séries numériques

Définition
Soient > u, et Y v, deux séries numériques.

On appelle produit de Cauchy de > u,, et > v, la série > w,, ou pour tout
n €N,

n

Wy = D UpUn—k = . Uplq.
k=0 p+qg=n

Théoréme

Soient > u, et Y v, deux séries numériques absolument convergentes.

Alors le produit de Cauchy 3 w,, de ces deux séries converge absolument

et on a
+00 +oo +oo
S (B0
n=0 n=0 n=0

ot pour tout n € N, w, = >°  upv,.
pt+g=n

5.10 Comparaison série-intégrale

Théoréme

Soit f : Ry — R, continue par morceaux et décroissante.

Alors la série de terme général [ | f(t)dt — f(n) converge.

5.11 Sommes de séries convergentes classiques

Théoreme
Z — =cet Z = —1In(2) (somme de la série harmonique alternée).
n=0 n! =1l n

+oo (_1)n “+oo 1 2

us us =1 4
2ol lw et w T w

n=0 n=1
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5.12 Familles sommables

Dans cette section, introduite en vue de 1’étude des probabilités, I désigne un
ensemble au plus dénombrable 8.
Lorsqu’une série numérique u,, est convergente, sa somme est définie par

400 n
Sup = lm > uy.
n=0

n—-+4oo k=0

Dans le calcul de la somme ci-dessus, on additionne les termes dans un ordre
précis. Or, dans le cas d’une série semi-convergente, comme par exemple > (;131” ,
on peut, via une permutation des termes, obtenir une somme différente de la valeur
classique In(2) obtenue dans le théoréme précédent.

Cette section a notamment pour but d’introduire une définition de la somme qui
exclut cette pathologie en donnant le méme résultat quel que soit 'ordre de som-
mation choisi.

Elle vise plus généralement a définir, dans le cas d’une indexation plus compliquée
qui ne possede pas d’ordre naturel, la notion de somme d’une infinité de nombres
réels ou complexes ne tenant pas compte de I'ordre de sommation, ni de la fagon
de les indexer.

Définition

Soit (u;)ier une famille de réels positifs. On dit que (u;);cr est sommable

si ensemble < > w;;Jfini C I} est majoré 9.
ier

Dans ce cas, la somme de la famille (u;);cr, notée > u;, est la borne supé-
. - iel
rieure de I'ensemble précédent.

Lorsque la famille (u;);c; n’est pas sommable, on écrit > u; = +o0.
i€l

Par définition, la somme d’une famille sommable de réels positifs ne dépend pas de

Iordre des éléments de cette famille : plus précisément, si ¢ est une permutation

de I, (ug(i))iel est sommable si, et seulement si, (u;);er Uest.

Si tel est le cas, on a de plus les deux sommes qui coincident : Y u; = ) Ug(;).
i€l i€l

Toujours dans le cas de réels positifs, le théoréme suivant montre que les notions

de famille sommable et de série convergente coincident lorsque I = N.

18. Via la définition qui suit, on peut montrer que si (u;);cr est sommable, alors I est néces-
sairement au plus dénombrable d’ou cette restriction prise des le début de cette section.
19. c’est-a-dire s’il existe K € R4 tel que pour tout Jfini C I, Z u; < K.
i€J
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Théoréme

Soit (un)nen une suite 2 réelle positive.

Alors (up )nen est sommable <= > u,, converge.

oo
De plus, dans ce cas, on a »_ Uy, = > Up.
neN n=0

Les deux théorémes suivants énoncent les premieres propriétés élémentaires asso-
ciées aux familles sommables de réels positifs.

Théoréme

Soient (u;)ier et (v;)ier deux familles de réels positifs telles que, pour tout
1 €1, u; <.

Si (v;)ier est sommable alors (u;);ecr est sommable et > u; < > v;.
i€l i€l

Si (u;)ier n’est pas sommable alors (v;);cr n’est pas sommable.

Théoréme

Soient (u;);cr et (v;)ier deux familles sommables de réels positifs et A € R.
Alors la famille (Au; +v;)ier est sommable et > (Au;+v;) = A D wi+ > v;.
i€l i€l i€l

Etendons le concept de famille sommable & une famille de réels ou de complexes.

Pour tout famille (u;) de réels, on introduit ses parties positive et négative en
notant, pour tout i € I, uj = max(u;,0) et u; = max(—u;,0).

Pour tout 7 € I, uj‘ et u; sont donc des réels positifs tels que

s = + 0= —
u fu; = u et w —u; =,

Définition

Soit (u;)ier une famille de réels ou complexes. On dit que (u;);er est som-
mable si la famille de réels positifs (|u;|) Vest.

20. Dans le cas d’une indexation par N, on utilise plutot le mot suite que famille.
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Théoréme

Soit (u;)ier une famille de réels. Alors (u;);er est sommable si, et seulement

si, () )ier et (u; )ier le sont.

Dans ce cas, on appelle somme de la famille (u;);cr le réel

Sui= ol =Y

i€l icl icl

Théoréme

Soit (u;)ier une famille de complexes. Alors (u;);esr est sommable si, et
seulement si, les deux suites de réels (Re(u;)), , et (Im(u;)),_, le sont.

Dans ce cas, on appelle somme de la famille (u;);c; le complexe

Z Uy = Z Re(ui) + 1 Z Im(uz)

i€l i€l i€l

Le théoréeme de linéarité page 122 reste valable pour une famille de réels ou com-
plexes quelconque.

D’autre part, la remarque page 121 reste valable dans le cas général d’une famille
de réels ou complexes comme 'explicite le théoreme suivant.

Théoreme

Soient (u;);er une famille de réels ou complexes et o une permutation de I.
(u;)icr est sommable si, et seulement si, (ua(i))iel Iest.
De plus, si tel est le cas, les deux sommes coincident : ) u; = Y Ug(s)-

i€l i€l

Le théoreme suivant montre que les notions de famille sommable et de série abso-
lument convergente coincident lorsque I = N.

Théoréme

Soit (un)nen une suite réelle ou complexe.

Alors (u,,) est sommable si, et seulement si, la série Y u,, est absolument
convergente.

+oo
De plus, dans ce cas, on a Y up, = > Up.
neN n=0
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—+oo
Ne pas confondre les deux notations > u, et > w, : dans le premier cas, aucun
neN n=0

ordre de sommation n’est suggéré contrairement au deuxieme?! .

+oo
(=" :
Par exemple } -4 a un sens mais )
n=0 neN

notation n’indique pas dans quel ordre ont été sommés les termes : bien que la

="
n+1

n’a pas de sens car cette derniere

série > (;i)ln soit convergente, la famille ((;Jlr)ln> o n’est pas sommable.
n

Le théoreme suivant explique que la somme d’une série numérique absolument
convergente?? n’est pas modifiée par permutation de ses termes.

Théoréme (convergence commutative)

Soient > u, une série numérique absolument convergente et o une permu-

tation de N.

+oo —+oo
Alors la série numérique ) u,(,) converge Bt M Ug(n) = D Un-
n=0 n=0

Les deux résultats qui suivent permettent, sous 'hypothese de sommabilité d’une
famille, de calculer sa somme, en réorganisant a sa guise les termes de celle-ci dans
n’importe quel ordre.

Théoréme (sommation par paquets d’une famille de réels positifs)

Soient (u;);c; une famille de réels positifs et (I,),en une partition de I.

pour tout n € N, la sous-famille (u;);er,

est sommable ;
Alors (u;);cr est sommable <

la série numérique > | > u; | converge.

i€ln
+oo
Dans ce cas, > u; = y. [ > wu;
i€l n=0 \i€l,

Voici a présent le théoreme de sommation par paquets pour une famille quelconque
de réels ou complexes, corollaire du précédent.

21. Ces deux notations ne doivent pas non plus étre confondues avec Z un, qui désigne la série
de terme général u,.

22. En revanche, on peut modifier la somme d’une série semi-convergente via une permutation
de ses termes.

23. On dit qu’une série numérique Z up est commutativement convergente si pour toute per-

mutation o de N, Z Ug () CONVETEE.



Familles sommables 125

Théoréme (sommation par paquets d’une famille de réels ou de
complexes)

Soient D un ensemble au plus dénombrable, (u;);c; une famille de réels ou
complexes et (I;)gep une partition de I.

Si la famille (u;);er est sommable alors les sous-familles (u;);er, sont som-

mables et la série numérique de leurs sommes, ( > u; |, converge.

i€l
De plus, on a alors > u; = > ( > ul>

el deD \i€ly

En appliquant le théoréme précédent aux suites doubles () (5, p)enz, On obtient
le corollaire suivant qui permet d’effectuer ’échange de deux sommes infinies.

Théoréme de Fubini

Soit (tn,p)(npyenz une suite double de réels ou de complexes telle que **

pour tout p € N, la série numérique ‘un,p} converge ;
n=0

+oo
la série numérique > < |un7p|) converge.
p=>0 0

+oo —+oo +oo /+oo
> Unp | = D ( un,p)
=0 0 p=0 “n=0

=

Alors

p=

avec absolue convergence des séries ci-dessus.

24. Les deux conditions suivantes sont équivalentes a la sommabilité de (un,p)(n,p)en?-



Intégrales
généralisées

K =R ouC.

Tout intervalle de ce chapitre est supposé non vide.

Il s’agit dans ce chapitre de donner un sens a des intégrales de la forme f: f(t)dt ou

f est continue par morceaux seulement sur ]a, b, [a, b ou |a, b[, avec en particulier

des bornes éventuellement infinies : par exemple f 1+°O %, fol % dt ou dans cette
t—1

deuxieme intégrale, la fonction ¢ — (i) n’est ni définie en 0, ni en 1.

6.1 Convergence et divergence
Enoncons successivement les définitions d’une intégrale convergente pour les trois
cas [a,b], ]a, b] et ]a, b].

Définition

Soit f : [a,b] — K continue par morceaux sur [a,b[ ou? —oo < a < b < +oo0.
2

On dit que lintégrale de f sur [a,b], notée f[a b[f(t) dt, converge® si la

a,bf — R
x o [Tft)dt

Dans ce cas, on note f; ft)dt = lirr%) L7 f(@)at.
Tr—r

fonction F' : { [ admet une limite finie en b.

Sinon, on dit que 'intégrale de f sur [a,b| diverge.

Si f est continue sur [a,b[, en notant F une primitive® de f sur [a, b[, on a 1’équi-
valence : f; f(t)dt converge <= F' admet une limite finie en b.
De plus, dans ce cas, on a alors : fab f)dt = lirr}) F(z) — F(a) = [F(w)]z

T—

1. Cette notation signifie que a € R et b € RU {4o0}.
s . b
2. ou est convergente. Parfois, on écrira par abus fa f(t)dt converge.
3. Attention, une fonction continue par morceaur n’admet pas nécessairement de primitive :
par exemple la fonction définie sur [0,2] par f(1) = 1 et pour tout = € [0,2]\{1} par f(z) =0,
est continue par morceaux sur [0,2] mais n’admet pas de primitive sur [0, 2].
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Définition
Soit f : ]a,b] — K continue par morceaux sur Ja,b] ot? —oo < a < b < +oo0.
On dit que Dintégrale de f sur |a,b], notée f]a . f(t)dt, converge® si la

la, b)) — R
e [f)dt

Dans ce cas, on note f: ft)dt = liin f; f(t)dt

fonction F : { admet une limite finie en a.

Sinon, on dit que l'intégrale de f sur |a,b] diverge.

Définition
Soit f :]a, b[— K continue par morceaux sur |a,b[ ou® —oo < a < b < +oo0.
On dit que l'intégrale de f sur |a, b[, notée f]a b f(t)dt, converge” si, pour

tout ¢ €la, b], f] f(t)dt et f[c p [ (1) dt convergent ©.

a,c|

Dans ce cas, pour tout ¢ €]a, b[, on a ff fydt = [7f(t)dt + fcb f(t)dt
Sinon, on dit que 'intégrale de f sur Ja, b| diverge.

Si, pour un ¢ €la,b], 'intégrale de f sur ]a,c] diverge, on peut directement en
conclure, via la définition précédente, que 'intégrale de f sur [a, b[ diverge”.

On prendra garde de ne pas confondre f]iooﬂroc[ f(t)dt avec IBIEOO fﬂj f)de

En effet, ji_oo#oo[ t dt diverge, car f[07+00[ t dt diverge, et pourtant acgr-lr—loo [ tdt=o.

Dans toute la suite du chapitre, les définitions et résultats prin-
cipaux seront énoncés dans le cas d’une fonction continue par
morceaux sur [a, b, les cas ]a,b] et ]a,b] étant analogues.

Cette notation signifie que a € RU {—o0} et b € R.

ou est convergente. Parfois, on écrira par abus f f(t)dt converge.

Cette notation signifie que a € RU {—o0} et b € RU {+o0}.

ou est convergente. Parfois, on écrira par abus fa f(t)dt converge.

8. On montre aisément que le choix de ¢ n’influe ni sur la convergence, ni sur ’éventuelle

valeur de I'intégrale.
9. idem si pour un ¢ € a, b[, I'intégrale de f sur [c, b[ diverge.

N o e
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6.2 Linéarité, conjugaison, croissance et stricte
positivité
Théoréme

Soient f et g : [a,b]— K continues par morceaux sur [a,b] ol
—00 < a < b < +oo telles que f[a o J (1) dt et f[a p 9(t) dt convergent.

Alors pour tout A € K| f[a b[(f + Ag)(t) dt converge et on a de plus
b b b
JL(F+rg)@)dt = [ F@)dt+ A [, g(t) dt.
En particulier si l'intégrale de f sur [a,b[ converge et l'intégrale de g sur [a,b]
diverge, on peut en conclure que 'intégrale de f + g sur [a, b diverge.

Enoncons ensuite deux théorémes, de conjugaison (pour les fonctions a valeurs
complexes) et de croissance (pour celles & valeurs réelles).

Théoreme
Soit f : [a,b][ — C continue par morceaux sur [a,b[ ol —oo < a < b < +00.

Si I'intégrale de f sur [a, b[ converge, 'intégrale de f sur [a, b] converge et

[T dt = 7 f(t)dt.

Théoréme

Soient f et g : [a,b] — R continue par morceaux sur [a, b[ dont les intégrales
sur [a,b] convergent ot —oco < a < b < +o00. Alors

F<g= [Df@)dt< [0 f(1)at.

En particulier si f est positive sur [a, b, son intégrale sur [a, b[ est positive.
Théoreme

Soit f : [a,b]— R continue '° et positive sur [a, b dont l'intégrale sur [a, b]
converge.

Si f; f(t)dt =0 alors f est la fonction nulle.

10. Ce théoréeme devient faux avec une hypothése de continuité par morceaux.
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6.3 Intégrales de Riemann
Introduisons une famille de référence : les intégrales de Riemann.

Théoréme (intégrales de Riemann)
Soit « € R. Alors

dt
° / 7o Converge si, et seulement si, o < 1.
[0,1]

t
° / —5 converge si, et seulement si, o > 1.
[1,+00[

dt

0,+00[ T diverge. Enoncons

On remarquera en particulier que pour tout a € R, fi

également un résultat sur une autre famille de référence, utile en probabilités.
Théoréme

Soit a € R. Alors / e~ dt converge si, et seulement si, a > 0.
[0,+00]

+oo 1
De plus, si tel est le cas, on a / e dt=—.
0 a

6.4 Cas des fonctions positives

On étudie dans cette section le cas des fonctions a valeurs réelles, continues par
morceaux et positives sur [a, b[.

Théoréme

Soit f : [a,b[— R continue par morceaux et positive sur [a,b] o
—o0o < a<b< +oo.

{ [a,b] — R
Soit F' : .
= [Tf)dt

Alors f[a o (t) dt converge si, et seulement si, F' est majorée.
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6.5 Criteres de comparaison

Théoréme

Soient f et g : [a,b[— R continues par morceaux et positives sur [a, b[ ol
—00 < a<b< +oo.

1. Supposons que pour tout ¢ € [a,b], 0 < f(t) < g(t). Alors

/[ b[g(t) dt converge —> : b[f(t) dt converge.
2. Supposons qu”au voisinage de b, f = o(g)’. Alors
/[b[g(t) dt converge — : b[f(t) dt converge.
3. Supposons qu’yau voisinage de b, f = 0(97). Alors
/[ b[g(t) dt converge =—> : b[f(t) dt converge.
4. Supposons qué f ~ 9 Alors f[a’b[f(t) dt7 et f[avb[g(t) dt sont de méme

nature 1.

Dans le 4°¢ résultat de ce théoreme, il suffit que I'une des deux fonctions soit
positive 12 car alors autre le sera nécessairement au voisinage de b.

. Ve — 2 2 .
Par exemple, 'intégrale de Gauss, f[o 4ol © " dt, est convergente ' car la fonction

dt

—¢2 . .. —2 1 dt
t—e est continue sur R et, au voisinage de +o0, e = 0(t2) avec f[l,+<x>[ 72

convergente.

6.6 Comparaison série-intégrale

Le théoréeme suivant permet, sous certaines hypotheses, de comparer la nature
d’une série a celle d'une intégrale généralisée.

Théoréme (comparaison série-intégrale '4)

Soient a € Ry et f : [a,+oo[—> R continue, positive et décroissante sur
[a, +oc]. Alors > f(n) et f[a,+oo[ f(t) dt sont de méme nature.

11. c’est-a-dire si I'une converge, ’autre également, et par contraposée, si I’'une diverge, I’autre
aussi.

12. ou plus généralement de signe constant : en effet, si g est négative, —g est positive et la
convergence de lintégrale de g sur [a, b équivaut & celle de —g sur [a, b[.

13. cf. également théoréme page 135.

14. Ce théoréme est également appelé critére intégral de Cauchy.
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Par exemple, pour a € R, on retrouve, via ce théoreme un résultat déja connu sur
les séries de Riemann : Z est de méme nature que f 1+00] ta qui converge si,
et seulement si, a > 1.

6.7 Intégration par parties et par changement de
variable

Etendons les résultats déja connus pour les intégrales classiques sur un compact
aux intégrales généralisées.

Théoreme

Soient f et g : [a,b[— K de classe @' sur [a,b] avec —o00 < a < b < +00
telles que fg admette une limite finie en b. Alors f[a " f(®)g(t)dt et

f[a bl t) dt sont de méme nature.

Si elles convergent, on a de plus

Jo F1()g(®)dt = lim (f(t)g(t)) — f(a)g(a) - IGIAGEY

Théoréme

Soient f : [a,b] — K continue sur [a,b] ot —co < a < b < +o0 et

¢ : [, B[ [a, b bijective, de classe B et strictement croissante sur [, 5]
ol —oo < a < 8 < +0o0.

Alors [, o f(o(u)@'(u) du et [, , f(t) dt sont de méme nature.

De plus, en cas de convergence, on a fa fe(u) ¢! (u) du = f: f(t)dt

En particulier, on peut énoncer le théoreme suivant, corollaire de celui relatif aux
intégrales de Riemann.

Théoréme
Soient a, b et « trois réels tels que a < b. Alors
° f[a,b[ (t:i—;)a converge si, et seulement si, a < 1.

® Jiap (bf—f)a converge si, et seulement si, a < 1.
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6.8 Comportement asymptotique

Rappelons que pour une série numérique » u,, on a une condition nécessaire de

convergence : » U, CONverge =—> u, o 0.
n—-+4oo

Ce théoréme devient faux pour les intégrales généralisées 19 : il existe des fonctions
f continues sur [a, +o0o[ telles que f[a oo f(t)dt converge et f(t) —F— 016,

t——+oo

Par exemple, les intégrales de Fresnell”, f[o +Oo[cos(t2) dt et f[o +Oo[sin(t2) dt
convergent sans que les fonctions ¢ — cos(t?) et ¢ — sin(t?) n’admettent de
limite en 4-oco0.

On a en revanche le théoreme suivant.
Théoréme

Soient a € R et f continue par morceaux sur [a, +oo] telle que f[a oo f(t)de
converge et lim f existe. Alors lim f = 0.
+oo +oo

6.9 Fonctions intégrables

Définition
Soit f : [a,b] — K continue par morceaux sur [a,b[ ol —oco < a < b < +00.

On dit que f est intégrable sur [a,b] si lintégrale de |f| sur [a,b]
converge 1819,

15. On peut montrer qu’il faut supposer f uniformément continue sur [a,+oo[ afin que le
théoréme soit vérifié pour les intégrales généralisées.
16. et méme f non nécessairement bornée au voisinage de +o0o. Par exemple ¢ — t cos (t3) n’est

pas bornée au voisinage de 400 mais f[l too t cos (t3) dt converge.

[
17. cf. également théoréme page 135.

18. On dit aussi que lintégrale de f sur [a, b] converge absolument ou est absolument conver-
gente. On emploiera indifféremment les expressions « f est intégrable sur [a,b] » et l'intégrale
« f[a b f(t)dt converge absolument ».

19. Rappelons que cette définition est valable sur ]a,b] ou |a,b[ et donc sur tout intervalle
I de R auquel cas la définition devient : f, continue par morceaux sur I, est intégrable sur I
si l'intégrale de |f| sur I, toujours notée f1|f(t)| dt, est convergente. Remarquons au passage
que f est intégrable sur I si, et seulement si, |f| est intégrable sur I. Il ne faut pas confondre
cette notion d’intégrabilité sur I (au sens de Lebesgue) avec la notion d’intégrabilité (au sens de
Riemann) d’une fonction f sur un segment [a,b] pour laquelle on peut avoir |f| intégrable (au
sens de Riemann) sur I sans que f le soit (cf. note 15 page 81).
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Théoréme

Soit f : [a,b] — K continue par morceaux sur [a,b[ ol —oo < a < b < +00.

Si f est intégrable sur [a, b, alors son intégrale sur [a,b] converge 2 et

ﬂff f@t) dt( < 216 dt.

On dit que l'intégrale d’une fonction f : I — K continue par morceaux sur un
intervalle I est semi-convergente si elle est convergente mais f est non intégrable
sur I.

Par exemple, on peut montrer que I'intégrale de Dirichlet?!, f]07+oo[ Si"t(t) dt est

semi-convergente 22.

6.10 Intégrabilité par comparaison et domination

Théoreme

Soient f : [a,b] — K et ¢ : [a,b] = R continues par morceaux sur [a, b avec
¢ positive et intégrable?® sur [a, b], ot —00 < a < b < +00, telles que

vt € [a, b, |f()] < (1)
Alors f est intégrable sur [a, b].

Théoréme

Soient f et g : [a,b[— K continues par morceaux sur [a,b] ou
—xo<a<b< +oo.

Si, au voisinage de b, f = o(g) et g intégrable sur [a, b[ alors f est intégrable
sur [a, b].
Si, au voisinage de b, f = O(g) et g intégrable sur [a, b], alors f est intégrable
sur [a, bl.

Sif ~9g alors : f intégrable sur [a,b] <= g intégrable sur [a, b[.

20. ce qui peut s’énoncer : si f[a b f(t) dt converge absolument, alors f[a b f(t) dt converge.

[

21. Le patronyme de ce mathématicien est en réalité Lejeune-Dirichlet, souvent raccourci en
Dirichlet.

22. cf. également théoréme page 135.

23. ce qui revient a dire ici que I'intégrale de ¢ sur [a, b[ converge puisque ¢ est positive.
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6.11 Intégration des relations de comparaison

Les théorémes qui suivent sont I’analogue des sommations de relations de com-
paraison pour les séries numériques. Enoncons d’abord le cas des fonctions inté-
grables.

Théoréme

Soient f : [a,b[— K et g : [a,b]— R continues par morceaux telles que g
est positive et intégrable sur [a, 0.

Si, au voisinage de b, f = o(g), alors, quand = — b,
Jofydt=o ([ g(t)dt).
Si, au voisinage de b, f = O(g), alors, quand x — b,

[P r@yde =0 (f2 gy ar).

Sif ~9g alors f est intégrable sur [a, b[ et

S @) de~ [7 g() at.

Enoncons a présent le cas des fonctions non intégrables.

Théoréme

Soient f : [a,b]— K et g : [a,b][— R continues par morceaux telles que g
est positive et non intégrable sur [a, b].

Si, au voisinage de b, f = o(g), alors, quand = — b,
[Zf@)ydt=o ([ g(t)dt).
Si, au voisinage de b, f = O(g), alors, quand x — b,

[Zf@)ydt =0 ([7 g(t) dt).

Sif ~9 alors f n’est pas intégrable sur [a,b[ et

I f()dt ~ [ g@t)dt.

6.12 Quelques calculs d’intégrales généralisées

Voici réunis dans ce théoreme quelques résultats concernant le calcul d’intégrales
généralisées célebres.
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Théoreme
+ oo
1 / et dt = Y- (intégrale de Gauss?*).
0
+oo : t
2. / SH;( ) dt = — (intégrale de Dirichlet).
0
+o0 +oo 1 /7
3. / cos (t2) dt = / sin (t2) dt = 5\/; (intégrales de Fresnel).
0 0

6.13 Suites et séries d’intégrales généralisées

I désigne un intervalle (non vide) de R. On note L'(I,K) Iespace des fonctions
intégrables de I dans K.

Le théoreme de convergence dominée permet, dans le cadre des intégrales géné-
ralisées, « ’échange des symboles limite et intégrale » au sens du théoreme qui
suit.

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue

Soient (f,,) une suite de fonctions de I vers K et f : I — K telles que :
e (f,) converge simplement vers f sur [ ;
e les fonctions f, et f sont continues par morceaux sur I ;
e il existe ¢ : I — R continue par morceaux et intégrable sur I vérifiant 26
VneN, Vt eI, |falt)| < o(t).

Alors les fonctions f,, et f sont intégrables sur I et 2’

/1 Falt) dt ———» /1 (1) dt.

n—-+oo

24. et donc fj;o et dt = /7. On montre de méme pour que pour tout a € R*,
f+oo emat’ dt = /T

— o0 a

25. Ces intégrales sont parfois attribuées a tort a Dirichlet.

26. Méme si 'hypothese de positivité de ¢ est superflue via I'inégalité qui suit, on cherchera
toujours en pratique une fonction ¢ positive et intégrable sur I.

27. ce que I'on peut également écrire :  lim (f fn(t) dt) = f ( lim fn(t)) dt.

I I n——+oo

n——+oo
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Etendons ce résultat aux familles & paramétres (fy)xes ot J est un intervalle de R.

Théoréme

Soient J un intervalle de R, (f)xes une famille de fonctions de I vers K,
Ao adhérent a J et f: [ — K tels que

e pour tout z € I, fi(z) —— f(x);
A— Ao
e les fonctions fy et f sont continues par morceaux sur [ ;

e il existe ¢ : I — R continue par morceaux et intégrable sur I vérifiant

VAe J, VeI, |fa(t)| < o(t).

Alors les fonctions fy et f sont intégrables sur I et 28

/IfA(t) dt~—~+/1f(t)dt.

A— Ao

Enoncons a présent le théoreme d’intégration terme a terme.
Théoréme d’intégration terme a terme

Soit > fy, une série de fonctions de I vers K telle que
e > f, converge simplement sur [ ;
+oo
e les fonctions f,, et la fonction somme, Z fn, sont continues par mor-

n=0
ceaux sur [ ;

e les fonctions f, sont intégrables sur I ;

e la série numérique Y || f,, ||, converge?® o || f, ||, = /|fn(t)‘ dt.
I

+oo
Alors la fonction somme Z fn est intégrable sur I et

n=0

A(f fn(t)> dt = io (/Ifn(t)dt).

28. Ce théoréme s’étend au cas \g € {—o0, +00}.
LY(I,K) — R
f — [, lr@)]de

29. On montre aisément que 'application { est une norme.



Intégrales généralisées a parametre 137

6.14 Intégrales généralisées a parametre

I désigne toujours un intervalle (non vide) de R.

Dans cette section, on étudie les fonctions du type F' : © € A +— f] flz,t)dt on A
est une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

Enongons d’abord le théoréme de continuité « sous le signe [ ».

Théoréme

Soit f: A x I — K telle que
e pour tout t € I,  — f(x,t) est continue sur A;
e pour tout € A, t — f(x,t) est continue par morceaux sur I ;

e il existe ¢ : I — R continue par morceaux et intégrable sur I vérifiant 3°

V(z,t) € Ax I, |f(z,t)] < o(t).

Alors la fonction F' : x — / f(z,t)dt est définie et continue sur A.
I

La troisieme hypothese est appelée hypothese de domination.

Il n’est pas toujours aisé de « dominer » la fonction f pour tout z € A. En pratique,
lorsque A est un intervalle de R, il suffit de vérifier I'hypothese de domination sur
tout segment inclus dans A de sorte qu’il est possible dans ce cas particulier de
reformuler le théoréeme précédent comme suit.

Théoreme
Soient X un intervalle de R et f : X x I — K tels que

e pour tout t € I, x +— f(x,t) est continue sur X ;
e pour tout z € X, t — f(a:, t) est continue par morceaux sur [ ;

e pour tout segment K C X, il existe ¢ : I — R continue par morceaux
et intégrable sur [ vérifiant

V(1) € K x I, |f(z,1)] < ox(t).

Alors la fonction F' : x — / f(z,t)dt est définie et continue sur X.
I

Enoncons a présent le théoréme de dérivation « sous le signe [ » appelé parfois
théoréeme de Leibniz puis son extension a 'ordre n € N*.

30. Méme si 'hypotheése de positivité de ¢ est superflue via I'inégalité qui suit, on cherchera
toujours en pratique une fonction ¢ positive et intégrable sur I.
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Théoréme

Soient X un intervalle de R non réduit a un point et f : X x [ — K tels
que

e pour tout t € I, x +— f(x,t) est de classe €' sur X ;

e pour tout © € X, t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable
sur [ ;
of

e pour tout € X, t — ——(x,t) est continue par morceaux sur I ;

ox

e il existe une fonction ¢ : I — R continue par morceaux et intégrable
sur [ vérifiant
of

V(z,t) € X x I, —(ac,t)’ < o(t).

Ox

Alors F' : © — /f(x,t) dt est de classe 6! sur X et pour tout = € X,
I

Théoreme

Soient n € N*, X un intervalle de R non réduit a un point et f : X x I - K

tels que
e pour tout t € I, x — f(x,t) est de classe ™ sur X ;
k
e pour tout k € [0,n—1] et tout z € X, ¢t — a—{(m,t) est continue par
%

morceaux et intégrable sur [ ;

an
e pour tout x € X, t — —f(glc7 t) est continue par morceaux sur I ;

ox™

e il existe une fonction ¢ : I — R continue par morceaux et intégrable
sur [ vérifiant

o f

V(z,t) e X x 1
(z,t) € X x I, | =5

<x,t>\ < olt).

Alors F : z — /f(x,t) dt est de classe ™ sur X et pour tout k € [1,n]
I

et tout x € X,
orf
F®(z) = | == (z,t)dt.
()= | For@)



Equations
différentielles
linéaires

K désigne R ou C.
Tout intervalle de R est supposé non vide et non réduit a un point.

7.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Définition
Soit I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre 1 toute équation du type '

Yy (t) +alt)y(t) =bt)  (E)

d’inconnue y, fonction de I vers K, dérivable sur I avec a et b deux fonctions
de I vers K, continues sur I.
On appelle équation homogéne associée a (F) I’équation

y'(t) +a(t)y(t) = 0.

En reprenant les notations de la définition qui précede, on peut énoncer le théoréme
suivant.

Théoréme
Soient (F) I’équation différentielle y’ + a(t)y = b(t) et A une primitive de a
sur /. Alors
e les solutions de I'équation homogene ' () +a(t)y(t) = 0 sont les fonctions
I — K .
) { s Ae—Al®) OUAEK;
I — K
t — Ae™ 4O £y (1)
oll y, est une solution particuliere? de (E) et A € K.

e les solutions de (F) sont les fonctions y : {

1. Toute équation de ce type sera notée par la suite en abrégé : v’ + a(t)y = b(t).
2. L’usage est d’utiliser le qualitatif « particuliéere » pour désigner une solution quelconque
de (F) sans que cette derniére n’ait quoi que ce soit de particulier.
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L’ensemble des solutions de I’équation homogene associée a (F) est donc la droite
vectorielle engendrée par la fonction ¢ — e=4®),

Théoréme (principe de superposition)

Soient I un intervalle de R, a, by et by trois fonctions de I vers K continues
sur I.

Si y; est solution de 3/ +a(t)y = by (t) et yo est solution de y' +a(t)y = ba(t)
alors, pour tout A € K, A\y; + y2 est solution de 1’équation

Y+ a(t)y = Aby(t) + ba(2).

Explicitons la méthode dite de « variation » de la constante, permettant, le plus
souvent 3, de déterminer une solution (particuliere) de I'équation (E) connaissant
les solutions de son équation homogene associée : si yp : ¢t — Ae™4®) sont les solu-
tions de I’équation homogene associée a (E), on cherche une solution particuliere
de (F) de la forme

Yyt A(t)e AW
ol A est une fonction de I vers K, dérivable sur I.
Définition
On appelle probléme de Cauchy associé a 1’équation différentielle
(E) : ' +alt)y = b(t)
tout probléme consistant & chercher parmi les solutions de (E) celles véri-

fiant une condition initiale y(tp) = yo ou tg € I et yo € K.

En reprenant les notations de cette définition, on peut énoncer le théoreme qui
suit.

Théoréme

\ Y+ a(t)y = b(t) . |
Le probleme de Cauchy admet une unique solution.

y(to) = Yo

3. Comme les primitives d’une fonction continue ne sont pas toujours exprimables a l'aide
des fonctions usuelles (cf. note 5 page 76), ce théoréme ne permet pas en toute généralité de
déterminer une telle solution particuliere.
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7.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a
coefficients constants

Définition
Soit I un intervalle de R.

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants
toute équation du type

y' +ay +by=f(t) (FE)

d’inconnue y, fonction de I vers K, deux fois dérivable sur I avec (a,b) € K?
et f une fonction de I vers K, continue sur I.

On appelle équation homogéne associée a (F) I’équation
y' +ay +by=0 (Eh).

On appelle équation caractéristique associée a (Ey) I'équation r2+ar+b =0
d’inconnue r € K.

Théoréme (cas réel)

Soit (E},) I'équation différentielle y” + ay’ + by = 0 ol a et b sont des réels.

Notons A le discriminant le ’équation caractéristique associée a (Ep).

e Si A > 0, ’équation caractéristique admet deux racines réelles ry et ro
R — R

et les solutions de (FE},) sont les fonctions 2
( h) Yh { n — )\e'rlt +,U,6T2t

ot (\, p) € R%

e Si A = 0, 'équation caractéristique admet une racine réelle r et
R — R

les solutions de (FE}) sont les fonctions 2
(Br) o { t — (A\t+p)er

(A p) R

e Si A < 0, I'équation caractéristique admet deux racines complexes
conjuguées « + i3 et o — if3 et les solutions de (Ej) sont les fonctions

R — R » N
ULt s (Acos(Bt) + psin(Br)) et olt (\, p) € R2.
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Théoréme (cas complexe)

Soit (Ep) l'équation différentielle vy + ay’ + by = 0 ou a et b sont des
complexes. Notons A le discriminant le I’équation caractéristique associée
a (Ep).

e Si A # 0, ’'équation caractéristique admet deux racines complexes 1 et

. . R — C

79 et les solutions de (E},) sont les fonctions yp, : { b Aerit 4 perst
ot (\, ) € C2.

e Si A = 0, 'équation caractéristique admet une racine complexe r et les
R — C

t — (\t+pert

solutions de (E}) sont les fonctions yp, : {
(A, p) € C2.

Théoréme (principe de superposition)

Soient (a,b) € K2, f; et fo deux fonctions de I vers K continues sur I. Si y;
est solution de y’ +ay’+by = f1(t) et yo est solution de y"" +ay’ +by = fa(t)
alors, pour tout A € K, Ay; + ys est solution de 1’équation

Y’ +ay + by = Mi(t) + fo(t).

Théoréme

Soient I un intervalle de R, (E) I’équation différentielle y" 4+ ay’ +by = f(t)
ot (a,b) € K2 et f est une fonction de I vers K, continue sur I. Alors toute
solution de £ est une fonction y : I — K de la forme y = y, + y, ou yp,
est solution de I’équation homogene associée a (E) et y, est une solution
(particuliere) de (E).

Si f € K[X], on cherche une solution (particuliére) de (E) sous la forme d’un
polynéme de méme degré que f.
Si f:t P(t)e™ ot P € K[X], on cherche une solution (particuliere) de (E) sous
la forme ¢ — Q(t)e™! ot le degré de Q est égal & la somme de k et du degré de P
avec k l'ordre de multiplicité de m en tant que racine de I’équation caractéristique
associée a ’équation homogene.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, to € I, (a,b,y0) € K* et f une fonction de
y" +ay +by = f(t)

I vers K, continue sur /. Le probléeme de Cauchy {
y(to) = yo

admet une unique solution.
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7.3 Exponentielle d’'une matrice

Etendons la notion de convergence d’une série numérique a une série vectorielle
c’est-a~dire a une série d’éléments d’un espace vectoriel normé.

Définition

Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé et (u,,) une suite d’éléments de E.

On appelle série de terme général u,, notée > u,, la suite des sommes

n
partielles (S,,) ot pour tout n € N, S, = > uy.
k=0
On dit que Y wu, converge si (S,) converge. On dit qu’elle diverge sinon.

Si > u, converge, on appelle somme de la série le vecteur

+oo
Suy, = lim S, lim Zuk
=0

n—-+oo n—>+ook 0

On dit que Y u, converge absolument ou est absolument convergente si
> |[un|| converge.

Théoréme

Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et (u,) une
suite d’éléments de E. Si > u,, est absolument convergente, . u,, converge
et

+oo
Z Un
n=0

—+oo
< 2 luall.
n=0

N

Explicitons a présent une norme matricielle ¢’est-a-dire une norme sur i, (K) ou
n € N*.

Théoréme

L’application (a;;) — max Z la;;| est une norme sur J,(K). En la
N g=1

notant || - ||, elle vérifie, pour tout (A, B) € M2(K), ||AB]|| < ||A||||B].

4. Cette propriété dite de sous-multiplicativité est également vérifiée pour leb normes ma-

tricielles H . H1 et H . Hz définies pour tout A = (a;5) € JMn(K) par HAH Z Z‘am et

i=1j=1

n
Z }au| En revanche, elle n’est pas vérifiée pour la norme matricielle H . H
o0
1j=1
définie par ’

ma; a;il.
(i,j>enfnu2| i
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Théoréme

An
Soit A € J,(K). Alors la série E — est absolument convergente donc
n!
+o0o p
convergente. Sa somme, g — € M, (K) est appelée exponentielle de A
n!
n=0

notée exp(A) ou e

Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, pour tout u € £L(E), la série

> % est absolument convergente donc convergente et on définit I’ezponentielle

de u par
o0 u”
— U _
exp(u) =e" = Z py
n=0
Théoreme

e Pour tout (4, B) € M2 (K) tel que AB = BA, eAt8 = edeB = eBeA.
e L’application A — e est continue sur J,, (K).

e L’application t — e*4 est dérivable sur R de dérivée t — Aet4.

M O -0
. . . Ao
On notera Diag(A1,...,A,) la matrice diagonale
o
0 0 A,
Théoréme

Soient A € Jl,,(K) diagonalisable et P € GL,,(K) telles que
D = P7'AP = Diag(\1, ..., \n).

Alors e est diagonalisable et

e = pePpPl = PDiag(e’\l,.. . ,e/\">P_1.

7.4 Systeme différentiel linéaire d’ordre 1 a
coefficients constants

Dans toute cette section, n désigne un entier naturel non nul.
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Définition
Soit I un intervalle de R.

On appelle systéme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants®
tout systeme S de la forme® X'(t) = AX(¢) + B(t) d’inconnue ¢ — X (t),
fonction dérivable de I vers Jl, 1(K), avec A = (a;5) € M, (K) et t — B(t)
une fonction continue de I vers J,, 1 (K).

Le systéme différentiel X'(¢t) = AX(t) est appelé systéme différentiel ho-
mogéne” associé a S.

Via l'identification classique entre K™ et Jl,, 1(K), tout systeme différentiel de ce
type peut donc s’écrire

$/1 (t) = anxl(t) + -+ alnxn(t) + bl (t)

2 (8) = ama1(t) + - + dondn(t) + bu(t)

Théoréme

Soit A € M, (K). Alors, le systéme différentiel homogene X'(t) = AX (t)
admet pour solution générale

Xt K

ott K € My 1(K).

Théoréme

Soient A € M, (K) et Xo € M1 (K).
X'(t) = AX(¢)

admet 'unique solution
X (to) = Xo 4

Alors le probleme de Cauchy {
X it elttA X,

5. On devrait en toute rigueur parler d’équation différentielle matricielle mais via 1’isomor-
phisme entre K" et Jl,,1(K), les deux formulations coincident (cf. la remarque qui suit la défi-
nition).

6. On notera souvent S en abrégé X' = AX + B(t).

7. ou équation différentielle homogéne associée & I’équation différentielle (matricielle) S.
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7.5 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Définition
Soit I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire scalaire
d’ordre 2 toute équation du type

y'+a®)y +o(t)y=f(t) (E)

d’inconnue y, fonction de I vers K, deux fois dérivable sur I avec a, b et f
trois fonctions de I vers K, continues sur 1.
On appelle équation homogéne associée a (F) I’équation

Y +at)y +b(t)y=0  (Ep)

Théoréme

L’ensemble des solutions de (E},) est un sous-espace vectoriel de dimension 2
de I'espace des fonctions de classe €2 de I vers K.

Si y1 et ya sont deux solutions non colinéaires® de (Ej) et y, une solution
(particuliere) de (E), toute solution de (F) est de la forme

y it yp() + A (t) + pya(t)  on (A p) € K2

Théoreme

Soient I un intervalle de R, to € I, (yo,y1) € K2, a, b et f trois
fonctions de I vers K, continues sur [. Le probleme de Cauchy
{ y' +a(t)y’ +0o(t)y = f(t)

admet une unique solution.
y(to) = yo et ¥'(to) = n1 g

Définition

Soient I un intervalle de R, y; et yo deux fonctions de I vers K dérivables
sur I. On appelle wronskien de y; et yo la fonction W de I vers K définie
pour tout ¢t € I par

W = | B0 0 = 000 - w0

8. Comme ’ensemble des solutions de (E},) est de dimension 2, (y1,y2) forme donc une base
de (Ep).
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Théoréme

Soient y; et yo deux solutions de (Ejp) et W leur wronskien. Alors W est
solution de I'équation différentielle y' + a(t)y = 0.

Théoreme
Soient y; et ys deux solutions de (Ej) et W leur wronskien. Alors les
assertions sont équivalentes :

(i) y1 et y2 non colinéaires.

(i) V¢t € I, W(t) #£ 0.

(iii) Ftg € I, W (tg) # 0.

Soient I un intervalle de R, a, b et f trois fonctions de I vers K, continues sur I,
(E) léquation différentielle y" + a(t)y’ + b(t)y = f(¢), y1 et y2 deux solutions non
colinéaires de (Ep,).
La méthode dite de « variations » des constantes consiste a chercher une solution
(particuliere) de (E) de la forme

Yp t t e M)y (t) + p(t)y2(t)
ou A et u sont deux fonctions de I vers K, dérivables sur I et solutions du systeme

{ N(®)yi(t) + ' ()y2(t) = 0
N (g (t) + 1 )ya(t) = f(2)

7.6 Equations différentielles linéaires vectorielles
d’ordre 1

Définition
Soient I un intervalle de R et E un K-espace vectoriel de dimension finie

n € N*.
On appelle équation différentielle linéaire vectorielle d’ordre 1 toute équa-

tion (E) du type? 2’ (t) = a(t) (z(t)) + b(t)

d’inconnue z, fonction de I vers E, dérivable sur I avec a et b deux fonctions
de I vers Z(E).
On appelle équation homogéne associée & (E) I'équation (Ey) : 2’ = a(t)(x).

9. On notera par la suite (E) en abrégé z’ = a(t)(z) + b(t). On rencontre également parfois
Décriture o’ = a(t)-z + b(t).
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En introduisant une base % de E et en notant A(t) et B(t) les matrices de a(t) et
b(t) relativement & 9B, 'équation (E) équivaut a I’équation différentielle matricielle

X'(t) = A(t)X (t) + B(t) ou en abrégé X' = A(t)X + B(t).

Théoréme

L’ensemble des solutions de (E}) est un sous-espace vectoriel de n de 1'es-
pace des fonctions de classe G* de I vers E.

Si(x1,...,%y,) est une base de 'ensemble des solutions de (E},) et z, une
solution (particuliere) de (F) alors toute solution de (E) est de la forme

ot ap(t) F Mz (t) + -+ Az (t) ot (Aq,...,A,) € K™

Théoréme

Soient I un intervalle de R, ¢ty € I, F/ un espace vectoriel de dimension finie,
xo € B, a une fonction de I vers £(E), continue sur I et b une fonction de
I vers E, continue sur [.

' =aft b(t
Alors le probleme de Cauchy { o’ = a(t)(x) + b(t)

admet une unique SO-
as (to) = X0

lution.

7.7 Equations différentielles linéaires d’ordre n

Dans cette section, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

y*) désigne la dérivée k-itme de la fonction y d’un intervalle I de R vers K, k fois
dérivable sur I avec k € N.

Définition

Soient I un intervalle de R. On appelle équation différentielle linéaire sca-
laire d’ordre n toute équation du type

v 4 an Oy ot a ()Y Faty = f) (B
d’inconnue y, fonction de I vers K, n fois dérivable sur I avec ag, ..., an_1

et f des fonctions de I vers K, continues sur I.
On appelle équation homogéne associée a (F) I’équation

Yyt a1 )y b a )y Fact)y =0 (Ep)
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Y
y/
En posant Y = ) , (En) est équivalente au systeme différentiel
y(nfl)
0 1 0 0
0
Y' = A(t)Y ou A(t) = . 0
0 - 0 0 1
—an (t) —aq (t) —Qp—1 (t)

Théoréme

L’ensemble des solutions de (F},) est un sous-espace vectoriel de dimension n
de I'espace des fonctions de classe 6™ de I vers K.

Si (y1,...,Yn) est une base de I'espace des solutions de (Ej) et y, une
solution (particuliere) de (F), toute solution de (E) est de la forme

y ot yp(t) F Ay (t) + -+ Apyn(t) o (A, ..., A,) € K™

Théoréme

Soient I un intervalle de R, tg € I, (yo,..-,Yn—1) € K", ag,...,an_1 €t f
des fonctions de I vers K, continues sur 1.

Y™ + a1 )y 4 ar ()Y + ao(t)y = f(t)
y(tO) =Yo,--- 7y(n71) (tO) = Yn—1

admet une unique solution.

Le probleme de Cauchy {



Suites de fonctions

Dans ce chapitre, I désigne, sauf cas particulier, une partie non vide de R.
K=R ouC.

8.1 Convergence simple et convergence uniforme
Définition
Soient (f,,) une suite de fonctions! de I vers Ket f : I — K.
On dit que (f,) converge simplement? vers f sur I si

Vo el, fa(2) = flz)
autrement dit si

Veel, Ve>0,INeN, VneN, n>2 N = |fu(z) — f(z)] <e.

Si (f,) est une suite de fonctions de I vers K et # € I, (fn(z)) est une suite
numérique. Ainsi, étudier la convergence simple de (f,,) sur I revient, apres avoir
fixé & dans I, & étudier la limite de la suite (f,(z)).

Remarquons également dans la définition ci-dessus que le rang N dépend a la fois
de x et de € contrairement a la définition de la convergence uniforme suivante.

Définition

Soient (f,,) une suite de fonctions de I vers Ket f: I — K.
On dit que (f,) converge uniformément® vers f sur I si :

Ve >0, INEN, VneN, n>2 N =Vz €I, |fa(z) — f(z)] <e.

1. On peut étendre les définitions et certains théoremes de ce chapitre a des fonctions d’une
partie A d’un espace vectoriel E de dimension finie & valeurs dans un espace vectoriel normé F'
de dimension finie.

2. On dit aussi f est la limite simple de (fy) sur I. On montre aisément 'unicité de la fonction
vers laquelle une suite de fonctions peut converger simplement.

3. On dit aussi f est la limite uniforme de (fn) sur I. Si cette limite uniforme existe, elle
coincide avec la limite simple.
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Contrairement a la définition de la convergence simple, le rang N ne dépend que
de € et non de z c’est-a-dire que le rang N est le méme % pour chaque valeur de z.

Théoréme

Soient (f,,) une suite de fonctions de I vers K et f: I — K.

Si (f,) converge uniformément vers f sur I, alors (f,,) converge simplement
vers f sur I.

Ainsi, avant d’étudier une convergence uniforme de (f,,) sur I, on commence par
déterminer I’éventuelle limite simple de (f,,) sur I.

Le théoréeme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de convergence
uniforme.

Théoréme
Soient (f,,) une suite de fonctions de I vers K et f : I — K. Alors
(fn) converge uniformément vers f sur I si, et seulement si,

e les fonctions f, — f sont bornées a partir d’un certain rang sur I ;

o sup | fn(z) — f(z)] —— 0.
zel n—+oo

Dans ce théoréme, notons que (sup | ful(x) = f(2) ’) est bien une suite numérique.
xzel

Dans le cas de fonctions a valeurs réelles, un tableau de variations permet souvent
de déterminer cette borne supérieure. Néanmoins, si cette détermination s’avere
non aisée, le théoreme suivant permet également de montrer la convergence uni-
forme.

Théoréme

Soient (f,,) une suite de fonctions de I vers Ket f : I — K.
S’il existe une suite réelle (g,,) convergeant vers 0 telle qu’a partir d’un

certain rang, Vo €I, |fa(z) — f(2)| <én

alors (f,) converge uniformément vers f sur .

. 7 7’ . |4
Sur lespace des fonctions bornées de I vers K, on peut définir la norme °

oo = sup | f(2)]
xzel

4. On dit que N est uniforme en x.
5. appelée norme de la convergence uniforme.
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d’ott le théoreme suivant, qui est une reformulation du second théoreme page 151.

Théoréme

Soient (f,) une suite de fonctions bornées de I vers K et f : I — K bornée.
Alors (fy,) converge uniformément vers f sur I <= ||f, — fl|, R 0.

Lorsque (f,,) converge simplement mais non uniformément vers f sur I, (f,) peut
néanmoins converger uniformément vers f sur J C I.
[0,1] — R

Par exemple, si (f,,) est définie pour tout n € N par f, : { .
x> "

Alors (f,,) converge simplement mais non uniformément vers la fonction nulle sur
[0, 1] mais pour tout a € [0,1], (f,) converge uniformément vers la fonction nulle
sur [0, a.

8.2 Convergence uniforme et continuité
Enoncons le théoréme principal et son corollaire immédiat.

Théoreme
Soient g € I, (f,) une suite de fonctions de I vers Ket f : I — K tels que
chaque f,, est continue en z( et (f,,) converge uniformément vers f sur I.

Alors® f est continue en .

Corollaire
Soient (fy,) une suite de fonctions de I vers K et f : I — K tels que chaque
fn est continue sur I et (f,,) converge uniformément vers f sur I.

Alors” f est continue sur I.

Ce théoreme est faux avec une hypothese de convergence simple.
0,1] — R
— T

Par exemple, soit (f,,) définie pour tout n € N par f, : { .

6. ce qui peut également s’écrire sous la forme d’une interversion de limites

lim lim f,(z)= lim hm fn(x).
n—-+oo r—x0 T—xTo Nn—+
7. ce qui peut s’énoncer ainsi : « Toute limite uniforme d’une suite de fonctions continues

sur I est continue sur I.»
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Alors chaque f,, est continue sur [0,1] mais (f,) converge simplement sur [0, 1]

[0,1] — R
vers la fonction discontinue f : 0 si z#1
1 sixz=1
Il n’est pas toujours possible d’établir la continuité de f sur I via la convergence
uniforme de (f,,) vers f sur I tout entier. Comme la continuité est une propriété
locale, il suffit, par exemple dans le cas d’un intervalle I, d’établir la convergence
uniforme sur tout segment inclus dans I : reprenons par exemple (f,,) définie pour
0,1] — R

toutneNparfn:{ v s g

Alors, bien que (f,) ne converge pas uniformément vers f (qui est ici la fonction
nulle) sur [0, 1], elle converge uniformément vers f sur [0, a] pour tout a €]0, 1].
On peut donc en déduire que f est continue sur [0, a] pour tout a € [0, 1] donc sur
[0,1].

8.3 Convergence uniforme et double limite

Le théoreme suivant propose une extension du théoreme page 152 traitant de la
continuité en un point d’une suite de fonctions convergeant uniformément.

Théoréme de la double limite

Soient xg adhérent a I, (f,,) une suite de fonctions de I vers Ket f: I — K
tels que chaque f,, admet une limite finie ¢,, en z( et (f,) converge unifor-
mément vers f sur I alors® (£,) admet une limite finie £ et f tend vers £
en o autrement dit

ngrfoo a:li>na:lo fn (x) - a:li{ra:lo nll)r}rloo fn (x)

La condition de convergence uniforme est indispensable pour assurer la conclusion
du théoreme : il suffit pour s’en assurer de reprendre I’exemple de (f,,) définie pour

0,1 — R
tout n € N par f, : N
T > x

On a en effet : nglfoo ;11311 fn(x) =1 alors que ignl ngl}rloo fa(x) =0.

8.4 Intégration d’une suite de fonctions

Enoncons d’abord le théoréme d’interversion des symboles limite et intégrale dans
le cas d’un segment I = [a, b].

8. Ce théoréme s’étend au cas zg € {—00, +00}.
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Théoréme

Soient (a,b) € R? avec a < b, (f,,) une suite de fonctions continues de [a, b]

vers K et f : [a,b] — K tels que (f,) converge uniformément vers f sur
[a,b]. Alors

b b b
nglfw/(l fn(x)de :/a nll)rfoofn(x) dz :/a f(z)da.

Remarquons que '’hypothese de convergence uniforme sur un segment est primor-
diale afin d’assurer la conclusion du théoréme : soit (f,,) définie pour tout n € N

parfn:{ 0,1] — R

T n?
Alors (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1] mais

1 1
lim / fn(x)dx = +oo alors que / lim f,(x)dx =0.
0 0

n—-+oo n——+oo

"

Dans le cas plus général d’un intervalle I de R, on peut néanmoins énoncer le
théoreme suivant sur les primitives.

Théoréme

Soient I un intervalle de R, zg € I, (f,,) une suite de fonctions continues
de I vers Ket f: I — K tels que (f,) convergeant uniformément vers f
sur tout segment de I. Pour tout n € N et tout € I, notons

F,(z) = /JE fat)dt et F(x)= /3c () de.

Alors (F),) converge uniformément vers F' sur tout segment de 1.

8.5 Dérivation d’une suite de fonctions
Théoréme

Soient I un intervalle de R non réduit a un point et (f,) une suite de
fonctions de classe B! de I vers K convergeant simplement vers une fonction
f sur I avec (f!)) convergeant uniformément vers une fonction g sur tout
segment de I.

Alors (f,,) converge uniformément vers f sur tout segment de I, f est de
I
classe 6! sur I et f’ = g c’est-a-dire ( lim fn) = lim f.
n—-+oo

n—-+oo

Remarquons qu’il est suffisant d’avoir une convergence uniforme de (f),) vers g sur
tout segment de I et non sur tout I afin d’assurer la conclusion du théoréme.
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Sans cette hypothése de convergence uniforme de (f/) (I’éventuelle convergence

uniforme de (f,,) ne suffit pas), non seulement la dérivabilité de f n’est pas assurée

mais la convergence méme simple de (f))) vers f’ non plus : par exemple, soit (f,,)
R — R

] . Alors (f,
€z *Sin(nx) OIS (fl) converge
n

définie pour tout n € N* par f, :

uniformément vers la fonction nulle sur R. Or, pour tout x € R, f/ (x) = cos(nz)
donc (f]) ne converge pas simplement sur R.

n

Etendons & présent le théoreme précédent a un ordre de dérivation supérieur.
Théoréme

Soient p € N*, I un intervalle de R non réduit & un point et (f,,) une suite
de fonctions de classe 67 de I vers K tels que

o Vk € [0,p—1], < ,(Lk)) converge simplement vers une fonction f sur [;
° ( f,(lp )) converge uniformément vers une fonction f, sur tout segment de /.

Alors (f,,) converge uniformément vers f = fy sur tout segment de I, f est
de classe @GP sur I et, pour tout k € [1,p], f*® = f&.

8.6 Approximation uniforme

Théoreme

Toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est la limite uniforme sur
[a, b] d’une suite de fonctions en escalier sur [a, b].

Dong, si f : [a,b] — K est continue par morceaux sur [a,b], pour tout € > 0, il
existe une fonction en escalier g : [a,b] — K telle que® || f — g||, < & c’est-a-dire
telle que pour tout x € [a,b], |f(z) — g(z)| <e.

Théoréme de Weierstrass

Toute fonction continue sur [a, b] est la limite uniforme sur [a, b] d’une suite
de fonctions polynomiales.

Dong, si f : [a,b] — K est continue sur [a, b], pour tout € > 0, il existe une fonction
polynomiale P : [a,b] — K telle que ||f — P|| < € c’est-a-dire telle que pour tout
z € [a,b], |f(z) — P(z)| <e.

9. ||.|| désigne la norme de la convergence uniforme définie page 151.
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Dans ce chapitre, I désigne, sauf cas particulier, une partie non vide de R.
K=R ouC.

9.1 Convergence simple et convergence uniforme
Définition
Soit (f,) une suite de fonctions de I vers K.
On appelle série de fonctions! de terme général f,,, notée? > f,, la suite

de fonctions des sommes partielles (S,,) ol pour tout n € N, S,, = > fp.
k=0

Tout comme les séries numériques sont des suites « particulieres », les séries de
fonctions sont des suites de fonctions « particulieres ».
Si (fn)n>n, n'est définie qu’a partir de ng, la série de fonctions associée est alors
n

la suite de fonctions (Sy,)n>n, définie pour tout n > ng par S, = >, fi.

k:no
Toutes les définitions et théoremes figurant dans ce chapitre ne sont énoncés, sauf
cas particulier, que pour ng = 0 mais restent valables si ng # 0.

Définition
Soit (f,) une suite de fonctions de I vers K.

On dit que Y f,, converge simplement sur I si la suite de fonctions de ses
sommes partielles (S,,) converge simplement sur 1.

1. Comme pour les suites de fonctions, on peut étendre les définitions et certains théorémes
de ce chapitre & des fonctions d’une partie A d’un espace vectoriel E' de dimension finie & valeurs
dans un espace vectoriel normé F' de dimension finie.

2. ou parfois an
n>0
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Ainsi ) f,, converge simplement sur I si, pour tout € I, la série numérique

n
> fn(x) converge c’est-a-dire si, pour tout = € I, la suite numérique (Z I (:v))
k=0

converge.
Définition
Soit (fy) une suite de fonctions de I vers K telle que Y f,, converge sim-

plement sur I. On appelle somme (ou fonction somme) de la série > f,,, la

+oo
fonction notée S ou Y f,, définie pour tout x € I par
n=0
—+oo . n
S(@) = X fulw) = lim 3 fio)
n—=0 n—-+00 p 7
On appelle reste de la série Y f,, la suite de fonctions de I vers K, notée
(R,,), définie pour tout n € N et tout « € I par

+oo

k=n-+1

Remarquons que si . f,, converge simplement vers la fonction S sur I, alors, pour
tout n € N, R, = S — S, donc (R,,) converge simplement vers la fonction nulle
sur I.

Définition
Soit (f,) une suite de fonctions de I vers K.

On dit que > f,, converge uniformément sur I si la suite de fonctions de
ses sommes partielles (S,,) converge uniformément sur .

On en déduit que la convergence uniforme d’une série de fonctions sur I entraine
sa convergence simple sur I. Cette définition n’apporte pas beaucoup d’éléments
pour démontrer la convergence uniforme d’une série de fonctions.

Commencons par donner un théoreme utile par sa contraposée.

Théoréme

Soit (f,) une suite de fonctions de I vers K telle que Y f,, converge uni-
formément sur I.
Alors?® (f,) converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

3. La réciproque est fausse : la convergence uniforme de (f,) vers la fonction nulle n’entraine
pas nécessairement la convergence uniforme de Z fn. Pour s’en convaincre, on pourra considérer

(fn) définie pour tout n € N* et tout = € Ry par fn(z) = WI%Z



158 9 ¢ Séries de fonctions

Ainsi, via la contraposée de ce théoréme, si (f,) ne converge pas uniformément
sur I vers la fonction nulle* alors Y f,, ne converge pas uniformément sur 1.

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante afin qu'une série
de fonctions converge uniformément.

Théoréme

Soit (f,) une suite de fonctions de I vers K.

Alors Y f,, converge uniformément sur I si, et seulement si, »_ f,, converge
simplement sur I et la suite de fonctions de ses restes (R,) converge uni-
formément vers la fonction nulle sur 7.

Pour I’étude de la convergence uniforme de (R,,) vers la fonction nulle, on peut :

e étudier si sup| Ry, (z)| —— 0;
zel n——+00

e déterminer une suite numérique (&,), convergeant vers 0, telle que

Vo € I, |Ry(z)| < n.

Ce théoreme est particulierement adapté dans le cas d’une série numérique alternée
vérifiant les hypotheses du critére spécial page 118, car alors ce dernier fournit une
majoration des restes.

0,1 — R
Par exemple, soit (f,) définie pour tout n € N* par f, : { [0.1]

- (—1)"e

n

Pour tout a € [0,1], la série numérique Y f,, () est alternée et vérifie les hypo-
théses du critére spécial, donc Y f,, converge simplement sur I.

1
=N n41

De plus, pour tout x € [0.1], | Ru(2)| < | S| < oy 0.

n—-+o0o

Donc (R,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0,1] d’ou la conver-
gence uniforme de Y f,, sur [0, 1].
9.2 Convergence normale et convergence absolue

Un autre outil, qui va s’avérer parfois tres utile pour montrer la convergence uni-
forme, est la convergence normale.

4. c’est-a-dire si sup |fn (:1:)| ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
xzel
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Définition

Soit (f,) une suite de fonctions de I vers K.

On dit que Y f, converge normalement sur I si
e les fonctions f, sont bornées sur [ ;

e la série numérique® Y || f,||, converge.

Pour I’étude de la convergence normale de > f,, sur I, on peut :
e déterminer explicitement || f,,|| . puis étudier la nature de >_ || fn|l .. ;
e déterminer une suite numérique (ay,) telle que Y ay, converge et vérifiant
Ve el, |fn(:z:)| < ay,.

Théoréme

Soit (fy) une suite de fonctions de I vers K telle que _ f,, converge nor-
malement sur . Alors Y f,, converge uniformément sur I.

Ainsi, le premier test & effectuer lors de 1’étude de la convergence uniforme est de
voir si la série converge normalement.

La réciproque du théoréme est fausse : soit (f,) définie pour tout n € N* par
Ry — R
fn:

(—1)™
T n+x

La série Y f,, converge simplement sur R via le critére spécial des séries alternées.
De plus, via ce méme critere, pour tout z € Ry, on a

|Rn(z)| <

_ 1 1 ,
n+l4+x < " o stoo 0

donc > f,, converge uniformément sur R .

(_1)n

Or, sup o

rERY

= L donc Y f,, ne converge pas normalement sur R .

—n

Introduisons a présent un dernier type de convergence.
Définition
Soit (f,) une suite de fonctions de I vers K.

On dit que Y f,, converge absolument sur I si, pour tout x € I, la série

numérique Y| fn ()| converge.

5. On rappelle que |||, désigne la norme de la convergence uniforme c’est-a-dire
Il frllw = sup}fn(a:)|.
el

6. via un tableau de variations dans le cas de fonctions & valeurs réelles.
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Comme la convergence absolue d’une série numérique entraine sa convergence, la
convergence absolue d’une série de fonctions entraine sa convergence simple.

Théoreme
Soit (fy,) une suite de fonctions de I vers K telle que Y f,, converge nor-

malement sur I. Alors > f,, converge absolument sur I.

Il n’y a en revanche aucun lien entre la convergence uniforme et la convergence
absolue 7.

9.3 Convergence uniforme et continuité

Les deux théoremes page 152 peuvent étre adaptés aux séries de fonctions et
résumés en un seul.

Théoréme

Soient zg € I et > f, une série de fonctions de I vers K convergeant
uniformément sur® 1.

+ oo
Si les fonctions f,, sont continues en z( (respectivement sur I), alors > f,
n=0

est continue en xg (respectivement sur ).

9.4 Convergence uniforme et double limite
Adaptons & nouveau le théoreme déja vu sur les suites de fonctions.
Théoréme de la double limite

Soient xo adhérent a I et Y f,, une série de fonctions de I vers K tels que
chaque f,, admet une limite finie ¢,, en z¢ et »_ f,, converge uniformément

+o0
sur I alors® "/, converge, > f, admet une limite en zq et

n=0
—+oo —+o0 +o0 —+o0
lim 5 fo(x)= > 4, cest-a-dire lim Y fo(x)= > lim f,(x).
T—=T0 p—( n=0 T—T0 = n=0T—To
7. En considérant (f,) définie pour tout n € N* et tout = € [0,1] par fn(z) = %, on

montre que la convergence uniforme n’entraine pas la convergence absolue. Puis en considérant
(fn) définie pour tout n € N et tout = €1, +oo[ par fn(z) = on montre que la convergence
absolue n’entraine pas la convergence uniforme.

8. Comme pour le théoréme relatif aux suites de fonctions, il suffit dans le cas d’un intervalle I,
de vérifier la convergence uniforme sur tout segment inclus dans I.

9. Ce théoréme s’étend au cas zo € {—o00, +00}.

1
nTo
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9.5 Intégration terme a terme sur un segment

Théoréme d’intégration terme a terme sur un segment

Soit > f,, une série de fonctions de [a, b] vers K, convergeant uniformément
sur [a, b] et telle que chaque f,, est continue sur [a,b]. Alors !°

/abiofn dm—Z/ fula

9.6 Dérivation terme a terme

Théoréme de dérivation terme a terme

Soient I un intervalle de R non réduit & un point, > f,, une série de fonctions
de classe B! de I vers K convergeant simplement sur I et tels que > f/,
converge uniformément sur tout segment de I.

+o0o
Alors Z fn converge uniformément sur tout segment de I, > f, est de
n=0 n=0

+o00 ! +o00o
classe 6! sur I et <Z fn> => fl.
n=0 n=0

Comme pour les suites de fonctions, on peut étendre ce théoréme a un ordre de
dérivation supérieur.

Théoréme

Soient p € N*, I un intervalle de R non réduit & un point et (f,,) une suite
de fonctions de classe 6P de I vers K tels que

e pour tout k € [0, p—1], ( ék)) converge simplement sur [ ;

° ( f,(Lp )) converge uniformément sur tout segment de I.

—+ o0
Alors Y f, est de classe 6? sur I et, pour tout k € [[1, p],

(£
n=0

10. Dans le cas plus général d’une série de fonctions d’un intervalle I quelconque vers K,
cf. théoréme d’intégration terme & terme page 136.
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10.1 Rayon de convergence

Définition
Soit (ay) est une suite complexe. On appelle série entiére (d'une variable
complexe) ! toute série? 3 f,, olt pour tout n € N,

fn:{(C — C

z > apz"

Les séries entieres sont donc des séries de fonctions « particulieres ».

Etant donné une série entiére 3" a,,2", il est naturel de déterminer non seulement
I’ensemble des z € C tels que la série converge mais aussi les propriétés de sa
fonction somme lorsqu’elle est définie.

Par exemple la série entiere Y z™ (série géométrique) converge pour tout z € C

tel que |z| < 1 et dans ce cas oo

Zoz” = 1le
=

Lemme d’Abel

Soient (a,) € CN et zy € C tels que la suite (anzg)neN est bornée 2.

Alors, pour tout z € C tel que |z| < |z, la série numérique > a,z" est
absolument convergente.

1. Par défaut, une série entiére sera toujours d’une variable complexe. On parlera ponctuel-
lement de série entiere d’une variable réelle c’est-a-dire de série E fn ol pour tout n € N,
. { R — C
I r — apz”

2. Une série entiére est une série de fonctions et sa somme, si elle est définie, est une fonction
de la variable complexe z. Par abus, si z € C est fixé, la série numérique Zanz" sera encore
appelée série entiére.

3. C’est en particulier le cas si la série numérique Z anz(’;‘ converge car alors anz{)‘ —F 0.
n——+oo

et (an) est une suite complexe.
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Si Y~ anzy converge pour un certain zo € C, la série ne converge pas nécessairement

absolument pour tout z € C tel que |z| = |2o] : en effet, en choisissant par exemple

(an) = (L) et zo = —1, la série alternée Y (7?”/

/. l
- —— converge alors que la série ) -

diverge.

Définissons a présent le rayon de convergence d’une série entiere.
Définition

On appelle rayon de convergence d’une série entiére > a, 2" la borne supé-
rieure? de I’ensemble I = {7“ € Ry tels que la suite (a,r™) est bornée}.

Théoréme

Soit Y a,z™ de rayon de convergence R.
e Si |z| < R alors Y a,z" converge absolument.

e Si |z| > R alors Y a,2™ diverge grossiérement °.

Dire que le rayon de convergence d’'une série entiere Y a,z" est égal & 0 signifie
qu’elle ne converge que pour z = 0.

Dire que le rayon de convergence d’une série entiére > a,z" est égal & +oo signifie
que pour tout z € C, Z anz™ converge.

Soit Y a, 2™ une série entiére de rayon de convergence R. Ce théoréme ne permet
pas de conclure quant a sa convergence ou sa divergence pour les z € C tel que
|z| = R.

Plus précisément, en notant € = {z e C, |2 = R}, > anz™ peut converger en
tout point ¢ de B, diverger en tout point 7 de @ ou seulement converger en certains
points & de €.

Le corollaire suivant est souvent tres utile pour déterminer un rayon de conver-
gence.

4. Si I n’est pas majorée, le rayon de convergence de la série entiére est égale & +o0o.

5. On rappelle que E anz™ diverge grossiérement signifie que son terme général ne tend pas
vers 0.

6. C’est le cas de la série entiere Z Z;; de rayon de convergence R = 1.

7. C’est le cas de la série entiere géométrique Z 2" de rayon de convergence R = 1.

8. Par exemple, la série entiére E % de rayon de convergence R = 1, converge en tout point
z € Ctel que |z| =1et 2z # 1.
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Corollaire
Soit Y a,z™ de rayon de convergence R et zg € C.
e Si > anzy converge alors |zg| < R.

e Si > ayz§ diverge alors |zg| > R.

Définition

Soit Y a, 2™ une série entiere de rayon de convergence R.

Le disque {z eC, |2 < R} est appelé disque ouvert de convergence de la

série entiere?.
Ne pas confondre le disque ouvert de convergence et le domaine de convergence'°
d’une série entiere Y a, 2™ qui est I'ensemble @ des z € C tels que la série numé-
rique Y a, 2™ converge. Via ce qui précede,

esi R=0 alors @ = {0};
esi R=+ooalors @ =C;
esi Rel0,+oofalors {z€C, |z| <R} CcD C {z€C, |z| <R}.

La fonction somme de la série entiére Y a,z" est alors la fonction f : @ — C
définie pour tout z € & par +o0
f(z)= > apz™
n=0

10.2 Regles de d’Alembert et de Cauchy

Les regles de d’Alembert et de Cauchy évoquées dans le cadre des séries numériques
page 115 peuvent étre adaptées aux séries entieres afin de déterminer, dans certains
cas, le rayon de convergence.

Théoréme (régle de d’Alembert)

Soit (a,) une suite complexe & termes non nuls ! telle que

An 41
an,

——LeRE.
n—-+oo

n 12 p_ 1
Alors le rayon de convergence de ) a,2" est * R = .

9. Dans le cas d’'une série entiere d’'une variable réelle Z anx™, Dintervalle
{z € R, |z| < R} =]—R, R] est appelé intervalle ouvert de convergence.
10. Dans le cas d’une série entiere d’une variable réelle Zanz", on parle de l'intervalle de
convergence qui est ’ensemble I des = € R tels que la série numérique Z anpx™ converge.
11. au moins & partir d’un certain rang.
12. Le théoréme est encore vérifié avec £ = 0 et £ = +00 en convenant que R = 0 si £ = 400 et
R =+4o00sil=0.
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Corollaire

Soit o € R. Alors le rayon de convergence de > n®z" est R = 1.

Théoréme (régle de Cauchy)

Soit (ay) une suite complexe telle que
{ ——— VER.
|an| n—+oo € +

n 13 _ 1
Alors le rayon de convergence de ) a,2" est > R = 5.

10.3 Comparaisons des rayons de convergence

Enoncons les critéres de comparaison pour les séries entieres.
Théoreme

Soient Y a,z™ et > b,2" deux séries entieres de rayons de convergence
respectifs R, et Rp.

1. Si pour tout n € N, |ay| < |by], alors Ry > Rp.

<
2. Si a, = O(by,), alors R, > Ry.
3. Si a, = o(by), alors R, > Ry.
4. Si ap ~ by, Ra = Ry,
On en déduit le corollaire suivant.
Corollaire
Soit (ay) une suite complexe telle qu'il existe (k, K) € (Ri)2 vérifiant
VneN, k < |a,| < K.

Alors le rayon de convergence de la série entiere > a,z™ est égal a 1.

Enoncons a présent un résultat souvent utile.

13. Cf. note précédente.
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Théoréme

Les séries entiéres > a,z" et Y na,z" ont méme rayon de convergence.

10.4 Opérations sur les séries entiéres

Enoncgons d’abord le théoreme relatif a la somme de deux séries entieres.

Théoréme

Soient > a,z™, > byz™ deux séries entieres de rayons de convergence R, et

Ry et R le rayon de convergence de la série entiére somme  (a, + by,)z".
Alors

1. Si R, # Ry, R = min(Rq, Ry).
2. Si Ry =Ry, R> R, et R > Ry,

3. Pour tout z € C tel que |z| < min(R,, Ryp),

+oo +oo +oo
S(an +bp)2" = > anz™+ Y. byz™.
n=0 n=0 n=0

Si R, = Ry, on peut avoir R > R,.

En effet, considérons les deux séries entieres > 2™ et Y —z" de rayon de conver-
gence égale a 1. Alors le rayon de convergence de la série somme est +o0.

Enoncons & présent le théoréme relatif au produit par un scalaire.

Théoréme

Soient Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R et A € C*.
Alors

1. La série entiére > Aa,z" a pour rayon de convergence R.

—+ oo +oo
2. Pour tout z € C tel que 2| < R, > Aapz™ =X > ap2™.
= n=0

Donnons la définition du produit de Cauchy adaptée aux séries entieres puis énon-
¢ons le théoreme relatif au produit de Cauchy de deux séries entieres.
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Définition

On appelle produit de Cauchy de deux séries entieres Y a,z" et > b,z" la
série entiere Y ¢, 2™ ol pour tout n € N,

n
Cp = Z akbn,k.
k=0

Théoréme

Soient Y a,z" et Y b, 2" deux séries entieres de rayons de convergence R,

et Ry et R le rayon de convergence de la série entiere produit de Cauchy
> enz™. Alors

1. R > min(R,, Rp).

2. Pour tout z € C tel que |z| < min(Rq, Rp),

+Zoo (i akbnfk) 7 = (g anz") (g bnz").

n=0 “k=0

10.5 Dérivée et primitive d’une série entiere

Définition

On appelle série dérivée de Y a,z™ la série entiere Y (n + 1)an412".

Théoréme

Les rayons de convergence d’une série entiere et de sa série dérivée sont
égaux.
Définition

On appelle série primitive de > a,2z™ la série entiere Y “2=22".

n

Théoréme

Les rayons de convergence d’une série entiere et de sa série primitive sont
égaux.
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10.6 Convergence normale

Théoréme

Une série entiere de rayon de convergence non nul converge normalement

(donc uniformément) sur tout disque fermé de centre 0 inclus dans le disque

ouvert de convergence 4.

De plus sa fonction somme est continue sur le disque ouvert de convergence
{z € C, |z| < R}.

A priori, une série entiere ne converge pas normalement sur tout le disque ouvert
de convergence : par exemple, le rayon de convergence de la série géométrique

Yz"est R=1et sup |2"| =100 D(0,R)={z€C, |z] <R}
2€P(0,R)

10.7 Séries entieres d’une variable réelle

On s’intéresse dans cette section aux séries entieres d’une variable réelle x c’est-a-
dire aux séries de fonctions*® 3~ f,, ol pour tout n € N,

f-{R — C
"l — apa®

avec (a,) une suite réelle ou complexe.
Commencons par adapter le théoréme page 163.

Théoréme

Soit > anxz™ une série entiere d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R.

e Si z € ]—R, R[ alors > a,z™ converge absolument.

e Si x| > R alors ) a,a™ diverge grossiérement.

On en peut rien conclure a priori quant a la convergence de la série entiere en R
ou —R.

Etant donné une série entiére d’une variable réelle > ana™, rappelons que I, son
intervalle de convergence, est ’ensemble des x € R tels que la série numérique
> anaz™ converge.

14. c’est-a-dire si R est le rayon de convergence non nul de la série entiére Zanz”, cette
derniére converge normalement sur tout disque fermé de centre 0 et de rayon r < R.
15. que 'on notera comme d’habitude abusivement Zanx".
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Ainsi
esi R=0alors I = {0};
esi R=+ocalors I =R;
e si R €]0,+oof alors |—R,R[C I C [-R, R].
I est donc 'un des quatre intervalles |—R, R[, |- R, R], [- R, R] ou [ R, R].

La fonction somme est alors la fonction f : I — C définie pour tout = € I par

“+oo
f@)= 3 anan.

n=0

Adaptons a présent le théoreme de convergence normale page 168.

Théoréme

Une série entiére d’une variable réelle > a,z™, de rayon de convergence
R non nul, converge normalement (donc uniformément) sur tout segment
inclus dans l'intervalle ouvert de convergence |—R, R|.

De plus, sa fonction somme est continue sur |—R, RJ.

Etudions & présent la continuité de la somme aux extrémités de I'intervalle |— R, R].
Soit Y a,x™ une série entiere de rayon de convergence R non nul. Alors si |z| > R,
la série numérique > a,z™ diverge. Mais, comme nous ’avons vu précédemment, il
se peut également que > a, R"™ converge. Le théoréme radial d’Abel qui suit affirme
que dans ce cas, la fonction somme (qui est continue sur |—R, R[ via le théoréme
précédent) est également continue a gauche en R.

Théoréme radial d’Abel

Soit Y anx™ une série entiere d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R non nul telle que la série numérique > a, R" converge.

+oo
Alors la fonction somme f : z — Y a,z™ est continue a gauche en R
n=0
c’est-a-dire 16
“+ oo
lim f(z)=f(R)= > a,R".
z—R~ n=0

Enoncons a présent le théoreme relatif a la primitive de la fonction somme s’an-
nulant en 0.

16. Ce théoréeme est également vérifié en —R : si Zan(—l)”R" converge alors S est continue
a droite en —R.
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Théoréme d’intégration terme a terme

Soit Y anxz™ une série entiere d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R non nul et de fonction somme f. Alors pour tout « €]—R, R|,

T +oo +oo
27 ] dt = Lt dt = Al
[ (Ser) =5

Ainsi la fonction F définie pour tout = € |—R, R[ par F(x) = Z In_gnt1

est la primitive de la fonction somme f s’annulant en 0.

Enoncgons ensuite le théoreme de dérivation terme a terme de la fonction somme :
on peut dériver terme & terme une série entiére sur son intervalle ouvert de conver-
gence.

Théoréme de dérivation terme a terme

Soit Y anx™ une série entiere d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R non nul. Alors sa fonction somme f est de classe € sur |—R, R|
et vérifie pour tout k € N* et tout « €]—R, R|,

f®(z) = %o nn—1)---(n—k+1a,z"*.
n=k

Le théoreme suivant permet de donner I'expression des coeflicients d’une série
entiere a I'aide des dérivées en 0 de sa somme.
Théoreme

Soit > anz™ une série entiere d’une variable réelle de rayon de conver-
gence R non nul et de somme f. Alors, pour tout n € N,

_ ™0

T opl

On en déduit le corollaire d’unicité suivant.

Corollaire

Soient Y a,z™ et > b,a" deux séries entieres d’une variable réelle dont les
sommes sont égales sur un voisinage de 0.
Alors, pour tout n € N, a,, = b,,.
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10.8 Fonctions développables en série entiere

Dans cette section, K = R ou C. On notera, pour tout a > 0, 2(0,a) le disque
ouvert de centre 0 et de rayon a c’est-a-dire

P(0,a) ={z €C, |z] < a}.
Précédemment ont été étudiées les propriétés de la fonction somme d’une série
entiere de rayon de convergence non nul. Nous proposons dans cette section d’étu-

dier la réciproque : soient U un voisinage de 0 dans R et une fonction f : U — C.
Existe-t-il une suite complexe (a,) telle que pour tout = € U,

+oo
flx) =3 apa™?
n=0

De méme, dans le cas d’une variable complexe, si V' est un voisinage de 0 dans C
et f:V — C. Existe-t-il une suite complexe (a,,) telle que pour tout z € V,

+oo
f(z) =2 anz"?
n=0

Définition

Soit f : V — C ou V est un voisinage de 0 dans K.
On dit que f est développable en série entiére'” en 0 si f coincide sur un
voisinage de 0 avec la somme d’une série entieére.

Si V est un voisinage de 0 dans C, f : V' — C développable en série entiere en 0
signifie donc 18> 19 qu’il existe a > 0 avec D(0,a) C V et (a,) une suite complexe

tels que too
Vz € D(0,a), f(z) = > anz™.
n=0

Si V est un voisinage de 0 dans R, f : V' — C développable en série entiére en 0
signifie donc?%> 2! qu’il existe a > 0 avec |—a,a[C V et (a,) une suite complexe

tels que Too
Ve €l—a,al, f(z) =3 aa™

n=0

17. ou au voisinage de 0.
18. On peut aussi écrire qu’il existe a > 0 et (an) une suite complexe tels que pour tout

400
z2€D(0,a)NV, f(z) = Zanz”.
n=0

19. On emploiera parfois dans ce cas l'expression « f est développable en série entiére sur
P(0,a) » étant sous-entendu qu’il s’agit d’un développement en 0.
20. On peut aussi écrire qu’il existe a > 0 et (an) une suite complexe tels que pour tout

+ oo
z €]—a,a[NV, f(z) = > ana™.
n=0
21. On emploiera parfois dans ce cas ’expression « f est développable en série entiére sur
]—a, a[ » étant sous-entendu qu’il s’agit d’un développement en 0.
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Dans les deux cas, on remarquera que le rayon de convergence de la série entiere
est alors nécessairement supérieur ou égal a a.

Théoreme

La fonction 22

Z = 1
tout z € (0, 1),

est développable en série entiere en 0 et, pour
z

1

—+o0
n
1—2 =

La somme et le produit de fonctions développables en série entiere en 0 sont éga-
lement développables en série entiere en 0.

Les primitives et les dérivées successives d’une fonction développable en série en-
tiere en O le sont également.

Rappelons également la définition de la fonction exponentielle sur C, définie page 118,
qui apparait comme un développement en série entiere.

Définition
C — C
L’application exp : N *20:‘“ %v: est appelée fonction exponentielle.
n0 oo
Pour tout z € C, I'exponentielle de z, notée e* est définie par e* = Zo £
e

Le théoreme suivant exhibe les propriétés de la fonction exponentielle complexe.

Théoreme

1. Pour tout (21,22) € C?%, e*17%1 = e*1e™2,

2. Pour tout 2 € C, e* #0, £ =e7%, e = €7 et |€Z} — eRe(2)

) e®

3. Pour tout z € C, |ez| =1<= z e iR

10.9 Fonctions d’une variable réelle développables
en série entiere

On ne considere dans cette section que des fonctions d’une variable réelle.

22. Ne pas confondre le domaine de définition d’une fonction et le voisinage de 0 sur lequel elle
est éventuellement somme d’une série entiere : la fonction z — i est définie pour tout z # 1
mais n’est développable en série entiére en 0 que sur &(0, 1).
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Définition
Soient V' un voisinage de 0 dans R et f : V — C de classe 6> sur V.

(n)
On appelle série de Taylor de f en 0 la série entiere > fT(O)a:".

Théoréme

Soient V' un voisinage de 0 dans R et f : V — C développable ?3 en série
entiere en 0. Alors
e f est de classe € au voisinage?* de 0;

o la série entiere dont f est la somme est unique : f est2° la somme de
sa série de Taylor en 0.

Insistons sur les deux résultats fondamentaux délivrés par ce théoréme :
e le développement en série entiere d’une fonction f de classe € au voisinage
de 0 est unique;

e si f est développable en série entiére en 0 sur |—a, al, sa série de Taylor en 0
converge et f coincide avec la somme de sa série de Taylor sur |—a, af.

Notons aussi qu'une fonction qui n’est pas de classe 6°° au voisinage de 0, ne peut
pas étre développable en série entiere en 0.

En revanche, il existe des fonctions de classe 8°° qui ne sont pas développables en
série entiere : c’est le cas de la fonction

R — R
eV sz #£0
0 six=0

f:

.

On peut montrer que f est de classe €°°, que pour tout n € N, f(”)(O) =0 et
donc que f n’est pas développable en série entiere en 0.

Bien que souvent difficile & appliquer, énoncons pour information, un théoréeme
donnant une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit dévelop-
pable en série entiere en 0. On adoptera dans ce théoreme 'expression développée
dans la note 21 page 171.

23. Donc il existe a > 0 avec |—a,a[C V et (an) une suite complexe tels que pour tout

oo
x e]_ava[v f(.Z’) = Zan$n-
=0
24. c’est-a-dire sur |—a, a[ en reprenant les notations de la note précédente.
25. c’est-a-dire, en reprenant les notations de la note 23 ci-dessus, pour tout = € |—a,al,
—+oo
(n) 0
f(z) = Z ! n!( i

n=0
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Théoréme

Soient V' un voisinage de 0 dans R, a > 0 avec |—a,a[C V et f: V — C.

Alors f est développable en série entiére en 0 sur |—a, a[ si, et seulement si
e f est de classe B> sur |—a,al;

x—t)"

e pour tout = €]—a,al, / ( FHD () dt — 0.
0

n! n—~+00

Enoncons a présent un théoreme, plus facile d’emploi, mais n’exhibant qu’une
condition suffisante pour qu’une fonction soit développable en série entiére.
Théoreme

Soient V' un voisinage de 0 dans R, a > 0 avec |—a,a[C Vet f: V — C
de classe € sur |—a, al.

S’il existe M € RY tel que pour tout n € N* et pour tout x €]—a,al,
}f(") (x)’ < M, alors f est développable en série entiére en 0 sur |—a, af.

Présentons le lien entre développement en série entiere et développement limité
via le théoreme suivant.
Théoréme

Soient V' un voisinage de 0 dans R et f : V' — C développable en série entiere
en 0 : il existe donc a > 0 avec |—a,a[C V et (a,) une suite complexe tels

+oo
que pour tout = € |—a,a[, f(z) = > anz™.
n=0

Alors le développement limité de f a l'ordre p € N en 0 s’obtient en tron-
quant le développement en série entiere de f en 0 a l'ordre p c’est-a-dire

f(@) = a0+ a1z + - - + apa? + o(a?).

Théoréme

Les fonctions sinus, cosinus, sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont
développables en série entiere en 0 et, pour tout z € R, on a

+ oo + oo
sin(x) = Z —(_1)n 2l cos(x) = Z (1" 2n
N ~ (2n+1)! N ~
+o00 p2nt1 +oo  on

n=0
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Théoréme

1. La fonction 2 — In(14 z) est développable en série entiére en 0 et, pour
tout x €]—1,1], on a6

+oo (_1)n+1
In(1+2z) = Z Txn
=1l

2. La fonction z — arctan(z) est développable en série entiére en 0 et, pour
tout z € [—1,1], on a?7

= (="
arctan(z) = Z )

n=0

.,L,2n+1.

3. Soit2® o € R\N. Alors la fonction x +— (1 + 2) est développable en
série entiére en 0 et pour tout x € |—1,1[, on a

+oo
ala—1)---(a—n+1
(1+x)a:1+z ( ) n'( )In
=l :

26. L’égalité est bien vérifiée pour x = 1 via le théoréme de convergence radiale d’Abel.

27. L’égalité est bien vérifiée pour z = 1 et z = —1 via le théoreme de convergence radiale
d’Abel. On notera au passage que la fonction arctan est définie sur R mais que le développement
en série entiere en 0 n’est valable que sur [—1, 1].

«@
28. Si a € N, pour tout z € R,ona (1+z)* =1+ sz"

n=1
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Pour toute fonction f : I C R — C, continue par morceaux sur I, on notera en
tout point de discontinuité éventuel a de f,
flat) = lim f(z)=1lm f(z) et f(a™)= lim f(z)= lim f(x).
T—a rra z—a

z>a r—a z<a

Pour tout T € R* , on notera

° C@PH’T(R, C) I'ensemble des fonctions de R vers C, continues par morceaux et
T-périodiques;;

e B%(R,C) I'ensemble des fonctions de R vers C, continues et T-périodiques.

Apres les séries entieres, nous étudions dans ce chapitre d’autres séries de fonctions
« particulieres » : les séries de Fourier.

11.1 Séries trigonométriques

Définition

On appelle série trigonométrique toute série de fonctions > f,, ol pour

tout n € N,
f .{R — C

x > a,cos(nwe) + by sin(nw)

avec w € R*, (a,,) € CY et (b,) € CV.

Si > fn est une série trigonométrique, alors que chaque f,, est i}—”—périodique.
+oo
Si > fn est une série trigonométrique convergeant simplement vers f = Y f,
n=0
sur I C R, alors f est i}—”—périodique.

Les séries de Fourier étudient en particulier la réciproque de la remarque ci-dessus :
étant donné T' € R et une fonction f : R — C, T-périodique, existe-t-il w € R*,
(an) et (by) deux suites complexes tels que pour tout x € R,
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flz) = %O (an cos(nwz) + by sin(nwz)) ?

n=0
11.2 Coefficients et séries de Fourier
Définition
Soient '€ R et f € C6217T(1R7(C).

On appelle coefficients de Fourier de f les nombres complexes a,(f) et
b, (f) définis pour tout n € N par

an(f) = % Jy f(@)cos(nwz) da
ba(f) =2 fOT f(x)sin(nwz) dz

On appelle série de Fourier de f la série de fonctions —a(’;f) + > Fu(f)
ou pour tout n € N*, n>1

J R — C
ED S e ) costruen) 4y f) sin(s)

La série de Fourier de f sera souvent notée abusivement

aOT(f) + > (an(f) cos(nwz) + b, (f) sin(nwx)).

n=1
Certains définissent a part le coefficient ag(f) comme la valeur moyenne de f sur
[0,T], c’est-a-dire T
ao(f) = 7 Jo f(z)dz.
La série de Fourier de f est alors définie, avec I’abus ci-dessus, par

ao(f) + 2;1 (an(f) cos(nwz) + by (f) sin(nwz)).

Nous nous restreindrons par la suite a des fonctions 27-périodiques,
et ce, sans perte de généralité : il suffit de remarquer que si T' € R et f est
T-périodique, alors la fonction g définie pour tout x € R par g(z) = f(% x) est
2m-périodique.

Dans le cas d’'une fonction f € %&7% (R, C), les coefficients de Fourier de f sont
donc définis pour tout n € N par
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et la série de Fourier de f est la série de fonctions définie par

) 4 5 (an(f) cos(ne) + bu(f) sin(nz)).

n>1

Les définitions des coefficients de Fourier peuvent paraitre a premiere vue « para-
chutées ». On peut en fait montrer que si une série trigonométrique

% + 3 (an cos(nx) + by, sin(nz))

converge uniformément vers une fonction f sur R alors nécessairement, pour
tout n € N,

ay = f027r f(x) cos(nz) da

s

b, =1 027r f(x)sin(nzx) dx

Remarquons que si f € ‘“621’%(1& C), via la 2r-périodicité des fonctions f, sinus et

cosinus, on a pour tout o € R,
1 a+27
an(f) = L [ (@) cos(na) da

ba(f) = L [T f(2) sin(nz) dz

d’ou le théoreme suivant.

Théoréme

_ f paire = VneN, b,(f)=0;
Soit f € BY 5. (R,C). Alors
’ f impaire = Vn €N, a,(f) =0

Définissons a présent les coefficients de Fourier exponentiels, fondamentaux dans
la théorie des séries de Fourier et en particulier dans les théoremes de convergence.
Définition

Soit f € B2 5. (R,C). On appelle coefficients de Fourier exzponentiels de f

m,27
les nombres complexes notés ¢, (f) définis pour tout n € Z par

2m

ealf) = 2 J37 F(x) e da.

On en déduit le théoréme suivant.
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Théoréme

Soit, f € B, 2 (R, C). Alors la série de Fourier de f s’écrit '+

> ca(f) e Cest-a-dire co(f) + X (en(f) €M + con(f) 7).
nez

n=1

Dans le cas d’une fonction f € %&7T(R, C) avec T' € R% , la série de Fourier de f
s’écrit

> en(f)e™ o, pour toutn € Z, ¢, (f) = = [T

o flx)e e dg,
neL

11.3 Espace de Dirichlet
Définition

On appelle espace de Dirichlet®, noté @, l'ensemble des fonctions
f € 62.2.(R,C) telles que* pour tout z € R,

f@)=3(f@@®) + f7)).

Remarquons que 69 (R,C) C D C B2, (R, C).

m,27
Si f € B, 9.(R,C) n’est pas dans D, il est facile de « transformer » f pour qu’elle
soit dans @ comme l'illustre la définition qui suit.

Définition
Soit f € C@&’QW(RC).

; . . R — C
On appelle régularisée de f la fonction f :

1. en utilisant I’abus habituel. En toute rigueur, on devrait écrire la série de Fourier sous la
N R — C
forme Zejzcn(f) en ou, pour tout n € N, e, : { . pina
n
2. Si (un)nen est une suite complexe, » | un converge signifie que »_ (un + u—n) converge.
+oo nez 400 n=1

Si Z uy, converge, on a alors Z Up = Uy + E (un + u—n).

nez

n=-—o0o n=1

3. Le patronyme complet de ce mathématicien est en réalité Lejeune Dirichlet, mais est sou-
vent raccourci en Dirichlet.

4. Cette condition est parfois appelée condition de Dirichlet.
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Si f e B, (R,C), fet f coincident sur [0, 2] sauf en un nombre fini de points

donc
27

27 7
o flx)dr= [ f(x)dz.
En particulier les coefficients de Fourier de f et fsont égaux.

Il est possible de définir sur le C-espace vectoriel @ un produit scalaire de sorte
que 9 devient un espace préhilbertien complexe comme le montre le théoreme
suivant.

Théoréme

L’application ¢ : (f,g) — 5= 027r f(x)g(xz)dx est un produit scalaire
sur .

Le produit scalaire sur @ sera dorénavant noté (-|-) et la norme associée H . H2 de
sorte que pour tout (f,g) € D2,

(flg) = &= [Z" F@yg(x)da et ||f]2 = (f1F) = & 27| f ()] da

Les fonctions e,, définies dans la note 1 page 179 possédent une propriété fonda-
mentale dans I’espace préhilbertien @ comme 'explique le théoréeme suivant.

Théoreme

La famille® (e,)nez est orthonormée dans (D, (-|)).

11.4 Inégalité de Bessel et lemme de Riemann-
Lebesgue

Théoréme (inégalité de Bessel)
Soit f € D.

n 2
Alors © pour tout n € N, Z ek (f)] Hf”2 27r/ |f(1:)|2dx.

k=—n

5. Chaque e, est continue sur R (donc dans 95) car les fonctions a valeurs réelles x — cos(nz)
et x — sin(nx) sont continues sur R.

6. Cette inégalité est encore vérifiée si f € €°2 , (R, C) car alors fe D .

m,27m
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Corollaire (lemme de Riemann-Lebesgue)

: 7
Soit f € @. Alors en(f) 0.

1. cn(f) —— 0 c’est-a-dire noteo
n—+oo C—n(f) m} 0.
Théoréme

Soit f € B3, (R,C). Alors (Vn € Z, ¢cn(f) =0) = f=0.

Ce théoréme est faux dans le cas d’une fonction f € B2 ,, (R, C) comme lillustre
le contre-exemple suivant.

R — C
g : 0
Soit f : N { 1 six e 2rZ . Alors f € 6}, 5,(R,C).
0 sinon
Mais ¢, (f) = % 0277 f(x)e~™¥dz = 0 et pourtant f n’est pas nulle.

11.5 Théoreémes de convergence

Plusieurs questions importantes se posent, notamment les suivantes : la série de
Fourier d’une fonction f € @Y, ,,(R,C) converge-t-elle simplement sur R ? Si ¢’est
le cas, sa somme est-elle égale a f 7

Nous verrons dans cette section qu’une hypothese plus forte est nécessaire afin
d’obtenir une convergence simple sur R.

Pour tout f € B9 5, (R,C), on notera (S,(f)) la suite de fonctions des sommes
partielles associée a la série de Fourier de f c’est-a-dire pour tout n € N,

Su() = 41+ 3 Fi(f)

en convenant que Sy(f) = aoT(f) et, avec pour tout k € N*,
R — C
Fi(f) - { x > ag(f)cos(kx) + b (f)sin(kx)

Définition

On dit qu'une suite de fonctions (f,,) € D converge en moyenne quadra-

tique vers f € D si Hf _ fH .0
n 2 :

n—-+oo

7. Cf. note précédente.
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Théoréme

Soit f € &. Alors la série de Fourier de f converge en moyenne quadratique

vers f c’est-a-dire
15.(f) = £, o O

Corollaire (égalité de Parseval)

00
Soit f € @. Alors® n_z,m’cn(f)\2 = \£1l5-

+oo
Si f est & valeurs réelles, on a ﬂzii) +1 Zl(a%(f) +b2(f)) = ||f||§

Définition

On dit que f : [a,b] — C est de classe €' par morceaux sur [a,b] si f est
de classe 6! sur [a, b] privé d'un nombre fini (éventuellement nul) de points
x; en lesquels f’ admet une limite finie & gauche et & droite c¢’est-a-dire 8’il
existe n € N* et (zq,...,7,) € [a,b]""! tels que :
erg=a<z1<...<x,=>0;
e f de classe B! sur chaque intervalle |z;, z;11[ et f' admet une limite
finie & gauche et a droite?> ' 1 en chaque ;.

Si f: R — C, on dit que f est de classe B! par morceaux sur R si f est de classe
®! par morceaux sur tout segment [a,b] de R.

Dong, si f : R — C est 2w-périodique, il suffit bien entendu que f soit de classe
®! par morceaux sur [0,27] pour que f soit de classe 6! par morceaux sur R.

1
On notera 6, o,

morceaux sur R.

(R,C) T'ensemble des fonctions de R vers C de classe 6! par

8. Cf. note 6 page 180.
9. sauf en zg = a et z,, = b en lesquels f’ n’admet respectivement qu’une limite & droite et &
gauche.

10. On peut montrer que si f/ admet une limite finie & gauche et a droite en chaque x; alors
f admet une limite finie & gauche et & droite en chaque z; de sorte qu’une fonction de classe 6!
par morceaux est nécessairement continue par morceaux.

11. On peut montrer que la deuxiéme condition de cette définition équivaut a dire que pour
tout i € [0,n—1], la restriction de f & ]z;,2;41] se prolonge en une fonction de classe €1 sur
[@is Tip1].
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|
|
|
|
|
|
T
Une fonction de classe €' par morceaux sur [a,b]... ... une qui ne l'est pas.

Théoréme de Dirichlet

Soit f € C@m o (R, C). Alors la série de Fourier de f converge simplement

sur R vers la régularisée fde f c’est-a-dire, pour tout x € R,
+oo

> calf)e™® = f(a)

n=—oo

ou encore 12, pour tout z € R,

+: (an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx)) = f(x).

Non seulement la continuité par morceaux d’une fonction f ne suffit pas & assurer
la convergence simple de la série de Fourier de f mais la continuité non plus. On
peut en effet exhiber des fonctions continues sur R et 2m-périodique dont la série
de Fourier diverge en 0 c’est-a-dire telle que la suite (S,(f)(0)) diverge : c’est le
cas de la fonction f, 27-périodique, définie pour tout z € [0, 7] par
o0
flz) = JFX: #sin((T‘S + 1)%)

n=1
et prolongée par parité '3
En revanche, on peut montrer que si f est continue sur R et 27-périodique telle
que sa série de Fourier converge simplement sur R, alors cette derniere converge
simplement vers f sur R.

12. En tout point x sur lequel f est continue, aO(f> + Z (f) cos(nz)+bn (f) sin(nz)) = f(z)

car f(z) coincide alors avec f(x).

13. c’est-a-dire, on pose f(z) = f(—z) pour = € [—,0] de sorte que f est une fonction paire
sur R.



Fonctions
vectorielles

Dans tout ce chapitre, K = R ou C, les espaces vectoriels sont des K-espaces
vectoriels non réduits au vecteur nul et tout intervalle de R est supposé non vide
et non réduit a un point.

Le but de ce chapitre est d’étendre aux fonctions a valeurs dans un espace vectoriel
normé de dimension finie! les résultats sur la dérivation et Iintégration connus
pour les fonctions de R vers K.

12.1 Limite, continuité et dérivabilité

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie p € N* et B = (e1,...,¢€p)
une base de E. Si f est une application d’un intervalle I de R vers E, on note

fis..., fp les applications-coordonnées de f relativement a 9. On a donc
p
f=2% frer
k=1

Comme les fj, sont des applications de I vers K, beaucoup de résultats obtenus
pour les fonctions de R dans K se généralisent aisément aux fonctions vectorielles
c’est-a-dire aux applications de I vers E.

En somme, les extensions aux fonctions vectorielles se feront naturellement com-
posante par composante.

Commencons par étendre les définitions de la limite et de la continuité aux fonc-
tions vectorielles.

1. On rappelle que dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.
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Définition

Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle
de R, f une application de I vers E et a adhérent a I.
On dit que f admet la2 limite ¢ € E en a si

Ve >0, Ja>0,Vtel, [t—a| <a=|f(z) (|| <e.

On écrit alors liLn f(z)=Loulimf ="

Définition

Soient (E, ||-]|) un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle
de R, f une application de I vers E et a € I.
On dit que f est continue en a si %im f(t) = f(a) c’est-a-dire si

—a

Ve >0, dJa >0, Vtel, \tfa|<a:>“f(t)—f(a)” <e.

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

La caractérisation séquentielle de la limite s’étend également aisément :
2}im f(t) =L € E si, et seulement si, pour tout suite (¢,,) de I convergeant vers a,
—a

la suite (f(t,)) converge vers £.

En notant fi, ..., f, les applications-coordonnées de f relativement a une base
P
(e1,...,ep) de E, alors 7}imf(t) ={= > lye € E si, et seulement si, pour tout
—a

k=1
ke [[17]7]]7 tlgr(lsz(t) = Ek'

Etendons a présent la notion de dérivabilité.
Définition
Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R
et f une application de I vers F.
. .. - a+h)— f(a
On dit que f est dérivable en a € I si lim M
h—0 h
Si elle existe, elle est notée f'(a) et appelée dérivée de f en a.

existe dans FE.

On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.
Sin €N, on dit que f est de classe €™ (respectivement €>) si f(™) existe

et est continue sur I (respectivement si f est indéfiniment dérivable sur I).

2. L’unicité de la limite se démontre de la méme fagon que pour une fonction de R dans R.
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Si f est dérivable sur I, sa fonction dérivée f' est alors définie par

f’:{I — F

R
De la méme maniere que pour les notions précédentes, si f1, ..., f, sont les applications-
coordonnées de f relativement a une base (e1,...,e,) de E, f dérivable en a € I

si, et seulement si, chaque fi est dérivable en a, et dans ce cas
/ P !/
fla) = > fr(a)ex.
k=1
De méme f de classe 6" sur [ si, et seulement si, chaque f5 est de classe 6" sur I.

Une combinaison linéaire d’applications de classe 6" sur I est de classe 6" sur I.

Théoréme

Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R,
a € I et f une application de I vers E.
Alors f dérivable en a si, et seulement si,

WeEVtel, f(t)= f(a)+ ({—a)l+o(t —a).
Si f est dérivable en a, le développement limité a 'ordre 1 de f en a est

f@) = f(a) + (t = a)f'(a) + ot — a).

Etendons & présent les notions de dérivabilité 4 gauche et & droite.
Définition

Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R,
a € I et f une application de I vers E.

On dit que f est dérivable a droite en a si }H?é f(a—i_h})l — fla) existe
dans E. h>0
On dit que f est dérivable a gauche en a si }g% flat h})b — fla) existe
dans E. h=0

B) —
Si f est dérivable a droite en a, on note f)(a) = %uno M.
h>0

Si f est dérivable a gauche en a, on note fz(a) = lim
h<0

fla+h)— f(a)
- :
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Théoréme

Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R,
a € I et f une application de I vers E. Alors f dérivable en a si, et seulement
si, f dérivable a droite et a gauche en a et fj(a) = fg(a).

De plus, dans ce cas, f'(a) = fg(a) = fy(a).

12.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Théoréme

Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle de R,
f et g deux applications de I vers F dérivables sur I.
1. Si A € K, Af + g est dérivable sur I et (Af +g) =Af'+ 7.

2. Soient J est un intervalle de R, ¢ une application de J vers R, dérivable
sur J avec ¢(J) C I. Alors f o ¢ est dérivable sur J et

(fow) =(fop)y

Toujours dans les propriétés des fonctions dérivables, introduisons une application
linéaire dans le théoréme suivant.

Théoréme

Soient F et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, I un
intervalle de R, f une application de I vers E et L € L(E,F). Si f est
dérivable sur I alors® L o f est dérivable sur I et

(Lof) =Lof"
Introduisons a présent une application bilinéaire.

Théoréme

Soient I, F' et GG trois espaces vectoriels normés de dimension finie, I un
intervalle de R, f une application de I vers F', g une application de I vers
G et B une application bilinéaire de F' x G vers E. Si f et g sont dérivables
sur I alors* B(f,g) est dérivable sur I et

(B(f.9)) = B(f',9) + B(f.4).

3. L’application L o f est parfois notée L(f).
4. L’écriture abusive B(f,g) désigne 'application t — B(f(t), g(t)).
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Illustrons ce théoréme par trois exemples :

I K I M1 (K)
t:)\(t) tX{t—> X

Si X et A sont dérivables sur I alors AX est dérivable sur I et

1. Soient A : {

(AX) = NX + X

I — JM,(K)

t — A(t) ’

etX:{?f (t)

Si A et X sont dérivables sur I alors AX est dérivable sur I et

2. Soient A : {

(AX) = A'X + AX'.

3. Soient (E, <|)) un espace euclidien, u et v deux applications de I vers E déri-
vables sur I. Alors lapplication ¢ — (u(t) | v(t)) est dérivable sur I et

((ulv)" = (/o) + (ulo') .

Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, n € N*, Fy, ..., E,
des espaces vectoriels normés de dimension finie, f1, ..., f,, des applications
de I vers Fy, ..., E, et M une application multilinéaire de F; X --- X E,
vers F.

Si les f; sont dérivables sur I alors M est dérivable sur I et

(M(f17"~7fn))l :ZM(fh'"7fi—17fi/7fi+1""’fn)'
(=i

Ilustrons ce théoréme avec le déterminant.

I — My (K)

SOitA:{t s AD)

. Pour tout t € I, notons C1(t),...,C,(t) les colonnes

de A(t) et D(t) = det(A(t)) = det(C1(t), ..., Cu(t)).
Alors D' (t) = 2 det (C1(t), ..., Ci1 (), CL(t), Ciga (1), ..., Cp(t)).

3

12.3 Intégration sur un segment

Dans cette section, lorsqu’on considére le segment [a,b] de R, a < b.
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Définition
Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (e, ..., e,) une
base de E, f une application de [a,b] vers E et f1,..., f, ses applications-

coordonnées relativement a la base .
On dit que f est continue par morceauz sur [a,b] si les f; le sont.

Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (eq,...,€ep)
une base de E, f une application de [a,b] vers E continue par morceaux
sur [a,b] et f1,..., fp ses applications coordonnées relativement & la base 9.

P b

Alors Z ( / Tr(?) dt) ek, indépendante de la base de E choisie, est ap-
k=1 @ b

pelée intégrale de f sur [a,b] et notée [ f(t)dt.

a

Comme le calcul d’une intégrale d’une fonction continue sur [a, b] a valeurs dans un
espace vectoriel normé de dimension finie se ramene donc aux calculs des intégrales
des fonctions coordonnées, la linéarité et la relation de Chasles sont naturellement
étendues aux fonctions vectorielles.

Présentons a présent une propriété de linéarité de l'intégrale d’une fonction vec-
torielle.

Théoréme

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, f une
application de [a, b] vers E, continue par morceaux sur [a,b] et L € L(E, F).
Alors application L o f est continue par morceaux sur [a, b] et

b b
L(/ f(t)dt) :/ (Lo f)(t)dt.

Illustrons ce théoréme par un exemple.
[a,b] — M (K)
t — A(t) = aij(t)

M, (K) — M, (K)
X — PTIXP

5

Soient A : { continue par morceaux ° sur [a, b] et I'en-

domorphisme L : { ou P € GL,(K).

Alors P~ ([ A(t)dt) P = [} PTA(t)Pdt.

5. c’est-a-dire que les fonctions ¢ — a;;(t) sont continues par morceaux sur [a, b].
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12.4 Sommes de Riemann
Etendons la notion de sommes de Riemann aux fonctions vectorielles.
Définition

Soient n € N*, E un espace vectoriel normé de dimension finie et f une
application de [a, ] vers E.

On appelle somme de Riemann d’ordre n associée a f relativement d une
subdivision réguliére de [a,b] 'une des deux sommes suivantes
a)

b—a b—a 2
(a825) o 2t (

Théoréme

Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie, f une application
de [a, b] vers E continue par morceaux sur [a, b]. Alors

/ ft)de = tim_ 2 (

Ce théoreme permet d’étendre 1’inégalité triangulaire aux fonctions vectorielles.

Théoréme (inégalité triangulaire)

Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et f une
application de [a, b] vers E continue par morceaux sur [a, b]. Alors

/f £)dt /||f |,

12.5 Intégrale fonction de sa borne supérieure

Définition

Soient I un intervalle de R, E un espace vectoriel normé de dimension finie,
f et F deux applications de I vers E. On dit que F' est une primitive de f
sur I si F' est dérivable sur I de dérivée égale a f.

En revenant a nouveau aux applications coordonnées, si I’ est une primitive de f
sur I, toute primitive de f sur I est de la forme F'+u ou u € E.
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Théoréme

Soient I un intervalle de R, a € I, E un espace vectoriel normé de dimension
finie, f une application de I vers E continue sur I.

I — FE

6 . g mona_ 7 ) g
Alors® F' : { S fu,w £t dt est une primitive * de f sur I et 'unique

s’annulant en a.

Corollaire

Soient I un intervalle de R, E un espace vectoriel normé de dimension finie,
f une application de I vers E continue sur I et F' une primitive de f sur I.
Alors pour tout (a,b) € 12, fab f(t)dt = F(b) — F(a).

Enoncgons a présent I'extension de 'inégalité des accroissements finis aux fonctions
vectorielles.

Théoréme (inégalité des accroissements finis)

Soient I un intervalle de R, (E, [|-||) un espace vectoriel normé de dimension
finie et f une application de I vers E de classe 6! sur I. S'il existe K € R,
tels que pour tout ¢ € I, || f(t)|| < K, alors pour tout (a,b) € I?,

1/ (b) = f(a)]

< Kb —al.

12.6 Formules de Taylor

Théoréme (formule de Taylor avec reste intégral)

Soient n € N, I un intervalle de R, E un espace vectoriel normé de dimension
finie et f une application de I vers E de classe €"*! sur I.
Alors pour tout (a,z) € I?,

" (z—a)k “ e =)™
fo =3 E L ) + [ ED e g

n
k=0

6. Ce résultat porte parfois le nom de théoréme fondamental de I’analyse ou théoréme fonda-
mental de l’intégration.
7. ce qui signifie que F est de classe €' sur I avec F’/ = f.
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Théoréme (inégalité de Taylor-Lagrange)

Soient n € N, I un intervalle de R, (E, || - ||) un espace vectoriel normé de
dimension finie et f une application de I vers E de classe €t sur I.
Alors, pour tout (a,x) € I?,

|z — a|™T!

- (x—a)k (k)
f(x) - kz:% Tf (a)]| < W t:}i}))x]

7).

Théoréme (formule de Taylor-Young)

Soient n € N, I un intervalle de R, F un espace vectoriel normé de dimension
finie et f une application de I vers E de classe 6" sur I.
Alors, pour tout (a,) € I?,
S (.’IJ — a)k n
f(z) = Z Tf(k)(a) +o((z —a)").

k=0

Cette égalité est appelée développement limité de f a l'ordre n en a.

12.7 Arcs paramétrés du plan
Définition

Soient I un intervalle de R et k € NU{+o0c0}. On appelle arc paramétré du

ICR — R?
plan® toute application v : { ¢ sy (t) = (%g) ou z et y sont
Y
des applications de I vers R.
Pour tout ¢ € I, on note M, le point de coordonnées (z(t),y(t)) dans un
repere orthonormé du plan cartésien.
L’ensemble v(I) = {Mt; te I} est appelé trajectoire de I'arc? et noté I'.

L’arc paramétré v est dit de classe €% sur I si x et y sont de classe 6* sur I.

Un arc paramétré du plan est donc un cas particulier d’une fonction vectorielle.
II décrit le mouvement d’un mobile ponctuel M dans le plan. La variable de départ
t représente alors le temps et I’ensemble d’arrivée est dans le plan de sa trajectoire.
Pour tout ¢t € I, M; donne la position du mobile a l'instant ¢. La trajectoire d’un
arc v modélise donc Pensemble des positions successives v(t) = M, prises par le
mobile au cours du temps.

8. ou courbe paramétrée.
9. ou support de 'arc qui est donc une courbe du plan.
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Lorsque les vecteurs /() et 7”(t) existent en un instant donné ¢, ils donnent
respectivement la vitesse et ’accélération du point M a l'instant ¢.

Définition

Soient « un arc de classe 6!, T' son support et My, € T.
On dit que My, est un point régulier si v'(to) # (0,0).
On dit que My, est un point stationnaire? si v'(to) = (0,0).

Soient k € N*, v un arc paramétré du plan de classe €%, T' son support et M;, € T
On suppose qu'il existe i € [1, k] tel que v (to) soit non nul 1.

I' admet une tangente en M, si la droite (MtoMt) admet une position limite
quand t tend vers tg.

Théoréme

La tangente a I en M, est la droite passant par M,, dirigée par ~(P) (to)
ot p =min{i € [1,k] tel que YD (tg) # (0, 0)}.

Si M,, est un point régulier, p = 1 donc la tangente a I' en M;, est dirigée par
7' (to)-

Intéressons-nous a présent a ’étude locale d’un arc paramétré.

Soient k € N*, v un arc paramétré de classe €%, T' son support et M, €T.

On suppose qu'il existe i € [1, k] tel que v(¥)(y) soit non nul.

On note comme précédemment p = min{i € [1, k] tel que vV (to) # (0,0)} puis
notons ¢ 'entier, défini, s’il existe, par

q= min{i € Jp, k] tel que (v(p) (to),’y(i) (to)) soit 1ibre}.

(fy(p) (to), 7@ (to)), famille libre de deux vecteurs de R? de dimension 2, est une
base de R2.

Le nouveau repeére (Mto,'y(”) (to),v(‘”(to)) va nous permettre de déterminer le
comportement de la courbe au voisinage de M, .

10. ou singulier.
11. Méme un arc de classe 6°° ne vérifie pas toujours cette condition. Choisissons par exemple

R — R R — R2

. —1/t2 o .

x PR e~ 1/ 5}157&0 ety : ' ’_>’Y(t):<x(t)>,alorsp0urtoutn€N,
0 sit=0 0

~(™(0) = (0,0).
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Définition

Soient k € N*, v un arc paramétré de classe €%, I' son support et M;, € I
On suppose que les entiers p et ¢ définis précédemment existent.
e Si p est impair et ¢ pair, on dit que My, est un point ordinaire.
e Sip et g sont impairs, on dit que M;, est un point d’inflexion.
e Si p est pair et ¢ impair, on dit que M;, est un point de rebroussement
de premiére espéce.

e Si p et g sont pairs, on dit que M;, est un point de rebroussement de
deuziéme espeéce.

q pair q impair

I
~(@) (to) ’Y(q) (to)
t <ty t > 1o

—
D
3,
g
Q,
/Mto 4P (t) t <t /Mto 4P (t)
Point ordinaire Pomt d’inflexion
T T
79 (to)
—
'g t>t
= Mto L > 1o

/ mv(m(to)

Point de rebroussement de 2° espéce Point de rebroussement de 1*© espece

Un point de rebroussement (de premiére ou de deuxiéme espéce) My, est nécessai-
rement un point stationnaire car p pair implique /(o) = (0,0).

Ainsi, un point régulier est soit un point ordinaire, soit un point d’inflexion.

Pour qu’un point régulier M, soit un point d’inflexion, il faut nécessairement que
~'(to) et 7" (to) soient colinéaires c’est-a-dire 2’ (to)y"” (to) = " (to)y' (to)-
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Définition

ICR — R?
Soient 7y : " s () = (l"g;) un arc paramétré du plan, I' sa
Yy

trajectoire et to l'une des extrémités de I (+00 ou —oo le cas échéant).

On dit que T’ admet une branche infinie en tq si'? : tthl ||’y(t)H = +00.
—to

Si lim x(t) = +oo ou si lim y(t) = £oo, alors lim +/x2(t) + y2(t) = +oo donc T’
t—to t—to t—to
admet une branche infinie en tg.

La réciproque est fausse. Pour s’en convaincre, il suffit par exemple de choisir
x(t) = tcos(t) et y(t) = tsin(t) et tg = +00 : (t) et y(t) n’ont pas de limite quand
t tend vers 400 et pourtant /22(t) + y2(t) = |t| P +00.

— 400

y=> ~4

— T
/I)>/0

A
t— to f
/ 0 0 0
'z =a
La droite y = b est La droite z = a est La droite y = ax + b
asymptote a I’ asymptote a I’ est asymptote a I’
lorsque t — tg. lorsque t — tg. lorsque t — tg.
Yy Y < Y <
T t—to I //0‘
N
t — to r
t —to
—— T T T
0 of 0
Branche parabolique Branche parabolique Branche parabolique
de direction de direction de direction
asymptotique Oy asymptotique Ox asymptotique y = ax

12. On peut choisir par exemple la norme euclidienne : H'y(t) || = /x2(t) + y2(t), la définition
restant valable pour une autre norme.
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Définition

y(t)
sa trajectoire admettant une branche infinie en .

ICR — R?
Soient 7 : n — y(t) = (J/’(t)) un arc paramétré du plan et T’

e Silim z(t) =a € Ret tlintl y(t) = too, I' admet une asymptote verticale
—to

t—to
d’équation z = a.

e Si lim z(t) = o0 et lim y(t) = b € R, I' admet une asymptote hori-
t—to t—to

zontale d’équation y = b.

o Si tli)n? x(t) = oo et tli?% y(t) = £oo alors

e Si thm 58 = 0, I" admet une branche parabolique de direction asymp-
—to
totique I’axe des abscisses.

e Si lim Y%

Jim oy = +o0, I' admet une branche parabolique de direction
—to

asymptotique 'axe des ordonnées.

e Si lim Et% = c € R*, alors
t—t ol

o Si tlin? y(t) —cx(t) = oo, alors T admet une branche parabolique
—to

de direction asymptotique la droite d’équation y = cz.

e Si tlirgl y(t) — cx(t) = d, alors I' admet une asymptote (oblique)
—to

d’équation y = cx + d.
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Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels sont des R-espaces vectoriels non
réduits au vecteur nul et tout ouvert est supposé non vide.

13.1 Application différentiable et différentielle

Les notions de différentiabilité et de différentielle pour des applications dans des
espaces vectoriels normés généralisent celles de dérivabilité et de dérivée pour des
applications de R vers R.

Rappelons la définition de la dérivabilité de f en un point a € I pour une appli-
cation f d’un intervalle I de R vers R :

f est dérivable en a si f(a%)_f@ tend vers une limite finie ¢ € R lorsque h tend

vers 0.
Cette définition est équivalente a 'existence d’un réel ¢ et d’une fonction € de [
vers R tels que pour tout h € R (vérifiant a + h € I), on ait

fla+h)= f(a)+hl+ he(h) oue(h) — 0

ou encore f(a + h) — f(a) + ht + O(h)

Nous étendons donc dans ce chapitre les notions de dérivabilité d’une fonction
d’une variable réelle aux applications d’un espace vectoriel normé E de dimension
finie vers un espace vectoriel normé F' de dimension finie.

Bien qu’il y ait un isomorphisme isométrique ' 2 entre un espace vectoriel normé
FE de dimension finie n > 1 et R™ les notions abordées sont adaptées a des espaces
de natures bien différentes d'un espace R* comme % (E, F) ou Jl,,(R).

Il n’est cependant pas inutile, afin de mieux assimiler ce cours, d’appliquer d’abord
les définitions & £ = R" et F' = R? et méme d’abord E = R" (voire R?) et F =R
puis E =R et FF=R".

1. c’est-a-dire qu’il existe une application linéaire bijective f de R™ vers E telle que pour tout
z R, || f(@)|| =l
2. Car si B = (e1,...,en) est une base de E, l'application f : R” — E définie pour tout
n

z = (x1,...,2n) € R" par f(z) = Z zrer est linéaire, bijective et isométrique.
k=1
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Etendons tout d’abord une notion de négligeabilité aux fonctions définies et a
valeurs dans des espaces vectoriels normés.

Définition

Soient (E, | - ||e) et (F,| - |lr) deux espaces vectoriels normés®, A C E, f
une application de A vers F' et N une application de A vers R, .

On dit que le vecteur f(z) est négligeable devant le réel N(z) au voisinage
du vecteur nul?, et on écrit® f(x) = o(N(z)) si

Ve >0, da >0, Vo € A, ||m||E<a:> ||f(a:)||F < eN(x).

Généralisons a présent la notion de dérivabilité.
Définition

Soient E et I deux espaces vectoriels normés de dimension finie®, U un
ouvert de E, a € U et f une application de U vers F. On dit que f est
différentiable en a s'il existe une application linéaire” L € ZL(E, F) telle
que, pour tout® % h € E,

fla+h) = f(a) + L(h) +o(||L]}). (%)

f différentiable en a signifie donc que l'on peut « approcher », au voisinage de a,
I'« accroissement » h —— f(a + h) — f(a) par une application linéaire L.

Plus précisément le reste f(a+h)— f(a) — L(h) est négligeable devant ||h|| lorsque
h tend vers le vecteur nul c’est-a-dire

et — f@) - £

=0
B0 %l

ce qui peut encore s’écrire sous la forme

3. Tous les espaces vectoriels normés de ce chapitre sont des espaces vectoriels sur R.

4. Sans précision, la négligeabilité sera toujours au voisinage de 0.

5. Se lit « f(x) est un petit o de N(z) ».

6. Tous les espaces vectoriels normés de ce chapitre sont dorénavant de dimension finie. On
rappelle que toutes les normes d’un espace de dimension finie sont équivalentes. Afin de ne pas
alourdir les notations, les normes sur F et F' seront notées, non pas ||| g et ||-|| 7, mais simplement
I

7. La définition est encore valable pour des espaces de dimension infinie en remplacant
« linéaire » par « linéaire continue ». Rappelons que toute application linéaire de E vers F' est
continue lorsque E est de dimension finie.

8. Afin que f(a + h) soit définie, il est sous-entendu (comme dans le reste du chapitre) que
a + h doit appartenir & U ce qui est possible si ||h| est suffisamment petite. En effet, comme U
est un ouvert de F, U est un voisinage de a donc il existe 7 € R* tel que B(a,r) C U. Donc si
|h]] <r,a+h € B(a,r) CU.

9. On peut aussi écrire, pour tout h voisin du vecteur nul de E c’est-a-dire appartenant a un
voisinage du vecteur nul de F.
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Ve >0, 3> 0, ||h]| < o= ||f(a+h) — f(a) — L(h)|| <ellhl.
L’expression (%) de la définition précédente peut également s’écrire

fla+h) = f(a) + L(h) + [[h]|e(h)

ol le vecteur e(h) € F tend vers le vecteur nul lorsque le vecteur h € F tend vers
le vecteur nul c’est-a-dire %H%Hg(h)ﬂ =0.
—

Théoreme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de F/, a € U et f une application de U vers F.
S’il existe L € Z(F, F) telle que pour tout h € E,

fla+h) = f(a)+ L(h) + o([IA]])
alors L est unique.

L est appelée différentielle de f en al9 et est notée ' df(a).
L’image de tout h € E par df(a) sera notée df(a)(h).

Définition

Soient F et F deux espaces vectoriels normés ‘2 de dimension finie, U un
ouvert de F et f une application de U vers F. On dit que f est différentiable
sur U si f est différentiable en tout point de U.

On appelle alors différentielle de f I’application notée df définie par

L J U 2B
f'{x — df(z)

E — R
z > (afz) = ||z
Alors pour tout € E et tout h € E, on a f(x + h) = ||2]|? + 2 (z|h) + ||h]|*.

Comme ||h||* est un o(]|A[|), on a directement df(z)(h) = 2 (z|h).

Soient (E, (-|-)) un espace euclidien et f : {

10. ou application linéaire tangente & f en a.

11. La notation pour la différentielle de f en a n’est malheureusement pas figée : certains la
notent df, ou daf ou Df(a) ou Dfq ou f, voire méme f/(a)!

12. On pourrait supposer simplement que E et F' sont deux espaces vectoriels de dimension
finie car la notion de différentielle ne dépend pas des normes choisies sur E et F'. On rappelle
d’autre part que toutes les normes d’un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes.
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Théoréme

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de F et f une application de U vers F.

1.

Si f est constante, alors pour tout a € U, df(a) est 'application linéaire
nulle.

Si E =R, I est un intervalle ouvert de E et a € I, on a
f différentiable en a <= f dérivable en a

et pour tout a € I, f'(a) = df(a)(1).

Si f est linéaire, alors f est différentiable sur U et, pour tout a € U,

df(a) = f.

Enoncons dans les trois théorémes qui suivent quelques propriétés des applications
différentiables.

Théoréme

Soient E, F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie et U un
ouvert de E. Alors '3 toute application de U vers F différentiable en a € U
est continue en a.

Théoreme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de F, A € R, f et g deux applications de U vers F.

Si f et g sont différentiables sur U, \f + g est différentiable sur U et pour
tout a € U, d(Af + g)(a) = Adf(a) + dg(a).

Théoréme (régle de la chaine)

Soient E, F' et GG trois espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, a € U, V un ouvert de F, f une application de U vers F telle
que f(U) C V et g une application de V vers G. Si f est différentiable en
a et g différentiable en f(a) alors g o f est différentiable en a et

d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

13. Donc toute application de U vers F' différentiable sur U est continue sur U.
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Corollaire (dérivée le long d’un arc)

Soient E et F', deux espaces vectoriels normés de dimension finie, I un in-
tervalle de R, @ € I, V un ouvert de E, v une application '* de I vers F
dérivable en a tel que v(I) C V et f une application de V' vers F différen-
tiable en y(a). Alors f o~ est dérivable en a et

(f 07)'(a) = df (v(a)) (7' (a))-
L’application (f o~)" est appelée dérivée de f le long de larc 7.

Enoncons le théoréme relatif & la différentielle d’une application multilinéaire.

Théoreme

Soient n € N*, Ey, ..., F, et F des espaces vectoriels normés de dimensions
finie. Toute application multilinéaire f : Fy x --- X E, — F est différen-
tiable sur Ey X - -+ X E, et pour tout (z1,...,z,) € By X --- X E, et tout
(h1y... hy) € Ey X -+ X B, on al®

n
df(xla' O 7xn)(h1u O 7hn) = Zf(xh SO 7$k717h'k7xk+1u OO 7:1:77,)'
k=1

13.2 Dérivées partielles

Définition
Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, a € U, v un vecteur non nul de E et f une application de U

vers F. On dit que f admet une ¢ dérivée en a (ou est dérivable en a) selon

le vecteur v si I'application g : t — f(a + tv), définie!” sur un voisinage

flattv)=f(a)

7 existe.

de 0, est dérivable en 0 c’est-a-dire si }m%
ry
Cette dérivée en a selon le vecteur v se note alors D, f(a) ou %(a).

Si f admet une dérivée selon le vecteur v en tout point x € U, on appelle
u — F

dérivée de f selon v l’application notée D, f : { x > Dyf(z)

14. Toute application d’un intervalle I de R vers un espace vectoriel E de dimension finie est

appelée arc (tracé ou inscrit dans E).

15. via la convention suivante : le premier terme de la somme est f(hl, T2, ..., xn) et le dernier

est f(acl,...,xTL,1,hn).

16. On dit aussi dérivée en a suivant v ou dérivée en a dans la direction de v ou encore dérivée

directionnelle selon v en a.
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RZ — R
SOt 4 () s { AL si (2,y) # (0,0)

0 sinon

On peut montrer que f admet une dérivée en (0,0) selon tout vecteur non nul

2
& sib#0
(a,b) définie par D, ;) f(0,0) = { 8 ST 7 .
sinon

Théoréme

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, a € U et f une application de U vers F'.

Si f est différentiable en a, alors, pour tout vecteur v non nul de F, f admet
une dérivée en a selon v et on a D, f(a) = df(a)(v).

La réciproque de ce théoreme est fausse : en reprenant ’exemple précédent, f
admet une dérivée en (0,0) selon tout vecteur non nul (a,b) mais f n’est pas
continue en (0,0) donc non différentiable en (0,0).

Définition

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, B = (e1,...,e,) une base de F, a € U et f une application
de U vers F. On dit que f admet une dérivée partielle en a par rapport a
la i-éme place'® si f admet une dérivée en a selon le vecteur e;.

Elle se note alors D; f(a) ou %(a).

Si f admet une dérivée partielle par rapport a la i-eme place en tout point
a € U, on appelle dérivée partielle de f par rapport d la i-éme place I'ap-

af,{U — F

I e)
O a — a—wfi(a)

Si f admet pour tout ¢ € [1,n] une dérivée partielle par rapport a la i-éme

plication notée D; f ou

place en tout point a € U, on appelle dérivées partielles de f les n dérivées

19 9f
6,

T

partielles pour i € [1,n].

17. Comme a € U et U est un ouvert de F, il existe 7 € R tel que B(a,r) C U. Il existe
§ € RY tel que dl|v]| < 7. Ainsi pour tout ¢t €]—6,6[, a +tv € B(a,r) C U et g est ainsi définie
sur |—6,4][.

18. On dit aussi i-éme dérivée partielle en a ou encore dérivée partielle en a par rapport a la

i-eme variable.

19. Lorsque E = R2, ;—gfl et ;—ZQ seront généralement notées % et % Elles seront appelées

dérivées partielles de f par rapport a z et y.
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Via cette définition f admet une dérivée partielle en a = (ay,...,a,) € U par
RN - a+te;) — fla .
rapport a la i-eme place si lim i i) — f(a) existe.
t—0 t

En particulier, si E = R" et (e1,...,e,) est la base canonique de R™, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f admet une dérivée partielle en a = (aq,...,a,) € U par rapport a la i-¢me
place.

Aty ..., 0i—1,0; +t,0;41,...,ay) — f(a1,...,a .
(ii) lim G i=1, % b Gl n) — flax n) existe.
t—0 t
R — F
iii) L’application d’une variable réelle : {
(iti) L'app t o flay,...;ai-1,t,ai01,...,0,)

est dérivable en a;.
Le théoréeme suivant montre le lien entre différentielle et dérivées partielles.

Théoréme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, B = (e1,...,e,) une base de E, a € U et f une application
de U vers F.

Si f est différentiable en a alors les n dérivées partielles de f en a existent

n
et pour tout h = > hier € E, on a
k=1

6—f(a).

8$k

df(@)(h) =3 I
fo=1l

La réciproque de ce théoreme est fausse : en reprenant l’exemple page 201, les
dérivées partielles de f en (0,0) existent

y(070) = D(l,O)f(07 0) =0 et

of
Ox oy

(0,0) = D1y £(0,0) = 0.

Or, on a vu précédemment que f n’est pas différentiable en (0,0) car non continue
en (0,0).

Notons que, contrairement aux fonctions d’une variable réelle ou la dérivabilité
implique la continuité, les dérivées partielles de f en (0,0) existent et pourtant f
n’est pas continue en (0,0).
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Théoréme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un

ouvert de E, B = (e1,...,e,) une base de £, B’ = (e},...,e;,) une base

P

de F, f = 3" fxe}, une application?* de U vers F ot pour tout k € [1,p],
k=1

les applications fx de U vers R sont les applications-coordonnées de f re-

lativement a %’. Alors f différentiable en a si, et seulement si, chaque fj
est différentiable en a.

p
On a alors 2! pour tout h € E, df(a)(h) = Y dfx(a)(h)é}.
k=1

P
En particulier, on a pour tout i € [1,n], df(a)(e;) = > %ﬂ%(a) €}.-
k=1 """

13.3 Matrice jacobienne et jacobien

Définition
Soient F et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un

ouvert de E, B = (ey,...,e,) une base de E, B' = (e],...,e,) une base

de F,aeUetf= ki fre), une application de U vers F' ou pour tout
=1

k € [1,p], les fr sont les applications de U vers R, coordonnées de f

relativement a %’.

Si f est différentiable en 22 a, on appelle matrice jacobienne de f en a rela-

tivement au couple de bases 2* (%,%’) la matrice de Papplication linéaire

df(a) relativement & (%, %’). Elle est notée?* Jac f(a) et, via le théoréme

précédent,
of1 of1
Jac f(a) = € My n(R).
73 Ofp

o2, o, Y

Dans le cas ot dim(F) = dim(F), on appelle jacobien de f en a le déter-
minant de la matrice jacobienne de f en a.

P
20. Cette écriture abusive signifie que pour tout = € U, f(z) = Z Tr(z)e),.
k=1

21. Dans le cas ou E = R"™ et F' = RP munis de leur base canonique respective, on pourra
écrire df(a)(h) sous la forme df(a)(h) = (dfi(a)(h),...,dfp(a)(h)).
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Théoréme

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, % et %’
des bases respectives de E et F, U un ouvert de £, a € U, A € R, f et g
deux applications de U vers F' différentiables en a.

Alors Jac (Af + g)(a) = A Jac f(a) + Jacg(a).

Théoréme

Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés de dimension finie, %, %’
et B” des bases de E, F' et G, U un ouvert de E, a € U, V un ouvert de F,
f une application de U vers F telle que f(U) C V, différentiable en a et g
une application de V' vers G différentiable en f(a).

Alors Jac (g o f)(a) = Jacg(f(a)) Jac f(a).

On en déduit le théoreme de composition des dérivées partielles suivant.

Corollaire

Soient (n,p) € (N*)2, U un ouvert de R™, V un ouvert de R?,

s { U — RP
. (1., Tp) +— (fl(xl,...,xn),...,fp(xl,...,xn))
telle que f(U) C V, différentiable en (aq,...,a,) € U et

{ \% — R

g:

W1, %) —> 91, Yp)
différentiable en (by,...,by) = (fi(a1,...,an), ..., fo(ar,...,an)).

Alors g o f est différentiable en a et pour tout ¢ € [1,n],

dgof) — Jg O fr
a—xi(al"”’ Z_:a_ bi,...,bp) axi(al,...,an).

22. L’existence des n dérivées partielles de chaque fi, en a est suffisante pour définir la matrice
jacobienne. Rappelons que via le théoreme précédent, f différentiable en a implique que chaque
[ est différentiable en a et donc que les n dérivées partielles de chaque fj existent.

23. Dans le cas de E = R™ et F' = RP, on appelle matrice jacobienne de f en a la matrice de
df(a) relativement aux bases canoniques de F et F.

24. Elle est également parfois notée J¢(a) ou plus rarement J(f,a).
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13.4 Gradient

Commencons par donner la définition du gradient d’'une application numérique
différentiable via le théoréme suivant.

Théoréme

Soient (E, (-|-)) un espace euclidien, U un ouvert de E et f une application
de U vers R différentiable sur U.

Alors pour tout a € U, il existe une unique vecteur de E, appelé gradient
de f en a et noté V f(a) ou grad f(a), tel que pour tout h € E,

df(a)(h) = (Vf(a)|h).

Donnons maintenant une expression du gradient dans le cas d’une base orthonor-
mée de E.

Théoreme

Soient (E, (-|)) un espace euclidien, (e1,...,e,) une base orthonormée de
FE, U un ouvert de E et f une application de U vers R différentiable sur U.
Alors pour tout a € U, on a
n
=3 (@)
Pt oxy,

Dans le cas particulier de E = R”, muni de sa base canonique et de son produit
T Y1
scalaire canonique défini pour tout = = € R” et tout y = eR”

T Yn
n

par (x|y) = Z Ty, le vecteur gradient de f en a sera noté 2

k=1 8f

Vf(a) =

Donnons maintenant I'interprétation géométrique du gradient.

25. On peut considérer le gradient comme un cas particulier de matrice jacobienne : plus

7]
précisément, V f(a) est la transposée de la matrice-ligne Jac f(a) = (a—;l(a) e 7((1))
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Théoréme

Soient U un ouvert de R?, f une application de U vers R, différentiable
sur U. Alors la valeur maximale de la dérivée de f en a € U dans une
direction d’un vecteur unitaire (c’est-a-dire de norme égale a 1) est atteinte
dans la direction du vecteur gradient de f en a et est égale a HV f (a)H a8

13.5 Applications de classe 6!

Définition

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E et f une application de U vers F. On dit que f est?” de classe
®! sur U si f est différentiable sur U et df : U — £(E, F) est continue
sur U.

Enongons maintenant un des théoremes fondamentaux de ce chapitre.

Théoréeme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de F et f une application de U vers F'.

Alors2® f de classe 6" sur U si, et seulement si, les dérivées partielles de
f relativement & une base de F existent et sont continues sur U.

Les trois théorémes suivants donnent les propriétés classiques des fonctions
classe €.

Théoréme

Soient E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E, A € R, f et g deux applications de U vers F'.
Si f et g sont de classe €' sur U, Af + g est de classe €' sur U et on a

d(\f +g) = Adf +dg.

de

26. Ainsi, si on se place en un point a de U, V f(a) indique la direction de plus grande pente a
partir de ce point (c’est-a-dire la direction pour laquelle f croit le plus vite) et la pente maximale

est égale a ||Vf(a)”
27. ou continiment différentiable.

28. En particulier si les dérivées partielles de f existent et sont continues sur U, alors f est

continue sur U.
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Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés de dimension finie, U un ouvert
de E, V un ouvert de F, f une application de U vers F telle que f(U) C V et g
une application de V vers G.

Si f est de classe 6! sur U et g de classe 8! sur V alors g o f est de classe 6!
sur U et pour tout a € U, d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

Théoréme

Soient a et b deux réels, ' et F' deux espaces vectoriels normés de dimension
finie, U un ouvert de E, f une application de U vers F de classe €' sur U
et v un arc de [0,1] vers E tel que 7([0,1]) C U, de classe €' sur [0,1].
Alors

fmun—fmm)zéiummxy@yﬁ

En particulier, si v(1) = b et v(0) = a, on a

1
ﬂ@—ﬂ@zldﬂwmhw»&

Le théoreme suivant donne la caractérisation des applications de différentielle nulle
Sur un ouvert connexe par arcs.

Théoreme

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un ou-
vert connexe par arcs 2? de F et f une application de U vers F différentiable
sur U.

Alors f est constante si, et seulement si, df est nulle.

13.6 Vecteurs tangents
Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, X une partie de F
et £ € X. On dit qu’un vecteur v de E est tangent a X en x s’il existe
e > 0 et un arc v défini sur |—¢, e[, a valeurs dans X, dérivable en 0, tels
que ¥(0) =z et 4/(0) = v.

On note T, X l'ensemble des vecteurs tangents a X en x.

Soient U un ouvert de R? et f une application de U vers R. Pour représenter
graphiquement cette application, on se place dans R? et on trace I’ensemble des
points (z,y,2) € R3 tel que z = f(z,y) autrement dit f peut étre représentée

29. Ce théoreme est en particulier vérifié si U est un ouvert convexe de FE.
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graphiquement par une surface S d’équation z = f(x,y) tout comme le graphe
d’une fonction d’une variable est une courbe d’équation y = f(x).

Soit @ € R. On appelle courbe de niveau a, notée Cy, la courbe obtenue en sec-
tionnant la surface S par le plan d’équation z = a. Une courbe de niveau?’ de
f est donc une courbe C, d’équation f(z,y) = a ou a € R. Plus précisément
C, = {(x,y) € R? f(x,y) = a}. En considérant le paramétre a comme 1alti-
tude, les courbes de niveau a de f sont donc des courbes d’altitude constante a et
montrent graphiquement ou f passe a 'altitude a. Concrétement, en coupant la
surface S de R? = (O, i, E) par le plan (horizontal) z = a, on obtient une courbe
que 'on projette dans le plan (O7 i, ;) La superposition dans ce plan de plusieurs
courbes de niveau permettent donc de donner une visualisation de f dans le plan.
Plus la pente de la surface est raide, plus les courbes de niveau sont rapprochées.

Théoréme

Soient (E, (|>) un espace euclidien, U un ouvert de E, f une application
de U vers R différentiable sur U et X une ligne de niveau de f. Alors les
vecteurs tangents a X au point z € X sont orthogonaux au vecteur gradient
de f en x.

Pour une fonction f d’une variable, la tangente de f en un point zy donne une
approximation de f au voisinage de ce point. Pour une fonction de deux variables
représentée par une surface S d’équation z = f(z,y), le plan tangent & S en un
point My = (o, Yo, 20) de S donne l'allure approximative de la surface au voisinage
de ce point.

L’équation z = f(z,y) peut également s’écrire g(z,y,z) = 0 ol
9(x,y,2) =z — f(z,y).

Le plan tangent & S en My est 'unique plan passant par My et de vecteur normal
—%(l‘o,yo, Zo)

Vg(l‘o, Yo, ZO) = —%’;(9007 Yo, Zo)
1

On en déduit le théoreme suivant.

30. Dans le cas plus général d’un R-espace vectoriel normé E de dimension finie, d’un ouvert
U de E et d’une application f : U — R, on parlera plutot de lignes de niveau de f pour les
ensembles {z € U, f(z) =a} ot a € R.
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Théoréme

Soit My = (0, Yo, 20) un point d’une surface S d’équation z = f(x,y) ou f
est une application d’un ouvert U de R? vers R, différentiable sur U telle
que V f(xo,yo) # 0. Alors le plan tangent & S en My est le plan d’équation

zZ—2zp = %(mo,yo)(a? —x0) + g—;(ffo,yo)(y —%o)-

13.7 Point critique et extremum

Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de F,
a € U et f une application de U vers R différentiable en a.
On dit que a est un point critique de f si®' df(a) = 0.

Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de F,
a € U et f une application de U vers R.

On dit que f admet un mazimum local (respectivement minimum local) en
a s'il existe r € R tel que pour tout z € U,

z € B(a,r) = f(z) < f(a) (respectivement z € B(a,r) = f(z) > f(a)).

On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum ou
un minimum local en a.

Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de F,
a € U et f une application de U vers R différentiable en a. Si f admet un
extremum local en a, alors3? df(a) = 0.

Les extrema locaux de f se trouvent donc parmi les points critiques de f.

31. En particulier, % = (e1,...,en) étant une base de E, si a est un point critique de f, alors

les dérivées partielles % sont nulles en a pour tout i € [1,n].

32. et donc, B = (e1,...,en) étant une base de E, pour tout i € [1,n], %(a) =0.
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Théoréme

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de F,
X une partie de U, z € X et f : U — R, différentiable en = et dont la
restriction a X admet un extremum local en .

Alors df(z) s’annule en tout vecteur tangent & X en x.

Théoréme d’optimisation sous une contrainte

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de F,
f et g deux applications de U vers R, de classe €' sur U, X I’ensemble des
zéros de g et © € X tels que la restriction de f a X admet un extremum
local en x et la différentielle de g en x est non nulle.

Alors df(z) est colinéaire a dg(x).

13.8 Applications de classe 6*
Définition

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un

ouvert de F, a € U, B = (eq,...,e,) une base de E, et f une application

de U vers F différentiable 33 sur U.

Soit (i,7) € [1,n]?. On dit que f admet une dérivée partielle seconde (ou
2

d’ordre 2) en a par rapport aux places (j,4), notée 3* (')a(?,gm (a), si lappli-

cation % admet une dérivée partielle en a par rapport a la j-eme place.

0% f 0 ( of )
On a alors a) = — a).
Soient un entier k > 2 et (i1,...,4) € [1,n]™. On dit que f admet une
dérivée partielle d’ordre k en a par rapport aux places (ig,...,41), no-
k k—1
tée Bxif“fa% (a), s axiilm-gwil existe au voisinage de a et l’application

o1
Owiy 0Ty

On a alors o' (a) 0 ( A ) (a).

admet une dérivée partielle par rapport a la ii-iéme place en a.

(Q).’Eik s 8$i1 (“)xik al’ik_l cee axil

33. En particulier les dérivées partielles % sont définies en tout point de U pour tout ¢ € [1,n].
k2

N se 21
34. Pour i = j, m(a) est notée a—é(a)
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Définition

Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie, U un ouvert de F,
f une application de U vers F' différentiable sur U et un entier k£ > 1.

On dit que f est de classe €" sur U si les dérivées partielles de f d’ordre k
existent en tout point de U et sont continues sur U.

On dit que f est de classe 8> sur U si pour tout® k € N, f est de classe
®* sur U.

Si B’ = (€],...,€}) est une base de F, f = (f1,..., fp) de classe 6" sur U si et
seulement si chaque f; est de classe €% sur U.

Via une récurrence sur k > 1, la somme de deux applications de classe €% et le
produit par un scalaire d’une fonction de classe €* sont de classe €* de méme
que la composée de deux applications de classe B*.

Soient U un ouvert de R? et f une application de R? vers R.

A2 a2
Y a-t-il un lien entre les dérivées croisées 2L et -ZL ? Le théoreme qui suit
Oz dy Oyox

affirme que si f est de classe €2 sur U alors les deux dérivées croisées coincident.
Théoréeme de Schwarz

Soient k£ un entier supérieur ou égal a 2, E et I’ deux espaces vectoriels de

dimension finie, U un ouvert de E et f une application de U vers F.

Si f est de classe 8% sur U alors pour tout (iy,...,ix) € [1,n]* et toute
ok f _ ok f

(%cgm) 000 Bxa(il) 8xlk coo 8(Ei1 '

permutation o de [1, k], on a

13.9 Formule de Taylor-Young
Définition

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (e1,...,e,)
une base de E, U un ouvert de E, a € U et f une application de U vers
R de classe €2 sur U. On appelle matrice hessienne de f en a la matrice
carrée d’ordre n, notée Hy(a) ou Hess f(a), définie par

it _®r
0?3 T 0202,
Hy(a) = : :
T 1 )
dzndz: T a2\

35. Pour k =0, f de classe €° signifie simplement f continue sur U.
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Théoréme (formule de Taylor-Young a 1’ordre 2)

Soient U un ouvert de R™, a € U et f une application de U vers R de
hy

classe 62 sur U. Alors pour tout h = € R", on a36
hn

flath) = (@) + (VA(a) | ) + 2 (Hy(@) h| B+ o( )

ce qui peut également s’écrire sous la forme

Flath) = f(a) + V(@) h+ 3hT Hyla) b+ o(JAI?).

Cette formule s’écrit donc

hy
0 0
fatm =@+ (25 L)
0’ f 0 f
1 a—w?(a) .. 78331833” (a) hy
an an hn
78@‘”81‘1 a) . @(a)

Enoncons le théoreme relatif a la condition nécessaire d’'un extremum local.

Théoréme (condition nécessaire d’optimalité)

Soient U un ouvert de R™, a € U et f une application de U vers R de
classe €2 sur U admettant un minimum (respectivement maximum) local
en a.

Alors a est un point critique de f et la matrice hessienne de f en a est
positive 37 (respectivement négative).

Enoncons le théoréme relatif 4 la condition suffisante d’un extremum local strict.

36. Il est sous-entendu que h est tel que a + h € U (cf. note 8 p. 198).

37. f étant de classe 62, via le théoréme de Schwarz, la matrice hessienne de f en a est
symétrique réelle. Dire que cette derniére est positive signifie que ses valeurs propres (qui sont
réelles) sont positives ou nulles (ou encore pour tout = € R, THy(a) z > 0).
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Théoréme (condition suffisante d’optimalité)

Soient U un ouvert de R™, f une application de U vers R de classe €2 sur U
et a € U un point critique de f.

Si la matrice hessienne de f en a est définie positive3® (respectivement
définie négative) alors f atteint un minimum (respectivement maximum)
local strict en a.

Si la matrice hessienne de f en a admet au moins une valeur propre stric-
tement positive et une valeur propre strictement négative, on dit que a est
un point-col.

Etudions le cas particulier de n = 2.
Soient U un ouvert de R?, f une application de U vers R de classe 62 sur U et
a € U un point critique. On note 3?

o?f o f 0 f
7":@(607 s= 8x8y(a) et t= a—yQ(a).

La matrice hessienne de f en a est donc la matrice H = (; i) .

Le polynéme caractéristique de H est
X2 —tr(H)X + det(H).
Si A1 et Ay désignent les valeurs propres réelles de la matrice symétrique H, on a
MAdo=tr(H)=r+t et A+ X\ =det(H)=rt— s>

On peut ainsi reformuler le théoreme précédent dans le cas n = 2 sous la forme
suivante.

Théoréme

Soient U un ouvert de R?, f une application de U vers R de classe 62 sur U
et a € U un point critique de f.

e Sirt—s? > 0etr(out)>0alors f atteint un minimum local strict

en a.
o Sirt—s2>0etr(out) <0 alors f atteint un maximum local strict
en a.
e Sirt—s? <0, f n’admet pas d’extremum en a ; f admet un point-col
en a.

38. Dire que la matrice hessienne de f en a est définie positive signifie que ses valeurs propres
sont strictement positives (ou encore pour tout z € R, zTHy(a) z > 0).
39. Ces notations sont appelées notations de Monge.
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Théorie des

ensembles

14.1 Quelques notions de logique

De maniére intuitive, une assertion est un énoncé mathématique qui ne peut
prendre que deux valeurs de vérité a savoir « vrai » ou « faux » mais jamais entre
les deux comme dans le langage courant. Une assertion qui est toujours vraie est
une tautologie. Deux assertions sont dites logiquement équivalentes, ou plus sim-
plement équivalentes, si elles sont toutes deux vraies ou toutes deux fausses.

A la base de toute théorie mathématique, on dispose d’un petit nombre d’asser-
tions qui sont supposées vraies a priori et que I'on nomme axiomes ou postulats.
Ces axiomes sont élaborés par abstraction a partir de Iintuition et ne sont pas
déduits d’autres relations. Un exemple important est donné par la construction de
I’ensemble noté N des entiers naturels. Cette construction peut se faire en utilisant
les axiomes suivants :

— 0 est un entier naturel ;

— tout entier naturel n a un unique successeur noté n + 1 ;

— deux entiers naturels ayant méme successeur sont égaux ;

— toute partie non vide de N admet un plus petit élément, ce qui signifie que

si A est une partie non vide de N, il existe alors un entier m € A tel que
m < n pour tout n € A (axiome du bon ordre).

Cette construction avec les opérations usuelles d’addition et de multiplication est
admise. On note N* I’ensemble N privé de 0. De 'axiome du bon ordre, on déduit
les deux théoréemes fondamentaux qui suivent.



218

14 « Théorie des ensembles

Théoréme de récurrence simple

Soient ng € N et P(n) une propriété portant sur les entiers n > ng. La
propriété P(n) est vraie pour tout entier n > ng si, et seulement si :

— P(ng) est vraie ;

— pour tout n = ng, si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie.

Théoréme de récurrence double

Soient ng € N et P(n) une propriété portant sur les entiers n > ng. La
propriété P(n) est vraie pour tout entier n > ng si, et seulement si :

— P(ng) et P(ny) sont vraies ;

— pour tout n > ng, si P(n) et P(n+ 1) sont vraies alors P(n + 2) est
vraie.

Théoréme de récurrence forte

Soient ng € N et P(n) une propriété portant sur les entiers n > ng. La
propriété P(n) est vraie pour tout entier n > ng si, et seulement si :

— P(ng) est vraie ;

— pour tout n = ng, si P(k) est vraie pour tout entier k compris entre
ng et n, alors P(n + 1) est vraie.

La notion de définition nous permet de décrire un objet ou une situation précise
a l'aide du langage courant.

Les énoncés qui se démontrent sont classés en fonction de leur importance dans
une théorie comme suit :

un théoréme est une assertion vraie déduite d’autres assertions, il s’agit en
général d’un résultat important a retenir ;

un lemme est un résultat préliminaire utilisé pour démontrer un théoreme ;
un corollaire est une conséquence importante d’un théoreme ;

une proposition est de maniere générale un résultat auquel on peut attribuer
la valeur vraie ou fausse sans ambiguité.

Pour rédiger un énoncé mathématique, on utilise le langage courant et les objets
manipulés sont représentés en général par des lettres de 'alphabet latin ou grec.
Usuellement, on utilise :

les lettres minuscules a, b, ¢, ... pour des objets fixés ;

les lettres minuscules x,y, 2, t, ... pour des objets inconnus & déterminer ;
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les lettres majuscules F, F, G, H, ... pour des ensembles ;

des lettres de 'alphabet grec minuscules ou majuscules «, 3, ¢,... A, T, ...

L’élaboration de nouvelles assertions a partir d’autres se fait en utilisant les connec-
teurs logiques de négation, de conjonction, de disjonction, d’implication et d’équi-
valence définis comme suit, ou P et ) désignent des assertions.

La négation de P, notée =P, ou non P ou P, est I'assertion qui est vraie si
P est fausse et fausse si P est vraie. En théorie des ensembles on admet qu’il
n’existe pas d’assertion P telle que P et P soient toutes deux vraies. On dit
que cette théorie est non contradictoire.

La conjonction de P et Q, notée P A Q (lire P et @), est lassertion qui est
vraie uniquement si P et () sont toutes deux vraies.

La disjonction de P et @, notée PV @ (lire P ou @), est l'assertion qui est
vraie uniquement si I'une des deux assertions P ou Q est vraie. On peut
aussi introduire le « ou exclusif », qui est vrai uniquement lorsque 'une des
deux assertions, mais pas les deux simultanément, est vraie.

L’ implication, notée P = @, est 'assertion qui est fausse uniquement si P
est vraie et () fausse.

L’ équivalence de P et ), notée P < (), est 'assertion qui est vraie unique-
ment si P = @Q et Q = P sont toutes deux vraies.

Dans ce cas, on dit que @ est une condition nécessaire et suffisante de P.

Théoreme

Soient P, @, R des propositions. On a les équivalences :

— (PAQ) & (QAP)et (PVQ)<& (QV P) (commutativité) ;
((P/\ (QAR)) & (PAQ)AR) et (PV(QVR)) < (PVQ)VR)

associativité) ;
- { (P ARV R)) < ((P AQVEA )) (distributivité) ;
(PV(QAR)) < (PVQ)A(PVR))

o (]:3)@(]3)7 (PAQ) = (PVQ); (PVQ) <= (PAQ) (relations de

De Morgan) ;
— (P=2Q) = (Q@=P); P=Q) < (PVQ); (P=Q) = (PAQ).

En général 1’énoncé d’'une proposition a démontrer est formé d’une ou plusieurs
hypotheses qui constituent 'assertion H et d’une ou plusieurs conclusions qui
constituent 'assertion C. Il s’agit donc de montrer 'implication H = C. Si de
plus, on peut montrer que C' = H, on dira alors que la réciproque de la proposition
est vraie. Les idées de base que ’on peut utiliser sont les suivantes.
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— Une assertion peut toujours étre remplacée par n’importe quelle assertion
qui lui est équivalente.

— On peut effectuer une démonstration directe, c¢’est-a-dire de déduire logique-
ment C de H.

— L’implication étant transitive, on peut essayer de montrer que C' = C’ sa-
chant par ailleurs que C' = H.

— Dans le cas ou une démonstration directe semble difficile, on peut essayer
une démonstration par l'absurde qui consiste & étudier 'assertion H A C
équivalente & H = C' et on montre qu’on aboutit & une impossibilité si cette
derniere assertion est vraie.

— On peut aussi essayer une démonstration par contraposition qui consiste a
montrer la contraposée C' = H puisque les implications H = C et C' = H
sont équivalentes.

— La démonstration par contre-exemple permet de montrer qu’'une implication
H = C, ou H est C sont des propriétés portant sur des variables z, est
fausse. Pour ce faire on cherche une ou des valeurs de = pour lesquels H(x)
est vraie et C'(x) est fausse.

14.2 Notions de base sur les ensembles

Nous nous contenterons d’une définition intuitive de la notion d’ensemble.

Un ensemble est une collection d’objets possédant des propriétés communes, ces
objets sont les éléments de I'ensemble. On admet ’existence d’un ensemble qui
ne contient aucun élément. Cet ensemble est noté () et on dit que c’est 1’ensemble
vide. On utilisera les notations suivantes, pour les ensembles de nombres usuels :

— N est I'ensemble des entiers naturels ; Z celui des entiers relatifs ;
— @ est ’ensemble des nombres rationnels

— R est I’ensemble des nombres réels ; C celui des nombres complexes.

Nous serons souvent amenés a décrire un ensemble en précisant les propriétés que
doivent vérifier tous ses éléments, ce que nous noterons de la fagon suivante :

E = {description des propriétés des éléments de E}

On peut aussi décrire un ensemble en donnant la liste finie ou infinie de tous ses
éléments, quand cela est possible, ce qui se note F = {z1,...,z,} s'il s’agit d’un
ensemble fini ou E = {z1,...,z,,...} §'il s’agit d’'un ensemble infini pour lequel
on peut numéroter les éléments (un tel ensemble est dit dénombrable!). On dit
alors que I'ensemble E est défini en extension.

Un singleton est un ensemble qui ne contient qu'un élément, soit F = {a}.

1. Cf. définition page 365.
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Si E est un ensemble, on notera alors a € F pour signifier que a est un élément
de E, ce qui se lit « a appartient a E ». La négation « a n’appartient pas a E »
se note a ¢ F.

Pour signifier qu'un ensemble F' est contenu dans un ensemble E, ce qui signifie
que tout élément de F' est dans F/, nous noterons F' C E qui se lit « F' est contenu
dans E ». On peut écrire de maniere équivalente que £ D F pour dire que F
contient F. La négation de cette assertion est notée F' ¢ E.

Deux ensembles E et F' sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes éléments,
ce qui se traduit par E C F et FF C E.

Si E est un ensemble, il existe un ensemble dont tous les éléments sont formés de
tous les sous-ensembles (ou parties) de E. On note P(E) cet ensemble et on dit
que c’est 'ensemble des parties de E. Ainsi F' C E est équivalent & F € P(E).
L’ensemble vide et F sont des éléments de P(E). Pour décrire des ensembles, ou
faire des raisonnements, nous utiliserons les deux quantificateurs suivants ;

— le quantificateur universel « quel que soit » ou « pour tout » noté V utilisé
pour signifier que tout élément x d’un ensemble F vérifie une propriété P(x),
la syntaxe étant : Vo € E, P(x) ;

— le quantificateur existentiel « il existe » noté 3 pour signifier qu’il existe
au moins un élément = de F vérifiant la propriété P(x), la syntaxe étant :
Jx € E, P(x).

— Pour signifier qu’il existe un et un seul  dans F vérifiant la propriété P(z),
on utilisera la syntaxe : 3o € E, P(x).

14.3 Les symboles Y et I]

Si n est un entier naturel non nul et xy,...,x, des entiers, rationnels, réels ou
n

complexes, on notera Z T =21+ -+ x, et H T = T - - x, la somme et

k=1
le produit des T. Dans une telle somme ou prodult I'indice est « muet », ce qui
signifie que Zxk = ZxL et H Tp = sz

k=1 i=1 k=1 i=1
On peut également effectuer des changements d’indice. Par exemple, en posant
n+1 n+1
t=k+1, ona Zxk— SNy = > k1.
=1 =2 k=2

On peut ajouter ou multiplier de telles sommes (ou produits). Par exemple, on a :

Z$k+zyk Zxk-i-yk AY Jwp =) Ay
k=1 k=1 k=1

() £ (5) ) mom
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14.4 L’algebre des parties d’un ensemble

On note P(E) I'ensemble des parties d’un ensemble E. En désignant par A, B et
C' des parties de F, on définit les ensembles suivants :

le complémentaire de A dans E est 'ensemble noté E\A ou A des éléments
de E qui ne sont pas dans A, ce qui se traduit par :

(xeE\A) & ((x€E) et (z ¢ A))
ou encore par E\A={z € E, = ¢ A}.

L’intersection de A et B, notée AN B, est ’ensemble des éléments de E qui
sont dans A et dans B, soit : (z € ANB) & ((x € A) et (x € B)) ou encore
ANB={zeE, z€Aetze B}.Si AN B =0, on dit alors que A et B
sont, disjointes.

La réunion de A et B, notée AU B, est 'ensemble des éléments de F qui
sont soit dans A, soit dans B (éventuellement dans A et B) soit :

(x€ AUB) & ((x € A) ou (z € B))
ouencore AUB={x € E, x € Aoux € B}.

La différence de A et B, notée A\B, est 'ensemble des éléments de E qui
sont dans A et qui ne sont pas dans B, soit :

(xe A\B)& ((x€A) et (x¢B))
ou encore A\B = {z € A, z ¢ B}.

La différence symétrique de A et B, notée AA B, est I’ensemble des éléments
de E qui sont soit dans A et pas dans B, soit dans B et pas dans A, donc :

(re AAB) & ((z€A) et (x¢B))ou ((zeB) et (x¢A)).

Théoréme

Soient E un ensemble et A, B, C' des sous-ensembles de F. On a :

— AnB=BNA, AUB=BUAet AA B= BA A (commutativité) ;

— AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC et
AA(BAC)=(AAB)AC (associativité) ;

— ANn(BUC)=(ANB)UANC), AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
et AUBNC)=(AUB)N(AUCQC) ;

— AAA=0, AAB=(A\B)U(B\A), AAB=(ANB)U(BNA) et
AAB=(AUB\(ANB);

— A=A, (AcB)& (BCc4),ANB=4AUBet AUB=4NB.
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De maniere plus générale, on définit 'intersection ou la réunion d’une famille
(A;);c; de sous-ensembles de E par :

(xe ﬂAi) & (Viel, ze ;) et (;ve UAi) & (Fiel, zed).
iel i€l
Pour tout j € I, on a

iel iel iel iel iel iel
Définition

On appelle recouvrement disjoint d’un ensemble E toute famille (A;),., de
parties de E de réunion égale a E avec les A; deux a deux disjoints.

Si de plus les A; sont non vides, on dit que la famille (A;),; est une partition
de E.

Définition

Etant donné deux ensembles E et F, on appelle produit cartésien de E
par F' lensemble E x F' des couples (z,y) formés d’un élément x de E et
d’un élément y de F.

Dans le cas ot F' = F, on note E? pour E x E.

On peut itérer le procédé et définir le produit cartésien Fq x - - - X F,, de n ensembles

comme ’ensemble des listes (ordonnées) (x1,...,x,) formées d'un élément z; de

Fq suivi d'un élément x5 de Es, ..., suivi d’un élément z,, de F,. On notera de
n

fagon condensée [[ Er = Fy X -+ X E,. Dans le cas ol tous les Ej, sont égaux a
k=1
un méme ensemble E, on note E™ pour E X --- x E (n fois).

14.5 Fonctions, injectivité, surjectivité, bijectivité
E, F et G désignent des ensembles.
Définition

On appelle application, ou fonction?, de E dans F (ou de E vers F) toute
partie I' du produit cartésien E' x F' telle que :

Vee B, Ay eF, (z,y) €.

2. On ne distinguera pas dans cet ouvrage les notions d’application et de fonction de sorte
qu’il sera sous-entendu qu’une fonction f de E dans F est définie sur tout F, autrement dit le
domaine de définition d’une telle fonction f est E.
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E = F

z = flx)

On utilisera aussi les notations f: E — F ou f:x+— f(z). Pour z € E, y = f(z)
est I'image de = par f et x est un antécédent de y par f. On dit que E est I’ensemble
de départ (ou le domaine de définition), F I'ensemble d’arrivée et T le graphe de
lapplication f.

On note F(E, F) ou F¥ I'ensemble de toutes les applications de E dans F.
Deux applications f et g sont égales si, et seulement si, elles ont méme ensemble
de départ E, méme ensemble d’arrivée F et si g(x) = f(z) pour tout = € E.
L’application qui associe a tout & d’un ensemble F le méme x est I'application
identique notée Idg ou Id si I'ensemble E est fixé.

Si f est une fonction de E dans F' et D un sous-ensemble non vide de E, on définit
alors une application g de D dans F' en posant g(x) = f(x) pour tout € D et on
dit que g est la restriction de f a D, ce qui se note g = f|p.

On note f : {

Définition

Soient f une application de E dans F, A une partie de E et B une par-
tie de F. L’image de A par f3 ebt4 {f ; T € A} et limage
réciproque de B par f est f~1 {x E E f( )€

L’ensemble f(FE) est appelé lzmage de f.

Théoreme

Soit f une application de E dans F'. Pour toutes parties A, B de E et C, D
de F', on a :

— AcCB= f(A) c f(B) ;

— f(AUB) = f(A)Uf(B); f(ANB) C f(A) N f(B);
— CcD= f1(0)c f7Y(D);
e (CUD) fFH O U HD) s fFHCND) = f7HC) N f7YD) ;
— 71 (C) = F1(0).

Définition

Soient f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.
La composée de f par g est 'application de E dans G notée g o f définie

e Ve e B, (go f) (x) = g(f(x)).

3. également appelée l'image directe de A par I
4. Cet ensemble peut également s’écrire f(A {y EF, xeA y=f(z )}
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Dans le cas ou F = F, on dit que f et g commutent, si fog=go f.
La suite des itérées f : E — E est définie par f* = Idg et f*t! = f" o f pour
tout n € N. On a fP o f9 = f90 fP = fPT4 pour tous p, ¢ dans N.

Définition

Soient E, F' deux ensembles et f : E — F. On dit que f est :

— dnjective (ou que c¢’est une injection), si deux éléments distincts de E
ont deux images distinctes dans F, soit :

Y(z1,12) € E?, (21 # 20) = (f(iﬁl) # f(xz))

— surjective (ou que c’est une surjection), si tout élément de F a au
moins un antécédent dans F, soit :

Vye F, 3z € E, y= f(x).

— bijective (ou que c¢’est une bijection), si elle est injective et surjective.

Une bijection peut se caractériser en disant que tout élément de y a un unique
antécédent par f, ce qui est encore équivalent a dire que pour que pour tout y € F
léquation y = f(x) a une et une seule solution z dans E, ce qui permet de définir
la bijection réciproque (ou I'application réciproque) de f, notée f~!, de F dans F

pat: (yeFetaz=f""(y) e (z€Eety=f(z)).

Cette application f~! est une bijection de F dans E. L’application fo f~! est alors

lapplication identité i — y de F dans F et I'application f~! o f est 'application

identité z — 2 de E dans E, ce qui se note fo f~!=Idp et f~'o f=1dg.
Définition

Une permutation d'un ensemble F est une bijection de E dans lui méme.

On note §(F) 'ensemble des permutations de E.
Théoréme
Soient E, F,G des ensembles, f une application de E dans F et g une
application de I’ dans G.

— Si f et g sont injectives [resp. surjectives], alors g o f est injective
[resp. surjective] (la composée de deux injections [resp. surjections]
est une injection [resp. surjection]).

— Si f et g sont bijectives, alors go f est bijective (la composée de deux
bijections est une bijection) et on a (g o f)f1 =i leg "
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Théoréme

Soient E., F' deux ensembles et f une application de E dans F'.
— S’il existe g : F' — E telle que go f = Idg, alors f est injective.
— S’il existe h : F' — F telle que foh =Idp, alors f est surjective.

— S’il existe deux applications g et h de F' dans F telles que go f = Idg
et foh =1Idp, alors f est bijective et g = h = f~1.

14.6 Relations d’ordre et d’équivalence

On se donne un ensemble non vide E et une propriété P sur les éléments (z,y)
de E?. On dit que z et y dans E sont en relation, ce que 1’on notera x R v, si le
couple (z,y) vérifie la propriété P. On dit que R est une relation binaire sur E.

Définition
On dit que R est une relation d’ordre sur E, si elle est :
— réflexive : pour tout © € E,ona xR x ;
— antisymétrique : pour tout (z,y) € E?, sizRyet yRa,onax =1y ;

— transitive : pour tout (x,y,2) € B3, si a Ry et yR z, on a alors xR 2.

Un ensemble E' muni d’une relation d’ordre est dit ordonné. Si deux éléments
quelconques de F sont comparables, c’est-a-dire que pour tous z,y dans E, on a
xRy ouyR x, on dit alors que 'ensemble E est totalement ordonné ou que R
est une relation d’ordre total sur E.

Définition
On dit que R est une relation d’équivalence sur E, si elle est :
— réflexive : pour tout t € E,ona xR x ;

— symétrique : pour tout (x,y) € B2, six Ry, on a alors y R x ;

— transitive : pour tout (7,y,2) € B3, sizRy et yR 2, on a alors 1R 2.

Si R est une relation d’équivalence sur F, on note T = {y € E, x R y} pour tout
x € E. Cet ensemble est non vide et on dit que c’est la classe d’équivalence de x.
L’ensemble de toutes ces classes d’équivalence est appelé I’ensemble quotient de F
par R et noté E/R.

L’application 7 : x € E+— T € E/R est la surjection canonique de E sur E/R et
les classes d’équivalence forment une partition de E.
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anneaux et corps

Définition

On appelle loi de composition interne sur un ensemble non vide G toute
application ¢ définie sur G x G et a valeurs dans G.

Si ¢ est une loi de composition interne sur G, on notera plus simplement, pour
tous a,b dans G, a b = p(a,b) . Il sera parfois commode de noter une telle loi
sous la forme additive (a,b) — a + b ou sous la forme multiplicative (a,b) — a - b
ou plus simplement (a,b) — ab. On note (G,*) I'ensemble G muni de la loi de
composition interne *.

Définition
Soit (G, *) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne. On
dit que :
— cette loi est associative si (a*b) x ¢ = a % (bxc¢) pour tous a,b,c
dans G ;
— cette loi est commutative si a*b = bx a pour tous a,b dans G ;

— e est un élément neutre pour cette loi si a x e = e x a = a pour tout
acG;
— un élément a de G est dit régulier (ou simplifiable) si :

axb=axc=b=c
bxa=cxa=b=c

VY (b,c) € G?, {
Dans le cas d’une loi associative, on peut effectuer les opérations a; x - -+ x an,

n
ou les a; sont des éléments de G, ce que l'on notera [] a; dans le cas d’une loi
Jj=1
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n
multiplicative ou ) a; dans le cas d’une loi additive. Ce produit est donc défini
j=1
n—1 n n—1
par a; € G et supposant [] a; construit pour n > 2, on a [[ a; = [ a; xay,, le
Jj=1 j=1

Jj=1
parenthésage étant sans importance du fait de 'associativité !.

Dans le cas ou tous les a; sont égaux a un méme élément a, ce produit est noté
a™ et on dit que c’est la puissance n-ieme de a. Dans le cas ou la loi est notée
additivement, on note na au lieu de a™.

Théoreéme

Soit (G, *) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne.
Si G admet un élément neutre, ce dernier est alors unique.

Définition

Soit (G, *) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne et
admettant un élément neutre e. On dit qu’un élément a de G est inversible
s’il existe un élément o’ dans G tel que axa’ = a’ xa = e. On dit alors que
a’ est un inverse (ou un symétrique) de a dans G.

Théoréme

Soit (G,*) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne
associative et admettant un élément neutre e. Si @ € G admet un inverse
dans G, ce dernier est alors unique.

En cas d’existence, on notera a~! l'inverse de a dans (G, ), la loi * étant asso-
ciative. Dans le cas d’une loi de composition interne notée de fagon additive, on
notera plutét —a 'inverse de a et on 'appellera opposé.

n n
1. Pour n = 0, il sera commode de noter H aj =1 {resp. Zaj = 0 dans le cas d’une loi
j=1 j=1

additive], ol 1 [resp. 0 pour une loi additive] est I’élément neutre.
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Définition
Un groupe est un ensemble non vide G muni d’une loi de composition interne
* possédant les propriétés suivantes :

— la loi x est associative ;

— il existe un élément neutre e pour la loi % ;

— tout élément de G admet un symétrique.

Si de plus la loi x est commutative, on dit que le groupe G est commutatif
ou abélien.

En général, s’il n’y pas de confusion possible, on dira tout simplement que G est
un groupe et on notera ab ou a + b le résultat de 'opération axb. Pour un groupe
multiplicatif (G,-), on notera 1 I’élément neutre, a~! le symétrique d’un élément
a de G et pour un groupe additif (G,+), on notera 0 1’élément neutre, —a le
symétrique qu’on appelle opposé.

Théoreme

Dans un groupe (G, *) tout élément est simplifiable.

Si (G, *) est un groupe tel que G' a un nombre fini n > 1 d’éléments, on dira alors
que G est un groupe fini d’ordre (ou de cardinal) n.

Théoreme
Soit (G, *) un groupe. Pour tous a1, ...,a, dans G, on a :
-1_ ~1
(a1 %---%xay) " =a, x--xap .
Définition

Soit (G, *) un groupe. Un sous-groupe de G est un sous-ensemble H de G
tel que :

— H est non vide ;

— pour tous a,b dans H, axb~! est dans H.
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Théoréme
Soit (G,*) un groupe. Un sous-ensemble H de G est sous-groupe si, et
seulement si :

— H contient I’élément neutre e de G ;

— H est stable pour la loi %, c’est-a-dire que a x b € H pour tous a, b
dans H ;

— H est stable par passage a l'inverse, c’est-a-dire que a~
tout a € H.

L ¢ H pour

Un sous-groupe H d’un groupe G est lui-méme un groupe et il est commutatif si
G lest.
Théoréme

Si G est un sous-groupe de (Z, +), il existe alors un unique entier n € N tel
que G =nZ ={qn ; q € Z}.

Théoréme

Soit (G, ) un groupe. L’intersection d’une famille quelconque (H;), ; de

sous-groupes de G est un sous-groupe de G.

icl

Corollaire

Si X est une partie d'un groupe (G,x), l'intersection de tous les sous-
groupes de G qui contiennent X est un sous-groupe de G.

Définition

Si X est une partie d'un groupe (G, ), le sous-groupe de G engendré par X

est I'intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent X.

On note (X) le sous-groupe de G engendré par X et ce sous-groupe est le plus
petit (pour l'ordre de 'inclusion) des sous-groupes de G qui contiennent X. Dans
le cas out X est 'ensemble vide, on a (X) = {e}.

Définition

Si X est une partie d’un groupe (G, *), on dit alors que X engendre G, si
onaG=(X).
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Théoréme

Soient (G,*) un groupe, X et Y deux parties de G.

— On a X C (X) et ’égalité est réalisée si, et seulement si, X est un
sous-groupe de G.
— Si X CY, onaalors (X) C (Y).

— En notant, pour X non vide, X ! = {x_l c an E X} I’ensemble formé
des symétriques des éléments de X, les éléments de (X) sont de la
forme xy % - - % 2, ol n € N* et les 2, sont dans X U X! pour tout
k compris entre 1 et n.

Théoréme

Soient (G1,*1) et (Ga,*2) deux groupes. Alors (G; X Ga,*) est un groupe
appelé groupe produit ou % est défini pour tout (x1,x2) et (y1,y2) dans

G1 X Gy par (1, 22) * (y1,Y2) = (T1 *1 Y1, T2 *2 Y2).

15.1 Groupes monogenes

On se donne un groupe multiplicatif (G,-). Si X est une partie de G formée d’un
nombre fini d’éléments, x1,. .., x,, on note alors (X) = (x1,...,x,).

Définition

On dit que G est un groupe monogéne, s'il existe x; € G tel que G = (x1).
Si de plus, G est fini, on dit alors qu’il est cyclique.

Théoréme

n+m

Pour a dans G et n,m dans Z, on a a"a™ = a et pour b € G qui

commute avec a, on a (ab)™ = a™b™ = b"a".

Théoréme

Pour tout a € G, le sous-groupe engendré par a est (a) = {a" ; n € Z}.

Pour une loi de groupe notée additivement, on a dans le cas ou G est commutatif,
n
<zla"'7xn> = {Z QR (ala"'van) S Zn}
k=1
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15.2 Groupes finis, théoreme de Lagrange

Pour ce paragraphe, on se donne un groupe multiplicatif (G, -).

Théoréme
Pour tout sous-groupe H de G, la relation ~ définie sur G par :
(x~y) & (x_ly € H)

est une relation d’équivalence.

Avec les notations du théoréme précédent, on note, pour tout g € G, g la classe
d’équivalence de g et on dit que g est la classe a gauche modulo H de g.
On a, pour tout g € G :

(heg)e (g~h)< (g'heH) < (3k € H, h=gk) < (h € gH)

soit g = gH. L’ensemble de ces classes d’équivalence est noté G/H et on l'appelle
I’ensemble des classes da gauche modulo H. On a donc :

G/H={g; geG}={gH; g€ G}.

L’application 7 : { est surjective.

C’est la surjection canonique de G sur G/H.
Théoréme de Lagrange

Soient G un groupe fini d’ordre n > 2 et H un sous-groupe de G.
— Les classes a gauche modulo H forment une partition de G.
— Pour tout g € G, on a Card(g) = Card(H).

— L’ordre du sous-groupe H divise 'ordre du groupe G.

Le cardinal de I'ensemble G/H est noté [G : H] et on 'appelle 'indice de H dans
G. Le théoreme de Lagrange peut aussi se traduire par :
Card(G)

[G: H] = Card(G/H) = Card(H)"

15.3 Morphismes de groupes

On désigne par (G, *) et (H,-) deux groupes et on note respectivement e et 1 les
éléments neutres de (G, *) et (H, ).
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Définition

On dit que ¢ est un morphisme de groupes de G dans H si ¢ est une
application de G dans H telle que :

V(a,b) € G2, plaxb) = pla) - o(b).
Dans le cas ot ¢ est de plus bijective, on dit que ¢ est un isomorphisme
du groupe G sur le groupe H. Dans le cas ou H = G, on dit que ¢ est un
endomorphisme du groupe (G, *) et que ¢’est un automorphisme du groupe
(G, %) si ¢ est de plus bijective.

Théoréme

Soient G, H, K trois groupes, ¢ un morphisme de groupes de G dans H
et ¢ un morphisme de groupes de H dans K. L’application ¥ o ¢ est un
morphisme de groupes de G dans K. Si ¢ est un automorphisme de G, alors
@1 est également un automorphisme de G.

L’ensemble (Aut(G),o) des automorphismes de G dans G est un sous-groupe du
groupe symétrique (8(G), o) formé des bijections (ou permutations) de G.

Théoréme

Si ¢ est un morphisme de groupes de G dans H, on alors p(e) = 1 et
¢(a)~ = p(a™!) pour tout a € G.

Définition

Soit ¢ un morphisme de groupes de G dans H.

— Le noyau de ¢ est 'ensemble Ker (¢ {x € d, = 1}.
— L’image de ¢ est 'ensemble Im(¢ {gp ;T € G}.
Théoréme

Si ¢ est un morphisme de groupes de G dans H, alors :

— Ker(p) est un sous-groupe de G et Im(p) est un sous-groupe de H ;

—  est injectif si, et seulement si, on a Ker(p) = {e} et ¢ est surjectif
si, et seulement si, on a Im(p) = H ;

— pour tout sous-groupe G’ de G, p(G’) est un sous-groupe de H et
pour tout sous-groupe H' de H, ¢~ !(H') est un sous-groupe de G.
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15.4 Ordre d’un élément dans un groupe

On se donne un groupe multiplicatif (G, -) et pour tout a € G, {a) = {a" ; n € Z}
est le sous-groupe de G engendré par a.
Définition

L ordre de a € G est 0(a) = Card((a)). Si (a) est dans N*, on dit alors
que a est d’ordre fini, sinon on dit qu'il est d’ordre infini.

Pour a € G, le sous-groupe de G engendré par a peut étre vu comme 'image du
morphisme de groupes ¢, : k € Z — a* € G.
Théoréme

Pour a € G, on a 0(a) = 400 si, et seulement si, ¢, est injective et pour a
d’ordre fini, on a Ker (¢,) = 0(a)Z.

Corollaire
Soit a € G. Les assertions suivantes sont équivalentes :

— a est d’ordre finin > 1 ;
— a" =1 et a® # 1 pour tout entier k compris entre 1 et n—1 ;

— pour k € Z, on a a* =1 si, et seulement si, k est multiple de n.

On retiendra que ((0(a) = +00)) < (g, injective) & (Vk € Z*, a* # 1)
& ({(a) est infini isomorphe & Z)

et (0(a) =neN*) & (Ker(ps) =nZ) < ((a) ={a", 0 <r <n—1})
& (k€Zeta® =1 équivaut & k =0 mod(n))

< (n est le plus petit entier naturel non nul tel que a™ =1).

Pour a d’ordre fini, le groupe (a) est cyclique.

Corollaire

Si G est fini d’ordre m, on a alors a” = 1 pour tout a € G.
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Théoreme

Soient a,b € G d’ordre fini et k € Z*.
— Onaf(a*) = % (en particulier 6 (a™1) = 9((1)).
— Si k divise 6(a), on a alors 0(a*) = %.
— Si k est premier avec §(a), on a alors 6(a*) = 6(a).

— Si ab = ba, alors ab est d’ordre fini divisant 0 (a) V 0(b). Dans le cas
ou (a)yN(b) = {1}, on a O(ab) = O(a)VO(b). Pour f(a) et 6(b) premiers
entre eux, on a (a) N (b) = {1} et O(ab) = 6(a) V 6(b) = 6(a)b(b).

Théoréme

Pour tout diviseur d de n, le groupe cyclique (a) est 'unique sous-groupe
d’ordre d de (a).

15.5 Groupe des permutations d’un ensemble fini

FE est un ensemble fini ayant au moins deux éléments et Idg est application
identité sur E. On note card(F) le cardinal de E et S(F) le groupe des bijections
de E sur lui méme.

Définition

Le groupe S(FE) est appelé groupe des permutations de E.

Pour F = {1,...,n} C N, on note §,, le groupe S(E) et on Pappelle groupe
symétrique d’indice n.

Pour toute permutation o € §,, on note : o = <U(l) o(2) - a(n)) pour

signifier que o est la bijection o : k € E — o(k).

Pour toute permutation o € S(E) et tout entier relatif r, o™ est la permutation
de E définie par :
Idg sir=0
oc"={ co---o0 (rfois)sir>1
(c) P sir<—1
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Définition

Soit 7 un entier compris entre 2 et card(E). On appelle cycle d’ordre r
(ou r-cycle), toute permutation ¢ € S(F) qui permute circulairement r
éléments de F et laisse fixe les autres, c’est-a-dire qu’il existe une partie
{z1,...,z,} de E telle que :

VEe{l,....,r =1}, o(zr) = 41
o(zy) =m1
Ve e E\{z1,...,2,}, o(x) ==

On notera o = (z1,...,2,) un tel cycle et on dit que {z1,..., 2.} est le support
de o et on le note Supp(o).
L’inverse d’un r-cycle est un r-cycle de méme support. Précisément, on a :

(xlaan s 7'7;7")_1 = (x7‘7x7‘—17 s 71’1) .

Si o = (x1,...,2,) est un r-cycle, on a alors 2, = o*~! (x;) pour tout entier k
compris entre 1 et r.

Définition

Une transposition est un 2-cycle.

Théoreme
Si E, F sont deux ensembles non vides et ¢ est une bijection de E sur F,
les groupes S(E) et S(F') sont alors isomorphes.
Donc tout groupe de permutations d’'un ensemble E a n éléments est isomorphe
au groupe symétrique §,, des permutations de {1,...,n}.
Théoréme

Pour E de cardinal n > 1, on a card($(E)) = n!

Théoreme

Le support d’une permutation o € S(F) est le complémentaire dans E de
I’ensemble de ses points fixes, soit ’ensemble :

Supp(c) = {z € E, o(x) # x}.

Le support d’un cycle o = (z1,...,z,) est {z1,...,2.}.
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Théoreme
Soient ¢, 0’ dans §(E).

— o(Supp(0)) = Supp() ; Supp(s) = Supp(s—').
— Pour tout r € Z, on a Supp(c”) C Supp(o).
— Si Supp(a) NSupp (¢/) =0, on a alors c oo’ =0’ 0 0.

Définition

On dit que deux cycles o et ¢’ dans S(E) sont disjoints, si leurs supports
sont disjoints dans F.

Théoréme

Toute permutation o € S(E)\{Idg} se décompose en produit de cycles
deux & deux disjoints (le groupe S(E) est engendré par les cycles). Cette
décomposition est unique a l’ordre pres.

Si 0 = 717 est une telle décomposition, on a alors la partition

Supp(c) = kLiJ1 Supp(yx) et 0(o) = ppcm(9 (71),...,6 (fyp)).

Théoréme

Toute permutation o € S(FE) se décompose en produit de transpositions (le
groupe S(E) est engendré par les transpositions).

Lemme

S, est engendré par les n — 1 transpositions (1,%) ou 2 < k < n.

Lemme

8, est engendré par les n—1 transpositions (k, k + 1) o k est compris entre
letn—1.

Lemme

8, est engendré par (1,2) et (1,...,n).
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Définition
Soit o € S(F). Les orbites de o sont les classes d’équivalence pour la relation
d’équivalence définie sur E par :
(xRoy) & (Fkel, y= ak(x))
soit les ensembles Orb, (z) = {o*(z) ; k € Z}.
Les orbites deux a deux distinctes forment une partition de F.

Une o-orbite Orb,(z) est réduite & un point si, et seulement si, o(z) = x et les
orbites non réduites & un point forment une partition du support de o.

Théoreme
Une permutation o € §(E) est un cycle d’ordre 7 > 2 si, et seulement si, il
n’y a qu’une seule g-orbite non réduite a un point.

Pour toute permutation o € S(E), on note p(o) le nombre de o-orbites distinctes.
Définition

La signature d’une permutation o € S(E) est 'élément (o) de {—1,1}
défini par £(c) = (—1)" (7).

Théoréme

Si 0 € S(E) est produit de p transpositions, on a alors e(sigma) = (—1)"
(la parité de p est donc uniquement déterminée par o).

Théoréme

Les seuls morphismes de groupes de ($(E), o) dans (R*, -) sont 'application
constante égale a 1 et la signature e. La signature étant surjective de S(FE)
sur {—1,1}.

Théoréme

[ 0=

Pour toute permutation o € 8, on a (o) = L
j—1

1<i<j<n

Du théoréme précédent, on déduit que (o) = (—1)"7, ot :

v(o) =card {(i,j) eN*; 1<i<j<neto(j)<o(i)}
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est le nombre d’inversions de o. Ce qui nous donne une définition supplémentaire
de la signature.
Définition

On dit qu’une permutation o € S(FE) est paire [resp. est impaire] sie(o) = 1
[resp. e(o) = —1].

Définition

Le groupe alterné est le sous-ensemble de S(E) formé des permutations
paires. On le note o(E).

Pour E = {1,...,n}, on note s, le groupe alterné.

Théoréme

Pour n > 3, d(FE) est engendré par les 3-cycles.

15.6 Anneaux

Définition
Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes
notées + (une addition) et - (une multiplication). On dit que (A,+,-) est
un anneau si :
— (A, +) est un groupe commutatif ;
— la loi - est associative, admet un élément neutre et est distributive par
rapport a la loi +.

Si la loi - est commutative, on dit alors que anneau A est commutatif.

Si (A, +, ) est un anneau, on note 0 le neutre pour Paddition et 1 le neutre pour la
multiplication. L’opposé d’un élément a (soit le symétrique pour 'addition) sera
noté —a et on notera a — b pour a + (—b). On écrira souvent ab pour a - b dans un
anneau. On supposera que 0 # 1 (sans quoi ’anneau est réduit a {0})

p
Si Ay,..., A, sont des anneaux, on peut alors munir le produit [] Ay d’une struc-

k=1
ture d’anneau. Si Ay = A pour tout k compris entre 1 et p, on note alors AP cet
anneau produit.



240 15 « Groupes, anneaux et corps

Théoréme

Dans un anneau (A,+,-), on a les régles de calcul suivantes, ou
a,b,c,ay,...,ap sont des éléments de A, p un entier naturel non nul et
n un entier relatif :

—a-0=0-a=0;(—a)-b=a-(-b)=—-a-b;
— (=a)-(=b)=a-b;(a—b)-c=a-c—b-c;

—a-(b—c)=a-b—a-c;n(a-b)=(na)-b=a-(nb) ;
— a~<2p: bk):kZ:a-bk;(kZ:bO-a: 3 b - a.

k=1 =1l

Théoréme (formule du binéme de Newton)

Soit (A, 4+, ) un anneau. Dans le cas ol @ et b commutent, on a pour tout
n€N:

(a+b)" = Z(Z) afbnF et b — o = (b —a) Zakbn_k.
k=0

k=0

15.7 Eléments inversibles dans un anneau

(A,+,-) est un anneau et on note A* lensemble des éléments de A inversibles
pour la multiplication. Comme 1 # 0 dans A4, on a A* C A\{0} et cette inclusion
peut étre stricte.

Théoreme
Soit (A, +,-) un anneau. L’ensemble A* des éléments inversibles de A est
un groupe pour le produit.
A* est le groupe des unités de A.
Définition
On dit que a € A est un diviseur de 0, si a # 0 et s’il existe b # 0 dans A
tel que a-b = 0.
Définition

Un anneau est dit intégre, s’il est commutatif et n’admet pas de diviseur
de 0.
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Dans un anneau integre, on a a - b = 0 si, et seulement si, a = 0 ou b = 0.

15.8 Sous-anneaux

Définition

Soit (A, +,-) un anneau. Un sous-anneau de A est une partie non vide B
de A telle que 1 € B, (B, +) est un sous-groupe de A et B est stable pour la
multiplication, c¢’est-a-dire que pour tous a,b dans B, a-b est aussi dans B.

Un sous-anneau d’'un anneau est lui-méme un anneau.

Théoréme

Soient (A, +,+) un anneau et B une partie non vide de A.
B est un sous-anneau de A si, et seulement si, 1 € B et :

V(a,b) € B*, a—bEBeta-bc B.

15.9 Morphismes d’anneaux

On désigne par (A, +,-) et (B, +,-) deux anneaux.
Définition

On dit que ¢ est un morphisme d’annequx de A dans B, si ¢ est une
application de A dans B telle que ¢(1) =1 et :

V(a,b) € A%, p(a+b) = p(a) + ¢(b) et (a-b) = p(a) - p(b)

Dans le cas ol ¢ est bijective, on dit que ¢ est un isomorphisme d’anneaux
de A sur B. Dans le cas ou A = B, on dit que ¢ est un endomorphisme de
Ianneau A et que c’est un automorphisme de 'anneau A si ¢ est bijective.

Définition
Soit ¢ un morphisme d’anneaux de A dans B. Le noyau de ¢ est ’ensemble

Ker(p) = {z € A, ¢(z) =0} et son image est Im(p) = {p(z); = € A}.

Ker(p) est un sous-anneau de A et Im(y) un sous-anneau de B.
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Définition

La caractéristique de Panneau A est 'entier naturel p tel que Ker(y) = pZ,
ol ¢ est le morphisme d’anneaux de Z dans A défini par ¢(n) = n -1 pour
tout n € Z.

Théoréme

La caractéristique d’un anneau commutatif et integre est soit nulle soit un
nombre premier.

Dire que la caractéristique d’'un anneau commutatif A est nulle équivaut & dire
que Papplication ¢ est injective et dans ce cas ¢(Z) est un sous-anneau de A
isomorphe a Z, il est donc en particulier infini. On identifie ce sous-anneau p(Z)
a Z. Un anneau de caractéristique nul est donc infini et contient Z comme sous-
anneau.

Si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux commutatifs, Ker(y) est alors un sous-
groupe de A et pour tout a € Ker(b), tout b € A, on a p(ab) = ¢(a)p(b) = 0,
donc ab € Ker(p). Ces propriétés se traduisent en disant que Ker(yp) est un idéal
de A.

Définition

Un idéal d’un anneau commutatif A est un sous-groupe I de (A, +) tel que

' V(a,b) €I x A, abe I

(on dit que I est absorbant pour le produit).

Définition
Soit I un idéal de A. On dit que a est congru a b modulo I dans A si
b—a € I. Onnotealorsa=b (I).

Cette relation de congruence modulo I est une relation d’équivalence sur A et
pour tout a € A, on note a = {b ceAb=a (I)} = a + I la classe d’équivalence
correspondante. L’ensemble de ces classes d’équivalence modulo I est noté %.

Théoréme

Il existe une unique structure d’anneau commutatif sur % telle que la surjec-
tion canonique 7y a € A wa=a+ 1 € % soit un morphisme d’anneaux.



Corps 243

Théoréme

Les idéaux de A sont les noyaux de morphismes d’anneaux ¢ : A — B ou B
est un anneau commutatif.

15.10 Corps

Définition

Soit K un ensemble non vide muni de deux lois de composition internes
notées + et - On dit que (K, +,-) est un corps si (K, +,+) est un anneau
commutatif et tous les éléments de K\ {0} sont inversibles pour la multipli-
cation.

Pour un corps on note aussi K* ’ensemble K* = K\{0}.

Dans 5 —al 3¢ d'un 616 “Loul i se d’
ans un corps, on notera —a 'opposé d'un élément a et =" ou - l'inverse d'un

¢élément non nul a.

Dans un corps tout élément non nul est simplifiable et il n’y a pas de diviseurs
de 0. Un corps est donc en particulier un anneau integre.

Les regles de calcul valables dans un anneau le sont aussi dans un corps avec de
plus ’équivalence : (ab=0) < (a =0 ou b = 0).

Dans un corps , pour (a,b) € K* x K, on écrira a=1 - b = g

Définition

Soit (K, 4, -) un corps. On dit qu’une partie L de K est un sous-corps de K si
L est un sous-anneau de K et IL* = IL\{0} est stable par passage & U'inverse,
c’est-a-dire que pour tout z € L*, 7! est dans L*.

On vérifie facilement qu’un sous-corps d’un corps est un corps.

Théoréme

Soit (K, +,-) un corps et L une partie non vide de K. L est un sous-corps
de K si, et seulement si 1 € IL et :

V(z,y) eELxL*z—yeLetay ' cL.

Si L est un sous-corps d’un corps K, on dit alors que K est une extension de L.



244 15 « Groupes, anneaux et corps

15.11 Morphismes de corps

On désigne par (K, +,-) et (L,+,-) deux corps.
Définition
On dit que ¢ : K — L est un morphisme de corps? si p(1x) = 1p, et :
¥ (a,b) € K?, p(a+b) = p(a) + @(b) et pla-b) = p(a) - o(b).

Pour ¢ bijective, on dit que ¢ est un isomorphisme. Pour K = L, on dit
que @ est un endomorphisme du corps K et que c’est un automorphisme si
@ est bijective.

On a, pour un tel morphisme, ¢(0) = 0, ¢(1) = 1, ¢(—a) = —p(a) pour tout
acKetpla™t) =p(a)™" pour tout a € K*.

2. Un morphisme de corps est en fait un morphisme d’anneaux.



Arithmétique
dans Z

16.1 Théoréme de division euclidienne dans 7Z

Définition

On dit que Ventier relatif d divise I'entier relatif a, ou que d est un diviseur
de a, ou que a est divisible par d, ou que a est un multiple de d, s’il existe
q € Z tel que a = qd.

La relation de divisibilité est une relation d’ordre non totale sur N.

Pour tout entier relatif n, on note nZ = {ng ; ¢ € Z} 'ensemble de tous les mul-
tiples de n.

Définition

Soient n € N et a,b deux entiers relatifs. On dit que a est congru a b
modulo n, si n divise @ —b. On note a = b [n] ou a =b (mod n).

Théoreme

Soit (a,b) € Z x Z*. 1l existe un unique couple (¢,7) € Z x N tel que
a=bg+ret0<r<|b.

a est le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste dans la division euclidienne
de a par b.
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Corollaire

Soit b > 2 un entier. Pour tout n € N*, il existe un unique entier p et un
unique (p + 1)-uplet (ng,...,n,) € NPT1 tels que n, # 0, 0 < np < b—1

P
pour tout k € {0,1,...,p} et n = > ngb*.
k=0

P

Avec les notations du théoréme précédent, on dit que > nib” est la représentation
k=0

en base b de 'entier n.

16.2 Plus grand commun diviseur et plus petit
commun multiple

Théoréme

Soient a, b deux entiers relatifs non tous deux nuls. Il existe un unique entier
naturel § tel que aZ+bZ = §Z. Cet entier s’écrit § = au+bv avec (u,v) € Z?
et c’est le plus grand entier naturel qui divise a et b.

Définition

Soient a,b deux entiers relatifs non tous deux nuls. On appelle plus grand
commun diviseur de a et b le plus grand entier naturel qui divise a et b. On
le note pged (a,b) ou a Ab.

On définit de maniere analogue le pged d’une famille a;, .. ., a, formée de p entiers
non tous nuls comme le plus grand des diviseurs communs a ay, ..., a,. On le note
pged (a1, ...,ap) ou ag A--- Aa, et cest un entier supérieur ou égal a 1.

Théoréme

Soient aq, ..., a, des entiers relatifs non tous nuls. Il existe un unique entier

p

naturel ¢ tel que a1Z+ - - - + a,Z = §Z. Cet entier s’écrit 6 = > ugay avec
k=1

(u1,...,up) € ZP et c’est le plus grand entier naturel qui divise aq, ..., a,.

P
L’égalité 6 = > ugay s’appelle identité de Bézout.
k=1
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Théoréme

Pour a, b, c entiers relatifs, on a :

pour (a,b) # (0,0), aAbeN* et pour a #0,aA0O=aAa=|a|;
aNl=1;

pour (a,b) # (0,0),aAb=bAa=|a|Abl =|a|ANb=aA|bl;

pour b # 0, on a a A b= |b| si, et seulement si, b divise a ;

pour (a,b) # (0,0) et ¢ # 0, (ac) A (be) = |c| (bAa) ;

si d # 0 est un diviseur commun de a et b non tous deux nuls, alors
GNG= 5T

pour (a,b,c) # (0,0,0), ona aA (bAc)=(aAb)Ac (associativité).

Définition

Soient ay,...,a, des entiers relatifs non tous nuls. On dit qu’ils sont pre-
miers entre eux dans leur ensemble®, si leur pged est égal a 1.

Théoréme

Soient ai,...,ap, des entiers relatifs non tous nuls et 0 = a1 A --- A ap.

Il existe des entiers d’,...,a’ premiers entre eux dans leur ensemble tels
1 s Yp

que aj, = daj, pour tout k compris entre 1 et p.

Théoreme de Bézout

Des entiers relatifs aq,...,a, non tous nuls sont premiers entre eux dans
leur ensemble si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs ui,...,up
P
tels que > ugap = 1.
k=1
Corollaire

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Si ¢ est premier avec a, on a
alors a Ab = a A (bc).

1. pour p = 2, on dit simplement que a; et az sont premiers entre eux.
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Corollaire

Soient ai,...,a, et ¢ des entiers relatifs non nuls. Si ¢ est premier avec

p
chacun des ag, il est alors premier avec leur produit [] ag.
k=1

Théoreme de Gauss

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Si a divise bc et a est premier
avec b, alors a divise c.

Corollaire

g 2.3 o5 g p
Tout nombre rationnel non nul r s’écrit de maniére unique r = = avec

p € Z* et q € N* premiers entre eux.

Corollaire

Si un entier relatif non nul n est divisible par des entiers aq,...,a, deux a
deux premiers entre eux, il est alors divisible par leur produit.

Théoreme

Soient a et b deux entiers relatifs. Il existe un unique entier naturel p tel
que aZ NbZ = pZ. Sia=0oub=0,alors u =0. Sia# 0 et b+#0, alors
1 est le plus petit entier naturel non nul multiple de a et de b.

Définition

Soient a,b deux entiers relatifs. On appelle plus petit commun multiple de
a et b le plus petit entier naturel multiple de a et b. On le note ppcm(a, b)
ouaVb.
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Théoréme

Pour a, b, c entiers relatifs, on a :

— pour a,b non nuls, a Vb € N* et pour a non nul, aV1=aVa=lal;
—aVb=bVa=|a|V|b=la|Vb=a V]| ;

— a Vb= |b| si, et seulement si, b est multiple de a ;

— (ac) V (be) = || (bVa) ;

— sid € Z* est un diviseur commun de a et b, alors g Vv s = aT\/|b ;
— pour (a,b,c) # (0,0,0), aV (bVe) = (aVb)Vc (associativité).

Théoréme

Pour tout couple (a,b) d’entiers relatifs, on a (a A b) (a V b) = |ab|.

On définit de maniere analogue le ppcm d’une famille a1, . . ., a, formée de p entiers
non tous nuls comme le plus petit des multiples communs & ay, ..., a,. On le note
ppem (aq,...,ap) ouw ag V-V a, et c’est un entier supérieur ou égal a 1.
Théoréme
Soient ay, ..., a, des entiers relatifs non tous nuls. Il existe un unique entier
naturel p tel que a1ZN---Na,Z = pZ. Cet entier 1 est le plus petit entier
naturel divisible par a, ..., a,.

16.3 L’algorithme d’Euclide

Théoréme

Soient a,b deux entiers naturels non nuls et r le reste dans la division
euclidienne de a par b. On a alors a Ab=bAr.

Le principe de l'algorithme d’Euclide est le suivant pour a > b dans N* (par
symétrie, on peut supposer que a > b et pour a = b, on a a A a = a).

On note ro = b et on désigne par ry le reste dans la division euclidienne de a par
b.Onaalors0<ry <rgetaAb=rgAry.

Siry = 0alors rgAry = rg = b et c’est terminé, sinon on désigne par r; le reste dans
la division euclidienne de rg par 71 et ona 0 <ro <ri1 et aAb=1rgAry =71 AT3.
Sirg = 0 alors vy Arg = rq et c’est terminé. Sinon on continu.

On définit donc ainsi une suite d’entiers (r,,),,, par :
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—ro=b;
— 11 est le reste dans la division euclidienne de a par b ; on a donc 0 < ry < b;

— pour n > 2, si r,_1 = 0 alors r,, = 0, sinon r,, est le reste dans la division
euclidienne de r,,_o par r,_1 etona 0 < r, <r,_1. Onar, <r,_1 'égalité
étant réalisée si, et seulement si, les deux termes sont nuls.

Il existe un entier p > 1 tel que r, =0 < 7p_1 < --- <71y <7rget:

aNb=rogAri = =1rp) 1 A1y =1p_1
c’est-a-dire que a A b est le dernier reste non nul dans cette suite de divisions. On a
donc construit deux suites d’entiers (1)< ,<,, € (¢n);<p<, de la maniere suivante

a=qro+n7ry (0<7”1<T’0:b)
To = q2r1 + T2 (0<7‘2<T1)
r1=gqsre+rs (0<r3<re)

Tp—3 = Qp—1Tp—2 + Tp—1 (0 <rp-1 < ’I"p72)
Tp—2 = Gprp—1 +7p (1p =0)

Il existe des entiers u, et v, tels que r, = au, + bv,. Les suites (7"n)0<n<p_1
(“n)ogngp—l et (vn)ogngp—l vérifient la relation de récurrence x,, = Tp,_2—¢nTn_1

pour 2 < n < p — 1 avec les conditions initiales (rg,r1) = (b, 1), (ug,u1) = (0,1),
(vo,v1) = (1,—q1), ol q1,7r1 sont, respectivement, le quotient et le reste dans la
division euclidienne de a par b.

16.4 L’ensemble &% des nombres premiers

Définition

On dit qu’un entier naturel p est premier, s’il est supérieur ou égal a 2 et
si les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p.

On note & ’ensemble de tous les nombres premiers.

Théoréme

Tout entier relatif n € Z\{—1,0,1} a au moins un diviseur premier.

Un entier naturel non premier s’écrit donc n = pq avec p > 2 premier et ¢ > 2.
On dit alors qu’il est composé.
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Théoréme

Tout entier n > 2 qui est composé a au moins un diviseur premier p tel que
2<p<V/n.

Théoréme

Soit p un nombre premier et r > 2 un entier. Si p divise le produit ny - - - n,.
de r entiers naturels non nuls, il divise alors I'un des ny.

Théoréme d’Euclide

L’ensemble & des nombres premiers est infini.

16.5 Décomposition en facteurs premiers

Définition

Soient p un nombre premier et n € Z*. La waluation p-adique de n est
Dentier v,(n) = max{k € N, p* | n}.

La valuation p-adique d’un entier n est I’exposant de p dans la décomposition en
facteurs premiers du théoreme suivant.

Théoréme (décomposition en facteurs premiers d’un entier)

Soit n € N*. Alors n = [] p*»(") Ce produit est appelé décomposition en
pEP
facteurs premiers ou décomposition primaire de n.

Dans le produit ci-dessus, tous les v,(n) sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux
de sorte que ce produit ne contient qu’un nombre fini de facteurs différents de 1.

Théoréme

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Alors
— si p est premier, v,(ab) = v,(a) + v, (D) ;
— a divise b si, et seulement si, pour tout p premier, v,(a) < v,(b) ;

— anb= ] pmrle@m®} et g v b= ] p2axle@®} o P est
PEP PEP
I’ensemble des nombres premiers.
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16.6 Les théorémes de Fermat et de Wilson

Lemme
Un entier naturel p > 2 est premier si, et seulement si, pour tout entier k

compris entre 1 et p — 1, p divise <};)

Théoréme (petit théoréme de Fermat)

Soit p un nombre premier. Pour tout entier relatif n, on a n? = n (p) et
pour tout entier relatif n non multiple de p, on a n?~! =1 [p].

Théoréme de Wilson

Un entier p supérieur ou égal a 2 est premier si, et seulement si, (p — 1)!
est congru a —1 modulo p.

16.7 Les anneaux Z/nZ et ’indicatrice d’Euler

La relation de congruence est une relation d’équivalence compatible avec ’addition
et la multiplication sur Z, ce qui signifie que :

(a=bn],c=d[n]) = (a+c=b+d [n], ac=bd [n]).

Cette compatibilité permet de munir 'ensemble Z/nZ des classes d’équivalence
modulo n dune structure d’anneau. Pour n = 0, Z/0Z = {{a} ; a € Z} est
identifi¢ & Z. Pour n =1, on a Z/1Z = {Z} = {0}.

Théoreme

Pour tout n € N*, Z/nZ ={0,1,...,n—1} est de cardinal égal & n et en
bijection avec ’ensemble de tous les restes modulo n.

On désigne par m, la surjection canonique de Z sur Z/nZ, & savoir Papplication
qui associe a tout entier relatif sa classe modulo n. Tout antécédent par m,, d’'un
élément = de Z/nZ est appelé un représentant de x.

Théoréme

Il existe une unique structure d’anneau commutatif sur Z/nZ telle que la
surjection canonique 7, soit un morphisme d’anneaux.
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Définition

Deux polyndémes P et Q@ a coeflicients entiers sont congrus modulo un

nombre premier p, s’ils sont de méme degré et tous leurs coefficients sont

égaux modulo p.

Théoreme

p est premier si, et seulement si, il existe un entier relatif n premier avec p

tel que (X + n)? soit congru & X? + n modulo p.

Définition

On dit que @ € Z/nZ est inversible s'il existe b € Z/nZ tel que ab = 1.
L’ensemble (Z/nZ)”* des éléments inversibles de Z/nZ est un groupe pour la loi

multiplicative.

Théoréme

Soit a un entier relatif. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(@ est inversible dans Z/nZ) < (a est premier avec n)

& (@ est un générateur de Z/nZ).

Définition

On appelle fonction indicatrice d’Fuler la fonction qui associe a tout entier
naturel non nul n, le nombre, noté ¢ (n), d’entiers compris entre 1 et n qui
sont premiers avec n.

Théoréme d’Euler

Pour tout entier relatif a premier avec n, on a a?™ =1 [n].

Pour n premier, on a ¢(n) = n—1 et le théoreme d’Euler devient le petit théoréme
de Fermat.

Théoréme

Pour n > 2, on a les équivalences :

(n est premier) < (Z/nZ est un corps) & (Z/nZ est intégre).



254 16 ¢« Arithmétique dans Z

Théoréme des restes chinois

Les entiers n et m sont premiers entre eux si, et seulement si, les anneaux
Z/nmZ et ZJ/nZ x Z/mZ sont isomorphes. Dans ce cas, on a ’égalité

p(nm) = p(n)p(m).
Théoréme

T
Si I'entier n > 2 a pour décomposition en facteurs premiers n = [] p
i=1
avec 2 < p1 < --- < p, premiers et les o; entiers naturels non nuls, on a

alors : - .



Nombres
complexes

17.1 Construction de C

On définit sur R? les opérations d’addition et de multiplication suivantes, en
désignant par z = (x,9) et 2/ = (2/,9') deux éléments quelconques de R? :
242 = (x+2,y+y) et z-2 = (x2’ —yy', 2y + yz’). On note C Pensemble
R? muni de ces deux opérations et on I'appelle ensemble des nombres complexes.
C’est un corps.

L’égalité de deux nombres complexes z = (x,y) et 2z’ = (2/,y') est réalisée si,
et seulement si, on a x = 2’ et y = y'. En particulier, pour y = 3’ = 0, on
a (x,0) = (2/,0) si, et seulement si, x = a’, ce qui signifie que 'application
xz € R — (2,0) € C est injective, ce qui permet de réaliser une bijection de R
sur le sous ensemble R’ de C formé des couples (z,0). Cette bijection permet
d’identifier R & R’, ce qui signifie qu’un nombre réel x est identifié a4 son image
(2,0) dans C. Cette identification est compatible avec les opérations d’addition et
de multiplication des réels dans le sens ou :

r+z’ = (2,0)+(2',0) = (z + 2/,0) = 242’ et z2’ = (2,0) (2’,0) = (z2’,0) = z2’.

On note C* = C\{0} et (C*,-) est un groupe commutatif.

En notant i = (0,1) on a i = —1, soit % = —i. Le nombre complexe —i est aussi

solution de I’équation 22 +1 = 0 et i, —3 sont les seules solutions de cette équation.

Théoréme

Tout nombre complexe s’écrit de maniére unique z = z +iy, ou (z,y) € R
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Définition

Avec les notations du théoreéme qui précede, x est la partie réelle de z et y
sa partie imaginaire, ce qui se note x = Re(z) et y = Im(z). On dit que z
est un imaginaire pur, si Re(z) = 0.

17.2 Conjugué et module d’un nombre complexe
Définition

Le conjugué de z = = + iy € C est le nombre complexe Z = x — iy et son

module est le réel |z| = 2z = /a2 + y2.

Théoréme

Pour tous nombres complexes z et 2/, on a :

— Z=2;2+2 =%Z+72 ;22 =% ; 2+Z=2Re(2); 2— 7 = 2 Im(2) ;

— (2 €R) & (2 =7%) ; z est imaginaire pur si, et seulement si, Z = —z ;
— 2z = (Re(2))” + (Im(2))” = |22 € R.
Théoreme

Pour tous nombres complexes z et 2/, on a :

— |z| = 0 et |z| = 0 si, et seulement si, z =0 ;

— |zl = 2] 5 |22'| = |2||2/] ; |2+ 2'° = |2* + 2Re (227) + |2 ;
n n

— pour tous nombres complexes 21, ..., 2y, on a | [[ zx| = I |2k ;
k=1 k=1

— siz;&O,alors%:ﬁ;:%;Siz’#O,alors = :%;

— |z| =1 si, et seulement si, % =7 :

— |Re(z)] < |z|, Pégalité étant réalisée si, et seulement si, z est réel ;

— |Im(2)| < |2], I'égalité étant réalisée si, et seulement si, z est imagi-
naire pur.

Théoréme (inégalité triangulaire)

Pour tous nombres complexes z et 2/, on a |z + 2'| < |z|+Z/|, égalité étant
réalisée si, et seulement si, z et 2z’ sont positivement liées sur R (c¢’est-a-dire
tels que 2’ =0 ou 2’ # 0 et 5 € Ry), ce qui équivaut a dire que zz’ € R,.
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Corollaire

Pour tous nombres complexes z et 2/, on a | 2| —[2'| | < |z — 2/| < |z]+]2/].

Théoréme

Pour toute suite (z); <<, de nombres complexes, on a
<X X

n
> 2k
=1l

I’égalité étant réalisée si, et seulement si, il existe des réels A\ tels que
2k = Az pour k=1,...,n.

n
g Z |Zk:|a
k=1

17.3 Les équations de degré 2

Théoréeme

Pour tout nombre réel non nul a, 'équation 22 + a = 0 a deux solutions
données par —/—a et \/—a pour a < 0 et par —i+/a et iy/a pour a > 0.
Définition

Si « est un nombre complexe, on dit alors que le nombre complexe u est

une racine carrée de a, si u® = a.

Théoréme

Tout complexe non nul a exactement deux racines carrées qui sont opposées.

Théoréme

Toute équation de degré 2, az? + bz +c¢ = 0 (a # 0) a deux solutions
complexes distinctes ou confondues.

Avec les notations du théoréme la quantité § = b? — 4ac est appelé discriminant
de I'équation az? 4 bz + ¢ = 0.

Théoréme

Etant donné des nombres complexes a, b et ¢ avec a # 0, les nombres
complexes z; et 2z sont les racines de 'équation az? + bz + ¢ = 0 si, et
seulement si, on a z1 + 29 = 72 et z122 = 2.
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Pour a, b, ¢ réels, il en est de méme de J et on distingue trois cas de figure :

— soit § =0 et f% est I'unique solution réelle de cette équation ;

—b+\V6

— soit § > 0 et =5

sont les deux solutions réelles de cette équation ;

— soit § < 0 et % V=3 sont les deux solutions complexes non réelles de cette
équation.

17.4 Arguments d’un nombre complexe

Définition

Pour tout z € C*, le réel 6 € [—m, [ tel que r = cos(d) + isin(0) est
son argument principal. On dit qu’un réel 0 est un argument du nombre
complexe non nul z, si % = cos(0) + isin(0).

Théoréme

En désignant par z et z’ des nombres complexes non nuls, A un réel non
nul et n un entier relatif, on a :
— arg(z) = —arg(z) [2n] ; arg(z2’) = arg(z) + arg(z’) [27] ;
— arg(%) = arg(z) —arg(2’) [27] ; arg(z™) = narg(z) [27] ;
— pour A > 0, on a arg(\z) = arg(z) [27] et pour A < 0, on a
arg(Az) = arg(z) + 7 [27] ;
— z est réel si, et seulement si, arg(z) =0 [r] ;

— 2 est imaginaire pur si, et seulement si, arg(z) = § [x].

En désignant par v I'application qui associe a tout réel € le nombre complexe
¥(0) = cos(f) + isin(f) on réalise une application surjective de R sur I’ensemble
des nombres complexes de module 1.

Théoréme

Avec les notations qui précedent, on a ¥ (0) = 1 et (0 4+ 6') = ¥(0)(0")
pour tous réels 6 et 6.

La fonction 1 vérifie donc la méme équation fonctionnelle que la fonction exponen-
tielle réelle. Cette remarque justifie la notation ¢(6) = . On a donc en résumé
la notation e = cos(f) + isin(#) pour tout réel 6, ce qui définit une fonction
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2m-périodique surjective de R sur I’ensemble I' des nombres complexes de module
1 avec les propriétés suivantes, ot 0,6’ sont des réels et n un entier relatif® :

. . ’ . v . —_ . n .
ez~0 _ 60 _ 1’ 61(0+0 ) _ 620610 : e% _ 6710 _ 620; (610) _ ezn@

(eie = ei9,> & (FkeZ, 0 =0+ 2km)

(0 — 0\ _ efpe”? i _ i) _ ef—e"

cos(f) = Re(e’) = <—=£— et sin(f) = Im(e’) = ——.
On a en particulier les valeurs suivantes e = —1, e'Z = i, les égalités e/ = 1,
e = —1 et e = i étant réalisées respectivement si, et seulement si, § = 2k,

0 =2k +1)met 0 = 5 + 2km, o k est un entier relatif.

Un nombre complexe non nul peut donc s’écrire sous la forme z = pe’® ol p est
un réel strictement positif uniquement déterminé, c’est le module de z, et 0 est
un argument de z. Cette écriture est I’écriture polaire (ou trigonométrique, ou la
forme exponentielle) de z.

Théoréme

Soient a,b des réels non tous deux nuls. Il existe un unique couple (p, 0) de
réels dans R* x [—m, 7| tel que acos(z) + bsin(x) = pcos(x — §) pour tout
réel x.

Avec les notations du théoréme précédent, p est le module de a + ib et 6 son
argument principal.

Corollaire

Soient a et b des réels non tous deux nuls. Les solutions de I’équation
acos(x) + bsin(z) = 0 sont les réels @ = 0 + 7/2 + km, on 0 € [—m, 7|
est argument principal de a + b et k un entier relatif.

17.5 Racines n-iemes d’un nombre complexe
Définition

Etant donné a € C et n € N*, on appelle racine n-iéme de a tout nombre
complexe z tel que 2" = a.

1. La formule (e®)" = €0 qui s'écrit aussi (cos(6) + isin(0))" = cos(nf) + isin(nf) est
appelée formule de Moivre.
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Définition

Etant donné n € N*, on appelle racine n-iéme de ['unité toute racine n-ieme
de 1.

Théoréme

Pour tout n € N*| il y a exactement n racines n-iemes de 1'unité données

par eInt = cos(%“) +1 sin(zk”) ou k est compris entre 0 et n — 1.

n n

Théoreme
n—1

Pour tout n € N* et tout z € C, on a 2" — 1 = [] (2 —wg), ou les
k=0

2ikm

wr = e n , pour k compris entre 0 et n — 1, sont les racines n-iemes de

I'unité.
Les racines cubiques de 'unité sont 1, j = —% + 173 et 7= —% — z§
Corollaire

Soit n € N*. Tout nombre complexe non nul a = pe’? a exactement n

2ikm

racines n-iemes données par {/pe'=e » ou k est compris entre 0 et n — 1.
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K est un corps dont les éléments sont appelés scalaires.

Définition

Un K-espace vectoriel est un ensemble £ muni d’une addition interne et
d’une multiplication externe :

(z,y) EE* wz+yeF; (\z)cKxE— \r€E.

telles que (F,+) soit un groupe commutatif et pour tous scalaires A, i et
tous vecteurs x,y on ait :

Mae+y)= X+ Ay; A+ p)e= e+ px; XN(pz) = (Ap)z; 12 =,

Pour simplifier, on dira espace vectoriel pour K-espace vectoriel. Les éléments d’un
espace vectoriel sont appelés vecteurs.

Dans un espace vectoriel I’élément neutre pour ’addition est noté 0 et on dit que
c’est le vecteur nul et le symétrique d’un vecteur = est noté —x et on dit que c’est
lopposé de x. Pour z et y dans E, la somme x + (—y) est simplement notée x — y.

Si (Ej);c; est une famille de K-espaces vectoriels, alors le produit cartésien [] E;

icl
muni des lois : (2;);c; + (Yi)jer = (@ +¥i)ier et A(@i);c; = (Axi);c; est aussi un
K-espace vectoriel.
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Définition

Soient E un espace vectoriel, n un entier naturel non nul et z,y, z1,...,x,
des éléments de E. On dit que y est colinéaire a x s’il existe un scalaire A
tel que y = Ax. Plus généralement, on dit que y est combinaison linéaire

n
de z1,...,z, ¢l existe des scalaires \j,...,\, tels que y = > g,
k=1

18.1 Sous-espaces vectoriels

Définition

Soit E un espace vectoriel. On dit qu'une partie non vide F' de E est un
sous-espace vectoriel de E si 0 € F' et pour tous vecteurs x,y dans F' et
tout scalaire A, le vecteur Ax + y est dans F'.

Théoréme
Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel est un espace vectoriel.
L’intersection () £; d'une famille (F;);.; de sous-espaces vectoriels de E est un

icl
sous-espace vectoriel de E.

Théoréme
Soient E un espace vectoriel et 1, ..., z, des éléments de E.
L’ensemble F' de toutes les combinaisons linéaires de z1, ..., x, est un sous-

espace vectoriel de E.

Définition

Avec les notations du théoreme précédent, on dit que F' est le sous-espace

vectoriel de E engendré par x1,...,2, et on le note F = (x1,...,2,), ou
n
F =Vect{xy,...,2,}, ou encore F = Y Kuy.
k=1

De maniere plus générale, on peut définir le sous-espace vectoriel de E engendré
par une famille X non vide de E comme l'ensemble F' = Vect(X) (ou F = (X))
de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de X. Un vecteur x de E est donc
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dans Vect(X) si, et seulement si, il existe un entier p > 1, des vecteurs z1,...,x,
P
dans X et des scalaires A1, ..., A, tels que z = > A\pxy.
k=1
Théoréme

Si X est une partie non vide d’un espace vectoriel F, Vect(X) est I'inter-
section de tous les sous-espaces vectoriels de F qui contiennent X. C’est
aussi le plus petit (pour 'ordre défini par I'inclusion) sous-espace vectoriel
de E qui contient X, c’est-a-dire que Vect(X) contient X et est contenu
dans tout sous-espace vectoriel de E qui contient X.

Théoréme

Etant donné un entier naturel non nul n et n scalaires non tous nuls
n
ai,...,a,, 'ensemble H = {x = (Zi)1cicn € K > apzp = 0} est
<i=

k=1
un sous-espace vectoriel de K”.

Définition

Etant donné un entier naturel non nul n, on appelle hyperplan vectoriel
de K" tout sous-espace vectoriel de la forme :

H = {(%)1@@ e K", Y apwy = 0}
k=1

ou les scalaires aq, ..., a, ne sont pas tous nuls.

n
On dit aussi que H est ’hyperplan d’équation > apxy = 0.
k=1

Théoréme

Etant donné deux entiers naturels non nuls n et p, des scalaires
? .
@il il o 00 @l gng o oo g @pmily o ooy | EREETEIONE ¢

n
F= {(xi)lgign eK", Y ajpzp =0 pour 1 <i< p}
k=1

est un sous-espace vectoriel de K.

On dit que F est le sous-espace vectoriel de K™ d’équations linéaires :

n

n
ZaLklEk :0, ey Zap,kxk =0.
k=1 k=1
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18.2 Applications linéaires

On désigne par E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps K.

Définition

On dit qu'une application v de E dans F est linéaire (ou que c’est un
morphisme d’espaces vectoriels) si pour tous vecteurs z,y de E et tout
scalaire A\, on a u(z + y) = u(z) + u(y) et u(Az) = u(x).

On note £ (E, F') 'ensemble de toutes les applications linéaires de £ dans F'. Dans
le cas ot F' = E, on note plus simplement &£ (F) pour £ (F, F). Les éléments de
Z(E) sont aussi appelés endomorphismes de E.

Si u et v sont deux applications linéaires de E dans F', u + v est 'application
définie sur E par :

Ve € E, (u+v)(z) =u(x) +v(x)

et pour tout scalaire A\, A\u est I’application définie sur E par :

Ve e E, (Au)(x) = du(x).

Théoréme

L’ensemble £ (FE, F') de toutes les applications linéaires de E dans F' muni
de ces deux opérations est un espace vectoriel.

Théoreme

Soient E, F' et G des espaces vectoriels, u une application linéaire de E
dans F' et v une application linéaire de F' dans G. La composée v o u est
alors une application linéaire de E dans G.

Pour F' = E, £(F) est un anneau non commutatif pour n > 2. Le fait que Z(F)
soit un espace vectoriel et un anneau, la composition étant bilinéaire, se traduit
en disant que c’est une algebre. Sur cette algebre, on peut définir les puissances
entieres u" par v’ = Id et u" T = 4™ o u pour tout n € N.

De maniere générale, on donne les définitions suivantes.
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Définition

Une K-algébre est un ensemble A muni d’une addition interne, d’'une mul-
tiplication interne et d’une multiplication externe :

(xay)'_)I+y7 (xay)Hnyv (A,l‘)}—))\l

telles que (A, 4+, X) est un anneau, (A, +,-) est un K-espace vectoriel et
pour tous (\,z,y) € Kx E? on a :

Az)xy=A-(zxy), zx(Ay)=A(zxy)

Une sous-algébre de A est une partie de A qui est a la fois un sous-anneau
et un sous-espace vectoriel.

Définition

Soient A et B deux K-algebres. Un morphisme d’algébres de A dans B est
une application u : A — B qui est a la fois un morphisme d’anneaux et
d’espaces vectoriels.

Théoréme

Soit u : E — F une application linéaire. Pour tout n € N*, tous vecteurs
T1,...,ZT, de E et tous scalaires A\i,...,\,, on a :

u (kzi:lAkxk> = kél)\ku(xk).

Définition

Soit u : F — F une application linéaire. Le noyau de u est ’ensemble
Ker(u) = {z € E, u(z) =0} et son image est Im(u) = {u(z); z € E}.

Théoréme

Le noyau d’une application linéaire v de E' dans F' est un sous-espace vec-
toriel de F et son image un sous-espace vectoriel de F.

Plus généralement, pour tout sous-espace vectoriel H de E [resp. G de F| 'image
u(H) [resp. I'image réciproque u’l(G)] est un sous-espace vectoriel de F' [resp.
de F1.
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Théoréme

Soit u une application linéaire de F dans F'.
— L’application u est injective si, et seulement si, on a Ker(u) = {0}.
= F.

— L’application u est surjective si, et seulement si, on a Im(u)

Définition
On appelle isomorphisme de E sur F toute application linéaire bijective
de E sur F.
Théoréme

Soit w un isomorphisme de F sur F'.
Alors sa bijection réciproque est linéaire.

Dans le cas ou E = F, un isomorphisme de E sur E est un automorphisme de E.
On note GL(E) I'ensemble de tous les automorphismes de E. C’est un sous-groupe
du groupe des permutations de E et on dit que c’est le groupe linéaire de E.

18.3 Dualité

E, F sont deux K-espaces vectoriels.
Définition

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

Une forme linéaire non nulle est surjective.

On note E* I'espace vectoriel de toutes les formes linéaires sur E. Cet espace est
Iespace dual de E.

Définition

On appelle hyperplan vectoriel de E, le noyau d’'une forme linéaire non nulle
sur E.

Si H = Ker(p) est un hyperplan de E, on dit alors que ¢ (ou o(z) = O) est une
équation de H.
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Définition

On dit qu’une forme linéaire ¢ € E* et un vecteur x € F sont orthogonauz
si p(z) = 0.

Définition

L’orthogonal dans E* d’une partie non vide X de E est ’ensemble :
X+ ={pec E* Vre X, o(x) =0}.

L’orthogonal dans E d’une partie non vide Y de E* est 'ensemble :

Yo={ze€E, YpeY, p()=0}.

X est un sous-espace vectoriel de E* et Y° est un sous-espace vectoriel de E.

Pour X =0, on pose X+ =E* et pour Y =0, Y° = E.

Théoreme

Soient A, B des parties non vides de E et U,V des parties non vides de E*.
— SiAcC B,onaalors B-C At;si U C V, on a alors V° C U°.
— AcC (AL)O; UcC (Uo)l, les égalités n’étant pas réalisées en général.
— At = (Vect(A))J‘ et U° = (Vect(U))o.
— {0} =B B- = {0}; {0}° = E et (B7)° = {0}.

Définition

La transposée de lapplication linéaire u € £ (FE, F') est 'application notée
u' (ou 'u) de F'* dans E* définie par : Vo € F*, u'(¢) = pou.

Théoréme

L’application de transposition u +— u" est linéaire et injective de £(F, F)
dans £ (F*, E*).
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Théoréme

Soient v dans Z(E, F) et v dans £(F,G). On a :
— (wou) =uTovT;
— pour F = E, (IdE)T =Idg- ;
— si u est un isomorphisme de E sur F, alors u' est un isomorphisme
de F* sur E* et (uT)_l = (u_l)T :
— Ker(u') = (Im(u))L ;
— w est surjective si, et seulement si, " est injective ;
— Im(u') = (Ker(u))L ;

— w est injective si, et seulement si, u” est surjective.

18.4 Sommes et sommes directes de sous-espaces
vectoriels
On se donne un espace vectoriel F.
Définition
Soient F' et (G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que E est somme

des espaces F' et GG si I'application :
p: FxG — E
(x,y) = x+y
est surjective et on note alors £ = F'+G. Si cette application ¢ est bijective,
on dit que F est somme directe des espaces F et G et on note £ = F & G.

Théoréme

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. On a E = F & G si, et
seulement si, E = F 4+ G et 'NG = {0}.

Définition
On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires,

si ¥ = F @ G. On dit aussi que F' est un supplémentaire de G ou que G
est un supplémentaire de F' dans F.

Dire que £ = F & G revient a dire que tout x de E s’écrit de manieére unique
z =12 +a" avec 2’ € F et 2" € G. Les applications pp : x — 2’ et pg : x> 2"
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sont linéaires et surjectives de F sur F' et sur G respectivement. On dit que pp est
le projecteur sur F' parallelement a G et pg est le projecteur sur G parallelement
a F. On a pt = pp, Im(pp) = F, Ker(pr) = G, pg; = pa, Im(pg) = G et
Ker(pg) = F.

Réciproquement si u € L(E) est tel que u* = u, on a alors F = Im(u) @ Ker(u)
et u est le projecteur sur Im(u) parallelement & Ker(u). Pour cette raison, on dit
que u est un projecteur.

2

L’application s : ¢ — pp(x) — pe(x) = 2pp(x) — z est la symétrie par rapport a F
et parallelement a G. On a s o s = Id, donc s est un automorphisme de F égal a
son inverse, Ker(s — Id) = F, Ker(s + Id) = F. Réciproquement si u € L(F) est
tel que u? = Id, on a alors E = Im(u — Id) @ Ker(u + Id) et u est la symétrie par
rapport & Im(u — Id) parallelement a Ker(u + Id).

Définition
Soient p > 2 un entier et Fi,..., F), des sous-espaces vectoriels de £. On
dit que F est somme des espaces F1,. .., F}, si 'application :

p: Fix---xF, — F
(X1,...,mp) = T+ Fxp

est surjective et on note alors &/ = F +- - -+ F}, ou de maniere plus compacte

P
E = > Fy. Si cette application ¢ est bijective, on dit que E est somme
k=1
D
directe des espaces Fi,...,F,etonnote E=F &---& F, ou E = P Fj.
k=1

P
Si B = @ Fy, alors chaque application py : @ +— xj est un projecteur d’image Fj,
k=1

P
et de noyau @ Fj.
j=1
Tk
Théoreme

p
Si Fy,...,F, sont des sous-espaces vectoriels de E, alors la somme ) Fj
P k=1
est le sous-espace vectoriel de E engendré par |J Fj.
k=1

Théoréme

Un hyperplan de F est un sous-espace de E supplémentaire d’une droite.
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18.5

Familles libres, familles génératrices et bases

On se donne un K-espace vectoriel F.

Définition

Soient I un ensemble non vide et B = (e;),; une famille de vecteurs de E.
On dit que & est :

B = (€i);c; est une base de E si, et seulement si, tout x € E s’écrit de maniere
unique x = ) Aje;, olt (A;),o; est une famille de scalaires a support fini (ce qui

signifie que seul un nombre fini de A; sont non nuls). Les A; sont les composantes

une famille libre, ou que les vecteurs e; sont linéairement indépen-
dants, si pour toute partie finie non vide J de I et toute famille
()\j)j€J I’égalité Z} Ajej = 0 est réalisée si, et seulement si, tous les
JE.-

A; sont nuls ;
une famille liée, si ce n’est pas une famille libre (il existe une partie
finie non vide J de I et une famille ()\j)j s de scalaires non tous nuls
tels que > Aje; =0) ;

jeJ
une famille génératrice, si pour tout vecteur x € E, il existe une
partie finie non vide J de I et une famille ()\j)j cs de scalaires tels
que x = Y, Ajej, ce qui revient a dire que E = Vect(AB) ;

jedJ
une base de FE, si elle est libre et génératrice.

iel

ou coordonnées de x dans la base .

Théoréme

Soient I un ensemble non vide et B = (e;),; une famille de vecteurs de E.

Si B est libre, alors tous les vecteurs e; sont non nuls.

Si I'un des e; est nul, alors 9B est liée.

Si % contient une famille liée, elle est alors liée.

Si B est contenue dans une partie libre, elle est alors libre.

Si R est liée, I'un des vecteurs e; est alors combinaison linéaire dun
nombre fini d’autres e;.
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18.6 Espaces vectoriels de dimension finie

Théoréme

Si un espace vectoriel £ admet une famille génératrice % formée de n > 1
éléments, alors toute famille libre dans E a au plus n éléments .

Définition

On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie s’il est réduit a {0},
ou ¢’il est différent de {0} et admet une base formée d’un nombre fini de
vecteurs. Dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

Théoréme

Si E un espace vectoriel non réduit & {0} et de dimension finie, alors toutes
les bases ont le méme nombre d’éléments.

Définition

Si E est un espace vectoriel non réduit a {0} et de dimension finie, alors sa
dimension est le nombre de vecteurs de I'une quelconque de ses bases. On
note dimg (E) (ou simplement dim(E)) cette dimension.

Par convention, on dit que l'espace vectoriel {0} est de dimension 0.

On appelle droite vectorielle tout espace vectoriel de dimension 1 et plan vectoriel
tout espace vectoriel de dimension 2. Une droite vectorielle est donc de la forme
D ={Xa; X € K} ol a est un vecteur non nul donné, ce que l'on note D = Ka et
un plan vectoriel de la forme P = {Xa + pb ; (A, u) € K*}, ot a et b sont deux
vecteurs non colinéaires donnés, ce que 1’on note P = Ka & Kb.

Théoréme

Un espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K.

1. ce qui équivaut a dire qu’un systeme de plus de n + 1 vecteurs est lié.
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Théoréme

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1.

— Une famille libre dans E a au plus n éléments et c’est une base si, et
seulement si, elle a exactement n éléments.

— Une famille génératrice dans E a au moins n élément et c’est une base
si, et seulement si, elle a exactement n éléments.

Théoréme

Soit E un espace vectoriel admettant une famille génératrice finie. De cette
famille on peut extraire une base et F est de dimension finie.

Théoréme de la base incompléte

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Toute famille libre a p
éléments dans E (nécessairement 1 < p < n) peut étre complétée en une
base.

Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Tout sous-espace vectoriel F
de E est de dimension finie m < n et on a m = n si, et seulement si,
F=F.

Corollaire

Tout sous-espace-vectoriel F' d’un espace vectoriel £ de dimension finie
admet des supplémentaires et pour tout supplémentaire G de F' dans F, on
a dim(E) = dim(F') + dim(G).

Théoréeme

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Si F est somme directe de p > 2

p

sous-espaces stricts F1, ..., Fp, soit E = @ F}, alors en désignant, pour
e=il p

tout k compris entre 1 et p, par %y, une base de Fy, la famille |J By est

P k=1
une base de E et on a dim(E) = Y dim(F}).
k=1
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Théoréme (formule de Grassmann)

Soient I/ un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces
vectoriels de E. On a dim(F + G) + dim(F N G) = dim(F') 4+ dim(G).

Cette formule permet de montrer que FNG # {0} si dim(F)+dim(G) > n ot F et
(G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel F de dimension n € N*.

Elle permet aussi de démonter par exemple que si F' et GG sont deux sous-espaces
vectoriels distincts de dimension n — 1 d’un espace vectoriel de dimension n > 2,
alors dim(F NG) =n — 2.

Théoreme

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces
vectoriels de F. On a :

(E=F®G)& (E=F+G et dim(E) = dim(F) 4 dim(G))
& (F NG = {0} et dim(F) = dim(F) + dim(G)).

Théoréeme
Si Fi,...,F, sont des espaces vectoriels de dimension finie, il en est de

P
méme de Pespace produit F' = Fy X --- x F,, et on a dim(F) = > dim(F}).
k=1

Théoréme

Si Fi,...,F, sont des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel £ de
n P

dimension finie, on a alors E = € Fj, si, et seulement si, E = )" Fj et

. k=1 =]
dim(E) = > dim(Fy).
k=1

Ce théoreme met en relief un résultat un peu surprenant : si F' et G sont deux
sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension finie, alors

dim(F x G) = dim(F & G).
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Théoréme

Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie et u une application
linéaire de E dans F.

— Si u est injective, elle transforme alors toute famille libre de E en une
famille libre de F' et dim(E) < dim(F).

— Si u est surjective, elle transforme alors toute famille génératrice de E
en une famille génératrice de F et dim(F') < dim(FE).

— Si u est bijective, elle transforme alors toute base de E' en une base
de F et dim(F) = dim(F') (deux espaces vectoriels de dimension finie
isomorphes ont la méme dimension).

— Si dim(F) = dim(F), alors :
(u bijective) < (u injective) < (u surjective) .

— L’espace vectoriel £(FE, F) de toutes les applications linéaires de F
dans F' est de dimension finie égale a dim(E) - dim(F).

Si (€)1 <j<n €st une base de E et (fi);<;<,, une base de F, la famille (u”)lélim
IIN

d’applications linéaires définie par w;; (ex) = 0 pour k # j et u;; (e;) = f; est alors

une base de £(FE, F).

L’espace E* de toutes les formes linéaires sur E est de dimension n, de base

RB* = (ej) ol les e} sont les projections relativement a la base % définies

par :

1<i<n’

ej(ez)_ém_{OSii;éj (1<273<n)

On dit que $B* est la base duale de 9. Toute forme linéaire £ sur E s’écrit de

n
maniere unique £ = 3/ (e;)ej.
j=1

Théoréme

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Si B’ = ({;),,,, est une base
de E*, il existe alors une base B = (fi), ¢;¢,, de E telle que %’ soit la base
duale de %.

Définition

Avec les notations du théoréeme précédent, on dit que 9B est la base anté-
duale de B’.
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Théoréme

Dans un espace vectoriel E de dimension n un hyperplan est un sous-espace
de E de dimension n — 1.

Théoréme

On suppose que E est de dimension finie égale a n > 1.
— Pour tout sous-espace vectoriel F' de F, on a :
dim(F) + dim(F~+) = dim(E)
ot Ft est I'orthogonal de F' dans I’espace dual E*.
— Pour tout sous-espace vectoriel G' de 'espace dual E*, on a :
dim(G) + dim(G°) = dim(E)
ou G° est 'orthogonal de G dans FE.

— Pour tout sous-espace vectoriel F' de E et tout sous-espace vectoriel
G de E*,ona F = (FJ-)O et G=(G°)".

— Pour toute partie X de E, on a (XJ-)O = Vect(X).

— Pour tous sous-espaces vectoriels F et Fy de F, on a :
(Fy + F)" = F- N F3- et (FLNF)*" = Fi- + F5-.

— Pour tous sous-espaces vectoriels G; et Gy de E*, on a :

(G1+G2)° =GINGS et (GLNG2)° =GS +Gs.

18.7 Rang d’une famille de vecteurs ou d’une
application linéaire

FE et F sont des espaces vectoriels.
Définition

Le rang d’une famille (x;),.; de vecteurs de E est la dimension de l'espace
vectoriel engendré par ces vecteurs. On le note rg(z;);er et on dit que cette
famille est de rang fini si rg(x;);cr est fini.

Dans le cas ot E est de dimension n, le rang d’une famille de vecteurs de E est
au plus égal a n.
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Théoréme

Le rang d’une famille (z;), <i<p de p vecteurs de E est au maximum égal
a p et ce rang vaut p si, et seulement si, cette famille est libre.

Définition

On dit que v € L(E, F) est de rang fini, si Im(u) est de dimension finie.
Dans ce cas, on dit que la dimension de Im(u) est le rang de u, ce que 'on
note rg(u).

Théoréme du rang

Pour E de dimension finie et v € ZL(E,F), Im(u) est isomorphe a un
supplémentaire de Ker(u) dans E et on a dim(E) = dim (Ker(u)) + rg(u).

Pour E et F de dimension finie, on a rg(u) < min(dim(E), dim(F)).
Avec les hypotheses du théoréme précédent, I'espace E n’est pas somme directe de
Ker(u) et Im(u), mais on a le cas particulier suivant.

Théoreme
Pour E de dimension finie et u € £(E), on a :

<Im(u) = Im(uz)) & (B =Ker(u) @ Im(u)) (Ker(u) = Ker(u2)).

Théoreme
Soit u € L(E, F).
— Pour toute famille X = (2;),; dans E, on a rg(u(X)) < rg(X).

— Pour E de dimension finie, on a rg(u)< dim(E) et I’égalité est réalisée
si, et seulement si, u est injective.

— Pour F' de dimension finie, on a rg(u)< dim(F) et I’égalité est réalisée
si, et seulement si, u est surjective.

— wet u' ont méme rang.

Dans le cas ou F et F' sont de méme dimension finie, on a :
(rg(u) = dim(E)) < (u injective) < (u surjective) < (u bijective) .

Pour ce qui est de la composition des applications linéaires, on a les résultats
suivants.
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Théoréme
Soient E, F, G des K-espaces vectoriels de dimension finie, u € Z(E, F) et
v e Z(F,G).
— rg(vou) < min(rg(u),rg(v)).
— Pour u surjectif, on a rg(v o u) = rg(v) ;
pour u injectif, on a rg(v o u) = rg(u).
— Pour E=F =G, on a |rg(v) — rg(u)| < rg(u +v) < rg(u) +rg(v).

18.8 Applications linéaires et calcul matriciel

On se donne un espace vectoriel E de dimension n, une base B = (ey), <k<n de
E, un espace vectoriel F' de dimension m, une base B’ = (fi);<x<,,, de F' et une
application linéaire v de E dans F. Pour tout entier j compris entre 1 et n, il

m
existe des scalaires a;; tels que u(e;) = Y a;j fi-
i=1

En notant z;, pour j compris entre 1 et n, les composantes de = dans la base & et
¥i, pour i compris entre 1 et m, celles de u(z) dans la base B’, I'égalité y = u(x)
se traduit par le produit matriciel :

Y1 air  aiz - Qin €
Y2 a21 A2z - G2p )

Y = ) = . . . ) =AX
Ym am1  Am2 ot Qmn Tn,

qui s’effectue comme suit :

€1
To n
Yi = (ail iz - am) . = E AijLj-
: =
l‘n
Définition
aip a2 - Gin
) . ) a1 Q2 - d2p
Avec les notations qui précedent, on dit que
m1 Am2 - Omn

est la matrice de u dans les bases B et B'.
Dans le cas ou E = F et B = %', on dira simplement que c’est la matrice
de u dans la base B.
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On note M, ,(K) Pensemble de toutes les matrices a m lignes et n colonnes et
a coefficients dans K. Pour n = m, on note J(, (K) Pensemble L, ,,(K) et on dit
que c’est ’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.

air a2 o Qin

a1 Q- Q2p ) )
Le tableau . . . € My, (K) est notée (a;;), le premier

am1  Am2  ** Gmn

indice ¢ étant le numéro de ligne et le deuxieme j, le numéro de colonne.

Théoréme

Si u et v sont deux applications linéaires de E dans F' de matrices respec-
tives A = (a;j) € My, n(K) et B = (b;;) € My, »n(K) dans les bases B et
%' alors, pour tout scalaire \, 'application linéaire A\u + v a pour matrice
dans ces bases la matrice (Aa;; + bij) € My, n(K).

On définit donc naturellement dans JM,, ,(K) la somme de deux matrices et le
produit d’une matrice par un scalaire par : A+ B = (a;; + b;j) et AA = (Aaij).

Théoréme

L’ensemble M, ,(K) des matrices a m lignes et n colonnes est un espace
vectoriel de dimension nm.

On note 0 (ou plus précisément 0,, ) la matrice nulle, ¢’est-a-dire I’élément de
My, n(K) dont toutes les composantes sont nulles et pour m = n, I, la matrice
dont tous les coefficients a;; pour ¢ # j sont nuls et tous les coefficients diagonaux
a;; valent 1.

Théoréme

Etant donné une base 3B = (ek)1<hen de E et une base B’ = (fi);<rem
de F, 'application ¢ qui associe a toute application linéaire v € ZL(E, F)
sa matrice A € M, ,(K) dans les bases B et B’ est un isomorphisme
d’espaces vectoriels de Z(E, F) sur M, ,(K).
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Théoréme

Si G est un espace vectoriel de dimension 7, B"” = (gr), <<, une base
de G, u : E — G une application linéaire de matrice A = (a;;) € M, (K)
dans les bases B et B” et v : F — E une application linéaire de matrice
B = (b;;) € My, ,m(K) dans les bases B’ et B, alors la matrice dans les
bases B’ et B de I'application linéaire uo v : F' — G est la matrice

C = (¢ij) € My, (K) définie par ¢;; = > apbi; pour 1 < i < r et

: k=1
1<g<m.

Le théoreme précédent justifie la définition suivante.

Définition
Soient A = (ag;) € Mrn(K) et B = (bij) € Mpm(K). Le produit AB de A

par B est la matrice C' = (¢;;) € My m(K) définie par ¢;; = Y a;pby; pour
1<i<retl<j<m. =t

Théoréme

L’ensemble J,,(K) des matrices carrées d’ordre n est une algeébre non com-

mutative de dimension n?.

Le choix d’une base de E permet de réaliser un isomorphisme d’anneaux de & (F)
sur J,(K).

On dit que deux matrices A et B dans M, (K) commutent si AB = BA.

1 0 --- 0
. 0 1 BRI , . s s
La matrice I, = , appelée matrice identité d’ordre n, est
: . -0
0o --- 0 1

I’élément neutre pour le produit matriciel dans J(,, (K).

L’associativité du produit matriciel permet de définir les puissances successives de
A € J,(K) par la relation de récurrence A° = I,, et APTt = APA = AAP pour
tout p € N.

Pour A et B qui commutent dans J, (K), on dispose de la formule du bindéme de

Newton (A + B)™ = % (W) AkB™=k,
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Définition

On dit qu'une matrice A dans J(,, (K) est inversible s’il existe une matrice
A’ dans JM, (K) telle que AA’ = A’A = I,,. On dit alors que A’ est 1'inverse
de A.

Si A € Jl,,(K) est inversible, son inverse est alors noté A~1.
Théoréme

Si A € JM,(K) est inversible, alors A~! est aussi inversible et on a
(A_l)f1 = A. Le produit de deux matrices inversibles A et B est inversible
ctona (AB) ' =B 1AL

L’ensemble des éléments inversibles de Jl,,(K) est noté GL,, (K) et ¢’est un groupe
multiplicatif isomorphe au groupe linéaire GL(F) par le choix d’une base de E.

Théoréme

Soient & et B’ deux bases de E. Un endomorphisme u de E est bijectif si,
et seulement si, sa matrice A dans les bases % et B’ est inversible et dans
ce cas A~! est la matrice de u~! dans les bases B’ et %.

Théoréme

Une matrice A € Jl,,(K) est inversible si, et seulement si, I'unique solution
du systeme linéaire AX = 0 est X = 0.

Corollaire

Soit A € Jl,,(K). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible.
(ii) il existe A" € JM,,(K) telle que A’A = I,,.
(iii) il existe A" € M, (K) telle que AA" = I,.

Définition

Soit A = (a;;) € M, (K). La trace de A est le scalaire tr(A4) = 3 ai;.
k=1

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n € N* et u € i/’(ET) La trace
de u, notée tr(u), est la trace de la matrice de u dans une base de E.
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La trace d’un endomorphisme de F ne dépend pas du choix d’une base de E.
Définition
Soit A € My, (K). L’application linéaire canoniquement associée a A est
Iapplication u € E(K",K’") dont la matrice dans les bases canoniques
est A.
Définition

Soit A = (a;j) € My »(K). En désignant, pour tout j compris entre 1 et n,
par Cj = (aij);<;<,, le vecteur de K" représentant la colonne numéro j de
A, le rang de A est le rang de la famille (C1,...,C,) de vecteurs de K.

Théoreme

Le rang d’une matrice A € M, ,(K) est égal au rang de 'application
linéaire u € £(K",K™) canoniquement associée a la matrice A.
Théoreme

Siu € Z(E, F) a pour matrice A € M, ,(K) dans les bases & et B’, alors

le rang de u est égal au rang de A.

En identifiant une matrice A € M, ,(K) & Papplication linéaire u € & (K", K™)
canoniquement associée, on note respectivement Ker(A) et Im(A) le noyau et
I'image de wu.

Théoréme

Si A€ My, ,(K) est la matrice de u € L(E, F) dans les bases % et &',
alors la matrice de u' dans les bases duales %B’* et B* est la matrice A’
dont les colonnes sont les lignes de A.

Le théoreme précédent justifie la définition suivante.
Définition

La transposée de A € UM, ,(K) est la matrice notée AT (ou tA) de M, (K)
dont les colonnes sont les lignes de A.

Pour A = (a;5) € My, »(K), on a donc AT = (agj) € My (K), ot agj = a;; pour
tous 1, j.
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Théoréme

L’application A +— AT réalise un isomorphisme de l’espace vectoriel
My, 1, (K) sur My, ,m, (K).

Pour toutes A € My, ,(K) et B € M, (K), on a (AT)T = Act (AB)" = BTAT.
Les matrices particulieres suivantes sont souvent utiles.

Définition

On dit qu’une matrice A = (a;5) € M, (K) est triangulaire inférieure [resp.

supérieure] si a;; = 0 pour 1 <i < j < n [resp. pour 1 < j <i< nl.

Une matrice triangulaire inférieure [resp. triangulaire supérieure] est de la forme
a; 0O -+ 0

aip aiz -+ Qin
0 as2 e a9
az1 22 n
[resp. de la forme . ] ) ] ].
0 : t. c. :
an1 An2 e Ann O o O nn

Une matrice diagonale est une matrice triangulaire inférieure et supérieure, soit

d 0 - 0
0 d2 ) 3
de la forme , ce que lon peut noter diag (dy, ..., dy,).
PO P 0|
0 -+ 0 d,

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures [resp. inférieures] est triangu-
laire supérieure [resp. inférieure] et le produit d’une matrice triangulaire supérieure
par une matrice triangulaire inférieure est diagonale.

A A - Ay,
o ) Ao Ay oo Agy

Une matrice décomposée en blocs est de la forme . . . ,
Aml Am2 e Amn

ott les A;; sont des matrices de tailles adéquates.
Définition

On dit qu'une matrice A € JM,(K) est symétrique (ou autoadjointe)
[resp.antisymétrique] si elle vérifie AT = A [resp. AT = —A].
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18.9 Formules de changement de base

On se donne un espace vectoriel £ de dimension n et deux base B1 = (ex); <<, €t
LA

n n
_ / _ AP ! ! 3
B2 = (€)1 <pen de E. Pour tout vecteur z = ‘21 zje; = lejej dans E, on note
i= 3=
— . [ /. n 3 4
X = (j)1¢jcn €8 X' = (x3)1<j<n les vecteurs de K" respectivement formés des

composantes de = dans les bases %, et PBy. Pour j compris entre 1 et n le vecteur
n

el s'écrit € = ) pijeq, olt les p;; sont des scalaires uniquement déterminés et on
i=1

n
ax;=>y, pijx; pour 1 < ¢ < n, ce qui peut se traduire par 1’égalité matricielle
j=1

P11 P12 - Pin
P21 P22 - P2n

X =PX',ouP= . ) . ayant pour colonne j le vecteur de
Pn1 Pn2 " Pnn

K™ formé des composantes de e;- dans %;.

On peut retenir cette formule sous la forme « Xg, = Pg,3,Xa, » avec des

notations évidentes.
Définition
Avec les notations qui précedent, on dit que P est la matrice de passage de
la base %7 a la base %s.
Théoréme
Avec les notations qui précedent, la matrice de passage P de %1 a 9By est
inversible et son inverse est la matrice de passage de B a %;.
Théoréme

Si w est un endomorphisme de E de matrice A = (a;;) € M, (K) dans la
base %B; et de matrice A’ = (a;j) € JM,(K) dans la base %Bs, on a alors
A’ = P7'AP, ou P est la matrice de passage de %B; a B,.

La formule de changement de base s’écrit « Ag, = Py, 3, Ag, P, a3, ».
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K est un corps.

On se donne un entier n > 1 et M, (K) est 'espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans K.

Pour 4, j entiers compris entre 1 et n, on note E;; la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui d’indice (¢, j) (ligne 7 et colonne j) qui vaut 1. La famille

(Eij)1<i j<n €St une base de M, (K) qui est donc de dimension n?.

Pour toute matrice A = (a;;) € JM,,(K), on note pour tout entier ¢ compris entre

1etn, L; = (aj,...,a;) sa ligne numéro i et pour tout entier j compris entre 1
a1y Ll

et n, C; = : sa colonne numéro j. On écrira A = : ou
An j L,

A= (6’1 C’n).

19.1 Opérations élémentaires. Matrices de
dilatation et de transvection

On suppose que n > 2.

On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les lignes de A
toute matrice A;(A) avec 1 <i < n et A € K* déduite de A en multipliant sa ligne
numéro ¢ par A ou A;;(\) avec 1 <i # j < n et A € K déduite de A en ajoutant
a la ligne numéro i la ligne numéro j multipliée par A.

On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les colonnes de A
toute matrice Ag-(/\) avec 1 < j < n et A € K* déduite de A en multipliant sa
colonne numéro j par A ou Aj;(\) avec 1 < i # j < net A € K déduite de la
matrice A en ajoutant & la colonne numéro j la colonne numéro i multipliée par A.
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Définition

Une matrice de transvection est une matrice de la forme T;;(\) = I, + AE;;
avec 1 < i # j < net\eK et une matrice de dilatation est une matrice
de la forme D;(\) =1, + (A= 1) E;; avec 1 <i<net A e K.

Théoréme
Avec les notations précédentes, on a A;(A) = D;(M\)A, Aj(N) = AD;(N),
Aij(N) = Tij(M)A et Aj;(A) = AT;5(N), ce qui signifie que :

— la multiplication & gauche [resp. & droite] par une matrice de dilata-
tion D;(A) [resp. D;(A)] a pour effet de multiplier la ligne 7 [resp. la
colonne j] par A ;

— la multiplication a gauche [resp. & droite] par une matrice de transvec-
tion T;;(\) a pour effet de remplacer la ligne L; [resp. la colonne C}]
par L; + AL; [resp. par C; + AC;].

Définition

Une matrice élémentaire est une matrice de dilatation ou de transvection.

Lemme

Une matrice élémentaire est inversible avec Tj;(A)~1 = T;;(—\) pour une
transvection et D;(A\)~! = D;(3) pour une dilatation.

Théoréme

Une matrice A € JM,,(K) (ot n > 2) est inversible si, et seulement si, elle est
produit de matrices élémentaires. Précisément si A € Jl,,(K) est inversible,
il existe alors des matrices de transvection Pi,..., P. et Q1,...,Qs et une
matrice de dilatation D,,(\) telles que A= Py ... P.D,,(A\)Q1 ...Qs.

19.2 Déterminants des matrices carrées

Dans la définition suivante, 8,, désigne le groupe symétrique d’ordre n et (o) la
signature d’une permutation o € §,,.
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Définition

Soit A = (a;5) € M, (K). On appelle déterminant de A le scalaire noté

aip  aiz v G1p
Q21 Q22 - A2 o n
det(A4) ou | . . .| défini par det(A) = > (o) [] aoiy,i-
: : P oESy i=1
an1 an2 et Ann

Théoréme
Soit A = (a;;) € M, (K). Alors, en notant A;; la matrice carrée d’ordre
n—1 déduite de A en supprimant la ligne i et la colonne j, on a :

— le déterminant d’un scalaire est le scalaire lui-méme ;

— Vj € [1,n], det(4) = 3 (—1)'H? a;j det(A4;;) (développement sui-

<.
—

vant la colonne j) ;

n

— Vi € [1,n], det(4) = 3 (=1)"" a;; det(Ay;) (développement sui-

g=

ey

vant la ligne 7).

Ce théoreme permet de calculer tout déterminant par récursivité sans revenir a
la définition. Avec les notations du théoréme, on dit que det(A;;) est le mineur

d’indice (i, ) de la matrice A et que (—1)"7 det(A;;) est le cofacteur d’indice (3, j)
de A.

Théoréeme
Soient A et B dans Jl,(K). Alors
— det(AT) = det(A) ;
— det(AB) = det(A) det(B) ;
— A inversible si, et seulement si, det(A) # 0 et dans ce cas, on a

det(A-1) = detl( vt

Théoréme

Soit A € Jl,,(K). Alors

— si A possede une ligne (ou une colonne) nulle, alors det(A) =0 ;

— on ne change pas la valeur de det(A) si on ajoute & une ligne (resp.
colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes).
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Dans le théoreme suivant, en notant C, .. ., C, les colonnes d’une matrice carrée A,
det(Cy,...,C,) désigne le déterminant de A.

Théoréme

Soit A € K. Alors!
-det(Ol,...,Ci_l,Oi+C’{,C’i+1,...,Cn)
:det(C’l,...,Clv_l,C’i,C’iH,...,C’n)eret(C’l,...,C’i_l,C’{,C’i_,_l,...,Cn);

. det(C’l, ooay Ci—17 )\Cl, Ci+1, 5000 Cn) = )\det(Cl, o0 0 7Ci—17 Ci, Ci+17 coog Cn)
Le théoréme précédent se traduit en disant que le déterminant est linéaire par
rapport & chaque colonne (ou chaque ligne).

Corollaire

Pour tous A € JM,,(K) et A € K, on a det(AA) = A" det(A).

Théoréme
Si A’ est la matrice déduite de A € J,(K) en permutant deux colonnes

(ou deux lignes), on a alors det(A’) = —det(A).

Le résultat précédent se traduit en disant que le déterminant est une forme alternée
sur les colonnes (ou les lignes).

Théoréme

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égale au produit de ses termes

diagonaux, soit det(A) = [] as-
i=1

Théoréme
Ay Big .- By
Si A= 0 R : , oll les A, sont des matrices car-
° . Br—l,r—l
0O --- 0 A,

rées, on a alors det(A) = [] det(Ag).
k=1

1. Comme det (AT) = det(A), le théoréme est également vérifié sur des lignes.



288 19 ¢ Déterminants

Théoreme

Pour toute matrice A € JM,(K), toute matrice de dilatation D;(X\) et
toute matrice de transvection Tj;(X), on a det(D;(A)A) = Adet(A) et
det (T35 (A)A) = det(A).

Définition

La comatrice de A € M, (K) est la matrice Com(A) = ((fl)iﬂ det(A;5))
des cofacteurs de A.

Théoreme

Pour toute matrice A € A, (K), on a
A-Com(A)T = Com(A)" - A = det(A)I,
oit Com(A)T est la transposée de Com(A). Pour det(A) # 0, la matrice A

est inversible d’inverse A=! = ————Com(A4)T.
det(A) (4)
Soient n > 2 un entier, aq, ..., a, des scalaires et :
1 1 1
aq Q2 o2
V(ala ) an) = .
ap™h g ™!
la matrice de Vandermonde associée. On note A(ay,...,a,), le déterminant de

cette matrice.

Théoréme (déterminant de Vandermonde)

n

On a A(ai,...,an) = [[ (a; —a;) et la matrice de Vandermonde
1<i<j<n

V(aq,- -+, ) est inversible si, et seulement si, les a; sont deux & deux

distincts.

19.3 Déterminant d’une famille de vecteurs

Etant donné une famille (j)1<j<n de n vecteurs de K, on définit le déterminant
de cette famille comme le déterminant de la matrice A dont les colonnes sont
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formées de ces vecteurs. En notant, pour j compris entre 1 et n, x; = (.1‘”)
(vecteur colonne), on a donc det(z1,...,x,) = det(x;;).

1<ign

Théoréme
Une famille (z;), <jgn de n vecteurs de K™ est libre si, et seulement si, son
<XJ=

déterminant est non nul.

Si E un espace vectoriel de dimension n > 1 et & une base F, en notant pour
tout vecteur x € E, X le vecteur colonne de K" formé des composantes de x dans
la base %, on définit le déterminant d'une famille (z;),;, de n vecteurs de E
dans la base B par detg(x1,...,x,) = det(Xy,...,X,). Ce déterminant dépend
du choix d’une base de FE.

Théoréme

Si B et B’ sont deux bases de E, alors pour tout n-uplet (z1,...,2,) de
vecteurs de F, on a detg(x1,...,2,) = detg(B’) detg (21, ..., 2p).

19.4 Déterminant d’'un endomorphisme

FE est un espace vectoriel de dimension n > 1.
Définition
Le déterminant d’un endomorphisme u de E est le déterminant de la ma-

trice de u dans une base de FE.

Ce déterminant ne dépend pas du choix d’une base de E.

Théoréme

Si u, v sont deux endomorphismes de E, on a alors :
det(u o v) = det(v o u) = det(u) det(v).

Théoréme

Un endomorphisme u de F est inversible si, et seulement si, son déterminant
est non nul.
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19.5 Systemes linéaires

Formule de Cramer

On appelle systeme de Cramer tout systeme linéaire Az = b d’inconnue z € K™,
o A € GL,(K) et b € K". L’unique solution d'un tel systéme est z = A~1b.

En notant « = (2;),;, € K" cette solution, on a b = Zx]C’], ou les C; sont

les colonnes de A et en utilisant le caractére multilinéaire alterne du déterminant,
on a pour tout entier k£ compris entre 1 et n :

det(C’l,...,C’k_l,b,CkH,...,C’n) = Z.I?j det(C’l,...,Ck_l,Cj,C’kH,...,Cn)
j=1

=Ty det(A)

det(C’l, ceey Ck—h b, Ck‘—i—lv AP On)
det(A)

soit xp = pour 1 < k < n.

Ces dernieres égalités sont appelées formules de Cramer. En calculant un détermi-
nant par cette formule, cela nécessite n!(n — 1) multiplications et (n! —1) addi-
tions, donc environ nn! opérations élémentaires. Comme il y a n+ 1 déterminants
a calculer puis n divisions a faire pour les formules de Cramer, on aura un total
d’environ n?n! opérations élémentaires & effectuer, ce qui peut étre beaucoup trop
important pour de grandes valeurs de n.

Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est plus efficace pour résoudre un systeme linéaire
d’ordre n € N*. En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes du systeme
linéaire Ax = b, on le transforme en un systéme triangulaire supérieur Rz = c.
On note ici L; la ligne numéro i du systéme linéaire Ax = b.

Etape 0 — On se rameéne & un systéme tel que aq; non nul.

Si pour tout ¢ = 1,...,n, on a a;; = 0, alors det(A) = 0 et c’est fini. Sinon, il
existe i > 1 tel que a;; soit non nul, et en permutant les lignes 1 et i (si i = 1,
on ne fait rien), on se raméne & un systéme AMz = b avec a§11> non nul. Le

coefficient a( ) est le premier pivot. On a alors det(A4) = +det (A(l)), avec le signe
moins si, et seulement si, il y a une permutation des lignes 1 et ¢ avec ¢ > 1.

Etape 1 — Elimination de x; dans les équations 2,...,n.
On effectue pour cela les transformations élémentaires suivantes :

(1)
R N T
11
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et apreés une éventuelle permutation des lignes 2 et ¢ > 3, on obtient le systeme
Q) (1)
e a

WU %
O a DRI a
A® g = b3 avec o) non nul ot A®) = > n
0 a%) e aﬁﬁ%
Le coefficient ag) est le deuxieme pivot.
Etape k — Elimination de z;, dans les équations k + 1, ..., n.

A la fin de I'étape k — 1, on a obtenu le systeme A%z = b avec :

(CO RN C) B € ) (1)

oy o
0 ayy - ay, o ag,
A _ : I : . :
(k) (k)
0 PR 0 a‘kk ... akn
0 . 0 a/glkk) . ag{;l)

et ag? non nul. Le coefficient agz) est le pivot numéro k.

On effectue alors les transformations élémentaires suivantes :

(k)
L — LF - S5 L (i=k+1,...,n)
kk

puis une éventuelle permutation des lignes k + 1 et j > k + 1 pour se ramener a
(k+1)

Q41 fpp DON nul.

Au bout de n — 1 étapes, on est donc ramené a un systeéme triangulaire supérieur
A g — ).

De plus, on a det(A) = (—1)" det (A(”)), ol p est le nombre de permutations qui
ont été nécessaires pour avoir des pivots non nuls et det (A(")) est le produit des
pivots.

Définition

On appelle matrice extraite (ou sous-matrice) de A = (a;;) € M, n(K),
toute matrice Ay ; = (aij)(ij)eli’ ou I = {1<i;<---<ig<m} et
J={1<ji < - <jp<n}. On appelle déterminant extrait de A (ou de
det(A)), le déterminant d’une matrice carrée extraite de A. Si 6, est un dé-

terminant extrait de A d’ordre p, on appelle bordant de § tout déterminant
Op+1 extrait d’ordre p 4+ 1 de A tel que 6, soit extrait de dp;.
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Théoréme

Une matrice A € M, ,,(K) est de rang r si, et seulement si, il existe un
déterminant extrait de A, d,. d’ordre r et non nul tel que tous les bordants
de 4,. sont nuls (si r = min(n, m), la deuxiéme condition n’est pas a prendre
en compte).

Corollaire

Le rang d’une matrice A € UM, ,,(K) est Pordre du plus grand déterminant
extrait de A qui est non nul.

Les formules de Cramer peuvent étre utilisées pour déterminer I’ensemble des
solutions d’un systeme linéaire de m équations a n inconnues Az = b d’inconnue
z € K", ott A € My, (K)\{0} est de rang r € {1, min(n,m)} et b € K™.

Il existe des matrices carrées d’ordre r extraites de A de déterminant non nul (un
tel déterminant est appelé déterminant principal de A) et toute matrice carrée
extraite d’ordre plus grand ou égal & r + 1 (s’il en existe) est de déterminant nul.
En effectuant au besoin des permutations de lignes ou de colonnes du systeme
linéaire, on se ramene & une matrice A tel que la matrice A, = (a;;) soit
inversible. Le systeme linéaire :

n
AijT5 = bl (1 < ) < 7")
=1

1<8,5<r

J
est alors appelé systéme d’équations principales du systeme Ax = b.



Polynomes a
coeflicients dans
un corps

K est un corps commutatif et pour tout couple d’entiers (n, k) € N%, on note &,
le symbole de Kronecker défini par 6, = 1 pour k =n et d,, ) = 0 pour k # n.

20.1 L’algébre K[X] des polynémes a coefficients
dans K

On désigne par KN I'ensemble des suite a = (ay),cy d’éléments de K. Muni des
opérations d’addition et de multiplication externe définies par a+b = (ax + br) ey
et Aa = (Aay) ey pour a,b dans KN et A\ dans K, cet ensemble est un K-espace
vectoriel. On définit une multiplication interne sur K en posant pour a = (az) reN
b= (bi)en dans KN, ab = (ci),c, ot les ¢ sont définis par :

k k
Vk € N, ¢, = Z ajbk_j = Z ak_jbj = Z aibj.
=0 =0 0<ij<k
i+j=k
Muni de cette multiplication, K est un anneau commutatif, le neutre pour le
produit étant Py = (do,x) ey = (1,0,0,...,0,...).

Définition

Le support d’'une suite a = (ay),cy est Supp(a) = {k € N, ay # 0}.

Définition

On appelle polynome a coefficients dans K toute suite P = (ay),cy € KN
de support fini, ¢’est-a-dire une suite d’éléments de K dont tous les termes,
sauf un nombre fini d’entre eux, sont nuls.
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On note, temporairement, KN Pensemble de ces polynémes, 0 le polynéme nul,
c’est-a-dire celui dont tous les termes sont nuls et 1 le polynome Py = (o), cn-
Si P = (ax)ey est un polyndéme non nul, il existe alors un nombre fini d’indices
k € N tels que ay # 0 et on peut noter :

deg(P) = max{k € N, ay, # 0}, val(P) = min{k € N, a;, # 0}.
Définition

Avec les notations qui précedent, on dit que deg(P) est le degré de P et
val(P) la valuation de P.

Par convention, on pose deg(0) = —oco et val(0) = +oo.
Un polynéme non nul de degré n > 0 peut étre noté P = (ag,...,an,0,...,0,...)
et on dit que a, # 0 est le coefficient dominant de P.

Théoréme

Pour tous P et @ dans K™, on a deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q)
avec égalité si deg(P) # deg(Q), val(P + Q) > min(val(P),val(Q)
avec égalité si val(P) # val(Q), deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et
val(PQ) = val(P) + val(Q).

Théoréme

KM est une sous-algebre de KN et la famille (P,) de polyndémes définie

par :

neN
Vn €N, Py = (n1)pey = (0,...,0,1,0,...,0,...)

en est une base.

L’application ag € K + (ao,0,...,0,...) = agPy € K™ réalise un morphisme
d’anneaux injectif de K dans K™, ce qui permet d’identifier K au sous-anneau de
K™ formé du polynéme nul et des polyndémes non nuls de degré 0.

Un polynoéme ag Py, identifié a ag € K, est appelé polynéme constant.

En notant X = P, = (0,1,0,...,0,...), on a X™ = P, pour tout n € N*. En

n
définitive, un polynéme non nul de degré n s’écrit P = > ax X", en convenant
k=0

que X° = 1. On notera aussi P(X) = Y. aiX*. On dit alors que X est une
k

indéterminée et on note K[X] l'algebre des polynomes & coefficients dans K.

Un mondme est un polynome de la forme AX™ ot A € K et n € N (pour n =0, il
s’agit d’un polynoéme constant).

Pour tout entier naturel n, on note K, [X] le sous-ensemble de K[X] formé des
polynémes de degré au plus égal a n. On vérifie facilement que K,,[X] est un sous-
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espace vectoriel de K[X]. Ce sous-espace K,,[X] est de dimension n + 1, la famille

(X*) gc ey, € étant une base (la base canonique de K,,[X]).

n
Un polynéme P(X) = > ap X* de degré n > 0 est dit unitaire si a,, = 1.
k=0

Théoréme

Les éléments inversibles de anneau K[X] sont les polynomes constants non
nuls.

Définition

Soient P = Y arp X" et Q deux polynomes K[X]. La composée des poly-
k=0

n
némes P et @ est le polynome Po @ = Y. a,QF avec la convention que
k=0
Q° =1 pour tout polynome Q.

Théoréme

Pour tous polynémes P et () non nuls dans K[X], on a :
deg(P o Q) = deg(P) deg(Q).

Définition

Une famille de polynémes non nuls (Py), oy est dite étagée en degrés [resp.
en valuations] si on a deg(Py) < deg(Prt1) [resp. val(Py) < val(Ppi1)]
pour tout k € N et qu’elle est échelonnée en degrés [resp. en valuations] si
on a deg(Py) = k [resp. val(P;) = k| pour tout k € N.

Théoréme

Une famille (Py),cy de polyndomes non nuls étagée en degrés [resp. en va-
luations]| est libre dans I’espace vectoriel K[X].

Corollaire

Une famille (Pg),cy [resp. (Pr)ogk gn] de polynémes non nuls échelonnée
en degrés [resp. en valuations] est une base de K[X] [resp. de K, [X]].
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20.2 Division euclidienne dans K[X]

Théoréme

Pour tout couple (4, B) de polyndmes a coefficients dans K avec B # 0,
il existe un unique couple (@, R) de polyndmes tel que A = BQ + R et
deg(R) < deg(B).

Définition

On dit que deux polynémes A, B non nuls dans K[X] sont associés, s’il
existe A € K* tel que B = AA.

Pour tout P € K[X], I'ensemble (P) = {PQ ; Q € K[X]} des multiples de P dans
K[X] est 1'idéal engendré par P et on le note aussi P - K[X]. Un tel idéal est dit
principal. Plus généralement, pour toute famille (Pk)lgkgr d’éléments de K[X],

Pensemble (Py,...,P.) = {Z QuPr 3 (Qr)i<rer € K[X]p} est un idéal. On dit
k=1

T
que c’est Iidéal engendré par Py, ..., P.. On le note aussi »_ Py - K[X].
k=1

Théoreme

Pour tout idéal I de K[X] non réduit a {0}, il existe un unique polynéme
unitaire A tel que I = (A).

Le théoréme précédent se traduit en disant que Panneau K[X] est principal.

Théoreme

Soient r € N\{0,1} et A;,..., A, dans K[X] non tous nuls. Il existe un
unique polyndme unitaire A € K[X] tel que (A4;,...,4,) = (A). 1l existe
des polynomes Uy, ..., U, tels que A = i Uk Aj et A est aussi caractérisé
par la propriété suivante : =
{ Vke{l,...,r}, A divise Ay,

(20.1)
tout diviseur commun a Aq, ..., A, divise A
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Définition

Soient r € N\{0,1} et Ay,..., A, dans K[X] non tous nuls. On appelle plus
grand commun diviseur de Ay, ..., A, le polyndme unitaire A qui vérifie
(A1,...,A;) = (A) ou (20.1). On note pged (A4, ..., A,) ce polyndéme ou
encore A1 A --- N A,.

,
La relation A = Y Up Ay est une identité de Bézout.
k=1

Théoréme

Soient P, @, R dans K[X] et A € K, avec P et A non nuls. En désignant par
« le coefficient dominant de P, on a :

fP/\OzlP;P/\)\zl;
o
— PAQ=QAP (commutativité du pged) ;

1
— P A Q@ = —P si, et seulement si, P divise @ ;
«

— (PQ)A(PR)==P@AR);
— pour @ non nul, PA(QAR)=(PAQ)AR (associativité du pged).

Comme pour 'anneau Z des entiers relatifs, on dispose de I'algorithme d’Euclide
pour obtenir le pged de deux polynémes A et B non nuls. Le principe de cet
algorithme est le suivant pour A, B non nuls tels que deg(A) > deg(B).

On définit la suite (R,),,5, de polynomes par :

— Ro = B ; R; est le reste dans la division euclidienne de A par B ; on a donc
Ry =0 ou 0 < deg(Ry) < deg(Ry) ;

— pour n > 2, si R,,_1 =0 alors R,, =0, sinon R,, est le reste dans la division
euclidienne de R,,_o par R,_1 et on a R, = 0 ou 0 < deg(R,,) < deg(R,—1).

Il existe alors un entier p > 1 tel que R, = 0, 0 < deg(Rp—1) < --- < deg(Ro)
et ANB=RyARy =---=R, 1 AR, =R,_1 (& un facteur multiplicatif non
nul prés), c’est-a-dire que A A B est, & un facteur multiplicatif non nul pres, le
dernier reste non nul dans cette suite finie de divisions euclidiennes. On a en fait
construit avec 'algorithme d’Euclide, dans le cas ou B ne divise pas A, deux suites
de polynomes (Rn)yc,<, €t (@n)1<,<, de la maniére suivante :



298 20 « Polyndmes a coefficients dans un corps

A=QiRy+ Ry (Ry #0 et deg(R;) < deg(Ro))
Ry = Q2R + Ry (Ry # 0 et deg(Ry) < deg(R1))

Rp,3 = prlRp,Q + Rp,1 (Rp,1 7é 0et deg(Rpfl) < deg(Rp,g))
Rp—2=QpRp—1+ Ry (Rp =0)

On vérifie alors qu’il existe deux polynomes Uy, et Vi tels que Ry = AUy + BVj.
En particulier pour k =p—1ona AANB =R,_; = AU,_1+ BV, = AU + BV.

20.3 Polynémes premiers entre eux

Définition

Soient r € N\{0,1} et Ay,..., A, des polyndmes dans K[X] tous non nuls.

On dit que A, ..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble si leur
pged vaut 1. Pour r = 2, on dira simplement que A; et As sont premiers
entre eux.

Des polynémes deux a deux premiers entre eux sont premiers entre eux dans leur
ensemble.

Théoréme de Bézout

Soient Aj, ..., A, des polynémes dans K[X] tous non nuls avec r > 2. Ces
polynoémes sont premiers entre eux dans leur ensemble si, et seulement si,

,
il existe des polynomes Uy, ..., U, tel que > UpAy = 1.
k=1

Corollaire
Soient Aq,..., A, des polynémes non nuls avec r > 2et A = A A--- AN A,.
Il existe des polyndmes, By, ..., B, premiers entre eux dans leur ensemble,

tels que A, = AB), pour tout k& compris entre 1 et r.

Corollaire (Gauss)

Soient A, B, C trois polynémes non nuls. Si A divise BC' et est premier avec
B, alors A divise C.
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Corollaire

Soient A, B, C' trois polynémes non nuls. Si C' est premier avec A alors
AAB = AN (BC) (le pged de deux polynémes est inchangé si on multiplie
I'un d’eux par un polynoéme premier avec l'autre).

Corollaire

Soient € N\{0,1} et A;y,..., A,,C des polynémes non nuls. Si C' est

premier avec chacun des Ay, pour tout k& compris entre 1 et r, il est alors
K

premier avec leur produit [] Ag.
k=1

20.4 Racines des polynomes

N n
A tout polynéme P(X) = apX* € K[X], on associe la fonction polynomiale
k=0

P : K — K définie par F(m) = Y ar® pour tout = € K.
k=0

n ~
Pour a € K, on note P(a) = 3 aza® I'évaluation de la fonction polynéme P
k=0
en a (ce quil faudrait noter en toute rigueur P(a)). Cette évaluation en « est en
fait la composition de P avec le polyndéme constant «, qui est bien un polynéme
constant. P(0) = ag est le coefficient constant de P.

Théoréme

Pour tout o € K, lapplication ¢, : P — P(«) réalise un morphisme
d’algebre de K[X] dans K.

Définition

Soit P € K[X]. On dit que @ € K est racine de P, si P(a) = 0.

Définition

Soient P € K[X]\K un polynéme non constant, o € K et m € N*. On dit
que « est racine d’ordre (ou de multiplicité) m de P si (X — «)™ divise P

et (X —a)™"! ne divise pas P.
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Si « est racine de P € K[X]\K, sa multiplicité est alors comprise entre 1 et deg(P).
Pour m = 1, on dit que a est une racine simple, pour m = 2, qu’elle est racine
double et pour m > 2, qu’elle est racine multiple. Si o n’est pas racine de P, on
peut dire que c’est une racine de multiplicité nulle.

Théoréme

Soient P € K[X\K, aq,...,a, dans K deux & deux distincts et my,...,m,
des entiers naturels non nuls. Les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

— pour tout k compris entre 1 et r, aj est racine de P de multiplicité

my
— il existe @ € K[X] tel que P(X) = Q(X) [] (X —ax)™ et
Q (o) # 0 pour tout k compris entre 1 et r. k=t

Corollaire

Si P € K[X]\K admet r > 1 racines distinctes aq, ..., «, dans K de multi-

s
plicités respectives my, ..., m,, on a alors deg(P) = > my.
k=1

Corollaire

Un polynéme P € K[X] de degré n > 1 admet au plus n racines distinctes
ou confondues dans K.

Du corollaire précédent, on déduit que si P et Q dans K, [X] coincident en au
moins n + 1 points distincts, ils sont alors égaux. Le corollaire précédent peut

aussi s’exprimer en disant que si P € K,,[X] admet r > 1 racines distinctes
-

a1, ...,q, dans K de multiplicités respectives my, ..., m, avec »_ m; > n, c’est
alors le polyndéme nul. =1
Définition

On dit qu'un polyndéme P € K[X] est scindé sur K, §’il est constant ou
de degré n > 1 et admet r» > 1 racines distinctes aq,...,a, dans K de
-
multiplicités respectives my, ..., m, avec » m; = n. Dans le cas ou tous
i=1
les m; sont égaux a 1, on dit que le polynéme est scindé a racines simples
ou encore qu’il est simplement scindé.
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,
Un polyndéme scindé non constant est donc de la forme P(X) = A [] (X — ax)™",
k=1

ol A est une constante non nulle, les oy sont des scalaires deux a deux distincts
et les my, des entiers naturels non nuls.

Théoréme de d’Alembert-Gauss !

Toute équation polynomiale & coefficients complexes de degré non nul n
admet n racines complexes distinctes ou confondues.

Théoréme (formules de Viete)

Soient P(X) = 3 axX* € C[X] de degré n € N* et z1,..., 2, les racines
k=0

de P.

Soit, pour tout k € [1,n], o = > Ziy - Zip -

1<i1<...<ip<n

Alors, pour tout k € [1,n], op = (—1)F%2=k,

an

n ag
ans

En particulier, oy = 21 + -+ 4+ 2, = =222 et 0, = 21 ... 2, = (—1)

Par exemple pour n = 3, 01 = 21 + 22+ 23, 02 = 2129 + 2123 + 2223 et 03 = 212923.

20.5 Théoréme de Leibniz et formule de Taylor

Définition

Soit P un polynome dans K[X]. Le polynome dérivé de P est le polynoéme P’
défini par :

0 si P = ag est constant

/ _ n n

Pi(X) = S kap X 1si P(X) = Y ap X" est de degré n > 1
k=1 k=0

On a en particulier (Xk')/ = EX*~1 pour tout entier k > 1 et, pour tout polynome
P de degré n > 1, le polyndme P’ est de degré n — 1.

1. également appelé théoréme fondamental de l’algébre.
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Théoréme

L’application P +— P’ est linéaire de K[X] dans K[X], de K,[X] dans
K,_1[X] pour p > 1 et pour tous polynémes P, @ dans K[X], on a :

(PQ) =P'Q+PQ, (PoQ) =(PoQ)Q.

On définit les dérivées successives d’un polynéme P, en les notant P(*)| par la re-
lation de récurrence P9 = P et P(F) = (P(k’l))/ pour tout k& > 1. En particulier,

on a (Xk’)(p) = (kf!p)!X’“*p si0<p<ket (Xk)(p) =0sip>k+1.

Théoréme de Leibniz

Pour tous polynomes P, @ et tout entier naturel n, on a :

(PQ)™ = z": (:) prRIQn—k) _ 2": <Z> Pn=k) Q).

k=0 k=0

Théoréme (formule de Taylor)

ap X" et tout scalaire a € K, on a :
0

Pour tout polynéme P(X) =
k

n

n pk) (g
P(X):Zpk'( )(X—a)k.
k=0 ’

Théoréme

Soient P € K[X]\{0}, a € K et m € N*. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
— « est racine d’ordre m > 1 de P ;
— il existe un polynome Q € K[X] tel que P(X) = Q(X) (X —a)™ et
Q) #0;
— P®)(a) =0 pour k compris entre 0 et m — 1 et PU™ () # 0.
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20.6 Polyndémes irréductibles

Définition

Un polynéme P € K[X]\{0} est dit irréductible s’il est non constant et n’est
divisible que par les constantes non nulles ou les polynémes AP avec A € K*.

Théoréme d’Euclide

T
Soient P € K[X] un polynéme irréductible. Si P divise un produit [] Ag
k=1
de 7 > 2 polynémes non nuls, il divise alors 'un des Ay.

Théoréme

Tout polynéme non constant P € K[X] est produit de polynomes irréduc-
tibles et une telle décomposition est unique? & 'ordre prés des facteurs,
ce qui signifie qu'il existe une constante A € K*, un entier > 1, des po-

lynémes unitaires P, ..., P, deux a deux distincts et irréductibles et des
T
entiers naturels non nuls mq,...,m, tels que P =\ [[ P"*.
k=1
Corollaire

Tout polynéme non constant P € K[X] admet au moins un diviseur irré-
ductible.

Pour la suite de ce paragraphe, on s’intéresse aux polynomes irréductibles dans
R[X]. On sait déja que les polynomes de degré 1 sont irréductibles.
Théoréme

Les polynomes réels irréductibles sont les polynémes de degré 1 et les po-
lynémes de degré 2, P(X) = aX? + bX + c tels que b? — 4ac < 0.

S
2. L’unicité signifie que si on a une autre décomposition du méme type P = p H QZ’“, on a
k=1
alors u = A, s = r et il existe une permutation o € 8, telle que Q = Py (k) €t nx = my(x) pour
tout k£ compris entre 1 et r.
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Théoréme

Tout polynéme non constant P € R[X] est produit de polynomes irréduc-
tibles de degré 1 ou 2, c’est-a-dire qu’il existe une constante A € R*, deux
entiers naturels r et s, des réels aq, ..., a, deux a deux distincts, des entiers
naturels non nuls ny,...,n,, des couples de réels (by,c1), ..., (bs,cs) deux
a deux distincts tels que b2 4ey, < 0 pour tout k et des entiers naturels

non nuls my, ..., m; tels que P = )\H( —ag)"™* H (X2—|-ka+ck) k
k=

Une telle décomposition est unlque a 1 ordre pres des facteurs.

Lemme

-
Soient P, @ deux polynémes unitaires non constants K[X] et P = [[ P"*,
k=

Q = [ P* leurs décompositions en produit de polynémes irréductibles
k=1
avec les Py unitaires irréductibles deux a deux distincts et les ny, mj entiers

naturels (certains de ces entiers pouvant étre nuls). On a alors :
(P divise Q) & (Vk € {1,...,r}, mp < ng).

Théoréme

min ()

Avec les notations du lemme précédent, on a P A Q) = H P,
k=1

De maniére plus générale si Py, ..., P, sont des polynémes unitaires non constants

et P; = H P 7% la décomposition en produit de polynémes irréductibles de cha-
k=1

cun de ces polynémes, on a Py A--- AP, = H P;mn(ml"“'”’m"’k).

20.7 Décomposition des fractions rationnelles en
éléments simples

Une fonction rationnelle est une fonction z +— f(x) = ggg, ou P, @ sont deux

fonctions polynomiales & coefficients complexes avec (Q # 0 premier avec P. Elle
est définie sur R privé des racines réelles de Q.

Une fraction rationnelle est le quotient % de deux polynoémes a coefficients com-
plexes avec ) # 0 premier avec P.
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Définition

a € C est un pole d’ordre m de g, s’il est racine d’ordre m de Q.

Théoréme

Soient f = £ une fraction rationnelle (P et @ étant premiers entre eux)

et ai,...,0ap les poles de f d’ordres respectifs mq,...,m,. Il existe des
nombres complexes (Ajxr) 1<j<p , avec Aj ., 7# 0 pour tout j compris entre
lgkgmj .

1 et p, et une fonction polynomiale R, uniquement déterminés, tels que :
p ™My

ZZ + R(X) (20.2)

jlkl

Définition

Avec les notations du théoréme précédent, on dit que la décomposition
(20.2) est la décomposition en éléments simples de f et, pour tout j compris
m;
s

entre 1 et p, on dit que la fraction rationnelle Z ik
=1\ — @

- est la partie

polaire de f associée au pole a;.

Dans une telle décomposition en éléments simples, le polynéome R est le quotient
dans la division euclidienne de P par Q.

Théoréme

2
Soit f = 6 une fraction rationnelle réelle (P et ) étant premiers entre

eux) avec Q(X) = [] (X —ap)™ [] (X2 + BeX + )", ot 21,...,2,
k=1

sont des réels deux a deux distincts, (81,71),...,(Bs,7s) des couples
de réels deux a deux distincts tels que 37 — 4y, < 0 pour tout k
et my,...,my,ny,...,ng des entiers naturels non nuls. Il existe des
réels (A\jr) 1<i<r » (Mjk) 1<i<s » (Vjk) 1<j<s et une fonction polynomiale

<k<m, 1<k<n; 1<k<n,
réelle R, uniquement déterminés, tels que :

XT:Z ZZ Bk X + Vi _} R(X).

T ( S (48X + )
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20.8 Polynémes d’interpolation de Lagrange

Pour tout entier naturel n, on se donne une famille (xi)ogign de n + 1 éléments
de K deux a deux distincts et a cette famille on associe la famille (L;),;c,, de

7 X — T .
polynémes définie par L;(X) = [] 2 pour 0 < i < n. On peut remarquer
j=0 Ti — Ly
JFi

que L;(zj) = 6;5 pour 0 < 4,j < n.
Théoréme

Avec les notations qui précedent, la famille de polynomes (Li)og i<n €St une
base de K,,[X].

n

Tout polynéme P € K, [X] s’écrit donc, P = > A;L;, 'évaluation en z; nous
i=1

donnant A\; = P(z;), pour tout j compris entre 0 et n.

Théoréme

Avec les notations qui précedent, pour tous scalaires yg, y1,. . ., Yn, il existe
un unique polynéme P € K, [X] tel que P(z;) = y; pour tout j compris

n

entre 0 et n. Ce polynéme est donné par P = 5 y;L;.
i=1

Avec les notations du théoreme précédent, on dit que P est le polynome d’interpo-
lation de Lagrange associé a x = (2i)cic, 6 ¥ = (¥i)ocicn-

Théoréme

Soient a < b deux réels, n € N* et (2x)y<y, une suite de points deux a
deux distincts dans [a, b]. Il existe une unique suite de réels (pix )<<, telle
b

que pour tout polynéme P dans R,[X] on a / P(z)dx = Y prP(xg).
a k=0



Réduction des
endomorphismes

K est un corps, ' un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et on se donne
u € Z(E).

21.1 Valeurs et vecteurs propres

u est un endomorphisme de F.

Définition

On dit que A € K est valeur propre de u, si on a, Ker(u — AId) # {0} .

La définition précédente est en fait valable pour E' de dimension infinie.

Dire que A € K est valeur propre de u équivaut a dire qu'’il existe z € E\{0} tel
que u(x) = Az, ce qui revient aussi a dire que v — AId est non inversible puisque
FE est de dimension finie. On dit alors que x est un wvecteur propre de u associé a
la valeur propre X et que le sous-espace vectoriel Ey = Ker(u — A1d) de E est le
sous-espace propre associé a .

L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et noté Sp(u).

Un scalaire A € K est valeur propre de u € £(F) si, et seulement si, le polynome
caractéristique de u défini par x,(X) = det(X Id —u) est nul pour X = X. On a
donc Sp(u) = x; ' ({0}) = {X € K, det(AId —u) = 0} et c’est une partie finie de
K ayant au plus n éléments. Pour K = R, ce spectre peut étre vide.
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Définition

On dit que A dans K est valeur propre de A € M, (K) 8’1l existe un vecteur
non nul X dans K™ tel que AX = AX. On dit alors que X est un vecteur
propre de A associé a la valeur propre A et que le sous-espace vectoriel
de K", Ex = {X € K", AX = XX} (que l'on peut noter Ker(A—\I,,)) est
le sous-espace propre associé a \.

L’ensemble Sp(A) des valeurs propres de A est appelé le spectre de A et le polynome
caractéristique de A € M, (K) est défini par x4 (X) = det(X I, — A).

Définition

Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par u, s’il vérifie u(F') C F.

Lemme

Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, le polynome caracté-
ristique de la restriction de v a F' divise alors celui de u.

Théoréme

Si A € K est une valeur propre de v de multiplicité o en tant que racine du
polynoéme caractéristique de u, on a alors 1 < dim(Ker(u — )\Id)) < a.

Théoreme

Si Sp(u) = {A1,..., Ay}, les sous-espaces propres Ker(u — A\, Id), pour k
compris entre 1 et p, sont alors en somme directe.

21.2 Diagonalisation

Définition

Soient A et A" deux matrices carrées d’ordre n € N*. On dit que A et A’
sont semblables (ou que A est semblable & A’) ¢’il existe une matrice carrée
inversible P d’ordre n telle que A’ = P~1AP.
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Théoréme

Deux matrices semblables ont méme trace, méme déterminant, méme rang
et méme polynome caractéristique.

Définition

On dit que u est diagonalisable, s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est diagonale.

Définition

On dit qu’une matrice A € J,,(K) est diagonalisable, si elle est semblable
a une matrice diagonale.

La matrice A est donc diagonalisable si, et seulement si, il existe une matrice
diagonale D et une matrice inversible P telles que D = P~ 1 AP,

Théoréme

Si u a n valeurs propres distinctes dans K, il est alors diagonalisable.

Théoréme

Les conditions suivantes sont équivalentes :

— l’endomorphisme u est diagonalisable ;

p
— en notant Sp(u) = {A1,..., A}, ona E = @ Ker(u — A Id) ;
k=1

P
— en notant Sp(u) = {A1,..., Ay}, ona > dim(Ker(u — A 1d)) =n ;
k=1

— le polyndéme caractéristique de u est scindé sur K de racines deux a
deux distinctes A1,..., A, dans K, chaque Ay (1 < k < p) étant de
multiplicité aj = dim (Ker(u — A Id)).

21.3 Endomorphismes trigonalisables
Définition

On dit que u est trigonalisable, s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire.
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Définition

On dit qu'une matrice A € M, (K) est trigonalisable, si elle est semblable
a une matrice triangulaire.

Théoréme

L’endomorphisme u est trigonalisable sur K si, et seulement si, son poly-
noéme caractéristique est scindé sur K.

Corollaire

Sur C, tout endomorphisme u € Z(E) est trigonalisable.

Corollaire

Toute matrice A € M, (C) est trigonalisable.

Corollaire

Siu € L(F) est trigonalisable et si F' est un sous-espace vectoriel de E
stable par u, alors la restriction de u a I’ est aussi trigonalisable.

Corollaire

Si u € L(E) [resp. A € Mn(K)] est trigonalisable, alors la trace de u
[resp. de A] est égale a la somme des valeurs propres de u [resp. de A] et le
déterminant de u [resp. de A] est égal au produit des valeurs propres de u
[resp. de A].

21.4 Polynoémes d’endomorphismes, polynoéme
minimal

On définit les puissances successives de u par v’ = Id et v+ = u o u* pour
P

tout k € N, ce qui permet de définir, pour tout polynéme P(X) = > apX*
k=0

P
dans K[X], Pendomorphisme P(u), par P(u) = Y. aju®. On note naturellement
k=0

Klu] = {P(u) ; P € K[X]} et cet ensemble est un sous-espace vectoriel et un sous-
anneau commutatif de £ (F). Précisément, K[u| est une sous-algebre de £ (F) et
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pour ce qui est de la commutativité, on a pour tous P, dans K[X] :

(PQ) (u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) = (QP) (u).

On définit de maniere analogue la sous-algebre K[A] de J(,,(K) engendrée par une
matrice A € M, (K).

Si A € M, (K) est la matrice de u € £(F) dans une base %, alors P(A) est la
matrice de P(u) dans 9.

Définition

Soient P € K[X] non nul et v € L(E). On dit que P est un polynome
annulateur de u (ou que P annule u) si P(u) = 0.

Théoréme

Soit P € K[X]. Pour toute valeur propre A € Sp(u), P(\) est valeur propre
de P(u). Pour K = C, on a Sp(P(u)) = {P(\); X € Sp(u)}.

Corollaire

Soient P € K[X] non nul et v € £(F). Si P annule u, toute valeur propre
de u est racine de P.

L’espace vectoriel £(E) étant de dimension n?, la famille (uk) <2 st liée, ce

0<k
qui se traduit en disant qu’il existe un polynéme P non nul dans K[X] tel que
P(u) = 0. Il en résulte que l'ensemble I, = {P € K[X], P(u) = 0} n’est pas
réduit au polynéome nul. Cet ensemble qui est le noyau du morphisme d’anneaux
P — P(u) est un idéal de K[X]. L’anneau K[X] étant principal on peut donner la

définition suivante.
Définition

I, est appelé idéal annulateur de u. On appelle polynéme minimal de u
l'unique polynéme m, tel que I,, = m, - K[X].

On définit de maniere analogue 'idéal annulateur et le polynéme minimal d’une
matrice A € M, (K).

Si w a pour matrice A dans une base % de E, alors A et u ont méme idéal
annulateur et méme polynéme minimal.

Deux matrices semblables ont méme idéal annulateur et méme polynéme minimal.
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Théoréme

Les valeurs propres de u sont les racines de son polynéme minimal.

Théoréme

Dans le cas ou le polynéme minimal 7, est scindé sur K, le déterminant
de u est le produit des valeurs propres et la trace de u est la somme des
valeurs propres, ces dernieres étant comptées avec leurs multiplicités.

Lemme de décomposition des noyaux

Soient p un entier supérieur ou égal a 2, Py, ..., P, des polynémes non nuls

p
dans K[X] deux a deux premiers entre eux et P = [] Px.
k=1

P
On a Ker(P(u)) = @ Ker(Py(u)) et les projecteurs associés a cette dé-
k=1

composition sont des éléments de Klu).

p

En notant 7, = [] P,f ¥ la décomposition du polynéme minimal 7, en facteurs
k=1

irréductibles dans K[X], on déduit du lemme de décomposition des noyaux que

p
E =& Ker(P,f’“ (u))7 chaque sous-espace vectoriel Fj = Ker(P,f’“ (u)) étant
k=1

stable par u.

Théoréme de Cayley-Hamilton

Si x., est le polynéme caractéristique de u, on a alors x,(u) = 0.

Corollaire

Le polynéme minimal 7, divise le polynéme caractéristique y,,. On a donc
dim (K[u]) = deg(my,) < n.

S

Pour K = C, on a x,(X) = [] (X — \p)** avec a, € N* et les A\, deux a deux

k

distincts et 7, (X) = [ (X — \x)?* avec 1 < B, < .
k=1

1
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Dans le cas ou I'endomorphisme u est inversible, le théoreme de Cayley-Hamilton
n

nous donne un moyen de calculer I'inverse de u. En notant x,(X) = 3 a,X*, on
k=0

n

-1 _ _ 1 k—1
au Tt =—g- 3 aput
k=1
Le théoréme de Cayley-Hamilton permet également de calculer «” pour tout entier
n—1
p > n en fonction de Id,u,...,u" . Pour p = n, on a 4" = — apu® et pour
k=0

p > n la division euclidienne de XP? par x,, X? = Qx, + R avec deg(R) < n,
donne u? = R(u).

Pour la réduction des endomorphismes, on dispose des théoréemes suivants.

Théoréme

Les conditions suivantes sont équivalentes :

— l’endomorphisme u est diagonalisable ;
— il existe un polynéme annulateur de u scindé a racines simples dans K ;

— le polynéme minimal 7, est scindé a racines simples dans K.

Théoreme

Les conditions suivantes sont équivalentes :
— l’endomorphisme u est trigonalisable ;
— il existe un polyndéme annulateur de u qui est scindé sur K ;

— le polynéme minimal 7, est scindé sur K.

Définition

On dit que wu est nilpotent s'il existe un entier r > 1 tel que u"~! # 0 et
u” = 0. On dit que r est 'indice (ou I'ordre) de nilpotence de wu.

Définition
On dit qu'une matrice A € M, (K) est nilpotente s’il existe un entier r > 1

tel que A" # 0 et A" = 0. On dit que 7 est 'indice (ou 1'ordre) de
nilpotence de A.

11 est facile de vérifier que 0 est la seule valeur propre d’un endomorphisme [resp.
d’une matrice] nilpotent [resp. nilpotente].
L’indice de nilpotence d’un endomorphisme de F est au plus égal & dim(FE).
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Si u et v sont deux endomorphismes nilpotents qui commutent, leur somme u + v
est alors un endomorphisme nilpotent.

Théoreme

L’endomorphisme wu est nilpotent si, et seulement si, son polynéme carac-
téristique est égal a X™. Il est nilpotent d’indice > 1 si, et seulement si,
son polyndéme minimal est égal a X".

Du théoréme précédent, on déduit qu'un endomorphisme [resp. une matrice| nil-
potent [resp. nilpotente| est trigonalisable. Réciproquement, un endomorphisme
trigonalisable ayant 0 pour unique valeur propre est trigonalisable.

Théoréme

Si u est nilpotent, on a alors Tr(u¥) = 0 pour tout entier k& > 1. Pour
K = R ou K = C, 'endomorphisme u est nilpotent si, et seulement si, il
vérifie Tr (uk) = 0 pour tout entier k compris entre 1 et n.

21.5 Sous-espaces caractéristiques

T
Soit u € Z(F) dont le polynéme caractéristique s’écrit x,(X) = [ (X — A\x)**
k=1
avec ay € N* et les A\, € K deux a deux distincts. Le polynéme minimal de u
T

s’écrit alors m,(X) = [[ (X — \)?* avec 1 < B < a,.
k=1

Définition

Avec les notations qui précedent, on appelle sous-espaces caractéristiques
de wu les sous espaces vectoriels Ny, = Ker(u — A\ Id)* ou k € {1,...,r}.

Théoréme

K
Avec les notations qui précédent, on a E = € Ny, et pour tout k compris
k=1
entre 1 et r, on a :

1. Ny = Ker(u — A\ Id)#* ;

2. A\ est la seule valeur propre de la restriction de u a Ny, ;
3. dim(Ny) = oy, ;
4

. la restriction de u — Ax Id a Ny est nilpotente d’indice .
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Lemme

Avec les notations qui précedent, pour tout k compris entre 1 et r, le pro-
T
jecteur 7, de E sur Ny, parallelement & @ N; est un polyndme en wu.
j=1
Gtk

T
Les projecteurs 7y, de E sur Ny, parallelement & €@ N; sont les projecteurs spectraux

j=1
de u. Gk

Théoréme de Dunford

Soit v un endomorphisme de E dont le polynéme caractéristique est scindé
sur K. Il existe un unique couple (d,v) d’endomorphismes de E tel que d
soit diagonalisable, v soit nilpotent, d et v commutent et u = d + v.

Pratiquement la décomposition de Dunford d’un endomorphisme de E dont le

polynoéme caractéristique est scindé sur K passe par le calcul des projecteurs spec-

traux mp. Pour ce faire il suffit de disposer d’'un polynéme annulateur de u de
T

la forme P(X) = ] (X — \x)™™" avec my > By pour tout k compris entre 1 et

k=1
p ou les A\ sont les valeurs propres de u et [ est la multiplicité de A\ comme

racine du polynéme minimal (on peut prendre pour polynéme P le polynéme
caractéristique, ou mieux le polynéme minimal, de u). A partir de la décom-

P my
position en éléments simples P( X = = > ZW’ en posant pour k compris
k=1li=1
T
entre 1 et r, Qp(X) = Zaik (X = X\)™ 7", Pu(X) = H (X — ;)™ , on obtient
i=1 j=1
;ﬁ
P(1X) = Z = Qi X)mk et la décomposition de Bézout 1 = Z QP qui permet

=1
d’obtemr les projecteurs spectraux 7, = (QrPy) (u). On a alors u = d+ v avec
T

d= 3 Igmp et v=u—d.

k=1
La décomposition de Dunford d’un endomorphisme v de F dont le polynoéme
caractéristique est scindé sur K permet le calcul de ses puissances successives. En
effet comme d et v commutent, on peut utiliser la formule du binéme de Newton

pour écrire :
P
P\ ik —k
Vp=1, u? = (d P = d e,
D uP = (d+v) kgo (k) ow

Le calcul des puissances successives de I’endomorphisme d peut se faire dans une
base de diagonalisation ou en utilisant les propriétés des projecteurs pour écrire
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que : - p -
Vp>=1, dP = (ZAm) => Xom
k=1 k=1

et le calcul des puissances successives de I’endomorphisme nilpotent v s’arréte a
v7~1 oll ¢ est son indice de nilpotence.
On peut aussi calculer vP avec :
r P
Vp>1, P = (Z(u—)\kld)owk> = (u — A\ Id)? o 7.

k=1 k=1

3



Formes bilinéaires
et quadratiques

On notera K le corps de réels ou des complexes, en précisant quand cela sera
nécessaire s'’il s’agit de R ou C. Par scalaire on entend réel ou complexe.

On désigne par E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie ou non
et non réduit a {0}.

22.1 Formes bilinéaires

Définition
Une forme bilinéaire sur E est une application :

p: EXE — K
(,y) = o(z,y)

telle que pour tout & dans F Dapplication y — ¢(z,y) est linéaire et pour
tout y dans F l'application x — ¢(z,y) est linéaire.
Définition

On dit qu'une forme bilinéaire ¢ sur E est symétrique si o(y,x) = p(z,y)
pour tous z,y dans F.

Définition

On dit qu'une forme bilinéaire ¢ sur E est antisymétrique (ou alternée) si
o(y,x) = —¢(x,y) pour tous x,y dans E.

L’ensemble Bil(E) de toutes les formes bilinéaires sur E est un espace vectoriel.
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22.2 Expression matricielle des formes bilinéaires.

- _ o
On désigne par B = (€;),¢;<, une base de E. Tout vecteur x € E s'écrit de
n
maniére unique sous la forme x = ) z;e;. On associe a un tel x le vecteur
i=1
colonne X = (z;) € K".
Définition

La matrice d’une forme bilinéaire ¢ € Bil(E) dans une base B = (€;),¢;<,
de E est la matrice A = (p(e;, ¢;)) € My (K).

Théoréme

Soit ¢ une forme bilinéaire sur £ et A la matrice de ¢ dans la base %. Pour
tous vecteurs x,y dans F, on a ¢(z,y) = X AY.

Théoreme

Une application ¢ de F x E dans K est une forme bilinéaire sur F si, et
seulement si, il existe une matrice A = (a;;) dans Jl,(K) et des formes

linéaires /1, ..., ¢, linéairement indépendantes telles que :
V(z,y) €EXE, o(z,y)= > aili(z)l;(y).
1<i,jsn

L’application qui associe a une forme bilinéaire ¢ sur un espace vectoriel FE de di-
mension n sa matrice dans une base donnée de E réalise un isomorphisme de Bil(E)

sur Pespace /M, (K) des matrices carrées d’ordre n, donc dimg (Bil(E)) = n?.

Théoréme

Une forme bilinéaire ¢ sur F est symétrique [resp. alternée] si, et seulement
si, sa matrice A dans une quelconque base B de F est symétrique [resp.
alternée].

Théoréme

Soient 9B et By deux bases de E et P la matrice de passage de B a Bo.
Si Ay et As sont les matrices d’une forme bilinéaire ¢ sur E dans les bases
PB1 et By respectivement, on a alors Ay = PT A, P.
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Définition
Le discriminant dans une base B = (€;),,<,, de E d’une forme bilinéaire ¢
X<

est le déterminant de la matrice A = (p(e;, ;) € My, (K) de ¢ dans cette
base. On le note Ag(¢p).

Si B et By sont deux bases de E et P la matrice de passage de %B1 a PBo, on a
alors pour toute forme bilinéaire ¢ sur E, Ag, (@) = (det(P))zAgg1 ().

22.3 Formes quadratiques

Définition

On appelle forme quadratique sur E une application ¢ définie de F dans K
par g(x) = ¢(x,x) pour tout € E, ou ¢ est une forme bilinéaire.

L’ensemble Q(F) des formes quadratiques sur F est un espace vectoriel.

Théoréme

Si g est une forme quadratique sur FE, il existe alors une unique forme
bilinéaire symétrique ¢ telle que g(z) = ¢(x, x) pour tout x € E.
Définition

Avec les notations du théoréme qui précede, on dit que ¢ est la forme polaire

de la forme quadratique q.

On a les expressions suivantes de cette forme polaire :

gz t+y) —qlx) —qly)  qlxz+y) —ql@—y)
p(r,y) = 5 = 7

Pour tout scalaire A et tout vecteur z, on a :
4(\z) = p(Az, Ax) = Np(z, ) = Nq()

ce qui se traduit en disant que ¢ est une fonction homogene de degré 2.
L’application qui associe a une forme quadratique g sa forme polaire ¢ réalise
un isomorphisme d’espaces vectoriels de Q(F) sur lespace Bils(E) des formes
bilinéaires symétriques sur E. Donc Q(FE) est de dimension %

Dans le cas des espaces vectoriels de dimension finie on peut utiliser les matrices
pour définir les formes quadratiques.
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Définition

Soit F un espace vectoriel de dimension n et % une base de E. Si q est une
forme quadratique sur E de forme polaire ¢, on dit alors que la matrice
de ¢ dans la base 9B est la matrice de g dans cette base.

22.4 Théoréme de réduction de Gauss

On note B = (ei)1<i<n une base de F et pour tout vecteur z de E, x1,...,2,
n

désignent les coordonnées de x dans cette base, soit © = Y wz;e;. On associe
i=1

toujours a ce vecteur x de E le vecteur colonne X = (z;),,,, dans K".
XY

Théoréme de réduction de Gauss

Pour toute forme quadratique g # 0 sur F, il existe un entier p compris entre
1 et n, des scalaires non nuls Ay,..., A, et des formes linéaires ¢1,...,¢,

P
indépendantes dans E* tels que g(x) = Y A;¢5(z) pour tout = € E.
j=1

Pour la suite de ce paragraphe, g désigne une forme quadratique non nulle sur F

p

et g = > )\j@ une réduction de Gauss de cette forme quadratique ou p est un
j=1

entier compris entre 1 et n, Aj,..., A, sont des scalaires non nuls et ¢, ..., ¢, des

formes linéaires indépendantes. On notera ¢ la forme polaire de gq.

Théoreme

Avec les notations qui précedent, la forme polaire ¢ de ¢ est définie par :

V(z,y) € EXE, ¢o(z,y) = Z/\jfj(z)ﬂj(y)-

Théoreme

Etant donné une base (£;), <i<n de l'espace vectoriel £ des formes linéaires
sur E, il existe une base (fi),;¢,, de E telle que £;(f;) = d;; pour tous i, j

compris entre 1 et n.

Dans la situation du théoréme précédent, on dit que (¢;), <i<n oSt la base duale de
(fi)lgign ou que (fi)lgign est la base anté-duale de (éi)lgién'
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Théoréme

Avec les notations qui précedent, il existe une base (f;), <i<n de E dans

M 0 - 0
: : 0 X :
laquelle la matrice de g est diagonale de la forme
: w0
0 -+ 0 M\,

(les p premiers \; sont non nuls et les suivants sont nuls).

Une telle base (fi)lgign est dite orthogonale pour la forme quadratique gq.

Corollaire

Si A est une matrice symétrique d’ordre n a coefficients dans K, il existe
alors une matrice inversible P telle que la matrice PT AP soit diagonale.

22.5 Orthogonalité, noyau et rang

Pour ce paragraphe, ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E et ¢ la forme
quadratique associée.

Définition

On dit que deux vecteurs z,y de E sont orthogonaux relativement a ¢ si

o(x,y) = 0.

Définition

Si X est une partie non vide E, 'orthogonal de X relativement a ¢ est
le sous-ensemble de E formé des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs
de X.

L’orthogonal d’une partie non vide X de E est notée X+ et on a :

Xt={yeE VzeX, gx,y)=0}.

Pour X = {0}, ona X+ = E.
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Théoréme

Soient X et Y deux parties non vide de E.
— X est un sous-espace vectoriel de E, X C (XL)L.
— SiXcY,alors Yt c X1

Définition

On dit qu'un vecteur x de E est isotrope relativement a ¢ s’il est orthogonal
a lui méme.

Définition

L’ensemble des vecteurs isotropes de F, relativement a ¢, est le cone iso-
trope de .

Définition

Le noyau de ¢ est I'orthogonal de E.

En notant Ker(p) le noyau de ¢, on a Ker(p) = E* et ce noyau est un sous-espace

vectoriel de E. On dit aussi que Ker(p) est le noyau de la forme quadratique ¢ et
on le note alors Ker(q).

Lemme

Le noyau de ¢ est contenu dans son cone isotrope.

Théoréme

Soient B = (ei)lgign une base de E, A la matrice de la forme bilinéaire ¢
dans la base 9B et u 'endomorphisme de E de matrice A dans la base 9.
On a Ker(p) = Ker(u).

On retiendra qu’en dimension finie, le noyau de ¢ se calcule en résolvant le systéme
AX =0.
Définition

On dit que la forme bilinéaire symétrique ¢ (ou de maniére équivalente la
forme quadratique q) est non dégénérée si son noyau est réduit a {0}.
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Une forme bilinéaire symétrique est non dégénérée si, et seulement si, sa matrice
dans une quelconque base de E est inversible, ce qui équivaut a dire que son
déterminant est non nul.

Définition

Le rang de ¢ (ou de q) est entier rg(q) = n — dim (Ker(q)).

Le rang d’une forme quadratique est égal a celui de sa matrice dans une quelconque
base.

Pour la suite de ce paragraphe, ¢ désigne une forme quadratique non nulle sur
P

un espace vectoriel F de dimension n et ¢ = > /\j@ la réduction de Gauss de
j=1

cette forme quadratique oll p est un entier compris entre 1 et n, Aq,..., A, sont

des scalaires non nuls et /¢q,..., ¢, des formes linéaires indépendantes. La forme

P
polaire de ¢ est définie par p(x,y) = > Nl (x)l;(y).
j=1

Théoréme

Avec les notations qui précedent, on a rg(q) = p et :
Ker(q) = {:L' €EE, li(z) =" =Ly(x) = O}.

Dans le cas ou p = n, la forme ¢ est non dégénérée et une telle base g-orthogonale
se calcule en résolvant les n systémes linéaires :
lsii=j .
i(f:) = < <
El(fJ) { 0812#] (1\27]\71)

ce qui revient & inverser la matrice Q = (o) ol les ay; sont définis par

1<i,j<n’
li(x) = apnxy + - + anay, (les £; étant exprimés dans une base de E).
Dans le cas ou 1 < p < n—1, on détermine tout d’abord une base (fp+1,. .., fn)

du noyau de ¢ en résolvant le systéme linéaire de p équations a n inconnues :
i(z) =0 (1<i<p).
Ces vecteurs sont deux a deux orthogonaux puisque orthogonaux a tout vecteur
de E. Il suffit ensuite de résoudre les p systémes linéaires :
lsii=j o
(£ = 8. = < <
gl(fj) 51] { OSii#j (1\Zaj \p)

ce qui fournit une famille g-orthogonale (fi, ..., f,) formée de vecteurs non nuls.
La famille ( fi)lgign est alors une base g-orthogonale de E. Dans la pratique, on
résout d’abord le systéme :

gl(.’b) = bl,...,gp(l') = bp
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ou b = (b1,...,b,) est un élément quelconque de KP. La valeur b = 0 nous
donne une base du noyau de ¢, puis les valeurs successives b = (1,0,...,0),
b=1(0,1,0,...,0),...,b = (0,...,0,1) nous permettent de déterminer des vec-

teurs fi,..., fp.

22.6 Signature d’une forme quadratique réelle en
dimension finie
q est une forme quadratique non nulle et on note ¢ sa forme polaire.
Théoréme

Il existe un unique couple (s,t) d’entiers naturels tel que pour toute base
(€i); <i<n de E qui est orthogonale relativement a ¢, le nombre de vecteurs
e; tels que g(e;) > 0 est égal a s et le nombre de vecteurs e; tels que g(e;) < 0
est égal a t. De plus, on a s+t = rg(q).

Définition

Le couple (s, t) d’entiers naturels défini par le théoréme précédent est appelé
signature de q et on le note sgn(q).

Une forme quadratique ¢ est de signature (s, t) si, et seulement si, elle admet une

S s+t
réduction de Gauss de la forme ¢ = ) )\J[? - > )\jéf, ou les A; sont tous
j=1 j=s+1

strictement positifs (pour s = 0 la premiére somme n’existe pas et s = n c’est la
deuxiéme qui n’existe pas).
En définissant les formes linéaires L; par L;(z) = £;(1/A;z), on a la décomposition

s s+t
q=> L? - > L? et a cette décomposition est associée une base g-orthogonale
j=1

j=s+1
I, 0 0
de F dans laquelle la matrice de g est D= | 0 —1I; 0 |, ou I, est la matrice
0 0 O

identité d’ordre 7. Les blocs diagonaux I, —1I; ou 0 n’existent passi s =0, s =n
ous-+1t=n.
Définition

On dit que la forme bilinéaire symétrique ¢ (ou de maniére équivalente la
forme quadratique q) est positive [resp. définie positive] si g(x) = 0 [resp.
q(x) > 0] pour tout = dans E [resp. dans E\{0}].
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Une forme quadratique non nulle est positive [resp. définie positive] si, et seulement
si, sa signature est (s,0) [resp. (n,0)] ot s est compris entre 1 et n.

On définit de maniére analogue les formes quadratiques négative [resp. définie
négative] et une forme quadratique non nulle est négative [resp. définie positive]
si, et seulement si, sa signature est (0,t) [resp. (0, n)] avec t compris entre 1 et n.

N P
A partir d’une réduction de Gauss, ¢ = > /\J[?’ on déduit que ¢ est positive [resp.
j=1
définie positive] si, et seulement si, tous les A; sont strictement positifs [resp. p =n

et tous les \; sont strictement positifs|.

Lemme

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. La restriction de q & F' est non dégé-
nérée si, et seulement si, on a F'N F+ = {0}.

Lemme

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Si la restriction de ¢ a F' est non
dégénérée, on a alors £ = F @ F+.

Théoréme

En désignant par P [resp. N 'ensemble de tous les sous-espaces vectoriels F'
de E tels que la restriction de ¢ a F soit définie positive [resp. définie
négative] (P ou N peut étre vide), la signature (s,t) de g est donnée par :

{05195(0 . {OSiJV(/)
s = g . e = . .
r}lggdlm(F) siP £ r}glgﬁf(dlm(F) siN #£ 0

Théoréme

Soit ¢ une forme quadratique non nulle sur un espace vectoriel réel E de
dimension n de matrice A = (a;;) dans une base (€;);¢;¢,- La forme ¢ est
définie positive si, et seulement si, tous les mineurs principaux de A sont
strictement positifs.

22.7 Quadriques dans R" ou C"

Pour n > 2, on munit K" de sa base canonique et les coordonnées d’un vecteur X
de K" sont notées x1,...,x,. Pour n = 2 [resp. n = 3] et K = R les coordonnées
seront notées x,y [resp. ., vy, z].
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Définition
On appelle quadrique dans K™ toute partie € de K™ définie par :
n n
G = {XGK", Eaiixf—&—Q Z Qi TiT5 + Zbil‘i—‘rC:O}
i=1 1<i<j<n =1
ol ¢, les a;; et les b; sont des scalaires avec (@11, ..., Gnpn) # 0.

On dit aussi que 6 est la courbe d’équation :

n n

P(X): Zaiixf+2 Z aijxixj+2bixi+c:0

i=1 1<i<j<n i=1
dans la base canonique. On notera aussi € = P~ {0} ot P est une fonction
polynomiale de degré 2 sur K”. Une telle courbe peut étre vide comme le montre
I'exemple de P(X) = 22 + y? + 1 dans R2. Le polynoéme P sécrit P = ¢+ { +c,
ou ¢ est une forme quadratique, £ une forme linéaire et ¢ une constante.

Définition

On dit que la quadrique € = P~1{0} est a centre s'il existe un unique
élément X dans K™ tel que P(X + Xj) = ¢(X) + d pour tout X dans K",
ol d est une constante.

Théoréme

La quadrique € = P~! {0} est & centre si, et seulement si, la forme qua-
dratique ¢ est non dégénérée.

Le systeéme linéaire permettant de déterminer le centre, quand il est unique, est
n
donné par : 2 3" aj;x; +b; =0 (1 <i<n).
j=1
Dans R?, une quadrique a une équation de la forme ax?+2bzy+cy?+dz+ey+f =0
et dans une base adaptée, une quadrique de R? a une équation de I'une des formes
suivantes : 22 +y? =B 22—y =a;drtey+f=0;22 =a;ax’+y+ f =0.



Espaces
préhilbertiens

On désigne par E un espace vectoriel réel non réduit a {0}.

23.1 Produit scalaire

Définition
On dit qu'une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E est :

— positive si (x,x) = 0 pour tout x dans F ;

— définie si pour x dans E 1'égalité o(x,2) = 0 équivaut a x = 0.

Définition

On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie
positive. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel réel muni d’'un
produit scalaire. Un espace préhilbertien de dimension finie est dit euclidien.

Dans le cas ot E est un espace euclidien, on peut aussi dire qu’'un produit scalaire
sur E est la forme polaire d’une forme quadratique de signature (n,0). On notera
(z,y) — (x| y) quand il n’y a pas d’ambiguité un tel produit scalaire et pour

y = x, on note ||z|| = /(z|x).
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Théoréme

Pour tous x,y dans E on a :

2 2 2 2 2
_ Nz yll” = Nl = Mlyll” _ lle+yll” = llz -yl
2 4

(| y)
2 2 2 2
lz + yll* + Iz — yll* = 2 (=11 + ly)*) -

La deuxieme identité est 1’égalité du parallélogramme. Elle est caractéristique des
produits scalaires dans le sens ou une norme est déduite d’un produit scalaire si,
et seulement si, elle vérifie I'identité du parallélogramme.
Dans tout ce qui suit F désigne un espace préhilbertien.

Théoréme de Cauchy-Schwarz

Pour tous x,y dans E on a [(z | y)| < ||z| |ly[|, I'égalité étant réalisée si, et
seulement si, x et y sont liés.

Sur R™ muni du produit scalaire canonique, I'inégalité de Cauchy-Schwarz prend
la forme suivante : 2 n n
() (£0).
k=1 k=1

Dans l'espace € ([a, b], R) des fonctions continues de [a, b] dans R muni du produit
scalaire (f,g) — f:f(t)g(t) dt, 'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

(JP gy ar)” < 272w def g (b dt.

Théoréme de Minkowski

n
E TrYk
k=1

Pour tous z,y dans £ on a [z + y| < [|z| + [ly[|, 'égalité étant réalisée si,
et seulement si, z = 0 ou x # 0 et y = Az avec A > 0 (on dit que z et y
sont positivement liés).

L’inégalité de Minkowski ajoutée aux propriétés de positivité (Has|| > 0 pour tout
z # 0) et d’homogénéité (|[Az| = |A]|lz|| pour tout réel X et tout vecteur z) se

traduit en disant que l'application  +— ||z| = /(x|z) définit une norme sur E.
De cette inégalité, on déduit I'inégalité suivante :

V(z,y) € B, |lz] — llylll < llz +y].
Par récurrence, on montre facilement que pour tous vecteurs x1,...,xp,, on a :

[+ -+ @pll <l 4 -+ [l2p] -
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Sur R™ muni du produit scalaire canonique, 'inégalité de Minkowski prend la
forme suivante : po 5 o -
\/E (zk + Yk) <\/Z mi+\/2 Yi-
k=1 k=1 k=1

Dans l'espace 6° ([a b], R) es fonctions continues de [a, b] dans R muni du produit

scalaire (f,g) — f f(®)g(t) dt, 'inégalité de Minkowski s’écrit :

VPG +g(t>>2 at < /[0 F2() dt+ 4/ [Pg2(t) dt

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous dit que pour tous vecteurs w et v non nuls
dans F,ona —1 < % < 1, ce qui implique qu’il existe un unique réel 6 € [0, 7]

tel que (u | v) = cos(d) ||u]| |v].
Définition

Le réel 0 est la mesure dans [0,7] de 'angle géométrique (ou angle non
orienté) que font les vecteurs u et v dans E\{0}.

On note (u,v) cette mesure et on a (u,v) = arccos(W) [0, 7].
Pour 6 € {0, 7}, les vecteurs u et v sont liés et pour § = 7, ils sont orthogonaux.
De maniére générale, on a |ju+ v||> = [Jul|* + 2 cos(0) ||ul| [v]] + [[v]|*, ot @ est la
mesure dans [0, 7] de I'angle que font les vecteurs non nuls u et v.

Si A\, u sont deux réels strictement positifs, on a alors (Au, pv) = (u,v), ce qui
permet de définir la mesure dans [0, 7] de 'angle géométrique de deux demi-droites
Ay = Rtuy et Ay = RTuy par (A, Ag) = (ug,us), ol up est un vecteur directeur
de A; et uy un vecteur directeur de As.

On a:

— (A1, As) =0 si, et seulement si, A; = Ay ;

— (A1, Aq) = 7 si, et seulement si, A = —As (A et Ay sont opposées) ;

— (A1,A9) = g si, et seulement si, A; et Ay sont orthogonales (voir le para-

graphe suivant).

23.2 Orthogonalité

Définition

On dit que deux vecteurs x et y appartenant a E sont orthogonauz s’ils
vérifient (z | y) = 0.
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Théoréme de Pythagore

Les vecteurs x et y sont orthogonaux dans E si, et seulement si, on a :

2 2 2
Iz +ylI™ = ll=[I” + [lyll

On déduit par recurrence sur p 2, que si 1,...,7, sont deux a deux orthogo-
P
naux, on a alors Z“Lk = Z HazkHQ
k=1 k=1

Définition

On appelle famille orthogonale dans E toute famille (e;),.; de vecteurs
de E telle que (e; | ej) = 0 pour tous ¢ # j dans I. Si de plus ||e;|| = 1 pour
tout ¢ € I, on dit alors que cette famille est orthonormée ou orthonormale.
Définition

L’orthogonal d’'une partie non vide X de E est ’ensemble :

={yeE VzeX, (z|y)=0}.
X est un sous-espace vectoriel de E.
Théoréme

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

La famille {cos(nt), sin(mt) ; (n,m) € Nx N*} est orthogonale dans I'espace vec-
toriel F des fonctions continues et 2m-périodiques sur R muni du produit scalaire
(f,9)—= {19 f_ t)dt. On en déduit que la famille de fonctions :

{\/%} U {# cos(nt) ; n € N*} U {# sin(mt) ; m € N*}
est orthonormée dans %. Pour tout n € N*, la famille :

{m} {cos(yt)71<j<n}u{%;1<k<n}

est une base orthonormée de ’espace &,, des polyndémes trigonométriques de degré
inférieur ou égal a n.
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23.3 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Pour toute famille libre (xi)lgigp dans E, il existe une unique famille or-

thonormée (e;), ¢;¢, dans E telle que :

Vect{ey,...,ext = Vect{x1,...,xp};
Vk e {l,...,p},
{0} {(xk|ek>>0.

La construction d’une famille orthonormée (e;); ,<, peut se faire en utilisant l'al-

Y1 =171, €1 = Hyll‘lyl;
gorithme suivant : k=1
yr = — 3 (vn | ej) e, en =7 fe. (k=2,....p).
=1 '

Le calcul de ||yx|| peut étre simplifié en écrivant que :

2 2 S 2
lyel™ = llzel”™ - -21 (zr | €5)"
]:

Les (xy | e;) étant déja calculés (pour obtenir yy), il suffit donc de calculer [N
Corollaire

Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie ou infinie dénombrable
de F, il existe alors une base orthonormée pour F'.

Si E est un espace euclidien de dimension finie et 9B = (e;),,,, une base ortho-
X=X
n n
normée de E, alors tout vecteur z € E s’écrit © = Y (v | ex)er = Y. wrey et on

k=1 k=1
a pour tous vecteurs z,y dans F, en notant X la matrice de = dans la base % :
n

(@ly) =3 (z]en) (] ex) :Ey _XTy

2 n 2 ]flg
et [[z]|” = > (z|ex)” = > %
k=1 k=1
Théoréme

Soient £ un espace euclidien de dimension n > 1, % = (ei)lgign et
B’ = (€})1<i<n deux bases orthonormées de E. La matrice de passage P

de B & B’ est telle que P~ = PT. En particulier, on a det(P) = +1.

Définition
On appelle matrice orthogonale toute matrice réelle d’ordre n inversible
telle que P~1 = PT.
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La matrice de passage d’une base orthonormée 9% de E a une autre base ortho-
normée %’ est une matrice orthogonale et réciproquement une telle matrice est la
matrice de passage d’une base orthonormée de F a une autre.

23.4 Adjoint d’un endomorphisme

(E,(-])) est un espace euclidien de dimension n.

Lemme

Pour toute forme linéaire ¢ sur F, il existe un unique vecteur a € F tel que
{(x) = (x| a) pour tout = € E.

Théoréme

Pour tout endomorphisme u € £(FE), il existe un unique endomorphisme
u* € £(E) tel que (u(z) | y) = (x| u*(y)) pour tous z,y dans E.

Définition

Avec les notations du théoreme précédent, on dit que u* est 'adjoint de u.

Théoreme

Soient B = (€;),¢;<, une base de E et la matrice G = ((ei | e)). Si
u € £(F) a pour matrice A dans la base %, alors la matrice de u* dans %
est B =G 'ATG. Dans le cas ot la base & est orthonormée, ona B = AT.

Sachant qu’une matrice et sa transposée ont méme déterminant, on déduit du
théoreme précédent que pour tout u € L(F), on a det(u*) = det(u).

Théoréme
Pour tous endomorphismes w, v dans £(F), on a :
— Mu+v) =xur+v*; (W) =u; (uow) =vrou*;
— si u € GL(E), alors u* € GL(E) et (u*)™' = (u‘l)* ;
— Ker(u) = (Im(u))" et Im(u*) = (Ker(w)) " ; rg(u”) = rg(u) ;

— si F est un sous-espace vectoriel de F stable par u, alors F- est stable
par u*.
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23.5 Projection orthogonale sur un sous-espace
de dimension finie

(E7 (| )) est toujours un espace préhilbertien de dimension finie ou non et pour
toute partie non vide F de F, on note d(z, F) = inlfm |l — z|| la distance de = a F.
ze

Théoréme de projection orthogonale

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E non réduit & {0}.
Pour tout vecteur x € E, il existe un unique vecteur y dans F' tel que
lz —y|| = d(z, F). Ce vecteur est également 'unique vecteur appartenant
a F tel que z—y € F. Son expression dans une base orthonormée (ei)lgz’gn

n
de F est donnée par y = > (x| ex) ek et on a :
k=1

lz = ylI* = llz)* = lyll* = lell* = 3 (2| ex)’ (23.1)

Si x est un vecteur de E, alors le vecteur y de F' qui lui est associé dans le théoréme
précédent est la meilleure approximation de  dans F. On dit aussi que y est la
projection orthogonale de x sur F. On note y = pp(x) et on a :

(y =pr(z) & (yeFetx—yeFJ‘) & (yeFet |lz—y|=dF)).

Dans une base orthonormée de F', une expression de pg est :

n

Vo € E, pr(x) = ) (7| ex) ek
=1

Définition

Avec les notations et hypotheses précédentes, I'application pr est la projec-
tion orthogonale de E sur F'.

pr est un projecteur.
Si D = Ra est une droite vectorielle, on a alors pp(z) = %a pour tout =z € F.

Pour F euclidien et H hyperplan orthogonal a la droite D = Ra, on a, pour tout

z€FE, pyx)=z— T{Z‘ﬁga

De T'inégalité (23.1), on déduit que pour tout vecteur z € E, on a :
2 n 2 2
pr@If* = 3= @l e < ol

Cette inégalité est 1'inégalité de Bessel.
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Si (€i)1<i<, €St une base (non nécessairement orthonormée) de F', alors la pro-

n

jection orthogonale d’un vecteur « de E sur F est le vecteur y = Y y;e;, ou les
j=1

composantes y;, pour j compris entre 1 et n, sont solutions du systeme linéaire :

(z—yle)=0 (1<i<n)

soit : n .
> fele)y=(rle) (1<i<n).
j=

Ce systeme est appelé systeme d’équations normales.

Sur I’espace vectoriel F des fonctions continues et 2m-périodiques muni du produit
scalaire (f,g) — (f|g) f f(@)g(x)dz, la meilleure approximation, pour la
norme déduite de ce produit scalalre d une fonction f € F par un polyndéme
trigonométrique de degré inférieur ou égal a n est donnée par :

<f‘¢c§7>m+z< %) & +Z<
& leohat 35 (Fladatd 3 (s

Sn(f)

*) %

ol ¢, : & — cos(kx) pour k > 0 et s; : @ — sin(kx) pour k > 1. Soit :

Su(f)(z) = 22 4 émf) cos(kz) + 3" by(f) sin(kz)

=1
ou les ay(f) et bi(f) sont les coefficients de Fourier trigonométriques de f définis

par :
=L [T f(t)cos(kt)dt et bp(f) =L [T_f(t)sin(kt)dt.

L’opérateur S, de projection orthogonale de F sur 1’espace P, des polyndomes
trigonométriques de degré inférieur ou égal a n est I'opérateur de Fourier.
La série ag(f) + > (an(f) cos(nz) + b, (f) sin(nz)) est la série de Fourier de f.

L’inégalité de Bessel s’écrit :

2 n 2 n 2
o)+ S+ S U] #) <
ou encore : n 1
95+ 3 (@ () + 01 () < LSS

N|—=

La série numérique a3 (f) +

> (aZ(f) +bi(f)) converge avec :

A4 5 (@0 + ) <

3 |~

JT_f2(t)dt  (inégalité de Bessel).
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On peut monter qu’on a fait I’égalité (théoréme de Parseval).

De l'inégalité de Bessel, on déduit que ll)rf an(f) = Erf bn(f) = 0 (théoreme

de Riemann-Lebesgue).
Corollaire

Pour tout sous-espace vectoriel F' de dimension finie de E ona E = F@F+
et (FL)L =F.

Pour E de dimension finie, on a dim(E) = dim(F) + dim (F*).
Théoréme

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.
— Pour z € E, on a z € F si, et seulement si, pp(z) = .

— DF ©°PF = PF-
— La projection orthogonale pr de E sur F' est une application linéaire
surjective de E sur F'.

— Le noyau de pp est F'*.

— Pour tous z,y dans E, on a :
(pr(@) |y) = (x| pr(y)) = (pr(z) | PF(Y))-
(on dit que pr est auto-adjoint).
— Pour F de dimension finie, on a pp + ppr = Id.

— Pour E de dimension finie, on a pp o ppr = ppr opp = 0.

Théoréme

Soit p un projecteur d’un espace euclidien F. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— p est un projecteur orthogonal ;

— pour tous z,y dans E, on a : (p(z) | y) = (x| p(y)) ;
— pour tout z € E, on a ||p(z)|| < [z

23.6 Symétries orthogonales dans les espaces
euclidiens

FE est un espace euclidien de dimension n.
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Définition

Si F est un sous-espace vectoriel de E, la symétrie orthogonale par rapport
a F est application définie sur F par :

Ve € E, sp(x) =prp(z) —pre(x).

Comme pg et ppi, Papplication sp est linéaire. Elle est aussi définie par :

Ve € E, sp(x) =2pp(x) —x =x — 2pp. ().

Si D = Ra est une droite vectorielle, on a alors :

(z]a)

2
lall

sp(x) =2pp(z) —xz =2

Si H = (]Ra)J‘ est un hyperplan, on a alors :

Définition

On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan
et demi-tour ou retournement une symétrie orthogonale par rapport a une
droite.

Théoréme

Soit F' un sous espace vectoriel de E.

Pour z € E, on a x € F si, et seulement si, sp(z) = z et 2 € F* si,
et seulement si, sp(x) = —z.

sposp =1Id (on dit que sg est une involution). Une symétrie ortho-
gonale est donc un automorphisme de E avec s}l = Sp.

Pour tous z,y dans E, on a (sp(z) | y) = (x| sp(y)) (s est auto-
adjoint).

Pour tous z,y dans E, on a (sp(z) | sp(y)) = (x| y) (sp est une
isométrie).

Onasp+spr=0et sSpospL =sp1Losp =—1d.

Si F est de dimension p € {1,...,n— 1}, il existe alors une base

orthonormée de E dans laquelle la matrice de sg est (Ié” B IO )
n—p

et on a det(sp) = (=1)""7.
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23.7 Les endomorphismes symétriques réels

Théoreme

Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle A sont toutes réelles.

Pour ce paragraphe, (E, (-] >) est un espace réel euclidien de dimension n > 1.
Un endomorphisme u € £(FE) est dit symétrique (ou autoadjoint)si :

V(z,y) € ExE, <u(x) | y> = <:L | u(y)>

Un endomorphisme u € £(F) est symétrique si, et seulement si, pour toute base
orthonormée 9B de E la matrice A de u dans % est symétrique.

On note S(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques de E et S, (R) len-
semble des matrices symétriques réelles.

Théoréme spectral

Un endomorphisme symétrique réel u € S(E) a n valeurs propres réelles
distinctes ou confondues et se diagonalise dans une base orthonormée.

Définition

Une matrice orthogonale est une matrice réelle A € UM, (R) qui vérifie
ATA = AAT = I,,.

Il revient au méme de dire qu’une matrice orthogonale est une matrice inversible
A d’inverse AT ou que ses colonnes forment une base orthonormée de R™ muni de
sa structure euclidienne canonique.

On note 6,,(R) ensemble des matrices orthogonales.

Théoreme

Pour toute matrice A dans 0,(R), on a det(4) = £1 et 6,(R) est un
sous-groupe de GL, (R).

Corollaire

Toute matrice symétrique réelle A € S, (R) se diagonalise dans une base
orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe une matrice orthogonale P € O, (R)
et une matrice diagonale D telles que PT AP soit diagonale.
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Définition

Un endomorphisme u € £ (F) est dit symétrique positif [resp. défini positif)
sil est symétrique avec (z | u(x)) > 0 pour tout z € E [resp. (z | u(x)) >0
pour tout = € E\{0}].

On note 8T (FE) [resp. STT(FE)| 'ensemble des endomorphismes symétriques po-
sitifs [resp. définis positifs| de E. Si u € 8*(E) [resp. u € STT(E)] a pour
matrice A dans une base orthonormée, en désignant par X le vecteur colonne
constitué des coordonnées de x € E dans cette base, on a pour tout X € R,
(X |AX) = (x| u(z)) > 0 [resp. (X | AX) = (x | u(x)) > 0], ce qui nous

conduit a la définition suivante.
Définition
Une matrice A € M, (R) est dite symétrique positive [resp. définie positive]

si elle est symétrique avec (z | Az) > 0 pour tout z € R” [resp. (z | Az) >0
pour tout = € R™\{0}].

Une matrice symétrique positive [resp. définie positive] définit donc dans la base
canonique un endomorphisme symétrique positif [resp. défini positif].

On note 8,7 (R) [resp. §;77(R)] 'ensemble des matrices symétriques positives [resp.
définies positives].

Le théoréme spectral nous permet de caractériser les endomorphismes symétriques
positifs [resp. définis positifs].

Théoréme

Soit u € 8(E). On a u € ST(E) [resp. u € §TT(E)] si, et seulement si,
toutes ses valeurs propres sont positives [resp. strictement positives].

Siue ST(E) [resp. u € STH(E)], on a det(u) = J] Ax = 0 [resp. det(u) > 0], ou
k=1

les \x sont les valeurs propres distinctes ou confondues de u. De méme, pour tout

A€ 8 (R) [resp. A € 8;T(R)], on a det(A) = 0 [resp. det(A4) > 0].

Corollaire

Soit A € Jl,,(R).
Alors A est dans S;F(R) si, et seulement si, il existe B € Jl,(R) telle que
A=B"B.

L’utilisation des mineurs principaux nous permet de savoir si un endomorphisme
ou une matrice symétrique est défini [resp. définie] positif [resp. positive] ou non.
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On rappelle que si A = (aij)l@,j@t € JM,(R), ses mineurs principaux sont les

déterminants des matrices extraites Ay = (ai;),.. .., oU k est un entier compris
J71<14,5<k

entre 1 et n.

Théoréme

Une matrice symétrique est définie positive si, et seulement si, tous ses
mineurs principaux sont strictement positifs.

Théoréme

Soit u € §(E) de matrice A = (aij), ¢, j<,, € Sn(R) dans une base ortho-
normée B = (e;), <i<n - L'endomorphisme symétrique u est défini positif si,
et seulement si, tous les mineurs principaux de A sont strictement positifs.

23.8 Isométries vectorielles

FE est un espace préhilbertien.
Définition

Une isométrie (ou application orthogonale) est une application u : E — E
qui conserve le produit scalaire, c’est-a-dire telle que :

V(z,y) € Ex E, (u(@)|u(y)) = (z|y).

On note O(F) I'ensemble des isométries de E.

Une isométrie conserve l'orthogonalité, c¢’est-a-dire que pour z,y dans E, on a :

(@]y)=0= (u(@) | uly)) =0
mais une application qui conserve 'orthogonalité n’est pas nécessairement une
isométrie.
Théoréme

Une application u : E — FE est une isométrie si, et seulement si, elle est
linéaire et conserve la norme, c’est-a-dire que :

Vo € E, ||u(z)| = ||l=||.
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Théoréme

Si E est un espace euclidien (donc de dimension finie), alors une isométrie
est un automorphisme de E et O(F) est un sous-groupe de GL(E).

On dit, pour E de dimension finie, que O(F) est le groupe orthogonal de E.

Théoréme

Soit u une isométrie de I'espace préhilbertien E. Si F' est un sous-espace
vectoriel de E de dimension finie stable par u, alors son orthogonal F* est
aussi stable par u.

Théoréme

Soient E un espace euclidien, % = (e;), ;,, une base orthonormée de E et
u une application linéaire de E dans F. L’application u est une isométrie

si, et seulement si, elle transforme 9% en une base orthonormée de E.

Théoréme

Soient E un espace euclidien, & = (e;), <i<n une base orthonormée de E et
u une application linéaire de E' dans E de matrice A dans 9. L’application

u est une isométrie si, et seulement si, la matrice A est orthogonale.

Corollaire

Si u est une isométrie d’un espace euclidien F, on a alors det(u) = %1.

On note :

6+ (E) = {u € 6(E), det(u) = 1}, 6;(R) = {A € M, (R), det(A) =1}

67 (E) = {u e O(E), det(u) = —1}, 6, (R) = {A € M, (R), det(4) = -1}

et on dit que les éléments de OF (E) [resp. 6,5 (R)] sont des automorphismes ortho-
gonauz positifs ou des isométries directes ou des rotations vectorielles [resp. des
matrices orthogonales positives] et les ¢léments de 6~ (E) [resp. O, (R)] sont des
automorphismes orthogonauz négatifs [resp. les matrices orthogonales négatives).

L’ensemble 6T (E) [resp. 6,7 (R)] est un sous-groupe de O(E) [resp. de 6, (R)]
appelé groupe spécial orthogonal. On le notera par la suite SO(E) [resp. SGH(R)]



Orientation d’un espace euclidien 341

23.9 Orientation d’un espace euclidien

FE est un espace euclidien de dimension n > 2.

Théoreme

3 — . ! !/ ,
Si B = (€i)1<icn €8 B’ = (€})1¢ic,, sOnt deux bases orthonormées de E,

alors la matrice de passage P de 9B a 9B’ est une matrice orthogonale.

Avec les notations du théoréme, on a det(P) = £1.

On définit une relation sur ’ensemble des bases orthonormées de E en disant
qu'une base orthonormée % est en relation avec une base orthonormée %’ si, et
seulement si, la matrice de passage P de B a %’ est dans SO,,(R).

On notera ~ cette relation.

Théoréme

La relation ~ ainsi définie est une relation d’équivalence et il y a exactement
deux classes d’équivalence pour cette relation.

Orienter 'espace euclidien E revient a choisir une base orthonormée F.
Ce théoreme nous dit qu'il n'y a que deux orientations possibles pour FE.

Définition
Si lespace E est orienté par le choix d’une base orthonormée %, on dit
qu’une base orthonormée B’ est directe (ou qu’elle définit la méme orienta-

tion que B) si B’ est dans la classe d’équivalence de % et on dit que cette
base B’ est indirecte dans le cas contraire.

23.10 Produit vectoriel dans un espace euclidien

On désigne par FE un espace euclidien de dimension n > 3 orienté par le choix
d’une base orthonormée %y = (ei)lgign'

Si & est une autre base de E, alors pour tout n-uplet (z1,...,x,) de vecteurs de F,
on a detg, (x1,...,2,) = detg,(B) detg(z1, ..., x,). Il en résulte que la quantité
detg(x1,...,x,) est indépendante du choix d’une base orthonormée directe %
de E. On la note det(z1,...,2,) (ce qui suppose le choix d’une orientation de E)
et on dit que c’est le produit mizte des vecteurs ordonnés x1,...,x,. On le note
parfois [z1 ..., x,].
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Lemme

Pour tout forme linéaire £ sur F, il existe un unique vecteur a € F tel que :

Ve € E, l(x)=(a]|x).

Pour tout (7;),¢;c,, y € E""', application  + det(z1,...,z,-1,7) est une
forme linéaire, donc il existe un unique vecteur a € E tel que :

Vo e E, det(z1,...,2n-1,2) = (a | z) (23.2)
ce vecteur a étant fonction des vecteurs x1,..., 2, 1.
Définition
Le produit vectoriel des n — 1 vecteurs x1,...,x,_1 de F est le vecteur a

défini par (23.2). On le note 1 A ... A xyp_1.

n
Dans la base orthonormée %y, en notant z; = »_ x;5e; pour tout ¢ compris entre
=1
1 et n, les réels det(z1,...,Tp—1,€;) = (1 A+ Axp_1 | €;) sont les composantes
du vecteur 21 A -+ A x,_1 dans la base %By. On a donc

n .
T JANEERIAN Lp—1 = Z (71)1+n (51'62'
i=1

ou 0; est le déterminant de la matrice d’ordre n — 1 déduite de (X3,...,X,—1) en
supprimant de cette matrice la ligne numéro i (X; étant le vecteur de R™ formé
des composantes de z; dans la base %).

Par exemple dans I’espace euclidien £ = R3 muni de sa base canonique, le produit
vectoriel de © = (21,2, 23) et y = (Y1, Y2, y3) est le vecteur z = (z1, 29, 2z3) défini
par z1 = Toys — Tal2, 22 = TaY1 — T1Y3 et 23 = T1Y2 — T2l

Théoréme

Soit (:Ei)l@-gn_1 € g1,

— Le vecteur 1 A --- A x,,_1 est orthogonal a tous les vecteurs z; ;

— 1 A+ Axp_q1 = 0 si, et seulement si, la famille (z1,...,2,_1) est
liée ;
— si la  famille (x1,...,2,-1) est libre, alors la famille

(x1,...,Tp—1,21 A+ ANxp_1) est une base de E.
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Théoréme

Si H est un hyperplan de E et (z1,...,%,_1) une base de H, alors la droite
D = H' est dirigée par le vecteur x; A ... A z,_1 et pour tout vecteur x de
FE, la projection orthogonale de z sur H est :

(kN  ANXp—q | )

pH(T) =2 — L1 N ANTp_1
() H-Tl/\"'/\x”*1||2 ( " )

(TN ATy —1]|x)

et la distance de x a H est donnée par d(z, H) = (Y-

Le théoreme précédent nous dit aussi qu'une équation de 'hyperplan H de base
(z1,...,2n—1) est donnée par (x; A+ Axy_1 | x) =0.

23.11 Isométries vectorielles en dimension 2

FE est un espace euclidien de dimension 2, soit un plan euclidien, orienté par le
choix d’une base orthonormée %y = (€1, €2).

Théoréme

Un endomorphisme u de E est une isométrie positive [resp. négative] si,
et seulement si, il existe un réel 0 tel que la matrice de v dans la base

cos(0) *Sin(‘g)) [resp. de la

orthonormée %, soit de la forme Ry = (sin(@) cos(6)

) cos(f)  sin(f)
formé Sy = (Sin(é') — COS(G))].

Le réel 6 qui intervient dans le théoreme précédent est unique si on le prend dans
[—m, 7[.
Corollaire

Les groupes SO(E) et SO2(R) sont commutatifs.

Théoréme

Soit F un plan vectoriel euclidien orienté. Si u est une isométrie directe, il
existe alors un réel 0 tel que la matrice de u dans toute base orthonormée

directe de E est Ry = (z?;((g)) ;i:i:}g»
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Une isométrie u € SO(F) de matrice Ry dans une base orthonormée directe %, est
une rotation et 6 est une mesure de 'angle de cette rotation. Si 6 € [—7, [, on dit
que c’est la mesure principale de la rotation. Dans une base indirecte, cette mesure
principale est —f. On dit de maniére plus précise que 0 = {6 + 2kn | k € Z} est
I’angle de la rotation dans ’espace orienté E. Par abus de langage, on dit parfois
que 0 est 'angle de la rotation, étant entendu que le réel 6 est définie modulo 2.
L’inverse de la rotation d’angle  est la rotation d’angle —@ et la composée des
rotations p d’angle 0 et p’ d’angle @' est la rotation po p’ = p’ o p d’angle 6 + 0.

Théoréme

Si x, y sont deux vecteurs non nuls dans F, il existe alors une unique rotation
p € SO(E) telle que HITHy = p(HITHz)

Si, avec les notations du théoréme qui précede, p est la rotation d’angle @, on
dit alors que 6 est 'angle orienté des vecteurs z et y et on note (z,y) = 6. Un
réel 6 dans la classe d’équivalence 6 est une mesure de I'angle orienté (z,y), le

représentant 6 € [—m, 7| est la mesure principale de (z,y).

Théoréme

Les isométries indirectes d’un plan euclidien sont les réflexions.

23.12 Isométries vectorielles en dimension 3

FE est un espace euclidien de dimension 3 orienté par le choix d’une base orthonor-
mée By = (e1, ea, €3).

Théoréme

Soit u € SO(E)\{Id}. L’ensemble des points fixes de u est une droite D.
Si (f1, f2) est une base orthonormé du plan D+, alors (f1, fa, fi A f2) est
une base orthonormée directe de F et la matrice de u dans cette base est
cos(f) —sin(f) 0
Ry = | sin(f) cos(d) 0O
0 0 1

Avec les notations du théoreme, on dit que u est la rotation d’axe D orienté par
f1 A\ fo et d’angle 6 (défini modulo 27).

Si A € 8O5(R)\{I3} est la matrice de v € SO(F)\{Id} dans la base orthonormée
9B, alors 'axe de la rotation u est obtenu en déterminant le noyau de v — Id, ce
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qui revient & résoudre un systéme linéaire (A — I3) X = 0, ou la matrice A — I3
est de rang 2.

Pour ce qui est de la mesure principale 6§ € [—m, 7[\{0} de 'angle de cette rotation,
avec Tr(u) = Tr(A) = Tr(Ry) = 2cos(f) + 1, on en déduit la valeur de cos(f) et
celle de 6 au signe pres.

Si Tr(u) = —1, on a alors cos(d) = —1, donc sin(f) =0 et § — —7.

Dans le cas ou 0 € |—m, 7w[\{0}, on peut déterminer le signe de sin(@), et donc de
f, comme suit.

Avec u(f1) = cos(0) f1 + sin(0) f2, on déduit que sin(f) = (u(f1) | f2). De plus, en
notant f3 = f1 A fo,ona fs3 A f1 = foet:

sin(0) = (u(f1) | f2) = (u(f1) | fs A f1) = det(fs, f1,u(f1)) = det(f1,u(f1), fs)

ce qui permet de déterminer sin(f) et 6.
Comme seul le signe de 0 nous importe, on choisit un vecteur non nul z dans D=+,
on pose f1 = x, on compleéte ce vecteur en une base orthonormée (f1, fa, fg)

de E et sin(f) = W est du signe de det (ac,u(x),fg), ce qui permet de

déterminer 6.

HIH

23.13 Espaces vectoriels hermitiens

Pour ce paragraphe, F est un espace vectoriel sur C de dimension n > 1.
Définition
On appelle produit scalaire hermitien sur E toute application
p: ExXE — C
(x,y) = ozy)

qui vérifie les propriétés suivantes :

— pour tout y dans E Papplication o — ¢(x,y) est linéaire ;

— (y,z) = p(x,y) pour tous z,y dans F ;

— @(z,z) > 0 pour tout x dans E ;

— pour z dans F, p(z,z) = 0 équivaut a = 0.
On note en général (x,y) — (z | y) un tel produit scalaire.
Définition

Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire hermitien.
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Dans la suite de ce paragraphe E désigne un espace hermitien et on note pour

tout z dans E, ||z]| = /(z|x).

Théoréme de Cauchy-Schwarz

Pour tous x,y dans E on a [(z | y)| < ||z| |ly]|, I'égalité étant réalisée si, et
seulement si, x et y sont liés.

Théoréme de Minkowski

Pour tous z,y dans E on a ||z + y|| < ||z]| + [Jy||, I'égalité étant réalisée si,
et seulement si, x = Ay avec A > 0 (on dit que x et y sont positivement
liés).

Comme dans le cas euclidien, on dit que deux vecteurs z et y dans E sont ortho-
gonauz si (x| y) = 0.

Le théoreme de Pythagore est encore vrai sous la forme : si les vecteurs = et y
sont orthogonaux dans E, on a alors ||z 4 y||”> = ||lz]|* + [ly]|*. La réciproque étant
fausse dans le cas hermitien (I’égalité ||x + yl? = lzl* + |ly||* entraine seulement
Re (z | y) = 0).

On définit, comme dans le cas euclidien, les notions de famille orthogonale et
orthonormale. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Définition

L’orthogonal de X # () dans E est X+ = {y eE Ve X, (x]y)= 0}.

X est un sous-espace vectoriel de E.

Théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Pour toute famille libre (wk)lgkgp dans F, il existe une unique famille
orthonormée (ex),;<, dans E telle que :

Vect{ey,...,ex} = Vect{x,...,2};

Vk € {1,...,p}, B ) o 2
(:ck | 6k> > 0.

En notant € = (ex);<r<, la base canonique de C” muni de sa structure hermi-
XV

n
tienne canonique avec le produit scalaire (x,y) — (z | y) = > x4k, tout systéme
k=1
orthonormé F = (fk)1<k<n est une base de C" et la matrice de passage U de la

base canonique € a la base F est telle que U*U = I,,, ou U* = (ufj) désigne la
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*

matrice adjointe de la matrice complexe U = (u;;), définie par u;

1<i,j<n.

= uj; pour

Définition

On dit qu'une matrice carrée A a coefficients complexes d’ordre n est uni-
taire si U*U = I,,. On note U, (C) 'ensemble des matrices unitaires.

On peut également dire qu’une matrice unitaire est la matrice de passage de la
base canonique de C™ & une base orthonormée ou C" est muni de sa structure
hermitienne canonique.

23.14 Réduction des matrices normales

On note (ex), <k<n 1a base canonique de C" et le produit scalaire hermitien cano-
nique de C" est noté :

n n n
@) = (Saen Ser) o (o 1) = Sar
i=1 i=1 i=1
La norme associée est la norme hermitienne notée z — ||z||.
Définition

Une matrice complexe A est dite hermitienne si A* = A. On dit qu’elle est
hermitienne positive, si on a de plus (Az | ) > 0 pour tout € E. On dit
qu’elle est hermitienne définie positivessi on a de plus (Ax | ) > 0 pour
tout x € E\{0}.

Définition
Une matrice complexe A est dite normale si A*A = AA*.

Les matrices hermitiennes et unitaires sont des cas particuliers de matrices nor-
males.

Lemme

Les valeurs propres d’une matrice hermitienne [resp. hermitienne positive]
sont réelles [resp. réelles et positives]. Les valeurs propres d’une matrice
unitaire sont de module égal a 1.
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Théoréme

Si A une matrice complexe normale, elle se diagonalise alors dans une base
orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe une matrice unitaire U et une matrice
diagonale D telles que A = UDU™, les coefficients diagonaux de D étant
les valeurs propres dans C de la matrice A.

Corollaire

Une matrice hermitienne [resp. unitaire] a ses valeurs propres réelles [resp.
de module 1] et se diagonalise dans une base orthonormée.



Géométrie affine
et euclidienne

24.1 Espace affine associé a un espace vectoriel

FE est un R-espace vectoriel.
Définition

Un espace affine de direction E est un ensemble non vide € tel que 'on
puisse définir une loi externe (z,u) € € x E +— z + u vérifiant les propriétés
suivantes :

— pour tout x € € 'application u — x + u est bijective ;

— pour toux z € € et u, v’ dans E, on a (z +u)+u =z + (u+u').

E est un espace affine sur lui méme grace a Papplication (z,y) € E? +— x + .
Les éléments de € sont appelés points et ceux de E, vecteurs. Un vecteur u € F
sera parfois noté . La direction de lespace affine € est parfois notée E =

La dimension de l'espace affine € est la dimension de l’espace vectoriel E. Les
espaces affines de dimension 1 [resp. de dimension 2] sont appelés droites affines
[resp. plans affines].

Pour tout couple (z,y) de points de €, le vecteur u € E tel que y = x + u est noté
@ et il est caractérisé par x+x¢ = y. Il sera parfois commode de noter @ =y—2x.
Avec la premiere notation, on a pour tous points z,y, z de € :

R+ =7 2=10, j2 = —7.

La premiere des identités précédentes est la relation de Chasles.

Un segment dans € d’extrémités a, b est 'ensemble [a, b] = {a + /\3 i Ae|o, 1]}
Pour tout vecteur v € E, 'application ¢, : z € € — x 4+ u € € est une bijection
de € sur € d’inverse t_,, : © — = + (—u) (que 'on notera x — u) et 'application
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t:u — t, est un morphisme de groupes injectif de (E,+) dans (8(%),0). Une
telle application t, est appelée translation de vecteur u.

Une translation ¢, de vecteur u non nul n’a pas de point fixe (pour v = 0, on a
t, = Idg et tous les points de & sont fixes). L’ensemble F(€) de ces translations
est un sous-groupe de (8(‘8), 0) isomorphe au groupe (E,+).

Pour tout point w de €, 'application z € € — wt € E est bijective d’inverse
u +— w~+ u, ce qui permet d’identifier ’espace affine € a l’espace vectoriel F,
cette 1dent1ﬁcat10n dépendant du choix d’une origine w. On note € = w —|— E ou
€ =w+ €. Une droite afﬁne est de la forme @ = w +R7 ol ¥ € 9)\{ f } est
un vecteur directeur de 92) Un plan affine est de la forme P=w+RUORY on
W et U sont linéairement indépendants dans §? { 0 }

Pour E de dimension n, le choix d'une base &8 = (ek)lgkgn de E permet d’identifier
I’espace vectoriel £ a R™ et le choix d’une origine O € € permet d’identifier I’espace
affine € a R™ : pour tout = de €, il existe un unique n-uplet (xk)lgkgn € R"” tel

que x = O + Z zpeq. On dit que R = (0, B) est un repére affine de € et que les

Tk, pour k COIan‘lS entre 1 et n, sont les coordonnées de x dans le repere R.

SiR' = (O, R’) est un autre repére affine de €, en utilisant la relation de Chasles
—
Oz =00 + O’x on a les formules de changement de repére :

n
ZO;—F Zpijxj (1<z<n)
j=1

ou les O} sont les coordonnées de O’ dans le repére R, ce qui peut aussi s’écrire
sous forme matricielle X = Q' + PX en notant P = (p;;) la matrice de passage de
RBaR.

Définition
Une partie & d’un espace affine € est un sous-espace affine s’il existe un

point w de F tel que 'ensemble F' = {ﬁ, x € F} soit un sous-espace
vectoriel de F.

Si (%4),c; est une famille de sous-espaces affines de €, leur intersection (|%; est
il

alors un sous-espace affine de €.

Si F est un sous-espace affine de €, on a alors F' = {ﬂ/ ; y € F} pour tout point

x de F et F est un espace affine de direction F'. Par tout point w de € passe un

unique sous-espace affine &, de € de direction F. Pour w,w’ dans €, on a :

—
‘Ffv'wz:{w’—f—u;ueF}:{w—i—ww’—i—u;ueF}:tw(‘J}'w).

Deux sous-espaces affines de € de méme direction sont dits paralléles. La relation
de parallélisme sur les sous-espaces affines de € est une relation d’équivalence.
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Un hyperplan de € est un sous-espace affine dont la direction est un hyperplan
de E. Pour € de dimension n > 2, les hyperplans sont ses sous-espaces affines de
dimension n — 1.

Si # est hyperplan de € de direction H = Ker(¢), ot £ est une forme linéaire non
nulle, on a alors # = {w +u; u€elE l(u= 0}. En dimension finie, dans un
repere affine R = (w, B), 'hyperplan # est ’ensemble des points de € d’équation

n
cartésienne Y agxp = A, ou les réels ay; ne sont pas tous nuls et \ est un réel.
k=1

En dimension 2, ’équation d’une droite est de la forme ax+by = c et en dimension3,
I’équation d’un plan est de la forme ax + by + cz = d.

Définition

Soient €,%€’ deux espaces affines de directions respectives F, E’. On dit
qu'une application f : € — €’ est affine s’il existe une application linéaire
¢ : E — E' telle que f(x 4+ u) = f(z) 4+ ¢(u) pour tout (x,u) € € x E, ce
qui revient a dire que :

Yue FE, fot, :tcp(u) o f.

La condition f(x + u) = f(z) + ¢(u) pour tout (z,u) € € x E est équivalente a

f(x)f(y) = cp(@) pour tout (z,y) € €2 L’application linéaire ¢ associée a une
application affine f est uniquement déterminée et f est injective [resp. surjective]
si, et seulement si, ¢ est injective [resp. surjective]. Il sera parfois commode de

noter ¢ =

Si une application affine f : € — €’ est bijective, son inverse est alors affine
-1

d’application linéaire associée (7) .

La composée fog de deux applications affines f et g est affine d’application linéaire

associée f o 7

Dans le cas ot € et €’ sont de dimensions respectives m et n, si R = (O, B) est

un repére affine de € et R’ = (O',%B’) est un repére affine de €’, en désignant

par X le vecteur de R™ formé des coordonnées de x € € dans le repere R, par

Y le vecteur de R™ formé des coordonnées de y = f(x) dans le repére R’, par B
le vecteur de R™ formé des coordonnées de f(O) dans le repere R’ et par A la

matrice de ? dans les bases B et B', I'égalité f(O)f(x; = w(@é) se traduit par
Y =AX+B.

Pour m = n, lapplication f est bijective si, et seulement si, la matrice A est
inversible.

Une translation ¢, est une bijection affine d’application linéaire associée Idg.



352 24 « Géométrie affine et euclidienne

Théoréme

Soient €, €’ deux espaces affines de directions respectives E, E’. Pour toute
application linéaire ¢ : E — E’, tout point a de € et tout point a’ de €/,
il existe une unique application affine f : € — €’ telle que = p et
f(a) = ', cest lapplication f : z — a’ + p(at).

Du théoreme précédent, on déduit que deux applications affines qui ont méme
application linéaire sont égales si, et seulement si, elles coincident en un point.

Définition
Soient w un point de € et A un réel non nul. L’homothétie de centre w et de

rapport A est application affine f : € — ¥ d’application linéaire associée
= Adg telle que f(w) =w.

On note h(w, A) une telle homothétie. Elle est aussi définie par wf(x) = A\t pour
tout x € €. Pour A = 1, on a f = Idg et tous les points de € sont fixes par f.

Pour A = —1, on a wf(x) = —&# pour tout z € € et f est la symétrie de centre
w. Pour X # 1, w est 'unique point fixe de f.

Théoréme

Soient €, ¥’ deux espaces affines et f, g deux applications affines de € dans
€’. L’ensemble F = {x €€, flx)= g(x)} est soit vide, soit un sous-espace

affine de € de direction Ker (?—7)

Pour € = €’ de dimension finie et ¢ = Idg, ’ensemble des points fixes d’une
application affine f : € — € est soit vide, soit un sous-espace affine de € de

direction Ker (7 - IdE> .

Théoréme

Soient F un sous-espace affine d’un espace affine € et G un supplémentaire
dans E de la direction F' de %. Pour tout = € €, I'intersection F N (z 4+ G)
est réduite & un point p(z). L’application p : € — F est affine d’application
linéaire associée la projection vectorielle de E sur F' parallelement a G.
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Définition

Avec les notations et hypotheses du théoréeme précédent, on dit que p est
la projection affine de € sur F parallelement a G.

Théoréme

Une application affine p : € — F est une projection si, et seulement si, elle
vérifie pop = p.

Théoréme de Thalés

Soient # un hyperplan de direction H d’un espace affine € de direction

E et &, D', deux droites dans € de directions D, D’ supplémentaires de

H dans E. Etant donné trois hyperplans deux a deux distincts #;, #o,

3 de méme direction H rencontrant & et D’ en z1, xa, x3 et x}, x5, ah
T1T5  TiTs

respectivement, on a = .
R BT

Théoréme

Soient F un sous-espace affine d’un espace affine €, G un supplémentaire
dans F de la direction F' de F et p la projection de € sur F parallelement

a G. L’application s : € — € définie par s(z) = = + Qmp(x; est affine
d’application linéaire associée la symétrie vectorielle par rapport a F' et
parallelement a G.

Définition

Avec les notations et hypotheéses du théoreme précédent, on dit que s est
la symétrie affine par rapport a F et parallelement a G.

Théoréme

Une application affine s : € — F est une symétrie si, et seulement si, elle
vérifie s o s = Id.
24.2 Le groupe affine GA(€) en dimension finie

€ est un espace affine de dimension n > 1 et de direction E. On note GA(8)
I’ensemble des bijections affines de € sur €, c’est un groupe pour la composition
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des applications et 'application f € GA(8) — 7 € GL(E) est un morphisme
surjectif de groupes.

Pour tout w € €, on note GA(),, = {f € GA(¥), f(w) = w} 'ensemble des
bijections affines qui laissent fixe le point w. C’est un sous-groupe de GA(8).

Théoréme

— Pour tout point w de 6, I'application f — 7 réalise un isomorphisme
de groupes de GA(€),, sur GL(E).

— Soit w € 8. Pour tout f € GA(%), il existe deux couples (u, g) et (v, h)
uniquement déterminés dans E x GA(¥),, tels que f =t, 09 = hot,.

Théoréme

— L’ensemble T (8) des translations de € est un sous-groupe commutatif

de GA(€).

— Une application f de € dans 6 est une translation si, et seulement si,
elle commute a toute translation.

— Pour toute bijection affine f et tout u € E,ona fot,of ! = t2 ()"

— L’ensemble # (6€) = {f € GA(¢¥), 7 € R* ~IdE} est un sous-groupe
de GA(%).

Le groupe # (6) est le groupe des homothéties ou translations.

Théoreéme

— Pour tout point w de €, 'ensemble #,,(€) des homothéties de centre
w est un sous-groupe de #(€).

— Ona¥%(8) =9(%) U ( U %w(%))
wee

— Pour toute homothétie h(w,A) et toute bijection affine f € GA(E),
ona foh(w,A\) o f™t=h(f(w),\).
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Théoreme
Soient h(w, ), h(w’, \) deux homothéties et h = h(w, A) o h(w', \).

— Pour w = w’, h est une homothétie de rapport A\ et de centre w
(pour AN =1, on a h = Idg).

— Pour w # w' et AN ZE 1, h est ’homothétie de rapport A\ et de centre

w” =w' + 255 ww’ € (ww') (droite passant par les points w et w’).

— Pourw #w et AN =1,onah=Idgsi\=1ouh="t — si
A—1)ww
A# 1.

Le théoréme précédent nous dit que le groupe #(8) n’est pas commutatif. Plus
précisément, deux translations commutent, une homothétie de rapport différent
de 1 et une translation de vecteur non nul ne commutent pas et deux homothéties
commutent si, et seulement si, elles ont méme centre.

24.3 Espaces affines euclidiens

Définition

Un espace affine euclidien est un espace affine de direction un espace eucli-
dien.

Pour ce qui suit, € est un espace affine euclidien de direction (E, (- | -)). On note
[I|| la norme associée au produit scalaire (- | -) sur E.
L’application d : (x,y) — ||Z7]|| est une distance sur € dite euclidienne.

Un repere R = (O, B) de 8 est dit orthonormé si B est une base orthonormée de
n
E. Dans un tel repére, ona d(z,y) = > (yr — x%)° avec des notations évidentes.
k=1
Deux droites affines dans € sont dites perpendiculaires si leurs vecteurs directeurs
sont orthogonaux.

Définition

On dit qu’une partie S de € est une sphére s’il existe un point w dans € et
un réel R positif ou nul tels que S = {x € E, dw,z) = R}. On dit alors
que w est un centre et R un rayon de cette sphere.

On note S(w, R) une telle sphére et on vérifie que le centre et le rayon sont uni-
quement déterminés.
En dimension 2, une sphere est appelée cercle.
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Définition
Soient w € € et R un réel positif ou nul. La boule fermée [resp. ouverte]

de centre w et de rayon R est I'ensemble B(w, R) = {z € E, d(w,z) < R}
resp. B(w,r) = {z € E, d(w,z) < R}}

Définition

Si S(w, R) une sphére de centre w et de rayon R, on appelle diamétre de
cette sphére tout segment [a,b] ol a et b sont deux points de S(w, R) tels
que d(a,b) = 2R.

Théoreme

_>
Soient a,b deux points de €. L’ensemble S = {x €6, <cﬁ | bx> = O} est
une sphere de diametre [a, b].

Si R = (0,B) est un repere orthonormé de € ot B = (€;);,;.,,, on a alors en
) 1<ig<n?
notant x1,...,x, les coordonnées d’un point x de € dans ce repere :

(e S B) e (£ at 23w+ Suf - R =0).
k=1 k=1 k=1

n
Réciproquement si wy, ..., w, et ¢ sont des réels, alors en notant w = O+ > wyey,
k=1

n n
Pensemble des points x = O + > xpey de € tels que Y xi — 2> wrrr+c=0est
k=1 k=1 k=1

n
n

n
: lensemble vide si ¢ > > w? ; réduit a {w} si c = > w? ; la sphére de centre w
k=1 k=1

n n
et derayon R= > w?—csic< > wi.
k=1 k=1
Dans le cas o1 € est un plan affine euclidien, tout point : du cercle S(w, R) s’écrit
de maniére unique z = w + Rcos(f)e; + Rsin(f)es ou 0 € |-, 7].

Dans le cas ou n = 3, tout point x de la sphere S(w, R) s’écrit de maniére unique
x = w + Rcos(fz)sin(f3)e; + Rsin(fz)sin(f3)ex + Rcos(f3)es ou 05 € [0, 7] et
0y € |—m, 7.
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Pour n > 3, une paramétrisation de la sphére S(w, R) est donnée par

21 = w1 + Rcos(fy) sin(fs) - - - sin(6,,)
ZTg = wy + Rsin(fs) sin(fs) - - - sin(6,,)
3 = ws + Rcos(f3)sin(fy) - - - sin(6,)

Tp—o = wWp_o + Rcos(0,_2)sin(0,_1) sin(6,,)
Tp—1 = wp_1 + Rcos(0,,_1)sin(d,)
Ty = Wy + Rcos(,,)

avec 0y € |—m, 7] et O3, ...,0, dans [0,7].

24.4 Hyperplans dans un espace euclidien

€ est un espace affine euclidien de dimension n > 2 et R = (O, %) est un repére
orthonormé de € ot B = (€;);¢;,,-
Un hyperplan affine est un sous-espace affine de € de la forme :

H={w+u;uekFE, l(u)=0}
ou ¢ est une forme linéaire non nulle. C’est 'hyperplan affine passant par w et
dirigé par Ker(?).
Sachant que pour toute forme linéaire ¢ sur F il existe un unique vecteur a € FE tel

que £(x) = (a | ) pour tout z € E, on déduit que # = w+{a}" ot a est un vecteur
non nul (hyperplan passant par w et orthogonal au vecteur a). Pour tout z € %,

H
on a (Wi | @) = 0, soit <Ow | 7> =Alou\= <E | 7> Réciproquement, pour
— e , ) A=
tout vecteur d € E\{ 0 } et tout réel A\, 'ensemble # = {x €€, <O:13 | a> = )\}
est un hyperplan affine de direction {7}% Dans le repere & une équation de cet

n
hyperplan est Y apzi = A, les réels aj n’étant pas tous nuls.
k=1

Théoréme

Soit # un hyperplan de € d’équation Z arrr = X dans le repére R. Pour

tout z € € de coordonnées x4, ..., T, dans le repere R, la distance de z a

i akrk—)\
H est d(z, H) = ‘_J .

n
2
Zak

k=1
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Théoréme

Soient S une sphere de centre w et de rayon R > 0 et # un hyperplan affine
de €. On note d = d(w, #) la distance de w & % .

— Sid> R, alors# NS = 0.

— Sid=R,alors# NS = {p% (w)}, ol py (w) est la projection ortho-
gonale de w sur # (voir la définition 24.5).

— Sid < R, alors # N S est une sphere de # de centre py(w) et de

rayon / R% — d2.

24.5 Isométries affines d’un espace euclidien

€ est un espace affine euclidien.
Définition
On appelle isométrie affine toute application f : € — € telle que :
V(w,y) € €%, d(f(2), f(y)) = d(z,y).

On note Is(€) I'ensemble de toutes les isométries affines de 6.
Définition
Une projection affine orthogonale sur € est une projection sur un sous-

espace affine F parallelement & F L. Une symétrie affine orthogonale sur
€ est une symétrie par rapport & un sous-espace affine F parallelement a

_>
F L. Une réflexion affine est une symétrie orthogonale par rapport a un
hyperplan affine.

Théoréme

On a Is(€) = {f € GA(€), 7 € @(E)} et Is(€) est un sous-groupe de
GA(€) qui contient le groupe J(€) des translations et I’ensemble des sy-
métries orthogonales.

L’application f € Is(€) — det(?) € {—1,1} est un morphisme de groupes sur-
jectif. Son noyau est noté Ist (&) et ses éléments sont appelés déplacements ou
isométries directes de 6.

On note Is~(8) = Is(€)\IsT(&) et les éléments de cet ensemble sont appelés
anti-déplacements ou isométries indirectes.
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Théoréme

Soit f € Is(¥). Il existe un unique couple (a, g) formé d’un vecteur a € FE et
d’une isométrie7g admettant au moins un point fixe tel que f = got, = t,0g.
(

a) = ¢(a) =a.

De plus, on a

Corollaire
Soit f # Id un déplacement d’un plan affine euclidien orienté 2.

— Si f n’admet pas de point fixe, c’est alors une translation.

— Si f admet au moins un point fixe, 'application linéaire associée 7
est alors une rotation d’angle 6 et f admet un unique point fixe w.

Dans le deuxiéme cas du corollaire précédent, on dit que f est une rotation de
centre w et d’angle 6.

Corollaire
Soit f # Id un anti-déplacement d’un plan affine euclidien orienté %.
— Si f admet au moins un point fixe, c’est alors une réflexion.

— Si f n’admet pas de point fixe, c’est alors la composée commutative
d’une translation ¢, et d’une réflexion, le vecteur a dirigeant 'axe &
de la réflexion (symétrie glissée d’axe D et de vecteur a).

24.6 Barycentres

€ est un espace affine euclidien de dimension n et E l’espace vectoriel euclidien
associé.

Lemme

Soit {(Mk, g un systeme de points pondérés dans €, ou les a sont

)}1<k<p

p
des réels tels que Y ap # 0. Il existe un unique point G € € qui vérifie
k=1
I'une des conditions équivalents suivantes :
Ly
— arGM, = 0 ;
k=1
p p —
— il existe ) € € tel que (Zak> @ = > arpQMy ;
k=1 k=1

Z OszMk.
k=1

P
— pour tout € €, on a <Eak>@:
k=1

p
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Définition

Avec les notations du lemme précédent, on dit que G est le barycentre de
la famille {(Mk, O‘k)}1<k<p‘ Dans le cas ou tous les a sont égaux, on dit

que G est Visobarycentre de la famille { (M, ak)}1<k<p'

On note G = Bar {{(Mkv ak)}1gkgp}'

Le barycentre étant inchangé si on multiplie les poids aj par un méme réel non

P
nul, on peut supposer, dans la définition du barycentre, que Y aj = 1 et dans ce
k=1

p
cas, on peut noter G = > a My, (on a « vectorialisé » € en se fixant une origine).

k=1
Si A, B sont deux points distincts de €, alors :

— la droite (AB) est 'ensemble des barycentres de {(A,),(B,1—a)} ou «
décrit R ;

— le segment [A, B] est Pensemble des barycentres de {(A,a),(B,1—a)} ou
a déerit [0,1] ;

— le milieu I du segment [A, B] est par définition 'isobarycentre de {A, B}, il
est caractérisé par Y- 1 AB ou par Al = TB.

— Le sous-espace affine de € engendré par (ak)1gkgp € €P est 'ensemble dees

P
barycentres de {(Ak,ak)}1<k<p ou Y ap=1.

Théoréme
Soient {(Mk,ak)}lgkgp un systeme de points pondérés dans 'espace af-
p 7
fine € avec Y ap # 0et {1,...,p} = | I, une partition de {1,...,p} telle
k=1 j=1

que 0; = Y. oy # 0 pour tout j compris entre 1 et 7. En désignant, pour
k?EIj

tout j compris entre 1 et r, par G; le barycentre de {(Mk’ak)}kel-’ on a:
J

Bar {{(Mk7ak)}1<k<p} = Bar {{(Gj’aj)}lgjgr}

Théoréme

Une partie non vide % de € est un sous-espace affine si, et seulement si,

pour toute famille {(Mk, ak)}1<k<p de points pondérés de F, le barycentre

Bar {{(Mk, ak)}1<k<p} est dans F.



Barycentres 361

Théoréme

Soient €’ un espace affine de dimension finie et f une application
de € dans ¥’. L’application f est affine si, et seulement si, pour
toute famille {(Mk,ak)}1<k<p de points pondérés de €, le bary-

centre de {{(f (Mk),ak)}1<k<p} est f(G), ou G est le barycentre de
{{(Mk’a’f)}lskgp}'

—
R _ et 3
On se donne un repere affine & = (Ay)gcy,, de € c'est-a-dire (AOAk>1<k<n est

une base de E.

Théoréme
Pour tout M € €, il existe un unique (n + 1)-uplet (Mg, ..., \,) dans R™+!
tel que M = Bar {{(Ak,)\k)}o<k< } et > Ap=1.

RN E—0

Théoréme

Avec les notations du théoreme précédent, on appelle coordonnées barycen-
triques de M dans le repere R, tout n-uplet (yA1,...,7A,), o v est un
réel non nul.

L’application M + (Ao, ..., \,) est une bijection de € sur R"*1.
Soient ABC' trois points non alignés du plan affine euclidien tels que le trlangle

g = ABC’ soit non rectangle En notant a« = BC, b = AC, ¢ = AB, A= BAC’

B = ABC et C = ACB les coordonnées barycentriques dans le repere affine
(A, B,C) du centre de gravité G, de 'orthocentre H, du centre I du cercle inscrit,
du centre O du cercle circonscrit et des centres I4,Ip,Ic des cercles exinscrits
sont respectivement :

TRNE H<tan(g) tan(B) ,tan(a)> Habo)
e <tan(§) +tan(@) tan(A) + tan(C) tan(4) + tan(§)> ;
— Ta(=ab,¢), In(a, —b,c), To(a, b, —c).

Définition

On dit qu’une partie non vide C' de € est conveze, si pour tout couple
(A, B) de points de 6, le segment [A, B] est contenu dans €.
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Théoréme

Soit C' une partie non vide de €. Cet ensemble C' est convexe si, et seule-

ment si, pour toute famille {(Mk, ak)}1<k<p de points pondérés de 6, ou
j2

les « sont des réels positifs ou nuls tels que > ap = 1, le barycentre
k=1

Bar {{(Ak’ak)}ogkgn} est dans C.
Une intersection de parties convexes est convexe. L’adhérence et 'intérieur d’un
convexe sont convexes.

Théoréme

Soient €’ un espace affine de dimension finie et f : € — €’ affine. Pour tout
convexe C' dans € [resp. C’ dans €] f(C) [resp. f~*(C’)] est un convexe
de €’ [resp. de €].
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Dénombrement
et probabilités

25.1 Dénombrement

Q est un ensemble non vide et P () est ensemble de toutes les parties de €. Pour

tout ensemble non vide F', on note F* ensemble des applications de £ dans F. Le

cardinal d'un ensemble fini E est le nombre de ses éléments. Il est noté Card(E).

Deux ensembles finis ont le méme cardinal si, et seulement si, ils sont en bijection.
Définition

Deux ensembles F et I sont équipotents s’il existe une bijection de E sur F'.

Par exemple I'ensemble des entiers naturels pairs est équipotent a N de méme
2
que N-.

La relation d’équipotence est une relation d’équivalence.
Définition

Un ensemble est dénombrable s’il est équipotent a N.
Un ensemble est au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Par exemple, Z et Q sont dénombrables. R et I’ensemble des parties de N ne sont
pas dénombrables.

Les termes « énumérable » ou « numérotable » seraient peut-étre plus compré-
hensibles que « dénombrable » pour les néophytes car ce dernier pourrait laisser
entendre qu'un ensemble dénombrable est de cardinal fini.

Un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable, une réunion finie ou infinie dénom-
brable d’ensembles dénombrables sont dénombrables.
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Théoréme
Soient E, F, F1, ..., E, des ensembles finis avec n > 2.

— Si les Fj, sont 2 & 2 disjoints, on a Card( U Ek> = Card(Ey).
k=1 =

k
— Pour tout A € P(E), on a Card(E\A) = Card(E) — Card(A) et
Card(A) < Card(E), 'égalité étant réalisée si, et seulement si, A = E.

— On a Card(F U F) = Card(E) + Card(F) — Card(E N F).
— Ona Card( IT Ek) = [] Card(Ey).
k=1 k=1
Théoreme

Soient F, F' deux ensembles finis non vides de cardinaux respectifs p, n et
¢ dans FF.

— On a Card(F¥) = (Card(F))
— Si @ est injective, on a alors Card(E) < Card(F).

Card(E)

— Pour n > p, le nombre d’injections de E dans F est —(n’jlp)!,

— Si ¢ est surjective, on a alors Card(E) > Card(F).

— Si ¢ est bijective, on a alors Card(E) = Card(F).

— Pour n = p, le nombre d’applications bijectives de E dans F' est n!

— On a Card(p(E)) < min(Card(E),Card(F)) et ¢ est injective si,
et seulement si, on a Card(p(E)) = Card(E), ¢ est surjective si, et
seulement si, on a Card(p(E)) = Card(F).

— Pour n=p,on a:
(¢ injective) < (p surjective) < (¢ bijective) .

— S’il existe r € N* tel que Card(cp*1 {y}) = r pour tout y € I, ©p est
alors surjective et on a Card(FE) = r Card(F') (principe des bergers).

Théoréme de Poincaré

Si (Ak);<p<y, €st une suite de parties finies d’'un ensemble €2, on a alors :
XV

n

Card<k61Ak> =3 (_1)k_1pk:,n

k=1

ol P = > Card(A; N---NA4;,) pour 1 <k < n.
1<ir <. <ip<n
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En probabilités élémentaires, on peut étre conduit a considérer des tirages de p
objets pris dans un ensemble F' a n éléments. Il y a trois facons de procéder.

— On peut effectuer des tirages avec remise et avec ordre, ce qui signifie que
I'on extrait les objets un a un en remettant, apres chaque tirage, 1'objet
dans l'ensemble F. Un tel tirage est une p-liste (ou un p-uplet) et revient
a se donner une application de E = {1,...,p} dans F, ce qui donne n?
possibilités.

— On peut effectuer des tirages sans remise et avec ordre, ce qui signifie que
I'on extrait les objets un a un sans les remettre dans l’ensemble F'. Un tel
tirage est une p-liste sans répétitions et revient a se donner une application
injective de E = {1,...,p} dans F, ce qui donne 0 possibilités si p > n et
(717—7/7!1))! possibilités si p < n.

— On peut extraire les p objets simultanément.

Un tel tirage est une p-combinaison c’est-a-dire une partie de F' & p éléments.

Ce nombre de p-combinaisons vaut (Z) =0sip > nou (Z) = ﬁip)!

si p < n. Cette quantité est aussi le nombre de parties a p éléments d'un
ensemble a n éléments.

Les relations suivantes sur les coefficients binomiaux (Z) sont & connaitre :

> ;)

p
> (Z) = %(Z:}) pour 1 <p<n—1:;

(o) pour 0<p<n; () =(5) =1pourn>0;

n

> (0) = (";1) + (Zj) pour 1 < p < n—1 (triangle de Pascal) ;

n
> (a+b)" = (})a*b" " pour n € Net a et b dans un anneau commutatif A

(formule du bindme de Newton) ;

> > (H)=2"et > (}) (—1)¥ = 0, ces égalités entrainant que, pour n € N*
=0 k=0
on a m) = no)=2n7L
0§2j<n(2]) 0§2j+1§n(2]+1)

25.2 Fonctions indicatrices d’ensembles

A toute partie A de Q, on associe sa fonction indicatrice 14 : Q — {0,1} définie
par 14(x) =1sixz € Aet 14(z) = 0 sinon.

Les fonctions indicatrices permettent de transformer des opérations ensemblistes
ou probabilistes en opérations algébriques sur des fonctions.
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Théoréme

Lapplication 1 : A € P(Q) — 14 € {0,1} est une bijection d’inverse
1717 € {0,1}% = 771 {1} e 2(Q).

Corollaire

Pour € fini, on a Card(P(Q)) = 2214

Théoréme de Cantor

Il n’existe pas de bijection de §2 sur P(€2).

On déduit en particulier du théoréme précédent que P(N) et {0, 1}N ne sont pas
dénombrables et en utilisant ’écriture dyadique propre (en base 2) des nombres
réels, il en résulte que [0, 1] n’est pas dénombrable.

25.3 Expérience aléatoire

De facon intuitive, une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat ne
peut étre annoncé avec certitude a priori, c’est-a-dire avant la réalisation de cette
expérience. Un événement est une proposition logique susceptible de se produire ou
non a l'issue de la réalisation d’une expérience aléatoire. Enfin a chaque événement
on essaye d’associer un nombre p € [0,1] qui devra mesurer la probabilité pour
que cet événement se produise.

) est un ensemble non vide dont les éléments représentent tous les résultats pos-
sibles d’une expérience aléatoire donnée €. Un tel ensemble €2 est appelé univers
des possibles ou espace fondamental et ses éléments sont appelés éventualités,
épreuves ou événements élémentaires.

On dit qu’une expérience aléatoire est discréte, si I'univers () est dénombrable (fini
ou infini) ou qu’elle est continue, s’il est infini non dénombrable.

25.4 'Tribus d’événements, espaces probabilisables

On se donne un univers 2, on note P () 'ensemble de toutes les parties de € et
pour tout A € P(Q), N\ A désigne le complémentaire de A dans .



Tribus d’événements, espaces probabilisables

369

Définition

On appelle tribu (ou o-algébre d’événements, ou famille d’événements ob-
servables) sur ) toute partie B de P(£2) telle que :

— DeRB;

— 3B est stable par passage au complémentaire, ce qui signifie que :

VA e B, Q\A € &.

— 3 est stable par réunions dénombrables, ce qui signifie que pour toute
suite (Ay), oy d’éléments de 9B, la réunion J A, est dans 9.

Définition

neN

Si A est une tribu sur , on dit alors que le couple (€2, %) est un espace

probabilisable (ou mesurable).

Les éléments de 9B sont appelés événements. Les opérations sur les ensembles
s’'interpretent, en termes d’événements, comme indiqué dans le tableau suivant :

Ensemble

Evénement

un élément de %

Pensemble vide ()

I'univers €2

un singleton {w} appartenant & %
A C B pour A et B dans %

le complémentaire Q\ A pour A € B
AN B pour A et B dans %

AN DB =0 pour A et B dans %
AU B pour A et B dans A

(A4;)ier partition de Q avec les A;
dans 9%

un événement

I’événement impossible
I’événement certain

un événement élémentaire

si A est réalisé, alors 9B est réalisé
I’événement contraire de A
réalisation simultanée de A et B
A et B sont incompatibles
réalisation de A ou B

(A;)ier systeme complet d’événements

B = {0, Q} est la tribu triviale, ¢’est la plus petite ; B = P(Q) est la tribu grossicre,
c’est la plus grande ; B = {(ZJ,A,Q\A,Q} est la tribu de Bernoulli associée a A,
ou A est une partie non vide de €2 distincte de €.
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Théoréme

Si (€, B) est un espace probabilisable, on a alors :
— QeRB,;

— si (An), ey est une suite d’éléments de B alors (| A, € B (B est
neN
stable par intersection dénombrable) ;

— si A, B sont dans %, alors AU B, AN B, A\B et AA B sont dans %.

Théoréme

Une intersection de tribus sur 2 est une tribu sur €2, ce qui signifie que
si (Bi);c; est une famille de tribus sur Q, alors B = [\ B; est aussi
iel
une tribu sur Q. Pour toute partie o de P (), il existe une plus petite
tribu sur Q (pour l'ordre de l'inclusion) qui contient o, & savoir la tribu
o(d) = N B.
P tribu sur Q
ACHR

Définition

Si o est une partie de P(2), on dit alors que 'intersection o(sf) de toutes
les tribus sur €2 qui contiennent o est la tribu engendrée par .

Définition

La tribu borélienne sur R est la tribu sur R engendrée par I’ensemble des
intervalles réels (finis ou non). On la note B.

La tribu borélienne sur R est aussi la tribu engendrée par la famille des ouverts
de R. Pour tout intervalle réel I non réduit a un point, la tribu borélienne %;
sur I est la tribu engendrée par ’ensemble des intervalles réels contenus dans I.
On peut vérifier que By = {INJ, J € Br}.

Théoréme

La tribu borélienne sur R est engendrée par la famille des intervalles de
la forme |—o0, z] ou x décrit R. Elle est aussi engendrée par la famille des
intervalles de la forme ]z, y] ot < y dans R. Cela signifie que :

Br =o{]—00,z] ; x € R} = 0o {]z,y] ; z <y dans R}.



Espaces probabilisés 371

25.5 Espaces probabilisés

Définition
On appelle probabilité (ou mesure de probabilité) sur un espace probabili-
sable (£2,9) toute application P : 9B — [0, 1] telle que :

— P(Q2)=1;

— pour toute suite (A,,) d’événements deux a deux incompatibles

neN

dans &, on a P ( U An> = > P(A4,) (o-additivité de P).
neN neN

Avec ces conditions, on dit que le triplet (€2, %, P) est un espace probabilisé.

Dans ce qui suit, (€2, %, P) est un espace probabilisé.

Théoreme

On a les propriétés suivantes, ou A, B, Ay désignent des événements :
— P\A) =1-P(4) ; P(0) =0;
— si A C B, on alors P(B\A) =P(B) —P(A4) et P(A) < P(B) ;
— P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB) ;

— pour toute suite croissante (A, ), oy d’éléments de A (c’est-a-dire telle
que A,, C A, 41 pour tout n € N), la suite (]P’(An)) est convergente

et on a P (nLeJN An> = ngrfoo P(A4,) ;

neN

— pour toute suite décroissante (A,), .y d’éléments de B (c’est-a-dire
telle que A,,+1 C A, pour tout n € N), la suite (]P’(An)) est

neN
convergente et ona P | (4, | = lim P(4,);
neN n——+00

— pour toute suite (4y,), cy d’événements, on a

IP( U An) < Y. P(A4,) (inégalité de Boole)
n€eN neN

ou Y P(A,) peut valoir +oco .
neN
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Corollaire

Pour toute suite (A,,) d’éléments de %, on a :

neN
P An:limIP’(nA)et]P’ An:limIP’(nA).
(nLEJN > =€ kL:Jo : (nDN ) =rED kQO g

Théoréme de Poincaré

Pour toute suite (Ag);<jc,, d’événements dans %A, on a :
XV

P(UAI@) = (_1)k_1< Z P<Ai1m"'ﬂAik)>'
k=1 k=1 €t Lo Em

Définition

On appelle systeme complet d’événements toute suite au plus dénombrable
(Ai);c; d’éléments de 9B formant une partition de Q.

Théoreme
Si (A;);c; est un systéme complet d’événements, on a alors ) JP(A;) = 1 et

i€l
pour tout événement A € %, on a P(4) = Y P(ANA;).
i€l

Définition

On dit qu’une propriété P dans (€2, 3B, P) est presque sire (ou est vérifiée
presque stirement) sil! P(A) =1 ot A = {w € Q, w vérifie P}.

25.6 Espaces probabilisés discrets

Pour ce paragraphe, l'ensemble Q = {w; ; i € I'} est dénombrable avec I C N et
on utilise B = P () pour tribu d’événements.

1. Par exemple, avec les notions du chapitre suivant, dire que deux variables aléatoires réelles
discrétes sont presque sirement égales signifie P(X =Y) = 1 ou encore que P(X # Y) = 0 ou
que P(|Y - X| > 0) = 0. De méme, dire qu’une variable aléatoire réelle discréte X est presque
stirement nulle signifie P(X = 0) = 1.
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Théoréme

Une application P : (Q) — [0,1] telle que Y P({w}) =1 est une proba-
weN
bilité sur (Q,Q’(Q)) si, et seulement si, on a :

VA €P(), B(A) = T B({w}).

Pour Q = {w1,...,w,} fini, il existe une unique probabilité prenant la méme valeur
sur tous les événements élémentaires, c’est la probabilité uniforme définie par:
Yw € Q, P({w}) = Card(Q)

ce qui signifie que pour toute partie A de 2, on a P(A4) = E P({w}) = 83?;1(8;

(c’est le quotient du nombre de cas favorables par le nombre de cas possibles).
Dans cette situation, on dit qu’on est dans le cadre de I’équiprobabilité et le calcul
des probabilités est ramené a des calculs de dénombrement.

Pour tout n € N* et tout réel p € |0, 1] et Q = {0,...,n} fini, on définit une unique
probabilité sur (Q,2(Q2)) avec :

Vk € {0,1,...,n}, P({k}) = (Z)pk (1—k)" "

(loi binomiale de parametres p € ]0,1[ et n € N*).
Pour tout réel A > 0 et © = N, on définit une unique probabilité sur (Q,2(Q2))
avec : Ak

ke N, P({k}) =77

(loi de Poisson de parametre A > 0).
Pour = N* et tout réel p € ]0, 1[, on définit une unique probabilité sur (2, 2(Q2))

avee s Vk € N*, P({k}) = p (1 —p)*"

(loi géométrique de parametre p € ]0,1[).

25.7 Probabilités conditionnelles
Définition
Soient A, B deux événements dans B avec P(B) # 0. La probabilité de A
sachant B est le réel noté P(A | B) ou Pg(A) défini par

P(AN B)

P(A]B) = =55
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Théoréme
Pour tout événement B € B de probabilité non nulle, ’application :
Pg: % — [0,1]
A — PA|B)=
est une probabilité sur (€2, ).

P(AN B)
P(B)

On dit que Pp est la probabilité conditionnelle sur (2, %) sachant B et par défi-
nition, on a P(AN B) = P(A | B)P(B).

Théoréme (formule des probabilités composées)

n—1
Si Aq,..., A, sont des événements dans B tels que P ( N Ak> # 0, on a
k=1

P
alors P ( N Ak) # 0 pour tout p compris entre 1 et n—1 et :
k=1

P (kf_ﬁlAk) — P(A1)P(As | A1)P(As | Ay N A)-- - P (An | :riAQ .

Théoréme (formule des probabilités totales)

Soit (A;);c; un systeme complet d’événements dans 9, ou I est une partie
de N, tel que P(A;) € 10, 1[ pour tout i € I.

Pour tout événement A € B, on a P(4A) = > P(A | A;)P(A;).
i€l

Théoréme (formules de Bayes)

Soit (A;);c; un systeme complet d’événements dans 9, ou I est une partie

de N, tel que P(A;) # 0 pour tout ¢ € I. Pour tout événement A € % de
P(A | 4;)P(4;)

> P(A | A)P(4;)

iel

probabilité non nulle et tout j € I, on a P(4; | A) =

25.8 Evénements indépendants
Définition

On dit que deux événements A et B dans 9B sont indépendants, si on a
P(AN B) =P(A)P(B).
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Définition
Soit (A;);c; une famille d’éléments de % ayant au moins deux éléments.
On dit que ces événements sont mutuellement indépendants, si pour toute

partie finie J de I, on a IP’( N Aj> = [[P(4)).
j€J jeJ

Théoreme

Soit (A;);cy une famille d’événements dans 9. Ces événements sont mu-
tuellement indépendants si, et seulement si, pour tout J & I fini tel que

P( N Aj) # 0 et tout indice i € I\J, on a ]P’(Ai N Aj> =P(A;).

jeJ jeJ

Théoréme

Soit (An),cyn une famille formée d’événements mutuellement indépendants
dans 9. Pour tout n € N, les événements Q\ Ay, ..., Q\A,, Q\A4,11,...sont
mutuellement indépendants.

Corollaire

Si (Ak)i<p<n est une famille formée de n > 2 événements mutuellement

indépendants dans 9, on a alors P ( U Ak) =1- I (1 —-P(Ar)).
k=1



Variables aléatoires
réelles discretes

(2,98, P) est un espace probabilisé.
Définition

On dit qu'une application X : © — R est une wvariable aléatoire réelle
discréte sur (€2, B,P) si X(Q) est dénombrable et si X~ ({z}) € % pour
tout réel z. Dans le cas ot X () est fini, on dit que X est étagée.

Dans le cas ou 2 est dénombrable, en prenant %8 = P (2) pour tribu d’événements,
toute application X : €2 — R est une variable aléatoire discrete.

On notera :
— (X € A) I'événement X ~1(A) ;
— (X =) Pévénement X~ !({x}) ol x est un réel ;
— (X < z) événement X ! (]—o0,2]) ol & est un réel ;
— (X < ) Pévénement X ~*(]—oo, z[) ol x est un réel ;
— (x < X < y) I'événement X ! (]x, y]) ol x et y sont des réels.
Théoréme

Si X est une variable aléatoire réelle discrete sur (€2, %, P), Papplication :

Px: @[R) — [0,1]
A Px(A)=P(X € A)

définit alors une probabilité sur (R, Q(R))
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Définition

Soit X une variable aléatoire réelle discrete sur (£2,9%,P). La mesure de
probabilité Px définie par le théoreme précédent est la loi de X.

La loi de X est donc uniquement déterminée par la donnée des probabilités élé-
mentaires p; = P(X = x;) vérifiant I'égalité > p; = 1.

el
Théoréme

Pour toute variable aléatoire discréte X, on a lim P~'(]X| > z) = 0.
—r—+00

— Pour n € N*, on dit qu'une variable aléatoire X suit une loi uniforme discréte
si X(Q) =1, ={1,....,n} et (X = k) = % pour tout k € I,,. On note?
X < U({1,...,n}). Cette loi permet de décrire les expériences aléatoires
ou il y a équiprobabilité.

— On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parameétre
p €10,1[ si X(Q) = {0,1} et P(X =0) = 1—p, P(X = 1) = p. On note
X < B(p). Cette loi permet de décrire les expériences aléatoires a deux
issues possibles (par exemple, 1 pour pile, 0 pour face).

— On dit qu’'une variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres
pel0,1[etn e N* si X(Q)=1{0,...,n} et P(X =k) = (Z)pk (1—p*

pour tout k € {0,1,...,n}. Cette loi permet de modéliser les expériences
aléatoires ou l'on répete, de fagons indépendantes, n épreuves de Bernoulli
de méme parametre p et on s’intéresse au nombre X de succes.

— On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre
AeRL,si X(Q) =Net P(X = k) = e*)‘),‘c—]; pour tout £ € N. On note
X <= P()). Les lois de Poisson permettent de modéliser des situations ol
on s’intéresse au nombre d’événements d’un certain type se produisant dans

un intervalle de temps donné.

— Pour p € ]0,1], on dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique
de paramétre p, si X(Q) = N* et P(X = k) = p(1—p)" " pour tout k
dans N*. On note X < §(p). Cette loi permet de modéliser les expériences
aléatoires ou l'on répete, de fagons indépendantes, une série infinie d’épreuves
de Bernoulli de parametre p et on s’intéresse au rang d’obtention du premier
succes.

1. ouencore X ~ U({1,...,n}). Lorsqu’une variable aléatoire suit une certaine loi, la notation
~ tend désormais & se répandre dans la littérature scientifique.
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— Pour M < N et n < N dans N*, on dit qu’une variable aléatoire X suit une
loi hypergéométrique de parametres n, M et N, si X(Q) =N et

P(X = k) = ~En=k s

pour tout k € [O,min(N[, n)]] On note X — #(n, M, N).

Théoréme

Soit (Xy,),, ey~ une suite de variables aléatoires discrétes telle que, pour tout

entier n € N*, la variable aléatoire X, suit une loi binomiale de parametres

n et p, €10, 1].
S’il existe un réel A > 0 tel que nll)r—&r-loo np, = A, on a alors pour tout k € N,
lim P(X, =k)=e? s
n—+oo re k!

ce qui s’exprime aussi en disant que la suite de variables aléatoires (X,,)
converge en loi vers la loi de Poisson de parametre A.

neN*

Théoréme

Soient p € 0,1, n € N* et (Xy)y~, une suite de variables aléatoires
discretes telle que pour tout N > n, Xy < %’(n, LpNJ,N).

Dans ce cas, pour tout k£ € N, on a
lim P(Xy=k)={"|pF@—p" "
N—+o00 k

avec la convention () = 0 pour k < 0 ou k > n), ce qui s’exprime en
k

disant que (Xx)y-,, converge en loi vers la loi binomiale de parametres n

et p.

Définition

Soit X une variable aléatoire sur (§2,%,P) a valeurs dans N* telle que
P(X > n) > 0 pour tout n € N*. Le taux de panne de X est la suite

Adpere = (B((X =n) [(X 2n))) .-
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Théoréme

Soient X une variable aléatoire sur (2, %,P) a valeurs dans N* telle que
P(X > n) > 0 pour tout n € N* et (\,), cn- son taux de panne. On a :

— M €[0,1] et P(X >n) = [] (1 — Ag) pour tout n € N* ;

k=1
n—1
— P(X=1)=XM et P(X =n) =X\, [[ (1= X\g) pour tout n > 2 ;
o k=1
— > Ay = too.
n=1
Théoréme
+oo
Une suite réelle (A,),, oy~ & valeurs dans [0, 1] telle que ) A, = 400 est le
n=1

taux de panne d’une variable aléatoire a valeurs dans N*.

Définition

On dit qu'une variable aléatoire X sur (£2, %8, P) & valeurs dans N* est sans
mémoire si? : ¥V (n,m) € N* x N*, P(X >n+m)=P(X >n)P(X >m).

Théoreme
Soit X une variable aléatoire sur (2,%,P) a valeurs dans N* telle que
P(X > n) > 0 pour tout n € N*. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— X suit une loi géométrique de parametre p € ]0,1[ ;
— le taux de panne de X est constant ;

— X est sans mémoire.

26.1 Opérations sur les variables aléatoires réelles
discretes

Théoréme

Si X est une variable aléatoire discrete sur (£2,%,P) et f une applica-
tion de R dans R, f o X est alors une variable aléatoire réelle discrete sur
(€2, %, P).

2. ce qui revient a dire que V(n,m) e N* x N*, P(X >n+m | X >n) =P(X > m).
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On notera f(X) la variable aléatoire f o X.
La loi de Y = f(X) est déterminée par celle de X. Précisément pour tout sous
ensemble A de R, on a :

Py (A) =P((fo X)"'(4)) =P(X ' (f7(4))) =Px(f'(4)).
En notant X (Q) = {z; ; i € I} et (foX)(Q) ={y,; j € J}, onapourtoutje J:

4 =P(f(X)=y;) = - f;) P(X = ;).
i€l, f(x;)=y;

Théoréme

L’ensemble 7/ (2, %, P) des variables aléatoires réelles discrétes définies sur
(Q,B,P) est un R-espace vectoriel. De plus, le produit de deux éléments
de T (2, %A, P) est encore dans ¥ (2, %8, P).

Si f est une application de R dans R et X une variable aléatoire réelle discrete sur
(2,2(2),P) telle que X(2) = {z;; i € I}, onaalors f(X) = > f(z:)1(x=a)
=
Corollaire

Pour toute suite finie (X ), ,,, de variables aléatoires réelles discretes sur
S

(2,2(Q),P), min (X;) et max (Xj) sont des variables aléatoires réelles
1<k<n 1<k<n
discretes.

26.2 Fonction de répartition d’une variable
aléatoire discrete

Définition

Soit X une variable aléatoire réelle discrete sur (2, 98,P). Sa fonction de
répartition est la fonction Fy : x € R— P(X < z).

En notant X(Q) = {x;; i€ I} avec I C N et p; = P(X = z;) pour tout i € I,

on a Fx(z) = > p; pour tout réel z. Dans le cas ot X est étagée avec
i€l|x; <z

XQ)=A{x1,...,zptet 1 <...<zp,ona:

Osiz<a
k
Fx((L') = qu; sixz e [Ik,$k+1[
i=1
1six € [z, +oo|
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Théoréme

Soit X une variable aléatoire réelle discrete sur (£2,9,P) de fonction de
répartition Flx.
— La fonction F'x est croissante.
— La fonction F'x admet une limite a gauche et a droite en tout point.
— lim F =0et lim F =1.
LT )= 0ieE I )
— La fonction Fx est continue & droite en tout point.

— La fonction Fx est continue en un point x si, et seulement si, on a

P(X =z)=0.

26.3 Loi conjointe et lois marginales
Définition
Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur (£2, %, P).
On appelle loi conjointe la loi P x yy du couple (X,Y") ou
Pxyvy(Ax B) = P((X ceA)N(Y e B))

également notée P(X € A,Y € B).
On appelle lois marginales du couple (X,Y) les lois Px et Py de X et Y.

Théoréme

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur (€2, %8, P). Alors, pour
tout € X () et tout y € X(Q2), on a

PX=z)= > PX=a2,Y=y) e¢ PY=y)= > PX=2aY=y).
yeY () EX(Q)

26.4 Variables aléatoires discretes indépendantes
Définition

On dit que deux variables aléatoires discrétes X et Y sur (Q,%,P) sont
indépendantes si pour toutes parties A, B de R les événements (X € A) et
(Y € B) sont indépendants, ce qui revient a dire que :

P(X e A)N(Y € B)) =P(X € A)P(Y € B).
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Si X et Y sont indépendantes, on a alors :

P((X € A)| (Y € B)) =P(X € A) =Px(4)

pour tout B C R tel que Py (B) = P(Y € B) > 0 et toute partie A de R, ce qui se
traduit en disant que la loi de X sachant que (Y € B) est la loi de X.

Théoréme

Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes sur (€2, %, P) indépen-
dantes, alors pour toutes fonctions f, g de R dans R, les variables aléatoires
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Théoréme

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes sur (€2, %, P) avec
X(Q) ={z;;iel} et Y(Q) ={y;; j€ J}. Ces variables aléatoires sont
indépendantes si, et seulement si, pour tout (i,j) € I x J les événements
(X = ;) et (Y = y;) sont indépendants, ce qui revient a dire que :

Définition

Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires réelles discrétes ayant au
moins deux éléments. On dit que ces variables aléatoires sont mutuelle-
ment indépendantes (ou indépendantes) si pour toute partie finie J de I
et toute famille (A;); ; de parties de R, la famille (X, € Aj))jeJ est
formée d’événements indépendants, ce qui revient & dire que pour toute
partie finie K de J et toute famille (Ag),., de parties de R, on a

19>< N (Xi € Ak)> = ] P(Xy € Ap).

keK keK

Théoréme

Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires réelles discrétes ayant au
moins deux éléments. Ces variables aléatoires sont mutuellement indépen-
dantes si, et seulement si, pour toute partie finie J de I et toute suite

(tj);cs de réels, ona P ( N (X, = tj)> = [[P(X; =t;).
JjeJ

jeJ
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Théoréme

Soit (Xk),<p<n, une suite de n variables aléatoires discrétes sur (€2, %B,P)
indépendantes.
— Pour toute suite (f); <k<n de fonctions de R dans R, les variables
aléatoires (f;C (Xk))1<k<n
— Pour tout entier naturel r compris entre 1 et n—1 et toutes fonctions
p:R" > Rety: R"" — R, les variables aléatoires p(X1,...,X,)
et (X,11,...,X,) sont indépendantes

sont indépendantes.

Théoréme

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes sur (2, %8, P) a valeurs dans

N de lois respectives (pn), cn €t (¢n),cn- Dans le cas ol ces variables aléa-

toires sont indépendantes, la loi de Z = X + Y est définie pour tout n € N
n

par P(Z =n) = > prqn_k-
k=0

La suite (P(Z = n))neN est le produit de convolution des suites (pn),,cry €t (¢n),en-

26.5 Espérance, variance, moments d’une variable
aléatoire discrete

X est une variable aléatoire réelle discréete sur un espace probabilisé (€2, %, P). On
note X(Q) ={x;; i € I'} avec I C N et p;, = P(X = z;) pour tout i € I.

Définition
On dit que X admet une espérance si la série > p;x; est absolument conver-
iel

gente et dans ce cas, 'espérance de X est le réel E(X) = > p;z;.
i€l

Pour X & valeurs réelles positives, on peut toujours considérer E(X) comme un
élément de Ry = Ry U {+o00}.

Une variable aléatoire discrete presque siirement égale a une constante A\ admet
une espérance E(X) = .

Si une variable aléatoire discrete X est a valeurs positives et d’espérance nulle,
elle est alors presque stirement nulle.

Une variable aléatoire étagée (c’est-a-dire telle que X (€2) soit fini) admet une
espérance. Une variable aléatoire bornée admet une espérance.
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Pour X < U({1,...,n}), on a E(X)=24L.
Pour X < %(p), on a IE(X) =p
Pour X — %(

n,p), on a E(X) = np.
Pour X < 6(p), on a E(X) %
Pour X < P(\), ona E(X) = A.
Théoreme
Soit X une variable aléatoire discréte sur (2,9, P) & valeurs réelles posi-
tives.

— L’application ¢t — P(X > t) est intégrable sur tout segment [a,b]
(avec a < b).

+o0o
— Pour X étagée, on a E(X) = / P(X > t)dt.
0

— Pour X a valeurs dans N, les assertions suivantes sont équivalentes :
— X admet une espérance ;

— la série Y P(X > n) est convergente ;

400
— l'intégrale / P(X > t)dt est convergente ;
0

[e9) 4o
et dans ce cas, on a E(X) = Z P(X >n) = / P(X > t)dt.
0

Théoréme

L’ensemble L*(Q, B, P) des variables aléatoires discrétes admettant une es-
pérance sur (€2, %,P) est un sous-espace vectoriel de Iespace V' (92, %5, P)
des variables aléatoires réelles discretes sur (€2, %,P) et lapplication E :
{ L'(Q,%,P) — R

X — E(X)
si X et Y dans L' (€2, B, P) sont telles que X <Y, onaalors E(X) < E(Y)).

est une forme linéaire positive (c’est-a—dire que

Théoréme (formule de transfert)

Soient X une variable aléatoire réelle discrete sur (2,5, P) et f une appli-
cation de R dans R. La variable aléatoire f(X) admet une espérance si, et

seulement si, la série > p;f(x;) converge absolument et dans ce cas, on a
iel

E(f(X)) = > pif(xi).

iel
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Théoréme (inégalité de Jensen)

Si X est une variable aléatoire réelle discrete sur (€2, %, P) admettant une
espérance et f une fonction convexe de R dans R telle que f(X) admette
une espérance, on a alors f(E(X)) < E(f(X)).

Théoréme (inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire discréte sur (€2, %,P) admettant une espé-
X

rance. Pour tout réel € > 0, on a ]P’(|X| > E) < E(l l).

&

Corollaire

Soit X une variable aléatoire discréte sur (€2, %,P) admettant une espé-
rance. Pour toute fonction ¢ : Ry — R strictement croissante, pour tout
réel € > 0, on a

E(e(|X
[P’(\X| > 5) < M
()
Théoréme
Si Xi,...,X, sont n > 2 variables aléatoires discretes indépendantes sur

n
(Q, B, P) admettant une espérance, la variable aléatoire X = [[ X admet
n k=1
alors une espérance et on a E(X) = [ E(Xy).
k=1

Définition

On dit qu’une variable aléatoire discréte X sur (2, B, P) est de carré som-
mable si la variable aléatoire X2 admet une espérance.

Théoréme

L’ensemble L?(Q, B, P) des variables aléatoires de carré sommable sur
(Q,%B,P) est un sous-espace vectoriel de 'espace L*(Q,%,P). Pour X et
Y dans L*(Q,%,P) la variable aléatoire XY est dans L'(Q,%,P) et 'ap-
plication : . (LQ(Q7%7P))2 S R

X,Y) — E(XY)
est une forme bilinéaire, symétrique et positive sur LQ(Q, R, P).
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Définition

La variance et 1’écart type d’une variable aléatoire X € Lz(Q, B, P) sont les
réels V(X) = IE((X - E(X))Z) et o(X) = /V(X).

La variance de X € L*(Q, %, P) est définie par :
2 2
V(X) = X:Ipi (a:i — E(X)) = Z:Ipix? —2E(X)> piz; + (E(X)) > i
i€ 1€

iel i€l
= E(X?) - (E(X))® (formule de Kénig)
et pour tous réels a,b, on a V(aX +b) = E(a2 (X - IE(X))2> = a?V(X).
Théoréme

Pour X € L*(Q,%,P), on a :
(V(X)=0) & (P(X =E(X)) =1).

Si X eL? (Q, B, P) est de variance non nulle, la variable aléatoire centrée réduite

associée a X est alors la variable aléatoire définie par X' = X;gg()

OnaE(X') =0et V(X') =E((X ))_1
PourX%%({l,...,n}),onaV :"1—51.

Pour X — B(p), on a V(X) =p(1—p).
Pour X < %(n,p) avec n > 2, on a V(X) =np (1 —p).
Pour X — €(p), on a V(X) = lp—zp.

Pour X < P(\),ona V(X) = A\.

Théoréme (inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X € LZ(Q, A, P). Pour tout réel € > 0, on a :
V(X)

2

P(|X —E(X)| > <) <

Définition
La covariance de deux variables aléatoires X et Y dans L*(€2, B, P) est le
réel Cov(X,Y) = IE((X —E(X))(Y - IE(Y))) et, pour X et Y de variance

non nulle, le coefficient de corrélation de X et Y est p(X,Y) = %
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Définition
On dit que deux variables aléatoires X et Y dans L*(Q,%,P) sont non
corrélées si Cov(X,Y) = 0.

Théoréme

(L2(Q,%,P)> — R
(X,Y) — Cov(X,Y)
néaire, symétrique et positive sur L? (Q,%,P).

L’application Cov : { est une forme bili-

Corollaire

Soient Xi,...,X, dans LZ(Q,%,IP’) et Ai,..., A\, des réels. On a

\% ( > /\ka> = > NV(Xg)+2 > A Cov(X,,Y,) et dans le cas
k=1 k=1 1<j<k<n

particulier ou les variables aléatoires Xy, sont deux a deux non corrélées, on

a V(i )\ka) = zn:/\%V(Xk)
k=1 k=1

Définition

Etant donné un entier r > 1, on dit qu'une variable aléatoire discrete X
sur (2,9, P) admet un moment d’ordre r, si la variable aléatoire X" admet
une espérance.

Si X admet un moment d’ordre r, on note alors m,(X) =E(X") = > p;al et on
i€l
dit que m,.(X) est le moment d’ordre r de X.

Lemme

Soient r < s dans N* et X une variable aléatoire discrete sur (2, B, P). Si
X admet un moment d’ordre s, elle en admet alors un d’ordre r.

26.6 Fonction génératrice d’une variable aléatoire
discrete

Pour ce paragraphe, X est une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, B, P)
a valeurs dans N et pour tout n € N, on note p,, = P(X = n).
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Lemme

La série entiere Y p,t"™ converge normalement sur [—1, 1] et a un rayon de
convergence Ry > 1.

Définition

Avec les notations qui précédent, on dit que > p,t™ est la série génératrice
de X.

+oo
On notera gx(t) = > p,t™ pour tout t € [—1,1] et on dit que gx est la fonction
n=0

génératrice de X.

Théoréme

La fonction génératrice gx est de classe € sur |—1, 1], de dérivées succes-
—+oo

sives gg?) t) = > (n%!p)!pnt”_p et elle est croissante et convexe sur [0, 1].
n=p

Elle est strictement croissante sur [0, 1] si, et seulement si, on a py < 1 et
elle est strictement convexe sur [0, 1] si, et seulement si, on a pg + p; < 1.

e
Pour tout n € N, on a p, = n,( ), ce qui se traduit en disant que la

fonction génératrice de X caractérise sa loi (deux variables aléatoires qui
ont méme fonction génératrice sont de méme loi).

PourXf—>°LL({l,...,n}),onagx()—%Z )) et Rx = +00.

Pour X — %B(p), on a gx(t) = (1 —p) + pt et Rx = +o0.

n

Pour X < %B(n,p), on a gx(t) = > (Z)pk (1 —p)nik th = ((1 -p) +pt)n et

k=0
Rx = +4o0.
e n—1 t
Pour X < €(p) avec p € 0,1, on a gx(t) = p>, (1—p)" t" = ﬁ et
1

Pour X < P(\) avec A € R, on a gx(t) = e Z Ant" =Mt et Ry = +o0.
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Théoréme

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (2, %,P), la
fonction génératrice de X + Y est donnée par :

vt e [-1,1], gx4+v(t) = gx()gy (t)

son rayon de convergence étant Ry iy = min (Rx, Ry).

Théoréme

La variable aléatoire X admet une espérance si, et seulement si, sa fonction
génératrice est dérivable a gauche en 1 et dans ce cas, on a E(X) = g5 (17).

Théoréme

La variable aléatoire X est de carré sommable si, et seulement si, sa fonction
génératrice est deux fois dérivable a gauche en 1 et dans ce cas, on a :

{ E(X?) = g%(17) + E(X)
V(X)=g%(17) +gx(17) (1 — gx(17))

Définition
Pour X admettant un moment d’ordre n > 1, le réel
E(X (X —1)--- (X —n+1)) est le moment factoriel d’ordre n.

Théoreme

La variable aléatoire X admet un moment d’ordre r» > 1 si, et seulement
si, la fonction génératrice est r fois dérivable a gauche en 1 et dans ce cas,

on a : ) too ol
vt € [_17 1] » Ix (t) = Zmpntn_r

(en —1, il s’agit de dérivée a droite et en 1 de dérivée & gauche) et en
particulier, E(X (X —1)... (X —r+1)) = ggg)(l_).
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réelles

(2,9, P) est un espace probabilisé.

27.1 Fonction de répartition d’une probabilité
sur (R, Bg)

Définition
La fonction de répartition d'une mesure de probabilité P sur (R, %Bg) est
I’application : F: R — [0,1]

z — P(]-o0,z]).

Théoreme
Soient P une mesure de probabilité sur (R, Bgr) et F' sa fonction de répar-
tition.

— F est croissante sur R telle que lim F(x) =0 et hrll F(z) =1.
Tr—r—00 T—>1+00

— Elle est continue a droite en tout point x € R, c¢’est-a-dire que :

Ve € R, F(z*) = lim F(t) = F(z) = P(]—o0, z]).

t—zt
— Elle admet une limite a gauche en tout point x € R avec :
Ve €R, F(z7) = lim F(t) = P(]—oo0, ).
t—x—

— Pour tous réels z < y, on a :

P({z}) = F(z) — F(z7) et P(Jz,y]) = F(y) — F(z).
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Corollaire
Soient P une mesure de probabilité sur (R, %Bg) et F sa fonction de répar-
tition.

— La fonction F' est continue en xy si, et seulement si, P({xo}) =0.

— L’ensemble des points de discontinuité de F est au plus dénombrable.

Une probabilité P sur (R, %Bgr) est caractérisée par sa fonction de répartition, ce
qui signifie que si deux mesures de probabilités Py et Py sur (R, %Bg) ont la méme
fonction de répartition, elles sont alors égales.

Théoréme

Si F' est une application de R dans R qui est croissante, continue a droite

en tout point de R telle que lim F(z) =0et lim F(z) = 1, il existe
T——00 Tr—+00

alors une unique mesure de probabilité P sur (R, %Bg) telle que F soit la

fonction de répartition de P.

27.2 Variables aléatoires réelles

Définition

On dit qu’une application X : Q — R est une wvariable aléatoire réelle sur
I'espace probabilisable (Q, %) si : VA € B, X 1(A4) € B.

Les variables aléatoires réelles discretes sont bien des variables aléatoires du fait
que pour tout A € B, X 1(A) = J X '({x;}) est dans % comme réunion
iel
rZIEGA
dénombrable d’éléments de 8.

Théoréme

Une application X : @ — R est une variable aléatoire réelle sur (2, %) si,
et seulement si, on a X ! (]—oo0, :z:]) € & pour tout z € R, ce qui est encore
équivalent a Xl(]oo,xB € B pour tout z € R, ou a X*I(]a,b]) e R
pour tous réels a < b.

On note V' (£2, %) Pensemble des variables aléatoires réelles définies sur (€2, %).
Pour toute variable aléatoire X € 7 (§2, %), on note :

— (X €eA)pour X 1A) ={weQ, X(w)e A} ot Ae By ;



392 27 « Variable aléatoires réelles

— (X =2) pour X '({z}) = {w € Q, X(w) =2} ol z est un réel ;
— (X <) pour X~ !(]—00,2]) = {w e Q, X(w) <z} ol z est un réel ;

— (X <) pour X *(]—o0,z[) = {w e Q, X(w) <z} onz est un réel.

Théoreme

L’ensemble 7/ (2, 9B) est une R-algebre.

Définition

On dit quune suite (X,),.y de variables aléatoires réelles sur (£2,98)
converge simplement sur €2, s’il existe une fonction X : 2 — R telle pour

tout w € Q, la suite réelle (X, (w))neN converge vers X (w).

Théoréme

Soit (X, ),y une suite de variables aléatoires réelles sur (2, B). Si (X, ), ey
converge simplement vers X sur {2, la fonction X est alors une variable
aléatoire sur (€2, A).

Définition

Soit I un intervalle réel. On dit quune fonction f : I — R est borélienne
st VA € B, fV(A) € By

ou Br={INJ; Je Br} est la tribu des boréliens de I.

Théoréme

Si X est une variable aléatoire réelle sur (2, %) et f une application boré-
lienne de R dans R, alors f o X est une variable aléatoire réelle sur (2, ).

On notera f(X) pour fo X si f est borélienne.

Une variable aléatoire X sur (2, %) permet de transporter la mesure de probabilité
P sur (£2, %) en la mesure de probabilité Px sur (R, %Bg).
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Théoréme

Si X est une variable aléatoire réelle sur l’espace probabilisé (02, %, P),
%R — [07 1]

définit alors -
A o Px(A) = P(X~1(4)) éfinit alors une pro

I’application Px : {
babilité sur (R, Bg).

Définition
Si X est une variable aléatoire réelle sur (€2, %), on dit alors que la mesure
de probabilité Px définie par le théoreme précédent est la loi de X et que

la fonction de répartition de Py est la fonction de répartition de X. On la
note F'x.

Si p est une mesure de probabilité sur (R, %g), on dit qu'une variable aléatoire
réelle X sur (2, %) suit la loi u, si Px = u et on note alors X < p.
La fonction de répartition F'x dépend de la loi de X, elle est définie par :

Vo € R, Fx(z) =Px(]—00,2]) =P(X < z)

et pour a < b, on a P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

La fonction de répartition Fy est croissante, a valeurs dans [0, 1], continue & droite

en tout point de R, telle que lim Fx(z) =0et lim Fx(z) =1 et 'ensemble
T—r—00 T—+00

des points de discontinuité de F'x est au plus dénombrable.

Deux variables aléatoires de méme loi ont la méme fonction de répartition et

réciproquement si deux variables aléatoires réelles sur (£2, %) on méme fonction de

répartition, elles ont alors la méme loi. Cela se traduit en disant que la fonction

de répartition d’une variable aléatoire caractérise sa loi.

27.3 Variables aléatoires réelles indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (€2, %, P).
Définition

On dit que X et Y sont indépendantes, si pour tous boréliens A, B, les
événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants dans (€2, %, P), ce qui
revient a dire que :

P(X e A)N(Y € B)) =P(X € A)P(Y € B).
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Théoréme

Les variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes si, et seulement
si, on a :

V(z,y) eR* P(X <2)N (Y <y)) =P(X <2)P(Y <y).

Définition

Soit (X;),c; une famille variables aléatoires réelles sur (€2, %, P) ayant au
moins deux éléments. On dit que ces variables aléatoires sont mutuellement
indépendantes (ou indépendantes) si pour toute famille (A;),.; de boré-
liens, la famille ((X; € A;));c; est formée d’événements indépendants, ce
qui revient a dire que pour toute partie finie .J de I, on a :

P ( N (X, e An) = [IP(X, € 4)).

jeJ jeJg

Théoréme

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles sur (2, %, P) indépendantes,
alors pour toutes fonctions boréliennes f et g de R dans R, les variables
aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Théoréme

Soit (Xk),<p<, une famille de n variables aléatoires réelles sur (€2, %8,P)
indépendantes.

— Pour toute suite ( fk)1< k<n de fonctions boréliennes de R dans R, les

variables aléatoires (fix(Xx)) sont indépendantes.

1<k<n

— Pour tout entier naturel r compris entre 1 et n—1 et toutes fonctions
boréliennes ¢ : R — R et ¢ : R"™" — R, les variables aléatoires
o (X1,...,X,) et ¥(X,41,...,X,) sont indépendantes.

27.4 Espérance d’une variable aléatoire réelle

X est une variable aléatoire réelle sur (2, %, P).

L’application t — P(X > t) = 1 —-P(X < t) = 1 — Fx(t) étant décroissante a
valeurs dans [0, 1], elle est intégrable sur tout segment [0,2] C Ry et la fonction
croissante r fOIIP’(X > t)dt admet une limite, éventuellement infinie, quand =
tend vers +o0.
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Définition

L’espérance d’une variable aléatoire réelle positive X sur (Q, B, P) est Iélé-
ment de Ry = [0, +oo] défini par :

E(X) = /()+OO]ID(X > t) dt.

Dans le cas ot E(X) < 400, on dit que X est intégrable.

Théoréme

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives sur (€2, %, P) telles
que X <Y, on a alors E(X) < E(Y) (I'espérance est croissante).

Théoréme (inégalité de Markov)

Si X est une variable aléatoire positive et intégrable sur (Q2,%,P), on a

alors P(X > ¢) < EQ) pour tout réel € > 0.

e

Corollaire

Soit X une variable aléatoire positive et intégrable sur (2,%,P). On a
E(X) = 0 si, et seulement si, P(X = 0) = 1 (c’est-a-dire que X est presque
stirement nulle).

Théoréme

Une variable aléatoire réelle positive sur (€2, B, P) est limite simple d’une
suite croissante de variables aléatoires réelles étagées positives.

Théoréme de Beppo Levi

Si (Xy),cy st une suite croissante de variables aléatoires réelles positives
sur (£2,%,P) qui converge vers une variable aléatoire réelle X sur (2, %, P),
on a alors E(X) = lirf E(X,) dans R.

n—-—+0o0
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Théoréme

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives sur (2, %, P) et A
un réel strictement positif, on a alors EAX +Y) = AE(X) + E(Y) dans
R..

Théoreéme

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles positives et indépendantes
sur (Q,%B,P). Si ces variables aléatoires sont intégrables, il en est alors de
méme de XY et on a E(XY) =E(X)E(Y).

Si X est une variable aléatoire réelle X sur (,%,P), on lui associe alors les
variables aléatoires positives X T et X~ sur (2, %, P) définies par :

Xt =max(X,0) = 1 (X + |X][) et X~ =max(—X,0) = 3(|X| - X).
Onaalors X =XT - X" et [X|=XT+X".

Définition

On dit qu’une variable aléatoire X sur (2, B, P) est intégrable, si E(X ™) et
E(X ™) sont finies.

On note Ll(Q7 BB, P) 'ensemble des variables aléatoires intégrables sur (2, %, P).

Définition

Si X est une variable aléatoire sur (€2, B, P) qui est intégrable, son espérance
est alors le réel E(X) =E(XT) —E(X ™).

Théoréme

Une variable aléatoire X sur (£2,9%,P) est intégrable si, et seulement si, on
a E(]X]) < 400 et dans ce cas, on a :

E(X) = /O+OO P(X > t)dt — /;OO P(X < —t)dt.
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Théoréme

L’ensemble L'(Q,B,P) des variables aléatoires réelles intégrables sur
(Q, B, P) est un sous-espace vectoriel de 'espace ¥ (€2, %B) des variables
aléatoires réelles sur (€2, %, P) et 'application :

E: LY(Q,%,P) — R
X = E(X)

est une forme linéaire croissante (c’est—é—dire que si X et Y sont intégrables
et vérifient X <Y alors E(X) < E(Y)).

Théoréme

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (2, %, P).
Si ces variables aléatoires sont intégrables, il en est alors de méme de XY
et on a E(XY) =E(X)E(Y).

27.5 Variance, covariance, moments d’ordre r

X est une variable aléatoire réelle sur (€2, %, P).
Définition

On dit que X est de carré intégrable, si la variable aléatoire positive X? est
intégrable.

On note L%(Q, B, P) 'ensemble des variables aléatoires réelles de carré intégrable
sur (Q2, %, P).

Théoréme

L’ensemble L?(Q, %, P) est un sous-espace vectoriel de espace L (Q, B, P)
des variables aléatoires réelles intégrables sur (£2,%,P). Pour X et Y dans
L?(Q, B, P) la variable aléatoire XY est dans L'(, %, P) et ’application :

p: (L2(,%,P)° - R
X,Y) — E(XY)
est une forme bilinéaire, symétrique et positive sur LQ(Q, R, P).
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Définition

La variance et 1’écart type d’une variable aléatoire X € Lz(Q, B, P) sont les
réels respectivement définis par :

V(X) = E((X - IE(X))Q) et o(X) = /V(X).

Théoréme de Konig

Pour tout X € L*(Q,%,P), on a V(X) = E(X?) — (IE(X))2 et, pour tous
réels a et b, V(aX +b) = a?V(X) .

Théoréme

Pour tout X € L*(Q,%,P), on a V(X) = 0 si, et seulement si,
P(X =E(X)) =1 (X est presque siirement constante).

Définition

La covariance de deux variables aléatoires X et Y dans L%(€, B, P) est le
réel défini par Cov(X,Y) = E((X —E(X)) (Y - E(Y))) et, dans le cas ot
V(X) et V(Y) sont non nuls, le coefficient de corrélation de X et Y est la

’ Cov(X,Y
réel p(X,Y) = W

Définition

On dit que deux variables aléatoires X et Y dans L*(92, %, P) sont non
corrélées, si on a Cov(X,Y) = 0.

Théoréme

Pour X et Y dans L*(Q,%,P), on a Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) et
I’application :
2 2
¢ (L*Q,%,P) — R
(X,Y) —  Cov(X,Y)

est une forme bilinéaire, symétrique et positive sur LQ(Q, R, P).
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Théoréme
Soient X71,..., X, dans L2(Q,%,P) et Ai,..., \, des réels. On a :

V(Z Aka> = Y NV(XR) +2 Y A Cov(X;, Xi)
k=1 k=1 1<j<k<sn

et dans le cas particulier ou les variables aléatoires X sont deux a deux

non corrélées, on a V( > )\ka) = S AV(Xy).
k=1 k=1

Théoréme (inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X € L?(Q, B, P). Pour tout réel € > 0, on a :

X
IP’(|X ~E(X)| > g) < V(z ).
€
Plus généralement si X1, ..., X, dans L?(€,3,P) sont deux & deux non

corrélées, on a alors pour tout réel € > 0 :

]P( i (Xk _]E(Xk))’ > 6) < s EnIV(Xk).

2
k=1 €% k=1

Définition

On dit qu'une variable aléatoire X sur (2, %, P) admet un moment d’ordre
r € N*, si la variable aléatoire X" est intégrable.

On note L" (€2, B, P) 'ensemble des variables aléatoires sur (2, %, P) qui admettent
un moment d’ordre 7.

Théoréme

Pour tout r € N*, 'ensemble L" (2, %, P) est un sous-espace vectoriel de
Pespace ¥ (€2, B, P) des variables aléatoires réelles sur (2, %,P). Pour r < s
dans N*, L°(Q, 9%, P) est un sous-espace vectoriel de L"(Q, %, P).

Définition

Soient r € N*| (X,)neny une suite de variables aléatoires réelles dans
L"(Q,%,P) et X une variable aléatoire sur (£2,%,P). On dit que (X, )nen
converge en moyenne d’ordre r vers X si lilf E(|Xn — X|T) =0.

n—-+0o0

Pour r = 1, on dira simplement « convergence en moyenne ».
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27.6 Loi faible des grands nombres

Définition

Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles sur (Q,%,P) et X
une variable aléatoire réelle sur (€2, %, P).

On dit que la suite (X, )nen converge en probabilité vers X si :

Ve >0, lim P(|X,—-X[>¢)=0.
n—-+oo

Théoréme

Si (Xy),cy est une suite de variables aléatoires réelles sur (2, %8,P) qui
converge en probabilité vers les variables aléatoires réelles X et Y, on a
alors X =Y presque stirement.

Théoréme

Pour tout » € N*, la convergence en moyenne d’ordre 7 entraine la conver-
gence en probabilité.

Théoréme

Soient r < s dans N* et (X,,)n,en une suite de variables aléatoires réelles
dans L°(Q, %, P).

Si (X, )nen converge en moyenne d’ordre s vers X, elle converge alors en
moyenne d’ordre r vers X.

Théoréme

Si (Xn)pen €6 (Yn),ey sont deux suites de variables aléatoires réelles sur
(Q,%,P) qui convergent respectivement en probabilité vers les variables
aléatoires réelles X et Y, alors les suites (X, +Y5),cn et (X,Y5)
convergent en probabilité respectivement vers X + Y et XY.

neN
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Théoréme (loi faible des grands nombres)

Soit (Xp), ey« une suite de variables aléatoires réelles sur (€2, %, P) indé-
pendantes, toutes de carré intégrable et telles que :

lim ZE(Xk) et hm —ZV(Xk)—O

n—+00 N p_—1 S4o0o n?

1 n
La suite (— > X k) converge en probabilité vers u, ce qui signifie que,
=1 neN*

pour tout réel e > 0, ona lim P (

n—-+4o0o

2 X 2e) 0
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a densité

(©2, B, P) est un espace probabilisé.
28.1 Densité de probabilité

Définition
Une densité de probabilité est une fonction f : R\S — R, o S est une
partie finie de R, intégrable sur R et telle que /f(t) dt = 1.

R

Définition
On dit qu'une variable aléatoire réelle X sur (£2,%,P) est d densité (ou
qu’elle est continue), s'il existe une densité de probabilité f sur R, telle que

b
pour tous réels a < b, on ait P(a < X <b) = / f(t)dt.
a

Théoreme

Soit X une variable aléatoire réelle sur (£2, %, P) admettant une densité f.

— La fonction de répartition de X est définie par :
Vz € R, FX(x):/ f(t)de.

— Cette fonction Fx est croissante et continue sur R telle que
lim F(z) = 0et lim F(x) = 1, dérivable en tout zo € R\S
T—>—00 T—>+00

ou f est continue avec F& (xo) = f(zo).
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Théoréme

Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, %, P) admettant une densité f.

— Pour tout z € R, on a :

P(X = ) = 0, IP’(X<95):IP(X<¢):/Z F(t) dt
“+o0

PX>z)=P(X>z)= | ft)dt

x

et pour tous réels a < b, on a :

Pla< X <b)=Pla< X <b)=Pla< X <)

}P’(a<X<b)/bf(x)d:17.

Théoréme

Soit X une variable aléatoire réelle sur (£2,%,P). Si sa fonction de répar-
tition Fx est continue et de classe €' par morceaux sur R, cette variable
aléatoire est alors de densité f = F% (cette fonction est définie sur R privé
de I'ensemble des points ou F'x n’est pas dérivable).

Théoréme

Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, %, P) possédant une densité f.
Pour toute fonction ¢ : R — R de classe 6! telle que ¢'(z) # 0 pour
tout € R, la variable aléatoire Y = ¢(X) a pour densité la fonction

g=Foo (b)) Low-

Théoréme

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles a densité sur (02, %,P)
indépendantes de densités respectives f et g, la variable aléatoire X + Y
est alors de densité h définie par :

h(z) = / f()g(x —tydt = / o()f(x — 1) dt.

La fonction h qui intervient dans le théoréeme précédent est le produit de convolu-
tion des fonctions f et g.
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28.2 Variables aléatoires a densité classiques

Définition

On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit la loi uniforme sur le segment
[a, b], avec a < b, si elle possede une densité définie par :

1
VteR, f(t) = ml[a,b] (t)

On note X — U ([a, b]).
Sa fonction de répartition est définie sur R par :
Osiz<a

Fx(z) = fx bitazjf:{‘j siz € [a,l]

a

lsiz>b

La loi uniforme sur [a,b] est aussi la loi uniforme sur |a, [, Ja,b] ou [a,b[. Cette
loi décrit une expérience aléatoire ot on choisit au hasard un point dans [a, b]
de sorte que la probabilité que x soit dans un intervalle J = [, 8] C [a,b] est
proportionnelle & la longueur de J, ce qui donne P(av < X < ) = g:—g‘.
Définition
On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle de pa-
rametre A > 0 si elle posseéde une densité définie par :
Ae™Msit>0

VEER, f(t) = e Mg, (1) = { 0sit<0

On note X — €(\).

Sa fonction de répartition est définie sur R par :

foz/\e*)‘t dt=1—e*giz>0
0siz<O

Définition

On dit qu’une variable aléatoire X sur (€2, %, P) a valeurs dans R’ est sans
mémoire, si on a :

V(z,y) e Ry xRy, P(X >z 4y) =P(X > 2)P(X > y).



Variables aléatoires a densité classiques 405

La condition d’étre sans mémoire est équivalente a :

P(X >z+y)

P(X>z+y) | (X>y)) = P(X > y)

=P(X > z).

Théoreéme

Une variable aléatoire X sur (2,9, P) a valeurs dans R est sans mémoire
si, et seulement si, elle suit une loi exponentielle.

Définition
Soient o un réel strictement positif et p réel. On dit qu'une variable aléatoire
réelle X suit une loi normale (ou loi de Gauss ou loi de Laplace-Gauss) de
parametres u et o si elle possede une densité définie par :

1 _=w?

e 202
o\ 2w

VteR, f(t) =
On note X < N (p,0).

Sa fonction de répartition est définie sur R par :

]. * t—p)?
Fx(x) = / e 5 dt.

oV2r

Théoréme

Si la variable aléatoire X suit une loi normale de parametres p et o, alors
pour tous réels a € R* et b € R, la variable aléatoire Y = aX + b suit une
loi de Gauss de parametres b+ au et |a| o. En particulier, % suit une loi
normale centrée réduite, c’est-a-dire de parametres 0 et 1.

Si X — N(p,0),onaalors Pla< X <b)=Pla <Y <p) =Fy(f) — Fy(a), ou
Y = N (0,1), a=2L 5= b?T“ et pour tout réel x, on a :

g

1 * t2 1 oo t2
PY <z)=Fy(z) = — e 2 dt = — e~ 2 dt
( ) v () v 2T /_oo V2T /_w
=1-Fy(—z)=PY > —x)

Pour tout réel z > 0, on a :
P(Y| < z) = Fy(z) — Fy(—z) = 2Fy(z) — 1

P([Y|>z) =1— Fy(z) + Fy(—2z) = 2(1 — Fy(x)).
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Théoréme
Si (Xk), <k<n €St une suite de variables aléatoires indépendantes telle que,
pour tout k& compris entre 1 et n, Xj suit une loi normale de parameétres

n
(pk,0r) € R xRY, alors la variable aléatoire ) X}, suit une loi normale de
k=1

n n
parameétres ( Sk, >l a,%) .
k=1

k=1

28.3 Espérance des variables aléatoires a densité

Théoréme
Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (2, %, P). La suite (X,,),, -
n2"—1
de variables aléatoires étagées définie par X,, = 2%1 A, bour tout
k=0

n € N*, ou 4, = (zﬁn <X < %) pour 0 < k < n2™ — 1, converge en
croissant vers X et on a ’égalité dans R :
n2"—1

ko (k k41
E(X)= lim E(X,) = lim 27@(27<X< i )

n—-+oo n—+oo on
k=0

A toute variable aléatoire réelle X sur (Q, %, P), on associe les variables aléatoires
positives X T = max(X,0) et X~ = max(—X,0).

Corollaire

Si X est une variable aléatoire réelle sur (€2, %, ') possédant une densité f,
on a alors dans R les égalités :

0

E(X+) = / i at; B(xXC) = [ —uwa

— 00

+o0
B(X) = [ @
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Théoréme

Une variable aléatoire réelle sur (€2, %, P) possédant une densité f est inté-
+ oo

grable si, et seulement si, I'intégrale / tf(t)dt est absolument conver-
o0

+oo
gente et dans ce cas, on a E(X) = / tf(t)de.

— 00

Pour X < U([a,b]) avec a < b, on a E(X) = ath,

Pour X < €(\) avec A € R, on a E(X) = 1.

Pour X — W (p,0) avec p € Ret 0 € RY, on a E(X) = p.

28.4 Formule de transfert, moments d’ordre r

Théoréme (formule de transfert)

Soient X une variable aléatoire réelle sur (€2, %, P) possédant une densité f
et ¢ : R — R une fonction borélienne. La variable aléatoire ¢(X) admet

une espérance si, et seulement si, 'intégrale / o(t)f(t) dt est absolument
R

convergente et dans ce cas, on a E(p(X)) = /Rga(t)f(t) dt.

Prenant pour fonction ¢ la fonction ¢ +— t” ot 7 € N*, on en déduit que la variable
aléatoire a densité X admet un moment d’ordre r si, et seulement si, I'intégrale

+oo
/ t" f(t) dt est absolument convergente et dans ce cas, ce moment est donné
— 00

+oo
par E(X") = / t" f(t) dt.

— 00
Si X est de carré intégrable, elle admet alors une espérance et sa variance est

donnée par :
—+oo

E((X - IE(X))Q) - / (t—E(X))*f(t) dt

Le théoréme de Kénig nous dit aussi que V(X) = E(X?) — (IE(X))2
Pour X < U([a,b]) avec a < b, on a V(X) = (bzg)z.

Pour X < %(\) avec A € R, on a V(X) = ;.

Pour X < W (p,0) avec p € Ret 0 € R, on a V(X) = o2,
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28.5 Convergence en loi, théoréme de la limite
centrale

On se donne une suite (Xy,),, oy de variables aléatoires réelles sur (€2, %,P) (ou de
maniere plus générale, chaque X,, est une variable aléatoire réelle sur un espace
probabilisé (2, B, Pn)) et pour tout n € N, on note F, la fonction de répartition
de X,,.

Définition

On dit que la suite (X,,), oy converge en loi vers une variable aléatoire X

si, en tout point de continuité z de la fonction de répartition F'x, on a
lim F,(z) = Fx(x), soit lim P(X, <z)=P(X < z).
n—-+oo n—-+oo

Théoréme

Si (Xn),cn est une suite de variables aléatoires réelles sur (€2, %8,PP) qui
converge en loi vers une variable aléatoire X dont la fonction de répartition
Fx est continue, la suite (F},), oy converge alors uniformément vers Fx sur
tout segment.

Théoréme

Si X et toutes les X,, pour n € N sont a valeurs dans N, alors la suite

(Xn),en converge en loi vers X si, et seulement si, pour tout & € N on a
lim P(X, =k)=P(X =k).
n——+00

Théoreme

Si (Xn),cy est une suite de variables aléatoires réelles sur (2, %B,P) qui
converge en probabilité vers une variable aléatoire X, elle converge alors en
loi vers X.

Corollaire

Si (Xn),cy est une suite de variables aléatoires réelles sur (2, %B,P) qui
converge en moyenne d’ordre r € N* vers une variable aléatoire X, elle
converge alors en loi vers X.
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Théoréme de la limite centrale

Soit (Xy),,cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une
méme loi X d’espérance p et d’écart type o. En notant, pour tout n € N* :

7 (B m)
Xi—n
T Z K — N
la suite de variables aléatoires (Yn)neN* converge en loi vers une variable
aléatoire Y qui suit la loi normale centrée réduite N (0, 1), c’est-a-dire que
pour tout réel z, on a :

lim P(Y, <

1 —i2
nxT)= —F— €
n——+oo ) \ 21 /—oo

N —

Pour n grand, une loi binomiale, qui est une somme de n lois de Bernoulli de
méme parametre p indépendantes, peut étre approchée par une loi normale centrée
réduite de méme espérance et de méme écart type (théoréme de Moivre-Laplace).
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Fonctions trigonométriques

x en degrés 0 30 45 60 90
. T T T T
x en radians 0 6 1 3 5
1 V2 V3
< . = ve v 1
sin(x) 0 5 5 5
2 1
cos(x) 1 @ [ = 0
2 2 2
t 0 1 1 /3 non
an(z) 73 défini

Fonctions trigonométriques réciproques

1 V2 V3
T 0 = — — 1
2 2
) T ™ ™ T
arcsm(:z:) 0 g Z g 5
T T ™ v
arccos(x) 5 3 1 6 0
0 ! 1 V3
X -
V3
™ T T
t " J— J— —
arctan(z) 0 e 1 3
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Formules de trigonométrie

Passage auz complezes : pour tout z € R, cos(z) = Re(e') et sin(z) = Im(e™).

e’i:E + e—iac
cos(z) = —
Formules d’FEuler : pour tout z € R, _
el _ p—iw
sin(z) =
(z) 57

Addition des angles!

pour tout (a,b) € B { cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a 4 b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
pour tout (a,b) € R? tel que a # 5 [n], b# Z [1] et a+ b # 5 [7],

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

tan(a + b) =

Transformation de produits en sommes :
cos(a) cos(b) = £ (cos(a + b) + cos(a — b))
pour tout (a,b) € R?, ¢ sin(a)sin(b) = 3 (cos(a — b) — cos(a + b))
% (sin(a + b) — sin(a — b))

cos(a) sin(b) =

Transformation de sommes en produits :

cos(p) + cos(q) = 2 cos(EH?) cos(252)
cos(p) — cos(q )=—2s (B%) sin(3*)
our tout (p, R27
b (0a) € sin(p) + sin(g) = 2 cos(25%) sin (252
sin(p) — sin(q) = 2cos(252) sin(25%)

Fonctions trigonométriques en fonction de t = tan(%) :

2
cos(z) = ﬁ—ig
pour tout = € R tel que z # 7 (5] et # # I [n], { sin(z) = 1_2;;2

1. Les relations cos(a — b), sin(a — b) et tan(a — b) s’obtiennent en remplagant b par —b et en
utilisant la parité de ces fonctions trigonométriques (paire ou impaire).
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« désigne un réel.

Dérivées usuelles

domaine de

fonction f

domaine de

fonction f’

définition dérivabilité

R% x =z R% x>zl
R T e’ R T e’

R% x +— In(x) R% x>+

R x + sin(x) R x +— cos(x)
R x > cos(x) R x +— —sin(x)
R\{Z+km; keZ} x — tan(z) R\{Z+km; keZ} T COS%(I)
[—1,1] x +— arcsin(x) -1, 1] x> 11—z2
[—1,1] x + arccos(z) ]-1,1] T — 1171,2
R x +— arctan(x) R x = Hlxz

R x + sh(z) R x + ch(z)

R x +— ch(z) R x +— sh(z)

R x — th(z) R x c?l(T)
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Annexe

Primitives usuelles

« désigne un réel différent de —1.
k désigne un entier relatif.

Pour chaque fonction f, une primitive de f sur l'intervalle I est donnée d une

constante additive pres.

Intervalle T

Fonction f

Une primitive

de f sur I
R} 2 2t e B
R* ou R* z—1 x> In |z
R T e’ T e’
R% x — In(z) x— xzln(z) —x
R x > sin(x) x +— —cos(x)
R x> cos(x) x +— sin(z)
|-Z +km, % + knl x +— tan(z) z — —In|cos(z)|
| =% + km, Z + k| x»—)ﬁmzl—&—tan%x) x — tan(z)
]-1,1] T \/11_7 x +— arcsin(x)
R x> H% x +— arctan(z)
R x — sh(x) x +— ch(z)
R x + ch(x) x +— sh(z)




Annexe 417
Développements limités usuels
Les développements limités ci-dessous sont tous au voisinage de 0.
1 n
l_x:Zxk—i—o(m") /—Z k gk +o(2")
k=0
- ‘rk n - k—1 n
e’ = ﬁ—l—o(x ) ln(l—l—x):Z(—l) +o(z")
k=0 " k=1
. 1 k ka 2n " 2k+1 2n+1
cos(z) = 2 (-1) 20! + o(z*") sin(x Z 2k+ k) +o(z )
=0 k=0
3 n p2k+1
tan(z) =2 4+ — + o(;v3) arctan(z Z o(;vQ"'H)
k=0
no g2kt ( ) +1> z": ) )
sh(z) = —— +o(z™" = "
|
= (2k +1)! =
1 —1)-(a—n+1
2! n!
Développements en série entiere usuels
400 on 1 +oo
eZ:Z—'sur(C :Zz" sur @(0,1)
— nl —z
+00 too
1" 1"
sin(z) = nz:% (2(714_)1)' 2?1 sur R cos(z) = ; ((2713! ¥ sur R
T pontt +§ 220
sh(z) = —— sur R ch(z) = —— sur R
! |
— (2n+1)! — (2n)!
—+oo +oo
1 n+1 —1)"
In(l+42) = nzl % ™ sur |—1,1] arctan(x) :nZZO 2(n Jr) 1 ?" T sur [—1,1]
(a —n+1)

™ sur |—1,1[ on o € R\N
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lemme d'—, 162
regle d’— pour les séries numériques,
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—, 91
point —, 36, 91
adjacentes (suites —), 21
adjoint(e)
d’un endomorphisme, 332

matrice —, 347
affine
application —, 351
droite —, 349
espace —, 349
espace — euclidien, 355
isométrie —, 358
plan —, 349

projection —, 353

projection — orthogonale, 358
réflexion —, 358

repere —, 350

sous-espace —, 350

symétrie —, 353

symétrie — orthogonale, 358

aléatoire(s)

espérance d’une variable — discréete,
383

espérance d’une variable — réelle,
396

espérance d’une variable — réelle
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expérience —, 368

loi d’une variable —, 377, 393

variable — a densité, 402

variable — continue, 402

variable — discrete, 376

variable — étagée, 376

variable — réelle, 391

variable — réelle intégrable, 396

variable — réelle positive intégrable,
395

variables — indépendantes, 381, 393
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Index

variables — mutuellement indépen-
dantes, 382, 394
variables — non corrélées, 387, 398
Alembert
regle de d’— pour les séries entieres,

164
regle de d'— pour les séries numé-
riques, 115

Alembert-Gauss (théoreme de d'—), 301
algebre, 265
morphisme d’—, 265
sous- —, 265
algorithme d’Euclide, 297
alterné(e)(s)
critere spécial des séries —, 118
forme bilinéaire —, 317
groupe —, 239
série —, 118
angle géométrique, 329
anneau(x), 239
automorphisme d'un —, 241
caractéristique d’'un —, 242
commutatif, 239
endomorphisme d’'un —, 241
idéal d'un —, 242

image d’un morphisme d’—, 241
integre, 240
isomorphisme d’'—, 241
morphisme d'—, 241
noyau d’un morphisme d’—, 241
sous- —, 241

annulateur
idéal —, 311

polynéme —, 311
anté-duale (base —), 274
antécédent, 224
anti-déplacement, 358
antisymétrique

forme bilinéaire —, 317

matrice —, 282

relation —, 226
application(s), 223

affine, 351

bijective, 225

composée de deux —, 224

continue dans des espaces vectoriels
normés, 96

contractante, 98

différentiable, 198, 199

différentielle d’une —, 199

différentielle d’'une — en un point,
199

gradient d’une — numérique diffé-
rentiable, 206

image d'une —, 224

image d'une — linéaire, 265

injective, 225

linéaire, 264

linéaire canoniquement associée a
une matrice, 281

linéaire tangente en un point, 199

lipschitzienne dans des espaces vec-
toriels normés, 98

matrice d’une — linéaire, 277

multilinéaire, 101

noyau d’'une — linéaire, 265

polynomiale définie sur un espace
vectoriel normé, 107

rang d’une — linéaire, 276

réciproque, 225

surjective, 225

transposée d’'une — linéaire, 267

uniformément continue dans des es-
paces vectoriels normés, 98

arc(s), 103

composantes connexes par —, 104
connexe par —, 104

de classe €%, 192

dérivée le long d'un —, 201
extrémité d’'un —, 103

origine d'un —, 103

paramétré du plan, 192-196

arccosinus, 34
arcsinus, 34
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arctangente, 34
arithmético-géométrique (suite —), 26
arithmétique (suite —), 25
assertion(s), 217

conjonction de deux —, 219
disjonction de deux —, 219
équivalence de deux —, 219
négation d'une —, 219

associative (loi —), 227
asymptote, 196
horizontale, 196
oblique, 196
verticale, 196
autoadjoint(e)
endomorphisme —, 337
matrice —, 282
automorphisme
d’un anneau, 241
d’un corps, 244
d’un espace vectoriel, 266
d’un groupe, 233
orthogonal négatif, 340
orthogonal positif, 340
axiome, 217

B

barycentre, 360
base
anté-duale, 274
d’un espace vectoriel, 270

duale, 274

formule de changement de —, 283

orthogonale pour une forme quadra-
tique, 321

théoreme de la — incomplete, 272
Bayes (formules de —), 374
Beppo Levi (théoréme de —), 395
Bernoulli (loi de —), 377
Bertrand (séries de —), 115
Bessel (inégalité de —), 180, 333
Bézout

identité de —, 246, 297
théoreme de —, 247, 298
Bienaymé-Tchebychev (inégalité de —),
386, 399
bijection réciproque, 225
bijective (application —), 225

bilinéaire
discriminant d’une forme —, 319
forme —, 317

forme — antisymétrique, 317
forme — non dégénérée, 322
forme — symétrique, 317

forme — symétrique définie, 327

forme — symétrique définie posi-
tive, 324

forme — symétrique positive, 324,
327

matrice d’une forme —, 318

noyau d’une forme —, 322

rang d’une forme — symétrique, 323

binaire (relation —), 226

bindme (formule du — de Newton), 240,
279

binomiale (loi —), 373, 377

Bolzano-Weierstrass (théoreme de —),
95, 106

Boole (inégalité de —), 371

bordant, 291

borélienne
fonction —, 392
tribu —, 370
borne(s)

inférieure, 15

supérieure, 15

théoreme des — atteintes, 46
bornée

fonction —, 31

partie —, 88

suite —, 17
boule

fermée, 87

ouverte, 87
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branche
infinie, 195
parabolique, 196

C

Cantor (théoréeme de —), 368
caractérisation
d’un fermé relatif, 93
d’un ouvert relatif, 93
d’un voisinage relatif, 93
de la continuité pour une applica-
tion linéaire, 100
de la continuité pour une applica-
tion multilinéaire, 101
séquentielle de la continuité, 44, 97
séquentielle de la limite, 39, 95
séquentielle des fermés, 92
séquentielle des fermés relatifs, 94
séquentielle des points adhérents, 91
caractéristique
d’un anneau, 242
équation — d’une équation différen-
tielle linéaire d’ordre 2 a coef-
ficients constants, 141
équation — d’une suite récurrente
linéaire d’ordre 2, 27
polynéome — d’un endomorphisme,

307
polynéme — d’une matrice, 308
sous-espace —, 314

cardinal, 365

cartésien (produit —), 223

Cauchy, 204
critere intégral de —, 130
probléeme de —, 140
produit de — de séries entieres, 167

produit de — de séries numériques,
120

regle de — pour les séries entieres,
165

regle de — pour les séries numé-

riques, 116

suite de —, 107
Cauchy-Schwarz (théoréme de —), 328,
346
Cayley-Hamilton (théoréme de —), 312
changement de variable
pour les intégrales, 79
pour les intégrales généralisées, 131
Chasles (relation de —), 349
chemin, 103
classe
de — @' par morceaux, 182
fonction de — €%, 52
fonction de plusieurs variables de
— @1, 207
fonction de plusieurs variables de
— 8k, 212
fonction de plusieurs variables de
— B, 212
classe d’équivalence, 226
coefficient de corrélation, 386, 398
coefficients
de Fourier , 177
de Fourier exponentiels, 178
cofacteur, 286
colinéaire, 262
comatrice, 288
combinaison linéaire, 262

commutatif
anneau —, 239
groupe —, 229
commutative
convergence — d’une série numé-
rique, 124
loi —, 227
théoreme de convergence —, 124
compact, 102
comparaison
criteres de — pour les séries entieres,
165
criteres de — pour les séries numé-
riques, 114

critere de — logarithmique, 115
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sommation des relations de —, 119
théoreme de — série-intégrale, 120,
130
complémentaire d’une partie d’un ensemble,
222
composantes, 270
composée
de deux applications, 224
de deux polynomes, 295
concave (fonction —), 58
conditionnelle (probabilité —), 373
cone isotrope, 322
congruence (relation de —), 242, 245
conjointe (loi —), 381
conjonction de deux assertions, 219
conjugaison (théoréme de — pour les in-
tégrales généralisées), 128
conjugué (d’un nombre complexe), 256
connexe par arcs, 104
constant (polynéme —), 294
continue
application — dans des espaces vec-
toriels normés, 96

application uniformément — dans
des espaces vectoriels normés,
98

expérience aléatoire —, 368

fonction —, 42

fonction — a gauche ou a droite, 43
fonction numérique — par morceaux,

47

fonction uniformément —, 48

fonction vectorielle — par morceaux,
189

continuité

a gauche ou a droite d’une fonction,
43

caractérisation de la — pour une

application linéaire, 100
caractérisation de la — pour une
application multilinéaire, 101

caractérisation séquentielle de la —,
44, 97

d’une fonction en un point, 42

d’une fonction vectorielle, 185

en un point dans des espaces vecto-
riels normés, 96

par morceaux d’une fonction numé-
rique, 47

par morceaux d’une fonction vecto-
rielle, 189

prolongement par —, 43

uniforme dans des espaces vectoriels
normés, 98

uniforme pour une fonction numé-
rique, 48

contractante (application —), 49, 98
contraposée, 220
convergence

absolue d’une intégrale généralisée,
132

absolue d’une série de fonctions, 159

absolue d’une série numérique, 117

commutative d’une série numérique,
124

d’une série numérique, 110

d’une série vectorielle, 143

d’une suite d’éléments d’'un espace
vectoriel normé, 85

disque ouvert de —, 164

domaine de — d’une série entiere,
164

en loi, 408

en moyenne d’ordre 7, 399

en moyenne quadratique, 181

en probabilité, 400

intervalle de — d’une série entiere,
164

normale d’une série de fonctions, 159

norme de la — en moyenne, 83

norme de la — en moyenne quadra-
tique, 83

norme de la — uniforme, 151
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rayon de —, 163

semi- — d’une intégrale généralisée,
133

semi- — d’une série numérique, 117

simple d’une suite de fonctions, 150

simple d’une série de fonctions, 156

théoreme de — dominée de Lebesgue,

135

uniforme d’une suite de fonctions,
150

uniforme d’une série de fonctions,
157

convexe
fonction —, 58
partie —, 361

coordonnées, 270
coordonnées barycentriques, 361
corde, 58

corps, 243
automorphisme d’'un —, 244
endomorphisme d’'un —, 244
extension d'un —, 243
isomorphisme de —, 244
morphisme de —, 244
sous- —, 243

cosinus hyperbolique, 33

courbe

de niveau, 209
paramétrée, 192
représentative d’une fonction réelle,
30
covariance, 386, 398
Cramer
formules de —, 290
systeme de —, 290
critere(s)
d’Abel pour les séries numériques,
119
de comparaison
pour les séries entieres, 165
pour les séries numériques, 114
de comparaison logarithmique, 115

de d’Alembert pour les séries en-
tieres, 164

de d’Alembert pour les séries numé-
riques, 115

de Leibniz, 118

de Riemann, 114

de Riemann généralisé, 115

intégral de Cauchy, 130

spécial des séries alternées, 118

critique

point — pour les fonctions d’une
variable, 54

point — pour les fonctions de plu-
sieurs variables, 210

croissante
fonction réelle —, 31
suite —, 18

cycle(s), 236
disjoints, 237
support d'un —, 236
cyclique (groupe —), 231

D

décomposition
en éléments simples, 305
en facteurs irréductibles, 303
en facteurs premiers, 251
lemme de — des noyaux, 312
primaire, 251

décroissante
fonction réelle —, 31
suite —, 18
défini(e)
endomorphisme symétrique — po-
sitif, 338
forme bilinéaire — positive, 324
forme bilinéaire symétrique —, 327

forme quadratique — positive, 324

matrice hermitienne — positive, 347

matrice symétrique — positive, 338
degré (d’un polynéme), 294
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démonstration principal, 292
par contraposition, 220 développable (fonction — en série en-
par contre-exemple, 220 tiere), 171
par absurde, 220 développement(s)
dénombrable, 365 en séries entieres usuels, 174, 417
dense limité, 68

partie — dans R, 21
partie — dans un espace vectoriel
normé, 92
densité
dans R, 21
dans un espace vectoriel normé, 92
densité de probabilité, 402
déplacement, 358
dérivable
fonction numérique —, 50
fonction numérique — a gauche ou
a droite, 51
fonction vectorielle —, 185
fonction vectorielle — a gauche ou
a droite, 186
dérivée(s)
a gauche ou a droite d’une fonction
numérique, 51
a gauche ou a droite d’une fonction
vectorielle, 186
d’une fonction numérique, 50
d’une fonction vectorielle, 185
directionnelle, 201
le long d’un arc, 201
partielles d’ordre k, 211
partielles d’une application, 202
partielles secondes, 211
selon un vecteur, 201
usuelles, 415
déterminant
d’un endomorphisme, 289
d’une famille de vecteurs, 288
d’une matrice carrée, 286
d’une matrice triangulaire, 287
de Vandermonde, 288
extrait, 291

limités usuels, 71, 72, 417
diagonale (matrice —), 282

diagonalisable
endomorphisme —, 309
matrice —, 309

diametre, 356

différence

de deux parties d'un ensemble, 222
symétrique de deux parties d’un en-
semble, 222
différentielle
d’une application, 199
d’une application en un point, 199
dimension
d’un espace vectoriel, 271
finie, 271
infinie, 271
directe
base orthonormée —, 341
image — d’un ensemble par une ap-
plication, 224
somme —, 268
Dirichlet
condition de —, 179
espace de —, 179
fonction de —, 42, 68
intégrale de —, 133, 135
théoreme de —, 183
discriminant
d’un polynéme de degré 2 a coeffi-
cients complexes, 257
d’une forme bilinéaire, 319
disjonction de deux assertions, 219
disque (ouvert de convergence), 164
distance, 84
associée a une norme, 84
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d’un vecteur a un sous-espace, 85
divergence (grossiere), 112
dividende, 245
diviseur, 245

d’un entier relatif, 245

de 0, 240
division euclidienne

de deux entiers relatifs, 245

de deux polynémes, 296
domaine de définition, 224
domination

relation de — pour les fonctions, 60

relation de — pour les suites, 65
droite(s)

affine, 349

numérique achevée, 36

perpendiculaires, 355

vectorielle, 271
dual (espace —), 266
Duhamel

regle de —, 116

regle de Raabe- —, 116
Dunford (théoréeme de —), 315

E

écart type, 386, 398
échelonnés (polynomes —), 295
égalité
de Parseval, 182
des accroissements finis, 55
du parallélogramme, 328
élément
inversible, 228
neutre, 227
ordre d’'un — dans un groupe, 234
régulier, 227
simplifiable, 227
encadrement (limite finie par —), 20, 40
endomorphisme
adjoint d'un —, 332
autoadjoint, 337

d’un anneau, 241

d’un corps, 244

d’un espace vectoriel, 264
d’un groupe, 233
diagonalisable, 309
nilpotent, 313

spectre d’'un —, 307
symétrique, 337
symétrique défini positif, 338
symétrique positif, 338
trace d’'un —, 280
trigonalisable, 309

valeur propre d'un —, 307

vecteur propre d'un —, 307
engendré(e)

idéal —, 296

sous-espace vectoriel —, 262

sous-groupe — par une partie, 230
tribu —, 370
ensemble

au plus dénombrable, 365

complémentaire d’une partie d’un
— 222

d’arrivée, 224

de définition, 224

de départ, 224

dénombrable, 365

différence de deux parties d'un —,
222

différence symétrique de deux par-
ties d'un —, 222

image d’un — par une application,
224

image réciproque d’'un — par une
application, 224

intersection de deux parties d’'un —,
222

ordonné, 226

partition d’'un —, 223

permutation d’'un —, 225

quotient, 226

recouvrement disjoint d'un —, 223
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réunion de deux parties d'un —, 222 préhilbertien, 327
totalement ordonné, 226 probabilisable, 369
vide, 220 probabilisé, 371
épreuve, 368 sous- — vectoriel, 262
équation sous- — vectoriel engendré, 262
caractéristique associée a une équa- vectoriel, 261
tion homogene, 141 vectoriel normé, 83
caractéristique d’une suite récurrente vectoriel normé produit, 85
linéaire d’ordre 2, 27 espérance, 407
différentielle linéaire scalaire d’ordre d’une variable aléatoire discrete, 383
2 a coeflicients constants, 141 d’une variable aléatoire réelle, 396
différentielle linéaire scalaire d’ordre d’une variable aléatoire réelle posi-
1, 139 tive, 395
différentielle linéaire scalaire d’ordre étagé(e)(s)
2, 146 polynémes —, 295
différentielle linéaire scalaire d’ordre variable aléatoire —, 376
n, 148 étoilée
différentielle linéaire vectorielle par rapport a un point, 104
d’ordre 1, 147 partie —, 104
homogene, 139, 141, 146-148 Euclide
équipotents, 365 algorithme d’—, 249
équivalence théoreme d’—, 251, 303
classe d’—, 226 euclidien
de deux assertions, 219 espace —, 327
relation d’—, 226 espace affine —, 355
équivalentes Euler
fonctions —, 63 formules d'—, 414
suites —, 67 indicatrice d’—, 253
escalier (fonction en —), 80 intégrales d'—, 135
espace(s) théoreme d’—, 253
affine, 349 événement(s), 368
affine euclidien, 355 certain, 369
automorphisme d’un — vectoriel, 266 contraire, 369
base d’un — vectoriel, 270 élémentaire, 368
dimension d’un — vectoriel, 271 impossible, 369
dual, 266 indépendants, 374
endomorphisme d’un — vectoriel, mutuellement indépendants, 375
264 systeme complet d'—, 372
euclidien, 327 éventualité, 368
hermitien, 345 expérience aléatoire, 368
isomorphisme d’— vectoriels, 266 continue, 368

métrique, 84 discrete, 368
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exponentielle

d’un endomorphisme, 144
d’une matrice carrée, 144
fonction — complexe, 118, 172
loi —, 404

extension (d'un corps), 243
extractrice, 24

extrait(e)
déterminant —, 291
matrice —, 291
suite —, 24
suite — dans un espace vectoriel
normé, 86
extremum
condition nécessaire d’'un — local,
54
condition suffisante d’un — local,
54, 73

local pour les fonctions de plusieurs
variables, 210

local pour une fonction numérique,
54

F

famille

génératrice, 270

libre, 270

liée, 270

orthogonale, 330
orthonormale, 330

rang d’une — de vecteurs, 275

sommable de réels ou complexes, 122

sommable de réels positifs, 121

Fermat (petit théoréme de —), 252
fermé(e)(s)

boule —, 87

caractérisation séquentielle des —,
92

caractérisation séquentielle des —
relatifs, 94

ensemble —, 89

intervalle —, 36

relatif, 93

finie (dimension —), 271

fixe

point —, 28, 109
théoréme du point —, 109

fonction(s), 223

arccosinus, 34

arcsinus, 34

arctangente, 34

borélienne, 392

bornée, 31

complexe, 29

concave, 58

contractante, 49

convergence normale d’une série de
—, 159

convergence simple d’une suite de
—, 150

convergence simple d’une série de
—, 156

convergence uniforme d’une suite de
—, 150

convergence uniforme d’une série de
—, 157

convexe, H8

cosinus hyperbolique, 33

de classe €' par morceaux, 182

de classe €%, 52

de Dirichlet, 42, 68

de Lejeune-Dirichlet, 42, 68

de plusieurs variables de classe €',
207

de plusieurs variables de classe 6,
212

de plusieurs variables de classe 6°°,
212

de répartition, 380, 390, 393, 402

développable en série entiere, 171

en escalier, 80

équivalentes, 63

exponentielle complexe, 118, 172

génératrice, 388
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graphe d'une — réelle, 30

indicatrice, 367

indicatrice d’Euler, 253

intégrable au sens de Riemann, 81

intégrable pour les intégrales géné-
ralisées, 132

lipschitzienne, 49

majorée, 31

maximum d’une — réelle, 31

minimum d’une — réelle, 31

minorée, 31

numérique impaire, 30

numérique paire, 30

numérique périodique, 30

partie entiere, 32

polynomiale, 299

polynomiale définie sur un espace
vectoriel normé, 107

prolongement d’une —, 30

rationnelle, 304

réciproques des fonctions trigono-
métriques, 34, 413

réelle, 29

réelle croissante, 31

réelle décroissante, 31

réelle monotone, 31

restriction d’une —, 30

sinus hyperbolique, 33

somme d’une série de fonctions, 157

tangente hyperbolique, 33

trigonométriques, 413

forme

base orthogonale pour une — qua-
dratique, 321

bilinéaire, 317

bilinéaire alternée, 317

bilinéaire antisymétrique, 317

bilinéaire non dégénérée, 322

bilinéaire symétrique, 317

bilinéaire symétrique définie, 327

bilinéaire symétrique définie posi-
tive, 324

bilinéaire symétrique positive, 324,
327

linéaire, 266

matrice d’'une — bilinéaire, 318

noyau d’'une — bilinéaire, 322

polaire, 319

rang d’une — bilinéaire symétrique,
323

forme quadratique, 319

base orthogonale pour une —, 321
définie positive, 324

non dégénérée, 322

positive, 324

rang d'une —, 323

signature d’une —, 324

formule(s)

d’Euler, 414

de Bayes, 374

de changement de base, 283

de Cramer, 290

de Grassmann, 273

de Konig, 386

de Leibniz, 53

de Moivre, 258

de Stirling, 68

de Taylor, 302

de Taylor avec reste intégral pour
les fonctions numériques, 80

de Taylor avec reste intégral pour
les fonctions vectorielles, 191

de Taylor-Lagrange, 80

de transfert, 384, 407

de trigonométrie, 414

de Viete, 301

des probabilités composées, 374

des probabilités totales, 374

du bindéme de Newton, 240, 279

Fourier

coefficients de —, 177
coefficients de — exponentiels, 178
série de —, 177

fraction rationnelle, 304
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décomposition en éléments simples
d’une —, 305
poéle d'une —, 305
Fresnel (intégrales de —), 132, 135
frontiere, 91
Fubini (théoréme de —), 125

G

Gauss
intégrale de —, 130, 135
loi de —, 405

méthode du pivot de —, 290

théoreme de —, 248, 298

théoreme de réduction de —, 320
génératrice (famille —), 270
géométrique

angle —, 329

loi —, 373, 377

série —, 111

suite —, 25
gradient (d’une application numérique

différentiable), 206
Gram-Schmidt (théoréme d’orthonorma-
lisation de —), 331, 346

grand O, 60, 65
graphe

d’une application, 224

d’une fonction réelle, 30
Grassmann (formule de —), 273
grossiére (divergence —), 112
groupe(s), 229

abélien, 229

alterné, 239

automorphisme d’'un —, 233

commutatif, 229

cyclique, 231

des permutations, 235

endomorphisme d'un —, 233

image d’un morphisme de —, 233

isomorphisme de —, 233

linéaire, 266

monogene, 231
morphisme de —, 233

noyau d’un morphisme de —, 233

ordre d’un élément dans un —, 234

produit, 231

sous- —, 229

sous- — engendré par une partie,
230

spécial orthogonal, 340
symétrique, 235

H

harmonique (série —), 112
Heine (theoréme de —), 49

hermitien(ne)
espace —, 345
matrice —, 347

matrice — définie positive, 347
matrice — positive, 347
produit scalaire —, 345
hessienne (matrice —), 212
homogene (équation —), 139, 141, 146—
148
homothétie, 352
hypergéométrique (loi —), 377
hyperplan vectoriel, 263, 266

I

idéal
annulateur, 311
d’un anneau, 242
engendré, 296
principal, 296
identité
de Bézout, 246, 297
matrice —, 279
image
d’un ensemble par une application,
224
d’un morphisme d’anneaux, 241
d’un morphisme de groupes, 233
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d’une application, 224
d’une application linéaire, 265
directe d’'un ensemble par une ap-
plication, 224
réciproque d’'un ensemble par une
application, 224
impaire (fonction —), 30
implication, 219
inclusion, 221
incompleéte (théoréme de la base —), 272

indépendant(e)(s)
événements —, 374
événements mutuellement —, 375

variables aléatoires —, 381, 382, 393
variables aléatoires mutuellement —
, 382, 394
indicatrice
d’Euler, 253
fonction —, 367
indirecte (base orthonormée —), 341
inégalité
de Bessel, 180, 333
de Bienaymé-Tchebychev, 386, 399
de Boole, 371
de Jensen, 59, 385
de Markov, 385, 395
de Taylor-Lagrange pour les fonc-
tions numériques, 80
de Taylor-Lagrange pour les fonc-
tions vectorielles, 192
des accroissements finis pour les fonc-
tions numériques, 55
des accroissements finis pour les fonc-
tions vectorielles, 191
des pentes, 59
triangulaire pour les fonctions vec-
torielles, 190
triangulaire pour une distance, 84
triangulaire pour une norme, 83
infimum (d’une partie de R), 15
infinie (dimension —), 271
inflexion (point d’—), 60

injective (application —), 225
intégrabilité
par comparaison, 133
par domination, 133
intégrable
fonction — au sens de Riemann, 81
fonction — pour les intégrales gé-
néralisées, 132
variable aléatoire réelle—, 396
variable aléatoire réelle positive —,
395
intégrale(s)
d’Euler, 135
d’une fonction en escalier sur un seg-
ment, 81
d’une fonction vectorielle, 189
de Dirichlet, 133, 135
de Fresnel, 132, 135
de Gauss, 130, 135
de Riemann, 129
généralisées dépendant d’un para-
metre, 137-138
généralisée semi-convergente, 133
intégration
par changement de variable, 79
par changement de variable pour les
intégrales généralisées, 131
par parties, 79
par parties pour les intégrales géné-
ralisées, 131
théoreme fondamental de —, 76
théoreme d’— terme a terme d’une
série de fonctions, 136
théoreme d’— terme a terme d’une
série de fonctions sur un seg-
ment, 161
théoreme d’— terme a terme d’une
série entiere, 170
integre (anneau —), 240
intérieur, 91
point —, 36, 91
interne (loi de composition —), 227



432

Index

intersection de deux parties d’un ensemble,

222
intervalle, 35
fermé, 36

image d’un — par une fonction conti-

nue, 105
ouvert, 36
semi-ouvert, 36
inverse
d’un élément, 228
d’une matrice inversible, 280

inversible
élément —, 228
matrice —, 280

irréductible (polynéme —), 303
isobarycentre, 360
isométrie
affine, 358
directe, 340
vectorielle, 339
isomorphisme
d’anneaux, 241
d’espaces vectoriels, 266
de corps, 244
de groupes, 233

isotrope
cone —, 322
vecteur —, 322

J

jacobien, 204
jacobienne (matrice —), 204
Jensen (inégalité de —), 59, 385

K

Konig (formule de —), 386, 398
Kronecker (symbole de —), 293

L

Lagrange

formule de Taylor- —, 80
inégalité de Taylor- — pour les fonc-
tions numériques, 80
inégalité de Taylor- — pour les fonc-
tions vectorielles, 192
polynéme d’interpolation de —, 306
théoreme de —, 232
Laplace-Gauss (loi de —), 405

Lebesgue
lemme de Riemann- —, 181
théoreme de convergence dominée
de —, 135
Leibniz
formule de —, 53

regle de —, 118
théoreme de —, 302
Lejeune-Dirichlet
condition de —, 179
espace de —, 179
fonction de —, 42, 68
intégrale de —, 133, 135
théoreme de —, 183
lemme
d’Abel, 162
de décomposition des noyaux, 312
de Riemann-Lebesgue, 181
des trois pentes, 59
libre (famille —), 270
liée (famille —), 270
limite
caractérisation séquentielle de la —,
39, 95
d’une fonction vectorielle, 185
finie d’une fonction en un point, 37
finie d’une suite complexe, 23
finie d’une suite réelle, 18
finie par encadrement, 20, 40
finie & droite d’une fonction en un
point, 38
finie a gauche d’une fonction en un
point, 38
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infinie d’une fonction en un point,

37
infinie d’une suite réelle, 18

infinie par minoration ou majora-

tion, 20, 40

simple d’une suite de fonctions, 150

théoreme de la — monotone, 41

théoreme de la double —, 153, 160

unicité de la —, 19, 38

uniforme d’une suite de fonctions,

linéaire

150
application —, 264
combinaison —, 262
forme —, 266
groupe —, 266

image d’une application —, 265
matrice d’une application —, 277
noyau d’une application —, 265
rang d’une application —, 276

transposée d'une application —, 267

lipschitzienne

loi

application — dans des espaces vec-

toriels normés, 98
fonction —, 49

associative, 227

binomiale, 373, 377
commutative, 227

conjointe, 381

convergence en —, 408

d’une variable aléatoire, 377, 393
de Bernoulli, 377

de composition interne, 227
de Gauss, 405

de Laplace-Gauss, 405

de Poisson, 373, 377
exponentielle, 404

faible des grands nombres, 401
géométrique, 373, 377
hypergéométrique, 377
marginale, 381

normale, 405

normale centrée réduite, 405
uniforme, 404

uniforme discrete, 377

M

majorant
d’une fonction, 31
d’une partie de R, 15
d’une suite, 17

majoration (limite infinie par —), 20, 40

majorée
fonction —; 31
suite —, 17
marginale (loi —), 381
Markov (inégalité de —), 385, 395
matrice(s)
adjointe, 347
antisymétrique, 282

linéaire canoniquement associée a

une —, 281
autoadjointe, 282

d’une application linéaire, 277

d’une forme bilinéaire, 318
de dilatation, 285

de passage, 283

de transvection, 285
diagonale, 282
diagonalisable, 309
élémentaire, 285

extraite, 291

hermitienne, 347

hermitienne définie positive, 347

hermitienne positive, 347
hessienne, 212

inversible, 280
jacobienne, 204
nilpotente, 313

normale, 347
orthogonale, 331, 337
orthogonale négative, 340
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orthogonale positive, 340

polynéme caractéristique d’'une —,
308

produit de —, 279

rang d’une —, 281

semblables, 308

sous- —, 291

spectre d’une —, 308

symétrique, 282

symétrique définie positive, 338

symétrique positive, 338

trace d’'une — carrée, 280

transposée d’'une —, 281

triangulaire, 282

trigonalisable, 310

unitaire, 347

valeur propre d’une —, 308
vecteur propre d’'une —, 308
maximum

d’une fonction réelle, 31
local pour les fonctions de plusieurs
variables, 210
local pour une fonction numérique,
54
mesure de probabilité, 371
méthode
de la variation de la constante, 140
de la variation des constantes, 147
du pivot de Gauss, 290
métrique (espace —), 84
mineur, 286
minimal (polynéme —), 311
minimum
d’une fonction réelle, 31
local pour les fonctions de plusieurs
variables, 210
local pour une fonction numérique,
54
Minkowski (théoreme de —), 328, 346
minorant
d’une fonction, 31
d’une partie de R, 15

d’une suite, 17
minoration (limite infinie par —), 20, 40
minorée

fonction —, 31

suite —, 17
mixte (produit —), 341
module (d’un nombre complexe), 256
Moivre (formule de —), 258
Moivre-Laplace (théoréeme de —), 409
moment (d’ordre r), 387, 399, 407
Monge (notations de —), 214
monogeéne (groupe —), 231
monome, 294

monotone
fonction réelle —, 31
suite —, 18
morceaux
continue par —, 47
de classe €' par —, 182
morphisme

d’algebres, 265

d’anneaux, 241

de corps, 244

de groupes, 233

image d’'un — d’anneaux, 241
image d’'un — de groupes, 233
noyau d’'un — d’anneaux, 241
noyau d’'un — de groupes, 233

moyenne
convergence en — quadratique, 181
norme de la convergence en —, 83

norme de la convergence en — qua-
dratique, 83
valeur — d’une fonction sur un seg-
ment, 78
multilinéaire (application —), 101
multiple (d'un entier relatif), 245
multiplicativité
sous- — de la norme d’opérateur,
101
sous- — de normes matricielles, 143
multiplicité (d'une racine), 299
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N

négation d’une assertion, 219
négligeabilité
relation de — pour les fonctions, 62
relation de — pour les suites, 66
neutre (élément —), 227
Newton (formule du binéme de —), 240,
279
nilpotent(e)
endomorphisme —, 313
matrice —, 313
nombre complexe
argument d’'un —, 258
conjugué d'un —, 256
module d’un —, 256
partie imaginaire d’'un —, 256
partie réelle d'un —, 256
racine n-ieme d’'un —, 259
nombre premier, 250
non dégénérée (forme bilinéaire —), 322
normale
convergence — d’une série de fonc-

tions, 159
loi —, 405
loi — centrée réduite, 405
matrice —, 347
normé
espace vectoriel —, 83

espace vectoriel — produit, 85
norme(s), 83

d’opérateur, 100

de la convergence en moyenne, 83

de la convergence en moyenne qua-
dratique, 83

de la convergence uniforme, 83, 151

équivalentes, 88

euclidienne, 84

linéaire, 100

matricielle, 143

matricielle sous-multiplicative, 143

sous-multiplicativité de la — d’opé-
rateur, 101

subordonnée, 100

noyau(x)
d’un morphisme d’anneaux, 241
d’un morphisme de groupes, 233
d’une application linéaire, 265
d’une forme bilinéaire, 322
lemme de décomposition des —, 312

O

optimalité
condition nécessaire d'—, 213
condition suffisante d’—, 214

optimisation (théoréme d’— sous contrainte),

211
orbites (d’une permutation), 238
ordonné
ensemble —, 226
ensemble totalement —, 226
ordre
d’un élément dans un groupe, 234
racine d’— m, 299
relation d’—, 226
relation d’— total, 226
orthogonal(e), 321
automorphisme — négatif, 340
automorphisme — positif, 340
base — pour une forme quadratique,
321
d’une partie d’un espace préhilber-
tien, 330, 346
d’une partie d’un espace vectoriel,
267
d’une partie du dual d'un espace
vectoriel, 267
famille —, 330
groupe spécial —, 340
matrice —, 331, 337
matrice — négative, 340
matrice — positive, 340
projection —, 333
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projection affine —, 358 signature d’une —, 238
symétrie —, 336 support d’une —, 236
symétrie affine —, 358 perpendiculaires (droites —), 355
orthogonalité petit o, 62, 66
d’une forme linéaire et d’un vecteur, PGCD, 246, 297
267 pivot de Gauss (méthode du —), 290
de deux vecteurs, 321, 329, 346 plan
orthonormale (famille —), 330 affine, 349
orthonormalisation de Gram-Schmidt, 331, tangent, 210
346 vectoriel, 271
orthonormé(e) plus grand commun diviseur
famille —, 330 de r polynémes, 297
repere —, 355 de deux entiers, 246
ouvert(e) plus petit commun multiple (de deux
boule —, 87 entiers), 248
disque — de convergence, 164 Poincaré (théoreme de —), 366, 372
ensemble —, 89 point (s)
intervalle —, 36 adhérent, 36, 91
intervalle — de convergence, 164 caractérisation séquentielle des —
relatif, 93 adhérents, 91
critique pour les fonctions de plu-
P sieurs variables, 210
critique pour les fonctions
p-combinaison, 367 numériques, 54
p-liste, 367 d’inflexion, 60, 194
p-uplet, 367 de rebroussement de deuxieme
paire (fonction —), 30 espece, 194
paquets (sommation par —), 124 de rebroussement de premiere
parallélisme (relation de —), 350 espece, 194
parallélogramme (égalité du —), 328 fixe, 28, 109
Parseval (égalité de —), 182 intérieur, 36, 91
partie enticre, 32 ordinaire, 194
partition d’un ensemble, 223 régulier, 193
passage (matrice de —), 283 singulier, 193
pentes (inégalité des —), 59 stationnaire, 193
périodique (fonction numérique —), 30 théoreme du — fixe, 109
permutation(s) Poisson (loi de —), 373, 377
d’un ensemble, 225 polaire (forme —), 319
groupe des —, 235 pole (d’une fraction rationnelle), 305
impaire, 239 polynéme(s), 293
orbites d’'une —, 238 annulateur, 311

paire, 239 associés, 296
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caractéristique d’'un endomorphisme, produit

307

caractéristique d’'une matrice, 308

composée de deux —, 295
constant, 294

d’interpolation de Lagrange, 306
degré d'un —, 294

dérivé, 301

discriminant d'un — de degré 2 a

coefficients complexes, 257
échelonnés en degrés, 295
étagés, 295
irréductible, 303
minimal, 311
premiers entre eux, 298
racine d'un —, 299
scindé, 300
simplement scindé, 300
unitaire, 295
valuation d’'un —, 294

postulat, 217
PPCM, 248
préhilbertien (espace —), 327
premier(s)
entiers — entre eux, 247
nombre —, 250
polynémes — entre eux, 298
presque strement, 372
primitive(s)
d’une fonction, 74
d’une fonction vectorielle, 190
usuelles, 75, 416
principe de superposition, 140, 142
probabilisé (espace —), 371
probabilité(s), 371
conditionnelle, 373
convergence en —, 400
densité de —, 402
formule des — composées, 374
formule des — totales, 374
uniforme, 373
probléme de Cauchy, 140

cartésien, 223
d’espaces vectoriels normés, 85
de Cauchy de séries entieres, 167
de Cauchy de séries numériques, 120
de convolution, 383, 403
de matrices, 279
groupe —, 231
mixte, 341
scalaire, 327
scalaire hermitien, 345
vectoriel, 342
projecteur, 269
projecteurs spectraux, 315
projection
affine, 353
affine orthogonale, 358
orthogonale, 333
théoreme de — orthogonale, 333
vectorielle, 269
prolongement
d’une fonction, 30
par continuité, 43
propre
sous-espace —, 307, 308
valeur — d’un endomorphisme, 307
valeur — d’une matrice, 308
vecteur — d’un endomorphisme, 307
vecteur — d’une matrice, 308
Pythagore (théoréme de —), 330

Q

quadratique
base orthogonale pour une forme —,
321
convergence en moyenne —, 181
forme —, 319

forme — définie positive, 324
forme — non dégénérée, 322

forme — positive, 324

norme de la convergence en moyenne

—, 83
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rang d’une forme —, 323 réflexion affine, 358
signature d’une forme —, 324 reflexive (relation —), 226
quadrique, 326 regle(s)
quantificateur d’Abel pour les séries numériques,
existentiel, 221 119
universel, 221 de Cauchy pour les séries enticres,
quotient, 245 165
ensemble —, 226 de Cauchy pour les séries numériques,
116

R

Raabe-Duhamel (regle de —), 116
racine
n-ieme d’un nombre complexe, 259
n-ieme de 'unité, 260
carrée d’'un nombre complexe, 257
d’ordre m d’un polynéme, 299
d’un polynome, 299
radial (théoreme — d’Abel), 169
rang
d’une application linéaire, 276
d’une famille de vecteurs, 275
d’une forme bilinéaire symétrique,
323
d’une matrice, 281
théoreme du —, 276
rationnelle
fonction —, 304
fraction —, 304
pole d’une fraction —, 305
rayon de convergence, 163
réciproque
bijection —, 225
image — d’un ensemble par une ap-
plication, 224
recouvrement disjoint, 223
récurrence
théoreme de — double, 218
théoreme de — forte, 218
théoreme de — simple, 218
réduction de Gauss, 320
réflexion, 336

de d’Alembert pour les séries en-
tieres, 164
de d’Alembert pour les séries numé-
riques, 115
de Duhamel, 116
de la chaine, 200
de Leibniz, 118
de Raabe-Duhamel, 116
de Riemann, 114
de Riemann généralisée, 115
régularisée (d’une fonction), 179
régulier (élément —), 227
réguliere (partie —), 68

relatif(s)
caractérisation séquentielle des fer-
més —, 94
fermé —, 93
ouvert —, 93
voisinage —, 93
relation

antisymétrique, 226
binaire, 226
d’équivalence, 226
d’ordre, 226
d’ordre total, 226
de Chasles, 349

de congruence, 242, 245
de divisibilité, 245
de parallélisme, 350
réflexive, 226
symétrique, 226
transitive, 226
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répartition (fonction de —), 380, 390, scindé
393 polynéme —, 300
repere polynéme simplement —, 300
affine, 350 sécante, 58
orthonormé, 355 segment, 35
reste, 245 semblables (matrices —), 308
d’une série numérique convergente, gemi-ouvert (intervalle —), 36
111 séquentielle
d’une série de fonctions, 157 caractérisation — de la continuité,
formule de Taylor avec — intégral 44, 97
pour les fonctions numériques, caractérisation — de la limite, 39,
80 95

formule de Taylor avec — intégral
pour les fonctions vectorielles,
191
restriction (d’une fonction), 30
retournement, 336
réunion de deux parties d'un ensemble,

222
Riemann
fonction — -intégrable, 81
fonction intégrable au sens de —,
81

intégrales de —, 129
lemme de — -Lebesgue, 181
regle de —, 114
regle de — généralisée, 115
séries de —, 114
sommes de — pour une fonction nu-
mérique, 79
sommes de — pour une fonction vec-
torielle, 190
Rolle (théoreme de —), 55
rotation, 344
rotation vectorielle, 340, 344
réflexion, 344

S

scalaire

produit —, 327

produit — hermitien, 345
Schwarz (théoreme de —), 212

caractérisation — des fermés, 92

caractérisation — des fermés rela-
tifs, 94

caractérisation — des points adhé-
rents, 91

série(s)

a termes positifs, 113

absolument convergente, 117

alternée, 118

commutativement convergente, 124

comparaison — -intégrale, 120, 130

critéres de comparaison, 114, 165

de Bertrand, 115

de Riemann, 114

de Taylor, 173

dérivée d'une — entiere, 167

développements en — entieres usuels,
174, 417

fonction développable en — entiere,
171

géométrique, 111

harmonique, 112

harmonique alternée, 117

numérique, 110

primitive d'une — entiere, 167

reste d’'une — de fonctions, 157

reste d'une — numérique conver-
gente, 111

somme d’une — numérique conver-
gente, 111
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sommes de — convergentes classiques,

120
télescopique, 113
trigonométrique, 176
vectorielle, 143
signature
d’une forme quadratique, 324
d’une permutation, 238

simple
convergence — d’une suite de fonc-
tions, 150
convergence — d’une série de fonc-
tions, 156
limite — d’une suite de fonctions,
150

simplifiable (élément —), 227
singleton, 220
sinus hyperbolique, 33
solutions
d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 1, 139
d’une équation différentielle linéaire

d’ordre 2 a coefficients constants,

142
de I'equation homogene associée a

une équation différentielle linéaire

d’ordre 2, 141
sommable
famille — de réels ou complexes,
122
famille — de réels positifs, 121
variable aléatoire discréte de carré
—, 385
sommation
des relations de comparaison, 119
par paquets, 124
somme directe
de p sous-espaces vectoriels, 269
de deux sous-espaces vectoriels, 268
somme(s)
d’une famille sommable de réels, 123

d’une famille sommable de réels po-
sitifs, 121
d’une famille sommable de
complexes, 123
d’une série numérique convergente,
111
d’une série de fonctions, 157
de la série harmonique alternée, 120
de Riemann pour une fonction nu-
mérique, 79
de Riemann pour une fonction vec-
torielle, 190
de séries convergentes classiques, 120
partielles d'une série numérique, 110
partielles d’une série vectorielle, 143
sous-algebre, 265
sous-anneau, 241
sous-corps, 243
sous-espace(s)
affine, 350
caractéristiques, 314
propre, 307, 308

somme directe de p — vectoriels,
269

somme directe de deux — vecto-
riels, 268

supplémentaire d’un — vectoriel, 268
vectoriel, 262
vectoriel stable, 308
sous-groupe, 229
sous-matrice, 291
spectral (théoreme —), 337
spectre
d’un endomorphisme, 307
d’une matrice, 308
sphere, 87, 355

stable
intervalle — par une fonction, 28
sous-espace vectoriel —, 308

stationnaire (suite —), 17
Stirling (formule de —), 68
subdivision, 47
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adaptée a une fonction en escalier,
80
pas d’une —, 47
réguliere, 47
suite(s)
adjacentes, 21
arithmético-géométrique, 26
arithmétique, 25
bornée, 17

bornée dans un espace vectoriel normé,

86
constante, 17
de Cauchy, 107
équivalentes, 67
extraite, 24

extraite dans un espace vectoriel normé,

86

géométrique, 25

majorée, 17

minorée, 17

monotone, 18

récurrente linéaire d’ordre 2, 27

sous- —, 24

stationnaire, 17

support d’une —, 293
supplémentaire (d’un sous-espace vecto-

riel), 268

support

d’un arc paramétré, 192

d’un cycle, 236

d’une permutation, 236

d’une suite, 293
supremum (d’une partie de R), 15
surjective (application —), 225
symétrie

affine, 353

affine orthogonale, 358

orthogonale, 336

vectorielle, 269
symétrique

endomorphisme — défini positif, 338

endomorphisme — positif, 338

441
endormorphisme —, 337
forme bilinéaire —, 317
groupe —, 235
matrice —, 282

matrice — définie positive, 338
matrice — positive, 338
relation —, 226

systeme

complet d’événements, 372

de Cramer, 290

T

tangent
plan —, 210
vecteur — a une partie d’un espace

normé, 208
tangente hyperbolique, 33
tautologie, 217
taux de panne, 378
Taylor
formule de —, 302
formule de — avec reste intégral pour
les fonctions numériques, 80
formule de — avec reste intégral pour
les fonctions vectorielles, 191
séries de —, 173
théoreme de —, 302
Taylor-Lagrange
formule de —, 80

inégalité de — pour les fonctions
numériques, 80
inégalité de — pour les fonctions

vectorielles, 192
Taylor-Young
formule de — pour les fonctions de
plusieurs variables, 213
formule de — pour les fonctions nu-
mériques, 71
formule de — pour les fonctions vec-
torielles, 192
Thales (théoréme de —), 353
théoreme(s)
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d’Abel, 162

d’approximation uniforme, 155

d’Euclide, 251, 303

d’Euler, 253

d’intégrabilité par comparaison, 133

d’intégrabilité par domination, 133

d’intégration terme a terme d’une
série de fonctions, 136

d’intégration terme a terme d’une
série de fonctions sur un seg-
ment, 161

d’intégration terme a terme d’une
série entiere, 170

d’optimisation sous contrainte, 211

d’orthonormalisation de Gram-Schmidst,

331, 346

de Bayes, 374

de Beppo Levi, 395

de Bézout, 247, 298

de Bienaymé-Tchebychev, 386, 399

de Bolzano-Weierstrass, 25, 106

de Cantor, 368

de Cauchy-Schwarz, 328, 346

de Cayley-Hamilton, 312

de comparaison série-intégrale, 120,
130

de conjugaison pour les intégrales
généralisées, 128

de convergence commutative, 124

de convergence dominée de Lebesgue,
135

de croissance pour les intégrales gé-
néralisées, 128

de d’Alembert-Gauss, 301

de décomposition des noyaux, 312

de Dirichlet, 183

de Dunford, 315

de dérivation terme a terme d’une
série de fonctions, 161

de dérivation terme a terme d’une
série entiere, 170

de Fubini, 125

de Gauss, 248, 298

de Heine, 49

de Jensen, 385

de Konig, 398

de la base incomplete, 272

de la double limite, 153, 160

de la limite centrale, 409

de la limite de la dérivée, 57

de la limite monotone, 41

de Lagrange, 232

de Leibniz, 118, 302

de Lejeune-Dirichlet, 183

de linéarité pour les intégrales gé-
néralisées, 128

de Markov, 385, 395

de Minkowski, 328, 346

de Moivre-Laplace, 409

de Parseval, 182

de Poincaré, 366, 372

de projection orthogonale, 333

de Pythagore, 330

de Raabe-Duhamel, 116

de récurrence double, 218

de récurrence forte, 218

de récurrence simple, 218

de réduction de Gauss, 320

de Rolle, 55

de Schwarz, 212

de sommation par paquets, 124

de Taylor, 302

de Taylor avec reste intégral pour
les fonctions numériques, 80

de Taylor avec reste intégral pour
les fonctions vectorielles, 191

de Taylor-Young pour les fonctions
de plusieurs variables, 213

de Taylor-Young pour les fonctions
numériques, 71

de Taylor-Young pour les fonctions
vectorielles, 192

de Thales, 353

de transfert, 384, 407
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de Weierstrass, 155
de Wilson, 252
des accroissements finis, 55
des bornes atteintes, 46, 103
des croissances comparées, 63
des restes chinois, 254
des valeurs intermédiaires, 44, 105
du point fixe, 109
du rang, 276
fondamental de I'algebre, 301
fondamental de I'analyse, 76, 191
fondamental de I'intégration, 76
petit — de Fermat, 252
radial d’Abel, 169
spectral, 337
total (relation d’ordre —), 226
trace
d’un endomorphisme, 280
d’une matrice carrée, 280
trajectoire (d’'un arc paramétré), 192
transfert (formule de —), 384, 407
transitive (relation —), 226
translation, 350
transposée
d’une application linéaire, 267
d’une matrice, 281
transposition, 236
triangulaire (matrice —), 282
tribu, 369
borélienne, 370
de Bernoulli, 369
engendrée, 370
grossiere, 369
triviale, 369

trigonalisable
endomorphisme —, 309
matrice —, 310

trigonométrie (formules de —), 414

troncature (d’un développement limité),
69

U

uniforme
approximation —, 155
continuité —, 48

continuité — dans des espaces vec-
toriels normés, 98
convergence — d’une suite de fonc-

tions, 150

convergence — d’une série de fonc-
tions, 157

limite — d’une suite de fonctions,
150

loi —, 404

loi — discrete, 377

norme de la convergence —, 83

unitaire
matrice —, 347

polynéme —, 295
univers, 368

vV

valeur
d’adhérence, 86
moyenne d’une fonction sur un seg-
ment, 78
propre d’'un endomorphisme, 307
propre d'une matrice, 308
valuation
p-adique, 251
d’un polynome, 294
Vandermonde (déterminant de —), 288
variable(s) aléatoire(s)
a densité, 402
continue, 402
de carré intégrable, 397
discrete, 376
discrete de carré sommable, 385
espérance d’'une — discrete, 383
espérance d'une — réelle, 396
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espérance d’'une — réelle positive,
395

étagée, 376

indépendantes, 381, 382, 393

loi d’'une —, 377, 393

mutuellement indépendantes, 382,
394

non corrélées, 387, 398

réelle, 391

réelle intégrable, 396

réelle positive intégrable, 395

sans mémoire, 379, 404

variance, 386, 398

variation
méthode de la — de la constante,
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nrichi par des résumés de
cours, ce formulaire sera d’une
aide précieuse pour I’étudiant
souhaitant s’assurer de I'assimilation des
nouveaux programmes de mathématiques £, ‘
des classes préparatoires aux grandes écoles N
comme ceux des deux premiéres années de
Licences scientifiques.
Il s’avérera également trés utile aux candidats au Capes
de mathématiques.

Le livre est divisé en trois parties : analyse, algebre et
probabilités. Un index détaillé permet a I'étudiant de trouver
immédiatement I'information recherchée. En fin d’ouvrage
sont rassemblés un formulaire de trigonométrie, les dérivées
et primitives usuelles ainsi que les développements limités et
les développements en séries entieres classiques. Remarques,
exemples et contre-exemples, viennent compléter 'ensemble.
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